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Resumo

Neste trabalho provamos que variedades Kahler imersas minima ou plurimi-
nimante no espago produto E"(c) x R, onde E"(¢) é um espago de curvatura
seccional constante ¢ # 0, sao superficies. Enquanto as imersas pluriminimamente
em CP™ x R admitem um aberto denso folheado por subvariedades holomorfas ou
anti-holomorfas de CP". Além disso, para variedades Kahler compactas com pri-
meira classe de Chern positiva, provamos que as imersoes pluriminimas em CP" xR
sao holomorfas em CP". Estudamos também imersoes ppmc semi-isotrépica de
variedades Kéahler no espaco hiperbdlico e concluimos que, ou elas sao decom-
poniveis no espago de Lorentz, ou sao provenientes de imersoes ppmc no R”, ou
sao imersoes de superficies com curvatura média paralela. Como consequéncia,
verificamos que imersoes ppmc de variedades Kahler com primeira classe de Chern
positiva no espaco hiperbdlico ou sao decomponiveis no espaco de Lorentz, ou sao
provenientes de imersoes ppmc no R".

Palavras-chave: Imersao pluriminima, imersao ppmec, variedades Kahler,

Pluri-curvatura média paralela.



Abstract

Let E"(c) be a space of constant sectional curvature ¢ # 0. We prove that
minimal or pluriminimal Kéhler submanifolds in E™(¢) x R are surfaces. For a
pluriminimal immersed submanifold into CP™ x R, there exists a dense open sub-
set that it admits a foliation by holomorphics (or antiholomorphics) submanifolds
of CP™. We investigate pluriminimal immersions of compact Kéahler manifolds
with first Chern class positive into CP" x R. In this case, it is holomorphic (an-
tiholoforphic) in the first factor. In addition, for a half isotropic ppmc immersion
of Kéahler manifolds into hyperbolic space we have that either it is decomposable in
Lorentz space, or it comes from ppmc immersion of R™ or it is immersion of surfa-
ces with parallel mean curvature. We also prove that ppmc immersion of compact
Kahler manifolds with positive first Chern class into hyperbolic space either it is
decomposable in Lorentz space, or it comes from ppmc immersion of R".

Keywords: pluriminimal immersion, ppmc immersion, Kahler manifolds, pa-

rallel plurimean curvature.
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Introducao

Uma variedade Kahler é uma variedade complexa hermitiana cuja estrutura
complexa é paralela. Essa nocao foi introduzida pelo matemético alemao Erich
Kéhler em seu artigo Uber eine bemerkenswerte Hermitesche Metrik (Uma métrica
hermitiana notdvel) [2I]. Desde entdo muitas pesquisas foram desenvolvidas com
tais variedades. O estudo de variedades Kahler imersas isometricamente no R™ ou
em outros espacos, por exemplo, tem sido tema de pesquisa de varios matematicos
31, 51, 6], [7),[15], [16], [18], [19], [17], [26], [27], [29] e [30].

Uma classe importante de tais imersoes isométricas sao as minimas, ou seja,
aquelas em que o vetor curvatura média H ¢é identicamente nulo. Estas porém,
sao vistas como caso particular das imersoes cuja segunda forma fundamental o

satisfaz
a(X,JY)=a(JX,Y),

as quais sao chamadas imersoes pluriminimas, outrora conhecidas como circulares.

O estudo de imersoes de variedades Kéhler nos conduzem a uma decomposicao
da segunda forma fundamental em tipos da seguinte forma: considerando que o
fibrado complexificado de uma variedade Kahler M se decompoe na soma direta
de dois subfibrados, que sao exatamente os autofibrados 7" e T” respectivamente
associados aos autovalores ¢ e —i da estrutura quase complexa .J, a segunda forma

fundamental o se decompoe em



(2,0)

a0 = alpp, M D|pgr e a0 = alprn.

A componente o'V é chamada pluri-curvatura média, pois para qualquer curva
complexa C' C M, temos a™Y = (/)n, onde n é o vetor curvatura média da
superficie f|c, onde f é a imersao de M, conforme [3]. Se a pluri-curvatura média
¢ nula, temos uma imersao pluriminima.

Dajczer e Gromoll provaram em [5], que as tinicas subvariedades pluriminimas
em um espaco de curvatura seccional constante diferente de zero sao superficies.
Em [6] os autores mostraram que variedades Kédhler minimas em R"™ sdo plu-
riminimas e em H" sao superficies. De modo um pouco mais geral que R", ve-
mos em [I6], que imersdes em espacos localmente simétricos de tipo nao com-
pacto, minima é equivalente a pluriminima. Além disso, os autores também mos-
traram que minimas (pluriminimas) em variedades Rimannianas negativamente
i—pinehed (positivamente i—pinched) sao superficies.

Imersoes holomorfas e anti-holomorfas constituem exemplos de variedades plu-
riminimas. Mas sob quais condi¢oes imersoes plurminimas sdo holomorfas (ou
anti-holomorfas)? Em [7], Dajczer e Thorbergsson mostraram que pluriminimas
em CP" sao holomorfas ou anti-holomorfas se a dimensao de M ¢é maior que 1.
Ferreira, Rigoli e Tribuzy mostraram em [16] resultado semelhante para as Gras-
smmannianas complexas G,(C™) impondo que a dimensao de M seja maior que
p—1(n—-—p—1)+1.

Nosso interesse foi estudar imersoes minimas e pluriminimas de variedades
Kahler nos espagos produtos CP" x R e E™(c) x R, onde E™(c¢) é um espago forma
de curvatura seccional constante ¢ # 0.

Utilizando a equagao de Gauss e a expressao da curvatura de E™(c) x R, mos-
tramos que se ¢ < 0 e a imersao é minima, entao M é uma superficie. O mesmo
acontece quando a imersao é pluriminima, inclusive quando ¢ > 0. Assim obtive-

mos os seguintes teoremas.



Teorema 1. Sejam M uma variedade Kdhler, de dimensdo complexam, e E™(c) X
R wuma variedade produto, onde E™(c) é um espago de curvatura constante ¢ < 0.

Se f: M — E"(c) x R € uma imersao isométrica minima, entio m = 1.

Teorema 2. Sejam M uma variedade Kdhler, de dimensdo complexa m, e E™(c¢) x
R uma variedade produto, onde E™(c) é um espago de curvatura constante ¢ # 0.

Se f: M — E"(c) x R € uma imersao isométrica pluriminima, entao m = 1.

Quando a pluri-curvatura média é produto da métrica pelo vetor curvatura
média dizemos que P é totalmente umbilico, em que P = oY |7y s, Imersdes
com estas propriedades foram estudadas por Ferreira e Tribuzy em [I§]. Eles
mostraram que em espagos de curvatura seccional constante ¢, M é superficie para
¢ >0, e quando ¢ < 0, M é superficie ou satisfaz |H|*> = /—c. Em CP", imersoes
com P totalmente umbilico sao, ou imersoes de superficies ou imersoes holomorfas
ou anti-holomorfas.

Mostramos resultados semelhantes para imersoes em E"(c) x R.

Proposicao 1. Seja f : M™ — E"(c) x R uma imersao isométrica com P
totalmente umbilico.

i) Se c <0, entao m =1 ou |[H| = \/ (|72 — m);

c
m
ii) Se ¢ > 0, entdo m = 1.

Para imersoes em CP" x R tomamos a distribui¢cao horizontal D e mostramos
que, quando a imersao é pluriminima, ela é integravel e satisfaz a condicao de

holomorfia ou anti-holomorfia para dimensao maior que 2.
Lema 1. Para m > 2 a distrubuicao D satisfaz j]p = +J.

J e J sio as estruturas quase complexas de M e CP", respectivamente.



Lema 2. A distribuicao D € integrdavel.

Com isso conseguimos obter uma folheagao de M por subvariedades holomorfas

ou anti-holomorfas de CP™.

Teorema 3. Seja M uma variedade Kahler de dimensao complexa m > 2 e f :
M — CP"™ x R uma tmersao isométrica pluriminima. Entao M ¢é folheada por

subvariedades holomorfas ou antiholomorfas de CP".

Verificamos ainda que quando o vetor normal unitario e paralelo £ de R ¢ tan-
gente a M em todo ponto, a distribui¢ao D bem como a distribuicao ortogonal a ela
sao paralelas, e assim usando o teorema da decomposi¢ao de De Rham concluimos

que:

Proposicao 2. Seja M uma variedade Kahler de dimensao complexa m > 2 e
f: M — CP"™ x R uma imersao isométrica, tal que & € TM. Entao M ¢ um

produto My x My onde My € uma superficie.

Definindo em M a forma quadrética Q(X,Y) = (X, &)(Y, &), verificamos que
sua parte (2,0) é holomorfa. Assim, supondo que M seja compacta e tenha pri-
meira classe de Chern positiva, usamos um resultado de Kobayashi e Wu [23] para

concluir que @) é nula e conseguimos entao o lema:

Lema 3. Se M ¢é compacta com primeira classe de Chern positiva, entdo & €

ortogonal a T M.

Do lema acima e do fato da distribuicao satisfazer a condi¢ao de holomorfia

decorre o seguinte teorema.

Teorema 4. Seja M™ wuma variedade Kdahler, de dimensdo complexa m > 1,
compacta com primeira classe de Chern positiva e f : M — CP™ xR uma imersao

isométrica pluriminima. Entao M € holomorfa ou antiholoforma em CP™.



Outra classe interessante de imersoes de variedades Kahler, sao aquelas em que
a pluri-curvatura média é paralela. A estas chamamos de imersées ppmc e tem
sido amplamente estudadas por Escheburg, Ferreira e Tribuzy [3], [9], [10], [11],
[12] e [19].

Uma imersao ppmc ¢é dita semi-isotropica se satizfaz
<a(270)’ a(270)> — 0 e <a(270)’77> —= 0

para todo campo paralelo n € N° = span{a(X,Y); X,Y € T'}. Estudamos tais

imersoes no espaco hiperbdlico e obtivemos o seguinte resultado:

Teorema 5. Seja M uma variedade Kdhler e f: M — H" uma imersao ppmc
semi-isotropica. Entdo uma das condi¢oes ocorre:

i) f € decomponivel no espago de Lorentz;

ii) f € obtida a partir de uma imersao ppme do R™ como nos Exemplos e'

iii) M € uma superficie de curvatura média paralela.

Os exemplos mencionados no item ii) do teorema sdo casos em que f(M)
estd em uma esfera geodésica ou em uma horoesfera, as quais sao subvariedades
umbilicas de H" e podem ser obtidas pela intersecao das esferas e dos hiperplanos
de R™ com o espaco hiperbdlico considerado como o semi-espago superior de R™
com métrica conforme a métrica euclidiana. Usando a hipdtese de semi-isotropia,
obtivemos o paralelismo do operador de forma na direcao do vetor curvatura média
Ap. Admitindo autovalores distintos para Ay, usamos o teorema de decomposicao
de De Rham para decompor a variedade M e aplicando o lema de Moore para
espago de Lorentz concluimos o item i), que significa que i o f é um produto de
imersoes (i ¢ a inclusdo de H" no espago de Lorentz). Admitindo que exista um
unico autovalor para Ay, o qual deve ser nao nulo, M serd imersa minimamente em

uma hipersuperficie totalmente umbilica de H" com curvatura seccional constante



igual a ||H||* — 1. Entao sob andlise da curvatura média ||H || obtivemos os itens
i) e iii).

Em [9] os autores estudaram imersao ppmc de uma variedade Kéhler compacta
com primeira classe de Chern positiva e codimensao menor que ou igual a 4 e
obtiveram uma caracterizacao para o espaco projetivo complexo CP? e para a
quadrica Q3. Considerando o espaco hiperbélico H" e sem restringir a codimensao

obtivemos, como corolario do teorema anterior, o seguinte resultado:

Corolario 1. Seja f : M — H" uma tmersao ppmc de uma variedade Kdhler
compacta com primeira classe de Chern positiva. Entao uma das condi¢oes ocorre:
i) [ € decomponivel no espago de Lorentz;

it) [|[H|| > 1 e f € obtida a partir de uma imersao ppme do R"™ como no Exemplo

@.

Usando um resultado de Kobayashi e Wu, em [23], o qual afirma que uma
variedade Kahler compacta com primeira classe de Chern positiva nao admite p-
formas, p > 1, holomorfas nao nulas, concluimos que a imersao é semi-isotrépica e
portanto podemos usar o teorema anterior, excluindo apenas os casos em que a va-
riedade imersa nao pode ser compacta, os quais foram observados na demonstragao

do mesmo.



Capitulo 1

Imersoes de Variedades Kahler e

a Pluri-curvatura média

1.1 Estruturas quase complexas

Seja V' um espaco vetorial complexo de dimensao complexa m. Pela operacao
restricao do corpo de escalares C para R podemos vé-lo como espago vetorial
real o qual denotaremos por Vg. A transformacao linear em V' resultante da
aplicacao da multiplicacao por ¢ pode ser vista em Vg como um operador linear
J : Vg — Vg tal que J? = —id. Neste caso, se {ey, ..., ¢, } ¢ uma base de V sobre
C podemos verificar que {ey, Jey, ..., €, Je, } € uma base de Vi sobre R, de modo
que dimrVg = 2dimcV .

Agora, consideremos que V seja um espaco vetorial real. Chamamos de es-
trutura complexa em V' a um endomorfismo linear J : V. — V que satisfaz
J? = —id.

Dado um espaco vetorial real V' munido de uma estrututa complexa J, temos
que dimV = 2m. Além disso,

i) podemos escolher uma base {e1, €], ...,en, €, } para V| tal que Je, = € e



Jej, = —eg, para k =1,...,m;
ii) podemos tornar V um espago vetorial complexo de dimensao complexa m
definindo a multiplicagao por escalar complexo como sendo (a + bi)v = av + bJv.

Assim, com as notagoes do item i), {eq, ..., e, } é uma base de V sobre C. E]

Definicao 1.1. Uma estrutura quase complexa sobre uma variedade diferencidvel
de dimensao 2m € um campo tensorial J, que a cada p € M associa uma estrutura

complexa em T,M .

Uma variedade munida de uma estrutura quase complexa é chamada varie-

dade quasi-complexa.

Definicao 1.2. Uma variedade complexa M de dimensao complexa m é uma vari-
edade diferencidvel de dimensdo real 2m, munida de um atlas formado por cartas
Vo 1 Uy — C* = R?™ satisfazendo a sequinte condicdo:

Se Uy, NUg # @, entao a mudanga de coordenadas

050 05" Pa(Us NUs) — 0a(Us N Up)

é uma fungao holomorfa de m wvaridveis. Neste caso, cada p, € uma carta co-
ordenada holomorfa, ou ainda, um sistema de coordenadas compleras em M e

{(Ua, ¢a)} € um atlas complezo.

Toda variedade complexa admite uma estrutura quase complexa natural. E]

1.2 Variedades Kahler e seu Fibrado Complexi-
ficado

Seja (M™, (,)) uma variedade riemanniana complexa de dimensao complexa m

com estrutura quase complexa J. Dizemos que (,) é uma métrica hermitiana

!Para demonstragdo destes fatos, veja [4]
2Para mais detalhes veja [22]



se ela é J—invariante, ou seja,
(JX,JY)=(X,Y) VXY € TM.
Note que neste caso J é uma isometria. Além disso, vale a igualdade
(X, JY)=—(JX,Y) VX, Y € TM.

Uma variedade riemanniana complexa munida de uma estrutura quase com-
plexa, cuja a métrica é hermitiana, é chamada variedade hermitiana. Neste

caso a 2-forma diferencial definida por
w(X,Y)=(JX,Y)
para X, Y tangentes a M, é chamada forma Kahler.

Definicao 1.3. Uma variedade hermitiana M com forma Kdhler fechada € cha-

mada variedade Kdahler.

Seja V a conexao de M. Entao a forma Kahler é fechada se, somente se, J é

paralelo, ou seja, VxJ = 0 para todo X € T'"M. De fato, dados X,Y,Z € TM
dw(X,Y,Z) = (Vxw)(Y,Z) — (Vyw)(X, Z) — (Vzw)(X,Y).
Por outro lado,
(Vxw)(V,Z2) = Xw(Y,Z)—w(VxY,Z)—w(Y,VxZ)

= X(JY,Z)—(JVxY,Z)—(JY,VxZ)
= (VxJY,Z) — (JVxY,Z)
= (VxJ)Y, 2).

Logo, Vxw = 0 se, e somente se, VxJ = 0.

Podemos entao pensar em uma variedade Kahler como uma variedade rieman-

niana complexa munida de uma estrutura quase complexa paralela que é uma

isometria.

10



Exemplo 1.1. Como exemplos basicos de wvariedades Kdhler temos: o espaco
vetorial C™ com a métrica Fuclidiana e a estrutura quase complexa canénica;
as superficies riemannianas orientdveis munidas com o atlas formado por car-
tas isotérmicas positivas e estrutura complexa canonica; os produtos de variedades

Kahler munidos com a métrica produto e a estrutura complexa produto.

Seja M uma variedade Kéhler conexa de dimensao complexa m. Ao longo
deste trabalho, pensaremos sempre no espaco tangente como espaco vetorial real.
Para cada p € M a estrutura complexa J, estende-se a uma estrutura complexa
no espaco tangente complexificado TI‘)CM = {X+V; X, Y € T,M} do seguinte

modo:

Jp @ ToM —ToM

X +iY 5 J(X) + i, (V).
Sejam T e T}/ os autoespagos associados a i e —i, respectivamente. Entao
T = {X —iJ)(X); X € T,M} e T/ = {X +iJ,(X); X € T,M}.

Dessa maneira o fibrado complexificado TCM se decompde como soma direta dos
subfibrados 7" e T"”, que sao os autofibrados associados aos autovalores i e —i de
J. Por simplificacdo denotamos 7" = T.

Dados X € T®M denotaremos por X’ e X" as componentes de X em T" e T"
respectivamente.

Definimos em TCM um produto hermitiano como segue: primeiro estendemos

(+), & T;CM bilinearmente sobre o corpo dos complexos fazendo
(iX,Y),=(X,iY),=i(X,Y), ,VX,Y € T,M.
A seguir definimos
<<X7 Y>>p = <X’ ?>p

11



o qual é um produto interno hermitiano em 7’ ;CM .
Observe que em relacao a este produto, 77 e T"” sao ortogonais. De fato, dados

X,Y eTM

(X —iJX,) Y +iJY)) = (X —iJX,)Y —iJY)
(X,Y) — (JX,JY) —i(X,JY) —i(JX,Y)
— (X,Y) —(X,Y) — (X, JY) +i(X,TY)
= 0.
Note ainda que isto ¢ equivalente a (IT",7") =0 e (T",T") = 0. Dizemos entao
que T" e T" sdo isotrépicos em relacao a extensdo C—bilinear de (, ).

Agora vamos estender a conexio de Levi-Civita de M a T®M linearmente no

sentido complexo, ou seja,
VixY =VxiY =1VxY VXY € TM.

Essa extensdo é compativel com a extensdo da métrica (,). Sendo J paralelo
podemos observar que sua extensao ao complexificado também é paralela. Assim

quaisquer que sejam X € T°M e Y € T’ temos
J(VXY) =Vyx (JY) =Vyx (ZY) =iVyxY = VxY e T’
J(VxY)=Vx (JY) =Vx (—iYV) = —iVxY = VyxYeT"

Portanto T" e T"” sao subfibrados paralelos.

Também podemos estender R de maneira natural por
R(iX,Y)Z = R(X,iY)Z = R(X,Y)iZ =iR(X,Y)Z.
Lema 1.1. Se A, B € T', entdo R(A, B) = R(A, B) = 0.

Demonstracdao. Primeiro note que pela definicao do tensor curvatura e o fato de

T'" e T" serem paralelos, temos, para todo X,Y € TCM,
RX,Y)AcT e RIX,Y)AcT". (1.1)
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Assim, pela isotropia de T”, temos

(R(A,B)X,Y) = (R(X,Y)A,B) =0,
donde

((R(A,B)X,Y)) =0,VX,Y € T°M.
Analogamente

{(R(A,B)X,Y)) = 0.

Como consequéncia deste lema, para A, B € TI‘)CM , temos

R(JA,JB) = R(JA +JA" JB + JB")
= R(JA,JB)+ R(JA,JB") + R(JA",JB') + R(JA", JB")

I I
X

AI,B”) + R(A//,B/)

= R

(
(
(1A', —iB") + R(—iA" iB')
(
(A/,B/) + R(A/,B”) + R(A//,B/) + R(A//7B//)
(

Il
=

A, B)

e de segue
R(A,B)JC = R(A,B)(JC"+ JC")
= R(A, B)(iC") + R(A, B)(—iC")
= iR(A,B)C —iR(A, B)C"
= JR(A,B)C'+ JR(A, B)C"
= J(R(A, B)C).
Em particular, para X,Y € TM
R(X,Y)oJ=JoR(X,Y)e R(JX,JY)=R(X,Y).
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Seja X, € T,M nao nulo. A curvatura seccional holomorfa K(X,) de M
em p ¢ a curvatura seccional de M segundo o plano gerado por X, e J,X,. Dizemos
que M tem curvatura seccional holomorfa constante ¢ se K(X,) = ¢, para todo

pe Me X, e T,M\{0}. Neste caso, temos que o tensor curvatura é dado por

(RIX,Y)Z,W) = 2((){, WY, Z) — (X, ZVWY, W) + (X, JWWY, JZ)
(X, JZWY, JW) = 2(X, JYNZ, JW)), (1.2)

(para mais detalhes ver [22]).
Sabemos que se {eq, ..., e, } é um referencial unitario sobre um aberto U C M,

entao podemos obter um referencial ortonormal

{e1, J(€1), ..., em, J(€m)} (1.3)

Definamos
1
V2

Temos que {Ey, ..., B}, } é uma base unitaria de 7. De fato, se X € TU entao

Ek: (ek—iJek),krzl,...,m.

escrevemos, de modo tnico, X = > (arey + by Jer), ar, by € C(U), onde C(U) é

o anel das funcoes suaves sobre U. Entao

X — ZJ(X) = Z(akek + kaek) - zZ(akJek - bkek)
k=1 k=1
= Z (ak(ek — iJek) + Zbk(ek — @Jek))
k=1

_ Z(\/_ak —iJey Z\/_bkek zJek)
o V2

= Z \/§(ak + Zbk)Ek
k=1
Analogamente {E, ey E_n} é uma base unitaria de T".
O tensor de Ricci é dado por
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Ric(X,)Y) =tr{V — R(V,X)Y'}
e satisfaz
Ric(JX,JY) = Ric(X,Y)

para todo X, Y € TM
De fato, considerando o referencial ([1.3) temos

NE

Ric(JX,JY) = ((R(JX,er)ex, JY) + (R(JX, Jey)Jey, JY))

i
I

(<R(X, Jek)Jek, Y> + <R<X, €k>€k, Y>)

I
NE

= Ric(X,Y).

=
—_

Associada ao tensor de Ricci temos uma 2-forma antissimétrica dada por
p(X,Y) = Ric(JX,Y), (1.4)

a qual chamamos de forma Ricci.

Duas formas «, 8 € QP(M) fechadas sao ditas cohomélogas se v — 3 é exata.
Isto define uma relagao de equivaléncia no subconjunto F das formas fechadas
em QP(M). A classe de equivaléncia @ = {w € F;w — a = dn para algum n €
OP~Y(M)} é chamada classe de cohomologia de De Rham e o conjunto de tais
classes é o p-ésimo grupo de cohomologia de De Rham, denotado por HP(M).
Dizemos que uma classe de cohomologia em H?*(M) ¢é positiva (resp. negativa) se
ela pode ser representada por uma 2-forma positiva (resp. negativa).

A forma Ricci é fechadaE] e portanto define uma classe de cohomologia, ou seja,
um elemento de H?(M).

A forma dada por % representa uma classe de cohomologia conhecida como

Primeira Classe de Chern. Esta classe independe da métrica, pois se p’ é

3Para uma demonstragao, veja proposicao 4.9 de [22]
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a forma Ricci associada a outra métrica Kéhler, entao p — p’ é cohomologa a
forma nula. As variedades complexas compactas com primeira classe de Chern
positiva sao exatamente aquelas que admitem uma métrica Kéhler com forma
Ricci positiva. Indicamos [2] para mais detalhes.

Kobayashi e Wu mostraram em [23] que variedades complexas compactas com
primeira classe de Chern positiva nao admitem formas holomorfas nao nulas.

Descreveremos agora um exemplo importante de variedade Kéhler.

1.2.1 O Espaco Projetivo Complexo

Chamamos de espago projetivo complexo de dimensao complexa n deno-
tado por CP™, ao conjunto de todas as retas complexas de C**1.

Considerando a agao H do grupo multiplicativo C* em C"*! — {0}, dada por

p:C*xC"" —{0} — C"'—{0}
(A, z) — Az

) (Cn—i—l _ {0} )
temos que o grupo quociente —————— tem estrutura de variedade complexa

C

definida pela familia de vizinhangas coordenadas Uy, = m(V}) com sistema de coor-
. A0 Rl—1 Rk+1 Z ;.
denadas locais —, ..., ——, == ... = em que 2, ..., 2, é 0 sistema de coordenadas
2k g Rk 2k

naturais em C"*' ¥} é um conjunto de pontos de C"™ — {0} com 2, # 0 e 7 a

projecao canonica

(anrl - {O}

T C {0} — —
<0 Rk—1 Rk+1 <
2= (20, s 2y oy 2n) — |, R
Zk Zk Zk Zk

4Um grupo G age sobre uma variedade diferencidvel M se existe uma aplicacdo p: G x M —
M tal que:
(1) p(g,z) = x, para todo = € M,
(2) p(g192,2) = p(g1,p(g2,2)) para todos g1,92 € G e x € M.
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~ . . n Cn+1 - {0} 1 20 k
Podemos entao identificar CP™ com — 0 de modoque z* = —, ..., 2" =
2k
Zk—1 Rk+1 Zn . ~ R
T R = T 2" = T2 ¢ chamado sistema de coordenadas nao-homogéneas
Zke Zke 2k

de CP" e z, ..., z, é o sistema de coordenadas homogéneas em CP".

Uma vez que a restricdo da projecao 7 a S?"*! ainda é sobrejetiva, temos que
CP™ é compacto por ser imagem de um compacto por uma aplicagao continua.
Além disso, CP™ é simplesmente conexo. Estes fatos podem ser estudados com
mais detalhes no capitulo 3 de [24].

Usando o sistema de coordenadas nao-homogéneas no aberto em Uy,

Zn
— n __
k‘ I geery tl{? — _,

20 _ k-1 k41
10 ooy T = TS gl = T
Zk Zk Zk Zk

consideremos as fungoes
n
fe =Ytk
k=0
Podemos entao obter uma forma fechada w em CP" fazendo

.0 0
w = _418_2&8_2&[09']%

e1m Uk

Definimos entao
(X)Y) =w(JX,Y)

a qual é uma métrica Kéhler, cuja forma Kéahler é w. Tal métrica é conhecida

como métrica Fubini-Study.

Teorema 1.1. Para qualquer nimero positivo ¢, o espaco projetivo complexo CP™
admite uma métrica Kdhler de curvatura seccional holomorfa constante c. Com
respeito ao sistema de coordenadas ndo-homogéneas z', ..., 2" ela é dada por
»_4 (1+ 3 272%) S dabdzh — Y zkdel Y 2hdzr

ds 5
¢ (1+ 3 24zF)
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Para demonstracao veja Teorema 7.8 em [22].
No que se segue, consideremos CP™ munido desta métrica.
A agdo de U(n + 1) em C™™ induz uma aplicagdo isométrica de U(n + 1) em
CP™, dada por
Un+1)xCp* — CP"
(P,E) — P(F)
onde E é um plano em C"*1.
Consideremos a reflexao s sobre o plano E. Sabemos que
slp =id e s|pL = —id.
Assim, s induz uma isometria em s, : CP* — CP™ que fixa o ponto p = 7(E) €

CP™ e cuja diferencial nesse ponto é —id.

Definicao 1.4. Uma variedade riemanniana M ¢é chamada espago simétrico se
para todo ponto p € M existe uma isometria s, : M — M tal que s,(p) = p e
dsp|, = —id

Diante desta definicao, temos que CP™, com a métrica Fubini-Study, é um

espago simétrico. Em particular, o seguinte teorema ¢ valido para o mesmo.

Teorema 1.2. Seja M um espaco simétrico e p um ponto de M. Seja € o con-
Junto dos campos de Killing que se anulam em p e p o conjunto das transvecgoes
infinitesimais em p, isto é, os campos de Killing com derivada covariante nula em

p. Entao
e cCe [tplCpelppCt
Além disso, a aplicacao

p — T,M
X — X,
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¢ um isomorfismo linear, e para todo X,Y,Z € p temos, em p,
RIX,Y)Z = [Z,[X.Y]] (15)

Para demonstrac¢ao indicamos [§].

1.3 Imersoes pluriminimas e ppmc

Ao longo desta secao, consideremos f : M™ — N" uma imersao isométrica de
uma variedade Kahler de dimensao complexa m em uma variedade riemanniana
N"™. Tomemos a extensao C-bilinear da segunda forma fundamental «, para a
qual usaremos a mesma notacao. Denotando ainda por R e R* as extensdes C-
bilineares dos tensores curvaturas de N e TM*, temos que as Equacoes de Gauss,
Codazzi e Ricci se estendem a esta situagao.

No que diz respeito a extensao da segunda forma fundamental podemos obter

a seguinte decomposicao: dados X = X'+ X" eY =Y'+Y” em T®M, temos
a(X,Y)=a(X")Y) +a(X,Y") + (X" Y') + a(X",Y") (1.6)
Esta decomposicao define os seguintes operadores C-bilineares
a®NXY) = a(XY),
d®D(XY) = aX"Y") e
dM(XY) = aX Y +a(X"Y).

Em particular, se X é um campo real em T®M, entdao X' = 1 (X —iJ(X)) e

X" = 1(X +iJ(X)). Assim, dados X,Y € TM C TCM, temos que

aMV(XY) = C{a(X,¥)+a(J(X), V),

0PV(XY) = {0(X.¥) — a(J(X), (V)] ~ i [0(X, J(V)) +a(J(X), Y]]} e
0CI(X,Y) = L {a(X,Y) —a(J(X), JV))] +i[a(X, J(V) +a(J(X), )]}
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Note que as condicoes abaixo sao satisfeitas:

otV (IX,JY) = o"D(X,Y),
a®0(JX,JY) = —a®0(XY) e

a®D(IX,JY) = —a®P(X)Y).

L1) & exatamente

Quando m = 1, ou seja, M é uma superficie, o operador al
(,)H, onde H é o vetor curvatura média da imersdo. Ademais, quando restrito
a qualquer curva complexa C' C M temos novamente a métrica multiplicada pelo
vetor curvatura média de f|o. Por esse motivo o operador aD & denominado
pluri-curvatura média.

Além disso, usando o referencial ((1.3)), vemos que

m

H=—Y o"V(E, Ey) (1.7)

m
k=1

Definicao 1.5. Dizemos que uma imersao € (1,1)-geodésica ou pluriminima se

b = 0.

Como exemplo de subvariedades pluriminimas, temos as superficies minimas.

Note que por ([1.7)), pluriminima implica minima. A reciproca, no entanto,
pode nao ser valida para dimensao maior que 1. Por exemplo, uma subvariedade
extrinsicamente simétrica em R™ é minima em alguma hiperesfera E| mas nao é
pluriminima, a menos que seja uma superficie, conforme Dajczer e Gromoll em [5].
Neste sentido muitos autores tem estudado condicoes para as quais minimalidade
implica pluriminimalidade. Uma delas é o espaco ambiente, como podemos ver no

seguinte teorema:

Teorema 1.3. [Dajczer e Rodrigues [6]] Seja [ : M*™ — Q> uma imersdo

minima de uma variedade Kahler em um espaco forma de curvatura constante c.

>Ver Ferus [14]
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i) Se c <0, entago m = 1;
i1) Se ¢ =0, entao f € circular;
iii) Se ¢ > 0, entdo a curvatura de Ricci satisfaz Ric < nc, com igualdade impli-

cando que a sequnda forma fundamental € paralela.

Observagao 1.1. Uma imersao é circular quando a(X,JY) = a(JX,Y), o que

¢ equivalente a pluriminima.

Outros exemplos de variedades pluriminimas sao as subvariedades holomorfas

e as anti-holomorfas.

Definicao 1.6. Se o espago ambiente N é hermitiano, J e J sdo estruturas quase
complexas de M e N, respectivamente, entao a imersao f : M™ — N™ € holo-

morfa (anti-holomorfa) se Jpar = J (Jlrar = —J).

Neste caso, vale Ja(X,Y) = a(JX,Y) = (X, JY), donde a segunda igual-
dade é exatamente a condigao de circularidade, e portanto f é pluriminima.

Na defini¢io acima, se J (T'M) é normal a T'M dizemos que a imersao ¢ to-
talmente real. Sabemos que imersdes minimas totalmente reais em C" ~ R?" sao
exemplos de pluriminimas que nao sao holomorfas. Em [13] Eschenburg e Tri-
buzy construiram um exemplo de imersao pluriminima que nao é holomorfa nas

Grassmannianas.

Finalizaremos esta secao com a seguinte definicao.

Definicao 1.7. Seja M uma variedade Kdhler m-dimensional e f : M™ — N"
uma tmersao isométrica. Se D denota a derivada covariante, dizemos que f €
ppme (parallel plurimean curvature) se Da™) = 0, ou seja, a pluri-curvatura

média € paralela.

Exemplos classicos de aplicagoes ppmc sao as imersoes minimas, as imersoes

extrinsicamente simétricas e as superficies com curvatura média paralela.
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Capitulo 2

Imersoes ppmc no espaco

hiperbdlico

Neste capitulo falaremos um pouco sobre imersoes ppmc no espaco hiperbdlico.
Especificamente provaremos que certas imersoes deste tipo decorre de imersoes
ppmc do R™. Iniciamos entao relebrando alguns fatos sobre imersoes totalmente

umbilicas.

Uma imersao isométrica f : M — N entre duas variedades riemannianas M
e N diz-se umbilica em p € M se, para todo vetor nao nulo 7 normal a T,M,

existe um nimero real A, tal que
A, = \jid.

Se f for umbilica em todos os pontos de M, dizemos que f é totalmente umbilica
ou simplesmente umbilica.
Decorre desta definicao que f é totalmenta umbilica se, e somente se, a segunda

forma fundamental é dada por



onde H é o vetor curvatura média.
Se a dimensao de M é maior ou igual a 2 e N tem curvatura seccional constante,
entao o vetor curvatura média de uma imersao totalmente umbilica f : M — N

é paralelo.

Exemplo 2.1. (Hipersuperficies umbilicas de R™) Lembremos que para imersoes
[+ M™ — R" o operador de Weingarten Ay é dado por Ay = —dg, onde
g : M" — ST € a aplicagio normal de Gauss. Se M é um hiperplano em R™,
a aplicacao normal de Gauss é constante, logo Ay = 0. Se M é uma hiperesfera
de raio r entao a plicacdo normal de Gauss pode ser dada pelo vetor posicdo
multiplicado por 1/r, entdo temos An = —Z7d.

Se M ¢é qualquer hipersuperficie conexa e completa totalmente umbilica em R",

entdo f(M) esta contida em um hiperplano ou uma hiperesfera. Este resultado e

sua demonstragao podem ser encontrados em [22], por exemplo.

Exemplo 2.2. (Hipersuperficies umbilicas de H" ) Seja f : M — N uma imersao
umbilica. Se mudarmos a métrica de N por outra métrica conforme, a imersao
continua sendo umbilica. Considerando como modelo para H" o semi-espaco su-
perior de R™ e o resultado mencionado anteriormente, podemos concluir que as
hipersuperficies umbilicas de H" sdo as intersegoes de hiperplanos e hiperesferesras
de R™ com H". Estas hipersuperficies tem curvatura média constante c = —sen?0,
onde 0 € o angulo que o hiperplano ou hiperesfera forma com o bordo OH" de H™.
Elas sao chamadas esferas geodésicas quando ¢ > 0, horoesferas quando ¢ = 0 e

hiperesferas quando ¢ < 0.

Consideremos agora M uma variedade Kahler conexa. Veremos alguns exem-
plos de imersoes ppmc em H" a partir de imersoes ppmc de R”. Mas antes disso,

vejamos o seguinte lema.
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Lema 2.1. Sejam M wma variedade Kdhler, N uma variedade riemanniana e
Q um espaco de curvatura constante. Dadas as imersoes f : M — N ppmc e

g: N — Q totalmente umbilica a composicao go f € ppme.

Demonstracao. Usando o fato de toda imersao ser localmente um mergulho, po-
demos escrever agor = oy + ag. Como g é totalmente umbilica em um espaco de
curvatura constante temos que ay(X,Y) = (X,Y)H, e H, é paralelo na conexao

do fibrado normal a N. Segue que

<Dwaélo’;)> (X,Y) = Dwayer(X,V) — agof(Vir X, ) — agop(X, Viy V)
= Dway(X,Y)+ Dw((X,Y)Hy) — ap(VwX,Y)
—~(VwX,Y)H, — a;(X,VwY) — (X, VwY)H,
= Dwoy(X,Y)+W(X,Y)H, — ay(VwX,Y)
—ap(X, VyY) — W(X,Y)H,
- (Dwa}1’1)> (X,Y)
= 0.

]

Exemplo 2.3. Seja f: M — S"™1 C R"™ uma imersao ppme, essencial (isto €,
M ndo pode ser imersa em um subespago afim de R"™), em que M € minima em
S Seja ¢ a imersao de M em S™, entdo f = poi, em que i € a inclusio
da esfera em R™. Denotemos H o vetor curvatura média da imersao f. Visto
que sua projecao sobre o espaco tangente a esfera € nulo, ele também serd o vetor

curvatura média da inclusao, a qual é umbilica, e portanto tem sequnda forma
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a;(X,)Y) =(X,YYH. Assim, para qualquer XY € T" e W € TI(,CM,

(Dwafol’l)> (X,Y) = Dway(X,Y) - a,(ViX,Y) — ap(X, Vi ¥)
= Dway(X,Y) - Dw((X,Y)H) — a;(VwX,Y)
HVwX,Y)H — o (X, VwY) + (X, VwY)H
= Dwoy(X,Y) - W(X,Y)H — ay(VwX,Y)
—ay (X, VwY) + W(X,Y)H
= (Dwal")(x,7)

= 0,

donde obtemos que ¢ € ppme. Agora, tome S"! no espago hiperbélico H™. Sabe-
mos que ela também é umbilica. Usando o Lema concluimos que f : M —»

S c H™ também é ppme.

Exemplo 2.4. Seja g : M — S™* k > 1, uma imersio ppmc. Se S™* estd
contida em uma esfera S"~' C H" ela € totalmente umbilica em H" visto que €
totalmente geodésica em S™"~ 1. Se S"7F estd contida em uma horoesfera X"~ C H”
entdo ela é umbilica nesta horoesfera. De fato, S"* ¢ umbilica em R™™' que por
sua vez € isométrico a uma horoesfera X"~ de H". Como a horoesfera é totalmente
umbilica em H", seque que ST~ % também é umbilica. Assim g : M — S"F C H"

¢ ppmec.

Exemplo 2.5. Seja h : M — R"! uma imersio minima. Pelo teorema h
¢ pluriminima e portanto ppmc. Sabemos que existe uma isometria ¢ : R"™1 —
YL em que ©7 € wma horoesfera de H™. Entdo podemos tomar b : M —s H",
dada por h = i o p o h. Como as horoesferas sao totalmente umbilicas em H",

temos que hé ppmec.

Note que pelos exemplos anteriores, se a imersao de M em R™ é ppmc com

M imersa minimamente em uma hiperesfera ou hiperplano podemos obter uma
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imersao ppmc de M em H". Seja f : M — H" é ppmc. Sob quais condicoes essa
imersao seria proveniente de uma imersao ppmc do R"? Uma possivel resposta
seria quando M for minimamente imersa em uma subvariedade umbilica de H".
Quando f é semi-isotrépica (que definiremos mais adiante) esta situacgao é possivel,
sob certas condigoes, e assim nossa imersao pode ser como nos Exemplos e2.5
No entanto, também é possivel que ela seja um produto de imersoes no espago de
Lorentz, ou seja, i o f é uma imersao produto, onde ¢ é a imersao canonica do
H" no espaco de Lorentz, ou entao que M seja uma superficie. Para mostrar isso

usaremos o seguinte lema.

Lema 2.2. Sejam M uma variedade riemanniana, Q?+k uma variedade rie-

. . ~ . vl n+k . ~
manniana de curvatura seccional constante ¢ e f : M~ — Q7" uma imersao
isométrica com curvatura média paralela H # 0. Suponha que H € uma dire¢do
umbilica. Entao M ¢ imersa minimamente em uma hipersuperficie totalmente

umbilica de Q* cuja curvatura seccional ¢ constante ¢ = || H||?> + ¢.

Demonstragio. Dado p € M, seja {ei,...,e,} é uma base ortonormal de TpM,

entao
1 n
IHIP = = ales e, H)
i=1
1 n
- - A iy &1
2 2 (Hnei.c)
1 n
= — A
= A\

Considere Ny(p) = span{H,} e E = Ny(p)* seu complemento ortogonal em
N,M. Entao Ny e E sao subfibrados paralelos do fibrado normal. Denotando por

( )u a projecao ortogonal sobre Ny temos
(X, Y)u, H) = (Axy H, H) = Axy || H|]%
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Por outro lado
<(O./(X, Y))H7H> = <O¢(X, Y>’H> = <AHX7 Y> = )‘<Xa Y)

donde obtemos Ayy = (X, Y).
Denotemos ainda por B(X,Y') a projecao ortogonal de a(X,Y") sobre E, isto

B(X,Y)=a(X,Y)— (X,Y)H.

Note que B uma é forma bilinear simétrica.

Para cada secao ¢ de F, seja S¢ o operador dado por
(SeX,Y) = (B(X,Y),6),X,Y € TM.

Denotando por R e R as curvaturas de M e M , respectivamente, temos:

(R(X,Y)Z),W) — (B(X,W),B(Y,2))+(B(X,Z),B(Y,W))
= (RX,Y)Z),W) — (a(X, W) — (X, W)H,a(Y, Z) — (Y, Z)H)
+a(X, 2) = (X, Z)H,a(Y, W) — (Y, W)H)
= (RX,Y)Z),W) — (a(X,W),a(Y, Z2)) + (X, Z),a(Y,W))
Ha(X, W), (Y, 2)H) + (X, W)H, (Y, Z))
—((X, W) H, Y, Z)H) — (X, Z), (Y, W) H)
—((X, Z)H,a(Y,W)) + (X, ZYH, (Y, W)H)
= (ROXCY)ZW) + (X, W)Y, Z) = (X, Z)(v, W) | H?
= c((X, W)Y, Z) = (X, Z)(Y,IV))
H(X, WY, Z) — (X, Z)(Y, W) || H |,

donde obtemos

(R(X,Y)Z),W) — (B(X,W),B(Y,2))+ (B(X,Z),B(Y,W))
= (IH[P+ (X, W)Y, Z) +(X, Z){(Y, W)}, (2.1)
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Temos ainda para todo n € F

(DzB)(X,Y),n)

donde concluimos que

(DZB)(X7 Y) =

Z(B(X,Y),n

Z{a(X,Y),n

(D;B(X,Y) —

{
—(B(VzX,Y)+ B(X,V;Y),n)
{
—{a

B(VzX,Y)—-B(X,VzY),n)

—(B(X,Y), Dzn)

— (a(X,Y), Dgn)

Dada uma outra secao & de E temos

<RL(X7 Y)nv £> -

(Dza(X,Y) —a(VzX)Y) —a(X,VY),n)

= ((Dza)(X,Y),n),

(Dza)(X,Y) = (Dxa)(Z,Y) = (DxB)(Z,Y). (2.2)
([Sy, Se] X, Y)
(REX,Y)0,€) = (Sy(SeX) — Se(5,X).Y)
(RYX,Y )0, &) — (B(SeX,Y),m) + (B(S,X,Y),§)
(RHX,Y)n,€) — (a(SeX,Y),n) + (a(S,X,Y),€)
(RH(X,Y )0, €) — (A, 8eX) + (AeY. S, X)
(RY(X,Y)n, &) — (B(A,Y, X), &) + (B(AeY, X),m)
(RHX,Y)n,€) — (@AY, X), ) + (a(AeY, X), )
(RHX,Y)n,€) — (Ae(AY), X) + (An(AeY), X)
(RE(Y. X)E,m) — ([Ag, A))Y, X)
0. (2.3)

As equacoes (2.1)), (2.2)) e (2.3)) sdo respectivamente as equagoes de Gauss, Co-

dazzi e Ricci para imersdo em um espago de curvatura constante ¢ = (||H||> + ¢).
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Entéo pelo teorema fundamental das imersoes existe uma tinica imersao ¢ : M —»
¥7~1 com fibrado normal E e segunda forma fundamental B. Observe ainda que,
¥t € QFF ¢ uma subvariedade umbilica, visto que sua segunda forma funda-
mental é (a(X,Y))y = (X,Y)H. Além disso, ¢ é minima pois H, = projpH =
0. O

Uma imersao f: M — Qg‘*k ppmc é dita semi-isotrépica se satisfaz
(a9 D) = (429 1) =,
para todo campo paralelo n € N° = span{a(X,Y); X,Y € T'}.

Teorema 2.1. Seja M uma variedade Kdhler e f : M — H™ wma imersao ppmc
semi-isotropica. Entao uma das condigoes ocorre:

i) f € decomponivel no espago de Lorentz

ii) f € obtida a partir de uma imersao ppme do R™ como nos Exemplos e'

i11) M € uma superficie de curvatura média paralela.

Demonstracao. Denotemos por H o vetor curvatura média. Notemos que se H =
0, pelo Teorema |1.3| temos o item (iii). Consideremos entao H # 0. Visto que f é
ppmc semi-isotrépica temos (a*% H) = 0.

Isto implica que
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Assim, se X, Y, Z sao tangentes a M

(VzAR)X,Y) = (VzApX,Y) — (Ag(V2X),Y)
= Z{ApX,Y) —{(AgpX,V,Y) — (Ag(VzX),Y)
= Z(a"(X,Y),H) — (") (X,V,Y),H)
—(aW(V2X,Y), H)
= (Dza"V(X,Y), H) — (a")(X,VzY), H)
—(aB)(V,X,Y), H)
= {(DraN)(X,Y), H)

= 0,

o que implica Ay paralelo.

Se Ay possui autovalores distintos Aq, ..., A, entao os auto-fibrados associados
11, ..., T, sao ortogonais, J—invariantes e paralelos, e entao pelo teorema da decom-
posicao de de Rham, M é localmente um produto riemanniano. Pela analiticidade
de M, concluimos entao que M = M; x ... x M,., em que cada M; é Kahler. Além

disso, dados X; € T; e X; € T}, i # j, a equagao de Ricci nos fornece

(R(X:, X;)H)" = RYXy, X;))H + o(AuXi, X;) — o(Xi, A X;)
0 = )\10[<X“XJ) — )\jOé(Xi,Xj)
0 = (&= N)a(X;, X))
donde obtemos a(X;, X;) = 0.
Consideremos H" no modelo hiperbdlico e i a imersao canénica de H"™ no espago

de Lorentz L"*!. Entao, usando o lema de Moore [25] para L"*!, podemos concluir

queiof: My x...x M, — "' é uma imersao produto. De fato, para X; € T;M;
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e X; € T;M;, i # j, temos

Qiop (X1, Xj) = (X3, X)) + (X, X))
= (X, X))+ (X, X))
= 0.

Se Ay possui um tnico autovalor A # 0, entdao pelo Lema [2.2] M é imersa
minimamente em uma hipersuperficie ¥7~! C H" totalmente umbilica cuja curva-
tura seccional é a constante ¢ = ||H||* — 1. Além disso, essa imersao ¢ ppmc pela
equagao (2.2).

Se H tem norma igual a 1, entdao ¢ = 0 e ¥ é uma horoesfera. Observe que M
nao pode ser compacta. Assim, temos que f pode ser obtida como no Exemplo
2.5 Se H tem norma maior que 1, entdo ¢ > 0 e ¥ é uma esfera. Nesse caso,
temos o Exemplo [2.3]

Se H tem norma menor que 1, entao —1 < ¢ < 0 e X é uma hiperesfera. Observe
que neste caso M também nao pode ser compacta. Entao segue do Teorema [1.3

que M ¢é superficie. O

Corolario 2.1. Seja f: M — H"™ uma imersao ppmc de uma variedade Kahler
compacta com primeira classe de Chern positiva. Entao uma das condigoes ocorre:
i) f € decomponivel no espago de Lorentz

it) [|[H|| > 1 e f € obtida a partir de uma imersao ppme do R™ como no Exemplo

2.3

Demonstracao. Pela compacidade de M e a hipotese de f ser ppmc temos que

H é nao nulo e paralelo. Sejam A, B, X,Y,Z € T’ provenientes de referencial
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coordenado e 7 um campo paralelo em N, usando Codazzi temos

7<a(270)(X’ Y>’77> = Za(X Y)777> + <a(X’ Y)’D7n>
(Dza)(X,Y),n) + ((VZX,Y),n) + (a(X,VZY),n)

(D
(
(Dxa™)(Z,¥).n)
0

e ainda

Z(al2(X,Y),a®9(A,B)) = (Dza(X,Y),a(4,B))+ (a(X,Y), Dza(A, B))
— {(Dza)(X,Y),a(4, B))
+(a(X,Y), (Dza)(A, B))
= ((Dxa")(Z,Y),a(A, B))
+Ha(X,Y), (Dac™V)(Z, B))
= 0.
Assim, (a®9 n) e (a>9 29} sio formas holoformas em M. Portanto, elas sao
nulas pois variedades complexas compactas com primeira classe de Chern positiva

nao admitem p-formas, p > 1, holomorfas nao nulas (cf. [23]). Isto implica que f

é semi-isotropica. Entao, o resultado segue do teorema anterior. O
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Capitulo 3

Imersoes em variedades produto

Vamos tratar agora de imersoes em N X R, em que primeiramente consideramos
N = E"(c¢) um espaco de curvatura constante ¢ # 0 e depois consideramos N =
CP". Alencar, do Carmo e Tribuzy estudaram em [I] superficies imersas em
E"(¢) xR com vetor curvatura média paralelo. Aqui vamos tratar o caso em que a
variedade imersa M é uma variedade Kahler e a imersao é minima ou pluriminima.
Provamos que neste caso M deve ser uma superficie. Para o caso de imersoes
pluriminimas em CP" x R, verificamos que a variedade imersa é uma superficie ou
admite uma folheacao em um subconjunto aberto denso formada por subvariedades

holomorfas de CP™ e que sobre certas condigoes a prépria imersao é holomorfa em

CP".

3.1 Imersoes em E"(c) x R

Ao longo deste capitulo, m denotara a projegao de E™(c) x R sobre o primeiro
fator e £ representara o vetor unitario tangente a R. Assim, dado X tangente a

E™(c) x R escrevemos
drX = X — (X, §)¢E.
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Denotemos por (-,-); e Ry a métrica e a curvatura de E"(c). Analogamente,
denotemos por (-, ), e Ry a métrica e a curvatura de R. Usando a métrica produto e
o fato de que Ry = 0 temos a expressio da curvatura R da nossa variedade produto

do seguinte modo:

<R(X, Y)Z, W> = (Ry(drnX,drY)drZ,drnZ),
= {{drX,dn W) (dnY,dnZ), — (dnX,drZ) (drY,drW),}
= (X = (X, LW = (W (Y — (Y, §E. Z — (Z,§¢),}
—c{(X = (X, )& Z — (2,6, (Y = (Y, OEW — (W §)E), }
= (X, W)Y, Z) = (X, 2)(Y, W) — (X, W)Y, {)(Z. &)}
+c{ =Y, Z)(X, (W, &) + (X, Z)(Y, ) (W, )}
+c{Y, WHX, O(Z,8),

onde X,Y, Z, W sao vetores tangentes a E"(c) x R.
Dada uma variedade Riemanianna M isometricamente imersa em E™(c) x R,
T representa a projecao ortogonal de £ sobre o espaco tangente a M. Assim, se

X,Y, Z, W sao tangentes a M entao

(RXY)ZW) = (X, W)Y, 2) (X, Z)0Y, W) = (X, W)Y, T)(Z,T)}
+c(Y, W)W X, T)(Z,T).
Pela analiticidade de M, se T" é nulo em um aberto qualquer de M entao o sera

em toda M. Assim, o conjunto dos pontos em que isto ocorre ou é vazio ou é um

conjunto magro.

Teorema 3.1. Sejam M uma variedade Kihler, de dimensao complexam e E™(c)x
R wma variedade produto onde E™(c) é um espago de curvatura constante ¢ < 0.

Se f: M — E™(c) x R € uma imersao isométrica minima, entdo m = 1.
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Demonstra¢ao. Em um ponto qualquer de M, onde T # 0, tomamos e; =

T
—F €
17l

obtemos a partir dele uma base ortonormal {e1, ..., €,,, Jeq, ..., Je,, }, em que J é a

estrutura quase complexa de M. Como de costume obtemos uma base ortonormal

1
em 7'M tomando Ey = —(ex —iJey), k=1,...,m.

V2

Denotamos o tensor curvatura de M por R, a segunda forma fundamental por

a e o vetor curvatura média H. Usando a extensao C-linear da equacao de Gauss,

temos

o
kf_jl (R(Ey B;)Ex, By ) + kf_jl (a(Ey, Ej),o(E;, Ey))

—]ﬁ; (a(Ey, Ey),(E;, Ej))

kil <R(Ek, Ej)Ek,Ej> n kil (B, B2

P ICCRARTR 1)

Usando a expressao da curvatura R, temos

Note que:

Ej> = {(Ex, E;){Ej, Ex) — (Er, Ex)(Ej, Ej) }

—c{(Bn BN E;, TWEL T) + (E;, E){Ew TVE;, T)}
+e{( By Ex)(E;. T)(E;, T) + (Ej, B;){Ey, T){Ex, T) }

= {0} — 1= 0w (B}, T)(Ex, T) — 050 ( By, T)(E;, T) }
+c{(E;, T){E;,T) + (Ey, T){E, T)}
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)(Ek,T) =

)(E,T) =

V2

NG

Entao, temos

1
<€k - iJek, T> =

1
(e1 —iJey,||T|ler) =

%“%T) —i(Jep, T)) = 0,Vk # 1.

\/—HTH

¢ Z {0%) = 1= 0 (B3, T) (e, T) = 5B, T)(E;, T)

k,j=1

+c Z {(E;,T)Y(E;,T) + (B, T){E), T)}

c(m—mz)—cz E.,T Ek,T>—cZ E;. ><Ek,T>

+e zm: (B, T)(E\, T +cmZ<Ek,T)<Ek,T>
c{(m ) = 2(Ey, T <E1,T>+2m E,T)(E,T)}
cf{(m —m?) —||IT|* +m|T|*}
cfm(1 =m) — (1 —m)|T|*}
c(1 = m)(m —||T]).
(3.2)

Substituindo (3.2)) em (3.1]) obtemos

0

c(l—

— 7% Z lo( By, E)II* — m?*|| HIJ*. (3.3)

k,j=1

Como a imersao ¢ minima deduzimos que

c(m

= IT°[1*) Z la(Ex, E5)|1* = 0.

k,j=1

Por outro lado, como ¢ < 0 ¢ ||T]| < 1, temos
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c(m —1)(m — [[T||*) < 0.
Logo
c(m —1)(m — || T|*) =0,

donde concluimos que m = 1 ou m = ||T||*. Mas este tltimo caso s6 é possivel se

|T|| = 1, donde também obtemos m = 1. Isto finaliza a prova do teorema. O

Observagao 3.1. No caso em que & € perpendicular a TM, temos o item i) do

Teorema [1.3.

Do teorema acima decorre que se f é pluriminima, entao M é superficie. Porém,
esta conclusao também é valida no caso em que ¢ > 0, como mostra 0 nosso

préximo teorema.

Teorema 3.2. Sejam M uma variedade Kihler, de dimensao complexam e E™(c)x
R wma variedade produto onde E™(c) é um espago de curvatura constante ¢ # 0.

Se f: M — E™(c) x R € uma imersao isométrica pluriminima, entdo m = 1.
Demonstracao. Efetuando os mesmos calculos da demonstragao anterior temos

> lla(Ex E)|P — m?|H|P = e(m — 1)(m — | T|]%).

k,j=1

Como f é pluriminima, isto é, a(b1) = 0, segue que
c(m —1)(m — ||T|*) = 0.
Sendo ¢ # 0 concluimos que m = 1. m

Observacao 3.2. Em particular, se & € ortogonal a T M, temos a proposicdo 1.8

de Dajczer e Gromoll [5].

Consideremos agora o operador bilinear simétrico P dado por

P(X,Y) = %{@(X, Y)+ a(JX, JY)}, X, Y € TM. (3.4)
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Definig¢ao 3.1. Dizemos que P é totalmente umbilico se P = (-,-)H .

Note que esta definicdo é equivalente a oY) = (-.YH. De fato, dados X,Y €

TM, temos que

aV(X —iJX,Y +iJY) = {a(X,Y)+a(JX, IV} +i{a(X,JY) — a(JX,Y)}
— 2P(X,Y)+i2P(X,JY)
— 2AX,YVH +i2(X, JY)H
= (X —iJX,Y +iJY)H.

Imersoes de variedades Kahler em espacos formas com P totalmente umbilico
foram estudadas em [I§]. Verificamos o que os resultados ainda sao validos quando

o espago ambiente é E"(c) x R.

Proposicao 3.1. Seja f : M — E"™(c) x R uma imersao isométrica com vetor
curvatura média nao nulo.

1
i) Se ¢ <0, entdo ||H|| > ——||P||;
2m

%

1
1) Se ¢ > 0, entao ||H|| < —||P||;
) IH || \/ém” I

Em ambos os itens a igualdade ocorre se, e somente se, m = 1.

Demonstracao. Sabemos que da equacao de Gauss decorre
2 2 S (2 2y _
mP | H|1* = > lla(B, E))|* + c(m — 1) (m — ||T|*) = 0. (3.5)
k=1
Note que
S =z L 2
> lla(Ex, E)|I* = SIPI*
kj=1
Entao, a equagao (3.5)) se escreve

1 c
IHI? = 55 1P = =5 (m = 1)(m = |T?).
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1
Se ¢ < 0, entao ||H|* — FHPHQ > 0. Além disso, se ¢ > 0, entao ||H|* —
m

——||P||* £ 0. Como queriamos demonstrar.
2m?

]

Na préxima proposi¢ao temos uma pequena diferenga na expressao da curva-

tura média.

Proposicao 3.2. Seja f : M — E"(¢) x R uma imersao isométrica com P
totalmente umbilico.

i) Se c <0, entdo m =1 ou |H| = \/ (|72 — m);,

C
m

ii) Se ¢ > 0, entdo m = 1.

Demonstragcao. Sendo P totalmente umbilico, temos

Do llaEGEDIT = Y IKE E)HI?

k,j=1 k,j=1
m
= > llokH|P
k,j=1
m
= > _|IH|P
k=1
= m|H|*

Substituindo na equagao (3.5]), obtemos:

0 = | HI? —m|H|* +c(m — 1)(m — |7
= m(m = DIIH|* + o1 = m)(m — ||
= (m = D)(m|[H|]* + c(m — |T|])
donde
m=Lou [H|? = =(|T|}* = m)

i) Para ¢ < 0, temos i(HTH2 —m) > 0. Nesse caso,
m
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C
m=1ou |[H| = \/E(HT\IQ _ m);

ii) Para c > 0, || H|*> = i(HTHz—m) < 086 é possivel se m = || T'||?> = 1. Portanto,
m
m = 1.

]

Observacao 3.3. Quando & é ortogonal a TM a projecao T ¢é nula e portanto,

no item i) temos |H|| = V/—c .

3.2 Imersoes em CP" x R

Seja M uma variedade Kéahler de dimensao complexa m pluriminimamente
imersa em CP"™ x R. Novamente denotaremos por T a projecao de £ sobre o
espago tangente a M. Para cada p € M, denotemos 7, = span{T, JT} que é
J-invariante, ou seja, J7T, C 7,. Seja D, = 7;} o complemento ortogonal de 7, em

T,M. Este espaco satisfaz JD, C D, e (D,,{) = 0. De fato, dado x € D,, temos

(,6) = (2, T) =0

(Jx,T) = (x,JT) =0e (Jx,JT) = (x,T) = 0.
Note que os elementos de D, sao horizontais, ou seja, dr(x) = z, Vo € D,

Lema 3.1. Param > 2 a distribuicao D satisfaz j\p =4J, em que J € a estrutura

quase complexa de CP™.

Demonstragao. Dados X,Y € D, = {x —iJr e TyM;x € Dp} temos, pela equacao
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de Gauss,

= —Xx Y™
Portanto, [X,Y] = 0. Assim, para todo U no tangente complexificado de CP"
temos Ry (X,Y)U = [U, [X, Y]] = 0, donde obtemos
Ri(X,Y)=0,YX,Y €D
Por outro lado, sabemos que YU, V. W € TCP"
RUU, VYW = (V, W)U — (U, W)V — <v, jW>jU+ <U, JW>JV+2<U, JV>JW.

Entéo dados X,Y € D', e denotando S a projecao ortogonal de J sobre o tangente

a M, temos

0 = R(X,Y)JX
= (Y, TX)X = (X, JX)Y = (¥, PX)JX + (X, PX ) JY
+2<X, ]Y>J2X
= (Y, SX)X + (Y, X)JX — (X, X)JY +2(SX,Y)X
— 3(¥,5X)X,

isto é, (Y, SX) = 0.
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Dado X € D', tome Y € D' ortogonal a X, entao para todo W € T'CP™ temos

0 = R(X, V)W

:(xwm—@mmY—@jWﬁX
+<X;ﬂv>fY+a<x;fY>ﬁv

= (Y,X — (X, W)Y — (V,iW)JX
(X, iWNTY + 2(X, SY)(iW)

= (Y, W)X — (X, W)Y — (Y, W)iJX + (X, W)iJY,

donde

0= (Y, W)X —iJX)— (X, W)Y —iJY). (3.6)

Sabemos que X — iJX e Y —iJY podem ser linearmente dependentes ou

independentes. Se forem linearmente independentes, temos
(VW) = (X, W) =0, (3.7)

o que implica X,Y € T'CP". Logo JX = iX donde obtemos Jx = Jx para todo
x € D, isto é, j]p =J.

Agora, suponha que X — iJX e Y —iJY sdo linearmente dependentes. Entao
existe A = a + bi # 0 tal que

X —iJX = \NY —iJY).
Sendo X —iJX = (z —iJa) —i(Jx —iJJz) = (x — JJz) —i(Jx + Jz), temos
X —iJX = (a+0b)[(y—JJy) —i(Jy+ Jy)]
= aly— JJy) —ia(Jy+ Jy) +ibly — JJy) + b(Jy + Jy)
= ay—aijerJerbjy—i(aJy+ajy—by+ijy).

Logo,
x— ij:ay—aij+be+bjy
J:U+jx:aJy+ajy—by+ijy '
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Portanto,

9

aij— ij—bjy:ay+be—x
—ajy—i— Jx —ijy =aJy—by — Jx

ou ainda

(3.8)

J(aJy — Jx —by) = —J(aJy — by — Jx)
J(—ay +x—bJy) = —J(—ay — bJy + x) '

Por outro lado, de (3.6]) temos

0 = (V,IAY —iJY) — (X, W)Y —iJY)
= (Y, WA — (X, W)Y —iJY)
= (Y - X, W)(Y —iJY).

Se Y — iJY é nao nulo entdo (AY — X, W) = 0 para todo W € T'CP", o que

implica \Y — X € T"CP™. Logo, J(A\Y — X) =i(A\Y — X)), e entao

J(ay + bJy — z) = J(ay + bJy — x))

. (3.9)
J(—aJy+by+ Jz) = J(—aJy + by + Jx)

De fato,
J((a+bi)y —iJy) — (x —iJz)) = J(ay —iaJy +iby + bJy — x + iJx)
= J(ay +bJy — z + i(—aJy + by + Jz))

= J(ay +bJy —z) +iJ(—aJy + by + Jx)
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i((a+bi)(y —iJy) — (x —iJx)) = ilay —iaJy +iby + bJy — x + iJx)
= i(ay+bJy —z +i(—aJy + by + Jz))
= —(—aJy+by+Jzx))+ilay +bJy —x)
= (aJy—by —Jzx)+i(ay +bJy —x)

= J(ay+bJy —x)+iJ(—aJy + by + Jz).

Assim, de |) e ) temos que j(aJy—by—Ja:) = 0. Portanto, aJy—by—Jx = 0.
Decorre dai que Jr = aJy — by, que é uma contradicao pois x e Jx sao ambos
ortogonais a y e Jy.

Portanto, Y —iJY =0e segue que j|p = —J, finalizando a prova do lema. [J
Lema 3.2. A distribuicao D € integrdvel.

Demonstragao. Pelo teorema de Frobenius basta mostrar que [ X, Y] € D quaisquer
que sejam X, Y € D. Sejam V e V as conexdes de M e CP™ x R, respectivamente.
Vamos mostrar que ([X,Y],T) =0, isto é, [X,Y] é ortogonal a T" e JT.

Note que

[X,Y] = VyX —VxY
= WX —a(X,Y) = VxY +a(Y, X)
- %yX - 6){3/

Entao, visto que £ paralelo na conexao 6, temos

((X.Y]¢) = <€YX_6XY7£>
=YX, - (X.Vv€) - X(v,8) + (¥, Vx¢)
— 0. (3.10)

44



Usando o lema anterior, obtemos

<J[X, Y],§> = {J(Vyx - %XY),§>

Uy IX,€) = (VxIY.€)
—y JX,5> —X<JY,§>
— Y(JX,€) - X(JY,€)

|
N T

= 0.

Lembrando que J e J sao paralelos e a imersao ¢ pluriminima, temos

JIX,Y] = J(VyX —VyY)
= VyJX —VxJY
= VyJX —VyxJY
= VyJX +a(JX,Y) = VyJY —a(X, JY)

= J(VyX —VyY)
= JX,Y].
Assim, obtemos
X, Y] = 0. (3.11)

Portanto, decorre de (3.10)) e (3.11) que
(X,Y],T) =0e ([X,Y],JT) = 0.

Isto garante que, D é integravel.

Decorre dos dois resultados anteriores o seguinte teorema.
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Teorema 3.3. Seja M uma variedade Kahler de dimensao complexa m > 2 e
f: M — CP" xR uma imersao isométrica pluriminima. FEntdo existe um sub-
conjunto aberto e denso na imagem de M folheado por subvariedades holomorfas

ou antitholomorfas de CP™.

Observacao 3.4. Supondo que o conjunto dos pontos em que T = 0 € ndao vazio,
0 mesmo € um conjunto magro. Portanto o seu complementar My em M ¢é denso,

ou seja, o seu fecho My é exatamente M.
Quando £ é tangente a M em todo ponto temos o seguinte lema.
Lema 3.3. Se £ € TM, as distribuicoes D e T sao paralelas.

Demonstracao. Neste caso, T'= €. Sejam X € DeY € T'M. Denotaremos por V
a conexao de M e mostremos que Vy X € D, isto é, Vy X é ortogonal a £ e JE.

De fato, sendo £ paralelo na conexao V de CP" x R, temos

(VyX,6) = (VX —a(X,),€)
= Y(X, — (X, Vy€) — (a(X,Y),©)
= 0.
Analogamente, temos
(VyJX, &) =0,
que implica, pelo paralelismo de J, em
(Vy X, JE) = 0.

Portanto, D é paralela.

Agora tomemos Z € T. Temos
(VyZ,X) = Y{(Z,X)—(Z,VyX)=0.
Assim T é paralela. O
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Proposicao 3.3. Seja M uma variedade Kahler de dimensao complexa m > 2 e
f: M — CP"™ x R uma imersao isométrica, tal que & € TM. Entao M é um

produto My x My onde My é uma superficie.
Demonstragdao. Segue do lema[3.3]e do teorema da decomposi¢ao de De Rham. [

Definamos em M uma forma quadratica por

Q(X,Y) = (X, (Y, ).

E f4cil ver que a componente (2,0) de @ é holomorfa. De fato, sejam X,Y, Z €

T'M provenientes de referencial coordenado. Lembrando que £ é paralelo, temos:

ZQX.Y) = Z({X,e)(1.¢))

= Z(X,(Y,6) + (X, Z(Y,€)

- <<%x,5> + <X, §7£>)<Y, £) + (X, g>(<67y75> n <Y, @75»
= (VzX +a(X,2), (V. &) + (X, )(VZY +a(Y, Z),¢)

= 0.

Lema 3.4. Se M é compacta com primeira classe de Chern positiva, entao £ é

ortogonal a T M.

Demonstragio. Consideremos a forma quadritica @ e seja Q% a sua (2,0)-
componente, a qual é holomorfa. Visto que M é compacta e tem primeira classe

de Chern positiva, temos que Q*% = 0. Assim dado X € T M temos

0 = QX —iJX, X —iJX)
(X —iJX, E)(X —iJX,§)
(X, €) —i(JX, ) (X, &) —i(JX,))
= (X, = 20(X,&)(JX, &) - (JX,§)*
(X,6)" = (JX, )" = 2(X,6)(JX, £),
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donde obtemos
<X7 §>2 - <JX7£>2 =0e <X7 £><JX7€> =0.

Portanto (X, &) = 0, o que mostra que £ é ortogonal a T'M.
]

Teorema 3.4. Seja M™ uma variedade Kdhler, de dimensao complexa m > 1,
compacta com primeira classe de Chern positiva e f : M — CP™ xR uma imersao

1sométrica pluriminima. Entao M €é holomorfa ou antiholoforma em CP™.

Demonstragao. Pelo Lema [3.4] temos que TM = D e pelo Lema [3.1] segue a con-

clusdo. O

Observacao 3.5. Para uma variedade Kahler qualquer M com & ortogonal a T'M

temos o teorema devido a Dajczer e Thorbergsson em [7].
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