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Resumo

Neste trabalho, estudaremos existéncia, multiplicidade e comportamento de

concentracao de solucoes para a seguinte classe de problemas

Lou=K(x)f(u),

onde € > 0 é um parametro pequeno e L. é um operador nao-local definido por
1 2 1 2 2

(ONL) Loau=M(- [ |Vul’de+ = [ V(z)u'dx [—e*Au+ V(z)u] .
€ Ja € Ja

Assumimos que M, V, K e f sao funcgoes apenas continuas satisfazendo

hipéteses que serdao enunciadas ao longo do texto e  C IR’ é um dominio suave.
Palavras chaves: Problemas do tipo Schrodinger-Kirchhoff; Método

Variacional; Teoria de Lusternik-Schnirelmann; Método de iteracao de Moser;
Solugao Nodal.
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Abstract

In this work, we will study existence, multiplicity and concentration behavior of

solutions for the following class of problems

Lou=K(x)f(u),

where £ > 0 is a small parameter and L. is a nonlocal operator defined by
1 2 1 2 2

(ONL) Loau=M(- [ |Vul’de+ = [ V(z)u'dx [—e*Au+ V(z)u] .
€ Ja € Ja

We assume that M, V, K and f are just continuous functions satisfying
hypotheses which will be enunciate throughout the text and Q C IR is a smooth

domain.

Key Words: Schrodinger-Kirchhoff Type Problems; Variational Methods;
Lusternik-Schnirelmann Theory; Moser’s Iteration Method; Nodal Solution.
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Introducao

Neste trabalho, estudaremos existéncia, multiplicidade e comportamento de
concentracao de solucoes para a seguinte classe de problemas

Lou=K(x)f(u),

onde € > 0 é um parametro pequeno e L. é um operador nao-local definido por
1 1

(ONL) Lou=DM (—/ |Vul*dz + —3/ V(x)u%ix) [—®Au+ V(z)u].
€ Jo € Ja

Assumimos que M, V', K e f sao fungoes continuas satisfazendo hipéteses que

serdao enunciadas ao longo do texto e  C IR® é um dominio suave.

No caso em que Q = IR*, M =1 e K = 1, obtemos o problema de Schrodinger

estaciondrio

(PSE) { _€2AU+V(5>€U;1{IE§L; ,IR3

Problemas do tipo (PSE) aparecem, por exemplo, quando se busca uma onda

viajante para a equacao

(ES) ih%—f = —h2AY + V(z)h — [P~ em RY,

proposta pelo fisico austriaco Erwin Schrédinger (1887-1961), em [69] e [70], como
modelo para o comportamento de uma particula carregada sob a acao de um

campo de forgas.

Em (ES) os simbolos i, h, V e 1 tém os seguintes significados: i é a unidade
imagindria, h é a constante de Planck, V é a energia potencial do campo e 1) é
a fungado de onda da particula. Além disso, p € (2,00) se N =1ou N =2e
p € (2,2*) se N >3, com 2* := 2N/(N — 2).
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Apenas para citar alguns exemplos de aplicacgoes, destacamos que a equacao
em (ES) também aparece no estudo de éptica nao-linear, fisica de plasmas e

matérias condensadas, ver [17].

Uma onda viajante para (ES) é uma solu¢ao da forma

o(t0) = exp (=2 Juto) 1)

Desse modo, a func¢ao ¢ em (1) é uma onda viajante para (£S) se, e somente
se, u € uma solucao do problema eliptico

—h2Au+ V(z)u = [ulP~2u, RY
(PE) { u€ HY(RY).

Pontuamos que problemas do tipo (PSF) tém sido extensivamente estudados
nos tltimos anos. De fato, motivado por Floer e Weinstein [46], Rabinowitz, em
[67], usou uma abordagem variacional baseada em uma variante do Teorema do
Passo da Montanha para provar a existéncia de solu¢do ground-state de (PSFE)
quando o parametro € é suficientemente pequeno, f € C? é uma nao-linearidade

superlinear subcritica verificando a condicao de Ambrosetti-Rabinowitz

(AR) 0<OF(t) =0 /0 t f(s)ds < f(b)t,

para todo t € IRe algum 6 > 2. O potencial V' é uma aplicacao satisfazendo a
seguinte condi¢ao global
(R) 0<Vp:= inf V(x) < liminf V(x).
zeRN |z[—00
Wang, em [75], mostrou que os pontos de maximo z. das solugoes u. obtidas
em [67] apresentam o seguinte comportamento de concentragao

(o) lim V(z.) = Vo,

e—0
ver também [16] e [17].

Posteriormente, Del Pino e Felmer, em [39], mostraram um resultado de
existéncia e comportamento de concentragao de solugoes para (PSFE) quando € é

pequeno, usando método variacional aliado a um argumento de penalizacao. Em



[39], a nao-linearidade considerada se comporta como em [67], porém a aplicagao

V' satisfaz uma condicao local, dada por

(DF) nf V(z) < min V(z),

onde Q C IR é um dominio limitado. Ver [11], para a versdo complexa de (PSE),
envolvendo uma condic¢do anéloga a (DF).

Resultados de multiplicidade para (PSE) envolvendo a topologia de
determinados conjuntos relacionados ao potencial V' podem ser encontrados, por

exemplo, em [24], [35], [36] e suas referéncias.

A versao de (PSFE) envolvendo o operador p-Laplaciano foi investigada, por
exemplo, em [7], [8], [9], [73] e suas referéncias. Para o operador Biharménico,

citamos [65] e suas referéncias.

Quando consideramos ¢ = 1, V =0e K = 1 em (PNL), estamos lidando

com o seguinte problema nao-local do tipo Kirchhoff
-M Vu 2) Au = f(u),Q
o ([ 19u) au= st
ue H Q).

Esta dultima classe de problemas modela algumas situacoes em fisica e
engenharia. De fato, em 1883, o fisico alemao Gustav Kirchhoff (1824-1887)
propos, em [52], o seguinte modelo unidimensional para pequenas oscilagdes

transversais de uma corda eldstica com densidade linear constante e extremos

2
dx) Ugy = 0.

Em (K) os parametros L, h, F, p e Py tém os seguintes significados: L é o

fixados

P, E (%
K 22 =
(K) Pt <h+2L ;

ou

ox

comprimento da corda, h é a area de secao transversal da corda, E é o modulo
de Young do material que compoe a corda, p é a densidade de massa e F é a
tensao inicial. Além disso, u(z,t) denota o deslocamento sofrido pelo ponto z no

instante ¢, em relagao a posicao de repouso.

A equagao em (K) estende a cldssica equagao da onda de D’Alembert por

que considera o efeito gerado pela mudanca no comprimento da corda durante

3



as oscilagoes. Mais especificamente, Kirchhoff percebeu que a variacao da tensao
na corda ao longo do tempo induz uma dependéncia do quadrado da norma, em
L?(0, L), do gradiente de u. Posteriormente, Woinowsky e Krieger incorporaram
esta corre¢ao nao-linear na classica equagao da viga de Euler-Bernoulli, ver [18§]

e [19].

A versao N-dimensional de (K'), com termo de reagao nao-nulo, é dada por

Ugt — <m0+b/ \Vu\2> Au= f(u),Q2 x(0,T)
Q

u=20,00x(0,T)
u(z,0) = ug(x), us(x,0) = uy (), 2.

(VND)

Tal equacao modela pequenas vibragoes transversais de membranas eldsticas

com densidade superficial constante e bordo fixado, ver [55].

Problemas do tipo (VND) passaram a chamar a atengao da comunidade
cientifica, principalmente, apds o pioneiro artigo de Jacques Lions em [56], o qual

foi o primeiro a usar artilharia de analise funcional nao-linear para ataca-los.

Do ponto de vista estaciondrio, muitos trabalhos concernentes a classe de
problemas em (PK) foram publicados nos ultimos 10 anos. No interessante
artigo [5]; Alves, Corréa e Ma, dao um primeiro passo rumo a compreensao do
comportamento dessa classe de problemas. Em [5], sdo considerados os problemas
do tipo linear e poténcia. Usando um argumento baseado em homogeneidade, os
autores mostram que o nimero de solugoes do problema eliptico esta relacionado
com o numero de solucoes de uma equacao algébrica envolvendo a funcao M.
No mesmo artigo, prova-se a existéncia de solucao positiva via técnicas de
truncamento, Teorema do Passo da Montanha e estimativas de Gidas-Spruck
[47], quando f é superlinear subcritica, M é mais geral do que a funcao afim e

é limitado. Ver também [34], para o caso concavo-convexo subcritico.

Argumentos de truncamento aliados ao Teorema do Passo da Montanha

também sao usados em [41] e [59].

O caso critico com dominio limitado foi considerado, por exemplo, em [4], [41],
[45], [54] e suas referéncias . Para dominios ilimitados citamos [20], [51] e suas

referéncias. Ver [32], [38] e suas referéncias, para problemas do tipo p-Kirchhoff.

Problemas envolvendo membranas elasticas compostas por dois materiais
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distintos (cada um dos quais tendo densidade superficial constante) e que
interagem apenas na fronteira, sao conhecidos como problemas de transmissao

na fronteira. No caso estaciondrio, tais problemas foram considerados em [60].

Problemas envolvendo membranas eldsticas com fibras confeccionadas
por material nao-homogéneo (densidade superficial nao-constante) foram

considerados, no caso estaciondrio, em [42] e [63].

Recentemente, alguns autores tém investigado problemas do tipo (PNL), os
quais passaram a ser conhecidos na literatura como problemas de Schrodinger-
Kirchhoff, ver [64] e [77]. A seguir, ressaltamos alguns trabalhos pioneiros neste

estudo.

Por exemplo, He e Zou, em [49], usando teoria de Lusternik-Schnirelmann e
métodos minimax, provaram um resultado de multiplicidade e comportamento

de concentragao de solugoes positivas para o problema

(HZ) - (&?Za + be /}R3 |Vu|2> Au+V(z)u= f(u), R
ue HY(IR),

assumindo, que f € C' satisfaz (AR), tem um crescimento 3-superlinear

subcritico, t — f(t)/t? é crescente,
f'(5)s* = 3f(s)s > Ms°, Vs >0

e o potencial V verifica a condi¢do (R), introduzida em [67].

Em [74]; Wang, Tian, Xu e Zhang estudaram o problema

— (&?2a + b&?/r |Vu|2> Au+V(z)u = \f(u) + |ul*u, R
" u € HY(IR)

(WTXZ)

considerando f apenas continua, com crescimento 3-superlinear subcritico no
infinito, satisfazendo uma condi¢do mais fraca que (AR) e o potencial V
verificando (R).

Sob essas hipéteses, os autores mostraram que (WTXZ) tem multiplas
solugoes positivas quando A é suficientemente grande, usando teoria de categoria,

métodos minimax e uma técnica introduzida por Szulkin e Weth, em [72].



Alves e Figueiredo, em [10], investigaram solugdes positivas do problema

Elu = )\f(U) 7]1:{3
(4F) { we HY(IR),
onde L., para ¢ > 0, foi definido em (ONL). Assumindo que M(t) > mg > 0
é crescente e assintoticamente linear no infinito, as aplicagoes t — (1/ 2)]\/4\ (t) —

(1/4)M (t)t e t — M (t)/t sao, respectivamente, crescente e decrescente e

11—, 1

V =V, — W, onde V, é positiva Z3-periédica e W € L3%(IR’) e que f é 3-
superlinear no infinito, subcritica, satisfaz (AR) com 6 > 4 e t — f(t)/t® ¢
crescente, eles mostraram a existéncia de uma solucao positiva via Teorema do

Passo da Montanha, para todo A > 0.

Outros resultados para problemas do tipo Schrodinger-Kirchhoff podem ser
vistos em [32], [33], [50], [53], [64], [77] e suas referéncias.

Motivados pelas dificuldades envolvidas e pelos resultados citados
anteriormente, dedicamos este trabalho ao estudo de algumas classes de

problemas do tipo Schrodinger-Kirchhoff, as quais passamos a discutir.

No capitulo 1, tratamos um problema do tipo (PNL), com Q =R e K = 1.

Para sermos mais precisos, estudamos o problema

Eeu: f<u>7]~R3
(F2) { ue H'{IR).

com L. definido em (ONL). As funces M : IR, = R,, V:IR = Re f: R— IR

sao aplicacoes continuas satisfazendo as seguintes hipdteses:

(M;) M é uma fungao nao-decrescente.

(M,) Existe mg > 0 tal que a aplicagao

[M(t) — mo]
t

t—

é nao-crescente.

O potencial V' satisfaz:



(V1) Vo := inf V(x) > 0.
T€R®

(V3) Para cada § > 0 existe um dominio lipschitziano Q C IR® limitado tal que

V0<£r€%r§12V(x), N={zeQ:V(x)=V}#0
Il = {x € IR : dist(x,11) <6} C Q.

Assumimos que a fungao f se anula em (—o00,0) e, além disso, satisfaz as

hipéteses abaixo:

(f1)
lim & =0.
t—0+ 13

(f2) Existe g € (4,6) tal que
tiglo {;1(__2? 0

(fs) Existe 6 € (4,6) tal que

0<OF(t) < f(t)t, vt > 0.

(f1) A aplicagao
L0

¢ nao-decrescente em (0, 00).

Para uma melhor compreensao das hipdteses acima e de suas consequéncias,

remetemos o leitor ao Apéndice A.

O principal resultado do capitulo 1 é:

Teorema 0.0.1 Suponha que a funcio M satisfaz (My) — (Ms), o potencial V
satisfaz (V1) — (Vo) e a funcao f satisfaz (f1) — (f1). Entdo, dado 6 > 0 existe

g€ =2(9) > 0 tal que o problema (P.) tem pelo menos caty,(I1) solugoes positivas,

7



para todo € € (0,8). Além disso, se u. denota uma dessas solugoes positivas e
n. € IR ¢ seu ponto de mdximo global, entdo

lim V(na) = V.

e—0

Para comodidade do leitor, as hipoteses no teorema anterior serao enunciadas

novamente no capitulo correspondente.

Enfatizamos que, ao menos em nosso conhecimento, até o presente trabalho,
nao existia na literatura disponivel resultados envolvendo problemas do tipo
Schrodinger-Kirchhoff, onde o potencial satisfaz uma hipétese como em (DF),
além disso, a hipdtese (M) é uma hipdtese que nao aparece em outros trabalhos

envolvendo problemas de Kirchhoff.

De fato, ao tentar adaptar o método de penalizacao ao problema (P.), nos
deparamos com sérias dificuldades que nao aparecem no caso local (Laplaciano).

A seguir, pontuaremos as novidades.

1) O efeito de competigao gerado pela presenga da fungao M nos obriga a
exigir um crescimento 3-superlinear do termo de reacao, o que contrasta com
o crescimento superlinear no caso do Laplaciano. Esse fato em geral restringe
a geometria do passo da montanha a dimensoes 1, 2 e 3. Por esse motivo,
alguns autores usam técnicas de truncamento para obter resultados de existéncia
via passo da montanha para dimensoes maiores do que 3, mas, com excecao de
algumas situagoes que ocorrem quando se tem crescimento critico (ver [41]), ao
que parece, esse tipo de argumento acarreta em restrigoes sobre o tamanho do
parametro b, no caso em que M(t) = mgy + bt (ver [21]). Resultados de nao-

existéncia para b grande e N > 3 foram obtidos em [44].

2) Sendo M uma fungdo mais geral do que em [49] e [74], temos uma
dificuldade adicional. Em geral, o limite fraco de sequéncias Palais-Smale nao é
solugdo fraca do problema auténomo. Em [10], os autores enfrentaram a mesma

dificuldade sob hipéteses distintas na funcao M.

3) Desde que M e f sdo aplicagbes apenas continuas, ndo devemos esperar
que a variedade de Nehari M. goze de uma estrutura diferenciavel. Isso nos
priva do uso de alguns argumentos classicos de minimizagao sobre M., tornando

o trabalho de minimizar sequéncias Palais-Smale sobre M, altamente nao-trivial.

8



Além disso, devido a auséncia de uma parcela critica no termo de reacao somos
obrigados a contornar algumas dificuldades para adaptar os argumentos de [72], as
quais ndo aparecem em [74], ver Lemas 1.4.1, 1.4.2 e a demonstragao do Teorema
1.5.1.

4) A dependéncia nao-linear da norma de u em (F.) nos obriga a usar
argumentos que nao aparecem em [39] para mostrar que o funcional energia

penalizado satisfaz a condi¢ao Palais-Smale, ver Lema 1.4.6.

5) A presenca de M acarreta estimativas totalmente diferentes de [9] e [39)],
ver por exemplo a demonstragao do Lema 1.4.2. Em particular, foi preciso um

estudo minucioso das hipdteses sobre M, ver Apéendice A.

Neste sentido, nosso trabalho complementa os resultados encontrados em [10],
[49] e [74].

Para finalizar, observamos que nossos resultados sao novos mesmo no caso
em que M = 1, pois retiramos a diferenciabilidade de f. Além disso, o
capitulo 1 desta tese originou um artigo intitulado “Multiplicity and concentration
behavior of positive solutions for a Schrédinger-Kirchhoff type problem via
penalization method”, o qual foi aceito para publicacdo na revista“ESAIM:

Control, Optimisation and Calculus of Variations”no ano de 2014.

Benci e Cerami, em [28], investigaram existéncia e multiplicidade de solugoes

positivas para o problema

(BC) {—Au—i—)\u:uf”_l,Q
A

ue Hi(Q),
onde Q@ C IRV, com N > 3, é um dominio limitado e suave, A >0 e p € (2,2%).

Em [28], mostra-se que considerando a mudanca de varidvel v(zx) =

A/C=Py (2 /+/X), obtemos o seguinte problema equivalente

—Av+v=0v""1Q
BC VA
(BC) { ve HQys).,

onde Q 5 1= VAQ.

Usando Teoria de Lusternik-Schnirelmann, os autores mostraram que o
nimero de solugoes de (BC') é afetado pela topologia do dominio €2, desde que

o parametro A assuma valores suficientemente grandes. Posteriormente, em [27],
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os mesmos autores melhoraram o resultado para uma classe mais geral de nao-
linearidades. Ver também [22], [37], [68] e suas referéncias.

Em [72], Szulkin e Weth revisitaram o problema em [27] e mostraram a
existéncia de 1 + catf) solucoes positivas para o problema, com uma nao-
linearidade f mais geral (apenas continua e sem a condi¢ao (AR)), desde que
Q) tenha uma topologia nao-trivial (nao-contratil) e os parametros envolvidos

estejam em intervalos adequados.

Alves, em [2], considera a versao de (BC') para o operador p-laplaciano,

(A) { — A+ [uu = f(u),

u € H&(Qk) .

Assumindo que f € C! é superlinear subcritica, satisfaz a condigao (AR) com

0>pe
(HA) POt = (= 1f(t) = O, ¥ i >0,

com n num intervalo adequado, o autor consegue provar os mesmos resultados
obtidos em (BC'). Ressaltamos que nos argumentos em [2] a diferenciabilidade é
fundamental. Outros resultados envolvendo o operador p-laplaciano podem ser

vistos em [6] e suas referéncias.

Inspirados pelos resultados obtidos em [2], [27], [28] e [72], atacamos, no

capitulo 2, uma versado nao-local de (BC'). Mais especificamente, estudamos o
problema (PNL) com €, := A2 no lugar de Q, K =V =1ee = 1. Ou seja,

estudamos o problema

Lu = f<u> 7Q)\
(Po,) { we HI(Q,).

onde £ é um operador nao-local definido por
Lu=M (/ |Vul*dz +/ u2dx> [—Au+ u.
O N
Entre outras hipoteses, as fungoes M e f satisfazem:

(M3) Existe mg > 0 tal que
M(t) > mg, ¥Vt > 0.

10



(MY) A aplicagao

(o MO
t

é decrescente.

(fs) f ¢ uma fungao localmente Lipschitz-continua em (0, +00).

O principal resultado do capitulo 2 é:

Teorema 0.0.2 Se a aplicagio M satisfaz (M), (M}) e (M) e a aplicagio f
satisfaz (f1) — (f5) entao existe Ax > 0 tal que o problema (Pq,) admite ao menos
cat§) solugdes positivas, para todo \ € [\,,00). Além disso, se 2 ndo é contrdtil

entio (Pqo,) admite ao menos 1+ cat§) solugdes positivas.

As hipéteses do teorema anterior serao enunciadas novamente ao longo da

tese. Abaixo pontuamos as novidades que surgem no estudo de (Pp, ).

1) Novamente a nao-diferenciabilidade de M e f acarretam dificuldades que
nao aparecem em [2], [27] e [28]. Por exemplo, ndo podemos usar (HA) para
obter resultados de compacidade sobre a variedade de Nehari. Para contornar
esses impasses, nos inspiramos em [72] e em resultados obtidos no capitulo 1 (ver
segao 2.2) .

2) A presenca da fungao M requer cautela na obtencao de vérias estimativas,
isso gera dificuldades andlogas as que enfrentamos no capitulo 1, entretanto, em

comparacao com o capitulo 1, aqui, fomos capazes de enfraquecer as hipdteses
sobre M, ver Lema 1.0.1(ii) e Observagao 1.0.1.

Em [57], Liu e Wang estudaram o problema

—Au = Au+ f(u),Q
(LW) { we HI(Q).
Assumindo f continua, superlinear subcritica, tal que t — f(t)/|t| é crescente
e a primitiva F' verifica limy_,o F'(t)/t> = 0o, os autores mostraram que (LW)
admite uma solu¢do nodal (muda de sinal) com energia minima, sempre que

A < Ap e é limitado.

Observamos que a existéncia de solu¢ao nodal para (LW') com energia minima,

foi primeiramente estudada em [71], sob hipdteses mais fortes em f. Entretanto,
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os argumentos em [71] ndo estavam completamente corretos, pois em geral,
aplicagoes do tipo

E—TR, uH/]Vui\Q
Q

nao sao de classe C'', como é observado em [72].

A primeira prova correta da existéncia de solugao nodal para (LW) com

energia minima, foi dada em [31], sob hipéteses mais fortes que em [57].

Outros artigos relacionados a existéncia de solu¢ao nodal com energia minima
para o caso local podem ser vistos em (3], [12], [13], [23], [25], [26] e suas

referéncias.

Com relagao a existéncia de solugao nodal com energia minima para problemas
nao-locais, existem poucos (e recentes) trabalhos na literatura. Citaremos dois

deles.

Alves e Souto, em [14], estudaram o seguinte problema

—Au+ pu = f(u),
A9) { ue Hi(®).

onde Q C IR’ é um domfnio limitado e, para cada u € H (), ¢, é um termo nao-
local obtido pelo Teorema de Lax-Milgram, o qual verifica algumas propriedades.

Assumindo que f € C' é superlinear quasicritica, lim; ,o F'(t)/t* = oo e
t — f(t)/t® é crescente em |t|, os autores mostraram, usando argumentos de
minimizacao e Lema de deformacao quantitativa, a existéncia de uma solucao

nodal com energia minima, a qual possui exatamente dois dominios nodais.

Por outro lado, Figueiredo e Nascimento, em [43], estudaram a equacao

(FN) M (/Q IVU|2) Au= f(u),Q
u e HN Q).

Os autores consideraram M € C* crescente, com M (t) > mg > 0et — M(t)/t
decrescente. A funcido f € C' é superlinear subcritica, verificando a condicao
(AR) e tal que t — f(t)/t3 é crescente em |t|. Sob essas hipGteses, eles mostraram
o mesmo resultado de (AS) para (F'N).

Ao menos em nosso conhecimento, nao existem trabalhos investigando solugao
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nodal com energia minima para problemas nao-locais em dominios ilimitados.

Essa lacuna sera preenchida no capitulo 3 desta tese.

Consideramos @ = IR* e ¢ = 1 em (PNL). Desta forma, trataremos o
problema
u € DV (IR),

onde £; é um operador nao-local definido por

Liu=M (/ |Vul?dz + / V(x)qux) [—Au+ V(z)u].
R3 R3
As fungoes V', K e f satisfazem as seguintes hipoteses:

(I) V(z),K(z) >0 parax € IR e K € L™(IR?).

(IT) Se {A,} c IR’ é uma sequéncia de conjuntos de Borel tais que |A4,| < R
para todo n € INe algum R > 0, entao

lim K(z)dx = 0, uniformemente em n € IN. (2)
T=+% J A,,nB:(0)

(IIT) Uma das condigdes abaixo ocorre:

K o0
€L (IR, (3)

ou existe p € (2,6) tal que

. K(x)
sy = (4)
(/) .
lim /() =0, se ocorre (3) ou (4), para algum p € (2,4],
10 13
e
lim /() =0, se (4) ocorre para algum p € (4,6)
ot T ,6).
(/f3)
lim @ =0.
t|>oo 15
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(/3)

(f1) A aplicagao

é nao-decrescente em IR\{0}.

Observamos que as hipéteses (I), (II) e (I[1I) foram primeiramente

consideradas em [15].

Enunciamos agora o principal resultado do capitulo 3:

Teorema 0.0.3 Suponha que a fungao M € apenas continua e satisfaz (M),
(M3) e (MY), as aplicagoes V e K satisfazem (I) — (I11) e a fungdo f
satisfaz (f1) — (f1). Entao o problema (P) possui uma solug¢do nodal de energia
minima. Além disso, se f € impar entdo (P) admite infinitas solugoes (nao

necessariamente nodais).

As hipéteses anteriores serao novamente enunciadas no capitulo 3. A seguir

pontuamos as novidades e dificuldades envolvidas no estudo de (P).

1) Devido a presenga do termo nao-local temos que J(u) > J(u™) + J(u™) e,
pelo mesmo motivo, J' (u™)ut < 0e J'(u”)u™ < 0 para todo u num subconjunto
M da variedade de Nehari N de J, onde buscaremos solugoes de (P), com J
sendo o funcional energia associado a (P). Tais fatos nos impedem de usar
argumentos de minimizagdo do mesmo modo que em [13], [26] e [72]. Em [14]
e [43] é enfrentada a mesma dificuldade. Neste sentido novas estimativas foram
necessarias, como por exemplo as que aparecem na demonstragdo do Teorema
3.1.1.

2) Diferentemente de [14] e [43], em nosso caso, as fungdes M e [ nao
sao diferenciaveis, assim nao devemos esperar a existéncia de uma estrutura
diferencidvel nos conjuntos N e M. Em verdade, mesmo quando M e [ sao
diferenciaveis, nao podemos garantir a diferenciabilidade de M em FE pois as

aplicacoes u — u™ sdao apenas continuas em E, para maiores detalhes a respeito
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deste assunto remetemos o leitor a [25], secdo 3. Para contornar essa nao-
diferenciabilidade, adaptamos ao nosso caso as idéias de [72]. Ver, por exemplo,

a parte 2 da prova do Teorema 3.1.1 .

3) Uma vez que nao exigimos a cldssica condigdo de Ambrosetti-Rabinowitz
(AR) sobre f, nao é trivial que sequéncias Palais-Smale sejam limitadas. Além
disso, também temos problemas com falta de compacidade devido estarmos
trabalhando em IR®. Superamos essas dificuldades, respectivamente, com as idéias
em [72] e [15].

4) Diferentemente de alguns artigos, ver por exemplo [14] e [43], ndo fazemos
uso do Teorema de Miranda (ver [61]), na busca por pontos criticos da funcao
g(t,s) = J(tu" 4+ su”). Em vez disso, usamos um método iterativo e as
propriedades de J para construir uma sequéncia cujo limite é ponto critico de

g, ver Lema 3.2.4.

5) Permanece aberta a questao do nimero de dominios nodais da solu¢ao nodal
de energia minima encontrada no capitulo 3 desta tese. De fato, as dificuldades

mencionadas em 1) ndo nos permitem usar argumentos como em [13], [26] e [72].

Encerramos esta tese com alguns apéndices que tém como objetivo esclarecer
alguns dos resultados usados ao longo do texto. No Apéndice A, discutimos
mais detalhadamente as hipdteses requeridas das fungoes M e f. No Apéndice B,
enunciamos algumas definicoes e propriedades da categoria relativa e no Apéndice
C fazemos um pequeno resumo das principais propriedades do grau topoldgico de

Brouwer.
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Notacoes

C, C e C; := constantes positivas cujo valor exato nao é relevante.

|A| := medida de Lebesgue de um conjunto mensuravel A C IRY.

/ f := integral de Lebesgue de uma fungao f sobre o conjunto A.
A

ut := max{u, 0}.

v~ := min{u, 0}.

[]:= fim da demonstracao de uma afirmacao.

m .= fim da demonstracao de um teorema, proposicao, lema ou corolario.

|u|s := norma de u em L*(IR?).

U = extensao de u a IR®, nula fora do dominio de w.

catQ) := categoria de Q relativa a .

Xq = funcao caracteristica do conjunto §2.

suppu = suporte de uma funcao u.

S, 1= conjunto dos pontos criticos de uma aplicacao diferencidvel .
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Capitulo 1

Um problema nao-local via
método de penalizacao

1.1 Introducao

Como ja foi mencionado, neste primeiro capitulo devemos focar nossa atencao
sobre questoes de existéncia, multiplicidade e comportamento de concentracao de

solugoes positivas para o seguinte problema

{ Lou= flu), B

(Fo) ue H'(R),

onde € > 0 é um parametro pequeno, £, é um operador nao-local definido por
1 1
Lou=M (—/ |Vu|?dx + —3/ V(x)qux) [—Au+ V(2)u] .
cJR e IR

As funcées M : IR, - R,, V: IR — Re f : R— IR sio aplicaces continuas

satisfazendo as seguintes hipoteses:

(M;) M é uma funcao crescente.

(M) Existe mg > 0 tal que a aplicacdo

[M(t) — mo]
t

t—

¢ nao-crescente.

O potencial V' é uma funcao continua satisfazendo:
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(V1) Vo := inf V(x) > 0.
T€R®

(V3) Para cada § > 0 existe um dominio lipschitziano Q C IR limitado tal que

%<£2391§12V(x), N={zeQ:V(x)=V}#0
II; = {x € IR : dist(x,11) <6} C Q.

Uma vez que estamos interessados em obter solugoes positivas, assumimos que

a fungao f se anula em (—o0,0) e, além disso, satisfaz as hipdteses abaixo:

(f1)
lim m = 0.
t—0+ 13
(f2) Existe g € (4,6) tal que
f(t
t—r00 # =0

(fs) Existe 6 € (4,6) tal que

0<OF(t) < f(t)t, vt > 0.

(f1) A aplicagao

¢ nao-decrescente em (0, 00).

Para uma melhor compreensao das hipdteses acima e de suas consequéncias,

remetemos o leitor ao Apéndice A.

Considerando a mudanga de varidvel x = ez em (P.), obtemos o problema

equivalente

D Zeu:f(u)7IR3
(£) { ue H(IR),
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onde

Low=M ( /}RS Vu|?dz + /}RS V(ex)zﬂdx) [—Au+ V(ex)u].

A seguir, enunciamos o principal resultado deste capitulo. Entretanto, antes
do seu enunciado, recomendamos a leitura do Apéndice B onde recordamos a

definicao de categoria.

Teorema 1.1.1 Suponha que a funcio M satisfaz (My) — (Ms), o potencial V
satisfaz (V1) — (Vo) e a funcao f satisfaz (f1) — (f1). Entao, dado 6 > 0 existe
g€ =2(9) > 0 tal que o problema (P.) tem pelo menos caty,(I1) solugoes positivas,
para todo € € (0,8). Além disso, se u. denota uma dessas solugdes positivas e
n. € IR ¢ seu ponto de mdzimo global, entdo

lim V(ns) = W.

e—0

Este capitulo estd organizado como segue. Na secao 1.2 definimos um
problema auxiliar adequado. Na secao 1.3 estudamos o problema autonomo
associado e obtemos um resultado de compacidade que sera usado na secao 1.5 .
Na segao 1.4 provamos a existéncia de uma solugao ground-state (energia minima)
para o problema auxiliar. Na secao 1.5 relacionamos o nimero de solugoes do
problema auxiliar com a topologia do conjunto I usando teoria de categoria de
Lusternik-Schnirelmann [58]. Na se¢ao 1.6 provamos o principal resultado usando

método de iteragao de Moser [62].

1.2 Um problema auxiliar

Em nossa abordagem para atacar o problema (F.), adaptaremos um argumento
introduzido em [39]. Isto é, inicialmente faremos uma penalizacgdo na nao-
linearidade f, adequada ao nosso caso, e estudaremos um problema auxiliar
(P:.4). Em um segundo momento, trataremos de mostrar que as solugoes obtidas

para (P- 4) sdo também solugoes de (Fx).

Para tanto, sejam k > 1/mg e a > 0 tais que f(a) = (Vo/k)a, onde my é dado
em (M) e Vy é dado em (V7). Note que um tal a existe devido as hipéteses (f)
e (fa).
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Agora, penalizamos a funcao f, definindo

o S, t<a,
f“)—{ Vo/k)t . t>a
Sendo assim, para cada ¢ > 0 dado, definimos

g(a,t) = xa(@) f(t) + (1 = xa(2)) f (1),

onde €2 é o conjunto (que depende de ¢) introduzido na hipdtese (V3).

Segue da definigao, das hipdteses (f1) — (f1) e de (V1) que g é uma fungao

Carathéodory e satisfaz:

(91)

z,t
lim 9(z.1) = 0, uniformemente em z € IR
t—0+t 3
(92)
x,t .
9(z,1) = 0, uniformemente em = € IR®.
tooo 141

(93) (1)
0 <0G(x,t) < g(x,t)t, Vx € Q eVt >0

(i)
0 < 2G(x,t) < gz, )t < %V(m)tz, Vo € IR\Q eVt > 0.

g4 ara cada x & a aplicacao —> g xZ, ¢ nao-decrescente em ,00) €
P d 9 licacao t t)/t3 é nao-d 0

para cada x € IR\ a aplicacdo t — g(z,t)/t> é ndo-decrescente em (0, a).

Ainda pela definicdo de g, temos g(z,t) < f(t) para todos z € RR et > 0 ¢
g(x,t) = 0 para todos v € R’ e t € (—o0,0).

Observagao 1.2.1 O  ponto  fundamental da  penalizacao acima
€ que construimos uma nao-linearidade que tem um crescimento 3-superlinear
em t para cada x € ), necessdrio para obter a sequnda geometria do passo da
montanha, porém € linear em t, para cada x € ]Rto’\Q et > a, assim como em

[39], o que nos permite provar a condigao Palais-Smale.
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Ao longo deste capitulo nosso trabalho se dividira em duas partes. A primeira
parte consiste em estudar a existéncia e multiplicidade de solugoes positivas para

o problema auxiliar

Lou=glex,u), R
(Fr.a) { u € i]’il(IRS) ,

o que sera feito nas secoes 1.4 e 1.5. A segunda parte consiste em mostrar que as
solugoes u. obtidas para (F: 4) possuem um comportamento de concentragao e
verificam u.(z) < a para cada z € IR\Q, portanto, sdo também solucdes de (P.),

isso ¢ feito na secao 1.6.

1.3 O problema autéonomo

1.3.1 Estrutura variacional e notacoes

Como veremos na se¢ao 1.5, para relacionar o nimero de solugoes de (P:) com a
topologia do conjunto dos pontos de minimo global do potencial V', é importante
fazer um estudo a respeito da existéncia de solugoes ground-state positivas e
do comportamento de sequéncias minimizantes sobre a variedade de Nehari
associados ao caso autonomo do problema (135) Em vista disso, dedicaremos

esta secao ao estudo do problema

Lou= flu), IR
(F) {ueH1<IR3),

onde, para cada p > 0,

Lo =M (/ |Vu|*dx —l—/ ,uuzda:> [—Au + pu) .
R R

Investigaremos as solucoes de (P,) buscando pontos criticos do funcional

Tu(u) = 57 (/Rj Vul? + /]Rs mﬂ) _ /}R Flu).

onde M / M(s)ds e F(t / f(s)ds, o qual estd bem definido sobre o

espago H, = H'(IR’), munido do produto interno

(u,v)#:/ VUVU+/ T
R R
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e da norma proveniente

Jull2 = / Yl + / .
R R

Uma vez que, para cada p > 0, a norma ||.||, é equivalente a norma usual de
HY(IR), temos que (H,, (.,.),) é um espaco de Hilbert.

Por outro lado, desde que M e f sao continuas, o funcional I, ¢ de classe
C'(H,,R)e

I (u)v = M(||u”i)(u,v)u — /]R3 f(u)v, Yu,v € H,.

Note porém, que, a rigor, I, ndo é de classe C?(H,,R), pois M e f sdao apenas

continuas. Definimos a variedade de Nehari associada a I, por
N, = {u e H\{0} : I} (u)u = 0}.

Devido a regularidade do funcional ,,, ndo podemos garantir que N, é uma

variedade de classe C'' modelada sobre H -

Denotamos por H:[ o subconjunto de H, dado por
H :={ue H,:u" #0},

e por S} o conjunto S} := S, N HT, onde S, é a esfera unitaria de H,,.
Lema 1.3.1 O conjunto H; ¢ aberto em H,,.

Demonstragao: Suponha por contradicdo que existe u € Hf N JH . Assim,

obtemos uma sequeéncia {u,} C H,\H, tal que u, — u em H,. Logo,

|supp(u)] =0, VnelN (1.1)

wh(r) = ut(z) q.t.p. em R, (1.2)

n

De (1.1) e (1.2), temos que

ut(r) = lim u} () =0 q.t.p. em IR
n—oo
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Mas isso contradiz o fato de que u € H . Portanto H é aberto.
n

Desde que H, é um espaco de Hilbert, mostra-se que ||.| € C**(H,\{0},R)

e tem derivada dada por

(-llw) (w)o = (u, v)u/llul]

Do teorema da fungao implicita em espagos de Banach, concluimos que S, é uma
Ch1-variedade modelada sobre H, com co-dimensao 1.

Assim, S/J[ é uma C'-variedade nao-completa (como espago métrico) de H,
inteiramente contida no aberto H ;[ . Consequentemente, para cada u € S:[, temos
a seguinte decomposicao

H,=T,S; ®Ru,

onde T,,S} = {v € H,, : (u,v), = 0}.

Finalmente, definimos uma solucéo fraca de (P,) como sendo uma fungéo

u € H, tal que
M ([ul]2)(v),0 = /]Rg F(u)o, Vo € H,.

Portanto, pontos criticos de I, sdo solugoes fracas de (P,).

1.3.2 Solucao ground-state para o problema auténomo

O principal objetivo desta subsecao ¢ a demonstracao do Teorema 1.3.1 e do
Lema 1.3.5 . Devido a falta de diferenciabilidade das fungoes envolvidas em
nosso problema, adotaremos uma abordagem inspirada em [72], como ocorre em
[74]. Entretanto, diferentemente de [74], em nosso caso, veremos que N, nao é
homeomorfa a esfera. Tal fato acarreta o surgimento de dificuldades técnicas, ver

Lema 1.3.2(A4) e a demonstragao do Lema 1.3.5 .

Lema 1.3.2 Suponha que a fungao M satisfaz (My)— (Ms) e a fungdo f satisfaz
(f1) — (f1). Assim:

(A1) Para cada w € Hf, definimos h, : Ry — IR por h,(t) = 1,(tu). Entdo,
existe um unico t, > 0 tal que h!,(t) >0 em (0,t,) e hl,(t) <0 em (t,,o0).
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(Az) Existe T > 0, independente de u, tal que t, > T para todo u € S},
Além disso, para cada conjunto compacto VW C S;r existe Cyy > 0 tal que

ty < Cyy, para todo u € W.

(A3) A aplicagio my, : HF — N, definida por m,(u) = t,u, € continua. A

aplicagao my, : S,F — N,,, definida por m,, = (m,,) € um homeomorfismo

lgt 2
"
entre ;7 e N, Além disso, a inversa de m,, € dada por m;*(u) = u/||ul|,..

(A4) Se dist(un,dS;7) — 0, para alguma sequéncia {u,} C S, entdo

[y ()]0 = 00 € 1y (my(un)) — oo

Demonstragao:

(A1) Devido a (M), (f1) e (f2) (ver Lema 1.0.1(éi), Observagao 1.0.1 e Lema
1.0.5(4)), segue que para cada u € Hf
C
ha(®) = t0) = "0l = 5 [ty = SR [ty
2 2 Jw q Jw

Das imersoes continuas de Sobolev,
Mo
hy(t) > 7t2]|uHZ — 501154Hu]|f; — Cot?||ul[f.
Escolhendo ¢ > 0 suficientemente pequeno, obtemos a > 0 tal que h,(t) > «a.

Por outro lado, fixado u € H I segue-se de (Ms) e (f3) (ver Lemas 1.0.1(ii) e
1.0.5(77)) que, para cada t > 0

ha(t) < Cullul282 + Callulltt* — C /O (W) + CllO), (1.3)

onde O C supp(u™) é um subconjunto mensurével de medida positiva e finita.

Uma vez que 0 € (4,6), existe t, > 0 suficientemente grande tal que h,(t.) < 0.

Sendo a aplicagao h, : [0,00) — IR continua, ela admite ao menos um ponto
de maximo ¢, > 0. Devido as hipdteses (My) (ver Lema 1.0.1(73)) e (f4), segue-se

que t, é o unico ponto critico de h,, e portanto t, é ponto de maximo global.

Com efeito, suponha por contradicao que existem ntmeros reais positivos
t1 > ty tais que hl(t1) = hl(t2) = 0. Segue da definigdo de h, e das hipoteses

mencionadas que

M(lltul) — M(lulf) 1 /{f(tw} f(tzuqu4>0
. >0,

(tiw)®  (tau)?

0> — =

[l el
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o que nao faz sentido.

Sendo assim, para cada u € H:[ , a aplicagao h, tem um tunico ponto de
méximo global ¢, > 0, o que demonstra (A;). Note que ¢, é o tnico real positivo

satisfazendo t,u € N, pois hl,(t) = 0 se, e somente se, tu € N,,.

(A2) Seja u € S De (My), (f1), (f2) e das imersoes continuas de Sobolev
motu S M(ti)tu = / f(tuu)u S fC’lti + C&OQtZ_l.
R

Assim, existe 7 > 0 (independente de u) tal que t,, > 7.

Finalmente, se W C S: é compacto, suponha por contradicao que existe
{u,} € W tal que t, =t,, — oco. Sendo W compacto, existe u € W com u,, — u

em H,. Da desigualdade em (1.3), concluimos que

I,(tyu,) = —o0. (1.4)

Por outro lado, note que se v € N, entdo por (f3)

1, 1—~ 1
Tu(v) = Lu(v) = 5L} = S M(|[ll) = ZM (IR o]

Uma vez que {tnun} C Nu, obtemos

1 1fl~ 0 1,
Euawazgngﬁa—gM@m47Vnem
Para n suficientemente grande, segue-se de (1.4) e da hipdtese (Ms) (ver Lema

1.0.2(i7) e Observagao 1.0.1) que

0—2
0> —+— >0
= ( 20 ) mo )
o que é uma contradi¢ao. Portanto (As) é verdadeira.

1

(A3) Vejamos primeiramente que m, e m, " estao bem definidas. De fato,

para cada u € H,! segue, de (A;), que existe um tinico m,(u) € N,. Por outro

lado, se u € N, entao

o< Ml = [ o= [ o

Logo, |supp(u™)| > 0, ou equivalentemente, u € H;f. Assim, m;'(u) = u/|ull, €

Ste m;l estd bem definida.
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Desde que,

m(m (w) = m,, (L) = t(» Y _u, Yue N,

i

concluimos que m,, é bijetiva com inversa mu

Finalmente, segue da definicao de m;l a sua continuidade. Para mostrar que
~ T+ ’ ’ : + + tai
my : H, — N, é continua, sejam {u,} C H7 ewe H tais que u, — u em H,.

De (Asz), existe tg > 0 tal que ||ty by, = t(

) — to. Assim, t,, — to/||ul,.
un |l

Desde que, t,,,u, € N, temos

M2, (g2t 10 = / F(buttn)ttn, ¥ 1 € N

Un

Passando ao limite de n — oo, concluimos que

i (g g vt = 7 () -

Donde (to/|lul|,)u € N, e consequentemente ¢, = to/|lul|,, mostrando que

my(u,) — m,(u). Logo, m,, e m, sdo continuas.
(A4) Seja {u,} C S uma sequeéncia tal que dist(u,,dS;) — 0. Desde que,
para cada v € 85’: en € N temos
() < () ~ ()] tp. e R,

segue-se que

/]Rs(u:)s_ inf / |u, —v|®, Vn € Ne Vs € [2,6]. (1.5)

vEDS;T

Das imersoes de Sobolev, existe C'(s) > 0 such that

/]R3 ) cle) Ueiggi {/]R% [V (= 0) [ + pa(uy — v)?] }8/2
= C(s)dist(u,,057)°, Vn €N

A

e (f1) e (f2) existem constantes positivas C e Cy, tais que, para cada t > 0
/ Fltu,) < Gy / () + Gt / (ub)"
R RS R
< C.C(4)t*dist(uy, 0SH)*
+ CyC(q)tUdist(u,,dSH)?.

IA
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Portanto,
limsup/ F(tu,) <0, Vt > 0.
R

n—o0

Da defini¢ao de m,,, temos que

1~
liminf 7, (m,(u,)) > liminf I, (tu,) > §M(t2), vV t>0.
n—oo n—oo

Segue-se de (M;) que

Tim 1, (my, (up)) = oo

Desde que %]\/I\(tin) > I,(my(uy)), para cada n € IN, concluimos de (M) que

|m(un)||,, = 0o quando n — co. O Lema estd provado. u

Definamos agora as aplicagoes
\DM:H:%Re\IIN:S:%IR,
por Wy (u) = Ly(my(u) e ¥, = (\I/u)lsﬁt'
Do Lema 1.3.2, segue-se que \/I\fu e ¥, estao bem definidas e sao continuas.

A proposicao que segue nos diz que as aplicagoes definidas anteriormente sao
diferenciaveis. Ao menos em nosso conhecimento, esse resultado foi demonstrado
primeiramente em [72], como um resultado abstrato para funcionais, apenas
C1, cuja variedade de Nehari é homeomorfa a toda a esfera. Ainda em [72] é
mencionada a validade do mesmo para funcionais que se comportam como I,,.

Sendo assim, para maior clareza dos resultados, faremos a demonstragao.

Proposicao 1.3.1 Sob as hipoteses do Lema 1.3.2,
(a) ¥, € CY(H,R) e

& (v — (W ;
W (w)v = lal, I (Mmy(u))v, Yu € H; eVv € H,.

(b) W, € CL(SF,TR) e

()0 = [m (), L (m, (w)v, Yo € T,57.

(c) Se {u,} € uma sequéncia (PS)q para ¥, entao {m,(u,)} € uma sequéncia
(PS)q para 1,. Se {u,} C N, é uma sequéncia (PS)q limitada para I,

entdo {m,,"(u,)} € uma sequéncia (PS)q para V,,.
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(d) w é um ponto critico de V,, se, e somente se, m,(u) € um ponto critico
nao-trivial de I,. Além disso, os valores criticos correspondentes coincidem
e
inf¥, = iﬁf I1,. (1.6)
u

Sit

Demonstragao:

(a) Sejam u € H: e v € H,. Usando, respectivamente, a definicao de \/I\fu, a

definicao de t, e o Teorema do Valor Médio, resulta que

Vp(u+sv) = Wu(u) = Lu(turso(u+sv)) = Lu(tuu)
Iu(t(M-SU) (u+sv)) — ]u(t(U-I-sv)u)
IL(t(quSU) (u 4+ T50))t (uts0) SV,

IN

onde |s| é suficientemente pequeno e 7 € (0, 1). Por outro lado,

-~

(I\/H(u +5v) = U, (u) > I,(t,(u+ sv)) — L(tyu) = I, (tu(u + ssv))t,s0,

onde ¢ € (0,1). Sendo a aplicacdo u > t, continua, segue das desigualdades

anteriores que

¥ -G
i Tl 50) = B, (1)

72 (W)l 7, ~
lim 5 = tu[L(tuu)v = —Il:(mu(u))v.

HUHM

Sendo I, € C*(H,,R) e m, continua, segue-se que a derivada de Gateaux de v

é linear e limitada em v e continua em u. Logo, de [[76], Proposition 1.3], temos

Ve CYHR) e

c 72 ()l 71
U (u)v = W[;(mu(u))v, Yue Hf eVve H,.

(b) Seja v : [0,1] — S uma curva diferenciavel tal que v(0) = u e 7'(0) = v.
Entao, por defini¢ao

W, (0o = 58,0000

Da Regra da Cadeia e do item (a), obtemos

), (wv = W, (7(0))7(0) = (), 1), (my, () o
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(c) Uma vez que H, = T,S; ® R u, para cada u € S,

rojecao linear P : H, — T,S" definida por P(v + tu) = v é continua, isto é,
projeg p | p

concluimos que a

existe C' > 0 tal que

o]y < Cllv+tull,, Vue ST veT,S;eteR. (1.7)

Do item (b), temos que

WL ()]l = sup W), (u)v = |lwl, sup I,(w)o, (1.8)
vETqu vETuSI
[lv]|p=1 llv]l =1

onde w = my(u). Desde que u =m *(w) = w/|wl|, e w € N, temos

n
! ! w
IL(w)u =TI (w)—— = 0. (1.9)
[l
De (1.8), resulta que
I'(w)(v + tu)
1P, ()l < lwll I ()| = lwll,  sup e
vETy S} teR ||U+tu||u
v4+tu#0
Assim, de (b), (1.7) e (1.9)
L (w)(v)
1T, ()« < Cllwll,  sup 55— = C[|¥}, ()]
veT, S\ {0} [[v]],0
Mostrando que,
1V, (s < w7, ()]l < CI¥, )., ¥V ue S, (1.10)

Desde que w € N, temos ||w| > 7 > 0. Portanto, a desigualdade em (1.10)

juntamente com o fato que I, (w) = ¥, (u) demonstram o item (c).

(d) Segue de (1.10) que ¥} (u) = 0 se, e somente se, I, (w) = 0. A outra parte

segue da definicao de W,. [ |

Um argumento andlogo ao da demonstragdo do Lema 1.3.2(A;) nos permite
concluir que /, tem a geometria do passo da montanha. Segue de uma versao do
Teorema do Passo da Montanha sem a condicao Palais-Smale, a qual pode ser

encontrada em [[76], Theorem 1.15], que existe {u,} C H, satisfazendo
Ly(un) = ¢, and I, (u,) — 0, (1.11)
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onde ¢, ¢ o nivel minimax associado a I, definido por

¢, = inf sup I,(v(t)),
7€l te(0,1]

com I'={y e C([0,1], H,) : v(0) =0 e 1,(~(1)) < 0}.
Lema 1.3.3

Cy = uler}\f/M I,(u) = ulelgj max I,(tu) = ulergj max I, (tu).

Demonstragao: Desde que i, (u) = m,(u/||ul|,), para todo u € H}, temos

inf max[,(tu) = inf maxI,(tu). (1.12)

weHF t>0 ues; >0

Da definicao de ¥, obtemos

inf max/,(tu) = inf U, (u). (1.13)

uES,‘f t>0 uES,T
Comparando (1.12) e (1.13) e usando (1.6), concluimos que

ug}\ljﬂ I,(u) = ulelgj max I,(tu) = ule%fj max I, (tu).

Por outro lado, para cada u € Hj, segue-se da desigualdade em (1.3) que

existe t, > 0 tal que fixando e = t,u € H:, temos I,(e) < 0. Assim, podemos
definir

F(t) = te; V t €[0,1].
Claramente ¥ € ' e

max L,(7(t)) = max I, (tu).

Das igualdades ja provadas, resulta que

Jnf Tu(u) < (1.14)

Suponha por contradigdo que a desigualdade em (1.14) seja estrita. Da

defini¢do de infimo, existe w € N,,, tal que
I,(u) < ¢,
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Novamente, escolhendo e = t,u, onde ¢, > 1 e I,(e) < 0, e definindo (t) =
te, V t € [0, 1], concluimos do Lema 1.3.2, que

max L(3(0) = LG(1/4) < ¢, (1.15)

Ora, sendo 4 € I', a desigualdade em (1.15) contradiz a definigao de c,,.

Lema 1.3.4 Seja {u,} C H, uma sequéncia (PS). para I,, com u, — 0. Entdo,

apenas uma das alternativas abaizo ocorre:
(a) up, =0 em H,;

(b) ezistem {y,} C IR® e constantes R, 3 > 0 tais que

liminf/ u? > B> 0.
Br(yn)

n—oo

Demonstragao: Suponha que (b) ndo ocorre. Assim, para cada R > 0

lim sup / u? = 0.
" yelR J Br(y)

Sendo {u,} limitada em H,,, concluimos de [[76], Lemma 1.21], que

u, — 0 in L*(IR%),2 < s < 6.

De (M1)7 (M2>7 (fl) € (f2)7
mmwwma@ﬂ%m+%m:%m.

Mostrando que (a) ocorre. n

Podemos admitir que a sequéncia {y,} C IR’ obtida no Lema 1.3.4 verifica

|yn| — 00. Com efeito, se a mesma fosse limitada, usariamos a convergéncia fraca

2
loc

lim inf/ u? =0,

para todo R > 0, contradizendo o lema anterior.

de {u,} e a imersdo compacta de H, em L2 (IR’) para concluir que
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Observacgao 1.3.1 O lema anterior permite-nos assumir que o limile fraco u
de uma sequéncia (PS)., com ¢ # 0, é ndao-trivial. Com efeito, se u = 0 € o
limite fraco de uma sequéncia {u,}, Palais-Smale no nivel ¢ para o funcional 1,,,
teremos u, — 0 e, uma vez que ¢ # 0, nao ocorre u,, — 0 em H,. Concluimos

do Lema 1.3.4 que existem {y,} C IR’ ¢ R, 3 > 0 tais que

liminf/ u? > 3> 0. (1.16)
Definindo v,(r) = un(x + yn), seque-se da invariancia por translagio de IR’

que {v,} € limitada em H,. De (1.16), existe v # 0 tal que v, — v em H,.
Novamente devido a invariancia por translacio de IR, temos que {v,} também ¢é

uma sequéncia (PS). para 1, com limite fraco ndo-trivial.

A demonstracao do préximo resultado é andloga aquela que aparece no
Teorema 2.15 de [10], entretanto, como nao impusemos sobre M as hipGteses
(Mz) e (M) em [10] e precisamos mostrar que u € H,;, aparecem algumas sutis

diferencas na prova. Por completeza, faremos a demonstragao.

Proposicao 1.3.2 Seja {u,} C H, uma sequéncia (PS)., para I,. Entao existe
u € H;f tal que, passando a uma subsequéncia, temos u, — u em H,, a menos

de translagdo. Além disso, u € uma solucdo ground-state para o problema (P,).

Demonstragao: Sendo {u,} uma sequéncia (PS)., para I,, existe C' > 0 tal
que
1
C+ |lunll, > L(un) — 5IL(un)un, Yn € IN.

De (M) e (f3), obtemos

0—2

O+l (7552 ) malunls o€

Portanto {u,} ¢é limitada em H,. Assim, passando a uma subsequéncia, obtemos
u, = uem H,, (1.17)

u, —uwem L (IR}, 1<s<6 (1.18)
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[l = to. (1.19)
De (1.17) concluimos que

(Un,v), = (u,v),, Yv € H,. (1.20)

Por outro lado, devido a densidade de Cg°(IR?) em H,, e da convergéncia em

(1.18), resulta que
/ f(up)v —>/ f(uw)v,Yv € H,. (1.21)
R R

Agora, da convergéncia em (1.17) e de (1.19), vale
2 i 2 _ 2
Jull, < timinf s 2 = £,

o que juntamente com (M;) nos dd M (||ul|?) < M(13).
Para mostrar que a igualdade ocorre, adaptaremos as idéias de Alves e
Figueiredo em [10]. De fato, suponha por contradigao que

M ([[ull) < M(t5)- (1.22)

Da Observagcao 1.3.1 podemos considerar u # 0. Logo, da desigualdade em (1.22),
obtemos
Ml ully < M (&) ullp- (1.23)

De (1.19), (1.20) e (1.21) segue-se que
M@l = [ = [ (1:2)

Assim, de (1.23) e (1.24) temos I, (u)u < 0. De (1.24) e u # 0, obtemos u € H,
e portanto, do Lema 1.3.2(A;), existe um tnico ¢, € (0,1) tal que t,u € N,.

Sendo assim, do Lema 1.3.3

1
¢, < I(tyu)— ZIL(tuu)(tuu)

1 — 2 1 2 2 1
= SAT(al) = il + [ {;lf(tuU)tuu—F(tuu) .
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Devido a (M,) e (f4),

Cu < %J/\Z(Huﬂi) - iM(Hulli)Hulli + /]Rg Eﬂu)u - F(“>] -

De (M), (f1) e do Lema de Fatou

o 1
¢y < lim inf [IM(un) — leib(u")(un)} = ¢y,
0 que é uma contradicao. Portanto M(t5) = M(|lul|Z). Desde que essa tltima
igualdade contradiz (1.22), concluimos que u é solugao fraca de (P,). Com

argumentos analogos, vemos que v é uma solucao ground-state de (P,).
[ |

No principal resultado desta secao obteremos uma solucao ground-state

positiva para o problema auténomo (P,).

Teorema 1.3.1 Para cada {1 > 0 dado, o problema (P,) admite uma solugdo
ground-state positiva u € CL%(IR), com a € (0,1).

Demonstracao: A existéncia de uma solucao ground-state u € Hlf, segue de
(1.11) e da Proposicao 1.3.2. Usando u~ como func¢ao teste, concluimos que u > 0.
Desde que M (||u]|?) é um nimero real fixado, para concluir a regularidade de w,
podemos argumentar exatamente como no Teorema C.1 de [1]. A positividade de

u segue da desigualdade de Harnack (Theorem 8.20), em [48].
]

O préximo lema, que sera extremamente 1til na demonstracao da Proposicao
1.5.1, nos da um resultado de compacidade para sequéncias minimizantes sobre a
variedade de Nehari associada ao funcional I,,. Além disso, em sua demonstracao,

ficara evidente o papel do item (A4) do Lema 1.3.2.

Lema 1.3.5 Seja {u,} C N, tal que I,(u,) — c¢,. Entao, {u,} tem uma

subsequéncia convergente em H'(IR?), a menos de translacdo.

Demonstracao: Desde que {u,} C N, segue-se do Lema 1.3.2(4;), da
Proposicao 1.3.1 e do Lema 1.3.3, que

v, =m, (uy,) = Un e Sr, VnelN (1.25)

P
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U, (vy) = Iu(uy) = ¢, =inf U, (1.26)

Sik
Embora S;L seja nao-completa, devido ao Lema 1.3.2(A4,), ainda podemos

aplicar o Principio Variacional de Ekeland em [[40], Theorem 1.1] ao funcional
£,V — IR U{oo} definido por

_ Wu(u), se ue St
Eu(u) _{ 0o, se u € dS},

onde V = S_/J[ ¢ um espaco métrico completo com métrica
d(u,v) = |u = vl
De fato, do Lema 1.3.2(4,), &, € C(V,IR U{o0}) e, da Proposicao 1.3.1(d),

& € limitado inferiormente.

Sendo assim, novamente do Lema 1.3.2(A4) e do Principio variacional de
Ekeland, para cada e, A > 0 fixados e ¢, < ¢,(u) < ¢, + ¢, existe v € SF
tal que

¢ < Pu(v) < ulu),

|u — UH# <A

Eu(w) > Pu(v) = (e/N)|v = wllu, Vw #wv.

Passando a uma subsequéncia, se necessario, segue de (1.26) que podemos

escolher u = v,, € = 1/n* e A = 1/n e obter v, € S}, satisfazendo

(D) = ¢, (1.27)
100 = Tnll = 0 (1.28)

(§]
Eu(w) > Uu(0n) — (1/n)[[0n — W], ¥ w # n. (1.29)

Seja Yy : (=0, 0,) — S, uma curva diferenciavel, com d,, > 0 suficientemente
pequeno, tal que v,(0) = v, e 7,,(0) = z € T3, (S;7). Escolhendo w = 7,(t), segue
de (1.29) que

= [ (8) = Lu(m(0)] < (1/7) 17 () = ¥ (0) - (1.30)
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Do Teorema do Valor Médio, existe 0 < ¢ < t tal que

(7€) = 1 (0), 7 (c))
17 (€) = 3 ()],

onde usamos Cauchy-Schwarz para obter tltima desigualdade.

[ (8) = 1 (O], = “t < (0l (1.31)

Assim, multiplicando ambos os membros de (1.30) por 1/¢, passando ao limite

de t — 0 e usando (1.31), obtemos
U002 < el
p\Wn)% =
onde z € T, (S,") é arbitrario. Por linearidade, temos que
o~ 1
@7 < =

Logo,
147, (@)1« = 0, (1.32)

quando n — oo.

Segue de (1.27) e (1.32) que {v,} é uma sequéncia (PS)., para v,. Da
Proposicao 1.3.1(c), concluimos que {u,} := {m,(v,)} é uma sequéncia (PS).,

para I,,. Da Proposicao 1.3.2, existe u > 0, solugao ground-state de (P,), tal que
u, ~uem H,,
a menos de subsequéncia e translacao. Para mostrar que
U, — uem H,
a menos de subsequéncia, é suficiente provar que
lutalle = s om R

Uma vez que, da convergéncia fraca, existe ¢y > 0 tal que |lu,||, — to, & menos
de subsequéncia, e ||ul|, < liminf, . ||u,||, = to. Suponhamos por contradigao

que ||ul|, < limsup,,_, ||tnll, = to. Neste caso, teremos de (Ms), (f4) e do Lema

36



de Fatou que

1
c, = Iu(u)—ZIL(u)u

1~ 1 1
= 3l - Pl + [ [3tn - P
< 13 = L2y 1 timi f/ L b — P
5 M(to) — 7 M(to)t; + lim in 2 u)u u
1~ 1 1

o 1
- hq{gg.}f I,(u,) — Z[L(un)un = ¢,

Mas isso é uma contradigdo. Logo, ty = ||ul|, e a prova estd completa.

Observacao 1.3.2 Para encerrar esta secao, pontuamos que todos os resultados
até aqui demonstrados ainda poderiam ser obtidos se substituissemos a hipotese

(Ms) por duas hipdteses mais fracas (ver Lema 1.0.1 e Observagao 1.0.1), a saber,

(M) Eziste mg > 0 tal que

(M) A aplicagao

¢y M0
t

¢ decrescente.
O motivo pelo qual fomos mais exigentes e impusemos a hipdtese (M,) ficara

evidente na demonstracao do Lema 1.4.2.

1.4 Existéncia de solucao para o problema
auxiliar

1.4.1 Resultados preliminares

Nesta subsecao obteremos alguns resultados preliminares os quais servem de

suporte para a proxima secao. Além disso, também fixaremos algumas notacoes.
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Obteremos solugao de (P. 4) como ponto critico do funcional energia

J.(u) = %]\//.7 (/]Rs Vul? + /]Rg V(ex)u2) - /]Rg Gex,u),

t t
onde M(t) = / M(s)ds e G(t) = / g(ex, s)ds, o qual estd definido sobre o
0 0
espaco de Hilbert H., dado por
H.={uec H(IR): / V(ex)u? < oo},
R
munido do produto interno

(u,0). = /]R? Vuvo + /IRJ V(ex)uv,

e da norma proveniente

Hqu:/ |Vu\2—|—/ V(ex)u?.
R R

Novamente, sendo M e f apenas continuas, J. é de classe C'(H., IR), mas nao
é de classe C*(H.,R) e

Jl(u)v = M(||u||§)(u,v)€ — / g(ex,u)v, Yu,v € H..
R

Denotamos a variedade de Nehari associada a J. por
M. ={u e H\{0} : J.(u)u = 0}.

Analogamente ao caso autéonomo, nao podemos garantir que o conjunto M, é

uma variedade diferencidvel.

Também definimos o conjunto €2, por
Q. ={recR:excQ}=(1/0)Q.
Denotamos por HI o subconjunto de H. dado por
HY ={ue H. : |supp(u™) N Q.| > 0},
e ST =S5.NHS, onde S, é a esfera unitaria de H..
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Lema 1.4.1 HF € aberto em H..

Demonstragao: Suponha por contradi¢cdo que existem uma sequéncia {u,} C
HN\H eu e HI tal que u, — u em H.. Assim |supp(u,) N Q.| = 0 para todo
n € Neul(z) = ut(x) q.t.p. em x € Q.. Assim,

vt (z) = lim u!(z) =0, q.t.p. em z € Q..
n—oo
Mas, isso contradiz o fato de que u € H. Portanto H} é aberto. u

Do mesmo modo que no caso auténomo, temos que SF é uma Chl-

subvariedade de H e denotamos por T,,(S) o espago tangente a ST em u € ST

Finalmente, uma solucao fraca de (P. 4) é uma fungao u € H. tal que

M(||ulf2)(u, v). = / o(er ), o € ..
]l:t’i

Portanto, pontos criticos de J. sdo solugdes fracas de (P 4).

O préximo lema tem um papel analogo ao do Lema 1.3.2 no caso autonomo, a
saber, contornar a auséncia de uma estrutura diferenciavel na variedade de Nehari
associada a J.. Entretanto, como trabalhamos com um funcional penalizado
precisamos introduzir algumas modifica¢oes na prova, em particular, ficara clara

a necessidade da hipé6tese (M) em nossos argumentos.

Lema 1.4.2 Suponha que a fung¢ao M satisfaz (My)—(Ms), o potencial V satisfaz
(V1) e a fungao [ satisfaz (f1) — (f1). Assim:

(A1) Para cada uw € HY, definimos h : IRy — IR por h,(t) = J.(tu). Entao,
existe um unico t, > 0 tal que hl,(t) >0 em (0,t,) e hl (t) <0 em (t,,00).

(A2) Eziste T > 0, independente de u, tal que t, > T para todo u € ST.
Além disso, para cada conjunto compacto W C ST eziste Cyy > 0 tal que

ty < Cyy, para todo u € W.

(A3) A aplicagao m. : HX — M. definida por m.(u) = t,u é continua. A

aplica¢ao m. : ST — M. definida por m. = (7/7\7,5)|S+ ¢ um homeomorfismo

entre ST e M., e a inversa de m. é dada por m-'(u) = u/| ul|..
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(Ag) Se dist(un,,058F) — 0, para alguma sequéncia {u,} C ST, entdo

g

|me(un)||e = 00 e Jo(me(uy,)) — oo.

Demonstragao:

(A;) Para cada w € HZ, definimos h,(t) = J.(tu). Argumentando como no
Lema 1.3.2, com (). no lugar de O, concluimos que existe ¢, > 0 satisfazendo
R, (t.) = 0, e portanto, t,u € M.. Vejamos que t, é o tinico nimero positivo tal
que R, (t,) = 0. Com efeito, suponha por contradicdo que existem t; > to > 0

com h! (t1) = hl,(t2) = 0. Entao, para i = 1,2, temos

EM(ltul2)llul)? = /]R3 olea, ta)u,

assim

M(|lt)2) 1 / {g(m,tm)}ug
[tz flull2 S [ (fw)?

Dali,

[[#ru]l2 ez ull?

M(|[tyul?) — M(|ltull2) 1 / {9(€$,t1U)_9(5$,t2U)}u4
w | (hw)’? (t2u)?

Segue-se de (M3) (ver Lema 1.0.1(7)) e (g4) que

mo (1 1 1 glex,tyu)  glex,tou)] ,
lp—p) 2 4 3 5 | Y
lul2 \t5 £ lull2 Jaoneonitsusacnay L () (t2u)

N 1 / [g(ex,tlu)_g(sx,tgu)] 4
[ull? Jrevaonfactzuy L (f1u)? (tau)?

Usando a definicao de g obtemos

— |35 — = = - — u
lull2 \#5 £ lull2 Jareonttugacnay LE (1w)? - (Bu)?

11 <1 1)/ ,
S Vou?.
Jull ke \t7 13 ) Jaws\oo)nfa<tsuy

Multiplicando ambos os membros por |lul/?/ (t% - t%) e usando a hipétese
1 2

t, > t9, resulta que

i < 2 | [

mo||u =

: t5 — 1 Jue\oonfsuactiay L F () (tau)?
1

+ —/ Vou?.

k (R\Q:)N{a<tou}

E 1 f(t2u)] ot
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Isto é,

Wz < - (721 Vou?
mo|lU s — - ou
: =13 ) k Jmoonisu<a<tiu}
t2 t 1
" (212>/ f(ZU)u2+_/ Vi,
11— 15 ) Jm\oon{tau<a<tiuy  t2U k Jare\ao)nfa<tou)
De (f4), temos que f(t)/t < Vy/k quando t < a. Logo,
t3 1 )
mll? < - (525) 7 [ Vou
: t1 =13 ) k Jum\oonitu<actiu}

3 1 5 1 )
+ 5 | T Vou” + — Vou”.
t =13 /) k Jm\oonfrau<a<tiu) k J@m\ao)n{a<tzu)

Portanto

1 1
mWMsE@m%ﬁsﬂwz

Sendo u # 0, temos que my < 1/k < mg, o que é uma contradi¢ao. Logo, (A;)

esta provada.

(As) A prova da primeira parte se faz exatamente como no Lema 1.3.2. Agora,
se W C SF é compacto, suponha por contradigdo que existe {u,} C W tal
que t, = t,, — oo. Sendo W compacto, existe v € W com u, — u em H..

Argumentando como na prova do Lema 1.3.2 obtemos
J:(tpuy,) — —o0. (1.33)
Por outro lado, note que se v € M., entao de (g3)(%)
1
Jo(v) = Je(v) = ZJ(v)v
0
1= 1 1
> SM(|[v]]2) = s M(lvlI2)]v]Z + —/ lg(ex, v)v — 0G (ex, v)] .
2 0 9 IRS\QE

De (g3)(i7), temos
1~ 1 0—2\1
S b 2y 1 2 2 (VU—2) 1 2
20 = ) = Gl - () £ [ Ve
Assim,
1~ 1 0—2\1
> —M(|[o|2) = =M(||lo|P)o)? = [ o2 ) ||
Je(v) 2 GM(|[vlI5) — M lID)vllE < 50 >kHUHa
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De (Ms) e do Lema 1.0.2(7i), temos

T [M(#) + mo]

M(t) > 5 t, Vit>0.

Entao,

6 —4 m -2\ 1
> (- 2 2 0 2 _ Zlwli2,

De (M) e (Ms) (ver Observagao 1.0.1), concluimos que

502 (U32) (a1 ) 2 (1.34)

Desde que {t,u,} C M., a desigualdade anterior contradiz (1.33). Portanto (As)

é verdadeiro.

(A3) Mostraremos que . e m_ ' estao bem definidas. Sabemos que para cada

u € HF temos m.(u) € M.. Por outro lado, se u € M. entao
0< M(Jul2)ul2 = | g(ewun
R
Suponhamos por contradigao que |supp(u®) N Q.| = 0. Entao,
u(z) <0, q.t.p. em €.

Dali,
Donde,

o que nao faz sentido. Logo, |supp(u™) N Q.| > 0, ou equivalentemente, u € H .

Assim, m_'(u) = u/||ul. € ST e m_! estd bem definida. O restante da

demonstracao segue os mesmos argumentos da demonstragao do Lema 1.3.2.

(A4) Finalmente, seja {u,} C ST tal que dist(u,,dST) — 0. Desde que, para
cada v € 95T en € IN, temos

Uy (7) < |up(2) — v(@)| g.t.p. em Q.,
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segue-se que

/ (uy)” < inf / lu, —v|°, VneNeVs € [2,6]. (1.35)
Qe Qe

vedST
Assim, de (V7), (V3) e imersoes de Sobolev, existe C'(s) > 0 tal que

e mf{/“UVWm—WP+V@@@m—Uﬂ}V2

vedST .

< C(s)dist(u,,055)%, Vne N

m\
£
S
~—

)
AN

Da definigao de g, (f1) e (f2), existem constantes positivas C e Cy, tais que, para

cadat >0

/G(gx,tun) < /F(tun)—l—lﬁ/ V(ex)u?

R . ko Jra.
< ot [ @it [ @ g
< 010(4);4di3t(un, 85:)45
b CyC(g)tdist(un, DSH) + %t?

Portanto,

n—o0 k

1
limsup/ G(ex,tu,) < —t2, Vt > 0.
R3
Da definicao de m., obtemos

1~ 1
liminf J.(me(u,)) > liminf J.(tu,) > §M(t2) — EtZ, Vit>0.

n—oo n—o0

Segue-se de (M), (Ms) e da particular escolha de k, que

7}1—%10 J-(me(uy)) = oo.

Desde que %]/W\(tzn) > J.(m.(uy)), para cada n € IN; concluimos de (Ms) que

|me(un)|le = 0o quando n — co. A prova esta completa.

Definamos agora as aplicacoes

U.:H 5> ReVU.: " > R
por U, (u) = J.(Me(u) e ¥, := (T,),

st

€

Argumentando, respectivamente, como na demonstragao da Proposicao 1.3.1 e

do Lema 1.3.3 da secao anterior, podemos demonstrar os proximos dois resultados.
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Proposicao 1.4.1 Sob as hipoteses do Lema 1.4.2,
(a) V. € CY(HF TR e

‘/I;’E(u)v = W”ejé(ﬁ%(u))v, Vu e H eVv e H..
U 3
(b) Vo€ CH(SHR) e

U (u)v = [|me(u)|cJL(me(uw))v, Yo € T,S..

(¢) Se {u,} € uma sequéncia (PS)q para V. entio {m.(u,)} € uma sequéncia
(PS)q para J.. Se {u,} C M. € uma sequéncia (PS)y limitada para J.

entao {m_"(u,)} € uma sequéncia (PS)q para V..

(d) w € wm ponto critico de V. se, e somente se, ms(u) € um ponto critico nao-

trivial de J.. Além disso, os valores criticos correspondentes coincidem e
inf W, =inf J..
S M.
Lema 1.4.3

d. = inf J.(u) = inf maxJ.(tu) = inf max J.(tu).

uEMe ueHT t>0 uest t>0

1.4.2 Condigao Palais-Smale

Uma das principais vantagens do funcional penalizado é que ele satisfaz a
condicao Palais-Smale, sendo assim, esta subsecao sera dedicada a prova dessa
afirmacao. Entretanto, a presenca do termo nao-local torna essa tarefa ainda mais
complicada. Para contornar as dificuldades introduzimos o Lema 1.4.6, o qual
nao aparece em [10] e [39], o que nos permite dar uma demonstragao diferente

para a Proposicao 1.4.2 .
Lema 1.4.4 Seja {u,} uma sequéncia (PS)y para J.. Entio {u,} é limitada.

Demonstracao: Uma vez que {u, } é uma sequéncia (PS), para J., existe C' > 0

tal que )
C o Nl 2 o) = 572}, ¥ € N
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Argumentando como na prova de (1.34), obtemos

0—2 1
C+ a2 (U57) (=1 ) ol v €

Portanto {u,} é limitada em H.. u

Lema 1.4.5 Seja {u,} uma sequéncia (PS)q para J.. Entao, para cada & > 0,
existe R = R(&) > 0 tal que

n—o0

lim sup/ [[Vu,|? + V(ex)ui] <&
IR*\Br

Demonstragao: Seja np € C(IR?) tal que
0 se x € Bg(0)

Nr(z) = 1 se x¢ Byg(0).

com 0 < ng(z) <1e|Vngr| < C/R, onde C' é uma constante independente de R.
Note que {nru,} é limitada em H.. Da defini¢ao de J.

/ nRM(HunHE) [|vun|2 +V(5x)u721] = Jé(un)unnR +/ g(gxaun>un77R
R R
= [ M0, V0,V
R
Escolhendo R > 0 tal que Q. C Bg(0), usando (M), (Ms) e (gs3)(ii), obtemos
mo/ NR [|Vun]2 - V(e:z:)ui] < Jlup)unnr
R
1
+ EV(ax)uinR —/ M (||t ||2) 0 VU, Vg,
: R

IRS

Portanto,

1
(0= 1) [ o (90 Vieon2] < 2 wuntel + [ 21000 9,

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz em IR, a desigualdade de Holder, a

definigao de ng e a limitacao de {u,} em H., concluimos que
2 2 ! C
[[Vun|* + Viex)uy] < Ol (un)unng| + 5l
R\ Bg R
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Sendo {u,} e {u,nr} limitadas em H., passando ao limite superior de n — o0,

obtemos
. ) o C
hmsup/ [[Vu,|? + V(ex)u’] < = < ¢,
n—00 IR\ Bgr R
sempre que R = R(§) > 6’/5 ]

Lema 1.4.6 Seja {u,} uma sequéncia (PS)y para J. tal que u,, — u, entdo

lim [[Vu,|? + V(ex)us] = /B [[Vul> + V(ex)u?] .

n—o0 BR

Demonstracao: Podemos assumir que |lu,|. — to, assim ||ullc < t5. Seja
n, € C=(IR) tal que

1 se z € B,(0)

e() = 0 se x¢ By,(0).

com 0 < 7,(xz) < 1. Definamos,
Po(z) = M(||ua|l2) [[Vun — Vul? + V(ex)(u, — u)?] .
Para cada R > 0 fixado, escolhendo p > R obtemos
[ R= [ Pa < MOual?) [ 190 = Vul + Viea) i — 0],
Br Br R
desenvolvendo o produto interno, temos
[ R < MQwl) [ 19+ Vieni]n,
Br R
- 2M(HunH§)/ Vu,Vu+ V(ex)u,uln,
R}
+ M) [ (190 +Vieae] .
Definindo

I = M(Ju2) /]RB (Vunl + V()] 1, - /Rg g(=2, )ty
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12 = M(|Ju?) /]Rg Vun Ve + V(ew)untl 1, — /Ra 962, 1) 0Tl

1y = =M(lwl) [ VeVt Ve M) [ [V +V (e,

e
]s,p - / g<€x7 un)unnp - / 9(61’, Un)u’r]p
R R

Temos que,

(H{éJ%SE@—ﬁp+ﬁm+ﬁm§U@MH@A+H&H%%W (1.36)
R

Observemos que
1, = J () () — M) /RS U ViV,

Sendo {u,7,} limitada em H., temos J.(u,)(un1,) = 0,(1). De um calculo direto,

temos que
lim [limsup‘M(Huan)/ unVunVnp] = 0.
=X | n—oo R3
Logo,
. . 1 -
plg{)lo {hgls;ip |In7p\} = 0. (1.37)

Vemos também que
72, = ) wny) = M) | a¥u,V,
De modo analogo ao que foi feito, obtemos J.(u,)(un,) = 0,(1) e

|-

lim {hmsup‘M(Huan)/ uVu,Vn,
pP—00 jizs]

n—oo
Portanto,
lim [lim sup |I72Lp ] =0. (1.38)
pP—=X | n—oo ’

Por outro lado, segue-se diretamente de |lu,|| — ¢y e da convergéncia fraca
que
lim |I} | =0,V p>R. (1.39)

n—o0
Finalmente, de

u, —uem L (IR),1<s<6,

loc
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concluimos que
lim |I, | =0,V p>R. (1.40)

n—oo

De (1.36), (1.37), (1.38), (1.39) e (1.40), obtemos

0< limsup/ P, <0.
Br

n—oo

Donde, lim P, = 0 e consequentemente
n—oo BR

lim [[Vu,|? + V(ex)ui] = /B [[Vul> + V(ex)u?] .

n—o0 BR

Proposicao 1.4.2 O funcional J. verifica a condigio (PS)y em H..

Demonstracao: Seja {u,} uma sequéncia (PS); para J.. Do Lema 1.4.4

sabemos que {u,} é limitada em H.. Passando a uma subsequéncia, obtemos
U, — u em H,.

Do Lema 1.4.5, segue-se que para cada & > 0 dado, existe R = R(&) > 5/5 com
C independente de £ tal que

n—o0

lim sup/ [[Vu,|* + V(ex)ui] <&
R\ Br

Portanto, do Lema 1.4.6, temos

IN

fufl? < i inf |

< limsup [|u,||?
n—oo

= limsup {/ [[Vun|? + V(ex)u;] —|—/ [[Vu,|* + V(ax)ui]}
n—00 Br R*\Bpr

— / [[Vul?> + V(ex)u?] + limsup/ [[Vun|? + V(ex)u?]
Br n—00 R\ Bgr

< /BR UVU| + V(ex)u ] +&,
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onde R = R(€) > C/¢. Passando ao limite de € — 0 temos R — oo, daf

lull? < liminf {|u, |2 < limsup [Jug |12 < [JullZ,
n—00 n—00

e assim ||u,||: — ||u/|- e consequentemente u,, — u in H.. u

O seguinte corolario serd importante na demonstragao do Teorema 1.5.1.
Corolario 1.4.1 O funcional V. verifica a condigio (PS)g sobre ST.

Demonstragao: Seja {u,} C ST uma sequéncia (PS), para V.. Assim,

U, (u,) — d

W (un)ll. — 0,

onde ||.||« ¢ a norma no espaco dual (7T,,S.)". Da Proposicao 1.4.1(c), temos que
{m.(u,)} é uma sequéncia (PS); para J. em H.. Da Proposigao 1.4.2 e do fato
de M. ser fechada (ver Lema 1.4.2(A3)), concluimos que existe u € ST tal que,

passando a uma subsequéncia,
me(ty) — me(u) em H..
Do Lema 1.4.2(A3), obtemos
U, — uem ST

Estamos prontos para provar o resultado de existéncia para o problema

auxiliar.

Teorema 1.4.1 Suponha que a fun¢ao M satisfaz (My) — (Ms), o potencial V
satisfaz (V1) — (Vo) e a funcao f satisfaz (f1) — (f1). Entao, o problema auxiliar
(P..a) tem uma solugio ground-state positiva u € C.*(IR®), para todo £ > 0.

loc

Demonstracao: A existéncia de uma solucao fraca, ground-state u € H, de
(P- 4) é uma consequéncia de argumentos como no Lema 1.4.2(A4;), da Proposigao
1.4.2 e de [[76], Theorem 1.17]. A positividade e a regularidade da solugao seguem

de argumentos analogos aqueles na demonstracao do Teorema 1.3.1. [ ]
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1.5 Multiplicidade de solucoes para o problema
auxiliar

Nesta segao relacionaremos o nimero de solugdes positivas de (F:4) com a
topologia de II, antes porém, necessitamos fazer algumas defini¢oes e obter alguns

resultados preliminares.

1.5.1 Resultados preliminares

Sejam ¢ > 0 fixado e II5 C €. Seja ainda n € C§°([0, 00)) verificando 0 < n(t) <1
e

1 se 0<t<4/2

n(t) = 0 se t=>0.

Denotamos por w uma solugao ground-state positiva (ver Teorema 1.3.1) do

problema

£ pU = f(u> 7IR/3
() { uVE HY(IR),
onde

Lvu=M (/ |Vul*dz +/ Vbude) [—Au+ Vyu] .
R3 R3

Para cada y € II, considere

Toyfe) = nlles o (22).

3

Desde que, para cada y € II, T, tem suporte compacto e contido em Bj/.(y/¢),
temos que Y., € H.. Além disso, sendo Bj/.(y/c) C Q., obtemos Y., € H.
Do Lema 1.4.2(A;), para cada € > 0, existe um tunico t. > 0 tal que

max J. (1. ,) = J.(t. Y. ,).

t>0

Agora, definimos as seguintes aplicacoes

Y.: II — M,
y — Yo(y) =tY.,.
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Seja p > 0 tal que IIs C B,(0) e x : R* — IR’ definida por

Lema 1.5.1 Seja Il ={z € Q:V(z) = Vy}. Entao,

hr%J (Ye(y)) = ¢y, uniformemente em y € 11.
E—

(1.41)

Demonstragao: Suponha por contradi¢do que o limite em (1.41) ndo ocorra

Entao, existem dp > 0 e sequéncias {y,} C Il e {e,} C IR, verificando

| JE’VL(TETL (yn)) - CVVO |Z 50’ V n e ]]‘\I7
com ¢, — 0 quando n — oo.

Da definigao de Y., (y,), temos

Je(Ye,, (Yn))

Além disso, sendo Y, (y,) € M., obtemos

Jén (Tsn (yn))Tsn (yn) = 0.

1/\
S (e 2) = [ 6t Xn),
R

(1.42)

(1.43)

(1.44)

Usando novamente a definigao de Y., (y,) e considerando a mudanga de

variavel z = (e,2 — yn)/€n, obtemos

J sn yn -

( ([ 17 sl + [ views ) ileashor)?) )

— / G (enz + Yn, te,n(lenz)w(2)) -
R
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Denotando,

/ IV (n(enzlyw(=) + / V(en + a) (nlenzlyw(2))?,
a igualdade em (1.44) implica que

M(#2,A7) i/ [9(%2 + Yo, te(|En2))w(2))

2A A (teun(lenzlw(2))’

Para cada n € INe para todo z € By, (0), temos €,z € B;(0). Assim,

} (n(lenz (=)

EnZ + Yn € Bs(y,) C Ils C Q.

Uma vez que G = F em (2, segue-se de (1.43) que

1

L (Tan)) = EN) = [ Pltanllenchn)  (145)

M@2AD) 1 / [fugnn(ranzww(z))

A2 AL (te,(lenzw(z))”

Do Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue,

} (1(enz])w(2))" (1.46)

||T5nayn

Fonlenzhw)n(enzutz) = [ fw
/. /
| Pzt - / (1.48)

Agora, veremos que existe uma subsequéncia, que ainda sera denotada por
{t..}, tal que t., — 1. De fato, desde que n =1 em [0,9/2) e Bs/2(0) C B/, (0)

para n suficientemente grande, segue-se de (1.46) que

i A iR

5, =00 = Jwlly, (1.47)

quando n — oo.

Da continuidade de w, existe Z € IR’ tal que w(Z) = min w(z). Sendo assim,
2€B5/2(0)
de (f4) 5 o
Mtz A le
Mte, %), 1 J(tew(®) ))/ w(z)*. (1.49)
tEnAn An (t w( )) Bs2(0)
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Suponha por contradi¢do que existe uma subsequéncia {t., } com |t., | — oo.
Passando ao limite de n — oo em (1.49), concluimos de (M) e (f3) que o
lado direito da ultima desigualdade tende a infinito, enquanto o esquerdo é
limitado. Mas isso nao faz sentido. Portanto, {¢., } é limitada e passando a
uma subsequéncia, obtemos t., — tp, com ¢y > 0. Note que ¢y > 0, pois se fosse
to = 0, concluirfamos de (1.46), (1.47), (M), (f1) e (f2) que co < 0, o que é uma

contradicao.

Logo, passando ao limite de n — oo em (1.46), teremos

M (tg|lwllv) lw [V, to = /RB ftow)w. (1.50)

Uma vez que w € Ny,, segue-se que to = 1. Assim, passando ao limite de n — oo
em (1.45) e usando (1.47) e (1.48) obtemos

lim an(TEn(yn)) - IV0<w) = Cvp,

n—oo

pois w é uma solugao ground-state de (Py,). Mas isso contradiz a desigualdade
em (1.42). n

Definamos agora o subconjunto ./\75 da variedade de Nehari M., por
M. = {ue M. : J.(u) < ey, + h(e)},
onde h : IRy — IR, é uma funcao definida de modo que

limh(e) =0e Yo(y) E M., Ve>0eyell

e—0

Uma tal fungao existe devido ao Lema 1.5.1. Logo, Y.(II) C ./\75, para todo
e > 0.

O préximo lema é um resultado fundamental para estabelecer existéncia de

multiplas solugoes via teoria de categoria de Lusternik-Schnirelmann.

Lema 1.5.2

lim B.(Y:(y)) = y uniformemente em y € II. (1.51)

e—0
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Demonstragao: Suponhamos por contradigao que a convergéncia em (1.51) nao

ocorre, isto é, existem § > 0 e sequéncias (y,) C I e (g,) C IR, tais que
|/85n(T5n(yn)) - yn| = 57 Vne ]N7

onde ¢, — 0 quando n — oo. Por definicao,

/]Rg X(en®)t2, [n(lw ~Unlw (%ﬂ |
[ e = (—_y)] |

Considerando a mudanga de variavel z = (£, — y,)/€y,, obtemos

Ben (Ten (yn>> =

/ x(Enz + ) n(lenzlw()?
]R?) .

Ben(Ye,(yn)) =
[ ez

Assim,

/ (enz + ) — yall(lenzlw(2)]?
IF{g .
/ n(lenz)wlz)?

R

Ben(Ye,(Yn)) = yn +

Do Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, temos que

‘66n(Tsn (yn)) - yn| = On(1>>

o que é uma contradi¢do. Portanto o limite em (1.51) ocorre.

|
O proéximo resultado sera usado nas demonstracao do Lema 1.6.1.
Proposigao 1.5.1 Seja {u,} uma sequéncia em H'(IR?) tal que
Je, (un) — ey, (1.52)
e
J. (up)u, =0, Vn € IN (1.53)
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com €, — 0 quando n — oo. Entdo, existe uma sequéncia {y,} C IR tal que
a sequéncia v, (1) = u,(z + §,) tem uma subsequéncia convergente em H'(IRY).

Além disso, passando a uma subsequéncia,
Yn = Y,

onde y, = €,y ey € II.
Demonstracgao:

Afirmacao Existem (7,) C IR’ e constantes positivas R e « tais que

liminf/ u? > a > 0. (1.54)
Prova da Afirmagao: Do contrério, temos

lim sup / u? =0, VR > 0.
Br(y)

n—oo y€1R3

Segue-se de (1.52), (1.53), (M), (V1) e (g3) que {u,} é limitada em H'(IR®) e
por [[76], Lemma 1.21],

u, — 0 em L*(IR*),2 < 5 < 6.

Desde que g < f, resulta que

M ([ a2, < /]Rsfwn)un.

De (M), (M2), (f1) e (f2)
a2, — 0,

e portanto Je, (u,) — 0 = ¢y, 0 que é uma contradigdo. A afirmagao estd

provada. [

Considere v,(z) = un(z + ¢,). Da invaridncia por translacio de IR, {v,} é

limitada em H'(IR?) e portanto, passando a uma subsequéncia, obtemos
v, — v, em H' (IR,
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com v # 0, devido a (1.54). Para cada n, seja t,, > 0 tal que v, = t,v, € Ny,.
De (M), temos que

Cy, S IVQ(’ﬁn)
1~
= SM@Ell) - [ Pt
R
1~
— M@l - [ Ftw)
R
1~
< LN ) - / Glent, o). (1.55)
2 " R
De (1.52), (1.53) e (1.55), obtemos
cvy < Iy, (0) < Je, (thuy) < Je, (uy) = ey, + 0n(1). (1.56)
Dai,
IVo(gn) — Cy, € {’ﬁn} - NVO- (157)

Logo, {v,} ¢ limitada em H'(IR®) e ¥, — ¥. Uma vez que {v,} ndo converge

para 0 em Hy,, existe 0 > 0 tal que ||v,||v, > 0 para todo n € IN. Assim,

0 < ftnld < [tnvnllve = vnllve-

Sendo {¥,} limitada em H'(IR*), concluimos que {¢,} é limitada e a menos
de subsequéncia t,, — to > 0. Observe que ty > 0, pois se t5 = 0, resulta da

limitacao de {v,} que
[Onllve = ltnvnllve < [ta] K — 0,

donde v, — 0 em Hy,. Da continuidade de Iy, obtemos cy, = lim Iy, (v,) = 0,
n—oo

o que é uma contradigao.

Da unicidade do limite fraco v = tyv, v # 0. Do Lema 1.3.5,
U, — U em H'(IR). (1.58)

Assim

U, — tg =vem H'(IR).
0
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Além disso,
]Vo(g) =Cy, € I‘I/O(’ﬁ) =0. (159)

Agora, mostraremos que {y,} é limitada, onde y, = e,y,. De fato, do
contrario, existe uma subsequéncia {y,} com |y,| — oo. Como u, € M.,

considerando = = z + ¥,, obtemos

M(AL)(AL) = / 9(Enz + Yn, Un)Vn, (1.60)
R}
onde A2 = / |V, —I—/ V(enz + yn)v2. O que implica
R R3

mallnlly < [ g0z + g va)on

R

Seja R > 0 tal que ©Q C Bg(0), entao para cada z € Bg/.,(0) temos
lenz| < Re —lenz| > —R.

Sem perda de generalidade, podemos assumir que |y, | > 2R. Assim,
lenz + Ynl > |yn| — |lenz| = 2R — R = R.

Consequentemente,

mOHU’n”%/O S / f(vn)vn +/ f(vn)vrr
BR/sn(O) IR‘S\BR/E”(O)

Desde que v,, — v em H'(IR?), segue-se do Teorema da convergéncia dominada

/ f(vn)vn = 0n(1).
R\ Bg.,, (0)

Por outro lado, visto que f(v,) < (Vo/k)v,, obtemos

de Lebesgue que

1
malonll, < 7 | Virk (1),
R/en

e portanto,
1
<m0 — E) lvallve < on(1). (1.61)

Mostrando que ||v, |y, — 0 em R .
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Passando ao limite de n — oo em (1.61), obtemos v = 0, 0o que é uma
contradicdo. Logo, {y,} ¢ limitada e podemos assumir que g, — 7 em IR’

Vejamos que § € Q. Com efeito, suponha por contradicio que 7 € IR*\Q.
Desde que IR\ é aberto, existe r > 0 tal que B,(7) € IR*\Q e, passando a uma

subsequencia,
Yn € BT/Q(?) - ]1:{3\57 Vn € IN.

Note que, para todo z € B, /s, (¥), vale
r

5 ="

_ _ T
lenz + yn — 7| < lenz| + |yn — 7 <5t

Portanto,

mollon, < / Flon)on + / Fon)on,
B ) R\B _r_(0)

2 O
e passando ao limite de n — oo, obtemos v = 0, o que é uma contradicao. Logo
7€
Finalmente, mostraremos que V(y) = Vj, pois isto implica que § ¢
02 e portanto § € II.  Suponhamos por contradigao que V(y) > V4.

Consequentemente,
o 1= -
v = (@ < 5 (Fl) ~ [ F@).
R
De (1.58) e do Lema de Fatou,

1/\
lim inf {—M (/ (V0,2 +/ V(enz —|—yn)@2) —/ F(an)]
oo |2 R R R

cy, <

< liminf J., (t,u,)
n—oo

<

liminf J., (u,) = ¢y,
n—o0

o que é uma contradi¢ao. Logo, V(7) = V e a proposi¢ao estd demonstrada. =

O proéximo resultado serd usado na demonstracao do Lema 1.6.1.

Corolario 1.5.1 Assumimos as mesmas hipdteses da Proposicao 1.5.1. Entao,

para cada v > 0 dado, existem R >0 e ng € N tais que

/ (IVunl? + [unf?) <7, ¥ 1> no.
Br(yn)©
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Demonstracao: Usando a mesma notacao da prova da Proposicao 1.5.1,

concluimos que para cada R > 0

/ (1Vunl? + [un]?) :/ (V0nl? + [va]?).
Br(in)* Ba(0)"

Sendo {v,} fortemente convergente em H'(R?), o resultado segue. u

1.5.2 Resultado de multiplicidade de solugoes para o
problema auxiliar

No que segue provaremos nosso principal resultado relacionado ao problema
(P..4), usando argumentos ligeiramente diferentes daqueles que aparecem em
[74]. De fato, desde que S é um espago métrico nao-completo, ndo podemos
usar diretamente um resultado abstrato como em [[35], Theorem 2.1]. Em vez

disso, invocamos o resultado abstrato de categoria em [72].

Teorema 1.5.1 Suponha que a fun¢ao M satisfaz (My) — (Ms), o potencial V
satisfaz (V1) — (Vo) e a funcao f satisfaz (f1) — (f1). Entdo, dado 6 > 0 existe
g€ =2&(9) > 0 tal que o problema auziliar (P-_4) tem pelo menos caty, (11) solucoes

positivas, para todo € € (0,%).

Demonstragao: Desde que M e f sao apenas continuas, M. nao é uma
Chlsubvariedade de H. e portanto nao podemos aplicar [[35], Theorem 2.1]

diretamente a M..

Felizmente, S é uma C'!-subvariedade de H e, além disso, provamos que
me é um homeomorfismo entre M. e ST. Entretanto, ainda nao podemos aplicar
[[35], Theorem 2.1] a ¥, € C'(S*, IR), visto que S é nao-completo como espaco

métrico.

Para contornar essa dificuldade, definimos
G(y) =m (Yely)), Wy € 1L
Do Lema 1.5.1, obtemos
lim W (¢ (y)) = lim J-(Te(y)) = cv. (1.62)

99



Além disso, definimos
SH={ue S U.(u)<cy + he)l,

onde a aplicacdo h ja foi introduzida na definicio do conjunto M.. De (1.62)

temos que (. (I1) C §j, para todo € > 0 pequeno.

Dos Lemas 1.4.2(A3) e 1.5.2 o diagrama de aplicagdes continuas abaixo estd

bem definido, para ¢ suficientemente pequeno,
—1
IT % (1) 255 ¢ (1) 25 1 (11) 25 15

Segue-se do Lema 1.5.2, que para ¢ suficientemente pequeno, existe uma
aplicagao A : IT — B;/(0) tal que B.(Y.(y)) = v + A(y).

Definimos H : [0,1] x IT — TIs por H(t,y) = y + (1 — t)A\(y). Assim,
H(0,y) = B.(Y(y)) e H(1,y) = y para todo y € II. Sejam (. = m_'o T, e
o, = B om,. Temos que a. o (. = B, o T, é homotdpica a inclusao i : II — Ils.

Resulta da Proposicao 2.0.3, no Apéndice B, que
cate.my (¢:(I1)) > cat, (IT). (1.63)

Segue do Corolario 1.4.1 e do resultado abstrato de categoria em [72], com
c=d. <cy+h(e) =de K = ((II), que ¥, tem pelo menos cate my (¢(I))
pontos criticos sobre ST Assim, da Proposicio 1.4.1(d) e de (1.63), conclufmos

que J. tem pelo menos cat, (IT) pontos criticos. [ |

1.6 Demonstracao do principal Teorema do
capitulo 1

Nesta secao provaremos o principal resultado deste capitulo. A idéia é mostrar
que as solugoes obtidas no Teorema 1.5.1 satisfazem u.(z) < a, para todo = € U,
quando ¢ é suficientemente pequeno. Esse fato implica que tais solugoes sao
realmente solugoes do problema original (P.). Um ponto fundamental para
alcancarmos esse propédsito é o seguinte resultado, cuja prova é uma adaptacao de
argumentos encontrados em [11] e estd baseada no método de iteragao de Moser
em [62].
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Lema 1.6.1 Sejam &, — 0% ¢ u, € M., uma solugio de (P., 4). Entao
Jo,(up) — oy e u, € L®(R3). Além disso, para cada v > 0 dado, existem
R >0 eng €N tais que

[Un| Loo(Br(gn)e) < V> ¥V 12> ng, (1.64)
onde ¥y, € dado pela Proposicao 1.5.1.
Demonstragao: Desde que J., (u,) < ¢y, + h(e,) com lim h(e,) = 0, podemos
n—oo
argumentar como na prova da desigualdade (1.56) para concluir que
Je, (un) — cyq.

Assim, podemos invocar a Proposicao 1.5.1 para obter uma sequéncia (7,,) C R?

satisfazendo a conlusao daquela Proposigao.

Fixemos R > 1 e consideremos nz € C®(R?) tal que 0 < ng < 1, np = 0 em
Br/2(0), ng =1 em Br(0)° e [Vngr| < C/R. Para cadan € N e L > 0, definimos
nn(x) = nR(l‘ + gn)a UL ns ZLn € HE por

urn(z) = min{u,(x), L} e z,, := niui(i Y,

onde 3 > 1 sera escolhido posteriormente.

Das definicoes de ur,, € 21, de J. (un)zp, =0, de (M;) e (M), concluimos

que
mo / 2020V, 2 4 2M (a2, / Tt 28OV, - Vi
R?’

_/ lg(enz, uy) — moV (ep2)uy] UnuL(i V.
R3

Uma vez que u, > 0, g(z,t) < (Vo/k)t + Cyt?!, para todos v € IR e t > 0, e

vale (V}), obtemos

mo [ IV < 2M () [ V[V
R3

1
+ (E —mo)/ Vuiniuin + Oy / niui(ﬁ )
RS RS

Sendo k > 1/mg e {||uy]|e, } limitada em IR, temos
2 2.2(8-1)
mo [ VP <G [ a9V + G [ a7,
R3 R3
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Para cada 7 > 0 dado, segue da desigualdade de Young que

mO/ ﬁnuLn 1)|VU |2 =G /3 (:an121|vUn|2+C7ui|vnn|2) 2(5 1)+C / %niui{i_l).
R3 R R3

Tomando 7 < mg/2C4, obtemos
[ v < e[ avmpal s [ aat). o
R3 R3 R3

Sejam S a melhor constante da imersdo continua D'?(IR*) — LS(IR’) e

ULy = nnunug " Segue-se que

S Hipals < /]R3 ’V (Ununuffnl>
< 2/]R3 w2z |Vnn|2+2/ s

2
— / 772 \V4 (unug_nl)‘ + / 77,% \V4 <unu€_nl>
{un<L} ’ {un>L} ’

=/ 2 V() + / L0 [V 2
{Un<L} {Un>L}

< 8 [ v (1.67)

2

v (unug_nl> ‘2 . (1.66)

Por outro lado,

2
|2 ]v (w2
]R(i b

2

De (1.66) e (1.67), resulta que
alt < o ([ 20 VOn s [ UwnP). e
R R
As desigualdades em (1.65) e (1.68) implicam

(i) < Cuf3? < /Rgu%iﬁlwnnﬁ /Rgniuzuif,’é‘”), (1.69)

para todo g > 1.

A desigualdade em (1.69), as propriedades de 7, e o fato de que ur, < up,,

nos dao
Upnlg < 0462/ (w2’ |V |* 4+ ud 22’y . (1.70)

BR/Q(gn)C
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Definamos agora

9+ 18 2t
t .= = 1 = —— < 6. 1.71
20¢-2) q-2 " CYTiI1T (1.71)

Aplicando a desigualdade de Holder com os expoentes t/(t — 1) e t em (1.70),

teremos

1/t

|uLn’6 S 04/82’un|Lﬁa BR/2(yn)) / _ . Wﬁn|2t
BR/Q(yn)

i
) 18
+Cy |un’Lﬂa (Br/2(Yn)®) </BR/ (Yn)® . > |
2 n

Desde que 7, é constante sobre Br/s(yn)UBr(¥n)¢ € |Vn,| < C/R, concluimos

C
/ |V77n|2t :/ ‘Vnn|2t < % < Ch, (1.73)
Bry2(yn)° R/2<|a—7n|<R R

observe que usamos R > 1 e 2t > 3 na ultima desigualdade.

(1.72)

que

Afirmacao 1.6.1 FEzxiste ng € IN e K > 0 tais que, para cada n > ng, temos

/ u® < K.
BR/Q(gn)C

Assumindo por um momento que essa afirmacao é verdadeira, podemos usar

(1.72) e (1.73) para concluir que

~ 2
|uL,’n|§ S Cﬁﬁ2|u”|Lga(BR/2(gn)C)‘

Desde que

1/3
N ( / uiﬁn)
L84 (Ba(7)°) o
1/3
( / T 1))
3

2

VAN

- |aLn

2
< Cgp \Un‘Lﬁa(BR/Q(yn))

podemos aplicar o Lema de Fatou na variavel L e obter
1
[t 203 (Bra)e) < C1 B 1tn] Lo (B 1)) (1.74)
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sempre que uS® € L'(Br/(yn)°).

Definamos agora 3 := 6/a > 1 e notemos que, de u,, € L°(R?), a desigualdade
em (1.74) ocorre para essa escolha de 5. Além disso, sendo % = 63, segue-se

que (1.74) ocorre para 32. Assim,
1/82 52/p2
[tnl ooz (aey < G B tnlo2e s, gy

Por um processo iterativo e notando que Sa = 6 obtemos, para m € N,

)< oFm T g

|Un| Lo5™ (B () Un| L5 (B (n)¢)-

Desde que 8 > 1, podemos passar ao limite de m — oo para obter
|tn] Lo (Br@)e) < Csltn] L5815 @0))-

Considerando a mudanga de variavel z = = — g, temos que

1 1
6 6
|Un| Loo(Br(Gn)e) < Cs / [tn (2 + 7,)°dz | = Cy / %]
Br/2(0)¢ Br/2(0)¢

onde v, () = up(x + Yn).

Da Proposigao 1.5.1 concluimos que v, converge fortemente em LS(IR?).

Assim, para R > 0 suficientemente grande, resulta que

|Un| Lo (Br@)e) < s

para n grande. Provando a desigualdade em (1.64).

Prova da Afirmagao 1.6.1: Consideremos a fungao dada por 7, (x) := n,(2z),

de modo que 7, = 0 sobre Br/s(y,) e 7, = 1 sobre Bgrjs(yn)®. Se Ur, =

~ 1 . ~
nnunuﬁ . » brocedendo como antes, provamos a seguinte versao de (1.69)

il < Gt [ ad00wnp s [ i), 0w

Definimos [ := 3, para obter

~ 2 2.4 ~ 12 ~2 2 4 4
‘UL,n‘ﬁ < Clo / B unuL,nlvnn‘ +/ B NpUpUr Uy | -
BR/4(?Jn)C BR/4(?J7L)C
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Da desigualdade de Holder com os expoentes 3 e 3/2, obtemos

iy < Cu [ P
RrR/4(Yn)°¢

1/3

~ 6
+ Cho / (”nun“%ﬂ)] |u”|i‘°‘<BR<'gn>c>-
Bry4(gn)©

Do Corolério 1.5.1, existem ng € N e R > 1 tais que

L\ 32
6

Up | < , V'n>ng.

/BR(W ol (2010) '

Assim, recordando que ﬁnunu%m =ULp, ULy < Uy € |V7,| é limitada, obtemos

[ur..le < Cn/

Bprya(yn)©

IN

4 ~
uiuL,n|vnn|2 < Cll/ Ug 012.

Bprya(yn)©

A definicao de 7, e a desigualdade anterior implicam que

1/3
6,12 ~ 9
/ 5 unuL,n é ’uL,n|6 S 012, Vn 2 no.
Brja(gn)©

Usando o Lema de Fatou na variavel L, teremos
/ ul® < K :=C%, ¥V n>ng,
BR/Q(gn)C

e portanto a afirmacao é verdadeira. [J
A demonstracao esta completa.
[ |

Finalmente, estamos em condi¢oes de demonstrar o principal resultado deste

capitulo.
Demonstragao do Teorema 1.1.1:

Suponhamos que § > 0 é tal que II; C 2. Primeiramente mostraremos que existe
gs > 0 tal que, para cada 0 < € < &5 e qualquer solucao u € MVE do problema
(P-.a), vale

|| oo (r3\QL) < @ (1.76)
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De fato, suponhamos por contradicao que para alguma sequéncia &, — 07 existe
Uy € Man tal que J. (u,) =0e

|un|L°°(R3\QEn) > a. (177)

Do Lema 1.6.1, temos que J. (u,) — ¢y, e portanto podemos usar a

Proposigao 1.5.1 para obter uma sequéncia (7,) C R? tal que €,7, — yo € IL.

Se tomarmos r > 0 tal que B,(yo) C Ba(yo) C 2, temos que

Br/sn(yo/gn) = (1/en)Br(y0) C Q.
Além disso, para cada z € B, /., (), ocorre

~ Yo
Yn — —
e

n

‘2_@ S‘Z_gn‘"i‘

n

n E"7’L

para n grande. Para esses valores de n, temos que B,/ (y,) C €, ou
equivalentemente, R* \ Q.. C R\ B, /., (§,). Por outro lado, segue-se do Lema

1.6.1 com v = a que, para cada n > ng tal que r/e, > R, obtemos

Un| Lo @3\0.,) < [tnlLo@®n\B, ., @) < |UnlLe®@\BRG.) < @

o que contradiz (1.77) e prova nossa afirmagao.

Seja €5 > 0 dado pelo Teorema 1.5.1 e seja €5 := min{gs,&5}. Devemos
provar o Teorema para essa escolha de 5. Seja 0 < ¢ < g5 fixado. Aplicando
o Teorema 1.5.1, obtemos catyy, (II) solu¢oes nao-triviais do problema (P 4). Se
u € H. é uma dessas solugoes, temos que u € ﬁ/lve, e portanto podemos usar
(1.76) e a definigdo g para concluir g(ex,u) = f(u). Assim, u também é uma
solucdo do problema (P.). Um célculo direto mostra que @(z) := u(z/¢) é uma
solu¢do do problema original (P.). Entao, (P.) tem pelo menos caty, (II) solugoes
nao-triviais.

Agora, consideremos €, — 07 e tomemos uma sequéncia u,, € H. de solugoes
do problema (}Njen) como anteriormente. Para estudar o comportamento dos
pontos de méaximo de w,, primeiramente notamos que, por (g;), existe v > 0
tal que

glex, s)s < %32, para todo z € R?, 5 < 7. (1.78)
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Aplicando o Lema 1.6.1 obtemos R > 0 e (7,) C R? tais que
|un|Loo(BR@n))c <7, (179)
A menos de subsequéncia, podemos também assumir que

|Un| Lo (Br(@n) = V- (1.80)

Com efeito, se este nao é o caso, temos que |Un|Loo(R3) < 7, e portanto segue-se
de J! (u,) =0e (1.78) que

;
mollall, < [ ateurun)un < 2 [ i

A dltima desigualdade implica que ||u,|l., = 0, o que nao faz sentido. Assim,
(1.80) ocorre.

Usando (1.79) e (1.80) concluimos que o ponto de méximo p, € R?® de u,
pertence a Br(y,). Assim p, = ¥, + ¢n, para algum ¢, € Bg(0). Recordando
que a solugao associada de (P, ) é da forma u,(x) = u,(x/e,), concluimos que
o ponto de méaximo 7, de u, é N, := €,Yn + €nqn. Desde que (g,) C Bg(0) é
limitada e €,7, — yo € II (de acordo com a Proposi¢ao 1.5.1), obtemos

lim V(n,) = V(yo) = Vo,

n—oo

concluindo a prova do teorema. [ ]
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Capitulo 2

Dominio expandido

2.1 Introducao

Neste capitulo estamos interessados em investigar a existéncia de multiplas

solucoes do problema

(Po,) { Lu= f(u),Qy

u € H&(Q,\),

onde Q) = A2, Q C IR’ é um dominio limitado, A é um parametro positivo,

f : IR— IR é uma fungao apenas continua e £ é um operador nao-local definido

Lu=M (/ |Vu|*dx +/ qux> [—Au +ul.
Q) Qi

Ao longo deste capitulo, M : IRy — IR, é uma funcao continua satisfazendo

por

as hipdteses (M), enunciada na introdugdo do capitulo anterior e as hipdteses
(M) e (MY), introduzidas na Observagao 1.3.2 .

Por outro lado, a funcao f : IR — IRé continua, se anula em (—o0, 0] e satisfaz

as hipéteses (f1) — (f1), ja introduzidas no capitulo 1, e
(fs) f é uma fungao localmente Lipschitz-continua em (0, 400).

Remetemos ao apéndice A os leitores interessados em maiores detalhes a
respeito de (M) e (M) .
Como veremos na segao 2.2, a escolha do problema (Pg,) para o segundo

capitulo desta tese é uma “elei¢ao natural”, no sentido de que, para atacar (P, )
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¢ importante estudarmos a existéncia de solucao ground-state do problema limite

associado (A = 00), o que, afortunadamente, ja foi feito no primeiro capitulo.

O principal resultado deste capitulo é:

Teorema 2.1.1 Se a aplicagao M satisfaz (My), (M}) e (M) e a aplicagao f
satisfaz (f1) — (f5) entdo eziste A > 0 tal que o problema (Pq,) admite ao menos
cat§) solugdes positivas, para todo X € [\,,00). Além disso, se Q2 ndo é contrdtil

entio (Pq,) admite ao menos 1+ catf solugdes positivas.

Sendo assim o capitulo 2 esta dividido da seguinte forma: Na se¢ao 2.2 fixamos
algumas notagoes referentes ao problema limite, na se¢ao 2.3 introduzimos a
estrutura variacional de (Pq, ), na se¢ao 2.4 enunciamos resultados que contornam
a nao-diferenciabilidade, na secao 2.5 obtemos uma solugao ground-state positiva
para (Pp, ), na segao 2.6 estudamos o comportamento de alguns niveis minimax
para valores grandes de A, finalmente, na secao 2.7 relacionamos o ntmero de

solugoes de (Pq,) com a topologia do conjunto €2,.

2.2 O problema limite

Como ja mencionado, é importante obter informagdes sobre a existéncia de
solugdo ground-state para o problema limite associado a (Py,). Entretanto,
uma vez que os resultados importantes para nossos propodsitos a respeito do
problema limite ja foram obtidos no capitulo 1, nos limitaremos aqui a fixar

algumas notacoes.

Consideremos o problema limite

Liu = f(u),IRg
(P) { we HY(R.

onde £; é o operador obtido quando se escolhe ;1 = 1 no operador £, introduzido

no problema (P,) do capitulo 1, isto é,

Liu=M (/ |Vul*dz +/ qux) [—Au +ul.
R R

O funcional energia associado a (P;) é dado por

hw = 53 () = [ Fw),
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onde M / M(s)ds e F(t / f(s)ds. De (f1) e (f2), o funcional I; esta
bem definido sobre o espaco de Hilbert H'(IR*), munido do produto interno

(u,v):/ VuV’u+/ uv,
R R

e da norma proveniente ||.||.

Recordamos que, sendo M e f continuas, o funcional I; é de classe

CH(HY(IR), IR) e
I (w)v = M(||ul)®)(u,v) — /]Rj fu)v, Yu,v € HY(IR).
Denotamos a variedade de Nehari associada a I; por
M = {u e HY(IR)\{0} : I} (u)u = 0}.
Denotamos por H'*(IR?) o subconjunto aberto de H'(IR?) dado por
HY"HIR) = {u € H(R) : u® # 0},

e SF =S5, NHY(IR), onde S é a esfera unitaria de H'(IR®).

O nivel minimax associado a I; é denotado por ¢;.

2.3 Estrutura variacional

O funcional energia E) : Hj(€2) — Rassociado a (Pq,) ¢ definido por

Buw) = 5 (1l - | P,

onde

lal2 = [ [Vul? + / 2
Qy Q)

define a norma em H} () proveniente do produto interno
(u,v)) = VUVU+/ uv.
Oy Q
Sendo M e f fungoes continuas, temos que E) € C'(Hj (), R) e
E\(u)v = M([[ul3)(uw,v)r = [ flw)v, ¥ v € Hy(2).
Qx
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Definimos a variedade de Nehari associada ao funcional E) por
My, = {u € Hy(Q)\{0} : E\(u)u = 0}.
Novamente, devido a regularidade de FE), nao sabemos sequer se M, é uma

variedade continua.

Denotamos por Hy*(Qy) o subconjunto aberto de H}(€2) dado por
Hy™ () = {u € Hy(Q) : ut # 0},

e SY = S\N Hy™(2)), onde Sy é a esfera unitaria de H} ().

Como no capitulo 1, S} é uma C!-subvariedade de Hy " (§2)) e portanto,
para cada u € Sy, temos que H} () =TS} & Ru.

Quando ©Q = Bpg(0) para algum R > 0, temos Q) = B,g(0). Neste caso,

denotaremos o problema (Pq, ) por (Pg,,), o funcional Ey por Ej e a variedade
de Nehari M, por M g.

2.4 Resultados preliminares

Levando em consideracao a Observacao 1.3.2, podemos argumentar,
respectivamente, como nas demonstragoes dos Lema 1.3.2, Proposicao 1.3.1 e

Lema 1.3.3, para demonstrar os proximos trés resultados.

Lema 2.4.1 Suponha que a fun¢ao M satisfaz (M), (M}) e (M})) e a funcao f
satisfaz (f1) — (f4). Entdo:

(Ay) Para cada u € Hyt(Qy), definimos h, : Ry — R por hy(t) = Ex(tu).
Entao, eziste um unico t, > 0 tal que h,(t) > 0 em (0,t,) e hl,(t) <0 em
(tu,00).

(A2) Erziste 7 > 0, independente de u, tal que t, > T para todo u € Sy .
Além disso, para cada conjunto compacto W C S existe Cyy > 0 tal que
ty < Cyy, para todo u € W.

(A3) A aplicagio my : Hy () — My, definida por my(u) = tyu, é

A~

continua. A aplicagio my : Sy — M,, definida por my = (m,\)|s+, é
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um homeomorfismo entre S;\“ e M. Além disso, a inversa de my € dada

por my* (u) = u/|lulx.
Ay) Se dist(u,, 0ST) — 0, para alguma sequéncia {u,} C ST, entdo
A A

|ma(un)||x = 00 e E,(mx(uy,)) = oo.

Definamos as aplicacoes

U, Hyt() = Re 0, - SF = R

~

por Uy (u) = Iy(x(uw) e Uy = (T)),

st
Proposicao 2.4.1 Sob as hipoteses do Lema 2.4.1,

(a) Uy € CHHI (), R) e

U (u)o = %E;(ﬁz,\(u))v, Vu € Hy T (Q)) e Vo € HL(Qy).
by

(b) Ty e CY(Sy,IR) e

V) (u)v = [|m(u)|[zEA\(ma(u))v, Yu € S e Vv € T, Sy

(c) Se {u,} € uma sequéncia (PS)q para Uy entao {my(u,)} € uma sequéncia
(PS)q para Ey. Se {u,} C My é uma sequéncia (PS)q limitada para E\

entdo {my " (u,)} € uma sequéncia (PS)y para V.

(d) u € um ponto critico de ¥y se, e somente se, my(u) € um ponto critico nao-

trivial de Ey. Além disso, os wvalores criticos correspondentes coincidem

e
fU,=inf F
inf Uy = inf £
Lema 2.4.2
c(A) = inf E\(u)= inf max E\(tu) = inf max E)(tu).
( ) ueMy )\< ) uEHé’+(Q)\) t>0 A( ) uES;\r t>0 )\< )

Observagao 2.4.1 Quando Q2 = Bg(0), denotaremos c¢(\) por c¢(X\, R), my por

+ +
mxr, ¥x por Wy r e S por Sy p.
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2.5 Existéncia de solucao ground-state
Lema 2.5.1 O funcional E\ verifica a condi¢iao (PS)y para todo d € IR

Demonstragao: Seja {u,} C H}(2,) uma sequéncia Palais-Smale no nivel d

para o funcional F), isto é,
Ex(u,) — d e E\(u,) — 0,

quando n — oo.

Usando (M), (f1) e argumentando como na demonstracdo do Lema 1.4.4,

concluimos que {u,} é limitada em HJ(£2y).

Desde que H}(€2)) é um espago de Hilbert e 2, é um dominio limitado, segue

que existe u € H} () tal que, a menos de subsequéncia, teremos

u, — u em Hg(Qy), (2.1)
U, — uem L°(Q)),1 <s<6 (2.2)

e
[tnl[x — to, (2.3)

para algum ¢y > 0.

Sendo {u,} uma sequéncia Palais-Smale limitada, temos que
ES (un)(un, — u) = 0,(1). (2.4)
Por outro lado,

B ) (t—0) = M (a2 [ ViV — ) + [

Qx

Up (U, — u)] + [ fuy)(u—uy).

Q)\ Q)\

Uma vez que f tem crescimento subcritico, segue-se de (2.1), (2.2) e (2.3) que
) (tn) (un — u) = M(#5) [t5 — [[ul3] + 0n(1). (2.5)

Comparando (2.4) e (2.5) concluimos que ¢y = ||u||, e sendo H}(Q,) Hilbert,

obtemos u,, — u em H} (). ]
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Coroldrio 2.5.1 O funcional ¥, verifica a condigio (PS)q sobre Sy, para todo
de R

Demonstracgao: Basta usar o Lema 2.4.1, a Proposicao 2.4.1 e o Lema 2.5.1. =

Teorema 2.5.1 Suponha que a funcao M satisfaz (M), (M}) e (M}) e a fungdo
f satisfaz (fi) — (f1). Entao, o problema (Pq,) tem uma solugdo ground-state

positiva de classe CY*(Qy), para todo X > 0.

Demonstragao: A existéncia segue dos Lemas 2.4.1, 2.4.2, 2.5.1 e de [[76],
Theorem 1.17]. A regularidade e a positividade seguem de argumentos anélogos

aos da demonstracao do Teorema 1.3.1. [ ]

2.6 Comportamento dos niveis minimax

Nesta secao estudaremos como se comportam os niveis minimax com relagao ao

parametro A. Antes, introduziremos algumas notacoes que se fazem necessarias.

Para cada x € R e R > r > 0, denotamos por Ag,, o conjunto

AR,r,x - BR(x)\ET (l’) :

Quando z = 0 denotamos o conjunto Ag, o por Ag,.

Para cada u € H'(IR’) com suporte compacto, definimos

/ x| Vul*d

W .

/ |Vul*dz
IR3

Além disso, para cada z € IR, denotamos por a(R,r, A, z) o niimero real

Ba(u) =

a(R,r,\,z) = inf E’,\@(u),

UEAA,,;

onde

Arz={u:B(u)=zeuc /T/l\m},

A~ 1 —_~
By (u)==-M / |Vul*dz +/ wdzr | — / F(u)dz,
2 AXR APz AR ATz AXR AP
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Moo = {u € Hi(Amara)\{0} : B}, (w)u = 0}.

Finalmente, denotamos o nimero a(R,r, \,0) por a(R,r, A), o funcional E;VO por

Ey e o conjunto M, ¢ por M,.

O préximo resultado sera usado na demonstragao da Proposicao 2.7.1.

Proposicao 2.6.1 O nimero a(R,r,\) satisfaz

liminfa(R,r, A) > ¢;.

A—00

Demonstracao: Observemos que dado u € M A, a extensao u de u, definida por

i(z) = u(z) se = € Axpar,
- 0 se x & IR?\AA/\R’)\T7

estd em H'(IR?) e

/ |Vﬂ]2da:—|—/ ﬂQd:c:/ ]Vu|2d:1:+/ u?dz.
i iie AXR AP AXRAr

Logo, I1(W) = E\(u) e I}(W)u = F}(u)u = 0. Assim, por abuso de notagio

podemos identificar v e w. Desta forma, temos Ay C N; e portanto

a(R,r,\) = inf E\(u) > inf I(u) = c;.

ucAy ueN

Mostrando que
a(R,r,\) > ¢1, YA > 0. (2.6)

Suponhamos por contradicao que

liminf a(R,r,\) = ¢;.

A—00

De (2.6), existe A > 0 tal que, para cada A > A, temos

inf a(R,7,\) = ¢.

A>X
Da definigao de infimo, existe {\,} C (0,00) tal que
A = o0 e a(R,r,\,) = ¢.
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Da definigao de a(R,r, A,), obtemos uma sequéncia {u,} C M A Verificando
Ba(un) =0 e Ey, (u,) — c1.

Logo, {u,} C N e I1(u,) — c.

Do Lema 1.3.5 com p = 1, temos que
() = wa(@) + Uz — ya), (2.7)
onde {w,} ¢ H'(IR®) com
w, — 0 em H'(IR), (2.8)

{y,} C IR? é tal que |y,| — oo (ver comentario imediatamente apés o Lema 1.3.4)
e U e HY(IR), ¥ > 0 satisfaz

Il(\p) = C € [i(‘IJ)‘IJ = 0.

Uma vez que F) é invariante por rotagoes, podemos assumir que y,, = (y., 0, 0)

e que y! < 0.

Definamos
Q= / VU |2dz > 0.
R

Desenvolvendo o produto interno, obtemos

[ VweuemP = [
B'I‘)\n (yn) B
o

Concluimos de (2.8) e do Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue que

!an\2+2/ Vw, V(. —yn)+a+o,(1).
(yn) Br}\n (yn)

TAn
s

/ |Vu,|*de — a. (2.9)
BrAn (yn)

Definindo ©,, = BMTn(yn) N [Bra, (0)\ B, (0)], resulta de (2.9) que existe
no € IN tal que |©,| > 0 para todo n > ny. Por outro lado, de (2.7) e (2.8),

obtemos
/ |Vu,|?dr — a. (2.10)
BRran (0)\Bra,, (0)
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De (2.9) e (2.10), resulta que

/ |Vu,|?dr — a.
On

Portanto, definindo T,, = [Bgy, (0)\ By, (0)] \Br. (¥,), concluimos que

/ (Va2 — 0. (2.11)
Tn

Uma vez que 5)(u,) = 0, teremos

0:/ x1|Vun|2:/ :v1|Vun|2—|—/ 71| Vu,|?.
A)\nR,)\nr n n

A
0=~ a+ou() + BA, [Vl
T"L

e consequentemente,

Assim,

o TM
n>_ n17
/TH|W| > T+ onll)

contradizendo (2.11). A prova estd completa. u

Proposicao 2.6.2 O nivel ¢()\) verifica

lim ¢(\) = ¢1.

A—00

Demonstragao: Seja ¢ € C°(IR?) tal que ¢ = 1 em By(0), ¢ = 0 em IR*\ By(0)
e 0 < ¢ < 1. Para cada R > 0, definimos

pr(a) = ¢ (5) © wrle) = r(@)u()

onde w é uma solugao ground-state positiva de (Py).

Uma vez que 0 € Q, existe A* = \*(R) > 0 tal que
Bar(0) C Qy, VA > A",

Do Lema 2.4.1(A;), existe um tnico tg > 0 tal que tgwr € M,. Observe que,

sendo wg de suporte compacto, tgr é o mesmo para todo A > A\*. Entao,



Sendo assim,

limsup ¢(A\) < I1(tgwg). (2.12)
A—00
Mostraremos agora que
lim tp = L. (2.13)
R—o0

De fato, como trwr € M), obtemos
f(trwr)
e e
o R

Como [lwg|3 = lwal?, temos

M(thllwrl?) _ 1 /ﬁ [f@RwR)] wh. (2.14)

Gllwell> flwel* (trwg)?

Considerando R > 1 e usando (f3) e (f4), obtemos

M(tglwel?) o 1 / [f(tRwR)}wz;
B1(0)

thllwel>  — wsl* (trwr)® | "

ol o LGy @

Suponha que existe uma sequéncia {R,} C (0,00) tal que R, — oo e

onde a = min w(x).
lz|<1

tg, — 00. De (2.15), temos

Mol , L[ [fine)]
B1(0)

thwr, > llws, ! (tr,a)?

Segue de (f3;) e do Lema de Fatou, que

M(tg, [wr, |*)

th e, [I*

00, (2.16)
pois, devido ao Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue,
lwr, |1 = [Jw]* > 0.

Porém, a convergéncia em (2.16) contradiz a hipdtese (MJ4). Logo, a aplicagao

R — tg é limitada.
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Suponha que existe {R,} C (0,00) tal que R,, — oo e tg, — 0. Segue-se de
(f1) e (f2) que

(tr, wr, )’ + Ce(tr,wr,)" "
(tr,wr,)?

f(tr, wr,
(tr,wr,)

) <

Y

e portanto

|:f(tRann):| 4

< + Ceth w
(tRann>3 wR gwR §'R

Como wg, — w em H'(IR?), resulta das imersdes continuas de Sobolev que

/ [—f(tR"wR")} w%n < Ché+ 0225‘11%;4.
R3

(tr,wg, )

Sendo ¢ > 4, obtemos

0< limsup/ [M} w}l%n <O VE>NO.
i35

n—00 (tr,wr,)?

Consequentemente,

n—o0

lim [M} 4 _ 0.

(tr,wr,)*] ™
Passando ao limite de n — oo em (2.14), obtemos

M (t5, lwr, 1)

th, lwe, [

— 0.

Contradizendo a hipétese (M3).

Portanto, existem Ry, d > 0 tais que tg > d para todo R > Ry e, considerando
{R,} C (0,00) com R,, — 00, existe ty > 6 > 0 tal que tp, — to.

De (2.14), obtemos

M@l _ 1 [ ]
w2 [Jw]* /]R‘s [(tow)i%} : (2.17)

Porém, de acordo com Lema 1.3.2(A;), existe um unico real positivo satisfazendo

a igualdade em (2.17). Uma vez que w é solucao de (P;) temos que 1 também
satisfaz a igualdade em (2.17), logo to = 1 e I;(tgwgr) — I;(w) = ¢; quando
R — oo.
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Assim, de (2.12), concluimos que

limsup ¢(A) < ¢;. (2.18)

A—00
Por outro lado, sendo u € H}(2y), temos que u € H'(IR®), onde

~ v Jou(z) se xeQy,
u(x)—{ 0 se .CBGIR3\)£))\.

Dai, E\(tu) = I,(tu), para todos u € H}(Qy) e t > 0.

Isso nos permite concluir que

W) = of mexEte) = inf mexh(ty) = o
u#0 u#0
Portanto,
liminf ¢(A) > ¢;. (2.19)
A—00

De (2.18) e (2.19) concluimos que

lim ¢(\) = ¢;.

A—00

2.7 Multiplicidade de Solucoes

Fixaremos agora r > 0 suficientemente pequeno de modo que os conjuntos

O ={z e Q:dist(x,00) > r}

QFf ={z e R : dist(z,Q) <7}
sejam homotopicamente equivalentes.

Definimos os conjuntos Ef e ¥ por

ES ={ue M, : E\(u) <c}

VS ={ue S Uy(u) <cl
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Lema 2.7.1 Os conjuntos ES™ ¢ WS sio fechados em HE () e nio-vazios.
Demonstracao: De fato, basta notar que tais conjuntos sao homeomorfos e
Ef\(’\’r) é fechado, pois E) é continuo e M, é fechado.

AT)

by ~ . . . -
Para mostrar que Ei( e \Ifi( sa0 nao-vazios, seja uy , uma solugao ground-

state positiva para (Pp, ). Tal solugao pode ser considerada radialmente simétrica

em relacao a origem devido a (f5), ver [30].

Consideremos aplicagao @, : AXQQ_ — Hj(£2,) definida por

_ J wa(lz —yl), € B (y)
(I)T7y(x) - { O, T e QA\B)\T(y)

Para cada y € A\Q_, temos que ®,, € H'(IR*). Além disso, como uy, € My,
resulta que @, , € M) e Ex\(®,,) = c(\,r), para todo y € XQ_. n

Note que @, é uma aplicacao continua, pois

y = Tyuny = Tyux,
e a aplicagao translagao de y, denotada por T, : AQ_ — Hg(£2,), é continua.
Finalmente, observamos que para cada y € AQ_, temos S)(®,,) = y.
(r)

Proposicao 2.7.1 FExiste A\, > 0 tal que se X\ € [\, 00) e u € Ey"™, entdo
6)\(u) e \QT.

Demonstragao: Suponhamos por contradigdo que o resultado nao seja
verdadeiro. Entao, existem {\,} C (0,00) com A, — oo quando n — oo e

uma sequéncia {u,} tal que, u, € My, , Ey, (u,) < c(r,\,), €
= B, (un) € X2, Vne N (2.20)
Para cada y = \,z, com x € {2, temos que

At < |y — ]

= [Anz = B, (un)]
/ W — 2)|Vu, |[*dz
|Vun| dz
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Assim,

1
/ (m - —z) (Vu,|*dz
e A

/ |Vu,|?dz
R

Uma vez que |z — (1/A,)z] < diamS2, obtemos

At < |y — x| =\

AT < |y — 2| < Apdiam().

Assim, para garantir que

Q/\n C A)\nR,/\nT:xrw

é suficiente tomarmos R > diamS$2. Neste caso, teremos

a(R, 7, Ay xy) < inf By (u) < By, (un) < c(An, 7).

UGM}\n,zn
Desde que Exnxn(u) = E\ (u), obtemos a(R,7, A, zn) = a(R, 7, \y), € assim

a(R,r, A\p) < c(Ap, 7). (2.21)

Passando ao limite inferior de n — oo em (2.21) e usando a Proposicao 2.6.2,
concluimos que

liminf a(R, 7, \,) < ¢4,

n—oo

contradizendo a Proposicao 2.6.1. A prova esta completa. [ ]

Proposicao 2.7.2 Para cada A € [\, 0), temos que
catqjiu,r) (my(@,(AQ2))) = CatEi()\,r) (P.(AQ)) > catf.
Demonstracao: Dividiremos a demonstracao em duas afirmacoes.

Afirmacgao 2.7.1

Ca/t\lli(k,r) (MmN (@, (AQ2))) = CatEj(“) (P, (A\Q2_)).

82



Prova da Afirmacao 2.7.1:
Suponhamos que cat o (P,(AM2-)) = k. Sendo assim, existem k
A

( (Asr)

subconjuntos A; C B € M,, fechados e contréteis em ES™ tais que

k
o, (\2) =[] 4.
j=1

Sendo my : Sy — M, um homeomorfismo, os subconjuntos B; = m;l(Aj) C

\Ili(’\’r) C Sy sdo fechados e ndo-vazios para cada j € {1,2,...,k} e
k
i (8,00.) = | B,
j=1

Vejamos que os conjuntos B; sao todos contrateis em \Iff\(/\’r). Ora, sendo A;

(Asr)

contratil em ES | existem uma deformacio g; € C([0,1] x A;, EX*7) e uma

fungio w; € Ef\(’\’T) tais que
g;(0,u) =ue g;(l,u) =w;, YuecA,. (2.22)
Definamos a aplicagao h; € C([0, 1] x B;, \Ifi()"r)) por
hi(t,u) =my" (g;(t,ma(w))), Vte[0,1], Vue B,
Segue de (2.22) que
hi(0,u) = u e hi(1,u) = my ' (w;), ¥V u € B,. (2.23)

Portanto Cat yeonn (my (@, (A2))) < k.

Usando o mesmo raciocinio vemos que k < cat e (my ' (@,(A22))), o que
A

prova a afirmacao. [
Afirmacao 2.7.2 cat o (P,(\2-)) = k > catfd.
A

Prova da Afirmacao 2.7.2:
Definamos & conjuntos C; = &, 1(A;) C @;1(E§()"r)) C A2_. Sendo P,

-
uma aplicacao continua, temos que os conjuntos C; sao fechados. Além disso,

concluimos que

- =]Jc; (2.24)



Com efeito, desde que ®,, € M, com E\(®,,) = c(\,r), para todo y € XQ_,

(Ar)

resulta que ®,,, € E\"" para todo y € A)_ e, consequentemente, \Q2_ C

o L (B,

'
Vejamos agora que os conjuntos C; sao contrateis em A,. Para isso,

definiremos as deformacoes v; € C([0, 1] x C;, AQ,.) por

vt y) = Balgi(t, Dry)).

Segue de (2.22) que

v(0,y) =y e gj(l,y) = Ba(w;), Vye . (2.25)
Desde que w; € EE(M) e A € [\, 00), concluimos da Proposi¢ao 2.7.1, que
Br(w;) € AM2y. Resulta de (2.25) que os conjuntos C; s@o contrateis em A

Segue do fato de os conjuntos AQ2_ e \(), serem homotopicamente equivalentes

e da definicao de categoria, que
catQd = catfdy = catro, (ANQ-) < k = cat eon (P(AQ2)) .
A

Provando a afirmacao.l]
O resultado segue das Afirmagoes 2.7.1 e 2.7.2. [ ]
Agora demonstraremos o principal resultado do capitulo 2.

Demonstracao do Teorema 2.1.1: Definamos o conjunto compacto K :=
m; N (@,(A2)) e observemos que K C W™ < S, Além disso, segue da
Proposicao 2.7.2 que

catQ) < cat\P.;(A,,«)(K).

Do resultado abstrato de categoria em [72], com ¢ = ¢(\) < ¢(\,r) = d, temos que
\Ilf\(’\’r) contém catf) pontos criticos de ¥,. Da Proposigao 2.4.1(d), concluimos
que o funcional F\ possui ao menos cat{2 pontos criticos, cujas energias pertencem
ao intervalo [c(X), c¢(A, r)].

Para mostrar a existéncia de outro ponto critico distinto dos anteriores,

argumentaremos como em [[27], Theorem 1.1].

Sendo assim, escolhamos u* € S tal que u* € K e definamos o conjunto
O={tuv'+(1—-thu:tel0,]eue K}.
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Desde que K é compacto e [0, 1] limitado, temos que © é compacto. Além
disso, por construgao, © ¢ contratil em U§, onde

U, =:c
c()\,r)<rlr}1€zg< A= C

Novamente do resultado abstrato em [72], com 2 < k = cal) e e = ¢,
concluimos que o funcional ¥, possui outro ponto critico em \Ilf\\\lfi()"r). Da
Proposigao 2.4.1(d), segue-se que o funcional F) possui mais um ponto critico

com energia no intervalo (c(A, ), c|. n
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Capitulo 3

Potencial nulo no infinito

3.1 Introducao

Neste ultimo capitulo, estudaremos a existéncia de solucoes nodais com energia

minima para o problema

Liu = K(x)f(u),IR®
(F) { ue DR,

onde £; é um operador nao-local definido por
Liu=M (/ |Vul?dz + / V(m)u%lx) [—Au+ V(z)u].
R3 R3

As aplicacbes M : R, - R, V, K : IR - Re f : R — Rsao funcoes
continuas tais que M satisfaz (M;), (M)) e (MY); V e K sao tais que
(I) V(z),K(x) >0paraz € R e K € L®(IR).

(IT) Se {A,} C IR’ é uma sequéncia de conjuntos de Borel tais que |A4,| < R
para todo n € INe algum R > 0, entao

lim K(x)dx =0, uniformemente em n € IN. (3.1)
=400 J 4,.nBe(0)

(/1I) Uma das condigdes abaixo ocorre:

K .
vEL (IR), (3.2)
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ou existe p € (2,6) tal que

: K(z)
|aﬁl|l£>noo V(z)6-p)/4 0, (3.3)
e f satisfaz
(f) t
lim M =0, se ocorre (3.2) ou (3.3), para algum p € (2,4],
t—0 3
e
S =0, se (3.3) ocorre para algum p € (4,6).
t—0 |t|P—1 ’ )
(f3)
lim & =0.
[t|—oo 0
(f3) .
lim ®) =
[t|—oo t4

(f1) A aplicacao

é nao-decrescente em IR\{0}.

A seguir, enunciamos o principal resultado deste capitulo.

Teorema 3.1.1 Suponha que a fungio M satisfaz (My), (M}) e (M), as
aplicagoes Ve K satisfazem (I) — (I11) e a fungao f satisfaz (f]) — (f1). Entao
o problema (P) possui uma solug¢do nodal de energia minima. Além disso, se f €

impar entao (P) admite infinitas solugdes (nao necessariamente nodais).

O presente capitulo esta dividido da seguinte forma: A secao 3.2 é dedicada
ao estudo de resultados preliminares e é composta por trés subsecoes, na
primeira introduzimos a estrutura variacional do problema e mencionamos alguns
resultados de compacidade; na segunda obtemos alguns resultados (ver Lema 3.2.1
e Proposicao 3.2.3) que nos permitirdao contornar a auséncia de uma estrutura
diferenciavel na variedade de Nehari e nos auxiliarao na obtencao do resultado
de multiplicidade; na terceira estudamos o comportamento do conjunto onde
buscaremos solucao nodal com energia minima. Finalmente, na ultima secao

provamos o Teorema 3.1.1 .
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3.2 Resultados Preliminares

3.2.1 Estrutura variacional

Nesta subse¢ao deduziremos alguns resultados preliminares e fixaremos algumas

notacoes.

Buscaremos solugoes de (P) investigando a existéncia de pontos criticos do

funcional energia

J(u) = %M (/Rg IVl + /RS V(x)uQ) - /]Rs K(z)F(u
onde M (¢ / M(s)ds e F(t / £(s

Por (f]), (f5) (ver Lema 1.0.5(: e (I11) o funcional J estd bem definido

sobre o espago de Hilbert
E = {uc D"*(IR) : / V(z)u? < oo},
R}

munido do produto interno

(u,v) = /}R3 VuVov + /IR3 V(z)uv

e da norma proveniente |[|.||. Denotaremos por Sg a melhor constante da imersao
continua de £ em LS(IRY).

Sendo as aplicacoes M e f continuas, J é de classe C'(E, R) e tem derivada

dada por
T = M([[ul?)(u, v) /K W, Yu,v € B,

Sob as hipéteses (1) — (I11), Alves e Souto, em [15], provaram os seguintes

resultados de compacidade envolvendo o espaco E:

Proposicao 3.2.1 Suponha que valem as hipdteses (I) — (I1I). Entao, E estd
compactamente imerso em L% (IR’) para todo q € (2,6), se (3.2) ocorre, e para

q =p, se (3.3) ocorre, onde

Li(IR) = {u: IR — R: u é mensurdvel e / K(z)|u|? < oo}.
R3
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Proposigao 3.2.2 Suponha que f satisfaz (f]) — (f5) e valem (I) —

{v,} tal que v, = v em E. Entao,

/}RB K(2)F(v,) — /}RB K(@)F(v

K(x vnvn—>/K
]1:@

Por simplicidade, definimos o subconjunto aberto E* de E por
*={uc FE:u*#0}.
A variedade de Nehari associada a J sera denotada por
N ={ue E\{0}: J'(u)u = 0}.
Denotamos por M o conjunto
M= {uec E*:J(u)(uF) =0}

e por S a esfera unitaria de E.

(I1I). Seja

Observe que M esté contido em N pois, uma vez que para cada u € E temos

u=u"+u", obtemos
J(w)u=Ju)(u") + J(u)(u") =0, Vue M.

Além disso, se existirem pontos criticos nodais (mudam de sinal)

pertencerao ao conjunto M.

para J eles

Finalmente, uma solugao fraca de (P) é uma fungao u € F tal que

M([ul?) (u, v) /K W, Vo € B,

Dizemos que uma solucio fraca v € E é nodal se u € E=.

Portanto, pontos criticos de J sao solugoes fracas de (P) e pontos criticos

u € E* de J sdo solucoes fracas nodais de (P).
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3.2.2 Preliminares: multiplicidade de solugoes

Nesta subsecao obteremos alguns resultados que nos auxiliarao na prova do
resultado de multiplicidade. Como estamos com hipdteses distintas daquelas

consideradas no capitulo 1, daremos a demonstracao do préximo lema.

Lema 3.2.1 Suponha que M, V, K e f satisfazem as mesmas hipoteses do

Teorema 3.1.1. Assim:

(A1) Para cada u € E\{0}, definimos h, : Ry — IR por h,(t) = J(tu). Entdo,
existe um unico t, > 0 tal que h!,(t) >0 em (0,t,) e hl,(t) <0 em (t,,o0).

(Ay) Existe 7 > 0, independente de u, tal que t, > T para todo u € S. Além
disso, para cada conjunto compacto W C S existe Cyy > 0 tal que t, < Cyy,

para todo u € W.

(A3) A aplicagio m : E\{0} — N, definida por m(u) = t,u, € continua. A
aplicagio m : S — N, definida por m = mg, € um homeomorfismo entre S

e N. Além disso, a inversa de m € dada por m™(u) = u/||ul|.

Demonstragao:

(A1) Suponhamos primeiramente que (3.2) ocorre. Segue de (M), (f1) e (f5)
(ver Lema 1.0.6(i7)) que para cada £ > 0 existe C¢ > 0 tal que

st = 5H(lel?) ~ [ K@) F()
z?%mwtééwaﬁ—@Afwww
De (3.2) e (1), obtemos
£]ul|°. (3.4)

J(tu) > = (mo — E|K/V | ooy £ [|ul]? = Ce| K| poo

DN | —

1
)Sg
Escolhendo § < mg/[K/V| 0 (ps), obtemos o > 0 (suficientemente pequeno) tal

que
0 < ha(t) = J(tu), ¥ t < to. (3.5)
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Supondo que (3.3) ocorre, segue de [15] que existe C), > 0 tal que para cada
e € (0,C,) obtemos R > 0 satisfazendo

/ K(z)|ulP < 5/ (V(z)u®+u®), VueE. (3.6)
Br(0)° Br(0)°

Sendo assim, novamente de (M3), (f1) e (f5) (ver Lema 1.0.6(i))
J(tu) > @tQHuW—ét”/ K(:c)]u\p—Cth/ K (2)ub.
2 2 s R

De (3.6), da desigualdade de Holder com expoentes 6/p e 6/(6 — p) e de (1)

segue que

J(tu) > @t2|]u||2 — §tp8/ [V (2)u? + u°
2 2 BR(O)C

p/6
_ gtp|K’L6/(6—p)(BR(O)) </ u6> — C£|K|LOO(R3)t6/, ub.
Br(0) R

Logo,

mo 1
J(tu) > 7152”“”2—C§|K|Loo(m3)§t6|lu||6
6

1 1
- ¢ <€IIUII2 + @»EIIUII6 + |K|L6/(6P)(BR(O))WHUHP> . (3.7)
6 6

Mostrando novamente que (3.5) ocorre.

Por outro lado,
1~
Hew) < M (ealP) ~ | K(a)Fu),
A

onde A C suppu é um conjunto mensuravel de medida positiva e finita. De (M)
(ver Lema 1.0.1(i7)) e (f5) (ver Lema 1.0.6(i77)), existem constantes positivas

C1,Cy, C5 e Cy, com (5 tao grande quanto necessario, tais que
M(t) SCl—i—C’gt, \V/tZOGF(S) 20384—04, VselR.

Dai,
J(tu) < O1*|Jul|* + Cot*||ul|* — 03t4/ K(z)u* + 04/ K(z).
A A
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Assim, temos
Jow < Ol - (G [ Kt = Callull ) ¢4 ClR oAl (59
Logo, existe R > 0 (suficientemente grande) tal que
ho(R) = J(Ru) < 0. (3.9)

Sendo a aplicagao h,, : [0,00) — IR continua, ela admite ao menos um ponto

de maximo ¢, > 0.

Devido as hipéteses (M7) e (f), segue-se que ¢, ¢ o tnico ponto critico de h,,
e portanto t, é ponto de maximo global. Com efeito, suponha por contradi¢ao
que existem ndmeros reais positivos t; > ty tais que hl,(t1) = h!(t3) = 0. Segue
da definicao de h, que

M(|[tiu)®)  M(||t2ul? 1 t t
oo M) M) _ L[ [0 J)]
IR (t1u) (tou)

[trulf? [t2u]]? ol

o que nao faz sentido. Sendo assim, para cada u € F\{0}, a aplicacdo h, tem um
unico ponto de maximo global ¢, > 0, o qual é o tnico real positivo satisfazendo

tyu € N. Isso prova (A;).

(A2) Sejau € S. Segue de (A;) que existe t,, > 0 tal que

M (t [l )t lul|* = /]Rg K(x) f(tuu)(tyu).

Da igualdade anterior e de (M)), temos que

mot? uf]? < /W K () f (b)),

Estimando o lado direito da desigualdade acima como em (3.4) e (3.7), concluimos

que existe 7 > 0 (independente de u) tal que ¢, > 7.

Por outro lado, seja W C S compacto. Suponha por contradigao que existe
{u,} € Wtal quet, :=t,, — oo. Sendo W compacto, existe u € YW com u,, — u
em E. De (3.8), obtemos

J(tpun) = —oco em R. (3.10)
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Desde que (MY) e (f) (Ver Lemas 1.0.3 e 1.0.5(i7)) implicam que

£ %7\4\(1&) - iM(t)t et %lf(t)t —AF(t)

sao aplicagoes, respectivamente, crescente e nao-decrescente para t > 0 e
1
t— Zf(t)t — 4F(t)

é nao-crescente para t < 0, segue que, para cada v € N,

J.(v) = J(v )——J'(v)v

M(|[v]f2) — iM(Hvll )vllz

1~
2
+ /]R§K [if(vv—F(v)]
> 0. (3.11)

Uma vez que que {t,, u,} C N, concluimos de (3.10) que (3.11) nao ocorre,

o que é uma contradi¢do. Portanto (Asy) é verdadeiro.

(A3) Vejamos primeiramente que m, m e m~! estdao bem definidas. De fato,
para cada u € E\{0} segue, de (A4;), que existe um tnico m(u) € N. Por outro
lado, se u € N entdo u # 0, donde m™(u) = u/||u| € S e m™! estd bem definida.

Desde que,

m~ (m(u)) = m (tu) = U—Z =u, Vues

concluimos que m é bijetiva com inversa m~!.

Finalmente, segue da definicao de m~! a sua continuidade. Para mostrar
que m : E\{0} — N é continua, sejam {u,} C E\{0} e u € E\{0} tais que
u, — uem E. De (Ay), existe top > 0 tal que ||uy||t,, = (e

un ) — tg. Assim,
tu, — to/|lul|. Desde que, t,, u, € N temos

M (ty, a1, un]|* = /Rg K (@) f (tu, un ), ¥ 0 € IN



Passando ao limite de n — oo, concluimos que

12 t t
M =2 ul?) -l = [ K (—0) .
(||u|12”“”>||un”“” L () »

Donde (to/||u|))u € N e consequentemente ¢, = to/||u||, mostrando que m(u,) —

m(u). Logo, m e m sdo continuas. n
Definamos agora as aplicacoes
U:E\{0} 5 Re¥:5 - R
por W(u) = J(M(u)) e U= \TJ|S.
Os préximos resultados sao consequéncias diretas do Lema 3.2.1 e

suas demonstracoes sao analogas as da Proposicao 1.3.1 e do Lema 1.3.3,

respectivamente.

Proposicao 3.2.3 Sob as hipoteses do Lema 3.2.1,
(a) e CY(E\{O},TR) e

A—J'(m(u))v, Vu € E\{0} e Vv € E.

(b)) ¥ € CYS,R) e
U (uw)v = ||m(u)||J (m(u))v, Yo € T,S.
(c) Se {u,} € uma sequéncia (PS)y para ¥ entao {m(u,)} € uma sequéncia

(PS)q para J. Se {u,} C N é uma sequéncia (PS), limitada para J entdo

{m Y(u,)} € uma sequéncia (PS)q para V.
(d) w é um ponto critico de ¥ se, e somente se, m(u) € um ponto critico nao-
trivial de J. Além disso, os valores criticos correspondentes coincidem e
inf U = inf J.
S N
Lema 3.2.2

doo := inf J(u) = inf maxJ(tu) = inf max J(tu). (3.12)
ueN ue E\{0} t>0 uesS t>0

Em particular, as desigualdades em (3.4) e (3.7), juntamente com a identidade
em (3.12), nos dizem que

dso > 0. (3.13)
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3.2.3 Lemas técnicos

Nesta subsecao estudaremos algumas propriedades do conjunto M e da funcao
h, : Ry x Ry — Rdefinida por hy(t, s) = J(tu" +su~), para cada u € E fixado.
Tais estudos nos auxiliarao na prova do resultado de existéncia de solugao nodal
com energia minima. Nossos argumentos sao ligeiramente distintos daqueles em
[14] e [43], por exemplo, fornecemos uma prova alternativa para o Lema 3.2.4, a

qual nao faz uso do Teorema de Miranda em [61].

Lema 3.2.3 Um par (t,s), com coordenadas positivas, é ponto critico de h, se,

e somente se, tut + su~ € M.

Demonstragao:

A demonstragao é uma consequéncia direta da igualdade

Vhy(t,s) = (%(t,s),%(ts))

= (J'(tut + su)(ut), S (bt + su)(u))
— (%J’(tiﬁ + su”)(tu™), éJ’(tqu + su”)(su")).

Lema 3.2.4 Para cada u € E*, existem t,,t_ > 0 tais que (t,,t_) é um ponto

critico de h,.

Demonstracao: Para cada u € E* e sy > 0 fixados, definamos a funcao
Gso © [0,00) = Rpor gs,(t) = hu(t,so) . Argumentando como na demonstragao

do Lema 3.2.1(A;), concluimos que g5, admite ponto de maximo positivo.

Para mostrar que tal ponto é tnico ¢é suficiente notar que, de (M}) e do Lema

1.0.4(7i), a aplicagao
M(t+a)
t
é decrescente, para cada a > 0 fixado. Dai e de argumentos como na

t—

demonstragao do Lema 3.2.1(A;) resulta que existe um tnico
tg = to(u, 80> > 0, (314)
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tal que
g.,(t) > 0set € (0,ty),g.,(ts) =0e g, (t) <0se t € (ty,0). (3.15)

Assim, fica bem definida a aplicac@o ¢; : [0,00) — [0,00) por ¢;(s) = t(u, s),

onde t(u, s) satisfaz as propriedades mencionadas em (3.15), com s no lugar de

S0-
Da defini¢ao de ¢, e de (3.15), temos
Oh,,
gu(1(s)) = ot (p1(s),s) =0, ¥V s>0.
Isto é,

M (pr(s)*lut[* + s u[1*) o (s) [l ||* = /Rs K(z)f(er(s)ut)u’,  (3.16)

para todo s > 0.
Agora estudaremos algumas propriedades da funcao ¢;.
a) ¢ é continua.

De fato, suponha que s, — sy em IR . Suponha ainda, por contradicao,
que ¢(s,) — oo, a menos de subsequéncia. Neste caso, para n grande, temos
©(sn) > s, e de (M) e (3.16), obtemos

M (1 (sn)*||ul*) 1 /Kx {f(@ol(sn)lﬁ)
R

Z R i S
pr(sn)?ull> - b [lul® (1 (sn)ut)?

} (wh)*, Vne N (3.17)

De (MY), (f1) e do Lema de Fatou, resulta que passando ao limite de n — oo
chegamos a uma contradigao. Logo {¢(s,)} é limitada. Portanto, existe tg > 0

tal que, a menos de subsequeéncia,
©(sn) — to. (3.18)

Passando ao limite de n — oo em (3.16) com s = s, e usando (3.18), resulta
que

M (tg |l 1* + sgllu™ 1) to|u*||* = /Rg K(x) f(tou™)u™

Mostrando que
oh,,

ey (to) = (to,s0) =0
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e, consequentemente, ty = p1(sg). Isso mostra que ¢; é continua.
b) ©1(0) > 0.

Segue diretamente do Lema 3.2.1(A;). Também podemos concluir o item b)
da seguinte forma. Suponha por contradigdo que 1(0) = 0. Passando ao limite

de s = 0 em

D2l 112 + 2l 112) = 1 " fler(s)uh) w2 Y s
MR 2+ 2 P) = i [ ) (2B O e vz o

e usando (M) chegamos a uma contradi¢ao. Logo b) ocorre.
c) pi1(s) > s para s pequeno e p(s) < s para s grande.

De a) e b) segue-se que @i(s) > s para s pequeno. Por outro lado,
argumentando exatamente como em (3.17), podemos provar que nao existe
qualquer sequéncia {s,}, com s, — oo, tal que ;(s,) > s, para todo n € I\

Mostrando que ¢) ocorre.

De modo andlogo ao que fizemos na definicao de g,, para cada t > 0
fixado, podemos definir g*(s) := h,(t, s) e consequentemente podemos definir uma
aplicacao s, de modo analogo a definicao de ¢1, a qual satisfaz as propriedades
a)-c).

Para provar o lema, definamos as sequéncias de nimeros reais positivos {t,}

e {s,} da seguinte forma. Fixamos s; > 0 de modo arbitrario e definimos
th = 1(8n) € Sni1 = pa(tn). (3.19)

Por definicao, temos que

Iy Iy
aa—t(tn, Sn) = 88—8<tn, Sn+1) = O, VnelN (320)

Segue de (3.20) que, para provar o lema, é suficiente mostrarmos que {t,}
e {s,} admitem subsequéncias (com mesmos indices) convergentes, com limites

positivos.

Vejamos primeiramente que tais sequéncias sao limitadas. Suponha por
contradigao que existe uma subsequéncia, que ainda serd denotada por {t,}, tal
que

tn — 00. (3.21)
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De ¢), existe C; > 0 tal que para todo n com t,, > C; temos

Sn+1 S tn

Do mesmo modo, existe Cy > 0, tal que s > Cy implica 1(s) < s. Assim, se

Spi1 > O, teremos
tnt1 = ©1(Sn41) < Snp1 <t (3.22)

Por outro lado, de a), se s,+1 < Cy, teremos

tar1 = ©1(Spa1) < C3:= max ps(s). (3.23)
s€[0,C2]

Considerando os casos (3.22) e (3.23), concluimos que {t,} ¢ limitada, o que
contradiz (3.21). Logo, {t,} é limitada, isto é, existe Cy > 0 tal que ¢, < Cy,

para todo n € IN. Novamente, de a), obtemos

Sny1 = P2(tn) < Cs = téﬂ)aé] @a(t), Vn e IN

Mostrando que {t,} e {s,} sao limitadas.

Assim, existem t4 > 0 tais que ¢, — t, e s, — t_, a menos de subsequéncia.

Note que, de (3.20) e a), temos que
o=t ) et = pofts) (3.24)

De (3.14), b) e (3.24) temos que t+ > 0. u

Lema 3.2.5 O par (t,,t_), obtido no lema anterior, é o unico ponto critico com

coordenadas positivas da aplicacao h,.

Demonstracgao:
Seja w € M. Sendo assim,

Vhe(1,1) = (%“(1,1),%(1,1))

= (J(w"+w )(w"), J(w" +w)(w"))
= (0,0).

Mostrando que (1,1) é ponto critico de h,,.
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Mostraremos que, quando w € M, o par (1,1) é em verdade o tinico ponto

critico de h,, com coordenadas positivas.

De fato, suponhamos que (tg, So) ¢ um ponto critico de h,, tal que ¢y, so > 0.
Entao

M (tg|lw|1* + sgllw™ [P)tollw ™ |* = /Rg K(x) f(tow ™" )tow™ (3.25)

M (tg|lw* |1 + sgllw™ [I*)sgllw™||* = /33 K(x) f(sow™)sow™. (3.26)

Para provar este lema é suficiente mostramos que ty = s = 1. Para isso,
provaremos que 0 < tp, so < 1 e depois mostraremos que nenhum dos casos ty < 1

ou Sg < 1 ocorre.

Podemos supor sem perda de generalidade que 0 < £y < sy. Neste caso, segue
de (3.26) e de (M;) que

M (sg|wl[*)sgllw™|* = /]Rs K(2) f (sow™)(sow™).

Dali,

M(sllwl®) 1 / K {M} (w ), (3.27)

spllwll> - lw[[lw]® (sow™)?

Por outro lado, como w € M, obtemos

Mty _ T,
||wH2 /Supp(w)K< ) |:(w—>3:| ( ) . (3.28)

o [P [lolf?

De (3.27) e (3.28), obtemos
M(sgllwll*) _ M(J[wl]*) 1 oy | fow™)  flwr) ]
= /suzop(w‘)K ) [ ] -

(sow=)*  (w™)?

sollwll? lwl> o= [?[lwl]]?

(3.29)
De (3.29), (M) e (f}) concluimos que 0 < ¢y < 59 < 1.

Desde que estamos considerando 0 < t5 < sp, para mostrar que nao ocorre
nenhum dos casos ty < 1 ou sy < 1 ¢é suficiente provarmos que o primeiro nao

ocorre.

Para tanto, notemos que de (3.25), (M;) e de 0 < ty < s
M (t5 ]| w]|? 1 tow™
(tollwl]*) < / K(z) {f( ow )] (w+)4. (3.30)
supp(w)

tllwl® = lwt?[lw]]? (tow*)?
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Por outro lado, de w € M, obtemos

M(||w||2)_ 1 N Flwh) ey
fwl? ~ [lwt[Pw]? /supp(w+)K( ){(wﬂg}( )" (3.31)

Segue de (3.30) e de (3.31), que

M([[wl*) _ M(&]lwl) 1 /" Kl {Huﬁ) f@mvﬂ} wh)*,
supp(w*)

lw]]? tllwl®  lwt | lw]]?

()P (tow*)?
De (MY) e (f;) concluimos que ¢ty > 1, e consequentemente, tg = sg = 1.

Mostrando que (1,1) é o tnico ponto critico de h,, com coordenadas positivas.

Para finalizar a demonstragdo, sejam u € E* e (t1, s1) e (f2, s2) pontos criticos

com coordenadas positivas para a aplicacao h,. Do Lema 3.2.3, concluimos que
wy =tut Fsu” EM e wy =tout + spu” € M.

Sendo assim,

t S t S
wy= (2 )tiut+ (2 )siu =2 )wf + (2 ) w; e M.
t]_ S1 tl S1

Uma vez que por definicdo w; € EF, segue do Lema 3.2.3 que (%’ Z—f) é ponto
critico de h,,, com coordenadas positivas. Desde que w; € M, resulta do que
provamos anteriormente que

la  S2
—=—==1.
tl S1

Mostrando que t; =ty € 51 = Ss. [ |

Lema 3.2.6 A aplicagio h, admite um ponto de mdzrimo global (ag,by) €
(0, 00) x (0, 00).

Demonstragao:

Observemos que por (MY) (ver Lema 1.0.1(i7)) e (f}) (ver Lema 1.0.6(iii)),

existem constantes positivas C; e Cy com Cy tao grande quanto necessério, tal
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que
hy(t,s) <
Ci, o+ T AT — 14 + -
7||tu + su” || +Z||tu + su”||* — K(zx)F(tu™) — K(z)F(su™) <
At

C C
Sene - (ca [ went - Sp) e
A+

C C
Sl (G [ K@= Gt st
N
Cal K|y (1A% + A7), (3:32)

onde AT C supp(ut) e A~ C supp(u~) tém medidas positivas e finitas. Logo,

lim  h,(t,s) = —oc. (3.33)

|(t,8)|—o0
Sendo h,, continua, concluimos de (3.33) que h, assume maximo global em algum

ponto (ag,by) € IR" x IR", o qual é obviamente um ponto critico de h,,.
Finalmente, de (M;) e do Lema 1.0.4(7), temos que
Jtut) + J(su™) < J(tuT +su), Vue EXet,s >0,

ou seja
hu(t,0) 4+ hy(0,8) < hy(t,s), YVue EXet,s > 0.

Isso nos permite concluir que

max hy(,0) < meax hy(t,s) e max h,(0,8) < max hy(t, s). (3.34)
Mostrando que (ag, by) € (0,00) x (0, c0). n
h, Ohy,

Lema 3.2.7 As aplicagoes a(r) =

5 (ryt_)r ea_(r) = (ty,r)r sdo tais

que ag(r) >0 ser € (0,ty) e as(r) <0 ser € (ty,00).

0s

Demonstragao:

Segue, de argumentos como na demonstracao do Lema 3.2.1(A;), que existe

- Ohy - Ohy, -
um unico ¢ > 0 tal que W(t, t_) =0, o qual satisfaz W(T, t_)>0,ser e (0,1),
Ohy

5 (r,t_) <0, ser € (t,o0). Do Lema 3.2.4 concluimos que ¢t = t,. Logo, a

se comporta do mesmo modo. O mesmo vale para a_.

€
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Lema 3.2.8 Se {u,} C M eu, —u em E entio u € E*.
Demonstragao: Primeiramente, observemos que existe 7 > 0 tal que
T < v, Vv e M. (3.35)

De fato, se v € M entao

M (o] [0 = /]Rs K (2)f(v*

De (M)) resulta que
mol[vE|]? < / K(x (3.36)

Argumentando como em (3.4) e e usando (3.36), concluimos que (3.35)

ocorre.

Sendo assim, se {u,} C M, temos que
moT </ K(x , VnelN (3.37)

Supondo que u, — u em E e passando ao limite de n — oo em (3.37), segue da

Proposicao 3.2.2 que

mor? < / K(z)f(u*
R3
mostrando que u € E*.
|
No que segue, denotaremos por c,, 0 nimero
w = inf J(u).
¢ ulél/\/l (U)
Lema 3.2.9 Vale a sequinte desigualdade
Coo = 2. (3.38)

Demonstracgao:

Observe que devido a inclusao M C N, temos que co > ds. Por outro
lado, seja v € M C E*. Do Lema 3.2.1(A;), existem ¢t e ¢t~ positivos tais que
t*v* € N. Segue dos Lemas 3.2.4, 3.2.5, 3.2.6, de (M) e do Lema 1.0.4() que

J) > Jt ot +t707) > J(ETo") + J(ETvT) > 2dy, Vv E M.
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Mostrando que
2doo < Cop.

3.3 Existéncia e multiplicidade de solucoes

Demonstracao do resultado de existéncia do Teorema 3.1.1:
Dividiremos a demonstracao em duas partes:
Parte 1: Existéncia de um ponto de minimo em M.

Seja {u,} C M tal que

J(up) = cx em IR. (3.39)

Mostraremos que {u,} é limitada em E. Com efeito, suponha por contradi¢ao

que existe uma subsequéncia, ainda denotada por (u,), tal que

||tn|| — oc. (3.40)

Definamos v, := u,/||u,| para todo n € IN. Desde que {v,} ¢ limitada no

espaco de Hilbert F, existe v € F tal que
v, —vem E. (3.41)
Da Proposicao 3.2.1 concluimos que, a menos de subsequéncia,

vp(x) = v(z) q.t.p. em R, (3.42)

Segue dos Lemas 3.2.4, 3.2.5 e de {u,} C M que t(v,) = t_(v,) = ||un]l.
Assim, dos Lemas 3.2.4, 3.2.5 e 3.2.6

1 —_~
{HMHMJEJ@W%:?WW)—/)K@Mﬁ%%Vt>Oeneml (3.43)
R
Ou seja,

J@@Zlﬂﬁ%—/‘K@Mﬁ%%Vt>OeneN (3.44)
2 R

103



Suponha que v = 0. Neste caso, segue de (3.41) e da Proposigao 3.2.2 que
/ K(z)F(tv,) — 0, ¥t > 0. (3.45)
Passando ao limite de n — 0o em (3.44) e usando (M}), (3.39) e (3.45), obtemos
oo > %]\7(1&2) > %t{ V>0,

o que ¢ uma contradi¢ao. Logo, v # 0.

Por outro lado, da definicao de J

1 1 M( M([Junll?) Flluallvn) 4
J(u) = /K Euallon) o e N (3.46)
[Jwn|* 2 [t ([[wnllon)?

Segue-se de v # 0, (3.40), (3.42), (f}) e do Lema de Fatou que

/ K(x lﬂuﬁi"";)( W)t oo, (3.47)

Assim, passando ao limite de n — oo em (3.46) e usando (3.39) (3.40), (MY) e
(3.47), resulta que 0 < —o0, 0 que é uma contradigao. Mostrando que {u,} é

limitada em E.

Uma vez que {u,} é limitada, existe u € E tal que, a menos de subsequéncia,

u, = uem E. (3.48)

Do Lema 3.2.8, temos que v € E*. Dos Lemas 3.2.4, 3.2.5, existem tnicos
ty,t— > 0 tais que
tout +t um e M. (3.49)

Mostraremos que
0<ty,t_<1. (3.50)

Com efeito, de (3.48) e da Proposicao 3.2.2, resulta que

| K@) ) = [ K@ (351)
R
/ K (@)F((u)*) - / K (2)F(ut)ut. (3.52)
R R3



De {u,} € M, (3.48), (M;), (3.51), da semi-continuidade inferior da norma

e do Lema de Fatou obtemos

J'(w)ut < liminf J'(u,)u= = 0. (3.53)

n—oo

Podemos supor sem perda de generalidade que 0 < t, <t_. Assim, de (M)
e (3.49), temos

M(@E|al?) o 1 / . {M] K (@) (), (3.54)

171 o 7 R (1 (t_u)?

Por outro lado, de (3.53), obtemos

M(Jul?) _ 1 / . [M] K (@) ()", (3.55)

[ o (I 0 (u™)?

De (3.54) e (3.55) , segue-se que

; f(t—u_) . f(u_) M u 4
R — e - K@)
M al?) _ M(Jul?)

_ _ 3.56
Elul Tl (3.36)

De (3.56), (M) e (f3), concluimos que 0 < t_ <1 e (3.50) ocorre.

IN

Para finalizar a demonstracao da primeira parte do teorema é suficiente

provarmos que
Jtiut +tu") = coo. (3.57)

Para isso, basta notar que da defini¢ao de ¢4, e de (3.49)

IN

Coo

J(tiut +t u”)
1
= J(t+u+ + tfui) — ZIJI(t+u+ + t,uf)(t+u+ + tffl,Li)

1~ _ 1 _ _
= SME TP+ 2l l) = M E T + 2 T ) E T + 2 lu]?)
1
+ / K(x) {Zf(t#ﬁ +tu)(tput +tuT) — F(t,ut + t_u_)] (3.58)
R

De (3.50), (M) (ver Lema 1.0.3), (f}) e (3.58), resulta que

Coo < J(tyut +t u”)
< S = M)l + [ K@) Ef(U)(u) - F(u)] (3.50)
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De (3.59), (3.48), (M%), (3.51), (3.52) e do Lema de Fatou

Coo < J(tyut +t u”)
o 1= 1
< timint |57 ) = 33 P
1
+ lim K(x) {—f(un)(un) — F(un)]
. . ]- 7
= hyrgglf [J(un) - ZJ (un)un]
— e (3.60)

a desigualdade em (3.60) prova (3.57).
Parte 2: O ponto de minimo encontrado é ponto critico de J.

Suponhamos por contradigao que J'(tyu™ +t_u~) # 0. Por continuidade,

existem ¢, i > 0 tais que

p < ||J (v)]«, sempre que ||v — (tu™ +t_u")|| < 34. (3.61)

Definamos D = [t,/2,3t,/2] x [t_/2,3t_/2] e g : D — E* por g(t,s) =
tut + su~. Segue-se, dos Lemas 3.2.4, 3.2.5 e 3.2.6, que J(g(t,8)) = co sS€ t =t
es=t_,e J(g(t,s)) < cs nos demais pontos de D.

Assim, temos que

= . .62
64 (tg%&g)a(D J(g(t,s)) < e (3.62)

Segue de [[76], Lemma 2.3], com S = Bjs(tiut +t_u") e ¢ = cw, que

escolhendo ¢ = min{w “—5}, existe uma deformagao n € C([0,1] x E, E)

i 08

tal que

a) n(t,v) =vse v &€ J N ([coo — 26, Coo + 2¢]),

b) J(n(l,v)) < ¢o — ¢ para cada v € E com |jv — (tput +t_u7)|| < d e
J(v) < oo +

Coo +E.
c) J(n(1,v)) < J(v) para todo v € E.

De b) e ¢) concluimos que

max J(n(1,g(t,s))) < Coo- (3.63)
(t,s)eD
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Para concluir a demonstracao do Teorema 3.1.1 é suficientemente provarmos
que

n(1,9(D)) N M # 0, (3.64)
pois, devido a defini¢do de ¢, (3.64) contradiz (3.63).

Para isso, definamos as aplicagoes h(t,s) = n(1, g(t, s)),

to(t,s) = (J'(g(t,t)tu™, J'(g(ts, s))su”)

(L, s) = (%J’(h(t,t_))h(t,t_)t %J'(h(t+,s))h(t+,s)_> :
Do Lema 3.2.7, temos que
J(g(t,t))tut e J'(g(ty,s))su” >0,
respectivamente, para t € (0,t;) e s € (0,t_), e
J(gt, t)tut e J'(g(ty,s))su” <0,

respectivamente, para t € (t;,00) e s € (t_,00).

Segue-se da férmula do produto para o grau de Brouwer (ver Lema 3.0.1(vii7))
que deg(to, D, 0) = 1.

Por outro lado, de (3.62), temos que

J(g(t,s)) < B
(B + Coo)
2

= Coo—2 (COOZL_B)

< Coo — 26, Y (t,8) € OD. (3.65)

Segue de (3.65) e de a) que g = h sobre dD. Sendo assim, 11 = 1y sobre 9D

e, do Lema 3.0.1(z), temos
deg(yn, D,0) = deg(vo, D,0) = 1. (3.66)
Mostrando que 9;(s,t) = 0 para algum (s,t) € D, isto é,
n(1,g(s,t)) = h(s,t) € M.
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Portanto ug :=t,u™ +t_u~ é ponto critico de J.

Demonstragao do resultado de multiplicidade do Teorema 3.1.1:

Segue-se de (3.13) e (3.38) que o funcional par ¥ é limitado inferiormente
sobre S. Segue das Proposicoes 3.2.2 e 3.2.3 que W verifica a condicao Palais-
Smale sobre S. Segue-se da Proposigao 3.2.3 e de [66] que J admite infinitos

pontos criticos. [ ]
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Apeéendice A

Sobre as hipoteses

Neste apéndice faremos algumas consideracoes acerca das hipoteses impostas
sobre as fungoes M e f ao longo da tese. Nosso principal objetivo é esclarecer
ao leitor as consequéncias de tais hipdteses e dar exemplos de funcgoes que as

satisfazem.

1.0.1 Consequéncias e comparacoes

Para maior comodidade do leitor, enunciaremos cada uma das hipdteses que
serao consideradas nos lemas seguintes (mesmo que algumas delas ja tenham
sido enunciadas). Em tudo que segue, supomos M : Ry — Ry e f: R— R

fungoes continuas.

(M;) M é uma fungao nao-decrescente.

(My) Existe mg > 0 tal que a aplicagao

[M(t) — mo]
t

t—

é nao-crescente.

(M3) Existe mg > 0 tal que

M(ty) M(tQ)SmO(1 1)7

t to

t1 b

para quaisquer t; > to > 0.
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(M) Existe mg > 0 tal que

M) A aplicacao
2

M
M
t
¢é decrescente.
(f1)
lim & =0.
t—0+ 3
(f2) Existe g € (4,6) tal que
m & 0.
t—o0 $4—1

(f3) Existe 6 € (4,6) tal que

0<0F(t) < f(t)t, Vt > 0.

(f1) A aplicagao

¢ nao-decrescente em (0, 00).

(fs) f ¢ uma fungao localmente Lipschitz-continua em (0, +00).

(/)

t
lim /() =0, se ocorre (3.2) ou (3.3), para algum p € (2,4],
t—0 3
e
S
lim =0, se (3.3) ocorre para algum p € (4,6).
t—0 |t|p71
(/2)
lim & =0.
t|—oo 0
(f3)
o) +00
m — =
[t|—oo t4
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(f1) A aplicagao

ft)
t'-)W

¢ nao-decrescente em R\{0}.
Lema 1.0.1 (i) A hipdtese (My) € equivalente a hipdtese (Ms).

1) Se (Ms) ocorre, entao vale (MY). Além disso, se vale (MJ]) entao existem
( ) ) 2 ) 2

constantes positivas C e Cy tais que
M(t) < Cit+Cy YVt >0.

Demonstracao: (i) Note que (M;) ocorre se, e somente, se

M(tl) — My < M(tg) — My
ty - to

Y

sempre que t; > to. Mas isso é equivalente a,

M) M) _ (1 1) |

t ta t by

sempre que t1 > to.
(i) E uma consequéncia imediata de (i) que a aplicacdo ¢ — M(t)/t

decrescente. Sendo assim,
M(t) < M(1)t, ¥t > 1.
Por outro lado, sendo M continua, existe t € [0, 1] tal que
M(ty) = M(t).
(fo) = max M(t)

Escolhendo €7 = M (1) e Cy = M(ty), obtemos

M(t) < Cit+Cy, Yt > 0.

Lema 1.0.2 (i) Se (M) ocorre, entao

—

M(t) < M(£)t, ¥ t > 0.
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(it) Se (Mz) ocorre, entdo

[M(t) + mo|t < M(t), ¥ t >0,

DN | —

(iit) Se (Ms) ocorre, entao

1 1~ 1
-mot < =M (t) — —-M(t)t t>0.
Tmot < SH() = M) ¥ 120

Demonstragao: (i) Segue de (M;) que
t t
:/ M(s)ds < M(t)/ ds = M(t)t, Vt>0.
0 0
(73) Por outro lado, de (M3) e do Lema 1.0.1(7), temos

i = [ M),

e n )

[M(t) + mo)t, ¥ t > 0.

v

N | —

Mostrando que

1 —_~
§[M(t) +molt < M(t), Vi>0.
Uma vez que ocorre a igualdade quando t = 0, a prova esta completa.

(7ii) Este item é uma consequéncia direta do item anterior. n

Observagao 1.0.1 Uma consequéncia direta dos itens (i) e (ii) do lema anterior

¢ que as hipdteses (M) e (Ms) combinadas implicam na hipdtese (M3).

Observacao 1.0.2 Argumentando exatamente como na demonstracao do item

(ii) do lema anterior, podemos provar que (M) implica em

%M(t)t < M), V>0

Lema 1.0.3 Se vale a hipdtese (M) entdo a aplicagao
t 1]\7(1&) 1M(zf)t
2 4
€ crescente.
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Demonstragao: Basta notar que

%M\@l) - iM(tl)tl = %M\%) + % : M§8)5d5 - iM(tl)tl
> %M(@%Mf” /: sds — LM (1)
= %JW (t2) + Mt(fl) (1 < h) iM (t1)t
= i) - g
> %]\/4\(@) — —M(to)ts,

sempre que t; > t9, onde nas duas desigualdades usamos (MY).

Lema 1.0.4 (i) Se vale a hipdtese (M) entdo

—~

M(t+s) > M(t)+ M(s), ¥V t,5>0.

(ii) Se vale (M), entdo para cada a > 0 fizado, a aplicag¢do

M(t+ a)
t

t—

é decrescente.

Demonstragao: (i) Note que
—~ t+s o t+s
M(t+s)= / M (r)dr = M(t) + / M (r)dr.
0 ¢

Considerando a mudanga de varidvel r = u + ¢, obtemos

M(t+s) = M) +/ M (u + t)du.
0

De (M), segue que o resultado.

(i7) Sejam t; >ty > 0. Temos que

M(ty+a)  M(t,+a) (t1 +a)
ti (h+a)

113



De (ML), segue-se que

M(t M(t t t
(1+CL>< (2+a>(1+a):M(t2+a)<1+CL>'
tl (tz + a) tl f}1 (tQ + CL)
Desde que t; > ty, temos
(t1+a) 1

— < .
tl(tg + CL) tz

A prova esta completa.

Lema 1.0.5 Seja f: IR— IR com f =0 em (—o0,0].

(i) Se wvalem as hipdteses (f1) e (f2) entdo, para cada & > 0 dado, existe C¢ > 0
tal que
ft) <&+ Cat™ Vi >0.

(i1) Se (f3) ocorre, entdo existem constantes positivas Cs e Cy, tais que
F(t) > Cst’ —Cy, Y1 >0.
(i13) Se (fs) ocorre, entdo a aplicagao
1
t— Zf(t)t—F(t)

€ nao-decrescente.

Demonstragao:

(i) De (f1), para cada & > 0 dado, existe § > 0 tal que
ft) <&, vt e(0,6). (A1)
Por outro lado, de (fs), existe R > 0 tal que
fit) <&t Vie>R. (A.2)
Sem perda de generalidade podemos considerar § < R. Sendo f continua, existe

= trggﬁ] f(t). (A.3)

114



Tomemos C' > 1 de modo que
a < ECHTT (A.4)
e definamos C¢ := £C.

O resultado segue de (A.1), (A4.2), (A.3) e (A.4).
(77) De (f3), obtemos

d d
< —_(Int?) < = )
0< 2 (nt") < (I F(H), V>0

Integrando a partir de & > 0, usando o Teorema fundamental do célculo e

propriedades de logaritmo, obtemos

m(?)gm(ggg,Vt>o

Desde que a funcao logaritmo é crescente, segue que

F(t) > (Fg(f)) 0 Vt>E (A.5)

Definindo Cs := F(£)/¢% e Cy := F(£), o resultado segue de (A.5).

(7ii) Note que

;Lf(h)h —F(t) = %f(tl)tl — F(t2) — /: {f(S)} s*ds

g3

> if(tl)tl — F(ty) — ) /: s*ds

G
1 1 il_ %
= ()t = F(t) - %%
4
_ f%l)tz _ F(tg)

v

(0~ Fit),

sempre que t; > ty, onde usamos (f;) nas duas desigualdades.

Lema 1.0.6 (i) Se wale a hipdtese (f]), entio f(0) = 0. Em adigao, se
vale (fi) entao f < 0 em (—00,0) e f > 0 em (0,00). Além disso,
= [ f(s)ds < (1/4)f(t)t, para todo t € (0,00) e F(t) > (1/4)f(t)t,

para todo t € (—00,0).
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(i) Se valem as hipdteses (f1) e (f3) entao, para cada & > 0 dado, existe Ce > 0
tal que
|f()] <&t + Celt]?, Ve R, se (3.2) ocorre,
1F@)] < EtPH+ Celt]®, Ve R, se (3.3) ocorre.
1i1) Se (f3) ocorre, entdo existem constantes positivas Cs e Cy, tais que
3

F(t)>Cst'—Cy, VEER
(iv) Se (f;) ocorre, entdo a aplicagdo
1
t— Zf(t)t—F(t)
¢ nao-decrescente, set > 0, e nao-crescente, se t < 0.

Demonstragao:

(i) Para mostrar que f(0) = 0, basta usar a continuidade de f e a identidade
f(t) = (f(t)/t*)t*, onde & = 3 ou a« = p — 1. Por outro lado, por (f}) temos
que f(t)/t® é nao-decrescente em (0,00) e nao-crescente em (—oo,0). Tal fato,
juntamente com (f]) nos permite concluir que f > 0 em (0,00) e f < 0 em

(—00,0). Finalmente, para cada t > 0, segue de (f}) que

F(t) = / (J(s)/s¥)s*ds < ((2)/2%) / Sds = (f(1)/8)t /4 = (L/4) f().

De modo andlogo, vemos que (1/4) f(¢t)t < F(t) quando t < 0.
(77) e (iv) Basta argumentar de modo andlogo ao lema anterior.

(1i1) De (f}), segue que para cada Ry > 0 dado, existe Ry > 0 tal que
F(t) > Rit*, se |t| > Ry. (A.6)

Definindo C3 := Ry, C; := R1 R; e usando (A.6), segue o resultado. ]

Observacao 1.0.3 Uma consequéncia direta do item (i) do lema anterior é que
F(t) > 0 para todo t € IR. Além disso, de (A.5), vemos que (fy) implica em (f}).
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1.0.2 Exemplos
Um tipico exemplo de fungao satisfazendo as hipdteses (M) e (Mz) é dado por
M(t) = My + bt,

com mg>0eb>0.
Mais geralmente, qualquer fungao da forma
M(t) = mo + bt + Zbit%,
i=1
com b; > 0 ey € (0,1) para todo ¢ € {1,2,...,m}, satisfaz as hipdteses
(M) — (Ms).

Outro exemplo de funcao satisfazendo as hipoteses mencionadas é
M(t) =mo+In(1+1¢).

Agora, apresentaremos um exemplo de funcao continua nao-diferenciavel
satisfazendo as hipéteses (M) e (Ms). Sejam mo, by, by e to constantes positivas
tais que by # by e tog < mg/(by — bo), se by < by. Definimos a fungao continua

<t <
M(t): 2m0+b0t, seO_t_tO
2mg + (bo - bl)to + bit, setyg <t
Sendo by # by, temos que M é nao-diferencidavel em t, e satisfaz as hipdteses

mencionadas.

O préximo exemplo confirma o fato de que na presenca de (M), a hipdtese
(Ms) é mais forte que as hipdteses (M) e (MY). Sejam myg, by, by e ty como no
exemplo anterior, definindo

M(t) = mo + bot, se 0 <t <t
- mo + (bo — bl)to + blt, se to < t,
temos que M é continua e satisfaz (M), (Ms) e (M), porém nao satizfaz (M,).

No mesmo espirito dos dois ultimos exemplos, nao é dificil ver que podemos
construir fungoes nao-diferencidveis em uma quantidade finita qualquer de pontos,

satisfazendo as hipdteses (M) e (Ma).
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Um tipico exemplo de funcao satisfazendo as hipéteses (f1) — (f5) é dado por
m
i=1
com ¢; > 0 nao todos nulos e ¢; € [0,6) para todo i € {1,2,...,m}.

Por outro lado, um exemplo simples de funcao continua nao-diferenciavel
satisfazendo (f1) — (fs) é

c(th)e ! se |t <1

f(t) = { c(th) Bt se [t| > 1,

onde ¢ >0, 1,42 € [0,6) e 1 < go.
Um exemplo de fungao satisfazendo, (f1), (f3), (f) e (f1) é dado por

(&) =tg(Jt),

onde g é continua, g(0) = 0, g é crescente, lim; .., g(t)/t* = oo, para algum
€ (0,1), e limy_,, g(t)/t* =
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Apeéendice B

Categoria relativa

Neste apéndice definimos brevemente a no¢ao de categoria e enunciamos algumas

de suas propriedades, de acordo com [76]. Veja também a obra original em [58].

2.0.3 Definicoes

Definicao 2.0.1 Dizemos que um subconjunto fechado A de um espaco topoldogico
X € contrdtil em X, se existem w € X e uma aplicagao continua h : [0,1] x A —
X, tais que

h(0,u) =u e h(l,u) = w, V u € A.

Definicao 2.0.2 Sejam A, B e Y subconjuntos fechados de um espago topoldogico
X. Dizemos que A € deformado em B preservando Y, e denotamos A <y B em

X, seY C AN B e existe h: [0,1] x A — X continua tal que

a) h(0,u) =u, h(l,u) € B, Y u € A;
b) h(t,Y)CY, Vtel01].

Definigcao 2.0.3 Sejam Y C A subconjuntos fechados de um espago topolégico
X. A categoria de A em X relativa a 'Y € o menor inteiro positivo n tal que

existem n + 1 subconjuntos fechados Ag, Ay, ..., A, em X satisfazendo:

a) A= LnJ A;;
=0

b) Ay, ..., A, sdo contrdteis em X ;
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c) Ap <y Y em X.

A categoria de A em X relativa oY € denotada por catx y(A).

Definigao 2.0.4 Seja A um subconjunto fechado de um espago topologico X. A

categoria de A em X € o menor inteiro positivo n para o qual existem subconjuntos

Ay, ..., A, fechados e contrdteis em X tais que A = U A;. Denotamos catx(A).
§=0

Observagao 2.0.4 De acordo com a defini¢do anterior, temos que

catx(A) = catxg(A).

2.0.4 Propriedades da categoria

Lema 2.0.7 Sejam A,B,C e Y subconjuntos fechados de X tais que Y C
ANBNC. Se A<y BeB <y C emX, entao A <y C em X.

Demonstracao: Pode ser encontrada em [76].

Proposicao 2.0.1 Sejam A, B e Y subconjuntos fechados de X tais que Y C A.

A categoria relativa satisfaz as sequintes propriedades:

a) Normalizagao: catxy(Y) =0;
b) Subaditividade: catxy(AU B) < catxy(A) + catx(B);
¢) Monotonicidade: Se A <y B, entio catxy(A) < catxy(B).

Demonstracao: Pode ser encontrada em [76].

Definicao 2.0.5 Um espaco métrico X é um extensor absoluto de vizinhanca,
abreviadamente, um FEAV, se para todo espaco métrico E, todo subconjunto
fechado F de E e toda aplicagao continua f : F — X, existe uma extensao

continua de f definida em uma vizinhan¢a de F' em E.

Proposicao 2.0.2 Seja A um subconjunto fechado de um EAV X. Entao, existe
uma vizinhanga fechada B de A em X tal que catx(B) = catx(A).
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Demonstracao: Pode ser encontrada em [76].

Proposigao 2.0.3 Sejam H, QF e Q~ subconjuntos fechados de um espago
topoldgico X, com Q= C Q. Sejam ainda

B:H—=Q" eW:Q — H,
aplicacoes continuas, tais que 3o W € homotopica a imersao
i: Q0 —Qf.

Entao,

catg(H) > catq+(27).

Demonstracao: Pode ser encontrada em [27] e [28].
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Apéndice C

Grau topolégico de Brouwer

Nosso objetivo neste apéndice é definir de maneira sucinta o grau topolégico de
Brouwer e enunciar as propriedades utilizadas em nosso trabalho, faremos isso

seguindo [29].

3.0.5 Caso regular

Sejam o € C?*(Q,IRY), onde Q@ c IRY é aberto e limitado e N > 1, e
b & ¢(09) Up(S,). Definimos o grau de Brower de ¢ relativamente a € no

ponto b, como sendo o niimero inteiro

Z sgnJacy(x) se b e p(Q)
deg(go, Qa b) = z€p~1(b) .
0 se b o)

onde sgn : IR\{0} — {—1,1} é a aplicacao sinal, definida por

sont — 1 se t>0
I=N 1 se t <0,

e Jac, ¢ o determinante jacobiano de ¢.

Observacao 3.0.5 Usando o Teorema da func¢do inversa vemos que a soma

anterior € finita e portanto o grau esta bem definido.

Agora, caminharemos no sentido de dar uma definicdo de grau para funcoes

menos regulares. Para esse propdsito os préximos resultados sao fundamentais.
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Proposicao 3.0.4 Sejam ¢ € C*(Q,IRY) e b & p(9Q) U ¢(S,). Entdo eviste
uma vizinhanga U de o em C*(Q,RY) tal que se yp € UNC?*(Q,RY), temos que

(i) b & P(992) U(Sy)
(ii) deg(p, 2, b) = deg(1), 2, b).

Demonstracao: Pode ser encontrada em [29].

Proposigao 3.0.5 Sejam ¢ € C2(Q,IRY) e by, by & p(0Q) U ¢(S,). Se by e by

estio na mesma componente conexa de IRY\p(0S), entdo
deg(p, €2, by) = deg(p, €2, by).

Demonstracao: Pode ser encontrada em [29].

3.0.6 Caso singular

Sejam o € C2(Q,IRY) e b ¢ ©(09Q). Neste caso, temos

p = dist(b, (02)) > 0.

Escolhendo 0 < v < p, segue do Teorema de Sard que existe b; € B, (b) tal
que
b1 & ¢(S,).
Logo,
by & p(9€2) N @(S,).
Definimos entao
deg(p,2,b) = deg(p, 2, by). (C.1)

Observacao 3.0.6 E uma consequéncia da Proposi¢ao 3.0.5 que o grau em (C.1)

estda bem definido.

Lema 3.0.8 Sejam ¢ € C2(Q,RY) e b & 0(09Q). Entdo existe uma vizinhanga
U de o em CY(Q,RY) tal que se p € UNC?*Q,IRY), temos que

(i) b & $(9€) Uh(Sy)

(ii) deg(ip, 2, b) = deg (v, €2, D).
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Demonstracao: Pode ser encontrada em [29].

Lema 3.0.9 Sejam ¢ € C*(Q,IRY) e by, by & 0(99Q). Se by e by estio na mesma
componente coneza de IRY\@(09), entdo

deg(p, Q,b1) = deg(p, 2, by).
Demonstracao: Pode ser encontrada em [29].
Lema 3.0.10 Dados ¢ € C(Q,RY) e e > 0, existe yp € C(Q,IRY) tal que
o = Vllc@my) <e

Demonstracao: Da compacidade de , dado ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que

lp(z) —o(y)| <e, (C.2)

sempre que

lz —y| < &2,y € Q.

Novamente, por compacidade, obtemos 1, . .., x; € Q tais que

k
Q c | Bs(n).
n=1
Para cadan € {1,...,k}, definimos 1, € C5°(IRY, IR) tal que suppn, = Bs(z,)
e N, (z) > 0 para todo x € Bs(z,,). Definimos ainda

k
=2
n=1

k
Assim, 7 € C*°(U,R) com U = U Bs(x,,) e

n=1

n(xz)>0,Vazel.

Finalmente, definimos 1 : U — RY, ¢ € C>®(U,IRY), por

U(x) = % Znn(x)ap(xn), Vel

=)

Segue de (C.2) que

Y15 — ello@my) <e
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3.0.7 Caso geral
Sejam ¢ € C(Q,RY) e b & ©(09). Assim,
p = dist(b, p(09)) > 0.
Do Lema 3.0.10, existe ¢» € C?(Q,IRY) tal que
le = Vllo@myy < p/2. (C.3)

De (C.3), segue que
Byys(b) © RN\ $(09).

Logo, faz sentido falar em deg (1), 2, b). Definimos
deg(p, 2, 0) == deg(1), 2, b). (C.4)

Observagao 3.0.7 Segue de [29] que o grau em (C.4) estd bem definido.

3.0.8 Propriedades do grau de Brouwer

Teorema 3.0.1 Sejam ¢ € C(Q,IRY) e b & p(09).

(i) (Normaliza¢ao)
1 se be
deg(fda Q, b) o { 0 se b¢ 57

(i) (Continuidade em relagao a @)

Exziste uma vizinhanga U de o em C(Q,RY) tal que se f € U entdo
(a) b & f(0%)
(b) deg(f,€2,b) = deg(e, €2, b).

(ii7) (Invariancia por homotopia)

Se He C(Qx[0,1],IRY) eb g H(9Q x [0,1]), entdo

deg(H(.,t),Q,b) = cte, ¥V t € [0,1].
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(iv) (Continuidade em relagao ao ponto b)

Se by e b estio na mesma componente conexa de IRY\@(09), entdo

deg(p,$2,b1) = deg(p, 2, b).

(v)
deg(p,Q,b) = deg(p — b,9,0).

(vi) (Aditividade)

Se Q = Oy UQy com Qy e Qy abertos e disjuntos e b & (0) U p(0€2),
entao b & p(0Q) e

deg(p, 2,b) = deg(p, 1, b) + deg(p, {2, b).
(vii) (FEzcisao)
Se K C Q € fechado e b & o(K) U (0R), entdo
deg(p, Q,b) = deg(p, Q\K, b).

(viit) (Produto cartesiano de fungoes)

Sejam Q; € R™ e Qy C RY abertos limitados, by & ©1(0Q1) e by &
©2(08). Entao,

deg((¢1,2), X Qa, (br, ba)) = deg(p1, 1, b1 )deg(pa, 2, bs).
(iz) (Ewisténcia)
Se deg(p,§2,0) # 0 entao b € p(Q).

(z) (Dependéncia da fronteira)
Se € C(Q,IRY) com

U(x) = p(z), V& € o0,

entao
deg (i, €2, b) = deg(1, 2, D).

Demonstracao: Pode ser encontrada em [29].
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