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Resumo

Neste estudo usaremos algumas técnicas de Anélise Funcional Nao-Linear para investigar
existéncia e multiplicidade de solucoes para a seguinte classe de problemas elipticos nao-

locais com condicoes de fronteira integrais

D(J(w))(—Au+u) = f(A\ z,u,B,(u)) em €

ou

0.1
D(J(u)) (046—77 +Bu) =g\ z,u,B,(u)) em OS2 (-1

em que € é um dominio suave e limitado do RV, N > 1, o operador D na maioria dos casos

serd o termo de Kirchhoff M (||ul|?) em que [Jul|* = /(\Vu|2 + u?)dz é a norma usual em
Q

Wh2(Q). Em outros casos, serd um coeficiente de difusdo que depende da populagao global

em ). Temos ainda J(u) € {HuHQ,/udx}, f,g sao fungoes dadas, B; é um operador
Q

integral com B;(u) € { / uide, / U’BidU}, do é a medida de superficie de Lebesgue em
Q o0
L), B; é uma constante positiva, 7 é a normal exterior unitaria em 0€2. Em dois dos modelos

de problema que estudaremos o = 1 e § = 0 e num terceiro modelo teremos o =0¢e g = 1.

Palavras chave: Kirchhoff, Fronteira Integral, Difusao, Krasnoselkii, Bifurcacao,

Rabinowitz, Subsolucao, Supersolugao, Neumann, Dirichlet.



Abstract

In this work we use some techniques of Nonlinear Functional Analysis to investigate the
existence and multiplicity of solutions for the following class of nonlocal elliptic problems

with integral boundary conditions

D(J(u)(—Au+u) = f(\ z,u,B,(u)) in Q

ou

0.2
D(TJ (u)) (a— + 5u) =g\, x,u,B,(u)) on O (02

on

where € is a smooth bounded domain in R, N > 1, the operator D in most cases will be

the Kirchhoff term M (z, ||u||?) with |Jul]? = /(\Vu|2 + u?)dx the usual norm in W2(Q).
Q

In another cases, be a diffusion coefficient which depends of global population in 2. We

still have J(u) € {HuHQ,/udx}, f,g are given functions, B; is an integral operator of
Q

the type B;(u) € {/ u’Bidx,/ U’BidU}, do is the Lebesgue surface measure on 0f) , 3; is
) o0
a positive constant and 7 is the unit exterior normal on 92. In two models we study the

problem o« = 1 and 8 = 0 and a third model we have o« = 0 and § = 1.

Key Words: Kirchhoff, Fronteira Integral, Difusao, Krasnoselkii, Bifurcagao, Rabinowitz,

Subsolucao, Supersolucao, Neumann, Dirichlet.
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Indice de Notacoes

Q, | Q| e 99 sdo, respectivamente, o fecho, a medida e a fronteira do conjunto Q.

L*(Q) = {u : Q — R; u é mensuravel e / lu|*dz < +oo}.
Q

3
|||z = (/ |u|2dx) é a norma usual em L?(2).
Q
E :=W(Q) é espago das funcoes u € L*(2) tal que Vu € L*(Q).

(u,v) = /(VUVU +uv)dz é o produto interno usual em WH2(Q).
Q

2
|ul| = (/(|Vu\2 + u2)dx) é a norma usual em W1%(Q).
Q

Wy ?(Q) é espaco das funcoes u € L2(Q) tal que Vu € L2(Q) e / udx = 0.
o9

(u,v)g = /QVqudx é o produto interno usual em W,>(€2).

1

3
|ullo = (/(\Vu|2)dx) é a norma usual em W, ().
Q

/(|w2 +u?)dz
S(Q,2,q) = inf @

ueWL2(Q)\Wy 2 (2) < / |u|qcla)2/q
o

imersdo compacta E — L*(09).

¢ a melhor constante de Sobolev da

N 92
u -, . . -
Au = E — é o operador Laplaciano aplicado a funcao u.

Ox?

=1 v

u, — u convergéncia forte (em norma)

Vil



u, — u convergencia fraca

C(§2) é o conjunto das fungdes f : Q& — R Holder-continuas de expoente a que

possuem extensao continua em )

CH(Q) é o conjunto das fungoes v € C'(2) cuja derivada ¢ Holder-continua com

expoente a € (0,1).

|t]|so = max |u(z)| é a norma em C°(Q)
z€eQ
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho, analisaremos problemas do tipo

D(TJ(u)(—Au+u) = f(A\ z,u, B, (u)) em )

D(J(u)) (ag—z +Bu) =g\, z,u,B,(u)) em 0N

(1.1)

em que € é um dominio suave e limitado do R, N > 1, o operador D na maioria dos casos
serd o termo de Kirchhoff M (||u||?) ou um coeficiente de difusao que depende da populagao

global em Q, J(u) € {||u||2, / udm}, f, g sdo funcgoes dadas, *B; é um operador integral do
Q

tipo B;(u) € {/ u’Bida:,/ uﬁida}, do é a medida de superficie de Lebesgue em 0, f3;
Q o0
é uma constante positiva,  é a normal exterior unitaria em 0). Em dois dos modelos de

problema que estudaremos o = 1 e § = 0 e num terceiro modelo teremos a =0e § = 1.

Focalizaremos mnossa atencao em trés modelos. O primeiro deles é a Equacgao de
Kirchhoff que tem sido vastamente estudada sob condicoes de fronteira de Dirichlet. Mais
precisamente, varios pesquisadores, dentre eles Alves-Corréa-Ma [3], Ma [?], He-Zou [?],

Perera-Zhang [?], Mao-Zhang [?] e Sun-Liu [?], tém estudado problemas como

—-M (/ |Vu\2dx) Au= f(z,u) em Q,
Q
u=20 em OS2,

(1.2)



em que Q C RY é como acima, f: Q x R — R e M : RY — R sdo funcdes continuas.
Esse problema esta relacionado com as solugoes estaciondrias da Equacao Hiperbdlica de

Kirchhoff
Uy — M (/ |Vzu(x,t)\2dx) Ayu= f(x,t), (1.3)
Q

onde M(s) = a+bs, a,b > 0 sdo constantes e s > 0. Esse modelo foi proposto por Kirchhoff
[32] em 1883 como uma extensao da classica equagao da onda de D’Alembert, para oscilagoes
livres de uma corda elastica. O modelo de Kirchhoff leva em consideragao as variacoes do

comprimento da corda durante a oscilagao.

Na verdade, o modelo introduzido em Kirchhoff [32] é da forma

2 2
Ou dx) Ou_ (1.4)

ot

%5\ h oz oz

821,6 PO E L
h 2L ),

e seus parametros possuem os seguintes significados: L é o comprimento da corda, h é a
area de sua secao transversal, £/ é o médulo de Young do material do qual a corda é feita,

0 é a densidade da massa e P é a tensao inicial.

Os estudos iniciais classicos dedicados a Equacgao de Kirchhoff foram feitos por Bernstein
[12] e Pohozaev [40]. No entanto a equagao (3] comegou a receber maior atengao apds
a publicagao do trabalho de Lions [35], no qual foi proposta uma abordagem de Andlise

Funcional para tal problema.

No que concerne ao modelo estacionario, grande parte dos trabalhos relacionados a
Equacao de Kirchhoff estudaram-na sob condi¢oes de fronteira homogéneas de Dirichlet

conforme modelo em (L2)).

J& Wang [44] estuda o problema de Dirichlet com condicao de fronteira integral como

Yoo 0
Lu=->)" o (aij(x)a—;) = f(z,u) em (),

u(z) :/QK(x,y)u(y)dy em Of),

(1.5)

em que o nicleo K(z,y) é uma dada fungao. Sao estudados nesse trabalho problemas de



autovalor como, por exemplo,

em €,

Ap
(1.6)
o = K/go(y)dy em Of)
Q

em que A > 0 é um parametro real e K(z,y) = K é constante, existéncia de solugoes para

os casos linear e semilinear usando Principios de Comparacao e Teoria de Semigrupos.

Em Gladkov-Kim [29], os autores estudam a equagao do calor

u = Au+c(x, t)uP em € x (0,+00),
u(z,t) = / K(z,y, t)ul(y,t)dy em 09 x (0, +00) (1.7)
0
u(z,0) = wp(z) em Q

cuja versao estacionaria é dada por

—Au = c(z)u? em ()
(1.8)
ue) = [ Ky en o0
Q
com p,l > 0. Em Kavallaris-Tzanetis [31] é estudado o problema
(
u = Au+ A () 5 em  Qx (0,+00),
o)
Q
(1.9)
@jtﬁu =0 em 00 x (0,+00)
on
u(z,0) = wup(z) em Q

onde 0 < 8 = B(z) < o0, B € CHON), a > 0, Q € RN, N > 1 é um dominio
limitado, p > 0 e f é uma funcao positiva, crescente e limitada, A é um parametro com
caracteristicas fisicas. Por exemplo, quando N = 1 e p = 2, a equacao (L9) modela o

aquecimento Ohmic e, nesse caso, A é proporcional ao quadrado da diferenca de potencial

LA demanda por produtos minimamente processados de alta qualidade tem aumentado nas tltimas décadas. O aquecimento
Ohmico se destaca como uma promissora tecnologia para substituir o tratamento térmico convencional, tais como a
pasteurizacao e a esterilizacao comercial. O aquecimento Ohmico é um processo onde se aplica corrente elétrica, por meio de
eletrodos, com o objetivo de aquecer o produto. O calor gera-se internamente devido a resisténcia elétrica do mesmo, em que
a taxa de geragao de calor depende da diferenga de potencial (voltagem) aplicada, e da condutividade elétrica do produto.



aplicado entre os extremos do circuito considerado.

H& outras motivagoes fisicas importantes relacionadas com o problema (L) as quais

estao relacionadas com uma variedade de processos tecnologicos.

Tais problemas nao-locais surgem, por exemplo, no estudo analitico de fendmenos
associados a ocorréncia de banda de cisalhamento em corpos metalicos deformados sob altas
taxas de deformagao, veja Bebernes-Lacey [9], Bebernes-Talaga [11] e Bebernes-Li-Talaga

[T0] e suas referéncias.

A equacao eliptica associada ao problema (L) é dada por

—Au = em £,

Af(u) p
(/Q f(“)dx) (1.10)
—4+pu = 0 em 0.

ou (1.11)

ou nao-lineares, como em

—M([ul>)Au = f(z,u) em Q,
ou (1.12)
an

o numero de trabalhos ¢ bem menor e dentre eles podemos citar Yang-Zhang [47], Corréa-
Nascimento [25] e Nascimento [3§].

Dedicaremos uma parte deste trabalho a modelos que envolvem situac¢oes como

M{[ul?)(—Au+u) = f(x,u,/ﬂuadx) em O,

M(ull?)5- = g<x,u,/ﬂuﬁdx) o 90 (1.13)



emf:OXxRxR—R,¢g:00xRxR—ReM:QxRt — R sio funcoes dadas,

a, >0 e ||u| é a norma usual no espago de Sobolev W12(2).

No caso em que f: QxR — R e g: 02 x R — R sdo subcriticas, Wang-An [45]

estudam o problema

M([[ul?)(=Au+u) = f(z,u) em €,

ou (1.14)
o g(x,u) em OS2,

e apresentam dois resultados de existéncia para o problema (L.I4]), um deles usando Método

de Galerkin e estimativa a priori e outro usando o Teorema do Passo da Montanha.

As novidades em nosso trabalho sdo a introdugiao do termo de Kirchhoff M(||u||?) e
a consideracao de condigoes de fronteira nao-locais do tipo integral. Mais precisamente,
estudaremos vérias questoes relacionadas com problemas cujo protétipo é dado por (LI3)).
Até onde conhecemos a quantidade de resultados concernentes ao problema (LI3) ¢ bem

pequena.

O segundo modelo que estudaremos esta relacionado com problemas de difusao, como por
exemplo, problemas que modelam crescimento populacional. O problema classico consiste

em encontrar uma fungao u = u(x,t) tal que

U — @ </ u(x,t)dx) Au = f em Qx(0,7),
Q
u(z,t) = 0 em 9Q x (0,7T) (1.15)
u(x,O) = Uo(l“) em 0

onde  C RN, N > 1, é um dominio limitado e regular, T > 0 é o tempo arbitrario
ea: R — (0,400) é uma fungao dada. Essa equagdo surge em vérias situagoes. Por
exemplo, u = u(z,t) pode descrever uma populagdo de bactérias - em um dominio 2, em
x € ), no tempo 0 <t < T - sujeita a disseminacao. O coeficiente de difusao a é suposto
dependente da populacao global em 2 em vez da populacao pontual (ou local) como é
considerado na maioria do modelos. Desse modo, o movimento de bactérias é guiado pelo

estado global do meio ambiente.



Observemos que em ([LIH) é considerada condigao de fronteira de Dirichlet. E possivel

considerar o modelo (LI5]) sob condigoes de fronteira mista, isto é,

u(z,t) = 0 em Iy x(0,7)

1.16
g—z(x,t) = 0 em I'yx(0,7) (1.16)

onde (I'g,I';) é uma parti¢ao da fronteira de 2. Nesse caso, nao existe fluxo de bactérias

através de I';.

Resultados relacionados com problemas de fronteira mista estdao em andamento e serao

apresentados em um trabalho futuro.

A versdo estacionaria de (II5) é dada por

= Au = Q
a (/Q udx) U f oem € (1.17)
u(x) = 0 em 09

e tem sido estudada por vérios autores, tais como Chipot-Lovat ([I8], [I7]), Chipot-

Rodrigues [19], Corréa [22] e Bueno-Ercole-Zumpano [15].

Aqui, investigaremos questoes relacionadas com

a(/ﬂudx) (—Au+u) = f(l’v/Q“dx) em (1.18)

a(/udx)@ = g()\,x,/ud:ﬂ) em Of)
Q on Q

em que a, f e g sao fungoes dadas. Observemos que existem algumas diferencas essenciais
entre os problemas (LI3) e (LIN). Sob determinadas escolhas de f e g, o problema
(LI3) possui estrutura variacional. No entanto, o problema ([I8) nao possui estrutura
variacional. Ao longo do trabalho algumas diferencas entre os problemas (LLI3) e (LIX)

ficardo evidenciadas.

Como no problema (LI3) as novidades aqui sdo a introdugdo de a e a condigdo de

Neumann integral. Observemos também que em vérias situagoes as integrais nos problemas

(LI3) e (LIR) serao substituidas por integrais da forma [ f(z,u)do.
00



A seguir descreveremos o plano de estudo dessa tese.

No capitulo II faremos um estudo de problemas de autovalor lineares do tipo

—Au+u =Im(x)u em €,

I
@ = udo em OS2, )
on o0

e
—Au+u =0 em (),

II
% = /udx em Of), (1D
on Q

em que A\ é um parametro e m é um peso positivo em C°(Q). Usando teoremas do tipo
Krein-Rutman faremos uma andlise espectral tanto do problema (I), o qual é autoadjunto,

e caracterizaremos o primeiro autovalor do problema (II), que nao é autoadjunto.

No capitulo III investigaremos existéncia de solucao positiva para algumas classes de
problemas de difusao. Neste capitulo faremos uma abordagem via ponto fixo e usaremos
técnicas como as apresentadas em Figueiredo-Morales-Santos Junior-Suérez [27]. Veremos
que sob certas condi¢oes podemos garantir multiplicidade de solucoes para uma dessas

classes.

No capitulo IV nos dedicaremos ao estudo de um problema com termo nao-linear
limitado. Este problema sera atacado usando-se o Teorema [D.3l de Rabinowitz para

encontrar componentes de solucoes positivas. Esta técnica também serd usada no capitulo

VL

No capitulo V mostraremos existéncia de solugao para problemas nao-locais do tipo M-
linear e sublinear via método de Galerkin. Ressaltamos, que este capitulo da tese originou
um artigo intitulado Some Remarks on Elliptic Equations Under Nonlinear and Nonlocal
Boundary Conditions, o qual foi aceito para publicacao na revista Advances in Mathematical
Sciences and Applications Vol. 23, No. 2 (2013), pp. 529-543. Além disso, mostraremos
existéncia de infinitas solucoes para um problema que generaliza o problema estudado na
Secao do capitulo II. Faremos isso usando a Teoria do Género de Krasnoselski e mais

alguns lemas que poderao ser encontrados no Apéndice



Por fim, no capitulo VI, focalizaremos nossa atencao em problemas do tipo

( —A </ vdx) Av = f(v) em (2,
Q
v >0 em 2, (1.19)

v :K/de em Of),
Q

em que @ € RV , N > 2 é um dominio limitado e regular, K > 0 é um parametro,
f:R— R" e A: R — R sao fungoes continuas satisfazendo determinadas condigoes,
de acordo com as técnicas que serao empregadas. Inicialmente, consideraremos um problema
de autovalor linear cujo primeiro autovalor é menor ou igual ao autovalor principal de
(=A, Wy %(Q)). Depois, via teorema de Bifurcacio de Rabinowitz [41], mostraremos
existéncia e multiplicidade de solugoes para um problema nao-local com condicao de fronteira
de Dirichlet homogéneo equivalente ao problema ((L19), o qual é um Problema Dirichlet nao-
local com condicao de fronteira integral. Nesse capitulo também faremos uma abordagem

via sub e supersolugao para mostrar existéncia de solucao para um problema desse tipo.



Capitulo 2

Problemas Lineares Nao-Locais do

Tipo Steklov-Neumann

2.1 Introducao
Neste capitulo estudaremos problemas de autovalor lineares do tipo

—Au+u =Im(z)u em €,

@ = udo em OS2,
on 0
e
—Au+u = em ),
IT
% :)\/ud:ﬂ em Of), (1)
on Q

em que X\ é um parametro, @ C RY, N > 1 é um dominio limitado e regular, do ¢ a medida

de superficie de Lebesgue em 02, n é a normal exterior unitaria em 02 e m é um peso
positivo em C°(Q).

Sob condigbes de fronteira locais, problemas do tipo (I) e (II) foram introduzidos por

11



Steklov [43]. Mais precisamente, em [43] é considerado o problema

—Au =0 em Q,
ou (2.1)

o qual foi, também, estudado por Calderon [16]. O problema (2.28) tem importante
significado fisico e as propriedades dos autovalores sao bem conhecidas. Se N = 2 o
problema (2.27]) descreve a vibragao de uma membrana livre cuja massa total estd distribuida

uniformemente sobre o bordo.

Relacionados, também, com problemas do tipo (I) e (II) sob condigoes de fronteiras
locais temos a equacao proveniente do Teorema de Sobolev do Traco. Mais precisamente,
dada uma funcio u € CY(Q) c W'%(Q), pode-se definir a restricdo de u a 9Q. Esse
operador restri¢ao, que é linear, pode ser estendido continuamente a W12(Q), produzindo

um operador linear continuo

T:Wh(Q) — L"(09)

2(N —1
paral <r <2, = % Esse é o conhecido Teorema do Traco o qual esta enunciado
no Apéndice [Bl e encontra-se demonstrado em Adams-Fournier [2]. A norma desse operador
¢é dada por
. 5 ) . Jo(IVul]® + u?)dx
S(Q,2,r)=inf ){Hunl,Q(Q); [ullzo0) =1} = inf . (2.2)

weria@ wewra@\wi@)  ([oq [ulrdo)?/

No caso subcritico, r < 2,, o operador traco é compacto e existe uma funcao em
Wh2(Q) \ Wy(Q) que atinge o infimo descrito no problema (Z32). Esse extremo vem a

ser a solucao fraca do problema

—Au+u = em €,

— = Au/""2u em 99,

on

em que A ¢ um multiplicador de Lagrange.



No caso em que r = 2, chegamos ao problema
ou (2.4)

para o qual existe uma seqiiencia de autovalores reais (\;) com \; — 400, em que 0
primeiro autovalor corresponde a S(€2,2,2). Veja Bonder-Rossi [13], Lamberti [33], An-Lé
[34], Rossi [42], Godoi [30] e suas referéncias.

2.2 Problema de Steklov-Neumann Nao-Local Tipo I:

Um Caso Autoadjunto

Nesta segao, estudaremos o problema de autovalor autoadjunto

—Au+u = Im(z)u em

% = )\/ udo em OS2,
on a0

(2.5)

fazendo sua andlise espectral.

Suporemos que m € C°(Q)), mas se quisermos obter melhor regularidade nas solucoes,

poderemos supor m € C*(£2), para algum 0 < a < 1.

Dizemos que u € W2(Q) é solugao fraca de (23] se

/Q (VuVe + up)dz — A /Q m(@)updz + A ( /8 ) uda) ( /a ) goda) | (2.6)

para toda ¢ € Wh2(Q).

Temos ainda que (28] pode ser visto em termos do produto interno usual de W2(Q)

(1, 0 = \ VQ m(z)ugpds + (/m udo) (/m goda)} | (2.7)

Motivado por essa expressao, para cada u € WH2(Q) fixada consideramos o funcional

como



linear

L,:WhH(Q) — R

© — Ly(p)

Lu(p) = /Q m(x)updz + ( /a ) uda) ( /a ) goda)

para toda p € W2(Q).

dado por

Observemos que L, estda bem definido e claramente é linear.

Como u € Wh2(Q), temos u € L?(99) e assim

‘ / udo
a0

1
< H1||L2(aﬂ)-||u||L2(aQ) =| 0Q |2 HUHLQ(aQ)

Logo,

[ () (] )

< [ m@laliolds+ | [ udo]| [ oo
Q o0 o0
1 1
< / m(@)llulloldz+ |92 1} Jullzom 192 1} lellzen

= |Im|l e llull 2 lell L2+ | 02 | ||ull 200l ¢ll 2200

e usando o Teorema do Traco

| Lu()] < [Crllml| oo ull L2@) + C2 | 92| [[ull 200 []1]] |-
Como u esta fixada, temos que
1Lu(p)] < Cu) - [lgll, Vo € WH(Q).

e assim L, é limitado. Desse modo, L, é um funcional linear e continuo em W2(2). Logo,

pelo Teorema da Representacio de Riesz, para cada u € WH2(Q) fixado, existe um tnico



v:= Su e Wh?(Q), tal que

(v, 0) = /Q m(z)upds + ( /8 ) uda) ( /a ) wdo—)

para toda p € W'2(Q).

isto é,

Observemos que, para cada u € W1%(Q) fixada, v é a tnica solugao fraca de

—Av+v = m(x)u em €,
ov

— = / udo em Of),
on o0

Dessa forma, temos um operador

S W Q) — Wh2(Q)
u+— v = Su
em que (Su, @) = Lyu(p)

Observagao 2.1. Usando a teoria da regularidade, observando que mu € L*(Q) e, para

cada u € WH2(Q) fizada, / udo € uma constante, temos, pelo Teorema[B.A do Apéndice
o0

B, que v e W*2(Q) e

vllw22) < Clllullzz2@) + [lullz2@o0)]-

Proposicao 2.1. O operador S acima definido € linear, continuo, autoadjunto e compacto.

Demonstracao.

Passo 1 : (S é linear) Dadas uy, us € WH2(Q2) e a € R, existem tinicos Su; € W12(Q)

e Suy € WH2(Q) tais que para toda ¢ € W12(Q) tem-se

(Sur, ) = Lu, (#)

<Su2> 90> = Luz (90)



Assim,

<S(U1 + Oé’ng), 90> = L(u1+au2)(gp)

= /Qm(x)(ul + aus)pdr + (/m(ul + Ozug)da) </8Q <pda)
_ /Q m(e)urpdz + ( /8 ) ulda) ( /8 ) gpda)
+ oa [ /Q m(z)uspdz + ( /a ) quU) ( /a ) gpda)}

= Ly (9) + aly,(p)
= (Suy, ) + a{Suy, p)

= (Suy + aSug, ¥)

para toda ¢ € WH2(Q). Portanto, S(u; + aus) = Su; + aSuy e S ¢ linear.

Passo 2 : (S é autoadjunto) Para quaisquer ui,us € WH(Q), com v; = Su; e

vy = Susg, obtemos

(Sui,u) = (v1,uz)

_ /Q (@) ugtiads + ( /8 ) ulda) ( /8 ) uzda)
_ /Q (@) ustis d + ( /8 ) u2do—) ( /8 ) ulda)

= (v2,ur)
= (Sug,uy)
= (uy, Sus)

de onde segue que S é autoadjunto.

Passo 3 : (S é compacto) Seja (u,) C WH(Q) tal que u,, — u em W1?(Q). Assim,

St — Sull” = (St — u), S(uty — )
- /Q (@) (1t — 0)S (1 — u)da + < /8 (= u)da) < [ S, - u)da)

1
< Cillmlze@llun = ull 2@ 1S (un — W)l + Co [ O [2 flun — ull 200 |5 (un = ).



Portanto,
1
|Stn = Sull < l[mllz=@llun — ullzz@) + C 1 92 3 Jun — ull2o0)-

Desde que as imersoes de W12(Q) em L?(Q2) e WH2(Q2) em L*(092) sao compactas temos
Un, — uem L*(Q) e u,, — uem L?(9N) possivelmente para subseqiiéncias. Entao, Su,, — Su
em W12(Q) possivelmente para subseqiiéncias e dai S é compacto. Sendo S compacto, entao

S é limitado e desde que este é linear, temos S continuo. WL

Observagao 2.2. Seja Su = pu com u # 0. Supondo pu =0 entao Su =0 e dai

0= (0, ) = (Su, ) = /Qm(mgodm (/m uda) (/m wdo—) ,

para toda ¢ € W12(Q).

Fazendo ¢ = u, teremos

/Qm(x)Ude + (/m uda)2 =0.

Supondo m > 0, seque-se que

/Qm(x)qua: =0 e /ag udo =0 (2.9)

Assim temos que

(i) Desde que m > 0 em Q e u # 0, seque-se que u> > 0 e u®> # 0, entdo a primeira

igualdade em (2.9) nos leva a uma contradicdo. Portanto, p =0 ndao é um autovalor

de S.

(i) Observemos que se m =0, teremos Su =0 se, e somente se,

</aa “d") </an *‘)d“) =0 (2.10)

para toda o € Wy2(Q). Ou seja u € Ker(S) se, e somente se, (Z10) acontece.



Logo, se u € Wy?*(Q), entio / udo = 0 e assim (2.10) se verifica, isto €,
P
W,2(Q) C Ker(S).

Agora suponhamos p # 0 e Su = pu, u € WH3(Q) \ {0}. Dai

plu, ) = (Su, ) = /Q m(z)updzs + ( /a ) uda) ( /a ) gpda),

para toda p € WH2(Q).

Fazendo ¢ = u, teremos

2
,uHquz/m(x)uzdx—i— (/ uda) -0
Q o0

pois m(x) > 0 em Q. Assim, seque que p > 0, ou seja, todos os autovalores de S sao

POSILIVO0S.

Seque das observacoes e proposicoes precedentes e da teoria espectral para operadores
compactos e autoadjuntos que existe uma seqiencia (f;) de autovalores reais de S, com

1 > o > pz > .. >0 e p; — 0.

Além disso, jd que

2
(Su, u) :/m(x)u2dx+ (/ uda) — ullul? = 0,
Q oN

sendo u # 0 temos (Su,u) > 0. De onde seque que o operador S € positivo definido.

. Uu p
Assim, Su = pu se, e somente se, S (— = u e dai,
1

o= {5(3) )= o ([ 20) ([, )

para toda ¢ € WH2(Q), ou seja,

/Q(VUV<p + up)dr = %/Qm(x)uapdx +% </m uda) </m gpda)

para toda p € W2(Q).



1
Fazendo A = — temos

/Q(VUV<p + up)dz = A /Q m(z)updz + A (/m uda) (/m <pda) (2.11)

para toda p € W2(Q).

Desse modo, fica evidente que os autovalores A do problema (23] sdo os inversos dos

_ 1 —
autovalores de S. Logo, \; = — e desde que p; — 0 temos que \; — +00.
My

Com efeito, pela teoria da regularidade, u € W22(Q) e (A, u) satisfaz

—Au+u = Im(z)u em £,

@ = )x/ udo em Of)
on 1Y)

(2.12)

no sentido fraco. De fato, usando a identidade de Green

/Vquodx:/—Augodx+ @cpda
Q Q a0 On

em (ZI1) temos

/ —Aupdr + @cpda + / updr = )\/ m(z)updr + X (/ uda) (/ goda)
Q a0 On Q Q 0 Gi)

para toda ¢ € W2(Q). Logo,

/(—Au + u)pdr — )x/ m(x)updr + @goda - A </ uda) </ cpda) =0
Q Q a0 On o) i9)

para toda ¢ € Wh2(Q).

O que equivale a

/Q(—Au +u — dm(z)u)pdr + /as) B_:; - )\/m uda] wdo =0 (2.13)

para toda p € W2(Q).



Assim, tomando ¢ € W,*(Q), de [2I3) temos
ou / ]
— —A udo | pdo =0 2.14
/89 {677 Cig) ( )

/ (—Au+ 1 — dm(z)u)pdz = 0 (2.15)

e que

para toda o € Wy*(Q).
Portanto,
—Au+u = Im(z)u em

(2.16)
— = )x/ udo em OS2,
o0

Da Teoria Espectral para Operadores Compactos Autoadjuntos segue-se que

= sup{(Su,u); ull =1} >0
2
= sup {/ m(z)udr + (/ uda) s lull = 1} >0
Q 00

e existe o1 € WH(Q) com ||| = 1 tal que (Sp1, 1) = p1 e Sp; = p1pr. Desse modo
1 1

o r(S)

Proposicao 2.2. As autofuncgoes associadas ao primeiro autovalor tém sinal definido.

w1 = 7(S) em que 7(S) é o raio espectral de S ver Apéndice [Bl, ou seja, A\; =

Demonstragdao. Dada v := Su com u > 0 em WH2(Q), isto é, u > 0 quase sempre em €

entao v satisfaz
—Av+v =m(x)u>0 em (),

@ :/ udo >0 em 02,
on o0

no sentido fraco e dai, pelo Principio do Méaximo, v > 0 quase sempre em (), ou seja, S é

um endomorfismo positivo. Temos ainda que o cone positivo em W12(Q) é dado por
[Wm(Q)L ={uec W Q);u>0 g.s. em Q}.

eseu € WH(Q) entdo u = vt —u” com ut € WH(Q)], e v e [W'2(Q)],. Assim,

Wh2(Q) = [Wh(Q)] . — [W(Q)]., o que significa que [W'?(Q)], é um cone positivo total



neste espago. Além disso, S é positivo S([W'*(Q)],) € [W'*(Q)],, S é compacto e possui
raio espectral positivo. Logo, pelo Teorema [B.1l segue-se p; = r(S) é um autovalor de S
e que as autofuncdes associadas & p; = 7(T') podem ser tomadas em [W,(€)],. Assim,

©1 > 0 quase sempre em ). Além disso, desde que ¢, é autofungao entao p; Z0. W

Devemos observar que, pela Teoria da Regularidade, ¢; € C1(Q) para todo j € IN.

Proposicao 2.3. O autovalor A\ é simples.

Demonstrag¢ao. Suponhamos que ¥ e ¢, sao autofungoes associada a A\; e a € R. Como

S é linear temos

S(apr + 1) = pa(apr + ).

Assim, ap; + 11 também ¢é autofuncao associada a A; e, portanto, tem sinal definido
como vimos na observacao anterior. Logo os conjuntos, A := {a € R;ap; + ¢ > 0} e
B = {a € R;ap; + 11 < 0} sdo ambos nao vazios, fechados e A U B = R. Portanto,
existe a € R tal que ap; + 11 = 0. De onde segue que essas autofungoes sao linearmente

dependentes e o auto-espago associado a A; é gerado por ;. B

2.3 Problema de Steklov-Neumann Nao-Local Tipo II:

Um Caso Nao-Autoadjunto

A seguir, consideraremos o seguinte problema de autovalor que surgird em aplicagoes

futuras e que nao possui estrutura autoadjunta como no caso anterior:

—Au+u =0 em (),

@ :)\/udx em Of).
on Q

(2.17)

Vejamos como fica a formulacao fraca do problema. Dizemos que u € W12(Q) é solugao

fraca de (ZI7) se
/Q (VuVe + ug)dz — A < /Q udx) ( /8 ) goda) | (2.18)



para toda ¢ € W'%(Q). Motivado por (28], para cada u € W1?(Q) definimos o funcional

Ly : WH2(Q) — R

o= (L) (o)

para toda ¢ € Wh2(Q).

Claramente [, estd bem definida, é linear e continuo em W12(2). Portanto, pelo Teorema

da Representacao de Riesz, existe um tnico v := Tu € W12(Q), tal que l,(¢) = (Tu, ).

[ we¥t vppdn = ([wae) ([ gao).

Em virtude de termos no produto ( / udx) ( / goda) uma integral em €2 e outra em
Q o9

Ou seja,

0f), esse operador, que ¢é linear e continuo, nao é autoadjunto. De fato, esse operador é

continuo pois,

|Tul|*> = (Tu,Tu) = 1,(Tu)

- </Quda:) </aQTuda)
< ( Q\u\%) (/m\mda)

< 10Q[2|Q2C[ull[|Tul
e assim

ITull < 10920222 Clul.

No entanto, nao é autoadjunto, pois se tomarmos ¢ € Wol’2(§2) com /gpdx #0e
Q

we WhQ)\ Wy 2(Q) com [ wudo # 0 teremos
09

(Tu, ) = (/Q udx) (/m gpda) _0 (2.19)



(0, T} = ( /Q wd:p) ( /a ) uda) 20 (2.20)

Em vista disso, faremos uma abordagem de (ZI7)) de uma maneira distinta daquela feita

na se¢ao precedente para o problema (Z3]).

Para u € C°(Q) consideremos o problema

—Av+v=0 em (,
ov

(2.21)
— :/udx em Of).
on Q

Pelo Teorema [B.5 usando o fato de que / udz é um nimero real, o problema (Z.21]) possui

Q
/ udx
Q

uma tnica solugao v € W2P(Q) satisfazendo

/ udx
0

[v]|w2r@) < C" < C‘

1-1 P
W' B P (00) LP(9Q)

Além disso,

1
p P
/udm = (/ /udx da)
Q LP(082) onN 1JQ

([ (el 12) o)

1
< QP ull Lo )-

IA

Logo,
[ollwir@) < C Q02 |7 |ull (). (2.22)

Tomando p > N teremos

Whe(Q) = C°(Q)

e dai

[v]| L@y < Ollul e @)



Desse modo, se chamarmos v := T'u, a desigualdade (Z22]) nos diz que o operador

T: %) — Wh(Q)

ur— Tu=wv

¢é continuo. Notemos também que este operador ¢ linear, por causa da linearidade da integral
e tomando p > N, ja que / udr € R e ) é limitado, podemos usar a imersao compacta

_ Q
WhP(Q) < C°(Q) e concluir que

T:C0@Q) — CO(Q)

ur— Tu=v

é linear e compacto.

Desse modo, acabamos de demonstrar que

Proposigao 2.4. O operador solugio associado ao problema (2.17) visto como operador

T:C%Q) — C%0Q)

ur—Tu=wv

€ linear, continuo e compacto.

Mesmo este operador nao sendo autoadjunto como no caso anterior é possivel realizarmos

a caracterizagao de seu autovalor principal. Faremos isso no resultado a seguir.

Teorema 2.1. O primeiro autovalor de T € simples, possui autofuncdo positiva e nao existe

nenhum outro autovalor de T' com autofunc¢ao positiva.

Demonstragao. Consideremos o cone [C°(Q)]F = {u € C°(Q);u > 0 em Q} e observemos
que T([C°(Q)]T) C [CO°(Q)]T, pois se u € [C°(Q)]T, pelo principio do méximo, v := Tu > 0.
Desse modo, T ¢ positivo. Além disso, dada u € C°(Q), u > 0 em Q e u # 0 temos
/ udr > 0. Assim, v > 0 em Q e v Z 0 em 2. Pelo Principio do Maximo em Amann([4]
pgg. 634), temos que v(x) > 0 para todo = € . Se v(x) = 0 para algum x € 02 entao,

pelo mesmo Principio do Maximo, teriamos 0 > ag—(;) = / udr € R > 0, o que é uma
Q



contradi¢ao. Dessa forma, v(x) > 0 para todo x € Q e, portanto, existe vy > 0 tal que
v(z) > vy > 0 para todo x € Q. Assim, se u > 0 em Q e u #Z 0, entdo v := Tu satisfaz
v(z) > vy > 0 para todo z € Q e, portanto, v € int[C°(Q)]*. De fato, j& que vy > 0,
basta tomar r = % para ver que toda w € B,(v) C C%(f) satisfaz w(z) > 0 para todo
r € Q, ou seja, B.(v) C [C°(Q)]*. Conseqiientemente, v € int[C°(Q)]T e T é fortemente
positiva. Logo pelo Teorema do Apéndice [Bl o raio espectral de T', r(T), é positivo, é

autovalor simples de T" tendo autofuncao positiva e nao existe nenhum outro autovalor de

T com autofuncao positiva. B

Observagao 2.3. Tanto no primeiro caso (autoadjunto), quanto no sequndo caso (ndo-
autoadjunto) poderiamos ter considerado problemas mais gerais. Por exemplo, no primeiro

caso poderiamos considerar o problema

—Au+u = Imi(x)u em €,
Ou (2.23)
— = dmg(z) | ma(x)udo em OS2,
In a0

commy € C°(Q) emy € C°(0) ou commy € L™(Q) emy € L*(0Q) parar e s convenientes.
Este teria o mesmo comportamento do primeiro problema, sendo também autoadjunto e
poderiamos proceder a caracterizacao dos autovalores deste e das autofuncgoes associadas a
estes autovalores. No sequndo caso, poderiamos ter considerado também um problema mais

geral do tipo

—Au+u = Im(z)u em €,
ou

—:)\rx/rxuda: em Of).
5 = i) [ @

(2.24)

No entanto, optou-se por resolver esses problemas pois 0s resultados obtidos neste capitulo
serdo usados em outros problemas, especialmente na Sec¢do [{.3 para resolver um problema

de autovalor nao-linear via bifurcacdo e em problemas de trabalhos ainda em andamento.

Observacao 2.4. E importante dizer que problemas de autovalores do tipo Steklov-
Neumann tém despertado bastante interesse ultimamente. Veja, por exemplo, Godoi [30],

Pardo [39] e as referéncias desses.

Em Pardo [39] por exemplo a autora apresenta um estudo bem completo de uma equagao

eliptica com uma condicao de contorno nao-linear que € assintoticamente linear no infinito



e que depende de um parametro dada por

—Au+u=0 em (1,
2.25
?9_:; = u—+g(x,u) em 05, (2:25)

Como o parametro cruza alguns valores criticos (conhecidos como autovalores de Steklov)
um fenomeno de ressonancia aparece na equac¢ao garantindo a existéncia de componentes
ilimitadas de solugoes. Este fenomeno € conhecido como bifurca¢ao no infinito. Pardo [39]
estuda ainda essas componentes de solugoes e caracteriza-as quando subcritico (4 esquerda
do autovalor ) ou supercritico ( a direita do autovalor). Aplica estes resultados para garantir

a existéncia de solugoes para o problema ressonante.

Ressaltamos também que durante a realizagao desta tese, tomamos conhecimento do
trabalho de Abreu-Sudrez-Morales Rodrigo [1], no qual, os autores estudam o seguinte

problema de autovalor com condicdo de fronteira nao-local.

—Au = du—uP em (),
(2.26)
B(x) = )\/K(x)u(a:)dx em Of)
Q

em que X > 0 é um pardametro real,  C RN é um dominio limitado com borda suave, p > 1,
K € C(Q) € uma funcdo real ndo negativa e nao-trivial satisfazendo algumas hipdteses,
B(u) == agOyu+ B(x)u e € C(0Q). Os mesmos consideram dois casos: o =1 e [3 pode
mudar de sinal (Robin) ou ag = 0 e § =1 (Dirichlet). Tal problema estd relacionado com

o problema (2.3) da nossa tese.



Capitulo 3

Problemas a-Nao-Locais Via Ponto

Fixo

3.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos problemas do tipo

o fute) causn) = (o [uie)en o

u > 0 em (), (3.1)
a (/ udx) % = g <)\,a:,/uda:) em Of)
\ Q on Q

em que Q C RY, N > 3 é um dominio limitado e suave, a : R = R, f: QxR — R, g :

R x 02 x R — R sao fungoes dadas e A é um parametro real.

O estudo de ([B.1]) foi motivado por Wang [44] no qual o autor trabalha com o problema

—Au = f(z)
u(x) = )\/QK(:E,y)u(y)dy em Of)

em ()
(3.2)

em que A > 0 é um parametro real e K(z,y) é um certo ntcleo.

Wang [44] mostra, entre outras coisas, que se A < ﬁ, entdo o problema (B.2) possui

27



uma tnica solucao classica. Aqui, usando abordagem de ponto fixo, estudaremos algumas

classes do problema (3.1).

Usaremos uma técnica usada por Figueiredo-Morales-Santos Junior-Suérez [27] e, para
simplificar os célculos, suporemos a(z,t) = a(t), muito embora tudo possa ser feito se

considerarmos a = a(x,t). Nesse caso, a hipétese de regularidade sobre a serd
al.,t) € W'rP(09)

parat > 0ep > 1.

3.2 Problema do Tipo 1

Nesta secao investigaremos o problema, que serd chamado do Tipo 1,

(a(/ﬂudx) (—Au+tuw) = f(z) </Qudx)a em O,

g u > 0 em (3.3)
B
a(/udx)@ = )\(/udx) em Of)
\ Q a77 Q

em que f € L*(Q), f(x) >0, f(z) #0 e a, a e (3 satisfazem:

(a1) 0 <ap<a(t) paratodot € R
_ .. a(R)
(az) O<a<l;,a<fe Rngrrloomf 5 >0

Teorema 3.1. Se f € L*(Q) € tal que f(z) >0, f(x) £ 0 e valem as hipdteses (a1) e (as)

entdo o problema ([3.3) possui ao menos uma solugdo.



Demonstracao. Para cada R > 0, consideremos o problema

—Au+u = f(x)Ro‘ em €,
a(R) (3.4)

ou _ A R? em 09

o~ am) T

Desde que f € L*(Q), R e a(R) estao fixadas, segue-se que (3.4]) possui uma tnica solugao

fraca up € W2(Q), isto é, ug € W2%(Q) satisfaz

—AUR +ur = f(x) RY em Q,
a(R) (3.5)
ur = A R? em 09
on a(R)

no sentido fraco e, pelo Principio do Maximo, ur > 0 em 2. Observemos que ur nao é
constante pois f nao o é. Assim, usando ¢ = 1 € W12(Q) como fungao teste e integragio

por partes em (B.5]), obtemos

/QuRdx— /f dx+—)\6§2\ (3.6)

Consideremos a fungao ¢ : [0, +00) — [0, +00) dada por

ARP

/Qf( )dx+ﬁ|6§2| (3.7)

Ra
a(R)

g(R) =

a qual é continua. Observemos que g(0) = 0.

R
Por(ag),existeK>OeR0>1talquea( )2KseR2R0>OedesdequeO<a§B

RB
temos
a(R a(R
;a) > ;B) >K se R>Ry>0 (3.8)
e dai
R? R“ 1
— < — = > . .
a,(R)’a,(R) S Cl se R_R0>O (39)

Se 0 < R < Ry, em virtude das continuidades de R*, R e a(R) e pelo fato de valer (a,),

tem-se
R” R~

— ———< . 1
o) a(R) < (Cy para todo R € [0, Ry (3.10)



De (39) e (B10),

R? R~
o) m < C =max{Cy,Cy} paratodo R > 0. (3.11)
Portanto,
g(R) < C para todo R > 0. (3.12)
_ . g(R’) . .
Como ¢(0) = 0 e desde que 0 < o < 1 tem-se que lim “—= = 400, entdo o grafico de g
rR—o0+ R
tem o seguinte comportamento
A .
O(R)=
C ........... P R R
*
. E g
0 R >

e, portanto, existe R > 0 tal que g(R) = R. De ([B.8) e (3.7, concluimos que
R= / updx (3.13)
Q
e assim, ug satisfaz

( —Aug tug = (f(x)) (/QuRdx)a em £,
Qur  _ A upds) em 00
on a (/Q ) (/Q )

(3.14)

\

o que conclui a demonstracao. H

Observacgao 3.1. Notemos que a hipdlese (ay) nos diz que, em particular, a fun¢do a nao
pode ser limitada. A limitacao de a ocorre na matoria dos trabalhos em que esse termo
aparece em problemas sob condi¢ées de fronteira de Dirichlet. Vide [18], [17], [19] e Chipot
[20)].



3.3 Problema do Tipo 2

Nesta se¢ao, consideraremos o problema singular, que serd chamado do Tipo 2,

(a(/gudx) (—Au+tuw) = f(z) (/Qudx)a em O,

u > 0 em €,

a ( / udx) % = —2 em O
@ g ( / udx)
Q

(3.15)

em que «, 3 > 0. Consideremos a hipdtese

Ra
(a3) lim (R v >0

Teorema 3.2. Seja f € L*(Q) tal que f(x) > 0, f(z) # 0 e, suponhamos que, além da
hipdtese (a1) da se¢ao anterior, tenhamos ainda a condicdo (az). Entdo o problema singular

(313) possui ao menos uma solugdo.

Demonstrag¢ao. Como no Teorema B.1], fixemos R > 0, e consideremos o problema

—Au+u = f(x)Ra em ),

o aR) . (3.16)
8_7] = —a(R>ﬁ em .

Designemos por ug a solucao positiva deste problema. Assim,

/\ o]

Seja g : (0,4+00) — [0, 400) a fungao continua

)\ |09
3.18
a(R) R? - (3.18)
Observemos que lim ¢g(R) = 400 e da hipdtese (a3) temos lim i > 0. Logo a
Vi = - .
d R—0+ I P 5 R—+0c0 a(R) 7= &

funcao g tem o seguinte comportamento



gR)------- o .
e :
Q 0 RO >

Assim, existe Ry > 0 tal que g(Ry) = Rp e dai, raciocinando como no Teorema Bl ug, é

solu¢ao do problema (B.IH), o que conclui a demonstragao do teorema. MW

Se a for uma funcao constante, obtemos resultados de multiplicidade para o problema

singular.

Suponhamos, sem perda de generalidade que a = 1. Portanto, temos o problema

( —Aut+u = f(z) (/udm)a em
Q

u > 0 em €,

@:+ em Of)

- ( / udx)ﬁ

(3.19)

e o seguinte resultado.

Teorema 3.3. Seja f € L*(Q) tal que f(x) >0, f(z) #0 e, 8> 0. Entio o problema
(3L possui
(1) ao menos duas solugées distintas se a« > 1 e X > 0 € suficientemente pequeno;

(i1) ao menos duas solugdes distintas se 0 < a <1 e X > 0 € suficientemente grande;

(i13) uma solugdo se v =1 e / f(z)dx < 1.
Q
Demonstracao. Como antes, fixemos R > 0, e consideremos o problema

—Au+u = f(z)R* em Q,

du 1 (3.20)



Designemos sua solucao positiva por ugr. Logo

/ updr = R®
Q

— (0, 400) dada por

NOQ|
= (3.21)

Seja g : (0, 4+00)

/ fa A\&Q\ (3.22)
donde

p— 1 p—
Jim g(R) = lim g(R) = +oo,

(3.23)
R—+o00
ou seja, g tem o comportamento de uma das figuras a seguir
A A A
g .
g g g
0(R)=R
. : . * O(R)=R .t
N AR B(R)-R
0 R R, R o 3 > o >

Dessa forma, a questdo é saber sob quais condigbes existe Ry > 0 tal que g(Ryg) < Ry
Tem-se que ¢'(R) = 0 se, e somente se,

Y — o pac pAOQ|
R) = aR /Qf(x)dx— R = 0.

Fazendo / f(z)dx := Iy > 0, temos
Q

Py _ ety PAOQ[
g(R) =aR" ' I; — R =0.

Assim, ¢'(Ro) = 0 se, e somente se,

A0
aRg—lIf:B |a |

R06+1 ?




0 que, por sua vez, equivale a
BA0Q]

Ry =
0 Oé]f

A qual ocorre se, e somente se,

Ro (m\am) o
Oé]f

Portanto,

Q\ a5 0
BA|O I) . M09 <Ry

R.) —
o) < al; BAOQ| | 5
( aly )

se, e somente se,

(mmm)aiﬁ LMol (m\am)aiﬁ
aly BAOQ Y+ aly
Oé[f

Chamando A := (@) a%, B := \8—9\5 e (C:= (W) o temos
atp

Oé]f Oé]f

B109)|
aIf
ANat? 4 BALTats < ONate
ou seja
AN¥F £ BAsTE < C\aip,

e assim

(A+ B)Aats < CAats

que implica em

(A+ B) < CA#75.

Caso (i): Se a > 1, entdo
(A+ B)AsT < C



se, e somente se,

AoTP < (3.24)

e esta ocorre se A > 0 for suficientemente pequeno, ou seja, existem 0 < Ry < Ry tais que
g(R1) = Ry e g(R2) = Ry. Logo, g possui dois pontos fixos distintos e, conseqiientemente

temos duas solugoes distintas para o problema.

Caso (ii): Se 0 < o < 1, entao
(A+ B) < Aai5C

se, e somente se,

(’4273) < Ao (3.25)

e esta ocorre se \ for suficientemente grande e obtemos, novamente, duas solugoes distintas
para o problema.
Caso (iii): Se a =1 entao

g(R) = R/Q f(z)dz + AL§§|

e podemos pensar em ¢ como na figura

A .
O (R=R

_ ‘Q’(}e): (fnf(l‘)dI)R

\

Assim,
R AOQ
%:/Qf(x)dx—i- [1‘>6+1‘ —>/Qf(x)dx.

E ja que
R
lim % :/Qf(x)dx

R—o0



e / f(z)dz < 1 temos uma solugao, o que conclui a demonstragao do teorema. M
Q

Observacao 3.2. Nesse caso singular pode-se considerar a nao-constante e nao-crescente.

No entanto, g(R) seria dada por

o) = o [ flarte + 2

e a andlise de ¢ seria mais complicada. A andlise dessa situacdo aparecerd em outro

trabalho.



Capitulo 4

Um Problema com Nao-Linearidade

Limitada

4.1 Introducao

Neste capitulo, estudaremos um problema em que o termo nao-linear é limitado.

Consideraremos o problema

—Au+u =gu) em €,

@ :/udx em Of),
on Q

(4.1)

em que ¢ : R — R' é uma funcao nao-linear que, além de outras hipSteses, é limitada.
Mostraremos que sob certas condigoes este problema possui ao menos uma solucao fraca
positiva. Para atacar esse tipo de problema usaremos um teorema devido a Rabinowitz o
qual enunciamos no Apéndice [Dl e pode ser encontrado em Rabinowitz [41]. Assim, esse
problema serd abordado via um Método Topolégico. Observamos que, no problema (4.1,

nao temos a presenca do termo de Kirchhoff.
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4.2 Problema de Autovalor Nao-Linear Via Bifurcacao

Nesta se¢ao, abordaremos o problema (4.1]) e vamos usar um resultado obtido na Segao
2.3 sobre problemas de autovalor de Steklov-Neumann e outro importante resultado devido
a Rabinowitz, para encontrar uma solucao de um problema de autovalor nao-linear e com

isso mostrar que o problema nao-linear (4.]) possui ao menos uma solugao positiva.

Suporemos que g : R™ — R™ é uma fungao continua e satisfaz

(91) Existe uma constante C' > 0 tal que g(¢t) < C para todo ¢ > 0 e g(0) > 0.

Além disso, estenderemos g(t) para t < 0, pondo g(t) = g(0) se t < 0. Continuaremos
chamando tal extensdo de g. Desse modo, se u € C°(Q), entao g(u) € C°(f). Como
estamos interessados em solugdes positivas, para atacar o problema (1)) consideraremos o

problema de autovalor nao-linear

—Au+u = Ag(u) em ),

Ou :)\/|u|dx em 0f),
In Q

em que A > 0 é um parametro real, pois estamos interessados em solucoes positivas.

Mostraremos que para A = 1 o problema (£.2]) possui um solucao positiva e dai serd

solugao do problema (E.1]).

Teorema 4.1. Se g : R™ — RT € uma fungdo continua satisfazendo a hipdtese (g1) e o
primeiro autovalor de Steklov-Neumann do problema (2.17) € maior que 1, entdo o problema

(4-1) possui ao menos uma solugdo positiva.
Demonstragdo. Para cada par (\,u) € R* x C°(Q) consideremos o problema

—Av+v = Ag(u) em ()
ov
— :)\/ lu|ldx em 0%,
on Q



Usando o Teorema do Apéndice [B], existe uma tinica v € W2?(Q) tal que

LP(aﬂ)]

lellwane < C [HAg(u)nm) ; HA [ ulda

para todo 1 < p < 0o, pois ¢g é limitada.

Definimos, desse modo, um operador

T:R* x C°Q) — W?2P(Q)
(A u) — v:=T(\u)

em que (A, u) e v estao relacionados como no problema (£.3)).

Afirmacdo 1: O operador T : Rt x C°(Q) — W?2P(Q) é continuo.

De fato, seja (\j,u;) uma seqiiencia em R x C°(Q) convergindo para (A, u) € R* x

C%(Q), ou seja,

A — Aem R e u; — uem C°(Q).

(4.4)

Lembremos que C°(€) estd equipado com a norma |ul, = max|u(z)| e fagamos v; :=
€0

T(Nj,uj) e v:="T(\u). Segue entdao que

—Av; +v; = Ng(uy) em ()
v,
8—77] :)\j/ﬂ|uj|dx em OS2,

e
—Av+v = Ag(u) em ()

ov
— :)\/ luldz em ON.
an Q

(4.6)

Subtraindo-se membro a membro e usando a lineridade do Laplaciano e da derivada obtemos

—A(v; —v)+ (v; —v) = Ng(u;) — Ag(u) em (2,
d(v; —v

it S R/ wi|de — A uldr em 0f,
a/r/ J Q‘ ]| Q‘ ‘

(4.7)



Portanto,
[v; = vllw2e@) < C [1X9(w;) = Ag(w)l ooy + H&'/Q\Uj\dx - A/Q \U\dﬂfllm(am] - (48)
Como A; — A em R e u; — u em C°(Q), ou seja, u; — u uniformemente em €2, entdo
Nig(uj(z)) — Ag(u)(z) para todo = € Q, (4.9)

de onde segue que

(g (uj ()] — [Ag(w)(@)]7,

para todo # € Q. E como 0 < \;g(u;j(z)) < C para todo j € N e para todo = € €, pelo

Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

/Q N lg (o (2)) P — / € [g () (2) P (4.10)

Ou seja,

[Ajg(ui)llze) — [[Ag(uw)||ze)-

Desde que (A;jg(u;)) é limitada em LP(§2) e
Nig(uj(z)) — Ag(u)(x) q.s em €,

podemos usar o Lema de Brézis-Lieb, o qual garante que

aim (900 By = 1M9() = Ag(@)Fy ) = 1AWy

Logo,
tim (IXig(as) = Mgy = lim (INg(u) = Ag(w) ey = X9 ey + INs9 (w5

=g (1Ii9(3) = Ag(@) g0 = 125905) ] + X (03)

= g () gy + IAG(0) gy =



Assim,

Aig(uj) — Ag(u) em LP(Q). (4.11)

Como u; — u em C°(Q) entdo |uj| — |u| em C°(Q) e daf

/|uj|dx—>/\u\dx,
0 0

Aj/ |uj|dx—>)\/ ulda (4.12)
Q Q
Usando (ZI1) e (AI12) em (Z8) concluimos que

o que implica em

v; — v em WP(Q) (4.13)

e isso mostra que T : R* x C%(Q2) — W2P(Q) é um operador continuo.
Afirmacdo 2: T : R x C°(Q) — C°(Q) é compacto.

. . ~ 2, 0(0) & N
Com efeito, desde que o operador imersao de W*?(£2) em C°(Q2) é compacto se p > 7,

entao o operador T : R* x C°(Q) — C°(Q) é compacto.

Observemos que (A, uy) é solugao de ([L2)) se, e somente se,
u="T(\uy) (4.14)
Suponhamos v = T'(0, u), entao

—Av+v =0g(u)=0 em 2,

v :O/\u\dx:O em 0f),
In Q

(4.15)

Daf v = 0, ou seja, T(0,u) = 0. Portanto, pelo Teorema [D.3 (Rabinowitz), existe uma

componente nao-limitada de solucdes positivas £+ do problema ([E3) em R* x C°(Q).

Claramente, se (0,u) € X entdo u = 0. Por outro lado, se (A,0) € T entdao 0 = T'(), 0)
e dai 0 = Ag(0) e como estamos supondo g(0) > 0 entdo A = 0. Concluimos disso

que ¥ intersecta R x {0} € R* x C%(Q) e {0} x C°(Q) C Rt x C°(Q) somente em



(0,0) € R* x C°(Q).

Agora, se (A, u) € T, com A >0e

—Au+u = Ag(u) >0 em (),

— :)\/\u\dxz() em 0f),
an Q

entao u > 0 e u # 0, ou seja, u > 0 satisfaz

—Au+u = Ag(u) em ),
@ = )\/udx em Of).
on Q

Se a componente X* for ndo-limitada com respeito a A, entdo esta intercepta {1} x C°((Q)

e dessa forma obteremos uma solugao (1,u;) e daf uy é solugao positiva do problema (A.T]).

Caso a componente 3T seja limitada com respeito a A, existe A* tal que se (A, u) € X+
entdo 0 < A < A*. Como X' é nao-limitada, existe uma seqiiencia (\;,u;) € X com

0 <\ < A*tal que A\; — A e [|u|lec — +00 que satisfaz

—Auj+u; = Ag(u;) em ()

s
'} :)\j/ujdx em Of.
an Q
Fazendo w; = H ]H , entao ||w;l|lec =1 € assim,
Ujlloo
ol
—Aw; +w; = Hjj(ﬁlﬂ em €,
71100
Ow
7 :Aj/wjdx em Of).
In Q

Usando o Teorema [B.5 do Apéndice [B] obtemos w; € WP(Q) e

+
Lr(Q)

|w;l|l w2y < C [H 9(u;) < (5 para todo j € IN. (4.16)

(7

Tomando p > N obtemos w; — w em C'(Q) e assim w; — w em C°(Q) e também



w; — w em W12(Q). Logo,

/(ijV<P+wj<P)d$: L/g(uj)wdeF)\j (/ wjdx) (/ wda)
Q HUJHOO Q Q o0

e pelas convergencias precedentes obtemos

/Q(ww + wp)dz = m /Qg(uwx 4 (/Q wdx) (/m gpda) |

Portanto, w € W%2(Q) ¢ solugao fraca de

—Aw+w =0 em (2,
w>0 em €,
ow

— :)\/wdx em 0,
on Q

Se A =0, entdao w = 0 o que contradiz o fato de ||w|« = 1. Segue-se que, A > 0 é autovalor

do problema
—Av+v = em (2,

— :)\/vdx em 0,
Q

com autofuncao positiva. Pelo Teorema 2.1l A = A;. Assim, usando a hipétese A\; > 1,
conclui-se que L N {1} x C%(Q) # @ e daf obtém-se uma solugdo como no primeiro caso.

As figuras a seguir ilustram os dois casos, um em que temos X' nao-limitada em \ e

outra onde temos X7 limitada em A\

lluall |

— fm—m————@ - - - -

A 1 M x A

Y'nao-limitada em h S limitada em \



Capitulo 5

Problemas do Tipo M-Linear e

Sublinear

5.1 Introducao

Apresentaremos neste capitulo um estudo sobre alguns problemas nao-locais do tipo M-
linear e sublinear. Este estudo originou um artigo intitulado ”Some Remarks on Elliptic
Equations Under Nonlinear and Nonlocal Boundary Conditions”, o qual foi aceito para
publicacao na revista Advances in Mathematical Sciences and Applications Vol. 23, No. 2

(2013), pp. 529-543.

Estudaremos, via método de Galerkin, problemas do tipo

M(||ul|)(—Au+u) = f(z,u) in Q

0 5.1
M<||u||2>g—n — g B) on 99 (5.1)

onde € é um dominio limitado do RY, N > 1, M : [0, +00) — R é uma funcio continua,

f, g sdo fungoes dadas, B é um operador integral do tipo B(u) = / udo, do é a medida
Iy (z)

de superficie de Lebesgue em 0Q, T',.(z) := 0QNB,.(x), B,(z) é a bola aberta do RY centrada

em x € 0F) de raio r > 0.
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Observemos que se r > 0 ¢ suficientemente grande entao I',.(z) = 92 e o problema (5.1
seria puramente nao-local. Sendo assim, na segunda secao, vamos supor que r > 0 fixado é

suficientemente pequeno tal que I'.(z) # 0€Q.

Na terceira secao, atacaremos também via Método de Galerkin, o problema sublinear

M(J|ull*)(—Au + u) Au® em

u > 0 em (5.2)
ou
M(|u|H=— = u° em 0f),
(Il )(977

onde o termo nao-local na condicao de contorno aparece apenas no lado esquerdo.

Por dltimo, estudaremos, na Secao b4, o caso em que M (Hqu)g—z =
A / udo sobre 0f2, mostrando existéncia de infinitas solugoes para este tipo de problema.
o0
Faremos isso usando a Teoria do Género de Krasnoselski e mais alguns lemas que poderao

ser encontrados no Apéndice [DI

5.2 Um Problema Nao-Local M-linear Via Método de
Galerkin

Nesta segao, investigaremos a existéncia de solucao para um problema M-Linear nao-
local com condicao de fronteira de Neumann via método de Galerkin. Inicialmente vamos

considerar um problema intermediario

M(Jul?)(~Au+u) = f(z) em O
M(lul?)=(z) = A udo em 052,
() 22 () /rr@)



onde Q ¢ RY, N > 1 ¢ um dominio limitado, A ¢ um parametro real positivo, M :
[0,4+00) — R continua e f: Q — R é uma funcao dada. Este é um problema nao-local
intermedidrio tipico, ou seja, o termo / udo é integral, isto é, nao-local, mas é calculado

T (z)
em vizinhancas de cada = € 0f).

Deve-se ressaltar que, pelo menos para o nosso conhecimento, existem poucos trabalhos
que lidam com problemas nao-locais intermedidrios, como o problema (B3). Veja, por
exemplo, Chipot-Roy [20] em que uma segao é dedicada a uma classe deste tipo de problema

sob condicao de contorno de Dirichlet.

Como jé dissemos, em Wang [44] é feito um estudo do problema linear nao-local com

condicao de fronteira de Dirichlet

—Au = f(z) em ()

5.4
u(xr) = )\/Qu(y)dy em OS2, (5:4)

1 ~ . ;. ~ , .
Wang mostra que se A < T entao o problema (5.4]) possui uma unica solugao classica,
ou seja, a existéncia de solucao depende da relacao entre o parametro A\ e a medida do

conjunto 2. Em nosso estudo teremos algo semelhante.

Suporemos que a fungao M : [0, +00) — R é continua e satisfaz

(M) Existem constantes mg,ty > 0 tal que M(t) > mg se t > t.

Uma solugao fraca do problema (5.3)) ¢ uma fungiao u € W12(Q) satisfazendo

M(||ul|?) /Q(Vquo—i-ugo)dx - A ” (/F ( )uda) wdo —/chpdx =0, (5.5)

para toda p € E := Wh2(Q).

Considerando S a melhor constante de Sobolev da imersao compacta W12(Q) ——
L*(09) decorrente do Teorema do Trago e usando o Método de Galerkin mostraremos o

seguinte resultado.



Teorema 5.1. Se
0<\< mp—r

entao para cada f € L*(Q) o problema (5.3)) possui uma solugao fraca.

Demonstracao. Se f = 0, entao u = 0 é claramente uma solucao. Entao vamos supor
0% f € L*Q) e aplicar o Método de Galerkin o qual tem o Lema do Apéndice B como

ferramenta essencial. Inicialmente, definimos a fungao
M7 (t) = max {M(t),0},

pois, uma vez que a funcao M pode mudar de sinal, consideraremos o problema auxiliar

M+(HUH2)(—A%+U) = f(z) em 57
M (PG = )\/FT(z)udU em 00,

Para utilizacao do supracitado método, escolhemos um sistema ortonormal completo em
E :=W'(Q) dada por
B={e,ea,....,em,...}

que pode ser considerado regular o suficiente. Para cada m € IN, tomamos o conjunto
Vi = [e1, .-, em], que é o gerado por {ey,...,e,}. Assim, dado qualquer u € V,, existem
&1, ..0,.&n € R tais que

u=2=&e + -+ &neém.

Desse modo, fica definida uma aplicacao T : V,, — R™ que a cada u € V,, dado como
acima, associa T'(u) = £ = (&,...,&,) € R™. Desde que B é uma base Hilbertiana
ortonormal, esta aplicacdo é uma isometria linear. A partir de agora, a nao ser que se
diga o contrario, vamos identificar u <> £ via aplicacao T'. Fixamos m € IN e definimos

F:R" — R™ F = (Fy,..., F,) com

Fi(€) = M*H(|[ul]?) /Q (VuSe; +ueyie = | ( / . uda) esdo — /Q f@)esde  (5.8)



assim

(F(©.6) = M ()l = | ( / . uda) wir — [ fayuds.

Usando a condicao (M) e as imersoes de Sobolev obtemos

09

(F(©.6) 2 (1m0 = M) 1l = 1z el
T

se ||u|* > to, entao por (5.6) existe R > 0 tal que

(F(£),6) > 0se ¢ = R

com R independente de m € IN. Usando o Lema [C.1], encontramos
Um € Vi, |lum|| < R

satisfazendo F'(u,,) = 0, ou seja,

(5.10)

(5.11)

(5.12)

M (||t |[?) /(VumV€j + upe;)dr — )x/ </ umda) e;do — / f(x)ejdr =0, (5.13)
Q 00 \JT,(z) Q

para todo 7 = 1,...,m. Conseqiientemente,

+ u 2 Uu Uu T — u g g — T T = U. .
M (unl?) [ (VT + ) A/m(/rr(z) md)god [ faods =0, 11

para toda ¢ € V,,. Desde que |u,| < R para toda m € IN obtemos, a menos de

subseqiiéncia, as seguintes convergencias

Uy, — u em F,

|uml? — a>0 em R,
Uy — u a. e in L*(Q),
Uy — u a. e in L*(09),
/ Updo — / udo.
20 20



Resta-nos provar que

/ (/ umda) wdo — (/ uda) wdo, (5.15)
o0 Iy (z) o0 Tr(z)

para toda ¢ € E. De fato, temos que

/89 (/mm) “’”da) oo = /89 (/w) “d“) ol = /aQ (/W (tem = “>d0) pdo (5.16)

e devido a u,, — u € L*(99) temos

/ (U — u)do
Iy (z)

Assim, usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue obtemos a convergéncia

<109 ||t — ]| 12062 - (5.17)

desejada. Fixando k < m e ¢ € Vj, e passando os limites nos dois lados de (5.14)) obtemos

M*(a) /Q(Vquo + up)dr — )\/m (/n(w) uda) odo — /Q f(x)pdx =0 (5.18)

para toda ¢ € V. Tendo em vista que k é arbitrario e B é um sistema ortonormal completo,
entao a identidade (B.I8) é valida para toda ¢ € E. Dessa maneira, u é uma solu¢ao nao-

trivial do problema auxiliar (5.7). Fazendo ¢ = u,, em (5.14)), obtemos

M+(Hum]|2)||um||2—>\/ (/ umda) umda—/fumdxzo (5.19)
20 \JI.(2) Q

entao, passando os limites para m — +00 teremos

M*(a)a = )x/m (/Fr(:c) uda) udo + /Q fudz. (5.20)

Conseqiientemente, fazendo ¢ = u na identidade (5I8) obtemos

M™*(a)a = M(a)||ul|?. (5.21)



Se M*(a) = 0 segue de (B.I]) que

)\/ (/ uda) pdo +/ fidr =0, para toda ¢ € E. (5.22)
09 \JT.(z) Q

Assim, esta tltima desigualdade se torna verdadeira para toda ¢ € C2°(Q) ou seja

/ fodx =0, paratoda p € C(Q). (5.23)
Q

Portanto f = 0 o que é uma contradigao. De onde concluimos que M*(a) > 0 e a = |Jul|?
e entao completamos a demonstracao se 0 # f, pois pela definicio de M™, teremos

M™(a) = M(a). O que conclui a demonstracao do teorema. M

Observacao 5.1. Uma questao interessante relacionada a solugoes de problemas do tipo
(Z3) diz respeito a sua andlise assintética. Mais precisamente, as solugoes de um tal
problema dependem do r > 0 fixado. Entdo, podemos nos perquntar o que acontece quanto

r — 0. Esta questao serd atacada em trabalhos posteriores.

Observacao 5.2. No problema (2.3), pode-se considerar M com certos tipos de
descontinuidade e, ainda usando Método de Galerkin, demonstrar um resultado de existéncia
semelhante ao Teorema 51l A mesma observacao continua valida para o Teorema 22 da

prozima se¢ao. Resultados com M descontinua aparecerao em outro trabalho.

5.3 Um Problema Sublinear

Nesta segao, estudaremos o problema sublinear

M(|[ul]*)(—Au + u)

Au®  em Q,

N
v
o

em (5.24)
em 0f),

=
=
-~
|
||
<
=



onde o termo nao-local na condicao de contorno aparece apenas no lado esquerdo. Se

a condi¢ao de fronteira for da forma M(HUHQ)?TZ = )\/ udz ou M(HUHQ)?TZ = )\/ udo
Q o0

surgem algumas dificuldades técnicas adicionais quando tentamos aplicar o Método de

Galerkin. O caso em que M (||u||2)g—:; = A / udo sobre 0f) veremos na Secao [5.4] usando
o9
outro método.

Novamente, para resolver o problema (5.24]) vamos usar o problema auxiliar

M (Jul?)(~Au+u) = Auh)+e em €,

5.25
MR <ty em o0 o)
n

onde 0 < € < 1 é um numero fixado.

Teorema 5.2. Se 0 < o, < 1 e M satisfaz a condi¢ao (M), entio o problema ([523)

possui uma solugdo u. > 0, u. Z 0.

Demonstracao. Do mesmo modo que no problema da secao anterior vamos tomar
B ={ey,ea,...,€n,...} uma base Hilbertiana ortonormal de E e para cada m € IN fixado,

considerar o conjunto V,,, = [eq, ..., ey]|. Definimos F : R™ — R™ F = (F},..., F,,) por

Fi(&) = Mt (||ul]?) /Q(VUVQ- + uej)dr — A/Q(qu)aejdx — 6/{26jdx — /ag<u+)ﬁ€jd0

paratodo j=1,2,... m.

Observamos que tal qual fizemos no Teorema 5.1l vamos identificar R™ com V,, para

conseguir a isometria linear que ja mencionamos anteriormente.

Assim, obtemos

(F(£),6) = M*(lul)l|ull* - A/ﬂ(ﬂ*)““dx - 6/

udm—/ (ut)? T do (5.26)
Q o9

e se ||ul* > to temos M (||ul|?) > mq. Logo,

(F(©.6) > mollll = [ (e =< [

udaj—/ (ut) T do (5.27)
Q o0



Observando que
/(u+)a+1dx S CHuHa—H
Q
[y s < )
o0

/ udz < Cllu
Q

teremos

(F (&), &) = mollull® = AC||u]|**" — eClu]| = Clul**".

assim ja que 0 < € < 1, obtemos
(F(€),€) = mollull* = AC|ul|**! = Cllul| = Clju|"*.

Tendo em vista que 0 < «a, 8 < 1 segue a existéncia de R > 0, suficientemente grande e

independente de m e de 0 < ¢ < 1, tal que

(F(£),6) >0 se |[lu =R (£ u) (5.28)

Segue entao do Lema do Apeéndice Bl que existe u,, € V,, com ||u,|| < R, tal que

M*(HumHQ)/(Vungo—l—umgo)dx:)\/(um+)°‘g0dx+€/godx+/ ()P odo (5.29)
Q Q Q o0

para toda ¢ € V,,. Segue do fato de R nao depender de m que ||u,| < R, para todo

m =1,2,.... Logo, a menos de subseqiiéncia, tem-se

Uy, — U em F|
Up — ue. em LOTHQ),
Uy — u. em LPHL(09Q),

Uy, — Ue a. €. in .



Agora fixando k < m, ¢ € V}, e fazemos m — +o0o. Entao

/(Vungo—i-umgo)dx — /(Vu5V<p+u€g0)dx,
Q
L/kunﬁﬁawdx — }f0%+)“wdx,
Q
/ (um+)690d0 — j (UE+)6SOdU>
0 0
luml? — a>0,
M*(lunl®) — M*(a)
o que implica em
M+(a)/(Vu5Vg0—|—u€g0)da: = A/(u;r)o‘gpda:—l—s/ gpda:—l—/ (u1)Ppdo (5.30)
Q Q Q o0

para toda ¢ € Vi. Desde que k ¢é arbitrario, a identidade (5.3%) passa a valer para toda

¢ € E. Deste modo, u. € E é uma solugao fraca para o problema

M*(a)(—Aus +u:) = AMul)*+e em €,
o (531)
M™(a) o = (uf)? em 0,
Ui

Supondo M*(a) = 0 (lembrando que M*(a) > 0 ) terfamos

)\/(u5+)°‘g0dx+€/g0dx+/ (ut)Ppdo =0 (5.32)
Q Q 00

para toda ¢ € F e entao (0.32) valeria para toda ¢ € C'°(2). Logo

LDWJV+de=0 (5.33)

para toda ¢ € C'°(Q), daf obterfamos A(u.T)*+e = 0 o que é uma contradigao pois \,e > 0
e (us)* > 0. De onde conclui-se que M (a) > 0. Pelo Principio do Mdximo u. > 0 em 2

e desde que € > 0, teremos u. Z 0. Assim,

M(a)(—Au: +u.) = Mu)*+e em Q,

J\/[(oz)au6 = (u.)? em 0, (5:34)




Escolhendo ¢ = u. obtemos

M@l =X [ o ide vz [

ucdx + / (ue)?do (5.35)
Q o0

e fazendo ¢ = u,, na equagao (5.29) temos que

Mwwwmwszwawﬂm+g/

Updx + / (um )P do (5.36)
Q o0

e, fazendo m — oo em (5.30)

M(a)a = A /Q (ue)*dx + & /Q uedz + /a Q(ug)ﬁﬂda (5.37)

De modo que, comparando (5.38) e (5.37) concluimos que a = |Ju.||*> mostrando que u,. é

uma solucao de

M(HUEH2)(_AUE + ua)

Mus)*+e¢ em  Q,

ue 2 0, ue#0 em (5.38)
ou
M(|u|P)=—= = (w.)? em OS2,
(Jluel] >077 (ue)

e temos o resultado desejado. WM

O proximo passo é mostrar que u., 0 < € < 1, converge para uma solucao do problema

M(lul)(—Au+u) = Au® em €,
u > 0, uZ0 em € (5.39)
M(Hqu)g—Z = uP em S,

Para demonstrar isso, é fundamental usarmos o Teorema do Apéndice

Teorema 5.3. Se «, B and M satisfazem as mesmas condicoes do Teorema [5.3, entdo o

problema (5-27)) possui uma solugdo.

Demonstracao. Inicialmente, observamos que o nimero positivo R, obtido no Teorema

(.2, ndo depende de 0 < ¢ < 1. Assim, ja que ||u,| < R, segue que |lu.|| < R.



Seja

0<t2<R?2
Logo,
—Au, +u. > MLRU? em €,
Ou, P (5.40)
> = em 0f),
on Mg

Tomando w > 0,w # 0, a tnica solu¢ao (Ver apéndice) de

—Aw+4w = MiRwo‘ em €
ow " (5.41)

De acordo com (5.40)-(5.41) e usando o Teorema [C.2] obtemos u. > w > 0 e w Z 0.
Observamos ainda que w > 0 em 2. Raciocinando como antes, podemos provar que u, — u
e u é uma solugao do problema ([524]). Desde que v > w > 0 em 2, u é uma solugdo nao

trivial do problema (5.24) o que conclui a prova deste resultado. W

5.4 Um Problema de Steklov-Neumann M-Linear

Nesta secao, vamos considerar o seguinte problema

M(Hu]|2)(—Au+au) —AV(x)u em Q

) (5.42)
M (||| )8_ :u/ udo em OS2,
Ui 0

em que A, p > 0 sdo parametros reais, M : Rt — R = [0, +00) é uma funcao continua

satisfazendo

(Hop) At* < M(t) < Bt® paratodot >0e A, B,a >0
. t

e M(t) = M (&)dE.

0

(Vo) V(x) > Vo > 0 para todo z € Q.



Observamos que, quando M = 1, temos um problema linear similar ao que foi abordado na

Secao

Diz-se que u € W2(Q) ¢ solugao fraca do problema (5.42) se

M(|Jul?) /Q(Vquo + up)dz — )\/QV(x)ucpdx o </m udo) /m odo

para toda ¢ € Wh2(Q).

Seja J : W2(Q2) — R definido por

() = %]/\4\(||u||2) - %/wa)u?dx - </m ud0)2.

Temos que J € C*(W'2(Q),R) e

T () = M(|Jull?) /Q(Vquo ug)ds — )\/QV(x)ucpdx o </8Q uda) /m odo

para toda ¢ € Wh2(Q).

Logo, os pontos criticos do funcional J sdo solugoes fracas do problema (5.42).

Teorema 5.4. Se M satisfaz as hipdteses (Hy) e (Vo) entao o funcional J possui infinitos

pontos criticos. Assim, o problema (5.43) possui infinitas solugoes.

Para mostrar este teorema vamos precisar da Teoria do Género de Krasnoselski e de

alguns lemas que nos ajudarao a enquadrar o funcional J definido acima nas condigoes do

Teorema [D.1] do Apéndice [DL

Lema 5.1. O funcional J € limitado inferiormente.

t t t
~ o o : 1 A a+1
Demonstracao. Temos que A/O s%ds < /0 M(s)ds < B/o s%ds implica 5t <

M(t) < —L12+1. Logo,

A

A ] 2
J(u) > e 1)||u|| . /QV(x)u dr — 5 </8Quda)



Da imersao W2(Q) < L?*(2) temos
/ V(z)u*dr < Cy||ul)?
0

e da imersao W12(Q) — L*(052) obtemos
/ udo
09

J(U)Zm

2
< Cyl|ul)?, ou seja, (/ uda) < Cylull*.
0

Portanto,

o A iz
[ul e = SChllul* = S Callul®

Como a4+ 1 > 1 temos que 2(«av + 1) > 2 de onde segue que J é limitado inferiormente. W

Lema 5.2. O funcional J € par.

Demonstrag¢ao. Segue imediatamente da definicao do funcional. W

Lema 5.3. O funcional J satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale.

Demonstragao. Com efeito, tomemos (u,) C W'%(Q) uma seqiiencia Palais-Smale, isto

é, J(u,) — C e J'(u,) — 0. Assim,

A A 1
> > 4 20a+1) _ A 2 _H 2
Cr = J(un) = o+ 1)llunll 5 Cllunl|” = 5 Colluall

e como 2(a+1) > 2, segue que (u,) é limitada em W12(2). Passando a uma subseqiiéncia
se necessdrio, temos que ||u,| — to > 0. Se t; = 0, entdo u,, — 0 em W'?(Q) e a

demonstragao estaria concluida.

Se to > 0, desde que M é continua, temos que M(||u,||?) — M(ty) > At > 0.

Portanto, para n suficientemente grande teremos M (||u,||?) > C > 0, para algum C > 0.

Observemos que u, — u em W'(Q), u, — uw em L*(Q) e u, — u em L?*(99),

possivelmente para subseqiiéncias. Lembrando que

I = M)t ) = A [ V(@uode ( | unda) IRG



e que J'(u,)p — 0, mostraremos que u, — u em W1%(Q), eventualmente para uma

subseqiiéncia. De fato, temos que

J () —u) = M(||un|®) (tn, t — 1) — )\/QV(x)un(un —u)dz

) ()

e que
J (W) (up —u) = M(||ull®){u, 1, —u) — A /Q V(z)u(u, —u)dx
() ()
Portanto,
J'%&HQ)@ iy — ) — m /Q V (@)t (t, — u)da
= G () [ o= 0
% = (u,u, —u) — m /Q V(z)u(u, — u)dx

it (1) [ o = oo

Além disso,

J’(Um)(um—un) = (Un,Un — U —# L) U (U, — U )AT
VT = (ot =0 = Gy Ve =

00 () [ om = bt




Tttt ) _ Un, Um — U _# ) U (U, — Uy, )dT
Py = (= ) = Sy Vot =

m ( /8 ) unda) /8 (=)o

Das quais, subtraindo-se membro a membro, obtemos

I () (= wn) I () (U — ) - _ s — |2 (5.43)

M () M (ua )
- mm LV T Un)d

+ W/QV Uy, )dx
- g (o )( ()l
+ ﬁ( /da)( um_unmg)

No entanto, temos

J/(um)(um - un)
M ([[uml[?) M ([Jun|l?)

devido a condigao J'(u,)p — 0. Além disso,

A

M ([l

) /QV(;E)um(um — Up)dx — 0

pois (uy,) é de Cauchy em L*(2) e

i) U o) (o =) =

pois (u,,) ¢ de Cauchy em L?*(9). Entao, pela equagao (5.43) temos que (u,) é de Cauchy
em W%(Q). Logo, u, — w em Wh2(Q) e u, = w em WH(Q). Por unicidade do limite

w = u, ou seja, u, — u em W12(Q). Portanto, J satisfaz a condigao de Palais-Smale. W

Finalmente, vamos a demonstracao do Teorema [5.4]



Demonstragao. Consideremos {ey, ey, - - - } uma base Hilbertiana em W12(Q). Para cada
k€N, seja X, = [e1, €9, ,ex] = span{er, ez, -+ ,er} o subespaco de W12(Q) gerado por
{e1, €9, ,ex}. Observemos que X}, estd imerso continuamente tanto em L%(€) quanto em
L?(99). Logo, as normas em Xj, em L*(Q) e em L*(9N) sdo equivalentes. Portanto, existem

constantes C(k) > 0 e Cy(k) > 0 tais que

Wz e 02(k)y|uy|2g/ Ww2do

o0

Ca(R)ul? < /

Q

para todo u € Xj.

Como

J) = % OW M(s)ds — % /Q V(x)u%zx—g( /8 Qud0)2
B

A 1 2
< —uz(aﬂ)——/infdx——(/ uda)
< Sl =3 [ viewra -5 ([

Tendo em vista que V(z) >V, > 0 para todo z € Q, teremos V (x)u? > Vyu? para todo
r € (0, o que implica em / V(z)uldr > VO/ udr > VoCy(k)||ul|?. Assim, desde que
Q Q

2
H(/ uda) >0
2 \Jaa

teremos

J(u) < B

A
< 2l — 2y, / 2d,
2 2%/,

ou seja,

I < ulP [l - 5%

A
Como §V001(k) > 0 e B > 0 podemos tomar ||u|| = p suficientemente pequeno de modo



que

B b AGGi(k)

—7] < 0=J(0).

J(u) < p2[20 5

Isto significa que se tomarmos 0 < r < p, considerando K = {u € Xy; ||u|| = r} teremos

T = 2 2

B AVLCh (k) B AVoCh ()
2 2« 0“1 2 2c 0

—7] < 0=J(0).

Isto implica que sup J(u) < 0 = J(0). Desde que X}, e R¥ sao isomorfos e que K e S*
ueK
sdo homeomorfos, concluimos que o Género de Krasnoselskii (ver Apéndice D)) de K é k,
isto é,

Y(K) = k.

Logo, pelo Teorema [D.1l concluimos que J possui pelo menos k pares de pontos criticos
distintos. Desde que k é arbitrario, obtemos infinitos pontos criticos de J, ou seja, o

problema (5.42) possui infinitas solugdes. W



Capitulo 6

Problemas de Dirichlet Sob

Condicoes de Fronteira Integrais

6.1 Introducao

Neste capitulo, focalizaremos nossa atencao em problemas do tipo

( —A (/ de) Av = f(v) em ()
Q
v >0 em (), (6.1)

v :K/vdx em Of),
Q

\

em que Q C RV, N > 2 é um dominio limitado e regular, K > 0 é um parametro real,
f:R—R"e A: R — R" sao fungoes continuas satisfazendo determinadas condicoes,

de acordo com as técnicas que serao empregadas.

Como frisamos no Capitulo B, a investigacao ao problema (6.1]) foi motivada por Wang

[44], o qual estuda o problema (3.2) e algumas de suas variagoes.
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Na segunda secao, consideraremos o problema de autovalor linear

K
—Au = (u—i—i/udas) em 2,
: 1-K[Q] /g (6.2)

u =0 em Of),

e mostraremos que o primeiro autovalor deste problema ¢ sempre menor ou igual ao autovalor
.. 1.2 . . ~
principal de (—A, W;%(£2)). Utilizaremos este resultado na terceira se¢ao, na qual usaremos

o Teorema [D.3] (Rabinowitz) para mostrar existéncia e multiplicidade de solugdes para o

problema
1 K
u >0 em Q’ (63)
u =0 em Of).

que por sua vez é equivalente ao problema (G.I]). Na quarta e iltima se¢ao deste capitulo,

usando Método de Sub e Supersolugao, mostraremos existéncia de solugao para o

1 K
—A 7/udx) Au = f <x,u+7/udx) em §,
(1—KIQI Q 1= K[Q] Jq (6.4)

u = 0 em Of).

Como dissemos, estudaremos o problema (G.I]) sob outra forma. Para isso, seja v uma

solugdo do problema (6.I]) e fagamos

u=v-— K/ vdz. (6.5)
Q

1
Supondo que 1 — K | Q |> 0, ou seja, K < ——, vé-se facilmente que u é solugao do

| 2]
problema (6.3)).

Assim, os problemas (6.1)) e (G.3) sdo equivalentes, em que u e v estiao relacionados como

em (G.5). Observemos que por (6.5) tem-se

/Quda::/ﬂvdx—K</dex) \Q|=(1—K|Q\)/dex



O que ocorre se, € somente se,

arl,
vdr = ————— [ wudz.
/Q 1-K[Q] Jg

K

K
Portanto, u:v—K/vdxéequivalente a v :u+7/udx.
0 1-K[Q] Jg

Desse modo,

Ao longo deste capitulo, a menos que se diga algo em contrario, suporemos sempre

1-K|Q|>0. (6.6)

6.2 Um Problema de Autovalor Linear

Consideremos o problema

K
—Au :u(u—l—i/udas) em ),
1=K |Q]Jq (6.7)

u = em Of),
A formulagao variacional do problema (6.17) é dada por

/QVquodx Y [/Q wpdz + % (/Q udx) (/Q godx)} , (6.8)

para toda o € Wy*(Q).

Assim, g é6 um autovalor do problema (B.7) se existir u € Wy*(Q) \ {0} tal que (B) é
satisfeita para toda ¢ € W,*(Q). Lembremos que

<u,v)0:/QVuVde (6.9)

denota o produto interno usual em Wy*(Q). A seguir, fixemos u € W,*(Q2) e consideremos



o funcional

H,:Wy%Q) — R

© — Ly(p)

() = [ upda+ %W ( / udx) ( / m)

para toda ¢ € W;?(Q). Claramente H, é linear e continuo. Logo, pelo Teorema da

dado por

Representacao de Riesz, para cada u € W, *(Q) fixado, existe um tinico v := Gu € W, (),

<Gu,gp>0=/gu<pdx+$‘m (/Qudx) (/Q @dx),

para toda o € Wy*(Q).

tal que

Portanto, definimos um operador

G W,(Q) — W, 2(Q)

ur— v = Gu

que é linear, continuo, compacto e autoadjunto. Assim, usando a Teoria Espectral de

Operadores Compactos e Autoadjuntos, encontramos uma seqiiéncia de autovalores de G,

1 1
—>—>..>0 (6.10)
241 2

com — — 0, associada a uma seqiiéncia de autofuncoes (¥;), tais que {Uy, Uy, ---} é uma
Hj
base ortonormal Hilbertiana de W, ().

1
Uma aplicacao do Teorema de Krein-Rutman, como feita no Capitulo [2 mostra que —
H1

1

¢ simples, — > —, j > 2, ¥y pode ser escolhida positiva em 2 e ¥;, j > 2 sempre muda
Hi o Hy

de sinal em ().



Novamente usando a Teoria Espectral de Operadores Compactos e Autoadjuntos, temos

— = sup{(Gu,u)o; [[ullo = 1}

el ()
1
> sup{/udx HuHozl}:—
0 A

em que \; é o autovalor principal de (—A, W, 2(Q)) Conseqiientemente, \; > .

Os detalhes da Analise Espectral de GG sao inteiramente analogos aos da Sec¢ao do

Capitulo Pl e, por isso, nao os faremos aqui.

6.3 Existéncia e Multiplicidade Via Bifurcacao

Inicialmente observamos que vamos novamente fazer uso do Teorema [D.3 do Apéndice

e da Proposicao [A]] contida no Apéndice [Al

Suporemos que f: R — R" e A: R — R" satisfazem:
(h1) f ¢ localmente Lipschitziana, f(t) = mt+ h(t), com m >0, 0<h(t) <C,
para todo t > 0, f(0) = h(0) > 0.
(he) 0 < A(oo) < A(t) <Ay <1, V t>0, A(t) é ndo-crescente e A(c0) := tE-{—moo A(t).

Além disso, suporemos que () esta situado entre dois hiperplanos paralelos separados por

uma distancia d > 0 e existe £y > 0 tal que

K |Q
(hs) f € nao-decrescente no intervalo [O, (1 + #Hm) to]



(ha) (6d_1)f<<1+1KK§|25|2)t) _

A+ B2 w)

Observemos que impusemos a condicao de f ser localmente Lipschitziana a fim de

obtermos solucoes de classe C?((2), e assim ser possivel usar a Proposicao [A1l

Observacao 6.1. A abordagem usada nesse teorema foi previamente usada, para outra

classe de problemas, em Corréa [21] e Arruda-Marques [7)].

Teorema 6.1. Suponhamos que sao vdlidas as hipdteses (hy) e (ha).

(i) Se u1A(oo) > m entdo o problema (6.3) possui uma solugao.

(i) Se p1A(oco) < m e (hs) e (hy) se verificam, entao o problema (6.3]) possui pelo menos
duas solugoes u; e uy com

Jutlloo < to < f|uzllco- (6.11)

Demonstracao. Inicialmente, construamos uma aplicacao da seguinte maneira. Para

cada (\,u) € RT x C%(Q), seja v € C°(Q) a solucdo tnica do problema

r_A _ \
v ) i /de [m\u\—i— K‘Q|/\u\dx}
1=K [Q] Jq
+ 2 h \u\—l—L/\u\dx em €, (6.12)
1=K |QfJg
v =0 em Of),

\

Assim, definimos uma aplicacao

T:R* x C'Q) — C°(Q)
(A u) — v:=T(\u)

onde A, u estao relacionados como na equagao ([G.12).

Afirmacdo 1: O operador T : R* x C°(Q) — C°(Q) ¢ continuo.



Com efeito, seja ()\;,u;) uma seqiiencia em R* x C°(Q) convergindo para (\,u) €

R* x C%(9), ou seja,

A — Aem R e u; — uem C°(Q). (6.13)
onde C°(Q2) estd equipado com a norma |ul. = max|u(x)|. Fazendo v; := T(\j,u;) e
€
=T(\, u), temos
( Aj
—Av; = P 7 /u'dx mlu;| YT RTal K ‘ al |uj|dx
1-K|Q]|Jq "’
; K
) + A h ‘U/j‘_}‘i/v luj|dz ] em €, (6.14)
A ;/udas L-K[Q]Ja
1-K|Q]Jo
\ v; =0 em Of),
e
(a0 - : e [l
U—A 7 /de mlu K\Q| uldx
1-K|Q] Jq
+ L/ luldz ] em (6.15)
1=K [Q] /o ’

A
. h(\u\—i—
A(l—mm/g“d“’)
0

em Of).



Ajmul Am|u|
—Alv; —v) = 1] j _ 1
Al ———— d Al —————— d
(1—K|Q|/Q“J 9“") (1—K|m/9”)
+ A K |u;|dx
A ;/udaj L=kl )
1=K Q| Jo
B Am K /\u\dx
1 1-K|Q] /g
Al— -
(1—K|Q| Q“d:”) (6.16)
Yy K
" J bl + e [ s
A - u;dz L-K[elJo
1-K[Q] o
K
_ A h |u|+7/|u|dx em Q.
A b udx =K@/
1=K [Q] /g
vj—v =0 em 0f),

A seguir, observamos que, em face da convergéncia u; — u em C°((Q), tem-se

| — |u] em C°(Q)
/ujdx — /udx em R
Q Q
/\uj\dx — |u|dz em R
Q Q
A ! d — A ;/ dr ] em R
1_K|Q|Qu]x 1—K\Q|qu m R.
Também
ol A _
m ]‘u]‘ . |u| —s0em CO(Q),

1 1
Al : Al
(1—K|m/9“ﬂd$) (1—K\m/9“d”“")



o que implica convergéncia em LP(S2) para todo p > 1. Ademais,

K

Aj K /|u-|da:— A
1 . 1I-K|Q|Jg" 1 / 1-K|Q]
A(l—K|Q|/Qujdx> A =K Q] Qudoc

m

/ |u|dz | — 0 em C°(Q)
Q

e

[( i o) )h(wlgﬂ/ﬂudw)}%

1 1
A 7/ujdm A 7/udx
1-K|Q] Ja 1-K|Q| Ja

em LP(Q), para todo p > 1. Conseqiientemente, por (6.16]) tem-se
[v; = vllw2r0) < Cllgjllzr) em que |lg;llr@) — 0 (6.17)
para todo p > 1. Assim,
v; — v em WP(Q) para todo p > 1.
N , 0/
Tomando p > 5 concluimos que v; = T'(\j,uj;) — v =T(\,u) em C?(Q).

Afirmacdo 2: O operador T : RT x C°(Q) — C°(Q) é compacto.

Seja (A\j,u;) C RY x C°(Q) uma seqiiéncia limitada e v; = T()\;,u;). Raciocinando

como na Afirmagao 1, obtemos
|v;l|we2r) < Cp, paratodo p > 1 e para todo j € IN com C, > 0 uma constante.

Desde que p > > temos a imersdao compacta de W2?(Q) em C°(Q2) e daf a seqiiencia (v;)
possui subseqiiéncia convergente em C°(Q). Logo, o operador T : Rt x C°(Q) — C°(Q2) ¢

compacto.

Claramente 0 = 7°(0,u). Pelo Teorema [D.3] obtemos uma componente nao-limitada

YT C RY x C%Q) de solugdes da equagio u = T'(A,u). Note que



e v =T(0,u) implica em u =0

e 0=T(\,0) implica em A =0 pois h(0) >0
Isso nos diz que a componente X+ intersecta {0} x C°(Q) e R* x {0}, ambas contidas em
R* x C%(9), somente em (0,0) € R* x C°(Q).

A seguir, recordemos que v = T'(\, u) implica

, A
v v /d {m\u\—i— K‘m/\u\d;ﬁ]
=Ko

A

K
+ h \u\—l—i/\u\da: em €, (6.18)
A ;/ d 1_K|Q| Q
I=KTQ )™

\ v =0 em OS2,

observando que, em virtude do Principio do Méaximo, u > 0 em §2.

Como h > 0, tomando ¢; > 0, autofuncio de (—A, W,?(Q)) associada a Ay, como

fungao teste em (6.I8)) e integrando por partes, obtemos

/ugpld:ﬂ > 1)\m /ugpld:ﬂ
Q Q
(v fveo)

e assim
A\ / u(—Apy)dr > )xm/ wprdr.
Q Q
Portanto,
0< A< ﬁ
m

Desde que a componente XF é nao-limitada em R™ x C°(Q) e (\,u) € Xt implica em

0 <A< —1, segue-se que Y1 ¢é ndo-limitada na direcao de C°(Q), isto é, existe uma
m

Uj

lujlloo”

seqiiencia (\;, u;) em 27T tal que [[uj]|oc —> +00 e Aj — A em RT. Fagamos w; =



|wj||ls = 1, para obter

—-Aw; = A m|wj|+L/|wj|dx
4 1 / 4 1-K1|Q| Ja
T-K[Q] Jo ™
i 1 K
+ ! h |Uj|+7/ |ujldz | em Q, (6.19)
JyE——pRAY T KTl )
1-K|Qf /o™
w; =0 em Of).

Observando que, por ([6.19) e usando a Teoria da Regularidade Eliptica, obtemos
|w;||we2r@) < Cp, para todo j € N e para todo p > 1. (6.20)

N _
Tomando p > 5+ temos a imersao compacta de W2?(Q2) em C°(Q) e assim w; — w em

C°(92), possivelmente para uma subseqiiéncia, e

/wjda:—>/wdx.
0 0

Note que w; > 0, w; # 0 implica w > 0. Além disso, como w; — w em C°() segue-se

que |wj|lec =1 — ||w]|s = 1 e, assim, w # 0. Portanto,

/wjdx—>/wdx>0.
Q Q

Desde que u; = ||u||w;, temos

/ujdx = ||u||oo/ w;dr — 400
0 Q

/wjdx—>/wdx>0.
Q Q

A (% /Q ujdx) s A(o0). (6.21)

pois ||u||ec —> 400 €

Assim,



De (619), obtemos

/V’LUjVQOdﬂJ = - Aj {m/wﬂpdﬂ?—f—% </ U)jdﬂ}) </ @dm)]
Q A(*/Ujdf) Q Q 0

1-K Q] Jg

Aj 1 K
! - [Ilu-ll /h<“j+m/“jdx) sodx}, (6.22)
A 7/u-dw Jllec Ja Q
(=w7ar

para toda ¢ € W, (). Das convergéncias anteriores, tomando o limite em ([22) quando

J — +00, obtemos

v 325 ot = () (o)

para toda ¢ € VVO1 ’Q(Q), isto é, w > 0 é solucao fraca do problema de autovalor linear.

Aoc
Conseqiientemente, L) = p1 onde p; é o autovalor considerado na Segao e assim,

Ao
A(oo)p

Ao = L ¢ 0 tnico ponto de bifurcacao no infinito para solugoes positivas do problema

6.12).

Demonstragdo de (i) Suponhamos A\, > 1, isto é,

m

m

——— < p1. Desde X1 é uma
A(OO) M1

componente continua, (0,0) € ¥T e (A, +00) é 0 tinico ponto de bifurcagao no infinito
para solucdes positivas do problema (6.1Z), entdo L+ cruza {1} x C°(Q) C R* x C°(Q)
em um ponto (1,u;) de ¥*. Entdo u; é solugdo do problema (G.3). Observe a seguir uma

interpretacao geométrica deste fato.

e, ;

(0,0) 1 ) =l A )
m m
p11A(c0)

Demonstragao de (ii) Suponhamos que A\, = —————= < 1 e que exista (Ao, ug) € 3T
m



com 0 < Ay <1 e ||uglleo = to tal que

A K
—Auo = 1 0 f(UO—Fm/QUde) em Q,
(e o)

(6.23)
ug =0 em Of).

Assim estamos com a seguinte interpretacao grafica.

]l

e T R R

0.0 ho=HEE) 1 1 A

Novamente, pela Proposicao [A 1] temos que

.

d _
to = [Julle < (16 D Hf (%ﬂLL/UOdZE)
A(i/uodx) L= K9] Ja
1-K|[Q] /g

Note que

(HL/ dp <o QM KO] N,
T TR o YT I TR Q| -k Q)™

Em virtude das hipéteses (hs) e (h3) tem-se

ey (58 <

- K|Q|

o que ¢é uma contradigao.

Conseqiientemente, =1 cruza {1} x C°(Q) € R* x C°(Q) em um ponto (1,u;) de £ com

1|0 < to. Desde que Ao, < 1 é 0 tinico ponto de bifurcagao no infinito de X7, segue-se que



YF cruza novamente {1} x C°(Q) em outro ponto (1,uy) de X+ com ||uy||oe > to. Portanto,

o problema (6.3)) possui pelo menos duas solugoes uy € ug com ||uy 0o < to < ||ta]|co W

A figura abaixo ilustra tal fato.

4]l

(0.0) A= “'4’2"9 1 M A

6.4 Uma Abordagem Via Sub e Supersolucao

Nesta secao, usaremos o Método de Sub e Supersolucao para estudar o problema

1 K
—A 7/udx) Au = f (x,u%—i/udx) em (),
(1—KIQ| 0 1 - KIQ| Jq (6.24)
u = 0 em Of).

onde © ¢ RY,N > 2 é um dominio limitado, K > 0 é um parametro real tal que
1-K|Q >0, f: QxR — R funcao de Carathéodory e A : R — R sdo funcoes satisfazendo

determinadas condicoes que serao especificadas oportunamente.
Antes de atacarmos o problema (6.24)) faremos algumas observagoes preliminares.

Comecemos com o problema A-Linear

1
—A (7/udx) Au = f em ()
1— K[ Jq (6.25)

u € W,3(Q)



em que f € H'(Q) onde H'(Q) é o dual topolégico de W,2(€2).
A formulacao variacional de (6.25]) é da seguinte maneira.

Diz-se que u € W,*(€) é solucdo fraca de (6.25) se

1
A (m /Qudx) /g)Vchpdx = ((f, ) para toda ¢ € Wy(Q) (6.26)

em que ((f,©)) é o par de dualidade entre H='(Q) e W,*(Q).

Suporemos que a funcao A : R — R satisfaca

(hs) 0< A(o0) < A(t) <Ay V t € R, A(t) é decrescente e A(oo) := lim A(t).

t—+00

(he) a funcao t — tA(t) é crescente .
. 1 , . .
Exemplo 6.1. A func¢dio A(t) = 17 + 1 para t > 0 satisfaz as hipdteses acima.

Para a = 3 o grafico de A(t) é

1.6 1
1.4

1.2 A

e o de tA(t) é o seguinte



Como estamos interessados em solugoes positivas, suporemos f > 0. Assim, w; € VVOl ’Q(Q),

solucao unica do problema,

—Aw; = feHYQ) em Q

(6.27)
wy € Wy(Q)

é maior ou igual a zero em 2. O proximo Lema sera muito util na demonstragao do resultado

principal desta se¢ao e é essencialmente devido a Chipot-Lovat [17].

Lema 6.1. Sob as condigoes (hs) e (hg) o problema (6.23) possui uma unica solugdo fraca.

Demonstracdo. Seja u € W,*(Q) uma solucao fraca do problema (6.23), isto &,

A (# / udx) / VuVedz = ({f, ) para toda ¢ € W01’2(9)
1—K|Q| Jo o

e dai

/Q v (A <1%K|Q| /Q udx) u) Vodz = ((f,)) para toda o € W2(Q).

Pela unicidade de solucao tem-se que

1



Logo,

1 1 /wfdx
- o _Jo
AQ—waéwa(lfmm[f“) LK)

ou seja, se u € Wy?(Q) é solucdo fraca do problema (6.23), entéo

1
1- K|Q| /Q“dx

é solucao da equagao

1

Seja wy € Wy*(Q) como acima e consideremos
u=twyr, t>0. (6.29)

Calculemos

1 t
A 7/udx)/Vqu0dx = A<7/w dx) /ti Vpdx
(1—K|Q| Q 0 1= K[Q Jo ' o 7

= A <1%K‘Q‘ /wadx) t{{f,¢)) para toda o € W, ().

(4

Se existir ¢t > 0 tal que

o que é equivalente a

; ; /wfdx
.z . _Jo
A(LmeAW”)G—KmKFNQ RO} (6.30)

entao u serd solugao do problema (G.25]).

Observando que wy > 0, wy # 0 e /wfdx > 0, entdo a funcao h(t) = tA(t) satisfaz:

0
h(0) = tA(t), h é continua, h(t) — +oo se t — 400 e h é crescente, existe um tnico
t > 0 tal que ([6.30) se verifica. Isso mostra que o problema (6.25]) possui uma tnica solugao

fraca. W



Lema 6.2. Sejam u,v € Wol’Q(Q), u,v > 0 quase sempre em ) tais que tais que

1 1
A 7/udx)/VuV dng(i/vdx)/VvV dzx, 6.31
(1—K\m o) S YV =m0 ") Jo Ve (6:31)

para toda ¢ € C(Q), ¢ >0 em Q. Se A(t) for decrescente e (hg) se verifica, entdo u < v

q.s.em §Q.
Demonstragdao. Observamos que de ([6.29) tem-se

L9 (4 (sgg [ute) o) vetr < [ v (a(s—gq [otr) o) Todo, 032

para toda ¢ € C5°(Q2), ¢ > 0 em (2). Portanto,

1 1
1— KOl < T 1100 +CO. .
A(l_K|Q|/Qudx)u_A(1_K‘m/dex)vae em (Q2), (6.33)

e dai

(g o) (i [oe) < (g [ (e [oar) - o0

Em virtude da hipétese (hg), concluimos que

1 1
— dr < ——— dx. .
1—K|Q|/qu_1—K\Q\/QUx (6.35)

Como A ¢é decrescente

A (1—;1?(\9\ /Q vdm) <A (1—;1?(\9\ /Q udx). (6.36)

Usando (6.33), teremos u < v g.s.em . W
A partir daqui, faremos a abordagem do problema ([6.24]) via sub e supersolugao.

Diz-se que u € W,*(Q) N L>(Q) é subsolucao do problema (6.24) se

1 K
A 7/gdx)/VgV dxg/f(x,g—l—i/gdx) dzx, 6.37
(=g ) [ vt < | = K] Jyt) e (03D



para toda ¢ € C5°(Q2), ¢ > 0 em ().

Diz-se que @ € Wy*(Q) N L>(Q) é supersolucio do problema (G.24) se

1 K
A 7/ﬂdx)/VﬂV dxz/f(x,ﬂ—i-i/ﬂdx) dz, 6.38
(=t [, ) [ vavoue= | T Jo ) e 059

para toda ¢ € C5°(Q2), ¢ > 0 em ().

Consideraremos as seguintes hipdteses:

(hr) Existe um par 0 < u <@ de sub e supersolugao, respectivamente, de (6.24)).

(hs) 0 < f(z,t) < K(z) € L*(Q); para todo t que satisfaca

K K
—_— de <t<wu — | udx.
g(x)—i—l_KHH/ng_ _u(x)+1_K‘Q‘/qu

Teorema 6.2. Sob as hipdteses (hs), (he), (h7), (hs) e (hg) o problema (06.27) possui
solugoes U,V € Wol’2(Q) tais que u < U <V < u. Além disso, qualquer solugcao u de
(6-24) com u < u <77 € tal que U < u <V, ou seja, U € solugdo minima e V € solugdo

mdazxima com respeito ao intervalo [u,ul.

Demonstracao. Seja I C W01’2(Q) o intervalo ordenado I = {u € W(}’Q(Q);g <u<u}e

definamos
T:1— W)

ur— v =T (u)



em que v satisfaz

1 K
—A 7/2%127) Av = f(x,u—i—i/udx) em {2,
(1—KIQ| Q 1= K[Q] Jo (6.39)
v = 0 em Of).

no sentido fraco. Em virtude da condigao (hg)

f ( ,u(.)+1_Lm/ﬂudx) € 12(9)

pois

K K K
— dz < — dr <7 ——— [ udx.
Q(I)+1—K\Q\/QQx_u(x)—i_l—KHH/Qux_u(x)+1—K|Q|/qu

Pelo Lema 6.1, o problema (6:39) possui uma tinica solucéo fraca v € W, 2(Q), isto 6,

1 K
A 7/vdx)/VvV dx:/f<x,u+7/udx) dx, 6.40
(e [vae) [[vowene= | =K Jo ") £ 1040

para toda ¢ € Wy*(Q).
Afirmacao 1: T é crescente em I, isto é, se uy,us € I, u; < ug, entao

vy o= T(up) < vg :=T(us).

Com efeito,

1 K
A (1 K /QU1d$) LVU1V¢dx = /Qf <x,u1 + m/ﬂuldx) edr,  (6.41)

1 K
A (1 K /Qvgdx) /QVUQlex = /Qf <x,uQ + m/ﬂmdm) edr,  (6.42)



para toda ¢ € Wol’Q(Q). Observemos que u < u; < up < u implica em

K K K K
e — < e — < e — <u e — m
g(x)—i—l_K'Q'/gzgda:_ul(x)—i-l_K'Ql/gzuldx_uz(a:)—Fl_KlQ'/Qqux_u(a:)—Fl_Klgl/Qudx

e recordemos que f(z,.) é ndo-decrescente no intervalo

{y(aj)%—%‘m/ggdaj, a(x)+$|m/ﬂﬂdx].

Conseqiientemente, combinando as igualdades (6.41)) e (6.42)), obtemos

1 1
s - 1 |
A (1 als] /Qv2dx) /QVngodx > A <1 o] /Qvldx) /QVngodx (6.43)

para toda ¢ € Wol’z(Q), @ > 0, dai, usando o Lema [6.2] v; < vy .5 em €2, 0 que mostra a

monotonicidade de T em 1.

Facamos uy = u e u, = Tu,_1, n > 2. Observemos que

1 K
A (1 myals] /Quzdx) /QVWV@dx:/Qf <x7g+1—7fQQ‘/QQdI) wdz, (6.44)

para toda o € Wy*(Q) e

1 K
A 7/gdx)/VgV<pdx§/f(x,g+7/gdx) pdx, 6.45
(1_K\Q\ Q 0 0 1—KI[Q] Jqo (6.45)

para toda ¢ € Wy *(Q), ¢ > 0 q.s. em Q. Logo,

1 1
- < 1 |
A <1 R /Qudx) /QVquodx <A <1 o] /QUde) /QVUQVgodx (6.46)

para toda ¢ € C3°(2), ¢ > 0 em (2). Pelo Lema 6.2, u = u; < us q.s em €. Por indugao,

repetindo os argumentos prévios, obtemos

0<u<u, <upy <U< ||l para todo n > 1.



Assim, existe uma func¢ao mensuravel U com

un(z) < U(z) <a(z) < ||t)|leo q- s. em Q para todo n > 1

lim u,(x) = U(x) q. s. em .

n—o0

Observemos que

U e L>(9Q),
0 <U(z) < ||u]loo - . em
0 < (U(x) —up(z)) — 0 q. s. em

0 < (U(z) = un(2)) = [U(x) — un(2)| < 2[[0l|o

U(z) — un(2)]* < 41 -
Usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

/Q U(2) — up(2)|?dx — 0,

ou seja,

Observemos que

1 K
/QV(um —u,)Vodr = 1 /Qf <x,um_1 + m/ﬁum_ldx) pdx
M=ty )

_ 1 /f x,un_l—i-iK /Un—1d$ pd,
1=K|Q Jo "



para toda ¢ € Wy*(Q). Fazendo ¢ = t,, — u,, obtemos

Hum—uan = 1 /f x,um_1+L/um_ldas (U, — up)dx
4 1 / p o 1-K|Q| Jq
K] Jo

1 K
/ f <x,un_1 + — / un_lda:) (Upp, — uy)dex.
A 1 /udm . 1=K Ja
1-K[Q Jo "

Usando as condigoes (hs), (hs) e a desigualdade de Hoélder, tem-se

2
|t — Uan < mHKHLQ(Q)Hum - UnHLQ(Q)'

Conseqiientemente, (u,) é uma seqiiéncia de Cauchy em Wo*(Q). Portanto, u, — U €

Wa2(Q) e assim u, — U em L2(Q2). Por unicidade do limite em L2(£), teremos
U, — U em Wy2(9). (6.47)

Observemos que (6.47)) implica que u,, — Uem L4(Q), 1 < ¢ < 2*. Em particular, u,, — U

em L'(Q) e daf /

U, dT — / Udz. Pela continuidade de A teremos
Q Q

A <1_;K|Q| /Q undas) A (1%’(\9\ /Q de). (6.48)

Como

1 K
A<1—K|Q| /Qundx) /QVunVSde—/Qf(x,un_1+1_7K|Q|/Qun_ldx) wdz,

(6.49)

para toda ¢ € Wy ?(Q). Tomando os limites em ambos os membros de ([6.49) temos

1 K
A 7/de)/VUVgodx:/f <x,U+7/de) pdz, 6.50
<1_K\Q\ 0 0 0 1 - K[ Jq (6:50)

para toda ¢ € W, *(Q). De maneira andloga, obtemos V € W, *(Q) tal que

u<U(x) <V(z) <uq. s em )



1 K
A 7/de)/VVV<pdx:/f (x,V—i-i/de) wdz.
(1_K\Q\ 0 0 0 1 - K[Q] Jq

Além disso, dada uma solu¢do u com u < u < @ em {2, considerando o intervalo [u, u]
aplicamos o procedimento anterior para obter uma seqiiéncia nao-decrescente u < u; <
Uy < oo < Up ... < utal que u, — U. Logo, U < u é solugao minimal com respeito ao

intervalo [u,u]. Analogamente, verifica-se que V' é solugdo maximal no intervalo [u,u]. W

Exemplo: Observe que, pela hipétese (hs), A é limitada e crescente com

A(c0) = lim A(t) < A(0).

t—o00
Seja f: RT™ — R™ uma funcao continua satisfazendo

lim inf@ > A\ A(0) (6.51)

t—0t

em que \; é o autovalor principal de (—A, W, *(Q)). Seja 1 > 0 uma autofuncio associada

a A1. Se t for suficientemente pequeno, teremos, em virtude de (ZI0), que

f(ter(2))

i A0 (6.52)

Logo,
—A (71 - }ﬂﬂl /Qt<p1dx) Altpr) = A <71 = jKIQI /Qtsalda:> (Aitpr) = A(0)Mitpr < f(tpr).  (6.53)

Supondo f crescente,

1 K

Suponhamos que

lim sup @ < ppA(o0). (6.55)

t—+o00

Assim, existe 0 < o < pyA(00) tal que

ft) < at+B, B>0. (6.56)



Seja @ € W,(Q) N L>(Q) a solucdo fraca (tnica) de

1 K
Au = —— u+——— [ ud Q
u A(o0) {a(u+1—K\Q\/§2u x)—l—ﬁ} em ,
u = 0 em OS2,
a qual existe pois 2 < p1. Usando (6.56])
A(0)
1 K
At > ——— {f(ﬂ—ki/ﬂdx)jtﬁ] em £,
A(o0) 1 - K|Qf Jq
u = 0 em Of),
e dai
1 K
—A|l———— | udr )| Au > U+ ———— [ ud Q
(= ) a7 2 1 (7 g fj7ae) em
u = 0 em Of).
0
Como p; >0 em e ai;l < 0 em 92 podemos escolher ¢ > 0 suficientemente pequeno tal

que 0 < u = ty; < u. Portanto existe uma solugao u com u < u < .



Apeéendice A

Sobre Convergéncias e Teoria dos

Pontos Criticos

Teorema A.1. Seja X um espago de Banach reflexivo. Se (x,) € uma seqiiencia limitada

em X, entdo existem uma subseqiiéncia () C (v,) e x € X tais que x,;, — v em X.

Demonstragdo. Ver Brezis [14].

Teorema A.2. (Convergéncia Dominada de Lebesque): Seja (f,) uma seqiiencia de fungoes

em L'(Q) e suponha que:

(a) fo(x) — f(x) q.t.p. em Q;

(b) FEziste g € LY(Q) tal que |f,| < g para todo n € IN.

Entao f € L) e / fndr — / fdz
) Q

Demonstragao. Ver Bartle [§].

Teorema A.3. (Vainberg): Seja (f,) uma seqiiencia de fungées em LP(QQ) tal que f,, — f

em LP(Q)). Entao eviste uma subseqiiéncia (fn;) C (fn) tal que
(a’) fnj(x> — fn(x) g.t.p. em €2;
(b) Eziste h € LP(Q) tal que |f,;(v)| < h(x) para todo j € IN.
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Entio f € L'(Q) e / fodr — / fdx
Q Q

Demonstragdo. Ver Brezis [14].
Lema A.l. (Brezis-Lieb) Sejam Q um aberto do RY, (u,) uma seqiiencia de funcoes em

LP(Q2) com 1 < p < 0o. Suponhamos que

(a) exista uma constante C' > 0 tal que / | fulPdx < C para todo n € IN e
Q

(b) up, —> u q.t.p. em Q

Entao
tim (el — e — ul2) = [l
Demonstragao. Ver Willem [46].

Definigao A.1. Sejam X um espag¢o de Banach, I € C'(X,R) e ¢ € R. Dizemos que a

seqliencia (u,) € X € Palais-Smale de nivel ¢ para I se as sequintes convergéncias ocorrem:
I(u,) — c e I'(u,) — 0.

Dizemos que o funcional I satisfaz a condi¢do Palais-Smale no nivel ¢ se toda seqiiencia
Palais-Smale de nivel ¢ possui subsegiiéncia convergente em X .

entao existe u € V tal que

Uma das conseqiiéncias do ultimo resultado é que deve existir (u,) C V e (\,) C R tal
que

F(u,) — ir‘}fF e ||F'(u)|| — 0.

Ou seja, existe uma seqiiencia Palais-Smale no nivel ¢ = infx F'(u).

O resultado a seguir pode ser encontrado em Gilbarg-Trudinger [28].
Proposicao A.1. Dada u € C°(Q) N C%(Q) e

—Au =g(z) € C°(QY) em Q,
u =0 em Of),

(A1)



entdo supu < (e — 1)supg, ou seja, se g > 0 entdo ||ullee < (€? — 1)||g|lec onde Q estd
Q Q
contido entre dois hiperplanos paralelos separados por uma distancia d, como na figura

abaizo.

—

O teorema a seguir ¢ cldssico e sua demonstracao pode ser encontrada em Amster [6].

Lema A.2. (Um Principio de Maximo) Sejam A > 0, > 0, e assuma que w satisfaz

—Aw+Aw >0 em €, (A.2)

ow

T +pw>0 em Iy, (A.3)
w >0 sobre I'y, (A.4)

onde Q C RN € um dominio com fronteira 00 =T'1 UTy. Entao w > 0 em Q.

O resultado a seguir é conhecido como Teorema do Traco de Sobolev e o operador Trago

e sua demonstracao pode ser encontrada em Adams-Fournier [2], pagina 164.

Lema A.3. Seja Q C RN, N > 2 um dominio limitado com fronteira reqular 0S). Supondo

N-1 L .
%. Entao a imersao

quel<p< Nep<qg<p'=
WP(Q) < L1(0Q)
(N=D)p

¢ continua. Além disso, se ¢ < p* = N tal tmersao é compacta.

Aqui, W'P(Q) é o espago das fungoes u € LP(Q) com Vu € (LP(Q2))V equipado com a

1/p
[ullwiv) = (/\VUIpdas+/|u|pdas) .
Q Q

norma



Relacionado com este lema, temos desigualdade do trago Sobolev em W1P(Q) and
L(0%),

St p. @)l < Nl 1< < 9" =



Apeéendice B

Teoremas de Krein-Rutman e Teoria

de Regularidade Eliptica

Comecaremos este apéndice com resultados do tipo Krein-Rutman os quais podem ser

consultados em Amann [4].
Observacao B.1. Os espacos vetoriais considerados sao todos reais.

Observagao B.2. Seja X um espago de Banach eT : D(X) C X — X um operador linear
e fechado. Designamos por £(X) o conjunto dos operadores lineares continuos definidos em

X e tomando valores em X.

Definigao B.1. O resolvente de T, designado por p é definido por

p(T):={AeC;(A\[-T)' € &X)}.

O complemento de p(T") é chamado de espectro de T' e designado por o(7T)

Definicao B.2. Dizemos que A € C é um autovalor de T se \I — T ndo € injetivo. Se

x € X\ {0} satisfaz Tx = Az, entao X é chamado de autovetor de T
Defini¢ao B.3. O raio espectral de T, designado por r(T') é definido por
r(T) = sup{|A\[; A € o(T)}.
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Definicao B.4. Seja E um espacgo vetorial e < uma relacdo de ordem em E, isto é, < é

transitiva, reflexiva e anti simétrica que satisfaz as condicoes de compatibilidade

r<y=—uax+z2<y+z VzeEFE,

r<y= Ax <Ay, VA > 0.
Dizemos que (E, <) é um espago vetorial ordenado (EVO).

Definicao B.5. Seja E um espago de Banach ordenado (EBO), entio x <y significa x <y

ex #y. Além disso, o conjunto

[z, ylp :={2 € B;x < z <y},

¢ chamado um intervalo ordenado entre x e y.

Definigao B.6. Seja (E, <) um espaco vetorial ordenado. O conjunto
Ey :={z e E;z > 0},
¢ chamado de cone positivo de E. Seja v € F

a) Diz-se que x € nao-negativo se x € E, .
b) Diz-se que x € positivo se v € E \ {0}.
c) Suponhamos que int(Ey) # &. Diz-se que x € fortemente positivo se x € int(E.).

Definigao B.7. Seja E um espago de Banach. Diz-se que (E,<) é um espago de Banach
Ordenado se for um espacgo vetorial ordenado e o cone positivo E, € fechado com relagao a

topologia da norma de E.

Definicao B.8. Seja E um espago de Banach com cone positivo Ey. Diz-se que E, ¢ total

SeE:E+—E+.



Definicao B.9. Sejam E e F espacos de Banach ordenados, respectivamente, por cones
E. e Fy. Um operador linear T : E — F € dito positivo se T(E,) C F, e T € dito
estritamente positivo se T(FEy \ {0}) C F, \ {0}.

Teorema B.1. (Krein-Rutman-Versao 1) Seja E um espago de Banach ordenado com cone
positivo total E, . Suponhamos que T' : E — E ¢ compacto, positivo e possui raio espectral
r(T) positivo. Entio r(T) é um autovalor de T' com autovetores u € E,. Além disso, r(T')

¢ autovalor de T™ com autovetores E7 , respectivamente.

Definicao B.10. Sejam E e F espacos de Banach ordenados, respectivamente, por cones
E, e F,.. Suponhamos que int(F,) # @ e consideremos o operador T : E — F. Dizemos

que T' € fortemente positivo, T >> 0, se Tz € int(F) para todo x > 0.

Teorema B.2. (Krein-Rutman-Versao 2) Seja E um espaco de Banach ordenado cujo cone
positivo Ey possui interior nao vazio. Se T : E — E € um operador compacto fortemente

positivo, entdo as sequintes condigoes se verificam:
a) r(T) € positivo.

b) r(T) é um autovalor simples de T tendo autovetor positivo e nao existe nenhum outro

autovalor com autovetor positivo. Aqui, positivo € fortemente positivo.
c) r(T) € autovalor simples de T* tendo autovetor estritamente positivo.

d) Para todoy € E, \ {0}, a equagdo

e —Tr=y

possui exatamente uma solugdo positiva se X > r(T) e nenhuma solug¢ao positiva se

A<r(T).
e) Para toda S € £(F) satisfazendo S > T, r(S) > r(T). Se S—T ¢ fortemente positivo,
entdo r(S) > r(T).

Teorema B.3. (Krein-Rutman-Versao 3) Sejam (E,<) um espaco de Banach ordenado
cujo cone positivo E possui interior nao vazio e T € £(E) um operador positivo, compacto

e fortemente positivo. Entao



a) r(T) € um autovalor com multiplicidade algébrica 1 tanto de T quanto de T*.

b) os auto espagos sao gerados por fungoes fortemente positivas e por funcional

fortemente positivo.

c) r(T) € o unico autovalor de T' cuja autofunc¢do associada pode ser escolhida positiva.
Consideremos o problema de autovalor

—Au+u =Au em

B.1
@—i-bu =0 em 0f), (B.1)

em que Q € R" é um dominio limitado e regular, b € C*T*(Q).

Teorema B.4. (Krein-Rutman-Versio 4) O problema de autovalor (B.l) possui um
autovalor Ny que satisfaz X > Ay, para todo N € R autovalor de (B1). O autovalor \;
¢ chamado de autovalor principal de (Bl). Além disso, A1 é o tnico autovalor tal que a

autofuncao associada pode ser escolhida positiva em €.

A partir de agora, apresentaremos resultados de existéncia e regularidade para o

problema. Esses resultados podem ser encontrados em Morales-Rodrigo [37].

—Au+u = f(z) em €

ou (B.2)
o h(z) em OS.

Teorema B.5. Suponhamos que f € LP(Q) e h € W' »?(9Q). Entdo, o problema (B2)

possui uma unica solucio u € W2P(Q). Além disso,

Jullwasia) < Cll Ao + NAll sy (5.3)

Teorema B.6. Suponhamos que f € C*(Q) e h € C'*™(99Q). Entdo, o problema (B.2)

possui uma unica solugao u € C*+*(Q). Além disso,

[ullgza@) < Cllfllox@) + [[Pller+e(o0)- (B4)



Teorema B.7. Suponhamos que f € C(2) e h € Wl—%’l’(asz). Entdo, seu € C*(Q) é uma
solugdo do problema (B.3) tem-se

lullwrr@) < Cllfllze@) + 1Al zr@0)- (B.5)

Teorema B.8. Suponhamos que g € L"(2) comr > e seja ¢ € WH2(Q) uma solugao

N +2
fraca de
—Ap+¢ = g em
B.6
09 = 0 em 0N. (B.6)
on
Entao
I8l < Cllg] f= > (8.7
WLA(Q) > gllLr () com = N 1 . .
2(N —1) , Lo
Teorema B.9. Suponhamos que h € L*(02) com s > —§ e e Wh2(Q) uma

solucdo fraca de

—AY+Y = 0 em Q,

B.8
a—w = h em 0. (B:8)
on
Entao
Ns
[Yllwia@) < CllhllLs@a) com ~v = N1 % (B.9)

Lema B.1. Seja Q € RV, N > 2 um dominio limitado com fronteira reqular 0. Se

1<p<Nep§q§p*:%. Entao a tmersao

Wh(Q) < LI(09)

P , p . N—1 ~ : L
¢ continua. Além disso, se ¢ < p, = (N—;Zp entao a imersao é compacta.

Assim, as fungoes de W12(Q) admitem um trago em L9(99) e temos a desigualdade do

trago Sobolev

Sr(,2,q)[ullFoon) < lullfregy, 1 <q<20=



Além disso, a melhor constante de Sobolev S7(€2,2, q) é dada

Vul? 4+ u?)d
A = inf Jo(IVa “2> ’
wewr2(@\wi2()  ([5q [ul?do)?/a

(B.10)

e as funcgoes que fazem com que esse infimo seja atingido sao justamente as autofuncoes

associadas ao \;.



Apéndice C
Resultados Auxiliares do Capitulo V

A seguir vamos provar dois resultados usados na Secao e nos demais resultados deste

trabalho que usam sub e supersolucao

Teorema C.1. O problema (5.41) possui uma solugdo positiva.

Demonstracdo. Seja ¢; > 0 uma autofunciao de (—A, W,?(Q)) associada ao primeiro

autovalor A\;. Consideremos a fungao u = tpy,t > 0. Um céalculo direto mostra que

A

m@a em )

—Au+u <

0 que vale se

—a, l-« A

e, j& que p; € C(Q), tal desigualdade vale se t > 0 ¢ suficientemente pequeno. Também

temos que
9 1
—(tg) =t=— <0< v o0
a77(901) o u” em
e entao
—A < Ao 9]
LTS mgem )
% < em OS2
"

o que implica em u = tp;, com t > 0 é suficientemente pequeno, é uma subsolucao do

problema (5.41]). Vamos trabalhar agora para construir uma supersolu¢ao. Para tanto, seja
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e a unica solucao do problema
Oe (C.2)

Pelo Principio do Maximo temos que e > 0 em . E, se existisse 2o € Q tal que e(zy) = 0,
terfamos

0> —Ae(zg) +e(zg) =1>0

o que ¢ uma contradicao.

Se xg € I e e(xg) = 0, pelo Principio do Méaximo de Hopf terfamos g—;(aso) < 0o que
¢é impossivel pois g—; = 1> 0 em 0f). Conseqiientemente, existe um numero positivo eq tal

que e(r) > eg > 0 para todo x € . Seja W = Le, em que L > 0 é uma constante a ser

estabelecida posteriormente. Um simples calculo mostra-nos que

A
—Au+u=L>—u" em Q (C.3)
R
o que é equivalente a
A
Ll_a 2 mea em €2 (04)

a qual vale para L suficientemente grande. Além disso, a%(ﬂ) = L > u? = LPe? sobre
O se e somente se L' > ¢ef sobre 0N e esta tltima desigualdade é satisfeita se L é
suficientemente grande. Assim, w = Le é uma supersolu¢ao do problema (G.4T]) se L é
suficientemente grande. Ademais, se t > 0 é pequeno e L > 0 é grande, teremos u < U em

Q.

Para cada u < u < @, tomamos v := T'(u) a Unica solugao do problema

—Av+v = MiRuo‘ em §,
ov (C.5)
— = u’ On 09,
on

com u € C°(Q).

Afirmacao C.1. T : [u,u] — [u,u] C C°(Q)



De fato, se u < u < u, temos

—Alu—v)+ (u@—v) > MLR(HQ —u*) >0 em Q,
C.6
%(ﬂ—v) > (@ —-uf) >0 em Of) (C.6)

e entdo u > v em . Do mesmo modo pode-se provar que v > u e, portanto, T'([u,u]) C

[u,@]. O que prova a afirmagao.

Um célculo padrao mostra que T' é compacto e continuo, logo, pelo teorema do Ponto
Fixo de Schauder T tem um ponto fixo, o qual serd uma solugao fraca do problema (5.41))

e concluimos a prova do teorema. W

O proximo resultado é uma adaptacao da demonstracao feita por Ambrosetti-Brezis-

Cerami em [B] para problemas com condigao de fronteira de Dirichlet.

1, 9

Teorema C.2. Sejam f and g fungoes tais que = .

sao decrescentes para t > 0.

Sejam v e w duas funcoes satisfazendo

—Av+v = f(v) em £,

v > 0 em £, (C.7)
g—z = g(v) em 09
e
—Aw+w = flw) em Q
w > 0 em €, (C.8)
ow
— = Q.
o glw) em 0O
Entao w > v em Q.
Demonstracao. Inicialmente observamos que
— VAW + wAvV > vw (@ - fg)v)) em (). (C.9)

Seja 0(t) uma fungao nao-decrescente regular satisfazendo 6(0) = 0,0(t) =1,set >1e



0(t) = 0 se t < 0. Definamos 0.(t) = 6 (L) e observemos que

0 se t<0
0c(t) = (C.10)
1 se t>1.

Multiplicando ambos os lados da desigualdade (C.9) por (v — w), obtemos

v (£ FON g 0 e
e

/Q [(—Aw)(vhe(v — w)) + (Av) (Wl (v — w))] dz > /

Q

Raciocinando como em [5], nés temos

/Q [(—Aw) (vl (v — w)) + (Av) (Wl (v — w))]| dz < (C.12)

/Q(v —w)b(v—w)Vu(Vv — Vw)dr — /aQ e, (M — M) O.(v—w)do <  (C.13)

/aQ vw (@ — @) Oc(v —w)do + /va (@ — @) O.(v—w)dz < (C.14)
/Q (v —w)b. (v — w)VoV(VoVw)dz. (C.15)

t
Tomemos 7. (t) = / s.(s)ds e observemos que 0 < 7(t) < e. Assim,
0

/QVU(((’U —w)b(v—w))(Vv—Vw)dz = /QVUV(’}/G(’U —w))dx = (C.16)
— /Q Avy (v — w)dz + ” a—n%(v —w)do < (C.17)
Ce+ / vy (v —w)do < (C+1)e — 0 pois € — 0. (C.18)

o9

Logo,

/69 o~ (¥ - @) belv —w)do + /QW (M - f(m) O (v—w)dr <0  (C.19)

w (%




e entao

/[w} v (@ B @) Oe(v — w)do + /[M} ww (M - f@)) (v —w)dxr < 0. (C.20)

Fazendo € — 0", obtemos

/M] v (@ _ @) do+ /{M v (@ _ @) d < 0. (C.21)

Desde que @ e @ sao fungoes decrescentes, obtemos |[{v; [v > w|}| = 0 e entao v(z) < w(x)

a.e. em €2 o que conclui a prova deste teorema. W

O préximo resultado é uma versao do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer usado no

método de Galerkin. A demonstracao deste resultado pode ser encontrada Lions [36].

Lema C.1. Suponhamos F : R™ — R™ uma func¢ao continua tal que (F(§),&) > 0 em

€] < r, onde (-,-) € o produto interno usual em R™ e |-| é a norma associada a este produto

interno. Entao, existe zy € B.(0) tal que F(z) = 0.



Apeéendice D

Sobre o Género de Krasnoselkii e

Teorema de Rabinowitz

Seja E um espaco de Banach real. Designemos por U a classe de todos os subconjuntos
fechados A C E'\ {0} que sao simétricos com relagdo & origem 0 € E, isto é, u € A implica

em —u € A.

Definigao D.1. Seja A € U. O Género de Krasnoselkii y(A) de A € definido como sendo o
menor inteiro positivo k tal que existe uma aplicagao impar ¢ € C(A, RF) tal que ¢(x) # 0
para todo x € A. Se tal ¢ ndo existe, definimos y(A) = +o0o. Além disso, por definigdo,
7(¢) = 0.

Teorema D.1. Seja E = RN e 9Q a fronteira de um conjunto aberto, limitado e simétrico
Qe RY com 0¢c Q. Entao
v(0) = N.

Corolario D.1.

(M =N.

Teorema D.2. Seja J € CY(X,R) um funcional satisfazendo a condi¢io de Palais-Smale.

Além disso, suponhamos que

(i) J ¢é limitado inferiormente e par;
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(ii) ewxiste um congunto compacto K € U tal que v(K) =k e sup,cx J(z) < J(0).

Entao J possui pelo menos k pares de pontos criticos distintos e seus correspondentes valores

criticos sao menores que J(0).

Para mais detalhes sobre a Teoria do Género de Krasnoselskii consultar Costa [26].

Agora, vamos a uma importante observagao.

Observacao D.1. Sejam E € um espaco de Banach real e T : R x E — E um operador

continuo e compacto. Se consideramos a equag¢ao

u=T\u)em (\E) (D.1)

podemos aplicar o sequinte Teorema devido a Rabinowitz.

Teorema D.3. (Rabinowitz) Se T é um operador continuo e compacto e T(0,u) = 0, entao

Y ={(\u) € Rx E;u=T(\u)} contém um par de componentes Lt e ¥~ contidas em

Rt x E e R~ x E, respectivamente, nao-limitadas e contendo (0,0) € R x E.
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