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Dedicado à Minha Esposa Carmen



Um Poema de Amor

... e quando a noite desceu,
O poeta escreveu

Sua história de amor!
Tinha a grandeza do Mar,

O esplendor do Luar
E a beleza da Flor!...

Era o romance uma linda canção
Nascida do coração!
Hoje, o Poeta-Cantor
Nada mais tem, senão
Um poema de amor!

(Um poema de amor, de amor!...)

Wilson Fonseca
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Resumo

Neste trabalho, mostramos existência e multiplicidade de soluções, em espaços gene-
ralizados de Sobolev, para problemas elípticos do tipo p(x)-Kirchho�

−M
(∫

Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)
∆p(x)u = λf(x, u)

[∫
Ω

F (x, u)dx

]r
+|u|q(x)−2u em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

(P )

onde Ω é um domínio limitado do IRN , com fronteira suave e∆p(x) é o operador p(x)−Lapla-
ciano. Mostramos também existência de solução com condição de Neumann. Estudamos
o problema com crescimento subcrítico e crítico. Para obter os resultados utilizamos
Teorema do Passo da Montanha, Princípio Variacional de Ekeland, Teoria de Gênero e
Argumento de Truncamento.

Palavras-Chave: Teorema do Passo da Montanha; Princípio Variacional de Ekeland;
Teoria de Gênero; Espaço de Sobolev de expoente variável, p(x)-Kirchho�; Problema de
Neumann, Argumento de truncamento, Expoente crítico de Sobolev.
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Abstract

In this work, we show existence and multiplicity of solutions in generalized Sobolev
spaces for elliptic problems of the type p(x)-Kirchho�

−M
(∫

Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)
∆p(x)u = λf(x, u)

[∫
Ω

F (x, u)dx

]r
+|u|q(x)−2u in Ω,

u = 0 on ∂Ω,

(P )

where Ω is a bounded domain of IRN with smooth boundary and ∆p(x) is the p(x)−
Laplacian operator. We also show the existence of solution with Neumann condition. We
study the problem with subcritical and critical growth. For obtain the results, we use the
Mountain Pass Theorem, Ekeland Variational Principle, Genus Theory and Truncation
Argument.

Key words: Mountain Pass Theorem; Ekeland Variational Principle; Genus theory;
Sobolev spaces of variable exponent; p(x)-Kirchho�; Neumann problem, Truncation ar-
gument, Sobolev critical exponent.
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Introdução

Neste trabalho, mostraremos existência e multiplicidade de soluções, em espaços ge-

neralizados de Lebesgue-Sobolev, para problemas elípticos do tipo p(x)-Kirchho�
−M

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)
∆p(x)u = λf(x, u)

[∫
Ω

F (x, u)dx

]r
+|u|q(x)−2u em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

(P )

onde Ω é um domínio limitado do IRN com fronteira suave, p, q ∈ C(Ω), f : Ω× IR → IR

e M : IR+ → IR+ são funções contínuas, que satisfazem certas condições que serão dadas

posteriormente, F (x, u) =
∫ u

0

f(x, ξ)dξ, λ, r > 0 são parâmetros reais e∆p(x) é o operador

p(x)-Laplaciano, isto é, ∆p(x)u = div(|∇u|p(x)−2∇u), que é uma extensão do operador p-

Laplaciano. Mostraremos, também, existência de solução para o problema com condição

de Neumann.

O problema (P ) com p ≡ 2, λ = 1, r = 0 e sem a segunda parcela do termo à direita

da igualdade, reduz-se à equação estacionária original de Kirchho�, a saber{
−M(∥u∥2)∆u = f(x, u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(P1)

onde ∥u∥2 =
∫
Ω

|∇u|2dx é a norma em H1
0 (Ω).

A equação original de Kirchho�, a qual apareceu pela primeira vez no trabalho de

Kirchho� [37], é dada por

ρ
∂2u

∂t2
−

(
P0

h
+
E

2L

∫ L

0

∣∣∣∣∂u∂x
∣∣∣∣2 dx

)
∂2u

∂x2
= 0, (P2)

e estende a equação clássica da onda de D'Alembert, considerando os efeitos da mudança

no comprimento da corda durante as vibraçoes. Os parâmetros da equação (P2) tem os

seguintes signi�cados: L é o comprimento da corda, h é a área de sua seção transversal, E é

o módulo de Young do material do qual ela é feita, ρ é a densidade da massa e P0 é a tensão

inicial. Um diferencial importante na equação (P2) é a presença do coe�ciente não-local
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P0

h
+
E

2L

∫ L

0

∣∣∣∣∂u∂x
∣∣∣∣2 dx que depende da média

E

2L

∫ L

0

∣∣∣∣∂u∂x
∣∣∣∣2 dx, da energia cinética 1

2

∣∣∣∣∂u∂x
∣∣∣∣2

em [0, L]. Várias equações do tipo Kirchho� tem sido estudadas, especialmente depois do

trabalho de J. Lions [41] no qual foi proposta uma abordagem de Análise Funcional para

o referido problema.

Considerando o problema (P ), com M ≡ 1, p(x) ≡ 2 e sem a segunda parcela do

termo à direita da igualdade, tem-se o seguinte problema não-local −∆u = λf(x, u)

[∫
Ω

F (x, u)dx

]r
em Ω,

u = 0 em ∂Ω.

(P3)

O problema (P3) foi estudado por Gomes e Sanchez [35] usando técnica variacional

considerando f com um certo crescimento exponencial e Ω uma bola do IRN . Nesse

trabalho, os autores melhoraram os resultados contidos em Bebernes e Lacey [6].

Em Bebernes e Talaga [7] é considerado o caso particular de (P3), dado por −∆u = δ
eu∫
Ω
eu

em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(P4)

com f(t) = F (t) = et, que é o caso estacionário do problema parabólico
ut −∆u = δ

eu∫
Ω
eu

em Ω× [0, T ),

u(x, 0) = u0(x) em Ω,

u(x, t) = 0 em ∂Ω× [0, T ),

(P5)

que resulta da investigação analítica dos fenômenos associados com a ocorrência de bandas

de cisalhamento em metais que estão sendo deformados sob altas taxas de deformação.

Veja também, Burns ([12], [13]), Olmstead, Nemat, Nasser e Ni [45]. Ela surge também

na investigação do comportamento de um �uxo turbulento real e na teoria do equilíbrio

gravitacional das estrelas politrópicas. Veja, por exemplo, Caglioti, Lions, Marchiori e

Pulvirenti [14], e Krzywick e Nadzieja [39].

Outras motivações físicas para o problema (P3) podem ser encontradas em Carrillo

[15], Gogny e Lions [34], Dolbeault [25] e suas referências. Esses trabalhos estão relacio-

nados com o problema (P3) em que p é constante e seus estudos são feitos no espaço de

Sobolev usual. Portanto, estamos interessados no problema (P ), em que o operador p(x)-

Laplaciano aparece e o crescimento da não-linearidade não é padrão, ou seja, o expoente

q(x) depende de x ∈ Ω.
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Considerando o problema (P ), com p(x) ≡ p constante, λ = 1, r = 0 e sem a segunda

parcela à direita da igualdade, tem-se a seguinte equação de Kirchho�{
−M(∥u∥p1,p)∆pu = f(x, u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω.
(P6)

Vários trabalhos tratam do problema (P6) onde M é o termo de Kirchho� original da

forma M(τ) = a + bτ, τ ≥ 0, a, b > 0 e 1 ≤ p < +∞ são números reais constantes. Em

Alves, Corrêa e Ma [2] e Corrêa e Figueiredo [21] outras classes de M são consideradas.

Observe que na equação do problema (P3) somente o termo não-local
[∫

Ω

F (x, u)dx

]r
aparece, enquanto que na equação do problema (P6) somente o termo não-localM(∥u∥p1,p).
Já o nosso problema (P ), apresenta dois termos não-locais, dos tipos que aparecem em

(P3) e (P6), na mesma equação, e com o operador p(x)-Laplaciano.

Outros trabalhos também inspiraram o problema (P ); os artigos de Perera e Zhang

[46] e [47], em que os autores estudam{
−∥u∥2∆u = µu3 em Ω,

u = 0 em ∂Ω
(P7)

como um problema auxiliar, onde ∥u∥ =

(∫
Ω

|∇u|2dx
)1/2

é a norma usual do H1
0 (Ω), e

o artigo de Agarwal, Perera e Zhang [1] no qual os autores atacam o problema{
−∥u∥p−q

1,q ∆qu = λ∥u∥p−r
r |u|r−2u em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(P8)

onde ∥u∥1,q =
(∫

Ω

|∇u|qdx
)1/q

é a norma usual em W 1,q
0 (Ω).

Salientamos que a literatura relacionada aos problemas do tipo (P ), mesmo para o

caso de p ≡ 2, é pequena comparada com os do tipo (P3) e (P6).

Ressaltamos que uma das principais diferença entre p(x)-Laplaciano e p-Laplaciano

é que o operador p-Laplaciano é (p − 1)-homogêneo, ou seja, ∆p(µu) = µp−1∆pu para

todo µ > 0, no entando o operador p(x)-Laplaciano, quando p(x) não é constante, é não-

homogêneo. Como consequência disso, temos algumas di�culdades, como por exemplo,

não podemos usar o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange na maioria dos problemas

envolvendo esse operador.

Problemas envolvendo o operador p(x)-Laplaciano são importantes porque eles podem

modelar problemas em teoria da elasticidade e mecânica dos �uidos, mais precisamente,

�uidos do tipo eletrorreológicos (chamados �uidos inteligentes). Problemas com as con-
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dições de crescimento, com expoente variável também surgem na modelagem de �uxos

viscosos de �uidos não-newtonianos. Outra aplicação está relacionada com processamento

de imagem. Para maiores detalhes, veja Mihailescu e Radulescu [43], Ruzicka [49] e suas

referências.

No Capítulo 1, apresentaremos os espaços generalizados de Lebesgue-Sobolev, de�-

nições e resultados essenciais para um melhor entendimento dos resultados que serão

expostos nos capítulos seguintes.

No Capítulo 2, estudaremos questões de existência de soluções positivas para o pro-

blema −M
(∫

Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)
∆p(x)u = λ|u|q(x)−2u

[∫
Ω

1

q(x)
|u|q(x)dx

]r
em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

(E1)

onde Ω ⊂ IRN , λ, r > 0 são parâmetros reais, M : IR+ → IR+ e p, q ∈ C(Ω), são funções

que satisfazem determinadas condições.

Dado h ∈ C(Ω), designamos h+ = max
x∈Ω

h(x) e h− = min
x∈Ω

h(x).

Teorema 2.1.

(i) Suponhamos que existam constantes 0 < m0 e m1 tais que m0 ≤ M(τ) ≤ m1, com
m1p

+

m0

<
(q−)r+1(r + 1)

(q+)r
e q−(r + 1) > p+. Então o problema (E1) possui uma solução

fraca, para todo λ > 0.

(ii) Suponhamos que existam 0 < m0 e m1 tais que m0 ≤M(τ) ≤ m1 . Se q−(r+1) < p−,

então existe λ∗ > 0 tal que o problema (E1) possui uma solução positiva uλ para cada

λ ∈ (0, λ∗).

(iii) Seja M(τ) = a + bτ η, onde a ≥ 0, b > 0, τ ≥ 0 e η ≥ 1. Se
(η + 1)(p+)η+1

(p−)η
<

(r + 1)(q−)r+1

(q+)r
e q−(r + 1) > (η + 1)p+, então o problema (E1) possui uma solução fraca

positiva, para todo λ > 0.

(iv) Suponhamos M(τ) do tipo considerada em (iii). Se q−(r + 1) < p−, então existe

λ∗ > 0 tal que o problema (E1) possui uma solução positiva uλ para cada λ ∈ (0, λ∗).

Para obter os resultados nos itens (i) e (iii) usamos o Teorema do Passo da Montanha

e nos itens (ii) e (iv) o Princípio Variacional de Ekeland.

Esse resultado complementa o resultado obtido em Fan [26] e estende o resultados ob-

tido por Mihailescu e Radulescu [44], Fan e Zhang [28] e resultados citados anteriormente,

pois a equação é mais geral devido aos termos não-locais presentes na equação em estudo.
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No Capítulo 3, estudaremos existência de soluções para o problema com crescimento

crítico −M
(∫

Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)
∆p(x)u = λf(x, u)

[∫
Ω

F (x, u)dx

]r
+ |u|q(x)−2u em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

(E2)

onde Ω ⊂ IRN , f : Ω×IR → IR eM : IR+ → IR+ são funções que satisfazem determinadas

condições e λ, r > 0 são parâmetros reais.

Suporemos as seguintes hipóteses: existem constantes positivas A1, A2 e função β(x) ∈
C+(Ω) =

{
h;h ∈ C(Ω), h(x) > 1 para todo x ∈ Ω

}
, tais que

A1t
β(x)−1 ≤ f(x, t) ≤ A2t

β(x)−1, (1)

para todo t ≥ 0 e para todo x ∈ Ω e f(x, t) = 0 para todo t < 0. Além disso,

1 < p− ≤ p+ < N, (2)

e

1 < β+(r + 1) < q(x) ≤ p∗ =
Np(x)

N − p(x)
, (3)

Teorema 3.1.

(i) Suponhamos (1), (2) e (3). Mais ainda, suponhamos que existam 0 < m0 e m1 tais

que m0 ≤ M(τ) ≤ m1, com
m1p

+

m0

<

(
A1

A2

)r+1
(β−)r+1(r + 1)

(β+)r
e p+ < β−(r + 1). Então

existe λ > 0 tal que para todo λ > λ existe uma solução não-trivial para (E2).

(ii) Suponhamos (1),(2), (3) e M(τ) = a + bτ η, com a ≥ 0, b > 0, τ ≥ 0 e η ≥ 1. Mais

ainda, suponhamos (η + 1)p+ < β−(r + 1) e
(η + 1)(p+)η+1

(p−)η
<

(
A1

A2

)r+1
(β−)r+1(r + 1)

(β+)r
.

Então existe λ̃ > 0 tal que para todo λ > λ̃ existe uma solução não-trivial para (E2).

Esse resultado estende resultados obtido em Bonder e Silva [8], que por sua vez esten-

dem resultados obtido por Azorero e Alonso [5]. Estende ainda parcialmente resultados

obtidos em Figueiredo e Santos Junior [32]. A extensão de nosso resultado segue da pre-

sença de dois termos não-locais na equação. Como o problema tem crescimento crítico, o

resultado foi obtido via Teorema do Passo da Montanha e Princípio de Concentração de

Compacidade de Lions estendido.



6

No Capítulo 4, estudaremos existência e multiplicidade de soluções para o problema −M
(∫

Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)
∆p(x)u = f(x, u)

[∫
Ω

F (x, u)dx

]r
em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

(E3)

onde Ω ⊂ IRN , f : Ω×IR → IR eM : IR+ → IR+ são funções que satisfazem determinadas

condições e r > 0 é um parâmetro real.

Suporemos as seguintes hipóteses sobre M e f : Existem constantes positivas A0, A,

B0, B, Q1, Q2 e funções α(x), q(x) ∈ C+(Ω), tais que

A0 + Atα(x) ≤M(t) ≤ B0 +Btα(x), (4)

e

Q1t
q(x)−1 ≤ f(x, t) ≤ Q2t

q(x)−1, (5)

para todo t ≥ 0 e para todo a x ∈ Ω. Além disso q(x) < p∗ =
Np(x)

N − p(x)
, com

p− > q+(r + 1), (6)

e

f(x, t) = −f(x,−t) (7)

para todo t ∈ IR e para todo x ∈ Ω.

Teorema 4.1.

Suponhamos (4), (5), (6) e (7). Então o problema (E3) tem in�nitas soluções.

Esse resultado estende os resultado obtidos em Corrêa e Figueiredo [22] e Avci, Cekic e

Mashyiev [4]. A extensão segue do termo Kirchho� mais geral e da presença de um termo

não-local adicional. Para obter esse resultado usamos Teoria do Gênero de Krasnoselskii.

No capítulo 5, estudaremos existência de soluções, via argumento de truncamento,

para o seguinte problema com crescimento crítico
−M

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)
∆p(x)u = λf(x, u)

[∫
Ω

F (x, u)dx

]r
+|u|q(x)−2u em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

(E4)

onde Ω ⊂ IRN , f : Ω×IR → IR eM : IR+ → IR+ são funções que satisfazem determinadas
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condições e λ, r > 0 são parâmetros reais.

Suporemos as seguintes hipóteses: existem constantes positivas A1, A2, e uma função

β ∈ C+(Ω), tal que

A1t
β(x)−1 ≤ f(x, t) ≤ A2t

β(x)−1, (8)

para todo t ≥ 0 e para todo x ∈ Ω. Além disso p, q ∈ C+(Ω) e

1 < p− ≤ p+ < N, (9)

1 < β+(r + 1) < q(x) ≤ p∗ =
Np(x)

N − p(x)
, (10)

com {x ∈ Ω; q(x) = p∗(x)} ̸= ∅. Suponhamos ainda

f(x, t) = −f(x,−t), (11)

para todo t ∈ IR e para todo x ∈ Ω.

Teorema 5.1.

(i) Suponhamos (8), (9), (10) e (11). Suponhamos ainda que existam 0 < m0 e m1 tais

que m0 ≤ M(τ) ≤ m1, com
p+m1

m0

< q− e β−(r + 1) < p−. Então existe λ > 0 tal que

para todo 0 < λ < λ existem in�nitas soluções para (E4) em W
1,p(x)
0 (Ω).

(ii) Suponhamos (8), (9), (10), (11) e M(τ) = a + bτ η, com a ≥ 0, b > 0, τ ≥ 0 e η ≥ 1.

Suponhamos ainda que, β+(r + 1) < p− e
(η + 1)(p+)η+1

(p−)η
< q−. Então existem λ̃ > 0 tal

que para todo 0 < λ < λ̃ existem in�nitas soluções para (E4) em W
1,p(x)
0 (Ω).

Esse resultado em complemento com o resultado obtido no Capítulo 3, estende o re-

sultados obtidos em Bonder e Silva [8] e parcialmente Figueiredo e Santos Junior [32].

Os trabalhos de Corrêa e Figueiredo [23] e Figueiredo e Santos Junior [32] foram impor-

tantes na obtenção desse resultado, pois utilizam o argumento de truncamento em seus

respectivos trabalhos.

No Capítulo 6, estudaremos questões de existência de soluções para o seguinte pro-

blema, com crescimento crítico e com condições de fronteira de Neumann
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

M

(∫
Ω

1

p(x)
(|∇u|p(x) + |u|p(x))dx

)
(−∆p(x)u+ |u|p(x)−2u)

= λf(x, u)

[∫
Ω

F (x, u)dx

]r
em Ω

M

(∫
Ω

1

p(x)
(|∇u|p(x) + |u|p(x))dx

)
|∇u|p(x)−2∂u

∂ν

= γg(x, u)

[∫
∂Ω

G(x, u)dS

]κ
em ∂Ω,

, (E5)

onde Ω ⊂ IRN , p ∈ C(Ω), f : Ω× IR → IR, g : ∂Ω× IR → IR e M : IR+ → IR+ são funções

que satisfazem determinadas condições, F (x, u) =
∫ u

0

f(x, ξ)dξ, G(x, u) =
∫ u

0

g(x, y)dy,

ν a normal unitária exterior,
∂u

∂ν
é a derivada normal exterior, dS a medida na fronteira

e λ, r, γ, κ ≥ 0 são parâmetros reais.

Estudaremos o problema com os seguintes expoentes críticos de Sobolev

p∗(x) =
Np(x)

N − p(x)
e p∗(x) =

(N − 1)p(x)

N − p(x)
, (12)

onde o expoente p∗ é o expoente crítico no sentido do traço.

Teorema 6.1.

(i) Suponhamos κ = 0, g(x, u) = |u|q(x)−2u, q : ∂Ω → [1,∞) e A := {x ∈ ∂Ω : q(x) =

p∗(x)} ̸= ∅. Além disso, consideremos a função β(x) ∈ C+(Ω), constantes positivas A1, A2

tais que A1t
β(x)−1 ≤ f(x, t) ≤ A2t

β(x)−1 para todo t ≥ 0 e para todo x ∈ Ω, com f(x, t) = 0

para todo t < 0. Suponhamos ainda que existam 0 < m0 e m1 tais que m0 ≤M(τ) ≤ m1,

com
m1p

+

m0

<

(
A1

A2

)r+1
(β−)r+1(r + 1)

(β+)r
e p+ < β−(r + 1) < q−. Então existe λ1 > 0, tal

que para todo λ > λ1 e para todo γ > 0 existe uma solução não-trivial para (E5).

(ii) Suponhamos κ = 0, g(x, u) = |u|q(x)−2u, q : ∂Ω → [1,∞) e A := {x ∈ ∂Ω : q(x) =

p∗(x)} ̸= ∅ eM(τ) = a+bτ η, com a ≥ 0, b > 0, τ ≥ 0 e η ≥ 1. Além disso, consideremos a

função β(x) ∈ C+(Ω), constantes positivas A1, A2 tais que A1t
β(x)−1 ≤ f(x, t) ≤ A2t

β(x)−1

para todo t ≥ 0 e para todo x ∈ Ω, com f(x, t) = 0 para todo t < 0. Suponhamos ainda,

(η + 1)p+ < β−(r + 1) < q− e
(η + 1)(p+)η+1

(p−)η
<

(
A1

A2

)r+1
(β−)r+1(r + 1)

(β+)r
. Então existe

λ2 > 0, tal que para todo λ > λ2 e para todo γ > 0 existe uma solução não-trivial para

(E5).

(iii) Suponhamos r = 0, f(x, u) = |u|q(x)−2u, q : Ω → [1,∞) e A := {x ∈ Ω : q(x) =
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p∗(x)} ̸= ∅. Além disso, consideremos a função β(x) ∈ C+(∂Ω), constantes positivas

A1, A2 tais que A1t
β(x)−1 ≤ g(x, t) ≤ A2t

β(x)−1 para todo t ≥ 0 e para todo x ∈ ∂Ω,

com g(x, t) = 0 para todo t < 0. Suponhamos ainda que existam 0 < m0 e m1 tais que

m0 ≤M(τ) ≤ m1, com
m1p

+

m0

<

(
A1

A2

)κ+1
(β−)κ+1(κ+ 1)

(β+)κ
e p+ < β−(κ+1) < q−. Então

existe γ1 > 0 tal que para todo γ > γ1 e para todo λ > 0 existe uma solução não-trivial

para (E5).

(iv) Suponhamos r = 0, f(x, u) = |u|q(x)−2u, q : Ω → [1,∞) e A := {x ∈ Ω : q(x) =

p∗(x)} ̸= ∅ eM(τ) = a+bτ η, com a ≥ 0, b > 0, τ ≥ 0 e η ≥ 1. Além disso, consideremos a

função β(x) ∈ C+(∂Ω), constantes positivas A1, A2 tais que A1t
β(x)−1 ≤ g(x, t) ≤ A2t

β(x)−1

para todo t ≥ 0 e para todo x ∈ ∂Ω, com g(x, t) = 0 para todo t < 0. Suponhamos ainda

que, (η + 1)p+ < β−(κ + 1) < q− e
(η + 1)(p+)η+1

(p−)η
<

(
A1

A2

)κ+1
(β−)κ+1(κ+ 1)

(β+)κ
. Então

existe γ2 > 0 tal que para todo γ > γ2 e para todo λ > 0 existe uma solução não-trivial

para (E5).

Esse resultado completa e estende os resultado obtidos em Bonder, Saintier e Silva

[10], Guo e Zhao [36], Liang e Zhang [40] e Yao [52]. Além disso completa o nosso

resultado obtido no Capítulo 3. Para mostrar esse resultado usamos o Teorema do Passo

da Montanha e o Princípio de Concentração de Compacidade de Lions estendido. Foi

fundamental nos itens (i) e (ii), o uso do resultado obtido sobre o traço em Bonder,

Saintier e Silva [9].

Para facilitar a leitura deste trabalho, apresentaremos os enunciados dos teoremas nos

capítulos correspondentes.

Publicações em periódicos

Durante a elaboração desta tese, alguns dos resultados obtidos foram publicados ou

aceitos para publicação, como segue

[18] F.J.S.A. Corrêa & A.C.R. Costa, A variational approach for a bi-nonlocal problem

involving the p(x)-Laplacian and nonlinearity with nonstandard growth, Glasgow Math.

J. (2013) 1-17, doi:10.1017/S001708951300027X. (Teorema 2.1)
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[19] F.J.S.A. Corrêa & A.C.R. Costa, On a bi-nonlocal p(x)-Kirchho� equation via Kras-

noselskii's genus, Math. Meth. Appl. Sci. 2014, doi: 10.1002/mma.3051. (Teorema

4.1)

[20] F.J.S.A. Corrêa & A.C.R. Costa, On a p(x)-Kirchho� Equation with Critical Expo-

nent and an Additional Nonlocal Term, aceito para publicação em Funkcialaj Ekvacioj.

(Teorema 3.1)



Notações

: �m de uma demonstração,

→ : convergência forte,

⇀: convergência fraca,

Br(x) : bola aberta de centro x e raio r.

u+: parte positiva da função u, isto é, u+ = max{u, 0}.



Capítulo 1

Espaços de Lebesgue-Sobolev com expoentes variáveis

Inicialmente, seja

C+(Ω) =
{
h;h ∈ C(Ω), h(x) > 1 para todo x ∈ Ω

}
.

Para cada h ∈ C+(Ω) de�nimos

h+ = max
x∈Ω

h(x) e h− = min
x∈Ω

h(x).

Designamos por M(Ω) o conjunto de todas as funções reais mensuráveis de�nidas em Ω.

Para cada p ∈ C+(Ω), de�nimos o espaço generalizado de Lebesgue por

Lp(x)(Ω) =

{
u ∈ M(Ω);

∫
Ω

|u(x)|p(x)dx <∞
}
.

Consideramos Lp(x)(Ω) munido com a norma de Luxemburg

|u|p(x) = inf

{
µ > 0;

∫
Ω

∣∣∣∣u(x)µ
∣∣∣∣p(x) dx ≤ 1

}
.

O espaço generalizado de Lebesgue - Sobolev W 1,p(x)(Ω) é de�nido por

W 1,p(x)(Ω) =
{
u ∈ Lp(x)(Ω); |∇u| ∈ Lp(x)(Ω)

}
,

com a norma

∥u∥1,p(x) = |u|p(x) + |∇u|p(x).

De�nimos W 1,p(x)
0 (Ω) como sendo o fecho de C∞

c (Ω) em W 1,p(x)(Ω) com relação à norma

∥u∥1,p(x). De acordo com Fan e Zhao [30], os espaços Lp(x)(Ω), W 1,p(x)(Ω) e W 1,p(x)
0 (Ω) são

espaços de Banach re�exivos e separáveis. Se p1, p2 ∈ C(Ω) e p1(x) ≤ p2(x), para todo

x ∈ Ω, então temos a imersão contínua Lp2(x)(Ω) ↪→ Lp1(x)(Ω).
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As demonstrações das proposições seguintes encontram-se em Bonder e Silva [8], Bon-

der, Saintier e Silva [9], Fan e Shen [27], Fan e Zhang [28] e Fan e Zhao [30],.

Proposição 1.1. Sejam Ω ⊂ IRN e p ∈ C(Ω) com p(x) < N para todo x ∈ Ω. Se

p1 ∈ C(Ω) e 1 ≤ p1(x) ≤ p∗(x) (1 ≤ p1(x) < p∗(x)) para x ∈ Ω, então existe imersão

contínua (compacta) W 1,p(x)(Ω) ↪→ Lp1(x)(Ω), onde p∗(x) =
Np(x)

N − p(x)
.

O espaço de Lebesgue sobre ∂Ω é de�nido como

Lq(x)(∂Ω) := {u| u : ∂Ω → IR mensurável e

∫
∂Ω

|u|q(x)dS <∞},

onde dS é a medida na fronteira e a correspondente norma de Luxemburg é dada por

∥u∥Lq(x)(∂Ω) := ∥u∥q(x),∂Ω := inf{λ > 0 :

∫
∂Ω

∣∣∣∣u(x)λ
∣∣∣∣q(x) dS ≤ 1}.

Proposição 1.2. Sejam Ω ⊂ IRN e p, q ∈ C(Ω) com p(x) < N para todo x ∈ Ω. Então

existe uma imersão contínua e compacta W 1,p(x)(Ω) ↪→ Lq(x)(∂Ω), onde q(x) < p∗(x) =
(N − 1)p(x)

N − p(x)
.

Proposição 1.3. Seja ρ(u) =
∫
Ω

|u(x)|p(x)dx. Para todo u, uj ∈ Lp(x)(Ω), temos:

1. For u ̸= 0, |u|p(x) = λ ⇔ ρ(u
λ
) = 1;

2. |u|p(x) < 1 (= 1;> 1) ⇔ ρ(u) < 1 (= 1;> 1);

3. Se |u|p(x) > 1, então |u|p
−

p(x) ≤ ρ(u) ≤ |u|p
+

p(x);

4. Se |u|p(x) < 1, então |u|p
+

p(x) ≤ ρ(u) ≤ |u|p
−

p(x);

5. lim
j→+∞

|uj|p(x) = 0 ⇔ lim
j→+∞

ρ(uj) = 0;

6. lim
j→+∞

|uj|p(x) = +∞ ⇔ lim
j→+∞

ρ(uj) = +∞.

Fazendo ρ1,p(x) :=
∫
Ω

(|u|p(x) + |∇u|p(x))dx para todo u ∈ W 1,p(x)(Ω), temos a seguinte

proposição:

Proposição 1.4. Para todo u, uj ∈ W 1,p(x)(Ω), temos:

1. ∥u∥ < 1 (= 1;> 1) ⇔ ρ1,p(x)(u) < 1 (= 1;> 1);

2. Se ∥u∥ > 1, então ∥u∥p− ≤ ρ1,p(x)(u) ≤ ∥u∥p+ ;
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3. Se ∥u∥ < 1, então ∥u∥p+ ≤ ρ1,p(x)(u) ≤ ∥u∥p− ;

4. lim
j→+∞

∥uj∥ = 0 ⇔ lim
j→+∞

ρ1,p(x)(uj) = 0;

5. lim
j→+∞

∥uj∥ = +∞ ⇔ lim
j→+∞

ρ1,p(x)(uj) = +∞.

Proposição 1.5. (Desigualdade de Poincaré) Se u ∈ W
1,p(x)
0 (Ω), então

|u|p(x) ≤ C|∇u|p(x),

onde C é uma constante que não depende de u.

Observe que, pela desigualdade de Poincaré, as normas ∥ · ∥1,p(x) and ∥u∥ = |∇u|p(x)
são equivalentes em W

1,p(x)
0 (Ω). Doravante trabalharemos em W

1,p(x)
0 (Ω) com a norma

∥u∥ = |∇u|p(x).
Designamos por Lp ′(x)(Ω) o espaço conjugado de Lp(x)(Ω), onde

1

p(x)
+

1

p ′(x)
= 1, para todo x ∈ Ω.

Proposição 1.6. (Desigualdade de Hölder) Se u ∈ Lp(x)(Ω) e v ∈ Lp ′(x)(Ω), então∣∣∣∣∫
Ω

uvdx

∣∣∣∣ ≤ ( 1

p−
+

1

p ′−

)
|u|p(x)|v|p ′(x).

Teorema 1.1. (Fan e Zhang [28]) Seja Lp(x) : W
1,p(x)
0 (Ω) → (W

1,p(x)
0 (Ω))′ tal que

Lp(x)(u)(v) =

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇v, ∀ u, v ∈ W
1,p(x)
0 (Ω),

então

(i) Lp(x) : W
1,p(x)
0 (Ω) → (W

1,p(x)
0 (Ω))∗ é um operador contínuo, limitado e estritamente

monótono;

(ii) Lp(x) é uma aplicação do tipo (S+), i.é., se uj ⇀ u in W 1,p(x)
0 (Ω) e lim sup(Lp(x)(uj)−

Lp(x)(u), uj − u) ≤ 0, então uj → u em W
1,p(x)
0 (Ω);

(iii) Lp(x) : W
1,p(x)
0 (Ω) → (W

1,p(x)
0 (Ω))∗ é um homeomor�smo.

Esse resultado também é válido para Lp(x) : W
1,p(x)(Ω) → (W 1,p(x)(Ω))∗.

Proposição 1.7. (Bonder e Silva [8]) Sejam q(x) e p(x) duas funções contínuas tais que

1 < inf
x∈Ω

p(x) ≤ sup
x∈Ω

p(x) < N e 1 ≤ q(x) ≤ p∗(x) em Ω.
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Seja (uj) uma sequência tal que uj ⇀ u em W
1,p(x)
0 (Ω) onde:

|∇uj|p(x) ⇀ µ, fraco−∗ em medida,

e

|uj|q(x) ⇀ ν, fraco−∗ em medida.

Também suponhamos que A = {x ∈ Ω : q(x) = p∗(x)} é não-vazio. Então, para algum

conjunto enumerável de índices I, temos:

ν = |u|q(x) +
∑
i∈I

νiδxi
, νi > 0

µ ≥ |∇u|p(x) +
∑
i∈I

µiδxi
, µi > 0

Sν
1/p∗(xi)
i ≤ µ

1/p(xi)
i , ∀i ∈ I,

onde {xi}i∈I ⊂ A e S é a melhor constante da desigualdade Gagliardo-Nirenberg-Sobolev,

para o expoente variável, dada por

S = Sq(Ω) = inf
ϕ∈C∞

0 (Ω)

∥|∇ϕ|∥Lp(x)(Ω)

∥ϕ∥Lq(x)

.

Proposição 1.8. (Bonder, Saintier e Silva [9]) Seja (uj) ⊂ W 1,p(x)(Ω) uma sequência tal

que uj ⇀ u em W 1,p(x)(Ω). Então existe um conjunto enumerável I, de números positivos

(µ)i∈I e (ν)i∈I e pontos {xi}i∈I ⊂ A = {x ∈ ∂Ω : q(x) = p∗(x)} tais que

|uj|q(x)dS ⇀ ν = |u|q(x)dS +
∑
i∈I

νiδxi
, fraco− ∗ em medida.

|∇uj|p(x)dx ⇀ µ ≥ |∇u|p(x)dx+
∑
i∈I

µiδxi
, fraco− ∗ em medida.

T xi
ν

1
q(xi)

i ≤ µ
1

p(xi)

i ,

onde T xi
= sup

ϵ>0
T (p(.), q(.),Ωϵ,i,Γϵ,i) representa a constante de Sobolev no sentido do

traço, sendo

Ωϵ,i = Ω ∩Bϵ(xi) e Γϵ,i = ∂Bϵ(xi) ∩ Ω.



Capítulo 2

Demonstração do Teorema 2.1

2.1 Introdução

Neste capítulo, estudaremos questões de existência de soluções positivas para o pro-

blema −M
(∫

Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)
∆p(x)u = λ|u|q(x)−2u

[∫
Ω

1

q(x)
|u|q(x)dx

]r
em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

(2.1)

onde Ω ⊂ IRN , λ, r > 0, são parâmetros reais, M : IR+ → IR+ e p, q ∈ C(Ω) são funções

que satisfazem determinadas condições.

O funcional energia associado ao problema (2.1) é dado por

Jλ(u) = M̂

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)
− λ

r + 1

[∫
Ω

1

q(x)
|u|q(x)dx

]r+1

, (2.2)

para todo u ∈ W
1,p(x)
0 (Ω), onde M̂(τ) =

∫ τ

0

M(s)ds.

Pelas condições aqui consideradas, o funcional acima é diferenciável no sentido de

Fréchet e sua derivada é dada por

J ′
λ(u)v = M

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇vdx

−λ
[∫

Ω

1

q(x)
|u|q(x)dx

]r ∫
Ω

|u|q(x)−2uvdx,

para todo u, v ∈ W
1,p(x)
0 (Ω) (ver Apêndice A.1.1). Então, u ∈ W

1,p(x)
0 (Ω) é uma solução

fraca do problema (2.1) se, e somente se, u é um ponto crítico do funcional Jλ.

Usaremos o Teorema do Passo da Montanha (ver Apêndice A.1.3) e o Princípio Va-

riacional de Ekeland (ver Apêndice A.1.4), para estabelecer vários resultados para certas

classes do termo de Kirchho� M , em intervalos determinados por p, q,M, r e λ. Consi-

deraremos, neste capítulo, somente o caso subcrítico. O problema crítico, será estudado
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nos capítulos 2 e 4.

No que segue, vamos considerar o problema −M
(∫

Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)
∆p(x)u = λ(u+)

q(x)−1

[∫
Ω

1

q(x)
(u+)

q(x)dx

]r
em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

(2.3)

porque estamos interessados em encontrar soluções positivas. Note que possíveis soluções

de (2.3) são soluções positivas de (2.1). Veja Fan, Zhao e Zhang [29] e Zhang [50].

Dizemos que u ∈ W
1,p(x)
0 (Ω) é uma solução fraca do problema (2.3) quando

M

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇vdx = λ

[∫
Ω

1

q(x)
(u+)

q(x)dx

]r ∫
Ω

(u+)
q(x)−1vdx ,

∀v ∈ W
1,p(x)
0 (Ω).

De�namos os funcionais M̃,B por

M̃(u) =M

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)
e

B(u) =
[∫

Ω

1

q(x)
|u|q(x)dx

]r
e as aplicações T,G, Lp(x), N : W

1,p(x)
0 (Ω) → (W

1,p(x)
0 (Ω))∗ por

T (u)v = M̃(u)

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇vdx, ∀u, v ∈ W
1,p(x)
0 (Ω),

G(u)v = λB(u)
∫
Ω

|u|q(x)−2uvdx, ∀u, v ∈ W
1,p(x)
0 (Ω),

Lp(x)(u)v =

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇vdx, ∀u, v ∈ W
1,p(x)
0 (Ω),

e

N(u)v =

∫
Ω

|u|q(x)−2uvdx, ∀u, v ∈ W
1,p(x)
0 (Ω).

Então, T (u) = M̃(u)Lp(x)(u) e G(u) = λB(u)N(u) para todo u ∈ W
1,p(x)
0 (Ω).

O funcional Jλ é de classe C1(W
1,p(x)
0 (Ω), IR) (ver Apêndice A.1.1), e temos

J ′
λ(u)v = M̃(u)

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇vdx− λ

[∫
Ω

1

q(x)
(u+)

q(x)dx

]r ∫
Ω

(u+)
q(x)−1vdx,
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para todo u, v ∈ W
1,p(x)
0 (Ω).

No que segue vamos considerar entre outras hipóteses que 1 < p(x) < N com 1 ≤
q(x) < p∗(x) = Np(x)

N−p(x)
para todo x ∈ Ω.

2.2 Demonstração do Teorema 2.1

Teorema 2.1.

(i) Suponhamos que existam 0 < m0 e m1 tais que m0 ≤ M(τ) ≤ m1, com
m1p

+

m0

<

(q−)r+1(r + 1)

(q+)r
e q−(r + 1) > p+. Então o problema (2.1) possui uma solução fraca, para

todo λ > 0.

(ii) Suponhamos que existam 0 < m0 e m1 tais que m0 ≤M(τ) ≤ m1 . Se q−(r+1) < p−,

então existe λ∗ > 0 tal que o problema (2.1) possui uma solução positiva uλ para cada

λ ∈ (0, λ∗).

(iii) Seja M(τ) = a + bτ η, onde a ≥ 0, b > 0, τ ≥ 0 e η ≥ 1. Se
(η + 1)(p+)η+1

(p−)η
<

(r + 1)(q−)r+1

(q+)r
e q−(r + 1) > (η + 1)p+, então o problema (2.1) possui uma solução fraca

positiva, para todo λ > 0.

(iv) Suponhamos M(τ) do tipo considerada em (iii). Se q−(r + 1) < p−, então existe

λ∗ > 0 tal que o problema (2.1) possui uma solução positiva uλ para cada λ ∈ (0, λ∗).

2.2.1 Demonstração do item (i) do Teorema 2.1

Demonstração: Usaremos o Teorema do Passo da Montanha (ver Apêndice A.1.3).

Desde que

Jλ(u) = M̂

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)
− λ

r + 1

[∫
Ω

1

q(x)
(u+)

q(x)dx

]r+1

,

para todo λ > 0. Temos ainda que

Jλ(u) ≥
m0

p+

∫
Ω

|∇u|p(x)dx− λ

(r + 1)(q−)r+1

[∫
Ω

|u|q(x)dx
]r+1

.

Observe que considerando ∥u∥ < 1, obtém-se pela Proposição 1.3,
∫
Ω

|∇u|p(x)dx ≥ ∥u∥p+

que implica

Jλ(u) ≥
m0

p+
∥u∥p+ − λ

(r + 1)(q−)r+1

[∫
Ω

|u|q(x)dx
]r+1

.
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Usando a imersão de Sobolev W 1,p(x)
0 (Ω) ↪→ Lq(x)(Ω), temos

|u|q(x) ≤ C∥u∥ = Cρ < 1,

se ρ = ∥u∥ < 1 é su�cientemente pequeno. Pela Proposição 1.3,∫
Ω

|u|q(x)dx ≤ |u|q
−

q(x)

e então (∫
Ω

|u|q(x)dx
)r+1

≤ |u|q
−(r+1)

q(x) .

Assim,

Jλ(u) ≥
m0

p+
∥u∥p+ − λ

(r + 1)(q−)r+1
(C∥u∥)q−(r+1),

e considerando ∥u∥ = ρ

Jλ(u) ≥
m0

p+
ρp

+ − λ

(r + 1)(q−)r+1
Cq−(r+1)ρq

−(r+1),

que implica

Jλ(u) ≥ ρp
+

[
m0

p+
− λCq−(r+1)

(r + 1)(q−)r+1
ρq

−(r+1)−p+

]
.

Como por hipótese q−(r + 1) > p+, encontramos números positivos a, ρ tais que

Jλ(u) ≥ a > 0 se ∥u∥ = ρ, para cada λ > 0.

Assim o funcional Jλ satisfaz a primeira geometria do Teorema do Passo da Montanha.

Seja 0 < ω ∈ W
1,p(x)
0 (Ω). Para t > 0

Jλ(tω) = M̂

(∫
Ω

1

p(x)
|∇tω|p(x)dx

)
− λ

r + 1

[∫
Ω

1

q(x)
|tω|q(x)dx

]r+1

.

Para t > 1, temos tp(x) ≤ tp
+
e tq

− ≤ tq(x). Assim,

Jλ(tω) ≤
m1t

p+

p−

∫
Ω

|∇ω|p(x)dx− λ

(r + 1)

tq
−(r+1)

(q+)r+1

[∫
Ω

ωq(x)dx

]r+1

.

Usando o fato que q−(r + 1) > p+ obtemos Jλ(tω) → −∞ quando t→ +∞. Consequen-

temente, Jλ satisfaz a segunda geometria do Teorema do Passo da Montanha.

Para concluir a demonstração do resultado (i), mostraremos que Jλ satisfaz a condição
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de Palais-Smale, isto é, toda sequência (uj) ⊂ W
1,p(x)
0 (Ω) tal que

Jλ(uj) → Cλ e J ′
λ(uj) → 0, (2.4)

contém uma subsequência fortemente convergente em W
1,p(x)
0 (Ω).

Seja (uj) ⊂ W
1,p(x)
0 (Ω) uma sequência satisfazendo a condição (2.4). Assim, conside-

rando
m1p

+

m0

< θ <
(q−)r+1(r + 1)

(q+)r
tem-se

C + ∥uj∥ ≥ Jλ(uj)−
1

θ
J ′
λ(uj)uj

≥
(
m0

p+
− m1

θ

)∫
Ω

|∇uj|p(x)dx

+ λ

(
1

θ(q+)r
− 1

(q−)r+1(r + 1)

)[∫
Ω

|uj|q(x)dx
]r+1

.

Se (uj) é ilimitada em W
1,p(x)
0 (Ω) podemos supor, passando à subsequência, se necessário,

que ∥uj∥ > 1 e como consequência da desigualdade anterior, pela Proposição 1.3

C + ∥uj∥ ≥
(
m0

p+
− m1

θ

)
∥uj∥p

−
,

que é um absurdo pois p− > 1. Portanto (uj) é limitada em W
1,p(x)
0 (Ω). Assim, existe

uma subsequência, ainda designada por (uj), tal que uj ⇀ u em W
1,p(x)
0 (Ω).

Usando o fato de que

J ′
λ(uj) → 0,

tem-se

J ′
λ(uj)(uj − u) = M̃(uj)

∫
Ω

|∇uj|p(x)−2∇uj∇(uj − u)dx−G(uj)(uj − u) → 0. (2.5)

Pela desigualdade de Hölder,∣∣∣∣∫
Ω

|uj|q(x)−2uj(uj − u)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|uj|q(x)−1|(uj−u)|dx ≤ C||u|q(x−1)|q(x)/q(x)−1|uj−u|q(x).

Como q(x) < p∗(x) para todo x ∈ Ω̄ temos que W 1,p(x)
0 (Ω) está imerso compactamente

em Lq(x)(Ω), e portanto uj → u em Lq(x)(Ω). Desta forma N(uj)(uj − u) → 0.

Por outro lado existem constantes positivas c1 e c2 tais que

c1 ≤
∫
Ω

1

q(x)
|∇uj|q(x)dx ≤ c2.
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Então, G(uj)(uj − u) → 0.

Por (2.5) obtemos

Lp(x)(uj)(uj − u) =

∫
Ω

|∇uj|p(x)−2∇uj∇(uj − u)dx→ 0,

pois existem constantes positivas c3 e c3 tais que c3 ≤ M̃(uj) ≤ c4. Temos ainda também

Lp(x)(u)(uj − u) =

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇(uj − u)dx→ 0.

Portanto,

(Lp(x)(uj)− Lp(x)(u), uj − u) → 0.

Pelo Teorema 1.1, uj → u em W
1,p(x)
0 (Ω) e a demonstração do item (i) está completa.

2.2.2 Demonstração do item (ii) do Teorema 2.1

Demonstração: Usaremos o Princípio Variacional de Ekeland (ver Apêndice A.1.4),

inspirados em ideias contidas em Mihailescu e Radulescu [44]. Raciocinando como no

item (i), obtemos

Jλ(u) ≥
m0

p+

∫
Ω

|∇u|p(x)dx− λ

(r + 1)(q−)r+1

[∫
Ω

|u|q(x)dx
]r+1

.

e então para ∥u∥ = ρ < 1 su�cientemente pequeno

Jλ(u) ≥ ρq
−(r+1)

[
m0ρ

p+−q−(r+1)

p+
− λCq−(r+1)

(r + 1)(q−)r+1

]
≥ a > 0 se 0 < λ < λ∗,

para algum λ∗ > 0. Assim, para todo λ ∈ (0, λ∗) temos

inf
∂Bρ(0)

Jλ > 0.

Observe que neste item, o parâmetro λ desempenha um papel crucial. Seja ϵ0 > 0 tal

que q−(r + 1) + ϵ0(r + 1) < p−. Pelo fato de q ∈ C(Ω), tem-se que existe um conjunto

aberto Ω0 ⊂ Ω tal que |q(x) − q−| < ϵ0 para todo x ∈ Ω0. Assim, concluimos que

q(x)(r + 1) ≤ q−(r + 1) + ϵ0(r + 1) < p− para todo x ∈ Ω0.

Seja ϕ ∈ C∞
0 (Ω) tal que supp(ϕ) ⊃ Ω0, ϕ(x) = 1 para todo x ∈ Ω0 e 0 ≤ ϕ ≤ 1 em Ω.
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Para t su�cientemente pequeno, t ∈ (0, 1), temos que tϕ ∈ Bρ(0) ⊂ W
1,p(x)
0 (Ω), e

Jλ(tϕ) ≤ m1t
p−

p−

∫
Ω

|∇ϕ|p(x)dx− λ

(r + 1)

1

(q+)r+1

[∫
Ω

|tϕ|q(x)dx
]r+1

≤ m1t
p−

p−

∫
Ω

|∇ϕ|p(x)dx− λ

(r + 1)

1

(q+)r+1

[∫
Ω

tq(x)|ϕ|q(x)dx
]r+1

≤ m1t
p−

p−

∫
Ω

|∇ϕ|p(x)dx− λ

(r + 1)

1

(q+)r+1

[∫
Ω0

tq(x)|ϕ|q(x)dx
]r+1

.

Em Ω0, q(x)(r + 1) ≤ q−(r + 1) + ϵ0(r + 1) < p− e assim para t ∈ (0, 1)

Jλ(tϕ) ≤ m1t
p−

p−

∫
Ω

|∇ϕ|p(x)dx− λ

(r + 1)

tq
−(r+1)+ϵ0(r+1)

(q+)r+1

[∫
Ω0

|ϕ|q(x)dx
]r+1

.

Portanto,

Jλ(tϕ) < 0

para t < δ1/(p
−−[q−(r+1)+ϵ0(r+1)]) com

0 < δ < min

{
1,

λp−
∫
Ω0

|ϕ|q(x)dx
m1(r + 1)(q+)r+1

∫
Ω
|∇ϕ|p(x)dx

}
.

Observe que
∫
Ω

|∇ϕ|p(x)dx > 0, pois
∫
Ω0

|ϕ|q(x)dx ≤
∫
Ω

|ϕ|q(x)dx ≤
∫
Ω

|ϕ|q−dx. Pela

imersão W 1,p(x)
0 (Ω) ↪→ Lq−(Ω) tem-se ∥ϕ∥q− ≤ C∥ϕ∥, onde C é uma constante positiva.

Logo, 0 <
∫
Ω

|∇ϕ|p(x)dx.

Como para todo u ∈ Bρ(0) tem-se

Jλ(u) ≥
m0

p+
∥u∥p+ − λC

r + 1

1

(q−)r+1
∥u∥q−(r+1),

segue que

−∞ < c := inf
Bρ(0)

Jλ < 0.

Seja 0 < ϵ < inf
∂Bρ(0)

Jλ − inf
Bρ(0)

Jλ. Aplicando o princípio variacional de Ekeland para o

funcional Jλ : Bρ(0) → IR, encontramos uϵ ∈ Bρ(0) tal que

Jλ(uϵ) ≤ inf
Bρ(0)

Jλ + ϵ e Jλ(uϵ) < Jλ(u) + ϵ∥u− uϵ∥, u ̸= uϵ.

Como
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Jλ(uϵ) ≤ inf
Bρ(0)

Jλ + ϵ ≤ inf
Bρ(0)

Jλ + ϵ < inf
∂Bρ(0)

Jλ,

deduzimos que uϵ ∈ Bρ(0). De�nindo Iλ : Bρ(0) → IR por Iλ(u) = Jλ(u) + ϵ∥u − uϵ∥,
temos que uϵ é um ponto de mínimo de Iλ e assim

Iλ(uϵ + tv)− Iλ(uϵ)

t
≥ 0

para todo t > 0 su�cientemente pequeno e todo v ∈ B1(0). Daí, tem-se

Jλ(uϵ + tv)− Jλ(uϵ)

t
+ ϵ∥v∥ ≥ 0.

Fazendo t → 0 temos -⟨Jλ(uϵ), v⟩ ≤ ∥v∥. Como a desigualdade é verdadeira para v e −v
temos ∥J ′

λ(uϵ)∥ ≤ ϵ.

Daí temos que existe uma sequência (wj) ⊂ Bρ(0) tal que

Jλ(wj) → c e J ′
λ(wj) → 0.

Pelo fato de (wj) ser limitada em W
1,p(x)
0 (Ω), existe uma subsequêcia, ainda designada

por (wj), tal que wj ⇀ w em W
1,p(x)
0 (Ω).

Procedendo como na parte �nal do item (i), concluimos que w ∈ W
1,p(x)
0 (Ω) é uma

solução fraca, não-trivial, para o problema (2.1).

2.2.3 Demonstração do item (iii) do Teorema 2.1

Demonstração: Sabendo que

Jλ(u) = a

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)
+

b

η + 1

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)η+1

− λ

r + 1

[∫
Ω

1

q(x)
(u+)

q(x)dx

]r+1

para todo λ > 0, tem-se

Jλ(u) ≥ a

p+

∫
Ω

|∇u|p(x)dx+ b

(η + 1)(p+)η+1

(∫
Ω

|∇u|p(x)dx
)η+1

− λ

(r + 1)(q−)r+1

[∫
Ω

|u|q(x)dx
]r+1

.

Considerando ∥u∥ < 1, pela Proposição 1.3

Jλ(u) ≥
a

p+
∥u∥p+ +

b

(η + 1)(p+)η+1
∥u∥(η+1)p+ − λ

(r + 1)(q−)r+1

[∫
Ω

|u|q(x)dx
]r+1

.
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Mais ainda,

Jλ(u) ≥
a

p+
∥u∥p+ +

b

(η + 1)(p+)η+1
∥u∥(η+1)p+ − λ

(r + 1)(q−)r+1
(C∥u∥)q−(r+1).

Como q−(r + 1) > (η + 1)p+, encontramos números positivos δ, ρ tais que

Jλ(u) ≥ δ > 0 se ∥u∥ = ρ, para cada λ > 0.

Assim o funcional satisfaz a primeira geometria do Teorema do Passo da Montanha.

Usando argumento como em (i), obtemos 0 < ω ∈ W
1,p(x)
0 (Ω) tal que Jλ(tω) → −∞

quando t → +∞. Consequentemente, Jλ satisfaz a segunda geometria do Teorema do

Passo da Montanha.

A seguir mostraremos que Jλ satisfaz a condição (PS).

Seja (uj) ⊂ W
1,p(x)
0 (Ω) uma sequência tal que

Jλ(uj) → Cλ e J ′
λ(uj) → 0.

Desta forma, considerando

(η + 1)(p+)η+1

(p−)η
< θ <

(r + 1)(q−)r+1

(q+)r
,

obtemos

C + ∥uj∥ ≥ Jλ(uj)−
1

θ
J ′
λ(uj)uj,

≥ a

(∫
Ω

1

p(x)
|∇uj|p(x)dx

)
+

b

η + 1

(∫
Ω

1

p(x)
|∇uj|p(x)dx

)η+1

− λ

r + 1

[∫
Ω

1

q(x)
|uj|q(x)dx

]r+1

− a

θ

(∫
Ω

|∇uj|p(x)dx
)

− b
θ

(∫
Ω

1

p(x)
|∇uj|p(x)dx

)η (∫
Ω

|∇uj|p(x)dx
)
+

λ

θ(q+)r

[∫
Ω

|uj|q(x)dx
]r+1

,

≥
(
a

p+
− a

θ

)(∫
Ω

|∇uj|p(x)dx
)
+

(
b

(η + 1)(p+)η+1
− b

θ(p−)η

)
×
(∫

Ω

|∇uj|p(x)dx
)η+1

+ λ

(
1

θ(q+)r
− 1

(r + 1)(q−)r+1

)[∫
Ω

|uj|q(x)dx
]r+1

.

Suponhamos que (uj) é ilimitada em W
1,p(x)
0 (Ω). Assim, passando à subsequência se

necessário, temos para os termos da sequência tais que ∥uj∥ > 1, usando a Proposição 1.3
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C + ∥uj∥ ≥
(
a

p+
− a

θ

)
∥uj∥p

−
+

(
b

(η + 1)(p+)η+1
− b

θ(p−)η

)
∥uj∥(η+1)p− ,

que é um absurdo, pois p− > 1. Portanto (uj) é limitada em W
1,p(x)
0 (Ω). Logo, existe

uma subsequência, ainda designada por (uj), tal que uj ⇀ u em W
1,p(x)
0 (Ω).

Como

J ′
λ(uj) → 0,

temos

J ′
λ(uj)(uj − u) =

(
a+ b

(∫
Ω

1

p(x)
|∇uj|p(x)dx

)η)
Lp(x)(uj)(uj − u)−G(uj)(uj − u) → 0.

Procedendo como na demonstração de (i), obtemos G(uj)(uj − u) → 0, constantes posi-

tivias c3 e c4 tais que c3 ≤
(∫

Ω

1

p(x)
|∇uj|p(x)dx

)η

≤ c4 e

Lp(x)(uj)(uj − u) =

∫
Ω

|∇uj|p(x)−2∇uj∇(uj − u)dx→ 0.

Temos também

Lp(x)(u)(uj − u) =

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇(uj − u)dx→ 0.

Logo,

(Lp(x)(uj)− Lp(x)(u), un − u) → 0.

Pelo Teorema 1.1, uj → u em W
1,p(x)
0 (Ω) e concluimos a demonstração do item (iii).

2.2.4 Demonstração do item (iv) do Teorema 2.1

Demonstração: Procedendo como antes, obtemos para u ∈ W
1,p(x)
0 (Ω), com ∥u∥ < 1

Jλ(u) ≥
a

p+
∥u∥p+ +

b

(η + 1)(p+)η+1
∥u∥(η+1)p+ − λ

(r + 1)(q−)r+1
(C∥u∥)q−(r+1)
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e assim para ∥u∥ = ρ < 1 su�cientemente pequeno

Jλ(u) ≥ δ > 0 se 0 < λ < λ∗.

Podemos considerar

λ∗ =
1

3
min

{
(r + 1)(q−)r+1a(ρ)p

+−q−(r+1)

Cq−(r+1)p+
,
(r + 1)(q−)r+1b(ρ)(η+1)p+−q−(r+1)

(η + 1)Cq−(r+1)(p+)η+2

}
.

Assim, para todo λ ∈ (0, λ∗) temos

inf
∂Bρ(0)

Jλ > 0.

Seja ϵ0 > 0 tal que q−(r + 1) + ϵ0(r + 1) < p−. Pelo fato de q ∈ C(Ω), tem-se que existe

um conjunto aberto Ω0 ⊂ Ω tal que |q(x)− q−| < ϵ0 para todo x ∈ Ω0. Assim, concluimos

que q(x)(r + 1) ≤ q−(r + 1) + ϵ0(r + 1) < p− para todo x ∈ Ω0.

Seja ϕ ∈ C∞
0 (Ω) tal que supp(ϕ) ⊃ Ω0, ϕ(x) = 1 para todo x ∈ Ω0 e 0 ≤ ϕ ≤ 1 em Ω.

Para t su�cientemente pequeno, t ∈ (0, 1), temos que tϕ ∈ Bρ(0) ⊂ W
1,p(x)
0 (Ω), e

Jλ(tϕ) ≤ atp
−

p−

∫
Ω
|∇ϕ|p(x)dx+ bt(η+1)p−

(η+1)(p−)η+1

(∫
Ω
|∇ϕ|p(x)dx

)η+1

− λ
(r+1)

1
(q+)r+1

[∫
Ω
|tϕ|q(x)dx

]r+1
.

Mais ainda,

Jλ(tϕ) ≤ atp
−

p−

∫
Ω

|∇ϕ|p(x)dx+ bt(η+1)p−

(η + 1)(p−)η+1

(∫
Ω

|∇ϕ|p(x)dx
)η+1

− λ

(r + 1)

tq
−(r+1)+ϵ0(r+1)

(q+)r+1

[∫
Ω0

|ϕ|q(x)dx
]r+1

.

Portanto

Jλ(tϕ) < 0,

para t su�cientemente pequeno.

Observe que para todo u ∈ Bρ(0) tem-se

Jλ(u) ≥
a

p+
∥u∥p+ +

b

(η + 1)(p+)η+1
∥u∥(η+1)p+ − λC

r + 1

1

(q−)r+1
∥u∥q−(r+1).

Daí, segue que
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−∞ < c := inf
Bρ(0)

Jλ < 0.

Seja 0 < ϵ < inf
∂Bρ(0)

Jλ − inf
Bρ(0)

Jλ. Aplicando o Princípio Variacional de Ekeland para o

funcional Jλ : Bρ(0) → IR, encontramos uϵ ∈ Bρ(0) tal que

Jλ(uϵ) ≤ inf
Bρ(0)

Jλ + ϵ e Jλ(uϵ) < Jλ(u) + ϵ∥u− uϵ∥, u ̸= uϵ.

Como

Jλ(uϵ) ≤ inf
Bρ(0)

Jλ + ϵ ≤ inf
Bρ(0)

Jλ + ϵ < inf
∂Bρ(0)

Jλ,

deduzimos que uϵ ∈ Bρ(0). De�nindo Iλ : Bρ(0) → IR por Iλ(u) = Jλ(u) + ϵ∥u − uϵ∥,
temos que uϵ é um ponto de mínimo de Iλ e assim

Iλ(uϵ + tv)− Iλ(uϵ)

t
≥ 0

para todo t > 0 su�cientemente pequeno e todo v ∈ B1(0). Daí, tem-se

Jλ(uϵ + tv)− Jλ(uϵ)

t
+ ϵ∥v∥ ≥ 0.

Fazendo t → 0 temos -⟨Jλ(uϵ), v⟩ ≤ ∥v∥. Como a desigualdade é verdadeira para v e −v
temos ∥J ′

λ(uϵ)∥ ≤ ϵ.

Daí temos que existe uma sequência (wj) ⊂ Bρ(0) tal que

Jλ(wj) → c e J ′
λ(wj) → 0.

Pelo fato de (wj) ser limitada em W
1,p(x)
0 (Ω), existe uma subsequêcia, ainda designada

por (wj), tal que wj ⇀ w em W
1,p(x)
0 (Ω).

Procedendo como na parte �nal do item (i), concluimos que w ∈ W
1,p(x)
0 (Ω) é uma

solução fraca, não-trivial, para o problema (2.1).

A seguir apresentamos uma tabela com os resultados obtidos neste capítulo.



2.2 Demonstração do Teorema 2.1 28

M(τ) hipóteses TPM PVE

0 < m0 ≤ M(τ) ≤ m1
m1p+

m0
<

(q−)r+1(r + 1)

(q+)r
Sim Não

e q−(r + 1) > p+ para todo λ > 0

0 < m0 ≤ M(τ) ≤ m1 q−(r + 1) < p− Não Sim para todo λ ∈ (0, λ∗)

M(τ) = a+ bτη
(η + 1)(p+)η+1

(p−)η
<

(r + 1)(q−)r+1

(q+)r
Sim Não

a ≥ 0, b > 0, τ ≥ 0, η ≥ 1 e q−(r + 1) > 2p+ para todo λ > 0

M(τ) = a+ bτη q−(r + 1) < p− Não Sim para todo λ ∈ (0, λ∗)

a ≥ 0, b > 0, τ ≥ 0, η ≥ 1

TPM - Existência de solução via Teorema do Passo da Montanha.

PVE - Existência de solução via Princípio Variacional de Ekeland.



Capítulo 3

Um problema com expoente crítico

3.1 Introdução

Neste capítulo, estudaremos existência de soluções para a equação com crescimento

crítico −M
(∫

Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)
∆p(x)u = λf(x, u)

[∫
Ω

F (x, u)dx

]r
+ |u|q(x)−2u em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

(3.1)

onde Ω ⊂ IRN , f : Ω×IR → IR eM : IR+ → IR+ são funções que satisfazem determinadas

condições, F (x, u) =
∫ u

0

f(x, ξ)dξ e λ, r > 0 são parâmetros reais.

Suporemos as seguintes hipóteses: existem constantes positivas A1, A2 e função β(x) ∈
C+(Ω), tais que

A1t
β(x)−1 ≤ f(x, t) ≤ A2t

β(x)−1, (3.2)

para todo t ≥ 0 e para todo x ∈ Ω e f(x, t) = 0 para todo t < 0. Além disso,

1 < p− ≤ p+ < N, (3.3)

e

1 < β+(r + 1) < q(x) ≤ p∗ =
Np(x)

N − p(x)
, (3.4)

com {x ∈ Ω : q(x) = p∗(x)} ̸= ∅.

Observe que o termo
[∫

Ω

F (x, u)dx

]r
faz sentido pois, pela hipótese (3.2), F (x, u) ≥ 0

para todo u ∈ IR.
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3.2 Demonstração do Teorema 3.1

Teorema 3.1.

(i) Suponhamos (3.2), (3.3) e (3.4). Mais ainda, suponhamos que existam 0 < m0 e m1

tais que m0 ≤ M(τ) ≤ m1, com
m1p

+

m0

<

(
A1

A2

)r+1
(β−)r+1(r + 1)

(β+)r
e p+ < β−(r + 1).

Então existe λ > 0 tal que para todo λ > λ existe uma solução não-trivial para (3.1).

(ii) Suponhamos (3.2),(3.3), (3.4) eM(τ) = a+bτ η, com a ≥ 0, b > 0, τ ≥ 0 e η ≥ 1. Mais

ainda, suponhamos (η + 1)p+ < β−(r + 1) e
(η + 1)(p+)η+1

(p−)η
<

(
A1

A2

)r+1
(β−)r+1(r + 1)

(β+)r
.

Então existe λ̃ > 0 tal que para todo λ > λ̃ existe uma solução não-trivial para (3.1).

O funcional energia associado ao problema (3.1) é dado por

Jλ(u) = M̂

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)
− λ

r + 1

[∫
Ω

F (x, u)dx

]r+1

−
∫
Ω

1

q(x)
|u|q(x)dx, (3.5)

para todo u ∈ W
1,p(x)
0 (Ω), onde M̂(τ) =

∫ τ

0

M(s)ds.

Pelas condições aqui consideradas, o funcional é Fréchet diferenciável e sua derivada

é dada por

J ′
λ(u)v = M

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇vdx

−λ
[∫

Ω

F (x, u)dx

]r ∫
Ω

f(x, u)vdx−
∫
Ω

|u|q(x)−2uvdx,
(3.6)

para todo u, v ∈ W
1,p(x)
0 (Ω) (ver Apêndice A.1.1). Assim, u ∈ W

1,p(x)
0 (Ω) é uma solução

fraca do problema (3.1) se, e somente se, u é um ponto crítico de Jλ.

Usaremos o Teorema do Passo da Montanha (ver Apêndice A.1.3) e o Princípio de

Concentração de Compacidade Lions [42], para espaços com expoente variável, estendido

por Bonder e Silva [8], para demonstrar o nosso resultado principal. Salientamos que

podemos encontrar uma versão da extensão, do referido princípio, em Yongqiang [33].

3.2.1 Demonstração do item (i) do Teorema 3.1

A demonstração segue de vários lemas:

Lema 3.1. Seja (uj) ⊂ W
1,p(x)
0 (Ω) uma sequência Palais-Smale, com nível de energia c,

então (uj) é limitada em W
1,p(x)
0 (Ω).
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Demonstração: Por hipótese temos que Jλ(uj) → c e J ′
λ(uj) → 0. Sabemos que

Jλ(u) = M̂

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)
− λ

r + 1

[∫
Ω

F (x, u)dx

]r+1

−
∫
Ω

1

q(x)
|u|q(x)dx,

e

J ′
λ(u)v = M

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇vdx

−λ
[∫

Ω

F (x, u)dx

]r ∫
Ω

f(x, u)vdx−
∫
Ω

|u|q(x)−2uvdx.

Assim,

C + ∥uj∥ ≥ Jλ(uj)−
1

θ
J ′
λ(uj)uj,

com
m1p

+

m0

< θ <

(
A1

A2

)r+1
(β−)r+1(r + 1)

(β+)r
.

Daí,

C + ∥uj∥ ≥
(
m0

p+
− m1

θ

)∫
Ω

|∇uj|p(x)dx+
λAr+1

1

θ

1

(β+)r
)

[∫
Ω

|uj|β(x)dx
]r+1

−λA
r+1
2

r + 1

1

(β−)r+1

[∫
Ω

|uj|β(x)dx
]r+1

+
1

θ

∫
Ω

|uj|q(x)dx−
1

q−

∫
Ω

|uj|q(x)dx.

Supondo que (uj) é ilimitada, para ∥uj∥ > 1, obtemos pela Proposição 1.3

C + ∥uj∥ ≥
(
m0

p+
− m1

θ

)
∥uj∥p

−
,

que é um absurdo, pois p− > 1. Logo, (uj) é limitada em W
1,p(x)
0 (Ω).

Lema 3.2. Seja (uj) ⊂ W
1,p(x)
0 (Ω) uma sequência Palais-Smale, com nível de energia c.

Se c <
(
1

θ
− 1

q−A

)
(m0S)

N , onde m0 = min{m0
1/p+ ,m0

1/p−}, então o conjunto de índices

I, dado na Proposição 1.7 é vazio e uj → u em Lq(x)(Ω) para algum u ∈ W
1,p(x)
0 (Ω).

Demonstração: Pela Proposição 1.7 e Lema 3.1, obtemos

|uj|q(x) ⇀ ν = |u|q(x) +
∑
i∈I

νiδxi
, νi > 0

|∇uj|p(x) ⇀ µ ≥ |∇u|p(x) +
∑
i∈I

µiδxi
, µi > 0

Sν
1/p∗(xi)
i ≤ µ

1/p(xi)
i , ∀i ∈ I.

Se I = ∅ então uj → u em Lq(x)(Ω). Para demonstrarmos essa convergênica conside-

raremos a extensão do Princípio de Concentração de Compacidade de Lions para o aberto



3.2 Demonstração do Teorema 3.1 32

IRN . Podemos considerar as funções u ∈ W
1,p(x)
0 (Ω) como funções em W 1,p(x)(IRN), com

u = 0 em IRN \ Ω. Identicando as funções |uj|q(x) e |u|q(x) como funções de L1(IRN),

obtemos ∫
Ω

|uj|q(x)ϕdx =

∫
IRN

|uj|q(x)ϕdx→
∫
IRN

|u|q(x)ϕdx =

∫
Ω

|u|q(x)ϕdx,

para toda ϕ ∈ C0(IR
N).

Considerando ϕ ∈ C0(IR
N) tal que ϕ(x) = 1 em Ω com o suporte compacto contendo

Ω a convergência segue.

Mostraremos agora que o conjunto de índices I = ∅ se tivermos c <
(
1

θ
− 1

q−A

)
(m0S)

N ,

onde m0 = min{m0
1/p+ , m0

1/p−}. De fato, vamos supor que I ̸= ∅. Seja ϕ ∈ C∞
0 (IRN) tal

que 0 ≤ ϕ(x) ≤ 1, ϕ(0) = 1 e suporte na bola unitária do IRN . Consideremos as funções

ϕi,ε(x) = ϕ

(
x− xi
ε

)
para todo x ∈ IRN e ε > 0.

Como J ′
λ(uj) → 0 em

(
W

1,p(x)
0 Ω

)′
obtemos

lim J ′
λ(uj)(ϕi,εuj) = 0.

Porém,

J ′
λ(uj)(ϕi,εuj) =

[
M

(∫
Ω

1

p(x)
|∇uj|p(x)dx

)]∫
Ω

|∇uj|p(x)−2∇uj∇(ϕi,εuj)dx

−λ
[∫

Ω

F (x, uj)dx

]r ∫
Ω

f(x, uj)(ϕi,εuj)dx

−
∫
Ω

|uj|q(x)−2uj(ϕi,εuj)dx.

Quando j → ∞ temos

0 = lim

([
M

(∫
Ω

1

p(x)
|∇uj|p(x)dx

)](∫
Ω

|∇uj|p(x)−2∇uj∇(ϕi,ε)ujdx

))
+

M(t0)

∫
Ω

ϕi,εdµ−
∫
Ω

ϕi,εdν − λ

[∫
Ω

F (x, u)dx

]r ∫
Ω

f(x, u)(ϕi,εu)dx,

onde t0 = lim
j→∞

∫
Ω

1

p(x)
|∇uj|p(x)dx.

Note que

lim
ε→0

(
lim
j→∞

[
M

(∫
Ω

1

p(x)
|∇uj|p(x)dx

)](∫
Ω

|∇uj|p(x)−2∇uj∇(ϕi,ε)ujdx

))
→ 0, pois

0 ≤
∣∣∣∣ limj→∞

(∫
Ω

|∇uj|p(x)−2∇uj∇(ϕi,ε)ujdx

)∣∣∣∣ ≤ lim
j→∞

∫
Ω

|∇uj|p(x)−1|∇(ϕi,ε)uj|dx,

e pela desigualdade de Hölder,

0 ≤ lim
j→∞

∫
Ω

|∇uj|p(x)−1|∇(ϕi,ε)uj|dx ≤ lim
j→∞

||∇uj|p(x)−1|p(x)/p(x)−1|∇(ϕi,ε)uj|p(x).
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Observe que

lim
j→∞

||∇uj|p(x)−1|p(x)/p(x)−1|∇(ϕi,ε)uj|p(x) ≤

lim
j→∞

{
(|∇uj|p

+−1
p(x) + |∇uj|p

−−1
p(x) )

[(∫
Ω

|∇(ϕi,ε)uj|p(x)dx
)1/p+

+

(∫
Ω

|∇(ϕi,ε)uj|p(x)dx
)1/p−

]}
Usando a hipótese da sequência (uj) ser limitada

lim
j→∞

||∇uj|p(x)−1|p(x)/p(x)−1|∇(ϕi,ε)uj|p(x) ≤

lim
j→∞

C

[(∫
Ω

|∇(ϕi,ε)uj|p(x)dx
)1/p+

+

(∫
Ω

|∇(ϕi,ε)uj|p(x)dx
)1/p−

]
,

onde C é uma constante positiva.

Temos ainda via desigualdade de Hölder∫
Ω

|∇(ϕi,ε)uj|p(x)dx =

∫
Ω

|uj|p(x)|∇(ϕi,ε)|p(x)dx ≤ ||uj|p(x)|α(x)||∇ϕi,ε|p(x)|α′(x),

onde α(x) = N/(N − p(x)), α′(x) = N/p(x) e as duas últimas normas são calculadas em

Bε(xi).

Assim,∫
Ω

|uj|p(x)|∇(ϕi,ε)|p(x)dx ≤ (|uj|p
+

p∗ + |uj|p
−

p∗ )(|∇ϕi,ε|p
+

N + |∇ϕi,ε|p
−

N ).

Logo,

lim
j→∞

||∇uj|p(x)−1|p(x)/p(x)−1|∇(ϕi,ε)uj|p(x) ≤

C

[(
(|u|p

+

p∗ + |u|p
−

p∗ )(|∇ϕi,ε|p
+

N + |∇ϕi,ε|p
−

N )
)1/p+

+
(
(|u|p

+

p∗ + |u|p
−

p∗ )(|∇ϕi,ε|p
+

N + |∇ϕi,ε|p
−

N )
)1/p−]

.

Como ∇ϕi,ε = ∇ϕ(x−xi

ε
)1
ε
, obtém-se via mudança de variável∫

Bε(xi)

|∇ϕi,ε|Ndx =

∫
Bε

|∇ϕ(x− xi
ε

)|N 1

εN
dx =

∫
B1(0)

|∇ϕ(y)|dy.

Além disso
∫
Bε(xi)

|u|p∗dx→ 0 quando ε→ 0.

Portanto

lim
ε→0

(
lim
j→∞

[
M

(∫
Ω

1

p(x)
|∇uj|p(x)dx

)](∫
Ω

|∇uj|p(x)−2∇uj∇(ϕi,ε)ujdx

))
→ 0.

Por outro lado,

lim
ε→0

M(t0)

∫
Ω

ϕi,εdµ =M(t0)µiϕ(0), lim
ϵ→0

∫
Ω

ϕi,εdν = νiϕ(0) e

λ

[∫
Ω

F (x, u)dx

]r ∫
Ω

f(x, u)(ϕi,εu)dx→ 0, quando ε→ 0. Assim,
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M(t0)µiϕ(0) = νiϕ(0) implica que m0µi ≤ νi. Como Sν1/p
∗(xi)

i ≤ µ
1/p(xi)
i obtemos,

(m0S)
N ≤ νi,

onde m0 = min{m0
1/p+ ,m0

1/p−}.
Como c é o nível de energia e considerando I ̸= ∅, temos

c ≥ lim

((
m0

p+
− m1

θ

)∫
Ω

|∇uj|p(x)dx+
λAr+1

1

θ

1

(β+)r
)

[∫
Ω

|uj|β(x)dx
]r+1

−λA
r+1
2

r + 1

1

(β−)r+1

[∫
Ω

|uj|β(x)dx
]r+1

+
1

θ

∫
Ω

|uj|q(x)dx−
∫
Ω

1

q(x)
|uj|q(x)dx

)
.

Considerando,

m1p
+

m0

< θ <

(
A1

A2

)r+1
(β−)r+1(r + 1)

(β+)r
,

temos

c ≥ lim

∫
Ω

(
1

θ
− 1

q(x)

)
|uj|q(x)dx.

Sendo Aδ =
∪
x∈A

(Bδ(x) ∩ Ω) = {x ∈ Ω : dist(x,A) < δ}, obtemos

c ≥ lim

∫
Aδ

(
1

θ
− 1

q−Aδ

)
|uj|q(x)dx =

(
1

θ
− 1

q−Aδ

)(∫
Aδ

|u|q(x)dx+
∑
i∈I

νi

)

≥

(
1

θ
− 1

q−Aδ

)
νi

≥

(
1

θ
− 1

q−Aδ

)
(m0S)

N .

Temos que δ é positivo e arbitrario e que q é contínua. Então,

c ≥
(
1

θ
− 1

q−A

)
(m0S)

N .

Portanto, se c <
(
1

θ
− 1

q−A

)
(m0S)

N , o conjunto de índices I é vazio e uj → u em

Lq(x)(Ω).

Lema 3.3. Seja (uj) ⊂ W
1,p(x)
0 (Ω) uma sequência Palais-Smale, com nível de energia c.

Se c <
(
1

θ
− 1

q−A

)
(m0S)

N , existe u ∈ W
1,p(x)
0 (Ω) e uma subsequência, ainda designada

por (uj) tal que uj → u em W
1,p(x)
0 (Ω).
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Demonstração: Note que

J ′
λ(uj) → 0.

Assim,

J ′
λ(uj)(uj − u) = M

(∫
Ω

1

p(x)
|∇uj|p(x)dx

)∫
Ω

|∇uj|p(x)−2∇uj∇(uj − u)dx

−λ
[∫

Ω

F (x, uj)dx

]r ∫
Ω

f(x, uj)(uj − u)dx

−
∫
Ω

|uj|q(x)−2uj(uj − u)dx→ 0.

Observe que existem constantes positivas m0 e m1 tais que

m0 ≤M

(∫
Ω

1

p(x)
|∇uj|p(x)dx

)
≤ m1

e constantes não-negativas c1 e c2 tais que

c1 ≤
[∫

Ω

F (x, uj)dx

]r
≤ c2.

Pelo Lema 3.2, uj → u em Lq(x)(Ω), e usando a desigualdade de Hölder obtemos∣∣∣∣∫
Ω

f(x, uj)(uj − u)dx

∣∣∣∣→ 0

e ∣∣∣∣∫
Ω

|uj|q(x)−2uj(uj − u)dx

∣∣∣∣→ 0.

Considerando

Lp(x)(uj)(uj − u) =

∫
Ω

|∇uj|p(x)−2∇uj∇(uj − u)dx,

temos Lp(x)(uj)(uj − u) → 0. Temos ainda que Lp(x)(u)(uj − u) → 0. Portanto,

(Lp(x)(uj)− Lp(x)(u), uj − u) → 0.

Do Teorema 1.1, uj → u em W
1,p(x)
0 (Ω).

Lema 3.4.

(i) Para todo λ > 0, existem α, ρ > 0, tais que Jλ(u) ≥ α, ∥u∥ = ρ.

(ii) Existe um elemento w0 ∈ W
1,p(x)
0 (Ω) com ∥w0∥ > ρ e J(w0) < α.
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Demonstração: (i) Temos,

Jλ(u) ≥ m0

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)
− λ

r + 1

[∫
Ω

A2

β(x)
uβ(x)dx

]r+1

− 1

q−

∫
Ω

|u|q(x)dx.

Seja ρ = ∥u∥, onde ∥u∥ < 1 é su�cientemente pequeno. Pela Proposição 1.3 obtemos∫
Ω

|∇u|p(x)dx ≥ ∥u∥p+ e das seguintes imersões W 1,p(x)
0 (Ω) ↪→ Lβ(x)(Ω) e W 1,p(x)

0 (Ω) ↪→

Lq(x)(Ω), tem-se que
∫
Ω

|u|β(x)dx ≤Mβ−

1 ∥u∥β−
e
∫
Ω

|u|q(x)dx ≤M q−

2 ∥u∥q− .

Jλ(u) ≥ ρp
+

[(
m0

p+

)
−

(
λ

r + 1

(
A2

β−

)r+1

M
β−(r+1)
1 +

1

q−
M q−

2

)
ρβ

−(r+1)−p+

]
,

e o resultado segue.

(ii) Seja 0 < w ∈ W
1,p(x)
0 (Ω). Para t > 1,

Jλ(tw) ≤ m1

p−
tp

+

(∫
Ω

|∇w|p(x)dx
)
+

λ

r + 1

(
A1

β+

)r+1

tβ
−(r+1)

(∫
Ω

|w|β(x)dx
)r+1

− 1

q+
tq

−
∫
Ω

|w|q(x)dx.
Então temos

lim
t→∞

Jλ(tw) = −∞,

e a demonstração está completa.

Para concluir a demonstração do item (i), consideremos 0 < t < 1 e w ∈ W
1,p(x)
0 (Ω).

Assim

Jλ(tw) ≤ m1

p−
tp

−
(∫

Ω

|∇w|p(x)dx
)
− λ

r + 1

(
A1

β+

)r+1

tβ
+(r+1)

(∫
Ω

|w|β(x)dx
)r+1

− 1

q+
tq

−
∫
Ω

|w|q(x)dx.
Daí,

Jλ(tw) ≤ m1

p−
tp

−
(∫

Ω

|∇w|p(x)dx
)
− λ

r + 1

(
A1

β+

)r+1

tβ
+(r+1)

(∫
Ω

|w|β(x)dx
)r+1

.

De�nindo g(t) =
(
m1ã

p−

)
tp

− − λ

r + 1

(
A1

β+

)r+1

b̃tβ
+(r+1),

onde ã =

∫
Ω

|∇w|p(x)dx e b̃ =
(∫

Ω

|w|β(x)dx
)r+1

, obtemos sup Jλ(tw) ≤ g(t). Note que

g(t) tem um ponto de crítico de máximo tλ =

 m1ã

λ
(

A1

β+

)r+1

b̃β+


1

β+(r+1)−p−

e tλ → 0 quando

λ→ ∞. Pela continuidade de Jλ
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lim
λ→∞

(
sup
t≥0

Jλ(tw)

)
= 0.

Então existe λ tal que ∀λ ≥ λ

sup
t≥0

Jλ(tw) <

(
1

θ
− 1

q−A

)
(m0S)

N .

Isso completa a demonstração do item (i).

3.2.2 Demonstração do item (ii) do Teorema 3.1

Demonstração: A demonstração segue dos seguintes lemas:

Lema 3.5. Seja (uj) ⊂ W
1,p(x)
0 (Ω) uma sequência Palais-Smale, com nível de energia c,

então, (uj) é limitada em W
1,p(x)
0 (Ω).

Demonstração: Por hipótese temos Jλ(uj) → c e J ′
λ(uj) → 0. Sabemos que

Jλ(u) = a

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)
+

b

η + 1

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)η+1

− λ

r + 1

[∫
Ω

F (x, u)dx

]r+1

−
∫
Ω

1

q(x)
|u|q(x)dx,

e

J ′
λ(u)v = a

(∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇vdx
)
+ b

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)η

×
(∫

Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇vdx
)
− λ

[∫
Ω

F (x, u)dx

]r ∫
Ω

f(x, u)vdx

−
∫
Ω

|u|q(x)−2uvdx.

Assim,

C + ∥uj∥ ≥ Jλ(uj)−
1

θ
J ′
λ(uj)uj,

com
(η + 1)(p+)η+1

(p−)η
< θ <

(
A1

A2

)r+1
(β−)r+1(r + 1)

(β+)r
.

Daí,

C + ∥uj∥ ≥
(
a

p+
− a

θ

)∫
Ω

|∇uj|p(x)dx+
(

b

(η + 1)(p+)η+1

)(∫
Ω

|∇uj|p(x)dx
)η+1

− b

θ(p−)η

(∫
Ω

|∇uj|p(x)dx
)η+1

+
λAr+1

1

θ

1

(β+)r
)

[∫
Ω

|uj|β(x)dx
]r+1

−λA
r+1
2

r + 1

1

(β−)r+1

[∫
Ω

|uj|β(x)dx
]r+1

+
1

θ

∫
Ω

|uj|q(x)dx−
1

q−

∫
Ω

|uj|q(x)dx.
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Suponhamos que (uj) é ilimitada em W
1,p(x)
0 (Ω). Assim, passando a subsequência se

necessário, temos para ∥uj∥ > 1 usando a Proposição 1.3

C + ∥uj∥ ≥
(
a

p+
− a

θ

)
∥uj∥p

−
+

(
b

(η + 1)(p+)η+1
− b

θ(p−)η

)
∥uj∥(η+1)p− ,

que é uma absurdo, pois p− > 1. Logo (uj) é limitada em W
1,p(x)
0 (Ω).

Lema 3.6. Sejam (uj) ⊂ W
1,p(x)
0 (Ω) uma sequência Palais-Smale, com nível de energia

c e t0 = lim
j→∞

∫
Ω

1

p(x)
|∇uj|dx. Se c <

(
1

θ
− 1

q−A

)
(aS)N , onde a = min{t1/p

+

1 , t
1/p−

1 } e

0 < t1 < tη0, então o conjunto de índices I, dado na Proposição 1.7 é vazio e uj → u em

Lq(x)(Ω) para algum u ∈ W
1,p(x)
0 (Ω).

Demonstração: Pela Proposição 1.7 e Lema 3.5, temos

|uj|q(x) ⇀ ν = |u|q(x) +
∑
i∈I

νiδxi
, νi > 0

|∇uj|p(x) ⇀ µ ≥ |∇u|p(x) +
∑
i∈I

µiδxi
, µi > 0

Sν
1/p∗(xi)
i ≤ µ

1/p(xi)
i , ∀i ∈ I.

Se I = ∅ então uj → u em Lq(x)(Ω). Para demonstrar essa convergência, usa-se a

extensão do Princípio de Concentração de Compacidade de Lions, como no item (i).

Mostraremos agora que o conjunto de índices I = ∅, se (uj) é uma sequência Palais-

Smale com nível de energia c, onde c <
(
1

θ
− 1

q−A

)
(aS)N com a = min{t1/p

+

1 , t
1/p−

1 }. De

fato, suponhamos que I ̸= ∅. Seja ϕ ∈ C∞
0 (IRN) tal que 0 ≤ ϕ(x) ≤ 1, ϕ(0) = 1 e

suporte na bola unitária do IRN . Consideremos as funções ϕi,ε(x) = ϕ

(
x− xi
ε

)
para

todo x ∈ IRN e ε > 0.

Como J ′
λ(uj) → 0 em

(
W

1,p(x)
0 Ω

)′
obtemos

lim J ′
λ(uj)(ϕi,εuj) = 0.

Daí,
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J ′
λ(uj)(ϕi,εuj) =

[
a+ b

(∫
Ω

1

p(x)
|∇uj|p(x)dx

)η] ∫
Ω

|∇uj|p(x)−2∇uj∇(ϕi,εuj)dx

−λ
[∫

Ω

F (x, uj)dx

]r ∫
Ω

f(x, uj)(ϕi,εuj)dx

−
∫
Ω

|uj|q(x)−2uj(ϕi,εuj)dx.

Quando j → ∞ temos

0 = lim

([
a+ b

(∫
Ω

1

p(x)
|∇uj|p(x)dx

)η](∫
Ω

|∇uj|p(x)−2∇uj∇(ϕi,ε)ujdx

))
+

(a+ btη0)

∫
Ω

ϕi,εdµ−
∫
Ω

ϕi,εdν − λ

[∫
Ω

F (x, u)dx

]r ∫
Ω

f(x, u)(ϕi,εu)dx,

Note que

lim
ε→0

(
lim
j→∞

[
a+ b

(∫
Ω

1

p(x)
|∇uj|p(x)

)](∫
Ω

|∇uj|p(x)−2∇uj∇(ϕi,ε)uj

))
→ 0,

pois

0 ≤
∣∣∣∣ limj→∞

(∫
Ω

|∇uj|p(x)−2∇uj∇(ϕi,ε)ujdx

)∣∣∣∣ ≤ lim
j→∞

∫
Ω

|∇uj|p(x)−1|∇(ϕi,ε)uj|dx,

e pela desigualdade de Hölder,

0 ≤ lim
j→∞

∫
Ω

|∇uj|p(x)−1|∇(ϕi,ε)uj|dx ≤ lim
j→∞

||∇uj|p(x)−1|p(x)/p(x)−1|∇(ϕi,ε)uj|p(x).

Observe que

lim
j→∞

||∇uj|p(x)−1|p(x)/p(x)−1|∇(ϕi,ε)uj|p(x) ≤

lim
j→∞

{
(|∇uj|p

+−1
p(x) + |∇uj|p

−−1
p(x) )

[(∫
Ω

|∇(ϕi,ε)uj|p(x)dx
)1/p+

+

(∫
Ω

|∇(ϕi,ε)uj|p(x)dx
)1/p−

]}
Usando a hipótese da sequência (uj) ser limitada

lim
j→∞

||∇uj|p(x)−1|p(x)/p(x)−1|∇(ϕi,ε)uj|p(x) ≤

lim
j→∞

C

[(∫
Ω

|∇(ϕi,ε)uj|p(x)dx
)1/p+

+

(∫
Ω

|∇(ϕi,ε)uj|p(x)dx
)1/p−

]
,

onde C é uma constante positiva.

Temos ainda via desigualdade de Hölder∫
Ω

|∇(ϕi,ε)uj|p(x)dx =

∫
Ω

|uj|p(x)|∇(ϕi,ε)|p(x)dx ≤ ||uj|p(x)|α(x)||∇ϕi,ε|p(x)|α′(x)

onde α(x) = N/(N − p(x)), α′(x) = N/p(x) e as duas últimas normas são calculadas em

Bε(xi).

Assim,
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∫
Ω

|uj|p(x)|∇(ϕi,ε)|p(x)dx ≤ (|uj|p
+

p∗ + |uj|p
−

p∗ )(|∇ϕi,ε|p
+

N + |∇ϕi,ε|p
−

N ).

Logo,

lim
j→∞

||∇uj|p(x)−1|p(x)/p(x)−1|∇(ϕi,ε)uj|p(x) ≤

C

[(
(|u|p

+

p∗ + |u|p
−

p∗ )(|∇ϕi,ε|p
+

N + |∇ϕi,ε|p
−

N )
)1/p+

+
(
(|u|p

+

p∗ + |u|p
−

p∗ )(|∇ϕi,ε|p
+

N + |∇ϕi,ε|p
−

N )
)1/p−]

.

Como ∇ϕi,ε = ∇ϕ(x−xi

ε
)1
ε
, obtém-se via mudança de variável∫

Bε(xi)

|∇ϕi,ε|Ndx =

∫
Bε

|∇ϕ(x− xi
ε

)|N 1

εN
dx =

∫
B1(0)

|∇ϕ(y)|dy.

Além disso
∫
Bε(xi)

|u|p∗dx→ 0 quando ε→ 0.

Portanto,

lim
ε→0

(
lim
j→∞

[
a+ b

(∫
Ω

1

p(x)
|∇uj|p(x)

)](∫
Ω

|∇uj|p(x)−2∇uj∇(ϕi,ε)uj

))
→ 0.

Por outro lado,

lim
ε→0

(a+ btη0)

∫
Ω

ϕi,εdµ = (a+ btη0)µiϕ(0), lim
ϵ→0

∫
Ω

ϕi,εdν = νiϕ(0) e

λ

[∫
Ω

F (x, u)dx

]r ∫
Ω

f(x, u)(ϕi,εu)dx→ 0, quando ε→ 0. Então,

(a+ btη0)µiϕ(0) = νiϕ(0). Como Sν1/p
∗(xi)

i ≤ µ
1/p(xi)
i , obtemos

(aS)N ≤ νi,

onde a = min{t1/p
+

1 , t
1/p−

1 }, como citado anteriormente.

Temos ainda,

c = lim

(
a

(∫
Ω

1

p(x)
|∇uj|p(x)dx

)
+

b

η + 1

(∫
Ω

1

p(x)
|∇uj|p(x)dx

)η+1

− λ

r + 1

[∫
Ω

F (x, uj)dx

]r+1

−
∫
Ω

1

q(x)
|uj|q(x)dx

−a
θ

∫
Ω

|∇uj|p(x)dx−
b

θ

(∫
Ω

1

p(x)
|∇uj|p(x)dx

)η (∫
Ω

|∇uj|p(x)dx
)

+
λ

θ

[∫
Ω

F (x, uj)dx

]r ∫
Ω

f(x, uj)ujdx +
1

θ

∫
Ω

|uj|q(x)dx
)
.

Daí,
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c ≥ lim

(
a

p+

(∫
Ω

|∇uj|p(x)dx
)
+

b

(η + 1)(p+)η+1

(∫
Ω

|∇uj|p(x)dx
)η+1

− λ

r + 1

[∫
Ω

F (x, uj)dx

]r+1

−
∫
Ω

1

q(x)
|uj|q(x)dx

−a
θ

∫
Ω

|∇uj|p(x)dx−
b

θ(p−)η

(∫
Ω

|∇uj|p(x)dx
)η+1

+
λ

θ

[∫
Ω

F (x, uj)dx

]r ∫
Ω

f(x, uj)ujdx +
1

θ

∫
Ω

|uj|q(x)dx
)
.

Assim,

c ≥ lim

((
a

p+
− a

θ

)∫
Ω

|∇uj|p(x)dx+
(

b

(η + 1)(p+)η+1

)(∫
Ω

|∇uj|p(x)dx
)η+1

− b

θ(p−)η

(∫
Ω

|∇uj|p(x)dx
)η+1

− λ
Ar+1

2

r + 1

1

(β−)r+1

[∫
Ω

|uj|β(x)dx
]r+1

+
λAr+1

1

θ

1

(β+)r
)

[∫
Ω

|uj|β(x)dx
]r+1

+
1

θ

∫
Ω

|uj|q(x)dx−
1

q−

∫
Ω

|uj|q(x)dx

)
Considerando

(η + 1)(p+)η+1

(p−)η
< θ <

(
A1

A2

)r+1
(β−)r+1(r + 1)

(β+)r
,

temos

c ≥ lim

∫
Ω

(
1

θ
− 1

q(x)

)
|uj|q(x)dx.

Sendo Aδ =
∪
x∈A

(Bδ(x) ∩ Ω) = {x ∈ Ω : dist(x,A) < δ}, obtemos

c ≥ lim

∫
Aδ

(
1

θ
− 1

q−Aδ

)
|uj|q(x)dx =

(
1

θ
− 1

q−Aδ

)(∫
Aδ

|u|q(x)dx+
∑
i∈I

νi

)

≥

(
1

θ
− 1

q−Aδ

)
νi

≥

(
1

θ
− 1

q−Aδ

)
(aS)N .

Como δ é positivo e arbitrário e q é contínua, então

c ≥
(
1

θ
− 1

q−A

)
(aS)N .

Portanto, o conjunto de índices I é vazio se,

c <

(
1

θ
− 1

q−A

)
(aS)N .
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Lema 3.7. Seja (uj) ⊂ W
1,p(x)
0 (Ω) uma sequência Palais-Smale, com nível de energia c.

Se c <
(
1

θ
− 1

q−A

)
(aS)N , existe u ∈ W

1,p(x)
0 (Ω) e uma subsequência, ainda designada por

(uj), tal que uj → u em W
1,p(x)
0 (Ω).

Demonstração: Como

J ′
λ(uj) → 0,

temos

J ′
λ(uj)(uj − u) = a

(∫
Ω

|∇uj|p(x)−2∇uj∇(uj − u)dx

)
+

b

(∫
Ω

1

p(x)
|∇uj|p(x)dx

)η (∫
Ω

|∇uj|p(x)−2∇uj∇(uj − u)dx

)
−λ
[∫

Ω

F (x, uj)dx

]r ∫
Ω

f(x, uj)(uj − u)dx

−
∫
Ω

|uj|q(x)−2uj(uj − u)dx→ 0.

Note que existem constantes não-negativas c1, c2, c3 e c4 tais que

c1 ≤
(∫

Ω

1

p(x)
|∇uj|p(x)dx

)η

≤ c2

e

c3 ≤
[∫

Ω

F (x, uj)dx

]r
≤ c4.

Pelo Lema 3.6, uj → u em Lq(x)(Ω) e usando a desigualdade de Hölder obtemos∣∣∣∣∫
Ω

f(x, uj)(uj − u)dx

∣∣∣∣→ 0

e ∣∣∣∣∫
Ω

|uj|q(x)−2uj(uj − u)dx

∣∣∣∣→ 0.

Considerando

Lp(x)(uj)(uj − u) =

∫
Ω

|∇uj|p(x)−2∇uj∇(uj − u)dx,

obtemos Lp(x)(uj)(uj − u) → 0. Temos também Lp(x)(u)(uj − u) → 0. Logo,

(Lp(x)(uj)− Lp(x)(u), uj − u) → 0.
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Do Teorema 1.1, uj → u em W
1,p(x)
0 (Ω).

Lema 3.8.

(i) Para todo λ > 0, existem α, ρ > 0, tais que Jλ(u) ≥ α, ∥u∥ = ρ.

(ii) Existe um elemento w0 ∈ W
1,p(x)
0 (Ω) com ∥w0∥ > ρ e Jλ(w0) < α.

Demonstração: (i) Temos

Jλ(u) ≥ a

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)
+

b

η + 1

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)η+1

− λ

r + 1

[∫
Ω

A2

β(x)
uβ(x)dx

]r+1

− 1

q−

∫
Ω

|u|q(x)dx.

Então,

Jλ(u) ≥ a

p+

(∫
Ω

|∇u|p(x)dx
)
+

b

(η + 1)(p+)η+1

(∫
Ω

|∇u|p(x)dx
)η+1

− λ

r + 1

(
A2

β−

)r+1 [∫
Ω

uβ(x)dx

]r+1

− 1

q−

∫
Ω

|u|q(x)dx.

Se ∥u∥ < 1 é su�cientemente pequeno, da Proposição 1.3 obtemos
∫
Ω

|∇u|p(x)dx ≥

∥u∥p+ e das seguintes imersões W 1,p(x)
0 (Ω) ↪→ Lβ(x)(Ω) e W 1,p(x)

0 (Ω) ↪→ Lq(x)(Ω), tem-se∫
Ω

|u|β(x)dx ≤Mβ−

1 ∥u∥β−
e
∫
Ω

|u|q(x)dx ≤M q−

2 ∥u∥q− .
Portanto,

Jλ(u) ≥ a

p+
∥u∥p+ +

b

(η + 1)(p+)η+1
∥u∥p+(η+1) − λ

r + 1

(
A2

β−

)r+1

M
β−(r+1)
1 ∥u∥β−(r+1)

− 1

q−
M q−

2 ∥u∥q− .

Usando as hipóteses que (η + 1)p+ < β−(r + 1) ≤ q−, temos que

Jλ(u) ≥ a

p+
∥u∥(η+1)p+ +

b

(η + 1)(p+)η+1
∥u∥p+(η+1)

− λ

r + 1

(
A2

β−

)r+1

M
β−(r+1)
1 ∥u∥β−(r+1) − 1

β−(r + 1)
M q−

2 ∥u∥β−(r+1),

que pode ser escrito como segue,

Jλ(u) ≥
(
a

p+
+

b

(η + 1)(p+)η+1

)
∥u∥(η+1)p+

−

(
λ

r + 1

(
A2

β−

)r+1

M
β−(r+1)
1 +

1

β−(r + 1)
M q−

2

)
∥u∥β−(r+1).

Considerando ρ = ∥u∥,

Jλ(u) ≥ ρ(η+1)p+
[(

a

p+

)
+

b

(η + 1)(p+)η+1
−

(
λ

r + 1

(
A2

β−

)r+1

M
β−(r+1)
1

+
1

β−(r + 1)
M q−

2

)
ρβ

−(r+1)−(η+1)p+
]
,
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e o resultado segue.

(ii) Seja 0 < w ∈ W
1,p(x)
0 (Ω). Para t > 1,

Jλ(tw) ≤ a

p−
tp

+

(∫
Ω

|∇w|p(x)dx
)
+

b

(η + 1)(p−)η+1
t(η+1)p+

(∫
Ω

|∇w|p(x)dx
)η+1

+
λ

r + 1

(
A1

β+

)r+1

tβ
−(r+1)

(∫
Ω

|w|β(x)dx
)r+1

− 1

q+
tq

−
∫
Ω

|w|q(x)dx.

Então temos,

lim
t→∞

Jλ(tw) = −∞,

e a demonstração do lema está completa.

Para concluir a demonstração do item (ii) consideremos 0 < t < 1 e w ∈ W
1,p(x)
0 (Ω).

Assim

Jλ(tw) ≤ a

p−
tp

−
(∫

Ω

|∇w|p(x)dx
)
+

b

(η + 1)(p−)η+1
t(η+1)p−

(∫
Ω

|∇w|p(x)dx
)η+1

− λ

r + 1

(
A1

β+

)r+1

tβ
+(r+1)

(∫
Ω

|w|β(x)dx
)r+1

− 1

q+
tq

+

∫
Ω

|w|q(x)dx.

Daí,

Jλ(tw) ≤ a

p−
tp

−
(∫

Ω

|∇w|p(x)dx
)
+

b

(η + 1)(p−)η+1
t(η+1)p−

(∫
Ω

|∇w|p(x)dx
)η+1

− λ

r + 1

(
A1

β+

)r+1

tβ
+(r+1)

(∫
Ω

|w|β(x)dx
)r+1

.

De�nindo g(t) =
(
aã

p−
+

b(ã)η+1

(η + 1)(p−)η+1

)
tp

− − λ

r + 1

(
A1

β+

)r+1

b̃tβ
+(r+1),

onde ã =

∫
Ω

|∇w|p(x)dx and b̃ =
(∫

Ω

|w|β(x)dx
)r+1

, obtemos sup Jλ(tw) ≤ g(t). Note que

g(t) tem um ponto crítico de máximo tλ =

 ãa+
b(ã)η+1

(η + 1)(p−)η

λ
(

A1

β+

)r+1

b̃β+


1

β+(r + 1)− p−

e tλ → 0

quando λ→ ∞. Pela continuidade de Jλ

lim
λ→∞

(
sup
t≥0

Jλ(tw)

)
= 0.

Então existe λ̃ tal que ∀λ ≥ λ̃

sup
t≥0

Jλ(tw) <

(
1

θ
− 1

q−A

)
(aS)N .

Isso conclui a demonstração do item (ii).



Capítulo 4

Uma solução via gênero de Krasnoselskii

4.1 Introdução

Neste capítulo, estudaremos existência e multiplicidade de soluções para a equação −M
(∫

Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)
∆p(x)u = f(x, u)

[∫
Ω

F (x, u)dx

]r
, em Ω,

u = 0, em ∂Ω,

(4.1)

onde Ω ⊂ IRN , f : Ω×IR → IR eM : IR+ → IR+ são funções que satisfazem determinadas

condições e r > 0 é um parâmetro real.

Suporemos as seguintes hipóteses sobre M e f : Existem constantes positivas A0, A,

B0, B, Q1, Q2 e funções α(x), β(x), γ(x), q(x) ∈ C+(Ω), tais que

A0 + Aτα(x) ≤M(τ) ≤ B0 +Bτβ(x), (4.2)

e

Q1t
γ(x)−1 ≤ f(x, t) ≤ Q2t

q(x)−1, (4.3)

para todo t ≥ 0 e para todo a x ∈ Ω. Além disso γ(x) ≤ q(x) < p∗ =
Np(x)

N − p(x)
, com

p− > q+(r + 1), (4.4)

e

f(x, t) = −f(x,−t) (4.5)

para todo t ∈ IR e para todo x ∈ Ω.

Note que podemos utilizar em nosso problema, f(x, t) = |t|q(x)−2t.

Usaremos a Teoria do Gênero, introduzida por Krasnoselskii [38] (ver Apêndice A.2),

para demonstrar o resultado principal, como segue:
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4.2 Teorema 4.1

Teorema 4.1. Suponhamos (4.2), (4.3), (4.4) e (4.5). Então (4.1) tem in�nitas soluções.

O funcional energia associado ao problema (4.1) é dado por

J(u) = M̂

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)
− 1

r + 1

[∫
Ω

F (x, u)dx

]r+1

,

onde M̂(τ) =

∫ τ

0

M(s)ds e F (x, t) =
∫ t

0

f(x, s)ds.

Temos que J ∈ C1(W
1,p(x)
o (Ω), IR) e

J ′(u)v =M

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇vdx−
[∫

Ω

F (x, u)dx

]r ∫
Ω

f(x, u)vdx,

para todo u, v ∈ W
1,p(x)
0 (Ω) (ver Apêndice A.1.1).

A seguir apresentaremos dois lemas importantes para a demonstração do resultado

principal.

Lema 4.1. J é limitado inferiormente.

Demonstração: Usando (4.2) e (4.3) temos

J(u) ≥
∫ ∫

Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)


0

[Asα(x) + A0]ds−
1

r + 1

[∫
Ω

(
Q2

∫ u

0

sq(x)−1ds

)]r+1

≥ A

α(x) + 1

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)α(x)+1

+

(
A0

∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)
− 1

r + 1

(
Q2

q−

)r+1(∫
Ω

uq(x)dx

)r+1

.

Considerando ∥u∥ > 1 obtemos da Proposição 1.3 e das imersões de Sobolev

J(u) ≥ A

(p+)α
++1(α+ + 1)

∥u∥p−(α−+1) +
A0

p+
∥u∥p− − C∥u∥(r+1)q± .

Então, J é limitado inferiormente, pois p−(α+ + 1) > p− > q+(r + 1), e o lema está

demonstrado.

Lema 4.2. J satisfaz a condição (PS).

Demonstração: Seja (uj) ⊂ W
1,p(x)
0 (Ω) uma sequência tal que

J(uj) → C ′ e J ′(uj) → 0.
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Procedendo como no lema anterior, obtemos uma constante positiva C1 tal que

C1 ≥ J(uj) ≥
A

(p+)α++1(α+ + 1)
∥uj∥p

−(α−+1) − C∥uj∥(r+1)q± .

Como p−(α+ + 1) > q+(r + 1), concluimos que (uj) é limitada. Assim, existe uma

subsequência, ainda designada por (uj), tal que uj ⇀ u em W
1,p(x)
0 (Ω). Como

J ′(uj) → 0,

temos

J ′(uj)(uj − u) → 0,

isto é ,

M

(∫
Ω

1

p(x)
|∇uj|p(x)dx

)∫
Ω

|∇uj|p(x)−2∇uj∇(uj − u)dx

−
[∫

Ω

F (x, uj)dx

]r ∫
Ω

f(x, uj)(uj − u)dx→ 0.

Pela desigualdade de Hölder obtemos∣∣∣∣∫
Ω

f(x, uj)(uj − u)dx

∣∣∣∣ ≤ Q2

∣∣∣∣∫
Ω

|uj|q(x)−1(uj − u)dx

∣∣∣∣ .
Note que∣∣∣∣∫

Ω

|uj|q(x)−1(uj − u)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|uj|q(x)−1|(uj − u)|dx ≤ C||u|q(x)−1|q(x)/q(x)−1|uj − u|q(x).

Como q(x) < p∗(x) para todo x ∈ Ω̄ temos que W 1,p(x)
0 (Ω) está imerso compactamente

em Lq(x)(Ω). Logo, uj → u em Lq(x)(Ω). Portanto∣∣∣∣[∫
Ω

F (x, uj)dx

]r ∫
Ω

f(x, uj)(uj − u)dx

∣∣∣∣→ 0.

Observe ainda que existem constantes não negativas c1 e c2 tais que

c1 ≤
[
Q1

∫
Ω

1

γ(x)
|uj|γ(x)dx

]r
≤
[∫

Ω

F (x, uj)dx

]r
≤
[
Q2

∫
Ω

1

q(x)
|uj|q(x)dx

]r
≤ c2. (4.6)

Como (uj) é limitada em W
1,p(x)
0 (Ω), podemos supor que∫

Ω

1

p(x)
|∇uj|p(x)dx→ t0 ≥ 0.

Se t0 = 0 então uj → 0 em W
1,p(x)
0 (Ω) e a demonstração termina. Se t0 > 0 então de (4.2)
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obtemos

Lp(x)(uj)(uj − u) =

∫
Ω

|∇uj|p(x)−2∇uj∇(uj − u)dx→ 0,

pois existem constantes positivas c3 e c4 tais que s c3 ≤ M

(∫
Ω

1

p(x)
|∇uj|p(x)dx

)
≤ c4.

Temos ainda que

Lp(x)(u)(uj − u) =

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇(uj − u)dx→ 0.

Temos também que

(Lp(x)(uj)− Lp(x)(u), uj − u) → 0.

Do Teorema 1.1, uj → u em W
1,p(x)
0 (Ω). Portanto, J satisfaz a condição (PS).

4.2.1 Demonstração do Teorema 4.1

O resultado principal segue do seguinte teorema, cuja demonstração encontra-se em

Brezis [11].

Teorema 4.2. Seja X um espaço de Banach re�exivo e separável, então existem (en) ⊂ X

e (e∗n) ⊂ X∗ tais que

< e∗n, em >= δn,m =

{
1 se n = m

0 se n ̸= m,

X = span{en; 1, 2, · · · } e X∗ = span{e∗n; 1, 2, · · · }.

Demonstração do Teorema 4.1: Para cada k ∈ IN consideremos Xk = span{e1, e2, e3,
· · · , ek}, o subespaço deW 1,p(x)

0 (Ω) gerado pelos vetores e1, e2, · · · , ek. Observe que Xk ↪→
Lγ(x)(Ω), 1 < γ(x) < p∗ com imersões contínuas. Assim, as normas em W

1,p(x)
0 (Ω) e

Lγ(x)(Ω) são equivalentes em Xk.

Note que usando (4.2) e (4.3) obtemos

J(u) ≤ B0

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)
+

B

(β(x) + 1)

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)β(x)+1

− 1

r + 1

(
Q1

γ+

)r+1(∫
Ω

uγ(x)dx

)r+1

.

Se ∥u∥ < 1 é su�cientemente pequena, da Proposição 1.3 obtem-se
∫
Ω

|∇u|p(x)dx ≤

∥u∥p− e −|u|γ
+

γ(x) ≥ −
∫
Ω

|u|γ(x)dx. Pela equivalência das normas em Xk, −C(k)∥u∥γ
+ ≥

−
∫
Ω

|u|γ(x)dx, onde C(k) é uma constante positiva.
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Portanto,

J(u) ≤ B0

p−
∥u∥p− +

B

(p−)α−+1(α− + 1)
∥u∥p−(α−+1) − C̃(K)∥u∥(r+1)γ+

,

ou ainda

J(u) ≤ ∥u∥(r+1)γ+

[(
B0

p−
+

B

(p−)α−+1(α− + 1)

)
∥u∥p−−(r+1)γ+ − C̃(K)

]
.

Seja R uma constante positiva tal que(
B0

p−
+

B

(p−)α−+1(α− + 1)

)
Rp−−(r+1)γ+

< C̃(K).

Assim, para todo 0 < r0 < R, e considerando K = {u ∈ Xk : ∥u∥ = r0}, temos

J(u) ≤ r
(r+1)γ+

0

[(
B0

p−
+

B

(p−)α−+1(α− + 1)

)
r
p−−(r+1)γ+

0 − C̃(K)

]
< R(r+1)γ+

[(
B0

p−
+

B

(p−)α−+1(α− + 1)

)
Rp−−(r+1)γ+ − C̃(K)

]
< 0 = J(0),

que implica

sup
K
J(u) < 0 = J(0).

Como Xk e IRk são isomorfos, e K e Sk−1 são homeomorfos, concluimos que γ(K) = k.

Mais ainda, de (4.5), J é par. Pelo Teorema de Clark (ver Apêndice A.2), J tem pelo

menos k pares de diferentes pontos críticos. Como k é arbitrário, obtemos in�nitos pontos

críticos de J .

Observação 4.2.1. Seguindo os mesmos passos deste capítulo, obtemos o resultado prin-

cipal, trocando a condição (4.2) por: A0 ≤ M(τ) ≤ B0, Aτα(x) ≤ M(τ) ≤ Bτβ(x),

A0 ≤ M(τ) ≤ Bτβ(x), A0 ≤ M(τ) ≤ B0 + Bτβ(x), Aτα(x) ≤ M(τ) ≤ B0 + Bτβ(x),

A0 + Aτα(x) ≤M(τ) ≤ Bτβ(x), onde A0, B0, A e B são constantes positivas.



Capítulo 5

Um problema com expoente crítico via argumento de

truncamento

5.1 Introdução

Neste capítulo, estudaremos existência de soluções via argumento de truncamento,

para a equação com crescimento crítico
−M

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)
∆p(x)u = λf(x, u)

[∫
Ω

F (x, u)dx

]r
+|u|q(x)−2u em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

(5.1)

onde Ω ⊂ IRN , f : Ω×IR → IR eM : IR+ → IR+ são funções que satisfazem determinadas

condições e λ, r > 0 são parâmetros reais.

Suporemos as seguintes hipóteses: existem constantes positivas A1, A2, e uma função

β ∈ C+(Ω), tal que

A1t
β(x)−1 ≤ f(x, t) ≤ A2t

β(x)−1, (5.2)

para todo t ≥ 0 e para todo x ∈ Ω. Além disso p, q ∈ C+(Ω) e

1 < p− ≤ p+ < N, (5.3)

1 < β+(r + 1) < q(x) ≤ p∗ =
Np(x)

N − p(x)
, (5.4)

com {x ∈ Ω; q(x) = p∗(x)} ̸= ∅, e

f(x, t) = −f(x,−t), (5.5)

para todo t ∈ IR e para todo x ∈ Ω.
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O funcional energia associado ao Problema (5.1) é dado por:

Jλ(u) = M̂

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)
− λ

r + 1

[∫
Ω

F (x, u)dx

]r+1

−
∫
Ω

1

q(x)
|u|q(x)dx, (5.6)

para todo u ∈ W
1,p(x)
0 (Ω), onde M̂(τ) =

∫ τ

0

M(s)ds.

Pelas condições aqui consideradas, o funcional acima é Fréchet dife- renciável e sua

diferencial no sentido de Fréchet é dada por

J ′
λ(u)v = M

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇vdx

−λ
[∫

Ω

F (x, u)dx

]r ∫
Ω

f(x, u)vdx−
∫
Ω

|u|q(x)−2uvdx,
(5.7)

para todo u, v ∈ W
1,p(x)
0 (Ω) (ver Apêndice A.1.1). Então, u ∈ W

1,p(x)
0 (Ω) é uma solução

fraca do problema (5.1) se, e somente se, u é ponto crítico de Jλ.

Usaremos o argumento de truncamento e o Princípio de Concentração de Compacidade

Lions [42], para os espaços de expoente variável, estendido por Bonder e Silva [8], para

demonstrar o nosso resultado principal. A seguir nosso resultado principal:

5.2 Demonstração do Teorema 5.1

Teorema 5.1. (i) Suponhamos (5.2), (5.3), (5.4) e (5.5). Suponhamos ainda que existam

0 < m0 e m1 tais que m0 ≤M(τ) ≤ m1, com
p+m1

m0

< q− e β−(r+ 1) < p−. Então existe

λ > 0 tal que para todo 0 < λ < λ existem in�nitas soluções para (5.1) em W
1,p(x)
0 (Ω).

(ii) Suponhamos (5.2), (5.3), (5.4), (5.5) e M(τ) = a + bτ η, com a ≥ 0, b > 0, τ ≥ 0

e η ≥ 1. Suponhamos ainda que, β+(r + 1) < p− e
(η + 1)(p+)η+1

(p−)η
< q−. Então existe

λ̃ > 0 tal que para todo 0 < λ < λ̃ existem in�nitas soluções para (5.1) em W
1,p(x)
0 (Ω).

5.2.1 Demonstração do item (i) do Teorema 5.1

Esse resultado segue dos seguintes lemas:

Lema 5.1. Seja (uj) ⊂ W
1,p(x)
0 (Ω) uma sequência de Palais-Smale, com nível de energia

c, então (uj) é limitada em W
1,p(x)
0 (Ω).

Demonstração: Como (uj) é uma sequência de Palais-Smale, com nível de energia c,

temos Jλ(uj) → c e J ′
λ(uj) → 0. Sabemos que
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Jλ(u) = M̂

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)
− λ

r + 1

[∫
Ω

F (x, u)dx

]r+1

−
∫
Ω

1

q(x)
|u|q(x)dx,

e

J ′
λ(u)v = M

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇vdx

−λ
[∫

Ω

F (x, u)dx

]r ∫
Ω

f(x, u)vdx−
∫
Ω

|u|q(x)−2uvdx.

Assim,

C + ∥uj∥ ≥ Jλ(uj)−
1

θ
J ′
λ(uj)uj,

com
m1p

+

m0

< θ < q−. (5.8)

Supondo (uj) ilimitada, para ∥uj∥ > 1, pela Proposição 1.3

C + ∥uj∥ ≥
(
m0

p+
− m1

θ

)
∥uj∥p

−
+ λ

(
Ar+1

1

θ

1

(β+)r
− Ar+1

2

r + 1

1

(β−)r+1

)
∥u∥β±(r+1),

que é uma contradição pois p− > 1. Logo, (uj) é limitada em W
1,p(x)
0 (Ω).

Lema 5.2. Seja (uj) ⊂ W
1,p(x)
0 (Ω) uma sequência limitada, tal que

Jλ(uj) → c e J ′
λ(uj) → 0. (5.9)

Suponhamos c <
(
1

θ
− 1

q−A

)
(m0Sq)

N + Kmin{λ

(q/β)−

(q/β)− − (r + 1) , λ

(q/β)+

(q/β)+ − (r + 1)},

onde m0 = min{m1/p+

0 ,m
1/p−

0 }, e K independent de λ. Então existe λ0 > 0 tal que, para

todo 0 < λ < λ0 o conjunto de índices I, da Próposição 1.7 é vazio e uj → u em Lq(x)(Ω)

para algum u ∈ W
1,p(x)
0 (Ω).

Demonstração: Pela Proposição 1.7 e do Lema 5.1, obtemos

|uj|q(x) ⇀ ν = |u|q(x) +
∑
i∈I

νiδxi
, νi > 0

|∇uj|p(x) ⇀ µ ≥ |∇u|p(x) +
∑
i∈I

µiδxi
, µi > 0

Sqν
1/p∗(xi)
i ≤ µ

1/p(xi)
i , ∀i ∈ I.

Note que se I = ∅ então uj → u em Lq(x)(Ω). Recordemos que a demonstração dessa

convergência já foi feita na demonstração do Lema 3.2.



5.2 Demonstração do Teorema 5.1 53

Mostraremos agora que o conjunto de índices I = ∅ se c <
(
1

θ
− 1

q−A

)
(m0Sq)

N +

Kmin{λ

(q/β)−

(q/β)− − (r + 1) , λ

(q/β)+

(q/β)+ − (r + 1)} e (uj) satisfaz (5.9). De fato, vamos supor

que I ̸= ∅. Seja ϕ ∈ C∞
0 (IRN) tal que 0 ≤ ϕ(x) ≤ 1, ϕ(0) = 1 e suporte na bola unitária

do IRN . Consideremos as funções ϕi,ε(x) = ϕ

(
x− xi
ε

)
para todo x ∈ IRN e ε > 0.

Como J ′
λ(uj) → 0 em

(
W

1,p(x)
0 Ω

)′
, obtemos

lim J ′
λ(uj)(ϕi,εuj) = 0.

Observe que,

J ′
λ(uj)(ϕi,εuj) =

[
M

(∫
Ω

1

p(x)
|∇uj|p(x)dx

)]∫
Ω

|∇uj|p(x)−2∇uj∇(ϕi,εuj)dx

−λ
[∫

Ω

F (x, uj)dx

]r ∫
Ω

f(x, uj)(ϕi,εuj)dx

−
∫
Ω

|uj|q(x)−2uj(ϕi,εuj)dx.

Quando j → ∞ temos

0 = lim

([
M

(∫
Ω

1

p(x)
|∇uj|p(x)dx

)](∫
Ω

|∇uj|p(x)−2∇uj∇(ϕi,ε)ujdx

))
+

M(t0)

∫
Ω

ϕi,εdµ−
∫
Ω

ϕi,εdν − λ

[∫
Ω

F (x, u)dx

]r ∫
Ω

f(x, u)(ϕi,εu)dx,

onde t0 = lim
t→∞

∫
Ω

1

p(x)
|∇uj|p(x)dx.

Tem-se

lim
ε→0

(
lim
j→∞

[
M

(∫
Ω

1

p(x)
|∇uj|p(x)dx

)](∫
Ω

|∇uj|p(x)−2∇uj∇(ϕi,ε)ujdx

))
→ 0,

(ver no Lema 3.2).

Por outro lado,

lim
ε→0

M(t0)

∫
Ω

ϕi,εdµ =M(t0)µiϕ(0), lim
ϵ→0

∫
Ω

ϕi,εdν = νiϕ(0)

e

λ

[∫
Ω

F (x, u)

]r ∫
Ω

f(x, u)(ϕi,εu) → 0, quando ε→ 0.

Então,

M(t0)µiϕ(0) = νiϕ(0) implica que m0µi ≤ νi. Como Sν1/p
∗(xi)

i ≤ µ
1/p(xi)
i temos,

(m0S)
N ≤ νi,

onde m0 = min{m0
1/p+ ,m0

1/p−}.
Como c é o nível de energia, usando θ satisfazendo (5.8) e considerando I ̸= ∅, obtemos
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c ≥ lim

((
m0

p+
− m1

θ

)∫
Ω

|∇uj|p(x)dx+
λAr+1

1

θ

1

(β+)r

[∫
Ω

|uj|β(x)dx
]r+1

−λA
r+1
2

r + 1

1

(β−)r+1

[∫
Ω

|uj|β(x)dx
]r+1

+

∫
Ω

(
1

θ
− 1

q(x)

)
|uj|q(x)dx

)
.

Assim,

c ≥ lim

(
λ

(
Ar+1

1

θ

1

(β+)r
− Ar+1

2

r + 1

1

(β−)r+1

)[∫
Ω

|uj|β(x)dx
]r+1

+∫
Ω

(
1

θ
− 1

q(x)

)
|uj|q(x)dx

)
.

Considerando Aδ =
∪
x∈A

(Bδ(x) ∩ Ω) = {x ∈ Ω : dist(x,A) < δ}, obtemos

c ≥ λ

(
A1

θ

1

(β+)r
− Ar+1

2

r + 1

1

(β−)r+1

)[∫
Ω

|u|β(x)dx
]r+1

+

(
1

θ
− 1

q−

)∫
Ω

|u|q(x)dx

+

(
1

θ
− 1

q−Aδ

)∑
i∈I

νi.

Como δ > 0 é arbitrário e q é contínua

c ≥ λ

(
Ar+1

1

θ

1

(β+)r
− Ar+1

2

r + 1

1

(β−)r+1

)[∫
Ω

|u|β(x)dx
]r+1

+

(
1

θ
− 1

q−

)∫
Ω

|u|q(x)dx

+

(
1

θ
− 1

q−A

)
(m0Sq)

N .

Aplicando a desigualdade de Hölder

c ≥ λ

(
Ar+1

1

θ

1

(β+)r
− Ar+1

2

r + 1

1

(β−)r+1

)[
||u|β(x)|q(x)/β(x)|Ω|

q+−β−

q−

]r+1

+

(
1

θ
− 1

q−

)∫
Ω

|u|q(x)dx+
(
1

θ
− 1

q−A

)
(m0Sq)

N .

Se ||u|β(x)|q(x)/β(x) ≥ 1, tem-se

c ≥ c1
∣∣|u|β(x)∣∣(q/β)−

q(x)/β(x)
− λc2

∣∣|u|β(x)∣∣r+1

q(x)/β(x)
+ c3,

onde 0 < c2 =

(
Ar+1

2

r + 1

1

(β−)r+1
− Ar+1

1

θ

1

(β+)r

)
|Ω|

(q+−β−)(r+1)

q− e c3 =

(
1

θ
− 1

q−A

)
(m0Sq)

N .

Então, sendo g1(t) = c1t
(q/β)− −λc2t

r+1, esta função atinge o mínimo absoluto para t > 0,

no ponto

t =

(
(r + 1)λc2
(q/β)−c1

) 1

(q/β)− − (r + 1)
.

Observe que,

g1(t) = c1

(
(r + 1)λc2
(q/β)−c1

) (q/β)−

(q/β)− − (r + 1) − λc2

(
(r + 1)λc2
(q/β)−c1

) r + 1

(q/β)− − (r + 1) , que

implica
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g1(t) = c1

(
(r + 1)λc2
c1(q/β)−

) (q/β)−

(q/β)− − (r + 1)

−(r + 1)c1(q/β)
−

(r + 1)c1(q/β)−
λc2

(
(r + 1)λc2
c1(q/β)−

) r + 1

(q/β)− − (r + 1)
.

Assim,

g1(t) = c1

(
(r + 1)λc2
c1(q/β)−

) (q/β)−

(q/β)− − (r + 1)

−c1(q/β)
−

r + 1

(
(r + 1)λc2
c1(q/β)−

) r + 1

(q/β)− − (r + 1)
+ 1

.

Então,

g1(t) = c1

(
(r + 1)λc2
c1(q/β)−

) (q/β)−

(q/β)− − (r + 1)
(
1− (q/β)−

r + 1

)
. Usando o fato que β+(r +

1) < q− podemos escrever

g1(t) = λ

(q/β)−

(q/β)− − (r + 1)K, onde K é uma constante negativa que depende apenas de

A1, A2, r, q, β e Ω.

Se ||u|β(x)|q(x)/β(x) < 1, temos

c ≥ c1
∣∣|u|β(x)∣∣(q/β)+

q(x)/β(x)
− λc2

∣∣|u|β(x)∣∣r+1

q(x)/β(x)
+ c3,

onde 0 < c2 =

(
Ar+1

2

r + 1

1

(β−)r+1
− Ar+1

1

θ

1

(β+)r

)
|Ω|

(q+−β−)(r+1)

q− e c3 =

(
1

θ
− 1

q−A

)
(m0Sq)

N .

Então, sendo g2(t) = c1t
(q/β)+ − λc2t

r+1, essa função atinge o seu mínimo absoluto para

t > 0, no ponto

t =

(
(r + 1)λc2
(q/β)+c1

) 1

(q/β)+ − (r + 1)
.

Assim, obtemos

g2(t) = λ

(q/β)+

(q/β)+ − (r + 1)K, onde K é uma constante negativa que depende somente
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de A1, A2, r, q, β e Ω. Então,

c ≥
(
1

θ
− 1

q−A

)
(m0Sq)

N +Kmin{λ

(q/β)−

(q/β)− − (r + 1) , λ

(q/β)+

(q/β)+ − (r + 1)}.

Portanto, I = ∅ se

c <

(
1

θ
− 1

q−A

)
(m0Sq)

N +Kmin{λ

(q/β)−

(q/β)− − (r + 1) , λ

(q/β)+

(q/β)+ − (r + 1)}.

Lema 5.3. Seja (uj) ⊂ W
1,p(x)
0 (Ω) uma sequência Palais-Smale, com nível de energia c.

Se c <
(
1

θ
− 1

q−A

)
(m0Sq)

N +Kmin{λ

(q/β)−

(q/β)− − (r + 1) , λ

(q/β)+

(q/β)+ − (r + 1)}, existe uma

subsequência de (uj), ainda designada por (uj), tal que uj → u em W
1,p(x)
0 (Ω).

Demonstração: Como

J ′
λ(uj) → 0,

temos

J ′
λ(uj)(uj − u) = M

(∫
Ω

1

p(x)
|∇uj|p(x)dx

)∫
Ω

|∇uj|p(x)−2∇uj∇(uj − u)dx

−λ
[∫

Ω

F (x, uj)dx

]r ∫
Ω

f(x, uj)(uj − u)dx

−
∫
Ω

|uj|q(x)−2uj(uj − u)dx→ 0.

Observe que as constantes m0 e m1 são tais que

m0 ≤M

(∫
Ω

1

p(x)
|∇uj|p(x)dx

)
≤ m1.

Além disso existem constantes não-negativas c1 e c2 tais

c1 ≤
[∫

Ω

F (x, uj)dx

]r
≤ c2.

Pelo Lema 5.2, uj → u em Lq(x)(Ω), e usando a desigualdade de Hölder, obtemos∣∣∣∣∫
Ω

f(x, uj)(uj − u)dx

∣∣∣∣→ 0
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e ∣∣∣∣∫
Ω

|uj|q(x)−2uj(uj − u)dx

∣∣∣∣→ 0.

Fazendo

Lp(x)(uj)(uj − u) =

∫
Ω

|∇uj|p(x)−2∇uj∇(uj − u)dx,

tem-se Lp(x)(uj)(uj − u) → 0. Temos ainda que Lp(x)(u)(uj − u) → 0. Então

(Lp(x)(uj)− Lp(x)(u), uj − u) → 0.

Da Proposição 1.1, uj → u em W
1,p(x)
0 (Ω).

Lema 5.4. O funcional energia Jλ associado com (5.1) não é limitado inferiormente.

Demonstração: De fato,

Jλ(u) = M̂

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)
− λ

r + 1

[∫
Ω

F (x, u)dx

]r+1

−
∫
Ω

1

q(x)
|u|q(x)dx.

Considerando 0 < w ∈ W
1,p(x)
0 (Ω), para t > 1,

Jλ(tw) ≤ m1

p−
tp

+

(∫
Ω

|∇w|p(x)dx
)
+

λ

r + 1

(
A1

β+

)r+1

tβ
+(r+1)

(∫
Ω

|w|β(x)dx
)r+1

− 1

q+
tq

−
∫
Ω

|w|q(x)dx.
Então,

lim
t→∞

Jλ(tw) = −∞,

e o lema está demonstrado.

No que segue usaremos um argumento de truncamento, do tipo usado em Azorero e

Alonso [5], no funcional Jλ, para obtermos uma limitação inferior especial para o funcional.

Considerando ∥u∥ ≤ 1, temos

Jλ(u) ≥ m0

p+
∥u∥p+ − λ

r + 1

(
A2

β−

)r+1
1

S
β−(r+1)
β

∥u∥β−(r+1) − 1

q−
1

Sq−
q

∥u∥q− .

Seja

J1,λ(∥u∥) =
m0

p+
∥u∥p+ − λ

r + 1

(
A2

β−

)r+1
1

S
β−(r+1)
β

∥u∥β−(r+1) − 1

q−
1

Sq−
q

∥u∥q− .

Assim

J1,λ(t) =
m0

p+
tp

+ − λ

r + 1

(
A2

β−

)r+1
1

S
β−(r+1)
β

tβ
−(r+1) − 1

q−
1

Sq−
q

tq
−
.

Primeiro note que J1,λ(t) < 0 para t ≈ 0, pois p+ < q−.
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Além disso,

m0

p+
tp

+ − 1

q−
1

Sq−
q

tq
−
= tp

+

(
m0

p+
− 1

q−
1

Sq−
q

tq
−−p+

)
.

Como q− > p+, consideremos R1, su�cientemente pequeno, tal que

m0

p+
Rp+

1 − 1

q−
1

Sq−
q

Rq−

1 > 0.

Vamos de�nir

λ1 =
(r + 1)

2

(
β−

A2

)r+1 S
β−(r+1)
β

R
β−(r+1)
1

(
m0

p+
Rp+

1 − 1

q−
1

Sq−
q

Rq−

1

)

e R0 = max{0 < t ≤ R1; J1,λ1 ≤ 0}. Assim, existem 0 < λ1, R0 e R1 com R0 < R1, tais

que

Jλ(u) ≥ J1,λ(∥u∥) ≥ J1,λ1(∥u∥) =
m0

p+
∥u∥p+ − λ1

r + 1

(
A2

β−

)r+1
1

S
β−(r+1)
β

∥u∥β−(r+1)

− 1

q−
1

Sq−
q

∥u∥q− .

para todo ∥u∥ < R1 e 0 < λ < λ1, com J1,λ1(R1) > 0 e J1,λ1(R0) = 0.

Podemos escolher a função τ1 : [0,∞) → [0, 1], τ1 ∈ C∞([0,∞)), não-crescente, tal

que

τ1(x) = 1, se x ≤ R0

e

τ1(x) = 0, se x ≥ R1.

Se ∥u∥ > 1, obtemos

Jλ(u) ≥ m0

p+
∥u∥p− − λ

r + 1

(
A2

β−

)r+1
1

S
β±(r+1)
β

∥u∥β±(r+1) − 1

q−
1

Sq±
q

∥u∥q± .

Seja

J2,λ(∥u∥) =
m0

p+
∥u∥p− − λ

r + 1

(
A2

β−

)r+1
1

S
β±(r+1)
β

∥u∥β+(r+1) − 1

q−
1

Sq±
q

∥u∥q+ .

Assim,

J2,λ(t) =
m0

p+
tp

− − λ

r + 1

(
A2

β−

)r+1
1

S
β±(r+1)
β

tβ
+(r+1) − 1

q−
1

Sq±
q

tq
+

.

Observe que J2,λ(t) < 0 para t ≈ 0, pois β+(r + 1) < p−.
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Além disso,

m0

p+
tp

− − 1

q−
1

Sq±
q

tq
+

= tp
−

(
m0

p+
− 1

q−
1

Sq±
q

tq
+−p−

)
.

Como q+ > p−, consideremos R1, su�cientemente pequeno, tal que

m0

p+
Rp−

1 − 1

q−
1

Sq±
q

Rq+

1 > 0.

Vamos de�nir

λ2 =
(r + 1)

2

(
β−

A2

)r+1 S
β±(r+1)
β

R
β+(r+1)
1

(
m0

p+
Rp−

1 − 1

q−
1

Sq−
q

Rq+

1

)
e R0 = max{0 < t ≤ R1; J2,λ2 ≤ 0}. Assim, existem 0 < λ2, R0 e R1 com R0 < R1, tal

que

Jλ(u) ≥ J2,λ(∥u∥) ≥ J2,λ2(∥u∥) =
m0

p+
tp

− − λ2
r + 1

(
A2

β−

)r+1
1

S
β±(r+1)
β

tβ
+(r+1)

− 1

q−
1

Sq±
q

tq
+

.

para todo ∥u∥ < R1 e 0 < λ < λ2, com J2,λ2(R1) > 0 e J2,λ2(R0) = 0.

Podemos escolher uma função não-cresente τ2 : [0,∞) → [0, 1], τ2 ∈ C∞([0,∞)) tal

que

τ2(x) = 1, se x ≤ R0

e

τ2(x) = 0, se x ≥ R1.

Finalmente, de�nimos

τ(t) =

{
τ1(t) , t ≤ 1

τ2(t) , t ≥ 1
.

Agora, consideremos o funcional truncado, com 0 < λ < λ′ = min{λ1, λ2},

Iλ(u) = M̂

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)
− λ

r + 1

[∫
Ω

F (x, u)dx

]r+1

−
∫
Ω

1

q(x)
|u|q(x)τ(∥u∥)dx.

Observe que, se ∥u∥ ≤ R0 então Jλ(u) = Iλ(u) e se ∥u∥ ≥ R1, então

Iλ(u) = M̂

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)
− λ

r + 1

[∫
Ω

F (x, u)dx

]r+1

.
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Podemos ver que Iλ é coercivo, e portanto Iλ é limitado inferiormente.

Lema 5.5. Iλ é C1(W
1,p(x)
0 (Ω), IR), se Iλ(u) ≤ 0 então ∥u∥ < R0 e Iλ(v) = Jλ(v) para

todo v em um vizinhança su�cientemente pequena de u. Mais ainda, Iλ satisfaz a condição

Palais-Smale localmente para c ≤ 0.

Demonstração: É imediato que Iλ ∈ C1(W
1,p(x)
0 (Ω), IR). Se Iλ(u) ≤ 0 então ∥u∥ < R0

por construção do funcional truncado. Agora, para todo u ∈ BR0(0) existe ε > 0 tal que

Bε(u) ⊂ BR0(0) e Iλ(v) = Jλ(v) para todo v ∈ Bε(u), pois ∥v∥ < R0. Para demonstrar

a condição de Palais-Smale local, para c ≤ 0, observe que todo sequência Palais-Smale

para Iλ com c ≤ 0 é necessariamente limitada, pois o funcional é coercivo. Pelo Lema 5.2

existe λ0 tal que para 0 < λ < λ0

c ≤ 0 <

(
1

θ
− 1

q−A

)
(m0Sq)

N +Kmin{λ

(q/β)−

(q/β)− − (r + 1) , λ

(q/β)+

(q/β)+ − (r + 1)},

e portanto existe uma subsequência que converge forte em W
1,p(x)
0 (Ω), pelo Lema 5.3.

Lema 5.6. Para todo n ∈ IN existe ε > 0 tal que

γ(I−ε
λ ) ≥ n,

onde I−ε
λ = {u ∈ W

1,p(x)
0 (Ω); I−ε

λ (u) ≤ −ε} e γ é o gênero de Krasnoselskii.

Demonstração: Seja En ⊂ W
1,p(x)
0 (Ω) um subespaço n-dimensional. Assim, temos para

u ∈ En tal que ∥u∥ = 1 e 0 < t < R0,

Iλ(tu) = M̂

(∫
Ω

1

p(x)
|∇(tu)|p(x)dx

)
− λ

r + 1

[∫
Ω

F (x, tu)dx

]r+1

,

−
∫
Ω

1

q(x)
|tu|q(x)τ(∥u∥)dx

Iλ(tu) ≤ m1t
p−

p−

∫
Ω

|∇u|p(x)dx− λAr+1
1 tβ

+(r+1)

(r + 1)(β+)r+1

(∫
Ω

|u|β(x)dx
)r+1

− tq
+

q+

∫
Ω

|u|q(x)dx,

Iλ(tu) ≤ m1t
p−

p−
− λAr+1

1 tβ
+(r+1)

(r + 1)(β+)r+1
an −

tq
+

q+
bn,

onde

an = inf

{(∫
Ω

|u|β(x)dx
)r+1

;u ∈ En, ∥u∥ = 1

}
,

e

bn = inf

{∫
Ω

|u|q(x)dx;u ∈ En, ∥u∥ = 1

}
.
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Então,

Iλ(tu) ≤
m1t

p−

p−
− λAr+1

1 tβ
+(r+1)

(r + 1)(β+)r+1
an.

Temos an > 0 e bn > 0, pois En tem dimensão �nita e as normas em W
1,p(x)
0 (Ω) e em

Lβ(x)(Ω) são equivalentes em En. Como β+(r+1) < p− e 0 < t < R0, existem constantes

positivas ρ e ε tais que

Iλ(ρu) < −ε para u ∈ En, ∥u∥ = 1.

Portanto, considerando Sρ,n = {u ∈ En : ∥u∥ = ρ}, temos que Sρ,n ⊂ I−ε
λ . Pela monoto-

nicidade do gênero (ver Apêndice A.2),

γ(I−ε
λ ) ≥ γ(Sρ,n) = n

como queríamos demonstrar.

Lema 5.7. Seja Σ = {A ⊂ W
1,p(x)
0 (Ω) − 0 : A é fechado, A = −A}, Σk = {A ⊂ Σ :

γ(A) ≥ k} onde γ é o gênero Krasnoselskii. Então

ck = inf
A∈Σk

sup
u∈A

Jλ(u)

é um valor crítico negativo Jλ e mais ainda, se c = ck = · · · = ck+r, então γ(Kc) ≥ r + 1

onde Kc = {u ∈ W
1,p(x)
0 (Ω) : Jλ(u) = c, J ′

λ(u) = 0}.

Demonstração: Primeiro mostraremos que −∞ < ck < ∞. Com efeito, pelo Lema 5.6

temos que para cada k ∈ IN existe ε > 0 tal que γ(I−ε
λ ) ≥ k. Uma vez que Iλ é contínuo

e par, segue que I−ε
λ ∈

∑
k; então ck ≤ sup

u∈I−ε
λ

(u) ≤ −ε(k) < 0 para todo k. Além disso Iλ

é limitado inferiormente, portanto ck > −∞, para todo k ∈ IN.

Como c < 0, Ik veri�ca a condição (PS), com nível de energia c, ou seja, Kc é compacto

e claramente simétrico, logo γ(Kc) está bem de�nido.

Vamos supor por contradição que c = ck = ck+1 = · · · = ck+r e γ(Kc) < r + 1.

Pelas propriedades de gênero (ver Apêndice A.2), existe uma vizinhança K de Kc com

γ(K) = γ(Kc) < r + 1. Pelo Lema de Deformação (ver Apêndice A.1.2), segue que existe

um homeomor�smo ímpar η̂ : W
1,p(x)
0 (Ω) → W

1,p(x)
0 (Ω) satisfazendo η̂(Ic+δ

λ \K) ⊂ Ic−δ
λ ,

onde 0 < δ < −c pois, Iλ veri�ca a condição (PS) em I0λ. Por de�nição,

c = ck+r = inf
A∈

∑
k+r

sup
u∈A

Iλ(u).
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Portanto, existe A ∈
∑

k+r tal que sup
u∈A

< c+ δ, isto é, A ⊂ Ic+δ
λ , e

η̂(A\K) ⊂ η̂((Ic+δ
λ \K)) ⊂ Ic−δ

λ . (5.10)

Pelas propriedades de gênero

γ(η̂(A\K)) ≥ γ(A\K) ≥ γ(A)− γ(K) ≥ (k + r)− r = k.

Assim, η̂(A\K) ∈
∑

k. Logo sup
u∈η̂(A\K)

Iλ ≥ ck = c, que contradiz (5.12). Portanto, se

c = ck = ck+1 = · · · = ck+r, então γ(Kc) ≥ r+1. Observe que isso assegura que ck é valor

crítico pois γ(Kck) ≥ 1, ou seja, Kck é não-vazio ∀k ∈ IN. Além disso, se os valores ck não

forem todos distintos, teremos γ(Kc) > 1 e isso signi�ca que Kc é um conjunto in�nito.

Assim, chegamos a uma quantidade in�nita de pontos críticos de Iλ com energia negativa,

para 0 < λ < λ = min{λ0, λ1, λ2}. Pelo Lema 5.5 esses pontos são pontos críticos de Jλ.

Isso mostra a existência de uma quantidade in�nita de soluções fraca para o problema

(5.1).

5.2.2 Demonstração do item (ii) do Teorema 5.1

O resultado segue dos seguintes lemas:

Lema 5.8. Seja (uj) ⊂ W
1,p(x)
0 (Ω) uma sequência de Palais-Smale, com nível de energia

c. Então (uj) é limitada.

Demonstração: Sendo (uj) uma sequência de Palais-Smale com nível de energia c, temos

Jλ(uj) → c e J ′
λ(uj) → 0, com

Jλ(u) = a

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)
+

b

η + 1

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)η+1

− λ

r + 1

[∫
Ω

F (x, u)dx

]r+1

−
∫
Ω

1

q(x)
|u|q(x)dx,

e

J ′
λ(u)v = a

(∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇vdx
)
+ b

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)η

×
(∫

Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇vdx
)
− λ

[∫
Ω

F (x, u)dx

]r ∫
Ω

f(x, u)vdx

−
∫
Ω

|u|q(x)−2uvdx.

Assim

C + ∥uj∥ ≥ Jλ −
1

θ
J ′
λ(uj)uj,
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com
(η + 1)(p+)η+1

(p−)η
< θ < q−.

Suponhamos que (uj) é limitada em W
1,p(x)
0 (Ω). Então, passando à subsequência se

necessário, temos ∥uj∥ > 1 e usando a Proposição 1.3

C + ∥uj∥ ≥
(
a

p+
− a

θ

)
∥u∥p− +

(
b

(η + 1)(p+)η+1
− b

θ(p−)η

)
∥u∥(η+1)p−

+λ

(
Ar+1

1

θ

1

(β+)r
− Ar+1

2

r + 1

1

(β−)r+1

)
∥u∥β±(r+1),

que é uma constradição, pois (η + 1)p− > p− > β±(r + 1) > 1. Logo, (uj) é limitada em

W
1,p(x)
0 (Ω).

Lema 5.9. Seja (uj) ⊂ W
1,p(x)
0 (Ω) uma sequência limitada, tal que

Jλ(uj) → c e J ′
λ(uj) → 0. (5.11)

Suponhamos ainda t0 = lim
j→∞

∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx e

c <

(
1

θ
− 1

q−A

)
(aSq)

N +Kmin{λ

(q/β)−

(q/β)− − (r + 1) , λ

(q/β)+

(q/β)+ − (r + 1)},

onde a = min{t1/p
+

1 , t
1/p−

1 }, com 0 < t1 < btη0 e K independente de λ. Então, existe λ0 > 0

tal que, para todo 0 < λ < λ0 o conjunto de índices I, da Proposição 1.7 é vazio e uj → u

em Lq(x)(Ω) para algum u ∈ W
1,p(x)
0 (Ω).

Demonstração: Pela proposição 1.7 e Lema 5.8, temos

|uj|q(x) ⇀ ν = |u|q(x) +
∑
i∈I

νiδxi
, νi > 0

|∇uj|p(x) ⇀ µ ≥ |∇u|p(x) +
∑
i∈I

µiδxi
, µi > 0

Sqν
1/p∗(xi)
i ≤ µ

1/p(xi)
i , ∀i ∈ I.

Se I = ∅ então uj → u em Lq(x)(Ω). Recordemos que a demonstração dessa convergência

já foi feita na demonstração do Lema 3.2.

Mostraremos agora que o conjunto de índices I = ∅ se c <

(
1

θ
− 1

q−A

)
(aSq)

N +

Kmin{λ

(q/β)−

(q/β)− − (r + 1) , λ

(q/β)+

(q/β)+ − (r + 1)} e (uj) satisfaz (5.11). De fato, vamos su-
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por que I ̸= ∅. Seja ϕ ∈ C∞
0 (IRN) tal que 0 ≤ ϕ(x) ≤ 1, ϕ(0) = 1 e suporte na bola

unitária do IRN . Consideremos as funções ϕi,ε(x) = ϕ

(
x− xi
ε

)
para todo x ∈ IRN e

ε > 0.

Como J ′
λ(uj) → 0 em

(
W

1,p(x)
0 Ω

)′
temos que

lim J ′
λ(uj)(ϕi,εuj) = 0.

Sabendo que

J ′
λ(uj)(ϕi,εuj) =

[
a+ b

(∫
Ω

1

p(x)
|∇uj|p(x)dx

)η] ∫
Ω

|∇uj|p(x)−2∇uj∇(ϕi,εuj)dx

−λ
[∫

Ω

F (x, uj)dx

]r ∫
Ω

f(x, uj)(ϕi,εuj)dx

−
∫
Ω

|uj|q(x)−2uj(ϕi,εuj)dx,

temos

0 = lim

([
a+ b

(∫
Ω

1

p(x)
|∇uj|p(x)dx

)η](∫
Ω

|∇uj|p(x)−2∇uj∇(ϕi,ε)ujdx

))
+

(a+ btη0)

∫
Ω

ϕi,εdµ−
∫
Ω

ϕi,εdν − λ

[∫
Ω

F (x, u)dx

]r ∫
Ω

f(x, u)(ϕi,εu)dx

quando j → ∞.

Tem-se

lim
ε→0

(
lim
j→∞

[
a+ b

(∫
Ω

1

p(x)
|∇uj|p(x)dx

)η](∫
Ω

|∇uj|p(x)−2∇uj∇(ϕi,ε)ujdx

))
→ 0,

(ver no Lema 3.6).

Por outro lado,

lim
ε→0

(a+ btη0)

∫
Ω

ϕi,εdµ = (a+ btη0)µiϕ(0), lim
ϵ→0

∫
Ω

ϕi,εdν = νiϕ(0)

e

λ

[∫
Ω

F (x, u)dx

]r ∫
Ω

f(x, u)(ϕi,εu)dx→ 0, quando ε→ 0.

Então, (a+ btη0)µiϕ(0) = νiϕ(0). Como Sqν
1/p∗(xi)
i ≤ µ

1/p(xi)
i temos,

(aSq)
N ≤ νi,

onde a = min{t1/p
+

1 , t
1/p−

1 }.

Além disso, considerando
(η + 1)(p+)η+1

(p−)η
< θ < q−, tem-se
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c = lim

(
a

(∫
Ω

1

p(x)
|∇uj|p(x)dx

)
+

b

(η + 1)

(∫
Ω

1

p(x)
|∇uj|p(x)dx

)η+1

− λ

r + 1

[∫
Ω

F (x, uj)dx

]r+1

−
∫
Ω

1

q(x)
|uj|q(x)dx−

a

θ

∫
Ω

|∇uj|p(x)dx

− b
θ

(∫
Ω

1

p(x)
|∇uj|p(x)dx

)η (∫
Ω

|∇uj|p(x)dx
)

+
λ

θ

[∫
Ω

F (x, uj)dx

]r ∫
Ω

f(x, uj)ujdx +
1

θ

∫
Ω

|uj|q(x)dx
)
.

Daí,

c ≥ lim

(
a

p+

(∫
Ω

|∇uj|p(x)dx
)
+

b

(η + 1)(p+)η+1

(∫
Ω

|∇uj|p(x)dx
)η+1

− λ

r + 1

[∫
Ω

F (x, uj)dx

]r+1

−
∫
Ω

1

q(x)
|uj|q(x)dx−

a

θ

∫
Ω

|∇uj|p(x)dx

− b

θ(p−)η

(∫
Ω

|∇uj|p(x)dx
)η+1

+
λ

θ

[∫
Ω

F (x, uj)dx

]r ∫
Ω

f(x, uj)ujdx

+
1

θ

∫
Ω

|uj|q(x)dx
)
.

Assim,

c ≥ lim

((
a

p+
− a

θ

)∫
Ω

|∇uj|p(x)dx +

(
b

(η + 1)(p+)η+1
− b

θ(p−)η

)
×
(∫

Ω

|∇uj|p(x)dx
)η+1

− λ
Ar+1

2

r + 1

1

(β−)r+1

[∫
Ω

|uj|β(x)dx
]r+1

+
λAr+1

1

θ

1

(β+)r
)

[∫
Ω

|uj|β(x)dx
]r+1

+

∫
Ω

(
1

θ
− 1

q(x)

)
|uj|q(x)dx

)
.

Logo,

c ≥ lim

(
λ

(
Ar+1

1

θ

1

(β+)r
− Ar+1

2

r + 1

1

(β−)r+1

)[∫
Ω

|uj|β(x)dx
]r+1

+∫
Ω

(
1

θ
− 1

q(x)

)
|uj|q(x)dx

)
.

Fazendo Aδ =
∪
x∈A

(Bδ(x) ∩ Ω) = {x ∈ Ω : dist(x,A) < δ}, obtemos

c ≥ λ

(
A1

θ

1

(β+)r
− Ar+1

2

r + 1

1

(β−)r+1

)[∫
Ω

|u|β(x)dx
]r+1

+

(
1

θ
− 1

q−

)∫
Ω

|u|q(x)dx

+

(
1

θ
− 1

q−Aδ

)∑
i∈I

νi.

Pelo fato de δ > 0, ser arbitrário e q contínua

c ≥ λ

(
Ar+1

1

θ

1

(β+)r
− Ar+1

2

r + 1

1

(β−)r+1

)[∫
Ω

|u|β(x)dx
]r+1

+

(
1

θ
− 1

q−

)∫
Ω

|u|q(x)dx

+

(
1

θ
− 1

q−A

)
(aSq)

N .

Aplicando a desigualdade de Hölder,
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c ≥ λ

(
Ar+1

1

θ

1

(β+)r
− Ar+1

2

r + 1

1

(β−)r+1

)[
||u|β(x)|q(x)/β(x)|Ω|

q+−β−

q−

]r+1

+

(
1

θ
− 1

q−

)∫
Ω

|u|q(x)dx+
(
1

θ
− 1

q−A

)
(aSq)

N .

Se ||u|β(x)|q(x)/β(x) ≥ 1, temos

c ≥ c1
∣∣|u|β(x)∣∣(q/β)−

q(x)/β(x)
− λc2

∣∣|u|β(x)∣∣r+1

q(x)/β(x)
+ c3,

onde 0 < c2 =

(
Ar+1

2

r + 1

1

(β−)r+1
− Ar+1

1

θ

1

(β+)r

)
|Ω|

(q+−β−)(r+1)

q− e c3 =

(
1

θ
− 1

q−A

)
(aSq)

N .

Seja g1(t) = c1t
(q/β)− − λc2t

r+1. A referida função atinge o mínimo absoluto para t > 0,

no ponto

t =

(
(r + 1)λc2
(q/β)−c1

) 1

(q/β)− − (r + 1)
.

Note que,

g1(t) = c1

(
(r + 1)λc2
(q/β)−c1

) (q/β)−

(q/β)− − (r + 1) − λc2

(
(r + 1)λc2
(q/β)−c1

) r + 1

(q/β)− − (r + 1) , que

implica

g1(t) = c1

(
(r + 1)λc2
c1(q/β)−

) (q/β)−

(q/β)− − (r + 1)

−(r + 1)c1(q/β)
−

(r + 1)c1(q/β)−
λc2

(
(r + 1)λc2
c1(q/β)−

) r + 1

(q/β)− − (r + 1)
.

Assim,

g1(t) = c1

(
(r + 1)λc2
c1(q/β)−

) (q/β)−

(q/β)− − (r + 1)

−c1(q/β)
−

r + 1

(
(r + 1)λc2
c1(q/β)−

) r + 1

(q/β)− − (r + 1)
+ 1

.

Então,

g1(t) = c1

(
(r + 1)λc2
c1(q/β)−

) (q/β)−

(q/β)− − (r + 1)
(
1− (q/β)−

r + 1

)
. Usando o fato que β+(r +

1) < q− podemos escrever

g1(t) = λ

(q/β)−

(q/β)− − (r + 1)K, onde K é uma constante negativa que depende somente de
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A1, A2, r, q, β e Ω.

Se ||u|β(x)|q(x)/β(x) < 1, temos

c ≥ c1
∣∣|u|β(x)∣∣(q/β)+

q(x)/β(x)
− λc2

∣∣|u|β(x)∣∣r+1

q(x)/β(x)
+ c3,

onde 0 < c2 =

(
Ar+1

2

r + 1

1

(β−)r+1
− Ar+1

1

θ

1

(β+)r

)
|Ω|

(q+−β−)(r+1)

q− e c3 =

(
1

θ
− 1

q−A

)
(aSq)

N .

Seja g2(t) = c1t
(q/β)+ − λc2t

r+1. Essa função atinge o mínimo absoluto para t > 0, no

ponto

t =

(
(r + 1)λc2
(q/β)+c1

) 1

(q/β)+ − (r + 1)
.

Assim, temos

g2(t) = λ

(q/β)+

(q/β)+ − (r + 1)K, onde K é uma constante negativa que depende somente

de A1, A2, r, q, β e Ω. Então

c ≥
(
1

θ
− 1

q−A

)
(aSq)

N +Kmin{λ

(q/β)−

(q/β)− − (r + 1) , λ

(q/β)+

(q/β)+ − (r + 1)}.

Portanto, I = ∅ se

c <

(
1

θ
− 1

q−A

)
(aSq)

N +Kmin{λ

(q/β)−

(q/β)− − (r + 1) , λ

(q/β)+

(q/β)+ − (r + 1)}.

Lema 5.10. Seja (uj) ⊂ W
1,p(x)
0 (Ω) uma sequência Palais-Smale, com nível de energia c.

Se c <
(
1

θ
− 1

q−A

)
(aSq)

N + Kmin{λ

(q/β)−

(q/β)− − (r + 1) , λ

(q/β)+

(q/β)+ − (r + 1)}, então existe

uma subsequência de (uj), designada ainda por (uj), tal que uj → u em W
1,p(x)
0 (Ω).

Demonstração: Como

J ′
λ(uj) → 0,

temos
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J ′
λ(uj)(uj − u) = a

(∫
Ω

|∇uj|p(x)−2∇uj∇(uj − u)dx

)
+

b

(∫
Ω

1

p(x)
|∇uj|p(x)dx

)η (∫
Ω

|∇uj|p(x)−2∇uj∇(uj − u)dx

)
−λ
[∫

Ω

F (x, uj)dx

]r ∫
Ω

f(x, uj)(uj − u)dx

−
∫
Ω

|uj|q(x)−2uj(uj − u)dx→ 0.

Note que existem constantes não-negativas c1, c2, c3 e c4 tal que

c1 ≤
(∫

Ω

1

p(x)
|∇uj|p(x)dx

)η

≤ c2

e

c3 ≤
[∫

Ω

F (x, uj)dx

]r
≤ c4.

Pelo Lema 5.9, uj → u em Lq(x)(Ω) e usando a desigualdade de Hölder obtemos∣∣∣∣∫
Ω

f(x, uj)(uj − u)dx

∣∣∣∣→ 0

e ∣∣∣∣∫
Ω

|uj|q(x)−2uj(uj − u)dx

∣∣∣∣→ 0.

Considerando,

Lp(x)(uj)(uj − u) =

∫
Ω

|∇uj|p(x)−2∇uj∇(uj − u)dx,

obtemos Lp(x)(uj)(uj − u) → 0. Temos ainda Lp(x)(u)(uj − u) → 0. Então

(Lp(x)(uj)− Lp(x)(u), uj − u) → 0.

Da Proposição 1.1, uj → u em W
1,p(x)
0 (Ω).

Lema 5.11. O funcional energia Jλ, associado ao problema (5.1) não é limitado inferior-

mente.

Demonstração: De fato,

Jλ(u) = a

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)
+

b

η + 1

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)η+1

− λ

r + 1

[∫
Ω

F (x, u)dx

]r+1

−
∫
Ω

1

q(x)
|u|q(x)dx.

Considerando 0 < w ∈ W
1,p(x)
0 (Ω), para t > 1,
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Jλ(tw) ≤ a

p−
tp

+

(∫
Ω

|∇w|p(x)dx
)
+

b

(η + 1)(p−)η+1
t(η+1)p+

(∫
Ω

|∇w|p(x)dx
)

+
λ

r + 1

(
A1

β+

)r+1

tβ
+(r+1)

(∫
Ω

|w|β(x)dx
)r+1

− 1

q+
tq

−
∫
Ω

|w|q(x)dx.

Então,

lim
t→∞

Jλ(tw) = −∞,

e o lema está demonstrado.

No que segue, usaremos o argumento de truncamento do tipo usando em Azorero e

Alonso [5], no funcional Jλ, para obter uma especial limitação inferior para o funcional.

Supondo ∥u∥ ≤ 1, temos

Jλ(u) ≥ a

p+
∥u∥p+ +

b

(η + 1)(p+)η+1
∥u∥(η+1)p+ − λ

r + 1

(
A2

β−

)r+1
1

S
β−(r+1)
β

∥u∥β−(r+1)

− 1

q−
1

Sq−
q

∥u∥q− .

Seja

J1,λ(∥u∥) =
a

p+
∥u∥(η+1)p+ +

b

(η + 1)(p+)η+1
∥u∥(η+1)p+

− λ

r + 1

(
A2

β−

)r+1
1

S
β−(r+1)
β

∥u∥β−(r+1) − 1

q−
1

Sq−
q

∥u∥q− .

Assim

J1,λ(t) =

(
a

p+
+

b

(η + 1)(p+)η+1

)
t(η+1)p+ − λ

r + 1

(
A2

β−

)r+1
1

S
β−(r+1)
β

tβ
−(r+1)

− 1

q−
1

Sq−
q

tq
−
.

Note que J1,λ(t) < 0 para t ≈ 0, pois (η + 1)p+ < q−.

Além disso,(
a

p+
+

b

(η + 1)(p+)η+1

)
t(η+1)p+ − 1

q−
1

Sq−
q

tq
−
=

t(η+1)p+

(
a

p+
+

b

(η + 1)(p+)η+1
− 1

q−
1

Sq−
q

tq
−−(η+1)p+

)
.

Como q− > (η + 1)p+, consideremos R1, su�cientemente pequeno, tal que(
a

p+
+

b

(η + 1)(p+)η+1

)
R

(η+1)p+

1 − 1

q−
1

Sq−
q

Rq−

1 > 0.

Consideremos ainda,

λ1 =
(r + 1)

2

(
β−

A2

)r+1 S
β−(r+1)
β

R
β−(r+1)
1

((
a

p+
+

b

(η + 1)(p+)η+1

)
R

(η+1)p+

1 − 1

q−
1

Sq−
q

Rq−

1

)
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e R0 = max{0 < t ≤ R1; J1,λ1 ≤ 0}. Assim, existem 0 < λ1, R0 e R1 com R0 < R1, tais

que

Jλ(u) ≥ J1,λ(∥u∥) ≥ J1,λ1(∥u∥) =

(
a

p+
+

b

(η + 1)(p+)η+1

)
∥u∥(η+1)p+

− λ1
r + 1

(
A2

β−

)r+1
1

S
β−(r+1)
β

∥u∥β−(r+1) − 1

q−
1

Sq−
q

∥u∥q− .

para toda ∥u∥ < R1 e 0 < λ < λ1, com J1,λ1(R1) > 0 e J1,λ1(R0) = 0.

Desta forma, podemos escolher a função τ1 : [0,∞) → [0, 1], τ1 ∈ C∞([0,∞)), não-

crescente, tal que

τ1(x) = 1, se x ≤ R0

e

τ1(x) = 0, se x ≥ R1.

Se ∥u∥ > 1, obtemos

Jλ(u) ≥ a

p+
∥u∥p− +

b

(η + 1)(p+)η+1
∥u∥(η+1)p− − λ

r + 1

(
A2

β−

)r+1
1

S
β±(r+1)
β

∥u∥β±(r+1)

− 1

q−
1

Sq±
q

∥u∥q± .

Seja

J2,λ(∥u∥) =
a

p+
∥u∥p− +

b

(η + 1)(p+)η+1
∥u∥p− − λ

r + 1

(
A2

β−

)r+1
1

S
β±(r+1)
β

∥u∥β+(r+1)

− 1

q−
1

Sq±
q

∥u∥q+ .

Assim,

J2,λ(t) =

(
a

p+
+

b

(η + 1)(p+)η+1

)
tp

− − λ

r + 1

(
A2

β−

)r+1
1

S
β±(r+1)
β

tβ
+(r+1) − 1

q−
1

Sq±
q

tq
+

.

Note que J2,λ(t) < 0 para t ≈ 0, pois β+(r + 1) < p−.

Além disso,(
a

p+
+

b

(η + 1)(p+)η+1

)
tp

− − 1

q−
1

Sq±
q

tq
+

=

tp
−

((
a

p+
+

b

(η + 1)(p+)η+1

)
− 1

q−
1

Sq±
q

tq
+−p−

)
.

Como q+ > p−, consideremos R1, su�cientemente pequeno, tal que(
a

p+
+

b

(η + 1)(p+)η+1

)
Rp−

1 − 1

q−
1

Sq±
q

Rq+

1 > 0.
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Consideremos ainda,

λ2 =
(r + 1)

2

(
β−

A2

)r+1 S
β±(r+1)
β

R
β+(r+1)
1

((
a

p+
+

b

(η + 1)(p+)η+1

)
Rp−

1 − 1

q−
1

Sq−
q

Rq+

1

)

e R0 = max{0 < t ≤ R1; J2,λ2 ≤ 0}. Assim, existem 0 < λ2, R0 e R1 com R0 < R1, tais

que

Jλ(u) ≥ J2,λ(∥u∥) ≥ J2,λ2(∥u∥) =

(
a

p+
+

b

(η + 1)(p+)η+1

)
∥u∥p−

− λ2
r + 1

(
A2

β−

)r+1
1

S
β±(r+1)
β

∥u∥β+(r+1) − 1

q−
1

Sq±
q

∥u∥q+ .

para todo ∥u∥ < R1 e 0 < λ < λ2, com J2,λ2(R1) > 0 e J2,λ2(R0) = 0.

Desta forma, podemos escolher uma função não-crescente τ2 : [0,∞) → [0, 1], τ2 ∈
C∞([0,∞)) tal que

τ2(x) = 1, se x ≤ R0

e

τ2(x) = 0, se x ≥ R1.

Finalmente de�nimos

τ(t) =

{
τ1(t) , t ≤ 1

τ2(t) , t ≥ 1
.

Agora considere o funcional truncado, com 0 < λ < λ′ = min{λ1, λ2},

Iλ(u) = a

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)
+

b

η + 1

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)η+1

− λ

r + 1

[∫
Ω

F (x, u)dx

]r+1

−
∫
Ω

1

q(x)
|u|q(x)τ(∥u∥)dx,

Note que se ∥u∥ ≤ R0 então Jλ(u) = Iλ(u) e se ∥u∥ ≥ R1, então

Iλ(u) = a

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)
+

b

η + 1

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)η+1

− λ

r + 1

[∫
Ω

F (x, u)dx

]r+1

.

Podemos ver que Iλ é coercivo , e portanto Iλ é limitado inferiormente.

Lema 5.12. Iλ é C1(W
1,p(x)
0 (Ω), IR). Se Iλ(u) ≤ 0 então ∥u∥ < R0 e Iλ(v) = Jλ(v)

para todo v em uma vizinhança pequena de u. Mais ainda, Iλ satisfaz a condição de

Palais-Smale local para c ≤ 0.

Demonstração: É imediato que Iλ ∈ C1(W
1,p(x)
0 (Ω), IR). Se Iλ(u) ≤ 0 então ∥u∥ < R0

por construção do funcional truncado. Agora, para todo u ∈ BR0(0) existe ε > 0 tal que
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Bε(u) ⊂ BR0(0) e Iλ(v) = Jλ(v) para todo v ∈ Bε(u), pois ∥v∥ < R0. Para demonstrar

a condição de Palais-Smale local para c ≤ 0, observe que toda sequência de Palais-Smale

para Iλ com c ≤ 0 é necessariamente limitada pois o funcional é coercivo. Pelo Lema 5.9

existe λ0 tal que para 0 < λ < λ0

c ≤ 0 <

(
1

θ
− 1

q−A

)
(aSq)

N +Kmin{λ

(q/β)−

(q/β)− − (r + 1) , λ

(q/β)+

(q/β)+ − (r + 1)},

e portanto existe uma subsequência que converge forte em W
1,p(x)
0 (Ω), pelo Lema 5.10.

Lema 5.13. Para todo n ∈ IN existe ε > 0 tal que

γ(I−ε
λ ) ≥ n,

onde I−ε
λ = {u ∈ W

1,p(x)
0 (Ω); I−ε

λ (u) ≤ −ε} e γ é o gênero de Krasnoselskii.

Demonstração: Seja En ⊂ W
1,p(x)
0 (Ω) um subespaço n-dimensional. Assim para u ∈ En

tal que ∥u∥ = 1 e 0 < t < R0, temos

Iλ(tu) = a

∫
Ω

1

p(x)
|∇(tu)|p(x)dx+ b

η + 1

(∫
Ω

1

p(x)
|∇(tu)|p(x)dx

)η+1

− λ

r + 1

[∫
Ω

F (x, tu)dx

]r+1

−
∫
Ω

1

q(x)
|tu|q(x)τ(∥u∥)dx

Iλ(tu) ≤ atp
−

p−

∫
Ω

|∇u|p(x)dx+ bt(η+1)p−

(η + 1)(p−)η+1

(∫
Ω

|∇u|p(x)dx
)η+1

− λAr+1
1 tβ

+(r+1)

(r + 1)(β+)r+1

(∫
Ω

|u|β(x)dx
)r+1

− tq
+

q+

∫
Ω

|u|q(x)dx

Iλ(tu) ≤ atp
−

p−
+

bt(η+1)p−

(η + 1)(p−)η+1
− λAr+1

1 tβ
+(r+1)

(r + 1)(β+)r+1
an −

tq
+

q+
bn,

onde

an = inf

{(∫
Ω

|u|β(x)dx
)r+1

;u ∈ En, ∥u∥ = 1

}
,

e

bn = inf

{∫
Ω

|u|q(x)dx;u ∈ En, ∥u∥ = 1

}
.

Então,

Iλ(tu) ≤
atp

−

p−
+

bt(η+1)p−

(η + 1)(p−)η+1
− λAr+1

1 tβ
+(r+1)

(r + 1)(β+)r+1
an.

Observe que an > 0 e bn > 0, pois En tem dimensão �nita e as normas em W
1,p(x)
0 (Ω) e

Lβ(x)(Ω) são equivalentes em En. Como β+(r+1) < p− e 0 < t < R0 existem constantes
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positivas ρ e ε tais que

Iλ(ρu) < −ε para u ∈ En, ∥u∥ = 1.

Portanto, sendo Sρ,n = {u ∈ En : ∥u∥ = ρ}, temos que Sρ,n ⊂ I−ε
λ . Assim, pela monoto-

nicidade do gênero (ver Apêndice A.2)

γ(I−ε
λ ) ≥ γ(Sρ,n) = n,

como queríamos demonstrar.

Lema 5.14. Seja Σ = {A ⊂ W
1,p(x)
0 (Ω) − 0 : A fechado, A = −A}, Σk = {A ⊂ Σ :

γ(A) ≥ k} onde γ é o gênero de Krasnoselskii. Então

ck = inf
A∈Σk

sup
u∈A

Jλ(u),

é um valor crítico negativo de Jλ e mais, se c = ck = · · · = ck+r, então γ(Kc) ≥ r+1 onde

Kc = {u ∈ W
1,p(x)
0 (Ω) : Jλ(u) = c, J ′

λ(u) = 0}.

Demonstração: Primeiro mostraremos que −∞ < ck <∞. Com efeito, pelo Lema 5.13

temos que para cada k ∈ IN existe ε > 0 tal que γ(I−ε
λ ) ≥ k. Uma vez que Iλ é contínuo

e par, segue que I−ε
λ ∈

∑
k; então ck ≤ sup

u∈I−ε
λ

(u) ≤ −ε(k) < 0 para todo k. Além disso Iλ

é limitado inferiormente, portanto ck > −∞, para todo k ∈ IN.

Como c < 0, Ik veri�ca a condição (PS), com nível de energia c, ou seja, Kc é compacto

e claramente simétrico, logo γ(Kc) está bem de�nido.

Vamos supor com contradição que c = ck = ck+1 = · · · = ck+r e γ(Kc) < r + 1.

Pelas propriedades de gênero (ver Apêndice A.2), existe uma vizinhança K de Kc com

γ(K) = γ(Kc) < r + 1. Pelo Lema de Deformação (ver Apêndice A.1.2), segue que existe

um homeomor�smo ímpar η̂ : W
1,p(x)
0 (Ω) → W

1,p(x)
0 (Ω) satisfazendo η̂(Ic+δ

λ \K) ⊂ Ic−δ
λ ,

onde 0 < δ < −c pois, Iλ veri�ca a condição (PS) em I0λ. Por de�nição,

c = ck+r = inf
A∈

∑
k+r

sup
u∈A

Iλ(u).

Portanto, existe A ∈
∑

k+r tal que sup
u∈A

< c+ δ, isto é, A ⊂ Ic+δ
λ , e

η̂(A\K) ⊂ η̂((Ic+δ
λ \K)) ⊂ Ic−δ

λ . (5.12)
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Pelas propriedades de gênero

γ(η̂(A\K)) ≥ γ(A\K) ≥ γ(A)− γ(K) ≥ (k + r)− r = k.

Assim, η̂(A\K) ∈
∑

k. Logo sup
u∈η̂(A\K)

Iλ ≥ ck = c, que contradiz (5.12). Portanto, se

c = ck = ck+1 = · · · = ck+r, então γ(Kc) ≥ r+1. Observe que isso assegura que ck é valor

crítico pois γ(Kck) ≥ 1, ou seja, Kck é não-vazio ∀k ∈ IN. Além disso, se os valores ck não

forem todos distintos, teremos γ(Kc) > 1 e isso signi�ca que Kc é um conjunto in�nito.

Assim, chegamos a uma quantidade in�nita de pontos críticos de Iλ com energia negativa,
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para 0 < λ < λ̃ = min{λ0, λ1, λ2}. Pelo Lema 5.12 esses pontos são pontos críticos de Jλ.

Isso mostra a existência de uma quantidade in�nita de soluções fraca para o problema

(5.1).



Capítulo 6

Existência de soluções para um problema de Neumann

6.1 Introdução

Neste capítulo, estudaremos questões de existência de soluções da seguinte equação,

com crescimento crítico e com condições de fronteira de Neumann

M

(∫
Ω

1

p(x)
(|∇u|p(x) + |u|p(x))dx

)
(−∆p(x)u+ |u|p(x)−2u)

= λf(x, u)

[∫
Ω

F (x, u)dx

]r
em Ω

M

(∫
Ω

1

p(x)
(|∇u|p(x) + |u|p(x))dx

)
|∇u|p(x)−2∂u

∂ν

= γg(x, u)

[∫
∂Ω

G(x, u)dS

]κ
em ∂Ω,

, (6.1)

onde Ω ⊂ IRN , p ∈ C(Ω), p(x) < N , 2 ≤ N , f : Ω × IR → IR, g : ∂Ω × IR → IR e M :

IR+ → IR+ são funções que satisfazem determinadas condições, F (x, u) =
∫ u

0

f(x, ξ)dξ,

G(x, u) =

∫ u

0

g(x, y)dy, ν é a normal unitária exterior,
∂u

∂ν
é a derivada normal exterior

e λ, r, γ, κ ≥ 0 são parâmetros reais.

Estudaremos o problema com os seguintes expoentes críticos de Sobolev

p∗(x) =
Np(x)

N − p(x)
e p∗(x) =

(N − 1)p(x)

N − p(x)
, (6.2)

onde o expoente p∗ é o expoente crítico no sentido do traço.

O funcional energia associado ao problema (6.1) é dado por

Jλ,γ(u) = M̂

(∫
Ω

1

p(x)
(|∇u|p(x) + |u|p(x))dx

)
− λ

r + 1

[∫
Ω

F (x, u)dx

]r+1

− γ

κ+ 1

[∫
∂Ω

G(x, u)dS

]κ+1

,

(6.3)
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para todo u ∈ W 1,p(x)(Ω), onde M̂(τ) =

∫ τ

0

M(s)dS e dS designa a medida na fronteira.

Pelas condições aqui consideradas, o funcional abaixo é diferenciável no sentido de

Fréchet e sua derivada é dada por

J ′
λ,γ(u)v = M

(∫
Ω

1

p(x)
(|∇u|p(x) + |u|p(x))dx

)∫
Ω

(
|∇u|p(x)−2∇u∇v + |u|p(x)−2uv

)
dx

−λ
[∫

Ω

F (x, u)dx

]r ∫
Ω

f(x, u)vdx− γ

[∫
∂Ω

G(x, u)dS

]κ ∫
∂Ω

g(x, u)vdS,

(6.4)

para todo u, v ∈ W 1,p(x)(Ω). Então, u ∈ W 1,p(x)(Ω) é uma solução fraca do problema (6.1)

se, e somente se, u é um ponto crítico de Jλ,γ .

6.2 Demonstração do Teorema 6.1

Teorema 6.1.

(i) Suponhamos κ = 0, g(x, u) = |u|q(x)−2u, q : ∂Ω → [1,∞) e A := {x ∈ ∂Ω : q(x) =

p∗(x)} ̸= ∅. Além disso, consideremos a função β(x) ∈ C+(Ω), constantes positivas A1, A2

tais que A1t
β(x)−1 ≤ f(x, t) ≤ A2t

β(x)−1 para todo t ≥ 0 e para todo x ∈ Ω, com f(x, t) = 0

para todo t < 0. Suponhamos ainda que existam 0 < m0 e m1 tais que m0 ≤M(τ) ≤ m1,

com
m1p

+

m0

<

(
A1

A2

)r+1
(β−)r+1(r + 1)

(β+)r
e p+ < β−(r + 1) < q−. Então existe λ1 > 0, tal

que para todo λ > λ1 e para todo γ > 0 existe uma solução não-trivial para (6.1).

(ii) Suponhamos κ = 0, g(x, u) = |u|q(x)−2u, q : ∂Ω → [1,∞) e A := {x ∈ ∂Ω : q(x) =

p∗(x)} ̸= ∅ eM(τ) = a+bτ η, com a ≥ 0, b > 0, τ ≥ 0 e η ≥ 1. Além disso, consideremos a

função β(x) ∈ C+(Ω), constantes positivas A1, A2 tais que A1t
β(x)−1 ≤ f(x, t) ≤ A2t

β(x)−1

para todo t ≥ 0 e para todo x ∈ Ω, com f(x, t) = 0 para todo t < 0. Suponhamos ainda,

(η + 1)p+ < β−(r + 1) < q− e
(η + 1)(p+)η+1

(p−)η
<

(
A1

A2

)r+1
(β−)r+1(r + 1)

(β+)r
. Então existe

λ2 > 0, tal que para todo λ > λ2 e para todo γ > 0 existe uma solução não-trivial para

(6.1).

(iii) Suponhamos r = 0, f(x, u) = |u|q(x)−2u, q : Ω → [1,∞) e A := {x ∈ Ω : q(x) =

p∗(x)} ̸= ∅. Além disso, consideremos a função β(x) ∈ C+(∂Ω), constantes positivas

A1, A2 tais que A1t
β(x)−1 ≤ g(x, t) ≤ A2t

β(x)−1 para todo t ≥ 0 e para todo x ∈ ∂Ω,

com g(x, t) = 0 para todo t < 0. Suponhamos ainda que existam 0 < m0 e m1 tais que

m0 ≤M(τ) ≤ m1, com
m1p

+

m0

<

(
A1

A2

)κ+1
(β−)κ+1(κ+ 1)

(β+)κ
e p+ < β−(κ+1) < q−. Então
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existe γ1 > 0 tal que para todo γ > γ1 e para todo λ > 0 existe uma solução não-trivial

para (6.1).

(iv) Suponhamos r = 0, f(x, u) = |u|q(x)−2u, q : Ω → [1,∞) e A := {x ∈ Ω : q(x) =

p∗(x)} ̸= ∅ e M(τ) = a+ bτ η, com a ≥ 0, b > 0, τ ≥ 0, η ≥ 1. Além disso, consideremos a

função β(x) ∈ C+(∂Ω), constantes positivas A1, A2 tais que A1t
β(x)−1 ≤ g(x, t) ≤ A2t

β(x)−1

para todo t ≥ 0 e para todo x ∈ ∂Ω, com g(x, t) = 0 para todo t < 0. Suponhamos ainda

que, (η + 1)p+ < β−(κ + 1) < q− e
(η + 1)(p+)η+1

(p−)η
<

(
A1

A2

)κ+1
(β−)κ+1(κ+ 1)

(β+)κ
. Então

existe γ2 > 0 tal que para todo γ > γ2 e para todo λ > 0 existe uma solução não-trivial

para (6.1).

6.2.1 Demonstração do item (i) do Teorema 6.1

O resultado segue dos seguintes lemas:

Lema 6.1. Seja (uj) ⊂ W 1,p(x)(Ω) uma sequência de Palais-Smale, com nível de energia

c, então (uj) é limitada em W 1,p(x)(Ω).

Demonstração: Como (uj) é uma sequência de Palais-Smale, com nível de energia c,

temos Jλ,γ(uj) → c e J ′
λ,γ(uj) → 0. Considerando θ tal que

m1p
+

m0

< θ <

(
A1

A2

)r+1
(β−)r+1(r + 1)

(β+)r
, (6.5)

temos

C + ∥uj∥ ≥
(
Jλ,γ(uj)−

1

θ
J ′
λ,γ(uj)uj

)
.

Daí,

C + ∥uj∥ ≥ M̂

(∫
Ω

1

p(x)

(
|∇uj|p(x) + |uj|p(x)

)
dx

)
− λ

r + 1

[∫
Ω

F (x, uj)dx

]r+1

−γ
∫
∂Ω

1

q(x)
|u|q(x)dS − 1

θ
M

(∫
Ω

1

p(x)

(
|∇uj|p(x) + |uj|p(x)

)
dx

)
×
(∫

Ω

(|∇uj|p(x)−2∇uj∇uj + |uj|p(x)−2ujuj)dx

)
+
λ

θ

[∫
Ω

F (x, uj)dx

]r ∫
Ω

f(x, uj)uj +
γ

θ

∫
∂Ω

|uj|q(x)−2ujujdS,

C + ∥uj∥ ≥ m0

(∫
Ω

1

p(x)

(
|∇uj|p(x) + |uj|p(x)

)
dx

)
− λ

r + 1

[∫
Ω

F (x, uj)dx

]r+1

−γ
∫
∂Ω

1

q(x)
|u|q(x)dS − m1

θ

(∫
Ω

(|∇uj|p(x) + |uj|p(x))dx
)

+
λ

θ

[∫
Ω

F (x, uj)dx

]r ∫
Ω

f(x, uj)uj +
γ

θ

∫
∂Ω

|uj|q(x)−2ujujdS,
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C + ∥uj∥ ≥ m0

(∫
Ω

1

p(x)

(
|∇uj|p(x) + |uj|p(x)

)
dx

)
− λAr+1

2

(r + 1)(β−)r+1

[∫
Ω

|uj|βdx
]r+1

−γ
∫
∂Ω

1

q(x)
|u|q(x)dS − m1

θ

(∫
Ω

(|∇uj|p(x) + |uj|p(x))dx
)

+
λAr+1

1

θ(β+)r

[∫
Ω

|u|β(x)dx
]r+1

+
γ

θ

∫
∂Ω

|uj|q(x)−2ujujdS.

Assim,

C + ∥uj∥ ≥
(
m0

p+
− m1

θ

)(∫
Ω

(
|∇uj|p(x) + |uj|p(x)

)
dx

)
+

(
γ

θ
− γ

q−

)∫
∂Ω

|uj|q(x)dS

+

(
λAr+1

1

θ(β+)r
− λAr+1

2

(r + 1)(β−)r+1

)[∫
Ω

|u|β(x)dx
]r+1

.

Suponhamos que (uj) é ilimitada em W 1,p(x)(Ω). Assim, passando para subsequência

se necessário, considerando ∥uj∥ > 1 pela Proposição 1.4

C + ∥uj∥ ≥
(
m0

p+
− m1

θ

)
∥uj∥p

−
,

que é uma contradição, pois p− > 1. Logo (uj) é limitada em W 1,p(x)(Ω).

Lema 6.2. Seja (uj) ⊂ W 1,p(x)(Ω) uma sequência Palais-Smale, com nível de energia c.

Se c <
(
1

θ
− 1

q−

)
inf
i∈I

(
γ1−1/p(xi)m

1/p(xi)
0 T xi

) p(xi)p∗(xi)
p∗(xi)−p(xi) , então o conjunto de índices I, da

Proposição 1.8 é vazio e uj → u em Lq(x)(∂Ω).

Demonstração: Seja uj ⇀ u em W 1,p(x)(Ω). Pela Proposição 1.8 e Lema 6.1, temos

|uj|∂Ω|
q(x) ⇀ ν = |u|q(x) +

∑
i∈I

νiδxi
, fraco−∗ no sentido das medidas.

|∇uj|p(x) ⇀ µ ≥ |∇u|p(x) +
∑
i∈I

µiδxi
, fraco−∗ no sentido das medidas.

T xi
ν

1
q(xi)

i ≤ µ
1

p(xi)

i , ∀i ∈ I.

Se I = ∅ então uj → u em Lq(x)(∂Ω). Para demonstrar essa a�rmação, vamos considerar

a extensão do Princípio de Concentração de Compacidade de Lions para o aberto IRN .

Considerando as funções u ∈ W 1,p(x)(Ω) como funções em W 1,p(x)(IRN), com u = 0 em

IRN \ ∂Ω. Identicando as funções |uj|q(x) e |u|q(x) como funções de L1(IRN), obtemos∫
∂Ω

|uj|q(x)ϕdx =

∫
IRN

|uj|q(x)ϕdx→
∫
IRN

|u|q(x)ϕdx =

∫
∂Ω

|u|q(x)ϕdx,
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para toda ϕ ∈ C0(IR
N).

Considerando ϕ ∈ C0(IR
N) tal que ϕ(x) = 1 em ∂Ω com o suporte compacto contendo

∂Ω, a convergência segue. Agora vamos supor que I ̸= ∅. Seja xi um ponto singular das

medidas µ e ν. Seja ϕ ∈ C∞
0 (IRN) tal que 0 ≤ ϕ(x) ≤ 1, ϕ(0) = 1 e suporte na bola

unitária do IRN . Consideremos as funções ϕi,ε(x) = ϕ

(
x− xi
ε

)
para todo x ∈ IRN e

ε > 0.

Como J ′
λ,γ(uj) → 0 em

(
W 1,p(x)Ω

)′
obtemos que

lim J ′
λ,γ(uj)(ϕi,εuj) = 0.

Desta forma,

J ′
λ,γ(u)(ϕi,εuj) = M

(∫
Ω

1

p(x)
(|∇uj|p(x) + |uj|p(x))dx

)
×
∫
Ω

(
|∇uj|p(x)−2∇uj∇ϕi,εuj + |uj|p(x)−2ujϕi,εuj

)
dx

−γ
∫
∂Ω

|uj|q(x)−2ujϕi,εujdS − λ

[∫
Ω

F (x, uj)dx

]r ∫
Ω

f(x, uj)(ϕi,εuj)dx→ 0,

isto é,

J ′
λ,γ(u)(ϕi,εuj) = M

(∫
Ω

1

p(x)
(|∇uj|p(x) + |uj|p(x))dx

)
×
∫
Ω

(
|∇uj|p(x)−2∇uj∇ϕi,εuj + |∇uj|p(x)∇ϕi,ε + |uj|p(x)ϕi,ε

)
dx

−γ
∫
∂Ω

|uj|q(x)ϕi,εdS − λ

[∫
Ω

F (x, uj)dx

]r ∫
Ω

f(x, uj)(ϕi,εuj)dx→ 0.

Quando j → ∞, tem-se

0 = lim

(
M

(∫
Ω

1

p(x)
(|∇uj|p(x) + |uj|p(x))dx

)∫
Ω

(|∇uj|p(x)−2∇uj∇ϕi,εuj)dx

M

(∫
Ω

1

p(x)
(|∇uj|p(x) + |uj|p(x))dx

)∫
Ω

|uj|p(x)ϕi,εdx

)
+

M(t0)

∫
Ω

ϕi,εdµ− γ

∫
∂Ω

ϕi,εdν − λ

[∫
Ω

F (x, u)dx

]r ∫
Ω

f(x, u)(ϕi,εu)dx,

onde t0 = lim
j→∞

(∫
Ω

1

p(x)
(|∇uj|p(x) + |uj|p(x))dx

)
.

Sabemos que,

lim
ε→0

M(t0)

∫
Ω

(|∇u|p(x)−2∇u∇ϕi,εu)dx→ 0, (ver no Lema 3.2).

Por outro lado,

lim
ε→0

M(t0)

∫
Ω

ϕi,εdµ =M(t0)µϕ(0), γ lim
ϵ→0

∫
∂Ω

ϕi,εdν = γνϕ(0)

e

λ

[∫
Ω

F (x, u)dx

]r ∫
Ω

f(x, u)(ϕi,εu)dx→ 0, M(t0)

∫
Ω

|u|p(x)ϕi,εdx→ 0 quando ε→
0.
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Assim,

M(t0)µiϕ(0) = γνiϕ(0) implica que γ−1m0µi ≤ νi. Como T xi
ν
1/p∗(xi)
i ≤ µ

1/p(xi)
i obte-

mos γ−1m0

(
T xi

)p(xi)
ν
p(xi)/p∗(xi)
i ≤ γ−1m0µi ≤ νi. Assim, γ−1m0

(
T xi

)p(xi) ≤ ν
1−p(xi)/p∗(xi)
i =

ν
(p∗(xi)−p(xi))/p∗(xi)
i e γ−1/p(xi)m

1/p(xi)
0 T xi

≤ ν
(p∗(xi)−p(xi))/p(xi)p∗(xi)
i . Logo,

νi ≥
(
γ−1/p(xi)m

1/p(xi)
0 T xi

) p(xi)p∗(xi)
p∗(xi)−p(xi) .

Considerando θ satisfazendo (6.5) e o fato que c = lim

(
Jλ(uj)−

1

θ
J ′
λ,γ(uj)uj

)
, temos

c ≥ lim

(
γ

θ
− γ

q−

)∫
∂Ω

|uj|q(x)dS.

Daí,

c ≥
(
γ

θ
− γ

q−

)(∫
∂Ω

|u|q(x)dS +

∫
∂Ω

∑
i∈I

νiδxi

)
≥
(
γ

θ
− γ

q−

)
νi,

que implica

c ≥
(
1

θ
− 1

q−

)
inf
i∈I

(
γ1−1/p(xi)m

1/p(xi)
0 T xi

) p(xi)p∗(xi)
p∗(xi)−p(xi) .

Portanto, o conjunto de índices I é vazio se,

c <

(
1

θ
− 1

q−

)
inf
i∈I

(
γ1−1/p(xi)m

1/p(xi)
0 T xi

) p(xi)p∗(xi)
p∗(xi)−p(xi) .

Lema 6.3. Seja (uj) ⊂ W 1,p(x)(Ω) uma sequência de Palais-Smale, com nível de energia

c. Se c <
(
1

θ
− 1

q−

)
inf
i∈I

(
γ1−1/p(xi)m

1/p(xi)
0 T xi

) p(xi)p∗(xi)
p∗(xi)−p(xi) , existe u ∈ W 1,p(x)(Ω) e uma

subsequência, ainda designada por (uj), tal que uj → u em W 1,p(x)(Ω).

Demonstração: Como

J ′
λ,γ(uj) → 0,

temos

J ′
λ,γ(uj)(uj − u) = M

(∫
Ω

1

p(x)
(|∇uj|p(x) + |uj|p(x))dx

)
×
∫
Ω

(
|∇uj|p(x)−2∇uj∇(uj − u) + |uj|p(x)−2uj(uj − u)

)
dx

−γ
∫
∂Ω

|uj|q(x)−2uj(uj − u)dS

−λ
[∫

Ω

F (x, uj)dx

]r ∫
Ω

f(x, uj)(uj − u)dx→ 0.
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Observe que

m0 ≤M

(∫
Ω

1

p(x)
(|∇uj|p(x) + |uj|p(x))dx

)
≤ m1.

Note ainda que existem constantes não-negativas c1 e c2 tais que

c1 ≤
[∫

Ω

F (x, uj)dx

]r
≤ c2.

Usando a desigualdade de Hölder, temos∣∣∣∣∫
Ω

|uj|p(x)−2uj(uj − u)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|uj|p(x)−1|uj − u|dx ≤ C1||u|p(x)−1|p(x)/p(x)−1|uj − u|p(x),

e∣∣∣∣∫
Ω

f(x, uj)(uj − u)dx

∣∣∣∣ ≤ A2

∫
Ω

|uj|β(x)−1|uj − u|dx ≤ C2||u|β(x)−1|β(x)/β(x)−1|uj − u|β(x),

onde C1 e C2 são constantes positivas. Desta forma,∣∣∣∣∫
Ω

|uj|p(x)−2uj(uj − u)dx

∣∣∣∣→ 0

e ∣∣∣∣∫
Ω

f(x, uj)(uj − u)dx

∣∣∣∣→ 0.

Pelo Lema 6.2, uj → u em Lq(x)(∂Ω) e usando a desigualdade de Hölder, obtemos∣∣∣∣∫
∂Ω

|uj|q(x)−2uj(uj − u)dS

∣∣∣∣→ 0.

Fazendo

Lp(x)(uj)(uj − u) =

∫
Ω

|∇uj|p(x)−2∇uj∇(uj − u)dx,

tem-se Lp(x)(uj)(uj − u) → 0. Temos também que Lp(x)(u)(uj − u) → 0. Assim,

(Lp(x)(uj)− Lp(x)(u), uj − u) → 0.

Do Teorema 1.1, uj → u in W 1,p(x)(Ω).

Lema 6.4.
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(i) Para todo λ > 0, existem α, ρ > 0, tais que Jλ,γ(u) ≥ α, ∥u∥ = ρ.

(ii) Existe um elemento w0 ∈ W 1,p(x)(Ω) com ∥w0∥ > ρ e Jλ,γ(w0) < α.

Demonstração: (i) Temos que,

Jλ,γ(u) ≥ m0

(∫
Ω

1

p(x)
(|∇u|p(x) + |u|p(x))dx

)
− λ

r + 1

[∫
Ω

A2

β(x)
uβ(x)dx

]r+1

− γ

q−

∫
∂Ω

|u|q(x)dS.
Assim,

Jλ,γ(u) ≥ m0

p+

∫
Ω

(|∇u|p(x) + |u|p(x))dx− λ

r + 1

(
A2

β−

)r+1 [∫
Ω

uβ(x)dx

]r+1

− γ

q−

∫
∂Ω

|u|q(x)dS.

Se ∥u∥ < 1 é su�cientemente pequena, da Proposição 1.4 obtemos
∫
Ω

(|∇u|p(x) +

|u|p(x))dx ≥ ∥u∥p+ e das imersões W 1,p(x)(Ω) ↪→ Lβ(x)(Ω) e W 1,p(x)(Ω) ↪→ Lq(x)(∂Ω)

(continuas), temos
∫
Ω

|u|β(x)dx ≤Mβ−

1 ∥u∥β−
e
∫
∂Ω

|u|q(x)dx ≤M q−

2 ∥u∥q− .
Desta forma,

Jλ,γ(u) ≥ m0

p+
∥u∥p+ − λ

r + 1

(
A2

β−

)r+1

M
β−(r+1)
1 ∥u∥β−(r+1) − γ

q−
M q−

2 ∥u∥q− .

Usando o fato que p+ < β−(r + 1) < q−,

Jλ,γ(u) ≥ m0

p+
∥u∥p+ − λ

r + 1

(
A2

β−

)r+1

M
β−(r+1)
1 ∥u∥β−(r+1) − γ

β−(r + 1)
M q−

2 ∥u∥β−(r+1),

que pode ser escrito como

Jλ,γ(u) ≥ m0

p+
∥u∥p+ −

(
λ

r + 1

(
A2

β−

)r+1

M
β−(r+1)
1 +

γ

β−(r + 1)
M q−

2

)
∥u∥β−(r+1).

Considerando ρ = ∥u∥,

Jλ,γ(u) ≥ ρp
+

[(
m0

p+

)
−

(
λ

r + 1

(
A2

β−

)r+1

M
β−(r+1)
1 +

γ

β−(r + 1)
M q−

2

)
ρβ

−(r+1)−p+

]
,

o resultado segue.

(ii) Seja 0 < w ∈ W 1,p(x)(Ω). Para t > 1,

Jλ,γ(tw) ≤ m1

p−
tp

+

(∫
Ω

(|∇w|p(x) + |w|p(x))dx
)
− γ

q+
tq

−
∫
∂Ω

|w|q(x)dS

+
λ

r + 1

(
A2

β−

)r+1

tβ
−(r+1)

(∫
Ω

|w|β(x)dx
)r+1

.

Assim,

lim
t→∞

Jλ,γ(tw) = −∞.

Isso conclui a demonstração do lema.
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Para concluir a demonstração do item (i), pelo Lema 6.4 podemos usar o Teorema

do Passo da Montanha (ver Apêndice A.1.3), que garante a existência de uma sequência

(uj) ⊂ W 1,p(x)(Ω) tal que

Jλ,γ(uj) → c e J ′
λ,γ(uj) → 0 em (W 1,p(x)(Ω))′,

onde o candidato a valor crítico é dado por

c = inf
h∈C

sup
t∈[0,1]

Jλ,γ(h(t))

e C = {h : [0, 1] →W 1,p(x)(Ω) : h cont́inua e h(0) = 0, h(1) = w0}.
Para 0 < t < 1 e �xando w ∈ W 1,p(x)(Ω),

Jλ,γ(tw) ≤ m1

p−
tp

−
(∫

Ω

(|∇w|p(x) + |w|p(x))dx
)
− γ

q+
tq

+

∫
∂Ω

|w|q(x)dS

− λ

r + 1

(
A1

β+

)r+1

tβ
+(r+1)

(∫
Ω

|w|β(x)dx
)r+1

.

Daí,

Jλ,γ(tw) ≤ m1

p−
tp

−
(∫

Ω

(|∇w|p(x) + |w|p(x))dx
)

− λ

r + 1

(
A1

β+

)r+1

tβ
+(r+1)

(∫
Ω

|w|β(x)dx
)r+1

.

Fazendo g(t) =
m1ã

p−
tp

− − λ

r + 1

(
A1

β+

)r+1

b̃tβ
+(r+1),

onde ã =

∫
Ω

(|∇w|p(x)+ |w|p(x))dx e b̃ =
∫
Ω

|w|β(x)dx, obtemos sup Jλ(tw) ≤ g(t). Observe

que g(t) tem um ponto crítico de máximo

tλ =

 m1ã

λ
(

A1

β+

)r+1

b̃β+


1

β+(r+1)−p−

,

e tλ → 0 quando λ→ ∞. Pela continuidade de Jλ,γ

lim
λ→∞

(
sup
t≥0

Jλ,γ(tw)

)
= 0.

Então existe λ1 > 0 tal que ∀λ ≥ λ1

sup
t≥0

Jλ,γ(tw) <

(
1

θ
− 1

q−

)
inf
i∈I

(
γ1−1/p(xi)m

1/p(xi)
0 T xi

) p(xi)p∗(xi)
p∗(xi)−p(xi) .
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Isso completa a demonstração do item (i).

6.2.2 Demonstração do item (ii) do Teorema 6.1

O resultado segue dos seguintes lemas:

Lema 6.5. Seja (uj) ⊂ W 1,p(x)(Ω) uma sequência de Palais-Smale, com nível de energia

c, então (uj) é limitada em W 1,p(x)(Ω).

Demonstração: Como (uj) é uma sequência de Palais-Smale com nível de energia c,

temos Jλ,γ(uj) → c e J ′
λ,γ(uj) → 0. Considerando θ tal que

(η + 1)(p+)η+1

(p−)η
< θ <

(
A1

A2

)r+1
(β−)r+1(r + 1)

(β+)r
, (6.6)

tem-se

C + ∥uj∥ ≥
(
Jλ,γ(uj)−

1

θ
J ′
λ,γ(uj)uj

)
≥

a

(∫
Ω

1

p(x)

(
|∇uj|p(x) + |uj|p(x)

)
dx

)
+

b

η + 1

(∫
Ω

1

p(x)

(
|∇uj|p(x) + |uj|p(x)

)
dx

)η+1

− λ

r + 1

[∫
Ω

F (x, uj)dx

]r+1

− γ

∫
∂Ω

1

q(x)
|u|q(x)dS −a

θ

∫
Ω

|∇uj|p(x)−2∇uj∇ujdx

−a
θ

∫
Ω

|uj|p(x)−2ujujdx+
λ

θ

[∫
Ω

F (x, uj)dx

]r ∫
Ω

f(x, uj)ujdx+
γ

θ

∫
∂Ω

|uj|q(x)−2ujujdS

− b
θ

(∫
Ω

1

p(x)

(
|∇uj|p(x) + |uj|p(x)

)
dx

)η (∫
Ω

(
|∇uj|p(x)−2∇uj∇uj + |uj|p(x)−2ujuj

)
dx

)
.

Assim,

C + ∥uj∥ ≥
a

p+

(∫
Ω

(
|∇uj|p(x) + |uj|p(x)

)
dx

)
+

b

(η + 1)(p+)η+1

(∫
Ω

(
|∇uj|p(x) + |uj|p(x)

)
dx

)η+1

− λAr+1
2

(r + 1)(β−)r+1

[∫
Ω

|uj|βdx
]r+1

− γ

q−

∫
∂Ω

|u|q(x)dS − a

θ

∫
Ω

|∇uj|p(x)dx

−a
θ

∫
Ω

|uj|p(x)dx+
λAr+1

1

θ(β+)r

[∫
Ω

|u|β(x)dx
]r+1

+
γ

θ

∫
∂Ω

|uj|q(x)dS

− b

θ(p−)η

(∫
Ω

(
|∇uj|p(x) + |uj|p(x)

)
dx

)η+1

.

Daí,

C + ∥uj∥ ≥
(
a

p+
− a

θ

)(∫
Ω

(
|∇uj|p(x) + |uj|p(x)

)
dx

)
+

(
b

(η + 1)(p+)η+1
− b

θ(p−)η

)(∫
Ω

(
|∇uj|p(x) + |uj|p(x)

)
dx

)η+1
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+

(
λAr+1

1

θ(β+)r
− λAr+1

2

(r + 1)(β−)r+1

)[∫
Ω

|u|β(x)dx
]r+1

+

(
γ

θ
− γ

q−

)∫
∂Ω

|uj|q(x)dS.

Vamos supor que (uj) é ilimitada em W 1,p(x)(Ω). Assim, passando à subsequência se

necessário, temos ∥uj∥ > 1 e pela Proposição 1.4

C + ∥uj∥ ≥
(

1

p+
− 1

θ

)
∥uj∥p

−
,

que é uma contradição, pois p− > 1. Logo (uj) é limitada em W 1,p(x)(Ω).

Lema 6.6. Seja (uj) ⊂ W 1,p(x)(Ω) uma sequência de Palais-Smale, com nível de energia

c e t0 = lim
j→∞

(∫
Ω

1

p(x)
(|∇uj|p(x) + |uj|p(x))dx

)
. Se

c <

(
1

θ
− 1

q−

)
inf
i∈I

(
γ1−1/p(xi)a1/p(xi)T xi

) p(xi)p∗(xi)
p∗(xi)−p(xi) ,

onde a = t1 com 0 < t1 < btη0 , então o conjunto de índices I, da Proposição 1.8 é vazio e

uj → u em Lq(x)(∂Ω).

Demonstração: Suponhamos que uj ⇀ u em W 1,p(x)(Ω). Pela Proposição 1.8 e Lema

6.5, temos

|uj|∂Ω|
q(x) ⇀ ν = |u|q(x) +

∑
i∈I

νiδxi
, fraco−∗ no sentido das medidas.

|∇uj|p(x) ⇀ µ ≥ |∇u|p(x) +
∑
i∈I

µiδxi
, fraco−∗ no sentido das medidas.

T xi
ν

1
q(xi)

i ≤ µ
1

p(xi)

i , ∀i ∈ I.

Se I = ∅ então uj → u fortemente em Lq(x)(∂Ω). Recordemos que a demonstração

dessa convergência já foi feita na demonstração do Lema 6.2. Agora, suponhamos que

I ̸= ∅. Seja xi um ponto singular das medidas µ and ν. Seja ϕ ∈ C∞
0 (IRN) tal que

0 ≤ ϕ(x) ≤ 1, ϕ(0) = 1 e suporte na bola unitária do IRN . Consideremos as funções

ϕi,ε(x) = ϕ

(
x− xi
ε

)
para todo x ∈ IRN e ε > 0.

Como J ′
λ,γ(uj) → 0 em

(
W 1,p(x)Ω

)′
obtemos que

lim J ′
λ,γ(uj)(ϕi,εuj) = 0.
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Desta forma,

J ′
λ,γ(u)(ϕi,εuj) =

(
a+ b

(∫
Ω

1

p(x)
(|∇uj|p(x) + |uj|p(x))dx

)η)
×
∫
Ω

(
|∇uj|p(x)−2∇uj∇ϕi,εuj + |uj|p(x)−2ujϕi,εuj

)
dx

−γ
∫
∂Ω

|uj|q(x)−2ujϕi,εujdS − λ

[∫
Ω

F (x, uj)dx

]r ∫
Ω

f(x, uj)(ϕi,εuj)dx→ 0,

ou seja,

J ′
λ,γ(u)(ϕi,εuj) =

(
a+ b

(∫
Ω

1

p(x)
(|∇uj|p(x) + |uj|p(x))dx

)η)
×
∫
Ω

(
|∇uj|p(x)−2∇uj∇ϕi,εuj + |∇uj|p(x)∇ϕi,ε + |uj|p(x)ϕi,ε

)
dx

−γ
∫
∂Ω

|uj|q(x)ϕi,εdS − λ

[∫
Ω

F (x, uj)dx

]r ∫
Ω

f(x, uj)(ϕi,εuj)dx→ 0.

Quando j → ∞ temos

0 = lim

([
a+ b

(∫
Ω

1

p(x)
(|∇uj|p(x) + |uj|p(x))dx

)η] ∫
Ω

(|∇uj|p(x)−2∇uj∇ϕi,εuj)dx[
a+ b

(∫
Ω

1

p(x)
(|∇uj|p(x) + |uj|p(x))dx

)η] ∫
Ω

|u|p(x)ϕi,εdx

)
+

(a+ btη0)

∫
Ω

ϕi,εdµ− γ

∫
∂Ω

ϕi,εdν − λ

[∫
Ω

F (x, u)dx

]r ∫
Ω

f(x, u)(ϕi,εu)dx.

Mostra-se que,

lim
ε→0

(a+ btη0)

∫
Ω

(|∇u|p(x)−2∇u∇ϕi,εu)dx→ 0, (ver no Lema 3.6).

Por outro lado,

lim
ε→0

(a+ btη0)

∫
Ω

ϕi,εdµ = (a+ btη0)µϕ(0), γ lim
ϵ→0

∫
∂Ω

ϕi,εdν = νϕ(0)

e

λ

[∫
Ω

F (x, u)dx

]r ∫
Ω

f(x, u)(ϕi,εu)dx→ 0, (a+btη0)

∫
Ω

|u|p(x)ϕi,εdx→ 0 quando ε→
0.

Assim, (a + btη0)µiϕ(0) = γνiϕ(0). Isso implica que γ−1aµi ≤ νi. Como T xi
ν
1/p∗(xi)
i ≤

µ
1/p(xi)
i obtemos γ−1a

(
T xi

)p(xi)
ν
p(xi)/p∗(xi)
i ≤ γ−1aµi ≤ νi. Logo,

γ−1a
(
T xi

)p(xi) ≤ ν
1−p(xi)/p∗(xi)
i = ν

(p∗(xi)−p(xi))/p∗(xi)
i

e γ−1/p(xi)a1/p(xi)T xi
≤ ν

(p∗(xi)−p(xi))/p(xi)p∗(xi)
i . Portanto,

νi ≥
(
γ−1/p(xi)a1/p(xi)T xi

) p(xi)p∗(xi)
p∗(xi)−p(xi) .

Por outro lado, usando θ satisfazendo (6.6) e o fato que

c = lim

(
Jλ(uj)−

1

θ
J ′
λ,γ(uj)uj

)
.
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Temos ,

c ≥ lim

(
γ

θ
− γ

q−

)∫
∂Ω

|uj|q(x)dS.

Daí,

c ≥
(
γ

θ
− γ

q−

)(∫
∂Ω

|u|q(x)dS +

∫
∂Ω

∑
i∈I

νiδxi

)
≥
(
γ

θ
− γ

q−

)
νi.

Logo,

c ≥
(
1

θ
− 1

q−

)
inf
i∈I

(
γ1−1/p(xi)a1/p(xi)T xi

) p(xi)p∗(xi)
p∗(xi)−p(xi) .

Portanto o conjunto de índices I é vazio se,

c <

(
1

θ
− 1

q−

)
inf
i∈I

(
γ1−1/p(xi)a1/p(xi)T xi

) p(xi)p∗(xi)
p∗(xi)−p(xi) .

Lema 6.7. Seja (uj) ⊂ W 1,p(x)(Ω) uma sequência Palais-Smale com nível de energia

c. Se c <
(
1

θ
− 1

q−

)
inf
i∈I

(
γ1−1/p(xi)a1/p(xi)T xi

) p(xi)p∗(xi)
p∗(xi)−p(xi) , existe u ∈ W 1,p(x)(Ω) e uma

subsequência, ainda designada por (uj), tal que uj → u e W 1,p(x)(Ω).

Demonstração: Como

J ′
λ,γ(uj) → 0,

temos

J ′
λ,γ(uj)(uj − u) =

(
a+ b

(∫
Ω

1

p(x)
(|∇uj|p(x) + |uj|p(x))dx

)η)
×
∫
Ω

(
|∇uj|p(x)−2∇uj∇(uj − u) + |uj|p(x)−2uj(uj − u)

)
dx

−γ
∫
∂Ω

|uj|q(x)−2uj(uj − u)dS

−λ
[∫

Ω

F (x, uj)dx

]r ∫
Ω

f(x, uj)(uj − u)dx→ 0.

Observe que existem constantes não negativas c1, c2, c3 e c4 tais que

c1 ≤ a+ b

(∫
Ω

1

p(x)
(|∇uj|p(x) + |uj|p(x))dx

)η

≤ c2

e

c3 ≤
[∫

Ω

F (x, uj)dx

]r
≤ c4.

Usando a desigualdade de Hölder inequality, temos∣∣∣∣∫
Ω

|uj|p(x)−2uj(uj − u)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|uj|p(x)−1|uj−u|dx ≤ C1||u|p(x)−1|p(x)/p(x)−1|uj−u|p(x),
e
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∣∣∣∣∫
Ω

f(x, uj)(uj − u)dx

∣∣∣∣ ≤ A2

∫
Ω

|uj|β(x)−1|uj−u|dx ≤ C2||u|β(x)−1|β(x)/β(x)−1|uj−u|β(x),

onde C1 and C2 são constantes positivas. Assim,∣∣∣∣∫
Ω

|uj|p(x)−2uj(uj − u)dx

∣∣∣∣→ 0

e ∣∣∣∣∫
Ω

f(x, uj)(uj − u)dx

∣∣∣∣→ 0.

Pelo Lema 6.6, uj → u em Lq(x)(∂Ω) e usando a desigualdade de Hölder obtemos∣∣∣∣∫
∂Ω

|uj|q(x)−2uj(uj − u)dS

∣∣∣∣→ 0.

Fazendo

Lp(x)(uj)(uj − u) =

∫
Ω

|∇uj|p(x)−2∇uj∇(uj − u),

tem-se Lp(x)(uj)(uj − u) → 0. Temos ainda que, Lp(x)(u)(uj − u) → 0. Então,

(Lp(x)(uj)− Lp(x)(u), uj − u) → 0.

Do Teorema 1.1, uj → u em W 1,p(x)(Ω).

Lema 6.8.

(i) Para todo λ > 0, existem α, ρ > 0, tais que Jλ,γ(u) ≥ α, ∥u∥ = ρ.

(ii) Existe um elemento w0 ∈ W 1,p(x)(Ω) com ∥w0∥ > ρ e Jλ,γ(w0) < α.

Demonstração: (i) Temos

Jλ,γ(u) ≥ a

(∫
Ω

1

p(x)
(|∇u|p(x) + |u|p(x))dx

)
+

b

η + 1

(∫
Ω

1

p(x)
(|∇u|p(x) + |u|p(x))dx

)η+1

− λ

r + 1

[∫
Ω

A2

β(x)
uβ(x)dx

]r+1

− γ

q−

∫
∂Ω

|u|q(x)dS.

Então,

Jλ,γ(u) ≥ a

p+

∫
Ω

(|∇u|p(x) + |u|p(x))dx+ b

(η + 1)(p+)η+1

(∫
Ω

(|∇u|p(x) + |u|p(x))dx
)η+1

− λ

r + 1

(
A2

β−

)r+1 [∫
Ω

uβ(x)dx

]r+1

− γ

q−

∫
∂Ω

|u|q(x)dS.
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Se ∥u∥ < 1 é su�cientemente pequena, da Proposição 1.4 obtemos
∫
Ω

(|∇u|p(x) +

|u|p(x))dx ≥ ∥u∥p+ e das imersões W 1,p(x)(Ω) ↪→ Lβ(x)(Ω) e W 1,p(x)(Ω) ↪→ Lq(x)(∂Ω)

(contínuas), temos
∫
Ω

|u|β(x)dx ≤Mβ−

1 ∥u∥β−
e
∫
∂Ω

|u|q(x)dx ≤M q−

2 ∥u∥q− .
Desta forma,

Jλ,γ(u) ≥ a

p+
∥u∥p+ +

b

(η + 1)(p+)η+1
∥u∥p+(η+1)

− λ

r + 1

(
A2

β−

)r+1

M
β−(r+1)
1 ∥u∥β−(r+1) − γ

q−
M q−

2 ∥u∥q− .

Usando o fato que (η + 1)p+ < β−(r + 1) < q−,

Jλ,γ(u) ≥ a

p+
∥u∥(η+1)p+ +

b

(η + 1)(p+)η+1
∥u∥p+(η+1)

− λ

r + 1

(
A2

β−

)r+1

M
β−(r+1)
1 ∥u∥β−(r+1) − γ

β−(r + 1)
M q−

2 ∥u∥β−(r+1),

que podemos escrever como

Jλ,γ(u) ≥
(
a

p+
+

b

(η + 1)(p+)η+1

)
∥u∥p+(η+1)

−

(
λ

r + 1

(
A2

β−

)r+1

M
β−(r+1)
1 +

γ

β−(r + 1)
M q−

2

)
∥u∥β−(r+1).

Considerando ρ = ∥u∥,

Jλ,γ(u) ≥ ρ(η+1)p+

[(
a

p+
+

b

(η + 1)(p+)η+1

)
−

(
λ

r + 1

(
A2

β−

)r+1

M
β−(r+1)
1

+
γ

β−(r + 1)
M q−

2

)
ρβ

−(r+1)−(η+1)p+
]
,

e o resultado segue.

(ii) Seja 0 < w ∈ W 1,p(x)(Ω). Para t > 1,

Jλ,γ(tw) ≤ a

p−
tp

+

(∫
Ω

(|∇w|p(x) + |w|p(x))dx
)

+
btp

+(η+1)

(η + 1)(p−)η+1

(∫
Ω

(|∇w|p(x) + |w|p(x))dx
)η+1

+
λ

r + 1

(
A2

β−

)r+1

tβ
−(r+1)

(∫
Ω

|w|β(x)dx
)r+1

− γ

q+
tq

−
∫
∂Ω

|w|q(x)dS.

Então temos

lim
t→∞

Jλ,γ(tw) = −∞.

E assim concluimos a demonstração do lema.

Para concluir a demonstração do item (ii), pelo Lema 6.8 podemos usar o Teorema

do Passo da Montanha (ver Apêndice A.1.3), que garante a existência de uma sequência
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(uj) ⊂ W 1,p(x)(Ω) tal que

Jλ,γ(uj) → c e J ′
λ,γ(uj) → 0 em (W 1,p(x)(Ω))′,

onde o candidato a valor crítico é dado por

c = inf
h∈C

sup
t∈[0,1]

Jλ,γ(h(t))

e C = {h : [0, 1] →W 1,p(x)(Ω) : h cont́inua e h(0) = 0, h(1) = w0}.
Para 0 < t < 1 e �xando w ∈ W 1,p(x)(Ω),

Jλ,γ(tw) ≤ a

p−
tp

−
(∫

Ω

(|∇w|p(x) + |w|p(x))dx
)

+
btp

−(η+1)

(η + 1)(p−)η+1

(∫
Ω

(|∇w|p(x) + |w|p(x))dx
)η+1

− λ

r + 1

(
A1

β+

)r+1

tβ
+(r+1)

(∫
Ω

|w|β(x)dx
)r+1

− γ

q+
tq

+

∫
∂Ω

|w|q(x)dS.

Daí,

Jλ,γ(tw) ≤ a

p−
tp

−
(∫

Ω

(|∇w|p(x) + |w|p(x))dx
)

+
btp

−(η+1)

(η + 1)(p−)η+1

(∫
Ω

(|∇w|p(x) + |w|p(x))dx
)η+1

− λ

r + 1

(
A1

β+

)r+1

tβ
+(r+1)

(∫
Ω

|w|β(x)dx
)r+1

.

Fazendo g(t) =
(
aã

p−
+

bãη+1

(η + 1)(p−)η+1

)
tp

− − λ

r + 1

(
A1

β+

)r+1

b̃tβ
+(r+1),

onde ã =

∫
Ω

(|∇w|p(x) + |w|p(x))dx e b̃ =
∫
Ω

|w|β(x)dx, obtemos sup Jλ(tw) ≤ g(t). Note

que g(t) tem ponto crítico de máximo

tλ =

[
(β+)r+1((η + 1)(p−)η)aã+ b(ã)η+1)

λAr+1
1 (η + 1)(p−)η b̃β+

] 1
β+(r+1)−p−

,

e tλ → 0 quando λ→ ∞. Pela continuidade de Jλ,γ

lim
λ→∞

(
sup
t≥0

Jλ,γ(tw)

)
= 0.

Então existe λ2 > 0 tal que ∀λ ≥ λ2

sup
t≥0

Jλ,γ(tw) <

(
1

θ
− 1

q−

)
inf
i∈I

(
γ1−1/p(xi)a1/p(xi)T xi

) p(xi)p∗(xi)
p∗(xi)−p(xi) .
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Isso completa a demonstração do item (ii).

6.2.3 Demonstração do item (iii) do Teorema 6.1

O resultado segue dos seguintes lemas:

Lema 6.9. Seja (uj) ⊂ W 1,p(x)(Ω) uma sequência de Palais-Smale, com nível de energia

c, então (uj) é limitada em W 1,p(x)(Ω).

Demonstração: Como (uj) é uma sequência de Palais-Smale com nível de energia c,

temos Jλ,γ(uj) → c e J ′
λ,γ(uj) → 0. Considerando θ tal que

m1p
+

m0

< θ <

(
A1

A2

)κ+1
(β−)κ+1(κ+ 1)

(β+)κ
, (6.7)

temos

C + ∥uj∥ ≥
(
Jλ,γ(uj)−

1

θ
J ′
λ,γ(uj)uj

)
.

Daí,

C + ∥uj∥ ≥ M̂

(∫
Ω

1

p(x)

(
|∇uj|p(x) + |uj|p(x)

)
dx

)
− γ

κ+ 1

[∫
∂Ω

G(x, uj)dS

]κ+1

−λ
∫
Ω

1

q(x)
|u|q(x)dx− 1

θ
M

(∫
Ω

1

p(x)

(
|∇uj|p(x) + |uj|p(x)

)
dx

)
×
(∫

Ω

(|∇uj|p(x)−2∇uj∇uj + |uj|p(x)−2ujuj)dx

)
+
γ

θ

[∫
∂Ω

G(x, uj)dS

]κ ∫
∂Ω

g(x, uj)ujdS +
λ

θ

∫
Ω

|uj|q(x)−2ujujdx.

Desta forma,

C + ∥uj∥ ≥ m0

(∫
Ω

1

p(x)

(
|∇uj|p(x) + |uj|p(x)

)
dx

)
− γ

κ+ 1

[∫
∂Ω

G(x, uj)dS

]κ+1

−λ
∫
Ω

1

q(x)
|u|q(x)dx− m1

θ

(∫
Ω

(|∇uj|p(x) + |uj|p(x))dx
)

+
γ

θ

[∫
∂Ω

G(x, uj)dS

]κ ∫
∂Ω

g(x, uj)ujdS +
λ

θ

∫
Ω

|uj|q(x)−2ujujdx.

Assim,

C + ∥uj∥ ≥ m0

(∫
Ω

1

p(x)

(
|∇uj|p(x) + |uj|p(x)

)
dx

)
− γAκ+1

2

(κ+ 1)(β−)κ+1

[∫
∂Ω

|uj|βdS
]κ+1

−λ
∫
Ω

1

q(x)
|u|q(x)dx− m1

θ

(∫
Ω

(|∇uj|p(x) + |uj|p(x))dx
)

+
γAκ+1

1

θ(β+)κ

[∫
∂Ω

|u|β(x)dS
]κ+1

+
λ

θ

∫
Ω

|uj|q(x)−2ujujdx.

Logo,
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C + ∥uj∥ ≥
(
m0

p+
− m1

θ

)(∫
Ω

(
|∇uj|p(x) + |uj|p(x)

)
dx

)
+

(
λ

θ
− λ

q−

)∫
Ω

|uj|q(x)dx(
γAκ+1

1

θ(β+)κ
− γAκ+1

2

(κ+ 1)(β−)κ+1

)[∫
∂Ω

|u|β(x)dS
]κ+1

.

Vamos supor que (uj) é ilimitada em W 1,p(x)(Ω). Assim, passando à subsequência se

necessário, temos ∥uj∥ > 1 e obtemos pela Proposição 1.4

C + ∥uj∥ ≥
(
m0

p+
− m1

θ

)
∥uj∥p

−
,

que é uma contradição, pois p− > 1. Portanto (uj) é limitada em W 1,p(x)(Ω).

Lema 6.10. Seja (uj) ⊂ W 1,p(x)(Ω) uma sequência de Palais-Smale, com nível de energia

c. Se c <

(
1

θ
− 1

q−A

)
λ(m0S)

N , onde m0 = min{(λ−1m0)
1/p+ , (λ−1m0)

1/p−}, então o

conjunto de índices I da Proposição 1.7 é vazio e uj → u em Lq(x)(Ω).

Demonstração: Pela Proposição 1.7 e Lema 6.9, temos

|uj|q(x) ⇀ ν = |u|q(x) +
∑
i∈I

νiδxi
, νi > 0

|∇uj|p(x) ⇀ µ ≥ |∇u|p(x) +
∑
i∈I

µiδxi
, µi > 0

Sν
1/p∗(xi)
i ≤ µ

1/p(xi)
i , ∀i ∈ I.

Se I = ∅ então uj → u em Lq(x)(Ω). Recordemos que a demonstração dessa convergência

já foi feita, na demonstração do Lema 3.2. Agora, suponhamos que I ̸= ∅. Seja xi um

ponto singular das medidas µ and ν. Seja ϕ ∈ C∞
0 (IRN) tal que 0 ≤ ϕ(x) ≤ 1, ϕ(0) = 1

e suporte na bola unitária do IRN . Consideremos as funções ϕi,ε(x) = ϕ

(
x− xi
ε

)
para

todo x ∈ IRN e ε > 0.

Como J ′
λ,γ(uj) → 0 em

(
W 1,p(x)Ω

)′
obtemos que

lim J ′
λ,γ(uj)(ϕi,εuj) = 0.

Assim,
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J ′
λ,γ(u)(ϕi,εuj) = M

(∫
Ω

1

p(x)
(|∇uj|p(x) + |uj|p(x))dx

)
×
∫
Ω

(
|∇uj|p(x)−2∇uj∇ϕi,εuj + |uj|p(x)−2ujϕi,εuj

)
dx

−λ
∫
Ω

|uj|q(x)−2ujϕi,εujdx− γ

[∫
∂Ω

G(x, uj)dS

]κ ∫
∂Ω

g(x, uj)(ϕi,εuj)dS → 0,

ou seja,

J ′
λ,γ(u)(ϕi,εuj) = M

(∫
Ω

1

p(x)
(|∇uj|p(x) + |uj|p(x))dx

)
×
∫
Ω

(
|∇uj|p(x)−2∇uj∇ϕi,εuj + |∇uj|p(x)∇ϕi,ε + |uj|p(x)ϕi,ε

)
dx

−λ
∫
Ω

|uj|q(x)ϕi,εdx− γ

[∫
∂Ω

G(x, uj)dS

]κ ∫
∂Ω

g(x, uj)(ϕi,εuj)dS → 0.

Quando j → ∞, tem-se

0 = lim

(
M

(∫
Ω

1

p(x)
(|∇uj|p(x) + |uj|p(x))dx

)∫
Ω

(|∇uj|p(x)−2∇uj∇ϕi,εuj)dx

M

(∫
Ω

1

p(x)
(|∇uj|p(x) + |uj|p(x))dx

)∫
Ω

|uj|p(x)ϕi,εdx

)
+

M(t0)

∫
Ω

ϕi,εdµ− λ

∫
Ω

ϕi,εdν − γ

[∫
∂Ω

G(x, u)dS

]κ ∫
∂Ω

g(x, u)(ϕi,εu)dS,

onde t0 = lim
j→∞

(∫
Ω

1

p(x)
(|∇uj|p(x) + |uj|p(x))dx

)
.

Mostra-se que,

lim
ε→0

M(t0)

∫
Ω

(|∇u|p(x)−2∇u∇ϕi,εu)dx→ 0, (ver no Lema 3.2).

Por outro lado,

lim
ε→0

M(t0)

∫
Ω

ϕi,εdµ =M(t0)µϕ(0), λ lim
ϵ→0

∫
Ω

ϕi,εdν = νϕ(0)

e

γ

[∫
∂Ω

G(x, u)dS

]κ ∫
∂Ω

g(x, u)(ϕi,εu)dS → 0, M(t0)

∫
Ω

|u|p(x)ϕi,εdx→ 0 quando ε→
0.

Desta forma,M(t0)µiϕ(0) = λνiϕ(0). Isso implica que λ−1m0µi ≤ νi. Como Sν1/p
∗(xi)

i ≤
µ
1/p(xi)
i , procedendo como no item (i) obtemos,

(m0S)
N ≤ νi,

onde m0 = min{(λ−1m0)
1/p+ , (λ−1m0)

1/p−}.
Considerando θ satisfazendo (6.7), temos

c = lim

(
Jλ(uj)−

1

θ
J ′
λ,γ(uj)uj

)
.
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Além disso,

c ≥ lim

∫
Ω

(
λ

θ
− λ

q(x)

)
|uj|q(x)dx.

Assim, usando o conjunto Aδ, dado nos capítulos 3 e 5 deste trabalho

c ≥

(
λ

θ
− λ

q−Aδ

)(∫
Aδ

|u|q(x)dx+
∑
i∈I

νi

)
≥

(
λ

θ
− λ

q−Aδ

)
νi.

Logo,

c ≥
(
λ

θ
− λ

q−A

)
(m0S)

N .

Portanto, o conjunto de índices I é vazio se,

c <

(
1

θ
− 1

q−A

)
λ(m0S)

N .

Lema 6.11. Seja (uj) ⊂ W 1,p(x)(Ω) uma sequência de Palais-Smale, com nível de energia

c. Se c <
(
1

θ
− 1

q−A

)
λ(m0S)

N , então existe u ∈ W 1,p(x)(Ω) e uma subsequência, ainda

designada por (uj), tal que uj → u em W 1,p(x)(Ω).

Demonstração: Como

J ′
λ,γ(uj) → 0,

temos

J ′
λ,γ(uj)(uj − u) = M

(∫
Ω

1

p(x)
(|∇uj|p(x) + |uj|p(x))dx

)
×
∫
Ω

(
|∇uj|p(x)−2∇uj∇(uj − u) + |uj|p(x)−2uj(uj − u)

)
dx

−λ
∫
Ω

|uj|q(x)−2uj(uj − u)dx

−γ
[∫

∂Ω

G(x, uj)dS

]κ ∫
∂Ω

g(x, uj)(uj − u)dS → 0.

Observe que,

m0 ≤M

(∫
Ω

1

p(x)
(|∇uj|p(x) + |uj|p(x))dx

)
≤ m1.

Note ainda que existem constantes não-negativas c1 e c2 tais que

c1 ≤
[∫

∂Ω

G(x, uj)dS

]r
≤ c2.
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Usando a desigualdade de Hölder, temos∣∣∣∣∫
Ω

|uj|p(x)−2uj(uj − u)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|uj|p(x)−1|uj−u|dx ≤ C1||u|p(x)−1|p(x)/p(x)−1|uj−u|p(x),
e ∣∣∣∣∫

∂Ω

g(x, uj)(uj − u)dS

∣∣∣∣ ≤ A2

∫
∂Ω

|uj|β(x)−1|uj − u|dS

≤ C2||u|β(x)−1|β(x)/β(x)−1|uj − u|β(x),

onde C1 e C2 são constantes positivas. Assim,∣∣∣∣∫
Ω

|uj|p(x)−2uj(uj − u)dx

∣∣∣∣→ 0

e ∣∣∣∣∫
∂Ω

g(x, uj)(uj − u)dS

∣∣∣∣→ 0.

Pelo Lema 6.10, uj → u em Lq(x)(Ω) usando a desigualdade de Hölder obtemos,∣∣∣∣∫
Ω

|uj|q(x)−2uj(uj − u)dx

∣∣∣∣→ 0.

Fazendo,

Lp(x)(uj)(uj − u) =

∫
Ω

|∇uj|p(x)−2∇uj∇(uj − u)dx,

tem-se Lp(x)(uj)(uj − u) → 0. Temos ainda que Lp(x)(u)(uj − u) → 0. Então,

(Lp(x)(uj)− Lp(x)(u), uj − u) → 0.

Do Teorema 1.1, uj → u em W 1,p(x)(Ω).

Lema 6.12.

(i) Para todo λ > 0, existem α, ρ > 0, tais que Jλ,γ(u) ≥ α, ∥u∥ = ρ.

(ii) Existe um elemento w0 ∈ W 1,p(x)(Ω) com ∥w0∥ > ρ e Jλ,γ(w0) < α.

Demonstração: (i) Temos

Jλ,γ(u) ≥ m0

(∫
Ω

1

p(x)
(|∇u|p(x) + |u|p(x))dx

)
− γ

κ+ 1

[∫
∂Ω

A2

β(x)
uβ(x)dS

]κ+1

− λ

q−

∫
Ω

|u|q(x)dx.
Assim,
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Jλ,γ(u) ≥ m0

p+

∫
Ω

(|∇u|p(x) + |u|p(x))dx− γ

κ+ 1

(
A2

β−

)κ+1 [∫
∂Ω

uβ(x)dS

]κ+1

− λ

q−

∫
Ω

|u|q(x)dx.

Se ∥u∥ < 1 é su�cientemente pequena, da Proposição 1.4, obtemos
∫
Ω

(|∇u|p(x) +

|u|p(x))dx ≥ ∥u∥p+ e das imersões W 1,p(x)(Ω) ↪→ Lβ(x)(∂Ω) e W 1,p(x)(Ω) ↪→ Lq(x)(Ω)

(contínuas), temos
∫
∂Ω

|u|β(x)dS ≤Mβ−

1 ∥u∥β−
e
∫
Ω

|u|q(x)dx ≤M q−

2 ∥u∥q− .
Daí,

Jλ,γ(u) ≥ m0

p+
∥u∥p+ − γ

κ+ 1

(
A2

β−

)κ+1

M
β−(κ+1)
1 ∥u∥β−(κ+1) − λ

q−
M q−

2 ∥u∥q− .

Usando o fato que p+ < β−(κ+ 1) < q−,

Jλ,γ(u) ≥ m0

p+
∥u∥p+ − γ

κ+ 1

(
A2

β−

)κ+1

M
β−(κ+1)
1 ∥u∥β−(κ+1)

− λ

β−(κ+ 1)
M q−

2 ∥u∥β−(κ+1),

que pode ser escrito como,

Jλ,γ(u) ≥ m0

p+
∥u∥p+ −

(
γ

κ+ 1

(
A2

β−

)κ+1

M
β−(κ+1)
1 +

λ

β−(κ+ 1)
M q−

2

)
∥u∥β−(κ+1).

Considerando ρ = ∥u∥,

Jλ,γ(u) ≥ ρp
+

[(
m0

p+

)
−

(
γ

r + 1

(
A2

β−

)κ+1

M
β−(κ+1)
1 +

λ

β−(κ+ 1)
M q−

2

)
ρβ

−(κ+1)−p+

]
,

e o resultado segue.

(ii) Seja 0 < w ∈ W 1,p(x)(Ω). Para t > 1,

Jλ,γ(tw) ≤ m1

p−
tp

+

(∫
Ω

(|∇w|p(x) + |w|p(x))dx
)
− λ

q+
tq

−
∫
Ω

|w|q(x)dx

+
γ

κ+ 1

(
A2

β−

)κ+1

tβ
−(κ+1)

(∫
∂Ω

|w|β(x)dS
)κ+1

.

Então temos,

lim
t→∞

Jλ,γ(tw) = −∞.

Assim, concluimos a demonstração do lema.

Para concluir a demonstração do item (iii), pelo Lema 6.12 podemos usar o Teorema

do Passo da Montanha (ver Apêndice A.1.3), que garante a existência de uma sequência

(uj) ⊂ W 1,p(x)(Ω) tal que

Jλ,γ(uj) → c e J ′
λ,γ(uj) → 0 in (W 1,p(x)(Ω))′,
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onde o candidato ao valor crítico é dado por

c = inf
h∈C

sup
t∈[0,1]

Jλ,γ(h(t))

and C = {h : [0, 1] → W 1,p(x)(Ω) : h cont́inua e h(0) = 0, h(1) = w0}.
Para 0 < t < 1 e �xando w ∈ W 1,p(x)(Ω),

Jλ,γ(tw) ≤ m1

p−
tp

−
(∫

Ω

(|∇w|p(x) + |w|p(x))dx
)
− λ

q+
tq

+

∫
Ω

|w|q(x)dx

− γ

κ+ 1

(
A1

β+

)κ+1

tβ
+(κ+1)

(∫
∂Ω

|w|β(x)dS
)κ+1

.

Desta forma,

Jλ,γ(tw) ≤ m1

p−
tp

−
(∫

Ω

(|∇w|p(x) + |w|p(x))dx
)

− γ

κ+ 1

(
A1

β+

)κ+1

tβ
+(κ+1)

(∫
∂Ω

|w|β(x)dS
)κ+1

.

Fazendo g(t) =
m1ã

p−
tp

− − γ

κ+ 1

(
A1

β+

)κ+1

b̃tβ
+(κ+1),

onde ã =

∫
Ω

(|∇w|p(x)+ |w|p(x))dx e b̃ =
∫
Ω

|w|β(x)dx, obtemos sup Jλ(tw) ≤ g(t). Observe

que g(t) tem ponto crítico de máximo

tγ =

[
m1(β

+)κã

γAκ
1 b̃

] 1
β+(κ+1)−p−)

,

e tγ → 0 quando γ → ∞. Pela continuidade de Jλ,γ

lim
γ→∞

(
sup
t≥0

Jλ,γ(tw)

)
= 0.

Então existe γ1, tal que ∀γ ≥ γ1

sup
t≥0

Jλ,γ(tw) <

(
1

θ
− 1

q−A

)
λ(m0S)

N .

Isso completa a demonstração do item (iii).

6.2.4 Demonstração do item (iv) do Teorema 6.1

O resultado segue dos seguintes lemas:
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Lema 6.13. Seja (uj) ⊂ W 1,p(x)(Ω) uma sequência de Palais-Smale, com nível de energia

c, então (uj) é limitada em W 1,p(x)(Ω).

Demonstração Como (uj) é uma sequência de Palais-Smale, com nível de energia c,

temos Jλ,γ(uj) → c e J ′
λ,γ(uj) → 0. Assim, considerando θ tal que

(η + 1)(p+)η+1

(p−)η
< θ <

(
A1

A2

)κ+1
(β−)κ+1(κ+ 1)

(β+)κ
, (6.8)

temos

C + ∥uj∥ ≥
(
Jλ,γ(uj)−

1

θ
J ′
λ,γ(uj)uj

)
≥

a

(∫
Ω

1

p(x)

(
|∇uj|p(x) + |uj|p(x)

)
dx

)
+

b

η + 1

(∫
Ω

1

p(x)

(
|∇uj|p(x) + |uj|p(x)

)
dx

)η+1

− γ

κ+ 1

[∫
∂Ω

G(x, uj)dS

]κ+1

− λ

∫
Ω

1

q(x)
|u|q(x)dx −a

θ

∫
Ω

|∇uj|p(x)−2∇uj∇ujdx

−a
θ

∫
Ω

|uj|p(x)−2ujujdx+
γ

θ

[∫
∂Ω

G(x, uj)dS

]κ ∫
∂Ω

g(x, uj)ujdS+
λ

θ

∫
Ω

|uj|q(x)−2ujujdx

− b
θ

(∫
Ω

1

p(x)

(
|∇uj|p(x) + |uj|p(x)

)
dx

)η (∫
Ω

(
|∇uj|p(x)−2∇uj∇uj + |uj|p(x)−2ujuj

)
dx

)
.

Daí,

C + ∥uj∥ ≥
a

p+

(∫
Ω

(
|∇uj|p(x) + |uj|p(x)

)
dx

)
+

b

(η + 1)(p+)η+1

(∫
Ω

(
|∇uj|p(x) + |uj|p(x)

)
dx

)η+1

− γAκ+1
2

(κ+ 1)(β−)κ+1

[∫
∂Ω

|uj|βdS
]κ+1

− λ

q−

∫
Ω

|u|q(x)dx− a

θ

∫
Ω

|∇uj|p(x)dx

−a
θ

∫
Ω

|uj|p(x)dx+
γAκ+1

1

θ(β+)κ

[∫
∂Ω

|u|β(x)dS
]κ+1

+
λ

θ

∫
Ω

|uj|q(x)dx

− b

θ(p−)η

(∫
Ω

(
|∇uj|p(x) + |uj|p(x)

)
dx

)η+1

.

Logo,

C + ∥uj∥ ≥
(
a

p+
− a

θ

)(∫
Ω

(
|∇uj|p(x) + |uj|p(x)

)
dx

)
+

(
b

(η + 1)(p+)η+1
− b

θ(p−)η

)(∫
Ω

(
|∇uj|p(x) + |uj|p(x)

)
dx

)η+1

+

(
γAr+1

1

θ(β+)κ
− γAκ+1

2

(κ+ 1)(β−)κ+1

)[∫
∂Ω

|u|β(x)dS
]κ+1

+

(
λ

θ
− λ

q−

)∫
Ω

|uj|q(x)dx.

Vamos supor que (uj) é ilimitada em W 1,p(x)(Ω). Assim, passando para uma sub-
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sequências se necessário, para ∥uj∥ > 1 obtemos pela Proposição 1.4

C + ∥uj∥ ≥
(

1

p+
− 1

θ

)
∥uj∥p

−
,

que é uma contradição, pois p− > 1. Logo (uj) é limitada em W 1,p(x)(Ω).

Lema 6.14. Seja (uj) ⊂ W 1,p(x)(Ω) uma sequência de Palais-Smale, com nível de energia

c e t0 = lim
j→∞

∫
Ω

1

p(x)
(|∇uj|p(x) + |uj|p(x))dx. Se

c <

(
1

θ
− 1

q−A

)
λ(t1S)

N ,

onde a = t1 com 0 < t1 < btη0, então o conjunto de índices I, da Proposição 1.7 é vazio e

uj → u em Lq(x)(∂Ω).

Demonstração: Pela Proposição 1.7 e Lema 6.13, temos

|uj|q(x) ⇀ ν = |u|q(x) +
∑
i∈I

νiδxi
, νi > 0

|∇uj|p(x) ⇀ µ ≥ |∇u|p(x) +
∑
i∈I

µiδxi
, µi > 0

Sν
1/p∗(xi)
i ≤ µ

1/p(xi)
i , ∀i ∈ I.

Se I = ∅ então uj → u em Lq(x)(Ω). Recordemos que a demonstração dessa convergência

já foi feita, na demonstração do Lema 3.2.

Agora, se c <
(
1

θ
− 1

q−A

)
λ(t1S)

N , então o conjunto de índices I = ∅. De fato, suponha

que I ̸= ∅. Seja ϕ ∈ C∞
0 (IRN) tal que 0 ≤ ϕ(x) ≤ 1, ϕ(0) = 1 e suporte na bola unitária

do IRN . Consideremos as funções ϕi,ε(x) = ϕ

(
x− xi
ε

)
para todo x ∈ IRN e ε > 0.

Como J ′
λ,γ(uj) → 0 em

(
W 1,p(x)Ω

)′
obtemos

lim J ′
λ,γ(uj)(ϕi,εuj) = 0.

Assim,
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J ′
λ,γ(u)(ϕi,εuj) =

(
a+ b

(∫
Ω

1

p(x)
(|∇uj|p(x) + |uj|p(x))dx

)η)
×
∫
Ω

(
|∇uj|p(x)−2∇uj∇ϕi,εuj + |uj|p(x)−2ujϕi,εuj

)
dx

−λ
∫
Ω

|uj|q(x)−2ujϕi,εujdx

−γ
[∫

∂Ω

G(x, uj)dS

]κ ∫
∂Ω

g(x, uj)(ϕi,εuj)dS → 0,

ou seja,

J ′
λ,γ(u)(ϕi,εuj) =

(
a+ b

(∫
Ω

1

p(x)
(|∇uj|p(x) + |uj|p(x))dx

)η)
×
∫
Ω

(
|∇uj|p(x)−2∇uj∇ϕi,εuj + |∇uj|p(x)∇ϕi,ε + |uj|p(x)ϕi,ε

)
dx

−λ
∫
Ω

|uj|q(x)ϕi,εdx− γ

[∫
∂Ω

G(x, uj)dS

]κ ∫
∂Ω

g(x, uj)(ϕi,εuj)dS → 0.

Quando j → ∞ tem-se,

0 = lim

([
a+ b

(∫
Ω

1

p(x)
(|∇uj|p(x) + |uj|p(x))dx

)η] ∫
Ω

(|∇uj|p(x)−2∇uj∇ϕi,εuj)dx[
a+ b

(∫
Ω

1

p(x)
(|∇uj|p(x) + |uj|p(x))dx

)η] ∫
Ω

|u|p(x)ϕi,εdx

)
+

(a+ btη0)

∫
Ω

ϕi,εdµ− λ

∫
Ω

ϕi,εdν − γ

[∫
∂Ω

G(x, u)dS

]κ ∫
∂Ω

g(x, u)(ϕi,εu)dS.

Mostra-se que,

lim
ε→0

(a+ btη0)

∫
Ω

(|∇u|p(x)−2∇u∇ϕi,εu)dx→ 0, (ver no Lema 3.6).

Por outro lado,

lim
ε→0

(a+ btη0)

∫
Ω

ϕi,εdµ = (a+ btη0)µϕ(0), λ lim
ϵ→0

∫
Ω

ϕi,εdν = λνϕ(0)

e

γ

[∫
∂Ω

G(x, u)dS

]κ ∫
∂Ω

g(x, u)(ϕi,εu)dS → 0, (a+btη0)

∫
Ω

|u|p(x)ϕi,εdx→ 0 quando ε→ 0.

Então,

(a + btη0)µiϕ(0) = λνiϕ(0). Isso implica que λ−1t1µi ≤ νi, onde 0 < t1 < tη0. Como

Sν
1/p∗(xi)
i ≤ µ

1/p(xi)
i e procedendo como no item (iii) obtemos,

(t1S)
N ≤ νi,

onde t1 = min{(λ−1t1)
1/p+ , (λ−1t1)

1/p−}.
Considerando θ satisfazendo (6.8), temos

c = lim

(
Jλ(uj)−

1

θ
J ′
λ,γ(uj)uj

)
.
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Assim,

c ≥ lim

∫
Ω

(
λ

θ
− λ

q(x)

)
|uj|q(x)dx.

Daí, usando o conjunto Aδ, dado nos capítulos 3 e 5 deste trabalho

c ≥

(
λ

θ
− λ

q−Aδ

)(∫
Aδ

|u|q(x)dx+
∑
i∈I

νi

)
≥

(
λ

θ
− λ

q−Aδ

)
νi.

Logo,

c ≥
(
1

θ
− 1

q−A

)
λ(t1S)

N .

Portanto, o conjunto de índices I é vazio se

c <

(
1

θ
− 1

q−A

)
λ(t1S)

N .

Lema 6.15. Seja (uj) ⊂ W 1,p(x)(Ω) uma sequência Palais-Smale, com nível de energia c.

Se c <
(
1

θ
− 1

q−A

)
λ(t1S)

N , existe u ∈ W 1,p(x)(Ω) e uma subsequência, ainda designada

por (uj), tal que uj → u em W 1,p(x)(Ω).

Demonstração: Como

J ′
λ,γ(uj) → 0,

temos

J ′
λ,γ(uj)(uj − u) =

(
a+ b

(∫
Ω

1

p(x)
(|∇uj|p(x) + |uj|p(x))dx

)η)
×
∫
Ω

(
|∇uj|p(x)−2∇uj∇(uj − u) + |uj|p(x)−2uj(uj − u)

)
dx

−λ
∫
Ω

|uj|q(x)−2uj(uj − u)dx

−γ
[∫

∂Ω

G(x, uj)dS

]κ ∫
∂Ω

g(x, uj)(uj − u)dS → 0.

Observe que existem constantes não-negativas c1, c2, c3 e c4 tais que

c1 ≤ a+ b

(∫
Ω

1

p(x)
(|∇uj|p(x) + |uj|p(x))dx

)η

≤ c2

e

c3 ≤
[∫

∂Ω

G(x, uj)dS

]κ
≤ c4.

Usando a deigualdade de Hölder, temos
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∣∣∣∣∫
Ω

|uj|p(x)−2uj(uj − u)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|uj|p(x)−1|uj−u|dx ≤ C1||u|p(x)−1|p(x)/p(x)−1|uj−u|p(x),
e ∣∣∣∣∫

∂Ω

g(x, uj)(uj − u)dS

∣∣∣∣ ≤ A2

∫
∂Ω

|uj|β(x)−1|uj − u|dS

≤ C2||u|β(x)−1|β(x)/β(x)−1|uj − u|β(x),

onde C1 e C2 são constantes positivas. Assim,∣∣∣∣∫
Ω

|uj|p(x)−2uj(uj − u)dx

∣∣∣∣→ 0

e ∣∣∣∣∫
∂Ω

g(x, uj)(uj − u)dS

∣∣∣∣→ 0.

Pelo Lema 6.14, uj → u em Lq(x)(Ω) e usando a desigualdade de Hölder, tem-se∣∣∣∣∫
Ω

|uj|q(x)−2uj(uj − u)dx

∣∣∣∣→ 0.

Fazendo

Lp(x)(uj)(uj − u) =

∫
Ω

|∇uj|p(x)−2∇uj∇(uj − u)dx,

obtemos Lp(x)(uj)(uj − u) → 0. Temos ainda que, Lp(x)(u)(uj − u) → 0. Logo.

(Lp(x)(uj)− Lp(x)(u), uj − u) → 0.

Do Teorema 1.1, uj → u em W 1,p(x)(Ω).

Lema 6.16.

(i) Para todo λ > 0, existem α, ρ > 0, tais que Jλ,γ(u) ≥ α, ∥u∥ = ρ.

(ii) Existe um elemento w0 ∈ W 1,p(x)(Ω) com ∥w0∥ > ρ e Jλ,γ(w0) < α.

Demonstração: (i) Temos,

Jλ,γ(u) ≥ a

(∫
Ω

1

p(x)
(|∇u|p(x) + |u|p(x))dx

)
+

b

η + 1

(∫
Ω

1

p(x)
(|∇u|p(x) + |u|p(x))dx

)η+1

− γ

κ+ 1

[∫
∂Ω

A2

β(x)
uβ(x)dS

]κ+1

− λ

q−

∫
Ω

|u|q(x)dx.

Assim,
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Jλ,γ(u) ≥ a

p+

∫
Ω

(|∇u|p(x) + |u|p(x))dx+ b

(η + 1)(p+)η+1

(∫
Ω

(|∇u|p(x) + |u|p(x))dx
)η+1

− γ

κ+ 1

(
A2

β−

)κ+1 [∫
∂Ω

uβ(x)dS

]κ+1

− λ

q−

∫
Ω

|u|q(x)dx.

Se ∥u∥ < 1 é su�cientemente pequeno, da Proposição 1.4 obtemos
∫
Ω

(|∇u|p(x) +

|u|p(x))dx ≥ ∥u∥p+ e das imersões W 1,p(x)(Ω) ↪→ Lβ(x)(∂Ω) e W 1,p(x)(Ω) ↪→ Lq(x)(Ω)

(contínuas), temos
∫
∂Ω

|u|β(x)dx ≤Mβ−

1 ∥u∥β−
e
∫
Ω

|u|q(x)dx ≤M q−

2 ∥u∥q− .
Desta forma,

Jλ,γ(u) ≥ a

p+
∥u∥p+ +

b

(η + 1)(p+)η+1
∥u∥p+(η+1)

− γ

κ+ 1

(
A2

β−

)κ+1

M
β−(κ+1)
1 ∥u∥β−(κ+1) − λ

q−
M q−

2 ∥u∥q− .

Usando o fato que (η + 1)p+ < β−(r + 1) < q−,

Jλ,γ(u) ≥ a

p+
∥u∥(η+1)p+ +

b

(η + 1)(p+)η+1
∥u∥p+(η+1)

− γ

κ+ 1

(
A2

β−

)κ+1

M
β−(κ+1)
1 ∥u∥β−(κ+1) − λ

β−(κ+ 1)
M q−

2 ∥u∥β−(κ+1),

que pode ser escrito como

Jλ,γ(u) ≥
(
a

p+
+

b

(η + 1)(p+)η+1

)
∥u∥p+(η+1)

−

(
γ

κ+ 1

(
A2

β−

)κ+1

M
β−(κ+1)
1 +

λ

β−(κ+ 1)
M q−

2

)
∥u∥β−(κ+1).

Considerando ρ = ∥u∥,

Jλ,γ(u) ≥ ρ(η+1)p+

[(
a

p+
+

b

(η + 1)(p+)η+1

)
−

(
γ

κ+ 1

(
A2

β−

)κ+1

M
β−(κ+1)
1

+
λ

β−(κ+ 1)
M q−

2

)
ρβ

−(κ+1)−(η+1)p+
]
,

e o resultado segue.

(ii) Seja 0 < w ∈ W 1,p(x)(Ω). Para t > 1,

Jλ,γ(tw) ≤ a

p−
tp

+

(∫
Ω

(|∇w|p(x) + |w|p(x))dx
)

+
btp

+(η+1)

(η + 1)(p−)η+1

(∫
Ω

(|∇w|p(x) + |w|p(x))dx
)η+1

+
γ

κ+ 1

(
A2

β−

)κ+1

tβ
−(κ+1)

(∫
Ω

|w|β(x)dx
)κ+1

− λ

q+
tq

−
∫
∂Ω

|w|q(x)dS.

Assim,

lim
t→∞

Jλ,γ(tw) = −∞.

Isso conclui a demonstração do lema.
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Para concluir a demonstração do item (iv), pelo Lema 6.16 podemos usar o Teorema

do Passo da Montanha (ver Apêndice A.1.3), que garante a existência de uma sequência

(uj) ⊂ W 1,p(x)(Ω) tal que

Jλ,γ(uj) → c e J ′
λ,γ(uj) → 0 em (W 1,p(x)(Ω))′,

onde o candidato a valor crítico é dado por

c = inf
h∈C

sup
t∈[0,1]

Jλ,γ(h(t))

e C = {h : [0, 1] →W 1,p(x)(Ω) : h cont́inua e h(0) = 0, h(1) = w0}.
Para 0 < t < 1 e �xando w ∈ W 1,p(x)(Ω),

Jλ,γ(tw) ≤ a

p−
tp

−
(∫

Ω

(|∇w|p(x) + |w|p(x))dx
)

+
btp

−(η+1)

(η + 1)(p−)η+1

(∫
Ω

(|∇w|p(x) + |w|p(x))dx
)η+1

− γ

κ+ 1

(
A1

β+

)κ+1

tβ
+(κ+1)

(∫
∂Ω

|w|β(x)dS
)κ+1

− λ

q+
tq

+

∫
Ω

|w|q(x)dx.

Assim,

Jλ,γ(tw) ≤ a

p−
tp

−
(∫

Ω

(|∇w|p(x) + |w|p(x))dx
)

+
btp

−(η+1)

(η + 1)(p−)η+1

(∫
Ω

(|∇w|p(x) + |w|p(x))dx
)η+1

− γ

κ+ 1

(
A1

β+

)κ+1

tβ
+(κ+1)

(∫
∂Ω

|w|β(x)dS
)κ+1

.

Fazendo g(t) =
(
aã

p−
+

bãη+1

(η + 1)(p−)η+1

)
tp

− − γ

κ+ 1

(
A1

β+

)κ+1

b̃tβ
+(κ+1),

onde ã =

∫
Ω

(|∇w|p(x)+|w|p(x))dx e b̃ =
∫
∂Ω

|w|β(x)dS, obtemos sup Jλ(tw) ≤ g(t). Observe

que g(t) tem um ponto crítico de máximo

tγ =

[
(β+)κ((η + 1)(p−)η)aã+ b(ã)η+1)

γAκ+1
1 (η + 1)(p−)η b̃

] 1
β+(κ+1)−p−

,

e tγ → 0 quando γ → ∞. Pela continuidade de Jλ,γ

lim
γ→∞

(
sup
t≥0

Jλ,γ(tw)

)
= 0.
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Então existe γ2 > 0 tal que ∀γ ≥ γ2

sup
t≥0

Jλ,γ(tw) <

(
1

θ
− 1

q−

)
λ(t1S)

N

Isso completa a demonstração do item (iv).



Alguns problemas não-locais abertos

Ao término desta tese elencamos alguns problemas elípticos não-locais, que no nosso

ponto de vista, estão abertos.

• Os problemas (3.1) e (5.1) em IRN , em domínio exterior e em domínio com fronteira

mista.

• O problema p(x)-Biharmônico, com crescimento crítico em domínio limitado, em

IRN e em domínio com fronteira mista. A seguir o problema em Ω ⊂ IRN
M

(∫
Ω

1

p(x)
(|∆u|p(x) + |u|p(x))dx

)
(∆2

p(x)u+ |u|p(x)−2u)

= f(x, u)

[∫
Ω

F (x, u)

]r
+ |u|q(x)−2u em Ω,

u = 0, ∆u = 0, em ∂Ω.

• Um problema de autovalor, que está em fase de conclusão. −M
(∫

Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)

)
∆p(x)u = λf(x, u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

• Um problema (não-local e local ) de Schrödinger, em domínio limitado (cujo estudo

está em andamento), em IRN , em domínio com fronteira mista. A seguir o problema

local em domínio limitado.

−∆p(x)u−
p(x)

2p(x)−1
u∆p(x)(u

2) = f(x, u) em Ω, u = 0 em ∂Ω.

• O problema onde g muda de sinal, que está em fase de conclusão.

−M
(∫

Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)

)
∆p(x)u = λ|u|q(x)−2u

+µg(x)|u|γ(x)−2u

[∫
Ω

1

γ(x)
g(x)|u|γ(x)

]2r
,

em Ω,

u = 0, em ∂Ω.



Apêndice A

De�nições e Resultados Auxiliares

De�nição A.1. Dizemos que uma sequência (uj) ⊂ W
1,p(x)
0 (Ω) é uma sequência de Palais-

Smale (PS) para o funcional J : W
1,p(x)
0 (Ω) → IR quando

J(uj) → c∗ e J ′(uj) → 0 em (W
1,p(x)
0 (Ω))′, (A.1)

onde

c∗ = inf
h∈C

sup
t∈[0,1]

J(h(t)) > 0 (A.2)

e

C = {h : [0, 1] → W
1,p(x)
0 (Ω) : h contínua e h(0) = 0, J(h(1)) < 0}.

O número c∗ é chamado nível de energia c∗.

Quando (A.1) implica a existência de uma subsequência de (uj), ainda designada por

(uj), que converge em W
1,p(x)
0 (Ω), dizemos que J satisfaz a condição de Palais-Smale.

A.1 Resultados variacionais

A.1.1 Funcional de classe C1

O funcional Jλ : W
1,p(x)
0 (Ω) −→ IR de�nido por

Jλ(u) = M̂

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)
− λ

r + 1

[∫
Ω

F (x, u)dx

]r+1

−
∫
Ω

1

q(x)
|u|q(x)dx,

onde M̂(τ) =

∫ τ

0

M(s)ds, F (x, u) =
∫ u

0

f(x, s)ds, sendoM : IR+ → IR+, f : Ω×IR → IR

funções contínuas, satisfazendo condições que serão apresentadas posteriormente, e λ,

r > 0 parâmetros reais, é de classe C1(W
1,p(x)
0 (Ω), IR).

Para mostrar que o funcional Jλ é de classe C1(W
1,p(x)
0 (Ω), IR), basta mostrar que a

derivada no sentido de Gateaux de Jλ existe e é contínua.
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De�nindo os funcionais J1, J2, J3 : W
1,p(x)
0 (Ω) → IR, dados por

J1(u) = M̂

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)
, J2(u) =

1

r + 1

(∫
Ω

F (x, u)dx

)r+1

e

J3(u) =

∫
Ω

1

q(x)
|u|q(x)dx, mostraremos que:

A�rmação A.1. O funcional J1 é de classe C1(W
1,p(x)
0 (Ω), IR).

Demonstração: J1 é Gateaux diferenciável. De fato, considere a função G : IR → IR

dada por G(s) = |∇u+ st∇v|p(x) onde u, v ∈ W
1,p(x)
0 (Ω). Dados x ∈ Ω e 0 < |t| < 1, pelo

Teorema do Valor Médio existe ξ(x, t) = ξ ∈ (0, 1) tal que

|∇u+ t∇v|p(x) − |∇u|p(x)

p(x)t
= |∇u+ ξt∇v|p(x)−2(∇u+ ξt∇v)∇v.

Note que,

ϕ = |∇u+ ξt∇v|p(x)−2(∇u+ ξt∇v)∇v −→ |∇u|p(x)−2∇u∇v q.s. em Ω, (a1)

quando t→ 0.

Observe ainda que,

|ϕ| ≤ |∇u+ ξt∇v|p(x)−1|∇v| ≤ (|∇u|+ |∇v|)p(x)−1|∇v|. (a2)

Como

|∇u|, |∇v| ∈ Lp(x)(Ω),

temos que

(|∇u|+ |∇v|)p(x)−1 ∈ L
p(x)

p(x)−1 (Ω).

Assim, usando a desigualdade de Hölder, concluimos que

(|∇u|+ |∇v|)p(x)−1|∇v| ∈ L1(Ω). (a3)

Logo, usando (a1)-(a3) e o Teorema da Convergência Dominada de Lebesque, obtemos

lim
t→0

∫
Ω

|∇(u+ tv)|p(x) − |∇u|p(x)

p(x)t
dx =

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇vdx.

Usando a Regra da Cadeia, deduzimos

J ′
1(u)v =

[
M̂

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)]′(
lim
t→0

∫
Ω

|∇(u+ tv)|p(x) − |∇u|p(x)

p(x)t
dx

)
,
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ou seja,

J ′
1(u)v =M

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇vdx.

Mostrando que J1 é Gateaux-diferenciável.

A seguir mostraremos que u → J ′
1(u) é contínua no dual de W 1,p(x)

0 (Ω). De fato, seja

(uj) ⊂ W
1,p(x)
0 (Ω) tal que uj → u em W

1,p(x)
0 (Ω) e ψ ∈ W

1,p(x)
0 (Ω) com ∥ψ∥ ≤ 1. Assim,

∇uj → ∇u em (Lp(x)(Ω))N . (a4)

Logo, a menos de subsequência

∇uj(x) → ∇u(x), q.s. em Ω (a5)

e

|∇uj(x)| ≤ g(x), q.s. em Ω, (a6)

onde g(x) ∈ Lp(x)(Ω).

Por (a5), temos que

|∇uj(x)| → |∇u(x)|, q.s. em Ω. (a7)

Considerando Γ(u) =

∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx, tem-se

|(Γ′(uj)− Γ′(u), ψ)| =
∣∣∣∣∫

Ω

(|∇uj|p(x)−2∇uj − |∇u|p(x)−2∇u)∇ψdx
∣∣∣∣

≤
∫
Ω

||∇uj|p(x)−2∇uj − |∇u|p(x)−2∇u||∇ψ|dx. (a8)

Fazendo

fj = ||∇uj|p(x)−2∇uj − |∇u|p(x)−2∇u|, j ∈ IN, (a9)

obtemos

fj ≤ |∇uj|p(x)−1 + |∇u|p(x)−1 ∈ L
p(x)

p(x)−1 (Ω). (a10)

Logo, concluimos que (fj) ⊂ L
p(x)

p(x)−1 (Ω).

Usando a desigualdade de Hölder em (a8),

|(Γ′(uj)− Γ′(u), ψ)| ≤ C|fj|p(x)/p(x)−1|∇ψ|p(x) ≤ C|fj|p(x)/p(x)−1∥ψ∥,

de onde se conclui que

∥Γ′(uj)− Γ′(u)∥ ≤ C|fj|p(x)/p(x)−1. (a11)
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Por (a5) e (a7),

fj → 0, q.s. em Ω. (a12)

De (a6) e (a10), temos

fj(x) ≤ g(x)p(x)−1 + |∇u(x)|p(x)−1 q.s. em Ω.

Daí,

fj(x)
q(x) ≤ 2q

+

(g(x)p(x) + |∇u(x)|p(x)) ∈ L1(Ω) q.s. em Ω, (a13)

onde q(x) =
p(x)

p(x)− 1
.

De (a12) e (a13) e do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, resulta que∫
Ω

f
q(x)
j dx −→ 0, quando j −→ ∞.

Desta forma pela Proposição 1.3 temos que |fj|q(x) −→ 0 quando j −→ ∞.

Logo,

∥Γ′(uj)− Γ′(u)∥ −→ quando j −→ ∞,

ou seja, a derivada de Gateaux Γ′ é contínua. Como

J ′
1(u)v =M

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇vdx,

e M é contínua, concluimos que a aplicação u → J ′
1(u) é contínua e portanto J1 ∈

C1(W
1,p(x)
0 (Ω), IR).

A�rmação A.2. O funcional J2 é de classe C1(W
1,p(x)
0 (Ω), IR).

Demonstração: Primeiramente analisaremos o funcional J̃2(u) =
∫
Ω

F (x, u)dx.

De�nimos G(s) = F (x, u + stv), onde u, v ∈ W
1,p(x)
0 (Ω). Dados x ∈ Ω e 0 < |t| < 1,

pelo Teorema do Valor Médio, aplicado em G, no intervalo [0, 1], existe ξ ∈ (0, 1) tal que

F (x, u+ tv)− F (x, u)

t
= f(x, u+ ξtv)v. (a14)

Assim,

lim
t→0

F (x, u+ tv)− F (x, u)

t
= f(x, u)v, q.s. em Ω. (a15)
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Aqui, usaremos o fato que A1t
β(x)−1 ≤ f(x, t) ≤ A2t

β(x)−1, onde A1 e A2 são constantes

positivas e β+(r + 1) < p∗(x).

Sabemos que v ∈ Lβ(x)(Ω). Temos ainda que (|u|+ |v|)β(x)−1 ∈ L
β(x)

β(x)−1 . Como

|f(x, u+ ξtv)v| ≤ A2|u+ ξtv|β(x)−1|v| ≤ A2(|u|+ |v|)β(x)−1|v| ∈ L1(Ω). (a16)

Por (a14)-(a16) e pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,

J̃ ′
2(u)v = lim

t→0

∫
Ω

F (x, u+ tv)− F (x, u)

t
dx =

∫
Ω

f(x, u)vdx.

Observe que J2(u) =
1

r + 1

(∫
Ω

F (x, u)dx

)r+1

, é a composição da função h(s) =
1

r + 1
sr+1

com J̃2(u) =

∫
Ω

F (x, u)dx. Logo, pela Regra da Cadeia,

[
1

r + 1

(∫
Ω

F (x, u)dx

)r+1
]′

=

(∫
Ω

F (x, u)dx

)r ∫
Ω

f(x, u)vdx.

A seguir estudaremos a continuidade de u→ J̃ ′
2(u). Consideremos uma sequência (uj) →

u em W
1,p(x)
0 (Ω) e v ∈ W

1,p(x)
0 (Ω) tal que ∥v∥ ≤ 1. Temos que

|(J̃ ′
2(uj)− J̃ ′

2(u), v)| = |J̃ ′
2(uj)h− J̃ ′

2(u)v|

≤
∫
Ω

|f(x, uj)− f(x, u)||v|dx.

Usando a imersão contínua W 1,p(x)
0 (Ω) ↪→ Lβ(x)(Ω), temos

uj → u, em Lβ(x)(Ω).

Logo, existe uma subsequência, ainda designada por (uj) tal que

uj(x) → u(x), q.s. em Ω,

e

|uj(x)| ≤ k(x), em Ω, com k ∈ Lβ(x)(Ω).

Fazendo fj = |f(x, uj)− f(x, u)|, temos fj ≤ A2|uj|β(x)−1 + A2|u|β(x)−1, com j ∈ IN.

Note que (fj) ⊂ Lβ(x)/β(x)−1(Ω). Pela desigualdade de Hölder,

|(J̃ ′
2(uj)− J̃ ′

2(u), v)| ≤ C|fj|β(x)/β(x)−1|v|β(x).
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Usando a imersão citada acima, temos

∥J̃ ′
2(uj)− J̃ ′

2(uj)∥ ≤ C|fj|β(x)/β(x)−1.

Da continuidade de f(x, ·),
fj(x) −→ 0, q.s. em Ω.

Temos ainda

fj(x) ≤ A2k(x)
β(x)−1 + A2|u|β(x)−1 q.s. em Ω.

Daí,

fj(x)
β(x)/β(x)−1 ≤ (A2)

q±2q
+

(k(x)β(x) + |u|β(x)) ∈ L1(Ω), q.s. em Ω.

Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,∫
Ω

f
β(x)/β(x)−1
j dx→ 0, quando j → ∞.

Pela Proposição 1.3, tem-se |fj|β(x)/β(x)−1 → 0, quando j → ∞.

Assim,

∥J̃ ′
2(uj)− J̃ ′

2(uj)∥ → 0, quando j → ∞,

ou seja, J̃ ′
2 é contínua.

Como a função h = h(s) é contínua e diferenciável temos que a aplicação

u→

[
1

r + 1

(∫
Ω

F (x, u)

)r+1
]′
(u) =

(∫
Ω

F (x, u)

)r

J̃ ′
2(u) é contínua.

A�rmação A.3. O funcional J3 é de classe C1(W
1,p(x)
0 (Ω), IR).

Demonstração: Semelhante ao da A�rmação 1.

Portanto, como

Jλ(u) = J1(u)− λJ2(u)− J3(u),

pelas A�rmações 1, 2 e 3, o funcional Jλ é de classe C1(W
1,p(x)
0 (Ω), IR).
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A.1.2 Lema de Deformação

Esse resultado encontra-se em Rabinowitz [48], pág. 82.

Sejam E um espaço de Banach real, J ∈ C1(E, IR) satisfazendo a condição (PS),

Ac = {u ∈ E; J(u) ≤ c} e Kc = {u ∈ E; J(u) = c, J ′(u) = 0} . Se c ∈ IR, ε > 0 e N é

uma vizinhança de Kc, então existe ε ∈ (0, ε) e η ∈ C([0, 1]× E,E) tais que

(i) η(0, u) = u, ∀u ∈ E;

(ii) η(t, u) = u, se J(u) ̸∈ [c− ε, c+ ε], ∀t ∈ [0, 1];

(iii) η(t, u) é um homeomor�smo de E sobre E, ∀t ∈ [0, 1];

(iv) η(1, Ac+ε\N) ⊂ Ac−ε;

(v) Se Kc = ∅, η(1, Ac+ε) ⊂ Ac−ε;

(vi) ∥η(t, u)− u∥ ≤ 1, u ∈ E, ∀t ∈ [0, 1];

(vii) J(η(t, u)) ≤ J(u), u ∈ E, ∀t ∈ [0, 1];

(viii) Se J(u) é par em u, então η(t, u) é ímpar em u.

A.1.3 Teorema do Passo da Montanha

Esse resultado encontra-se em Willem [51] (pg. 13).

Teorema A.1. (Passo da Montanha) Sejam X um espaço de Banach e ϕ : X → IR um

funcional C1(X, IR) satisfazendo a condição de Palais-Smale. Suponhamos que existam

uma constante r > 0 e e ∈ X tal que ∥e∥ > r e

max{ϕ(0), ϕ(e)} < inf
∥u∥=r

ϕ(u).

De�na

Γ := {γ ∈ C([0, 1];X), tal que γ(0) = 0, γ(1) = e}.

Então,

c = inf
γ∈Γ

max
0≤t≤1

ϕ(γ(t))

é um valor crítico de ϕ.

A.1.4 Princípio Variacional de Ekeland

Este resultado encontra-se em de Figueiredo [31].

Teorema A.2. (Forma Fraca) Seja (X, d) um espaço métrico completo e ϕ : X →
IR ∪ {∞} semicontínuo inferiormente e limitado inferiormente. Então, para todo ϵ > 0
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existe uϵ ∈ X tal que,

ϕ(uϵ) ≤ inf
X
ϕ+ ϵ

e

ϕ(uϵ) < ϕ(u) + ϵd(u, uϵ), ∀u ∈ X com u ̸= uϵ.

Teorema A.3. (Forma Forte) Seja (X, d) um espaço métrico completo e ϕ : X → IR ∪
{∞} semicontínuo inferiormente e limitado inferiormente. Dados ϵ > 0 e u ∈ X tais que

ϕ(u) ≤ inf
X
ϕ+

ϵ

2
.

Então, dado λ > 0 existe uλ ∈ X tal que

ϕ(uλ) ≤ ϕ(u),

d(uλ, u) ≤ λ

e

ϕ(uλ) < ϕ(u) +
ϵ

λ
d(u, uλ) ∀u ̸= uλ.

A.2 Gênero de Krasnoselskii

Nesta seção apresentaremos algumas noções básicas do gênero de Krasnoselskii, im-

portantes na demonstração de alguns resultados desse trabalho.

Seja X um espaço de Banach real. Designaremos por U a classe de todos os subcon-

juntos fechados A ⊂ X \ {0} que são simétricos em relação à origem, ou seja, u ∈ A

implica −u ∈ A.

De�nição A.2. Seja A ∈ U . O gênero γ(A) de A é de�nido com sendo o menor inteiro

positivo k tal que existe uma aplicação ímpar ϕ ∈ C(A, IRk) onde ϕ(x) ̸= 0 para todo

x ∈ A. Se tal k não existir, dizemos que γ(A) = ∞. Além disso, de�nimos γ(∅) = 0.

A seguir estabelecemos propriedades de gênero utilizados nesse trabalho. Outras in-

formações, sobre esse tema, podem ser obtidas nas seguintes referências Ambrosetti e

Malchiodi [3], Castro [16], Costa [24], Krasnoselskii [38] e Rabonowitz [48].

Teorema A.4. Seja X = IRN e ∂Ω a fronteira de um aberto, simétrico e limitado Ω ⊂
IRN , com 0 ∈ Ω. Então γ(∂Ω) = N .

Corollary A.2.1. γ(SN−1) = N.
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Como consequência deste resultado, temos que se X tem dimensão in�nita, separável

e S é a esfera unitária em X, então γ(S) = ∞.

A seguir vamos estabelecer um resultado devido a Clark [17].

Teorema A.5. Seja J ∈ C1(X, IR) um funcional satisfazendo a condição Palais-Smale.

Além disso, vamos supor que:

(i) J é par e limitado inferiormente;

(ii) Existe um conjunto compacto K ∈ U tal que γ(K) = k e supx∈K J(x) < J(0).

Então J possui pelo menos k pares de pontos críticos distintos e seus correspondentes

valores críticos são menores do que J(0).

O resultado seguinte encontra-se em Rabinowitz [48], pág 46.

Teorema A.6. Sejam A,B ∈ U . Então
(i) Se γ(A) > 1, então A contém uma quantidade in�nita de pontos distintos;

(ii) Se existe uma aplicação ímpar h ∈ C(A,B), então γ(A) ≤ γ(B);

(iii) Se A ⊂ B, então γ(A) ≤ γ(B);

(iv) γ(A ∪B) ≤ γ(A) + γ(B);

(v) Se V é um subespaço de E de codimensão k e γ(A) > k, então A ∩ V ̸= ∅;
(vi) Se A é um compacto, então γ(A) < ∞ e existe um δ > 0 tal que Nδ(A) ⊂ U e

γ(Nδ(A)) = γ(A) onde Nδ(A) = {u ∈ E; ∥u− a∥ ≤ δ,∀a ∈ A};
(vii) Se γ(B) <∞, então γ(A\B) ≥ γ(A)− γ(B);

(viii) Se W é uma vizinhança de 0 em IRk e existe um homeomor�smo ímpar h ∈
C(A, ∂W ) então γ(A) = k.
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