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Um Poema de Amor

. ¢ quando a noite desceu,
O poeta escreveu
Sua historia de amor!
Tinha a grandeza do Mar,
O esplendor do Luar
E a beleza da Flor!...
Era o romance uma linda cancao
Nascida do coracao!
Hoje, o Poeta-Cantor
Nada mais tem, senao
Um poema de amor!
(Um poema de amor, de amorl...)

iv

Wilson Fonseca
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Resumo

Neste trabalho, mostramos existéncia e multiplicidade de solugoes, em espagos gene-
ralizados de Sobolev, para problemas elipticos do tipo p(z)-Kirchhoff

M (/inmz’(m)dx) Ayt = Af(au) U F(x,u)dxy

p(z) 0
+ul?®2y  em Q,
u = 0 em 0f),

(P)

onde 2 é um dominio limitado do IRY, com fronteira suave e A, é o operador p(x)—Lapla-
ciano. Mostramos também existéncia de solu¢ao com condicao de Neumann. Estudamos
o problema com crescimento subcritico e critico. Para obter os resultados utilizamos
Teorema do Passo da Montanha, Principio Variacional de Ekeland, Teoria de Género e
Argumento de Truncamento.

Palavras-Chave: Teorema do Passo da Montanha; Principio Variacional de Ekeland;
Teoria de Género; Espago de Sobolev de expoente variavel, p(z)-Kirchhoff; Problema de
Neumann, Argumento de truncamento, Expoente critico de Sobolev.
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Abstract

In this work, we show existence and multiplicity of solutions in generalized Sobolev
spaces for elliptic problems of the type p(x)-Kirchhoff

+ul?® =2y in Q,
u = 0 on 01,

where 2 is a bounded domain of R" with smooth boundary and A,y is the p(z)—
Laplacian operator. We also show the existence of solution with Neumann condition. We
study the problem with subcritical and critical growth. For obtain the results, we use the
Mountain Pass Theorem, Ekeland Variational Principle, Genus Theory and Truncation
Argument.

Key words: Mountain Pass Theorem; Ekeland Variational Principle; Genus theory;
Sobolev spaces of variable exponent; p(z)-Kirchhoff; Neumann problem, Truncation ar-
gument, Sobolev critical exponent.
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Introducao

Neste trabalho, mostraremos existéncia e multiplicidade de solugoes, em espacos ge-

neralizados de Lebesgue-Sobolev, para problemas elipticos do tipo p(z)-Kirchhoff

—M (/Mﬁwuyp(m)dx) Ayt = M(z,u) UQ F(:z:,u)d:c}r

+ul?®2y  em Q,
u = 0 em 01,

(P)

onde © & um dominio limitado do IRY com fronteira suave, p,q € C(Q), f: Qx R — IR

e M : IR" — IR' sao fungoes continuas, que satisfazem certas condi¢oes que serao dadas
u

posteriormente, F'(z,u) = f(x,§)dE, X, r > 0 sao parametros reais e Ay, € o operador
0

p(x)-Laplaciano, isto é, Apyu = div(|Vu[P®=2Vu), que é uma extensdo do operador p-
Laplaciano. Mostraremos, também, existéncia de solucao para o problema com condicao
de Neumann.

O problema (P) com p =2, A =1, r = 0 e sem a segunda parcela do termo a direita

da igualdade, reduz-se & equacao estacionaria original de Kirchhoff, a saber

{ ~M(u)Au = f(z,u) em Q, (P

u = 0 em 01,

onde ||ul* = / |Vul*dz é a norma em H{(Q).
Q
A equacao original de Kirchhoff, a qual apareceu pela primeira vez no trabalho de
Kirchhoff [37], ¢ dada por

0% P0+E L
Porz ~ \'n 2L,

e estende a equacao classica da onda de D’Alembert, considerando os efeitos da mudanca

@
ox

2 2
dl‘)au = 0, (Pg)

da?

no comprimento da corda durante as vibragoes. Os parametros da equagao (P») tem os
seguintes significados: L é o comprimento da corda, h é a drea de sua secao transversal, £ é
o modulo de Young do material do qual ela é feita, p é a densidade da massa e Py é a tensao

inicial. Um diferencial importante na equacao (P,) é a presenca do coeficiente nao-local



2 1 2

2 L
dx, da energia cinética 5

K E ' d depende da médi
—_— — —_— X e daepe e da edla — —_— —_—
h 2L J, |Ox AHe <Epen e oL o |0z Ox

em [0, L]. Varias equagoes do tipo Kirchhoff tem sido estudadas, especialmente depois do

ou ou ou

trabalho de J. Lions [41] no qual foi proposta uma abordagem de Anéalise Funcional para
o referido problema.
Considerando o problema (P), com M = 1, p(x) = 2 e sem a segunda parcela do

termo a direita da igualdade, tem-se o seguinte problema nao-local

—Au = Af(z,u) {/ F(m,u)dx} em (2,
Q
u = 0 em 00.

(F3)

O problema (P3) foi estudado por Gomes e Sanchez [35] usando técnica variacional
considerando f com um certo crescimento exponencial e  uma bola do IRY. Nesse
trabalho, os autores melhoraram os resultados contidos em Bebernes e Lacey [6].

Em Bebernes e Talaga [7] é considerado o caso particular de (Ps), dado por

e’lL
em
Joe! (Py)
u = 0 em 0f),

—Au = §

com f(t) = F(t) = €', que & o caso estacionario do problema parabolico

u

w—Au = § c em Qx[0,7),
Joe P
u(z,0) = wup(r) em Q, (75)
u(z,t) = 0 em 0 x[0,7),

que resulta da investigagao analitica dos fenomenos associados com a ocorréncia de bandas
de cisalhamento em metais que estao sendo deformados sob altas taxas de deformacao.
Veja também, Burns ([12], [13]), Olmstead, Nemat, Nasser e Ni [45]. Ela surge também
na investigacao do comportamento de um fluxo turbulento real e na teoria do equilibrio
gravitacional das estrelas politropicas. Veja, por exemplo, Caglioti, Lions, Marchiori e
Pulvirenti [14], e Krzywick e Nadzieja [39).

Outras motivagoes fisicas para o problema (P;) podem ser encontradas em Carrillo
[15], Gogny e Lions [34], Dolbeault [25] e suas referéncias. Esses trabalhos estao relacio-
nados com o problema (P3) em que p é constante e seus estudos sao feitos no espago de
Sobolev usual. Portanto, estamos interessados no problema (P), em que o operador p(x)-
Laplaciano aparece e o crescimento da nao-linearidade nao é padrao, ou seja, o expoente
q(z) depende de z € Q.



Considerando o problema (P), com p(x) = p constante, A = 1, r = 0 e sem a segunda

parcela a direita da igualdade, tem-se a seguinte equacao de Kirchhoff

(Fs)

—M([[ullf ) Apu = f(z,u) em €,
v = 0 em Of).

Vérios trabalhos tratam do problema (Fs) onde M é o termo de Kirchhoff original da
forma M(7) =a+0br,7 >0, a,b >0e 1 < p < +00 sdo nimeros reais constantes. Em

Alves, Corréa e Ma [2] e Corréa e Figueiredo [21] outras classes de M sao consideradas.

Observe que na equagao do problema (P3) somente o termo nao-local {/ F(z,u)dx
0
aparece, enquanto que na equagao do problema (Fs) somente o termo nao-local M (||ulf ).

Ja o nosso problema (P), apresenta dois termos nao-locais, dos tipos que aparecem em
(Ps) e (Ps), na mesma equacao, e com o operador p(x)-Laplaciano.
Outros trabalhos também inspiraram o problema (P); os artigos de Perera e Zhang

[46] e [47], em que os autores estudam

—||u]?Auv = pud em Q.

Jul y -
u = 0 em 0f2

1/2

como um problema auxiliar, onde |ju|| = (/ |Vul*dx ¢ a norma usual do H}(Q), e
Q
o artigo de Agarwal, Perera e Zhang [1] no qual os autores atacam o problema
—ulf A = AMul|P"|u]""2u em €,
[[ull"Aq [l [l (R)
u = 0 em 01,

1/q
onde ||ulj1, = (/ |Vu|qu) ¢ a norma usual em W, ().
Q

Salientamos que a literatura relacionada aos problemas do tipo (P), mesmo para o
caso de p = 2, é pequena comparada com os do tipo (Ps) e (Fg).

Ressaltamos que uma das principais diferenca entre p(z)-Laplaciano e p-Laplaciano
é que o operador p-Laplaciano é (p — 1)-homogéneo, ou seja, A,(uu) = pP~tAyu para
todo > 0, no entando o operador p(z)-Laplaciano, quando p(x) nao é constante, é nao-
homogéneo. Como consequéncia disso, temos algumas dificuldades, como por exemplo,
nao podemos usar o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange na maioria dos problemas
envolvendo esse operador.

Problemas envolvendo o operador p(z)-Laplaciano sao importantes porque eles podem
modelar problemas em teoria da elasticidade e mecanica dos fluidos, mais precisamente,

fluidos do tipo eletrorreologicos (chamados fluidos inteligentes). Problemas com as con-



di¢oes de crescimento, com expoente varidvel também surgem na modelagem de fluxos
viscosos de fluidos nao-newtonianos. Outra aplicacao esta relacionada com processamento
de imagem. Para maiores detalhes, veja Mihailescu e Radulescu [43], Ruzicka [49] e suas
referéncias.

No Capitulo 1, apresentaremos os espacos generalizados de Lebesgue-Sobolev, defi-
nicoes e resultados essenciais para um melhor entendimento dos resultados que serao
expostos nos capitulos seguintes.

No Capitulo 2, estudaremos questoes de existéncia de solucoes positivas para o pro-

blema

1 1 '
~ot ([ o vaan) g = a2 | [ ultas]en g
o p(z) q q()
u = 0 em OS2,

(£1)
onde Q C RN, A\,r > 0 sdo parametros reais, M : Rt — IR* e p,q € C(Q), sdo funcoes
que satisfazem determinadas condigoes.

Dado h € C(Q), designamos ht = max h(z) e h~ = min h(z).
FISY) x€N
Teorema 2.1.

(1) Suponhamos que existam constantes 0 < mg e m; tais que mo < M(7) < mq, com

mipt () (r+1)
Mo (q%)

fraca, para todo A > 0.

e ¢ (r+1) > p™. Entao o problema (FE;) possui uma solu¢ao

(74) Suponhamos que existam 0 < mg e m; tais que mo < M(7) <my . Seq (r+1) <p~,
entao existe A* > 0 tal que o problema (E;) possui uma solu¢ao positiva u, para cada
A€ (0,2%).

(717) Seja M(17) = a+br", onde a > 0, b >0, 7 > 0en > 1. Se

(r+ 1)

()"
positiva, para todo A > 0.

(n+1)(p*)"!
(p=)"

eq (r+1)>(n+1)p*, entdo o problema (E;) possui uma solucao fraca

(7v) Suponhamos M (7) do tipo considerada em (7). Se ¢~ (r + 1) < p~, entdo existe

A* > 0 tal que o problema (E;) possui uma solugao positiva uy para cada A € (0, \*).

Para obter os resultados nos itens () e (7i7) usamos o Teorema do Passo da Montanha
e nos itens (i7) e (iv) o Principio Variacional de Ekeland.

Esse resultado complementa o resultado obtido em Fan [26] e estende o resultados ob-
tido por Mihailescu e Radulescu [44], Fan e Zhang [28] e resultados citados anteriormente,

pois a equacao é mais geral devido aos termos nao-locais presentes na equacao em estudo.



No Capitulo 3, estudaremos existéncia de solu¢oes para o problema com crescimento

critico

1 T
-M (/ —|Vu|p(x)d:v) Apyu = Mz, u) {/ F(m,u)dm} + |ul?®=2  em Q,
o p(z) Q
u = 0 em 09,
(E2)
onde QC RN, f: QxR — Re M : IR" — IR sao funcdes que satisfazem determinadas
condicoes e A\, r > 0 sao parametros reais.

Suporemos as seguintes hipoteses: existem constantes positivas Ay, Ay e fungao f(x) €

Ci(Q) = {hh e C(Q),h(x) > 1 paratodo x € Q}, tais que
AP < f(a,t) < AP0 (1)
para todo t > 0 e para todo # € Q e f(x,t) = 0 para todo t < 0. Além disso,

1<p <p' <N, (2)

L<pt(r+1)<qx)<p'=——"" (3)

Teorema 3.1.
(i) Suponhamos (1), (2) e (3). Mais ainda, suponhamos que existam 0 < mg e m; tais
mpt (é )’”“ (B (r +1)
- mo  \ A (B+)"
existe A > 0 tal que para todo A > X existe uma solugao nao-trivial para (Es).
(77) Suponhamos (1),(2), (3) e M(7) = a+br", com a > 0,b >0, 7> 0en > 1. Mais
(n+ @)™ _ (é)”l (B7)*(r+ 1)
(p)" Ay (BH)" '

Entdo existe A > 0 tal que para todo A > X existe uma solugao nao-trivial para (Es).

que mo < M(7) < my, com e pt < 7 (r+1). Entao

ainda, suponhamos (n+ 1)p* < B8 (r+1) e

Esse resultado estende resultados obtido em Bonder e Silva [8|, que por sua vez esten-
dem resultados obtido por Azorero e Alonso [5]. Estende ainda parcialmente resultados
obtidos em Figueiredo e Santos Junior [32]. A extensao de nosso resultado segue da pre-
senca de dois termos nao-locais na equacao. Como o problema tem crescimento critico, o
resultado foi obtido via Teorema do Passo da Montanha e Principio de Concentracao de

Compacidade de Lions estendido.



No Capitulo 4, estudaremos existéncia e multiplicidade de solucoes para o problema

-M (/Q]%|Vu|p(x)dx> Apyu = flz,u) UQF(x,u)dxy em

u = 0 em 09,

(E3)

onde Q C RN, f: QxR — Re M : Rt — IR sdo funcbes que satisfazem determinadas

condicoes e r > 0 é um parametro real.

Suporemos as seguintes hipoteses sobre M e f: Existem constantes positivas Ay, A,

By, B, Q1, Qs e fungoes a(x), q(z) € C(Q), tais que

Ag + At*® < M(t) < By + Bte®@),

e
Qutt D7 < fla,t) < Qut™,
_ N
para todo t > 0 e para todo a = € €. Além disso ¢(z) < p* = ﬂ, com
N —p(z)
p->q (r+1),
e

f(l‘,t) = —f(l', _t)

para todo t € IR e para todo = € Q.

Teorema 4.1.

Suponhamos (4), (5), (6) e (7). Entao o problema (Ej3) tem infinitas solugdes.

Esse resultado estende os resultado obtidos em Corréa e Figueiredo [22] e Avci, Cekic e

Mashyiev [4]. A extensao segue do termo Kirchhoff mais geral e da presenga de um termo

nao-local adicional. Para obter esse resultado usamos Teoria do Género de Krasnoselskii.

No capitulo 5, estudaremos existéncia de solugoes, via argumento de truncamento,

para o seguinte problema com crescimento critico

-M (/{21%|Vu|p(x)dx> Apyu = Af(z,u) Uﬂ F(m,u)dm]r

+|u|?®=2y em Q,
u = 0 em 09,

(E4)

onde QC RN, f: QxR — Re M : IR" — IR sao funcdes que satisfazem determinadas



condicoes e A\, r > 0 sdo parametros reais.

Suporemos as seguintes hipdteses: existem constantes positivas A;, A, e uma funcao
B e C,(Q), tal que
AP < f(a)t) < AptP@ =1 (8)

para todo t > 0 e para todo x € Q. Além disso p, ¢ € C;(Q) e
1<p <p' <N, (9)

L<Br+1)<qa)<p"=w— "~ (10)

com {z € Q;q(r) = p*(x)} # 0. Suponhamos ainda

f($7t) = _f(xa _t)a (11)

para todo t € IR e para todo = € Q.

Teorema 5.1.

(7) Suponhamos (8), (9), (10) e (11). Suponhamos ainda que existam 0 < mg e m; tais
+ —_—

que mo < M(7) < my, com P g e (r+1) <p . Entao existe A > 0 tal que
mo

para todo 0 < A < X existem infinitas solucdes para (E;) em Wo™ ().

(77) Suponhamos (8), (9), (10), (11) e M(7) =a+b7", coma > 0,b >0, 7> 0en > 1.

= e
()"

que para todo 0 < A < \ existem infinitas solugdes para (F4) em Wol’p(m)(Q).

< ¢ . Entao existem >0 tal

Suponhamos ainda que, 37 (r +1) < p

Esse resultado em complemento com o resultado obtido no Capitulo 3, estende o re-
sultados obtidos em Bonder e Silva [8] e parcialmente Figueiredo e Santos Junior [32].
Os trabalhos de Corréa e Figueiredo 23] e Figueiredo e Santos Junior |32| foram impor-
tantes na obtencao desse resultado, pois utilizam o argumento de truncamento em seus
respectivos trabalhos.

No Capitulo 6, estudaremos questoes de existéncia de solugoes para o seguinte pro-

blema, com crescimento critico e com condigoes de fronteira de Neumann



1
Af‘/ Vumm+_umm(m) LA [uP@-2y
(Qp@%| | |ul"")d ) (=Apyu + |ul r)
= A(z,u) {/ F(x,u)dx} em ()
Q

1 ou

A[‘/___ vuﬂﬂ4—up@)m0 vy @204

Qp@%\ | [ul™)da | [Vul"™ ™2

- [ /aQG(:c,u)dSr em 09,

(E5)

\

onde QC RN, pcCQ), f QxR — R, g:00xIR— ReM:IR"— IR" sdo funcdes
que satisfazem determinadas condigoes, F'(x,u) / f(z,&)dE, G(x,u) :/ g(z,y)dy,
0

U . .

v a normal unitaria exterior, Em é a derivada normal exterior, dS a medida na fronteira
v

e \, 7,7,k > 0 sao parametros reais.

Estudaremos o problema com os seguintes expoentes criticos de Sobolev

Np(z) (N —1)p(x)
N —p(z) N —p(x)

onde o expoente p, é o expoente critico no sentido do traco.

p(x) = palz) = (12)

Teorema 6.1.
(i) Suponhamos k& = 0, g(z,u) = |u|*™2u, ¢: 00 = [1,00) e A:= {x € 0Q : q(z) =
p«(2)} # 0. Além disso, consideremos a funcio f(z) € C. (), constantes positivas A;, As
tais que A;tP@ 1 < f(x,t) < Axt?@~1 para todo t > 0 e para todo x € Q, com f(z,t) = 0
para todo ¢ < 0. Suponhamos ainda que existam 0 < mg e m; tais que mg < M(7) < my,
mw+<(é)”WﬂY“ﬁ+U

mo Ay (B
que para todo A > \; e para todo v > 0 existe uma solu¢ao nao-trivial para (Ej).

com

e pt < B7(r+1) < ¢ . Entao existe A\; > 0, tal

(i4) Suponhamos x = 0, g(x,u) = |u|"™ 2y, ¢ : 90 — [1,00) e A := {z € IN : q(x) =
pe(x)} #De M(7) =a+br", coma > 0,b>0,7>0en > 1. Além disso, consideremos a
funcio B(z) € C,(Q), constantes positivas A;, Ay tais que A t5@ =1 < f(z,t) < Axtb@~1
para todo ¢t > 0 e para todo z € Q, com f(z,t) = 0 para todo ¢t < 0. Suponhamos ainda,

e D (A ) )
(4 o < 5 (r+1) < g n <(A) e

Ay > 0, tal que para todo A > Ay e para todo v > 0 existe uma solucao nao-trivial para
(Es).

. Entao existe

(i) Suponhamos r = 0, f(z,u) = |[u|"™2u, ¢ : Q = [l,00) e A= {z € Q: q(z) =



p*(x)} # 0. Além disso, consideremos a funcao B(z) € C,(09), constantes positivas
Ay, Ay tais que AjtP@~ < g(x,t) < AptP@~1 para todo t > 0 e para todo x € 09,
com g(z,t) = 0 para todo t < 0. Suponhamos ainda que existam 0 < mg e m; tais que
Tgi<(é0“4wﬂﬁﬂﬁ+U
mo As (B1)"
existe 73 > 0 tal que para todo v > ~; e para todo A > 0 existe uma solugao nao-trivial

mo < M(1) < my, com ept <7 (k+1) < q . Entao

para (Es).

(i) Suponhamos r = 0, f(z,u) = |u|"™2u, ¢: Q = [l,0) e A := {z € Q: q(z) =
p ()} #De M(1) =a+br", coma > 0,b>0,7>0en > 1. Além disso, consideremos a
funcio 3(x) € C(09), constantes positivas A}, A tais que A7~ < g(z,t) < Axtb@)~1
para todo ¢t > 0 e para todo x € 0%, com g(z,t) = 0 para todo ¢t < 0. Suponhamos ainda
—em+w@ﬂ“1<(é)”wﬁwﬂm+n
(p7)" Ay (B*)s

existe 9 > 0 tal que para todo v > 5 e para todo A > 0 existe uma solucao nao-trivial

. Entao

que, (n+1)pT < B (k+1) <q
para (Es).

Esse resultado completa e estende os resultado obtidos em Bonder, Saintier e Silva
[10], Guo e Zhao [36], Liang e Zhang [|40] e Yao [52]. Além disso completa o nosso
resultado obtido no Capitulo 3. Para mostrar esse resultado usamos o Teorema do Passo
da Montanha e o Principio de Concentracao de Compacidade de Lions estendido. Foi
fundamental nos itens (i) e (ii), o uso do resultado obtido sobre o traco em Bonder,
Saintier e Silva [9)].

Para facilitar a leitura deste trabalho, apresentaremos os enunciados dos teoremas nos

capitulos correspondentes.
Publicacoes em periédicos

Durante a elaboracao desta tese, alguns dos resultados obtidos foram publicados ou

aceitos para publicagao, como segue

[18] F.J.S.A. Corréa & A.C.R. Costa, A variational approach for a bi-nonlocal problem
involving the p(z)-Laplacian and nonlinearity with nonstandard growth, Glasgow Math.
J. (2013) 1-17, d0i:10.1017/S001708951300027X. (Teorema 2.1)
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[19] F.J.S.A. Corréa & A.C.R. Costa, On a bi-nonlocal p(x)-Kirchhoff equation via Kras-
noselskii’s genus, Math. Meth. Appl. Sci. 2014, doi: 10.1002/mma.3051. (Teorema
4.1)

[20] F.J.S.A. Corréa & A.C.R. Costa, On a p(z)-Kirchhoff Equation with Critical Expo-
nent and an Additional Nonlocal Term, aceito para publicacao em Funkcialaj Ekvacioj.
(Teorema 3.1)



Notacoes

m: fim de uma demonstracao,

— @ convergéncia forte,

—: convergéncia fraca,

B,(x) : bola aberta de centro x e raio r.

uy: parte positiva da fungao u, isto é, uy = max{u,0}.



Capitulo 1

Espacos de Lebesgue-Sobolev com expoentes variaveis

Inicialmente, seja
C(Q) = {h;h € C(Q),h(z) > 1 para todo z € Q}.
Para cada h € C(Q) definimos
h* = maxh(z) e h~ = minh(x).
2€Q z€Q)

Designamos por M(2) o conjunto de todas as fungoes reais mensuraveis definidas em (.

Para cada p € C (), definimos o espago generalizado de Lebesgue por
LPO(Q) = {u € M(Q),/ u(z)P@de < oo} .
Q

Consideramos LP™® () munido com a norma de Luxemburg

p(z)
|u|p(x):inf{,u>0;/ dmﬁl}.
Q

O espaco generalizado de Lebesgue - Soboley WP (Q) & definido por

ulz)
I

W (Q) = {u € LPD(Q); |[Vu| € LP(Q)}

com a norma
[llpte) = ) + [Vl

Definimos Wy ”)(€2) como sendo o fecho de C>(2) em WP(*) () com relaciio & norma

W@ (Q) e WEP(Q) sdo

e pr(x) < palx). para todo

~—

|ull1 p(z)- De acordo com Fan e Zhao [30], os espagos LP®) (1

~—

espacos de Banach reflexivos e separaveis. Se pi,ps € C(Q

r € €, entdo temos a imersao continua LP?®)(Q) — LP@)(Q).
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As demonstragoes das proposigoes seguintes encontram-se em Bonder e Silva [8], Bon-
der, Saintier e Silva |9], Fan e Shen 27|, Fan e Zhang 28] e Fan e Zhao |30]..

Proposicao 1.1. Sejam Q@ C RY e p € C(Q) com p(z) < N para todo € Q. Se
pr€C(Q) el < pix) < p*(x) (1 < pi(x) < p*(x)) para = € Q, entdo existe imersio

N
continua (compacta) W (Q) — LM(Q), onde p*(x) = - S&).

O espaco de Lebesgue sobre 0f2 é definido como

Lq(x)(ﬁﬂ) ={u| u:0Q — IR mensurdvel e/ ]u|q<z)dS < 00},
a0

onde dS é a medida na fronteira e a correspondente norma de Luxemburg é dada por

q()

||u||L‘I(f”>(BQ) = ||ullgz).00 = nf{A >0 /69 DY ds < 1}.

Proposicio 1.2. Sejam Q C RN e p,q € C(Q) com p(x) < N para todo z € Q. Entdo
existe uma imersio continua e compacta W1P@(Q) — Li®(9Q), onde q(r) < p.(z) =
(N = Dp(x)

N —p(x)

Proposicio 1.3. Seja p(u) = [ |u(x)[P®dz. Para todo u,u; € LP®)(1), temos:

S~

[y

- Foru#0, Julpe) =2 < p(3) =1
2. Jupe < 1(=1>1) & plu) <1 (= 13> 1)
~ + N
5. lim |ujlym) =0 & i ) =0;
j—lgi-noo || p(a) jj?oopmﬂ)
6. lim |ujlp@) =400 < lim p(u;) = +oo.

j—+oo j—+o0

Fazendo pi p(z) = /(|u]p($) + |VulP®)dz para todo u € WP (Q), temos a seguinte
0

proposicao:
Proposigdo 1.4. Para todo u,u; € W@ (Q), temos:
L [[u <1 (=1>1) & prpww) <1(=1>1)

2. Se fJull > 1, entdo [[ull”” < p1p(u) < [lull”’;
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3. Se [Jul| <1, entéio [Jul|”" < prp(e(u) < [Jul”";

4. lim lujl =0 & Tm pype(u)) =0;
5. lim [l =+oo & lm pype)(u;) = +oo.

Proposigao 1.5. (Desigualdade de Poincaré) Se u € Wy ™) (Q), entio
|ulp@) < ClVulp),

onde C' é uma constante que nao depende de u.

Observe que, pela desigualdade de Poincaré, as normas || - ||1p) and [Jul| = [Vu|pq)
sdo equivalentes em Wy'” (). Doravante trabalharemos em W,"(Q) com a norma
[ull = [Vulp).-

Designamos por L? (*)(Q) o espaco conjugado de LP®)(Q), onde

=1, paratodo z € Q.

Proposigio 1.6. (Desigualdade de Hélder) Se u € LP®)(Q) e v € LP'(?)(Q), entdo

/ uvdx
Q

Teorema 1.1. (Fan e Zhang [28]) Seja Ly : Wo ™™ (Q) = (W "™ (Q)) tal que

+ U|p(2) | Vlp 7 (2)-
- p- p(@)|Vlp/(z)

Ly (u)(v) = / \Vu\p(x)’2Vqu, Vu,v € Wol’p(x)(Q),
Q

entao

(1) Ly : WoP™(Q) — (Wy"™(Q))* & um operador continuo, limitado e estritamente

mono6tono;

(i) Lp(z) ¢ uma aplicacio do tipo (Sy), i.6., se uj — u in Wy ™ () e limsup( Ly (u;) —
Ly (), u; — u) < 0, entiio u; — u em Wy*™ (Q);

(118) Ly(ay : Wol’p(x)(Q) — (Wol’p(x)(Q))* ¢ um homeomorfismo.
Esse resultado também é valido para Ly, : W@ (Q) — (W2®)(Q))*,

Proposigao 1.7. (Bonder e Silva [8]) Sejam ¢(z) e p(x) duas fung¢oes continuas tais que

1< ingf)p(x) <supp(z) <N e 1<gq(z)<p'(r) em S
e e
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Seja (u;) uma sequéncia tal que u; — u em Wy "™ (€) onde:

|V, [P@ — g, fraco —* em medida,

|u;|%®) — v, fraco —* em medida.

Também suponhamos que A = {z € Q : ¢(x) = p*(x)} é ndo-vazio. Entao, para algum

conjunto enumeravel de indices I, temos:

V= |u|q(’”) + Z Viby,, Vi >0

iel
> Va4 Z,ui(szi, pi >0
i€l
Syil/l)*(ifi) < N;/p($i)7 Viel,

onde {x;};e;r C Ae S éa melhor constante da desigualdade Gagliardo-Nirenberg-Sobolev,

para o expoente variavel, dada por

\Y .
o s Mo

0eC (@ [|9| Law
Proposigio 1.8. (Bonder, Saintier e Silva [9]) Seja (u;) C W@ (Q) uma sequéncia tal
que u; — u em W1P@(Q). Entdo existe um conjunto enumeravel I, de niimeros positivos

()ier e (V)ier € pontos {z;}icr C A= {z € 0Q:q(x) = p.(x)} tais que

lu;| " dS — v = |u|?®dS + Z Vidy,, fraco—+ em medida.

il

\Vu,[PDde — p > |VulP@dr + Z fidy,, fraco—x em medida.
i€l

onde T, = supT(p(.),q(.), e, ;) representa a constante de Sobolev no sentido do
e>0
traco, sendo

Qe,i =Qn BE<LUZ) (§ Fe,i = 8Be($z) N €.



Capitulo 2

Demonstracao do Teorema 2.1

2.1 Introducao

Neste capitulo, estudaremos questoes de existéncia de solucoes positivas para o pro-

blema

1 1 "
—M / —|Vu p(“c)dx) Apmu = Mu|1®) =2y {/ —u Q(”")dx} em ()
(v et = M wa@ "

u = 0 em OS2,
(2.1)
onde Q C RN, \,r > 0, sdo parametros reais, M : IR* — IR™ e p,q € C(Q) sdo funcoes
que satisfazem determinadas condigoes.

O funcional energia associado ao problema (2.1) é dado por

Jy(u) = 3T (/Q ]%Wu]p(x)d:c) _ ﬁ UQ ﬁmyq(wux} " (2.2)

para todo u € Wol’p(z)(Q), onde M(r) = / M(s)ds.
0
Pelas condi¢oes aqui consideradas, o funcional acima é diferencidvel no sentido de

Fréchet e sua derivada é dada por

1
J(u)v = M(/ —|Vu|p(x)dx>/|Vu|p(””)_2Vqudx
o p(z) Q

1 T
- —|u]q<x)dx] / || 1@ =2y,
o q(x) Q

para todo u, v € WP™(Q) (ver Apéndice A.1.1). Entdo, u € Wy (Q) ¢ uma solucio
fraca do problema (2.1) se, e somente se, u é um ponto critico do funcional J).
Usaremos o Teorema do Passo da Montanha (ver Apéndice A.1.3) e o Principio Va-
riacional de Ekeland (ver Apéndice A.1.4), para estabelecer varios resultados para certas
classes do termo de Kirchhoff M, em intervalos determinados por p,q, M,r e A. Consi-

deraremos, neste capitulo, somente o caso subcritico. O problema critico, serd estudado
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nos capitulos 2 e 4.

No que segue, vamos considerar o problema

1 1 "
-M / —|Vu p(x)dx) Appt = Muy)?®-1 [/ —(u q(’”)d:v} em €
([ 51w o = M| [ g
u = 0 em  0f),

(2.3)
porque estamos interessados em encontrar solucoes positivas. Note que possiveis solucoes
de (2.3) sao solugdes positivas de (2.1). Veja Fan, Zhao e Zhang |29]| e Zhang |50].

Dizemos que u € WP (Q) é uma solugdo fraca do problema (2.3) quando

1 1 "
M (/ —|Vu|p(x)dx) / V| @2 VuVodr = A [/ —(u+)q(x)d:1:] /(u+)q(z)_1vd:v,
o p(w) Q  q(x) Q

Yo € Wi ().

Definamos os funcionais M, B por

M(u) = M (/Q Zﬁ\vuv@)m)

1 T
{7t
e as aplicagoes T, G, Ly, N : WoP@(Q) = (Wy "™ (Q))* por

T(u)yv = M (u) / VulPE 2V uVeds, Yu,v € Wy?(Q),
Q

G(u)o = AB(u) / '@ uvde, Y, € Wit (Q),
Q

Ly (w)v = / \Vul|P@ = 2VuVudz, Yu,v € Wol’p(w)(ﬂ),
Q

N(u)v = / u|"®2yude, Yu,v e Wol’p(gc)(Q).
Q

Entdo, T'(u) = M (u) Ly (u) e G(u) = MB(u)N(u) para todo u € Wy ().
O funcional Jy é de classe C1(W, "™ (Q), IR) (ver Apéndice A.1.1), e temos

Ji(u)v = M(u)/ |Vul|P@ 2 VuVudz — A [/ L(qu)‘I(“”)dx] /(u+)q(’”)lvd:c,
Q 0 q(z) Q
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para todo u, v € Wy ().

No que segue vamos considerar entre outras hipoteses que 1 < p(z) < N com 1 <

q(z) < p*(x) = ]\],Vf;?x)) para todo x € (0.

2.2 Demonstracao do Teorema 2.1

Teorema 2.1.

m1P+

mo

(1) Suponhamos que existam 0 < mg e my tais que my < M(7) < my, com
(@)™ (r+1)
(g*)r

todo A > 0.

e ¢ (r+1) > p*. Entao o problema (2.1) possui uma solu¢ao fraca, para

(77) Suponhamos que existam 0 < mg e my tais que mo < M(7) <my . Seq (r+1) <p~,

entdao existe \* > 0 tal que o problema (2.1) possui uma solugao positiva u, para cada

A€ (0,A").

(n+DHEH)™
(p=)"

eq (r+1)> (n+1)p*, entdo o problema (2.1) possui uma solugao fraca

(7ii) Seja M(7) = a+br", onde a > 0,b >0, 7>0en > 1. Se

(r+ (g )

positiva, para todo A > 0.

(7v) Suponhamos M(7) do tipo considerada em (i7). Se ¢ (r + 1) < p~, entao existe

A* > 0 tal que o problema (2.1) possui uma solu¢do positiva uy para cada A € (0, \*).

2.2.1 Demonstracao do item (i) do Teorema 2.1

Demonstragao: Usaremos o Teorema do Passo da Montanha (ver Apéndice A.1.3).

5w =M (/ e ’V“’p(z)df”> T { | = (m)qu)d:c} "

para todo A > 0. Temos ainda que

mo A r+1
T > T [ ol g — V q(x)d} |
e el AT

Observe que considerando ||u]| < 1, obtém-se pela Proposicao 1.3, / IVuP@da > |l
0

Desde que

que implica

r+1

mo n A / ®) ]+

Suw) > —JulfP — u|? dx .
/\( )— er “ H (7’—1—1)((]*)”*1 |: Q’ ‘
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Usando a imersio de Sobolev Wg ™ (Q) < L@ (), temos
ulgey < Cllull = Cp < 1,

se p = |Jul]] < 1 é suficientemente pequeno. Pela Proposigao 1.3,

q(x) q-
/Q 0" < Jul?,

™ (r-1)
q(x) q  (r+1
(/Q |ul d:v) < ulgm

e entao

Assim,

A

mo + -
Ia(u) > —||u||P — Cllul)® Y,
A( )— p+ || || (’f‘+1)(q_)r+1( || “)
e considerando |ju|| = p
Ta(u) > 0t A O () (1)
~pt (r+1)(g) ’
que implica
“(r+1
T(u) > o |22 ACT )yt

pt (r ()

Como por hipotese ¢~ (r + 1) > p™, encontramos ntiimeros positivos a, p tais que
Ja(u) >a>0 se |ul| =p, paracada A >0.

Assim o funcional J satisfaz a primeira geometria do Teorema do Passo da Montanha.
Seja 0 <w € Wol’p(x)(Q). Para t >0

Ty (tw) = 1\7(/ Lwtwv’(r)dm) . [/ ! |tw|q<f>dx] "
o p(z) r+1[Jgq()

Para t > 1, temos t?®) < e te < pal@) Assim,

pt g~ (r+1) r+1
Ta(tw) < ™! / Volp@dy — A [ / wq(z)@;} .
T Ja (r+1) (") * Lo

Usando o fato que ¢ (r + 1) > p™ obtemos J)(tw) — —oo quando t — +o00. Consequen-
temente, J, satisfaz a segunda geometria do Teorema do Passo da Montanha.

Para concluir a demonstragao do resultado (i), mostraremos que Jy satisfaz a condigao
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de Palais-Smale, isto ¢, toda sequéncia (u;) C Wy ™ (Q) tal que
Ji(u;) = Cy e Jy(uj) — 0, (2.4)

) o 1,
contém uma subsequéncia fortemente convergente em Wo ().

Seja (u;) € Wy () uma sequéncia satisfazendo a condigao (2.4). Assim, conside-
+ —\r+1 1
mip <9<(Q> (r+1)
Mo (%)

rando tem-se

1
Ctllul = Ia(ug) = 5 Ja(uz)u

() [

- Mgy~ o) ]

Se (u;) é ilimitada em W) p(:c)(Q) podemos supor, passando & subsequéncia, se necessario,

que |lu;|| > 1 e como consequéncia da desigualdade anterior, pela Proposigao 1.3
mo my -
crlul > (=) Il

que é um absurdo pois p~ > 1. Portanto (u;) é limitada em W, x)(Q) Assim, existe
uma subsequéncia, ainda designada por (u;), tal que u; — u em Wo m)(Q)
Usando o fato de que

Ji(u;) = 0,

tem-se
Jy (ug) (uj — u) = ]\Z(uj) /Q |Vuj|p(”")_2VujV(uj —u)dr — G(u;)(u; —u) = 0.  (2.5)

Pela desigualdade de Holder,

/Q [ 72 (uy — u)de

S/Q!ujlq(m)ﬂ(uj—wdfc < Ol o) rq@)-1 1t =t g).

Como ¢(z) < p*(z) para todo z € Q temos que Wol’p(x)(Q) estd imerso compactamente
em L@ (), e portanto u; — u em L@ (). Desta forma N (u;)(u; — u) — 0.

Por outro lado existem constantes positivas c¢; e ¢y tais que
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Entao, G(u;)(u; —u) — 0.
Por (2.5) obtemos

Lp(a) (ug)(u; — u) = / |V |92,V (w; = w)de — 0,
Q
pois existem constantes positivas c3 e c3 tais que c3 < ]\;[(uj) < ¢4. Temos ainda também
Ly (uw)(u; —u) = / VP =2VuV (u; — u)dr — 0.
Q

Portanto,
(Lp(ér) (u;) — L) (u),uj —u) — 0.

Pelo Teorema 1.1, u; — u em Wy"™(Q) e a demonstragio do item (i) esta completa.

2.2.2 Demonstragao do item (i) do Teorema 2.1

Demonstragao: Usaremos o Principio Variacional de Ekeland (ver Apéndice A.1.4),
inspirados em ideias contidas em Mihailescu e Radulescu [44]. Raciocinando como no

item (7), obtemos

I(u) > — VulP® dy — {/ uqu’)dx} )
> 52 19— e |

e entao para ||ul| = p < 1 suficientemente pequeno

+7 — —
0 mopp g (r+1) pYos (r+1) i}
Jy(u) > p? (+1)[ = R >a>0 se 0 <A<\

para algum A* > 0. Assim, para todo A € (0, A*) temos

inf Jy, > 0.
9B,(0)

Observe que neste item, o parametro A desempenha um papel crucial. Seja ¢y > 0 tal
que ¢~ (r + 1) + €(r + 1) < p~. Pelo fato de ¢ € C(Q), tem-se que existe um conjunto
aberto €y C Q tal que |¢(z) — ¢ | < € para todo x € €. Assim, concluimos que
qx)(r+1)<q (r+1)+e(r+1) <p paratodo z € €.

Seja ¢ € C3°(Q) tal que supp(¢) D Qq, ¢(x) =1 paratodo z € Qe 0 < ¢ < 1 em Q.
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Para ¢ suficientemente pequeno, ¢ € (0, 1), temos que t¢ € B,(0) C Wol’p(z)(Q), e

mlt )\ r+1
I(tp) < VolP®d / tp|1@d }
)\( Qb) - - / | ¢| L= ( + 1) (q+ r+1 I Q| ¢| €

1
)
mlt / A I r
Vo |P® dy — 4@ | 9@ o
- Ja Vel (r+1) (g")** Lo i
1
)

' :
- et -

IN

mlt

IA

r+1
/ tq<x>|¢|q<x>dx] _
LJ Qo

Em Qo, ¢(z)(r+1) < ¢ (r+1)+€(r+1) < p~ e assim para t € (0,1)

myt? A g (rEDdeo(r+l) i
< P(@) Jp — alx )

Portanto,
I(tg) <0

0<(5<min{17

A~ Jo, |07 dx
ma(r+1)(q")* o [VePr@de |
Observe que / IVo|P@dz > 0, pois |07 @ da §/|¢|q<x)dx < / |47 dzx. Pela
Q Qo 0 0
imersao Wol’p(x)(Q) — L9 () tem-se [|¢||,- < C||¢]|, onde C' é uma constante positiva.
Logo, 0 < / V[P @ da.
Q

Como para todo u € B,(0) tem-se

2O 1
+1(g)*!

[

mo +
Ia(u) = p—+||u||p - ,

segue que

—oo < ¢:= inf J, < 0.
B, (0)

Seja 0 < e < inf Jy, — inf J,. Aplicando o principio variacional de Ekeland para o
9B,(0) B,(0)

funcional J, : B,(0) — IR, encontramos u. € B,(0) tal que

Ia(ue) < inf Jy +ee Jy(ue) < Jn(u) + €|lu — ||, u# u..
B, (0)

Como
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Ja(ue) < inf Jy+e < inf Jy+e< inf Jy,
B,(0) B, (0) 9B, (0)

deduzimos que u. € B,(0). Definindo I) : B,(0) = IR por Iy(u) = Jy(u) + €||u — u|,

temos que u. € um ponto de minimo de [, e assim

I (ue + tz;) — I (ue) >0

para todo t > 0 suficientemente pequeno e todo v € B;(0). Dai, tem-se

In(ue + tv) — Jy(ue)
t
Fazendo t — 0 temos -(J)(u.),v) < ||v||. Como a desigualdade é verdadeira para v e —v
temos ||J} (ue)|| < e.

Dai temos que existe uma sequéncia (w;) C B,(0) tal que

+ €||v]] > 0.

Ji(w;) = ¢ e Jy(w;) — 0.

Pelo fato de (w;) ser limitada em Wol’p(z)(Q), existe uma subsequécia, ainda designada
por (w;), tal que w; — w em Wy ().
Procedendo como na parte final do item (i), concluimos que w € W™ () é uma

solugdo fraca, nao-trivial, para o problema (2.1).

2.2.3 Demonstrac¢ao do item (iii) do Teorema 2.1

Demonstracao: Sabendo que

— 1 (z) b 1 (x) i
Ii(u a / Vu’”&dx)jL (/ Vuf”dx)
() (QP($)| | n+1 Qp(x)|1 |

A 1 T
_ {/ (u+)‘I(I)d4
r+1 /g q(z)
para todo A > 0, tem-se

a . n+1
J)\(U) > E/Q’Vu’p( )daj—|—< +1 ?7+1 (/ ’Vu’p dl‘)
_(7~+ 1 T+1 {/ |u|‘1 d$]

Considerando |Ju|| < 1, pela Proposu;ao 1.3

a + b + )\ il
J > P + (n+1)p™ _ [/ a(z) g } _
A= el ey 1 @ Lo
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Mais ainda,

a p+ _ )\
Ia(u) > —|lul” + (r+1)(g~) !

||u|| (n+1)p™
pt

(Cllulp™ v,

(n+1)(p*)r+!

Como ¢~ (r+1) > (n+ 1)p™, encontramos niimeros positivos d, p tais que
Ja(u) >0 >0 se ||ul]] =p, paracada A >0.

Assim o funcional satisfaz a primeira geometria do Teorema do Passo da Montanha.
Usando argumento como em (i), obtemos 0 < w € W™ (Q) tal que Jy(tw) — —oo
quando t — +o0o0. Consequentemente, J, satisfaz a segunda geometria do Teorema do
Passo da Montanha.

A seguir mostraremos que Jy satisfaz a condi¢ao (PS).

Seja (u;) C Wol’p(x)(Q) uma sequéncia tal que
J)\(Uj) — C)\ e J;\(uﬁ — 0.

Desta forma, considerando

4 DEH™ (D)
e Ty

obtemos

C+ HUJH > uj) (u])uj,

I
- a(/ﬂ P(lfﬂ)w " >+n4br1 (/Q p({lc)Wuﬂp(m)mc)?7+1
B N a
-5 (L™t d‘”) (o) g [ [ ieas]
(g__) ( / \vwv’l dx) <( +1>[Zp+>n+1‘e<p— ) 1
(fors)” -t o]

Suponhamos que (u;) é ilimitada em Wlp 33)(9) Assim, passando a subsequéncia se

v

necessario, temos para os termos da sequéncia tais que ||u;|| > 1, usando a Proposigao 1.3
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a a - b b -
C lull 2 (5 = 5 )l + (e — ) Il

que ¢ um absurdo, pois p~ > 1. Portanto (u;) é limitada em WoLp(x)(Q). Logo, existe

uma subsequéncia, ainda designada por (u;), tal que u; — u em Wol’p(m)(Q).
Como
J;\(UJ) — 07

temos

I3 (u) (uj — u) = (a +b (/Q ]ﬁlelp@dx) ’7> Ly (us)(u; — u) — G(ug)(u; —u) — 0.

Procedendo como na demonstragao de (¢), obtemos G(u;)(u; —u) — 0, constantes posi-

1 n
tivias c3 e ¢4 tais que c3 < (/ —|Vuj\p(’:)dx> <cge
o p(z)

Ly (ug)(uj —u) = / |V [P 20V (u; — w)da — 0.
Q
Temos também
Ly (u)(uj —u) = / IVulP@2VuV (u; — u)dz — 0.
Q

Logo,
(Lpa) () = Lpa) (), up — u) = 0.

Pelo Teorema 1.1, u; — u em Wy (Q) e concluimos a demonstracdo do item (iii).

2.2.4 Demonstracao do item (iv) do Teorema 2.1

Demonstracao: Procedendo como antes, obtemos para u € Wol’p(x)(Q), com |lul| <1

A

(n+1)pt
U
H || (T 1)(q—>1’+1

(Cllulhy” v

a +
() > L
) 2 el + G ey
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e assim para ||u|| = p < 1 suficientemente pequeno
Ja(u) >d6>0 se 0 <A< A

Podemos considerar

1 {(r+1)(q—)r+1a(,})p+—q(r+1> (r+ 1)(q_)r+lb(,0)(n+1)p+—q(7’+1)}.

A= g CarHDpt ’ (1 + 1)Ca D) ()2

Assim, para todo A € (0, A*) temos

8}igr;(f0) Jy > 0.
Seja €9 > 0 tal que ¢~ (r + 1) + eo(r + 1) < p~. Pelo fato de ¢ € C(Q2), tem-se que existe
um conjunto aberto g C  tal que |g(x) — ¢~ | < ¢ para todo x € Qy. Assim, concluimos
que ¢(x)(r+1) <q (r+1)+e(r+1) < p para todo x € €.
Seja ¢ € C3°(Q) tal que supp(¢) D Qo, ¢(x) =1 paratodo z € Qe 0 < ¢ < 1 em Q.
Para ¢ suficientemente pequeno, ¢ € (0, 1), temos que t¢ € B,(0) C Wol’p(x)(ﬂ), e

a p 1)p 1
I(tg) < = [4|Vopt d:c+ e (o IVﬁlp )"
_(7"-/%\-1) (q+)T+1 [Jo It dz] ™.

Mais ainda,

at?” N pt(n+1p~ N ntl
hitg) < p—_/QIVaﬁ\p( ot (n+1)(p)7*! (/ vor )dx)

A 14 ~(r41)+eo(r+1) r+1
- 7,. 1 |¢|q(x :
(r+1) (¢

J)\(t(ﬁ) <0

Portanto

para t suficientemente pequeno.

Observe que para todo u € B,(0) tem-se

AC 1

I H(n+1)p+ _
r+1(g7 )+t

a +
M) 2 — " +

g (r+1)
p (n+1)(p*)rtt Il '

Dai, segue que
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—oo < ¢:= inf J, <0.
B, (0)

Seja 0 < e < inf J, — inf J,. Aplicando o Principio Variacional de Ekeland para o
0B,(0) B,(0)

funcional J) : B,(0) — IR, encontramos u. € B,(0) tal que

Ia(ue) < inf Jy+ee Jy(ue) < Jy(u) + €|lu — ucl|, u # u..
B,(0)

Como

J)\(UG) < inf Jy+e< inf Jy4+e< inf J,,
B,(0) B,(0) 9B, (0)

deduzimos que u. € B,(0). Definindo I, : B,(0) — IR por Iy(u) = Jy(u) + €||u — u|,

temos que u. é um ponto de minimo de I e assim

I,\(ue + tU) — I,\(ue) >0
t =

para todo t > 0 suficientemente pequeno e todo v € B;(0). Dai, tem-se

Ia(ue + tv) — J(ue)
t
Fazendo t — 0 temos -(J)(ue), v) < ||v]|. Como a desigualdade é verdadeira para v e —v
temos ||J}(ue)]| < e.

Dai temos que existe uma sequéncia (w;) C B,(0) tal que

+ €||v]] > 0.

JI(wj) = ¢ e Ji(wy) — 0.

Pelo fato de (w;) ser limitada em Wol’p(x)(Q), existe uma subsequécia, ainda designada
por (w;), tal que w; — w em Wy "™ (Q).
Procedendo como na parte final do item (), concluimos que w € Wol’p(z)(Q) é uma

solugao fraca, nao-trivial, para o problema (2.1).

A seguir apresentamos uma tabela com os resultados obtidos neste capitulo.
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a>0,0>0,7>0,n>1

M(T) hipo6teses TPM PVE
+ —\r+1 1
0 < mo < M(r) <my mip” (4 )( +§’; +1) Sim Nio
mo q
eq (r+1)>p" para todo A > 0
0<mop< M(t)<my g (r+1)<p” Nao Sim para todo A € (0, \*)
1) (pF)nF1 Nig ) T1L
M(r) = a+br" (n+ D7) (r+ Dla”) Sim Nio
(=) (¢h)"
a>0,b>0,7>0,n>1 eq (r+1)>2pt para todo A > 0
M(r) =a+br" g (r+1)<p” Nao Sim para todo A € (0,\*)

TPM - Existéncia de solugao via Teorema do Passo da Montanha.

PVE - Existéncia de solucao via Principio Variacional de Ekeland.



Capitulo 3

Um problema com expoente critico

3.1 Introducao

Neste capitulo, estudaremos existéncia de solugoes para a equacao com crescimento

critico

1 T
-M (/ —|Vu|p(‘”)dx) Apyu = Af(x,u) {/ F(m,u)dw} + |ul?®=2  em Q,
 p(z) Q
u = 0 em 01,

(3.1)
onde QC RN, f: QxR — Re M : IR" — IR sdo funcdes que satisfazem determinadas
condigoes, F'(z,u) = / f(x,&)dE e A, r > 0 sdo parametros reais.

0

Suporemos as seguintes hipoteses: existem constantes positivas A, A, e fungao f(x) €

C.(9Q), tais que
AP@=1 < f(a 1) < AgtPO—1, (3.2)

para todo t > 0 e para todo z € Q e f(x,t) = 0 para todo ¢t < 0. Além disso,

l<p <p" <N, (3.3)

L<prr+1) <qlz) <p"= 57~ (3.4)

com {z € Q:q(x) =p*(x)} # 0.

Observe que o termo [/ F(x, u)dx} faz sentido pois, pela hipotese (3.2), F(xz,u) >0
Q
para todo u € IR.
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3.2 Demonstracao do Teorema 3.1

Teorema 3.1.

(i) Suponhamos (3.2), (3.3) e (3.4). Mais ainda, suponhamos que existam 0 < mg e my
r+1 —\r+1
mip* (fll)+ B+ L
— < [ = ept < B (r+1).
Entao existe A > 0 tal que para todo A > A existe uma solu¢ao nao-trivial para (3.1).

tais que mg < M(7) < my, com

(77) Suponhamos (3.2),(3.3), (3.4) e M(7) = a+b7", coma > 0,b > 0,7 > 0en > 1. Mais
(n+ @)™ _ (é)”l (B r+1)
(p=)" Ay CRy.

Entdo existe A > 0 tal que para todo A > X existe uma solugao nao-trivial para (3.1).

ainda, suponhamos (n+ 1)p* < B8 (r+1) e

O funcional energia associado ao problema (3.1) é dado por

Ta(u) = M(/M%yvu\pwx) _ r% UQ F(x,u)dx] " —/Qﬁ\ulq(x)d:c, (3.5)

para todo u € W, (Q), onde M(r) = / M(s)ds.
0
Pelas condicoes aqui consideradas, o funcional é Fréchet diferenciavel e sua derivada

é dada por

1
Ji(u)y = M(/ —|Vu|p(””)d:z:)/|Vu|p(m)_2Vqudx
Qp(ZE) . Q (3.6)

- [/Q F(a:,u)dx] /Qf(a;,u)vdx—/glu\q(x)2uvd:1:,

para todo u,v € Wy (Q) (ver Apéndice A.1.1). Assim, u € W™ (Q) é uma solucio
fraca do problema (3.1) se, e somente se, u ¢ um ponto critico de Jj.

Usaremos o Teorema do Passo da Montanha (ver Apéndice A.1.3) e o Principio de
Concentracao de Compacidade Lions [42], para espagos com expoente variavel, estendido
por Bonder e Silva [8], para demonstrar o nosso resultado principal. Salientamos que

podemos encontrar uma versao da extensao, do referido principio, em Yonggiang [33].

3.2.1 Demonstracao do item (i) do Teorema 3.1

A demonstragao segue de varios lemas:

Lema 3.1. Seja (u;) C Wol’p(x)(Q) uma sequéncia Palais-Smale, com nivel de energia c,

entdo (u;) ¢ limitada em Wy (Q).
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Demonstracao: Por hipotese temos que Jy(u;) — c e Ji(u;) = 0. Sabemos que

T(u) = M( /Q Z%Wu\p(x)dx) —T%l [ /Q F(x,u)da;rl— /Q $|u|qmdm,

Ji(u)y = M(/L]Vu]p(z)dx>/\Vu\p(I)2Vqudx
o p(z) ., Q
—A {/ F(:U,u)dm} /f(:v,u)vdx—/ |u| 7@ 2y dz.
) Q Q
Assim,

1
C+ |lujl| = Ja(uy) — EJA(UJ')uj?

+ L p—\r+1
com mp <0<<é) (57) (r+1)‘

mo Ay (B
Dai,
mo mq )\Ag—’_l 1 rH
CH |yl > (———) / Vo, [P@dx + / u; [P @ da
|| ]|| p+ 9 Ql ]| 9 (5+)T‘) Q| ]|

Ar-i—l 1 [ r+1 1 1
T+1(/B_)r+1 Q| ]| 0 Q| J| q Q| ]|

Supondo que (u;) é ilimitada, para ||u;|| > 1, obtemos pela Proposicao 1.3

que é um absurdo, pois p~ > 1. Logo, (u;) ¢ limitada em Wy"™) ().
]

Lema 3.2. Seja (u;) C Wol’p(x)(Q) uma sequéncia Palais-Smale, com nivel de energia c.

1 1 _
Se ¢ < (5 - —_) (MoS)N, onde My = min{my"?", my"/?" }, entdo o conjunto de indices
9

I, dado na Proposicao 1.7 é vazio e u; — u em L7 () para algum u € Wy "™ (Q).
Demonstracao: Pela Proposicao 1.7 e Lema 3.1, obtemos
g [ = v = ul'® + 3" vid,,, v >0

i€l

[V [P — > [VulP™ + 3 " b, s >0
i€l

SV;/P*(IZ‘) < MZ}/P(%‘)’ Viel.

Se I = () entdo u; — u em LY@ (Q). Para demonstrarmos essa convergénica conside-

raremos a extensao do Principio de Concentragao de Compacidade de Lions para o aberto
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RN. Podemos considerar as funcdes u € W™ () como funcdes em W@ (RY), com

u = 0em RN\ Q. Identicando as fungoes |u;|9® e |u|?® como funcdes de L'(IRY),

obtemos
[ twsiots = [ qup@oae— [ ods = [ oo,
Q RN RN Q

para toda ¢ € Co(IRY).
Considerando ¢ € Co(IRY) tal que ¢(x) = 1 em 2 com o suporte compacto contendo

) a convergéncia segue.

1 1
Mostraremos agora que o conjunto de indices I = () se tivermos ¢ < <§ — —) (moS)",

qa
onde 7y = min{mg"/?", m'/?"}. De fato, vamos supor que I # 0. Seja ¢ € C°(IRN) tal

que 0 < ¢(z) <1, $(0) = 1 e suporte na bola unitaria do IR™. Consideremos as fungoes
x J—
ete) =
/
Como J}(u;) — 0 em (W&’p(x)§2> obtemos

para todo z € RN e ¢ > 0.

lim J,(3) (65.5) = 0.
Porém,
oy = ot ([ vptis)] 19 )i
—)\{/ (x,u;)d } /fxu] (s cuj)de

|| ") 2 (¢ ) o

Quando j — o0 temos

O—hm(lM ( / o )|vuJ|P >] ( /Q |vuj\f’<x>QVUjV(@,e)ujdx)) +
M(to) / bt — / bs v — \ [ / F(x,u)da:y /Q F(, u) (Gs.u)dz

onde tp = lim —|Vu]|p(z
i=o Jo p(z)
Note que

lim  lim |M L|vuj|p<$>dx |vuj|p<$>—2vujV(¢ia)ujdx — 0, pois

e—=0 \ j—o0 Qp( )

0 < |lim /|Vu P@) =20,V (¢, )u]dac)‘ < hm/|Vu P@=1 V(¢ )uy|de,
J—00

e pela desigualdade de Holder,

0< hm |Vu |p(z 1|V(¢Z€)uj|d:1: < hm ||Vuj|p(z 1|p(90 )/p(z 1|v(¢zs)uj|p
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Observe que

JILH;O [V, ’p(m)il lp@)/p(2) 1|V (Di.2)j]p(a) <

1/pt 1/p~
( / \vwi,g)uwdx) n ( / |v<¢i,g>ujrp<x>dx) ”
Q Q

Usando a hipdtese da sequéncia (u;) ser limitada

. +_ -
lim {(|Vuj|§(x)1 + |Vuj|£(x)1)

Jj—o0

T (72577 oy a1 [V (1) sy <

1/pt 1/p~
( / rv<¢i,5>uj\p<x>dx) n ( / rv<¢i,5>uj\p<x>dx) ]
Q Q

onde C' € uma constante positiva.

lim C
Jj—o0

Temos ainda via desigualdade de Holder
IV (¢i)uy [P = / [y P91V (1) PO < ot 1P oo IV @i P o )
ondeQa(w) = N/(N — p(ac))g,2 o/(z) = N/p(x) e as duas altimas normas sao calculadas em
B.(x;).
Assim,
[ pe 6P < (o
ngo,

. . .
p J(IVoicly +[Voicly ).

gf + |uy

lim ||V [P ) /e -1 [V (B1.0) s p(ay <

J—00
1/pt

- + _\1lp
PVl + IVoih ) T+ ((lu

+
e+ |u

+ - + ~\ P
e (s + 1o 296l +1V6R)) |

Como V¢, . = ng(%)%, obtém-se via mudanca de variavel

T — x; 1
/ Vi [Ndr = / wo(E Iy L g = / Vé(y)ldy.
Be(z;) - € B1(0)

3

Além disso / |u[?"dz — 0 quando & — 0.
Be(z;)
Portanto

lim (jlinoé {M ( /Q $|Vuj\p(x)dm>] ( /Q |vu,-|1’<$>ZVujV(@,E)ujd:c)) — 0.

Por outro lado,

g M(t0) [ 61 = M(tyso(0).  liy [ v = vof0) e

A {/ F(m,u)dw} /f(x,u)(qﬁmu)dx — 0, quando & — 0. Assim,
Q Q
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M (to)11:6(0) = v;¢(0) implica que mop; < v;. Como Sp /") < /P ghtemos,
(M) < v,

_ . + -
onde Mgy = mm{mol/p .o /P }.

Como ¢ é o nivel de energia e considerando I # (), temos

. mo my )\ArJrl 1 r—+1
c > lim | ( — — — / Vo, [P@ dy + 21 / . 1P@
((er 9) Q’ J| 0 <ﬂ+>rr) Q| J’

_)\Agﬂ 1 /| ,|ﬂ(w)d /| ’q )d _/ | |q(w)d
1B ) Quj x U x ()uj T |.

Considerando,

mip* AN B+
my o< (A2) B

temos

1 1
c> lim/ (— - —) |u; |1 d.
o \0 q)

Sendo As = U (Bs(z) N Q) ={z € Q:dist(x,.A) < 0}, obtemos
zeA

1 1 1
¢ > lim e — ) "D = | - — — /|u|q de + ) v
o) s (552 ( =

> (5 - q_;\a> (moS)™.

1 1
Portanto, se ¢ < <— — —) (mOS)N, o conjunto de indices I é vazio e u; — u em

L9 ().
| |

Lema 3.3. Seja (u;) C Wi "™ (Q) uma sequéncia Palais-Smale, com nivel de energia c.

1 1 . . . .
Se ¢ < (5 — —> (Mo S)N, existe u € Wy’ () (©) e uma subsequéncia, ainda designada
9

por (u;) tal que u; — u em Wy (Q).



3.2 Demonstracao do Teorema 3.1 35

Demonstragao: Note que

Assim,
1
Ji(uj)(u; —u) = M (/ —|Vuj|p(z)dx) / |V P92V, V (u; — u)da
o p(7) . Q

A /QF(J:,uj)da:] /Qf(m,uj)(uj—u)d:c

— |10 (uy — u)dz — 0.
Q

Observe que existem constantes positivas mgy e my tais que

1
mo < M (/ —\Vuj]p(z)da:> <m
o p(z)

e constantes nao-negativas c; e co tais que

c < {/ F(a:,uj)dm] < 9.
Q

Pelo Lema 3.2, u; — u em L1®)(Q), e usando a desigualdade de Holder obtemos

—0

[ st = wda

— 0.

/ | 72 (1 — w)d
Q

Considerando

Lp(ay () (u; —u) = / [V [0V 0,V (uj — u)da,
Q
temos Ly (u;)(u; —u) — 0. Temos ainda que L) (u)(u; —u) — 0. Portanto,

(Lp(u’v) (U’]) - Lp(oc) (u), Uj — u) — 0.

Do Teorema 1.1, u; — u em Wy "™ (Q).

Lema 3.4.
(1) Para todo A > 0, existem a, p > 0, tais que Jy(u) > «, ||ul| = p.

(i) Existe um elemento wy € Wy ™(Q) com |wo|| > p e J(wo) < .
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Demonstragao: (i) Temos,

1 )\ A ’I"+1
Ty > L gup@y ) _ [/ 2 B) g ]
alw) 2 mo (/me' S A A T

—— [ |u|"®dz.

0
Seja p = ||ul|, onde ||u|| < 1 é suficientemente pequeno. Pela Proposi¢ao 1.3 obtemos

/Q|Vu|p(“”)d$ > ||ul[”" e das seguintes imersdes W, *™(Q) < LA®(Q) e W™ () —

L1®)(Q), tem-se que / |u|5($)da: < M157||u||57 e / |u|q<$)dx < M |ul]? .
Q Q

mo A (AN iy L\ s
J > + iU 2 M + — M B~ (r+1)—p 7
Mu) = pf [(p*) (r—i—l (ﬁ) 1 = 2 | P

e o resultado segue.

(id) Seja 0 < w € Wy™"(Q). Para t > 1,

A A r+1 r4+1
J,\(tw) < m__ltp+ (/ ’Vw‘p(‘r)dilﬁ) 4+ _1> 187 (r+1) < ]w|ﬁ(x)dx>
p 9) Q

r+ 1\ gt
1
4 \w\q(z)dx
qt
Entao temos
lim J,(tw) = —o0,

t—o00

e a demonstracao estd completa.
|

Para concluir a demonstracio do item (i), consideremos 0 < t < 1 e w € Wy ().

Assim

my - A Al r+1 N r+1
Tt < My Vulr@dy ) — 2 (ALY e / B) g
o) < 2o ([ vepeas) - = (5 o

—q—+tq_ |w| 7@ d.
Dali,

ml _ )\ Al ’!‘+1 N 7"+1
I(tw) < —tP VwP@dy ) — —— (=] 7" / P q :
A(tw) - < = (/Q\ wl x) r+1<6+) Q!w! x

a\ - A (AN
Definindo g(t) = (w) A — 1 (ﬁ.}l_) btﬁ+(r+1)’
T

r+1
onde @ = / \Vw[P@dx e b = (/ |w|5(x)dx) , obtemos sup J)(tw) < g(t). Note que
Q 0

o
Bt (r+1)—p—
mia

A () o

g(t) tem um ponto de critico de maximo ¢, = ety — 0 quando

A — 00. Pela continuidade de J



3.2 Demonstracao do Teorema 3.1 37
lim <sup J,\(tw)) = 0.
A—00 t>0
Entio existe \ tal que VA > A
1 1\, o
sup Jy(tw) < | = — — | (MmoS)"™.
t>0 0 qa
Isso completa a demonstragao do item (3).
"

3.2.2 Demonstracao do item (ii) do Teorema 3.1

Demonstracao: A demonstracao segue dos seguintes lemas:

Lema 3.5. Seja (u;) C Wi "™ (Q) uma sequéncia Palais-Smale, com nivel de energia c,

entdo, (u;) é limitada em W’ () (Q).

Demonstracao: Por hipotese temos Jy(u;) — ¢ e Ji(u;) — 0. Sabemos que
1

Al = (/Q Iﬁ \Vu|p(x)dx> " —b% 1 (/ oy v dx) "
_r—)l\—l [/Q F(m’u)dx} _/Qq(l )IU|q dz,

1
Ji(u)y = a (/ |Vu‘p(x)2VuVUdaz> +b (/ _|vu|p(m)dx
Q o p(z) .

X </Q]Vu]p(x)2Vqudx —A [/Q F(x,u)dx] /Qf(x,u)vdx

— [ "™ 2updz.
Q
Assim,

1
C+ |luil| = Ia(uy) — 5JA(UJ)UJ7

(n+1)(p")"! A B+ 1)
ST ST <9<<A2> G

Dai,

n+1
| o _a e b e
il = <p+ i) vt d“(gwl)(pﬂnﬂ vl
b

n+ )\Ar—f—l 1 r+1
W.p(smdx) LM [ / U.B(r)dx}
(/| , )| 1wl

>\ u; P d:z: —|——/ u~q(x)d:c——/ w; |9 dx
B r+1 | J’ 0 Q| ]| q- Q| J’
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Suponhamos que (u;) ¢ ilimitada em Wo?® (). Assim, passando a subsequéncia se

necessario, temos para ||u;|| > 1 usando a Proposigao 1.3

a a - b b _
C lull 2 (5 = 5 )l + (e — ) Il

que é uma absurdo, pois p~ > 1. Logo (u;) é limitada em WP ().

Lema 3.6. Sejam (u;) C Wy (Q) uma sequéncia Palais-Smale, com nivel de energia

1 1 1 -
cety = lim [ —|Vuyldz. Sec < [-——)(@S)", onde @ = min{t}/w,t}/p }e
i= Jo p(7)

0 qa
0 < t; < tJ, entdo o conjunto de indices I, dado na Proposigao 1.7 é vazio e u; — u em

L1®)(Q) para algum u € WP ().
Demonstracao: Pela Proposicao 1.7 e Lema 3.5, temos
g [ = v = ul®® + 3" vid,,, v >0
iel

V[P = > [Vl Y " iy, s >0
el

Syil/p*(ri) < MZ}/P(%‘)’ Viel.

Se I = () entdo u; — u em L1®)(Q)). Para demonstrar essa convergéncia, usa-se a
extensao do Principio de Concentragao de Compacidade de Lions, como no item (7).

Mostraremos agora que o conjunto de indices I = (), se (u;) é uma sequéncia Palais-

1 1 _
Smale com nivel de energia c, onde ¢ < <§ — —) (@S)Y com @ = min{t}/zfr’ t}/p }. De
qa
fato, suponhamos que I # (). Seja ¢ € C(IRY) tal que 0 < ¢(x) < 1, ¢(0) = 1 e
suporte na bola unitdria do IRY. Consideremos as funcoes ¢;.(r) = ¢ L _5 i para

todo z € RN e e > 0.
/
Como J§(u;) — 0 em (Wol’p(x)ﬁ) obtemos

lim J//\(uj)(¢l’5u]) =0.

Dai,
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T () (ieu) = {a+b< /Q Z%]Vuﬂp(x)dx)J /Q IV POV, V ()
[ P Viou)d
[/ (e, u;) } [ #e)6c0)ds
|| 72 (s ).

Quando j — oo temos

0 = lim ({a+b(/ ﬂwum ) } (/Q|vuj|p<x>—2vujV(¢i,5)ujdx>) -
(a +btg) /@gd,u /gb,gdy— [/ a:,u)dxy/gf(x,u)(qﬁmu)dx

Note que
. . 1 . 2)—
lim (jlggo {a +b (/Q MWUHP( ))} </Q |V [P QVUJ‘V(@,E)UJ')) — 0,

< lim / |V PO () e,
Jj—ooo Jq

pois

0 < |lim |V [P0~V V((b,e)u]dx)
Q

]—}OO

e pela desigualdade de Holder,

0 < lim / VPOV (i )uy|de < ]h_{lolo||Vuj|p(x)_1\p(w)/p(x)fl|V(¢i,5)uj’p(x)

Jj—00 Q

Observe que
T (V2P e a1 [V (1) sy <

1/pt 1/p~
( / \V(gzﬁi,e)uﬂp(“)dx) + ( / |V(¢i,€)uj]p(z)dx> ”
Q Q

Usando a hipotese da sequéncia (u;) ser limitada

. 'p+71 p -1
lim $ (Vaglp" + Vuslf)

T [V " ey 1V (1) sy <

1/pt 1/p~
</ |V(¢i,e)uj|p(x)dx) + </ |V(¢z’,5)uj|p(x)dﬂi) ] ;
Q Q

onde C' é uma constante positiva.

lim C

Jj—o0

Temos ainda via desigualdade de Holder
o IV (10)uy [P d = /Q |5 [PV (1,6) PP < ot [Py ||V e[
onde a(z) = N/(N — p(z)), /(x) = N/p(x) e as duas tltimas normas sao calculadas em
Ei(fﬂ.

Assim,
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T T N + B
(/|%V(HV@%9P“de( PV (IVialls + [Vially).

T (172577 e a1 [V (1) sy <

2Vl + Voucli) "+ ((ulz!

o (i

Como V¢, . = Vp(£=2)1, obtém se via mudanga de variavel

Vo, |Ndr = \V4 d_ \V4 dy.
/;mﬂ iV l@| SN ué@J o(y)ldy

Além disso / |ulP"dz — 0 quando € — 0.
Be(z;)

Vot +(90l) ]

Portanto,

. . 1 . 2)—
o) (o smstocn))

Por outro lado,

lg%(a—i_btg)/ﬂﬁbi,sdﬂ (a—i_btn)ﬂng ) llm/¢zadV vi¢(0) e

A {/ F(m,u)dw} / f(z,u)(¢;-u)de — 0, quando ¢ — 0. Entao,
Q 0
(a + b1 i (0) = 1;6(0). Como Sv /7" < 117 ghtemos

(aS)N S Vi,

1/pt

1/p~ . :
onde @ = min{t; e }, como citado anteriormente.

Temos ainda,

1 () b 1 @\
¢c = lim|a /—Vupzdx)—}——(/—Vupzdx)
(/17 751 oo
)\ T‘+1 1
[/ F(z, u])dx} —/—\uj|q(’”)dac
1 q q(x)

n
- / |V, PO dx — 2 < / (x)ywj\p@dx) ( /Q |Vuj]p(m)dx)

+3 VQF(x u])da:] /Qf(:v,uj)ujdx +%/Q|uj|q@>dm)

Dai,
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r+1 1
— F(z,u;)dx —/—u~q<x)d:p
r+1[/9 (. 14) ] ot

_C_L/ |Vuj|p(”3)dx— b (/ |vuj|p(ﬂc)dx)n+1
0 Jo 0(p=)" \Ja

A " 1
+— [/ F(x,uj)dx /f(x,uj)ujdx —i——/ |uj]q®”)dx> :
0 L/ 0 0 Jo

Assim,

a _a () b @\
> 1 L2 |p(z |p(z
¢ > lim (p+ 9)/Q]Vuj\ dx+((77+1)(p+ n+1) (/\Vujl dx)
b n+1 Ar+1
ey ( [ 1vupeas) - oy | [ }
/\Ar+1 [/v r+1
+— uﬁ(wdx] +—/ u-qx)dx——/ w; |9 dx
9 /8+ ’ ]l 9 Q| .7| q_ Q’ ]l

Counsiderando

(n+DE) _, (A) () +1)

(p)" A, R

temos

1 1
¢z lim/ (— — —) |u; |1 d.
o\l q(z)

Sendo As = U (Bs(z) N Q) ={z € Q:dist(x,.A) < 4}, obtemos

€A
1 1 1
¢ > lim e — ) "D = | - — — u|f@dz 4+
A O R G VAT
S 1 1
= o T |V
0 qu,

11\
> (5—q—;§>(a5)-

Como ¢ é positivo e arbitrario e g é continua, entao

c> (% — é) (@s)”.

Portanto, o conjunto de indices I é vazio se,

c< <% — é) @s)™.
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]
Lema 3.7. Seja (u;) C Wi (Q) uma sequéncia Palais-Smale, com nivel de energia c.
1 1 z . . .
Se ¢ < (5 - —) (@S, existe u € Wol’p( )(Q) e uma subsequéncia, ainda designada por
9a
(u;), tal que u; — u em W™ (Q).

Demonstragao: Como
Ji(u;) = 0,

temos

I\ () (u; a( ) |Vu]|” 2V, V (u; )dx) +

b( Qp |Vu]|p dm) (/ |V, [P 2V 0,V (u u)da:)
/Q x,u;)d /f z,u;)(u; — w)de

]uj|q u;(u; — u)dz — 0.

Note que existem constantes nao-negativas ¢y, co, c3 € ¢4 tais que

1 n
< —|Vu, p(””)dx> <c
= (v :

ez < {/ F(:v,uj)d:x] < ¢4.
Q

Pelo Lema 3.6, u; — u em L4®)(Q) e usando a desigualdade de Hélder obtemos

—0

: f(@,uy)(uy — u)de

— 0.

/Q | 72 (uy — w)da

Counsiderando

Ly (uj)(u; —u) = /Q |V [P,V () — u)da,

obtemos Ly (u;)(u; —u) — 0. Temos também Ly, (u)(u; —u) — 0. Logo,

(Lp(x) (UJ) - Lp(x) (u), Uj — u) — 0.
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Do Teorema 1.1, u; — u em W™ (Q).

Lema 3.8.
(1) Para todo A > 0, existem a, p > 0, tais que Jy(u) > «, ||ul| = p.

(ii) Existe um elemento wy € Wy "™(Q) com [Jwo|| > p e Jx(wo) < a.

Demonstragao: (i) Temos
! @) b 1 @z
I(u) > a —Vupwdx)+ </ Vupxdx)
= o f e 771 \Jop@

r+1
A U A; uﬁ(z)dx] _L/ | .
r+1 /g B(x) qa Ja

a b 77+1
I(u) > — Vup(x)dx>+ (/ Vup(x)dx)
@ > ([ RSOV
A 2

A r+1 r+1 1
— (—> [/ uﬂ(x)dx} ——/ |1 dz.
r+1\6" Q q Jao

Se ||lu|| < 1 é suficientemente pequeno, da Proposicdo 1.3 obtemos [ |Vu[P®dz >
Q

[ul|P” e das seguintes imersoes Wol’p(x)(ﬂ) — LF@(Q) e Wol’p(x)(Q) s L1@)(Q), tem-se
/ u[*@dz < MY ||u|l? e / |u" P dz < MY [|u|| "
0 0
Portanto,

a +
Nw) =l +

r+1
a0 = 2 (52) e
.

|
—— My lul| .

b
(n+1)(p*)rtt

Usando as hipoteses que (n+ 1)p™ < 87 (r+ 1) < ¢, temos que

@ +(n+1)
Alw) = pr (77+1)(p+)"“”u”p '

A (AN ey e 1 - Bt
1 (5] M = b
que pode ser escrito como segue,

Ia(u) > 25 b ) S

]| 7P 4

pt i+ D)

)\ A2 T “(r+1 ]' - —(r
() M

Considerando p = ||ull,

b )\ A r+1 B
J > (n+1)p* a _ 2 VP 1)
slw) 2 p p ) ey v\ '

1 - - +
S V£ B (r+1)—(n+1)p
By )p

Y
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e o resultado segue.
(id) Seja 0 < w € Wy ™™ (Q). Para t > 1,

a + b + nt+l
I(tw) < —tP (/ Vuw p(x)dx) + tlntp (/ Vuw p(w)dx)
alfw) p- Q Ve o (n+ 1) (p~)mt » Q Vo
A (AT " 1 -
B (r+1) / B@) 4 4 / a(@) I
r+1 (5+> Q|w| ) q* Q|w| !

lim Jy(tw) = —o0,
t—o0

Entao temos,

e a demonstracao do lema esta completa.
]

Para concluir a demonstracao do item () consideremos 0 < t < 1 e w € W™ x)(Q)

Assim

b _ n+1
I(tw) < (/ |Vaw|P dx) t(n+1)p (/ |Vw|p($)dx>
+1 ntl
é 5+(r+1(n/ ‘)H(J"B ) D s r+1 - i:ﬁ/ 0|99
7°+1 pr q o
Dai,
1
I(tw) < L /|Vw|p(x)dx + b £+~ /|V’w|p "
WV (n+ 1) ()
A A\ . 5 1
J— P t T xd .
r—+ (5+) (/Q [w| 93)
b(a

1 r+1
’ wo A (ALY g stee
-t r+1\p+ ’

1
)77
(n+1)(p
B r+1
onde a = / |Vw[P® dz and b = </ |w|?@ d:v) , obtemos sup J) (tw) < ¢(t). Note que
Q

Definindo g(t) = (% +

b@™ 1ptr+1)—p
(n+ )"

M)

aa +

g(t) tem um ponto critico de maximo ¢, = ety—0

quando A — oo. Pela continuidade de J)

i (sup A (t0) ) =0

A—00 t>0
Entio existe A tal que VA > h\

sup Jy (tw) < (% - i_) (@s)~.

t>0

Isso conclui a demonstragao do item (7).



Capitulo 4

Uma solucao via género de Krasnoselskii

4.1 Introducao

Neste capitulo, estudaremos existéncia e multiplicidade de solugoes para a equacao

1 T
—-M /—Vup(x)dm>A oU = T, U {/Fm,u dx} , em £,
([ 551w o = S| [ Plew -
u = 0, em 01,

onde Q C RN, f: QxR — Re M : Rt — IR sdo funcbes que satisfazem determinadas
condicoes e 7 > 0 ¢ um parametro real.
Suporemos as seguintes hipoteses sobre M e f: Existem constantes positivas Ay, A,

BO; B, Qh QQ € fung()es CY(ZL‘),ﬁ(lL‘)”}/(I‘),q(I) S C—i‘(Q): tais que

Ag + AT < M(7) < By + Br°@), (4.2)
e
QO < (1) < Qot™ 7, (4.3)
- «_ _Np(z)
para todo ¢t > 0 e para todo a x € Q. Além disso y(z) < ¢(x) < p* = N = pa) com
P >q(r+1) (4.4)
e
f(l‘,t) = —f([L’, _t) (45)

para todo t € IR e para todo = € Q.
Note que podemos utilizar em nosso problema, f(z,t) = |t|2®)~2¢,
Usaremos a Teoria do Género, introduzida por Krasnoselskii [38] (ver Apéndice A.2),

para demonstrar o resultado principal, como segue:
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4.2 Teorema 4.1

Teorema 4.1. Suponhamos (4.2), (4.3), (4.4) e (4.5). Entao (4.1) tem infinitas solugoes.

O funcional energia associado ao problema (4.1) é dado por

Ju) =M (/Q z%x)|Vu|p(x)dx) - i . Uﬂ F(x,u)dx} m,

ondeM /M Yds e F(x,t) /fxs
Temos que J € C*(Wo"™(Q), R

) — gy ) pla)-2 _[ }
J'(u)v M(/ﬂp(x)]vm dx /Q|Vu] VuVudx /QF(az,u)dx /Qf(x,u)vdx,

para todo u, v € Wy (Q) (ver Apéndice A.1.1).

A seguir apresentaremos dois lemas importantes para a demonstracao do resultado

principal.
Lema 4.1. J é limitado inferiormente.

Demonstracao: Usando (4.2) e (4.3) temos

1
(@) 1 * @ Bl
As®@ 4 Allds — —— a@)-1q
457 s g | [ (@0 [ stoas)]

_‘Vu‘p(w)>
A / 1 a(z)+1 1
> Vu p(z)dx> + <A /—Vu pmdm)
w71 U7 v * Jope) V"

Ju) > /0 (/Qp(%)
L e

Considerando |lu|| > 1 obtemos da Proposu;ao 1.3 e das imersoes de Sobolev

A
J(u) = [l P H)Jr Zllull?” = Clu]|
(pH)* ot +1)
Entao, J é limitado inferiormente, pois p~ (a+ +1) >p > ¢ (r+1), e olema esta

demonstrado.

Lema 4.2. J satisfaz a condi¢ao (PS).

Demonstracio: Seja (u;) C Wy ™" (Q) uma sequéncia tal que

J(uj) = C" e J'(uj) — 0.
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Procedendo como no lema anterior, obtemos uma constante positiva C; tal que

A

Cy > J(u;) > (pt)e l(at +1)

“(aT r +
g7 = €y | 0

Como p~(a™ 4+ 1) > ¢*(r + 1), concluimos que (u;) é limitada. Assim, existe uma

subsequéncia, ainda designada por (u;), tal que u; — u em W(]l’p(w)(ﬂ). Como
J/(Uj> — O,

temos

J'(ug)(uj —u) — 0,

isto é ,
1
M </ —|Vuj|p(””)dx) / |V P92V, V (uj — u)da
Q Q

p(z) .
_ VQ F(x,uj)dx} /Qf@,uj)(uj — )z — 0.

Pela desigualdade de Holder obtemos

< Q2

/Qf(x,uj)(uj —u)dz

[t s )|
Q

Note que

/ |77 (uy — u)da
Q

= /Q |77 (wy — w)|dz < O[u "7 g0 ja(e)—1]15 — lgee)-

Como ¢(z) < p*(x) para todo z € Q temos que Wol’p(x)(Q) estd imerso compactamente
em L@ (Q). Logo, u; — u em L@ (Q). Portanto

' J F@’”ﬁdwy [ st = wda

Observe ainda que existem constantes nao negativas c; e ¢y tais que

o < [Ql/ﬂﬁmﬂ”@dz]r < UQ F(x,uj)dx}r < [Qz/gﬁmjw@dx}r <. (4.6)

Como (u;) ¢ limitada em W, "™ (Q), podemos supor que

— 0.

1
—— |V, [P dx — ty > 0.
ap(z)

Se to = 0 entdo u; — 0 em Wy "™ (Q) e a demonstracio termina. Se to > 0 entdo de (4.2)
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obtemos
Ly (uj)(u; —u) = / |V, [PV, V (uj — u)dz — 0,
Q

1

Vu; p(”‘")d:c> < ¢4.
p(fﬁ)| d !

pois existem constantes positivas c3 e ¢4 tais que s cg < M </
Q

Temos ainda que
L@y (u)(u; —u) = / V[P =2VuV (u; — u)dz — 0.
Q

Temos também que
(Lp(m) (UJ) — L) (u), Uj — u) — 0.

Do Teorema 1.1, u; — u em W™ (Q). Portanto, J satisfaz a condicdo (PS).

4.2.1 Demonstracao do Teorema 4.1

O resultado principal segue do seguinte teorema, cuja demonstracao encontra-se em
Brezis [11].

Teorema 4.2. Seja X um espago de Banach reflexivo e separéavel, entao existem (e,) C X
e (ef) C X* tais que
. 1 se n=m
<er,lm >=0pm =

0 se n#m,

X = span{en; 172’. . } e X*= Span{e;';; 1’2’ .. }

Demonstragao do Teorema 4.1: Para cada k € IN consideremos X = span{ey, e, €3,
-, e}, o subespago de Wol’p(x)(Q) gerado pelos vetores eq, e, - - - , €. Observe que X —
L@(Q), 1 < y(x) < p* com imersdes continuas. Assim, as normas em Wol’p(m)(Q) e
LY@)(Q) sdo equivalentes em Xj.
Note que usando (4.2) e (4.3) obtemos

o1 < ([ sgatvurin) + gy ([ gatverean)

r—+1 r—+1
N ) / @
r4+1 \~* Q

Se |lu|| < 1 ¢é suficientemente pequena, da Proposicio 1.3 obtem-se [ |Vu|P®dz <
0

ull” e —|u|z(+$) > —/ lu|"®dz. Pela equivaléncia das normas em Xy, —C/(k)|ul]”" >
Q

—/ lu["®dz, onde C(k) é uma constante positiva.
Q
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Portanto,

B B . -~
J(w) < Zul” + P — GOl T

T a1

ou ainda

) < Qe | (4

Seja R uma constante positiva tal que

(7 * ) T <o

Assim, para todo 0 <y < R, e considerando K = {u € Xk |lu|| = ro}, temos

B B "
J(u) < PO [(—0 + - s LG T) e
e A R O A -

r B B T 9.
< e | (B ) B - Au0) <0= 0

que implica

) e G|

sup J(u) < 0= J(0).

Como X e IR sdo isomorfos, e K e S*~! sdo homeomorfos, concluimos que y(K) = k.
Mais ainda, de (4.5), J é par. Pelo Teorema de Clark (ver Apéndice A.2), J tem pelo
menos k pares de diferentes pontos criticos. Como k é arbitrario, obtemos infinitos pontos

criticos de J.

Observacao 4.2.1. Seguindo os mesmos passos deste capitulo, obtemos o resultado prin-
cipal, trocando a condicdo (4.2) por: Ay < M(7) < By, AT*®) < M(1) < Brf@),
Ay < M( ) < BrP@® Ay < M(1) < By + Brf@, Are®) < M(r) < By + BrP®),
Ag + Ate@ < M(7) < BrP@) onde Ay, By, A e B sdo constantes positivas.



Capitulo 5

Um problema com expoente critico via argumento de

truncamento

5.1 Introducao

Neste capitulo, estudaremos existéncia de solucoes via argumento de truncamento,

para a equagao com crescimento critico

-M (/Q]%Wuw(m)dx) Apyu = Af(z,u) UQ F(m,u)d:p]r

+|u|?®=2y, em Q,
u = 0 em 0,

(5.1)

onde Q C RN, f: QxR — Re M : R" — IR sdo funcoes que satisfazem determinadas
condicoes e A, r > 0 sao parametros reais.
Suporemos as seguintes hipdteses: existem constantes positivas A;, Ay, e uma funcao
B e C.(Q), tal que
AtP@= < f (e t) < AptP@L (5.2)

para todo t > 0 e para todo = € Q. Além disso p, ¢ € C’+(§) e

1<p” <p" <N, (5.3)
LB 1) < gle) <57 = e (5.4

com {x € Q;q(x) =p*(x)} #0, e
f(l‘,t) = —f(l’, _t)7 (55)

para todo t € IR e para todo = € Q.
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O funcional energia associado ao Problema (5.1) é dado por:

Jy(u) = M(/S)]%Wum‘”)dx) - T% UQ F(x,u)dx} " —/Qﬁw@dx, (5.6)

T

para todo u € Wy (Q), onde M(7) = / M(s)ds.
0
Pelas condigoes aqui consideradas, o funcional acima é Fréchet dife- renciavel e sua

diferencial no sentido de Fréchet é dada por

1
J(uw)y = M(/ —|Vu|p(z)dx)/|Vu|p(‘”)_2Vqudx
o p(z) . Q

- {/ﬂ F(x,u)dx} /Qf(x,u)vd:v—/Q|u|q(z)_2uvdx,

(5.7)

para todo u, v € WiP™(Q) (ver Apéndice A.1.1). Entdo, u € Wy (Q) ¢ uma solucio
fraca do problema (5.1) se, e somente se, u é ponto critico de J,.

Usaremos o argumento de truncamento e o Principio de Concentragao de Compacidade
Lions [42], para os espagos de expoente variavel, estendido por Bonder e Silva [8], para

demonstrar o nosso resultado principal. A seguir nosso resultado principal:

5.2 Demonstracao do Teorema 5.1

Teorema 5.1. (i) Suponhamos (5.2), (5.3), (5.4) e (5.5). Suponhamos ainda que existam
0 < mg e my tais que my < M(7) < my, com pm <q e (r+1)<p . Entao existe
mo

X > 0 tal que para todo 0 < A < X existem infinitas solugdes para (5.1) em Wy ().

(74) Suponhamos (5.2), (5.3), (5.4), (5.5) e M(7) = a+ br", com a > 0,b >0, 7 > 0

R U0 1V
(=)

X >0 tal que para todo 0 < A < \ existem infinitas solugbes para (5.1) em Wol’p(x)(Q).

e n > 1. Suponhamos ainda que, 37 (r +1) < p < ¢ . Entao existe

5.2.1 Demonstragao do item (i) do Teorema 5.1

Esse resultado segue dos seguintes lemas:

Lema 5.1. Scja (u;) € Wy ™™ (€) uma sequéncia de Palais-Smale, com nivel de energia

¢, entdo (u;) é limitada em WP ().

Demonstragao: Como (u;) é uma sequéncia de Palais-Smale, com nivel de energia c,

temos Jy(u;) — c e Jy(u;) = 0. Sabemos que
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I(u) = A?(/SZI%WuV’(”dx) - ri1 [/Q F(x,u)dm} " —/Qﬁwwx,

e
1
Ji(uw)y = M(/—]Vu]p(z)dx>/|Vu\p(x)QVquda:
o p(z) ., Q
- {/ F(a:,u)da:} /f(x,u)vdx—/ |u| @2y d.
Q Q Q
Assim,
1
C o+ llusll = Ia(ug) = 55w )uy,
com

mlp+

<0<q . (5.8)
mo

Supondo (u;) ilimitada, para ||u;|| > 1, pela Proposi¢ao 1.3

mo my - A;H 1 Ag“ 1 BE(r+1
o> (22 2 ||P A — (r+1)
O Nl 2 (22 - B gl +3 (B - B ) e,

que é uma contradicdo pois p~ > 1. Logo, (u;) ¢ limitada em W, ") ().

n
Lema 5.2. Seja (u;) C Wol’p(m)(Q) uma sequéncia limitada, tal que
J(u;) = ¢ e Ji(u;) = 0. (5.9)
L (a/P)” (a/P)"
Suponhamos ¢ < (5 - __> (8N + K minfA(@/8) — 7+ 1) »(a/B)F =+ 1)y,
9a

onde Mgy = min{mé/p+,mé/p7}, e K independent de \. Entdo existe \g > 0 tal que, para
todo 0 < A < Ay o conjunto de indices I, da Proposigao 1.7 é vazio e u; — u em L1 (Q)
para algum u € Wy "™(Q).

Demonstracgao: Pela Proposicao 1.7 e do Lema 5.1, obtemos

Jug[ 1) = v = ful®) 4 ZViéww v; >0
i€l

(Vo  — pp = (V'™ 4y pide, i >0
el
quil/P*(ffz’) < Iu;/P(iBi)7 Viel.

Note que se I = () entdo u; — u em LY@ (). Recordemos que a demonstracio dessa

convergéncia ja foi feita na demonstracao do Lema 3.2.
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1 1
Mostraremos agora que o conjunto de indices I = () se ¢ < (— — —) (mOSq)N +

0  qu
(4/P)” (a/8)*
Kmin{)\(Q/ﬁ)f —(r+1) \(g/B)r = (r+1) } e (u;) satisfaz (5.9). De fato, vamos supor

que I # 0. Seja ¢ € C°(IRY) tal que 0 < ¢(z) < 1, #(0) = 1 e suporte na bola unitéria
r — I;

do IRN. Consideremos as fungdes ¢; .(x) = ¢ para todo z € RN e € > 0.

/
Como J§(u;) = 0 em (Wol’p(z)Q> , obtemos
lim J:\(u])(qﬁwu]) =0.

Observe que,

I\ (uy)(ficuy) = {M (/Q]ﬁwuﬂpmdl‘)]/Q|Vuj|p(x)_2vujv(¢i,eu1')d$

| [ Fa s [ s

—/ || 72 (s ) da.

Quando j — oo temos
1 Lo, @ )} ( P@-2T0, (b, Yoy ))
0 = lim ({M ( /Q Ve /Q IV, PO 2,V (Jugde ) ) +
M iz—:d - iz-:d _>\ F ) d ) i€ d 3
) [ v~ [ onar=a| [ Feasas] [ o

1
t—o00 Q p(x)

. : 1 . 2)—
e o) [ 5ot -

(ver no Lema 3.2).

|V, [P @ da.

Por outro lado,

A l /Q F(x,u)y /Q (@ u)(iu) — 0, quando = — 0.

Entao,
M (to)pid(0) = 1;¢(0) implica que mop; < v;. Como Sy ) < /P temos,

(WOS)N <y,

J— . + -
onde my = mm{mol/p . mg/P }.

Como c é o nivel de energia, usando 6 satisfazendo (5.8) e considerando I # @), obtemos
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‘ mo )\ArJrl / r+1
> ] 20 A p(x) Bl
c > 1m<(p )/]Vu]\ dx + 7 5+ ;P da
Artt 1 1 1
A b / .B(I)d} +/ <___> 1@ gy |
r -+ 1 (/B_>r+1 |: 0 |u.7| T o 0 q(x) |u]| T

Assim,

Ar—l—l 1 Ar+1 1 r+1
S ! _ 4 / e
‘s m<A( oy e e+

() )

Considerando As = U (Bs(z) N Q) ={z € Q:dist(x, A) < 0}, obtemos

zeA
A1 At )[/ i 11
c > Ml — — ulP®) dy + (= —-— /uq(x)dx
N (9 B r+1(p7) Q| | 0 q Q| |
l_i V.
0 Uas ) e Z

Como 6 > 0 é arbitrario e ¢ é continua
ATt Attt 11
> )\ 22 _ 12 Blx - a(z) g
¢ = < 0 () r+1( r+1> [/ |“| "‘ 0 ¢ ) Jq |ul 2

Aplicando a desigualdade de Holder
A1£+1 1 Ag-i—l 1 . gt s
¢ 2 MGy rrigm 1”42y 8012

1 1 1 1
- q(x) —_ =\ (= N
+<9 q_)/Q]u\ dx + <9 qA) (M0S,)™ .

Se Huyﬁ(m)‘q(z)/ﬁ(as) > 1, tem-se

¢ 2 er[Jul"@| 0y = Aee [lulP @0 )+ e,
At ATt @ =p7)(r+1) 11
de 0 < ¢y = 2 - a = (= — =) (myS,)".
onde Co <T+ 1 (5—)1”-"-1 0 (/@-ﬁ-)?“) | | € C3 <0 q':‘) (mo Q)

Entao, sendo g;(t) = et 0™ — Neot™ | esta funcio atinge o minimo absoluto para ¢t > 0,

no ponto
1
- (%) @B - +1)
phserve due (a/8)" r+1
i) — o (%) @/B) = +1) _ <%) (@/B)" =+ 1) e

implica
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v (4/8)"
B e (TR — T
w0 (L)
r+1
D@ (s e G~ (5D
(r+1)ei(q/B)~ c1(q/B)~ '
Assim,
o (4/8)"
oo (OB - 0+ D)
nlH) = e ( ci(q/B)~ )
r+1 1
~alaf)” (e e G D ’
r+1 \ ald/p)” '
Entao,
(4/8)" )
g1(t) = 1 <%) (¢/B)” = (r+1) (1 — %) Usando o fato que 87 (r +
1) < ¢~ podemos escrever
(4/8)"

g1(t) = Al@/B)- = (r+1) K, onde K é uma constante negativa que depende apenas de
Ah A27 rdq, B € Q.
Se [|ul”®y(2)/5(@) < 1. temos

B |@/BF B(z) |1
¢ e lul {q(w)/ﬁ(:c) Acs |fu |q(x)/[3(w) + G,
Artl 1 ATt 1 (@T=B7)(r+1) 1 1
onde 0 < ¢y = 2 -1 - ecs = | ~>——) (myS,)"N.
: (r+1<ﬁy*1 0 (6+V)| | : (e q;)( o5)

Entao, sendo g¢o(t) = R AL Acot™ ! essa funcao atinge o seu minimo absoluto para

t > 0, no ponto

1

(DN G/BF =+ 1)
. <<qm%+q> ‘

Assim, obtemos

(¢/B)"
go(t) = Aa/B)r = (r+1) K, onde K & uma constante negativa que depende somente
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de Ay, As, 7, q, 3 e €. Entao,

(¢/8)" (q/B)*
o2 (- 1) s smnpG0)” = 0D NP = 6Ty
0 qu
Portanto, I = () se
(¢/B)~ (¢/8)*
c< (1 —~ i_) (710S,)™ + K min{\(2/8)” = (" +1) \(g/B)" —(r+1)},
0  q;

Lema 5.3. Seja (u;) C Wi (Q) uma sequéncia Palais-Smale, com nivel de energia c.

(q/B)~ (q/B)"

Se ¢ < (l - i_) (705, + K min{A(@/8)” =+ 1) 1(@/B)" = (" + 1)}, existe uma
0  q;

subsequéncia de (u;), ainda designada por (u;), tal que u; — u em Wol’p(x)(Q).

Demonstracao: Como
‘];\(uj) - 07

temos .
J(uj)(u; —u) = M </ —|Vuj|p("”)dx) / |V, [P 2V 0,V (0 — u)da
o p(z) . Q
- /QF(:C,uj)dx} /Qf(:v,uj)(uj — u)dx
— |10 (uy — w)da — 0.

Q
Observe que as constantes mg e my sao tais que

mo < M (/ L|Vuj|p(:")dx) < mj.
o p(z)

Além disso existem constantes nao-negativas c; e ¢y tais

o < {/ F(:c,uj)dx] < ¢y.
0
Pelo Lema 5.2, u; — u em L4®)(Q), e usando a desigualdade de Holder, obtemos

—0

/Q £, uy)(u; — w)da




5.2 Demonstracao do Teorema 5.1 o7

— 0.

/Q |72 (1 — w)d

Fazendo
Lip(ay () (u; — u) = / |V [P,V (u; — u)da,
Q

tem-se L) (u;)(u; —u) = 0. Temos ainda que Ly (u)(u; —u) — 0. Entao
(L) (uj) = Lpg)(w),uj —u) = 0.

Da Proposicao 1.1, u; — u em Wy ™™ (Q).

"
Lema 5.4. O funcional energia Jy associado com (5.1) ndo ¢ limitado inferiormente.
Demonstracgao: De fato,
7 1 (@) A ™ L @
I(u) = M —|VulP'Pdx | — —— F(z,u)dx — [ ——|u|""dz.
o () r+11Jo 0 q(z)
Considerando 0 < w € Wy ™"™(Q), para t > 1,
I(tw) < Lt < / !Vw\p(x)dx) LA é)m o+ ( / \w\ﬁ(@dx> "
P Q r+1\p* Q
i (=)
—tT [ Jw|"dx.
Entao,
lim J,(tw) = —o0,
t—00
e o lema estd demonstrado.
"

No que segue usaremos um argumento de truncamento, do tipo usado em Azorero e
Alonso [5], no funcional Jy, para obtermos uma limitagao inferior especial para o funcional.

Considerando ||u|| < 1, temos

mo, o+ A (AT 1 o 11 .
B B - 25 (5) Sl =
8

r+1\p - S
Seja
mo. .o+ A AN § 1 1 _
Jialllull) = —llul” - <—_) — o llull” Y = =l
p r+1\p S5 q S
Assim
Jiat) = 4D iitq‘
’ p+ o+l T“) s

Primeiro note que Jy \(f) < 0 para t ~ O pois pt < ¢
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Além disso,
Mo pt _ iitq _ gt [T _ ii_tq‘—zﬁ '
pr q- S? Pt g S
Como ¢~ > p*, consideremos Ry, suficientemente pequeno, tal que

mo + 1 1 -
— R ————R{ >0
p q S

Vamos definir

N7+l BT (r+1)
\ ) <5_) S'B_—<@R§’+—i—Rq>

2 A2 Rf (r+1) p+ q- s

e Ry = max{0 < t < Ry;Jy, < 0}. Assim, existem 0 < A\j, Ry e Ry com Ry < Ry, tais

que

702 D) 2 D) = 2’ - 2 (82)” ﬁn P+
1 1 -
—q—STII ull
para todo ||ul| < Ry e 0 < A < Ay, com Jy, (Ry) >0e J; ,\1(R0) = 0.
Podemos escolher a fun¢ao 7 : [0,00) — [0,1], i € C*°([0,00)), nao-crescente, tal
que

7‘1(1’) = 17 s€ T S RO

7(x) =0, se x> Ry.

Se ||lul| > 1, obtemos

Mo p~ A_ BE(r+1) q*
= Bl - = (5 ) Sﬁi —lal el
Seja
Ba(lal) = o - 2 (A m;nuuﬂw”—iiuunq*
“ S rr1\p-) g ¢ syt
Assim,
mo . — /\ A2 i 1 + 1 1 +
Joa(t) = —2t7 — 2} ) et

Observe que Jy(t) < 0 para t ~ 0, pois ST (r+1) <p.
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Além disso,
my - 1 1 - [m 1 1 _
_ftp e A . A A
p q S
Como ¢" > p~, consideremos Ry, suficientemente pequeno, tal que

mo - 1 1 +
p q S?

Vamos definir

+ T
A _ 41 (B8 le @RP*_LLRW
2 &) RO e

e Ry = max{0 <t < Ry; o), < 0}. Assim, existem 0 < Ay, Ry e Ry com Ry < Ry, tal

que
mo .~ )\2 A2 rH 1 +(r
() = Ba(ul) = o) = 2 _7“—|—1(5_—> Wtﬁ )
_iitrﬁ
q S

q
para todo |Jul| < Ry e 0 <A < Ay, com Jy\,(Ry) >0e Jy,(Ry) =0.
Podemos escolher uma fungao nao-cresente 7o : [0,00) — [0,1], 7o € C*°([0,00)) tal

que
n(x) =1, se x < Ry

To(z) =0, se x> Ry.

Finalmente, definimos

TQ(t) s tZ 1

T(t):{ n(t) , t<1

Agora, consideremos o funcional truncado, com 0 < A < X' = min{\;, A2},

I(u) = ﬂ(/ﬂﬁlvmwdm) _ﬁ {/ﬂ F(x,u)dxyﬂ

— [ < [ul "7 ([full)dz.
0 q(7)
Observe que, se ||[u]| < Ry entao Jy(u) = Iy(u) e se ||u|| > R, entao

L) = ]/\4\(/92%@|Vu|p(x)dx) —FAl {/QF(:B,u)dx]TH.
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Podemos ver que I é coercivo, e portanto I é limitado inferiormente.

Lema 5.5. I, ¢ C1 (W "™(Q), R), se I \(u) < 0 entdo |lu| < Ro e Iy(v) = Jy(v) para
todo v em um vizinhanca suficientemente pequena de u. Mais ainda, I satisfaz a condicao

Palais-Smale localmente para ¢ < 0.

Demonstracio: E imediato que I, € CH(W,P™(Q), R). Se Iy(u) < 0 entdo ||u| < Rq
por constru¢ao do funcional truncado. Agora, para todo u € Bpg,(0) existe € > 0 tal que
B.(u) C Bg,(0) e Ix(v) = Jy(v) para todo v € B.(u), pois ||v|| < Ry. Para demonstrar
a condicao de Palais-Smale local, para ¢ < 0, observe que todo sequéncia Palais-Smale
para I, com ¢ < 0 é necessariamente limitada, pois o funcional é coercivo. Pelo Lema 5.2

existe A\g tal que para 0 < A\ < Ag

(a/8)” (a/P)"
c<0< (% - i) (M0S,)N + K min{A(@/8)” = (r+1) \(¢/B)* = (r+1)}

d4

e portanto existe uma subsequéncia que converge forte em Wol’p(x)(Q), pelo Lema 5.3.

Lema 5.6. Para todo n € IN existe € > 0 tal que
1U3°) =,

onde I, ° ={u € Wol’p(x)(Q); I °(u) < —¢} ey é o género de Krasnoselskii.

Demonstracgao: Seja E, C Wol’p(x)(Q) um subespaco n-dimensional. Assim, temos para
u € E, tal que ||u|\:160<t<R0,

L(t) = i ( /Q m|V(tu)|p(z dx) - % [ / F(x,tu)dx] "

1
- / It (e

q()
P )\ArJrltﬁ* r+1) r+1 thr
L(tu) < m /|Vu|p(x)d:p— - (/ |u|5($)dx) __/ |u|qu)dm
p- Q (r+ 1)(pH)r+ at Jo

mit? ANATHRET D

L(tu) < — an — —bn7

() < p- (r+ 1)) q*
onde

r+1
a, = inf { (/ |u]’8(r)d.r) su € By, |lu|| = 1} :
Q

e

b, = inf {/ [u|?®da;u € B, |Jul| = 1} :
Q
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Entao,
myt?” )\A71“+1t/3+(r+1)

p @

Temos a, > 0 e b, > 0, pois E, tem dimensao finita e as normas em Wol’p(x)(Q) e em

[)\ (tu) S

LP@(Q) sdo equivalentes em F,. Como 8% (r+1) <p~ e 0 <t < Ry, existem constantes

positivas p e € tais que
I\(pu) < —¢ para u € E,, ||u]| = 1.

Portanto, considerando S,, = {u € E, : ||u|| = p}, temos que S,,, C I, °. Pela monoto-

nicidade do género (ver Apéndice A.2),

1IN%) 27 (Spn) =1

como queriamos demonstrar.

Lema 5.7. Seja ¥ = {A C Wol’p(m)(ﬂ) —0: A éfechado,A = —A}, ¥, ={A C X
v(A) > k} onde 7y é o género Krasnoselskii. Entao

¢ = inf sup Jy(u)
AEZk ucA

¢ um valor critico negativo J\ e mais ainda, se ¢ = ¢ = - -+ = ¢4y, entao y(K.) > r+1
onde K. = {u € Wg™"(Q) : Jy(u) = ¢, J}(u) = 0}.

Demonstragao: Primeiro mostraremos que —oo < ¢ < 0o. Com efeito, pelo Lema 5.6
temos que para cada k € IN existe ¢ > 0 tal que y(Z,°) > k. Uma vez que I, é continuo

e par, segue que [,° € > ,;entdo ¢ < sup (u) < —e(k) < 0 para todo k. Além disso Iy
u€ly ©
é limitado inferiormente, portanto ¢, > —oo, para todo k € IN.

Como ¢ < 0, I, verifica a condigao (PS), com nivel de energia ¢, ou seja, K. é compacto
e claramente simétrico, logo v(K.) esta bem definido.

Vamos supor por contradi¢ao que ¢ = ¢ = Cpp1 = - = Cpyr € V(K < 7+ L
Pelas propriedades de género (ver Apéndice A.2), existe uma vizinhanca K de K. com
v(K) = v(K.) <r+ 1. Pelo Lema de Deformagao (ver Apéndice A.1.2), segue que existe
um homeomorfismo fmpar 7 : Wy *™(Q) — Wy (Q) satisfazendo A(I{T\K) C I,
onde 0 < § < —c pois, I, verifica a condi¢ao (PS) em IY. Por definicio,

¢=Cprr = inf supl,(u).
€D kir ucA
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Portanto, existe A € ), . tal que sup < ¢+ 4, isto &, A C I e
ucA

N(A\K) C((IT\K)) € I, (5.10)

Pelas propriedades de género
YAANK)) 2 v(A\K) 2 y(A) =y(K) = (k+71) —r = k.

Assim, (A\K) € > ,. Logo sup I, > ¢; = ¢, que contradiz (5.12). Portanto, se
ueR(A\K)
C=Ck=Cry1 =" = Cpyp, entao y(K.) > r+ 1. Observe que isso assegura que ¢ € valor

critico pois y(K,,) > 1, ou seja, K, é nao-vazio Vk € IN. Além disso, se os valores ¢ nao
forem todos distintos, teremos y(K,.) > 1 e isso significa que K. é um conjunto infinito.
Assim, chegamos a uma quantidade infinita de pontos criticos de I, com energia negativa,
para 0 < A < \ = min{Ag, A1, A2}. Pelo Lema 5.5 esses pontos sao pontos criticos de J,.

[sso mostra a existéncia de uma quantidade infinita de solugoes fraca para o problema
(5.1).

5.2.2 Demonstracao do item (ii) do Teorema 5.1

O resultado segue dos seguintes lemas:

Lema 5.8. Seja (u;) C Wol’p(z)(Q) uma sequéncia de Palais-Smale, com nivel de energia

c. Entao (u;) é limitada.

Demonstracao: Sendo (u;) uma sequéncia de Palais-Smale com nivel de energia ¢, temos

Ja(uj) = ce Ji(u;) = 0, com

1 () b 1 @\
Iu) = a /—Vu’””d.r)+ (/ Vup’“"da:)
) (Qp@c)‘ | EEAVYEIE
)\ 'I"Jrl 1
- {/ F(x,u)d:p} —/—|u|q<a’")dx,
r+1 /g o q(z)

S(u)v = a( / \Vu\p(‘r)2Vqudx> +b< / L
Q Q

% ( /Q \VuP@=2VuVodz | — A [ /Q F(afz(;jl:v] /Q f(z, w)vdzx

— [ |u|"™2yudz.
Q

n
|Vu|P@) dx)

Assim

1
C+ |lujl| > Jx — 5%(“3‘)%
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D (pT)tL
com (n+1p") <0<q .

(p=)"

Suponhamos que (u;) é limitada em Wy*®(Q). Entdo, passando & subsequéncia se

necessario, temos ||u;|| > 1 e usando a Proposigao 1.3
a b b

a - _

. > (= 2 p _ (n+1)p
Ol = (p+ 9) Il + <(n+ 1) (pt)rtt 9(19‘)”) Il

+1 1 r+1

1 g 1 HuHﬂi(rJrl)
0 (B r+1(p7)*!
+1)p~ >p~ > B*(r +1) > 1. Logo, (u;) é limitada em

Y

-

que é uma constradigao, pois (7

Wy P ().
u
Lema 5.9. Seja (u;) C Wy "™ (€) uma sequéncia limitada, tal que
J(u;) = ¢ e Ji(u;) = 0. (5.11)
. . 1
Suponhamos ainda ¢y = lim / —— |VulP®dz e
= Jq p(z)
- (a/B)” (a/B)"
¢ < (5 - __) @S, + K minfA@B) — -+ 1) A\@/B)* — (r+ 1)y
qa

onde @ = min{ti/ﬁ,ti/pi}, com 0 < t; < bt} e K independente de \. Entao, existe Ag > 0

tal que, para todo 0 < A < Ag o conjunto de indices I, da Proposi¢ao 1.7 é vazio e u; — u
em L1®(Q) para algum u € WP (Q).

Demonstracgao: Pela proposicao 1.7 e Lema 5.8, temos

g [ = v = ul®® + Y " vid,,, v >0

i€l

Vg [P = > [Vl Y " i, s> 0

el
St P < P e

Se I = () entdo u; — u em L9®(Q). Recordemos que a demonstracio dessa convergéncia

ja foi feita na demonstracao do Lema 3.2.

1 1
Mostraremos agora que o conjunto de indices I = ) se ¢ < (— — —_) @S,)™ +

0 g
(a/8)” (a/B)"
Kmin{)\(q/ﬁ)_ = (r+1) \g/B)F = (r+ 1)} e (u;) satisfaz (5.11). De fato, vamos su-
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por que I # (). Seja ¢ € C(IRY) tal que 0 < ¢(x) < 1, ¢(0) = 1 e suporte na bola

T — T
L) para todo x € RN e

unitaria do IRY. Consideremos as fungoes ¢;.(z) = ¢
£

e>0.
/
Como Jj(u;) — 0 em (Wol’p(x)Q> temos que

lim J4 (1) (1) = 0.

Sabendo que

/ 1 (z) ! (z)—2
J/\(U]’)(¢i,5’u]') = |:Cl—|— b (/mevuj‘p dl’) J /Q]Vu]\p VU]‘V(¢1"5U]')CZIE

—A {/Q F(:E,uj)dx] /Qf(x,uj)(gbi,guj)d:p
—/ [ | 192 () d

temos

0 = lim ([a +b ( /Q Z%quﬂp(m)da:) n] ( /Q |vuj\f’<x>QVujV(@,E)ujdx)) +

(a+bt8)/9¢i,5d,u—/g¢i,sdy—)\ {/ﬂ F(:U,u)dwy/Qf(x,u)(@ﬁu)dx

quando j — oc.

Tem-se

n
li_r}ré <31LHOIO {a—l— b (/Q]ﬁ]Vuﬂp(x)dx) ] (/Q |Vuj|p(“)QVujV(qbi’E)ujd:c)) — 0,

(ver no Lema 3.6).

Por outro lado,
lim(a + btg)/ Giedp = (a+ b)) pu:6(0), lim/ Gicdv = 1v;6(0)
e—0 Q e—0 0

A {/ F(:U,u)dx] / f(z,u)(¢;-u)de — 0, quando & — 0.
Q 0
Entdo, (a + bt!)usd(0) = 1;6(0). Como S,v /" ) < 1P temos,

(aSq)N S Vi,

onde @ = min{t./”" /7" 1.
(n+ D"

(p=)"

Além disso, considerando <0 < q, tem-se
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1 (@) b 1 W, )
c = lim|a /—Vu’””dx)%— (/ vu,pxm)
(on:)' i CEDAV SO

— A F(Qj U‘)dx r+1_/i|u,|Q(x)dx_g/|vu.|p(:c)dx
r+1 Y q(x)"’ 0 /

Q Q Q
(L ([

—= —|Vu; x Uj x
0 o p() ., ’ Q !

+— [/Q F(q:,uj)da:] /Qf(x,uj)ujda: —l—%/ﬂmj]q(m)d:c).

(z) b (x) i
Vu-pxda:)+ (/ Vu-pxd:c)
Q‘ i (n+1)(p+)rt! Q| d

r+1
1
/F(x,uj)dx} —/—|uj|‘1(f’f)dx_g/ |V, [P da
Q Q 0 Jao

q(z)

n+1 A T
T (/Q|Vuj|p(””)dx) t3 /QF(x,uj)dx} /Qf(x,uj)ujdx

1
+—/ ]uj]q(x)dx) .
0 Ja

. a a T b b
c > hm((;—g)/g!vuﬂp( 'de + ((77+1)(p+)n+1 _H(p)")
1 A72“+1 1 r+1

<(frvmpe) A e | ]

AT [/ B(x) ]TH /(1 ! )
+ 20| @]+ [ (5= —) Juy["@de
057 L SUNEV
Logo,

ArJrl 1 Ar+1 1 r+1
S 1 1 A |8(=@)
= (A( T ) ]

(@) 1)

Fazendo As = U (Bs(z) N Q) ={z € Q:dist(x, A) < 0}, obtemos
xcA

A1 At ) U }’"“ 11
c > ANl = — ulf@ dg + |- —— /uq(:”)da:
= <9</3+>7" 1) o 00 ) Jo "

(9_)2

9as ) el

Pelo fato de 6 > 0, ser arbitrario e ¢ continua

Ar-i—l 1 Ar—i—l 1 r+1 1 1
c > A= - =2 ) [/ uﬁ(x)dx} + <— - —)/ ul 1 da
( o (BH)r r+1(s7)H Q | |1 . 0 q ) Ja o
L WA Y.
+ (9 qA) (@Sy)"™.

Aplicando a desigualdade de Holder,
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Ar-i—l 1 A’I‘—‘rl 1 ot r+1
c > A 1 g ||u|'8(x)|q(z |Q| qﬁ
o (B r+1(8)H!

1t ) (l_i>— N
+ (9 q>/9|u] dx + 0o (@Sy)"™.
Se |[u|?@|,()/8() > 1, temos
¢z el |6($){«(1€(J§/5 n ~ Az |lul” |H;cl)/ﬁ<x> T
Ar—i—l 1 AT—H 1 (q+_5:)(r+1) B 1 1 _
onde 0 < ¢y = (7’—2|—1 (5—)7‘4—1 — 19 (ﬂ“‘)"”) ’Q’ a € c3 = (5 — a) (aSq)N.
Seja g1(t) = c1tP" — Nept™. A referida funcio atinge o minimo absoluto para ¢t > 0,
no ponto
1
f— (e W =G+
(¢/B)~ar '
Note que,
. (4/8)" — r+l
7 r+1)Ae) (¢/f)- = (r+1) _ (L/\C?) (¢/B8)" — (r+1)
ol = ( (@/B) o ) @) a e
implica
e (4/8)"
7 — rt DA (¢/B) — (r+1)
n0=e (L)
r+1
W (SR A I
(r+1)ei(q/B)” c1(q/B)- '
Assim,
o (a/8)"
7 _ r DA (¢/8)” = (r+1)
w0 =a ()
r+1 1
_ale/B) ((r + 1))\62> @B —(+1)
r+1 \ ale/p)” '
Entao,
\ (4/8)" )
gi(t) = ¢ <%) (¢/B)7 = (r+1) (1 — (;I/Tﬂ)l> Usando o fato que 87 (r +
1) < ¢~ podemos escrever
(¢/8)”

g1(t) = A@/B) = (r+1) K, onde K é uma constante negativa que depende somente de
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Ay, As,rq, B e Q.
Se [[ul”®4(2)/5(@) < 1, temos

Bx)|(@/B) Ba) |t
¢z lful |q<w>/ﬁ(x) Acs [[ul |Q(r)/6(r) T
At ATt (@ =74y 1 1
onde 0 < ¢y = 2 — 1 q- eca = | =—— ) (asS)V.
: (r+1<ﬁy+1 0 (ﬁ+V>| | : (9 q;)( 2

Seja go(t) = 1t — Aept™ . Essa funcdo atinge o minimo absoluto para t > 0, no

ponto
1

(Qiizgywm+—w+w_
(q/8)ta

L

Assim, temos

(q/B8)"

g2(t) = ala/B)r = (r+1) K, onde K & uma constante negativa que depende somente
de Ay, Ay, 7, q, B e . Entao

(¢/B)” (¢/8)"
cz(1—é>@&W+Kmm9@wf—Uﬁﬂkﬂwm+—0+D}
0 a4
Portanto, I = ) se
(¢/8)~ (q/B)*
c<<1—i)®&W+KmeWM)—O#4LMW@+—@+U}
0  qu

Lema 5.10. Seja (u;) € Wy ™™ () uma sequéncia Palais-Smale, com nivel de energia c.

(q/B)~ (¢/B)"

1 1 _

sec < (5 =) @)Y + Kuin(a @D =0 F G0 1), entao exise
da

uma subsequéncia de (u;), designada ainda por (u;), tal que u; — u em Wol’p(x)(ﬂ).

Demonstracao: Como
Ji(u;) =0,

temos
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J(uj)(u; —u) = a (/ \Vuj|p(x)’2VujV(uj — u)dx) +
Q

b L|vuj|P<$>d:p ' |V P92V, V (uy — u)da
o p(z) ., Q
- /QF(ZE, uj)d:z;} /Qf(x, u;)(u; — w)de

— |70 (uy — u)dz — 0.
Q

Note que existem constantes nao-negativas cy, ¢z, c3 € ¢4 tal que

1 n
c < —|Vu, p(x)dx) <c
' (/Q o) V! ’

cg < {/ F(x,uj)dx] < ¢4.
Q

Pelo Lema 5.9, u; — u em LY@ (Q) e usando a desigualdade de Hélder obtemos

— 0

/Q £, us) (= w)da

— 0.

/ g [ 172y (wy — w)da
Q

Considerando,
L) (u)(uj — u) = / |V [P 2V, V (u; — u)de,
0

obtemos Ly (u;)(u; —u) — 0. Temos ainda Ly (w)(u; —u) — 0. Entdo
(Lp(z)(uj) = Lp@)y(u),u; —u) — 0.
Da Proposigao 1.1, u; — u em Wol’p(z)(Q).
"

Lema 5.11. O funcional energia .Jy, associado ao problema (5.1) nao ¢ limitado inferior-

mente.

Demonstracgao: De fato,

— 1 (z) b 1 (=) "
Iu) = a / Vupxdx>+ (/ Vupxdx)
aw) (Qp(l')‘ | n+1 Qp(x)‘ |
A {/ (@ 0)d :|7’+1 / 1 | |q<x)d
- F(z,u)dz — | —u x.
r+1 /g o q()

Considerando 0 < w € Wy P™(Q), para t > 1,
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a .+ b +
L(tw) < —tF / Vw p(x)dx) + ¢ +Lp (/ Vw p(x)dx)
A( ) D ( Q‘ ’H (77_|_ 1)(p_)’7+1 Q’ ‘
A

4 (é)T (BHr+1) (/ ,w,mﬂc)dgj)m Ly / Jw|?® dz.
r+1\ g+ Q ¢ Q

lim J,(tw) = —o0,
t—00

Entao,

e o0 lema estd demonstrado.
| |

No que segue, usaremos o argumento de truncamento do tipo usando em Azorero e
Alonso |5], no funcional Jy, para obter uma especial limitagao inferior para o funcional.

Supondo [ju]] < 1, temos

a + b + )\ Ag i 1 —
J > 2 lyllP (m+pt _ 2 [ 22  lglB D
N = p—i-Hu” + n+ 1)(p+)n+1|‘uH r+ 1\ ng(rﬂ) [l
1 1 q
——_7”“”
Seja
a + b +
Jia(llul]) = FHUH(T’H)[) + (n+1)(p+)n+1”u”(n+1)p
r+1
A (AN L ey L e
. = ol ———[ul|” .
Assim .
T = (L4 ot _ A (AN L e
| pt o (D)t r+l\p-/) syt
1 1 -
-
q- S¢
Note que Jy x(t) < 0 para t ~ 0, pois (n+ 1)pT < q~.
Além disso,
(ﬂ + ) (n+1)p*t _ ii_tqf _
pt o (n+1)(pt)rt! q S
forpt [ @ b L e
pt o (n+Dph)mtt g 5d

Como ¢~ > (n+ 1)p™, consideremos Ry, suficientemente pequeno, tal que

a (n+1)pt L1 -
25 " R" >0
(p* (n+ 1)(19*)"“) ' ¢ sy

Consideremos ainda,

N\ T B~ (r+1)
N\ — (r+1) (5~ " Sﬁ— 2 b RtDPT LLqu
' 2 \A4A) RECD\\pt  (p+1)(p)tt) ¢ ST
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e Ry = max{0 < t < Ry;Ji1, < 0}. Assim, existem 0 < A\j, Ry e Ry com Ry < Ry, tais

que
a

b
3w = Dallal) = Sy = (S (nﬁl)(wﬂ)
M (é)ﬂr #Huuﬁ‘(rﬂ)_iinuuq‘_
re1\B=) D o ST
para toda |jul| < Ry e 0 <A < Ay, com Jy\, (Ry) >0e Jiy (Ry) =0.

Desta forma, podemos escolher a fungao 7 : [0,00) — [0,1], 73 € C*°([0,00)), nao-

[

crescente, tal que
n(x)=1, se z <R

m(x) =0, se x> Ry.

Se |lu|| > 1, obtemos

a — - )\ A2 rt 1 +(p
)z el + | 0 ——(—) el

b
(n+1)(pt)ntt

r+1\p- Sgi(rﬂ
1 1 ot
——_S?HUH
q
Seja X
T b A (AT B+ (r+1)
']2,>\(HUH) p+”uH + (77+1)<p+)77+1“u|‘ r+1 (5 Sgi(r_;_l)HuH
1 1 +
——_?HUH‘Z :
q- S
Assim,

r+1
a p~ A (AQ) 1 tﬁ*(”rl)_i 1 pat

., Yo A ()Tt ui
pt o (n+1)(pt)rt! r+1\p3 Sy q= 52

natt) =

Note que J2(t) < 0 para t ~ 0, pois fH(r +1) <p~.

Além disso,
a b — 1 1 +
_ + tp _ ——tq —
(p+ (n+ 1)(29*)”“) q- 8¢
- a b 1 1 L
(2 - L)
( pt o (D)) q Sy

Como ¢* > p~, consideremos R, suficientemente pequeno, tal que

_ 11
R — ———R{ >0

(1% T 1)12p+)’7+1> Loy
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Consideremos ainda,

N\ T ﬁi r+1
Azzw B_ —HM i‘i‘ b RP*_iLRqJF
2 \A)  RFEFCOA\pt T D)) g s

e Ry = max{0 < t < Ry;Js,, < 0}. Assim, existem 0 < X9, Ry e Ry com Ry < Ry, tais

que
a b -
002 o) 2 danllel) = (4 e I
) I R I
r+1\p~/) g5y ¢ SI°

para todo |Jul| < Ry e 0 <X < Ay, com Jy,(Ry) >0e Jyy,(Ry) =0.
Desta forma, podemos escolher uma fungdo nao-crescente 7 : [0,00) — [0,1], 7o €
C*(]0,00)) tal que
n(z) =1, se z < Ry

To(x) =0, se x> Ry.

Finalmente definimos

T(t):{ nit) , t<1

Tg(t) N t>1

Agora considere o funcional truncado, com 0 < A < X' = min{\;, A2},

L(u) = a /—Vu’”%lx)%— (/ Vu’”%l:z:)
() < Qp(x)| | 7+71‘|'1 QP($)| |

2 [ Fd] - [

Note que se |[u]| < Ry entao Jy(u) = Iy(u) e se ||u|| > Ry, entao

1 (x) b 1 (x) ™
L(u) = a / Vupmdx) + </ Vupmdx)
A( ) < QP($)| | n+1 QP(fR' |

—Til {/QF(x,u)dx]r

Podemos ver que I, é coercivo , e portanto [, é limitado inferiormente.

Lema 5.12. I, ¢ CY (W™ (Q), R). Se I (u) < 0 entdo |jul| < Ry e Iy(v) = Jy(v)
para todo v em uma vizinhanca pequena de w. Mais ainda, I, satisfaz a condicao de

Palais-Smale local para ¢ < 0.

Demonstracio: E imediato que I, € CH(W,P™(Q), R). Se Iy(u) < 0 entdo ||u| < Rq

por constru¢ao do funcional truncado. Agora, para todo u € Bg,(0) existe £ > 0 tal que
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B.(u) C Bg,(0) e Ix(v) = Ji(v) para todo v € B.(u), pois ||v]| < Ry. Para demonstrar
a condicao de Palais-Smale local para ¢ < 0, observe que toda sequéncia de Palais-Smale
para I, com ¢ < 0 é necessariamente limitada pois o funcional é coercivo. Pelo Lema 5.9

existe \g tal que para 0 < A\ < Ag

(a/P)” (a/B)"
c<0< (% - i_) (@S,)™ + K min{A(@/B8)” = (r+1) x(a/B)* = (r+1)y,

d4

e portanto existe uma subsequéncia que converge forte em Wol’p(m)(Q), pelo Lema 5.10.

Lema 5.13. Para todo n € IN existe € > 0 tal que

onde I = {u € Wy (Q); I;(u) < —e} e 7 é 0 género de Krasnoselskii.

Demonstracao: Seja F,, C VV1 P(@) (©2) um subespaco n-dimensional. Assim para u € FE,

tal que |lu|| =1e 0 <t < Ry, temos

B = o [P ([ Sswape)”
A V Flz, tu)dx} _/L|tu|q@7(||u||)dx

Tt q(x) "
p (n+1)p
Li(tu) < ﬂ/wuv’ fc>dx+ bt o0 (/ Vul? :v)da:)

p
AATFLAT (D)
IUVS(’” du - — IU\q g
T+ DB

(tu) at? bt e~ AT 41
L(tu) < + - (n, — bm
g p~  (m+DE )t (r4+ 1B q+
onde
r—+1
a, = inf { (/ |u|5(z)dx> su € By, llul| = 1} ;
Q
e
b, = inf {/ [u|!@da;u € By, |Jul| = 1} -
Q

Entao,

at?” pt(n+1)p~ AT D)
+ — .
p= (D) (r+ D(E)

Observe que a,, > 0 e b, > 0, pois F, tem dimensao finita e as normas em Wol’p(z)(Q) e
LA®)(Q) sdo equivalentes em FE,. Como B (r+1) < p~ e 0 <t < Ry existem constantes
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positivas p e € tais que
I\(pu) < —e para u € E,, |jul| = 1.

Portanto, sendo S,,, = {u € E, : ||u|]| = p}, temos que S,,, C I;°. Assim, pela monoto-

nicidade do género (ver Apéndice A.2)

1IN°) 2 7(Spn) = 1,

como queriamos demonstrar.

n
Lema 5.14. Seja ¥ = {A C Wol’p(m)(Q) —0: A fechado,A = —A}, Y, ={ACX:
7(A) > k} onde 7 é o género de Krasnoselskii. Entao
= inf J
Rt A S
é um valor critico negativo de Jy e mais, se ¢ = ¢ = -+ = Cpy,, entao y(K.) > r+1 onde

K, = {u € WSP(Q) : Jy(u) = ¢, J,(u) = 0}.

Demonstragao: Primeiro mostraremos que —oo < ¢, < oo. Com efeito, pelo Lema 5.13
temos que para cada k € IN existe ¢ > 0 tal que y(Z,°) > k. Uma vez que I, é continuo

e par, segue que [,° € > :entao ¢, < sup (u) < —e(k) < 0 para todo k. Além disso I
uely ©
é limitado inferiormente, portanto ¢, > —oo, para todo k € IN.

Como ¢ < 0, I, verifica a condigao (PS), com nivel de energia ¢, ou seja, K. é compacto
e claramente simétrico, logo v(K.) esta bem definido.

Vamos supor com contradi¢do que ¢ = ¢ = g1 = -+ = Car € V(K. < 7+ 1.
Pelas propriedades de género (ver Apéndice A.2), existe uma vizinhanca K de K. com
v(K) =~(K.) <r+ 1. Pelo Lema de Deformagao (ver Apéndice A.1.2), segue que existe
um homeomorfismo fmpar 7 : Wy *™(Q) — Wy P (Q) satisfazendo A(I{H\K) C I,
onde 0 < § < —c pois, I, verifica a condi¢ao (PS) em IY. Por defini¢ao,

¢ = Cprr = inf suply(u).
A€Y iy ucA

Portanto, existe A € >, tal que sup < ¢+, isto é, A C I§+‘5, e
u€A

I(A\K) Ci((I57\K)) € I, (5.12)
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Pelas propriedades de género
V(A\K)) Z y(A\K) 2 7(A) =9(K) = (k+7r) —r = k.

Assim, H(A\K) € > ,. Logo sup I, > ¢, = ¢, que contradiz (5.12). Portanto, se
ueR(A\K)
C=CL=Ckr1 =" = Crar, entao y(K.) > r+ 1. Observe que isso assegura que ¢ é valor

critico pois y(K,,) > 1, ou seja, K., é nao-vazio Vk € IN. Além disso, se os valores ¢ nao
forem todos distintos, teremos y(K,.) > 1 e isso significa que K. é um conjunto infinito.

Assim, chegamos a uma quantidade infinita de pontos criticos de I, com energia negativa,
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para 0 < A < A= min{ Ao, A1, A2 }. Pelo Lema 5.12 esses pontos sao pontos criticos de Jy.
Isso mostra a existéncia de uma quantidade infinita de solucoes fraca para o problema
(5.1).



Capitulo 6

Existéncia de solucoes para um problema de Neumann

6.1 Introducao

Neste capitulo, estudaremos questoes de existéncia de solu¢oes da seguinte equagao,

com crescimento critico e com condicoes de fronteira de Neumann

1
M /—Vup(z)—i— ulP@ dx) — Ay + ulP® 2y
([ iV 1o ) (=B + P -2a)

= Az, u) [/ F(:L‘,u)dx:|r em O
M 1 Vo P@ p(@)\ g v p(:;,Q@u ) (6.1)
([, 1w« e ) (wup-22

G(z, u)dS] em Of),

= 79(z,u) V

\ o0

onde Q C RN, pec C(Q), p(z) < N,2< N, f: QxR - R, g:00xIR—ReM:
R — IR" sao fungoes que satisfazem determinadas condigoes, F(x,u) = / f(x, &)d¢E,
0

ov

“ 0
L. . u -, . .
G(z,u) = / g(z,y)dy, v é a normal unitaria exterior, — é a derivada normal exterior
0
e \, 7,7,k > 0 sao parametros reais.

Estudaremos o problema com os seguintes expoentes criticos de Sobolev

ey Np() _ (N =1D)p(z)

onde o expoente p, é o expoente critico no sentido do traco.

(6.2)

O funcional energia associado ao problema (6.1) é dado por

Iny(u) = ]\7(/92%(|Vu|p(x) + |u|p(x))d:v) - % {/Q F(ﬂfau)dl} . (63)

1
Kk+1
r-)/
— d
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T

para todo u € W@ (Q), onde ]/\/[\(7') = / M (s)dS e dS designa a medida na fronteira.

0
Pelas condicoes aqui consideradas, o funcional abaixo é diferencidvel no sentido de

Fréchet e sua derivada é dada por

1
(o = M (/ ——(|VulP® + |u|p(x))d:)3) / (Vu[P 2V uVo + | 2uw) do
' o p(x) Q

- {/ F(I,u)dx} / f(z,uw)vdx — v {/ G(x,u)dS} / g(z,u)vdsS,
0 Q o0 o0
(6.4)
para todo u,v € W@ (Q). Entao, u € W'?®)(Q) ¢ uma solugao fraca do problema (6.1)

se, e somente se, v € um ponto critico de J ,.

6.2 Demonstracao do Teorema 6.1

Teorema 6.1.

(i) Suponhamos & = 0, g(z,u) = |u|*™2u, ¢: 00 = [1,00) e A:= {z € 0Q : q(z) =

p«(2)} # 0. Além disso, consideremos a funcio 5(z) € C (), constantes positivas A;, As
tais que A;tP@~1 < f(x,t) < Axt’@~1 para todo t > 0 e para todo x € Q, com f(z,t) =0
para todo ¢ < 0. Suponhamos ainda que existam 0 < mg e m; tais que mg < M(7) < my,
mp’ (A_> (B +1)
mo Ay (BH)r
que para todo A > \; e para todo v > 0 existe uma solu¢ao nao-trivial para (6.1).

com ept < B (r+1) < q . Entdo existe \; > 0, tal

(i4) Suponhamos x = 0, g(x,u) = |[u|"™ 2y, ¢ : 90 — [1,00) e A := {z € IN : q(x) =
pe(x)} #£De M(7)=a+br",coma>0,b>0,7>0en>1. Além disso, consideremos a
funcio B(z) € C4(Q), constantes positivas A;, Ay tais que At5@ =1 < f(z,t) < Axtp@)~1
para todo t > 0 e para todo x € Q, com f(x,t) = 0 para todo ¢ < 0. Suponhamos ainda,
(n+ D" (é >T“ (B +1)
po)" Ay (B
Ay > 0, tal que para todo A > A\; e para todo v > 0 existe uma solucao nao-trivial para
(6.1).

(m+1p" < B (r+1)<q e . Entao existe

(#41) Suponhamos r = 0, f(z,u) = |[u["™2u, ¢ : Q = [1,00) e A= {2 € Q : ¢(z) =
p*(x)} # 0. Além disso, consideremos a funcao B(z) € C,(09), constantes positivas
Ay, Ay tais que AjtP@~ < g(x,t) < AptP@~L para todo t > 0 e para todo x € 99,
com g(x,t) = 0 para todo t < 0. Suponhamos ainda que existam 0 < mg e my tais que
' _ (A_) (57 (s + 1)
mgo As (BF)"

mo < M(7) < my, com ept < B (k+1) < ¢ . Entao
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existe y; > 0 tal que para todo v > 1 e para todo A > 0 existe uma solu¢ao nao-trivial
para (6.1).

(i) Suponhamos 7 = 0, f(z,u) = |[u["™2u, ¢: Q = [1,00) e A = {z € Q: q(z) =
p*(x)}#De M(t)=a+0br", coma>0,b>0,7>0,1n7>1. Além disso, consideremos a
funcao B(x) € C(09), constantes positivas Ay, A; tais que A7 ~1 < g(z,t) < Axtb@)—1
para todo ¢t > 0 e para todo x € 0%, com g(z,t) = 0 para todo ¢t < 0. Suponhamos ainda

e T D@ AN (B) (k1)
e o+ " < (et ) < SR < ()

existe 9 > 0 tal que para todo v > 5 e para todo A > 0 existe uma solucao nao-trivial
para (6.1).

. Entao

6.2.1 Demonstracao do item (i) do Teorema 6.1
O resultado segue dos seguintes lemas:

Lema 6.1. Seja (u;) C WHP@(Q) uma sequéncia de Palais-Smale, com nivel de energia
¢, entdo (u;) é limitada em WP (Q).

Demonstragao: Como (u;) é uma sequéncia de Palais-Smale, com nivel de energia c,

temos J (u;) — ce Jy_ (u;) — 0. Considerando 6 tal que

myp* AI)T—H (B7)*H(r+1)
<O <|— , 6.5
mo (A2 (BH)r (6:5)
temos 1
€ Nl = (o) = )y )
Dai,

Cotllull = ]‘7(/% |V [P +!u |p(“”)da:>—ril {/QF(x,uj)dx]TH
i

1 T ]' T T
_|u|q( ds — 5 (/QM (|Vuj|p( ) |uj|7’( )) dx)

(x
X ( |VUj’p(x)72VUjVUj + ‘Uj’p(x)2UjUj)dx)
g {/ F(x,u; dx} /f T, uj)u; + / ;]2 0u,;dS,
1 A r+1
C+lyll > mo (/ (|Vu; P@) 4 |u [P ) dx) - {/ F(:E,uj)dx]
o p(7) r+1

1 ma
_ q(z o |p(x |p(=)
i es = ([0vusr & jup)as )
{/ F(.T,Uj)dx:| /f(x,uj)uj—i—z/ |Uj’q(x)_2UjUde,
Q Q 0 Joa

\_/



6.2 Demonstracao do Teorema 6.1 79

o S L 1o p@ P@) g ATH 8y
+ llugll = mo Qmﬂ ui [P+ Ju [P da T D |Ug! x
|
— /mq opeas - 5 ([ <|Vuj\f’<x e >das)
Ar+1 r+1
{/ |u|B(”")d:13} +1/ |7 2 0u,dS.

- 0 Joo
ssim,

mo mi Y Y
1 > 0 |p(x) p(z L _ |a(x)
C+ |yl > (p+ 0)(/9(|vu]| + Juy[P®)) d >+<9 _)/m|u]| ds

r+1 r+1
+ M _ /\A |u\ﬂ ) da
o) (r+1)(p-)r+t

Suponhamos que (u;) ¢ ilimitada em Wl’p("’”)(Q). Assnn, passando para subsequéncia

se necessario, considerando ||u;|| > 1 pela Proposicao 1.4
mo mi —
C+ |yl = (p—+ - 7) [yl

que ¢ uma contradicdo, pois p~ > 1. Logo (u;) é limitada em W'P®)(Q).

Lema 6.2. Seja (u;) C W1P@(Q) uma sequéncia Palais-Smale, com nivel de energia c.

q_ 1€l

Proposicdo 1.8 é vazio e u; — u em L9®)(99).

11 o\ i),
Se ¢ < (5 — —> inf <71_1/p(“)m(1]/p( ’)Tmi) Ptz ’), entao o conjunto de indices I, da

Demonstracao: Seja u; — u em Wtr@)(Q). Pela Proposicio 1.8 e Lema 6.1, temos

Ui g ™™ — v = [u]| ™ + Z V6, fraco —" no sentido das medidas.
el

|V, [P@ — > V@ + Z pidz,, fraco —" no sentido das medidas.
iel
T, I/W‘) < en) Vi
1 1el.

Se I = ) entdo u; — u em LY@ (9Q). Para demonstrar essa afirmagao, vamos considerar
a extensdo do Principio de Concentracio de Compacidade de Lions para o aberto IRY.
Considerando as funcdes u € WP (Q) como funcoes em WP (RYN) com u = 0 em

RN\ 9Q. Identicando as fungdes |u;]7® e |u|?® como fungdes de L'(IRY), obtemos

[t @ode = [ qupods s [ ods = [ jultods
o0 RN RN o0
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para toda ¢ € Co(IRY).

Considerando ¢ € Co(IRY) tal que ¢(x) = 1 em O com o suporte compacto contendo
09, a convergéncia segue. Agora vamos supor que I # (). Seja z; um ponto singular das
medidas ;e v. Seja ¢ € C°(IRY) tal que 0 < ¢(x) < 1, ¢(0) = 1 e suporte na bola

unitaria do IRY. Consideremos as fungoes ¢;.(z) = ¢ x;% para todo z € RN e
e > 0.
Como J} _ (u;) — 0 em (W@ Q)" obtemos que
lim Jy _ (u;)(¢scu;) = 0.
Desta forma,
1
B ) (i) = M ([ 070+ o)
’ o p(z)

X / (|Vuj\p(x)*2VujV¢i’guj + ]uj\p(x)ﬂuj(bi,guj) dx
Q

— /89 |uj|Q(x)_2ujqbi7Eude - [/Q F(m,uj)dx} /{)f(x,uj)(gzﬁi,auj)dx — 0,
isto é,

1
T () ;) = u ( [ s+ ruj|p<l‘>>dx)

X / (IVu; PP 2V u; Vi cuj + [V POV @ o+ |ui PP i) da

Q '
_ Ja(®) 4. _ . N ap
fy/asz |u; |1 i dS — A {/ﬂ F(x,u])dx] /Qf(x,u])(gbmuj)dx — 0.

Quando j — oo, tem-se

0 = lim (M < / L(Wujv’(w) + |uj|p($))daj) / (|Vu; PO =2V 0,V ¢ oy ) da
q p(7) Q

1
M /— V[P + fuy [P d:ﬂ)/ u-p(“)gbigdx)—l—
( Qp(SE)(‘ Jl | J‘ ) Q’ J’ )

M(t[)) /Q Qbi,ad,u -7 00 gbi,ed’/ - A [/Q F(x,u)dx} /Qf(x’ u)<¢i,su)dx7

1

onde ty = lim /— Vu, |[P® + |, [P@ dx).

o= Jim ([ Va4 )
Sabemos que,

linéM(to) / (|VuP®=2VuVe; .u)dr — 0, (ver no Lema 3.2).
E— Q
Por outro lado,

ity M(t0) [ 6 = Mta)po(©), iy [ v = 1000
e— Q =0 J50

A {/Q F(:U,u)dx]T/Qf($,u)(qb,~75u)d:v—>O, M(to)/ﬂ|u|p($)¢i,5d:v—>0 quando & —
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Assim,
M (to)11:6(0) = y53¢(0) implica que v 'mop; < v;. Como Triuil/p*(mi) < u}/”(“) obte-
mos v~ 'myg (Tmi)p(“) PP < = s < vi Assim, 4 mg (Txi)p(“) <y PED/pem)

Y@@/ @) 1ol T < (@) =ple) ol 2)

. Logo,
p(x)Px(%;)

Vi Z <’y_1/l’($z)m(1)/p(xz)7xl> px (z7)—p(z;) ‘

1
Considerando 6 satisfazendo (6.5) e o fato que ¢ = lim (J,\(uj) — —J;\7,Y(Uj>Uj> , temos

0
. Y Y
c>lim| - — — / u; |19 dS.
(9 Q) BQ|]’

Y Y Y Y
D u|"@ds +/ E Vidy, | > (— — —) Vi,
(9 q‘) (/89| | o0 ' 0 q

i€l

Dai,

que implica

1 1 _p(zi)px(@;)
e>(>— = )inf (71—1/p<xi)m1/p(zi)7 4>p*<zi>—p<zz~>'
“\0 ¢ )i o =

Portanto, o conjunto de indices I é vazio se,
1 1. 1=1/p(zs), - 1/p(x:) 7 %
o< (o) nf (o T P
|

Lema 6.3. Seja (u;) C WHP@(Q) uma sequéncia de Palais-Smale, com nivel de energia

1 1 o)\ B

c. Sec< (5 - —_) in§ (yl_l/p(xi)mé/p( ’)T$i>p T existe u € Wir)(Q) e uma
q (S

subsequéncia, ainda designada por (u;), tal que u; — u em W@ (Q),

Demonstragao: Como
J;,'y<uj) - 07

temos .
J! N — - M _ |p(2) [Py g
4 )y — ) ([ 59 4 g

X / (|Vuj|p(x)_2VujV(uj — ) + | [P 2 (uy — u)) du
Q

=y | | Py (uy — w)dS

) F@,uf?dx]’ [ e —uyia 0.
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Observe que

1
mo < M /— Vo [P 4 |, [P® dm) < my.
o3 ([ 170+ e ) <

Note ainda que existem constantes nao-negativas c; e co tais que

o < {/ F(:c,uj)dx] < ¢y.
Q

Usando a desigualdade de Hélder, temos

/Q iy P2 (u — )| <

/fxuj — u)da

onde C] e Cy sao constantes positivas. Desta forma,

/ g [P (1 — w)d
Q

RO

Pelo Lema 6.2, u; — u em L1 (9Q) e usando a desigualdade de Holder, obtemos

< / s PO oty — uldz < Cullul™ ™ o mer-1 g — lpie),

<Ay / oy POy — uld < Col[ulP 30y 00yt — s

— 0

— 0.

/ ;1) 20 (uj — u)dS‘ — 0.

Fazendo
Ly (us)(uj —u) = / |V [P 2V, Y (uj — u)d,
Q

tem-se Ly (u;)(u; —u) — 0. Temos também que L) (u)(u; —u) — 0. Assim,
(Lp(a) (1) = Lip(ay (), uj — u) = 0.

Do Teorema 1.1, u; — u in WHP@) ().

Lema 6.4.
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(1) Para todo A > 0, existem «, p > 0, tais que J),(u) > «, ||ul| = p.

(i) Existe um elemento wy € W@ (Q) com [Jwg| > p e Jy,(wo) < a.

Demonstracao: (i) Temos que,

1o @ @ A A
o) > m(/ S 4 )dx) r+1[9 =
Y

——/ u|?®)ds.

r+1
uﬁ(m)dx}

) qa Joo
Assim,

A A\ r+1

T / |u|q(‘”)dS.

\%

q Jon

Se |lu|| < 1 é suficientemente pequena, da Proposicao 1.4 obtemos /(|Vu|p(w) +
Q
luP)dz > ||ul|P" e das imersdes WP@(Q) — LAE(Q) e WIr@(Q) — L1®)(HQ)

(continuas), temos / @ de < MP ||ul)?” e / Ju|"@de < MZ |ju|?".
0 00
Desta forma,

> mo pt A Ay rH B~ (r+1) B~ (r+1) Y a a
Iy (u) — ul” - - M, ] —q—,M2 [Jul”

—op r+1\ 5"
Usando o fato que p™ < = (r+1) < ¢,
myy e A (AT ey e Y A
I~ (w) > —||lul|P” — —= D17 f |77 G ——_—, /i [V S0
) 2 D - 2 () M MY

que pode ser escrito como

my + >\ AQ T —(r Y - —(r
Dale) = 22l —(r+1<5——) MO D

Considerando p = ||u||,

Mo A (AN B~ (r+1) Y - ~(r+1)—p+
J > Pt — M T MT |

o resultado segue.

(i1) Seja 0 < w € WHP@(Q). Parat > 1,

I (tw) < m—jt’ﬁ /(|Vw|p(x) + |w|p(x))d:v) - %t‘f lw|?®ds
p Q 1 q 8Qr+1
LA <é> (B (1) (/ |w|ﬂ(w)dx) _
r+1\8" o
Assim,
tllglo Iy (tw) = —o0.

Isso conclui a demonstracao do lema.
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Para concluir a demonstragao do item (i), pelo Lema 6.4 podemos usar o Teorema

do Passo da Montanha (ver Apéndice A.1.3), que garante a existéncia de uma sequéncia
(u;) € WHPE(Q) tal que

Ja(uj) = c e J/’w(uj) — 0 em (Wl’p(“’)(Q))’,
onde o candidato a valor critico é dado por

c = inf sup Jy.(h(t
i, sup D +(h(t))
e C={h:[0,1] = W@(Q) : h continua e h(0) = 0, h(1) = wp}.
Para 0 < ¢t < 1 e fixando w € W@ (Q),

J/\,w(tw) < @tl’ (/(|Vw|p(z) + ]w|p(r))dx> _ _tq+ | |
p Q r+1 q ’r‘+1
A (AT e / W @dg)
r+1 B+ QO
Dali,

J/\W(tw) < mtp (/(|lep(x) + |w’P(x))dx)
Q

D

r+1 r+1
A (A ey / w|@dx )
r+1\ 8" Q

~ _ >\ A r—+1 _
Fazendo ¢g(t) = mlatp — a1 btﬁ*(ﬂrl)7
p r+ 1\ g+

onde @ = /(|Vw\p(‘”) + |wP®)dz e b = / lw|? @ dz, obtemos sup Jy(tw) < g(t). Observe
0 0

que ¢(t) tem um ponto critico de maximo

1
Bt (r+1)—p—
mia
t>\ — 1 9

\(3) T

e ty — 0 quando A — oo. Pela continuidade de J)

lim <sup J,\ﬁ(tw)) = 0.

A—00 t>0

Entao existe Ay > 0 tal que VA > )\,

1 1Y, Up(en) U p(ee | Gt
sup Jy  (tw) < 0 o= inf (fy ~Up(@) g /P Txi) R
t>0 q i€l
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Isso completa a demonstragao do item (7).

6.2.2 Demonstracao do item (ii) do Teorema 6.1

O resultado segue dos seguintes lemas:

Lema 6.5. Seja (u;) C WHP@(Q) uma sequéncia de Palais-Smale, com nivel de energia
¢, entdo (u;) é limitada em W1P@)(Q).

Demonstracao: Como (u;) é uma sequéncia de Palais-Smale com nivel de energia c,

temos Jy,(u;) — ce Jy_(u;) — 0. Considerando 6 tal que

(+DE)_, (A) () + 1)

W) A Gy (6.6)

tem-se

1 !
Ol 2 (o) = s s ) 2

L (z) (2) b 1 (@) ) n+1
V. |P\T | Pz d v |p(x p(x d
a(/ap(w (el ul™) x) n+1 (/p( )(| i ut™) x)

)\ ) r+1
F(z,u;)d — ——|u]?@®)ds — /vpx”vvcz
S| rewa - [ Va2V,

_%/Q|uj|p(w)—2ujujdl‘-‘r% |:/Q F(I,u])dl’:| /f T, u; ujdx—l— _/ |uj|q(:c)—2ujujd5

b 1 "
__ (/ (|Vuj|p(”3) 4 |uj|p(m)) dx) (/ (|Vu |P(z 2. iV, + |U]| u]u]) dm) .
0 \Ja p(z)

Assim,
C A lull =

or </ (V[P + g [7) dl’) TS e (/ (I P 4 [y 1) dx)

Ar—f—l r+1
o | =2 [ pas =8 [

Ar—f—l 7“+1
—-/|UJ|P dot 22 A [/ WEE dx} / s[4

W (/ <|V%lp + Juy[P4) dx)

Dai,

a a
C ol = (5= 5 ) ([ (70l + ) a)

+ ((n + 1)12p+)n+1 — G(pb—)n) (/Q (19, P 1 Juy P dx> n+1
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AATH AALT ) {/ B() ]TH (7 Y ) /
+ — ul”dx + (<L - = [a(z) g g
<9(5+)r (r+1)(8~)r+! Q u 0  q ) Jaa fus

Vamos supor que (u;) é ilimitada em WP (Q). Assim, passando & subsequéncia se

necessario, temos ||u;|| > 1 e pela Proposigao 1.4

1 1 _
Ol 2 (= 5 ) Il

que ¢ uma contradicdo, pois p~ > 1. Logo (u;) é limitada em W'P®)(Q).

Lema 6.6. Seja (u;) C W1P@(Q) uma sequéncia de Palais-Smale, com nivel de energia

1
cety= lim (/Q m(\VUﬂp(m) + |uj|p(m))dx>. Se

J—00

(zi)px(x4)
< (1 _ i) inf (PG UPET, )G e
0 q— ) i€l

onde @ = t; com 0 < t; < bt} , entdo o conjunto de indices I, da Proposi¢ao 1.8 é vazio e
wj — u em L@ (90).

Demonstracao: Suponhamos que u; — u em lep(m)(ﬂ). Pela Proposicao 1.8 e Lema

6.9, temos

Uil g1 — v = [u]?® + g Vi0z,, fraco—" mno sentido das medidas.
icl

|V, [P@ — > [V + Z pidz,, fraco —* no sentido das medidas.
iel
sz Zq(ﬂ%) < NP(%) Viel.
Se I = ) entdo u; — u fortemente em LI®(9Q). Recordemos que a demonstragio
dessa convergéncia ja foi feita na demonstracao do Lema 6.2. Agora, suponhamos que

I # (. Seja x; um ponto singular das medidas p and v. Seja ¢ € C(IRY) tal que
0 < ¢(x) <1, ¢(0) = 1 e suporte na bola unitéria do IRY. Consideremos as fungoes

Gic(z) = ¢ (I — x2> para todo z € RN e e > 0.

Como Jj (u;) — 0 em (W@ Q)" obtemos que

lim Jy _ (u;)(¢scu;) = 0.
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Desta forma,

Iy (u)(@icu;) = (a h (/Q ;ﬁﬂwl”“) + |Uj|p(x))dm) n)

X / (|Vuj\p(“”)_2VujV¢i,5uj + ]uj|p(x)_2uj¢i,5uj) dx

Q '
— ., |uj|Q(x)*2uj(bi7Eude - {/Q F(x,uj)dx] /ng(x,uj)(¢i,€uj)dx — 0,

ou seja,

T () (6scu;) = (a +b (/Q Iﬁ(!vuﬂw + |uj|p(x))dx) n)

% / (IVu; PO 2V u; Vi cuj + [V POV @ o+ |ui PP i) da
Q

— |uj|q(:v)¢i76d5 - [/ F(x,uj)dx}r/ f(z,uj)(¢;cuj)dx — 0.
a0 Q Q

Quando j — oo temos

1 n
= lim ([a +b (/ ——(|Vu, P + |uj|p(z))dx> ] /(|Vuj|p(z)_2VujV¢i’6uj)dx
o p(7) Q

1 n
a+b(/— YV [P@) 4 @) dm) }/ u”(””)cbz',sd@“)Jr

(a+ b)) /Q Giedp — . Gicdv — A [/Q F(x,u)d:c} /Qf(x,u)(qﬁiysu)daz.

Mostra-se que,

lii% (a + bt]) /(|Vu|p(w)_2VuV¢ivau)dx — 0, (ver no Lema 3.6).
Por outro lado,

lim(a + bi}) / b = (a+ biuot0), i [ 6w = vo(0

A {/ F(m,u)dw} /f(x,u)(qﬁmu)dx — 0, (a+btg)/ |uP@ ; .dz — 0 quando & —
Q 0 0

Assim, (a + btg) p:6(0) = 736(0). Tsso implica que 4~ 'ap; < vz Como T, /") <

1/p(: (Tz.)P(%) L P@) /P

17" obtemos v~ 'a i) < 4 g, < v Logo,

1T (T, )P < )l ) om0 ple) ()

e 4~ V/plE)gl/pe) T < y P+ (@) =p(@a)/p(@i)p=(zi) Portanto,

1 — (2

p(zi)px(x;)

v; > (,y—l/p(zi)al/p(xi)Txi)m .

Por outro lado, usando 6 satisfazendo (6.6) e o fato que

. 1 !/
¢ =lim (J,\(Uj) - gjx,y(uj)uj) :
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Temos ,
. v
c>lim| - —— / w;]9®ds.
(9 Q) an' i
Dai,
v v / (@) / (7 7)
CZ - = — wul? dS+ Vi5zi 2 - — — | V;.
(9 q)(aﬂ’ | 89; 0 q

Logo,

(@) ps ()
c> <1 — i) inf (Vl—l/p(xi)al/p(wi)fzi) PREnRTER) ]
0 q ) i€l

Portanto o conjunto de indices I é vazio se,

- ] i€l

(z3)px (z;
c < (% _ i) inf (71_1/17(431')51/13(951')7%)pi(wi)pfp(xz) .
q

Lema 6.7. Seja (u;) C WH@)(Q) uma sequéncia Palais-Smale com nivel de energia

1 1 _ p(24)px(25)
C. Se c < (5 — —_) 1n£ (vl—l/p(ivi)al/p(l‘i)Txi)P*(wi)*?(zi), existe u € Wl,p(x)(Q> e uma
q (S

subsequéncia, ainda designada por (u;), tal que u; — u e WP@(Q).
Demonstracao: Como
Jg\,'y(uj) - 07
1 n
B -0 = (aro( [T i) )
’ o p(z)
X / (V[P 720,V (uy — u) + Jug [P 2w (u; — ) da

temos L

) g |92 (uy — w)dS

) UQ F(x,uj)dxy/ﬂf(x,uj)(uj — w)dz — 0.

Observe que existem constantes nao negativas cy, co, c3 e ¢4 tais que

1 n
c §a+b(/— Vu,; [P® 4 |y, [P dx) <c
1 Qp(f]:)(‘ ]| | ]| ) 2

T
cs3 < [/ F(x,uj)dx] < ¢y.
Q
Usando a desigualdade de Holder inequality, temos
[ 12 = wia] < [ g =l < ClluP o1 o=l
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/Qf(x,uj)(uj —u)dr| < A2/9|Uj!ﬁ(x)1mj—u\dx < Col[ul™™ Y g2y /()1 [t — | )

onde C and C5 sao constantes positivas. Assim,

—0

/Q g [P (1 — w)da

— 0.

/Qf(x,uj)(uj —u)dz

Pelo Lema 6.6, u; — u em L1 (99) e usando a desigualdade de Hélder obtemos

|| 120 (uj — u)dS‘ — 0.
o0

Fazendo

Ly (uj)(u; —u) = /Q |V [P 20,V () — ),

tem-se Ly(y)(u;)(u; —u) — 0. Temos ainda que, Ly, (u)(u; —u) — 0. Entao,
(L) (uj) = Lpg)(w),u; —u) = 0.

Do Teorema 1.1, u; — u em WHP@)(Q).

Lema 6.8.
(1) Para todo A > 0, existem «, p > 0, tais que J),(u) > «, ||ul| = p.

(i4) Existe um elemento wy € WP (Q) com [Jw| > p e Jy,(wo) < a.

Demonstragao: (i) Temos

Toalu) > o[ 9 & 1)
1

b (2) v\
+ / Vu|P™) 4 |ulP® dx>
77+1<Qp<95)(| |+1 [l
A A "
[/ 2 u’g(x)d:c] — l_ u|?®)ds.
Q

_r—i-l

(z) q Joo
Entao,
a (z) (z) b (z) (z) f
I~ () > Vu|P'" 4 u PP dx 4 (/ Vu|P¥ + |u|P dm)

r+1 r+1
__A <é> V uﬁ(w)dx] _ 2 s,
r+1\p" Q q Joo
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Se |lu|] < 1 é suficientemente pequena, da Proposi¢cao 1.4 obtemos /(|Vu|p(z) +
e

luP®)dz > ||ul|P" e das imersdes WPE)(Q) — LAE(Q) e WLr@(Q) — L1@)(HQ)
(continuas), temos / luf@de < MY ||Jul)? e / lul?@de < MY [Jul)?.
Q o0

Desta forma,

a + b +
I, (u) > —Jlul]”” + [P (D)
2 ) p+ “ H+1 (77 + 1)(p+)17+1 ’ ”
A A\ —(r - - _
= (G Ml — L
r+1\p- q-
Usando o fato que (n+ 1)p™ < 8~ (r+1) < q~,
a + +
Ty (u) > = |||+ 0T 4 | (1)
)u’Y( ) = _,.ﬂl || (77+ 1)<p+)77+1 || ||
A (AN . .
. (_) M O — o M ],
r+1\p- f=(r+1)
que podemos escrever como
a b n
Ih(u) > — 4 wllpt (1)
ale) 2 (p+ X (77+1)(p+)"+1) Il
A A\ B (r+1) v - -
- =) MUV M| [u]) .
r+1 <ﬁ> ! B=(r+1) 2 i

Considerando p = |Jul|,

Jan (u) > p(77+1)1!7+ <

i+ b ) B A (é)rﬂ e GR)
pt (n+1)(pt)rtt r+1\p- !

v - - _ +
S V K B~ (r+1)—(n+1)p
+6_ (7“ n 1) 2 ) P )
e o resultado segue.

(ii) Seja 0 < w € WP@)(Q). Para t > 1,

J,\ﬁ(tw) < ];L_tzﬁ </(|Vw|p(x) + \w\p(x))dx)
Q

ptpt (1+1) -~ b g 1
_l_ x _|_ x
(D)t (/Q“ wir e "””)

)\ A r+1 B r+1 B
+ (—f) A7+ (/ |w|ﬁ($)dm) - %tq / jw|?@)ds.
r+1\p3 Q q 00

tlg& Jry(tw) = —o0.

Entao temos

E assim concluimos a demonstracao do lema.
]

Para concluir a demonstragao do item (i), pelo Lema 6.8 podemos usar o Teorema

do Passo da Montanha (ver Apéndice A.1.3), que garante a existéncia de uma sequéncia
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(uj) C WHP)(Q) tal que
Iy (u;) = ¢ e J/’w(uj) — 0 em (WP@(Q)Y,
onde o candidato a valor critico é dado por

c=inf sup Jy,(h(t))

heC te(0,1]

e C={h:[0,1] = W2 (Q) : h continua e h(0) = 0, h(1) = w;}.
Para 0 < t < 1 e fixando w € WHP@)(Q),

J,\ﬁ(tw) < ]%tp (/(|Vw\p(x) + \w\p(’f))dl‘)
Q

pp~ (n+1) — o g -+
+ T + xT
(n+1)(p~)mtt (/Q(| vl wl™) m)

i\ A r+1 r+1
B (_) s (/ |w|ﬁ<”“”dl“> — Lt [ Jwltds.
. r+1\ g+ Q q* 20
ai,

Jon(tw) < L ( [+ |w|p<$>>d:c)
p Q
bt~ (n+1)
([vure & fur)as )
Q

n+1

NE e

r+1 r+1
_ A (AN e ([ g
T—|—1 ﬁ"’ w x .
Q

aé pant! A (AT
_ A (A BT (r+1)
Fazendo g(1) (p_— T 1)(p—)n+1> L (ﬁ*) . ’

onde @ = /(|Vw|p(z) + [wP@)dz e b = / lw|?@dz, obtemos sup Jy(tw) < g(t). Note
Q 0

que ¢(t) tem ponto critico de maximo

h= [W)”“((n 1)+ b<a>”*1>]
AT (1 + 1) (p= )b+ ’

e ty — 0 quando A — oo. Pela continuidade de J) ,

lim (sup J,\ﬁ(tw)) =0.

A—00 t>0

Entao existe Ay > 0 tal que VA > Ay

1 1 . PE)px ()

t>0 q- i€l
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Isso completa a demonstragao do item (7).

6.2.3 Demonstracao do item (iii) do Teorema 6.1

O resultado segue dos seguintes lemas:

Lema 6.9. Seja (u;) C WHP@(Q) uma sequéncia de Palais-Smale, com nivel de energia
¢, entdo (u;) é limitada em W1P@)(Q).

Demonstracao: Como (u;) é uma sequéncia de Palais-Smale com nivel de energia c,

temos Jy,(u;) — ce Jy_(u;) — 0. Considerando 6 tal que

myp* Al)m (B7)*(k+ 1)
<0< |— , 6.7
mo (Az (BF)s (67
temos ]
€ Bl = (s la5) = ) )
Dai,

- 1 v K+1
C+||lu;|| > M(/— V[P 4 Ju; [P dx)——l/ G(z,u;)dS
Jus [ 5 (Vo + ) [ et

1 1
)|uyq d:c——M (/ o) (IVu; [P + Juy 7)) da

( (|Vu; [P 2V, Vg 4 ug [P 2uju;)de

[/ G(x, ] / g(z,uj)u;dS + 5/ Ju; |12 u .
00 Q
Desta forma,

1 N N v Kk+1

p
1 my
—)\/ u| " dy — — (/ V[P + Juy [P d:z:)
Qq@l\ " (Vs ;)

A
+1 |:/ G(QT, U,])dS / g(ﬂ?, uj)ude + —/ |uj|q(x)_2ujujdx.
0 o0 o0 0 Q

K+1 Kk+1
(9 + ) ) = 2 [ fuas
A DT Lo

+

=2

~—

Assim,

CH+l|u;l| = m (/
|| ]” 0 Qp(

\_/

1 my
_A/ L@y ™ (/ T IP® 4 [ [P dx)
quiic)l | 7 +1Q(| il |us [P)
AT s gl A (2)-2
+9(ﬁ+)” |: o ’U| dS + 5 o ‘Uj|q UjUjd!E.

Logo,
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. mo _ M @) |, e A_A 4@
C+ |Jul| > (p+ 9)(/9(\%];10 + Juyl? )dx>+<6 pe Qyuqu dx

,.YAII»+1 B ’}/Angl ) |: 5(x)dS:| K+1
(9(ﬁ+)“ (D)) /a [ '

Vamos supor que (u;) é ilimitada em WP (Q). Assim, passando a subsequéncia se

necessario, temos ||u;|| > 1 e obtemos pela Proposicao 1.4
mo my —
C gl = (22 =)l

que ¢ uma contradicdo, pois p~ > 1. Portanto (u;) é limitada em W1P®)(Q).

Lema 6.10. Seja (u;) C WP(®)(Q) uma sequéncia de Palais-Smale, com nivel de energia

1 1 _
c. Sec < (5— —) AmoS)Y, onde My = min{(A " me) """, (A" mo)/?" }, entdo o
9a

conjunto de indices I da Proposigao 1.7 é vazio e u; — u em L1®)(Q).

Demonstracao: Pela Proposicao 1.7 e Lema 6.9, temos

g [ = v = Jul®® + 3" vidy,, v >0

i€l

[V PO = > [VulP™ 4y pide,, i >0
i€l

Sy,l/p*(xi) < M}/p(xi) Viel.

Se I = () entdo u; — u em L9®(Q). Recordemos que a demonstracio dessa convergéncia
ja foi feita, na demonstragdo do Lema 3.2. Agora, suponhamos que I # (. Seja x; um

ponto singular das medidas p and v. Seja ¢ € C°(IRY) tal que 0 < ¢(z) < 1, ¢(0) =1
T —

e suporte na bola unitaria do IRY. Consideremos as fungoes ¢; () = ¢ para

todo z € RN e e > 0.
Como J} _ (u;) — 0 em (W Q)" obtemos que

lim J/'\W(uj)(gz5i7guj) = 0.

Assim,
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1
T () () = M ( [ S 17ur + rum@)dw)

X / (|Vuj|p(m)*2VujV¢i7suj -+ |uj|p(x)72uj¢i7€uj) dx

Q K
—)\/ |uj|Q($)_2uj¢i7€ujda: — {/ G(x,uj)dS} / g(z,u;)(picui)dS — 0,
Q o0 0

ou seja,

1
T () () = M ( [ S 17ure + ruj\p%dx)

% / (IVu; PO 2V u; Vi cuj + [V POV @ o+ |ui PP i) da

Q K
—)\/ |uj|q($)gbi,gdx — [/ G(m,uj)dS} / g(z,u;)(picuj)dS — 0.
Q a0 a0

Quando j — oo, tem-se

1
0 = lim (M </ ——(|Vu P + |uj|p(w))da:) /(|Vuj|p(r)_2VujV¢i75uj)dx
o p(z) Q

1
M ([ (90l e ) [ up®o,de) +
Q

o p()

M (to) /Q Gidp — )\/chi,sdl/ — {/89 G(x,u)dS] /mg(a:,u)(@ygu)dS,

1
onde to = lim </ ——(|Vu, P + |u'|p(‘”))dx).
i=oo \ Jq p() ! !

Mostra-se que,

lin% M (to) / (IVulP)=2VuVe; .u)dx — 0, (ver no Lema 3.2).
E—
Por outro lado,

tig M(to) [ dnedi = Mlta)uo(0), Ay [ 6w = vo(0)
0% {/ G(x,u)dSr/ g(x,u)(p;cu)dS — 0, M(to)/ ulP®¢; .dx — 0 quando & —
B B Q

Desta forma, M (to):i(0) = Av;p(0). Isso implica que A~ mop; < v;. Como Su/P ) <

u’? (*2) procedendo como no item (1) obtemos,

(meS)N < v,

onde Ty = min{ (A "'mg) P, (A mg) VP )

Considerando 6 satisfazendo (6.7), temos

. 1 !/
c = lim (J,\(uj) - éj,\,y(uj)uj) '
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c> lim/ (i — L) |u;| " d.
o\ q(z)

Assim, usando o conjunto A5, dado nos capitulos 3 e 5 deste trabalho

A A A A
cz |7 —— |u|qmd$ + Z%‘ >z —— v
0 az, As iel 0,

c> <% — %) (moS)™.

Além disso,

Logo,

Portanto, o conjunto de indices I é vazio se,

Lema 6.11. Seja (u;) C WP(®)(Q) uma sequéncia de Palais-Smale, com nivel de energia

1 1
c. Sec< (5 - —) Am0S)Y, entdo existe u € WP (Q) e uma subsequéncia, ainda
9

designada por (u;), tal que u; — u em W@ (Q),

Demonstracao: Como
Jé\,'y(uj) — 07
temos .
I3 () (u; —u) = M(/— YV |P@ + |u; [P dx)
A,'y( ])( J ) QP(JL’)(’ J| | ]| )
X / (|Vuj|p(m)_2VujV(uj — ) + uy PO (uy — u)) d
Q
|1 (uy — u)da
— {/ G(x,uj)dS} / g(x,uj)(u; —u)dS — 0.
o0 o9

Observe que,

1
mo < M /— Vo |[P@) 4 |y, [P d:z:) < my.
oM ([ 170 4 e ) <

Note ainda que existem constantes nao-negativas c; e co tais que

c < [/ G(x,uj)dSl < c.
o0
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Usando a desigualdade de Hélder, temos

/Q s [P (uy — w)dx

/ g(w,uz)(uj — U)ds' < Az/ [P uy — uldS
o0 o0

< Col[ul™™ Y g2y (@)1 115 — ).

onde C; e (5 sao constantes positivas. Assim,

—0

/ g [P (uy — w)de
Q

/m o, ) (u; — u)dS' 0.

Pelo Lema 6.10, u; — u em L@ (Q) usando a desigualdade de Holder obtemos,

— 0.

/ g |12y (wy — w)da
Q

Fazendo,
Ly (us)(uj —u) = / |V [PV (uy — u)da,
Q

tem-se Lpg)(u;)(u; —u) — 0. Temos ainda que Ly (u)(u; —u) — 0. Entao,
(Lpa) (5) = Lpga)(w), u; — u) = 0.

Do Teorema 1.1, u; — u em WHPE)(Q).

Lema 6.12.
(1) Para todo A > 0, existem «, p > 0, tais que J),(u) > «, ||ul| = p.

(i) Existe um elemento wy € W@ (Q) com [Jwg| > p e Jy,(wo) < a.

Demonstragao: (i) Temos

K+1

—= | Ju|f®)dz.
7 Ja

1 g Ay e
Tay() 2 mo ( / <—(|WIP‘””>+|u!”(””))d:c> - [ / uﬂmds]
Q

p(x) o0 B(z)

Assim,

< /Q i [Py —uldz < ClJuP™ ) o) 11145 — lp)s
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mo ’y A2 K/-‘rl H,+1
Jaq(u) > / VulP®@ + |ulP@)dz — (—> U uﬂ("”)dS]
() pe (IVul |u[") rila o

A
—= [ |u|f®dz.
4 Jo

Se ||u|| < 1 é suficientemente pequena, da Proposi¢ao 1.4, obtemos /(|Vu|p(”) +
0
luP®)dz > ||ul|P” e das imersdes WPE)(Q) — LFE(9Q) e WLr@(Q) — Li@)(Q)
(continuas), temos / lul?@ds < M |ul]’ e / 1@ dr < MY [Jul)?.
B Q
Dai,

mo + Y A2 o B~ (k+1) “ A
Dol = 2l (—) MOl = 2

k+1\[~
Usando o fato que p™ < 7 (k+ 1) < ¢,
Kk+1
oy et b é B (k+1)), 187 (k+1)
Do) 2 o - 2 () M
)\ B (R
—mMﬁl P~ D),
que pode ser escrito como,

J (u) > @Hunw . Y é kRt Mﬁ*(n+1) + ;Mq’ ||u||ﬁ*(;@+1)

A - pt k+1\p~ ! B=(k+1) 2 '

Considerando p = ||u/|,

A k+1 3 )\ 3 B
S Y LV i 2 B~ (k+1) q B~ (k+1)—p*
halu) 27 [<p+> <r+ 1 (6‘ M " ﬁ‘(n+1)M2 g ’

e o resultado segue.

(i) Seja 0 < w € WHP@(Q). Para t > 1,

Dolte) < Zho" </ V] +|w|w>>dx)——tq /|w|qx)d:c

rk+1
+— (é) 87 (s D) (/ |w|f“dS) .
k+1\p~ 09

tILICI)lO Iy (tw) = —o0.

Entao temos,

Assim, concluimos a demonstragao do lema.
]

Para concluir a demonstragao do item (iii), pelo Lema 6.12 podemos usar o Teorema
do Passo da Montanha (ver Apéndice A.1.3), que garante a existéncia de uma sequéncia
(uj) C WP)(Q) tal que

Iy (u;) = c e Jgﬁ(uj) — 0 in (Wl’p(x)(Q))’,
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onde o candidato ao valor critico é dado por

c=inf sup Jy,(h(t))

heC te(0,1]

and C = {h: [0,1] — W'&(Q) : h continua e h(0) = 0, h(1) = wp}.
Para 0 < t < 1 e fixando w € WHP@)(Q),

- A
Iaq(tw) < My (/(|Vw|p(x) + ]w]p(x))dx> — —+tq+/ |w] 7@ da;
D Q q Q

K+l K+1
0 (A e ([ p@as
1 T w .
k+1\f0 o0

Desta forma,

Fatte) < M ( [ awupe + |w|p<x>>dx)
p Q
Kl K+1
__ (é) (8 (1) (/ |w|5(m)d8) _
k+1\ B NL
~ K+
_omid ey (AN s
Fazendo ¢(t) = p= tr - ] (6—+) bt ,

onde @ = /(|Vw|p(x) + |w|P@)dz e b = / lw|?@dz, obtemos sup Jy(tw) < g(t). Observe
0 0

que ¢(t) tem ponto critico de maximo

1
my (BJr)n’d Bt (s+1)—p—)

t. =
! ~A%D

e t, — 0 quando v — oo. Pela continuidade de Jy

lim (sup J,\ﬁ(tw)) = 0.

Y—00 t>0

Entao existe v, tal que Vy > v

sup Iy (tw) < (1 _ i) A S)Y

t>0

Isso completa a demonstragao do item (7).

6.2.4 Demonstracao do item (iv) do Teorema 6.1

O resultado segue dos seguintes lemas:
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Lema 6.13. Seja (u;) C WP(®)(Q) uma sequéncia de Palais-Smale, com nivel de energia

¢, entdo (u;) é limitada em WP (Q).

Demonstracao Como (u;) ¢ uma sequéncia de Palais-Smale, com nivel de energia c,

temos Jy,(u;) — ce Jy_(u;) — 0. Assim, considerando 6 tal que

(n+ () A\ (B (4 1)
ek <9<<A_2) R (68)

temos

1 !
O+ Nl = (g = 5w ) >

1 () (2) b 1 @) (=) n+1
a Yu.,;|P\¥® + wi P& dI) W (/_ V. |PE + w: P d.fl,’)
(/Qp(x) <| i v ) 77+1 ( )(’ il 5] )

K+1
~
— G(x,u;)dS —)\/ u|1® dz ——/ Vu,; PP 2V, Vu,dx
2| cteas] o [ Va2V, Y,

" A
_ﬂ/ \uj|p(’“")’2ujujdx+z [/ G(x,uj)dS] / g(x,uj)ude—i-—/ || 720y de
0 Ja 0 1/aa o9 0 Jo

b 1 n
—— (/ —— (|Vu [P 4 Ju; [P) dx) (/ (IVu; P2V Vg + u [P~ 2uuy) d:c) .
Q

0 \Ja p(x)
Dai,

C+ |yl = -
L ([ a9 + ) o)+ ([ (90 4 ) o)
pt 1 (+771ﬂL D)t \Ja

A" A . a .

_(/@4— 2 e [/ |uj|ﬂd5} _q__/9|u|q( )dm—5/9|Vuj|p( )dz
k41
A
——/ |U«]|p(z dx+ ) { |u|5(”3)dS] +5/ ;|7 dx
20 - 0
g(p—)n (/ (|Vu]|p +|Uj|p($))dl’)
Logo,

a xX
c = (= 5) ([ (9uP® +usp) ao)
b

+(<’7“;zp*>”“_ 0~ )(/ (IV3 ) 4 [y ) d )

yAT %4““ aaalT (A A .
‘|‘( <5+> - /i—i- n+1 |u]’3 dS + 5—qj Q|Uj|q( )dilf.

Vamos supor que uj é 1hm1tada em W@ (Q). Assim, passando para uma sub-
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sequéncias se necessario, para ||u;|| > 1 obtemos pela Proposigao 1.4

1 1 _
O lull 2 (= 5 ) sl

que é uma contradigao, pois p~ > 1. Logo (u;) é limitada em W@ (Q).

Lema 6.14. Seja (u;) C WP(®)(Q) uma sequéncia de Palais-Smale, com nivel de energia

1
cety= lim ——(IVu; [P | [PENdz. Se
o= Jim [ (TP )

1 1 _
c < (- — —) )\(t15>N,
0 qu
onde @ = t; com 0 < ¢; < bt], entdo o conjunto de indices I, da Proposi¢ao 1.7 é vazio e
u; — u em L@ (9Q).

Demonstragao: Pela Proposicao 1.7 e Lema 6.13, temos

057 = v = [0l + 3 s, v >0
iel

[V PO — > [Vl Y b, >0

el
Syil/P*(ri) < ’u;/P(fEi)7 Viel.

Se I = () entdo u; — u em L9 (Q). Recordemos que a demonstracio dessa convergéncia

ja foi feita, na demonstracao do Lema 3.2.
1 1 _
Agora, se ¢ < (5 — —_) A(t,S)", entdo o conjunto de indices I = ). De fato, suponha
94
que I # 0. Seja ¢ € Cg°(IRY) tal que 0 < ¢(x) < 1, $(0) =1 e suporte na bola unitéria

xr — x;
| para todo z € RN e e > 0.

do IRYN. Consideremos as fungdes ¢; .(z) = ¢

Como Jj (u;) — 0 em (Wl’p(I)Q)/ obtemos
lim J}  (u;) (diu;) = 0.

Assim,
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1 n
Iaq(u)(@icu;) = a+b /— V[P 4 | [P dx) >
(1) (1) (a0 ([ o9t + )
X/Q(|Vuj|p(m)QV“J'V@,E%HUHP(%)2%@@%’) dx
—>\ |uj|q(x)*2uj¢i75ujdx
| [ cwwas| [ guonaas o
. ) B
ou seja,
/ 1 X X !
T o) = (a4 ([ a9+ uypyae) )
o p()

% / (IVu; PO 2V u; Vi cuj + [V POV @ o+ Jug PP i) da
Q

—)\/ |uj|qmq5i75d$ — {/ G(:p,uj)dS} / g(x,uj)(picu;)dS — 0.
Q a0 a0

Quando j — oo tem-se,

n
=t (a0 ([ 00wl 4 o) | [ (9000 290,76,0)d0
o p(z) Q

1 n
a+b(/ (Vs [P® £y, [P@ d:c) }/ up(“”)cbi,edfv) +
o ([ Lo+ ) | [

(a+ bt]) /Q Giedpp — A /Q Gicdv — 7 [ ., G(z, u)dS} /BQ g(z,u)(¢iu)dS.

Mostra-se que,

liné (a+ bty) /(|Vu|p(:”)2Vqu§i7su)d:c — 0, (ver no Lema 3.6).
e—

Por outro lado,

lim(a + btg)/ Gicdp = (a+ btd)up(0), )\lim/ Gicdv = Avg(0)
e—0 [¢) €0 Q
e

v {/ G(m,u)dS} / g(z,u)(p;cu)dS — 0, (a—i—btg)/ ulP@ ¢, .dx — 0 quando & — 0.
o) o) Q

Entao,

(a + btd)pid(0) = Av;d(0). Isso implica que A~ 'p; < v, onde 0 < t; < . Como
Sy @) < L)

e procedendo como no item (ii) obtemos,
(Els)N S Vi,

onde t; = min{(/\_ltl)l/fﬁ7 (/\—1751)1/17*}_

Considerando 6 satisfazendo (6.8), temos

. 1 !/
¢ =lim (J,\(Uj) - gjx,y(uj)uj) :
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c> lim/ (i — L) |u; |1 d.
a\f q(z)

Dai, usando o conjunto As, dado nos capitulos 3 e 5 deste trabalho

A A A A
cz2 | 7—— |u|qmd$ + Z%‘ >z —— v
0 az, As iel 0,

Assim,

Logo,

Lema 6.15. Seja (u;) C W@ (Q) uma sequéncia Palais-Smale, com nivel de energia c.

1 1 _

Se ¢ < (5 - _> A1)V, existe u € WP (Q) e uma subsequéncia, ainda designada
qa

por (u;), tal que u; — u em WLP@/(Q).

Demonstracao: Como
J§\77(uﬂ') — O,
temos
1 n
B =0 = (aro( [T s i) )
’ a p(z)
X / (IV; P25V (= ) + g [P 2u; (uy — ) dae
Q
A 7O (uy — w)d

- {/{m Gz, u;;dS] H /mg(as, u;)(uj —u)dS — 0.

Observe que existem constantes nao-negativas ¢y, ca, c3 € ¢4 tais que

1 n
c §a+b(/— Vo, [P® + |u, [P dx) <c
1 Qp(m)ﬂ ]| | ]| ) 2

3 < {/ G(x,uj)dS} < cy.
a0

Usando a deigualdade de Holder, temos
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/ g [P (uy — u)de
Q

/ g(w, uz)(u; — u)ds' < Az/ [P uy — uldS
o0 o0

< Col|ul®™ ™ (2 8(a)-1 11t — ulp(a),

onde C] e (5 sao constantes positivas. Assim,

/ﬂ g [P (uy — w)da

/mg(x uj)(u; )dS'—H)

—0

Pelo Lema 6.14, u; — u em L@ () e usando a desigualdade de Holder, tem-se

| st = wya

Lip(ay (u)(u; — u) = /Q |V [P0,V () — u)da,

— 0.

Fazendo

obtemos Ly, (u;)(u; —u) — 0. Temos ainda que, Ly (u)(u; —u) — 0. Logo.
(L) (uj) = Lpg)(w),uj —u) = 0.

Do Teorema 1.1, u; — u em W1HP@)(Q).

Lema 6.16.
(1) Para todo A > 0, existem «, p > 0, tais que J),(u) > «, ||ul| = p.

(i4) Existe um elemento wy € WP (Q) com [Jw| > p e Jy,(wo) < a.

Demonstragao: (i) Temos,
1
Iy (u) > a (/ (x)(|Vu‘p @ 4 |ulP@)d )
b ! @ ¢ @)
+ / VulP™ 4 |l dx)
2 p@¢|| )

] -2 e

Assim,

< /Q g [P uy —uldz < O w7 |y )11 — o),
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a b 8
Iay(u) > —/ VaulP® + |uP®))ds + (/ VaulP® 4 |y P dx)
() pe Q(\ | |u[") T D) Q(I | |u[")

+1 rk+1
il (A2> {/ uﬁ(w)dg] _ i/ |u|?@) dy
ES B a0 q Ja

Se |lu|] < 1 é suficientemente pequeno, da Proposi¢cao 1.4 obtemos /(|Vu|p(’”) +

luP“)dz > ||ul|P” e das imersdes WP@)(Q) — LA@(9Q) e W@ (Q) — Li@)((Q)
(continuas), temos / lu?@de < M2 ||ul|® e / lu|"@de < MZ |ju|? .
20 Q

Desta forma,

a + b +
Say(u) = — [lul” + ] POV
! pt (n+1)(p*)"+
,-)/ A2 “(k+1 —(k )\ — —
() e e - g
Usando o fato que (n+ 1)p™ < S~ (r+1) < q~,
a + +
Ty (u) > = ||| 1PT P (1)
A Sl
T (AT a2y e
Ck+1\B ! B(k+1)"7 ’
que pode ser escrito como
a b "
T (u) > — + [P (1)
() > (5 + )

k+1

y As B~ (k+1) A a B~ (k+1)

— — M + — M. .
k+1 (ﬁ) ! f=(k+1) 2 el

Considerando p = ||u/|,

a

b A -
> (m+Lp* | [ = _ v 2 B~ (k+1)
halw) =2 [<p+ (n+1>(p+>n+1> (/-@—i—l B R

A -\ s +
—— Y/ A7 (k+1)=(n+1)p ] :
B(rr1) ) g
e o resultado segue.
(i1) Seja 0 < w € WHP@(Q). Parat > 1,
Jyq(tw) < 1,519* (/(|Vw|p($) + |w|p(~"f))da:>
Iz Q
btp+ n+1) (/ n+1
+ (|Vw[P® + |w|p(x))dx)
-+ D(p ) "
+—1 4, A7 (D) / |w| @ da — itq_/ |lw| 1@ dS.
K+ 1 6— q" o0
Assim,
tlgglo Iy (tw) = —o0.

Isso conclui a demonstracao do lema.
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Para concluir a demonstracao do item (iv), pelo Lema 6.16 podemos usar o Teorema

do Passo da Montanha (ver Apéndice A.1.3), que garante a existéncia de uma sequéncia
(u;) € WHPE(Q) tal que

Ja(uj) = c e J/’w(uj) — 0 em (Wl’p(“’)(Q))’,
onde o candidato a valor critico é dado por

c = inf sup Jy.(h(t
it sup Ty (0(1)
e C={h:[0,1] = W@(Q) : h continua e h(0) = 0, h(1) = wp}.
Para 0 < ¢t < 1 e fixando w € W@ (Q),

Io(tw) < 4 ( [awur+ |w|P<$>>dx)
P Q
b~ (n+1) 7+l
([0vure + jup)a)
Q

_|_
(n+1)(p=)m+!
’y Al Ii-f—l N K/—f—l )\ N
_ <_+) 18 <~+1)( |w|6(x)d5) ~ A /yqu@)dx.
A k+1\p 0 q 0
ssim,

I (tw) < LS ( / <|Vw|?<x>+rwrp<x>>da:)
Q
ptp~ (n+1) (/
+ Vwl[P®) 4 |pP®) dm)
D Vel £ )
Y

Al k+1 . k+1
- <_+) [ () ( |w|ﬂ(w)ds> _
K+ & o0

ad bt S (AN
; o (e w0 (4 bt'B (k+1)
azendo g(t) (p_ + n+ 1)(p‘)’7+1> kK+1 (ﬁ‘*‘) ,

onde a = /(|Vw|p($)+|w|p(x))dx eb= / lw|?@dS, obtemos sup Jy(tw) < g(t). Observe
o9

n+1

0
que ¢(t) tem um ponto critico de maximo

- [(W)”((ﬂ + 1)(p~)")aa + zi(a)nﬂ)] FcTE
’ YA (p + 1) (p~ )b ;

e t, — 0 quando v — oo. Pela continuidade de Jy

lim (sup JAW(tw)) = 0.

Y—00 t>0
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Entao existe v5 > 0 tal que Vv > v,

1 1 _
sup Jy , (tw) < (5 - —) NGEN

>0

Isso completa a demonstragao do item (iv).



Alguns problemas nao-locais abertos

Ao término desta tese elencamos alguns problemas elipticos nao-locais, que no nosso

ponto de vista, estao abertos.

e Os problemas (3.1) e (5.1) em RY, em dominio exterior e em dominio com fronteira

mista.

e O problema p(z)-Biharmonico, com crescimento critico em dominio limitado, em

IRY e em dominio com fronteira mista. A seguir o problema em Q) C IRV
1
M </ ——(|AulP™@ + |u|p(z))dx> (A2 u+ |u [P ~2y)
Q p(l’) r
= f(x,u) [/ F(x,u)} + [u|f® 2y em Q,
Q
u=0, Au=0, em Of).
e Um problema de autovalor, que esta em fase de conclusao.
1
—-M /— Vup(x)) Appu = Af(x,u) em €,
u = 0 em 01,

e Um problema (nao-local e local ) de Schrédinger, em dominio limitado (cujo estudo
estd em andamento), em IRY, em dominio com fronteira mista. A seguir o problema

local em dominio limitado.

—Ap@)u — %UAP(I)(UQ) = f(z,u) em Q wu=0 em Of.

e O problema onde g muda de sinal, que esta em fase de conclusao.

( 1
-M (/ —|Vu]p(x)) Apyu = Mu|1®)=2y,
o p(z) . o
+ug(2)|u] @2y [/ —g(z uwﬁ)} :
()]ul ny(g:)(”'
em (2,
u = 0, em  Of).




Apéndice A

Definicoes e Resultados Auxiliares

Definigdo A.1. Dizemos que uma sequéncia (u;) C Wy (Q) 6 uma sequéncia de Palais-
Smale (PS) para o funcional J : W)™ () — IR quando

J(u;) = ¢, e J(u) =0 em (WoP@(Q)), (A.1)
onde
¢, = inf sup J(h(t)) >0 (A.2)
heCiefo1)
e

C={h:[0,1] = Wy"(Q) : h continua e h(0) = 0, J(h(1)) < 0}.

O numero ¢, é chamado nivel de energia c,.
Quando (A.1) implica a existéncia de uma subsequéncia de (u;), ainda designada por

(uj), que converge em Wy (I)(Q), dizemos que J satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale.

A.1 Resultados variacionais

A.1.1 Funcional de classe C!

O funcional Jy : Wy (Q) — IR definido por
o 1 )\ r+1 1
() = 1 ( / —rvu|p<x>dx) - [ [ e u)d:c] - [ e
\Jo p(x) S +1 [ /o o q(x)

onde ]\7(7‘) = / M(s)ds, F(z,u) = / f(z,s)ds,sendo M : R — R*, f : QxR — IR
0 0
funcoes continuas, satisfazendo condigoes que serao apresentadas posteriormente, e A,

r > 0 parametros reais, é de classe C1(W, "™ (Q), RR).

Para mostrar que o funcional J é de classe C’l(Wol’p(w)(Q), IR), basta mostrar que a

derivada no sentido de Gateaux de J, existe e é continua.
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Definindo os funcionais Ji, Js, J5 : Wol’p(x)(Q) — IR, dados por

T(w) = M (/Q Z%me(””)dx), To(u) = % (/Q F(a:,u)dx) .

J3(u) = | ——|u|"™®dz, mostraremos que:
0 q()

Afirmagio A.1. O funcional J; é de classe C1 (W, "™ (Q), R).
Demonstracao: J; é Gateaux diferenciavel. De fato, considere a funcao G : IR — IR

dada por G(s) = |Vu + stVuv[P®) onde u,v € Wy (). Dados 2 € Qe 0 < |t| < 1, pelo
Teorema do Valor Médio existe &(x,t) = & € (0, 1) tal que

|Vu + tVo|P@) — |V |P@)
p(x)t

= |Vu + &Vo[P@=2(Vu + V) Vo.
Note que,
¢ = |Vu + &VoP@D=2(Vu + Vo) Vo — |[VuPPD2VuVe qs. em €, (a1)

quando t — 0.

Observe ainda que,

19| < |Vu+ &VoPD V| < (|Vau| + |Vo|)P@ =1 V). (as)

Como
|Vul,|Vo| € LP@(Q),

temos que

p(x)
(IVul + [ Vo PO~ € Lio=1 ().

Assim, usando a desigualdade de Holder, concluimos que

(IVul + [Vl @[ Vol € LY(Q). (a3)

Logo, usando (a1)-(as) e o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesque, obtemos

to) @) — p(z)
lim/ [V(u+tv)l [Vl da::/ V[P @2 VuVudz.
=0 Ja p(x)t Q

Usando a Regra da Cadeia, deduzimos

- ! p(z) _ p(z)
Ji(u)v = {M (/ —1 |Vu|p($)dx)} (lim/ [V(u+t)] [Vl dx) ,
o p(x) =0 Jq p(x)t
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ou seja,
1
Ji(u)v = M ( / —|vu|p<l’>dx) / |Vul[P @2 VuVudz.
o p(z) Q

Mostrando que J; é Gateaux-diferenciavel.

A seguir mostraremos que v — Jj(u) é continua no dual de Wol’p(aj)(Q). De fato, seja
(u;) € W™ (Q) tal que u; — u em W™ () e ¢ € W™ (Q) com ||| < 1. Assim,

Vu; — Vu em (LPD(Q)N.

Logo, a menos de subsequéncia

Vuj(xz) = Vu(z), q.s. em

[Vu;(z)| < g(z), gs. em Q,

onde g(r) € LP@(Q).
Por (as), temos que
|Vu;(z)] = |Vu(z)|, q.s. em Q.

1
Considerando I'(u) = / I
O e

|Vu|P@dz, tem-se
(" (uy) = T'(w), )| = ‘ / (IVu; "9 72V u; = [Vul" =2V u) Vda
0

< / ||V PO 2V — [VulPD 2| |V da.
Q

Fazendo
fj = HVUj‘pCE)*QVUj — ]Vu]p(m)*ZVuL j € ]N,

obtemos
(2)
fi < |V PO~ 4 | Wup@)-! e Lito-1(Q).

p(z
Logo, concluimos que (f;) C Lt (Q).
Usando a desigualdade de Holder em (as),

[(T7(us) = T (w), V)| < Clfjlp@)/pe)-11Vlpe) < Clfjlp@) pa-111¥];

de onde se conclui que
1T (uy) = D)l < CLf; o /pa)-1-

(as)

(a11)
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Por (as) e (ar),
fi =0, gs. em . (a12)

De (ag) e (a1p), temos

fi(x) < g(x)P@7! 4 |[Vu(z)P@7! qs. em Q.

Dai,
fi(@)"® < 20 (g0 + [Vu(o)PY) € LH(Q) a.s. em Q, (a13)
__p()
onde Q(ZE) = W

De (aj2) e (a13) e do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, resulta que
/f;-](x)da: — 0, quando j — cc.
Q

Desta forma pela Proposicao 1.3 temos que | fj|4@) — 0 quando j — oo.
Logo,
1T (u;) — T'(u)|| — quando j — oo,

ou seja, a derivada de Gateaux I'" é continua. Como

Ji(u)v =M (/ L\Vu\p(x)daz:) / |Vul[t @2 VuVudr,
o () Q

e M é continua, concluimos que a aplicacdo v — Jj(u) é continua e portanto J; €

CH W, " (Q), IR).

Afirmagédo A.2. O funcional J, é de classe C1(W, ") (Q), R).

Demonstracdo: Primeiramente analisaremos o funcional Jy(u) = / F(z,u)dx.
Q

Definimos G(s) = F(z,u + stv), onde u,v € Wy (Q). Dados z € Qe 0 < |t] < 1,
pelo Teorema do Valor Médio, aplicado em G, no intervalo [0, 1], existe £ € (0,1) tal que

F(z,u+ tv) — F(z,u)
t

= [z, u+&to)v. (a14)

Assim,
Ja _
lim (x,u+tv) — F(x,u)
t—0 t

= f(z,u)v, q.s. em (. (a15)
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Aqui, usaremos o fato que A;t?@-1 < f(z,t) < A tP@=1 onde A; e A, sdo constantes
positivas e 7 (r 4+ 1) < p*(x).
_B(z)
Sabemos que v € L*®)(Q). Temos ainda que (Ju| + |v|)*®~! € L5@-T. Como

[ u+ to)ol < Aolu+ E0/*@ o] < As(ful + [o)) ol € LHQ). (aw)
Por (a14)-(a16) e pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

~ F - F
Jy(u)v = lim (z,u+tv) (= u)dx = / f(z, u)vdz.
t—=0 Jq t Q

1
r+1

Sr-‘,—l

1 r+1
Observe que Jy(u) = Tl (/ F(z, u)d:z:) , € a composigao da fungao h(s) =
r Q

com Jo(u) = / F(x,u)dx. Logo, pela Regra da Cadeia,

Til (/Q F(ﬂcvu)daey+1 - (/Q F(x,u)dx)r/gf(x,u)vdx.

A seguir estudaremos a continuidade de u — JNé(u) Consideremos uma sequéncia (u;) —
wem Wy (Q) e v € Wy (Q) tal que ||v]| < 1. Temos que

|(J3(uy) — J3(u),v)| = | 3(u;)h £<u>v|
< / F(@ug) — fw)folde.

Usando a imersdo continua W™ (Q) < LA®(Q), temos
uj — u, em LP@(Q).
Logo, existe uma subsequéncia, ainda designada por (u;) tal que

u;(z) = u(x), qs. em €,

luj(z)| < k(z), em Q, com ke LF@(Q).

Fazendo f; = |f(7,u;) — f(z,u)|, temos f; < Ag|u;|?@~1 + Ayulf@~1 com j € IN.
Note que (f;) C LP@/8@=1(Q)). Pela desigualdade de Hélder,

|(T5 () — T'2(u),0)] < C|f;]5)/86)-11v]500) -
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Usando a imersao citada acima, temos

175 (u;) — Jy(u)|| < Clfjla)/80)-1-

Da continuidade de f(z,-),
fi(x) — 0, q.s. em €.

Temos ainda
£i(x) < Agk(2)P@=1 4 Aglu)®@1 s, em Q.

Dai,
F(@) PO < (4)7 28" (k)P + [u)P) € L1(Q), qs. em 0.

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
/ ff(x)/ﬁ(x)_ld:p — 0, quando j — oo.
Q

Pela Proposicao 1.3, tem-se |f;j|s)/8@)-1 — 0, quando j — oo.
Assim,
;) = J5(us)]| = 0, quando j — oo,

ou seja, J4 é continua.

Como a fungao h = h(s) é continua e diferenciavel temos que a aplicacao

()™ = (f o) T o

Afirmagdo A.3. O funcional J; é de classe C1(W "™ (Q), R).

Demonstracao: Semelhante ao da Afirmacao 1.

Portanto, como

Ia(u) = Ji(u) — AJo(u) — J3(u),

pelas Afirmacdes 1, 2 e 3, o funcional J, é de classe C1(W, "™ (Q), IR).
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A.1.2 Lema de Deformacao

Esse resultado encontra-se em Rabinowitz [48|, pag. 82.

Sejam E um espago de Banach real, J € C'(E, R) satisfazendo a condigao (PS),
Ac={ue FE;Jlu)<cteK.={ue E;J(u) =c¢,J'(u)y=0}. Sece R,g>0e N ¢é
uma vizinhanga de K., entao existe € € (0,2) e n € C([0,1] x E, E) tais que

(7)) n(0,u) = u, Yu € E;

(71) n(t,u) = u, se J(u) € [c—E,c+E], Vt€][0,1];

(#i3) n(t,u) é um homeomorfismo de E sobre E, Vt € [0, 1];

(it) 01, Aesr\N) C Aoy

(v) Se K. =0, n(1, Aeye) C Acc;

(vi) [[n(t,u) —ul| <1,u € E,Vte|0,1];

(vie) J(n(t,u)) < J(u), u € E, Vt € [0,1];

(

viig) Se J(u) é par em u, entao n(t,u) é impar em u.

A.1.3 Teorema do Passo da Montanha

Esse resultado encontra-se em Willem [51] (pg. 13).

Teorema A.1l. (Passo da Montanha) Sejam X um espago de Banach e ¢ : X — IR um
funcional C'(X, IR) satisfazendo a condigao de Palais-Smale. Suponhamos que existam

uma constante r > 0 e e € X tal que |e]| > r e

max{$(0), ¢(e)} < nf o(u).

l[ull=r

Defina
I':={yeC(0,1]; X), tal que v(0) =0,7(1) = e}.

Entao,

“= b 00 0)

é um valor critico de ¢.

A.1.4 Principio Variacional de Ekeland

Este resultado encontra-se em de Figueiredo [31].

Teorema A.2. (Forma Fraca) Seja (X,d) um espago métrico completo e ¢ : X —

IR U {oo} semicontinuo inferiormente e limitado inferiormente. Entao, para todo € > 0
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existe u. € X tal que,
P(ue) < i%f ¢ +e

d(ue) < op(u) + ed(u,u.), Yu € X com u # u,.

Teorema A.3. (Forma Forte) Seja (X, d) um espago métrico completo e ¢ : X — IRU

{oo} semicontinuo inferiormente e limitado inferiormente. Dados € > 0 e T € X tais que
OT) < inf ¢+ -
u) <in =
- X 2
Entao, dado A > 0 existe u) € X tal que

d(ux) < o(u),

d(u,\,ﬂ) < A

d(uy) < p(u) + %d(u, wy) Yu # uy.

A.2 Género de Krasnoselskii

Nesta secao apresentaremos algumas nogoes basicas do género de Krasnoselskii, im-
portantes na demonstracao de alguns resultados desse trabalho.

Seja X um espaco de Banach real. Designaremos por U a classe de todos os subcon-
juntos fechados A C X \ {0} que sdo simétricos em relagao a origem, ou seja, u € A

implica —u € A.

Definigao A.2. Seja A € U. O género y(A) de A é definido com sendo o menor inteiro
positivo k tal que existe uma aplicacdo impar ¢ € C(A, IR*) onde ¢(x) # 0 para todo
x € A. Se tal k nao existir, dizemos que y(A) = oo. Além disso, definimos v(f}) = 0.

A seguir estabelecemos propriedades de género utilizados nesse trabalho. Outras in-
formacoes, sobre esse tema, podem ser obtidas nas seguintes referéncias Ambrosetti e
Malchiodi [3|, Castro [16], Costa [24], Krasnoselskii [38] e Rabonowitz [48].

Teorema A.4. Seja X = IRV e 0N a fronteira de um aberto, simétrico e limitado © C
RN, com 0 € Q. Entao v(0Q) = N.

Corollary A.2.1. y(SV71) = N.
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Como consequéncia deste resultado, temos que se X tem dimensao infinita, separavel
e S é a esfera unitaria em X, entao v(5) = oc.

A seguir vamos estabelecer um resultado devido a Clark [17].

Teorema A.5. Seja J € C'(X,IR) um funcional satisfazendo a condigao Palais-Smale.
Além disso, vamos supor que:
(i) J é par e limitado inferiormente;
(i) Existe um conjunto compacto K € U tal que y(K) = k e sup,.x J(x) < J(0).
Entao J possui pelo menos k£ pares de pontos criticos distintos e seus correspondentes

valores criticos sao menores do que J(0).
O resultado seguinte encontra-se em Rabinowitz [48], pag 46.

Teorema A.6. Sejam A, B € U. Entao

(i) Se v(A) > 1, entdao A contém uma quantidade infinita de pontos distintos;

(1) Se existe uma aplicacao impar h € C(A, B), entao v(A) < v(B);

(77) Se A C B, entao v(A) < v(B);

(iv) v(AU B) <~(A) +7(B);

(v) Se V & um subespago de E de codimensao k e v(A) > k, entao ANV # (;

(vi) Se A é um compacto, entdao y(A) < oo e existe um 0 > 0 tal que Ns(A) C U e
v(Ns(A)) = v(A) onde Ns(A) ={u € E;|ju —al| < 0,Va € A};

(vid) Se (B) < oo, entiio Y(A\B) > v(A) — v(B);

(viii) Se W é uma vizinhanca de 0 em IR* e existe um homeomorfismo fmpar h €
C(A,0W) entao y(A) = k.
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