UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS E NATURAIS
PROGRAMA DE DOUTORADO EM MATEMATICA

Estabilidade assintotica e numérica de
sistemas fracamente dissipativos de
Mindlin-Timoshenko

Anderson David de Souza Campelo

Belém

2014


http://www.portal.ufpa.br/
Department or School Web Site URL Here (include http://)
http://www.ppgme.ufpa.br

Anderson David de Souza Campelo

Estabilidade assintotica e numérica de sistemas fracamente
dissipativos de Mindlin-Timoshenko

Tese submetida ao corpo docente do Pro-
grama em Associacdo Ampla de Dou-
torado em Matematica - UFPA/UFAM,
como parte dos requisitos necessarios para
a obtencdo do grau de Doutor em Ma-

tematica.

Area de Concentracdo: Equacoes Diferenciais Parciais

Orientador: Prof. Dr. Mauro de Lima Santos

Belém

2014



Dados | nternaci onai s de Catal ogagcao- na-Publicacédo (ClP)

Canpel o, Anderson David de Souza, 1983-
Est abi | i dade assintotica e nungérica de
si stemas fracanente dissipativos de
Mi ndl i n- Ti nroshenko / Anderson David de Souza
Canpel 0. - 2014.

Orientador: Mauro de Lina Santos.

Tese (Doutorado) - Universidade Federal do
Paréa, Instituto de Ci éncias Exatas e Naturais,
Programa de Pés- Graduacdo em Mat eméti ca
(Dout orado), Bel ém 2014.

1. Equacbes diferenciais parciais. 2.
Equacdes diferenciais - Teoria assintética. 3.
Diferencas finitas. 4. Estabilidade. |I. Titulo.

CDD 23. ed. 515. 353




Estabilidade assintotica e numérica de sistemas

fracamente dissipativos de Mindlin-Timoshenko
por

Anderson David de Souza Campelo

TESE SUBMETIDA AO CORPO DOCENTE DO PROGRAMA EM ASSOCIACAO AMPLA
DE DOUTORADO EM MATEMATICA - UFPA/UFAM, COMO PARTE DOS REQUISITOS
NECESSARIOS PARA OBTENCAO DO GRAU DE DOUTOR EM MATEMATICA.

Aprovada em 27 de Junho de 2014 por:

. ‘ N l
G‘Z [d T/’Z 5 L’LC’"‘\\“JJ%LV{'

Prof. Dr. Mauro de Lima Santos (UFPA)

__ATL

i i

Prof. Dr. Dilberto da Silva Almeida Jinior (UFPA)

KE\
———N
\__5‘/
Profm ilberto Muiioz Rivera (LNCC/UFRJ)

Prof. Dr. Ma To Fu (USP)




A minha familia.



“Entrega o teu caminho ao

Senhor, confia nEle, e o mais
Ele fard.”Sl. 37.5.



Agradecimentos

Agradeco primeiramente a Deus, por ter me dado a vida e a oportunidade de estudar.

Aos meus pais que transformaram essa oportunidade em realizacdo, através de seus in-

centivos e carinho.

Agradeco aos professores e amigos Mauro Santos e Dilberto Almeida Jr. que como ori-
entador e co-orientador, dedicaram tempos para discussoes, aprendizados e sem 0s quais

esta tese nao seria possivel.

Aos meus orientadores de mestrado, professores Marcus Rocha e Valcir Farias, pelo in-

centivo e conselho que me fizeram despertar para pesquisa.

Ao Programa de Doutorado em Matematica da Universidade Federal do Para pelo apoio

de todos os professores e técnicos.

Aos meus amigos desta jornada de formacao: Anderson Ramos, Sebastido Cordeiro, Lin-

domar Ribeiro, Gesson Mendes, Renato Lobato e Walter Martins.

A CAPES, pela concessao da bolsa de doutorado e apoio financeiro para a realizacao

desta pesquisa.

v


http://www.ppgme.ufpa.br)
http://www.portal.ufpa.br/

Lista de Figuras

1.1
1.2

2.1
2.2

6.1
6.2
6.3
6.4
6.5
6.6
6.7
6.8
6.9
6.10
6.11
6.12
6.13
6.14
6.15
6.16
6.17
6.18
6.19
6.20

Placa. . . . . . . e 3
Secdo transversal de uma placa deformada. . . . . . .. ... ... ... ... 4
Decaimento Exponencial. . . . . . . . . . . L0000 0L o L 26
Comportamento da Energia. . . . . . . . . . . . 0 i e e e e e e e e e e e e 26
di =0,1=0,1,2. . . . . e e 136
di=0,1=0,1,2. . . . . e 136
di >0,0=0,1,2. . . . . e e 136
di >0,1=0,1,2. . . . . e e e e e 136
VAV 137
D = . e e e 137
VF V5. o e e 137
V=0 e 137
V2 U5 o e e 138
V=05 o e 138
V05 o e 139
V2 = . o e 139
do=dy=0,d; >0, V3 V3. . . . e 139
do=dy=0,d; >0, V2 =03 . . . . 139
do=dy =0,dy >0, v £ 03 . .. 140
do=d1 =0,dy >0, V3 =03 . . . .. 140
do =0, do,dy > 0,03 V3. . .. 140
do =0, do,d; > 0,02 =03, . ... 140
di =0, do,dy > 0,03 V3. . 141
diy =0, do,dy > 0,03 =03, . ... 141



UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA

Resumo

Instituto de Ciéncias Exatas e Naturais

Programa de Doutorado em Matematica

Estabilidade assintotica e numérica de sistemas fracamente dissipativos de

Mindlin-Timoshenko

por Anderson David de Souza Campelo

No presente trabalho, mostramos que existe um niimero que caracteriza a estabilizag¢do de sis-
temas de Mindlin-Timoshenko. No primeiro momento, introduzimos dissipacdes do tipo atrito
atuando sobre as equacdes dos angulos de rotacdo. Em seguida, colocamos uma dissipacao
também do tipo atrito atuando apenas na equagdo do deslocamento transversal. Identificamos
que o sistema de Mindlin-Timoshenko possui duas velocidades caracteristicas v := K/p; e
v3 := D/p, e mostramos que ambos 0s sistemas sdo exponencialmente estaveis se, e somente
se,

v? = 3.

Caso contrario, provamos que os dois sistemas sao polinomialmente estaveis com taxa de decai-
mento Otima. Para certificar nossos resultados analiticos, realizamos um estudo numérico dos
modelos dissipativos utilizando modelos semidiscretos e totalmente discretos em diferengas fi-

nitas.

Palavras-chave: Sistemas de Mindlin-Timoshenko; velocidade de ondas; estabilidade expo-

nencial; decaimento 6timo; diferencas finitas.
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Abstract

Instituto de Ciéncias Exatas e Naturais

Programa de Doutorado em Matematica

Asymptotic and numerical stability of weakly dissipative systems of

Mindlin-Timoshenko.

by Anderson David de Souza Campelo

In the present work, we show that there exists a number that characterizes the stabilization
Mindlin-Timoshenko systems. In the first moment, we introduce frictional dissipations acting
on the angle rotations. After that we put a frictional dissipation acting only on equation of the
transverse displacement. We identify that Mindlin-Timoshenko system has two characteristics
velocities v,2 := K/p; and v,? := D/p, and we show that both systems are exponentially stable
if only if

v? = 3.

On the contrary we prove that systems are polynomially stable with optimal rate decay. To
certify our analytical results, we carry out a numerical study of the dissipative models using

semidiscrete and totally discrete models in finite differences.

Keywords: Mindlin-Timoshenko system; velocities of waves; exponential stability; optimal

decay; finite difference.
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CAPITULO 1

Introducao

1.1 Consideracoes Gerais e Motivacoes

Podemos caracterizar placas como elementos estruturais limitados por duas superficies planas
distanciadas entre si de uma grandeza designada por espessura. No caso em que esta espessura
for muito menor em comparacdo com as outras dimensdes das superficies, tais como compri-

mento e largura, as placas sdo designadas por placas finas.

Usadas em varios campos da engenharia, as placas finas combinam leveza e uma eficiéncia
com alta capacidade de carga, economia e eficicia tecnoldgica. Sejam elas usadas em pontes,

pavimentos, avides, navios, instrumentos, partes de maquinas, etc.

Sistemas mateméticos que governam a dinamica de estruturas flexiveis do tipo placas sao
bem estabelecidos na literatura matemaética e engenharias. Historicamente, o primeiro impulso

para uma instrucdo matematica de problemas de placa, provavelmente foi feito por Leonhard
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Euler (1707-1783), passando por Daniel Bernoulli (1700-1782), Ernst Chladni (1756-1827),
Jacques Bernoulli (1759-1789), Sophie Germain (1776-1831), Joseph-Louis Lagrange (1736—
1813), Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) e Siméon-Denis Poisson (1781-1840), sendo estes

dois dltimos os primeiros a estudar o problema de placas flexiveis [42].

A primeira teoria satisfatdria a respeito de placas flexiveis € devida a Claude-Louis Navier
(1785-1836), que em 1823, considerou a rigidez a flexdo D proporcional ao cubo da espessura
h da placa [40]. No entanto, estd associada a Gustav Kirchhoff (1824—1887), a primeira teoria
completa sobre placas flexiveis. Kirchhoff, em 1850, publicou um importante resultado sobre
a teoria de placas finas. Ele obteve uma equacgao diferencial de quarta ordem, onde a rigidez a
flexdo D foi definida em termos do médulo de Young £ e do coeficiente de Poisson p. Todavia,
a teoria de Kirchhoff ndo leva em conta o efeito da deformacao por cortante, assumindo que

retas normais ao plano médio da placa permanecem normais apds a deformacao [16, 17].

Em 1944, Eric Reissner (1913-1996), desenvolveu um modelo de placas incluindo os efeitos
das deformagdes por cortante transversais, ndo consideradas no modelo cldssico de placas de
Kirchhoff. A formula¢cdo do modelo de placas de Reissner foi derivada do principio variacional
da energia de deformacao complementar com a suposi¢cao de uma distribuicdo linear de tensoes

de flexdo e uma distribui¢do de tensdes de corte parabolico [43, 8].

Em 1951, Raymond Mindlin (1906-1987), publica um modelo muito proximo daquele de
Reissner, porém, ao contrario deste, que considerou o equilibrio da placa, Mindlin levou em
conta a vibracdo da placa e derivou suas equagdes da placa a partir das equagdes de elasticidade
sem 0 uso de principios variacionais [4]. A teoria de placas de Mindlin, inclui os efeitos de
inércia rotatoria bem como os efeitos da deformagdo por cortante, o que € equivalente a teoria

unidimensional de vigas de Stephen Timoshenko (1878—-1972), proposta em 1921 [22].

O modelo de Mindlin-Timoshenko descreve o movimento eldstico de uma placa fina ho-
mogénea e isotropica. O movimento presume-se ser eldstico, no sentido de que ndo ocorre

nenhuma deformacao permanente da placa.

Campelo, A. D. S. PDM - UFPA



Capitulo 1. Introducdo 3

h

 z

FIGURA 1.1: Placa.

Consideremos a placa em coordenadas retangulares (z,7y,2) € R3. Assumimos Q C R?
um dominio limitado com fronteira suave dada por I' = 0f). Consideremos a espessura da
placa h e assumimos que, em estado de equilibrio, ela ocupa a regido R = Q x |—2 2] isto
€, as faces das placa estdo no plano z = %, chamado de plano médio da placa, (ver Figura 1.1,
obtida em [29]). Os angulos de rotagdo de um filamento da placa sdo denotados pelas funcdes
v =1Y(x,y,t) e p = p(x,y,t) eafuncdo w = w(z,y,t) representa o deslocamento transversal

do plano médio da placa, para (z,y) € Q, t > 0.

No modelo de Mindlin-Timoshenko [16, 17], os filamentos da placa permanecem normais ao
plano médio quando nao sdao submetidos a nenhuma tensao em deformac¢do, mas nao necessa-
riamente estes filamentos permanecem perpendicular ao plano médio da placa sob deformacao
(ver Figura 1.2, obtida em [29]). Isto ocorre pois se considera a deformacao do corte transversal,

0 que nos leva as seguintes relacdes aproximadas

ow  ~ ow .
SRCRINCE

onde ¢ e ¢ representam um fator de corre¢ao devido ao efeito de corte.

Campelo, A. D. S. PDM - UFPA
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9 L.

3

Y

FIGURA 1.2: Secdo transversal de uma placa deformada.

De um modo geral, podemos descrever as equagdes bidimensionais que regem a teoria de

Mindlin-Timoshenko para o estiramento de placas como:

Pw  0Q, 0Q,
_ 1.1
ph ot? ox * dy (1D
0%  OM, OM,,
rl o2 Oz + oy @ (1.2)
820 M, OM
Y v Qy (1.3)

I = +
Plor = Tar T oy
onde I = h? /12 representa 0 momento de inércia, p € a densidade do material, M é momento
fletor e () o esforgo cortante.

Tanto os momentos fletores, quanto as for¢as cortantes sdo grandezas por unidade de tempo,

e considerando-se a Lei de Hooke e as hipéteses de que ¢, ¢ e Vw sdo pequenos (ver [34]),

Campelo, A. D. S. PDM - UFPA
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estas relacdes sao dadas por

_p(%, 2 _p(2 . 9%
MI_D(&U_‘_N@@;)’ My_D(ay—i_'u@x)’
1 ; o (1.4)
_ IR s
=0 (57) (52 +43).
Q. = kGh a—”ﬂb , Qy=kGh 8—”+go . (1.5)
ox dy

onde k € o fator de corre¢do do cortante, G = E/2(1 + p) exprime o médulo de rigidez do
cortante e o fator D denota a rigidez a flexdo da placa e é dado por D = ET/(1 — p?), em que
E € o médulo de Young e 1 € a constante de Poisson. O valor do fator de corre¢do k depende de

(€ varia quase linearmente de 0, 76 a 0,91. Por outro lado, . estd compreendido no intervalo

(0,1/2).

As equagdes (1.4) e (1.5) denotamos por equacdes constitutivas e podem ser substituidas nas
equacoes de movimento (1.1)—(1.3), resultando no seguinte sistema de trés equagdes diferenciais

parciais hiperbolicas.

prwy — K 4+ wy)e — K(¢ + wy), =0, (1.6)

1-— 1
prtt - Dwmx - D (TM) wyy - D (%) ()Ozvy + K<¢ + Wz) = 07 (17)

14+p

1 —
PPt — Dgpyy - D (T’u) Prz — D (T) wxy + K(QO + wy) = 07 (18)

aqui K = xkGh denota o médulo de cisalhamento.

Estruturas elasticas, tais como, vigas, placas e conchas tem sido alvo de estudo de muitos
pesquisadores das dreas de matematica, fisica e engenharias. Todas estas estdo preocupadas
com as propriedades de equacdes diferenciais de vdrios tipos. A matemdtica, por exemplo,
incide sobre a existéncia e unicidade e estabilidade de solu¢des. A estabilidade de solucodes,
neste sentido, estd voltada no interesse de modelos matematicos que dissipam energia durante

o movimento do sistema, ou seja, nos modelos dissipativos.

Campelo, A. D. S. PDM - UFPA
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Basicamente, o interesse no ambito matemdtico € direcionado as propriedades assintéticas
das solugdes dos respectivos sistemas dissipativos, ou seja, verificar se a dissipagcao induzida
por algum mecanismos dissipativo € forte o suficiente para estabilizar o sistema e qual o tipo de
taxa de decaimento que pode ser obtida. Nesse sentido, estuda-se 0 comportamento assintotico
das solucdes afim se obter um controle das mesmas, seja um controle do tipo exponencial ou
polinomial (ver [14] para discussdes mais detalhadas dos papéis comparativos de estabilidade

assintotica e exponencial na teoria de controle).

Dizemos que um sistema é exponencialmente estavel se existirem constante positivas C' e w

de modo que
UM < Ce™[U0)]], t=0, (1.9)

onde U (t) resolve um problema de valor inicial associado a0 modelo em equagdes diferenciais

parciais.

Sob a otica da estabilidade exponencial, em particular de estruturas flexiveis, o modelo de
vigas de Timoshenko, tem sido largamente estudado (ver [15, 39, 2, 3, 27, 26, 36]). E devido,
a sua semelhanga com o modelo de placas de Mindlin-Timoshenko, nos é conveniente explorar

alguns desses trabalhos.

Primeiramente, considere abaixo as equacdes que regem as vibracdoes mecanicas em uma
viga plana sem a presenca de qualquer tipo de mecanismo dissipativo estabelecidas por Ti-

moshenko [41],

prgw — K(ps + 1)z =0, (1.10)
onde assumimos que p; = pA,k = kGA,ps = pl e b = EI. Discutiremos, agora, alguns

dos principais trabalhos presentes na literatura considerando estabilidade de sistemas do tipo

Timoshenko.

Campelo, A. D. S. PDM - UFPA
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Em 1999, A. Soufyane [39] investigou a estabilizacdo uniforme de um modelo dissipa-
tivo de vigas de Timoshenko com somente um mecanismo dissipativo localmente distribuido
e condi¢des de contorno Dirichlet-Dirichlet, no qual constatou que a energia de solugdes de-
cresce exponencialmente se, € somente se, as velocidades associadas ao sistema sdo iguais, isto

€,

r_2 (1.12)

Um outro resultado igualmente importante é devido a J. Mufioz Rivera e R. Racke [27], que
em 2003, estudaram um caso linear com dissipagdo as; (a > 0) e provaram que a propriedade
de decaimento exponencial das solucdes ocorre se, € somente se, as velocidades associadas
sdo iguais, tal como em (1.12). Resultados andlogos, foram obtidos por F. Ammar-Khodja et
al. [3] e D. Almeida Junior et al. [2], o primeiro considerou um efeito dissipativo do tipo
memoria agindo na equacgdo das rotagdes angulares, e o segundo um mecanismo dissipativo
linear atuando na equacdo do deslocamento transversal. Para ambos a estabilidade exponencial

¢ condicionada a igualdade entre as velocidades de propagacao de ondas do sistema.

Inspirado nos resultados da literatura em estabilizac¢do de sistemas dissipativos unidimensio-
nais de Timoshenko, surge um questionamento natural: quais sdo as velocidades de propagacao
de ondas para Mindlin-Timoshenko? Entdo, mantendo em mente o sistema (1.6)—(1.8) e levando

em conta que

1—pn 14+p
—=1-— 1.13
2 2 Y ( )
podemos reescrever as equacoes (1.6)—(1.8) como

prwg — K 4+ wy): — K(p+wy), =0, em Q x R, (1.14)

1+ 1+
pob — DAY + DT”% - DT“%, YK tw)=0emQ xR, (1.15)

1+ 1+
paprr — DAy + DTMSOM — DTM%y + K(p+w,) =0, em Q x R. (1.16)

Campelo, A. D. S. PDM - UFPA
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k
Observe que — = —— — onde a relacdo entre a tensdo £ e a densidade p tem di-
pr 2(1+p)p .
mensdo de velocidade. Analogamente, temo também que — = ———— possui dimensao

p2 (1—p*)p
de velocidade. Desta forma, definimos

v2:=K/p, e v3:=D/py, (1.17)

como sendo as velocidades de propagacdo de ondas do sistema de Mindlin-Timoshenko. A
partir disto, surge uma nova questdo: o que acontece em termos de estabilizacdo do sistema

quando (1.6)-(1.8) quando

v? — 02 =07 (1.18)

Agora, vamos mencionar alguns resultados matematicos relativo ao modelo de oscilagdes
em estruturas eldsticas do tipo placas. O mais conhecido deles é devido a J. Lagnese, que em
sua monografia [16], abordou a questao de estabiliza¢do uniforme e forte de placas puramente
eslaticas por meio de damping na fronteira. Ele considerou um dominio limitado {2 com uma
fronteira Lipschitz I' tal que I' = Ty UT';, onde Ty e ['; sdo subconjuntos abertos e disjuntos de

I' com I'; # () e ao sistema (1.6)—(1.8) ele associou as seguintes condi¢des de fronteira

w=1Y=9p=0 emly, (1.19)

K(g—Z%—?/J,g—Z#—ap) -v=my; emly, (1.20)

D (g—i—l—ug—j,% (g—iJrg—?)) -V =my eml}, (1.21)

D(l_T’u (g—ing—Qj) ,g—z—l—ug—i) -v=mg emly, (1.22)

onde v := (v1,v5) é o vetor normal exterior a I' e {m, ms, m3} definem a dissipagdo de

fronteira linear dada por

(ml, m27m3)/ = —F(wt, Py, SOt)/,

Campelo, A. D. S. PDM - UFPA



Capitulo 1. Introducdo 9

com F' = [f;;| uma matriz real 3 x 3 de fungdes de L>°(I'y), tal que F' € simétrica e semi-definida
positivaem [';. Lagnese provou que as equagdes (1.6)—(1.8) com condi¢des de contorno (1.19)—
(1.22) exponencialmente estavel, sem qualquer restricdo entre os coeficientes do sistema. Em
2003, um resultado anélogo foi obtido por J. Mufioz Rivera e H. Portillo Oquendo [25], onde

eles consideraram condic¢oes de fronteira do tipo memoria

w=1vY=¢p=0em Iy, (1.23)

¢
/ (t—ys) ( s)—|—¢(5),g(;(s)—|—go(s)> cvds=0emIy, (1.24)

t

9 9 0 9

¢+D/gg(t—s) (;i(s)+ﬂ£(s)’2 (ai( )+a§(s)>> vds=0emDy, (1.25)
0

t

B B B B

¢+D/gg(t—s) <2 (8‘5( )—i-a;j}(s)) 89;( )—i—u;ﬁ@)) vds=0emTy, (1.26)
0

onde g;,7 = 1,2, 3 sdo os nuicleos. Neste caso, eles provaram que as solucdes do sistema (1.6)—
(1.8) mais as condi¢des de contorno (1.23)—(1.26) sdo exponencialmente estavel desde que os
nucleos tenham um comportamento exponencial, e sdo polinomialmente estiveis para nucleos
do tipo polinomial. Dissipa¢des similares foram usadas por M. L. Santos [37], onde o autor

considerou um modelo de Timoshenko em 2 C R™.

Para os casos onde os mecanismos dissipativos atuam em todo o dominio, relatamos o tra-
balho de H. Fernindez Sare [7]. Ele considerou 2 C R? com uma fronteira suave 92 = I :=
T, UT,, com I'y, T disjuntos e ndo-vazios. Ao sistema de Mindlin-Timoshenko (1.6)—(1.8),
o autor introduziu dissipacdes do tipo friccional atuando nas equagdes dos angulos de rotacao.

Levando em conta, as seguintes condi¢des de fronteira

w=0 em T xR* (1.27)
1—u (8o W\ dp

b =0, (Tu<a_i+a_z> ag;Jr“ai)'”:O em Ty xR, (1.28)
o dp 1—p [dp D

0 =0, (a—f—l— az) 5 (aijLaZ}))-y:O em Iy xR, (1.29)
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onde v := (v, 1) € o vetor normal unitdrio exterior a I'. Fernandez Sare provou, usando um
critério de resolvente, que o sistema de Mindlin-Timoshenko ndo é exponencialmente estavel
independente de qualquer relagdo entre os coeficientes, o que, neste caso, difere do andlogo

unidimensional.

Em 2014, M. Jorge Silva et al. [13] desenvolveu um estudo a respeito da estabilidade as-
sintética para placas de Mindlin-Timoshenko, introduzindo dissipa¢des do tipo Kelvin—Voigt
as equagdes que as regem rotagdes angulares. Jorge Silva mostrou que o semigrupo associado
a este sistema nao é nem anélitico tdo pouco exponencialmente estavel. Neste caso, o autor

mostrou que as solucdes decaem polinomialmente.

1.2 Objetivos da Tese

O principal objetivo desta tese € estudar o comportamento da energia de modelos dissipativos
de Mindlin-Timoshenko. Neste contexto, motivados pelos resultados para o modelo de vigas
de Timoshenko, em que para alguns trabalhos descritos na literatura, € bem sabido que os coe-
ficientes do sistema desempenham um papel importante nas configuracdes de estabiliza¢dao do
sistema, vamos procurar provar um resultado que caracterize a estabilidade exponencial para o
modelo de Mindlin-Timoshenko, ainda que esteja condicionado a uma possivel relacao entre
os coeficientes. Paralelamente, desenvolvemos métodos numéricos semidiscretos e totalmente
discretos no contexto das diferencas finitas, em que consideramos alguns aspectos da andlise

numérica e reproduzimos numericamente as propriedades de estabilizagao.

1.3 Organizacao da Tese

No Capitulo 2 apresentamos um modelo dissipativo de Mindlin-Timoshenko com dissipacdes
do tipo atrito atuando em cada uma das trés equagdes do sistema, dow;, d11; € dapy, respectiva-

mente. Analisamos a existéncia e unicidade de solu¢des utilizando-se de técnicas de semigrupo
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de operadores lineares. Apresentamos a energia do sistema, a qual naturalmente € ndo-crescente

e levantamos questionamentos a respeito de decaimento polinomial e exponencial.

No Capitulo 3 estabelecemos um sistema de Mindlin-Timoshenko com dissipacdes agindo
nos angulos de rotagdo, bastando para isso considerar dy = 0 no sistema do Capitulo 2. Os
principais resultados matemaéticos versam sobre a propriedade de decaimento exponencial e a
falta de estabilidade exponencial. Para ambos os resultados, usamos o teorema de estabilizacao
uniforme de Gearhart-Herbst-Huang-Priiss. Outro resultado importante descrito no Capitulo
3 diz respeito ao decaimento polinomial cuja taxa € 6tima. Para provar este resultado, nos

utilizamos do Teorema de Borichev e Tomilov.

O Capitulo 4 possui a mesma estrutura de resultados apresentados no Capitulo 3. Porém,
desta vez € estudado o sistema de Mindlin-Timoshenko com uma dissipag¢do atuante somente
na equagdo que governa o deslocamento transversal. Neste ponto, é importante ressaltar que a
estabilidade exponencial de ambos os sistemas apresentados nos Capitulos 3 e 4, ocorre sob a

hipdtese de igualdade entre as velocidades de propagacdes de ondas.

No Capitulo 5 desenvolvemos modelos numéricos semidiscretos em diferencas finitas consi-
derando os mesmos problemas de placas de Mindlin-Timoshenko expostos nos capitulos anteri-
ores. Neste capitulo debatemos a respeito do problema de Trancamento no Cortante (do inglés
shear locking), o qual € uma anomalia numérica bem conhecida nas formula¢des em elementos
finitos lineares quando aplicadas sobre estruturas eldsticas do tipo vigas e placas. O problema
de trancamento no cortante introduz parametros extras sobre os coeficientes de rigidez. Entdo,
neste capitulo, em um primeiro momento, apresentamos uma discretizacao baseada nos tra-
balhos de J. Wright e D. Almeida Junior que visa contornar este efeito numérico indesejado.
Em seguida, investigamos os termos sobressalentes que ocasionam o trancamento, € para isto

usamos o f-esquema.

No Capitulo 6 apresentamos uma discretizagdo espaco-temporal em diferencas finitas do
modelo de Mindlin-Timoshenko, e por simplicidade adotamos condi¢des de contorno do tipo

Dirichlet homogénea. Neste capitulo, nos preocupamos em desenvolver modelos livres de
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sobrestimacao nos coeficientes de rigidez, decorrentes do trancamento no cortante. Apresen-
tamos a energia numéria, onde nos preocupamos em preservar o seu carater conservativo, a
fim de assegurar uma medida de precisdo do modelo numérico. Finalizamos o capitulo com
as comprovacdes numéricas das propriedades de decaimento exponencial numérico e a falta de

decaimento exponencial numérico.
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CAPITULO 2

Modelo Dissipativo de uma placa de Mindlin-Timoshenko

2.1 Introducao

Neste capitulo vamos estudar o seguinte modelo dissipativo de uma placa fina bidimensional de

Mindlin-Timoshenko.

prwy — K 4+ wy)e — K(@ 4+ wy)y + dowr =0, (2.1)

1— 1
pothy — Dty — D (Tﬂ) Yy — D (%) Ooy + K +w,) +dithy =0,  (22)

1— 1+
P2Ptt — Dﬁpyy - D (—M> Prx — D (—/l> Q/}:ch + K(SO + Wy) + dQSOt = 07 (23)

2 2
h3
12°
onde p simboliza a massa por unidade de volume, h € a espessura uniforme da placa, i é a
Eh3
12(1 — p?)
14

em Q x RT, onde € é um dominio limitado do R2. Aqui, consideramos p; = ph e py =

constante de Poisson (0 < p < %), D = denota o mddulo de rigidez a flexdo e



Capitulo 2. Modelo Dissipativo de uma placa de Mindlin-Timoshenko 15

kEh

~2(1+p)
fator de corre¢do de cisalhamento. Além disso, d;, ¢ = 0, 1,2 sdo as constantes positivas de

exprime o médulo de cisalhamento, onde £ é o mddulo de Young e k é um

dissipagdo. Ja as fungdes ¢ = ¥ (z,y,t) e ¢ = p(z,y,t) representam os dngulos de rotagdo de
um filamento da placa e a fungido w = w(x, y, t) denota o deslocamento transversal da superficie

média da placa, para (z,y) € €2, t > 0. Associamos ao sistema as seguintes condi¢des iniciais

CU(J,’,y, 0) = (,U()(l’,y), wt(m7y7 0) = wl(xvy)7 cm Qv (24)
¢($7y,0) = ?/Jo(xvy)’ wt(%%o) = 1?1(%9% cm Q7 (25)
80(1'7:% O) = SOO(ZE’ y)7 @t(l‘7 Y, O) = ‘Pl(m»yL cm Qv (26)

e condicdes de contorno como sugeridas em [7], a saber

w=0, em I xRT, (2.7)
_ Lop(0p 00N Op OV ¥

Y =0, < 5 (8x+8y ’(‘3y+u8x v=0 em I xR"Y  (2.8)
_ oy Op 1—p(0p 0Y _ ¥

o =0, <8x+uay’ 5 <8x+8y v=0 em I'yxR". (2.9)

aqui consideramos a fronteira suave 0€) = I' := I'; U 'y, com I'y, I's disjuntos e ndo-vazios, e

v := (11, v5) é o vetor normal unitdrio exterior a I

Este capitulo estd organizado da seguinte maneira. Na Secdo 2.2 discutiremos existéncia,
regularidade e unicidade de solug¢des globais do problema (2.1)—(2.9) via método de semigrupo
de operadores lineares. Na Secdo 2.3 estabelecemos a energia de solu¢des associada ao sistema

(2.1)—(2.9), e mostramos que esta energia € decrescente ao longo do tempo ¢.

2.2 O Cenario de Semigrupos de Operadores Lineares

Nesta secao, iremos estudar existéncia e unicidade de solu¢des para o sistema de Mindlin-

Timoshenko, utilizando-se da Teoria de Semigrupo de Operadores Lineares (ver [28]). Para nos
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dar uma formulacgdo exata para o sistema (2.1)—(2.9), deixe-nos considerar {2 como o interior de

uma placa retangular

Q= {O,Ll] X [O,LQ], com Ll, L2 > 0.

Definimos

Ly={(z,y) : 0<x <Ly, y=0, Ly},

Iy :={(z,y) : 0<y< Ly, =0, Li}.

Note que I' = I'; UT5. Sob as hipéteses acima em 2, vamos considerar o seguinte espaco de
Hilbert
H = H)(Q) x L*(Q) x H%I(Q) x L*() x H%Q(Q) x L*(9),

o qual é um espaco de Hilbert, dotado do seguinte produto interno

(U,V)H:pl/uzﬁdx dy—l—pg/u"‘mda: dy+p2/u65dx dy
Q Q 9)

+K/(u3 +ul) (@B ol da dy+K/(u5 )05 T o) de dy
Q Q
+D/uiv_§dxdy+D/u‘;’v_§da:dy
Q Q
1—p 5 SN E T
+D (T) /(uy +uy) (V3 +v3) dr dy

+ Dy / uiv_g dr dy + Dpu ugv_g dz dy, (2.10)

Q

SEN
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€ norma

|]U|]3{:p1/]u2|2 dx dy+p2/]u4]2 dx dy—l—pQ/luG]2 dz dy
Q

+K/yu3+u;\2da:dy+K/yu5+u;P dxdy+D/\u§dedy
Q

+D/|u|2dxdy+D< >/|u +ul|? d dy

+D,u/u u5 dx dy—i—Du/ _?:;dx dy, (2.11)
Q Q

onde U = (u', u?, w3, ut, v’ ub)T, V = (v!, 0%, 0% v 0° v8) T e

Hp (Q):={ueH'(Q) : u=0em I}, (i=1,2).

O Lema a seguir, o qual é consequéncia da desigualdade de Korn, nos fornece uma equi-
valéncia entre a norma dada acima em (2.11) e a norma usual em H ([16, 17]). Nesse contexto,

denotemos por V o seguinte espago de Hilbert
V = Hy(Q) x Hp, (Q) x Hr,(Q).
Lema 2.1. Sob as consideragées acima temos

(a) Existe uma constante o > 0 tal que, para todo par (1, ¢) € Hf. (Q) x H[ (),

oo (I8 + Nl < [ [DleaP + Dl

Q

1—
+D ( 9 ) |9y + al? + Dppsp,, + Db, ] dx dy;
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(b) Para cada K, > 0, existe um B(Ky) tal que, para todo K > Ky e (w,1, ) €V,

8K, 0. DI} < [ (K16 + Py + Kl 4+, Pdady + Dl + Dl

Q

1—p o —
+ D (T) |ty + al” + Dptba®, + Dupyih, | da dy.

Agora, vamos denotar por U = (w, W, 1, U, @, ®)T e Uy = (wo, w1, Vo, U1, Yo, 1)’ entdo o

sistema (2.1)—(2.5) pode ser reescrito como

aUu
— = AU, parat > 0
dt (2.12)
U(0) = U,
onde
0 Id 0 0 0 0
EA oy, £9, 0 £9, 0
p1 p1 P1 p1
0 0 0 Id 0 0
A= K d D (1+n) 92 2.13)
—50; 0 B, —ld 2 (5#)oz, 0
0 0 0 0 0 Id
1
—50, 0 2(2F)oy, O Bs —%1d

em que os operadores B;(i = 1, 2), sdo dados por

B, = b [83 + (1__M) a;] _ E[d,

P2 2 P2
D|/1- K

- 2[(558) o] - B
P2 2 P2

Observacdo 2.2. Nas consideragdes a seguir € conveniente ter em mente a seguinte expressao:
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Wt w
d
%(w + Wg)o + %(‘P +wy)y — oWt w
AU = D 1 1+ " K d  para U = ‘
P2 (wm + Sy + Tﬂ%fy) - E<¢ +ws) — p_;wt v
Pt ¥
L (1*7#@11 + Pyy + HTluqvbmy) - p%(gp + wy) - Z_zgot P

P2
O dominio do operador A é definido por
D(A) = H*(Q)NHy () x Hy () x H*(Q) N HE (Q) x HE (Q) x H*(Q) N Hy, () x H(Q),

o qual € denso em H. Além disso, temos o seguinte.

Teorema 2.3. O operador A é gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo S(t) de contragdes
em H. Portanto, para todo Uy € H, o problema (2.1)—(2.9) tem uma tinica solugcdo fraca
U(t) € C°([0,00),H). Além disso, se Uy € D(A), entdo U(t) é uma solugdo forte de (2.1)—
(2.9), isto é, U(t) € C'([0,00), H) N C°([0, 00), D(A)).

Prova. Para U = (w, W, 9, ¥, p, ®)T € D(A), e da defini¢cdo do produto interno em (2.10),

resulta que

Re(AU,U)y = —dO/W2 dx dy — dl/\Il2 dr dy — dg/@Q dr dy <0, (2.14)
Q Q Q

de onde segue que .4 é um operador dissipativo. Além disso, temos que D(A) = H. Entao,
seguindo os resultados devido a Lummer-Phillips (ver [28, 23]), para provar que A é gerador
infinitesimal de um Cjy-semigrupo de contragdes, é suficiente mostrar que 0 € o(.A). Com

este propdsito, vamos tomar F' = (f1, f2, 3, f4 f°, f6)7 € H, e mostrar que existe U =
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(w0, W46, ¥, 0, @) € D(A), tal que

-AU = F, (2.15)
isto é

_W:fla
__(@Z)wax)x__(SDJFWy)yJV_OW—an

P1 1
_\Ij:fga
D 1—pu 1+u ) K dy A
P (w 5 Yuy 3 P ) T (v ) P f
_¢:f5a
D(1—p 1+pu ) K dy 6
—— | ——— Y + +—Yyy | + —(0F+w,) + —P= [,
p2( g et Pt Ty pz(g) ) p2 f

de onde obtemos

W=—f U=—f &=—f"

Das equagdes acima, temos que W € H{(2), ¥ € Hf () e ® € HL, (). Podemos, entio,

considerar o seguinte sistema eliptico

KW+ wy)e — K(p+wy)y, =p1f* +dof' em L*(Q), (2.16)

- 1+
—D<wm+ 2“wyy+7"%y>+K(¢+wx):p2f4+d1f3 em L*(Q), (2.17)
L—p L+p _ 6 5 2
—D —5 Paet yy+7wzy + K(p+wy) = pof® +dof® em L*(Q). (2.18)
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com condig¢des de contorno dadas por

w=0, em T, (2.19)
L (l—u (e O\ dp W\

Y =0, < 5 (8:1: + ay) 0y + Poy ) V= 0 em I}, (2.20)
_ oY Do L—p (Op O B

p =0, (8:10 + 1 ay — <8:13 + 63/)) v=0 em I%. (2.21)

Para solucionar este problema, definimos a seguinte forma bilinear

a:VxV =R

(©,0) — a(6,0)
onde
a(©,0) ::K/(u3+ul)(m) dx dy+K/u5+u;)(m) dx dy
—i—D/uxvgda:dijD/ _S dx dy
L—p 3. ,5\(13 b
+D(T>/(uy+u)(v3+v)dxdy
Q

+ D,u/uiv_g dz dy + D,u/uiv_i dz dy, (2.22)
Q Q

para © = (u!,ud,u?) e © = (v, v3,0%).
A forma bilinear (2.16) € continua e sua coercividade é garantida pela desigualdade de Korn
(ver [16]). Além disso, definimos a seguinte aplicacdo linear e continua

T:V—>R

0—T(0)
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onde

T := / [(Plf2 +dof)ul + (pof* + di f2)ud + (paf® + d2f5)$] dx dy.
0

Segue, entdo, do Teorema de Lax-Milgran (ver [6] para mais detalhes) que existe uma tnica

fungdo (w, v, p) € V tal que

Ademais, do problema (2.16)—(2.21) em L*(2), obtemos (w, v, ¢) € [H*(Q)]?. Portanto,
U € D(A). Desta forma, deduzimos que 0 € o(.A). Entdo, pela identidade do resolvente, para
A > 0 pequeno, temos que R(AI — A) = H (ver Teorema 1.2.4 em [19]). Finalmente, usando
o Teorema de Lumer-Phillips, concluimos que o operador .4 é gerador de um Cy-semigrupo de

contragdes S(t) em H. |

2.3 A energia do sistema

A energia de solugdes do sistema Mindlin-Timoshenko (2.1)—(2.5) € definida por

1
E(?) :=§/ [alorl? + pall? + paliaul? + Ko + wnf? + Ko +w,
Q

1 _
+ D|ty|* + Dlgy|* + D (Tu) vy + u|* + QDM%sOy] dz dy. (2.23)

O funcional de energia, assim definido, é ndo-crescente para todo ¢ > 0. De fato, como

mostra a seguinte proposicao.
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Proposicao 2.4. Seja (w,w:, @, o1, ¥, 14) a solugdo de (2.1)—(2.5). Entdo, a taxa instantdnea

de variagdo de energia do sistema em relacdo ao tempo t é dada por

d

th( )= —do/wt2 dx dy — dl/wf dx dy — dg/gotz dz dy, ¥t > 0. (2.24)

Q Q Q

Prova. Iniciamos multiplicando a equagdo (2.1) por w; e integrando em 2. Assim, temos

p1 /wttwt dedy — K /(w + wy )y dedy — K /(90 + wy )ywy drdy = —dy /w? dzdy,
Q Q Q Q

entdo, integrando-se por partes segue que

d
pre w? drdy + K /W + Wy )wy dedy + K /(gp + wy )wye dxdy

2 dt
Q
—K/w + wy ) 1wy dF—K/(cp + wy ) vowy dI' = —dO/th dxdy. (2.25)
r r Q

Agora, multiplicando-se a equacio (2.2) por v, e integrando-se em {2, tem-se

1—
po [t oy =D [ e sty - 0 (S5 [ w00 ddy
Q Q Q

1+
—D ( 5 'u) /prywt dxdy + K/(@/) + ww)@/)t drxdy = —d /77/)? dxdy,
Q Q Q

ou ainda,

p2 d 2 D (1—p d/z

B dedy + =— dedy + = [ —L ) — dzd

2dt/¢t$y+2dt/w Tdy + (2 dt vy drdy
Q Q

D

1 _
2 (T“) [ et dady+ D [ oy oy + 1 [ (i oy
Q Q Q

1 _
+D/ (%E + oy, Tu(gox + 1/@)) vy dl = —dy /wf dxdy. (2.26)
r Q
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Por fim, multiplicado-se a equacdo (2.3) por ¢, e integrando-se em {2, obtemos

1 _
P2 / oo dedy — D / Oyytpr dxdy — D( 5 ) / Paztpr drdy
Q Q

1
—D( +“)/¢my¢t dxderK/ 0 +w,)pr dxdy——dg/gof dady,

de onde resulta

pd [ D(Lw)d [, LK
dedy + = () S [ @2 dwdy + =< [ 2 dud
2dt fxy+2(2 di | PTG | e
Q

D
+2 ( “) / Uypur didy + Dy / Vg drdy + K / o+ ) drdy

+D / ( (¢a +1y), 0y + u%) vy dl = —dy / ©? drdy. (2.27)
Q

Entdo, somando-se as equagdes (2.25), (2.26) e (2.27), encontramos

ﬂi 2 2 Ei/ 2
2d/ dxdy + /@btd dy + oy drdy + 5 (U + wy)* dxdy
Q
K d Dd
5d—/<p+wy d:cdy—l———/w dzdy + — 5 7 goz dxdy
Q Q

D /1—- d
+ > (TM> /(@/)y + 4,%)2 dxdy + DME /wxgpy dxdy + F

= —do/wt dxdy — dl/@/zt dxdy — dg/got dzxdy, (2.28)
Q

Q
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onde F € dado por

F = K/(w + wx)l/lwt dl’ + K/(SO + Wy)l/Zwt dr
1-—
+D/ (% + 1y, — —Flo+ %)) - vipy dl

+D/ ( (x + z/)y) Py + /“ﬂx) vy dl.

Utilizando as condigdes de contorno (2.5) segue que F = (. Portanto, concluimos que

d

th( )= —do/wfdxdy —d /wfd:pdy — dg/cpfdxdy <0, Vt >0, (2.29)

Q Q Q

e desde que d; > 0 para qualquer = 0, 1, 2 obtemos a lei de dissipacdo de energia

E(t) < E(0), Vt>0. (2.30)

E claro que se dy = d; = d» = 0 obtemos a lei de conservacio de energia
E(t)=E(0), Vt>O0. (2.31)
[

Uma das motivagdes desta tese, consiste em determinar como se comporta a energia F/(t)
do sistema de Mindlin-Timoshenko sob certos tipos de efeitos dissipativos. Ja sabemos que a
energia em (2.23) € decrescente, desde que d; > 0 para algum ¢ = 0, 1, 2. Contudo, ndo sabe-
mos como ocorre esse decrescimento. Neste contexto, definimos por decaimento exponencial
ao tipo de decrescimento mais acelerado, no qual a energia pode ser controlada por uma funcao
exponencial decrescente. Por outro lado, definimos por decaimento polinomial, ao decresci-
mento mais lento, onde a energia é controlada por um polindmio. Na Figura 2.1 observamos

o grafico do comportamento exponencial da energia de solu¢des para o sistema de vigas de
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Timoshenko com dissipacdo atuando na equacdo do angulo de rotacdo. A Figura 2.2 ilustra
uma comparacdo dos casos conservativo (em preto), exponencial (em azul) e polinomial (em

vermelho), considerando-se 0 mesmo sistema de equagdes da figura anterior.

Energy decay:v=5 Energy decay:v=15

35 35

B0k o wWfT— =
20_ St - -
|| m— o damping

£ : : : : : _ GFEk
b NG| —G =B |
10 1
sk i

0 0
o 05 1 15 2 25 3 35 4 45 o 05 1 15 2 25 3 35 4 45
ln ln
FIGURA 2.1: Decaimento Exponencial. FIGURA 2.2: Comportamento da Energia.

Nas figuras acima, obtidas em [1], percebemos que estabilidade exponencial estd condici-
onada a relagdio G = FE/k, o que por sua vez é equivalente a relagdo de igualdade entre a

velocidade de propagacdo de ondas do sistema de Timoshenko dada em (1.12).

Motivados por estas observagdes, nos perguntamos sob que condi¢des o sistema de Mindlin-
Timoshenko é exponencialmente estdvel, considerando algum tipo de mecanismo dissipativo?
Nos capitulos que se seguem, verificaremos que a relacdo entre as velocidade de ondas do sis-
tema de Mindlin-Timoshenko em (1.17) estd intrinsecamente ligada a estabilidade exponencial

do sistema.

Com estes propdsitos, descreveremos alguns resultados importantes que serao utilizados nao
nos proximos capitulos. O método usado para mostrar a estabilidade exponencial bem como a
falta de decaimento exponencial € baseado no Teorema de Gearhart-Herbst-Priiss-Huang para
sistemas dissipativos [11, 32]. Um resultado equivalente pode ser encontrado em Z. Liu e S.
Zheng [19], o qual nos d4 a seguinte versao que fornece uma condi¢do necessdria e suficiente

para estabilidade exponencial.
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Teorema 2.5. Seja S(t) = et um Cy-semigrupo de contragées no espago de Hilbert H. Entdo,

S(t) é exponencialmente estdvel se, e somente se, as seguintes condig¢des

iR={ix:XeR}C o(A) (2.32)

lim ||(iA] — A) 7| 230 < 0. (2.33)
[A| =00

se verificam, onde o(A) é o resolvente de A.

Neste trabalho usaremos um resultado devido a Borichev e Tomilov [5] que nos fornece
condicdes equivalentes para obter decaimento do tipo polinomial para solu¢cdes em nossos futu-

ros problemas.

Teorema 2.6. Seja S(t) um Cysemigrupo limitado em um espago de Hilbert H com gerador
infinitesimal A tal que iR C o(.A). Entdo, para alguma constante fixada o« > 0 as seguintes

afirmacgodes sdo equivalentes

) |G = A)7Y|zgo = O(A1Y), A — oo

(i) [[SE(—A)eap =O(™), t— oo
(i) |[S(t)(—A Nully =o(t7Y), t— o0, u€H.
(@) [[SE)A |z = O ), t— oo

W) [SOA ||y = 0o(t™V?), t— 00, u € H.
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CAPITULO 3

Mindlin-Timoshenko: Dissipagcao nas equacoes de rotagao

3.1 Introducao

Neste capitulo vamos estudar um modelo de uma placa bidimensional de Mindlin-Timoshenko
com dissipacdes nas equacdes dos angulos de rotacdo, portanto, consideramos dy = 0 no sis-
tema (2.1)—(2.3). Analisemos, entdo, o comportamento assintético de solu¢des globais para o

seguinte sistema de placas de Mindlin-Timoshenko com dissipa¢do friccional

prwy — K 4+ wy)e — K(o+wy)y =0, (3.1)

1— 1+

pou — Dipyy — D (%) Yyy — D (T/L) Oay + K(Y +w) +diypy =0,  (3.2)
1—u 1+ p

P2Ptt — D‘Pyy - D T Prz — D T %ny + K(‘P + Wy) + d290t = 07 (33)

28
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em ) x R, onde 2 é um dominio limitado do R%. Além disso, as constantes de dissipagio

dy, dy sdo positivas.

Nosso principal objetivo € mostrar que este sistema € exponencialmente estavel se, e so-
mente se, as velocidades de propagacdo de ondas do sistema sdo iguais. Com este proposito,

associamos ao sistema as seguintes condicoes iniciais

UJ(:U?yao) = wo(:c,y), wt(x,y,()) = wl(x,y), cm Q? (34)
1/}<Jf,y,0) - ¢O(I7y)7 wt(x7y70) = 1/}1($7y)7 cm Q» (35)
go(x,y,()) = 900('1.73/)7 th(xaya O) = 901<x7y)7 cm Q? (36)

e condi¢des de contorno mistas dadas por

w=0, em I xRT, (3.7)
_ Lop (00 0v\ O 00N ¥
Y =0, ( 5 (3x+8y>’8y+’uﬁx v=0 em I;xRT, (3.8)
_ O O 1—p (0o OY _ N
=0, (8w+u8y’ 5 (8x+8y vr=0 em Iy xRT. 3.9)

aqui consideramos a fronteira suave 0§ = I' := I'y U I'y, com I'y, I'y disjuntos e ndo-vazios, e

v := (v, 1) € o vetor normal unitdrio exterior a I'.

A estrutura matemaética deste capitulo é organizada da seguinte maneira. Na Sec¢ao 3.2 es-
tudaremos a falta de decaimento exponencial para o sistema de Mindlin-Timoshenko com me-
canismos dissipativos nos angulos de rotacdo dado por (3.1)—(3.3) com condig¢des iniciais e
condicdes de contorno dados por (3.4)—(3.6) e (3.7)—(3.9), respectivamente. Na Secao 3.3 estu-
daremos o decaimento de solugdes fortes do sistema (3.1)—(3.9). Usaremos métodos multipli-
cativos. Finalmente, na Se¢do 3.4 mostraremos que o sistema de (3.1)—(3.9) € polinomialmente

estavel apresentando uma taxa de decaimento 6tima.
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3.2. Falta de estabilidade exponencial 30

3.2 Falta de estabilidade exponencial

Nesta se¢do, vamos mostrar que o sistema de Mindlin-Timoshenko (3.1)-(3.9) perde a estabili-

dade exponencial quando consideramos
v # 03, (3.10)

onde v} := K/p; e v3 := D/p,.

Para provar a falta de estabilidade exponencial, utilizaremos o Teorema 2.5. Usando-se argu-
mentos de contradi¢do, provaremos que existe uma sequéncia (\,) C R, com lim,,_,, [A\,| = 00

e uma sequéncia U, = (wy, Wi, ¥, @, 0n, @)1 C D(A), satisfazendo a equagio resolvente
(iMd — AU, = F, G.11)
para fungdes F,, = (fL, f2, f2, f4 f2, 9T C H, com || F,|| < 1, de modo que

NUnll2 = [|(An — A) "'yl — o0 (3.12)

Em outras palavras, ao analisarmos a equacgdo (3.11), mostramos que a solugdo correspon-

dente U,, ndo € limitada quando F;, € limitada em .

Reescrevendo a equacdo resolvente em termos de seus componentes, obtemos o seguinte

sistema
iApn — Wy = f1, (3.13)
K K
Z/\VVn - _(¢n + wnw)x - _(Spn + wny)y = fs» (314)
P1 P1
i\ — U, = f2, (3.15)
, D 1-— 1+ K d
P2 2 2 P2 P2
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iIdnon — P = 2, (3.17)

n’

, D (1-— 1+ K d
P2 2 2 P2 P2

Agora, estamos em condi¢des de estabelecer o principal resultado desta secao.

Teorema 3.1. Vamos supor que
2 2
Uy 7& Vg,

onde v} e v3 sdo as velocidades de propagagdo de ondas dadas em (1.17). Entdo o semigrupo

associado ao sistema (3.1))—(3.9), onde dy = 0 e dy, dy > 0, ndo é exponencialmente estdvel.

Prova. Vamos provar que existe uma sequéncia \,, e fungdes F,, € H, com ||F},||3; < 1 verifi-

cando (3.12). Para isto, vamos tomar f} = f3 = f> = (, sendo assim
W, =1t wn, Y, =i\, D, =i\, 0n, (3.19)

0 que nos permite reescrever o sistema (3.13)—(3.18) como

— X prwn — K (Y + Wna )z — K (o + wny)y = p1f7, (3.20)
)
+K (Y + Wng) + idpd1thy = paf?, (3.21)
—A2p2pn — D (%wnxx + Py + HT“@/JW)
+K (¢ + Wny) + iAndopn = paf?. (3.22)

Para cada n € N, escolhemos f2, f1 e f5 como

f2=sin(0\z)sin(dAay), fo=f2=0.
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3.2. Falta de estabilidade exponencial 32

onde

)\j = )\jyn = =

Definimos
Ap = \/)\% + A%. (3.23)

Levando-se em conta as condi¢des de contorno dadas em (3.7)—(3.9), vamos assumir que

wp(z,y) = Asin(d\z) sin(d\ay),
Un(x,y) = Bcos(dAz) sin(dAqy),

on(z,y) = Csin(d\z) cos(dA2y),

onde A, B, C depende de ), e serdo determinados posteriormente. Desta forma, encontrar a
solucdo do sistema (3.20)—(3.22) € equivalente a encontrar solugdes A, B e C' para o seguinte

sistema

[=Xop1 4+ K62 (A + A3)] A4+ KoM B + K6X\C = py, (3.24)
KoM A+ { N py + DS*X2 + D (1 5 ) 62N
LK i dl} B+D (1 ; “) 52 A AsC = 0, (3.25)
K6MA+ D (1 J; “) 52 A Ao B + [ A2 py + DO2A2

1—
+D ( 5 ) N2+ K 44\ dQ} C =0. (3.26)
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Agora, note que

Usando-se a identidade acima, temos que

(<2201 + K2 (A + 2\3)] A+ KOMB + KoxC =p1,  (3.27)
2 212 212 1+ LT 942
KMA+ | — X2py+ D?X2 4 D5*)2 — 5 ) %N
1
LK i dl] B+ D ( ;“) 52 M MC = 0, (3.28)
K)\A+ D ( ; “) 52 M o B + [ A2 py + D2A2 + D§?A2

1
D < ;“) SN2+ K + i)\ndQ} C=o. (3.29)

Entdo, considerando-se as defini¢des de 6 e A, em (3.23), obtemos

aep (P2 _ Py L+ 900
K6A1A+{ AnD<D K) D( . )6>\ + K +i), dl]
1
+D( ;“) 52X\ AC = 0, (3.31)
KA A+D(1+“>52AAB+[—A2D(@—ﬂ)
2 2 172 "\D K
D (1 ;L “) PN+ K+ Mndg} C=0. (3.32)
De (3.30) temos
5N\
C=1 -8 (3.33)
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Substituindo (3.33) em (3.32) e (3.31) encontramos

2 @_ﬂ) L+ 0\ 22
K(5>\1A+[>\nD(D = D( : )5>\ + K +idgdy | B

_ D (1 Len “) Y (3.34)

1
KoMA — [—AgD (@ - ﬂ) -D ( “‘) SN2+ K + i\, dQ] Mp

D K 2 A
I Y P2 P1Yy L4+ 500 i
- { AD(D K) D( . )5/\ £ K +i) dg] o (3.35)

Multiplicando-se (3.34) e (3.35) por A\ e —\, respectivamente, e em seguida efetuando a

soma, resulta

1
[—A;iD (@ - ﬂ) D ( i “) 022 + K + i\, dl] \oB

D K 2
ep (P2 p(lEa e ﬁ
+{ )\nD<D K) D( . )5>\ +K+z>\d2} .

_ L4+ u\ 3 N2 (P2 P\ L+ 22 A

- D( . )5)\1>\2+{ AnD<D K) D( . )M K 4iddy | 05,

de onde, multiplicando-se por \,, segue que

1
[—Aip (%-%) —D( ;“) SN2 4+ K + i\, dl} A2B

1
+ [—AiD (-2 - D( ;“) SN2 4 K + Ay dz] \2B

1
:[—/\iD (%-%) —D( ;“) 822 4 K+ i\, dg} S

€ consequentemente

_ [ND(B - %) - D(5H) PN+ K+ idads] 9N (3.36)
—MD (22 — ) — D (H2) 5204 + KA2 4+ idy(di A3 + doA2) '
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Substituindo B dado por (3.36) em (3.34) encontramos

A — _2 (H_N) 52— Ql(/\n)Q2)(>\n> (3.37)

onde

—_

N2 4+ K + i\ dy,

\/

— 22 P2 1 I+p
1
Qs(A\) = —A2D (% = %) D ( . ) SN2+ K + idnds,
1
Qs(\) = K [—)\iD (% - %) D ( ; ) SN 4 K2 + i (di )2 + do)2) |

De (3.33), (3.36) e (3.37) resulta que

pLp
A % (v? —3), (3.38)
B —0, (3.39)
C -0, (3.40)

quando n — oo. Portanto, desde que
vl —v; #0,
e usando-se (2.14), (dyp = 0), e a defini¢do de ||U,,||3; dada em (2.11), concluimos que
Ul = oo [ W, da
— o1 [ Do do dy

= pl/])\nAsin((S)\la:) sin(dXoy)|° dx dy
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LiL
= pi| M Al 14 2 500, quando n — oco. (3.41)
Desta forma, usando-se o Teorema 2.5 seguem nossas conclusdes. |

3.3 Estabilidade Assintotica

Nesta se¢@o estudaremos o decaimento exponencial do sistema (3.1)—(3.9), o qual corresponde
a placa de Mindlin-Timoshenko com dissipacdes friccionais atuando nas equacdes dos angulos

de rotacdo. Nosso objetivo € mostrar que se
2 _ 2
Uy = Vg,

entdo, a solugdo do sistema decai exponencialmente quando ¢ — oo, onde v? e v3 sdo dados
por (1.17). Mais precisamente, provaremos que a energia das solu¢des do problema, dada por
(3.6), pode ser controlada por uma funcdo exponencial decrescente, estabilizando rapidamente
as solucdes. Para alcancar essa propriedade faremos uso de uma caracterizacao de estabilidade

exponencial para um semigrupo de contracdes dada pelo Teorema 2.5.

Portanto, a fim de mostrar o decaimento exponencial do semigrupo associado ao sistema

Mindlin-Timoshenko (3.1)—(3.9), é necessdrio e suficiente provar que iR C o(A) e
3C >0 VYU € D(A), YA € R: C||(ix] — A)U| 5, > ||U]]3,,

o que corresponde a verificar se as condi¢des (2.32) e (2.33) do Teorema de Priiss sado satisfeitas.

Primeiramente, vamos considerar o produto interno em H de U = (w, W, ¢, ¥, ¢, <I>)T €

D(.A) com a equacdo resolvente de A, isto é

iNUNZ, = (AU U)y = (F,U)y.
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Entao, tomando a parte real e usando a desigualdade (2.14), obtemos

i [ WP do dy+ da [ |0 do dy < 0] 7]l (3.42)
Q Q

Agora, mostraremos que o resolvente de .4 € uniformemente limitado ao longo do eixo ima-

ginério. Portanto, estabelecemos o seguinte Lema.

Lema 3.2. Sob as consideracées acima

iR C o(A).

Prova. Desde que (I — A)~! é compacto em H, para verificar que iR C o(.A) € suficiente
mostrar que A ndo possui autovalor imagindrio puro. Deste modo, suponhamos que existe
Ao € R* tal que i)y é um autovalor e U = (w, W, 1, U, p, ®) seja um autovetor normalizado.

Provaremos que vale a seguinte implicacao

AU =i\U = U=0.

De fato, escrevendo a relacdo acima em termos de seus componentes, temos que

Dow—W = 0, (3.43)
iNpitW — K4+ wy)e — K(p+wy), = 0, (3.44)

N —T = 0, (3.45)

1— 1

Np—® = 0, (3.47)

1-— 1
iXop2® — D (T'u%cm + Qyy + ﬂwr@) + K(SO + Wy) +dy® = 0. (3.48)
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Tomando F' = 0, segue de (3.42) que ¥ = ® = (. Entao, substituindo ¥ = & = 0 em (3.45)
e (3.47) obtemos 1) = ¢ = (0. Agora, de (3.46) e (3.48), e usando a desigualdade de Poincaré
concluimos que w = W = 0. Portanto, U = 0. Logo nao existem autovalores imaginarios, € o

nosso resultado estd provado. |

Observacdo 3.3. Em particular este resultado implica que o semigrupo é fortemente estavel,
isto €

S(t)UO — 0,

onde S(t) := e é o Cy-semigrupo de contragdes no espago de Hilbert H e Uy é o dado inicial.

A seguir, mostraremos que se

v? =3, (3.49)

At

entdo, o semigrupo S(t) = e associado ao problema de Mindlin-Timoshenko (3.1)—(3.9)

satisfaz a condi¢do (2.33) do Teorema 2.5, e concluir que o sistema é exponencialmente estavel.

Para isto, vamos considerar o sistema resolvente
iNU—-AU =F emH,
o qual pode ser reescrito em termos de seus componentes como

i —W = ft (3.50)
MW — KW +w,). — K(p+w,), = f* (351)

i) —T = f3 (3.52)

1-— 1
iAp¥ — D (wm + Tﬂwyy + %gpmy) + K(p+w,) +di v = f* (3.53)
ixo—® = f°.  (3.54)

1-— 1
iApa® — D (T”gom + Oy + %w,ﬂy) + K(p+w,)+de® = f° (3.55)
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onde F'= (fY, f2 /3 4 2, T e HeU = (w, W, 9, ¥, p,®)T € D(A). A prova envolve a

utilizagcdo de alguns lemas auxiliares.

Lema 3.4. Sob as consideracées acima, existe uma constante positiva M tal que
1—
D/ || da dy + D/ oy |* dz dy + D <TM) /Wy + . |* dx dy
Q Q Q

+Dp / V@, dx dy + Dy / oy, d dy
Q

wg/\wwzF d dy + |A,2/Is0+wyl2 dz dy + M||U]|u]|Fllx,  (3.56)
para |\| > 1 suficientemente grande.

Prova. Multiplicando-se a equagio (3.53) por ¢ e integrado-se em €2, temos

. — — I—p —
tiApe | W dx dy—D | Y0 doe dy — D <—> Yy dx dy
[ )]

N J/
-~

=1

-D (%“) / ayt) du dy — Dy / Payt) da dy
Q Q
+K/(
Q

Usando-se (3.52) em I; e realizando algumas integracdes por partes, encontramos

w+wz)idxdy+d1/wdxdy:/f%d;cdy.

Q Q

—Pz/ (FT0) de dy+D/|wx|2 dr dy D/wxwl ar

Q
1— 1-— —
+D( 9 ) |¢y|2 dx dy—D(TM)/wzﬂp’h dl’
r

11— — 1— —
r

t

D
* 2
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+ Dy / oy, dr dy — Dy / @ythvy dI
Q T

+K | (W+w)dedy+d, | Vdedy= [ f4 do dy,
/ [ ]

Q

ou ainda,

o [10F dedy— po [ WF dzdy+ D [ d dy
Q Q Q

1— _
+D< >/|¢y|2dxdy+D< _ )/goxwydxdy
Q

+ Dy | @b, dedy + K | (¥ + w,) dx dy
/ /

1— _
- D/ (% + [py, TM (0 + %)) v dl
r
di [ UV dedy= | 9 dx dy,
A

de onde segue, usando as condi¢des de contorno em (3.7)—(3.9), que

D/wczx dy+D( )/wczx dy

1 — _ _
D (T“) [ i, dwdy+ Dy [ 5, da dy
Q Q

:p2/|qf|2da:dy—K/(¢+wz)admdy—d1/wadxdy
Q Q

Q

+ / 4% da dy + po / U f3 dz dy. (3.57)
Q

Q
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Da mesma forma, multiplicando-se a equacao (3.55) por P, integrando-se por partes em ) e

usando (3.54), obtemos

D

+

_|_

Somando-se as

I—p
(7) /\%F dx dy+D/!<py|2 dz dy
Q Q
1—p _ _
D\—5—) | ¥ dvdy+ Dp [ 1.9, dv dy
Q Q

p2/|¢>|2dxdy—K/(<p+wy)@d:pdy—d2/@¢dxdy
Q 0 Q

/fGde dy—l—pg/q)Fdx dy.
Q

Q

equacoes (3.57), (3.58), resulta

D/|z/1w\2 dx dy—i—D/|g0y|2 dx dy
9) o)
1—M 2 —
+ D\ =5 | | Wy + el dudy+ D | 4.5, dvdy
Q Q

+Du/soy% dx dy=p2/|\lf!2 dx dy
Q

Q

wo [ 107 dody— K [+ 05 do dy
Q Q

—K/(go—i—wy)@dxdy—dl/llfadxdy
Q Q

—dQ/wdxder/f‘%dxdy

Q Q

+/f6¢d$dy+pQ/WFdxdy+p2/<I>Fdxdy.
Q Q Q

(3.58)

(3.59)
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Entdo, usando a desigualdade de Young, obtemos

1—
D [l deays D [l dvdy+ 0 (520) [ 1o+ ol dody
Q Q Q

+ Dp / V@, dx dy + Dy / oy, da dy
Q Q

d, K ) dy, K )
< 242 |2 dz d 242 |2 dxd
_</)2+|A|+4€)/\| wy+<p2+|A|+4€)/llﬂcy
Q Q
2 2
|A|2/|¢+w:c| dwderMlz/lsoery\ dx dy

/|f3||w T ] d dy + /|f5||s0 T w,| de dy

DY Al

+ﬁ/|‘1’\\f3\d:v dy+’—;|/\<1>\\f5|dx dy+/f%dx dy
Q Q Q

+ /f6¢ dx dy + ps / U f3 de dy + po / P f> dx dy, (3.60)
Q Q Q
onde ¢ é uma pequena constante positiva. Da desigualdade acima e de (3.42) concluimos que

existe uma constante positiva M tal que

D/|wz|2dxdy+D/|soy|2dxdy+D( )/lwwm d dy

+ Dy / e, dady + Dy / Py, dr dy
Q

/w ol de dy + B2 /|¢ T w2 da dy + M[U|ul|Fll

=TAp A2

de onde segue nosso resultado. [

O préximo lema nos fornece uma importante relacao entre os coeficientes para obter uma

condicdo necessdria e suficiente para a estabilidade exponencial.
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Lema 3.5. Sob as consideracoes acima, existe uma constante positiva M de tal modo que

qualquer solugdo forte do sistema (3.1)—(3.9) satisfaz

K K
§/|2/J+wx]2d:cdy+5/\go+wy\2dxdy
<i)\D<&—@>/W(¢x+g&)dxdy

- K D Y

+ M||U||n| | F'[ |,

para |\| > 1 suficientemente grande.

(3.61)

Prova. Multiplicando-se a equag@o (3.53) por (¢ + w, ), integrando-se por partes €2 e usando

(3.52) temos

i\pe | V@, dx dy + D/wx )+ wy), do dy

/
+D< )/pr@wwgg) dx dy
(="

+
S

> (VY + wy), dx dy—i—Du/@y(w—i-wm)x dx dy
Q
/(%ery, ;M(%+%)> V(Y +w,) dU

K [0l dedy = pa [ VP dody -+ pa [WF do dy
Q Q

—d / U T @) de dy + / FT T o) de dy.
Q

Q

(3.62)
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Por outro lado, multiplicando-se a equagdo (3.55) por (¢ + w, ), integrando-se por partes em

(2 e usando a equacio (3.54), obtemos

1-— -

Q Q

+D/S0y90+wy) dxderD(l )/@Z)y@ery) dx dy
+Du/¢x 90+wy) drdy — D/< 90x+1/}y) 90y+,w¢z> -1/(<p+wy) dl’

+K/|g0+wy|2da:dy:p2/\<b|2 dx dy—l—pz/q)Fd:c dy
Q

—dy / P(p + w,y) dz dy + /f6(90 + wy) dx dy. (3.63)
Q

Somando-se os resultados acima e levando em consideracao as condi¢des de contorno, segue

que

IAP2 / Vw, dx dy + i\py / dw, dv dy
Q Q

+K/|w+wx!2d:cdy+[(/\go—l—wy\zdxdy

—l—D/z/Jx(w—l—wx)x dz dy—l—D/goy(go—irwy)y dx dy

J/

~
=15

+D< )/wwarwx) dxdy+D( 5 )/gowgoery dx dy
Q
1—
+D<—2 )

+ Du/soy(l/J + wy)e do dy + Du/%(w +wy)y dr dy
Q

t

0 (Y 4+ wy), de dy + D (%)

=

SR

=

SENN

Yy (o F wy), dz dy
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:Pz/\q’|2d$dy+/)2/’q)’2 dxdy+p2/\IJFdxdy
0 0 0

+p2/<I>Fdxdy—d1/\If(w—l—wx) dxdy—dQ/CD(cp—i-wy) dx dy
o) Q Q

+ / A0 + wy) do dy + /f6(g0 +wy) dx dy.
Q Q
Além disso, de (3.51) temos
Q Q

- K /(w + Wy )upy do dy — K /(tp + wy )y Uy dx dy
Q Q

-K /(90 + wy)ypy dr dy = /F(% + @y) dz dy,
Q Q

o que resulta em

K / (T o)ty do dy + K / @F ),y do dy
Q Q

= —i\p; /W(% + ) dr dy — K/(@/J + Wy)apy dz dy
Q Q

— K [ (o +wy)yts dz dy — F(% + ¢y) dx dy.
/ /

Substituindo (3.65) em I5 temos

TAp2 / Vw, dx dy + i\ps / Pw, dx dy
Q Q

—|—K/|¢—|—wx|2dxdy+K/|g0+wy|2dxdy
Q 0

(3.64)

(3.65)
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D

[P [Tt o) dudy 4 K [, dody
Q

K / T @), e du dy + / P+ ) di dy
+D< )/wywwm) dxdy+D<1;M)/901(—90+wy)zd:vdy
Q

+D<1_Tu)/gom(¢—|—wz) dxdy—irD( )/%go—l—wy) dz dy

fe}

+ Du/soy(@b + Wy)o dx dy + Du/wx(@ +wy)y dr dy
Q

=,02/|\1/|2dﬂEderm/lcbl2 d:Edy—Fpg/WFd:vdy
Q Q

Q

+p2/<I>Fda:dy—d1/\I/(w+wx) dxdy—dg/q)(gp—l—wy) dx dy

Q Q Q

[ pETe) ey [ FETE) dody
Q Q
de onde segue que

D —
TAP2 / VW, dx dy—i—i)\pQ/(I)wy dz dy —M%/W(%: + ¢,) dv dy
Q Q Q

N J/ N J/
—~ —~

=13 =1y

+K/|¢+wx|2dxdy+K/|gp+wy|2dxdy
Q Q

= D(1-p) [ e @F e drdy— DO - 1) [ 6T, do dy

( 2”)/¢yw+wx dxdy+D<1;M)/soz(so+—wyz
(5] )
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=p2/\‘11|2d9:dy+pz/!@!2 dxderpz/\Idexdy
Q

/@Fdxdy—d1/@(¢+wx) dxdy—dg/CD(—cp—i-wy) dz dy

Q Q

NI@

/ (Vs + ) d:z:dy+/f41/}+wz)dxdy
Q

+ / oo Fwy) dx dy. (3.66)

)

Substituindo w dado por (3.50) em I3 e I, temos que

[3+I4:p2/W\I/x dx dy—{—pg/W(Dy dzr dy

Q
. S (. J
'

~~
=I5 =Ig

—pQ/f_a}\I/dxdy—pQ/f_;@dxdy.
Q Q

Agora, substituindo W dada por (3.52) e ¢ dada por (3.54) em [I5 e I, respectivamente,

encontramos

13+I4:z')\p/ (Yo + @) do dy — p/ (f2+ 1) do dy
Q Q

— o / FI da dy — ps / f1® dz dy. (3.67)

Q Q
Usando (3.67) em (3.66) obtemos

K/|w+w$|2dxdy+K/|<,0+wy|2da:dy

= D(1-p) [ e @F ) drdy =D - ) [ 6.(GFD), do dy
Q Q
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+D <1_T”> /wyw +w,)y dz dy + D <1_T”) /som(so +wy)z dr dy
Q Q

+D<12M)/gpx(w+wx) dxdy+D( )/@Dyg0+wy) dx dy

=i\D &—— /W@bxjtgoy d:vdy+p2/|\lf|2dxdy+p2/\<1>\2d:vdy
Q Q
+ po f3da:dy+p2/q>ﬁdxdy+p2/f_;qfda:dy+p2/f_;<bdxdy
Q Q Q

W (f2+f)) dody — dl/\p(¢+%) dz dy
Q

Do+ wy) d:cdy%——/f%ﬂx dz dy

:3\ b\ b\

%/ y dr dy+/f4 )+ w,) dr dy + /f6(g0+wy) dx dy. (3.68)
Q Q

Agora, denotemos por [; a seguinte soma

F==D0 ) [ F e drdy— D0 ) [0.GF), dr dy

¢y © +wy), do dy.

@ Q
( 2M>/wyw+wz d;z:dy+D< ;“)/%(Wrwy) dz dy
( 2M> _“) T

Entdo, integrando-se por partes os dois primeiros termos e efetuando algumas simplicagdes,

eV F ), M@+D(

temos que

I; = Pz @ZJ‘H«% dx dy—D(l_H)/@Z)y((P""wy)x dx dy

Q

\_/50\

(2u
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de onde segue que
L=p(1=F By — 2Ty — 200, — 22T 2
7= 5 [_ Yy Py — 20y Way — @xwy_ Palzy + |1hy|“+
Q

Hpal? + @uthy, + VB, + 20Ty + 20,5,] d dy.

E, portanto,

]_ _
I; =D (TM) /wy — @) dz dy. (3.69)
Q

Substituindo (3.69) em (3.68), encontramos
1 —
K/|w+wx\2 dx dy+K/|90+wy|2 dx dy + D (T’“‘> /’wy—gprz dz dy
Q
= i\D (%—5 /W Ve + @) dxdy+p2/]\1’|2 dxdy+p2/|<1>\2 dz dy

\Iff?’d:zcdy—l—pg/(IJfE’ dxdy+p2/f1llfd;vdy+p2/f1<bdxdy
Q

W (f2+f)) dudy — dl/\IJ(erwx) dz dy
Q

/ (o +wy) dxdy+—/f2wxdxdy
Q

:a\ :a\

/ da:dy+/f4w+wz) dxdy—i—/fG(ga—l—wy) dz dy.
0

Q
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Usando a desigualdade de Young, podemos reescrever a equacao acima como
K K
5 [ as dy+5/!so+wy12 da dy

01
< - — =
Z)\D(K D /W (Vs + py) dx dy

d2
+ oo+ == /|\I/|2d:z:dy+ pg-l-— <I>|2dxdy
2K
)

pz/\pﬁdxdwpg/cbﬁdxdy+p2/ﬁx\1/dxdy
Q

Q Q

_ D _
/ dxdy+p2/W(f§+fy5) dxdy—kg/f?wmdxdy
)

Q

%/ dxdy—ir/f (Y + wy) dxdy+/f6 © +wy) dz dy, (3.70)
Q

utilizando a inequacdo (3.42) seguem nossas conclusdes.

Lema 3.6. Sob as consideracdes acima, existe uma constante positiva M de tal modo que

qualquer solugdo forte do sistema (3.1)—(3.9) satisfaz

1 1
,01/|VV|2 dxdyg—/|\lf|2 dmdy+—/|<1>|2 dx dy
4e 4e
Q Q Q

€ 2
+ (K+W)/|w+wm| dxdy
0

. (m W) / o -+ wy[Pddy + MUl Il
Q

onde ¢ é uma pequena constante positiva e |\| > 1 é suficientemente grande.

(3.71)
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Prova. Multiplicando-se a equacgdo (3.51) por w e integrado-se em {2 temos

iAp1 / Ww dx dy —K/(w + Wy ). dx dy — K/(tp + wy)yw dx dy = /f% dz dy.
Q Q Q Q

(. J/

~
=1y

Substituindo w dada por (3.50) em I e integrando-se por partes, temos
—pl/W(f1+W) dx dy+K/(¢+wx)wm dx dy+K/(go+wy)wy dx dy
Q Q Q
= / f?w dx dy,
Q
de onde segue que

oo [ W ey~ K¢ [ 10+ d dy
Q Q

+K/(@Z)+wx)ﬁdxdy—K/|gp+wy|2dxdy
Q Q
+K/(¢+wy)¢d$dy
Q

:—pl/WFaMdy—/widxdy.
Q

Q

Usando-se desigualdade de Young, segue que

1
pl/IW!2dwdy < 4—€/|‘1’|2 da dy
Q Q

1 €
— [ |®? K+ — 2
+4€/\ | dlUd?H—( +|>\’2)/W+wx| dx dy
Q Q

€ 2
+ (K+W>/\g0+wy\ dx dy
0
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o /\f?’\w bl de dy

o /\f5\|90+wy! d dy

—pl/WFdxdy—/fQdedy,
Q Q
onde ¢ € uma pequena constante positiva. Deste modo, concluimos que

1 1
p1/\W\2dxdyg —/y\p\? dax dy+—/\<1>\2 dx dy
4e 4e
Q Q Q

2
(K—i— |/\|2)/|¢+wz| dr dy
Q

€
# (54 1) e+ dodyt MIDhlFlb
Q
o que conclui a prova do Lema. |

Agora, estamos em condic¢des de provar o principal resultado desta secao

Teorema 3.7. O semigrupo associado ao sistema de Mindlin-Timoshenko (3.1)—(3.9), onde

do = 0edy,dy > 0, é exponencialmente estdvel se, e somente se
vl =03,
onde v? e v3 sdo as velocidades de propagacdo de ondas dadas por (1.17).
Prova. Dos lemas (3.2), (3.4), (3.5) e (3.6) e também da desigualdade (3.42) concluimos que
U113 < MI[U[wl|Fllx YU € D(A),

de onde segue que

U2 < M||F[l3, YU € D(A).
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Usando o resultado de Priiss’s (ver Teorema 2.5) segue a conclusao do teorema. |

3.4 Decaimento Polinomial

Nesta se¢do provaremos que, se a relacdo (3.49) ndo € satisfeita, as solugdes do sistema de
Mindlin-Timoshenko dado por (3.1)—(3.9) decaem polinomialmente para zero ao longo do
tempo, para qualquer dado inicial sobre D(.A). Em outras palavras, mostraremos que a ener-
gia E(t) de solugdes do sistema Mindlin-Timoshenko, dada por (2.23), é controlada por um

polindmio, a saber

I[S()Usl|n < f()]|Uol|p(a),

onde S(t) = e** é 0 semigrupo gerado pelo operador A e f(t) é uma fungdo polinomial positiva

tal que lim;_,, f(t) = 0.

Nosso ponto de partida é considerar, novamente, a equacao resolvente em termos de seus

componentes dada por (3.50)-(3.55).

O préximo Lema que apresentaremos serd importante para provarmos o resultado desta

secao.

Lema 3.8. Sob as consideracoes acima, existe uma constante positiva M tal que
M
(W|(4he + )| da dy < MU |51 |]3 + WHUHHHFHH
Q

+ MU |||, (3.72)

onde |\| > 1 € suficientemente grande.
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Prova. Da equacdo (3.53), temos que

— i)\pg/ (t\Y) dx dy — z)\D/zﬂmw dx dy — i\D ( > /wyyw dz dy

Q

1 —
—i\D (TM> /@,yw dz dy — z’ADu/@yz/) dx dy + MK/ W2 da dy
Q Q Q

—|—i/\K/wm¢ dx dy—i—z'/\dl/@zﬁ dx dy:i)\/ﬁz/J dx dy.
Q Q

Q

Efetuando-se integracdo por partes e usando as condi¢des de contorno dadas em (3.7)—(3.9),

segue que
— z/\pQ/ (t\Y) dz dy + Z)\D/ 10| da dy 4 i\D ( ) /|wy]2 dz dy
Q
. 1— _ . _ .
+iAD (Tu) /gpxwy dzr dy + z)\DpJ/goy@/Jx dz dy + MK/ [v|? dx dy
Q Q Q

—z)\K/sz)xda:dy+z)\d1/\llwdxdy—z)\/ fa¥ dx dy.

Q Q

Usando-se (3.50) e (3.52) na equagdo acima, obtemos

_ 1
—i)\pQ/\Il(f?’—l—\I/) dx dy+i)\D/|¢z|2 dx dy + iAD (T,u> /W)y|2 dz dy
Q Q

Q

. 1- _ . _ .
+iAD (T'u) /gpxwy dzr dy + z)\Du/goyzﬂx dzx dy + Z)\K/ [v|? dx dy
Q Q Q

+ K [ (fL+- W dedy+dy | O(f2+9)dedy= [ fa(f>+ T) dx dy,
[ s | /

Q
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de onde segue que

K/W% dx dy:mpg/mf\? dx dy—dl/]\If]2 dz dy
Q Q Q

1 —
—MK/\W dx dy—i)\D/|¢z|2 dx dy — i\D (TM) /|¢yy2 dz dy
Q Q Q

1— _
—iAD (TM) / P,y dv dy — iXDp / @, dx dy + iXp; / U3 da dy
Q Q

Q

—dlfﬁf?’ dx dy—K/wa dx dy+/ﬁqf dz dy+/ﬁf3 dz dy. (3.73)
Q Q Q

Q

Por outro lado, da equacdo (3.55) encontramos

K/Wgoy dzx dy = i\p2 / |®|? dx dy — dg/ |®|? dx dy

Q Q Q

1 —
- MK/ 0| da dy — MD/ oy |2 dw dy — iAD (TM) /\%\2 d dy
Q Q Q

. 1— — , — , _

—iA\D <Tﬂ) /¢ygoa, dx dy — @)\D/L/wxgoy dz dy + i\ps / O f° dx dy
Q Q

Q

—d2/6f5 dz dy—K/ngy dx dy+/ﬁc1> dx dy+/%f5 dx dy. (3.74)
Q Q Q

Q

Somando-se (3.73) e (3.74), resulta
K/W(iﬂx +¢,) dr dy = z')\pg/ (W2 dx dy + i\py / |®|* dx dy
Q ) Q
—d; / V|2 d dy — do / |®|* dx dy — MK/ [Y|? dx dy
Q Q Q

- z')\K/ || dz dy — i)\D/ [V|? da dy — z')\D/ oy |* dz dy
Q Q Q
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1 _
—iAD <TM> / Yy + @u|? da dy — MDM/%% dx dy
Q Q

— i)\D,u/Ewcpy dz dy + i\ps /@f3 dz dy + i\py /5f5 dzr dy
Q Q

—dl/ﬁfffdxdy—d2/$f5dxdy—K/F(wﬁgoy)dxdy
Q

Q Q

+/ﬁ\11 de dy+/£<b dx dy+/ﬁf3 dx dy+/ﬁf5 dx dy. (3.75)
Q Q Q

Q

Dos Lemas (3.4), (3.5), (3.6), encontramos

D/|wm|2dmdy+D/|soy|2dasdyw( )/wwm dx dy
Q

_ — 2De¢
+Du/wxsoydxdy+Du/soy%dxdy T<___ /W@/Jﬁsoy)dwdy
Q Q
2Me
Wl? U [ E' o + MU || [ F'[ |, (3.76)

onde M, é uma constante positiva. Usando-se (3.76) em (3.75) e tomando a parte real obtemos

(K — Qscn/wuwwwu i dy < MA||U | Flle + 22
Q

U F

+ M||U||n| | F|n,

em que M5 uma constante positiva e € > 0 € suficientemente pequeno. Isto conclui a prova do

Lema. [ |

Estamos, agora em condi¢des de provar o principal resultado desta secao.

Teorema 3.9. Vamos supor que

vy # 03,
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onde v? e v3 sdo as velocidades de propagacdo de ondas dadas em (1.17), entdo o semigrupo

aSSOCiadO ao Sistema (3.1)—(39) épOlinomialmente estdvel e
\/g ( ) ’

Além disso, esta taxa é otima.

Prova. Combinando-se os Lemas (3.4), (3.5), (3.6) e (3.8) segue que existe uma constante

positiva C' tal que
U115 < ClUIIF s,

para |A| > O suficientemente grande, de onde segue que

1
WHUHH < C||F||n.

Usando a equagdo resolvente (A — A)U = F, resulta que

A — A) 7|20y < CIA

Isto implica que a condig¢do (1) do Teorema 2.6 € valida para « = 2. Por equivaléncia, segue,

da condig¢do (iv), que
1SOA |z = O ),
ou seja, existe uma constante positiva C' tal que

1SE)A |20 <

SlQ
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Desde que 0 € p(.A), segue que A é sobrejetivo sobre H, entdo, considerando-se AU, = F/,

da dltima desigualdade obtemos

C C
SHAF||ly < —||F|ly = [|ISOUolly < — || AU !|5.
1S(¢) ||H_\/EH |2 |1S(t) OHH_\/EH ol|#

Notando que |[AU||x = ||Uo||p(a), resulta

C
[[S(t)Uoll3 < %HUOHD(A%

portanto, podemos afirmar que a solucdo tem estabilidade polinomial.

Para provar que a taxa de decaimento € 6tima, utilizaremos argumentos de contradi¢do. Desta

1/2

maneira, vamos supor que a taxa de decaimento polinomial ¢~ "/“ pode ser melhorada para uma

taxa da forma t /2=, Do Teorema 5.3 em [24], o operador

e

(AL —A) M|z

deve ser limitado quando A — o0, mas isto ndo acontece. De fato, para provar vamos supor que

existe uma sequéncia (\,) C R com lim,, ., |\,| = oo e (U,) C D(A) para (F,,) C H tal que

(iAo — AU, = F,.

Entdo, podemos considerar

F, = (0, F?sin(6A1z) sin(6A2y), 0, F* cos(6A1z) sin(6Aqy), 0, F° sin(6A;z) cos(6Aqy)) ,
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paracadan € N, com F? # 0, F'* # 0, F° # 0 constantes, com \; = 2%, \, =

0Ly’

c Un = (Wn, WTH wn; ‘I]na ©ns ®n)T onde

Wy, = Asin (6)\137) sin (5>\2y)7
Y, = B cos (0 A1) sin (dA\ay),

©n = C'sin (6\x) cos (dAay).

Portanto, escolhendo
A=, =1/ XN+ X=0(n), VneN,
e seguindo 0os mesmos passos da prova do Teorema 3.1, podemos concluir que
Anl 72| |Unll > O (n2) = o0,

quando n — oo.

Desta forma, a taxa ndo pode ser melhorada. A prova, agora, estd completa.

nmo§ . /PL
5L2’5_ K
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CAPITULO 4

Mindlin-Timoshenko: Dissipacao na equacgao de

deslocamento

4.1 Introducao

Neste capitulo, vamos estudar o sistema dissipativo de Mindlin-Timoshenko com dissipacao
atuando somente na equacio do deslocamento transversal, isto €, estamos tomando d;,ds = 0

no sistema (2.1)—(2.3), para obter

prwy — K 4+ wy)e — K(o + wy)y + dowr =0, 4.1)
1— 1+
pQ@Z}tt - Dd%m - D (Tﬂ) ¢yy - D (Tlu> Py + K(¢ + wx) :07 (42)
1—pn 1+p
PPt — Dgoyy -D T Prx — D T ¢$y + K(QO + wy) =0. (43)
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em ) x RT, onde Q é um dominio limitado do R2. No sistema, observamos uma dissipagio

atuando na equacdo (4.1) do deslocamento transversal, onde dy > 0 € a constante de dissipacao.

Consideramos que os dados iniciais sdo dado por

w(xayao) = WU(Iay)a wt(xvyvo) = Wl(l‘ay)» cm Qv

w(ﬂ%%o) = wO(xvy)a wt('xay70) = ¢1($7y)7 cm Q7

@(xvyvo) = 900<x7y)7 QOt(ZE,y,O) = 901<x7y)7 cm Q)

sujeito a seguinte condi¢des de contorno

¥

1—p (0p
o (52 (5

dy )’ oy

8@/}) Do N

w=0,emI xR,

9

,ua—x)'uzo, emI'; x R,

dy

o0 O 1=p (09 OVNY 0 emT, x R,
2 ox

(4.4)
(4.5)

(4.6)

4.7)

(4.8)

4.9)

Aqui consideramos a fronteira suave 9€) = I' := I'; UT'5, com I'y, Iy disjuntos e ndo-vazios,

e v := (11, 1) é o vetor normal unitario exterior a I".

A estrutura matemadtica deste capitulo é organizada da seguinte maneira. Na Secdo 4.2 iden-

tificaremos as velocidades de propagacdo de ondas e estudaremos a falta de decaimento ex-

ponencial. Na Secdo 4.3 estudaremos o decaimento de solucdes fortes do sistema (4.1)—(4.9).

Usaremos métodos multiplicativos. Finalmente, na Secdo 4.4 mostraremos que o sistema de

Mindlin-Timoshenko € polinomialmente estavel apresentando uma taxa de decaimento 6tima.

4.2 Falta de estabilidade exponencial

Nosso ponto de partida € mostrar que o semigrupo associado ao sistema de Mindlin-Timoshenko

(4.1)~(4.9) com v? # v3, onde v} e v2 sdo definidos em (1.17), ndo € exponencialmente estdvel,
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isto é, provaremos que

Teorema 4.1. Se

vt # 03, (4.10)

entdo, o semigrupo associado ao sistema (4.1)—(4.9) ndo é exponencialmente estdvel.

Prova. Para provar este resultado, faremos uso, novamente, do notério Teorema 2.5, para o qual
¢ suficiente mostrar a existéncia de uma sequéncia de valores (\,,) C R com lim,,_,, |A,| = 00

e Un - (W’m Wna wnu \Iln’ ©n,y q)n)T - D(A) Para Fn - (fhu f2n7 f3n7 f4n) f5n) f6n)T - H tal
que (i\, I — A)U, = F, é limitado e

lim ||U, ||y = oc.
n—oo
Reescrevendo a equagdo espectral em termos de suas componentes, temos

iMwy — Wy = fL, 4.11)

n

K K d,
iAW, — p—(w + Wna)z — —(Pn + Wny)y + p—OWn =2, (412
1 1

o

N e (4.13)

n’

. D 1-— 1+ K
p2 2 2 PQ

iIdon — Py = f2 (4.15)

n’

) D /11— 1+ K
P2 2 2 P2
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Escolhendo F, = (0, f2,0, f2,0, f$)* com
f2 = F?sin(6\2) sin(d)oy), F? # 0 (constante)
fd= F*cos(d\x)sin(6Ay), F* # 0 (constante)
f8:= F®sin(6\12) cos(6Aqy), F° # 0 (constante)
onde
nm . P2
A== —, =12, N), ¢§:=4/=.
j 7, oL, J (n €N) D
E definimos
Ap =/ A2+ M2 4.17)
Eliminando W,,, ¥,, e ®,, em (4.11)-(4.16), podemos obter para w,,, 1, € @,
_>‘121p1wn - K(lpn + wnx)x - K(Spn + <")ny)y + i/\nd(]wn =pP1 (418)

1+p

1—
—/\72102@% - D |:¢nxx + (Tﬂ) wnyy + (—) Spna:y:| + K(’an + Wna:) = p2f37 (419)

2

1-— 1+

2 2

Consideramos solugdes particulares para o sistema resolvente com base nas condigdes de

contorno (4.7)—(4.9). Vamos assumir que

wn(z,y) := Asin(d\z) sin(dA2y),
Un(x,y) := Bcos(dAx) sin(d\ay),

on(x,y) := Csin(0A ) cos(dAay),
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com A, B, C dependentes de ), a determinar. Substituindo essas fungdes em (4.18)—(4.20),

obtemos
[—X2p1 + K6° (AF 4+ A3) + idndo] A+ KM B + KoXC = py,
1—
KoMA + { M py 4+ D&*N2 + D ( 5 ) 62\ +K}B
1
+D ( ;“) 522 Al —
1
K6)\A+ D < ;“) 52\ o B + { A2y + D22

+D(1 5 )52A2+K}C 0.

E, novamente, considerando a identidade

resulta que,

[—A2p1 + K6% (] + A3) 4+ idudo] A+ KSMB + K6X\C = p1 F?,

KoMA + [ A2y + D2A2 4+ D&?A — D (1 ; “) 52\2 + K] B
+D (1 ; “) M\ AC = pyF™,

K6MA+ D (1 ; “) 522 A B + [ X2 + D62N2 + DS\

1
D ( ;“) 5202 4 K}C — poFS.
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Escolhendo F? = 0, F'* = F% = 1 e levando-se em consideracdo as defini¢des de \, e 6,

obtemos
2 P2 .
(=22 (1 - KE) +idado] A+ KO B + KX =0, 4.21)
1 1
K6MA + [—D ( ;“) 52\2 4 K} B+D ( ;“) 522\ \aC = po, (4.22)
|
K6MA+ D ( ;“) 522\ B + [—D ( ’2“‘) 5202 1 K] C = ps. (4.23)
De (4.21) resulta que

4 KO\NB+ Ko wa

=2 (p1 — K2) +iXydy

Substituindo (4.24) em (4.22) e (4.23), encontramos

K—D (1 ; “) 5202 + K) (=22 (o1 - K%) +idndy ) KWA%] B
n K_D <1 JQF “) 52 )\2> (—)\fl (,01 - K%) + @'And()) - K262/\1>\g] C

— o[22 (= K22) + iddo (4.25)

— o[22 <p1 _ K@> + i/\ndo} . (4.26)
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Note que o sistema (4.25)—(4.26) pode ser reescrito como

BB +~C =7 (4.27)

YB +0C =1 (4.28)

de tal modo que suas solugdes sdo dadas por

-1 o _rB-1)

- o (4.29)
onde
8= (—D(igﬁ)ﬁ£+5>(—ﬁ(m—Kfﬂ+wA%) K%%ﬂ
6 — (—D(L%ﬁ)ﬁﬁ+K)<—ﬁ( K2 4 idudy) K%%ﬂ
y = (—D<¥;Q5AMQ(—ﬁ< K2 4 idudy) K6%M4
rzp%—ﬁ@n—K%)+MM4
Portanto, encontramos para B e C' as seguintes expressdes explicitas
5 2D () PN+ K) (N (o1 = KB) +idndo) — K25°X]]
K (—p1A2 4+ idndo) (— (Hﬂ&&+m
B
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o= (D () 50+ K) (N (1 = ) + idod) = K200
K (—p1A2 + idodo) (=D (2) 62X2 + K)
+

p2 [(— D(lT“) 2 /\2) (— (p %)Jrz')\ndo)—K?cSQ)\l)\g}'

_ (4.31)
Substituindo B e C' dados por (4.30) e (4.31), respectivamente, em (4.24), vem que
5p2 ()\1 + )\2)
A=— . . 4.32
(=p1A% + iAndo) (432
De (4.30), (4.31) e (4.32), podemos concluir que

A — 0, (4.33)

LyLy + Lg P% 2 2
B — 4.34
- <L§+L§ Ko (270 @3

LiLo+ LT\ p3 5
C - 4.35
— ( L%—FL% KD (/02 /01)7 ( )

quando n — co. Visto que
e usando a defini¢do de ||U, ||y e pela hipétese (4.10), segue que
VI = o [ [9Fdody
Q
Q
= D / |AnB cos(6M1z) sin(0Aqy)|* dedy
L

= po| MBI == = 00 quandon — co. (4.36)
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Deste modo, nossas conclusdes seguem do Teorema 2.5 . |

4.3 Estabilidade Assintotica

Nesta se¢do estabeleceremos propriedades sobre o comportamento assintético da energia asso-
ciada ao sistema de Mindlin-Timoshenko (4.1)—(4.9). Provaremos que, quando o sistema esta
sobre a influéncia de um mecanismo dissipativo atuando na equagao do deslocamento transver-
sal, entdo, o decaimento da energia € exponencial e tende para zero quando o tempo vai para o

infinito, desde que a condicao Dp; = K p- seja satisfeita.

Para comecar, vamos mostrar, seguindo o Teorema 2.5, que o resolvente ¢ uniformemente
limitado sobre o eixo imagindrio. Para isto, vamos considerar o produto interno em H de U =

(w, W, 9, ¥, o, ®)T € D(A) com a equagio resolvente de A, isto é

NUNE, = (AU, U)y = (F,U)y.

Assim tomando a parte real e usando a inequacao (2.14), fazendo d; = dy = 0, chegamos a

seguinte estimativa

do/W2 dz dy < ||U|l|F @37)
0

Agora, estamos em condi¢des de provar o seguinte Lema.

Lema 4.2. Sob as consideragoes acima temos

iR C o(A).

Prova. Desde que (I — A)~! é compacto em H, para verificar que iR C o(.A) € suficiente

mostrar que A ndo possui autovalor imagindrio puro. Deste modo, suponhamos que existe
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Ao € R* tal que i\ € um autovalor e U = (w, W, ¢, U, , ) seja um autovetor normalizado,

isto é
Portanto, temos que
tAow — W =0, (4.38)
iNpiW — K +wy)e — K(o+wy)y + doW =0, (4.39)
Ay — ¥ =0, (4.40)
, 1 - 1+
iAopa¥ — D (wm Y+ T’“‘%y) + K +ws) =0, (4.41)
iAo — P =0, (4.42)
‘ 1—pn 14+
Mopa® = D | =5 Pua + oy + —5 0y | + K(p+wy) =0. (4.43)

Desta forma, de (4.37), para ' = 0, obtemos W = (. Entdo, de (4.38) temos que w =
0. Agora, de (4.39), (4.41) e (4.43) e usando as desigualdades de Poincaré e Korn inequality
concluimos que 1) = ¢ = 0. Finalmente, usando (4.40) e (4.42) encontramos ¥ = ¢ = 0. Isto

implica que U = 0. Mas isto € contradi¢ao, desta maneira ndo existem autovalores imaginarios.

Observacdo 4.3. Em particular este resultado implica que o semigrupo é fortemente estavel,
isto €

S (t)UO — 0,
onde S(t) := e’ é o Cy-semigrupo de contra¢des no espago de Hilbert H e Uy o dado inicial.

Agora, provaremos que o sistema Mindlin-Timoshenko (4.1)—(4.9) exponencialmente estivel

se, € somente se
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Para fazer isto, vamos considerar o sistema resolvente

iANU — AU = Fem H, (4.44)

o qual pode ser reescrito em termo de seus componentes como

idw—W = f, (4.45)

iAW — K (W + w,)e — K(o +w,), +doW = f?, (4.46)

iz — U = f3 (4.47)

Pt = D (b 25 0 T ) Kb = £ )
g —® = f°, (4.49)

iApa® — D (1_Tﬂ<pm + Oyy + HT/L%y) + K(p+w,) = f°, (4.50)

utilizagdo de alguns lemas auxiliares.

Lema 4.4. Existe uma constante positiva M tal que toda solugdo forte do sistema (4.1)—(4.9)

satisfaz
K K
5 [lorwf g+ 5 [lo+updedy <
Q Q

Ch

I —p
St el + (52 ) 10+ onP
Q

+ oy Uy + 1B, d dy| + M||U||3||F||2, (4.51)

onde C'y é uma constante positiva.
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Prova. Multiplicando a equacgao (4.46) por w e integrando em €2 temos que

iApy /Ww dr dy — K /(w + Wy )W dx dy — K/(go + wy),w dz dy
Q Q Q

~
=1

+d0/Wwdxdy:/f2wdxdy.
Q Q

Substituindo w dado por (4.45) em [; e integrando por partes, resulta

—01/W(f1+W) dxdy%—K/(w—l—wx)wxdxdy
Q Q
+K/(90+wy)wy dzx dy—K/(zijwg,;)wy1 dl
Q r
—K/(go—i—wy)wugdF—i—dO/Wdedy—/widxdy,
T Q Q

entdo, usando as condi¢des de contorno (4.7)—(4.9), segue que

K/|1/J+wx|2 d$dy+K/|90~|—wy|2dasdy:p1/|W|2 dx dy
0 QO 0

+K/(w+wx)ada:dy+K/(go+wy)¢dxdy+p1/WFdxdy
Q Q Q

(. /

~
=1

— dj / W@ dx dy + / 20 dx dy. (4.52)
Q Q

J/

~
=13
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Usando as desigualdades de Young e Korn, encontramos a seguinte estimativa

K K
L [lhwfdedy+ [P dody
Q Q
K K
+§/]<,0+wy]2dxdy—|—?/]go\2 dx dy

/W—l—wxP dxdy—ir—/\go—l—wy\Q dz dy

/Wﬁ+@ﬁ ( )%+%P

+ iy, + e, du dy] : (4.53)
Além disso, temos que
< /|WHW+f | dz dy
< |—A0| / (W |? da dy + ﬁ/wnﬂ dz dy. (4.54)
Q Q
Substituindo /5 e I3 em (4.52), resulta
K K
5/|¢+wx!2 dx dy+5/\go+wy|2 dx dy <
(m+w)ﬂWPM@+Q‘/MPH%F
Lon 2 0 3, dv d
5 by + oo™ + oy, + b, do dy
dO 11— 2
+|—)\| (W f'|wde dy+ [ f@dxdy.
Q Q
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Da equagdo acima e de (4.37) concluimos que existe uma constante positiva M tal que

K K
E/W—l—wx\z dxdy+§/\<,0+wy|2dacdy§
QO Q

[/wzﬁwyﬁ (52 W+

+ 1oy, + 1@, d dy| + M||U||3||F||2,

de onde segue nossas conclusdes. A prova estd completa. |

Lema 4.5. Existe uma constante positiva M tal que toda solucdo forte do sistema (4.1)—(4.9)

satisfaz

(0P dudy+ s [0 dray <

/!%\2 dz dy
Q

+D/|g0y|2dxdy+D< >/|1/1y+<,0:c|2dxdy

+ Dp / ey, dx dy + Dy / P, dr dy
Q Q

K
+5/|w+wxy2 dz dy
Q
K 2
t3 | + wy|® do dy + MI||U||u||F||x, (4.55)

onde Cy é uma constante positiva.
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Prova. Multiplicando a equacdo (4.48) por 1 e integrando em €2 temos que

iAps Q/ Ui dx dy —D / Voot dz dy — D( ) / by dz dy

(. J/

_I4
1—pn — —
- D T (pa:y¢ dx dy - D/L %y?ﬁ dr dy
Q Q
oK [
Q

Substituindo ¢ dado por (4.47) em I, e integrando por partes obtemos

Y 4wy ) do dy = /f‘% dz dy.
Q

oo [WFFG) dwdy+ D [ 0] do dy
Q

Q

+D< >/|¢y|2dxdy+p<12“)/%%@;@
Q

+Du/90y% dxdyw/(wwx)wxdy
Q

r

~ [ £y

Q

de onde segue, usando as condi¢Oes de contorno (4.43)—(4.45), que

o [ (WP dody=D [ [0af dody
Q

Q

1— _
+D< >/|¢y|2da:dy+D< _ )/%wydxdy
Q

+ Dy | @b, dedy + K [ (¢ + w,) dx dy
fosinii
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— o / U f3 do dy — / 4 dx dy. (4.56)

Q Q

Por outro lado, multiplicando a equagdo (4.50) por i, integrando por partes em €2 e usando

(4.49), encontramos

pQ/@]Q dx dy:D/]gpy\z dx dy
Q

Q

1— 1—
+D(T"’)/|¢$|2 dz dy+D(T“)/¢y@ dx dy
Q Q

+D,LL/¢I¢y d:L'dy—l—K/(go-I—wy)@dxdy
Q

— o / P f> dr dy — /f6¢ dx dy. (4.57)
Q

Q

Somando as equacdes (4.56) e (4.57), obtemos
o [ (WP dody+ g [ 0F dody=D [ ] do dy
Q Q Q

+D/|g0y]2d:cdy+D( )/\wy—i-gox]Qd:cdy

—l—Du/(pyEI dmdy—irDu/zﬁx@y d:cdy—l—K/(w—l—wz)dedy
Q

+K/(g&—l—wy)@dxdy—pg/\lfﬁdxdy—/f‘ladxdy
QO

Q Q

— P2 / P f> dx dy — /f6¢ dx dy. (4.58)
Q

Q
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Entao, substituindo (4.53) em (4.58), vem que

pz/l‘l’l2 dx dy+pz/|<1>l2dw dy < Cy
Q Q

[ 102 dz dy
Q
+D/|goy|2dxdy+D< >/|wy+goz| dx dy

+Dp / Py, dx dy + Dy / bap, dr dy
Q

K — _
+3/|90+wy|2dxdy—pz/\lff3dxdy—/f4¢dxdy
Q Q

Q

K
5 [0+ s dy
Q

—p2/<1>Fdxdy—/f%dxdy,
Q

Q

de onde concluimos que

p2/|‘1’|2 dx dy+pz/|<1>|2drc dy < Cy

/ 0 da dy
(9]

+D/|g0y\2da:dy+D< )/lwy+goz|2dxdy

+ Dy / oy, dx dy + Dy / Vo, da dy
Q Q

K
+§/|1/1+wm|2 dx dy
Q
K 2
t3 i+ wy|” da dy + MI|U|[3] | F']|3,
de onde segue nosso resultado. ]

O proximo Lema nos fornece uma importante relacdo entre os coeficientes para obter a

condicdo necessdria e suficiente para estabilidade exponencial do sistema (4.1)—(4.9).
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Lema 4.6. Existe uma contante positiva M tal que toda solucdo forte do sistema (4.1)—(4.9)

satisfaz

D[/I%F da dy+/|s0y|2 dx dy
Q Q
1-— — _
+ (TM) /\wyjugpx‘? dx dy+u/g0ywx dx dy+u/wxgoy dx dy]
Q Q Q

(D =
<3 (B2 =) [ W00t ) o dy+ M0Vl Pl .59)
Q

Prova. Multiplicando a equagao (4.48) por w,, integrando por partes em ) e usando (4.47),

temos que

TAP2 / Vi, dr dy + D/wxwm dx dy
Q Q

1— 1-
+D <T’“‘> /wywxy dx dy + D (T") /%wxy dz dy
Q Q

Q Q

I
- / Fi%, dr dy. (4.60)
Q
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Da mesma maneira, multiplicando a equagdo (4.50) por w,, integrando por partes em §) e

usando a equacdo (4.49), obtemos

1 —

iAps / &w, dv dy + D (—2 K ) / 0oty dz dy

Q Q

— L—p _

+D [ gy, dx dy + D — Yy dz dy

Q Q
+ Du/%c‘uyy dz dy + K/(cp + w, )@, dz dy

Q

_D/( %Jr%) S0y+,U/¢z) ‘wa dl’

= / fow, dz dy. (4.61)
Q

Somando-se os resultados acima e levando-se em consideragdo as condi¢Oes de contorno

(4.7)—(4.9), segue que

IApP2 / Vw, dx dy + i\po / dw, dv dy

Q Q

+D / Volyy dx dy + D / Pyyy d dy
Q

[ J/

~
=14

1
+2D< )/wywxydxdy—i—QD( 2”)/@xwxydxdy
Q

+ D,u/gpywm dz dy + D,u/wxwyy dzr dy

Q

8 [0+ oz dedy+ K [ ()3, dody

= / i@, de dy + / fw, dz dy. (4.62)
Q Q
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Por outro lado, de (4.46) temos que
Q
- K /(w + Wy )upy do dy — K /(tp + wy)y Uy dx dy
Q

K/(g0+wy)ygpydxdy+do/W Yy + @) dx dy

/ (Yo + @) dz dy,
Q
de onde segue que
K / Yalize dv dy + K / PyWyy dz dy
= —z/\pl/ (Vs + py) do dy — K/ .| dx dy
Q

K / o, dedy — K / (BT o)y de dy

—K/gaery ywxdxderdo/W Yy + py) dr dy

/ (Vs + y) dz dy. (4.63)
Q
Substituindo (4.63) em I, obtemos
IAP2 / Vw, dr dy + i/\pg/cbwy dz dy
Q Q
D . — 2
Ao | We +¢y) dedy + K[ |4,]" do dy
Q Q
PDM - UFPA
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+ K/ lioy|? dax dy+K/(w+wx)xsoy dx dy
Q Q

+ K/(gp + wy)y e dx dy — dg /W(wx + ¢,) dx dy
Q )

1 _
+2D (Tﬂ) / @y dz dy
Q

1—
+ 2D (T/L) /gpxwxy dx dy + D,u/goywm dzr dy
Q Q

+ | (0 + py) da dy
/

+ Du/%wyy dz dy + K/(w + Wy )W, dx dy
) Q
+ K/(go + wy)w, dr dy = /f‘*wx dz dy + /fﬁwy dz dy,
Q Q Q

de onde podemos obter

i)\pg/\llwm dz dy—l—i/\pg/@wy dzx dy
Q Q

N J/ J/
-~ -~

=I5 =Is

D _
S [ W+ ) dody =D [ 10 do dy
Q Q

D [lef dedy—D [GF )0, do dy
Q Q
T 1—n _
— D [ (¢ +wy)y, dz dy + 2D 5 Yy Way d dy
Q Q
L—p _ _
+2D — PaWay dx dy + Dt | @yoz, dx dy
Q Q
+ Du/wxwyy dz dy + K/(w + Wy )W, dx dy
Q Q

doD [—
—I—K/(cp+wy)wy dxdy—i—()?/W(%—l—goy) dz dy
Q Q
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= %/F(T% + ) dr dy + / i@, dv dy + / fow, dz dy. (4.64)
) )

Q

Substituindo w dado por (4.45) em I e Ig temos

Is + I = pQ/W\IJ:c dx dy + po

SR

=|
KA

<
<y
8
<
<

(. 4

-
=17 =Ig

P2 /F‘I’m dz dy + p2 /Fq)y dx dy.
Q Q

Usando V¥ dado por (4.47) e ® dado por (4.49) em I; e Ig, respectivamente, obtemos

k+k=#Mb/wm%+¢wdw@—ﬂa/wﬁf+ﬁ)wdy

— P2 /Eﬁf dz dy — py /f_y1<1> dzx dy. (4.65)

Q Q

Utilizando (4.65) em (4.64), apds algumas simplificagdes, resulta

D/|¢w|2 dxdy+D/|spy|2 dxderD/Eygox d:pderD/zeﬂy dx dy
Q Q Q Q
D
:)\(Pz—ﬁ)/wa—i-goy)dxdy
+K/W‘sz)wzdxdy—i—f(/(go—l—wy)wyda:dy
dD
b /Wwﬁ¢wmw——/ﬂwﬁwwmw

— /f‘*wI dz dy — /fGEy dzx dy, (4.66)
Q Q
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de onde encontramos

1—
D [l dvdy+ D [l dody D (252) [ 10,4l dody
Q Q Q

+ Du / ey, dx dy+ Dy / VP, dx dy
Q

D
)\(pg—ﬂ)/w Yy + @) do dy

1_
+D (T”) /|¢y—%y2 dz dy
Q

K [+ wm dedy + K [ (), dody

(. J/

~
=1y

doD D
7 / @/Jg; + QOy dx dy — ? @Dx + Sﬁy d[B dy
Q Q

/f W, dx dy — /way dx dy.

2

Agora, note que
Iy :,01/|VV|2 dx dy+do/Wwdm dy

pl/WFdxdy+/fzwdxdy
Q Q

< (p1+|/\|>/|W]2d:cdy+/f2wd:cdy
d 1
+ pﬁMl (W] dz dy,

(4.67)

(4.68)
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entdo, substituindo (4.68) em (4.67) e utlizando a desigualdade de Korn, concluimos que

D [/ [, |? dx dy + / oy |? dz dy
Q Q
1— —
+ (TM) / vy, + 0| da dy + /L/@yw$ dx dy + M/Q/Jw@y dx dy]
Q Q Q
. Dpy —
<A (T2 =) [ W +,) dody+ MUl Fl
Q
de onde seguem nossas conclusoes. ]

Agora, estamos em posi¢ao de provar o principal resultado desta se¢ao.

Teorema 4.7. O semigrupo associado ao sistema de Mindlin-Timoshenko (4.1)—(4.9), onde

dy > 0edy = dy =0, é exponencialmente estdvel se, e somente se

v? =3,
onde v? e v3 sdo as velocidades de propagacdo de ondas dadas por (1.17).
Prova. Utilizando os Lemmas 4.4, 4.5 e 4.6 podemos concluir que

10113, < MUl [Fll2 YU € D(A),

de onde segue que

Ul < MI[Fll3, YU € D(A).

Entdo, usando o resultado devido a Priiss [32] segue a conclusdo do teorema. [ |
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4.4 Decaimento Polinomial

Nesta secdo, provaremos que as solucdes do sistema de Mindlin-Timoshenko (4.1)—(4.9), desde
que Dp; # K po, decaem polinomialmente para zero a medida que o tempo tende para o infinito.

Mostraremos que a energia correspondente decai, em geral, para zero na forma 1/+/%.

Além disso, mostraremos que a taxa de decaimento 1/ \/t é 6tima, no sentido de que esta

taxa ndo pode ser melhorada.
Segue, entdo, um resultado auxiliar.

Lema 4.8. Sob as consideracdes acima, existem constantes positivas C e Cs tais que

&

J W+ ) e dy < NIV Fl-+ IOl Pl (@69
)
onde |\| > 1 € suficientemente grande.
Prova. Usando a desigualdade de Young segue que
A 2 1 2
W+l drdy < 5 [P dedy+ g0 [ oo dedy. @70)
Q %) 9)

De (4.66), usando mais uma vez a desigualdade de Young, obtemos

D
[t oy < 52 = | W11+ ) o dy
Q Q

+ iUl | F [

A
<
-2

Dpi
K P2

2
1
/H/V|2 dx dy+§/\¢x+90y\2 dx dy
Q Q

+ CL|U| ||| F'[ |2,
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o que implica que

1
5 [+ dody < CINE [ WP dody+ CUIRIFIe: @71
Q Q

onde (', C5 sdo constantes positivas. Substituindo (4.71) em (4.70), encontramos

A
[t andy < Bl [ aag+ ey [ as ay
Q Q Q

G

+
Al

U] [F'[ |- (4.72)

Entdo, usando (4.37) em (4.72), segue que

&

ULzl [ E' ]3¢
Al

/|W||¢+90y| d dy < Co U1l |l +
Q

De onde nossa conclusdo segue. [

Agora estamos em condicdes de provar o principal resultado desta secao.

Teorema 4.9. Vamos supor que
2 2
Uy 7£ Vg,

onde v} e v3 sdo as velocidades de propagagdo de ondas dadas em (1.17). Entdo o semigrupo

associado ao sistema (4.1)—(4.9) é polinomialmente estdvel e

1
[[S(t) Ul < %HUOHD(A)-

Além disso, esta taxa de decaimento é dtima.
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Prova. Combinando os Lemas 4.4, 4.5, 4.6 segue existe uma constante positiva M tal que

10115 < MyAPNU el 1,

para |A| > 1 suficientemente grande, assim temos que

WQHUHH_MlHFHH,

o que € equivalente a

A = A) "Ml 2go < M|

Entao, usando Teorema 2.6 devido a Borichev e Tomilov [5] obtemos

1S A e = O2) = S A |2y < \/—HFH’H

Desde que 0 € o(.A), segue que A sobrejetivo sobre , entdo tomando AU, = F, resulta

M
ISl < 2100l oo

completando a primeira afirma¢do do Teorema. Para provar que a taxa de decaimento € 6tima,
utilizaremos argumentos de contradicao. Desta maneira, vamos supor que a taxa de decaimento

1/2

polinomial ¢~'/2 pode ser melhorada para uma taxa da forma ¢ ~/2=¢. Do Teorema 5.3 em [24],

o operador

Al

2| |(A = A) |z
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deve ser limitado quando A — oo, mas isto ndo acontece. De fato, para provar vamos supor que

existe uma sequéncia (\,) C R com lim,, ., |\,| = oo e (U,) C D(A) para (F,,) C H tal que
(iAnd — AU, = F,.
Entdo, podemos considerar

E, = (0, F?sin(6\ 1) sin(6Aay), 0, F* cos(6A1z) sin(0Xay), 0, F° sin(0A ) cos(6Aqy))

para cadan € N, com 2 # 0, F* # 0, F® # 0 constantes, com \; = £, X\, = T § = /22

Ly’ 5Ly
e Up = (Wn, W, U, o, 0, @,)T. Além disso, escolhemos

w, = Asin (6 12) sin (6)\ay),
Y, = Bcos (0A1z) sin (0 A2y),

©n, = C'sin (6A\12) cos (0 Aq2y).

Portanto, definindo \ por

A=\, =1/ 4+ X =0(n), VneN,

e seguindo os mesmos passos da prova do Teorema 4.1, podemos concluir que

Ao 245

Unll3 > O (n?) — o0,

quando n — oo. Desta forma, a taxa nao pode ser melhorada. A prova, agora, estd completa. l

Campelo, A. D. S. PDM - UFPA



Parte 11

Resultados Numeéricos

88



CAPITULO 5

Modelos semidiscretos em Diferengas Finitas

5.1 Introducao

No presente capitulo, fizemos um estudo numérico com base nos modelos semidiscretos em
diferencas finitas que aplicamos ao modelo de placas de Mindlin-Timoshenko. Em particular,
essas semidiscretizacdes ocorrem no nivel das variaveis x e y, sendo o tempo ¢ continuo. Aos
leitores, recomendamos a referéncia de E. Zuazua [46], onde problemas hiperbdlicos semidis-

cretos sao considerados.

Com respeito ao esquema numérico, alguns aspectos devem ser levados em consideragao.

Entre eles, vale ressaltar a existéncia de um fendmeno numérico conhecido como trancamento
1 . A . P . ~ .« .

no cortante', que trata da existéncia de um termo adicional de sobrestimacao de rigidez e que

tornam os modelos numéricos inconsistentes com os andlogos continuos. Para uma ampla dis-

cussao a respeito deste fendmeno recomendamos a leitura dos notaveis trabalhos de Hughes et

'do inglés shear-locking.
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al. [12], Prathap e Bhashyam [31], Li [18] e Loula [20, 21]. Para uma breve discussdo acerca
deste problema numérico nos baseamos nos trabalhos devido a M. L. Santos e D. Almeida
Janior [35, 1]. Deste modo, consideremos o caso de uma viga plana descrita pela teoria de

Timoshenko dada pelo seguinte sistema equagdes diferenciais hiperbdlicas

P1¥Ptt — H(pr + w)m = 0> (51)

p2wtt - b¢zx + "i(gpx + 1/}) = 0. (52)

Se usarmos o método de elementos finitos com funcdes lineares, o coeficiente de rigidez

b = EI € modificado para
b= b (14 5:02). (5.3)

o que corresponde ao termo de sobrestimacao de rigidez e que constitui em uma restricdo espuria
para h fixo. Em particular, para uma viga plana de geometria retangular com largura a e espes-

surae,comb = FEI, k= kGA, A =uqae, [ = ae3/12, temos que by, pode ser reescrito como

kG [ h\?
L+ = (Z) ] (5.4)

Aparentemente, esta solucio espuria pode ser eliminada tomando-se um h pequeno, aqui

b, =FEI

definimos /. como a dimensao espacial de passo da malha. Contudo, de acordo com a equacao
(5.4), h deve ser pelo menos da mesma ordem da espessura €, sendo este um parametro que
tende a ser pequeno. Mas isto, em outras palavras, significa refinar a malha, o que é computaci-
onalmente custoso. Além disso, note que para um /£ fixo a equacao do angulo de rotagdo (5.2),

pode ser reescrita como

P T - %h%m + 100 + 1) = 0, (5.5)
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e sua respectiva energia dada por

B(r) = ;

L
2 2 2 b 2 d 5.6
prled” + paltn]” + Kl + P74 bulte]"] da. (5.6)

0

Naturalmente, esta energia difere do caso real em que se tem b, = b. O problema numérico
de trancamento no cortante presente na viga de Timoshenko se estende a teoria de placas de
Mindlin-Timoshenko, e a fim de superd-lo muitos procedimentos tem sido desenvolvidos (ver
detalhes em [38]). Em nosso caso, usaremos método semidiscreto em diferencas finitas e a fim
de evitar o trancamento, tomamos uma discretizacdo particular para as fun¢des de derivada nula

Kv e K¢, usando-se de operadores numéricos de segunda ordem.

Este capitulo estd organizado da seguinte maneira. Na Secdo 5.2 introduzimos um esquema
numérico espacial aplicado ao sistema de equagdes de Mindlin-Timoshenko (2.1)—(2.5) livre de
sobrestimacdo, onde definimos a energia semidiscreta, a qual se conserva sem a presenca de
termos dissipativos. Na Sec¢ao 5.3, nos utilizamos do #-esquema a fim de identificar e exibir os

termos de trancamento.

5.2 Modelo Semidiscreto em Diferencas Finitas

Para os nossos propositos, considere €2 = [0, L;] x [0, Lo], e para I, J € N, denotamos por

L
= I—+11 ehy = J——il a dimensao espacial de passo da malha, considerando-se as seguintes

subdivisdes uniformes dos intervalos [0, L,] e [0, L], respectivamente

ro=0<x1=h, <---<axy=1Th, <zry1 = Ly, 5.7

Y=0<y=hy<---<yy=Jhy <yj1 = Lo, (5.8)
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onde x; = thy e y; = jhy, para¢ = 0,1,2,..., 7 +1,5 = 0,1,2,...,J + 1. As equagdes

semi-discretas via método de diferencas finitas aplicadas ao sistema (2.1)-(2.5) sdo dadas por

Vit —Vicg Wity — Wit Wicly e Piget — Pig-t

"o
. 2h, h2 2h,

Wi 4 — 20.]7;7' + Wi j—
- K J+1 h2] Jj—1 —f-do%{,j =0, (5.9)

Yy
VYir1, — 205 + Yim1y L— g\ Yije1 — 295 + i

p2)}; — D—— ’ D ] ’ ’

J h2 2 h2

D L+ @\ Qit1,541 = Pit1,j-1 — Pi—141 T Pim1,j-1 n K%‘H,j + 295 + i
> 4hoh, 1

Vi1 + 205 + i i 4 Yy T WinL

K
+ 4 .

+dii;; =0, (5.10)

i1 — 25 + Qi1 L—p\ @it1; — 205 + pi-1
/'/A _ DSD 7]+1 sJ 5] _ D 5] 5J sJ
p250z,] hg% 9 h%
D L+ w0\ Yigi1j41 — Yig1, -1 — Yic1 41 + Vic1j1 " K%H,j + 205 + Yi—1
2 4hyh, 4
i 20 i — i+l — Wij—
+ g TP TP gt Rl g ), (5.11)

4 2h,,

aqui, denotamos por " a diferenciagido com respeito ao tempo. As fungdes semidiscretas w; ; =
wij(t), Yij = i ;(t) e v;; = i ;(t) denotam os valores aproximado das solugdes continuas
w(thy, jhy,t), Y (ihy, jhy, t) € ©(ihy, jh,,t) na malha, respectivamente. As semidiscretiza¢des

das condicdes de contorno sdao dadas por

Wo,j = Wry1,; = wipo = wi 41 =0 V>0, (5.12)
Yo = Vi1 = Yio = Vi1 =0 Vi >0, (5.13)
$o; = Pry15 = ¥io = pigr1 =0 Vit >0, (5.14)
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e condicdes iniciais

w; ;(0) :ng, w;(0) :wi{j, Vi=0,...,]1+1,j=0,...,J+1, (5.15)
¥ ;(0) = ﬁj, ¢;,j(0)=¢,{j, Vi=0,...,]1+1,7=0,...,J+1, (5.16)
0ij(0) =), & (0) =}, Vi=0,...,]+1,j=0,...,J+1 (5.17)

Nas equacdes (5.10) e (5.11) destacamos as seguintes aproximacdes para os angulos de

rotacdo 1) e ¢, dadas por

Vi 20t iy Yige T 2005 + i

) A , 5.18
i+15 T 20ij + Pi-1; i.j 20,5 + i j—
i,y ) o TS T ZPU TN Pige A TP (5.19)

A estas aproximagdes somos gratos a D. Almeida Juinior que, em seu trabalho [1], as utili-
zou na discretizagdo em diferencas finitas para vigas de Timoshenko e vigas curvas de Bresse.
Almeida Junior, seguiu as mesmas aproximacgoes usadas anteriormente por J. Wright [45] (e re-
feréncias sugeridas contidas neste artigo), e observou que discretizagdes do tipo (5.18) e (5.19)
evitam a anomalia numérica do trancamento no cortante. Por consequéncia, a energia numérica

associada € livre de sobrestimagdes do tipo (5.4), como veremos na Proposi¢ao a seguir.

A energia numérica do sistema (5.9)—(5.17) € dada por

2

hah,
2

Vit1j — Vi
hy

I
Epon, () := [Pl’%{,ﬂz + po|ti ;1* + polii ;I* + D
i—0 j=0

+D L—p\ [Yig — iy
2 Dy

2

D i+1,5 ]
w0 ()

2
+ K

2
Wit1j = Wij | Yir1,j + Vi

Dy 2

+D Pij+1 — Pij
hy

2 2

Wijt+l — Wij | Pij+1 T Pij
+ K +

h, 2

LK ‘wi,frl + i
2
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2 49D 14+ p Yiy1j+1 — Vi Pit1,j+1 — Pij
2 2h, 2h,,

L+ p (Virry — Yige1\ [ Pije1 — Pitry
2D ’ ’ ; : . 5.20
- ( > ) ( oh, o, (5:20)

As equagoes (5.9)—(5.11), de fato, estdo livres de sobrestimagdo, o que pode ser percebido

LK ‘ Yit+1,j T Vi
2

ao se comparar a energia numérica (5.20) com sua respectiva energia continua, dada por (2.23).
Note que o coeficiente de rigidez a flexdo D, estd exatamente como em (2.11), sem qualquer
dependéncia dos termos h, e h,. De fato, estabelecemos essa propriedade de acordo com a

seguinte assertiva.

Proposi¢ao 5.1 (Descrescimento da Energia Semidiscreta). Para todo h,,h, > 0 a energia
de solugoes E, hy(t) em (5.20) das equacoes discreta (5.9)—~(5.11), para qualquer condi¢cdo de
contorno (5.12)—(5.14), com condigées iniciais (5.15)—(5.17), satisfaz

Enn, (t) < Ejon,(0), Yt e[0,T]. (5.21)

Prova. Para provar nossa afirmacao, procederemos da seguinte maneira: vamos multiplicar as
equagdes (5.9)—(5.11) pelos multiplicadores discretos h,hyw; ;(t), hohyb; ;(t) € hohyp; (1),
respectivamente. E em seguida efetuamos a soma para: = 1,2,...,/, 5 =1,2,...,J. Sendo

assim, tem-se

I J w w
N 3 DRI NS 3) St EE g
7=1

=1 =1 j=1

— Kh,h ZZWHM QWH + wi— Li — Khyh ZZ%JH_%J 1 ;]

=1 j=1 i=1 j=1

1 J
i 2w; ¢
Kh h Wi J+L Wi -7 T wi J = 1&){ .= _d()h:(:h‘ (JJ, j 27 (522)
4,5 Y 2]
i=1 j=1

=1 j=1
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¢ v 2¢ +¢
i+1 [ i—1,7
ooy 323ty = D, Y et = s
i=1 j=1 i=1 j=1
(2 2 (2 (2
D( )thZd}Hl ¢]+@/}g1¢”
=1 j=1
L+ p Pitl,j+1 — Pit1,j-1 — Pi—1,4+1 T Pi—1,5-1
- D hahy
(58 rn>y i 3
=1 j=1
wz+1]+2¢1j+¢z 1,9 ¢Z]+1+2¢1j+¢’£] 1
B . y
=1 j=1
w; wl
+ Khgh, ZZ “J Sy = —dyhyh, ZZW (5.23)
=1 j=1 =1 j=1
P 2% + i
th h ZZ(’DZJ@ZJ Dh h ZZ J+1 \J J— 1(’0;7]
i=1 j=1 =1 j=1
7 - 2 7 i—
D( >hhzzgp+lj ¢J+90 ljgpi,j
=1 j=1
L+ p ~ U ¥ ¥ ¥
i+1,j+1 — Yit1,5-1 — Yi—15+1 — ¥i—1-1
() n
i=1 j=1
S (e 200+ 0 Pijr1+ 2055+
i+1,5 ,J i—1,7 4,7+1 7,7 2,j—1 /
bR YY ( d + it fint) o
=1 j=1
i — I J
R, Y3 i, 3 520
=1 j=1 i=1 j=1
Primeiramente note que as seguintes identidades sao verdadeiras
PR
a3 3ty =SS L, 525)
=1 j=1 i=1 j=1
I PR
by 33ty = S5 526
i=1 j=1 i=1 j=1
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r J ,d I J
hy Z Z Wi = d— Z Z el (5.27)

Devido ao método ser muito extensivo, nos limitaremos a desenvolver as simplicacdes ape-
nas para os termos na dire¢do da variavel x, sempre tomando a varidvel y como anédloga. Agora,
efetuaremos simplificagcdes para equagdo que governa os deslocamentos transversais w ;(%).

Assim, temos que

_ Kh h ZZ wl+1,] wl 1,3 Kh h ZZ Wit1,5 — 2wz] + wi— 1,5 Whj

i=1 j=1 i=1 j=1

= — Khyh ZZ%““”” — Khgh ZZ“Z“J =
=1 j=1 i=1 j=1

+Kh h Zzwz,]"_wz 1,] +Kh h ZZWZJ Wi— 17] Z,j
i=1 j=1 i=1 j=1

= — Kh.h ZZ%“W” K hh, Zw”ﬂb‘“ w)

a]

=0 j=1 Jj=1
wz+1,] Wi j WOJ
R D) Ik LT Z W
=0 j=1

+Khh, zz”@“v% oy K z—?"”w Y,

2h,
1=0 j=1
wW; w; w Wr.i
NS 3) S e Z%wm
=0 j=1 T
_ wH»l,j + wz,j werl,] CUZJ
ST ) 3 R RN 3 pETEEEN
1=0 j=0 =0 5=0
% + Y W; — W
N I S
i=0 j=0 1=0 j=0

I J
VK hyh, Z ¢i+1§h+ Yio w;O + Khyh, Z 1/11,3;}; o,j o
i=0

5]
T =1 T
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YK hoh sz+10 Wi 0 io—i-Kh h Zwl,yh Wo,on

h?

xT

I
Yit1,0 + Vi
R, 3 Yty

T

Wi+1,0 — Wi0
—Khh Z+h— z/+10

T

Portanto,

_ Khyh ZZMHJ Vi Li

=1 j=1

Khyh Z Wr+41,j

7]

Jj=1 z

J
Khxhy Z wl-i-l,] + ¢I7] w/
j=1

wl,jw
h2 I+1,5°
J=1

I J
= Khyh sz/]zﬂu + 1w z+1,g W,J+Kh2h dﬁz;

ha

=0 7=0

+Kh, Z Kd’“ R

I / /
—Khhy, S Viery + Yig Wirry — Wiy

hy

Em procedimento andlogo, obtemos

hyh, d
K

Z‘

—Wog ) s Yry1;+ U LWL WG
: I+1,
hx 0, 2 h, +1,5

2
Witl,j — Wij

™ (5.28)

I
a2

—h h ZZ@Z,]H_@Z,] 1 /»—Kh h Zzwl]+l_2wzg+wzj 1w;’j

=1 j=1 =1 j=1
© + @i y d L w wi i |
— Kh h 7‘7.]+1 Zv] 7.7""1 7.7 K _ 7‘).7+1 Zv]
ZZ o nESY 3
=0 7=0 =0 5=0
! wi1t @ w w p + @ w w
i1 1,0 i1 — Wipo / i, J+1 i,J i, J+1 — Wi /
a3 (g )%O—( O S |
J / / J 2
Pijr1 t @i Wije1 — Wi y d Wm+1
—Kh,h —_ 5.29
Y Z 2 hy 5 d 2 hy (529)
3=0 J=0
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Deste modo, usando-se as equacdes (5.25), (5.28) e (5.29) em (5.22), obtemos a seguinte

expressao
I J I J / /
d ;2 Yiv1j + Yij Witr; — Wi
Sl ity 33 e e
i=1 j=1 =0 75=0
1=$0h
I J 2 1 J / /
hahy d Wit1,j — Wij Pij+r1 + Vi Wi — Wi
K= D D [T ARy Y Y -
i=0 j=0 * i=0 j=0 Y
!:$1h ::$2h
I J 2 I J
h,h, d Wi ig1 — Wi 4
K=Y Sl T h Cy( 5.30
O 2 12 2 s Gl (530

|
o
&>

onde C;(t) designa os termos de contorno provenientes do procedimento, os quais sdo dados

por
! w _|_ww’ T d w Wi 2
Ci(t) = Khxh i+1,7 i,j Mi+1,7 i, “ z+1,] 1,7
_Kh Z Y1, + Yo, + Wi, — Wo,j Wf),j - VYri1j + Y1 i Wr+1,j — Wr,5 W/1+1,j
hy 2 hy
J / / J 2
Yij+1 T Vi Wijt1 — wi,] d Wz,j+1
Fitan, Y Pt P s 2 pelely £
j=0 Y j=0 hy
I
—Khz (pz 1 + 901 0 + wul - WZ,O w; o — 901,J+1 + %,J + Wz,J-i—l - WLJ w; Tl
hy, ' 2 hy, ’

Sem nos estendermos demasiadamente, procedemos de modo andlogo com os termos com-

ponentes da equagdo que rege as rotagdes angulares v; ;(t), resultando em

¢z+173 ww

d?

hahy d d <~
SR ORI S D3

i=1 j=1
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I J
1_ d wzﬁ-l ¢z]
w0 (S g Y e
=0 75=0
1+p L Pit1j+1 — @ Vis1j41 — Ui
i+ ]+ 7'7] i+ ’]+ ivj
w0 (57 ) 235 ) (*5)
=0 7=0
IT+p L Ciji1 — Pir1y \ [(Vier; — Vija
D hxh 1,7+ 1+1,5 i+1,5 1,J+
o (58 33 (Bt ) (He
hoh. d 1 J ¢ ‘I“w d I J ¢ +¢
xlly i+1,75 i,j zg—l—l i,
e EZZ 2 2 d ZOZO

Vv
:=Pen

+Khyh ZZ“’”” — Wi Yieny “D” — —dyh,h ZZW 21 Co(t),  (5.31)

=0 j=0 i=1 j=1

J/

com

Co(t) =

dii(¢z+10 %0) +Dh Zdjlj ¢0]woj

{L' $

hyizj: Yisio +¥io
dt 2

1=0

J
Yy — Y1
o3 By

J 2 I / /
hyh, d Yo j4+1 + Yo Wit1,0 — Wio Yit10 T Yio
_K-EY 2 PV ) Khyh ; : : )
2 dt;( 2 y; I 2

J
ha:hy Qﬁl,j + 77Z)0,j Wi,j + wo,j /
- K 5 Z ( 5 + I wo,j

j=1

J
h,h : : , ,
_ ety Z (%H,J + 1, g Wt wm) Wrors

2 < 2 h
Jj=1
I
hmh 7 + 1, h h + (2
_K 2y§ wl ¢0¢10_K § le-‘rl sz/}ZJJ’_l
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I
14+ u Pi+1,1 — $i0 P1,5+1 — $0,5
D - —_——————
+ (2 )hﬂ’“‘hy<i:O ihoh, wm+2: Thin, Y

I
1+p Yit1,J — Pi,J+1 Y1, — Poj+1
—— | hph R N
2 ) Yy (il 4hxh/y 1/}2 ,J+1 + g 4hwhy 77Z)0,j+1

1 J
Yi1 — Pit1,0 Prj+1 — PI+1,j 4y
hah — j
2 ) y<#ﬂ 4hyh,, Vot Ahyhy, w”“)

|
S
VRS Y 7 N
—_
K
=

dhyh,

I
I+ p YiJ — Pit1,J+1 P — Pre15+1
+D T) hyhy ( 4h..h ¢z+1 J+1 T Z 2 ’ w/1+1,j+1
i=0 Y

P10 — PI+1,J+1

Em relagdo as equagdes de rotagdes ; ;(t), temos

2
Pi j+1 Pi,j

y

I J I J
hf%%}:}:@@?+p Z?E:E:

i=1 j=1 =0 j=0

2

Yig1 41 — Vi 90§+1,j+1 - @g,j
2h, 2h,

Pi+1 ] — Pij

M- EMN

=0 j=0
:=Psn
1+ p Ay " Gl — @,
D hmh =+1,7 — ¥i,5+1 2,5+1 i+1,5
GO DDA
—Po
I J 2 I J
hyh., d Yij+1+ hzh, d Yit1,; T @
Kty © i,j+ i,j Kty © it1,j iJ
TR D 2 SR DI 5
=0 j=0 =0 7=0
—Pron
I J w w SO/ _i_gp/ I J
1,+1 7 Wi Y541 Lo /2
BB D ot = —dahahy Yy |G Ca(t), (532)
=0 j=0 =1 j=1
=P11n
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para

J
C3(t):_thhin(@O,jﬂ—@o,j) + Dh, Zgoll ©i0 ,

I J 9
Dh Cig+1 — Pig y d $oj+1 1+ Yo, +800g
—Lhy —2F JHL T

hy 2 d -

1 2 J / !

hzh, d Yi+1,0 + Yio Wo,j+1 — Woj Poj+1 T Po,j
—K zihy 1+1, 2, —Khmh 5] 5] s »J
Z( 2 yjzo h,, 2

I
hah Vi1t Yo | Wil T Wip
_K y 9 9 9 i /
2 Z ( 2 + hy ()0170

I
K yz(90,J+1+<P,J+W,J+1+W,J)¢4

h h v1.; + %o I h Cr+1,5 + @i,
Z J 5 J - K Z + 32 ]901+1]

j=1

1+ p Vi1 — Yio o Y1401 — Yoy
2 ) Z dhgh, 70 +Z dhoh, 709

wz werl 0 wl ¢I+1;
Z 4h h ’/L+10+Z Za 4h h ]SOII-Fl,j

1+ p Yig1,0 — Vigs1 1 — Yo j+1 o
D( 2) Z thoh, ”+1+Z dhoh,  Fodt

1+p

2

I J
1+ p Vi g — Yiv1,041 Yrj — Uiy
2 ) > DY

thyh, Pit1,J+1 Ahyh, Pr1,5+1

_ Yy — Y4
4hmhy Pre1,J+1 ) -
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Somando-se Pop, Pin, Psn € Pri, €ncontramos

Wi i
Por. + Pin + Pen + Py, = = ‘7

—I—Kh hydtZZlej wzg¢z+1]+¢”
0 j=0

2
i=0 j=
1 J 2
hahy d Yit1,j + Vi
K y »J »J
hahy d S W1 + 01 |
K Ty 2,7+1 1,
d Tl " " Ly
Khyh,— ity T ®ig i+1,j i
Va2 2| 3
=0 7=0
gl ” 0
Z]+1 1,7
d—ZZO (533)
Da mesma maneira, temos que
! J w. W SO . + gp . 2
Pon, + Psp, + Pron + Prin =Kh, hyd ZZ ”H YA m+12 ij
=0 7=0 y
d ! ! (Pz-i-l] + 901]
d—zoz et BT (5.34)

Agora, somando-se Pyj, Psp, Psp, € Pop, obtemos

I
B 14+ p d Vit g+1 ?/Ji,j Pitl,j+1 — Pij
P4h+7)5h+P8h+P9hD( ) %E}E,[( 2h,

=0

¢i+1,j - %’,jﬂ Pij+1 — Pit1,j5
+ ( e th . (5.35)
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Por fim, adicionando-se as equagdes (5.30)—(5.32) e em seguida substituindo as equagdes

(5.33)—(5.35) na soma obtida, resulta

I
y d
d_ Z Z [pllw;j\Q + p2lvl I + ol I

2 2
+D le,j - %’,j D IL—p ¢z’,j+1 - ?/fi,j
h,, 2 hy
2 2
D Pij+1 — Pij D L—p\ | Qiv1 — ©ij
hy 2 h
LK Wit1,j — Wij " Yip1,j + w@-,j LK ‘wmﬂ + wu
h, 2
2
+ K Wi j+1 _'_ Pi,j+1 + ()02] + K Pi+1,5 + Pi,j
2 2

19D 1 + M ¢z+1 ]Jrl %g Pit+1,j+1 — Pij
2,

T/JZHJ ¢Z]+1 i g1 — Pirlj
-2 () ( ) () |

1 J
=~ hohy YD [dolwl o+ i + ol ]

i=1 j=1

+Cit) + Calt) + Cs(2). (5.36)

Desta forma, usando-se as condicdes de contorno (5.12)—(5.14) obtemos a seguinte lei de

dissipacdo semidiscreta para a energia (5.20)

d I J I J
thhth( - dohxhy Z Z |W;7j 2 — dlhxhy Z Z |¢§,j 2
i=1 j=1 i=1 j=1
I J
— dahahy > Y e VEE[0,T],
i=1 j=1
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de onde segue que

I J I J
Ep o, (8) + dohahy >3 |wl ;P + dihahy Y03 [l

i=1 j=1 i=1 j=1

1 J
+dahahy > Y 1P = Bnn, (0) V€ [0,T).

i=1 j=1
Por conseguinte

Enn, (t) < BEpon, (0), Vit e[0,T].

E claro que se dy = dy = dy = 0 o sistema (5.9)—(5.17) é conservativo, isto é

Ehzhy (t) = Ehzhy (0), YVt € [0, T]

A prova agora estd completa. [

5.3 Analise numérica para o f-esquema

De maneira geral, modelos discretos nao preservam o mesmo comportamento qualitativo do seu
equivalente modelo continuo. Como discutido anteriormente, alguns modelos discretos para
vigas de Timoshenko sdo afetados pelo fendmeno do trancamento do cortante, caracterizado

pela sobrestimacao (5.3).

Nesta secdo, investigaremos como 0 nimero relativo ao trancamento aparece para o modelo
de placas de Mindlin-Timoshenko, utilizando-se de uma formula¢do numérica denominada 6-

esquema. Para tal, vamos assumir uma combinagdo linear convexa para os angulos de rotacao
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Y e p, reescrevendo-os seguinte maneira

2(1 = 20)1pi(t) + 0 [Yir1,5(8) + ir () + i1 5(8) + ¥iya(8)], VE€[0,T],

2(1 = 20)pi () + 0 [ir1,5(t) + @i (t) + pic1i(t) + i1 ()], VE€[0,T].

Entdo, estabelecemos este esquema de diferencas para as equagdes (2.1)—(2.3), como vemos

abaixo
i+1,j — Vi-1,5 i1, — 2Wij + Wi Pij+1 — Pij—1
"o K¢ 415 — Vi1 _ KW +1,j J J g Piit J
P 2h, h2 2h,
i1 — 2Wi 5+ Wi
B Kw J+1 ZQ,J +w J—1 + dowg,j _ 07 (5.37)
y
VYit1; — 205 + Yic1 L—p\ Yijr1 — 205+ i
potll; — D +1,5 & i_p i+ & j
h2 2 h2

L+ i\ Qit1j41 = Qit1j-1 — Lic1j41 T Pi-1,j-1
-D : : : : 2K (1 — 20)1b; ;
( 2 > 4hzhy + ( )w 5J

Witl,j — Wi-1,5

+ KO (Yig1; + Vi1 +Yic1; + i) + K 5

+diy); ; = 0, (5.38)

i1 — 205 + Pijo 1— Y\ Pirng — 2005 + 91
Yy x

1 i+t1,j4+1 — Vit1,j-1 — Vi-1,5 =1y
_D( +M)¢+1,]+1 Virrj-1 — Yi-1g41 + Y1y -+ 2K (1 - 20)p;,

2 dhyh,

Wi j+1 — Wi

+ KO (iv15 + Pijr1 + pic1j + @ij1) + K 57 =Lt doypl; = 0. (5.39)
Y

Campelo, A. D. S. PDM - UFPA



5.3. Andlise numérica para o 6-esquema

106

onde # é um pardmetro positivo. Ao sistema, consideramos condi¢des de contorno Dirichlet

homogéneas

W, = Wr41,j = Wip = wig41 =0 Vt >0,

Yo; = Vry1; = VYio = Yig1 =0 V>0,

Coj = Pr41,; = Pio = Pigq1 =0 V>0,

e condi¢des iniciais

wij(0)=w), W (0)=w . Vi=0,....,0+1,j=0,...,J+1,

4,37 g (K

Vi j(0) =) W (0) = ., Vi=0,....,0+1,7=0,...,J+1,

ig> Vi i

0ii(0) =, ¢ (0) =, Vi=0,...,14+1,j=0,....J+1

A energia do sistema (5.37)—(5.45) é dada por

h.h
Ezzhy(t) = 9 .

ha

J
=0

I
[P1|Wz,',j|2 + P2|¢;,j 2+ P2"P/z‘,j|2 + Diz

=0 j

Vi1 — Vi

Y

2 2

0 Pit1,j — Pij
+ Du,hz

ha

2 2

Pij+1 — Pig + K

Wittj = Wi | Virrg + i
hy

hy 2

+Dj

2 2

LK Wij+1 — Wi n i j+1 T Pij

h, 2

LK ‘ﬂ%,jﬂ + i
2

¢i+1,j - wi,j

(5.40)
(5.41)

(5.42)

(5.43)
(5.44)

(5.45)

2
LK Vi1, T Pij LoD I+ p Yig1 41 — Yij Vit1,j+1 — Pij
2 2 2h,,
I+ p Yig1; — Yij1 Vigrl — Pit1,j
2D ’ 2 : - . 5.46
rap (S0 (e i 540
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onde temos que

K 1
4
1—pn 2K 1
De = P 1 i N/ - :1 2 4
pohak ( 5 ){ +D(1—u)hxk (4 9)1, k=12, (5.48)

para h, = h,; € h, = h,o. E claro que a positividade de By n, (1) € satisfeita para 6 € [0,1/4]

e somente para § = 1/4, temos que D) / =De D;l/,il =D (PT“),parak =1,2.

Proposi¢ao 5.2 (Descrescimento da Energia Semidiscreta). Para todo h,, h, > 0 a energia de
solucoes Egz hy (t) em (5.46) das equacdes discreta (5.37)—(5.39), para qualquer condi¢do de
contorno (5.40)—(5.42), com condigées iniciais (5.43)—(5.45), satisfaz

Ey ,,(t) < Ep . (0), Vte[0,T). (5.49)

Prova. O procedimento é o mesmo usado na Proposi¢do 5.1, portanto, multiplicamos as e-
quagdes (5.37)—(5.39) por hyh,w; ;(t), hahy;;(t) e hyohyg ;(t), respectivamente. E em se-
guida efetuamos a soma para: = 1,2,...,1, 7 = 1,2,...,J. Note que as Unicas diferecas
entre os dois processos reside na contrucdo das equagoes (5.33) e (5.34). Focaremos, entdo, a

prova desta proposicao, nestas diferencas. Deste modo, temos que
I J

Kh hyzz 1_20 ¢2]+9<w1+1j +¢’L]+1+d}l 1,7 +¢z] 1)]w£,j

=1 j=1

I I
Ohyhy Z Z [ir1j — 20 g + i1 ] i 5 + 2K hghy, Z Z Vi Vi

=1 j=1 i=1 j=1

I J
+ K6h,h, Z Z [ijr1 — 25 + iy by

i=1 j=1
_ K@hxh d ZZ ¢Z+1] ’g[}lj _ K@hwhziii ¢i,j+1 _¢i,j ?
2 dt 2 dt &=« hy
i=0 j=0 =0 7=0
+ Khyhy— ZZ%, (5.50)
=0 7=0
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onde, por simplicidade, desta vez omitimos os termos relativos ao contorno. E importante

observar que (5.50) corresponde ao termo Pg;, na Proposicdo 5.1. Sendo assim, o denotaremos

por PY, . Entdo, efetuando a soma Py, + Py, + PEy, + Pry, obtemos

2

PR A
6 o 7,+1j Wi j
Pon + Pun + Pij, + Py = K= dzozo .
+Kh hy tzzwerl] wz]¢z+lj2+wz]
=0 75=0
B3 h, d = [ Wi — i |
_Kp—=y 1. J
hohd d Ja Wi ion — Ui |
— Kty g+l T Vg
gL
+ Khohy S v (5.51)
i=0 j=0
=71

Agora, [J; € reescrito como

d 1 J
Ji=K EZ;
d 1 J
dtzz H—lj
=0 7=0
hohy d o= o
+ K 83/5 Z( 1j+1
i=0 j=0

(¢Z+1 j2+ ¢z]> + K

2

I J
dZ ( ’LJ+1+¢13)
d 0 j=

=

.

2¢z+1 j¢1j + 377D7,j)

sz ]+1¢ZJ + 3¢ )

PDM - UFPA
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Por outro lado, tendo em mente as condi¢des de contorno (5.40)—(5.42), temos que
J

1
y tzz¢z+1]: dCltz;Z¢Z]’

=0 j=0 =0

yd Zzwz]-i-l ydtZZ%],

=0 7=0 =0 7=0

entao,

I J I J
hyhy d Vig1,; + Vi d ;i +1+¢z
:K y_ »J »J . 5] .7
Ji 2 dtZZ( 2 ) dtzz(
=0 j=0 =0 7=0
hohy d o
+K Sy%ZZ(ﬂ)z—H] 2¢z+1,]¢z]+¢”)
i=0 j=0
I J
h,h, d
+K 8yazzoj§( 0,541 2¢m+1¢m+¢ )
hoh, d < Uiiri 0 N2 hohy d = (Ui i1+ i\
:K zliy & i+1,5 2, K zloy & i,7+1 i,
> dtZZ( > >+ > dtZZ( >
=0 j=0 =0 7=0
h3hy d = [ ® 3 d IS n
K=Y Fitly Vg K y & i+l — Wij )
TRTg dtZZ< I ) +E= dtzz( n

=0 7=0

Deste modo, usando 7; em (5.51), obtemos que

2
Wi+1 j — Wi j wi-ﬁ-l,j + wiaj

1 J
Por, + Pin + Py + Prn = Khyhy— ZZ 5

1=0 j=0

hd[ J 2

I J
% SN —%“h_ Vig | (5.52)

i=0 j=0 Y

0
LY ESAN ol TP RTY
2 \4 dt 4 he
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Da mesma maneira, encontramos

Pon + Psn + Ploj, + Piin = Khxh

para PY,, dado por

L
Pron =

hoh, d

(
hahi} (

M~

7

Il
o
<.

dt

1=

»-Plr—t

%IH

Qi+l —

i

)
)

~
o
<.

Wi j+1

Wi, j +

2
Pij+1 T i

—0

Pi,j

hy 2

@Z"!‘lj +w1]

Yit+1,j — Pij

ha

MN
M- M-

Sl

@
Il
=)

~

Pij+1 — Pij

hy

Sl

N
Il

=)
<.
Il

o

+2Khahy Y > i)

Z?j

(5.53)

i=1 j=1

A exemplo da Proposicdo 5.1, apds as devidas multiplicagdes e desdobramentos, somamos

os resultados obtidos, de onde resulta que

hahy d g r2 ro2 ro2
9 azz P1|Wi,j| +P2|¢i,j| +P2|90i,j|
i=0 j7=0
K 1 Yir1y — Vij |
D1+ =hn2(=--6 R A
ep |1 g (5-0) [
L—p 2K o (1 wij+1_wij2
D| —— 14+ ———— — R A
o () [+ i (a0 |5
K 1 801"1—901'2
D1+ —=h(-- S .
+p |13 (5-0)) 25
L—p 2K o (1 90i+1j_90ij2
D| —— 1+ ——h2(-—06 : .
0 () [+ st (o)) |22
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2
Witlj ~Wij Yit1; + i

K ‘wi,j—i—l + i ?
2

K
+ I 2
2
+ K Wi j+1 + ©i J+1 + ()01_7 + K 902'+1,j + Soi,j
2 2
12D 1 + M (s} g+1 — iy Pit+1,j+1 — Piyj
2h,

+2D (1 + u) <¢z+1y ¢zg+1> (%jﬂ - %0i+1,j) ]
oh,

I J
— hahy Y Y [dolwl ;1 + di |l + dal) 1] (5.54)

i=1 j=1

e entdo, obtemos que

d
T Bhan, () S0 = By (1) < B, (0), VE€(0,T),

onde Ej ;, (t) é dado por (5.46).

A energia sz hy (t) dada por (5.46), é representativa de um modelo de placas de Mindlin-

Timoshenko com termos adicionais sobre alguns coeficientes. Desse modo temos que

1
E°(t) :——/{p1|wtl2+p2|¢tl2+p2!sot|2+K|w+wm|2+K\so+wy\2

{1+ = G—@)} [af? + D {1+%h§ G _9)} o
(55%) [+ pas (G- 0) et
2 (15 [t (o)

!
+2D ( ;“ ) 1/J$g0y} dady, (5.55)

+D
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representa a energia total do seguinte modelo de placas de Mindlin-Timoshenko

prwp — K () + wy)e — K (@ 4+ wy)y =0, (5.56)
1 1—
Pty — Do — K, <Z - 9> Yyw — D (TM) Yy
5 (1 L+ p
—Khy (3 =0) 0y =D —5— ) ¢y + K +w2) =0, (5.57)
1 1—
P2 — Dpyy — Khz (Z — 9) Oyy — D (TM> .
5 (1 I+ p
Kl =0 ) e = D —— Uy + K(p+wy) =0, (5.58)

para todo 6 € [0,1/4]. As equacdes (5.57) e (5.58) sdo tipicos exemplos de equagdes diferen-
ciais parciais modificadas, considerando-se h, h, fixos. Em outras palavras, fixados h,, h,, as

equagoes (5.56)—(5.58) sao inconsistentes com o andlogo continuo (2.1)—(2.3).
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CAPITULO 6

Modelo espaco-tempo em Diferencgas Finitas

6.1 Introducao

No presente capitulo nos concentramos nos aspectos numéricos-computacionais dos modelos
dissipativos friccionais de placas bidimensionais de Mindlin-Timoshenko com objetivo central
de reproduzir numericamente os resultados analiticos estabelecidos em termos de decaimento
exponencial e a perda de decaimento exponencial das respectivas solu¢des numéricas. Em parti-
cular, nos orientamos pelos resultados obtidos com o uso do modelo semidiscreto em diferencas
finitas que € livre dos efeitos de trancamento no cortante, apresentados no capitulo anterior.
No que diz respeito a discretizacdo da varidvel temporal, optamos pelo método explicito de

diferencas finitas centradas espaco-tempo.
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6.2 Método numérico explicito em diferencas finitas

Para os nossos propésitos, considere 2 = [0, L1] x [0, Ly], e para I, J, N € N, denotamos por

L, Lo T
. I+1’ y J+1e N+1

dos intervalos [0, L1] e [0, Ls], e introduzimos a malha

, considerando-se as seguintes subdivisdes uniformes

ro=0<x;=Ar<---<zr=I1Ax <z =(I+1)Ax = L, 6.1)
Y=0<y=Ay<---<y;=JAy <yj1 = (J+1)Ay = Ly, (6.2)
t0:0<t1:At<<tN:NAt<tN+1:(N+1)Ay:T, (63)

com z; = iAzx, y; = jAyet, = nAtparai = 0,1,2,...,1+1, 7 =0,1,2,....,J+1e

n=20,1,2,..., N + 1. Definimos, também o0s seguintes operadores no espago € no tempo.

e Esquema Progessivo (primeira ordem):

n+1 _ n

n _ . n _n
Bl o T T Y g e Yl T g e Wiy T 6.4)
Iwz,] . Ax 9 ywi,j . Ay 9 twiJ’ . At 9 .
e Esquema Atrasado (primeira ordem):
n o _ ,.n n o __,n n—-1_  n
F R O R E A S D M2 W WO SR R 6.5)
T i,j T Ax ’ Y ivj T Ay ’ t ivj T At ) .
e Diferenca Central (segunda ordem):
a n n a n n
0y + 8xwﬂ‘ _ Wiy T Wi Oy + ayuﬂ‘- _ Wit T Wi
2 I 2Az ’ 2 I 2Ay ’ 66)
a n+1 n ’
Oy + atw‘n' _ Wiy T Wi
2 v 2At
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e Esquema de Diferenca Central (segunda ordem):

2wit + Wity
Ay2

n n
Wi — 2w —l—wl L F g Wi —
yOyWi ; =

Aa:2 ’

_ wnit — 2w + w
n . 7]
atatwi’j = AtQ )

gxi?mw{fj =
(6.7)

com as mesmas aproximagdes para as fung¢des 1) e ¢ na malha. Aqui, estamos denotando por

wh

i Wi € i, as aproximagdes numéricas para as solucdes exatas w, 1 e p avaliadas na malha,

respectivamente. Mais precisamente, temos que wi; ~ w(Ti, Yj,tn), V7 = (T, y;,t0) €
@1 ~ (zi,yj,tn). Vale ressaltar que a defini¢do desses operadores sio motivados pela Série

de Taylor.

Nas configuracdes do esquema em diferencas finitas, consideremos o seguinte procedimento
explicito de discretizagdo total em diferencas finitas, que consiste em encontrar (w?" i Vi QO?J-)

satisfazendo as seguintes equagdes numéricas

| ar gm A
OOl = KD,0,00 + K ; mo4 KD,0,u0,
Oy + 0 o, +0
+ K==l — do ! 5 Wl (6.8)
. . l—p= o L4+ p(0y+0,0.+9,\ ,
,028158151%’]' - Daxamww + DTﬂayay¢l7j + D 2 Iu < Y 2 Y 2 )SO’L,_]
K n n n n
- E(@Diﬂ/zj + %‘—1/2,]‘ + ¢i7j+1/2 + ¢i,j—1/2)
Oy + 0y d; + 0.
- Kl — i, (6.9)
_ L4+ p 0y +0,0,+0,)\ ,,
20,06t = DO aygow—l—D —— 190,07, +D 2“( R y)wm
K n n n n
- 5(901‘4-1/2,]‘ t 125t Pijrrt (Pz‘,j—l/2)
Wty .0t ,
ol = dy ! 5 S (6.10)
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paratodo? = 1,2,....1 5 = 1,2,....Jen = 1,2,..., N. Aqui, wznq/z,j e wfﬂ/z’j denotam a
médias de ¥7'; nos pontos (Tic1,Yjs tn)s (T, Y, tn) © (Tig1, Y, tn)s (@4, Y5, t,), TESpectivamente.
Uma abordagem semelhante vale para ¢, /o€ (LI /o~ Entdo, a exemplo do modelo semidis-

creto, motivados por [1], obtemos as seguintes aproximagoes

Z+1]+2¢'L]+wz 1]+ Z]+1+2¢ ¢z] 1

i i 6.11)

w(iﬂu yja tn) ~

E importante lembrar que este tipo de discretizagio evita a anomalia numérica, j4 discutida
anteriormente no Capitulo 5, conhecida como trancamento no cortante. Mais precisamente,
evita-se uma sobrestimacdo no coeficiente de rigidez como visto em (5.47) e (5.48). Deste

modo, substituindo-se os operadores descritos em (6.4)—(6.7) no sistema, (6.8)—(6.10), temos

que
n+1 n—1 n n n n n
plwl;r — 2w+ w;; _ gl — Vi Vit T 2wt + wity
At2 2Ax Ax?
Pl el el el
+KZ ’J“QA;D R e v (6.12)
n+1 - 2¢ + 77D D 2—5—17‘7 w i,J + 17/}2 1,7
At2 Ax?
—|—D 1-,& ¢Zj+1 2%]"‘%;1
2 Ay?
“D L4\ P41 — Pirlj—1 — Picij+1 T Pim1 o1
2 4Az Ay
K H—l,] + 21/] + 1/’” _K ,]+1 + 2¢ 7/% J—1
4 4
- K (win-i-ly]' - wlﬂ_l,j) —d 77Z)Z;_1 — 77Z)Z]_1 (6.13)
20z YN ‘
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iy =20k Tl e — 200 + Pl
At? Ay?
1=\ iy — 2905 + ity
D »J 5] 5J
+ ( 2 ) Ax?
D L+ p\ Ui — Vi1 — Vit H a0
2 4AzAy
_KSO?JFLJ‘ + 2%% + ‘P:‘L—l,j B K‘P%H + 290%‘ + SOZJ'—1
4 4
n n n+1 n—1
Wit =Wl YT =P
Ny QulItAE LY b 6.14
2Ay oAt (©.14)

Para simplificar nossos célculos, associamos ao sistema condi¢des de contorno homogéneas

dadas por
wgd ZW?_~_1J :w,’ZO :CL;ZJ+1 :()7 \V/TL: 172,...7N7 (6.15)
QOg’] - SD?-FIJ - SOZO - SOZ]:J-FI - 07 V’I’L — 1, 27 . e 7N, (6.17)

e condicdes iniciais

ng = w(z4,9;,0), w

1 _
(/A

ng_i_Atwt(mlay]?O)) VZ:1,7I,j:1,,J, (6.18)
gj:¢($iayj70)7 l/Jil,j:ng—i_Atwt(xivijo)a Vi:1,...,l,j:1,...,<], (6.19)

@)= o1, y;,0), o, =)+ Atgy(w,y;,0), Vi=1,...,1,j=1,....,J  (6.20)

O esquema numérico apresentado aqui € explicito isto significa que sua implementacao com-
putacional demanda conhecer previamente as aproximacdes a nicel de ¢,, e t,,_; a fim de apro-
ximar as solu¢gdes numéricas no nivel ¢,,,1. Além disso, devemos mencionar que o esquema
proposto em (6.12)—(6.20) € consistente com respeito ao problema de Mindlin-Timoshenko
(2.1)—(2.5) estudado. Em particular, o critério de estabilidade no caso unidimensional obedece

uma relagao entre o passo de tempo At e a espessura h (ver [44, 45]). Nesta dire¢do, € esperado
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que para o caso bidimensional uma relacao similar prevalega, contudo esta prova ainda precisa
ser feita. Para nossa proposta de convergéncia numérica, fixamos a espessura h e escolhemos

At < A,onde A = Az = Ay.

6.3 A Energia Discreta

Nesta secdo, provaremos que o esquema numérico (6.12)—(6.20) possui uma propriedade de
consisténcia que torna o método util no estudo de comportamento assimptdtico de sistemas
de dissipacdo. Com este objetivo em mente, apresentamos uma primeira propriedade que diz

respeito a energia de nosso método.

A energia total para o sistema de equac¢oes numérico (6.12)—(6.20) no passo de tempo t,, time

serd computado usando-se a expressao

J K nt1 n\ 2 ntl n\ 2 ntl o\ 2
E’n = 1,] 2] 1,] 1,] 7’7] 1,)
> 2 Z[’“( At ) +p2< At ) ”2( At

n+1 n+l n n+1 n+1 n
i+l ¢ H—Lj 1,j +D 1/} i,j+1 w ,]+1 i,j
Ax Ax 2 Ay Ay

n+1 n+1l n n n+1 n+1l n n
D (1 — u) %:LJ %,;r Yir1; — Pij n D%,JH Yij Pijr1 — Pij
2 Ax Ax Ay Ay
n+1 n+1 n+1 TL+1 n n
LK Wit1; — ¢z+1,J (1 Wih1,; — Wi n 1y T U
Az 2 Az 2
+ K n+11 _|_ wﬂri’l 17:]4-1 + #}Z‘]
2 2
n+1 n+1 n+1 n+1 n n n n
LK Wijr1 — Wi n Qi T8 Wiir1 — Wi n i1 T i
Ay 2 Ay 2
n+1 n+1l  n n
" K‘szl,g + ‘Pz,;r Yit1,; T i
2 2
n+1 n+l n n+1 n+1 n
D 1+p ¢¢+1,j+1 - z;_ Pit1,j+1 — ,J i ;i i1 @Z}@J:rl,] %H,] Pij+1
2 2Ax 2Ay 2Ax 2Ay
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+ L4

2Ax 2Ay 2Ax 2Ay ©.21)

n+1 n+1 n n+1 n+l in n
Pit1,+1 — Piyj z+l,j+l - Pij+r1 — Pir1, Yir1; — wi,j+1> ]

7z

Notamos que a E™ ¢ a versdo discreta da energia continua E(t) (2.23). Além do que E" é
decrescente para qualquer d; > 0, ¢ = 0,1,2 e € constante para d; = 0,7 = 0,1,2. Ao invés
de calcular a derivada do tempo da energia podemos usar a soma por partes. A energia discreta
E™ ¢ um importante instrumento numérico para certificar nossos resultados analiticos relati-
vos a a estabilizacdo de placas de Mindlin-Timoshenko dissipativas estabelecidas nos capitulos

anteriores.
O préximo resultado estabelece o equivalente numérico a Proposicao 2.4.

Proposicao 6.1. Sejam (w{fj, Diis zbfj) solucoes do esquema de diferencas finitas (6.12)—(6.20)
comd; > 01 =0,1,2. Entdo, para todo At, Ax e Ay, a taxa instatdnea de variacdo discreta

da energia do esquema numérico (6.12)—(6.20) no instante de tempo t,, é dado por
'rL 1 I

n— n+l nl n—1\ 2
B AE 1:—d0AxAyZZ( e ¢ ) —dleAyZZ< / ¢ )

=1 j=1 =1 j5=1

I J SOZ;_l . 301’]
— dAzAy Y Y , (6.22)

=1 j=1

paratodon =1,.... N, N + 1.

n+l _ n—1
Prova. Multiplicamos, a equagdo (6.12) por W, e somamos o resultado sobre o
dominio discretot =1,...,/ej=1,...,J. Segue, entdo, que

I n+1 2) n—1 n n n n n

— 2w} + Wi no g W — 2wl ]

) +17 717 +17 ) —1
AmAyg E [pl & - K e G 2 )

pur e At2 2Ax Ax?
B K@Zjﬂ — Pij-1 Kw’?:j-‘rl 2wt +witi WZJ—'H - wzj_l
2Ay Ay2 2At

I w?;ﬂ_w?j—l 2
D DB ey Vel I (6.23)
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No que segue, faremos uma estimativa do primeiro termo da equagao acima pelo multiplica-
dor em questao. Note que, este método € o correspondente numérico ao descrito na Proposicao
2.4 do Capitulo 2. Os termos a seguir representam uma aproximacao para p; fQ wywy dxdy o
que conduzird a expressao discretizada equivalente para a componente p; fQ w? dxdy do funci-

onal de energia E/(t). Neste contexto, observe, inicialmente, que

I J
3D = 2ty b e -
i=1 j=1
1 J
=1 D> (@I + (W) = 207w — Wl + (@) — @)
=1 j=1
1 J 1 J
D D) LT 9) R EIErDE
=1 j5=1 =1 j5=1

1 n+1 n+1 n—1
Wi~ 2wy, i+ w Lontl
lh] 7]

prATly Z Z At2 IA?

=1 j5=1

AI‘Ay I J wﬂ—i—l —n 2 AI‘Ay 1 wn wn—l 2
_ Z7j ’L,] _ 7.] %
=m5a 22\ A DD (624
i=1 j=1 i=1 j=1

Aqui, realizaremos os devidos célculos apenas na direcdo de x, tomando y como anélogo.
Entdo, o passo a seguir € construir uma aproximacao para o termo K fQ(¢ + wy)wyr dxdy.

Sendo assim, segue que

g
KZZ i1~ Vie LJ) (w?;rl - wzny_l)

=1 j=1

I J
+1 —1
+ K Z Z Wity — 2wiy o) (Wi =Wl
=1 j=1
I J
. +1 —1
= KZZ Uiy UL =l = iy) (Wi = Wi )
i=1 j=1
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J
= KZ Z (¢?+1,j + ¢ZJ) (w'f

I J
= KZ Z (¢?+1,j + ij) (w

~

I J
—wi) - K Z Z (VR + 1) (Wil —wirdy)

Z (Va0 +9i) (Wi —wip') — KZ (U1, +0;) (woy ' —wi')

=

I

K (0 + ¥io) (w

=0

I
—K Y (w0 — wi) (wr
1=0

_KZ (VFy10 +¥io) (W

+K (?/fznﬂ,o + wffo) (W‘

=0

J

Wit1,0 — Wznﬂlo) + KZ (¢I+1J + 7 g) (W?Ll] W?J:llg)
J

—wip!) = K (W - why) (w5 - vy

J
i+1,0 W?Jrllo) + KZ (W?H,j —wr; ) (W?illg w?;ij)

( i+1,5 +_¢) ) ( Z+1J ‘”Z;l)

n n n—1 n—1
(Wi+1,j - Wi,j) (%’+1,j Wi )

— Wiy 1) - K Z (WZH,O zno) (W%rl — Wiy 1)

zn+110) + KZ (%’nﬂ,o - WZO) (W;fll,o zn+110)
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J J
—KY (0, ) (Wil —wit) = K (@ = wpy) (wigt - wgst)
j=1 j=1
J J
+I Z (W, +¥7,) (Wi —withy) + K Z (Wiiry —wiy) (Wi, —witl)-
=1 =1

De onde podemos concluir que

! +1 -1
— KAzAy Z Z i1 — Vit i Wi, — 2w + Wity w;’fj — ij
, 2Ax Ax? IAL

1 J n n n n n+1 n+1
_ g Brly SOy (Y + Uil L Wi T Wiy Wiy
2 Ax Az

I J n—1 n—1
AzA ZZ oYl Wl — Wl Wiy — Wi

2At == 2 Ax Ax
com
I n n n n n+1 n—1
" KAy Z Y10+ ¥l N W10 — Wi\ Witto — Witio
' — 2 Ax 2At
1 n n n n n+1 n—1
KAy Yo+ i n Wit1,0 — Wio wiE — W
— 2 Az 2A¢t
J n n n n n+1 n—1
YT+ Y0, Wiy —woi\ Woi — Wo
+KA 5J 5J + 5J 5J 5J 5J
Y ; ( > Az N,
J n n n n n+1 n—1
_ KAy Z Vi U7 + Wrylj — Wi w[L,j Wiy
: 2 Az 2At ’
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Por outro lado, procedendo da mesma maneira para encontrar aproximacao equivalente a

K [ (¢ + wy)wy, dzdy, temos que

— KAzA i i SDZJH %J Ly Wij+1 — 2w j T Wi wZJ—‘H - w?,j_l
Y2 - Ay2 2Nt
I J n n n n
Al’Ay Z Z 90m+1 + i n Wijt1 — Wi Wi,ﬁ1 - Wi,;'rl
2At Ay Ay
=0 7=0
I J n—1 n—1
AxAy or ]+1 + 80” 2]+1 - w?j Wi+l = Wi
: : . ’ ’ S 6.26
InE 2 < T Ay Ay T (620
=0 7=0
para
J n n n n+1 n—1
Poj+1 T Poj W1 — Woj ) Woi+1 — Wo+1
n — _KA 5] 5J 5J 5J 5] 5]
; T JZ:; ( 5 T Ay oAt
J n n n n n+1 n—1
Yoj+1 T Yo  Wose1 — Woi\ Wo, T Wo
+KAx o S :
I n n n n n+1 n—1
Yi1 T Wio Wil T Wig\ Wig T Wi
+KA . —~ 4+ — : :
’ z; ( 2 Ay ) AL
I n n n n n+1 n—1
Cigr1 TPy Wigpr —Wig\ Wigrr — Wit
—KA ’ e : : .
> ( 2 Ay ) 2AL

n+1

2
n+1 n n n+1
Wij T Wi H—l,] + %; z+1,j Wi\ Wit T Wi
pr| ———| + K +
At 2 Az Az

n n n _,n n+l _  n+l
LK (9%+1 T Y Wi %j) Wi+l — Wi

2 * Ay Ay

I J n—1 2 n—1 n—1
AzAy Wi — Wi s Tl Wik Wi Wi — Wi
p— 17 17 l( 7 ’j 7‘7 7 7.] 27‘7 1 ,.] 17.]
2AL ZZ [p ! ( At + 2 T A Az
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n n n n n—1 n—1
Cijp1 TP Wi T Wi\ Wiip T Wi
+ K ( »J 5] + s 5] s ) +8{L + S;L

2 Ay Ay

! J wn'."'l — wn._l 2
= —dpAzAy > Y W . 6.27)

Dando continuidade, multiplicaremos a equagdo que governa a rotagcdo nas secoes transver-
+1 -1
Vi, — Vi
2At
1=1,...,1ej=1,...,J. Assim, temos

sais ¢;; em (6.13) por , € posteriormente efetuando a soma no dominio discreto

1 n+1
2¢ + w H—l \J 21/) + wz 1,5
AxAy Z Z [ At2 - D Ax2

=1 j=1

_D <1 - M) Vi — 2055 + 07 D <1 + M) P11~ Pirtj-1

2 Ay? 2 4AzAy
D L+ p\ =911+ 915 LK i1y 21/’ + 1/’;1 Lj
2 4Ax Ay 4

+ K

K
+ SAL

n n n+1 n—1
Vitj1 + 2070 + 07 Wity — Wity | Yiy — Vi
4 2Ax

A I ( n+1 ¢n 1)2
= —diAxAy > Y : (6.28)

i=1 j=1

Levando em conta que a prova € demasiadamente longaomitiremos, a partir daqui, os devi-
dos desdobramentos, apresentando apenas as aproximacdes para os componentes numéricos da

energia [£". Sendo assim, o andlogo discreto correspondente a po fQ Y? dxdy é dado por

I n+1 n+1 n— 1
3 Z — 27 +

At2 2At
=1 j=1
AzAy <& g\ ArAy < vt
_ 1,] 2] 2] 1,]
~ P on; ZZ(T) e ZZ(T) -6
i=1 j=1 i=1 j=1
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No desenvolvimento dos equivalentes discretos a D [, 2 dedy e D (52) [, Y7 dady, ob-

temos, respectivamente, as expressoes abaixo

2w + ,¢ wnJrl wnfl
z+1 ] i,J i—1,5 2,]
— DAzAy Z Z A2 IAT
=1 j=1
AmAy Z Z 1 ] e @U?ﬂlj - ¢n+1
2At = Az
pAzdy mj P Vi — Vi
: : - S¥ 6.30
s U s, 630
e
1- u) P 2% +op v e
- D ( A:UAy Z Z ] J J— »J »J
2 == 2At
_D (1 ) AzAy < ”H i %@:11 Dol
2 2At = Ay
1— 1\ ArAy <~ & T R AP
— D [2¥) 2,]) 7] 1, Sn . 1
(1) S L e s 6
onde S§§ e S} sdo dados por
SI ——DAy Z z+1 0o — V5 1??:11,0 - ?4:11,0
B 2Nt
I n _gmn ntl  yn—1
i+1,0 1,0 ¥i0 30
DAy ; Az 2N
¢1 ] @DOJ ¢n+1 w&;l
+DAy Z A
J n n n
_DA Z ¢I+1,j B @Dl,j w[i_llj wlﬂ]
VL Az oAt
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J n+1
L—p vy i+1 — g Yo i+1 ?/}0 j+1
Sn D A 5J J ) 5]
4 ( 2 ) x; Ay AL
J n n n—
D (1 - u) A Vo541 — Yo Yo i wo,jl
2 = Ay 2At
1—p L on, — o gt gyt
D A i,1 4,0 74,0 ,0
* ( 2 ) x; Ay? N
I n n n+1 n—1
1 —
- (") :

Az i, J+1 T Vi g YiJ+1 T i,J-‘rl.
Z Ay? 2At

Abaixo, a expressdao a esquerda da igualdade corresponde a uma aproximacdo a seguinte
integral —D (%ﬁ) fQ Payr dxdy, e conforme vimos na Proposi¢do 2.4 do Capitulo 2 este
termo ap0ds os devidos calculos se encaminha para a componente DD (1*7“) fQ Ozl dxdy +
Du fQ @y drdy da energia total do sistema em (2.23), cujo seu equivalente discreto é dado

pela expressao ap0s o sinal de igualdade.

14+ p ! J@n1'1_§0n1'1 TR NIRRT
D AzAL i+1,5+ i+1,j— i—1,j+ i—1j—1 Vi,j irj
I J n n n n
_ D 1+ LT+p AxAt Z Z Pit1+1 — Pij wi—:_ll,j-',-l - %,;'rl
2 2At = 2Ay 2Ax
I J n n mn n
D 1+p AzAt Z Z Pit1,; — Pij+1 ZJ++11 - %‘J:rll,j
2 2At = 2Ay 2Ax
I J n n n— n—
D 1+p AxAt Z Pit1,j+1 — Piyj ¢z‘+11,j+1 — i '
2 2At == 2Ay 2Ax
I J n—1 n—1
1+:U’ AxrAt ()pn+1.—()pn.+1 i1 — Wikt
- D b YR T4 S 6.32
( 2 ) 2At Z 2Ay 2Ar O (©-32)
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com

A T e @7 j+1 — %o
S =D i+1,1 %,0 n+1 1,5+1 0,7 n+1
5 ( > ) 2AL (2; IAnhy Vi +Z Aahy V0

=1

14+ p\ AzAy Vi1 — Pias 15— POj41
_D i i, n+1 1y FO0j+1 n+t1
( 2 ) N Z 1Achy  Von Tt Z T iAzAy oon

!

1+ p\ AzAy L oop — of Ol — I
7,1 i+1,0 n+1 I,j+1 I+1,5  n+1
< > ) 2L ; WAzAy Vo T Z 1ATAY w’“ﬂ')

I J
1+p) Azly Pig — Pit1,0+1 1~ Pl
D b v+, nt1 .J g+t
+ ( 2 ) 2At Z 4A$Ay i+1,J+1 + jz_; 4A$Ay 77/}[.;_17]4_1

=0

SO?,J - 90?+1,J+1 n+1
- 4A$Ay w[—‘—l,]—i—l

I
1+ p\ AzAy D11~ P o1 ¥Yrj+1 — Poj — %0,
) Z 1Azhy Ui - Z Tidany M

I n n
Yii %+1 0 Prji+1 — Pr1,j
>, o 3 e gy )

J
% J Pt 7 R — ©r REN|
w2+1 J+1 + Z 4A$Ay wIJrl J+1

141\ AzAy [ lrg — #F ot — o5
i+1,J i, J4+1 1,7 0,7+1
2 ) N} (Z 1ATAY ”+1+Z 1AzAyY ¢0]+1>

4AxAy

SOn 901+1 J+1
- 4A.’L‘Ay wl-‘rl J+1
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Na sequéncia, procedemos com a discretizacdo referente a integral dada por K fﬂ(w +

wy )Yy dzdy. Segue entdo

1 J n n+1 n—1

+ 207 i Ul 207 Y i\

KAzA i+1,j w Jj—1J ij+ 6,J— i,J
a3y (4 R 5

no =Wyt — it
’L ] Z 5J 2,7 7,]
+ KArdy Z Z N N

I J n n n n
2At == Ax 2 2
AxAy Z @Z% ;+1 "ébffﬁl + wnJrl
2At = 2
I J n n n—1
B KAxAy Z Wiyl — Wi n iv1 Ui 1/’z+1j i
2At == Azx 2 2
AmAy z]+1 + ¢ 2j+1 + wzg
S7 6.33
201 2 2 5 +S¢, (6.33)
para
1 n n n n n+1 n—1
AzAy W10 —WwWio  Yivio T Ui\ Yit10 — Yit10
St =—K : : : - : :
Py (et P o

AzAy g~ (@0~ Wl + oo ¥R\ Yo — Yo
0 Az 2 2At

J n n n n— n n—
_KASUAZ/ Z ¢0,j+1 + %,j %,ﬁl - wO,j-ll-l Aasz Z Yo g+1 + 2/’0] w I wo,j !
2 2 2AL 2AL 2At

Azly ~ (W — Wi +W,j+%l,j Yoy —vo;
Az 2 2At

J n n n n n
_KAxAy Z (wHLj — W n Vi, + 1/’1,;’) wl-tllg Zﬂ]ﬂg
2 Ax 2 2At
j=1
AJIAy Z wz 1 + QZJ wn—i_l ¢:o_1 _ KAZEAy i ¢ZJ+1 + ¢ZJ Z}_—il-l - Z;—il-l
2At 2At 2 '
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Considerando as equagdes (6.29)—(6.33), podemos reescrever (6.28) do seguinte modo

2
AzAy i i vt =Py D iy — OF Ui — i
INEY P2 At Az Az

Lp (Lop Vi — Y vt L p (LEs) Pl — Gy P — Vi
Ay Ay 2 2Ay 2Ax

D L+ i = Pig W;Zh - W:ll,j
2 2Ay 2Ax
n n n+1 n+1 n+1 n+1
LK Wit1; — Wij n i1, T VL %J:i] + U LK T O VR T
Az 2 2 2 2

n _ ,n—1 2 n _ m om—1  n—1
At Ax Ax

A
n n n—1 n—1 n n n—1 n—1
D L—p\ Ui — i ¥ie — Ui D L+ p\ Piv1j01 — Pij Virt,j01 — Vi
2 Ay Ay 2 2Ay 2Ax
n n—1
+ D 1 + 1% 902'-1-1 ] 902 J+1 lpz ,J+1 wi—l—l,j
2 2Ay 2Ax
L (Wi T Vg T Y Vi +Yi P T Vi U
Ax 2 2 2 2

n+1 n—1 2
v v ) (6.34)

I J
+8) 8+ SE 4+ Sp = —diAzAy > Y (2—At
i=1 j=1

Por fim, multiplicamos a equacao (6.14) por , € em seguida efetuamos a soma

no dominio discretoz =1,...,/ej =1,...,.J. Portanto, temos

90:1‘;’—1 - 2901] + Sozj - D (1 - /«L) QD?Jrl,j - 2@?,] + gp?fl,j

At? 2 Ax?

I J
AxAyZZ
i=1

= j:l
SO?,jH - 290?,3' + 80?,]'—1 1+p ¢?—0—1,j+1 - ¢?+1,j—1
- D - D
Ay? 2 4AxAy

) 1+p _wzn—l,j—irl + w?—l,j—l + K@?Jrl,j + 29023’ + 90?—173'
2 4AzAy 4
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n n n n n+1 n—1
n K%’,jﬂ + 2%’,;‘ + Qi1 n Kwi,j+1 Wi 1] Yij — Pij
Ay

4 2 2At

1 (anrl 90
:—dgA:pAyZZ( Y Vi ) : (6.35)

i=1 j=1

E da mesma maneira que encontramos (6.34) a partir de (6.28), podemos reescrever (6.35)

como

I J n\ 2
Amyz [m (@ZT 1 s%) . D(l—u> PP, — P PR — o
2A¢t =

At 2 Azx Az

n—+1 n—+1 n n+1 n+1
(pz,]Jrl ()01,] 901,]+1 901,] 1+ % wiJrl,jJrl - ,] S01+1,]+1 901,]
+ D +D

Ay Ay 2 2Ax 2Ay
D L4\ ¥y — ¥ @Zﬁl @?Ill,y
2 2Ax 2Ay

n n n n n+1 n+1 n n+1 n+1
Wijr1 — Wi . Pije1 T Pij \ Pij+1 T Pij i1, T %’J Cit1,; T i
+ K — L+

K
Ay 2 2 * 2 2

2
A.’L’Ay ! Sp’?j — Spnj_l 1 — L ()p’.ﬁrl J— ()p’.‘. 907.3:11. — 907.1._1
o 2, , D (A 5J 2,] (A 5J 1,]
2t ZZ [p 2 ( At + 2 Az Az

n n n—1 n—1 n n n—1 n—1
. D‘Pz‘,j+1 = Pii Pig+1 — Piy D 1+p ¢z‘+1,j+1 — Vi Pir1,+1 — Piy
Ay Ay 2 2Ax 2Ay

D L+ p\ i, — ¥ijn 90?,;31 - 90?511,3‘
2 2Ax 2Ay

n n n n n—1 n—1 n n n—1 n—1
Wijt1 —Wij | Pijr1tPij\ Pijr1 T i Piv1; T Pij Pir1; T Pij
J+1 »J Jt »J »J »J »J »J »J »J
+ K ( Ay + 5 9 + K 5 9

=1

I J n+l
FSE 4+ S+ S+ Sy = —dpAay Y (‘p” 2 ) , (6.36)
7j=1
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com &7 e 8, a exemplo de Si e S}, dados, respectivamente, por

I n—1
1—pn Y10 — Pio 901+1 0~ Pit1,0
ST=—D|—— | A :
7 ( 2 ) y; Az 2At
I n n+1 n—1
1—pu D10~ PioPio — Pio
Dl—— A -
- ( 2 ) Y ZO Az oAt
1—pn 4 O — oo, 0ort — b
D A 7] 7.7 ] 7.7
* ( 2 ) Y ; Az oAt
J n n+1 n—1
1—pn Ol = P15 Pritg — PriLj
—_D A .J \J \J s
( 2 ) y; Az 28
e
O ir1 — P Post1 — %o
S?’L :_DA 07]+1 0».7 073+1 07.7+1
Z Ay 2At
7=0
n+1 n—1
©oj+1 — P05 Poi — Pog
DA 5J 7] 7_] 5J
* Z Ay At
7=0
n+1 n—1
Vi % 0%i0 — %io
+DAz 2 A7

I no ontl n—1
Pig+r1 — Pig Pigi1 — Pigt
—DAx Z N AL ;

=1

assim como S§ e 57, andlogos a S’ e S¢, respectivamente. Portanto, temos

141\ AzAy [ Vi1 — ¥ YL — U0
n_p s J J ot
59 ( > ) Y, ; IAzAy P T Z IATAy P

14+ p\ AzAy ! (e — V541
D i+1, %, n+1 Ly 7O +1 n+1
( 2 ) 2At Z 4AzAy Pirn Tt Z 4A91:Ay P0.5+1

14 p\ AzAy ! Y — Vit Vi1 — Vv
-D i, 7 n+1 N ), n+1 )
( 2 ) N} ZO IAzAy Fro T Z IATAy  FIL
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14+ u\ AxzAy 1 YR — PR N
D i, i+1, n+1 J \J n+1
+ ( 2 ) 20t ; 4Ax Ay Pitt,r41 T Z AAzAy Pr+1,5+1

w?,] - ¢?+1,J+1 ntl
- AAzAy Pra1,0+1

1+ ,u) AxAy
2

?—&-11 zO n 1 ¢1]+1 wDJ —1
; 4AzAy Pio T Z 4AxAy 2 )

I n n
Z ¢z‘,1 7vZ’z+1 0 n 1 + Z 7vZ)I J+1 w1+1,j gOn_l '
‘ 4A$Ay Pit+1,0 4A:1:Ay I+1,5

n n n
i, — Wit1,J+1 e 1 +Z¢1] ¢1+1,j+1 n—1

2A1 AArAy L

1+p\ AzAy i1, — Vi — Vo4 o1
2 ) 2A¢ 21: 4AxAy 1J+1+Z 4A33Ay P0.5+1

1+ p\ AzAy
2 4AzAy Pit1,J+1

VT ¢1+1 J+1 o1
- AAzAy Pre1,J+1

J wn n n n+1 n—1
S AIEAZJ Z w ]+1 Wo,; L P01 T 05\ Portr — Pog
10 2 2At

Jj=0

AxA Z W, ]+1 g,j n Spg,jﬂ + Sog,j SO(TJLJJFI - ‘P&;l
— 2 2At

I n n n+1 n—1 n+1
_KAxAy Z Pit1,0 T Pio Pit1.0 — Lit1,0 _KAwAy Z (101+1 0T 801 0%io — 901 0

2 2AL 2At 2 2At
1 n n n n n+1 n—1
_KA‘TA?J Z Wi, 1 — Wi N i1t Pio) Pio — Pio
2 — Ay 2 2At
1 n n n n n+1 n—1
_KAxAy Z Wil — Wi g . Cig+1 T Pig\ Pigr1 — Pigi
2 — Ay 2 2At
n+1 n—1 n+1 n—1
_KAxAy Z T T 90, Po; — Poy B KAZ‘Ay Z Orr1; T P15 Prir; — Prv
2 2 2At 2At 2 '
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Dos resultados em (6.27), (6.34) e (6.36), obtemos

2 2 2
AzAy ZJ: ZK: ” wift = wi + gy Ui =Y + gy Yt — o
2At 4 At At At

7=0 k=0
n+1 n+l /n n n+1 n+1l /n n
n D¢i+1,j —Vig Vi — Vi 4D 1—p\ Yij — i) Yl —
Ax Ax 2 Ay Ay
n+1 n+l n n n+1 n+l n n
D L—p\ Pit1j — Pij Pir1j — Pij L D(Pz',j—H —®ij Pij+1 — Pij
2 Ax Ax Ay Ay

n+1 n+1 n+1 n+1 n n n n
LK Wil — Wij L Y1 + i Wiyl — Wi 4 Vit + ¢y
Azx 2 Az 2

n+1 n+1l /n n
LK i TV Ui U

2 2
n+1 n+1 n+1 n+1 n n n n
LK Wijr1 — Wij L i1 T i Wijr1 — Wi n i1 T P
Ay 2 Ay 2
N K%f?ﬁll,j + ot Py + ol
2 2
n—+1 n+1l 6 n n n+1 n+1 n n
D 1+p 1/%':1,3‘“ - wi,j Pit1,5+1 — Pij n 1/%',;‘;1 “Wit1,5 Piv15 — Pijr1
2 2Ax 2Ay 2Ax 2Ay
n+1 n+l /n n n+1 n+1 n n
" Pit1+1 — Pij Yir15+1 — wi,j n Cij+1 = Piv1,y Yiv1,; — wi,j+1
2Ax 2Ay 2Ax 2Ay

n n—1 2 n n—1 2 n n—1 2
Wit — Wi N ©r— P,
Z?] Z7] Z7] ,L’] Z?] ,L’]
—L ) o [ ) e | T
( At ) P2 ( At ) P2 ( At )

n n n—1 n—1 n n n—1 n—1
+ D i+1,5 — Yij Yi+lj wl,j + D 1 - 1% ¢i,j+1 T Vi Yig+l T ¥
Ax Ax 2 Ay Ay

Lp (Lo Pl = Pl Pl — Pl Pl — Pl Pl — P
2 Ax Ax Ay Ay

n N ) n n n—1 _  n-1 n—1 n—1
LK (wi'i'l,j Wij Vi T Wi\ [ Wit1,; — Wi L Vit + Y5
2

Az Az 2

n n n—1 n—1
n K¢i,j+1 + i i
2 2

Campelo, A. D. S. PDM - UFPA



6.3. A Energia Discreta 134

n _,.n n n n—-1 _  n-1 n—1 n—1
LK <wm’+1 Wij P +90m’) (%jﬂ Wig o Pigt + ¥i )

Ay 2 Ay 2

Piviy + @iy SO?Jr_ll,j +vi '
2 2

+ K

n n n—1 n—1 n n n—1 n—1
D 1+p Cit1,+1 — Pij Yiv1,j41 — Vi Pit1,; — Pijr1 Yijr1 — Vi1,
2 2Ay 2Ax 2Ay 2Ax

n n—1 n n n—1 n—1
I i+1,5+1 %] %+1 g+1 — Pi I i+l — P+l Pijr1 — Pit1y L gn
2Ax 2Ay 2Ax 2Ay
n+1 n—l 2 I J n+1 77Z)n 1\ 2
Y () a3y ()
i=1 j=1 i=1 j=1

=1

1 J Spn—i-l . 90
—dgAxAyZZ< L] b > : (6.37)
7j=1

com S" = Zgl S7'. Entdo, levando em conta as condi¢des de contorno Dirichlet homogéneas
em (6.15)—(6.17), segue que S™ = 0. Agora, considerando-se a defini¢do da energia discreta

dada por (6.21), concluimos que

En _ -1 J n+1 n—1\ 2 J n+1 n—1y\ 2
-~ :—dOAxAyZ ( iy ) —dleAyZZ( w )

=1 j=1 i=1 j=1

I ntl
_dgAxAyZZ(SOU Py > )

=1 j=1
paratodon =1,.... NN + 1.

Além disso, € possivel verificar que
E"<E"' ¥n>0, (6.38)
de onde, utilizando-se recursividade, obtemos

E"<E’ v¥n>0, (6.39)
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E claro que, se d; = 0, ¢ = 0,1,2, o modelo discreto € conservativo, ou seja, £" =

E°, ¥n > 0. ]

6.4 Simulacoes Numéricas

Nesta secao, nosso foco de estudo serd o esquema numérico (6.12)—(6.20) e sua energia £™ com
o objetivo de ilustrar por meio de simulagdes numéricas os resultados analiticos estabelecidos
nas secOes anteriores. Ressaltamos que nao estdo preocupados com questdes de convergéncia

numérica entre solucdo exata e solu¢do discreta e as respectivas taxas de convergéncias.

A precisao do sistema numérico (6.12)—(6.20) pode ser visto através da lei de conservagao
de energia. Com efeito, tomando d; = 0,7 = 0,1,2 em (6.22) obtemos que £" = E°, n =

1,...,N+1.

Para nossos experimentos numéricos, usamos as seguintes configuracdes: Ly = Ly = 1.0m,

T = 4s e espessura h = 0.015m. Para os dados iniciais, assumimos que

wi(z;,y;,0) = sin v gin (1Y ., VYreN, (6.41)
L1 L2

Yi(z,y;,0) = cos v 2% sin (1Y , YwreN, (6.42)
Ly Lo

wi(x;,y5,0) = sin y I8 cos (122 , YwelN. (6.43)
Ly Lo

Na malha computacional, usamos A = Az = Ay = 0.03125 e A; = 0.00195 de maneira
que At/A = 0.0624.
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6.4.1 Casos conservativo e dissipacao total

Para iniciar nossas simulacdes, consideremos 0s casos conservativo e com dissipacao total,

sejameles d; = 0, + = 0,1,2ed; > 0, « = 0,1, 2, respectivamente. Em ambos os casos,

usamos diferenca de velocidade de propagagdo de ondas. De acordo com as Figuras (6.1)—

(6.2), vemos que a energia discreta E™ constante para todo tempo discreto ¢,,. Como dissemos

anteriormente, esta propriedade é uma medida da precisao do nosso esquema numérico (6.12)—

Behavior of Energy: v=20
3.6798 T T T
3.6798 -
3.6798 -
3.6798 -
3.6798 -
n
E 3.6798 -
3.6798F
3.67981
3.6798
3.6798
3.6798 i i i i i i i
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5
tn
FIGURA 6.1: d; =0, = 0,1, 2.
Behavior of Energy: v=20
4 T T T
35
3
25F
n
E ot
15F
1k
0.5
0 i
0 0.5 1 15 2 25 3 35

t
n

FIGURA 6.3: d; > 0,7 =0,1,2.

3.6798
3.6798
3.6798
3.6798
3.6798
En3.6798
3.6798
3.6798
3.6798

3.6798

3.6798
0

Behavior of Energy: v=30

FIGURA 6.2: d; =0, = 0,1, 2.

Behavior of Energy: v=30

0.5 1 15 2 25 3 35 4

t
n

FIGURA 6.4: d; > 0,7 =0,1,2.

Aqui, estamos falando em concordéncia qualitativa: a lei de conservagdo de energia (2.29)

e sua equivalente discreta sdo compativeis. Por outro lado, figures (6.3)—(6.4) mostram que a
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energia E™ se caracteriza como uma fung@o exponencial e~ para w > 0.

6.4.2 Dissipacao nos angulos de rotacao: dy =0, d; > 0,dy > 0

Aqui, nossos experimentos numéricos estdo em corcodancia com os resultados analiticos. Isto

quer dizer que, se v? = v3 obtemos decaimento exponencial e as Figuras (6.6)—(6.8) mos-

tram esta propriedade. Neste caso, a energia E™/E° tende a zero apés 4s. Caso contrario, o

decaimento passa a ser lento. E o que percebemos nas Figuras (6.5) e (6.7). Na primeira, con-

siderando 0 mesmo tempo de simulagdo E"/E" tende a um. E na tltima, temos que E"/E"

converge para 0.675 apds 0os mesmos 4s.

Behavior of Energy: v=20

09

0.8

0.7F

0.6

05F

0.4 i i i i i i i
0 0.5 1 15 2 25 3 35
t
n
C 02 2
FIGURA 6.5: v{ # v3.
Behavior of Energy: v=30
1 T T T
0.95-
0.9
0.85
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0.65 i i i i i i i
0 0.5 1 15 2 25 3 35

t
n

FIGURA 6.7: v} # v3.
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Behavior of Energy: v=20

FIGURA 6.6: v] = v3.

Behavior of Energy: v=30
T

0.5 1 15 2 25 3 35 4
t
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FIGURA 6.8: v} = v3.
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A perda de decaimento exponencial, ilustrada nas Figuras (6.5) e (6.7), pode ser vista como
um tipico comportamento de decaimento polinomial. Para o mesmo conjunto de dados da

simulacao, os grificos passam de uma exponencial para uma linha reta.

6.4.3 Dissipacao somente no deslocamento transversal: dy, > 0, d; = dy =

0

Aqui, a natureza dos resultados numéricos sdo as mesmas da Sec¢do 6.4.2. Concluindo, os
resultados de decaimento exponencial sdo os mesmos quando o mecanismo de dissipagdo atua
somente no deslocamento transversal, isto ocorre tanto para vigas de Timoshenko, quanto para
o modelo de placas de Mindlin-Timoshenko. Para o primeiro caso, podemos ver as recentes
andlises de Almeida Junior et al. [2]. Por outro lado, o modelo de placas, € o objeto de estudo

do Capitulo 4 desta tese.

Behavior of Energy: v=20 Behavior of Energy: v=20
T T T T T T

0.9
09
0.8
0.7
0.8
0.6

0.7F q 0.5

0.4
0.6
0.3
0.2
0.5F
0.1r

0.4 i i i i i i i 0 i i i i i i i
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4

FIGURA 6.9: v} # v3. FIGURA 6.10: v} = v3.
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Behavior of Energy: v=30 Behavior of Energy: v=30

09
0.8
0.7F
0.6

05F

0.4 i i i i i i i N T T
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 25 3 35 4

t t

n n

FIGURA 6.11: v? # v3. FIGURA 6.12: v? = v3.

6.4.4 Dissipacao somente em um angulo de rotacao: dy = do, =0, d; > 0

0ud0:d1:0, dy >0

Neste conjunto de experimentos numéricos, sugerimos um outro problema. Para vigas de
Timshenko, quando o mecanismo de dissipacao atua somente em um angulo de rotacdo, o de-
caimento ocorre se, € somente se, as velocidades de propagacdo de ondas sdo as mesmas. Para
este caso, sugerimos a leitura [27, 39]. Para placas de Mindlin-Timoshenko, podemos ver a

partir das simulacdes numéricas que estes resultados sao preservados.

Behavior of Energy: v=30 Behavior of Energy: v=30
T T T T T T

0.98 E 0.9F
0.96 b 0.8
0.94F q : : : 1 0.7
0.92 b 0.6
E" 0.9F b EnO.S*
0.88 b 0.4F
o6l : : : : | 0sl
0.84 E 0.2
0.82 E 0.1
ll80 015 i l.‘5 ;2 2‘.5 é 315 4 00 0‘.5 :;. 115 té 2‘.5 é 3‘.5 4
FIGURA 6.13: dy = dy =0, FIGURA 6.14: dy = dy = 0,
dy >0, v} # v3. dy >0, v? = 3.
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FIGURA 6.15: dy = d; = 0,
dy > 0, v} # v3.
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Behavior of Energy: v=30
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FIGURA 6.16: dy = d; = 0,

dy > 0, v} = v3.

6.4.5 Dissipacao no deslocamento e um angulo de rotacao:

do,d1 >O,d2=00l1d0,d2>0,d1:0

Aqui, com as configura¢des dadas, com um mecanismo dissipativo agindo no deslocamento
transversal w e um outro atuando em um dos angulos de rotagdo v ou ¢, de acordo com nossos
experimentos numéricos, o decaimento exponencial ocorre, independente de qualquer relacao

entre as velocidades de propagacdo. Veja as figuras abaixo.

Behavior of Energy: v=30 Behavior of Energy: v=30
T T T T T T

0.9 q 0.9
0.8 q 0.8
0.7 : . : . q 0.7
0.6 q 0.6
EHOAS r q En0.5 r
0.41 q 0.4
0.3} : : : : 4 03t
0.2 q 0.2
0.1r q 0.1r
0O 0.5 1 15 2 25 3 35 4 00 0‘.5 i 15 2 25 3 35 4
ty ty

FIGURA 6.17: do =0, dy,d1 > 0, FIGURA 6.18: do =0, do,d1 > 0,
v? # v3. v? = v3.
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Behavior of Energy: v=30 Behavior of Energy: v=30

0.9 B 0.9
0.8 B 0.8
0.7 : . : . B 0.7
0.6 B 0.6
EnO.S* B EnO.S*
0.4r 7 0.4t
0.3F . . : . B 0.3F
0.2F B 0.2
0.1F B 0.1F
00 0.5 1 15 t2 25 3 35 4 00 0.5 1 15 t2 25 3 35 4
FIGURA 6.19: d; =0, dy,ds > 0, FIGURA 6.20: dy =0, dy,d2 > 0,
v? # V3. v? = v3.

Um resultado andlogo se verifica para o modelo de vigas de Timoshenko, de acordo com o

trabalho de Raposo et al. [33].
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CAPITULO /

Consideracoes Finais

Estimulados pelos resultados de estabiliza¢do exponencial para vigas de Timoshenko, conside-
rando-se diferentes tipos de mecanismos dissipativos, iniciamos uma pesquisa que envolvessem
estruturas flexiveis do tipo placa. Nosso foco, entdo, voltou-se para modelos de placas bidi-
mensionais de Mindlin-Timoshenko. O objetivo, até entdo, era obter respostas para questdoes do

tipo:

Qual a quantidade minima de termos dissipativos para se obter o decaimento exponencial

para sistema dissipativos de Mindlin-Timoshenko?

Em se tratando de vigas de Timoshenko sabemos que se introduzirmos um tinico mecanismo
dissipativo atuante na equagdo de rotacdo, entdo, a estabilidade exponencial é condicionada a
uma relacdo entre os coeficientes do sistema. Neste sentido, surge a relagdo entre as velocidades
de propagacao de ondas do sistema, os quais desempenham um importante papel no comporta-

mento assintético de solugdes de sistemas fracamente dissipativos de Timoshenko.
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Neste ponto, consideramos a semelhanca entre os modelos de vigas de Timoshenko e o de

placas de Mindlin-Timoshenko. Naturalmente, surge a seguinte questao:

Existe uma relacdo entre os coeficientes que nos forneca uma condi¢cdo necessdria e sufici-
ente para obter taxas de decaimento exponencial, considerando-se um mecanismo dissipativo

agindo nos angulo de rotacdo, ou somente no deslocamento transversal?

Com o propésito de responder questionamentos como este, desenvolvemos um esquema nu-
mérico em diferencas finitas para o sistema de Mindlin-Timoshenko, baseando-se em trabalhos
direcionados a vigas de Timoshenko, onde destacamos a monografia de Almeida Junior [1], que
em seu trabalho de tese reproduziu propriedades assintéticas para modelos unidimensionais de

vigas fracamente dissipativas de Timoshenko.

Dentro deste contexto numérico, em nosso trabalho, nos preocupamos com o ja conhecido
problema de trancamento no cortante que acomete os métodos numéricos aplicados em estrutu-
ras flexiveis. Esta anomalia consiste numa sobrestimac¢ao no coeficiente de rigidez e que tornam
os modelos numéricos inconsistentes com os andlogos continuos. Entio, com o intuito de evitar
os problemas decorrentes do trancamento no cortante, reproduzimos algumas técnicas que se
mostraram eficientes na correcao da anomalia. Neste ponto, destacamos uma semidiscretizacao
em diferengas finitas usando o #-esquema para a identificacdo dos termos de trancamento, onde
mostramos que o problema de sobrestimacdo ocorre para § € [0, 1/4[, estando livre dos efeitos

do trancamento no cortante somente para § = 1/4.

Com respeito a discretizacdo espaco-temporal, deixamos claro que a questdao de estabili-
dade do esquema numérico € um problema ainda a ser resolvido. Contudo, ressaltamos que é
esperado que o critério de estabilidade obedeca uma relacio entre o espago de tempo At e a es-
pessura h da placa, a exemplo dos modelos aplicados a vigas de Timoshenko. Deste modo, para
evitarmos problemas com a convergéncia do método, fixamos h e escolhemos um At pequeno

o suficiente de modo a ndo comprometer o esforco computacional.

Posto isso, efetuamos as simulagdes numéricas para o sistema de Mindlin-Timoshenko, onde

constatamos que a estabilidade exponencial para diferentes casos por vezes estd condicionada
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a uma relacdo entre os coeficientes do sistema, que por sua vez possuem dimensdes de velo-
cidade, como ocorre para o modelo unidimensional de Timoshenko. Percebemos, entao, que a
semelhanca entre o modelo de vigas e o modelo de placas poderia ir além da formulagdo fisica,
pois ambos consideram os efeitos da deformacgdo por cortante. Deste modo, decidimos investi-
gar analiticamente se, de fato, a relagdo entre as velocidades nos fornece condi¢cdes necessarias
e suficientes para obter taxas de decaimento exponencial, como observado nas simulagdes
numéricas, considerando-se as devidas permutacdes de mecanismos dissipativos nas equagoes

do sistema.

Mantendo a ordem cronoldgica da pesquisa, analisamos as questdes referentes a estabilidade
exponencial, perda de estabilidade exponencial e decaimento polinomial do sistema de Mindlin-
Timoshenko para os casos em que temos dissipagdes do tipo atrito atuando nas equagdes dos
angulos de rotacdo e, em seguida, para o caso em que temos uma Unica dissipa¢ao agindo na
equacdo que governa o deslocamento transversal. Para ambos os casos, nos certificamos que
se a relagao dada por v} = v3 € satisfeita, para v} := K/p, e v3 := D/p,, entdo a energia
de solugdes dos sistemas decrescem exponencialmente. Caso contrdrio, os sistemas perdem

estabilidade e temos um decaimento polinomial, corroborando os experimentos numéricos.

Esta cada vez mais evidente que o modelo bidimensional de Mindlin-Timoshenko preserva
algumas propriedades qualitativas do modelo unidimensional de Timoshenko. Entdo, aprovei-
tando-se dessa peculiaridade, e sabendo que as pesquisas que envolvem problemas de vigas de
Timoshenko € mais ampla e melhor consolidada, projetamos novos questionamentos e perspec-
tivas de modelos dissipativos de Mindlin-Timoshenko, e que podem ser estudados sob o ponto
de vista da andlise matemadtica, principalmente no que tange a estabilizacdo exponencial. Por
exemplo, o modelo dindmico de placas pode ser estudado com outros mecanismos dissipativos,
tais como, uma dissipacao térmica, que pode ser obtida através da conducdo de calor consi-
derando a lei de Fourier ou a lei de Cattaneo. Temas como estes, ja estdo sendo explorados
por pesquisadores [29, 30, 9, 10], e sobre os quais pretendo estender meus estudos como um

préoximo passo na minha vida cientifica.
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