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Numérica
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Resumo
Instituto de Ciências Exatas e Naturais

Programa de Doutorado em Matemática

Sistema Elástico Poroso e Sistema Mindlin Timoshenko: Análise Assintótica e Análise
Numérica.

por Elany da Silva Maciel

Nesta tese, estudamos questões relativas a existência e unicidade de soluções obtida por meio

da teoria de semigrupos de operadores lineares e comportamento assintótico de soluções.

Inicialmente, estudamos o sistema elástico poroso com ”delay”, onde nosso principal resul-

tado é sobre o decaimento exponencial de soluções. Este resultado é baseado no método da

energia para sistemas dissipativos, onde construı́mos funcionais lineares equivalentes à ener-

gia das soluções. E este decaimento ocorrerá caso obedeça a uma relação entre os coeficientes

κ, ρ1, δ, J .

Em seguida investigamos um sistema termoelástico poroso onde a condução de calor á dada

pela lei de Coleman-Gurtin. Mostramos que o sistema é exponencialmente ou polinomialmente

estável, dependendo de uma relação entre os coeficientes de velocidade de propagação da onda.

Outra parte desta tese versa sobre o sistema de Mindlin-Timoshenko. Mostramos que dois

mecanismos dissipativos, um do tipo atrito e outro do tipo kelvin-Voigt, que atuam nas equações

dos ângulos de rotação não são fortes o suficiente para fazer as soluções decaı́rem exponencial-

mente independente de qualquer relação. Além disso, provamos que o nosso modelo apresenta

estabilidade polinomial sem nenhuma relação entre os coeficientes κ, ρ1, D, ρ2, isto é, o oper-

ador resolvente não é uniformemente limitado ao longo do eixo imaginário. No entanto, ele

decai polinomialmente com taxa ótima.

Para certificar nossos resultados analı́ticos, fazemos um estudo numérico do nosso modelo

dissipativo utilizando o método de diferenças finitas.

Palavras-chave: Sistema elástico poroso; sistema de Mindlin Timoshenko; sistema ter-

moelástico; decaimento exponencial; falta de estabilidade; decaimento polinomial; delay; Kelvin-

Voigt; damping; diferenças finitas.
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Abstract
Instituto de Ciências Exatas e Naturais

Programa de Doutorado em Matemática

Porous Elastic System and Mindlin Timoshenko System: Asymptotic Analysis and
Numerical Analysis.

por Elany da Silva Maciel

In this thesis, we studied questions regarding the existence and uniqueness of solutions ob-

tained through the theory of semigroups of linear operators and asymptotic behavior of solu-

tions.

Initially, we studied the porous elastic system with ”delay”, where our The main result is

about the exponential decay of solutions. This result is based on the energy method for dissi-

pative systems, where we construct linear functional equivalents to the energy of the solutions.

And this decay will occur if it obeys a relation between the coefficients κ, ρ1, δ, J .

We then investigate a porous thermoelastic system where the heat conduction is given by

Coleman-Gurtin law. We show that the system is exponentially or polynomially stable, depend-

ing on a relation between the coefficients of propagation velocity of the wave.

Another part of this thesis concerns the Mindlin-Tymoshenko system. We show that two

dissipative mechanisms, one friction type and one kelvin-Voigt type, acting on the rotational

angle equations are not strong enough to make the solutions decay exponentially independent

of any relation. Furthermore, we prove that our model exhibits polynomial stability with no

relation between the coefficients kappa, rho1, D, rho2, that is, the resolving operator is not

uniformly bounded along the imaginary axis. However, it decays polynomially at optimal rates.

To certify our analytical results, we perform a numerical study of our dissipative model using

the finite difference method.

Keywords: Porous elastic system; Mindlin Timoshenko system; thermoelastic system; ex-

ponential decay; lack of stability; polynomial decay; delay; Kelvin-Voigt; damping; finite dif-

ferences; thermoelastic system.
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CAPÍTULO 1

Introdução

1.1 Considerações Gerais e Motivação

1.1.1 Sistema Elástico Poroso

Neste trabalho, estudamos o comportamento assintótico das soluções do sistema unidimensional

do tipo elástico poroso com damping fraco na presença de termo de atraso.

Vamos começar definindo que materiais porosos são materiais que possuem espaços vazios

funcionais, chamados de poros ou células, distribuı́dos regularmente no interior da matriz. A

porosidade de um material exerce influência sobre algumas de suas propriedades fı́sicas, tais

como densidade, condutividade térmica e resistência mecânica. Como consequência, o controle

da estrutura porosa é de grande importância, por exemplo, no design de catalisadores, adsor-

ventes industriais, membranas e cerâmicas [57].

A propriedade de porosidade é, na verdade, um pouco mais complexa do que a simples

percentagem de espaço vazio no interior de um material. Outra consideração importante é a

forma e o tamanho dos espaços vazios no material.

1



1.1. Considerações Gerais e Motivação 2

No reino mineral, um exemplo tı́pico é a pedra-pomes, rocha vulcânica cujos poros podem

ser vistos a olho nu, muito usada em salões de beleza para esfoliar a sola dos pés e os calcanhares

(ver FIGURA 1.1). Outro material, não tão popular, capaz de diminuir o tempo de uma reação,

FIGURA 1.1: Pedra Pomes

aumentando sua velocidade são as peneiras moleculares (ver FIGURAS 1.2).

FIGURA 1.2: Areia Hidratada, Carvão ativado, Zeolita.

Conhecidas e estudadas há séculos, esse tipo de material poroso foi identificado ainda na

metade do século XVIII. As peneiras moleculares só ganharam uma definição cientı́fica em

1932. São materiais capazes de reter em sua superfı́cie (adsorver), por meio de interações de

natureza fı́sica ou quı́mica, átomos, moléculas ou ı́ons de certos tamanhos, segundo o diâmetro

de seus poros. Daı́ o nome: peneira (ver [50]).

A elasticidade é uma propriedade que algum objeto tem de recuperar a sua forma inicial,

depois de sofrerem algumas deformações temporárias, provocadas por uma força exterior.

A deformação é, em geral, proporcional à força exterior aplicada e inversamente proporcional

à secção do material. A constante de proporcionalidade designa-se por coeficiente de elastici-

dade e o seu valor inverso é denominado de módulo de elasticidade, ou módulo de Young.

Geralmente, quando uma força é aplicada a um corpo, a deformação aumenta proporcional-

mente até atingir um certo ponto, chamado limite de proporcionalidade. Este fenômeno está

Maciel, E.S. PDM - UFPA



Capı́tulo 1. Introdução 3

de acordo com a Lei de Hooke. A partir deste ponto, os corpos já não recuperam o seu estado

inicial e atinge-se o chamado limite elástico. Antes de atingir o limite a amostra é elástica,

isto é, retoma o seu estado inicial. Avançando para além do limite o material deixa de ser

elástico e passa a ser plástico (deformação permanente). As diferenças de elasticidade dos ma-

teriais podem ser explicadas com base no modelo molecular. As substâncias com um módulo de

elasticidade elevado são difı́ceis de deformar uma vez que possuem forças de atração entre os

átomos ou as moléculas fortes. Pelo contrário, as substâncias com um módulo de elasticidade

reduzido possuem forças de atração menores [59].

Nas últimas décadas, os materiais elásticos com espaços vazios, do inglês ”voids”, que tem

boas propriedades fı́sicas, são usados largamente na engenharia, como em veı́culos, aeronaves,

estruturas grandes e assim por diante. Devido às suas inúmeras aplicações, os problemas de

elasticidade desses tipos de materiais tornaram-se problemas fortes que atraem as atenções de

muitos pesquisadores.

Os sólidos elásticos com voids é uma das extensões simples da teoria da elasticidade clássica,

que permite o tratamento de sólidos porosos em que o material da matriz é elástico e os in-

terstı́cios são materiais vazios (ver Goodman and Cowin [14] e Nunziato e Cowin [31]). Vale

a pena notar que, nas últimas décadas, a investigação sobre sistemas elásticos porosos foi feita

considerando-se vários tipos de mecanismos dissipativos. Então vamos considerar as equações

de evolução para a teoria unidimensional de materiais porosos com temperatura e microtemper-

atura dadas por 
ρutt = Tx,

Jφtt = Hx +G,

ρηt = qx,

ρEt = Px + q −Q,

(1.1)

Maciel, E.S. PDM - UFPA



1.1. Considerações Gerais e Motivação 4

onde T é tensão, H é a tensão de equilı́brio, G é a força de equilı́brio, q é o fluxo de calor,

η é a entropia, P é o primeiro momento do fluxo de calor, Q é o baixo fluxo de calor , E é

o primeiro momento da energia. As variáveis u e φ são, respectivamente, o deslocamento do

material elástico sólido e o volume de fração dos poros. As equações constitutivas são dadas

por 

T = µux + bφ− βθ,
H = δφx − dω,
G = −bux − ξφ+mθ − τφt,
ρη = βux + cθ +mφ,

q = κθx + κ1ω,

P = −κ2ωx,

Q = κ3ω + κ4θx,

ρE = −αω − dφx,

(1.2)

onde ρ, J, µ, b, δ,m, d, ξ, τ, β, c, κ, κ1, κ2, κ3, κ4 e α são os coeficientes constitutivos, θ e ω são

temperatura e microtemperatura, respectivamente. As equações constitutivas, no caso unidi-

mensional, satisfazem

ξ > 0, δ > 0, µ > 0, ρ > 0, J > 0 e µξ ≥ b2.

Em nosso trabalho consideramos o acoplamento dado por b, que deve ser diferente de 0, mas

o sinal não é matéria de análise. Por outro lado, quando efeitos térmicos são considerados,

assumimos que a capacidade térmica c e a condutividade térmica κ são estritamente positivas.

De maneira análoga, se a microtemperatura está presente, os parâmetros α, κ, κ2 são positivos.

A análise do decaimento temporal em materiais unidimensionais porosos elásticos foi ini-

cialmente estudado em [37] por Quintanilla. O autor mostrou que a dissipação dada pela vis-

cosidade porosa não era suficiente forte para obter a estabilidade exponencial das soluções.

As soluções decaem exponencialmente se elas são exponencialmente estáveis e, se não forem,

dizemos que o decaimento é lento. Se o decaimento for exponencial, após um curto perı́odo de

tempo, as deformações termomecânicas são muito pequenas e podemos desconsiderá-las. No

entanto, se o decaimento é lento, as soluções enfraquecem de forma que as deformações termo-

mecânicas podem ser apreciadas em um sistema após algum tempo. Portanto, a natureza das

soluções determina o comportamento temporal do sistema e no ponto de vista termodinâmico

Maciel, E.S. PDM - UFPA



Capı́tulo 1. Introdução 5

é importante classificá-los. Em [9, 10, 25, 26, 27] os autores mostram o tipo de decaimento

quando combinamos temperatura, viscosidade elástica, viscosidade porosa e microtemperatura.

Por exemplo, quando em (1.2) não assumimos microtemperatura, obtemos o seguinte sis-

tema 

ρutt − µuxx − bφx + βθx = 0 em (0, L)× (0,∞),

Jφtt − δφxx + bux + ξφ+ τφt −mθ = 0 em (0, L)× (0,∞),

cθt − κθxx + βutx +mφt = 0 em (0, L)× (0,∞),

(u(x, 0), φ(x, 0), θ(x, 0)) = (u0(x), φ0(x), θ0(x)) em (0, L),

(ut(x, 0), φt(x, 0)) = (u1(x), φ1(x)) em (0, L),

u(0, t) = u(L, t) = φx(0, t) = φx(L, t) = θx(0, t) = θx(L, t) = 0 ∀t > 0.

(1.3)

Em [9], Casas e Quintanilha estudaram o comportamento assintótico do sistema (1.3) com x ∈
(0, π), onde são considerados dois tipos de mecanismos dissipativos: o tipo viscosidade na

estrutura porosa e a dissipação térmica. Sabe-se que quando consideramos apenas o amorteci-

mento térmico ou poroso temos um decaimento lento das soluções. Desta forma, os autores

provaram que que quando levamos em consideração ambos os mecanismos dissipativos nas

equações de evolução (1.1) as soluções são exponencialmente estáveis baseada em um método

desenvolvido por Liu and Zheng [23]. Método esse, muito diferente de alguns métodos da

literatura, como o tradicional método da energia.

Quando combinamos dissipação porosa com microtemperaturas w, obtemos o seguinte sis-

tema dado por

ρutt − µuxx − bφx = 0 em (0, L)× (0,∞),

Jφtt − δφxx + bux + dwx + ξφ+ τφt = 0 em (0, L)× (0,∞),

αwt − κ2wxx + dφtx + κ3w = 0 em (0, L)× (0,∞),

u(0, t) = u(L, t) = φx(0, t) = φx(L, t) = w(0, t) = w(L, t) = 0, t > 0,

(u(x, 0), φ(x, 0), w(0, t)) = (u0(x), φ0(x), w0(x)), em (0, L)

(ut(x, 0), φt(x, 0)) = (u1(x), φ1(x)), em (0, L).

(1.4)

Vale ressaltar que o sistema (1.4) foi estudado por Magaña e Quintanilla em [26]. Os autores

usaram o teorema de Routh-Hurwitz para provar a falta de decaimento exponencial se χ =
ρ
µ
− J

δ
6= 0. Por sua vez em [48], Santos et. al., provaram que o sistema (1.4) é exponencialmente

estável se e somente se χ = 0. Quando χ 6= 0, provaram que o sistema é polinomialmente

Maciel, E.S. PDM - UFPA



1.1. Considerações Gerais e Motivação 6

estável com taxa de decaimento ótima. Nesse caso, os autores usaram técnicas de semigrupo de

operadores lineares.

Santos e Almeida Júnior. [47] estudaram o sistema elástico poroso
ρutt − µuxx − bφx + γ(x)(ut + φt) = 0 em Ω× (0,∞),

Jφtt − δφxx + buxx + ξφ+ γ(x)(ut + φt) = 0 em Ω× (0,∞),

(u(x, 0), φ(x, 0)) = (u0(x), φ0(x)) em Ω,

(ut(x, 0), φt(x, 0)) = (u1(x), φ1(x)) em Ω,

(1.5)

onde o damping localizado envolve a soma da velocidade de deslocamento de um material

elástico sólido e a velocidade de fração do volume. Neste trabalho, os autores consideram

Ω = (0, L) e ω = (L1, L2) com 0 ≤ L1 ≤ L2 ≤ L e γ ∈ L∞ sendo uma função não negativa

que satisfaz

∃γ0 > 0; γ(x) ≥ γ0,∀x ∈ ω, (1.6)

com as condições de fronteira do tipo Dirichlet-Dirichlet

u(0, t) = u(L, t) = φ(0, t) = φ(L, t) = 0,∀t > 0,

ou condições de fronteira do tipo Dirichlet-Neumann

u(0, t) = u(L, t) = φx(0, t) = φx(L, t) = 0, ∀t > 0.

A principal contribuição dos autores, em relação ao sistema (1.5), foi ter encontrado uma

condição necessária e suficiente para a estabilidade forte e, combinando o método do domı́nio

da frequência com técnicas multiplicativas, conseguiram mostrar o decaimento exponencial do

sistema elástico poroso com dissipação localizada.

Santos et al. [45] analisaram o sistema elástico poroso, onde é verificado que a viscoelásticidade

não é forte o suficiente para mostrar o decaimento exponencial das soluções, independente de

qualquer relação entre os coeficientes de velocidade de propagação de onda. No entanto, ele

decai polinomialmente com taxa ótima.

Maciel, E.S. PDM - UFPA



Capı́tulo 1. Introdução 7

Por outro lado, quando o amortecimento poroso é acoplado à microtemperaturas, os autores

caracterizam explicitamente a taxa de decaimento se é do tipo exponencial ou do tipo polino-

mial, dependendo da relação entre os coeficientes de velocidade de propagação de onda. O

resultado obtido é diferente de todos os existentes na literatura para materiais elásticos porosos,

onde a soma dos dois processos de decaimento lento determina um processo que decai expo-

nencialmente.

Vale lembrar que o sistema elástico poroso com dois amortecimentos independentes, um

no deslocamento de um material elástico sólido e um na fração de volume é exponencial-

mente estável, independentemente de qualquer relação entre os coeficientes de velocidade de

propagação de onda (ver [53, 54, 55] para mais detalhes).

Os autores mencionam o caso onde µ = ξ = b. Neste caso temos um sistema de Timoshenko,

onde as variáveis u e φ representa, respectivamente, o deslocamento transversal da viga e o

ângulo de rotação do filamento. Com as observações citadas o sistema torna-se um sistema de

Timoshenko com amortecimento viscoelástico.

O termo ”Delay”significa atraso e representa a diferença de um tempo entre o envio e o

recebimento de um sinal ou informação em sistemas de comunicação, por exemplo.

Esta palavra oriunda da lı́ngua inglesa é agregada ao português e costuma ser empregada para

se referir aos retardos de sinais, principalmente no atraso de som nas transmissões via satélite.

O sistema de Timoshenko sem delay já vem sendo estudado por muitos autores nas últimas

décadas. Raposo et al [38], colaboraram com o sistema linear
ρutt − κ(ux − ψ)x + ut = 0 em (0, L)× (0,∞),

ρ2ψtt − bψxx + κ(ux − ψ) + ψt = 0 em (0, L)× (0,∞),

u(0, t) = u(L, t) = ψ(0, t) = ψ(L, t) = 0 t > 0,

(1.7)

que possui dois mecanismos dissipativos do tipo atrito nas duas equações. Os autores mostraram

que o sistema decai exponencialmente, sem qualquer relação entre os coeficientes, e para isto,

usaram o método desenvolvido por Liu and Zheng [23] e seus colaboradores.
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O sistema de Timoshenko com termo de atraso na função de rotação, dado por

ρ1ϕtt(x, t)− κ(ϕx + ψ)x(x, t) = 0,

ρ2ψtt(x, t)− bψxx(x, t) + κ(ϕx + ψ)(x, t) + µ1ψt(x, t) + µ2ψt(x, t− τ) = 0,

ϕ(0, t) = ϕ(1, t) = ψ(0, t) = ψ(1, t) = 0, t > 0,

ϕ(x, 0) = ϕ0, ϕt(x, 0) = ϕ1, ψ(x, 0) = ψ0, ψt(x, 0) = ψ1,

ψt(x, t− τ) = f0(x, t− τ), (x, t) ∈ (0, 1)× [0, τ ].

(1.8)

Onde (x, t) ∈ (0, 1) × (0,+∞), τ > 0 representa o atraso no tempo e µ1 e µ2 são constantes

positivas. O sistema (1.8) foi estudado por Said-Houari e Laskri [44], onde a viga fixada em

pontos da extremidade tem, além de um amortecimento interno, um feedback com delay. Neste

trabalho, os autores mostraram que o problema é bem posto e que o sistema é exponencialmente

estável.

Raposo et al. [39] estudaram o seguinte sistema de Timoshenko

ρ1ϕtt(x, t)− κ(ϕx + ψ)x(x, t) + µ1ϕt(x, t) + µ2ϕt(x, t− τ) = 0,

ρ2ψtt(x, t)− bψxx(x, t) +K(ϕx + ψ)(x, t) + µ3ψt(x, t) + µ4ψt(x, t− τ) = 0,

ϕ(0, t) = ϕ(L, t) = ψ(0, t) = ψ(L, t) = 0, t > 0

ϕ(x, 0) = ϕ0, ϕt(x, 0) = ϕ1, ψ(x, 0) = ψ0, ψt(x, 0) = ψ1,

ϕt(x, t− τ) = f0(x, t− τ), ψt(x, t− τ) = g0(x, t− τ), (x, t) ∈ (0, L)× [0, τ ].

(1.9)

Assim sendo, os autores estudaram o comportamento assintótico quando t → ∞ baseando-se

nos resultados devido á Gearhart-Herbst-Pruss-Huang [12, 16, 36].

A análise do comportamento assintótico com termoelasticidade porosa tem atraı́do a atenção

de pesquisadores logo após Cowin e Nunziato [31] introduzirem a teoria linearizada para ma-

teriais elásticos com voids (espaços vazios). Um modelo interessante, entre o de Fourier e o

de Gurtin-Pipkin, é obtido assumindo a lei (parabólica-hiperbólica) de Coleman-Gurtin para o

fluxo de calor.
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Em relação ao objetivo do presente trabalho, temos o artigo de Rivera e Quintanilla [41],

onde eles estudaram o seguinte sistema

ρutt − µuxx − bφx + βθx = 0 em (0, π)× (0,∞),

Jφtt − δφxx + bux + ξφ−mθ = 0 em (0, π)× (0,∞),

cθt − κθxx + βutx +mφt = 0 em (0, π)× (0,∞),

u(0, t) = u(π, t) = φx(0, t) = φx(π, t) = θx(0, t) = θx(π, t) = 0 t > 0,

(u(x, 0), φ(x, 0), θ(x, 0)) = (u0(x), φ0(x), θ0(x)) em (0, π),

(ut(x, 0), φt(x, 0)) = (u1(x), φ1(x)) em (0, π).

(1.10)

Eles provaram que o sistema (1.10) decai polinomialmente para 1
t

sempre que

m(βb−mµ) > 0.

Além disso, eles também provaram que a taxa pode melhorada de acordo com a regularidade

dos dados iniciais. Para fazer isso, eles usaram o método de energia e algumas técnicas para

mostrar a estabilidade polinomial.

Em suma, dois amortecimentos independentes, um em cada equação causa estabilidade ex-

ponencial do modelo. Além disso, o mesmo amortecimento atuando nas duas equações causa a

estabilidade exponencial do sistema. A questão em aberto é saber se a lei de Coleman-Gurtin,

ao agir sobre o sistema elástico poroso, causa uma estabilidade exponencial, que depende de

uma relação entre os coeficientes de velocidade de propagação das ondas. Esta questão também

será abordada nesta tese.

1.1.2 Sistema Mindlin Timoshenko

Placas são elementos estruturais delimitados por dois planos paralelos. A distância entre as faces

do plano são denominados espessura (uniforme) da placa. Se a espessura é pequena comparada

as outras dimensões das superfı́cies, tais como comprimento e largura, as placas são designadas

por placas finas.
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Enrijecedores são elementos lineares (barras) que, ao serem soldados à placa, conferem

maior rigidez ao conjunto. Desse modo, o conjunto passa a apresentar maior resistência às

solicitações impostas.

O estudo do comportamento estrutural de placas, seja ela enrijecida ou não, é de extrema

importância devido à vasta aplicação desta em muitas estruturas civis e militares. Como por

exemplo, em uma laje de ponte, ou laje de um edifı́cio, na fuselagem de um avião, no casco de

um navio, entre outros.

Dentre esses inúmeros materiais que vem sendo amplamente estudados, destacamos as lajes,

que são componendas básicos das estruturas, sendo as lajes de concreto armado as mais uti-

lizadas. A sua principal função é servir de piso ou cobertura nas construções e que se destina

geralmente a receber os carregamentos atuantes no andar, provenientes do uso da construção

(pessoas, móveis, equipamentos, paredes e etc.) e transferi-los para os apoios que são as vigas

localizados em suas extremidades que as transmitem, por sua vez, aos pilares, através dos quais

são as cargas transmitidas as fundações e daı́ para o solo [28].

FIGURA 1.3: TORCH Engenharia e Computação Gráfica

A literatura revela um grande uso da teoria de Reissner (1913-1996) [40], teoria de placas

Mindlin (1906-1987) [29] e vigas de Timoshenko (1878-1972) [58] para descrever a dinâmica

de placas e vigas elásticas.

Apesar das teorias de placas Reissner e Mindlin, ambos considerando-se em sua formulação

a deformação por cisalhamento; fator de grande importância no estudo de placas espessas, con-

fiam em hipóteses diferentes e muitas vezes foram associados como uma única teoria: ”Teoria

da placa Reissner-Mindlin ”
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FIGURA 1.4: Eric Reissner, Raymond Mindlin, Stephen Timoshenko.

O modelo de Mindlin-Timoshenko descreve o movimento elástico de uma placa fina ho-

mogênea e isotrópica. O movimento presume-se ser elástico, no sentido de que não ocorre

nenhuma deformação permanente da placa [8]. Este modelo é considerado um dos mais impor-

tantes pois leva em consideração tanto deformações transversais como também rotacionais.

Vamos considerar a placa em coordenadas retangulares (x, y, z) ∈ R3, onde Ω ⊂ IR2 é um

domı́nio limitado com fronteira suave, dada da seguinte forma Γ = ∂Ω. Aqui, levamos em

consideração a espessura da placa h e assumimos que, em estado de equilibrio, ela ocupa a

região R = Ω ×
]
− h

2
,
h

2

[
, isto é as faces estão no plano z =

h

2
, chamado de plano médio da

placa (ver figura 1.5, obtida em [35] ). As funções ψ(x, y, t) e ϕ(x, y, t) representam os ângulos

de rotação de um filamento da placa e a função ω(x, y, t) representa o deslocamento transversal

da superfı́cie média da placa, para (x, y) ∈ Ω, t > 0.

FIGURA 1.5: Placa Fina
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1.1. Considerações Gerais e Motivação 12

No modelo de Mindlin-Timoshenko [21, 22] os filamentos da placa mantem-se normais ao

plano médio se não forem submetidos a nenhuma tensão de deformação, mas estes filamentos

não necessariamente mantem-se perpendicular ao plano médio da placa sob deformação (ver

figura 1.6, obtida em [35]). Isto ocorre pois se considera a deformação do corte transversal, o

que nos leva as seguintes relações aproximadas

ψ ≈ −
(
∂ω

∂x
+ ψ̃

)
, ϕ ≈ −

(
∂ω

∂y
+ ϕ̃

)
,

onde ψ̃, ϕ̃ representam um fator de correção devido ao efeito de corte.

FIGURA 1.6: Seção transversal de uma placa deformada

De um modo geral, podemos descrever as equações de movimento bidimensionais que regem

a teoria de Mindlin-Timoshenko para o estiramento de placas como:

ρh
∂2ω

∂t2
=

∂Qx

∂x
+
∂Qy

∂y
(1.11)

ρI
∂2ψ

∂t2
=

∂Mx

∂x
+
∂Myx

∂y
−Qx (1.12)

ρI
∂2ϕ

∂t2
=

∂Myx

∂x
+
∂My

∂y
−Qy (1.13)
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em que I = h3/12 é o momento de inércia, ρ representa a densidade do material, M o momento

fletor e Q o esforço cortante.

Tanto os momentos fletores, quanto as forças cortantes são grandezas por unidade de tempo,

e levando em conta a lei de Hooke e as hipóteses de que ψ, ϕ,∇ω, são pequenos(ver [20]).

As equações constitutivas são dadas por

Mx = D

(
∂ψ

∂x
+ µ

∂ϕ

∂y

)
,My = D

(
∂ϕ

∂y
+ µ

∂ψ

∂x

)
,Mxy = D

(
1− µ

2

)(
∂ϕ

∂x
+ µ

∂ψ

∂y

)
, (1.14)

Qx = κGh

(
∂ω

∂x
+ ψ

)
, Qy = κGh

(
∂ω

∂y
+ ϕ

)
, (1.15)

tal que D = EI/(1− µ2) é a rigidez à flexão da placa, κ é o fator de correção do cortante e G

exprime o módulo de rigidez do cortante e é dado por G = E/2(1 + µ), em que E é o módulo

de Young e µ é a constante de Poisson. O valor do fator de correção κ dependente de µ e varia

quase linearmente de 0, 76 a 0.91. Por outro lado, µ está variando entre 0 e 1/2.

Muitos pesquisadores em matemática têm desenvolvido um interesse crescente para deter-

minar o comportamento assintótico das soluções para os sistemas de Timoshenko. E desde

que, são muito semelhantes com modelos de placas de Mindlin-Timoshenko, seria interessante

analisar alguns trabalhos.

Inicialmente, mencionamos um resultado devido à Renardy et al. [19], onde os autores

mostram que o sistema de Timoshenko

ρωtt −Kωxx +Kφx = 0 em (0, L)× (0,∞),

Iρφtt − EIφxx +K(φ− ωx) = 0 em (0, L)× (0,∞),

ω(0, t) = φ(0, t) = 0,

Kφ(L, t)−Kωx(L, t) = αωt(L, t),

EIφx(L, t) = −βφt(L, t),

(1.16)

pode ser estabilizado uniformemente por meio de um controle na fronteira. No trabalho também

foi feito um estudo numérico sobre o espectro.
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Em 1999, Soufyane [51] considerou o sistema de Timoshenko com um único amortecimento

do tipo atrito, representado pelas seguintes equações
ρϕtt −K(ϕx − ψ)x = 0 em (0, L)× (0, T ),

Iρψtt − EIψxx −K(ϕx − ψ) + b(x)ψt = 0 em (0, L)× (0, T ),

ϕ(0, t) = ϕ(L, t) = ψ(0, t) = ψ(L, t) = 0, ∀t ≥ 0.

(1.17)

com Iρ = ρI, ρ = ρA, K = κGA e b(x) uma função contı́nua e positiva tal que

0 < b0 ≤ b(x) ≤ b1.

Soufyane estudou a estabilização uniforme desse modelo dissipativo e provou que a energia das

soluções decresce exponencialmente se, e somente se, as velocidades de propagação de ondas

associadas ao sistema são iguais, isto é

K

ρ1

=
b

ρ2

, (1.18)

Muñoz Rivera e Racke [42], em 2003, consideraram um caso linear com dissipação aψt

(a > 0), no qual provaram que a propriedade de decaimento exponencial ocorre se, e somente

se, a relação (1.18) ocorre.

Resultados análogos, foram obtidos por Ammar-Khodja, et al. [4] em 2003 e Almeida Junior,

et al. [3] em 2013. O primeiro estudou o sistema de Timoshenko e levou em consideração o

mecanismo dissipativo do tipo memória atuando somente na equação das rotações angulares, e

o segundo considerou um efeito dissipativo do tipo linear atuando na equação do deslocamento

transversal. Nos dois casos, a estabilidade exponencial está relacionado com a igualdade entre

as velocidades de propagação de ondas do sistema.

Motivados nos resultados da literatura em estabilização de sistemas dissipativos unidimen-

sionais de Timoshenko, Fernándes Sare [11] expandiu as propriedades de estabilização assintótica

para equação da placa no caso bidimensional (N=2) por meio de sistema de equações de segunda

ordem de Mindlin-Timoshenko.

Maciel, E.S. PDM - UFPA



Capı́tulo 1. Introdução 15

O modelo conservativo de uma placa fina bidimensional de Mindlin-Timoshenko é dado por

ρ1ωtt −KL1(ω, ψ, ϕ) = 0, (1.19)

ρ2ψtt −DL2(ψ, ϕ) +K

(
ψ +

∂ω

∂x

)
= 0 , (1.20)

ρ2ϕtt −DL3(ϕ, ψ) +K

(
ϕ+

∂ω

∂y

)
= 0, (1.21)

onde

L1(ω, ψ, ϕ) =
∂

∂x

(
ψ +

∂ω

∂x

)
+

∂

∂y

(
ϕ+

∂ω

∂y

)
, (1.22)

L2(ψ, ϕ) =
∂2ψ

∂x2
+

(
1− µ

2

)
∂2ψ

∂y2
+

(
1 + µ

2

)
∂2ϕ

∂x∂y
, (1.23)

L3(ϕ, ψ) =
∂2ϕ

∂y2
+

(
1− µ

2

)
∂2ϕ

∂x2
+

(
1 + µ

2

)
∂2ψ

∂x∂y
, (1.24)

em que Ω× (0,∞), onde Ω é um domı́nio limitado de IR2. Levamos em consideração ρ1 = ρh

e ρ2 =
ρh3

12
, onde ρ é a densidade de massa do material que compõe a placa, h é a espessura

uniforme da placa, D =
Eh3

12(1− µ2)
representa o módulo de rigidez à flexão e K =

κEh

2(1 + µ)
denota o módulo de cisalhamento, onde µ é chamada coeficiente de Poisson que é tomada em

(0, 1/2), κ é um fator de correção de cisalhamento e E denota o módulo de Young. As funções

ψ(x, y, t) e ϕ(x, y, t) representam os ângulos de rotação de um filamento da placa e a função

ω(x, y, t) denota o deslocamento transversal da superfı́cie média da placa, para (x, y) ∈ Ω, t >

0.

Lagnese [22] associou ao sistema (1.19)-(1.21), condições geométricas na fronteira e intro-

duziu dampings na fronteira do conjunto Ω e provou que o sistema é exponencialmente estável,

sem qualquer relação entre os coeficientes do sistema. Um resultado equivalente foi obtido por

Muñoz Rivera e Aquendo et al. [43] em 2003. Os autores consideraram condições de fronteira

do tipo memória e provaram que as soluções do sistema (1.19)-(1.21) são exponencialmente

estáveis, desde que os núcleos tenham um comportamento exponencial, e são polinomialmente

estáveis para núcleos do tipo polinomial.

Fernándes adicionou dissipações friccionais d1ψt e d1ϕt atuando somente sobre as equações

dos ângulos de rotação, considerando condições de fronteira do tipo Dirichlet e concluiu que o
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modelo dissipativo não é exponencialmente estável independentemente de qualquer relação en-

tre os coeficientes do sistema, diferente do análogo unidimensional. Entretanto, o autor mostra

que as soluções do sistema decaem polinomialmente para zero onde as taxas de decaimento

podem ser melhoradas de acordo com a regularidade dos dados iniciais.

Campelo et al. [8] em 2017, estudaram o sistema

ρ1ωtt −K(ψ + ωx)x +K(ϕ+ ωy)y = 0, (1.25)

ρ2ψtt −Dψxx −D
(

1− µ
2

)
ψyy −D

(
1 + µ

2

)
ϕxy +K(ψ + ωx) + α1ψt = 0 , (1.26)

ρ2ϕtt −Dϕyy −D
(

1− µ
2

)
ϕxx −D

(
1 + µ

2

)
ψxy +K(ϕ+ ωy) + α2ϕt = 0. (1.27)

Os autores provam que quando adiciona-se amortecimentos de atrito em cada uma das equações

dos ângulos de rotação, então, o sistema é exponencialmente estável se, e somente se

K

ρ1

=
D

ρ2

, (1.28)

O que em outras palavras significa dizer que o sistema decai exponencialmente se, e somente

se, as velocidades de propagação de ondas são iguais.

Agora, considere dois mecanismos dissipativos da forma D1L2(ψt, ϕt) e D1L3(ϕt, ψt) atu-

ando nas equações (4.2) e (4.3), respectivamente. Jorge Silva et al. [17], provaram que o sistema

ρ1ωtt −KL1(ω, ψ, ϕ) = 0, (1.29)

ρ2ψtt −DL2(ψ, ϕ) +K(ψ + ωx)−D1L2(ψt, ϕt) = 0 , (1.30)

ρ2ϕtt −DL3(ϕ, ψ) +K(ϕ+ ωy)−D1L3(ϕt, ψt) = 0, (1.31)

não é exponencialmente estável. Além disso, usando um resultado devido a Borichev & Tomilov

[5], os autores mostram que solução possui decaimento do tipo polinomial com taxa ótima.

Agora, adotando-se os dois tipos de dampings nas mesmas equações, é possı́vel obter o de-

caimento exponencial como em [8] dependendo dos coeficientes do sistema? Ou o decaimento

obtido será polinomial, independente das relações de velocidade de propagação de ondas?
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A fim de buscar responder estas e outras questões, iremos analisar o comportamento da

energia. Com essa finalidade, vamos adicionar quatro dissipações internas α1ψt e D1L2(ψt, ϕt)

em (4.2) e α2ϕt e D1L3(ϕt, ψt) em (4.3) e observar o que acontece nesse caso.

1.2 Objetivo do Tese

O principal objetivo desta tese é estudar o comportamento da energia de soluções de sistemas

do tipo elástico poroso com um termo de atraso e elástico poroso com condução de calor e

sobre efeito de microtemperaturas. Tambem estudamos um modelo de Mindlin-Timoshenko

com dissipação do tipo atrito e viscoelástica.

Neste contexto, motivados pelos trabalhos que expomos anteriormente, vamos mostrar o

resultado que caracteriza a estabilidade para os modelos citados, ainda que esteja condicionada

a uma possı́vel relação entre os seus coeficientes.

Paralelamente, com objetivo de comprovar numericamente nossos resultados analı́ticos para

o sistema de Mindlin-Timoshenko além de comparar os trabalhos [17] e [8], são feitas simulações

numéricas sobre o caso conservativo da energia e quando estes tem um comportamento polino-

mial.

1.3 Organização da Tese

Para uma melhor organização do nosso trabalho, optamos por inserir os teoremas de análise

matemática na medida que forem necessários para estudar. Por exemplo: as questões como a

existência, unicidade e a estabilidade do modelo em estudo.

O trabalho está organizado da seguinte forma:

No Capı́tulo 2, apresentamos um modelo dissipativo elástico poroso com dissipação do tipo

atrito atuando em uma equação do sistema, ou seja, α2φt, e um delay do tipo µ2φt(x, t − τ).

Apresentamos aqui a energia do sistema e mostramos naturalmente que é não crescente, em

seguida analisamos a existência e unicidade de soluções e as questões de decaimento exponen-

cial usando o método da energia. Através desse método para obter o decaimento exponencial,
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1.3. Organização da Tese 18

construı́mos funcionais não-lineares equivalentes a energia das soluções onde está condicionada

a relação κ/ρ1 = δ/J .

No capı́tulo 3, apresentamos o sistema termoelástico poroso obtido assumindo a lei de Coleman-

Gurtin, onde encontramos a energia do sistema e estudamos existência e unicidade de soluções

usando técnicas de semigrupo. Dando continuidade, mostraremos que se κ/ρ = δ/J , então o

semigrupo de contração S(t) = eAt é exponencialmente estável, caso contrário, decai polino-

mialmente.

No capı́tulo 4, apresentamos um modelo dissipativo de Mindlin-Timoshenko com dissipações

agindo somente na equação que governa o deslocamento transversal, onde apresentamos a en-

ergia do sistema, a qual naturalmente é não-crescente e posteriormente analisamos a existência

e unicidade de soluções, via técnicas de semigrupos de operadores lineares. Em seguida,

mostraremos a falta de estabilidade exponencial, em que não está condicionada a qualquer

relação existente entre os coeficientes do sistema ρ1, κ,D, ρ2. Prosseguindo, mostramos outro

resultado importante, que versa sobre o decaimento polinomial, onde iremos usar três lemas

auxiliares. Para ambos os resultados, usaremos o método baseado no teorema de Gearhart-

Herbst-Pruss-Huang [12], [16], e [36], para sistemas dissipativos, além de mostrarmos que a

sua taxa é ótima. Para provar este resultado, utilizamos o teorema de Borichev e Tomilov.

No capı́tulo 5, desenvolvemos resultados numéricos referentes ao nosso sistema Mindlin-

Timoshenko, e por simplicidade adotamos condições de contorno do tipo dirichlet homogênea.

Iniciamos discretizando nosso sistema, onde nos apropriamos do método de diferenças fini-

tas. Em seguida, obteremos a energia discretizada. Finalizamos o capı́tulo com as simulações

numéricas, que apresentam o caso conservativo da energia, falta de decaimento exponencial

numérico e o seu decaimento polinomial numérico, quando imposta certas condições.
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CAPÍTULO 2

Modelo Elástico Poroso com atraso no tempo

2.1 Introdução

Neste capı́tulo, estudamos o seguinte sistema dissipativo elástico poroso:

ρ1utt(x, t)− κuxx(x, t)− bφx(x, t) = 0 em Ω, (2.1)

Jφtt(x, t)− δφxx(x, t) + bux(x, t) + ξφ(x, t) + α2φt(x, t) + µ2φt(x, t− τ) = 0 em Ω. (2.2)

onde Ω = (0, L) × (0,∞), τ > 0 é o tempo de atraso, α2 e µ2 são números reais positivos e

α2 > µ2 .

Associamos ao sistema as seguintes condições iniciais

(u(x, 0), φ(x, 0)) = (u0(x), φ0(x)), em (0, L),

(ut(x, 0), φt(x, 0)) = (u1(x), φ1(x)), em (0, L),

φt(x, t− τ) = g0(x, t− τ), (x, t) ∈ (0, L)× (0, τ), (2.3)

19
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e as condições de Dirichlet homogêneas

u(0, t) = u(L, t) = φ(0, t) = φ(L, t) = 0. (2.4)

Para resolução do nosso problema, vamos tomar alguns resultados preliminares que enuncia-

remos nas próximas seções.

Este capı́tulo está organizado da seguinte forma. Na seção 2.1 estabelecemos a energia do

problema associada ao sistema (2.1)-(2.4) e mostramos que a energia é decrescente ao longo do

tempo t. Na seção 2.3 discutimos existência, regularidade e unicidade de soluções globais do

problema (2.1)-(2.4) via método de semigrupo de operadores lineares. Na seção 2.3, analisamos

o comportamento assintótico do modelo via método da Energia.

2.2 Energia total do sistema

Nesta seção, encontramos a energia associada ao problema (2.1) - (2.4). Para esta finalidade,

iremos transformar (2.1)-(2.4) em um problema equivalente como foi introduzido em [30]. As

novas variáveis dependentes são

ω(x, ρ, t) = φt(x, t− τρ), ρ ∈ (0, 1), (2.5)

que satisfaz para (x, ρ, t) ∈ (0, L)× (0, 1)× (0,∞).

Com uma simples diferenciação podemos mostrar que ω satisfaz

τωt(x, ρ, t) + ωρ(x, ρ, t) = 0.

Portanto, o problema (2.1)-(2.4) é equivalente ao sistema de equações

ρ1utt(x, t)− κuxx(x, t)− bφx(x, t) = 0, (2.6)

Jφtt(x, t)− δφxx(x, t) + bux(x, t) + ξφ(x, t) + α2φt(x, t) + µ2ω(x, 1, t) = 0, (2.7)

τωt(x, ρ, t) + ωρ(x, ρ, t) = 0, (2.8)

com x ∈ (0, L), ρ ∈ (0, 1) e t > 0,
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apresentando as seguintes condições iniciais

u(x, 0) = u0, ut(x, 0) = u1, x ∈ (0, L),

φ(x, 0) = φ0, φt(x, 0) = φ1, x ∈ (0, L), (2.9)

ω(x, ρ, 0) = g0(x,−τρ) em (0, L)× (0, 1),

e condições de fronteira do tipo Dirichlet-Dirichlet

u(0, t) = u(L, t) = φ(0, t) = φ(L, t) = 0, t > 0,

ω(x, 0, t) = φt(x, t) t > 0. (2.10)

Para U = (u1, ϕ1, φ1, v1, ω1)
′ , V = (u2, ϕ2, φ2, v2, ω2)

′ e para e

τµ2 < 1 < τ(2α2 − µ2), (2.11)

e

b2 ≤ ξκ. (2.12)

Definimos o espaço de HilbertH por

H = H1
0 (0, L)× L2(0, L)×H1

0 (0, L)× L2(0, L)× L2((0, L)× (0, 1)).

o qual é um espaço de Hilbert, dotado do seguinte produto interno emH

(U, V ) =

L∫
0

[
ρ1ϕ

1ϕ2 + Jv1v2 + δφ1
xφ

2
x +

(
b√
ξ
u1
x +

√
ξφ1

)(
b√
ξ
u2
x +

√
ξφ2

)

+

(
κ− b2

ξ

)
u1
xu

2
x

]
dx+

L∫
0

1∫
0

ω1(x, ρ, t)ω2(x, ρ, t) dρ dx, (2.13)

e norma

‖U‖2H =

L∫
0

[
ρ1|ϕ1|2 + J |v1|2 + δ|φ1

x|2 +

∣∣∣∣ b√ξ u1
x +

√
ξφ1

∣∣∣∣2 +

(
κ− b2

ξ

)
|u1
x|2
]
dx

+

L∫
0

1∫
0

|ω1(x, ρ, t)|2 dρ dx. (2.14)
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Definimos a energia de soluções do sistema elástico poroso (2.6)-(2.10) por:

E(t) =
1

2

L∫
0

[
ρ1|ut|2 + J |φt|2 + δ|φx|2 +

∣∣∣∣ b√ξ ux +
√
ξφ

∣∣∣∣2 +

(
κ− b2

ξ

)
|ux|2

]
dx

+
1

2

L∫
0

1∫
0

ω2(x, ρ, t) dρ dx. (2.15)

Lema 2.1. (Lei de dissipação de energia) Existe uma constante positiva C tal que para qual-

quer solução (u, φ, ω) do problema (2.6)-(2.10) e para todo t ≥ 0

d

dt
E(t) ≤ −C

L∫
0

(|φt|2 + |φt(x, t− τ)|2) dx, (2.16)

isto é,

E(t) ≤ E(0), ∀t ≥ 0. (2.17)

Demonstração: Multiplicando a equação (2.6) por ut, integrando por partes em (0, L) e

usando as condições de contorno (2.10), obtemos

ρ1

2

d

dt

L∫
0

|ut|2 dx+
κ

2

d

dt

L∫
0

|ux|2 dx+ b

L∫
0

φuxt dx = 0. (2.18)

Da mesma forma, multiplicando a equação (2.7) por φt, integrando por partes em (0, L) e

usamos as condições de fronteira (2.10), encontramos

J

2

d

dt

L∫
0

|φt|2 dx+
δ

2

L∫
0

|φx|2 dx+ b

L∫
0

uxφt dx +
ξ

2

d

dt

L∫
0

|φ|2 dx+ α2

L∫
0

|φt|2 dx

+ µ2

L∫
0

φtω(x, 1, t) dx = 0. (2.19)
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Agora, multiplicando (2.8) por ω e integrando-se por partes em (0, L)× (0, 1), encontramos

τ

L∫
0

1∫
0

ωtω dx dρ+

L∫
0

1∫
0

ωρω dx dρ = 0,

de onde segue que

τ

2

d

dt

L∫
0

1∫
0

|ω|2 dρ dx = −
L∫

0

1∫
0

d

dρ
|ω|2dρ dx

= −1

2

L∫
0

|ω(x, 1, t)|2 dx+
1

2

L∫
0

|ω(x, 0, t)|2 dx,

portanto,

τ

2

d

dt

L∫
0

1∫
0

|ω(x, ρ, t)|2 dρ dx = −1

2

L∫
0

|φt(x, t− τ)|2 dx+
1

2

L∫
0

|φt(x, t)|2 dx.

Somando as igualdades (2.18) , (2.19) e (2.20), obtemos o resultado

1

2

d

dt

L∫
0

(
ρ1|ut|2 + J |φt|2 + κ|ux|2 + δ|φx|2 + 2bφux + ξ|φ|2

)
dx

+
τ

2

d

dt

L∫
0

1∫
0

|ω(x, ρ, t)|2 dρ dx = −α2

L∫
0

|φt|2 dx− µ2

L∫
0

φtω(x, 1, t) dx

−1

2

L∫
0

|φt(x, t− τ)|2 dx+
1

2

L∫
0

|φt(x, t)|2 dx. (2.20)

Recorrendo a igualdade dada em (2.12), temos que

κu2
x + 2buxφ+ ξφ2 = κ

(
ux +

b

κ
φ

)2

. (2.21)
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Substituindo (2.59) em (2.20), resulta

1

2

d

dt

L∫
0

(
ρ1|ut|2 + J |φt|2 + δ|φx|2 + κ

∣∣∣∣ux +
b

κ
φ

∣∣∣∣2) dx+
τ

2

d

dt

L∫
0

1∫
0

|ω(x, ρ, t)|2 dρ dx

= −α2

L∫
0

|φt|2 dx− µ2

L∫
0

φtω(x, 1, t) dx− 1

2

L∫
0

|φt(x, t− τ)|2 dx+
1

2

L∫
0

|φt(x, t)|2 dx.

E usando a energia dada em (2.15), obtemos

d

dt
E(t) = −α2

L∫
0

|φt|2 dx− µ2

L∫
0

φtω(x, 1, t) dx

− 1

2

L∫
0

|φt(x, t− τ)|2 dx+
1

2

L∫
0

|φt(x, t)|2 dx. (2.22)

Aplicando a desigualdade de Young, reescrevemos a equação anterior da seguinte forma

d

dt
E(t) ≤ −1

2
(2α2 − µ2 − 1)︸ ︷︷ ︸

:=C1

L∫
0

|φt|2 dx−
1

2
(1− µ2)︸ ︷︷ ︸

:=C2

L∫
0

|φt(x, t− τ)|2 dx

Por (2.11) podemos afirmar que C1, C2 > 0, donde segue que

d

dt
E(t) ≤ −C

L∫
0

(|φt|2 + |φt(x, t− τ)|2) dx,

donde C = min{C1, C2} > 0.

Assim, obtemos

E(t) ≤ E(0),∀t > 0.

Desta forma, podemos afirmar que a energia do sistema é dissipativa. Concluindo assim a

demonstração do lema.
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2.3 O Cenário de Semigrupo de Operadores Lineares

Nesta seção, estudamos a existência e unicidade de soluções para o sistema elástico poroso com

damping do tipo atrito e com retardo, via Teoria de Semigrupo de Operadores Lineares (ver A.

Pazy [33]). Para começar, vamos reescrever o problema (2.6) - (2.10), na forma de um problema

de Cauchy para U = (u, ut, φ, φt, ω)
′ . Desse modo, o vetor U satisfaz a equação

dU

dt
= AU,

U(0) = U0,

(2.23)

onde U0 = (u0, u1, φ0, φ1, g0)
′ é o vetor dos dados iniciais e A : D(A) ⊆ H → H é o operador

diferencial denotado por

A



u

ϕ

φ

v

ω


=



ϕ
κ

ρ1

uxx +
b

ρ1

φx

v
δ

J
φxx −

b

J
ux −

ξ

J
φ− α2

J
v − µ2

J
ω(·, 1)

−1

τ
ωρ


(2.24)

Consideramos

D(A) = {U = (u, ϕ, φ, v, ω) ∈ H : v = ω(·, 0) ∈ (0, L)},

onde

H = (H2(0, L)∩H1
0 (0, L))×H1

0 (0, L)×(H2(0, L)∩H1
0 (0, L))×H1

0 (0, L)×L2(0, L;H1(0, L))

Munidos dessas informações preliminares, estamos em condições de enunciar o teorema

de existência e unicidade de soluções do problema (2.6) - (2.10).

Teorema 2.1. Se α2 > µ2, então o operador A gera um semigrupo C0-de contração S(t) sobre

H. Assim, para dados iniciais U0 ∈ H, o problema (2.6) - (2.10) tem uma única solução fraca
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U ∈ C0([0,∞[,H). Além disso, se U0 ∈ D(A), então U é solução forte de (2.6) - (2.10), isto é

U ∈ C1([0,∞[,H) ∩ ∈ C0([0,∞[, D(A)).

Demonstração: Seja U = (u, ϕ, φ, v, ω)
′ ∈ D(A), então do produto interno em (2.13), temos

Re < AU,U >= −C
L∫

0

(φ2
t + ω2(x, 1, t)) dx ≤ 0, (2.25)

portanto, o operador A é dissipativo. Como D(A) é denso em H, isto é D(A) = H, a fim de

usar o Teorema de Lummer- Phillips, (ver [33]), devemos mostrar que λI − A é sobrejetivo

para λ > 0. Com esse propósito, tomando F = (f 1, f 2, f 3, f 4, f 5) ∈ H, devemos encontrar

U = (u, ϕ, φ, v, ω) ∈ D(A) solução da equação resolvente

λU −AU = F, (2.26)

Deste modo, reescrevemos a equação (2.26), em termos de suas componentes, para obter o

sistema

λu− ϕ = f 1, (2.27)

λϕ− κ

ρ1

uxx −
b

ρ1

φx = f 2, (2.28)

λφ− v = f 3, (2.29)

λv − δ

J
φxx +

b

J
ux +

ξ

J
φ+

α2

J
v +

µ2

J
ω(·, 1) = f 4, (2.30)

λω +
1

τ
ωρ = f 5. (2.31)

Para encontrar U = (u, ϕ, φ, v, ω) ∈ D(A) solução so sistema (2.6) - (2.10), procedemos

como em [30]. Suponhamos que encontramos u e φ, assim sendo, para (2.27) e (2.29), temos

v = λφ− f 3, (2.32)

e

ϕ = λu− f 1. (2.33)
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É claro que v, ϕ ∈ H1
0 (0, L).

Temos que

ω(x, 0) = v(x), para x ∈ (0, L). (2.34)

Multiplicando (2.31) por eλτρ , vem que

λτωeλτρ + ωρe
λτρ = τf 5eλτρ,

donde segue que
d

dρ
{ωeλτρ} = τf 5eλτρ.

Integrando em (0, ρ), obtemos

ω(x, ρ) = ω(x, 0)e−λτρ + τe−λτρ
ρ∫

0

f 5(x, σ)e−λτσdσ. (2.35)

Substituindo (2.32) na equação (2.35), chegamos

ω(x, ρ) = λφ(x)e−λτρ − f 3e−λτρ + τe−λτρ
1∫

0

f 5(x, σ)e−λτσdσ. (2.36)

De (2.36), temos

ω(x, 1) = λφ(x)e−λτ + ω0(x), onde x ∈ (0, L) (2.37)

e

ω0(x) = −f 3e−λτ + τe−λτ
1∫

0

f 5(x, σ)e−λτσdσ, (2.38)
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observe que a fórmula de ω0 depende somente de f 3 e f 5. Então substituı́mos a equação (2.27)

em (2.28) e (2.29) em (2.30), encontramos

ρ1λ
2u− κuxx − bφx = ρ1(f 2 + λf 1), (2.39)

Jλ2φ− δφxx + bux + ξφ+ α2λφ+ µ2ω(·, 1) = J(f 4 + λf 3) + α2f
3. (2.40)

Resolver o sistema (2.39)− (2.40) é equivalente encontrar

(u, φ) ∈ H1
0 (0, L) ∩H2(0, L)×H1

0 (0, L) ∩H2(0, L),

tal que

L∫
0

ρ1λ
2uW − κuxxW − bφxW dx =

L∫
0

(ρ1(f 2 + λf 1) + α1f
1)W dx (2.41)

e

L∫
0

Jλ2φχ− δφxxχ+ buxχ + ξφχ+ α2λφχ+ µ2ω(·, 1)χ dx

=

L∫
0

((f 4 + λf 3) + α2f
3)χ dx, (2.42)

para algum (W,χ) ∈ H1
0 (0, L) × H1

0 (0, L). Usando integração por partes e as condições de

fronteira em (2.41) e (2.42), resulta

L∫
0

ρ1λ
2uW + κuxWx − bφxW dx =

L∫
0

(ρ1(f 2 + λf 1) + α1f
1)W dx, (2.43)

e

L∫
0

(Jλ2φχ+ δφxχx + buxχ + ξφχ+ α2λφχ+ µ2ω(·, 1)χ) dx

=

L∫
0

(J(f 4 + λf 3) + α2f
3)χ dx. (2.44)
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Substituindo (2.37) em (2.44), obtemos

L∫
0

Jλ2φχ dx +

L∫
0

δφxχx dx+

L∫
0

buxχ dx+

L∫
0

ξφχ dx+

L∫
0

α2λφ(x)χ dx

+

L∫
0

λµ2φ(x)e−λτχ dx =

L∫
0

J(f 4 + λf 3)χ dx+

L∫
0

α2f
3χ dx

−
L∫

0

µ2ω0(x)χ dx. (2.45)

Dessa forma, somando as equações (2.43) e (2.45), segue que

L∫
0

ρ1λ
2uW dx +

L∫
0

κuxWx dx+

L∫
0

b(uxχ dx− φxW ) dx+

L∫
0

δφxχx dx+

L∫
0

ξφχ dx

+

L∫
0

Jλ2φχ dx+

L∫
0

(α2 + µ2e
−λτ )λφ(x)χ dx

= +

L∫
0

ρ1(f 2 + λf 1)W dx+

L∫
0

(α2f
3 − µ2ω0(x))χ dx

+

L∫
0

J(f 4 + λf 3)χ dx (2.46)

Sendo assim, para solucionar o problema (2.41) - (2.42), definimos a seguinte forma bilinear

a : Γ× Γ→ R

(U1, U2) 7→ a(U1, U2)
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onde

a(U1, U2) : =

L∫
0

ρ1λ
2uW dx+

L∫
0

κuxWx dx+

L∫
0

b(uxχ dx− φxW ) dx+

L∫
0

δφxχx dx

+

L∫
0

ξφχ dx+

L∫
0

Jλ2φχ dx+

L∫
0

(α2 + µ2e
−λτ )λφ(x)χ dx, (2.47)

para U1 = (u, φ) ∈ Γ e U2 = (W,χ) ∈ Γ com Γ = H1
0 (0, L) × H1

0 (0, L). A forma bilinear

(2.47) é contı́nua e coerciva. Além disso, definimos a aplicação G linear e contı́nua

G : Γ→ R

U2 7→ G(U2)

onde

G :=

L∫
0

ρ1(f 2 + λf 1)W dx+

L∫
0

(α2f
3 − µ2ω0(x))χ dx+

L∫
0

J(f 4 + λf 3)χ dx. (2.48)

Segue, do Teorema de Lax - Milgran (ver [6] para mais detalhes) que existe uma única

solução U1 ∈ Γ, que satisfaz o problema variacional

a(U1, U2) =< G,U2 >, ∀U2 ∈ Γ (2.49)

Logo, existe uma única solução U1 = (u, φ) ∈ Γ de (2.39)-(2.40). Daı́

u, φ ∈ H1
0 (0, L) (2.50)

Além disso, de (2.28) e (2.30), vem que

u, φ ∈ H2(0, L) (2.51)

De (2.50) em (2.27) e (2.29), resulta

ϕ, v ∈ H1
0 (0, L)

Maciel, E.S. PDM - UFPA
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De (2.31)

ω ∈ L2(0, L;H1(0, L))

PortantoU = (u, ϕ, φ, v, ω)
′ ∈ D(A), provando que λI−A é sobrejetor. Finalmente, usando

o Teorema de Lummer-Phillips, concluı́mos que o operadorA é o gerador de um C0-semigrupo

de contrações S(t) = eAt do espaço de HilbertH.

2.4 Decaimento Exponencial

Teorema 2.2. Seja U(0) ∈ D(A). Assuma que α2 > µ2, µξ ≥ b2 e

κ

ρ1

=
δ

J

Então existem duas constantes positivas C e γ independente de t tal que

E(t) ≤ CE(0)e−γt, ∀t > 0, (2.52)

Demonstração: Para mostrar o decaimento exponencial de soluções, iremos encontrar o fun-

cional L(t), equivalente a energia E(t), tal que

d

dt
L(t) ≤ −γL(t), γ > 0.

Para encontrar o funcional L(t), precisaremos provar alguns Lemas auxiliares.

Definimos o seguinte funcional

I1(t) := −
L∫

0

(ρ1utu+ Jφtφ) dx− α2

2

L∫
0

φ2 dx. (2.53)

Então temos a seguinte estimativa.
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Lema 2.2. Seja (u, φ, ω) uma solução de (2.6)-(2.10), então para qualquer ε > 0, teremos o

seguinte resultado

d

dt
I1(t) ≤ −

L∫
0

(ρ1u
2
t + Jφ2

t ) dx+ (δ + C∗µ2ε)

L∫
0

φ2
x dx+

L∫
0

(
b√
ξ
ux +

√
ξφ

)2

dx

−
(
κ− b2

ξ

) L∫
0

u2
x dx+

µ2

4ε

L∫
0

ω2(x, 1, t) dx, (2.54)

onde C∗ = 1/π2 é a constante de Poincaré.

Demonstração: Derivando I1 no tempo, vem que

d

dt
I1(t) = −

L∫
0

(ρ1u
2
t + Jφ2

t ) dx−
L∫

0

(ρ1uttu+ Jφttφ) dx− α2

L∫
0

φφt dx. (2.55)

Agora, multiplicando (2.6) por u, integrando-se por partes e usando as condições de con-

torno, vem que

L∫
0

ρ1uttu dx = −κ
L∫

0

u2
x dx− b

L∫
0

uxφ dx. (2.56)

Por outro lado, multiplicando-se (2.7) por φ e procedendo como anteriormente, resulta

L∫
0

Jφttφ dx+ α2

L∫
0

φφt dx = −δ
L∫

0

φ2
x dx− b

L∫
0

uxφ dx− ξ
L∫

0

φ2 dx− µ2

L∫
0

ω(x, 1, t)φ dx.

(2.57)

Somando (2.56) e (2.57), tem-se que

L∫
0

(ρ1uttu+ Jφttφ) dx + α2

L∫
0

φφt dx = −κ
L∫

0

u2
x dx− 2b

L∫
0

uxφ dx

− δ

L∫
0

φ2
x dx− ξ

L∫
0

φ2 dx− µ2

L∫
0

ω(x, 1, t)φ dx. (2.58)
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Considerando

κu2
x + 2buxφ+ ξφ2 =

(
b√
ξ
ux +

√
ξφ

)2

+

(
κ− b2

ξ

)
u2
x, (2.59)

podemos reescrever (2.58) como

L∫
0

(ρ1uttu+ Jφttφ) dx + α2

L∫
0

φφt dx = −δ
L∫

0

φ2
x dx− µ2

L∫
0

ω(x, 1, t)φ dx

−
(

b√
ξ
ux +

√
ξφ

)2

−
(
κ− b2

ξ

)
u2
x. (2.60)

Substituindo o resultado de (2.60) em (2.55), obtemos

d

dt
I1(t) = −

L∫
0

(ρ1u
2
t + Jφ2

t ) dx+ δ

L∫
0

φ2
x dx+

L∫
0

(
b√
ξ
ux +

√
ξφ

)2

dx

+

L∫
0

(
κ− b2

ξ

)
u2
x dx+ µ2

L∫
0

ω(x, 1, t)φ dx.

︸ ︷︷ ︸
:=P1

Usando as desigualdades de Young e Poincaré em P1 , obtemos a conclusão do Lema. �

Em seguida, apresentamos o seguinte funcional

I2(t) =

L∫
0

(Jφtφ+
ρ1b

κ
utv) dx+

α2

2

L∫
0

φ2 dx (2.61)

onde v é definido como solução de

− vxx = φx, v(0) = v(L) = 0. (2.62)

Assim, apresentamos o seguinte resultado.
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Lema 2.3. Seja (u, φ, ω) solução de (2.6) -(2.10). Então para qualquer λ2 > 0, teremos:

d

dt
I2(t) ≤ Cλ2

L∫
0

φ2
t dx+

ρ1

2
λ2

L∫
0

u2
t dx−

δ

2

L∫
0

φ2
x dx+

µ2
2C
∗

2δ

L∫
0

ω2(x, 1, t) dx, (2.63)

onde Cλ2 =

(
ρ1b

2C∗

2κ2λ2

+ J

)
.

Demonstração: Observe que derivando a equação (2.62) com respeito a t, multiplicando por

vt, integrando-se por partes e usando Cauchy-Schwarz, obtemos

L∫
0

v2
xt dx ≤

L∫
0

φ2
t dx.

Da desigualdade de Poincaré, encontramos

L∫
0

v2
t dx ≤ C∗

L∫
0

φ2
t dx. (2.64)

onde C∗ é a constante de Poincaré.

Derivando I2 em relação a variável temporal, obtemos

d

dt
I2(t) = J

L∫
0

φttφ dx+ J

L∫
0

φ2
t dx+ α2

L∫
0

φφt dx+
ρ1b

κ

L∫
0

uttv dx+
ρ1b

κ

L∫
0

utvt dx

(2.65)

Agora, multiplicando (2.6) por
b

κ
v e integrando-se em (0, L) , segue que

L∫
0

ρ1b

κ
uttv dx = b

L∫
0

uxxv dx+
b2

κ

L∫
0

φxv dx.

Admitindo-se (2.12), integrando-se por partes e de (2.62), vem que

L∫
0

ρ1b

κ
uttv dx ≤ buxv

∣∣∣∣L
0

− buvx
∣∣∣∣L
0

+ b

L∫
0

uvxx dx+ ξφv

∣∣∣∣L
0

− ξ
L∫

0

φvx dx.
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Por condições de contorno e de (2.62), novamente, resulta

L∫
0

ρ1b

κ
uttv dx ≤ b

L∫
0

uxφ dx+ ξ

L∫
0

φ2 dx. (2.66)

Por outro lado, multiplicando (2.7) por φ e seguindo os mesmos passos de (2.66), obtemos

L∫
0

Jφttφ dx+ α2

L∫
0

φφt dx = −δ
L∫

0

φ2
x dx− b

L∫
0

uxφ dx− ξ
L∫

0

φ2 dx− µ2

L∫
0

ω(x, 1, t)φ dx.

(2.67)

Somando (2.66) e (2.67), encontramos

L∫
0

Jφttφ dx+ α2

L∫
0

φφt dx+
ρ1b

κ

L∫
0

uttv dx ≤ −δ
L∫

0

φ2
x dx− µ2

L∫
0

ω(x, 1, t)φ dx. (2.68)

Agora, substituindo (2.68) em (2.65), encontramos

d

dt
I2(t) ≤ J

L∫
0

φ2
t dx− δ

L∫
0

φ2
x dx−µ2

L∫
0

ω(x, 1, t)φ dx

︸ ︷︷ ︸
:=P2

+
ρ1b

κ

L∫
0

utvt dx︸ ︷︷ ︸
:=P3

. (2.69)

Das desigualdades de Young e Poincaré temos que

P2 = −µ2

L∫
0

ω(x, 1, t)φ dx ≤ C∗

2λ1

L∫
0

φ2
x dx+

µ2
2λ1

2

L∫
0

ω2(x, 1, t) dx.

Escolhendo λ1 = C∗/δ, obtemos

P2 ≤
δ

2

L∫
0

φ2
x dx+

µ2
2C
∗

2δ

L∫
0

ω2(x, 1, t) dx.

Analogamente, temos que

P3 =
ρ1b

κ

L∫
0

utvt dx ≤
ρ1

2
λ2

L∫
0

u2
t dx+

ρ1b
2C∗

2κ2λ2

L∫
0

v2
t dx.
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Usando-se a desigualdade (2.64), encontramos

P3 ≤
ρ1b

2

2κ
λ2

L∫
0

u2
t dx+

ρ1b
2C∗

2κ2λ2

L∫
0

φ2
t dx.

Substituindo P2 e P3 em (2.69), chegamos no resultado (2.63) desejado. �

Agora nós introduzimos o seguinte funcional

G(t) :=
J√
ξ

L∫
0

(
b√
ξ
ux +

√
ξφ

)
φt dx+

δρ1

b

L∫
0

φxut dx. (2.70)

Então temos o seguinte resultado.

Lema 2.4. Se (u, φ, ω) é solução de (2.6)-(2.10). Assuma que

κ

ρ1

=
δ

J
. (2.71)

Então, teremos

d

dt
G(t) ≤ δb

ξ
φxux

∣∣∣∣L
0

− 1

2

L∫
0

(
b√
ξ
ux +

√
ξφ

)2

dx+

(
J +

α2
2

ξ

) L∫
0

φ2
t dx

+
µ2

2

ξ

L∫
0

ω2(x, 1, t) dx. (2.72)

Demonstração: Derivando G(t) em relação a t, teremos

d

dt
G(t) :=

J√
ξ

L∫
0

(
b√
ξ
ux +

√
ξφ

)
φtt dx+

δρ1

b

L∫
0

uttφx dx+
Jb

ξ

L∫
0

uxtφt dx+ J

L∫
0

φ2
t dx

+
δρ1

b

L∫
0

φxtut dx.
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Capı́tulo 2. Modelo Elástico Poroso com atraso no tempo 37

Integrando-se por partes em (0, L) e usando as condições (2.12) e (2.71), tem-se

d

dt
G(t) ≤ J√

ξ

L∫
0

(
b√
ξ
ux +

√
ξφ

)
φtt dx+

δρ1

b

L∫
0

uttφx dx+ J

L∫
0

φ2
t dx (2.73)

Multiplicando (2.6) por
δ

b
φx e integrando em (0, L),temos

ρ1δ

b

L∫
0

uttφx dx =
κδ

b

L∫
0

uxxφx dx+ δ

L∫
0

φ2
x dx. (2.74)

Agora, multiplicando (2.7) por
1√
ξ

(
b√
ξ
ux +

√
ξφ

)
e integrando-se em (0, L), temos que

J√
ξ

L∫
0

(
b√
ξ
ux +

√
ξφ

)
φtt dx−

δ√
ξ

L∫
0

(
b√
ξ
ux +

√
ξφ

)
φxx dx+

α2√
ξ

L∫
0

(
b√
ξ
ux +

√
ξφ

)
φt dx

+
1√
ξ

L∫
0

(bux + ξφ)

(
b√
ξ
ux +

√
ξφ

)
dx+

µ2√
ξ

L∫
0

(
b√
ξ
ux +

√
ξφ

)
ω(x, 1, t) dx = 0.

Integrando-se por partes, das condições de contorno e usando (2.12) e (2.71), obtemos

J√
ξ

L∫
0

(
b√
ξ
ux +

√
ξφ

)
φtt dx =

δb

ξ
uxφx

∣∣∣∣L
0

− δb

ξ

L∫
0

uxxφx dx− δ
L∫

0

φ2
x dx

−
L∫

0

(
b√
ξ
ux +

√
ξφ

)2

dx− α2√
ξ

L∫
0

(
b√
ξ
ux +

√
ξφ

)
φt dx

− µ2√
ξ

L∫
0

(
b√
ξ
ux +

√
ξφ

)
ω(x, 1, t) dx. (2.75)
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Somando-se (2.74) e (2.75), encontramos

J√
ξ

L∫
0

(
b√
ξ
ux +

√
ξφ

)
φtt dx+

ρ1δ

b

L∫
0

uttφx dx =
δb

ξ
uxφx

∣∣∣∣L
0

−
L∫

0

(
b√
ξ
ux +

√
ξφ

)2

dx

− α2√
ξ

L∫
0

(
b√
ξ
ux +

√
ξφ

)
φt dx−

µ2√
ξ

L∫
0

(
b√
ξ
ux +

√
ξφ

)
ω(x, 1, t) dx.

Substituindo em (2.73), encontramos

d

dt
G(t) =

δb

ξ
uxφx

∣∣∣∣L
0

−
L∫

0

(
b√
ξ
ux +

√
ξφ

)2

dx− α2√
ξ

L∫
0

(
b√
ξ
ux +

√
ξφ

)
φt dx

+J

L∫
0

φ2
t dx−

µ2√
ξ

L∫
0

(
b√
ξ
ux +

√
ξφ

)
ω(x, 1, t) dx.

Usando a desigualdade de Young concluı́mos o resultado (2.72). �

Agora, a fim de lidar com os termos de fronteira que aparece em (2.72), definimos o seguinte

funcional q ∈ C1([0, L]) satisfazendo q(0) = −q(L) = 2, dado por

q(x) = 2− 4

L
x. (2.76)

Então, temos o seguinte resultado.

Lema 2.5. Seja (u, φ, ω) solução de (2.6) -(2.10). Então para qualquer ε > 0, encontramos:

δb

ξ
[φxux]

x=L
x=0 ≤ −

ε

κ

d

dt

L∫
0

ρ1qutux dx−
b2

4ε

d

dt

L∫
0

δJ√
ξ
qφtφx dx+

3ε√
ξL

L∫
0

u2
x dx

+

[
b2Lε√
ξκ2

+

(
b2δ2

2
√
ξLε

+
b4δ2

4ε2
+
δ2b2

2ξ

)] L∫
0

φ2
x dx+

1

4

L∫
0

(
b√
ξ
ux +

√
ξφ

)2

dx

+
2ρ1ε

κL
√
ξ

L∫
0

u2
t dx+

b2

4ε

(
2δJ√
ξL

+
α2

2

ε

) L∫
0

φ2
t dx+

b2µ2
2

4ε2

L∫
0

ω(x, 1, t)2 dx, (2.77)
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Demonstração: É fácil verificar que

d

dt

L∫
0

δJ√
ξ
qφtφx dx =

L∫
0

δJ√
ξ
qφttφx dx+

L∫
0

δJ√
ξ
qφtφxt dx.

Substituindo (2.7) na equação anterior, vem que

d

dt

L∫
0

δJ√
ξ
qφtφx dx =

1

2

δ2

√
ξ

L∫
0

q
d

dx
φ2
x dx− δ

L∫
0

(
b√
ξ
ux +

√
ξφ

)
qφx dx− α2

δ√
ξ

L∫
0

qφtφx dx

− µ2
δ√
ξ

L∫
0

qω(x, 1, t)φx dx+
1

2

δJ√
ξ

L∫
0

q
d

dx
φ2
t dx.

Integrando-se por partes, obtemos

d

dt

L∫
0

δJ√
ξ
qφtφx dx =

δ2

2
√
ξ
qφ2

x

∣∣∣∣L
0

− δ2

2
√
ξ

L∫
0

qxφ
2
x dx− δ

L∫
0

(
b√
ξ
ux +

√
ξφ

)
qφx dx

−α2
δ√
ξ

L∫
0

qφtφx dx+
1

2

δJ√
ξ
qφ2

t

∣∣∣∣L
0

− 1

2

δJ√
ξ

L∫
0

qxφ
2
t dx− µ2

δ√
ξ

L∫
0

ω(x, 1, t)qφx dx.

Segue, então, das condições de contorno que

d

dt

L∫
0

δJ√
ξ
qφtφx dx =

δ2

2
√
ξ

[q(L)φ2
x(L)− q(0)φ2

x(0)]− δ2

2
√
ξ

L∫
0

qxφ
2
x dx−

1

2

δJ√
ξ

L∫
0

qxφ
2
t dx

−δ
L∫

0

(
b√
ξ
ux +

√
ξφ

)
qφx dx− α2

δ√
ξ

L∫
0

qφtφx dx− µ2
δ√
ξ

L∫
0

ω(x, 1, t)qφx dx.

(2.78)

Agora, note que qx(x) = −4/L. Substituindo esse resultado em (2.78), vem que

d

dt

L∫
0

δJ√
ξ
qφtφx dx =

−δ2

√
ξ

[φ2
x(L)− φ2

x(0)] +
2δ2

√
ξL

L∫
0

φ2
x dx+

2δJ√
ξL

L∫
0

φ2
t dx

−δ
L∫

0

(
b√
ξ
ux +

√
ξφ

)
qφx dx− α2

δ√
ξ

L∫
0

qφtφx dx− µ2
δ√
ξ

L∫
0

ω(x, 1, t)qφx dx.
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Da desigualdade de Young, chegamos

d

dt

L∫
0

δJ√
ξ
qφtφx dx ≤

−δ2

√
ξ

[φ2
x(L) + φ2

x(0)] +
2δ2

√
ξL

L∫
0

φ2
x dx+

2δJ√
ξL

L∫
0

φ2
t dx+

δ2

ε1

L∫
0

φ2
x dx

+ε1

L∫
0

(
b√
ξ
ux +

√
ξφ

)2

dx+ 2ε2δ
2

L∫
0

φ2
x dx+

α2
2

ξε2

L∫
0

φ2
t dx+

µ2
2

ξε2

L∫
0

ω(x, 1, t)2 dx,

donde obtemos,

d

dt

L∫
0

δJ√
ξ
qφtφx dx ≤

−δ2

√
ξ

[φ2
x(L) + φ2

x(0)] +

(
2δ2

√
ξL

+
δ2

ε1

+ 2ε2δ
2

) L∫
0

φ2
x dx

+ε1

L∫
0

(
b√
ξ
ux +

√
ξφ

)2

dx+

(
2δJ√
ξL

+
α2

2

ξε2

) L∫
0

φ2
t dx+

µ2
2

ξε2

L∫
0

ω(x, 1, t)2 dx. (2.79)

Por outro lado temos

d

dt

L∫
0

ρ1qutux dx =

L∫
0

ρ1quttux dx+

L∫
0

ρ1qutuxt dx.

De (2.6), vem que

d

dt

L∫
0

ρ1qutux dx =

L∫
0

q(κuxx + bφx)ux dx+
1

2

L∫
0

ρ1q
d

dx
u2
t dx,

donde segue que

d

dt

L∫
0

ρ1qutux dx =
1

2

L∫
0

κq
d

dx
u2
x dx+

L∫
0

bquxφx dx+
1

2

L∫
0

ρ1q
d

dx
u2
t dx.

Integrando-se por partes, das condições de fronteira e desde que qx(x) = −4/L

d

dt

L∫
0

ρ1qutux dx =
κ

2
[q(L)ux(L)− q(0)ux(0)] +

2κ

L

L∫
0

u2
x dx+ b

L∫
0

quxφx dx+
2ρ1

L

L∫
0

u2
t dx.
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Recordando que q(0) = −q(L) = 2 e aplicando a desigualdade de Young, encontramos

d

dt

L∫
0

ρ1qutux dx ≤ −κ[u2
x(L) + u2

x(0)] +

(
2κ

L
+ ε3

) L∫
0

u2
x dx

+
b2

ε3

L∫
0

φ2
x dx+

2ρ1

L

L∫
0

u2
t dx.

Escolhendo ε3 = κ/L, obtemos

d

dt

L∫
0

ρ1qutux dx ≤ −κ[u2
x(L) + u2

x(0)] +
3κ

L

L∫
0

u2
x dx+

b2L

κ

L∫
0

φ2
x dx+

2ρ1

L

L∫
0

u2
t dx. (2.80)

Agora, observe da desigualdade de Young, que

δb

ξ
[φxux]

x=L
x=0 ≤

δb√
ξ

[φx(L)ux(L)]− δb√
ξ

[φx(0)ux(0)]

≤ ε√
ξ

[u2
x(L) + u2

x(0)] +
δ2b2

4
√
ξε

[φ2
x(L) + φ2

x(0)]. (2.81)

Substituindo (2.79) e (2.80) em (2.81), obtemos

δb

ξ
[φxux]

x=L
x=0 ≤ − ε

κ

d

dt

L∫
0

ρ1qutux dx−
b2

4ε

d

dt

L∫
0

δJ√
ξ
qφtφx dx+

3ε√
ξL

L∫
0

u2
x dx

+

[
b2Lε√
ξκ2

+

(
b2δ2

2
√
ξLε

+
b2δ2

4ε1ε
+
ε2δ

2b2

2ε

)] L∫
0

φ2
x dx dx

+
b2ε1

4ε

L∫
0

(
b√
ξ
ux +

√
ξφ

)2

dx+
2ρ1ε

κL
√
ξ

L∫
0

u2
t dx

+
b2

4ε

(
2δJ√
ξL

+
α2

2

ξε2

) L∫
0

φ2
t dx+

b2

4ε

µ2
2

ξε2

L∫
0

ω(x, 1, t)2 dx,

tomando ε1 = ε/b2 e ε2 = ε/ξ temos o resultado (2.77). �

Maciel, E.S. PDM - UFPA



2.4. Decaimento Exponencial 42

Agora nós introduzimos o seguinte funcional

I3(t) :=

L∫
0

1∫
0

e−2τρω2(x, ρ, t) dρ dx. (2.82)

Então encontramos o seguinte resultado.

Lema 2.6. Seja (u, φ, ω) solução de (2.6) -(2.10), temos

d

dt
I3(t) ≤ − I3(t)− C3

τ

L∫
0

ω2(x, 1, t) dx+
1

τ

L∫
0

φ2
t dx, (2.83)

onde C3 é uma constante positiva.

Demonstração: Derivando (2.82) em relação a t, encontramos

d

dt
I3(t) = 2

L∫
0

1∫
0

e−2τρω(x, ρ, t)ωt(x, ρ, t) dρ dx. (2.84)

Da equação (2.8), obtemos

d

dt
I3(t) = −2

τ

L∫
0

1∫
0

e−2τρω(x, ρ, t)ωρ(x, ρ, t) dρ dx

= −2

L∫
0

1∫
0

e−2τρω2(x, ρ, t) dρ dx− 1

τ

d

dρ

L∫
0

1∫
0

e−2τρω2(x, ρ, t) dρ dx

= −2I3(t)− 1

τ

d

dρ

L∫
0

1∫
0

e−2τρω2(x, 1, t) dρ dx

= −I3(t)− 1

τ

L∫
0

e−2τω2(x, 1, t) dx+
1

τ

L∫
0

ω2(x, 0, t) dx (2.85)

De (2.8), segue o resultado. 2

Demonstração do Teorema 2.2: Definimos o funcional de Lyapunov L(t) por

L(t) := ME(t) +
1

8
I1(t) +N2I2(t) +G(t) +

b2

4ε

L∫
0

qφtφx dx
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+
ε

κ

L∫
0

qutux dx+ I3(t), (2.86)

onde M, e N2 são números reais positivos que serão escolhidos posteriormente. Consequente-

mente, combinando as estimativas (2.15), (2.54), (2.63), (2.72), (2.77) e (2.83), obtemos

d

dt
L(t) = ME

′
(t) +

1

8
I
′

1(t) +N2I
′

2(t) +G
′
(t) +

b2

4ε

d

dt

L∫
0

qφtφx dx

+
ε

κ

d

dt

L∫
0

qutux dx+ I
′

3(t)

≤ M

[
− C

L∫
0

(φ2
t + ω2(x, 1, t)) dx

]

+
1

8

[
−

L∫
0

(ρ1u
2
t + Jφ2

t ) dx+ (δ + C∗µ2ε)

L∫
0

φ2
x dx+

L∫
0

(
b√
ξ
ux +

√
ξφ

)2

dx

−
(
κ− b2

ξ

) L∫
0

u2
x dx+

µ2

4ε

L∫
0

ω2(x, 1, t) dx

]

+ N2

[
Cλ2

L∫
0

φ2
t dx+

ρ1

2
λ2

L∫
0

u2
t dx−

δ

2

L∫
0

φ2
x dx+

µ2
2C
∗

2δ

L∫
0

ω2(x, 1, t) dx

]

+

[
2ρ1ε√
ξκL

L∫
0

u2
t dx−

1

4

L∫
0

(
b√
ξ
ux +

√
ξφ

)2

dx

+

(
J +

α2
2

ξ
+

b2δJ

4
√
ξLε

+
α2

2b
2

2ε2

) L∫
0

φ2
t dx+

(
b2µ2

2

4ε2
+
µ2

2

ξ

) L∫
0

ω2(x, 1, t) dx

+

(
b2L√
ξκ2

ε+
b2δ2

2
√
ξLε

+
b4δ2

4ε2
+
δ2b2

2ξ

) L∫
0

φ2
x dx+

3ε√
ξL

L∫
0

u2
x dx

]

− I3(t)− C3

τ

L∫
0

ω2(x, 1, t) dx+
1

τ

L∫
0

φ2
t dx.
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Assim, temos

d

dt
L(t) ≤ −

[
MC +

J

8
− Cλ2 −

(
J +

α2
2

ξ
+

b2δJ

2
√
ξLε

+
α2

2b
2

4ε2

)
− 1

τ

] L∫
0

φ2
t dx

−
[
MC − µ2

32ε
− µ2

2C
∗

2δ
N2 −

(
b2µ2

2

4ε2
+
µ2

2

ξ

)
+
C3

τ

] L∫
0

ω2(x, 1, t) dx

−

[
ρ1

8
− ρ1

2
λ2N2 −

2ρ1ε√
ξκL

] L∫
0

u2
t dx

−

[
− (δ + C∗µ2ε)

8
+
δ

2
N2 −

(
b2L√
ξκ2

ε+
b2δ2

2
√
ξLε

+
b4δ2

2ε2
+
δ2b2

2ξ

)] L∫
0

φ2
x dx

−
(
− 1

8
+

1

4

) L∫
0

(
b√
ξ
ux +

√
ξφ

)2

dx

−
[

1

8

(
κ− b2

ξ

)
− 3ε√

ξL

] L∫
0

u2
x dx− I3(t). (2.87)

A partir de agora, vamos escolher cuidadosamente as constantes. Escolhendo ε suficiente-

mente pequeno e N2 muito grande, encontramos

δ

2
N2 >

(δ + C∗µ2ε)

8
+

(
b2L√
ξκ2

ε+
b2δ2

2
√
ξLε

+
b4δ2

2ε2
+
δ2b2

2ξ

)
Por fim, escolhemos λ2 muito pequeno tal que

λ2 ≤
1

32N2

.

Finalmente, escolhemos M muito grande, onde existe uma constante positiva η1, tal que

(2.87) torna-se

d

dt
L(t) ≤ − η1

L∫
0

[
u2
x + u2

t + φ2
t + φ2

x + ω2(x, 1, t) +

(
b√
ξ
ux +

√
ξφ

)2]
dx

− η1

L∫
0

1∫
0

ω2(x, 1, t)ρ dx
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Isso implica por (2.15), que existe uma constante η2 > 0, tal que

d

dt
L(t) ≤ −η2E(t), ∀t > 0 (2.88)

Neste momento, vamos comparar L(t) com E(t). Para isso vamos usar o lema seguinte.

Lema 2.7. Para M suficientemente grande, existem duas constantes positivas β1 e β2, depen-

dendo de M e N1, N2, N3 e ε tal que

β1E(t) ≤ L(t) ≤ β2E(t) ∀t > 0 (2.89)

Demonstração: Considere o funcional

H(t) =
1

8
I1(t) +N2I2(t) +G(t) +

b2

4ε

L∫
0

qφtφx dx

+
ε

κ

L∫
0

qutux dx+ I3(t), (2.90)

mostraremos que

|H(t)| ≤ CE(t), C > 0.

Por (2.53),(2.61), (2.70) e (2.82), obtemos

|H(t)| =
1

8

∣∣∣∣∣
L∫

0

(ρ1utu+ Jφtφ) dx− α2

2

L∫
0

φ2 dx

∣∣∣∣∣+N2

∣∣∣∣∣
L∫

0

(Jφtφ+
ρ1b

κ
utv) dx+

α2

2

L∫
0

φ2 dx

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣ J√ξ
L∫

0

(
b√
ξ
ux +

√
ξφ

)
φt dx+

δρ1

b

L∫
0

φxut dx

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣ b24ε

L∫
0

qφtφx dx+
ε

κ

L∫
0

qutux dx

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣
L∫

0

1∫
0

e−2τρω(x, ρ, t) dρ dx

∣∣∣∣∣
Usando as desigualdades de Young e Poincaré encontramos

|H(t)| ≤ ρ1

16

L∫
0

u2
t dx+

ρ1C
∗

16

L∫
0

u2
x dx+

J

16

L∫
0

φ2
t dx+

JC∗

16

L∫
0

φ2
x dx
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+
α2C

∗

16

L∫
0

φ2
x dx+

J

2
N2

L∫
0

φ2
t dx+

JC∗

2
N2

L∫
0

φ2
x dx+

ρ1b
2

2κ
N2

L∫
0

u2
t dx

+
ρ1C

∗

2κ
N2

L∫
0

φ2
x dx+

α2C
∗

2
N2

L∫
0

φ2
x dx+

J

2ξ

L∫
0

(
b√
ξ
ux +

√
ξφ

)2

dx

+
J

2

L∫
0

φ2
t dx+

δ2

2

L∫
0

φ2
x dx+

ρ2
1

2b2

L∫
0

u2
t dx+

b2

2

L∫
0

φ2
t dx

+
b2

32ε2

L∫
0

φ2
x dx+

ε

2

L∫
0

u2
t dx+

ε

2κ2

L∫
0

u2
x dx+

L∫
0

1∫
0

ω2(x, ρ, t)dρ dx

Agrupando os termos semelhantes, vem que

|H(t)| ≤ γ1

L∫
0

u2
t dx+ γ2

L∫
0

φ2
t dx+ γ3

L∫
0

φ2
x dx+ γ4

L∫
0

(
b√
ξ
ux +

√
ξφ

)2

dx

+ γ5

L∫
0

u2
x dx+

L∫
0

1∫
0

ω2(x, ρ, t) dρ dx (2.91)

onde

γ1 =
ρ1

16
+
ρ1b

2

2κ
N2 +

(
ε

2
+

ρ2
1

2b2

)
γ2 =

J

16
+
J

2
N2 +

(
J

2
+
b2

2

)
γ3 =

(
JC∗

16
+
α2C

∗

16

)
+

(
JC∗

2
+
ρ1C

∗

2κ
+
α2C

∗

2

)
N2 +

(
δ2

2
+

b2

32ε2

)
γ4 =

J

2ξ

γ5 =
ρ1C

∗

16
+

ε

2κ2

Segundo (2.91),teremos

|H(t)| ≤ C̃E(t)
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onde

C̃ =
2 max{γ1, γ2, γ3, γ4, γ5, 1}

min{ρ1, J, κ, δ, κ, η}

De onde obtemos

|L(t)−ME(t)| = |H(t)| ≤ C̃E(t)

onde tomamos M suficientemente grande tal que

(M − C̃)E(t) ≤ L(t) ≤ (M + C̃)E(t)

o que implica

β1E(t) ≤ L(t) ≤ β2E(t)

onde β1 = M − C̃ > 0 , β2 = M + C̃ > 0. Então o resultado (2.89) é verdadeiro.

Combinando (2.88) e (2.89), concluı́mos

d

dt
L(t) ≤ −γL(t), ∀t ≥ 0

Multiplicando a desigualdade anterior por eγt, verificamos que o primeiro membro é igual a

derivada de L(t)eγt, integrando obtem-se

L(t) ≤ L(0)e−γt, ∀t ≥ 0 (2.92)

Agora, usando (2.89) e (2.92) obtemos o resultado (2.52). Isso completa a demonstração do

teorema 2.2.
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CAPÍTULO 3

Modelo Termoelástico Poroso com Lei de Coleman-Gurtin

3.1 Introdução

Neste capı́tulo, iremos estudar o sistema poroso elástico de Coleman-Gurtin dado por

ρutt − µuxx − bφx + βθx = 0 em (0, L)× (0,∞),

Jφtt − δφxx + bux + ξφ−mθ = 0 em (0, L)× (0,∞),

ρ1θt − 1
β1

[
(1− α)θxx + α

∫∞
0 g(s)θxx(t− s) ds

]
+ βutx +mφt = 0 em (0, L)× (0,∞),

(3.1)

onde as funções u(x, t), φ(x, t) e θ(x, t) são o deslocamento transversal do material elástico

sólido, o volume de fração e a diferença de temperatura, respectivamente. Aqui ρ, J, µ, b, δ, m, ρ1,

ξ, β, and β1 são os coeficientes constitutivos, α ∈ (0, 1) e g(s) é o núcleo de memória.

Os coeficientes constitutivos, no caso unidimensional, satisfazem

ξ > 0, δ > 0, µ > 0, ρ > 0, J > 0, e µξ ≥ b2. (3.2)

48
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Como o acoplamento é considerado, b, β and m deve ser diferente de zero, mas seus sinais

não importam na análise.

O sistema é complementado com as condições iniciais
u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), φ(x, 0) = φ0(x) in (0, L),

φt(x, 0) = φ1(x), θ(x, 0) = θ0(x) em (0, L),

(3.3)

e condições de contorno dadas por

u(0, t) = u(L, t) = φx(0, t) = φx(L, t) = θx(0, t) = θx(L, t) = 0, ∀t > 0. (3.4)

Este capı́tulo está organizado da seguinte forma. Na seção 3.2 discutimos existência e uni-

cidade de soluções do sistema (3.1), (3.3)-(3.4) usando técnicas de semigrupos. Na seção 3.3,

provamos que se ρ
µ
− J

δ
6= 0, então o semigrupo S(t) = eAt associado ao sistema (3.1), (3.3)-

(3.4) não é exponencialmente estável. Na 3.4, provamos que se ρ
µ
− J

δ
= 0 o semigrupo de

contração S(t) = eAt é exponencialmente estável. Na seção 3.5, mostramos que se ρ
µ
− J

δ
6= 0

e δ|b||β| − 2ρ|m||χ|(δ + ξCp) > 0, onde Cp é a constante de Poincaré, o semigrupo S(t) = eAt

decai polinomialmente para 1√
t

e essa taxa é ótima.

3.2 Configuração Funcional e Notações

3.2.1 Hipóteses sobre o núcleo de memória

Definimos

K(s) = −g′(s),

onde o primo denota a derivada em relação a s. As seguintes hipóteses são válidas:

(I) K é uma função absolutamente contı́nua não-negativa e não-crescente em R+ tal que

K(0) = lim
s→0

K(s) ∈ (0,∞).
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(II) então existe ν > 0 tal que a desigualdade diferencial

K ′(s) + νK(s) ≤ 0,

mantém para quase todos s > 0. Como exemplo de função satisfazendo as hipóteses acima,

temos

g(s) = κe−κs, ∀κ > 0.

É importante notar que, em particular, K é somável em IR+ com

∞∫
0

K(s) ds = g(0).

Além disso, o requisito de que g tem massa total 1 se traduz em

∞∫
0

sK(s) ds = 1.

3.2.2 O Cenário de Semigrupo

Em primeiro lugar, introduzimos a variável auxiliar

η = ηt(x, s) : (x, t, s) ∈ (0, L)× [0,∞)× R+ 7→ R,

representando o passado histórico integrado de θ e formalmente definido como (ver [1])

ηt(x, s) =

s∫
0

θ(x, t− τ) dτ =

t∫
t−s

θ(x, τ) dτ, s ≥ 0, t ≥ 0, (3.5)

satisfazendo assim a condição de fronteira do tipo Neumann

ηtx(0, s) = ηtx(L, s) = 0,

e para (3.5) concluı́mos que

lim
s→0

ηt(x, s) = 0.
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Diferenciando (3.5) com respeito a t fornece para η satisfaz a equação suplementar

ηtt = −ηts + θ. (3.6)

Com todas essas novas variáveis, reescrevemos o sistema (3.1), (3.3)-(3.4) como:

ρutt − µuxx − bφx + βθx = 0 em (0, L)× (0,∞),

Jφtt − δφxx + bux + ξφ−mθ = 0 em (0, L)× (0,∞),

ρ1θt − 1
β1

[
(1− α)θxx + α

∫∞
0
K(s)ηxx(s) ds

]
+ βutx +mφt = 0 em (0, L)× (0,∞),

ηtt + ηts − θ = 0 em (0, L)× (0,∞)× R+

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), φ(x, 0) = φ0(x) em (0, L),

φt(x, 0) = φ1(x), θ(x, 0) = θ0(x) em (0, L),

η(x, 0, s) = η0(x, s) em (0, L)× R+,

u(0, t) = u(L, t) = φx(0, t) = φx(L, t) = θx(0, t) = θx(L, t) = 0, ∀t > 0,

ηtx(0, s) = ηtx(L, s) = 0 em [0,∞)× R+.

(3.7)

Com as considerações acima, introduzimos o subespaço de Hilbert

L2
∗(0, L) =

{
z ∈ L2(0, L) :

L∫
0

z(x) dx = 0

}
,

de funções de média zero, junto com o espaço de Hilbert

H1
0 (0, L), H1

∗ (0, L) = H1(0, L) ∩ L2
∗(0, L),

ambos dotados da norma gradiente, devido a desigualdade de Poincaré. Consideramos também

o espaço H2(0, L) e o chamado espaço de memória

M = L2
K(R+; H1

∗ (0, L))

de quadrado somável H1
∗ -funções com valores em R+ com respeito a medida K(s) ds, dotada

com o produto interno

〈η, ϑ〉M =

∞∫
0

K(s)

L∫
0

ηx(x, s)ϑx(x, s) dx ds.

Maciel, E.S. PDM - UFPA



3.2. Configuração Funcional e Notações 52

O gerador infinitesimal do semigrupo de translação a direita sobre M é o operador linear

T η = −Dη

com domı́nio

D(T ) =
{
η ∈M : Dη ∈M, lim

s→0
||ηx(s)|| = 0

}
,

onde D significa derivada fraca em relação as variáveis internas s ∈ R+. Para dar uma

formulação precisa do problema de evolução, estamos introduzindo o espaço de Hilbert

H = H1
0 (0, L)× L2(0, L)×H1

∗ (0, L)× L2
∗(0, L)×M

com produto interno dado por

〈Ψ, V 〉H :=

L∫
0

(
ρϕΦ + µuxvx + Jψ%+ δφxζx + ξφζ + b(uxζ + vxφ) + ρ1θΘ

)
dx

+
α

β1

∞∫
0

K(s)

L∫
0

ηx(x, s)η̃x(x, s) dx ds (3.8)

para Ψ = (u, ϕ, φ, ψ, θ, η)′, V = (v,Φ, ζ, %,Θ, η̃)′. A seguir, uma barra sobreposta denota

o número complexo conjugado. Por hipótese, temos µξ ≥ b2. Tomando ξ1 ∈ (0, ξ] tal que

µξ1 − b2 = 0. Então, obtemos

〈Ψ,Ψ〉H ≥ ρ

L∫
0

|ϕ|2 dx+ J

L∫
0

|ψ|2 dx+ δ

L∫
0

|φx|2 dx+

L∫
0

∣∣∣µ 1
2ux − ξ

1
2
1 φ
∣∣∣2 dx

+ (ξ − ξ1)

L∫
0

φ2 dx+ c

L∫
0

|θ|2 dx+
α

β1

∞∫
0

K(s)

L∫
0

|ηx(x, s)|2 dx ds. (3.9)

Isso nos permite ver claramente que o 〈Ψ, V 〉H define um produto interno em H, e a norma

associada || · ||H é equivalente a norma usual.

Para cada η ∈ D(T ), o funcional não-negativo

Λ[η] = −
∞∫

0

K ′(s)||ηx(s)||2L2(0,L) ds,
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está bem definido e a identidade a seguir (ver [15])

2〈T η, η〉M = −Λ[η]. (3.10)

Se denotamos Ψ = {u, ut, φ, φt, θ, η} então o sistema (3.7) pode ser reescrito da seguinte

forma
dΨ

dt
= AΨ, for t > 0, (3.11)

onde o operador A é dado por

AΨ =

{
ϕ,
µ

ρ
uxx +

b

ρ
φx −

β

ρ
θx, ψ,

δ

J
φxx −

b

J
ux −

ξ

J
φ+

m

J
θ,

1

ρ1β1

[(1− α)θxx + α

∞∫
0

K(s)ηxx(s) ds]−
β

ρ1

ϕx −
m

ρ1

ψ, T η + θ

}
,

para Ψ = (u, ϕ, φ, ψ, θ, η)′ ∈ D(A), onde

D(A) = {Ψ = (u, ϕ, φ, ψ, θ, η)′ ∈ H : u, φ ∈ H2(0, L), ϕ ∈ H1
0 (0, L), ψ, θ ∈ H1

∗ (0, L),

η ∈ D(T ), φx ∈ H1
0 (0, L)e (1− α)θ + α

∞∫
0

K(s)η(s) ds ∈ H2(0, L)}.

Do produto interno (3.8), temos

〈AΨ,Ψ〉H = − 1

β1

(1− α)

L∫
0

|θx|2 dx−
α

2β1

∞∫
0

K(s)
d

ds

L∫
0

|ηx(s)|2 dx ds.

Integrando por partes a igualdade acima e levando em conta e hipótese (II), encontramos

〈AΨ,Ψ〉H = − 1

β1

(1− α)

L∫
0

|θx|2 dx+
α

2β1

∞∫
0

K ′(s)

L∫
0

|ηx(s)|2 dx ds ≤ 0. (3.12)

De onde se segue que o operador A é dissipativo no espaço de energia H, então temos os

seguintes resultados referentes a existência e unicidade de solução do sistema (3.7).

Teorema 3.1. O operador A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contração

S(t) = etA : H −→ H.
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A prova deste fato é baseada no teorema clássico de Lumer-Phillips [33], e será omitida

aqui (veja [49] para uma aplicação do teorema de Lumer-Phillips a equações com memória no

passado histórico). Assim, para cada dado inicial

Ψ0 = (u0, u1, φ0, φ1, θ0, η0)′ ∈ H

dado no momento t = 0, a solução única no momento t > 0 para (3.11) registramos

Ψ(t) = (u(t), ut(t), φ(t), φt(t), θ(t), η
t) = S(t)Ψ0.

Além disso, ηt cumpre a fórmula explı́cita de representação (ver [13, 15])

ηt(s) =

{ ∫ s
0
θ(t− τ) dτ, 0 < s ≤ t,

η0(s− t) +
∫ t

0
θ(t− τ), s > t.

(3.13)

3.3 Falta de Decaimento Exponencial

Nesta seção, mostramos que o semigrupo S(t) não é exponencialmente estável quando o número

de estabilidade χ = µ
ρ
− δ

J
é diferente de zero. A demonstração baseia-se no seguinte resultado

abstrato de [36].

Teorema 3.2. S(t) é exponencialmente estável se e somente se

(i) iIR ≡ {iβ : β ∈ IR} ⊂ ρ(A)

e

(ii) lim
|β|→∞

||(iβI −A)−1||L(H) <∞ (3.14)

onde A e H são entendidos como sendo o gerador infinitesimal e o espaço de fase, respectiva-

mente.

Teorema 3.3. Seja S(t) = eAt o semigrupo C0 de contrações no espaço de HilbertH associado

ao sistema (3.7). Então, S(t) não é exponencialmente estável se χ 6= 0.
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A estratégia consiste em verificar que a condição (3.14) não é válida. Sem perda de general-

idade, podemos pegar L = π. Então, para todos os n ∈ IN, temos a equação

iλnΨn −AΨn = Fn

na variável desconhecida

Ψn = (un, ϕn, φn, ψn, θn, ηn).

com Fn = (0, 0, 0, cos(nx), 0, 0). Nossa conclusão será alcançada se mostrarmos que Ψn não é
limitado emH, pois isso violaria (3.14). Cálculos simples implicam o sistema

− ρλ2
nun − µunxx − bφnx + βθnx = 0, (3.15)

−Jλ2
nφn − δφnxx + bunx + ξφn −mθn = cos (nx) ,(3.16)

iρ1λnθn −
1

β1
[(1− α)θnxx + α

∞∫
0

K(s)ηnxx(s) ds] + iλnβunx + imλnφn = 0, (3.17)

iληn − T ηn − θn = 0. (3.18)

Agora procuramos soluções (compatı́veis com as condições de contorno) da forma

un = An sin(nx),

φn = Bn cos(nx),

θn = Cn cos(nx),

ηn = γn(s) cos(nx),

para alguns An, Bn, Cn ∈ C e alguma função de quadrado somável complexa γn em R+ com

respeito a medida K(s) ds, satisfazendo γn(0) = 0. Isso produz

(−ρλ2
n + µn2)An + bnBn − βnCn = 0, (3.19)

bnAn + (−Jλ2
n + δn2 + ξ)Bn −mCn = 1, (3.20)

iλnβnAn + imλnBn + iρ1λnCn + [(1− α)n2Cn + αn2

∞∫
0

K(s)γ(s) ds] = 0, (3.21)

iλnγn + γ′n − Cn = 0. (3.22)
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Uma integração da ultima equação de (3.19) dá

γn(s) =
Cn
iλn

(1− e−iλns).

Substituindo o resultado na terceira equação de (3.19), e denotando por

K̂(λn) =

∞∫
0

K(s)e−iλns ds

a transformada de Fourier de K, encontramos

p1An + bnBn − βnCn = 0, (3.23)

bnAn + p2Bn −mCn = 1, (3.24)

iλnβnAn + imλnBn + p3Cn = 0, (3.25)

onde

p1(λn) = −ρλ2
n + µn2,

p2(λn) = −Jλ2
n + δn2 + ξ,

p3(λn) = iρ1λn + (1− α)n2 + i
αn2

λn
(K̂(λn)− g(0)).

Assim, a solução explicita é

Bn =
p1p3 + iλnβ

2n2

p3(p1p2 − b2n2) + iλnβn2(βp2 + bm) + iλnβbmn2 + iλnmp1

. (3.26)

Agora escolhemos λn tal que

p2(λn) = −Jλ2
n + δn2 + ξ = c0

onde c0 será escolhido mais tarde. Com isso em mente, temos

p1p2 − b2n2 = ρ

(
µ

ρ
− δ

J

)
c0n

2 − b2n2 − c0
ρξ

J
+ c2

0

ρ

J
=
(
ρχc0 − b2

)
n2 − c0

ρ.ξ

J
+ c2

0

ρ

J
.
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Então, tomamos c0 tal que

c0 =
b2

ρχ
,

e, portanto, temos que

p3(p1p2 − b2n2) ≈ O(n2)

desde que χ 6= 0. Consequentemente, temos

p3(p1p2 − b2n2) + iλnβn
2(βp2 + bm) + iλnβbmn

2 + iλnmp1 ≈ O(n3).

Desde que

p1p3 + iλnβ
2n2 ≈ O(n4)

concluı́mos que

Bn ≈ O(n),

para n grande. Finalmente, temos

||Ψn||2H ≥ J

π∫
0

ψ2
n dx = J |λn|2|Bn|2

π∫
0

| cosnx|2 dx ≈ O(n4). (3.27)

Então como n→∞, obtemos

lim
n→∞

||Ψn||2H ≥ J lim
n→∞

||ψn||2L2(0,L) =∞.

Isso termina a prova. �

3.4 Decaimento Exponencial

Esta será dedicada ao estudo da estabilidade exponencial do semigrupo associado ao sistema

(3.7). Como de costume, está subentendido que trabalhamos com soluções (regulares) decor-

rentes de dados iniciais pertencentes ao domı́nio do operador A. Ao longo da seção, C ≥ 0

denotará uma constante genérica dependendo apenas das quantidades estruturais do problema.
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Também vamos explorar a desigualdade

∞∫
0

K(s)||ηx(s)||L2(0,L)ds ≤

 ∞∫
0

K(s) ds

 1
2
 ∞∫

0

K(s)||ηx(s)||2L2(0,L) ds

 1
2

=
√
K(0)||η||M.

Nosso resultado principal é o seguinte:

Teorema 3.4. O semigrupo S(t) é exponencialmente estável se e somente se χ = 0.

Foi mostrado na seção 3.3 que o semigrupo S(t) não é exponencialmente estável quando o

número de estabilidade χ 6= 0. Então, resta mostrar que a condição χ = 0 é suficiente.

Para fazer isso, vamos considerar a equação resolvente

iλΨ−AΨ = F, (3.28)

com Ψ = (u, ϕ, φ, ψ, θ, η)′ e F = (f 1, f 2, f 3, f 4, f 5, f 6)′. Reescrevendo a equaçao resolvente

(3.28) em termos de seus componentes, temos

iλu− ϕ = f 1, (3.29)

iλρϕ− µuxx − bφx + βθx = ρf 2, (3.30)

iλφ− ψ = f 3, (3.31)

iλJψ − δφxx + bux + ξφ−mθ = Jf 4, (3.32)

iλρ1θ −
1

β1

(1− α)θxx + α

∞∫
0

K(s)ηxx(s) ds

+ βϕx +mψ = ρ1f
5, (3.33)

iλη − T η − θ = f 6. (3.34)

A multiplicação natural da Eq. (3.28) por Ψ(t) no espaço de energia fraca, encontramos

iλ||Ψ||2H − 〈AΨ,Ψ〉H = 〈F,Ψ〉H.
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Tomando a parte real na equação acima e considerando as hipóteses (II) e desigualdade (3.12),

obtemos

L∫
0

|θx|2 dx+ ||η||2M ≤ C||Ψ||H||F ||H. (3.35)

Para provar a suficiência do Teorema 3.4, será necessária uma série de lemas.

Lema 3.1. Sob as notações acima, temos

iR ⊂ ρ(A).

A prova pode ser feita usando as mesmas ideias que em [46] com as adaptações necessárias

ao nosso caso, por isso omitimos aqui.

Lema 3.2. Vamos supor que os dados iniciais (u0, u1, φ0, φ1, θ0, η0)′ ∈ D(A), então a solução

do sistema (3.7) satisfaz

L∫
0

|ux|2 dx ≤ C||Ψ||H||F ||H + C||Ψ||
3
2
H||F ||

1
2
H +

C

|λ|
||Ψ||

3
2
H||F ||

1
2
H +

C

|λ|
||Ψ||H||F ||H

+
|m|
|λ|
||ψ||L2(0,L)||ux||L2(0,L) +

C

|λ|2
||Ψ||H||F ||H + C||F ||2H,

para |λ| > 0 grande o suficiente e C uma constante positiva que não depende λ.

Prova. A partir da Eqs. (3.29) e (3.33), temos

iλρ1θ −
1

β1

(1− α)θxx + α

∞∫
0

K(s)ηxx(s) ds

+ iλβux +mψ = βf 1
x + ρ1f

5.

Agora multiplicamos a equação acima por ux e integramos por partes (0, L). O resultado é

iλβ

L∫
0

|ux|2 dx+ iλρ1

L∫
0

θux dx+

L∫
0

1

β1

(1− α)θx + α

∞∫
0

K(s)ηx(s) ds

uxx dx
+m

L∫
0

ψux dx = β

L∫
0

f 1
xux dx+ ρ1

L∫
0

f 5ux dx. (3.36)
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A substituição de uxx dado por (3.30) em (3.36) nos dá

iλβ

L∫
0

|ux|2 dx = −iλρ1

L∫
0

θux dx+

L∫
0

1

β1

(1− α)θx + α

∞∫
0

K(s)ηx(s) ds

 iλρ
µ
ϕ dx

+

L∫
0

1

β1

(1− α)θx + α

∞∫
0

K(s)ηx(s) ds

 b

µ
φx dx

−
L∫

0

1

β1

(1− α)θx + α

∞∫
0

K(s)ηx(s) ds

 β
µ
θx dx

+

L∫
0

1

β1

(1− α)θx + α

∞∫
0

K(s)ηx(s) ds

 ρ
µ
f 2 dx

− m

L∫
0

ψux dx+ β

L∫
0

f 1
xux dx+ ρ1

L∫
0

f 5ux dx.

(3.37)

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz e usando a desigualdade (3.35), temos

L∫
0

1

β1

(1− α)θx + α

∞∫
0

K(s)ηx(s) ds

 iλρ
µ
ϕ dx ≤ C|λ|

L∫
0

|θx||ϕ| dx

+C|λ|
∞∫

0

K(s)

L∫
0

|ηx(s)||ϕ| dx ds ≤ C|λ|

 L∫
0

|θx|2 dx


1
2
 L∫

0

|ϕ|2 dx


1
2

+C|λ|

 ∞∫
0

K(s) ds

 1
2
 ∞∫

0

K(s)

L∫
0

|ηx(s)|2 dx ds


1
2
 L∫

0

|ϕ|2 dx


1
2

≤ C|λ|||Ψ||
3
2
H|||F ||

1
2
H. (3.38)

Analogamente, encontramos

L∫
0

1

β1

(1− α)θx + α

∞∫
0

K(s)ηx(s) ds

 b

µ
φx dx ≤ C||Ψ||

3
2
H|||F ||

1
2
H, (3.39)
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−
L∫

0

1

β1

(1− α)θx + α

∞∫
0

K(s)ηx(s) ds

 β
µ
θx dx ≤ C||Ψ||H|||F ||H, (3.40)

L∫
0

1

β1

(1− α)θx + α

∞∫
0

K(s)ηx(s) ds

 ρ
µ
f 2 ≤ C||Ψ||H|||F ||H + C||F ||2H. (3.41)

Substituindo as desigualdades (3.38)-(3.41) em (3.37), podemos obter a conclusão do Lema.

�

Lema 3.3. A solução (u, ϕ, φ, ψ, θ, η)′ do sistema (3.7) satisfaz

ρ

L∫
0

|ϕ|2 dx ≤ C||φx||L2(0,L)||ux||L2(0,L) + µ

L∫
0

|ux|2 dx+ C||Ψ||
3
2
H||F ||

1
2
H

+ C||Ψ||H||F ||H.

Prova. Multiplicando a Eq. (3.30) por u e integrando por partes em (0, L). Isso nos dá,

iλρ

L∫
0

ϕu dx+ µ

L∫
0

|ux|2 dx− b
L∫

0

φxu dx+ β

L∫
0

θxu dx = ρ

L∫
0

f 2u dx.

Desde que iλu = −ϕ− f 1, encontramos

ρ

L∫
0

|ϕ|2 dx = −b
L∫

0

φxu dx+ µ

L∫
0

|ux|2 dx+ β

L∫
0

θxu dx

− ρ
L∫

0

ϕf 1 dx− ρ
L∫

0

f 2u dx.

A desigualdade de Cauchy-Schwarz e Poincaré fornece

ρ

L∫
0

|ϕ|2 dx ≤ C

 L∫
0

|φx|2 dx


1
2
 L∫

0

|ux|2 dx


1
2

+ µ

L∫
0

|ux|2 dx

+ C

 L∫
0

|θx|2 dx


1
2
 L∫

0

|ux|2 dx


1
2

+ C||Ψ||H||F ||H.
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Agora, usando desigualdade (3.35), segue-se a conclusão do Lema. �

Lema 3.4. Com as mesmas hipóteses do Lema 3.2,temos

L∫
0

|φx|2 dx ≤
Jρ

δ|b|
|λ||χ|

∣∣∣∣∣∣
L∫

0

ϕφx dx

∣∣∣∣∣∣+ C

 L∫
0

|ux|2 dx


1
2
 L∫

0

|φx|2 dx


1
2

+ C

L∫
0

|ux|2 dx+ C||Ψ||
3
2
H||F ||

1
2
H + C||Ψ||H||F ||H,

para |λ| > 0 grande.

Prova. Multiplicando Eq. (3.30) por φx e integrando por partes em (0, L) resulta

iλ

L∫
0

ϕφx dx+
µ

ρ

L∫
0

uxφxx dx−
b

ρ

L∫
0

|φx|2 dx+
β

ρ

L∫
0

θxφx dx =

L∫
0

f 2φx dx.

A substituição de φxx dado por (3.32) na equação acima, nos dá

iλ

L∫
0

ϕφx dx+
µ

ρ

L∫
0

ux

(
−iλJ

δ
ψ +

b

δ
ux +

ξ

δ
φ− m

δ
θ − J

δ
f 4

)
dx

− b

ρ

L∫
0

|φx|2 dx+
β

ρ

L∫
0

θxφx dx =

L∫
0

f 2φx dx,

de onde se segue que

b

ρ

L∫
0

|φx|2 dx = iλ

L∫
0

ϕφx dx− iλ
µJ

ρδ

L∫
0

uxψ dx︸ ︷︷ ︸
:=I1

+
µb

ρδ

L∫
0

|ux|2 dx+
µξ

ρδ

L∫
0

uxφ dx

− µm

ρδ

L∫
0

uxθ dx−
µJ

ρδ

L∫
0

uxf 4 dx+
β

ρ

L∫
0

θxφx dx−
L∫

0

f 2φx dx. (3.42)
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Agora vamos analisar o termo I1. Da Eq. (3.29) e (3.31), chegamos a

I1 = iλ
µJ

ρδ

L∫
0

ϕφx dx+
µJ

ρδ

L∫
0

ϕf 3
x dx+

µJ

ρδ

L∫
0

f 1
xψ dx.

A substituição de I1 na equação acima, nos dá

b

ρ

L∫
0

|φx|2 dx = iλ
J

δ

(
δ

J
− µ

ρ

) L∫
0

ϕφx dx+
µb

ρδ

L∫
0

|ux|2 dx+
µξ

ρδ

L∫
0

uxφ dx−
µJ

ρδ

L∫
0

uxf4 dx

+
β

ρ

L∫
0

θxφx dx−
µm

ρδ

L∫
0

uxθ dx−
L∫

0

f2φx dx−
µJ

ρδ

L∫
0

ϕf3
x dx−

µJ

ρδ

L∫
0

f1
xψ dx.

Aplicando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Poincaré, e usando a desigualdade (3.35),

tem-se a conclusão do Lema. �

Aplicando a desigualdade de Poincaré no Lema 3.4, encontramos

ξ

L∫
0

|φ|2 dx ≤ ξJρCp
δ|b|

|λ||χ|

∣∣∣∣∣∣
L∫

0

ϕφx dx

∣∣∣∣∣∣+ C

 L∫
0

|ux|2 dx


1
2
 L∫

0

|φx|2 dx


1
2

+ C

L∫
0

|ux|2 dx+ C||Ψ||
3
2
H||F ||

1
2
H + C||Ψ||H||F ||H, (3.43)

onde Cp é a constante de Poincaré.

Lema 3.5. A solução (u, ϕ, φ, ψ, θ, η)′ do sistema (3.7) satisfaz

J

L∫
0

|ψ|2 dx ≤ C

 L∫
0

|ux|2 dx


1
2
 L∫

0

|φ|2 dx


1
2

+ ξ

L∫
0

|φ|2 dx

+ δ

L∫
0

|φx|2 dx+ C||Ψ||
3
2
H||F ||

1
2
H + C||Ψ||H||F ||H.

Prova. Multiplicando a Eq. (3.32) por φ e integrando em (0, L), temos

iλJ

L∫
0

ψφ dx− δ
L∫

0

φxxφ dx+ b

L∫
0

uxφ dx+ ξ

L∫
0

|φ|2 dx+m

L∫
0

θφ dx = J

L∫
0

f4φ dx.
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Desde que iλφ = −ψ − f 3, encontramos

J

L∫
0

|ψ|2 dx = b

L∫
0

uxφ dx+ ξ

L∫
0

|φ|2 dx+ δ

L∫
0

|φx|2 dx

+m

L∫
0

θφ dx− J
L∫

0

ψf 3 dx− J
L∫

0

f 4φ dx.

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e Poincaré, tem-se a conclusão do Lema. �

Demonstração do teorema 3.4 (Suficiente)

Desde que χ = 0, então do Lema 3.4 encontramos

L∫
0

|φx|2 dx ≤ C

 L∫
0

|ux|2 dx


1
2
 L∫

0

|φx|2 dx


1
2

+ C

L∫
0

|ux|2 dx+ C||Ψ||
3
2
H||F ||

1
2
H + C||Ψ||H||F ||H.

Por outro lado, da desigualdade de Young e do Lema 3.2 temos

1

2

L∫
0

|φx|2 dx ≤ C||Ψ||H||F ||H + C||Ψ||
3
2
H||F ||

1
2
H

+
C

|λ|
||Ψ||

3
2
H||F ||

1
2
H +

C

|λ|
||Ψ||H||F ||H +

C

|λ|
||Ψ||2H +

C

|λ|2
||Ψ||H||F ||H + C||F ||2H.

(3.44)

A partir de (3.44) e usando a desigualdade Poincaré , concluı́mos que

ξ

L∫
0

|φ|2 dx ≤ C||Ψ||H||F ||H + C||Ψ||
3
2
H||F ||

1
2
H +

C

|λ|
||Ψ||

3
2
H||F ||

1
2
H

+
C

|λ|
||Ψ||H||F ||H +

C

|λ|
||Ψ||2H +

C

|λ|2
||Ψ||H||F ||H + C||F ||2H. (3.45)
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Agora, usando o Lemmas 3.2, 3.3 a desigualdade (3.44), chegamos a

ρ

L∫
0

|ϕ|2 dx ≤ C||Ψ||H||F ||H + C||Ψ||
3
2
H||F ||

1
2
H +

C

|λ|
||Ψ||

3
2
H||F ||

1
2
H

+
C

|λ|
||Ψ||H||F ||H +

C

|λ|
||Ψ||2H +

C

|λ|2
||Ψ||H||F ||H + C||F ||2H. (3.46)

Das desigualdades (3.44), (3.45) e dos Lemas 3.2 e 3.5, encontramos

J

L∫
0

|ψ|2 dx ≤ C||Ψ||H||F ||H + C||Ψ||
3
2
H||F ||

1
2
H +

C

|λ|
||Ψ||

3
2
H||F ||

1
2
H

+
C

|λ|
||Ψ||H||F ||H +

C

|λ|
||Ψ||2H +

C

|λ|2
||Ψ||H||F ||H + C||F ||2H. (3.47)

Agora, multiplicando Eqs. (3.30) e (3.32) por u e φ, respectivamente, e integrando por partes

(0, L), temos

iλρ

L∫
0

ϕu dx

︸ ︷︷ ︸
:=I2

+µ

L∫
0

|ux|2 dx+ b

L∫
0

uxφ dx+ β

L∫
0

θxu dx = ρ

L∫
0

f 2u dx (3.48)

e

iλJ

L∫
0

ψφ dx

︸ ︷︷ ︸
:=I3

+δ

L∫
0

|φx|2 dx+ b

L∫
0

uxφ dx+ ξ

L∫
0

|φ|2 dx−m
L∫

0

θφ dx = J

L∫
0

f 4φ dx.

(3.49)

Substituindo iλu dado por (3.29) em I2 e iλφ dado por (3.31) em I3, chegamos a

µ

L∫
0

|ux|2 dx+ b

L∫
0

uxφ dx = ρ

L∫
0

|ϕ|2 dx− β
L∫

0

θxu dx+ ρ

L∫
0

f 2u dx+ ρ

L∫
0

ϕf 1 dx

(3.50)
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e

δ

L∫
0

|φx|2 dx+ b

L∫
0

uxφ dx+ ξ

L∫
0

|φ|2 dx = J

L∫
0

|ψ|2 dx+m

L∫
0

θφ dx

+ J

L∫
0

f 4φ dx+ J

L∫
0

ψf 3 dx. (3.51)

Somando as Eqs. (3.50) e (3.51), temos que

µ

L∫
0

|ux|2 dx+ b

L∫
0

uxφ dx+ δ

L∫
0

|φx|2 dx+ b

L∫
0

uxφ dx+ ξ

L∫
0

|φ|2 dx

≤ ρ

L∫
0

|ϕ|2 dx+ J

L∫
0

|ψ|2 dx+ |β|

 L∫
0

|θx|2 dx


1
2
 L∫

0

|u|2 dx


1
2

+ |m|

 L∫
0

|θ|2 dx


1
2
 L∫

0

|φ|2 dx


1
2

+ C||Ψ||H||F ||H. (3.52)

Aplicando a desigualdade de Poincaré e Young e usando Lema 3.2 e as desigualdades (3.35),

(3.46) e (3.47), obtemos

µ

L∫
0

|ux|2 dx+ δ

L∫
0

|φx|2 dx+ b

L∫
0

(uxφ+ uxφ) dx+ ξ

L∫
0

|φ|2 dx

≤ C||Ψ||H||F ||H + C||Ψ||
3
2
H||F ||

1
2
H +

C

|λ|
||Ψ||

3
2
H||F ||

1
2
H (3.53)

+
C

|λ|
||Ψ||H||F ||H +

C

|λ|
||Ψ||2H +

C

|λ|2
||Ψ||H||F ||H + C||F ||2H.

Agora, combinando as desigualdades (3.35), (3.46), (3.47) e (3.53), e usando a desigualdade de

Young, segue-se que para |λ| > 0 grande o suficiente, existe uma constante positiva M tal que

||Ψ||H ≤M ||F ||H.

Usando resultado de Prüss [36], temos a conclusão do Teorema 3.4. �
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3.5 Decaimento Polinomial

Nesta seção, mostraremos que, em geral, C0-semigrupo S(t) = eAt associado ao sistema (3.1),

(3.3)-(3.4) vai polinomialmente para zero com taxa 1√
t
.

Para fazer isso, aplicamos o seguinte Teorema devido a A. Borichev and Y. Tomilov (ver [5],

Theorem 2.4).

Teorema 3.5. Seja S(t) = eAt um C0−semigrupo limitado sobre o espaço de Hilbert H com

gerador A tal que iR ⊂ ρ(A). Então para qualquer γ > 0 e x ∈ H, temos

||R(λ,A)|| = O(|λ|γ), |λ| → ∞ ⇐⇒ ||S(t)A−1x||H = o(t−
1
γ ), t→∞ (3.54)

onde R(λ,A) é o operador de resolvente de A.

O principal resultado desta seção é dado pelo seguinte Teorema.

Teorema 3.6. Se χ 6= 0 e δ|b||β| − 2ρ|m||χ|(δ+ ξCp) > 0, então o C0-semigrupo associado ao

sistema (3.7) satisfaz

||eAtΨ0||H ≤
1√
t
||Ψ0||D(A), ∀Ψ0 ∈ D(A)

onde Cp é a constante de Poincaré . Além disso, essa taxa é ótima.

Prova. Multiplicando a Eq. (3.33) por ψ e integrando em (0, L), obtemos

iλρ1

L∫
0

θψ dx− 1

β1

(1− α)

L∫
0

θxxψ dx+ α

∞∫
0

K(s)

L∫
0

ηxx(s)ψ dx ds


+β

L∫
0

ϕxψ dx+m

L∫
0

|ψ|2 dx = ρ1

L∫
0

f 5ψ dx.

Desde que ψ = −iλφ− f 3, a equação acima se torna

iβλ

L∫
0

ϕφx dx = −iλρ1

L∫
0

θψ dx+
iλ

β1

(1− α)

L∫
0

θxφx dx+ α

∞∫
0

K(s)

L∫
0

ηx(s)φx dx ds


−m

L∫
0

|ψ|2dx+ ρ1

L∫
0

f 5ψ dx+
1

β1

(1− α)

L∫
0

θxf 3
x dx+ α

∞∫
0

K(s)

L∫
0

ηx(s)f 3
x dx ds

 .
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Aplicando a desigualdade de Poincaré and Young e tomando a desigualdade (3.35), chegamos

a

|λ|

∣∣∣∣∣∣
L∫

0

ϕφx dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ Cε|λ|2
L∫

0

|θx|2 dx+ ε

 L∫
0

|ψ|2 dx+

L∫
0

|φx|2 dx


+Cε|λ|2

 L∫
0

|θx|2 dx+ ||η||2M

+
|m|
|β|

L∫
0

|ψ|2 dx+ C||Ψ||H||F ||H

+C

 L∫
0

|θx|2 dx+ ||η||2M

+ C||F ||2H ≤
|m|
|β|

L∫
0

|ψ|2 dx+ ε

 L∫
0

|ψ|2 dx+

L∫
0

|φx|2 dx


+Cε|λ|2||Ψ||H||F ||H + C||Ψ||H||F ||H + C||F ||2H. (3.55)

onde ε é uma constante positiva e Cε é uma constante positiva que depende ε.

Combinando o Lema 3.4 e a estimativa (3.55), e aplicando a desigualdade de Young, encon-
tramos

L∫
0

|φx|2 dx ≤ 2Jρ|m||χ|
δ|b||β|

∫ L
0 |ψ|

2 dx+ Cε|λ|2||Ψ||H||F ||H + Jρ|χ|
δ|b| ε||Ψ||

2
H

+C
∫ L

0 |ux|
2 dx+ C||Ψ||H||F ||H + C||Ψ||

3
2
H||F ||

1
2
H + C||F ||2H (3.56)

e a desigualdade de Poincaré gera

ξ

L∫
0

|φ|2 dx ≤ 2Jρ|m|ξ|χ|Cp
δ|b||β|

∫ L
0 |ψ|

2 dx+ Cε|λ|2||Ψ||H||F ||H + Jρξ|χ|C
δ|b| ε||Ψ||2H

+C
∫ L

0 |ux|
2 dx+ C||Ψ||H||F ||H + C||Ψ||

3
2
H||F ||

1
2
H + C||F ||2H. (3.57)

Por outro lado, do Lema 3.2, obtemos

L∫
0

|ux|2 dx ≤ C||Ψ||H||F ||H + C||Ψ||
3
2
H||F ||

1
2
H +

C

|λ|
||Ψ||

3
2
H||F ||

1
2
H +

C

|λ|
||Ψ||H||F ||H

+
|m|C
|λ|
||Ψ||2H +

C

|λ|2
||Ψ||H||F ||H + C||F ||2H. (3.58)
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Do Lema 3.3, encontramos

ρ

L∫
0

|ϕ|2 dx ≤ δ

4

L∫
0

|φx|2 dx+ C

L∫
0

|ux|2 dx+ C||Ψ||
3
2
H||F ||

1
2
H + C||Ψ||H||F ||H (3.59)

e do Lema 3.5, temos

J

L∫
0

|ψ|2 dx ≤ C
L∫

0

|ux|2 dx+
δ

4

L∫
0

|φx|2 dx+ ξ

L∫
0

|φ|2 dx

+ δ

L∫
0

|φx|2 dx+ C||Ψ||
3
2
H||F ||

1
2
H + C||Ψ||H||F ||H.

Tendo em conta as desigualdades (3.56) e (3.57), a desigualdade acima se torna

J

δ|b||β|
(δ|b||β| − 2ρ|m||χ|(δ + ξCp))

L∫
0

|ψ|2 dx ≤ δ

4

L∫
0

|φx|2 dx+ C

L∫
0

|ux|2 dx dx

+
Jρ|χ|C
δ|b|

ε||Ψ||2H + C||Ψ||
3
2
H||F ||

1
2
H + C||Ψ||H||F ||H + Cε|λ|2||Ψ||H||F ||H + C||F ||2H.

(3.60)

Combinando a Eqs. (3.56)–(3.60) e (3.52), levando em conta as hipóteses do Teorema e usando

a desigualdade de Young, podemos escolher |λ| > 0 grande o suficiente e ε > 0 pequeno o

suficiente, tal que existe uma constante positiva M que não depende λ, tal que

||Ψ||2H ≤M |λ|4||F ||2H,

que é equivalente a

||R(λ,A)|| ≤ O(|λ|2) quando |λ| → ∞.

Então, usando (3.54) o Teorema pode ser concluı́do.

Agora, para provar a desigualdade inversa, usamos argumentos de contradição. Suponha que

O(|λ|2) é não é ótima. Isso significa que existe ε > 0 tal que

||R(λ,A)|| ≤ O(|λ|2−ε) quando |λ| → ∞, (3.61)
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o que implica que, para todo F ∈ H, existe c > 0 tal que

1

|λ|2−ε
||Ψ||H ≤ c||F ||H, ∀λ ∈ iR, λ 6= 0,

onde Ψ ∈ H é a solução da equação resolvente λΨ−AΨ = F emH.

Isso é uma contradição porque, aproveitando o Teorema 3.2 podemos construir uma sequência

(λµ)µ∈N ⊂ iR, (Ψn)µ∈R ⊂ D(A) and (Fµ)µ∈N ⊂ H,

tal que

||Ψµ||H ≥ c|λµ|2||Fµ||H (ver inequação (3.27)),

o que implica que

1

|λµ|2−ε
||R(λµ,A)|| ≥ c|λµ|ε →∞ (as µ→∞),

contrariando (3.61). �
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CAPÍTULO 4

Modelo Dissipativo de uma placa de Mindlin-Timoshenko

4.1 Introdução

Neste capı́tulo, iremos estudar o seguinte sistema dissipativo de uma placa fina bidimensional

de Mindlin-Timoshenko:

ρ1ωtt −KL1(ω, ψ, ϕ) = 0 em Ω× IR+, (4.1)

ρ2ψtt −DL2(ψ, ϕ) +K

(
ψ +

∂ω

∂x

)
−D1L2(ψt, ϕt) + α1ψt = 0 em Ω× IR+, (4.2)

ρ2ϕtt −DL3(ϕ, ψ) +K

(
ϕ+

∂ω

∂y

)
−D1L3(ϕt, ψt) + α2ϕt = 0 em Ω× IR+, (4.3)

onde Ω é um domı́nio limitado do IR2, L1,L2,L3 os seguintes operadores lineares elı́pticos de

segunda ordem

L1(ω, ψ, ϕ) =
∂

∂x

(
ψ +

∂ω

∂x

)
+

∂

∂y

(
ϕ+

∂ω

∂y

)
, (4.4)
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L2(ψ, ϕ) =
∂2ψ

∂x2
+

(
1− µ

2

)
∂2ψ

∂y2
+

(
1 + µ

2

)
∂2ϕ

∂x∂y
, (4.5)

L3(ϕ, ψ) =
∂2ϕ

∂y2
+

(
1− µ

2

)
∂2ϕ

∂x2
+

(
1 + µ

2

)
∂2ψ

∂x∂y
, (4.6)

Aqui, levamos em consideração ρ1 = ρh e ρ2 =
ρh3

12
, onde ρ é a massa por unidade de

volume, h é a espessura uniforme da placa, µ é a constante de Poisson que é tomada em (0, 1/2),

D =
Eh3

12(1− µ2)
representa o módulo de rigidez à flexão e K =

κEh

2(1 + µ)
denota o módulo

de cisalhamento e κ é um fator de correção de cisalhamento. Além disso, α1, α2 e D1 são

constantes positivas de dissipação. As funções ψ(x, y, t) e ϕ(x, y, t) representam os ângulos

de rotação de um filamento da placa e a função ω(x, y, t) denota o deslocamento transversal da

superfı́cie média da placa, para (x, y) ∈ Ω, t > 0.

Para maiores detalhes sobre as considerações fı́sicas do problema, ver [21, 22].

Associamos ao sistema as seguintes condições iniciais :

ω(x, y, 0) = ω0(x, y), ωt(x, y, 0) = ω1(x, y), em Ω, (4.7)

ψ(x, y, 0) = ψ0(x, y), ψt(x, y, 0) = ψ1(x, y), em Ω, (4.8)

ϕ(x, y, 0) = ϕ0(x, y), ϕt(x, y, 0) = ϕ1(x, y), em Ω, (4.9)

e as condições de contorno mistas como sugeridas em [11], a saber

ω = 0, em Γ× IR+, (4.10)

ψ = 0,

(
1− µ

2
(ϕx + ψy), ϕy + µψx

)
ν = 0, em Γ1 × IR+, (4.11)

ϕ = 0,

(
ψx + µϕy,

1− µ
2

(ϕx + ψy)

)
ν = 0, em Γ2 × IR+, (4.12)

aqui consideramos a fronteira suave ∂Ω = Γ := Γ1 ∪ Γ2, com Γ1,Γ2, disjuntos e não-vazios, e

ν := (ν1, ν2) é o vetor normal unitário exterior a Γ.

Este capı́tulo está organizado da seguinte forma. Na seção (4.2) discutimos existência, regu-

laridade e unicidade de soluções globais do problema (4.1)-(4.12) via método de semigrupo de

operadores lineares. Na Seção (4.3) estabelecemos a energia do problema associada ao sistema
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(4.1)-(4.12) e mostramos que a energia é decrescente ao longo do tempo t. Finalmente na seção

(4.4) estudaremos a falta de estabilidade além do decaimento polinomial na seção (4.5) para o

modelo em questão.

4.2 O Cenário de Semigrupos de Operadores Lineares

Nesta seção, estudaremos a existência e unicidade de soluções para o sistema Mindlin Timo-

shenko (4.1)-(4.12), via Teoria de Semigrupo de Operadores Lineares (ver A. Pazy [33]). Vamos

considerar Ω ⊂ IR2 o interior da placa retângular

Ω := [0, L1]× [0, L2], com L1, L2 > 0.

Definimos os conjuntos

Γ1 := {(x, y) : 0 < x < L1, y = 0, L2}.

Γ2 := {(x, y) : 0 < y < L2, y = 0, L1}.

Note que Γ := Γ1 ∪ Γ2. Sob as hipóteses acima em Ω, consideramos o seguinte espaço de

Hilbert

H = H1
0 (Ω)× L2(Ω)×H1

Γ1
(Ω)× L2(Ω)×H1

Γ2
(Ω)× L2(Ω),

com

H1
Γi

(Ω) = {u ∈ H1(Ω);u = 0 em Γi}, i = 1, 2

o qual é um espaço de Hilbert, dotado do seguinte produto interno

(U, V ) =

∫
Ω

[
ρ1W

1W 2 + ρ2Ψ1Ψ2 + ρ2Φ
1Φ2 +K(ψ1 + ω1

x)(ψ
2 + ω2

x)

+ K(ϕ1 + ω1
y)(ϕ

2 + ω2
y) +Dψ1

xψ
2
x +Dϕ1

yϕ
2
y +D

(
1− µ

2

)
(ψ1

y + ϕ1
x)(ψ

2
y + ϕ2

x)

+ Dµψ1
xϕ

2
y +Dµϕ1

xψ
2
y

]
dx dy, (4.13)
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e norma

‖U‖2 =

∫
Ω

[
ρ1|W 1|2 + ρ2|Ψ1|2 + ρ2|Φ1|2 +K|ψ1 + ω1

x|2 +K|ϕ1 + ω1
y)|2

+ D|ψ1
x|2 +D|ϕ1

y|2 +D

(
1− µ

2

)
|ψ1
y + ϕ1

x|2 +Dµψ1
xϕ

1
y +Dµϕ1

yψ
1
x

]
dx dy,

(4.14)

para U = (ω1,W 1, ψ1,Ψ1, ϕ1, Φ1)
′ , V = (ω2,W 2, φ2,Ψ2, ϕ2, Φ2)

′ Por conveniência, notamos

que a norma acima pode ser reecrita sob uma forma não negativa

‖U‖2 =

∫
Ω

[
ρ1|W 1|2 + ρ2|Ψ1|2 + ρ2|Φ1|2 +K|ψ1 + ω1

x|2 +K|ϕ1 + ω1
y|2

+ D(1− µ)[|ψ1
x|2 + |ϕ1

y|2] +D

(
1− µ

2

)
|ψ1
y + ϕ1

x|2 +Dµ|ψ1
x + ϕy|2

]
dx dy,

(4.15)

O Lema a seguir, o qual é uma consequência da desigualdade de Korn, nos fornece uma

equivalência entre a norma (4.14) e a norma usual emH ([21, 22]). Nesse contexto, denotemos

por Σ o seguinte espaço de Hilbert

Σ = H1
0 (Ω)×H1

Γ1
(Ω)×H1

Γ2
(Ω).

Lema 4.1. Existe uma constante α0 > 0 tal que, para todo (ψ, ϕ) ∈ H1
Γ1

(Ω)×H1
Γ2

(Ω),∫
Ω

[
D|ψx|2 +D|ϕy|2 + D

(
1− µ

2

)
|ψy + ϕx|2 +Dµψxϕy +Dµϕyψx

]
dx dy

≥ α0[‖ψ‖2
H1(Ω) + ‖ϕ‖2

H1(Ω)].

Além disso, paraK0 > 0, existe β := β(K0) > 0 tal que, para todoK ≥ K0 e (ω, ψ, ϕ) ∈ Σ,∫
Ω

[
K|ψ + ωx|2 +K|ϕ+ ωy|2] +D|ψx|2 +D|ϕy|2

+D

(
1− µ

2

)
|ψy + ϕx|2 +Dµψxϕy +Dµϕyψx

]
dx dy ≥ β‖(ω, ψ, ϕ)‖2

Σ.
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Para começar, vamos reescrever o problema (4.7) - (4.12), na forma de um problema de

Cauchy para U = (ω,W,ψ,Ψ, ϕ,Φ)
′ . Desse modo, o vetor U satisfaz a equação


dU

dt
= AU,

U(0) = U0,

(4.16)

onde U0 = (ω0, ω1, ψ0, ψ1, ϕ0, ϕ1)
′ é o vetor dos dados iniciais e A : D(A) ⊆ H → H é o

operador diferencial denotado por

A :=



0 I 0 0 0 0
K

ρ1
∆ 0

κ

ρ1
∂x 0 K

ρ1
∂y 0

0 0 0 I 0 0

−K
ρ2
∂x 0

1

ρ2
(DB1 −KI)

1

ρ2
(D1B1 − α1I) D

ρ2
B2

D1

ρ2
B2

0 0 0 0 0 I

−K
ρ2
∂y 0 D

ρ2
B2

D1

ρ2
B2

1

ρ2
(DB3 −KI)

1

ρ2
(D1B3 − α2I)


(4.17)

onde os operadores diferenciais Bi(i = 1, 2, 3), são definidos por

B1 := ∂2
x +

(
1− µ

2

)
∂2
y , (4.18)

B2 :=

(
1− µ

2

)
∂2
x, (4.19)

B3 := ∂2
y +

(
1− µ

2

)
∂2
x. (4.20)

Observações 4.1. Nas considerações a seguir é conveniente conhecer a seguinte expressão:

AU =



W
K

ρ1
L1(ω, ψ, ϕ)

Ψ
D

ρ2
L2(ψ,ϕ) +

K

ρ2
(ψ + ωx) +

D1

ρ2
L2(Ψ,Φ)− α1

ρ2
Ψ

Φ
D

ρ2
L3(ϕ,ψ) +

K

ρ2
(ϕ+ ωy) +

D1

ρ2
L3(Φ,Ψ)− α2

ρ2
Φ


para U =



ω

W

ψ

Ψ

ϕ

Φ


. (4.21)
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O domı́nio do operador A é definido por

D(A) = {U ∈ H;W ∈ H1
0 (Ω),Ψ ∈ H1

Γ1
(Ω),Φ ∈ H1

Γ2
(Ω), KL1(ψ, ϕ, ω),

DL2(ψ, ϕ) +D1L2(Ψ,Φ) + α1Ψ, DL3(ϕ, ψ) +D1L3(Φ,Ψ) + α2Φ ∈ L2(Ω)}

o qual é denso emH. Tambem, temos o seguinte teorema

Teorema 4.1. O operador A gera um C0-semigrupo de contração S(t) sobre H. Assim, para

todo U0 ∈ H, o problema (4.7) - (4.12) tem uma única solução fraca U ∈ C0([0,∞[,H). Além

disso, se U0 ∈ D(A), então U é solução forte de (4.7) - (4.12), isto é

U ∈ C1([0,∞[,H) ∩ ∈ C0([0,∞[, D(A)).

Prova: Seja U = (ω,W,ψ,Ψ, ϕ,Φ)
′ ∈ D(A), então do produto interno em (4.13) temos

Re < AU,U > = −α1

∫
Ω

Ψ2 dx dy − α2

∫
Ω

Φ2 dx dy −D1(1− µ)

∫
Ω

Ψ2
x dx dy

− D1(1− µ)

∫
Ω

Φ2
y dx dy −D1

(
1− µ

2

)∫
Ω

|Φx + Ψy|2 dx dy

− D1µ

∫
Ω

|Ψx + Φy|2 dx dy ≤ 0, (4.22)

portanto, o operador A é dissipativo. Sabemos que o domı́nio D(A) é denso em H, isto é

D(A) = H. Assim, do Teorema de Lax-Milgran (ver [6] para mais detalhes), a equação resol-

vente I −A para qualquer F ∈ H, admite uma solução única U ∈ D(A). Portanto deduzimos

que 1 ∈ ρ(A), onde ρ(A) é o conjunto resolvente de A.

Finalmente, usando o Teorema de Lummer-Phillips (ver [33]), concluı́mos que o operadorA
é o gerador de um C0-semigrupo de contrações S(t) = eAt do espaço de HilbertH. �

4.3 A energia do sistema

Definimos a energia de soluções do sistema Mindlin-Timoshenko (4.1)-(4.12) por:

E(t) =
1

2

∫
Ω

[
ρ1|ωt|2 + ρ2|ψt|2 + ρ2|ϕt|2 +K|ψ + ωx|2 +K|ϕ+ ωy|2
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+ D|ψx|2 +D|ϕy|2 +D

(
1− µ

2

)
|ψy + ϕx|2 + 2Dµψxϕy

]
dx dy. (4.23)

O funcional energia, assim definido, é não crescente para todo t > 0. De fato, como mostra o

Lema seguinte.

Lema 4.2. Seja qualquer solução (ω,W,ψ,Ψ, ϕ,Φ) do problema (4.1)-(4.12). Então, a taxa

instantânea de variação de energia do sistema em relação ao tempo t é dada por

d

dt
E(t) = − α1

∫
Ω

|ψt|2 dx dy −D1

∫
Ω

|ψtx|2 dx dy −D1

(
1− µ

2

)∫
Ω

|ψty|2 dx dy

− α2

∫
Ω

|ϕt|2 dx dy −D1

(
1− µ

2

)∫
Ω

|ϕtx|2 dx dy −D1

∫
Ω

|ϕty|2 dx dy, ∀t ≥ 0.

(4.24)

4.4 Falta de Estabilidade Exponencial

Nesta seção iremos mostrar que o semigrupo associado ao sistema Mindin-Timoshenko (4.1)

- (4.12) apresenta perda de estabilidade exponencial. Para essa finalidade, usaremos o método

baseado no Teorema de Gearhart-Herbst-Pruss- Huang [12, 16, 36] para sistemas dissipativos.

Teorema 4.2. Seja S(t) = eAt um C0-semigrupo de contrações no espaço de HilbertH. Então,

S(t) é exponencialmente estável se, e somente se,

iIR ≡ {iλ : λ ∈ IR} ⊂ ρ(A), (4.25)
e

lim
|λ|→∞

‖(iλI −A)−1‖L(H) <∞, (4.26)

se verificam, onde ρ(A) é o conjunto resolvente do operador diferencial A.

O principal resultado desta seção é dado pelo seguinte teorema.

Teorema 4.3. Seja S(t) = eAt o semigrupo C0 de contrações no espaço de HilbertH associado

ao sistema (4.1) - (4.12). Então, S(t) não é exponencialmente estável independentemente de

qualquer relação existente entre seus coeficientes.
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Prova: Para provar a falta de estabilidade exponencial do sistema (4.1) - (4.12), iremos utilizar

o teorema 4.2. Dessa forma, usando argumentos de contradicão, iremos provar que existe uma

sequência de valores (λn) ⊂ IR com limn→∞ |λn| = ∞ e Un = (ωn,Wn, ψn,Ψn, ϕn,Φn)
′ ∈

D(A) para Fn = (f 1
n, f

2
n, f

3
n, f

4
n, f

5
n, f

6
n)
′ ⊂ H, satisfazendo a equação resolvente

(iλnI −A)Un = Fn (4.27)

com ‖Fn‖H ≤ 1, tal que

‖Un‖H = ‖(iλnI −A)−1Fn‖H →∞ (4.28)

Para simplificar a notação, omitiremos o ı́ndice n. Então a nossa equação espectral (4.27)

pode ser reescrita em termos de suas componentes, sendo expressa pela forma

iλω −W = f 1, (4.29)

iλW − K

ρ1

(ψ + ωx)x −
K

ρ1

(ϕ+ ωy)y = f 2, (4.30)

iλψ −Ψ = f 3, (4.31)

iλΨ− D

ρ2

L2(ψ, ϕ) +
K

ρ2

(ψ + ωx)−
D

ρ2

L2(Ψ,Φ) +
α1

ρ2

Ψ = f 4, (4.32)

iλϕ− Φ = f 5, (4.33)

iλΦ− D

ρ2

L3(ϕ, ψ) +
K

ρ2

(ϕ+ ωy)−
D1

ρ2

L3(Φ,Ψ) +
α2

ρ2

Φ = f 6. (4.34)

Para o nosso sistema (4.29) - (4.34), tomamos f 1 = f 3 = f 5 = 0. De (4.29), (4.31) e (4.33), é

imediato que

W = iλω, Ψ = iλψ, Φ = iλϕ, (4.35)

Usando (4.35)é imediato que

L2(Ψ,Φ) = iλL2(ψ, ϕ) e L3(Φ,Ψ) = iλL3(ϕ, ψ), (4.36)

o que nos possibilita reformular o sistema (4.29) - (4.34) da seguinte maneira

− λ2ρ1ω −K(ψ + ωx)x −K(ϕ+ ωy)y = ρ1f
2, (4.37)

−λ2ρ2ψ − (D + iD1λ)

(
ψxx +

1− µ
2

ψyy +
1 + µ

2
ϕxy

)
+K(ψ + ωx) + iλα1ψ = ρ2f

4, (4.38)

−λ2ρ2ϕ− (D + iD1λ)

(
1− µ

2
ϕxx + ϕyy +

1 + µ

2
ψxy

)
+K(ϕ+ ωy) + iλα2ϕ = ρ2f

6. (4.39)
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Sem perda de generalidade iremos tomar Ω ⊂ R como sendo Ω = [0, π] × [0, π] com

fronteira ∂Ω = Γ := Γ1 ∪ Γ2, em que

Γ1 := {(x, y) : 0 < x < π, y = 0, π},

Γ2 := {(x, y) : 0 < y < π, x = 0, π}.

Tomando f 2, f 4 e f 6 como

f 2 := sin(nx) sin(ny), f 4 := f 6 := 0,

para n ∈ IN.

Levando-se em conta as condições de contorno dadas em (4.10)-(4.12), tomamos soluções

da forma

ω(x, y) := A sin(nx) sin(ny),

ψ(x, y) := Bcos(nx) sin(ny),

ϕ(x, y) := C sin(nx)cos(ny),

com A,B,C dependentes de λ que serão determinados mais tarde.

Desta forma, encontrar a solução do sistema (4.37)-(4.39) é equivalente encontrar soluções

A, B, C para o seguinte sistema

p1(λ)A+KnB +KnC = ρ1, (4.40)

KnA+ (p2(λ) + iλα1)B + p3(λ)C = 0, (4.41)

KnA+ p3(λ)B + (p2(λ) + iλα2)(λ)C = 0. (4.42)

Onde

p1(λ) = −λ2ρ1 + 2Kn2,

p2(λ) = −λ2ρ2 +
3− µ

2
(D + iD1λ)n2 +K,

p3(λ) =
1 + µ

2
(D + iD1λ)n2.
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Dessa forma, tomando

λ := λn =

√
2K

ρ1

n, n ∈ IN (4.43)

então p1(λ) ≡ 0 e reecrevendo (4.40)-(4.42) na forma matricial, encontramos
0 kn kn

kn p2(λ) + iλα1 p3(λ)

kn p3(λ) p2(λ) + iλα2




A

B

C

 =


ρ1

0

0


Usando a regra de Cramer, as expressões p1, p2 e p3 e a escolha de λ dada em (4.43), obtemos

as seguintes expressões explicitas para A,B e C

A =

ρ1

[(
− ρ2λ

2 − (µ− 1)(D + iD1λ)n2 +K

)(
− ρ2λ

2 + 2(D + iDiλ)n2 +K

)]
2K2n2

[
ρ2λ2 + (µ− 1)(D + iD1λ)n2 −K − iλ(α1 + α2)

]

+

iλρ1(α2 + α1)

(
− λ2ρ2 +

3− µ
2

(D + iD1λ)n2 +K + 1

)
2K2n2

[
ρ2λ2 + (µ− 1)(D + iD1λ)n2 −K − iλ(α1 + α2)

] , (4.44)

B =

ρ1

(
ρ2λ

2 + (µ− 1)(D + iD1λ)n2 −K − iλα2

)
2Kn

[
ρ2λ2 + (µ− 1)(D + iD1λ)n2 −K − iλ(α1 + α2)

] , (4.45)

e

C =

ρ1

(
ρ2λ

2 + (µ− 1)(D + iD1λ)n2 −K − iλα1

)
2Kn

[
ρ2λ2 + (µ− 1)(D + iD1λ)n2 −K − iλ(α1 + α2)

] , (4.46)

De (4.44), (4.45) e (4.46) resulta que

A := An ≈ O(n), (4.47)

B := Bn −→ 0, (4.48)

C := Cn −→ 0. (4.49)
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para n grande.

De (4.35) e usando a definição da norma em (4.14), segue que

‖U‖2
H ≥ ρ1

∫
Ω

|W |2 dx dy = ρ1

∫
Ω

|λnωn|2 dx dy = ρ1

∫
Ω

|λnAsen(nx)sen(ny)|2 dx dy

= ρ1|λnA|2
∫
Ω

|sen(nx)sen(ny)|2 dx dy (4.50)

Logo, usando (4.43) e (4.47) em (4.50), resulta

‖U‖2
H ≈ O(n4). (4.51)

Então, como n→∞, de (4.50), (4.51) tem-se

lim
n→∞

‖U‖2
H > ρ1 lim

n→∞
‖W‖2

L2 =∞,

equivalentemente,

‖U‖H >
√
Kπ

2
nAn ≈ O(n2). (4.52)

Dessa maneira, aplicando o Teorema 4.2 podemos concluir que o semigrupo S(t) associ-

ado ao sistema (4.1)-(4.12) não é exponencialmente estável, ou seja, apresenta uma perda de

estabilidade exponencial.

4.5 Decaimento Polinomial

Nesta seção, nossa atenção estará voltada em provar que o semigrupo S(t) = eAt gerado por

A, associado ao sistema (4.1)-(4.12) é polinomialmente estável, e isto ocorrerá independente

de qualquer relação entre os seus coeficientes. Ou seja, mostraremos que a energia E(t) de

soluções do Sistema de Mindlin-Timoshenko, dada por (4.23), é controlada por um polinômio,

a saber

‖S(t)U0‖H ≤ f(t)‖U0‖D(A),
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onde f(t) é uma função polinomial positiva, tal que limt→∞f(t) = 0, ou seja, tende a zero

polinomialmente ao longo do tempo. Portanto, fica evidente que o decaimento polinomial da

energia será um processo de estabilização lenta, visto que a energia das soluções é controlada

por um polinômio.

Para alcançar essa propriedade faremos uso de um resultado devido a Borichev e Tomilov[5]

que nos fornece condições para obter o decaimento Polinomial.

Teorema 4.4. Seja S(t) = eAt um C0−semigrupo limitado sobre o espaço de Hilbert H, com

gerador infinitesimal A, tal que iIR ⊂ ρ(A). Então, para qualquer α > 0 e x ∈ H, temos que

‖R(λ,A)‖ = O(|λ|α), |λ| → ∞ ⇔ ‖S(t)A−1‖L(H) = O(t−1/α), t→∞, (4.53)

Para iniciar, consideramosU = (ω,W,ψ,Ψ, ϕ,Φ)
′ ∈ D(A) eF = (f 1, f 2, f 3, f 4, f 5, f 6)

′ ∈
H. Então a equação resolvente iλU − AU = F em termos das suas componentes fica escrita

da seguinte forma

iλω −W = f 1, (4.54)

iλW − K

ρ1

(ψ + ωx)x −
K

ρ1

(ϕ+ ωy)y = f 2, (4.55)

iλψ −Ψ = f 3, (4.56)

iλΨ− D

ρ2

L2(ψ, ϕ) +
K

ρ2

(ψ + ωx)−
D1

ρ2

L2(Ψ,Φ) +
α1

ρ2

Ψ = f 4, (4.57)

iλϕ− Φ = f 5, (4.58)

iλΦ− D

ρ2

L3(ϕ, ψ) +
K

ρ2

(ϕ+ ωy)−
D1

ρ2

L3(Φ,Ψ) +
α2

ρ2

Φ = f 6. (4.59)

Agora, fazendo o produto interno em H, de U ∈ D(A) com a equação resolvente de A, isto

é

iλ‖U‖2
H − (AU,U)H = (F,U)H.

Tomando a parte real da equação anterior e usando (4.22), temos que

α1‖Ψ‖2
2 + α2‖Φ‖2

2 +D1(1− µ)[‖Ψx‖2
2 + ‖Φy‖2

2]

+ D1µ‖Ψx + Φy‖2
2 +D1

(
1− µ

2

)
‖Φx + Ψy‖2

2 ≤ ‖U‖H‖F‖H, (4.60)
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Agora, nosso objetivo é mostrar que o resolvente de A é uniformemente limitado ao longo

do eixo imaginário. Dessa forma, podemos estabelecer o seguinte Lema.

Lema 4.3. Sob as condições acima temos

iIR ⊂ %(A).

Prova: Desde que (I − A)−1 é compacto em H. Desse modo, para provar nosso lema é

suficiente mostrarmos que o operador A não possui autovalor imaginário puro. Dessa forma,

podemos supor que existe λ0 ∈ IR∗ tal que iλ0 seja um autovalor e U = (ω,W,ψ,Ψ, ϕ,Φ) ∈
D(A) seja um autovetor normalizado, isto é, ‖U‖A = 1 e tal que

AU = iλ0U

Sendo assim, de (4.60), para F = 0 em H, obtemos Ψ = Φ = 0. Além disso, de (4.56),

(4.58) e com f 3 = f 5 = 0 concluı́mos que ψ, ϕ = 0. Mais ainda, de (4.57) e (4.59) com

f 2 = f 4 = 0 e também pela desigualdade de Poincaré encontramos ω = 0. Finalmente, de

(4.54) com f 1 = 0 temos W = 0, isto implica que U = 0. Mas isso é uma contradição, o

que nos permite concluir que não existem autovalores imaginários e logo o nosso resultado está

provado.�

Para prosseguir na prova do decaimento polinomial do sistema (4.1)-(4.12), iremos enun-

ciar e demonstrar alguns lemas auxiliares que darão o suporte necessário no desenvolvimento

deste trabalho. Para facilitar a notação, usaremos o mesmo parâmetro C para denotar diferentes

constantes positivas que surgirão nas estimativas.

Lema 4.4. Existe uma constante positiva C de tal modo qua qualquer solução do sistema (4.1)-

(4.12) satisfaz

‖Ψ‖2
H1(Ω) + ‖Φ‖2

H1(Ω) ≤ C‖U‖H‖F‖H, (4.61)

|λ|2‖∇ψ‖2
2 + |λ|2‖∇ϕ‖2

2 ≤ C‖U‖H‖F‖H + C‖F‖2
H, (4.62)

onde C é independente de λ.

Prova: Usando a desigualdade de Korn, obtemos

α0[‖Ψ‖2
H1(Ω) + ‖Φ‖2

H1(Ω)] ≤ D1(1− µ)[‖Ψx‖2
2 + ‖Φy‖2

2] +D1µ‖Ψx + Φy‖2
2
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+ D1

(
1− µ

2

)
‖Φx + Ψy‖2

2, (4.63)

com α0 > 0. Da estimativa (4.60), podemos concluir que

D1(1− µ)[‖Ψx‖22 + ‖Φy‖22] +D1µ‖Ψx + Φy‖22 +D1

(
1− µ

2

)
‖Φx + Ψy‖22 ≤ C‖U‖H‖F‖H.

(4.64)

Aplicando a desigualdade (4.64) em (4.63) segue de forma imediata o resultado (4.61).

Agora, derivando em relação a x e y as equações (4.56) e (4.58), resulta

iλψx + Ψx = f 3
x , iλψy + Ψy = f 3

y ,

iλϕx + Φx = f 5
x , iλϕy + Φy = f 5

y ,

respectivamente. Aplicando a desigualdade triangular e Young nas desigualdades acima, pode-

mos obter

|λ|2‖ψx‖2
2 ≤ 2‖Ψx‖2

2 + 2‖f 3
x‖2, |λ|2‖ψy‖2

2 ≤ 2‖Ψy‖2
2 + 2‖f 3

y ‖2,

|λ|2‖ϕx‖2
2 ≤ 2‖Φx‖2

2 + 2‖f 5
x‖2, |λ|2‖ϕy‖2

2 ≤ 2‖Φy‖2
2 + 2‖f 5

y ‖2,

A partir das desigualdades anteriores, podemos concluir que

|λ|2(‖ψx‖2
2 + ‖ϕy‖2

2) ≤ 2(‖Ψx‖2
2 + ‖Φy‖2

2) + 2(‖f 3
x‖2 + ‖f 5

y ‖2),

|λ|2‖ψx + ϕy‖2
2 ≤ 2‖Ψx + Φy‖2

2 + 2‖f 3
x + f 5

y ‖2,

|λ|2‖ϕx + ψy‖2
2 ≤ 2‖Φx + Ψy‖2

2 + 2‖f 3
y + f 5

x‖2,

multiplicando as desigualdades anteriores pelas devidas constantes somando os resultados obti-

dos e usando a norma definida emH para F e a estimativa (4.64), resulta

|λ|2
{
D(1− µ)[‖ψx‖2

2 + ‖ϕy‖2
2] +Dµ‖ψx + ϕy‖2

2 +D

(
1− µ

2

)
‖ϕx + ψy‖2

2

}
≤ C‖U‖H‖F‖H + C‖F‖2

H. (4.65)

Sabendo que

‖ψ‖2
H1(Ω) = ‖ψ‖2

2 + ‖∇ψ‖2
2 e ‖ϕ‖2

H1(Ω) = ‖ϕ‖2
2 + ‖∇ϕ‖2

2,
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e usando (4.65) e a desigualdade de Korn novamente podemos concluir que

|λ|2‖∇ψ‖2
2 + |λ|2‖∇ϕ‖2

2 ≤ |λ|2‖ψ‖2
H1(Ω) + |λ|2‖ϕ‖2

H1(Ω)

≤ |λ|2
{
D(1− µ)[‖ψx‖2

2 + ‖ϕy‖2
2] +Dµ‖ψx + ϕy‖2

2

+ D

(
1− µ

2

)
‖ϕx + ψy‖2

2

}
≤ C‖U‖H‖F‖H + C‖F‖2

H,

onde C é uma constante positiva dependendo somente dos coeficientes do sistema de Mindlin-

Timoshenko, o que nos permite concluir a prova do Lema 4.4. �

Lema 4.5. Existe uma constante positiva C tal que qualquer solução do sistema (4.1)-(4.12)

satisfaz

‖Ψ‖2
2 ≤

C

|λ|
‖ω‖2‖U‖1/2

H ‖F‖
1/2
H +

C

|λ|
‖U‖H‖F‖H +

C

|λ|
‖F‖2

H, (4.66)

‖Φ‖2
2 ≤

C

|λ|
‖ω‖2‖U‖1/2

H ‖F‖
1/2
H +

C

|λ|
‖U‖H‖F‖H +

C

|λ|
‖F‖2

H, (4.67)

onde C é independente de λ e |λ| > 1.

Prova: Para iniciar, iremos mostrar que existe uma constante C > 0 tal que

|λ|‖Ψ‖H−1(Ω) ≤ C{‖∇ψ‖2 + ‖∇ϕ‖2 + ‖ω‖2 + ‖∇Φ‖2 + ‖Ψ‖H1(Ω) + ‖F‖H}, (4.68)

|λ|‖Φ‖H−1(Ω) ≤ C{‖∇ψ‖2 + ‖∇ϕ‖2 + ‖ω‖2 + ‖∇Ψ‖2 + ‖Φ‖H1(Ω) + ‖F‖H}, (4.69)

onde H−1(Ω) é o espaço dual de H1
0 (Ω).

De fato, seja v ∈ H1
0 (Ω). Multiplicando (4.57) por v, integrando em Ω, encontramos

iρ2λ

∫
Ω

Ψv dx dy = D

∫
Ω

(
ψxx +

(
1− µ

2

)
ψyy +

(
1 + µ

2

)
ϕxy

)
v dx dy −K

∫
Ω

(ψ + ωx)v dx dy

︸ ︷︷ ︸
:=I1

+D1

∫
Ω

(
Ψxx +

(
1− µ

2

)
Ψyy +

(
1 + µ

2

)
Φxy

)
v dx dy + α1

∫
Ω

Ψv dx dy + ρ2

∫
Ω

f4v dx dy.
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Usando integração por partes, as condições de contorno e a equação (4.56) em I1, obtemos

iρ2λ

∫
Ω

Ψv dx dy = − D

∫
Ω

ψxvx dx dy −D
(

1− µ
2

)∫
Ω

ψyvy dx dy −Dµ
∫
Ω

ϕyvx dx dy

− D

(
1− µ

2

)∫
Ω

ϕxvy dx dy + i
K

λ

∫
Ω

(Ψ + f3)v dx dy +K

∫
Ω

ωvx dx dy

− D1

∫
Ω

Ψxvx dx dy −D1

(
1− µ

2

)∫
Ω

Ψyvy dx dy −D1µ

∫
Ω

Φyvx dx dy

− D1

(
1− µ

2

)∫
Ω

Φxvy dx dy + α1

∫
Ω

Ψv dx dy + ρ2

∫
Ω

f4v dx dy.

Passando o módulo na igualdade acima e usando as desigualdade Triangular e Cauchy-
Schwarz, encontramos

ρ2|λ|
∫
Ω

|Ψ||v| dx dy ≤ D
(∫

Ω

|ψx|2 dx dy
)1/2(∫

Ω

|vx|2 dx dy
)1/2

+D

(
1− µ

2

)(∫
Ω

|ψy|2 dx dy
)1/2(∫

Ω

|vy|2 dx dy
)1/2

+Dµ

(∫
Ω

|ϕy|2 dx dy
)1/2(∫

Ω

|vx|2 dx dy
)1/2

+D

(
1− µ

2

)(∫
Ω

|ϕx|2 dx dy
)1/2(∫

Ω

|vy|2 dx dy
)1/2

+
K

|λ|

(∫
Ω

|Ψ|2 dx dy
)1/2(∫

Ω

|v|2 dx dy
)1/2

+
K

|λ|

(∫
Ω

|f3|2 dx dy
)1/2(∫

Ω

|v|2 dx dy
)1/2

+K

(∫
Ω

|ω|2 dx dy
)1/2(∫

Ω

|vx|2 dx dy
)1/2

+D1

(∫
Ω

|Ψx|2 dx dy
)1/2(∫

Ω

|vx|2 dx dy
)1/2

+D1

(
1− µ

2

)(∫
Ω

|Ψy|2 dx dy
)1/2(∫

Ω

|vy|2 dx dy
)1/2

+D1µ

(∫
Ω

|Φy|2 dx dy
)1/2(∫

Ω

|vx|2 dx dy
)1/2

+D1

(
1− µ

2

)(∫
Ω

|Φx| dx dy
)1/2(∫

Ω

|vy| dx dy
)1/2

+α1

(∫
Ω

|Ψ|2 dx dy
)1/2(∫

Ω

|v|2 dx dy
)1/2

+ ρ2

(∫
Ω

|f4|2 dx dy
)1/2(∫

Ω

|vx|2 dx dy
)1/2

.
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Usando a desigualdade de Poincaré podemos concluir existe uma constante C positiva,

dependendo apenas dos coeficientes do sistema de Mindlin-Timoshenko tal que

|λ|| < Ψ, v > | ≤ C{‖∇ψ‖2 + ‖∇ϕ‖2 + ‖ω‖2 + ‖∇Φ‖2 + ‖Ψ‖H1(Ω) + ‖F‖H}‖∇v‖2,

para |λ| ≥ 1.

Considerando a norma em H−1(Ω) segue que o resultado (4.68).

Analogamente, podemos verificar a desigualdade (4.69), considerando as equações (4.58) e

(4.59).

Pela desigualdade de interpolação (ver [24, 17]), para alguma constante C0 > 0 vale

‖Ψ‖2
2 ≤ C0‖Ψ‖H−1(Ω)‖Ψ‖H1(Ω),

Usando a estimativa (4.68) na desigualdade acima, resulta

‖Ψ‖2
2 ≤

C

|λ|
{‖∇ψ‖2 + ‖∇ϕ‖2 + ‖ω‖2 + ‖∇Φ‖2 + ‖Ψ‖H1(Ω) + ‖F‖H}‖Ψ‖H1(Ω),

ou seja

‖Ψ‖2
2 ≤

C

|λ|
‖ω‖2‖Ψ‖H1(Ω) +

C

|λ|
{‖∇ψ‖2 + ‖∇ϕ‖2}‖Ψ‖H1(Ω)

+
C

|λ|
{‖Ψ‖H1(Ω) + ‖∇Φ‖2}‖Ψ‖H1(Ω) + ‖F‖H‖Ψ‖H1(Ω).

Usando a desigualdade de Young, resulta

‖Ψ‖2
2 ≤

C

|λ|
‖ω‖2‖Ψ‖H1(Ω) +

C

|λ|
{‖∇ψ‖2

2 + ‖∇ϕ‖2
2}

+
C

|λ|
{‖Ψ‖2

H1(Ω) + ‖∇Φ‖2
2}+

C

|λ|
‖Ψ‖2

H1(Ω) +
C

|λ|
‖F‖2

H.

Fazendo uso de (4.61) e (4.62) do Lema 4.4, temos como resultado

‖Ψ‖2
2 ≤

C

|λ|
‖ω‖2‖U‖1/2

H ‖F‖
1/2
H +

C

|λ|
‖U‖H‖F‖H +

C

|λ|
‖Ψ‖2

H1(Ω) +
C

|λ|
‖F‖2

H,
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para alguma constante C > 0 e |λ| ≥ 1, o que nos permite mostrar a desigualdade (4.66). Da

mesma maneira podemos mostrar a desigualdade (4.67), usando a desigualdade de interpolação

para Φ, a estimativa (4.69) e os mesmos passos feitos anteriormente. O que nos permite concluir

a prova do nosso Lema.

Lema 4.6. Existe uma constante positivaC independente de λ de tal modo que qualquer solução

do sistema (4.1)-(4.12) satisfaz

‖ω‖2 ≤ C|λ|{‖Ψ‖H−1(Ω) + ‖Φ‖H−1(Ω)}+ C‖U‖1/2
H ‖F‖

1/2
H + C‖F‖H, (4.70)

para |λ| > 1.

Prova: Multiplicando a equação (4.57) por
1

K
e derivando em relação a x, obtemos

− ωxx = i
ρ2

K
λΨx −

D

K
L2(ψ, ϕ)x + ψx −

D1

K
L2(Ψ,Φ)x +

α1

K
Ψx −

ρ2

K
f 4
x , (4.71)

Da mesma forma, multiplicando a equação (4.59) por
1

K
e derivando em relação a y, resulta

− ωyy = i
ρ2

K
λΦy −

D

K
L3(ϕ, ψ)y + ϕy −

D1

K
L3(Φ,Ψ)y +

α2

K
Φy −

ρ2

K
f 6
y . (4.72)

Somando as igualdades (4.71) e (4.72), encontramos

−∆ω = Υ

onde

Υ = i
ρ2

K
λΨx −

D

K
L2(ψ, ϕ)x + ψx −

D1

K
L2(Ψ,Φ)x +

α1

K
Ψx −

ρ2

K
f 4
x

+ i
ρ2

K
λΦy −

D

K
L3(ϕ, ψ)y + ϕx −

D1

K
L3(Φ,Ψ)y +

α2

K
Φy −

ρ2

K
f 6
y (4.73)

Observe que a expressão para Υ faz sentido, desde que vale (4.55). Da regularidade dos

problema elı́pticos (ver[24]) e das imersões de Sobolev, existe uma constante C > 0 tal que

‖ω‖2 ≤ C‖Υ‖H−2(Ω) (4.74)

onde H−2(Ω) é o dual de H2(Ω).
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Agora, iremos estimar o lado direito de (4.74). Para isto iremos tomar v ∈ H1
0 (Ω).

Multiplicando (4.73) por v e seguindo os mesmos passos do Lema anterior, resulta

| < Υ, v > | ≤ C|λ|{‖Ψ‖H−1(Ω) + ‖Φ‖H−1(Ω)}‖v‖H2
0 (Ω)

+ C{‖∇Ψ‖2 + ‖∇Φ‖2 + ‖∇ψ‖2 + ‖∇ϕ‖2 + ‖F‖H}‖v‖H2
0 (Ω).

para alguma constante C > 0 dependendo unicamente dos coeficientes do sistema de Mindlin

Timoshenko. De onde segue que

‖Υ‖H−2(Ω) ≤ C|λ|{‖Ψ‖H−1(Ω) + ‖Φ‖H−1(Ω)}

+ C{‖∇Ψ‖2 + ‖∇Φ‖2 + ‖∇ψ‖2 + ‖∇ϕ‖2 + ‖F‖H}.

De (4.74) e da desigualdade anterior, obtemos

‖ω‖2 ≤ C|λ|{‖Ψ‖H−1(Ω) + ‖Φ‖H−1(Ω)}

+ C{‖∇Ψ‖2 + ‖∇Φ‖2 + ‖∇ψ‖2 + ‖∇ϕ‖2 + ‖F‖H}.

Usando o Lema 4.4 e as equações componentes (4.56) e (4.58) resulta

‖ω‖2 ≤ C|λ|{‖Ψ‖H−1(Ω) + ‖Φ‖H−1(Ω)}+ C‖U‖1/2
H ‖F‖

1/2
H + C‖F‖H,

o que conclui a prova do Lema 4.6.

Lema 4.7. Existe uma constante C independente de λ tal que

‖∇ω‖2
2 ≤ C|λ|2‖U‖H‖F‖H + C|λ|3‖F‖H (4.75)

‖W‖2
2 ≤ C|λ|2‖U‖H‖F‖H + C|λ|3‖F‖H (4.76)

para |λ| ≥ 1.

Prova. Inicialmente, iremos mostrar que existe uma constante C > 0 tal que

|λ|‖Ψ‖H−2(Ω) ≤ C{‖ω‖H−1(Ω) + ‖Ψ‖2 + ‖Φ‖2 + ‖F‖H}, (4.77)

|λ|‖Φ‖H−2(Ω) ≤ C{‖ω‖H−1(Ω) + ‖Ψ‖2 + ‖Φ‖2 + ‖F‖H}, (4.78)

onde H−2(Ω) é o dual de H2(Ω).

Maciel, E.S. PDM - UFPA



4.5. Decaimento Polinomial 90

De fato, considerando v ∈ H2
0 (Ω). Multiplicando (4.57) por v, integrando sobre Ω, usando

integração por partes (duas vezes), as condições de contorno e a equação (4.56), obtemos

iρ2λ

∫
Ω

Ψv dx dy = D

∫
Ω

ψvxx dx dy +D

(
1− µ

2

)∫
Ω

ψvyy dx dy +Dµ

∫
Ω

ϕvxy dx dy

+ D

(
1− µ

2

)∫
Ω

ϕvxy dx dy + i
K

λ

∫
Ω

(Ψ + f3)v dx dy +K

∫
Ω

ωvx dx dy

+ D1

∫
Ω

Ψvxx dx dy +D1

(
1− µ

2

)∫
Ω

Ψvyy dx dy +D1µ

∫
Ω

Φvxy dx dy

+ α1

∫
Ω

Ψv dx dy + ρ2

∫
Ω

f4v dx dy.

Passando o módulo na igualdade acima e utilizando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e

triangular, resulta

|λ|| < Ψ, v > | ≤ C{‖ψ‖2 + ‖ϕ‖2 + ‖ω‖H−1(Ω) + ‖Φ‖2 + ‖Ψ‖2 + ‖F‖H}‖v‖H2
0 (Ω),

para |λ| ≥ 1. Aqui, C é uma constante positiva dependendo apenas dos coeficientes do sistema

de Mindlin-Timoshenko. Usamos ainda H2
0 (Ω) ↪→ H1

0 (Ω) ↪→ L2(Ω).

Usando as equações componentes (4.56) e (4.58), tem-se

|λ|| < Ψ, v > | ≤ C{‖ω‖H−1(Ω) + ‖Φ‖2 + ‖Ψ‖2 + ‖F‖H}‖v‖H2
0 (Ω),

para |λ| ≥ 1.

Tomando a norma em H−2(Ω), resulta

|λ|‖Ψ‖H−2(Ω) ≤ C{‖ω‖H−1(Ω) + ‖Φ‖2 + ‖Ψ‖2 + ‖F‖H},

o que mostra a desigualdade (4.77) . De maneira equivalente segue-se (4.78). Pela desigualdade

de interpolação[24, 17], para alguma constante C > 0 vale

‖Ψ‖H−1(Ω) ≤ C‖Ψ‖1/2

H−2(Ω)‖Ψ‖
1/2
2 ,
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Usando (4.77), encontramos

‖Ψ‖H−1(Ω) ≤
C

|λ|1/2

{
‖ω‖1/2

H−1(Ω)︸ ︷︷ ︸
:=I4

+‖Φ‖1/2
2 + ‖Ψ‖1/2

2 + ‖F‖1/2
H

}
‖Ψ‖1/2

2

Usando componente (4.54) em I4, obtemos o resultado

‖Ψ‖H−1(Ω) ≤
C

|λ|1/2

{
1

|λ|1/2
‖W‖1/2

H−1(Ω)‖Ψ‖
1/2
2

}
+

C

|λ|1/2
{
‖Φ‖1/2

2 ‖Ψ‖
1/2
2 + ‖Ψ‖1/2

2 ‖Ψ‖
1/2
2 }

+
C

|λ|1/2
‖F‖1/2

H ‖Ψ‖
1/2
2

Tomando a desigualdade de Young e a componente (4.55), encontramos

‖Ψ‖H−1(Ω) ≤
C

|λ|1/2

{
1

|λ|
‖∇ω‖1/2

2 ‖Ψ‖
1/2
2

}
+

C

|λ|1/2

{
‖Φ‖2 + ‖Ψ‖2 + ‖F‖1/2

H ‖Ψ‖
1/2
2

}
≤ C

|λ|3/2
‖∇ω‖1/2

2 ‖Ψ‖
1/2
2 +

C

|λ|1/2

{
‖Φ‖2 + ‖Ψ‖2 + ‖F‖1/2

H ‖Ψ‖
1/2
2

}
,

para alguma constante C > 0 que independe de λ. Assim temos,

‖Ψ‖H−1(Ω) ≤
C

|λ|3/2
‖∇ω‖1/2

2 ‖Ψ‖
1/2
2 +

C

|λ|1/2

{
‖Φ‖2 + ‖Ψ‖2 + ‖F‖1/2

H ‖Ψ‖
1/2
2

}
,

De forma análoga, encontramos

‖Φ‖H−1(Ω) ≤
C

|λ|3/2
‖∇ω‖1/2

2 ‖Φ‖
1/2
2 +

C

|λ|1/2

{
‖Φ‖2 + ‖Ψ‖2 + ‖F‖1/2

H ‖Φ‖
1/2
2

}
,

(4.79)

onde C > 0 é independente de λ e |λ| ≥ 1.

Somando as estimativas (4.79) e (4.79), resulta

‖Ψ‖H−1(Ω) + ‖Φ‖H−1(Ω) ≤
C

|λ|3/2
‖∇ω‖1/2

2 (‖Ψ‖1/2
2 + ‖Φ‖1/2

2 ) +
C

|λ|1/2
(‖Φ‖2 + ‖Ψ‖2)

+
C

|λ|1/2
‖F‖1/2

H (‖Ψ‖1/2
2 + ‖Φ‖1/2

2 ),
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Do Lema 4.6 e da estimativa anterior, encontramos

‖ω‖2 ≤
C

|λ|1/2
‖∇ω‖1/2

2 {‖Ψ‖
1/2
2 + ‖Φ‖1/2

2 }+ C|λ|1/2{‖Ψ‖2 + ‖Φ‖2}

+ |λ|1/2 ‖F‖1/2
H (‖Ψ‖1/2

2 + ‖Φ‖1/2
2 )︸ ︷︷ ︸

:=I5

+C‖U‖1/2
H ‖F‖

1/2
H + C‖F‖1/2

H ,

Usando-se a desigualdade de Young em I5 vem que

‖ω‖2 ≤
C

|λ|1/2
‖∇ω‖1/2

2 {‖Ψ‖
1/2
2 + ‖Φ‖1/2

2 }+ C|λ|1/2{‖Ψ‖2 + ‖Φ‖2︸ ︷︷ ︸
:=I6

}

+ C|λ|1/2‖F‖H + C‖U‖1/2
H ‖F‖

1/2
H ,

Aplicando o Lema 4.5 em I6, tem-se

‖ω‖2 ≤
C

|λ|1/2
‖∇ω‖1/2

2 {‖Ψ‖
1/2
2 + ‖Φ‖1/2

2 }+ C ‖ω‖1/2
2 ‖U‖

1/4
H ‖F‖

1/4
H︸ ︷︷ ︸

:=I7

+ C‖U‖1/2
H ‖F‖

1/2
H + C|λ|1/2‖F‖1/2

H ,

Tomando a desigualdade de Young em I7 com ε > 0, resulta

(1− ε)‖ω‖2 ≤
C

|λ|1/2
‖∇ω‖1/2

2 {‖Ψ‖
1/2
2 + ‖Φ‖1/2

2 }+ Cε‖U‖1/2
H ‖F‖

1/2
H + C|λ|1/2‖F‖1/2

H ,

Escolhendo ε suficientemente pequeno, encontramos

‖ω‖2 ≤
C

|λ|1/2
‖∇ω‖1/2

2 {‖Ψ‖
1/2
2 + ‖Φ‖1/2

2 }︸ ︷︷ ︸
:=I8

+C‖U‖1/2
H ‖F‖

1/2
H + C|λ|1/2‖F‖1/2

H ,

Usando novamente a desigualdade de Young com ε > 0 e o Lema 4.4 em I8, resulta

‖ω‖2 ≤
ε

|λ|
‖∇ω‖2 + Cε‖U‖1/2

H ‖F‖
1/2
H + C|λ|1/2‖F‖1/2

H , (4.80)
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onde C,Cε > 0 são independentes de λ e |λ| ≥ 1. Aplicando a equação componente (4.54) em

(4.80), tem-se

‖W‖2 ≤ ε‖∇ω‖2 + Cε|λ|‖U‖1/2
H ‖F‖

1/2
H + C|λ|3/2‖F‖1/2

H , (4.81)

Agora, multiplicando (4.55) por ω e integrando por partes em Ω, temos

K

∫
Ω

|∇ω|2 dx dy = −iλρ1

∫
Ω

Wω dx dy +K

∫
Ω

ψxω dx dy +K

∫
Ω

ϕyω dx dy − ρ1

∫
Ω

f2ω dx dy,

Passando o módulo na igualdade anterior, resulta∫
Ω

|∇ω|2 dx dy ≤ ρ1

K
|λ|
∫
Ω

|W ||ω| dx dy

︸ ︷︷ ︸
:I9

+

∫
Ω

|ψx||ω| dx dy +

∫
Ω

|ϕy||ω| dx dy +
ρ1

K

∫
Ω

|f2||ω| dx dy,

Da equação componente (4.54) e da desigualdade triangular em I9, encontramos∫
Ω

|∇ω|2 dx dy ≤ ρ1

K

∫
Ω

|W |2 dx dy +
ρ1

K

∫
Ω

|W ||f1| dx dy +

∫
Ω

|ψx||ω| dx dy +

∫
Ω

|ϕy||ω| dx dy

+
ρ1

K

∫
Ω

|f2||ω| dx dy,

Da desigualdade de Young e Poincaré, obtemos

‖∇ω‖2
2 ≤ C{‖W‖2

2 + ‖F‖2
H}+ C{‖∇ψ‖+ ‖∇ϕ‖}‖∇ω‖2 + ‖F‖H‖∇ω‖2

Agora, usando a desigualdade de Young com ε > 0 suficientemente pequeno, resulta

‖∇ω‖2
2 ≤ C{‖W‖2

2 + ‖F‖2
H}+ C{‖∇ψ‖2 + ‖∇ϕ‖2︸ ︷︷ ︸

:=I10

}

Aplicando o Lema 4.4 em I10, resulta

‖∇ω‖2
2 ≤ C‖W‖2

2 + C‖U‖H‖F‖H + C‖F‖2
H, (4.82)

ou ainda

‖∇ω‖2 ≤ C‖W‖2 + C‖U‖1/2
H ‖F‖

1/2
H + C‖F‖H,
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onde C > 0 e independente λ. Substituindo a desigualdade anterior em (4.81), encontramos

‖W‖2
2 ≤ ε{C‖W‖2 + C‖U‖H‖F‖H + C‖F‖2

H}+ Cε|λ|2‖U‖H‖F‖H + C|λ|3‖F‖H,

escolhendo ε > 0 suficiente pequeno, então temos qu existe uma constante C > 0 independente

de λ tal que

‖W‖2
2 ≤ C|λ|2‖U‖H‖F‖H + C|λ|3‖F‖H (4.83)

para |λ| ≥ 1. Assim, a prova da desigualdade (4.76) está concluı́da.

Por ultimo, substituindo esta ultima estimativa em (4.82), encontramos

‖∇ω‖2
2 ≤ C|λ|2‖U‖H‖F‖H + C|λ|3‖F‖H

para C > 0 e |λ| ≥ 1.

Isto conclui a prova do Lema 4.7. Diante dos lemas demonstrados anteriormente, agora já

estamos em condições de enunciar e provar o principal resultado desta seção, que é dado pelo

seguinte teorema

Teorema 4.5. Seja S(t) = eAt, um C0-semigrupo limitado sobre o espaço de Hilbert H, com

gerador infinitesimal A, tal que iIR ⊂ ρ(A). Então o C0-semigrupo associado ao sistema (4.1)-

(4.12) é polinomialmente estável, ou seja

‖S(t)U0‖H ≤
1√
t
‖U0‖D(A).

além disso, esta taxa de decaimento é ótima.

Para iniciar, observe que

‖U‖2
H = ρ1‖W‖2

2 + ρ2‖Ψ‖2
2 + ρ2‖Φ‖2

2 +K‖ψ + ωx‖2
2 +K‖ϕ+ ωy‖2

2

+ D(1− µ)[‖ψx‖2
2 + ‖ϕy‖2

2] +D

(
1− µ

2

)
‖ψy + ϕx‖2

2 +Dµ‖ψx + ϕy‖2
2.
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Da desigualdade triangular, obtemos

‖U‖2
H ≤ ρ1‖W‖2

2 + ρ2‖Ψ‖2
2 + ρ2‖Φ‖2

2 +K‖ψ‖2
2 +K‖ωx‖2

2 +K‖ϕ‖2
2 +K‖ωy‖2

2

+ D(1− µ)‖ψx‖2
2 +D(1− µ)‖ϕy‖2

2 +D

(
1− µ

2

)
‖ψy‖2

2

+ D

(
1− µ

2

)
‖ϕx‖2

2 +Dµ‖ψx‖2
2 +Dµ‖ϕy‖2

2.

Logo, existe uma constante C = C(ρ1, ρ2, K,D, µ) > 0 dependendo apenas dos coeficientes

de Mindlin-Timoshenko tal que

‖U‖2
H ≤ C{‖W‖2

2 + ‖Ψ‖2
2 + ‖Φ‖2

2 + ‖ψ‖2
2 + ‖ϕ‖2

2 + ‖∇ω‖2
2 + ‖∇ψ‖2

2 + ‖∇ϕ‖2
2}.

Agora, usando as equações componentes (4.56) e (4.58) e aplicando os lemas 4.4 e 4.7, segue

que existe uma constante positiva C independente de λ, |λ| > 0 tal que

‖U‖2
H ≤ C|λ|2‖U‖H‖F‖H + C|λ|3‖F‖2

H,

Assim, usando a desigualdade de Young, resulta

(1− ε)‖U‖2
H ≤ Cε|λ|4‖F‖2

H + C|λ|3‖F‖2
H.

Escolhendo ε > 0 suficientemente pequeno, encontramos

‖U‖2
H ≤ C|λ|4‖F‖2

H,

para |λ| > 1 suficientemente grande. Equivalentemente,

‖U‖H ≤ C|λ|2‖F‖H,∀U ∈ D(A),

Usando a equação resolvente (λI −A)U = F , temos como resultado

‖(λI −A)−1‖L(H) = ‖R(λ,A)‖ = O(|λ|2), |λ| → ∞

Então, usando o teorema 4.4 com α = 2, vem que

‖S(t)A−1‖L(H) = O(|t|−1/2), com |λ| → ∞
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ou seja, existe uma constante positiva C que satisfaz

‖S(t)A−1‖L(H) =
C

t1/2
, quando t→∞. (4.84)

Desde que 0 ∈ ρ(A), então temos que o operador A é sobrejetivo, portanto a equação

−AU = F possui uma única solução U0 ∈ D(A). Assim

‖F‖H = ‖AU0‖H = ‖U0‖D(A). (4.85)

Escrevendo −U0 = A−1F , então −S(t)U0 = S(t)A−1F .

Portanto, combinando (4.84) e (4.85), concluı́mos que

‖S(t)U0‖H = ‖S(t)A−1F‖H ≤ ‖S(t)A−1‖‖F‖H ≤
C

t1/2
‖U0‖D(A), com t→∞,

ou seja, existe uma constante C > 0 tal que

‖S(t)U0‖H ≤
C

t1/2
‖U0‖D(A), com t→∞.

provando assim que o sistema é polinomialmente estável.

No que segue, provaremos por contradição que a taxa de decaimento é ótima. Desse modo,

vamos supor que a taxa t−1/2 pode ser melhorada para uma taxa da forma t−1/(2−ε) com 0 <

ε < 2.

Dessa forma, isto significa dizer que existe uma constante C > 0 tal que

‖S(t)A−1‖H ≤
C

t1/(2−ε)
.

Agora, aplicando o teorema 4.4, resulta

|λ|ε−2‖λI −A−1‖L(H) ≤ C, quando |λ| → ∞,

Assim, para F ∈ H, obtemos da equação resolvente

|λ|ε−2‖U‖H ≤ C‖F‖H, ∀λ ∈ iIR, λ 6= 0, (4.86)

Maciel, E.S. PDM - UFPA



Capı́tulo 4. Modelo Dissipativo de uma placa de Mindlin-Timoshenko 97

para alguma constante C > 0 e |λ| suficientemente grande. Por outro lado, assumimos sem

perda de generalidade que Ω = [0, π]× [0, π] e considerando

Fn = (0, sin(nx) sin(ny), 0, 0, 0)
′
, n ∈ IN,

então a equação resolvente (iλI −A)U = F possui solução Un = (ωn,Wn, ψn,Ψn, ϕn,Φn)
′ , e

devido as condições de contorno para Un, temos as seguintes formas para

ω(x, y) := A sin(nx) sin(ny),

ψ(x, y) := Bcos(nx) sin(ny),

ϕ(x, y) := C sin(nx)cos(ny),

Wn = iλnωn, Ψn = iλnψn e Φn = iλϕn.

Desta forma, tomando

λ = λn :=

√
2K

ρ1

n = O(n), ∀n ∈ IN,

e segundo os mesmos passos feitos na demostração do teorema (4.2), concluı́mos que

lim
n→∞

|λn|ε−2‖U‖H =∞

o que contradiz (4.86). Portanto, a taxa t−1/2 não pode ser melhorada, e assim concluı́mos a

prova do Teorema.�
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CAPÍTULO 5

Modelo espaço - tempo em Diferenças Finitas

5.1 Fundamentação Teórica

5.2 Método Numérico Explicito em diferenças finitas

Para nossos propósitos, considere Ω = [0, L1] × [0, L2], e para I, J,N ∈ IN, denotamos por

∆x =
L1

I + 1
, ∆y =

L2

J + 1
, ∆t =

T

N + 1
, considerando as seguintes subdvisões uniformes dos

intervalos [0, L1] e [0, L2], e definimos a seguinte malha computacional

x0 = 0 < x1 = ∆x < · · · < xI = I∆x < xI+1 = (I + 1)∆x = L1, (5.1)

y0 = 0 < y1 = ∆y < · · · < yJ = J∆y < yJ+1 = (J + 1)∆y = L2, (5.2)

t0 = 0 < t1 = ∆t < · · · < tN = N∆t < tN+1 = (N + 1)∆t = T, (5.3)

onde xi = i∆x, yj = j∆y e tn = n∆t tais que i = 0, 1, 2, . . . , I + 1, j = 0, 1, 2, . . . , J + 1 e
n = 0, 1, 2, . . . , N + 1. Iremos usar os seguintes operadores no espaço e no tempo.
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• Esquema Progressivo (primeira ordem)

∂xω
n
i,j :=

ωni+1,j − ωni,j
∆x

, ∂yω
n
i,j :=

ωni,j+1 − ωni,j
∆y

, ∂tω
n
i,j :=

ωn+1
i,j − ωni,j

∆t
, (5.4)

• Esquema Atrasado(primeira ordem)

∂xω
n
i,j :=

ωni,j − ωni−1,j

∆x
, ∂yω

n
i,j :=

ωni,j − ωni,j−1

∆y
, ∂tω

n
i,j :=

ωni,j − ω
n−1
i,j

∆t
, (5.5)

• Diferença Central (segunda ordem)

∂x + ∂x
2

ωni,j :=
ωni+1,j − ωni−1,j

2∆x
,
∂y + ∂y

2
ωni,j :=

ωni,j+1 − ωni,j−1

∆y
,
∂t + ∂t

2
ωni,j :=

ωn+1
i,j − ω

n−1
i,j

2∆t
,

(5.6)

• Esquema de Diferença Central (segunda ordem)

∂x∂xω
n
i,j :=

ωni+1,j − 2ωni,j + ωni−1,j

∆x2
, ∂y∂yω

n
i,j :=

ωni,j+1 − 2ωni,j + ωni,j−1

∆y2
,

∂t∂tω
n
i,j :=

ωn+1
i,j − 2ωni,j + ωn−1

i,j

∆t2
, (5.7)

onde usamos as mesmas aproximações para as funções ψ e ϕ na malha. Aqui denotamos por

ωni,j, ψ
n
i,j e ϕni,j as aproximações numéricas para as soluções exatas ω, ψ, ϕ, que trabalhamos

na malha, respectivamente. De forma mais precisa, temos que ωni,j ≈ ω(xi, yj, tn), ψni,j ≈
ψ(xi, yj, tn) e ϕni,j ≈ ϕ(xi, yj, tn). Ressaltamos aqui, que a construção desses operadores são

motivados pela Série de Taylor.

Nas configurações do esquema em diferenças finitas, consideremos o seguinte procedimento
explı́cito de discretização total em diferenças finitas, que equivale encontrar (ωni,j, ψ

n
i,j, ϕ

n
i,j),

satisfazendo as seguintes equações numéricas

ρ1∂t∂tω
n
i,j = K∂x∂xω

n
i,j +K

∂x + ∂x
2

ψni,j +K
∂y + ∂y

2
ϕni,j +K∂y∂yω

n
i,j , (5.8)

ρ2∂t∂tψ
n
i,j = D∂x∂xψ

n
i,j +D

(
1−µ

2

)
∂y∂yψ

n
i,j +D

(
1 + µ

2

)(
∂y + ∂y

2

∂x + ∂x
2

)
ϕni,j

−K
2

(ψni+1/2,j + ψni−1/2,j + ψni,j+1/2 + ψni,j−1/2)−K∂x + ∂x
2

ωni,j +D1∂x∂x(∂tψ
n
i,j)

+ D1

(
1−µ

2

)
∂y∂y(∂tψ

n
i,j) +D1

(
1 + µ

2

)(
∂y + ∂y

2

∂x + ∂x
2

)
(∂tϕ

n
i,j)− α1

∂t + ∂t
2

ψni,j ,

(5.9)
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ρ2∂t∂tϕ
n
i,j = D∂y∂yϕ

n
i,j +D

(
1−µ

2

)
∂x∂xϕ

n
i,j +D

(
1 + µ

2

)(
∂x + ∂x

2

∂y + ∂y
2

)
ψni,j

−K
2

(ϕni+1/2,j + ϕni−1/2,j + ϕni,j+1/2 + ϕni,j−1/2)−K∂y + ∂y
2

ωni,j +D1∂y∂y(∂tϕ
n
i,j)

+ D1

(
1−µ

2

)
∂x∂x(∂tϕ

n
i,j) +D1

(
1 + µ

2

)(
∂x + ∂x

2

∂y + ∂y
2

)
(∂tψ

n
i,j)− α2

∂t + ∂t
2

ϕni,j , (5.10)

para todo i = 1, 2, . . . , I , j = 1, 2, . . . , J e n = 1, 2, . . . , N . Aqui, ψni−1/2,j e ψni+1/2,j indicam as

médias de ψni,j nos pontos (xi−1, yj, tn), (xi, yj, tn) e (xi+1, yj, tn), (xi, yj, tn), respectivamente.

Para escrevemos o nosso sistema (4.1)-(4.3) num esquema de diferenças finitas, iremos ini-
cialmente concentrar-se na obtenção da discretização do termo ψxxt, ψyyt e ψyxt existente na
equação (4.1), de forma análoga obtemos para os termos ϕxxt, ϕyyt e ϕyxt para tal usamos (5.7)

e a derivada temporal atrasada de primeira ordem dada em (5.5), encontrando assim

ψxxt ≈
(
ψni,j − ψ

n−1
i,j

∆t

)
xx

≈
ψni+1,j − 2ψni,j + ψni−1,j

∆x2∆t
−
ψn−1
i+1,j − 2ψn−1

i,j + ψn−1
i−1,j

∆x2∆t
, (5.11)

ψyyt ≈
(
ψni,j − ψ

n−1
i,j

∆t

)
yy

≈
ψni,j+1 − 2ψni,j + ψni,j−1

∆y2∆t
−
ψn−1
i,j+1 − 2ψn−1

i,j + ψn−1
i,j−1

∆y2∆t
, (5.12)

ϕyxt ≈
(
ϕni,j − ϕ

n−1
i,j

∆t

)
yx

≈
ϕni+1,j+1 − ϕni+1,j−1 − ϕni−1,j+1 + ϕni−1,j−1

4∆x∆y∆t

−
ϕn−1
i+1,j+1 − ϕ

n−1
i+1,j−1 − ϕ

n−1
i−1,j+1 + ϕn−1

i−1,j−1

4∆x∆y∆t
, (5.13)

Agora, a exemplo do modelo semidiscreto, motivados por [2], temos as seguintes aproximações

ψ(xi, yj , tn) ≈
ψni+1,j + 2ψni,j + ψni−1,j

4
+
ψni,j+1 + 2ψni,j + ψni,j−1

4
. (5.14)

É importante lembrar que a discretização numérica dada em (5.14) tem sido usada a fim de
evitar a presença de anomalia numérica (trancamento do cortante) conhecida como fenômeno
de bloqueio na força de cisalhamento. Como consequência, a energia numérica associada ao sis-
tema (4.1)-(4.3) será livre de sobreestimação. Deste modo substituindo os operadores descritos
em (5.4)-(5.7) no sistema (5.8)-(5.10), temos

ρ1

ωn+1
i,j − 2ωni,j + ωn−1

i,j

∆t2
= K

ψni+1,j − ψni−1,j

2∆x
+K

ωni+1,j − 2ωni,j + ωni−1,j

∆x2

+K
ϕni,j+1 − ϕni,j−1

2∆y
+K

ωni,j+1 − 2ωni,j + ωni,j−1

∆y2
, (5.15)
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ρ2

ψn+1
i,j − 2ψni,j + ψn−1

i,j

∆t2
= D

ψni+1,j − 2ψni,j + ψni−1,j

∆x2
+D

(
1− µ

2

)
ψni,j+1 − 2ψni,j + ψni,j−1

∆y2

+D

(
1 + µ

2

)
ϕni+1,j+1 − ϕni+1,j−1 − ϕni−1,j+1 + ϕni−1,j−1

4∆x∆y
−K

ψni+1,j + 2ψni,j + ψni−1,j

4

−K
ψni,j+1 + 2ψni,j + ψni,j−1

4
−K

ωni+1,j − ωni−1,j

2∆x
+D1

ψni+1,j − 2ψni,j + ψni−1,j

∆x2∆t

−D1

ψn−1
i+1,j − 2ψn−1

i,j + ψn−1
i−1,j

∆x2∆t
+D1

(
1− µ

2

)
ψni,j+1 − 2ψni,j + ψni,j−1

∆y2∆t

−D1

(
1− µ

2

)
ψn−1
i,j+1 − 2ψn−1

i,j + ψn−1
i,j−1

∆y2∆t
+D1

(
1 + µ

2

)
ϕni+1,j+1 − ϕni+1,j−1 − ϕni−1,j+1 + ϕni−1,j−1

4∆x∆y∆t

−D1

(
1 + µ

2

)
ϕn−1
i+1,j+1 − ϕ

n−1
i+1,j−1 − ϕ

n−1
i−1,j+1 + ϕn−1

i−1,j−1

4∆x∆y∆t
− α1

ψn+1
i,j − ψ

n−1
i,j

2∆t
,

(5.16)

ρ2

ϕn+1
i,j − 2ϕni,j + ϕn−1

i,j

∆t2
= D

ϕni,j+1 − 2ϕni,j + ϕni,j−1

∆y2
+D

(
1− µ

2

)
ϕni+1,j − 2ϕni,j + ϕni−1,j

∆x2

+D

(
1 + µ

2

)
ψni+1,j+1 − ψni+1,j−1 − ψni−1,j+1 + ψni−1,j−1

4∆x∆y
−K

ϕni+1,j + 2ϕni,j + ϕni−1,j

4

−K
ϕni,j+1 + 2ϕni,j + ϕni,j−1

4
−K

ωni,j+1 − ωni,j−1

2∆y
+D1

ϕni,j+1 − 2ϕni,j + ϕni,j−1

∆y2∆t

−D1

ϕn−1
i,j+1 − 2ϕn−1

i,j + ϕn−1
i,j−1

∆y2∆t
+D1

(
1− µ

2

)
ϕni+1,j − 2ϕni,j + ϕni−1,j

∆x2∆t

−D1

(
1− µ

2

)
ϕn−1
i+1,j − 2ϕn−1

i,j + ϕn−1
i−1,j

∆x2∆t
+D1

(
1 + µ

2

)
ψni+1,j+1 − ψni+1,j−1 − ψni−1,j+1 + ψni−1,j−1

4∆x∆y∆t

−D1

(
1 + µ

2

)
ψn−1
i+1,j+1 − ψ

n−1
i+1,j−1 − ψ

n−1
i−1,j+1 + ψn−1

i−1,j−1

4∆x∆y∆t
− α2

ϕn+1
i,j − ϕ

n−1
i,j

2∆t
,

(5.17)
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Visando simplificar nossos cálculos numéricos, consideramos condições de contorno ho-
mogêneas dadas por

ωn0,j = ωnI+1,j = ωni,0 = ωni,J+1 = 0, ∀n = 1, 2, ..., N,

ψn0,j = ψnI+1,j = ψni,0 = ψni,J+1 = 0, ∀n = 1, 2, ..., N, (5.18)

ϕn0,j = ϕnI+1,j = ϕni,0 = ϕni,J+1 = 0, ∀n = 1, 2, ..., N,

e condições iniciais

ω0
i,j = ω(xi, yj , 0), ω1

i,j = ω0
i,j + ∆tωt(xi, yj , 0), ∀i = 1, 2, . . . , I, j = 1, . . . , J,

ψ0
i,j = ψ(xi, yj , 0), ψ1

i,j = ψ0
i,j + ∆tψt(xi, yj , 0), ∀i = 1, 2, . . . , I, j = 1, . . . , J, (5.19)

ϕ0
i,j = ϕ(xi, yj , 0), ϕ1

i,j = ϕ0
i,j + ∆tϕt(xi, yj , 0), ∀i = 1, 2, . . . , I, j = 1, . . . , J.

Nosso objetivo, agora, é determinar os valores que explicitam ωn+1
i,j , ψn+1

i,j e ϕn+1
i,j . Assim sendo,

iniciamos multiplicando a equação (5.15) por ∆t2, obtendo assim

∆t2ρ1

ωn+1
i,j − 2ωni,j + ωn−1

i,j

∆t2
= ∆t2K

ψni+1,j − ψni−1,j

2∆x
+ ∆t2K

ωni+1,j − 2ωni,j + ωni−1,j

∆x2

+∆t2K
ϕni,j+1 − ϕni,j−1

2∆y
+ ∆t2K

ωni,j+1 − 2ωni,j + ωni,j−1

∆y2
.

Isolando o termo ωn+1
i,j , encontramos

ρ1ω
n+1
i,j = 2

(
ρ1 −K

∆t2

∆x2
−K ∆t2

∆y2

)
ωni,j +K

∆t2

∆x2
(ωni+1,j + ωni−1,j) +K

∆t2

∆y2
(ωni,j+1 + ωni,j−1)

− ρ1ω
n−1
i,j +

K

2

∆t2

∆x
(ψni+1,j + ψni−1,j) +

K

2

∆t2

∆y
(ϕni,j+1 + ϕni,j−1). (5.20)

Da mesma forma , multiplicando a equação (5.16) por ∆t2, obtemos

∆t2ρ2

ψn+1
i,j − 2ψni,j + ψn−1

i,j

∆t2
= ∆t2D

ψni+1,j − 2ψni,j + ψni−1,j

∆x2
+ ∆t2D

(
1− µ

2

)
ψni,j+1 − 2ψni,j + ψni,j−1

∆y2

+∆t2D

(
1 + µ

2

)
ϕni+1,j+1 − ϕni+1,j−1 − ϕni−1,j+1 + ϕni−1,j−1

4∆x∆y
−∆t2K

ψni+1,j + 2ψni,j + ψni−1,j

4

−∆t2K
ψni,j+1 + 2ψni,j + ψni,j−1

4
−∆t2K

ωni+1,j − ωni−1,j

2∆x
+ ∆t2D1

ψni+1,j − 2ψni,j + ψni−1,j

∆x2∆t

−∆t2D1

ψn−1
i+1,j − 2ψn−1

i,j + ψn−1
i−1,j

∆x2∆t
+ ∆t2D1

(
1− µ

2

)
ψni,j+1 − 2ψni,j + ψni,j−1

∆y2∆t
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−∆t2D1

(
1− µ

2

)
ψn−1
i,j+1 − 2ψn−1

i,j + ψn−1
i,j−1

∆y2∆t
+ ∆t2D1

(
1 + µ

2

)
ϕni+1,j+1 − ϕni+1,j−1 − ϕni−1,j+1 + ϕni−1,j−1

4∆x∆y∆t

−∆t2D1

(
1 + µ

2

)
ϕn−1
i+1,j+1 − ϕ

n−1
i+1,j−1 − ϕ

n−1
i−1,j+1 + ϕn−1

i−1,j−1

4∆x∆y∆t
−∆t2α1

ψn+1
i,j − ψ

n−1
i,j

2∆t
,

.

Organizando a equação acima, resulta(
ρ2 + α1

∆t

2

)
ψn+1
i,j = 2

(
ρ2 −D

∆t2

∆x2
−D

(
1− µ

2

)
∆t2

∆y2
−K∆t2

2
−D1

∆t

∆x2
−D1

(
1− µ

2

)
∆t

∆y2

)
ψni,j

+

(
D

∆t2

∆x2
−K∆t2

4
+D1

∆t

∆x2

)
(ψni+1,j + ψni−1,j)

+

(
D

(
1− µ

2

)
∆t2

∆y2
−K∆t2

4
+D1

(
1− µ

2

)
∆t

∆y2

)
(ψni,j+1 + ψni,j−1)

−
(
ρ2 − α1

∆t

2
− 2D1

∆t

∆x2
− 2D1

(
1− µ

2

)
∆t

∆y2

)
ψn−1
i,j −D1

∆t

∆x2
(ψn−1
i+1,j + ψn−1

i−1,j)

− D1

(
1− µ

2

)
∆t

∆y2
(ψn−1
i,j+1 + ψn−1

i,j−1)− K

2

∆t2

∆x
(ωni+1,j − ωni−1,j)

+

(
D

4

(
1 + µ

2

)
∆t2

∆x∆y
+
D1

4

(
1 + µ

2

)
∆t

∆x∆y

)
(ϕni+1,j+1 − ϕni+1,j−1)

−
(
D

4

(
1 + µ

2

)
∆t2

∆x∆y
+
D1

4

(
1 + µ

2

)
∆t

∆x∆y

)
(ϕni−1,j+1 − ϕni−1,j−1)

− D1

4

(
1 + µ

2

)
∆t

∆x∆y
(ϕn−1
i+1,j+1 − ϕ

n−1
i+1,j−1)

+
D1

4

(
1 + µ

2

)
∆t

∆x∆y
(ϕn−1
i−1,j+1 − ϕ

n−1
i−1,j−1). (5.21)

Agora, multiplicando a equação (5.17) por ∆t2, obtemos

∆t2ρ2

ϕn+1
i,j − 2ϕni,j + ϕn−1

i,j

∆t2
= ∆t2D

ϕni,j+1 − 2ϕni,j + ϕni,j−1

∆y2
+ ∆t2D

(
1− µ

2

)
ϕni+1,j − 2ϕni,j + ϕni−1,j

∆x2

+∆t2D

(
1 + µ

2

)
ψni+1,j+1 − ψni+1,j−1 − ψni−1,j+1 + ψni−1,j−1

4∆x∆y
−∆t2K

ϕni+1,j + 2ϕni,j + ϕni−1,j

4

−∆t2K
ϕni,j+1 + 2ϕni,j + ϕni,j−1

4
−∆t2K

ωni,j+1 − ωni,j−1

2∆y
+ ∆t2D1

ϕni,j+1 − 2ϕni,j + ϕni,j−1

∆y2∆t

−∆t2D1

ϕn−1
i,j+1 − 2ϕn−1

i,j + ϕn−1
i,j−1

∆y2∆t
+ ∆t2D1

(
1− µ

2

)
ϕni+1,j − 2ϕni,j + ϕni−1,j

∆x2∆t
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−∆t2D1

(
1− µ

2

)
ϕn−1
i+1,j − 2ϕn−1

i,j + ϕn−1
i−1,j

∆x2∆t
+ ∆t2D1

(
1 + µ

2

)
ψni+1,j+1 − ψni+1,j−1 − ψni−1,j+1 + ψni−1,j−1

4∆x∆y∆t

−∆t2D1

(
1 + µ

2

)
ψn−1
i+1,j+1 − ψ

n−1
i+1,j−1 − ψ

n−1
i−1,j+1 + ψn−1

i−1,j−1

4∆x∆y∆t
−∆t2α2

ϕn+1
i,j − ϕ

n−1
i,j

2∆t
,

Reescrevendo a equação acima, obtemos(
ρ2 + α2

∆t

2

)
ϕn+1
i,j = 2

(
ρ2 −D

∆t2

∆y2
−D

(
1− µ

2

)
∆t2

∆x2
−K∆t2

2
−D1

∆t

∆y2
−D1

(
1− µ

2

)
∆t

∆x2

)
ϕni,j

+

(
D

(
1− µ

2

)
∆t2

∆x2
−K∆t2

4
+D1

(
1− µ

2

)
∆t

∆x2

)
(ϕni+1,j + ϕni−1,j)

+

(
D

∆t2

∆y2
−K∆t2

4
+D1

∆t

∆y2

)
(ϕni,j+1 + ϕni,j−1)

−
(
ρ2 − α2

∆t

2
− 2D1

∆t

∆y2
− 2D1

(
1− µ

2

)
∆t

∆x2

)
ϕn−1
i,j

− D1

(
1− µ

2

)
∆t

∆x2
(ϕn−1
i+1,j + ϕn−1

i−1,j)−D1
∆t

∆y2
(ϕn−1
i,j+1 + ϕn−1

i,j−1)

− K

2

∆t2

∆y
(ωni,j+1 − ωni,j−1)

+

(
D

4

(
1 + µ

2

)
∆t2

∆x∆y
+
D1

4

(
1 + µ

2

)
∆t2

∆x∆y

)
(ψni+1,j+1 − ψni+1,j−1)

−
(
D

4

(
1 + µ

2

)
∆t2

∆x∆y
+
D1

4

(
1 + µ

2

)
∆t2

∆x∆y

)
(ψni−1,j+1 − ψni−1,j−1)

− D1

4

(
1 + µ

2

)
∆t

∆x∆y
(ψn−1
i+1,j+1 − ψ

n−1
i+1,j−1 − ψ

n−1
i−1,j+1 + ψn−1

i−1,j−1). (5.22)

De (5.20)− (5.22) encontramos o seguinte sistema escrito explicitamente, que serve como procedi-

mento recursivo de resolução, para todo n ≥ 0.

A1ω
n+1
i,j = B1ω

n
i,j + C1(ωni+1,j + ωni−1,j) +D1(ωni,j+1 + ωni,j−1) + E1ω

n−1
i,j

+ F1(ψni+1,j + ψni−1,j) +G1(ϕni,j+1 + ϕni,j−1). (5.23)

A2ψ
n+1
i,j = B2ψ

n
i,j + C2(ψni+1,j + ψni−1,j) +D2(ψni,j+1 + ψni,j−1) + E2ψ

n−1
i,j

+ F2(ψn−1
i+1,j + ψn−1

i−1,j) +G2(ψn−1
i,j+1 + ψn−1

i,j−1) +H2(ωni+1,j − ωni−1,j)
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+ I2(ϕni+1,j+1 − ϕni+1,j−1 − ϕni−1,j+1 + ϕni−1,j−1)

+ J2(ϕn−1
i+1,j+1 − ϕ

n−1
i+1,j−1 − ϕ

n−1
i−1,j+1 + ϕn−1

i−1,j−1). (5.24)

A3ϕ
n+1
i,j = B3ϕ

n
i,j + C3(ϕni+1,j + ϕni−1,j) +D3(ϕni,j+1 + ϕni,j−1) + E3ϕ

n−1
i,j

+ F3(ϕn−1
i+1,j + ϕn−1

i−1,j) +G3(ϕn−1
i,j+1 + ϕn−1

i,j−1) +H3(ωni,j+1 − ωni,j−1)

+ I3(ψni+1,j+1 − ψni+1,j−1 − ψni−1,j+1 + ψni−1,j−1) (5.25)

+ J3(ψn−1
i+1,j+1 − ψ

n−1
i+1,j−1 − ψ

n−1
i−1,j+1 + ψn−1

i−1,j−1).

Onde

A1 = ρ1, B1 = 2

(
ρ1 −K

∆t2

∆x2
−K ∆t2

∆y2

)
, C1 = K

∆t2

∆x2
, D1 = K

∆t2

∆y2
, E1 = −ρ1, F1 =

K

2

∆t2

∆x
,

G1 =
K

2

∆t2

∆y
,A2 = ρ2+α1

∆t

2
,B2 = 2

(
ρ2−D

∆t2

∆x2
−D

(
1− µ

2

)
∆t2

∆y2
−K∆t2

2
−D1

∆t

∆x2
−D1

(
1− µ

2

)
∆t

∆y2

)
,

C2 = D
∆t2

∆x2
−K∆t2

4
+D1

∆t

∆x2
, D2 =

(
D

(
1− µ

2

)
∆t2

∆y2
−K∆t2

4
+D1

(
1− µ

2

)
∆t

∆y2

)
,

E2 = −
(
ρ2 − α1

∆t

2
− 2D1

∆t

∆x2
− 2D1

(
1− µ

2

)
∆t

∆y2

)
, F2 = −D1

∆t

∆x2
, G2 = −D1

(
1− µ

2

)
∆t

∆y2
,

H2 = −K
2

∆t2

∆x
, I2 =

D

4

(
1 + µ

2

)
∆t2

∆x∆y
+
D1

4

(
1 + µ

2

)
∆t

∆x∆y
, J2 = −D1

4

(
1 + µ

2

)
∆t

∆x∆y

A3 = ρ2 + α2
∆t

2
, B3 = 2

(
ρ2 −D

∆t2

∆y2
−D

(
1− µ

2

)
∆t2

∆x2
−K∆t2

2
−D1

∆t

∆y2
−D1

(
1− µ

2

)
∆t

∆x2

)
,

C3 = D

(
1− µ

2

)
∆t2

∆x2
−K∆t2

4
+D1

(
1− µ

2

)
∆t

∆x2
, D3 = D

∆t2

∆y2
−K∆t2

4
+D1

∆t

∆y2
,

E3 = −
(
ρ2 − α2

∆t

2
− 2D1

∆t

∆y2
− 2D1

(
1− µ

2

)
∆t

∆x2

)
, F3 = −D1

(
1− µ

2

)
∆t

∆x2
, G3 = −D1

∆t

∆y2
, ,

H3 = −K
2

∆t2

∆y
, I3 =

D

4

(
1 + µ

2

)
∆t2

∆x∆y
+
D1

4

(
1 + µ

2

)
∆t

∆x∆y
, J3 = −D1

4

(
1 + µ

2

)
∆t

∆x∆y

5.3 Energia Discreta

A energia de soluções, totalmente discretizada, do sistema (5.15)-(5.19) é dada por

En :=
∆x∆y

2

I∑
i=0

J∑
j=0

[
ρ1

(
ωn+1
i,j − ωni,j

∆t

)2

+ ρ2

(
ψn+1
i,j − ψni,j

∆t

)2

+ ρ2

(
ϕn+1
i,j − ϕni,j

∆t

)2

+ D
ψn+1
i+1,j − ψ

n+1
i,j

∆x

ψni+1,j − ψni,j
∆x

+D

(
1− µ

2

)
ψn+1
i,j+1 − ψ

n+1
i,j

∆y

ψni,j+1 − ψni,j
∆y
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+ D

(
1− µ

2

)
ϕn+1
i+1,j − ϕ

n+1
i,j

∆x

ϕni+1,j − ϕni,j
∆x

+D
ϕn+1
i,j+1 − ϕ

n+1
i,j

∆y

ϕni,j+1 − ϕni,j
∆y

+ K

(
ωn+1
i+1,j − ω

n+1
i,j

∆x
+
ψn+1
i+1,j + ψn+1

i,j

2

)(
ωni+1,j − ωni,j

∆x
+
ψni+1,j + ψni,j

2

)

+ K
ψn+1
i,j+1 + ψn+1

i,j

2

ψni,j+1 + ψni,j
2

+ K

(
ωn+1
i,j+1 − ω

n+1
i,j

∆y
+
ϕn+1
i,j+1 + ϕn+1

i,j

2

)(
ωni,j+1 − ωni,j

∆y
+
ϕni,j+1 + ϕni,j

2

)

+ K
ϕn+1
i+1,j + ϕn+1

i,j

2

ϕni+1,j + ϕni,j
2

+ D

(
1 + µ

2

)(
ψn+1
i+1,j+1 − ψ

n+1
i,j

2∆x

ϕni+1,j+1 − ϕni,j
2∆y

+
ψn+1
i,j+1 − ψ

n+1
i+1,j

∆x

ϕni+1,j − ϕni,j+1

2∆y

+
ϕn+1
i+1,j+1 − ϕ

n+1
i,j

2∆x

ψni+1,j+1 − ψni,j
2∆y

+
ϕn+1
i,j+1 − ϕ

n+1
i+1,j

2∆x

ψni+1,j − ψni,j+1

2∆y

)]
. (5.26)

para todo n = 1, ..., N. Com o objetivo de mostrar o comportamento da energia En, temos a seguinte

proposição:

Proposição 5.3.1. Se E(t) é a energia associada ao problema (5.15)-(5.19), então

En − En−1

∆t
= −∆x∆y

I∑
i=1

J∑
j=1

α1

(
ψn+1
i,j − ψ

n−1
i,j

2∆t

)2

−∆x∆y

I∑
i=1

J∑
j=1

α2

(
ϕn+1
i,j − ϕ

n−1
i,j

2∆t

)2

−D1
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

[
(ψni+1,j − ψni,j − ψ

n−1
i+1,j + ψn−1

i,j )(ψn+1
i+1,j − ψ

n−1
i+1,j − ψ

n+1
i,j + ψn−1

i,j )

∆x2∆t

]

−D1

(
1− µ

2

)
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

[
(ψni,j+1 − ψni,j − ψ

n−1
i,j+1 + ψn−1

i,j )(ψn+1
i,j+1 − ψ

n−1
i,j+1 − ψ

n+1
i,j + ψn−1

i,j )

∆y2∆t

]

−D1

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

(ϕni+1,j+1 − ϕni,j − ϕ
n−1
i+1,j+1 + ϕn−1

i,j )(ψn+1
i+1,j+1 − ψ

n−1
i+1,j+1 − ψ

n+1
i,j + ψn−1

i,j )

4∆x∆y∆t

−D1

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

(ϕni+1,j − ϕni,j+1 − ϕ
n−1
i+1,j + ϕn−1

i,j+1)(ψn+1
i,j+1 − ψ

n−1
i,j+1 − ψ

n+1
i+1,j + ψn−1

i+1,j)

4∆x∆y∆t

−D1
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

[
(ϕni,j+1 − ϕni,j − ϕ

n−1
i,j+1 + ϕn−1

i,j )(ϕn+1
i,j+1 − ϕ

n−1
i,j+1 − ϕ

n+1
i,j + ϕn−1

i,j )

∆y2∆t

]

−D1

(
1− µ

2

)
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

[
(ϕni+1,j − ϕni,j − ϕ

n−1
i+1,j + ϕn−1

i,j )(ϕn+1
i+1,j − ϕ

n−1
i+1,j − ϕ

n+1
i,j + ϕn−1

i,j )

∆x2∆t

]
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−D1

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

(ψni+1,j+1 − ψni,j − ψ
n−1
i+1,j+1 + ψn−1

i,j )(ϕn+1
i+1,j+1 − ϕ

n−1
i+1,j+1 − ϕ

n+1
i,j + ϕn−1

i,j )

4∆x∆y∆t

−D1

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

(ψni,j+1 − ψni+1,j − ψ
n−1
i,j+1 + ψn−1

i+1,j)(ϕ
n+1
i+1,j − ϕ

n−1
i+1,j − ϕ

n+1
i,j+1 + ϕn−1

i,j+1)

4∆x∆y∆t

(5.27)

para todo n = 1, ..., N.

Prova. Primeiramente, iremos multiplicar a equação (5.15) por4x4y ωt ≈ 4x4y
ωn+1
i,j − ω

n−1
i,j

24t
e

somarmos o seu resultado no domı́nio discreto i = 1, ..., I e j = 1, ..., J . Desta forma, segue que

4x∆y
I∑
i=1

J∑
j=1

[
ρ1

ωn+1
i,j − 2ωni,j + ωn−1

i,j

4t2
−K

ψni+1,j − ψni−1,j

24x
−K

ωni+1,j − 2ωni,j + ωni−1,j

4x2

−K
ϕni,j+1 − ϕni,j−1

2∆y
−K

ωni,j+1 − 2ωni,j + ωni,j−1

4y2

]
ωn+1
i,j − ω

n−1
i,j

24t
= 0,

Implementamos agora algumas incrementações. Inicialmente, iremos estimar o primeiro termo da
equação acima pelo multiplicador em questão. Os termos dados abaixo representam uma aproximação
para ρ1

∫
Ω ωttωt dx dy o que conduzirá a expressão discretizada equivalente para a componente

ρ1

∫
Ω ω

2
t dx dy do funcional energia E(t). Temos inicialmente

ρ1

I∑
i=1

J∑
j=1

(ωn+1
i,j − 2ωni,j + ωn−1

i,j )(ωn+1
i,j − ω

n−1
i,j )

= ρ1

I∑
i=1

J∑
j=1

[(ωn+1
i,j − ω

n
i,j)− (ωni,j − ωn−1

i,j )](ωn+1
i,j − ω

n−1
i,j )

= ρ1

I∑
i=1

J∑
j=1

(ωn+1
i,j − ω

n
i,j)(ω

n+1
i,j −ω

n
i,j + ωni,j − ωn−1

i,j )

− ρ1

I∑
i=1

J∑
j=1

(ωni,j − ωn−1
i,j )(ωn+1

i,j −ω
n
i,j + ωni,j − ωn−1

i,j )

= ρ1

I∑
i=1

J∑
j=1

(ωn+1
i,j − ω

n
i,j)

2 − (ωni,j − ωn−1
i,j )2

+ ρ1

I∑
i=1

J∑
j=1

(ωn+1
i,j − ω

n
i,j)(ω

n
i,j − ωn−1

i,j )− ρ1

I∑
i=1

J∑
j=1

(ωni,j − ωn−1
i,j )(ωn+1

i,j − ω
n
i,j)︸ ︷︷ ︸

=0

.

De onde segue que

ρ1∆x∆y

I∑
i=1

J∑
j=1

ωn+1
i,j − 2ωni,j + ωn−1

i,j

∆t2
ωn+1
i,j − ω

n−1
i,j

2∆t
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= ρ1
∆x∆y

2∆t

I∑
i=1

J∑
j=1

(
ωn+1
i,j − ωni,j

∆t

)2

− ρ1
∆x∆y

2∆t

I∑
i=1

J∑
j=1

(
ωni,j − ω

n−1
i,j

∆t

)2

. (5.28)

Aqui, realizaremos os devidos cálculos apenas na direção de x, tomando y como análogo. Nosso
próximo passo é construir uma aproximação para o termo K

∫
Ω(ψ + ωx)ωxt dx dy. Segue então:

K

I∑
i=1

J∑
j=1

(ψni+1,j − ψni−1,j)(ω
n+1
i,j − ω

n−1
i,j ) +K

I∑
i=1

J∑
j=1

(ωni+1,j − 2ωni,j + ωni−1,j)(ω
n+1
i,j − ω

n−1
i,j )︸ ︷︷ ︸

Γ1

= K

I∑
i=1

J∑
j=1

(ψni+1,j+ψ
n
i,j − ψni,j − ψni−1,j)(ω

n+1
i,j − ω

n−1
i,j )

+ K

I∑
i=1

J∑
j=1

(ωni+1,j−ωni,j − ωni,j + ωni−1,j)(ω
n+1
i,j − ω

n−1
i,j )

= K

I∑
i=1

J∑
j=1

(ψni+1,j + ψni,j)(ω
n+1
i,j − ω

n−1
i,j )−K

I∑
i=1

J∑
j=1

(ψni,j + ψni−1,j)(ω
n+1
i,j − ω

n−1
i,j )

+ K

I∑
i=1

J∑
j=1

(ωni+1,j − ωni,j)(ωn+1
i,j − ω

n−1
i,j )−K

I∑
i=1

J∑
j=1

(ωni,j − ωni−1,j)(ω
n+1
i,j − ω

n−1
i,j )

= K

I∑
i=0

J∑
j=0

(ψni+1,j + ψni,j)(ω
n+1
i,j − ω

n−1
i,j )−K

I∑
i=0

J∑
j=0

(ψni+1,j + ψni,j)(ω
n+1
i+1,j − ω

n−1
i+1,j)

+ K

I∑
i=0

J∑
j=0

(ωni+1,j − ωni,j)(ωn+1
i,j − ω

n−1
i,j )−K

I∑
i=0

J∑
j=0

(ωni+1,j − ωni,j)(ωn+1
i+1,j − ω

n−1
i+1,j)

− K

I∑
i=0

(ψni+1,0 + ψni,0)(ωn+1
i,0 − ω

n−1
i,0 )−K

J∑
j=0

(ψn1,j + ψn0,j)(ω
n+1
0,j − ω

n−1
0,j )

+ K

I∑
i=0

(ψni+1,0 + ψni,0)(ωn+1
i+1,0 − ω

n−1
i+1,0) +K

J∑
j=1

(ψnI+1,j + ψnI,j)(ω
n+1
I+1,j − ω

n−1
I+1,j)

− K

I∑
i=0

(ωni+1,0 − ωni,0)(ωn+1
i,0 − ω

n−1
i,0 )−K

J∑
j=0

(ωn1,j − ωn0,j)(ωn+1
0,j − ω

n−1
0,j )

+ K

I∑
i=0

(ωni+1,0 − ωni,0)(ωn+1
i+1,0 − ω

n−1
i+1,0) +K

J∑
j=1

(ωnI+1,j − ωnI,j)(ωn+1
I+1,j − ω

n−1
I+1,j)

= −K
I∑
i=0

J∑
j=0

(ψni+1,j + ψni,j)(ω
n+1
i+1,j − ω

n+1
i,j ) +K

I∑
i=0

J∑
j=0

(ψni+1,j + ψni,j)(ω
n−1
i+1,j − ω

n−1
i,j )

− K

I∑
i=0

J∑
j=0

(ωni+1,j − ωni,j)(ωn+1
i+1,j − ω

n+1
i,j ) +K

I∑
i=0

J∑
j=0

(ωni+1,j − ωni,j)(ωn−1
i+1,j − ω

n−1
i,j )

− K

I∑
i=0

(ψni+1,0 + ψni,0)(ωn+1
i,0 − ω

n−1
i,0 )−K

I∑
i=0

(ωni+1,0 − ωni,0)(ωn+1
i,0 − ω

n−1
i,0 )

+ K

I∑
i=0

(ψni+1,0 + ψni,0)(ωn+1
i+1,0 − ω

n−1
i+1,0) +K

I∑
i=0

(ωni+1,0 − ωni,0)(ωn+1
i+1,0 − ω

n−1
i+1,0)
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− K

J∑
j=1

(ψn1,j + ψn0,j)(ω
n+1
0,j − ω

n−1
0,j )−K

J∑
j=1

(ωn1,j − ωn0,j)(ωn+1
0,j − ω

n−1
0,j )

+ K

J∑
j=1

(ψnI+1,j + ψnI,j)(ω
n+1
I+1,j − ω

n−1
I+1,j) +K

J∑
j=1

(ωnI+1,j − ωnI,j)(ωn+1
I+1,j − ω

n−1
I+1,j).

De onde concluı́mos que

−K∆x∆y

I∑
i=1

J∑
j=1

(
ψni+1,j − ψni−1,j

2∆x
+
ωni+1,j − 2ωni,j + ωni−1,j

∆x2

)
ωn+1
i,j − ω

n−1
i,j

2∆t

= K
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

(
ψni+1,j + ψni,j

2
+
ωni+1,j − ωni,j

∆x

)(
ωn+1
i+1,j − ω

n+1
i,j

∆x

)

− K
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

(
ψni+1,j + ψni,j

2
+
ωni+1,j − ωni,j

∆x

)(
ωn−1
i+1,j − ω

n−1
i,j

∆x

)
+ Sn1 , (5.29)

onde

Sn1 = − K∆y

I∑
i=0

(
ψni+1,0 + ψni,0

2
+
ωni+1,0 − ωni,0

∆x

)
ωn+1
i+1,0 − ω

n−1
i+1,0

2∆t

+ K∆y

I∑
i=0

(
ψni+1,0 + ψni,0

2
+
ωni+1,0 − ωni,0

∆x

)
ωn+1
i,0 − ω

n−1
i,0

2∆t

+ K∆y

J∑
j=1

(
ψn1,j + ψn0,j

2
+
ωn1,j − ωn0,j

∆x

)
ωn+1

0,j − ω
n−1
0,j

2∆t

− K∆y

J∑
j=1

(
ψnI+1,j + ψnI,j

2
+
ωnI+1,j − ωnI,j

∆x

)
ωn+1
I+1,j − ω

n−1
I+1,j

2∆t
.

Por outro lado, usando os mesmos procedimentos feitos anteriormente, podemos encontrar uma aproximação

equivalente para K
∫

Ω(ϕ+ ωy)ωyt dx dy, logo

−K∆x∆y

I∑
i=1

J∑
j=1

(
ϕni,j+1 − ϕni,j−1

2∆y
+
ωni,j+1 − 2ωni,j + ωni,j−1

∆y2

)
ωn+1
i,j − ω

n−1
i,j

2∆t

= K
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

(
ϕni,j+1 + ϕni,j

2
+
ωni,j+1 − ωni,j

∆y

)(
ωn+1
i,j+1 − ω

n+1
i,j

∆y

)

− K
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

(
ϕni,j+1 + ϕni,j

2
+
ωni,j+1 − ωni,j

∆y

)(
ωn−1
i,j+1 − ω

n−1
i,j

∆y

)
+ Sn2 , (5.30)

Maciel, E.S. PDM - UFPA



5.3. Energia Discreta 110

com

Sn2 = − K∆x
I∑
i=0

(
ϕn0,j+1 + ϕn0,j

2
+
ωn0,j+1 − ωn0,j

∆y

)
ωn+1

0,j+1 − ω
n−1
0,j+1

2∆t

+ K∆x

I∑
i=0

(
ϕn0,j+1 + ψn0,j

2
+
ωn0,j+1 − ωn0,j

∆y

)
ωn+1

0,j − ω
n−1
0,j

2∆t

+ K∆x
J∑
j=1

(
ϕni,1 + ϕni,0

2
+
ωni,1 − ωni,0

∆x

)
ωn+1
i,0 − ω

n−1
i,0

2∆t

− K∆x

J∑
j=1

(
ϕni,J+1 + ψni,J

2
+
ωni,J+1 − ωni,J

∆y

)
ωn+1
i,J+1 − ω

n−1
i,J+1

2∆t
.

Feito isso, podemos reescrever a equação (5.28) da seguinte forma

∆x∆y

2∆t

I∑
i=1

J∑
j=1

[
ρ1

(
ωn+1
i,j − ωni,j

∆t

)2

+K

(
ψni+1,j + ψni,j

2
+
ωni+1,j + ωni,j

∆x

)
ωn+1
i+1,j − ω

n+1
i,j

∆x

+ K

(
ϕni,j+1 + ϕni,j

2
+
ωni,j+1 − ωni,j

∆y

)
ωn+1
i,j+1 − ω

n+1
i,j

∆y

]

− ∆x∆y

2∆t

I∑
i=1

J∑
j=1

[
ρ1

(
ωni,j − ω

n−1
i,j

∆t

)2

+K

(
ψni+1,j + ψni,j

2
+
ωni+1,j + ωni,j

∆x

)
ωn−1
i+1,j − ω

n−1
i,j

∆x

+ K

(
ϕni,j+1 + ϕni,j

2
+
ωni,j+1 − ωni,j

∆y

)
ωn−1
i,j+1 − ω

n−1
i,j

∆y

]
+Sn1 + Sn2 = 0.

Com procedimento análogo, iremos multiplicar a equação que governa a rotação nas seções transver-

sais ψni,j em (5.16) por ∆x∆yψt ≈ ∆x∆y
ψn+1
i,j − ψ

n−1
i,j

2∆t
, e somamos o seu resultado no domı́nio discreto

para i = 1, ...I e j = 1, ..., J . Assim, temos que

∆x∆y

I∑
i=1

J∑
j=1

[
ρ2

ψn+1
i,j − 2ψni,j + ψn−1

i,j

∆t2
−D

ψni+1,j − 2ψni,j + ωni−1,j

∆x2
−D

(
1− µ

2

)
ψni,j+1 − 2ψni,j + ψni,j−1

∆y2

−D
(

1 + µ

2

)
ϕni+1,j+1 − ϕni+1,j−1

4∆x∆y
−D

(
1 + µ

2

)−ϕni−1,j+1 + ϕni−1,j−1

4∆x∆y
+K

ψni+1,j + 2ωni,j + ωni−1,j

4

+K
ψni,j+1 + 2ψni,j + ψni,j−1

4
+K

ωni+1,j − ωni−1,j

2∆x
+D1

ψni+1,j − 2ψni,j + ψni−1,j

∆x2∆t

−D1

ψn−1
i+1,j − 2ψn−1

i,j + ψn−1
i−1,j

∆x2∆t
+D1

(
1− µ

2

)
ψni,j+1 − 2ψni,j + ψni,j−1

∆y2∆t
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−D1

(
1− µ

2

)
ψn−1
i,j+1 − 2ψn−1

i,j + ψn−1
i,j−1

∆y2∆t
+D1

(
1 + µ

2

)
ϕni+1,j+1 − ϕni+1,j−1 − ϕni−1,j+1 + ϕni−1,j−1

4∆x∆y∆t

−D1

(
1 + µ

2

)
ϕn−1
i+1,j+1 − ϕ

n−1
i+1,j−1 − ϕ

n−1
i−1,j+1 + ϕn−1

i−1,j−1

4∆x∆y∆t

]
ψn+1
i,j − ψ

n−1
i,j

2∆t

= −∆x∆y

I∑
i=1

J∑
j=1

α1

(
ψn+1
i,j − ψ

n−1
i,j

2∆t

)2

,

(5.31)

Para desenvolvermos cada termo da equação acima, usamos os mesmos procedimentos feitos anteri-
ormente. Para alguns termos, basta trocar as funções para obtermos os resultados desejados. Por isso,
omitiremos a prova, levando em conta que é muito longa. Apresentaremos apenas as aproximações
para os componentes numéricos da energia En. Desta forma, o equivalente discreto para a componente
ρ2

∫
Ω ψ

2
t vale:

ρ2∆x∆y

I∑
i=1

J∑
j=1

ψn+1
i,j − 2ψni,j + ψn−1

i,j

∆t2
ψn+1
i,j − ψ

n−1
i,j

2∆t

= ρ2
∆x∆y

2∆t

I∑
i=1

J∑
j=1

(
ψn+1
i,j − ψni,j

∆t

)2

− ρ2
∆x∆y

2∆t

I∑
i=1

J∑
j=1

(
ψni,j − ψ

n−1
i,j

∆t

)2

. (5.32)

Agora, iremos trabalhar na aproximação dos termosD
∫

Ω ψ
2
x dx dy eD

(
1− µ

2

)∫
Ω ψ

2
y dx dy como

em Γ1. Temos que

− D∆x∆y
I∑
i=1

J∑
j=1

ψni+1,j − 2ψni,j + ψni−1,j

∆x2

ψn+1
i,j − ψ

n−1
i,j

2∆t

= D
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

ψni+1,j − ψni,j
∆x

ψn+1
i+1,j − ψ

n+1
i,j

∆x

− D
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

ψni+1,j − ψni,j
∆x

ψn−1
i+1,j − ψ

n−1
i,j

∆x
+ Sn3 , (5.33)

onde denotamos

Sn3 = − D∆y
I∑
i=0

ψni+1,0 − ψni,0
∆x

ψn+1
i+1,0 − ψ

n−1
i+1,0

2∆t
+D∆y

I∑
i=0

ψni+1,0 − ψni,0
∆x

ψn+1
i,0 − ψ

n−1
i,0

2∆t

+ D∆y

J∑
j=1

ψn1,j − ψn0,j
∆x

ψn+1
0,j − ψ

n−1
0,j

2∆t
−D∆y

J∑
j=1

ψnI+1,j − ψnI,j
∆x

ψn+1
I+1,j − ψ

n−1
I+1,j

2∆t
,
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Da mesma forma, podemos concluir

− D

(
1− µ

2

)
∆x∆y

I∑
i=1

J∑
j=1

ψni,j+1 − 2ψni,j + ψni,j−1

∆y2

ψn+1
i,j − ψ

n−1
i,j

2∆t

= D

(
1− µ

2

)
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

ψni,j+1 − ψni,j
∆y

ψn+1
i,j+1 − ψ

n+1
i,j

∆y

− D

(
1− µ

2

)
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

ψni,j+1 − ψni,j
∆y

ψn−1
i,j+1 − ψ

n−1
i,j

∆y
+ Sn4 , (5.34)

onde

Sn4 = −D
(

1− µ
2

)
∆x

J∑
j=0

ψn0,j+1 − ψn0,j
∆y

ψn+1
0,j+1 − ψ

n−1
0,j+1

2∆t
+D

(
1− µ

2

)
∆x

J∑
j=0

ψn0,j+1 − ψn0,j
∆y

ψn+1
0,j − ψ

n−1
0,j

2∆t

+D

(
1− µ

2

)
∆x

I∑
i=1

ψni,1 − ψni,0
∆y

ψn+1
i,0 − ψ

n−1
i,0

2∆t
−D

(
1− µ

2

)
∆x

I∑
i=1

ψni,J+1 − ψni,J
∆y

ψn+1
i,J+1 − ψ

n−1
i,J+1

2∆t
.

Na sequência , procedemos com a discretização referente a integral −D(1+µ
2 )

∫
Ω ϕxyψt dx dy (ex-

pressão à esquerda da igualdade abaixo), e conforme vimo no Lema 4.2 do Capı́tulo 4 este termo após
os devidos cálculos se encaminha para a componente D(1−µ

2 )
∫

Ω ϕxψyt dx dy+Dµ
∫

Ω ϕyψxt dx dy da
energia total do sistema, cujo análogo discreto é dado pela expressão a direita da igualdade.

D

(
1 + µ

2

) I∑
i=1

J∑
j=1

(ϕni+1,j+1 − ϕni+1,j−1 − ϕni−1,j+1 + ϕni−1,j−1)(ψn+1
i,j − ψ

n−1
i,j )

= D

(
1 + µ

2

) I∑
i=1

J∑
j=1

[(ϕni+1,j+1 − ϕni+1,j−1)− (ϕni−1,j+1 − ϕni−1,j−1)](ψn+1
i,j − ψ

n−1
i,j )

= D

(
1 + µ

2

) I∑
i=1

J∑
j=1

(ϕni+1,j+1−ϕni,j + ϕni,j − ϕni+1,j−1)(ψn+1
i,j − ψ

n−1
i,j )

− D

(
1 + µ

2

) I∑
i=1

J∑
j=1

(ϕni−1,j+1−ϕni,j + ϕni,j − ϕni−1,j−1)(ψn+1
i,j − ψ

n−1
i,j )

= D

(
1 + µ

2

) I∑
i=1

J∑
j=1

[(ϕni+1,j+1 − ϕni,j)(ψn+1
i,j − ψ

n−1
i,j ) + (ϕni,j − ϕni+1,j−1)(ψn+1

i,j − ψ
n−1
i,j )]

− D

(
1 + µ

2

) I∑
i=1

J∑
j=1

[(ϕni−1,j+1 − ϕni,j)(ψn+1
i,j − ψ

n−1
i,j ) + (ϕni,j − ϕni−1,j−1)(ψn+1

i,j − ψ
n−1
i,j )]

= D

(
1 + µ

2

) I∑
i=0

J∑
j=0

(ϕni+1,j+1 − ϕni,j)(ψn+1
i,j − ψ

n−1
i,j )

+ D

(
1 + µ

2

) I∑
i=0

J∑
j=0

(ϕni,j+1 − ϕni+1,j)(ψ
n+1
i,j+1 − ψ

n−1
i,j+1)
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− D

(
1 + µ

2

) I∑
i=0

J∑
j=0

(ϕni,j+1 − ϕni+1,j)(ψ
n+1
i+1,j − ψ

n−1
i+1,j)

− D

(
1 + µ

2

) I∑
i=0

J∑
j=0

(ϕni+1,j+1 − ϕni,j)(ψn+1
i+1,j+1 − ψ

n−1
i+1,j+1)

− D

(
1 + µ

2

) I∑
i=0

(ϕni+1,1 − ϕni,0)(ψn+1
i,0 − ψ

n−1
i,0 )−D

(
1 + µ

2

) J∑
j=1

(ϕn1,j+1 − ϕn0,j)(ψn+1
0,j − ψ

n−1
0,j )

+ D

(
1 + µ

2

) I∑
i=1

(ϕni+1,J − ϕni,J+1)(ψn+1
i,J+1 − ψ

n−1
i,J+1)+D

(
1 + µ

2

) J∑
j=0

(ϕn1,j − ϕn0,j+1)(ψn+1
0,j+1 − ψ

n−1
0,j+1)

+ D

(
1 + µ

2

) I∑
i=0

(ϕni,1 − ϕni+1,0)(ψn+1
i+1,0 − ψ

n−1
i+1,0)+D

(
1 + µ

2

) J∑
j=1

(ϕnI,j+1 − ϕnI+1,j)(ψ
n+1
I+1,j − ψ

n−1
I+1,j)

− D

(
1 + µ

2

) I∑
i=0

(ϕni,J − ϕni+1,J+1)(ψn+1
i+1,J+1 − ψ

n−1
i+1,J+1)

− D

(
1 + µ

2

) J∑
j=0

(ϕnI,j − ϕnI+1,j+1)(ψn+1
I+1,j+1 − ψ

n−1
I+1,j+1)

+ D

(
1 + µ

2

) I∑
i=0

(ϕni,1 − ϕni+1,0)(ψn+1
i+1,0 − ψ

n−1
i+1,0)+D

(
1 + µ

2

)
(ϕnI,J − ϕnI+1,J+1)(ψn+1

I+1,J+1 − ψ
n−1
I+1,J+1)

= −D
(

1 + µ

2

) I∑
i=0

J∑
j=0

(ϕni+1,j+1 − ϕni,j)(ψn+1
i+1,j+1 − ψ

n+1
i,j )

− D

(
1 + µ

2

) I∑
i=0

J∑
j=0

(ϕni+1,j − ϕni,j+1)(ψn+1
i,j+1 − ψ

n+1
i+1,j)

+ D

(
1 + µ

2

) I∑
i=0

J∑
j=0

(ϕni+1,j+1 − ϕni,j)(ψn−1
i+1,j+1 − ψ

n−1
i,j )

+ D

(
1 + µ

2

) I∑
i=0

J∑
j=0

(ϕni+1,j − ϕni,j+1)(ψn−1
i,j+1 − ψ

n−1
i+1,j)

− D

(
1 + µ

2

)[ I∑
i=0

(ϕni+1,1 − ϕni,0)ψn+1
i,0 +

J∑
j=1

(ϕn1,j+1 − ϕn0,j)ψn+1
0,j

]

+ D

(
1 + µ

2

)[ I∑
i=1

(ϕni+1,J − ϕni,J+1)ψn+1
i,J+1 +

J∑
j=0

(ϕn1,j − ϕn0,j+1)ψn+1
0,j+1

]

+ D

(
1 + µ

2

)[ I∑
i=0

(ϕni,1 − ϕni+1,0)ψn+1
i+1,0 +

J∑
j=1

(ϕnI,j+1 − ϕnI+1,j)ψ
n+1
I+1,j

]

− D

(
1 + µ

2

)[ I∑
i=0

(ϕni,J − ϕni+1,J+1)ψn+1
i+1,J+1 +

J∑
j=0

(ϕnI,j − ϕnI+1,j+1)ψn+1
I+1,j+1

]

+ D

(
1 + µ

2

)
(ϕnI,J − ϕnI+1,J+1)ψn+1

I+1,J+1

+ D

(
1 + µ

2

)[ I∑
i=0

(ϕni+1,1 − ϕni,0)ψn−1
i,0 +

J∑
j=1

(ϕn1,j+1 − ϕn0,j)ψn−1
0,j

]
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− D

(
1 + µ

2

)[ I∑
i=1

(ϕni+1,J − ϕni,J+1)ψn−1
i,J+1 +

J∑
j=0

(ϕn1,j − ϕn0,j+1)ψn−1
0,j+1

]

− D

(
1 + µ

2

)[ I∑
i=0

(ϕni,1 − ϕni+1,0)ψn−1
i+1,0 +

J∑
j=1

(ϕnI,j+1 − ϕnI+1,j)ψ
n−1
I+1,j

]

+ D

(
1 + µ

2

)[ I∑
i=0

(ϕni,J − ϕni+1,J+1)ψn−1
i+1,J+1 +

J∑
j=0

(ϕnI,j − ϕnI+1,j+1)ψn−1
I+1,j+1

]

− D

(
1 + µ

2

)
(ϕnI,J − ϕnI+1,J+1)ψn−1

I+1,J+1

De onde concluı́mos que

− D

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

I∑
i=1

J∑
j=1

ϕni+1,j+1 − ϕni+1,j−1 − ϕni−1,j+1 + ϕni−1,j−1

4∆x∆y

ψn+1
i,j − ψ

n−1
i,j

2∆t

= D

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

ϕni+1,j+1 − ϕni,j
2∆y

ψn+1
i+1,j+1 − ψ

n+1
i,j

2∆x

+ D

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

ϕni+1,j − ϕni,j+1

2∆y

ψn+1
i,j+1 − ψ

n+1
i+1,j

2∆x

− D

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

ϕni+1,j+1 − ϕni,j
2∆y

ψn−1
i+1,j+1 − ψ

n−1
i,j

2∆x

− D

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

ϕni+1,j − ϕni,j+1

2∆y

ψn−1
i,j+1 − ψ

n−1
i+1,j

2∆x
+ Sn5 , (5.35)

onde

Sn5 = D

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

( I∑
i=0

ϕni+1,1 − ϕni,0
4∆x∆y

ψn+1
i,0 +

J∑
j=1

ϕn1,j+1 − ϕn0,j
4∆x∆y

ψn+1
0,j

)

− D

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

( I∑
i=1

ϕni+1,J − ϕni,J+1

4∆x∆y
ψn+1
i,J+1 +

J∑
j=0

ϕn1,j − ϕn0,j+1

4∆x∆y
ψn+1

0,j+1

)

− D

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

( I∑
i=0

ϕni,1 − ϕni+1,0

4∆x∆y
ψn+1
i+1,0 +

J∑
j=1

ϕnI,j+1 − ϕnI+1,j

4∆x∆y
ψn+1
I+1,j

)

+ D

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

( I∑
i=0

ϕni,J − ϕni+1,J+1

4∆x∆y
ψn+1
i+1,J+1 +

J∑
j=0

ϕnI,j − ϕnI+1,j+1

4∆x∆y
ψn+1
I+1,j+1

−
ϕnI,J − ϕnI+1,J+1

4∆x∆y
ψn+1
I+1,J+1

)

− D

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

( I∑
i=0

ϕni+1,1 − ϕni,0
4∆x∆y

ψn−1
i,0 +

J∑
j=1

ϕn1,j+1 − ϕn0,j
4∆x∆y

ψn−1
0,j

)
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+ D

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

( I∑
i=1

ϕni+1,J − ϕni,J+1

4∆x∆y
ψn−1
i,J+1 +

J∑
j=0

ϕn1,j − ϕn0,j+1

4∆x∆y
ψn−1

0,j+1

)

+ D

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

( I∑
i=0

ϕni,1 − ϕni+1,0

4∆x∆y
ψn−1
i+1,0 +

J∑
j=1

ϕnI,j+1 − ϕnI+1,j

4∆x∆y
ψn−1
I+1,j

)

− D

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

( I∑
i=0

ϕni,J − ϕni+1,J+1

4∆x∆y
ψn−1
i+1,J+1 +

J∑
j=0

ϕnI,j − ϕnI+1,j+1

4∆x∆y
ψn−1
I+1,j+1

−
ϕnI,J − ϕnI+1,J+1

4∆x∆y
ψn−1
I+1,J+1

)
Na sequência, procedemos com a discretização referente a integral dada por K

∫
Ω(ψ+ωx)ψt dx dy.

Segue então

K

I∑
i=1

J∑
j=1

[(ψni+1,j + 2ψni,j + ψni−1,j) + (ψni,j+1 + 2ψni,j + ψni,j−1)](ψn+1
i,j − ψ

n−1
i,j )

+ K

I∑
i=1

J∑
j=1

(ωni+1,j − ωni−1,j)(ψ
n+1
i,j − ψ

n−1
i,j )

= K

I∑
i=1

J∑
j=1

[(ψni+1,j+ψ
n
i,j + ψni,j + ψni−1,j) + (ψni,j+1+ψni,j + ψni,j + ψni,j−1)](ψn+1

i,j − ψ
n−1
i,j )

+ K

I∑
i=1

J∑
j=1

(ωni+1,j−ωni,j + ωni,j − ωni−1,j)(ψ
n+1
i,j − ψ

n−1
i,j )

= K

I∑
i=1

J∑
j=1

(ψni+1,j + ψni,j)(ψ
n+1
i,j − ψ

n−1
i,j ) +K

I∑
i=1

J∑
j=1

(ψni,j + ψni−1,j)(ψ
n+1
i,j − ψ

n−1
i,j )

+ K

I∑
i=1

J∑
j=1

(ψni,j+1 + ψni,j)(ψ
n+1
i,j − ψ

n−1
i,j ) +K

I∑
i=1

J∑
j=1

(ψni,j + ψni,j−1)(ψn+1
i,j − ψ

n−1
i,j )

+ K

I∑
i=1

J∑
j=1

(ωni+1,j − ωni,j)(ψn+1
i,j − ψ

n−1
i,j ) +K

I∑
i=1

J∑
j=1

(ωni,j − ωni−1,j)(ψ
n+1
i,j − ψ

n−1
i,j )

= K

I∑
i=0

J∑
j=0

(ψni+1,j + ψni,j)(ψ
n+1
i,j − ψ

n−1
i,j ) +K

I∑
i=0

J∑
j=0

(ψni+1,j + ψni,j)(ψ
n+1
i+1,j − ψ

n−1
i+1,j)

+ K

I∑
i=0

J∑
j=0

(ψni,j+1 + ψni,j)(ψ
n+1
i,j − ψ

n−1
i,j ) +K

I∑
i=0

J∑
j=0

(ψni,j+1 + ψni,j)(ψ
n+1
i,j+1 − ψ

n−1
i,j+1)

+ K

I∑
i=0

J∑
j=0

(ωni+1,j − ωni,j)(ψn+1
i,j − ψ

n−1
i,j ) +K

I∑
i=0

J∑
j=0

(ωni+1,j − ωni,j)(ψn+1
i+1,j − ψ

n−1
i+1,j)

− K

I∑
i=0

(ψni+1,0 + ψni,0)(ψn+1
i,0 − ψ

n−1
i,0 )−K

J∑
j=1

(ψn1,j + ψn0,j)(ψ
n+1
0,j − ψ

n−1
0,j )

− K

I∑
i=0

(ψni+1,0 + ψni,0)(ψn+1
i+1,0 − ψ

n−1
i+1,0)−K

J∑
j=1

(ψnI+1,j + ωnI,j)(ψ
n+1
I+1,j − ψ

n−1
I+1,j)
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− K

I∑
i=1

(ψni,1 + ψni,0)(ψn+1
i,0 − ψ

n−1
i,0 )−K

J∑
j=0

(ψn0,j+1 + ψn0,j)(ψ
n+1
0,j − ψ

n−1
0,j )

− K

I∑
i=1

(ψni,J+1 + ψni,J)(ψn+1
i,J+1 − ψ

n−1
i,J+1)−K

J∑
j=0

(ψn0,j+1 + ψn0,j)(ψ
n+1
0,j+1 − ψ

n−1
0,j+1)

− K

I∑
i=0

(ωni+1,0 − ωni,0)(ψn+1
i,0 − ψ

n−1
i,0 )−K

J∑
j=1

(ωn1,j − ωn0,j)(ψn+1
0,j − ψ

n−1
0,j )

− K

I∑
i=0

(ωni+1,0 − ωni,0)(ψn+1
i+1,0 − ψ

n−1
i+1,0)−K

J∑
j=1

(ωnI+1,j − ωnI,j)(ψn+1
I+1,j − ψ

n−1
I+1,j)

= K

I∑
i=0

J∑
j=0

(ψni+1,j + ψni,j)(ψ
n+1
i+1,j + ψn+1

i,j )−K
I∑
i=0

J∑
j=0

(ψni+1,j + ψni,j)(ψ
n−1
i+1,j + ψn−1

i,j )

+ K

I∑
i=0

J∑
j=0

(ψni,j+1 + ψni,j)(ψ
n+1
i,j+1 + ψn+1

i,j )−K
I∑
i=0

J∑
j=0

(ψni,j+1 + ψni,j)(ψ
n−1
i,j+1 + ψn−1

i,j )

+ K

I∑
i=0

J∑
j=0

(ωni+1,j − ωni,j)(ψn+1
i+1,j + ψn+1

i,j )−K
I∑
i=0

J∑
j=0

(ωni+1,j − ωni,j)(ψn−1
i+1,j + ψn−1

i,j )

− K

I∑
i=0

(ψni+1,0 + ψni,0)(ψn+1
i,0 − ψ

n−1
i,0 )−K

J∑
j=1

(ψn1,j + ψn0,j)(ψ
n+1
0,j − ψ

n−1
0,j )

− K

I∑
i=0

(ψni+1,0 + ψni,0)(ψn+1
i+1,0 − ψ

n−1
i+1,0)−K

J∑
j=1

(ψnI+1,j + ψnI,j)(ψ
n+1
I+1,j − ψ

n−1
I+1,j)

− K

I∑
i=1

(ψni,1 + ψni,0)(ψn+1
i,0 − ψ

n−1
i,0 )−K

J∑
j=0

(ψn0,j+1 + ψn0,j)(ψ
n+1
0,j − ψ

n−1
0,j )

− K

I∑
i=1

(ψni,J+1 + ψni,J)(ψn+1
i,J+1 − ψ

n−1
i,J+1)−K

J∑
j=0

(ψn0,j+1 + ψn0,j)(ψ
n+1
0,j+1 − ψ

n−1
0,j+1)

− K

I∑
i=0

(ωni+1,0 − ωni,0)(ψn+1
i,0 − ψ

n−1
i,0 ) +K

J∑
j=1

(ωn1,j − ωn0,j)(ψn+1
0,j − ψ

n−1
0,j )

− K

I∑
i=0

(ωni+1,0 − ωni,0)(ψn+1
i+1,0 − ψ

n−1
i+1,0)−K

J∑
j=1

(ωnI+1,j − ωnI,j)(ψn+1
I+1,j − ψ

n−1
I+1,j)

= K

I∑
i=0

J∑
j=0

[(ωni+1,j − ωni,j) + (ψni+1,j + ψni,j)](ψ
n+1
i+1,j + ψn+1

i,j )

− K

I∑
i=0

J∑
j=0

[(ωni+1,j − ωni,j) + (ψni+1,j + ψni,j)](ψ
n−1
i+1,j + ψn−1

i,j )

+ K

I∑
i=0

J∑
j=0

(ψni,j+1 + ψni,j)(ψ
n+1
i,j+1 + ψn+1

i,j )−K
I∑
i=0

J∑
j=0

(ψni,j+1 + ψni,j)(ψ
n−1
i,j+1 + ψn−1

i,j )

− K

I∑
i=0

[(ωni+1,0 − ωni,0) + (ψni+1,0 + ψni,0)](ψn+1
i+1,0 − ψ

n−1
i+1,0)

− K

I∑
i=0

[(ωni+1,0 − ωni,0) + (ψni+1,0 + ψni,0)](ψn+1
i,0 − ψ

n−1
i,0 )
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− K

J∑
j=0

(ψn0,j+1 + ψn0,j)(ψ
n+1
0,j − ψ

n−1
0,j )−K

J∑
j=0

(ψn0,j+1 + ψn0,j)(ψ
n+1
0,j+1 − ψ

n−1
0,j+1)

− K

J∑
j=1

[(ωn1,j + ωn0,j) + (ψn1,j + ψn0,j)](ψ
n+1
0,j − ψ

n−1
0,j )

− K

J∑
j=1

[(ωnI+1,j + ωnI,j) + (ψnI+1,j + ψnI,j)](ψ
n+1
I+1,j − ψ

n−1
I+1,j)

− K

I∑
i=1

(ψni,1 + ψni,0)(ψn+1
i,0 − ψ

n−1
i,0 )−K

I∑
i=1

(ψni,J+1 + ψni,J)(ψn+1
i,J+1 − ψ

n−1
i,J+1)

De onde concluı́mos que

K∆x∆y
I∑
i=1

J∑
j=1

(
ψni+1,j + 2ψni,j + ψni−1,j

4
+
ψni,j+1 + 2ψni,j + ψni,j−1

4

)
ψn+1
i,j − ψ

n−1
i,j

2∆t

+ K∆x∆y
I∑
i=1

J∑
j=1

ωni+1,j + ωni−1,j

2∆x

ψn+1
i,j − ψ

n−1
i,j

2∆t

= K
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

(
ωni+1,j − ωni,j

∆x
+
ψni+1,j + ψni,j

2

)
ψn+1
i+1,j + ψn+1

i,j

2

+ K
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

ψni,j+1 + ψni,j
2

ψn+1
i,j+1 + ψn+1

i,j

2

− K
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

(
ωni+1,j − ωni,j

∆x
+
ψni+1,j + ψni,j

2

)
ψn−1
i+1,j + ψn−1

i,j

2

− K
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

ψni,j+1 + ψni,j
2

ψn−1
i,j+1 + ψn−1

i,j

2
+ Sn6 , (5.36)

onde

Sn6 = − K
∆x∆y

2

I∑
i=0

(
ωni+1,0 − ωni,0

∆x
+
ψni+1,0 + ψni,0

2

)
ψn+1
i+1,0 − ψ

n−1
i+1,0

2∆t

− K
∆x∆y

2

I∑
i=0

(
ωni+1,0 − ωni,0

∆x
+
ψni+1,0 + ψni,0

2

)
ψn+1
i,0 − ψ

n−1
i,0

2∆t

− K
∆x∆y

2

J∑
j=0

ψn0,j+1 + ψn0,j
2

ψn+1
0,j+1 − ψ

n−1
0,j+1

2∆t
−K∆x∆y

2

J∑
j=0

ψn0,j+1 + ψn0,j
2

ψn+1
0,j − ψ

n−1
0,j

2∆t

− K
∆x∆y

2

J∑
j=1

(
ωn1,j + ωn0,j

∆x
+
ψn1,j + ψn0,j

2

)
ψn+1

0,j − ψ
n−1
0,j

2∆t
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− K
∆x∆y

2

J∑
j=1

(
ωnI+1,j + ωnI,j

∆x
+
ψnI+1,j + ψnI,j

2

)
ψn+1
I+1,j − ψ

n−1
I+1,j

2∆t

− K
∆x∆y

2

I∑
i=1

ψni,1 + ψni,0
2

ψn+1
i,0 − ψ

n−1
i,0

2∆t
−K∆x∆y

2

I∑
i=1

ψni,J+1 + ψni,J
2∆t

ψn+1
i,J+1 − ψ

n−1
i,J+1

2
.

Os equivalentes discretos a D1

∫
Ω ψ

2
tx dx dy e D1

(
1− µ

2

)∫
Ω ψ

2
ty dx dy, encontramos, respectiva-

mente, as expressões dadas abaixo

∆x∆y
I∑
i=1

J∑
j=1

[
−D1

ψni+1,j − 2ψni,j + ψni−1,j

4x24t
+D1

ψn−1
i+1,j − 2ψn−1

i,j + ψn−1
i−1,j

∆x2∆t

]
ψn+1
i,j − ψ

n−1
i,j

2∆t

= D1
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

[
(ψni+1,j − ψni,j − ψ

n−1
i+1,j + ψn−1

i,j )(ψn+1
i+1,j − ψ

n−1
i+1,j − ψ

n+1
i,j + ψn−1

i,j )

∆x2∆t

]
+ Sn7 ,

(5.37)

onde

Sn7 = D1
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

[
(ψni+1,0 − ψni,0 − ψ

n−1
i+1,0 + ψn−1

i,0 )(ψn+1
i,0 − ψ

n−1
i,0 )

∆x2∆t

]

− D1
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

[
(ψni+1,0 − ψni,0 − ψ

n−1
i+1,0 + ψn−1

i,0 )(ψn+1
i+1,0 − ψ

n−1
i+1,0)

∆x2∆t

]

+ D1
∆x∆y

2∆t

J∑
j=0

[
(ψn1,j − ψn0,j − ψ

n−1
1,j + ωn−1

0,j )(ψn+1
0,j − ψ

n−1
0,j )

∆x2∆t

]

− D1
∆x∆y

2∆t

J∑
j=1

[
(ψnI+1,j − ψnI,j − ψ

n−1
I+1,j + ψn−1

I,j )(ψn+1
I+1,j − ψ

n−1
I+1,j)

∆x2∆t

]
,

e

∆x∆y

I∑
i=1

J∑
j=1

D1

(
1− µ

2

)[
−
ψni,j+1 − 2ψni,j + ψni,j−1

4y24t
+
ψn−1
i,j+1 − 2ψn−1

i,j + ψn−1
i,j−1

∆x2∆t

]
ψn+1
i,j − ψ

n−1
i,j

2∆t

= D1

(
1− µ

2

)
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

[
(ψni,j+1 − ψni,j − ψ

n−1
i,j+1 + ψn−1

i,j )(ψn+1
i,j+1 − ψ

n−1
i,j+1 − ψ

n+1
i,j + ψn−1

i,j )

∆y2∆t

]
+ Sn8 ,

(5.38)

onde

Sn8 = D1
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

[
(ψni+1,0 − ψni,0 − ψ

n−1
i+1,0 + ψn−1

i,0 )(ψn+1
i,0 − ψ

n−1
i,0 )

∆y2∆t

]
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− D1
∆x∆y

2∆t

I∑
i=1

[
(ψni,J+1 − ψni,J − ψ

n−1
i,J+1 + ψn−1

i,J )(ψn+1
i,J+1 − ψ

n−1
i,J+1)

∆y2∆t

]

+ D1
∆x∆y

2∆t

J∑
j=0

[
(ψn1,j − ψn0,j − ψ

n−1
1,j + ψn−1

0,j )(ψn+1
0,j − ψ

n−1
0,j )

∆y2∆t

]

− D1
∆x∆y

2∆t

J∑
j=0

[
(ψn1,j − ψn0,j − ψ

n−1
1,j + ψn−1

0,j )(ψn+1
0,j+1 − ψ

n−1
0,j+1)

∆y2∆t

]
.

Também

∆x∆y

I∑
i=1

J∑
j=1

[
−D1

(
1 + µ

2

)
ϕni+1,j+1 − ϕni+1,j−1 − ϕni−1,j+1 + ϕni−1,j−1

4∆x∆y∆t

+ D1

(
1 + µ

2

)
ϕn−1
i+1,j+1 − ϕ

n−1
i+1,j−1 − ϕ

n−1
i−1,j+1 + ϕn−1

i−1,j−1

4∆x∆y∆t

]
ψn+1
i,j − ψ

n−1
i,j

2∆t

= D1

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

(ϕni+1,j+1 − ϕni,j − ϕ
n−1
i+1,j+1 + ϕn−1

i,j )(ψn+1
i+1,j+1 − ψ

n−1
i+1,j+1 − ψ

n+1
i,j + ψn−1

i,j )

4∆x∆y∆t

+ D1

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

(ϕni+1,j − ϕni,j+1 − ϕ
n−1
i+1,j + ϕn−1

i,j+1)(ψn+1
i,j+1 − ψ

n−1
i,j+1 − ψ

n+1
i+1,j + ψn−1

i+1,j)

4∆x∆y∆t

+ Sn9 ,

(5.39)

onde

Sn9 = D1

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

[
(ϕni+1,1 − ϕni,0 − ϕ

n−1
i+1,1 + ϕn−1

i,0 )(ψn+1
i,0 − ψ

n−1
i,0 )

4∆x∆y∆t

]

− D1

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

I∑
i=1

[
(ϕni+1,J − ϕni,J+1 − ϕ

n−1
i+1,J + ϕn−1

i,J+1)(ψn+1
i,J+1 − ψ

n−1
i,J+1)

4∆x∆y∆t

]

− D1

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

[
(ϕni,1 − ϕni+1,0 − ϕ

n−1
i,1 + ϕn−1

i+1,0)(ψn+1
i+1,0 − ψ

n−1
i+1,0)

4∆x∆y∆t

]

+ D1

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

[
(ϕni,J − ϕni+1,J+1 − ϕ

n−1
i,J + ϕn−1

i+1,J+1)(ψn+1
i+1,J+1 − ψ

n−1
i+1,J+1)

4∆x∆y∆t

]

+ D1

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

J∑
j=1

[
(ϕn1,j+1 − ϕn0,j − ϕ

n−1
1,j+1 + ϕn−1

0,j )(ψn+1
0,j − ψ

n−1
0,j )

4∆x∆y∆t

]

− D1

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

J∑
j=0

[
(ϕn1,j − ϕn0,j+1 − ϕ

n−1
1,j + ϕn−1

0,j+1)(ψn+1
0,j+1 − ψ

n−1
0,j+1)

4∆x∆y∆t

]

− D1

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

J∑
j=1

[
(ϕnI,j+1 − ϕnI+1,j − ϕ

n−1
I,j+1 + ϕn−1

I+1,j)(ψ
n+1
I+1,j − ψ

n−1
I+1,j)

4∆x∆y∆t

]
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+ D1

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

J∑
j=0

[
(ϕnI,j − ϕnI+1,j+1 − ϕ

n−1
I,j + ϕn−1

I+1,j+1)(ψn+1
I+1,j+1 − ψ

n−1
I+1,j+1)

4∆x∆y∆t

]

+ D1

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t
(ϕnI,J − ϕnI+1,J+1 − ϕn−1

I,J + ϕn−1
I+1,J+1)(ψn+1

I+1,J+1 − ψ
n−1
I+1,J+1)

Agora, fazendo a substituição de (5.32)-(5.39) em (5.31), a fim de obter

∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

[
ρ2

(
ψn+1
i,j − ψni,j

∆t

)2

+D
ψni+1,j − ψni,j

∆x

ψn+1
i+1,j − ψ

n+1
i,j

∆x

+D

(
1− µ

2

)
ψni,j+1 − ψni,j

∆y

ψn+1
i,j+1 − ψ

n+1
i,j

∆y
+D

(
1 + µ

2

)
ϕni+1,j+1 − ϕni,j

2∆y

ψn+1
i+1,j+1 − ψ

n+1
i,j

2∆x

+D

(
1 + µ

2

)
ϕni+1,j − ϕni,j+1

2∆y

ψn+1
i,j+1 − ψ

n+1
i+1,j

2∆x

+K

(
ωni+1,j − ωni,j

∆x
+
ψni+1,j + ψni,j

2

)
ψn+1
i+1,j + ψn+1

i,j

2
+K

ψni,j+1 + ψni,j
2

ψn+1
i,j+1 + ψn+1

i,j

2

]

−∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

[
ρ2

(
ψni,j − ψ

n−1
i,j

∆t

)2

+D
ψni+1,j − ψni,j

∆x

ψn−1
i+1,j − ψ

n−1
i,j

∆t

+D

(
1− µ

2

)
ψni,j+1 − ψni,j

∆y

ψn−1
i,j+1 − ψ

n−1
i,j

∆y
+D

(
1 + µ

2

)
ϕni+1,j+1 − ϕni,j

2∆y

ψn−1
i+1,j+1 − ψ

n−1
i,j

2∆x

+D

(
1 + µ

2

)
ϕni+1,j − ϕni,j+1

2∆y

ψn−1
i,j+1 − ψ

n−1
i+1,j

2∆x

+K

(
ωni+1,j − ωni,j

∆x
+
ψni+1,j + ψni,j

2

)
ψn−1
i+1,j + ψn−1

i,j

2
+K

ψni,j+1 + ψni,j
2

ψn−1
i,j+1 + ψn−1

i,j

2

]

+Sn3 + Sn4 + Sn5 + Sn6 + Sn7 + Sn8 + Sn9

= −D1
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

[
(ψni+1,j − ψni,j − ψ

n−1
i+1,j + ψn−1

i,j )(ψn+1
i+1,j − ψ

n−1
i+1,j − ψ

n+1
i,j + ψn−1

i,j )

∆x2∆t

]

−D1

(
1− µ

2

)
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

[
(ψni,j+1 − ψni,j − ψ

n−1
i,j+1 + ψn−1

i,j )(ψn+1
i,j+1 − ψ

n−1
i,j+1 − ψ

n+1
i,j + ψn−1

i,j )

∆y2∆t

]

−D1

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

(ϕni+1,j+1 − ϕni,j − ϕ
n−1
i+1,j+1 + ϕn−1

i,j )(ψn+1
i+1,j+1 − ψ

n−1
i+1,j+1 − ψ

n+1
i,j + ψn−1

i,j )

4∆x∆y∆t

−D1

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

(ϕni+1,j − ϕni,j+1 − ϕ
n−1
i+1,j + ϕn−1

i,j+1)(ψn+1
i,j+1 − ψ

n−1
i,j+1 − ψ

n+1
i+1,j + ψn−1

i+1,j)

4∆x∆y∆t

−α1∆x∆y

I∑
i=1

J∑
j=1

(
ψn+1
i,j − ψ

n−1
i,j

2∆t

)
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(5.40)

Nossa próxima etapa, consiste em fazer a multiplicação da equação (5.17) por ∆x∆yϕt ≈
ϕn+1
i,j − ϕ

n−1
i,j

2∆t
,

e em seguida efetuarmos a soma no domı́nio discreto i = 1, 2, · · · , I e j = 1, 2, · · · , J . Sendo assim,

temos que

∆x∆y
I∑
i=1

J∑
j=1

[
ρ2

ϕn+1
i,j − 2ϕni,j + ϕn−1

i,j

∆t2
−D

ϕni,j+1 − 2ϕni,j + ϕni,j−1

∆y2

− D

(
1− µ

2

)
ϕni+1,j − 2ϕni,j + ϕni−1,j

∆x2
−D

(
1 + µ

2

)
ψni+1,j+1 − ψni+1,j−1

4∆x∆y

− D

(
1 + µ

2

)−ψni−1,j+1 + ψni−1,j−1

4∆x∆y
+K

ϕni+1,j + 2ϕni,j + ϕni−1,j

4
+K

ϕni,j+1 + 2ϕni,j + ϕni,j−1

4

+ K
ωni,j+1 − ωni,j−1

2∆y
−D1

ϕni,j+1 − 2ϕni,j + ϕni,j−1

∆y2∆t
+D1

ϕn−1
i,j+1 − 2ϕn−1

i,j + ϕn−1
i,j−1

∆y2∆t

− D1

(
1− µ

2

)
ϕni+1,j − 2ϕni,j + ϕni−1,j

∆x2∆t
+D1

(
1− µ

2

)
ϕn−1
i+1,j − 2ϕn−1

i,j + ϕn−1
i−1,j

∆x2∆t

− D1

(
1 + µ

2

)
ψni+1,j+1 − ψni+1,j−1 − ψni−1,j+1 + ψni−1,j−1

4∆x∆y∆t

+ D1

(
1 + µ

2

)
ψn−1
i+1,j+1 − ψ

n−1
i+1,j−1 − ψ

n−1
i−1,j+1 + ψn−1

i−1,j−1

4∆x∆y∆t

]
ϕn+1
i,j − ϕ

n−1
i,j

2∆t

= −α2∆x∆y

(
ϕn+1
i,j − ϕ

n−1
i,j

2∆t

)2

.

Da mesma forma como encontramos (5.40) a partir de(5.31), reescrevemos a equação anterior como

∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

[
ρ2

(
ϕn+1
i,j − ϕni,j

∆t

)2

+D
ϕni,j+1 − ϕni,j

∆y

ϕn+1
i,j+1 − ϕ

n+1
i,j

∆y

+ D

(
1− µ

2

)
ϕni+1,j − ϕni,j

∆x

ϕn+1
i+1,j − ϕ

n+1
i,j

∆x
+D

(
1 + µ

2

)
ψni+1,j+1 − ψni,j

2∆x

ϕn+1
i+1,j+1 − ϕ

n+1
i,j

2∆

+ D

(
1 + µ

2

)
ψni+1,j − ψni,j+1

2∆x

ϕn+1
i,j+1 − ϕ

n+1
i+1,j

2∆y

+ K

(
ωni,j+1 − ωni,j

∆y
+
ϕni,j+1 + ϕni,j

2

)
ϕn+1
i,j+1 + ϕn+1

i,j

2
+K

ϕni+1,j + ϕni,j
2

ϕn+1
i+1,j + ϕn+1

i,j

2

]
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− ∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

[
ρ2

(
ϕni,j − ϕ

n−1
i,j

∆t

)2

+D
ϕni,j+1 − ϕni,j

∆y

ϕn−1
i,j+1 − ϕ

n−1
i,j

∆y

+ D

(
1− µ

2

)
ϕni+1,j − ϕni,j

∆x

ϕn−1
i+1,j − ϕ

n−1
i,j

∆x
+D

(
1 + µ

2

)
ψni+1,j+1 − ψni,j

2∆x

ϕn−1
i+1,j+1 − ϕ

n−1
i,j

2∆y

+ D

(
1 + µ

2

)
ψni+1,j − ψni,j+1

2∆x

ϕn−1
i,j+1 − ϕ

n−1
i+1,j

2∆y

+ K

(
ωni,j+1 − ωni,j

∆y
+
ϕni,j+1 + ϕni,j

2

)
ϕn−1
i,j+1 + ϕn−1

i,j

2
+K

ϕni+1,j + ϕni,j
2

ϕn−1
i+1,j + ϕn−1

i,j

2

]

+ Sn10 + Sn11 + Sn12 + Sn13 + Sn14 + Sn15 + Sn16

= −D1
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

[
(ϕni,j+1 − ϕni,j − ϕ

n−1
i,j+1 + ϕn−1

i,j )(ϕn+1
i,j+1 − ϕ

n−1
i,j+1 − ϕ

n+1
i,j + ϕn−1

i,j )

∆y2∆t

]

− D1

(
1− µ

2

)
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

[
(ϕni+1,j − ϕni,j − ϕ

n−1
i+1,j + ϕn−1

i,j )(ϕn+1
i+1,j − ϕ

n−1
i+1,j − ϕ

n+1
i,j + ϕn−1

i,j )

∆x2∆t

]

− D1

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

(ψni+1,j+1 − ψni,j − ψ
n−1
i+1,j+1 + ψn−1

i,j )(ϕn+1
i+1,j+1 − ϕ

n−1
i+1,j+1 − ϕ

n+1
i,j + ϕn−1

i,j )

4∆x∆y∆t

− D1

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

(ψni,j+1 − ψni+1,j − ψ
n−1
i,j+1 + ψn−1

i+1,j)(ϕ
n+1
i+1,j − ϕ

n−1
i+1,j − ϕ

n+1
i,j+1 + ϕn−1

i,j+1)

4∆x∆y∆t

− α2∆x∆y

I∑
i=1

J∑
j=1

(
ψn+1
i,j − ψ

n−1
i,j

2∆t

)
(5.41)

assim como S10 e S11, análogos a S3 e S4, dados, respectivamente, da seguinte maneira

Sn10 = − D∆x

J∑
j=0

ϕn0,j+1 − ϕn0,j
∆y

ϕn+1
0,j+1 − ϕ

n−1
0,j+1

2∆t
+D∆x

J∑
j=0

ϕn0,j+1 − ϕn0,j
∆y

ϕn+1
0,j − ϕ

n−1
0,j

2∆t

+ D∆x

I∑
i=1

ϕni,1 − ϕni,0
∆y

ϕn+1
i,0 − ϕ

n−1
i,0

2∆t
−D∆x

I∑
i=1

ϕni,J+1 − ϕni,J
∆y

ϕn+1
i,J+1 − ϕ

n−1
i,J+1

2∆t
,

e

Sn11 = −D
(

1− µ
2

)
∆y

I∑
i=0

ϕni+1,0 − ϕni,0
∆x

ϕn+1
i+1,0 − ϕ

n−1
i+1,0

2∆t
+D

(
1− µ

2

)
∆y

I∑
i=0

ϕni+1,0 − ϕni,0
∆x

ϕn+1
i,0 − ϕ

n−1
i,0

2∆t

+D

(
1− µ

2

)
∆y

J∑
j=1

ϕn1,j − ϕn0,j
∆x

ϕn+1
0,j − ϕ

n−1
0,j

2∆t
−D

(
1− µ

2

)
∆y

j∑
j=1

ϕnI+1,j − ϕnI,j
∆x

ϕn+1
I+1,j − ϕ

n−1
I+1,j

2∆t
,
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com S12 e S13, a exemplo de S5 e S6, dados respectivamente. Portanto, temos

Sn12 = D

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

( I∑
i=0

ψni+1,1 − ψni,0
4∆x∆y

ϕn+1
i,0 +

J∑
j=1

ψn1,j+1 − ψn0,j
4∆x∆y

ϕn+1
0,j

)

− D

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

( I∑
i=1

ψni+1,J − ψni,J+1

4∆x∆y
ϕn+1
i,J+1 +

J∑
j=0

ψn1,j − ψn0,j+1

4∆x∆y
ϕn+1

0,j+1

)

− D

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

( I∑
i=0

ψni,1 − ψni+1,0

4∆x∆y
ϕn+1
i+1,0 +

J∑
j=1

ψnI,j+1 − ψnI+1,j

4∆x∆y
ϕn+1
I+1,j

)

+ D

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

( I∑
i=0

ψni,J − ψni+1,J+1

4∆x∆y
ϕn+1
i+1,J+1 +

J∑
j=0

ψnI,j − ψnI+1,j+1

4∆x∆y
ϕn+1
I+1,j+1

−
ψnI,J − ψnI+1,J+1

4∆x∆y
ϕn+1
I+1,J+1

)

− D

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

( I∑
i=0

ψni+1,1 − ψni,0
4∆x∆y

ϕn−1
i,0 +

J∑
j=1

ψn1,j+1 − ψn0,j
4∆x∆y

ϕn−1
0,j

)

+ D

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

( I∑
i=1

ψni+1,J − ψni,J+1

4∆x∆y
ϕn−1
i,J+1 +

J∑
j=0

ψn1,j − ψn0,j+1

4∆x∆y
ϕn−1

0,j+1

)

+ D

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

( I∑
i=0

ψni,1 − ψni+1,0

4∆x∆y
ϕn−1
i+1,0 +

J∑
j=1

ψnI,j+1 − ψnI+1,j

4∆x∆y
ϕn−1
I+1,j

)

− D

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

( I∑
i=0

ψni,J − ψni+1,J+1

4∆x∆y
ϕn−1
i+1,J+1 +

J∑
j=0

ψnI,j − ψnI+1,j+1

4∆x∆y
ϕn−1
I+1,j+1

−
ψnI,J − ψnI+1,J+1

4∆x∆y
ϕn−1
I+1,J+1

)
,

e

Sn13 = − K
∆x∆y

2

J∑
j=0

(
ωn0,j+1 − ωn0,j

∆y
+
ϕn0,j+1 + ϕn0,j

2

)
ϕn+1

0,j+1 − ϕ
n−1
0,j+1

2∆t

− K
∆x∆y

2

J∑
j=0

(
ωn0,j+1 − ωn0,j

∆y
+
ϕn0,j+1 + ϕn0,j

2

)
ϕn+1

0,j − ϕ
n−1
0,j

2∆t

− K
∆x∆y

2

I∑
i=0

ϕni+1,0 + ϕni,0
2

ϕn+1
i+1,0 − ϕ

n−1
i+1,0

2∆t
−K∆x∆y

2

I∑
i=0

ϕni+1,0 + ϕni,0
2

ϕn+1
i,0 − ϕ

n−1
i,0

2∆t

− K
∆x∆y

2

I∑
i=1

(
ωni,1 + ωni,0

∆y
+
ϕni,1 + ϕni,0

2

)
ϕn+1
i,0 − ϕ

n−1
i,0

2∆t

− K
∆x∆y

2

I∑
i=1

(
ωni,J+1 + ωni,J

∆y
+
ϕni,J+1 + ϕni,J

2

)
ϕn+1
i,J+1 − ϕ

n−1
i,J+1

2∆t
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− K
∆x∆y

2

I∑
j=1

ϕn1,j + ϕn0,j
2

ϕn+1
0,j − ϕ

n−1
0,j

2∆t
−K∆x∆y

2

I∑
j=1

ϕnI+1,j + ϕnI,j
2∆t

ϕn+1
I+1,j − ϕ

n−1
I+1,j

2
,

da mesma forma S14, S15, S16, equivalente a S7, S8, S9, dados, respectivamente da seguinte maneira

Sn14 = D1
∆x∆y

2∆t

J∑
j=0

[
(ϕn0,j+1 − ϕn0,j − ϕ

n−1
0,j+1 + ϕn−1

0,j )(ϕn+1
0,j − ϕ

n−1
0,j )

∆y2∆t

]

− D1
∆x∆y

2∆t

J∑
j=0

[
(ϕn0,j+1 − ϕn0,j − ϕ

n−1
0,j+1 + ϕn−1

0,j )(ϕn+1
0,j+1 − ϕ

n−1
0,j+1)

∆y2∆t

]

+ D1
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

[
(ϕni,1 − ϕni,0 − ϕ

n−1
i,1 + ϕn−1

i,0 )(ϕn+1
i,0 − ϕ

n−1
i,0 )

∆y2∆t

]

− D1
∆x∆y

2∆t

I∑
i=1

[
(ϕni,J+1 − ϕni,J − ϕ

n−1
i,J+1 + ϕn−1

i,J )(ϕn+1
i,J+1 − ϕ

n−1
i,J+1)

∆y2∆t

]
,

Sn15 = D1
∆x∆y

2∆t

J∑
j=0

[
(ϕn0,j+1 − ϕn0,j − ϕ

n−1
0,j+1 + ϕn−1

0,j )(ϕn+1
0,j − ϕ

n−1
0,j )

∆x2∆t

]

− D1
∆x∆y

2∆t

J∑
j=1

[
(ϕnI+1,j − ϕnI,j − ϕ

n−1
I+1,j + ϕn−1

I,j )(ϕn+1
I+1,j − ϕ

n−1
I+1,j)

∆x2∆t

]

+ D1
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

[
(ϕni,1 − ϕni,0 − ϕ

n−1
i,1 + ϕn−1

i,0 )(ϕn+1
i,0 − ϕ

n−1
i,0 )

∆x2∆t

]

− D1
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

[
(ϕni,1 − ϕni,0 − ϕ

n−1
i,1 + ϕn−1

i,0 )(ϕn+1
i+1,0 − ϕ

n−1
i+1,0)

∆x2∆t

]
.

Sn16 = D1

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

J∑
j=0

[
(ψn1,j+1 − ψn0,j − ψ

n−1
1,j+1 + ψn−1

0,j )(ϕn+1
0,j − ϕ

n−1
0,j )

4∆x∆y∆t

]

− D1

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

J∑
j=1

[
(ψnI,j+1 − ψnI+1,j − ψ

n−1
I,j+1 + ψn−1

I+1,j)(ϕ
n+1
I+1,j − ϕ

n−1
I+1,j)

4∆x∆y∆t

]

− D1

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

J∑
j=0

[
(ψn1,j − ψn0,j+1 − ψ

n−1
1,j + ψn−1

0,j+1)(ϕn+1
0,j+1 − ϕ

n−1
0,j+1)

4∆x∆y∆t

]

+ D1

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

J∑
j=0

[
(ψnI,j − ψnI+1,j+1 − ψ

n−1
I,j + ψn−1

I+1,j+1)(ϕn+1
I+1,j+1 − ϕ

n−1
I+1,j+1)

4∆x∆y∆t

]

+ D1

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

J∑
i=1

[
(ψni+1,j − ψni,0 − ψ

n−1
i+1,j + ψn−1

i,0 )(ϕn+1
i,0 − ϕ

n−1
i,0 )

4∆x∆y∆t

]

− D1

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

[
(ψni,1 − ψni+1,0 − ψ

n−1
i,1 + ψn−1

i+1,0)(ϕn+1
i+1,0 − ϕ

n−1
i+1,0)

4∆x∆y∆t

]
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− D1

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

I∑
i=1

[
(ψni+1,J − ψni,J+1 − ψ

n−1
i+1,J + ψn−1

i,J+1)(ϕn+1
i,J+1 − ϕ

n−1
i,J+1)

4∆x∆y∆t

]

+ D1

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

[
(ψni,J − ψni+1,J+1 − ψ

n−1
i,J + ψn−1

i+1,J+1)(ϕn+1
i+1,J+1 − ϕ

n−1
i+1,J+1)

4∆x∆y∆t

]
+ D1

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t
(ψnI,J − ψnI+1,J+1 − ψn−1

I,J + ψn−1
I+1,J+1)(ϕn+1

I+1,J+1 − ϕ
n−1
I+1,J+1)

Somando os resultados (5.31), (5.40) e (5.41)e usando as condições de contorno Dirichlet ho-
mogêneas dadas em (4.10) - (4.12), resulta

∆x∆y

2

I∑
i=0

J∑
j=0

[
ρ1

(
ωn+1
i,j − ωni,j

∆t

)2

+ ρ2

(
ψn+1
i,j − ψni,j

∆t

)2

+ ρ2

(
ϕn+1
i,j − ϕni,j

∆t

)2

+ D
ψn+1
i+1,j − ψ

n+1
i,j

∆x

ψni+1,j − ψni,j
∆x

+D

(
1− µ

2

)
ψn+1
i,j+1 − ψ

n+1
i,j

∆y

ψni,j+1 − ψni,j
∆y

+ D

(
1− µ

2

)
ϕn+1
i+1,j − ϕ

n+1
i,j

∆x

ϕni+1,j − ϕni,j
∆x

+D
ϕn+1
i,j+1 − ϕ

n+1
i,j

∆y

ϕni,j+1 − ϕni,j
∆y

+ K

(
ωn+1
i+1,j − ω

n+1
i,j

∆x
+
ψn+1
i+1,j + ψn+1

i,j

2

)(
ωni+1,j − ωni,j

∆x
+
ψni+1,j + ψni,j

2

)
+ K

ψn+1
i,j+1 + ψn+1

i,j

2

ψni,j+1 + ψni,j
2

+ K

(
ωn+1
i,j+1 − ω

n+1
i,j

∆y
+
ϕn+1
i,j+1 + ϕn+1

i,j

2

)(
ωni,j+1 − ωni,j

∆y
+
ϕni,j+1 + ϕni,j

2

)

+ K
ϕn+1
i+1,j + ϕn+1

i,j

2

ϕni+1,j + ϕni,j
2

+ D

(
1 + µ

2

)(
ψn+1
i+1,j+1 − ψ

n+1
i,j

2∆x

ϕni+1,j+1 − ϕni,j
2∆y

+
ψn+1
i,j+1 − ψ

n+1
i+1,j

∆x

ϕni+1,j − ϕni,j+1

2∆y

+
ϕn+1
i+1,j+1 − ϕ

n+1
i,j

2∆x

ψni+1,j+1 − ψni,j
2∆y

+
ϕn+1
i,j+1 − ϕ

n+1
i+1,j

2∆x

ψni+1,j − ψni,j+1

2∆y

)]

− ∆x∆y

2

I∑
i=0

J∑
j=0

[
ρ1

(
ωn+1
i,j − ωni,j

∆t

)2

+ ρ2

(
ψn+1
i,j − ψni,j

∆t

)2

+ ρ2

(
ϕn+1
i,j − ϕni,j

∆t

)2

+ D
ψn+1
i+1,j − ψ

n+1
i,j

∆x

ψni+1,j − ψni,j
∆x

+D

(
1− µ

2

)
ψn+1
i,j+1 − ψ

n+1
i,j

∆y

ψni,j+1 − ψni,j
∆y

+ D

(
1− µ

2

)
ϕn+1
i+1,j − ϕ

n+1
i,j

∆x

ϕni+1,j − ϕni,j
∆x

+D
ϕn+1
i,j+1 − ϕ

n+1
i,j

∆y

ϕni,j+1 − ϕni,j
∆y
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+ K

(
ωn+1
i+1,j − ω

n+1
i,j

∆x
+
ψn+1
i+1,j + ψn+1

i,j

2

)(
ωni+1,j − ωni,j

∆x
+
ψni+1,j + ψni,j

2

)

+ K
ψn+1
i,j+1 + ψn+1

i,j

2

ψni,j+1 + ψni,j
2

+ K

(
ωn+1
i,j+1 − ω

n+1
i,j

∆y
+
ϕn+1
i,j+1 + ϕn+1

i,j

2

)(
ωni,j+1 − ωni,j

∆y
+
ϕni,j+1 + ϕni,j

2

)

+ K
ϕn+1
i+1,j + ϕn+1

i,j

2

ϕni+1,j + ϕni,j
2

+ D

(
1 + µ

2

)(
ψn+1
i+1,j+1 − ψ

n+1
i,j

2∆x

ϕni+1,j+1 − ϕni,j
2∆y

+
ψn+1
i,j+1 − ψ

n+1
i+1,j

∆x

ϕni+1,j − ϕni,j+1

2∆y

+
ϕn+1
i+1,j+1 − ϕ

n+1
i,j

2∆x

ψni+1,j+1 − ψni,j
2∆y

+
ϕn+1
i,j+1 − ϕ

n+1
i+1,j

2∆x

ψni+1,j − ψni,j+1

2∆y

)]
+ Sn

= −∆x∆y

I∑
i=1

J∑
j=1

α1

(
ψn+1
i,j − ψ

n−1
i,j

2∆t

)2

−∆x∆y

I∑
i=1

J∑
j=1

α2

(
ϕn+1
i,j − ϕ

n−1
i,j

2∆t

)2

− D1
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

[
(ψni+1,j − ψni,j − ψ

n−1
i+1,j + ψn−1

i,j )(ψn+1
i+1,j − ψ

n−1
i+1,j − ψ

n+1
i,j + ψn−1

i,j )

∆x2∆t

]

− D1

(
1− µ

2

)
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

[
(ψni,j+1 − ψni,j − ψ

n−1
i,j+1 + ψn−1

i,j )(ψn+1
i,j+1 − ψ

n−1
i,j+1 − ψ

n+1
i,j + ψn−1

i,j )

∆y2∆t

]

− D1

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

(ϕni+1,j+1 − ϕni,j − ϕ
n−1
i+1,j+1 + ϕn−1

i,j )(ψn+1
i+1,j+1 − ψ

n−1
i+1,j+1 − ψ

n+1
i,j + ψn−1

i,j )

4∆x∆y∆t

− D1

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

(ϕni+1,j − ϕni,j+1 − ϕ
n−1
i+1,j + ϕn−1

i,j+1)(ψn+1
i,j+1 − ψ

n−1
i,j+1 − ψ

n+1
i+1,j + ψn−1

i+1,j)

4∆x∆y∆t

− D1
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

[
(ϕni,j+1 − ϕni,j − ϕ

n−1
i,j+1 + ϕn−1

i,j )(ϕn+1
i,j+1 − ϕ

n−1
i,j+1 − ϕ

n+1
i,j + ϕn−1

i,j )

∆y2∆t

]

− D1

(
1− µ

2

)
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

[
(ϕni+1,j − ϕni,j − ϕ

n−1
i+1,j + ϕn−1

i,j )(ϕn+1
i+1,j − ϕ

n−1
i+1,j − ϕ

n+1
i,j + ϕn−1

i,j )

∆x2∆t

]

− D1

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

(ψni+1,j+1 − ψni,j − ψ
n−1
i+1,j+1 + ψn−1

i,j )(ϕn+1
i+1,j+1 − ϕ

n−1
i+1,j+1 − ϕ

n+1
i,j + ϕn−1

i,j )

4∆x∆y∆t

− D1

(
1 + µ

2

)
∆x∆y

2∆t

I∑
i=0

J∑
j=0

(ψni,j+1 − ψni+1,j − ψ
n−1
i,j+1 + ψn−1

i+1,j)(ϕ
n+1
i+1,j − ϕ

n−1
i+1,j − ϕ

n+1
i,j+1 + ϕn−1

i,j+1)

4∆x∆y∆t

Substituindo 5.26 na equação acima, obtemos a seguinte lei de dissipação (5.27) no contexto numérico, obtido em

analogia feita no caso contı́nuo. �
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5.4 Simulações Numéricas

Nesta seção, nosso objetivo estará voltado em ilustrar graficamente por meio de simulações numéricas, os resul-

tados analı́ticos obtidos en seções anteriores. Nosso foco de estudo será o esquema numérico (5.16)-(5.19) e sua

energia En dada em (5.26).

Para os exemplos numéricos, consideramos L1 = L2 = 1.0 m, espessura h = 0.015 m, E = 21× 104N/m2,

ρ = 7850kg/m3, k = 5/6, µ = 0.29 (taxa de Poisson) e as condições iniciais (ver [?]) são dadas por

ω(xi, yj , 0) = ψ(xi, yj , 0) = ϕ(xi, yj , 0) = ωt(xi, yj , 0) = ψt(xi, yj , 0) = ϕt(xi, yj , 0)

= 10(xi + 1)2x2
i (yj + 1)2y2

j

Vamos começar nossas simulações levando em conta o caso conservativo e com dissipação total, quando as-

sumimos α1 = α2 = D1 = 0 em (5.15)-(5.19), encontrando En = E0, para n = 1, 2, ..., N + 1, como podemos

ver nas figuras
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Agora iremos realizar uma análise gráfica do comportamento da energia (5.26) quando variamos a partição

da malha, para os respectivos valores de ∆ = ∆y = ∆x = 1/20, 1/40, 1/60, 1/80, e 1/100, onde adotamos

D1 > 0, α1 = α2 > 0.

Os gráficos abaixo podem ser vistos um comportamento lento onde as figuras do lado esquerdo mostram o

caso em que existe a seguinte relação entre os coeficientes ρ2 = ρ1D/K, enquanto que as figuras do lado direito

representam o caso em que são diferentes.
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Para entender melhor os gráficos apresentados anteriormente, dispomos da tabela 5.1, em que exibe os valores

das taxas para o decaimento polinomial quando variamos os valores de ∆ nos casos em que ρ2 = ρ1D/K e

ρ2 6= ρ1D/K.
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∆ = 1/20 ∆ = 1/40 ∆ = 1/60 ∆ = 1/80 ∆ = 1/100

ρ2 6= ρ1D/K -0.090237 -0.19043 -0.302 -0.40198 -0.48351

ρ2 = ρ1D/K -0.10908 -0.22317 -0.35768 -0.46692 -0.5288

TABELA 5.1

Observando a tabela 5.1, podemos perceber que para o nosso esquema numérico (5.15)-(5.19) existe o decai-

mento polinomial, independente de qualquer relação entre os coeficientes ρ1, ρ2, D,K. Ademais, verificamos taxa

t−1/2 verifica numericamente.

Nosso objetivo agora é comparar numericamente nosso resultado com os trabalhos de A. D. S. CAMPELO,

D. S. ALMEIDA JÚNIOR and M. L. SANTOS [8] e M.A. JORGE SILVA, T.F. MA, J.E. MUÑOZ RIVERA
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[17]. Abaixo temos uma análise gráfica do comportamento da energia (5.26), quando adotamos ∆x = ∆y =

1/20, 1/40, 1/60, 1/80 e 1/100.
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FIGURA 5.13: ρ1 = ρ2K/D
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FIGURA 5.14: ρ2 6= ρ1D/K
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FIGURA 5.15: ρ2 = ρ1D/K
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FIGURA 5.16: ρ2 6= ρ1D/K
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FIGURA 5.17: ρ2 = ρ1D/K
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FIGURA 5.18: ρ2 6= ρ1D/K
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FIGURA 5.19: ρ1 = ρ2K/D
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FIGURA 5.20: ρ2 6= ρ1D/K

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

t
n

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

En

Comportamento da Energia: x = y = 1/

D
1
 > 0, 

1
 = 

2
 > 0

D
1
 > 0, 

1
 = 

2
 = 0

FIGURA 5.21: ρ2 = ρ1D/K

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

t
n

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

En

Comportamento da Energia: x = y = 1/100

D
1
 > 0, 

1
 =

2
 = 0

D
1
 > 0, 

1
 =

2
 > 0

D
1
 =0, 

1
 =

2
 > 0

FIGURA 5.22: ρ2 6= ρ1D/K

A partir dos gráficos expostos nas figuras (5.13)-(5.22), dispomos das tabelas abaixo, em que exibe os valores

das taxas para o decaimento polinomial quando variamos os valores de ∆ = ∆x = ∆y nos casos em que ρ2 =

ρ1D/K e ρ2 6= ρ1D/K.

∆ = 1/20 ∆ = 1/40 ∆ = 1/60 ∆ = 1/80 ∆ = 1/100

ρ2 6= ρ1D/K -0.1113 -0.22892 -0.33911 -0.4243 -0.48673

TABELA 5.2: Taxas para o decaimento polinomial ( A. D. S. Campelo)

As figuras (5.13)-(5.22) mostram o comportamento da energiaEn no tempo tn em várias situações, levando em

consideração os amortecimentos sugeridos por [8] e [17]. Nossas experiências mostram um decaimento lento para
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∆ = 1/20 ∆ = 1/40 ∆ = 1/60 ∆ = 1/80 ∆ = 1/100

ρ2 6= ρ1D/K -0.11549 -0.36782 -0.45953 -0.49097 -0.51562

ρ2 = ρ1D/K -0.12529 -0.3702 -0.43861 -0.46144 -0.48279

TABELA 5.3: Taxas para o decaimento polinomial ( M.A. Jorge Silva)

v2
1 6= v2

2 o que de acordo com as tabelas (5.1) - (5.3) caracterizam um decaimento polinomial. Para ser mais claro,

as taxas foram calculadas a partir dos dados (log tn, log En). Da mesma forma comprovamos numericamente os

resultados de decaimento polinomial quando v2
1 = v2

2 para [17].

Respondendo a pergunta feita no inı́cio do texto, adotando-se os quatro tipos de dissipações internas α1ψt e

D1L2(ψt, ϕt) em (4.2) e α2ϕt e D1L3(ϕt, ψt) em (4.3), numericamente, podemos observar que o decaimento

obtido será polinomial, independente das relações de velocidade de propagação de ondas.
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CAPÍTULO 6

Considerações Finais

Iniciamos nossas pesquisas estimulados pelos resultados de estabilização para o sistema elástico poroso, e

seus diferentes mecanismos dissipativos, onde analisamos alguns artigos que nos remetem a estabilizaçao para o

sistema de Timoshenko com delay. O objetivo até agora, era obter respostas para uma questão do tipo: Será que um

damping e um delay agindo sobre o sistema estudado por Quintanilha em [17] pode gerar estabilidade exponencial,

de tal forma que esteja condicionada a uma relação entre os coeficientes de velocidades de propagação de onda?

Com o propósito de responder a este questionamento, nos baseamos em trabalhos direcionados a sistema elástico

poroso e vigas de Timoshenko, onde destacamos o artigo de Belkacem Said Houari e Yamina Laskri [16] e nos

apropriamos do método da energia e técnicas da teoria de semigrupos de operadores lineares para o estudo do

comportamento assintótico.

Além disso, realizamos um amplo levantamento bibliográfico dos trabalhos realizados na área de análise para

modelos de Mindlin Timoshenko, em que destacamos os trabalhos de Campelo [8] e Jorge [17]. O objetivo, neste

momento, era introduzir dois mecanismos dissipatipos, uma do tipo atrito e a outra viscoelástica, atuando nas

equações dos ângulos de rotação e observar o que acontece nesse caso. Verificamos que este sistema dissipativo

apresentou uma perda de estabilidade exponencial, e este fato não está condicionado a nenhuma relação entre os

coeficientes ρ1, κ,D, ρ2.

Também, mostramos que o semigrupo associado ao sistema de Mindlin Timoshenko possui decaimento polino-

mial, independentemente de qualquer relação existente entre os coeficientes ρ1, κ,D, ρ2 do sistema e ainda mais,

mostramos que sua taxa é ótima.
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No campo da análise numérica, mostramos os resultados numéricos para o nosso modelo de Mindlin Timo-

shenko, onde conseguimos obter simulações numéricas que mostram graficamente o decaimento polinomial do

nosso modelo independente das relações entre as velocidades.

Tais comprovações numéricas foram realizadas levando em consideração a discretização espaço-temporal e

livre de termos de sobre-estimação, fenômeno que ocorre principalmente em estruturas do tipo vigas e placas. Essa

anomalia numérica torna os modelos numéricos inconsistentes com os análogos contı́nuos para um parâmetro de

discretização da malha fixado.

As comprovações numéricas que realizamos estão de acordo com o estudo no contı́nuo, ou seja, conseguimos

comprovar numericamente o decaimento polinomial independente das relações entre as velocidades.

Finalizamos nossa tese comparando numericamente nosso resultado do sistema de Mindlin Timoshenko com

os trabalhos Campelo [8] e Jorge [17].
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[17] JORGE SILVA, M. A., MA, T. F. e MUNÕZ RIVERA, J.E.: Mindlin-Timoshenko systems with Kelvin-

Voigt: analyticity and optimal decay rates. Journal of Mathematical Analysis and Applications Volume 417,
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[36] PRÜSS, J.: On the spectrum of C0-semigrupos. Transactions of the Amarican Mathematical Society. 284,

847-857, 1984.

[37] QUINTANILLA R.: Slow Decay for One. Dimensional Porous Dissipation Elasticity. Applied Mathematics

Letters 16 , 487-491, 2003.

[38] RAPOSO, C.A., FERREIRA, J; SANTOS, M.L., CASTRO, N. N. O.: Exponential stability for the Timo-

shenko system with two weak dampings. Applied Mathematics Letters 18, 535-541, 2005.
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[46] SANTOS, M. L, JÙNIOR, D. S. A. e CAMPELO, A. D. S.: Rates of Decay for Porous Elastic System Weakly

Dissipative. Acta Appl Math 151: 1-26, 2007.
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[48] SANTOS, M. L., CAMPELO, A. D. S., e JÙNIOR, D. S. A. On the Decay Rates of Porous Elastic Systems.

J Elast. 127:79-101, 2016.
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