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Resumo

Instituto de Ciéncias Exatas e Naturais

Programa de Doutorado em Matematica

Sistema Elastico Poroso e Sistema Mindlin Timoshenko: Analise Assintotica e Analise

Numérica.

por Elany da Silva Maciel

Nesta tese, estudamos questoes relativas a existéncia e unicidade de solu¢des obtida por meio

da teoria de semigrupos de operadores lineares e comportamento assintético de solugdes.

Inicialmente, estudamos o sistema elastico poroso com “delay”, onde nosso principal resul-
tado é sobre o decaimento exponencial de solucdes. Este resultado € baseado no método da
energia para sistemas dissipativos, onde construimos funcionais lineares equivalentes a ener-
gia das solucdes. E este decaimento ocorrerd caso obedega a uma relacao entre os coeficientes

’ivph(;a J.

Em seguida investigamos um sistema termoelastico poroso onde a condugao de calor 4 dada
pela lei de Coleman-Gurtin. Mostramos que o sistema € exponencialmente ou polinomialmente

estavel, dependendo de uma relacao entre os coeficientes de velocidade de propagacdo da onda.

Outra parte desta tese versa sobre o sistema de Mindlin-Timoshenko. Mostramos que dois
mecanismos dissipativos, um do tipo atrito e outro do tipo kelvin-Voigt, que atuam nas equagdes
dos angulos de rotagdo ndo sao fortes o suficiente para fazer as solu¢des decairem exponencial-
mente independente de qualquer relacdo. Além disso, provamos que o nosso modelo apresenta
estabilidade polinomial sem nenhuma relacdo entre os coeficientes s, p1, D, p, isto €, o oper-
ador resolvente ndo € uniformemente limitado ao longo do eixo imaginario. No entanto, ele

decai polinomialmente com taxa 6tima.

Para certificar nossos resultados analiticos, fazemos um estudo numérico do nosso modelo

dissipativo utilizando o método de diferencas finitas.

Palavras-chave: Sistema eldstico poroso; sistema de Mindlin Timoshenko; sistema ter-
moeldstico; decaimento exponencial; falta de estabilidade; decaimento polinomial; delay; Kelvin-

Voigt; damping; diferencas finitas.
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Abstract

Instituto de Ciéncias Exatas e Naturais

Programa de Doutorado em Matematica

Porous Elastic System and Mindlin Timoshenko System: Asymptotic Analysis and

Numerical Analysis.

por Elany da Silva Maciel

In this thesis, we studied questions regarding the existence and uniqueness of solutions ob-
tained through the theory of semigroups of linear operators and asymptotic behavior of solu-

tions.

Initially, we studied the porous elastic system with “delay”, where our The main result is
about the exponential decay of solutions. This result is based on the energy method for dissi-
pative systems, where we construct linear functional equivalents to the energy of the solutions.

And this decay will occur if it obeys a relation between the coefficients &, p1, 6, J.

We then investigate a porous thermoelastic system where the heat conduction is given by
Coleman-Gurtin law. We show that the system is exponentially or polynomially stable, depend-

ing on a relation between the coefficients of propagation velocity of the wave.

Another part of this thesis concerns the Mindlin-Tymoshenko system. We show that two
dissipative mechanisms, one friction type and one kelvin-Voigt type, acting on the rotational
angle equations are not strong enough to make the solutions decay exponentially independent
of any relation. Furthermore, we prove that our model exhibits polynomial stability with no
relation between the coefficients kappa, rhoy, D, rhos, that is, the resolving operator is not

uniformly bounded along the imaginary axis. However, it decays polynomially at optimal rates.

To certify our analytical results, we perform a numerical study of our dissipative model using

the finite difference method.

Keywords: Porous elastic system; Mindlin Timoshenko system; thermoelastic system; ex-
ponential decay; lack of stability; polynomial decay; delay; Kelvin-Voigt; damping; finite dif-

ferences; thermoelastic system.
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CAPITULO 1

Introducao

1.1 Consideracoes Gerais e Motivacao

1.1.1 Sistema Elastico Poroso

Neste trabalho, estudamos o comportamento assintético das solugdes do sistema unidimensional

do tipo eldstico poroso com damping fraco na presenca de termo de atraso.

Vamos comecar definindo que materiais porosos sao materiais que possuem espagos vazios
funcionais, chamados de poros ou células, distribuidos regularmente no interior da matriz. A
porosidade de um material exerce influéncia sobre algumas de suas propriedades fisicas, tais
como densidade, condutividade térmica e resisténcia mecanica. Como consequéncia, o controle
da estrutura porosa € de grande importancia, por exemplo, no design de catalisadores, adsor-

ventes industriais, membranas e ceramicas [57].

A propriedade de porosidade €, na verdade, um pouco mais complexa do que a simples
percentagem de espago vazio no interior de um material. Outra consideragdo importante € a

forma e o tamanho dos espagos vazios no material.

1



1.1. Consideragdes Gerais e Motivacao 2

No reino mineral, um exemplo tipico € a pedra-pomes, rocha vulcanica cujos poros podem
ser vistos a olho nu, muito usada em saldes de beleza para esfoliar a sola dos pés e os calcanhares

(ver FIGURA 1.1). Outro material, ndo tao popular, capaz de diminuir o tempo de uma reagao,

FIGURA 1.1: Pedra Pomes

aumentando sua velocidade sdo as peneiras moleculares (ver FIGURAS 1.2).

FIGURA 1.2: Areia Hidratada, Carvao ativado, Zeolita.

Conhecidas e estudadas ha séculos, esse tipo de material poroso foi identificado ainda na
metade do século XVIII. As peneiras moleculares s6 ganharam uma defini¢do cientifica em
1932. Sdo materiais capazes de reter em sua superficie (adsorver), por meio de interagcdes de
natureza fisica ou quimica, 4&tomos, moléculas ou ions de certos tamanhos, segundo o didmetro

de seus poros. Dai o0 nome: peneira (ver [50]).

A elasticidade é uma propriedade que algum objeto tem de recuperar a sua forma inicial,

depois de sofrerem algumas deformagdes tempordrias, provocadas por uma forga exterior.

A deformacdo €, em geral, proporcional a forca exterior aplicada e inversamente proporcional
a seccdo do material. A constante de proporcionalidade designa-se por coeficiente de elastici-
dade e o seu valor inverso € denominado de médulo de elasticidade, ou médulo de Young.
Geralmente, quando uma forga € aplicada a um corpo, a deformagao aumenta proporcional-

mente até atingir um certo ponto, chamado limite de proporcionalidade. Este fendmeno esta

Maciel, E.S. PDM - UFPA



Capitulo 1. Introducdo 3

de acordo com a Lei de Hooke. A partir deste ponto, os corpos ja ndo recuperam o seu estado
inicial e atinge-se o chamado limite eldstico. Antes de atingir o limite a amostra € eldstica,
isto €, retoma o seu estado inicial. Avangando para além do limite o material deixa de ser
eldstico e passa a ser plastico (deformagdo permanente). As diferencas de elasticidade dos ma-
teriais podem ser explicadas com base no modelo molecular. As substancias com um moédulo de
elasticidade elevado sao dificeis de deformar uma vez que possuem forcas de atra¢io entre os
atomos ou as moléculas fortes. Pelo contrario, as substancias com um modulo de elasticidade

reduzido possuem forcas de atracdo menores [59].

Limite de
plasticidade

Tensao

Limite de
elasticidade
aenuy
l ‘.._,.- ,..Rlaplwa
'.

Elastica Plastica Fraail Deformagao

Nas tultimas décadas, os materiais eldsticos com espagos vazios, do inglés “voids”, que tem
boas propriedades fisicas, sdo usados largamente na engenharia, como em veiculos, aeronaves,
estruturas grandes e assim por diante. Devido as suas intimeras aplicagdes, os problemas de
elasticidade desses tipos de materiais tornaram-se problemas fortes que atraem as atencoes de

muitos pesquisadores.

Os solidos elésticos com voids é uma das extensoes simples da teoria da elasticidade cléssica,
que permite o tratamento de sélidos porosos em que o material da matriz € eldstico e os in-
tersticios sdo materiais vazios (ver Goodman and Cowin [14] e Nunziato e Cowin [31]). Vale
a pena notar que, nas ultimas décadas, a investigacao sobre sistemas eldsticos porosos foi feita
considerando-se varios tipos de mecanismos dissipativos. Entdo vamos considerar as equagoes
de evolucao para a teoria unidimensional de materiais porosos com temperatura € microtemper-

atura dadas por

pPuUt = T,
Jby = Hy + G,

om + (1.1)
pnt = qu

pEt:Px+q_Q7

Maciel, E.S. PDM - UFPA



1.1. Consideragdes Gerais e Motivacao 4

onde T € tensdo, H € a tens@o de equilibrio, G € a forca de equilibrio, q € o fluxo de calor,
n € a entropia, P é o primeiro momento do fluxo de calor, Q € o baixo fluxo de calor , E é
o primeiro momento da energia. As varidveis u e ¢ sdo, respectivamente, o deslocamento do
material elastico s6lido e o volume de fragdo dos poros. As equacdes constitutivas sdo dadas

por

(T = juy + bo — 56,
H=6¢, — dw,
G = —buy — § +mb — T¢y,
pn = Puy, + cd + mo, (12)
q = kb, + Kiw,
P = —kKawy,
Q = k3w + K4by,
pE = —aw — do,,

onde p, J, pu, b, 0, m,d, €, 7, B, c, Kk, K1, Ko, K3, k4 € (¢ SA0 0s coeficientes constitutivos, # e w sdo
temperatura e microtemperatura, respectivamente. As equacdes constitutivas, no caso unidi-

mensional, satisfazem
€>0,6>0,u0>0,p>0,J>0epué> b

Em nosso trabalho consideramos o acoplamento dado por b, que deve ser diferente de 0, mas
o sinal ndo é matéria de andlise. Por outro lado, quando efeitos térmicos sdo considerados,
assumimos que a capacidade térmica c e a condutividade térmica  sdo estritamente positivas.

De maneira andloga, se a microtemperatura estd presente, 0s parametros «, K, ko S0 Positivos.

A andlise do decaimento temporal em materiais unidimensionais porosos eldsticos foi ini-
cialmente estudado em [37] por Quintanilla. O autor mostrou que a dissipac¢ao dada pela vis-
cosidade porosa nao era suficiente forte para obter a estabilidade exponencial das solugdes.
As solucdes decaem exponencialmente se elas sdo exponencialmente estaveis e, se ndao forem,
dizemos que o decaimento € lento. Se o decaimento for exponencial, apds um curto periodo de
tempo, as deformagdes termomecanicas sao muito pequenas € podemos desconsidera-las. No
entanto, se o decaimento € lento, as solu¢des enfraquecem de forma que as deformacdes termo-
mecanicas podem ser apreciadas em um sistema apds algum tempo. Portanto, a natureza das

solu¢cdes determina o comportamento temporal do sistema e no ponto de vista termodinamico

Maciel, E.S. PDM - UFPA



Capitulo 1. Introducdo 5

¢ importante classifica-los. Em [9, 10, 25, 26, 27] os autores mostram o tipo de decaimento

quando combinamos temperatura, viscosidade eldstica, viscosidade porosa e microtemperatura.

Por exemplo, quando em (1.2) ndo assumimos microtemperatura, obtemos o seguinte sis-

tema

Py — gy — by + 50, = 0em (0, L) x (0,00),

Joy — 00y + buy + P+ 17y —mh = 0em (0, L) x (0,00),

cly — KOy + Pug, + moy = 0em (0, L) x (0,00),
(u(x,0),(,0),0(x,0)) = (uo(x), po(x),00(x)) em (0, L),

(ue(2,0), ¢u(x,0)) = (wr(x), ¢1(x)) em (0, L),

uw(0,t) = u(L,t) = ¢,(0,t) = ¢ (L,t) = 0,(0,t) = 0,.(L,t) =0 Vt > 0.

(1.3)

\

Em [9], Casas e Quintanilha estudaram o comportamento assintotico do sistema (1.3) com x €
(0,7), onde sdo considerados dois tipos de mecanismos dissipativos: o tipo viscosidade na
estrutura porosa e a dissipacdo térmica. Sabe-se que quando consideramos apenas 0 amorteci-

mento térmico ou poroso temos um decaimento lento das solu¢des. Desta forma, os autores
provaram que que quando levamos em consideracdo ambos os mecanismos dissipativos nas
equagoes de evolugdo (1.1) as solugdes sdo exponencialmente estaveis baseada em um método
desenvolvido por Liu and Zheng [23]. Método esse, muito diferente de alguns métodos da

literatura, como o tradicional método da energia.

Quando combinamos dissipagdo porosa com microtemperaturas w, obtemos o seguinte sis-

tema dado por

p

Py — gy —bp, =0 em (0,L) x (0, 00),

Jot — OPpw + by + dwy +EP+ 70, =0 em (0,L) x (0,00),

QW; — KoWgy + ddiy + k3w =0 em  (0,L) x (0,00),

w(0,t) = u(L,t) = ¢,(0,t) = ¢p.(L,t) = w(0,t) = w(L,t) =0, >0,
(u(z,0), ¢(x,0),w(0,1)) = (uo(z), ¢o(), wo(x)), em (0,L)
(e(,0), 6u(x,0)) = (1 (1), 6n(«)), em (0, L).

(1.4)

Vale ressaltar que o sistema (1.4) foi estudado por Magafia e Quintanilla em [26]. Os autores
usaram o teorema de Routh-Hurwitz para provar a falta de decaimento exponencial se x =
ﬁ — % # 0. Por sua vez em [48], Santos et. al., provaram que o sistema (1.4) € exponencialmente

estavel se e somente se Y = 0. Quando xy # 0, provaram que o sistema é polinomialmente

Maciel, E.S. PDM - UFPA



1.1. Consideragdes Gerais e Motivacao 6

estavel com taxa de decaimento 6tima. Nesse caso, 0s autores usaram técnicas de semigrupo de

operadores lineares.

Santos e Almeida Junior. [47] estudaram o sistema elastico poroso

Py — gy — by + () (ur + ¢¢) = 0em Q x (0, 00),

T — 0Py + by + £+ y(x)(ug + ¢¢) = 0em Q x (0, 00),
(u(z,0),¢(x,0)) = (uo(x), do(x)) em €2,

(ue(z,0), ¢e(,0)) = (ur(x), ¢1(z)) em &,

(1.5)

onde o damping localizado envolve a soma da velocidade de deslocamento de um material
elastico solido e a velocidade de fracdo do volume. Neste trabalho, os autores consideram
Q=(0,L)ew = (Ly,Ls) com0 < L; < Ly < Levy € L™ sendo uma fungdo ndo negativa

que satisfaz
Fvo > 0;9(z) > 0, Vz € w, (1.6)
com as condi¢des de fronteira do tipo Dirichlet-Dirichlet
u(0,t) = u(L,t) = ¢(0,t) = ¢(L,t) = 0,Vt > 0,
ou condig¢des de fronteira do tipo Dirichlet-Neumann

w(0,8) = u(L, t) = ¢o(0,1) = ¢o(L,t) = 0, Vt > 0.

A principal contribui¢do dos autores, em relagdo ao sistema (1.5), foi ter encontrado uma
condicdo necessdria e suficiente para a estabilidade forte e, combinando o método do dominio
da frequéncia com técnicas multiplicativas, conseguiram mostrar o decaimento exponencial do

sistema eldstico poroso com dissipacdo localizada.

Santos et al. [45] analisaram o sistema eléstico poroso, onde € verificado que a viscoelasticidade
nao ¢é forte o suficiente para mostrar o decaimento exponencial das solugdes, independente de
qualquer relacdo entre os coeficientes de velocidade de propagacdo de onda. No entanto, ele

decai polinomialmente com taxa 6tima.

Maciel, E.S. PDM - UFPA



Capitulo 1. Introducdo 7

Por outro lado, quando o amortecimento poroso € acoplado a microtemperaturas, os autores
caracterizam explicitamente a taxa de decaimento se € do tipo exponencial ou do tipo polino-
mial, dependendo da relacdo entre os coeficientes de velocidade de propagacao de onda. O
resultado obtido € diferente de todos os existentes na literatura para materiais eldsticos porosos,
onde a soma dos dois processos de decaimento lento determina um processo que decai expo-

nencialmente.

Vale lembrar que o sistema elastico poroso com dois amortecimentos independentes, um
no deslocamento de um material eldstico sélido e um na fracdo de volume € exponencial-
mente estavel, independentemente de qualquer relacdo entre os coeficientes de velocidade de

propagacdo de onda (ver [53, 54, 55] para mais detalhes).

Os autores mencionam o caso onde p = £ = b. Neste caso temos um sistema de Timoshenko,
onde as varidveis u e ¢ representa, respectivamente, o deslocamento transversal da viga e o
angulo de rotacdo do filamento. Com as observagdes citadas o sistema torna-se um sistema de

Timoshenko com amortecimento viscoelastico.

O termo “Delay”’significa atraso e representa a diferenca de um tempo entre o envio € o

recebimento de um sinal ou informagao em sistemas de comunicagao, por exemplo.

Esta palavra oriunda da lingua inglesa € agregada ao portugués e costuma ser empregada para

se referir aos retardos de sinais, principalmente no atraso de som nas transmissoes via satélite.

O sistema de Timoshenko sem delay ja vem sendo estudado por muitos autores nas tltimas

décadas. Raposo et al [38], colaboraram com o sistema linear

puy — K(uy — ), +u =0em (0, L) x (0,00),
p2wtt - b¢xz + /ﬁ;(uz - w) + wt = 0 cm (07 L) X (0a OO), (17)
u(0,t) = u(L,t) = 4(0,t) = (L, t) =0¢ >0,

que possui dois mecanismos dissipativos do tipo atrito nas duas equagdes. Os autores mostraram
que o sistema decai exponencialmente, sem qualquer relacdo entre os coeficientes, e para isto,

usaram o método desenvolvido por Liu and Zheng [23] e seus colaboradores.

Maciel, E.S. PDM - UFPA



1.1. Consideragdes Gerais e Motivacao 8

O sistema de Timoshenko com termo de atraso na funcao de rotagcdo, dado por

.

)01801515(33775) - H(Qpﬂc + 1/))m($a t) =0,

P2¢tt($>t) - b¢wx($,t) + "{(QOI + @D)(I’,t) + M1¢t(xa t) + :quvzjt(xvt - T) = 0’

©(0,t) = p(1,t) = ¥(0,t) = ¥(1,t) = 0, t > 0, (1.8)
p(z,0) = wo, pe(x,0) = 1,9, 0) = o, Ye(2,0) = ¢y,

(e, t —7) = folz,t —7), (x,t) € (0,1) x [0,7].

\

Onde (x,t) € (0,1) x (0,400), 7 > 0 representa o atraso no tempo e yi; € fio S30 constantes
positivas. O sistema (1.8) foi estudado por Said-Houari e Laskri [44], onde a viga fixada em
pontos da extremidade tem, além de um amortecimento interno, um feedback com delay. Neste
trabalho, os autores mostraram que o problema é bem posto e que o sistema € exponencialmente

estavel.

Raposo et al. [39] estudaram o seguinte sistema de Timoshenko

[ prou(@,t) = 5(0e + ©)al, ) + e, 1) + ppr(w,t — 7) = 0,
pothy(x,t) — biby(z,t) + K (@ + ¥) (2, ) + pusthy(x, t) + pgthy(x, t — 7) = 0,
©0(0,t) = o(L,t) =(0,t) = (L, t) =0,t>0 (1.9)
p(2,0) = o, pi(,0) = @1, Y@, 0) = 1o, i, 0) = ¢,

| pi(z,t —7) = folz,t — 7), ez, t — 7) = go(x,t — 7), (2,t) € (0,L) x [0,7].

Assim sendo, os autores estudaram o comportamento assintotico quando ¢ — oo baseando-se

nos resultados devido 4 Gearhart-Herbst-Pruss-Huang [12, 16, 36].

A andlise do comportamento assintético com termoelasticidade porosa tem atraido a atencao
de pesquisadores logo ap6s Cowin e Nunziato [31] introduzirem a teoria linearizada para ma-
teriais elasticos com voids (espacos vazios). Um modelo interessante, entre o de Fourier e o
de Gurtin-Pipkin, é obtido assumindo a lei (parabdlica-hiperbdlica) de Coleman-Gurtin para o

fluxo de calor.
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Capitulo 1. Introducdo 9

Em relacdo ao objetivo do presente trabalho, temos o artigo de Rivera e Quintanilla [41],

onde eles estudaram o seguinte sistema

p

Py — Ulgy — bdy + 50, =0 em (0,7) x (0,00),

Joy — 0¢pp +buy +Ed—mb =0 em (0,7) x (0,00),

cly — KOy + Pug + mey =0 em (0,7) x (0,00),

u(0,t) = u(m,t) = ¢.(0,t) = ¢pp(m,t) = 0,(0,t) = O (m,t) =0 ¢ >0,
(u(,0), ¢(x,0),0(x,0)) = (uo(x), ¢o(x),Oo(x)) em (0,7),
(ue(x,0), ¢(x,0)) = (ur(x), p1(x)) em (0, m).

(1.10)

Eles provaram que o sistema (1.10) decai polinomialmente para % sempre que

m(pb —mu) > 0.

Além disso, eles também provaram que a taxa pode melhorada de acordo com a regularidade
dos dados iniciais. Para fazer isso, eles usaram o método de energia e algumas técnicas para

mostrar a estabilidade polinomial.

Em suma, dois amortecimentos independentes, um em cada equacao causa estabilidade ex-
ponencial do modelo. Além disso, 0 mesmo amortecimento atuando nas duas equagdes causa a
estabilidade exponencial do sistema. A questdao em aberto € saber se a lei de Coleman-Gurtin,
ao agir sobre o sistema eldstico poroso, causa uma estabilidade exponencial, que depende de
uma relagdo entre os coeficientes de velocidade de propagacao das ondas. Esta questdo também

sera abordada nesta tese.

1.1.2 Sistema Mindlin Timoshenko

Placas sdo elementos estruturais delimitados por dois planos paralelos. A distancia entre as faces
do plano sao denominados espessura (uniforme) da placa. Se a espessura € pequena comparada
as outras dimensoes das superficies, tais como comprimento e largura, as placas sao designadas

por placas finas.
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1.1. Consideragdes Gerais e Motivacao 10

Enrijecedores sdao elementos lineares (barras) que, ao serem soldados a placa, conferem
maior rigidez ao conjunto. Desse modo, o conjunto passa a apresentar maior resisténcia as

solicitagdes impostas.

O estudo do comportamento estrutural de placas, seja ela enrijecida ou nao, € de extrema
importancia devido a vasta aplicacdo desta em muitas estruturas civis e militares. Como por
exemplo, em uma laje de ponte, ou laje de um edificio, na fuselagem de um avido, no casco de

um navio, entre outros.

Dentre esses inimeros materiais que vem sendo amplamente estudados, destacamos as lajes,
que sdo componendas basicos das estruturas, sendo as lajes de concreto armado as mais uti-
lizadas. A sua principal funcdo € servir de piso ou cobertura nas construcdes e que se destina
geralmente a receber os carregamentos atuantes no andar, provenientes do uso da constru¢io
(pessoas, moveis, equipamentos, paredes e etc.) e transferi-los para os apoios que sdo as vigas
localizados em suas extremidades que as transmitem, por sua vez, aos pilares, através dos quais

sdo as cargas transmitidas as fundacoes e dai para o solo [28].

Laje

Vigas Pilares

FIGURA 1.3: TORCH Engenharia e Computac¢do Gréfica

A literatura revela um grande uso da teoria de Reissner (1913-1996) [40], teoria de placas
Mindlin (1906-1987) [29] e vigas de Timoshenko (1878-1972) [58] para descrever a dinamica

de placas e vigas elasticas.

Apesar das teorias de placas Reissner e Mindlin, ambos considerando-se em sua formulacdo
a deformacao por cisalhamento; fator de grande importancia no estudo de placas espessas, con-
fiam em hipdteses diferentes e muitas vezes foram associados como uma Unica teoria: “Teoria

da placa Reissner-Mindlin ”
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Capitulo 1. Introducdo 11

FIGURA 1.4: Eric Reissner, Raymond Mindlin, Stephen Timoshenko.

O modelo de Mindlin-Timoshenko descreve o movimento elastico de uma placa fina ho-
mogénea e isotrépica. O movimento presume-se ser eldstico, no sentido de que ndo ocorre
nenhuma deformagdo permanente da placa [8]. Este modelo é considerado um dos mais impor-

tantes pois leva em consideracao tanto deformagdes transversais como também rotacionais.

Vamos considerar a placa em coordenadas retangulares (z,y, z) € R, onde Q2 C R? é um
dominio limitado com fronteira suave, dada da seguinte forma I' = 0{2. Aqui, levamos em

consideracdo a espessura da placa h e assumimos que, em estado de equilibrio, ela ocupa a
regido R = Q) x | — 35| isto € as faces estdo no plano z = 5 chamado de plano médio da

placa (ver figura 1.5, obtida em [35] ). As fungdes ¢(x,y,t) e p(z,y, t) representam os angulos
de rotacdo de um filamento da placa e a func¢do w(x, y, t) representa o deslocamento transversal

da superficie média da placa, para (z,y) € ,t > 0.

FIGURA 1.5: Placa Fina

Maciel, E.S. PDM - UFPA



1.1. Consideragdes Gerais e Motivacao

12

No modelo de Mindlin-Timoshenko [21, 22] os filamentos da placa mantem-se normais ao

plano médio se ndo forem submetidos a nenhuma tensdo de deformagdo, mas estes filamentos

nao necessariamente mantem-se perpendicular ao plano médio da placa sob deformagdo (ver

figura 1.6, obtida em [35]). Isto ocorre pois se considera a deformacdo do corte transversal, o

que nos leva as seguintes relagdes aproximadas

ow  ~ ow
¢~—(%+¢)7 @N—(a—y+‘ﬂ)a

onde 12, © representam um fator de correcao devido ao efeito de corte.

X3

FIGURA 1.6: Secdo transversal de uma placa deformada

o) x
/
B,
w
g \L-.-f}_.’.__
B;

De um modo geral, podemos descrever as equagdes de movimento bidimensionais que regem

a teoria de Mindlin-Timoshenko para o estiramento de placas como:

J*w B 0Q, = 00Q,
0% oM,  OM,y,
oAl OM,, OM,
pIW - Oz + oy @y (1.13)
Maciel, E.S. PDM - UFPA



Capitulo 1. Introducdo 13

em que [ = h®/12 é o momento de inércia, p representa a densidade do material, M o momento

fletor e () o esforgo cortante.

Tanto os momentos fletores, quanto as forcas cortantes sao grandezas por unidade de tempo,

e levando em conta a lei de Hooke e as hipéteses de que v, ¢, Vw, sdo pequenos(ver [20]).

As equacdes constitutivas sdo dadas por

oY Op Op oY 1—u\ [0y oy
M,=D(— — |\ M, =D| — — |\ My =D —— || =— — 1.14

Ow

Q,,;:F;Gh(aaj —l—w),Qy:/ﬁGh(g—Z—l—@), (1.15)

tal que D = ET/(1 — p?) é arigidez a flexdo da placa, € o fator de corre¢do do cortante e G
exprime o médulo de rigidez do cortante e € dado por G = FE/2(1 + u), em que E é o mddulo
de Young e . € a constante de Poisson. O valor do fator de correcdo ~ dependente de p e varia

quase linearmente de 0,76 a 0.91. Por outro lado, y estd variando entre 0 e 1/2.

Muitos pesquisadores em matematica t€ém desenvolvido um interesse crescente para deter-
minar o comportamento assinttico das solugdes para os sistemas de Timoshenko. E desde
que, sao muito semelhantes com modelos de placas de Mindlin-Timoshenko, seria interessante

analisar alguns trabalhos.

Inicialmente, mencionamos um resultado devido a Renardy et al. [19], onde os autores

mostram que o sistema de Timoshenko

;

pwi — Kwyy + K¢ = 0em (0, L) x (0, 00),

Loy — Elpe, + K(¢ — w,) = 0em (0, L) x (0,00),

w(0,8) = 6(0,¢) = 0, (1.16)
Ko(L,t) — Kw,(L,t) = aw(L, 1),

El¢y(L,t) = =B¢u(L, 1),

\

pode ser estabilizado uniformemente por meio de um controle na fronteira. No trabalho também

foi feito um estudo numérico sobre o espectro.
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1.1. Consideragdes Gerais e Motivacao 14

Em 1999, Soufyane [51] considerou o sistema de Timoshenko com um tinico amortecimento

do tipo atrito, representado pelas seguintes equagdes

peu — K(pe —1h)e = 0em (0, L) x (0,T),
Iy — Bl — K(pp — ) + b(2)t, = 0em (0,L) x (0,T), (1.17)
©(0,t) = (L, t) = (0,t) = (L, t) = 0,V¥t > 0.

com [, = pl, p=pA, K = kGA e b(x) uma funcdo continua e positiva tal que
0 <by <b(zx)<b.

Soufyane estudou a estabilizacao uniforme desse modelo dissipativo e provou que a energia das
solucdes decresce exponencialmente se, e somente se, as velocidades de propagacdo de ondas

associadas ao sistema sdo iguais, isto €

LS = —, (1.18)

Muiioz Rivera e Racke [42], em 2003, consideraram um caso linear com dissipacdo a;
(a > 0), no qual provaram que a propriedade de decaimento exponencial ocorre se, e somente

se, a relagcdo (1.18) ocorre.

Resultados andlogos, foram obtidos por Ammar-Khodja, et al. [4] em 2003 e Almeida Junior,
et al. [3] em 2013. O primeiro estudou o sistema de Timoshenko e levou em consideracio o
mecanismo dissipativo do tipo memoria atuando somente na equagao das rotagdes angulares, e
o segundo considerou um efeito dissipativo do tipo linear atuando na equacdo do deslocamento
transversal. Nos dois casos, a estabilidade exponencial esta relacionado com a igualdade entre

as velocidades de propagacao de ondas do sistema.

Motivados nos resultados da literatura em estabilizagdo de sistemas dissipativos unidimen-
sionais de Timoshenko, Fernandes Sare [ 11] expandiu as propriedades de estabilizac@o assintética
para equacdo da placa no caso bidimensional (N=2) por meio de sistema de equacdes de segunda

ordem de Mindlin-Timoshenko.
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O modelo conservativo de uma placa fina bidimensional de Mindlin-Timoshenko é dado por

prwy — KLy (w, 1, 0) = 0, (1.19)
pathie — DLy (Y, ) + K< (9_) = 0, (1.20)
p2pre — DL3 (0, 1) + K( g—Z) = 0, (1.21)
onde
Li(w, ¥, ) = %<¢+Z_(:) -I—aﬁy(song—Z), (1.22)
o - (G2 (502 o
o - e (GE)% ()2 am

em que Q x (0, 00), onde 2 é um dominio limitado de R?. Levamos em consideracdo p; = ph
h3

127

uniforme da placa, D =

onde p é a densidade de massa do material que compde a placa, h é a espessura

Eh? Eh
—— - representa 0 mddulo de rigidez a flexdo e K = e
12(1 — p2) 2(1+ p)

denota o médulo de cisalhamento, onde . € chamada coeficiente de Poisson que é tomada em

€ P2 =

(0,1/2), k € um fator de corre¢do de cisalhamento e £ denota o médulo de Young. As fungdes
V(z,y,t) e p(x,y,t) representam os dngulos de rota¢do de um filamento da placa e a funcéo
w(z,y,t) denota o deslocamento transversal da superficie média da placa, para (z,y) € €, t >
0.

Lagnese [22] associou ao sistema (1.19)-(1.21), condi¢des geométricas na fronteira e intro-
duziu dampings na fronteira do conjunto €2 e provou que o sistema é exponencialmente estavel,
sem qualquer relacdo entre os coeficientes do sistema. Um resultado equivalente foi obtido por
Muiioz Rivera e Aquendo et al. [43] em 2003. Os autores consideraram condicoes de fronteira
do tipo memoria e provaram que as solugdes do sistema (1.19)-(1.21) sdo exponencialmente
estaveis, desde que os nicleos tenham um comportamento exponencial, e sdo polinomialmente

estdveis para nucleos do tipo polinomial.

Ferndndes adicionou dissipag¢des friccionais d;1); e d;p; atuando somente sobre as equacdes

dos angulos de rotacao, considerando condi¢des de fronteira do tipo Dirichlet e concluiu que o
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1.1. Consideragdes Gerais e Motivacao 16

modelo dissipativo ndo € exponencialmente estavel independentemente de qualquer relacdo en-
tre os coeficientes do sistema, diferente do andlogo unidimensional. Entretanto, o autor mostra
que as solucdes do sistema decaem polinomialmente para zero onde as taxas de decaimento

podem ser melhoradas de acordo com a regularidade dos dados iniciais.

Campelo et al. [8] em 2017, estudaram o sistema

prwy — KW +we)e + Ko +wy,), = 0, (1.25)

1-— 1+

p21/}tt - Dwazx - D(Tlu>¢yy - D(TM) Py + K(¢ + wx) + a/lqu)t =0 7(126)
1-— 1+

PPt — D(pyy - D(Tlu>90xx - D(Tﬂ)wxy + K(SO + wy) + Qapy = 0. (127)

Os autores provam que quando adiciona-se amortecimentos de atrito em cada uma das equagdes

dos angulos de rotagdo, entdo, o sistema € exponencialmente estavel se, e somente se

K D
— = —, (1.28)

P1 P2
O que em outras palavras significa dizer que o sistema decai exponencialmente se, € somente

se, as velocidades de propagacdo de ondas sdo iguais.

Agora, considere dois mecanismos dissipativos da forma D Lo (¢, 1) € D1L3(¢4, Y) atu-

ando nas equacodes (4.2) e (4.3), respectivamente. Jorge Silva et al. [17], provaram que o sistema

P — K‘Cl ((.U, wu 80) = 07 (129)
p2¢tt - D‘C?(d]v 90) + KW + wx) - Dl£2(¢t7 Spt) = 0 ) (130)
PPt — D»CB(% 77Z)) + K((;D + wy) - D1£3(90t7 ¢t) = Oa (131)

nao é exponencialmente estdvel. Além disso, usando um resultado devido a Borichev & Tomilov

[5], os autores mostram que solug¢do possui decaimento do tipo polinomial com taxa Gtima.

Agora, adotando-se os dois tipos de dampings nas mesmas equagdes, € possivel obter o de-
caimento exponencial como em [8] dependendo dos coeficientes do sistema? Ou o decaimento

obtido sera polinomial, independente das relacdes de velocidade de propagacdo de ondas?
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Capitulo 1. Introducdo 17

A fim de buscar responder estas e outras questdes, iremos analisar o comportamento da
energia. Com essa finalidade, vamos adicionar quatro dissipagdes internas a1, € DL (1, o)

em (4.2) e azp; € D1L3(py, 1) em (4.3) e observar o que acontece nesse caso.

1.2 Objetivo do Tese

O principal objetivo desta tese é estudar o comportamento da energia de solucdes de sistemas
do tipo elastico poroso com um termo de atraso e eladstico poroso com conduc¢do de calor e
sobre efeito de microtemperaturas. Tambem estudamos um modelo de Mindlin-Timoshenko

com dissipagdo do tipo atrito e viscoeldstica.

Neste contexto, motivados pelos trabalhos que expomos anteriormente, vamos mostrar o
resultado que caracteriza a estabilidade para os modelos citados, ainda que esteja condicionada

a uma possivel relacdo entre os seus coeficientes.

Paralelamente, com objetivo de comprovar numericamente nossos resultados analiticos para
o sistema de Mindlin-Timoshenko além de comparar os trabalhos [17] e [8], sdo feitas simulacdes
numéricas sobre o caso conservativo da energia e quando estes tem um comportamento polino-

mial.

1.3 Organizacao da Tese

Para uma melhor organizacdo do nosso trabalho, optamos por inserir os teoremas de andlise
matematica na medida que forem necessarios para estudar. Por exemplo: as questdes como a

existéncia, unicidade e a estabilidade do modelo em estudo.
O trabalho esté organizado da seguinte forma:

No Capitulo 2, apresentamos um modelo dissipativo eldstico poroso com dissipacao do tipo
atrito atuando em uma equacdo do sistema, ou seja, sy, e um delay do tipo ey (z,t — 7).
Apresentamos aqui a energia do sistema e mostramos naturalmente que € ndo crescente, em
seguida analisamos a existéncia e unicidade de solucdes e as questdes de decaimento exponen-

cial usando o método da energia. Através desse método para obter o decaimento exponencial,
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1.3. Organizacao da Tese 18

construimos funcionais ndo-lineares equivalentes a energia das solu¢des onde estd condicionada

arelagdo k/py = 0/J.

No capitulo 3, apresentamos o sistema termoeléstico poroso obtido assumindo a lei de Coleman-
Gurtin, onde encontramos a energia do sistema e estudamos existéncia e unicidade de solucdes
usando técnicas de semigrupo. Dando continuidade, mostraremos que se k/p = 0/.J , entdo o
semigrupo de contragio S(t) = e* é exponencialmente estével, caso contrério, decai polino-

mialmente.

No capitulo 4, apresentamos um modelo dissipativo de Mindlin-Timoshenko com dissipacdes
agindo somente na equacao que governa o deslocamento transversal, onde apresentamos a en-
ergia do sistema, a qual naturalmente € nao-crescente e posteriormente analisamos a existéncia
e unicidade de solucdes, via técnicas de semigrupos de operadores lineares. Em seguida,
mostraremos a falta de estabilidade exponencial, em que nio estd condicionada a qualquer
relacdo existente entre os coeficientes do sistema p1, k, D, ps. Prosseguindo, mostramos outro
resultado importante, que versa sobre o decaimento polinomial, onde iremos usar trés lemas
auxiliares. Para ambos os resultados, usaremos o método baseado no teorema de Gearhart-
Herbst-Pruss-Huang [12], [16], e [36], para sistemas dissipativos, além de mostrarmos que a

sua taxa € O6tima. Para provar este resultado, utilizamos o teorema de Borichev e Tomilov.

No capitulo 5, desenvolvemos resultados numéricos referentes ao nosso sistema Mindlin-
Timoshenko, e por simplicidade adotamos condi¢des de contorno do tipo dirichlet homogénea.
Iniciamos discretizando nosso sistema, onde nos apropriamos do método de diferencas fini-
tas. Em seguida, obteremos a energia discretizada. Finalizamos o capitulo com as simulagdes
numéricas, que apresentam o caso conservativo da energia, falta de decaimento exponencial

numérico e o seu decaimento polinomial numérico, quando imposta certas condicoes.
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CAPITULO 2

Modelo Elastico Poroso com atraso no tempo

2.1 Introducao

Neste capitulo, estudamos o seguinte sistema dissipativo eldstico poroso:

plUtt<x7t) - ’fum:('ra t) - b¢x(xvt) =0em Qu (21)
J¢tt(x7t) - (5¢xaz($at> + buz(x>t) + f¢(1‘,t> + a2¢t($at) + :u2¢t(xat - T) = 0em €. (22)

onde Q = (0,L) x (0,00), 7 > 0 é o tempo de atraso, s € pio S0 niimeros reais positivos e
Qg > [ .

Associamos ao sistema as seguintes condi¢des iniciais

(u(m,(]),gzﬁ(x,())) = (UO('I)’QSO(J;))’ em (0’ L),
(ue(2,0), ¢(x,0)) = (ur(x), P1(x)), em (0, L),
or(z,t — 1) = go(x,t — 1), (x,t) € (0,L) x (0,7), (2.3)
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e as condicdes de Dirichlet homogéneas

u(0,t) = u(L,t) = ¢(0,t) = ¢(L,t) = 0. (2.4)

Para resolu¢@o do nosso problema, vamos tomar alguns resultados preliminares que enuncia-

remos nas proximas segoes.

Este capitulo estd organizado da seguinte forma. Na secdo 2.1 estabelecemos a energia do
problema associada ao sistema (2.1)-(2.4) e mostramos que a energia € decrescente ao longo do
tempo ¢t. Na secdo 2.3 discutimos existéncia, regularidade e unicidade de solugdes globais do
problema (2.1)-(2.4) via método de semigrupo de operadores lineares. Na secdo 2.3, analisamos

o comportamento assintético do modelo via método da Energia.

2.2 Energia total do sistema

Nesta secdo, encontramos a energia associada ao problema (2.1) - (2.4). Para esta finalidade,
iremos transformar (2.1)-(2.4) em um problema equivalente como foi introduzido em [30]. As

novas varidveis dependentes sao

w(xapat) - ¢t(x7t_7—p)7 pE (Ou]-)» (25)

que satisfaz para (z, p,t) € (0, L) x (0,1) x (0, 00).

Com uma simples diferenciacdo podemos mostrar que w satisfaz
Twi(z, p,t) + wy(, p, t) = 0.

Portanto, o problema (2.1)-(2.4) € equivalente ao sistema de equacdes

prug(x,t) — Kz (,t) — b (z,t) =0, (2.6)
Jou(x,t) — 0pa(x,t) + bug(z,t) + EP(x,t) + ande(x, t) + pow(x, 1,t) = 0, (2.7)
Twi(x, p,t) + w,(z, p,t) =0, (2.8)

comz € (0,L),pe (0,1) e t >0,
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apresentando as seguintes condi¢des iniciais

u(z,0) = ug, uy(x,0) =uy, =€ (0,L),
¢($70) = ¢07 th(xao) = ¢17 YIS (Oa L)’ (2.9)
W(.I, Ps O) = go(l’, _Tp) cm (07 L) X (07 1)7

e condi¢des de fronteira do tipo Dirichlet-Dirichlet

u(0,t) = u(L,t) = ¢(0,t) = ¢(L,t) =0, t >0,
w(z,0,t) = ¢(x,t) t > 0. (2.10)

Para U = (u', o', o', 0", W), V = (u?, 0%, ¢, 1%, w?) e parae

T < 1 <T(2052—/L2>, (2.11)

b < €k, (2.12)
Definimos o espago de Hilbert H por
H = Hy(0,L) x L*(0, L) x Hy(0,L) x L*(0, L) x L*((0, L) x (0,1)).

o qual é um espaco de Hilbert, dotado do seguinte produto interno em

L
5, 13 sa7m (0 1> <b2 2)
O/[pww + Julv +5¢z¢z+<\/gux+\/5¢ ﬁu$+ﬁ¢

L1
+ (F&— )u u2 da?—i—//w z, p,t)w2(z, p,t) dp de, (2.13)
00
€ norma
b2
e At S I (L [0S

_|_

T — o\h

1
/| Y, p,t)|? dp da. (2.14)
0
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Definimos a energia de solucdes do sistema eldstico poroso (2.6)-(2.10) por:

L
1 b2
E(t) = —/ [p1|ut\2+J]¢t\2+5\¢x]2 ’ Uy (ﬁ——)|um|21 dx
2 / VE §
L 1
+ %//wQ(aj,p,t) dp dz. (2.15)

0 0

Lema 2.1. (Lei de dissipacao de energia) Existe uma constante positiva C' tal que para qual-

quer solucdo (u, ¢, w) do problema (2.6)-(2.10) e para todo ¢ > 0

L
d
GEO < =C [0 + joua.t = )P da, @.16)
0
isto &,
E(t) < E(0), ¥t > 0. 2.17)

Demonstracao:  Multiplicando a equagdo (2.6) por u,, integrando por partes em (0, L) e

usando as condi¢des de contorno (2.10), obtemos

L L

1 d 9 Kk d 9

4 A o dz =0, 2.18

d/ut] dx+2dt/\u|dx+b/¢utdx 0 (2.18)
0 0 0

l\:>|b

Da mesma forma, multiplicando a equagdo (2.7) por ¢, integrando por partes em (0, L) e

usamos as condi¢oes de fronteira (2.10), encontramos

L

L L L L
Jd 2 5 2 gd 2 2
oo Joan+d [loar+s [uote + 55 [1opdo+a [l ar
0 0 0 0

0

+ uz/qﬁtw(a:,l,t) dr =0. (2.19)
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Agora, multiplicando (2.8) por w e integrando-se por partes em (0, L) x (0, 1), encontramos

L 1 L1
T//Wtwdxdp+//wpwdxdp:(),
00 00

de onde segue que
p L1 L1 p
— 2dpde = —//— 2dp d
5 | [ el do s T lfdp da
0 0 0 0
L

L
1
5 [t o de s 5 [ (0.0 .
0 0

ro| S

l\DI»—

portanto,

L 1 L L
Td 9 1 9 1 9
v [ [ ppdpds = =5 [l —nPac 5 [l op i
0 O 0 0

Somando as igualdades (2.18) , (2.19) e (2.20), obtemos o resultado

L
d
o/ (mw+J|¢t|2+H|ux|2+5|¢x|2+2b¢ux+§|¢|2) da

L

L 1
Td
0 0

0

-3 / st =) do+ 3 / oa P dr. 220
0 0

Recorrendo a igualdade dada em (2.12), temos que

2
Ku? + 2buy¢ + £¢* = /-i(ux + %(b) . (2.21)
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Substituindo (2.59) em (2.20), resulta

Uy

N | —
l\DI\l
~

dLl

) d—//|waﬁp, |2dpdx
00

L

/\¢t|2dﬂc—u2/¢tw x,1,t) dx——/]@xt—T |2dx—|- /[¢txt|2dw
0

L

d

d—/ (pl\utl2+J|¢t|2 +6loal? + 5
0

E usando a energia dada em (2.15), obtemos

L L

d

It = —042/|¢1t|2 dw—uz/@w(%l,t) dx
0 0

L L
- 5 [1eat=nP o [loof do 22
0 0

&

—~

~

SN—
|

Aplicando a desigualdade de Young, reescrevemos a equacao anterior da seguinte forma

d

L
1
th() ——(@Q—Mg—l/’¢t‘2d$—— 1—/@/ ¢y(z,t — 7)|* d
~— —
0

2
=Cq =Cs
Por (2.11) podemos afirmar que C, C; > 0, donde segue que

th() /(!¢tl2+|¢t(x,t—7)|2) dz,

donde C' = min{C4, Cy} > 0.

Assim, obtemos
E(t) < E(0),¥t > 0.

Desta forma, podemos afirmar que a energia do sistema € dissipativa. Concluindo assim a

demonstracao do lema.
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2.3 O Cenario de Semigrupo de Operadores Lineares

Nesta secao, estudamos a existéncia e unicidade de solucdes para o sistema eldstico poroso com
damping do tipo atrito e com retardo, via Teoria de Semigrupo de Operadores Lineares (ver A.
Pazy [33]). Para comecar, vamos reescrever o problema (2.6) - (2.10), na forma de um problema

de Cauchy para U = (u, u, ¢, ¢y, w) . Desse modo, o vetor U satisfaz a equacio

au
== AU,

(2.23)
U(0) = Ub,

onde Uy = (ug, u1, ¢o, d1, go) € o vetor dos dados iniciais e A : D(A) C H — H é o operador

diferencial denotado por

u ®
K
—Ugy + — x
¥ P1 ;01¢
Al ¢ = v (2.24)
0 b § Q2 2
v _ —2h— Ly — =2 (.
J¢zz g 7 7 v 7 w( s 1)
w 1
Twp
Consideramos
D(A) ={U = (u, 0, ¢,v,w) € H : v = w(-,0) € (0,L)},
onde

H = (H2(0, L)NHL(0, L)) x H} (0, L) x (H2(0, L)NHZ (0, L)) x H}(0, L) x L*(0, L; H'(0, L))

Munidos dessas informagdes preliminares, estamos em condi¢cdes de enunciar o teorema

de existéncia e unicidade de solucdes do problema (2.6) - (2.10).

Teorema 2.1. Se a > 2, entdo o operador A gera um semigrupo Cp-de contragdo S(t) sobre

‘H. Assim, para dados iniciais Uy € H, o problema (2.6) - (2.10) tem uma tnica solugdo fraca
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U € C°[0, o[, H). Além disso, se Uy € D(A), entdo U é solugdo forte de (2.6) - (2.10), isto é

U € C'([0,00, H) N € C([0, 0a[, D(A)).

Demonstracdo: Seja U = (u, ¢, $,v,w) € D(A), entdo do produto interno em (2.13), temos

L
Re < AU, U >= —-C /(qb? +w?(x,1,t)) dz <0, (2.25)
0

portanto, o operador A ¢ dissipativo. Como D(.A) é denso em H, isto € D(A) = H, a fim de
usar o Teorema de Lummer- Phillips, (ver [33]), devemos mostrar que A/ — A é sobrejetivo
para A > 0. Com esse proposito, tomando F' = (f1, f2, f3, f*, f°) € H, devemos encontrar

U = (u,p,¢,v,w) € D(A) solugéo da equagio resolvente
AU — AU = F, (2.26)

Deste modo, reescrevemos a equacao (2.26), em termos de suas componentes, para obter o

sistema

M—op = f (2.27)
Aso—ﬁum—ﬁgzﬁw = f3 (2.28)

P1 P1
)\gb—v = fg, (2.29)

0 b '3 6% 42 4

AV J¢z$+Juz+J¢+ Jv—i—Jw(,l) = f4 (2.30)
Aw+1wp = f5. (2.31)

T

Para encontrar U = (u, ¢, ¢,v,w) € D(A) solugdo so sistema (2.6) - (2.10), procedemos

como em [30]. Suponhamos que encontramos u € ¢, assim sendo, para (2.27) e (2.29), temos

v=M\p— f>, (2.32)

0= u— fl. (2.33)
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E claro que v, ¢ € H( (0, L).

Temos que
w(z,0) =v(zx), para x € (0,L). (2.34)
Multiplicando (2.31) por e’ , vem que
Mwer™P 4 w, e’ = 7 fPe P,

donde segue que

d
d—p{we’\Tp} = 7f%MP.
Integrando em (0, p), obtemos
p
_ —ATp —ATp 5 —ATo
w(w, p) = w(x,0)e™ " + 7e /f (z,0)e " do. (2.35)

0

Substituindo (2.32) na equagdo (2.35), chegamos

1
w(z,p) = Ap(z)e™7P — 3P 4 Te_’\Tp/f5(x,a)e_’\T”d0. (2.36)
0

De (2.36), temos

w(x, 1) = Ap(z)e > + woy(x), onde x € (0, L) (2.37)
e
1
wo(z) = —f3e™ + Te_’\T/f5($, o)e " do, (2.38)
0
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observe que a férmula de w, depende somente de f3 e f°. Entdo substituimos a equagio (2.27)
em (2.28) e (2.29) em (2.30), encontramos

PN U — KUy — b, = pi(f2+ A1), (2.39)
IN¢ — 6y + bug + EP + aXd + pow(-, 1) = J(f*+ M%) + aaf?. (2.40)

Resolver o sistema (2.39) — (2.40) é equivalente encontrar
(u,6) € HL(0, L) 0 H3(0, L) x HY(0, L) 1 HA(0, L),

tal que

L

L
/pl)\QuW — KUz W — b, W dx = /(pl(f2 + AN+ fHW dx (2.41)
0 0

/ INGY — Suax +buax + by + s + paw(-, 1)y do

L
/ ((f* + 2 + aof?)x du, (2.42)
0

para algum (W, x) € H}(0,L) x H}(0,L). Usando integra¢do por partes e as condi¢des de
fronteira em (2.41) e (2.42), resulta

L L

/pl)\qu + rku Wy — b, W dx = /(pl(f2 + AN 4 ar fHW de, (2.43)

0 0

L
/(J)\2¢X + 0¢uxs + buzx 4+ EPX + arAx + pow(-,1)x) da
0

L

= /(J(f4 + A 4 agf?)x da. (2.44)

0
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Substituindo (2.37) em (2.44), obtemos

L L L L L

/J/\2¢X dr + /5¢me dx—i—/buzx dx+/§¢x dx+/a2A¢(x)X dx

0 0 0

L L

L
+ /)\,U/Q(ﬁ( Ay d = /J f4+)\f3xdx+/oz2f3xdx
0

0

0
L

— /ugwo(x)x dx. (2.45)
0

Dessa forma, somando as equagdes (2.43) e (2.45), segue que

L L L L

L
/pl/\QuW dr + //@ume dr + /b(umx dx — ¢, W) dx + /5(;533)(3; dr + /§¢x dz
0 0 0 0

0
L

L
- / JN2¢x dx + / (g + poe M) Ap(z)x do
0 0
L

L
= + [ p(fPEANYW da+ [ (aof? — powo(x))x dz
J—

0

+ / J(fP+ 2y d (2.46)
0

Sendo assim, para solucionar o problema (2.41) - (2.42), definimos a seguinte forma bilinear

a:I'xI' >R

(Ul, UQ) — CL(Ul, U2>
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onde
L L L L
a(U,Uy) : = /pl)\QuW dx ~|—//<uxWx dx + /b(uxx dr — ¢, W) dx + /5%)@ dx
0 0 0 0
L L L
+ /qu)x dr + / JN gy da + /(ag + poe M)\ (x) x da, (2.47)
0 0 0

paraU; = (u,¢) € Te Uy = (W, x) € T com T = H}(0,L) x H}(0,L). A forma bilinear

(2.47) € continua e coerciva. Além disso, definimos a aplicacdo G linear e continua
G:T'—=R

U2 —> G(UQ)

onde

L

L L
G:= /p1 (f2+ 2 Wdl’+/(0é2f — prowo(x Xdac+/J (f*+AfP)x do. (2.48)
0 0

0

Segue, do Teorema de Lax - Milgran (ver [6] para mais detalhes) que existe uma unica

solugcdo U; € I, que satisfaz o problema variacional
a(Uy,Uy) =< G, Uy >, YUy €T (2.49)
Logo, existe uma tnica solu¢do U; = (u, ¢) € T de (2.39)-(2.40). Dai
u, ¢ € Hy(0, L) (2.50)
Além disso, de (2.28) e (2.30), vem que
u, ¢ € H*(0,L) (2.51)
De (2.50) em (2.27) e (2.29), resulta

RIRS H&(O,L)
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De (2.31)
w € L*(0,L; H(0,L))

Portanto U = (u, ¢, ¢,v,w) € D(A), provando que A/ —.A é sobrejetor. Finalmente, usando
o Teorema de Lummer-Phillips, concluimos que o operador A é o gerador de um Cj-semigrupo

de contragdes S(t) = e do espago de Hilbert .

2.4 Decaimento Exponencial

Teorema 2.2. Seja U(0) € D(A). Assuma que g > fig, & > b* e

o
prJ
Entdo existem duas constantes positivas C' e -y independente de ¢ tal que

E(t) < CE(0)e™, Vit >0, (2.52)

Demonstracao: Para mostrar o decaimento exponencial de solugdes, iremos encontrar o fun-

cional L(t), equivalente a energia F(t), tal que

%ﬁ(t) < —yL(t), v>0.

Para encontrar o funcional L(t), precisaremos provar alguns Lemas auxiliares.

Definimos o seguinte funcional

L L
L(t) == — /(plutu + Jéi @) dx — % /¢2 dz. (2.53)
0 0

Entdo temos a seguinte estimativa.
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Lema 2.2. Seja (u, ¢,w) uma solugdo de (2.6)-(2.10), entdo para qualquer ¢ > 0, teremos o

seguinte resultado

L L L
d b 2
%11() < —/(p1u§+J¢§) d:c+(5+c*u2s)/¢§ dx—l—/(ﬁux%—\/g(b) dx
0 0 0
2 L L
v 2 H2 2
— (/1— £> /uz dr + Pl A (x,1,t) dz, (2.54)
0 0

onde C* = 1/7? € a constante de Poincaré.

Demonstracao: Derivando /; no tempo, vem que

L L L
—Il / plut + ngt / P1UpU + J¢tt¢) dx — (0] / ¢¢t dzx. (255)
0 0 0

Agora, multiplicando (2.6) por u, integrando-se por partes e usando as condi¢des de con-

torno, vem que

L L

L
/pluttu dr = —H/ui dr — b/umqﬁ dz. (2.56)
0

0 0

Por outro lado, multiplicando-se (2.7) por ¢ e procedendo como anteriormente, resulta

L L L L L L
_ 2 5 N _ 2 5 1, .
O/J¢tt¢dx+a20/¢¢tdx 5O/¢xdx bo/u o dx §O/<]§ dx ugo/w(xlt)<bd:r

(2.57)

Somando (2.56) e (2.57), tem-se que

L L L L
/ prugu + Joud) de 4+ ag / Opy dxr = — /ui dr — Zb/ux¢ dx
0 0 0

L

L L

50/¢§ dx—fo/qﬁ das—ug/w(aﬁ,l,t)qﬁ de.  (2.58)

0
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Considerando

2
KUz + 2buy g + E¢° = <%u - \/Zgb) - (/4: — —2) u?, (2.59)

podemos reescrever (2.58) como

L
¢y da — o /w(x, 1,t)¢ dx
0

St~

L L
/(pluttu + Jouo) de + &2/¢¢t dr = =90
0 0

b 2 b?
) (e

Substituindo o resultado de (2.60) em (2.55), obtemos

[\

L L 2
%a() = /<plut+J¢t dw+5/¢> d:c+/( gwﬁcb)

0
L L

+ /(/ﬁ——)u dm—i—,ug/w x,1,t)¢ dx.
0 0

g

=P

Usando as desigualdades de Young e Poincaré em P; , obtemos a conclusdo do Lema. [ |

Em seguida, apresentamos o seguinte funcional

L
/ Jop + —utv) dr + — / ®? dx (2.61)
0

onde v € definido como solugdo de

Assim, apresentamos o seguinte resultado.
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Lema 2.3. Seja (u, ¢,w) solugdo de (2.6) -(2.10). Entéo para qualquer \, > 0, teremos:

L L

d
Ly <c@/@m+mM/%m—— Wz, 1,1) dr, (2.63)
0

dt

b*C*
onde (), = ([.)21/{2)\2 + J).

Demonstracao: Observe que derivando a equacdo (2.62) com respeito a ¢, multiplicando por

vy, integrando-se por partes e usando Cauchy-Schwarz, obtemos

/v dx</¢tdx

Da desigualdade de Poincaré, encontramos

L L
/ﬁmgﬁ/ﬁm. (2.64)
0

onde C* é a constante de Poincaré.

Derivando /; em relagdo a varidvel temporal, obtemos

—Ig /¢tt¢dx+J/¢t dx+a2/¢gbtd:z:+—/uttvdx—i-—/utvtdx

(2.65)

b
Agora, multiplicando (2.6) por —v e integrando-se em (0, L) , segue que
K

[

Admitindo-se (2.12), integrando-se por partes e de (2.62), vem que

—§/¢vxdx
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UV dx:b/umv d:t:+—/<bmv dx.
K
0 0

L

— buv,
0

1b

L
upv dr < buyv —l—b/uvm dx + &£ou
0

St~
mP
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Por condi¢des de contorno e de (2.62), novamente, resulta

/L
0
Por outro lado, multiplicando (2.7) por ¢ e seguindo os mesmos passos de (2.66), obtemos

L L L L L L
_ 2 4 N B 2 5 1, .
O/J¢tt¢dx+a20/¢gbtda: 50/<;5l,d:1: bo/u ¢ dx fo/cb dx ugo/w(azlt)gbdm

m|’°

L L
uyv dr < b/uxgb dx +§/¢2 dx. (2.66)
0 0

(2.67)
Somando (2.66) e (2.67), encontramos
L L ; L L L
/J¢tt¢ dx + am / oP; dx + %/uttv dr < —5/¢i dx — 1o /w(x, 1,t)¢ dx. (2.68)
0 0 0 0 0

Agora, substituindo (2.68) em (2.65), encontramos

L

__[2 ) < /gbt dx — 5/gb dx — ,ug/ (z,1,t)p dx+%b u vy d . (2.69)

0
[
~\~ ~~

=Py :=P3

Das desigualdades de Young e Poincaré temos que

L
,UQ/
0

Escolhendo A\; = C*/4, obtemos

L
et ot

L

Y )

L
l/w (x,1,t)d
0

w?(z,1,t) du.

l\DIOw

o\m

Analogamente, temos que

L L

L
p1 p1 pb’C”
:7/ UV :pgg)@/utgda:—l— W /vfdx.

0 0
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Usando-se a desigualdade (2.64), encontramos

L
p1b? 1b2C'*
P < P2, d
DT 2/ 2112)\ /%3j

0

Substituindo P, e P3 em (2.69), chegamos no resultado (2.63) desejado. W

Agora n6s introduzimos o seguinte funcional

\/_/ ( (P \/_¢) Op doe + — o0 /gbxut dz. (2.70)

Entao temos o seguinte resultado.

Lema 2.4. Se (u, ¢,w) é solugdo de (2.6)-(2.10). Assuma que

)
—=—. (2.71)
P1 J
Entao, teremos
B L L
d 1 a3 9
—Gt) < gbxux - ux+f¢ d:z:—l— J+2) [ ¢ da
dt 2 ¢
0 0
L
12
+ & / WAz, 1,1)d (2.72)
0

Demonstracao: Derivando G(¢) em relagdo a ¢, teremos

L L L
d J b dp1 2
—G(t) = — (uw + \/gqb) G dr + — | updy doe+ — [ upprde +J | ¢; dx
Ve \WVE b 0/ / 0/

0

L
)
+ Zl/qﬁztut dx.
0
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Integrando-se por partes em (0, L) e usando as condigdes (2.12) e (2.71), tem-se

L
d J

J
Multiplicando (2.6) por 5% e integrando em (0, L),temos

L L

%‘S Uy d = %5 / Uy dz + 6 / ¢2 da. (2.74)
0

0 0

Agora, multiplicando (2.7) por

o G

L
\1[0/ bu, + £) < +\/E¢> dac+'u2§0/<bux+\/gq5>w(x,l,t) dx = 0.

VR
[
IS
8
+
=
-
~_
(¢}
=
=
o
[0)e]
=
o
=
o
o
7]
o
¢}
8
=
=
—
o
3
o
W
0
[
o

%\

L L
- ﬁqb)% dr — 50/ L \/E¢> boo dz + j%o/ (;g“ + JEqb)@ do

Iy

Integrando-se por partes, das condi¢cdes de contorno e usando (2.12) e (2.71), obtemos

L
J b _ b bob
L
/<ux+\/¢> d;c—/< ux+\/¢>¢tdx
’ L
_ k2
\[0/< ux—|—\[¢>> w(z,1,t)d (2.75)
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Somando-se (2.74) e (2.75), encontramos

L L L
J ( p10 ob o b 2
VE 0/ b J § 0 0/ VE

L
\f/( uﬁfqb)ast f ( uz+f¢) (x,1,t) d

Substituindo em (2.73), encontramos

L L b 2

— — d ; d

[ (s i) - [ (s Vi

L

I | 2 de— H2 ( uz+\/_¢) (z,1,t) d
-]

Usando a desigualdade de Young concluimos o resultado (2.72). [

d 0b

00 = Fuo,

Agora, a fim de lidar com os termos de fronteira que aparece em (2.72), definimos o seguinte
funcional ¢ € C'([0, L]) satisfazendo q(0) = —q(L) = 2, dado por
4
q(z) =2 — 7% (2.76)

Entao, temos o seguinte resultado.

Lema 2.5. Seja (u, ¢, w) solucdo de (2.6) -(2.10). Entdo para qualquer € > 0, encontramos:

L L L
5b . ed ©2d 6] 3¢ [,
i =L = 7 _ = | = =
§[¢xur]x:0 < Hdt/mqutum dx 7 §Q¢t¢m dx + \/—L/uz dx

0 0
+ bQLg ol b452 + oY /L<z§2 dz + 1/L iu + /o 2 dx

\/_52 2\/_L5 4e2 2 e 4 VET
0 0

L L
2 B (26 2 b2
4= 2 dr (\f‘i 0‘2)/¢§da¢+ﬂ Wiz, 1,02 de, (277
0
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Demonstracio: E ficil verificar que

L L L
d [dJ 0J oJ
I —=qPi P, dx = —=qPu P, d —=qPt et di.
dt/@q‘w . O/VEQM :c+0/ﬂq¢¢ :

Substituindo (2.7) na equagao anterior, vem que

L L L
d B d , 5
do/ O b dr = 2{()/ 2 e 5/( Jé¢)q¢xd:c—a2\/go/q¢t¢mdw
L 1 L d
0 0

Integrando-se por partes, obtemos

L
d
— | —=q¢i1¢, dx = q%
w] v

0 M/qm?dx 5/( ux+f¢)q¢xdx

L
L
16J 9 1)
—— qqu dxr — po— /w x,1,t)q¢, dx.
2\/50 ! Ve

2V¢€

az\[/QQ%%dx-i-z\f on

Segue, entdo, das condi¢des de contorno que

L L
d [6&J 52 9 5 16J 5
G | Sranon de = S (D)D) —a0)(0) - 5 f e 57 [ i
0
L ) 5 L 5 L
-0 =% xd - T /e xd [ ] :pd
O/<\/EU+\/§¢>Q¢> x az\/go/q@qb T — zéo/wxltqcb 2
(2.78)
Agora, note que ¢, () = —4/L. Substituindo esse resultado em (2.78), vem que
L
d 62 252 26.J
G [ e do = —le2(0) o /¢> dot 2L /cz»t

0

L L
_5O/<j§ux+ﬁ¢>q¢x dw—az\(/sgo/(%btéf)x &z — i 550/w 21,006, da.
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Da desigualdade de Young, chegamos

L L

d 2(52 20J

[ Hvonan < i) + 620 /M +—/¢td + & [ota
0 0

(\/gu:ﬁ—\/_qﬁ) dx+26252/gb2 da:—i——/qbt d:v—l— /w(a:,l,t)2 dx,

donde obtemos,

+e1

O\..h

d 5J

L
2(52 52
9 2 2
0

L L
b 2 2
+€10/ <ﬁuw + \/g¢> dr + <ﬁ + 5) /th dx + / (JT, l,t) dx. (2.79)

Por outro lado temos

@2 (L) + ¢2(0)] +

Q.lg‘

L L L
/,olqutux dr = /plquttum dx + /plqutun dz.
0 0 0

De (2.6), vem que

L L L

d 1 d
dt P1qUity dv = /q(/@'um + by )u, do + 3 /mq—

2
D dz,
0 0

donde segue que

L L L L

d 1 d 1 d
7 p1qUiu, dr = 3 / ﬁq%ui dx + /bquxqu dx + 3 /plq%uf dx.
0 0 0

0

Integrando-se por partes, das condi¢des de fronteira e desde que g, (x) = —4/L

Q.‘Q‘
(RN

L L L L
2

[ de = S (D) - @ u )+ 7 [ et [ qui, dos 2 [ i

0 0 0 0
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Recordando que ¢(0) = —¢q(L) = 2 e aplicando a desigualdade de Young, encontramos
L L
d 9 9 2K 9
7 | Prausts de < —rkfuz(L) +ui(0)] + T + 3 uy dx
0 0

9
n /¢d+p1 u? da.

Escolhendo 3 = /L, obtemos

=

L L L L
’L 2
/plqutux dr < —rk[u?(L) 4 u2(0)] + ?f/ui dx + bﬁ/qbi dx + 2L /u? dzx. (2.80)
0 0 0 0

Agora, observe da desigualdade de Young, que

b
Ve

[02(L) + ¢2(0)]. (2.81)

ob
62b?

2(0) +u20)) +

ob _

<

Slo

Substituindo (2.79) e (2.80) em (2.81), obtemos

L L

ob — ed b2 d
ﬂ%w];é o | Prdteta dx — 4—5% \/—q¢t¢z dx + ﬁ / ul dx

0

L
PLe 262 1202 ep8% )
— dx d
* [\/Emz * (2\/ZL5+4515 T )] /% v

IN

0
b? [ 2p r
+ 25t ( um—i-\/_(b) dx—l— 1 /utzdx
0

e
0
b (28] b 3 [ )
’ (fz s)/@ 1?:/“%“>“’

tomando £, = £/b% e g5 = /£ temos o resultado (2.77). |
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Agora nds introduzimos o seguinte funcional

1

L
// 2P (2, p,t) dp da.
0

Entao encontramos o seguinte resultado.

Lema 2.6. Seja (u, ¢, w) solucdo de (2.6) -(2.10), temos

T

L L
d C 1
Elg() ——3/w x,l,t)dx—l—;/qﬁ?dx,
0

onde (5 é uma constante positiva.

Demonstracao: Derivando (2.82) em relacdo a t, encontramos

L1
—13 2//62pr x, p, t)w(z, p,t) dp dx.
0 0

Da equagdo (2.8), obtemos

1

d 2
2] [ errate (e pt) do ds
-

0

%1—3() = =

1
= =2

f
/

= —2I5(t ———// e 2w (z,1,t) dp dx
Tdp

L
/wz(x,(),t) dx
0

S =
S =

L
- /6_2Tw2(x, 1t) do+
0

De (2.8), segue o resultado. O

Demonstracao do Teorema 2.2: Definimos o funcional de Lyapunov L(t) por

1

L(t):=ME(t) + gIl(zt) + NoLo(t) + G(t) + i—i / GOy d

0

L 1
1d
/e_szWQ(x,p, t) dp dr — __//6_27—’0(,02(1',07 '[;) dp dx
T dp
0

(2.82)

(2.83)

(2.84)

(2.85)
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L
+ Z / qustty dz + I5(t), (2.86)
0

onde M, e N, sdo numeros reais positivos que serdao escolhidos posteriormente. Consequente-
mente, combinando as estimativas (2.15), (2.54), (2.63), (2.72), (2.77) e (2.83), obtemos

d / 1/ ! ! de
SLW) = ME @)+ h0) + ML +6 0+ % [ oo dr
0
p L
£ ’
+ Ea/qutux dx + 14(t)
0
L
< C/gbt—l—w (x,1,1)) dx
0
. L L L ) )
+ g[ / pru; + J¢?) da:+(5—i—C’*,u2€)/¢2 dx—i—/(ﬁux—k\/gqb) dx
0 0 0
. L L
2 g M/ }
- | k== u;, —= | w¥(x,1,t)d
(%) [
0 0
L 5 2 L
+ N, C’AQ/QS?der%)\g/ufda:—§/¢§d$+M2—§/w2(x,1,t)dx]
0 0 0
X L
+ 4/< ux+\/_gb> dx
2 b25 62 2 L
+ (J+2 ‘] )/gbtd +< §>/w (z,1,t) d
0
b25? b462 5262
d
i (fm? 2ELe ) & I]

Cs 9
— L) — = [ W*(z,1,t)dx+ = | ¢ da.
/ T /

T
0
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Assim, temos

L
22 22\ 1
- MC+£—CA2—(J+% J 0‘2 >—;]/¢fd$

d
—L(t) <
dtc( ) 8 2\/_L€

B L

— |MC - 3,u22 — ( M2> ]/w (z,1,t) d
€

- 0

_ |y N, - 2eE /u dx
8 27 \JEkL

- 0

[ 0+ Cre) 6 2L 0252 bis? 521)2 /
S S i 2 AR Y d

s 2\ Vgt Tavie T2 T @, d

OOI»—t

- (59 G
_ EQ@_ ) } O/L w2 de — L(t) 2.87)

A partir de agora, vamos escolher cuidadosamente as constantes. Escolhendo ¢ suficiente-

mente pequeno e N, muito grande, encontramos

0 (0 4+ C*pge) b>L b25? bi6? %2
_N2 > e+ + +
VER2T  2\/ELe  2e2 0 2¢

2 8
Por fim, escolhemos A\, muito pequeno tal que

1
32N,

A2 <

Finalmente, escolhemos M muito grande, onde existe uma constante positiva 7, tal que
(2.87) torna-se

u? 4+ ul + ¢F + 2+ Wiz, 1,t) + < ux—i-\/_gf))]

1
/w (z,1,t)p dx
0
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Isso implica por (2.15), que existe uma constante 7y > 0, tal que

jtc( t) < —mE(t), Vt>0 (2.88)

Neste momento, vamos comparar £(t) com F(t). Para isso vamos usar o lema seguinte.

Lema 2.7. Para M suficientemente grande, existem duas constantes positivas 3, e 35, depen-
dendo de M e Ny, N5, N3 e ¢ tal que

BLE(t) < L(t) < BE(t) Yt >0 (2.89)

Demonstracao: Considere o funcional

2
H) = $hi)+Nah(0) +60)+ 1 [ a0, do

0

L
v < / qug, d + Ly(t), (2.90)
K
0

mostraremos que

|H(t)| < CE(t), C>0.

Por (2.53),(2.61), (2.70) e (2.82), obtemos

L L
|H(t)| = pruru + Jprd) d;r—a2 & dx| + ngtqb—l——utv d:c+f $? dx
| ool J
J L b b2 7
+ §/<\[ux+\[¢>¢t dx + pl/qﬁxut dx| + 45/(1@% d:c—i—li/qutux dx
0 0

e 2Pw(z, p,t) dp dx

+
Ot~
O\»—A o

Usando as desigualdades de Young e Poincaré encontramos

L
H ) /
- 16
0

L

L L
1 /uxdx+E/¢tdm+ 16
0 0

0
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L L
* 2
®C‘/¢cm+ N{/@d +JC ‘/@@x+&iN{/ﬁdm
K

Agrupando os termos semelhantes, vem que

[H(1)|

onde

gt
V2
3
Y4

V5

IN

L L

\
£,
.
)
+
S
\
&
)
+
=
o —
S
&
)
_|_
~
ot~
/N
S
8
_|_
3
~——
Q.
S

16 2 2h?
J o J J b
Z LN 247
162 2+<2+2)

JC* oy C JC*  pC* apC 52 b
N,
< 6 16 >'+ ( > T T3 ) 2+’<2 322

2
pet e
16 2K?2

Segundo (2.91),teremos

[H(t)| < CE(1)

Maciel, E.S.
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onde

& 2 max{71, 72,3, V4, V5, 1}
min{ﬂl; J7 R, 67 K, 7]}

De onde obtemos

[£(t) = ME(1)] = [H(1)] < CE(1)

onde tomamos M suficientemente grande tal que

(M = C)E(t) < L(t) < (M + C)E(t)

o que implica
BiE(t) < L(t) < BaE(t)

onde By = M —C >0, 8, = M + C > 0. Ento o resultado (2.89) é verdadeiro.

Combinando (2.88) e (2.89), concluimos

%L(t) < AL(1), V> 0

Multiplicando a desigualdade anterior por €7, verificamos que o primeiro membro € igual a
derivada de £(t)e, integrando obtem-se

L(t) < L0)e ™, Vt>0 (2.92)

Agora, usando (2.89) e (2.92) obtemos o resultado (2.52). Isso completa a demonstracao do

teorema 2.2.
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CAPITULO 3

Modelo Termoelastico Poroso com Lei de Coleman-Gurtin

3.1 Introducao

Neste capitulo, iremos estudar o sistema poroso eldstico de Coleman-Gurtin dado por

PU — gy — by + S0, =0 em (0,L) x (0,00),

Jopt — 0y +buy +Ed—mb =0 em (0,L) x (0,00), (3.1)

P16y — 5—11 (1= )00 + o [§° 9(5)02a(t — 5) ds] + Buge +mey = 0em (0, L) x (0,00),

onde as fungdes u(z,t), ¢(x,t) e O(x,t) sdo o deslocamento transversal do material elastico
s6lido, o volume de fracdo e a diferenca de temperatura, respectivamente. Aqui p, J, u, b, 6, m, p1,

&, [, and f3; sdo os coeficientes constitutivos, o € (0,1) e g(s) é o nicleo de memoria.

Os coeficientes constitutivos, no caso unidimensional, satisfazem

£€>0,0>0,1>0,p>0,J>0,epué>b. (3.2)

48
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Como o acoplamento € considerado, b, S and m deve ser diferente de zero, mas seus sinais

ndo importam na andlise.

O sistema é complementado com as condi¢des iniciais

w(z,0) = ug(x), w(x,0) =u(z), ¢(x,0) = go(x) in (0, L),

(3.3)
o(2,0) = ¢1(x), 0(x,0) =0g(x) em (0,L),
e condicdes de contorno dadas por
u(0,t) = u(L,t) = ¢.(0,t) = ¢ (L,t) = 0,(0,t) = 6,(L,t) =0, Vt>D0. (3.4)

Este capitulo estd organizado da seguinte forma. Na secdo 3.2 discutimos existéncia e uni-

cidade de solugdes do sistema (3.1), (3.3)-(3.4) usando técnicas de semigrupos. Na secdo 3.3,
= e associado ao sistema (3.1), (3.3)-

(3.4) ndo é exponencialmente estavel. Na 3.4, provamos que se ﬁ — % = 0 o semigrupo de

= e & exponencialmente estivel. Na seciio 3.5, mostramos que se ﬁ — % #0
e 01b|| 8] — 2p|m||x|(d + £C,) > 0, onde C, é a constante de Poincaré, o semigrupo S(t) = et

provamos que se ﬁ — 2 £ 0, entdo o semigrupo S(t)
contragdo S(t)

decai polinomialmente para \/iz e essa taxa € otima.

3.2 Configuracao Funcional e Notacoes

3.2.1 Hipéteses sobre o niicleo de memoria

Definimos

onde o primo denota a derivada em relagdo a s. As seguintes hipdteses sao vélidas:

(I) K é uma fungéo absolutamente continua ndo-negativa e ndo-crescente em R tal que

K(0) =lim K(s) € (0,00).

s—0
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(IT) entdo existe v > 0 tal que a desigualdade diferencial
K'(s) +vK(s) <0,

mantém para quase todos s > (0. Como exemplo de funcdo satisfazendo as hipdteses acima,
temos

g(s) = ke ™, Vr>0.

E importante notar que, em particular, K é somdvel em R* com

7m@@:mw

Além disso, o requisito de que g tem massa total 1 se traduz em

oo

/@K@ﬁkzy

0

3.2.2 O Cenario de Semigrupo

Em primeiro lugar, introduzimos a varidvel auxiliar
n=n'(z,s) : (z,t,5) € (0,L) x [0,00) x R* = R,

representando o passado histérico integrado de # e formalmente definido como (ver [1])

s t

n'(z,s) = /H(x,t —71)dr = /Q(x,T) dr, s>0,t>0, (3.5)

0 t—s

satisfazendo assim a condi¢do de fronteira do tipo Neumann

77;(0,8) = 77;:([’7 3) =0,

e para (3.5) concluimos que

. t o
il_r%?y (x,s) =0.
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Diferenciando (3.5) com respeito a ¢ fornece para 7 satisfaz a equacao suplementar
t __ t
n, = —n, + 0. (3.6)
Com todas essas novas variaveis, reescrevemos o sistema (3.1), (3.3)-(3.4) como:

Py — Mgy — by + 50, =0 em (0,L) x (0,00),

Jopr — 0y +buy +Ep—mh =0 em (0,L) x (0,00),

010, — é (1= a)bus + a [ K(5)ea(s) ds] 4+ Bug +méy =0 em (0,L) x (0,00),
n+nt—0=0 em (0,L)x (0,00) x R"

u(z,0) = uo(x), w(z,0) =u(x), ¢(z,0) =¢o(x) em (0,L),

o1(2,0) = ¢1(z), 0(x,0) =0Og(x) em (0,L),

n(z,0,s8) =n°z,s) em (0,L) x RT,

uw(0,t) = u(L,t) = ¢,(0,t) = ¢ (L, t) = 0,(0,t) = 0,(L,t) =0, Vt>0,

L 72(0,s) =nt(L,s) =0 em [0,00) x RY.

Com as consideracdes acima, introduzimos o subespaco de Hilbert

L%0,L) = {z € L*(0,L) : /Lz(x) dx = 0},

de fun¢des de média zero, junto com o espaco de Hilbert
Hy(0,L), H.(0,L)=H'(0,L) N L(0, L),

ambos dotados da norma gradiente, devido a desigualdade de Poincaré. Consideramos também

o espago H?(0, L) e o chamado espago de memdria
M = L% (R*; H;(0,L))

de quadrado somavel H!-fun¢des com valores em RT com respeito a medida K (s) ds, dotada

com o produto interno

_ 7K(s) /Lnx(x, ). (z, ) dr ds.
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O gerador infinitesimal do semigrupo de translacdo a direita sobre M € o operador linear

com dominio
D(T)={neM : DyeM, lm|n.(s)l| =0},

onde D significa derivada fraca em relacdo as varidveis internas s € R*. Para dar uma

formulacao precisa do problema de evolugdo, estamos introduzindo o espaco de Hilbert
H = H;(0,L) x L*(0,L) x HX(0,L) x L?(0, L) x M

com produto interno dado por

L

(U, VY = / (pp® + pu, U, + JYo + 8¢.C, + E¢C + b(uyC + V,0) + p100) dx

(%) L

0
(@] =
; E/ijm@@mwﬁﬂﬁ (38)

para ¥ = (u,p,¢,¢,0,n), V = (v,9,(,0,0,7n). A seguir, uma barra sobreposta denota
o niimero complexo conjugado. Por hipétese, temos pé > b?. Tomando &; € (0,€] tal que

pér — b? = 0. Entdo, obtemos

L

L L L
W = p [l ot [fof doss [l dos [ |ubu - eho

0

0 0 0
L L o] L
" (5—500/& dx+c0/ye|2 dl‘—i—%o/f((s)ofmx(:c,s)\z drds. (3.9)

2
dx

Isso nos permite ver claramente que o (W, V'), define um produto interno em 7, e a norma

associada || - ||z € equivalente a norma usual.

Para cada n € D(T), o funcional ndo-negativo

Al == [ KlIna(s) e ds,
0
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estd bem definido e a identidade a seguir (ver [15])

2(Tn,nm = —Aln). (3.10)

Se denotamos ¥ = {u, us, ¢, ¢r, 0,1} entdo o sistema (3.7) pode ser reescrito da seguinte

forma o
— = AV, fort > 0, (3.11)
dt
onde o operador .4 é dado por
V= —Ugx _ac__exa s 7 WPxx — FTUx — _97
A {%pu N T L T
! [(1—a)b +oz7K(3) (s)ds]—é —Tt/)T +0}

para ¥ = (u, 9, 6,1, 6.7 € D(A), onde
D(A> - {\IJ - (U, P, ¢7¢707n)/ ceH: U,7¢ € H2(O7L)7 (RS H&(O7L)7¢a RS H:(OyL)y
n € D(T), ¢ € Hy(0,L)e (1—a)f +Oz/K(s)n(s) ds € H*(0,L)}.
0

Do produto interno (3.8), temos

L

00 L
1 o d
(AU, T)y = —E(l—a)0/|6’z|2 dx—Q—BlO/K(s)%0/|7735(s)|2 dx ds.

Integrando por partes a igualdade acima e levando em conta e hipétese (II), encontramos

L o) L
(AT, U4 = —i(l —a) / 0. dx + i/K’(s) / n.(8)]* dr ds <0.  (3.12)
B J 201 ) )

De onde se segue que o operador A € dissipativo no espaco de energia 7, entdo temos os

seguintes resultados referentes a existéncia e unicidade de solugdo do sistema (3.7).

Teorema 3.1. O operador A € o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragio

S(t) = H — H.
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A prova deste fato € baseada no teorema cldssico de Lumer-Phillips [33], e serd omitida
aqui (veja [49] para uma aplicac¢do do teorema de Lumer-Phillips a equa¢des com memoria no

passado historico). Assim, para cada dado inicial

Uy = (ug, u, o, $1,60,m0) € H

dado no momento ¢ = 0, a solug@o unica no momento ¢ > 0 para (3.11) registramos

Além disso, n' cumpre a férmula explicita de representagio (ver [13, 15])

() = { J, 0t —7) dr, 0<s<t, 3.13)
Tlo

(s—t)+ i 0t —7), s>t

3.3 Falta de Decaimento Exponencial

Nesta se¢@o, mostramos que o semigrupo S () ndo é exponencialmente estavel quando o nimero
de estabilidade y = £ — % ¢ diferente de zero. A demonstracao baseia-se no seguinte resultado

P
abstrato de [36].

Teorema 3.2. S(t) é exponencialmente estdvel se e somente se

(i) iR={if: BER}C plA)

(i) i [|(@B1 — A) 7|z < o0 (3.14)

onde A e H sdo entendidos como sendo o gerador infinitesimal e o espaco de fase, respectiva-

mente.

A

Teorema 3.3. Seja S(t) = e o semigrupo Cy de contragdes no espago de Hilbert H associado

ao sistema (3.7). Entdo, S(t) ndo é exponencialmente estdvel se y # 0.

Maciel, E.S. PDM - UFPA



Capitulo 3. Modelo Termoeléstico Poroso com Lei de Coleman-Gurtin 55

A estratégia consiste em verificar que a condicao (3.14) ndo é valida. Sem perda de general-

idade, podemos pegar L = 7. Entdo, para todos os n € IN, temos a equacao

na variavel desconhecida
v

v, — AV, =

n — (Um Pns Qbm %, em nn>‘

com F,, = (0,0,0, cos(nz),0,0). Nossa conclusdo serd alcangada se mostrarmos que ¥,, ndo é

limitado em H, pois isso violaria (3.14). Calculos simples implicam o sistema

- pA%un — WUngz — bPpg + B0n: = 0, (3.15)
—J\; nPn — Onza + bUing + Epp —mb, = cos (naj) (3.16)
. 00
ipl)\nen - ﬁi[( - n:t:p + Q/K nnxx dS] + Z)‘nﬂunz + Zm)\nan = 0, (317)
1
0

Xy — T — 0 = 0. (3.18)

Agora procuramos solucdes (compativeis com as condi¢cdes de contorno) da forma

Unp

Pn
On

Tn

A, sin(nx),
B,, cos(nx),
C,, cos(nx),

(s) cos(n),

para alguns A,,, B, C, € C e alguma fun¢io de quadrado somdvel complexa 7,, em R com

respeito a medida K (s) ds, satisfazendo ~,,(0) = 0. Isso produz

(—pA2 4+ un?)A, +bnB, — BnC, = 0, (3.19)

bnA, + (—JN\2 +on? +€)B, —mC, = 1, (3.20)

i PnA, +imA, B, + ipiACh + [(1 — a)n*C, + an? / K(s)y(s) ds] = 0, (3.21)

iV + 7, — Cn = 0.(3.22)
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Uma integracdo da ultima equacao de (3.19) da

() = (0 -

Substituindo o resultado na terceira equacao de (3.19), e denotando por

= /K(s)ei)‘”s ds
0

a transformada de Fourier de K, encontramos

mA, +bnB, — nC, = 0, (3.23)
bnA, + psB,, —mC, = 1, (3.24)
I\ OnA, +imA\, B, +p3C, = 0, (3.25)
onde
pi(An) = —p/\i + Nn2a
pe(An) = —J)\i +0n? + &,

2

Pa) = ipda+ (1= an® i (K (A) = g(0)).

n

Assim, a solugdo explicita é

B — p1p3 + i\, 202 (3.26)
" ps(pipe — b2n2) + X, Bn2(Bpy + bm) + i\, fbmn2 + i\, mp; '

Agora escolhemos \,, tal que
p2(An) = —JN2 +0n* + € = ¢

onde c; serd escolhido mais tarde. Com isso em mente, temos

)
pipe — b*n* =p (% — j) con?® — b?n? — ,05 + COJ (pxco — 62) n? — co¥ + COJ
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Entao, tomamos ¢, tal que
b2
Co = —,
PX

€, portanto, temos que

pa(pip2 — b°n?) = O(n?)
desde que x # 0. Consequentemente, temos

ps(pipa — b°n?) 4 X, 02 (Bpy + bm) + iX, Bbmn? + id,mp; = O(ng).

Desde que
p1ps + i, 320 & (’)(n4)

concluimos que

B, ~ O(n),
para n grande. Finalmente, temos
[|W,[|5, > J/"g[},zl dx = J|)\n|2H3n|2/|cosm;|2 dx =~ O(n*). (3.27)
0 0

Entao como n — oo, obtemos

Tim W, |[7, > J lim [ [Z2 0 1) = o0

Isso termina a prova. |

3.4 Decaimento Exponencial

Esta serd dedicada ao estudo da estabilidade exponencial do semigrupo associado ao sistema
(3.7). Como de costume, esta subentendido que trabalhamos com solucdes (regulares) decor-
rentes de dados iniciais pertencentes ao dominio do operador 4. Ao longo da se¢do, C' > 0

denotard uma constante genérica dependendo apenas das quantidades estruturais do problema.
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Também vamos explorar a desigualdade

1

2

[ KO londs < | [K@ds| | [ KO ds | = VROl

Nosso resultado principal € o seguinte:

Teorema 3.4. O semigrupo S(t) é exponencialmente estavel se e somente se y = 0.

Foi mostrado na se¢io 3.3 que o semigrupo S(t) ndo é exponencialmente estavel quando o

nimero de estabilidade y # 0. Entdo, resta mostrar que a condi¢cdo y = 0 € suficiente.
Para fazer isso, vamos considerar a equacgao resolvente
IV — AV = F| (3.28)

com U = (u,p,¢,%,0,n) e F=(f1 f2 f2 f4 £, f®)". Reescrevendo a equagao resolvente

(3.28) em termos de seus componentes, temos

A\u—¢@ = 1, (3.29)

NP — pityy — by + B0, = pf?, (3.30)

g —Y = f3, (3.31)

INY — gy +bug +Ep—mb = Jf*Y,  (3.32)

1

iAp10 — % (1 —a)b,, + a/K(s)nm(s) ds| + Boz +mp = pif°, (3.33)
0

ixp—Tn—0 = f (3.34)

A multiplica¢do natural da Eq. (3.28) por ¥(¢) no espago de energia fraca, encontramos

N3, — (AT, T)yy = (F, )y
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Tomando a parte real na equagdo acima e considerando as hipéteses (II) e desigualdade (3.12),

obtemos

L

/IezlzderHWH?wSCH‘I’HHHFHH- (3.35)
0

Para provar a suficiéncia do Teorema 3.4, serd necessdria uma série de lemas.

Lema 3.1. Sob as notagdes acima, temos

iR C p(A).

A prova pode ser feita usando as mesmas ideias que em [46] com as adaptacdes necessarias

a0 NOSSO Caso, por isso omitimos aqui.

Lema 3.2. Vamos supor que os dados iniciais (ug, u1, o, ¢1,00,m0)" € D(A), entdo a solu¢do

do sistema (3.7) satisfaz

3 1
/quIQ dz < Cl Y| [Fll + CIYIIZIEFIR + 7 II‘I’IIHIIFIIH IIWIIHIIFIIH

R [A]

m|
el Pl + CUEIE,

+ 7 (Wl 200l [uall 2.0y +

RY [A[2

para |\| > 0 grande o suficiente e C' uma constante positiva que nao depende .

Prova. A partir da Egs. (3.29) e (3.33), temos

iAp10 — 1 (1 — )b, + a/K(S)nm(s) ds| +idBu, +my = BfL+ pif°.
1

Agora multiplicamos a equag@o acima por T, e integramos por partes (0, L). O resultado é

L L L %
1
MB/ luz|? dx + iXp; /QEZE dx + /3_ (1—a)b, + a/K(s)nx(s) ds | Uy, dx
0 0 0 0

L

+m/wux de = B/flux dx —|—p1/f5ﬂx dz. (3.36)

0
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A substitui¢do de u,, dado por (3.30) em (3.36) nos da

L L

1 oo
MB/ lug|* dv = —ilp /Gux dx+ /ﬁ_ (1—-a)f, + a/K(s)nx(s) ds i)\£¢ dx
o
0 0

0

1 i b—
4-?/5 O—M%+aZK@MA@% "5, do
L r o ]
_ 0/% (1 —a)@x—l—ao/K(s)nx(s) ds géw dz
L B )
LN P4
+ 0/51 (1 oz)@,t—i—ozo/K(s)nz(s) ds qu dx

— m/ww dx+ﬁ/f;m dx+p1/f5m de.
0 0 0

(3.37)
Da desigualdade de Cauchy-Schwarz e usando a desigualdade (3.35), temos
L )
1
/5_ l—aﬁm—i—a/K S)N(8) ds| iA= cpdx<C|>\\/|9 ||| dx
0 0
+QM/K@/mmeM@§CW /mﬁw /WFM
0 0 0
1 1
o] 2 o] L 2 2
+CA| /K(s) ds /K(s)/hh(s)\2 dx ds /]gp|2 dx
0 0 0 0
3 1
< CIN 7 TE - (3.38)
Analogamente, encontramos
L ]
1 b— 3 1
/5— (1-a)f, + oz/K(s)nx(s) ds| 23, do < CVILIIFI (3.39)
0 0
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L 0o
1 _
- [ 0=t ra [ K@) ds| 28, do < CwllIFle G40)
0 0

L o0
1 —
5 (1= v [ Keomle) ds| 27 < ClpwipdlIFlbe + CILPIE G4
0 0

Substituindo as desigualdades (3.38)-(3.41) em (3.37), podemos obter a conclusdo do Lema.
[ |

Lema 3.3. A solug@o (u, o, ¢, 1,0, 1) do sistema (3.7) satisfaz

L

L
3 1
p [ 1ol dz < Clloullizonlwllzon + o [ lul do+ CIEILIF]
0 0

+ Cl ] | F 3

Prova. Multiplicando a Eq. (3.30) por @ e integrando por partes em (0, ). Isso nos d4,

L L L L L
iAp/(pﬂdx+u/|uw|2 dx—b/<bmﬂdx+6/Gzﬂdx:p/f2ﬂdx.
0 0 0 0 0
Desde que i\ = —% — f1, encontramos

L L L L
,o/Isol2 dif:_b/¢xﬂdx+u/|ux|2 d:v+ﬁ/6’xﬂd:1:
0 0 0 0
L L

—p/¢Fdx—p0/f2adx.

0

A desigualdade de Cauchy-Schwarz e Poincaré fornece

L L
p/w dr < C /|¢er de
0 0

L
+C /]9r|2 dx
0

D=

L

L
/ w2 de | +p / g do
0

0

N

N =
NI

L
/ ual? dz |+ ClE sl Fl e
0
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Agora, usando desigualdade (3.35), segue-se a conclusdao do Lema. |

Lema 3.4. Com as mesmas hipéteses do Lema 3.2,temos

1 1
L 2 L 2

/|¢x|2dx_5‘b,w|x|/wxdww /|ux|2dx JERE
0

0
L

3 1
c / a2 d + CITIENEILE + Ol e,
0

para |A| > 0 grande.

Prova. Multiplicando Eq. (3.30) por ¢, e integrando por partes em (0, L) resulta

L L

z‘Ao/Lsoade%/uzamdx%/%de %jw@dw O/Lfcb da.

A substituicdo de ¢, dado por (3.32) na equagdo acima, nos d4

L L

i)\/goamdx+%/ ( A= ¢+bx+§5—%§—§ﬁ) dx
0

L L L
_ED/M% §/ sz/f%xda:,

de onde se segue que

L

/|¢ml2dfv—M/s0¢ de —iNES /uxw d:c+—/| u,|? dx + uxadx
0

.7]1

L L L L
- 5 w0 dv — 5 ug f* do + g / 0,0, dx — / f*¢, dv. (3.42)
0 0

0
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Agora vamos analisar o termo [;. Da Eq. (3.29) e (3.31), chegamos a

L

I—z)\—/<p¢dx+ /f3d+ /flwd.

0

A substitui¢do de /; na equagdo acima, nos da

/|¢x|2dx: Aj(i_p>/L ¢xd:c+/\ o dx +M€ Uz da _/Ua:f4dl‘
ﬁ/emz x—/uxeda:—/f 3, do — 5/ o3 d go/f;m.

Aplicando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Poincaré, e usando a desigualdade (3.35),

tem-se a conclusao do Lema. |

Aplicando a desigualdade de Poincaré no Lema 3.4, encontramos
L

. L .
O/socbx dr| + C (0/u2 dm) (O/W d:c)

3 1
+ € [ Jual do -+ CIHILIFN, + Il 1Fll, G4

L
JpC,
2 < §JpCp
e flor < SERI
0

onde C), ¢ a constante de Poincaré.

Lema 3.5. A solug@o (u, ¢, ¢, 1,0, n) do sistema (3.7) satisfaz

L L % L L
J / W2 d < C / uaf? do / 6P da | +¢ / 6] du
0 0 0 0

3 1
+6/|¢x|2 dx + CI| L IIFI + ClIY | Fll.

[NIES

Prova. Multiplicando a Eq. (3.32) por ¢ e integrando em (0, L), temos

L

L L L L L
i)\JO/w¢dx—50/¢m¢d:c+bo/ux¢d:c+§o/|¢]2daﬁ+m0/0¢da:—J0/f4¢da;.
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Desde que iA¢ = —i) — f3, encontramos
L L L
/W!Q dx—b/ux¢dx+§/|¢\2 dx+5/]¢x\2 dx
0 0
+m/0¢dx— /¢f3da; /f4gbdx
Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e Poincaré, tem-se a conclusdo do Lema. |

Demonstracao do teorema 3.4 (Suficiente)

Desde que y = 0, entdo do Lema 3.4 encontramos

L L % L
/ 6a]2 dz < C / g do / 6a]? de
0 0 0

3 1
c/|ux|2 dx + CI[|LIIFI + ClIO | Fll.
0

D=

Por outro lado, da desigualdade de Young e do Lema 3.2 temos

L
1 3 1
5 [ 1621 dx < CIVFll+ IR NFIE,

C 3 1 C C
+ WH‘I’HiHFH% + WH‘I’HHHFHH + WH‘I’% H‘I’HHHFHH +CF|[3.

A2
(3.44)
A partir de (3.44) e usando a desigualdade Poincaré , concluimos que
) 3 1
¢ [ 16 do < ClUHlIFll+ CUTIRNIFI + Tl1#EIFI
C C 9
+ WH‘I’IIHIIFIIH + WII‘I’IIH E II‘IfIIHHFIIH +C| [ (3.45)
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Agora, usando o Lemmas 3.2, 3.3 a desigualdade (3.44), chegamos a

L

3 1 C 3 1
P/!SDP dr < C||Y||u||Fln + Cl¥] 3| |3 + WH‘I’H%HFH%
0
C C C
+ WH‘I’HHHFH% + WH‘I’H% + WH‘I’HHHFHH + C||F|}3, (3.46)

Das desigualdades (3.44), (3.45) e dos Lemas 3.2 e 3.5, encontramos

L
3 1 C 3 1
J/W dz < Wl Fll+ CIMIRIFI + 19151711,
0
C C C
I+ 01+ Wb Fll o+ CIFIR. G

Agora, multiplicando Eqgs. (3.30) e (3.32) por @ e ¢, respectivamente, e integrando por partes
(0, L), temos

L L L L

L
Mp/(pﬂ dx—l—u/\uxP dx—irb/ﬂg@ dx—i—ﬁ/@xﬂ dx:p/fQE dx (3.48)
0 0

0 0 0
N—————
=15

L L L L L L
‘ — 2 Py 2 Jr & dr = 16 dx.
z)\JO/wqﬁdx+5U/|¢x| dx+b/ux¢dx+fo/|¢| dx m0/9¢dx Jo/fgbdzv

0

I

=13
(3.49)

Substituindo :A\u dado por (3.29) em I, e iX¢ dado por (3.31) em I3, chegamos a

L L L L L L
p/\uxP dx+b/ﬂx¢dx:p/\go|2 da:—B/HIHdmij/fQEd:v—l—p/(dex
0 0 0 0 0 0

(3.50)
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L

L L L L
5/!@\2d:r+b/ux$d$—l—f/]¢\2dx:J/\w|2dx+m/9$dx
0 0 0 0 0
L L
+J/f4g7>da:+J/¢Fdx. (3.51)
0 0

Somando as Egs. (3.50) e (3.51), temos que

L L

/|um| dx+b/u$¢da:+5/|¢z|2dx+b/umgbdx+§/|qb|2dx

2

<p/|sol2dw+J/|¢|2dw+lﬁ| /de /|u|2das

2

+ |l / o do / of dz |+ CI¥Ihl|F e 35)

Aplicando a desigualdade de Poincaré e Young e usando Lema 3.2 e as desigualdades (3.35),
(3.46) e (3.47), obtemos

L

L L L
u/|ux|2 dw+6/|¢w\2 d:c+b/<w+ux5> dw+§/|¢|2 d
0 0 0 0
3 1 1
< Ol Flln + CIYIENFIE + SIwRIFL  (353)

<
D

<
R

C C
+ 57 1l [F 12+ 7
R RY

Agora, combinando as desigualdades (3.35), (3.46), (3.47) e (3.53), e usando a desigualdade de

Young, segue-se que para |A\| > 0 grande o suficiente, existe uma constante positiva M tal que

P15+ g 1l [ Fl e+ CHFIR,.

[ W3 < MI|F] |3

Usando resultado de Priiss [36], temos a conclusdo do Teorema 3.4. [ |
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3.5 Decaimento Polinomial

e.At

Nesta se¢do, mostraremos que, em geral, Cy-semigrupo S(t) = associado ao sistema (3.1),

(3.3)-(3.4) vai polinomialmente para zero com taxa \/Li
Para fazer isso, aplicamos o seguinte Teorema devido a A. Borichev and Y. Tomilov (ver [5],
Theorem 2.4).

Teorema 3.5. Seja S(t) = e** um Cy—semigrupo limitado sobre o espago de Hilbert 7 com

e
gerador A tal que iR C p(.A). Entdo para qualquer v > 0 e 2 € H, temos

1ROLA) = O(AP), A = 00 <= IS A elu = oft™7), t =00 (354
onde R(A,.A) é o operador de resolvente de A.

O principal resultado desta se¢do € dado pelo seguinte Teorema.

Teorema 3.6. Se x # 0¢ d|b||5] — 2p|m||x|(0 +£C,) > 0, entdo o Cy-semigrupo associado ao
sistema (3.7) satisfaz

e ol < |Wollp(ay, VW € D(A)

7i |

onde C), € a constante de Poincaré . Além disso, essa taxa € otima.

Prova. Multiplicando a Eq. (3.33) por ¢ e integrando em (0, L), obtemos

L L 0 L
i/\pl/Q@Ddzp—ﬁ— (1—a)/ m@/}dqua/K /nm Y dx ds
0 ! 0
—i—ﬁ/gozw dac—i—m/ |Y|* do = pl/f5ﬂ dx.
0 0 0
Desde que 1) = —i\¢ — f3, a equagdo acima se torna
L L \ L % L
zﬂ)\/@@ dx = —iAp /9@ dx + % (1—aw) /Hxax dx + a/K(s) /nx(s)q_bw dx ds
0 0 ' 0 0
L L L

0
L o]
—m0/|¢|2dzv+p1/f5@/} d$+E (1—a)/9xﬁz d:v+oz0/K(s)O/nx(s)Fx dx ds

0 0
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Aplicando a desigualdade de Poincaré and Young e tomando a desigualdade (3.35), chegamos

a

L

L L L
IA| /wpx dx| < CEW/WQC\? dx + € /|w|2dx+/|<bm\2 dx
0 0

<O | [10 ao+ i | + 12 / o do + 1 Fll

18]

L

c /|ex|2dm+||n||M L ORI < W|’/|w|2da:+e /|¢|2dx+/|¢x|2d$

0

+CIA N[l [l + Cl® | Fllac + ClF[,

onde € é uma constante positiva e C'. € uma constante positiva que depende e.

(3.55)

Combinando o Lema 3.4 e a estimativa (3.55), e aplicando a desigualdade de Young, encon-

tramos

2J J

J16:P do < 2kl 2P do o CONZIO el + Bl 15,
I 3 1

O [ ol da+ CUS Il Pl + CIIEIEIE, + CUEIE,

e a desigualdade de Poincaré gera

2J C, L J C
¢ / (62 dw < 2PRIIICE [ 1p12 i 4 O N[l Pl + 280K el [,
3 1
+C Jyf Jual? da+ C|1 ¥l Fllae + CI1 I3 FII3, + ClIFI 3,

Por outro lado, do Lema 3.2, obtemos

3 1
/quIdeSCH‘PIIHHFIIH+CII‘PH%IIF||%+ II‘I’IIHIIFHH+ 1l Pl

RY Al

mic
+ I + ¥ bl Pl -+ P

(3.56)

(3.57)

(3.58)
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Do Lema 3.3, encontramos
L L L
2 g 2 2 5 3
p [P de <8 [ 1. dotC [ ful? do+ CINIGIIFIG, + CINIulIFlle (3.59)
0 0 0
e do Lema 3.5, temos
L L 5 L L
7 [P ds<c [lufdot ] [10P dore [ lof de
0 0 0 0
L
3 1
+8 [ 621 do + CIVIRNIFIF, + CII¥Ilel Pl
0

Tendo em conta as desigualdades (3.56) e (3.57), a desigualdade acima se torna

L L I
S 5
s 1 = 2mlel0 +-€6) [ 10 e < 1o e 4.0 fluafdr s
0 0 0
JoIXIC 2o
5’|b|‘ ellWIR, + CIIIIFI5, + @Il Flls + CAPI® el Fllae + CIFI,

(3.60)

Combinando a Egs. (3.56)—(3.60) e (3.52), levando em conta as hipéteses do Teorema e usando
a desigualdade de Young, podemos escolher |A\| > 0 grande o suficiente e ¢ > 0 pequeno o

suficiente, tal que existe uma constante positiva M que nao depende ), tal que
12[13, < MM |13,

que € equivalente a
I|IR(A, A)|| < O(JA]*) quando |\ — oo.

Entdo, usando (3.54) o Teorema pode ser concluido.

Agora, para provar a desigualdade inversa, usamos argumentos de contradicdo. Suponha que

O(]A]?) é ndo € 6tima. Isso significa que existe € > 0 tal que

IR\, A)|| < O(JA*¢) quando |\ — oo, (3.61)
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o que implica que, para todo F' € H, existe ¢ > 0 tal que

1
W—Q,EH‘I’HH <c|[F|ln, VAE€IR, A#0,
onde ¥ € H é a solugdo da equagéo resolvente \W — AV = F'em H.

Isso é uma contradicdo porque, aproveitando o Teorema 3.2 podemos construir uma sequéncia
O‘AJMGN C 1R, (\Ifn)ue]R C D(A) and <Fﬂ>ueN CH,

tal que
W3 > c|AM|2||FM||H (ver inequagdo (3.27)),

o que implica que

1

WHR(M,A)II > cM\f =00 (as p— 00),
n

contrariando (3.61). |
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CAPiITULO 4

Modelo Dissipativo de uma placa de Mindlin-Timoshenko

4.1 Introducao

Neste capitulo, iremos estudar o seguinte sistema dissipativo de uma placa fina bidimensional
de Mindlin-Timoshenko:

P1Wit — K£1<(U, ¢a 90) = O0em x R+7 (41)

9]
pathy — DL (Y, ) + K(¢ + 8_(;) — D1 Lo(Yy, 1) + a1ty = 0emQ x R, (4.2)

Ow

papre — DL3(p, 1) + K(s@ + o

) — D1 L3(pr, ) +azpy = 0emQ x RT, (4.3)

onde ) é um dominio limitado do R?, £, L5, L3 os seguintes operadores lineares elipticos de

segunda ordem

) Ow )
Li(w,p,0) = a_x@*%)*a_y(‘”a_y)’ (4.4)

71
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0% 1—p\ 0% 1+ p\ 9p
P 1—p\ &% 1+ p\ 0%

3
Aqui, levamos em consideragdo p; = ph e ps = p—, onde p € a massa por unidade de

12
volume, h € a espessura uniforme da placa, i € a constante de Poisson que é tomada em (0, 1/2),
Eh3 Eh
D = ——— representa o modulo de rigidez a flexdo e K = R denota o modulo
12(1 — 2) 2(1 + p)

de cisalhamento e x é um fator de correcdo de cisalhamento. Além disso, oy, s € Dy sdo
constantes positivas de dissipa¢do. As fungdes ¢ (z,y,t) e p(z,y,t) representam os angulos
de rotagdo de um filamento da placa e a fun¢do w(x, y,t) denota o deslocamento transversal da

superficie média da placa, para (x,y) € Q,t > 0.
Para maiores detalhes sobre as consideracdes fisicas do problema, ver [21, 22].

Associamos ao sistema as seguintes condi¢des iniciais :

Cd(!lf,y, O) = WO(ZE,y), wt(x7y70) = W1(l',y), cm Qv (47)
1/)(5(],(7%0) - ¢0(may)7 ¢t(x7y70> - wl(xvy)7 cm Q7 (48)
gD(l’,y,O) = 900(1373/)7 Sot('ruzﬁo) = (pl(xvy)v cm Qa (49)

e as condi¢cdes de contorno mistas como sugeridas em [11], a saber

w=0,em[ x RT, (4.10)

]_ —
=0, (T“«oﬁwy),soyw%)u:o, em Iy x R, (4.11)
=0, (% + pupy, %ﬂ(% + %))v =0, emI'y x RT, (4.12)

aqui consideramos a fronteira suave 0€2 = I' := I'; U I'y, com I'y, I', disjuntos e ndo-vazios, e

v := (v, 1) € o vetor normal unitdrio exterior a I.

Este capitulo estd organizado da seguinte forma. Na secdo (4.2) discutimos existéncia, regu-
laridade e unicidade de solugdes globais do problema (4.1)-(4.12) via método de semigrupo de

operadores lineares. Na Secdo (4.3) estabelecemos a energia do problema associada ao sistema
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Capitulo 4. Modelo Dissipativo de uma placa de Mindlin-Timoshenko 73

(4.1)-(4.12) e mostramos que a energia € decrescente ao longo do tempo ¢. Finalmente na se¢ao
(4.4) estudaremos a falta de estabilidade além do decaimento polinomial na secdo (4.5) para o

modelo em questao.

4.2 O Cenario de Semigrupos de Operadores Lineares

Nesta secdo, estudaremos a existéncia e unicidade de solug¢des para o sistema Mindlin Timo-
shenko (4.1)-(4.12), via Teoria de Semigrupo de Operadores Lineares (ver A. Pazy [33]). Vamos

considerar 2 C R? o interior da placa retAngular

Q.= [O,Ll] X [O,LQ], com Ly, Ly > 0.

Definimos os conjuntos
I'yi={(z,y):0<x < Li,y=0,Lo}.

Ty :={(z,y) :0<y < Ly,y =0, L1}

Note que I' := I'; U T',. Sob as hipéteses acima em €, consideramos o seguinte espaco de
Hilbert
H = Hy(Q) x L*(Q) x H%l(Q) x L*(2) x H%2(Q) x L*(9),

com
Hp (Q)={ue H(Q);u=0emI;},i=1,2

o qual é um espaco de Hilbert, dotado do seguinte produto interno

U, V) = / [leW + U2 4 o' P2 + K (Y + W) (02 + w2)

Q
- _ _ 1—u -
+ K(p'+w,)(9?+w2) + DYLp2 + D2 + D (T) (thy + @) (V2 + ©2)
1 9 179
+ Duy, o + DWMZ] dz dy, (4.13)
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€ norma

|U|? = /[p1IW1|2+p2|\Ifll2+p2|¢1|2+K|¢1+wi2+K|so1+w;)|2
Q

+ Dy, |2+D!<Py|2+D< 5 )W + o> + Duap} g0y+Dug0y1p1 dx dy,

(4.14)

para U = (w!, W' ! U ol &), V = (w2, W2, ¢?, U2 p? &?)' Por conveniéncia, notamos

que a norma acima pode ser reecrita sob uma forma ndo negativa

lU|® = / [pﬂWlP+p2|w1\2+p2|@1|2+K!w1+wi|2+K!so1+w;|2
Q

1—
+ D(l—u)[|wi\2+|wyl]+D< )\@/}1+%\2+Du\wl+wylz dz dy,

(4.15)

O Lema a seguir, o qual é uma consequéncia da desigualdade de Korn, nos fornece uma
equivaléncia entre a norma (4.14) e a norma usual em H ([21, 22]). Nesse contexto, denotemos

por . o seguinte espaco de Hilbert
S = HY(Q) x H} () x HE,(Q).

Lema 4.1. Existe uma constante oy > 0 tal que, para todo (1, ¢) € H{ () x Hf, (),

1—
/|:D|¢x|2+D|90y|2 + D( )|¢y+%l2+Du¢xs&y+Dwy¢ dx dy
Q

o[l F ) + el o))
Além disso, para Ky > 0, existe § := (K,) > 0tal que, paratodo K > Kye (w, v, ) € 3,
[ |0l + Kl + ) + DloaP + Dl

1—p — o
+D<T> |4y, + ©|* + Dy 8, + Dy, | dx dy > B (w, 1), P13
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Para comecar, vamos reescrever o problema (4.7) - (4.12), na forma de um problema de

Cauchy para U = (w, W, 9, ¥, p, ®)". Desse modo, o vetor U satisfaz a equagio

aUu
— =AU,

(4.16)
U(O) - Uo,

onde Uy = (wo,wr, %o, ¥1, 0o, 1) é o vetor dos dados iniciais e A : D(A) C H — H éo
operador diferencial denotado por

0 I 0 0 0 0
K
ZA 0 Lo, 0 £, 0
p1 p1 p1
0 0 0 I 0 0
A= 1 1 4.17)
K D D,
_P726"L 0 g(DBl — KI) E(DlBl — 0&1[) EBQ EBQ
0 0 0 0 0 I
1 1
%o, 0 LB, o E(DB;), - KI) g(Dlzs'3 —aol)

onde os operadores diferenciais B;(i = 1,2, 3), sdo definidos por

B, = a§+(1_7“>a§, (4.18)
By, = (1_7“)853, (4.19)
By = a§+(1_7”)a§. (4.20)

Observacoes 4.1. Nas consideragdes a seguir é conveniente conhecer a seguinte expressao:

w
K w
— L1 (w, v,
o 1( (0 90) 1174
v Y
AU=\| D K D ara U = 4.21)
Z Loy p) + (0 +wr) + L Lo(W, ) - Ly | P W
P2 P2 P2 P2
) ®
D K D o P
—L3(p,0) + — (¢ +wy) + —L3(®,T) - =P
P2 P2 P2 P2
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O dominio do operador A é definido por
D(A) ={U e H; W € H;(Q), ¥ € Hy, (Q),® € Hp, (), KLi(¥, o, w),
DLy, ) + DiLo(V, @) + ar W, DLs(0,¥) + DiL3(2, T) + ax® € L*(Q)}

o qual € denso em H. Tambem, temos o seguinte teorema

Teorema 4.1. O operador A gera um Cj-semigrupo de contragdo S(¢) sobre H. Assim, para
todo Uy € H, o problema (4.7) - (4.12) tem uma tnica solugdo fraca U € C°([0, oo[, H). Além
disso, se Uy € D(.A), entdo U é solugio forte de (4.7) - (4.12), isto é

U € CY([0, 00, H) N € CO([0, 00[, D(A)).

Prova: Seja U = (w, W, 1), ¥, p,®)" € D(.A), entdo do produto interno em (4.13) temos

Re < AU,U > = —al/\Iﬂdxdy—az/®2da;dy—D1(1—u)/\lf§dxdy
Q Q Q

1—
- D1(1—M)/c1>§dxdy—pl< 2M>/|<I>m+\11y|2d$dy
Q Q

— DW/ W, + ®,|° dv dy <0, (4.22)
Q

portanto, o operador A é dissipativo. Sabemos que o dominio D(.A4) é denso em H, isto é
m = H. Assim, do Teorema de Lax-Milgran (ver [6] para mais detalhes), a equagdo resol-
vente | — A para qualquer F' € H, admite uma solugao tnica U € D(.A). Portanto deduzimos
que 1 € p(A), onde p(.A) é o conjunto resolvente de .A.

Finalmente, usando o Teorema de Lummer-Phillips (ver [33]), concluimos que o operador A

é o gerador de um Cj-semigrupo de contragdes S(t) = e** do espago de Hilbert 7. B

4.3 A energia do sistema

Definimos a energia de solucdes do sistema Mindlin-Timoshenko (4.1)-(4.12) por:

1

E(t) = 5/{m!wt!Q+pz\wtl2+p2!sot!2+KW+wzl2+K!so+wy!2
Q
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L —p

+ Dlgul’ + Dly* + D( 5

> |1y + %:’2 + 2D gy | doe dy.  (4.23)

O funcional energia, assim definido, é ndo crescente para todo ¢ > 0. De fato, como mostra o

Lema seguinte.

Lema 4.2. Seja qualquer solugio (w, W, 1, U, p, ®) do problema (4.1)-(4.12). Entdo, a taxa

instantanea de variacdo de energia do sistema em relagdo ao tempo ¢ € dada por

d 1 —
Do = - a1/|wt|2d:vdy—m/wtxﬁdxdy—m( 2“)/|wty|2d:vdy
Q Q Q

1—
— a2/‘90t|2 dz dy—Dl( 2”)/|g0m|2 dx dy—D1/|g0ty]2 dx dy, Vt > 0.
Q 9) Q

(4.24)

4.4 Falta de Estabilidade Exponencial

Nesta secdo iremos mostrar que o semigrupo associado ao sistema Mindin-Timoshenko (4.1)
- (4.12) apresenta perda de estabilidade exponencial. Para essa finalidade, usaremos o método

baseado no Teorema de Gearhart-Herbst-Pruss- Huang [12, 16, 36] para sistemas dissipativos.

Teorema 4.2. Seja S(t) = e* um Cy-semigrupo de contracdes no espago de Hilbert . Entdo,

S(t) é exponencialmente estdvel se, e somente se,

iR = {iA: A € R} C p(A), (4.25)

lim || (A — A) 7|20y < 00, (4.26)
[A| =00

se verificam, onde p(.A) € o conjunto resolvente do operador diferencial .A.

O principal resultado desta se¢do € dado pelo seguinte teorema.

At o semigrupo Cjy de contragdes no espago de Hilbert H associado

Teorema 4.3. Seja S(t) = e
ao sistema (4.1) - (4.12). Entdo, S(¢) ndo é exponencialmente estavel independentemente de

qualquer relacdo existente entre seus coeficientes.
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Prova: Para provar a falta de estabilidade exponencial do sistema (4.1) - (4.12), iremos utilizar
o teorema 4.2. Dessa forma, usando argumentos de contradicdo, iremos provar que existe uma
sequéncia de valores (\,) C R com lim,_,o |An| = 00 € Uy = (Wn, Wi, U, Uy, 00, @) €

D(A) para F,, = (fL, f2, £3, f2, £, £8) C H, satisfazendo a equagio resolvente
(iMd — AU, = F, (4.27)
com || F},||¢ < 1, tal que

|Unllee = 1(iAd — A) T |l — o0 (4.28)

Para simplificar a notacdo, omitiremos o indice n. Entdo a nossa equacao espectral (4.27)

pode ser reescrita em termos de suas componentes, sendo expressa pela forma

do—W = fh (4.29)
K K
MW — —W+we)e — —(p+w)y, = f3 (4.30)
P1 P1
i) - = f3 4.31)
D K D
IV — Lo, ) + — () +wy) — —Lo(T,B) + 2 = f1, (4.32)
P2 P2 P2 P2
N —® = f5 (4.33)
D K D
IND — ZLa(p, 1) + — (0 +w,) — —LLy(0, 1) + 2o = 5. (4.34)
P2 P2 P2 P2

Para o nosso sistema (4.29) - (4.34), tomamos f! = 3 = f°> = 0. De (4.29), (4.31) e (4.33), é
imediato que
W= ido, U =i\, b= i\p, (4.35)

Usando (4.35)¢ imediato que
EQ(\IJ, (I)) = Z)\LQ(I#, QO) € Eg(q), \If> = Z)\,Cg((p, w>, (436)
o que nos possibilita reformular o sistema (4.29) - (4.34) da seguinte maneira

— Np1w — K +we)e — K(p+wy)y = p1f?, (437)

) 1-— 1+ .
—)\2p2¢ - (D + 'LDIA) <w:m: + 9 M¢yy + Mme) + K(¢ + Wx) + 2)\Oélw = p2f47 (438)

2

) 1-— 1+ .
~X2psp — (D +iDy)) (2% + gy + fwxy) + K(p +wy) +idasp = pafS. (4.39)
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Sem perda de generalidade iremos tomar {2 C R como sendo 2 = [0, 7] x [0, 7] com

fronteira 02 = I' := T'; U Ty, em que
Iy={(z,y):0<x<my=0,7},
Fy:={(z,y):0<y <max=0,r}
Tomando f2, f* e f® como

f? = sin(nz)sin(ny), f*:= f°%:=0,
paran € IN.

Levando-se em conta as condi¢cdes de contorno dadas em (4.10)-(4.12), tomamos solugdes

da forma

w(z,y) := Asin(nzx) sin(ny),
(x,y) := Beos(nx)sin(ny),

o(z,y) := Csin(nz)cos(ny),

com A, B, C' dependentes de A que serdo determinados mais tarde.

Desta forma, encontrar a solugdo do sistema (4.37)-(4.39) é equivalente encontrar solugdes

A, B, C para o seguinte sistema

(M)A + KnB + KnC = py, (4.40)
KnA+ (ps(\) + idar) B + ps(\)C = 0, (4.41)
KnA+ ps(A)B + (p2(A) + i) (N)C = 0. (4.42)
Onde
p(N) = —X\p +2Kn?
3 _
p(\) = —Npy+ T“(D FiD A2 + K,
1+ .
ps(A) = T“(D DR,
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[2K
A=A, =4/—n,neN (4.43)
P1

entdo p;(A) = 0 e reecrevendo (4.40)-(4.42) na forma matricial, encontramos

Dessa forma, tomando

0 kn kn A 01
kn  pa(X) 4+ idaq p3(AN) B | =
kn p3(A) p2(A) + iAas c 0

Usando a regra de Cramer, as expressdes p;, po € p3 € a escolha de A dada em (4.43), obtemos
as seguintes expressoes explicitas para A,B e C'

p1 [( — paA? — (u—1)(D +iDi\)n? + K) < — p2A2 +2(D +iDiM\)n? + Kﬂ
A =

2K2n? |:,02)\2 + (u—1)(D+iD1A)n? — K —iXoq + ag)]

3_
iAp1 (a2 + an) ( — N2+ TM(D +iD1A\)n? + K + 1)
_|_

, (4.44)
2K?n? [pQ)\Q + (= 1)(D+iD1A\)n?> — K —iXoq + QQ)]

01 (pg)\Q +(p—1)(D +iD\)n? — K — i)\a2>
B — , (4.45)
2Kn [pg)\Q + (= 1)(D +iD1A)n?> — K —iX(aq + 012):|

p1 <p2)\2 + (p—1)(D+iDi\)n? — K — i)\al)
c = , (4.46)
2Kn {pg)@ + (p—1)(D+iD1\)n? — K —iXaq + 042)]

De (4.44), (4.45) e (4.46) resulta que

A = A,~0(n), (4.47)
B = B,—0, (4.48)
C = C,—0. (4.49)
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para n grande.

De (4.35) e usando a defini¢ao da norma em (4.14), segue que
U3, > p / Wdedy = p / | Anwn|? dz dy = py / |\ Asen(nz)sen(ny)|? dz dy
Q Q Q

= p1|)\nA|2/|sen(mj)sen(ny)\2 dx dy (4.50)
Q

Logo, usando (4.43) e (4.47) em (4.50), resulta
U5 = O@Y). (4.51)
Entao, como n — oo, de (4.50), (4.51) tem-se
. 2 . 2
Tim (U3, > py lim [[W][72 = oo,

equivalentemente,

Kr
1U][2 > \/TnAn ~ O(n?). (4.52)

Dessa maneira, aplicando o Teorema 4.2 podemos concluir que o semigrupo S(t) associ-
ado ao sistema (4.1)-(4.12) nao € exponencialmente estavel, ou seja, apresenta uma perda de

estabilidade exponencial.

4.5 Decaimento Polinomial

Nesta secdio, nossa atengdo estard voltada em provar que o semigrupo S(t) = e*! gerado por
A, associado ao sistema (4.1)-(4.12) é polinomialmente estavel, e isto ocorrera independente
de qualquer relagdo entre os seus coeficientes. Ou seja, mostraremos que a energia F(t) de
solucdes do Sistema de Mindlin-Timoshenko, dada por (4.23), € controlada por um polindomio,

a saber
1S Uolln < fF)Uollpeay,
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onde f(t) é uma fungdo polinomial positiva, tal que lim,;_, f(t) = 0, ou seja, tende a zero
polinomialmente ao longo do tempo. Portanto, fica evidente que o decaimento polinomial da
energia serd um processo de estabilizacdo lenta, visto que a energia das solugdes é controlada

por um polinémio.
Para alcancar essa propriedade faremos uso de um resultado devido a Borichev e Tomilov[5]
que nos fornece condi¢des para obter o decaimento Polinomial.

Teorema 4.4. Seja S(t) = e um Cy—semigrupo limitado sobre o espago de Hilbert #, com

gerador infinitesimal A, tal que iR C p(A). Entdo, para qualquer o > 0 e z € H, temos que
IR Al = O(A), A = 00 & [|SOA™ ey = OX*),t — 00, (4.53)
Para iniciar, consideramos U = (w, W, 1, U, p, ®) € D(A)e F = (f', f2, f3, f*, f°, f6) €

H. Entdo a equagdo resolvente :A\U — AU = F em termos das suas componentes fica escrita

da seguinte forma

w—W = fb (4.54)
K K
IV — — () +w)e — —(p+w), = f2 (4.55)
P1 P1
-0 = f3 (4.56)
D K D
INT — 2 Lo(h, 0) + (it wy) — A Lo(U,0) + g = 4 4.57)
P2 P2 P2 P2
o —® = f° (4.58)
D K D
IND — = L3(0,0) + — (0 +w,) — —2La(D,T) + 25 = f5, (4.59)
P2 P2 P2 P2

Agora, fazendo o produto interno em #H, de U € D(.A) com a equagao resolvente de A4, isto

[N

Tomando a parte real da equacdo anterior e usando (4.22), temos que

al[ Pz + e[ @5 + Di(L = wllITel3 + (|2, ]13]

l—p
b D+ @+ Dy ()[04 0 < [l Fll, 60

Maciel, E.S. PDM - UFPA



Capitulo 4. Modelo Dissipativo de uma placa de Mindlin-Timoshenko 83

Agora, nosso objetivo é mostrar que o resolvente de A é uniformemente limitado ao longo

do eixo imagindrio. Dessa forma, podemos estabelecer o seguinte Lema.

Lema 4.3. Sob as condicdes acima temos

iR C o(A).

Prova: Desde que (I — A)~! é compacto em H. Desse modo, para provar nosso lema §é
suficiente mostrarmos que o operador A ndo possui autovalor imaginario puro. Dessa forma,
podemos supor que existe A\g € R* tal que i\ seja um autovalor e U = (w, W, ¢, ¥, o, ®) €

D(A) seja um autovetor normalizado, isto é, ||U|| 4 = 1 e tal que

AU = i\U

Sendo assim, de (4.60), para /' = 0 em H, obtemos ¥ = ¢ = (0. Além disso, de (4.56),
(4.58) e com f3 = f> = 0 concluimos que 1, = 0. Mais ainda, de (4.57) e (4.59) com
f? = f* = 0 e também pela desigualdade de Poincaré encontramos w = (. Finalmente, de
(4.54) com f! = 0 temos W = 0, isto implica que U = (. Mas isso é uma contradi¢io, o
que nos permite concluir que nio existem autovalores imaginarios e logo o nosso resultado esta

provado.ll

Para prosseguir na prova do decaimento polinomial do sistema (4.1)-(4.12), iremos enun-
ciar e demonstrar alguns lemas auxiliares que dardo o suporte necessario no desenvolvimento
deste trabalho. Para facilitar a notagcdo, usaremos o mesmo parametro C para denotar diferentes

constantes positivas que surgirdo nas estimativas.

Lema 4.4. Existe uma constante positiva C' de tal modo qua qualquer solugdo do sistema (4.1)-
(4.12) satisfaz

19130 + 117 ) < CHU I F |l (4.61)
IAPIVY3 + IAPIVels < ClUN Il Fllu+ ClIFN, (4.62)

onde C' é independente de .

Prova: Usando a desigualdade de Korn, obtemos

aoll Wl ) + 1@l )] < Di(X— @[l Wal3 + |2y [15] + Dipl| o + 2y 15
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+ Dl(I;M)H@er\I/yHg, (4.63)
com o > 0. Da estimativa (4.60), podemos concluir que
Di(1 = w)[[1Wall3 + @y l[3] + Dipl|¥o + @y 13 + D1< )||<I> +0yl[5 < CUl1F -
(4.64)

Aplicando a desigualdade (4.64) em (4.63) segue de forma imediata o resultado (4.61).

Agora, derivando em relacdo a x e y as equacoes (4.56) e (4.58), resulta

iNpy + Wy = [ iy + W, = f)
iINpg + @ = f2, idp, + Py = f)

x)

respectivamente. Aplicando a desigualdade triangular e Young nas desigualdades acima, pode-

mos obter

A
AL

[
eIz

IN

IN

A partir das desigualdades anteriores, podemos concluir que

AP (llallz + ey ll2)

IA

MPlle +@lly < 20 + @[5+ 20117 + 1%

APllea +lls < 2010+ Ty [l + 2111y + f21%,

20115+ 2L AP lyllz < 20113 + 201£117,
20120l + 201217 IMPlleyllz < 202112 + 20141,

2011l + 12y 112) + 200 L17 + 1417,

multiplicando as desigualdades anteriores pelas devidas constantes somando os resultados obti-

dos e usando a norma definida em H para F' e a estimativa (4.64), resulta

|/\|2{D(1 -

Sabendo que

115 @

1—
W12+ 0l2] + Dalls + oyl + D(

)n%wyuz}

< ClUILI Flla + ClIF N3, (4.65)

y =13+ IVElS e llelline = lelz + Vel
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e usando (4.65) e a desigualdade de Korn novamente podemos concluir que

APIVEIE + APIVells < P11 0 + IAPlelin g

< IMQ{D(l = mlllvallz + loylls] + Dulla + 2y 15

1—p
+ (A58 ) len + IR} < CIU TPl + CIFIE

onde C' é uma constante positiva dependendo somente dos coeficientes do sistema de Mindlin-

Timoshenko, o que nos permite concluir a prova do Lema 4.4. [

Lema 4.5. Existe uma constante positiva C' tal que qualquer solugdo do sistema (4.1)-(4.12)

satisfaz
C
w3 < wuwu 2| U1 1 5 + WHUHHHFHHWHF\&, (4.66)

1/2 1/2
@2 < |ku DU FI + |HUHHHFHH+ |\|F|\H, (4.67)

A A A

onde C' ¢é independente de A e |A\| > 1.
Prova: Para iniciar, iremos mostrar que existe uma constante C' > 0 tal que

A1) < CLIVEl + Vel + [wllz + IV ll2 + [[U][m1@) + 1 Fll},  (4.68)
Al a1 < CELIVYL2 + [IVellz + llwlls + [[VE]2 + [| R ar@) + [ Fllx},  (4.69)

onde H'(Q) € o espago dual de H; ().

De fato, seja v € Hj(€2). Multiplicando (4.57) por , integrando em (2, encontramos

1-— 1
ipg)\/\lfvdmdy:D/<wm+ (2'u>¢yy+< ;'u)gpmy)vdmdy K/ Y+ w, )T dx dy
Q Q

=1

1- 1
—|—D1/ (\I/m n <2“>\Ifyy n (;“) @my>v dz dy + a / UG dz dy + p2/f41} dz dy.

Q Q Q
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Usando integragdo por partes, as condi¢des de contorno e a equacao (4.56) em /;, obtemos

1—
z'pg)\/\llvd:c dy= — D/wxvz dx dy—D<2'u) /wyvy dx dy—Du/prvw dx dy
Q Q Q

Q

1-— K
_ D(J)/(vaydxdy+i)\/(\I/Jrfs)’ud:cdquK/wvx dx dy
Q Q Q

1—
D, / U, T, do dy — Dy (2”) /\I/yvy d dy — Dlu/éyvm dz dy
Q Q

Q

1—
— D1<2”)/CIJxvyda:dy+oz1/\11vd9:dy+p2/f4vd96dy‘
Q Q

Q

Passando o mdédulo na igualdade acima e usando as desigualdade Triangular e Cauchy-

Schwarz, encontramos

1/2 1/2 1/2 1/2
—i-041</|\I/|2 dx dy) </|’U|2 dx dy) + p2 |42 dx dy) </|vg§2 dx dy> :
Q Q Q
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Usando a desigualdade de Poincaré podemos concluir existe uma constante C' positiva,

dependendo apenas dos coeficientes do sistema de Mindlin-Timoshenko tal que
All < W, 0> [ <LVl + [Veollz + llwllz + IVl + W |a @ + 1Flx I Voll2,

para [A\| > 1.
Considerando a norma em H ~'(2) segue que o resultado (4.68).

Analogamente, podemos verificar a desigualdade (4.69), considerando as equagdes (4.58) e
(4.59).

Pela desigualdade de interpolacdo (ver [24, 17]), para alguma constante Cy > 0 vale
1913 < Coll Wl -2 Pl 712 (0

Usando a estimativa (4.68) na desigualdade acima, resulta

1ol3 |A|{HV¢||2 + IVl + [lwllz + IVOll2 + 1] @) + [F Nl W ()
ou seja
1ol3 wHwH 2l W) + |A|{HV¢H2+ Vel 1]«
+ W{H‘I’Hm ) IV () + [E Y]] 1) -

Usando a desigualdade de Young, resulta

113 S HwH 1210y + {\va\lﬁ IVell5}
Al | I
+ W{H‘Pllm(m + HV(I)‘|2}+|T||’\DHH1(Q |)\|HFHH
Fazendo uso de (4.61) e (4.62) do Lema 4.4, temos como resultado
C

C
1/2 1 2
1912 < E el UILUENL + Ul Fll + Wuxvn%{lm) + WHFH?{,

<
N DY
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para alguma constante C' > 0 e |A| > 1, o que nos permite mostrar a desigualdade (4.66). Da
mesma maneira podemos mostrar a desigualdade (4.67), usando a desigualdade de interpolacao
para @, a estimativa (4.69) e os mesmos passos feitos anteriormente. O que nos permite concluir

a prova do nosso Lema.

Lema 4.6. Existe uma constante positiva C' independente de A de tal modo que qualquer solucio
do sistema (4.1)-(4.12) satisfaz

lwlle < CINHNEr-1@) + 1110} + CIT 3" I F 1132 + CIIF s (4.70)
para [A| > 1.

1
Prova: Multiplicando a equagdo (4.57) por e e derivando em relacdo a x, obtemos

D D
g = 2N, — L2 0) + 1y — T La(T, ), + Uy, —L2gp 4.71)

K K K K™
I ~ 1 . ~
Da mesma forma, multiplicando a equagao (4.59) por e e derivando em relacdo a y, resulta

(%)

. P2 D D1
— Wyy = Z?)‘@y - ?ES(% )y + oy — 753((1)7 ), + K

o, — % £, 4.72)

Somando as igualdades (4.71) e (4.72), encontramos
—Aw="T
onde

D D
T = 2y, - — LoV, 0)z + e — ?EQ(\IJ’ ®) + e %fj

K K K
P2 D D, Qo P2
ARy = 2 Ly(0,0)y + pr = T La(@, W)+ 22y — S2f) (473)

Observe que a expressdo para 1 faz sentido, desde que vale (4.55). Da regularidade dos

problema elipticos (ver[24]) e das imersdes de Sobolev, existe uma constante C' > 0 tal que
[wllz < ClIT ]| a2 (4.74)

onde H~2(12) é o dual de H*(Q).
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Agora, iremos estimar o lado direito de (4.74). Para isto iremos tomar v € H} ().

Multiplicando (4.73) por v e seguindo os mesmos passos do Lema anterior, resulta

| <T,v>| < CPHII -0 + 19]lr-1@ H vz
+ C{IVY[z +[[VOl2 + [Vl + IVell2 + [ Flla vl m2(0)-

para alguma constante C' > 0 dependendo unicamente dos coeficientes do sistema de Mindlin

Timoshenko. De onde segue que

[T g2 < CIA{IY[|a-—1@) + |z}
+ C{IVY|2 + [[VO[2 + V|2 + [[Voll2 + || Fl2}-

De (4.74) e da desigualdade anterior, obtemos
[wllz < CIAKIT¥Y | 1) + [Pl 1)}
+ C{IV¥2 + [[VOl2 + [[VY[l2 + [Vell2 + [|F]l5}-
Usando o Lema 4.4 e as equacdes componentes (4.56) e (4.58) resulta
1/2 1/2
[wllz < CIAKIN N 1) + 1@l -1} + ClIU N F 3™ + ClIF |,

o que conclui a prova do Lema 4.6.

Lema 4.7. Existe uma constante C' independente de A tal que

Vw3 < CINPU %l Flls + CINP | F | (4.75)
W5 < CINPNU || Flla + CIAP|F 2 (4.76)

para [\| > 1.
Prova. Inicialmente, iremos mostrar que existe uma constante C' > 0 tal que

AN 2@ < Clllwlla-1@ + 1]z + ([Pl + [ Fll2 ] 4.77)
Al @ -2 < Clllwlln-10) + [[¥ll2 + [ @l2 + [[F]l5}, (4.78)

onde H~2(12) é o dual de H*().

Maciel, E.S. PDM - UFPA



4.5. Decaimento Polinomial 90

De fato, considerando v € HZ(2). Multiplicando (4.57) por v, integrando sobre €, usando

integracdo por partes (duas vezes), as condicoes de contorno e a equagao (4.56), obtemos

1_
ipg)\/\l’vdx dy — D/q/wm da dy+D<2“> /dwyy da dy—l—D,u/govxy de dy
Q Q Q Q

1-— K
D(;‘)/wvwdmdyﬂ‘A/(\I/+f3)vda:dy+K/wvx dx dy
Q Q Q

_l’_

1—
+ Dl/‘llvm dx dy+D1<2“> /\pvyy da dy+D1u/<I>vxy dz dy
Q Q

+ m \I/vdazdy+p2/f4vdxdy.

Q

{O\b

Passando o médulo na igualdade acima e utilizando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e

triangular, resulta
A< @0 > [ < O[]l + [lellz + lwllz-1@) + [ @ll2 + [[Wlle + [[Flla}Hv] 520,

para |\| > 1. Aqui, C' é uma constante positiva dependendo apenas dos coeficientes do sistema
de Mindlin-Timoshenko. Usamos ainda HZ () — H}(Q) < L*(Q).

Usando as equagdes componentes (4.56) e (4.58), tem-se
Al < W0 > [ < Cflwlla-1@) + [[@ll2 + W]z + [ Ells vl 200,
para |[\| > 1.
Tomando a norma em H ~2(2), resulta
AW a-2) < Clllwlla-re) + [l + [Wllo + [[Fll

o que mostra a desigualdade (4.77) . De maneira equivalente segue-se (4.78). Pela desigualdade

de interpolag@o[24, 17], para alguma constante C' > 0 vale

1/2 1/2
19|10y < ClIE N 20 12157,
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Usando (4.77), encontramos

C 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2
1910y < —,W{H iy I+ 121" + 1 F 17 121
W

=1y

Usando componente (4.54) em 14, obtemos o resultado

C 1/2 1/2 C 1/2 1/2 1/2 1/2
101y < W—m{,wnwu/ I p + iz el ™ + el e,y

+

1/2 1/2
| A|1/2||F|| Sl

Tomando a desigualdade de Young e a componente (4.55), encontramos

C C
o) < ww{w”v 0  + 1o+ 10+ D 01
C

|/\|1/2

1/2 1 2 1/2 1/2
[Vwlly (1w l3 {|!<I>Hz+ 19l + (| 15[y }

S |)\|3/2

para alguma constante C' > 0 que independe de \.  Assim temos,

C

¥lvoy < ol Vel e+ s fil + 1 + el

De forma analoga, encontramos
1/2 1/2 C 1/2 1/2
|2l < wg/guv w2121 + 7z N2l + 19 + N F I 12" ¢
4.79)
onde C' > 0 é independente de A\ e |A| > 1.
Somando as estimativas (4.79) e (4.79), resulta
1/2 1/2 1/2

1) =20y + [l -ri0) < IVl 2@l + [1215) + w122 + 19])2)

|)\|3/2 |/\|1/2

1/2 1/2 1/2
+ IF2 1) + @)s),

|)\|1/2|
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Do Lema 4.6 e da estimativa anterior, encontramos

1/2 1/2 1/2
lwlla < IVl 2L + @] + CI2{ ¥ s + [|®]]2}

P
1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 e
A2 EI 15 + 190) + NI IFI + CILEI

71

Usando-se a desigualdade de Young em /5 vem que

1/2 2 1/2
lwlls < IVl {152 + |1y + CIAY2{| s + [|®]2}
N ———

=Ig

‘)\‘1/2

1/2 1 2
+ CINY2|Fll + U F

Aplicando o Lema 4.5 em I, tem-se

1/2 1/2 1/2 1/2 1/4 1/4
IVwll {115 + |8]15*} + C Jwlly’ 1011 PIEN

_17

HWHQ < |/\|1/2

+ CIUILIF I + CINAIF 3
Tomando a desigualdade de Young em /7 com € > 0, resulta

1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1 2
1 —o)wlls < = IVl 2 {5 + |1} + CUIEINEF 5 + CINY2|F |5

|/\| 1 / 2
Escolhendo ¢ suficientemente pequeno, encontramos

IVl 2L + @12 +CIUZIFIE + CINY2FIE,

J/

HWH2 < |)\’1/2

-

:=1g

Usando novamente a desigualdade de Young com £ > 0 e o Lema 4.4 em g, resulta

lwll: < = [[Vwlls + CU I FZ + CINY2 I3, (4.80)

|
[A]
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onde C, C. > 0 sdo independentes de A e |A\| > 1. Aplicando a equagdo componente (4.54) em
(4.80), tem-se

1W< el Vwllz + CANUIF Il + CIAPF 5, (481)
Agora, multiplicando (4.55) por @ e integrando por partes em €2, temos

K/\Vw[dedy:—i/\pl/Wwdxdy+K/wmwdxdy—i-K/apywdxdy—pl/widxdy,
Q Q Q Q Q

Passando o médulo na igualdade anterior, resulta

[ 1Vl dody < 2N [ Wikl dz dy+ [ (ool dedy+ [ loyllol dody+ 5 [ 172l do dy,
Q Q Q Q Q

g

Da equagdo componente (4.54) e da desigualdade triangular em [y, encontramos
[Ivepdsay < B [1wPdsay+ 5 [ WiIFdedy+ [ ol dody+ [ lol] o dy
Q Q Q Q Q

s B[P ey,
Q
Da desigualdade de Young e Poincaré, obtemos
IVwlz < CUWIE+ IF15} + CUIVEl + Vel HIVwlls + |1 F [l Vel

Agora, usando a desigualdade de Young com € > 0 suficientemente pequeno, resulta

IVwlz < CUWIE + 1153 + C{IVYI* + 1 Vel®}

:=1I10

Aplicando o Lema 4.4 em [, resulta

IVwl3 < CIWI5+ ClU|IFllx + CIF3, (4.82)

ou ainda

IVwls < CIW|s+ ClUIEIFIL + Cl| Fllx,
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onde C' > 0 e independente \.  Substituindo a desigualdade anterior em (4.81), encontramos
W5 < e{CIWIE + CIUlIFlln+ CIFI3} + CoAPINU Tl + CIAPIE (1,

escolhendo € > 0 suficiente pequeno, entdo temos qu existe uma constante C' > 0 independente

de )\ tal que
W5 < CIAPNU I E 2 + CIAPIF 1 (4.83)
para |\| > 1. Assim, a prova da desigualdade (4.76) estd concluida.
Por ultimo, substituindo esta ultima estimativa em (4.82), encontramos
IVl < CAPNU s Fllac+ CIMP [ F ]l

paraC > 0e|A| > 1.

Isto conclui a prova do Lema 4.7. Diante dos lemas demonstrados anteriormente, agora ja
estamos em condi¢des de enunciar e provar o principal resultado desta se¢do, que é dado pelo

seguinte teorema

Teorema 4.5. Seja S(t) = e, um Cy-semigrupo limitado sobre o espago de Hilbert #, com
gerador infinitesimal A4, tal que iR C p(A). Entdo o Cp-semigrupo associado ao sistema (4.1)-

(4.12) € polinomialmente estdvel, ou seja
1
1S#) Ul < %HUOHD(A)-
além disso, esta taxa de decaimento € tima.
Para iniciar, observe que

1UN5 = pllWIE+ pall 23 + pall N3 + Kl + wall; + Klle + wyll3

1 —p
b D= Wl + el + D(5 )16, + oull + Dals + 1B
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Da desigualdade triangular, obtemos

0I5 < el WIS + o2l 25 + p2ll @15 + K NI13 + Kllwa 13 + Kllell3 + K flwy 13

1—
+ D=l + D= wllel + D25 ) I3

1 p
+ (5 el + Dl + Daliy

Logo, existe uma constante C' = C'(py, p2, K, D, 1) > 0 dependendo apenas dos coeficientes
de Mindlin-Timoshenko tal que

105 < CUWIZ+ 115+ 12112 + 113 + llels + IVl + IV[Iz + [Vell3}-

Agora, usando as equagdes componentes (4.56) e (4.58) e aplicando os lemas 4.4 € 4.7, segue

que existe uma constante positiva C' independente de A, |A| > 0 tal que
U115 < CINPNU P Il + CIAPIEI,.
Assim, usando a desigualdade de Young, resulta
(L= )lUN5 < CANIFIG, + CINPIEIS,.
Escolhendo € > 0 suficientemente pequeno, encontramos
1015 < CIAPIEI,,
para |A| > 1 suficientemente grande. Equivalentemente,
Ul < CIAP Fll, YU € D(A),
Usando a equagdo resolvente (A — A)U = F, temos como resultado
1A = A) " ea = IR, Al = O(A?), [A] = o0
Entdo, usando o teorema 4.4 com o = 2, vem que

ISA)A™ |z = Ot 772), com [A] = o
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ou seja, existe uma constante positiva C' que satisfaz

_ C
|S(t).A 1H£(H) = 17 quando t — oo. (4.84)
Desde que 0 € p(.A), entdo temos que o operador A é sobrejetivo, portanto a equagdo

—AU = F possui uma tnica solucdo Uy € D(.A). Assim

1E]l3 = lAUo ]l = [[Usllpa)- (4.85)

Escrevendo —Uy = A™'F, entdo —S(t)Uy = S(t)A'F.

Portanto, combinando (4.84) e (4.85), concluimos que
-1 -1 C
1S@)Vollze = 1S @) AT Fllae < [SOATNEllx < 575 |Uollpea), comt — oo,
ou seja, existe uma constante C' > 0 tal que
C
”S<t)UO||7-L S mHUO”D(A)? comt — 00.

provando assim que o sistema € polinomialmente estivel.

No que segue, provaremos por contradicao que a taxa de decaimento € 6tima. Desse modo,

-1/2

vamos supor que a taxa t pode ser melhorada para uma taxa da forma ¢t='/=%) com 0 <

e < 2.

Dessa forma, isto significa dizer que existe uma constante C' > 0 tal que

C
-1
IS()A I < o

Agora, aplicando o teorema 4.4, resulta
AT A — A7 20) < €, quando |A] — oo,
Assim, para [’ € ‘H, obtemos da equagdo resolvente

N2 U |l < C||F |3, YA €iR, X #0, (4.86)
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para alguma constante C' > 0 e |A| suficientemente grande. Por outro lado, assumimos sem

perda de generalidade que 2 = [0, 7] x [0, 7] e considerando
F, = (0,sin(nz) sin(ny), 0,0,0), ne N,

entiio a equacio resolvente (iA\] — A)U = F possui solucio U, = (wp, Wy, ¥n, Up, 0, @), €

devido as condig¢des de contorno para U,,, temos as seguintes formas para
w(z,y) ;= Asin(nzx) sin(ny),

(x,y) := Beos(nx)sin(ny),
o(z,y) := Csin(nz)cos(ny),

W, = i \wn, ¥V, = A0, € @, = iA@,.

A=\, :zwl%n:(’)(n), Vn € N,
P1

e segundo os mesmos passos feitos na demostracdo do teorema (4.2), concluimos que

Desta forma, tomando

lim [ A2 U 5 = o0
n—oo

1/2

o que contradiz (4.86). Portanto, a taxa ¢t~/ ndo pode ser melhorada, e assim concluimos a

prova do Teorema.l
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CAPITULO 5

Modelo espaco - tempo em Diferencas Finitas

5.1 Fundamentacao Teérica

5.2 Meétodo Numérico Explicito em diferencas finitas

Para nossos propésitos, considere 2 = [0, L;] x [0, Lo], e para I, J, N € N, denotamos por
L L T . .
Ax = 7 _:1, Ay = 7 f T At = Yol considerando as seguintes subdvisdes uniformes dos

intervalos [0, L] e [0, L], e definimos a seguinte malha computacional

xg = O<m=Az<---<zxr=I1Ax<zry; =T+ 1)Az =L, (5.1)
Yo = 0<yi=Ay<---<y;=JAy<yji1=(J+1)Ay = Lo, (5.2)
to = 0<t1:At<"'<tN:NAt<tN+1:(N+1)At:T, (5.3)

onde z; = iAz, y; = jAyet, =nAttaisque: =0,1,2,..., I +1,5=0,1,2,...,J+1e
n=20,1,2,..., N + 1. Iremos usar os seguintes operadores no espago € no tempo.

98
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¢ Esquema Progressivo (primeira ordem)

n _.m n ) n+l _ n
ol i il T Wi g n L il TR g o Mg T Y 54
xwi,j — AZ’ ) ywi,j T Ay ) twi7j — At ) ( . )
e Esquema Atrasado(primeira ordem)
n n n n n n—1
P Bt e O N R e Rt s WP e Ml 3 (5.5)
z i)j T AZL‘ ’ Y i)j T A ’ iuj T A ’ :
Y t
¢ Diferenca Central (segunda ordem)
3 n _n 3 n _,n a n+l __  n—1
Op+0a p Wity —%Wisiy Oy+0y n _ Wij1 “Wijo1 G+ 0 o Wij Wi
2w 2Ax g T Ay T K 2At
(5.6)
e Esquema de Diferenca Central (segunda ordem)
n _ n n n _ n n
T o i TG T s Wi 2 Wi
T xwl?] T AxQ ’ Y waJ T AyQ )
n+1 n n—1
_ W T =2 4wl
. 2 [2¥) 2,
8t8tw§fj = J J (57)

At? ’

onde usamos as mesmas aproximacoes para as funcdes ¢ e ¢ na malha. Aqui denotamos por

n n
1,57 7,j
na malha, respectivamente. De forma mais precisa, temos que wj'; ~ w(zy, Y, tn),

w e ¢;'; as aproximagdes numéricas para as solugdes exatas w, ¢, ¢, que trabalhamos

~

n
7:7j ~
(i, yj,tn) € O ~ @(74,y;,t,). Ressaltamos aqui, que a construgdo desses operadores sdo

motivados pela Série de Taylor.

Nas configuracdes do esquema em diferencas finitas, consideremos o seguinte procedimento
explicito de discretizag@o total em diferengas finitas, que equivale encontrar (wy;, ¥7';, 1),
satisfazendo as seguintes equagdes numéricas

Oy + s 9y + 0. _
i ”»+K%¢;§j+Kayaywn (5.8)

9 i, 0,77

p10:0,w]; = K9,0,w}; + K

_ _ _ 1 Oy + 0, Oy + Oy
200,07 ; = DD,0, ;jj+D<1g#>ayay ;fj+D< +“>< y Oy Ou T )wn

2 2 2 B3
K n n n Or + 0z .
_5(wi+1/2,j + wi—l/Q,j + wi,j+1/2 + wi,j—l/Q) - K 9 w; it Dlaxa:r(at%,j)
N\ o = 1+ Oy +0y 0 + 02\ = 0, + 0.

(5.9)
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5 +u\ (0s+ 020, +0y\ ,,
p20:0p} ;= DO 8ygou+D( )8 5x<P”+D< 5 )( 5 1/2 y 3

n n n n 9 + 9 n a 9 n
5(%“/24 tPici25 T Pigrr2 ‘Pi,j—l/z) - K- B) ywz‘,j + D10y0y (017 ;)

0y + 0y
(&%)

er, (5.10)

¢ (e ()25

Y Y a3 .m0\
) (220 ) @)
paratodo: =1,2,...,[,5=1,2,..., Jen=1,2,..., N. Aqui,wﬁl/wew?ﬂ/w indicam as

médias de 1}’; nos pontos (i1, Yj, tn), (s, Yj, tn) € (Tiy1, Ys, tn)s (i, Y5, tn), TESpectivamente.

Para escrevemos o nosso sistema (4.1)-(4.3) num esquema de diferencas finitas, iremos ini-
cialmente concentrar-se na obtengdo da discretizagdo do termo ©y.s, Yy, € Yy, €Xistente na
equagdo (4.1), de forma andloga obtemos para 08 termos ., Pyyt € Py para tal usamos (5.7)

e a derivada temporal atrasada de primeira ordem dada em (5.5), encontrando assim

-1
pon o (P TV Vg TR W WS
zat At e Al’2At Az?At ’ '
1 —1
g e (PETVTY L VR S R e 20 S
yyt At W AyQAt AyzAt ’ ’
-1
@ (‘Ow i ) L P TP~ P TP
yot X\ T A ~
At - 4AxAyAt
1 -1 -1 -1
‘P?+1,g+1 901+1,J 1 ‘P?—Lj—kl +90?—1,j—1 (5.13)
4AAxAyAt ’ '

Agora, a exemplo do modelo semidiscreto, motivados por [2], temos as seguintes aproximacoes

1y 200 U ¢2j+1+2¢ "‘1/’”1

(5.14)

E importante lembrar que a discretizacio numérica dada em (5.14) tem sido usada a fim de
evitar a presenca de anomalia numérica (trancamento do cortante) conhecida como fendmeno
de bloqueio na forca de cisalhamento. Como consequéncia, a energia numérica associada ao sis-
tema (4.1)-(4.3) serd livre de sobreestimacgao. Deste modo substituindo os operadores descritos
em (5.4)-(5.7) no sistema (5.8)-(5.10), temos

w”+1 2w —i—w"l no—t Wity — 2wi + wi

2y . 7’“"1»] 7'717.] Z+17.] 71a.j
P A =R 8  TE Az?
g1~ Pij—1 witipr — 2w Fwii g
G . : —, (.15
2Ay Ay?
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it =200 1y 200 N D<1 - u) Vivjr — 290 + i
2

-D
P2 Al Az? Ay

D L+ p Pii 41 — Pirrj—1 — Piciger TP -1 K1/’zn+1,j + 245 + Yy
2 4Ax Ay 4

i1 T 208+ Lk Wity — Wity D i1, — 200 i

K
4 2Az ! Am2At

__D1

wl+1j_2,(/) +wz 1]+D ]-_,U/ 1/’33'“ 2¢ +¢”71
Az2At U2 Ay2At

1 n n n n
D, 1—p\ v g+1 27/’73 + i 1 + D T4 p\ Pigrj+1 = Pigl,j—1 — Pimt1j+1 T Pim1,j—1
2 Ay2At 2 4ATAyAtL

n—1 n—1 n—1 n—1 n+1 n—1
D (1 + H) Pit1jl ~ Pivtyj—1 — Pitjer T Pictj—1 Vij — Vi
—D;y — ]

2 4Az AyAt 2At ’
(5.16)
%njl — 207+ s ' _ DSDZj"!‘l =290t i D 1—p\ it — 200 +9iq
At? Ay? 2 Ax?
D T+ p\ Y441 — Yik1,j-1 — Yica o H¥it1 1 - K@?+1,j + 207 + it
2 4AxAy 4
i1 T 200+ e Wil — Wi i1 — 200+ @i
K B B K= B D ) ) )
1 N A2AL
n—1 -9 n71+ n—1 n — 20" + T
D Pij+1 i Pij—1 D 1—p\ ®ig1; P TPl
! Ay2At "2 Az2At
- 1 n n n n
_p(Ll=# Py — 200 e Lo, (L Virge1 — Vi1 — Vit T
"\ T2 Az2At "\ 2 1Az AyAt
_p (LEr Vi~ V-1~ Vit H ‘/’anfl T
"\ 2 4AzAyAt N
(5.17)
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Visando simplificar nossos cédlculos numéricos, consideramos condi¢des de contorno ho-
mogeneas dadas por

n . n _ n __ n — J—
(.UOJ' = wI+1,j = wi70 = w’i,J-i—]. = 0, Vn = 1, 2,

Q/)g,]:¢?+17‘7:¢:30: ZJ+1:0, Vn:1,2,...,N

, (5.18)
©0j = Pr+1,j = Pio = Pigr1 =0, Vn=1,2,.., N,
e condicdes iniciais
w?J w(zi, yj,0), wilyj = ng + Atw(xi,y5,0), Vi=1,2,..., 1,57 =1,...,J,
¢' w(xhy]?())v wll,]:¢2]+At¢t(x27yj70)v VZ:1727717]:177J7 (519)
Soz,] = QD(%;Z’JJ,O)’ (7011,] = SD'(L),] + At@t(xlvy]70)7 Vi=1,2 '717j =1,...,J

Nosso objetivo, agora, é determinar os valores que explicitam w"“ @b”“

”*1 . Assim sendo,
iniciamos multiplicando a equagio (5.15) por At?, obtendo assim

w"“ 2l 4 Wi no =t wity; — 2w +wi
At? 1,] 2,] 2,] — AtQK i+1,7 i—1,7 AtzK i+1,5 i—1,5
P AP e A

AR o Pt ~ Pijo LA i i Wi

2Ay Ay?
Isolando o termo w”“ encontramos
At? At? At? At?
PIWZ;FI = < K@ KAQ> P +KA 2( z+1]+w )+ Ag( 2j+1+w2j—1>
K At? K At?

- W +5T(¢?+1,j+¢?71,j) 2 Ay (P +eijo1)- (5.20)

Da mesma forma , multiplicando a equacdo (5.16) por At2, obtemos

rL+1 n n
At2p2 B 2¢ + ¢ — A#2D i+1,5 27/} + it 1,5 + A2D 1—p wi,jﬂ 21[’ + i i,j—1
At2 Az 2 2 Ay2
L+ Pit141 — Pigt,j—1 — Pic1 41 T Pit1jo1 i1, T 200 + iy
A2D J J J J=l ALK J J
+ ( 2 ) 4AzAy 4
Ui 200+ Wity 1 w1~ 200 F Ui
“APK tJ+ 0,J 2 — A2K itl,j z J A2 D i+l ] t—1,g
1 me A2AL
~A#2D, 7’ZJ%H,J ql) wz Li 4 A#2D, L—p\ Yisjn — 200 + 97
AxQAt 2 AyQAt
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n—1 n n n n
_A2D, (1 - M) Vi ]+1 -2+l L L+ AD, (1 + M) Pit 1,41 — Pig1j—1 — Pic1,j+1 T Pi1-1
2

AyQAt 2 AAxAyAtL
-1 -1 n—1 1 —1
_Aep, (LEH Pritgt1 ~ Pirty1 — Pty t Pt ~ Aa vi — i
2 ANz AyAt oA

Organizando a equacio acima, resulta

ALY i At? At? At? At 1—p\ At
— Jvitt = 2(pp—-D—-D ~K— —Di— — Di| —— | —5 |¥7,
<p2 + )¢ <P2 A2 < 5 ) Ay 5 18,2 N\ "3 ) ap Vi

At? At? At
+ <DA K4+D1M>( 1y T )
11—\ At? At? At N
AP 2 Ay27KT+D1 2 Ay? (Wi + 0850

At At 1\ ALY At
- (pQ_a12_2D1A$2_2D1<2> Ay )1/1 DIAI (¢1+1]+¢1 1])

1—p\ At KA, n
- D1<2)A(1/) i Tl L) - QE(%‘HJ*%—M)

(e

_|_

2
(DL

4 2

14+p\ At " "
mAy 9 m (%‘+1,j+1 —%‘+1,j—1)

14+p At n n
A B) M (Spi71,j+1 - %01'71,]'71)
1+p At

n—1
‘Pz+1,g+1 901‘+1,j71)

l>

+

+

2
Dl 1+,U, At 1
4< 5 ) (5.21)

AzAy (pi” 1,J+1 90?—1,3'—1)'

Agora, multiplicando a equaciio (5.17) por At?, obtemos

n n—1 n n n n n n
o Wi T 2039 a2 nPigrl T 200+ e 2 1—p\Piv1; — 200 +9iq
At ps Ap = At°D Ay + At*D A2
LALD T4 p\ i1 a1 — Yiv1j—1 — Vi1 e T i1 51 Ay K%H 208+ 9
2 4AzAy 4

i1 200 i o Wil —Wii1 Oiit1 = 200 i
_AtQK ) »J »J — APPK ) i,j— Af D »J J »J
1 N A2AL

—1 —1 —1 y 3
_app, Pratt T2y F P yep (Lo iy 200 0
! Ay2At "2 Az2At
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1 1 1
_A2D, (1 - M) Pit1; — 205 it L AD, (1 + M) Vi1 i1 — Vit1,—1 — Yit1j41 ¥t
2

AzZAt 2 ANz AyAtL
_A#2D, L ) Uiy — Uiy — Ui H Y _ Aty Pyl i
2 ANz AyAt 2At ’
Reescrevendo a equacio acima, obtemos
AN At? 1—p\ At? At? At 1—p\ At
)ertt = 2(p-D—— —-D(—E )= _ K= —D— — D[ —L ) == )",
<p2 toz 2 )% J <p2 Ay? 2 Az? 2 Ay2 ! 2 Ag2 ) ¥
At? At? At . .
+ <D<>2 _Ki Dl( 5 )A 2>(<Pz'+1,j +@i1;)
At? At? At " n
+ <D N + Dy Ay2>(%‘,j+1 +ii_1)
At 1—w\ At 1
- —ay— —2D —2Dy [ 5 ) == | o?;
(Pz az 1Ay2 1( 5 >Az2>%’3

—H At n—1 At n—l n
= Dy F5E) o et + i) = Drn (el + i)

K At? "
Ery@}i,ﬁrl - W@j&)

D(1+p\ A Dy (14p\ A2 N\ .
i (4 <2> Ardy T A\ T2 )Azay (W11 — Yitai-1)
D(1+p\ A* Dy (1+p\ A# . §
- <4< 2 )AmAy Tt AzAy (i1 g1 — it 1)

D1 1+,U At n— n—
- T <2> m(wi+ll,j+1 - "/}i+11,j—1 - % 1,J+1 + 1/17 1 J— 1) (5'22)

e (5.20) — (5.22) encontramos o seguinte sistema escrito explicitamente, que serve como procedi-

mento recursivo de resolucdo, para todo n > 0.

AT = Bl 4 Cr(wii j + Wiy ) + Di(wfj + wiyo1) + B!
+ Fi(fa; i) + Gulelj + eij-1)- (5.23)
A w"“ = Bol'; + Co(¥ihy; + iy ) + Doy + 90 -1) + E2'¢Zj_1

+ F2(¢’L+1j+wl 1])+G2(¢”+1+¢” 1)+H2( Wit1,j — zn—l,j)
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+ L(@it1 11 — Pir1j-1 = Pic1j+1 T Pic1-1)
1 1 ~1 ~1
Jo (P11 = Piri o1~ Pictge t P -)- (5-24)

A SOnH = Bsyi; + Cs(pihy; +wig j) + D3(¢?j+1 + (P?,j—l) + E3902j_1
-1 -1
+ I3(¥if 1 — it -1 — ¢¢_1,j+1 + %—1,3‘—1) (5.25)
—1 —1 —1
+  J3( ?—&-l,j-i—l - in—l-l,j—l - ?—1,j+1 + % 1,5— 1)
Onde
At? At? At? At? K A#?
Al:ph 312<01KA2KA 2) Cl AxQ,DlzKTyZ, Elifpl,FlziAix,
K At? At At? 1—p\ At? At? At 1—p\ At
= ,By =2 D= -D ~-K=—-D -D[ —L )=
Gr=7 Ay’ =p2tai, By <p2 A2 ( 5 )Agﬂ > 182 1( 5 )AyQ)’
At? At? At 1—p\ At? At? 1—p\ At
=D—- -K=—/+D D D —F ) — —-K=—/—+ D, —= | —
Cs Ar? 1 + 12 P2 = < < 5 >Ay2 1 + 1( 5 >Ay2>’
At At 1—p\ At At 1—p\ At
Ey, = <PQ - 051? - 2D1A7x2 —2D, <2> Ay2>’ F, = 7D1A7x2’ Gy =-D, <2>Ay2’
H——KA—HI—Q 1+p\ Af? LDy At _ Dif1+p\ At
T2 A4 2 AzAy 4 2 AzAy’ Ty 2 AzAy
At At? At? At 1—p\ At
A3=P2+0427, 33—2(/)2— ( )AIQ—KQ—D1Ay2—D1( 5 )Aa:2>’
At? At? At At2 At? At
=D(—F ) — —-K— — = ~- K=/ 4+ D;—
Cs ( 2 )A:@ 1 < )A Ds=Dx s Ko ik
At At At At At
E3—<P205222D1Ay2 < >A) < 9 >A$2’G3—D1Ay2”
H——EA—tQI—B 1+p\ At? 2 __& 1+p\ At
T2 Ay T g 2 AJ:Ay 4 AJ:Ay 4 2 AzxAy

5.3 Energia Discreta

A energia de solugdes, totalmente discretizada, do sistema (5.15)-(5.19) é dada por

. AI‘Ay rL+1 W:f] 2 ¢7l+1 ;n,] 2 (pzjl _ ()Ozj 2
B S () () (g

=0 j=0

n+1 n+1 n+1 n+1
Vitiy —Vij Vit — Vi 1—p\ Vit — i i — Y8
+ D 5

D i+1,7
+ Ax Az Ay Ay
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1 1 1 1
+ D 1—p ‘pﬁ_lu ‘F’?j Pit1,j ~ i i D‘Pﬁﬂ ‘PZ? Prjr1 — P
2 Az Az Ay Ay
+1 +1 +1 +1
LK Wit — Wi N Yir1, T i Witt1,j — Wi N i1, TV
Az 2 Ax 2
wznj-i}l + wn+1 ]+1 + w
+ K
2 2
wnJrl _ wn+1 n+1 + n+1 n _,n n + n
LK i1 i.j Pij+1 T Pij Wi j+1 — Wi I Pij+1 T Pij
Ay 2 Ay 2
@Zﬂlg + <PZL,;H i1,y T Piy
+ K
2 2
+1 +1 +1 +1
D L4 p\ (i1 01 = V05 i1 — $iy I Yiji = Vi Pivy ~ P
2 2Ax 2Ay Ax 2Ay
1 1 1 1 n
" @:fl g1 @ZL;F z+1,j+1 - " ‘P?jﬂ ‘P?-:rl,g zn-l-l,j - ijﬂ (5.26)
2Ax 2Ay 2Ax 2Ay ' ’

paratodon = 1, ...,

proposicao:

N. Com o objetivo de mostrar o comportamento da energia E™, temos a seguinte

Proposicao 5.3.1. Se E(t) é a energia associada ao problema (5.15)-(5.19), entdo

En — En— 1
— —AmAyZZ

=1 j=1

I

n+1 n—1 I n+1
(Y g3 ()

2
—Pig )
=1 j=1

L Aaa L[ Wy — ¥
J:Atyzz[ +lj ,J

=0

\)

i _1/11]+1+1/J

— Uiy TR DY, — i —en T el
Ax2At

I J .
Dl( 5 ) AxAty Z Z |: ,j+1 @,

=0 j=

D@ =R — e R
Ay2At

+1 —1 +1 —1
41t el )(w?+1,j+1 =Yl — Vi )

14+ p\ AzAy %01_0_1 g+l 2 J @htl
e »S

=0 j=0

ANz AyAt

2 2A¢t

A0z AyAt

+1 +1 1
1+ ,u ACL‘Ay (szrl \J (pz J+1 (szrl,] + (pz,]+1)(¢?]+l - ,j+1 djanrl ¥l d’?ﬂ,j)
Dy >y

=0 j=0

I J -1 1 -1 1 -1
A:z:Ay (PP i1 — O — it + i V@M — et — el + ol
A2 I
1=0 j=0
I J -1 1 - 1 -1
D A:cAy Z Z ‘Pi+1,j k2 90?+1,j + ‘Pig )((P?jl Jj ‘P?H j ‘P?j + ‘PZ]- )
! At~ = AxZAt
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n+1

1 1 1 -1 -1
14+ p\ AzAy Mg — VR — e O @ e — e el
~D Z Z

2 2At

4AzAyAtL
=0 j=0

n+1 n—1 n+1

-D; <1+'M> AzAy ZZ (P01 — VP — Vi i) (ot — eimy — Pidm T i)

2 2At 4AAzAyAt

=0 j=0

paratodon =1,...,N.
ntl

2/t
somarmos o seu resultado no dominio discreto: = 1,...,I e j = 1, ..., J. Desta forma, segue que

Prova. Primeiramente, iremos multiplicar a equacao (5.15) por Az Ay wy ~ AzxAy

+1 1
AzA ZZ Wig T e Wi Wy Wiy 2 i
Y At 9Nz Al
=1 j=1
+1 1
I e Rl 2 R W G e I K e
2Ay AyQ 2Nt ’

(5.27)

n—1
Z?]

Implementamos agora algumas incrementacdes. Inicialmente, iremos estimar o primeiro termo da

equagdo acima pelo multiplicador em questdo. Os termos dados abaixo representam uma aproximacgao

para p1 fQ wywy dx dy o que conduzird a expressao discretizada equivalente para a componente
p1 [qwi d dy do funcional energia E(t). Temos inicialmente

23 PERET TSRS

11]1

= mZZ nely) = Wiy = @l i = i)

11]1

_ n+1 n n+l_ n w n n—1
= mZZ Wi Wil wil —wi)

’Lljl

n+1 n n n—1
- N Z Z it ol + ol — Wit

7.1]1

= DR - ety -l

’Lljl
I J

n+1 W™ Y (wn W 1 ,ntl _n
T 5) DRI ECL N 3) e )

i=1 j=1 1=1 j=1

=0

De onde segue que

+1 _ 2w + wn WnJrl n—1

1AxAyZZ AP 3Ar =

=1 j=1
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AzAy < W o \T AZA wis 2
- m zxAtyZZ<JAtJ> —m 2Ztyzz< ) (:28)

1=1 j5=1

Aqui, realizaremos os devidos célculos apenas na direcio de x, tomando y como andlogo. Nosso
préximo passo € construir uma aproximagao para o termo K fQ(w + Wy )wyt dz dy. Segue entdo:

I J
1 -1
KY Y Wy =iy it —wiih) +KZZ Wity ;= 2wi +wig )W — Wil
i=1 j=1 i=1 j=1
r,
-1
RS W 0 - e el )
=1 5=1
I J
+ KZZWHJ—MTJ —wl ey Wi =W
i=1 j*l
I J
1 —1 1 —1
= KZZ Py H ORI =Wl = Ky N (0 + e ) wl T - Wi
i=1j=1 i=1 j=1
I J I J
KDY (i Wi @i =Wl S KDY (i - et Wi - Wi
i=1 J’—l i=1 j=1
I J
—1 1 1
= KZZ z+1,j n )(w;’;‘l—wzj )7K Z( z+1,]+¢ )( :L-:—l,j zn+17j)
i= 0; 0 i=0 j=0
I J
1 -1 1 -1
+ KZZ wiy; —wi) (Wi —wi) - K Z(w?ﬂ,j—wﬁj)(wﬁl,j—w?ﬂ,j)
i= 0; 0 i=0 j=0

J
- KZ (W10 + VR Wit —wligh) = K> (W7, +4p ) (wi it —wp i)
=0

J
+ KZ(%A,O + 1/’30)(“;3:_11,0 - WZLJ:11,0) + KZ(%H ;YT ) (w ?111,3' - W?J:ll,j)

7=1
J
- KZ Wi —wio) Widt —wie ) = KD (Wi — wp ) (wi it —wp i)
j=0
J
1 1 n 1 1
+ KZ z+1 0~ )( zn++1 0 zn+1 o) KZ(W?HJ - WI )(W?jﬁ j W?H,;)
j=1
I J I J
—1
= ZZ i+1, T Ui, ><W?$Tj—WZ?1>+KZZ< g T U)Wl — Wi )
i= i=0 j=0
I J I J
1 —1
= KDY (@l el — el KDY (@it - Wik @il - el )
=0 7=0 i=0 j=0
T T
- KZ( ;:—1,0 + Zfo)(wﬁo“ - W?o 1) - KZ(W?H,O - WZO)(WZ(Tl - W?o 1)
i=0 i=0
I T
- 1 —1
+ Z(wﬁ-l,o + ”‘/’30)(“;?_11,0 - W:L+11,0) + KZ(W?—H,O —wilo) (Wit — wito)
=0 =0
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(1/) g )t —wps ) = K (i - w ) wot - wi )

M& ?MK

(YT, YT )(W?ifg W?ﬁlj) + KZ((‘U?Jrl,j W?g)(w?jﬂlg W?Jrll])

I
-
<.

Il
-

J

De onde concluimos que

n+1 n—1
2wl —l—wl 11)“}" —w;

n
1y~ Vit | Wikl — i,j iJ
_KAzAy Zl Zl < - -t -

I J +1 +1
_ KAxAy Z 1y T Ui n Wity — Wi\ [(WirL ~ Wiy
2A¢t 0= 2 Ax Ax

I J n n n—1 n—1
AzAy 1y Tn Wity — Wil (Wit — Wiy
- K : : : : ST 5.29

2At ;;}( 2 T A Az o (629)

onde

n n n n n+1 n 1
¢i+1,0 + 7/’1‘,0 n Wit1,0 —Wio \ Witr1,0 ~ Wit1,0
2 Az 2At

2 Az 2At

I 1 —1
N KAyZ (’WH,O + i n Wil y0 — Wﬁo) Wit — Wik
1=0
(= oy

n n+l _  n—1
1 TP, | Wiy — Wi\ Yo —Woy
2 Ax

J +1 -1
_ KAyZ z/)?+1,j + ¢?,j + w?+1,j B w?g W?Jrl JJ W?JFLJ'
2 Az 2At '

Por outro lado, usando os mesmos procedimentos feitos anteriormente, podemos encontrar uma aproximacao

equivalente para K [,(¢ + wy)wy: da dy, logo

I J n n n n n n+1 n—1
Crit1 — Pijo1 Wiy — 2w twii g\ Wi — Wi
~Kandy Y (B Py Han 2

gt 2At
1 J wh n 1 1
_ gBrdy ZZ Pignl T PR Wiljer T Wi Wigh ~ @iy
2A == 2 Ay Ay

n n n n n—1 n—1
(‘Pm’+1 i Wi T ‘*’m‘) (wi,j-&-l — Wi ) s, (5.30)
y

AzAy
2At

Mk.

I
- K
e 2 A Ay

Il
=]
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com
I +1 -1
sp= — KArY Pogtr T 905 | Wogm = 905 | “gt1 — o
2 P 2 Ay 2At
I +1 -1
LK sz Po+1 + V0 i Wit~ Wo,\ Yoy~ Yo,
P 2 Ay 2At
J -
+ KAzY Piat ety wh —wly)wig —wio
= 2 Az 2At

J “+1 —1
_ KAxZ Ci g T Ui n Wil — W\ Wi — Wit

— 2 Ay 2At ’
J

Feito isso, podemos reescrever a equacdo (5.28) da seguinte forma

+1 +1 +1
AzAy Z Z wi, wﬁj ? LK i1,y T Vi ?+1,j + Wi\ Wit — Wiy
2At 2 Az Az

=1 j=1

+1 +1
LK Pij+1t $i; N Witjp1 — Wi\ Wit — Wi
2 Ay Ay

I 1 1 1
_ AzAy ZZ o Wil — Wi ? LK i1, T VL " Wity ; +wig\ Wikt ~ @iy
2At 4 At 2 Az Az

907.1. +(pn4 wl. o — Wt wn._l —wn._l
+ K( WGy S b ) SIS S = 0

Com procedimento andlogo, iremos multiplicar a equag@o que governa a rota¢do nas secdes transver-
—+1 n—1
Vi —

sais 111 em (5.16) por AzAyi), ~ AxAy%, e somamos o seu resultado no dominio discreto

parat =1,..Jej=1,...,J. Assim, temos que

n+1
— 297 + Ty 200w 1-— i1 — 2
N e R e

Pt At2 AgcQ Ay2
D L4\ Pi'v1 41 — Pirij-1 D L+ p\ =141 T Pic1,i-1 n szJrl,] + 2w +wit g
2 4AzAy 2 4AzAy 4
+ 297 9 1~ Wit Vi, — 2070 Uiy
K J+1 i,j— K H— »J i—1,j D i+1,j ,J i—1,j
+ 4 + 2Ax LRt Az2At

n—1 n
—_D1 7,+1,j 2¢ i, + 1/)7, 1,5 D1 1- 1 ¢i,j+1 szj + 1’0 3,j—1
Az2At 2 Ay?At
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n—1 n n n n
D, 11—\ i ]+1 =247 + Yl 4 + D, T4 p\ Pit141 — Pit1j—1 ~ Pim1+1 T Pi1j-1
2 Ay? At 2 4AxAyAt

—1 —1 1 +1 -1
(s P — Pl — P O | Vi Y
2 1Az AyAt 2At

n+1 wn 1\ 2
= —AmAyZZ <”> ,

=1 j=1

(5.31)

Para desenvolvermos cada termo da equagdo acima, usamos os mesmos procedimentos feitos anteri-
ormente. Para alguns termos, basta trocar as fungdes para obtermos os resultados desejados. Por isso,
omitiremos a prova, levando em conta que é muito longa. Apresentaremos apenas as aproximacdes
para os componentes numéricos da energia ™. Desta forma, o equivalente discreto para a componente

p2 [q i vale:

,wn—&-l _ 2¢ + ¢n 1 wn-&-l %f'_l
p 2AwAyZZ At2 2A¢ ;
=1 j=1

n n \ 2 I J n n—1\ 2
AzAy it — g, AzAy =i
— ) 3. _ 2 3. . . 2
ST ZZ( P2 oA Zi:l ]-Z:l At 632

i=1 j=1

1—
Agora, iremos trabalhar na aproximagao dos termos D fQ Y2 dx dye D <2M> fQ 1,&5 dx dy como

em [';. Temos que

_'_wl 1jwn+1 1/)7’7, 1

— DAxAyzlzl g A:LQ SAL
i=1 j

n n+1 n+1
AUCAZ/ ZZ z+1,] i,j¢i+1,] 1/’

2At Ax
=0 j=0
—1 n—1
AxAy z+1 ] znj win+1 Jj wij
— : : : : S7 5.33
2L Z Z Az O (5-33)
=0 j=0
onde denotamos
n+1 n—1 n n+1 n—1
n z+1 0 @Z’z ,0 ¢z+1,0 - wz+1 0 z+1 0~ ¥%io0 %’,0 - wi,o
S3= - DAy Z 2AL + DAy ZZ; Az 2AL
J 1 1
DA wﬁj - w wn-i- 1/}()] DA djl—l—l,] ¢I] w?—tl J 1/]14-1 J
+ DAY —i NI Z N

j=1
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Da mesma forma, podemos concluir
+ w ) ¢n+1 wn 1
- D Az A 7/]"!‘1 6J—
( a3 A
=1 j=1
1 1
= D AzAy ZZ ,J+1 ijil ¢Z7L
2 2At P Ay
1 AzAy +1 n 7?]:1 — -t
- D 0, 43 7 i, n 534
()5 S 63
onde
v =1 wo Vo1 — Yo 1- g = wo brt v
n A sJ 2J J 5] D A ) \J 5J
51 = ( ) Z 2At * ( ) Z 2At
I n n n+1 n—1 n n+1 n—1
1—p i1 — YioYio —%io 1J+1 rr Vg — Vi
D< >Az; A oae P A Z 2At '

Na sequéncia , procedemos com a discretizacdo referente a

integral —D(HT“) Jo Paytir da dy (ex-

pressdo a esquerda da igualdade abaixo), e conforme vimo no Lema 4.2 do Capitulo 4 este termo apés

os devidos célculos se encaminha para a componente D(l_%) fQ Pzyt dx dy + Dy fQ PyWet dx dy da

energia total do sistema, cujo andlogo discreto € dado pela expressao a direita da igualdade.

I J
n n n n n+1
Z Z(%-s-l,j-u — Pit1,j—1 — Pic14+1 T %—1,j—1)(¢z‘,j

1+p n—
()
i=1 j=1
1 + H n n n—
= D< 5 )ZZ ‘Pz+1,g+1 <Pz+1,; 1) — (‘Pz;l,jﬂ_90?71,3‘71)](%;1—¢i,j1)
=1 j=1
1+u !
= D< 5 > ZZ (Piv1,j41— Py HPij — ‘P?+1,j—1)(7/’:f;rl —7/);?1)
=1 j=1
I J
1 J’»'LL n n n n e n—
- D<2> Z(@i—l,j+17@vﬁ,j + i %—1,]'—1)(7/12‘?;1 - wifj 1)
i=1 j=1
I
- D L+p ZZ[( n o )(wn-&-l_wn—l)_’_( )(wn-i-l wn—l)]
= 5 Pit1,5+1 ~ Pij)\Pij i Pij = Pir1,j-1 i.j
i=1 j=1
I
T S YO )+ (el — oy )W — i)
5 Pi-1,j+1 — %,g i.j Pij — Pi—1,j—-1)\¥; i,j
i=1 j=1
I J
1 +u n n n—
= D<2 >ZZ(%+1,3‘+1 ‘Pz,j)(q/’ i 7/11',3' 1)
i=0 j=0
I J
1 +,U n n n—
+ D(FHE) T D et — b O - v
=0 j=0
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- o(5)

1 —1
(it — @;L+1yj)(w?<:_1,j =¥ )

—_
o |+

=

~ EM“‘
M= 104

I
!
_
4
=

(90?+1,j+1 - SDZj)(szfll,jH o w;:ll,jﬂ)

~

i=0 j=0
1+p ! 1+p 4
- D 5 (90;:-1,1 2 0)(7/}n+1 7/’?,0_1) ( > Z S01,3‘4—1 - wg,j)( gjl o 3;1)
i=0 Jj=1
L+p : 1+p J
1 1 1 n—1
+ D 9 Z(@?H,J - ‘P?,JH)( ;nj-i-l ¢7J+1 ( 2 Z $1j — 9961,j+1)(1/’(7)i4jr+1 - (’)L,j+1)
i=1 Jj=0

~

J
n n — 1 + M
(011 = PR0) @i — ¥rmlo)+ ( ) Z O i1 — Pl W — P EL)

Jj=1

—
+
=

- 217

|
)

(% J 90?+1,J+1)(1/J?++11,J+1 - 1/’::11,.”1)

~

|
)
—_
+
=

1
(0F; — 1) T o1 — VTt je1)

v
.
~
o

—
+
=

n n 1+ I n n n n—
(i <Pi+1,o)(1/’¢f11,o — i o)+D( B )(SDI,J - 901+1,J+1)(¢Ii11,J+1 - ¢I+11,J+1)

_|_
S
.
i
o

+
-l
A~/ N 7 N -~/ N 7 N 7N N
—
o |+
=
tvvvvvvv
i}
=)

Il

|

>
A
w-i—

+1 +1
(P41 = Pig) (Wi — ¥i5)

\Mi
QM“

s
I
o

L i=0 J=1

|
)
—_
o |+
=

r 1 J
n+1 +1
Z(% J <Pz+1 J+1)¢1+1 J1 T Z 901] Y71 ]+1)¢?+1,J+1}
- i=0 J=0

+
-
—
+
=

+1
(@?,J - 907+1,J+1)1/)?+1,J+1

+
-

I J
_p <2) > Z(%,j —eh) Wi Vi)
i=0 j=0
I J
1 +u n n n-— n-
+ D<2> > (PFr 1 = o) Wi — U
i=0 j=0
I J
1 +u n n - P
- D<2> DD (it — i) W — vi)
i=0 j=0
144\ [«
- D<2> Z(@?ﬂ,l — QRoUiT + Z Py~ <pg7j)ngl}
Li=0
144\ [ S
+ D<2> Z(S@?H,J - SOZJHWZEA + Z(dllvj B (pgvj“wg’ﬁl]
Li=1 j=0
140\ [ -
+ D(TE) [t - etaaitio + ko = b it

,_.
m—|—m
7;

I
[Z (Piv11 — Pro)di "‘Z (@T j41 = ¥0,5) g,jl}
=0

j=1

Maciel, E.S. PDM - UFPA



5.3. Energia Discreta 114

. J
1 +/L n n n— n n n—
- D( 9 ) Z(%‘HJ - %‘,JH)%,JL + Z(%,j — #0,j+1) O,jil]
Li=1 j=0
1+p\ [ !
- D<2> Z(% 1~ Pig1, 0)1/)2+1 ot Z Ol +1 — 991+1,g)1/11+1,g}
Li=0 j=1
- I J
Lt+p y
+ D<2> Z(% J %+1 J+1)¢Z+1 J+1 T Z 991,] 501+1 g+1)1/)[+1 J+1}
-1=0 7=0

I+ p , , —1
- D<2> (‘P?,J - L»0711+1,J+1W?HJH

De onde concluimos que

I J n n n+1 n—1
L+p Pi1j41 ~ Piglj—1 — Pi1 41 T 011 Yy — i
(a0

e 4AzAy 2At
=1 j=1
_ D I+u AxAy ZZ D141~ Pi wﬁrll,jﬂ - w;f;rl
2 2Ay 2Azx
I J n
D 14 p\ AzAy ZZ Pit1 — Pijr 1’Z}nj+1 71}7:11,3
2 2At == 2Ay 2Ax
D 1+p Asz Z Pit1 11— Pi 1/’;:11,#1 — wﬁf
2 2At == 2Ay 2Ax
14 p\ AzAy Pit1 — Pijel w?i1 - %:11'
~ D g Pigtr i d 4 gn 5.35
( 2 > 201 & O]ZO 2Ay 2Ax 55 -3

onde

I n
Pit1,1 <Pi 0 n+1 @1,g+1 900; nt1
Z 4AzAy Vio T+ Z 4AzAy “iAzny Yo J

I n n
14+ p\ AzAy Z Pit1,0 — Pi,J+1 Yl Z o7 Pr; — Pog+1 — 90 41 nt1
2 2At \ 4Az Ay Vi AAzAy 0Tl

T
Z ‘19?,1 - 90?+1 0 n+1 + Z ‘P}L,jﬂ B SDTILH,J' wn+1 )
pared 4AxAy Vitio 4AzAy I+Lj

I
14w\ AzAy Z iy~ P41 N AR Z ‘pI,J Pri1441 s
4AzAy ”1 J+1 4AzAy T+1,5+1

99” 801+1 J+1 41
4AmAy wl—&-l,]—&-l

1+ 1\ AzAy [ < oF w5 %
— i M L+l 70,5 0.5
D( 2 ) Y, (z_% IAony  Vio +Z 4Aa:Ay “iAchy V0 )
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I
14\ AzAy Y10~ Piatt o7 P15 ~ Po,+1 — 9041
D — 1 -
* < > ) DA g iAchy Vit Z “iBeny  Yoih
I
14+ p\ AzAy ©i1 — P10 et e j+1 — 1, J
D 3 3 ?L )
N < 2 > 2At ; 4AzAy Visiot ; 4AzAy e
T ;
14+ 1\ AzAy Yi 7~ Pita, I, OF; — Pl+141
_ pl Ly~ FI+1,541
< 2 > IAL ; 4A33Ay z+1 I+1+Z 4A33Ay w[+1j+1
Crg — PI+1,0+1 o1
4AzAy 1/I+1’J+1

Na sequéncia, procedemos com a discretizagdo referente a integral dada por K |, o (W +we )by da dy.

Segue entdo

I J
KZZ[ 1+1j+2¢”+7/%

i=1 j=1

1) @R+ 200+ WP =Pt

’

I J
+ KZZ(W:LH,J‘ Wi— 1,3)(¢n+1 i 1)
i=1 j=1
I J
= KZZ[ (ViU 00 i) + (U 00 + 0 + 97 1)}(1/};?1—1#2;1)
i=1 j—1
+ KZ Z 2+1 g Wy ] Wzlj wznfl,j)(w;fjl - wz;l)
=1 j=1
I J I J
= K Y (W +ur) @ =gl ) A K Y W i )@ =it
i=1 j*l i=1 jfl
+ KZZ L Py +KZZ W+l Wi = i)
i=1 j=1 i=1 j=1
I J
bOEY S el eI U K S S (el -t ) — o)
=1 j=1 =1 j=1
I J
= KZZ iy H R @ =R+ KO Y (W ) — orn)
i= Oj 0 =0 j=0
I J
+ KZZ 7J+1+¢7J)(¢n+1 wznjl +KZZ 7_/—‘,-1_|_1# )(1?2;:11—7#2;21)
i= 0] 0 =0 j=0
I J
+ KZZ Wiy — IR =Gl A KDY Y (@l — i) R — o)
= 0] 0 1=0 j=0
- KZ (W10 + Vo)W —vig ) — K Zwuwo])(w”*l )
j=
J
- KZW;Z—LOJF Zo)@/’?fll,o z+10 KZ 1+1,j+w?,j)(¢?-t1lj 1/11+1,])
1=0 j=1
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J
— KZ U+ YR W — e ) = K (W + 05 ) (T — v
=1 7=0
I J
- KZWZJH + :LJ)W}:LJJFJIA v, iy KZ (Yo 41+ 1/’8,]')@3341—1 Yo, ]+1)
i—1 =0
J
- KZ z+10 Wzno (%"o“ Vio 1 KZWu*WOJ (7)13‘_1* 371)
j=1
J
- KZ wit1,0 — (wzljﬁo - ;”+110 KZ Wit — w?,j)(¢?-tf,j - W:f,j)
J=1
I J
= KZZ iy H R @R I = KDY O (@ + R @R + vl
i= 03 0 i=0 j=0
I J
+ KZZ i R @R 0T = KDY O (@ + ) @R + vl
i= oj 0 i=0 j=0
I J
+ KZZ Wiyr g — W)W v - K Z( W1,y — W) (WY + U
1=0 j=0 =0 j=0
J
- KZ Beno FUR) @I — vl — KD (W1 + e ) Wett - ¢65 )
=0 j=1
J
- KZ ’L+1 0 + (w;n—:rll,o - ¢:L4j11,0) - KZ(¢I+1,] + ’(/}I,j)(w?jrrllj wIJrl j)
j=1
J
- KZ( it w%)(%ﬁl i) KZ Yo 41 %0 ])(wnﬂ 331)
i=1 7=0
I J
- KZ( rre1t 7//sz)(w:Ijil - :LEL) - KZWOJ-H =+ 7/’0,;)(1/18—321 - g;}rl)
pt =
J
- K Z Wi — Wi (Wi =g )+ K Y (wf - wi et —ei )
j=1
J
- KZ wit1,0 — Wi (¢?++11,0 H—l 0) KZ (Wl g ?;)(w?illg ¢1+1 g)
= KZZ[(W?HJ —wi) + Wl U7 )](1/}?-:11] + ¢n+l)
i=0 j=0
I J
— K3l — i)+ W ORI+ e
i=0 j*O
I J
+ KZZ Ui ORI ) = KDY Y (W R W i)
i=0 j=0 i=0 §=0
I
- K Z[(w?+1,0 —wi'o) + (W10 + 1/’30)](7/)?-:31,0 - 7/’;:11,0)
i=0
I
- K Z[(W?H,o —wi'o) + (W10 + Wo)](wﬁfo“ - wlfal)
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J J
— K (W H )0 6 — K Y W0 6 (5 — Y8 )
j=0 7=0
J
- KZ w1j+w0j (1/) +w0])](¢n+1 1/Jn 1)
j=1
J
- KZ[(W?—&-L]’ +wi )+ W+ dj?])}(w?j:llj 1/114-1 )
j*l
I
— KZ Ui ORI =) = K (W + ) @ — i)
=1 =1
De onde concluimos que
n+1 n—1
KAM?JZZ < e +2w Py + e +21/:1 L 1) - 2At%
=1 j=1
I n+l _ n—1
+wiy; Vi i
KAzA z+1 \J i—1,5 i,
- K3y S
=1 j=1
AIBA z+1,] Wi j ey Vi Vi, T Y
- zz( + L )
=0 j=0
2At 2
=0 j=0
AIBA L szrl,J Wit 1 TV ¢z+1j + 97 !
o Z Z + 9 9
=0 j=0
_ Sg 5.36
KAt Z 2 + 9 (5-36)
=0 j=0
onde
gn_ _ KAIA.U XI: Wit10 — Wi n Yitt1,0 + i 1/’?-:31,0 - w?—ijll,o
6 2 = Ax 2 2At
B KAl'Ay ZI: <win+1,o —wi i Va0 + 7/’?,0) w%rl - ¢361
2 Pt Ax 2 2A¢
B Aa:Ay i 1/163‘,'“ + 0,5 1/)(7;,}&1 - ¢6L,;Jlr1 B ACL’AZ/ Z ¥o, g+1 + 90, WH_l g,;l
2A¢t 2A¢t
j=0 7=0
B AacA 2‘]: Wy +w0j M‘J + 485 61371 _ &;1
= 2 2At
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n n n+1
E : g J J J J
AZ’AZJ <w1+1 +wr n Vi YT '>¢1+1 1/)1+1
2 2A¢t

n—1

AIA@/ Z i+ ¢ vig ' — v 7 KAIEAZ/ XI: Yl T U VR — YT
2At 2At 2 ’

1—
Os equivalentes discretos a Dy [, Y2, dx dy e Dy (2#6) Jo wt2y dz dy, encontramos, respectiva-

mente, as expressoes dadas abaixo

1 — 20 Uy e N KA
AzA - D i+1,5 1—1, D i+1,5 1,7 i—1,5 1,7 1,]
. yz;; { ! NN e Az2AL Y
I J n n n—1 n+1 n 1 n—1
_D AzxzAy ZZ ( i1 — Vi — Vi1, + )(T/szl,j - z+1j — 1y T ) S
=t VY "
(5.37)
onde
o _ p AxAy i [ (V10 — ¥ilo — z+10+1/1 )(1/1n+1 o 1)
7 L 2At Az?At
AzAy [0 — ¥ — Uio + 070 D@ — o)
— D rTAyY Z i+1,0 1,0 z+10 i+1,0 i+1,0
2At par AJ;2A7§
D Amyz": F(W0 s = — Ui g DWET = weh)
PoAt & R7A
J r(.n n+1
_ p, Ardy 3 (UF 1y —F; — Vim0 W, — Vi)
FoAt & AZAL ’
e
I J n—1 n+1 n—1
1—p Yl — 200 Ry Ul — 200 R R — 0
MA?/;;D« 2 )[_ NI * A2 AT Y,
B AzAy < [0 — ¥y =i i Wil — il — i + e "
Dl( 7 > IAL ;g[ A2At ]*SS’
(5.38)
onde
n A:cAy ! ( 1?,3-1,0 - w;i’o - wH»l ot w )(w%rl - W,El)
54 D5 Z[ Ay?At }
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- D AxAy (wﬁ.l—&-l - wZJ - 1/’1 1+1 + w )(z/hnth - U’ZE}A)
'T2At Ay2At
. AxAy i -( 1/’03 o ,d}n 1 + d)O )(wn-‘rl wn 1)
oAt =1 Ay2At
J r/n n n— n— n n—
~ D AzAy Z T, —¥5; — V07 905 )Wt — Yo i41)
2At = Ay2 At '
Também
L+ g\ Pi1,+1 — Pig1j—1 — Pic1j+1 T Pi1j-1
AxA 5J 5J 5J )
233 [ o ()
L D 14+ 90?4:11,3‘“ - @?;11,1‘71 P 1,J+1 + ;= 1,; 1 ¢n+1 77[’23’_1
2 4AzAyAt 2At
~ p (1 AxAy Z (P11 — @1 — i iy DN 0 — Vi — v o)
U2 gt 1Az AyAt
+ D 1 + 1% AI'Ay Z Z Lpz—&-l,j @1 J+1 901—0—1 ] + 901 g+1)(¢;f;i1 - wz;-&l - w?-jllj + w1+1 j)
U2 20t 1Az AyAt
+ 59,
(5.39)
onde
G _ p (L) Ardy XI: [(PF11 = PFo — Priia oo Wi —¢ig )
9 2 28t | 1Az AyAt
I r/ n n n— — n n—
D 14 p\ AzAy Z (‘Pi+1,J —Pig+1 T ‘Pz'-s-ll,J + @ZJ-lkl)wij}-l - 77[}i,JJlrl)
2 2At — | 1Az AyAt
) L+ AzAy = [ (00 — oMo — i+ erto) @i — viile)
2 ) ear & AAzAyAt
I r n n n—1 n—1 n+1 n—1
. D 14+ p\ AzAy Z (Piy = i — %y T @i+ Wikt s — Yiise)
2 28t | Az AyAt
J r n n n+1 n—1
L D 1+ p\ AzAy Z (0T 11 — %oy — P15 g+1 + %0, )(d) — Yo, )
"\ 20t | AAzAyAt
J r n n n
~ D 1+p)AzAy Z (1 — 041 — 901,3 + ¥, J+1)(1/’o jr-il-l Vg, J+1)
2 2At pardl| 4AzAyAt
J r(,,n n n+1
Y 14+ p\ AzAy Z (@7 j41 — Pl41, <P17J+1 + ¢ ])(wfil j le,a)
2 2At Pl 4AzAyAt
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J 3 -1 -1 1
14 p\ AzAy (@?,j — ¥l — P, T 99?+1,j+1)(¢?j-_1,j+1 1/’1+1 j+1)
+ D Z

2 2At 4AzAyAtL

1+ p\AzAy, n n—1 n—1 n+1 n—1
" D1< 2 > 2At (P70 = Pl = 910" + T ) W s = Vi)

Agora, fazendo a substituicao de (5.32)-(5.39) em (5.31), a fim de obter

I +1 2 +1 +1
AJJA ¥, Zj Vi — Vi Vi — Vi
Z Z +D
=0 j=0

Ax Az

) +1 +1 +1 +1
+D<1 - u) Vi = Vi Yig — iy N D(l + N> Piv1j41 ~ Py Vit Vi

2 Ay Ay 2 2Ay 2Azx
Lp(Lttn Py — P Vi — Y
2 2Ay 2Azx

+ 2 2 2

+1 +1 +1 +1
+K(”zn+1,j —wity | Y TR > Yiri, T i i TV Vi i
Ax 2

I J n n— n n n— n—
AIA ZZ 1/’ m\ L+ pYir — Vi vt — iy
= Ax At

1 -1 -1 -1
+D<1 — M) Vi =i Vi — Vi n D(l + M) Pir1gr1 — iy Vit — Vi

2 Ay Ay 2 2Ay 2Ax
n n n—1 n—1
D L+ p\ Pivry — Pijr1 Vi1 ~ Vit

2 2Ay 2Ax

n n n—1 n n—1
(Y TV Vi TV Vi v el U iy T U
Ax 2 2 2 2

45+ SP 4 SZ 4+ Sy + SF + S5+ S

_ AJJ"AZU 21: XJ: [ Z+1,J wznj B wH‘l,] + d}n 1)(1’/}?-‘:-‘_11] 7’01-‘:-17] — d}:fj—l + 1/}:33_1)}

2At P Az2At
-D; ACCAZI XI:XJ: i1~ Vi _wz g+l +1/J )(d]:j-i}l _w:;-&l _wszrl "‘1/) Y
2 At e AyQAt

I J -1 -1 1 -1 1 -1
14+ p\ AzAy (%0?+1,j+1 - %n,j - ‘P?ﬂ,jﬂ + @Zj )Wﬁq,jﬂ - ¢zﬂ+1,j+1 - wzn;r + ij )
—Di(—5— >

2 2At == ANz AyAt

+1 +1
—Dy <1 + M) AzAy Z Z (Ph1y = Phi1 — iy T i) WEh — Yirh — Wi + i)

2 2At 4AzAyAt
=0 j=0

n+1 wn 1
—a1 AxAy Z Z ( )

=1 j=1
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(5.40)
ng“H — Sp”.b._l
Nossa préxima etapa, consiste em fazer a multiplicag¢do da equagéo (5.17) por Az Ay, ~ %,
e em seguida efetuarmos a soma no dominio discreto ¢ = 1,2,--- ;T ej = 1,2,--- J. Sendo assim,

temos que

I J n+1 n n—1 n n n
Pij —2pi e Pijr1 — 2P0 T i
AzxAy g E [,02 NE -D Ay
i=1 j—1

_ pfl=n Piviy — 20 ity plte Vi1 — Vit
2 Ax? 2 4AxAy

D T+p\ =l T ¥, n K‘P?Jrl,j + 205 + 051 n K(P?,j+1 +2¢7 + 0
2 4AxAy 4 4

n—1 n—1 n—1
Pijr1 2% TP

N Dl‘P?,jH — 290 i
Ay? At

2Ay A2AL + D1

-1 —1 -1
N e AN N e i SRR 6 Sl A S W R TR S
Az2At 2 Az2At

D 14 1\ Yit1j41 — Yij-1 — Yici i T ¥4
! 4ATAyAt

-1 -1 -1 -1 +1 -1
L p (L itiin Vi Uit a0 ey — Yy
"\ 2 ANz AyAt 2At

n+1

— o2
= —OzzAa:Ay<<pw ZAZDM > .

Da mesma forma como encontramos (5.40) a partir de(5.31), reescrevemos a equacio anterior como

I J n+1 n 2 n n n+1 n+1
AzxAy ZZ p Pij — Pij n D‘Pi,jﬂ — Pij Pij+1 ~ Piy
. 2 Ay Ay

1 1 ), 1 1
1= p\ Pi1y = Pry Piaiy — Pig L pfLte VP11 — Y Piaige1 — Pig
Ax Ax 2 2Ax 2A

2Ax 2Ay

n n n+1 n+1 n n n+1 n+1
Pij+1 T ‘Pz‘,j) Pij+1t Pij Pir1;  Pig Pix1,j T iy

n —wn.
Wij+1 — Wi n

K
Ay 2 *

2 2 2

n n n+1 n+1
<1 + ,u> Vi1 — Vi %‘,;‘rﬂ - %:1,;'
2
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I J n n—1y\ 2 n n n—1 n—1
AzxAy Pij — Pij Pij+1 — Pij Pij+1 — Pij
_ , i, Db i,j Ti,j i
9AL ZZ [”( At + Ay Ay

n—1 n— n—
LD 1—p\ Piv1, — Py ‘Pz+1 g Pij D L+ p\ it +1 — ¥y ‘Pi+11,j+1 — Pij '
2 Ax Az 2 2Azx 2Ay
n n n—1 n—1
LD 1+p %H,j - ¢i,j+1 Pij+1 — Pit1,5
2 2Azx 2Ay
n —1 —1 n—1 n—1
+ K Wij+1 — ,J + 901,7-%1 + 901,7 SDZJ'-H + SQ;L;j + K901+1,7 + 901,7 Pit1,j + ¥ \J
Ay 2 2 2 2

£ ST ST ST+ ST+ ST+ ST+ ST

I J -1 1 -1 1 -1
_ AZCA Z Z Wi,jJrl - 902]‘ - 902]#1 + @i,] )(‘p?,j;rl QOZjJrl 90?;_ + 9023‘ )
Ay2At
=0 j=0
I J -1 1 - 1 -1
B u AzAy Y (VP — 985 — oy + o8 et — ot — ot + oY
20t A2 At

2A 4AzAyAt

_ (+
2
1=0 5=0

1+

-1 —1 +1 —1 +1 —1
u)AxAy ZZ Vi1 w;l,j_z/}?+l,j+1+¢£j )(90?+1,3+1 90?+1,j+1 SDZJ ‘HPZJ' )

2A

1 J 1 -1 1 -1
B ( u) AxAy Z Z ( i1 — Vi1, — Vi ,J+1 + ¢z+1,;)(4p7++1,j ‘P?H,j - ‘p?jﬂ + ‘pgjﬂ)

= =6 4AxAyAtL

I J n+1 n—1
- agAmAyZZ <¢ .d ZZ’ >

541
assim como S1g e S11, andlogos a Ss e Sy, dados, respectivamente, da seguinte maneira
1 —1 J 1 _
no_ DAz Z ©0 ]+1 ‘Pg,j ‘ngﬂ ~ P01 n DAxZ ©0 11~ %0, ‘ng — %0,
10 IAL pad Ay 2A¢t
+1 n n+1 n—1
T — Pio Pio — Pi 0 o J+1 — i, Pig+1 ~ Pig+1
DAx — DAx : :
- 72; Ay 2At Z 2At ’
e
—+1 n—1 n+1 n—1
— Vi, 0 — P10 Pit1.0 — Pit1,0 1- O, 0 — Q0o — Pio
ST = A ~+D Ay d
n=-o(151) 3 TR >
1 n+1 1
1—pn 1 — %o ‘PBLJF — %0 Ori15 — 1 Pri1y — PItly
D A \J 2J sJ J o A J »J ,J »J
en(5t)ary g s > T
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com Sto e S13, a exemplo de S5 e Sg, dados respectivamente. Portanto, temos

I

1+ p\ AzAy 11— Vi 1j+1 — %o
no — D trl, n+1 g+l 70,5, n+1
12 < 2 ) 2At Z:O IAzhy P +Z T iAzAy 0

I n n J n n
1 —|— I+p AxAy Z g — Ui ntl Z ¢1,j - wo,jﬂ nt1
2A¢ p 4AxAy i+ = 4AxAy ®0,j+1

AzxAy Vin =0 a4 Vrit1 ~Vi+1 ni1
- ( ) Y, (; NN Z+10+Z dAzAy P

Aa:Ay ;.’f.] _ w?+1,J+1 71+1 QZ)IJ 1/11"1‘17]4‘1 n+1
+ ) IAL (Z 4A$Ay z+1 J+1+Z 4A;vAy S01-‘,—1]-’-1
Yy =Yg nt1
- W@IH,JH
I
14 p\ AzAy Yit11 — ¥io 1 Y1 Pij+1 — Yo,i =0 1
_ D ’ﬂ ) ) n—
( 2 ) 9L ; iAzAy Fo T Z AAzAy 0
I
1+ p\ AzAy 1,0 ~ Vi s g VT — V01
D > ) n Ty 709+l n-—1
N < 2 ) 2AL ; 1Azhy Tt Z 1hohy oo

I J ) )
1 + M A:CAy wnl - 1/)’11 0 1 1/)? i+1 1/}}L+1 j _
p(ZTH Vi1 “¥i41.0 n Yrjs1 = Y415 no1
+ ( ) ) A7 ; IAzhy Frro T 2. AATAy Pl

I n n
14w\ AzAy =Yl s ) GE =T
— D _— # n— 7.7 5J n—1
( 2 ) 2At ; 4Nz Ay Pit1 41 T Z 1AzAy Pre1,j+1

w}l,J - 1/J?+1,,]+1 n—1
4AxAy 901+1,J+1

+1 -1
" Aa:Ay wpy ]_H Woj  Pog+1 T %0, 9083+1 908,j+1
1B Z * 2 2At

+1 —1
AxAy Z <w0 1 T Wo + ©0,j+1+ @g,j) 05 — P04

2 2At
1 1 1
_ KAJ?Ay Z PP1,0 + PRo Pirro — Pirio _ AJCAZ/ Z <Pz+1 ot ¥l Pie — Pio
2 2A¢t 2At

=0

o Ardy ZI: Wi + Wiy . e+l erat — el
Ay 2 2At

+1 —1
A:EAy Z < i ]+1 +w; 7y i g1 T SO?,J) iyt~ it
2 2At
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n n n+1 n—1
¥1,; + %o Poi — Po,

n n n+1 n—1
Pry1,y T P15 Pre1y — Prin

AzAy !
- K
2 ; 2

AzAy !
- K
2At 2 ; 2At 2 ’

da mesma forma Sy4, S15, S16, equivalente a S7, Sg, Sg, dados, respectivamente da seguinte maneira

J r n n n— n— n n—
s _ D AxAy Z (90,41 — %o, — 900,j41-1 + ‘Po,jl)(wo,;rl - Soo,jl)
1 DY =l Ay2At
J r , n—1 n—1 n+1 n—1
_ D AxAy Z (‘Pg,j-&-l — 90, — L0411 %0 )(“PO.,J;+1 - 500,j+1)
"ot | Ay?At
L Ardy ZI: (071 — oo — ot + oPa R — oo ™)
oAt yars Ay2At
I r(,n n n—1 n—1 n+1 n—1
D AxAy Z (%‘,JH —Pig ~ g1 T Pig )(%jﬂ - <Pi,J+1)
Poar & | Ay2At ’
J r n n n— n— n n—
s _ p AxAy z (@O,j+1 — %o, — 900,]41-1 + ‘Po,jl)(@ojl - ‘Po,jl)
15 Y9Nt pard| Ax2At
J (. n n—1 n—1 n+1 n—1
_ D AzAy Z (Pl — 1 — P T 91, )(SDIL,J' = ¥7;)
DA | Ax?At
L p Arhy z’: [(0f1 = o —ein T oro Derst = ¢!
P2At | Az?At
I r/ n n n— n— n n—
D AzAy Z (P71 — Yio — Pin L ¥i,0 1)(90ij11,0 - 991-5-11,0)
P2At | Az?At '
J r n n— n— n n—
" _ D 14+ p\ AzAy Z (Y111 — %o, — %,j}q + %o, 1)(%.?1 - ‘Po,jl)
16 2 ) ear & AAzAyAt
Jr(ahn n n—1 n—1 1 -1
_p (L) Ardy > (W71 = Uiy — Vi YT )PI, — ¢ y)
"2 28t | 1Az AyAt
r n n n—1 n—1 n+1 n—1
D 1+ p\ AzAy Z (T, =g 00 — T, + ¢o,j+1)(¢o,?+1 —©0,j+1)
"2 28t | 4AzAyAt
-l n n—1 n—1 n+1 n—1
LD 14+ p\ AzAy Z (¢]7j — Vi — Y, ¢I+1,j+1)(<pjil,j+l - ¢I+17j+1)
"2 201 4AzAyAt
J n n n— n— n n—
LD 14 p\ AzAy Z (¢i+1,j —Yio — 1/%4-11,]' + Ui 1)(%731 — %0 1)
U2 28t & | AAzAyAt
) 1+ AzAy <= [ ( R 21_1 + %:11,0)(@?11,() - 4/’?;11,0)
2 ) A & AAzAyAt
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Ly (L) Ay g [y = Vg =Vl V) (P — )
"2 AATAyAt

1 n n n— n n
LD 14w\ AzAy Z ( i, J 7v/’i+1,J+1 - ‘Z’ L4+ ¢z+1 J+1)(S0ij11,,]+1 S02+11J+1)
"2 1Az AyAt

14+ p\ AzAy _ _
+ D (2) ('l/)?,J - 1/’7+1,J+1 - 1/’?,,71 + 'l/)?+11,.1+1)(5071¢11 J+1 50?+11 ]+1)

Somando os resultados (5.31), (5.40) e (5.41)e usando as condicdes de contorno Dirichlet ho-

mogéneas dadas em (4.10) - (4.12), resulta

I n+1 n 2 n+1 n 2 n+1 n 2
Am ZZ g ), Vig VN, (P
=0 j=0 At At

+1 +1 +1 “+1
LopYirg TV Vg — VG (Lo p\ Vi TV Vi — Y
Ax Ax 2 Ay Ay
1 1 1 1
LD 1=\ Pivn; — iy P, — ¢ i D‘Pﬁﬂ Pia Prir — P
2 Az Az Ay Ay

n+l _  n+l n+1 n+1 n P ) n n
N K(Wm,j Wiy Vieng PO (Wi T @l Vi Y
2

Az Az 2
N ¢n 1 + wn-‘rl j+1 + wzj
2 2
1 1 1 1
LK with —wif N Piti T e (Wit — Wi N Pijr1+ i
Ay 2 Ay 2
1 1
n K‘Pﬁrl it ‘PH Piv1y T Py
2 2
1 1 1
D 1+p 7#?:1,#1 - WML %+1,J+1 Sﬁ?,j I %Tf;rﬂ - %TLJ:LLJ %+1,J SD?,J‘H
2 2Ax 2Ay Az 2Ay
+1 +1 +1 +1
N i1l — Pig Vi1 41 — V1 N Pigr1 ~ Piriy Vit — Vi
2Ax 2Ay 2Ax 2Ay
_ AmA iz wiy! wJ 2+ Yirt =4 2+ P =i\
P2 At P2 At
=0 j=0
1 1 1 1
N Dw?fl,y vl YR, — Y L p(lz=# e R AR
Az Az 2 Ay Ay
+1 +1 1 1
L p(lzx Vit~ $ig Pivry — P N D‘P?fﬂ Piy Phit1 — P
2 Az Ax Ay Ay
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_|_ K w::‘rllv] B w:‘j_l wz’j_llj + wn+l wl-‘rl,] - w’lrj_] z—|—17] + 7/)
Az 2 Az 2
1 1
" K¢ZJ++1 + R Ul Yl
2 2
with — Wi e TR (Wl — Wl el + el
+ K +
Ay 2 Ay 2
1 1
n K‘nyl I R 2,
2 2
1 1 1 1
+ D L+ K w?ﬁd-ﬂ,—l — /l/]:fj_ SD?'i‘l,j-ﬁ-l - SDZ] + ¢Zj+1 - 1/}?:17_] SDl-‘,-l,] SDZj‘f‘l
2 2Ax 2Ay Ax 2Ay
1 1 1 1 ,
n @?—:rl g+l SOZL;F 1,41 — Vi @?;H @?me i1 — Vi L gn
2Azx 2Ay 2Ax 2Ay
rJ ntl _ gyn—1 nt+1l _ 2
= _AxAyZZOé1<W) AmAyZZ <W>
i=1j=1 i=1 j=1
I J _ _ _
_ p Ardy »y (WP, — o8 — i R @R — oial — i et
'ToAE ; Az2At
1=0 j=0
I J _
_ p, (L= ArAy » (W — 00 — i+l D@L — ol — ol el
"2 2At . Ay2At
i=0 7=0
I J _ _ _
- D 1+p) Azly Z (P41 = 90 = Pirig Foig DR = oint o — i+ o)
2 PINIRAT: 4AzAyAt
=0 7=0
1 -1 1 —1
— D 1 A.ITAy Z @hLl \J %01 ,J+1 @z+1,j + %,;H)(%Tfjﬂ - ijJrl - 1%?1’]» + le’j)
! 2At 1Az AyAt
=0 j=0
I J _ _
_ AzAy » (P01 — 05 — it + 08 et — of i — it + oY)
oAt , Ay2At
=0 j=0
I J _ B
- D 1 Ay Z Z @zﬁ-l,] Pij — 90?4—11,]‘ + SOM )(‘P?jﬁlj <P,~+1 K 4,0:?1 + ‘p?,j 1)
' At Az2At
=0 j=
I J 1 1 -1 1 -1
_ p(Llfe AzAy Z (WPa a1 — W0 — i U8 (O 1 — Ot je — AT e Y
2 2At ; 4AzAyAt
i=0 j7=0
r J 1 — 1 -1
~ py(LEr) Al yeye (W51 — Wl — Vi i) (el — eindy — e + el
NE 24t i=0 j=0 4AxAyAL

Substituindo 5.26 na equagdo acima, obtemos a seguinte lei de dissipacgdo (5.27) no contexto numérico, obtido em

analogia feita no caso continuo.
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5.4 Simulacoes Numéricas

Nesta secdo, nosso objetivo estard voltado em ilustrar graficamente por meio de simula¢des numéricas, os resul-
tados analiticos obtidos en segdes anteriores. Nosso foco de estudo serd o esquema numérico (5.16)-(5.19) e sua
energia E™ dada em (5.26).

Para os exemplos numéricos, consideramos 1.y = Lo = 1.0 m, espessura h = 0.015 m, £ = 21 X 104N/m2,

p = 7850kg/m3, k = 5/6, u = 0.29 (taxa de Poisson) e as condigdes iniciais (ver [?]) sdo dadas por

w(zi,y5,0) = Y(xs,95,0) = @(x45,95,0) = we(xi, y5,0) = (24, 95,0) = wi(24,95,0)
= 10(z; + 1)%22(y; + 1)%y?

Vamos comegar nossas simula¢des levando em conta o caso conservativo e com dissipac@o total, quando as-
sumimos a1 = ay = D; = 0 em (5.15)-(5.19), encontrando E" = E°, paran = 1,2, ..., N + 1, como podemos

ver nas figuras

Comportamento da Energia: Ax = Ay =1/20 Comportamento da Energia: Ax = Ay = 1/40

2

2
18t —Dlzalzazzo 1 18t —D1:a1:a2:0 1
1.6 b 1.6
141 1 14
12r b 1.2
E" E"
1 1
08 1 08
0.6 b 0.6 [
0.4 b 0.4
02r 1 02F
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
tI1 tn
FIGURA 5.1 FIGURA 5.2

Agora iremos realizar uma andlise grafica do comportamento da energia (5.26) quando variamos a particao
da malha, para os respectivos valores de A = Ay = Az = 1/20,1/40,1/60,1/80, e 1/100, onde adotamos
D1 >0,a1 = ag > 0.

Os gréficos abaixo podem ser vistos um comportamento lento onde as figuras do lado esquerdo mostram o
caso em que existe a seguinte relagéo entre os coeficientes p; = p1 D /K, enquanto que as figuras do lado direito

representam o caso em que sio diferentes.
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) Comportamento da Energia: Ax = Ay =1/20 ) Comportamento da Energia: Ax = Ay =1/20
D/ K D/ K
08 1 08 1
07 8 0.7 1
06 1 06 1
E" E"
05 1 05 1
041 1 041 ]
03 1 031 1
02f 1 02 1
01f 1 01f 1
o . . . . . . . . . 0 . . . . . . . . .
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
t t
n n
FIGURA 5.3 FIGURA 5.4
) Comportamento da Energia: Ax = Ay = 1/40 ) Comportamento da Energia: Ax = Ay = 1/40
D/ K
09r Ll 1 09r
08 1 08 1
07 1 071 1
06 ™ 06 1
E" E"
051 1 051 1
041 1 0.4 1
03 1 03 1
02f 1 02 1
01f 1 01f 1
o . . . . . . . . . o . . . . . . . . .
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
t t
n n
FIGURA 5.5 FIGURA 5.6
s Comportamento da Energia: Ax = Ay = 1/60 J Comportamento da Energia: Ax = Ay =1/60
D/ K
09r H 1 09r
08 1 08 1
07 1 071 1
06 1 06 1
E" E"
051 | 051 1
041 1 0.4 ]
03 1 031 1
02f 1 02 1
01f 1 01f 1
0 . . . . . . . . . 0 . . . . . . . . .
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

FIGURA 5.7

FIGURA 5.8

Para entender melhor os graficos apresentados anteriormente, dispomos da tabela 5.1, em que exibe os valores

das taxas para o decaimento polinomial quando variamos os valores de A nos casos em que po = p1D/K e
p2 # mD/K.
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Comportamento da Energia: Ax = Ay =1/80 Comportamento da Energia: Ax = Ay =1/80

1 1 T
08 b 08
0.7 b 0.7
06 1 06
E" E"
05 b 05
04 b 04
03 1 03
0.2 b 0.2
01 b 01
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
ln 1n
FIGURA 5.9 FIGURA 5.10

Comportamento da Energia: Ax = Ay =1/100 Comportamento da Energia: Ax = Ay =1/100

1 1 T
08 1 08
0.7 b 0.7
06 b 0.6
E" E"
05 1 05
04 b 04
03 | 03
02 b 0.2
01 b 01
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t t
n n
FiGUura 5.11 FIGURA 5.12

A=1/20 A=1/40 A=1/60 A=1/80 A =1/100

p2 # pD/K -0.090237  -0.19043 -0.302 -0.40198  -0.48351

p2=p1D/K -0.10908 -0.22317 -0.35768  -0.46692 -0.5288

TABELA 5.1

Observando a tabela 5.1, podemos perceber que para o nosso esquema numérico (5.15)-(5.19) existe o decai-
mento polinomial, independente de qualquer relag@o entre os coeficientes p1, p2, D, K. Ademais, verificamos taxa

t—1/2 verifica numericamente.

Nosso objetivo agora € comparar numericamente nosso resultado com os trabalhos de A. D. S. CAMPELO,
D. S. ALMEIDA JUNIOR and M. L. SANTOS [8] ¢ M.A. JORGE SILVA, TF. MA, J.E. MUNOZ RIVERA
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[17]. Abaixo temos uma andlise grafica do comportamento da energia (5.26), quando adotamos Ax = Ay =

1/20,1/40,1/60,1/80 e 1,/100.

1 T

Comportamento da Energia: Ax = Ay =1/20

Comportamento da Energia: Ax = Ay =1/20

D, >0 a;=a,=0

D, >0, =a, >0

08
0.7
0.6
En
04

03[

01r

D, =0, =0a,>0

D, >0, o, =a,>0]

D1>0, {11:“2:0,

FIGURA 5.13: p; = poK/D

0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

FIGURA 5.14: ps # 1D/ K

Comportamento da Energia: Ax = Ay = 1/40

Comportamento da Energia: Ax = Ay = 1/40

09r

06
gn
051
041
031

0.2

D1>0,ul=a2=0

D, >0, a; =a,>0

0.2 03 04 05 06 07 08 09

FIGURA 5.15: po = p1 D/ K

D, =0, =a,>0

D, >0, =a,>0|]

D, >0,y =a,=0

1 T
091
081
0.7
0.6

gn
05

021

0.1r

Comportamento da Energia: Ax = Ay = 1/60

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

FIGURA 5.16: py # p1 D/ K

D, >0, a,=a,=0

D, >0, a,=0a,>0| |

0.2 03 04 05 06 07 08 09

Comportamento da Energia: Ax = Ay = 1/60
' ' ' ' D,>0,a,=a,=0

D, >0, ) =a,>0 b

D,=0,a,=a, >0

FIGURA 5.17: po = ;1 D/K

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

FIGURA 5.18: pos # ;1 D/K
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) Comportamento da Energia: Ax = Ay =1/80

09k D, >0, a;=a,=0] |

> =a, >
D1 0,4»1 a, 0

0.8
0.7
06
gn
051
041
031
021

0.1r

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

t
n

FIGURA 5.19: p; = p2K/D

) Comportamento da Energia: Ax = Ay =1/

D1>0' al=a2>0 1

091

D,>0,0,=0,=0

08
0.7
0.6
gn
05
041
031

0.2

0.1r

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

t
n

FIGURA 5.21: po = p1 D/ K

. Comportamento da Energia: Ax = Ay =1/80

D,=0,a,=0a,>0
09 D, >0 a,=a,>0] |
17Ty

08l D,>0,a,=0,=0|

0.7
06
Eost
041
031

0.2

0.1r
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FIGURA 5.22: py # p1 D/ K

A partir dos gréficos expostos nas figuras (5.13)-(5.22), dispomos das tabelas abaixo, em que exibe os valores

das taxas para o decaimento polinomial quando variamos os valores de A = Az = Ay nos casos em que ps =

p1D/K eps#p1D/K.

A=1/20 A=1/40 A=1/60 A=1/80 A =1/100

po #pD/K  -0.1113  -0.22892

-0.33911 -0.4243 -0.48673

TABELA 5.2: Taxas para o decaimento polinomial ( A. D. S. Campelo)

As figuras (5.13)-(5.22) mostram o comportamento da energia E™ no tempo t,, em vdrias situagdes, levando em

consideracdo os amortecimentos sugeridos por [8] e [17]. Nossas experiéncias mostram um decaimento lento para

Maciel, E.S.
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A=1/20 A=1/40 A=1/60 A=1/30 A =1/100

p2 #pD/K  -0.11549  -0.36782  -0.45953  -0.49097  -0.51562

p2=p1D/K -0.12529  -0.3702  -0.43861 -0.46144  -0.48279

TABELA 5.3: Taxas para o decaimento polinomial ( M.A. Jorge Silva)

v% =+ v% o que de acordo com as tabelas (5.1) - (5.3) caracterizam um decaimento polinomial. Para ser mais claro,
as taxas foram calculadas a partir dos dados (log t,,,log E,,). Da mesma forma comprovamos numericamente os

resultados de decaimento polinomial quando v? = v3 para [17].

Respondendo a pergunta feita no inicio do texto, adotando-se os quatro tipos de dissipagdes internas ai; e
D1Lo(te, pr) em (4.2) e aspr € D1L3(p1,%:) em (4.3), numericamente, podemos observar que o decaimento

obtido serd polinomial, independente das relacdes de velocidade de propagacdo de ondas.
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CAPITULO ©

Consideracoes Finais

Iniciamos nossas pesquisas estimulados pelos resultados de estabilizagdo para o sistema eldstico poroso, e
seus diferentes mecanismos dissipativos, onde analisamos alguns artigos que nos remetem a estabilizacao para o
sistema de Timoshenko com delay. O objetivo até agora, era obter respostas para uma questao do tipo: Serd que um
damping e um delay agindo sobre o sistema estudado por Quintanilha em [17] pode gerar estabilidade exponencial,
de tal forma que esteja condicionada a uma relacdo entre os coeficientes de velocidades de propagacdo de onda?
Com o propésito de responder a este questionamento, nos baseamos em trabalhos direcionados a sistema elastico
poroso e vigas de Timoshenko, onde destacamos o artigo de Belkacem Said Houari e Yamina Laskri [16] e nos
apropriamos do método da energia e técnicas da teoria de semigrupos de operadores lineares para o estudo do

comportamento assintotico.

Além disso, realizamos um amplo levantamento bibliografico dos trabalhos realizados na drea de andlise para
modelos de Mindlin Timoshenko, em que destacamos os trabalhos de Campelo [8] e Jorge [17]. O objetivo, neste
momento, era introduzir dois mecanismos dissipatipos, uma do tipo atrito e a outra viscoeldstica, atuando nas
equagdes dos angulos de rotacdo e observar o que acontece nesse caso. Verificamos que este sistema dissipativo
apresentou uma perda de estabilidade exponencial, e este fato ndo estd condicionado a nenhuma relacdo entre os

coeficientes p1, k, D, po.

Também, mostramos que o semigrupo associado ao sistema de Mindlin Timoshenko possui decaimento polino-
mial, independentemente de qualquer relacdo existente entre os coeficientes p1, k, D, p2 do sistema e ainda mais,

mostramos que sua taxa é otima.
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No campo da andlise numérica, mostramos os resultados numéricos para o nosso modelo de Mindlin Timo-
shenko, onde conseguimos obter simula¢cdes numéricas que mostram graficamente o decaimento polinomial do

nosso modelo independente das relagdes entre as velocidades.

Tais comprovagdes numéricas foram realizadas levando em consideracdo a discretizacdo espaco-temporal e
livre de termos de sobre-estimacdo, fendmeno que ocorre principalmente em estruturas do tipo vigas e placas. Essa
anomalia numérica torna os modelos numéricos inconsistentes com os andlogos continuos para um parimetro de

discretiza¢do da malha fixado.

As comprovagdes numéricas que realizamos estdo de acordo com o estudo no continuo, ou seja, conseguimos

comprovar numericamente o decaimento polinomial independente das relagdes entre as velocidades.

Finalizamos nossa tese comparando numericamente nosso resultado do sistema de Mindlin Timoshenko com

os trabalhos Campelo [8] e Jorge [17].
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