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Resumo

Neste trabalho, estudaremos dois sistemas elipticos nao-locais que surgem a partir do estudo
da dinamica populacional de determinadas espécies com caracteristicas especificas. Usaremos
métodos de Analise Funcional Nao-Linear para encontrar estados de coexisténcia para estes
sistemas. Mais precisamente, utilizaremos o Método de Bifurcacao Bi-Paramétrica, a Teoria do
Indice de Ponto Fixo sobre cones positivos e teoremas de ponto fixo. O uso desses métodos
requer primeiramente um estudo de problemas nao-locais, os quais resolveremos estabelecendo
um Método de Sub-Super Solu¢ao e usando Teoria de Bifurcagao. Além disso, para provar este
Método de Sub-Super Solucao, precisaremos estudar problemas nao-locais de autovalor, os quais
geralmente nao sao auto-adjuntos e, portanto, aplicaremos o Teorema de Krein-Rutman para
resolve-los. Finalmente, estudaremos as propriedades das solucoes obtidas para estes sistemas,

interpretando os seus significados para os respectivos modelos.

Palavras-chave: Problemas Elipticos Nao-Locais, Estados de Coexisténcia, Problemas em
Dinamica Populacional, Método de Sub-Super Solucao, Método de Bifurcagao, Teoria do Indice

de Ponto Fixo, Teorema de Krein-Rutman.
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Abstract

In this work, we will study two nonlocal elliptic systems that arise from the study of the popula-
tion dynamics of certain species with specific characteristics. We will use methods of Nonlinear
Functional Analysis to find coexistence states for these systems. More precisely, we will use
the Bi-Parametric Bifurcation Method, the Fixed Point Index Theory on positive cones and
fixed point theorems. The use of these methods requires first a study of nonlocal problems,
which we will solve by establishing a Sub-Super Solution Method and using Bifurcation Theory.
Moreover, to prove this Sub-Super Solution Method, we will need to study nonlocal eigenvalue
problems; which generally are not self-adjoint, and therefore we will apply the Krein-Rutman’s
Theorem to solve them. Finally, we will study the properties of the solutions obtained for these

systems, interpreting their meanings for the respective models.

Key-words: Nonlocal Elliptic Problems, Coexistence States, Problems in Population Dy-
namics, Sub-Super Solution Method, Bifurcation Method, Fixed Point Index Theory, Krein-

Rutman’s Theorem.
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Notacoes

/ f(x) dr := denotard a integral de Lebesgue sobre o conjunto X. Quando nao houver
b's

confusao, omitiremos x e/ou dx do integrando.
e |u|, := denotard a norma usual de v em L?(X), para ¢ € [1, 00].
e (-,+) := denotara o produto interno usual do espago de Hilbert L*(X).
e |lu|| := denotard a norma usual de u em H}(X).
e supp u := denotara o suporte da funcao wu.
e u :=max{u,0} e v~ := min {u,0}.
e Dada uma funcio u € C(f2), denotaremos

urp =min ¥ € uUr = max u.
Q Q

e d(T,Y,y) := denotard o grau de Leray-Schauder do operador T sobre o aberto Y e no
ponto y € Y.

e 1™ denotara o operador adjunto de 7', quando este estiver bem definido.

e ¢.t.p := indicara que uma propriedade é valida em quase todo ponto, ou seja, a menos de

um conjunto de medida nula.

e [ := indicarda o final de uma demonstracao.

X1



Introducao

Nesta tese, estudaremos dois sistemas elipticos nao-locais, os quais motivaremos mais adiante,
que surgem a partir de casos estacionarios de problemas em dinamica populacional. Uma vez
que cada variavel destes sistemas ira representar a concentracao de uma determinada populacao,
estamos interessados principalmente em resultados de existéncia nos quais as solugoes possuem
ambas as componentes positivas. Este tipo de solugao é conhecida como estado de coexisténcia
(ver [64]). Além disso, sempre que for possivel, vamos interpretar a importancia dos nossos
resultados e quais sao as suas implicagoes nos respectivos modelos.

O primeiro sistema que estudaremos é o caso estacionario do modelo de dinamica entre
células-tronco cancerigenas (CTC's) e células tumorais (CT's) em um determinado tecido €2,
proposto em [31]. Mais precisamente, vamos analisar o sistema nao-local:

.

—D1Au = §vF (u+v)K(u) em €
—DyAv+av=(1-0)yF(u+v)K(u) + pF(u+v)K(v) em Q, (0.1)
u=v=0 sobre 02,

\

onde © é um dominio regular e limitado de RY, Dy, Dy,v,a,p > 0,6 € [0,1] e F € CY(R,) é

uma fungao decrescente com F(0) =1 e F(t) =0, parat > 1. A fungao
K(u) : L>(Q2) — L*™(Q)

¢ dada por
K () () = / Kz, y)u(y)dy,

onde K € C(Q x Q) é uma funcio ndo-negativa e niao-identicamente nula.



O segundo sistema que iremos estudar é o caso estaciondrio do modelo de reacao-difusao do
tipo predador-presa, proposto [38], que modela a interagao de duas populagoes: uma de amebas

e a outra de bactérias virulentas. Essencialmente, estudaremos o sistema nao-local:

4

—Au = M —u? — buw em €,
d
—Av = v Jo u(x)v(z) dz - em Q, (0.2)
Jov(z) do 1+w
u=v=>0 sobre 0f),

\

onde A, §,v,b >0 e Q é um dominio regular e limitado de IR™.

Existem diversos estudos experimentais que podem ser modelados por sistemas com deriva-
das parciais do tipo reagao-difusao, dentre os quais podemos citar como exemplo os livros [15]
e [64]. O interesse pelo estudo do caso estaciondrio destes tipos de modelos vém sendo explorado
por diversos matematicos que trabalham com equacoes diferenciais parciais elipticas, afim de
alguns exemplos veja os artigos [28], [40] e [65]. Por outro lado, a partir do pioneiro trabalho de
Furter e Grinfeld [39], termos nao-locais foram incluidos em modelos de dinamica populacional
para se levar em conta que a variacao da espécie em um determinado ponto depende nao s6 do
comportamento dela nesse ponto, mas em todo o habitat no qual ela se encontra. Entretanto,
termos nao-locais nao se restringem apenas a motivagoes em dinamica populacional. Estes ter-
mos tém chamado a atencao de diversos autores matematicos durante os 1ltimos anos. Nao
somente pelas dificuldades matemaéticas que eles apresentam, as quais geralmente nao aparecem
no caso local, mas também pela sua vasta aplicacao em estudos de Biologia, Fisica e Quimica,
por exemplo. Nesses casos, podemos citar Kirchhof [45] e Lions [52], onde os autores estudam
a equagao nao-local de Kirchhoff (ver também [9], [34] e [35], e suas referéncias); Freitas [37]
e Lacey [48], onde os autores aplicam termos nao-locais ao estudo de aquecimento 6hmico; e
Pao [63], onde termos nao-locais sao aplicados na teoria da combustao. Esses trabalhos tornam
o estudo de sistemas com termos nao-locais ainda mais motivador.

O Capitulo 1 desta tese sera dedicado a enunciar resultados ja conhecidos na literatura e que
serao usados ao longo do texto. No que segue, iremos explicar a estrutura dos demais capitulos
e apontar os principais resultados obtidos. Iremos também apresentar os modelos que originam

os sistemas (0.1) e (0.2), que serdo de fundamental importancia para as nossas interpretagoes.



Os Capitulos 2, 3 e 4 desta tese serdo dedicados ao estudo do sistema (0.1). Como ja

mencionamos, tal sistema é o caso estacionario do modelo de dinamica entre células-tronco

cancerigenas (CTCs) e células tumorais (CT's) em um determinado tecido €. Este modelo é

proposto no artigo [31], onde os autores analisam o seguinte sistema que depende do tempo:

(

8u(g$t,t) — DyAu+ oy /Q K (2, y, p(z, ))u(y, )dy,
81}(83;,15) — D2AU—ow—i—p/{)K(x,y,p(q;,t))v(y?t)dy (03)
\ =07 [ K(rpopl 0Dl )

A seguir explicaremos o significado de cada termo em (0.3).

(4)

As varidveis u(z,t) e v(x,t) denotam a densidade populacional, em células por unidade
de espago celular, de células (CTC's) e (CTs), em um tempo t e na localizagdo x, respec-

tivamente.

A funcao p(z,t) = u(x,t) + v(x,t) denota a densidade total de células, em células por

unidade de espaco celular.

O nicleo K (z,y,p) descreve a taxa de contribuigdo progénie a uma localiza¢ao = de uma

célula localizada em y, por tempo de ciclo celular.

As constantes Dy, Dy > 0 sado os coeficientes de difusdo das células (CTCs) e (CTs),

respectivamente.

Os parametros 7, p > 0 denotam, respectivamente, o nimero de tempo de ciclo celular,

por unidade de tempo, de células (CTCs) e (CT's).
O nimero o > 0 denota a taxa de morte das células (C'T's).

O ndmero § € [0, 1] denota a fracao de divisao de células (CTC's) que sao simétricas, ou
seja, a probabilidade na qual as células (C'T'C's) podem dar origem a duas células (CTC's).
Consequentemente, 1 —§ é a fracao de divisao de (CT'C's) que nao sao simétricas, ou seja,
a probabilidade na qual as células (CT'C's) podem dar origem a uma célula (CTC') e uma

célula (CT).



As definigoes das unidades de tempo e medida exibidas acima podem ser encontradas em [31],
as quais nao entraremos em maiores detalhes aqui. Gostariamos apenas de mencionar que
(CTC's) sao células cancerigenas que ainda nao passaram pelo processo de diferenciagao celular,
possuem a capacidade de se dividir, dando origem a duas células semelhantes as originais,
podendo se diferenciar e especializar em diversos tipos celulares. Por outro lado, (CT's) sao
células cancerigenas que nao possuem metdstase, ou seja, tendem a ficar onde estao. Para
modelar o sistema (0.3), com os significados acima mencionados, as células (CTCs) e (CT's)

devem satisfazer ainda as seguintes hipéteses:

e Hipdéteses para (CTC's): sao imortais, ou seja, possui taxa de mortalidade nula. Sua
capacidade de proliferagao ¢ infinita. Uma célula (CT'C's) pode dar origem a duas (CTC's)
ou a uma (CTC) e outra (CT's);

e Hipéteses para (CTs): A proliferagao resulta sempre em duas células (CT's). Tém
uma probabilidade positiva de morte celular refletindo a exaustao do seu potencial de

prolifera¢ao, bem como a morte espontanea devido a instabilidade genémica (a > 0).

As condigoes de fronteira para o sistema (0.3) podem ser tanto de Dirichlet quanto de

Neumann, dependendo do tecido 2 que é um dominio regular e limitado de RV:

e Condicoes homogéneas de fronteira de Neumann: Corresponde aos tecidos rodea-
dos por membranas, como por exemplo os tecidos muscular liso e dsseo, os quais, para o

proposito do modelo, sao impenetraveis pelas células. Nesse caso, as condigoes sao:

g_:; =0, g—:; =0 sobre 012,

onde 7 denota o vetor normal unitario exterior a fronteira de (2.

e Condicoes homogéneas de fronteira de Dirichlet: Corresponde aos tecidos nos
quais as células podem deixa-los livremente, mas que nao podem retornar, tal como a

intravasacao em vasos sanguineos adjacentes. Neste caso, as condig¢oes sao:

u=0, v=0 sobredfl.



Nesta tese serao estudados apenas problemas com condigoes homogéneas de fronteira de
Dirichlet. Ressaltamos que o estudo do sistema (0.1) com condigbes homogéneas de fronteira de
Neumann, ao menos em nosso conhecimento, até a presente tese, ainda nao foi explorado. Até
mesmo o caso com condicoes de Dirichlet, que trataremos aqui, ainda nao tinha sido estudado.

Para nao fugir dos objetivos desta tese, nao iremos exibir a forma com a qual os autores
chegam no sistema (0.3), por meio das hipGteses apresentadas acima. Iremos apenas indicar
o artigo [30], onde a dedugao de (0.3) pode ser encontrada. Além disso, em [31] os autores
estudam resultados de existéncia de solugao global e estabilidade para (0.3), em casos particu-
lares. Também mostram analiticamente o paradozo do crescimento tumoral, o qual diz que com
o aumento da morte celular das células (CT's), o crescimento tumoral é acelerado.

Uma vez que na mitose uma célula-filha de (CT'C's) ou (C'T's) ocupa o lugar da mae enquanto
a segunda célula-filha é transportada imediatamente a outra localizacao, o crescimento e a
movimentagao das células nao sao processos independentes. Isto significa que as células (CTC's)
e (CTs), modeladas pelo sistema (0.3), pertencem a classe de processos birth-jump. Em um
processo birth-jump o crescimento e a movimentacao das espécies nao podem ser desacoplados.

Estes processos sao descritos pela seguinte equacao integral-diferencial:
w—ddu = [ Ky ute)aluly,t)uly. Oy - alue,d)ute.t
Q
+ [ Sty ula 0Bt D)ty Oy = Slule. O)u(z. )

Na equacao acima, os dois primeiros termos descrevem um processo position-jump nao-linear
(ver [44] para esta definigdo), onde a(u) é a taxa para um individuo sair da localizac¢ao x.
O nucleo K é um nucleo de redistribuicao que representa a probabilidade de um individuo
localizado em y saltar para x, condicionada & ocupagao local em x dada por u(z,t). O terceiro
termo descreve o processo birth-jump. A fungao f(u) é a taxa de proliferagao na localizacao y, e
S é o ntcleo de redistribuicao para individuos recém-gerados em y saltar a posicao x. O processo
birth-jump nao leva a um termo negativo nas equagoes, uma vez que age apenas em individuos
recém-gerados. Observamos que, em (0.3), os mecanismos de transporte para as células-maes e
para as células-filhas sao os mesmos, ou seja, K = S. O ultimo termo da equagao é um termo
de morte padrao com a taxa de mortalidade d(u). Indicamos o artigo [42] para maiores detalhes

sobre processos birth-jump e a modelagem da equagao que o descreve.



Agora, discutiremos sobre os resultados que obtivemos para o sistema (0.1), para o qual usa-
remos ferramentas de Analise Funcional Nao-Linear afim de encontrar estados de coexisténcia.
Tais métodos necessitam de um conhecimento prévio das solugoes semi-triviais de (0.1), ou seja,
solugoes da forma (u,0) ou (0,v), com u,v > 0 em algum espaco de Banach adequado. Observe
que quando zeramos uma das fungoes varidveis de (0.1), a outra satisfaz uma equacao do tipo

—dAw + pw = o F(w) /Q K(z,y)w(y)dy em  Q, 04

w=20 sobre 0f1,
com 3 >0,d>0eoc > 0. Tal equagao ainda nao tinha sido estudada na literatura com a
estrutura que estamos considerando. Ressaltamos que a escolha das hipoteses sobre F' e K que
estamos impondo para (0.1) é motivada no trabalho [33].
Para resolver (0.4), vamos estabelecer um método de sub-super solugdo para o seguinte
problema nao-local (mais geral que (0.4)):

—dAu:/G(:v,y,u(x),u(y))dy em
Q (0.5)

u=20 sobre 0f),

onde G € L>(Q2 x Q x R?; R). Precisamente, baseados nas ideias presentes em [18], mostramos
por um argumento de ponto fixo que, assumindo a existéncia de um par de sub-super solugao
(em um apropriado sentido) de (0.5), existe uma solucao para (0.5).

Para aplicarmos o método de sub-super solugao obtido para (0.5) a equagao (0.4), precisa-
remos estudar o seguinte problema de autovalor nao-local e nao auto-adjunto:

—dAu+ m(z)u — /QK (z,y)u(y)dy = u em €, (0.6)

u=20 sobre 0f).
Quando o nicleo K é nao-negativo, nao-identicamente nulo e separavel por variaveis, ou seja,
K(z,y) = a(z)b(y), ¥V z,y € {,

o problema de autovalor (0.6) é estudado em [1] e [21] (ver também [17]). Em [36], com algumas
condigbes sobre K, os autores mostram a existéncia de um autovalor principal para (0.6) e

analisam a dificuldade que surge neste problema quando K nao é positiva.
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Pela natureza bioldgica do problema, vamos supor que K é nao-negativa e nao-identicamente
nula. Além disso, K nao necessariamente é uma funcao separavel por variaveis, desse modo os
nossos resultados sao mais gerais que os obtidos em [1]. No Capitulo 2, utilizaremos o Teorema
de Krein-Rutman para mostrar que se m € L>®(Q) e K € L*( x ) entdao (0.6) possui um

autovalor principal, o qual denotaremos por
M (—dA +m(z); K).

Baseados nas propriedades do autovalor principal para o caso local (ver [28], [54] e [58]), mos-
traremos propriedades de monotonia do autovalor principal A\j(—dA + m(x); K) com respeito
aos pesos m e K, bem como a relagao entre sua positividade com o Principio do Méximo Forte.
Além disso, mostraremos que este autovalor depende continuamente do dominio 2.

No Capitulo 3, estabeleceremos o método de sub-super solucao para (0.5). Para ilustrarmos
esse método, antes de estudarmos a equagao (0.4), vamos considerar um caso particular dela.
Mais precisamente, estudaremos o seguinte problema logistico nao-local:

—dAu:ag(u)/QK(fcyy)U(y)dy em (0.7)

u=0 sobre 0f),
onde g(u) := (A(z) —uP)*, com p > 1, A € C(Q) e AT # 0. Definindo K (z,y) = AT (2)K (z,y)

e buscando solucdes positivas de (0.7) em C2(Q), obtemos os seguintes resultados:
o Se [?(x,y) =0, para todo (x,y) € Q x Q, entao (0.7) nao possui solu¢ao positiva.

o Se K # 0, entao existe o1(d;0; [?) > 0 tal que (0.7) possui solucdo positiva u € CZ(Q) se,

e somente se, o > o01(d;0; [?) Além disso, u(x) < A}{p, para todo x € Q.

e A solugio u € C}(Q) do item anterior, quando existe, é tinica.

Gostariamos de ressaltar que estes resultados obtidos no Capitulo 2 e no Capitulo 3 sao novos
e originaram o artigo [26], o qual foi aceito pela revista “Proceedings of The Royal Society of
Edinburgh, Section A” no ano de 2017.

Ainda no Capitulo 3 estudaremos o problema (0.4) e finalizaremos o capitulo interpretando
os resultados obtidos para estas equagoes nao-locais, onde também faremos uma breve discussao

sobre difusao aleatéria pura e processo birth-jump.
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No Capitulo 4, encontraremos as solugoes semi-triviais de (0.1) utilizando o estudo feito para
a equagao (0.4). Consecutivamente, estudaremos cotas a priori e resultados de nao existéncia
para (0.1). Com isso, analisaremos os estados de coexisténcia de (0.1). Este estudo sera dividido
em dois casos: d € (0,1) e § = 1. Quando § = 0 o sistema (0.1) nao possui estados de
coexisténcia, uma vez que 0 = 0 implica em u = 0.

Para o caso 0 € (0,1) usamos argumentos de bifurcacao presentes em [19], [57] e [58],
para encontrar um continuo ilimitado de estados de coexisténcia de (0.1) que bifurca de um
determinado ponto especifico (ver Se¢ao 4.4 para mais detalhes). Com isso, obtemos a existéncia

de uma curva no plano (y—p), que denotaremos por vy = Fs(p), e provamos o seguinte resultado:

o Assuma que § € (0,1) e p > 0. Se v > Fs(p), entao existe pelo menos um estado de

coezisténcia de (0.1).

Para 6 = 1, nao fomos capazes de obter resultados de nao existéncia para usar o mesmo
argumento do caso 0 € (0,1). Dessa forma, usaremos a teoria do indice de ponto fixo com
respeito ao cone positivo, presente em [2] e [22], para obtermos a existéncia de duas curvas, que

denotaremos por v = Fi(p) e p = G(7y), e mostrarmos o seguinte resultado:

o Assuma que d = 1. Ezistem niumeros positivos 011 e 012 tais que sey > 011 € p > 012,

entao existe pelo menos um estado de coexisténcia de (0.1) quando
(v =Filp) - (p=G(7)) > 0.

Finalizamos o Capitulo 4 estudando a regiao de coexisténcia das solugoes de (0.1) dada pelos
resultados acima e também interpretando o significado desses resultados. Ressaltamos que para
o estudo da regiao de coexisténcia e para as interpretacoes que faremos, precisamos supor que

K satisfaz a seguinte hipdtese:
K(xz,x) >0 paratodo z €,

uma vez que s6 foi possivel estudar o comportamento das curvas acima com esta imposicao.
Os resultados obtidos no Capitulo 4 originaram o artigo [25], que estd submetido a revista

“Discrete and Continuous Dynamical System - B”.



Agora, passaremos a discutir os resultados obtidos para o sistema (0.2), o qual serd estudado
no Capitulo 5 e no Capitulo 6. Como ja mencionamos, este sistema é o caso estacionario do
modelo de interacao entre amebas e bactérias virulentas em um determinado habitat 2. Este
modelo é proposto na tese [38], onde a autora propoe o seguinte sistema, dependente do tempo,

para modelar a dinamica entre duas populagoes em €2:
(

u = DiAu~+ u(l —u —v),

Jo uvdx _qw
Joudz 1+ 70’

vy = DaAv — xV - (vVu) — po + dv
\ u(z,0) = ug(z), Ve, (0.8)

v(x,0) = wvo(z), Ve,

ou ov
- = = >
\ 6n(x,t) an(x,t) 0, Vzed e Vt>0,

onde  é um dominio regular e limitado de R, com N =1 ou N = 2. Além disso, 1 denota o
vetor normal unitario exterior a fronteira de Q.

No sistema em (0.8) as amebas se alimentam da populac¢ao bacteriana. Devido a viruléncia
das bactérias estudadas, a populacao ameboide se comportam como predador e hospedeiro,
enquanto a populacao de bactérias tem comportamento de presa e patogeno.

A seguir, iremos explicar o significado de cada termo em (0.8):

(1) As variaveis u(x,t) e v(x,t) denotam a densidade populacional de bactérias e amebas,

respectivamente, no tempo ¢ e na posicao x.
(73) As fungdes ug(z) e vo(x) sdo condigdes iniciais do sistema.

(737) As constantes D; e Do representam a taxa de difus@o das bactérias e das amebas, respec-

tivamente.
(7v) O nimero x é um coeficiente de quimiotaxia.
(v) O nimero u é a taxa de mortalidade intrinseca das amebas.

Para falarmos sobre as demais constantes, precisamos destacar duas propriedades a respeito

das populagoes estudadas:



1— O termo nao-local na segunda equagao de (0.8) descreve o fato de que, na escassez de
alimentos, as amebas se comportam como um tunico organismo, a fim de redistribuir o

alimento entre todas as células; d é a taxa de crescimento das amebas.

2— O dltimo termo da segunda equagao de (0.8) é devido ao fato de que a populagao bacteriana
sob investigacao pertence a uma classe virulenta, isto é, as amebas sao infectadas por
bactérias e morrem. Os autores levam isto em consideracao assumindo que as amebas sao
atacadas por bactérias seguindo uma funcao de tipo Holling II (ver [38]), com tempo de

manipulagao do primeiro ataque 7 e com taxa de matanca ~.

Precisamos enaltecer que o sistema (0.2) é o caso estacionério de (0.8) com condigbes ho-

mogéneas de fronteira de Dirichlet, ou seja,
u=0, v=0 sobredf.

Essa troca foi feita para unificar as condigoes de fronteira no trabalho, além de nao existir na
literatura nenhum estudo de (0.2) com essa condigdo. Destacamos que o caso com condigoes
homogéneas de fronteira de Neumann, ao menos em nosso conhecimento, até a presente tese,
ainda nao foi estudado. Observamos que com esta mudancga (0.2) ndo perde as caracteristicas
do modelo, apenas troca o ambiente no qual as populagoes se encontram, o qual, devido as
condicgoes de fronteira, agora é cercado por areas indspitas. Em outras palavras, as populagoes
podem até deixar o habitat {2, mas nao podem retornar.

Além disso, no sistema (0.2) estamos supondo que nao existe coeficiente de quimiotaxia, ou
seja, x = 0. Isso significa que nao existe nenhum estimulo quimico sobre as amebas para que
busquem maiores concentragoes de bactérias. Por outro lado, por mais que estejamos supondo
que £ = 0 e 7 = 1, um estudo analogo poderia ser feito considerando estes coeficientes nao-
negativos. Estes ajustes técnicos sdo apenas para simplificar o estudo do sistema (0.2).

Mais detalhes sobre o sistema (0.8) podem ser encontrados na tese [38] e no artigo [67].
Na tese [38] é feito o estudo do modelo, por meio de simulagoes e aproximagoes numéricas.
Os autores também estudam questoes de existéncia de solucoes globais e estabilidade dessas
solugbes, impondo condigdes sobre os parametros v e . No artigo [67] os autores estudam
condigoes sobre a taxa de difusividade das amebas e, com isso, encontram existéncia de solugao

global para (0.8).
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Vamos agora resumir os resultados que obtivemos para o sistema (0.2). Primeiro observamos
que, quando fixamos a populacio de bactérias u = uy € C2(Q), a populacio ameboide v satisfaz
a seguinte equacao singular e nao-local:

_DyAv = 60 (fQ up(z)v(x) dx) _uv Q.
Jou(z) dx 1+wv (0.9)
v=20 sobre 0f).

Destacamos que a primeira parcela do segundo membro de (0.9) nao é diferencidvel em zero.
Sendo assim, nao podemos usar diretamente os resultados classicos de bifurcacao presentes
em [19], [57] e [68]. Inspirados nesta dificuldade, no Capitulo 5, estudaremos o seguinte problema

eliptico nao-local e singular:

co=n (RO ) gm0

v=20 sobre 0f),

(0.10)

onde 2 é um dominio limitado e regular do RN, A € C'(Q) é uma funcdo nao-negativa e

nao-identicamente nula. O operador £ é uniformemente eliptico de segunda ordem da forma:

Z 88+Zb )9; + c(x),

com

Qij S C<§)7 Qij = Qg4 bj7c € LOO<Q)7 ’L,j € {17 te 7N} .

O niimero real A é um parametro de bifurcacdo e g : Q x R — R é uma funcdo em C(Q x R)

tal que g(-,t) € C*(Q), para cada t € R, com a € (0,1), e ainda satisfaz uma das seguintes

hipoteses:
t
lim 9z, t) =0, uniformemente em €2, (0.11)
t—0t 1
ou
t
lim 9(z.t) = go(x), uniformemente em (2, (0.12)
t—0t t

onde g : 2 — R é uma funcdo limitada, ndo-negativa e ndo-identicamente nula. Observe que
em (0.9) a funcao g satisfaz (0.12) para gy = yug, neste caso a equagao é dita de Holling-Tanner

do Tipo II. A fungdo g satisfaz (0.11) no caso logistico, por exemplo.
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Quando a fungdo A é constante o problema (0.10) se torna a equagao local

Lv=NAv—g(z,v) em Q
v=20 sobre 0f),

cuja teoria de bifurcacao foi aplicada para problemas similares por diversos autores com dife-
rentes hipdteses sobre g, incluindo (0.11) e (0.12). Indicamos [5], [6] e [57], bem como suas
referéncias, para um estudo geral sobre o caso local. Destacamos que nossos resultados genera-
lizam o caso local quando g satisfaz (0.11) ou (0.12).

Uma vez que nao podemos usar diretamente os resultados cléssicos de bifurcacao presentes
em [19], [57] e [68], faremos uma andlise mais cuidadosa em (0.10), verificando se o indice de
um operador especifico muda quando A cruza os possiveis pontos de bifurcagao de (0.10) desde
a solucao trivial. Com isso, aplicaremos uma modifica¢do no Teorema 1.3 de [68], como feito
em [3], para obter a existéncia de um ponto de bifurca¢ao A (L).A(¢p1) de solugbes positivas de
(0.10) desde a solugao trivial, quando g satisfaz (0.11), onde denotamos por A;(£) o autovalor
principal do operador £ com condi¢oes homogéneas de fronteira de Dirichlet, ¢; denota a tinica
autofuncao positiva associada a este autovalor que satisfaz ||¢1||oc = 1 €

o Jop1(2)dx
Alpr) = fQ X(x)gpl(x)dx'

Mais precisamente, mostramos o seguinte resultado:

(0.13)

e Suponha que g satisfaca (0.11). Desde (N\,v) = (M (L)A(p1),0) bifurca um continuo

ilimitado em R x C(Q) de solugoes positivas de (0.10).

Quando ¢ satisfaz (0.12), é possivel provar um resultado similar ao do item anterior. Em

realidade, usamos este item provar o seguinte resultado:

e Suponha que g satisfaga (0.12). Desde (M (L + go(2))A(P1),0) bifurca um continuo ilimi-

tado em R x C'(Q2) de solugdes positivas de (0.10).

Acima, estamos denotando por p; a autofuncdo principal associada ao operador £ + go(z),

com condigoes homogéneas de fronteira de Dirichlet, que satisfaz ||@1]|c = 1.
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E claro que os resultados anteriores nos dao varias possibilidades para o comportamento
global do continuo de solugbes positivas, dependendo das caracteristicas da funcao g. Dessa
forma, aplicaremos os resultados obtidos para a equacao (0.10) a dois problemas nao-locais:
um logistico com ¢ satisfazendo (0.11) e outro de Holling-Tanner do tipo II com ¢ satisfazendo
(0.12). As formas explicitas de g permitirdo estudar globalmente este continuo.

Os resultados do Capitulo 5 deram origem ao artigo [27], que estd submetido a revista
“Journal of Mathematical Analysis and Applications”.

Finalmente, no Capitulo 6, estudamos os estados de coexisténcia de (0.2). Novamente a
dificuldade estd no termo nao-local e singular presente neste sistema. Para contornar esta

dificuldade, vamos considerar

Jqu(@)v(z) do
Jov(z) dx

obtendo assim um sistema eliptico local, para o qual podemos aplicar os resultados de bifurcagao

R:

, para / v(x) dx # 0,
Q

presentes em [55] e [57]. Depois de resolver o sistema local, vamos usar argumentos de ponto

fixo, que podem ser encontrados em [7] e [16], e uma versao do Teorema de Bolzano para espagos

de Banach, os quais nos permitirao encontrar condigoes sobre os parametros A e § para os quais
Y 3

(0.2) possui estados de coexisténcia. Nesse sentido, mostraremos o seguinte resultado:

e O sistema (0.2) possui pelo menos um estado de coezisténcia para cada

A> (=) e 5> M(=A+106)) <%> 7

onde 0y € CL(Q) é uma funcgdo positiva e Uy € CL(Q) € uma autofuncdo positiva especifica

(ver Secao 6.3 para mais detalhes).

Finalizamos o Capitulo 6 estudando a regido de coexisténcia de (0.2) dada pelo resultado
anterior e, com isso, interpretaremos o significado dos resultados obtidos. Os resultados do
Capitulo 6 originaram um artigo intitulado “Nonlocal singular elliptic system arising from the
amoeba-bacteria population dynamics”, que estd em fase de finalizacao.

Para finalizarmos esta introducao, iremos listar problemas que ainda ficaram em aberto
nesta tese. Alguns deles sao apenas questoes que nao fomos capazes de responder durante
nossos estudos, outros sao problemas que nao estudaremos nesta tese, mas pretendemos seguir

estudando como linhas de pesquisa futuras.
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e Nos estudos do sistema (0.1) estamos considerando K uma func¢io nao-negativa e nao-
identicamente nula. Uma pergunta natural entao seria: o que acontece com os problemas
dos trés primeiros capitulos quando o nicleo K muda de sinal? Este é um caso em aberto,
com alguns estudos para o problema de autovalor (0.6). Por exemplo, em [36], os autores
mostram que se K é separdvel por varidveis (e satisfaz algumas hipéteses) entao (0.6)
possui varios autovalores cujas as autofuncoes associadas podem ser tomadas positivas.
O caso geral é um problema aberto cuja dificuldade é discutida em [36] e se deve ao fato
de que, com a introdugao do termo nao-local, em geral, (0.6) nao satisfaz um principio de

maximo ou de comparagao.

Por outro lado, estamos supondo ainda K € L®( x ). Esta hipdtese serd crucial para
obter a existéncia de autovalor principal para (0.6) utilizando o Teorema de Krein-Rutman.

O caso em que |K|, nao é limitado também é um problema aberto.

e No Método de Sub-Super Solugao para a equagao (0.5) estamos supondo que a funcao
limitada G é da forma G(z,y,u(x),u(y)). Porém, no sistema (0.1) temos um caso bem

particular para G que é:

Gz, y,u(@),uly)) = F(u(z)) K(z, y)u(y). (0.14)

Isso nos levou a estudar (0.4) na forma (0.14). Seria interessante o estudo da equagao:

—dAu + Pu = O/QG(a:,y, u(z),u(y))dy em  Q, 0.15)

u=20 sobre 0f),

uma vez que ja temos um método de sub-super solugao geral. Ressaltamos que o monotonia
da funcao F' e a positividade de K sao essenciais para obter um par de sub-super solucao

para (0.4). Também podemos pensar em resolver (0.15) por teoria de bifurcagao.

e Em todos os resultados de coexisténcia para (0.1), a compacidade de certos operadores é
essencial. Assim, precisamos que os coeficientes D e Dy sejam ambos positivos. Quando
D, e/ou Dy s@o nulos, o termo integral é de fato um termo de difusdo nao-local (veja a
Observagao 2.2 em [33]). Este caso é um problema muito interessante para analisarmos

as solugoes estaciondarias.
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e A falta de um bom conhecimento das fungoes Fi(p) e G(y) dadas no estudo dos estados
de coexisténcia de (0.1) quando é = 1, nos levou a considerar algumas possiveis regies
de coexisténcia para (0.1) neste caso. Discorrer a cerca destas func¢oes ndo é uma tarefa
simples, tendo em vista a quantidade de parametros que elas envolvem. Na Secao 4.6,
iremos considerar apenas um caso no qual foi possivel encontrar informagoes sobre a
posicao relativa entre estas curvas. Se fossemos capazes de aplicar a teoria de bifurcacao
bi-paramétrica de [58] para (0.1), poderiamos falar mais sobre essas fungoes, analisando o
comportamento local das solucoes bifurcadas. Porém, nao conseguimos aplicar esta teoria
no caso 0 = 1, por falta de resultados de nao existéncia. Um conhecimento completo

dessas fungoes daria maior precisao para as interpretagoes dos nossos resultados.

e Estudamos a teoria de bifurcacdo para o problema (0.10), entretanto nao analisamos a
direcao de bifurcacao desses pontos, uma vez que nao existe este estudo na literatura para
a estrutura da equagao (0.10) (nao-local e singular). Este estudo é de extrema importancia
para falar sobre multiplicidade de solugoes positivas de (0.10) para os casos particulares que
iremos estudar. Na falta desses resultados, consideramos possiveis direcoes de bifurcacao
de solugoes positivas para (0.10) no caso logistico e no caso Holling-Tanner do Tipo II.
Nesse sentido, um estudo interessante (e que nao foi feito nesta tese) seria tentar encontrar
resultados de dire¢ao de bifurcagao, similares aos que podem ser encontrados em [5] e [6],

para equagoes do tipo (0.10).

e O estudo da regido de coexisténcia de (0.2) necessita primeiramente do estudo de uma

funcao F': (A (—A),+00) — R da forma

Jo Ua(z) du )
fQQA(x)\IJA(a:) dr )’

Novamente, esta fungao envolve varios parametros. Além disso, nao fomos capazes de

F(N) = A=A +6,(2)) (

dizer o que ocorre com o limite

lim F()\).

A—400

Isso nos levou a considerar um possivel caso para a regiao de coexisténcia supondo que
este limite nao explode. Observamos que esta suposicao sera apenas para que possamos
fazer um esbogo da regiao de coexisténcia de (0.2) e que isto nao interfere em nada nos

resultados obtidos.
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e Por fim, ressaltamos novamente que todos os problemas tratados nesta tese sao com
condigoes homogéneas de fronteira de Dirichlet. Em linguagem de dinamica populacional,
os habitat €2 sao cercados por areas indspitas em ambos os sistemas tratados, ou seja,
as populacoes podem até deixar 2, mas nao podem retornar a ele. Em estudos futuros,
estes problemas podem ser considerados com condicoes de fronteira mais gerais como por
exemplo, Robin ¢ Neumann (ou nao-lineares). Chamamos mais atengao a condigao de
Neumann, ja que os sistemas (0.1) e (0.2) sdo modelados sobre essas condi¢oes. Neste
caso, o fluxo é zero sobre 02, ou seja, as populagoes nao podem deixar €2 e este também
nao pode receber novos individuos. Observamos ainda que o sistema (0.1) nao possui
soluges semi-triviais da forma (u,0), com u € C}(Q) positiva em €, devido as condicoes
de fronteira de Dirichlet (ver Secao 4.2). Isso nao ocorreria se as condigoes de fronteira
fossem de Neumann, o que mudaria totalmente o estudo feito aqui. Além disso, o caso
parabdlico de (0.1) foi estudado nestas condigoes (ver [31], [33] e [61]). O caso parabdlico do
sistema (0.2) foi estudado em [38] e [67]. Portanto, o estudo desses sistemas com condigoes
de fronteira de Neumann é interessante do ponto de vista matemaético e bioldgico, pois este
estudo permitira comparar os resultados obtidos com o caso parabdlico e o caso Dirichlet

tratado aqui. Além de ser um caso mais realista para o modelo (0.8).
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Capitulo 1

Resultados Prévios

Ao longo desta tese, usaremos diversos resultados que sao conhecidos na literatura. Alguns
deles, por serem classicos no estudo de equagoes diferenciais elipticas, serao apenas usados, sem
muitos detalhes, com suas respectivas referéncias citadas. Outros, acreditamos que merecem
ser enunciados, com o objetivo de que a leitura da tese fique mais clara e completa. Este
capitulo sera dedicado a enunciar estes resultados, os quais também indicaremos as respectivas
referéncias onde suas demonstragoes podem ser encontradas. Antes de enuncid-los, primeiro
fixaremos algumas notagoes.

No que segue, vamos considerar 2 um dominio limitado e regular do R, com N > 1, ou
seja, 2 6 um subconjunto aberto e conexo do RY cuja a fronteira 9 é suficientemente regular.

Também vamos considerar £ um operador uniformemente eliptico da seguinte forma:

L=— Zaw 88+Zb )9; + (), (1.1)

5,j=1

com

ai; € C(Q), bj,ce L™(Q), i,j€{l,---,N}. (1.2)
Lembramos que £ é um operador uniformemente eliptico quando existe uma constante a > 0
tal que, para cada z € Qe & = (&,--+ ,&y) € RY,

N

Z aij(2)&:85 > a €%,

ij=1

onde | - | denota a norma euclidiana do RY.
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Dada uma fun¢ao mensuravel f : Q — R, diremos que f > 0 se f(z) > 0 em quase todo
ponto z € 2, e, dada outra fungdo mensuravel g : @ — R, diremos que f > gse f —¢g > 0.
Além disso, diremos que f > 0 quando f > 0 e f > 0 em um conjunto de medida positiva. e
escreveremos f > g se f — g > 0. Similarmente, para cada f,g € C(91), diremos que f > 0
(resp. f > 0) quando f(x) > 0 para todo x € 9 (resp. f > 0 e existir g € 02 tal que
f(z) > 0), enquanto que escreveremos f > g (resp. f > g) se f —¢g >0 (resp. f —g > 0).

1.1 Principios de Maximo

Nesta secao, vamos enunciar alguns resultados referentes a principios de maximo, uma das
principais ferramentas utilizadas no estudo de equacgoes diferenciais elipticas. Sobre este assunto
existem inimeras versoes em diferentes referéncias, das quais citamos [41], [54] e [66] para um

estudo geral. Abaixo apresentaremos os resultados cldssicos presentes [54].

Teorema 1.1 (Principio do Méximo Cldssico). Suponha que ¢ > 0 e u € C*(Q) satisfaz
Lu(z) <0 para cada x € S

Entdo, u ndao pode atingir um mdximo local nao-negativo em Q.
De forma mais geral, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.2 (Principio do Méximo de Hopf Cldssico). Suponha que ¢ > 0 e u € C?(Q) satisfaz
Lu<0 em Q e M:=supué€ [0,+00).
Q

Entao, ouu =M em Q, ouu(x) < M para todo x € Q. Em outras palavras, u ndo pode atingir
M em Q, a menos que u = M em Q. Em particular, se u € C*(Q) N C(Q), entdo
supu = supu = M.
Q o9
Para o proximo resultado, conhecido também como Lema de E. Hopf, lembramos que €2 deve
satisfazer a condigcao de esfera interior uniforme. Como estamos supondo 2 suficientemente
regular, ndo vamos entrar nos detalhes desta condigao. O livro [54] pode ser consultado para

mais informagoes.
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Teorema 1.3 (Principio do Maximo Forte). Suponha que ¢ > 0 e u € C2(Q) N C(Q) \ {0}

satisfaz

Lu>0 em  Q,

uw>0  sobre Of).

Entao,

u>0 paratodo x €.

Além disso, se u € C*(Q), entdo para cada v € QN u~*(0) temos

9
6—:;(%) <0,

onde 1 denota o vetor normal unitdrio exterior a fronteira de ).

Observagao 1.4. (i) As hipdteses em (1.2) podem ser eventualmente relaxadas para que os

(i)

(iid)

resultados acima permanecam verdadeiros, conforme é discutido em [54].

Os Teoremas 1.1 e 1.2 possuem versoes similares para o caso Lu > 0 em (), conhecidas

como principios de minimo.

Os principios de mdzimo acima sao ferramentas bastante uteis quando se estuda unicidade
e positividade de solucoes para problemas elipticos. Porém, em muitos casos, as solucoes
de problemas mais gerais nio necessariamente estio em C*(Q) e tampouco em C'(9Q).
Na literatura existem versoes que exigem menos reqularidade da solu¢ao obtida, dentre as
quais indicamos os trabalhos [12], [51] e [59]. Nos resultados sequintes vamos enunciar
versoes para fungoes em W29(Q), com q > N, cujas demonstracoes podem ser encontradas
em [5/]. Tais versoes serdao necessdrias e suficientes para o nosso estudo. Note que, das

imersdes continuas dos espagos de Sobolev (Teorema 4.1.5 de [5]),
w2i(Q) c oM (@),

para cada q > N. Além disso, pelo Teorema 4.1.8 de [54], cada func¢io v € W29(Q), com

q > N, possui sequnda derivada cldssica em quase todo ponto de 2.
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Teorema 1.5 (Principio do Maximo de Hopf Fraco). Suponha que ¢ > 0 e u € W*4(Q), com
q > N, satisfaz
Lu<0 em Q e M:=supue€[0,+0).
Q

Entao, ouu= M em Q, ouu(x) < M para todo x € Q. Em outras palavras, u nao pode atingir

M em Q, a menos que u = M em . Além disso,

supu = supu = M.
a Biy)

Teorema 1.6 (Lema de Hopf Fraco). Suponha que ¢ > 0 e seja u € W*4(Q), com ¢ > N, uma

func¢ao nao-constante satisfazendo
infessCu>0 em Q e m:= igfu € (—o0,0].

Assuma ainda que existe xy € 0N tal que u(xg) = m. Entao,

Ou

877 (l’o) < 0.

1.2 O Teorema de Krein-Rutman

Esta secao sera dedicada a apresentagao da teoria espectral para operadores nao auto-adjuntos.
Usaremos essa teoria ao longo da tese para encontrar a existéncia de um autovalor principal

para determinados operadores. Note que, em geral, o operador £ nao é auto-adjunto.

Definicao 1.7. Dado um espago de Banach E possuindo uma relagao de ordem, definimos o

cone positivo de E por

P:={ueE: u>0}.
Dizemos que E é um espago de Banach ordenado (e.B.o) se seu cone positivo € fechado.
Defini¢ao 1.8. Sejam (E, Py) e (F, P;) dois e.B.o, e T : E — F linear.
(a) Dizemos que T é positivo se T(Py) C Ps.
(b) Dizemos que T € estritamente positivo se T (P \ {0}) C P, \ {0}.
(c) Seint (P2) # 0, dizemos que T € fortemente positivo se T(Py \ {0}) C int (Py).
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Definicao 1.9. Seja (E, P) um e.B.o tal que int (P) # (. Dizemos que um elemento u € E €

estritamente positivo quando u € int (P).

Com essas definicoes podemos enunciar o importante Teorema de Krein-Rutman, cuja de-

monstracao pode ser encontrada em [2] e [24].

Teorema 1.10 (Krein-Rutman). Seja (E, P) um e.B.o tal que int (P) # 0. SejaT : E — E

um operador linear, continuo, compacto e fortemente positivo. Entdo:

) O raio espectral de T, definido por

(i

r(T)= lim ||T"|'/",

n—-+o0o

€ positivo.

(13) r(T) é um autovalor simples de T' com autofunc¢dao positiva e nao existe outro autovalor

de T' que tenha uma autofuncdao positiva.

(1ii) Qualquer outro autovalor, \, de T wverifica |\ < r(T).

() r(T) € um autovalor simples de T*, o qual possui uma autofuncao estritamente positiva.

(v) Para cada f € P\ {0}, a equagdo \x — Tz = f tem exatamente uma solugio positiva se

A > r(T) e nao tem solugao positiva se X < r(T).

Observacao 1.11. (a) O autovalor r(T') é chamado de autovalor principal de T. Note que, a

(b)

menos de multiplicagdo por constantes, existe uma unica autofungao associada a r(T) que,

quando tomada positiva, é chamada de autofuncao principal associada a T

Em geral, para a propriedade (iv) do Teorema 1.10, supoe-se ainda que o cone P seja normal
(ver [2] ou [54] para esse conceito). Porém, para operadores irredutiveis, que € o caso de
operadores lineares e fortemente positivos (ver [23]), ndo é preciso essa suposi¢io. Para
mais detalhes sobre o assunto indicamos as referéncias [23], [62] e [69]. Voltaremos a falar

disso no Capitulo 4.

Ezxistem outras versoes do Teorema de Krein-Rutman tentando evitar condi¢oes como o

cone ter interior nao-vazio. Para essas versoes destacamos as referéncias [2], [47] e [54].
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Para finalizar essa secao, gostariamos de ressaltar que a aplicacao do Teorema 1.10 requer
uma boa escolha para o espaco que sera feito o estudo, uma vez que o cone positivo deste espaco
precisa ter interior ndao-vazio. A seguir, daremos alguns exemplos de cones positivos em espagos

de Banach ordenados. Para mais detalhes e exemplos, indicamos o artigo [2].

Observacao 1.12. (i) O espaco C(Q2) ¢ um e.B.o cujo cone positivo P tem interior ndo-

vazio, dado por:

int (P)={feC@Q): f(z)>0, VYazecQ}.
Jd o espaco Cy(Q) € um e.B.o cujo cone positivo tem interior vazio.

(ii) O espaco CL(Q) é um e.B.o. Seu cone positivo P tem interior ndo-vazio, dado por:

int(P):{ueP:u>0 em Q e ?<0 em 89}.
n

Este exemplo serd bastante usado nesta tese.
(1ii) O espago L1(Q2), 1 < q < oo, é um e.B.o com cone positivo dado por:

P={fely(): f(x)>0 q¢tp em }.

Este cone tem interior vazio quando 1 < g < oo e nao-vazio quando q = oo. 0Os espacos
de Sobolev, W™1(Q), com m > 1, constituem um e.B.o com respeito a ordem natural
induzida por LI(Y). Em geral, seu cone positivo tem interior vazio. No caso em que

N < mgq, tal cone tem interior nao-vazio.

1.3 Autovalor Principal e Propriedades

Nesta secao, falaremos sobre a existéncia de um autovalor principal para o operador £ e daremos

as suas principais propriedades. Para tanto, consideremos o problema de autovalor
Lu=I em
u=20 sobre 0f),

em W29(Q)), com ¢ > N. Temos o seguinte resultado:
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Teorema 1.13. Eriste pelo menos um autovalor real de (1.3), denotado por M\}(L) e chamado
de autovalor principal de L em ). Este autovalor € simples e possui uma unica autofuncao, a
menos de multiplicacao por constantes, a qual pode ser tomada positiva e, neste caso, chamada
de autofuncao principal associada a L em 2. Além disso, a autofuncao principal é estritamente
positiva e N} (L) € o unico autovalor de (1.3) possuindo uma autofungio positiva. Mais ainda,

qualquer outro autovalor X de (1.3) satisfaz Re X > A\}(L).

Quando £ ¢é auto-adjunto e ¢ > 0, a existéncia de um primeiro autovalor positivo de £
satisfazendo as condicoes do Teorema 1.13 segue basicamente da teoria espectral de operadores
compactos e auto-adjunto (ver [13]), para a demonstragdo de tal fato indicamos os livros [32]
e [41]. No caso geral, a demonstragao segue como consequéncia do Teorema de Krein-Rutman,

indicamos as referéncias [28], [54] e [58] para mais detalhes.
Observagao 1.14. Quando estiver claro quem é ), denotaremos \}(L) apenas por \i(L).

Agora daremos as principais propriedades de A}(L), as quais serao bastante utilizadas ao

logo desta tese.
Proposicao 1.15. (i) Sejam V3, V5 € L>®(Q) tais que Vi < Va. Entao,
ML +V) < M (L4 TVh).
Além disso, se Vi # Vo em um conjunto de medida positiva, entao a desigualdade € estrita.

(13) Se V,, € L*(Q), n > 1, é uma sequéncia de potenciais tais que V,, — V em L>*(Q),
entao

Hm A(L+V,) = Ai(L+ V).

n—-+oo

(1ii) Se Q € um subdominio de Q suficientemente reqular, entao
ML) > A (L).

Essas propriedades sao bem conhecidas para o caso auto-adjunto e resultam facilmente da
caracterizacao variacional do primeiro autovalor de L, ver [41], por exemplo. Para o caso nao
auto-adjunto, indicamos novamente as referéncias [28], [54] e [58]. Para resultados similares com

menos regularidade sobre os coeficientes de £ e o dominio €2, indicamos o artigo [10].
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A positividade de A\ (L) estd fortemente relacionado com o Principio do Méximo Forte, como

veremos a seguir. Mas antes, precisamos das seguintes defini¢oes:

Definigao 1.16. (i) Diremos que uma fungiou € W>%(Q)), com q > N, é uma super solugdo

estrita de L seuw > 0 em ) e satisfaz

com alguma desiqualdade estrita.

(ii) Diremos que L satisfaz o Principio do Mdximo Forte (PMF) se toda fungdo u € W29(Q),

com q > N, que verifica u # 0 e

também verifica u >0 em ) e

g_:;(%) < 0, para todo xo € 0N tal que u(zg) = 0.

O seguinte resultado nos mostra a relacao entre a positividade do autovalor principal de £

e a propriedade de L satisfazer o (PMF'), sua demonstracao pode ser encontrada em [58].
Lema 1.17. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) M(L) > 0.

(13) L possui uma super solugao estrita positiva.
(1ii) L satisfaz o Principio do Mdzimo Forte.

Observagao 1.18. Além das propriedades enunciadas acima, A\ (L) satisfaz também a impor-
tante propriedade de dependéncia continua com respeito ao dominio €). Isto significa que a
aplicacdo 0 — NYL) € continua. Essa propriedade envolve conceitos que deizaremos para

abordar no Capitulo 2. Indicamos o artigo [58] para este caso local.
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1.4 Teoria do Indice de Ponto Fixo

Uma das principais ferramentas da Analise Funcional Nao-Linear é o grau de Leray-Schauder
para aplicagoes compactas definidas no fecho de subconjuntos abertos em espacos de Banach
(ver [49]). Contudo, quando buscamos solugao positiva para alguma equagao especifica, é natural
definirmos aplicagoes compactas sobre abertos (relativos) do cone positivo de algum e.B.o. Neste
caso, se 0 cone positivo nao possuir pontos interiores, o grau de Leray-Schauder nao é aplicavel
imediatamente. Porém, devido ao fato do cone positivo ser um retrato de espacos de Banach
(ver [2]), é possivel definir um indice de ponto fixo para aplica¢oes compactas definidas no cone
positivo. Nesta secao abordaremos as principais propriedades desta teoria, que serao usadas
nessa tese. Para mais detalhes, indicamos o artigo [2].

Comecemos com o resultado que garante a existéncia do indice de ponto fixo para aplicacoes
compactas. A demonstragao desse resultado decorre basicamente das propriedades do grau de

Leray-Schauder e pode ser encontrada em [2].

Teorema 1.19. Seja X um retrato de algum espaco de Banach E. Para cada aberto U de X
e cada operador compacto f : U — X que nao tenha ponto fizo sobre OU, existe um inteiro

ix(f,U) satisfazendo as sequintes condigoes:
(i) (Normalizagdo) Se f : U — U ¢é constante, entdo ix(f,U) = 1.

(11) (Aditividade) Para cada par de abertos disjuntos Uy, Uy C U tais que f nao possui ponto
fizo sobre U \ (U U Uy),

ZX(f7U) :iX(f7U1)+iX(faU2)7
onde ix(f, Uk) = Zx(f|Uk,Uk), k= 1,2

(13i) (Invariancia por Homotopia) Para cada intervalo compacto A C R e cada aplicagdo com-

pacta h: A x U — X tal que h(\, x) #  para todo (\,x) € A x OU,
ZX(h(Aa )7 U)

estd bem definido e nao depende de A € A.
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(iv) (Permanéncia) Se'Y € um retrato de X e f(U) C Y, entdo
ix(f,U) =iy(f,UNY),
onde iy (f,UNY) =iy (flUNY,UNY).
Além disso, a familia
{iX(f, U): X retrato de E, U aberto em X e f: U — X compacta sem ponto fizo sobre 8U}

¢ determinada de maneira unica pelas propriedades (i) — (iv), e ix(f,U) é chamado indice de

ponto fizo de f (sobre U com respeito a X ).
Como consequéncia das propriedades acima, temos imediatamente o seguinte corolario.

Corolario 1.20. Nas condi¢oes do Teorema 1.19, o indice de ponto fixo satisfaz ainda as se-

guintes propriedades:

(v) (Excisdo) Para cada aberto V C U tal que f ndo possui ponto firo em U \ 'V,
ZX(va) = ZX(f?‘/)

(vi) (Existéncia de Solugao) Se ix(f,U) # 0, entao f possui pelo menos um ponto fixro em U.

Observacao 1.21. Ainda sob as condigcoes do Teorema 1.19, suponha que U € um conjunto
aberto de X também aberto em E (ou seja, int (X) # 0), suponha ainda que xg € U seja um
ponto fizo isolado de f. Entdo, existe um nimero real positivo py tal que xo + pB C U, para
todo p € [0, po], onde B denota a bola aberta unitdiria de E. Além disso, podemos supor, sem
perda de generalidade, que xog € o unico ponto fixo de f em xo + pB. Assim, pela propriedade

de excisdo, fica bem definido o inteiro

iX(f7‘T0) = iX(faxO—i_pB)

chamado indice local de f em xq, o qual nao depende de p € [0, po]. Gostariamos de observar
ainda que, neste caso, ix(f,xg) coincide com o conhecido indice local definido a partir da Teoria

do Grau de Leray-Schauder (ver [46]).
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Como consequéncia da Observacao 1.21 temos a seguinte propriedade que envolve a derivada

da aplica¢ao compacta f (quando esta existe). Para a demonstracao, ver [2].

Lema 1.22. Seja X um e.B.o com cone positivo Px e denote por ﬁp o conjunto pBN Px. Seja
ainda f : ?p — Px uma aplica¢ao compacta tal que f(0) = 0. Suponha que f possui derivada
direita f,.(0) em zero tal que 1 ndo € um autovalor de f,(0) possuindo uma autofun¢do positiva

associada. Entao, ezxiste uma constante oy € (0, p| tal que para qualquer o € (0, oy,

(¢) ix(f, Py) =1 se f.(0) nao possui autofuncao positiva para um autovalor maior que 1;

(i1) ix(f, Py) =0 se fi(0) possui uma autofuncao positiva para um autovetor maior que 1.

Para o préximo resultado, precisamos fixar algumas notagoes, as quais também serao usadas
no Capitulo 4. Embora o préximo resultado seja valido para e.B.o mais gerais, vamos considerar
X = C}(Q) e denotaremos o seu cone positivo por Py (ver Exemplo (i7) na Observacao 1.12).
Fagamos

E=XxX e W=PxxPx
e consideremos os conjuntos
Wy={z€E:y+te €W, paraalgumt >0} e S,={zeW,:—zecW,}.

Seja M, o complementar de S, em E e consideremos P, : E — M, a projegao continua sobre
M,. Por fim, seja H : [0,1] x £ — E uma homotopia. Com essas consideragoes podemos

enunciar o seguinte resultado que pode ser encontrado em [22]:

Lema 1.23. (i) Se I — D,H(1,y) é um operador invertivel sobre E e o raio espectral de

PyD.H(1,y)|u,, denotado por Spr (PyD,H(1,y)|u,), € maior que 1, entdo

(it) Se I — D, H(1,y) € um operador invertivel sobre E e Spr (P,DyH(1,y)|nm,) < 1, entdo
iw(H(L,-),y) = (=1)X, onde x é a soma das multiplicidades de todos os autovalores de

D,H(1,y) maiores que 1.

(i13) Se I —D,H(1,y) € um operador invertivel sobre W, ao invés de E e existe algum w € W,

tal que a equagao (I — DyH(1,y))r = w ndo possui solugcdo x € W, entdo
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1.5 Resultados de Bifurcacao

Nesta secao, faremos uma revisao sobre os principais resultados de bifurcacao que usaremos
ao longo da tese. O método de bifurcacao é uma poderosa ferramenta de Analise Funcional

Nao-Linear usada no estudo de equacoes do tipo
F(Au) =0, (1.4)
onde F: R x F — F, com E e F espacos de Banach, satisfaz
(H1) Fe C*(R x E; F);
(H2) F(X,0)=0.

Note que por (H2), u = 0 é solugao de (1.4), para todo A € IR. Assim, é natural buscar pontos
do eixo IR x {0} de onde parta uma nova familia de solugoes nao-triviais de (1.4). Estes s@o os

chamados pontos de bifurcacao.

Definicao 1.24. Dizemos que A\g € um ponto de bifurca¢ao para F desde a solugao trivial quando

existe uma sequéncia (A, u,) € R X E, comu # 0 e F(Ay,u,) = 0, tais que (A, un) — (Ao, 0).

Observamos que uma condigao necesséria, mas nao suficiente, para que (g, 0) seja um ponto
de bifurcagao é que D,F(X,0) nao seja invertivel (ver [4]). Abaixo enunciaremos o famoso
Teorema de Crandall-Rabinowitz [19], o qual nos proporciona condigdes suficientes para que
(Ao, 0) seja um ponto de bifurcacao e também nos diz sobre o comportamento local das solugoes

nao-triviais geradas.

Teorema 1.25 (Crandall-Rabinowitz). Suponha que (H1) e (H2) sejam satisfeitas e que
(1) Ker(DyF(Xo,0)) = Span{Uy};
(17) cod(R(DyF(Xo,0))) = 1;

(1id) DA\DyF (Ao, 0)Uo & R(DyF (Ao, 0)),

onde Ker(L) e R(L) denotam o nicleo e a imagem do operador L, Span {Uy} denota o subespago
gerado por X em E e cod(G) denota a dimensao do espago quociente F/G, para cada G C F.
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Seja Z o complemento topolégico de Span{Uy} em E, ou seja, E = Span{Uy} & Z. Entao,
Xo € um ponto de bifurca¢ao para F e o conjunto de solug¢des nao-triviais de (1.4) em uma
vizinhanga de (Ao, 0) € uma tinica curva cartesiana de classe C* com representagdo paramétrica

sobre Z, isto é, existem & > 0, p > 0 e aplicagoes de classe C!
Ai(—g,e) — R; s As) e ¢:(—ee)—Z; sr—(s),
com A(0) = Xo, ¥(0) =0 e tais que

(a) (Ezisténcia de solugoes nao-triviais) A familia X = \(s), u = s(Uy +1(s)) constituem uma

curva de solugoes (nao-triviais se s # 0) da equacdo (1.4) que bifurcam desde (Ao, 0).

(b) (Unicidade) Se (A,u) € B,((X,0)) € qualquer solu¢do ndo-trivial de (1.4), entdo existe
0 < |s| < e tal que

(A u) = (A(s), 8(Uo + 9(s))).
Além disso, se F € C*(R x E; F) entio \,u € C*(—¢,¢).

Agora daremos resultados de bifurcacao com carater global. Para isso, suponhamos que

E = F e o operador F possa ser escrito da forma
F\u) =u—Thu, (1.5)

com

T\: E— E, T\(u)=ALu+ h(\u), (1.6)
verificando as seguinte hipoteses:

(H3) L: E — FE é linear e compacto;
(H4) h: R x E — E é compacto;

(H5) h(A,u) = o(||ul|g) em u = 0 uniformemente sobre intervalos limitados de R, ou seja,

h(Au) 0

w0 ullz

uniformemente sobre intervalos limitados de IR.
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Observacao 1.26. Com as hipdteses (H3) — (Hb5) € possivel encontrar condi¢oes suficientes
para existéncia de pontos de bifurcacao para F desde a solugao trivial, sem exigir condigoes de
diferenciabilidade sobre F. De fato, observemos primeiro que uma condi¢do necessaria, mas
ndo suficiente (veja [57]), para que Ao # 0 seja um ponto de bifurcacio é que 1/X\g seja um
autovalor de L. Em [46] mostra-se que, sob as hipdteses (H3) — (Hb), se 1/ Ao for um autovalor
de L com multiplicidade impar, entdo ele € um ponto de bifurcacao. Dessa forma, o estudos dos

pontos de bifurcacao passa previamente pelo estudo do espectro do operador L.

Abaixo enunciamos o resultado devido a Rabinowitz [68] que diz respeito ao comportamento

global da curva de solugoes nao-triviais de (1.4) que bifurca desde (Ag, 0).

Teorema 1.27 (Rabinowitz). Suponhamos que (H3)—(Hb) sejam satisfeitas e seja Ay € R\{0}
tal que 1/X\g € um autovalor de L com multiplicidade impar. Entao, desde (X\g,0) bifurca uma
componente conexa maximal, que denotaremos por %, do fecho do conjunto das solugoes nao-

triviais de (1.4) que ou bem

(1) X € ndo limitado; ou bem

(73) 3 alcanga u =0 em outro ponto (u,0) # (Ao, 0), sendo 1/u outro autovalor de L.
Observagao 1.28. (i) O conjunto ¥ também € frequentemente chamado de continuo.

(i) O termo maximal significa que X ndao € um subconjunto préprio de nenhum outro fechado

e conexo contido no conjunto das solugoes nao-triviais de (1.4).

(1ii) Em verdade, na demostragdo do Teorema 1.27 nao usa explicitamente a forma (1.6) de T)
mas sitm o seu cardter compacto para que esteja bem definido o grau de Leray-Schauder.
Por outro lado, nao € necessdrio que 1/X\g seja um autovalor de L com multiplicidade
impar, € suficiente que i(I — Ty,0) mude quando \ cruza Ao, como veremos no sequinte

coroldrio (para mais detalhes veja [68]).

Corolério 1.29. Suponhamos que (H3) — (Hb5) sejam satisfeitas e seja A\g € R\ {0} tal que
i(I —Tx,0) muda quando X cruza \y. Entao, desde (Ao, 0) bifurca um continuo, ¥, de solugdes

nao-triviais (1.4) que ou bem satisfaz o item (i) do Teorema 1.27 ou bem satisfaz o item (ii).
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Por fim, vamos fazer uma revisao da teoria de bifurcacao para sistemas de equacgoes elipticas,
também conhecida como bifurcacao bi-paramétrica. Para isso, seja X = CL(Q2) e Px o seu cone
positivo. Consideremos o sistema
(

Liu=uA+ f(z,u) + F(z,u,v)v) em £

Lov =v(p+ g(z,v) + G(z,u,v)u) em (1.7)

u=v=>0 sobre 0f),

onde L, k = 1,2, sdo da forma (1.1), \,pn € R e

(S1) f(z,w), g(z,w) sdo Holder continuas em x e C? em w, com f(x,0) = g(x,0) = 0.
(S2) F(x,u,v), G(z,u,v) sao Holder continuas em z e C? em (u,v).

Observamos que (1.7) possui trés tipos de solugdes em X x X com alguma de suas compo-

nentes nao-negativa:

(i) a trivial: (0,0);

(13) as semi-triviais: solugdes da forma (u,0) e (0,v) com u,v € X positivas em §2;
(1ii) os estados de coezisténcia: solugoes da forma (u,v) com u,v € X positivas em €.

Note que as solugoes semi-triviais de (1.7) da forma (u,0) s@o solugoes positivas do problema

Liu=u(A+ f(z,u)) em  Q,
(1.8)
u=20 sobre Of).

Analogamente, solugoes semi-triviais de (1.7) da forma (0, v) sdo solugdes positivas do problema

Lov=v(u+ g(z,v)) em  Q
(1.9)

v=>0 sobre 0f).

Assim, para encontrar as solugdes semi-triviais de (1.7) precisamos fazer um estudo das duas
equagoes anteriores. Quanto aos estados de coexisténcia de (1.7) temos o seguinte resultado,

cuja demonstragao pode ser encontrada em [55].
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Teorema 1.30. Seja A € R tal que o problema (1.8) possui uma solugdo 0, € int (Px) positiva

e nao-degenerada. Seja

MUy ‘= )\1(£2 - G(ZE, 49)\, 0)0/\)

Entao desde o ponto (u,u,v) = (py, 0y, 0) bifurca um continuo CT C R x int (Px) X int (Py)

de estados de coezisténcia de (1.7) tal que ou bem
(i) C* ¢ ilimitado em R x CL(Q) x CL(Q); ou
(17) existe um oo € R e uma solucao 0, de (1.9) para p = pioo tal que
A=M(Ly — F(2,0,0,.)0,..)
e (fto0, 0,0,..) € cl(CT), onde cl(CT) denota o fecho do conjunto C*; ou
(iit) existe uma solugdo positiva 0} de (1.8), com 0} # 0y, tal que

(M (L2 — G(z,63,0)6,),03,0) € cl(CT); ou

() A= A(L1) e (\(L2),0,0) € c(CH).

Observacao 1.31. (a) Uma solugao 0y de (1.8) é dita nao-degenerada se a linearizada de (1.8)

em By, ou seja,

Liw =w(A+ f(z,05) + Duf(2,00)05) em  Q,
(1.10)

w=20 sobre 012,

possui somente a solucao trivial w = 0. Observe que uma condi¢cao suficiente para que iSSo

ocorra € que

)\1([,1 — A= f(iL', 9)\) — Duf(ﬂi’, 9)\)(9)\) > 0.

(b) Se (1.8) tem wnicidade de solugdo positiva, entdo a alternativa (iii) do Teorema 1.30 nao

pode ocorrer. Similarmente, se X # A\ (L1) a alternativa (iv) também nao ocorre.

(¢) Resultados similares ao Teorema 1.30 para espagos distintos de CL(Q) podem ser encontrados

em [55] e [57].
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Capitulo 2

Problemas de Autovalor e Propriedades

Como ja mencionamos na Introducao, neste capitulo vamos estudar o seguinte problema de
autovalor nao auto-adjunto:

—dAu+ m(x)u — /QK(:E, yuly)dy =Au em (2.1)

u=20 sobre 0f2,
com m € L*(2) e K é uma fun¢do nao-negativa e ndo-identicamente nula. Precisamente,
iremos impor condigoes sobre K para que (2.1) possua um autovalor principal. Além disso,
iremos demonstrar as principais propriedades deste autovalor. Essas propriedades serao usadas
para estudarmos o seguinte problema também de autovalor e nao auto-adjunto:

—dAu +m(x)u = ULK($79)U(y)dy em 4, (2.2)

u=>0 sobre 0f).

O estudo de (2.2) sera essencial para encontrar existéncia de solugao positiva para os problemas
nao-lineares associados a processos Birth-Jump, os quais abordamos na Introducao.

Este capitulo estd dividido da seguinte forma: na Sec¢ao 2.1, iremos motivar o estudo de (2.1)
e também explicaremos a relacao entre os dois problemas de autovalor acima. Na Secao 2.2,
utilizaremos o Teorema de Krein-Rutman para mostrar existéncia de um autovalor principal para
(2.1), supondo que K € L>®(Q2x(2). Na Segao 2.3 iremos mostrar a relacdo entre este autovalor e
o Principio do Maximo Forte. Na Secao 2.4 mostraremos as propriedades do autovalor principal

de (2.1). Na Segao 2.5, estudaremos a existéncia de um autovalor principal para (2.2).
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2.1 Motivacao

Conforme ja foi dito, o estudo do sistema (0.1) necessita primeiro saber o que acontece com

problema nao-linear

—dAw + pw = o F(w) / K(z,y)w(y)dy em £,
Q

(2.3)
w =10 sobre 0f2.
Sendo F' uma fungao decrescente, se linearizarmos (2.3) em u = 0, obtemos:
~dAE+ ¢ = oF(0) [ Kloy))dy om0
Q (2.4)

§=0 sobre 0f).

Uma vez que pretendemos utilizar o Método de Sub-Super Solugao para resolver (2.3), fungoes
proporcionais as autofungdes positivas associadas a (2.4) sdo candidatas a sub solugao de (2.3).
Este motivo nos levou ao estudo do problema de autovalor (2.2).

A grande dificuldade do problema (2.2) é que a presenga do termo nao-local torna este
problema nao auto-adjunto, quando a funcao K nao é simétrica. Dessa forma, iremos primeiro
estudar o problema:

—dAu + m(x)u — /QK(JJ, yuly)dy = u em  Q, (2.5)

u=>0 sobre  0f),

que também é nao auto-adjunto. Porém, se somarmos Mwu em ambos os membros de (2.5),
podemos associar a este problema um operador linear, compacto e fortemente positivo, conforme
veremos na proxima secao. Isto nos permitira utilizar o Teorema de Krein-Rutman e mostrar a
existéncia de um autovalor principal para (2.5), o qual denotaremos por A; (—dA + m(z); K).

Por fim, observe que encontrar um autovalor o para (2.2) é equivalente a obter
A (—dA +m(x);0K) = 0.

Portanto, a existéncia de um autovalor principal para (2.2) equivale ao estudo da aplicagao
o — A (—dA +m(z);0K). Por esse motivo estudaremos primeiro o problema (2.5) e as

propriedades do autovalor principal A\; (—dA + m(x); K).
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2.2 Problema de Autovalor I

Nesta secao, iremos estudar a existéncia de um autovalor principal para o problema

—dAu + m(x)u — / K(z,y)u(y)dy = Au em €
Q (2.6)
u=20 sobre  0f),

onde d >0, m € L>®(Q) e K € L>®( x Q;R) é uma fungao nao-negativa e nao-identicamente
nula. Para tanto, seguiremos as ideias presentes em [58] usando o Teorema de Krein-Rutman
para um operador adequado. Nesse sentido, precisamos analisar o que acontece com a equacao

linear associada. Em outras palavras, vamos estudar primeiro o problema:

—dAu+ (m(z) + M)u — / K(z,y)u(y)dy = f(x) em  Q,
Q (2.7)
u=20 sobre 0f),

onde M € Re f € L*(). O motivo de ter aparecido Mu no lado esquerda de (2.7) ficara claro

mais adiante. Com respeito ao problema (2.7), temos o seguinte resultado:

Lema 2.1. Existe My > 0 tal que, para todo M > My e f € L*(Q), (2.7) possui uma 1inica

solugdo fraca uw € Hy (). Além disso, existe uma constante C' > 0 tal que
[ull < C|fla- (2.8)

Prova. Definamos a forma bilinear B : H}(Q2) x Hj(2) — R pondo

B(u,v) = /Vu -Vo(zx )das+/( () + M)u(z)v(x)dx

Q

[ ([ et ot

Uma vez que
| B(u, v)| < djul[l[v]l + (Mo + M)ulz|v]z + | K |oo|uli|v]y < +oo, (2.9)

a funcao B estd bem definida. Além disso, B tem as seguintes propriedades:
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(i)

B é continua, para cada M > 0.

De fato, pelas imersoes continuas dos espagos de Sobolev, a partir de (2.9) obtemos
|B(u,v)| < (d+ (Imlee + M)CT + | K| C3) [[ul [|0]],
onde (', C5 sao constantes positivas. Logo, B é continua para cada M > 0.

Existe algum M, > 0, suficientemente grande, tal que B é coerciva para cada M > M,.

< Il [ (] 1l ) tuto)jda

< K ||uli.

De fato, observe que

/Q (/Q K(z, y)U(y)dy> u(z)dz

Assim, da imersdo continua L?(2) — L'(£2), temos que

B(u,u) > dlfull* + (=[mle + M)[ul3 — K ||ul}

v

dllul]* + (=|m|ee + M — Cs|K|o0)|ul3,
onde C3 é uma constante positiva. Portanto, para M, suficientemente grande,

e consequentemente,

B(u,u) > dlul®

Logo, B ¢é coerciva para cada M > M,.

As propriedades (i) e (i) acima nos dizem que B é uma forma bilinear, continua e coerciva,

para cada M > My. Por outro lado, fixado f € L?(f2), o operador gy : H}(2) — R, dado por

g(v) = / f(2)o(x)dz

estd bem definido. Além disso, gy ¢ um funcional linear e continuo. Pelo Teorema de Lax-

Milgram, para cada M > My, existe uma tnica v € H} () tal que

B(ua U) = gf(v)v Voue H(%(Q>7
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ou seja, u é solugao fraca de (2.7). Para finalizar a demonstragao, note que M > M, implica
d||ul* < B(u,u) = g(u) < Ci[fla]|u]-
Portanto, existe uma constante C' > 0 tal que
[ull < C[f]2-
O

Observacao 2.2. Uma consequéncia do Lema 2.1 € que, dado M > My, fica bem definido o
operador Ty = C(Q) — CLQY), no qual, para cada f € CHQ), Ty(f) € a tnica solugdo
de (2.7). De fato, dada f € C}(Q), temos que f € L*() e pelo Lema 2.1, existe um tinico
u € HL(Q) tal que u = Ty (f). Devemos entdo mostrar que u € CL(Q). Para isso, note que a

fungao K:Q—R, definida por

K(x) = / K (. y)u(y)dy,

pertence a L>(2), pois
K ()] < |Kloluli, g¢tp em

e consequentemente, f + K € L®(Q). Como

—dAu+ (m(z)+Mu=f+K em Q,
u=>0 sobre 02,

entao, u € Wg’q(Q), para todo ¢ > 1. Pelas imersoes continuas dos espacos de Sobolev, obtemos
u € CL(Q). Portanto, Ty estd bem definido. Além disso, o operador Ty é compacto. Com
efeito, seja f, € CH(Q) e u, = Ty(fn), pelas imersées compactas dos espagos de Sobolev,
¢ suficiente mostrar que u, € WP (Q), para algum py € (1,+00) tal que 2py > N. Pela
reqularidade eliptica, u, € W*2(Q). Assim, € suficiente mostrar que u, € LP(Q). Isto decorre
mmediatamente por um argumento do tipo boot-strapping. Portanto, Ty também ¢é compacto.
Note ainda que, sendo Ty; linear, entao sua compacidade implica que ele também é continuo.
Vamos aplicar o Teorema de Krein-Rutman para o operador Ty;. Para isso, basta mostrarmos

que ele € fortemente positivo. Faremos isso no prozimo resultado.
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Proposicao 2.3. Para cada M > My, o operador Ty definido acima € fortemente positivo.
Prova. Denotemos por P o cone positivo de C} (). Devemos mostrar que
Ty (P\{0}) Cint (P).

Seja f € P\ {0}. Note que u = Ty (f) # 0. Considerando

v~ =min{u,0} e u" =max{u,0},

temos que u~, ut € H1(Q). Multiplicando (2.7) por u=, obtemos
d [19u P+ [ e - [ ([ Kepua)o@i<o @
Por outro lado,
/Q ( /Q K(x,y)u(y)dy) v (z)dr = /Q ( /Q K(x,y)(u++u_)(y)dy> - (2)de
< [ ([ K a) w @i

Assim,

/Q (/Q K(x,y)U(y)dy) w(2)de < Cy|K|oo|u[2.

Combinando a expressao acima com a equagao (2.11), obtemos
dlfu™||* + (mp + M — Cs|K|o)|u™ |3 < / fu™ <0.
Q

De (2.10), M > M, implica que u~ = 0, ou seja, u > 0. Uma vez que My > 0 é suficientemente
grande, podemos supor, sem perda de generalidade, que os Teoremas 1.5 e 1.6 sao vélidos para
o operador (—dA + m(z) + M). Como u # 0 e f + K € L*®(Q), estes principios de maximo
implicam que

To(f) = u € int (P),

provando o resultado.
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Agora podemos aplicar o Teorema de Krein-Rutman pro operador T}, e provar a existéncia

de um autovalor principal para (2.6). Mais precisamente, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.4. Assuma que m € L>®(Q) e K € L>®(Q x Q) é uma fung¢do ndo-negativa e

nao-identicamente nula. Entao, existe um autovalor principal para (2.6), que denotaremos por
A (—dA +m(z); K) ,

o qual € real, simples, tem uma autofuncgdo positiva associada e ele é o unico autovalor de (2.6)
possuindo uma autofuncao que nao muda de sinal. Além disso, qualquer outro autovalor A de
(2.6) satisfaz

AL (—dA +m(x); K) < Re()\).

Prova. Pela Observacao 2.2 e pela Proposicao 2.3, para M é suficientemente grande, podemos
utilizar o Teorema de Krein-Rutman e garantir que o operador T}, definido na Observacao 2.2,
tem um autovalor principal r(T}) satisfazendo os itens do Teorema 1.10. Por outro lado, se p

¢ um autovalor de T, entao

1
A=——M
o
¢ um autovalor de (2.6). Portanto,
M (—dA + m(z): K) = —— — M
— m(z); K) = —
1 ) T(TM)

satisfaz as condigoes do teorema.

O

O autovalor principal do Teorema 2.4 serd de fundamental importancia para os estudos que

desenvolveremos nesta tese. Nas proximas secoes, iremos estudar as suas propriedades.

2.3 Autovalor Principal e o Principio do Maximo Forte

Nesta segao, iremos mostrar que a positividade do autovalor principal A\; (—dA + m(z); K) esté
relacionada com o fato de (2.6) verificar o (PMF') e possuir uma super solucao estrita. Para

isso, precisamos primeiro das seguintes definigoes:
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Definigao 2.5. Uma funcio u € W24(Q), com q¢ > N, é chamada super solugdo estrita para

(2.6) sew >0 em Q2 e satisfaz
—dAﬂ—{—m(x)ﬂ—/QK(:v,y)ﬂ(y)dy >0 em Q, w>0 sobre 09,
com alguma desiqualdade estrita.
Definigao 2.6. Dizemos que (2.6) satisfaz o Principio do Mdzximo Forte (PMF) quando toda

funcio u € W24(Q), com q > N, que verifica u # 0 e

—dAu + m(x)u — / K(z,9)u(y)dy >0 em  Q,
Q (2.12)
u>0 sobre OS2,

também verifica

u>0 em Q e ?(xo) < 0, para todo xy € 00 tal que u(zg) = 0.
n

Com essas definicoes podemos mostrar o seguinte resultado, o qual é similar ao Lema 1.17

para o problema nao-local (2.6).

Lema 2.7. As sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
(1) Eziste uma super solucao estrita para (2.6);
(i) (2.6) verifica o (PMF);

(1ii) A (—dA +m(z); K) > 0.

Prova. (i) = (i) Seja u € W2%(Q), com q > N, verificando u # 0 e (2.12). Primeiro, vamos
mostrar que v > 0 em 2. Para isso, seja @ uma super solugao estrita para o problema (2.6) e
consideremos

p=min{e>0: ue=u+eu>0 em Q}.

Se existisse um zy € € tal que u(xy) < 0, entao teriamos p > 0. Dai, para M > 0 suficientemente

grande, obteriamos
—dAu, + (m(z) + M)u, > / K(z,y)u,(y)dy >0 em  Q,
Q
u, >0 sobre  0f),
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com alguma desigualdade estrita. Pelo Principio do Méximo para o operador (—dA+m(z)+ M)

(Teorema 1.5 e Teorema 1.6), tem-se que u,, > 0 em e

%(wo) <0, Vo €0 tal que u,(zo) =0.

Assim, existiria p; < p tal que u,, > 0 em Q, que contradiz o fato de ;1 ser um minimo. Entao,

u > 0 em €. Portanto,

—dAu+ (m(x) + M)u > / K(z,y)u(ly)dy+ Mu >0 em (),
Q
u>0 sobre (1,

com alguma desigualdade estrita. Como u # 0, aplicando novamente o Principio do Méximo

para o operador (—dA + (m(x) 4+ M)), temos que u > 0 em €2 e satisfaz

0
a—u(xo) < 0, para todo zy € 02 tal que wu(zy) =0.
n

(i4) = (¢ii) Suponhamos que A; (—dA +m(z); K) <0 e seja ¢; > 0 uma autofuncao associada
a A (—dA +m(z); K). Temos que —p; #0 e

—dA(—sol)+m(ﬂf)(—<p1)—LK(x,y)(—wl(y))dyZO em €,
p1 =10 sobre 0f).

Pelo (PMF), 1 <0 em 2, o que é uma contradi¢ao. Portanto, A\; (—dA + m(x); K) > 0.
(i7i) = (i) Se A\ (—dA+m(z); K) > 0, entdo qualquer autofungdo ¢; > 0 associada a

A1 (—dA 4+ m(x); K), é uma super solucao estrita para (2.6).
a

O Lema 2.7 serd muito importante para mostrarmos as propriedades de A\; (—dA + m(x); K).

A seguir, iremos mostrar a relacao entre este autovalor principal e o problema linear

—Au+m(x)u—/ﬂK(m,y)u(y)dy:f(x) em €,

u=0 sobre 0f).
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Para tanto, continuaremos denotando por P o cone positivo de CL(€2). Além disso, vamos

considerar o operador L definido, no sentido fraco, por
Lu = —dAu+ m(x)u — / K(z,y)u(y)dy, ¥ u e Ci(Q).
Q

Observamos que pelo, Teorema de Krein-Rutman, A (—dA + m(z); K) é um autovalor simples

do operador L*, adjunto de L, o qual possui uma autofuncao positiva associada.

Proposigao 2.8. (i) Se \; (—dA +m(z); K) >0 e f € L*(Q), entao o problema linear:

~dutm@u— [ K@gudy = @) en 9
Q (2.13)
u=>0 sobre 05,

possui uma tnica solugao em H (). Além disso, se f € P, entdo u € P. Consequente-

mente, se A\ (—dA +m(x); K) >0 eu € CHQ) satisfaz

—Au~+ m(z)u — / K(z,9)u(y)dy=0 em
Q
u=20 sobre 012,
entao u =0 em (2.

(17) Se Ay (—dA+m(z); K) #0 eu € P satisfaz

—Au~+ m(z)u — / K(z,y)u(ly)dy=0 em £,
Q
u=20 sobre 012,
entao u =0 em €.

Prova. (i) Considere M > 0 e defina o operador T : L?(Q) — L*(Q) por T(f) = u, onde
ue HY} Q) e
—Au+ (m(z) + M)u — / K(z,y)u(y)dy = f.
Q
Pela Observacao 2.2, para M > 0 suficientemente grande, 7" é um operador bem definido, linear

e compacto. Assim, pelo Teorema da Alternativa de Fredholm, a existéncia e unicidade de
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solugao para (2.13) é equivalente a mostrar que o problema homogéneo associado

u—MTu=0 em £,
(2.14)
u=20 sobre 0f),

admite somente a solugao trivial. Como Ay (—dA + m(z); K) > 0, o Lema 2.7 implica que (2.14)
possui somente a solugao trivial. Portanto, (2.13) possui uma tunica solu¢ao. Por fim, se f € P,
o Principio do Méaximo implica que u € P.
(i7) Como observamos anteriormente, existe uma autofuncdo ¢} > 0 de L* associada ao autovalor
A1 (—dA +m(x); K). Logo,

0= (1. Lu) = (£'¢1,0) = Ay (~dA + m(a) ) [ i

Como A\ (—dA +m(x); K) #0 e ¢} > 0, entdo u = 0 em §.

2.4 Propriedades do Autovalor Principal

Inspirados nas propriedades do autovalor principal para os casos locais (ver [28], [54] e [58]),

nesta secao vamos adaptar essas propriedades para A\ (—dA + m(z); K).

Proposicao 2.9. (i) Sejam K, Ky € L®(Q2 X Q) fungdes nao-negativas e nao-identicamente

nulas. Se K1 < Ky em € x ), entao
A (—dA 4+ m(x); K3) < A\ (—dA +m(x); K7).
Além disso, se K1 # Ky em um conjunto de medida positiva, a desigualdade € estrita.
(i) Sejam my,my € L*(Q2). Se my < my em Q, entdo
AL (—dA 4+ my(2); K) < A (—dA +ma(z); K) .

Além disso, se my # mo em um conjunto de medida positiva, a desigualdade € estrita.

43



(1ii) Sejam Qy, Qo subdominios requlares de 2. Se 1 C Qy, entao
M2 (—dA +m(x); K) < A (=dA 4+ m(z); K).

Além disso, se Q1 # Qa, a desigualdade ¢ estrita. Aqui, N (—dA +m(x); K), i = 1,2,

denota o autovalor principal do problema (2.6) em ;.

(iv) Sejam K, € L>®(Q x Q) fungdes nao-negativas e nao-identicamente nulas. Se K, — K,

n — 400, em L>®(Q x Q), entao
A (—dA +m(x); K,) — A (—dA +m(x); K), quando n — +00.

Prova. (i) Se K; = K, em (2, o resultado segue imediatamente. Para K; # K, em (2, considere

¢1 > 0 uma autofuncdo positiva associada a \; (—dA + m(z); K3). Note que

—dAp; + [m(x) — Ay (=dA + m(z); Ka)]pr — /QK1%01 = /Q(Kz — Ki)p1 > 0.

Assim, ¢, é uma super solucao estrita para o problema

—dAu+ [m(z) — A\ (—dA + m(x); Ky)]u — / Ky(z,y)u(y)dy = Au em €,
Q
u=0 sobre S

Pelo Lema 2.7,
AL (—dA + [m(z) — A\ (—dA + m(x); Ksy)]; K1) > 0,

de onde (7) segue. Com um argumento analogo obtemos o item (7).
(1ii) Se 1 = s, nada temos a fazer. Para ( # Qy, considere ¢; > 0 uma autofuncao positiva

associada a A2 (—dA + m(z); K). Entdo, ¢, é uma super solucio estrita para o problema

—dAu + [m(x) — N2 (—dA + m(x); K)|u — / K(z,9)u(y)dy = Au em  Qy,
Q
u=>0 sobre 0.

Pelo Lema 2.7, temos que

M2 (—dA +m(z); K) < M (=dA +m(z); K).
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(1v) Neste item, por simplicidade, vamos denotar A\, (—dA + m(x); K) somente por A;(K).
Como K, — K em L®(£2 x ), dado € > 0, existe ny € IN tal que

n>ng > K—e<K,<K+e¢ em (.

Assim, fixado € suficientemente pequeno, A\ (K — ) < A\ (K,,) < A (K + ¢). Logo, a sequéncia
(M (K,)) é limitada em IR. Seja ¢, a autofuncdo positiva associada a A;(K,) satisfazendo

lonl2 = 1. Entao,

d [ 9aP+ [ mrct - [ ([ Kalepentniy) enlore = () [ o

Isto implica que (p,) é limitada em HJ(Q2). Consequentemente, existe p* € HJ(Q2) tal que
©* >0, |¢*|o = 1 e, a menos de subsequéncia,
(

M(K,) = A7 em R,

) pn — " em Hi(Q), (2.15)

on — " em L*(Q).

\

Portanto, para todo ¢ € H}(Q), obtemos

d/QVQOn'VQO"f'/Qm(x)@n‘P_/Q </§2Kn(x,y)wn(y)dy> so(rc)dxzh(Kn)/Qsonsa

Tendo em conta que K,, — K em L®({2 x ), de (2.15) obtemos

t[ Ve vor [maee [ ([ Kene ) o= [ o

para toda ¢ € H}(). Assim, ¢* é uma autofuncao associada A*. Como ¢* > 0, entao

A* = A\ (K). Portanto,
A (—dA +m(x); Ky) = M(Ky) = M(K) = A (—dA +m(x); K), quando n — +00.
O

Agora mostraremos que o autovalor principal A\; (—dA 4+ m(x); K) depende continuamente
do dominio €2, em outras palavras, este autovalor é continuo com respeito ao dominio. Primeiro,

vejamos a seguinte definicao de convergéncia entre conjuntos.
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Definicao 2.10. Sejam §2,, n > 0, subdominios requlares de ). Dizemos que
n—-+oo

quando as sequintes condigoes sao satisfeitas:

(1) Existe uma sequéncia (Q{L), n > 1, de subdominios requlares de €2, tal que

(
QfL C QaIzHa n=>1,

QA cQQnNQ,, n>1,
“+o0o
o= .
\ n=1

(17) Existe uma sequéncia (Qf), n > 1, de subdominios requlares de €2, tal que

.

QE

E
1 C 8, n>1,

90UQnCQE, nZl

+o0
Q= .
\ n=1

Para a proposicao seguinte, se D C 2 é um subdominio regular de €2, denotaremos por

AP (=dA + m(z); K) o autovalor principal do problema
—dAu+ m(x)u — / K(z,y)u(ly)dy = u em D,
D

u=0>0 sobre 0D.

Proposicao 2.11. Assuma que m € L>®(Q) e K € L>®(Q2 x Q) € uma fun¢do ndo-negativa e

nao-identicamente nula. Se

lim Q, = Q (2.16)
n—-+oo
entao,
lim A" (—dA +m(z); K) = M (—dA + m(z); K). (2.17)

n—-4o00

Além disso, se " > 0 € a autofun¢io associada a X (—dA + m(x); K) com |¢§ Hi@Q) = 1,
entdo existe uma autofuncio o associada a N (—dA 4+ m(z); K), com HQD?OHH&(Q()) =1,
satisfazendo a sequinte convergéncia

@?"—MO?O em H(Qo). (2.18)
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Prova. Por simplicidade, vamos denotar A\ (—dA + m(z); K) apenas por AP (K). Observe
que (2.16) implica na existéncia de duas sequéncias (Qfl) e (QE ) de subdominios regulares de
Q) tais que

Ac,cQf e QL cQycQf

para todo n > 1. Pela Proposicao 2.9, obtemos
XI(E) 2 AP (K) 2 AP (K), n> 1,
XP(K) > AP (K) > 00 (K), 0> 1.
Assim, é suficiente mostrar que

lim A (K) = AP(K) = lim AP (K). (2.19)

n—-+00 n—-+00

o o . - . A0
Observe primeiro que os limites acima estdo bem definidos, uma vez que a sequéncia (A;"(K))
, o~ .. . . Q ~ . OF , o~
é nao-crescente e limitada inferiormente por A\}°(K) e a sequéncia (A} ™ (K)) é ndo-decrescente e

limitada superiormente também por A (K). Vamos dividir a demonstracao de (2.19) em duas

partes:
(1) Tim XP(K) = AP(K) e (I1) Tim X[ (K) = AP (K).
(1) lim AP (K) = A2(K).
n—-+0oo

Para cada n > 1, seja 9051% € CL(Q) a autofuncio associada a )\?{”(K) tal que H(p?{LHHé(Q{L) =1

. . ~ or .
Seja ainda @] a extensao de ¢;" por zero até {y. Temos que

Ot € Hy () e ||90?||H3(Qo) = 1.

Assim, existe ¢ € H} () tal que, a menos de subsequéncia,

(

©F — ¢ em Hj (),
9 o — Y em L?(Qp), (2.20)
| #1(@) = ¢i(x) atp em Q.

Vamos mostrar que, a menos de subsequéncia, (¢7) é uma sequéncia de Cauchy em HJ(£).
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Para isso, observe que se [ < n, entao f C QF. Assim,

n n '{1 QI
i V- dP = d !wm—zd/Q Ve Vol v d [ velp
0

Qo Qo Qo

of 1 I
= () -t [ e

Qf ol of ol
+)‘1Z(K)/QI o1 (' =)

n

I I I QI
AR [ A=l

QL Qf
_/ m(z)(p;" — ‘Pll)z
QI

1 I QZI
+/QI ( . K(w,y)w?"(y)dy) (o — o)1) (x)d

I

* /% ( o K (z,y) (e} — w?i)(y)dy) o\ (2)da.

Pela Desigualdade de Holder,
n n QI Q',IPL n
167 — @1l 00y < Calet = Phlrzan) + CslA" (K) = A (E)| + [mlol ot — @120

onde Cy4, C5 € R s@o constantes positivas que nao dependem de n e [. Como (¢7) é de Cauchy

em L%(€) e (/\?é(K)) é convergente, temos que (¢7) é de Cauchy em H}(€p). Em particular,
¢7 = @] em  Hy()

e ¥l ai ) = 1. Assim, se

A*° = lim A% (K),

n—+400
entao ¢ é uma autofungao associada a A* em ). De fato, para cada ¢ € C§°(£)), existe um

ng suficientemente grande tal que supp ¢ C QL para todo n > ng. Logo, para n > ny,

I
d/ Vel -V = A?"(K)/ oio— [ m(x)ele
QO Q0

Qo

I
+ / ( K (x,y)w?"(y)dy> pd.
Q0 \J Qo
Como o limite ¢ nao depende da subsequéncia de ()\?’I‘(K )) tomada, entao

d Vs&?-V@ZA“(K)/ Plp — m(:v)so?sH/

Qo Qo Qo Qo

( QOK (ﬂ%y)w?(y)dy) .
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uma vez que C5°(€g) é denso em H{(£), temos que 9 é uma autofungao associada a A>* em

Qp. Além disso, de (2.20), temos que ¢{ nao muda de sinal. Portanto,

lim A% (K) = A = \0(K),

n—-+oo
o que prova (I). O limite (I7) segue por um argumento similar ao Teorema 4.2 de [58]. Con-
sequentemente, (2.19) segue por (/) e (/). Finalmente, para a convergéncia (2.18), basta usar
o limite (2.17) e os argumentos do item (1) estendendo a sequéncia (¢i") por zero até Qg e

encontrar ¢ como feito acima.

2.5 Problema de Autovalor 11

Nesta se¢ao, vamos usar o estudo feito para o problema (2.6) para verificar em quais condigoes

o seguinte problema (também de autovalor) possui solugao:

—dAu + m(z)u = o—/QK(rv,y)U(y)dy em &, (2.21)

u=>0 sobre 0f),
onde o > 0. Para isso, observe que encontrar um autovalor ¢ para (2.21) é equivalente a obter
A (—dA +m(x);0K) = 0.

Consequentemente, a nossa questao é: existe o1 > 0 tal que A\; (—dA + m(z);01K) = 0?7 Para

responder esta questao, consideremos a funcao
g+ A\ (—dA +m(x);0K).

Na préxima proposicao mostraremos, como consequéncia da Proposigao 2.9, que esta funcao é

continua e decrescente. Assim, se A\j(—dA 4+ m(x)) > 0 e existe oy > 0 tal que
A (—dA + m(x), UoK) < 0, (222)

entao é evidente a existéncia de um tnico 7 > 0 tal que o problema (2.21) possui uma solugao
para ¢ = 0. Portanto, quando \;(—dA + m(x)) > 0, resolver (2.21) é equivalente a encontrar

oo > 0 que satisfaz (2.22). Daremos condigoes para que isto aconteca na seguinte proposicao.
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Proposicao 2.12. Assuma que m € L¥(Q2) e K € L*(Q x Q) seja uma fungdo nao-negativa

e nao-identicamente nula. Entao:
(i) A fung¢ao 0 — Ay (—dA +m(z);0K) é continua e decrescente.
(ii) Se K € C(Q x Q), entdo existe oy > 0 satisfazendo (2.22). Além disso,

A1 (—dA +m(z);0K) — —o0, quando o — +00.

Prova. (i) Este item segue imediatamente da Proposicao 2.9.

(77) Inicialmente suponhamos que
K(x,y) > Ki(z) - Ka(y), (2.23)

com Ky, Ky € C(Q), K1,Ks > 0 e Ky, Ky # 0. Seja e(x) > 0 a tnica solugao positiva do

seguinte problema linear
—dAe + (M +m(x))e = Ky(z) em

e=0 sobre 0f),

onde M > 0 é suficientemente grande. Seja ¢; > 0 uma autofuncao positiva associada a

A1 (—dA 4+ m(x); 0 K). Assim, multiplicando por e e integrando por partes, temos que

h (b +maok) [ e = -0 [ ( / K(x,yml(y)dy) e(w)d

+/K2Q01-M/§01€.
Q Q
Logo, por (2.23), obtemos

A (—dA—l—m(x);aK)/goleg/Kzgpl (1—0/K16> —M/gole.
Q Q Q Q

Assim, existe oy > 0, suficientemente grande, satisfazendo (2.22). Agora vamos mostrar que
A1 (—dA 4+ m(x);0K) — —o0, quando o — +00.

Com efeito, comecemos observando que o argumento acima nos diz que para cada m € L*((Q)
tal que A\j(—dA +m(z) + M) > 0, com M > 0, existe oy > 0 satisfazendo (2.22). Assim, se

para algum M, > 0 temos
A (—dA +m(x);0K) > =My, Vo >0,
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entdo, para A\;(—dA + [m(x) + My]) > 0, obtemos
A (—dA + [m(z) + Myl;0K) >0, Vo >0,
o que é uma contradicao com o que foi feito antes. Portanto,
A1 (—dA 4+ m(x);0K) — —o0, quando 0 — +00.

Vejamos agora o caso geral. Uma vez que K # 0, existe (g, yo) € Q2% tal que K (x¢,yo) > 0.

Assim, existe um aberto B = B(xg) X B(yo) C  x Q tal que K(z,y) > 0, para (z,y) € B. Seja

K? =min K > 0.
B

Considere as fungoes continuas Ky, K5 : 2 — R tais que

( (
Kl ZO,Kl%Oem B(IL‘O), KQZO,KQ?AOGIH B(yg),
Ki(z) =0, Vx ¢ B(xo), € Ky(y) =0, Vy ¢ B(w),
max K; < /KB, max K, < /KB,

\ B(zo) \ Bo)

Portanto,

K(x,y) > Ki(x) - Ko(y), paratodo (z,y) € Q xQ,

como em (2.23). Consequentemente, este caso segue do caso anterior.

Como consequéncia da Proposigao 2.12, temos o seguinte resultado para (2.21):

Teorema 2.13. Assuma que m € L®(Q) € tal que A\ (—dA + m(z)) > 0. Assuma ainda que
K € C(Qx Q) seja uma funcio ndo-negativa e nio-identicamente nula. Entdo, eviste um tinico
autovalor oy (d;m(x); K) > 0 de (2.21). Além disso, para todo o > 0,

(

A (—dA +m(x);0K) >0, seoc < oy(d;m(x); K),

1 A (=dA +m(2);0K) =0, seo = oy(d; m(z); K), (2.24)

K A (—dA +m(x);0K) <0, sed > o1(d;m(z); K).
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Prova. Pela Proposicao 2.12; existe o > 0 satisfazendo (2.22). Uma vez que a funcao continua
o — A (—dA +m(z);0K) é decrescente e \j(—dA + m(x)) > 0, entdo existe um unico

o1(d;m(z); K) > 0 tal que
A1 (—dA +m(x);01(d;m(z); K) K) =0,

ou seja, oy1(d;m(z); K) é um autovalor de (2.21). Para provar (2.24), basta notar novamente

que a fungdo o — A1 (—=dA + m(x); 0 K) é decrescente.

O

Outras propriedades do autovalor o;(d;m(x); K) serao dadas no coroldrio seguinte. Sua

demonstracao segue imediatamente do teorema anterior junto com a Proposicao 2.9.

Corolario 2.14. (i) Suponha que K1, K, € C(Q x Q) sejam fungdes nao-negativas e ndo-
identicamente nulas. Sejam my,ms € L®(Q) € A\j(—dA + my(z)) > 0. Se K1 < Ky em

QxQemp <my em 2, entio
o1 (d;my(v); Ka) < oy (d;ma(z); K1) -

Além disso, se K1 # Ky oumy # mo em um conjunto de medida nula, entao a desigualdade

é estrita.

(ii) Sejam K, € C(Q x Q), n > 1, funcées nao-negativas e nao-identicamente nulas. Se

M(—=dA +m(z)) >0 e K, = K em C(Q x Q), quando n — +o0, entdo

o1 (d;m(z); K,) — o1 (d;m(x); K), quando n — +o0.
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Capitulo 3

Problemas Nao-Locais Decorrentes de

Processos Birth-Jump

Como ja foi dito, neste capitulo estabeleceremos um Método de Sub-Super Solucao para a

equacao nao-local

—dAu:/G(x,y,u(:E),u(y))dy em €,
Q (3.1)

u=2>0 sobre 0f),
com G € L®(Q x Q x R?). Para isso, vamos usar ideias presentes em [18]. Aplicaremos este
método a duas equacoes nao-lineares e nao-locais. Mais precisamente, estudaremos primeiro o

problema:

—dAu = og(u) /Q K(z,y)u(y)dy em (3.2)

u=20 sobre 0f),

onde d > 0, 0 > 0, K € O(Q x Q) é uma funcdo ndo-negativa e nao-identicamente nula,
g(u) == (A(z) —uP)T, comp > 1e A € C(Q) tal que AT # 0. Depois disso, estudaremos o
problema:

—dAw + fw = o F(w) /Q K(z,y)w(y)dy em €, (3.3)

w=20 sobre  0f),

com 3>0,0>0eF € C'(R;) uma funcao decrescente, com F'(0) = 1e F(t) =0, parat > 1.
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Este capitulo esta dividido da seguinte forma: na Secao 3.1, faremos uma revisao sobre
processos birth-jump para motivar nosso estudo. Na Secao 3.2, baseados nas ideias presentes em
[18], estabeleceremos um método de sub-super solucao para a equagao nao-local (3.1). Com o uso
desse método, na Secao 3.3, encontraremos condigoes necessarias e suficientes para a existéncia
de uma tnica solugao positiva para (3.2) e também encontraremos cotas para esta solugao.
Analogamente, na Sec¢ao 3.4, encontraremos existéncia, unicidade e cotas para o problema (3.3).
Na Secao 3.5, faremos alguns comentarios quanto aos resultados obtidos e discutiremos sobre

difusao aleatéria pura e processos birth-jump.

3.1 Motivacao

Nesta segao, motivaremos o estudo do problema (3.2). Desde o artigo [39], termos nao-locais

tém sido incluidos em modelos de dinamica populacional no termo de reacao:
u — dAu = f(x,u, ), (3.4)

onde
7= / Rz, y,uly, 1)dy,

é um termo nao-local. Aqui, u(z,t) é a densidade populacional e o dominio Q C R é o seu
habitat. Em (3.4), a relagao entre a funcdo varidvel u e suas derivadas no ponto (z,t) nao
dependem apenas do valor da populacao no mesmo ponto z, mas também do valor em uma
vizinhanca de x, veja [8], [17] e [70] para o caso onde f é uma nao-linearidade do tipo logistico.

Mais recentemente em dinamica populacional, existem situacoes onde o crescimento e a
movimentagao das espécies nao podem ser desacoplados como em (3.4) (veja [42]). Esses modelos
sao chamados de processos birth-jump.

Um caso interessante de processo birth-jump é estudado em [14] e [31], como j& explicamos
na Introducao. Neste artigo, os autores consideram um sistema nao-local de duas varidveis que
descreve a dinamica entre células-tronco cancerigenas e células tumorais em um determinado
tecido. Neste caso, os processos birth-jump associados a este sistema sao descritos pela seguinte

equacao integral-diferencial:
w = dbu= | S(o.p,ute.0)3uly. O)uly. Oy (35)
Q
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onde a funcao S é o nucleo de redistribuicao para individuos recém-gerados em y que saltam a
uma localizagao x, a fun¢ao (u) é a taxa de proliferagao na localizagao y.
O processo birth-jump nao nos leva a um termo negativo nas equacoes desde que age somente

em individuos recém-gerados. Mais precisamente, em muitas situagoes,

S(,y, u(x, 1)) = g(ulz, 1)) K(z,y), (3.6)

onde, g é uma fungao nao-negativa e K é um nicleo limitado, nao-negativo e depende de =z
e y somente através da distancia |z — y|, isto é, K(x,y) = ¢(Jz — y|), com, por exemplo,
o(t) = AeB” onde A, B > 0, ou ¢(t) = @4(t), onde a > 0 e

p

-2 p 0<t<2
—_— Se p—
a? - T2
2 a
W) = 2 (+— q)2 z
@a(t) e (t—a)* se 2§t§a,
k0 se a<t<lI.

Por fim, observe que (3.2) é o caso estaciondrio associado a equacao (3.5) para B=ceS

como em (3.6), onde g(u) = (A(z) — uP)". Analogamente, ao problema (3.3) para g = F.

3.2 O Método de Sub-Super Solucao

Nesta secao, vamos estabelecer um método de sub-super solucao para o problema

_dAu:/QG(x,y,u(l”)?U(y))dy em  {} (3.7)

u=>0 sobre 02,

onde G :  x Q x R? — IR é uma fungao que estd em L>®(Q x Q x R?). Primeiro, vejamos a

definicao de sub-super solugao para este tipo de problema.

Defini¢ao 3.1. Dizemos que (3.7) tem um par de sub-super solu¢do se existem duas fungdes

w,uw € HY Q)N L>®(Q) tais que

u<u em Q e u<0<u sobre O, (3.8)



e, no sentido fraco,
~ddu < [ Glay o) u)dy. —ddaz [ Gl )y (9)
em Q, para todo uw € H*(Q) N L>®(Q), com u € [u,u], onde
[w, 7] = {u e H'(Q) N L®(Q);u(z) < u(z) <u(z), Vo € Q}.
Nestas condigoes, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.2. Suponha que ezista um par de sub-super solu¢ao para (3.7). Entdo, existe uma

solugdo u € H}(Q) N L>*(Q) de (3.7) tal que u € [u, ).

Prova. Considere o operador truncamento 7" : L>(Q2) — L>(Q2), dado por

u(x), se wu(x)>u(x),

Tu(z) = u(z), se u(zr) <u(r) <u(z),

u(z), se u(z) <u(x).

Defina F': L*(Q2) — L*(£2) por

Fu(x) :/QG(:E,y,Tu(x),Tu(y))dy.

Observe que existe M > 0 tal que |Ful,, < M, para todo u € L>(Q). Para cada u € L>(Q),

considere 7 (u) a unica solu¢ao do problema

—dAv = / G(z,y, Tu(z), Tu(y))dy em  Q,
Q
v=20 sobre 0.

Pela regularidade eliptica, o operador T : L*(Q2) — L*(Q2) é compacto. Pelo Teorema do
Ponto Fixo de Schauder aplicado em B = B(0, M) C L*>(Q2), existe u € B tal que T (u) = u.
Note que v € H}(), assim, basta mostrar que u € [u,u]. Observe que Tu € [u,u]. Pela
definicao de super solucao em T'u, temos

—dA(u - T) < / Gz, y, Tu(x), Tu(y)) — Gz, y,1(z), Tu(y))] dy.
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multiplicando esta equagao por (u — )" e usando o Teorema de Fubini, obtemos

/va—nﬁﬁsa
Q

ou seja, (u—u)T = 0. Assim, u < u em 2. Analogamente, podemos obter que u > u em (2.

Entao, u € [u,u] e, portanto, u é solugao fraca de (3.7).
O

Observacgao 3.3. Na realidade, a funcao G acima precisa ser limitada apenas em Q x Q x Y2,
onde

Y = |essinf wu(z),esssup u(z)
z€Q xeN

3.3 Problema Nao-Linear

Nesta secao, estudaremos o problema nao-linear:

—dAu = og(u) /Q K(z,y)u(y)dy em  Q, (3.10)

u=>0 sobre 0f),

onde K € C(Q x Q) é uma funcdo ndo-negativa e ndo-identicamente nula e

g(u) := (A(z) —u")",

comp>1,0>0eAeC(Q),com A" #£ 0. Sendo g > 0, como vimos na segao anterior, um

par de solugao sub-super para (3.10) é um par de fungoes u,uw € H*(2) N L>®(f) tais que:
—dbu < ogly) [ Klaput)dy, —ddu= o) [ Klepatydy (10
Q Q

em €, e verifica (3.8). Definamos a funcio continua K : Q x © — R por

R(r,y) = A*(0)K(,y).
Para K # 0, considere o1 = 01(d; 0; IN() > 0, o qual existe pelo Teorema 2.13. Recorde que
Al(—dA, O'lf?) =0.

Com essas condigoes temos o seguinte resultado para (3.10):
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Teorema 3.4. (i) Se K(x,y) =0, para todo (z,y) € Q x Q, entio (3.10) ndio possui solugdo
positiva em C}(Q).

(ii) Se K # 0, entdo (3.10) possui solugio positiva u € CE(Q) se, e somente se, o > oy. Além
disso,

u(z) < A}%/p, para todo x € . (3.12)
(iii) A solugcdo u € C}(Q) do item anterior, quando existe, € tnica.

Prova. (i) Suponha que (3.10) possua uma solucao u € C2(Q) para K = 0. Assim,

-wmnwmw/K@wm@@sUm@q/meww@:oem 0,
Q Q
u=20 sobre Of).

Entao, —dAu < 0 em €, e pelo Teorema 1.5, temos que u = 0, o que é uma contradi¢ao.
Portanto, (3.10) ndo possui solucio positiva em C3(Q).

(7i) Seja o > oy. Usaremos o método de sub-super solugao da se¢do anterior para encontrar
uma solugao positiva para o problema (3.10). Seja u = C, com C' > 0 suficientemente grande.

Entao, @ é super solugao de (3.10), ja que g(u) = (A(x) — C?)* = 0 e consequentemente,

—dAu =0 em Q,
>0 sobre 0f).

Por outro lado, como ¢ > o1, temos que A (—dA;0K) < A\ (—dA;0,K) = 0. Seja ¢ > 0 uma
autofuncao positiva associada a A;(—dA;0K) e tomemos u = €p;, com € > 0 suficientemente

pequeno. Assim, u é uma sub solugao de (3.10). De fato, uma condigao suficiente para que

—dA(epn) < olAG) — (e01))" [ Kooty

é a seguinte
M(=dA: oK) + o™ / K (2, 9)e1(y)dy < 0, (3.13)
Q

jé que (A(z) — (ep1)?)T > At (z) — (ep1)?. Uma vez que \j(—dA;0K) < 0 e e > 0 é suficien-

temente pequeno, (3.13) é verdade. Logo, u e W verificam (3.11) e (3.8), isto é, (u,u) é um par
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de sub-super solugao para (3.10). Pelo Teorema 3.2, existe uma solucao u € H(Q) N L>®(Q) de
(3.10) tal que
epr(x) <wu(zr) < Cem Q.

Observe que pela regularidade eliptica, u € W29((2), para todo ¢ > 1. Portanto, u € C}(Q).
Como 1 > 0, u é uma solugao positiva de (3.10). Reciprocamente, se u é uma solu¢do positiva

de (3.10), temos que
M(—dA; 01 K) = 0 = A (—dA; og(w(z)K) > Ai(—dA; o AT (2)K) = M (—dA; 0 K).
Pela Proposi¢ao 2.12, ¢ > oy. Agora, para mostrar (3.12), vamos provar que
le{:UEQ; u(x)>A11q/p}=®.

Com efeito, suponha que §2; seja um conjunto nao-vazio e seja x € ;. Temos que g(u(x)) =0
e entao

“Alw—AY"Y=0 em Q, u—AYP =0 sobre 0Q;.

Aplicando o Teorema 1.5 em cada componente conexa de €y, obtemos que u = A}%/p em 2,
uma contradicao. Isto prova que €2y é vazio. Entao, u < A}%/p em ().

(731) Suponha que existam duas solugdes positivas de (3.10), u # v em €, e seja w = u — v.

Note que
aw = (4w - / Ko, )u(y)dy — (A(z) - v7)* / K (2, 5)o(y)dy
= ((A(x) —uP)" x)—vP)" /K x,y)v
) —uP) /K z,y)w(y)dy,
ou seja,

—dAw + om(z)w — o(A(z) —uP) " /Q K(z,y)w(y)dy =0 em 314

w=20 sobre 0f),

onde m(z) = h(x) /Q K(z,y)v(y)dy e

@ @ e
h(z) = u—v

0 se u=wv.
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Observe que (3.14) implica que existe algum jo > 1 tal que
Njo (—dA + om(z); 0(A(z) — uP(z))TK) = 0. (3.15)

Por outro lado, m € L>(2). De fato, basta observar que

(Alw) = u")" = (Alw) = o")" = —5

1
+ 5 (JA(x) = u?| = |A(z) = o7]),
€ consequentemente,
Ry 1
(A(z) —u")" — (Az) —v")7| < T‘ + 5 ([[A@) — v’ = [A(2) = v*[]) < Ju” — o7,

Agora, observe que h(x) > 0, para todo x € Q. De fato, se u(x) > v(x) temos apenas trés casos:

(

A(x) > uP(z) > vP(z) = h(z) >0,
uP(z) > A(z) > vP(z) = h(z) >0,

uP(z) > vP(z) > A(z) = h(z) = 0.

\
Um argumento similar pode ser usado para o caso u(x) < v(x). Assim, h(z) > 0. Além disso,

h # 0, pois o conjunto {z € Q;u(x) # v(z)} é ndo-vazio. Portanto, de (3.15), temos que

0=\ (—dA;o(A(z) —uwP(2))TK) < M\ (=dA+om(z);0(A(z) — uP(z))TK)
< Ny (—dA + om(z); 0(A(z) — vP(2)) T K)
= 0.

Esta contradicao completa a prova do Teorema.

([
3.4 Equacao Logistica Nao-Local
Nesta secao, existéncia de solucao positiva para o problema
—dAu+ fu = oF(u) / K(z,y)u(y)dy em €,
Q (3.16)

u=">0 sobre 0f),
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com 3>0,0>0eF € C'(Ry) uma funcao decrescente, com F'(0) = 1e F(t) =0, para t > 1.
Note que estudamos esta equagao na se¢ao anterior para 5 = 0 e F(u) = (A(x) — «?)™, onde

p>1leAeC(Q), com AT # 0, abaixo vamos generalizar este estudo.
Proposicao 3.5. As sequintes afirmagoes sobre (3.16) sao verdadeiras:

i) (3.16) possui uma Unica solu¢@o positiva em CL(Q), que denotaremos por 0,|d; B; K|, se,
0

e somente se, 0 > o1 = o1(d; B; K). Além disso,

0,1d; B; K] <1 em Q. (3.17)

(17) Se K1 < Ky em Q x Q e oy < 09, entio 0,,[d; 5; K] < 0,,[d; B; Ks] em Q. Além disso, a

aplicagao o — 0,[d; 5; K| € continua.
(1ii) Denotando 6,[d; 5; K] simplesmente por 0,. Entdao, o autovalor principal do problema

—dAu+ fu — o F'(0,)K(0,)u — o F(0,)K(u) = Au em  Q,
(3.18)

u=20 sobre 012,
¢ positivo, isto €,

M(—dA + B — oF'(0,(2))K(0,)(x); 0 F(0,(2)) K) > 0. (3.19)

Prova. (i) Assuma primeiro que ¢ > 0. Vamos mostrar a existéncia de solugao positiva
de (3.16) usando o método de sub-super solugao da Secao 3.2. Seja ¢; > 0 uma autofungao
associada a \j(—dA+ ;0 K). Entao, u = epq, com € > 0 suficientemente pequeno, e w = 1 é um
par de sub-super solu¢ao para (3.16). Pelo Teorema 3.2, existe uma solugio positiva u € C}(9)
de (3.16) tal que

eor(x) <u(xr) <1 em Q.
Note que, uma vez provada a unicidade de solugao positiva, (3.17) segue imediatamente. Por-
tanto, vamos mostrar a unicidade de solugao positiva de (3.16). Para isso, suponha que existam
duas solugoes positivas de (3.16), u # v in , e seja w = u — v. Temos que

—dAw + m(z)w — o F(u) /Q K(z,y)w(y)dy=0 em €, (3.20)

w=20 sobre 0f),
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onde m(x) = 4 oh(z) /Q K(x,y)v(y)dy e

F(u)—F
O Rl C)
h(z) = u—v
—F'(u) se u=w.
Logo, (3.20) implica que exite algum jy, > 1 tal que
No (A +m(z);0F (u(x))K) = 0. (3.21)

Por outro lado, observe que v é uma super solucdo estrita para (3.20). De fato, é suficiente
mostrar que

— dAv+ m(z)v — o F(u) /Q K(z,y)v(y)dy >0 em Q. (3.22)

Note que
~dvtm(ae = o|F) [ K+ [ K
= o(P) +hla)e) [ Kog)ol)dy
Assim, (3.22) é equivalente a provar que
o [(F(U) + h(x)v — F(u)) /Q K (z, y)v(y)dy} >0 em £
ou seja, devemos mostrar que
Fw)+h(x)v—F(u) >0 em €. (3.23)

Para provar (3.23), vejamos os Unicos trés possiveis casos:
(a) Para o conjunto {x € Q;u(z) > v(z)}, temos que

u>v = F(v)> F(u)

= —F(uwu+ F(v)u>0

= (F(v)— F(u))(u —v) — F(u)v + F(v)v > 0
= F(v)—w-v—F(u)>0
=

F(v) + h(z)v — F(u) > 0,
o que prova (3.23).
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(b) Similarmente a (a), obtemos (3.23) para o conjunto {z € Q;u(x) < v(z)}.
(¢) Para {z € Q;u(zr) = v(x)}, temos que
F'(u) < 0= —F'(u) > 0= F(v) — F'(u)v — F(u) >0,
o que prova (3.23) neste caso.
Logo, (3.22) é verificado e, do Lema 2.7, temos que
A (A +m(x);0F(u(z))K) > 0.
Mas isso é uma contradigao porque (3.21) e o Teorema 2.4 implicam que
0 <M (—A+m(x);0F(u(z))K) < Re(Aj, (—A +m(x); 0 F(u(z))K)) = 0.

Portanto, v = v em 2. Finalmente, vamos mostrar que, se u € C3() é uma solugao positiva

de (3.16), entdo o > 0. Observe que, pelo Teorema 2.4, temos
M(=dA + B;01K) = 0= M (=dA + B;0F(u(2)) K) > M (—dA + B;0K),

pois u é positiva e consequentemente F(u) < 1. Da equagao (2.24) no Teorema 2.13, obtemos
que o > 0.

(17) Note que 0,,[d; 5; K1) é uma sub solugao de (3.16) para K = Ky e 0 = 09. Comou = C, com
C' > 0 suficientemente grande, é uma super solucao de (3.16), (ii) segue de (7). A continuidade
da aplicagao o —— 0,[d; 5; K| segue de (3.17) e da unicidade de solugao positiva para (3.16).
(771) Como F' é nao-crescente, entao 6, ¢ uma super solucao estrita do problema (3.18). De fato,

observe que
—dAb, + 86, — o F'(0,)K(0,)0, — o F(0,)K(0,) = —0F'(0,)K(0,)0, >0 em Q.
Portanto, (iii) segue do Lema 2.7.
(]

Na préxima proposigao, vamos mostrar que 6, [d; 3; K] converge uniformemente para 1, sobre
subconjuntos compactos de €2, quando ¢ — +o00. Para isso, vamos supor que, além das hipéteses

ja impostas sobre K, ainda vale que

K(z,z) >0 paratodo z €. (3.24)
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Proposicao 3.6. Assuma (3.24). Entdo,
lir+n 0,(d; B; K| =1, wuniformente sobre compactos de §Q. (3.25)
O—r+00
Prova. Seguiremos as ideias presentes em [28] (veja também [40]). Novamente denotaremos
0,|d; B; K| simplesmente por 6,. Para provar (3.25), devemos mostrar que para cada compacto

ACQee>0, existe 0 =o(A,€) >0 tal que
o>0(A,e)=1—-€e<b,<1l+e em A.
Primeiro, observe que por (3.17), 6, < 1 em ). Assim, basta mostrar que
o>0(Ae)=0,>1—¢ em A (3.26)

Como A é compacto, para provar (3.26) é suficiente mostrar que, dado zy € A, existe uma

vizinhanga de xq, Uy C 2, e um oy = o1(xg) > 0 tal que
oc>01=0,>1—€¢ em U,.

Seja R > 0 tal que By = Bgr(xzo) C Q. Pela Proposigao 3.5(7), para ¢ > 0 suficientemente

grande, o problema

—dAu + fu = o F(u) K(z,y)u(y)dy em By,
QNBy (327)

u=20 sobre 0By,

tem uma tnica solugdo positiva em C}(Q), pois K (w9, 7) > 0. Tal solugdo serd denotada por

620, Como 6, é uma super solugio estrita de (3.27), entao
Hfo <0, em By
Assim, basta mostrar que existe o1 = 01(zg) > 0 tal que
oc>0,=0%>1-¢ em Bpg (7),

com Ry < R. Seja ¢ > 0 a autofuncio associada a A°(—dA + B) tal que ¢ 0| = 1 e
P (x0) = 1. Como K(z0,10) > 0, se § € (0,1), o > 0 é suficientemente grande e u = §pr°

entao temos que

Mo (—dA + B < o F (o7 /K z,y)p1°(y)dy em By,



ou seja, u é uma sub solucdo de (3.27). Portanto, como ¢ (z9) = 1 e @ = 1 é uma super

solugao de (3.27), dado € > 0 existe o1(zg) > 0 e R; < R tal que, para o > oy
050 >u>1—¢€¢ em Bg (),

o que finaliza a prova.

3.5 Conclusoes

Em modelos de dinamica populacional, a difusao espacial das espécies é modelada pelo operador
de segunda ordem —A quando elas se movimentam de maneira aleatéria. Contudo, como apre-
sentamos na primeira secao deste capitulo, o processo birth-jump assume que este movimento
nao pode ser desacoplado do crescimento das espécies, e um termo integral é incluido no modelo,
através de um nucleo de redistribuicao K, representando a densidade de probabilidade para um
individuo recém-gerado em y saltar a uma posicao x, condicionado a ocupagao local em x dada
por u(zx,t).

Os resultados obtidos neste capitulo justificam que o comportamento qualitativo de ambos os
modelos (difusdo aleatéria pura e processo birth-jump) sdo semelhantes. De fato, no primeiro
caso a existéncia de um equilibrio positivo depende do autovalor principal, A;, de —A e no

segundo caso do autovalor principal, o, do problema nao-local de autovalor:

—dAu = U/ K(z,y)u(y)dy em  Q,
Q
u=70 sobre Of).

Observamos ainda que, pelas hipoteses sobre o nticleo K, temos K # 0. Pelo Teorema 3.4,

existe uma tunica solugao de (3.2) se, e somente se,
o> al(d;O;l?) =01(1;0; I?) -d,

ou seja,

0' ~
—>0y(1;0; K).
d
Isto significa que é mais provavel esperar a existéncia de solugao positiva nos casos em que:
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(a) d, o coeficiente de difusao, é pequeno;
(b) K, o nucleo de redistribuigao, é grande;
(¢) o, a taxa de proliferagao, é grande.

Interpretagoes analogas para a equagao (3.3) podem ser feitas, supondo que 5 = 0.
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Capitulo 4

Sistema Eliptico Nao-Local Decorrente
do Crescimento de Células-Tronco

Cancerigenas

Neste capitulo, estudaremos o seguinte sistema eliptico nao-local

.

—D1Au = §vF (u+v)K(u) em €
—DyAv+av=(1-8)vF(u+v)K(u) + pF(u+v)C(v) em (4.1)
u=v=>0 sobre 0f),

\

onde €2 é um dominio regular e limitado de RY, Dy, Dy,v,a,p > 0,6 € [0,1] e F € CY(IR,) é

uma funcao decrescente com F(0) =1 e F(t) =0, parat > 1. A funcao
K(u) : L>(Q2) — L*>(Q)

¢ dada por
K@) = [ K(egulu)d,
onde K € C(Q x Q) é uma funcio ndo-negativa e nio-identicamente nula.
Observemos que existem trés tipos de solugdes para (4.1): (i) a solugao trivial (0,0); (i)
as solugoes semi-triviais (u,0) e (0,v); (ii7) as solugbes com ambas as componentes positivas,

chamadas estados de coexisténcia, (u,v).
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Com relagao as solugoes ndo-negativas do sistema (4.1), evidentemente a solugao trivial sem-
pre existe para quaisquer que sejam os parametros. Para as solugoes semi-triviais, observemos

que quando zeramos uma das funcoes varidveis, a outra satisfaz uma equagao do tipo

—dAw + pw = o F(w) /Q K(z,y)w(y)dy em  Q, )

w =70 sobre  0f),

com 3 > 0e o > 0. Este problema foi estudado no capitulo anterior. Este estudo sera usado
aqui para encontrarmos solugoes semi-triviais de (4.1). Também serd usado para o estudo da
regido de coexisténcia de (4.1).

Para os estados de coexisténcia, vamos fazer o estudo em dois casos: § € (0,1) e d = 1, uma
vez que para 6 = 0 o sistema (4.1) ndo possui estados de coexisténcia.

No caso 0 € (0,1), usaremos argumentos de bifurcagdo que introduzimos na Se¢ao 5 do
Capitulo 1 para encontrar estados de coexisténcia de (4.1).

No caso § = 1, usamos a teoria do indice de ponto fixo com respeito ao cone positivo que
introduzimos na Secao 4 do Capitulo 1 para encontrar estados de coexisténcia de (4.1).

Este capitulo estd dividido da seguinte forma: na Segao 4.1, vamos motivar o estudo do
sistema (4.1). Na Sec@o 4.2, vamos encontrar existéncia de solugbes semi-triviais para (4.1) e
estudar um problema perturbado da equagao logistica (4.2). Na Segao 4.3, vamos estudar cotas
a priori e resultados de nao existéncia para estados de coexisténcia de (4.1). Estudaremos a
existéncia de estados de coexisténcia de (4.1) para 6 € (0,1) na Segdo 4.4 e para § = 1 na
Secao 4.5. Na Secao 4.6, estudaremos o comportamento da regidao de coexisténcia de (4.1) e
interpretaremos nossos resultados. Finalmente, na Secao 4.7 faremos algumas conclusoes do
nosso estudo comparando com o modelo proposto em [31].

Por fim, vamos fixar algumas notacoes para este capitulo. Denotaremos por X o espaco
CL(Q) e por P o seu cone positivo (ver Observacao 1.12). Para u € X, |Jul|x denotara a norma
usual de X. Além disso, vamos continuar mantendo as notagoes dos capitulos anteriores e, por

simplicidade, denotaremos:

o11=01(D;0K) e o12=01(Dy;o K).
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4.1 Motivacao

Como mencionamos na Introducdo desta tese, o sistema (4.1) é o caso estaciondrio, com
condi¢oes homogéneas de fronteira de Dirichlet, do modelo de dinamica entre células-tronco
cancerigenas (CTC's) e células tumorais (C'T's) em um determinado tecido €2, proposto em [31].
Neste artigo, os autores estudam um caso particular de (CT'C's). Mais precisamente, eles estu-

dam o seguinte sistema que depende do tempo

(

\

0 t
ug;, ) — D1Au+57/K(:L‘,y,p(q;,t))u(y’t)dy
Q
{ avgl;t) — DzAU—aU+p/K(x,y,p(x’t))v(y’t)dy
Q
+(1 - 5)7/9K(fv,y,p(x,t))u(y,t)dy,

onde p(z,t) = u(z,t) + v(x,t). As varidveis u(z,t) e v(x,t) denotam a densidade de (CTC's)
e (CTs) no tempo t e localizagdo x, respectivamente. O nicleo K(z,y,p) descreve a taxa
de contribuicao progénie a uma localizacao x de uma célula localizada em y. As constantes
Dy, Dy > 0 sao os coeficientes de difusao das células (CTCs) e (CT's), respectivamente. Os
parametros 7, p > 0 denotam, respectivamente, as taxas de mitose das células (CTC's) e (CT's);
e a > 0 denota a taxa de morte das células (CTs). Além disso, § € [0,1] denota a fragao
de divisao de (CTC's) que sao simétricas, ou seja, a probabilidade na qual as células (CTC's)
podem dar origem a duas (CTC's), enquanto 1 — § é a fragao de divisao de (CT'C's) que nao
sdo simétricas, ou seja, a probabilidade na qual as células (CT'C's) podem dar origem a uma
célula (CTC) e uma célula (CT). Aqui, estamos supondo que a divisdo das células é dada pelo

segundo caso da seguinte figura:

Complete model No Symmetric Commitment Model | No Asymmetric Division Model

> csc | +| €sC |
oW W

. é ~ 8L + (&) y_» CSC | +| €SC |

csc | miosis e & CSCH + IC csc mioss (e "/ .\"‘/ mitosis rate £ - S

- W H @ &) =
&; S ade A e Ip™ 1 + | TC

> TC |+ TC o (S Ry I

_ —_—

Os outros dois casos sao similares ao segundo quando a populagao (CTC's) nao estd em declinio,

como demonstrado em [31].
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4.2 Solucoes Semi-Triviais e Problema Perturbado

Nesta segao, vamos estudar a existéncia de solugoes semi-triviais para (4.1). Este estudo serd
dividido em dois casos: § # 1 e § = 1. Lembramos que neste capitulo estamos interessados em
solugoes positivas que estejam em X, ou seja, a menos que se diga algo em contrario, as solugoes
que estamos trabalhando estao no Espaco de Banach X.

Para o caso § # 1, temos o seguinte resultado:
Proposicao 4.1. Assuma que 6 # 1. Entao:
(i) (4.1) nao possui solugoes semi-triviais da forma (u,0), com u > 0 em €.
(1) (4.1) possui solucoes semi-triviais da forma (0,6,) se, e somente se, p > 014, onde

0, =0,[Ds;c; K|. (4.3)

Prova. (i) Suponha que u > 0 em 2. Entao,
v=0em Q = 0= (1-9)vF(u) / K(x,y)u(y)dy
Q
= F(u)=0
= u>1em (),

ou seja, u # 0 sobre 0. Assim, (u,0) ndo é solugao semi-trivial de (4.1).

(77) Se u = 0, o sistema (4.1) tem a forma

_DQAU—HwZPF(U)/QK(QS’Q)U(?/)@ em (4.4)

v=0>0 sobre 0f).

Pela Proposigao 3.5, (4.4) possui unica solugao positiva, 0,[Ds; a; K], se, e somente se, p > 0y 2.
Logo, o sistema (4.1) possui solu¢des semi-triviais da forma (0,6,), para cara p > o012, com

6, =60,[Ds;cv; K].

Agora vamos para o caso 6 = 1. Temos o seguinte resultado:
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Proposigao 4.2. Assuma que 6 = 1. Para cada vy > 011, (4.1) possui solug¢oes semi-triviais da
forma (6,,0), onde
8, =0,[D;;0; K. (4.5)

Além disso, para cada p > 01, (4.1) possui solugoes semi-triviais da forma (0,0,), onde 0, €

como em (4.3).

Prova. Se u =0, (4.1) tem a forma (4.4), ou seja, o sistema (4.1) possui solugoes semi-triviais

da forma (0,6,), para cada p > o12. Se v =0, (4.1) tem a forma

~Didu =) [ K@guwdy en 9
Q
u=20 sobre 0.

Pela Proposicao 3.5, este problema possui tunica solucao positiva, 6,[D;;0; K], se, e somente
se, ¥ > o01,. Assim, o sistema (4.1) possui solugdes semi-triviais da forma (6,,0), para cada

v > 011, de onde o resultado segue.

O

Vamos concluir esta se¢ao estudando a seguinte perturbacao do problema (3.16), que serd

usada na se¢ao seguinte:
—dAu+ fu = B(x) + o F(u) /Q K(z,y)u(y)dy em  Q,
u=>0 sobre  0f),
com B € C(Q) uma funcio nao-negativa e nao-identicamente nula.

Proposicgao 4.3. Suponha que B € C()) € uma fun¢ao nao-negativa e nao-identicamente nula.
Entao, (4.6) possui uma inica solu¢ao positiva em X, a qual vamos denotar por ©,[d; 5; B; K|,

para todo o > 0.

Prova. A existéncia segue de modo andlogo ao do item (i) da Proposigao 3.5, com u = 0 sub

solucao e u = C'e super solugao, onde e > 0 é a tnica solugao do problema
—dAu+ fu=1 em Q,
u=20 sobre 8(~2,
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onde © C RY é um domfnio limitado e regular, com 2 C @, e C' > 0 é uma constante

suficientemente grande tal que

C’<1—0F(Ce) /Q K(x,y)e(y)dy) > B(z) em Q.

Para a unicidade, suponha que exista duas solugoes positivas de (4.6), u # v em €, e seja

w = u —v. Logo,

—dAw + fw — o F(u) /Q K(z,9)w(y)dy=0 em Q,
w =0 sobre (),

onde m(x) = f + oh(x) /Q K(z,y)v(y)dy e
F(u) — F(v)

ha)={  u—v

—F'(u) se u=u,

se u# v,

ou seja, a unicidade também segue de modo andlogo ao item (i) da Proposigao 3.5.

4.3 Cotas a Priori e Resultados de Nao Existéncia

Nesta secao, vamos estudar cotas a priori para estados de coexisténcia de (4.1) e provar resul-

tados de nao existéncia de estados de coexisténcia de (4.1). Iniciemos pelas cotas a priori.

Proposicao 4.4. Assuma que 6y > o117 e p > 012. Se (u,v) € X x X é um estado de
coezisténcia de (4.1), entao

u <05 [D1;0; K] em £, (4.7)

v <40, em € se d=1,
(4.8)

v < O,[Dy;a; B; K] em Q se 0#1,

onde B(x) = (1 — 0)vK(0s5,[D1; 0; K]).
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Prova. Para (4.7) basta notar que
—D1Au = vF (u+ v)K(u) < 6vF(u)K(u),

ou seja, u ¢ sub solugao do problema

—DlAu:fyéF(u)/QK(%y)U(y)dy em {2, (4.9)

u=0 sobre Of).

Como @ = 1 é uma super solugao de (4.9), entdo (4.7) segue da Proposi¢ao 3.5(ii). Por outro

lado, por (4.7) temos

—Do)Av+av = (1 =0)vF(u+v)K(u) + pF(u+ v)K(v)

IN

(1= OvF(u)(u) + pF(v)K(v)
< (1 —=0)yK(0s,[D1;0; K]) + pF'(v)K(v).

Assim, (4.8) segue similarmente a (4.7), usando a Proposigao 4.3 e a equagao (4.4).
(I

Temos os seguintes resultados com respeito a nao existéncia de estados de coexisténcia de

(4.1), o qual segue imediatamente da Proposicao 3.5(1).
Proposicao 4.5. (i) Se 6y < 011, entdo (4.1) nao possui estados de coexisténcia.

(171) Sed =1 e p <012, entio (4.1) ndo possui estados de coezisténcia.

4.4 Estados de Coexisténcia Para o Caso 0 # 1

Nesta se¢@o, vamos estudar a existéncia de estados de coexisténcia de (4.1) no caso em que
d # 1. Observe que se § = 0 entao (4.1) implica que u = 0. Logo, neste caso, (4.1) ndo possui
estados de coexisténcia. Dessa forma, em toda esta se¢ao, vamos assumir que d # 0.

Vamos aplicar o método de bifurcacao nesta secao. Lembremos primeiro algumas observagoes

importantes na aplicacao dos resultados da bifurcacao a sistemas elipticos:
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a)

Para aplicar o teorema classico de Rabinowitz [68] (Teorema 1.27), precisamos escrever

nosso sistema (4.1) da seguinte forma:
U=AKU+NA\U) em E, (4.10)

onde U = (u,v) € F := Ey X Ey, F; sao Espagos de Banach, K é um operador compacto e
linear em E, N(A,U) é um operador continuo, compacto sobre conjuntos limitados, e tal
que N(A\,U) = o(||U||g) quando U — 0, uniformemente em cada intervalo compacto de
R e A € IR é um parametro de bifurcagao. No entanto, nosso sistema nao pode ser escrito

dessa maneira, uma vez que temos diferentes parametros em cada equacao deste sistema.

Observe que se pudéssemos aplicar o Teorema de Rabinowitz, o continuo de solugoes nao-
triviais emanando da solugao trivial poderia conter solugoes semi-triviais (u,0) ou (0,v),

ou seja, nao teria apenas estados de coexisténcia.

Para contornar essa dificuldade, Blat e Brown [11] (ver também [20]) fazem o seguinte:
fixam o parametro p, bifurcam a partir da solugao semi-trivial (0,6,) e consideram ~y
como um parametro de bifurcagao. Seguindo esta ideia, em [57] é desenvolvido uma teoria
abstrata para mostrar a existéncia de um continuo de estados de coexisténcia bifurcando

desde solugoes semi-triviais.

Primeiro, devemos encontrar um valor de v, 7o, tal que o indice de ponto fixo de (0,6,)
muda quando 7y cruza yy. No nosso caso, vamos aplicar o Teorema de Crandall-Rabinowitz

(Teorema 1.25) para encontrar vy = o1(D1;0;0F(0,(z))K).

Como consequéncia dessa mudanca de indice, existe um continuo > de solugoes nao-
triviais, o qual possui um subcontinuo 3" tal que em uma vizinhanga de (7o, 0, 6,) existam

estados de coexisténcia. Denotemos por C* a subcomponente de X1 satisfazendo
C+ C R xint (Pl) X int (P2)7
onde P; é o cone positivo de FE;.

Existem somente duas possibilidades para o continuo C*: ou ele é ilimitado em IR X E; X Ey

ou ele deixa o conjunto int (Py) x int (P). Se a segunda opgao ocorrer, entao:

74



(a) ou ele deixa int (P;) x int (P,) pela fronteira 0Py, e neste caso existe 7, tal que

(71,0, v,,) € cl(CT), onde ¢l(CT) denota o fecho do conjunto C*;

(b) ou ele deixa int (Py) x int (P,) pela fonteira 0F,, e neste caso existe v, tal que

(’727 u’Y2’ O) € CZ(C+);

(c) ou existe 3 tal que (v3,0,0) € cl(CT).
g) Por fim, devemos provar qual das possibilidades acima ocorre.

Observagao 4.6. Pela Proposi¢ao 3.5 e pelo Principio do Mdzimo Forte, para 0 < p < 049,

temos 0, = 0. Assim,

01(D1;0;0F(0,(x))K) = E, se 0<p<opg.
Vamos usar isso na proposi¢ao sequinte.
Teorema 4.7. Assuma que d #1 e § # 0. Se
p>0 e v>01(D1;0;0F(0,(x))K), (4.11)

entdo existe pelo menos um estado de coexisténcia de (4.1).

Prova. Vamos aplicar o Teorema de Crandall-Rabinowitz (Teorema 1.25) considerando vy como
um parametro de bifurcagao e vamos provar a existéncia de um valor de 7, 7y, o qual determina
um ponto de bifurcacao desde a solugao semi-trivial (0,6,) para cada p > 012 e desde a solugéo
trivial (0,0) para cada 0 < p < g12. O caso p = 0y resultard por uma aproximacao. Primeiro,
vamos introduzir algumas notagoes dadas em [57]. Denote por e; e es, respectivamente, a inica

solucao positiva do seguintes problemas lineares:

—DiAeg =1 em
(4.12)

er =0 sobre 0f),

—DyAey+aes =1 em €,
(4.13)

ea =0 sobre 0.
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Observe que e; € X sao fungoes estritamente positivas, para i = 1,2. Seja E;, i = 1,2, 0 espaco

de Banach formado por todas as fungoes w € C(f2) para as quais existe § = S(w) > 0 tal que
— Be; < w < Pe, (4.14)

munido com a norma

|w||g, :==1inf {# >0: —Pe; <w < fBe;}.

Entao F; é um espaco de Banach ordenado cujo cone positivo, denotado por P;, é normal e tem
inteior nao-vazio. Além disso, E; — C(Q) (veja [2] e [57] para mais detalhes). Agora, vamos
estudar cada caso dito acima. Vejamos:

Caso p > 01 : Considere o operador

F:R x E1><E2—>E1><E2,

definido por

u— Ly [o7F (u+ v)K(u)]
F(y,u,0) = ,

v—Lo[(1 = 0)vF (u+v)K(u) + pF(u+ v)K(v)]
onde Ly = (—DyA)" e Ly = (—DyA+a)~! com condigoes de fronteira de Dirichlet. O operador

F estd bem definido e

D(u,v)-/—-(/y, 07 00>1
D(u,v)f(77 0, ep) = )

Do) F (7, 0,0,)2

onde

D(u,v)'/—_(/% 07 ep)l(ga n)t = 5 - L1[57F(9p)lc(§)]

D) F(7,0,05)2(6,m)" = 1 — Lo[(1 — 8)vF(6,)K(€)
+PIC(9/J) (F/(ep)f + F/<9p)77)

+pF(0,)K(n)].
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Afirmamos que, para vy = 01(D1;0;6F (6,(x))K),
dim (Ker[D(u,U)}"(yo, 0, Gp)]) =1.

Para provar isso, consideremos ; uma autofuncao positiva associada a vy. Pela Proposicao

2.8(i) e Proposicao 3.5(7i7), o problema linear

D(“:”)F(fyOv 07 6,0)2(@1, n)t =0 em Q,

(4.15)
n=20 sobre 0f2,
tem uma tnica solugao, pois
M(=DaA +a — pF'(8,(2))K(6,)(x); pF (6,(x) K) > 0.
Esta solugao sera denotada por ¢s. Observe que
D(u,’u)f(’}/v 07 90>1(€7 77)t =0= 5 = ©1. (416)
Portanto, por (4.15) e (4.16), temos
Ker[Du,n)F(70,0,0,)] = Span{(¢1,p2)} .
Por outro lado, derivando com respeito a 7y, obtemos
t ~LiBF(6,)K ()
Dw(U,v)F<7> 0, ep) (57 77) =
—Lo[(1 = 0)F(0,)K ()]
Devemos mostrar que
DW(“:“)'F<707 07 0P)<9017 (p?)t ¢ R(D(uav)f(77 07 9[’)) (417>

Para isso, suponha que exista (£,7) € X x X tal que
~Dig = 5F(8,) | Kl s)éldy = ~5F(6,) | Kl
Seja L* o adjunto do operador L: X — X definido por
Lu=—DAu— I F(6,) /Q K(x,y)u(y)dy.

7



Pelo Teorema 1.10, existe 9] € X* uma autofunc;éo positiva de L* associada a Y- Como

M(=D1A;601(Dq1;0;0F(0,(x))K)F(8,(x))K) = 0, temos que

0= (D6}, €) = (¢}, L€) = = / ( / K ()¢ dy) F(0,(2))} (x)dz < 0,

um absurdo, o que prova (4.17). Pelo Teorema de Crandall-Rabinowitz, (7o, 0,6,) é um ponto
de bifurcagao desde a solugao semi-trivial (0,6,,).

Agora, vamos usar os argumentos presentes no livro [57], que abordamos na Se¢ao 5 do
Capitulo 1, para estudar o comportamento global das solugoes de (4.1) que bifurca de (7,0, 6,,).
De acordo com o Teorema 4.2.3 de [57], 7o é um autovalor nao-linear de Dy, ) F(7,0,6,) com
multiplicidade algébrica 1 e pelo Teorema 5.6.2 de [57] o indice local de (0,6,) muda de sinal
quando 7 cruza 7. Além disso, pelas Proposigoes 2.8(ii) e 3.5(4i7) temos que (p,6,) é uma
solugao positiva nao-degenerada de (4.4). Como D, ) F(7,0,0,) é um operador de Fredholm
com indice zero, ja que ele é uma perturbacao compacta do operador identidade, podemos
aplicar uma ligeira variante do Teorema 7.2.2 de [57] (ver Teorema 1.30). De fato, embora nosso
problema (4.1) nao tenha exatamente a estrutura do problema analisado em [57], a mudanga
do indice local de (0,6,) ocorre quando 7 cruza 7y, que é o que realmente é necessario para
aplicar tal teorema. Logo, concluimos que existe um continuo C* C R x E; x Fy de estados

de coexisténcia de (4.1) bifurcando desde o ponto (79,0, 6,) tal que ou:

(z) C* éilimitado em R x FE; X Es; ou

(i) existem 7, € R e us, # 0 tais que (7;,u5,,0) € cl(C"); ou
(ii1) existem 7, € R, com 07, # 7o, € v5, tais que (F,,0,v5,) € cl(C); ou
(iv) existem 75 € R tais que (73,0,0) € cl(CT).

Vamos mostrar a seguir que os trés ultimos itens nao podem ocorrer:

(1) Suponha que exista (yy, un, v,) € C* tal que
(7% Unp, Un) — (71, Uz, 0) em CT.

Como uz, # 0, a primeira equacao de (4.1), a regularidade eliptica e a Proposicao 3.5 implicam

que 05, > 01 € ug, = O55,[D1;0; K]. Mas a segunda equacao de (4.1) implica que
0= (1—0)7F(057,[D1; 0; K])K(0s7,[D1; 0; K1),
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ou seja, us, > 1 em €. Isto é uma contradicao, porque 55, [D1;0; K] = 0 sobre 052

(71) Suponha que exista (v, un, v,) € CT tais que
(’yn,un,vn) — (72707/072) em C+'

Como acima, se vy, # 0, a segunda equagao de (4.1) implica que vy, = 0,. Tome w,, = U/ |ty |00,

pela regularidade eliptica obtemos que w,, — w em X, com w € P satisfazendo
—DAw = R F(6,)K(w),

ou seja, 0y, = Yo, 0 que é uma contradicao.

(iv) Suponha que exista (V,, un,v,) € C* tais que
(’Vm Up, Un) — (73, 0, O) emn C+.

Considere
Up, Un

= — (&) = .
oo + [0nloo " Ttnloo + [Unlo

€n

Como acima, existem E,ﬁ € P tais que
=& e nu—=7, em X

Se 675 # 01,1, a primeira equacao de (4.1) implica que &€ = 0. Por outro lado, £ = 0 e a segunda
equagao de (4.1) implicam que 77 = 0, porque p > o012. Mas isso é impossivel uma vez que

€)oo + Moo = 1. Se 095 = 011, entdo £ # 0 e a segunda equagdo de (4.1) implicam que

—Dy A7) + a7 = (1 = 0)7,3K(8) + pK(7),

ou seja,

—Dy AT + an — pK(7) = (1 — 6)75K(E) > 0.

Pelo Lema 2.7, temos que p < 079, um absurdo. Logo, (iv) ndo pode ocorrer.
Portanto, C* ¢ ilimitado em IR x E; x E,. Pela Proposicao 4.4, existe uma constante C' > 0

tal que, para cada estado de coexisténcia (u,v) € CT, temos

[uloo < C e |v]e < C.
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Pela regularidade eliptica, existe uma constante C'; > 0 tal que

[ullzn < Cre loflg, < Ch

Além disso, pela Proposicao 4.5, (4.1) nao possui estados de coexisténcia se §y < oy1. Conse-
quentemente, (7o, +00) C Proj(C*), com Proj(C") denotando a proje¢ao do conjunto C* sobre
IR, o que conclui a prova para este caso.

Caso 0 < p < 012: Neste caso, afirmamos que existe um continuo ilimitado C"rCcRxE, xE,

de estado de coexisténcia de (4.1) bifurcando desde o ponto (7o, 0,0), onde v = Z+. De fato,

observe que

§— L1[57K(§)]
Dy F(7,0,0)(&n)" =

1 — Lo[(1 = 8)7K(€) + pK(n)].

Assim,

dim (Ker[D,,)F(70,0,0)]) =1,

porque p < 019 implica que

A (=D A + a; pK) > 0.

Logo, o problema linear

n=20 sobre 02,

possui um tnica solucdo, onde ¢; é uma autofuncao associada a 7y. Além disso, como p < 072,
o Teorema 2.13 implica que (p,d,) é uma solucdo positiva nao-degenerada de (2.21). Assim,
similarmente ao caso p > o} 2, podemos usar o Teorema 1.30 e concluir que existe um continuo
ilimitado C* C R x E; X Ey de estados de coexisténcia de (4.1) bifurcando desde o ponto
(70,0, 0,) tal que (o, +00) C Proj(C*).

Caso p = 01: Vamos estudar este caso por aproximagao. Para isso, considere o par (v, 01),

com 0y > o011. Pelos casos anteriores, existe uma sequéncia p, > o012 tal que p, — 012 €
estados de coexisténcia (u,,v,) € X x X de (4.1) para os parametros v e p, tais que u,, = T e
v, — U em X. Devemos mostrar que u,v > 0. Seja

Unp, Un

|un’00 ‘/Un‘oo

&n
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Observe que |£,]oo = [Mn|oo = 1. Assim, existem &,7 € P tais que
£n—E& e ny—7 em X.

Suponha que uw = 0. Entao,

—DiA = v7K(8).

Como 07 > 011, temos que £ = 0, um absurdo, porque |&,|o, = 1. Similar ao item (ii) acima,

nao podemos ter v = 0, o que conclui a prova do Teorema.
(I

Observacgao 4.8. Embora estejamos assumindo que p > 0 por significado biologico, o teorema

actma continua valido se p = 0.

4.5 Estados de Coexisténcia Para o Caso § =1

Nesta se¢ao, vamos estudar existéncia de estados de coexisténcia de (4.1) para § = 1. Neste

caso, o sistema (4.1) é simplesmente

—D1Au = ~vF(u+v)K(u) em

{ —DyAv+av=pF(u+v)Lv) in Q (4.18)

?

u=v=0 sobre 0f).

Observe que pela Proposi¢do 4.2, para cada v > 017 € p > 019, 0 sistema (4.18) possui as

solucoes semi-triviais
y1=(0,,0) e y2=1(0,0,).

Para este caso nao temos resultados de nao existéncia para este sistema o que nao nos permite
usar novamente resultados de bifurcacao. Assim, vamos calcular os indices dessas solugoes semi-
triviais e da solucao trivial usando a teoria do indice de ponto fixo com respeito ao cone positivo,

que abordamos na Se¢ao 4 do Capitulo 1. Para isso, consideremos primeiro os conjuntos:

Ni={ueP: u<|fyoo+1lemQ}, Ng={uecP:u<|f,o+1lemQ} e N=N; xNs.
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Seja M > 0 suficientemente grande e definamos a homotopia H : [0,1] x N — X x X por
H{(t,u,v) = (La[Mu+vF(u+ tv)K(u)], Lo [Mv + pF(tu + v)K(v)])

onde L; = (—D1A+ M) e Ly = (—DyA + a+ M)~ ambos com condigoes de fronteira de
Dirichlet. Observe que, pela escolha de Ny e Ny a homotopia H estda bem definida e é admissivel.

De fato, se existe (ug,vg) € ON tal que H(t,up,v9) = (ug,vp), para algum ¢ € [0, 1], entao
—Aug = vF (ug + tvg) K(ug) < vF(uo)C(uo),

e, como na Proposigao 4.4, obtemos uy < 6, em Q, o que é uma contradigao, pois (ug,v9) € ON.
Agora, fagamos

E=XxX e W=PXxP,
e recordemos os seguintes conjuntos da Segao 1.4:
Wy,={re€E:y+teeW, paraalgumt >0} e S, = {xEWy: —xEWy}.
Notemos que para y; = (6,,0) e y2 = (0,6,), temos
Wy, =XxPW,=PxX e S, =Xx{0},5, ={0} x X.

Por fim, seja M,, = {0} x X, M,, =X x {0} e P, : E — M,

o Py o B — M,, as projegoes

continuas dadas por

P, (u,v) = (0,v) e Pyu,v)=(u,0).
Vejamos agora o seguinte lema que tera muita utilidade para o nosso estudo:

Lema 4.9. Assuma que T' é um operador linear, compacto e fortemente positivo sobre um e.B.o

)Z', com int (Pg) # 0. Seja u > 0 um elemento positivo de X. Temos as sequintes conclusoes:
(1) Se Tu > u, entao SprT > 1.
(73) Se Tu < u, entao SprT < 1.

(i1i) Se Tu = wu, entao SprT = 1.
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Prova. Vamos provar o item (7). Assuma que u —Tu < 0. Como T" é um operador linear e
fortemente positivo, entao T' é irredutivel. Além disso, T' é compacto e int (Pg) # 0. Segue
do Teorema 12.3 de [23] que r(T') = Spr T' é um autovalor simples de 7% com uma autofuncao

positiva associada. Entao,
0> (u,u*) — (Tu,u") = (u,u*) — (u, Tu") = (u,u*) — r(T)(u,u"),

de onde deduzimos que Spr 7" = r(T) > 1, pois (u,u*) > 0. Os itens (i7) e (iii) seguem

analogamente.
O

Observacao 4.10. Um resultado similar € provado em [50] assumindo que Pz € um cone
normal int (Pg) # 0 pois o cldssico Teorema de Krein-Rutman € usado (veja [2]). No entanto,

vamos usar o resultado para o espaco CL(Q) cujo cone ndo é normal (veja [2]).
Com essas consideragoes, temos o seguinte resultado:
Teorema 4.11. Assuma que y > 011 € p > 012, entao as sequintes afirmagoes sao verificadas:
() iw (H (1,7, N) = 1
(#7) (0,0) € uma solugao isolada de H(1,-,-), além disso, iw(H(1,-,-),(0,0)) = 0,
(13) sw(H(1,-,-),(0,6,)) =0, se v > 01(D1;0; F(0,(x))K);
(iv) iw(H(1,-,-),(0,0,)) =1, se v < 01(D1;0; F(0,(x))K);
(v) iw(H(L,-,-),(0,,0)) =0, se p> o1(Dq; a; F(0(2))K);
(vi) iw(H(1,-,-),(04,0)) =1, se p < 01(Do; c; F(6,(2))K).

Prova. (i) Pelas propriedades do indice,

iW(H(17 K )7N) = ZW(H(Ov i ')a N) = HiP(HﬁNj)y

j=1

onde ip(H;, N;) é o indice de H; sobre N; com respeito a P,
Hi(u) = Li[Mu+~vF(u)(u)] e Ha(v) = Lo[Mv + pF(v)K(v)].
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Vamos mostrar que

ip(Hy, N1) = ip(Hz, Ny) = 1.

Para isso, fixemos M > 0 e definamos as homotopias
Gi(t,u) = Ly (Mu + tyF(u)KC(u))

e Gy(t,v) = Ly (Mv +tpF(v)K(v)),

para cada (t,u,v) € [0,1] x N. Pela propriedade de invariancia por homotopia, obtemos
ir(Hj, Nj) = ip(Gj(1,-), N;) = ip(G;(0,-), N;) = ip(G;(0, ), 0),

para j = 1,2. Agora, observe que Spr G1(0,-) < 1 e Spr G5(0,) < 1. De fato, por exemplo, se

r € R é tal que G1(0,u) = ru, com u € Ny e u # 0, entao

1
—DiAu=M (— — 1) U.
r
Como A\ (—D1A) > 0, entao r < 1. Similarmente para Gs(0, -), pois a > 0. Consequentemente,
o item (7) segue pelo Lema 1.22.

(77) Observe que

Ly(Mu + vK(u
Dy H(1,0,0)(ut, v) = (Mu +~K(u)

Lo(Mv + pK(v))

Como v > 011 € p > 01,2, 0 operador [ — D(%U)H(l,O?O) ¢ invertivel sobre W, ou seja, 1 nao
¢ autovalor de D(,.)H(1,0,0) com uma autofungao positiva associada. Vamos mostrar que o
operador T' : P — P definido por Tu = Lij(Mu + vK(u)) tem raio espectral maior que 1.
Para isso, observe que sendo M > 0 suficientemente grande, podemos usar os argumentos da
Proposigao 2.8(i) e o Principio do Méximo para concluir que o operador 7' é linear, compacto
e fortemente positivo. Por outro lado, como 7 > o0y, Pelo Teorema 2.13, existe u € (o11,7)
tal que A\j(—D1A; uK) < 0. Seja p; > 0 uma autofuncdo associada a Aj(—D1A; uK), entao
Ty1 > 1. De fato, temos que

Ty > @1 < Li(Mpr +79K(p1)) > ¢
& YK(v1) > M(—D1A; uK) 1 + plC(e1)

& (v = (1) > M(=DiA; uK) ;.
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Como A\ (—D1A; uK) <0 ey > p, entdo Tp; > ¢1. Pelo Lema 4.9, temos que
ry=3Spr1T > 1.
Seja ¥, > 0 uma autofuncao associada a r;. Entao,
DuwyH(1,0,0)(¥y,0) = 7(Vy,0),

logo (i7) segue pelo Lema 1.22.

v) Note primeiro que (iiz) segue deste caso por simetria. Temos que
p q g p

Ln[Mu + v F'(05)K(0y) (u + v) + 7 F(6,)K(u)]
D(uyv)H(l, 97, 0)(u, U) =
Lo[Mv + pF(6,)K (v)]

Pelo Principio do Méximo, o operador Dy, H(1,80.,0) leva W, em W,,. Vamos mostrar que

I — DwH(1,0,,0) é invertivel sobre W,,. Para isso, seja (u,v) € W, tal que
(I = Dy H(L,6,.0))(u,0) = (0,0).
Como p > o1(Ds; a; F(0,(2))K), a Proposigao 2.8(7ii) implica que v = 0. Logo,
—Di1Au—~F'(0,)K(0,)u — vF(0,)K(u) = 0.
Por outro lado, pela Proposicao 3.5(iii)
A (=D1 A — Y F/(0 (2))C(05) (); 1 (6 (2)) ) > 0.

Assim, pela Proposicao 2.8(i) temos que v = 0. Consequentemente, I — Dy, ,)H(1,6,,0) é
invertivel sobre W,,. Agora, pelo Lema 1.23 basta mostrar que o operador I — D, . H(1,6,,0)
nao é sobrejetivo. Suponha por absurdo que seja e tome vy € P\ {0} tal que Lyvg € P, entao

existe v € P e f € X satisfazendo
(I - D(uvy)H<1’ H'Y’ 0))(ﬂ7 6) = (f? LQUO)a

ou seja,

—DyAT + av — pF(6.,) / K(z,y)v(y)dy = vy > 0.
Q
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Pelo Lema 2.7, temos

p < o1(Da; a; F(04(2))K),

um absurdo. Portanto, I — D, H(1,6.,,0) ndo é sobrejetivo, e (v) segue pelo Lema 1.23.
(vi) Como no item anterior, note que (iv) segue por simetria. Agora observe que o operador

I — D H(1,6,,0) é invertivel sobre E. De fato, seja (u,v) € E tal que
(I = Dy H(1,6,.0))(1,0) = (0,0).
Novamente da Proposi¢ao 2.8(7i¢) temos que v =0 e
—D1Au—~yF'(0,)K(0,)u — vF(0,)K(u) =0 = u = 0.

Agora, vamos mostrar que

Spr (P (Do H(1,6,,0) 1) < 1.
Isso é equivalente a mostrar que o operador T': X — X definido por

Tv = Ly(Mv+ pF(60,)K(v))

possui raio espectral menor que 1. Para isso, observe que novamente 1" é linear, compacto e

fortemente positivo. Por outro lado, sendo p < 01(Ds; o; F/(0(x))K), existe
1€ (p,01(Da; o F(0,(2))K))

tal que A\ (—D2A + a; uF(0,(z))K) > 0. Se ¢ > 0 é uma autofungdo positiva associada a
M(=D2A + a; pF (0, (x))K), entdo Ty < ¢1. De fato, temos

Tor <1 & Loy(Mpr+ pF(0,)K(01)) < 1
& Moy + pF(0,)K(1) < —DayApy + aupy + My
s (p— ) F(0,)K(p1) < M(—=DsA + o; pF (6 () K) .

Como A\ (—D2A+ a; pF(0,(x))K) > 0e p < p, entdo Ty < 1. Pelo Lema 4.9, temos que

Spr Py, (D(u,v)H(vawO)) gy, < 1.

86



Por fim, vamos mostrar que y = 0, onde x é a soma das multiplicidades de todos os autovalores
de DyH(1,0,,0) maiores que 1. Seja A um autovalor de D, H(1,6,,0) com autofuncao

(ug,vp). Temos duas alternativas, vg # 0 ou vo = 0. Se vg # 0, A é um autovalor de
Py, (DuwyH(1,0,,0)) |as,, -

Como P, (D(u,v)H(l, 6., O)) |m,, tem raio espectral menor que 1, obtemos A < 1 e x=0, nesse

caso. Para vy = 0, temos ug # 0. Assim,

Ly (Mug + vF'(0,)K(0)ug + vE(0,)K(up)) = Aug.
E suficiente mostrar que o raio espectral do operador T': X — X, definido

T(u) = Ly (Mu+~F'(0,)K(0,)u +~vF(0,)K(u)),
¢ menor que 1. Para isso, considere m : 2 — IR definida por

m(e) = =7F'(6,) | Kzt )iy
Observe que o operador T' é fortemente positivo. De fato, seja f € P e u = T(f), obtemos
(=i + Myu = (M = m()f(a) +7P(6,) | Kle.p)r)in

Sendo M > 0 suficientemente grande, o Principio do Méximo nos da que T'(f) = u € int P, ou
seja, T' é fortemente positivo. Além disso, T' é um operador linear e compacto. Por outro lado,

seja 1 > 0 é uma autofuncao associada a A\j(—D1A + m(x); vF(0,(z))K). Observe que

(—DiA+M)pr = M(=DiA+m(x);vF(0,)(z)K)p1 + (M —m(z))p
+7F(6,) /Q K(z,y)e1(y)dy

> Moy —m(x)pr +1F(6;) / K (. y)er(v)dy,

ou seja, ¢1 > T(p1). Pelo Lema 4.9, temos que Spr 7' < 1, consequentemente, A < 1 e y=0,

também neste caso. Portanto, (v) segue pelo Lema 1.23.

Com consequéncia do Teorema 4.11, temos os seguintes resultados:

87



Teorema 4.12. Assuma que 0 =1, v > 011 e p> 012. Se
(v = 01(D1; 0; F(0,(2)) K)) - (p = 01(Ds; a; F (6, (2)) K)) > 0, (4.19)
entao existe pelo menos um estado de coexisténcia de (4.18).

Dependendo do comportamento das fungoes do lado direito de (4.19), pelo Teorema 4.11,

obtemos os seguintes corolarios:
Corolario 4.13. Assuma que 0 =1, v > 011 e p > 012. Se
v > 01(D1;0; F(0,(2)K) e p>o1(Da;a; F(84(2))K),

entao erxiste pelo menos um estado de coexisténcia de (4.18). Além disso, a soma dos indices

de todos os estados de coezisténcia de (4.18) € 1.
Corolario 4.14. Assuma que 0 =1, v > 0131 e p > 012. Se
v <0o1(D1;0; F(0,(2)K) e p<oi(Daa; F(8,(2))K),

entdo existe pelo menos um estado de coexisténcia de (4.18). Além disso, a soma dos indices

de todos os estados de coezisténcia de (4.18) é —1.

Observagao 4.15. Recordamos que quando uma solugdo isolada tem indice 1 (resp. —1), ela €
geralmente estavel (resp. instdvel). Com respeito ao problema parabélico associado, indicamos

o livro [43], por exemplo.

4.6 Regiao de Coexisténcia e Interpretacoes

Nesta secao, vamos analisar a regiao de coexisténcia de (4.1), ou seja, vamos estudar a regiao
do plano (v — p) C IR? definida por (4.11) quando § # 1 e por (4.19) quando § = 1. Para isso,

vamos supor novamente que K satisfaz (3.24), isto é,
K(z,x) >0 paratodo =z €.

Primeiro, vejamos o seguinte resultado de convergeéncia:
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Proposicao 4.16. O sequinte limite € verificado
lim_oy(d: B F(6,d; 5; K](2))K) = +oo.
Prova. Vamos denotar 0,[d; 3; K| simplesmente por 6,. Suponha que exista M > 0 tal que
on = 01(—dA + B; F(0,(x))K) < M, para todo n > o1(d; 8; K).

Como F' < 1, temos

0 = M(—dA+ B;0,F(0,(2))K)

v

M (—dA + B; MF(0,(x))K)

> M(—dA+ 3; MK).

Assim, a sequéncia {A;(—dA + 3; MF(0,(x))K)}, oy ¢ limitada. Seja ¢, > 0 autofuncao asso-
ciada a A\ (—dA + 3; MF(6,())K), com |p,|z = 1. Entdo, para cada ¢ € C°(£2), obtemos

d/gzv¢n'v§0+ﬁ/S)S0n90 = Al(—dAJrﬁ;MF(@n(I))K)/%so

/MF </wan( )dy> o(x)dz.

Tomando ¢ = @, temos que {®,} é limitada em HJ (). Assim, fazendo

a menos de subsequéncia,
.

A — A, em R

} oo =" em Hi(9)

©n — p*, em  L*(Q),
\
com ¢} > 0em Q e |pf|s = 1. Pela Proposigao 3.6, #,, — 1 uniformemente sobre cada compacto

A C Q, quando n — +oo. Assim, F(6,) — 0 uniformemente sobre cada compacto A C €,

quando n — +o0. Logo, para cada ¢ € C3°(Q), temos

/MF (/ K(z,y)en(y )dy) @(x)dx — 0, quando n — +o0.
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De onde segue que
d/Vw*-Vso+B/w*s0: X{/w*% V€ G5 ().
Q ) Q
Sendo C§°(2) denso em H}(£2), obtemos
d/VSO*'V<P+5/<P*90: Ai‘/s@*% V€ Hy(92).
Q Q Q
Portanto, A} = A;(—dA + §) > 0. Mas isso é um absurdo, pois A\, — A} e
Ao = M (—dA + B ME(8,(2))K) <0,
o que conclui a prova.
O

Agora vamos analisar a regiao de coexisténcia. Para tanto, precisamos introduzir a funcao

Fs @ 01,2, +00) = [T+, +00) definida por
Fs(p) = 01(D1; 0;6F(0,(x)) K)
para 0 # 1 e a fungao G : [07,1, +00) — [01,2, +00) definida por

g(’}/) = 01(D2§Q;F(07(x))K)'

para 6 = 1. As propriedades destas fungoes serao importantes para o estudo da regiao de
coexisténcia, tais propriedades sao dadas na préxima proposi¢ao.
Proposicao 4.17. As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:
. 01,1

() fé(Ul,z) = 5 € 9(01,1) = 01,25

(17) As aplicagoes p — Fs(p) e v — G(v) sao continua e nao-decrescentes;

91)  lim =400 e lim = +00;
(@) lim Fs(p) =+ lim G(y) = +oo;

(iv) (lsirr} Fs(p) = Filp), se p€ A, com A C R compacto;
—

(v) Fs(p) > Fi(p), para todo p € [012,+00) e d < 1.
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Prova. Para (i) observe que, se p = 012, a Proposicao 3.5(¢) implica que 6, = 0. Assim,
F@,)=1e

o
Fs(o12) = 01(D1;0;0K) = %

Analogamente para v = oy temos 6, = 0, logo G(011) = 012. O (ii) segue imediatamente
da Proposicao 3.5(ii). Além disso, (iii) segue da Proposi¢ao 4.16. Por fim, os itens (iv) e (v)

seguem pelo Corolario 2.14.

O

Pela proposigao acima, temos as seguintes possiveis regides de coexisténcia de (4.1) dadas

na Figura 4.1 para o caso § # 1 e nas Figuras 4.2, 4.3 e 4.4 para 6 = 1.

Figura 4.1: Regiao de coexisténcia de (4.1) para § # 1.

Observacgao 4.18. Note que ainda podemos estudar a dependéncia da funcoes Fs e G acima

com respeito a a. Com um argumento similar ao da Proposicdao 4.17, podemos mostrar que:
a) 012 € uma fungdo continua e crescente sobre . Além disso, 019 — +00 quando o — +00.

b) Fizados § € [0,1] e p > 012, a fungdo Fs(p) decresce quando « cresce, e Fs(p) = 011/6

quando « € grande.
¢) Fizado v > 011, a fungdo G(7y) cresce quando o cresce, e G(7y) — +00 quando o — +00.
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Figura 4.2: Possivel regido de coexisténcia de (4.1) para 6 = 1. Neste caso, a soma dos indices

dos estados de coexisténcia de (4.1) é 1.

Figura 4.3: Possivel regido de coexisténcia de (4.1) para § = 1. Neste caso, a soma dos indices

dos estados de coexisténcia de (4.1) é -1.

Observacao 4.19. Vamos estudar a regigo de coexisténcia de (4.1) e interpretar os resulta-

dos obtidos nas segoes anteriores. Denotemos por Cs e Cy as regides de coexisténcia de (4.1)
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(Teorema 4.7 e Teorema 4.12) para 0 < 6 < 1 e 6 = 1, respectivamente, ou seja,
Cs={(r.p) €R%p>0 e v>Fs(p))}
e Ci={(v,p) eR% (v~ Filp) - (p—G(7)) > 0}.

Denotemos também por Es e Ey os conjunto de extingdo de (4.1) (Proposi¢cao 4.5):

Es = {(%p) € R%y < %} para 6 # 1

e Bi={(v.p)eR*v<o11 e p<oip}, parad=1.

Na Figura 4.1 representamos Cys e nas Figuras 4.2, 4.3 e 4.4 diferentes possibilidades de C'.

Figura 4.4: Possivel regiao de coexisténcia de (4.1) para 6 = 1. Neste caso, existem regioes onde
a soma dos indices dos estados de coexisténcia de (4.1) é 1 (quando JF; estd por cima de G) e

outras onde a soma ¢é -1 (quando G estd por cima de F).

Analisemos o caso 0 < § < 1. Observe que Es — R? quando § — 0 (ver Figura 4.5), logo
para cada vy > 0 e p > 0 existe Oy tal que se & < g ambas espécies nao coeristem. Assim, apenas
a solugao trivial (u,v) = (0,0) e a solugao semi-trivial (u,v) = (0,0,) existem para (4.1) (esta
altima solugdo se p > o12). Isto tem um sentido logico: se 6 € pequeno as células (CTC's) se
dividem em uma célula (CTC') e em outra (CT), entao (CTC's) serd extinta. Contudo, fizado
v > 0, para §y > o1 existe pelo menos um estado de coexisténcia para p € (0, po(d)), onde

v = Fs(po(0)) (veja a Figura 4.1).
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Vejamos agora 6 = 1. Neste caso, as células (CTC's) se dividem em duas (CTC's), ainda
assim se y < 011 novamente existem somente a solugao trivial (0,0) e a semi-trivial (0,0,) para
(4.1), a dltima se p > o19. Sey > 011 entao existem py, pa > 012 tais que pr = G(77), v = Fi(p2)
e (4.1) possui estado de coezisténcia para cada p € J, onde J = (min{py, p2}, max{p1, p2}) (ver
Figuras 4.2, 4.3 e 4.4). Note ainda que J pode ser eventualmente um conjunto vazio (veja a
Figura 4.4). Finalmente, observe que Cs - Cy quando 6 — 1 (ver Figura 4.6). Esta mudang¢a
drastica no comportamento da regiao de coexisténcia é devido a auséncia de solugoes semi-

triviais da forma (u,0) quando § # 1.

Figura 4.5: Regiao de coexisténcia de (4.1) para § proximo de 0.

Em geral, ndo é uma tarefa ficil determinar a posi¢ao relativa entre as curvas v = Fi(p)
e p = G(v). Essa dificuldade é discutida em [15] e [40] para o cldssico modelo de competicao
do tipo Lotka-Volterra. No lema abaixo, vamos estudar um caso particular da posigao relativa

entre essas curvas, o qual assegura que ambas as curvas entao estao na regiao

{(7,p) e R*p>~}.

Lema 4.20. Assuma que Dy > Dq. Entao,

7<G(y) e Filp) <p. (4.20)
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Figura 4.6: Regido de coexisténcia de (4.1) para § proximo de 1.

Prova. Vamos mostrar a primeira desigualdade de (4.20), a segunda segue similarmente.

Lembremos que
G(7) = 1(Da o F(8 (1)) K) 4= A(=DA + 0 G(1) F(6, (1)) ) = 0.
Assim, para mostrar que vy < G(y) devemos provar que
M (=D A + a;vF (64 (2))K) > 0.

Pelo Lema 2.7, é suficiente encontrarmos uma super solugao estrita o para o problema associado

ao autovalor acima. Tomando u = 6, temos

—Dy A0, +ab, = fy<——1> /Kmy y)dy + ab.,
+vF(6,) / K (x,y)0(y)dy.
Q

Logo,
—DyAb., + b, — vF(6,) / K(z,y)0,(y)dy > 0,
Q

de onde segue o resultado.
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4.7 Conclusoes

Em dados do ano de 2017, o cancer mata 8,8 milhoes de pessoas anualmente no mundo. Por esse
motivo, muitos campos cientificos estao engajados em compreender e solucionar este problema.
Porém, este estudo é dificil porque o cancer é um fendmeno complexo que envolve muitos pro-
cessos bioquimicos e fisioldgicos, os quais nao sao completamente compreendidos. A modelagem
matematica também pode contribuir para a compreensao, descricao e previsao da evolucao do
cancer, oferecendo seu proprio ponto de vista.

Neste capitulo, estudamos a existéncia de estados de coexisténcia para um sistema eliptico
nao-local que surge no estudo do crescimento de células-tronco cancerigenas (CTC's). O modelo
considera a dinamica dessas células quando elas competem por espacgo e recursos com células
tumorais (CT's). Em [31] uma versao simplificada (na verdade uma EDO, onde a contribuigao
progénie depende apenas da densidade no destino e a densidade é uniforme) deste modelo foi
proposta para investigar o “paradoxo do crescimento tumoral”: “o aumento da taxa de morte
espontanea das células (C'Ts) reduz o tempo de espera para as células (CTC's) se proliferarem
e migrarem, facilitando assim a progressao do tumor”. Neste artigo, os autores mostram que
os Unicos estados estaciondrios sao (0,0), (0,vy) (ambas instéveis) e (ug, 0) globalmente estavel.
Assim, as células (C'T's) tendem a morrer. Além disso, os autores comparam diferentes tamanhos
de tumores mudando «, e eles mostram que o tumor cresce quando « cresce, confirmando as
observagoes do paradoxo do crescimento tumoral. Como conclusao, eles afirmam que uma
terapia bem-sucedida deve erradicar as células (CTC's).

Neste capitulo, consideramos o modelo geral (incluindo a difus@o, densidade populacional
nao-uniforme e a contribuigao progénie dependendo da origem e do destino) e concluimos que

(ver Observagoes 4.18 e 4.19), fixadas as taxas de crescimento das células (CTC's) e (CT's):

1 - Diferente do modelo em [31], os estados de coexisténcia para (4.1) existem (Teorema 4.7 e

Teorema 4.12).
2 - Assuma que § # 1.

(a) Se a competigao entre (CTC's) e (CT's) é reduzida (aumentando a taxa de morte «

das células (CT's)), o tumor nao tende a zero; de fato, ambas as populacao coexistem.
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(b) Por outro lado, se fixarmos « e § for pequeno, a tnica populagdo que deve persistir
é a de células (CT's), levando o tumor a um estado de dorméncia. Lembramos que
d pequeno significa que cada célula (CT'C') dé origem a uma célula (CTC) e a outra
célula (CT).

(c) Combinando os parametros a grande e § pequeno, obtemos a extingao de ambas as

populacoes, e assim, a eliminacao do tumor.

3 - Assuma que 0 = 1 (lembre-se que neste caso todas as células (CT'C's) dao origem a duas

células (CTC's)).

(d) Se a competicao entre as células é reduzida, entao (CTC's) levam as (CT's) a extingao;
e entdo, ocorre uma liberacao de (CT'C's) e sua proliferacao é renovada, o que pode

levar ao aumento do tamanho do tumor.
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Capitulo 5

Estudo de uma Equacao Singular
Nao-Local por meio de uma Teoria de

Bifurcacao Nao-Padrao

Neste capitulo, vamos usar a teoria de bifurcacao para estudar o seguinte problema eliptico

nao-local e singular:

Jo Alz)v(z) d
Jov(x) dx
v=20 sobre 0f),

Lv = v ( ) —g(x,v) em

(5.1)

onde 2 é um dominio limitado e regular do R™, A € C*(Q) é uma funcdo nido-negativa e nao-
identicamente nula. O operador £ ¢ uniformemente eliptico e da forma (1.1) com coeficientes
satisfazendo (1.2). O nimero real A é um parametro de bifurcacdo e g : 2 x R — R é uma
funcao em C(Q x R) tal que g(-,t) € C%(Q), para cada t € IR, com a € (0,1), e ainda satisfaz

uma das seguintes hipdteses:

/
lim g(z,1)

=0, uniformemente em €2, (5.2)
t—0+ t
ou
t
lim 9(zt) = go(x), uniformemente em §2, (5.3)
t—0t t

onde gy : 2 — R é uma funcao limitada, nao-negativa e nao-identicamente nula.
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Como aplicacdo dos resultados obtidos para a equagao (5.1), estudaremos dois importantes
problemas nao-locais com forma explicita para a fungao g. Para o caso em que g satisfaz (5.2)

vamos considera-la da forma

g(z,t) = f(a)t",
com p > 1e f & C¥Q) estritamente positiva em €, onde a € (0,1). Neste caso, (5.1) é a
equacao logistica cldssica com o termo nao-local adicionado na primeira parcela, ou seja, (5.1)

é da forma

Jo Al@)v(x) do
Jou(z) dx

v=0>0 sobre 0Of).

Lv= v ( ) — f(z)o?  em  Q,

(5.4)

Para o caso em que g satisfaz (5.3) vamos consideré-la da forma

vB(x)t
t = —_—
g(x7 ) 1 +t Y

onde B € C%(Q) é uma funcdo ndo-negativa e nao-identicamente nula, com a € (0,1). Neste
caso, (5.1) é uma equagao de Holling-Tanner do Tipo II com o termo nao-local adicionado na
primeira parcela. Isto significa que (5.1) é da forma
Jo Alz)v(z) dx) _ B(z)v em Q.

Jov(x) d 1+ (5.5)
v=>0 sobre 0f2.

,Cv:/\v(

Este capitulo esta dividido da seguinte forma: na Segao 5.1, vamos motivar o que nos levou
a estudar (5.1). Na Secdo 5.2, vamos associar ao problema (5.1) um operador compacto e
continuo K, tal que soluges positivas de (5.1) sdo os zeros de K,. Com isso, provaremos
que existe um unico possivel ponto de bifurcacao de solugoes positivas de (5.1) desde a solugao
trivial. Mostraremos ainda que o indice de K, muda quando A cruza este ponto de bifurcacao,
0 que ird provar a existéncia de um continuo de solugoes positivas de (5.1) que bifurcam desde a
solugao trivial. Na Secao 5.3, vamos aplicar os resultados obtidos para (5.1) a equagao logistica
nao-local e, com a ajuda de cotas a priori e resultados de nao existéncia, vamos estudar o
comportamento global do continuo obtido na Secao 5.2. Analogamente, na Secao 5.4, vamos
aplicar estes resultados a equacao nao-local de Holling-Tanner e estudar o comportamento global

do continuo.
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5.1 Motivacao

A partir do pioneiro trabalho de Furter e Grinfeld [39], termos nao-locais foram incluidos em
modelos de dinamica populacional para se levar em conta que a variacao da espécie em um ponto
depende nao sé do comportamento dela nesse ponto, mas em todo o habitat. Especificamente,
em [38] e [67] um modelo de reacao-difusao-quimiotaxia do tipo predador-presa é proposto para

modelar a interacao de duas populacoes, uma de amebas e a outra de bactérias virulentas:

u = Di1Au+u(l —u —wv),
(5.6)

u(x)v(x) dx _quo
Jov(z) dx 1470’

vy = DyAv — xV - (vVu) — po + dv Jo

em um habitat , onde  é um dominio regular de RY, com N = 1 ou N = 2. Em (5.6),
u(z,t) e v(x,t) denotam a concentragao de bactérias e amebas, respectivamente, no tempo ¢ e
na posi¢ao z. Os nimeros D; e D, representam a taxa de difusao das bactérias e das amebas,
respectivamente. O nimero y é um coeficiente de quimiotaxia e pu é a taxa de mortalidade
intrinseca das amebas. O ultimo termo da segunda equacao de (5.6) é devido ao fato de que
a populacao bacteriana sob investigacao pertence a uma classe virulenta, isto é, as amebas
sao infectadas por bactérias e morrem. Os autores levam isto em consideracao assumindo que
as amebas sao atacadas por bactérias seguindo uma fungao de tipo Holling II, com tempo de
manipulacao 7 e taxa de matanca 7. O termo nao-local na segunda equagao de (5.6) descreve
o fato de que, na escassez de alimentos, as amebas se comportam como um nico organismo, a
fim de redistribuir o alimento entre todas as células; e ¢ é a taxa de crescimento das amebas.
Vamos estudar um caso estaciondrio do sistema (5.6) no préximo capitulo desta tese, tal
estudo necessita de um bom conhecimento de cada uma das equacoes. Isto motiva os estudos
deste capitulo, uma vez que, no caso estacionario, quando fixamos a populacao de bactérias wu,

a populacao ameboide v satisfaz uma equacao da forma

Jo Alz)v(z) do
Jov(x) d

v=0>0 on Of).

EU:)\U( )—g(x,v) in

Note que em (5.7) estamos assumindo, por simplicidade, que y =0, u=0e 7= 1.
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5.2 Teoria de Bifurcacao

Nesta se¢ao, vamos usar a teoria de bifurcacao para estudar (5.1). No que segue, denotaremos

por ; a autofungao principal associada a L tal que |p1| = 1 e adotaremos a seguinte notagao

M (L) A(p1) ::Al(ﬁ)( Jopr(z) da )

Jo Alz)p1(z) da
Dado ¢ € L*(Q2), denotaremos

cr, = ess inf ¢, Cpf i= €ss sup cC.

Afim de aplicar a teoria de bifurcacio para (5.1), consideremos o espaco X = Cy(2), munido

com a norma usual || - ||o, € 0 operador K : X — X definido por

K)\(U) =V — L(f()()‘a U))v

onde L = (£ + K)™!, com condigoes de fronteira de Dirichelet, K > 0 ¢ suficientemente grande
e fo: R x X — R é definido por
A(z)vT(x) de
A v) = vt Jo
Jo(Av) = dw < Jovt(z) de

se vT #0e fo(N\v) =0sewv <0. Note que a funcao fy é continua. Sendo K suficientemente

) + Kvt — g(z,v™)

grande, podemos supor que A;(£ + K) > 0. Logo, pelo Lema 1.17, temos que L é um operador
fortemente positivo. Das imersoes compactas dos espacos de Sobolev, o operador K, é uma

perturbagdo compacta da identidade e v € X é um solugao positiva de (5.1) se, e somente se,
K)\<U) = 0, (58)

isto é, solugoes positivas de (5.1) sao os zeros do operador K.
O préximo lema nos mostra os possiveis pontos de bifurcacao de solugoes nao-triviais de

(5.8) desde a solugao trivial.

Lema 5.1. Suponha que g satisfaga (5.2). Sejam (An,v,) € R x Co(Q), n > 1, com v, solugdo

nao-trivial de (5.8) para A = \,. Se

A — A em R e v,—0 em C(Q), (5.9)
com A\* € R, entao
N =ML)A(p1) e w, = ﬁ —s 1 em CHQ). (5.10)
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Prova. Observe primeiro que, pelo Principio do Maximo Forte do Lemma 1.17, obtemos que
v, > 0 em €, para todo n > 1. Assim, dividindo por ||v,|/s. em ambos os membros de (5.8),

temos que w, € solucao da seguinte equacgao:

e L e 1 A Ko = e S

w, =0 sobre 0f).

dx
A (fﬁf : )‘ < ol Au.
Q n

Por (5.2) e pela regularidade eliptica, para n suﬁmentemente grande, temos que existem cons-

Note que

tantes C' e ¢ tais que

[wallw2ai) < C(1 A A + K 4 ) [|wnl|oo, (5.12)

para cada ¢ > 1. Uma vez que ||w,]| = 1 € (A\,) é convergente em R, (5.12) implica que (w,,)
é limitada em W%4(Q), para cada ¢ > 1. Pelas imersoes compactas dos espagos de Sobolev, a
menos de subsequéncia, (w,) converge em C}(Q) para algum w > 0. E claro que ||w]s = 1,
ou seja, w # 0 em €. Por outro lado, as imersoes continuas dos espagos de Sobolev implicam
que v € Cl’l_%(ﬁ), para cada ¢ > N. Como g(-,t) € C%(Q2), para cada t € R, das imersdes
compactas dos espacos de Schauder (ver [41]), obtemos que w, — w em C%*(Q). Utilizando
o limite (5.9) e essas convergéncias em (5.11), temos que w satisfaz o seguinte problema de

autovalor:

) d
Ew:)\*-<f9f wl x)w em €
qw(z)

w =10 sobre 0f.

Assim, w é uma autofungao positiva associada a A\;(L) com |w|w = 1, ou seja, w = p; em (.

Portanto,

. _ fg% ) dx _
v =) (PSS ) = M)A,

o que prova (5.10).
O

Observagao 5.2. O lema acima nos mostra que quando g satisfaz (5.2), entao A\ (L)A(p1) €

o0 unico possivel ponto de bifurcagdo de solugies de (5.8) desde a solugdo trivial.
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Podemos usar o Lema 5.1 para provar um resultado similar no caso em que g satisfaz (5.3).
Para isso, denotaremos por @7 a autofungao principal associada a A (L+go(z)) tal que [@1]oc = 1

e adotaremos a seguinte notagao:

O préximo resultado mostra que, quando g satisfaz (5.3), A (L + go(z)).A(®1) é o tinico possivel

ponto de bifurcacao de solugoes de (5.8) desde a solugao trivial.

Coroldrio 5.3. Suponha que g satisfaca (5.3). Sejam (Mn,v,) € R x Co(Q), n > 1, com v,
solugao nao-trivial de (5.8) para A = \,. Se

M — A em R e v,—0 em C(9Q),

com \* € R, entao

Un

[ |lo

N =M (L+go(2)A(pr) e w, = — 1 em CYQ).

Prova. Neste caso, temos que

t
lim [g(ﬂi, ) _ go(m)} =0, uniformemente em €.

t—0t

Escrevendo agora a equagao como

(€= xo (SZOUD LY 00— o)

obtemos que w, — w em C'(Q), onde w ¢é a tnica autofuncdo associada a A\ (L + go(z))

satisfazendo |w|, = 1, ou seja, w = @7 em Q. Consequentemente,

A e BN )
O

Nos préximos resultados, vamos calcular o indice do operador K quando A cruza A (£).A(¢1)
para mostrar que de fato A\ (L£).A(¢1) é um ponto de bifurcagdo de solugbes nao-triviais de
(5.8) desde a solucao trivial. Para tanto, vamos utilizar o grau de Leray-Schauder de K, em

={u e C(Q): ||lul|o < p}, com respeito a zero.
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Lema 5.4. Suponha que g satisfaga (5.2). Se X < A\ (L)A(p1), entdo
i(Ky,0) = 1.
Prova. Consideremos a homotopia H; : [0,1] x X — X definida por

Hi(t,v) = L(tfo(A\,v)).

Vamos mostrar que esta homotopia esta bem definida, ou seja, que existe § > 0 tal que

Hi(t,v) #v

para cada v € Bs, com v # 0 e t € [0,1]. Com efeito, suponha que exista uma sequéncia
v, € X\ {0} com ||vg|lec — 0 e t, € [0,1] tais que Hy(t,,v,) = v,. Uma vez que K é
suficientemente grande, o Principio do Maximo Forte no Lema 1.17 implica que v,, > 0 em §2.
Por outro lado,

Yo d
(L+ K)v, =1, (/\vn (%)qLKvn—g(x,vn)),vneX.
o Un dT

Facamos
Un

Wy, = ——.
" v |l o

Com um argumento similar ao do Lema 5.1, podemos provar que w, — ¢ em C*(). Assim,

se tp = lim, é o limite de uma apropriado subsequéncia de (,), entao (5.2) implica que

) dx
fﬂf Spl de )+K:|(1017 901€X.
Q

€+ Kyor =t |-

Portanto,

ML+K)=to[A A (p1) + K] .

Novamente por K ser tomado suficientemente grande podemos supor que
A A_l(gm) + K > 0.
Consequentemente, sendo tg < 1, temos que

MO +EK=MCL+K)<X A p) + K,
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ou seja,

A > M(L)A(p1),

o que é uma contradicao.

Logo, Hy é admissivel. De onde concluimos que para cada € € (0, J]

i(Ky,0) = d(Ky, B.,0) =d(Id— Hy(1,-), B.,0)
= d(Id— H;(0,"), B.,0) = d(Id, B.,0)

= 1

Lema 5.5. Suponha que g satisfaca (5.2). Se
A > max {)\1 (E), )\1(£>A((,01)} ,

entao

i(Ky, 0) = 0.

Prova. Consideremos a homotopia H; : [0,1] x X — X definida por

Hy(t,v) =L (/\v+ {t (fgﬁ(ﬁt();(z)xdx) +(1-— t)} + Kot — g(x,v+)) :

Novamente, devemos mostrar que esta homotopia é admissivel. Assim, suponha que exista

uma sequéncia v, € X \ {0} com ||v,]lec — 0 € t, € [0,1] tais que Hy(t,,v,) = v,. Como
anteriormente, o Principio do Maximo Forte no Lema 1.17 implica que v,, > 0 em ). Assim, se

to é o limite de um apropriada subsequéncia de (t,), entao
MELAK) =X [toA™ (p1) + (1 —ty)] + K,

ou seja,

ML) =X+ [toA ™ (g1) + (1 —to)] - (5.13)

Agora observe que (5.13) nao pode ocorrer, uma vez que

A > max {\ (L), \(£)A(p1)}
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€ a curva

t—r X [tA (1) + (1= 1))

é um segmento de reta que liga os pontos (0, A) e (1,y), onde
y=A A" (o).

Portanto, Hs é admissivel. De onde concluimos que existe algum ¢ > 0 tal que, para cada

€ (0, 4], temos

Z(K)\,O) = d<K/\73£aO):d([d_H2(17')aB870)
— d(Id — Hy(0,-), B.,0).

Por fim, de acordo com a teoria desenvolvida em [3], o operador K, : X — X definido por
Ky(v) = L(\v 4+ Kv — g(z,v)),
satisfaz i(K),0) = 0, para A > A\ (£). Portanto,

i(Ky,0) = d(Id — Hy(0,-), B-,0) = i(K,,0) = 0.

Lema 5.6. Suponha que g satisfaga (5.2). Se X > A\ (L)A(p1), entdo
i(K,,0)=0.
Prova. Observemos primeiro que se
max {\(£), M(L)A(p1)} = M(L)A(p1),
o resultado segue pelo Lema 5.5. Assim, suponhamos que
A (L) > M(L)Alpr)

e seja Hz : [0,1] x X — X a homotopia definida por

Hy(t,v) = L ((t/\ (1)) KfoQ — dx)] vt Kot — g(x,v+)> ,
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onde X\ é um niimero maior que A\ (£) e A\. Para mostrar que Hj é admissivel, suponha que
exista uma sequéncia v, € X \ {0} com ||v,]|lc — 0 e ¢, € [0,1] tais que Hs(t,,v,) = vy.
Novamente, o Principio do Méximo Forte no Lema 1.17 implica que v, > 0 em 2. Assim, se tg

é o limite de um apropriada subsequéncia de (¢, ), temos que
(toA + (1 = to)\) A~ (1) = M (L),
ou seja,
(tod + (1 = t0)A) = M (L) A1)
Mas esta ultima igualdade é impossivel, porque

/\1(£)¢4(Q01) <A< X

Portanto, H3 é admissivel. De onde concluimos que existe algum ¢ > 0 tal que para cada

e € (0,0] tem-se
i(Ky,0) =d(Ky, B.,0) =d(Id — Hs(1,-), B-,0) = d(Id — H3(0,-), B, 0).
Por fim, observe que A > max {\;(£), \;(£)A(¢1)}. Logo, pelo Lema 5.5, temos que

Z(K>no) = d(Id - H3(07 '>7B€70) = d(ld - H2(07 ')73870) = 0.

Agora estamos em condigoes de enunciar o resultado principal desta secao.

Teorema 5.7. Suponha que g satisfaga (5.2). Desde (A (L)A(¢1),0) bifurca um continuo ili-

mitado em R x C(Q) de solugoes positivas de (5.1).

Prova. Primeiro, é importante ressaltar que nao podemos aplicar aqui o Teorema 1.27 di-
retamente, uma vez que a equacao (5.8) nao estd escrita na forma deste teorema, nao temos
diferenciabilidade em v = 0 e nem A;(£).A(¢;) é um autovalor de multiplicidade impar para a
equagao linearizada de (5.8) em v = 0. Porém, com auxilio dos lemas anteriores, uma simples
modifica¢do no Teorema 1.27, como feita em [3], nos diz que desde (A1(L).A(p1),0) bifurca um
continuo de solugbes nao-triviais de (5.8) que ou bem ¢ ilimitado ou alcanca v = 0 em outro
ponto (i, 0) # (A1(£)A(p1),0). Mas a Observagao 5.2 nos diz que esta segunda opgao nao pode

ocorrer. Portanto, este continuo ¢ ilimitado em R x C(€2). Uma vez que solugdes nao-triviais

de (5.8) sao solugdes positivas de (5.1), o resultado segue.
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Para um resultado similar ao Teorema 5.7 no caso em que ¢ satisfaz (5.3), recordemos que

- gg(x)] =0, uniformemente em €.
t—0t

Como consequéncia disso, do teorema anterior e do Corolério 5.3, temos o seguinte resultado:

Corolario 5.8. Suponha que g satisfaca (5.3). Desde (A (L + go(x))A(%71),0) bifurca um

continuo ilimitado em R x C(2) de solugdes positivas de (5.1).

Para entender o comportamento global do continuo de solugoes positivas de (5.1) que bifurca
desde (A1(£)A(p1),0) ou desde (A (L4 go(x)).A(%71),0), precisamos saber o comportamento da

funcao g quando ¢t — +o00. Nesse sentido, vamos supor que g satisfaca uma das seguintes

hipoteses:
t
lim 9@, 1) =0, uniformemente em €2, (5.14)
t—+oo {
ou
t
lim 9z, 1) = ¢1(z), uniformemente em €, (5.15)
t——+o0 t

onde g; : 2 — R é uma funcao limitada, nao-negativa e nao-identicamente nula. Com essas
notacgoes, temos os seguintes resultados que determinam os possiveis pontos de bifurcagao do

infinito para (5.1):
Proposicao 5.9. Suponha que g satisfaca (5.14). Sejam (A,,v,) € R x Co(Q), n > 1, com v,
solu¢do nao-trivial de (5.8) para A = \,. Se

A — A e |up]loo —> o0 em R,

com \* € R, entao

Up

|h%”m

A= M(L)A(p1) e w, = — 1 em CYQ). (5.16)

Prova. A demonstragao deste lema é andloga a do Lema 5.1. De fato, basta observar que se

|vn]lce — +00 em R, entdo (5.14) implica que

lim /g(x,vn) vdr=0,VYveCr®RQ).
Q WMHW

n—-+o0o

Assim, repetindo os mesmos argumentos do Lema 5.1 obtemos (5.16).
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Corolario 5.10. Suponha que g satisfaca (5.15). Sejam (A, v,) € R x Co(Q), n > 1, com v,

solugdo nao-trivial de (5.8) para A = \,. Se
A — A e o]l —> o0 em IR,

com \* € R, entao

Un

=—— & em CYQ),
e ()

N =ML+ aqx)Alp1) e w,
onde p1 denota a autofuncao principal associada a M\ (L + g1(x)) satisfazendo |f1]eo = 1.

Prova. Como no Corolario 5.3, basta observar que neste caso temos

-0 (1;)] =0, uniformemente em €2,
t—+o00

e o resultado segue da Proposicao 5.9.

O

Observacao 5.11.  a) As solugées positivas de (5.1) obtidas nesta se¢ao sao solugies cldssicas,
ou seja, sio de classe C*(Q). De fato, seja v € C(Q) uma solugdo positiva de (5.1). Note

que
Jo Alz)v(x) do
Jou(z) dx

¢ um nimero. Pela regularidade eliptica do problema, temos que v € W?29(Q), para

q > N. Das imersoes continuas dos espacos de Sobolev, temos que v € 01’17%(5), para

cada ¢ > N. Uma vez que g(-,t) € C*(Q2), para cada t € R, das estimativas de Schauder
(ver [41]), obtemos que v € C*(Q).

b) E evidente que os resultados anteriores nos dao vdrias possibilidades para o continuo de
solugdes positivas de (5.1), dependendo do comportamento da fun¢do g. Nas prézimas
secoes vamos usar esses resultados para encontrar solugoes positivas de equacoes nao-

locais com formas explicitas para a funcdo g.
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5.3 Equacao Logistica Singular e Nao-Local

Nesta secao vamos estudar o seguinte problema logistico nao-local:

Jo A(@)v(x) do
fQ v(x) dx

v=20 sobre  0f),

Ly = \v ( ) — f(z)o?  em  Q,

(5.17)

com p > 1e f € C¥R) estritamente positiva em Q, onde a € (0,1). Com isso, temos fr, > 0.

Observe que (5.17) é uma equacgao do tipo (5.1) para

g(x,t) = f(x)t”.

Neste caso, g satisfaz a hipétese (5.2). Assim, pelo Teorema 5.7 desde (A1(L).A(p1),0) bifurca
um continuo ilimitado em IR x C(£2) de solugdes positivas de (5.17). Nosso objetivo nesta se¢io
¢ estudar o comportamento global deste continuo e obter condicoes sobre o parametro A\ para
que existam solugbes positivas para (5.17).

Recordemos que a seguinte equagcao logistica foi estudada em [28]:

Lv=pv— f(z)o? em
(5.18)

v=>0 sobre  0f).
Nesse artigo os autores mostram o seguinte resultado para (5.18):

Proposicdo 5.12. (i) (5.18) possui uma tinica solug¢do reqular e positiva 6, € C*(Q) se, e

somente se, 1 > A\ (L). Além disso,

[y a—

fu

(i1) A aplicagdo p — 0, é continua em C?(SY), crescente e derivdvel.

(iii) 0, — 0 em C*(Q), quando p — M\ (L); e 0}, := % — @1 em C%(Q), quando p — A\ (L).
1

Antes de iniciarmos o estudo do comportamento global do continuo acima, vamos fazer
algumas observagoes quanto a existéncia de solugoes positivas para (5.17) e sobre dois métodos
que podemos utilizar para resolvé-la. Os resultados que vamos obter mais adiante utilizando

estes métodos foram o que nos motivaram a estudar bifurcagao para esta equagao.
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Para o primeiro método, suponhamos que A\ # 0 e consideremos Ry = Aliﬁ). Se A > 0, para

cada R > Ry, denotemos por g a tinica solucao positiva do problema local (5.18) para = RA,
a qual existe pela Proposicao 5.12. Consideremos a fungao h: (Ro, +00) — R definida por

o Jo A(x)0p(x) dx
hR) =R - QfQ Or(x) dx

Note que uma forma de resolver (5.17) é encontrar algum R € R tal que h(R) = 0. Agora,

vejamos o seguinte lema:

Lema 5.13. Seja A > 0. Defina as func¢éoes G, H : (Ry, +00) — R por

G(R) = /QA(:L’)GR(x) de e H(R)= R/ Or(z) dx.

Q

Entao, G e R sao continuas, derivaveis e tém as sequintes propriedades:

0 iy, GUR) =l HR) =0
(74) Para cada R > Ay tem-se H(R) > G(R).
(1ii) Se A > A\ (L)A(¢1), entao
lim G'(R) > lim H'(R). (5.19)

R— Ry R— Ry

Consequentemente, existe algum R € R tal que G(R) = H(R).

Prova. A continuidade, a diferenciabilidade e a propriedade (i) para as fungdes G e H seguem

da Proposicao 5.12. O item (iz) é ébvio. Para (iii), note que se R > Ry, entao

L0 = Ng+ ARO, — 20,0 em  Q,
0, =0 sobre 0f).
Por outro lado, para cada R > Ry, temos
G'(R) = /QA(.Q:)O}L(;E) dr e H'(R)= /QHR(.Q:) da:+R/99;%(x) dr.

As convergéncias na Proposi¢ao 5.12, mostram que (5.19) ocorre quando A > A (L£)A(¢1). A

continuidade das fung¢oes G e H finalizam a prova do item (i77).
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Se A < 0 podemos provar um resultado analogo ao Lema 5.13. De fato, neste caso a funcao
h estd definida para cada R < Ry, ou seja, h (—o0, Ry) — R. Assim, temos a seguinte

adaptacao do Lema 5.13 para este caso, cuja demonstracao é completamente analoga:

Lema 5.14. Seja A < 0. Defina as fungoes G, H : (—oo, Ry) — R por

G(R) = /QA(:U)QR(:);) dr e H(R)= R/QQR(:E) dx.

Entao, G e R sao continuas, derivdveis e tém as sequintes propriedades:

(i) lim G(R)= lim H(R)=0;

R—Ry R— Ry

(i) Para cada R < A, tem-se H(R) < G(R);

(i1i) Se A > M\ (L)A(p1), entao
lim G'(R) < lim H'(R).

R—Ry R—Rp

Consequentemente, existe algum R € R tal que G(R) = H(R).

Note que quando A = 0, (5.17) se torna o prolema local (5.18) e este possui solugao positiva
se, e somente se, A1 (L) < 0. Por outro lado, pela Proposi¢ao 5.12; a fungao h é continua. Como
H(R) — G(R)

Jo Or(x) dx

uma consequéncia imediata dos Lemas 5.13 e 5.14 é o seguinte resultado:

h(R) =

Corolario 5.15. Para cada

e (s s)

o problema (5.17) possui pelo menos uma solugdo positiva v € C(Q).

Observemos que existe algum R € IR tal que a solucio v € C (Q) obtida no corolario anterior
¢ exatamente a solucdo 0z do problema local (5.18) para p = RA. Além disso, a continuidade
da aplicacao pr — 6, foi essencial para aplicarmos o método acima.

Outra forma de encontrar solugoes positivas para (5.17), sem usar a continuidade da aplicacao
p — 6, é usar as ideias presentes em [7], que sao as seguinte: consideremos a fungéo

h: R x C(Q) — R definida por

fgf(le(}x)(il)xdz’ para vt # 0. (5.20)
Q
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Observe que uma funcao positiva v € C(2) é solugao de (5.17) se, e somente se, o par

<foQ <::> dmdx’“>

2= {(R,v) € [0,00) x C(Q);v é solugao nao-nula de (5.18)},

pertence ao conjunto

ou seja,

Jo Alx)v(x) do
va x)dr

Agora relembremos o seguinte resultado conhecido como Teorema de Bolzano:

h(R,v) =0, com R =

Teorema 5.16. Sejam X wum FEspaco de Banach e h uma funcdo continua em um continuo
Yo C [0,00) x X. Suponha que existam (p1,u1), (f2,u2) € Lo tais que h(py, ur) - h(pe, uz) < 0.
Entao, existe algum (u,u) € Xg tal que h(p,u) = 0.

Como consequéncia deste teorema, encontrar solugdes de (5.17) é equivalente a encontrar
algum continuo >y C X sobre o qual a fungao h é continua e muda de sinal. Relembramos agora
que, para A # 0, desde (R, 0) € R x C(Q) bifurca um continuo ilimitado em R x C(Q), X2}, de

solugbes positivas de (5.18) (veja [6]). Dessa forma, temos o seguinte resultado:

Corolario 5.17. Para cada

fQ ‘Pl dx
A > )\1(£ ( dl‘

Jo Al

o problema (5.17) possui pelo menos uma solugdo positiva v € C(Q).

Prova. Novamente o caso A = 0 é trivial. Para A # 0, seja ¥y = X}. Note que a funciao h
definida em (5.20) é continua sobre ¥ \ {(Ro,0)}. Além disso, pondo

Jo Alx) 1 () da
fQ e1(x) dx

o Lema 5.1 implica que h é continua sobre Y. Por outro lado, pelo Lema 5.13, existem

h(Ry,0) = Ry —

(R1,vR,), (Ro,vg,) € 3o tais que hy(Ri,vgr,) - ha(R2,vr,) < 0. Pelo Teorema de Bolzano,

existe (R,vg) € %o tal que hy(R,vg) = 0, ou seja, vg € C(Q) é solugdo positiva de (5.17).
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Observe que os resultados acima naturalmente nos levam a pensar que A\ (L£)A(p1) é um
ponto de bifurcacao de solugoes positivas de (5.17). Isso foi o que nos motivou ao estudo da
Secao 5.2 para o caso em que g satisfaz (5.2).

Agora vamos estudar o comportamento global do continuo de solugoes positivas de (5.17)
que bifurca desde (A (L£)A(p1),0). Vejamos primeiro o seguinte lema, que serd essencial para

este estudo.

Lema 5.18. (i) Sev € C?(Q) € solugdo positiva de (5.17), entdo

AL —
ALL — €L se A <0,
ot <q (5.21)
%CL se A > 0.
L

(11) Euxiste alguma constante C' € R tal que (5.17) nao possui solugdao positiva para A < C'.

Prova. Para (i), seja xpr € Q tal que v(xp) = ||v||OO Note que Lv(xpr) > c(xpr). Assim,

1 < eln) < (L12 08 - el

Além disso,

)\AL—fLHUlp_l SG)\SO,

oo 7

(kk M)~ Faalels <

I

My — frllv|est, se A > 0.
Isto prova a primeira parte.
Para (i), suponhamos que exista uma sequéncia (\,,v,) € R x C(Q) tal que v, seja solugao

positiva de (5.17) para A = A\, e A\, = —o0. Note que

0>\, - (foQ e d:v) =M (L + f(z)vr™h) > A (L), (5.22)

Vamos mostrar que A, — —oo contradiz a equa(;éo (5.22). Com efeito, denotando
p ( Jo A(@)v, () da:)
fQ vn () dx

L, = ppv, — f(z)0P.

temos que

Por (5.22), (i) é limitada. Entao, por (5.21) e pela regularidade eliptica, obtemos que v,, — v,

em C'(Q), onde v, > 0. Dessa forma, temos somente dois casos:
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(a) ve #0em Q; ou
(b) v, =0 em Q.
Se o caso (a) ocorresse, entao v, verificaria
Lo, = pyv. — f(2)0L,
e para M > 0 suficientemente grande
(L — e + f(2)0?™r + M)v, = Mu,.

O Principio do Méaximo Forte implicaria que v, > 0 em 2. Entao, terfamos

Jo Alz)vg (2 Jo A( ) dx
fn Un(2) d —> fn v (@ '

A“(fgfvn (m)%‘“’

o que contradiz (5.22). Por outro lado, se o caso (b) ocorresse, pelo Lema 5.1, terfamos que

Mas isso implica que

w, — 1 em C*(Q), onde
Un

[V |loo

e 1 €é a autofuncao principal associada a )\1(5) tal que |g01|Oo = 1. Portanto,

Jo Al fQ ) dx

fQ Un (2 fQ o1(z dw

A"(fgfvn )

contrariando (5.22) novamente. Isso finaliza a demonstragao do lema.

Wy =

e, consequentemente,

O

Agora podemos analisar o comportamento global do continuo de solugbes positivas de (5.17)

que bifurca desde (A\;(L£).A(p1),0).

Teorema 5.19. Desde o ponto (\(L)A(¢1),0) € R x C(Q) bifurca um continuo ilimitado em

R x C(Q) de solugdes positivas de (5.17), o qual denotaremos por C*, que satisfaz
(A1(£)A(p1), +00) C Proj(C™),
onde Proj(C*) denota a projecio do conjunto C* sobre R.
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Prova. Pelo Teorema 5.7 desde (A1(L£).A(¢1),0) bifurca um continuo de solugoes positivas de
(5.17), que é ilimitado em R x C'(2). Além disso, o item (i7) do Lema 5.18 nos diz que Proj(C*)
¢ limitada inferiormente em IR. Por outro lado, o item (i) do Lema 5.18 nos dé as cotas a priori

para as solugoes positivas de (5.17) que concluem a prova do resultado.
(I

Uma consequéncia imediata do teorema anterior é o seguinte resultado a respeito de solucgoes

positivas de (5.17):

Corolario 5.20. Eziste pelo menos uma solug¢do positiva v € C(Q) de (5.17), para cada \ >
AL(L)A(gr)-

Note que este corolario ja tinha sido obtidos com outros métodos nos Corolarios 5.17 e 5.15.
A importancia do Teorema 5.19 é que ele nos d4a, além da existéncia de solucao positiva, a

existéncia de um continuo de solugoes positivas e também o comportamento deste continuo.

Observacao 5.21. Gostariamos de observar que a regiao de existéncia de solucoes positivas
no Coroldrio 5.20 pode ser melhorada, dependendo da direcao da bifurcagcio do continuo CT.

Podendo inclusive existir multiplicidade de solugdao (ver Figura 5.1).

(111 (18]

L

M (LD)A(P1) M (L)A(P1)

Figura 5.1: Possivel diagrama de bifurcagao de (5.17): caso supercritico e subcritico, respecti-

vamente.
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5.4 Equacao de Holling-Tanner do Tipo II Singular e
Nao-Local

Nesta secao, pretendemos estudar o seguinte problema nao-local:

— Jo Al@)v(x) dz\  yB(x)v o
Ev—)\( Jou(z) dx ) 14w @, (5.23)

v=20 sobre 0f),

com B € C*(2) uma fungado nao-negativa e nao-identicamente nula, onde o € (0,1). Observe
que (5.23) é uma equacao do tipo (5.1) para

vB(z)t
L+t

g(‘x?t) =

Neste caso, g satisfaz a hipdtese (5.3) e (5.14), onde gy = vB(x). Assim, pelo Coroldrio 5.8
desde (A\1(L + go(z))A(%71),0) bifurca um continuo ilimitado em IR x C(Q) de solucdes positivas
de (5.23). Como na sec¢ao anterior, nosso objetivo entao é estudar o comportamento global deste
continuo e obter condigdes sobre A para que existam solugoes positivas para (5.23).

Mais informagoes sobre a equacgao local de Holling-Tanner do tipo II podem ser encontradas

m [15]. Gostarfamos de recordar aqui que a equagao:

B
Bl Q.

1+o (5.24)
v=>0 sobre 0f),

Lv = pv —

possui pelo menos uma solucao positiva se, e somente se,

M(L) < p < M(L+vB(x)).

Além disso, desde (A(L + vB(x)),0) bifurca um continuo ilimitado em R x C(2) de solugoes
positivas de (5.24) que tende a (A (L), +00) (veja o proximo lema, cuja demonstragao ¢ similar

ao Lema 5.1). Denotaremos este continuo por X}.

Lema 5.22. (i) Sejam (pin,v,) € R x Co(Q), n > 1, com v, solucio positiva de (5.24) para
= fby. Se

fn —p* em R e v,—0 em C(Q),
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com p* € R, entao

Un

B v ||

W= M(L+vyBx) e w, — 1 em CHQ).

11) Sejam (Un,V,) € R X Cy Q), n> 1, com v, solucio positiva de (5. para fh = fhy,. Se
1) Sej R x Cy(R2 >1 [ tiva de (5.24 S
fn —> 15 e ||vpllee — 00 em R,

com p* € R, entao

Up, —
wr=M(L) e wn:W—Hm em CHQ).

Como na secao anterior, primeiro vamos fazer algumas observagoes quanto a existéncia de
solugbes positivas de (5.23) e sobre quais métodos podemos utilizar para resolvé-la. Isso que
motivou o estudo da Sec@o 5.2 para o caso em que g satisfaz (5.3) e (5.14).

Observe que agora nao temos unicidade de solu¢ao positiva para (5.23), logo ndo podemos
usar o primeiro argumento usado na se¢ao anterior para encontrar solugao positiva para (5.17),
uma vez que nao podemos garantir que a fungao h estd bem definida para este caso. Porém,
como bifurca um continuo de solugoes positivas de (5.23) desde (A (L + vB(z)),0), podemos

usar o método presente em [7] considerando a funcdo h : R x C(2) — R definida por
Jo A(@)v" (x) da
Jovt(z) dz

Neste caso, uma funcao positiva v € C(£2) é solugao de (5.23) se, e somente se, o par

(rm )

h(R,v) = R — , com v £ 0. (5.25)

pertence ao conjunto X := {(R,v) € [0,00) x C(Q);v é solugdo nao-nula de (5.24)}, ou seja,

A(z)v(x) dx
Jov(z) de

Pelo Teorema 5.16, encontrar solugoes de (5.23) é equivalente a encontrar algum continuo 3y C 3

h(R,v) =0, com R = Jo

sobre o qual a funcao h é continua e muda de sinal. Para isso, suponhamos que A # 0 e facamos

M(L +B(x))
< :

R, =
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Note que dados (R,v) € 1\ {(R1,0)}, o Lema 5.22 implica que

Ai(L) fﬂ ) d
i ) = 258 R
e
) d
R—Ri A fQ o1(z dx

Assim, é evidente que se

(L) (foQ% dxdx)<)\<)\1(£+7B (IQIQ% ddx)

(ou ao contrario) entao h muda de sinal sobre X1\ {(Ry,0)}, uma vez que os limites acima tém

sinais opostos nessas condi¢oes. Portanto, temos o seguinte resultado:

Teorema 5.23. Para cada \ € R satisfazendo

(L )(fﬂfmp1 dzdx) <A< M(L+9B(x <fo9% — dx)

(ou ao contrdrio), o problema (5.23) possui pelo menos uma solucdo positiva v € C(Q).

Prova. O caso A = 0 ¢é trivial, pois esse caso implica que (5.23) é o problema local (5.24) e este
possui solugdo positiva se, e somente se, \;(£) < 0 < A\ (L +~vB(z)). Para A # 0, seja Xy = 1.
Note que a funcao h definida em (5.25) é continua sobre ¥ \ {(R;,0)}. Além disso, pondo
B fQ A(x)pi(z) do

Jooi(x) de

o Lema 5.22 implica que h é continua sobre 4. Por outro lado, como vimos acima, as condigoes

h(R1,0) = Ry

sobre X\ implicam existem (Ry,vg,), (R2,vr,) € X tais que hy(Ry,vg,) - ha(R2,vg,) < 0. Pelo
Teorema de Bolzano, existe algum (R,vg) € g tal que hy(R,vg) = 0, ou seja, vgp € C(Q) é

solugdo positiva de (5.17).
a

Agora vamos estudar o comportamento global do continuo de solugdes positivas de (5.23)
que bifurca desde (A1 (£ + go(x)).A(P71),0). Antes disso, vejamos o seguinte lema, o qual mostra

nao existéncia de solugdes positivas de (5.23) quando |\| é grande.
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Lema 5.24. Euxiste alguma constante C' > 0 tal que (5.23) néao possui solu¢do positiva para

Al > C.

Prova. Suponha primeiro que exista uma sequéncia (\,,v,) € R x Cy(Q), com v, solucio

positiva de (5.23) para A = A, tal que \,, — +oo. Note que

) dx B(x
M(L) <\, (fo S ) =)\ (ﬁ + z—i—(v)) < M(L+vB(x)). (5.26)
Q n n
Assim, temos apenas dois casos:
(@) [[vn]loe — +00 em R; ou

() |lvnlle < M, para todo n € IN.

Se o item (a) ocorresse, pelo Lema 5.22; terfamos que

Un

[V |l o

) d
An (fﬂ :1:') — 400,
Jovn(z

contrariando a limitacao em (5.26). Logo o item (a) ndo pode ocorrer. Suponha que o item

wy, = — ¢ em CYQ).

Portanto,

(b) ocorra. Pela regularidade eliptica, temos v, € W%4(Q), para todo ¢ > 1. Assim, existe
v* € CH(Q) tal que v, — v* em C*(Q). Observe que v* > 0. Se v* = 0 em €, entdo o Lema

5.22 implica que
,UTL

anHoo

o)

contrariando a limitagao (5.26) novamente. Vamos supor entao que v* # 0 em Q. Note que v*

—p; em CYQ).

Wy =

Portanto,

é solucao positiva do problema

vB(x)v
1+w

Lv=p'v—

onde




Assim,

M = M
(£+1+U*+ )v (u* + M)v* >0,

para M suficientemente grande. Pelo Principio do Maximo Forte, temos que v* > 0 em €. De

onde concluimos que

Jo Al@)vy () d
A ( fQ Un(ﬂv) dx

contrariando mais uma vez (5.26). Logo, (b) ndao pode ocorrer. Consequentemente, supor que

)

An — 400 é uma contradicao.
Com um argumento analogo podemos provar que A\, — —oo nao pode ocorrer. De fato,
basta observar que neste caso teriamos uma contradigao com a seguinte limitagao:

Jo Alx)vn(z) do vB(x)
A Jovn(z)dz A (E 1T Un

) > A\ (L).

Para o préximo Teorema, faremos as seguintes notagoes:

Ar = min {1 (L) A1), A (£ + go(2))A@1)} e A = max {A1 (L) A1), M (L + go(2))A@D)} -

Teorema 5.25. Desde o ponto (M (L + go(2))A(%1),0) € R x C(Q) bifurca um continuo ili-

mitado em R x C() de solugioes positivas de (5.23), o qual denotaremos por C*, que tende a

(M(L)A(p1),+00). Em particular,
(A1, A1) C Proj(Ct). (5.27)

Prova. Pelo Corolario 5.8 desde (A(L + go(z))A(®1),0) bifurca um continuo de solugoes
positivas de (5.23), que é ilimitado em IR x C(2). O Lema 5.24 prova que Proj(C*) é limitada
em IR. Por fim, a Proposi¢ao 5.9 nos diz que \(L£).A(p1) é o tnico nimero real que admite

uma sequéncia (A, v,) € R x Cy(2), com v, solugao positiva de (5.23) para A = \,, tal que

|Un|lee = 400 em IR, provando que C* tende a (A1 (L)A(¢p1), +00) e, consequentemente, (5.27).
O

Uma consequéncia imediata do teorema anterior é o seguinte resultado a respeito de solugoes

positivas de (5.23):
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Coroldrio 5.26. Eziste pelo menos uma solucio positiva v € C(Q) de (5.23), para cada \ €

(A M)

Observacao 5.27. Como na Secao anterior, a regiao de existéncia de solucoes positivas no
Coroldrio 5.26 pode ser melhorada, dependendo da direcao da bifurcagdo do continuo C*. Neste

caso também podemos ter multiplicidade de solugao para (5.23) (ver Figuras 5.2 e 5.3).

[111eo (18]
| |

J ; N | ‘
ML+YBE)A@)  M(L)A(@1) M(LA(P1) A (L+YBX)A(P7)

A

Figura 5.2: Possiveis diagramas de bifurcacao de (5.23).

[-11e [-11e

A

| ‘ ‘ A
MEDA@)  MELAYBE)A@) M(DA(@1) = M (L+YB())A(@1)

Figura 5.3: Possiveis diagramas de bifurcacao de (5.23): caso supercritico e subcritico, respec-

tivamente. Na figura do lado direito temos que A\ (L£)A(¢1) = M (L +vB(x))A(pr).
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Capitulo 6

Sistema Eliptico Nao-Local Decorrente
da Dinamica Populacional Entre

Amebas e Bactérias

Como ja mencionamos na Introdugao, estudaremos neste capitulo o seguinte sistema eliptico

nao-local )
—Au = M — u? — buw em (),
d
—Av = v Jo u(@)vlz) dv _ W em Q, (6.1)
Jov(x) dx 14w
u=v=0 sobre 0f),

\

onde A, 8,v,b >0 e Q é um dominio limitado e regular do R"V. Note que, fazendo

R= fﬂﬁ(izzsxd)xdx’ para /Qv(:c) dx # 0,

entao o sistema (6.1) fica da seguinte forma:

;

—Au=u—u>—buv em £,

Yuv
1+4+wv

u=v=0>0 sobre 0f).

\

—Av=40Rv — em €, (6.2)

O problema (6.2) é um sistema eliptico local, o qual podemos aplicar a teoria de bifurcacao

bi-paramétrica da Segao 1.5 estudada em [55] e [57] para sistemas similares.
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Afim de encontrar estados de coexisténcia para (6.1), vamos estudar o sistema (6.2) e usar
novamente os argumentos de ponto fixo presentes em [7]. Mais precisamente, vamos considerar
ah:RxC(Q)xC) — R definida por
JouT(@)vt(x) do

Jovt(z)de

Observe que fixados A > 0 e § > 0, pela regularidade eliptica do sistema (6.1), um par de

h(R,u,v) = R — com vt #0.

fungoes positivas (u,v) € C(2) x C(£2) é um estado de coexisténcia de (6.1) se, e somente se, a

tripla

Jo u(z)v(z) do
Jov(z) dx Y
pertence ao conjunto

Y= {(R,u,v) € [0,00) x C(Q) x C(Q); (u,v) # (0,0) é solugao (6.2)},

ou seja,

Jo u(z)v(x) do
Jov(@)de

Como consequéncia do Teorema de Bolzano (Teorema 5.16), encontrar estados de coexisténcia

h(R,u,v) =0, com R =

para (6.1) é equivalente a encontrar algum continuo ¥y C ¥ sobre o qual a funcdo h é continua
e muda de sinal.

Dessa forma, resolveremos primeiro o sistema local (6.2) com as ideias presentes em [55] e [57]
para encontrar um continuo sobre o qual a funcao A muda de sinal. Depois disso, usaremos os
argumentos acima para obter existéncia de solugao para o sistema nao-local (6.1).

Este capitulo estda dividido da seguinte forma: Na Secao 6.1 vamos motivar o estudo do
sistema (6.1), falando sobre a dindmica populacional entre amebas e bactérias virulentas. Na
Secao 6.2 estudaremos os estados de coexisténcia para o sistema local (6.2). Uma vez que vamos
usar a teoria de bifurcagao bi-paramétrica para este sistema, ainda na Secao 6.2, vamos estudar
as solugoes semi-triviais, resultados de nao existéncia e cotas a priori para (6.2). Na Segao
6.3 vamos fazer um estudo da fungao h, sobre um determinado continuo, a fim de encontrar
estados de coexisténcia para o sistema nao-local (6.1). Na Secdo 6.4 estudaremos a regiao de
coexisténcia de (6.1) e interpretaremos os resultados obtidos no capitulo para este sistema.

Finalmente, ao longo deste capitulo vamos denotar por X o espago C} () e por P o seu

cone positivo. Além disso, para u € X, ||ul|x denotara a norma usual de X.
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6.1 Motivacao

Em sua tese [38], Laura Fumanelli propoe o seguinte sistema para modelar a dinamica popula-

cional entre amebas e bactérias virulentas:

¢

U = diUyy + TU (1 — %) — auv

fQ uodx B buv
fQ vdzx 14+ bTv’

Uy = doUzy — c(VUy)y — MU + fU
u(z,0) = ug(x), Vo e, (6.3)

v(x,0) = vo(x), Vo e,

ou ov
- = __ = > 0.
\ an(x,t) an(x,t) 0, Vzedd e Vt>0

em um habitat €, onde € é um dominio limitado e regular de RY, com N =1 ou N =2. O

sistema acima tem as seguintes caracteristicas:

(1) A varidvel u(x,t) denota a densidade populacional de bactérias, Pseudomonas aeruginosa,
uma bactéria oportunista (raramente afeta pessoas saudéveis), porém muito perigosa para
pessoas imunocomprometidas (cancer ou HIV) e com doengas graves (como fibrose cistica),

uma vez que é muito resistente a antibioticos, tornando o seu estudo muito importante.

(73) A variavel v(z,t) denota a densidade populacional de amebas, Dictyostelium discoideum,

as quais se alimentam das bactérias.
(731) As constantes d; e dy sdo as taxas de difusao das bactérias e amebas, respectivamente.

(iv) O segundo termo do lado direito da primeira equagao de (6.3) é devido ao fato de que, na
auséncia das amebas, as bactérias possuem um crescimento limitado, descrito pelo termo
logistico

ru(l —u/K),
onde r é a taxa de crescimento e K é a capacidade das bactérias.

(v) O terceiro termo do lado direito da primeira equagao de (6.3) é devido ao fato de que, na
presenca das amebas, as bactérias sofrem predacao com taxa proporcional a quantidade

de amebas, onde a é a constante de proporcionalidade.
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(i)

(vid)

(viii)

(i)

O segundo termo do lado direito da segunda equacao de (6.3) é um termo de quimiotaxia,

o qual é suposto ser uma fungao linear da concentragao de amebas, com coeficiente c.

O terceiro termo do lado direito da segunda equagao de (6.3) é por conta do fato de
que, na ausencia de bactérias, nao existe outra fonte de alimentacao para as amebas, que

consequentemente decaem, com decaimento mwv, onde m é a taxa de mortalidade.

O termo nao-local em (6.3) modela um comportamento especifico das populagao ameboide
estudada pois, na falta de alimento, ela se comporta como um 1inico organismo, de modo
que o suprimento alimentar é redistribuido entre todas as células. Este comportamento
é nao-local e exatamente o que aparece em (6.3). De fato, que cada célula ameboide se
alimenta de uma quantidade u de bactérias, ou seja, a quantidade total de bactérias que

sofrem predagao em todo o dominio €2 é proporcional a

/ uv dx.
Q

Uma vez que as bactérias ingeridas sao distribuidas por toda populacao de amebas, pre-

/vdm.
Q

Portanto, a quantidade recebida por cada células ameboides, apds a redistribuicao, é

cisamos dividir por

proporcional a
fQ uv dx
Jovdx

A constante f é a taxa de crescimento das amebas.

Finalmente, o tltimo termo da segunda equacao de (6.3) é devido ao fato de que as amebas
podem ser infectadas pelas bactérias e morrer, uma vez que essas pertencem a uma classe
virulenta. Essa caracteristica é modelada pelo termo de Holling-Tanner do tipo II, dado

por
buv

1+bTv’
onde T é o tempo de manipulacao do primeiro ataque e b é a taxa dos ataques com os

quais as bactérias matam as amebas.
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Em [38], com algumas mudangas de parametros no sistema (6.3) os autores chegam no

seguinte sistema:

u = DiAu+u(l —u—v),

Jouwvdz  quv
Jqvde 14710

vy = DoAv — xV - (vVu) — pv + dv
u(z,0) = up(x), Vo e, (6.4)

v(x,0) = wvo(z), Ve Q,

ou ov
_ - = Q >
\ an(x,t) an(x,t) 0, YVeedd y Vit>0,

que é o sistema (0.8) explicado na Introducdo, o qual possui como caso estaciondrio o sistema
(6.1), que estudaremos neste capitulo. Observe que em (6.1) as condigoes de fronteira sao
de Dirichlet e estamos assumindo que y = 0. Conforme esclarecemos na Introducao, estas

suposigoes nao fazem com que (6.1) perca as caracteristicas do modelo.

6.2 Sistema Local

Nesta secao, vamos estudar o sistema eliptico

(

—Au=X u—u>—buww em

Yuv
1+wv

u=v=0 sobre 0f).

—Av=40Rv — em €, (6.5)

\
Gostariamos de aplicar os resultados de [55] e [57] ao sistema (6.5). Para isso, vamos considerar

a seguinte equacao logistica classica

—Au=X u—u> em €

(6.6)
u=0 sobre 0Of).

Pela Proposigao 5.12, a equagao logistica (6.6) possui uma solugao positiva 8, € X se, e somente
se, A > A\ (—A). Além disso,

0, <X em .
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Na préxima proposigao, vamos mostrar que €, é uma solugdo nao-degenerada de (6.6) e que

0, € int (P). Esses dois fatos sdo necessérios para aplicar os resultados de [55] e [57].

Proposicao 6.1. Para cada A > A(—A), temos (A, 0,) € R x int (P). Além disso, 05 é uma

solu¢do nao-degenerada de (6.6).

Prova. Pelo Principio do Méximo Forte, temos que (), 6,) € R x int (P). Para provar que 6,
é uma solucao nao-degenerada, devemos mostrar que o problema (6.6) linearizado em 6, admite
somente a trivial como solugao forte (ver Observagao 1.31(a)). Note que (6.6) linearizado em
0, é dado pela equacao

—AE =X —20 em Q)

(6.7)
£E=0 sobre 0f).
Se existisse um & € X solugao forte e nao-trivial de (6.7), terfamos
A=AM(=A+20,\(2)) > M(—A+0x(x)) = A,
o que é um absurdo. Portanto, #) é uma solu¢ao nao-degenerada de (6.6).
a

Além da equagao logistica (6.6), também vamos considerar o seguinte problema de autovalor:

—Av=0Rv em
(6.8)

v=20 sobre 9f).

Observe que (6.8) possui uma solugao positiva v € X se, e somente se, IR = A\;(—A). Neste
caso, existe alguma constante K € R tal que v = K¢, onde ¢ é uma autofungao positiva
associada a A;(—A).

A seguinte proposigao diz respeito & existéncia de solugoes semi-triviais para (6.5).

Proposicao 6.2. (i) (6.5) possui solugdo semi-trivial da forma (0,v), com v > 0 em €, se,
e somente se, R = A\(—A). Neste caso, v = K1, para algum K € R, onde @1 € a

autofun¢ao positiva associada a Ai(—A) tal que ||p1|leo = 1.
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(73) (6.5) possui solu¢ao semi-trivial da forma (u,0), com u > 0 em 2, se, e somente se,

A > A (—=A). Neste caso, u = 0y, onde 0 € a unica solugao do problema logistico (6.6).

Prova. Basta observar que se fizermos v = 0, (6.5) terd a forma de (6.8). Analogamente, se
fizermos v = 0, (6.5) terd a forma de (6.6). E o resultado segue das condigoes de existéncia de

solugao positiva para estes problemas.

O

O préximo resultado nos da cotas a priori para estados de coexisténcia de (6.5). Tais cotas

serao usadas para mostrar quando (6.5) nao possui estados de coexisténcia.

Proposigao 6.3. Suponha que A > A\ (—A). Se (6.5) possui um estado de coexisténcia (u,v)
em X X X, entao

u<6, emd (6.9)

Prova. Para cada v € X fixado, o problema

—Aw=\w—w?—bwv em Q,
(6.10)

w =70 sobre 0f),

possui uma unica solucao positiva w € X. Vamos mostrar que w < ) em (). Com efeito, note
que u = w e u = A formam um par de sub-super solugao para o problema (6.6). Portanto, a
unicidade de solugao positiva de (6.6) implica que w < 6, < X em ). Agora, basta observar

que u = w e (6.9) segue imediatamente.

O

Agora vejamos as condigbes sobre os parametros A e R para os quais (6.5) possui estados de

coexisténcia.

Proposicao 6.4. Suponha que (6.5) possua um estado de coexisténcia. Entao, A > M\ (—A) e

Ai(—A) AM(—=A +0x(z))
S <R< 5 AR

(6.11)
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Prova. Observe que se (6.5) possui um estado de coexisténcia (u,v) € X x X, entao a primeira

equacao deste sistema implica que
A=A (—A+u(x)(1+bv(z))) > M (=A).
Logo, A > A;(—A). Por outro lado, da segunda equagao de (6.5) temos que

SR =\ <—A + %) >\ (—A),

ou seja, 0R > A\ (—A). Para a segunda desigualdade de (6.11), note que a Proposigao 6.4 nos

da que u < 0, em ). Sendo v positiva em €2, temos que

YU

<0y em . (6.12)
Portanto, (6.12) junto com a segunda equagao de (6.5) implicam que

SR =\ (—A + %) < M (A + 905 (2)),
isto é,
AM(=A+ ’YQA@?))'

R
< 5

O

Finalmente estamos em condigbes de aplicar os resultados de [55] e [57] para o sistema (6.5).

Mais precisamente, temos o seguinte resultado:

Teorema 6.5. Para cada A\ > M\ (—A), desde

(Ry, y, 0) = (M(‘A ‘g Y0\ ()) 0y, 0) ’

(6.13)

bifurca um continuo C* C R x int (P) x int (P) de estados de coexisténcia de (6.5). Além

disso, eziste Ro, € R € vg,, solucao de (6.8) para R = Ry tais que A\ = M\ (—A + bug_(z)) e
(Reo, 0,vR..) € cl(CT),

onde cl(C") denota o fecho de C* sobre R x X x X. Em particular, 0Ro = A\ (—A) e existe
algum K € R tal que vg,, = Kpi. Consequentemente, o sistema (6.5) possui pelo menos um

estado de coexisténcia para quaisquer que sejam

M(—A) _ p A +90()
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Observacao 6.6. Para cada A > A\ (—A) fizo, denotemos por G o autovalor \(—A+~0,(z)).
As figuras 6.1 € 6.2 expressam melhor o diagrama de bifurca¢ao do sistema local (6.5) e a sua

regiao de coexisténcia, dados pelo Teorema 6.5.

110

(67\'0)

R

Mi(-4) A (-A+y6)
) 5

Figura 6.1: Diagrama de Bifurcacao de (6.5).

MCD)

M(-8)

Figura 6.2: Regiao de Coexisténcia de (6.5).
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Prova (do Teorema 6.5). Pela Proposigao 6.1, para cada A > A\ (—A), temos que 8, € int (P)
é uma solugdo nao-degenerada de (6.6). Do Teorema 4.1 de [55] e do Teorema 7.22 de [57],
desde (R, uy,vy) bifurca um continuo C* C R x int (P) x int (P) de estados de coexisténcia

de (6.5) que ou bem
(z) C* éilimitado em R x X x X; ou

(17) existe um Ry € R e vg_, solucao de (6.8) para R = Ry tais que A = A\ (—A + bug__(x))
e (R, 0,vg,) € cl(CT); ou

(ii7) existe 6} solugao positiva de (6.6), com 05 # 6, tal que

1
<5A1(—A + Wﬁi(m)),gi,()) € cl(Ch); ou

(iv) A= A (—A) e (%Al(—A),0,0) € cl(C).

Vamos analisar agora cada um dos itens acima e provar que o item (iz) é o verdadeiro.

Como o problema (6.6) tem unicidade de solugao positiva e A > \;(—A), entdo os itens (i)
e (1v) ndo podem ocorrer. Vamos mostrar que o item (¢) também nao pode ocorrer. Para tanto,
suponhamos que exista uma sequéncia (R, u,,v,) € R x X x X de estados de coexisténcia de
(6.5) com norma em IR x X x X explodindo em IR. Pela Proposicao 6.3(iii) temos que (R,) é

limitada em IR. Assim, a menos de subsequéncia, R, — R, < oo em R e
(2t V) | x — 400 (6.14)

Dessa forma, temos somente dois casos:

(a) Existe uma constante C' > 0 tal que |v,|» < C.
Neste caso, a Proposigao 6.3 implica que o segundo membro da primeira equacao de (6.5)
¢ limitado por uma constante que independe de n. Pela regularidade eliptica, ||u,||w2a¢q) €
limitada para cada ¢ > 1. Logo, das imersoes continuas dos espacos de Sobolev, exite uma
constante C7 > 0 tal que ||u,||x < C1, para todo n € IN. Aplicando o mesmo argumento
na segunda equagao de (6.5) temos que existe uma constante Cy > 0 tal que ||v,]|x < Cs,

para todo n € IN. Mas isto contradiz (6.14).
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(0) |vn]|oo — +00.

Neste caso, fazendo w,, = |v”—” temos que
n

loo?

YUn Wy,
1+,

— Aw,, = R,0w,, — em (). (6.15)

Afirmamos que

w, = ¢; em X, (6.16)

onde 7 é dada na Proposigao 6.2. Note que para provar (6.16) é suficiente mostrar que

1
/ Up W, —p dx — 0, quando n — +o0,
Q 1+ Un,

para toda ¢ € C§°(2). Para provar isso, observe primeiro que novamente a Proposigao
6.3 implica que existe uma constante C' > 0 tal que ||u,||w2q@) < C, para cada ¢ > 1
e para todo n € IN. Logo, das imersoes compactas dos espacos de Sobolev, a menos de
subsequéncia, temos que w, — w, em X, com w, > 0 e w, # 0. Consideremos os

conjuntos

Qp={zeQ: w(z)>0} e Q={xreQ: w(r)=0}.

Pela Proposicao 6.3, temos que

1
|t ||| ]| dz < A (W, ||| dx
/Qo ’1 +Un| Qo

IN

Mwnll L2 o) 12l 22 () -

Portanto,

1
/ Upwy,——@ dx — 0, quando n — +00. (6.17)
Q0 14w,

Por outro lado, como |v,|s — 400, 0 Teorema da Convergéncia Dominada implica que

— 0 LP(Q,), don — ,
— em (©4), quando n — 400

para todo p > 1. Como

1 1
U || Wy | ———— || dx < A Wy, dx,
[ tlbeadgtel e <1 [ il

entao,

1
/ UpwWy——¢ dx — 0, quando n — +00. (6.18)
Q4 I+ Un
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Os limites (6.17) e (6.18) provam (6.16). Agora, note que (6.16) implica que existe uma

funcao ¢ € int P tal que, menos de subsequéncia,
wy, > ¢ em . (6.19)

De fato, note que pelo Principio do Maximo Forte, temos que

% < 0, sobre 0f2.
an

Logo, (6.16) implica que existe uma contante ¢ > 0, independente de n, tal que

O, < —c <0, sobre 0f2.
In

Isso garante a existéncia da fun¢ao ¢ € int P (ver [53]). De (6.19), obtemos que
Up > @|Un]oo  em 2
Portanto, pela primeira equagao de (6.5), obtemos que
A= A=A+ up(x) + buy () > M (A + bp(2)|vn]0o)-
Como |vp]eo — 400, chegamos a um absurdo, pois A estd fixado.

Esses dois casos mostram que o item (i) também nao pode ocorrer, ou seja, C™ nao pode ser
ilimitado em R x X x X.

Portanto, o item (ii) acima é o verdadeiro, ou seja existe um R, € R e vg_ solugdo de
(6.8) para R = Ry tais que A = A\ (—A + bug__(2)) e (R, 0,vg..) € cl(CT). Uma vez que vg_
é solugao de (6.8), entdo dR., = A\j(—A) e existe algum K € R tal que v = K;.

Por outro lado, como estamos supondo A > A;(—A), bifurcando desde

(Ry, iy, v3) = <>\1(—A Jg 70*@)),0A,0)

e mostrando que o continuo é um conjunto limitado tal que (Ru,0,vg. ) € cl(CT), entao (6.5)

possui pelo menos um estado de coexisténcia para quaisquer que sejam

AM(=4A) AM(=A+~05(z))
—5 < R< 5 )

A > Ai(=A)
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6.3 Sistema Nao-Local

Nesta segao, vamos usar o Teorema 6.5 e os argumentos de [7] para estudar o sistema

(

—Au = M —u? — buw em €,

—Av = v Jo ulw)v(z) dz -2 em Q (6.20)
Jov(z) do 1+v ’

u=v=>0 sobre 0f).

\
Mais precisamente, vamos procurar em quais condigoes a fungao h estd bem definida, é continua

e muda de sinal sobre o continuo C*. Note que isso é imediato para o conjunto
C+ \ {(R,\,e)\,O) T AE ]R} .

O préximo lema servird para definir h sobre todo o continuo C*. Para enuncié-lo, consideremos

U, a unica autofuncao associada a R tal que |¥,|,, = 1. Note que ¥, é solucao da equagao
—Aw+ 0 \(z)w = Ryw em  Q,
w=0 sobre 0f).

Lema 6.7. Sejam (R, tun,v,) € RxCo(Q) xCo(Q), n > 1, com (u,,v,) estados de coexisténcia
de (6.5) para R = R,,. Se

R,— R em R e (unv,) — (0,00 em C(Q) xC(Q), (6.21)

com R* € R, entao

R=Ry, ¢ wp=—" —0, em C'(Q), (6.22)

|Vn oo
Prova. Observe que dividindo |v,|~ em ambos os membros de (6.5), obtemos que w,, é solugao

da seguinte equacao:

—wn
1+ v,

w, =0 sobre 0f).
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Pela Proposicao 6.3 e pela regularidade eliptica, exite uma constante C' > 0 tal que
[wallw2a@) < C6R, + YA) | wnl oo, (6.23)

para cada ¢ > 1. Uma vez que |w,|. =1 e (R,) é convergente em IR, (6.23) implica que (w,,)
é limitada em W24(Q), para cada ¢ > 1. Pelas imersoes compactas dos espacos de Sobolev, a
menos de subsequéncia, (w,) converge em C*(Q) para algum w > 0. E claro que |w|s = 1, ou

seja, w # 0 em €). Por outro lado,

/anVv dr =0R, (/ Wy U dx) —/ Vn wyv dx,
Q Q ol+u,

para toda v € C3°(Q2). Entao, (6.21) implica que w satisfaz o seguinte problema de autovalor:

—Aw+0\(z)w =5R'w  em
w =0 sobre 0f2.

Assim, w é uma autofungao positiva associada a Ry com |w|s, = 1, ou seja, w = W) em (.

Portanto, R* = Ry, o que prova (6.22).
O

O Lema 6.7 nos permite definir i sobre todo o continuo C*. De fato, dado A € R, facamos

Jo Or(2)Vx(z) dx
Jo Ua(z) dx

Dessa forma, h estd bem definida sobre C*. Além disso, (6.22) implica que a fungao h é continua.

h(Ry,0,,0) = Ry —

O proximo lema servira para encontrar condicoes com as quais a funcao h muda de sinal sobre

este continuo.

Lema 6.8. Sejam (R, tun,v,) € RxCo(Q) xCo(Q), n > 1, com (u,,v,) estados de coexisténcia
de (6.5) para R = R,,. Se

R,— R em R e (uyv,) — (0,01) em C(Q) xC(Q), (6.24)

com R* € R e ¢, autofungao associada a \i(—A) tal que |¢1| = 1, entao

:>\1(—A> e w. — Un,
) " |vnoo

R* — ¢ em CHQ). (6.25)
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Prova. Com o mesmo argumento do Lema 6.7 obtemos que w,, — w em C(€2), onde w satisfaz

o seguinte problema de autovalor

w=0 sobre 0f).

Assim, w é uma autofungao positiva associada a A\j(—A) com |w|, = 1, ou seja, w = @1 em ).

Portanto, JR* = A\ (—A).

([
Como consequéncia dos lemas anteriores, temos o seguinte resultado:
Lema 6.9. As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:
(i) Se (Rn,un,v,) € CT sao estados de coexisténcia de (6.5) tais que
(R U, vn) — (Ry,0,0) em R x Cy(Q) x Cp(Q), (6.26)
entao
Jo, Or(2)Ux\(2) d
(17) Se (Rp,un,v,) € CT sao estados de coexisténcia de (6.5) tais que
A (—A _ _
(R, U, Uy) — <¥,O,gp1) em TR x Cy(2) x Cy(Q2), (6.28)
entao
—A
h(R,, Uy, vy) — )\1(5 ) em RR. (6.29)
Prova. Para o item (i), basta observar que (6.26) implica que
Jo un(@)vn(z) do . Jo 00 (@)W y\(z) da LR,
Jo vn(z) dx Jo ¥a(z) dx
De onde (6.27) segue. Analogamente, o item (i7) segue do fato de que (6.28) implica em
n n d
Jotnl@on@) e
Jo vn(x) dz
(I
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Finalmente, podemos encontrar condigoes sobre A e ¢ para os quais (6.20) possua estados

de coexisténcia.

Teorema 6.10. Para cada

Jo Ua(z) dx

A> AN (—A) e 0> M(—A+05(x)) (
o sistema (6.20) possui pelo menos um estado de coexisténcia.

Prova. Seja Xy = C". O Lema 6.7 nos diz que, definido

fQ Ox(2)Uy(x) dx

h(R)\a 0)\7 O) - R)\ - f WA(.’L’) dx )
Q

Jo Ox(2)Vx(2) da

) , (6.30)

para cada A € R, a funcdo h estd bem definida e é continua sobre . Por outro lado, (6.30)

junto com o Lema 6.10 implicam que A muda de sinal sobre o continuo ;. De fato, note

A > A (—A) e o Lema 6.10 implicam que

h (Al(;A),O,gol) = AI(EM > 0.

Por outro lado, (6.30) implica que

5 (fﬂ Ox(2)Vy\(x) dx

) > M (—A+90,\(2)),

Jo ¥a(z) dx
ou seja,
Jo O\ (@)Us(z) dz N (=A +~0x(z))
Jo Ua(z) dx J '
Logo,

Ry = o Jo ¥a(z) dx

Pelo Lema 6.10, temos que

Jo Or(2)Vr(z) dx
Jo Ua(z) dx

h(Ry,0,,0) = R\ —

)\1(—A+79>\($)) - fQ (9,\($)\I/)\(l‘) da:

Portanto, o Teorema de Bolzano garante que h possui pelo menos um zero em ¥, ou seja, (6.20)

possui pelo menos um estado de coexisténcia em .
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6.4 Regiao de Coexisténcia e Interpretacoes

Nesta segao, vamos estudar a regiao de coexisténcia de (6.20) para interpretarmos os resultados

obtidos na Segao 6.3. Para isso, consideremos a fungao F': (A (—A), +00) — R definida por
Jo ¥Ua(z) d

FA) =M M(—A+~0 6.31

0 = M(=8+900) (e (6:31)

Vejamos as propriedades da funcao F' no proximo resultado.
Proposicao 6.11. As sequintes afirmacoes sobre F' sao verdadeiras:
(1) A fungdo F é continua.

(i1) /\H%\ll(miA) F(\) = +o0.

(13i) lim F(X\) > 7.

A——+o00
Prova. Para o item (i), recordemos que da Proposi¢ao 5.12 temos que a aplicagdo A +— 0,
é continua em C2%(Q2). Por outro lado, a continuidade das aplicagdes A — Uy (em C(Q)) e
A= A (—A 4+ 790\(z)) (em R) é garantida por [58]. Logo, F' é continua. Para o item (i¢), note
que pela Proposicao 5.12 temos que 6y — 0 em C?*(Q), quando A — \;(—A). Por outro lado,
U, — ¢ em CH(Q), quando A — A\ (—A). Logo,

fQ \I/A dl‘

Como A (—A +405(x)) = A\ (—A), quando A — A\ (—A), o item (i7) segue. Para (iii), observe

— 400, quando A — A\ (—A).

que pela Proposicao 5.12,

FO > A(—A+ 79,\(3:))’
A
pois 0 < A em €. Além disso, em [56] mostra-se que

A (A +90x(2))
A

— 7, quando A\ — 4o00.

Isto finaliza a prova.
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Figura 6.3: Regiao de Coexisténcia de (6.20).

Observagao 6.12. Vamos finalizar este capitulo interpretando os resultados obtidos nas segoes
anteriores. Primeiro observemos que a Proposicao 6.11 nao é suficiente para entendermos o
comportamento completo da regido de coexisténcia de (6.20), uma vez que precisamos saber
exatamente o que acontece com o limite de Fy\ quando A\ — 400 (a Figura 6.3 representa uma
possivel regiao de coexisténcia para (6.20)). Porém, podemos concluir algumas caracteristicas
de ambas as espécies para o caso estaciondrio. Note que a respeito das solucoes semi-triviais

de (6.20) temos o sequinte:
(a) A semi-trivial (0,v), comv € X ev > 0, nao eziste.
(b) A semi-trivial (u,0), comu € X eu >0, existe para X > A\ (—A) e neste caso u = 0.

Por outro lado, o conjunto

E:{(A,(S)eﬂ{i: A< M(-A) e 5§A1(;A)}

¢ um conjunto extingao para as espécies. De fato, se (u,v) € X x X é um estado de coexisténcia

para (6.20), entdo:
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o A=\ (—A+u(x)+bv(x)) > \(—A).

e Pela Proposicao 6.3, u < X em ). Logo,

A > (fﬂ};(izzgazxdm) —\ (—A + %) > M (—A).

Além disso, Pelo Teorema 6.10, um conjunto de coexisténcia para as espécies € dado por
C={(X\0)eR*: A>\(-A) e §>F\)}.

Observamos ainda que o parametro X > 0 representa a taxa de natalidade das bactérias. Isso

nos permite concluir as sequintes interpretacoes:

(1) Para valores pequenos de A a unica solu¢ao de (6.20), com ambas as componentes ndo-
negativas, € a trivial. Isso significa que quando a taxa de natalidade das bactérias € muito
pequena, ambas as populagoes nao existem. O que faz sentido, pois nao existe outra fonte

de alimentacao para as amebas que nao sejam as bactérias.

(77) Quando A > A (—A), as bactérias sempre existem. Note que neste caso a tazra de na-
talidade das bactérias € positiva. Observe que a populacdo bacteriana nunca se extingue
devido ao fato de que sua viruléncia € um mecanismo de defesa que mata as amebas,

mantendo as bactérias vivas.

(17) Quando X > M\ (—=A) e & > F(X\), ambas as populagdes coexistem. Isso faz sentido, pois
0 € a taxa de crescimento das amebas, a qual precisa assumir um determinado valor para

que a populagcao ameboide nao seja extinta pelas bactérias.
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