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Resumo

Instituto de Ciéncias Exatas e Naturais

Programa de Doutorado em Matematica

Estabilidade e Analise Numérica de Sistemas Elasticos Porosos

por Manoel Lucival da Silva Oliveira

Nesta tese, estudamos um sistema eldstico poroso com lei de Fourier no caso uni-dimensional,
onde mostramos a existéncia e unicidade de solu¢des obtida por meio da teoria de semigrupos
de operadores lineares. Além disso, provamos que este sistema perde estabilidade exponencial,
quando u/p # 6/J. Desse modo, mostramos que o modelo apresenta estabilidade polino-
mial. Outro resultado importante, versa sobre o decaimento exponencial de solu¢des do modelo

elastico poroso, que € obtido quando acoplamos o efeito térmico e caso p/p = §/.J.

Outra parte desta tese versa sobre o sistema eldstico poroso, onde usamos dois mecanismos
dissipativos, um do tipo viscoeldstico e outro poroso, que atuam na mesma equacao € nao sao
suficientemente fortes para fazer as solu¢des decair exponencialmente, independentemente de
qualquer relag@o existente entre os coeficientes j, p,d e .J, isto €, mostramos que o operador
resolvente ndo € uniformemente limitado ao longo do eixo imagindrio. No entanto, ele decai
polinomialmente com taxa 6tima. Neste sistema, fazemos um estudo numérico do nosso mo-
delo dissipativo utilizando o método das diferengas finitas, com o objetivo de obter simulagdes

numéricas, que verifiquem os resultados analiticos obtidos.

Palavras-chave: Sistema eldstico poroso; falta de estabilidade exponencial; decaimento ex-

ponencial e decaimento polinomial, resultados numéricos.
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Abstract

Instituto de Ciéncias Exatas e Naturais
Programa de Doutorado em Matemadtica
Stability and Numerical Analysis of Elastic Porous Systems

by Manoel Lucival da Silva Oliveira

In this thesis, we study porous-elastic system with Fourier law in the one-dimensional case,
where we show the existence and uniqueness of solutions obtained by means of the semigroups
theory of linear operatores. In addition, we prove that this system loses exponential stability,
when p/p # §/J. Thus, we show that our model presents polynomial stability. Another im-
portant result concerns the exponential decay of solutions of the porous elastic model, that is

obtained when coupling the thermal effect and if there is equality p/p = §/.J.

Another part of this thesis versed on the system elastic porous, where we use two dissipative
mechanisms, one of the viscoelastic type and the other porous, which act in the same equation
and are not strong enough to make the solutions decay in an exponential way, independently of
any relationship between the coefficients j, p,d e J, that is, we show that the resolvent operator
is not limited uniformly along the imaginary axis. However, it decays polynomially with optimal
rate. In this system, we do a numerical study of our dissipative model using the finite difference

method, aiming to obtain numerical simulations, to verify the analytical results obtained.

Keywords: Porous elastic system; lack of exponential stability; exponential decay and poly-

nomial decay; numerical results.
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CAPITULO 1

Introducao

1.1 Consideracoes Gerais e Motivacao

Com o passar do tempo, nossa sociedade evoluiu e com as nossas necessidades surgiram
inimeros materiais com diferentes formas e niveis de tecnologia, materiais que foram aprimo-
rados, estudados e desenvolvidos ao longo dos tltimos séculos. Se pararmos para observar
nossa casa, ambiente de trabalho ou mesmo lazer, iremos notar a presenca das paredes, con-
creto, madeira, papel, vidro, esponja, ceramica, aco, plastico. Materiais supostamente simples,
mas na verdade, frutos da natureza com a intervencdo do homem, que de forma gradual, tra-
balhando e pesquisando, avangaram com auxilio da tecnologia, pois estes materiais apresentam
algumas caracteristicas e propriedades fisico-quimicas como 0s poros que sdo visiveis muitas

vezes apenas de forma microscépica.

Para iniciar, iremos definir um material elastico poroso como sendo um material que apre-
senta meios porosos cuja matriz solida € elastica. Mas o que seria, a elasticidade de um material,

um meio poroso e onde podemos encontra-los?
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A elasticidade é uma propriedade ideal que pode ser encontrada em alguns materiais naturais
ou sintéticos, cujo comportamento eldstico, ou ndo, depende de alguns fatores fundamentais,

tais como a homogeneidade, isotropia e continuidade.

Dentre varios materais que vem sendo amplamente estudados na engenharia de estruturas,
e outros ramos de pesquisas, citamos os s6lidos porosos que sdo constituidos por uma classe
de materiais naturais e artificiais. Estes materiais s6lidos podem ser do tipo celular (madeira,
polimeros, 0sso0), geoldgicos (rocha), granular (solos aquiferos, reservatorios de petréleo, areia)
e sintetizados ( tijolos, blocos perfurados, etc.). Algumas das aplicabilidades destes s6lidos
porosos, estdo inseridas como na fabrica¢do de veiculos, grandes avides, estruturas espaciais,

dentre outras.

De acordo com Rocha e Aguiar [24], as propriedades mecanicas dos s6lidos porosos depen-
dem de fatores da microestrutura como porosidade, formato, tamanho e distribuicao dos poros
na matriz s6lida. Para estes materiais € conveniente diferenciar dois tipos de anisotropia: local
e global. A anisotropia local refere-se a anisotropia do material constituinte da matriz sélida, a
qual nao depende da presenca de poros, enquanto que a anisotropia global refere-se a anisotropia

induzida pelo formato, tamanho e distribui¢do dos poros na matriz solida.

Um meio poroso é um material contendo poros (espacos vazios do termo em inglés voids).
Os poros sdo tipicamente cheios, ou ndo, com um fluido tipo liquido ou gis. A por¢do es-
quelética do material € muitas vezes chamado de matriz ou frame, que ¢ normalmente repre-

sentada por um sélido.

Materiais compostos por meios porosos sao muitos utilizados nas areas das ci€ncia aplicada
e engenharia, sendo que estes meios porosos sdo frequentemente caracterizados pela sua porosi-
dade, ou seja pelas suas propriedades do meio, como por exemplo a permeabilidade, resisténcia
a ruptura, a sua condutividade elétrica e outras. Citamos como exemplo, um material eldstico
poroso desenvolvido na industria aerondutica, conhecido como microlatice ( ver Figura 1.1 e
1.2), desenvolvido pela empresa aérea Boeing em parceria com a Universidade da Califérnia,

onde afirmam ser o material mais leve do mundo.

Oliveira, M.L.S. PDM - UFPA
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FIGURA 1.1: Microlatice da Boeing. FIGURA 1.2: Microlatice da Boeing.

Os meios porosos podem ser encontrados em substincias naturais, tais como nas rochas, no
solo, zedlitos, tecidos bioldgicos como ossos (ver Figura 1.3), madeira, cortica e substancias
artificiais, feitas pelo homem, materiais como o cimento e a ceramica (ver Figura 1.4), atadura

ou bandagem eléstica (ver Figura 1.5), também considerados como meios porosos.

Tecido Osseo
Compacto

R

Tecido Osseo
Esponjoso

”. .‘- : l-'.l'
" a“, FIGURA 1.4:
i i Concreto
FIGURA 1.3: Tecido 6sseo permeével FIGURA 1.5: Bandagem
€sponjoso. Ou poroso. elastica porosa.

ApOs essa breve descricdo de material elastico, solido e meio poroso, a nossa atengdo estara
voltada ao estudo de materiais eldsticos com poros, que apresentam boas propriedades fisicas
e que estdo sendo amplamente utilizados nas engenharias e outros ramos do conhecimento.
Devido as suas intimeras aplica¢des, os problemas de elasticidade desses tipos de materiais
tornaram-se questoes cada vez mais importante e interessante, atraindo dessa forma a atengao

no desenvolvimento de trabalhos cientificos de muitos pesquisadores.

Um dos percursores no trabalho de materiais com poros € o professor Stephen C. Cowin
(ver Figura 1.6), pertencente ao the City College of New York, onde desenlvolve suas pesquisas

nos ramos Biomedical, Engenharia mecanica, Biomecanica ortopédica e teorias de remodelacao

Oliveira, M.L.S. PDM - UFPA
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Ossea. Seu interesse atual estd no movimento de fluido nos ossos e tecidos moles, biologia do

desenvolvimento e anisotropia dos materiais.

FIGURA 1.6: Professor S. C. Cowin

Ha mais de quatro décadas, os pesquisadores Cowin e Goodman [10], desenvolveram um
trabalho onde apresentaram uma teoria para materiais granulares formuladas a partir de argu-
mentos formais da mecanica do continuo. Como premissa bdsica, adotaram que o conceito
de distribuicao em massa deve ser estendido para admitir materiais granulares. Em particular,
objetivando que a distribuicao da massa deva ser relacionada com o volume de distribuicao de
granulos, tiveram que introduzir uma cinematica independente da varidvel, chamada de fung¢ao

de distribuicao de volume.

Em outro trabalho, Cowin e Nunziato [16] apresentaram uma teoria para 0 comportamento
dos solidos porosos em que o material da matriz € eldstico e os intersticios sdo constituidos
de materiais com void. A teoria admite ambas as deformagdes finitas e relacdes constitutivas
nao-lineares, e algumas das aplicacdes previstas desta teoria sdo para materiais geoldgicos, tais

como o solo e para a fabricagdo de materiais porosos como a ceramica.

Cowin em [7], propde um novo modelo matemaético que descreve o comportamento mecanico
dos solidos porosos com elasticidade, apresentando deformacdes infinitesimais, onde admite
que a funcao resposta mecanica do sélido poroso é uma fung¢ao isotropica do tensor de deformacado

infinitesimal, da fracdo volumétrica e do tensor textura.

Oliveira, M.L.S. PDM - UFPA
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E importante ressaltarmos, que nas ultimas décadas, diversos trabalhos matematicos sobre a
investigacdo de sistemas elasticos porosos t€m sido feitos considerando-se vérios tipos de meca-
nismos dissipativos. Para obtermos uma anélise do que esta sendo desenvolvido nestes tipos de
problemas feitos pelos pesquisadores, vamos considerar as equagdes de evolugdo para as teorias
unidimensionais de materiais porosos com temperatura ¢ microtemperatura. Estas equacoes,

sdo dadas por

PUi = 1.,
Joy = H, + G,

o + (1.1)
P77t = QI7

pEt:Pm+q_Q>

em que 7 € a tensdo, H € a tensdo de equilibrio do corpo, G € a forca de equilibrio, g € o
fluxo de calor, 7 representa a entropia, P é o primeiro momento de fluxo de calor, Q € o baixo
fluxo de calor e E € o primeiro momento de energia. Aqui as nossas varidveis u e ¢ denotam,
respectivamente, o deslocamento do material eléstico s6lido e o volume de fracao dos poros. As

equagdes constitutivas sdo dadas por

(T = ju, + bé — B9,
H = 0¢, — dw + 7¢u,
G = —bu, — P+ mb — Ty,
pn = Puy + cd + mo, (12)
q = Kb, + Kiw,
P = —rowy,
Q = Kaw + K4y,
pE = —aw — do,.

\

Notamos que o valor de # e w representam temperatura e microtemperatura, respectiva-

mente, € 0s seus coeficientes constitutivos podemos encontrar em [23].

No caso unidimensional, os coeficientes constitutivos satisfazem as relacoes

k1 >0, k3 >0,k >06>0,0>0, >0 p>0J>0 e pué> b (1.3)

Oliveira, M.L.S. PDM - UFPA
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Como o acoplamento é considerado, b, m e 5 devem ser diferentes de zero, mas o sinal nao
¢ matéria de andlise. Por outro lado, quando efeitos térmicos sdo considerados, assumimos que
a capacidade térmica ¢ e a condutividade térmica ~ sdo estritamente positivas. De maneira

andloga, se microtemperaturas estao presentes, 0s parametros o, K € Ko Sa0 pOSitivos.

Muitos pesquisadores em matemaética t€ém desenvolvido um interesse crescente para determi-
nar o comportamento assintético das solucdes para os sistemas eldsticos porosos. Por exemplo,

quando em (1.1) e (1.2) ndo assumimos microtemperatura, obtemos o seguinte sistema

.

Py — gy — by + 56, =0 em (0, L) x (0, 00),

Jou — 0w + buy + 4+ 7y —mb =0 em (0, L) x (0, 00),

by — KOy + Pug + mpy =0 em (0, L) x (0,00),

uw(0,t) = u(L,t) = ¢,(0,t) = ¢ (L, t) = 6,(0,t) = 0,(L,t) =0, Vt >0,
(u(,0), ¢(x,0),0(x,0)) = (uo(x), ¢o(x), Oo(x)) em (0, L),

(ue(2,0), ¢(x,0)) = (ur(x), ¢r(x)) em (0, L).

(1.4)

Em [5], Casas e Quintanilha estudaram o sistema (1.4), considerando dois mecanismos dis-
sipativos: O tipo viscosidade presente na estrutura porosa e a dissipagdo térmica. Sabe-se que
quando apenas o damping térmico ou o damping poroso é considerado, as solugdes apresentam
um decaimento lento. Dessa forma, os autores assumem ambos 0s tipos de mecanismos de
dissipacao nas equagdes de evolucdes (1.1) e (1.2), obtendo assim a estabilidade exponencial

baseada no método desenvolvido por Liu e Zheng [14].

Agora, mencionamos um resultado devido a A. Magafia e R. Quintanilha [15], onde os auto-

res estudaram o sistema

.

PUy — Ulgy — Dy — YUgyy = 0 em (0, L) x (0, 00),

Joy — 00 + buy, + P+ 7, =0 em (0, L) x (0, 00),

w(0,t) = u(L,t) = ¢,(0,t) = ¢.(L,t) =0, Vt > 0, (1.5)
(u(x,0), ¢(x,0)) = (uo(x), po(x),) em (0, L),

| (w(2,0),¢u(x,0)) = (ua(x), ¢1(x)) em (0, L),

com 7y sendo uma constante positiva. Os autores consideraram o problema elédstico poroso
com a presenca de dissipacdo eldstica e porosa, mas sem a conducdo de calor. Neste caso,

conseguiram obter decaimento exponencial das solu¢des do sistema acima usando um resultado

Oliveira, M.L.S. PDM - UFPA
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devido a Gearhart ( Liu e Zheng [14]). Outro resultado importante obtido € quando consideram

7 = 0, provando assim que o sistema nao € exponencialmente estavel.

M. L. Santos e D. S. Almeida Junior [27] estudaram a equacdo unidimensional homogénea

e isotropica de solidos eldstico poroso com damping localizado, dado pelo sistema

Py — gy — by + () (ug + &) =0 em Q x (0, 00),

Jbit — 0Pus + by + EG + () (us + @) = 0 em Q x (0, 00),
(u(,0), ¢(x,0)) = (uo(x), do(x)) em €,

(ue(,0), ¢¢(,0)) = (u1(z), P1(x)) em Q,

(1.6)

onde o damping envolve a soma da velocidade de deslocamento de um material elastico sélido
e a velocidade de fragdo do volume. Neste trabalho, os autores consideram 2 = (0, L) e w =

(L1, Ly), com0 < Ly < Ly < L e~ e L>®(Q) éuma fun¢do nio negativa que satisfaz

37 > 0; y(z) > 1, Vo € w.

As condicoes de fronteira sdo do tipo Dirichlet-Dirichlet
u(0,t) = u(L,t) = ¢(0,t) = ¢(L,t) =0, t >0,
ou condig¢des de fronteira do tipo Dirichlet-Neumann

w(0,8) = u(L,t) = ¢.(0,1) = du(L,t) = 0, t > 0.

A principal contribui¢do dos autores em relacdo ao sistema (1.6), foi ter encontrado uma
condicdo necessdria e suficiente para a estabilidade forte e combinando o método do dominio
da frequéncia com técnicas multiplicativas, conseguiram mostrar o decaimento exponencial do

sistema eldstico poroso com dissipacao localizada.

Soufyane et al. [34], trabalharam com um sistema termoelastico-poroso linear, num dominio
limitado, onde o damping tipo memoria estd agindo em uma parte da fronteira. Os autores
conseguiram mostrar um resultado geral de decaimento, em que as taxas de decaimento ex-
ponencial e polinomial usuais sdo apenas um caso especial. Em outros trabalhos, Soufyane

[33, 35] mostrou que o sistema elédstico poroso com duas dissipagdes, uma no deslocamento

Oliveira, M.L.S. PDM - UFPA
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de um material elastico s6lido e a outra na fragdo de volume é exponencialmente estavel, e

independe de qualquer relacdo entre os coeficientes de velocidade de propagacdo da onda.

Ressaltamos aqui, o sistema elastico poroso

(

PUy — PUze — b, =0 em (0, L) x (0, 00),
Jo — 0¢uy + buy + €D+ 7, =0 em (0, L) x (0, 00),
uw(0,t) = u(L,t) = ¢,(0,t) = ¢.(L,t) =0, Vt >0, (1.7)
(u(z,0), ¢(x,0)) = (uo(x), do(x)) em (0, L),
[ (w(2,0), ¢e(x,0)) = (wi(x), 1(x)) em (0, L),

~_—

que foi estudado por R. Quintanilla em [21]. Neste trabalho, o autor prova a falta de decaimento

exponencial, desde que seja satisfeita a relacdo ux # a.

Em relagdo ao propdsito da primeira parte deste trabalho, analisamos o artigo de J. M. Rivera

e R. Quintanilha [23], onde estudaram o seguinte sistema

/

PUyy — [z — by + B0, =0 em (0,7) x (0, 00),

Jbt — OPpe + by +EP—mb =0 em (0,7) x (0, 00),

by — KOyy + Puge +meoy =0 em (0,7) x (0, 00),

w(0,t) = u(m,t) = ¢.(0,t) = ¢p(m,t) = 0,(0,t) = O, (m,t) =0, Vt >0,
(u(,0), ¢(x,0),0(x,0)) = (uo(x), po(x),0o(x)) em (0,),

(ue(,0), ¢z, 0)) = (u1(z), ¢1(x)) em (0,7).

(1.8)

. . o . 1
Os autores conseguiram mostrar que o sistema (1.8) decai polinomialmente como 7 sempre
que
m(pb —mu) > 0.

Além disso, eles também provaram que a taxa pode ser melhorada de acordo com a regulari-
dade dos dados iniciais. Para mostrar esse resultado, eles usaram o método da energia e algumas

ideias técnicas para mostrar a estabilidade polinomial.

Resumindo, usando dois damping independentes, um em cada equagdo, temos a estabili-
dade exponencial do modelo. Uma questdo em aberto € saber se um unico damping agindo
sobre o modelo (1.8) pode gerar a estabilidade exponencial, dependendo da relagdo existente
entre os coeficientes (i, p,d e J. Esta questdo € um dos nossos interesses, que serd abordado no

desenvolvimento desta tese.
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Por outro lado, para o desenvolvimento da segunda parte da tese, temos como referéncia o
artigo dos autores M. L. Santos, A. D. S. Campelo e D. S. Almeida Junior [30], onde estudaram

0 sistema

PUyy — fUze — by — YUy = 0 em (0, L) x (0, 00),

Jou — 0¢py + bu, +Ep =0 em (0,L) x (0, 00),

u(0,t) = u(L,t) = ¢(0,t) = ¢, (L,t) =0, Vt > 0, (1.9)
(u(z,0), ¢(x,0)) = (uo(x), ¢o(x),) em (0, L),

(ue(z,0), ¢e(x,0)) = (ur(x), ¢1(x)) em (0, L).

Os autores provaram que o sistema (1.9) apresenta perda de estabilidade exponencial, inde-
pendentemente de qualquer relacdo entre os coeficientes i, p, 6 e J. Além disso, mostraram
que este sistema possui decaimento polinomial e que sua taxa € 6tima, ou seja, provaram que
a presenga de um damping viscoeldstico ndo € suficientemente forte para obter o decaimento

exponencial de solucdes.

Neste sentido, desconsiderando a presenca do mecanismo dissipativo na equacdo do deslo-
camento de um material elastico sélido, no modelo (1.9), uma questdo em aberto € saber se ao
adicionarmos dois dampings agindo na segunda equacao, fracdo de volume, poderao estes gerar
a estabilidade exponencial, dependendo ou nao da existéncia de alguma relagcdo entre os coefi-

cientes u, p, 0 e J. Esta questdo e outras serdo abordadas no desenvolvimento deste trabalho.

1.2 Objetivo do Trabalho

O nosso objetivo estd sendo motivado pelos trabalhos expostos anteriormente, e € concer-
nente ao estudo do comportamento da energia para o modelo eldstico poroso, onde iremos
buscar encontrar alguma relacio entre seus coeficientes, visando assim obter a estabilizacao do
sistema. Nessa perspectiva, vamos mostrar um resultado que caracteriza a estabilidade expo-
nencial para um modelo eldstico poroso com lei de Fourier, desde que esteja condicionada a

uma relacdo existente entre os coeficientes p, p, 6 e J.

Visamos também fazer um estudo do comportamento da energia para um modelo eldstico
com a presencga de dissipacdo viscoeldstica e porosa, onde queremos encontrar alguma relacao,

ou ndo, entre seus coeficientes, buscando assim obter a falta de estabilizacdo do sistema. Nesse
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intuito, pretendemos mostrar um resultado que caracteriza a estabilidade polinomial para um
modelo eldstico poroso, independentemente de qualquer relagc@o existente entre os seus coefici-

entes ji, p,0 e J.

Paralelamente, visamos obter numericamente a positividade da energia e mostrarmos, com
algumas condic¢des impostas sobre o nosso modelo eldstico poroso, simulagdes numéricas que
versam sobre o caso conservativo da energia e quando esta tem um comportamento polinomial

ou exponencial.

1.3 Organizacao do Trabalho

Visando uma melhor organizagao deste trabalho, em cada capitulo, optamos em inserir 0s
teoremas de andlise matemadtica necessarios, objetivando assim, analisar a estabiliza¢do do mo-

delo em estudo.

No capitulo 2, apresentamos um modelo eldstico poroso com dissipacao térmica, onde encon-
tramos a energia do sistema e posteriormente estudamos a existéncia e unicidade de solucoes,
via técnicas de semigrupos de operadores lineares, além de usarmos o Teorema de Lummer-
Phillips. Dando continuidade, mostraremos a falta de estabilidade exponencial, em que esta
condicionada a diferenca entre os coeficientes ;1/p # 0/.J. Para essa finalidade, usaremos o
método baseado no Teorema de Gearhart-Herbst-Pruss-Huang [9, 11, 20], para sistemas dissi-

pativos.

Prosseguindo, mostraremos que o nosso sistema do tipo eldstico-poroso com a presenca de
temperatura, apresenta decaimento exponencial desde que p/p = §/J. Para obter esse re-
sultado, iremos usar quatro lemas auxiliares e finalizamos usando, novamente, o Teorema de
Gearhart-Herbst-Pruss-Huang [9, 11, 20], para sistemas dissipativos. Prosseguindo, mostramos
outro resultado importante, que versa sobre o decaimento polinomial, onde usaremos o Teorema

de Borichev e Tomilov [2].

No capitulo 3, apresentamos um modelo eldstico poroso que apresenta dois mecanismos dis-
sipativos, onde encontramos a energia do sistema e posteriormente estudamos a sua existéncia
e unicidade de solucdes, via técnicas de semigrupos de operadores lineares. Dando continui-
dade, mostraremos a falta de estabilidade exponencial, em que ndo estd condicionada a qual-

quer relacdo existente entre os coeficientes y, p, 0 e J. Para essa finalidade, usaremos o método

Oliveira, M.L.S. PDM - UFPA
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baseado no Teorema de Gearhart-Herbst-Pruss-Huang [9, 11, 20], para sistemas dissipativos.
Prosseguindo, mostramos outro resultado importante, que versa sobre o decaimento polino-
mial, onde iremos usar quatro lemas auxiliares e finalizamos usando, novamente, o Teorema de
Gearhart-Herbst-Pruss-Huang [9, 11, 20] com o Teorema de Borichev e Tomilov [2], além de

mostrarmos que a sua taxa €é 6tima.

No capitulo 4, iremos tratar dos resultados numéricos inerentes ao nosso sistema do tipo
elastico-poroso estudado no capitulo 3. Iniciamos discretizando nosso sistema, onde nos apro-
priamos do método de diferencas finitas. Dando continuidade, obteremos a energia discretizada
e a sua positividade. Em seguida mostraremos algumas simula¢des numéricas, que apresentam
0 caso conservativo da energia e o seu decaimento polinomial ou exponencial, quando imposta

certas condic¢oes.

Finalizando, no Capitulo 5 apresentamos nossas conclusdes e alguns questionamentos para

possiveis trabalhos a serem desenvolvidos.
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CAPITULO 2

Um Modelo Elastico Poroso com Lei de Fourier

Neste capitulo vamos estudar a existéncia e unicidade de solu¢des para um modelo eldstico

poroso, a falta de estabilidade exponencial, além do seu decaimento exponencial e polinomial.

2.1 Fundamentacao Teodrica

Para iniciar, vamos considerar as equacdes de evolugdes para o caso unidimensional sobre
a teoria de materiais porosos com temperatura € microtemperatura dadas por (1.1) e as suas
respectivas equagdes constitutivas expressas em (1.2). Além disso, os seus coeficientes consti-

tutivos satisfazem a relacdo fornecida em (1.3).

Para o modelo que iremos trabalhar nesta primeira parte de nossa tese, assumimos 7 = v = 0
e microtemperatura (w = 0), obtendo assim o problema determinado pelo sistema eldstico

poroso, apresentando um tnico mecanismo dissipativo que € a conducao de calor dado pela lei

12
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de Fourier. Dessa forma, das equagdes dadas em (1.1), obtemos o seguinte sistema de equagdes

PUy — Py — b, + 6, = 0 em (0, L) x (0,00), (2.1)
Jou — 0¢ue +buy + €6 —mb = 0 em (0,L) x (0,00), 2.2)
cly — KOy + Puy + mey = 0 em (0,L) x (0,00), (2.3)

apresentando as seguintes condicoes iniciais

u(z,0) = ug(x), u(z,0) =ui(x), ¢.(0,t) = ¢o(z),
oi(2,0) = ¢1(z), O(x,0) = Oy(z), Yx € (0, L), (2.4)

e com as condi¢des de fronteira do tipo Dirichlet-Neumann-Neumann
u(0,t) = u(L,t) = ¢,(0,t) = ¢.(L,t) = 0,(0,t) = 0,(L,t), ¥Vt > 0. (2.5)

Para procedermos na resolu¢do do nosso problema, vamos nos apropriar de alguns resultados

preliminares, que enunciaremos nas proximas segoes.

2.2 A Energia do Sistema

A energia de solugdes do sistema (2.1)-(2.5) € definida por

E(t) =

L
1
3 / [plwe® + plus|® + J|oe|* + 6|¢u|? + €| + 2bus¢ + c|6]?] da. (2.6)
0

O funcional energia E'(t), definido acima, é ndo crescente para todo ¢ > 0. De fato, conforme

serd mostrado na seguinte proposi¢ao:

Proposicao 2.1. (Energia do modelo) Seja (u, u;, ¢, ¢, 0) a solucdo associada ao problema
(2.1)-(2.5), entdo

—E(t) = —//{|9x\2da:, (2.7)
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isto é,
E(t) < E(0),vt > 0. (2.8)

Prova. Para obtermos a energia do sistema (2.1)-(2.5), fazemos a multiplicacdo das equagdes
(2.1), (2.2) e (2.3) por u;, ¢; e 0 todas respectivamente nessa ordem, que consiste nos seguintes

passos feitos a seguir:

e Multiplicando a equagdo (2.1) por u, e o resultado integramos em (0, L), obtemos

L

L L L
/puttutdx—/uumutd:c—/b(bmutdx—i-/ﬁexutd:v—o.
0 0 0 0

Agora, efetuando integragdo por partes e usando as suas devidas condi¢des de fronteira, temos

que

L

L L L
/puttutda: + /uumumdaﬁ + /bgbumdx + /ﬂ&mutd:c = 0. (2.9)
0 0 0 0

e Multiplicando a equagido (2.2) por ¢, e integrando em (0, L), obtemos

L L L

/ Jbrpda — / Sbuarda + / buydeda + O/L Eddydr — O/L mbgyda = 0.

0 0 0
Usando integral por partes e condicdes de fronteira, encontramos

L L L

/ Jbudeda + / Sy prad + / buyrda + O/L Epopd — O/L mlgdz =0.  (2.10)

0 0 0

e Multiplicamos a equagao (2.3) por ¢ e integramos em (0, L), a fim de obter

L L L L

/c&tedz— //ﬁ@xﬁdx— /ﬁuﬂﬂx%—/m@@dw = 0.
0

0 0 0
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Usando integral por partes e condicdes de fronteira, verificamos que

L L L L
/c@ﬁdw%—//i]Qx\de—l—/ﬂum&daz—l—/m@edx—O.
0 0 0 0

Somando as equacgdes (2.9)-(2.11), temos como resultado

L L L L L

/puttutdx+//,cuxumd:v+/b¢utxdx+/69xutdx+/ngttgbtdx
0

0 0 0 0
L L L

L
+ 0/ Surada + 0/ bugdyda + 0/ Eodydr — / mlgydx

L L

L
+/09t8dx+/m|0$|2dx—/Butﬁmdx—l—
0 0

0

maefdx = 0.

D\h o

Simplificando e organizando os termos da equagao acima, verificamos que

L L L L L
/puttutdx+/Nuxutxdx+/J¢tt¢tdx+/5¢x¢txdx+/£¢¢tdx
0 0 0 0 0

L

L L
—l—/b¢umd9€—|—/bux¢tdx+/09t6dw—l—
0 0 0

k|0, > dz = 0.

St~

Sabendo que

L

boudr = / bu,pidx = bu,pdx;

4
dt

DN | —
o\h

=]

plu|*da;

N | —
Sl

pugudr =

/
/

il [2d;

N —
SIES

/ YU U dr =
0

L
/ Toutrdr — J|n[2d:
0

N —
SIES

T — i T — T

2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)
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L L
1d 2,
[sostude = 55 [ oo .17
0 0
L L
/£¢¢d = 1d/§|¢|2d- (2.18)
T 9w x’ '
0 0
L L
/90d = 1i/ |62d (2.19)
CU¢ xr = th C xT. .
0 0

Substituindo (2.13)-(2.13) em (2.12), obtemos

L
1d
5%/[ﬂ\ut!2+u!ux\2+J\¢t!2+5l¢x!2+€!¢!2
0
L

0

Dessa maneira, definimos a energia do nosso sistema por

E(t) =

N | —

L
/ [pluel® + plus|” + J|oe]* + 6|0a]® + €| + 2busd + c|6]?] d. (2.21)
0

Logo, substituindo (2.21) em (2.20), concluimos que

L

%E(t) = —//f|0m|2dx <0, Vt > 0. (2.22)

0
Integrando a equacao (2.22) de 0 até 7, temos que

T L

E(t) = —/{/m|0m|2dm}dt—|—E(0). (2.23)

Sendo assim, podemos afirmar que o nosso sistema (2.1)-(2.5) é dissipativo. E claro que ao

assumirmos x = 0, 0 nosso modelo passa a obedecer a lei de conservagdo de energia, ou seja

E(t) = E(0), Vt> 0. (2.24)
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2.3 O Cenario de Semigrupo de Operadores Lineares.

Nesta secdo, iremos estudar a existéncia e unicidade de solugdes para o sistema eldstico
poroso com lei de Fourier, via Teoria de Semigrupo de Operadores Lineares (ver A. Pazy [19]).
Para iniciar, vamos reescrever o nosso problema (2.1)-(2.5), em um sistema de EDO de primeira

ordem para U = (u, u¢, ¢, ¢y, 9)/ . Dessa forma, o vetor U satisfaz a equacao

dU
dat AU, (2.25)
U(O) = Uo,

onde Uy = (ug, u1, ¢o, ¢1,0) é o vetor dos dados iniciais e A : D(A) C H — H é 0 nosso

operador diferencial que sera representado por

0 1 0 0 0
7 b —p
—0%(. 0 -0, 0 —ad.(
; 2 () ) () ()
A= 0 0 0 I 0 . (2.26)
b 0 19 m
—=0s() 50 S02() = 51 7(; Kjl
_~ _ 92
0 ~0:() 0 ~1 ()

Usamos acima, 0,(.) e 9%(.) para indicar os operadores derivadas de primeira e segunda

ordens, respectivamente, na varidvel z, e representamos por / 0 nosso operador identidade.

Agora, a partir da energia fornecida em (2.21), podemos definir o seguinte espaco de Hilbert

‘H, expresso por
H = Hy(0,L) x L*(0,L) x H(0,L) x L2(0, L) x L(0, L), (2.27)

onde,

L
H0,L) = H*(0,L) N L%*(0, L), onde L2(0,L) = {f € L*(0,L) : /f(x)dx = o}.(z.zs)
0

Oliveira, M.L.S. PDM - UFPA
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Sendo assim, consideremos o seguinte produto interno em H, definido por
L
= / [;xp@ + Ty + JYU + 66,C, + EOC + b(ueC + T9) + 00 |dz, (2.29)
0

onde temos U = (u, 0, ¢,0,0), V = (v,$,(,¥,0) comU, V € H.

Dessa forma, sua norma € expressa por:

L
10115 = / [plol? + plusl? + JIGL + 616w + €|61° + buad + bz + c|6*] da. (2.30)

0
Usamos em (2.29), (2.30) e posteriormente, a barra para denotar o conjugado de um numero

complexo. Pela nossa hipotese, temos que & > b2. Dessa forma, tomamos & € (0, ], tal que

uér — b* = 0. Entdo obtemos

L L L
(0,0 zp/|so|2d:c+J/rw|2dx+6/|¢xr2dx

L
4‘/‘é 51
0

Isto nos permite ver claramente acima que (U, V') define um produto inteno em 4, e a

dx—i— &—¢&) /\¢]2dx+c/\9\2dx (2.31)

norma associada || - ||3; € equivalente a norma usual.

Dessa forma, agora podemos definir o dominio do nosso operador .4, que é dado por

D(A) = {U=(u,¢,9.0) €H|udec H0,L), p € Hy0,L),
¥,0 € H(0,L) e ¢.,0, € Hy(0,L)}, (2.32)

onde D(A) é denso em # . Dessa maneira, a partir das informagdes feitas sobre 0 nosso opera-
dor A e com os espagos escolhidos adequadamente, podemos enunciar o resultado fundamental

desta secdo, que versa sobre a existéncia e unicidade de solucdes, associado ao nosso sistema
(2.1)-(2.5).
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Teorema 2.2. O operador A em (2.26) é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo S(t) de
contragoes em H. Assim, para algum Uy € H, o problema (2.1)-(2.5) tem uma tinica solugdo
fraca U € C°(]0,00),H). Além disso, se Uy € D(A), entdo U é uma solugdo forte de (2.1)-
(2.5), isto é, U € C'([0,00),H) N C°([0,0), D(A)).

Prova. Seja U = (u,¢,¢,v,0) € D(A), usando a definicio de produto interno dada em
(2.29), temos que

L
Re(AU, Uy = — / K0,2dz < 0, (233)
0

portanto, segue que o operador .4 é dissipativo. Sabemos que o dominio D(.A) é denso em H,
ou seja, D(A) = H. Entdo, visando atingir nosso objetivo, usaremos o Teorema de Lumer-
Phillips (ver A. Pazy [19]), para provar que A é o gerador infinitesimal de um Cj-semigrupo de

contragoes.

Nosso proximo passo é mostrar que [ — A € sobrejetor. Para isto, consideramos a equagio

resolvente

U—-AU = F. (2.34)

Com este propésito, vamos tomar F' = (f1, f2, 3 f4 %) € He U = (u,0,6,1,0)".

Entao, em termos de suas componentes, a equacgdo (2.34) fica escrita da forma

u—¢p = f1 (2.35)

PP = [ilay — by + B0 = pf?, (2.36)
o—v = f° (2.37)

J +buy — 8¢ +Ep—mb = T[4, (2.38)
el + By — Kby +m) = cf’. (2.39)

Usando as equacdes (2.35) e (2.37) em (2.36), (2.38) e (2.39), obtemos o seguinte sistema
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pu — gy — by + B0, = p(f' + f?), (2.40)
Jo+ bty — 0¢pe +Ed—mb = J(f>+ f4), (2.41)
el + Buy — Kby +mdp = BfL+mf>+cf’. (2.42)

Agora, multiplicando as equacdes (2.40) por @, (2.41) por ¢, (2.42) por @, todas respecti-
vamente nessa ordem, e usando integracdo por partes com as suas devidas condi¢des de limites

(2.5), encontramos

L L L

L L
p / wuds + / Uglipdr + b / Puzdr + B / O udr = p / (f* + f2)udz, (2.43)
0 0

0 0 0

L L

L L L L
Jo/gbgbdx+b/uz¢dx+5o/¢x¢xdx+§o/¢¢dx—mo/egbd:p = J/(f3+f4)¢da(2.44)

0 0

L

L L L L L L
c/Q?dm + B/u:ﬂdw + K / 0,0,dx + m/qﬁ@dx =p / f;@dx +m / f30dx + c/ f50dx.(2.45)
0 0 0 0 0 0 0
Dessa forma, somando as equagdes de (2.43)-(2.45), segue que

L L L L L L
p/uﬂdx—i—u/uwu_zda:jLJ/(badx—l—é/qﬁz@dx—l—é/qﬁadx—l—b/uxadx
0 0 0 0 0 0
L L L L L
—i—b/d)u_xdx—l—c/(??dx—l—H/GIH_xdx—l—m/(¢§—95)d$—i—ﬁ/(6ﬁ+uﬁ)dw
0 0 0 0

0
L L

L L L
=p | (f*+ Aade] | (f*+ fHode + B | flode +m | f20ds +c | f50dx. (2.46)
s | [ o]

0 0

Portanto, para solucionar o problema (2.40)-(2.42), consideremos a seguinte forma bilinear:

a:I'xI' — R
V1, Va) +— a(V1,Va)
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onde,
L L L
a(Vi,Va) = p/u uldr + / uluZda / ¢2dx+5/gbi¢_§dx
0 0
L
+ £/¢5 ¢2dx+b/¢1u2d:c+b/ ¢2dx+c/0192dx
0

L
+ K / 0102dx +m / (00 — 69) dz + 3 / (0.0 + u.0) dze,  (2.47)
0 0 0
com V; = (ul, ¢, 0") e Vo = (u?, ¢2, 0%). Dessa maneira, a forma bilinear (2.47) é continua e

coerciva sobre o espaco de Hilbert I'. Além disso, definimos uma aplicacao 7' linear e continua,

dada por
T:T — R
V2 — T(V2)
onde,
L
T / [p(f1+ PV 4 (P + PP+ BT+ cf P+ mf B |de. (2.48)

0

Logo, usando o Teorema de Lax-Milgran (ver H. Brézis [3]), segue que existe uma unica

solugdo V; € I', que satisfaz o problema variacional

a(Vi,V2) =T (V2) , VV3 €T (2.49)

Sendo assim, existe uma tnica V; = (u', ¢',0') € T’ que satisfaz o sistema (2.40)-(2.42).

Sendo assim, segue que

uw € Hy(0,L)e ¢, 6 € H(0,L). (2.50)
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De (2.50) em (2.35) e (2.37), temos que

¢ € H}0,L) ey € HNO,L).

Além disso, de (2.36) e (2.38) segue que u, ¢ € HZ(0,L). Portanto, U € D(A), e sendo
assim I — A é sobrejetor. Para finalizar, aplicamos o Teorema de Lumer-Phillips, para concluir
que A € o gerador infinitesimal de um Cj-semigrupo de contragdes S(t) = e~

Hilbert H. |

no espago de

2.4 A Falta de Estabilidade Exponencial

Nesta secdo, vamos mostrar que o sistema eldstico poroso (2.1)-(2.5) apresenta perda de

estabilidade exponencial quando consideramos

£0. (2.51)

Para essa finalidade, usaremos o método baseado no Teorema de Gearhart-Herbst-Priiss-

Huang [8,10,18] para sistemas dissipativos.

Teorema 2.3. Seja S(t) = e um Cy-semigrupo de contracées no espago de Hilbert H. Entdo,

S(t) é exponencialmente estdvel se, e somente se, as seguintes condigcoes

iR = {i\: A€ R} C p(A) (2.52)
e
| A1|im |GA — A) M| 20y < o0, (2.53)

se verificam, onde p(A) € o conjunto resolvente do operador diferencial A.

O principal resultado desta secao € dado pelo seguinte teorema.

)
Teorema 2.4. Considere x = B 7 # 0, entdo o semigrupo associado ao sistema (2.1)-(2.5)

ndo é exponencialmente estdvel.
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Prova. Iremos mostrar que existe uma sequéncia (A, ),ey C R com lim |A,| = o0 e U, =
n—o0

(u, 0, ¢,1,0) € D(A), com A definido em (2.26), satisfazendo a equagio resolvente
iU, — AU, = F,,, (2.54)

para fungdes F, = (f1, f2, £3, f4, f3) € H,com ||F,|j3 < 1, tal que

n’ n’ n’

1Unllz = ||(And — A) " Fll — . (2.55)

Ao analisarmos a equacdo (2.54), podemos dizer que a solucio correspondente U,, ndo €

limitada, quando F;, € limitada em H.

Para simplificar a notacdo, omitiremos o indice n. Entdo a nossa equacao espectral (2.54)

pode ser reescrita em termos de suas componentes, sendo expressa pela forma

iu—p = f1 (2.56)
p p "
iNp—tY = f? (2.58)
Mo+ L= 2p 4 So— T = gt (2.59)
Z Juit J T J J - ) M
i+ 2o o My — ) (2.60)
C C C

Para o nosso sistema (2.56)-(2.60), tomamos os valoresde f! = f2 = f3 = f>=0e f* =

cos (%x) . De (2.56) e (2.58), é imediato que

Y =1 \u e P =1i\o. (2.61)

Substituindo (2.61) em (2.57), (2.59) e (2.60), encontramos

b
0 b & m nmw
— 2 - —_ = - — N
N6 = Sus + S+ 6 — 20 = cos ( . x) , (2.63)
i — "0+ Binu, +ix™e = 0. (2.64)
C C C
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Levando em conta as condi¢des de contorno dadas em (2.5), nds tomamos solu¢des da forma

u = Asen (%x) , ¢ = Bcos (n%.?c) e 6 =Dcos <n%:c) . (2.65)

Posto isso, facamos a substitui¢ao de (2.65) em (2.62)-(2.64). As solu¢des em A, B, e D
dependem de A e serdo determinadas no sistema abaixo, que € equivalente ao sistema (2.62)-
(2.64), obtendo assim

~xesen (W) - 1 [_ () Asen (gx)] - g [~ Ben (U7
0,

+§ [—%TD sen (”%Z:)] _ (2.66)
—\? [B cos <Tx>] + EEAcos <Tx> ol (T)QBCOS (T:c>
L J L L J L L
& (mr ) m (mr )_ (mr )
+JBcos Lx JDcos Lx = Ccos Lx , (2.67)
2
iAD cos (%x) + g (%r) D cos (%x) + i/\gn%A cos <n%x>
+ixZ B cos (-:g) —0. (2.68)
c
Reescrevendo o sistema acima, resulta que
bnm Bnm
MA+—-—B——=——D = 2.6
L 0, (2.69)
bnm m
——A MNB—-——=D = 1 2.70
z')\é@A—i-MmB +ps(\)D = 0, 2.71)
c L c
onde,
2 0 /nm\2 & K /nm 2
A) = —\2 H(T> A) = —\? —(—) S ps(A) = ix —(—>.
pl() +pL 7p2() +JL +J’p3()Z+CL
Resolvendo o sistema (2.69)-(2.71), encontramos os seguintes resultados
bnmw nmmpf
P LT e
A = A, =-— 2.72
» (@)2 i) (@)2 B gbmBY 272
P1pP2ps3 oI \TL b3 I pcpz Jep Jcpl
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L B% /w2
P1p3+z)\%(f)
B = B, = 2.7
b1p2p3 oI \L P31 I pcpz T ? Jcpl
2
Al ()
pc c
D = D,= 2.74
_ﬁ(@>2 M(ﬂy B _gtmBY 2
b1p2p3 AN b3 I pcp2 7 Jcpl

Onde verificamos que as solu¢des A, Be D dependem de \. Dessa forma, escolhendo A da

forma
§ /mnm\2 £ b
_ [0 nm\? & b 2.
A \/J(L>+J ol @75)
tal que,
0 (nm\2 &
_ [ 2, O (0T S
pg()\)—<>\+J<L>+J> co, (2.76)

onde ¢, sera escolhido posteriormente. Agora, note que

2

P1p2p3 — s—i (%)2]73 = D3 [Plco - ;)_J (%)2}

N NI CLAT PR CCAL
—p3{<)\+p<L>>Co pJ(L> . 2.77)
De (2.76), encontramos

e 9 (”_”>2_§+CO, (2.78)

Dessa maneira, substituimos (2.78) em (2.77), a fim de obter
_ﬁ(nj>2 _ ] _é(ﬂ>2_§+c+ﬁ<”_”>2 . _b_2<n_7f>2
b1p2ps 2] \L p3—p3_ A 7 0 s\ L 0 oI \TL
[ dN\ynmN\2 € o b nm\2
- p3_(p J)(L) G~ FOT% pJ<L>
nm £ b2 /nm

= ps -XC() (f)Q - ¢+ g — 0T (f)Z} (2.79)
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Entdo, escolhemos ¢ tal que

b2
° xpJ

Dessa forma, substituindo (2.80) em (2.79), encontramos

O = i () S+ ()~ 5 5
P1p2ps3 YA’ pP3 = P3 XXpJ L JXPJ XPJ pJ I

£ b p2 o\’

— BT (XPJ)

visto que y # 0. Como consequéncia, usamos (2.81) para obter

~ O(n?), (2.81)

b2 /nm 2 32 bmf3 om? 5

De (2.73), segue que

p1p3+zA52<L> - (—AM%(%W 2) <m+§(n%)2)

Ll (—)2 ~ On?). (2.83)

B := B, ~ O(n), (2.84)

para n grande.

De (2.31), (2.61), (2.65), (2.75) e (2.84), concluimos que

L L L
WUalZ > J / l2de = J / NG = J /
0 0 0

L
2 2
— J\2|BP nr (s
— J\ |B|/cos<La:) dx—J(J(L> vy
0

2
dz

1AB cos (%x)
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Ccos <n7r )
—
L

L

5 |

0

2

dr =~ O(n?). (2.85)

Entao, como n — oo, de (2.85) obtemos

Tim (U5, = J lim |97z = oo. (2.86)

Dessa forma aplicando o Teorema 2.3, podemos concluir que o semigrupo S(t) associado
ao sistema (2.1)-(2.5) ndo € exponencialmente estavel, ou seja, apresenta falta de estabilidade

exponencial. |

2.5 Decaimento Exponencial

At associado ao sistema (2.1)-

Esta secao ¢ dedicada para provar que o semigrupo S(t) = e
(2.5) é exponencialmente estavel se, e somente se, ocorre a seguinte igualdade, p/p = §/J,
entre os seus coeficientes. Para este fato, iremos usar o Teorema 2.3, onde mostraremos que o
resolvente € uniformemente limitado sobre o eixo imagindrio. Para iniciar nds denotamos por

‘H o nosso espaco de Hilbert com produto interno dado em (2.29).

Como ja foi mostrado, o nosso sistema (2.1)-(2.5) € dissipativo e se possuir a propriedade de
decaimento exponencial, isso nos permitird dizer que a nossa energia das solu¢des, fornecida em
(2.21), pode ser controlada por uma exponencial negativa, ou seja, seu decaimento exponencial

tende a zero com a dependéncia do tempo ¢, deve acontecer de forma mais rdpida.

Para iniciar, consideramos U = (u, ¢, $,1,0) € D(A),F = (f', f2, 3, 4 f°) €
H e A # 0. Entdo, a equagdo resolvente iA\U — AU = F em termos de suas componentes

fica escrita da seguinte forma

iu—¢p = fh (2.87)

INpP — pige — by + 80, = pf?, (2.88)
iNp— = f3 (2.89)

INY + by — 0Py +EF—mb = JfY (2.90)
il + By — Kby +ma) = cf®. (2.91)
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Agora fazendo o produto interno em H, de U € D(A) com a equagdo resolvente de A,

segue que

MU, = (AU, Uy = (F, Uy (2.92)

Tomando a parte real da equacdo (2.92) e usando a desigualdade (2.33), temos que

L
/ 0,Pdz < MUl Flls. (2.93)

0

onde M € uma constante positiva. Logo, usando a desigualdade de Poincaré em (2.93), obtemos

L
/ 012z < M|U ]| Fllse. (2.94)
0

Para dar continuidade na prova da estabilidade exponencial do nosso sistema (2.1)-(2.5),
iremos enunciar e demonstrar cinco lemas auxiliares que darao o suporte necessario, neste tra-
balho.

Lema 2.5. Sob as consideracdes acima, temos que

iR C o(A).

A prova deste lema pode ser feita usando as mesmas ideias trabalhadas em [5, 31], por esta

razao omitimos aqui.
Lema 2.6. Seja U = (u, @, $,1,0) a solucdo do problema (2.1)-(2.5), tal que

L
C 3 1
/ ulde < SHIVIGIFI +

i
Al

Im|
U2l F'][ 2 + |—)\|||¢||L2(0,L)||Ua:||L2(0,L)

C 3 1
+ WHUHHHFHH + CIUllFllz + CIUNZNIF|IZ + ClF I3,

onde |\| deve ser suficientemente grande e sendo C' uma constante positiva que ndo depende
de M.
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Prova. Para iniciar, multiplicamos a equacdo (2.91) por @, e integramos em (0, L), obtendo

assim

L

L L L L
z’)\c/eu_xd:c—i—ﬁ/goxu_xdx —n/%wﬁdw—l—m/zﬁujdx = c/f5u_mdx. (2.95)
0 0 0

0 0
—_——
=1

Substituindo a equagio (2.87) em [, obtemos

Mﬁ/|ux] dor = —Mc/ﬁurdx—i-/i/ﬁmuxdx

—m/wuxdxjtﬁ/fluxd:c—irc/f Uzdx.

Usando integral por partes e suas condi¢cdes de fronteira (2.5), encontramos

L L

L
L
i)\ﬁ/luxpdx = —Z‘>\C/9u_$d:[;—|-/{;(9xu—x) —H/qu_mdx
0
0

0 0
L L L
—m [vide+ 5 [ fiwde e [ P
0 0 0

consequentemente,

Mﬁ/!uﬂ dr = —zAc/qu x—m/@ Upp AT

-m / Ypde + B / fragds + ¢ / P uydz. (2.96)

0

Agora, substituindo u,, dado por (2.88) na equacdo (2.96), temos que
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L

L L
b— _ _
Mﬁ/ Jucl’de = —MC/Hu_mdﬂf - fﬂ/ (—MBE— 5.+ 0, - £f2> 0.d
ptoopt ot

0 0 0

L L L

— m / itade + / P+ c / Fuda.
0 0 0

ou seja,

L

L
b
i)\ﬁ/|ux|2da: = —z/\c/qud:E+z)\—/ Lodr —|—IZ xgbxd:v——/\é ?dx
0

L L L
kP / 0, 2de —m / Wizds + 8 / Flgde + ¢ / Fuzde.
14

0 0 0 0

Da equagao acima, obtemos a seguinte desigualdade

L L

c
[ e < C’/|6||um|dx+0/|8 gl + = P /|9 leldz + -~ , 0,2

0

- / 7 J
g g g

712 =13 =1y

L o o :
|M/wmwmﬂM/wHHM+W/VWMM+W/VHWM .97

J/ J/

.715 -*I() 7[7

onde C' é uma constante positiva que nao depende de .

Agora, vamos desenvolver o termo /5, onde usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz,

obtendo assim

L L
0/wmwm+c/WMMm
0 0

1/2 L /2, 5 1/2

L 12, p
< c /]9[2d1: /|ux\2dx e /|9x]2da: /de
0 0 0 0
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Usando (2.93) e (2.94) na desigualdade acima, temos como resultado

1 1 1 1 3 1
L < CIUIEIZNU N+ CHUNZIENNUN < CNUTE - (2.98)

Desenvolvendo a soma dos termos /5 e I, onde usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz,

de onde segue que

L L
C C
L+l = — el 2
vt = oo [10dlodde+ 5 [0
L 12 , 1/2
i/
< Sl fepas) | [ lopas / 6.2 da.
Y 0 W

Aplicando (2.93) na desigualdade anterior, encontramos

Ii+1y < ’)\|||U||H||F||HHU||H+’ |||U||H||F||H
3 1 C
< W||U||72-t||FH72-L+WHU”H”F“?—b (2.99)
Desenvolvendo o termo /5, temos que
L I 1/2 I 1/2
5—'7/ e < B [opac ) { [
0 0
m
< Bl slulzon 2.100)

Agora, usando a desigualdade de Young e (2.93) no termo /5, obtemos

I /2 , 1/2

L
1
Iy = g/\¢9:,;||f2]al;1:§0 —/|9z\2da: /]f2|2d9:
Y. Ry,

0

IN

L L

C

o [1parc [ 1R < IOl CIFE. @ion
0 0
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Para finalizar, aplicamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz no termo I, encontrando assim

L
Sl
S NNy r— /]f5|\ux]d:c< Tl F e (2.102)
oy e g B

Logo, fazendo a substitui¢do de (2.98)-(2.102) em (2.97), obtemos

L
3 1

[ usde < NI + AV + S 10Tl Flb

/ Al Al
|m| C C
7 lezonlwell 2o, + S Ul Elle + ClIF[3, + Ul £l
DY Al Al

ou seja,
L

oaw < Corotbierd Jm|
urdz < WnUanan

0

||U||H||F||H + 57 o 191 2(0,2) |tz 20,1

Al

E NIl il + CIUIAIFN + CIFIE

Portanto, concluimos a prova do nosso Lema. |

Lema 2.7. A solucdo (u,p, ¢,1,0) do problema (2.1)-(2.5), satisfaz

L

) / oPde < Clldallzom luellzzosy + / g 2
0 0

3 1
+ CIUIRIE + CHUT A E 3

para |\| suficientemente grande e sendo C' uma constante positiva que ndo depende de \.

Prova. Multiplicando a equagdo (2.88) por @ e integrando em (0, L), obtemos

L L L L L
i)\p/gpﬂdw—p/umﬂda:—b/gbxﬂdquB/Qxﬂda: :p/fQUda:.
0 0 0 0 0
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Usando integracdo por partes e suas condi¢des de fronteira (2.5) na equagao anterior, resulta

que
L L L L L
Mp/(pﬂdx +u/\uz|2dx—b/¢xﬂdx+ﬁ/8xﬂdx —p/fzﬂdx.
0 0 0 0 0
—_—

=g
Dessa maneira, substituindo (2.87) em Ig, encontramos
L L L L L
P/@(_ﬁ_ﬁ)d‘f‘i‘ﬂ/|Uz|2d$—b/¢mﬂdx+ﬁ/9xﬂdx :p/fQde,
0 0 0 0 0

logo,

L L L L
p/|g0|2dx = —b/qﬁxﬂdx—l-ﬁ/@xﬂdx—k,u/|um]2dx

0 0 0 0

L
o

0

L
ofldz —p / f*udz. (2.103)
0

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e Poincaré, temos que

L I 12 , 1/2
o [lebar<c | [lopir) | [lupa
0 0 0
L 1/2 L 1/2 L
wo | [opan) | [lubde) s [ lunPds s O
0 0 0

v~

=1y

Usando (2.93) em Iy, temos como resultado
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34
L
1 1
p/lw!zdw < COllgallezo,nlluall 20,0y + CNUNZNE 71U
0
L
4 [ e+ CIU N Fll
0
ou seja,
L
3 1
p/|w|2dfﬂ < Clléallzeo.n luell 20,0y + ClIUNZIE,
0
L
4 [ usfdo + CIU Nl Flle
0
Sendo assim, temos a conclusdo do nosso Lema. [ |

Lema 2.8. A solucdo (u,p, ¢,1,0) do problema (2.1)-(2.5), satisfaz

L L L
Jp
[ 16.ar < NZE [ 1ellosde +C [ ufan
0 0 0
1/2

L vz,
3 1
s | [lutas| | [loPde )+ CIUIIFI + Il Pl
0 0

para || suficientemente grande e sendo C' uma constante positiva que ndo depende de )\, onde

K
X — —
p

j.
Prova. Multiplicando a equagio (2.88) por ¢, e o resultado integramos em (0, L), obtendo

assim

L L

L L L
v [ e =i [ i~ O/ oo + B 0/ 0.5:dr = p 0/ 2.

0 0
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Dividindo a equagdo anterior por p e usando integral por partes, com as suas devidas condi¢des

de fronteira (2.5), encontramos

L L

0/ PPgdr + = p O/ Uy P — / |f] 2dx+6 / 0, pdr = / f2o.dx.

—_———

:=Io

Substituindo @ dado por (2.90) em I, temos como resultado

L

L
N S L e S L B
Z/\/w%dwan/ux(2A5w+5um+5¢ 56 5f dx
0 0

b L L L
—;/|¢x|2da:+§/ex@dx:/f%da:,
0 0 0

logo,

L

L
é/|qf>35|20lx = z/\/gogbxdx A—/ux¢dx+ /| o|2dr + = He uxadx
p po

0 0

0

[

vV
=I11

L L L

— ,u_/ fdx — == udeaH— é/%@dw— /fQde. (2.104)
po P

0

Dessa forma, usando integral por partes em /17, obtemos

L L L
L, = —i)\ﬂ/uaﬂdx = i)\g/u%dx = " /Mu%dx. (2.105)
PO PO PO
0 0 0

Dessa maneira, usando (2.87), (2.89) e integracao por partes em (2.105), resulta que
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L L
. J [ J .
(p+ 1) Badz = ‘;—5 [ o+ 2 / Fdr
0

=
I
> |t
|
= S T—

p
J -
_ /;_50 (p(—z)\gbx /flwd
_ _M’“‘J / opudz — 1 / o Pde — g / 1 Dde. (2.106)
0

Fazendo a substituicdo de (2.106) na equacgao (2.104), encontramos

b L L 7 L 7 L
5/|¢>$|2dx = i/\/goadx—i)\l;—é/goadx—i—é o f3da
0 0 0 , 0
=Tz
- /flwd 4 /| s 2 xgbdas——/um&dx
- “g/uxf4dm+ﬁ/ mxdx—/f buds. (2.107)
p

0

Agora vamos trabalhar no desenvolvimento do termo /5.
L ; L
Iy = M/go@da;—m“—é/go@dxzm (1——
0 p 0
) J r J — pd
- M(p —# )/gp(bxdx——m (“ p)
po
0
J J ) r J )
‘ s —p - , M
= —iA= AT = —iA—= | = — =
Zé( pJ )/g0¢:1: Zé(p J)
0

Oopdr

O\h O\B

gp@dw .

Tt~
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Dessa forma, resulta que
L
L —
I, = —zkgx/wgbxdx. (2.108)
0
Agora, fazendo a multiplicacao de (2.107) por % e substituindo (2.108), a fim de obter
L 7o L L
LPdr = —i) / 2. / f3dx — / dz
J16pde = —ixsy [ wgiao -5 [ oL [ 11
0 0
L L L
+ %/ || dx—l— ux<bd —%/uﬁdw
0 0
L L L
— ”—/ w, Pz + 0 /ea@das — ’—)/f%dx.
4] b b
0 0 0
Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e Poincaré na equacdo acima, obtemos
L ; L L
P H
J1o.pde < WsE [lelioade + 5 [ lufas
10| )
0 0 0
L 12 , 1/2
I3 2 2
— «|°d < 7d
+ dc| flwpar) | [lofa
0 0
L 12 , 1/2
' ‘ ’ ] [1epas) | [1ofas
0 N0
—T13
L 12 , L 1/2
plm| 2
+ 5 | el bdz | +CIU Il Pl
0
=114
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Usando (2.93) e (2.94), respectivamente, em /13 e [14, temos o seguinte resultado

L L

[loaas < D2 / ellalds +C / .o

0
1/2

e / |ux|2dx / .2dz |+ CIUNAIFIENU I
0
© CIUIANEIENU s+ CUU Il

que pode ser reescrito da seguinte forma

L vz
[loPis < FEIN / ellgelde +C / wfde | | [lo.far
0 0

e / a2z + CUNENENE + CUU sl F .
0

1/2

Dessa forma, concluimos a prova do nosso Lema. [ |

Obeservacao: Aplicando a desigualdade de Poincaré no Lema 2.8, temos que

L L

L
J
¢ / ol de < NZEINIEC, / l[¢u]dz + C / g [P
0 0 0
1/2

3 1
+C /|ux|2d:c /!cbx\?d:c + CIUNZNE N+ CHU F 3. (2.109)

onde C, é a constante de Poincaré que depende do comprimento do intrervalo (0, L).

Lema 2.9. Seja U = (u, @, $,1,0)" solucdo do sistema (2.1)-(2.5), entdo temos que

r /2 , p 1/2

L L
J0/|w|2dx < o [lupas O/|¢|2dx +§O/|¢|2da:

0

+ 8 [ 10, do+ CIUIIF, + CIU Il Pl

Oliveira, M.L.S. PDM - UFPA



Capitulo 2. Um Modelo Elastico Poroso com Lei de Fourier 39

Prova. Para iniciar, multiplicamos a equago (2.90) por ¢ e o resultado integramos em (0, L),

encontrando assim

L L L L L L
MJO/wgbdx 60/¢m¢dx+bo/ux¢dx+£0/¢¢dx m0/9¢dx J/f ¢ dx

0

Usando integral por partes e suas condi¢des de fronteira (2.5) na identidade acima, resulta

que
L L L L L L
z’AJ/wadera/y¢x\2dx+b/ux$dx+§/y¢\2dx—m/9$dx:J/f%dx.
0 0 0 0 0 0
N’

=115

Logo, aplicando (2.89) em /5, temos que

L L L

J/¢<—E—F) dx+5/|<bm|2dx+b/uxq_bd:c

0
L

0 0
L L
+§0/\¢de—mo/9¢dx:J/f4¢dx,

0

ou seja,

L L L L
J/|@/}|2d:£ = (5/|¢x|2d:v+b/ux5dx+§/|¢|2d:v
0 0 0 0

L L L
— m/eadx—J/¢Fdx— J/f4g_bdx, (2.110)
0 0 0

de onde segue,
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L
7 [1opis < |b\/rux|\¢|daz+5/\¢|2dx+5/|¢x12dx
0

+ rm\/rm wd:m/rww \fg\dw+J/\f4\¢\d:v @1

J/

-~

=116

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz em (2.111) e usando (2.94) em [,4, obtemos

L L 1/2 I 1/2 i
J/de < ¢ /\uﬁdas /\¢!2dw +f/r¢\2dx

0 0 0 0
L / 622 d + CUNENFILIT ¢+ CHT | F e

consequentemente,

L /2, 1/2 L
J/W v < 0(/%% [lotdc| g [1opa
0 0 0
L
+ 8 [ 16 da + CIUILIPIL + CIV Il P
0

de onde segue a conclusdo do nosso Lema. |

A partir de agora iremos mostrar um dos principais resultados deste capitulo, que versa sobre

o decaimento exponencial, através do uso dos lemas auxiliares demonstrados anteriormente.

Teorema 2.10. Seja A o operador dado em (2.26) e S(t) = e um Cy-semigrupo de contragées

no espago de Hilbert H. Entdo, S(t) é exponencialmente estdvel se, e somente se, x = 0.
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Prova. Como por hipdtese xy = 0, entdo usando esse fato no Lema 2.8, segue que

L L 2 /o
/]¢x|2d:v < C /|ux]2dx /|¢x|2daj
0 0 0

3 1
e / a2z + CUNENENE + CU sl F .

1/2

Aplicando a desigualdade de Young acima, encontramos

L L
1 3 1
J16:2dz < [ ufdo 3 [ 16.dz + CNUIZIFNE + CIU Tl Fl
0 0 0

=117

Substituindo o Lema 2.6 em [;7, obtemos

L
1 C 3 1 C
; / e < SIVTNPIE + 10 Tl Pl + 51U,

A

OF Nl + Il Pl + CIUILIFN + CIFIE
3 1

HCNUNZIEZ + CHU sl E Nl

de onde segue,

C
/ 6ude < THNOURNPV, + TVl Pl + 01
+ Ul Pl + CIU Il Pl + CLUILF + P e.112)

Usando a desigualdade de Poincaré em (2.112), obtemos

é/lcbl de < NUIRIEI, + Ul b+ U3
DR DY A

e ”UHHHFHH + Ol Flla + CIU NN F I, + CIIF I (2.113)
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Agora, aplicando a desigualdade de Young no Lema 2.7, temos

L L /2 , p
p / Pz < C / g / 6a[2d
0 0 0
L

3 1
v ou / g 2dz + CIUNEIENL + ClUl Flla
0

1/2

IN

L L
1 3 1
¢ [ufdo; [ loldo+CIUILII + CN Tl Fll
0 0

- (. /

=113 =I19
Dessa forma, usando o Lema 2.6 e (2.112), respectivamente em ;g € [19, segue que

<
R

<

Ulln|| F
Ul Pl + 1

113

L
C 3 1
p / jolde < SHIVIRIFI +
0

il

3 1
o VI T+ CHUTellF e+ Ul + CILE e (2.114)

+

Do Lema 2.9, temos

L

L L
J/|¢\2dx§0/|uz|2dx+(5/|¢x|2dx
0 0

0

(. / . /

VvV vV
=190 =121

L
1 3 1
+(5+¢) [ 168 e+ CIUIIFI + CIU Tl
0

. J/
-~

=122

Sendo assim, usando o Lema 2.6, (2.112) e (2.113), respectivamente em [y, 51 € [52, segue

que

L
C 3 1 C C

7 [ 1wkds < SV + Sl el Pl + 151015,
0 A u |\

C 3 1
_'_W”UHHHFHH + CNUNIFlla + CINUNZNIF N + ClIF |, (2.115)
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Agora, usando integral por partes em (2.103), encontramos

L L L L

L L
u/]um\Zd:c—l—b/qﬁu_xdx—p/](pIQda:—ﬂ/Gxﬂdx+p/g0Fdx—|—p/f2ﬂdx.(2.ll6)
0 0 0

0 0 0

Por outro lado, de (2.110) obtemos

L L L L
5/|¢x|2dx+b/ux5dx—l—§/|¢|2dx:J/|w|2d:)3
0 0 0 0
L L L
+m/0?bdx+J/¢Fdx+J/f4$dx. (2.117)
0 0 0

Somando a equacdo (2.116) com (2.117) e usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz,

temos que

L L

L L L
o [lufde v [wode s [lofdo v [wddore [1opas

0 0 0 0 0
L L L /2 4, p 1/2
<o [lebdr s [1opas+iol | [10Pde) | [lupas
0 0 \o \D
L 1/2 L 1/2
+|m| /de /!¢|2dx + C|\U||3|| F |- (2.118)
0 0

=12y

Dessa forma, aplicando a desigualdade de Young e Poincaré acima, além de usar (2.93) e

(2.94), respectivamente em [o3 € I54, encontramos

L

L L L L
u/|ux|2dx+5/|¢x|2dx+b/<u—z¢+ux6>dx+s/|¢|2dxSp/wczx
0 0 0 0 0

L L
3 1
J / W2 e+ C / a2 dz + CIUNLIFIE + CIU sl Fl. (2.119)
0 0
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Logo, usando (2.114), (2.115) e o Lema 2.6 em (2.119), temos o seguinte resultado

L

L L L
u/\udea:Jré/]¢x\2dx+b/(u_x¢+ux5)d$+f/Wzd%

0

U F||2 + —||U]|ul|F — U3, + =z |U ||| F

+CU sl Fllse + CIUIZIF I, + CIFI (2.120)

Para finalizar, combinamos as desigualdades (2.94), (2.114), (2.115) e (2.120), encontrando

assim

Ul - /mﬁdm+J/nwwx+u/hm%n+5jﬁmﬁm

(&

2.1 14) (2. 115) (2. 120)

(
L
+ b/uzgzﬁ—ku:cgb dx+f/|¢|2da:+c/|0|2dx
0

(. AN

(2.120) (2.04)
C 3 1 C
< SNUNNFIZ + = WUl Ella + = 10117
AT TN AT
C
+ e [T 1E' [ + CIU 3| '3 + CHU”H”FHH +C||F|3.  (2.121)

Dessa forma, escolhemos | A| sendo suficientemente grande para atingir nosso objetivo. Sendo

assim, de (2.121) segue que existe uma constante positiva M, independente de A, tal que

|Ullye < M|[F|lu, YU € D(A). (2.122)

Usando o resultado devido a Priiss [20], obtemos a conclusao do nosso Teorema. [ |
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2.6 Decaimento Polinomial

Nesta se¢io, iremos mostrar que em geral o semigrupo S(t) = e* gerado por A, associado
ao sistema (2.1)-(2.5) tende a zero polinomialmente ao longo do tempo, para qualquer condicao
inicial Uy sobre o D(.A). Em outras palavras, mostraremos que a energia £(t) de solugdes do

Sistema Eléstico Poroso, dada por (2.21), € controlada por um polindmio, a saber

1S@)Uollz < FO)|Uollpay,

onde f(t) é uma fungdo polinomial positiva, tal que tlim f(t) = 0. Portanto, fica evidente que
—00
o decaimento polinomial da energia serd um processo de estabilizacao lenta, visto que a energia

das solucdes € controlada por um polindmio.

Partiremos da equacao resolvente em termos de suas componentes, dada por (2.87)-(2.91),
onde iremos combinar o método do dominio da frequéncia com técnicas multiplicativas para
conduzir uma andlise especial da equacao resolvente, além de aplicarmos o Teorema devido a

Borichev e Tomilov [2].

Teorema 2.11. Seja S(t) = e um Cy-semigrupo limitado sobre o espaco de Hilbert H, com

gerador infinitesimal A, tal que iR C p(A). Entdo, para qualquer o > 0 e x € H, nds temos
IR A = O(IA[), [A] = 00 & [ISE)A |y = O ), t = oo, (2.123)
além disso, sua taxa é otima.

O principal resultado desta se¢ao € dado pelo seguinte Teorema.

Teorema 2.12. Seja x # 0 e 0|b

associado ao sistema (2.1)-(2.5) é polinomialmente estdvel, ou seja

18] — 2pIm]|x| (1 + 46 4+ 4€C,,) > 0, entdo o Cy-semigrupo

1

15 (@)Ul <7

|Uollp(ay, VU € D(A). (2.124)

Prova. Para iniciar, multiplicamos a equagio (2.91) por ¢ e integramos em (0, L), obtendo

assim

L L L L L
. — - — - 57 do
z)\co/de:U+BO/g0$wdx /ﬁ()/(?mz/}d:c—l—mo/wwdx co/f Y dx
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Usando as condicdes de fronteira (2.5), obtemos

L L L L L
ﬂ/cpxwdx— —i)\c/eﬂdm —m/@xﬁdx —m/]w|2dx+c/f5ﬂdx.
0 0 0 0 0
=7 =T

Agora, usando (2.89) em I55 e [54, encontramos

L L L
B[ a—ird—f?)de = —ide | G0de—k [ 0.(~ird: — f2)d
O/(p( 2 > T [ CO/ T lio/ < 7 ) T
L L
- [ d [P da,
mo/ x—l—co/ z

e usando integral por partes, segue que

L L

L L
i)\ﬁ/go@das = —Mc/@@dasj%)\ﬁ;/&x@d:v—i-/ﬁ/@xf_a?dm
0 0 0 0
L L L
— m/|1p|2dm+c/f5@dx—ﬁ/cpf_§’da:.
0 0 0

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e Young, temos que

I I 1/2 I 1/2
B A o ey R0 I e A
4= 51\ 2l
0 0 0
o L 1/2 I 1/2
A "‘9/ 2 / 2
+ 0.|“dz 2 [ |¢z|“dx
| o 6.

0
L
3 3 m 2
+ CNUNGNFNNFlln + = | [0 do + CU |1l F |,
0
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ou seja,
f 2| XJw? T
12im 1 K
)\/go bp|dx < / 02 dx + = /w2dx+—— 0,|*dx
€
+ g2 / o+ / 02 o+ OVl + CIF e
0
Sendo assim, segue que
L L L
A [ lellonl e < c [ o dx+2,5,'/|w| o+ AP [ 10,
0 0 0
+ ¢ [10ads + CU Il Pl + CIF I, @.125)

onde ¢ € uma constante positiva.

Agora, combinando o Lema 2.8 com (2.125), obtemos

L L

L
|%d 0| dx 2‘ dr + CN? [ 10.]2d
O/\¢|x<5lb|rx\{0/rr +|m/w N [ 10,

0

v [ loultde + Ul il +0HF||;] e / e

1/2

1/2
3 1
[ | [1ofde |+ CIOILIFIL + CIU Tl Flle
0

Aplicando a desigualdade de Young, temos como resultado

L L L L
2Jplm
J1opis < 20N [opa g [1o,farrc [lopas
0 0 0 0
—27 —‘;28

J(ﬁ'jf' /!m\ dx+0/|ux| dz + 3 /|¢x| da
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3 1
+ CIUIZIENZ + CIU Tl Flls + ClE|I-

Dessa forma, usando (2.93) e (2.94) em I57 e I»g, respectivamente, encontramos

L L
2Jp|lm||x plx
[ 1onin < 20 / vl + 5"b|‘ 622 + ColNP U | Fl
0

L
+0 [ udfds + 5 / [Bel2dz + CITIENFI, + CIU I Fll + CIIFIR
0

Da desigualdade acima, segue que

L Jplx|, / _ 2Jplmllx| / , ,
2 dz + C:|A F
(2 oo © 6: [ d o8l [ da + CAF( Ul [ Fl

+C / o+ CIUIRIFI + ClU Il Pl + CIF @.126)

Agora, escolhemos ¢ = e substituimos em (2.126), obtendo assim

4Jp|x|

L Jolxl o ) / < 2rimlix] / ) .
2 o[ dx dz + C. AP U F
<2 5lb] 4Jp|x| [ | 5]b|\ﬂ| 9] AN ||| F ||

L
3 1
c / ual?dz + CIUILIFIE + CIU sl Flla + CIF 2,

0

consequentemente,

L L L
8Jp|m||x
JteaPae < SR [ jopds s IO+ € [l
0 0 0

3 1
+ CIUNZIFIZ + ClU Nl Flla + ClF3,- (2.127)
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Aplicando a desigualdade de Poincaré, temos como resultado

L L L
¢ [1opar < BEEAEE [jude b GNPVl P+ C [ o
0 0 0
+ CIUINEI, + CIU Pl + CIFI @.128)

Por outro lado, do Lema 2.6 encontramos

L

c, s 1 C ) C
2de < —|UIZNFI3 + — F — U+ ~5 F
[ ks < SHUIRIFI, + SVl Fll+ 500+ 510l Pl
0
3 1
+ ClUllIE Nl + CIUNZIENZ, + CHE- (2.129)

Aplicando a desigualdade de Young e Poincaré no Lema 2.9, obtemos o resultado

L L 12, p L
J / Wde < C / g 2d / 6alPda | e / 6 de
0 0 0 0
L

+ 8 [ 10, do+ CIUIIF I, + CIU Il Pl
0

1/2

de onde obtemos,
L L 1 L L
J/|1/J|2dx < C/|ux|2dx+Z—l/|¢x\2dx+§/|qb|2dx
0 0 0 0
L
3 1
+ 8 [10.P do+ CIUIIF, + CIU Il Pl
0

logo,

L L 1 L L
J/|w|2dx < C/‘ux|2d$—|— <1+6)/\¢x|2d$—|—5/’¢|2daz
0 0 0 0

3 1
+ ClUINFN + CHU [ E (2.130)
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Usando (2.127) e (2.128) em (2.130) , segue que

L L L
1 8J
s [1de <€ [fupars (G +0) | ZEEN [opar cIP WLl
0 0 0

L
3 1
C [ e+ CIORIFI + CIO Tl Fll-+ O |
0

L

8J C 3 1

| SIPCECE [ o+ POl I+ € [ e+ CIUIRLF
0

3 1
OOl Flle +0||Fu%¢} LCIUIIEI + CIU Tl
ou seja,

J
RIIE

FCIAPIU sl Fllw + CITIZNF I, + CIU el Flle + ClIF I

L 5)18] — 2plml x| (1 + 46 + 4€C,) / W2 de < C / g 2

Substituindo (2.129), segue que

J

2
6\6“5][5“)”5' 2pbmllx| (1446 + 4£C;) / vl ds

| |
<C HU”H”FHH+_HUHHHF”H+ U115

[A] Al

m
Y

10l Fll-+ Ol Pl + CIUIRE W + CILFIR |

3 1
+CAM Ul Fllae + CIUNZN N3, + CHU el Fllae + CHE |,

ou seja,

L

L (518118] - 20lmllx| (1 + 46 + 4¢C) / [ da

0

5Ib||ﬂ|

C 3 1
SCs|)‘|2||U||H||F||H+W||UH72-£HFH72{+ ||U||H||F||H+ IIUlli

R [Al
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C

OF 10l Fllse + CIU el Fllae + CIUIEIF I3 + CIF B,

logo,

L
/ wlde < SQUIRIEIE + SN0l + CoARIT el F

R [Al

HUHHHFHH + ClUIl Flle + CIUIZIFI + o HUHH +C||F|3,(2.131)

e [A]

Usando (2.129) e (2.131) em (2.127) e (2.128), respectivamente, obtemos

L
2 ¢ % % c 2
\%I da < WHU”H”FHH + WHUHHHF”H + CAFNU I Fll

Nl + Il Pl + CNTIZNEN + 11U + CIIF|32.132)

W |A|’

L
¢ / oFdz < SV + 10 Pl + GNPVl Pl

HUHHHFHH + OVl Flls + CIUNLIFNE + | HUHH + C||F15,(2.133)

e [Al

Agora usando a desigualdade de Young no Lema 2.7, encontramos

L L 1/2 L
5
p [lefar < | a0c [lufae) (] [lenf s
0 0 0

3 1
+ 10 [ lusda + CNTIRNFI + Ul Pl

1/2

ou seja,

L L
J 3 1
p [tePde < [16.d+C [ fuda+ CIUIZIFN + CIUTl Pl
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Usando (2.129) e (2.132) na desigualdade anterior, encontramos o resultado

L
p [ ePde < SITIRIW, + VIl Fll+ CAPIT Tl

0

Tl Pl + CHU sl Pl + CIUIAIFI + | HUHH + C||F5,(2.134)

e [A]

Por outro lado, fazendo a substitui¢do de (2.129), (2.131), (2.133) e (2.134) em (2.118),

obtemos

L L L

/\ux]2dx+5/]¢x\2dx+b/ (Ur + 1) dx+£/L|qz$]2dac

0
< /]@\2dm+J/]w\zdx+0/]ux\de+C/\¢\2dx

(2.134) (2.131) (2.129) (2.133)

3 1
FCNUNZNE N CNU N E 31,

ou seja,

L L L L
pf |uePde 46 [ ¢ dz +b [ (Upd +upd)dr + & [ |6 do
fiassforao fernaanc]

S

||UH’H||FHH ”U||H||F||H+O MPNT Fll + 17z

A2
||U||H +C[IF [ (2.135)

=7 Al
O Il Flla + CIUIIEIFIN, + o

Dessa forma, combinando as desigualdades (2.30), (2.94), (2.131), (2.134) e (2.135), temos

que

L
01, = [ Lplel?+ TP+ ol + 810u -+ €J6F + buad + b+ l6 | da
0

—~— =
(2.134) (2. 131) (2.135) (2.94)
C 3 1
< WHUH%HFH% + 5 o ||UHHHFHH + CAPNU NI F e + =5 e HUHHHF”H
3 1 C
+ CIUl[Flla + CNUNZNEF, + WHUH% + C|IF |3 (2.136)
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Sendo assim, usando a desigualdade de Young e escolhendo |A| suficientemente grande e
e > ( suficientemente pequeno, segue que existe uma constante positiva M, que nao depende

de ), tal que
U117 < MNP FIR,.
de onde segue que

1Tl < MINP(IF [0, YU € D(A).

Usando a equagdo resolvente (A — A)U = F, temos como resultado

1AL = A)Heg = RO A)llepy < O(IAF), com [A] — oo

Entdo, usando o Teorema 2.11, obtemos
IS A |z = O(Y2),
ou seja, existe uma constante positiva M, que satisfaz

1S(t)A™ | a0 <

SiE

Desde que 0 € p(.A), entdo temos que o nosso operador A € sobrejetivo, portanto a equacao

— AU = F, possui uma unica solugido Uy € D(.A). Sendo assim,

| Flla = | AUl = |Us||D(a)-

Portanto,

M M

SHA |y < —=||F||lg = [|SH)Usl|ln < —=||UL :
15(t) H”H_\/gH [l = 15(2) o!la_ﬂH ollp(ay

provando assim que o sistema € polinomialmente estivel.

Para provarmos que a taxa de decaimento € 6tima, iremos usar argumentos de contradicao.

1 __1
Desse modo, vamos supor que a taxa ¢t~ 2 pode ser melhorada para uma taxa da forma ¢~ 2—=
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com 0 < € < 2. Dessa forma, isto significa dizer que existe uma constante M > 0, tal que

- M
ISOA e < 75— (2.137)

Agora, aplicando o Teorema 2.3, temos que

1 _
W—2_€H(AI — A) |z < M, quando [N — oo,

na qual implica, que para todo [’ € ‘H e usando a equagdo resolvente, resulta que

1 .
e 1Vl < Ml Fle, vA €R, A 0. (2.138)
Por outro lado, suponhamos que exista uma sequéncia (), C R com lim |\,| = coe
n—oo
(Un),en C D(A), para (F,), .y C H, tal que

(iAad — AU, = F,.

Entdo, podemos considerar paracadan € N, F,, = (0,0, 0, cos (% z) ,O)/ eU, = (u, 0, 6,0,0)

e devido as condi¢des de contorno dadas para U,,, temos a seguinte forma para u = Asen ( %x),

¢ = Bcos ("—L’rac) el = D cos (”—L”x) Sendo assim, escolhendo

§ /nm\2 & b?
)\—\/j(f) +3—W—O(TL),VTL€N,

e seguindo 0s mesmos passos feitos na demonstragdo do Teorema 2.4, podemos concluir que
N2 Ul > O (nf) = oo, quando n — oo,

o que contradiz (3.80). Portanto, a taxa ndo pode ser melhorada, e assim concluimos a prova do

nosso Teorema. |
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CAPITULO 3

Um Modelo Elastico Poroso com Dissipacao Viscoelastica

Neste capitulo vamos estudar a existéncia e unicidade de solu¢des para um modelo eldstico

poroso, a falta de estabilidade exponencial e o seu decaimento polinomial.

3.1 Fundamentacao Teodrica

Para iniciar, vamos considerar as equacdes de evolucdo para o caso unidimensional sobre
a teoria de materiais porosos com temperatura € microtemperatura dadas por (1.1) e as suas
respectivas equagdes constitutivas expressas em (1.2). Além disso, os seus coeficientes consti-

tutivos satisfazem a relacdo fornecida em (1.3).

Agora, para o modelo que iremos trabalhar, ndo consideramos os efeitos de temperatura e
microtemperatura na equagao constitutiva (1.2). Desse modo, a partir de (1.1) e (1.2) obte-
mos 0 nosso problema representado pelo sistema eldstico poroso com dissipa¢ao porosa e vis-

coelastica, dado pelo seguinte sistema de equacdes

55
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PUy — UUgy — bd, = 0 em (0, L) x (0,00), (3.1)
ngtt - 5¢x:c + buz + ggb + T¢t - ’ngxxt = 0 cm (07 L) X (07 OO)) (32)

apresentando as seguintes condi¢des iniciais

u(z,0) = up(x), uz,0) =uy(x),
qu(l’, 0) - ¢O<x)7¢t(x>0) = le(x)? Vo € (O,L), (3.3)

e com as condi¢des de fronteira do tipo Dirichlet-Neumann, dadas por
uw(0,t) = u(L,t) = ¢,(0,t) = ¢.(L,t) =0, Vt > 0. (3.4)

Para procedermos na resolu¢ao do nosso problema, vamos nos apropriar de alguns resultados

preliminares, que enunciaremos nas proximas secoes.

3.2 A Energia do Sistema

A energia de solugdes do sistema elastico poroso (3.1)-(3.4) é definida por

l\DI»—t

L
/ [oluel® + plual? + 161 + 8al® + €16 + 2busd] da. (3.5)
0

O funcional energia F/(t), definido acima, é ndo crescente para todo ¢ > 0. De fato, conforme

serd mostrado na proposi¢ao abaixo.

Proposicao 3.1. (Energia do modelo) Se E(t) é a energia associada ao problema (3.1)-(3.4),

entdo

—E = —7'/|¢t| dx — /|¢xt| dux, (3.6)
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isto é,

E(t) < E(0),Vt > 0. 3.7)

Prova. Para obtermos a energia do sistema eldstico poroso (3.1)-(3.4), faremos uso de alguns

multiplicadores, que consiste nos seguintes passos feitos a seguir:

e Multiplicando a equagdo (3.1) por u; e o resultado integramos em (0, L), obtendo assim

L L L
p/uttutdx — ,u/umutdx — b/gbxutdx =0.
0 0 0
Agora, efetuando integracdo por partes e usando as condi¢cdes de fronteira dadas em (3.4),
temos que
L L L
p/uttutdx + ,u/uxumdx + b/gzﬁumdm =0. (3.8)
0 0 0

e Multiplicando a equagdo (3.2) por ¢, e integrando em (0, L), obtemos

L L L
J / budud — 6 / bunedz + b / wauda
0 0 0
L L

L

—I—f/gbgbtdas —{—T/gbtqbtdx - W/Qbmtgbtdx = 0.
0 0 0

Usando integral por partes e condi¢cdes de fronteira (3.4), encontramos

L

L L L
Jo/qﬁtt(;ﬁtdx+5O/gbm¢mdx+b/ux¢tdx+§o/¢¢tdx

0

L L
+T/|¢t]2dx+’y/]¢xt|2da:20. (3.9)
0 0
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Somando as equacgdes (3.8)-(3.9), temos que

L L L L L
) / wudz + / tatnd + b / ounds +J / bududa + 6 / burnda
0 0 0 0 0

L L

L L
+b/ux¢tdx+£/¢gbtdaz+7/]¢t|2d:v—|—’y/\¢xt]2da::0. (3.10)
0 0 0 0

Substituindo (2.13)-(2.18) em (3.10), obtemos

L

/ [oluel® + sl + J6e + 816l + £]6P

0

DO =
S

L L
+bu,¢ + buxgzﬂ dr = —7'/ || d — 7/ |t | *d. (3.11)
0 0

Logo, substituindo (3.5) em (3.11), concluimos que

L L

d

S B() = —T/]¢t\2dx—’y/|¢xt|2d:c <0, V>0, (3.12)
0 0

Integrando a equagdo (3.12) de O até 7, temos que

L

E(t) = - / { / [1ul? + A1t dx}dt+E<o>.

0

Sendo assim, podemos afirmar que o nosso sistema (3.1)-(3.4) é dissipativo. E claro que ao

assumirmos 7 = 7 = 0, 0 nosso modelo passa a obedecer a lei de conservagdo de energia, ou

seja

concluindo assim a prova da nossa proposi¢ao. [
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3.3 O Cenario de Semigrupo de Operadores Lineares

Nesta secdo, iremos estudar a existéncia e unicidade de solu¢des para o sistema eldstico

poroso, via Teoria de Semigrupo de Operadores Lineares (ver A. Pazy [19] ).

Agora, a partir da energia fornecida em (3.5), podemos definir o seguinte espaco de Hilbert

H, expresso por
H = H}(0,L) x L*(0,L) x HX(0,L) x L2(0, L), (3.13)

onde,

L
H}0,L) = H'(0,L)N L?(0, L), onde L*(0,L) = {f € L*(0,L): /f(:v)dx = 0}.(3.14)

0

Sendo assim, consideremos o seguinte produto interno em H, definido por
L
(U, V) = / [,0905 + puaTz + JYU + 662G, + §6C + b(uaC + m>] dr,  (3.15)
0

onde temos U = (u, ¢, ¢,v), V = (v,®,¢,¥)" onde ' denota a transposta do vetor U, com
UV eH.

Dessa forma, sua norma € expressa por

L

||UH%=/[plsoF+ulum|2+JW+5|¢x|2+£|¢\2+bu$$+bu—z¢]dw (3.16)
0

Pela nossa hipétese, temos que pé > b%. Dessa forma, tomamos o valor de & € (0,&], tal

que pés — b? = 0. Entdo, obtemos
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W, U >,o/|so|2dx+J/|w\2dx+5/|¢m|2dx

L
o[
0

Isto nos permite ver claramente acima que (U, V') define um produto interno em #, e a

— &0

d:c+ (€ — &) /y¢\2dx (3.17)

norma associada || - ||z € equivalente a norma usual.

Agora, vamos reescrever o nosso problema (3.1)-(3.4), em um sistema de EDO de primeira

ordem, para U = (u, uy, ¢, ¢;) . Dessa forma, o vetor U satisfaz a equacio

dU
o~ AY (3.18)
U(0) = Uy,

onde Uy = (ug, 11, ¢o, ¢1) é o vetor dos dados iniciais e A : D(A) C H — H é 0 nosso

operador diferencial que sera representado por

0 I 0 0
Pory o o) 0
A=]| » p
0 0 0 I
b Oopiy _S7 Ty T
~0,() 0 SOR() - ST Fo) - T

Dessa forma, agora podemos definir o dominio do nosso operador 4, que é dado por

D(A) = {U = (u,0,6,¢) € H |u,¢ € H* € H)(0,L),
Y e HI(0,L) e by, by, € Hy(0,L)},

onde D(.A) é denso em # . Dessa maneira, a partir das informagdes feitas sobre o nosso opera-
dor A e com os espagos escolhidos adequadamente, podemos enunciar o resultado fundamental
desta secdo, que versa sobre a existéncia e unicidade de solucdes, associado ao nosso sistema
(3.1)-(3.4).
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Teorema 3.2. O operador A dado em (3.3) é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo
S(t) de contragoes em H. Assim, para algum Uy € H, o problema (3.1)-(3.4) tem uma tinica
solugdo fraca U € C°([0,00),H). Além disso, se Uy € D(A), entdo U é uma solugdo forte de
(3.1)-(3.4), isto é, U € C'([0,00),H) N C°([0,0), D(A)).

Prova. Seja U = (u, ¢, $,1))" € D(A), usando a defini¢io de produto interno dada em (3.15),

temos que

L L
Re(AU,U)y = —T/ |2 dx — ’y/ 9| ?dx <0, (3.19)
0 0

portanto, segue que o operador A é dissipativo. Sabendo que o dominio D(.A) é denso em H,

ou seja, D(A) = H. Entdo, usamos o teorema de Lumer-Phillips (ver A. Pazy [22]), para provar

que A € o gerador infinitesimal de um Cj-semigrupo de contragdes.

Nosso proximo passo é mostrar que I — A € sobrejetor. Para isto, consideramos a equagio

resolvente

U—-AU =F. (3.20)

Com este propésito, vamos tomar F' = (f1, fo, f3, f1) € He U = (u,p,¢,v)". Entdo, a

equacao (3.20) em termos de suas componentes, fica escrita da forma

u—¢p = [ (3.21)
PP — HlUgy — b¢x = pf2> (322)
p—y = [ (3.23)
De (3.21) e (3.23), temos respectivamente que
p = u—f (3.25)
v o= o f> (3.26)
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Substituindo (3.25) em (3.22), temos que

p(u - fl> — fUgy — bP, = pfg’
U — [pe — by = p(ft 4 f?). (3.27)

Substituindo (3.26) em (3.24), encontramos

J(p— f2) +bug — 6¢ue + D+ T (60— f°) =7 (0 — f°),, = Jf*,
o+ buy — 6¢us + £+ TO — Vuo = J(fP + [+ 7> =7 [ (3.28)

Dessa maneira, de (3.27)-(3.28), obtemos o seguinte sistema

pU — gy — by = p(fr+ f?), (3.29)
JO 4 bty = 0bpe + 6O+ 7O = Yboe = J(fP+ [+ 7 =f2, (3.30)

Agora, multiplicando as equacdes (3.29) por @ e (3.30) por ¢ e integrando em (0, L), todas
respectivamente nessa ordem, e usando integracao por partes com as suas devidas condi¢des de

limites, encontramos

L L L L

p/uﬂdm—l—u/uxu_md:p—kb/qm_mda::p/(f1+f2)ﬂdm, (3.31)

/gzbgzﬁdx+b/uxgzﬁdx—ké/gzﬁmgbrdx—l—ﬁ/gbqbdx—l—T/gbgbdx

0
L L

+y/¢,@dm: J/(f3+f4)$dx+r/f3adx+7/f;f:@d:c. (3.32)
0 0

0 0

Dessa forma, somando as equagdes de (3.31)-(3.32), segue que

L L - Lo Lo
p/uudw—i—u/uzuxdx%—JO/qude—l—(SO/qﬁxgbxdx%—ﬁo/(bgbda:

0 0
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L L

+b/ux¢dx+b/¢u—xdx+7/¢¢dx+y/¢w¢xdx:p/f + f)ude
0

L L

L
+J [ (fP+ Mode+7 | fPode+~ | f2o,dx. (3.33)
/ [rines |

0 0

Portanto, para solucionar o problema (3.29)-(3.30), consideremos a seguinte forma bilinear:

a:TxT — R,

(‘/la‘/Z) }—> a(‘/i’%)’

onde,

L L L L
a(Vi, Va) ::p/ulﬁdx+u/u;u_§dx+ J/gplﬁdxw/qﬁ;ap_gdx
0 0 0 0
L

L L L L
+§/¢1de+b/gblu_§:dx+b/ui@dz+¢/¢1gd:p+v/¢;¢_§dm, (3.34)
0 0 0 0

0

com V; = (u',¢') e Vo = (u? ¢*) . Dessa maneira, a forma bilinear (3.34) é continua e
coerciva sobre o espago de Hilbert I'. Além disso, definimos uma aplica¢do 7" linear e continua,

dada por

T:I' — R,
Vo — T(Va),

onde,

L
T [ ot P 0 T 5]
0

Logo, usando o teorema de Lax-Milgran (H. Brézis [3]), segue que existe uma tnica solugdo

Vi € I', que satisfaz o problema variacional

a(Vi,Va) = T(V), ¥ Vs € T.
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Sendo assim, existe uma tnica V; = (u!, ¢') € T' que satisfaz o sistema (3.29)-(3.30). Sendo

assim, segue que

w e HY0,L)e ¢ € HL0,L). (3.35)

De (3.35) em (3.21) e (3.23), segue que

o € Hy(0,L) ey € HX(0,L).

Além disso, de (3.22) e (3.24) segue que u, ¢ € H?(0,L). Portanto, U € D(A), e sendo
assim I — A ¢ sobrejetor. Para finalizar, aplicamos o teorema de Lumer-Phillips, concluindo

assim, que A ¢ o gerador infinitesimal de um Cj-semigrupo de contragdes S(¢) no espago de
Hilbert H. u

3.4 A Falta de Estabilidade Exponencial

Nesta secdo, iremos mostrar que o sistema eldstico poroso dado por (3.1)-(3.4), apresenta
perda de estabilidade exponencial. Para essa finalidade, usaremos o Teorema 2.3, para sistemas

dissipativos.
O principal resultado desta sec¢ao € dado pelo seguinte teorema.

Teorema 3.3. Seja S(t) = et um Cy-semigrupo de contragées no espago de Hilbert H associa-
do ao sistema (3.1)-(3.4). Entdo, S(t) ndo é exponencialmente estdvel, independentemente de

qualquer relacdo existente entre ou seus coeficientes i, p, 0 e J.

Prova. Para provar a falta de estabilidade exponencial do sistema (3.1)-(3.4), utilizaremos o

Teorema 2.3. Dessa forma, usando argumentos de contradi¢do, iremos provar que existe uma

sequéncia (A, )pey C R com lim [\,| = oo e U, = (u, ¢, $,70) € D(A), com A dado em
n—oo

(3.3), satisfazendo a equagao resolvente

iU, — AU, = F,, (3.36)
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para funcdes F, = (f1, £2, f3, f4)' € H,com ||F,|l» < 1, tal que

n’ n’

[Unll = [|(Ad — A) 7 Ey [y — 0. (3.37)

Ao analisarmos a equacdo (3.36), podemos dizer que a solucdo correspondente U,, nao é

limitada, quando F;, € limitada em H.

Para simplificar a notag¢do, omitiremos o indice n. Entdo a nossa equacao espectral (3.36)

pode ser reescrita em termos de suas componentes, sendo expressa pela forma

iu—¢p = f1 (3.38)

IANpP — pitize — b = pf?, (3.39)

iNp— = f3 (3.40)

INY — Pup + bty +EP+ T — Yihpe = JfL (3.41)

Para o nosso sistema (3.38)-(3.41), tomamos os valores de f' = f3 = f* = 0e f? =

1
—sen (n%a:) . De (3.38) e (3.40), é imediato que
p

Y =1 \u e Y =1\o. (3.42)

Substituindo (3.42) em (3.39) e (3.41), encontramos

nm

—\2pu — gy — by = sen(fx), (3.43)

“N2Jp — 6y + by + EP +IANTO — iNYOzw = O. (3.44)

Levando em conta as condi¢des de contorno dadas em (2.5), tomamos solu¢des da forma

nm nm
u = Asen (Tx>, ¢ = Bcos (Tl) (3.45)
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Posto isso, fagcamos a substituicao de (3.45) em (3.43)-(3.44), com o objetivo de encontrar a

sua solugdo, que é equivalente a encontrar as solucdes em Ae B para o sistema

2
[— PA? + ,u<%> ]Asen (%x) + b%B sen (%x) = sen (%x) ,

2 2
" peos (P52 4 [ ey s e+ i (T T -
bLAcos<Lx>+{ )\J+5<L> +§+Z)\T—|—Z)\’}/(L):|BCOS<LZL‘> 0.

Reescrevendo o sistema acima, resulta que

2
9 nm nm B
p( ) A T+ 628 2 A+ iy [ 2E : B = 0 3.47
A+ | T () Hetid i = 0. (3.47)

Dessa forma, tomando

2
A= %(”%) , (3.48)

e substituindo em (3.46), obtemos

;Ln772
P o\ L

=0

2

2
nm nm
Y lave(E)B=1

obtendo assim como resultado

(3.49)

Substituindo (3.49) em (3.47), temos

2 2
b(E>A+<—>\2J+6(E) +§+¢AT+M7<T>) L
L L L (mr)
T
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logo,

2 2 2
(7N a— _(aey s s(7T e ixe (17
b<L>A ()\J+5<L) +§+2AT+2)\7(L)>.

Sendo assim, usando (3.48) na equacao acima, temos que

2

2 2 2
W nm nm , , nmw
p(L) J—|—5<L> —l—f—l—z)\T—l—z)q(L)

iy
L

de onde segue que

2
. {—J <H - %) +m} (%) AT
A= p (3.50)

ou seja,
A:=A,~0O(n) e B:=DB, —0, (3.51)

para n grande.

Dessa forma, escolhendo L. = 7 e usando a definicdo da norma em (3.16), (3.42) e (3.45),

segue que

L ™
2
U= o [ lids = AP AP [ [sen ()] da, (3.52)
0 0
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Logo, usando (3.48) e (3.51) em (3.52), concluimos que

U132, = O(n*). (3.53)

Entao, como n — oo, de (3.52) e (3.53), encontramos
Tim [|U, 13, = p lim [|ep]| 7> = oo,

equivalentemente,

T
1Unlln = (| Srn A ~ O(?). (3.54)

Dessa forma, aplicando o Teorema 2.3 podemos concluir que o semigrupo S(t) associado
ao sistema (3.1)-(3.4) ndo é exponencialmente estdvel, ou seja, apresenta perda de estabilidade

exponencial. ]

3.5 Decaimento Polinomial

Nesta se¢do, nossa atengdo estard voltada para provar que o semigrupo S(t) = e** gerado
por A, associado ao sistema (3.1)-(3.4) € polinomialmente estavel, e isto ocorrerd independen-

temente de qualquer relagdo existente entre os coeficientes 1, p,d e J.

Partiremos da equacgdo resolvente em termos de suas componentes, onde iremos combinar
o método do dominio da frequéncia com técnicas multiplicativas para conduzir uma andlise
especial da equacgdo resolvente, além de aplicarmos o teorema devido a Borichev e Tomilov
(ver [2]). Também iremos mostrar que a sua taxa de decaimento é 6tima, ou seja, neste caso a

taxa 1/4/t obtida no decaimento polinomial nio pode ser melhorada.

Para iniciar, consideramos U = (u, ¢, ¢,¢) € D(A) e F = (f*, 2, f*, ) € H. Entio

a equacdo resolvente i\U — AU = F' em termos de suas componentes fica escrita da seguinte
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forma

iu—p = f1 (3.55)

NP — piigy — by = pf?, (3.56)

iNp—1 = f3, (3.57)

INJY — 0Py + Uiy + EQ+ TV — Yty = Jf2 (3.58)

Agora fazendo o produto interno em H, de U € D(A) com a equagdo resolvente de A,

segue que

INU3, = (AU, U)y = (F, U)y. (3.59)
Tomando a parte real da equacao (3.59) e usando a desigualdade (3.19), temos que

L L
. / 2z + / P < [1U el Flle (3.60)
0 0

Agora, nosso objetivo é mostrar que o resolvente do operador A, dado em (3.3), é unifor-
memente limitado ao longo do eixo imagindrio. Dessa forma, podemos estabelecer o seguinte

Lema.

Lema 3.4. Sob as consideracoes acima, temos que

iR C o(A).

Prova. Desde que o operador resolvente de .4 é compacto, temos que o seu espectro é discreto.
Desse modo, para provar nosso lema ¢é suficiente mostrarmos que o operador A ndo possui
autovalor imagindrio puro. Primeiramente, podemos observar que zero ndo € um autovalor de

A. Dessa forma, podemos supor que existe A € R* tal que i\ seja um autovalor e U =

(u, ¢, ,%)" € D(A) seja um autovetor normalizado, ou seja, ||U|| = 1, de modo que

AU — AU = 0.
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Nosso objetivo serd provar que U = (0,0,0,0)’, o que contraria ||U|» = 1. De fato,

tomando o produto interno em H da equacdo acima com U, obtemos

MU, — (AU, U) = 0.

Sendo assim, de (3.60) com F' = 0, podemos concluir que ¢p = 0. Agora de (3.57) com
f2 = 0, obtemos ¢ = 0. Além disso, de (3.58) com f* = 0, segue que u, = 0 e usando a
desigualdade de Poincaré, temos como resultado u = 0. Para finalizar, de (3.55) com f! = 0,
encontramos ¢ = 0. Dessa forma, obtemos que U = 0, mas isso € uma contradi¢do, o que nos
permite concluir que ndo existem autovalores imaginarios puro € logo o nosso resultado esta

provado. |

Para prosseguir na prova do decaimento polinomial do sistema (3.1)-(3.4), iremos enunciar
e demonstrar trés lemas auxiliares que dardo o suporte necessario no desenvolvimento deste

trabalho.

Lema 3.5. Seja U = (u, , ,1) a solucdo do sistema (3.1)-(3.4), entdo

L
(1~ ) [ 18 e < O G
e
L L L
o [16udo+b [[wddo € [l dn < SO+ CIU Tl Pl 62
0 0 0

para || suficientemente grande e sendo C' uma constante positiva que ndo depende de ).

Prova. Iniciando, derivamos em = a equagio (3.57) e o resultado obtido multiplicamos por ¢,

sendo que integramos no intervalo (0, L), obtendo assim

L

i)\/L|¢m|2dI = /L%@dl’ﬂL/fg@d%
0 0

0

L L L
X[ e de| < Vol 9ul dz + [ | f7]¢|de.
] = [l
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Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e Young, encontramos

I /2 , 5 1/2

L
1 1 1
o d <—/— 2 d /2x2d — Ul F
0/|¢| <o | [ gt ol d |+ Ul Pl

0 0

1/ ) 1 ) 1
< o fleP st o [P ot U Pl
A 4N AP

Usando (3.60) na desigualdade acima, temos como resultado

L
1
1= o) [ Joul do < U Flle
( |A|)O W

provando assim, a primeira desigualdade do Lema 3.5.

Agora, para mostrar o resultado (3.62), multiplicamos a equagio (3.58) por ¢ e integramos
em (0, L), a fim de obter

L Lo L L
z)\J/wqﬁdx—d/qﬁmcﬁd:c—l—b/uz(bdx—i-fo/(b(bda:

0

+7 / Vo dr — / Vppp dx = / flod. (3.63)

Substituindo (3.57) em (3.63) e usando integragc@o por partes, encontramos

L

L L
/¢ f3)d$+5/|¢x|2d$+b/ux¢dw+§0/|¢|2dx

0

—l—T/wgbdx—l—v/dngbmdx— /f ¢dx.
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Dessa forma, segue que

L L L L
2 =z 2 7 _ 2
60/]@\ dx+b/uw¢da:+§o/]¢\ dx JO/W\ dx

0
L

L L
—To/wadm—’yo/wx@dx%—J/(wF + ) dz,

0
ou seja,
L

L L L
6/|¢x|2dx+b/um$dx+§/|¢|2dxs J/|w|2das
0 0 0 0

L

L L
i / 1 19] dz + ] / ol |ol d + T / (o117 + 1] 19]) do.
0 0

0

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e Poincaré, obtemos

L L L
5/|¢$|2dx+b/uz5dx+§/|gb|2dx

0 0 0
L L 12,
< J/]w\zdx—i-\ﬂ /W!de /\¢x|2dx
0 0 0
L

1/2

1/2

1/2

L
il / [ ? do / 6o2dz |+ CIU Il Pl
0 0

Usando a desigualdade de Young, obtemos
L L L L L
_ 1
5/]¢x|2dx+b/uz¢dx+§/|¢|2dx§ J/|w|2dx+§|7'|/|1/z\2da:
0 0 0 0 0

L L L
1 1 1
satrl 1o do Sl [ 2o+ 3 [ 16 do + Ol Pl
0 0 0
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de onde segue que,

L

L L
il
firarss fusicss foras (525)

Ll / ol da +(’ i '”') / 162 dz + Ol | F

Sendo assim, usando (3.60) e (3.61) na desigualdade acima, podemos concluir que

L

L L
3 [ 10 da b [ugde e [ 167 de < 00Tl Pl + Ol Pl
0 0 0

0 que prova a segunda parte do Lema 3.5. ]

Lema 3.6. Seja U = (u, p, ¢,v)" a solucdo do sistema (3.1)-(3.4), entdo para qualquer ¢ > 0

dado, existe uma constante C. > 0, tal que

b [ o< ep [ 102 dz+ CIAPIT Tl Fll
0 0
C
+CINPNU Pl + TVl Pl + CIU Tl Pl 364

para || suficientemente grande e sendo C' uma constante positiva que ndo depende de ).

Prova. Para iniciar, multiplicamos a equacao (3.58) por %u_z e integramos em (0, L), a fim de

L L L L
M%/ibu_xdx—%/%xu_mdx—f-u/uxu_xdx"‘%/qm_ﬂcdx
; 0
I L
+%/¢ux T — —/%z% dr = T'u/ [T dr. (3.65)
0 0

obter
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Usando integral por partes e condi¢des de fronteira dada em (3.4) na equacdo (3.65), encon-

tramos
L
0
L
0
logo,

L
u/lumIQda: — e /@bumdx—/ (%“cbﬁ%%) Ty d
0 0

L

L L
— ?,u/ Uy x—%/@/mxdx—i— M/f4u_xdx.
0 0

0

Sendo assim, temos que
L L L
,u/|ux‘2dq; < / ’ )\JT,uw ‘ |t | dx — / (%(bz + %1/1$> [Ty A
0 0 0
L L
—l—/ ]uﬂdx—l—/’%iﬂ
0 0

Fazendo uso (3.56) em (3.66), encontramos

L
J
| da + %/\fﬂ g | da. (3.66)
0

L L L
wPae < [ (Gort Jun) (s 004 o) o [ | 20| lud
uo/u x / + (z pPY + +p ) x+y/ Uy | AX

J/

_]1 ::JQ

L L
J
+ M/‘ ¢‘ \ux!deru/’—w‘ ]ux\dxjtTu/]f‘lHux\dm. (3.67)
0

N J/
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Desenvolvendo o termo .J;, obtemos
L 5 5 L L
n=f (gm n %w) (137 + 66, + 77 di = A / 6.7dn+5 [ |ouf da
0 0
L L
%/ bu TP d + A2 /%wdwﬂ/%@dm 7 [
0 0
Substituindo (3.57 ) na equagdo acima, temos
L L L L
3\ — N\ PY _ — 9 po -
(o + ) pde+ N [0 Bde+y [ ey de+6 [ |6 de+ 5 [ 6.7 da
0 0 0 0

L
\w!dllerV/!%\ ] o

L
A
\w|dw+p/'%wx

L
b Pdr < p/ ’ 20,

0

L
) % d | |f2] da | |f2| da 3 d
+ 0/|¢\ $+|b‘0/\¢||f| +,b‘/|wa| +,b‘/|f!|90!:v

1/2 /2 , 1 1/2

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que
L 5P
[ 50| a / e+ / ] ) { [rora
0 0

1/2 1/2 I

L
T / ol da / u2de |+ / 1622 dz + CU lel| I
0 0 0

Agora, usando a desigualdade de Young, obtemos

L
A22 £
Lo< |b|2/|¢x|2dx+ p/|so|2da:+—p'|,')|2 /|wm|2dx+§p/|so|2dx
0 0

1 1
+ o / ol de+ 5 / . o +3 / 62 do -+ CIU | 369
0 0 0
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Dessa maneira, fazendo uso do Lema 3.5 e de ( 3.60) em ( 3.68), encontramos

5L < C /\szy?dﬁ /](pIQdQH—C |>\|2/|z/1w]2da:+0/|wz|2dx

+C / 621 o + ClU Tl e < CINPIO Tl Fll + 2o / o do

+ ClUllFll + WHUHHHFHH (3.69)

Agora iremos desenvolver o termo J,. Para isso, usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz

e Young, obtendo assim

L I 12 , 1/2
1
Jy = u/'A%@/z‘ |ug| de < p /Q‘ﬂ /§|um|2dm
0 0 0
I [
< 2de + £ |* d. 3.70
< gt [ Wt [l s (3.70)
0 0

Aplicando (3.60) em (3.70), encontramos o seguinte resultado

Jo < PRIVl Pl + § [ fusf? da 3.71)

Agora, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e Young em .J3, obtemos

_-i

< 2u|b|2 / o2 do + & / |ux|2dx+2u|bl2 / [P dz + CI|U | F

|ux\da:+u/ ' T \ ] iz + —/\f4| ] dz
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Entdo, usando (3.60) e o Lema 3.5, obtemos

<

o TN 1 19 + CHUT el F ]2 (3.72)

L
0

Substituindo (3.69), (3.71) e (3.72) em (3.67), temos

L L

" / P de < NPl Flln + ep / ol d +
0 0

%

U194
R

L
poH
4 NPl Fle+ (5 +5) [l do + Ol Pl
0
de onde segue que

L L
b [l o <cp [ 6P do+ CNFIl Pl
0 0

<

NU | 'l + CHU ]| [

concluindo assim, a prova do nosso Lema. [ |

Lema 3.7. Seja U = (u, 0, ¢,%) a solucdo do sistema (3.1)-(3.4), entdo para qualquer ¢ > 0,

suficientemente pequeno, existe uma constante C. > 0, tal que
L
p/ [0 dz < CIAPIIU|lIF |3 + CoIAPU el F | + |_§|HU”HHF“”H + ClU [ F [l
0
para || suficientemente grande e sendo C' uma constante positiva que ndo depende de ).

Prova. Iniciando, multiplicamos a equagio (3.56) por @, e integramos em (0, L), obtendo assim

L L L L
Mp/(pﬂdx—u/umﬂdx—b/qﬁxﬂdx—p/ﬂﬂdx.
0 0 0 0
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Usando (3.55), integral por partes e condicdes de fronteira na igualdade anterior, temos que

L

L L L
p/@(—@—ﬁ) d:1:+u/|ux!2d$—b/¢xﬂdx—p/f2ﬂd:v,
0 0 0

0

logo,
L L L L L
p/|g0]2d1::u/|ux\2dx —b/quﬂdm —p/(dem—p/f?ﬂdx. (3.73)
0 0 0 0 0
=

Para o desenvolvimento do termo Jy, aplicamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz, Poin-

caré e Young, a fim de obter

L 1/2
Jy = b/qﬁ udr < \b|/\q§xl lu| dz < C /](bx\zdx /]ux\zdx
0
L
< /|¢I]2dx+ /\ux|2d:1: (3.74)
Substituindo (3.74) em (3.73), obtemos
L L L L L L
2 2 2 K 2 -1 2
p [VePde<p [lufdosc [lofdos s [upie—p [fiae—p [ Pade
0 0 0 0 0 0

Fazendo o uso dos Lemas 3.5 e 3.6, encontramos

L
/ ol do <% [ do+C [ jouf o+ OOl Pl
0

ou seja,

p [ loPdo <32p [ 1P do+ CNPIU Il Pl
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<

FCAPIV Il Pl +

[Tl Ml + CHU 31 F ][ 34
Desse modo, obtemos que

L
(1—3€)p/|90|2dw < CIAPNUN#NE Nl + CIAPNU s F I3
0

<

+
A

1N 1E 13 + CNUT3 M F [l
Portanto, temos o seguinte resultado
L
p/ ol dx < CIAPNU | Flle + CoAPNU a1 F Il + %HUHHHFHH + ClU 31 F e,
0
0 que nos permite concluir a prova do nosso Lema. |

Diante dos lemas demonstrados anteriormente, agora ja estamos em condicdes de enunciar e

provar o principal resultado desta secdo, que é dado pelo seguinte Teorema.
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Teorema 3.8. Seja S(t) = e, um Cy-semigrupo limitado sobre o espago de Hilbert H, com
gerador infinitesimal A, dado em (3.3), tal que iR C p(A). Entdo o Cy-semigrupo associado

ao sistema (3.1)-(3.4) é polinomialmente estdvel, ou seja

15@)Uoll3 < Ip), Yo € D(A), (3.75)

\/—HUO

além disso, esta taxa de decaimento é étima.

Prova. Para iniciar, usamos integral por partes na equacao (3.73), obtendo como resultado

L L L L L
u/\umIQdfv+b/¢u_xdx=p/ISOIQdeer/deaerp/fzﬂdx,
0 0 0 0 0

logo,

" / ol de + b / S dr < p / (02 d + CU ol F (3.76)
0 0 0

Somando-se (3.62) e (3.76), encontramos

L L L
/|ux]2d.r—l—b/(ux¢+ux¢) daz+§/|gb|2dx+5/|¢x]2dx
0 0
= / o d+ 51Ul P+ U o Pl (.77)

Usando o Lema 3.7 em (3.77), obtemos

L

L L
\um|2dx+b (et + ued) dz+ & [ ¢ dz+6 [ |¢,]* da

0

C
S U [ Fllae + ClU a1 F - (3.78)

< O|)‘|2||UHH||FHH + CeAP U el Flla + o
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De (3.60), (3.78) e do Lema 3.7, concluimos que

U = /\sowzdxw/wczxw/\umrzdaz

N

(Le Tna3 7) (3. 60) (3. 78)
L

n b/<u—x¢+uma>d:c+§/\¢|2dx+6/|¢wr2dx

0

(& J/

(3.78)

C
S lU el
Al

IN

CIAPNT sl Fllze + CoAPNT el | F | +
+ Ce|lUllal Fllae + CHU el F 3

Sendo assim, usando a desigualdade de Young e escolhendo |A| suficientemente grande e
e > 0 suficientemente pequeno, segue que existe uma constante positiva M, que ndo depende

de A, tal que
U117 < MNP FIR,.
de onde segue que

1Tl < MINP(|F [, YU € D(A).

Usando a equagdo resolvente (A — A)U = F, temos como resultado

IO = A) gy = RO A cgo < O(AR), com [A] = .

Entao, usando o Teorema 2.11, obtemos
IS A |y = O?),
ou seja, existe uma constante positiva M, que satisfaz

ISEA 20 <

&Ii
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Desde que 0 € p(.A), entdo temos que o nosso operador A € sobrejetivo, portanto a equacao

— AU = F, possui uma tdnica solu¢do U € D(.A). Sendo assim,

1F']l2 = [AUs[l% = [|Uollpa)-

Portanto,

M
Vi

provando assim que o sistema € polinomialmente estivel.

. M
ISEAFllae < =N Fllae = 1SVl < ﬁHUOHD(A)a

Para provarmos que a taxa de decaimento € 6tima, iremos usar argumentos de contradicao.
1 _ 1
Desse modo, vamos supor que a taxa ¢t~ 2 pode ser melhorada para uma taxa da forma ¢~ 2—=

com 0 < € < 2. Dessa forma, isto significa dizer que existe uma constante M > 0, tal que

_ M
1S(t)A 1”[:(%) < PYCESE (3.79)

Agora, aplicando o Teorema 2.3, temos que

1 _
WH(/\I — A) 7Y £y £ M, quando |A| — oo,

na qual implica, que para todo F' € H e usando a equagdo resolvente, resulta que

1
|)\|—2_€HUHH < M||F |3, VA € iR, X #0. (3.80)
Por outro lado, suponhamos que exista uma sequéncia (\,),.y C R com lim |A,| = coe
n—oo
(Un)pen € D(A), para (F,), .y C H, tal que

(AT — AU, = F,
Ento, podemos considerar paracadan € N, F,, = (0, sen (*%z) , 0, O)/ eU, = (u, 0, 0,0,

e devido as condi¢des de contorno dadas para U,,, temos a seguinte forma parau = Asen (”—L’rac) ,
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¢ = Bcos (“Zx). Sendo assim, escolhendo

A=A\, = % ("%)2 — O(n),¥n € N,

e seguindo 0os mesmos passos feitos na demonstragdo do Teorema 3.3, podemos concluir que

N2 Unllp > O (nf) — o0, quando n — oo,

o que contradiz (3.80). Portanto, a taxa ndo pode ser melhorada, e assim concluimos a prova do

nosso Teorema. |
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CAPITULO 4

Resultados Numéricos para Modelos Elasticos Porosos

Neste capitulo vamos estudar os aspectos numéricos-computacionais para modelos eldsticos

porosos dissipativos no caso unidimensional.

4.1 Fundamentacao Teoérica

O ser humano, em seu processo de evolucdo, sempre esteve dedicado na busca de anali-
sar e compreender os problemas da natureza, gerando assim a busca por respostas, ou mesmo
solucdes, dos diversos problemas existentes nas mais variadas formas da ciéncia, tais como,
fisica, quimica, matematica e engenharia, dentre outras. A maioria desses problemas podem ser
reduzidos, representados ou mesmo manipulados por uma equacao diferencial, seja ela ordinaria
ou parcial. Para tais problemas, existem varios métodos numéricos computacionais que visam
obter um resultado mais pr6ximo, ou mesmo satisfatério, quando comparados ao desenvolvi-
mento do problema feito analiticamente. A ideia basica dos métodos numéricos € o processo de
semi-discretizacdo (ou discretizacio), que reduz o problema continuo, com dimensao infinita,
em um problema semi-discreto (ou discreto) de dimensao finita, podendo assim ser resolvido

computacionalmente.

84
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Com o desenvolvimento dos recursos computacionais nas ultimas décadas, a abordagem
numérica de problemas envolvendo equagdes diferenciais tem recebido cada vez mais atencao
dos pesquisadores. Podemos elencar o método das diferencas finitas (MDF), método dos ele-
mentos finitos (MEF) e o método dos volumes finitos (MVF), dentre os métodos numéricos
geralmente usados para resolver equacdes diferencias. O MDF que iremos abordar em nosso
trabalho, apresenta uma formulagdo mais simples e intuitiva, utiliza malhas regulares (unifor-

mes), enquanto que 0 MEF e o MVF sdo mais gerais e flexiveis a geometrias complexas.

Desde a década de 1940, mateméticos e engenheiros tentam de alguma forma desenvolver
métodos numéricos para resolucdo de problemas cuja modelagem € feita por equagdes diferen-
ciais. Varios métodos de diferencas ja foram desenvolvidos, o mais antigo deles é o método de
diferencas finitas (MDF) que desenvolveu-se a partir dos estudos de Courant, Lewis e Friedri-
chs, em 1928. Este método se baseia na aplicacdo local da expansdo de uma fung¢do através da
série de Taylor para aproximar as equacoes diferenciais, usando uma rede quadrada de linhas,
necessdrias para construir a discretizacdo da equacdo diferencial. Este € o grande potencial do

método ao manusear geometrias complexas em varias dimensdes.

Com essa necessidade de resolver e analisar numericamente nosso problema, iremos nos
apropriar do método de diferencas finitas, onde o dominio do problema apresentado no continuo
serd substituido por uma série de pontos discretos, gerando uma malha uniforme, isto €, uma
malha onde o espacamento entre os nds sao igualmente espacados, o que nos permite calcular as
incognitas do nosso problema. Essa substituicdo no problema continuo das nossas incégnitas,

ou fung¢des pela sua forma discreta, denomina-se discretizagao.

4.1.1 Convergéncia do Esquema Numérico

Uma questdo importante que geralmente € abordada num esquema numérico, versa sobre
o estudo da convergéncia numérica do método entre as solu¢des exatas e discretas, e as suas

respectivas taxas de convergéncia.

Para uma melhor compreensao sobre a definicdo de convergéncia, denotamos por Fu = 0
sendo um operador diferencial parcial, cuja solugdo é dada por u(zx,t), e sendo u sua solugdo

numérica.

Definicao 4.1. Seja um esquema numérico em diferengas finitas expresso por Faz anu(Ax, At)

= 0 e que aproxima uma equagdo diferencial parcial Fu(z,t) = 0, dizemos que este esquema
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¢ convergente em cada ponto (v;,1,), se para (z;,t,) — (,t) temos que u} — u, quando
Ax, At — 0.

Quando resolvemos numericamente uma equacao diferencial parcial usando o método de
diferencas finitas é importante que facamos um estudo sobre a sua convergéncia numérica, e

neste sentido citamos o seguinte resultado:

Teorema 4.2. (Teorema da Equivaléncia de Lax) Um esquema numérico de diferencas finitas

é convergente se, e somente se, ele é consistente e estdvel.

A seguir relacionamos os conceitos basicos inerentes a consisténcia e estabilidade na solugdo
de uma EDP.

A consisténcia de um esquema numérico pode ser vista como uma no¢ao local, que verifica a
ordem, ou qualidade, da aproximagdo local. De modo particular, podemos dizer que o conceito
de consisténcia relacionado a solugdo exata de um problema de valor inicial e de contorno deve
satisfazer as equacdes de diferencas do método numérico usado, mas com uma certa margem

de erro, que sdo decorrentes do uso das aproximagdes via série de Taylor.
Para uma melhor compreensao, seguem as seguintes defini¢des (ver [12]):

Definicao 4.3. Seja um esquema numérico em diferengas finitas expresso por Fa, anu(Az, At)
= 0 e que aproxima uma equagio diferencial parcial Fu(z,t) = 0, dizemos que este esquema

¢ consistente se para qualquer fun¢do u = u(x, t), suficientemente regular temos que

Fazanu(Azx, At) — 0, quando (Azx, At) — 0.

Outro fator importante na convergéncia de um método numérico versa sobre a estabilidade
de um esquema que garante a limitagcdo para acumulagdo sucessiva de erros ou perturbacdes na

solugdo, ou seja, visa evitar o crescimento exponencial dos erros.
Para prosseguir, consideramos € := u(z;,t,) —u} o erro cometido em (x5, t,,), segue entdo:

Definicao 4.4. Um esquema de diferencas finitas é estavel se existe uma constante M > 0, tal

que |e?| < M, para todo j, n.
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O uso do método de diferengas finitas que serd abordado em nosso trabalho, nos apresentara
uma certa restricio numérica em relagdo ao passo de tempo At, conforme sera mostrado no
Teorema 4.6. Desse modo, podemos dizer que nosso modelo elastico poroso deverd exigir
alguma condi¢do para determinarmos o seu critério de estabilidade e nesse sentido temos que
estudar o desenvolvimento de propagacdo das ondas harmonicas, visando encontrar as suas

frequéncias naturais associadas ao sistema em estudo, conforme [4, 36].

Ressaltamos aqui, no momento, que nao iremos, trabalhar estas questdes sobre convergéncia

numérica, consisténcia e critério de estabilidade.

4.2 Método Numérico Explicito em Diferencas Finitas

Neste trabalho, consideramos o esquema numérico usando diferencas finitas com a finalidade

de verificar numericamente os resultados analiticos estabelecidos anteriormente.

Para o problema posto em (3.1)-(3.4), iremos usar o método de diferencgas finitas, sob a forma
totalmente discreta, onde discretizamos simultaneamente a varidvel espacial x e a temporal
t, e para as derivadas que aparecem, fazemos a substitui¢do (ou aproximagdes) por férmulas
discretas de diferencas finitas, tornando assim, o nosso modelo totalmente discreto a partir da

nossa equacao diferencial parcial.

Para iniciar, definimos a seguinte malha computacional

g = O<my=~Ar<..<zy=JAz<xz;=(J+1)Ax =L, 4.1)

to = O<t1:At<<tN:NAt<tN+1:(N+1)At:T, (42)

de A At r J N € N. D fi t JA

onde Az = e = com . Dessa forma, temos que z; = T
J+1 N+1 ! ’ aue

et, = NAt, taisque j = 0,1,....J +1en = 0,1,..., N + 1. Iremos usar os seguintes

operadores de diferencas finitas definidos no espago e no tempo:

e Esquema Progressivo (primeira ordem):

T YT M § 4.3)
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e Esquema Atrasado (primeira ordem):

Ql
8

Bt = L0 (4.4)

e Esquema de Diferenca Central (primeira ordem):

_ n n = n+1 n—1
9 J IAT 2 J 2At

e Esquema de Diferenca Centrada (segunda ordem):

— . —2uf +uj = ;‘H 2uj +ul” !
&ﬁmuj = AJ}Q N atatuj = Atz

(4.6)

De forma andloga a (4.3)-(4.6), obtemos as aproximacdes para a funcdo ¢ na malha. Aqui

" n L L. ~
denotamos por u} e ¢} as suas aproximagdes numéricas para as solugdes exatas u € ¢, que
trabalhamos na malha, respectivamente. De forma mais precisa, temos que u} ~ u(x;,t,) €
¢} ~ ¢(xj,t,). Ressaltamos aqui, que a construgio desses operadores sdo baseados no uso da

série de Taylor.

Para escrevermos o nosso sistema (3.1)-(3.4) num esquema de diferencas finitas, iremos
primeiramente trabalhar na obten¢do da discretizagao do termo ¢,.,; , presente na equacao (3.2),
para isso usamos (4.6) e a derivada temporal atrasada de primeira ordem dada em (4.4), obtendo

assim

_ _ o= 2u” +u?
bt ~ Dy (3,0,07) = O, (“ﬂ“ = ”J‘l)

Ax?
?+1 B ;LJrll _ 2¢n ¢7}_1 ?—1 - ?:11
Ax2At Az At Ax2At
i1 2¢n+¢?1_ g+1_2¢n1+¢ @.7)
Ax2At Az2At ' '

Agora, mencionamos uma discretizacdo ndo usual adotada para o termo ¢ presente na

equacao (3.2), onde usamos a seguinte aproximacgao

iy + 207 + 074
1 .

oz, tn) =~ (4.8)
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A discretizacao numérica dada em (4.8) tem sido usada a fim de evitar a presenca de anomalia
numérica (trancamento no cortante), conhecida como fendmeno de bloqueio na forcga de cisalha-
mento. Como consequéncia, a energia numérica associada ao sistema (3.1)-(3.4) sera livre de
sobreestimacdo. Este fendmeno acontece principalmente em estruturas eldsticas tais com a viga

de Timoshenko e Placas de Reissner-Mindlin-Timoshenko (ver [4]).

Consideremos o seguinte procedimento explicito de discretizacdo total em diferencas finitas,

obtido pela substituicdo dos operadores descritos em (4.3)-(4.8) no sistema (3.1)-(3.4), tais que

I — 2l Tt ul — 2ul ol oy — O

u; Uy j j—1 J+1 J—1
P NE -4 Aq? A 42
J¢n+1 207 + 67" _ BN e W i s W N e Wi e WS o W WA

At? Ax? 2Ax 4

¢?+1 - ¢;L_1 ]Jrl 2¢n + (b ]Jrl o 2¢n 1 ] 1

_ _ 4.1
TToAr YT ARAL 7 A:cZAt ’ (10

paratodo 7 = 1,....,J en = 1,...,N. Visando simplificar nossos calculos numéricos, nos

consideramos condicdes de contorno homogéneas dadas por
n n n n
e apresentando condig¢des iniciais discretizadas dadas por

= u? + Atuy(x;,0), Vi =1,..,J.

J

% = 6(2;,0), ¢} = % + Aty (2;,0), ¥j =1,..., J. “@.12)

w; = u(z;,0), u

Agora nosso objetivo € determinar os valores que explicitam u”Jrl e gf)”“ Dessa forma,
2

t
come¢amos multiplicando a equagdo (4.9) por —, obtendo assim
p

At? u?“ —2u} + u?_l _ AtQM — 2uf +ui_y Ath T — Of

p P At? o AzQ p 2Ax

Isolando o termo u"“ segue que

it ( 5 zuAﬁ) p At b At?
= u
J

R n n n—1 n n
u! AT ) A (ulyy +uly) —uf ™t + Y (@7 — ¢ y) . (4.13)
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Agora, multiplicando a equagio (4.10) por At?, temos

¢n+1 207 + ¢ 1 — 207 + 07 !
At2 J J — At25 J+ J J . At2b ]+ J—
At? Ax? 2Ax
n n n+1 n—1
N e e k= RO e Ml
4 2At
Py — 207 + 054 ¢y — ¢n1 + @7 "y
AtQ J+ J J _ AtQ J+ )
AT AR INCIN
Organizando a equagdo acima, encontramos como resultado
SAE SAE? bAL?
n+1 n n—1 n n n n
Joit = 2J¢) — Joi T — A2 95 + A2 ( j+1Jr j—l) E( Je1— U)
At2 At2 At
— é ¢n 5 ( " +¢ ) ¢n+1 ¢n 1 ZIQ d);L
7At At vAt

+ @(]Hﬂ@ D) + 25567 E(%Hﬂb 1)

De onde segue que

¢n+1 — =
J 2J + 1At Ax? 4 2

SALE EAEE ALY, L, " bAE* , . vAt
<sz B AI.Q) (FF1 + 851) = 55z (Wi = ui-n) — 35 (@ +¢5- )]

2 2
2 <2J_25At _2§At 7At> o+ ( J+T_At 7At> g’

Dessa forma, a equagdo acima nos permite concluir

2 2
gy 08t cat VN o+ —2J+7At+47m g
Ax? 4

1
2J + TAt

SAL?  EAE  29AtN . N bAE* , .
T (2 A2 2 T AR ) (@11 +671) — = (Wfaa — i)

27yAt "
Az A2 (¢]+1 + J— 11)

1
¢t

(4.14)
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Usando (4.13) e (4.14), obtemos o seguinte sistema escrito explicitamente, que serve como

procedimento recursivo de resolugdo, para todo n > 0.

u?“ = Awj+ B (U?H + u?,l) —u 4G (‘bﬁrl ?*1) (4.15)
1 _ n n
o = K A28 + B¢} ™! + Co (¢y + 6)_1) + Da (Wi — uj_y)
4 (¢g+1 + an_ll)] 7 (4.16)
onde temos,
Ay A _nA _bar
P pAz T p A TN 2p An’
SAL2  EAE AL YAt
2 ( Ax? 4 AIQ) ’ At Ag?’
SALE EAP VAt —bAt? —27At
¢, Ax? 2 + Ax?’ 2 Az 2 Ax? " ST

4.3 Discretizacao da Energia

A energia de solugdes, totalmente discretizada, do sistema (4.9)-(4.12) € definida por

J n n\ 2 n " . . . .
E" = & Z p U/] - u] + J ¢ +1 ¢ + " uj+1 - ’LL] u]j-_ll — U/] +1

7=0
n n+1 n+1 n+1 n+1 n
Jj+1 ¢ ¢]+1 - ¢j (b + ¢ ]—‘,—1 + ¢
e (B ) (T e (P ;
— kbl gntt n n kbl gntt
+ b(u”le “J) (¢J+1 ; % +b( J“; (bj) it Axuj , 4.17)

paratodon = 1,..., N. Com o proposito de mostrar o comportamento da energia £", temos a

seguinte proposicao:
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Proposicao 4.5. (Energia do modelo discretizada) Se E(t) é a energia associada ao problema
(4.9)-(4.12), entdo

2
En . pnl J ¢?+1 _ ¢;L—1
At Az ( 2At

J=0

B e R | N/l = R 0 Y
201 £ -

Ax2At

paratodon =1,...,N.

Prova. Para obtermos a energia (4.17) do sistema eldstico poroso, procederemos em analogia

como foi feito nos cédlculos da energia do caso continuo, ou seja, faremos o uso de alguns

n+1 n—1
. — U
multiplicadores. Para iniciar, multiplicamos a equagao (4.9) por u; ~ W, € somamos
o seu resultado no dominio discreto, para j = 1,2, ..., J. Dessa forma, segue que
J n n n— n n— n n n n n—
sz p“jﬂ = 2uf it — Ui —2uf tug up =g
= At? 2At Ax? 2At
n n n+1 n—1
_pP T Oty T —0
2Ax 2At '
Organizando a equacdo acima, obtemos
J n+1 n—1
Az Z u;™ = 2uj + uj (u”‘H B u"‘l)
oAt 2” INZ J J
=1,
J n n n
2At = Ax? J J
=1
J

Az Pj — i
Sl A Ak L () 4.19

2At ; 2Ax ( J J ) “4.19)

=K
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Agora, iremos trabalhar separadamente com cada termo K;, para ¢ = 1,2,3. Vejamos o

desenvolvimento do termo K.

K

B 5 TR )
v ;”U?H_U?A_ﬁ EE )
QA—X} Zﬂ (u ™! u?)At2<u? — ") (i — )
QAAxt Jj:p(“?z; uj) (w0t — a1 %]Zp(“? ;;}l_l) (= )
fmz W57 D) (i g — o)
fﬁlip(u? LZ?L ) (™ =+ = ™)
% ip <u?+;t—2 uf) (0 — ) + (U?Zﬁ uf) (w0 1)'
Jj=1 i

IAL J J J J
Jj=1 i
Ar g (@ =) Ae K ()
2AL ; P A 2AL Z P A
Ar s | (=) T )
IAL Zp : At2] (UJH uj) : A¢2 ’ (uj — Uy 1)
=
-0
Sendo assim, temos que
n+1 )2 Az < (u” — uﬂ_1)2
j j
Ky 2At Z p A2 C2At Z P Ap
Ax (ug™ — u0)2 B (ug™ — ug)2 (up — ug_1)2 B (ug — ug_l)2
TN AL INE A2 A2
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Portanto, concluimos que

Ay 1 2 u —u Z1\ 2
Ar Uy Yy
K= 2&;0;)( Al ) 2Atzp< )

Ax up —uf ! ? ul ™t — ?
S (=t ) (Mo —Yo) | 42
e | () (Mt @20

Desenvolvendo o termo K5:

Az < o= 2ul 4+ ul
K, = _Q_Axtz Yj+1 qu;? Y 1(u;z+1 u?,fl)
Az I~ U —u uy +u " .
_Q_Atz = Ax? 1 (u3+1 U 1)
iz
A (W =) (uf—upa) |
I L v vl G
=
Az (W =) | Az () =)
@Z JJZxQ J ujﬂ—i_ﬁz'u ]AI; 1 UJH
j= j=
—Ks
A'I (U?Jrl u]) n—1 AIL’ ! (U?—U?fl) n—1
oA Zl“ A2 T aA JZI’”‘ Az “4.21)
) ’

Visando facilitar a compreensdo do nosso problema, analisaremos os termos i, e K5, sepa-
radamente.

Az < (u”l—u”) u —uj_ )
K - J+ J n+1 n+1
4 2At ; H A2 2At Z H="A

AZ‘ i (u?-i-l B u?) n+1 AI (U? B Ug) n+1 (u? B u8> n+1
u. - U, — U

201 4 F= e Y ot | T A M Az 0

J
AJZ' (u;l - u] ) n+1
D Mo vt
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Assim, temos que

Az < (unl—u”) u —uj 1)
K, = ——— J+ n+1 n+1
! 2At ;“ Az2 2At Z“ A
Az (uf —ug) o4
Ton! T A M0
o que resulta em
J J
Ax (uly —u?) Ax (ufy — ufy )
K, = — J+ J n+l J+ J+ n+1
! oAl ;0 WA Y Taag jzo WA

Ax (u7}+1 ur}) ni1 | AT (uy — ug) n+1
Toat T Az Wttt A Mo
J n n J n n
_ Az ZM(UHI - uj)ur}+1 + Az Zﬂ(“jﬂ — uf) n+1
= Ax? J 2At = Ax? AR
o Az " (U?H—l - UZ}) umtl g Az M(U? - ug>un+1
2At Az? Yt 2At Az? 0

logo, podemos concluir que

Ky, = Arge, (g (0h -0t
fT T A Az

Az (u7}+1 - uT}) +1 Ax (u’f - ug) +1
~ un n+l 422
oAt Az W T oAt A Mo (4.22)

De maneira andloga, mostramos para o nosso termo K’5. Vejamos:

K, — Az 2‘]:# (u}‘+1 - u;‘) u}‘_l Az EJ:M (u? — u}[l) u;?_l
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de onde segue que,

Portanto, concluimos que

J n—1 n—1
Az ur —ul u?,  —ul
K — — J+ J J+ J
’ 2At;“< Az )( Az )

Az (u3+1 - “?) Ul — Az (uf — ug
oAt T A T oA T AR

)ug—l

_|_

Dessa forma, substituindo (4.22) e (4.23) em (4.21), encontramos
J n n n n
K, = Az Y u Wy — i (g — et
2At = Ax Ax
_ Az i“ wig —up T\ (ul —up
2At = Ax Ax

Az (ujy —uj) o Ar () —uf)
NN DTN AN

Az (UT}H - uf}) n—1 Az (uf —ug) n—1
AN N T BTN AN T

Desenvolvendo o termo K5, temos que

K3 — QAth J+1 j 1 ( ;L—l-l _u;L—l)

(o7 +¢" o7 — ¢f n e
- mZb = >(“j+1_“j )

Az

J n n
— _ﬂzb ( j+1 +¢ )QAm(d)] +¢j—1) (ur,'H_l _ n—l)

(4.23)

(4.24)
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_ Az (01 +0)) W ¢”+¢ 1) o
- _E;b N 2Atzb
.:7(6 g
Ax J (;l+1+¢) nl ¢n+¢ ) nl
N ; b oA W 2At Z oA ' (4.25)
:;K? ’

Para desenvolver os termos /3 e K7, procedemos de forma andloga como feito em K, e
K5 , respectivamente. Sendo assim, encontramos os seguintes resultados

J n n+1 n+1
K¢ = ﬂZb o T 07N (i e
2At s 2

Ax

(Cb”‘|‘¢o) n+1 Az <¢9+1+¢T}) n+1
+2At N ol oAr W (4.26)

Av ¢ pat o (i
K7__E,Zb( 3 ) A

(¢n+¢0) n 1 AZL’ (¢7}+1+¢9) n—1
2At 5Ax Toa’ oAr W (4.27)

Substituindo (4.26) e (4.27) em (4.25), obtemos

J n n+1 n+1
K = —MZb SRR N
2At 4 2
7=0
b
2
A

U
Ax
J n n— n—
ek (0 vy (1
2At = Ax
$b( 7}+1 "Hbr}) n—1

')
(925” +05) . ”
2AL 2AT JH1
2

2At oAy Y0 +
A n + n
A“; b( ”zleng)ugﬁ. (4.28)

+ (¢n + ¢O) n-l—l
2At 2Ax
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Agora, fazendo a substitui¢ao de (4.20), (4.24) e (4.28) em (4.19), encontramos

n—l n n
Ui — Y5
2At Z” ( ) ( Az

. Az m (uJ+1 T Uf}) n+1 + Az (UEL - Ug) n+1

2At Az? U+ 2At Az?
Az m (UG-H T U’J) unfl o Az M(U? B ug) n—1
2At Az? JHL oA Az?

LA (Gt (-
2At <~ 2 Ax

_ﬁib i 95 o
2A¢ < 2 Ax

- xz (QS?_‘_QSEL) n—1 AQZ‘ (¢§+1+¢9) n—1
ont aar U0 ToAl T oA W

z b(ﬁﬂl + ¢8)un+1_ Az b (¢9+1 + ¢f}) ul =
oAt 2Ax 0 2At 2AT JHL T

+ 0.

Usando as condicdes de fronteira (4.11) na equagdo acima, segue que
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J n n n—1 n—1
Lo [ =
_2AAJ; § :b ( J+12 ¢] ) <u]+1A$U’] ) 4 Sjl =0, (4.29)
Jj=0

onde definimos

Az ut — (gt =g ?
N At At
Az i (ufy —uj) umtl g Az M(u? - ug)un—i-l
2AL Az TN TN T
Az <u§+1 - u?) ne1 Ar (uf —uf) g
oA Az W T oA A o
T b(¢? + ¢6l)un—1_|_ Al’ b (¢?+1 + ¢9) n—1
oAt 2Ax T 2At 2Ax I+l
z . (o7 + &) 1 Az ( T T Cbg) +1
b O — ntl _ 4.
ont’ 2Ar 0 Toalt onag Wi =0 (4.30)

sl =

+

n+1 n—1
Nossa proxima etapa, consiste em fazer a multiplica¢ao da equagao (4.10) por ¢; ~ Tf’

e somamos o seu resultado no dominio discreto, para 7 = 1,2, ..., J. Sendo assim, temos que

¢n+1 2¢;1 + ¢?—1 gb?“ o qb?_l B 5 J+1 Q(bn + ¢n ) ¢n+1 qs;z—l

A
’C; INE 2Nt Az 2At

oyl T =0T o 4207+ 0 — 0

2Ax 2At 4 2At
+T¢;}+1 _ (b;L—l ¢;L+1 _ ¢§L—1 ]+1 2¢n + ¢ - ¢n+1 (ZS;L—I

20t 2At ATZAL 2At
O s S M il IO

A2 At 2At '

A equagdo acima pode ser reescrita da seguinte forma

Az . ¢T'L+l B 2¢n + i n+1 n—1
TND DRy vl (AR
j=1

J/

-~

=Kg

— 207 + ¢ " -
QAtZ(S ]H A2 I <¢j+1_¢j 1)

J/

-

=Ko
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uT.L
“n Zb el G

v~

=Ko

Zé j+1+2¢ +¢n 1 ((bTLJrl ¢;L,1)

2At
¢n+1 QS;L_I n+1 n—1

+2At Z rl T (" - )
) =Ki2 g

A._'L' . +1 2¢ +¢n 1 n n—
_@ZV J INEIN J (¢j+1 . ¢j 1)

j=1
'=}13

Az n+11 - 2¢n Lt 1 n n—
oAl 27 : A;pzAt 2 (it =57t =0 (4.31)
) 5=}?14 g

Para desenvolver cada termo acima, usamos 0os mesmos procedimentos feitos anteriormente
em K, Ky e K3. Para alguns termos, basta trocarmos as funcdes para obtermos os resultados

desejados.

Dessa forma, para os termos Kg e Ky, temos respectivamente,

207 + ¢
At

Al‘ J ¢TL+1
o= on

Azr ¢n+1_¢n Az J ¢n gbn 1
:2AtZJ< At ) ﬁ,zj( At )

an nl 2 n+1—¢
( At )—( A 0) ] (4.32)

Ar < Piin =207+ 70 n—1
Ky = 2Atz(5 Az? AR

7j=1

I A i
2At 4 Ax Ax

(67 =)

2At
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Az ¢J+1 2 ' i1 — 9F
_Egd( Az ( Az )

Ax ( i — ¢7}) nr1 . Az (7 — %)
oA A Ot oa T A %
Ax 5( 1 — ¢T}) n—1 Az 5<¢? - ¢8) n—1

AT A YT aa T A D (4.33)
Desenvolvendo o termo Ky, segue que
+1 un n-+1 n—1
Ky = QAth : gb " — ¢j )
_ Az Zb“?ﬂ‘“? TUF U g
T 2A¢ 2Ax (67 =)
j=1
J n n n n
_ Az Zb(ujH —up) + (uf —uj ) (¢! — gn1)
2At = 2Ax J J
Az < (u" 1 u") )
_ b 7+ n+1 b n+1
Ax J (un 11— un) Ax J (un —u )
Sl N A A R p~—L I gt 4.34
2At ]2_; 2Ax J 2At ; 2Ax J (4.34)
Realizando o desenvolvimento dos termos K15 € K¢, encontramos como resultado
Ky = 2 ib uj —up\ [ FH + e
T 20t 4 Az 2
Az (u} — ) N Az (u’} l—u’}) .
a9 1 Qi I +2Ax s (4.35)
Azr I~ fut —utN [ ¢+ !
K - _ =" b J+ J J+ J
10 2At ;0 ( Az ) ( 2
Az (uf —up) oy Az (ufy, —uf)
b o J ) 4.36
Toal’ 2ar B Toall oAp . Y (4.36)
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Fazendo a substituicdo das equacdes (4.35) e (4.36) em (4.34), temos que
Ky = ATy (Ha o) (G0
TN Az 2
_ Az ZJ: p (G =Y O + 0
2At = Az 2

Axb(u’f—ug) nt+l_ Az (u’}+1—u§) n+1
oAt 2Ax 0 2At 2Ax J+1

AJ; (U?—US) n—1 ASB (U?Jrl )
+2Atb oAz Y +2Atb 2AT et

(4.37)

Para o desenvolvimento do termo /11, seguimos 0os mesmos passos feitos em K, obtendo

n+1 n+1 n
Ky = QAtzg< j+1+¢ ) ( ]+12+¢ )
zAth( ]+1+¢“> ( ?;ll_gd)?_l)

assim

[ " Az + %) .,
_2Al;f§(¢1 4%) 0+1_2At§( o )qbﬁ
(¢”+¢o> - (¢J+1+¢")

Analisando o termo 15, temos que

Az J ¢n+1 ¢n 1 . o
Ky = 2AtZT QAtj (¢j+l_¢j 1)

J n+1 n—1 n+l  n—1
of o " . Ax ¢ N n n-
- 2AtZT Atj (677" = ¢f™") — NN, (@ =9

szf?“ O O A BT G e gy
2At 2At 2At 2At 0 o

J=0
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Sendo assim, a equag@o acima nos permite concluir que

n+1 n—1 2 n 1
¢ Az i — Py n+1 n—1
KlngxE T( ) TNy (0 — o). (4.39)

Agora, iremos trabalhar no desenvolvimento do termo K3.

Az < A
K3 = _QAtJZ;’Y AT2AL (Qb] _¢j )

_ Ae i =) — O + &)y

n+l _ n—1
24t Az?At (@7 =)

_ _A.I‘ d 7¢?+1_¢? (¢T}+1 ¢n 1 Z ¢n+1 ¢n—1)
oAt 27 ArAr SoNE e j

_AZB ! 7¢?+1_¢? n+1 ﬂ ! 7%’ _Qﬁjfl nt1
2At = Ax2At TV 2At = Ax2At Y

ﬂ d 7¢]+1 J(bn 1__2 (bnl
2At = Ax2At 2At A 2At J

Reescrevendo a equacdo acima, obtemos

J
Az O Az oF — ¢y
13 2AL 4 07 Az2At %] Tont At

J
Ax T e R A . T

TR 2 TTARAE DT OAL T ArAr
J
+ & 7¢]+1 ]¢n 1_& QS” ¢0¢
28t =1 AP AL oAt AxzAt
Ar I S =) o Az @b =)
R A i S A Tt oA JA“ZNJ L (4.40)

2At 4 Az2At
7=0
De forma andloga, procedemos para a obtencdo do termo /14, encontrando assim

K14 -

Ax J J+1 ¢n 1 il Ar ¢n 1 _gb .
29At JZOV Arar % Taad T Asear %
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J n—1 n—1 n— n—
_ Az Z ¢j+1 _¢j n+1 Ax’y J+% _¢J ' n+1
Az2At TTTY oA Ax2Ar T

5At
Az 0 ]+1 ¢n ! n—1 Ax gbn ! _¢ n—
- QAth Arar Y Toa T Amar 90
R e B\ B )
o1 nt1 4.41
+ th AAr Yt T oar )T Aear YU (4.41)

Somando as equagdes (4.40) e (4.41), temos que

R Az~ O — &
K K — J+ J gnt+l . =7 Jt+ n+1
3+ B 2t 27 AAr 0 aan &0 T AeAr ~oi

J J n n
Az ,Y¢J+1 J (bn 1_ Az ,y¢j+1 75 gn—1
20t &= 1 Az2At 2At £ Aa?At T

+ ﬂz Mgbml_ Axi: ;L;ll_(b;‘lilgbnﬂ
WAL ARAr Y T aAr T AAL O

Ar ]H — o7 ! no1 , Az a ]+1 — 95 ' n—1 2
— Al T Arar T T oA 2T Aar G +5442)
j=0 Jj=0

onde definimos

SQ = Az ¢n ¢O n+1 Az 7¢9+1 - ¢7} n+1
’ I, SINRN NI AL
Az ¢n ¢0 n 1+ Az ¢§+1 o Cbg n—1
TOAt ! AAL oAt Az 2At J+1
Az ¢n b ¢ n+1+ Aﬂf v J+1 ¢TL 1¢n+1
EINNTIN, 0 IAL INTIN J+1
Ar ¢ =gt Az g -
i i 4.4
o) AEar N oAl Amar On (4.43)

+

De (4.42), obtemos

Koyt Koy = Ax 27 g+1¢n+1 + gbngbmrl + qzﬁjﬂqﬁ?j:f — ¢;‘¢;‘J‘r"11
’ 24t Az?At
—¢?¢§L—1 + g+1¢n - g+1¢J+1 + ¢"¢H1 + ¢H1 ¢n+1 ¢?—1¢?+1
Ax?At
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n-+1 n—1 _n+1 n— 1 n—1 _n— 1 n—1
]+1 gb]il + ¢j quil J+1 ¢ gb ¢ J+1 J+1 ¢ J+l +Sg
Az2At J
— ALE 4 (¢§Li_11 B QST.H_l ¢]+1 + ¢n 1) ( ?“‘1 B gb;/ ¢J+1 + ¢n 1) SQ 4 44
E;O’V INEIN 5. (444)

Portanto, substituindo (4.32), (4.33), (4.37), (4.38), (4.39) e (4.44) na equacdo (4.31), encon-

tramos

J n+l  n—1 2
Aaz‘ZT<—¢j 2A¢ )

Ax
2At

(T z( 1)2

7=0
Al‘ 4 J+1 ;L-tll ¢n+1 j+1 (bn ! ]+1
AL Z 5 - Z :
Az Z ?:f oy _ Aw Z 7 ¢;1% +5!
20t £ 2/t 4
R +¢"+1 +1 + 0} +1 +¢” Ot +¢” :
= 5 ( J J ) Zg 7 7
2At Z 2At

7=0

Ar - ( ?i% ¢"“ +¢’“) e S
+oas ;7 [ A +53 =0, (4.45)
onde denotamos
n n n n 2
o3 — g2 _ Az b(“l — ug) n+l Az (UJ+1 - “J) n+1+ J Py —
d Io9At 2Ax Y 2At 2Ax JHLT oAt At
CAx (O 0pNT Ax (50— 0Y) ey, AT (8 — )
2AL At 2AL Ax? JHL oAt Ag2 0
AT (D50 = 0G) oy A (B = 0F) e, A (0l — )
2AL Ax? S oAt Axz 70 oA 2Ax O
n Az b (w1 — )¢ Az g(ﬁb? + ) o1 Az ¢ (@71 +0) i
2AL 2AT T~ 2AL 4 O oAt 4 J+1
Az (7 + ) oy Az (¢4 +¢") Az gt — g i
2At§ 4 0 2At§ Oy~ oAt 2AL ( — dA)
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Agora, somando (4.45) com (4.29) e usando as condicdes de fronteira (4.11), obtemos

= gt
Az
(#ﬁf+¢?*>
2

cb?if + ¢”+l m Az uly, —
i 2Atzg( >+2Atjzob Az )
2

Qi1+ ¢”) S T 07
2 2

Au W~ (G Ar
- Tmz;b Az 2 _2At;b

J n+1 n—1 2
5 - 4,
= —A[L’ZT ( SAL

=0
O e s R [ VU R R v
28t 2 Aw?Al |

Substituindo (4.17) na equagdo acima, obtemos a seguinte lei de dissipa¢do no contexto

numérico, obtido em analogia feita no caso continuo.

2
En . gl J ¢?+1 _ (Zﬁ?fl
AT AT ( 2/t

j=0

J n n+1 n—1 n n n—1
o ﬂz (jill_¢j+ ¢]+1+¢ )(j+1—¢ ¢]+1+¢ ) (4.47)
20t £ Az2At ’ '
paratodon = 1,..., N, N 4 1. Portanto, concluimos a prova da nossa proposi¢ao. |
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4.4 Positividade da Energia 1"

Nesta se¢do, vamos mostrar que o sistema elastico poroso (4.9)-(4.12) apresenta a sua energia
de forma positiva, desde que o intervalo de tempo obdeca certas condi¢cdes, como serd mostrado

no teorema a seguir.

J |J
Teorema 4.6. Se At < min{Ax \/; , \/; ,Ax \/E }, entdo para toda solugcdo ndo trivial do
1

sistema discreto (4.9)-(4.10), com v = 0 e 7 = 0, mais as condi¢oes de fronteira homogénea

(4.11), temos que

J J
m p :u n n\ 2 1 J " N2
£ (g8~ ) S 3 0 - g (5 - €) A3 -

Jj=0

5 J
i (4Ax2) sz [(¢?+1 - ?+1)2 + (o5 - 925?)2] >0,Vn=1,2,..,N. (4.48)
7=0

Prova. Para atingir nosso objetivo, usaremos as seguintes identidades para as condigdes de

fronteira do tipo Dirichlet.

J

J J

n+1 n n+l n n+1 _ n+1 2
Zuﬁl Zu wp D0 () =30 () Y
Jj=0 J=0 Jj=0
J

(ufy)”, (4.49)

J J

J J
SoorHer = etern, > (e =" (en)”,
: .

Jj=0 J=0 Jj=

(67.1)". (4.50)

Da energia £, representada pela equagao (4.17), obtemos a seguinte igualdade

n 2 (3 n n n n
o _p Z P + J ZJ: %H — % LK Z J+1 —ufuply —upt
Az 2 — , Az

n+1 n+1 n+1 n+1
" _Z g+1 T — ¢+ fz jil+¢+ it o)
Ax 2
J n in n+1 J n .n+l1 n+1
i ézuﬂl—“j%LﬂL% +_Z T T OF wih — uj
2 = Ax 2 2 = 2 Az
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Da equagdo acima, temos que
n J n+1 n 2 J n+1 n 2
ooy wt gL 3 o —df
Ax 2 4 At 2 4 At
j=0 7=0
o j+1 ¢ J+1 (bj
- K" 4.51
+ 2 JZ:; Az Az A “-51)
onde definimos,
o M Z y+1 up uit =yt 5 Z ¢?I11 + o7 Ol + &)
J Az 2
J n+1 n+1 J n n n+l n+1
b ul g —ui oy + @Y b i1 TP Uigr — Uy
- 3y 53

2 Az 2

j=0 j=

2 Az

Para prosseguir, usamos a seguinte desigualdade na equacdo acima

vélida para todo x,y e ¢ > 0. Dessa forma, temos que

Vv

n , n+1 n+1 n+1 n+1 n

4 Z g+1 — U “gil '+ EZ Ji_l +¢ i 1 T O]

r Az 2
EXJ: b i ¢?111 + ¢n+1 1 Z ]+1 - ¢nb up —up
2 s AJ; , Azx

J n n . .n n n n n
H Z j+1 — Uy ujj-rll J+1 f Z ]ill + ‘b ! ja1 T gbj
2 o Ax Ax 2

2
11 XJ: plivi —u ) 1e Z et
2 2¢ Ax 22\ 4 2
7=0 Jj=0
1 + Qﬁ 11 J un+1 o un+1 2
1 Z J“ _ - Z patt 75
2 = 2 22¢ part Ax ’
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ou seja,

n+1

n+1
j J+1

n+1

v

MZ j+1

J=0

(2

J=0

J n n
s S uith = “j+1
4e Az

5 Z i1t ¢n+1 i1+ O
2

2 2
atep) e i orh + o5
2 4 2

J=0

Escolhendo ¢ = ¢ e sabendo que pé > b?, fazemos a substitui¢do na desigualdade anterior,

obtendo assim

J n+1 u” 1 n+1 n+1 n
K" H Z erLl j+ J+1 J +2 § Z quil + ¢ " J+1 + ¢j
Ax 2
J n n n n 2
—1g Z uiy — it —#5 Z Ujr1 — Uy
4 = Ax 4¢€ s Ax

_i (Z

J=0

R AN R AT
2 >_Z<Z 2

J=0

Organizando a equacdo acima, temos que

n+1
n
Kj

v

Jj=0

J+1+¢ >

n+1

J
_H Yit1 — Y
4(2 =

[(Zu u) QZ ;::1 u

j+1

n n 2
0

n+1 n+1 n J
) MZ JL_W w “J’—E<Z
Ax 4 \ 4 Ax

=

2
¢ (o et
—Z<ZT

j=0

n+1

RS Z Piti + ¢n+1 i+ 9
2

n+1
j+1

n n 2

Ax
n+1 n+1 n J n+1 n-+1 2
4 g+ i+ o
7+1 j+1 7 7+1 J
oy 4, (zf

=0

n J
Uj1 — Uj
aips

Jj=0

n+1 n+1
$i1 + ¢

n+l _  n+l
(“j+1 U;

Uy — Uj _§Z Pt 9
Ax 4] 2

Oliveira, M.L.S.

PDM - UFPA



4.4. Positividade da Energia E™ 110

J u” 1 u n+1 n 2 J n+1 n n+1 n 2
_ Jil— ]+1_uj+ — uf _§Z jil_ j+1+¢j+ — ¢
4 Ax 4 4 2 2 ’

de onde segue que

7=0 7=0
J n+1 n 2 J n+1 n 2
5 j+1 T ¥+l f ¢j - @
_> AR R R R 4.52
2 JZ:; 2 2 jz:; 2 (4.52)

Das identidades fornecidas em (4.49) e (4.50), temos que

J n n 2 J n n\ 2 J n n 2 J n 2\ 2
Z “jill — Ui} Z “j+1 — Uy Z jill — P _ Z ‘bjﬂ — 9
Az Ax ’ 2 2 '

7=0 7=0 7=0

Substituindo as identidades acima em (4.52), encontramos

ou seja,
n+1 u 2 T ¢ — g 2
K!'> “Z( ) _gZ<JTJ) . (4.53)

Agora, fazendo a substitui¢do (4.53) em (4.51), obtemos

2
B Bi uH +£i o — gy +§i ta — 85 oy — ot
Ar — 2j:0 At 2j:0 At 2 Az Az
J n+1 n 2 J n+1 n 2
_ Ui Y . ¢J ¢]
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Dessa maneira, organizando a desigualdade acima, temos que

£ p BN (o AT n\2
~ 2 (g ag) X @ -u) +4At22(¢j+1_¢j)

7=0 7=0

J
4At2 Z ((anrl n . i Z (anrl n

6 J n n T "
+2Ax2 Z( J+1 _¢j)< J++11 _¢j+1)’

7=0

encontrando assim,

En J 1 J
2 () )+ () S e

J=0 j=0
J < n+1 n\2 S\ n\ (sn+l n+1
+ Iam JZO (67 = 0f)" + W]Zo( P8 (O - (454)
=Kir
Analisando o termo /7, temos que
J < 5

K = 42 jZO (¢n+1 ¢n) IA2 ]Zo (¢?+1 - ‘b?) (¢§T11 - ¢?+1)

J < n+1 n\ 2 20 ¢ n n\ (sn+1 n+1
- 4At2;(¢ qjj) +4Ax2j§0(j+1_ j)(j+1_¢j ). (455

J 20
Desde que At? < %AxQ, entdo temos que A > A © usando este fato em (4.55),
x
obtemos
25 ! n+1 n\ 2 25 ! n n n+1 n+1
K17Z‘4Ax2;(¢j o j) +4Am2;< j+1_¢j) (¢j+1_¢j )
o5 J , <
n+1 n n n n+1 n
= IAL2 Z (057 = ¢f) +Z (71— ¢7) (0551 — &77)
=0 =0
) J 2
= 52 2 |6 = 205765 + (6)" + S0 — 5ty — 07 + 00
7=0
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Usando as condicdes de fronteira dada em (4.50), temos que
K > 5 T n+1 2 2 n+l n n\2 n+1 n n+1 n n+1 n+l n
w2 g 2 () 201+ ()" + o — ap el — 0+ 6 g
j=0
_ 5 T n+1)2 n\2 n+1 n+1 _n
= Qszz_(qu )"+ (8])" = dfiie) — ¢ a+1]
§=0
_ 0 d _2 n+1)2 ) n\2 2 n+l _n -9 n+1
o 4Aw22_ (¢j ) + <¢]) - ¢j+1¢ Cb ]+1:|
j=0
_ 5 J-n+12 n—l—l2 n\2 n\2 2n+1n 2n+1n
= 2 |G @)+ (0 + (6)" 205065 — 207 o0 |
j=0
o 5 N nJrl2 2n+1n n 2 n+12 2n+1n n\ 2
= 4szz (657)" = 2077 6+ (670) + (751)” — 2651065 + (¢7) }
j=0
Sendo assim, da desigualdade anterior, encontramos
) J 2 2
K> g 3 [(07 = 65)” + (93t = 9p)"] 2 0 (4.56)
§=0

Diante deste resultado, facamos a substituicdao de (4.56) em (4.54), obtendo assim

E" 4 (I d 2
- R n+1 n IR 7}+1 AN
Az (2At2 A:L‘2> ; (At2 ) j;o ((bj ¢])
5
n+1 n 2 n+1 n)2
T IAR ) [<¢j+ = di) + (¢ — ¢5) } :
§=0
Dessa forma, podemos concluir que
P ! 2. 1rJ 4 2
n n+1 n n+1 n
B2 (g o) S 0 g (e S L e
! 2 2
+ (m 2) oy (@ —or)” + (@t — )] (4.57)
=0
finalizando assim a prova do nosso teorema. |
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4.5 Simulacoes Numéricas

Nesta secdo, nossa atencao estard voltada em ilustrar graficamente por meio de simulagdes
numéricas, os resultados analiticos obtidos anteriormente. Nosso estudo sera feito sobre o es-

quema numérico (4.9)-(4.12) e sua energia £ dada em (4.17).

Para realizar as simulacdes numéricas, nos apropriamos do recurso computacional conhe-
cido como MATLAB. Este software nos propiciou criar € implementar uma rotina numérica a
partir das equacdes (4.13) e (4.14), que foram escritas explicitamente através do uso do método
numérico das diferencas finitas. Dessa forma, desenvolvemos um procedimento recursivo de
resolug@o do nosso sistema, para todo n > 0, possibilitando assim mostrar graficamente o com-

portamento da energia (4.17).
Para os nossos experimentos numéricos iniciais, consideramos:

L=1,T=2,1=20.1933, p=15.7, § = 8.75x10 2,
J =6.8x1072, ¢ = 135.658 e b = 32.3393. (4.58)

Para as condig¢des iniciais assumimos que

U(xjao) = ¢(xj70) =0,

wi(x,0) = sen (V%) , ¢¢(z;,0) = sen (1/%) , Vv e N. (4.59)

A precisao do nosso sistema numérico (4.9)-(4.12), pode ser facilmente encontrada, através
da lei da conservagdo da energia, quando assumimos os valores 7 = v = 0 em (4.18), obtendo

assim E" = E°, paran = 1,2, ...., N + 1, como podemos ver nas figuras (4.1) e (4.2).
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Comportamento da Energia: v=20 Comportamento da Energia: v=30
3.942 T T T 3.942 T
—1 = y=0 —1=y=0
3.942 B 3.942 1
3.942 B 3.942
3.942 : : B 3.942
3.942 B 3.942
n n
E 3.942 B E 3.942
3.942 1 B 3.942
3.942 . : B 3.942
3.942 B 3.942
3.942 B 3.942
3.942 L L L 3.942 L L L
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2
t t
n n
FIGURA 4.1 FIGURA 4.2

Agora facamos uma andlise grafica do comportamento da energia (4.17) quando variamos a
parti¢do da malha, para os respectivos valores de Az = 1/20,1/40,1/60,1/80,1/100 e 1/120,
onde assumimos (4.58), v = 0,0056 e 7 = 24, sendo que os grificos apresentados representam

o decaimento polinomial, onde o lado esquerdo mostra o caso em que existe a seguinte relacao

. % .. ~ .
entre os coeficientes, — = 7 enquanto o lado direito representa o caso quando sao diferentes,
p

T
p#J'

Comportamento da Energia: Ax=1/20 Comportamento da Energia: Ax=1/20
1 T T T 1 T T T
— p=pd/d p % pd/d
095 B 0.95F 1
0.9 B 0.9
0.851 B 0.85F
E" E"
0.8 B 0.8
0.75 B 0.75
0.7F B 0.7F
0.65 B 0.65F
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 1.5 2
t t
n n
FIGURA 4.3 FIGURA 4.4
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Comportamento da Energia: Ax=1/40 Comportamento da Energia: Ax=1/40
1 T T T 1 T T T
— n=pJ/S p#pdid
0.9F : : 1 0.9 : : —
0.8 B 0.8 1
0.7r R 0.7 1
E" E"
0.6 B 0.6 1
0.5F B 0.5F 1
0.4t : : 1 0.4 : : —
i i i i i i
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2
t t
n n
FIGURA 4.5 FIGURA 4.6
Comportamento da Energia: Ax=1/60 Comportamento da Energia: Ax=1/60
1 T T T 1 T T T
— p=pJ/S p # pJ/d
0.9 B 0.9 1
0.8 B 0.8 1
0.7F B 0.7F 1
EHO.G r 1 EnO.G = R
0.5 B 0.5F 1
0.4F 1 0.4F —
0.3F B 0.3F 1
0.2 S 0.2 J
0.1 i i i 0.1 i i i
0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2
t t
n n
FIGURA 4.7 FIGURA 4.8
Comportamento da Energia: Ax=1/80 Comportamento da Energia: Ax=1/80
1 T T T 1 T T T
— p=pd/o p % pJ/o
0.9 B 0.9 1
0.8 B 0.8 1
0.7 : : 1 0.7 : : —
o081 1 08T —
0.5F B 0.5F 1
0.4F : 1 0.4F : . —
0.3F B 0.3F 1
0.2 B 0.2 1
01 i i i 0.1 i i i
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2
t t
n n
FIGURA 4.9 FIGURA 4.10
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Comportamento da Energia: Ax=1/100 Comportamento da Energia: Ax=1/100

— 0=pJ/d p#pdd
0.9r b 0.9F 1
0.8F B 0.8
0.7F B 0.7F
Eno.a F 1 Eno,e F
0.5F B 051
041 . - B 0.4F
0.3F B 0.3
0.2F B 0.2
o1 ‘ ‘ ‘ o1 ‘ ‘ ‘
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
t t
n n
FiGura 4.11 FIGURA 4.12

Comportamento da Energia: Ax=1/120 Comportamento da Energia: Ax=1/120

— p=pd/o [ESTNL)
0.9F B 0.9F i
0.8F 1 0.8
0.7 j 07k-
08 1 08T
05F j 05L
0.4 B 0.4
0.3F B 0.3F
0.2 j 02k
0.1 i i i 0.1 i i i
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 1.5 2
t t
n n
FIGURA 4.13 FIGURA 4.14

Para uma melhor compreensdo dos graficos expostos nas figuras (4.3)-(4.14), dispomos a
tabela-1 abaixo, na qual fornece os valores das taxas para o decaimento polinomial quando

variamos os valores de Az, nos casos em que p = uJ/d e p # pJ/é.

Az 1720 1/40 1/60 1/80 1/100 1/120
Taxa: caso p = pJ/d | -0.12515 | -0.29138 | -0.41475 | -0.46729 | -0.49133 | -0.50470
Taxa: caso p # pJ/d | -0.12620 | -0.29539 | -0.42383 | -0.47469 | -0.49923 | -0.51288

Sendo assim, a partir de uma andlise comparativa dos graficos e da tabela-1, podemos con-
cluir que para o nosso esquema numérico (4.9)-(4.12) existe o decaimento polinomial, indepen-
dentemente de qualquer relacdo existente entre os coeficientes y, p, e J. Além disso, conse-

guimos verificar numericamente o resultado obtido no Teorema 3.8, ou seja, a comprovacgao de
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que asuataxat

1/2 ¢ tima.

4.5.1 Decaimento Exponencial

Durante o desenvolvimento deste trabalho, ndo conseguimos obter analiticamente o decai-

mento exponencial do sistema (3.1)-(3.4). Mas, ressaltamos agora, a possibilidade de mostrar

graficamente a existéncia do decaimento exponencial do esquema numérico (4.9)-(4.12), desde

que obdega a condigdo p = pJ/0, e que v < 107", paran € N, com n > 3.

Para realizar nossos experimentos numéricos, usamos:

L=1T=2 1=20.1933, p=6.28, 6§ = 5.6x1073,
J=1.7x10"3%, ¢ = 54.2636, b = 13.102 ¢ 7 = 3, 841. (4.60)

Agora facamos uma andlise grifica do comportamento da energia (4.17) quando variamos

v =1073,10"%,107°,107%,1077,10~® e assumimos (4.60).

Energia do sistema: y:lO_3
T

Energia do sistema: v=10_4
T

0.9r 4 ls i
0.8f 08f
0.7F
0.7F
0.6
0.6 N
E E 05k
0.5F
0.4
0.4
0.3
0.3F 02k
0.2 01l
o1 ‘ ‘ ‘ 0 ‘ ‘ ‘
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
t t
FIGURA 4.15 FIGURA 4.16
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Energia do sistema: y:10_5 Energia do sistema: V:IO_6
0.9 B 0.9 1
0.8 0.8
0.7F 0.7F
0.6 0.6
EHO.S r EnO.S r
0.4 0.4
0.3F 0.3F
0.2 0.2
0.1 0.1
0 : : : 0 : : :
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2
t ln
FIGURA 4.17 FIGURA 4.18
Energia do sistema: \/:10’7 Energia do sistema: \/=10’8
! ‘ __‘ — = e ! ‘ __‘ —p = pdld
0.9F 1 0.9 1
0.8 0.8
0.7F 0.7F
0.6 0.6
EHO.S r En0.5 r
0.4 0.4
0.3F 0.3
0.2 0.2
0.1f 0.1f
0O 0.‘5 i 1‘.5 2 00 015 i 1‘.5 2
tI’| 'n
FIGURA 4.19 FIGURA 4.20

Diante dos graficos expostos nas figuras (4.15)-(4.20), construimos a tabela-2, onde assumi-

mos os valores de v = 20, Ax = 1/120, 7 = 3,841 e p = pJ/d. Desse modo, fornecemos

alguns valores obtidos, inerentes as taxas de decaimento exponencial, quando variamos os va-

lores de 7.
y 1073 104 107° 10-¢ 1077 1078
Taxa | -0.9936824 | -1.817180 | -1.987959 | -2.007047 | -2.0089787 | -2.009172

Sendo assim, a partir de uma andlise dos graficos (4.15)-(4.20) e da tabela-2, observamos que

a energia de solugdes (4.17) com os dados (4.60) associado ao esquema numérico (4.9)-(4.12),

apresenta um tipo de decaimento exponencial, quando p = p.J/§ e fazemos n — oo.
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Nosso objetivo agora € mostrar graficamente o comportamento assintético da energia, con-
siderando a condicdo (4.60) e assumindo o caso em que os coeficientes v = 20, e p = pJ/J,
mas agora fixamos v = 0,0001 e variamos a particdo da malha, para os valores de Ax =
1/20,1/40,1/60,1/80,1/120 e 1/200.

Comportamento da Energia: Ax=1/20 Comportamento da Energia: Ax=1/40
1 T T T 1 T T T
—_— = pdfd —p = e
0.95f g 09r ]
09 g o8r
0.7+
0.85r 4
E ol , e
0.5F
0.75F 4
0.4
0.7F B
0.3
0.65f 1 02k
0.1
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2
t t
n n
FIGURA 4.21 FIGURA 4.22
Comportamento da Energia: Ax=1/60 Comportamento da Energia: Ax=1/80
1 T T T 1 T T T
— 0 = pJ/o — = pJo
0.9 B 0.9 1
0.8 B 0.8
0.7F : : B 0.7F
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E 0.5 B E 0.5F
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t t
n n
FIGURA 4.23 FIGURA 4.24
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Comportamento da Energia: Ax=1/120 Comportamento da Energia: Ax=1/200
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i i i i i i
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2
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FIGURA 4.25 FIGURA 4.26

A partir dos graficos expostos nas figuras (4.21)-(4.26), exibimos a tabela-3 a seguir, onde to-
mamos os valores de v = 20, v = 0,0001, 7 = 3,85 e p = pJ/0. Dessa maneira, fornecemos
alguns valores obtidos para as taxas de decaimento exponencial, quando variamos os valores de
Ax.

Az | 1720 1/40 1/60 1/80 1/120 17200
Taxa | -0.246 | -0.9681 | -1.4558 | -1.6596 | -1.8171 | -1.9022

Dessa forma, analisando os graficos (4.21)-(4.26) e comparando com a tabela-3, observamos
que a energia de solucdes (4.17) com a condic¢ado (4.60) associado ao esquema numérico (4.9)-
(4.12), apresenta decaimento exponencial, quando p = u.J/d, mas notamos que o valor de v que
assumimos € muito pequeno. Desse modo, provavelmente, deixa o sistema sobre a dependéncia

do outro mecanismo dissipativo, ou seja, na dependéncia de 7.

Observacao: Sabendo que v < 107", podemos notar, que fazendo com que n — oo,
teremos que v = 0 e neste caso, podemos obter o decaimento exponencial das solugdes do
sistema (4.9)-(4.12) usando um resultado devido a Gearhart, conforme foi mostrado no trabalho
dos autores M. L. Santos, A. D. S. Campelo e D. S. Almeida Jinior [29].
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CAPITULO 5

Conclusao e Trabalhos Futuros

Iniciamos nossas pesquisas estimulados pelos trabalhos realizados na area de analise ma-
temadtica, em especial, com énfase no estudo do modelo conhecido como sistema eldstico po-
roso. Primeiramente, mostramos que o sistema (2.1)-(2.5), apresentando a temperatura como
unico mecanismo dissipativo, possui perda de estabilidade exponencial e decaimento polino-
mial, como foi mostrado nas Se¢des 2.4 e 2.6, respectivamente, desde que esteja condicionado
a relagdo u/p # §/J, caso contrdrio, se 1/p = J/J mostramos que este sistema apresenta

decaimento exponencial, visto na Sec¢ao 2.5.

Outra conclusao que chegamos, foi sobre o estudo do sistema eldtico poroso (3.1)-(3.4), onde
este apresentava dois mecanismos dissipativos, um sob a forma de dissipacdo porosa e a outra
viscoelastica. Mostramos que este sistema dissipativo apresentou uma perda de estabilidade
exponencial, e este fato ndo estd condicionado a nenhuma relacdo existente entre os coeficientes

i, p,0 e J do sistema, tal resultado encontra-se na Secao 3.4.

Outro resultado importante deste trabalho, foi ter conseguido mostrar que o semigrupo asso-
ciado ao sistema (3.1)-(3.4) possui decaimento polinomial, independentemente de qualquer
relagdo existente entre os coeficientes x, p, 0 e J e ainda mais, mostramos que sua taxa € 6tima,

tal resultado foi mostrado na Sec¢do 3.5.
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Ja no Capitulo 4, mostramos os resultados numéricos para o nosso modelo eldstico poroso,
onde conseguimos obter simulagdes numéricas que mostram graficamente o decaimento po-
linomial do nosso modelo estudado na Se¢do 3.5, e ainda, mostramos numericamente que o
decaimento exponencial, quando condicionado a relagdo i/p = d/J s6 ocorre para 0 nosso
modelo quando v < 1074, sendo um valor muito pequeno. Dessa forma, podemos inferir nu-
mericamente, que para ocorrer o decaimento exponencial do sistema (4.9)-(4.12), este deve estar

sob a dependéncia, ou mesmo controle do outro mecanismo dissipativo.

Alguns questionamentos durante o estudo deste trabalho foram surgindo naturalmente, e aqui

sdo citados, para possiveis desenvolvimento no futuro.

e A falta de decaimento exponencial continua sendo vélida para o sistema eldstico poroso

(2.1)-(2.5) e (3.1)-(3.4), usando condig¢des de fronteira dadas por outras formas, tais como:

1) g (0,8) = (L, t) = $(0,1) = ¢o(L,t) = 0, Vt >0,
2) u(0,t) = uy (L, t) = ¢5(0,) = ¢(L,t) = 0, V¢t > 0.

e Para obter o critério de estabilidade do sistema (4.9)-(4.12), quais condi¢des para At

devemos impor, de modo que este exista.

e No sistema (3.1)-(3.4) se tivermos a presenca de dois mecanismos dissipativos, dados por
TUs € YUgzyt, agindo na primeira equagdo, do deslocamento do material eléstico solido,

como se comportara este sistema?

Estas duvidas mencionadas acima, além de outras, serdo apenas uma parte dos temas que
pretendo estudar e a0 mesmo tempo me motivar nessa longa jornada que pretendo seguir, o

caminho da pesquisa.
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