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Resumo

Neste trabalho, estudaremos existéncia e multiplicidade de solucoes fracas positivas

para a seguinte classe de problemas anisotropicos

Y0 /) ou

u = 0 sobre 0f2

Pi—2 Oy,

aZL'i

)zg@whmﬁ

e estudaremos uma classe de sistema anisotrépico, da forma

( i ) ’ u
=1

i ) ) v
=1

u,v >0 em Q,
u=v=0 sobre 0,

\

—2
’ g;i) = Gyu(z,u,v) em Q,

i—2 )
' 8;) = Gy(z,u,v) em Q,

onde 2 C RY ¢ um dominio limitado suave, N > 3, p; < ps < ... < py. Os expoentes
N

N
/ ) 1 1
p;® satisfazem p; > 1, g —>1lep":=N/ ( E — = 1) = Np/N —p.
— Di — Di
i=1 =1
N

1
Neste trabalho p denota a média harmonica p = N/ g —. As hipoteses sobre as fun-
— Di
=1

¢oes g, G, e G, serao descrita ao longo do nosso trabalho.

Palavras-chaves: Equacoes elipticas nao-lineares anisotropicas, Método variacional,
crescimento critico, Localmente Lipschitz, Método de Sub e super solucao, Teorema do

Passo da Montanha.



Abstract

In this work, we will study existence and multiplicity of positive solutions for the

following class Anisotropic problems

Y0 /) ou

u = 0 sobre 02,

Pi—2 Oy,

aZL'i

) — gz, u)em,

and we will study the following class of system anisotropic problem given by

( N

0 ou
N9 (o
u,v >0 em

u=v=0 sobre 0f),

Pi—2 Ju
ox;
pi—2 Ju
8@-

) = Gyu(z,u,v) em Q,

) = Gy(x,u,v) em €,

\

where Q C R" is a bounded domain smooth, N > 3, p; < ps < ... < py. The expo-

N N
/ ) 1 1
nents p,° satisfy p; > 1, E — >1,p <py <..<pynandp* =N/ <§ ——1) =
- i — Di
i=1 =1
Ay}
N(p/ (N —P). In this paper p denotes the harmonic mean p = N/ g —. The functions
=1 £t

f, F,, e I, will be described throughout our work.

Key-words: nonlinear anisotropic elliptic equations,Variational methods, Critical

exponents, locally lipschitz, Sub-supersolution method, Mountain Pass Theorem.
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Introducao

Os estudos das questoes relacionadas com existéncia, nao existéncia e multiplicidade
de solucoes para algumas classes de problemas de fronteira, envolvendo equagoes diferen-
ciais parciais elipticas nao-lineares, modelam problemas que interessam as varias areas
das ciéncias basicas, tais como: Biologia (dinamica de populagao), Quimica (Fendmenos
Glaciais), Fisica (Fluidos nao-Newtonianos). Além disso, tais estudos desenvolveram, e
ainda desenvolvem, diversas &reas da Matematica, como a Anéalise e a Geometria. Os
problemas que estudaremos nesta tese sao temas que tém sido, nos altimos anos, objeto
de investigacao por diversos pesquisadores, e podem ser caracterizados por:
i) Investigar a existéncia de solugoes (fracas, fortes, classicas, radiais, etc) para problemas
nao-lineares e nao-homogéneos em dominios limitados e nao limitados, via teoremas da
Anaélise Funcional Nao-Linear.
ii) Investigar questoes de existéncia e multiplicidade de solugoes, via argumentos de sub
e supersolucao e o Teorema do Passo da Montanha.

Em nosso trabalho, estamos dedicados ao estudo da seguinte classe de problemas

elipticos anisotrépicos,

(P) Z Ox; (‘8@

u = 0 sobre 0f).

pi—2 Oy

a—x) = g(z,u) em (Y,

e um sistema associado

-2 Ju

ou |pi
(‘8_@ a_xl> = Gy(7,u,v) em €,

vz

u=v=0 sobre 0f),

K
< O;
8i Gy(z,u,v) em Q,

Mi Mzn Mz

\



onde  C RV & um dominio limitado suave, N > 3. Os expoentes p;s satisfazem

i=1 ° i=1 °

N N
1 1
1<pi<ps<...<pn, E E>1ep*:N/<E ]7_1>:N]_9/(N_]_9> (1)

As hipoéteses sobre as funcgoes g, G,e GG, serao descritas posteriormente. Em nossos
Al

argumentos p denota a média harmonica p = N/ E —.

i—1 Pi

Em geral, esses problemas sao chamados problemas anisotrépicos, porque apresentam

(|2

) = Ayu. Ambos os casos sao chamados de isotropicos e estes tipos

)

derivadas parciais em diferentes direcoes.
Pi—2 Qu

Gxi

0
&ci

N
Em particular, quando p; = 2 temos Z ) = Au e p; = p obtemos
i=1
Pi—2 Ju

9 () ou

de problemas foram estudados por muitos autores. Sem esperanca de sermos minuciosos,

mencionamos alguns artigos sobre o estudo destes problemas: [6], [21] e [27] (veja também
as suas referéncias).

Problemas anisotrépicos tém uma forte motivacao fisica. Eles emergem da descricao
matematica da dinamica de fluidos com diferentes condutividades em diferentes direcoes,
veja [71]. Eles também aparecem na Biologia como um modelo que descreve a dissemi-
nacao de uma doenga epidémica em ambientes heterogéneos, veja [22]. Também surgem
em aplica¢oes em processamento de imagem, veja [72]|. Para mais informacoes, veja [10],
[20], |22] e [23].

Tanto do ponto de vista das aplicagoes quanto do ponto de vista matematico, o estudo
dos problemas anisotropicos tem atraido a atencao de vérios pesquisadores nos tltimos
anos. Em [2], os autores estudaram um problema anisotrépico onde a nao-linearidade
possui crescimento subcritico e critico. Eles mostraram resultados de existéncia de solu-
¢ao, utilizando varias técnicas como minimizacao, monotonicidade (sub e supersolugoes)
e Teorema do Passo da Montanha.

Em [37|, foram estudadas as questoes de existéncia, ndo existéncia e multiplicidade
de solucoes positivas para essa classe de problemas elipticos quaselineares anisotropicos
com a nao-linearidade do tipo f(t) = t97! com p; < ¢ < pn. Questdes de existéncia e
regularidade de solugdes para esta classe de problemas, como as tratadas em [37], também
foram estudadas em [38] e [39].

Em [44], os autores mostraram resultados de multiplicidade de solucées envolvendo

crescimento critico e Teoria de Género e em [43|, os autores estudaram uma generalizagao



do conhecido Principio de Concentragdo e Compacidade de Lions [52], no caso anisotro-
pico. Usando este novo Principio de Concentragao e Compacidade, eles mostraram que
para o expoente critico, a melhor constante de Sobolev é atingida.

Motivados por todos esses trabalhos, nesta tese, estudaremos problemas anisotrépicos
do tipo (P) e o sistema associado (.59).

Nosso trabalho esta organizado do seguinte modo: No Capitulo 1, estudaremos a

existéncia de solucao nao-negativa para o seguinte problema

_i d ‘8u
(P1) i=1 Oz \1d;
u=0 sobre 012,

i—2 O *
! 8;) = f(z,u) + |u|’" ">u em Q,

onde o0s expoentes p,° satisfazem (1).

Antes de enunciarmos as hipoteses sobre a funcao f, vamos recordar a definicao de
funcao N —mensuravel. Recorde que uma funcao g : 2 xR — R é chamada N —mensuravel
quando a composicao g(.,v(.)) : @ — R é mensuravel, para cada funcio v :  — R
mensuravel, veja [28].

As hipoteses sobre a funcao f: 2 x R — R sado as seguintes:

(f1) Existe ¢ € (py,p*), tal que, |f(z,t)] < Ci(1+[t]97!) em Q x R.
(f2) Existe 0 € (py,p*), tal que,

t
OS@F(m,t)z@/ f(z,s)ds <tf(x,t) em Q x (0,+00),
0
onde

flx,t) = lii(r)less inf f(z,s)e f(z,t) :=limess sup f(z,s)

|t—s|<e l0 [t—s|<e

sao N — mensuréveis.

(f3) Existe um 8 > 0 que sera fixado posteriormente, tal que,
H(t - 6) < f(xvt)a em {2 x (O,+OO),

onde H é a funcao Heaviside, isto é,

0 se t<0
H{(t) =
1 se t>0.
t
(f1) lim sup fﬂ(]i’_l) = 0 uniformemente em Q e f(z,t) =0se t <O0.
t—0+



O Capitulo 1 completa os artigos mencionados anteriormente, no sentido de o problema
(P1) apresentar combina¢oes com nao-linearidade descontinua e crescimento critico. Pelo
menos ao nosso entendimento, este é o primeiro trabalho nessa direcao. O estudo do
problema (P1) foi inspirado principalmente por [2], [16], [33], [37], [38], [39], [41] e [44].

Em [16], Badiale utilizou técnicas variacionais para funcionais ndo-diferenciaveis para

obter uma solucao nao-trivial do problema eliptico semilinear

—Au = f(u) + |u[* %u em Q,
u>0,u€ H}Q).

Em [33], Figueiredo e Nascimento estudaram existéncia de solugoes positivas para a se-
guinte classe de problemas do tipo p&g-Laplaciano com expoente critico e nao-linearidade

descontinua

—div(a(|Au))|AuP72Au) = f(u) + [u|! 2u  em Q,
u=0, sobredfl.
Em [41], dos Santos e Figueiredo mostraram a existéncia de uma solugao fraca nao

trivial para uma classe de problemas do tipo Kirchhoff envolvendo nao-linearidade des-

continua e o expoente critico de Caffarelli-Kohn-Nirenberg,

L(u) = || f(z,u) + 2|7

u>0, ueWyP(Q,z|7),

*_
P2y em €,

u

onde

L(u) == — [M(/Q |z| =P | Vul? dx )] div (|z|~|Vul'~*Vu).

Visto que, estamos considerando o operador anisotropico, algumas estimativas sao
totalmente diferentes quando comparados a [16|, [33] e [41]. Por exemplo, ver os Lemas
1.2 e 1.3 . Uma vez que, a fungao f pode ter pontos de descontinuidade, (veja o exemplo
(1.1)), precisamos definir solugao para (P1), no sentido da teoria dos funcionais localmente
Lipschitz, veja [29].

Uma solu¢io fraca para o problema (P1) é uma fung¢ao u € W(}’?(Q) tal que

N
> |, la

e algum po(z) € [f (u(x)), f(u(z))] ¢.t.p. em .

Agora enunciaremos o principal resultado do Capitulo 1:

pi=2 Qu, Q¢

dx = /ongbdw—k/g(uﬂp*_lgbdx, Vo e Wi (Q)

4



Teorema 0.1 Suponha que (f1)—(f1) ocorrem. Entao, o problema (P1) tem uma solug¢do
nao-negativa e nao-trivial. Além disso, se u € W&’?(Q) é uma solugdo do problema (P1),

entao |{x € Q;u(x) > B} > 0.

No Capitulo 2, estudaremos existéncia e multiplicidade de solu¢ao positiva para o
seguinte problema

( ZN: ) ‘ ou
i1 aZI}Z 0951
u>0 em (),
u=0 sobre 0,

pi—2 Oy,

(9@-

) = a(x)u + h(x,u) em Q,
(P2)

\

onde os expoentes p,* satisfazem (1).
O estudo de (P2), foi motivado principalmente por [1], [2] e [56] .
Em [1], os autores estudaram estimativas, a priori, para solugoes de problemas elipticos
anisotropicos via simetrizacao e um resultado de comparacao para solucoes do problema
—div(a(z,u, Vu)) = f(x) — div(g(z)) em €,
u = 0 sobre 012,
onde a: Q x R x RV & uma funcao de Caratheodory.

Em [2], os autores estudaram o seguinte problema

Y9 /) ou

u=0 sobre 0,

Pi—2 Ou
aZL’i

) — Af(u) + g(u) em

utilizaram o Principio Variacional de Ekeland e o Teorema do Passo da Montanha para
mostrar a existéncia de solucao nao-trivial. Além disso, pelo menos para o nosso conhe-
cimento, os autores utilizaram pela primeira vez (veja secao 5 em [2]) o método da sub e
supersolucao para um problema anisotropico.
Em [56], os autores estudaram existéncia e multplicidade de solugdes para um problema
singular
—Apu = a(z)u™ + Af(z,u)em §,
u>0, uec WP Q).
Aplicando uma técnica de truncamento, os autores obtiveram a existéncia de uma
solucao pelo método de sub e supersolugao e uma segunda solucao foi obtida pelo Teorema
do Passo da Montanha.

As principais hipoteses sobre as fungoes a(x) e h(zx,t) sao:

5



(a1) A funcdo a € L*>®(Q2) com a(x) > 0.

Assumiremos que a func¢do h é uma fungao Carathéodory sobre Q x [0, 00) e satisfaz

as hipoteses abaixo:
(h1) Existe § > 0, tal que,

h(z,t) > (1 —t)a(z), para todo 0 <t <4 q.t.p. em £,

(he) Existe 1 < r < p*, tal que,

h(z,t) < a(z)(#' +1), para todo t > 0.

Os principais resultados do Capitulo 2 sdo os seguintes:

Teorema 0.2 Suponha que (ay),(h1) e (hy) ocorram. FEntao, o problema (P2) possui

uma solucao fraca positiva, se ||all for pequena.

Para estabelecermos a existéncia de duas solu¢oes para o problema (P2), consideramos

a hipotese:
(hs) Existem t5 > 0 e 6 > py, tais que,

t
0<0H(z,t) = 9/ h(z,s)ds < th(z,t), para todo t >ty em (.
0

Teorema 0.3 Suponha que as condigées (ay) e (h1) — (hs) ocorram. Entdo, o problema

(P2) possui duas solugdes fracas positivas, se ||a||s for pequena.

Destacaremos que nossos teoremas podem ser aplicados para a seguinte nao-linearidade:

Fixado so > 0, a funcao

a(x)(1—1t) se t €0, s,

h(z,t) =
a(z)((1 = so) + (t — s59)""") se t € (sg,00),

satisfazem (h1) e (ha) para d € (0, so] e > 1. Também, satisfazem (hy), (he) e (h3) para
to > 0er € (pn,p*). Note que, para sop > 1, temos h(z,t) < 0 em (1,s). As hipoteses
(h1) e (hy), sao satisfeitas por h(z,t) = a(z)(1 + |t|""!) também.



No Capitulo 3, o estudo de (P3) é motivado principalmente por [2], [22] e [56], ¢ com
objetivo de completar o estudo feito no Capitulo 2, mostraremos a existéncia e multi-

plicidade de solucoes positivas para a seguinte classe de sistema associado ao problema

<P2)7

pi—2 Ou
83:1-
Pi—=2 Qv

81‘1'

Y0 /) ou

N
0 ov
u,v >0 em €,
u=v=0 sobre 0,

) = ay(x)u + Fy(z,u,v) em Q,

) = as(z)v + Fy(z,u,v) em €,

onde os expoentes p;* satisfazem (1).

Em [56], os autores combinaram o método de sub e supersolu¢do com minimizagao
aplicando argumento de truncamento para o caso isotropico. Em nosso estudo, o método
de sub e supersolucao combinado com truncamento feito para o caso escalar como no
Capitulo 2 e [56] pode ser aplicado a sistema.

Em [22], os autores estudaram a existéncia de solucao renormalizada para um sistema
parabolico com difusividade anisotropica e efeitos de transportes. Pelo menos ao nosso
conhecimento, esse é o primeiro trabalho envolvendo uma classe de sistema elipticos com
o operador anisotropico.

As principais hipoteses sobre as funcgoes a e F sao:

As funcoes a;(z), com j = 1,2 satisfazem as seguintes hipoteses:
(H) A funcao a; € L>(2) com a;(z) > 0.
A fungio F : Q x R? — R é de classe C'(Q x R% R) e satisfazendo.
(H,) Existe 6 > 0, tal que,
Fi(x,s,t) > (1 —s)ai(x), para todo 0 < s <4, q.t.p. em
Fi(x,s,t) > (1 —t)ay(x), para todo 0 <t <6, q.t.p. em .
(Hy) Existe 1 <r < p*, tal que,
Fy(z,s,t) <ap(z)(s" P+ 11+ 1),
Fi(z,s,t) < ag(z)(s" 4+t +1).

7



onde F,, é sua derivada parcial de F' com respeito a w.

O primeiro resultado principal do Capitulo 3 é o seguinte teorema:

Teorema 0.4 Suponha que (H),(Hy) e (H2) sdo satisfeitas. Suponha que ||a;|lo seja

pequena, para j = 1,2, entdo, o sistema (P3) possui uma solugdo fraca.

Para o segundo resultado deste capitulo, vamos considerar a condicao abaixo para

provar a existéncia de duas solugoes para o sistema (P3).

(H3) Existem sg,ty > 0 e constantes 6,, 6, > 0, tais que,

0< F(x,s,t) <0ysFy(x,s,t)+02t Fy(x,s,t), q.t.p. em €, para todo t >ty e s > sg

1 1
onde — < 91,02 < —.
p PN

Teorema 0.5 Suponha que (H),(Hy) , (H2) e (Hs) sao satisfeitas. Suponha que ||a;||oo

¢ pequena, para j = 1,2, entao o sistema (P3) possui duas solugoes fracas.

Finalizaremos nossos estudos com alguns apéndices. No Apéndice A, faremos um
resumo da teoria dos funcionais Liploc(WOl’?(Q),R) e sobre o espaco de Sobolev aniso-
tropico. No Apéndice B, enunciaremos alguns resultados importantes utilizados ao longo
deste trabalho e indicaremos suas referéncias para as consultas das demonstragoes.

Objetivando uma melhor organizacao e facilidade da leitura, enunciaremos novamente,

em cada capitulo, os principais resultados, bem como as hipoteses sobre as funcoes f,

EF, F, hea.



Notacoes

(.,.) := par de dualidade.

|Q2| :== medida de Lebesgue do conjunto §.

Lipioe(W, ?(Q)) : denota o espago dos funcionais localmente lipschitzianos.
suppu = suporte de uma funcao u.

uy := max{u,0}.

u_ := min{u, 0}.

B = fim da demonstracao de um teorema, proposicao, lema ou corolario.
||u||ls ;== norma de u em L*(£2).

—:= convergéncia fraca.

-7 = ||'HW(}’?(Q)'
dr = dx.
u:u(l’)

0B,(0) fronteira da bola

q.t.p. = quase em toda parte



Capitulo 1

Existéncia de solucao positiva para uma
classe de problemas elipticos
anisotropicos com crescimento critico e

nao-linearidade descontinua

Neste capitulo, mostraremos um resultado de existéncia de solugao fraca nao-trivial e

nao-negativa para a seguinte classe de problemas

(L0 /ou
u>0 em ),

u=0 sobre 01,

\

Pi—2 Oy

O,

) — fla,u)+ [u” 2 em Q,
(P1)

onde Q C RY ¢ um dominio limitado suave, N > 3, p; < p» < ... < py. Os expoentes

N N
/ 1 1
p;° satisfazem p; > 1, E — > 1lep" = N/<E — — 1) = Np/(N —p). Em nossos
i=1 i=1
N

1
argumentos p denota a média harmonica p = N/ E —.
=1

)

O estudo desse tipo de problema é importante por varios motivos. Citaremos alguns:
muitos problemas de fronteira livre, que surgem na Fisica Matematica, podem ser reduzi-
dos a problemas de fronteira com nao-linearidade descontinua. Tais classes de problemas
representam uma variedade de situacoes fisicas relevantes. Alguns problemas represen-
tam modelos de solugbes estacionarias para fendmenos quimicos e biologicos e é bem

conhecido que varios problemas relacionados a Fisica de Plasma originam equagoes com
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nao-linearidade descontinua. Tais classes de problemas foram amplamente abordados em

diversos artigos, entre os quais podemos citar (3], [4], [7], [8], [15], [16], [17], [18], [35] e

suas referéncias.

Antes de enunciarmos as hipoteses sobre a funcao f, vamos recordar a definicao de

funcao N —mensuravel. Recorde que uma func¢ao g : 2 xR — R é chamada N —mensuravel

quando a composi¢ao g(.,v(.)) : @ — R & mensuravel, para cada func¢ao v :

mensuravel, veja [28].

As hipoteses sobre a funcao f: 2 x R — R sao as seguintes:
(f1) Existe ¢ € (pn,p*), tal que, |f(x,t)| < C1(1+ [¢|77!) em Q x R.
(f2) Existe 0 € (py, p*), tal que,

t
OS@F(m,t)zH/ f(z,s)ds <tf(x,t) em Q x (0,+o0),
0
onde

f(z,t) :=limess inf f(z,s)e f(z,t):=limess sup f(z,s)
- el0 [t—s|<e €l0 [t—s|<e

que sao N — mensuraveis.

(f3) Existe um S > 0, que sera fixado posteriormente, tal que
H(t = B) < f(z,1), em © x (0, +00),

onde H é a funcao Heaviside, isto é,

0 se t<0
H(t) =
1 se t>0.
t
(f4) limsup ft(f’_l) = 0 uniformemente em Q e f(x,t) =0set <0 .
t—0+

QO —- R

Um exemplo tipico de uma func¢ao satisfazendo as condigoes (f1) — (f4) é dada por

(0 se t el —oo, 5S[URN\QNI0, B

Flot) = 1set€(@ﬁ[§,ﬁ]

~ Jto
Z ﬁ‘ﬂc—l se 1> ﬁ> [ > le gk € (pN7p*>7
k=1

\

(1.1)

essa funcao f : 2 x R — R tem um conjunto nao-enumerével de pontos de descontinui-

dades.

Antes de enunciarmos o resultado principal deste capitulo, precisamos definir solugao

fraca para (P1) baseada na teoria dos funcionais localmente Lipschitz desenvolvida por

11



Chang [29], Clarke [31], Grossinho e Tersian [47], pois, f é somente mensuravel, veja o

exemplo (1.1).
Definicao 1.1 Uma solugao fraca para o problema (P1) é uma fun¢ao u € Wol’?(Q) tal
que

Pi=2 Qu O¢

dx:/p0¢dx+/(u+)p*l¢da:, Vo e W&?(Q) (1.2)
Q Q

al ou
e algum po(z) € [f(u(2)), f(u(z))] ¢.t.p. em Q.

O principal resultado deste capitulo é o seguinte teorema:

Teorema 1.1 Suponha que (f1) — (f1) ocorram. Entao, o problema (P1) possui uma so-
lucdo nao-negativa e nao-trivial. Além disso, se u € W&’?(Q) ¢ uma solugcao do problema

(P1), entao |{x € Q;u(x) > B} > 0.

Abaixo listamos o que acreditamos que sao os principais contribuicoes deste capitulo.

(i) Em [2], os autores estudaram um problema critico com nao-linearidade continua.
No nosso caso, a nao-linearidade é descontinua, por isso, precisamos da teoria dos funci-
onais Lz'ploc(WOl’?(Q), R).

(ii) Além disso, em [2], usou-se o parametro A para controlar o nivel minimax. Como
o nosso problema (P1) ndo possui o parametro A, seguimos os argumentos de [16] e [41].

(iii) Em [16], é o operador isotropico e em [41] é um operador do tipo Caffarelli-
Konh-Nirenberg, em nosso trabalho o operador é anisotropico, o que requer argumentos
diferentes de [16] e [41], por exemplo, o uso da versdo do Principio de concentragao e
compacidade, veja [43], para operador anisotropico.

(iv) Ressaltamos que o artigo referente aos resultados deste capitulo foi publicado em

[32, Nonlinear Analysis: Real World Applications].

1.1 Resultados preliminares

A demonstracao do Teorema 1.1 serd baseada em uma versao nao suave do Teorema
do Passo da Montanha para funcionais Lipj,., veja o Teorema A.1 no (Apéndice A). Para
tal, vamos provar alguns lemas técnicos . O proximo lema é essencial em nosso trabalho.

Ele é uma versao do Teorema 2.1 de [29].

12



Lema 1.1 Seja ¥s(u) = /F(:E,u)dm , entdo W € Lz'ploc(WOl’?(Q),]R) com OV (u) C
Q

L71(Q), isto ¢, dado p € OV (u) existe p € L71(S2), tal que
(p, ) = /prdx, Vo € L(Q) e p(z) € [f(u(2)), f(u(2))], ¢-t.p. em Q.

Demonstracao:: Veja Lema A.1.

O espaco onde trabalharemos é W(}’?(Q), onde J = (p1, .., py) munido da norma

N
s =3 57

Para mais informagoes sobre os espagos de Sobolev anisotrépico veja o (Apéndice A).

Ppi

Para provarmos o Teorema 1.1, usaremos técnicas variacionais aplicadas ao funcional

nao-diferenciavel definido por

T(u) = Q(u) — Wa(u), u € Wo'¥ (9), (13)
onde v
ou |pi .
Q=Y [ | o= [ e wt) = [ P
com

F(x,u) = /Ou f(x,t)dt e tT = max{0,t}.

Pelo Lema 1.1, o funcional I3 € Lz’ploc(WOl’ﬁ(Q),]R) com
013(u) = {Q'(w)} — OTs(w), Yu € Wy'™ (Q).

No seguinte resultado, mostraremos que a condi¢ao de Palais-Smale para o funcional

I, ocorre abaixo de certo nivel cg.

Lema 1.2 O funcional I satisfaz a condi¢ao (PS)., para

1 1 p*
cg<|=—— ) Sr-rn~. 1.4
’ (9 p*) -4
onde
N
1| Ou ||pi
0<S=: inf { — }, veja [43].
weDH T (BY),lulle=1 ;pi Ox; 1, jo 143
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Demonstragao: Seja (u,) uma sequéncia (PS)., para g, entdo
I3(up,) — cg e mp(uy,) — 0,

onde mg ¢é definido no Lema A.4, veja (Apéndice A).

Recorde que

Ts(u) = Q(u) — Wy(u), u € Wo7 (9),

onde

Ou |p

(U)ZZ/Q]% ——/ e e Wg(u) = /F($u)dx
Seja wy, C 0g(uy) tal que ||wy, |« = mg(u,) = 0,(1) e
(wns ) = (Q' (), ) — (pns ), Vi € WP (), (1.5)

onde p, € 0Vz(uy,), veja Lema 1.1.

Entao,

1 8un
b Tty = Ian) = jleonn) > (5o~ )Z/’ax

o (e pan) e (1)

Por (f2) encontramos,

—_

%pnun( )2 51 un(@) 2 F(,u,(2)) . em O, (1.6)

Dessa forma, obtemos,

ou,, |P

05+1+HunHl?>Z(___)/’3561

Suponhamos, por contradicao, que |lu,||; 3 — 0o quando n — oco. Entdo, sem perda

(1.7)

de generalidades, podemos assumir que

dun,
/ ( Un e > 1,
para algum i € {1,---, N}, pois caso contrario ||u,|; 3 < IN. Consideremos
ou
2= 1<i< N}
Haxj maX{H Dyl ~ =" =

14



, entao concluimos

el <p; <p;paratodoi e {1,---,N}.

Z/‘aun

que,

2|5l 2
— 1 0x; llp

> gl (18)

Assim,

1 1 1
b Lt Tl 2 s (5 5 ) Il

Uma vez que p; > 1, concluimos que (u,) é limitada em Wol’?(Q). Assim, a menos de

subsequeéncia, existe u € W’ 7( ), tal que,
Up, — wem W(}’?(Q), (1.9)
w, — wem LT(Q), (1.10)
up(z) — wu(x) q.t.p. em Q, (1.11)

un(z)| < h(z) € L'(Q),

onde 1 < r < p*. Por (fy) e pela definicdo de Iz, podemos considerar w,(z),u(x) >
0 q.t.p. em €.

Além disso, usando uma versao do Principio de Concentracao e Compacidade de Lions
(veja 43, corolario do Lema 5]), existem duas familias (u;)ica € (V4)iea de nimeros reais
nao-negativos e uma familia (z;);ca de pontos do RY, onde A é um conjunto de indices

no maximo enumeravel, tais que,

Z ‘aun

o (1.12)

N

*

P = fu” + v, (1.13)

no sentindo fraco* das medidas, onde
Pflﬁ\(’
> ijéxj, v= Zajéxj, Saf < by, (1.14)
jEA jEA
para todo j € A e §x; é a massa de Dirac em z; € Q.

Afirmamos que o conjunto A é vazio. De fato, suponha por contradicao, que existe

i € A e consideremos a aplicagao ¢ € C°(RY, [0,1]), tal que 0 < ¢(x) < 1, [Vl <2 e

1 sexe  Bi(0)

¢(r) =
0 sex e RN\By(0).
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Para cada € > 0, defina
r — T;
o),
€
Assim, . € CP(RY), 0 < 1) < 1€ |Vihe|oo < 2/,

1 sexe Bzj)
0 sexe€ Q\Bg€($j>.

¢E({E) =

Observe que a sequéncia (1.u,) é limitada em Wol’?(Q). Como (u,) é uma sequéncia
Palais Smale, obtemos,

<wna un¢6> = On(l)a

isto é,
Ouy, |Pi- z&un A(unbe) .
N - = on(1).
Z/ ‘0951 v o, dx /Qpnun%daf /Q]un] Ve dr = 0,(1)
Entao,
au al o, |Pi—2 Ou, aw
-n - _ n |7 n €d

+ / |un|p*¢e dr + / PrUne dl“"On(l)'
Q Q

Notando que supp(i).) é compacto e esta contido em Ba(x;), logo concluimos

pi—> Oy, D, al Ou,,
— <
Z/ (9{132 8ZEZ dr - 121/326(12) 8IZ

Da Desigualdade de Hélder e da limitagao de (u,) em WOI’?(Q)
ou,,

al pi-2 Qu,, O al ou,, |P: = p v
_Z/Un = de§2</ = ) (/ U, da:)
— Q . 891;1 8951 i1 Boe(z) 3:1:1 Boe(z)

Por (1.10), usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

aun

Pi—1

e

Un,

.
0951-

N

. . Ouy, |Pi-2 Qu,, O

11_{% [hfln_)solip;/ﬂun oz, Oz, dm] = 0. (1.15)
Agora, pelo Lema 1.1 e por (f;) temos

0 < pn(z) < CL(1 + |un(2)]77Y) q.t.p. em Q. (1.16)

Assim,

1
/ prtinthe dz < C / fup 0 dx + Oy~ / |4, d,
Q Q qJa
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para alguma constante C} positiva.

Por (1.10) e (1.12) obtemos
/ pnunwe dZL‘ S CI/ |un|we de’ + C’3/ |un|qwe d{E + On(1>
Q Q Q
Consequentemente,
lim [ lim | potnibe dg;] ~0. (1.17)
e—0 Ln—oo Q

Segue de (1.12) e (1.13) que,

Yoo
> |l

Substituindo (1.17) em (1.18) resulta,

N
ou |p

pi;/)edx—i—/,u@[}gdxg/pnunwedx—i—/ |u\p*¢edx+/l/1/)edm. (1.18)
Q Q Q Q

iwedx+/uw6d:v§/]u\p*w€dx + /I/weda:
Q Q Q

+ 0.(1) 4+ 0,(1).

Afirmamos que,

/\u!”*wedaf = o), (1.19)
Q

Ou |pi

v
X;/Qw

Para isso, basta notar que quando ¢ — 0,

. Ou |pi
[u(2) | ()X B.(e;)(x) = 0 q.t.p. em Q e . £ XBe(z;)(x) = 0 q.t.p. em Q.
Assim,
0 < lim (Z vithe(w;) = > ﬂjiﬁe(%’j))
jeA jeA
ou seja,
0 <lim / @/Jedl/—/ Wedp | .
=0 Bae(z;) Bae(z;)
Note que,

/ weduz/ dv +o.(1)
Bae(zj) {z;}
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/ wﬁd,u:/ dp + o(1).
Be(z;) {z;}

0 S/ du—/ dp.
{z;} {z;}

Logo,

Por outro lado, como

v({z;}) = Z 0 ({2;}) = a; e p({z;} = Zbiéxi({wj}) =bj,
portanto,

bj § Qj. (121)
Entéo, por (1.14) e (1.21)

PN
p*

Sa S bj S aj. (122)

<

Assim, comparando as desigualdades em (1.21) e (1.22) concluimos que
ST < a;. (1.23)

Agora provaremos que a expressao (1.23) nao pode ocorrer. Portanto, podemos con-
cluir que o conjunto A é vazio, isto é, os nimeros a; e b; sao todos nulos. De fato,
suponhamos por contradi¢do que para algum j € A a desigualdade (1.23) ocorre. Uma,

vez que (u,) é uma sequéncia Palais-Smale, temos

1
cg + on(1) = Is(u,) — 5<wn,un>.
Logo
1 1
0 (-t
o)) 2 (o= 3l

P dzx.

1 1 1
+ —pptty, — F(x,uy,) |doe + | - — — /un
[ (Goon = Fun)ass (- 2) [

Note que, por (1.6) e concluimos que

1 1 X
L) > (= =) | fual de
C6+O<)_(0 p*)/Q\u| x

Como 0 < 9. < 1, temos

1 1 R 1 1 .
nl > T . npd > T . € npd'
@toll)2 (9 p*)/nm‘ te (9 p*)/m(zj)mu’ '
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Entao, fazendo n — oo, obtemos

11
>(2—- = .
= <9 p*) /Qwedy

Agora tomando € — 0 concluimos que

1 1
o2 (5 5) 5"

mas isto contradiz (1.4). Portanto A é vazio, entao por (1.13), concluimos que

p*
-PN
Y

U, — uwem LP (). (1.24)

Agora provaremos que u,, — u em W&’?(Q). Com efeito, desde que (u,, —u) é limitada
em Wol’?(Q) e ||wnl|« = 0n(1), obtemos (wy,, u, —u) = 0,(1). Entao,
(Q (un), un — u) — / Pn(up, — u)dx = 0,(1).
Q

Por (1.16)
/Q’pn\qil du < (20)&/9 dm—i—(ZC)qzl/Q’un]quSC—i-CHunH‘i?,

entdo, concluimos que (p,) ¢ limitada em L7 7(Q).

Pela Desigualdade de Holder, temos

/Qpn(un —u)dz < |pul oy o Jun = UlLa@)-

Usando a imersao compacta, obtemos

Pn(tp —u) dz = 0,(1).
J

Como consequéncia da convergéncia fraca, resulta

al Ou |Pi—2 Ou Ou,, l ou

Usando a seguinte desigualdade, veja [55],

pi
dzx = 0,(1).

Cyla =yl se p>2

Cp|1’—y‘2
(Jz[-lyh*=?

([P = |y[P Py, 2 — y) > (1.25)

se 1 <p<?2.
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Obtemos a seguinte desigualdade
N
pi ou
< ’ -
pi ;/ﬂ ( axz
N N
Pi Ouy, |Pi=20u,, Ou ou

pi

dx + o,(1).

/uﬁ* dx—>/up* dx,
Q Q
/ufl*ludx%/up* dzx.
Q Q

2

pi—2 Ju,, ou

8% B 8:5,

N
ou, Ou
0 = sz 8@ B 8!@

=1
N
ou,,
N ;/Q Ox;
N
ou
" ;/Q ox;

Além disso, por (1.24),

pi—2 Ou u,  Ju p
pi—2 Ju Ou,,

dx

N
0 < szlaun ou

i—2 * *
PerOu Ou / (W + / (W= (ps ) + (s ) + 0n(1)
Q Q

=1
N
ou,,

= {Wn, Up) + (Wn, u) + 0, (1).

pi<§:/‘6un
= e Oz;

DPi

Assim, u,, — u em WOI’?(Q). Portanto, I3 satisfaz a condi¢ao (PS)c,. [

O proximo resultado mostra que o funcional /g satisfaz as hipoteses geométricas do
Teorema do Passo da Montanha e serd importante para mostrarmos que Iz satisfaz a
condigao (PS).,.

Lema 1.3 (i) Existem ¢ € WOI?(Q) eT >0, tais que,
max I5(typ) < cg,
nax s(te) < cg

onde cg € dado em (1.4).

(ii) Ezistem, e € WOI’?(Q) \ Br(0) e R > 0, tais que,

IB(G) < 0.

(iii) Eziste o > 0, tal que Ig(u) > a, para ||ull; 3 = R, com u € W&’?(Q), onde « nao
depende de [ .
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pi

— 1,y = {o € Qo) >

‘81}

Demonstragdo: Consideremos v € C§°(Q2) tal que / 5
Ty

Q

B} >0 e a funcao j : R — R dada por
N *

. i P .
J(t) :Z - —v ip*(g)'

prll JN

Note que, desde que p; < p; < p*, para todo i € {1,...,N}, existe t, > 0 tal
que j(t,) = r?goxj(t). Além disso, j(t) é crescente em (0,t*) e decrescente em (t*,00).
Portanto, por Ef2)7 obtemos

I5(tv) < j(t) — / F(z,tv)dz < j(t) t > 0. (1.26)
Q

Observe que t* é indepenente de 5. Assim, podemos escolher T' > 0, tal que,

(a) T < t*.
(b) T;:% — % v i”*(ﬂ) < cg.

PNy TP
() P p*

v|ip*(9) - T/vdx <0.
8l

Desse modo, por (1.26) e (a), para cada t € [0,7] , obtemos

entao,

pelo item (b), temos

Assim,

Is(tv) < (1) < J(T) < cs.
B ) < g0 <D < s

Logo,

I5(tv) < cg,
e s(tv) < cg

0 que prova ).
Agora para provar ii). Note que, para cada t € [0,7], o conjunto {Tv > [} tem
medida positiva. Uma vez que, por (f3) e F(x,t) > 0 para todo t > (3, encontramos
/ F(x,Tv)dx > /F(x,Tv)dx > /Tvdx > 0.
Q Y Y
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L
27

Isso implica que podemos fixar 3 = 3, obtemos e = Tw com ||e|; 3 = T tal que

Is(e) = I4(Tv) < §(T) - T / vdz.

o

Portanto, pelo item ¢) e como py > 1, usando a definicao de j, concluimos que
Iﬂ(@) < 0,

0 que prova ii).
Finalmente, consideremos u € W&’?(Q), tal que ||ull; 3 = R <1 com R, a ser fixado
posteriormente. Entao, por (f1) e (f1), e das imersoes continuas de WOI’?(Q) em L1(Q) e

em LP (Q), obtemos C1, Cy, C3 > 0 tais que
Ig(u) = Ciflullf — Callull] 5 — Csllull] -
Considerando R > 0 suficientemente pequeno, obtemos a > 0 tal que

Is(u) > a, ¥ |lull, 3 = R; u € W7 (Q).

1.2 Demonstracao do Teorema 1.1

Nesta segao usaremos os lemas técnicos da secao anterior para provar o Teorema 1.1.
Demonstracao: Pelos Lemas 1.2 e 1.3 ¢ o Teorema do Passo da Montanha, existe
€ WOI’?(Q) tal que Ig(u) = cg e 0 € 0lg(u), isto €, u é uma solugao nao trivial do

problema (P1), ou seja,

N
> ), la

para algum po(z) € [f(u(x)), f(u(z))] g.t.p. em Q.

Considerando u~ como uma fun¢ao teste, podemos concluir que u = u* > 0.

Pi=2 Qu O¢

_ +\p*—1 L7
dx—/onqﬁdx—i—/Q(u )P Tode Vg e Wyt (Q),

Vamos provar que o conjunto {x € Q;u(x) > S} tem uma medida positiva. De fato,
suponhamos por contradicao que, u(x) < 5 q.t.p. em €.

Uma vez que u é ponto critico de I, temos

al Ou |pi
Z/ ‘8 dm:/pgudx+/(u+)p*d:p.
i—1 J0 0T Q Q
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Por (f1), encontramos

N

> [ ol

=1

‘do < (kB + kBT + B7)

Q,

para alguma constante k > 0.
Note que, como Iz(u) = cg > 0, existe uma constante > 0, que nao depende de f,

tal que,
Z |l5e[w=e
Entao, concluimos que para 5 € (0,1)

~

C < 3k8|9,

mas, esta desigualdade é impossivel, se escolhermos f = min{1 isto conclui a

’2’3|Q\}

prova do teorema.

23



Capitulo 2

Multiplicidade de solucoes positivas
para uma classe de problemas elipticos
anisotropicos via método sub

supersolucao e Teorema do Passo da

Montanha

Neste capitulo, mostraremos resultados de existéncia e multiplicidade de solucoes fra-

cas positivas para a seguinte classe de problemas

(XL 9 /) 0u

u>0 em S,
\ u=0 sobre 0f),

Pi—2 Qu
8961-

) = a(x)u + h(x,u) em €,
(P2)

onde Q C RV, é um dommio limitado suave, N > 3, p1 < ps < ... < py. Os expoentes

p;® satisfazem p; > 1, Z—>1ep N/(Z——1>—Np/( p).

Este capitulo foi motlvado principalmente por [1], [2] e [56]. Descreveremos um pouco
do contetido desses trabalhos.

Em [1], os autores estudaram estimativas a priori para solucoes de problemas elipticos
anisotropicos via simetrizacao e resultado de comparagao para as solucoes.

Em [2], os autores estudaram uma classe de problemas com crescimento subcritico e

critico usando técnicas variacionais e o método de subsolucao-supersolucao.
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Em [56], os autores estudaram a existéncia e multiplicidade de solu¢oes positivas para
uma classe de problemas singular envolvendo p-laplaciano.
Antes de enunciarmos os resultados desse capitulo, vamos definir solucao fraca para

(P2) e apresentar as hipoteses sobre as fungoes a(x) e h(zx,t).

Defini¢ao 2.1 Uma solugao fraca para (P2) é uma fun¢io 0 < u € Wol’?(ﬂ), tal que,

N
> |, lav

A hipétese sobre funcao a é:

Pi=2 Qu 0
a:Z a:ﬁ» drc:/ﬂa(x)uwH/Qh<:c,u)¢dxv¢ cWiT(Q). (2.1)
(a1) A funcdo a € L*(Q2) com a(z) > 0.

Assumimos que a fung¢ao h é uma fungao Carathéodory sobre Q x [0, 00) e, além disso,

satisfaz as hipoteses abaixo:

(h1) Existe d > 0 tal que

h(z,t) > (1 —t)a(z), para todo 0 <t <§ q.t.p. em {2,
(he) Existe 1 < r < p* tal que

h(z,t) < a(x)(t"' + 1), para todo t > 0.

Os principais resultados deste capitulo sao os seguintes:

Teorema 2.1 Suponha que (ay),(hy) e (ha) ocorrem. Entdo, o problema (P2) possui

uma solucao fraca, se ||all for pequena.

Para estabelecermos a existéncia de duas solugbes positivas para o problema (P2),

consideramos a seguinte hipotese

(hs) Existem ¢ty > 0 e 6§ > py tais que

t
0<0H(z,t) = 0/ h(z,s)ds < th(z,t), para todo to <t em €.
0

Teorema 2.2 Suponha que as condigées (a1) e (hy) — (hs) ocorrem. Entdo, o problema

(P2) possui duas solugdes fracas positivas, se ||al|« for pequena.
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Destacamos que nossos teoremas podem ser aplicados para a seguinte nao-linearidade:

Fixado so > 0, a funcao

B t) = a(x)(1—1t) se t €0, s,
a(z)((1 = s0) + (t — s0)""") se t € (so,00).
satisfazem (h1) e (hy) para § € (0, so] e > 1. Também, satisfazem (hy), (he) e (h3) para
to > 0 grande e r € (py,p*). Note que, para so > 1, temos h(z,t) < 0 em (1,5s). Além
disso, as hipoteses (h;) e (hy), também sdo satisfeitas por h(x,t) = a(z)(1 + [t]"71).

Abaixo listamos o que acreditamos que sdo as principais contribuicoes deste capitulo.

(i) A subsolucdo e a supersolu¢ao em [2] sdo constantes, aqui, a sub e a supersolugao
estao em W(}’?(Q).

(ii) Motivado por [56], aplicaremos o método de sub e supersolugdo combinado com
argumentos de truncamento. Além disso, o argumento de [56], pode ser generalizado para
um operador nao-linear e nao homogéneo, como o operador anisotropico.

(iii) Mostramos a existéncia e unicidade de solugao para o problema linear, um Prin-
cipio de Comparacao para as solucoes e um resultado de regularidade para o operador
anisotropico. Para este dltimo resultado nao foi necessario usar o argumento de simetri-
zagao como em [1], veja Lema 2.4.

(iv) Nosso argumento de truncamento, veja (2.8), ¢ diferente do usado em [56].

2.1 Resultados preliminares

As demonstragoes dos Teoremas 2.1 e 2.2 serao baseadas na técnica de sub e superso-
lugao com argumento de minimizacao, além do uso do Teorema do Passo da Montanha.

Para demonstrar tais resultados, iniciamos com a seguinte definicao.

Definigao 2.2 Dizemos que um par (u,u) € uma sub e supersolug¢io para o problema

, respectivamente, se w,u € W’ com
P2 ti ! WhP (0
a) u<w em S,

b) Para cada ¢ € Wol’?(Q) com ¢ >0

N
> |, lar

PO 00 4, < / a(z)ugd + / h(w, u)é dr (22)
Q
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N
Ju |pi=2 0u ¢

> U = ) .
;/ﬂ ‘5% o, O dr > /Qa(x)u¢d$ +/ﬂh(m,u)¢ dx (2.3)

Agora, discorremos alguns lemas técnicos que nos ajudarao na demonstracao do Teorema

2.1. Iniciamos provando um resultado de unicidade de solucao para o problema linear e o

Principio de Comparacao para o operador anisotropico.

Lema 2.1 Eziste uma u € Wol’?(Q) N L>®(Q) a dnica solugao do problema

N
0 Ou [Pi—2 Ju
_ = Q
; o, <‘6xi 6@-) () em 2 (2.4)
u=0 sobre 0S).
Demonstracao: Considere o operador 7" : Wol’ﬁ(Q) — (WOIW(Q))’ dado por
N
Ou |Pi—2 Ju 8gz5
(Tu, ) = 2 / ‘8@ 9: 0,
Consideremos a seguinte desigualdade, veja [55],
‘%_Gv Pz‘<<8u Pi=20u | Qv pi—2@7%_8v> (2.5)

onde C; > 0 eparatodoi=1,...,N.
Por (2.5), T é mondtono, ou seja, (Tu — Tv,u —v) > 0 para todo u,v € W&’?(Q),
com u # v.

Além disso, T é coercivo. Com efeito, se ||ul[; 3 — 400, entdo sem perda de generali-

/Q)S—Z‘pidx > 1,

para algum i € {1,--- , N}, pois caso contrério |jul[; 7 < N. Consideremos

dades, podemos assumir que

;1§i§N}

5z 1, ==l
81’] N 8@ P

el <p <p; paratodoi € {1,---,N}. Note que |lul;

Z/‘&’Uz

<Tu7 U> HU’ p1—1
fully = Nt

, entao concluimos
P

que,

>

2 |5

p
axz Npi-1 lulli

O que implica,
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logo,
(Tu,u) _

im ——F =
oo [|ull 7
Portanto, pelo Teorema de Minty-Browder |25, Teorema 5.16], existe uma tnica u €

Wol’?(Q) que satisfaz Tu = a(x). [

Lema 2.2 Se Q é um dominio limitado e se u,v € W(}’?(Q) satisfaz em

N - N B
{ _[;ai (‘g;ip 23;1)] S_[;ﬁii <‘§;}zp 281})} om

al’i
entdo, u < v q.t.p. em ).

Demonstracao: Consideremos a funcao teste ¢ = max{u — v,0}, ¢ € W&’?(Q) com

¢ > 0, obtemos

/ ZN:< ou
Qn[u>v] 5—; Ox;

Portanto, da desigualdade (2.5), concluimos que [|(u—v)*||; 3 < 0, isto implica u < v

Pi—2 Ju B ov

Pi—2 Qv Ou ov
P ou by

q.t.p. em €.
[ |
Antes de provar a regularidade L*°({2) para o operador anisotropico enunciamos um

Lema de iteracao de Stampacchia que usaremos nesta secao.

Lema 2.3 Assumimos que ¢ : [0,00) — [0,00) € uma fun¢do nao-crescente tal que se
h >k > ko, para algum o >0, 3> 1, ¢(h) < C(¢(k))?/(h — k). Entdo, ¢(ko + d) = 0,
onde d* = CQ%QS(kO)B*I.

Demonstracao: veja [62]

Lema 2.4 Seja v € W&’?(Q) a solugao do problema

N

_Zaing;i

=1

pi—2 Ju
a.’lﬂ'i

) —fem (2.6)

v =0 sobre 01,

tal que, f € L"(Q2) com r > p*/(p* — p1). Entdo, v € L>®(QQ). Em particular, se || f||p- €

pequena, entao ||v||. € pequena.
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ov o 8Uk

Demonstracao: Considere vy = sign(|u| — k)T, entdo vy, € Wolj(Q) e
A(k) = {z € Q;|u(x)| > k}. Seja |A(k)| a medida de Lebesgue de A(k).

Usando v como funcao teste e Desigualdade de Holder, temos

ZNI/AUC) pidwz/gkadxs </Q [k [ d:c)pl* </Q!f|’"dx>i|A(k)\l‘(

Seja a constante

82)k

L+1)
(9%-

K

pi

ou
aZ‘Z‘

N
0< S = inf {

u€DVP (RV),[full,+=1 L Pi

}, veja [43].

2

Uma vez que, p; > p; > 1, tem-se

S / up*dx)p*g /
(frar) <> [
S(/ |Uk

A(k)

pi

Ou ™ g e WEP(Q).

axi

Isto implica,

”*@ "< (/Qrf|w)”'rA<k>|l—<&+i>.

Note que, se 0 < k < h, A(h) C A(k) e

7 (h—k) = (/ (h—k;)p*dx)p < (/ |vk|p*dx)p ,
A(h) A(k)

1 1
(h = k)" g3t

|A(R)

entao,

|A(h)] < |f||,?1pi—1|,4(k;)|pfi1 [1*(#%)]_

Desde que r > p*{*pl, obtemos 3 := pfil [1 — (pL + %)}> 1.

Portanto, se definimos

*

o) = 1AW o =p"p = L [1= (5 + 1)) k=0,

observemos que ¢ ¢ uma funcao nao-decrescente e

#(h) < ¢ ~¢(k)’, V h >k >0.

(h —k)

1

~ 1 —1
Assim, pelo Lema 2.3, temos ¢(d) = 0 onde d = C|| f||:*™" \Q|ﬁT/SP1—1.

Portanto,
B—1

ol

p1—1

el <
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Lema 2.5 Suponha que (ay), (h1) e (he) ocorrem. Suponha que ||a|| € pequena, entdio

existem v, T € W&’?(Q) N L>(Q) tais que
i) ||vlloo <& onde § € a constante que aparece na hipdtese (hy),
i) 0 <v(z) <v(x) g.t.p. em Q,
iii) v € uma subsolugcdo e U € uma supersolucao de (P2).

Demonstracao: Seja v € W&’?(Q) a tnica solu¢do do problema (2.4). Pelo Principio
do Méximo, veja [37, Corolario 4.4], v > 0 . Assim, pelo Lema 2.4, v € L*(Q), e existe
uma constante C* > 0, tal que, ||[v]|oc < C*|la]|. Agora, fixando ||a||« suficientemente
pequena, temos ||V < 9.

Agora para provar ii), consideremos v € W&’?(Q) N L>(Q), a unica solugao do pro-

blema
N
0 ov |Pi—2 0v
_ =1 Q
; o, (’89:2- 09@) + o) em &, (2.7)
=0 sobre 0.
Note que
N N
0 ov |Pi—2 Jv 0 ov |Pi—2 Qv
— =1 > = — = = .

Entao, pelo Lema 2.2, concluimos que 0 < v(x) < v(z) q.t.p. em €, o que prova a
condigao ii).

Finalmente vamos provar a condigao iii). Considerando a hipotese (hq), temos

> 1
§/Qa(x)qﬁdm—/ga(x)z_@dx—/Qa(x)¢dx+/a(a:)ygbdxzo.

Q

Pi=20v 0

oaeods— [ bz, v)ods

Q

Desde que T é a unica solu¢do do problema (2.7), pela hipotese (hs),

>
> 1—/Qa($)6¢d:):—/ga(a:)¢dx+/a(:v)ﬁgbam

Q

Pi=2 90 0

a(x)@gbd:z:—/h(x,ﬁ)gbdx

Q

> (1= [lalloo[[vlloc = lalleo = !Ia\loo!\ﬂll’ggl)/g<bd:c > 0.
Portanto T é uma supersolugao do problema (P2). |
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2.2 Demonstracao do Teorema 2.1

Nesta secao combinaremos os lemas técnicos da sec¢ao anterior para provar o Teorema
2.1, usando a técnica de sub e supersolu¢ao e argumentos de minimizacao.

Demonstracao do Teorema 2.1 : Consideremos a func¢ao

;

a(z)v(z) + h(z,v(x)), t>7v(x),
9(x,t) = { a(2)t + h(z,t), v(z) <t <v(x), (2.8)

a(x)v(z) + h(z,v(x)), t<v(x),

\

e o problema auxiliar

(N
0 (| Ou Pi=2 0u
_ = Q
— ox; Oaxz 8x,-) g(z, u) em €,
B (2.9)
u >0 em €,
\ ue wWh7 Q).
Definamos o funcional @ : W(}’?(Q) — R por
N )
1|0ov|”
d(v) = /— d:c—/Ga:,v dx, 2.10
W=3 [ lax] - [ 2.10)
t
onde G(z,t) = / g(z,s)ds. Temos ® € C! (W&’?(QLR) com
0
N —2
ov [P v Oy L7
P’ = dx — dx,V Wy P ().
We=3"[lan| arae e [otevedn e w7 @)
Por (hs) e pela definicao de g, obtemos
lg(x,t)| < K para algum K >0, q.t.p. em (. (2.11)

Note que, por (2.11), ® é coercivo. Entdo, podemos afirmar que sequéncia (v,) que
satisfaz

®(v,) — ¢ =inf @,
M

onde

é limitada em Wol’?(Q).
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Assim, a menos de subseqiiéncia,

Up = em W(}’?(Q),
Uy — U em L°(Q)), 1 <s<p,

vp(z) = v(z)  q.t.p. em Q.

Agora, observe que M é fechado e convexo em W&’?(Q). Pelo Teorema A.2, veja
(Apéndice A), a restrigdo @’M atinge o infimo em um ponto v € M .

Usaremos argumentos semelhantes aos encontrados na demonstracao de |65, Teorema
2.4] e em |[2|, para mostrar que o minimo do funcional sobre o conjunto convexo M é
ponto critico do funcional ®. De fato, para todo ¢ € C§°(Q2) e € > 0 consideremos a

fun¢ao v. € M definida por

(

v(x) se v(z) + ep(x) > v(x),

ve(@) = Q v(x) + ep(a) se v() < v() + ep(z) < (a),

u(z) se v(x) + ep(x) < v(z),

\
a fungao v pode ser caracterizada por ve = (v + €p) — (P, — ¢ ) onde B, = max{0,v +
ep—U} >0ep =—min{0,0+ep—v} > 0.

Note que @, p_€ WOI’?(Q) N L>(€2). Desde que v € W&’?(Q) minimiza ® sobre M e

® é diferenciavel, entao

0 <P (v)(ve —v) = e (v)p — P (v)p, + D'(v)p .

—€

Assim,

'(v)p >

a | =

(' (v)p, — @' (v)p). (2.12)

€
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Agora, ja que T é a supersolugao para (P2), segue que

Pw)p. = '@+ [¥(v) - ¥©)](@.)

> [#(0) - ¥(D)(@)
_ ﬁ:/ ‘811 pif2av_ ov pi—2 Ov a(v_ﬁ_’_e )dx_
- i=1 VS O Ox; ox; Ox; ) Ox; ¥
- / [a(z)v — a(z)v](v — D+ ep) dv —

Qe
[ o) M@ =T+ o) de

Qe

N

ov |Pi—2 Ov 9T pi—2 9T a@

> J—
> 6;/96 (‘31’1 ox; 0w, a:m) oz, dx

- ﬂmm/Nv—mwww—
Qe
- g/rMavy—mawm¢wa
Qe

onde Q. = {z € Q;v(z) + ep(x) > v(x)}. Note que |Q] — 0 quando € — 0.
Entao,
'(v)@. > o)

onde @ — 0 se ¢ — 0. Analogamente, concluimos que

(), < ofe)

—€

e consequentemente, por (2.12), obtemos
' (v)p = 0,
para todo ¢ € C§° ().
Repetindo os argumentos acima para —y obtemos

' (v)p <0,

para todo ¢ € C§°(R2), logo ®'(v) = 0. Portanto, por um resultado de densidade,
obtemos ®'(v) = 0.

Assim, v é uma solugao fraca para (2.9), isto é,
Pi=2 Qv Op

al ov
Z/Q ‘axi Bz, O, dr = /Qg(l",v)gp dx.
=1

Desde que, g(z,t) = a(x)t + h(z,t) para t € [v(x),v(z)] e v € M, entdo v é uma solugao

fraca positiva de (P2).
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2.3 Demonstracao do Teorema 2.2

Nesta secao demonstraremos o Teorema 2.2. Antes apresentaremos alguns resultados

preliminares. Consideremos a fungao hev € W&’?(Q) () L>°(92) a subsolu¢ao do Problema

(P2) obtida pelo Lema 2.5.
Consideremos a funcao
a(x)t + h(z,t), t>v(z),

g(:E,t) =
a(x)v(z) + h(z,v(x)), t<uv(x),

e o funcional P : Wol’?(Q) — R dado por

W= [

ou
8@-

pi
dx—/G(x,u)alaz:7
Q

t
onde G(z,t) :/ g(z, s)ds.
0
Note que por (hs) e (2.13), temos que

G(z,t) < Clt| + a(2)|t]", em Q x (0, +00),
para alguma constante C' > 0.
Lema 2.6 O funcional ® satisfaz a condigio (PS). para todo ¢ € R.
Demonstragao: Seja (v,) C W&’?(Q) uma sequéncia tal que

D(v,) = ¢ e ' (v,) — 0.

Como 0 > py, para n suficientemente grande, temos

~

1 1 1 1.
Ctlnhy 2 g (= 5) Il + [ G s - Bovn) da
Q

Nei=t A py

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

1 1 1 1 ~
=) o1 / —9(x,v,)v, — G(z,v,) dz
Npi-1 (pN 9) loalhs {vn>to} por ) (@)

1 R
+ / —g(z,v,)vn — G(z,v,) do
{(on<to} O

Por (h3), obtemos

~

1 1 1 1.
C+ oy = (=g It [ Gae e, — o) do

g
Nei-l \py 0 (on<to) 0
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Agora, usando a definicdo de g, (hs) e (2.16) obtemos uma constante D; > 0, tal que,

1 1 ~
C + ||v, > —_— Up, —‘/ 9(z,v)v, — G(x,v,) dx
vy = s (=) Ikt =] [ oo~ Glan

1 /1 1 1
oot () ey = 1

Portanto, (v,) é uma sequéncia limitada em Wol’?(ﬂ). Assim, a menos de subseqiién-

cia,
Up — U em Wol’?(@),

v, —vem L5(Q), 1 <s<p*, (2.17)

vp(z) = v(x) q.t.p. em Q.

Por (2.17) e o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

/ﬁ(m,vn)vn d:v—>/§(x,v)vd:z:. (2.18)
Q Q

Como consequéncia da convergéncia fraca, resulta

al Ov |pi—2 Qv 8vn
;/Q ‘83@ o0x; 89@ - Z/ ’81’1

Portanto, por (2.5), (2.18), (2.19) e utilizando argumentos usados na demonstracdo

dr = o,(1). (2.19)

do Lema 1.2 encontramos,

N .
ov, Ov |V
— < 1
Z/Q Or;  Oxy| — (1),
=1
o que implica v, — v em W&’?(Q). [

O proximo lema mostra que d satisfaz as geometrias do Teorema do Passo da Monta-

nha.

Lema 2.7 Assumimos que (a1), (h1) — (hs) ocorrem. Entdio, para ||a|s pequena, ®

satisfaz:
i) Existem R, >0 com ||v]l; 5 < R e 0 < 3, tais que,

) 0 < inf ®(uw).
(v) < <ﬁ_8g;(0) (u)

ii) Eristem e € W&’?(Q) \ Byr(0), tal que, B(e) < B.
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Demonstragao: Desde que v é uma subsolu¢ao do problema (P2), @(az,g) = (a(x)y +

h(x,y))y ep; >1,parai=1,2,..N, temos

€><y><§/g

Agora, seja |lull; 7 = R > 1, sem perda de generalidades, podemos assumir que

ov
8[Ei

e /Q (a(z)v + h(z, ) dz < 0.

P

0
4 dxr > 1, para algum i =1,2,..., N.

e

Consideremos esta desigualdade e (2.15) com a imersao continua de Sobolev, obtemos

X

constantes positivas, ¢y, ca,c3 > 0, tais que,
~ 1
O(u) 2 ar||ulli% — eollull 7 — esllallcllullt 5, V llullhz = R, ue W, 7 ().

Fixando R > 0 tal que ¢;RPN — R > ¢iRPN/2 e R > ||v||y 5, escolhemos ||a|o
suficientemente pequena, de maneira que ¢ RPY /2 > cs|a||oR". Portanto, a condicao (7)
¢ satisfeita para = ¢, RPN /2 — cs]|a|| R

Note que, pela hipotese (hs), encontramos
H(x,t) > H(x,t,)Ct’ —C, em Q x (0, +00).
Entao, para cada t > 1, obtemos
AN
(I)(ty) S PN / —
; QP

para alguma constante C' > 0. Desde que H(z,to)v

Ov

(91:1-

Ppi
dx — teC/ H(z,to)v’ de + C,
Q

> 0e6 > py, concluimos que a

condigao (i7) ocorre. |

Observacao 2.1 Note que v e e satisfazem as hipoteses geométricas do Teorema do Passo

da Montanha (vejaf9]),
le—v]| > R e max{®(v),®(e)}< inf{d(u): |u—uv|| = R}.

Demonstracao do Teorema 2.2: Sejam v,v a sub e a supersolu¢ao do problema (P2)
obtidas no Lema 2.5 e v; a solu¢do do problema (P2) encontrada no Teorema 2.1.
Usando o Lema 2.6 e Lema 2.7, concluimos, do Teorema do Passo da Montanha [9],

que

¢ = inf max ®(y(t)) onde T = {r e C(o,1], W(}’?(Q)): 7(0) = v, (1) = e},

~v€l tel0,1]
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é o valor critico de ®, isto &, existe vy € Wol’?(Q), tal que @(vg) =0e EI\D(UQ) = c. Entao,
> |5
: Ox;
i=1

Por (2.2) e (2.13), g(z,t) = §(x,t) para t € [0,7], dessa maneira ®(v) = ®(v) para
ve0,v]={ve WOI’?( 0):0 < v(z) < v(x)}, onde ® e ® sio dados por (2.10) e (2.14),

Pi=20vy O
ox; 0x;

dx /E(:E, vo)pdr ¥V ¢ € W(}’?(Q). (2.20)
Q

respectivamente. Entao,

D(vy) = inf (u),

onde M = [v, 7] foi definido na demonstragao Teorema 2.1.
Portanto, se vy > v, entdo por (2.13) e (2.20) o problema (P2) tém duas solugdes

fracas vy, vy € Wol’?(Q), tais que

~

®(v1) < B(v) <0 < B <C=D(v).

Relembramos que vy € [v,v]. Agora, mostraremos que vy > v > 0.
Consideremos (v — v2)", como uma funcao teste e definindo o conjunto {ve < v} :=

{z € Q:wv(z) <wv(z)}, temos

Desde que v é uma subsolucao do problema (P2), usando (2.21) obtemos

ey
Z/ axzaxz(”_vﬁdx_z/

Pela desigualdade (2.5), encontramos que ||(v — v2)" |15 < 0, logo (v — v3)" = 0, entdo

Pi=2 9uy O
Ox; 0x;

81)2
8.751-

(v—w9)" dx = /{ ) }a(a:)y + h(x,v)(v — vy)tdz. (2.21)

Pim2 Ouy O
Ox; 0x;

ov
0x;

31}2
ﬁxi

(v —vy)" dz <0.

0<v<wqt.p. em Q. [ |
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Capitulo 3

Multiplicidade de solucoes positivas
para uma classe de sistemas elipticos
anisotropicos via método sub super

solucao e Teorema do Passo da

Montanha

Neste capitulo, estudaremos um resultado de existéncia e multiplicidade de solugoes
fracas positivas para a seguinte classe de sistema elipticos anisotropicos associado ao

problema

([ X9 /| 0u

) _ilai( v

3@-
u,v >0  em €,

Pi=2 Ou
8901-) = ay(x)u + Fy(z,u,v) em Q,

pi—2 Qv

81‘1‘

) = as(x)v + Fy(z,u,v) em €,

u=v=0 sobre 0,

\
onde Q C RY é um dominio limitado e suave, N > 3, p; < ps < ... < py e F, é a
N

, . 1
derivada parcial de F com respeito a w. Os expoentes p,° satisfazem p; > 1, Z — >
=1 11
Al
lep = N/(Zf - 1) = Np/(N —p).
i=1 "
Mais precisamente, vamos supor que as fun¢oes a;(x), com j = 1,2 satisfazem as
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seguintes hipoteses.
(H) A funcdo a; € L>(2) com a;(z) > 0.
A fungdo F: Q x R? = R ¢é de classe C'(Q x R% R) e satisfazendo.
(H,) Existe 6 > 0, tal que,
Fy(x,s,t) > (1 — s)ai(x), para todo 0 < s <4, q.t.p. em
Fi(z,s,t) > (1 —t)ay(x), para todo 0 <t <6, q.t.p. em
(Hs) Existe 1 < r < p*, tal que,
|Fy(z,8,t)] < ay(x)(s" P+t 41),
|Fy(z,8,1)] < ag(z)(s" 1+ +1).

Para enunciarmos os principais resultados deste capitulo, precisamos definir solucao

fraca positiva para o sistema (P3).
Defini¢ao 3.1 Diremos que um par de fungées (u,v) é uma solugdo fraca positiva para

o sistema (P3), quando u,v € Wolj(Q) N L>(2) com u,v >0 emQ e

Pi=2 Qu 0¢

dx:/al(x)u¢dx+/Fu(a:,u,v)qsdxvmw(}?(g),
Q Q

N
> |, lav

Pi=2 Qu ¢

dm:/ag(x)vgpdx—F/Fv(x,u,v)gpdx‘v’(péWol’?(ﬂ).
Q Q

e
>[I
= Jo 10z

O primeiro resultado principal deste capitulo é o seguinte teorema:

Teorema 3.1 Suponha que (H),(H.) e (Hs) sdo satisfeitas. Suponha que ||a;||o € pe-

quena, para j = 1,2, entao, o sistema (P3) possui uma solugao fraca.

Para o segundo resultado deste capitulo, vamos considerar a condicao abaixo para

provar a existéncia de duas soluges para o sistema (P3).
(H3) Existem sg,ty > 0 e constantes 6,0, > 0, tais que,
0 < F(x,s,t) <01sFy(x,s,t)+02t Fy(x,s,t), q.t.p. em €, para todo t >ty e s > sg
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1 1
onde - < 91,92 < —.
p PN

Teorema 3.2 Suponha que (H),(H,) , (Ha) e (Hs) sao satisfeitas. Suponha que ||a;ls

é pequena, para j = 1,2, entao, o sistema (P3) possui duas solugoes fracas.

Abaixo listamos o que acreditamos que sao os principais contribuicoes deste capitulo.

Os resultados principais encontrados, neste capitulo, completam o estudo iniciado em
[2] e em [22], no seguinte sentido:

(i) Em [2], é estudado o caso escalar relacionado ao operador anisotropico, aqui, con-
sideremos um sistema.

(ii) Em [22], a classe de ndo-linearidade é diferente da considerada em nosso estudo.

(iii) Este é o primeiro trabalho que trata do operador anisotropico relacionado a equa-

coes elipticas.

3.1 Resultados preliminares

Nesta secao, vamos demonstrar alguns lemas técnicos que serao utilizados na demons-
tracao dos Teoremas 3.1 e 3.2. Para demonstrar tais resultados, iniciaremos com a seguinte

definicao.

Defini¢ao 3.2 Dizemos que [(u,v), (@, )] € um par de sub supersolu¢ao para o sistema

P3), respectivamente, quando u,v e u,v € WP (Q) N L®(Q) satisfazem
0
o) u<uev<vem

b) Dados @,v, com @, > 0, temos

N
Ov |Pi—2 Jv O
Y v < B

F N o
Z/ oL gy < / al(ib’)wdl’Jr/Fu(ﬂlf,u,w)sodw Vw € [v,7]
i=1 /¢ ¢ ¢ (3.1)

\ =1

i/ oL oe >/ (z)u d+/F( @, w) pdeVw € [v,7]
i1 JQ 81‘1 axlé)xz r= Qalxu%p € 0 w\ T, U, W) Yar v w v,V

N
Jv |Pi=2 0v O

> v m —_—
Z/Q 81’1 89518351 dr 2 /Qa2(x)vwdﬂf+LFU(x’w’U)¢dwi S [Q,U]

(3.2)

\ =1
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Neste capitulo, trabalharemos com o espaco E = Wolj(Q) X WS’?(Q), munido com a

norma
[(w, )| = {lull,z + vl 5,
onde,
N 8u 1?
Julliz = Z prl IR e WP (Q).
i=1 tlip;

Lema 3.1 Suponha que (H),(Hy) e (Hy) ocorrem. Entao, existem (u,v), (u,v) € W&’?(Q)ﬂ
L*>(Q) tais que

i) |ulleo <0 € ||t]]oo < onde § € a constante que aparece da hipdtese (Hy),
i) 0 <u(x) <u(x) e0<wv(r) <v(x) qtp. em,
iii) (u,v) é uma subsolugao e (u,v) é uma supersolugdo para o sistema (P3).

Demonstracao: Pelo Lema 2.1, existe uma tinica solucao u € W&’?(Q) do problema

N
0 Ou |Pi—2 Ju
SR Q
; Oz, (‘&vi 8wi> () em & (3.3)
u = sobre 0.
Analogamente, existe uma tnica solu¢ao v € Wol’ﬁ(Q) tal que
N
0 Ov |pi=2 Ju
. L CH 0
; O (‘3% 8@-) afe) em £ (3.4)

v=0 sobre 0f.

Usando os mesmo argumentos da prova do Lema 2.4, u,v € L>*(Q2), além disso, obtemos
constantes C1,Cy > 0 tais que [|ulloo < Cilla1]loo € [|2]|oo < Callas||eo - Agora escolhemos

||a;|| Lo suficientemente pequena, com j = 1,2 encontramos

) )
lulloe < 5 e flllo < 5,

o que prova condi¢ao (7).
Para provar o item (i), consideremos, novamente o Lema 2.1 para afirmar que existe

uma tnica solucdo u € Wolj(Q) N L*>*(2) do problema

Yoo (| ou

=0 sobre 0f).

pi—2 Ju

8@»

) =1+ ai(x) em Q, (55)
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De modo andlogo, existe uma tnica solugio v € WOI’?(Q) N L*>(2) do problema

Yoo [ 0v

7 =0 sobre 0f).

pi—=2 Ju

(9:1:'1-

) =1+ as(x) em Q,

Note que, para 0 < @, 9 € Wy’ ?(Q) temos

N
au bi— Zau 890
dv = 1]pd
;/’8:52 Ox; 0x; /Q[(Il((ﬂ)—l— ](p T
N
au Pi— 28u agp
> pr—
= /Qal(ZE)SOd$ ;/ ‘(%:Z Oz, ot dx
[§
N
ov |pi—=2 0u O B
=1
N
aU pi_2 a/U aw
- dv = — = —— dz.
= /Qcm(l’)w T ;/Q‘axz oz, O, x

Portanto, pelo Lema 2.2, encontramos u(z) < u(z) q.t.p. em Q e v(z) < v(z) q.t.p. em
Q, o que prova a condicao (ii).

Nossa tarefa final é verificar se a condi¢ao (iii) é valida. Primeiramente, usando o
Principio do Méximo em [37, corolario 4.4], concluimos que u(x),v(z) > 0.

Agora, usando a defini¢do de (u,v) e a hipotese (H;p), obtemos para cada ¢, 1 > 0,

N
Ou |Pi—2 Ou Op
;/‘5% (93:28de - /Q uSde_/QFu(Ia%U)ngx
< / SOd:E—/ ($>290d$—/(1—g)a1(:p)gpdx
@ Q
< 0
N
Ov |Pi—2 Qv azp
;/ ‘8377, 5%0:171 - /Qa2(x)y'(/)dl'—/s;Fv(x’u,Q)¢dl.
= “2($>Ww—/az(x)wdw—/(1—y)az(x)¢dx
Q Q Q
< 0

Portanto, (u,v) ¢ uma subsolugao para o sistema (P3).
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Agora, usamos (Hs), (3.5) e (3.6) , temos para ||a;||~, com j = 1,2, suficientemente

pequena tal que

N __
> ), la

> (L= llallsoll@lloo = llaslloo = llaslloo Il = llarllocllvll5") /Qsodar >0

N —
> J,las

> (L= llaallsolltllo = llazlloo = llazlloolulli " = llazlloclTll5 ") /derc > 0.

Pi=2 Ju Op

pi=2 Ju Oy _ _
B, O dx—/QaQ(a:)vwda;—/QFv(:c,u,v)wdx

Portanto, (@, 7) é uma supersolugao para o problema (P3).

3.2 Demonstracao do Teorema 3.1 :

d:c—/al(x)ﬂgodx—/Fu(x,ﬂ,v)godx
0 0

Nesta segao combinaremos os lemas técnicos da se¢ao anterior para provar o Teorema

3.1, usando a técnica de sub e supersolugao e argumentos de minimizacao.

Consideremos as funcoes

Gs(x,s,t) =

Gt(x7 S5, t) =

e o problema auxiliar
Z 0
Ox;

|
Pl

(

\

;

\

ar(x)u(x) + Fy(z,u(x),t), s> u(zx),
ar(z)s + Fy(z, s, 1), u(z) < s < (),
ar(@)u(z) + Fo(z, u(z),t), s <u(x),
as(2)0(z) + Fy(z,5,0(z)), t>v(x),
ax(2)t + Fy(z, s,1), o(z) < t <v(x),
as(z)v(z) + Fy(z, s,v(z)), t<uv(z),

(12725 = 6yt e .
(|22 2) = Gy ) em 0,
em (2,
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Definamos o funcional ® : F — R por

N . N :
1]0ul” 1|ov|"”
O(u,v) = /— dx + /_ dz 310
(u,v) ; qD;|0x; ; o Pl 0 ( )
— /G(x,u,v) dx.
Q
Note que ® € C*'(E,R) com
N i—2 N i—2
ou |77 Ou O ov |"77 v o
/ .
(u, 0)(p ) = Zl /Q el B dm—l—izl /Q e

— /QGu(x,u,v)wdx —/QGv(x,u,v)godx,‘v’ u,v,,p € E.
Seja
M = {(u,v) el u<u<uqtp.emQev<v<7vqtp em Q}
Por (H,) e pela defini¢do de G, e G,, obtemos

|Gou(z,u,v)| < K para algum K7 > 0, q.t.p. em €, (3.11)

|Gy (x,u,v)| < Ky para algum Ky > 0, q.t.p. em €, (3.12)

para todo u,v € M
Por (3.11) e (3.12), temos que ® & coercivo sobre M. Entao, podemos afirmar que a

sequéncia (u,, v,) que satisfaz

(U, v,) € limitada em E.

Assim, a menos de subseqiiéncia

(tn, vn) = (u, v) em FE,
(Un, V) — (u,v) em L°(Q2) x L*(2), 1 < s <p,

(un (), vn(2)) = (u(z),v(x)) q.t.p. em Q,

onde L*(€2) x L*(Q2) estda munido da norma ||(u,v)| = |ju

o)+ [[vllze@)-
Agora, note que M é um conjunto fechado e convexo em E. Pelo Teorema A.2, veja

(Apéndice A), a restrigao CD‘M atinge o infimo em um ponto (u,v) em M . Usando o
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mesmo argumento como da prova do Teorema 2.1, observemos que (u,v) é uma solugdo
fraca para (3.9). Desde que, Gs(z, s,t) = ay(x)s + Fs(z,s,t) para s € [u, 1] e Gi(z, s,t) =
as(x)t + Fi(z,s,t) para t € [u,7], entdo (u,v) ¢ uma solucdo fraca positiva do sistema

(P3). n

3.3 Demonstracao do Teorema 3.2

Nesta secao demonstraremos o Teorema 3.2. Iniciaremos com alguns lemas técnicos
que serao utilizados em sua demonstragao.

Seja (u,v) € ENL>®(Q) a subsolugdo do problema (P3). Em nosso proximo resultado
provaremos que o funcional satisfaz as duas hipoteses geométricas do Teorema do Passo
da Montanha [9].

Consideremos as func¢oes

p

ai(x)s + Fi(x, s, t), s > u(x)

Gz, s,t) = (3.13)
\al(x)g(x)—sz(x,g(x),t), s Sﬂ(l‘%
@t(x, o t) = as(x)t + Fy(z, s,t), t > v(x) (3.14)

as(@)(x) + Fi(z,s,0(@)), ¢ < v(x).

\

Definamos o funcional ® : E — R dado por

N . N .
~ 1|oul” 1| ov|”
O(u,v) = /— dx + /— dx 3.15
(t7) ZZ1 o Pi| 0%; ; o Pi| 0 ( )
— /@(x,u,v) dz,
Q
Note que por (Hs), (3.13) e (3.14), temos
Gz, s,t) < Ch|s| + a1 (2)|s|" + ar(x)s]t]", em Q x (0, +00), (3.16)
e
Gz, 5,t) < Calt| + az(2)|t]” + as(z)t]s|”, em Q x (0, +00), (3.17)

para algumas constantes 51, 52 > 0.

Lema 3.2 O funcional d satisfaz a condi¢ao Palais Samale (PS). para todo ¢ € R.

45



Demonstragao: Seja (u,,v,) C E uma sequéncia tal que
(U, vy) = ¢ e (uy, vy,) — 0. (3.18)
Escolhendo 64,6, € (pi*, z%)’ para n suficientemente grande, temos

C+ (wny va)l| > ®(tn, v) — e@%un,vn)(un,m - ef'wn,vn)(o,vn)
N

1 8un avn
> il
- Z-Z:;/QPN Oz; Z/pzv Oz;
N
~ 8un aUn
_/QG(x,un,vn)dx — 91;/9 oz, dx—HQZ/ oz,

+ Hl/éun(x,un,vn)un dm—i—QQ/évn(m,un,vn)vndx.
Q Q
Usando (Hs), obtemos

C o+l (tmy o)l = Blun,vn) - [el@wmvnxumm + 028 (0, v0) (0, 00|

P
Oun dx)

> (Z/ x+§;/ﬂ -

+ / Ql(al(w)un+Fun(xvu”’vn))u"
{un<so}U{vn<to}

ou,, |”°

+ / O (as(z)Fy, (2, Up, vy ) )Updx
{ n<80}U{’l}n<tU}

(ay(z)u + F(2,up, vy,))dw

\

{un<80}U{”Un <t0}

onde K = min{ <i - 91> , <i — 92> }
PN DN

Observemos que € x [0, so] x [0, o] ¢ compacto e a fungiao F : Q x R? — R ¢ de classe

C1(©2 x R% R), entdo existe uma constante Dy > 0 tal que

Ct ([, )| > ®(un, v) — [9@'<un,vn)<un,o> + 92@(%,@”)(0,%)]

al Ju o
> K n d " 5
- (;/Q Oz +Z/ Bz, >+ 2
Note que, por (2.1) encontramos
C 4 [ (n, o)l > =g Nt ) [P+ Do

Portanto, (u,,v,) é uma sequéncia limitada em E, assim, a menos de subseqiiéncia ,
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temos .

(Un, V) — (u,v) em E,

§ (Un,v) = (u,v) em L3(Q) x L*(Q), 1 < s < p*, (3.19)

\(un(ﬁ),vn(x)) — (u(z),v(x)) q.t.p. em .

Usando (3.19) e o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue obtemos
/Q@un(x,un, V) (U, — u) dx — 0. (3.20)
Desde que, (u,,v,) é uma sequéncia limitada em E, temos
D (tyy, vy,) (U, — 1, 0) — 0.

Assim, por (2.19), (3.20) e (2.5), encontramos

>

Segue do Lema 2.6 que u,, = u em Wol’?(ﬂ). Pelos mesmos argumentos, obtemos

ou, Oul?

i§ on(1).

U, — v em W&’?(Q). Assim, concluimos que, (uy,v,) — (u,v) em E. |

Lema 3.3 Assumimos que (H) e (Hy) — (Hs) ocorrem. Entao, para ||a;|| pequeno, com

j=1,2, o satisfaz:
i) Existem 0 < R, com ||(u,v)|| < R tal que

P <0< f< inf @
(u,v) f< aég(o) (u,v).

ii) Erziste ¢ € E\ Byg(0) tal que ®(e) < f.

Demonstragao: Desde que, (u,v) é uma subsolugdo do problema (P3), @s(a:,g, t) =

(a1(z)u+ Fs(x,u,t))u e @t(x, s,v) = (az(x)v+ Fy(x, s,v))v, com p; > 1, parai=1,..., N,

temos
d(u,v) = Z/ / Ou " dx (3.21)
- 8% ox;
- /(al(x)g + Fy(z,u,t))udr — /(ag(x)g + Fy(z,s,v))vdx.
Q Q
Agora, consideremos ||(u,v)|| = R > 1, sem perda de generalidades, podemos assumir que

ou |?

e

dr > 1, para algum ¢=1,2,..., N.
T
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pi

/31}
ol0

Além disso, aplicando, (3.13), (3.14) e (H;) temos

dr > 1, para algum i =1,2,..., N.

X

Gyo(x,5,8) < |lar]lsote + |a1 oo (1 4 |s""F + [t]"") q.tup. em Q, Vs eR

e
Gz, 5,1) < |las]loov + llasllos (1 + 8|1 + [¢]771) q.t.p. em Q, V¢ €R.
Conseqilientemente, pelo Lema 3.1 do item (7), existem ¢y, co > 0 tais que
Go(w,5,1) < llarlloolltllocs + larloo(s + cals” + st]"™) a.tp. em ©, (3.22)
e
@t(a:, 5,1) < |laallcol|v]lsct + ||z /loo(t + ||t + calt") q-t.p. em Q. (3.23)

Consideremos, (3.22), (3.23) em (3.15) e usando a imersdo continua de Sobolev, exis-

tem constantes positivas tais que

O(u,v) = Kll(u,v)l| = esllan]loc|[tlloo I, 0)| = callar]loo|[(u, v) ]| = (3.24)

= &sllanflooll(u, V)" = csllazloo 2l ool (u; w) ]| =

cl|azloo [l (w, )| = eslaslool|(w, )" = collar [loo|l (u, V)" =

= collar]lscl[(u, )" = enllazflool (uw, V) I = crallazlooll (u, V)",

onde K = min{ﬂ, ﬁ}
PN~ PN
Note que, se (u,v) € 0Br(0) com R > 1 e para ||a ||« suficientemente pequeno, com

Jj =1,2, existe 8 € R tal que
O(u,v) > B, ¥ (u,v) € OBR(0).

Assim, podemos escolher 5, R e ||a;||«, combinando com as desigualdades (3.21) e (3.24)

encontramos

~ ~

Ou,v) <0< <L inf D (u,v).
(_ _) ﬂ (u,v)€IBR(0) ( )

O que mostra a condi¢ao (i).

Observe que, pela definicao de CA;’S temos

~

Gsu(x, su,0) > F(x, su,0) para todo s > 1, q.t.p. em .
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Por (H;) e (3.15) encontramos

5u0 <ZSPN/’ax

Consideremos a hipotese (Hj), existe uma constante positiva K 1 tal que

dx — / F(z, su,0) dux.
Q

F(z,s,0) > lN(ls%, para todo s > max{1, so},

onde sy ¢ a constante que aparece em (Hj).

Assim,

0@

suO SPNZ/l

Uma vez que, z% <0 < 1%’ podemos concluir ®(su,0) — —oo quando s — +00.

"dr — [N(lsé / |g|é dx.
Q

Portanto, escolhemos e = s(u,0) € E tal que |e|| > R e ®(e) < 8, o que satisfaz a
condigao (ii). |
Demonstracdo do teorema 3.2 Sejam (u,v), (@, 7) a subsolucdo e supersolucao de
(P3), dadas no Lema 3.1 e (u1,v;) a solucdo do sistema (P3), encontrada no Teorema 3.1.
Pelo Lema 3.2 e o Teorema do Passo da Montanha (ver [9]), concluimos que

¢ = inf max ®((t)) onde T' = { € C([0,1], E): 7(0) = (u,v), 7(1) = e},

v€T t€[0,1]

é o valor critico de ®.
Por (3.7), (3.8), (3.13) e (3.14) temos Gy(z, s,t) = Gy(z, s,t) para s € [0,u] e Gy(z, s,t) =
@t(as, s,t) para t € [0,7], dessa forma ®(u,v) = ®(u,v) com u € [0,7] e v € [0,7], onde ®
e ® sdo definidos por (3.10) e (3.15), respectivamente.
Entdo, ®(u;,v;) = ifI\lAf(I)(u, v), onde

é dado na demonstragao do Teorema 3.1.

Portanto, (P3) possui duas solugoes fracas (uy,vy) e (ug, v2) € E, tais que
®(uy,v1) < Blu,v) <0< B <E=D(uy, vy).

Relembramos que u < uy < uwewv < v <7, logo (u1,v1) > 0. Agora mostraremos

Ug, Vg > 0.
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De fato, consideremos ((u— u2)™, (v —wvy)T) como fungoes testes, definindo o conjunto

{(ug,v9) < (w,v)} :=A{x € Fyus(x) < u(x) e vo(x) < v(x)}, temos

Oug |Pi— 28u2 O(u — ug)™* Ovy
Z/‘@xl ox; dr + Z/‘ax,

’l

Pi=2 vy O(v — v9)*

0% a{El

———=—dx  (3.25)

= / (alﬂ_’_Fs(xaﬂat))(g_uQ)—i_dx
{ua<u}

+ / (G22+Ft(x7 S,Q))(Q_U2)+ de'
{va<u}

Uma vez que, (u,v) é uma subsolu¢do para o sistema (3.1) e por (3.25) teremos
Z/‘@u pz28u8u—u2 Z/‘@UQP’ 20us O(u — ug) ™
o0x; ; 0x;

dr <
m ar, z <0

l

Pi=20vy O(v — vg) T
———dx < 0.
ax, 8@ = 0

Ov |Pi—2 Qv d(v — vg) ™ Ovs
Z/‘E)xz ox; ox; ~ s, @ _Z/‘ﬁxz

Portanto, pela desigualdade (2.5), encontramos [[(u—u2)™ |, < 0e [[(v—v2) |17 <

0, isto implica 0 < u < ug q.t.p. em N e 0 < v < vy q.t.p. em . Concluimos que

U, Vg > 0. [ |
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Apéndice A
Resultados Basicos

Neste Apéndice, faremos resumo sobre os espacos Sobolev anisotrépicos. Para mais
informagoes consulte [59], [60] e [67].

O espago WS’?(Q), é definido como completamento de C§°(£2) em relacdo a norma

N
ully3 = Z
i=1

Além disso, este espaco é um espaco de Banach reflexivo, onde ||Hp denota a norma
2

ou
8@

pi

do espaco de Lebesgue LPi ().

Desde que € é um dominio limitado do RY | por [45, Teorema 1] a imersdo continua
WOL?(Q) — L"(Q2) para todo r € [1,p*] depende da Desigualdade de Poincaré. Mais
precisamente denotando por ey, ...,e, a base canoénica do RY, assumimos que ) tem

diametro b > 0 na diregao de e;, isto é ,sup(z — y, ;) = b. Assim, para todo ¢ > 1, temos

bq| Ou

< =

(A1)

q

para todo u € C§°(12).
O seguinte resultado é essencial para o nosso trabalho, por isso apresentamos sua

demonstragao.

Lema A.1 Assuma que f satisfaz (f1). Seja ¥g(u) = / F(z,u)dx , entio Vs € Liploc(WOl’?(Q),R)

0
com 0Vg(u) C L71(Q), isto €, dado p € 0Vs(u) existe p € L77(Q), tal que

{0, 0) = /deﬂs’ V€ LUQ) e p(x) € [f(u(@)), fu(x))], ¢-tp. em Q.

Demonstragao: Por (f;), obtemos
[Ws(u)| < c/ |u|dx+C’/ |u|? da (A.2)
Q Q
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para alguma constante C' > 0. Para cada u € WOI’?(Q) da imersao continua de Sobolev
e pela desigualdade de Holder segue que Wz estd bem definido.
Dada w € Wol’?(Q), fixemos r > 0. Dados u,v € B,(w) = {z € W(}’?(Q); w5 <

— " f(x,s)dsdx — " flx,s)dsdx
/. S
< // f(z, )| dsdx,

onde 0(z) = max{u(z),v(x)} e n(x) = min{u(x),v(z)}.

Por (A.2)
0(x) 0(x)
// dsdx—i—C’// 5|97t ds dx.
Q Jn(x) Q Jn(z)

Para cada ¢ > 1, a fungao L : R — R dada por = ‘ ® ¢ de classe C com L'(s) = |s|7L.

0(x)
/|77 ) —0(x |dIL‘—|—C// s)dsdx.

Pelo Teorema Fundamental do Céalculo

r}, temos

Ws(u) — Vg(v)

Ws(u) — Vg(v)

Como

“1’/3( — Ws(v

[Ws(00) = Wsl0)| < € [ Inlo) — 6(@)lda + € [ Linta)) ~ L(6(a)) d

Q

agora pelo Teorema do Valor Médio, existe {(z) € (n(x),0(x)), tal que
Watw) = )| <€ [ fnlo) — b(@ldo + [ L6~ o
0 Q
Como 6(z) —n(x) = |u(x) — v(z)|, temos

[Ws(0) = W5(0)] < € [ polo) = b(@)da +C [ L(€)0—n)da

C’/|u—v|dx+0/[/(§) |u — v|dx
Q 0

C/ \u—v|dx+0/(|u!+|v])q_1 |u —v|dx
0 0

c/ |u—v|dx+C’/(|u]q1+ 0]1) fu — v|de,
Q Q

IN

IN

IA

ou seja,

Us(u) — ¥s(v) SC’/Q|u—v|dx+0/ﬂ|u|q_1|u—v|dx+C’/Q|v\q_1 lu — v|dx.
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Desde que, por imersao continua de Sobolev temos u € L%(Q), |u|?™! € Lq%l(Q)
Aplicando a desigualdade de Holder

Assim, por (f2) temos

’\I/B(u) —Usv)| < C’/ lu —v|dx + C’/(\u|q_1 + |9 H|u — v| dx.
0 Q

Agora aplicando a desigualdade de Holder e (A.2), temos

W) Wa(0)] < Cllu— vl + COlul S + ol )= vl
Desde que u,v € B.(w), pela desigualdade triangular

[Ws(u) = a(0)| < 200+ flwlh 7)Yl = vl 7
Definindo a constante K, = 2C(r + ||w||; )**

[Ws(u) = ()| < Kullu = vl 7 do,

o que mostra que ¥z € Lz’ploc(Wol’?(Q), R).

Relembramos que o gradiente generalizado de ¥ em u ¢ dado por
0Vs(u) ={y € (WOL?(Q))*; U3 (u,v) > (v,v) para todo v € W&?(Q)}

veja as defini¢oes (A.2) e (A.3),

Note também que,
0 < flu(x)) < flu(e)) < C(1+ (u(z)")"") q.t.p. em Q

Seja v € C§°(2), pn, — 0 em W&’?(Q) e 6, — 0T, tais que, entao

\IJ n 577, - \IJ n
\I/‘é(u,v) — hm Sup 5<u+lu + ’U) 5(’&—’—” )
pn=0 5 0+ J

, para todo v € W&’?(Q) (A.3)

ou seja,

U = li . A4
5(u,v) m sup 5 (A.4)
Pela defini¢do de ¥ e (A.4), temos
/F(u—i—un—f—&nv)—/F(u—f—un)
U5 (u, v) = limsup =2 & : (A.5)

n—oo 57’1

para todo v € C5°(Q).
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Além disso, temos

WS(u, v) = lim sup {/QC%Av(x»dx], (A.6)

n—oo

para todo v € C§°(€2), onde
1
Gn(v(x)) = 5 (F(u+ pin + 6,0) — F(u+ pn)) -

Desde que, u, — 0 em Wol’?(Q), da imersao continua de Sobolev, a menos de sub-
sequéncia

fn, — 0 em L"(Q2) para todo r € [1,p"].

Além disso,

tn(z) = 0 q.t.p. em Q.

Observemos que

| Gu(v(2)) | =

i (F(u(x) + pn(x) + 0pv(x)) — F(u(z) + pn(x))) ‘

L U@ i (@) +5a()
/ C(1+ [s|"V)ds
(

On

w(@)+pin (2)
Logo

C |u(@) + pn(@) 4 0,0(2)|7" — |u(z) + pn ()7}

— ; (A7)

| Gn(v(z)) |< Clo] + .
Agora vamos considerar a seguinte fungao ¢ : [0, 1] — R definida por
g(t) = |u(z) + pn (@) + to,0(x)|"~".

Desde que g ¢ continua em [0, 1] e diferenciavel em (0, 1), segue-se pelo Teorema do

Valor Médio dado 0 < |§,| < 1, existe 6, € (0, 1) tal que
9(1) = g(0) = ¢'(6n)(1 = 0).
Assim,

9(1) = |u(x) + pn + v (@)
9(0) = |u(@) + pa|™"

gOn) = q— 1)+ + Oudov(z) "6, [v(2)]
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Por um instante adotaremos a seguinte notacao u(x) = u e v(z) = v entdo

L |u+ pin + 600|770 — |u+ pn )91

q—1 ) = |+ pin + 6,0n0]?|0). (A.8)

Substituindo (A.8) em (A.7)
| Gu(v(z)) |< Clo] + Clu + pn + 6,0,0| 0]

Assim,

U+ i+ 0,0,0|772 < (3max{u, fin, 6,0,0})1 2
< 37 max{ut™t pd=2 (6,0,0)7 %}
< 30 RT? 4 3072472 4 3972(5,0,0)1 2
< 82l 4 2 4 15,0077
< 3Tl A [l 177 A (80T 00 |72 0] T).

Como 6, € (0,1) e 0 < |6,| < 1 entdo, 0 < |6,|9,] < 1 implicando 0 < |5,,|772(0,]7% <

| Ga(v(@)) | < Clo[+ 372 (Ju(@)| " + [pa] " + v (2)|"7) 0]

= Clo| + 37 (fu(@)|"|v] + || o] + [0]77).
Portanto,
| Ga(v(@)) |< Clof + C(lul™2[o] + [pa]*[0] + 0],

para alguma constante C' > 0.

Desde que p,, = 0 em W&’?(Q), entao a menos de subseqiiéncia temos
pn, — 0 em L"(Q) e p,(x) — 0 q.t.p. em
Entao, existe ©(x) € L"(Q2), tal que,
lpn] < O(x) q.t.p. em Q.
Portanto,

Clol + C(lul*?|v| + 81" *|v| + [v|*™") € L} ().
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Como

lim sup G, (v(z)) < f(u(z))v(x).

n—o0

Segue do Lema de Fatou e do fato limsup,,_,. G,(v) = F°(u,v)

U3 (u,v) :limsup/QGn(v(x))d:r: < /QFo(u,v)dac. (A.9)

para todo v € C5°(Q).

Por [29] veja (pag.107), temos

Fe(uyv) = {

Combinando (A.9) e (A.10),

(x,u)v se v>0 (A.10)

[~ =l

(x,u)v se v <O0.

W5 () < [ /{} Tule)oedo + [ futo)o(opts

{v<0}
para todo v € C§°(Q).
Além disso, como W&’?(Q) = C§°(Q2), para todo v € W[}’?(Q) existe v, € C§°(2), tal

que, v, — v em Wol’?(Q).

Note que,
U3 (u, v,) — Vi(u,v) para todo v € W&’?(Q).
De fato, sabemos que ¥j(u, .) : Wol’ﬁ(Q) — R é uma funcao lipschitziana com K. Dai
W5 (u, v) — Vi(u,v)| < Ko, —v| = 0.

quando n — oo.

Por densidade, obtemos

U3 (u,v) < l/{wo} 7(u(x))v(x)dx+/ f(u(z))v(x)dx (A.11)

{v<0}
L7
para todo v € Wy ¥ ().

Seja p € 0Vg(u) C (L4(2))* e suponhamos por contradi¢do que existe um conjunto

A C Q com med(A) > 0, tal que,

plx) < f(u(x)) em A.

Entao,

/A p(z)dz < /A Flulz))da. (A12)



Note que
/Q () (—xa)de = — / p(z)dz (A.13)

onde x4 é a fungao caracteristica do conjunto A e (—x4) € L4(Q2). Por outro lado como
p(z) € (L1(02))*, pelo Teorema da Representagio de Riesz, existe um tnico u € LI(2) tal
que

(p,v) = /qu dx para todo v € LI(QQ).
Em particular tomando v = —x 4 e usando o fato de que p € 0Ug(u), temos
(p,(—xa)) = /Qu(_XA> dx para todo v € L1(Q).

Por identificacao obtemos

() = [ ul—xa)de. (A14)
Pela defini¢do de 0¥ z(u) temos

(P (=x4)) < Vg(u(—xa)) (A.15)

e (A.11),(A.12),(A.13),(A.14) e (A.15) obtemos

- [ otre = [ s
(p(), (—x))

< Uj(u, —xa)

Flu(z))(—=xa)(z)dx w(x))(—xa)(x)dx
< {/{( XA)>0}f( ())(—xa) () +/{( XA><0}i( ())(=xa)(z)
<

[/ —xa) <o}f(“( ))(_XA)(I)dI]

_ / flu
- /A p(x)dr < — /A Fu(a))da
/f dx</p(:)3)d:)3

o que contradiz (A.12). Portanto

logo

isto é,

f(u(r)) < p(r) q.t.p. em €.
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Usando o raciocinio andlogo teremos
p(z) < f(u(z)) q.t.p. em Q.
Assim, dado u € Wol’ﬁ(Q) e p € 0¥g(u) concluimos que
p(z) € [f(u(2)), f(u(z))] g.t.p. em Q.

Provando assim o resultado. [ |

A.1 Funcional localmente lipschitziano e gradiente ge-

neralizado

Definicao A.1 Seja X um espaco de Banach e I : X — R. Dizemos que I é um
funcional localmente lipschitziano (Lip,.(X,R)) se dado u € X, existir uma vizinhanga

V=V, CX deu e uma constante K = K, > 0 tal que
|](U1) — ](U2)| S KHUI — UQH, W U1,V € V. (A16)

Definicao A.2 A Derivada Direcional Generalizada de um funcional I : X — R, em um

ponto u € X na dire¢io de v € X, denotado por I°(u,v) € definida por

I —1I
1°(u,v) = Jim sup (u+h+Av)—I(u+h)

, Vv e X.
h—0 L0 A

Consideremos as seguintes propriedades:

(i) A fungdo I°(u,.) : X — R & sub-aditiva e homogénea positiva,isto &,

I°(uy vy +v9) < I°(u,vy) + 1°(u,vq), Yur,v9 € X,

I°(u, \) = M°(u,v), YVve X e A >0.

(77) I°(u,v) é um funcional convexo.

(1ii) |I°(u,v)| < K(u)||v||, onde K(u) > 0 satisfaz (A.16) e depende do conjunto aberto
V =V,, para cada u € X.

(iv) I°(u,v) é uma funcdo semi-continua superiormente, isto é,

limsup 1°(uj,v;) < I°(u,v),

(ug,05)=(u,0)
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onde (uj,v;) € X x X.

(v) [I°(u,v) = I°(u,t)| < K||lv—t|, ¥V u,v, et € X,istoé, I°(u;.) : X — R é uma funcio
lipschitz, com constante K.

(vi) (I + H)°(u,v) < I°(u,v) + H°(u,v) e I°(u,—v) = (=1)°(u,v) ¥V u,v € X.

Agora, definiremos o Gradiente generalizado de um funcional localmente Lipschitz.

Definicao A.3 Seja I € Lipi,.(X,R). Definimos o Gradiente generalizado de I no ponto

u € X, e denotamos por 01(u), o subconjunto de X* dado por
DI (u) = {f e X*: (f,0) < I°(u,0), Yo € X}.

Desde que I°(u,0) = 0, segue-se que 0I(u) = 91°(u,0).
Exemplo Seja I : R — R dada por I(x) = |z|. Temos que I € Lip;,.(X,R) e o gradiente

generalizado de I é
{-1}, se u<0

OI(u) =4 |-1,1], se u=0
{1}, se u>0.

Lema A.2 (veja[63]) O Gradiente generalizado de um funcional (I € Lip,.(X,R)) €

sempre nao vazio, isto €, OI(u) # ().
Lema A.3 (veja[65]) Dados u,v € X tem-se, 1°(u,v) = max{(f,v); f € 0I(u)}.

Proposicao A.1 (veja/29], [31]) Seja f € Lipi,e(X,R) entdo:

(P1) Para todo x € X o conjunto 0f(x) C X* € convezo e compacto na topologia fracax.
Além disso, para £ € Of(x) temos ||€]|x+ < K(x).

(P2) Para cada f,g € Lipi,.(HL(Q2),R) e A € R tem-se que

I(f +g)(x) C Of(x) +dg(x) e O(Af)(x) = Ao f(x).
(P3) A fungio
of = P(X7)
z = 0f(x).

€ semi-continua superiormente, isto €, para cada vo € X e € > 0 dados, existe § =

d(xo,€) > 0, tal que se ||z — || <0 e & € f (), existe & € Of (xo) verificando

1€ = &l

x* < €,
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ou equivalentemente,

(€ — &o,v)

x <€ VoveX, com|v| <L

(P4) Seja

of = P(X7)
r — Of(z).

A fungio Of € fechada fraco*, isto €, se (x;,&)jen C X X X* é uma sequéncia tal que
E€df(x), imz;=x€ X e lim(§ —&,v) =0,V velX, entio & € 0f(x).
Jj—00 j—00

(P5) O funcional x — f(x) é semi-continua inferiormente, isto é,

lim inf f(x) > f(xo).

T—T0

(P6) Sejam ¢ € C1([0,1], X) e f € Lipro.(X,R). Entdo, a fun¢io h= fog¢:[0,1] - R

é diferencidvel q.t.p. em [0,1] e

B (t) < max{(€,6');€ € Df(6(1)}, q.tp. em [0,1].

(P7) Se f é continuamente diferencidvel a Fréchet numa vizinhanga aberta de x € X,

temos
Of (@) = {f (2)}.
(P8) Se f € CY(X,R) e g € Lipie(X,R), entdo,
f +9)(x) =0f(x) + 0g(x).
(P9) Se f for conveza e continua, entio df(u) = O(f°(u;.))(0);
Lema A.4 Para cada v € X existe w € 0I(u) tal que
m(u) = minf||w|x-,w € oI (u)}.
Demonstracdo: (veja [29], [63])

Definicao A.4 Uma sequéncia (u,) C X € uma sequéncia Palais-Smale no nivel ¢ (P.S).

quando
I(u,) — ¢ e m(u,) — 0.
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Definigao A.5 Um funcional I € Lip,,.(X,R) satisfaz a condicdo Palais-Smale no nivel

¢, se toda sequéncia (P.S). possui uma subsequéncia fortemente convergente.

Teorema A.1 Seja X um espag¢o de Banach e I € Lip;,.(X,R) verificando a condi¢ao
(PS) com I(0) = 0. Suponhamos que:
(1) Existem a,r > 0 tais que I(u) > a > 0 para todo v € X tal que ||u|| = r.

(11) Fziste e € X tal que |e| >r e I(e) <O.

Para
I'={yeC([0,1],X) : 7(0) = 0,7(1) = ¢}

defina

O<c= ;rellﬁorgtag;l I(~(t)).

Entao ¢ > o e ¢ € valor critico de I.

Demonstragao:(veja [47])

Teorema A.2 Sejam V um espago de Banach reflexivo com ||.||, e M C V um subcon-
junto fracamente fechado de V. Suponha E : M — R coercivo e fracamente semicontinuo
inferiormente em M com respeito a V. Entao, E é limitado inferiormente, e atinge seu

nfimo em M.

Demonstracao:veja |65].
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Apéndice B

Resultados importantes

Neste apéndice enunciaremos os principais resultados utilizados nas demonstragoes

desta tese.
No que segue-se temos as seguintes notagoes. X ¢ um conjunto mensuravel; g ¢ uma

medida em X; M™ é o conjunto das fung¢oes mensuraveis nao-negativas em X.

Definicao B.1 (Veja [46]) Definimos a parte positiva e negativa de uma fun¢do u por

uy = max{u,0} e u_ = max{—u,0}.

Temos u=uy —u_ e |u] =usp +u_.

Lema B.1|Veja [46]| Seja u € W(Q), entdo ut,u™, |u| € W(Q)

5 %, seu >0
ou™t a—;‘_, seu>0 Ou~ 0, seu>0 Ol ‘
= ‘ = =4 0,seu=0
O; 0, seu < 0. O %, seu < 0. 0%
’ —%, seu < 0.

Teorema B.1 (Lema de Fatou) (veja[19]) Se f, pertence a M, entao

/lim inf f,dp < lim inf/fnd,u.
n—-+00

n—-+o0o

Teorema B.2 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) (veja[19)) Seja f, uma

sequéncia de fungoes integrdveis que convergem quase em todo ponto para uma funcao

mensurdvel f. Se existe uma funcao integravel g tal que

[ful <g,Vn €N
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entao f € integrdvel e

/jw:hm/h@.

Teorema B.3 (Desigualdade de Holder) (veja[19]) Sejam f € LP(2) e g € LU(Q), com

1§p<+ooe}1)+$:1. Entao,

fae L") el foll < 1flr@llgllLac)-

Teorema B.4 (Desigualdade de Minkowski) (veja[19]) Se f e h pertencem a LP(Q2) p >
1, entdo f + h pertencem a LP(Q) e

I1F+ gl < {1fllp + 1Al

Teorema B.5 (Teorema da Representacao de Riesz) (veja[19]) Seja G : LP(Q) — R um
funcional linear limitado, 1 < p < +o0. Entdo, eriste uma func¢io g € LI(QY), onde

q= ]%, tal que,

<aﬁ=/#ww%emm»
Q
Além disso, ||Gllury = lgll,

Teorema B.6 (Teorema de Vainberg)(vejal19]) Sejam f, uma sequéncia de LP(Q) e f €
LP(QY), tais que
fo — f em LP(Q).

Entao eriste uma subsequéncia fn; de f, tal que

o fn, = f(z) gt.p em

o |fu,| < h(w) gt.p em Q, Vn; €N, onde h € LP(Q2).

Teorema B.7 (vejal49]) Sejam 1 < p < 400 e f, uma sequéncia limitada LP(S2) que

converge pontualmente para f, q.t.p em §2. Entdo
fn— f em LP(9).
Lema B.1 (vejal49]) Sejam 1 < p < +o0 e (fn) uma sequéncia limitada em LP(Q)e

1715 = tim (1l = 1S = full)
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