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Resumo

Neste trabalho, estudaremos existência e multiplicidade de soluções fracas positivas

para a seguinte classe de problemas anisotrópicos
−

N∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂u

∂xi

)
= g(x, u) emΩ,

u = 0 sobre ∂Ω

e estudaremos uma classe de sistema anisotrópico, da forma

−
N∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂u

∂xi

)
= Gu(x, u, v) em Ω,

−
N∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣ ∂v
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂v

∂xi

)
= Gv(x, u, v) em Ω,

u, v > 0 em Ω,

u = v = 0 sobre ∂Ω,

onde Ω ⊂ RN é um domínio limitado suave, N ≥ 3 , p1 < p2 < . . . < pN . Os expoentes

p
′s
i satisfazem pi > 1,

N∑
i=1

1

pi
> 1 e p∗ := N/

(
N∑
i=1

1

pi
− 1

)
= Np/N − p.

Neste trabalho p denota a média harmônica p = N/
N∑
i=1

1

pi
. As hipóteses sobre as fun-

ções g,Gu e Gv serão descrita ao longo do nosso trabalho.

Palavras-chaves: Equações elipticas não-lineares anisotropicas, Método variacional,

crescimento crítico, Localmente Lipschitz, Método de Sub e super solução, Teorema do

Passo da Montanha.



Abstract

In this work, we will study existence and multiplicity of positive solutions for the

following class Anisotropic problems
−

N∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂u

∂xi

)
= g(x, u) emΩ,

u = 0 sobre ∂Ω,

and we will study the following class of system anisotropic problem given by

−
N∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂u

∂xi

)
= Gu(x, u, v) em Ω,

−
N∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣ ∂v
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂v

∂xi

)
= Gv(x, u, v) em Ω,

u, v > 0 em Ω,

u = v = 0 sobre ∂Ω,

where Ω ⊂ RN is a bounded domain smooth, N ≥ 3, p1 < p2 < . . . < pN . The expo-

nents p
′s
i satisfy pi > 1,

N∑
i=1

1

pi
> 1, p1 < p2 < ... < pN and p∗ := N/

(
N∑
i=1

1

pi
− 1

)
=

N(p/ (N − p). In this paper p denotes the harmonic mean p = N/
N∑
i=1

1

pi
. The functions

f, Fu e Fv will be described throughout our work.

Key-words: nonlinear anisotropic elliptic equations,Variational methods, Critical

exponents, locally lipschitz, Sub-supersolution method, Mountain Pass Theorem.
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Introdução

Os estudos das questões relacionadas com existência, não existência e multiplicidade

de soluções para algumas classes de problemas de fronteira, envolvendo equações diferen-

ciais parciais elípticas não-lineares, modelam problemas que interessam às várias áreas

das ciências básicas, tais como: Biologia (dinâmica de população), Química (Fenômenos

Glaciais), Física (Fluidos não-Newtonianos). Além disso, tais estudos desenvolveram, e

ainda desenvolvem, diversas áreas da Matemática, como a Análise e a Geometria. Os

problemas que estudaremos nesta tese são temas que têm sido, nos últimos anos, objeto

de investigação por diversos pesquisadores, e podem ser caracterizados por:

i) Investigar a existência de soluções (fracas, fortes, clássicas, radiais, etc) para problemas

não-lineares e não-homogêneos em domínios limitados e não limitados, via teoremas da

Análise Funcional Não-Linear.

ii) Investigar questões de existência e multiplicidade de soluções, via argumentos de sub

e supersolução e o Teorema do Passo da Montanha.

Em nosso trabalho, estamos dedicados ao estudo da seguinte classe de problemas

elípticos anisotrópicos,

(P )


−

N∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂u

∂xi

)
= g(x, u) emΩ,

u = 0 sobre ∂Ω.

e um sistema associado

(S)



−
N∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂u

∂xi

)
= Gu(x, u, v) em Ω,

−
N∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣ ∂v
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂v

∂xi

)
= Gv(x, u, v) em Ω,

u = v = 0 sobre ∂Ω,
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onde Ω ⊂ RN é um domínio limitado suave, N ≥ 3. Os expoentes p
′s
i satisfazem

1 < p1 < p2 < . . . < pN ,

N∑
i=1

1

pi
> 1 e p∗ := N/

(
N∑
i=1

1

pi
− 1

)
= Np/(N − p). (1)

As hipóteses sobre as funções g, Gu e Gv serão descritas posteriormente. Em nossos

argumentos p denota a média harmônica p = N/

N∑
i=1

1

pi
.

Em geral, esses problemas são chamados problemas anisotrópicos, porque apresentam

derivadas parciais em diferentes direções.

Em particular, quando pi = 2 temos
N∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂u

∂xi

)
= ∆u e pi = p obtemos

N∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂u

∂xi

)
= ∆pu. Ambos os casos são chamados de isotrópicos e estes tipos

de problemas foram estudados por muitos autores. Sem esperança de sermos minuciosos,

mencionamos alguns artigos sobre o estudo destes problemas: [6], [21] e [27] (veja também

as suas referências).

Problemas anisotrópicos têm uma forte motivação física. Eles emergem da descrição

matemática da dinâmica de �uidos com diferentes condutividades em diferentes direções,

veja [71]. Eles também aparecem na Biologia como um modelo que descreve a dissemi-

nação de uma doença epidêmica em ambientes heterogêneos, veja [22]. Também surgem

em aplicações em processamento de imagem, veja [72]. Para mais informações, veja [10],

[20], [22] e [23].

Tanto do ponto de vista das aplicações quanto do ponto de vista matemático, o estudo

dos problemas anisotrópicos tem atraído a atenção de vários pesquisadores nos últimos

anos. Em [2], os autores estudaram um problema anisotrópico onde a não-linearidade

possui crescimento subcrítico e crítico. Eles mostraram resultados de existência de solu-

ção, utilizando várias técnicas como minimização, monotonicidade (sub e supersoluções)

e Teorema do Passo da Montanha.

Em [37], foram estudadas as questões de existência, não existência e multiplicidade

de soluções positivas para essa classe de problemas elípticos quaselineares anisotrópicos

com a não-linearidade do tipo f(t) = tq−1 com p1 < q < pN . Questões de existência e

regularidade de soluções para esta classe de problemas, como as tratadas em [37], também

foram estudadas em [38] e [39].

Em [44], os autores mostraram resultados de multiplicidade de soluções envolvendo

crescimento crítico e Teoria de Gênero e em [43], os autores estudaram uma generalização

2



do conhecido Princípio de Concentração e Compacidade de Lions [52], no caso anisotró-

pico. Usando este novo Princípio de Concentração e Compacidade, eles mostraram que

para o expoente crítico, a melhor constante de Sobolev é atingida.

Motivados por todos esses trabalhos, nesta tese, estudaremos problemas anisotrópicos

do tipo (P ) e o sistema associado (S).

Nosso trabalho está organizado do seguinte modo: No Capítulo 1, estudaremos a

existência de solução não-negativa para o seguinte problema

(P1)


−

N∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂u

∂xi

)
= f(x, u) + |u|p∗−2u em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

onde os expoentes p
′s
i satisfazem (1).

Antes de enunciarmos as hipóteses sobre a função f , vamos recordar a de�nição de

funçãoN−mensurável. Recorde que uma função g : Ω×R→ R é chamadaN−mensurável

quando a composição g(., v(.)) : Ω → R é mensurável, para cada função v : Ω → R

mensurável, veja [28].

As hipóteses sobre a função f : Ω× R→ R são as seguintes:

(f1) Existe q ∈ (pN , p
∗), tal que, |f(x, t)| ≤ C1(1 + |t|q−1) em Ω× R.

(f2) Existe θ ∈ (pN , p
∗), tal que,

0 ≤ θF (x, t) = θ

∫ t

0

f(x, s)ds ≤ tf(x, t) em Ω× (0,+∞),

onde

f(x, t) := lim
ε↓0

ess inf
|t−s|<ε

f(x, s) e f(x, t) := lim
ε↓0

ess sup
|t−s|<ε

f(x, s)

são N −mensuráveis.

(f3) Existe um β > 0 que será �xado posteriormente, tal que,

H(t− β) ≤ f(x, t), em Ω× (0,+∞),

onde H é a função Heaviside, isto é,

H(t) =

 0 se t ≤ 0

1 se t > 0.

(f4) lim sup
t→0+

f(x, t)

tpN−1
= 0 uniformemente em Ω e f(x, t) = 0 se t ≤ 0.

3



O Capítulo 1 completa os artigos mencionados anteriormente, no sentido de o problema

(P1) apresentar combinações com não-linearidade descontínua e crescimento crítico. Pelo

menos ao nosso entendimento, este é o primeiro trabalho nessa direção. O estudo do

problema (P1) foi inspirado principalmente por [2], [16], [33], [37], [38], [39], [41] e [44].

Em [16], Badiale utilizou técnicas variacionais para funcionais não-diferenciáveis para

obter uma solução não-trivial do problema elíptico semilinear −∆u = f(u) + |u|2∗−2u em Ω,

u ≥ 0 , u ∈ H1
0 (Ω).

Em [33], Figueiredo e Nascimento estudaram existência de soluções positivas para a se-

guinte classe de problemas do tipo p&q-Laplaciano com expoente crítico e não-linearidade

descontínua  −div(a(|∆u|)|∆u|p−2∆u) = f(u) + |u|q∗−2u em Ω,

u = 0, sobre∂Ω.

Em [41], dos Santos e Figueiredo mostraram a existência de uma solução fraca não

trivial para uma classe de problemas do tipo Kirchho� envolvendo não-linearidade des-

contínua e o expoente crítico de Ca�arelli-Kohn-Nirenberg, L(u) = |x|−δf(x, u) + |x|−bp∗ |u|p∗−2u em Ω,

u ≥ 0, u ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap),

onde

L(u) := −
[
M
(∫

Ω

|x|−ap|∇u|p dx
)]

div
(
|x|−ap|∇u|p−2∇u

)
.

Visto que, estamos considerando o operador anisotrópico, algumas estimativas são

totalmente diferentes quando comparados a [16], [33] e [41]. Por exemplo, ver os Lemas

1.2 e 1.3 . Uma vez que, a função f pode ter pontos de descontinuidade, (veja o exemplo

(1.1)), precisamos de�nir solução para (P1), no sentido da teoria dos funcionais localmente

Lipschitz, veja [29].

Uma solução fraca para o problema (P1) é uma função u ∈ W 1,−→p
0 (Ω) tal que

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂u

∂xi

∂φ

∂xi
dx =

∫
Ω

ρ0φ dx+

∫
Ω

(u+)p
∗−1φ dx, ∀φ ∈ W 1−→p

0 (Ω)

e algum ρ0(x) ∈ [f(u(x)), f(u(x))] q.t.p. em Ω.

Agora enunciaremos o principal resultado do Capítulo 1:

4



Teorema 0.1 Suponha que (f1)−(f4) ocorrem. Então, o problema (P1) tem uma solução

não-negativa e não-trivial. Além disso, se u ∈ W 1,−→p
0 (Ω) é uma solução do problema (P1),

então |{x ∈ Ω;u(x) > β}| > 0.

No Capítulo 2, estudaremos existência e multiplicidade de solução positiva para o

seguinte problema

(P2)



N∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂u

∂xi

)
= a(x)u+ h(x, u) em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

onde os expoentes p
′s
i satisfazem (1).

O estudo de (P2), foi motivado principalmente por [1], [2] e [56] .

Em [1], os autores estudaram estimativas, a priori, para soluções de problemas elípticos

anisotrópicos via simetrização e um resultado de comparação para soluções do problema −div(a(x, u,∇u)) = f(x)− div(g(x)) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

onde a : Ω× R× RN é uma função de Caratheodory.

Em [2], os autores estudaram o seguinte problema
N∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂u

∂xi

)
= λf(u) + g(u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

utilizaram o Princípio Variacional de Ekeland e o Teorema do Passo da Montanha para

mostrar a existência de solução não-trivial. Além disso, pelo menos para o nosso conhe-

cimento, os autores utilizaram pela primeira vez (veja seção 5 em [2]) o método da sub e

supersolução para um problema anisotrópico.

Em [56], os autores estudaram existência e multplicidade de soluções para um problema

singular  −∆pu = a(x)u−γ + λf(x, u) em Ω,

u ≥ 0, u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Aplicando uma técnica de truncamento, os autores obtiveram a existência de uma

solução pelo método de sub e supersolução e uma segunda solução foi obtida pelo Teorema

do Passo da Montanha.

As principais hipóteses sobre as funções a(x) e h(x, t) são:

5



(a1) A função a ∈ L∞(Ω) com a(x) > 0.

Assumiremos que a função h é uma função Carathéodory sobre Ω × [0,∞) e satisfaz

as hipóteses abaixo:

(h1) Existe δ > 0, tal que,

h(x, t) ≥ (1− t)a(x), para todo 0 ≤ t ≤ δ q.t.p. em Ω,

(h2) Existe 1 < r < p∗, tal que,

h(x, t) ≤ a(x)(tr−1 + 1), para todo t ≥ 0.

Os principais resultados do Capítulo 2 são os seguintes:

Teorema 0.2 Suponha que (a1), (h1) e (h2) ocorram. Então, o problema (P2) possui

uma solução fraca positiva, se ‖a‖∞ for pequena.

Para estabelecermos a existência de duas soluções para o problema (P2), consideramos

a hipótese:

(h3) Existem t0 > 0 e θ > pN , tais que,

0 < θH(x, t) = θ

∫ t

0

h(x, s) ds ≤ t h(x, t), para todo t ≥ t0 em Ω.

Teorema 0.3 Suponha que as condições (a1) e (h1) − (h3) ocorram. Então, o problema

(P2) possui duas soluções fracas positivas, se ‖a‖∞ for pequena.

Destacaremos que nossos teoremas podem ser aplicados para a seguinte não-linearidade:

Fixado s0 > 0, a função

h(x, t) =

 a(x)(1− t) se t ∈ [0, s0],

a(x)
(
(1− s0) + (t− s0)r−1) se t ∈ (s0,∞),

satisfazem (h1) e (h2) para δ ∈ (0, s0] e r > 1. Também, satisfazem (h1), (h2) e (h3) para

t0 > 0 e r ∈ (pN , p
∗). Note que, para s0 > 1, temos h(x, t) < 0 em (1, s0). As hipóteses

(h1) e (h2), são satisfeitas por h(x, t) = a(x)(1 + |t|r−1) também.
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No Capítulo 3, o estudo de (P3) é motivado principalmente por [2], [22] e [56], e com

objetivo de completar o estudo feito no Capítulo 2, mostraremos a existência e multi-

plicidade de soluções positivas para a seguinte classe de sistema associado ao problema

(P2),

(P3)



−
N∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂u

∂xi

)
= a1(x)u+ Fu(x, u, v) em Ω,

−
N∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣ ∂v
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂v

∂xi

)
= a2(x)v + Fv(x, u, v) em Ω,

u, v > 0 em Ω,

u = v = 0 sobre ∂Ω,

onde os expoentes p
′s
i satisfazem (1).

Em [56], os autores combinaram o método de sub e supersolução com minimização

aplicando argumento de truncamento para o caso isotrópico. Em nosso estudo, o método

de sub e supersolução combinado com truncamento feito para o caso escalar como no

Capítulo 2 e [56] pode ser aplicado a sistema.

Em [22], os autores estudaram a existência de solução renormalizada para um sistema

parabólico com difusividade anisotrópica e efeitos de transportes. Pelo menos ao nosso

conhecimento, esse é o primeiro trabalho envolvendo uma classe de sistema elípticos com

o operador anisotrópico.

As principais hipóteses sobre as funções a e F são:

As funções aj(x), com j = 1, 2 satisfazem as seguintes hipóteses:

(H) A função aj ∈ L∞(Ω) com aj(x) > 0.

A função F : Ω× R2 → R é de classe C1(Ω× R2,R) e satisfazendo.

(H1) Existe δ > 0, tal que,

Fs(x, s, t) ≥ (1− s) a1(x), para todo 0 ≤ s ≤ δ, q.t.p. em Ω,

Ft(x, s, t) ≥ (1− t) a2(x), para todo 0 ≤ t ≤ δ, q.t.p. em Ω.

(H2) Existe 1 < r < p∗, tal que,

Fs(x, s, t) ≤ a1(x)(sr−1 + tr−1 + 1),

Ft(x, s, t) ≤ a2(x)(sr−1 + tr−1 + 1).
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onde Fw é sua derivada parcial de F com respeito a w.

O primeiro resultado principal do Capítulo 3 é o seguinte teorema:

Teorema 0.4 Suponha que (H), (H1) e (H2) são satisfeitas. Suponha que ‖aj‖∞ seja

pequena, para j = 1, 2, então, o sistema (P3) possui uma solução fraca.

Para o segundo resultado deste capítulo, vamos considerar a condição abaixo para

provar a existência de duas soluções para o sistema (P3).

(H3) Existem s0, t0 > 0 e constantes θs, θt > 0, tais que,

0 < F (x, s, t) ≤ θ1 s Fs(x, s, t)+θ2 t Ft(x, s, t), q.t.p. em Ω, para todo t ≥ t0 e s ≥ s0

onde
1

p∗
< θ1, θ2 <

1

pN
.

Teorema 0.5 Suponha que (H), (H1) , (H2) e (H3) são satisfeitas. Suponha que ‖aj‖∞
é pequena, para j = 1, 2, então o sistema (P3) possui duas soluções fracas.

Finalizaremos nossos estudos com alguns apêndices. No Apêndice A, faremos um

resumo da teoria dos funcionais Liploc(W
1,−→p
0 (Ω),R) e sobre o espaço de Sobolev aniso-

trópico. No Apêndice B, enunciaremos alguns resultados importantes utilizados ao longo

deste trabalho e indicaremos suas referências para as consultas das demonstrações.

Objetivando uma melhor organização e facilidade da leitura, enunciaremos novamente,

em cada capítulo, os principais resultados, bem como as hipóteses sobre as funções f,

Fu, Fv, h e a.
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Notações

〈., .〉 := par de dualidade.

|Ω| := medida de Lebesgue do conjunto Ω.

Liploc(W
1,−→p
0 (Ω)) : denota o espaço dos funcionais localmente lipschitzianos.

suppu := suporte de uma função u.

u+ := max{u, 0}.

u− := min{u, 0}.

� := �m da demonstração de um teorema, proposição, lema ou corolário.

‖u‖s := norma de u em Ls(Ω).

⇀:= convergência fraca.

‖.‖1,−→p := ‖.‖
W 1,−→p

0 (Ω)
.

∫
Ω

fdx =

∫
Ω

f(x)dx.

u = u(x).

∂Bρ(0) fronteira da bola

q.t.p. = quase em toda parte
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Capítulo 1

Existência de solução positiva para uma

classe de problemas elípticos

anisotrópicos com crescimento crítico e

não-linearidade descontínua

Neste capítulo, mostraremos um resultado de existência de solução fraca não-trivial e

não-negativa para a seguinte classe de problemas

(P1)


−

N∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂u

∂xi

)
= f(x, u) + |u|p∗−2u em Ω,

u ≥ 0 em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

onde Ω ⊂ RN é um domínio limitado suave, N ≥ 3, p1 < p2 < . . . < pN . Os expoentes

p
′s
i satisfazem pi > 1,

N∑
i=1

1

pi
> 1 e p∗ := N/

(
N∑
i=1

1

pi
− 1

)
= Np/(N − p). Em nossos

argumentos p denota a média harmônica p = N/
N∑
i=1

1

pi
.

O estudo desse tipo de problema é importante por vários motivos. Citaremos alguns:

muitos problemas de fronteira livre, que surgem na Física Matemática, podem ser reduzi-

dos a problemas de fronteira com não-linearidade descontínua. Tais classes de problemas

representam uma variedade de situacões físicas relevantes. Alguns problemas represen-

tam modelos de soluções estacionárias para fenômenos químicos e biológicos e é bem

conhecido que vários problemas relacionados à Física de Plasma originam equações com
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não-linearidade descontínua. Tais classes de problemas foram amplamente abordados em

diversos artigos, entre os quais podemos citar [3], [4], [7], [8], [15], [16], [17], [18], [35] e

suas referências.

Antes de enunciarmos as hipóteses sobre a função f , vamos recordar a de�nição de

funçãoN−mensurável. Recorde que uma função g : Ω×R→ R é chamadaN−mensurável

quando a composição g(., v(.)) : Ω → R é mensurável, para cada função v : Ω → R

mensurável, veja [28].

As hipóteses sobre a função f : Ω× R→ R são as seguintes:

(f1) Existe q ∈ (pN , p
∗), tal que, |f(x, t)| ≤ C1(1 + |t|q−1) em Ω× R.

(f2) Existe θ ∈ (pN , p
∗), tal que,

0 ≤ θF (x, t) = θ

∫ t

0

f(x, s)ds ≤ tf(x, t) em Ω× (0,+∞),

onde

f(x, t) := lim
ε↓0

ess inf
|t−s|<ε

f(x, s) e f(x, t) := lim
ε↓0

ess sup
|t−s|<ε

f(x, s)

que são N −mensuráveis.

(f3) Existe um β > 0, que será �xado posteriormente, tal que

H(t− β) ≤ f(x, t), em Ω× (0,+∞),

onde H é a função Heaviside, isto é,

H(t) =

 0 se t ≤ 0

1 se t > 0.

(f4) lim sup
t→0+

f(x, t)

tpN−1
= 0 uniformemente em Ω e f(x, t) = 0 se t ≤ 0 .

Um exemplo típico de uma função satisfazendo as condições (f1)− (f4) é dada por

f(x, t) =


0 se t ∈]−∞, β

2
[ ∪ R \Q ∩ [0, β]

1 se t ∈ Q ∩ [β
2
, β]

l∑
k=1

|t|qk−1

βqk−1
se t > β, l ≥ 1 e qk ∈ (pN , p

∗),

(1.1)

essa função f : Ω × R → R tem um conjunto não-enumerável de pontos de descontinui-

dades.

Antes de enunciarmos o resultado principal deste capítulo, precisamos de�nir solução

fraca para (P1) baseada na teoria dos funcionais localmente Lipschitz desenvolvida por
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Chang [29], Clarke [31], Grossinho e Tersian [47], pois, f é somente mensurável, veja o

exemplo (1.1).

De�nição 1.1 Uma solução fraca para o problema (P1) é uma função u ∈ W 1,−→p
0 (Ω) tal

que

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂u

∂xi

∂φ

∂xi
dx =

∫
Ω

ρ0φ dx+

∫
Ω

(u+)p
∗−1φ dx, ∀φ ∈ W 1−→p

0 (Ω) (1.2)

e algum ρ0(x) ∈ [f(u(x)), f(u(x))] q.t.p. em Ω.

O principal resultado deste capítulo é o seguinte teorema:

Teorema 1.1 Suponha que (f1)− (f4) ocorram. Então, o problema (P1) possui uma so-

lução não-negativa e não-trivial. Além disso, se u ∈ W 1,−→p
0 (Ω) é uma solução do problema

(P1), então |{x ∈ Ω;u(x) > β}| > 0.

Abaixo listamos o que acreditamos que são os principais contribuições deste capítulo.

(i) Em [2], os autores estudaram um problema crítico com não-linearidade contínua.

No nosso caso, a não-linearidade é descontínua, por isso, precisamos da teoria dos funci-

onais Liploc(W
1,−→p
0 (Ω),R).

(ii) Além disso, em [2], usou-se o parâmetro λ para controlar o nível minimax. Como

o nosso problema (P1) não possui o parâmetro λ, seguimos os argumentos de [16] e [41].

(iii) Em [16], é o operador isotrópico e em [41] é um operador do tipo Ca�arelli-

Konh-Nirenberg, em nosso trabalho o operador é anisotrópico, o que requer argumentos

diferentes de [16] e [41], por exemplo, o uso da versão do Princípio de concentração e

compacidade, veja [43], para operador anisotrópico.

(iv) Ressaltamos que o artigo referente aos resultados deste capítulo foi publicado em

[32, Nonlinear Analysis: Real World Applications].

1.1 Resultados preliminares

A demonstração do Teorema 1.1 será baseada em uma versão não suave do Teorema

do Passo da Montanha para funcionais Liploc, veja o Teorema A.1 no (Apêndice A). Para

tal, vamos provar alguns lemas técnicos . O próximo lema é essencial em nosso trabalho.

Ele é uma versão do Teorema 2.1 de [29].
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Lema 1.1 Seja Ψβ(u) =

∫
Ω

F (x, u)dx , então Ψ ∈ Liploc(W
1,−→p
0 (Ω),R) com ∂Ψ(u) ⊂

L
q
q−1 (Ω), isto é, dado ρ ∈ ∂Ψ(u) existe ρ ∈ L

q
q−1 (Ω), tal que

〈ρ, ϕ〉 =

∫
Ω

ρϕdx, ∀ ϕ ∈ Lq(Ω) e ρ(x) ∈ [f(u(x)), f(u(x))], q.t.p. em Ω.

Demonstração:: Veja Lema A.1.

O espaço onde trabalharemos é W 1,−→p
0 (Ω), onde −→p = (p1, .., pN) munido da norma

‖u‖1,−→p =
N∑
i=1

∥∥∥ ∂u
∂xi

∥∥∥
pi
.

Para mais informações sobre os espaços de Sobolev anisotrópico veja o (Apêndice A).

Para provarmos o Teorema 1.1, usaremos técnicas variacionais aplicadas ao funcional

não-diferenciável de�nido por

Iβ(u) = Q(u)−Ψβ(u), u ∈ W 1,−→p
0 (Ω), (1.3)

onde

Q(u) =
N∑
i=1

∫
Ω

1

pi

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi dx− 1

p∗

∫
Ω

(u+)p
∗
dx e Ψβ(u) =

∫
Ω

F (x, u)dx

com

F (x, u) =

∫ u

0

f(x, t) dt e t+ = max{0, t}.

Pelo Lema 1.1, o funcional Iβ ∈ Liploc(W 1,−→p
0 (Ω),R) com

∂Iβ(u) = {Q′(u)} − ∂Ψβ(u), ∀u ∈ W 1,−→p
0 (Ω).

No seguinte resultado, mostraremos que a condição de Palais-Smale para o funcional

Iβ, ocorre abaixo de certo nível cβ.

Lema 1.2 O funcional Iβ satisfaz a condição (PS)cβ para

cβ <

(
1

θ
− 1

p∗

)
S

p∗
p∗−pN . (1.4)

onde

0 < S =: inf
u∈D1,−→p (RN),‖u‖p∗=1

{ N∑
i=1

1

pi

∥∥∥ ∂u
∂xi

∥∥∥pi
pi

}
, veja [43].
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Demonstração: Seja (un) uma sequência (PS)cβ para Iβ, então

Iβ(un)→ cβ e mβ(un)→ 0,

onde mβ é de�nido no Lema A.4, veja (Apêndice A).

Recorde que

Iβ(u) = Q(u)−Ψβ(u), u ∈ W 1,−→p
0 (Ω),

onde

Q(u) =
N∑
i=1

∫
Ω

1

pi

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi dx− 1

p∗

∫
Ω

(u+)p
∗
dx e Ψβ(u) =

∫
Ω

F (x, u)dx.

Seja ωn ⊂ ∂Iβ(un) tal que ‖ωn‖∗ = mβ(un) = on(1) e

〈ωn, ϕ〉 = 〈Q′(un), ϕ〉 − 〈ρn, ϕ〉,∀ϕ ∈ W 1,−→p
0 (Ω), (1.5)

onde ρn ∈ ∂Ψβ(un), veja Lema 1.1.

Então,

cβ + 1 + ‖un‖1,−→p ≥ Iβ(un)− 1

θ
〈ωn, un〉 ≥

(
1

pN
− 1

θ

) N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∂un
∂xi

∣∣∣pi dx
+

∫
Ω

(
1

θ
ρnun − F (x, un)

)
dx+

(
1

θ
− 1

p∗

)∫
Ω

|un|p
∗
dx.

Por (f2) encontramos,

1

θ
ρnun(x) ≥ 1

θ
f(x, un(x)) ≥ F (x, un(x)) q.t.p. em Ω. (1.6)

Dessa forma, obtemos,

cβ + 1 + ‖un‖1,−→p ≥
N∑
i=1

(
1

pN
− 1

θ

)∫
Ω

∣∣∣∂un
∂xi

∣∣∣pidx. (1.7)

Suponhamos, por contradição, que ‖un‖1,−→p → ∞ quando n → ∞. Então, sem perda

de generalidades, podemos assumir que∫
Ω

∣∣∣∂un
∂xi

∣∣∣pidx ≥ 1,

para algum i ∈ {1, · · · , N}, pois caso contrário ‖un‖1,−→p ≤ N . Consideremos∥∥∥∂un
∂xj

∥∥∥
pj

= max
{∥∥∥∂un

∂xi

∥∥∥
pi

; 1 ≤ i ≤ N
}
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e 1 < p1 ≤ pi para todo i ∈ {1, · · · , N}. Note que ‖un‖1,−→p ≤ N
∥∥∥∂un
∂xj

∥∥∥
pj
, então concluímos

que,
N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∂un
∂xi

∣∣∣pidx ≥ ∥∥∥∂un
∂xi

∥∥∥pj
pj
≥ 1

Np1−1
‖un‖p11,−→p . (1.8)

Assim,

cβ + 1 + ‖un‖1,−→p ≥
1

Np1−1

(
1

pN
− 1

θ

)
‖un‖p11,−→p .

Uma vez que p1 > 1, concluímos que (un) é limitada em W 1,−→p
0 (Ω). Assim, a menos de

subsequência, existe u ∈ W 1,−→p
0 (Ω), tal que,

un ⇀ u em W 1,−→p
0 (Ω), (1.9)

un → u em Lr(Ω), (1.10)

un(x) → u(x) q.t.p. em Ω, (1.11)

|un(x)| ≤ h(x) ∈ Lr(Ω),

onde 1 ≤ r < p∗. Por (f4) e pela de�nição de Iβ, podemos considerar un(x), u(x) ≥

0 q.t.p. em Ω.

Além disso, usando uma versão do Princípio de Concentração e Compacidade de Lions

(veja [43, corolário do Lema 5]), existem duas famílias (µi)i∈Λ e (νi)i∈Λ de números reais

não-negativos e uma família (xi)i∈Λ de pontos do RN , onde Λ é um conjunto de índices

no máximo enumerável, tais que,

N∑
i=1

∣∣∣∂un
∂xi

∣∣∣pi ⇀ N∑
i=1

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi + µ (1.12)

e

|un|p
∗
⇀ |u|p∗ + ν, (1.13)

no sentindo fraco∗ das medidas, onde

µ ≥
∑
j∈Λ

bjδxj, ν =
∑
j∈Λ

ajδxj, Sa
pN
p∗
j ≤ bj, (1.14)

para todo j ∈ Λ e δxj é a massa de Dirac em xj ∈ Ω.

A�rmamos que o conjunto Λ é vazio. De fato, suponha por contradição, que existe

i ∈ Λ e consideremos a aplicação φ ∈ C∞0 (RN , [0, 1]), tal que 0 ≤ φ(x) ≤ 1, |∇φ|∞ ≤ 2 e

φ(x) =

 1 se x ∈ B1(0)

0 se x ∈ RN\B2(0).
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Para cada ε > 0, de�na

ψε = φ

(
(x− xi)

ε

)
.

Assim, ψε ∈ C∞0 (RN), 0 ≤ ψε ≤ 1 e |∇ψε|∞ ≤ 2/ε,

ψε(x) =

 1 se x ∈ Bε(xj)

0 se x ∈ Ω\B2ε(xj).

Observe que a sequência (ψεun) é limitada em W 1,−→p
0 (Ω). Como (un) é uma sequência

Palais Smale, obtemos,

〈wn, unψε〉 = on(1),

isto é,

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∂un
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂un
∂xi

∂(unψε)

∂xi
dx−

∫
Ω

ρnunψε dx−
∫

Ω

|un|p
∗
ψε dx = on(1).

Então,

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∂un
∂xi

∣∣∣piψε dx = −
N∑
i=1

∫
Ω

un

∣∣∣∂un
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂un
∂xi

∂ψε
∂xi

dx

+

∫
Ω

|un|p
∗
ψε dx+

∫
Ω

ρnunψε dx+ on(1).

Notando que supp(ψε) é compacto e está contido em B2ε(xi), logo concluímos

−
N∑
i=1

∫
Ω

un

∣∣∣∂un
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂un
∂xi

∂ψε
∂xi

dx ≤
N∑
i=1

∫
B2ε(xi)

∣∣∣∂un
∂xi

∣∣∣pi−1
∣∣∣un∂ψε

∂xi

∣∣∣ dx.
Da Desigualdade de Hölder e da limitação de (un) em W 1,−→p

0 (Ω)

−
N∑
i=1

∫
Ω

un

∣∣∣∂un
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂un
∂xi

∂ψε
∂xi

dx ≤
N∑
i=1

(∫
B2ε(xi)

∣∣∣∂un
∂xi

∣∣∣pi) pi−1

pi

(∫
B2ε(xi)

∣∣∣un∂ψε
∂xi

∣∣∣pi dx) 1
pi

.

Por (1.10), usando o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, obtemos

lim
ε→0

[
lim sup
n→∞

N∑
i=1

∫
Ω

un

∣∣∣∂un
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂un
∂xi

∂ψε
∂xi

dx
]

= 0. (1.15)

Agora, pelo Lema 1.1 e por (f1) temos

0 ≤ ρn(x) ≤ C1(1 + |un(x)|q−1) q.t.p. em Ω. (1.16)

Assim, ∫
Ω

ρnunψε dx ≤ C1

∫
Ω

|un|ψε dx+ C1
1

q

∫
Ω

|un|qψε dx,
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para alguma constante C1 positiva.

Por (1.10) e (1.12) obtemos∫
Ω

ρnunψε dx ≤ C1

∫
Ω

|un|ψε dx+ C3

∫
Ω

|un|qψε dx+ on(1)

Consequentemente,

lim
ε→0

[
lim
n→∞

∫
Ω

ρnunψε dx
]

= 0. (1.17)

Segue de (1.12) e (1.13) que,

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣piψε dx+

∫
Ω

µψε dx ≤
∫

Ω

ρnunψε dx+

∫
Ω

|u|p∗ψε dx+

∫
Ω

νψε dx. (1.18)

Substituindo (1.17) em (1.18) resulta,

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣piψε dx+

∫
Ω

µψε dx ≤
∫

Ω

|u|p∗ψε dx +

∫
Ω

νψε dx

+ oε(1) + on(1).

A�rmamos que, ∫
Ω

|u|p∗ψε dx = oε(1), (1.19)

e

N∑
i=1

∫
Ω

ψε

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi dx = oε(1). (1.20)

Para isso, basta notar que quando ε→ 0,

|u(x)|p∗ψε(x)χBε(xj)(x)→ 0 q.t.p. em Ω e ψε

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣piχBε(xj)(x)→ 0 q.t.p. em Ω.

Assim,

0 ≤ lim
ε→0

(∑
j∈Λ

νjψε(xj)−
∑
j∈Λ

µjψε(xj)

)
ou seja,

0 ≤ lim
ε→0

(∫
B2ε(xj)

ψε dν −
∫
B2ε(xj)

ψε dµ

)
.

Note que, ∫
B2ε(xj)

ψε dν =

∫
{xj}

dν + oε(1)
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e ∫
Bε(xj)

ψε dµ =

∫
{xj}

dµ+ oε(1).

Logo,

0 ≤
∫
{xj}

dν −
∫
{xj}

dµ.

Por outro lado, como

ν({xj}) =
∑
j∈Λ

aiδxi({xj}) = aj e µ({xj} =
∑
j∈Λ

biδxi({xj}) = bj,

portanto,

bj ≤ aj. (1.21)

Então, por (1.14) e (1.21)

Sa
pN
p∗
j ≤ bj ≤ aj. (1.22)

Assim, comparando as desigualdades em (1.21) e (1.22) concluímos que

S
p∗

p∗−pN ≤ aj. (1.23)

Agora provaremos que a expressão (1.23) não pode ocorrer. Portanto, podemos con-

cluir que o conjunto Λ é vazio, isto é, os números aj e bj são todos nulos. De fato,

suponhamos por contradição que para algum j ∈ Λ a desigualdade (1.23) ocorre. Uma

vez que (un) é uma sequência Palais-Smale, temos

cβ + on(1) = Iβ(un)− 1

θ
〈ωn, un〉.

Logo

cβ + on(1) ≥
( 1

pN
− 1

θ

)
‖un‖p11,−→p

+

∫
Ω

(
1

θ
ρnun − F (x, un)

)
dx+

(
1

θ
− 1

p∗

)∫
Ω

|un|p
∗
dx.

Note que, por (1.6) e concluímos que

cβ + on(1) ≥
(

1

θ
− 1

p∗

)∫
Ω

|un|p
∗
dx.

Como 0 ≤ ψε ≤ 1, temos

cβ + on(1) ≥
(

1

θ
− 1

p∗

)∫
Ω

|un|p
∗
dx ≥

(
1

θ
− 1

p∗

)∫
B2ε(xj)

ψε|un|p
∗
dx.
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Então, fazendo n→∞, obtemos

cβ ≥
(

1

θ
− 1

p∗

)∫
Ω

ψε dν.

Agora tomando ε→ 0 concluímos que

cβ ≥
(

1

θ
− 1

p∗

)
S

p∗
p∗−pN ,

mas isto contradiz (1.4). Portanto Λ é vazio, então por (1.13), concluímos que

un → u em Lp
∗
(Ω). (1.24)

Agora provaremos que un → u emW 1,−→p
0 (Ω). Com efeito, desde que (un−u) é limitada

em W 1,−→p
0 (Ω) e ‖ωn‖∗ = on(1), obtemos 〈ωn, un − u〉 = on(1). Então,

〈Q′(un), un − u〉 −
∫

Ω

ρn(un − u)dx = on(1).

Por (1.16)∫
Ω

|ρn|
q
q−1 dx ≤ (2C)

q
q−1

∫
Ω

dx+ (2C)
q
q−1

∫
Ω

|un|q dx ≤ C + C‖un‖q1,−→p ,

então, concluímos que (ρn) é limitada em L
q
q−1 (Ω).

Pela Desigualdade de Hölder, temos∫
Ω

ρn(un − u) dx ≤ |ρn|
L

q
q−1 (Ω)

|un − u|Lq(Ω).

Usando a imersão compacta, obtemos∫
Ω

ρn(un − u) dx = on(1).

Como consequência da convergência fraca, resulta

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂u

∂xi

∂un
∂xi

dx−
N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi dx = on(1).

Usando a seguinte desigualdade, veja [55],

〈|x|p−2x− |y|p−2y, x− y〉 ≥

 Cp|x− y|p se p ≥ 2

Cp|x−y|2
(|x|−|y|)2−p se 1 < p < 2.

(1.25)
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Obtemos a seguinte desigualdade

0 ≤ Cp

N∑
i=1

∣∣∣∂un
∂xi
− ∂u

∂xi

∣∣∣pi
pi
≤

N∑
i=1

∫
Ω

(∣∣∣∂un
∂xi

∣∣∣pi−2∂un
∂xi
−
∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣pi−2 ∂u

∂xi

)(
∂un
∂xi
− ∂u

∂xi

)
dx

=
N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∂un
∂xi

∣∣∣pi dx− N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∂un
∂xi

∣∣∣pi−2∂un
∂xi

∂u

∂xi
dx−

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂u

∂xi

∂un
∂xi

dx

+
N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi dx+ on(1).

Além disso, por (1.24), ∫
Ω

up
∗

n dx→
∫

Ω

up
∗
dx,

e ∫
Ω

up
∗−1
n u dx→

∫
Ω

up
∗
dx.

Logo,

0 ≤ Cp

N∑
i=1

∣∣∣∂un
∂xi
− ∂u

∂xi

∣∣∣pi
pi
≤

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∂un
∂xi

∣∣∣pi
−

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∂un
∂xi

∣∣∣pi−2∂un
∂xi

∂u

∂xi
−
∫

Ω

(u+
n )p

∗
+

∫
Ω

(u+
n )p

∗−1u− 〈ρn, un〉+ 〈ρn, u〉+ on(1)

= 〈ωn, un〉+ 〈ωn, u〉+ on(1).

Assim, un → u em W 1,−→p
0 (Ω). Portanto, Iβ satisfaz a condição (PS)cβ . �

O próximo resultado mostra que o funcional Iβ satisfaz as hipóteses geométricas do

Teorema do Passo da Montanha e será importante para mostrarmos que Iβ satisfaz a

condição (PS)cβ .

Lema 1.3 (i) Existem ϕ ∈ W 1,−→p
0 (Ω) e T > 0, tais que,

max
t∈[0,T ]

Iβ(tϕ) < cβ,

onde cβ é dado em (1.4).

(ii) Existem, e ∈ W 1,−→p
0 (Ω) \BR(0) e R > 0, tais que,

Iβ(e) < 0.

(iii) Existe α > 0, tal que Iβ(u) ≥ α, para ‖u‖1,−→p = R, com u ∈ W 1,−→p
0 (Ω), onde α não

depende de β .
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Demonstração: Consideremos v ∈ C∞0 (Ω) tal que
∫

Ω

∣∣∣ ∂v
∂xi

∣∣∣pi = 1, |γ = {x ∈ Ω; v(x) >

β}| > 0 e a função j : R→ R dada por

j(t) =
N∑
i=1

tpi

pi
− tp

∗

p∗
|v|p

∗

Lp∗ (Ω)
.

Note que, desde que p1 < pi < p∗, para todo i ∈ {1, . . . , N}, existe t∗ > 0 tal

que j(t∗) = max
t≥0

j(t). Além disso, j(t) é crescente em (0, t∗) e decrescente em (t∗,∞).

Portanto, por (f2), obtemos

Iβ(tv) ≤ j(t)−
∫

Ω

F (x, tv)dx ≤ j(t) t ≥ 0. (1.26)

Observe que t∗ é indepenente de β. Assim, podemos escolher T > 0, tal que,

(a) T < t∗.

(b) T pN
p1
− T p

∗

p∗
|v|p

∗

Lp∗ (Ω)
< cβ.

(c) T pN
p1
− T p

∗

p∗
|v|p

∗

Lp∗ (Ω)
− T

∫
γ

vdx < 0.

Desse modo, por (1.26) e (a), para cada t ∈ [0, T ] , obtemos

Iβ(tv) ≤ j(t) ≤ j(T ),

então,

Iβ(tv) ≤ j(t) ≤ T pN

p1

− T p
∗

p∗
|v|p

∗

Lp∗ (Ω)
,

pelo item (b), temos

Iβ(tv) ≤ j(t) < cβ.

Assim,

max
t∈[0,T ]

Iβ(tv) ≤ max
t∈[0,T ]

j(t) ≤ j(T ) < cβ.

Logo,

max
t∈[0,T ]

Iβ(tv) < cβ,

o que prova i).

Agora para provar ii). Note que, para cada t ∈ [0, T ], o conjunto {Tv > β} tem

medida positiva. Uma vez que, por (f3) e F (x, t) > 0 para todo t > β, encontramos∫
Ω

F (x, Tv)dx ≥
∫
γ

F (x, Tv)dx ≥
∫
γ

Tvdx > 0.
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Isso implica que podemos �xar β = T
2
, obtemos e = Tv com ‖e‖1,−→p = T tal que

Iβ(e) = Iβ(Tv) ≤ j(T )− T
∫
γ

vdx.

Portanto, pelo item c) e como pN > 1, usando a de�nição de j, concluímos que

Iβ(e) < 0,

o que prova ii).

Finalmente, consideremos u ∈ W 1,−→p
0 (Ω), tal que ‖u‖1,−→p = R < 1 com R, a ser �xado

posteriormente. Então, por (f1) e (f4), e das imersões contínuas de W 1,−→p
0 (Ω) em Lq(Ω) e

em Lp
∗
(Ω), obtemos C1, C2, C3 > 0 tais que

Iβ(u) ≥ C1‖u‖pN1,−→p − C2‖u‖q1,−→p − C3‖u‖p
∗

1,−→p .

Considerando R > 0 su�cientemente pequeno, obtemos α > 0 tal que

Iβ(u) ≥ α, ∀ ‖u‖1,−→p = R; u ∈ W 1,−→p
0 (Ω).

�

1.2 Demonstração do Teorema 1.1

Nesta seção usaremos os lemas técnicos da seção anterior para provar o Teorema 1.1.

Demonstração: Pelos Lemas 1.2 e 1.3 e o Teorema do Passo da Montanha, existe

u ∈ W 1,−→p
0 (Ω) tal que Iβ(u) = cβ e 0 ∈ ∂Iβ(u), isto é, u é uma solução não trivial do

problema (P1), ou seja,

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂u

∂xi

∂φ

∂xi
dx =

∫
Ω

ρ0φ dx+

∫
Ω

(u+)p
∗−1φ dx ∀ φ ∈ W 1,−→p

0 (Ω),

para algum ρ0(x) ∈ [f(u(x)), f(u(x))] q.t.p. em Ω.

Considerando u− como uma função teste, podemos concluir que u = u+ ≥ 0.

Vamos provar que o conjunto {x ∈ Ω;u(x) > β} tem uma medida positiva. De fato,

suponhamos por contradição que, u(x) ≤ β q.t.p. em Ω.

Uma vez que u é ponto crítico de Iβ, temos

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pidx =

∫
Ω

ρ0udx+

∫
Ω

(u+)p
∗
dx.
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Por (f1), encontramos

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pidx ≤ (kβ + kβq + βp
∗
)|Ω|,

para alguma constante k > 0.

Note que, como Iβ(u) = cβ > 0, existe uma constante Ĉ > 0, que não depende de β,

tal que,
N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pidx ≥ Ĉ.

Então, concluímos que para β ∈ (0, 1)

Ĉ ≤ 3kβ|Ω|,

mas, esta desigualdade é impossível, se escolhermos β = min{1, T
2
, Ĉ

3|Ω|}, isto conclui a

prova do teorema.

�
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Capítulo 2

Multiplicidade de soluções positivas

para uma classe de problemas elípticos

anisotrópicos via método sub

supersolução e Teorema do Passo da

Montanha

Neste capítulo, mostraremos resultados de existência e multiplicidade de soluções fra-

cas positivas para a seguinte classe de problemas

(P2)



N∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂u

∂xi

)
= a(x)u+ h(x, u) em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

onde Ω ⊂ RN , é um domínio limitado suave, N ≥ 3, p1 < p2 < . . . < pN . Os expoentes

p
′s
i satisfazem pi > 1,

N∑
i=1

1

pi
> 1 e p∗ := N/

(
N∑
i=1

1

pi
− 1

)
= Np/(N − p).

Este capítulo foi motivado principalmente por [1], [2] e [56]. Descreveremos um pouco

do conteúdo desses trabalhos.

Em [1], os autores estudaram estimativas a priori para soluções de problemas elipticos

anisotrópicos via simetrização e resultado de comparação para as soluções.

Em [2], os autores estudaram uma classe de problemas com crescimento subcrítico e

crítico usando técnicas variacionais e o método de subsolução-supersolução.
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Em [56], os autores estudaram a existência e multiplicidade de soluções positivas para

uma classe de problemas singular envolvendo p-laplaciano.

Antes de enunciarmos os resultados desse capítulo, vamos de�nir solução fraca para

(P2) e apresentar as hipóteses sobre as funções a(x) e h(x, t).

De�nição 2.1 Uma solução fraca para (P2) é uma função 0 < u ∈ W 1,−→p
0 (Ω), tal que,

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂u

∂xi

∂φ

∂xi
dx =

∫
Ω

a(x)uφ dx+

∫
Ω

h(x, u)φ dx ∀φ ∈ W 1−→p
0 (Ω). (2.1)

A hipótese sobre função a é:

(a1) A função a ∈ L∞(Ω) com a(x) > 0.

Assumimos que a função h é uma função Carathéodory sobre Ω× [0,∞) e, além disso,

satisfaz as hipóteses abaixo:

(h1) Existe δ > 0 tal que

h(x, t) ≥ (1− t)a(x), para todo 0 ≤ t ≤ δ q.t.p. em Ω,

(h2) Existe 1 < r < p∗ tal que

h(x, t) ≤ a(x)(tr−1 + 1), para todo t ≥ 0.

Os principais resultados deste capítulo são os seguintes:

Teorema 2.1 Suponha que (a1), (h1) e (h2) ocorrem. Então, o problema (P2) possui

uma solução fraca, se ‖a‖∞ for pequena.

Para estabelecermos a existência de duas soluções positivas para o problema (P2),

consideramos a seguinte hipótese

(h3) Existem t0 > 0 e θ > pN tais que

0 < θH(x, t) = θ

∫ t

0

h(x, s)ds ≤ th(x, t), para todo t0 ≤ t em Ω.

Teorema 2.2 Suponha que as condições (a1) e (h1) − (h3) ocorrem. Então, o problema

(P2) possui duas soluções fracas positivas, se ‖a‖∞ for pequena.
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Destacamos que nossos teoremas podem ser aplicados para a seguinte não-linearidade:

Fixado s0 > 0, a função

h(x, t) =

 a(x)(1− t) se t ∈ [0, s0],

a(x)
(
(1− s0) + (t− s0)r−1) se t ∈ (s0,∞).

satisfazem (h1) e (h2) para δ ∈ (0, s0] e r > 1. Também, satisfazem (h1), (h2) e (h3) para

t0 > 0 grande e r ∈ (pN , p
∗). Note que, para s0 > 1, temos h(x, t) < 0 em (1, s0). Além

disso, as hipóteses (h1) e (h2), também são satisfeitas por h(x, t) = a(x)(1 + |t|r−1).

Abaixo listamos o que acreditamos que são as principais contribuições deste capítulo.

(i) A subsolução e a supersolução em [2] são constantes, aqui, a sub e a supersolução

estão em W 1,−→p
0 (Ω).

(ii) Motivado por [56], aplicaremos o método de sub e supersolução combinado com

argumentos de truncamento. Além disso, o argumento de [56], pode ser generalizado para

um operador não-linear e não homogêneo, como o operador anisotrópico.

(iii) Mostramos a existência e unicidade de solução para o problema linear, um Prin-

cípio de Comparação para as soluções e um resultado de regularidade para o operador

anisotrópico. Para este último resultado não foi necessário usar o argumento de simetri-

zação como em [1], veja Lema 2.4.

(iv) Nosso argumento de truncamento, veja (2.8), é diferente do usado em [56].

2.1 Resultados preliminares

As demonstrações dos Teoremas 2.1 e 2.2 serão baseadas na técnica de sub e superso-

lução com argumento de minimização, além do uso do Teorema do Passo da Montanha.

Para demonstrar tais resultados, iniciamos com a seguinte de�nição.

De�nição 2.2 Dizemos que um par (u, u) é uma sub e supersolução para o problema

(P2), respectivamente, se u, u ∈ W 1,−→p
0 (Ω) com

a) u ≤ u em Ω,

b) Para cada φ ∈ W 1,−→p
0 (Ω) com φ ≥ 0

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂u

∂xi

∂φ

∂xi
dx ≤

∫
Ω

a(x)uφ dx+

∫
Ω

h(x, u)φ dx (2.2)
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e
N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂u

∂xi

∂φ

∂xi
dx ≥

∫
Ω

a(x)uφ dx+

∫
Ω

h(x, u)φ dx. (2.3)

Agora, discorremos alguns lemas técnicos que nos ajudarão na demonstração do Teorema

2.1. Iniciamos provando um resultado de unicidade de solução para o problema linear e o

Princípio de Comparação para o operador anisotrópico.

Lema 2.1 Existe uma u ∈ W 1,−→p
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) a única solução do problema

−
N∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂u

∂xi

)
= a(x) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.

(2.4)

Demonstração: Considere o operador T : W 1,−→p
0 (Ω)→ (W 1,−→p

0 (Ω))′ dado por

〈Tu, φ〉 =
N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂u

∂xi

∂φ

∂xi
dx.

Consideremos a seguinte desigualdade, veja [55],

Ci

∣∣∣ ∂u
∂xi
− ∂v

∂xi

∣∣∣pi ≤ 〈∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂u

∂xi
−
∣∣∣ ∂v
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂v

∂xi
,
∂u

∂xi
− ∂v

∂xi

〉
(2.5)

onde Ci > 0 e para todo i = 1, . . . , N .

Por (2.5), T é monótono, ou seja, 〈Tu − Tv, u − v〉 > 0 para todo u, v ∈ W 1,−→p
0 (Ω),

com u 6= v.

Além disso, T é coercivo. Com efeito, se ‖u‖1,−→p → +∞, então sem perda de generali-

dades, podemos assumir que ∫
Ω

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pidx ≥ 1,

para algum i ∈ {1, · · · , N}, pois caso contrário ‖u‖1,−→p ≤ N . Consideremos∥∥∥ ∂u
∂xj

∥∥∥
pj

= max
{∥∥∥ ∂u

∂xi

∥∥∥
pi

; 1 ≤ i ≤ N
}

e 1 < p1 ≤ pi para todo i ∈ {1, · · · , N}. Note que ‖u‖1,−→p ≤ N
∥∥∥ ∂u
∂xj

∥∥∥
pj
, então concluímos

que,
N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pidx ≥ ∥∥∥ ∂u
∂xi

∥∥∥pj
pj
≥ 1

Np1−1
‖u‖p1

1,−→p .

O que implica,
〈Tu, u〉
‖u‖1,−→p

≥ 1

Np1−1
‖u‖p1−1

1,−→p ,
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logo,

lim
‖u‖→∞

〈Tu, u〉
‖u‖1,−→p

= +∞

Portanto, pelo Teorema de Minty-Browder [25, Teorema 5.16], existe uma única u ∈

W 1,−→p
0 (Ω) que satisfaz Tu = a(x). �

Lema 2.2 Se Ω é um domínio limitado e se u, v ∈ W 1,−→p
0 (Ω) satisfaz em{

−
[ N∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂u

∂xi

)]
≤ −

[ N∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣ ∂v
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂v

∂xi

)]
em Ω,

então, u ≤ v q.t.p. em Ω .

Demonstração: Consideremos a função teste φ = max{u − v, 0}, φ ∈ W 1,−→p
0 (Ω) com

φ ≥ 0, obtemos∫
Ω∩[u>v]

N∑
i=1

〈∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂u

∂xi
−
∣∣∣ ∂v
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂v

∂xi
,
∂u

∂xi
− ∂v

∂xi

〉
≤ 0.

Portanto, da desigualdade (2.5), concluímos que ‖(u−v)+‖1,−→p ≤ 0, isto implica u ≤ v

q.t.p. em Ω.

�

Antes de provar a regularidade L∞(Ω) para o operador anisotrópico enunciamos um

Lema de iteração de Stampacchia que usaremos nesta seção.

Lema 2.3 Assumimos que φ : [0,∞) → [0,∞) é uma função não-crescente tal que se

h > k > k0, para algum α > 0, β > 1, φ(h) ≤ C(φ(k))β/(h− k)α. Então, φ(k0 + d) = 0,

onde dα = C2
αβ
β−1φ(k0)β−1.

Demonstração: veja [62]

Lema 2.4 Seja v ∈ W 1,−→p
0 (Ω) a solução do problema
−

N∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣ ∂v
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂v

∂xi

)
= f em Ω,

v = 0 sobre ∂Ω,

(2.6)

tal que, f ∈ Lr(Ω) com r > p∗/(p∗ − p1). Então, v ∈ L∞(Ω). Em particular, se ‖f‖Lr é

pequena, então ‖v‖∞ é pequena.
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Demonstração: Considere vk = sign(|u| − k)+, então vk ∈ W 1,−→p
0 (Ω) e

∂v

∂xi
=
∂vk
∂xi

em

A(k) = {x ∈ Ω; |u(x)| > k}. Seja |A(k)| a medida de Lebesgue de A(k).

Usando vk como função teste e Desigualdade de Hölder, temos

N∑
i=1

∫
A(k)

∣∣∣∂vk
∂xi

∣∣∣pidx =

∫
Ω

fvk dx ≤
(∫

Ω

|vk|p∗ dx
) 1

p∗
(∫

Ω

|f |rdx
) 1

r

|A(k)|1−( 1
p∗+ 1

r
).

Seja a constante

0 < S = inf
u∈D1,−→p (RN ),‖u‖p∗=1

{ N∑
i=1

1

pi

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥pi
pi

}
, veja [43].

Uma vez que, pi ≥ p1 > 1, tem-se

S

(∫
Ω

|u|p∗dx
) p1

p∗

≤
N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣pidx, ∀u ∈ W 1,−→p

0 (Ω).

Isto implica,

S

(∫
A(k)

|vk|p
∗
dx

) p1−1
p∗

≤
(∫

Ω

|f |rdx
) 1

r

|A(k)|1−
(

1
p∗+ 1

r

)
.

Note que, se 0 < k < h, A(h) ⊂ A(k) e

|A(h)|
1
p∗ (h− k) =

(∫
A(h)

(h− k)p
∗
dx

) 1
p∗

≤
(∫

A(k)

|vk|p
∗
dx

) 1
p∗

,

então,

|A(h)| ≤ 1

(h− k)p∗
1

S
p∗
p1−1

‖f‖
p∗
p1−1
r |A(k)|

p∗
p1−1

[
1−
(

1
p∗+ 1

r

)]
.

Desde que r > p∗

p∗−p1 , obtemos β := p∗

p1−1

[
1−

(
1
p∗

+ 1
r

)]
> 1.

Portanto, se de�nimos

φ(h) = |A(h)|, α = p∗, β =
p∗

p1 − 1

[
1−

( 1

p∗
+

1

r

)]
, k0 = 0,

observemos que φ é uma função não-decrescente e

φ(h) ≤ C

(h− k)α
φ(k)β, ∀ h > k > 0.

Assim, pelo Lema 2.3, temos φ(d) = 0 onde d = C̃‖f‖
1

p1−1
r |Ω|β−1

α /S
1

p1−1 .

Portanto,

‖u‖∞ ≤
C̃‖f‖

1
p1−1
r |Ω|β−1

α

S
1

p1−1

.

�
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Lema 2.5 Suponha que (a1), (h1) e (h2) ocorrem. Suponha que ‖a‖∞ é pequena, então

existem v, v ∈ W 1,−→p
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) tais que

i) ‖v‖∞ ≤ δ onde δ é a constante que aparece na hipótese (h1),

ii) 0 < v(x) ≤ v(x) q.t.p. em Ω,

iii) v é uma subsolução e v é uma supersoluçao de (P2).

Demonstração: Seja v ∈ W 1,−→p
0 (Ω) a única solução do problema (2.4). Pelo Princípio

do Máximo, veja [37, Corolário 4.4], v > 0 . Assim, pelo Lema 2.4, v ∈ L∞(Ω), e existe

uma constante C∗ > 0, tal que, ‖v‖∞ ≤ C∗‖a‖∞. Agora, �xando ‖a‖∞ su�cientemente

pequena, temos ‖v‖∞ ≤ δ.

Agora para provar ii), consideremos v ∈ W 1,−→p
0 (Ω) ∩ L∞(Ω), a única solução do pro-

blema 
−

N∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣ ∂v
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂v

∂xi

)
= 1 + a(x) em Ω,

v = 0 sobre ∂Ω.

(2.7)

Note que

−
[ N∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣ ∂v
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂v

∂xi

)]
= 1 + a(x) ≥ a(x) = −

[ N∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣ ∂v
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂v

∂xi

)]
.

Então, pelo Lema 2.2, concluímos que 0 < v(x) ≤ v(x) q.t.p. em Ω, o que prova a

condição ii).

Finalmente vamos provar a condição iii). Considerando a hipótese (h1), temos

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣ ∂v
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂v

∂xi

∂φ

∂xi
−
∫

Ω

a(x)vφ dx−
∫

Ω

h(x, v)φ dx

≤
∫

Ω

a(x)φ dx−
∫

Ω

a(x)vφ dx−
∫

Ω

a(x)φ dx+

∫
Ω

a(x)vφ dx = 0.

Desde que v é a única solução do problema (2.7), pela hipótese (h2),

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣ ∂v
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂v

∂xi

∂φ

∂xi
−
∫

Ω

a(x)vφ dx−
∫

Ω

h(x, v)φ dx

≥ 1−
∫

Ω

a(x)vφ dx−
∫

Ω

a(x)φ dx+

∫
Ω

a(x)vφ dx

≥ (1− ‖a‖∞‖v‖∞ − ‖a‖∞ − ‖a‖∞‖v‖r−1
∞ )

∫
Ω

φ dx > 0.

Portanto v é uma supersolução do problema (P2). �

30



2.2 Demonstração do Teorema 2.1

Nesta seção combinaremos os lemas técnicos da seção anterior para provar o Teorema

2.1, usando a técnica de sub e supersolução e argumentos de minimização.

Demonstração do Teorema 2.1 : Consideremos a função

g(x, t) =


a(x)v(x) + h(x, v(x)), t > v(x),

a(x)t+ h(x, t), v(x) ≤ t ≤ v(x),

a(x)v(x) + h(x, v(x)), t < v(x),

(2.8)

e o problema auxiliar
−

N∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂u

∂xi

)
= g(x, u) em Ω,

u > 0 em Ω,

u ∈ W 1,−→p
0 (Ω).

(2.9)

De�namos o funcional Φ : W 1,−→p
0 (Ω)→ R por

Φ(v) =
N∑
i=1

∫
Ω

1

p i

∣∣∣∣ ∂v∂xi
∣∣∣∣pi dx− ∫

Ω

G(x, v) dx, (2.10)

onde G(x, t) =

∫ t

0

g(x, s)ds. Temos Φ ∈ C1
(
W 1,−→p

0 (Ω),R
)
com

Φ′(v)ϕ =
N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂v∂xi
∣∣∣∣pi−2

∂v

∂xi

∂ϕ

∂xi
dx−

∫
Ω

g(x, v)ϕdx,∀ v, ϕ ∈ W 1,−→p
0 (Ω).

Por (h2) e pela de�nição de g, obtemos

|g(x, t)| ≤ K para algum K > 0, q.t.p. em Ω. (2.11)

Note que, por (2.11), Φ é coercivo. Então, podemos a�rmar que sequência (vn) que

satisfaz

Φ(vn)→ c = inf
M

Φ,

onde

M =
{
v ∈ W 1,−→p

0 (Ω); v ≤ v ≤ v q.t.p. em Ω
}
,

é limitada em W 1,−→p
0 (Ω).
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Assim, a menos de subseqüência,

vn ⇀ v em W 1,−→p
0 (Ω),

vn → v em Ls(Ω), 1 ≤ s < p∗,

vn(x)→ v(x) q.t.p. em Ω.

Agora, observe que M é fechado e convexo em W 1,−→p
0 (Ω). Pelo Teorema A.2, veja

(Apêndice A), a restrição Φ
∣∣
M atinge o ín�mo em um ponto v ∈M .

Usaremos argumentos semelhantes aos encontrados na demonstração de [65, Teorema

2.4] e em [2], para mostrar que o mínimo do funcional sobre o conjunto convexo M é

ponto crítico do funcional Φ. De fato, para todo ϕ ∈ C∞0 (Ω) e ε > 0 consideremos a

função vε ∈M de�nida por

vε(x) =


v(x) se v(x) + εϕ(x) > v(x),

v(x) + εϕ(x) se v(x) ≤ v(x) + εϕ(x) ≤ v(x),

v(x) se v(x) + εϕ(x) < v(x),

a função vε pode ser caracterizada por vε = (v + εϕ) − (ϕε − ϕε) onde ϕε = max{0, v +

εϕ− v} ≥ 0 e ϕ
ε

= −min{0, v + εϕ− v} ≥ 0.

Note que ϕε, ϕε ∈ W
1,−→p
0 (Ω)∩L∞(Ω). Desde que v ∈ W 1,−→p

0 (Ω) minimiza Φ sobreM e

Φ é diferenciável, então

0 ≤ Φ′(v)(vε − v) = εΦ′(v)ϕ− Φ′(v)ϕε + Φ′(v)ϕ
ε
.

Assim,

Φ′(v)ϕ ≥ 1

ε
(Φ′(v)ϕε − Φ′(v)ϕ

ε
). (2.12)
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Agora, já que v é a supersolução para (P2), segue que

Φ′(v)ϕε = Φ′(v)ϕε + [Φ′(v)− Φ′(v)](ϕε)

≥ [Φ′(v)− Φ′(v)](ϕε)

=
N∑
i=1

∫
Ωε

(∣∣∣ ∂v
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂v

∂xi
−
∣∣∣ ∂v
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂v

∂xi

)
∂

∂xi
(v − v + εϕ) dx−

−
∫

Ωε

[a(x)v − a(x)v](v − v + εϕ) dx−

−
∫

Ωε

[h(x, v)− h(x, v)](v − v + εϕ) dx

≥ ε

N∑
i=1

∫
Ωε

(∣∣∣ ∂v
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂v

∂xi
−
∣∣∣ ∂v
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂v

∂xi

)
∂ϕ

∂xi
dx

− ε‖a‖∞
∫

Ωε

|v − v||ϕ| dx−

− ε

∫
Ωε

|h(x, v)− h(x, v)||ϕ| dx,

onde Ωε = {x ∈ Ω; v(x) + εϕ(x) ≥ v(x)}. Note que |Ωε| → 0 quando ε→ 0.

Então,

Φ′(v)ϕε ≥ o(ε)

onde o(ε)
ε
→ 0 se ε→ 0. Analogamente, concluímos que

Φ′(v)ϕ
ε
≤ o(ε)

e consequentemente, por (2.12), obtemos

Φ′(v)ϕ ≥ 0,

para todo ϕ ∈ C∞0 (Ω).

Repetindo os argumentos acima para −ϕ obtemos

Φ′(v)ϕ ≤ 0,

para todo ϕ ∈ C∞0 (Ω), logo Φ′(v)ϕ = 0. Portanto, por um resultado de densidade,

obtemos Φ′(v) = 0.

Assim, v é uma solução fraca para (2.9), isto é,
N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣ ∂v
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂v

∂xi

∂ϕ

∂xi
dx =

∫
Ω

g(x, v)ϕdx.

Desde que, g(x, t) = a(x)t+ h(x, t) para t ∈ [v(x), v(x)] e v ∈ M, então v é uma solução

fraca positiva de (P2).

�
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2.3 Demonstração do Teorema 2.2

Nesta seção demonstraremos o Teorema 2.2. Antes apresentaremos alguns resultados

preliminares. Consideremos a função h e v ∈ W 1,−→p
0 (Ω)

⋂
L∞(Ω) a subsolução do Problema

(P2) obtida pelo Lema 2.5.

Consideremos a função

ĝ(x, t) =

a(x)t+ h(x, t), t > v(x),

a(x)v(x) + h(x, v(x)), t ≤ v(x),

(2.13)

e o funcional Φ̂ : W 1,−→p
0 (Ω)→ R dado por

Φ̂(u) =
N∑
i=1

∫
Ω

1

p i

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣pi dx− ∫

Ω

Ĝ(x, u)dx, (2.14)

onde Ĝ(x, t) =

∫ t

0

ĝ(x, s)ds.

Note que por (h2) e (2.13), temos que

Ĝ(x, t) ≤ C|t|+ a(x)|t|r, em Ω× (0,+∞), (2.15)

para alguma constante C > 0.

Lema 2.6 O funcional Φ̂ satisfaz a condição (PS)c para todo c ∈ R.

Demonstração: Seja (vn) ⊂ W 1,−→p
0 (Ω) uma sequência tal que

Φ̂(vn)→ c e Φ̂′(vn)→ 0. (2.16)

Como θ > pN , para n su�cientemente grande, temos

C + ‖vn‖1,−→p ≥ 1

Np1−1

(
1

pN
− 1

θ

)
‖vn‖p11,−→p +

∫
Ω

1

θ
ĝ(x, vn)vn − Ĝ(x, vn) dx

≥ 1

Np1−1

(
1

pN
− 1

θ

)
‖vn‖p11,−→p +

∫
{vn≥t0}

1

θ
ĝ(x, vn)vn − Ĝ(x, vn) dx

+

∫
{vn<t0}

1

θ
ĝ(x, vn)vn − Ĝ(x, vn) dx

Por (h3), obtemos

C + ‖vn‖1,−→p ≥ 1

Np1−1

(
1

pN
− 1

θ

)
‖vn‖p11,−→p +

∫
{vn<t0}

1

θ
ĝ(x, vn)vn − Ĝ(x, vn) dx.
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Agora, usando a de�nição de ĝ, (h2) e (2.16) obtemos uma constante D1 > 0, tal que,

C + ‖vn‖1,−→p ≥ 1

Np1−1

(
1

pN
− 1

θ

)
‖vn‖p11,−→p −

∣∣∣ ∫
{vn<t0}

1

θ
ĝ(x, vn)vn − Ĝ(x, vn) dx

∣∣∣
≥ 1

Np1−1

(
1

pN
− 1

θ

)
‖vn‖p11,−→p −D1.

Portanto, (vn) é uma sequência limitada em W 1,−→p
0 (Ω). Assim, a menos de subseqüên-

cia, 
vn ⇀ v em W 1,−→p

0 (Ω),

vn → v em Ls(Ω), 1 ≤ s < p∗,

vn(x)→ v(x) q.t.p. em Ω.

(2.17)

Por (2.17) e o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, temos∫
Ω

ĝ(x, vn)vn dx→
∫

Ω

ĝ(x, v)v dx. (2.18)

Como consequência da convergência fraca, resulta

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣ ∂v
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂v

∂xi

∂vn
∂xi

dx−
N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣ ∂v
∂xi

∣∣∣pi dx = on(1). (2.19)

Portanto, por (2.5), (2.18), (2.19) e utilizando argumentos usados na demonstração

do Lema 1.2 encontramos,

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣∂vn∂xi
− ∂v

∂xi

∣∣∣∣pi≤ on(1),

o que implica vn → v em W 1,−→p
0 (Ω). �

O próximo lema mostra que Φ̂ satisfaz as geometrias do Teorema do Passo da Monta-

nha.

Lema 2.7 Assumimos que (a1), (h1) − (h3) ocorrem. Então, para ‖a‖∞ pequena, Φ̂

satisfaz:

i) Existem R, β > 0 com ‖v‖1,−→p < R e 0 < β, tais que,

Φ̂(v) < 0 < β ≤ inf
∂BR(0)

Φ̂(u).

ii) Existem e ∈ W 1,−→p
0 (Ω) \B2R(0), tal que, Φ̂(e) < β.
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Demonstração: Desde que v é uma subsolução do problema (P2), Ĝ(x, v) =
(
a(x)v +

h(x, v)
)
v e pi > 1, para i = 1, 2, ...N, temos

Φ̂(v) <
N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂v∂xi
∣∣∣∣pi dx− ∫

Ω

(a(x)v + h(x, v))v dx ≤ 0.

Agora, seja ‖u‖1,−→p = R > 1, sem perda de generalidades, podemos assumir que∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣pi dx ≥ 1, para algum i = 1, 2, ..., N.

Consideremos esta desigualdade e (2.15) com a imersão contínua de Sobolev, obtemos

constantes positivas, c1, c2, c3 > 0, tais que,

Φ̂(u) ≥ c1‖u‖pN1,−→p − c2‖u‖1,−→p − c3‖a‖∞‖u‖r1,−→p , ∀ ‖u‖1,−→p = R, u ∈ W 1,−→p
0 (Ω).

Fixando R > 0 tal que c1R
pN − c2R ≥ c1R

pN/2 e R > ‖v‖1,−→p , escolhemos ‖a‖∞
su�cientemente pequena, de maneira que c1R

pN/2 > c3‖a‖∞Rr. Portanto, a condição (i)

é satisfeita para β = c1R
pN/2− c3‖a‖∞Rr.

Note que, pela hipótese (h3), encontramos

H(x, t) ≥ H(x, t0)Ctθ − C, em Ω× (0,+∞).

Então, para cada t > 1, obtemos

Φ̂(tv) ≤ tpN
N∑
i=1

∫
Ω

1

p i

∣∣∣∣ ∂v∂xi
∣∣∣∣pi dx− tθC ∫

Ω

H(x, t0)vθ dx+ C,

para alguma constante C > 0. Desde que H(x, t0)vθ > 0 e θ > pN , concluímos que a

condição (ii) ocorre. �

Observação 2.1 Note que v e e satisfazem as hipóteses geométricas do Teorema do Passo

da Montanha (veja[9]),

‖e− v‖ > R e max
{

Φ̂(v), Φ̂(e)
}
< inf

{
Φ̂(u) : ‖u− v‖ = R

}
.

Demonstração do Teorema 2.2: Sejam v, v a sub e a supersolução do problema (P2)

obtidas no Lema 2.5 e v1 a solução do problema (P2) encontrada no Teorema 2.1.

Usando o Lema 2.6 e Lema 2.7, concluímos, do Teorema do Passo da Montanha [9],

que

ĉ = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Φ̂(γ(t)) onde Γ = {γ ∈ C
(
[0, 1],W 1,−→p

0 (Ω)
)
: γ(0) = v, γ(1) = e},
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é o valor crítico de Φ̂, isto é, existe v2 ∈ W 1,−→p
0 (Ω), tal que Φ̂′(v2) = 0 e Φ̂(v2) = c. Então,

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∂v2

∂xi

∣∣∣pi−2∂v2

∂xi

∂ϕ

∂xi
dx =

∫
Ω

ĝ(x, v2)ϕdx ∀ ϕ ∈ W 1,−→p
0 (Ω). (2.20)

Por (2.2) e (2.13), g(x, t) = ĝ(x, t) para t ∈ [0, v], dessa maneira Φ(v) = Φ̂(v) para

v ∈ [0, v] = {v ∈ W 1,−→p
0 (Ω); 0 ≤ v(x) ≤ v(x)}, onde Φ e Φ̂ são dados por (2.10) e (2.14),

respectivamente. Então,

Φ̂(v1) = inf
M

Φ(u),

ondeM = [v, v] foi de�nido na demonstração Teorema 2.1.

Portanto, se v2 ≥ v, então por (2.13) e (2.20) o problema (P2) têm duas soluções

fracas v1, v2 ∈ W 1,−→p
0 (Ω), tais que

Φ̂(v1) ≤ Φ̂(v) < 0 < β ≤ ĉ = Φ̂(v2).

Relembramos que v1 ∈ [v, v]. Agora, mostraremos que v2 ≥ v > 0.

Consideremos (v − v2)+, como uma função teste e de�nindo o conjunto {v2 < v} :=

{x ∈ Ω : v2(x) < v(x)}, temos

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣∂v2

∂xi

∣∣∣∣pi−2
∂v2

∂xi

∂

∂xi
(v − v2)+ dx =

∫
{v2<v}

a(x)v + h(x, v)(v − v2)+dx. (2.21)

Desde que v é uma subsolução do problema (P2), usando (2.21) obtemos

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂v∂xi
∣∣∣∣pi−2

∂v

∂xi

∂

∂xi
(v − v2)+ dx−

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣∂v2

∂xi

∣∣∣∣pi−2
∂v2

∂xi

∂

∂xi
(v − v2)+ dx ≤ 0.

Pela desigualdade (2.5), encontramos que ‖(v − v2)+‖1,−→p ≤ 0, logo (v − v2)+ = 0, então

0 < v ≤ v2 q.t.p. em Ω. �
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Capítulo 3

Multiplicidade de soluções positivas

para uma classe de sistemas elípticos

anisotrópicos via método sub super

solução e Teorema do Passo da

Montanha

Neste capítulo, estudaremos um resultado de existência e multiplicidade de soluções

fracas positivas para a seguinte classe de sistema elípticos anisotrópicos associado ao

problema

(P3)



−
N∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂u

∂xi

)
= a1(x)u+ Fu(x, u, v) em Ω,

−
N∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣ ∂v
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂v

∂xi

)
= a2(x)v + Fv(x, u, v) em Ω,

u, v > 0 em Ω,

u = v = 0 sobre ∂Ω,

onde Ω ⊂ RN é um domínio limitado e suave, N ≥ 3, p1 < p2 < . . . < pN e Fw é a

derivada parcial de F com respeito a w. Os expoentes p
′s
i satisfazem pi > 1,

N∑
i=1

1

pi
>

1 e p∗ := N/

(
N∑
i=1

1

pi
− 1

)
= Np/(N − p).

Mais precisamente, vamos supor que as funções aj(x), com j = 1, 2 satisfazem as

38



seguintes hipóteses.

(H) A função aj ∈ L∞(Ω) com aj(x) > 0.

A função F : Ω× R2 → R é de classe C1(Ω× R2,R) e satisfazendo.

(H1) Existe δ > 0, tal que,

Fs(x, s, t) ≥ (1− s) a1(x), para todo 0 ≤ s ≤ δ, q.t.p. em Ω,

Ft(x, s, t) ≥ (1− t) a2(x), para todo 0 ≤ t ≤ δ, q.t.p. em Ω.

(H2) Existe 1 < r < p∗, tal que,

|Fs(x, s, t)| ≤ a1(x)(sr−1 + tr−1 + 1),

|Ft(x, s, t)| ≤ a2(x)(sr−1 + tr−1 + 1).

Para enunciarmos os principais resultados deste capítulo, precisamos de�nir solução

fraca positiva para o sistema (P3).

De�nição 3.1 Diremos que um par de funções (u, v) é uma solução fraca positiva para

o sistema (P3), quando u, v ∈ W 1,−→p
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) com u, v > 0 em Ω e

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂u

∂xi

∂φ

∂xi
dx =

∫
Ω

a1(x)uφ dx+

∫
Ω

Fu(x, u, v)φ dx ∀ φ ∈ W 1,−→p
0 (Ω),

e
N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣ ∂v
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂u

∂xi

∂φ

∂xi
dx =

∫
Ω

a2(x)v ϕ dx+

∫
Ω

Fv(x, u, v)ϕdx∀ ϕ ∈ W 1,−→p
0 (Ω).

O primeiro resultado principal deste capítulo é o seguinte teorema:

Teorema 3.1 Suponha que (H), (H1) e (H2) são satisfeitas. Suponha que ‖aj‖∞ é pe-

quena, para j = 1, 2, então, o sistema (P3) possui uma solução fraca.

Para o segundo resultado deste capítulo, vamos considerar a condição abaixo para

provar a existência de duas soluções para o sistema (P3).

(H3) Existem s0, t0 > 0 e constantes θ1, θ2 > 0, tais que,

0 < F (x, s, t) ≤ θ1 s Fs(x, s, t)+θ2 t Ft(x, s, t), q.t.p. em Ω, para todo t ≥ t0 e s ≥ s0
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onde
1

p∗
< θ1, θ2 <

1

pN
.

Teorema 3.2 Suponha que (H), (H1) , (H2) e (H3) são satisfeitas. Suponha que ‖aj‖∞
é pequena, para j = 1, 2, então, o sistema (P3) possui duas soluções fracas.

Abaixo listamos o que acreditamos que são os principais contribuições deste capítulo.

Os resultados principais encontrados, neste capítulo, completam o estudo iniciado em

[2] e em [22], no seguinte sentido:

(i) Em [2], é estudado o caso escalar relacionado ao operador anisotrópico, aqui, con-

sideremos um sistema.

(ii) Em [22], a classe de não-linearidade é diferente da considerada em nosso estudo.

(iii) Este é o primeiro trabalho que trata do operador anisotrópico relacionado a equa-

ções elípticas.

3.1 Resultados preliminares

Nesta seção, vamos demonstrar alguns lemas técnicos que serão utilizados na demons-

tração dos Teoremas 3.1 e 3.2. Para demonstrar tais resultados, iniciaremos com a seguinte

de�nição.

De�nição 3.2 Dizemos que [(u, v), (u, v)] é um par de sub supersolução para o sistema

(P3), respectivamente, quando u, v e u, v ∈ W 1,−→p
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) satisfazem

a) u ≤ u e v ≤ v em Ω,

b) Dados ϕ, ψ, com ϕ, ψ ≥ 0, temos
N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂u

∂xi

∂ϕ

∂xi
dx ≤

∫
Ω

a1(x)uϕ dx+

∫
Ω

Fu(x, u, w)ϕdx ∀w ∈ [v, v]

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣ ∂v
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂v

∂xi

∂ψ

∂xi
dx ≤

∫
Ω

a2(x)vψ dx+

∫
Ω

Fv(x,w, v)ψ dx ∀w ∈ [u, u]

(3.1)


N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂u

∂xi

∂ϕ

∂xi
dx ≥

∫
Ω

a1(x)uϕdx+

∫
Ω

Fu(x, u, w)ϕdx∀w ∈ [v, v]

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣ ∂v
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂v

∂xi

∂ψ

∂xi
dx ≥

∫
Ω

a2(x)v ψ dx+

∫
Ω

Fv(x,w, v)ψ dx ∀w ∈ [u, u]

(3.2)
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Neste capítulo, trabalharemos com o espaço E = W 1,−→p
0 (Ω) × W 1,−→p

0 (Ω), munido com a

norma

‖(u, v)‖ = ‖u‖1,−→p + ‖v‖1,−→p ,

onde,

‖u‖1,−→p =
N∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥
pi

, u ∈ W 1,−→p
0 (Ω).

Lema 3.1 Suponha que (H),(H1) e (H2) ocorrem. Então, existem (u, v), (u, v) ∈ W 1,−→p
0 (Ω)∩

L∞(Ω) tais que

i) ‖u‖∞ ≤ δ e ‖v‖∞ ≤ δ onde δ é a constante que aparece da hipótese (H1),

ii) 0 < u(x) ≤ u(x) e 0 < v(x) ≤ v(x) q.t.p. em Ω,

iii) (u, v) é uma subsolução e (u, v) é uma supersolução para o sistema (P3).

Demonstração: Pelo Lema 2.1, existe uma única solução u ∈ W 1,−→p
0 (Ω) do problema

N∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂u

∂xi

)
= a1(x) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.

(3.3)

Analogamente, existe uma única solução v ∈ W 1,−→p
0 (Ω) tal que

−
N∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣ ∂v
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂v

∂xi

)
= a2(x) em Ω,

v = 0 sobre ∂Ω.

(3.4)

Usando os mesmo argumentos da prova do Lema 2.4, u, v ∈ L∞(Ω), além disso, obtemos

constantes C1, C2 > 0 tais que ‖u‖∞ ≤ C1‖a1‖∞ e ‖v‖∞ ≤ C2‖a2‖∞ . Agora escolhemos

‖aj‖L∞ su�cientemente pequena, com j = 1, 2 encontramos

‖u‖∞ ≤
δ

2
e ‖v‖∞ ≤

δ

2
,

o que prova condição (i).

Para provar o item (ii), consideremos, novamente o Lema 2.1 para a�rmar que existe

uma única solução u ∈ W 1,−→p
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) do problema

−
N∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂u

∂xi

)
= 1 + a1(x) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.

(3.5)
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De modo análogo, existe uma única solução v ∈ W 1,−→p
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) do problema

−
N∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣ ∂v
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂v

∂xi

)
= 1 + a2(x) em Ω,

v = 0 sobre ∂Ω.

(3.6)

Note que, para 0 ≤ ϕ, ψ ∈ W 1,−→p
0 (Ω) temos

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂u

∂xi

∂ϕ

∂xi
dx =

∫
Ω

[a1(x) + 1]ϕdx

≥
∫

Ω

a1(x)ϕdx =
N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂u

∂xi

∂ϕ

∂xi
dx

e

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣ ∂v
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂v

∂xi

∂ψ

∂xi
dx =

∫
Ω

[a2(x) + 1]ψ dx

≥
∫

Ω

a2(x)ψ dx =
N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣ ∂v
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂v

∂xi

∂ψ

∂xi
dx.

Portanto, pelo Lema 2.2, encontramos u(x) ≤ u(x) q.t.p. em Ω e v(x) ≤ v(x) q.t.p. em

Ω, o que prova a condição (ii).

Nossa tarefa �nal é veri�car se a condição (iii) é válida. Primeiramente, usando o

Princípio do Máximo em [37, corolário 4.4], concluímos que u(x), v(x) > 0.

Agora, usando a de�nição de (u, v) e a hipótese (H1), obtemos para cada ϕ, ψ ≥ 0,

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂u

∂xi

∂ϕ

∂xi
dx −

∫
Ω

a1(x)uϕdx−
∫

Ω

Fu(x, u, v)ϕdx

≤
∫

Ω

a1(x)ϕdx−
∫

Ω

a1(x)uϕdx−
∫

Ω

(1− u)a1(x)ϕdx

≤ 0

e

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣ ∂v
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂v

∂xi

∂ψ

∂xi
dx −

∫
Ω

a2(x)v ψdx−
∫

Ω

Fv(x, u, v)ψ dx

≤
∫

Ω

a2(x)ψdx−
∫

Ω

a2(x) v ψdx−
∫

Ω

(1− v)a2(x)ψ dx

≤ 0

Portanto, (u, v) é uma subsolução para o sistema (P3).
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Agora, usamos (H2), (3.5) e (3.6) , temos para ‖aj‖∞, com j = 1, 2, su�cientemente

pequena tal que

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂u

∂xi

∂ϕ

∂xi
dx−

∫
Ω

a1(x)uϕdx−
∫

Ω

Fu(x, u, v)ϕdx

≥
(
1− ‖a1‖∞‖u‖∞ − ‖a1‖∞ − ‖a1‖∞‖u‖r−1

∞ − ‖a1‖∞‖v‖r−1
∞
) ∫

Ω

ϕdx > 0

e

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣ ∂v
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂u

∂xi

∂ψ

∂xi
dx−

∫
Ω

a2(x)v ψ dx−
∫

Ω

Fv(x, u, v)ψ dx

≥
(
1− ‖a2‖∞‖u‖∞ − ‖a2‖∞ − ‖a2‖∞‖u‖r−1

∞ − ‖a2‖∞‖v‖r−1
∞
) ∫

Ω

ψ dx > 0.

Portanto, (u, v) é uma supersolução para o problema (P3). �

3.2 Demonstração do Teorema 3.1 :

Nesta seção combinaremos os lemas técnicos da seção anterior para provar o Teorema

3.1, usando a técnica de sub e supersolução e argumentos de minimização.

Consideremos as funções

Gs(x, s, t) =


a1(x)u(x) + Fs(x, u(x), t), s > u(x),

a1(x)s+ Fs(x, s, t), u(x) ≤ s ≤ u(x),

a1(x)u(x) + Fs(x, u(x), t), s < u(x),

(3.7)

e

Gt(x, s, t) =


a2(x)v(x) + Ft(x, s, v(x)), t > v(x),

a2(x)t+ Ft(x, s, t), v(x) ≤ t ≤ v(x),

a2(x)v(x) + Ft(x, s, v(x)), t < v(x),

(3.8)

e o problema auxiliar

−
N∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂u

∂xi

)
= Gu(x, u, v) em Ω,

−
N∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣ ∂v
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂v

∂xi

)
= Gv(x, u, v) em Ω,

u, v > 0 em Ω,

u, v ∈ W 1,−→p
0 (Ω).

(3.9)
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De�namos o funcional Φ : E → R por

Φ(u, v) =
N∑
i=1

∫
Ω

1

p i

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣pi dx+

N∑
i=1

∫
Ω

1

p i

∣∣∣∣ ∂v∂xi
∣∣∣∣pi dx (3.10)

−
∫

Ω

G(x, u, v) dx.

Note que Φ ∈ C1
(
E,R

)
com

Φ′(u, v)(ϕ, ψ) =
N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣pi−2

∂u

∂xi

∂ψ

∂xi
dx+

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂v∂xi
∣∣∣∣pi−2

∂v

∂xi

∂ϕ

∂xi
dx

−
∫

Ω

Gu(x, u, v)ψ dx−
∫

Ω

Gv(x, u, v)ϕdx,∀ u, v, ψ, ϕ ∈ E.

Seja

M =
{

(u, v) ∈ E : u ≤ u ≤ u q.t.p. em Ω e v ≤ v ≤ v q.t.p. em Ω
}
.

Por (H2) e pela de�nição de Gu e Gv, obtemos

|Gu(x, u, v)| ≤ K1 para algum K1 > 0, q.t.p. em Ω, (3.11)

e

|Gv(x, u, v)| ≤ K2 para algum K2 > 0, q.t.p. em Ω, (3.12)

para todo u, v ∈M

Por (3.11) e (3.12), temos que Φ é coercivo sobreM. Então, podemos a�rmar que a

sequência (un, vn) que satisfaz

Φ(un, vn)→ c = inf
M

Φ,

(un, vn) é limitada em E.

Assim, a menos de subseqüência

(un, vn) ⇀ (u, v) em E,

(un, vn)→ (u, v) em Ls(Ω)× Ls(Ω), 1 ≤ s < p∗,

(un(x), vn(x))→ (u(x), v(x)) q.t.p. em Ω,

onde Ls(Ω)× Ls(Ω) está munido da norma ‖(u, v)‖ = ‖u‖Ls(Ω) + ‖v‖Ls(Ω).

Agora, note queM é um conjunto fechado e convexo em E. Pelo Teorema A.2, veja

(Apêndice A), a restrição Φ
∣∣
M atinge o ín�mo em um ponto (u, v) em M . Usando o
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mesmo argumento como da prova do Teorema 2.1, observemos que (u, v) é uma solução

fraca para (3.9). Desde que, Gs(x, s, t) = a1(x)s+Fs(x, s, t) para s ∈ [u, u] e Gt(x, s, t) =

a2(x)t + Ft(x, s, t) para t ∈ [v, v], então (u, v) é uma solução fraca positiva do sistema

(P3). �

3.3 Demonstração do Teorema 3.2

Nesta seção demonstraremos o Teorema 3.2. Iniciaremos com alguns lemas técnicos

que serão utilizados em sua demonstração.

Seja (u, v) ∈ E ∩L∞(Ω) a subsolução do problema (P3). Em nosso próximo resultado

provaremos que o funcional satisfaz as duas hipóteses geométricas do Teorema do Passo

da Montanha [9].

Consideremos as funções

Ĝs(x, s, t) =

a1(x)s+ Fs(x, s, t), s > u(x)

a1(x)u(x) + Fs(x, u(x), t), s ≤ u(x),

(3.13)

e

Ĝt(x, s, t) =

a2(x)t+ Ft(x, s, t), t > v(x)

a2(x)v(x) + Ft(x, s, v(x)), t ≤ v(x).

(3.14)

De�namos o funcional Φ̂ : E → R dado por

Φ̂(u, v) =
N∑
i=1

∫
Ω

1

p i

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣pi dx+

N∑
i=1

∫
Ω

1

p i

∣∣∣∣ ∂v∂xi
∣∣∣∣pi dx (3.15)

−
∫

Ω

Ĝ(x, u, v) dx,

Note que por (H2), (3.13) e (3.14), temos

Ĝs(x, s, t) ≤ C̃1|s|+ a1(x)|s|r + a1(x)s|t|r, em Ω× (0,+∞), (3.16)

e

Ĝt(x, s, t) ≤ C̃2|t|+ a2(x)|t|r + a2(x)t|s|r, em Ω× (0,+∞), (3.17)

para algumas constantes C̃1, C̃2 > 0.

Lema 3.2 O funcional Φ̂ satisfaz a condição Palais Samale (PS)c para todo c ∈ R.
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Demonstração: Seja (un, vn) ⊂ E uma sequência tal que

Φ̂(un, vn)→ c e Φ̂′(un, vn)→ 0. (3.18)

Escolhendo θ1, θ2 ∈
(

1
p∗
, 1
pN

)
, para n su�cientemente grande, temos

C + ‖(un, vn)‖ ≥ Φ̂(un, vn)− θ1Φ̂′(un, vn)(un, 0)− θ2Φ̂′(un, vn)(0, vn)

≥
N∑
i=1

∫
Ω

1

pN

∣∣∣∣∂un∂xi

∣∣∣∣pi dx+
N∑
i=1

∫
Ω

1

pN

∣∣∣∣∂vn∂xi

∣∣∣∣pi dx
−
∫

Ω

Ĝ(x, un, vn)dx − θ1

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣∂un∂xi

∣∣∣∣pi dx− θ2

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣∂vn∂xi

∣∣∣∣pi dx
+ θ1

∫
Ω

Ĝun(x, un, vn)un dx+ θ2

∫
Ω

Ĝvn(x, un, vn)vn dx.

Usando (H3), obtemos

C + ‖(un, vn)‖ ≥ Φ̂(un, vn)−
[
θ1Φ̂′(un, vn)(un, 0) + θ2Φ̂′(un, vn)(0, vn)

]
≥ K

(
N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣∂un∂xi

∣∣∣∣pi dx+
N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣∂vn∂xi

∣∣∣∣pi dx
)

+

∫
{un<s0}∪{vn<t0}

θ1(a1(x)un + Fun(x, un, vn))un

+

∫
{un<s0}∪{vn<t0}

θ2(a2(x)Fvn(x, un, vn))vndx

−
∫
{un<s0}∪{vn<t0}

(a1(x)u2
n + F (x, un, vn))dx

onde K = min
{( 1

pN
− θ1

)
,

(
1

pN
− θ2

)}
.

Observemos que Ω× [0, s0]× [0, t0] é compacto e a função F : Ω×R2 → R é de classe

C1(Ω× R2,R), então existe uma constante D2 > 0 tal que

C + ‖(un, vn)‖ ≥ Φ̂(un, vn)−
[
θ1Φ̂′(un, vn)(un, 0) + θ2Φ̂′(un, vn)(0, vn)

]
≥ K

(
N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣∂un∂xi

∣∣∣∣pi dx+
N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣∂vn∂xi

∣∣∣∣pi dx
)

+D2

Note que, por (2.1) encontramos

C + ‖(un, vn)‖ ≥ K

Np1−1
‖(un, vn)‖p1 +D2.

Portanto, (un, vn) é uma sequência limitada em E, assim, a menos de subseqüência ,
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temos 
(un, vn) ⇀ (u, v) em E,

(un, vn)→ (u, v) em Ls(Ω)× Ls(Ω), 1 ≤ s < p∗,

(un(x), vn(x))→ (u(x), v(x)) q.t.p. em Ω.

(3.19)

Usando (3.19) e o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue obtemos∫
Ω

Ĝun(x, un, vn)(un − u) dx→ 0. (3.20)

Desde que, (un, vn) é uma sequência limitada em E, temos

Φ′(un, vn)(un − u, 0)→ 0.

Assim, por (2.19), (3.20) e (2.5), encontramos

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣∂un∂xi
− ∂u

∂xi

∣∣∣∣pi≤ on(1).

Segue do Lema 2.6 que un → u em W 1,−→p
0 (Ω). Pelos mesmos argumentos, obtemos

vn → v em W 1,−→p
0 (Ω). Assim, concluímos que, (un, vn)→ (u, v) em E. �

Lema 3.3 Assumimos que (H) e (H1)− (H3) ocorrem. Então, para ‖aj‖∞ pequeno, com

j = 1, 2, Φ̂ satisfaz:

i) Existem 0 < R, β com ‖(u, v)‖ < R tal que

Φ̂(u, v) < 0 < β ≤ inf
∂BR(0)

Φ̂(u, v).

ii) Existe e ∈ E \B2R(0) tal que Φ̂(e) < β.

Demonstração: Desde que, (u, v) é uma subsolução do problema (P3), Ĝs(x, u, t) =

(a1(x)u+Fs(x, u, t))u e Ĝt(x, s, v) = (a2(x)v+Ft(x, s, v))v, com pi > 1, para i = 1, ..., N ,

temos

Φ̂(u, v) =
N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣pi dx+

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂v∂xi
∣∣∣∣pi dx (3.21)

−
∫

Ω

(a1(x)u+ Fs(x, u, t))u dx−
∫

Ω

(a2(x)v + Fs(x, s, v))v dx.

Agora, consideremos ‖(u, v)‖ = R > 1, sem perda de generalidades, podemos assumir que∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣pi dx ≥ 1, para algum i = 1, 2, ..., N.
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e ∫
Ω

∣∣∣∣ ∂v∂xi
∣∣∣∣pi dx ≥ 1, para algum i = 1, 2, ..., N.

Além disso, aplicando, (3.13), (3.14) e (H2) temos

Ĝs(x, s, t) ≤ ‖a1‖∞u+ ‖a1‖∞(1 + |s|r−1 + |t|r−1) q.t.p. em Ω, ∀ s ∈ R

e

Ĝt(x, s, t) ≤ ‖a2‖∞v + ‖a2‖∞(1 + |s|r−1 + |t|r−1) q.t.p. em Ω, ∀ t ∈ R.

Conseqüentemente, pelo Lema 3.1 do item (i), existem c1, c2 > 0 tais que

Ĝs(x, s, t) ≤ ‖a1‖∞‖u‖∞s+ ‖a1‖∞(s+ c1|s|r + s|t|r−1) q.t.p. em Ω, (3.22)

e

Ĝt(x, s, t) ≤ ‖a2‖∞‖v‖∞t+ ‖a2‖∞(t+ t|s|r−1 + c2|t|r) q.t.p. em Ω. (3.23)

Consideremos, (3.22), (3.23) em (3.15) e usando a imersão contínua de Sobolev, exis-

tem constantes positivas tais que

Φ̂(u, v) ≥ K‖(u, v)‖ − c3‖a1‖∞‖u‖∞‖(u, v)‖ − c4‖a1‖∞‖(u, v)‖ − (3.24)

− c5‖a1‖∞‖(u, v)‖r − c6‖a2‖∞‖v‖∞‖(u, v)‖ −

− c7‖a2‖∞‖(u, v)‖ − c8‖a2‖∞‖(u, v)‖r − c9‖a1‖∞‖(u, v)‖r −

− c10‖a1‖∞‖(u, v)‖r − c11‖a2‖∞‖(u, v)‖r − c12‖a2‖∞‖(u, v)‖r,

onde K = min
{
k1
pN
, k2
pN

}
.

Note que, se (u, v) ∈ ∂BR(0) com R > 1 e para ‖aj‖∞ su�cientemente pequeno, com

j = 1, 2, existe β ∈ R tal que

Φ̂(u, v) ≥ β, ∀ (u, v) ∈ ∂BR(0).

Assim, podemos escolher β, R e ‖aj‖∞, combinando com as desigualdades (3.21) e (3.24)

encontramos

Φ̂(u, v) < 0 < β ≤ inf
(u,v)∈∂BR(0)

Φ̂(u, v).

O que mostra a condição (i).

Observe que, pela de�nição de Ĝs temos

Ĝsu(x, su, 0) ≥ F (x, su, 0) para todo s ≥ 1, q.t.p. em Ω.
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Por (H1) e (3.15) encontramos

Φ̂(su, 0) ≤
N∑
i=1

spN

p1

∫
Ω

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pN dx− ∫
Ω

F (x, su, 0) dx.

Consideremos a hipótese (H3), existe uma constante positiva K̃1 tal que

F (x, s, 0) ≥ K̃1s
1
θ1 , para todo s ≥ max{1, s0},

onde s0 é a constante que aparece em (H3).

Assim,

Φ̂(su, 0) ≤ spN
N∑
i=1

∫
Ω

1

p1

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi dx− K̃1s
1
θ1

∫
Ω

|u|
1
θ1 dx.

Uma vez que, 1
p∗
< θ1 <

1
pN
, podemos concluir Φ̂(su, 0)→ −∞ quando s→ +∞.

Portanto, escolhemos e = s0(u, 0) ∈ E tal que ‖e‖ > R e Φ̂(e) < β, o que satisfaz a

condição (ii). �

Demonstração do teorema 3.2 Sejam (u, v), (u, v) a subsolução e supersolução de

(P3), dadas no Lema 3.1 e (u1, v1) a solução do sistema (P3), encontrada no Teorema 3.1.

Pelo Lema 3.2 e o Teorema do Passo da Montanha (ver [9]), concluímos que

ĉ = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Φ̂(γ(t)) onde Γ = {γ ∈ C
(
[0, 1], E

)
: γ(0) = (u, v), γ(1) = e},

é o valor crítico de Φ̂.

Por (3.7), (3.8), (3.13) e (3.14) temosGs(x, s, t) = Ĝs(x, s, t) para s ∈ [0, u] e Gt(x, s, t) =

Ĝt(x, s, t) para t ∈ [0, v], dessa forma Φ(u, v) = Φ̂(u, v) com u ∈ [0, u] e v ∈ [0, v], onde Φ

e Φ̂ são de�nidos por (3.10) e (3.15), respectivamente.

Então, Φ̂(u1, v1) = inf
M

Φ(u, v), onde

M =
{

(u, v) ∈ E : u ≤ u ≤ u q.t.p. em Ω e v ≤ v ≤ v q.t.p. em Ω
}
,

é dado na demonstração do Teorema 3.1.

Portanto, (P3) possui duas soluções fracas (u1, v1) e (u2, v2) ∈ E, tais que

Φ(u1, v1) ≤ Φ(u, v) < 0 < β ≤ ĉ = Φ̂(u2, v2).

Relembramos que u ≤ u1 ≤ u e v ≤ v1 ≤ v, logo (u1, v1) > 0. Agora mostraremos

u2, v2 > 0.
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De fato, consideremos ((u−u2)+, (v− v2)+) como funções testes, de�nindo o conjunto

{(u2, v2) < (u, v)} := {x ∈ E;u2(x) < u(x) e v2(x) < v(x)}, temos

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∂u2

∂xi

∣∣∣pi−2∂u2

∂xi

∂(u− u2)+

∂xi
dx +

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∂v2

∂xi

∣∣∣pi−2∂v2

∂xi

∂(v − v2)+

∂xi
dx (3.25)

=

∫
{u2<u}

(a1u+ Fs(x, u, t))(u− u2)+ dx

+

∫
{v2<v}

(a2v + Ft(x, s, v))(v − v2)+ dx.

Uma vez que, (u, v) é uma subsolução para o sistema (3.1) e por (3.25) teremos

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂u

∂xi

∂(u− u2)+

∂xi
dx−

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∂u2

∂xi

∣∣∣pi−2∂u2

∂xi

∂(u− u2)+

∂xi
dx ≤ 0

e

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣ ∂v
∂xi

∣∣∣pi−2 ∂v

∂xi

∂(v − v2)+

∂xi
dx−

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∂v2

∂xi

∣∣∣pi−2∂v2

∂xi

∂(v − v2)+

∂xi
dx ≤ 0.

Portanto, pela desigualdade (2.5), encontramos ‖(u−u2)+‖1,−→p ≤ 0 e ‖(v−v2)+‖1,−→p ≤

0, isto implica 0 < u < u2 q.t.p. em Ω e 0 < v < v2 q.t.p. em Ω . Concluímos que

u2, v2 > 0. �
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Apêndice A

Resultados Básicos

Neste Apêndice, faremos resumo sobre os espaços Sobolev anisotrópicos. Para mais

informações consulte [59], [60] e [67].

O espaço W 1,−→p
0 (Ω), é de�nido como completamento de C∞0 (Ω) em relação a norma

‖u‖1,−→p =
N∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥
pi

.

Além disso, este espaço é um espaço de Banach re�exivo, onde
∥∥.∥∥

pi
denota a norma

do espaço de Lebesgue Lpi(Ω).

Desde que Ω é um domínio limitado do RN , por [45, Teorema 1] a imersão contínua

W 1,−→p
0 (Ω) ↪→ Lr(Ω) para todo r ∈ [1, p∗] depende da Desigualdade de Poincaré. Mais

precisamente denotando por e1, . . . , en a base canônica do RN , assumimos que Ω tem

diâmetro b > 0 na direção de ei, isto é ,sup(x− y, ei) = b. Assim, para todo q ≥ 1, temos

|u|q ≤
bq

2

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣
q

(A.1)

para todo u ∈ C∞0 (Ω).

O seguinte resultado é essencial para o nosso trabalho, por isso apresentamos sua

demonstração.

Lema A.1 Assuma que f satisfaz (f1). Seja Ψβ(u) =

∫
Ω

F (x, u)dx , então Ψβ ∈ Liploc(W 1,−→p
0 (Ω),R)

com ∂Ψβ(u) ⊂ L
q
q−1 (Ω), isto é, dado ρ ∈ ∂Ψβ(u) existe ρ ∈ L

q
q−1 (Ω), tal que

〈ρ, ϕ〉 =

∫
Ω

ρϕdx, ∀ ϕ ∈ Lq(Ω) e ρ(x) ∈ [f(u(x)), f(u(x))], q.t.p. em Ω.

Demonstração: Por (f2), obtemos∣∣Ψ̂β(u)
∣∣ ≤ C

∫
Ω

|u| dx+ C

∫
Ω

|u|q dx (A.2)
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para alguma constante C > 0. Para cada u ∈ W 1,−→p
0 (Ω) da imersão contínua de Sobolev

e pela desigualdade de Hölder segue que Ψβ está bem de�nido.

Dada w ∈ W 1,−→p
0 (Ω), �xemos r > 0. Dados u, v ∈ Br(w) = {z ∈ W 1,−→p

0 (Ω); ‖w‖1,−→p ≤

r}, temos ∣∣∣Ψβ(u)−Ψβ(v)
∣∣∣ =

∫
Ω

∫ u(x)

0

f(x, s) ds dx−
∫

Ω

∫ v(x)

0

f(x, s) ds dx

≤
∫

Ω

∫ θ(x)

η(x)

|f(x, s)| ds dx,

onde θ(x) = max{u(x), v(x)} e η(x) = min{u(x), v(x)}.

Por (A.2)∣∣∣Ψβ(u)−Ψβ(v)
∣∣∣ ≤ C

∫
Ω

∫ θ(x)

η(x)

ds dx+ C

∫
Ω

∫ θ(x)

η(x)

|s|q−1 ds dx.

Para cada q > 1, a função L : R→ R dada por s|s|q−2

q−1
é de classe C1 com L′(s) = |s|q−1.

Como ∣∣∣Ψβ(u)−Ψβ(v)
∣∣∣ ≤ C

∫
Ω

|η(x)− θ(x)|dx+ C

∫
Ω

∫ θ(x)

η(x)

L′(s) ds dx.

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo∣∣∣Ψβ(u)−Ψβ(v)
∣∣∣ ≤ C

∫
Ω

|η(x)− θ(x)|dx+ C

∫
Ω

L(η(x))− L(θ(x)) dx

agora pelo Teorema do Valor Médio, existe ξ(x) ∈ (η(x), θ(x)), tal que∣∣∣Ψβ(u)−Ψβ(v)
∣∣∣ ≤ C

∫
Ω

|η(x)− θ(x)|dx+ C

∫
Ω

L′(ξ)(θ − η) dx.

Como θ(x)− η(x) = |u(x)− v(x)|, temos∣∣∣Ψβ(u)−Ψβ(v)
∣∣∣ ≤ C

∫
Ω

|η(x)− θ(x)|dx+ C

∫
Ω

L′(ξ)(θ − η) dx

≤ C

∫
Ω

|u− v|dx+ C

∫
Ω

L′(ξ) |u− v|dx

≤ C

∫
Ω

|u− v|dx+ C

∫
Ω

(|u|+ |v|)q−1 |u− v|dx

≤ C

∫
Ω

|u− v|dx+ C

∫
Ω

(|u|q−1 + |v|q−1) |u− v|dx,

ou seja,∣∣∣Ψβ(u)−Ψβ(v)
∣∣∣ ≤ C

∫
Ω

|u− v|dx+ C

∫
Ω

|u|q−1 |u− v|dx+ C

∫
Ω

|v|q−1 |u− v|dx.
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Desde que, por imersão contínua de Sobolev temos u ∈ Lq(Ω), |u|q−1 ∈ L
q
q−1 (Ω).

Aplicando a desigualdade de Hölder

Assim, por (f2) temos∣∣∣Ψβ(u)−Ψβ(v)
∣∣∣ ≤ C

∫
Ω

|u− v| dx+ C

∫
Ω

(|u|q−1 + |v|q−1)|u− v| dx.

Agora aplicando a desigualdade de Hölder e (A.2), temos∣∣∣Ψβ(u)−Ψβ(v)
∣∣∣ ≤ C‖u− v‖1,−→p + C(‖u‖q−1

1,−→p + ‖v‖q−1
1,−→p )‖u− v‖1,−→p .

Desde que u, v ∈ Br(w), pela desigualdade triangular∣∣∣Ψβ(u)−Ψβ(v)
∣∣∣ ≤ 2C(r + ‖w‖1,−→p )q−1‖u− v‖1,−→p .

De�nindo a constante Kw = 2C(r + ‖w‖1,−→p )q−1

∣∣∣Ψβ(u)−Ψβ(v)
∣∣∣ ≤ Kw‖u− v‖1,−→p dx,

o que mostra que Ψβ ∈ Liploc(W 1,−→p
0 (Ω),R).

Relembramos que o gradiente generalizado de Ψ em u é dado por

∂Ψβ(u) = {γ ∈ (W 1,−→p
0 (Ω))∗; Ψ◦β(u, v) ≥ 〈γ, v〉 para todo v ∈ W 1,−→p

0 (Ω)}

veja as de�nições (A.2) e (A.3),

Note também que,

0 ≤ f(u(x)) ≤ f(u(x)) ≤ C(1 + (u(x)+)q−1) q.t.p. em Ω

Seja v ∈ C∞0 (Ω), µn → 0 em W 1,−→p
0 (Ω) e δn → 0+, tais que, então

Ψ◦β(u, v) = lim
µn→0

sup
δ→0+

Ψβ(u+ µn + δnv)−Ψβ(u+ µn)

δ
, para todo v ∈ W 1,−→p

0 (Ω) (A.3)

ou seja,

Ψ◦β(u, v) = lim sup
n→∞

Ψβ(u+ µn + δnv)−Ψβ(u+ µn)

δn
. (A.4)

Pela de�nição de Ψ e (A.4), temos

Ψ◦β(u, v) = lim sup
n→∞

∫
Ω

F (u+ µn + δnv)−
∫

Ω

F (u+ µn)

δn
, (A.5)

para todo v ∈ C∞0 (Ω).
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Além disso, temos

Ψ◦β(u, v) = lim
n→∞

sup

[ ∫
Ω

Gn(v(x))dx

]
, (A.6)

para todo v ∈ C∞0 (Ω), onde

Gn(v(x)) =
1

δn
(F (u+ µn + δnv)− F (u+ µn)) .

Desde que, µn → 0 em W 1,−→p
0 (Ω), da imersão contínua de Sobolev, a menos de sub-

sequência

µn → 0 em Lr(Ω) para todo r ∈ [1, p∗].

Além disso,

µn(x)→ 0 q.t.p. em Ω.

Observemos que

| Gn(v(x)) | =

∣∣∣∣ 1

δn
(F (u(x) + µn(x) + δnv(x))− F (u(x) + µn(x)))

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1

δn

∫ u(x)+µn(x)+δnv(x)

u(x)+µn(x)

C(1 + |s|q−1)ds

∣∣∣∣
Logo

| Gn(v(x)) |≤ C|v|+ C

q − 1

|u(x) + µn(x) + δnv(x)|q−1 − |u(x) + µn(x)|q−1

δn
(A.7)

Agora vamos considerar a seguinte função g : [0, 1]→ R de�nida por

g(t) = |u(x) + µn(x) + tδnv(x)|q−1.

Desde que g é contínua em [0, 1] e diferenciável em (0, 1), segue-se pelo Teorema do

Valor Médio dado 0 < |δn| < 1, existe θn ∈ (0, 1) tal que

g(1)− g(0) = g′(θn)(1− 0).

Assim,

g(1) = |u(x) + µn + δnv(x)|q−1

g(0) = |u(x) + µn|q−1

g′(θn) = q − 1|u(x) + µn + θnδnv(x)|q−2|δn||v(x)|
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Por um instante adotaremos a seguinte notação u(x) = u e v(x) = v então

1

q − 1

|u+ µn + δnv|q−1 − |u+ µn|q−1

δn
= |u+ µn + δnθnv|q−2|v|. (A.8)

Substituindo (A.8) em (A.7)

| Gn(v(x)) |≤ C|v|+ C|u+ µn + δnθnv|q−2|v|.

Assim,

|u+ µn + δnθnv|q−2 ≤ (3 max{u, µn, δnθnv})q−2

≤ 3q−2 max{uq−1, µq−2
n , (δnθnv)q−2}

≤ 3q−2uq−2 + 3q−2µq−2
n + 3q−2(δnθnv)q−2

≤ 3q−2(|u|q−2 + |µn|q−2 + |δnθnv|q−2)

≤ 3q−2(|u|q−2 + |µn|q−2 + |δn|q−2|θn|q−2|v|q−2).

Como θn ∈ (0, 1) e 0 < |δn| < 1 então, 0 < |θn||δn| < 1 implicando 0 < |δn|q−2|θn|q−2 <

1.

| Gn(v(x)) | ≤ C|v|+ 3q−2(|u(x)|q−2 + |µn|q−2 + |v(x)|q−2)|v|

= C|v|+ 3q−2(|u(x)|q−2|v|+ |µn|q−2|v|+ |v|q−1).

Portanto,

| Gn(v(x)) |≤ C|v|+ C(|u|q−2|v|+ |µn|q−2|v|+ |v|q−1),

para alguma constante C > 0.

Desde que µn → 0 em W 1,−→p
0 (Ω), então a menos de subseqüência temos

µn → 0 em Lr(Ω) e µn(x)→ 0 q.t.p. em Ω.

Então, existe Θ(x) ∈ Lr(Ω), tal que,

|µn| ≤ Θ(x) q.t.p. em Ω.

Portanto,

C|v|+ C(|u|q−2|v|+ |Θ|q−2|v|+ |v|q−1) ∈ L1(Ω).
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Como

lim sup
n→∞

Gn(v(x)) ≤ f(u(x))v(x).

Segue do Lema de Fatou e do fato lim supn→∞Gn(v) = F ◦(u, v)

Ψ◦β(u, v) = lim sup

∫
Ω

Gn(v(x))dx ≤
∫

Ω

F ◦(u, v)dx. (A.9)

para todo v ∈ C∞0 (Ω).

Por [29] veja (pág.107), temos

F ◦(u; v) =

 f(x, u)v se v > 0

f(x, u)v se v < 0.
(A.10)

Combinando (A.9) e (A.10),

Ψ◦β(u, v) ≤
[ ∫
{v>0}

f(u(x))v(x)dx+

∫
{v<0}

f(u(x))v(x)dx

]
para todo v ∈ C∞0 (Ω).

Além disso, como W 1,−→p
0 (Ω) = C∞0 (Ω), para todo v ∈ W 1,−→p

0 (Ω) existe vn ∈ C∞0 (Ω), tal

que, vn → v em W 1,−→p
0 (Ω).

Note que,

Ψ◦β(u, vn)→ Ψ◦β(u, v) para todo v ∈ W 1,−→p
0 (Ω).

De fato, sabemos que Ψ◦β(u, .) : W 1,−→p
0 (Ω)→ R é uma função lipschitziana com K. Daí

|Ψ◦β(u, vn)−Ψ◦β(u, v)| ≤ K‖vn − v‖ → 0.

quando n→∞.

Por densidade, obtemos

Ψ◦β(u, v) ≤
[ ∫
{v>0}

f(u(x))v(x)dx+

∫
{v<0}

f(u(x))v(x)dx

]
(A.11)

para todo v ∈ W 1,−→p
0 (Ω).

Seja ρ ∈ ∂Ψβ(u) ⊂ (Lq(Ω))∗ e suponhamos por contradição que existe um conjunto

A ⊂ Ω com med(A) > 0, tal que,

ρ(x) < f(u(x)) em A.

Então, ∫
A

ρ(x)dx <

∫
A

f(u(x))dx. (A.12)
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Note que ∫
Ω

ρ(x)(−χA)dx = −
∫
A

ρ(x)dx (A.13)

onde χA é a função característica do conjunto A e (−χA) ∈ Lq(Ω). Por outro lado como

ρ(x) ∈ (Lq(Ω))∗, pelo Teorema da Representação de Riesz, existe um único u ∈ Lq(Ω) tal

que

〈ρ, v〉 =

∫
Ω

uv dx para todo v ∈ Lq(Ω).

Em particular tomando v = −χA e usando o fato de que ρ ∈ ∂Ψβ(u), temos

〈ρ, (−χA)〉 =

∫
Ω

u(−χA) dx para todo v ∈ Lq(Ω).

Por identi�cação obtemos

〈ρ, (−χA)〉 =

∫
Ω

u(−χA)dx. (A.14)

Pela de�nição de ∂Ψβ(u) temos

〈ρ, (−χA)〉 ≤ Ψ◦β(u(−χA)). (A.15)

De (A.11),(A.12),(A.13),(A.14) e (A.15) obtemos

−
∫
A

ρ(x)dx =

∫
Ω

ρ(x)(−χA)dx

= 〈ρ(x), (−χA)〉

≤ Ψ◦β(u,−χA)

≤
[ ∫
{(−χA)>0}

f(u(x))(−χA)(x)dx+

∫
{(−χA)<0}

f(u(x))(−χA)(x)dx

]
≤

[ ∫
{(−χA)<0}

f(u(x))(−χA)(x)dx

]
= −

∫
A

f(u(x))dx

logo

−
∫
A

ρ(x)dx ≤ −
∫
A

f(u(x))dx

isto é, ∫
A

f(u(x))dx ≤
∫
A

ρ(x)dx

o que contradiz (A.12). Portanto

f(u(x)) ≤ ρ(x) q.t.p. em Ω.
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Usando o raciocínio análogo teremos

ρ(x) ≤ f(u(x)) q.t.p. em Ω.

Assim, dado u ∈ W 1,−→p
0 (Ω) e ρ ∈ ∂Ψβ(u) concluímos que

ρ(x) ∈ [f(u(x)), f(u(x))] q.t.p. em Ω.

Provando assim o resultado. �

A.1 Funcional localmente lipschitziano e gradiente ge-

neralizado

De�nição A.1 Seja X um espaço de Banach e I : X −→ R. Dizemos que I é um

funcional localmente lipschitziano (Liploc(X,R)) se dado u ∈ X, existir uma vizinhança

V = Vu ⊂ X de u e uma constante K = Kv ≥ 0 tal que

|I(v1)− I(v2)| ≤ K‖v1 − v2‖, ∀ v1, v2 ∈ V. (A.16)

De�nição A.2 A Derivada Direcional Generalizada de um funcional I : X → R, em um

ponto u ∈ X na direção de v ∈ X, denotado por I◦(u, v) é de�nida por

I◦(u, v) = lim
h→0

sup
λ↓0

I(u+ h+ λv)− I(u+ h)

λ
, ∀ v ∈ X.

Consideremos as seguintes propriedades:

(i) A função I◦(u, .) : X → R é sub-aditiva e homogênea positiva,isto é,

I◦(u, v1 + v2) ≤ I◦(u, v1) + I◦(u, v2), ∀ v1, v2 ∈ X,

e

I◦(u, λv) = λI◦(u, v), ∀ v ∈ X e λ ≥ 0.

(ii) I◦(u, v) é um funcional convexo.

(iii) |I◦(u, v)| ≤ K(u)‖v‖, onde K(u) ≥ 0 satisfaz (A.16) e depende do conjunto aberto

V = Vu, para cada u ∈ X.

(iv) I◦(u, v) é uma função semi-contínua superiormente, isto é,

lim sup
(uj ,vj)→(u,v)

I◦(uj, vj) ≤ I◦(u, v),
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onde (uj, vj) ∈ X ×X.

(v) |I◦(u, v)− I◦(u, t)| ≤ K‖v− t‖, ∀ u, v, e t ∈ X, isto é, I◦(u; .) : X → R é uma função

lipschitz, com constante K.

(vi) (I +H)◦(u, v) ≤ I◦(u, v) +H◦(u, v) e I◦(u,−v) = (−I)◦(u, v) ∀ u, v ∈ X.

Agora, de�niremos o Gradiente generalizado de um funcional localmente Lipschitz.

De�nição A.3 Seja I ∈ Liploc(X,R). De�nimos o Gradiente generalizado de I no ponto

u ∈ X, e denotamos por ∂I(u), o subconjunto de X∗ dado por

∂I(u) =
{
f ∈ X∗; 〈f, v〉 ≤ I◦(u, v),∀v ∈ X

}
.

Desde que I◦(u, 0) = 0, segue-se que ∂I(u) = ∂I◦(u, 0).

Exemplo Seja I : R→ R dada por I(x) = |x|. Temos que I ∈ Liploc(X,R) e o gradiente

generalizado de I é

∂I(u) =


{-1}, se u < 0

[-1,1], se u = 0

{1}, se u > 0.

Lema A.2 (veja[63]) O Gradiente generalizado de um funcional (I ∈ Liploc(X,R)) é

sempre não vazio, isto é, ∂I(u) 6= ∅.

Lema A.3 (veja[63]) Dados u, v ∈ X tem-se, I◦(u, v) = max{〈f, v〉; f ∈ ∂I(u)}.

Proposição A.1 (veja[29], [31]) Seja f ∈ Liploc(X,R) então:

(P1) Para todo x ∈ X o conjunto ∂f(x) ⊂ X∗ é convexo e compacto na topologia fraca∗.

Além disso, para ξ ∈ ∂f(x) temos ‖ξ‖X∗ ≤ K(x).

(P2) Para cada f, g ∈ Liploc(H1
0 (Ω),R) e λ ∈ R tem-se que

∂(f + g)(x) ⊂ ∂f(x) + ∂g(x) e ∂(λf)(x) = λ∂f(x).

(P3) A função

∂f → P(X∗)

x→ ∂f(x).

é semi-contínua superiormente, isto é, para cada x0 ∈ X e ε > 0 dados, existe δ =

δ(x0, ε) > 0, tal que se ‖x− x0‖ < δ e ξ ∈ ∂f(x), existe ξ0 ∈ ∂f(x0) veri�cando

‖ξ − ξ0‖X∗ < ε,
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ou equivalentemente,

|〈ξ − ξ0, v〉|X∗ < ε, ∀ v ∈ X, com ‖v‖ ≤ 1.

(P4) Seja

∂f → P(X∗)

x→ ∂f(x).

A função ∂f é fechada fraco∗, isto é, se (xj, ξj)j∈N ⊂ X × X∗ é uma sequência tal que

ξ ∈ ∂f(x), lim
j→∞

xj = x ∈ X e lim
j→∞
〈ξj − ξ0, v〉 = 0, ∀ v ∈ X, então ξ0 ∈ ∂f(x).

(P5) O funcional x→ f(x) é semi-contínua inferiormente, isto é,

lim
x→x0

inf f(x) ≥ f(x0).

(P6) Sejam φ ∈ C1([0, 1], X) e f ∈ LipLoc(X,R). Então, a função h = f ◦ φ : [0, 1]→ R

é diferenciável q.t.p. em [0, 1] e

h
′
(t) ≤ max{〈ξ, φ′〉; ξ ∈ ∂f(φ(t))}, q.t.p. em [0, 1].

(P7) Se f é continuamente diferenciável a Fréchet numa vizinhança aberta de x ∈ X,

temos

∂f(x) = {f ′(x)}.

(P8) Se f ∈ C1(X,R) e g ∈ Liploc(X,R), então,

∂(f + g)(x) = ∂f(x) + ∂g(x).

(P9) Se f for convexa e contínua, então ∂f(u) = ∂(f ◦(u; .))(0);

Lema A.4 Para cada u ∈ X existe w ∈ ∂I(u) tal que

m(u) = min{‖w‖X∗ , w ∈ ∂I(u)}.

Demonstração: (veja [29], [63])

De�nição A.4 Uma sequência (un) ⊂ X é uma sequência Palais-Smale no nível c (P.S)c

quando

I(un)→ c e m(un)→ 0.
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De�nição A.5 Um funcional I ∈ Liploc(X,R) satisfaz a condição Palais-Smale no nível

c, se toda sequência (P.S)c possui uma subsequência fortemente convergente.

Teorema A.1 Seja X um espaço de Banach e I ∈ Liploc(X,R) veri�cando a condição

(PS) com I(0) = 0. Suponhamos que:

(i) Existem α, r > 0 tais que I(u) ≥ α > 0 para todo u ∈ X tal que ‖u‖ = r.

(ii) Existe e ∈ X tal que ‖e‖ > r e I(e) < 0.

Para

Γ = {γ ∈ C([0, 1], X) : γ(0) = 0, γ(1) = e}

de�na

0 < c = inf
γ∈Γ

max
0≤t≤1

I(γ(t)).

Então c ≥ α e c é valor crítico de I.

Demonstração:(veja [47])

Teorema A.2 Sejam V um espaço de Banach re�exivo com ‖.‖, e M ⊂ V um subcon-

junto fracamente fechado de V. Suponha E : M → R coercivo e fracamente semicontínuo

inferiormente em M com respeito a V. Então, E é limitado inferiormente, e atinge seu

infímo em M.

Demonstração:veja [65].
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Apêndice B

Resultados importantes

Neste apêndice enunciaremos os principais resultados utilizados nas demonstrações

desta tese.

No que segue-se temos as seguintes notações. X é um conjunto mensurável; µ é uma

medida em X; M+ é o conjunto das funções mensuráveis não-negativas em X.

De�nição B.1 (Veja [46]) De�nimos a parte positiva e negativa de uma função u por

u+ = max{u, 0} e u− = max{−u, 0}.

Temos u = u+ − u− e |u| = u+ + u−.

Lema B.1[Veja [46]] Seja u ∈ W 1(Ω), então u+, u−, |u| ∈ W 1(Ω)

∂u+

∂xi
=

 ∂u
∂xi
, se u > 0

0, se u ≤ 0.

∂u−

∂xi
=

 0, se u ≥ 0

∂u
∂xi
, se u < 0.

∂|u|
∂xi

=


∂u
∂xi
, se u > 0

0, se u = 0

− ∂u
∂xi
, se u < 0.

Teorema B.1 (Lema de Fatou) (veja[19]) Se fn pertence a M+, então∫
lim inf
n→+∞

fndµ ≤ lim inf
n→+∞

∫
fndµ.

Teorema B.2 (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue) (veja[19]) Seja fn uma

sequência de funções integráveis que convergem quase em todo ponto para uma função

mensurável f. Se existe uma função integrável g tal que

|fn| ≤ g,∀n ∈ N
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então f é integrável e ∫
fdµ = lim

∫
fndµ.

Teorema B.3 (Desigualdade de Hölder) (veja[19]) Sejam f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω), com

1 ≤ p < +∞ e 1
p

+ 1
q

= 1. Então,

fg ∈ L1(Ω) e ‖fg‖ ≤ ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω).

Teorema B.4 (Desigualdade de Minkowski) (veja[19]) Se f e h pertencem a Lp(Ω) p ≥

1, então f + h pertencem a Lp(Ω) e

‖f + g‖ ≤ ‖f‖p + ‖h‖q

Teorema B.5 (Teorema da Representação de Riesz) (veja[19]) Seja G : Lp(Ω)→ R um

funcional linear limitado, 1 < p < +∞. Então, existe uma função g ∈ Lq(Ω), onde

q = p
p−1

, tal que,

〈G, f〉 =

∫
Ω

fgdµ∀ f ∈ Lp(Ω).

Além disso, ‖G‖(Lp)′ = ‖g‖q.

Teorema B.6 (Teorema de Vainberg)(veja[19]) Sejam fn uma sequência de Lp(Ω) e f ∈

Lp(Ω), tais que

fn → f em Lp(Ω).

Então existe uma subsequência fnj de fn tal que

• fnj → f(x) q.t.p em Ω

• |fnj | ≤ h(x) q.t.p em Ω, ∀nj ∈ N, onde h ∈ Lp(Ω).

Teorema B.7 (veja[49]) Sejam 1 < p < +∞ e fn uma sequência limitada Lp(Ω) que

converge pontualmente para f , q.t.p em Ω. Então

fn ⇀ f em Lp(Ω).

Lema B.1 (veja[49]) Sejam 1 < p < +∞ e (fn) uma sequência limitada em Lp(Ω)e

‖f‖pp = lim
n→+∞

(‖fn‖pp − ‖f − fn‖pp).
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Analysis,13(1979)55-68.

[60] J. Rákosnik, Some remarks to anisotropic Sobolev space II. Beiträgezur,
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