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Resumo

Neste trabalho, estudamos resultados de existéncia de solugao positiva e de solugao nodal

para a seguinte classe de problemas elipticos :
—div(a(|VulP)|VulP2Vu) = f(u) em Q, u=0 sobre 0,

onde € é um dominio limitado do R com N >3 e 1 < p < N. As hipéteses sobre a funcao
a nos permitem estender o nosso resultado para uma grande classe de problemas e a funcao
f possui crescimento critico exponencial. As principais ferramentas utilizadas sao Métodos

Variacionais, Lema de Deformacao e Desigualdade de Trundinger-Moser.

Palavras-chave: Crescimento critico exponencial, Solu¢oes nodais, Métodos Variacionais,

Desigualdade de Trudinger-Moser.



Abstract

In this work, we studied results of existence of positive solution and nodal solution for

the following class of elliptic problems :
—div(a(|VulP)|VulP2Vu) = f(u) in Q, u=0 on 95,

where € is a bounded domain of RY with N > 3 and 1 < p < N. The hypotheses on
function a allow us to extend our result to a large class of problems and f is a function that
has exponential critical growth. The main tools used are Variational Methods, Deformation

Lemma, Inequalitie of Trundinger-Moser.

Keywords: Exponential critical growth, Nodal Solutions, Variable Methods and Trudinger-
Moser Inequality.
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Notacoes
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—: convergéncia fraca;

v = ooy

|A| é a medida de Lebesgue de um conjunto A;

/ f : denota / f(z) dx;

: par de dualidade.



Introducao

Neste trabalho, vamos estudar resultados de existéncia de solucao positiva e nodal para

a seguinte classe de problemas :

—div(a(|VulP)|VulP72Vu) = f(u) em €,
u = 0 sobre 0f),

(P)

onde 2 C RY é um dominio limitado e 1 < p < N. No Capitulo 1, estudaremos existéncia
de solucao positiva e no Capitulo 2 estudaremos existéncia de solucao nodal. No Capitulo 1,

as hipéteses sobre a funcao a : RT — R* sao :

(a1) A fungao a é de classe C! e existem constantes ki, ks, kg > 0 e ky > 0 tais que

N

ko + kot 7 < a(t) <ks+ ket 7, paratodo t> 0.

1 1
(ag) As fungoes t — a(tP)t?, —A(tP) — Na(tp)tp sdo convexas em (0, 00), onde
p

a(t?)

(a3) A funcado t — pri)

¢ nao-crescente para t > 0.

Como consequéncia imediata da hipdtese (a3) [Apéndice A], existe v > % tal que

~——a(t) para todo t > 0 (1)



A(t) > —a(t)t para todo t > 0. (2)

Ainda no capitulo 1 a fungao f : R — R é continua e satisfaz as seguintes hipdteses:

(f1) Existe ap > 0 tal que

ft)

t—+o0 exp(a|t|V/N-1)

=0 para a > ag

ft)

= exp(alt A T)

= +00 para o < Qp;

(f2) A fungao f satisfaz
St

t—o+ tP—1

(f3) Existe 6 > py tal que
0 <O0F(t) < f(t)t,
para todo ¢ > 0, onde 7 é a constante que aparece em (2);

f(t)

(f1) A fungdo t— py

¢ crescente em (0, +00).

(fs) Existem r > N, 7> 7% e d > 0 tais que

fit)y>rt"tv t>0;

onde

7—* o maX{l |:2N1 QPWCTNT(T — p)((Oéo + 5))N_1:| (T—P)/p}
) k2<9 — p’y)(r — N)proz%_l )

Cr = l]{flf Ir>

k3/ k4/ N 1/
I (u) = — VulPde + — Vul“de — - ul"dx
(w) p Q! | I Q! | . Q\ |



Ny = {u e Wy (@) \ {0} : I (u)u =0},

ay = Nw]l\{]_vl_l, onde wy_1 é a medida (N — 1)-dimensional da (N — 1) esfera.
O primeiro resultado estabelece a existéncia de solugao positiva para o caso subcritico,

ou seja, para ag = 0.

Teorema 0.1 Considere as hipdteses (ar) — (a3), (f1) com ag =0 e (f2) — (f4). Entao, o

problema (P) tem uma solugao positiva de energia minima.

O préximo resultado é de existéncia de solugao positiva para (P) considerando o caso critico,

ou seja, quando g > 0.

Teorema 0.2 Considere as hipdteses (ay) — (az), (f1) com ag > 0 e (f2) — (f5). Entdo, o

problema (P) tem uma solug¢ao positiva de energia minima.

No Capitulo 2, estudamos a existéncia de solu¢ao u de energia minima para (P), a qual

é nodal, isto é, u™ £ 0, u~ # 0 em €, onde
ut (z) :== max{u(z),0}, v (z):= min{u(z),0}

e u muda de sinal exatamente uma vez. Além disso, neste capitulo, a funcao f : R — R é de

classe C'! e a hipétse (f5) deve ser substituida pela seguinte hipdtese:

(f:) Existem r > N, 7> 7% e 0 > 0 tais que

sgn(t)f(t) = Tt~V t #0;

onde oy
* _ N—17(r—p)/p
T" = max{l, {21\719]97@]\77"(7" p) (a0 + 53\2_1 1 }’
ko (6 — py)(r — N)pray
c, =inf I,
e

M, = {u e WM (Q), uF #0: I'(uw)u* = 0}.



ay = Nw]l\,/]_vl_l, onde wy_; é a medida (N — 1)-dimensional da (N — 1) esfera.

Agora o resultado de existéncia é de solugao nodal para o problema (P) considerando o

caso subcritico, isto é, ag = 0.

Teorema 0.3 Suponha que a satisfaga (a1) — (a3) e f € CH(R,R) satisfaga (f1) com g =0
e (f2) — (f1). Entao, o problema (P) possui pelo menos uma solu¢ao nodal, o qual possui

exatamente dois dominios nodais.

O proximo resultado é de existéncia de solucao nodal para o caso critico, ou seja,

considerando aq > 0.

Teorema 0.4 Suponha que a fungdo a satisfaca (a1) — (a3) e que a funcao f satisfaca (f1)
com ag > 0 e (fa) — (ff). Entdo, o problema (P) possui pelo menos uma solu¢do nodal, o

qual possui exatamente dois dominios nodais.

Os teoremas acima podem ser aplicados para o seguinte modelo de nao linearidade :
f(t) = rt" rexp(agt™N ). (3)

Daremos alguns exemplos de funcao a para ilustrar o grau de generalidade da classe de

problemas que estamos estudando.

N—
Exemplo 0.1 Considerando a(t) = tTp, temos que a funcdo a satisfaz as hipoteses
(a1) — (ag) com ky = ks = 0 e ko = ky = 1. Portanto, os teoremas acima sao vdlidos

para o problema
(nL) —Ayu = f(u) em Q.

N—
Exemplo 0.2 Considerando a(t) = 1 + tTp, temos que a funcao a satisfaz as hipoteses
(a1) — (az) com ky = ky = k3 = ky = 1. Portanto, os teoremas acima sao vdlidos para o

problema

(pnL) —Apu — Ayu = f(u) em .



Em particular, o problema (pnL) vem de um sistema de reacao-difusao do tipo
up = div[D(u)Vu] + c(z, u), (4)

onde D(u) = (|Vu[P~2 + |Vu|¥=2). Este sistema tem uma ampla gama de aplicagoes em
fisica e ciéncias relacionadas, tais como biofisica, fisica de plasma e em quimica. Em tais
aplicagoes, a fungdo u descreve a concentragdo, o primeiro termo do lado direito de (4)
corresponde a difusao com um coeficiente de difusdo D(u); enquanto o segundo é a reagao e
relaciona processos de ganho e perda. Tipicamente, em aplicacoes quimicas e biolégicas, o
termo de reagao c(z,u) é um polindémio de u com coeficientes variaveis (veja [21], [41], [42],

[46], [66]).

Vamos apresentar outros exemplos que também sao interessantes do ponto de vista

matematico.

Exemplo 0.3 Considerando a(t) = 1+ ——, temos que a funcdo a satisfaz as hipdteses
(1+t) P
(a1) — (a3) com ky =1, ke =0, ks =2 e ky = 0. Portanto, os teoremas acima sio vdlidos

para o problema
|VuP~2Vu

—div (]Vu|p_2Vu + — ): f(u) em €.
(14 |Vulp) »

N-—p
Exemplo 0.4 Considerando a(t) = 1+t » + —L— temos que a funcdo a satisfaz as
(1+t) 7
hipdteses (a1) — (a3) com ky = ko = ks = 1, e ky = 2. Portanto, os teoremas acima sao

validos para o problema
|Vu[P~2Vu

—Ayu— Ayu— diw ( — >: f(u) em Q.
(14 |Vulr)

Neste primeiro momento vamos comentar sobre alguns trabalhos que estao relacionados com
os resultados do Capitulo 1.

Problemas eliticos do tipo (nL) e com nao linearidades f como em (3) tem sido estudadas
por muitos autores em dominios limitados ou em RY veja [3], [4], [6], [18], [28], [37], [40],

[54], [57], [61] e suas referéncias. Para o caso N = 2, veja [7], [25], [58] e suas referéncias.



O Problema (pnL) em dominio limitado foi estudado em [8], [30] e [52]. Em [8] os
autores provaram existéncia e comportamento assintético de solugoes de equagoes eliticas
quasilineares com dependéncia do gradiente. Em [30] os autores trataram a existéncia de
solugbes positivas e um Principio de Comparagao. Em [52] os autores provaram um resultado
de multiplicidade de solugoes usando um método variacional refinado baseado na Teoria de

Pontos Criticos e Teoria de Morse.

O Problema (pnL) tem sido estudado em todo o RY somente com nao linearidades com
crescimento polinomial. Em [5] foi considerado uma nao linearidade que pode ser subcritica
no infinito e supercritica na origem e potenciais que podem se anular no infinito. Os autores
em [12] provaram existéncia e multiplicidade de solug¢oes usando o Teorema do Passo da
Montanha. Em [16] foi considerado uma nao linearidade que ndo satisfaz a condigao de
Ambrosetti-Rabinowitz. Em [17] os autores estudaram a versao critica de [16]. Em [30] foi
provado existéncia de solucao com N = ¢ e nao linearidade com crescimento polinomial e

dependendo do gradiente da solucao.

O caso com uma fungao geral a e em dominio limitado foi estudado em [10] e [11]. Em
[10] foi estudado problemas de autovalores e em [11] foi provado existéncia de solu¢ao nodal.
Em [9] foi considerado existéncia de solugao nodal em todo o RY. Nos trés casos, a nao

linearidade tem crescimento polinomial subcritico.

Agora vamos listar o que pensamos ser as principais contribuicoes dos resultados que

estao no Capitulo 1.

1) Para o problema (pnL) e para o caso geral de fungao a, os autores nao consideraram a

nao linearidade com crescimento exponencial.

2) As hipéteses sobre a fungao a sao satisfeitas por uma classe de operadores que incluem

mas nao se restringem aos casos Ayu e Ayu + Aju.

3) Na prova de alguns lemas, usamos diferentes argumentos daqueles encontrados em [3],
[4], [6], [7], [18], [25], [28], [37], [40], [54], [57], [58], [61], uma vez que o operador nao é

homogeéneo e nem linear.



4) A falta de homogeneidade do operador e a falta de regularidade da néo linearidade néo
permitiram o uso do Teorema dos Multiplicadores de Lagrange. Entao, no Capitulo 1,

nos usamos um Lema de Deformacao.

Agora vamos comentar sobre alguns trabalhos que estao relacionados com os resultados
do Capitulo 2.

Nos tltimos anos, muitos autores mostraram resultados de existéncia ou multiplicidade
de solugoes nodais para problemas eliticos. Veja por exemplo uma lista de artigos publicados
nos ultimos dois anos e as referéncias neles contidas: [9], [11], [19], [20], [22], [23], [24], [26],
[27], [31], [33], [34], [39], [43], [47], [48], [49] [53], [55], [56], [59], [60], [63], [64].

Entretanto, quando a equacao tem crescimento exponencial, existem poucos trabalhos
sobre solugbes nodais. Em [2] os autores mostraram existéncia e concentragao de solugdes

nodais para o problema
—EAu+V(r)u= f(u) em Q, (5)

onde 2 é um dominio no RY ndao necessariamente limitado. A versdo de (5) com € = 1 e
Q = R? foi estudado em [1]. Em [24] foi estudado a versao de (5) com um termo de Hénon.
A versao de (5) com o operador de Kirchhoff foi estudado em [6]. Em todos esses trabalhos
as solucoes eram do tipo nodal e a nao linearidade com crescimento exponencial.

Para esta classe de problemas quasilineares existem poucos resultados de existéncia de
solugbes nodais. Em dominio limitado a existéncia de solugao nodal foi estudado em [9] e em
RY foi estudado em [11] e [45]. Em todos esses trabalhos as nao linearidades eram do tipo
polinomial.

Agora vamos listar o que pensamos ser as principais contribuicoes dos resultados que

estao no Capitulo 2.

1) Para o caso geral de fungao a, os autores de [9], [11] e [45] ndo consideraram a nao

linearidade com crescimento exponencial

2) Desde que o operador nao é homogéneo e nem linear, algumas estimativas delicadas

foram necesarias.



3) A falta de regularidade da fungdo u — u™ ndo permitiu o uso do Teorema dos
Multiplicadores de Lagrange. Entao, no Capitulo 2, novamente usamos um Lema de

Deformacao.

Este trabalho, além dos Capitulos 1 e 2, possui dois apéndices. Nestes apéndices,
enunciamos alguns resultados importantes utilizados ao longo deste trabalho e indicamos
as referéncias para as consultas das demonstragoes.

Para uma melhor organizacao e compreensao para o leitor, enunciaremos novamente, em

cada capitulo, os principais resultados e as hipdteses sobre as fungoes a e f.



Capitulo

1

Existencia de solucoes positivas para uma
classe de problemas elipticos quasilineares
com crescimento exponencial em dominio

limitado.

Neste capitulo, estudamos existéncia de solucoes positivas de energia minima para o

problema

) —div(a(|Vul")|[VulP2Vu) = f(u) em Q,
1
u = 0, sobre 0f),

onde 2 C RV é um dominio limitado e 1 < p < N. As hipdteses sobre a funcio a sao:

a1) A fungio a é de classe C! e existem constantes ky, ks, kg > 0 e ko > 0 tais que
N-p N-—p
ki + kot 7 < a(t) < ks+ kgt » , paratodo t> 0.

1
az) As fungoes t — a(tP)t?, —A(t?) — —a(t?)t* sao convexas em (0, 00), onde
p

10



a(tP)
t+(N=p)

as) A funcao tr—— é nao crescente para todo t > 0.

Como consequéncia imediata de (as)[Apéndice A] temos que

N-—p

a (bt <
p

a(t), Vt>0
e ainda, existe uma constante real v > % tal que

A(t) > —a(t)t, para t>0.

=

As hipéteses sobre a funcao f : R — R continua sao:

f1) Existe ag > 0 tal que

t
lim f()N =0 para a > ag
7% exp(aft|¥T)
e
t
lim 1) v— = +00 para o < qy;
70 exp(alt|¥T)
f2) A fungao f verifica o limite
t
lim & =0.
t—0+ tP~1

f3) Existe 6 > py tal que

0<OF(t) < f(t)t, ¥V t>0

S
em que 7 é a mesma constante que aparece como consequéncia de az) e F(s) = / f(t)de.
0

t
1) A funcao /() é crescente em (0, 00).
t(N-1)

f5) Existem r > N, 7> 7% ¢ § > 0 tais que

f)y=7rt""1 v >0,

11



onde

. [QN_19pfycrNr(r —p)(ap + 5)N_1] 5
7" :=max < 1, N1 ,
ko (0 — py)(r — N)pTO‘N

CTZZKg]ﬂ

S fwepde [ wuaa=C |

I (u) = — VulPde + — Vul“Vdx — — ul"dx

) =2 [ (Fupdz+ 5 [ (upar -+ [
e

N, = {u eWy™N(Q) e u#0: ];(u)u:()}.
Os principais resultados deste capitulo sao descritos abaixo.

Teorema 1.1 (Subcritico) Assumindo as condigoes (ay)—(as), (f1) com ag =0 e (f2)—(f1),

o problema (Py) tem solugdo positiva com energia minima.

Teorema 1.2 (Critico) Assumindo as condig¢oes (a1) — (az), (f1) com ag >0 e (f2) — (f5),

o problema (Py) tem solugao positiva com energia minima.

Note que pela hipétese (f1), para a > ag e dado € > 0, existe [ > 0 tal que

(t)] < € exp(at™1),

para todo t > [. Em particular,

()] < ——t77 exp(at™T) (1.1)

[N—1

o que implica que

|F(t)] < — exp(at¥1), (1.2)

[~=1

para todo t > [.

12



Além disso de (f2), existe 69 > 0 tal que

[f(O)] < et (1.3)

F(t)| < éew (1.4)

para todo 0 < t < dp. Consequentemente, usando (1.1),(1.2), (1.3) e (1.4), existe C, > 0 tal

que

/f(u)udarge/ |u|pd:t+C’e/ |u|qexp(a|u|%)d:ﬁ (1.5)
Q Q Q

/F(u)dwﬁ E/ |u|pdx+C~'€/ |u|qexp(a|u|%)dx, (1.6)
Q D Ja Q

para todo u € WOI’N(Q) e para todo ¢ > 0, em particular para ¢ > N.

Note que, pela hipétese (a1) segue que A(tP) < kst? + kytV, para t > 0. O funcional
I: WM (Q) — R associado ao problema (P;) é dado por

I(u) = 1/QA<|vu\p>dx—/F(u)dx

p Q

é de classe C' e

I'(u)é = / o(|Vul?) [Vl 2VuV i — / f(w)ds,

para todo u, ¢ € Wy (Q). Portanto, pontos criticos de I siio solucoes fracas de (P;). A variedade

de Nehari associado ao funcional I é dada por
N = {uEW(}’N(Q) e u#O:J(u):O},

13



onde J(u) = I'(u)u para todo u € W,V (Q). Desde que estamos procurando solucoes
positivas, consideremos f(t) = 0 para todo t < 0.

No que segue, estabeleceremos alguns resultados necessarios para demonstrar os dois
teoremas deste capitulo. No préximo resultado provamos que AN é nao vazia e que I restrito

a N é limitado inferiormente.

Lema 1.1 Para cada v € Wy'™ (), u # 0, existe um tnico t > 0 tal que tu € N. Além

disso, I(u) > 0 para cada u € N

Demonstragao: Dado u € W, (Q), u # 0, considere ,(t) = I(tu) para t > 0. Ento

tu € N se, e somente se 7, (t) = 0. Note que da definicdo de 7, e usando (a;) segue que,

Yult) = I(tu)
- /A |Vtu|p)dx—/F(tu)d

> /|Vt |pd1:+—/\Vtu|Ndx—/ F(tu)dz.

Usando (1.6) vem que
kl kQ N
— |Vtu|pd:c + 5 |Vtu] dr — F(tu)da:

—tp/ \VulPdx + tN/ \VulNdx — tp/ \uypdx—atq/ |u|%exp(altu| 1) dz
Q Q

= —tp/ VulPdz + 2V N - -tp/ ]u|pdz—atq/ |u|exp(altu| 1) dx
p Q N p Q Q

v

Yu(t)

v

Desde que 1 < p < N e da Desigualdade de Poincaré existe C' > 0 tal que

k 1 ~

a(t) > 2Vl + =k — eC)tp/ \VulPdx — cetq/ |u|%exp(altu| 1) dz
N p Q Q

Considerando € > 0 de tal modo que (k1 — eC') > 0, temos

k N
Yalt) > NthHuHN—Cetq/glu\qexp(a]tu\NN—l)dx. (1.7)
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Da desiguladade de Holder para s,s’ > 1 e s proximo de 1, segue que

1 1
/ |u\qexp(a|tu\%)d:c < (/ |u]q5/d:c)‘ (/ exp(sa|tu|NN1)dx)
Q 0 0

_ (/ e dx) /exp(saHtuHNNl (ﬂ) Vx|

e escolhendo t; > 0 suficientemente pequeno tal que
N
as||tiu]| VT < ay,

pelo Teorema A.1 (Apéndice A), encontramos

N N-1
sup /exp(saHtluHN—l (—) Ydo < M
0 [l

{4 11=1

Retornando em (1.7) temos
Ko ny N A as' S
W) 2 gt lull® =Gt | [ Jul®de ) M.
Q
Entao
w(t) = Dity — Datf,
para alguns Dy, Dy > 0. Assim, desde que ¢ > N segue que
Yu(t) > 0, paratodo 0 <t <t.
Por outro lado, por (f3), existe d > 0 tal que

F(t) > dt’, para t suficientemente grande.

15



Da definicao de ~, e por (aq)

Yu(t) = I(tu)
! Pydx — w)dzx
_ —/QA(|Vtu| d /F(t \d

p

Q
< @tp/|Vu|pdm—|—@t]v/|Vu|Ndx—t9d/|u|9dx.
p Q N Q Q

Assim,

Yu(t) ks Ky N 0N 0
N < PR Q|Vu|pdx—|—ﬁ||u|| -t Q|u| dx.

Como 1l <p< N ef >N, temos

Yu(t)
tN

— —00, se t — +00

e consequentemente

Yu(t) = —00, se t — +oo.

Entao, existe t(u) > 0 tal que

Yu(t(u)) = max Yu(t)-

Portanto 7, (t(u)) = 0, ou seja, I' (t(u)u)u = 0, mostrando que t(u)u € N.

Agora mostremos a unicidade. Da definicao de +,, segue que

i = o [ (AT 0.
— tN1/ (G(IVtu|p)|Vu|N_ f(tuzluN> dr.
Q

Vtu[N— (tu)V

a(|Viul) fltu) N
|Viu|N-r

(tu)N-1 u
Yu_ (1)

crescente, portanto 3=t ¢ decrescente. Entao nao existe outro ¢ > 0 tal que tu € N.

é

Por (a3) temos que |Vu[" é ndo crescente e por (f;) temos que

Em particular ¢(u) é um ponto méximo global de =, e v,(t(u)) > 0. Note que se u € N,

entao I(u) > 0. O

O préximo resultado mostra que sequéncias em N nao convergem para 0.

16



Lema 1.2 FExiste uma constante D > 0 tal que

0<D<|ull, YueN.

Demonstragao: Vamos supor, por contradi¢ao, que existe (u,) C N tal que
u, =0 em WM (Q).

Desde que u, € N,

/a(|Vun|p)|Vun|pdm:/f(un)undm.
Q Q

Por (1.5) segue que

/a(yvun\p)yvunmx < e/ \un\pdx—i—CE/ | | exp(t|ty | 7T )da.
Q Q Q

Por (a;) temos que,

k:l/|Vun|pdx+k‘2||un||N < /a(|Vun|p)|Vun|pd:E
0 e

< e/|un]pd:z:+C€/|un]lep(Oé\Un\NNl)d$-
Q Q

Como 1 < p < N e da Desigualdade de Poincaré existe C' > 0 tal que
kl/Q\Vun|pdx+k2HunHN < eC/Q |Vun\pdx+CE/Q\un\qexp(a|un|NN1)d:c.
Logo,
Follunl|™ + (y — eC)/Q\VunV’da: < CC/Q g [Zexp (| 71 ).
Considerando € > 0, de modo que (k; — eC') > 0, segue que

kol |Y < Ce/ iy [Texp (] 7T ).
(9]
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Da desigualdade de Holder para s, s > 1, para s préximo de 1, temos que

tallell® < C. [ funlrexplaun )

C. (/ \un|qsld:c) ) </ exp(sa!un|NNl)da:> S
0 Q

1

qs' o [ |y -1 :
= Ce ‘unl dx eXp<5a||un||N71 )dl’ :

Como u,, — 0 em W&’N(Q), segue que existe ng € N tal que para todo n > ny,

IA

N—-1

a{ A
Juall < (52)

as

Sendo assim, usando Teorema A.1 (Apéndice A), segue-se

1
S

Ballual¥ < C. ( / |un|qs’d:v)s Mt (18)
Q

Como Wy ™ (Q) esta imerso continuamente em L% (Q), existe C' > 0 tal que

ko ||un||¥ < Co(M)3Cu|9,
ou seja,
k
< gV
C.C(M)s

Como ¢ > N, néo podemos ter u, — 0 em W, (Q), o que conclui a nossa demonstracio.

O

Definimos ¢ = ijr\1ff I e no préximo resultado provaremos que sequéncias minimizantes sao

limitadas.

Lema 1.3 Se (u,) C N € uma sequéncia minimizante para c, entao (u,) € limitada.

18



Demonstragao: Desde que I(u,) — ¢ e I' (u,)u, = 0, segue que

cton(l) = z<un)—$1’<un)un

_ I /Q A(|Vup|P)dz — / F(un)dx—g /Q a(lvunlp)lvunlpdﬁé /Q S (un)undz.

b Q

Por (a3) temos que

1 1 1
cto,(1) > —/a(|Vun|p)|Vun|pdx—/ F(un)dx——/a(|Vun|p)|Vun|pdx—|——/f(un)undx.
Py Ja 0 0 Ja 0 Ja

Assim,

¢+ on(l) > (i - %) /Qa(|Vun|p)|Vun|pdx +/Q [%f(un)un - F(un)] da.

Por (f3), obtemos

cton(l) > (}%—é)/Qa(|Vun|p)|Vun|pdx+/Q [%f(un)un—F(un)} da

a(|Vu,|P)|Vu,|Pdz.

<o
<|H
|
|
N———
S~

Agora, usando (a;), temos

1 1
cto,(l) > (——= /a Vu,|?)|Vu,|Pdx
W = (o-5) [alvarive

1 1
(———) {kl/ \Vun|pd:17+k‘2/ ]Vun\Nd:U}
py 0 Q Q
1 1 1 1
= (— — —) kl/ \Vun]pda: + <_ - —) kQHUnHN
py 0 Q py 0

Desde que 6 > py vem que

1 1 1 1
c+o,(1) > —— = k/Vunpdx+(———>k up ||V
(1) (m 9)191 et (o= 5 ) ol
1 1
— — =) Esl|un ||V
<p7 @) e

v
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Portanto

¢+ o,(1)
¥ < <0l
0

7
1

k(% - 3)
o que conclui que (u,,) é limitada. O

Agora mostraremos que se u é ponto critico de I restrito a N, entao u é ponto critico de
I em todo espaco.
Lema 1.4 Se ug € N € tal que

I = min /[
(uo) min

Entio I (ug) = 0.

Demonstracao: Vamos supor, por contradicio, que I (ug) # 0.

Desde que I é de classe C', em particular I' é continuo, entdo existem k, A > 0 tais que
|1 (u)HW&,N(Q) >\, Yu € By(up).

Vamos denotar £ = [1 — % 14 %] C R e definimos g : £ — Wy N (Q) por g(t) = tus. Note

que, pelo Lema 1.1, segue que

c = I(up)
= eI (tu)
= maxI(g())
> I(g(t), vV t=0.

Da defini¢ao de g, a igualdade ocorre somente para t = 1. Entao I(g(t)) <e¢, V t# 1.

Em particular,

20



C—C
Fazendo ¢p = 5 ,a:%eéz

k

< min €% &
‘ 2 16

e existe um homeomorfismo, 7 : Wy ™V (Q) — Wy (Q) tal que
i) n(u) =u,Yu & I ([c — €, c + €)) N By(uo);

it) n (ICJr€ N Bj (U(])) C Io_¢

i) I(n(u) <I(u), ¥V ueWNQ).

Vamos definir, agora, b : E — Wy (Q) por,

e as funcgoes 19,91 : E — R por

Po(t) = 1 (tug)ug

du(t) = ST (h(1))(R(t)).

Por (7), temos

21
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Entao

wo(t) = I/ (tuo)uo

S ()}

Segue da teoria do grau que d(¢g, F,0) = 1 e pela igualdade vista anteriormente, temos que

d(¢1, E,0) = 1. Entao, existe t € F tal que h(t) € N e ainda
c= H}\ifnf < I(h(t)).

Isto implica

Note que g é continua em FE, ou seja, g é continua em 1. Na definicao de continuidade,

tomando € = £ segue que g(t) € Bg(uo). Por outro lado, I(g(t)) < ¢ < ¢+ e. Portanto,

g(t) € Iy N B (up) e por (i7) temos 1(g(t)) C L., isto é,
mas

c<I(h(t)) <c—e,

o que é um absurdo.
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1.1 Demonstracao do Teorema 1.1

Lema 1.5 Se (u,) C N € uma sequéncia minimizante para ¢, entao

Aﬂ%mwwﬁéﬂmwx

AF@M%%AF@M.

Demonstragdo: Vamos mostrar a primeira convergéncia. Desde que a sequéncia (u,,) C N

¢ minimizante para c, segue do Lema 1.3 existe M; > 0 tal que
|unl| < My, ¥V n €N (1.10)

A menos de subsequéncia,

U, —u em Wy (Q),

das imersoes compactas temos
u, — u em LP(Q), 1<p<N,

entao

un(z) = u(z) q.t.p. em Q.

Da continuidade de f, segue que

fun(@))un(z) = fu(z))u(z) q.t.p. em Q.
Agora, é suficiente provarmos que existe g : R — R, tal que

|f(un>un‘ Sg(un)av n ENa
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onde (g(uy,)) é convergente em L!(Q). Pela desigualdade (1.5) temos que
F (U (2))tn (7)) < €lunz]? + Celun ()| %exp(au, ()N, q.t.p. em Q.
Definimos

9(n(2)) := elun (@) + Cclun(x)|exp(afun(z)] V).

/\un|pd:€—>/|u|pdaz,
0 0

. / s
considerando s,s > 1 tal que % + Sl, =1, com s préximo de 1, segue que

Como

lun]? = |ul?, em L* (Q).

Note que

/Qexp <as|un(w)|%)d:c - /

exp< s Il n(x)w_l) .
LS

o)

= [ exp [ aslu] ¥ ('“”(‘”)') i
. el

Por (1.10), temos

x N { fun() y) N
@) ) da < M, ¥ de.
/Qexp <a5|u ()| ) $_/Qexp (ozs 1 ( T x

Fazendo 0 = ag < @« = —*—, vem que
2M; N—1

/Qexp (as|un( )|NL) dr < /Qexp <aN (%)NN) dz.

24
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Usando o Teorema A.1 do Apéndice A, temos
/Qexp (as]un(a:)\%> < M.

Como

exp (afu, (2) V1) = exp (afu(@)|VN ) qtp. em €,
usando Teorema A.4(Apéndice A) e (1.11) temos que

/ |un|%exp (alu, NN ) de — /Q u|?exp (alu/NN 1) dz,

Q

entao

/Qg(un)d:v — E/Q |uPdx + C. /Q |u|?exp (a]u\N/N_l) dx.

Dos Teoremas A.3 e A.4 (Apéndice A) segue que
/ f(up)upde — / f(u)udz.
Q Q

A demonstragao de que / F(u,)dx — / F(u)dx segue os mesmos passos.
Q Q

Lema 1.6 Eziste vy € Wy () tal que I(vy) = c.

Demonstracgao: Seja (u,) C N uma sequéncia minimizante para c¢. Pelo Lema 1.3, (u,,) é

limitada em A e, a menos de subsequéncia, temos

u, — ug em Wy (Q).

Afirmamos que ug # 0. De fato, caso ug = 0, usando o fato de (u,) C N temos I' (uy,)uy,

ou seja,

/a(|Vun|p)|Vun|pdx:/f(un)undx.
Q Q

25



Note que por (a;), temos

Eollun ¥ < kl/Q|Vun|pd:U+k2/Q]Vun\Ndx

IA

/ o[V |?) | Vup [Pde
Q

e por (1.12)
ollul|Y < /Q £ () ndl.
Pelo Lema 1.5 e usando o fato de supomos ug = 0 segue que
lunll =0 em Wy (9),

o que contradiz o Lema 1.2.

Entao ug # 0 e pelo Lema 1.1, existe tnico to > 0 tal que
Vo = to’LL() € N

Note que

c = infl
N
< I(vo)
_ E/A(\wdp)dx—/F(vo)dx
P Ja 9)
PJa 0

Desde que u,, — ugy segue que tou,, — toug = vg, por (az) e Lema 1.5

1
c < —/A(]Vt0u0|p)dx—/F(touo)dx
b Ja Q

1

Jim inf = / A(|Vtgun|P)dz — lim / Fltow,)dz
P Ja Q

= liminf I (tguy,).

IN
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Do Lema 1.1, mostramos em particular que se u € N, entao I(u) = max I(tu). Assim,

o
IN

I(vo)
< liminf I (tou,)

< liminf I(u,)

)

mostrando que I(vy) = ¢. Agora iremos demonstrar o Teorema 1.1.

Demonstracao: Pelo Lema anterior, temos que existe vy € N tal que
c= I(vy) =min [.
(t0) =

Entao, pelo Lema 1.4 segue que

’

I (vg) =0,

ou seja, vy é solugao fraca de (P,) com energia minima. Por [42], vy € C1(9).

Nos resta mostrar que vy é positiva. Desde que vy é solucao fraca de (P;), segue que
/ a(|Vvol?) Vo |P2VugVudz = / fvo)udz, ¥ ue WM (Q).
Q Q
Fazendo u = v, segue que

/mw%mwmpwmwwm:/f%wwx
Q Q

Usando o fato de supp(v™) e supp(v™)serem disjuntos, temos

/MW%WW%Ww:/ﬂ%WWx
Q Q

e desde que f(vy )y, =0,

Q/MN%WN%PM:O
Q
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Por (a1) e supp(v¥) serem disjuntos,

0 = /a(\Vvo|p)]Vvo_]pdw
Q

> k1/|VvO\pdx+k2/|Vv0\Ndx
Q Q

> kollog I

Assim, v, = 0. Entao
por [62, Teorema 3.3|, segue que v > 0. O

1.2 Demonstracao do Teorema 1.2

Agora para demonstrarmos o Teorema 1.2. Além dos lemas ja demonstrados até aqui,

precisaremos de outros resultados. Consideremos o seguinte problema auxiliar :

—ksApu — ksAyu = [u]"?u em ©Q,

(Fr) N
S WO7 (Q)v

onde r é a constante da hipdtese (f5). O funcional associado ao problema (F,) é dado por

k;g/ k4/ N 1/
I.(u) = — VulPde + — Vul“de — — ul"dx
) == [ [Vupde+ 3 | [wultde = [ fu

e a variedade de Nehari é definida por
N, = {u eWy™N(Q) e u#0: I;(u)u:()}.

Desde que 7 > N, segue Wy () < L"(Q) e por [32, Corolario 2.1], existe w, € Wy (Q)

tal que

I(w,) =¢ ,I.(w,)=0

T
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onde

r—N
cr > /\wr|rd:ﬂ,
rN  Jq

ec = ij\r}f I.. O préximo resultado nos da uma estimativa para ¢ = i/I\lff 1

Lema 1.7 O wvalor ¢ = i}\lff I satisfaz

¢ Nr(r —p)
- (r — N)prTP/(T—P) ’

Demonstragao: Note que por (a;), temos

/ o[V )|V, [Pz < Fs / YV, Pdz + ks / YV, [Nz
Q Q Q

Como I, (w,)w, = 0, obtemos

k3/|Vwr|pdx+k’4/\VwT]Nda::/|wT|rd$.
Q Q Q

Logo

/ o[V, ) [V [Pz < / o, .
Q Q

De (f5) temos que

1
/|w,,|rdx§ —/f(w,,)wrdx.
Q T Ja

Entao,

1
/a(|VwT|p)|Vw,,«|pda:§ —/f(wr)wde.
Q T

Q

Como 7 > 1, segue que

/a(|VwT|p)|Vwr|pdx§/f(wr)wde.
Q Q
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Por (1.15) temos que

’

I (w)w, <0.
Entéo, existe 8 € (0,1) tal que fw, € N. Pela definigao de ¢

¢ = inf/
N

< I(Bw)
1

= = [ AQvsw e = [ P

Por (a1) vem que

7

e < ! A(|Vﬁwr|p)dx—/F(Bwr)dx

235%/ \Vw, [Pdz + k“gN/ Vw |Ndx—/F(5w )dz
P Ja ' N Jg ' 9) '

e (fs) e da definigao de F, temos que

/Q (Bw,)dz >

IN

|"dzx.

Entao

"dx.

p N
< ks / \Vw, [Pdx + kaf / |Vw, |Ndx — g
D Ja N Ja

Usando o fato de 5 € (0,1) e 1 < p < N, segue que

P T
c < i |:k'3/ |VwT|pdx+k:4/ |Vwr|Ndx} _b T/ |w,|"dz.
p Q Q rJa

Por (1.14) temos

|"dx

c < / |
NN,
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Usando (1.13), temos

¢ < [6— _TP } / lw,|"dx
p r Q
< ﬁ B 76" | ¢.Nr
- P r |r—N
[sp TST:| ¢ N1
< max |— — .
s20 | p r|r—N
Calculando o maximo, obtemos
sP 15" r—op
max | — — = .
>0 | p r prrp/(r=p)
Portanto,
{sp 7'3”1 ¢ N1
¢ < max|— —
>0 | p r |r—N
CTNT(T - p)

('r — N)per/(T_p) ’

Lema 1.8 Se (u,) C N sequéncia minimizante para c, entio

lim sup |[|u, N/N-1 < a—N.

Demonstracao: Usando (1.9), temos

N ctpy
U, < ——— +0,(1).
€ s o)
Pelo Lema 1.7,
I HN < Opy ¢ Nr(r—p)

ko (0 — py) (r — N)prre/r=r)

31
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Como 7 > 7" em (f5), segue que

Jua ¥ < [QO‘—N)} ),

Portanto

N/N-1 an
Unp S = T On 1 )
i a5 T on)
o que implica

lim sup [|uy, NIN=1 < a—N.

Lema 1.9 Se (u,) C N € sequéncia minimizante para ¢, entao

/Qf(un)undx%/gf(u)udaz

LF@MW%LFMM.

Demonstracao: Agora, iremos mostrar que

LF@Mw»Ame,

visto que / fup)upde — / f(u)udx segue os mesmos passos. Pelo Lema 1.8 a menos de
Q Q
subsequeéncia temos

up(z) = u(zr) q.t.p. em Q.

Pela continuidade de F', temos que

F(uy(z)) = F(u(z)) q.t.p. em €.
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Usando os mesmos argumentos do Lema 1.5, é suficiente provar que existe
h:R — R tal que

[ (un)| < hlun),

com (h(u,)) convergente em L'(2). Por (1.6), segue que

Fln()) £ SJun(0) + o)l Pexplain ()| 7).
Definimos

(@) 1= () -+ Clun()]exp(afua(r)| 77).

Note que

/|un|pdx—>/|u|pdx.
Q Q

Considere s,s > 1 tal que % + si, =1, com s préoximo de 1. Segue que

|un|? = |u|? em L (Q).

Veja que

N
N-1

/eXP <@S|Un($)|N1i1>dx = /exp ozsmmn(xﬂﬁ dx
“ e [t [| 7=

= /eXp &sHunH% (M) ) da
0 [

Por (1.16) temos,

/Qexp (OZS|U7L(1’>|%> dx < /Qexp (osz(aCj]i %) ('?Z(jﬁl) NNl) dz.
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Fazendo a = ag + 9, segue que

/Qexp (oz8|un(:c)|%> dr < /Qexp (OzN (|1ﬁ2ﬁ)|)]&> dz.

Usando o Teorema A.1(Apéndice A), entao

/ exp <a5|un(m)|%> dx < M.
Q
Como

|N/N—1) |N/N—1)

exp (a|un(z) — exp (a|u(z) q.t.p em £,

usando o Teorema A.4 (Apéndice A) e (1.17) temos que
/ |, |Texp (a|un|N/N_1) dr — / |u|%exp (a|u|N/N_1) dz.
Q 0

Entao

/h(un)d:v—> f/ |u|pdx+06/ [u|%exp (afuNN ) da,
Q P Ja Q

e pelos Teoremas A.3 e A.4 (Apéndice A) segue que

/Q F(uy)dz — /Q F(u)dz.

Lema 1.10 Eziste vy € Wy (Q) tal que I(vo) = c.

Demonstracao: Basta seguir os mesmos passos da demonstracao do Lema 1.6, usando

agora o LLema 1.9 no lugar do Lema 1.5.

Agora iremos demonstrar o Teorema 1.2.
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Demonstragao: Pelo Lema 1.10, temos que existe vy € N tal que
=1 = min /.
¢ = I(vp) min

Entdo, pelo Lema 1.4 segue que I'(vg) = 0, ou seja, vy é solucio fraca de (P,) com energia
minima. Por [42], vy € C*(Q).

Nos resta mostrar que vy é positiva. Desde que v, é solugao fraca de (Py), segue que
/Qa(|Vv0|p)|va|p_2VUOVudx = /Qf(vo)udx, Voue Wy (Q).
Fazendo u = v, segue que
/Qa(|VUO|p)|Vvo|p_2VU0Vvo_dx = /Qf(vo)vo_da:.
Usando o fato de supp(v™) e supp(v™)serem disjuntos, temos
v pae = [ ;)0 s
Q Q
e desde que f(vy)v, =0,
/Qa(|Vvo|p)|VvO_|pdx = 0.
Por (a;) e supp(v*) serem disjuntos,

0 = /a(|VU0|p)|Vv0_|pdx
Q

v

kl/ \Vvo‘\pdeer/ Vg |Nda
Q Q

> kg [V

Assim, v, = 0. Entao

v=uvg >0,

por [62, Teorema 3.3], segue que v > 0. a
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Capitulo

2

Existencia de solucoes nodais para uma
classe de problemas elipticos quasilineares
com crescimento exponencial em dominio

limitado.

Neste capitulo, vamos procurar solugao nodal para o problema

(P)

—div(a(|[VulP)|[Vu[P~2Vu) = f(u) em Q,
u = 0, sobre 0f),

onde Q C RY ¢ um dominio limitado e 1 < p < N. Queremos encontrar uma funcao

uwe WiN(Q) tal que ut #£0, u™ #0em Qe
/ a(|VulP)|VulP~2VuV ¢dx — / f(u)pdr = 0,
Q Q

para todo ¢ € Wy™(Q). Em particular, queremos determinar u € W, (Q) que tem
exatamente dois dominios nodais. Uma regiao nodal de v é uma componente conexa de
um dos conjuntos {zx € €, wu(z)>0}ou{r € Q, u(x) <0}, e assim dizemos que u é
uma solucao nodal se ela troca de sinal em €2. Neste caso, temos pelo menos uma regiao nodal
onde u é positiva e pelo menos outra onde u é negativa. Note que ut = max {u,0} e u™ =

min {u,0}.
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M é um conjunto de que contem todas as solugoes fracas de (P2) que mudam de sinal,
M = {w eWyN(Q); wr #0 ,w #0,I (wHwt =0= [,(w_)w_} :

Por simplicidade, denotamos

/

I(wi)wi:/a(]Vwi]p)\Vwﬂpdx—/f(wi)wida:.
Q Q

As hipéteses sobre a fungao a sao:

a1) A fungio a é de classe C! e existem constantes ky, ks, kg > 0 e ko > 0 tais que

N—p

k’l + kzt P

<a(t) < ks+ k4t¥, para todo t > 0.

1 1
as) As fungoes t+—— a(tP)tP, —A(t?) — Na(tp)tp sao convexas em (0, 00), onde

S

a(tP)

as) A fun¢ao t+— pri)

¢ nao crescente para todo ¢t > 0.

Como consequéncia imediata de a3) temos que

a ()t <

e ainda, existe uma constante real v > % tal que

A(t) > —al(t)t, para t>0.

=

As hipéteses sobre a funcao f : R — R de classe C* sao:

f1) Existe ag > 0 tal que

lim f(t)

=0 para a > «
1=+ exp(a[t| 1) '
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lim 1)

—————— = +00 para «a < .
=55 exp(alt] ) :

f2) A funcao f verifica o limite

S

t—o+ tP—1

f3) Existe 6 > py tal que

0 < OF(t) < f(t)L,

para t > 0 onde v é a mesma constante que aparece como consequéncia de az) e

F(s) = /O Cf(bydt.

t
f1) A fungao t(fN(_)l) é crescente em (0, 00).

f5) Existem r > N, 7 > 7% e 6 > 0 tais que
sgn(t)f(t) = 7t ¥ t £0,

onde

: {2N—lemc:zw<r — )0 + 6>N—1} o
T ;= max < 1, ~ 1 )
k2(6 — py)(r — N)pray

o
e

kg/ k4/ N 1/

I.(u) = — VulPde + — Vul“dr — — u|"dx

) =2 | (Vulrr 4 [ (Oulde—
(§]
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M, = {u e WyN(Q) ; uF # Oel(u)u* = 0} .
Os dois principais resultados deste capitulo sao os seguintes:

Teorema 2.1 Suponha que a satisfaga (a1) — (a3) e f € CY(R,R) satisfaga (f1) com g =0
e (f2) — (f4). Entao, o problema (P2) possui pelo menos uma solu¢ao nodal, a qual possui

exatamente dois dominios nodais.

Teorema 2.2 Suponha que a satisfaga (a1) — (a3) e f € CY(R,R) satisfaga (f1) com ap >0
e (f2) — (fs). Entdo, o problema (P2) possui pelo menos uma solu¢do nodal, a qual possui

exatamente dois dominios nodais.

Agora, estabeleceremos alguns resultados. O primeiro resultado afirma que sequencias

minimizantes em N ou M nao pode convergir pra zero.

Lema 2.1 i) Para u € N, se ||u|| — +o0 entao I(u) — +oo.
it) Existe p1 > 0 tal que
Jull = p1, ¥V ueN

[w™| > p1, ¥V we M.

Demonstragao: Desde que u € N segue que I (u)u = 0. Logo

Iw) = I(w) = 5I'(w)
= I(u) = 51 (wu
1 p 1 p p 1 w)udx
_ E/QA(\W )dx—/QF(u)dx—é/Qa(\Vu\ )|V d:c+9/9f( Yudz.
Por (as), obtemos
I(u) > ]%/Qa(]Vu]p)\Vude—/QF(u)d:U—%/ﬂa(\VuP)\Vu\pdx—l—%/Qf(u)udx.

Assim,

I(u) > (i - %) /Q o(|Vul!) | Vulrdz + /Q B Fluyu — F(u)} da.

Dy
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Usando (f3), tem-se

1w > (2= [aqvupr)vupde + [ |2 fp— P de
(9) ), AL |

(— — —) / a(|Vul?)|VulPdz.
Q

Iw) > (i—g)/www%wﬁwx

1
(-——) {kl/ \vu\deJrkz/ |Vu|Ndx]
Py
11 11
_ (_ - _) k:l/ Vulrdr + (— _ —) ol
py 0 Q py 0

Como 6 > py vem que

1 1
I(u) > <— - —) k:l/ |Vul|Pdx + <— - —) Ko ||u|| Y
by Dy

1 1
— 2k N
(p7 9) o™,

portanto fazendo ||u|| — 400 temos I(u) — +oc.
Pelo Lema 1.2, temos que

lul| > p1, ¥V ueN.

Agora, se w € M, segue que

ou seja,

Entao

[ws[l = pr, ¥ w® € M.
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Lema 2.2 Seja v € Wy (Q) com v* # 0. Entio existem ty,ty > 0 tais que
I' (ot + oo Wt =0=1TI (toT 4+t v,
ou seja, tyot 4+ tavT € M.

Demonstragao: Desde que I é de classe C', definimos V' : (0,+00) x (0,4+00) — R?

continua dada por

V(,T) = (I’ (to™ + T )t I (tot + Tv—)Tv—> , Y(t,T) € (0,400) x (0, +00).
Observemos que

/

I'(tvt + To ot = I (tvh)te™,
pois supp(v™) sdo disjuntos. Logo

I'(tvt +To ot = I'(tvh)te”

= /a(|Vtv+|p)|Vtv+|pdx—/f(tv+)tv+d:p.

Q Q
Por (1.5),
I'(tvt +To )bt = /a(|Vtv+|p)|Vtv+|pdx—/f(tv+)tv+dx

Q Q

> /a(|Vtv+\p)|Vt'U+]pdx—e/ [tvT|Pdx
Q Q

- C’E/\tvﬂqexp (a|tv+|%> dx.

Q

Usando (ay),

I'(tv" + To )t

v

k:ltp/ \Vv+|pdx+k2tN||v+||N—e/ o P
Q Q

— CE/ [tvT|%exp <a|tv+]%> dz.
Q
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Desde que 1 < p < N e da Desigualdade de Poincaré existe C' > 0 tal que
/ [vE[Pdz < C/ Vo™ P,
Q Q
segue que,

I'(tvt + To ot > k;ltp/|Vv+]pd$+k2tNHv+HN—eC’tp/|Vv+]pda:
0 0

— C’th/ [t |%exp (oz\tvﬂ%) dx.
Q

Da desiguladade de Holder para I,!' > 1, com [ préximo de 1, segue que

/|v+|qexp(a|tv+|NN1)dx < (/ |v+|ql/dx)l, (/ exp(la|tv+|NN1)dm>l
Q Q Q
R\
_ q +|v (Y B
= |un|qu,(Q) (/Qexp(laﬂtv |¥ (HUJFH) )dx) :

Escolhendo o > ag e tg > 0 tais que

allltov™|| 7T < ay

e usando o Teorema A.1 (Apéndice A), temos

N N |v+| N-—1
sup exp(la||tov™||¥-1 T Ydx < M.
Q (%

wtl
Iy li=t

Entao

[ ltor" + To gt > ka? / Vot Pz + kot [t || — O / Vot Pda
Q Q

— Ot (/ |v+|q"da:>’ MT.
Q

=
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Como W, N(Q) esta imerso continuamente em qu/(Q) existe C} > 0 tal que
|u|‘2ql,(ﬂ) < Cllul|?, com C = C,°.
Logo
I'(tov™ + To )t > (ky — eC)tg/ Vot [Pz + Eatd ot |N — C2C vt ||4M T
Q
Considerando € > 0 tal que k; — eC' > 0 segue que
I'(tot + To ™ > Eatd|Jot|N — C2C v ||4M T
Sendo 1 < p < N < ¢, para todo 0 < r < ty temos que
I'(rvt +To )rot >0,¥ T > 0.
De modo anélogo temos que

I'(tv" +rv)rv” >0,Y ¢ >0,

Por outro lado,

/

I'(tvT + T )t = I'(tvh)t™,
pois supp(v*) sdo disjuntos. Assim,
I(tv* + To )t = /Q o(|Vtot [P)| Vit Pz — /Q F(toYotda.
Por (f3) existem Cy,Cy > 0 tais que

F(t) > Cy|t|° — Oy, para todo t € R.
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Por (a;) e pelo resultado acima, segue que
I'(tvt + T )t < kgtp/ Vot [Pdx + kg™ |0 ||V — C’lete/ vt |?dz + Cy0(9.
Q Q

Como 0 > pv, segue que § > N entao 1 < p < N < 6. Logo para R > 0 suficientemente

grande temos que
I'(Rvt +Tv")Rut <0,¥V T > 0.
De modo anélogo temos que
I'(tv" + Rv™)Rv™ < 0,Y t > 0.
Entao por [50], existem t,ty € [r, R] com 0 < r < R tal que
I'(tywt +ty )t =0= 1T (tyw" +tyw" o™,

mostrando que t;v* 4+ tv” € M. O

Agora, deduziremos alguns resultados que serao 1teis neste capitulo. Por (fy),
1 ,
t— Nﬂt)t — F(t), ¢ crescente Yt > 0. (2.1)
Além disso, vamos salientar que quando w® # 0 temos que

Vwl” = |V

= |[VwT]P + [Vw™|P.



Consequentemente,

/QA(!Vw\p)da::/QA(vaJr’p_l_Ww_’p)dx:/

| A(vwr ) + / AV |P)dz. (2.2)

Q
Agora, seja v¥ # 0 e considere hY : [0, 4+00) x [0, +00) — R definida por
RY(t,T) = I(tv" +Tv™), V(t,T) € [0,+00) x [0, +00)

e ¢V : [0, +00) x [0, +00) — R? dada por

¢°(t,T) = (o7(t, 1), 95t T))
oh" oh"

- ([’(thr + To o™, I (tor + Tv_)v_) .

Além disso, considere a matriz Hessiana de h” ou a matriz Jacobiana de ¢", isto é,

%5, ) i)

()&, T) = * oo :
O, T) 922(t,T)

para todo (¢,T) € [0,+00) % [0, 4+00). Mostraremos que se w € M entao a fun¢ao h" tem

ponto critico, em particular maximo global em (¢,7) = (1,1).

Lema 2.3 Se w € M, entao

hY(t,T) < h¥(1,1) = I(w), Vt,T >0 tal que (t,T) # (1,1)

e

det(¢™) (1,1) > 0.

Demonstragao: Desde que w € M,
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Dai,

¢w(17 1) = (aa}j: (17 1)7 %(1’ 1))

= <[/(w/ +w)wt, I'(w + w’)w’)

= (0,0).

Isto nos diz que (1, 1) é ponto critico de h". Considere ¢,7 > 0 e da defini¢do de h" segue

que

RO, T) = I(tw" +Tw™)
1
= —/A(|Vtw++VTw_]p)da:—/F(tw++Tw_)dx.
b Ja Q

Por (2.2),

1
R (t,T) = ZS/A(]Vth“—{—VTw_\p)dx—/F(tw++Tw_)d:c
Q Q

_ ! / A(Vtwt P + [VTw [P)dz — / F(tw* + Tw™)dz.
P Ja Q

Usando (a,),

WL T) = ]1? / A(Vtwt P + [VTw |P)dz — / Ftw* + Tw™)da
Q Q

k k k
—3/|Vtw+]pdx+—4/\Vtw+|Ndx—|——3/|VTw|pdx
P Ja N Jao P Ja

k
+ = |VTw|Ndx—/F(tw++Tw)dx.
N Jao Q

IN

Da consequéncia de (f3),

k k k
he(t,T) < —3/ |Vtw+ypda:+—4/ \Vtw+|Ndx+—3/ IVTw™ [Pda
P Ja N Jq P Ja

k
+ —4/|VTw_|Ndx—Cl/\tw+~|—Tw_]9dx—|—02]Q].
N Jao 0

46



Por uma manipulagao algébrica,

R (t, T) < tp—/\Vw Pdx + Y 4/\Vw+\Ndx+Tp /]Vw |Pdx

k
+ 4/|Vw Ndx —t°C /|w %de — T°C /|w Pda + Cy|€Q.
0
Como 1 < p < N < 0, fazendo |(¢,T)| — 400 temos

lim AU, T) = —oo,

[(t,T)]—=+o0

e h* tem ponto de maximo global para algum ponto (£,T) € [0, 4+00) x [0, +00) . Queremos
provar que ¢,7 > 0. Afirmamos que £,7 > 0. Vamos supor, por contradicdo que T = 0.

Entao, temos
I (twh)twt =0,
isto é,
/Qa(|Vfw+|p)|Vfw+|pdx — /Qf(wa’)warda: =0,

que equivale a,

/a(|VEw+|p)|VEw+|de: = /f(fw+)l_fw+da;.
Q

Q
Entao
a(|Viwt|P) _ .,y / ftw™) N
= d — = < A 4 + d . 2-3
o Ve VT = Gy ) 2

Por outro lado, como I'(w)w* = 0 = I' (w")w* segue que

/a(|Vw+]p)\Vw+\pdx:/f(w+)w+dx,
Q Q
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e, portanto,

Q%]Vwﬂ]vdaz = /Q%(wﬂ]vdaj. (2.4)

Subtraindo (2.4) de (2.3) segue que

a(|Vtw*P)  a(|Vw'[P) ot Ny — fEw®)  fw) oV d
| v \vw“] e = [ |siets = G| e 2
Por (as), (f1) e (2.5) devemos ter
<1 (2.6)

Note que

hO(F0) = I(fw)

= wh) — ! I (tw™)tw™
- / A(|VEwP)dz / (mﬂm-% / o |VEw ) [ VEw* Pdz
Q
+ N/f(tw Jwtdx
Q

— l ForyT|P _i ForyT|P ¥ +p}

/Q[pAqu ) — Sl Vi )| Vi P | da
+ / {%f(fij)war—F(wa“)} dr.

Q

Por (a3) e (f1) temos que as fungoes

A(t?) — %a(tp)tp

~ ()t = F(t)
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sao crescentes para t > 0. Logo,

We(E,0) — /Q BA(W&U*V’)—%a(waﬂp)\Vfwﬂp} do + /Q {%f(fw*)fw*—F(fw*)} dz

< [ BAOVWI")—%a(\vw*lp)lvwﬂp] w+ [ [%ﬂw*)w*—ﬂw*)] s
= Tt~ T whu

— Iw)

— h*(1,0).

Entao,
h*(t,0) < h¥(1,0). (2.7)
Desde que w™ € N, pelo Lema 2.1 segue que I(w™) > 0. Assim,

I(wh) < Iwh)+I(w")

1

= = [ Qv - > [ Aqvpyis - [ Py

F( )dx+]17
< ]19/9 A(V(wt +w™ )|p)dx—/ Fw+w™)dx

1
p Q Q

= I(w)
— hU(1,1).

Usando (2.7), concluimos que
RY(1,1) > I(w*) = h*(1,0) > h"(t,0),

o que é um absurdo, visto que (¢,0) é maximo global. De modo andlogo prova-se que t > 0.
Agora, desde que (Z,T) e (1,1) sdo pontos criticos de R segue que

I'(twHiwt =0=1Tw )Tw™ e I (wHw" =0=1 (v )w".
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Desde que

!

I'(twH)twt =0 =1 (wHw,
repetindo os mesmos passos feitos para obtermos (2.6), segue que

0<t<l,

e de modo andlogo também temos 0 < T < 1. Mostremos que h* nio assume ponto de

méximo global em [0, 1] x [0, 1] \ {(1,1)}. De fato,

R T) = I(tw™ +Tw™)
_ — 1 - — _ =
= I(tw" +Tw™) — NI (twt + Tw™ ) (tw* +Tw")

%A(\VZwﬂp) (\VZwﬂp)waﬂp} dr

— /Q: -

n /Q % FEwt Y —F(fw*)} du

v [ 240970 p) - Go9Te VTP do
+ /Q % F(Tw YT —F<Tw—)] da.

Usando o fato das funcoes

1 1
— Py . P\+P
JA) = ()t

1
0= P
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serem crescentes para t > 0, temos

vt < [ BA(!WHP)—%a(\vwnwﬂ i+ [ {%f(wﬂw*—F(w*)] ds
v [ [Sawep) - Gavu v p|des [ e - )] do
= [t - prwnu |+ 1) - 3]
T+ T(w)
- Iw)
= h®(1,1),

0 que prova a primeira parte. Provemos a segunda parte. Da definicao de (gb“’)/ denotamos

por
9t) = o'(tT)
= I(tw" +Tw )w"
= I (twhw*
= tp1/a(]Vtwﬂp)\Vwﬂpdx—/f(tw+)w+d3:
Q Q
e
= I (twt +Tw )w™
= I (Tw )w™
_ e / o[V Tw™ ) [V [Pde — / F(Tw ) da.
Q Q
Entao,
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onde aaiT(t T) = 8;1 (t,T) = 0. Pelas definigoes de g1 e g2 segue que
, D
n®) = 57
_ (p— 1) / o(|Vtw* ) [Vt [Pde + pt@) / & (|Vtw* YD |Vt [P dz
Q
— /f (tw™
(&4
, 0Py
o) = 5 T)
_ (- 1T / o(|VTw [P)| Ve~ [Pdz + pT®) / & ([VTw [P)T® V|V [P de
Q
— /f (Tw™
Note que

g(1) = (p—l)/ a(|[Vw™|P)|[Vw™ Ipdl‘ﬂ?/ (|Vwt|P) | Vw" [*dz
/f
Por (f4),

1) = (-1 / |V PVt s+ p [ o (90 PV s

_/f

< -1 / o |Vt ) [Vt Pz + (N — p) / o |V )|Vt Pde

— /Qf/<w+

- (N—1)/Qa(|Vw+|p)|Vw+|pd$—/ng’(w+)(w+)2d$'
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Por uma manipulagao algébrica,

IN

g1 < (V-1 / o[Vt )| Vet Pz — / £ (wh) (w2

= (V=1) [ VTP = [ )t s
+ (N-1) /f Tdzr — (N —1) /f

= e | [aivurverra - [ >dx}
= [ [ = s ) - £ @] da

= (V=07 e+ [ [ = D) - F )] do

Desde que (1,1) é ponto critico de h*, segue que I' (w)w* = 0. Logo,

(0 < [ [ =Dt - £ )] o

t
Desde que (f( )1) ¢é crescente para t > 0, temos
HORE
|:t(N—1) > 0’
isto é,
frorD — (N - 1) f()tN2
CLEE > 0.
Portanto,
v d OF = (N D@
(tN-1))2 ’
ou seja,

F Ot — (N = 1)ft)t > 0.

Voltando em (2.8) segue que

g.1(1) <0.
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De modo andlogo prova-se que g,(1) < 0. Portanto

det(¢") (1,1) = g1(1).95(1) > 0,

0 que prova a segunda parte.

2.1 Demonstracao do Teorema 2.1

Lema 2.4 Se (u,,) C M € uma sequéncia minimizante para c*, entao
n 2

/ﬂ F(up)undz — /Q F(w)uda

/Q F(up)da — /Q F(u)dz.

Demonstracao: Basta seguir os mesmos passos do Lema 1.5.

Lema 2.5 Se (u,) uma sequéncia limitada em M, entio existe s > 1 tal que

lim inf /|uni|qslda:>0.
Q

n—-+o0o

Demonstragao: Como (u,) é uma sequéncia em M, segue que
/ (V=) Vo Pda / Flun®untda.
Q Q
Por (a1) e (1.5),
kl/ IV [P + Eollun || < e/ |uni|pdx+06/ Ju*frexp (au, =[5 ) da.
Q Q Q
Da Desigualdade de Poincaré, existe C' > 0 tal que

/|uni|pdx§C/ |V, * |Pdr,
Q Q
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segue que
kl/ |V [Pz + ks [Jun ™|V < 6C/ |V, ™ [Pda + Oe/ |, |%exp (a\unﬂ%) dx.
Q 0 o
Tomando € > 0 tal que k; — eC > 0, temos
szu”iHN S Cf/ ’uni‘qexp <a|Uni’%> dx.
Q

Da desiguladade de Holder para s,s > 1, com s préximo de 1, segue que

1 1
/ |uni\qexp(a|uni]%)daz < (/ |uni|qs/da:>s </ exp(sa|uni|NN1)d:c) .
Q Q Q

Por um calculo simples, temos que

1

1 N s
+q + L_ + qs’ s + L_ |uni| Nt
|up ™ |exp(a|u, | ¥-1)dx < |u, ™| dx exp(sal|u, ™ || ¥-1 I Ydz | .

Desde que (uF) é limitada em W, (Q), existe K > 0 tal que

luz ]l < K.

N
N—

Uma vez que a9 = 0, tomamos a > 0 tal que asK~¥1 < ay. Usando o Teorema A.1l

(Apéndice A), temos

bty (w1 )
sup exp(sallu, |71 | ——— Ydx < M.
Q

] [Jun ™|l
||m|| 1

Entao

1
N

'\ s 1
ollun Y < C. (/ mﬂqs) M2,
Q
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pelo Lema 2.1,

1
kQ,OiV S Ce </ |uni|qs’)s M%7
Q

de onde segue que

koo™ \” /
0 < ( 201 1) §/|un:|:|qs.
C.Ms Q

lim inf /]uni\qs/d:v>0.
Q

n—-4o00

Portanto,

Agora, iremos demonstrar o Teorema 2.1
Demonstracgao: Pelo Lema 2.1, existe ¢ > 0 tal que
co = inf I(u),

ueM

entdo existe uma sequéncia minimizante limitada (w,) em M, pois I é coercivo. Assim, a

. . 1,N .
menos de subsequéncia, temos que existem w, wy, wy € Wy () tais que
R " _ LN
w, = w,w, —w; e w, —wy em Wy (Q).
Das imersoes compactas, a menos de subsequéncias,

w, = w,w = w; e w, —wy em L™(Q) com m > N.

Fazendo as devidas adaptagoes de [15, Lema 2.3], as transformagoes

w—wt e w—w,
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sdo continuas de L™ () em L™()). Assim, temos que w™ =w; >0 e w™ = wy < 0. Como
wh = wh w, —w em L% (Q),

pelo Lema 2.5 segue que

n—-+0o

lim inf /\wnilqs d$:/|wi|qslda:>0,
Q Q

o que nos da w* # 0 e consequentemente w = w* 4+ w~. Pelo Lema 2.2 existem t;,t, > 0

tais que

I'(tw™ + tow w® =T (hwHw =T (hw)twt =0 (2.9)

I'(tyw™ + tow™)w™ =T (taw™)w™ = I (taw™ )tyw™ =0, (2.10)
tywt + tow™ € M. Provemos que t1,ts < 1. Por (ay) temos que,

1 1 1 1
—A(|Vw*P) — —a(|VwE|P)|Vuw* p) gliminf/ (—A VuwiP) — —a(|VwE|P)|VwE p)
[ (Ga0vusy) - avusp) o] [ (CAUvuy) — Gaus ) v

/ o[V P) [V Pdz < limint / o[Vt P) |Vt Pda.
Q Q

Pelo Lema 2.4,
/ fwHwEde — | fwHwrde
0
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Entao,

I (wHw* = /a(]Vwi]p)\Vwﬂpdx—/f(wi)wida:
Q Q
< liminf/a(|Vw,jf|p)|waf|pdx—lim/f(w,f)wffdx
Q Q
= liminf/a(|Vw7jf|p)|waf|pdx—liminf/f(wf)wffdx
Q 0

+

= liminf I' (wH)w?

= 0,
ou seja,

’

I (w¥w* <0. (2.11)

Por (2.9), (2.10), (2.11) e argumentos similares feitos na demonstragao do Lema 2.3, obtemos

0 < t1,to < 1. Note que,

o = Ulenj\f/ll(v)

S [<t1w+ + tgwi)
1
= [(t1w+ + th_) — NI (t1w+ + tgw_)(t1w+ + th_).

Usando o fato de 0 < tq,t5 < 1 e repetindo os argumentos do Lema 2.3, obtemos

1
Co § [(t1w+ + tgw_) — N[ (t1w+ + tgw_)(t1w+ + th_)

1
< Iwr+w™) - N] (wr +w™)(wr +w”).
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Como consequéncia de (az) segue que

1
c < I(w++w_)—NI (wr +w™ ) (wh +w)

1
< liminf [I(w:—i—wg) — NI (w! +w, ) (w! +w,)

— liminf [I(wn) _ %1’ (w2) (w2)
= liminf I(w,)

= (p.
Portanto I(t;w™ + tow™) = co, isto é, existem 0 < t1, ¢y < 1 tais que
twT +tw” e M e I(tw +tow™) = cp.

Afirmacao : t; =ty = 1.
Logo,

w=w"+w eM e I(w+w™) =1(w) = co.

Provaremos a afirmacao. Vamos supor, por contradicao que t; ou t5 sao menores que 1, sem

perda de generalidade supomos t; < 1 e t, = 1, ou seja, tyjw™ +w™ € M e
1
[(tﬂl)+ + w*) = I(tler + U)i) — N[ (tler + 'lUi)(tl'LUJr + w*).
Como tyw' +w™ < w' +w™ e repetindo os mesmos argumentos do Lema 2.3, segue que

1
Itiwt +w™) < T(wh+w)— NI (wt +w™)(wh +w™).

29



Por (as),

1
Ittiwt+w™) < I(wm+w”) - N[ (wt +w ) (wh +w")

1
< liminf [[(w:—i—w;) — N[ (w) +w, ) (w +w,)
o 1
= liminf {I(wn) — N[ (wy,) (wy,)

= liminf I (w,)

= (p-.

Mostrando que I(t;wt 4+ w™) < ¢y, 0 que é um absurdo. Portanto t; =t = 1.
Mostraremos que I'(w) = 0. Vamos supor, por contradicio que I'(w) # 0, isto é, existe

constante a > 0 e vy € Wy () com [Jvg|| = 1 tal que

/

I (w)vy = 2a > 0.

Como [ é de classe C!, segue que existe r > 0 tal que

/

I (v)vg = a, Yv € B.(w), v #0.

Defina D = (£, x) x (§,x) CR? com 0 < £ <1 < x tais que:

(i) (1,1) € D e ¢“(t,T) = (0,0) em D se, e somente se (t,T) = (1,1);

(i1) co ¢ h"(OD);

(iti) {twt +Tw™ :(t,T) € D} C B, (w),

onde h* e ¢ ja foram definidas no Lema 2.2, e tomamos um raio r > 0 suficientemente

pequeno para que
B =B, (w) C B.(w)e BN {tw"+Tw™ : (t,T) € 0D} = 0. (2.12)
Definimos uma funcéo continua p : W™ (Q) — [0, +00), dada por

p(u) = dist(u, BY), Yu € Wy ().
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Denote n(7) = n(7,u) e considere o problema de Cauchy

n (1) = —p(n(7))ve, ¥7 >0
n(0) = u.

Agora, observe que existe uma deformacao continua n(7, u) e 7o > 0 tal que para todo 7 € [0, 7o)
satisfaz as seguintes propriedades :

(@) n(r,u) =, Yu g B;

(b) T — I(n(r,u)) é decrescente V n(r,u) € B;

(¢) I(n(r,w)) < I(w) — %7.

Mostramos que ocorre (a).

Seja u ¢ B, da definicdo p temos p(u) = 0, é a tnica solu¢ao que satisfaz o problema de
Cauchy ¢ a constante com valor u, entao temos n(7,u) = u.

Provamos (b).

Desde que n(7) € B C B,(w) temos que

/

I (n(1))vg = a > 0.

Pela definicao de p temos que

p(n(r)) > 0.

Vamos derivar I em relacao a 7, ¥V n(7) € B,

() = 1) ()

o que prova (b).
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Provamos (c).
Dado 79 > 0 tal que n(r,u) € B para cada 0 < 7 < 75, podemos assumir sem perda de

generalidade que

/

In(T,w) —wl|| < % & n(r,w) € B, (w), para cada 0 < 7 < 7.
2

Assim, desde que

pln(r,w)) = dist(n(r,w), BY) = 7.

(1t w) = —pln(r, ) <~

Se integrarmos em [0, 9] entao

I(n(r0,w)) — I(w) < — o,
e fazendo 7 = 19, obtemos
I(n(r,w)) < I(w) = .

0 que mostra (¢). Considere a deformacao 7 : D — Wy () dada por
T (t,T) = (7o, tw* +Tw™), V(t,T) € D,

e mostremos que

max (7, (t, 1)) < co.
(¢, T)eD

De fato, por (b) e usando o fato de 7 satisfazer n(0,u) = u, para todo (t,T) € D\ {(1,1)}

segue que,

I, T)) = I(n(ro,tw™ + Tw™)).
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Por (b),

I, (t,T)) < I(n(0,tw" +Tw™)).

Da condicgao inicial, obtemos

I, T)) < I(n0,twt +Tw™))
= I(tw" +Tw™)
= h"(¢t,T).

Desde que w € M e (t,T) # (1,1) pelo Lema 2.3

RY(t,T) < h*(1,1)

e dai

[t T) < c.

Agora, analisemos o caso (t,7) = (1,1). Por definigao,

I(7(1,1)) = I(n(ro,w" +w")

= 1(n(70,w)).

Por (¢),

1 (1,1)) = 1(n(10,w))
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Entao,

max I(7,,(t,T)) < co. (2.13)
(t,T)eD

Mostraremos que 7, (D) N M # 0, ou seja, contradizendo (2.13).
Defina 1., : D — R? tal que

t ’ T

o = (I'(m(tT))(ﬁm(lt,T))+ f/(ﬁTO(t,T))(ﬁTO(t,T))—>'

Pela definicao 7 e fazendo 7 = 7y, segue que

I'(n(ro, tw® + Tw™))(n(10, tw* + Tw™))t T (n(10, tw + Tw™)) (7o, tw™ + Tw_))_) |

Vo (6, T) = ( n ’ T

para todo (¢,T) € 0D.
Por (2.12), segue que (¢,7T) ¢ B e por (a),

I'(tw* + Tw™)(tw + Tw™)t I (twt + Tw™)(twt + Tw™)~
%0 (ta T) = P ) T
= ([’(tw+ + Tw )w™, I (tw* + Tw’)w’)

= o“(t,T).

Pelo grau topoldgico de Brower,

deg (tn,, D, (0,0)) = deg (6", D, (0,0)) = sen (det(¢")'(1,1)) = 1.

Assim, segue que 1, tem um zero em D, o qual denotamos por (£,T), ou seja, ., (t,T) =

(0,0). Pela definigao de v, temos

I'(17,, (. ) (71, (1, T))* = 0.

Entdo, existe (£,T) € D tal que 7,(f,T) € M, o que contradiz (2.13). Portanto I' (w) = 0,

mostrando que w é ponto critico de I.
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Por fim, vamos provar que w tem exatamente dois dominios nodais, ou seja, w muda de

sinal exatamente uma vez. Por (a1), (f1) e (f2) segue que w é continua. Logo
Q={zecQ: w)#0}

¢ aberto.

Vamos supor, por contradi¢ao que Q) tem mais de duas componentes conexas ou w tem
mais de dois dominios nodais, uma vez que w muda de sinal, sem perda de generalidade,
podemos supor que

w:w1+w2+w3,

com wy >0, we <0, w3 #0e
supp(w;) Nsupp(w;) =0, i # j; 1,7 =1,2,3.
Note que
w; =0 em Q\ supp(w;), i =1,2,3.
Como I’ (w) = 0 e pelos suportes disjuntos, implica que
[/(wl + wo)wy; =0 = [/(wl + wy)ws.

Desde que, 0 # w; = (w; + we)t e 0 # wy = (wy + wy)~, por argumentos ja usados

esistem ty,ty € (0, 1] tal que
t1<w1 + w2)+ + t2<’w1 + UJQ)_ € M,

isto é,

t1w1 + tz’lUQ eM
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e ainda
[(t1w1 + tgwg) > Cop. (214)

Como w3 # 0 e wy € N, pelo Lema 2.1 e por argumentos similares feito no Lema 2.3 segue

que,

I(t1w1 + tgwg) < I wy + U)Q)

(
< I(wy +ws) + I(w3)
= I(wy + wy + ws)

(

= I(w)

= Co,

o que contradiz (2.14). Portanto ws = 0, e isto conclui a demonstracao do nosso teorema. O

2.2 Demonstracao do Teorema 2.2

Agora, para demonstrarmos o Teorema 2.2, além dos Lemas ja demonstrados até o momento,

precisaremos de outros resultados. Consideremos o seguinte problema auxiliar

—k3Apu — ksAyu = |u]"?u em Q,

(£) "
ue Wy (),

onde r é a constante da hipdtese (f5), o funcional associado ao problema (P,) é dado por

/{:3/ k:4/ N 1/
I.(u) == [ |VulPde + —= [ |Vu|"de — - [ |ul"dx,
) =22 [ [wupds+ 3 [ (var = [

e a variedade de Nehari

N, = {u eWINQ) i u#£0: I(u)u= o} (2.15)
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M, = {uej\/} LU #O:I;(u)ui:O}. (2.16)

Desde que r > N, segue WOLN(Q) — L"(§2), por [9, Teorema 1], existe w, € W&’N(Q) tal que

!

wE#£0, L(w,)=c, I(w)=0

T T

* r—N r

c > w,|"dx

r — 7n]\[ Q’ 7”‘ )
onde ¢ = }\I/llf I,.

Lema 2.6 O valor ¢* = i/r\l/tff satisfaz

cENr(r—p)
- (7’ — N)prrp/(T—P)

*

Demonstragao: Note que por (a;), temos

/ o[V )|V, [Pz < Es / YV, [Pdz + ks / Vo, [Nz
Q Q Q

Como I.(w,)w, = 0, tem-se

kg/ |vwr|de+k4/ \VwT]Ndx:/|wT|rdx. (2.17)
Q Q Q

Logo,

/ o[V, ) [V [Pz < / o, "
Q Q

De (f5) temos que

1
/|wr|rd:v§ —/f(w,,)wrdx.
Q T Ja
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Entao

1
/a(\VwAp)\Vwr\pdxg —/f(wr)wrdx,
Q T Jo

como T > 1, segue que

Por (2.18), temos

Entao, existem Sy, 85 €

/a(]Vwr|p)]VwT]pda:§/f(w,,)wrdx. (2.18)
0 Q

’

I (wHwF <0.

(0,1) tal que Syw; + Bow,” € M. Pela definigao de ¢*

¢ = infl
M
< 1B + Pow,)
1
- ! / AV (Brwt + Bowy )|7)dz — / F(Byu + oy )d
b Ja Q
Por (a1) e (2.2) vem que
¢t < Fafr” /|V Pz + /le 1N dz
k
+ kgﬂz /]Vwr|pdx+ 4B2 /|Vwr]Ndx—/F(ﬁ1w;r+ﬁ2wr)dx
0 N Jao O

De (f5) e da defini¢ao de F', temos que

J

Entao

IN

F(Byw) + Baw;) da:>

/\w+| dx + /!w |"dz.

p ]{? N
e / \Vw [Pdx + —4]5\[1 / |V |Ndx — —B;T / lw|"dx
Q Q Q
p N T
il / \Vw, [Pdx + kbr / |Vw,; [Ndr — @/ lw|"dx.
Q N Jq Q
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Usando o fato de 1,52 € (0,1) e 1 < p < N segue que,

p T
< b |:k’5/ ]Vwﬂpd:v+k4/ ]VwﬂNdx] —&/ |wt|"dx
p Q Q rJa

p T
;B {kg/ waT|pdx+k4/ ]VwT]Ndx] —ﬁ/ | da.
p Q Q rJa
Como I.(w,) = 0, segue que I.(wF)wF = 0. Logo,

P T
< &/]wﬂrdx—&/]wﬂrdx
P Ja rJa

P r
+ &/lwrvdfn—&/lwr\rdx
P Ja T Jo

P r p r

_ {&_Tﬁl ]/|wj|rdaz+ {ﬁi—T 2 }/]wﬂrdx.

p r Q p r Q
Entao,
P 5"
¢ < max [S——T ]/\wﬁ“dw
s20 | p r1Ja

e ainda

Ts"
r

gP
*
¢ < max|— —
5>0 p

}/|wr|rda:
Q
[sp TST:| cENr

5_ r |r—N

IN

max
s>0

Por uma manipulacao algébrica, segue que

B prTP/(r*p) '

P r

max

s 75" r—op
s>0

Portanto
. {sp 7'5? cENr
¢ < max|— —
520 | p r|r—N
¢ Nr(r —p)

(7’ — N)per/(T*p) '
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Lema 2.7 Se (u,) C N sequéncia minimizante para c*, entao

. _ a
e Il < e v
Demonstragao: Pelo Lema 2.1 temos que,
fual < 0,1,
ka2 (6 — p)
Pelo Lema 2.6,
Y < 2 _GTUB) ),

= k(0 —py) (r— N)prrp/tr=p)

Como 7 > 7" em (f5), segue que

ol < [ 522 o)

Portanto
N/N-1 aN
Unp < ——+ On 1 )
o] s o)
o que implica
lim sup fJu, ||V < N

n——+oo o 2(0(0 + 5) '

Lema 2.8 Se (u,) C M sequéncia minimizante para ¢*, entdo

/Qf(un)undx—)/gf(u)udat
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/Q Flun)dz — /Q F(u)da.

Demonstracao: Basta seguir os mesmos passos do Lema 1.9. a

Lema 2.9 Seja (u,) C M uma sequéncia minimizante para c*, entdo erxiste s > 1 tal que

lim inf /]uni\qsldx>0.
Q

n—-+00

Demonstragao: Como (u,) uma sequéncia em M, segue que

/ a(|Vu, £ P) |V, = |Pdr = / f(un®)upEda.

Q Q
Por (a;) e (1.5),
k‘l/ \Vu, = [Pdr + kol ju, || < e/ |uni|pdx+06/ |un*|%exp (oz|uni|%> dx.
Q Q Q
Das Desigualdade de Poincaré, existe C' > 0 tal que
/ Jun * [Pdx < C/ |V, * |Pdr,
Q Q
segue que,
k‘l/ |V, [Pdx + ko|ju, || < eC’/ |Vuni|pdx+06/ |, *|%exp (oz|uni|%> dr.
Q Q Q

Tomando € > 0 tal que k; — eC' > 0 temos,

Ko |un || < C’e/ |, ®|%exp <a|uni|%> dx.

Q

Da desiguladade de Holder para s, s > 1, com s préximo de 1, segue que

1
/ |uni\qexp(a|uni]%)da: < (/ |uni|q8/dx> ’ (/ exp(sa|uni|NN—1)d:v) | .
Q Q Q
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Por um calculo simples temos que,

/ Jun*"exp(alu,*[¥)dr < (/ 1] dl“) (/ exp(sau, | T (|—
Q

Desde que (u,) é uma sequéncia minimizante, segue do Lema 2.8

lim_sup [|u, |V < X
n—-4o00

- 2(0&04—6)7

tomamos a = ag + 9.

Usando o Teorema A.1 (Apéndice A), temos

w7
sup exp(sa||un ||~ T Ydz < M.
un

+
e =1

Entao

1
/ s/ 1
Ballu [N < C. (/ |uni|qs> M2,
Q

pelo Lema 2.1,

1
k:2p]1V S Ce (/ |un:|:|qs’)s M%’
Q

por um calculo simples segue que,
kop
0< ( T ) /|u ’qs

lim inf /|uni\qs/dx>0.

n——+oo Q

Portanto

Agora vamos demonstrar o Teorema 2.2
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Demonstragao: Pelo Lema 2.1, existe cqg > 0 tal que

= inf I(u).
€0 ulgM (U)

Entao existe uma sequéncia minimizante limitada (w,) em M, pois I é coercivo. A menos

. . 1N .
de subsequéncia, temos que existem w, wy, wy € Wy () tais que
Wy, — W, w = wy e w, — ws
1,N : -
em W, (), das imersdes compactas

Wy, = W, W = wyp e w, — wy

em L™(§2), com m > N.

Por devidas adaptagoes de [15, Lema 2.3], as transformagoes
w—wt e w—w,

sdo continuas de L™(2) em L™(Q), temos que w™ =w; >0 e w™ = wy < 0.

Como
wh = wh w, —w em L% (Q),
pelo Lema 2.9 segue que

lim inf /|wni|qslda::/|wi|qsldq:>0,
Q Q

n—-+00

o que nos da wt # 0 e consequentemente w = w + w™.

Pelo Lema 2.2 existem tq, %5 > 0 tal que

!

I'(tw™ + tow w™ =T (hwH)w =T (hw)twt =0 (2.19)
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I (tw™t + tow )w™ = I (tow™ )w™ = I (tow™ )taw™ =0, (2.20)
com tiwt + tow™ € M. Provemos que tq,ty < 1.

Por (az) temos que,

1 1 1 1
/ (—A(\Vwilp) - —a(|Vwi|p)|Vwi|p) < 1imiﬂf/ (—A(|Vw;—“|1’) - —a(|waf|p)|wa|p>

/ o[Vt ?) | Vuwt Pde < limint / o[V P)| Vi Pdz.
Q Q

Pelo Lema 2.8,
/f(wf)wfda:%/f(wi)widx
Q Q

e
/F(wff)dx%/F(wi)dx.
Q Q
Entao
It = / o[Vt ]?) |Vt Pde — / Flwt)wtde
0 Q
< liminf/a(|wa|p)|wa|pdx—lim/f(wf)wffdx
Q Q
= liminf/a(|Vw7f|p)]waf|pdx—liminf/f(wﬂf)wfdx
0 0
= liminf I (wH)w’
ou seja,

I (w*)w* <0. (2.21)



Por (2.19), (2.20), (2.21) e argumentos similares feitos na demonstracao do Lema 2.3 obtemos

0 < t1,to < 1. Note que,

= inf [
“ ulél./\/l (U)

S [(t1w+ + th_)
1
= ](t1w+ + tgw_) — N] (t1w+ + tgw_)(t1w+ + tgw_).

Usando o fato de 0 < tq,t5 < 1 e repetindo os mesmos argumentos do Lema 2.3 obtemos,

1
Co S I(t1w+ + tgw_) — N] (t1w+ + tgw_)(t1w+ + tgw_)

1
< Jwh+w?)— NI (wr +w™ ) (wh +w”).
Como consequéncia de (az) segue que,

1
co < I(w++w7)—ﬁl (wr +w ) (wh +w™)

IN

1,
lim inf [I(w,f +w, ) — NI (wh +w, ) (w! +w,)

= liminf {I(wn) - %I/(wn)(wn)
= liminf I(w,)

= (.
Portanto I(t;w™ + taw™) = co, isto é, existem 0 < ¢1,t, < 1 tais que,
thwt +tow™ e M e I(tiw" +taw™) = co.

Afirmacao : t; =1ty = 1.
Logo
w=w"+w eM e I(w+w™)=1(w) = c.

Provaremos a afirmacao. Vamos supor, por contradi¢cao que t; ou t5 sdo menores que 1, sem
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perda de generalidade supomos t; < 1 e ty = 1, ou seja, tywt +w™ € M e
+ - + - L + - + -
Ithhw"+w™) = I[(thw"+w") — NI (tiw™ +w ) (tw" +w™).
Como tywt +w™ < w' +w™ e repetindo os mesmos argumentos do Lema 2.3 segue que

1
Itthwt+w™) < I(w"+w”)— N[ (wt +w™)(wh +w™).

Por (as) segue que,

1
Ittiwt+w™) < I(wm+w”) - N[ (wt +w ) (wh +w")

1
< liminf [[(w:[—i—w;) — N[ (w! +w, ) (w +w,)
o L
= liminf {I(wn) - N[ (wp) (wy)

= liminf I (w,)

= (p.

Mostrando que I(t;wt 4+ w™) < ¢y, 0 que é um absurdo. Portanto t; =t = 1.
Mostraremos que I'(w) = 0. Vamos supor, por contradicio que I'(w) # 0, isto é, existe

constante a > 0 e vy € Wy () com [Jvg|| = 1 tal que

/

I'(w)vy = 2a > 0.

Como [ é de classe C!, segue que existe r > 0 tal que

/

I (v)vg = a, Yv € Bu(w), v*= #0.

Defina D = (£, x) x (§,x) CR? com 0 < £ <1 < x tais que:
(i) (1,1) € D e ¢“(t,s) = (0,0) em D se (t,s) = (1,1);

(i) co ¢ h*(OD);

(iti) {twt +Tw™ : (t,T) € D} C B, (w),

onde A" e ¢ ja foram definidas no Lema 2.3, e tomamos um raio r > 0 suficientemente
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pequeno para que
B =B, (w) C B(w)eBn {tw" +Tw™ : (t,T) € 9D} = 0. (2.22)
Definimos uma funcéo continua p : W™ (Q) — [0, +00), dada por
p(u) = dist(u, BY), Yu € W, N (Q).
Denote 1(7) = n(1,u) e considere o problema de Cauchy

1 (1) = —p(n(r))ve, Y7 >0
1n(0) = u.

Agora, observe que existe uma deformacao continua n(7, u) e 7 > 0 tal que para todo 7 € [0, 7o)
satisfaz as seguintes propriedades :

(@) n(r,u) = u, Yu g B;

(b) T — I(n(r,u)) é decrescente V n(t,u) € B;

(¢) I(n(r,w)) < I(w) — %7.

Mostramos que ocorre (a).
Seja u ¢ B, da definigdo p temos p(u) = 0, é a tnica solu¢ao que satisfaz o problema de
Cauchy ¢ a constante com valor u, entao temos n(7,u) = u.
Provamos (b).

Desde que n(7) € B C B,(w) temos que

I (n(1))vg = a > 0.

Pela definicao de p temos que
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Vamos derivar I em relacao ar, V (1) € B,

o que prova (b).
Provamos (c).
Dado 79 > 0 tal que n(r,u) € B para cada 0 < 7 < 75, podemos assumir sem perda de

generalidade que

!

.
In(7,w) —wll < 5 & n(r,w) € B

(w), para cada 0 < 7 < 7.

/
r_
2

Assim, desde

p(n(r,w)) = dist(n(r,w), B) >

?

ro| 3

1 w))) = —pln(r, w)or <~

Se integrarmos em [0, 7] entao

I(n(r0,w)) — I(w) < — o,
fazendo T = 79,
I(n(r,w)) < I(w) = -,

o que mostra (¢). Considere a deformacao 7 : D — Wy (Q) dada por
Tro(t, ) = (o, tw® + Tw™), ¥(¢.T) € D,
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max (7, (t,T)) < co.
(¢, T)eD

De fato, por (b) e usando o fato de 7 satisfazer n(0,u) = u, para todo (t,T) € D\ {(1,1)}

segue que,

I, T)) = I(n(re,tw™ +Tw™)).
Por (b),

I, (t,T)) < I(n(0,tw +Tw™)).
Da condicao inicial, obtemos

I((t,s)) < I(n(0,tw" +Tw™))
= I(tw" +Tw")

= h"(t,T).
Desde que w € M e (t,T) # (1,1) pelo Lema 2.3,

I, T)) < h“(t,T)

Agora para o caso (t,7) = (1,1). Por definicao,

I((1,1)) = I(n(ro,w" +w")

= 1(n(70, w)).
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Por (c),

1(7(1,1)) = 1(n(10, w))

e dai

max I(7,,(t,T)) < co. (2.23)
(t,T)eD

Mostraremos que 7, (D) N M # 0, ou seja, contradizendo (2.23).
Defina 1., : D — R? tal que

. <J'<m<t,T>><ﬁm<t,T>>+ f’<m<t,T>><ﬁm<t,T>>->
o t ’ T '

Pela definicao 77 e fazendo 7 = 7 segue que

o (1,T) = <I/<77(To,tw+ + Tw_))t("?(To,tw+ + Tw_))‘F’ I' (n(7o, tw™ + Tw_);(ﬁ(m,tw*‘ n Tw_))—) |

para todo (¢,7") € 0D.
Por (2.22), segue que (t,7) ¢ B e por (a),

T I e
— (]/(tw+ + Tw_)w+7 I/(tw"' 4 TUF)w‘)
= ot T).

Pelo grau topoldgico de Brower,

deg (tn,, D, (0,0)) = deg (6", D, (0,0)) = segn (det(¢")'(1,1)) = 1.
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Assim, segue que 1, tem um zero em D, o qual denotamos por (£,T), ou seja, ., (t,T) =

(0,0), pela definigao de 1,,, temos

I'(7,,(t 1), & T)* = 0.

Entdo, existe (£,T) € D tal que 7,(f,T) € M, o que contradiz (2.23). Portanto I' (w) = 0,
mostrando que w é ponto critico de I. Por fim, vamos provar que w tem exatamente dois
dominios nodais, ou seja, w muda de sinal exatamente uma vez. Por (a;), (f1) e (f2) segue

que w ¢é continua. Logo,
Q={zecQ:w)#0}

¢ aberto.

Vamos supor, por contradicao que Q) tem mais de duas componentes conexas ou w tem
mais de dois dominios nodais, uma vez que w muda de sinal, sem perda de generalidade,
podemos supor que

w:w1+w2+w3,

com wy >0, we <0, w3 #0e
supp(w;) Nsupp(w;) = 0, i # j; 4,j = 1,2,3.
Note que
w; =0 em Q\ supp(w;), i =1,2,3.
Como I’ (w) = 0 e pelos suportes disjuntos, implica que
[,(wl + wo)wy; =0 = [/(wl + wo)ws.

Desde que, 0 # w; = (w; + we)t e 0 # wy = (wy + wy)~, por argumentos ja usados
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esistem t1, ¢ € (0, 1] tal que
tl(wl -+ w2)+ + tg(wl -+ HJQ)_ € M,

isto é,

t1w1 + t2w2 c M

e ainda
[(t1w1 + t2w2> > Cop. (224)

Como w3z # 0 e wy € N, pelo Lema 2.1 e por argumentos similares feito no Lema 2.3, segue

que

I(t1w1 + tgwg) S I w1 + U)g)

(
< I(wy + wg) + I(ws3)
= I(w; + wy + w3)

(

= I(w)

= Co,

o que contradiz (2.24). Portanto ws = 0, e isto conclui a demonstra¢ao do nosso teorema. O
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Apéndice

A

APENDICE

Neste Apéndice vamos definir o espago em que estamos trabalhando e enunciaremos alguns

reultados usados.

Definimos WH¥ () por
W (Q) = {u e LN(Q);

com a seguinte norma

Z[~

b = [ 1+ [ 19u)
Q Q

Definicao. Seja  C RY um aberto. O espaco WOI’N(Q) ¢ definido como sendo o fecho de

C5°(2) na norma |||y n, isto é,
WOLN(Q) _ m\\-lhw
onde a norma de Wy (Q) é dada por

ol = ( [ 70)

Teorema A.1 (Desigualdade de Trundinger-Moser). Para cada u € Wy (Q) e a > 0

z|~

exp <a|u|%) e L'(Q)
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e existe uma constante M > 0 tal que

sup / exp (a\u]%> de < M,
Q

||U|| 1, N(ﬂ)_

para cada o < ay = Nw]l\,ﬂ_vl_l, onde wy_1 € a medida (N —1)-dimensional da (N —1)esfera.
Demonstracao: Ver [51]. O
Teorema A.2 (Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue). Seja (f,) uma sequéncia

de funcoes em L'(Q) satisfazendo

a) fu(z) = f(2) g.5.00
b) Existe uma fungao g € LY(Q) tal que |fn(2)| < g(x), ¢.5.Q, Vn € N.

Entio f € LY(Q /fndx — / fdx.
Demonstragao: Ver [14]. O

Teorema A.3 Seja (f,) uma sequéncia em LP(Q2) e f € LP(Q) tal que |f, — f|, — 0. Entdo

existem uma subsequéncia (f,,) e h € LP(QQ) tal que,

a) fo.(z) = f(z) ¢.5.00.
b) | fu,(2)| < h(z), ¢.5.9Q, Vk € N.

Demonstragao: Ver [14]. O

Teorema A.4 (Brezis e Lieb) Seja Q um subconjunto aberto do RN e (f,) C LF(Q),
f € LP(Q) com p > 1. Suponha que f,(x) — f(x) q.t.p. em Q e que existe C > 0 tal
que

/ | fulPdx < C)¥n € N.
0

Entao,

/fn§0_> / fo, Yo € LI(Q),
Q Q
onde, + + ;= 1.

Demonstragao: Ver [14]. O
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Teorema A.5 (Imersio de WHN(Q)). Se Q C RY é um aberto limitado de classe C*, entio
vale a imersao

WHN(Q) — LYQ)

qualquer que seja q > 1.

Demonstracao: Ver [14] O

Teorema A.6 (Rellich-Kondrachov). Se Q C RN é um aberto limitado de classe C*, entdo
a sequinte imersao é compacta

WhN(Q) — L)

qualquer que seja q > 1.

Demonstracao: Ver [14] O

a(tP)

Lema A.1 S€ t— t(N—_p)

¢ nao-crescente para t > 0. Entdo

a(t) para todo t >0

e existe v > % tal que

a(t)t para todo t > 0.

Demonstragao: Note que,

t(N=p)2 =0,

( a(t?) ) _a (@)pt N — a(#?)(N — p)tV el
t+(N—p)

logo
a (tP)ptP NP — q(tP)(N — p)tV Pl <0,

o que implica

a(t) para todo t > 0.
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Por outro lado,
t ’
/ a (s)sds < /
0 0
usando integracao por partes,

logo

o que implica
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Apéndice

B

APENDICE

2.1 Grau topologico de Brouwer

Nosso objetivo neste apéndice é definir o grau topoldgico de Brouwer e enunciar as

propriedades utilizadas em nosso trabalho.

2.1.1 Caso regular

Seja ® € C*(Q,RY), onde Q C RY ¢ aberto e limitado e N > 1, e b ¢ ®(9Q) U &(Sp).
Definimos o grau topolégico de Brouwer da aplicacao de ® em relacao a 2 no ponto b, como

sendo o numero inteiro

Z sgn (Jo(&)) se be @(Q)
d(P,Q,0) = geo-1({o})

0 se b¢ d(Q),
onde sgn é a funcao sinal que é definida por

1,se t >0
i) = 1 t<0
—1,se t <0,

onde Sp = {z € Q; Jgp(x) =0}, onde Jp representa a matriz Jacobiana de .
Queremos dar uma definicdo de grau para fungoes menos regulares, sendo assim os

préximos resultados sao fundamentais.
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Proposicao B.1 Sejam ® € C*(Q,RY), b ¢ ®(9Q) U ®(Ss). Entdo existe uma vizinhanga
U de a na topologia C*(2,RY) tal que se yp € U U C?(Q,RY), temos que

i) b & P(O2) Urh(Sy).
i) d(a, Q,b) = d(, Q, b).

Demonstracao: Ver [13] O

Proposigao B.2 Sejam ® € C*(Q,RY) e by, by ¢ ®(0Q)UD(Ss). Se by e by estio na mesma

componente conexa de RN \ ®(9Q), entdo
d(q)u Qu bl) = d(q)7 Q7 bQ)

Demonstragao: Ver [13] O

2.1.2  Caso singular

Sejam ® € C%(Q,RY) e b ¢ ®(9Q). Neste caso, temos

p = dist(b, ®(092)) > 0.

Escolhendo 0 < v < p, segue do Teorema de Sard que existe b; € B, (b) tal que by ¢ ®(Sy).
Logo, b ¢ ®(0Q2) N P(Se).

Definimos entao

d(®,Q,b) = d(®,Q,by).

Proposicao B.3 Para ® € C*(Q,RY), b ¢ ®(09), existe uma vizinhanca U de ® na
topologia C*(Q, RYN) tal que se 1 € UNC?(Q,RY), temos que

1) b ¢ P(0Q) Uh(Sy)
ii) d(®,,b) = d(, Q,b).

Demonstracao: Ver [13] O
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Proposicao B.4 Sejam ® € C?(Q,RY), by,by ¢ ®(09). Se by e by estio na mesma

componente conexa de RN \ ®(9Q), entao
d(®,Q,by) = d(®, Q, by).
Demonstracao: Ver [13] O
Proposicao B.5 Dados o € C(Q,RY) e e > 0, existe 1 € C®°(Q,RY) tal que
la = Yllc@ery) <€

Demonstracao: Ver [13] O

2.1.3 Caso geral

Sejam o € C(Q,RY) e b ¢ a(0Q). Assim
p = dist(b,a(02)) > 0.

Pela proposicdo anterior, existe 1) € C2?(€, RY) tal que

N

la = Yllc@ryy <

Y

daf Bs C RN\ 1(09), logo podemos falar de d(¢, Q,b).
Definimos,

(o, Q,b) = d(1,Q,b).

2.1.4 Propriedades do Grau topolégico de Brouwer

Teorema B.1Sejam o € C(,RY) e b ¢ a(09).
(i) (Normaliza¢ao)
1,se be)

d(1,Q,b) = .
0,se bé¢Q,
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(ii) (Continuidade em relag¢do a o)

Eziste uma vizinhanca U de o em C(Q,RY) tal que se f € U entdo
a) b ¢ f(00)
b) d(f,,b) =d(a,Q,b).
(#1) (Invariancia por homotopia)
Se He C(Qx[0,1],RY) eb¢ H(0N x [0,1]), entdo

d(H(.,t),Q,b) = cte, Vt e [0,1].

(iv) (Continuidade em relagdo ao ponto b)

Se by e b estao na mesma componente conexa de RN \ a(9R), entdo
d(a,Q,b1) = d(a, 2, b).
(v)
d(a, Q2,b) = d(a —b,9Q,0).

(vi) (Aditividade)
Se Q=0 UQy, Oy e Qy aberto e disjuntos e b ¢ a(01) U a(09s), entdo b ¢ a(0N) e

d(a, Q,b) = d(a, 24, b) + d(a, Qa,b).

(vii) (Ezcisdo)
Se K C Q) € fechado e b ¢ oK) U a(d9), entdo

d(a, Q,b) = d(a, 2\ K, b).

(viit) (Produto cartesiano de fungoes)

Seja Q0 C RN ¢ Qy € RM2 abertos limitados, by & ay(001),by & a(0Qs) entdo
d((@l, a2)a Ql X 927 (bh b2>) - d(Oél, Qh bl).d(OéQ, QQ? b?)
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(iz) (Ezisténcia)
Se d(a,,b) # 0 entao b € ().
(x) (Dependéncia da fronteira)
Se 1p € C(Q,RN) com () = a(z) para todo x € OQ entdo,

d(a, Q,b) = d(, Q,b).

Demonstragao: Ver [13]
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