UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS E NATURAIS
PROGRAMA DE DOUTORADO EM MATEMATICA UFPA/UFAM

Sobre Fluidos Micropolares
Nao-Newtonianos: Desigualdade
Variacional e Forma Estacionaria

Michel Melo Arnaud

Belém-PA
Marco/2017



Michel Melo Arnaud

Sobre Fluidos Micropolares
Nao-Newtonianos: Desigualdade
Variacional e Forma Estacionaria

Tese apresentada ao Programa de Doutorado
em Matematica em associagao ampla UFPA-
UFAM como requisito parcial para a obten-

¢ao do titulo de Doutor em Matematica.

Area de Concentracao: Equagoes Diferenciais Parciais

Orientador: Prof. Dr. Geraldo Mendes de Araijo.

Belém-PA
Margo/2017



Dados Internacionais de Catalogagdo - na - Publicagdo (CIP)
Biblioteca de Pds-Graduac&o do ICEN/UFPA

Arnauld, Michel Melo

Sobre fluidos micropolares ndo-newtonianos: desigualdade variacional e
forma estaciondria/Michel Melo Arnauld; orientador, Geraldo Mendes de
Araljo.-2017.

125 f.: il; 29cm
Inclui bibliografias

Tese (Doutorado) — Universidade Federal do Par3, Instituto de Ciéncias
Exatas e Naturais, Programa de Doutorado em Matemadtica em associagdo
UFPA-UFAM, Belém, 2017.

1. Equagdes diferenciais parciais. 2. Desigualdades variacionais(matematica).
3. Fluidos ndo-newtonianos. 4.Galerkin, métodos de. 5. Fluido micropolar. I.

Araujo, Geraldo Mendes de, orient. Il. Titulo.

CDD - 22 ed. 515.353




UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS E NATURAIS
PROGRAMA DE DOUTORADO EM MATEMATICA UFPA/UFAM

Michel Melo Arnaud

Sobre Fluidos Micropolares Nao-Newtonianos: Desigualdade
Variacional e Forma Estacionaria

Tese apresentada ao Programa de Doutorado em
Matematica em associagdo ampla UFPA/UFAM
como requisito parcial para a obtencdo do titulo
de Doutor em Matemética.

Data da defesa: 10 de margo de 2017.

Conceito: ﬂi PROVADQ

Banca Examinadora

\
Prof. Dr. Geraldo Mendes de Arat)o (Orientador)
PDM/ICEN/UFPA

f.‘r?z(‘\

Prof. Dr. Francisco Julio Sobreira de Araujo Corréa (Membro Externo)
Universidade Federal de Campina Grande - UFCG

e .
Prof. Dr. Manuel Antolino Milla Miranda (Membro Externo)
Universidade Estadual de Campina Grande - UEC

Prof. Dr. Joao|Rodrigués dos Santos Junior
PDM/ICEN/UFPA



Este trabalho é dedicado ao meu Senhor e
Salvador Jesus Crristo.

”Porque dele e por ele, e para ele, sao to-
das as coisas, gloria, pois, a ele eternamente.

Amém”. Rm 11:36 .

v



AGRADECIMENTOS

Fazer um agradecimento de uma tese nunca serd uma tarcfa simples, tantas pessoas
passam por nossas vidas, contribuindo de forma valorosa, que acabamos precisando
de bastante tempo para fazer tal agradecimento e nao esquecer ninguém.
Primeiramente quero a agradecer a Deus pela conquista, Ele sempre esteve comigo me
dando forgas e me guiando pelo caminho do bem, muitas foram as guerras e dificul-
dades, mas Ele me ensinou a guerrear e superar as dificuldades. Quando Ele esta no
"barco”sempre as tempestades sao acalmadas, quando o mar estiver em nossa frente
se, Ele nao abrir o mar Ele nos faz andar sobre as aguas, Obrigado meu Deus.

Nas préximas linhas desse agradecimento, continuo sendo grato a Deus pelas pessoas
que Ele colocou em meu caminho. Quero agradecer a minha mae Maria da Conceigao,
muito obrigado por ter sonhado junto comigo pelas noites mal dormidas em que voce
se preocupava quando eu teria uma prova ou seminario, vocé realmente viveu junto
comigo cada passo dessa trajetoria, muito obrigado minha linda, minha rainha, minha
intercessora, minha mae.

Muito obrigado meu pai, José Nélio, voceé teve um papel fundamental para essa con-
quista, sempre acreditou em mim, sempre soube que minha insisténcia nos estudos
iria dar certo, lembro de uma frase que vocé proferiu quando eu ainda tinha 12 ano
de idade "meu filho, eu nao posso te dar a melhor educacao e os melhores estudos
do mundo, mas posso te dar o melhor que eu tenho”, guardei esse ensinamento por
toda a caminhada. vocé sempre foi meu referencial com seus ensinamentos e reflexoes,
obrigado meu pai.

Muito obrigado meu amor, minha princesa, minha linda, minha esposa, Irlis Arnaud.
Deus me proporcionou conhecer vocé ao longo dessa caminhada, pois ele sempre soube
que eu precisaria de alguém como voce para transpor algumas barreiras que s6 com
uma esposa que possui as suas qualidades eu conseguiria, obrigado meu amor.
Quero agradecer ao meu irmao, Dheymeson, que por diversas vezes me ouviu e tentou
compreender um pouco dessa jornada de conquista, por muitas vezes me ajudou para
que eu chegasse aqui. Aproveitando também para ser grato a minha cunhada, Josiane
Arnaud, que também me deu todo apoio e nao poderia faltar o agradecimento para

pequenina Emilly, minha sobrinha que sempre trouxe alegrias para minha vida e aos



meus dois sobrinhos Joao e Inara que mesmo distante sempre estiveram em meus
coragao.

Sendo grato as minhas irmas, Merielly e Merikelly. Vocés sempre foram um incen-
tivo para mim, muito obrigado por terem acreditado que daria tudo certo. Agradeco
também a minha madrasta Miriam dos Passos, que sempre me deu total apoio para
que eu continuasse a jornada.

Agradego a minha sogra Joana e meu sogro Antonio que além de darem uma filha
linda, passaram a ser peca fundamental para essa conquista.

Também quero deixar meu muito obrigado as minha tias, Marcia, Socorro, Ana e as
demais que sempre sonharam comigo por todos esses anos, aos meus primos e toda a
familia Melo, muito obrigado.

Agradecer alguém que me deu incentivo, oportunidade e persisténcia, alguém que
fez questao me passar muito conhecimento e acreditou em mim por 9 anos, muito
obrigado professor, Geraldo Mendes de Aratjo, voceé realmente foi um orientador por
todo esse percurso.

Sou grato a todos os professores, Giovany, Augusto César, Antonio Vilhena, José
Miguel, Cristina Vaz, Francisco Julio, Nazaré Bezerra, Cladio Brandenberg e aos de-
mais que colaboram para constru¢ao de meu conhecimento.

Agradecer aos professores Francisco Jilio, Manuel Milla Miranda, Joao Rodrigues
por terem aceitado participar da banca examinadora de minha tese.

Agradecer aos parceiros de doutorado Mirelson e Elizardo que juntos aprendemos
muito nos seminarios e disciplinas que fizemos ao longo desse curso, agradego também
pelo momentos de descontragao que contribuiram para a construcao de nossa amizade.
Agradego ao PDM (Programa de Doutorado em Matematica) a Carmem e a toda a
equipe de secretaria que por todo esse tempo colaborou com essa conquista, grato sou
a CAPES, érgao que fomentou esse projeto, e também a faculdade de Matemaética.
Agradeco a turma de licenciatura em matematica de 2006, sempre torceram por meu
sucesso, aos amigos da turma de mestrado de 2010 que juntos iniciamos na pesquisa
e a todos os amigos do doutorado.

Agradego a trés amigos que fizeram diferenga em minha vida, Ahylton, Sidney e

Antonio Neto, vocés sao amigos que muitas vezes sao mais chegados que irmaos.

vi



Agradeco ao meu pastor Edson Marialva, por toda participagao nesse processo fazendo
questao de se informar como estava indo minha caminhada. Agradeco a toda a Rede
Power, vocés moram em meu coragao.

Muito obrigado a todos que nao entraram nessa lista, mas tiveram papel impor-
tantissimo, quero dizer a todos que nao foi uma conquista individual foi coletiva, essa

conquista é nossa, muito obrigado a todos, Conseguimos!

vii



Resumo

Neste Trabalho investigamos a desigualdade variacional e a forma estacionaria de
alguns tipos de fluidos micropolares nao-Newtonianos. Os problemas sao considerados
em um dominio suave e limitado do R, d € N, com condicoes de Dirichlet na fronteira.
O tensor de estresse ¢ dado por 7(e(u)) = M(|e(u)|%)e(u). Usamos o método de
Faedo-Galerkin e alguns argumentos de compacidade, operadores monétonos e o Lema

do angulo agudo para provar existéncia e unicidade de solugoes fracas.

Palavras-chave: Equacoes Diferenciais Parciais, Fluido Micropolar, Fluido Nao-

Newtoniano, Método de Galerkin, Desigualdade Variacional .
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Abstract

In this work we investigat a variable inequality and a stationary form of some types
of Non-Newtonian micropolar fluids. These problems are considered in a smooth and
bounded domain of R? d € N, under Dirichlet conditions at the boundery. The
stress tensor is given by 7(e(u)) = M(le(u)|%)e(u). We use the Faedo-Galerkin and
some compactness arguments, monotones operators and the sharp angle Lemma to

prove existence and uniqueness of weak solutions.

Key words: Partial Differential Equations, Fluid Micropolar, Non-Newtonian

Fluid, Galerkin Method, Variational Inequality.
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Introducao

Faremos nesta secao uma apresentacao dos sistemas que serao estudados: sistemas
micropolar dilatante, micropolar fortemente dilatante e sistema estacionario, fazendo

um pequeno histérico desses a fim facilitar o entendimento do leitor.

Sejam Q um dominio do R3 com fronteira suave 99 e um ntimero real 7' > 0.
Denotamos por Q7 o cilindro espaco-temporal I x €2, cuja fronteira lateral é dada por
Y =1x09,em que I = (0,7) C R é um intervalo de tempo. O comportamento de
um fluido incompressivel confinado em () pode ser descrito pelo seguinte sistema de

equagoes

ou

P~ Vorle) +plu-V)u = —Vp+pf emQr,

V-u = 0 emQr,
uw = 0 sobre X,

uw(0) = uy em Q,

no qual u = (uy,us, u3) é a velocidade linear do fluido, p representa a pressao, p ¢ uma
constante positiva que determina a densidade do fluido, f = (f1, fa, f3) representa a

2 2
resultante das forgas externas e 7 : Riym — Riym denota o tensor extra de estresse.

. - . a2 - e .
A aplicagao e : R? — Rﬁym leva cada vetor u = (uy,uz,u3) € R® na parte simétrica

do gradiente da velocidade, ou scja

e(u) = % [V + (Vo). 2)



2 . . . I .
Riym representa o conjunto de todas matrizes simétricas de ordem 3 x 3, ou seja,

Rgzm = {D c RSQ;DU = Dji7 7/7] = 17273}

0.1 Classificacao dos fluidos

A partir do tensor 7 podemos classificar os fluidos que serao estudados nessa tese. De
acordo com a Lei de Stokes, o tensor 7 depende da matriz e = e(u) de modo linear,

ou seja,
T(e) =2ve, v >0, (3)

substituindo o tensor (3) no sistema (1), ele se transforma no sistema de Navier-
Stokes. Um fluido incompressivel, cujo comportamento é caracterizado pela lei de
Stokes (3), é chamado fluido Newtoniano. Por outro lado, fluidos que ndo podem
ser descritos por (3) sdo chamados fluidos nao-Newtonianos. A érea da ciéncia que
estuda o comportamento dos fluido nao-Newtonianos é uma parte da Mecanica dos
Fluidos chamada Reologia.

Vejamos alguns exemplos de fluidos ndo-newtonianos classificados segundo a Re-

ologia.

(a) Fluido Pseudo-Pldstico. Nesse caso a viscosidade aparente diminui conforme o

aumento da tensao. Por exemplo, temos tintas a base de latex e o Catchup.

(b) Pldstico de Bingham. Estes fluidos requerem a aplicacao de uma tensao 7 além de
um limiar inicial 7y, especifico do fluido em questao, para que ocorra escoamento.
Quando submetidos a tensoes menores que 7y, eles se comportam como sélidos.

Um exemplo desse tipo de fluido é o creme dental.

(c) Dilatante. Nesse caso a viscosidade aparente aumenta com o aumento da tensao
7. E o caso, por exemplo, de suspensoes concentradas de amido. Para o escoa-

mento, usam-se bombas de deslocamento lento.

Para mais informagoes sobre Reologia veja, por exemplo, G. K. Batchelor [7], [1967].



De acordo com K. R. Rajagopal [33], [1993], o comportamento de um fluido nao-

Newtoniano pode ter uma ou mais caracteristica entre as seguintes:

(a) a capacidade do fluido de aumentar a viscosidade ou diminui-la durante o

cisalhamento;
(b) a presenca de diferenga de tensoes normais nao-nulas durante o cisalhamento;
(c) a capacidade do fluido de possuir um limite de elasticidade aparente;
(d) a capacidade do fluido de apresentar relaxamento de tensao;
(e) a capacidade do fluido de deslizar lentamente ao escorrer (”"to creep”).

Estudaremos nesse trabalho um fluido que possui a primeira caracteristica, ou seja,

um fluido com viscosidade varidvel.

0.2 Lei Poténcia

Um modelo bastante estudado para o tensor de estresse é a chamada Lei Poténcia

(Power-Law fluids). Em uma de suas variantes, a Lei é dada por

T(e(w)) = 201 + le(u)[}")e(w), (4)
em que o simbolo |e(u)|g representa a norma euclidiana usual de matrizes definida

por |e(u)|%4 = Z e;;(u), comi,j =1,...,d. Notemos que quando p = 2 em (4), temos
5]

um fluido newtoniano dado pela lei de Stokes (3). Nesse trabalho vamos considerar
um fluido sujeito a Lei Poténcia. Trabalharemos com uma generalizagao de (4), dada

por

7(e(w)) = 2(v + v, + M (le(uw) ) e(w), (5)
ou seja, vamos considerar p = 4 ¢ M : (0,+00) — (0,+), M € CY0,+o0) a
fungao de wviscosidade generalizada. O tensor dado em (5), com p # 2 é o modelo
para os chamados fluidos Newtonianos generalizados (apesar de serem fluidos nao-
Newtonianos). Nessas condigdes, temos um fluido do tipo dilatante, cuja viscosidade

aparente cresce com o aumento da tensao de cisalhamento. Para mais informagoes,

veja J. Mdlek, J. Necas, M. Rokyta e M. Ruzicka [15], [1996].



Fluidos nao-Newtonianos sao frequentemente usados nas mais diversas areas de
pesquisas cientificas e da industria como por exemplo em Quimica, Glaciologia, Bi-
ologia e Geologia. Algumas aplicacoes sao discutidas em J. Mdlek, K. R. Rajagopal,
e M. RuZicka [17], [1995].

A primeira investigacdo matematica do problema (1) foi feita por
O. A. Ladyzhenskaya [28], [1963], onde ela propos, entre outras coisas, estudar o
sistema (1) com o tensor dado em (4) e p = 4. Combinando a teoria dos operadores
mondtonos e argumentos de compacidade, ela provou existéncia de solucgoes fracas

para o modelo (1) no caso em que p > 1+ assim como unicidade quando

d+2’
d+2

p > — Outros resultados conhecidos a respeito do problema (1) foram obtidos
em uma série de artigos, entre os quais citamos J. Mdlek, K. R. Rajagopal, e M.
Ruzicka [17], [1995], J. Mdlek, J. Necas e M. Ruzicka [16], [2001] e Frehse J. e J.

Malek [4], [2003].

0.3 Fluido Micropolar

Apresentaremos aqui o sistema que descreve o movimento de um fluido micropolar e
em seguida faremos um comparativo entre o micropolar e a Navier-Stokes. O sistema

de equacoes a seguir descreve o movimento de tal fluido micropolar.

ou

a—(u-i—w)Au-i—(u-V)u-i—Vp = 2u,Vxw+f emQr,
ow
E—aAuH—(u-V)w —pV(V-w)+4v,w = 20V Xu+g em Qr,
V-u = 0 em Qr,
(6)
U = 0  sobre X,
w = 0 sobre Xr,
u(0) = uy  em €,
w(0) = wy em €,

no qual u(z,t),w(x,t) € R® e p(x,t) € R denotam, respectivamente, as velocidades

linear, microrrotacional e a pressao hidrostatica do fluido. Os simbolos a e § sao



constantes positivas. As constantes positivas v e v, sao, respectivamente, a viscosidade
newtoniana e a viscosidade microrrotacional.

A principal diferenga entre o modelo (6) e o de Navier-Stokes é que a rotacao das
particulas é considerada. A abordagem acima foi introduzida por A. C. Eringen [1],
[1966]. O sistema acoplado (6) pode ser usado para modelar o comportamento de
cristal liquido, fluido polimérico e sangue sob certas circunstancias (veja por exemplo
C. Calmelet-Eluhu e D. R. Majundar [2], [1998]). Esse sistema foi analizado em
detalhes no livro de G. Lukaszewicz [8], [1999].

Existem diversos artigos que tratam da andlise matematica de fluidos micropo-
lares. Trata-se de um campo de pesquisa relativamente recente e em evidéncia na
Matematica. Podemos citar por exemplo J. L. Boldrini, M. Durdn e M. A. Rojas-
Medar [12], [2010]; P. Szopa [29], [2007]; N. Yamaguchi [27], [2005]; N. Kishan e S.
Jagadha [26], [2013]; bem como R. Ellahi, S. U. Rahman, M. Mudassar Gulzar, S.
Nadeem e K. Vafai [30], [2014].

0.4 Apresentacao dos problemas

Neste texto propomos o estudo de inequagoes e da forma estacionaria associadas
a alguns fluidos micropolares nao-Newtonianos. O problema estudado no segundo
capitulo consiste em uma inequagao associada ao problema (6) onde o fluido é do
tipo (4), com p = 4, ou seja, um fluido micropolar com viscosidade variavel. A
equagao deste problema foi estudado por G.M. de Araijo e E.F.L. Lucena [5]. Mais
precisamente, investigamos o seguinte problema:

Sejam Q, 092, T' > 0, Qr, ¥ e I = (0,7) conforme introduzidas anteriormente.
Procuramos por funcoes u, w : Qr — R3 e p : Qr — R que sejam solucoes do seguinte

sistema de inequagoes



u =V 2+ + M(le(w)[R)e(w)] + (u-V)u+ Vp
> 2v,V Xw+ fem Qr,

w —nV-e(w) + (u-Vw+4v,w > 2v,VXxu+g em Qr,

Vou = 0 em Qr, (7)
u = 0  sobre Xp,
wo = 0  sobre Xp,

u(0) = uy em €,

w(0) = wo  em €2,

em que e(u) é dado como em (2), v e v,, viscosidades newtoniana e microrotacional
ambas constantes positivas, vy constantes positiva, u = (uy,ug,u3) e V X u é dado

por

V % — 8u3 _ 8%2 6U1 _ 8u3 8u2 _ 6U1
o 6952 83537 82173 3.%‘17 (95171 (9.1‘2 ’

de modo anélogo definimos V x w,

81152 B 81’3’ 3ZE’3 (993‘17 8:761 893‘2

A aplicacao real M : (0,+o00) — (0,400), deve satisfazer certas hipdteses que serao

(Owg 071)2 0101 011)3 0w2 (9101)
V xw= .

explicitadas no capitulo das preliminares. Notamos que quando M ¢ uma funcao
constante, o problema (7) se reduz a inequacao associada ao problema (6). No estudo
do sistema (7) obtivemos existéncia de solugoes fracas no caso d < 3, unicidade de

solugoes quando d = 2



O terceiro capitulo é dedicado ao estudo do seguinte sistema

u =V -2+ v+ M (le(w)|%))e(w)] + (u.V)u + Vp
> 2, Vxw+ f em Qr,

w — V- [M(le(w)%)e(w)] + (w.V)w+4dv,w > 20,V xu+g em Qr,

V-u = 0 em Qr, (8)
U = 0  sobre X,
w = 0  sobre X,

u(0) = up  em ),

w(0) = wo  em €,

no qual consideramos uma nao-linearidade do tipo V - [M(|e(w)|%)e(w)] na segunda
equagdo, andloga ao tensor de estresse da primeira equagao (por esse motivo decidi-
mos chamar esse fluido de micropolar fortemente dilatante). Isso nos permite, em
certo sentido, melhorar os resultados obtidos para o primeiro sistema. E importante
ressaltar que, quando M é uma funcao constante, retomamos a inequagao associada
ao sistema micropolar (6). No estudo do sistema (8) obtivemos existéncia e unicidade
de solugoes para d < 3.

No dltimo capitulo estudamos o sistema de equagdes associado a (7), em sua forma
estacionaria. Mais precisamente estudamos o seguinte problema:

Seja © um conjunto limitado do R? com fronteira suave 9€). Procuramos por
funcoes u,w : 2 — R e p :  — R solucoes do seguinte problema de valor inicial e

de contorno



~V 2w+ v, + M (le(uw)|%)e(w)] + (w.V)u+ Vp =21,V x w+ f, em
-V e(w)+ (u-Vw+4dv,w =21,V X u+g, em €

V-u=0, em €,

u=0, em 0,

w=0, em 09,



Lista de Simbolos

I:= [0,7] intervalo da reta para algum ntmero real 7' > 0;

Q) := aberto do espaco eulidiano R?, com ponto arbitrrio z = (z1, ..., 74);

|| := medida de Lebesgue de um conjunto mensuravel Q C R%;

D(R) := espago das fungdes infinitamente diferencidveis com suporte compacto sobre

2 munido da topologia indutiva de L. Schwartz [22], [1957];
D'(2) := dual de D(Q2) = espago das distribuicoes sobre €2;
LP(Q2) == {u : Q2 — R, mensurdvel em §2; / |u(z)|Pdx < oo} , 1 <p < oo;
Q
Ck(Q) := fungoes k vezes continuamente diferencidveis em €, k > 0;
Wmr(Q), WiP(Q), H™(Q2), H () := espagos de Sobolev;
1/p
LP(I; X) = <u; u:l — X é mensuravel e </||u(t)||§(> <00, sel<p<oo;
I
LP(I; X) = {u; u: I — X é mensurdvel e sup ess||u(t)||x < oo}, se p = o0;
te(0,T)

Vu := gradiente da funcao u;

V -u := divergente da funcao u;



V X u := rotacional da funcao u;

Au := laplaciano da funcao u;

|A|g = norma euclidiana da matriz real A;

/Q u := integral de Lebesgue de uma fungao u sobre o conjunto €2;

(] := fim da demonstracao de um teorema, proposicao, lema ou corolario;

|lu|| x := norma de u em X;

A — B := imersao continua de A em B;

A <5 B:= imersao compacta de A em B;

u, — u := convergéncia forte de u,, para u;

u, — u := convergencia fraca de u,, para u;

U, — u = convergéncia fraco estrela de u, para u;

C e C, := constantes positivas cujo valor exato nao é relevante.
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Capitulo 1

Preliminares

Nesse capitulo fixaremos os espacos funcionais, algumas notagoes que serao
usadas no texto, definiremos algumas aplica¢oes que serao de suma importancia para
as solucoes das inequagoes e do sistema estacionario. Também aproveitamos esse

espago para citar alguns dos principais lemas que serao usados nas demonstracoces.

1.1 Notacoes e Resultados

Em todo o texto vamos considerar o seguinte, um dominio € contido em R
d € {1,2,3}, com fronteira suave 992. Dado o ntimero real T' > 0, denotamos por Q7 o
cilindro espaco-temporal [ x €2 cuja fronteira lateral ¢é dada por
Y =1x090 em que I = (0,7) C R é um intervalo de tempo. Nesse contexto,
os vetores u = (uq,...,uq) € w = (wy, ..., wy) representam, respectivamente, a veloci-
dade linear e a velocidade microrrotacional de um fluido confinado em 2. A pressao
desse fluido sera representada por p, p é uma constante positiva que determina sua
densidade e f = (fi,..., f4) sera a resultante das forcas externas aplicadas a esse
fluido. Denotando

Rd2 :{DERdQ,DU :Dji7 i,jzly---ad}7

sym
. . ~ 2 . J
definimos a aplicacdo e : R¢ — ]Rglym que leva cada vetor u € R? na parte simétrica

do gradiente da velocidade e(u) definido pela expressao dada em (2). Também con-

sideramos uma aplicacao real M : (0, +o00) — (0,+oc), M € C*(0,+oc) satisfazendo

11



as seguintes hipoteses

Oy (1+672)° < M) < Cy (1417), (1.1)

Cs (14 1'7?)

0 < A//(t)g t1/2

em que C, Cy e C3 sao constantes positivas.

Além disso, usamos as notagdes usuais para os espagos de sobolev como LP(€2),
WmP(Q) e CP(Q), para fungoes que sao definidas em €2 com valores em R, bem como
LP(2), W™P(Q) e CP(Q) para fungoes, definidas em Q com valores em R?. Também
consideramos os espagos LP(I; X) e LP(Qr) = L? (I; L?(Q2)). Para mais informagoes

sobre esses espagos, veja, por exemplo, J. L. Lions [13], [1969].

Sejam os espacos X e X', em que X’ é o dual topoldgico de X. Representaremos

por (.,.) a dualidade entre X e X’. Também definimos os seguintes espacos

V={peD{); V- -p=0},

V, = V,(Q) como o fecho de V no espaco W"*(Q), p € (1,00), com a norma do

gradiente em V}, dada por

IVull, = | [ 19uto)p] v

Em particular V' = V5. O produto interno e a norma em V sao dados respectivamente

por

(fu,0)) = Z [ 22wy, =3 [ (20) e

o espaco H = H(Q) é o fecho de V em L*(2), com produto interno e norma definidos,

respectivamente, por

3

o) =3 [

i=1 79

3
ui(2)v;(z) dw,  |ul? :Z/Q|uz(w)|2dx

12



Definigao 1.1. Um operador T : V — V' € dito hemicontinuo, se a fun¢ao real

A= (T(x+ \y), z)
¢ continua Nx,y,z € V.

Observagao 1.1. Notamos que Hy(2) e L*(Q) sdo espacos de Hilbert. Além disso,
as imersoes H:(Q) < L*(Q) — HY(Q) sdo continuas, sendo a primeira delas com-

pacta.
A seguir, elencamos alguns dos principais lemas que serao usados no texto.

Lema 1.1. (Desigualdade de Korn) Seja 1 < p < oo. Entao, existe uma constante

K, = K,(Q), tal que a desigualdade

K| vllwree) < lle(@)l]zr ) (1.3)
¢ vdlida qualquer que seja v € Wol’p(Q), em que 2 C R é um aberto limitado de

classe C1.

Demonstragao. Veja o apéndice C.1. Outras demonstracoes podem ser encon-

tradas em J. Necas [18], [1966] e R. Temam [31], [1985].

Lema 1.2. Sejam p > 2, um tensor 7 : ]R‘Si;m — ]Rg;m e uma funcgao potencial para

2 . . . ~ . . .
7, dada por ® : ]Rffym — R tais que as sequintes assertivas sao satisfeitas quaisquer
d2

que sejam as matrizes B, D € RY

e quaisquer que sejam v, 5, k.l =1,...;d

dd(D)

aDij = Tij(D)7 (14)
0P (0
o) = 2y 15)
ij
0?®(D) ,
—— - B.. > . p—2 2 .
9D;;0Dy ByBu 2 Cs(1+|Dle)" | B, (1.6)
0?®(D) -
‘8DijaDkl Cy(1+|D[g)"" (1.7)

Nessas condigoes existem constantes positivas C,, v =5,6,7 tais que
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Cs(1+ D[ )IDfE < ®(D) < Cs(1+ |D|p)?, (1.8)
(1(B) —7(D)).(B—D) > C4B-D|}. (1.9)
Demonstragao. Veja o apéendice C.2.
Lema 1.3. (Teorema da Convergéncia de Vitali) Seja Q um dominio limitado em R?
e fm : Q@ — R integrdvel qualquer que seja m € N. Supondo que
1. n}él_l)l;o fm(z) existe e € finito quase sempre em §);
2. Para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que

sup/ |fm(z)|dx < e, VH CQ, |H| <9, H mensurdvel
meN J H

entao

lim fm(x)dxzf lim f,,(z)dz.
Q Q

m—o0 m— 00

Demonstragio. Para uma demonstracao desse resultado veja G. Vitali [9], [1907];
J. R. Choksi [20], [2001]; N. Dunford e J. Schwartz [25], [1958] ou ainda em H. W.
Alt [11], [1992] , p. 63.

Lema 1.4. Supondo d = 2, existe uma constante C, tal que

lull gy < Clul*?[lul|?
Yu € Hy(9).
Demonstragao. Veja o apéndice C.3.

2 d
Lema 1.5. Consideremos d > 3, s,r € R, com s > 2, r > d, verificando — + — = 1.
s T

Seja também a forma trilinear b:V x V xV — R dada por

0v;

b(u,v,w) = /QUZ(‘L)(?ZUZ (x)w;(z) da.
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Nessas condigoes, se u € L"(£2), entao

[b(u, v,w)| < ellull ooy o]l [w] > Jw]| "

Yo,w e V. Em que ¢ > 0 € uma constante.

Demonstragao. Veja o apéndice C.4.

Lema 1.6. Quando n < 4 a forma trilinear b(u,v,w,) é continua em V. x V x V,
1sto €,
[b(u, v, w, )| < cf ul[[o]]]|w]
Demonstragdo. A prova desse Lema pode ser encontrada em [32], p.p. 162.

Lema 1.7. (Lema do dngulo agudo) Seja P : R*™ — R*" uma aplicacdo continua tal
que para um p > 0 conveniente se tenha (P(£),£) < 0, para |||| = p. Entdo existe
um € € R?™ com ||¢]|| < p tal que P(£) =0

Demonstragao. Veja o apéndice C.5.

Lema 1.8. (Lema de Du Bois Raymond) Sejam u € L} () tal que

loc

/Q u(e)p(z)dz =0, Vg € C(Q),

entao u = 0 quase sempre em, §)

Demonstragao. Podemos encontrar em M.M. Calvalcante e V.N.D. Cavalcante [25],

p.p. 21

Teorema 1.1. (Banach-Steinhaus) Sejam E e F espagos de Banach e {T\},_,. uma

familia de aplicacoes lineares e continuas de E em F satisfazendo a condi¢ao

Supreal||Trx|||F < +00, para todo x € E,

entao

Supreall|Txlll 2,7y < +00,
isto €, existe C' > 0 tal que |||Thz|||r < C|||z|||g, Vo € E e Y\ € I.
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Demonstracao. Encontramos a demonstracao desse teorema em, M.M. Calvalcante e

V.N.D. Cavalcante [24] p.p. 67

Observagao 1.2. Sejam K e K conjuntos fechados e convexos de V e Hy(SY),
respectivamente, com 0 € K e (0 € K. Escrevemos,
V=LYLVNV), V' =LY3I,(VnV,)), H=L*I,H),

d
K= {u;u eV, u(t) € Kqs.,u0) =0} e D(E,V) ={u;ueV,u' eV'}

Observagao 1.3. Inicialmente vamos considerar os operadores de penalizagao
B:V =V e 3 C Hy(Q) — H (), associado aos conjuntos convezos fechados
Ke I?, respectivamente cf. Lions [13], pp. 370. Os operadores (3 e 5 $a0 monotonos,
hemicontinua, que levam conjuntos limitados de V e Hy(Q) em conjuntos limitadas
de V' e HY(Q) respectivamente, seus nicleos sao K e K. Vamos considerar também
B LIV NV, — LB (V VYY) e B LA HY(Q) — LA(1; H Q) sdo igual-

mente mondtonos e hemicontinuos

Observagao 1.4. V € um espaco de Banach reflexivo, H € um espago de Hilbert, K

¢ um conjunto fechado e convexo de V

Consideremos a ”hip6tese de compatibilidade” (ver Lions [13], p.269)

Para toda v € K, existe uma sucessao regularizante v; verificando
i) v;e KND(4;V)
it) v;—=vem V,j— 00 (1.10)
iii) limsup; ., (%, vj — v) <0
Para finalizar essa secao, definiremos o tensor de estresse 7 : R” 5 R e seu

sym sym

d2

sym — R que serao utilizados no texto. Definimos

correspondente potencial ® : R

esses objetos pondo

(D) = M(DE)D, (111)
®(D) = - " \i(s)ds. (1.12)

No apéndice A, mostramos que o tensor 7 e o potencial ® satisfazem as hipdteses

(1.4)-(1.7) do Lema 1.2 para p = 4.
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Capitulo 2

Sobre um Fluido Micropolar

Dilatante

Neste capitulo vamos estudar a seguinte desigualdade
u =V -2 +v+M(le(w)|d))e(w)] + (u-V)u+Vp

> 2,V XxXw—+ fem Qr,
w—wnV-e(w) + (u-Vw+drw > 20,V Xu+g em Qr,

Veu = 0 em Qr,

(2.1)
u = 0 sobre Xr,
wo o= 0  sobre X,
u(0) = up em €,
w(0) = wy em €

No qual os simbolos, v v ¢ v, s@o constantes positivas. Nosso objetivo é estabelecer

existéncia e unicidade de solugao do sistema (2.1)

2.1 Definicoes e Resultados

A fim de simplificar algumas notacoes introduzimos as seguinte formas bilinear e

trilinear: a: V xV —-Reb:V xV xV — R, respectivamente, dadas por
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a(u,v) = anj(x)axj(:ﬂ)dzc, (2.2)
b(u,v,w) = /muz(x)gz(x)wj(x)dx (2.3)

Chamamos a atenc¢ao do leitor para o uso da convencao de somatério de Einstein
d

segundo a qual o;3; substitui E a;3;. Essa notacao serd usada quase sempre no
ij=1

texto. Notamos que (veja Lions [13], [1969])
a(u,v) = ((u,v)), (2.4)

blu,v,w) = —b(u,w,v), Yu€V eVYv,weHN) (2.5)

Também usaremos as seguintes notagoes

Au = —Au, (2.6)
v
By = (u-Vv=u—=—, VYu,veV (2.7)
a.’lﬁi
outra notagao que também sera bastante utilizada ¢é a seguinte

Kuv = =V - M(le()})e(v), Yu,ve VNV, (28)

Assim, podemos escrever
(Au,v) = a(u,v) Yu,v €V, (2.9)
(Byv,w) = blu,v,w) Yu€V eVv,we& HyQ), (2.10)

(Kyv,wy = /QM(|e(u)|2E)eij(v)e,~j(w)dx Yu,v,w € VN Vj. (2.11)

Observagao 2.1. Observamos que devido a desigualdade (1.9) do Lema 1.2, temos
que

</CU1 — Kug, uy — U2> >0,

quaisquer uy,us € V. Logo K : VNV, — (VNVy) é um operador mondtono.

Demonstragao. Veja o apéndice B.1
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Observagao 2.2. O operador K :V NV, — (VNV,) € hemicontinuo, ou seja,

A= ( K(u+ Av),w )

¢ continua Yu,v,w € V, com X € R.

Demonstracao. Ver apéndice B.2

Teorema 2.1. Consideremos n < 3, f € L*3(I;(V NV,)), g € L*(I; H'(Q)) e a

hipotese de compatibilidade, entdo existe um par de funcgoes (u,w) tal que

we LYLV V) NLX(H), we Le(I; L(Q) N LA(1; Hy(Q))
u(t) € K,q.s. ew(t) € K,q.s., satisfazendo

T T T
/ (¢, o —u)dt + (v + l/r)/ a(u, —u)dt + / b(u, u, o — u)dt+
0

0

i M (Je(u)[*)eij(u)eij(o — u)dt > 2v, /O(V X w,p —u)dt +/0(f,90 —u)dt

Vo € LYV NV, ¢ € LY3(I(VNVi)), 0(0) = 0,0(t) € K ¢.s.
T T T

/0 (¢',¢—w)dt+l/1/0 a(w,gb—w)dt+l/1/0 (V(V-w), ¢ —w)dt (2.12)
T T T

/ b(u,u,gp—u)dt+4u,n/ (w,p —w)dt > 214/ (V X u,p —w)dt+

0 0 0

/0 (06— wydt

Vo € LA(1; Hy(Q)), ¢ € LA(I; H'(Q)),6(0) = 0,6(t) € K g.s.

u(0) = ug, w(0) = wy

Teorema 2.2. Assumindo a hipotese de compatibilidade, supondo n=2 e

£ 19,9 € L*(I; H(Q2))

ug € K, wy € I?,
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Supondo também que

(f(0),v)+2v,(V xwp, v) = (v+1;)a(ug, v) —b(ug, ug, v) — (Kyuytio, v) = (u1, v)

(2.13)
V v e Ve para algum v, € H
(9(0),0) + 20, (V X ug,v) — v1a(wg, V) — bug, wo, v) — 11 (V - wg, V - 0) (2.14)
—4v,(wo, V) = (w1,0) ¥ U € Hy(Q) e para algum w, € L*(Q).
Entao existe wm tnico par de fungées (u,w) tal que
we L2(I; V)W € LA(L; V)N L>(I; H)
we L3I HYQ), o' € L3(I; HA(Q) N L(1; T(%)
u(t) € K,w(t) € K,Vt € [0,T), satisfazendo
(W' (), v —u(t)) + (v + v )a(u(t),v — u(l) + (Kupu(t),v — u(l))+
b(u(t), u(t), v —u(t)) = 2, (V x w(t), v —u(t)) + (f(t),v — u(t))
Yv e K.q.s,em t
) + via(w(t), ¥ — w(t)) + blu(t), w(t),v — w(t))+ (2.15)

w(t
1(V ( w(t)), v —w(t)) + 4 (w(t), v — w(t)) = 2v,(V x u(t), v — w(t))
+(9(t), v —w(?))

Yu € I?,q.s,em t

u(0) = ug, w(0) = wy

As provas dos teoremas (2.1) e (2.2) serao dados pelo método da penalizagao, que

consiste em adicionar um termo singular chamado penalizacdo ao problema (2.1),

dependendo dos parametros €, > 0. Resolvemos o problema misto em Q para

o operador penalizacao e as estimativas obtidas para a solugao local da equagao

penalizada, permite-nos passar o limite, quando €, e tenderem para zero, de modo a

obter um par de fungoes (u,w) que serd a solugao do nosso problema.

O problema penalizado associado ao sistema (2.1) é dado por
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1
ul — V- 2w+ v + M(Je(ud)]?))e(ue)] + (ue.V)ue + EBUE + Vp
=2v,V xXwA+f em Qr
wl—uV-e(w:) + (ue.Vw: +4v,w. + %ng =21, VXu,+g em Qrp

div u, = 0 em Qr (2.16)
Ue =0 em Xp

We =0 em Yp

ue(z,0) = 0 em

we(z,0) = 0 em Q

Definigao 2.1. Sejam up € V,w, € Hy(SY), bem como f € L*3(I,V') e g €
L*(I; H*(Q)). Uma solugdo fraca para (2.16) consiste de um par de fungées {u,,w,},
tal que u. € LY(I;V)) 0 LA(I; V) N L2(1; H), w. € L=(I; L*(Q)) N L*(I; H5(Q)),

satisfazendo

1
(ué, 99) + (V + Vr)a(uﬂ 90) + b(uev Ue, 30) + <Ku€uea 90> + E(Buea 90)

=20, (V x we,0) + (f, @), Vo €D(0,T;V)

(we, §) + a(we, @) + 11(V(V - we), 6) + b(ue, we, §) (2.17)

(1, 6) (B, 6) = 20 (V X e, 6) + (9.6),¥9 € DO, T HY(E))

w(0) = 0, w.(0) =0

Teorema 2.3. Se f € L*3(I; V"), g € L*(I; H '(Q)), uw €V e wy € H (), entdo
para cada 0 < €, < 1, exziste um par de fungées (u,w.) definidas em Qr, solugdo

para o problema (2.16) no sentido da definigao (2.1).

Teorema 2.4. Assumindo quen =2, f € L*(I; V), f' € L*(I; V'), g € L*(I; H}(%)),
eg € L*(I; H'(Q)). Entao para cada 0 < €,6 < 1, ucqg € V e w.g € Hy, existe um
par de funcoes (u., w.) definidas em Qr, solu¢do para o problema (2.16) no sentido
da defini¢io (2.1), tal que u, € L*(I,V') ew. € L*(I, HY(Q)) aqui, obtemos as

solugoes mais requlares.
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2.2 Existéncia de Solucoes

2.2.1 Prova do Teorema 2.1

Para demonstar o Teorema 2.1 primeiro provaremos o Teorema 2.3. A fim de
demonstrar a existéncia de solucao fraca para o sistema (2.1), vamos nos deter a
principio na demonstragao de existéncia de solugao fraca para o sistema (2.16), para
isso usaremos aproximagoes de Galerkin. Consideremos uma base de autovetores do
operador de Stokes (¢, ),eny C V, assim como uma base hilbertiana de autovetores
do —A, (¢u)uen € Hy(Q). Representamos por Vi, = [¢1, ..., om] 0 subespago de V
gerado pelos vetores @1, ..., @, € por Wy, = [é1, ..., ¢m] 0 subespaco de H(2) gerado
pelos vetores ¢, ..., G,

Vamos considerar,
m

'U/em(x, t) = Z grm(t)%(f) c wsm(x’ t) = Z hrm(t)¢r(x)7 (218)

r=1

solugoes para o problema aproximado

(ulem7 (107‘) + (U + V,«)CL(Uﬁm, SD’I‘) + (Kuémuema 907') + (Buemuem: 907')

1
+E(ﬁuem,sor) = 20, (V X Wepn, o) + (f(T), 1) r=1,.,3

(wémv ¢7‘) + V1a<w€m7 (br) + 1 (V(V : wsm): (br) + (Bugmwsmy ¢r)+
(2.19)

00y, ) + = (B, 62) = 2 (¥ Xt 60) + (9(0),60) 7 =1,...3

Uem(2,0) = uc(z,0), em V

Wepn (2,0) — w.(x,0), em HY(Q)

O sistema de equagoes diferenciais ordinarias (2.19) possui uma tinica solugao definida
em um certo intervalo [0, t,,[, 0 < t,,, < T. A seguir, vamos obter a primeira estimativa

que nos permite estender essa solucao a todo intervalo [0, 7.
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2.2.2 Primeira Estimativa

Fixando ¢ > 0, ¢ > 0, multiplicando ambos os membros de (2.19); por g, e
somando de r = 1 até r = m e multiplicando (2.19), por h,,, ¢ somamos de r = 1 até

r = m, concluimos que

1d
gl O o) + [ MeCam)] Pl ) P
¢ (2.20)
< 2Vr|w€m|||uem” + |f(t)||uem(t)|a
ld 2 2 2
§E|wgm(t)| + vy weml| + 1|V - Wern | 4 Avp|wen| (2.21)
< 2Vr||uem|”wsm| + |g(t)||wsm|7
POIS b(Uerm, Uerm, Uerm) = D(Uem, Wem, Wem) = 0 (veja Lions [13]), [V X ten| = |Vtenl,

(V' X W, Uern) = (Wern, VX Uey) (veja Lukaszewicz [8]), (Buen(t), uen(t)) > 0,

pois f é monotonoe 0 € K, e (V(V-wem), Wern) = (V- Wem, V-wep) (veja Lukaszewicz

8])

1d ClK
§%|uem(t)’2 + (v + Vr)”uem(t)HQ + T”uem(t)”% + V2||u€m(t)||4
2.22
Vr 2 2 2 4 4/3 222)
< ZHUem(f)H + ¢y, [Wern (B) |7 + §||Uem(t)|| + el NV
1d Uy
éalwam(t”Q + Vlllwam(t)HQ < ZHUem(t)”Q + Cur|wam(t)|2
(2.23)

141
-l-?”wem(t)“Q + ¢ ||g(t)||§{—1(9)~

Isso ocorre, devido ao lema (1.3) (Lema de Korn) e as propriedades (1.1) e (1.2) da

funcao M. Temos

ClK

1 1
3 | M0t s e > HleCen)lley = G- luenlly

1 C1
5/QM(Ie(uem)IQ)|6ij(uem)|2dw > Elle(uem)ll‘b(mZVzHuemll“‘
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Somando as inequagoes (2.22) e (2.23), adicionando no segundo membro |ty (t)]?,

integrando de 0 a t, com 0 <t < T e usando as condicoes iniciais concluimos que

t t
([t + w0 (@) + 1 K / et (3) 1 s + v / e (5) | ds

. . (2.24)

+V1/ ||w€,m(3)||2d8 <C+ C/ (|u€m(3)|2 + |w€m(s)|2) ds.

0 0

Finalmente, a desigualdade de Gronwall nos permite concluir que

[them (£)2 + [wem (8)[* < C. (2.25)
Portanto, seguem de (2.24) as seguintes estimativas

(Uem) € limitada em L>°(I; H), (2.26)
(tUem) ¢ limitada em L*(I; V}), (2.27)
(tUem) ¢ limitada em L*(I; V), (2.28)
(w.p) é limitada em L>(I;L3*(Q)), (2.29)
(W) é limitada em L?(1; Hy(9)). (2.30)

2.2.3 Segunda Estimativa

Consideremos agora a projecao ortogonal P, : V — V,, dada por

P =Y (u,9;);,
j=1

/

assim como sua adjunta P} : V' — V’'. Notamos que Piu,, = ul,. Além disso,

devido a escolha da base especial (g, ), temos que

IPnllevy <1 e IPylleqrvy <1 (2.31)

Desse modo, obtemos de (2.19);, (2.9), (2.10) e (2.11) a seguinte igualdade

1
ul, =—=P% By, — (v+1,) P Aty—P Ktiey—Pr Bty 20, PN X we P f. (2.32)
€

em
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A seguir vamos obter limitagoes para os termos do segundo membro de (2.32).
Primeiramente notamos que |(Atey, v)| < |[ueml||||v]], Yuen(t),v(t) € V. Portanto,
(2.28) implica que

(Atey) 6 limitada em LA(I; V') — L¥3(I; (V N V,)'). (2.33)

Tomando uey,(t),v(t) € V, obtemos de (2.11), da desigualdade de Hélder e de (1.1)

que

(Kt )] < O/|Vuem|?j,3|Vw|de
Q

IN

C||Vuem||?i4(9)||VU||L4(Q)

IN

Clltem|lv,llvllva

IN

Clitem |V llvllveva

Portanto, a limitagao (2.28) assegura que

(Ktte,) é limitada em LY3(1; (V N V,)"). (2.34)

Sabemos que d < 3 implica em H}(Q) < L*(Q2). Logo usando (2.10) ¢ a desigualdade

de Holder podemos concluir

(2.10)

[{Buesthem: V)| =" [b(ttem, them, v)| < [[ttem || s(0) [teml[[0]l23(0) < clltiem [0 ]

Vuem(), v(t) € V. Portanto, devido a (2.28) obtemos
(B, Uem) 6 limitada em L2(I; V') — L¥3(I; (V N V4)"). (2.35)
Temos que
(VX Wer, v)| = [(Wem, V X 0)| < [wep|[|[v]] < cllwepl[|v]|

Ywen(t) € Hy(Q), e Yo(t) € V (veja G. Lukaszewicz [8], [1999] p.116). Portanto,
segue de (2.30) que

(V X Wepy) € limitada em L2(1; V') < LY3(I; (V N V,)). (2.36)
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Da hipétese de 8 temos que

(Btem) é limitada em LY3(I; (V N Vy)'). (2.37)

Portanto

(ul,)) é limitada em L¥(1; (V N V,)). (2.38)

De um modo andlogo, consideremos a projedo ortogonal R,, : Hy(2) — W,

definida por

Ryw =Y (w,8,)¢;
Jj=1
e sua adjunta R, : H7(Q) — H~'(Q). Temos R} w!, = w/ |
[ Bl cup,maey <1 e IRLllew—1@).m-19) < 1, (2.39)

devido a escolha da base especial (¢,). Notamos que (2.19),, (2.9), (2.10) e (2.11)

implicam que

1~
wL,,=— RV -e(Wer) — R Bwey, — 40, R Wy, — gﬂwgm +2u, R VXt +RYg.  (2.40)

A fim de limitar o segundo membro de (2.40), observamos inicialmente que

|<V ce(Wem), V)| = |<6(w€m),VU>| < |Vw5m||Vv| < ”wamHHU”

Ywem (), v(t) € Hy(2). Desse modo, (2.30) implica que

(V- e(wen)) é limitada em L* (I; H™'(2)). (2.41)

Por outro lado, considerando a imersao H}(2) < L?(€2), obtemos de (2.30) a seguinte

limitacao
(Wer) € limitada em L2 (I; H(Q)) . (2.42)

Em seguida, notamos que
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|<V X U, V)| < ”usm”HUlL

Ve (), v(t) € Hy(£2). Desse modo, usando (2.28) obtemos

(V X usp) é limitada em L* (I; H™'(2)) . (2.43)

Da hipétese de E , temos que
(Btwep) 6 limitada em L2 (1; H1(Q)) (2.44)

Com a finalidade de obter uma limitagao para (B, Wey), vamos considerar dois
casos: d =2 e d = 3. Primeiramente, supondo d = 2, obtemos da propriedade (2.5),

de (2.10) e da Desigualdade de Holder o seguinte

(2.10) (2.5)

|<Buemwamvv>| |b(u€mvwama7))| = |b(uem7vaw€m)| SC||u6m||L4(Q)||U||||w€m||L4(Q)

VUem, Wer, €V €0 € Hé(Q) Logo devido ao Lema 1.4 podemos escrever
’lBuemwamH?ﬁrl(Q) < clugn|[[tem | wem|[[wem |-
Agora aplicamos a desigualdade de Young para obter

1Bucrs wemllzr-10) < elttem | l[ttemI* + eltwem | |wem||*

Portanto, (2.26) e (2.28)-(2.30) nos permitem obter que

(Buom Werm) € limitada em L* (I; H'(2)),  no caso d = 2.

Uem

Usando um raciocinio analogo e supondo d = 3 obtemos do Lema 1.5 a seguinte
inequagao

HBuemwem”H—l(Q) < ||uem||L6(Q)|w€m|1/2“w€m”1/2-

A seguir notamos que no caso d = 3 vale a imersao H}(Q) — L5(Q). Segue-se da

desigualdade de Young que a inequagao anterior pode ser reescrita do seguinte modo
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|Buemw5m||2H_1(Q) < cf|ttem| P [wem [ Weml| < elltiem||* + cltwem]* | weml|.

Portanto, (2.28)-(2.30) nos fornecem

(Buop Wern) € limitada em L* (I;H™'(€2)),  no caso d = 3. (2.45)

Desse modo, obtemos de (2.40)-(2.45) e das hipéteses sobre g que

(wl,,) é limitada em L* (I; H'(Q2)). (2.46)

Devido as limitagoes (2.26)-(2.30), (2.38), (2.46) e ao Lema de compacidade de
Aubin-Lions, temos que existem subsequéncias de (uey) € (Wey), as quais ainda de-

notamos por (Uey,) € (Wey), tais que

U — U forte em L*(I; H) e q. s. em Qr, (2.47)
Uan — u, fraco estrela em L(I; H), (2.48)
Uem — ue fraco em LY(I;V), (2.49)
ul, — ul  fraco em LY3(I;(V N VL)), (2.50)
Wey — w, forte em L*(I;L*(Q)) e q. s. em Qr, (2.51)
We, — w. fraco estrela em L>®(I;L*(Q)), (2.52)
Wep, — w.  fraco em L*(I; H(Q)), (2.53)
w, ~—— w. fraco em L*(I; H'(Q)), (2.54)
Kten — x  fraco em LY3(1;(V N VL)) (2.55)
Buen — 1 fraco em LY3(I;(V NV)") (2.56)
Bwe, — W fraco em LA(I;H Q) (2.57)

Além disso, notamos que (2.28) e (2.38) implicam em u. € C°(I; H). De modo similar,
(2.30) e (2.46) implicam em w. € C°(I;L*()). Portanto, faz sentido considerar

e (0) = uep € we(0) = wep.
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2.2.4 Convergéncia dos termos nao-lineares

Agora vamos obter (2.17). A fim de provar que

T T
/ D(ttems e, ) — / buesue, ), Yo € DIV, (2.58)
0 0

consideremos ¢ € D(I;V). Temos

/ (uemiuemj - ueiuej)%dxdt - / (uemi - uei) ﬁdxdt
JQr Ox; T ;

+ / U@'(Uem]’ - Uej)ﬁdl’dt
T L
= Il + [27

Vo € D(I; V). Além disso, notamos que devido a estimativa (2.26), temos que

T
|[1| S C/ |uem _ueHuem'dt
0

(2.26) T
< C'/ [tem — uc|dt.
0

Agora notando que temos uma convergéncia forte (2.47), resulta que |I;| — 0, quando
m — oo. Por outro lado, novamente devido a (2.47), temos |Io| — 0, quando m — .

Portanto,

d¢; 9p;
miLemy ei Wej D [; . 2.
/T Uemillem oz, dxdt — o Ui Ue;j D1, dzdt Yo € D(I;V) (2.59)

Por fim, usando a propriedade (2.5) e a convergéncia (2.59) obtemos

T T
/b(ugm,uem,cp)dt @5) —/ b(Uem, @, Uem )dt
0 0
T
23 —/ b(ue, @, ue)dt
0
(2.5)

T
= / b(U‘G?uG? @)dta
0
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qualquer que seja ¢ € D(I;V). Isso assegura a convergeéncia (2.58). Para provar que

T T
/ (1, Wors &) — / buesw.,8), VoD (D). (2.60)
0 0

procedemos de modo andlogo usando a convergéncia (2.51) e as estimativas (2.29) e

(2.30). Por outro lado, notamos que

| estwment@nte — [ etuwey (@)t 261)
T Qr

ou de modo equivalente,

/0<V-e(wsm),cb>dt—>/0 (V- e(w,), ¢)dt, (2.62)

resulta de (2.53). Para provar que

g M (e (tem) %) ei; (tem)ei; () drdt — g M (Je(ue)[i)ei(uc)es(p)drdt,  (2.63)

Vo € D(I;V), usaremos o Lema 1.3. Primeiramente usamos o fato Vi, — Vu. q.

s. em Qr, (veja Frehse J. e J. Mdlek [4], [2003] p. 565-566). Logo

|Ven|s — [Vue|3 q. s. em Qr.

Ou ainda,

le(tem)| — le(ue)[f a. s em Q. (2.64)

Além disso, como M € C'(0, +00) segue de (2.64) que

M (le(uem)[z) — M(le(ud)lE) a. s. em  Qr, (2.65)

Portanto,

]w(|e(u6m)|2E)eij(uem)€ij(90) — -]\/[(|€<U€)|]25)€ij(u€)e,’j(gp) (2.66)
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q. s. em Qr, Yo € D(I;V). Por outro lado, usando a estimativa (2.27) e (1.1) obte-

110S

(1.1)

/ M (o)) €4 (tem)ess(@)dedt < C / e (ttem) e () izl

IN

C le(tem) |5 dxdt
Qr

IN

|V e |5 dxdt
Qr

(2.27)
Segue-se que

M (le(uem)[%) €ij(tem)eis (@) € LN Qr), (2.67)

Yo € D(I; V). Agora se H C Qr é um conjunto mensuravel, obtemos de (1.1), (2.27)
e da desigualdade de Holder que

(1.1)

/H M (e (tem) | B)eij (tem)eij(p)dadt < ¢ /H le(uem) [ile(9) | pdwdt

1/4
< c</ le(tem) |Ed:cdt> (/ le(e |Ed:rdt>
3/4
< c(/ |Vu€m]‘};dxdt> |H|Y4
(2.27)

c|H|Y4.

Logo

sup [ M(e(uan) e (o) ()t < clH['
H

meN

Supondo que |H| é suficientemente pequeno, obtemos

sup / M (|e(ttem) [3) 3 (trem e (9)ddt < ' (2.68)

meNJ H
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Ve’ > 0. Por fim, usando (2.66)-(2.68) e o Teorema da Convergéncia de Vitali (Lema

1.3), obtemos (2.63). Portanto, y = Ku, em L*3(I; (V N V,)).

2.2.5 Convergéncia de

Mostremos agora que

Buem — Bu. fraco em L4/3(I; (Vnvy))

Como [ é monotona temos

1 t
X, = g/ (Buem — B0, e —v)dt >0 ¥ v € LN, (VN A))
0

Da equacdo aproximada e tomando o limsup em (2.70), segue que

t
0

t
OS%/(w,ue—v)dt—%/o(ﬁv,ue—v)dt

1

€

/t(w — Bu,ue —v)dt >0 Yo e LYI,V)
0

Fazendo v = u, — A\w, w € L*(I,V)

1

€

/t(w — Blue — Mw),w)dt >0 Yw e LI, V)
0

Fazendo A — 0, segue que

t
1/ (¢ — Buc,w)dt >0 Yw € L*(1,V)
€Jo
logo,

1 t

E/ (¢ — Bu,w)dt =0 Yw € LY(I1,V)
0

Fazendo w = 0v, v € LY(I,V) e 6 € C°(I)

1

€

/t(w — Bu, 0v)dt =0
0
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! / (0 — Buy. o)t = 0 (2.77)
0

€

Aplicando o Lema de Du Bois Raymond, podemos concluir que
(Y — Pue,v) =0qs. em I,V oeV (2.78)
Portanto
¢ = Pue. (2.79)
O raciocinio é analogo para
U = Buw, (2.80)

O sistema (2.17) e as limitagoes obtidas anteriormente em (2.33)-(2.38) e (2.41)-
(2.46) implicam que

1
ul+ (v + vp) Auc+ Kue+ By, ue+ = Bue = 20,V xwAf em LY3(1;(V N Vy))

€ (2.81)
w. + 1V - e(w.)+ By w. + 4v,w. + égwgz 20,V X uc+g em L? (I;H(Q))

Concluimos assim a prova do Teorema 2.3. 0

Provaremos agora o teorema 2.1
Para isso usaremos o Teorema de Banach-Steinhaus
Das limitacoes e do Teorema de Banach-Steinhaus, existem subsequéncias (e )o<e<1

e (We)o<e<1, tais que convergem para u e w, com €, — ()

Mostremos que eu, — 0 em D' (I; (V NV})'), para isso tomemos ¢ € D(I;V NV}),
logo

(eur, @) = —€(ue, @) < eluc|le| < ec, (2.82)

ou seja,

(eu,,p) — 0, quando e — 0. (2.83)
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portanto,

eu, — 0 em D (I; (VN Vy))

De (2.81), temos que

Pue = €21,V X we + f — u; — (v + v.)Aue — Kue — By u
logo
Buc—0 em D(I;(VNVL) quando €—0

resulta de (2.85) que

Buc limitada LY*(V NVy), portanto

Bue — 0 fraco em LY3(V V)
De (2.81) deduzimos que

T
OS/ < Pue,ue >dt <e-C
0

T
/ < Pue,ue > dt — 0, quando € — 0
0

Como [ é um operador monotono

T
/ < Bue — B, ue — @ >dt >0 Yo € L*0,T;V)
0

T T T
/ <ﬂue,ue>dt—/ <ﬁu5,g0>dt—/ < B, ue—@ >dt >0
0 0 0

De (2.88), (2.90), (2.92) e fazendo € — 0, segue que
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T
/ < Bo,u(t) — o >dt <0
0

Fazendo ¢ = u — v, com v € L4(0,T;V) e XA > 0, fica:

/T<6(u—)\v),u—(u—)\v)>dt§0
0

T
/ < Blu— M), v >dt <0
0

T
/ < Bu—I),v>dt <0
0

Fazendo A — 0 e usando a hemicontinuidade de [ segue que

T
/ < Pu,v >dt <0
0

Pelo Lema de Du Bois Raymond,

J
J

Bu(t) =0 qg.s em tel0,T]

~

Isso implica que u(t) € K q.s., de modo analogo temos que w(t) € K.

T
Mostremos agora que lim sup / < Ktey, e —u > dt <0
0

e—0

De fato, temos que Yo € K N D(%; V)

T
/ <U’+(V+VT')AU+ICUE+BUQUE_2VTVst_f,v_ue>dt=
0

(2.93)

(2.94)

(2.95)

(2.96)

(2.97)

(2.98)

<v'—l—u’E—u;-l—(1/+1/,~)Aue+lCue+BuFue—21/,ﬂVXwg—f,v—ue>dt:

T

<ul + (v+v,)Auc + Kue + By ue — 20,V X we — f,v — ue > dt+
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T T T
1
/ < v —ul,v—u, > dt :—/ < Bu—PBuc, v—u. > dt+/ <v'—u,v—u,>dt >0
0 € Jo 0
Logo

T T T
/ <Kue,ue—v>dt§(y+ur)/ <Au€,v>dt—(u+ur)/ < Auc,ue >
0 0 0

T T T
+/ <Bu€ug,'u>—/ <Bu6u€,u5>+/ <V =2,V X w, — f,v —u. >
0 0 0

Tomando o limsup em ambos os lados, das convergéncias (2.47) e (2.53) e levando

em consideragao o seguinte resultado

T T ,
lim inf / ()Pt > / ok
0 T 0 T
—liminf/ | [ue ()]]]? < —/ [u(®)]||?
0 . 0 T
limsup <_ / |||ue|||2) <- / o)1
0 0
Temos que

T T T
limsup/ <lCue,ue>dt§/ <X,v>dt+(u+ur)/<Au,v> dt
0 0 0

T T T
—(y+ur)/ |||u(t)|||2dt—|—/ <Buu,v>dt+/ <v-20,VXxw—fiv—u>
0 0 0

d
Temos de (1.10) que, podemos tomar u; € K N D (E,V’> tal que, u; > ueV

e limsup(uj, u; —u) <0
Jj—00
Tomando v = u;, e em seguida fazendo j — 0o, temos que

T T
limsup/ <ICu€,u€>dt—/ <x,u><0
0 0

logo

T
limsup/ < Kug,ue —u>< 0
0
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Consideremos agora,

T T T
X=[<¢,o—u>dt+ (v+ VT)/ a(te, o — ue)dt + / (Kue, p — ue)dt+
0 0

/O%

com o € L*(0,T,V), ¢ € L*3(0,T,V"), ¢(0) =0, p(t) € Kq.s.

7 T (2.99)
b(te, Ue, o — ue)dt — QI/T/ (rot we, ¢ — ue)dt — / < fyo—u >,
0 0

Multiplicando (2.81) por ¢ — u, e integrando de [0,77], em seguida somando com

(2.99) e sabendo que S = 0, temos que

T T T
Xez/ <g0/,<,0>dt—/ <g0/,u€>dt—/ <ul,p > dit+
0 0 0

- L (2.100)
/ <u;,ue>dt——/ < Pue — By, o —ue > dt
0 €Jo
T T
X€=/ <go’,g0—u€>dt+/ <ul,—p+u. > dt
0 L 0 (2.101)
——/ < Pue — B, —(ue — ) > dt
€ Jo
T T
Xez/ <<p',<p—ue>dt+/ <ul,—(p —ue) > dt
0 0 (2.102)

1 T
+—/ < Bue — B ue — o > dt
€ Jo

T T
1
ng/ <g0’—u;,g0—u€>dt+—/ < Bue — B, ue —@ >dt >0 (2.103)
0 €Jo

g 1 (" d
Pois # é monotono e / < —u,p—u.>= —/ — | — u||?dt

= %(II@O(T) —ue(T)1* = [l(0) — ue(0)|[*) > 0.

Pelo fato de que ¢(0) = 0, hipétese de X, e u.(0) = 0, hipdtese do problema.
De (2.91) e (2.103), segue que X, > 0, logo

T T T
/ <@ o—u>dt+ (1/+1/T)/ a(ue,go—u()dt-i—/ (Ke, o — ue)dt+
0 0 0

T 4 (2.104)
/ b(te, e, p — uc)dt > 2v,
0

T
(waeaw_ue)dt_‘_/ <f7(10_u’6>7
0 0
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Tomando o lim sup em ambos os lados, temos que

T T
limsup/ <g0’,g0—ue>dt:/ < ¢ o —u >, por (2.49).
0 0

T T T
Temos que lim Sup/a(ue, p—ue)dt = lim Sup/ a(ue, p)dt+lim sup — / a(te, ue)dt =
0 0 0

T T
lim Sup/ (Vue, Vo) + limsup/ —||uc(t)||?, decorre de (2.49) que,
0 0

imsup [ atuep—uir < [ (vu.ve)~ [l = [ aw o [ o)

logo

T T
lim sup/ a(Ue, p — ue)dt < / a(u,p —w)dt.
0 0

Temos também que

T

T T
lim Sup/ (Kte, p — ue)dt = hmsup/ —(Kue, ue — ) = —lim inf/ (Kte, u,
0 0 0

—/OT(/Cu,u—sO)=/OT(/Cu,s0—u),

logo

T T
limsup/ (Ktte, ¢ — ue)dt = / (Ku,p —u).
0 0

Temos que,

T
limsup/ b(Ue, Ue,  — ) —limsup/
0

das proprledades da forma trilinear e das Convergenmas anteriores, segue que

T

—p) <

T
b(te, Ue, ) + lim sup — /b(ue,ue,ue)

hmsup/ b(Ue, Ue, —U) /buu,godt-i-()—/ b(u, u, p)dt— / b(u, u,u)d

logo

T T
limsup/ b(te, Ue, p — u) = / b(u,u, p — u)
0 0

Temos também,

T T
lim sup/ < rotwe,  — Ue) = / <rotw,p —u >, decorrente de (2.47) e (2.53).
0 0
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T T

Por fim temos, limsup/ < fipo—u.>dt = / < f,oo —u > dt, decorrente de
0 0

(2.49).

Portanto,

T T T
/ <g0’,g0—u>dt—|—(u+y,.)/ a(u,go—u)dt—i—/ (Ku, o — u)dt+
0 0, 0

T
/ b(u, u, o —u)dt > 214/
0 0

provando assim a primeira parte do teorema (2.1)

r (2.105)
(rotw,cp—u)dt—l—/ < fip—u>,
0

Facamos agora a segunda parte,

T T r
Y, = /< ¢, ¢ —w. > dt+u1/(v ce(we), ¢ — we)dt + /b(uea We, ¢ — we)di+
0 0 0 (2106)

T T T
4Vr/ (wa,gé—ws)dt—QV,,/ (que,gb—ws)—/ < g,0—w, >,
0 0 0

Vo € L3I HY(Q)), ¢’ € LA, HY(Q)), ¢(0) = 0;6(t) € Kq.5.
Multiplicando (2.81) por ¢ — w, e integrando de [0, 7], em seguida somando com

(2.106) e sabendo que ng = 0, temos que

T T T
Yaz/ <¢’,¢>dt—/ <¢',w5>dt—/ <wl, ¢ > di+
0 0 0

T LT N (2.107)
/ <w;,w5>dt—g/ < Bw, — Bo, o — w. > dt
0 0
Seguindo o mesmo processo feito para X, concluimos que
Y. >0 (2.108)

Tomando o lim sup em (2.108) e levando em consideracao as convergéncias obtidas,

segue-se que

T T T
/ <¢',¢—w>dt—|—u1/ V-e(w),(b—w)dt—i—/ b(u,w, p — w)dt+
0 0 0

T T T (2.109)
4Vr/ (UJ,@-U))EQVT/ (VXU,(b—U))dt-i-/ <g7¢_w>a
0 0 0

Concluindo assim a demonstracao do teorema 2.1
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2.3 Prova do teorema 2.2

Para demonstar o teorema 2.2 primeiro provaremos o teorema 2.4. A fim de
demonstrar a existéncia de solugao fraca para o sistema (2.1) usaremos aproximagoes
de Galerkin. Para esse propdsito, consideremos uma base de autovetores do operador
de Stokes (¢,),en C V, assim como uma base hilbertiana de autovetores do —A
(¢p)uen € Hy(Q). Representamos por Vy, = [©1, ..., ¢m] 0 subespaco de V gerado
pelos vetores @y, ..., Om € por Wy, = [b1, ..., ¢m] 0 subespaco de H{(Q) gerado pelos

vetores ¢1, ..., ¢,,. Seja também o problema aproximado

(U or) + (V4 1) a(Uem; r) + (Ko Uems r) + (Bugy Uems ©r)

1
+(Zﬁu€m,gor) =20, (V X Wem, ©r) + (f(t), 1) r=1,..,3

(wf/-:m7 Qbr) + Vla(wsma ¢r) + Vl(V(V ) wem)> (br) + (Buemw€m> ¢r>+
(2.110)

4V'r(wsm> (bv) + é(gwsrm ¢1) = 2Vr(v X Uem,, (bv) + (g(t)7 ¢7) r= 17 ) 3

Uem (2,0) = ue(x,0), em V

Wem(2,0) = we(x,0), em Hé(Q)

O sistema de equagdes diferenciais ordinarias (2.110) possui uma tnica solugao

(Uerm, Wery) tal que

m

uem(x,t) = Zgrm(t)gpr(x) wam(xvt) = Z hrm(t)@r(x) (2'111)

r=1
estao definidas em um certo intervalo [0,¢,,[, 0 < ¢,, < T. A primeira estimativa nos

permite estender essa solugao a todo intervalo [0, 7.

2.3.1 Primeira Estimativa

Procedendo de modo anélogo ao da demostragao do teorema 2.3, obtemos as mesmas

estimativas
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(Uer,) € limitada em L*([; H), (2.112)
(Uem) € limitada em L*(1; V), (2.113)
(Uem) € limitada em L*(I; V), (2.114)
(Wep,) é limitada em L*(I; L*(Q2)), (2.115)
(Wep) € limitada em L?(1; Hy(92)). (2.116)

2.3.2 Segunda Estimativa

Derivando a primeira equagao do problema (2.110) em relagao a ¢ e depois multi-
plicando por g,/ (t) e em seguida somando de 1 até m em r, fazendo na segunda
equacao o mesmo processo da primeira, sendo que ao invés de multiplicarmos por

g-' (t) multiplicamos por h,. (t), temos que:

(ugmv 907)_‘_(” + V7»)G(Uém, 907) + (Icuémuemv 907'>/ + (Buemuﬂm Qpr)/

]' / /
—I—(Eﬁuem,(pr)’ =20, (V X wemm, ;) + (f'(1), or) r=1,..,3

(w::/m7 7") + Vla’(w»/sm7 ¢7‘> + V1(V(v ' wem)7 ¢r)/ + (Buemw€m7 ¢r)/+

1 ~
A0 (W Br) + = (Bem, &) = 20 (V X e, &1)' + (9 (1), r) (2.117)
r=1,....3

Uern (2,0) = uc(z,0), em V

Wem (2,0) = we(x,0), em Hé(Q)

ul,,(0) — ug

em

w!, (0) = wy
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(ug'rru ulem) + (V + V”)a(u/errm u;m) + b(ué'mn Uem, uém)

+b(u€m7u/€7ﬂ7 €'"L) < QVT(V X uE"l7 em) (f,( )7 G'NL)
(2.118)

(wgrm ) + Vla(werm ;m) + 1 (V(v ' w;m% wém) + b(u;m’ Wem, w{em)—’_
b(u€m7 w;m, ) + 4V7“( em’ ) < QVT(V X U’em7 m) + (g/(t)7w;m)

Pois, ((Btem)’, ul,,) > 0; ((Bwem)'swl,,) > 0 (ver Lions [13]
e

(Ko ttoms ) = ( / M<|e<uem>|2>eij<uem>eij<so)dx) -
/Q M (6 ttam) 2)2. 45t )€t ety (tm s () + / M (le(tten) ) (tem)ess ()

ou seja,
(Ko Uem, uém) = /QM/(|€(u6m)| )(6ij<u€m)) (eij(u;m» +/QM(|6(uem)| )(ew(u/em)) >0

como M' >0 (ver 1.1), segue que

(K., Uerns Ul,) > 0

€m) —

De (2.118) segue que,

1d

thHuem” +(V+VT)||u€m||2<|b< €m7u€m7 em)|+2y7“( z-:m?vxu ) ( /7u/6m)

1d
2 dt

2.11
||w€m||2+I/1||w5m||2—i_ljllv w5m|2+4y1"||wem||2 ( 9)

< |b( em7 wEm? w;m)l + 2VT(V ’ uim’ w;m) + (gl7 w;m)
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1d

5 7 e P4 (v [l [P < 10(, tems )|+ 20 [l || |+ 1 £ 11

1d
2 dt

(2.120)

||'w€m||2—i_V1||u)am||2_‘_yl|V w +4V7||w

2 2
el el

Utilizando a desigualdade de Holder e o Lema (1.4) que é valido para n = 2, temos

que

[0(ttenys ey e )| < Ol ][ [l teem| | (2.121)

|b(u2m7w5m7 )| < C”u |1/2|’LL |1/2||w

2w |2 e (2.122)

eml €m|

De (2.120), (2.121) e (2.122), temos as seguintes inequagoes

1d

2dt||u6m|| +(V+I/7’)||uem||2<c||uem|| |u6m| ||u€m||+2I/7’|w8m|||uem||+|f ||uem|
Ld, 2 12,1 |1/2 12, 7 (1/2 (2.123)
5 g [Weml ™ Fvallwznll® < Cllugn 1™ o |2 ey | 172 10 | [l

1 d / 2 / 2 v / /
- < —
2dt||uem|| +(V+V7’)||uem|| — 4||U’em||CV |uem|||u€m||+

[V,

1d
2 dt

(2.124)

1%
||wsm||2+yl||wam||2 ErHuém”Cl/r

[

VAL | | e e e LA | R
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1d v
Lt 12 0 )l 2 < LAl + o o ? o] 2+
2 dt 8

2 2 2 1 / 2
Cultt 2+ i+ 51772 4 L

(2.125)
1d Vy
L2 vl < 2l + i+

th
g+ Dl 2+ V)

em“Hwemn + O(V I/1)|u6m||,wz-:m|||,w€m|‘2

1d v+ v, 1
2+ T o2 <O Pt P ol P 5 i

141
Sl 4 vl 2 < |+ ol 2+ Con g2+ Tl 4+ (2:126)

1% 1%}
ZHuém” + Zl'w;m“ + C(V,Vl)(|u;m|2 + |w;m|2)||w5m||2

1d (v +uw) 1
2dt|| em||2 THu;mHQS-i—C—i_ Ol/lu;m|2||uem||2+CI/|we{:m|2+§|u;m|2
5 7 W Pl | < €t ==l ||+ Clopamy [l + ||w5m|| (2.127)

Coany ([ [* + [0 [*) | [ [*
Somando (2.127); e (2.127),, segue que

1d 5(1/—|—yr)
it + |2 + 22

[t * + 1[0l |2 < C 4 C g, [+ [0l )
Cllwen! [* ([t * + [l |?) + Cltsg, [*ltecml [P + [ | utem]
(2.128)

1d 5(v +vy)
it ) + 2t 2 <

(2.129)
(O + C||w€m||2 + C||u€m||2)(|u/€m|2 + |w;m|2>

Integrando de 0 a ¢, utilizando a imersao V — H — V' e as hipéteses (2.13) e (2.14)

do teorema 2.3
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1 S(v + vy t t
St )+ 25 [P [P 0+
(2.130)

t
O/O (L4 [[wem| * + et ) (U 2em 1 =+ 1120 [*)

1 t . .
5 Ul +llwel?) < C+/O (L + [weml[* + [[ttem ) (| + [l |?) - (2:131)

Utilizando a desigualdade de Gronwall, segue que

(u.,,) é limitada em L*(I; H), (2.132)
(ul,,) é limitada em L*(I;V), (2.133)
(w’,) é limitada em L>(I;L*(Q)), (2.134)
(w’,) é limitada em L?(I; H()). (2.135)

Utilizando as convergéncias obtidas e seguindo os mesmos passos da demonstracao

do teorema 2.3, segue que

1
ul + (v + v,) Aue + Kue + By ue + =Buc = 20,V x w.+f em LYI;V)(2.136)
€

1
w1 V - e(w€)+BuEw€—|—4urw5+g[3u€= 2v,Vxuctgem L*(1; (Hy(Q)%) . (2.137)

Concluimos assim a prova do Teorema 2.4

Provemos agora o Teorema 2.2

Das estimativas obtidas anteriormente, do Teorema de Banach-Steinhaus e
usando os mesmos argumentos utilizados na demonstracao do Teorema 2.1, existem
subsequéncias (ue)o<e<1 € (We)o<e<1, tais que convergem para u e w, com €, — 0,

concluimos também que u(t) € K q.s. e w(t) € K qss.
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e—0

T
utilizando o fato que lim sup/ < Kue,ue —u > dt <0,
0

mostremos que u é solugao do Teorema 2.2, temos que

1
(ul, 0) + (v + vr)a(ue, 0) + Ky, tte, D) + b(ue, ue, 9) + E(ﬁue, )
= 2v,(V X we, ) + (f,9) Vo e V! (2.138)
uc(0) = ug

Fazendo, v = v —u,, v € K, temos que

(ul,v —ue) + (V + vr)a(te, v — ue) + (Ky the, v — te) + b(te, Ue, v — e )+

(2.139)
1
—(Buc — Bv,v —u) = 2v,(V X we,v — ue) + (f,v — u)
€
Como [ ¢ monotono,
(ul,v —ue) + (v + vp)a(ue, v) + (Kyte, v — ue) + b(ue, ue, v)
(2.140)
—2u,(V X we,v —ue) — (f,v —ue) > (v + vp)a(ue, ue)
X! > (v+vr)a(ue,ue), Yo € K
portanto,
XV = (u,v—u)+ v+ v.)a(ue,v) + Ky tte, v — u,)
(2.141)

F0(te, te, V) — 20, (V X We, v — ue) — (f, 0 — ue).
Seja ¢ € C°(0.T), com ¢ > 0. Entao vy € C°([0,T); V') Yo € V.

Segue que
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T T T
/z/z(uﬁ,v —u)+ (v+1,) /wa(ue, v) + /Q/J(ICUEUG,U — Uu)+
0 0 0

T T T T
b es Yey -2 T ey U WUe) ™ y U le) Z T e Ue
/01/1 (Ue, Ue, V) U/Ow(rotw v — u) /O@D(ffu u)>(1/+1/)/0¢a(u(2ul)42)

Tomando o lim sup em ambos os lados, levando em consideragao as estimativas obtidas

e utilizando a monotonicidade de IC, temos que

(W v —u)+ (v+v)alu,v —u) + (Kyu,v — u) + blu, u,v — u) >

(2.143)
2u,(V x w,v —u) + (f,v—u) Yv € Kq.s. em t.
Seguimos 0s mesmo passos para
. _ _ 1 _
(wl,v) + 11 (V- e(w.),v) + b(ue, we, 0) + v, (we, v) + g(ﬂwg, v) =
(2.144)

20, (V x u,,0) + (g,0) ¥V ©€ HY(Q).

Fazendo v = v —w,, v € K , utilizando a monotonicidade de 3 e tomando o lim sup

em ambos os lados, segue-se que

~

(W, 0 —w) 4+ (V-e(w),v—w) +blu, w, v — w) + 4v,(w, v — w) >
(2.145)
20, (V X u,0—w) + (9,0 —w) ¥ 0 €K q.s. em t.

2.3.3 Unicidade

Sejam {uy, w; } e {us, wo} duas solugoes de (2.143) e (2.145). Definamos u = us — uy,
w=wy;—w; emte (0,7T).

Fazendo u = uy, v = uy e w = wy em (2.143) segue que

(u, u) + (v + v)a(ug, w) + (Kyyug, w) + b(uy, ug, u) > 2v,(rot wa, u) + (f,u) (2.146)

Fazendo agora em (2.143) u = ug, v = u3 € w = w; segue que
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—(uhy, u) — (v+v,)a(ug, u) — (Kyyua, u) —b(ug, ug, u) > —2v,.(rot wy, u) — (f,u) (2.147)

Somando (2.146) e (2.147) temos que

—( u) — (v+vp)alu,u) — (Kyyug — Kyyur, ug — uy) — bug, ug, u)

(2.148)
+b(uy, ur, u) > —2v,(rotw, u),
ou seja,
(W u) + (v + vp)a(u,u) + (Kyyus — KCyyur, ug — uy) + bug, ug, )
(2.149)

_b(ub U, u) < 2Vr(r0t w, u)

Como K é mondtono e b(ug, ug, u) — b(uy, uy, u) = b(u, ug, u) temos que

t]_ t t t
| gtaae+ @ [l < [ e+ [ 2ntotwn @150
0 0 0 o

Agora, fazendo em (2.145) w = wq, UV = wy e u = ug, segue que

(wh, w)+v1(V - e(wy), w)+b(ug, wi, w)+4v,(wy, w)> 20, (V X ug, w)+(g,w). (2.151)

Fazendo também em (2.145) w = wy, ¥ = w; € u = u; segue que
—(wh, w) —v1 (V-e(ws), w) —b(ur, wy, w) —4v, (wy, w) > 20, (V xuy, w)— (g, w). (2.152)

Somando (2.151) e (2.152) e sabendo que —b(uy, we, w) + b(ug, wy, w) = —b(u, wy, w),

temos que

—(w',w) =11 (V- e(w), w) —b(u, wa, w) —4v,.(w,w) > —2v,a(V X u,w), (2.153)
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ou seja,

t1d : : t
/ §E|w|dt—|—m/ ||w||2dt+1/1/ |V‘w|2+4l/r/ w]* <
0 0 0 0

t t (2.154)
/ |b(u, wa, w)| + ZI/T/ (V X u,w).
0 0

Somando (2.150) e (2.154), aplicando o teorema fundamental do célculo no primeiro
termo de ambas as equagoes e sabendo que u(0) =0, w(0) =0, poisu € K e w € ]?,

temos que

1 1 t t
SIOF + 5hoOF + 0 0,) [P+ [ Jlwto) s <

t t t t (2.155)
/ |b(w, ug, u)|dt +/ |w||u||dt +/ |b(w, wy, w)|dt + 2V,,/ ||u|||w|dt
0 0 0 0
Da desigualdade (2.122), temos que
(0t 12,10 < 1 ] s (2.156)
[b(u, uz, w)| < Cllul|2[ul 2| [w]| /2 [w] /2| ws] (2.157)
Decorre de (2.155), (2.156) e (2.157) que
1 1 t t t
OF = 5 F+00) [ ) Fat+onf 1wl Pa < | €l
t t t (2.158)
+ [ tullalide + [ Gl 2l 2 sl + 20, [ lalwide.
0 0 0
Aplicando a desigualdade de young em (2.158), segue que
1 2 1 2 1 2 | 2
Slu®F + Sl +( + ) 0|IU(1’5)|I dt + 11 0||w(75)|| dt <
t (2.159)
C/O (luz (1 + [wa (O (u)]* + [w(t) ) dt.
Aplicando em (2.159) a desigualdade de gronwall, temos que
t
)P + 0@ < 0expe [ (fualP + [lus]), (2.160)
0
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ou seja,
lu())? + [w(t)]* < 0.

Logo,

lu®)| =0 < u(t) =0 u = uy

lw(t)| =0 w(t) =0 w =w,

Provando assim o teorema 2.2
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Capitulo 3

Sobre um Fluido Micropolar

Fortemente Dilatante

Motivados pelos resultados obtidos com o sistema (2.1), consideraremos neste

capitulo a andlise da seguinte inequagcao:

W =V 20 + v, + M{e(w)R)e(w)] + (w.V)u + Vp
> 2,V xXw+ f em Qrp,

w — V- [M(le(w)|%)e(w)] + (u.Vw + 4w > 20,V x u+g em Qr,

V-u = 0 em Qr, (3.1)
U = 0  sobre Xp,
w = 0  sobre X,

u(0) = ug  em €,

w(0) = wy  em )

em que v, vy eV, sao constantes positivas. Notamos que nesse sistema, consideramos

uma nao-linearidade na segunda inequagao, analoga ao tensor de estresse da primeira.
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3.1 Definicoes e Resultados

Neste capitulo vamos considerar as mesmas formas a : V x V — R e
b:V xV xV — R definidas no capitulo anterior em (2.2) e (2.3), respectiva-
mente. Chamamos a atencao do leitor para as propriedades dessas formas dadas em

(2.4) e (2.5). Também consideraremos
Au=—-Au, Byw=(u-V)v Vu,veV. Assim como,
Ku=—V-M(le(u)})e(u) Yu€ VNV,
definido em (2.8). Notamos a validade de (2.9)-(2.11), bem como a monotonia de K

conforme a observacao 2.1. A seguir, elencaremos os teoremas referentes ao sistema

de inequagoes 3.1

Teorema 3.1. Supondo que n < 3, f € LY3(I; V"), g € LY3(I; H () e que a
“hipotese de compatibilidade”’seja vdlida, entdo eziste um par de fungoes (u,w) tal

que

we LI VNV NL®(I; H), we L2(1; LX(Q) N LY(I; Hy(Q) n W, ()
u(t) € K,q.s. ew(t) € K,q.s.,
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satisfazendo

T T T
/ (0, o —u)dt + (v + 1) / a(u, p —u)dt + / b(u,u, p — u)dt+
0 0 0
T T
/ M(Je(w)P)es (w)es (@ — w)dt > 2, / (V x 1w, — u)di+
0 0
T

/ (f, ¢ —wdt,

0

Vo € LYV N VL), ¢ € LY3(I; (VN VL)), 0(0) = 0,0(t) € K g.s.

T T T (3.2)
| @o—wat e [ Kugutero-wit [ e -t
0 0 0
+4v, fOT(w, ¢ —w)dt > 2u, fOT(V X U, — w)dt+
T
/ (97 ¢ - ’LU)dt,
0
Vo € LI Hy(Q)). ¢ € LY3(1; H(Q)),$(0) = 0,6(t) € K q.5.
u(0) = up, w(0) = 1wy
Teorema 3.2. Assumindo a hipotese de compatibilidade, supondo n=2, n=3 e
fe L V), f e LY*(I;V'),g € L*(I; Hy(Q)), ¢' € L*(I; H(Q))
ug € K, wy € I?,
supondo também que
(f(0)7 U)+2V,.(V X wO7U) - (V + VT')G(U(MU) - b(u07 u()?U) - (Kuou07 U) - (uhv) (3 3)
YV v e Ve para algum v, € H -
(9(0),0) + 2v,(V X ug,0) — 1 (Kypyw(t),v) — b(ug, wo, v) — 4v(wo, V) (3.4)

—4v, (wo, V) = (w1,0) V v € Hy(Q) e para algum w, € L*(£).

Entao existe wm unico par de fungoes (u,w) tal que
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we LALVNV)NL®(L; H) W' € LA(1; V)N L2(1; H)
w e LYI; Hy(Q) N Wy () N L(1; L), w' € LA(T; Hy(Q)) N L>(1; L(9))
u(t) € K,w(t) € K,vt € [0,T],

satisfazendo

(W' (t), v —u(t)) + (v +vp)a(u(t),v —u(t)) + (Kupu(t),v —u(t))+
b(u(t)v u(t)’ v—= u<t)) > 21/7«<V X w<t)7 v u<t)) + (f(t)7 v—= u(t))
Vv e K.q.s,em t

(3.5)
(w'(t), v —w(t)) + i Kppyw(t), 7 —w(t)) + blu(t), w(t),v — w(t))+

v, (w(t), 7 — w(t)) > 2v.(V x u(t),v — w(t)) + (g(t),v — w(t))
Yo € I?,q.s,em t

u(0) = up, w(0) = wy

As provas dos teoremas (3.1) e (3.2) serao dados pelo método da penalizagao, que
consiste em adicionar um termo singular chamado penalizagdo ao problema (3.1),
dependendo de um parametro €, > 0, Resolvemos o problema misto em @ para
o operador penalizacao e as estimativas obtidas para a solucao local da equacao
penalizada, permite-nos passar o limite, quando ¢, e tenderem para zero, de modo a
obter um par de fungoes (u,w) que serd a solugao do problema.

O problema penalizado associado ao sistema (3.1) ¢ dado por

1
u;—V-[2(1/+1/T+]W(|e(u€)|2))e(u€)]+(u€.V)u€+Eﬁug+Vp > 21,V xw.+ f emQr

1~
wl—1 V- [M(|e(w.)|*)e(w.)] + (uF.V)wE—|—4V7>w8+gﬁw6 > 21, Vxu,+g em Qrp

divu. =0 em Qr
ue =0 em Xr (3.6)
we =0 em X

u(r,0) =0 em
w:(z,0) =0 em
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Definigao 3.1. Sejam uq € V,w. € Hy(S), bem como f € LY3(1,(V N V,)) e
g € LY3(I; (HY(Q) n W' (Q)). Uma solugio fraca para (3.6) consiste de um par
de fungoes {uc,w.}, tal que uc € L*(L;V NVy) N L¥(I; H), w. € L=(I; L*(£2)) N
L2(I; Hy(Q) N Wy (), satisfazendo

1
(u/e7 @)+ (v +v)a(ue, @) + b(ue, e, @) + (K e, @) + E(ﬁuea ©)

= 2u,.(rotwe, ) + (f, ), Vo € D(0,T;V NVy)

(wl, ¢) + via(we, @) + vy (K we, @) + blue, we, ¢) (3.7)

+Hv, (w2, ¢) + (Bwz, ¢) = 2vp(rot ue, §) + (g, ¢), Y6 € D(0,T;D())

u(0) =0, w.(0)=0

Teorema 3.3. Se f € LY3(I; V'), g € L*Y3(I; H'(Q)), uo € V e w € HHQ),
entGo para cada 0 < e,e < 1 existe um par de funcoes (u.,w.) definidas em

(x,t) € Qr, solugdo para o problema (3.6) no sentido da defini¢ao (3.1).

Teorema 3.4. Assumindo quen =3 e f € LY(I;V), f' € LY3(I; V"), g € L*(I; H}(Q)),
g € L*(I; H'(Q)) . Entdo para cada 0 < e,e < 1, uco € V e wey € H}, existe um
par de fungoes (ue,w.) definidas para (x,t) € Qr, solu¢do para o problema (3.6) no
sentido da definicao (3.1).

3.2 Existéncia de Solucao

3.2.1 Prova do Teorema 3.1

Para demonstrar o Teorema (3.1) primeiramente provaremos o teorema (3.3). A
fim de demonstrar a existéncia de solucao fraca para o sistema (3.1), vamos nos de-
ter a principio na demonstragao de existéncia de solugdo para o sistema (3.6), para
isso usaremos aproximacoes de Galerkin. Consideremos uma base de autovetores do
operador de Stokes dada por (¢, ),eny C V, bem como uma base hilbertiana de autove-

tores dada por (¢,).en C Hy(Q). Sejam Vi, = [¢1, ..., m] C V 0 subespaco gerado
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por {1, s Om} € Wiy = [d1, .o, O] C Hé(Q) o subespago gerado por {¢1, ..., o}

Consideremos agora o sistema aproximado, com r =1, ...,m
(uéﬂl’ ¢T) + (V + V”')a(ufm’ SOT) + (]Cuem,uﬁm’ SD"') + (Buem,uﬁm) SOT)—F
1
(Zﬁuemv 901") = 2Vr(r0t Wem,s 907’) + (f(t)» QOT) r= 17 23 3
(Wi @) + 1Koy Wern (t), 1) + (B, Wem, &) + 400 (Wepn, Gr)+ (3.8)

é(gwm, &) = 2v,(rot U, &) + (g(t), &) r=1..,3

Uem (2,0) = uc(x,0), forteem VNV,
Wem (,0) = w.(x,0), forte em HL(Q) N W*(Q)

Sabemos que (3.8) possui uma solugao local (tm,,wy,), definida no intervalo [0, t,,],
0<t,<T,em que

m m
Un(@,1) =Y G (Bpr(@) e wn(z,t) =Y hen (t)r (). (3.9)
r=1 r=1
A primeira estimativa, feita a seguir, nos permite estender essa solucao a todo inter-

valo [0, 7]

3.2.2 Primeira Estimativa

Multiplicamos ambos os membros da equagao (3.8); por g, e de (3.8)s por h,, . Em

scguida somamos de r = 1 até » = m para obter

1d

5 g tem@OF + (v +vo)lluan(®)* + /Q M (le(uem (t))[) leij(tem ()| da

(3.10)
< 20 [Wern () [[ttem ()| + Lf ) [yl wm (E)]],
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1d

__lwem(t)|2 +u | M (|€(w5m(t))|1213) |€ij(wem(t))|2d$ + 4Vr|wam(t)|2
2 dt /ﬂ (3.11)

< 20 [|uem (&) |wem )] + [|g@) || -1 [[wem ()],

visto que b(Uem, Uem, Uem) = D(Uem, Wepms Wery) = 0, Yu(t) € V e Yw(t) € H(Q) (veja
J. L. Lions [13], [1969]). Além disso, |V X tepn| = |Vteem| = [[teml|l € (V X Wepn, Uern) =
(Wemn, V X Uey) (veja G. Lukaszewicz [8], [1999] p.116) e (Buem(t), uem) > 0, pois [
¢ monotono e 0 € K(ver J. L. Lions [13], [1969]). Agora usamos a desigualdade de
Young e obtemos de (3.10) e (3.11), respectivamente

1d
§£|uem(t)|2 + (1 + V) [[ttem (81 + vol[tiem (8)[|* + 13|t I,
3.12
Uy 2 2 Vo 4 4/3 ( )
< Enuem(t)” + 20 [wep (1) ]° + §||uem(t)” + CVz”f(t)HV' )
O + vallwam O + 5[l ) + A0y 10 (1)
2dt em 4 em 5 em W5’4(Q) r|Wem (3 13)

Vy 4/3
e (B)|* + collg@) ]2,

vy
< 5||uem<t>||2 + 2Vr|wsm(t>|2 + B

De fato, devido a desigualdade de Korn (1.3), a imersao L*(Q2) — L?*(Q) e a hipStese
(1.1) sobre M, temos

1 2 2 L G 4
2 ) M (lelan(E) e (wan()Pde = e(an) [
(1.3) A
> Cle(ten)|

> |t

1 (1)
ou seja, 5/{2M(|e(uem(t))|2)|6ij(uem(t))l2dfc > vl|temlly,.

De modo analogo obtemos
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% | M (el @) leswan®) o > vl

1%
é/QM(Ie(wem(t)) %) lej (wer (£))* da: > w5 a0 -

Somamos as inequagdes (3.12) e (3.13) e integramos de 0 a t, com 0 < t < T, para

obter

t t
(Jtem () + [wem (1)) + Vz/ [uem(s)]|*ds + 2V3/ [tem(5) v, ds
0 0

t ) (3.14)
s /O ()| dls + 205 /0 100 () 1 gy s < O
Portanto, seguem da inequagao (3.14) as seguintes limitagoes
(Ue) € limitada em L*(I; H), (3.15)
(thern) € limitada em L*(I; V), (3.16)
(tery) ¢ limitada em L* (I;V}), (3.17)
(Wepn) ¢ limitada em L™ (I;L*(2)), (3.18)
(Wepn) € limitada em L* (1; Hy()) . (3.19)
(wem) & limitada em L* (I; W5 (Q)) . (3.20)

3.2.3 Segunda Estimativa

Sejam P, : V — V,, a projecao ortogonal de V' em V,,, dada por

P =" (u,%;)9;,
=1

!/

assim como sua adjunta P : V' — V’. Notamos que P)u,, = ul,. Além disso,

devido a escolha da base especial (g, ), temos que

[Pallevyy <1 e [[Polleqvrvy < 1. (3.21)
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No que segue, omitiremos o parametro ¢ em alguns momentos. Segue de (3.8);, e das

propriedades (2.9), (2.10) e (2.11)

1
U= Py Bt () Py At P Kteni—P3, B

em €

Yo 420, PEN X Wom+ P f. (3.22)

Uem,

Agora vamos limitar cada termo do segundo membro de (3.22). Primeiramente, da

estimativa (3.16) obtemos

(Atey) é limitada em LA(1; V') — L3 (I;(V N V,)'). (3.23)
Agora tomemos uq,(t),v(t) € V. Devido a (2.11), a desigualdade de Hélder e a

(3.17), obtemos do mesmo modo feito no capitulo anterior a seguinte estimativa

(Ktier,) é limitada em L3 (I; (V NV,)"). (3.24)

Supondo d < 4, temos que H{(2) — L*(Q). Consequentemente, tomando e, (t), v(t) €

V', obtemos a partir da propriedade (2.10) e da desigualdade de Holder

(2.10)
{(Buam tems V)| < [0ty tem, )| < Nttem | 220 [em [V a0y < ellweml (||

portanto, a estimativa (3.16) nos permite escrever

(B, Uem) é limitada em L2 (I; V') — L3 (I;(V N V,)"). (3.25)

Por outro lado, sejam w.,,(t) € H5(Q), e v(t) € V. Temos que

[V X wem, 0)] = [{Wem, V X )| < fwem][|v]] < cfjwemll[|v]]

(veja G. Lukaszewicz [8], [1999] p.116), segue da limitagao (3.19) que

(V X Wep,) é limitada em LA(1; V') < L3 (I; (V NVy)'). (3.26)

Da hipétese de 3, segue que

(Bw.m) é limitada em L*3 (I;(V NVy)). (3.27)

As estimativas (3.23)-(3.27), (3.21), (3.22) e as hipiteses sobre f nos permitem con-

cluir que
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(ul,)) é limitada em L*? (I;(V NV,)). (3.28)

A seguir, vamos considerar a projecao ortogonal R,, : H}(2) — W,, dada por

m

me - Z(w7 Soj)goj)

j=1
bem como sua adjunta R*, : H~'(Q) — H~(). Novamente temos que R w!, = w

Também notamos que a escolha da base especial (¢, ), nos permite escrever

||le|£(Hé(Q)7H&(Q)) <1 ”R;Fn”E(H—l,H—l) <L (3:29)

Segue da equagao (3.8)s, bem como das propriedades (2.9), (2.10) e (2.11) que

1~

:——ngm 1 R Kwey — RE, B, Wern — 40 R e + 20, REN X U, + RE g, (3.30)

Uem

/
em?

Wepn (1), v(t) € HE(Q), obtemos da desigualdade de Hélder ¢ da propriedade (2.11)

Para obter uma limitacado de w primeiro notamos que tomando

que

(K, v)| < C/(1+|Vw5m|E)3|Vv|de
Q

< (CHIVUemlliag ) 90l e
< (CH el ) 10l
< (Ot lwanlirag ) 1ol
Segue de (3.20) que
(Ktwep) ¢ limitada em L43 ((Hg(m N wgv‘*(g))’) . (3.31)
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Agora supondo d < 4, temos que H}(Q2) — L*(Q). Logo da propriedade (2.10) e da

desigualdade de Holder concluimos que
(2.10)
[ (Butes Wem, 0} < [D(them, Wem, V)| < [[tem|| o) |wem [ [v] 2a(@) < clluem |l lwem |[[[0]],

Ve (t) €V, Ywen,(t),v(t) € HH(Q). Portanto, de (3.16) e (3.19) obtemos

(By.,, W) € limitada em L2 (I; H™'()) < LY/3 (I; (Hy() N Wé’4(Q))') . (3.32)

Uem

Temos também, devido a (3.19) que

(wem) ¢ limitada em L* (I; Hy(Q)) — LY3 (I;H'(Q)) . (3.33)

ou seja,
(o) € limitada em L3 (I; (H)(Q) N Wé"‘(ﬂ))/) . (3.34)

Da hipdtese de 5 , segue que

(Bwep) 6 limitada em L2(I; H™(Q)) — LY3 ([; (H(Q) N Wé"‘(ﬂ))’) (3.35)
Finalmente, de (3.16) concluimos que
(V X t,) 6 limitada em L' (I;L2(Q)) — LY/3 (1; (HA(Q) N Wé’4(Q))/) . (3.36)
Portanto, segue de (3.29)-(3.36), e das hipdteses sobre g que
(w,) é limitada em L4/3 (I; (HL () N Wé"‘(Q))') . (3.37)
As limitagoes (3.15)-(3.20), (3.28), (3.37) e o Lema de Compacidade de Aubin-Lions

implicam que existem subsequéncias de (u,) e (wy,), as quais ainda denotamos por

(um) e (wy,), tais que
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Kwen
Busm

ﬁwam

Ue

Ue

Ue

forte em L*(I; H) e q. s. em Qr,

fraco estrela em L*°([; H),

fraco em L*(1;V),

fraco em LY (I;(V N V),

forte em L? (I; LZ(Q)) eq. s. em Qr,
fraco estrela em L™ (1;L*(1)),

fraco em L* (I; H)(Q)) ,

fraco em L*/3 (I; (Hy() N Wé’4(ﬂ))/) ,
fraco em L3 (I;(V NV,)),

fraco em L*/3 (I; (Hy() N W(I)A(Q))/) :
fraco em L¥3(I; (V N V,)").

I;
fraco em LY (1 ( ) "Wt (Q)) ) .

3.2.4 Passagem ao Limite

(3.38)
(3.39)
(3.40)
(3.41)
(3.42)
(3.43)
(3.44)
(3.45)
(3.46)
(3.47)
(3.48)

(3.49)

Finalmente, notamos que faz sentido considerar u(0) = ug e w(0) = wy, pois, (3.16),

(3.28) implicam que u € C°(I;H). Analogamente, (3.19) e (3.37) implicam que

w e C°(I;L*(2)).

(3.7).

Para provar que

T T
/ b(Uem, Uem, ) — / b(ue, ue, ), Yo € D(I;V),
0 0

T T
/ b(ttem, Wor, 8)  — / bue, we, 8), Vo € D (I:D(Q)),
0 0

A seguir usaremos as convergéncias obtidas acima para obter

(3.50)

(3.51)

usamos (3.38) e (3.42) (de modo andlogo ao que foi feito no capitulo anterior). De

modo andlogo ao que foi feito na se¢ao (2.2.5) segue que [u.

de mostrar que
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/ M (le(uem)|B)es (uem)es(@)dadt — [ M(le(uc)|B)es (uc)ey (@)drdt,  (3.52)

T Qr

usamos o Teorema da Convergéncia de Vitali (Lema 1.3) analogamente ao que foi
feito no capftulo anterior. Assim obtemos y = Ku em L*3(I;(V N V,)’). De modo

inteiramente andlogo, e considerando (3.19) obtemos

g M (le(wem)|B)ei; (Wem )i (@) dadt — ) M (le(we)[)eij(we)eij(@)dadt. — (3.53)

Dito de outro modo, ¢ = Kw em L*/? ([; (Hy(Q) N Wé’4(§2))/>. As convergéncias
(3.38)-(3.53) nos permitem obter

1
U4 (V+1,) A+ Ko, e+ Bo,tie + = fue = 20,V xw.+ f em L*3(1; (VNV,)), (3.54)
€

1~
w;-I—l/lleEw€+Bu€7LL)5-|—41V,41)€+Eﬁw€ = 2u, VXu4g em L3 (I; (Hy(2) N Wé’4(Q)),) .
(3.55)

Isso conclui a demonstracao do teorema 3.3. 0

Provaremos agora o teorema (3.1), para isso usaremos o teorema de Banach-Steinhaus,
como visto no capitulo anterior.
Das limitacoes encontradas anteriormente e do torema de Banach-Steinhaus, pode-
mos concluir que existem subsequéncias (ue)o<e<1 € (We)o<e<1, tais que convergem
para u e w, com €, — 0.
Seguindo os mesmos passos do capitulo anterior podemos concluir que,
Bu(t) = 0 qsemt € [0,T], ou scja, u(t) € K q.s, ¢ de modo andlogo w(t) € K.

Também temos que,

T
lim sup/ < Kue,ue —u>dt <0 (3.56)
0

e—0

Consideremos a seguinte equagao
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T T T
XE:/ <@, o —u.>dt + (l/-i-l/r)/ a(ue,¢—ue)dt+/ (Ktie, p — ue)dt+
0 0 0

T T T (3.57)
/ b(ue,ue,go—ue)dt—Qur/ (rotwg,gp—u()dt—/ < f.p—ue >,
0 0 0

com ¢ € LY 0, T,V NVy), ¢ € LY30,T,(VNVy)), ¢(0) =0, ¢(t) € Kq.s.

Multiplicando (3.54) por ¢ — u, e integrando de [0, 7], em seguida somando com

(3.57) e sabendo que Sy = 0, temos que

T T T
ng/ <g0’,cp>dt—/ <g0’,u€>dt—/ <ul,p > dt+
0 0 0

T LT (3.58)
<u’€,u6>dt——/ < Bue — P, p —ue > dt
0 €.Jo
T T
XE:/ <g0’,g0—ue>dt+/ <uL,—p+u.>dt
0 T 0 (3.59)
_E/ < Pue — B, —(ue — ) > dt
0
T T
ng/ <90',g0—ug>dt+/ <ul,—(p—u.) > dt
0 0 (3.60)

1 [T
+—/ < Pue — P, ue — @ > dt
€ Jo

T T
1
XE:/ <g0'—u'e,<p—ue>dt+—/ < Bue — Bo,ue — @ >dt >0, (3.61)
0 €Jo

T 1 T d
pois 3 é monotono e, / <@ —ulp—ue >= —/ — || — ucl||*dt

1
= 2(I0(T) ~ u (DI = [[£(0) ~ u.(0)]") 2 0. pelo fato de que o(0) = 0, hipétese de
X, e u(0) = 0, hipétese do problema.

Logo,

T T T
/ < 90/7 @ — Ue > dt + (V + V'r) / a(ue) "2 ue)dt + / (ICU€7 Y = ue)dt+
0 0 0

T T T (3.62)
/ b(Ue, Ue, o — ue)dt > QI/T/ (rotwa,gp—ue)dt-i—/ < f,o—u; >,
0 0 0

Tomando o limsup em ambos os lados de (3.62), temos que
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T T
lim sup/ < o—u.>dt = / < ¢, —u >, decorrente de (3.16).
0 0

T T T
lim Sup/ a(Ue, p — ue)dt = lim Sup/ a(ue, p)dt + lim sup —/ a(Ue, ue)dt =
0 0 0

T T
lim sup/ (Vue, Vi) + lim Sup/ —||uc(t)||?, decorre de 3.16 que,
1 7’ T T T
timsup | atuep—uldt < [ (u.9e)- [l = [ a(wgldi- [ a(ua)
0 0 0 0 0

logo

T T
lim sup/ a(te, o — ue)dt < / a(u,p — u)dt.
0 0

Temos também que

T T T
lim sup/ (Ktte, o — ue)dt = limsup/ —(Kue, ue — ) = —lim inf/ (Ktte, ue — ) <
0 0 0

—/OTUCu,u—sa) - /OT(icu,sa—m,

logo

T T
lim sup/ (Ktte, o — ue)dt = / (Ku,p —u)
0 0

Temos que,

T T
lim sup/ b(Ue, Ue, o — 1) = lim Sup/ b(te, Ue, ) + lim sup —/ b(Ue, U, Ue)
0 0 0

das propriedades da forma trilinear e das convergéncias anteriores, segue que

T

T T T T
limsup/ b(Ue, Ue, P—Uc) =/ b(u,u, p)dt+0 =/ b(u,u, gp)dt—/ b(u, u, w)dt
0 0 0 0

logo

T T
limsup/ b(Ue, Ue, o — Ue) = / b(u, u, p — u)
0 0

Temos também,

T T
lim sup/ < rotwe, p — u.) = / < rotw,p —u >, decorrente de (3.38) e (3.44)
0 0
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T T

Por fim temos, limsup/ < fipo—u.>dt = / < f,oo —u > dt, decorrente de
0 0

(3.16)

Portanto,

T T T
/ <g0’,g0—u>dt+(u+ur)/ a(u,go—u)dt+/ (Ku, o — u)dt+
0 0, 0

T
/ b(u,u,  —u)dt > 21/,/
0 0

provando assim a primeira parte do teorema (3.1)

N (3.63)
(rotw,gp—u)dt+/ < f,o—u>,
0

Facamos agora a segunda parte, consideremos a equacao abaixo

T T T
Y. = /< ¢/7¢_wa > dt + 11 /(Kwawe;¢_ws)dt_‘_/b(ueawsa(ﬁ_wa)dt‘i‘
0 0 0 (3.64)

T T T
4VT/ (We, p — w.)dt — QI/T/ (rot ue, p — w.) — / < g, — we >,
0 0 0

Vo € LALHYQ), 6 € LY3(1,H(Q)), 6(0) = 0; o(t) € Kq.s.
Multiplicando (3.55) por ¢ — w, e integrando de [0, 7], em seguida somando com

(3.64) e sabendo que gqb =0, fica

T T T
Y;=/ <gz5’,gz5>dt—/ <¢’,w5>dt—/ <wl,¢ > dt+
0 0 0

T LT N (3.65)
<w;,wg>dt——/ < Bw, — Bo, ¢ —w, > dt
0 €Jo
Seguindo o mesmo processo feito para X, concluimos que
Y. >0 (3.66)

Tomando o limsup em (3.64) e levando em considera¢io as estimativas obtidas

obtidas, segue-se que

T T T
/ <@, p—w>dt+u1 / (Kpw, ¢ —w)dt + / b(u, w, p — w)dt+
0 T 0 7 o 7 (3.67)
41/T/ (w,gb—w)EQUr/ (rotu,¢—w)dt+/ <g,0—w >,
0 0 0

Concluindo assim a demonstracao do teorema 3.1
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3.2.5 Prova do teorema 3.2

Para demonstar o Teorema 3.2 primeiro provaremos o Teorema 3.4, utilizaremos
aproximacoes de Galerkin. Para esse proposito, consideremos uma base de autovetores
do operador de Stokes (¢, ),en C V, assim como uma base hilbertiana de autovetores
(¢p)uen C H{(Q). Representamos por Vi, = [¢1, ..., om] 0 subespaco de V gerado
pelos vetores ¢y, ..., Pm € por Wy, = [b1, ..., ¢m] 0 subespaco de Hy(f2) gerado pelos

vetores @1, ..., ¢,n. Seja também o problema aproximado

(u/emv QDT) + (V + Vr)a(uema SOT) + (Kuemuema Spr) + (Buemuemv Spr)
1
+E(5ugm, ©r) = 20, (Y0t We, 1) + (f (1), 1) r=1,..,3
(W &r) + V1 (Koo Werm, 1) + (Bu Wem, &)+
(3.68)

4Vr(wem7 ¢T) + %(gwemv QST‘) = QUT(I‘Ot uem7¢r) + (Q(t)7 ¢T) r= 17 "'73

Uem (2,0) = ue(z,0), em VNV,
Wem (2,0) — w.(x,0), em H{(Q)

O sistema de equagoes diferenciais ordindrias (3.68) possui uma tunica solugao

(Uerm, Wery ) tal que

m

Uen(2.8) = 3 g0 (D (@) wen(,0) = 3 hen(éi(a)  (3.69)

r=1
estao definidas em um certo intervalo [0, ¢,,[, 0 < t,, < T. A primeira estimativa

nos permite estender essa soluc@o a todo intervalo [0, T7.

3.2.6 Primeira Estimativa

Procedendo de modo analogo ao da demostracao do teorema (3.1), obtemos as mesmas

estimativas
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(Uern) € limitada em L*(1; H), (3.70)
(Uem) 6 limitada em L*(I; V), (3.71)
(thern) 6 limitada em L* (I;V}), (3.72)
(Wepn) € limitada em L™ (I;L*(2)), (3.73)
(Wep) ¢ limitada em L* (I; Hy(Q)) . (3.74)
(Wer) 6 limitada em L* (I; Wy*(Q)) . (3.75)

3.2.7 Segunda Estimativa

Derivando a primeira equa¢ao do problema (3.68) em relacao a ¢t e depois multi-
plicando por g,/ (t) e em seguida somando de 1 até m em r, fazendo na segunda

equacao o mesmo processo da primeira, sendo que ao invés de multiplicarmos por

/

gr.(t) multiplicamos por h,.

(t), temos que:

1
(ug’rru Or (v + l/,r)a(u;m, Or H e Uems 1) H By Uem Spfr)/"_(zﬁuem; 907")/ =

20, (r0t Wep, )" + (f' (1), 1) r=1,..,3

1~ ,
(Wl &)+ 11 (K, Uems ©0)H Buey Wem, Or) +4v (W, ¢r)+g(6wem) o) =

20, (vt Uern, &) + (9'(1), &r) r=1,...,3 (3.76)

Uem (2,0) = uc(2,0), em VNV,
Wepn (2,0) — we(x,0), em H(Q)

ul,,(0) = uy

wl,.(0) = wy

em
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(ulﬁlm7 uém) + (V + V7>a<uém7 em) + b( 6m7 uﬁnl? UGm) + b(uGTTH uém? U’ém) S

2u,(rot wl,,, ul,,) + (f'(t),u,,)
(3.77)

(wgm7 Em) + b( em? Wem, wsm) + b(ufﬂw wém? wem) + 4”"‘( ém? wf{:m) S

QVT(rOt uem’ w;m) + (g,(t)7 wz{:m)
Pois, ((Buem), ul,,) > 0; ((Bwen)', wl,,) = 0 (ver Lions [8]) e

em/) —

(Kt tem, ) = < / M (|e(ttem)|?) i (tem e ( )dx>/=

/MI(|6<uem)|2)2-6ij(u6m)62j(uem)6ij(UEM)eij(90)+/M(|6(u€m)|2)6;j(u€m)eij(90)
Q Q

ou seja,
(Ko e ) =2 / M (le(tem) *) (i (wem))? (€33 (ugn))*+ | M(Je(uen)?) (eij (g, ))?
Q Q

logo

(Ko Uem Uiy,) > 0

De (3.77) segue que,

1d
éauuemHQ (I/—|_1/7‘)||7“[’€m||2S |b(uém7u6m7u;m)| + 2]/7"( Wepn) V X uem) + ( 7uem)
(3.78)
1 d 2 / 2 / / ! / / /
2 dtH em” + 4VT||w5m|| S |b(uem7w€m7wem)| + QUT(V ’ uem? wam) + (g 7wem)
1 d 2 / 2 / / ! / / !
th“uem“ (V + V"‘)Huem” S |b(u€m7u€m7uem)| + 2V’f’|wsm”|uem|| + |f ||u€m|
(3.79)
1d 9 9
2dt|| 5m|| +4V7”||wam|| < |b< fm?wiﬂ% am)| +2y7”||u6m|||wam| + |g ||wam|
Agora faremos uma breve pausa nas equagoes (3.79); e (3.79), para limitarmos os
termos,
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|0(ts ey e )|+ [0(Urs Wern,s Wy, )| (3.80)

Se pusermos n = 2 recairemos no sistema do capitulo anterior que jé foi feito, entao
vamos nos deter no caso n = 3. Para isso vamos utilizar a imersao H}(Q) — L5(Q)

no Lema 1.5, ou seja, faremos d =3, s =4e¢r =6

[0ty e )| [D(U s Wems Whi )| < €[t 250 et [0 [ i/
(3.81)
el [ o (@) [[wem | [l [P [0l | [/
|D( s Uerns W) |+ [D(Uls Werms Whi) | < el [t ] tern | | | | 110 |/
(3.82)
el [ | [werm | [ |2 [0 | [/
[t e, )|+ [D(Uly Werm, Wy )| < e[t |72t |12y |72
(3.83)
+C||u2m||||w€m|||w::m|1/2||wém||1/2

Aplicando agora a desigualdade de young, para p = 4/3 e q =4, e parap =1/2 ¢
q = 1/2 segue que,

v+,
00 e )|+ 100 0,08 < T2t P
(3.84)
(v +vr)
+Trl|u;m||2 + C(V,Vr)||w€m||2|wz{:m’||w;m”’
ou seja,
v+ 1)
|b(u;m7 Uem, u;m)| + |b(u2m7 Wem, ’Ujém)| < TT||u;m||2 + C(V,Vr)||u€m||4|uém|2
(3.85)
(v+uv,) v
D [ e [ | R L TN

Voltando para a equagao (3.79), ou melhor dizendo, somando as equagoes (3.79);

e (3.79)2 e levando em consideracdo a equagdo (3.85) temos o seguinte,
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1d (v+v,)
dt(||uem||2 + ||wem|| ) (V+ VT’)||uem||2 +4V7‘||wém||2 < Tllu;mllz

(v +w)
4

v,
el + Cpan[wemnl [l * + [ [0l [

4

+C(y.1/r) | |uem| |4|u/€m|2 +

Hwlpl[uenll + [ [0z | + gl + 19'l[wen]

1d (v+uv,)
2dt(||uem||2 + ||w5m||2) + (V + V"‘)||u€m||2 + 4VT||w5m||2 < T'luémllz

125
(| [tem| [t + i [0 W + 0l | + €|l

L o e e
4 A2+ 0 ) 24 2 < 2
el l? + e 4 2 P4 L
et (i + el 2) £ ¢

110 B+ 2 a4 222t 2 < it P P

+C(V7V7‘)||w€m||4|w;m|2 + C(V,Vr)(|ulam|2 + CV|w€m|2) +c

3(7/ + I/r) 151/1”

P+l | )+ P+ =

+C(V7Vr) | |’U)€m| |4|w<{tm|2 + C(V,Vr) | |’U)€m‘ |4|w<{tm|2 + C(V,Vr) | |,w€m| |4|u/em|

+C(V,Vr)(|ulam|2 + |w€m|2) +c

3(v+v)

1d 150,

4 em —

Cwan) ([tem|[* + Hwem ) ([ |* + 100 *) + ) ([ * + [y [*) + €
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d
5 77 e P+ [0l %) < ety (el Hlwem 1+ ) (em Hul [?) - (3.92)

Integrando de 0 a T e utilizando a desigualdade de Gronwall temos o seguinte

T
(U2 + [fenl?) < ¢ <exp [ Uenl* + e+ cw))) (3.93)
0

Das estimativas anteriores podemos concluir que

(g1 + Tl |1?) < € (3.94)

Portanto,

ul,,) é limitada em L*>(I; H),

ul,) é limitada em L*(1; V),

W w
©  ©
=3 S

w’, ) é limitada em L>(I; L*(Q)),

w’, ) é limitada em L?(I; Hy(9)).

3.2.8 Passagem ao Limite

Utilizando as convergéncias obtidas e seguindo os mesmos passos da demonstracao

do Teorema (2.3)

u. + (v + v) Aue + Kue + By ue + %ﬂue =2,V X w. + f em L*(I;V),

wé +unV- [M(e(ws))(e<w€))] + By w: + 4v,we + %ﬁue = (399)

20, Vxuc+g em L?(I;(Hy()).

Concluimos assim, a prova do Teorema (3.4)
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Agora provaremos o teorema (3.2), mas antes disso podemos verificar que das
limitagoes obtidas e do teorema de Banach-Steinhaus, existem subsequencias (u.)o<c<1
e (we)p<e<1, tais que convergem para u e w, com €, — 0. Também é possivel concluir

que u(t) € K q.s. e w(t) € K q.s..
Para a prova do teorema também utilizaremos o seguinte resultado ja conhecido,

T
lim sup/ < Kue,ue —u > dt <0. (3.100)
0

e—0

Mostremos agora que u é solu¢ao do Teorema (3.2). De (3.99) podemos escrever

1
(ul,0) + (v + vr)a(ue, 0) + (Ku tie, 0) 4 b(te, te, D) + z(ﬁue,@)
= 2u,(rot we, ©) + (f,9) Vi eV (3.101)
ue(0) = ug

Fazendo, v = v —u,, v € K, temos que

(ul,v —u) + (v + vr)a(tue, v — ue) + (K tte, v — te) + b(te, Ue, v — ue )+

€

(3.102)
1
=(Bue — Pv,v —u) = 2v(rot we, v — ue) + (f,v — u,).
€
Como 3 é monotono,
(ul,v —u.) + (v + vr)a(ue, v) + (Ky, e, v — ue) + b(ue, ue, v)
(3.103)

—2u.(rot we, v — ue) — (f,v —ue) > (v + vr)a(ue, ue)
X! > (v+v)a(ue, u.), Yo € K.

Portanto,

X0 = (ul,v —u) + (v+ vr)a(ue, v) + (K tte, v — ue) + b(ue, ue, v)

€
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— 2up(rot we, v — ue) — (f, v — u)

Seja ¢ € C°(0.T) com v > 0, entdo vy € C°([0,T); V') Vv € V.

Logo temos o scguinte:

T T T T
/¢(ué,v — u€)+(l/+ur)/1/)a(ue,v) + /Q/J(Kuéue,v —ue) + /w b(te, e, V)
" ’ ’ ’ (3.104)

T T T
—2u, /O@/)(rot We, U — Ue) — /Ow(f, v—u) > (v+u,) /Owa(ue,ue)

Tomando o lim sup em ambos os lados, levando em consideracao as limitagoes obtidas

e utilizando a monotonicidade de /C, temos que

(W, v—u)+ (v+uv)alu,v —u) + (Kyu,v —u) + b(u, u,v —u) >

(3.105)
2u,(rotw,v —u) + (f,v —u) Yv e Kqs. em t.
Analogamente, temos que
1
(WL, 0) + 11 (K we, 0) + bue, we, 0) + 4vp(we, 0) + g(ﬁwe, v) =
(3.106)

20, (V X ue, ) + (9,0) ¥V 0 € Hy(Q)

Fazendo v = v —w,., v € K , utilizando a monotonicidade de 3 e tomando o lim sup

em ambos os lados, segue-se que

(W', T —w) + 1 (Kpw, 7 — w) + blu, w,v — w) + 4v,(w, v — w) >
(3.107)
2, (V X u, 0 —w) + (9,0 —w) ¥ 0 €K qs. em t.

Provando assim, a primeira parte do teorema 3.2.
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3.2.9 Unicidade

Sejam {uy,w;} e {ug, wy} duas solugoes de (3.105) e (3.107), definindo u = uy — uy,
w=wy —w; emte (0,T).

Fazendo u = uy, v = us e w = wy em (3.105) segue que,

(uh, u) + (v + ve)a(ur, u) + (K, ug, u) 4+ b(uy, ug, u) > 2v.(rot wa, u) + (f,u)  (3.108)

Fazendo também em (3.105) u = uy, v = uy e w = wy segue que,

_(u/27 u)—(z/ + VT‘)a(u27 U) - (IcuguZ: U) - b(u27 U2, U) > _ZVT(FOt Wy, U) - (f7 U) (3109)
Somando (3.108) e (3.109) temos que,
—( u) — (v+vp)a(u,u) — (Kyyug — Kyyur, ug — uy) — b(ug, ug, w)

(3.110)
+b(uq, ur, u) > —2v,.(rot w, u)

(', u) + (v + vp)a(u, u) + (Kuyyus — Ky ur, ug — ug) + bug, ug, )
(3.111)

_b(ub Uq, U) < 2y, (I‘Ot w, U),

como K é mondtono e b(ug, g, u) — b(uy, uy,u) = b(u, uz, u), temos que

b1 ¢ t "
/§%|UI2dt+(l/+w)/ ||u||2dt§/ |b(u,u2,u)|dt+/ 2w, (rot w,u). (3.112)
0 0 0 B

Agora fazendo em (3.107) w = wy, U = wy e u = uy segue que,

(W, w)+v1 (Ko, wi, w)+b(ug, wy, w)+4v,(wy, w) > 20,(V X ug, w) + (g,w). (3.113)

Fazendo também em (3.107) w = wy, ¥ = w; e u = uy segue que,
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—(wh, w) =1 (Kyws, w) —b(uy, wy, w) —4v, (we, w) > 20, (Vxup, w) — (g, w). (3.114)

Somando (3.113) e (3.114), sabendo que —b(u1, wq, w) + b(uz, w1, w) = —b(u, ws, w)

e que K é mondtono temos que

_(w/7 w)_b(u7 Wa, U}) _4V'r(w7 UJ) > _2Vr(v X u, w) (3115)

t1 4 t t t
/ ——|’U)|dt—|—4l/r/ lw|? §/ |b(w, wa, w)| +21/T/ (V X u,w) (3.116)
o 2dt 0 0 0
Somando (3.112) e (3.116), aplicando o Teorema Fundamental do Célculo no
primeiro termo de ambas as equagoes e sabendo que u(0) = 0, w(0) = 0, pois u € K

SRS [?, temos que

1 1 t t
Sl + Slw@®P + v+ ) [ ut)lPat +av, [ )P <
0 0

, . . . (3.117)
/ |b(w, ug, u)|dt +/ |w|||ul|dt —i—/ |b(u, wy, w)|dt + 21/r/ ||ul|||w|dt
0 0 0 0
Utilizando a desigualdade de Young em (3.117) concluimos que
1 1 t t
Sl = Sle®F + ) [Pt +av, [ wte)Paes <
’ ’ (3.118)

t t
/|b(u,u2,u)|dt—|—/ |b(w, wa, w)|dt
0 0

Supondo d = 2, temos que Hj(Q2) < L*(2). Usando o Lema 1.4, a propriedade (2.3)

e as Desigualdades de Holder e de Young obtemos

[b(u, w1, )| + [b(u,wr,w)| - < lullZag luall + ull sy lor w2 o)

IN

clluallfulllull + ellwy [l ] ||

IN

14
Ml + ol

+ V|lullV2Cwl + clul[w] [l |

IN

14 14
Sl + culluPlul® + Z[lul® + ]

+ cllwi|Pful® + cllw*|w]*.
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Desse modo, concluimos de (3.118) que

d
= ([l +1wP) < e (unll® + lwr ) (fuf® + o)

NN

Integrando de 0 a ¢ temos

u(t)* + Jw(t)|* < C/O (lua(s)1* + [lwa ()*) (luls)[* + [w(s)[*)ds. (3.119)

Por fim, aplicamos a desigualdade de Gronwall em (3.119), para concluir, considerando

(3.74) e (3.75), que

u(t) = us(t) e wi(t) =ws(t) Vtel[0,T], no casod=2.

Supondo agora d = 3 temos que H} — L5(€). Usando o Lema (1.5) com s =4 e

r = 6, bem como a desigualdade de Young, obtemos

1/2, (11/2

|b(u, ur, w)| + [b(u, wi, )| < clull ooyl lul™=|ull

+ cllullzsey llwn | lw] 2wl 2

< elfun a2l + clfwy | w2 ]2
< Zlull? + eollun |ul? + Zlull + elfw | wlfw]
L v U1 b o I “v]|Wh 1
1% 1%
< Sl + e llual*ful? + Slull® + Cllwll? + ellw .
Segue de (3.118) que
1d
5 (1l +Twl?) < e (luall* + flunll*) (jul® + wl?).

Integrando de 0 a t obtemos

u®)* + [w(®)]* < 0/0 (lur ()" + [l () 1) (u(s)* + [w(s)[*)ds. (3.120)

Agora aplicamos a desigualdade de Gronwall em (3.120), para deduzir, considerando

as estimativas (3.71) e (3.74), que

ur(t) =ua(t) e wi(t) =wy(t) Vte[0,T], mno casod=3.

Desse modo, o Teorema 3.2 fica demonstrado. [l
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Capitulo 4

Sobre um Fluido Micropolar
Nao-Newtoniano em sua forma

Estacionaria

Diferentemente dos capitulos anteriores, nesse capitulo nés nao iremos estudar uma
desigualdade, mas sim um fluido micropolar nao-newtoniano em sua forma esta-
cionaria. Mais precisamente vamos estudar na forma estaciondaria o sistema estudado
por G.M. Araijo e E.F.L. Lucena [5].

O problema estudado é o seguinte: Seja € um dominio limitado do R? com fron-
teira suave 09). Encontraremos u,w : Q — R3 e p : Q@ — R solucoes do seguinte

sistema de equagoes.

-V -7(e(u) + (u.V)u+Vp =21,V xw+ f, em Q,

- V-e(w)+ (u-V)w+4dv,w =21,V X u+ g, em £,

V-u=0, em ), (4.1)
u=0, em 01,
w=0, em 0f),

Onde, o tensor de estresse ¢ o mesmo ja visto nos capitulos anteriores

7(e(u)) = 2(v + vy + M(le(u)*))e(u),
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Definigao 4.1. Seja f € (VNV) ege H '(Q). Uma solugio fraca para (4.1) é um

par de fungoes (u,w), tal que

u e VNV,

w € Hy(9Q),
satisfazendo a sequinte equacdo

(v + wr)alu, ) + bu, u, ) + /QM(IG(U)Iz)eij(u)eij(SO)dw

= 2VT(V X w790)+ (f?@)? VQD € Va

(4.2)
l/la(wv ¢) + l/l(v " w, V- ¢) + b(uv w, ¢) + 41/7«(’(1), ¢)

=2v,(V xu,¢) + (9,9), Vo € D(Q).

Teorema 4.1. Sed <3, f € (VNV') eg e H (), entio existe uma solucao fraca

para o problema (4.1).

Teorema 4.2. Assumindo as condigoes do teorema 4.1 com d < 3, e (v + v,) sufi-

cientemente grande, o problema (4.1) possui wuma tinica solugao fraca.

4.1 Prova dos Resultados
4.1.1 Prova do Teorema 4.1

Vamos mostrar a existéncia de solu¢ao para o sistema (4.1) empregando as
aproximagoes de Galerkin. Para isso vamos considerar (¢, ),en C (V N V), uma base
de autovetores do operador de Stokes e (¢,,).en C Hy(Q2) uma base de auvetores do
—A . Representaremos por V,,, = [¢1,..., om] C (V N Vy) o subespago gerado por
{01, om} € Wiy = [é1, ..., dm] C Hy(Q) 0 subespaco gerado por {¢1, ..., o }.
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Consideremos o problema aproximado: para determinar u,, € V,, e w,, € W,, verifi-

cando

(V + V,-)(A’me, Qp) + (lcuma 90) + <Bumum7 90> =

20, (V X W, 0) + (f, 9), Vo € Vi,

_Vl(v . 6(11)), ¢) + <Bumwm7 ¢> + 4V7‘(wm7 ¢) =

20, (V X up, @) + (9, 9), Vo € Wi
Precisamos provar que (4.3) tem uma solugao u,, € V,,. Para isso, nés vamos
utilizar o Lema do Angulo Agudo, ¢f. Lions [13] ou Temam [32]. De fato, consideremos

o vetor n = ((n1), (1)) 1<i<m of R*™ definido por

= (4 2 (A, 92) + (b ) + (Bt 1)

=20, (V X Wi, 05) = (f, 4),
(4.4)

77% = Vl(v : 6(71)), ¢1) + <Bumwma ¢7> + 4VT(wma ¢7)

=20, (V X U, ) — (9, &3)-

Seja &€ = ((£1), (€5))1<i<m as componentes do vetor u,, de V,, e do vetor w,, de
W,n. A aplicacao P : R?™ — R?*™ definida por P€ = n é continua. Se nés provarmos
que (P&, &) > 0 para ||€||gzm = p, com p > 0 apropriado, entao seguird pelo Lema do
Angulo Agudo que existe um £ na bola B,(0) C R*™ tal que P§ = 0. Isto implica na

existéncia de uma solucao para (4.3). De fato, temos que
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(P¢,¢) = széinHzm:ﬁéné
i=1 i=1

= (Wt v)|lumll® + (Kttm, tm) — 204 (V X Wy ) — (f, )
+ | wpll? + 11|V wn]? + A | wm|? — 20 (VX U, W) — (g, W0,)
> v+ ) llunll? = 20 wnf? = ] = 11711l
+ villwal? + dv; [wy|* = 20w ] — %HUmH2 + gl wml|
= Vlluml® + villwnl > = [l lumll = gl [wnl|
> a(||um|? + [wal?) — cz([Jtm|] + [Jwml]),

Onde oy = min(v, 1) e as = max(||f]],]]g||), portanto

(PE,) > ([l + il 2) — st + ] (45)

Logo existe um 5 > 0 tal que

(P&,&) = Bullluml] + lwml)* — az(|[umll + [[wm]])- (4.6)

Pelo Lema da Combinacao Linear, segue que

fuml| = CLl[&], [fwm]| = Call&e]],

e assim,

[uml] + [lwm|| = C(l& ] + [1821) = ClIE]]- (4.7)
Escolhendo
Q2
—p, > 22 48
1€l =p. gl = =5 (4.8)
Por (4.7) e (4.8), obtemos que

Qo

5 < ClIEN < Nwml] =+ [fwm]]- (4.9)
1

Portanto

B ([[wml| + ||wm||)2 — (||| + [[wm]]) = 0. (4.10)
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De (4.6) e (4.10) segue que
(P£,€) >0, for [ig]| = p. (411)

Pelo Lema do Angulo Agudo (1.7) existe £ € R?", com ||£]] < p tal que P(£) = 0.

Entao o sistema aproximado (4.3) possui solucao u,, € V,, e w,, € W,,.

4.1.2 Primeira Estimativa
Fazendo ¢ = u,, em (4.3); e ¢ = w,, em (4.3), obtemos

(v 4 1) (A, Un) + (K, i) + (B, Uy Un) =

20, (V X Wiy ) + (f, U

(4.12)
—z/l(V : e(wm), wm) + <Bumwm7 wm> + 4I/r(wmv wm) =
20, (V X gy, W) + (g Win)
portanto
v+ vo)lfumll* + / M (le(um(t)1*) e (um(t))[*dz
Q (4.13)
< 20 |wn (O)[[um (D)1 + 1 Oy lum ()]
V1||wm(t)||2 + |V wn ()] 4 4w ()]
(4.14)

< 2u[tm () fwm ()] + g ()@ wm D],
pois b(u,u,u) = blu,w,w) = 0, Vu € V, Yw € Hy(Q) (ver Lions [13]),
IV X | = [V = ||unll € (V X W, tm) = (0, V X u,y,) (ver Lukaszewicz [8]).

Agora usando a desigualdade de Young obtemos de (4.13) e (4.14), respectivamente

ClK
(v + ) llum @O + == llum Ollv, + vellum O]
(4.15)
v Vo 4/3
< leum(t)ll2 + cwn (1) + 5llum(lf)ll4 + el F )V,
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Uy 1%}
V1||wm||2 + 4Vr|wm|2 < EHUm(t)”z + 2Vr|wm(t)|2 + 5||wm(t)”2

(4.16)
+2CV1||g(t)“%I—1(Q)‘
Pela desigualdade de Korn (1.3) e pela propriedade (1.1) de M segue que
]_ C1 ClK
3 | M etwn)estum)Pde > Fletwnllo = 5o lunllts @17
Q
e
1 C1
3 [ MUt esstun) e = Hleun) ey = malenll'. (119
Somando as inequagoes (4.15) e (4.16) vem que,
2 ClK 4 125 4 %1 4.19
V| |um|[* + —=umllv, + = lum| " + S llwm|| < C. (4.19)
2 2 2
Isto implica nas seguintes limitagoes abaixo
() ¢ limitada em V NV}, (4.20)
(wy,) ¢é limitada em H; (). (4.21)

4.1.3 Convergéncia da forma trilinear

Tendo a seguinte imersdao compacta Hj(Q) < L*(Q) , podemos extrair uma sub-

sequéncia de (u,,), tal que

Umi — u; forte em L?(92) (4.22)
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ou seja,

U, — U; a.e. em () (4.23)

Sabendo que (w,,) é limitado em H}()), podemos escrever

Wy, — w; a.e. em €. (4.24)

de (4.23) e (4.24) podemos concluir a seguinte convergéncia

Ui W, — Usw; a.e. em . (4.25)

Para n < 4, temos que
U, Wi € Hy () — L),
portanto

|umiwmj|%2(ﬂ) :/Q|umz(:c)wmj(m)|2d:c:/Q|um7(:1:)|2|wm](ﬂc)|2d:c

1 1
5 [ o @)lde+ 5 [ @) do = (1.26)
2 Jq ‘ 2 Jq I

IN

1 1
= §||Umi||i4(g) + §||wmj“%4(ﬂ) sec.
segue de (4.23), (4.26) e do lema de Lions que

U, Wy, — w;w; fraco em L*(2) (4.27)
Notemos também que,
awjk 2
—= € L°(Q2 4.28
Tk e 1) (4.28)
pois w;, € Hy (). Logo, segue de (4.27) e (4.28) que
= — lim i /um,(x)awj’“ ()W, (x) dr —
mooc £~ Jo T Oy, r (4.29)
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4.1.4 Limitacao de Ku,,

Tomando v € V NVj,. De (2.8), da Desigualdade Holder e de (1.1) podemos escrever

que

| (K, v)

|e(tm)[?) e (um)ei; (v)da

/ ) S egy (v)|da

c/ |Vt |5 V| pdz
Q

IN

IA

(4.30)
= c||Vum||i4(Q)||VU||L4(Q)

= dlluml[3,][]lv,

< cflunll, [10llvave

Portanto, de (4.20) obtemos

(Kuy,) € limitada em (V NVy)". (4.31)
Notemos que (4.20), (4.21), (4.29) e (4.31) implicam que existem subsequéncias

de (u,,) e (wy,) que também serao denotadas por (u,,) e (w,,), tal que

U, —> U fraco em VNV (4.32)
Wy, —> W fraco em Hy () (4.33)
Ky, — x fraco em VNV, (4.34)

Usando as convergéncias obtidas e a densidade de V,,, e W,,,, segue que

(v 4+ v.)a(u,v) + (x,v) + blu,u,v) =

2v,(V xw,v)+ (f,v), V veVnV,
(4.35)

—v(V - e(w),0) + blu, w,v) + 4v,.(w, ) =

2v,(V X u,0) + (g9,0), ¥V 0€ H}Q)
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Nosso préximo objetivo é provar que x = Ku

4.1.5 Convergéncia de Ku,,

Sendo K mondtono, temos que

(Ktty, — Kv, iy, —v) >0 Yo e VNV,

ou seja,

(Kt ) — (K, v) — (Kvyup, —0) >0 Yo e VNV,

Do sistema (4.12),podemos escrver

(K, ) = — (v + 1) ||t [* + 201 (V X Wiy, ) + (f, )

da desigualdade (4.37) e da equagao (4.38)

W+ )l + 200 (V X W, i) + (f, )

— (K, v) — (Kv,ty, —v) >0

da limitagdo (4.20) temos que

Uy, — U fracoem V

logo

(v + vp)l[ul2 < hminf (v + ) Jun 2

—(v +v)|Jul? > = liminf(v + v,.) ||t ||?

—(v + v)||u||?* = limsup — (v + vp) ||t 2

tomando o limsup em (4.39) e usando as convergéncias anteriores
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—(v + )| Jul* + 2v,.(V x w,u) + (f,u)

(4.44)
_<X7U> _<ICU7U_U> >0
Fazendo v = u em (4.35); segue que
(v +vo)l[ul? + (o u) = 20:(V x w,u) + (f,u) (4.45)
(fyu) = (v +v)llull® + (x, u) — 20, (V x w, u) (4.46)
da desigualdade (4.44) e da equgao (4.46) obtemos que
<X,U—U>—<ICU,U—’U>ZO VUGVQVAL (447)
Considerando v =u — A0, A > 0 ¢ § € V NV, arbitrario vem que
(x —K(u—2X0),0) >0 V deVnNV, (4.48)
mas o operador K é hemicontinuo, entao
(x — K(u—20),0) 223 (x —Ku,0) ¥V 0V, (4.49)
(x = Ku,0) >0 V O0eVNV, (4.50)
logo para 6 # 0
(x = Ku,—0) >0= —(x — Ku,0) > 0= (x — Ku,0) <0 (4.51)
(x = Ku,0) =0 V OeVNV, (4.52)
ou seja, para 6 # 0
Ku=yx em VNV, (4.53)

Portanto, para (4.35) e (4.53)
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(v+v)Au+ Ku+ Byu =20,V xw+ f em (VNVy) (4.54)

—vV -e(w) + Byw +4v,w =20,V X u+g em  H1(Q) (4.55)

4.1.6 Prova do Teorema 4.2

Sejam (ug,w;) e (ug,ws) solucoes do problema (4.1). Entao,

Uy, Ug € Vn ‘/4 Wy, Wy € H(IJ(Q) (456)

Consideremos u = u; — uy e W = wy; — wy. Logo, (u,w) satisfazem

(v + v.)Au + (Kuy — Kus) + (By,u1 — Byyus) = 2,V X w,
(4.57)
nAw +nV(V-w)+ (B,wy — By,ws) + 4v,w = 21,V X @,

onde a primeira equagao é considerada em (VNV}, e a segunda em H (). Tomando

a dualidade nas equagoes (4.57); e (4.57), com u e w, respectivamente, obtemos

(v + v)|a|lP+ < Kuy — Kug, &t > + < By,u; — By,us, t >

=2u, <V Xw,u>,

(4.58)
v ||w|]? + 1|V - 0>+ < By,wy — By,we, w > +4v,|w|?
=2v, <V Xu,w >,

Notemos que

<Bu1u1 - Bu2u27 a> = b(ﬂa Uz, i:Z)
(4.59)
<Bu1u’1 — BuQ’LUQ, {lj> = b(ﬂ, Wy, ’LT;)

pela monotonicidade de K temos que (Ku; — Kug,u) > 0. Da equacao (4.58);

podemos escrever

(v + vp)||ug — ual]? + b(uy — ug, ug, uy — uz) < 2v||ul|||wl| (4.60)
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vem do Lema 1.5, que

(v + ) lur — ua|* < [Jur — ug||*||ue]] + 20 |Jur — ugl||lwy — wo| (4.61)

(v + vy = wal] < s — s | ug]] + 207 [y, — o (4.62)

usando (4.58)3, (4.59)2 e a Desigualdade de Yong

vil|@]* + |V - @ + dvp 0] < [b(d, wa, @)] + 2| | ] (4.63)

pela desigualdade de Holder’s

n||0|]* < cluy — ug|pa)lwa| L2 @)|wy — wa| L) + 2v;||al]]| @] (4.64)

da desigualdade de Poincaré, do Teorema de Rellich e da imersao H}(Q) < L*(Q)

para n < 4 temos que

vllwy —wsl* < clluy — ug|[Jwel| Jwr — w|

(4.65)
+ 2u [y — ua[lwy — ws
viffwy — wel| < eflur — uell[[wa] + 20 [Jur — s, (4.66)
vem de (4.62) e (4.66) que
(v +v)llur — wz|| < {cfluall + 20mv7 " 2el[wa| + 20p ]} Jus — ua| (4.67)
agora usando (4.20) e (4.21) podemos escrever,
(v 4 v)||ur — uz|] < cf|lur — us| (4.68)

Portanto para (v + v,.) suficientemente grande, segue que u; = ug, 0 que também
implica que w; = wo

Provando assim o teorema 4.2 O
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Apéndice A
Sobre o Tensor de Estresse

Nesse apéndice vamos mostrar que o tensor 7 : R” — R¥ e seu potencial
® : R” — R definidos no capitulo de preliminares em (1.11) e (1.12) satisfazem

as hipéteses do Lema 1.2 para p = 4.

Lema A.1. Seja M : (0,4+00) — (0,+00) uma aplicagdo real de classe C* sobre

(0, +00) satisfazendo as sequintes hipoteses

C(1+672)° <M@) < ¢ (1+1Y7), (A1)
Cs (1+17
0< M) < % (A:2)
em que C1, Cy e C3 sao constantes positivas. Nessas condi¢oes, o tensor T : R — RY
e o potencial ® : R — R dados respectivamente por
7(D) = M(|D[g) D, (A.3)
1 [P
o (D) = 5/ M (s)ds, (A.4)
0
Satisfazem as sequintes condigoes para p = 4
0d(D)
= 74;(D), A.
op = D) (A.5)
09(0)
o0) = =0 A6
0 = Gpo =0 (4.6)
0?°®(D)
——" BBy, > C(1+|D|g)"? B2 A7
aDijaDkl JPEL — ( + ‘ |E) | |E7 ( )
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’ o C(1+[Dlg)". (A.8)

aDij(?Dkl

Demonstragao. Primeiro derivamos diretamente o potencial ¢ e obtemos

02(D) 1 ,. 0 )
op. — MR, (ZDM

Isso prova a validade de (A.5). Em vista de (A.5), temos imediatamente a validade

de (A.6). Para estabelecer (A.7) usamos (A.5) para escrever

O’®(D) (a5 0

9DR0D; 9Dy i P)
)
= app (M(DI)Dy)
9 2 2 a(Dz‘j)
= M A\
9. MUPIR)] Dy + M(IDIE) 55"

= 2M'(|D[3) DuDyj + M(|D[%)dikd;1.
Agora usando a hipdtese (A.1) sobre M, temos que

820 (D)

————=DBuB;; = [2M'(|D[3)DuD;; + M(|D|}%)dud;1] BuBy;
ODpdD;, M [2M'(|DJ3) D Dij + M (| DI3,)6x672) BiuBij

> 2M(D[3) (D - B)* + M(|D[3) B, B,
(A1) 2y
> C(1+|D|x)?|B

Logo vale (A.7). Por fim, para verificar (A.8), tomamos o médulo da expressao obtida

acima para a segunda derivada de ® e concluimos que

o)

< 2|M'(|D|2)DyD;;| + |M(|D|%)8:i64|.
6Dk16Dij - | (l |E) kl J|+| (| |E) kgl|

Supondo i = k ¢ j = [, usamos as hip6teses (A.1) e (A.2) sobre M para obter

91



02d(D)
0D D;

2| M'(|D[5) D3| + [M (| D)0l

(A1)
2M' (|D[3;) D%+ C (1 + |D[%)

<A<-2> C(1+|D|g)|D|%

+C(1+|Dl|p)?
< CQO+|D|g).

Isso conclui essa demonstracao.
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Apéndice B

Hemicontinuidade e

Monotonicidade de K

B.1 Monotonicidade de K

Nesta se¢ao vamos demonstrar a monotonicidade da forma K, ou seja, a demonstracao

da observacao 2.1

Observagao B.1. Observamos que devido a desigualdade (1.9) do Lema 1.2, temos
que

<]CU1 — ICU27’U/1 — UQ> 2 07

quaisquer uy,us € V. Logo IC: V N Vy — (VN Vy) € um operador mondtono.

~ . . 2 2
Demonstragdo. Primeiro de tudo, definamos o tensor 7 : ]ngm — Rglym,

da seguinte forma:

75 () = M(|n*)ni,

d2

definamos agora ® : Rf = — R que ¢ a fungao potencial para T,

1 [P
o(n) == M (t)dt.
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Pela definicao de K, podemos afirmar que:

(Ku = Kv) = /[M(|€(U)|2)€ij(u) — M(le(v)*)es;(v)][ei(u) — es(v)|dx

Q

(Ku = Kv) = /Q[Tij(e(u)) — 7ij(e(v)][ei;(u) — €55 (v)]de.

Agora temos ,

0d(n) 09(0)
2 =7;(n), @0)= —0
D (), ®(0) e
derivando mais uma vez, podemos escrever
02 (n) oni;
= 2M"(In|*)nine + M (In)*) 5=~
multiplicando agora ambos os lados por §;§;;, temos o seguinte
0?P
LD 6,16 = 200 ()0 + M) adsunts > M)l
ME107)ij
*®(n) 2|42
S0 = O+ Il
. 0*®(n)
Estimando agora,
377k187h'j
0°®(n)
——— | < 2M(|n|*)|mi4 M(|n)*)16:;]|6
| < 00 )l + A1)
0”@ (n) (L nD), 2
< C3———=n|" + Co(1 + |
anklamj 3 |,r]| |77| 2( |7]|)

0*®
‘ﬂ < C3(1+ [nl)Inl + Ca(L+ [n])* < C(1 + |n])>.

0Nk On; j

Portanto pelo lema 1.2, temos que
(7ij(e(u)) — 7ij(e(v)))(ei;(v) — ei5(v)) = 0,
combinando (B.2) e (B.3), obtemos o seguinte
(Ku — Kv,u —v) > 0,Vu,v € VNV,

concluindo assim a demonstracao da observacao 2.1.
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B.2 Hemicontinuidade de K

Mostremos agora que K é hemicontinuo, mais precisamente vamos mostrar a seguinte

observagao:

Observagao B.2. O operador K : VNV, — (VN VL) € hemicontinuo, ou seja,

A= (K(u+ ), w )

¢ continua Yu,v,w € V, com X € R.

Demonstracdo. Seja A\, — X em R, como M € C!, temos que

M(le(u + \v)|[?) — M(le(u + Mv)[?) q.s. em Q, (B.4)

além disso

eij(u 4+ Av) — ej5(u + Av) g.s. em . (B.5)

Agora, combinando (B.4) e (B.5)

M (|e(u+M0) [*) e (ut-Ayv)ei (w) — M(le(ut+Av) e (utv)e;(w) g.s. em Q, (B.6)
usando as propriedades de M e o fato de que (\,) é limitada em R, temos
| M (le(u + M) [*)esj (u + Av)e;(w)] < C(1+ Je(u+ Agv)])[es;(u + Anv)|ei; (w))]
| M (le(utAnv)P)es(ut Anv)eg (w)] < C(L+ |e(u+ M) [*)([es; ()] + [ Anles; (v)])]ei; (w))]

|M (Je(u + Xv)]?)eij(u + Ayv)es(w)| <
C(1 4 2(le(w)[* + [Aul?[v]*) (les; ()| 4 [Anles (v)]) |es; (w)]

temos o seguinte,

C(1+2(le(w)|* + | f*v]?)) € L? (B.7)

(lesj ()] + [Anles(v)]) € L* (B-8)
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leij(w)| € L (B.9)

logo
C(1+2(le(w)” + [Aaf*[0*) (leis(w)] + Naleis(v)])]eg (w)] € L. (B.10)

Entao pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

(K(u+ A\pv),w) = / M(le(u + A\v)P)es; (u+ Av)ey; (w)de (B.11)
Q
— / M(le(u + M) *)eij(u + Av)eg(w)de = (K(u + Iv), w), (B.12)
Q
portanto
(K(u+ Av),w) — (K(u+ Av), w).
Provando assim, a hemicontinuidade de K O
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Apéndice C

Sobre algumas Estimativas

Importantes

Neste apéendice vamos apresentar as demonstracoes dos Lemas 1.1, 1.2, 1.4, 1.5 e

1.7. Os enunciados desses Lemas serao repetidos por conveniéncia.

C.1 Desigualdade de Korn

Lema C.1. (Desigualdade de Korn) Seja 1 < p < co. Entao, existe uma constante

K, = K,(Q), tal que a desigualdade

Kyl [vllwrre) < [le(®)]|zr@

¢ valida qualquer que seja v € VVOLP(Q), em que Q C RY é um aberto limitado de

classe C".

Demonstracao do Lema C.1. A demonstracao feita a seguir foi adaptada de
J. Mdlek, J. Necas, M. Rokyta e M. Ruzicka [15], [1996], p. 196. Sejam 2 conforme

o enunciado e T' € D'(2). Afirmamos que se

T
T, g_x € (WOI’Q(Q))’ (dual topoldgico de W()lq<Q)),

para algum ¢ € (1,00) e para todo i = 1, ...,d, entdo existe uma funcio u € L9 (),

com ¢ = Ll’ tal que
q —_
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Mais ainda, existe uma constante C' tal que

ull < C {179 .., +i ar | (C.1)
q — Ww—1a (Q) Py 8:1:1 [/V—l,q’(Q)
oT

De fato, supondo que m € Z, T € W™ 14(Q) e e Wmh(Q), entao T €

6x,~

W4 (Q). Disso segue (C.1). A seguir passamos a demonstracio da Desigualdade de
Korn. Seja o espago
EQ)? = {u € LP(Q); e(u) € LP(Q)dQ} ,
com ||ul| gye = ||ull e +l€(u) || ro)- Nesses termos, E(Q)? é um espaco de Banach.
Seja agora
T:W?(Q) = E(Q)?

definida pela aplicacao identidade. E claro que Z é uma aplica¢ao continua. Queremos
mostrar que Z é injetiva. Para esse propésito, tomemos v € E()?. Assim obtemos,

no sentido das distribuicoes e para quaisquer i, j, k = 1, ..., d a seguinte igualdade

v Oeg(v) n deij(v)  Oejp(v)
81’j61‘k N 61']‘ 6wk 8wz .

Como e(v) € LP(Q)¥, a igualdade (C.2) implica que

(C.2)

azv 1.0/ !/
Lo (Wi ) ,
81‘(7'8]}]@ ( 0 ( )
/4 1 1 d
em que p’ é tal que — + — = 1. Portanto, segue de v € LP(§2)* que
p p
87}' 1.0 !
Le (wir Q) .
al,j € ( 0 ( )

Logo desigualdade (C.1) obtida acima nos garante que

an
ij

€ IP(Q), Vi,j=1,..d
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Segue-se que v € WP(Q)? e T é injetiva. Isso nos diz que WP(Q)? e E(Q)? coincidem
(em certo sentido). Usando o Teorema da Aplicagdo Aberta (veja por exemplo H.

Brézis [10], [1983]) obtemos

[v]lwre) < Clp, Q) ([ollzr@) + lle()lr)) - (C.3)

Resta mostrar que ||v o) < Ci(p, Q)|e(v) |z, qualquer que seja v € W, (Q)%
Faremos isso por contradigao. Suponhamos que exista uma sequéncia (v,,) C Wol P(Q)4,

tal que ||vp|lr) =1 € mlle(vn)| ey < 1. Teremos
e(vm) — 0 forte em LP(Q)”.

Usando (C.3), construimos uma subsequéncia de (v,,), ainda denotada por (v,,), tal

que as seguintes convergéncias sao asseguradas

Uy = v fraco em WHP(Q)<,

Uy — v fraco em LP(Q)%

Segue-se que ||U||LP(Q) =1lev|pgg =0ee(v) =0. B possivel demonstrar que um
campo de vetores v, tais que e(v) = 0 tem a forma v = a+ b x x (veja em J. Necas e
Hlavdcek [19], [1981]). Devido as condicoes de contorno sobre v, devemos ter v = 0.

Contradigao com ||[v||rr) = 1. O

C.2 Lema Algébrico

Lema C.2. Sejam p > 2, 7 : R? S RE ¢d:RT R tais que as sequintes

sym sym sym

assertivas sao satisfeitas VB, D € R ¢ 1,7,k 1=1,....d

sym

0o(D)
aDij - TZJ(D)7 (C 4)
0P (0
a0) = 90— ©5)
ij
82@(D) p—2 2
mBz‘jBM > C3(14|D))P~*|BJ7, (C.6)
925(D) -
’m < Cy(1+ D]y, (1)
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Nessas condigoes existem constantes positivas C,, v = 5,6,7 tais que

Cs(1+[DP*)[D]? < @®(D) < Cs(1+|DJ)?, (C.8)
(7(B) = 7(D)).(B-D) = Cq|B-DF. (C.9)

Demonstracao do Lema C.2. Essa demonstragao foi feita seguindo as ideias
apresentadas em J. Mdlek, J. Necas, M. Rokyta e M. RuZicka [15], [1996], p. 198-202.

Primeiro vamos estabelecer a validade de (C.9). Devido a (C.4), temos

(o (B) = (D) By — D) = [ (PHEZABZ DY o

By — Dy
8BZ] J J)

/62 (D +s(B— D))

Bi; — Dy;)(Bu — Di)d
95,05 (Bij ) (B — Dyp)ds

Usando agora (C.6), temos que

1'929(D + s(B— D
[ =0 5, D) - Duas
]

1
203|B—D|2/ (14D + s(B — D)|)*2ds
0

Desse modo obtemos

(w@ﬂ—nxDD@%—[%)ZCwB—DPA(1+UJ+JB—[MV4@ (C.10)

Por outro lado, notamos que
wp 1+ 2z <
S )
z€[0,00) (1 + x)a

qualquer que seja o nimero real o > 0. Como estamos supondo p > 2, podemos

(C.11)

escrever

(1+2P72). (C.12)

l\DlH

(14 z)P?

Vr € R. Segue-se que

/01 (141D + (B~ D) ds > (1 + /01 1D + (B ~ D)‘p_zds) |
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Portanto, resta apenas mostrar que

1
/ |D + s(B— D)[P~2ds > C|B — D[P,
0

(C.13)

A fim de provar a validade de (C.13) vamos considerar dois casos: |D| > |B — D|
e |D| < |B—D|. Supondo |D| > |B— D|, temos |D+s(B—D)| > ||D|—s|B—D|| >

(1 —s)|B — D|. Logo vale (C.13). No caso em que |D| < |B — D|, temos

1 Y(|D + s(B — D)|?)P/?
D B — D)|P%ds = ( d
[ 1D+ = D)p-2as / Dts(B_D]E "

1

— (1B + (B, D) + |D[?)"”

2|B — D|23P/2

1
>
=~ 2]B-DP6r /2

(IB + D2,

Entretanto, |B — D|*> < 2(|B|?> — |D|*). Logo obtemos (C.13). A seguir vamos

demonstrar (C.8).

Inicialmente notamos que devido a hipdtese (C.5) temos que

td L9 (sD) 1
<I>(D)—/0 %(I)(SD)ds— . oD, —————D,;;ds = /Ong’j(SD)SDZ’de.

Agora considerando as hipéteses (C.4) e (C.5) podemos escrever

ri(B) = 02(D)  92(0) _ d 3<I>(sD)d _ L 9209 (sD)

8Dij GDU 0 dS 8DU 0 aDijﬁDkl

Em seguida, considerando (C.15) e (C.6), temos que

1
TZ']'(D)DZ‘]' 2 05/0 (1 + S|D|)p_2dS|D|2.

Por fim, usando (C.12) e (C.16), temos que

Cs
“2p—1)

Tij(D)Dij Z —/O []. + (S|D|)p 2] d8|D|2
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Essa tltima desigualdade, juntamente com (C.14) nos assegura a validade de uma
parte de (1.8). Para a desigualdade a direita em (C.8) usamos a hipdtese (C.7),

juntamente com (C.15) para obtermos

2 ' -2 O4d2 —171 04‘1[2 -1
(D)) < Cad™ | (145D Dlds = = [+ s|D)] < s L U LD
0 — _
Usando essa iltima desigualdade em (C.14) obtemos o resultado esperado. 0J

C.3 Estimativa em L*(Q)

Lema C.3. Supondo d = 2, existe uma constante C, tal que

||l i) < C'|U|1/2||U||1/2

Vu € Hy(S2).

Demonstragao. No que segue apresentamos um esbogo das ideias discutidas em J.
L. Lions [13], [1969], p. 70. Vamos considerar ¢ € D(2). Comegamos prolongando

@ por zero fora de 2. Dai obtemos

X1 a X1 6
O (1, T2) =/ 95 [©*(s,22)] ds = 2/ go(s,xg)a—f(s,xg)ds.

—0o0 —0o0

Segue-se que

+00

(21, 29)* < 2/

—o0

0
ol | 5202 ©17)

De modo andlogo obtemos

+o0

Dy

[p(z1, )] ’g(%,S) ds. (C.18)

(e, ao)? < 2 /

—0o0

Multiplicando membro a membro as desigualdades (C.17) e (C.18) ficamos com

e <4( [ o) i) ([ ot ).

em que denotamos x = (7, 7;) € R2. Integrando em R?, obtemos

Oy

dp
p. () - ()

39&2
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i
g (2)

/Rz p(2)|" da < 4 (/R2 |o(2)] g—ﬁ(x) dx> (/Rz lo(2))| dx) _

Usando as desigualdades de Holder e Young, obtemos

[teltar <2 ( [ oiar) </

Ou ainda,

Dy
871@)

2
das-l—/
RQ

lollzsee) < 2l0lio@lelmE, Ve € DR?).

Por fim usando a densidade de D(R?) em H'(R?) obtemos o resultado procurado. [J

C.4 Estimativa Para a Forma Trilinear b(u,v, w)

2 d
Lema C.4. Consideremosd > 3 es,r € R, com s > 2, r > d, verificando —+— = 1.
s r

Seja também a forma trilinear b:V x V x V — R dada por

b(u, v, w) :/QuL(a:)a—xl(:L‘)wJ(a:) dzx.

Nessas condigoes, se uw € L'(§2), entdo

[b(u, v, w)| < ellull e [[ollJw] > [w] "

Yo,w e V. Em que ¢ > 0 € uma constante.

Demonstragao. A prova dada a seguir é uma adaptacao do que consta em J. L.
1 1 1
Lions [13], [1969], p. 84. Seja p > 0, tal que — + — = o Devido a desigualdade de
p T

Holder, obtemos

b, v,0)] < [lull oy ol oo (C.19)
1 1
Por outro lado, devido as hipdteses do enunciado, temos — + o = 3 Segue da
s r
escolha de p que
1 1
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Apoés algumas manipulacoes algébricas obtemos

lIsH

+

DO [ 1o
o
=

d—2

I

Além disso, como Hg(Q) — L%(Q), resulta que w; € Ld%(Q) Logo, devido a

Desigualdade de Interpolacao, temos

d/r

Jwill Loy < Jwil*[Jwi]|
Ld*?(ﬂ)

Desse modo,

2d
willF ey < Cluwg]**[[ws]| + -

A seguir somamos de i = 1 até ¢ = d e aplicamos a desigualdade de Holder para obter

]l Loy < Cluf||w]|*".

Substituindo essa desigualdade em (C.19) obtemos o resultado do lema. U

C.5 Lema do Angulo Agudo

Lema C.5. (Lema do dngulo agudo 1) Seja P : R*™ — R*™ uma aplicagdo continua
tal que para um p > 0 conveniente se tenha (P(£),(£)) < 0, para ||£|| = p. Entdo
existe um & € R?™ com ||¢]| < p tal que P(€) =0 (wer J.L.Lions, [13] Lema 4.3 p.53)

Demonstragdo. O lema diz que se o angulo entre £ e P(£) é agudo V & € R” com
[|€]| = p, entao a equacao P(£) = 0 tem uma solugao na bola ||£|| < p.

Suponhamos por contradigao que P(§) # 0, V ||| < p.
Seja,

(C.20)

notemos que f é continua.
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Considere também,

¢g:B(0,1) = B(0,1)
- P(p€)

PO’

(C.21)

notemos que g também é continua.

Logo pelo Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, existe {, € B(0, 1) tal que,

_ _ P(p&)
o = 9(&). Logo & 1P (o)
Desse modo, & = p&y é ponto fixo de f.
De fato,
_ P(&) _ P(po)
J@) = PP = " TPGe
= pb =&
Temos [[&| = p
P(&) > —-P
P(&), &) =( P(&), — = P(&), P C.22
(P66 = (P&, ~pped ) = oy (PEPE) (€22
___°F _
= WHP(&)HQ = —pl[P(&)]]- (C.23)
Absurdo, pois por hipdtese,
(P(€):6) =0 ¥ & com [¢]] = p. (C.24)
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Apéndice D

Lemas de Compacidade

D.1 Teorema de Compacidade de Aubin-Lions

Nessa secao vamos apresentar uma demonstragao Teorema de Aubin-Lions enunciado
a seguir. A demonstragao apresentada é baseada nas ideias apresentadas em L. A.

Medeiros [21], [2001], p. 36-40. Vamos comecar com um Lema auxiliar.

Lema D.1. Seja By < B <5 By nas condigoes do enunciado. Para cada € > 0 existe

c(e€), tal que

lull s < €llulls, + c(e)|[ull 5,

qualquer que seja u € By.

Demonstracao do Lema D.1: Suponhamos que para algum e > 0 existe u,, €

B, satisfazendo

[ulls > ellull 5, + c(e)lulls,- (D.1)

Tomando u,, # 0, definimos

1

B “un“Bo

U (D.2)

W,

Em vista de (D.1), obtemos de (D.2) a seguinte desigualdade
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l|wnll 5 E—i—n”u"”Bl.
[[wnll 5o [[wnll B,

”wnHB =

Segue-se que

||wn||B > 6"’n”wnH& (D-?’)

Por outro lado, devido a imersao By — B, temos que

[l

[wn B = <C (D.4)
[nl 5,
Agora devido a (D.3) e (D.4), temos que
€ Wy, C
— + |lwnllB, < Ialls €
n n n
Logo
T [y 5, =0 (D.5)

Notamos agora que B é reflexivo. Além disso, concluimos de (D.2) que ||w,||B, =
1. Logo existe uma subsequéncia de (w,) que converge fracamente em By. Além
disso, como a imersao By < B é compacta, existe uma subsequéncia de (w,), ainda
denotada por (w,), que converge forte para w em B. No entanto, devido a imersao
B — By e (D.5), concluimos que (w,) converge fortemente para zero em B. Portanto,
w = 0. Contradicao com (D.3). Isso conclui a demonstracdo do Lema auxiliar.

Passamos agora ao principal objetivo desta se¢ao.

Lema D.2. (Compacidade de Aubin-Lions) Sejam 1 < pg,p1 < 00, bem como os
espagos de Banach By, B, Bi, tais que By e By sdo reflerivos. Além disso, as
imersées By < B — By sio continuas, sendo a primeira delas compacta. Dado

o numero real T' > 0, consideremos o espaco

W =A{u;u € L*(I; By) eu € LP(I; By)},

com a norma ||ullw = ||u|trorBo) + |||l (r;8,)- Nessas condigoes, W € um

espaco de Banach. Além disso, W < LPo (I;B).
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Demonstragdo. Mostraremos que dada uma sequéncia (v,,) limitada em W, pode-
mos obter uma subsequéncia de (v,) que converge forte para v em LP°(I, B). Sem
perda de generalidade, vamos provar o caso v = 0.

Seja (v,) C W uma sequéncia limitada. Devido ao Lema auxiliar, dado € > 0,

existe c(¢), tal que

lonlls < €llvallzy + c(€)[[onlls:-

Desse modo, para cada n > 0, existe d(n), tal que

||Un||LPo(I,B) < 77an||LPo(I,Bu) + d(n)||vn||Lpo(LBl)- (D.6)

Sabemos que (v,,) é limitada em W, logo

[valleo (180) < [[vallw < C.

Levando essa desigualdade em (D.6), obtemos

lVnll oo (1,8) < Cn 4 d(n)[|vn |l Lro (1.8,)- (D.7)

Notamos que W ¢ reflexivo, pois By e B; o sao. Logo podemos obter uma sub-
sequéencia de (v,), ainda denotada por (v,), tal que v, — 0 em W. Para concluir a
demonstragao, afirmamos que ¢é suficiente mostrar que (v,) converge fortemente para
zero em LP°(I, By). De fato, sabemos que W tem imersao continua em C°(I; B;) veja

J. L. Lions, E. Magenes [14], [1969]. Logo

[on ()l < llonllcozy < Collvnllw < C (D.8)

Se mostrarmos que ||v,(s)||p, converge para zero quase sempre em (0,7), con-
cluiremos de (D.8) que [|v,(s)|/’; ¢ limitada e converge para zero em (0,7). Logo
pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, teremos que ||v, ||, converge
para zero em LP°(I; By). De volta a (D.7), concluimos que (v,) converge para zero
em LP°(I; B), o que conclui a prova da compacidade da imersao de W em L*(I; B).

Portanto, resta-nos mostrar que ||v,(s)|/s, converge para zero em (0,7). O que

faremos para o caso s = 0. Scja w,, dada por
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wy(t) = v (A), A >0,

em que A ¢ uma constante a determinar. Temos
w”(o) = Un(O),
[wn (8)]] Lo (1:80) < CLATYP,

1
1wy, ()|l £ro (1,8,) < Cy\ 7o

Agora tomemos 0 € C'(I;R), tal que 6(0) = —1 e §(T) = 0. Temos que

T T T
wy,(0) = /0 (Ow,) dt = /0 Ow! dt —|—/0 O w,dt = Bn +

Segue-se que

1—L
lwn(O) |3y < 1Ballsy + vl < CsA™ 70 + [l s,

1 €
Agora para cada € > 0, tomemos A > 0, tal que O\ 70 < 3 Por outro lado, seja a

integral em B, dada por

T
%:/ 0'w,,dt.
0

Dada ¢ € Bj, temos que

V() = /0 0"y (wy)dt

converge para zero. Logo 7, converge fracamente para zero em By. Como a imersao
By — B é compacta, resulta que 7, converge fortemente para zero em B. Notando
que v, converge fracamente para zero em W e que W — LP°(I; By), vemos que v,
converge fracamente para zero em LPO([; By). Segue-se que para A > 0 fixo, w,
converge fracamente para zero em LP(I; By). Desse modo, v,(0) = w,(0) converge

fortemente para zero em Bj. Isso conclui a demonstracgao. O
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