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para problemas eĺıpticos singulares envolvendo um

operador do tipo p&q-Laplaciano

por

Suellen Cristina Queiroz Arruda

sob orientação da
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contribúıram diretamente para a realização deste trabalho;

- Aos meus amigos pelo incentivo, fator importante para o ińıcio e término deste trabalho,
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Resumo

Neste trabalho, usamos algumas técnicas de Análise Funcional Não-linear para estudar a

existência e multiplicidade de soluções positivas para a seguinte classe de problemas do tipo

p&q-Laplaciano 
−div(a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u) = f(u) em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

onde Ω é um domı́nio limitado em RN , 2 ≤ p < N . As hipóteses sobre a função a : R+ → R+

de classe C1 nos permitem estender nossos resultados para uma grande classe de problemas

e a função f satisfaz certas condições a serem descritas em cada caṕıtulo.

Palavras-chave: p&q-Laplaciano, Problema singular, Método de Galerkin, Método de sub-

supersolução.
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Abstract

In this work we use some techniques of Nonlinear Functional Analysis to study the existence

and multiplicity of positive solutions for the following class of problems of p&q-Laplacian

type 
−div(a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u) = f(u) in Ω,

u > 0 in Ω,

u = 0 on ∂Ω,

where Ω is boundary domain in RN , 2 ≤ p < N . The hypotheses on function a : R+ → R+

of class C1 allow us to extend our results to a large class of problems and the function f

satisfies some conditions to be described in each chapter.

Key words: p&q-Laplacian, Singular problem, Galerkin method, Sub-supersolution method.
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B APÊNDICE 95

Bibliografia 97

viii



Introdução

Neste trabalho, estudaremos resultados de existência e multiplicidade de soluções para a

seguinte classe de problemas eĺıpticos−div(a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u) = f(u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

(1)

onde Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado suave, 2 ≤ p < N , a : R+ → R+ é uma função de

classe C1 e f uma função que apresenta um termo singular.

Devido à grande relevância, o estudo de problemas envolvendo este operador mais geral,

não-linear e não-homogêneo, vem sendo abordado nos últimos anos, conforme mencionamos

abaixo.

No final da década de 90, nos artigos [30] e [31], Do Ó mostrou resultados de existência

e multiplicidade de soluções para o problema (1), sendo f com crescimento polinomial

subcŕıtico e crescimento exponencial subcŕıtico, respectivamente. Em Figueiredo [36], foi

usado uma abordagem variacional para o estudo de problemas considerando crescimento

cŕıtico na não-linearidade. Em [23], Corrêa, Corrêa e Santos Júnior mostram a existência e

multiplicidade de soluções positivas, sendo f uma função cont́ınua mudando de sinal. Em

[22] e [21], Corrêa, Corrêa e Figueiredo mostram a existência de soluções positivas para

um problema escalar e para um sistema, respectivamente, com f tendo a presença de um

termo singular. Em [38], Figueiredo e Nascimento encontram soluções positivas quando a

não-linearidade da função f é descont́ınua.

O problema em RN foi estudado por Figueiredo [37] e por Alves e Figueiredo [4]. Em

[37], foi estudado um resultado de existência de soluções para um problema com crescimento

cŕıtico. Em [4], foi provada a multiplicidade de soluções para um problema com crescimento

1



subcŕıtico via Teoria de Categoria.

Estes problemas, do tipo p&q-Laplaciano, envolvem uma classe bem mais geral de

operadores, em que tal generalidade é dada pela função a. Por exemplo, quando f é

uma função cont́ınua, a existência e a multiplicidade de soluções para o caso particular

a(t) = 1 + t
q−p
p têm sido extensivamente investigadas nos últimos anos, como vemos nos

trabalhos [11, 15, 20, 54, 57, 58, 71], em domı́nio limitado, e [5, 8, 18, 34, 45, 44, 53, 56, 55, 79],

em RN .

Os estudos são justificados não somente pelo grande interesse matemático, como também

porque a classe de problemas considerados tem uma vasta gama de aplicações em F́ısica,

Qúımica, Biologia e nas ciências afins, tais como Biof́ısica e F́ısica Plasmática. Por exemplo,

o caso −∆pu−∆qu = f(u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω

tem sua origem nas aplicações de um sistema geral de reação-difusão da forma

ut = div[D(u)∇u] + c(x, u), (2)

onde D(u) = (|∇u|p−2 + |∇u|q−2). Em tais aplicações, a função u descreve uma concentração

no qual o primeiro termo do lado direito de (2) corresponde à difusão com um coeficiente

D(u), enquanto que o segundo termo é a reação que relaciona a fonte e os processos de perda.

Tipicamente, em aplicações qúımicas e biólogicas, o termo de reação c(x, u) é um polinômio

de u com coeficientes variáveis, veja [45], [53], [79].

Como mencionado anteriormente, admitiremos que a função f do problema (1) apresenta

um termo singular. Em um célebre artigo de 1976, Stuart [75] considerou o problema

L(u) = f(x, u) em Ω, u = φ(x) sobre ∂Ω,

onde Ω é um domı́nio limitado em RN , N ≥ 2, L sendo um operador eĺıptico de segunda

ordem e f(x, p) → ∞ quando p → 0. Problemas deste tipo são chamados singulares e

surgem na teoria da condução de calor em materiais eletricamente condutores. Sua relevância
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se deve, ainda, às várias aplicações em modelos f́ısicos, tais como flúıdos não-Newtonianos,

fluxo pseudoplástico de flúıdos mecânicos, formação de padrões biológicos e catalisadores

heterogêneos qúımicos, veja [13, 14].

Em 1997, Crandall, Rabinowitz e Tartar [24] voltam a estudar essa classe de problemas,

no qual L é considerado um operador eĺıptico de segunda ordem linear que satisfaz um

prinćıpio de máximo. Na primeira parte, a existência de uma solução clássica é comprovada

por meio do método de sub-supersolução. A segunda parte do artigo é dedicada a um estudo

detalhado das propriedades de continuidade de uma solução para não-linearidades especiais

independentes de x.

Mais recentemente, a versão com L = −∆ e f(x, u) =
1

uα
+λ|∇u|p+σ, onde α > 0, σ ≥ 0,

0 < p ≤ 2, φ = 0, foi estudada em [41, 81]. O gradiente nesta equação é chamado termo de

convecção. A versão sem o termo de convecção foi estudada em [72]. Outros importantes

resultados podem ser vistos em [9, 10, 16, 17, 21, 25, 35, 43, 52, 65]. As versões de sistema

foram estudadas em [1, 22, 46, 60, 80].

No caṕıtulo 1, denominado Existência de solução positiva para uma classe de

problemas eĺıpticos singulares e quasilineares com crescimento cŕıtico, trataremos

o seguinte problema 
−div(a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u) =

λ

uβ
+ f(u) em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

(3)

onde Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado suave com N ≥ 3, 2 ≤ p < N , β ∈ (0, p − 1), λ > 0,

a : R+ → R+ é uma função de classe C1 e f : R→ R é uma função cont́ınua com crescimento

exponencial. Mais precisamente, as hipóteses sobre as funções a e f são:

(a1) Existem constantes k1, k2, k3, k4 > 0 tais que

k1t
p + k2t

N ≤ a(tp)tp ≤ k3t
p + k4t

N , para todo t ≥ 0.
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(a2) A função

t 7−→ a(tp)tp−2 é crescente.

(f1) Existe α0 > 0 de modo que as condições de crescimento exponencial no infinito são

dadas por:

lim
t→∞

f(t)

exp
(
α|t|

N
N−1

) = 0, para α > α0 e lim
t→∞

f(t)

exp
(
α|t|

N
N−1

) =∞, para 0 < α < α0.

(f2) A condição de crescimento na origem:

lim
t→0+

f(t)

tp−1
= 0.

(f3) Existe γ > N tal que

f(t) ≥ tγ−1, para todo t ≥ 0.

O principal resultado deste caṕıtulo é:

Teorema 0.1. Suponhamos que as condições (a1)− (a2) e (f1)− (f3) são satisfeitas. Então,

existe λ∗ > 0 tal que o problema (3) possui uma solução fraca positiva para cada λ ∈ (0, λ∗).

Daremos alguns exemplos de funções a com o intuito de ilustrar o grau de generalidade

do tipo de problemas estudados aqui.

Exemplo 0.1. Considerando a(t) = t
N−p
p , a função a satisfaz as hipóteses (a1) − (a2) com

k1 = k3 = 0 e k2 = k4 = 1. Logo, o Teorema 0.1 é válido para o operador

−∆Nu.

Exemplo 0.2. Considerando a(t) = 1 + t
N−p
p , a função a satisfaz as hipóteses (a1) − (a2)

com k1 = k2 = k3 = k4 = 1. Logo, o Teorema 0.1 é válido para o operador

−∆pu−∆Nu.
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Abaixo, apresentamos outros exemplos que também são interessantes no ponto de vista

matemático.

Exemplo 0.3. Considerando a(t) = 1+
1

(1 + t)
p−2
p

, a função a satisfaz as hipóteses (a1)−(a2)

com k1 = 1, k2 = 0, k3 = 2 e k4 = 0. Logo, o Teorema 0.1 é válido para o operador

− div

(
|∇u|p−2∇u+

|∇u|p−2∇u
(1 + |∇u|p)

p−2
p

)
.

Exemplo 0.4. Considerando a(t) = 1 + t
N−p
p +

1

(1 + t)
p−2
p

, a função a satisfaz as hipóteses

(a1)− (a2) com k1 = k2 = k4 = 1 e k3 = 2. Logo, o Teorema 0.1 é válido para o operador

−∆pu−∆Nu− div

(
|∇u|p−2∇u

(1 + |∇u|p)
p−2
p

)
.

Em [42], Giacomoni, Prashanth e Sreenadh estudaram um problema com N -Laplaciano

de modo que a não-linearidade cresce como exp
(

N
N−1

)
no infinito e como

1

tα
na origem. Um

problema similar com o operador Laplaciano em R2 foi estudado por Saoudi e Kratou em

[69]. Em [29], Dhanya, Prashanth, Sreenadh e Tiwari consideraram o caso singular com

crescimento cŕıtico e não-linearidade descont́ınua. Os resultados de multiplicidade foram

considerados em [66]. A versão em RN com N -Laplaciano e crescimento exponencial cŕıtico

foi estudado em [7].

Diante disso, problemas eĺıpticos do tipo N&p-Laplaciano com não-linearidades em

domı́nios limitados ou em RN têm recebido bastante atenção por muitos autores. Nesta

direção, o problema (3) foi motivado pelo estudo feito por Araújo e Montenegro [26] para o

caso N = 2, no qual provam a existência de soluções para o problema
−∆v = λvq + f(v) em Ω,

v > 0 em Ω,

v = 0 sobre ∂Ω,

(4)

onde Ω ⊂ R2 é um domı́nio limitado, q ∈ (0, 1), λ > 0 é um parâmetro e f : [0,∞) → R

5



é uma função cont́ınua com crescimento exponencial. Os autores resolveram o problema (4)

combinando uma abordagem não-variacional com a desigualdade de Trudinger-Moser.

A nossa ideia no presente caṕıtulo é aplicar os mesmos argumentos para um classe

de problemas singulares envolvendo um operador do tipo p&q-Laplaciano com crescimento

cŕıtico, tendo como ingrediente essencial o Pŕıncipio de Comparação Fraco demonstrado em

[21]. Para isto, é necessário o estudo de um problema auxiliar a fim de provarmos, com o

aux́ılio do método de Galerkin, a existência de uma solução aproximada e, posteriormente,

utilizar esta solução obtida para demonstrarmos o Teorema 0.1.

Abaixo, listamos o que acreditamos ser as principais contribuições deste caṕıtulo:

1) Em [22] e [21] foram estudados um problema singular e um sistema singular,

respectivamente, com este operador geral, mas as não-linearidades possuem crescimento

polinomial e aqui consideramos crescimento exponencial.

2) Em [29], [42], [69] e [70] foram estudados o caso singular com a não-linearidade com

crescimento exponencial. No entanto, estudaremos aqui problemas com um operador

mais geral, o que traz algumas dificuldades técnicas.

3) Até o presente momento, ao menos em nosso conhecimento, não existe na literatura o

uso do método de Garlekin para mostrar a existência de soluções para esta classe de

problemas tendo a presença de um termo singular.

O Caṕıtulo 2, intitulado Existência de solução positiva para um sistema singular

com crescimento cŕıtico, complementa o estudo feito no Caṕıtulo 1, provando a existência

de soluções positivas para a seguinte classe de sistema singular



−div(a1(|∇u|p1) |∇u|p1−2 ∇u) =
λ1

vβ1
+ f1(u) em Ω,

−div(a2(|∇v|p2) |∇v|p2−2 ∇v) =
λ2

uβ2
+ f2(v) em Ω,

u, v > 0 em Ω,

u = v = 0 sobre ∂Ω,

(5)

onde Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado suave com N ≥ 3. Para i = 1, 2, temos 2 ≤ pi < N ,
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0 < βi < pi−1, λi > 0, ai são funções de classe C1 e fi são funções cont́ınuas com crescimento

exponencial.

As hipóteses sobre as funções ai : R+ −→ R+ e fi : R −→ R são as seguintes:

(A1) Existem constantes k1, k2, k3, k4 > 0 tais que

k1t
pi + k2t

N ≤ a(tpi)tpi ≤ k3t
pi + k4t

N , para todo t ≥ 0.

(A2) A função

t 7−→ ai(t
pi)tpi−2 é crescente.

(F1) Existe α0 > 0 tal que

lim
t→∞

fi(t)

exp
(
α|t|

N
N−1

) = 0, para α > α0 e lim
t→∞

fi(t)

exp
(
α|t|

N
N−1

) =∞, para 0 < α < α0.

(F2) As funções fi verificam o limite

lim
t→0+

fi(t)

tpi−1
= 0.

(F3) Existe γi > N tal que

fi(t) ≥ tγi−1, para todo t ≥ 0.

O resultado central obtido neste caṕıtulo é o seguinte:

Teorema 0.2. Suponhamos que para i = 1, 2, ai satisfazem (A1) − (A2) e as funções fi

satisfazem (F1)− (F3). Então, existe λ∗ > 0 tal que o problema (5) possui uma solução fraca

positiva para cada λi ∈ (0, λ∗).

Em [1], os autores estudaram um sistema Hamiltoniano singular para mostrar a existência

de solução usando método de Galerkin. Em [2], Alves e Corrêa estudaram um sistema

(p, q) com termos singulares com crescimento exponencial, mostrando a existência de solução

usando um teorema devido a Rabinowitz e uma desigualdade do tipo Hardy-Sobolev. Estes

7



artigos motivaram os resultados em [21], no qual é possivel investigar a existência de solução

para um classe de sistemas envolvendo o operador mais geral −div(a(|∇u|p) |∇u|p−2 ∇u).

Levando em consideração os trabalhos citados acima, o presente caṕıtulo se baseia também

nos estudos feitos em [27] na qual a não-linearidade da função admite crescimento exponencial

cŕıtico e no Pŕıncipio de Comparação Fraco obtido em [22]. Os passos para a demonstração

do Teorema 0.2 seguem o mesmo raćıocinio da prova do Teorema 0.1 no Caṕıtulo 1 e o

resultado ressalta as contribuições já enumeradas anteriormente para o caso escalar.

No Caṕıtulo 3, denominado Existência e multiplicidade de soluções positivas

para um problema singular p&q-Laplaciano via método de sub-supersolução,

estudaremos a existência e a multiplicidade de soluções para a seguinte classe de problemas

singulares 
−div(a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u) = h(x)u(x)−γ + f(x, u) em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

(6)

onde Ω é um domı́nio limitado suave em RN , N ≥ 3, 2 ≤ p < N , a : R+ → R+ é uma

função de classe C1, 1 6= γ > 0 é um parâmetro real fixado, h ≥ 0 é uma função mensurável

não-trivial, e f é uma função Carathéodory sobre Ω× [0,∞).

As hipóteses sobre as funções a e f são as seguintes:

(h) Existe 0 < φ0 ∈ C1
0(Ω) tal que hφ

−γ
0 ∈ L∞(Ω).

(f1) Existe 0 < δ <
1

2
tal que

−h(x) ≤ f(x, t) ≤ 0 q.t.p em Ω, para todo 0 ≤ t ≤ δ.

(a1) Existem constantes k1, k2, k3, k4 > 0 e 1 < p < q < N tais que

k1t
p + k2t

q ≤ a(tp)tp ≤ k3t
p + k4t

q, para todo t ≥ 0.

(a2) A função

t 7−→ A(tp) é estritamente convexa,

8



onde A(t) =

∫ t

0

a(s) ds.

(a3) A função

t 7−→ a(tp)tp−2 é crescente.

(a4) Existem constantes µ e θ tais que θ ∈ (q, q∗) e

1

µ
a(t)t ≤ A(t), para todo t ≥ 0,

com 1 <
q

p
≤ µ <

θ

p
.

(f2) Existe q < r < q∗ =
Nq

(N − q)
(q∗ =∞ se q ≥ N) tal que

f(x, t) ≤ h(x)(tr−1 + 1) q.t.p em Ω, para todo t ≥ 0.

(f3) Existe t0 > 0 tal que

0 < θF (x, t) ≤ tf(x, t), q.t.p em Ω, para todo t ≥ t0,

onde θ é a constante que aparece em (a4).

Os principais resultados deste caṕıtulo são enunciados a seguir:

Teorema 0.3. Assuma que as condições (h), (f1) e (a1) − (a2) são válidas. Se ‖h‖∞ é

suficientemente pequena, então o problema (6) possui uma solução fraca positiva.

Teorema 0.4. Assuma que as condições (h), (f1)− (f3) e (a1)− (a4) são válidas. Se ‖h‖∞
é suficientemente pequena, então o problema (6) possui duas soluções fracas positivas.

Consideremos o problema semilinear dado por
−∆u = m(x, u) em Ω,

u > 0 em Ω,

u ∈ H1
0 (Ω).

(7)
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O método clássico de sub-supersolução afirma que se v1, v2 ∈ H1
0 (Ω) for um par de sub-

supersolução com v1(x) ≤ v2(x) q.t.p em Ω, então existe uma solução v ∈ H1
0 (Ω) tal que

v1(x) ≤ v(x) ≤ v2(x) q.t.p em Ω.

Em geral, um candidato para subsolução do problema (7) é dado por v1 = εφ1, onde

φ1 é uma autofunção associada a λ1, o primeiro autovalor do operador (−∆, H1
0 (Ω)). Um

candidato para supersolução, em geral, é a única solução positiva do problema
−∆u = M em Ω,

u > 0 em Ω,

u ∈ H1
0 (Ω).

Os tamanhos de ε e da constante M , combinados com o Pŕıncipio de Comparação para

o operador (−∆, H1
0 (Ω)), nos permitem mostrar que a sub-supersolução são ordenadas. Se o

operador é não-linear e não-homogêneo, em geral nós não temos autovalores e autofunções.

No entanto, mostraremos neste caṕıtulo que o método de sub-supersolução ainda pode ser

aplicado.

O termo singular no problema (6) apresenta dificuldades que o torna muito atrativo. Por

não ser posśıvel citar todos aqui, faremos uma revisão bibliográfica em ordem cronológica de

artigos com termo singular e método de sub-supersolução.

Em [19, 64], os autores estudaram o problema (6) com o operador p-Laplaciano aplicando

técnicas de truncamento adequadas. O caso com o operador p-Laplaciano sem a condição

de Ambrosetti-Rabinowitz foi estudado em [51]. O caso com o operador p-Laplaciano e a

não-linearidade côncava e convexa foi considerado em [39]. Em [63], os autores estudaram o

caso com o operador Laplaciano e o termo singular aparecendo no lado esquerdo. Em [33], foi

estudado o caso com o operador Laplaciano e uma não-linearidade dependendo do gradiente.

O caso com operador Laplaciano e crescimento supercŕıtico foi estudado em [78].

A motivação deste caṕıtulo surge com os resultados de Perera e Silva em [64], no qual

combinam argumentos de pertubação e métodos variacionais para estabelecer a existência

e multiplicidade de soluções positivas para uma classe de problemas singulares envolvendo

o operador p-Laplaciano. Para a obtenção da sub-supersolução, os autores utilizam uma
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técnica de truncamento e o Prinćıpio de Comparação para o operador e, posteriormente,

determinam duas soluções ordenadas para o problema analisado.

Desta forma, a nossa inspiração neste caṕıtulo é investigar a existência e multiplicidade de

soluções para uma classe de problemas singulares com um operador do tipo p&q-Laplaciano

utilizando os argumentos vistos em [64] em vez do método clássico de sub-supersolução.

A fim de ilustrar o grau de generalidade do tipo de problemas aqui estudados,

apresentamos alguns exemplos de função a que são interessantes no ponto de vista matemático

e tem uma ampla gama de aplicações em f́ısica e ciências relacionadas.

Exemplo 0.5. Se a ≡ 1, nosso operador é o p-Laplaciano. Então, o problema (6) se torna −∆pu = h(x)u−γ + f(x, u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

com q = p, k1 = k3 = 1 e k2 = k4 = 0.

Exemplo 0.6. Se a(t) = 1 + t
q−p
p , obtemos −∆pu−∆qu = h(x)u−γ + f(x, u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

com k1 = k2 = k3 = k4 = 1.

Exemplo 0.7. Tomando a(t) = 1 + 1

(1+t)
p−2
p

, temos


−div(|∇u|p−2∇u+ |∇u|p−2∇u

(1+|∇u|p)
p−2
p

) = h(x)u−γ + f(x, u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

com q = p, k1 = 1, k3 = 2 e k2 = k4 = 0.

Exemplo 0.8. Se consideramos a(t) = 1 + t
q−p
p + 1

(1+t)
p−2
p

, obtemos


−∆pu−∆qu− div( |∇u|p−2∇u

(1+|∇u|p)
p−2
p

) = h(x)u−γ + f(x, u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
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onde k1 = k2 = k4 = 1 e k3 = 2.

Abaixo, descreveremos o que acreditamos ser as novidades no estudo do problema (6):

1) Consideramos uma grande classe de operadores quasilineares que inclui, mas não

se restringe ao operador p-Laplaciano. Em geral, esse operador não é linear nem

homogêneo, o que nos traz dificuldades técnicas.

2) Como trabalhamos com um operador geral, algumas estimativas são mais refinadas.

Veremos isso nas demonstrações dos teoremas.

3) Ao contrário dos trabalhos mencionados, nenhum truncamento foi necessário neste

caṕıtulo. Além disso, não usamos parâmetro como foi usado no artigo motivador.

4) Os resultados deste caṕıtulo são válidos para uma função geral f . Note que f pode ser

negativa perto da origem.

5) Ao menos em nosso conhecimento, não existem trabalhos investigando solução para

esta classe de problemas com termo singular, aplicando o método de sub-supersolução.

O caṕıtulo 4, intitulado Existência e multiplicidade de soluções positivas para

um sistema singular via método de sub-supersolução e Teorema do Passo da

Montanha, investiga a questão da existência e multiplicidade de soluções positivas para a

seguinte classe de sistema singular



−div(a1(|∇u|p1)|∇u|p1−2∇u) = h1(x)u−γ1 + Fu(x, u, v) em Ω,

−div(a2(|∇u|p2)|∇u|p2−2∇u) = h2(x)u−γ2 + Fv(x, u, v) em Ω,

u, v > 0 em Ω,

u = v = 0 sobre ∂Ω,

(8)

onde Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado com fronteira suave, N ≥ 3, 2 ≤ p1, p2 < N . Para

i = 1, 2, ai : R+ → R+ é uma função de classe C1, 1 6= γi > 0 é uma constante fixada, e

hi ≥ 0 é uma função mensurável não-trivial. Mais precisamente, suponhamos que as funções

hi e ai satisfazem as seguintes hipóteses:
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(H) Existem 0 < φ0 ∈ C1
0(Ω) tal que hiφ

−γi
0 ∈ L∞(Ω).

(A1) Existem constantes k1, k2, k3, k4 > 0 e 1 < pi < qi < N tais que

k1t
pi + k2t

qi ≤ ai(t
pi)tpi ≤ k3t

pi + k4t
qi , para todo t ≥ 0.

(A2) A função

t 7−→ Ai(t
pi) é estritamente convexa,

onde Ai(t) =

∫ t

0

ai(s)ds.

(A3) A função

t 7−→ ai(t
pi)tpi−2 é crescente.

(A4) Existem constantes µi,
1

q∗1
< θs <

1

q1

e
1

q∗2
< θt <

1

q2

tais que

1

µi
ai(t)t ≤ Ai(t), para todo t ≥ 0,

com 1 <
q1

p1

≤ µ1 <
1

θsp1

e 1 <
q2

p2

≤ µ2 <
1

θtp2

.

A seguir, os principais resultados deste caṕıtulo:

Teorema 0.5. Suponha que (H), (F1) e (A1) − (A2) são satisfeitas. Então, o sistema (8)

possui uma solução fraca positiva se ‖hi‖∞ é pequena, para i = 1, 2.

Teorema 0.6. Suponha que (H), (F1)− (F3) e (A1)− (A4) são satisfeitas. Então, o sistema

(8) possui duas soluções fracas positivas se ‖hi‖∞ é pequena, para i = 1, 2.

O sistema (8) com o operador Laplaciano, em ambas as equações, foi estudado em [40],

em que foram investigadas as questões de existência, não-existência e unicidade de soluções.

Os resultados em [41] foram complementados em [80]. O operador geral abordado neste

caṕıtulo foi estudado em [21] usando soluções cont́ınuas não limitadas. O caso com operador

Laplaciano envolvendo pesos foi estudado em [28] e [59].

O presente caṕıtulo complementa o estudo do Caṕıtulo 3 e os resultados dos autores

citados acima porque trabalhamos com um sistema geral com singularidade, além de
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considerarmos o método de sub-supersolução para um sistema que envolve um operador

não-linear e não-homogêneo.

Encerraremos esta tese com dois apêndices, com o intuito de enunciar alguns resultados

importantes e necessários para a compreensão dos caṕıtulos, juntamente com suas referências

para consulta das demonstrações.

Para uma maior clareza e organização deste trabalho, os problemas e os enunciados dos

resultados relacionados serão repetidos em seus respectivos caṕıtulos.
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Notações

� : fim de uma demonstração,

→: convergência forte,

⇀: convergência fraca,

| · |α = | · |Lα(Ω),

|A| é a medida de Lebesgue de um conjunto A,∫
Ω

f denota

∫
Ω

f(x)dx,

〈., .〉 : par de dualidade.

15



Caṕıtulo

1

Existência de solução positiva para uma

classe de problemas eĺıpticos singulares e

quasilineares com crescimento cŕıtico

1.1 Introdução

Neste caṕıtulo, investigamos a existência de solução positiva para uma classe de problemas

singulares dada por 
−div(a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u) =

λ

uβ
+ f(u) em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

(1.1)

onde Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado suave com N ≥ 3, 2 ≤ p < N , 0 < β < p− 1, λ > 0 é

um parâmetro, a : R+ → R+ é uma função de classe C1 e f : R→ R é uma função cont́ınua

com crescimento exponencial.

Para obter uma solução do problema (1.1), utilizamos o método de Galerkin em conjunto

com o seguinte resultado, que é uma variação do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, cuja

demonstração pode ser encontrada em [73] e [49, Teorema 5.2.5].

Lema 1.1. Seja G : Rd −→ Rd uma função cont́ınua tal que 〈G(ξ), ξ〉 ≥ 0, para cada ξ ∈ Rd

com |ξ| = r, para algum r > 0. Então, existe z0 ∈ Br(0) tal que G(z0) = 0.
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As hipóteses sobre a função a : R+ −→ R+ de classe C1 são as seguintes:

(a1) Existem constantes k1, k2, k3, k4 > 0 tais que

k1t
p + k2t

N ≤ a(tp)tp ≤ k3t
p + k4t

N , para todo t ≥ 0.

(a2) A função

t 7−→ a(tp)tp−2 é crescente.

A função cont́ınua f : R −→ R satisfaz as seguintes propriedades:

(f1) Existe α0 > 0 de modo que as condições de crescimento exponencial no infinito são

dadas por:

lim
t→∞

f(t)

exp
(
α|t|

N
N−1

) = 0, para α > α0 e lim
t→∞

f(t)

exp
(
α|t|

N
N−1

) =∞, para 0 < α < α0.

(f2) A condição de crescimento na origem:

lim
t→0+

f(t)

tp−1
= 0.

(f3) Existe γ > N tal que

f(t) ≥ tγ−1, para todo t ≥ 0.

Note que, de (f1) - (f3), para todo δ > 0 e para todo α > α0, existe Cδ > 0 tal que

|f(t)t| ≤ δ|t|p + Cδ|t|q exp
(
α|t|

N
N−1

)
, (1.2)

para todo q ≥ 0. Em particular, ao longo deste caṕıtulo, usamos q > N . Além disso, vale

ressaltar que, a fim de encontrar soluções positivas, suponhamos que f(t) = 0, para todo

t < 0.

A seguir, enunciamos o principal resultado deste caṕıtulo:

17



Teorema 1.1. Suponhamos que as condições (a1)− (a2) e (f1)− (f3) são satisfeitas. Então,

existe λ∗ > 0 tal que o problema (1.1) possui uma solução fraca positiva para cada λ ∈ (0, λ∗).

Vale a pena recomendar a leitura dos apêndices no intuito de recordar definições, lemas,

proposições e teoremas necessários às demonstrações do nosso resultado.

No que segue, consideramos o espaço de Sobolev W 1,N
0 (Ω) munido com a norma

‖u‖1,N =

(∫
Ω

|∇u|Ndx

) 1
N

.

Definição 1.1. Dizemos que u ∈ W 1,N
0 (Ω) é uma solução fraca positiva do problema (1.1)

se u > 0 em Ω e satisfaz

∫
Ω

a(|∇u|p) |∇u|p−2∇u∇φ dx− λ
∫
Ω

1

uβ
φ dx−

∫
Ω

f(u)φ dx = 0,

para todo φ ∈ W 1,N
0 (Ω).

Em virtude da hipótese (a1), o operador T : W 1,N
0 (Ω) −→ (W 1,N

0 (Ω))′ dado por

〈Tu, φ〉 =

∫
Ω

a(|∇u|p) |∇u|p−2 ∇u ∇φ dx

está bem definido. O Lema B.1, veja o Apêndice B, mostra que o operador T é cont́ınuo,

monótono e coercivo. Estas propriedades são necessárias para aplicarmos o Teorema de

Minty-Browder, resultado importante a fim de determinar a existência de uma única solução

u ∈ W 1,N
0 (Ω) satisfazendo

−div(a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u) = f em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

onde f ∈ (W 1,N
0 (Ω))′.
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Este caṕıtulo está organizado como segue: na Seção 1.2, estudamos a existência de solução

para um problema auxiliar via método de Galerkin e na Seção 1.3, usamos uma desigualdade

do tipo Hardy-Sobolev para a demonstração do Teorema 1.1.

1.2 Um problema auxiliar

Para estabelecer a existência de solução positiva para o problema (1.1), inicialmente

mostramos via método de Galerkin, para cada 0 < ε < 1, a existência de uma solução para

o seguinte problema auxiliar


−div(a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u) =

λ

(|u|+ ε)β
+ f(u) em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

(1.3)

onde as funções a e f satisfazem as hipóteses do Teorema 1.1.

O resultado desta seção é o seguinte:

Lema 1.2. Para cada 0 < ε < 1 fixado, existe λ∗ > 0 tal que o problema (1.3) possui uma

solução fraca positiva para cada λ ∈ (0, λ∗).

Demonstração. Seja B = {e1, e2, . . . , em, . . .} uma base de Schauder de W 1,N
0 (Ω). Para

cada m ∈ N, definimos

Wm = [e1, e2, . . . , em]

como sendo o espaço de dimensão finita gerado pelo conjunto {e1, e2, . . . , em}. Notemos que

os espaços (Wm, ‖ · ‖m) e (Rm, | · |s) são isometricamente isomorfos, através da aplicação

natural

S : Wm −→ Rm

dada por

u =
m∑
j=1

ξjej 7→ S(u) = ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξm),
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onde

|ξ|s =
m∑
j=1

|ξj| e ‖u‖m =

(∫
Ω

|∇u|mdx

) 1
m

, u ∈ Wm.

E ainda,

‖u‖mm =

∫
Ω

|∇u|mdx =

∫
Ω

∣∣∣∣∣∇
(

m∑
j=1

ξjej

)∣∣∣∣∣
m

dx =

∫
Ω

m∑
j=1

|ξj|m|∇ej|mdx

=
m∑
j=1

|ξj|m
∫
Ω

|∇ej|mdx =
m∑
j=1

|ξj|m‖ej‖mm =
m∑
j=1

|ξj|m = |ξ|ms .

Assim,

‖u‖m = |ξ|s = |S(u)|s. (1.4)

Considere, para cada m ∈ N, a aplicação G : Rm −→ Rm dada por

G(ξ) = G(ξ1, ξ2, . . . , ξm) = (G1(ξ), G2(ξ), . . . , Gm(ξ)),

onde ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξm) ∈ Rm,

Gj(ξ) =

∫
Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇ej dx− λ
∫
Ω

1

(|u|+ ε)β
ej dx−

∫
Ω

f(u)ej dx , j = 1, 2, . . . ,m

e u =
m∑
j=1

ξjej ∈ Wm. Portanto,

〈G(ξ), ξ〉=
m∑
j=1

Gj(ξ)ξj

=
m∑
j=1

[∫
Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇(ξjej) dx−λ
∫
Ω

ξjej
(|u|+ ε)β

dx−
∫
Ω

f(u)(ξjej)dx

]

=

∫
Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇

(
m∑
j=1

ξjej

)
dx−λ

∫
Ω

1

(|u|+ ε)β

(
m∑
j=1

ξjej

)
dx

−
∫
Ω

f(u)

(
m∑
j=1

ξjej

)
dx

=

∫
Ω

a(|∇u|p)|∇u|pdx− λ
∫
Ω

u

(|u|+ ε)β
dx−

∫
Ω

f(u)u dx. (1.5)
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Usando (1.2) e imersão de Sobolev, existem constantes positivas Cε e C tais que

∫
Ω

u

(|u|+ ε)β
dx ≤

∫
Ω

|u|
εβ

dx ≤ Cε‖u‖1,N (1.6)

e ∫
Ω

f(u)u dx ≤ δC‖u‖p1,p + Cδ

∫
Ω

|u|q exp
(
α|u|

N
N−1

)
dx. (1.7)

Agora, por (a1), temos

∫
Ω

a(|∇u|p)|∇u|pdx ≥ k1

∫
Ω

|∇u|pdx+ k2

∫
Ω

|∇u|Ndx = k1‖u‖p1,p + k2‖u‖N1,N . (1.8)

Segue de (1.5)-(1.8) que

〈G(ξ), ξ〉 ≥ k2‖u‖N1,N + (k1 − δC)‖u‖p1,p − λCε‖u‖1,N − Cδ
∫
Ω

|u|q exp
(
α|u|

N
N−1

)
dx.

Tomando δ > 0 suficientemente pequeno de modo que (k1 − δC) > 0, obtemos

(k1 − δC)‖u‖p1,p > 0. Então,

〈G(ξ), ξ〉 ≥ k2‖u‖N1,N − λCε‖u‖1,N − Cδ
∫
Ω

|u|q exp
(
α|u|

N
N−1

)
dx. (1.9)

Usando a desigualdade de Hölder com s, s′ > 1 tais que
1

s
+

1

s′
= 1, temos

Cδ

∫
Ω

|u|q exp
(
α|u|

N
N−1

)
dx ≤ Cδ

(∫
Ω

|u|qs′dx

) 1
s′
(∫

Ω

exp
(
αs|u|

N
N−1

)
dx

) 1
s

.

Desde que q > N e s′ > 1, por imersão de Sobolev, existe C̃ > 0 tal que

Cδ

∫
Ω

|u|q exp
(
α|u|

N
N−1

)
dx ≤ CδC̃‖u‖q1,N

(∫
Ω

exp
(
αs|u|

N
N−1

)
dx

) 1
s

. (1.10)
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Então, decorre de (1.9) e (1.10) que

〈G(ξ), ξ〉 ≥ k2‖u‖N1,N − λCε‖u‖1,N − CδC̃‖u‖q1,N

(∫
Ω

exp
(
αs|u|

N
N−1

)
dx

) 1
s

.

Assumindo que ‖u‖1,N = r, para algum r > 0 a ser escolhido posteriormente, temos

∫
Ω

exp
(
αs|u|

N
N−1

)
dx =

∫
Ω

exp

(
αs‖u‖

N
N−1

1,N

(
|u|
‖u‖1,N

) N
N−1

)
dx

=

∫
Ω

exp

(
αsr

N
N−1

(
|u|
‖u‖1,N

) N
N−1

)
dx

e a fim de aplicar a desigualdade de Trudinger-Moser, veja o Teorema A.6 no Apêndice A,

impomos

r ≤
(αN
αs

)N−1
N
,

onde αN := Nw
1

N−1

N−1 e wN−1 é a medida (N − 1)-dimensional da (N − 1) esfera.

Portanto, existe uma constante M > 0 tal que

sup
‖u‖

1,N
≤1

∫
Ω

exp

(
αsr

N
N−1

(
|u|
‖u‖1,N

) N
N−1

)
dx ≤M

e assim,

〈G(ξ), ξ〉 ≥ k2r
N − λCεr − CδC̃M

1/srq.

Agora, escolhemos r de modo que

k2r
N − CδC̃M

1/srq ≥ k2r
N

2
,

em outras palavras,

r ≤
(

k2

2CδC̃M
1
s

) 1
q−N

.
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Assim, considerando r = min

{(αN
αs

)N−1
N
,

(
k2

2CδC̃M
1
s

) 1
q−N
}

, obtemos

〈G(ξ), ξ〉 ≥ k2r
N

2
− λCεr.

Além disso, definindo ρ =
k2r

N

2
− λCεr, escolhemos λ∗ > 0 tal que ρ > 0 para λ < λ∗.

Portanto, escolhendo

λ∗ =
k2r

N−1

4Cε
,

conclúımos que

〈G(ξ), ξ〉 > 0, para todo 0 < λ < λ∗, ξ ∈ Rm e |ξ|s = r.

Em virtude do Lema 1.1, para cada m ∈ N, existe y ∈ Rm com |y|s ≤ r < 1 tal que

G(y) = 0. Assim, por (1.4), existe um ∈ Wm satisfazendo

‖um‖1,N ≤ r < 1, para cada m ∈ N, (1.11)

de modo que

∫
Ω

a(|∇um|p)|∇um|p−2∇um∇ej dx = λ

∫
Ω

1

(|um|+ ε)β
ej dx+

∫
Ω

f(um)ej dx , (1.12)

para j = 1, 2, . . . ,m.

Multiplicando ambos os membros da equação (1.12) por um escalar qualquer σj, para

cada j = 1, 2, . . . ,m, e somando-as, obtemos

∫
Ω

a(|∇um|p)|∇um|p−2∇um∇φ dx = λ

∫
Ω

1

(|um|+ ε)β
φ dx+

∫
Ω

f(um)φ dx, (1.13)

para todo φ ∈ Wm, o que mostra que um ∈ Wm é uma solução fraca aproximada para o

problema (1.3).

Desde que r independe de m e Wm ⊂ W 1,N
0 (Ω), para todo m ∈ N, então (um) é uma

sequência limitada em W 1,N
0 (Ω). Assim, a menos de subsequência, existe u ∈ W 1,N

0 (Ω) tal
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que 

um ⇀ u em W 1,N
0 (Ω),

um → u em Lθ(Ω), θ ≥ 1,

um(x)→ u(x) q.t.p em Ω,

|um(x)| ≤ g(x) ∈ Lθ(Ω), q.t.p em Ω, θ ≥ 1.

(1.14)

Fixe k ∈ N e considere m ≥ k, então Wk ⊂ Wm e

∫
Ω

a(|∇um|p)|∇um|p−2∇um∇φk dx = λ

∫
Ω

1

(|um|+ ε)β
φk dx+

∫
Ω

f(um)φk dx, (1.15)

para todo φk ∈ Wk.

Desde que φk ∈ C∞0 (Ω), notemos que∣∣∣∣ φk
(|um|+ ε)β

∣∣∣∣ ≤ 1

εβ
|φk| ∈ L1(Ω)

e usando (1.14), temos

φk
(|um(x)|+ ε)β

→ φk
(|u(x)|+ ε)β

q.t.p em Ω.

Portanto, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, obtemos

∫
Ω

φk
(|um|+ ε)β

dx→
∫
Ω

φk
(|u|+ ε)β

dx. (1.16)

Da continuidade de f , segue de (1.14) que

f(um(x))φk → f(u(x))φk q.t.p em Ω. (1.17)

Além disso, usando (1.2), temos

|f(um(x))φk| ≤ δ|um(x)|p−1|φk|+ Cδ|um(x)|q−1 exp
(
α|um(x)|

N
N−1

)
|φk|.
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Agora, é necessário provar que a função h : R −→ R definida por

h(um(x)) := δ|um(x)|p−1|φk|+ Cδ|um(x)|q−1 exp
(
α|um(x)|

N
N−1

)
|φk|

satisfaz

|f(um(x))φk| ≤ h(um(x)) ∈ L1(Ω). (1.18)

Para isto, é suficiente mostrar que h(um(x)) é convergente em L1(Ω). De fato, desde que

2 ≤ p < N e φk ∈ C∞0 (Ω), usamos (1.14) para obter

|um(x)|p−1|φk| → |u(x)|p−1|φk| q.t.p em Ω

e

||um(x)|p−1|φk|| = |um(x)|p−1|φk| ≤ g(x)p−1|φk| ∈ L1(Ω).

Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, temos

∫
Ω

|um|p−1|φk|dx→
∫
Ω

|u|p−1|φk|dx. (1.19)

Além disso, resulta também de (1.14) que

|um(x)|q−1 exp
(
α|um(x)|

N
N−1

)
→ |u(x)|q−1 exp

(
α|u(x)|

N
N−1

)
q.t.p em Ω. (1.20)

Considerando s, s′ > 1 tais que
1

s
+

1

s′
= 1, usamos (1.14) e o fato que q > N para obter

|um|q−1 → |u|q−1 em Ls
′
(Ω).

E ainda, por (1.11), obtemos

∫
Ω

exp
(
αs|um(x)|

N
N−1

)
dx =

∫
Ω

exp

(
αs‖um‖

N
N−1

1,N

(
|um(x)|
‖um‖1,N

) N
N−1

)
dx

≤
∫
Ω

exp

(
αsr

N
N−1

(
|um(x)|
‖um‖1,N

) N
N−1

)
dx
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e aplicando a desigualdade de Trudinger-Moser novamente, existe uma constante M > 0 tal

que ∫
Ω

exp
(
αs|um(x)|

N
N−1

)
dx ≤

∫
Ω

exp

(
αN

(
|um(x)|
‖um‖1,N

) N
N−1

)
dx ≤M.

Assim, pela desigualdade de Hölder,

∫
Ω

|um(x)|q−1 exp
(
α|um(x)|

N
N−1

)
dx ≤

(∫
Ω

|um(x)|(q−1)s′dx

) 1
s′
(∫

Ω

exp
(
αs|um(x)|

N
N−1

)
dx

) 1
s

≤ |um|q−1

Ls′ (Ω)
M

1
s = M. (1.21)

Agora, resulta de (1.20), (1.21) e do Teorema de Brezis-Lieb que

|um|q−1 exp
(
α|um|

N
N−1

)
⇀ |u|q−1 exp

(
α|u|

N
N−1

)
.

Desde que φk ∈ C∞0 (Ω), obtemos

∫
Ω

|um|q−1 exp
(
α|um|

N
N−1

)
|φk|dx→

∫
Ω

|u|q−1 exp
(
α|u|

N
N−1

)
|φk|dx. (1.22)

Portanto, segue de (1.19) e (1.22) que

∫
Ω

h(um(x))dx→ δ

∫
Ω

|u(x)|p−1|φk|dx+ Cδ

∫
Ω

|u(x)|q−1 exp
(
α|u(x)|

N
N−1

)
|φk|dx,

o que prova a afirmação (1.18).

Finalmente, invocamos (1.17), (1.18) e o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue

para concluir ∫
Ω

f(um)φk dx→
∫
Ω

f(u)φk dx. (1.23)

O próximo passo é mostrar que

∫
Ω

a (|∇um|p) |∇um|p−2∇um∇φk dx→
∫
Ω

a (|∇u|p) |∇u|p−2∇u∇φk dx. (1.24)

Para este fim, usamos (a2) e a Proposição B.1, veja o Apêndice B, para obter a
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desigualdade abaixo

CN |∇um −∇u|N ≤ 〈a(|∇um|p)|∇um|p−2∇um − a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u, ∇um −∇u〉,

onde CN =

(
k2

4

)N−2

> 0.

Assim, desde que um ∈ W 1,N
0 (Ω) é uma solução do problema auxiliar (1.3), temos

0 ≤ CN‖um− u‖1,N≤
∫
Ω

a (|∇um|p) |∇um|pdx−
∫
Ω

a (|∇um|p) |∇um|p−2∇um∇u dx+ on(1)

= λ

∫
Ω

um
(|um|+ ε)β

dx+

∫
Ω

f(um)um dx− λ
∫
Ω

u

(|um|+ ε)β
dx−

∫
Ω

f(um)u dx = on(1),

onde

on(1) =

∫
Ω

a (|∇u|p) |∇u|pdx−
∫
Ω

a (|∇u|p) |∇u|p−2∇um∇u dx.

Logo, ‖um − u‖1,N = on(1), o que implica em

um → u em W 1,N
0 (Ω).

Sabendo que a função E : W 1,N
0 (Ω)→ R definida por

E(u) =

∫
Ω

a (|∇u|p) |∇u|p−2∇u∇φkdx , ∀u ∈ W 1,N
0 (Ω)

é cont́ınua, obtemos a convergência (1.24).

Fazendo m→∞ em (1.15), usamos (1.16), (1.23) e (1.24) para concluir

∫
Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇φk dx = λ

∫
Ω

1

(|u|+ ε)β
φk dx+

∫
Ω

f(u)φk dx, (1.25)

para todo φk ∈ Wk.

Sendo [Wk]k∈N denso em W 1,N
0 (Ω), temos, por linearidade, que dado φ ∈ W 1,N

0 (Ω), existe

uma sequência (φk) tal que

φk → φ em W 1,N
0 (Ω) quando k →∞.
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Então, ∫
Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇φk dx→
∫
Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇φ dx, (1.26)

∫
Ω

φk
(|u|+ ε)β

dx→
∫
Ω

φ

(|u|+ ε)β
dx (1.27)

e ∫
Ω

f(u)φk dx→
∫
Ω

f(u)φ dx. (1.28)

Finalmente, desde que φ ∈ W 1,N
0 (Ω) é arbitrário, segue de (1.25)-(1.28) que

∫
Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇φ dx = λ

∫
Ω

1

(|u|+ ε)β
φ dx+

∫
Ω

f(u)φ dx, (1.29)

para todo φ ∈ W 1,N
0 (Ω), o que mostra que u ∈ W 1,N

0 (Ω) é uma solução fraca positiva do

problema (1.3). �

1.3 Demonstração do Teorema 1.1

Para cada n ∈ N, sejam ε =
1

n
e u 1

n
= un, onde un é uma solução do problema auxiliar


−div(a(|∇un|p)|∇un|p−2∇un) =

λ

(|un|+ 1
n
)β

+ f(un) em Ω,

un > 0 em Ω,

un = 0 sobre ∂Ω,

obtida pelo Lema 1.2.

Note que, de (f3), obtemos


−div(a(|∇un|p)|∇un|p−2∇un) ≥ λ

(|un|+ 1)β
+ |un|γ−1 em Ω,

un > 0 em Ω,

un = 0 sobre ∂Ω
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e como a função t 7→ λ

(t+ 1)β
+ tγ−1 é cont́ınua e coerciva, para todo t ≥ 0, a mesma é

limitada inferiormente e atinge um mı́nimo positivo z. Então,

−div
(
a(|∇un|p)|∇un|p−2∇un

)
≥ z em Ω.

Em virtude do Teorema de Minty-Browder, usamos a única solução positiva do problema
−div (a(|∇v|p)|∇v|p−2∇v) = z > 0 em Ω,

v > 0 em Ω,

v = 0 sobre ∂Ω

(1.30)

para obter−div (a(|∇un|p)|∇un|p−2∇un) ≥ −div (a(|∇v|p)|∇v|p−2∇v) em Ω,

u = v sobre ∂Ω.

Aplicando o Prinćıpio de Comparação Fraco para o operador p&q-Laplaciano, veja o Lema

B.2 no Apêndice B, conclúımos que

un(x) ≥ v(x) > 0 em Ω, ∀n ∈ N, (1.31)

o que implica em un(x) 9 0, para cada x ∈ Ω.

Agora, de (1.14), temos

um ⇀ un em W 1,N
0 (Ω) , quando m→ +∞

e decorre de (1.11) que

‖un‖1,N ≤ lim inf
m→+∞

‖um‖1,N ≤ r < 1, para todo n ∈ N.

Portanto, r independe de n, o que mostra que (un) é uma sequência limitada em W 1,N
0 (Ω).

Assim, desde que W 1,N
0 (Ω) é um espaço de Banach reflexivo, a menos de subsequência, existe
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u ∈ W 1,N
0 (Ω) tal que



un ⇀ u em W 1,N
0 (Ω),

un → u em Lθ(Ω), θ ≥ 1,

un(x)→ u(x) q.t.p em Ω,

|un(x)| ≤ g(x) ∈ Lθ(Ω), q.t.p em Ω, θ ≥ 1.

(1.32)

Recordemos de (1.29) que

∫
Ω

a(|∇un|p)|∇un|p−2∇un∇φ dx=λ

∫
Ω

1

(|un|+ 1
n
)β
φ dx+

∫
Ω

f(un)φ dx , (1.33)

para todo φ ∈ W 1,N
0 (Ω).

Sendo f uma função cont́ınua, por (1.32), temos

f(un(x))φ→ f(u(x))φ q.t.p em Ω.

Fazendo os mesmos cálculos em (1.18), obtemos que a função h : R −→ R definida por

h(un(x)) := δ|un(x)|p−1|φk|+ Cδ|un(x)|q−1 exp
(
α|un(x)|

N
N−1

)
|φk|

satisfaz

|f(un(x))φk| ≤ h(un(x)) ∈ L1(Ω).

Então, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, conclúımos que

∫
Ω

f(un)φ dx→
∫
Ω

f(u)φ dx, ∀φ ∈ W 1,N
0 (Ω). (1.34)

Agora, usando o mesmo racioćınio em (1.24), temos

∫
Ω

a(|∇un|p)|∇un|p−2∇un∇φ dx→
∫
Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇φ dx, (1.35)
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para todo φ ∈ W 1,N
0 (Ω).

Note que, de (1.32) novamente, obtemos

φ(
un(x) + 1

n

)β → φ

u(x)β
q.t.p em Ω.

E ainda, em vista de (1.30) e (a1), podemos argumentar como em [45] para obter

v ∈ C1(Ω). Consequentemente, usando (1.30) e o Lema B.3, veja o Apêndice B, temos

∂v

∂η
< 0 em ∂Ω.

Então, para cada x ∈ Ω, segue de (1.31) e do Lema A.1, veja o Apêndice A, que

un(x) ≥ v(x) > Cd(x) > 0,

onde d(x) = dist(x, ∂Ω) e C é uma constante positiva que não depende de x.

Agora, desde que φ ∈ C∞0 (Ω) e β ∈ (0, p−1), invocamos a desigualdade de Hardy-Sobolev,

veja o Teorema A.7 no Apêndice A, para obter∣∣∣∣∣ φ(
un(x) + 1

n

)β
∣∣∣∣∣ ≤ |φ|

un(x)β
≤ |φ|
Cd(x)β

∈ L1(Ω).

Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,

∫
Ω

φ(
un + 1

n

)β dx→ ∫
Ω

φ

uβ
dx, ∀φ ∈ W 1,N

0 (Ω). (1.36)

Finalmente, fazendo n→ +∞ em (1.33) e usando (1.34)-(1.36), temos

∫
Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇φ dx = λ

∫
Ω

1

uβ
φ dx+

∫
Ω

f(u)φ dx, ∀φ ∈ W 1,N
0 (Ω),

o que prova que u ∈ W 1,N
0 (Ω) é uma solução fraca positiva do problema (1.1). �
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Caṕıtulo

2

Existência de solução positiva para um

sistema singular com crescimento cŕıtico

2.1 Introdução

Neste caṕıtulo, estudamos um resultado de existência de solução positiva para a seguinte

classe de sistema singular eĺıptico



−div(a1(|∇u|p1) |∇u|p1−2 ∇u) =
λ1

vβ1
+ f1(u) em Ω,

−div(a2(|∇v|p2) |∇v|p2−2 ∇v) =
λ2

uβ2
+ f2(v) em Ω,

u, v > 0 em Ω,

u = v = 0 sobre ∂Ω,

(2.1)

onde Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado suave com N ≥ 3. Para i = 1, 2, temos 2 ≤ pi < N ,

0 < βi < pi− 1, λi > 0 são parâmetros, ai são funções de classe C1 e fi são funções cont́ınuas

com crescimento exponencial.

Usaremos o método de Galerkin para resolver o problema (2.1) e para isso, precisaremos

novamente do Lema 1.1, enunciado no Caṕıtulo 1, que é uma variação do Teorema do Ponto

Fixo de Brouwer.

As hipóteses sobre as funções ai : R+ −→ R+ são as seguintes:
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(A1) Existem constantes k1, k2, k3, k4 > 0 tais que

k1t
pi + k2t

N ≤ a(tpi)tpi ≤ k3t
pi + k4t

N , para todo t ≥ 0.

(A2) As funções

t 7−→ ai(t
pi)tpi−2 são crescentes.

As hipóteses sobre as funções fi : R −→ R cont́ınuas são:

(F1) Existe α0 > 0 tal que

lim
t→∞

fi(t)

exp
(
α|t|

N
N−1

) = 0, para α > α0 e lim
t→∞

fi(t)

exp
(
α|t|

N
N−1

) =∞, para 0 < α < α0.

(F2) As funções fi verificam o limite

lim
t→0+

fi(t)

tpi−1
= 0.

(F3) Existe γi > N tal que

fi(t) ≥ tγi−1, para todo t ≥ 0.

Decorre das hipóteses (F1) - (F3) que, para todo δ > 0 e para todo α > α0, existe Cδ > 0

tal que

|fi(t)t| ≤ δ|t|pi + Cδ|t|qi exp
(
α|t|

N
N−1

)
, (2.2)

para todo qi ≥ 0. Em particular, vamos considerar qi > N e, desde que estamos procurando

soluções positivas, fi(t) = 0, para todo t < 0.

A seguir, descrevemos o resultado obtido neste caṕıtulo:

Teorema 2.1. Suponhamos que, para i = 1, 2, ai satisfazem (A1) − (A2) e as funções fi

satisfazem (F1) − (F3). Então, existe λ∗ > 0 tal que o problema (2.1) possui uma solução

fraca positiva para cada λi ∈ (0, λ∗).
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Aqui, vamos considerar o espaço de Sobolev X = W 1,N
0 (Ω) × W 1,N

0 (Ω) munido com a

norma

‖(u, v)‖N = ‖u‖N1,N + ‖v‖N1,N .

Definição 2.1. Dizemos que o par (u, v) ∈ X é uma solução fraca positiva do problema (2.1)

se u, v > 0 em Ω que verifica

∫
Ω

a1(|∇u|p1) |∇u|p1−2 ∇u ∇φ dx− λ1

∫
Ω

1

vβ1
φ dx−

∫
Ω

f1(u)φ dx = 0

e ∫
Ω

a2(|∇v|p2) |∇v|p2−2 ∇v ∇ϕ dx− λ2

∫
Ω

1

uβ1
ϕ dx−

∫
Ω

f2(v)ϕ dx = 0,

para todo (φ, ϕ) ∈ X.

Este caṕıtulo está dividido da seguinte maneira: na seção 2.2, estudamos um problema

auxiliar adequado para mostrar a existência de uma solução aproximada para o problema

(2.1) e na seção 2.3, usamos esta solução para a demonstração do Teorema 2.1.

2.2 Um problema auxiliar

Para cada ε > 0, usamos o seguinte problema auxiliar para mostrar a existência e

positividade de solução para o problema (2.1)



−div(a1(|∇u|p1)|∇u|p1−2∇u) =
λ1

(|v|+ ε)β1
+ f1(u) em Ω,

−div(a2(|∇v|p2)|∇v|p2−2∇v) =
λ2

(|u|+ ε)β2
+ f2(v) em Ω,

u, v > 0 em Ω,

u = v = 0 sobre ∂Ω,

(2.3)

onde as funções ai e fi (i = 1, 2) satisfazem as hipóteses do Teorema 2.1.

A seguir, enunciamos o resultado principal desta seção:

34



Lema 2.1. Para cada 0 < ε < 1, existe λ∗ > 0 tal que o problema (2.3) possui uma solução

fraca positiva para cada λi ∈ (0, λ∗), com i = 1, 2.

Demonstração. Seja B = {e1, e2, . . . , em, . . .} uma base de Schauder de W 1,N
0 (Ω). Para

cada m ∈ N, defina

Wm = [e1, e2, . . . , em]

como sendo o espaço de dimensão finita gerado por {e1, e2, . . . , em}.

Para cada m ∈ N, considere a função J : R2m −→ R2m tal que

J(η, ξ) = (F1(η, ξ), F2(η, ξ), . . . , Fm(η, ξ), G1(η, ξ), G2(η, ξ), . . . , Gm(η, ξ)),

onde (η, ξ) = (η1, η2, . . . , ηm, ξ1, ξ2, . . . , ξm) ∈ R2m,

Fj(η, ξ) =

∫
Ω

a1(|∇u|p1)|∇u|p1−2∇u∇ejdx− λ1

∫
Ω

1

(|v|+ ε)β1
ejdx−

∫
Ω

f1(u)ejdx, j = 1, 2, . . . ,m,

Gj(η, ξ) =

∫
Ω

a2(|∇v|p2)|∇v|p2−2∇v∇ejdx− λ2

∫
Ω

1

(|u|+ ε)β2
ejdx−

∫
Ω

f2(v)ejdx, j = 1, 2, . . . ,m,

u =
m∑
j=1

ηjej ∈ Wm

e

v =
m∑
j=1

ξjej ∈ Wm.

Observamos que

‖(u, v)‖N= ‖u‖N1,N + ‖v‖N1,N =

∫
Ω

|∇u|Ndx+

∫
Ω

|∇v|Ndx

=

∫
Ω

∣∣∣∣∣∇
(

m∑
j=1

ηjej

)∣∣∣∣∣
N

dx+

∫
Ω

∣∣∣∣∣∇
(

m∑
j=1

ξjej

)∣∣∣∣∣
N

dx =

∫
Ω

m∑
j=1

|ηj|N |∇ej|Ndx+

∫
Ω

m∑
j=1

|ξj|N |∇ej|Ndx

=
m∑
j=1

|ηj|N
∫
Ω

|∇ej|Ndx+
m∑
j=1

|ξj|N
∫
Ω

|∇ej|Ndx =
m∑
j=1

|ηj|N‖ej‖Nm+
m∑
j=1

|ξj|N‖ej‖Nm

=
m∑
j=1

|ηj|N +
m∑
j=1

|ξj|N = |η|Ns + |ξ|Ns = |(η, ξ)|Ns ,
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onde

|η|s =
m∑
j=1

|ηj| e |ξ|s =
m∑
j=1

|ξj|.

Assim,

‖(u, v)‖ = |(η, ξ)|s. (2.4)

Portanto,

〈J(η, ξ), (η, ξ)〉=〈(F1(η, ξ), F2(η, ξ), . . . , Fm(η, ξ), G1(η, ξ), G2(η, ξ), . . . , Gm(η, ξ)),

(η1, η2, . . . , ηm, ξ1, ξ2, . . . , ξm)〉 =
m∑
j=1

Fj(η, ξ)ηj +
m∑
j=1

Gj(η, ξ)ξj

=
m∑
j=1

[∫
Ω

a1(|∇u|p1)|∇u|p1−2∇u∇(ηjej)dx−λ1

∫
Ω

ηjej
(|v|+ ε)β1

dx−
∫
Ω

f1(u)(ηjej)dx

]

+
m∑
j=1

[∫
Ω

a2(|∇v|p2)|∇v|p2−2∇v∇(ξjej)dx−λ2

∫
Ω

ξjej
(|u|+ ε)β2

dx−
∫
Ω

f2(v)(ξjej)dx

]

=

∫
Ω

a1(|∇u|p1)|∇u|p1−2∇u∇

(
m∑
j=1

ηjej

)
dx−λ1

∫
Ω

1

(|v|+ ε)β1

(
m∑
j=1

ηjej

)
dx

−
∫
Ω

f1(u)

(
m∑
j=1

ηjej

)
dx+

∫
Ω

a2(|∇v|p2)|∇v|p2−2∇v∇

(
m∑
j=1

ξjej

)
dx

− λ2

∫
Ω

1

(|u|+ ε)β2

(
m∑
j=1

ξjej

)
dx−

∫
Ω

f2(v)

(
m∑
j=1

ξjej

)
dx

=

∫
Ω

a1(|∇u|p1)|∇u|p1dx−λ1

∫
Ω

u

(|v|+ ε)β1
dx−

∫
Ω

f1(u)u dx+

∫
Ω

a2(|∇v|p2)|∇v|p2dx

− λ2

∫
Ω

v

(|u|+ε)β2
dx−

∫
Ω

f2(v)v dx.

Usando (2.2) e imersão de Sobolev, existem constantes positivas Cε1 , Cε2 , C1, C2 tais que

∫
Ω

u

(|v|+ ε)β1
dx ≤

∫
Ω

|u|
εβ1

dx ≤ Cε1‖u‖1,N ,

∫
Ω

v

(|u|+ ε)β2
dx ≤

∫
Ω

|v|
εβ2

dx ≤ Cε2‖v‖1,N ,
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∫
Ω

f1(u)u dx ≤ δ1C1‖u‖p1

1,p1
+ Cδ1

∫
Ω

|u|q1 exp
(
α1|u|

N
N−1

)
dx

e ∫
Ω

f2(v)v dx ≤ δ2C2‖v‖p2

1,p2
+ Cδ2

∫
Ω

|v|q2 exp
(
α2|v|

N
N−1

)
dx.

De (A1), temos

∫
Ω

a1(|∇u|p1)|∇u|p1dx ≥ k1

∫
Ω

|∇u|p1dx+ k2

∫
Ω

|∇u|Ndx = k1‖u‖p1

1,p1
+ k2‖u‖N1,N

e ∫
Ω

a2(|∇v|p2)|∇v|p2dx ≥ k1

∫
Ω

|∇u|p2dx+ k2

∫
Ω

|∇v|Ndx = k1‖v‖p2

1,p2
+ k2‖v‖N1,N .

Assim,

〈J(η, ξ), (η, ξ)〉≥ k2(‖u‖N1,N+‖v‖N1,N) + (k1−δ1C1)‖u‖p1

1,p1
+ (k1− δ2C2)‖v‖p2

1,p2
−λ1Cε1‖u‖1,N

− λ2Cε2‖v‖1,N − Cδ1
∫
Ω

|u|q1 exp
(
α1|u|

N
N−1

)
dx− Cδ2

∫
Ω

|v|q2 exp
(
α2|v|

N
N−1

)
dx.

E ainda, tomando δ1, δ2 > 0 tão pequenos de modo que (k1 − δ1C1), (k1 − δ2C2) > 0,

obtemos (k1 − δ1C1)‖u‖p1

1,p1
> 0 e (k1 − δ2C2)‖v‖p2

1,p2
> 0. Então,

〈J(η, ξ), (η, ξ)〉≥ k2‖(u, v)‖N−λ1Cε1‖(u, v)‖−λ2Cε2‖(u, v)‖−Cδ1
∫
Ω

|u|q1 exp
(
α1|u|

N
N−1

)
dx

− Cδ2

∫
Ω

|v|q2 exp
(
α2|v|

N
N−1

)
dx.

Aplicando a desigualdade de Hölder com s, s′ > 1 tais que
1

s
+

1

s′
= 1, obtemos

Cδ1

∫
Ω

|u|q1 exp
(
α1|u|

N
N−1

)
dx ≤ Cδ1

(∫
Ω

|u|q1s′dx

) 1
s′
(∫

Ω

exp
(
α1s|u|

N
N−1

)
dx

) 1
s

e

Cδ2

∫
Ω

|v|q2 exp
(
α2|v|

N
N−1

)
dx ≤ Cδ2

(∫
Ω

|v|q2s′dx

) 1
s′
(∫

Ω

exp
(
α2s|v|

N
N−1

)
dx

) 1
s

.
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Desde que q1, q2 > N e s′ > 1, por imersão de Sobolev, existem C̃1, C̃2 > 0 tais que

Cδ1

∫
Ω

|u|q1 exp
(
α1|u|

N
N−1

)
dx ≤ Cδ1C̃1‖u‖q11,N

(∫
Ω

exp
(
α1s|u|

N
N−1

)
dx

) 1
s

e

Cδ2

∫
Ω

|v|q2 exp
(
α2|v|

N
N−1

)
dx ≤ Cδ2C̃2‖v‖q21,N

(∫
Ω

exp
(
α2s|v|

N
N−1

)
dx

) 1
s

.

Logo,

〈J(η, ξ), (η, ξ)〉 ≥ k2‖(u, v)‖N − λ1Cε1‖(u, v)‖ − λ2Cε2‖(u, v)‖

− Cδ1C̃1‖(u, v)‖q1
(∫

Ω

exp
(
α1s|u|

N
N−1

)
dx

) 1
s

− Cδ2C̃2‖(u, v)‖q2
(∫

Ω

exp
(
α2s|v|

N
N−1

)
dx

) 1
s

. (2.5)

Assuma que ‖(u, v)‖ = r, para algum r > 0 a ser escolhido posteriormente. Então,

∫
Ω

exp
(
α1s|u|

N
N−1

)
dx =

∫
Ω

exp

(
α1s‖u‖

N
N−1

1,N

(
|u|
‖u‖1,N

) N
N−1

)
dx

≤
∫
Ω

exp

(
α1s‖(u, v)‖

N
N−1

(
|u|
‖u‖1,N

) N
N−1

)
dx

=

∫
Ω

exp

(
α1sr

N
N−1

(
|u|
‖u‖1,N

) N
N−1

)
dx,

e analogamente,

∫
Ω

exp
(
α2s|v|

N
N−1

)
dx ≤

∫
Ω

exp

(
α2sr

N
N−1

(
|v|
‖v‖1,N

) N
N−1

)
dx.

Agora, a fim de aplicar a desigualdade de Trudinger-Moser, devemos impor

r ≤
(
αN
α1s

)N−1
N

e r ≤
(
αN
α2s

)N−1
N

,
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onde αN := Nw
1

N−1

N−1 e wN−1 é a medida (N − 1)-dimensional da (N − 1) esfera.

Portanto, existem constantes M1,M2 > 0 tais que

sup
‖u‖

1,N
≤1

∫
Ω

exp

(
α1sr

N
N−1

(
|u|
‖u‖1,N

) N
N−1

)
dx ≤M1

e

sup
‖v‖

1,N
≤1

∫
Ω

exp

(
α2sr

N
N−1

(
|v|
‖v‖1,N

) N
N−1

)
dx ≤M2.

Consequentemente, reescrevemos (2.5) como

〈J(η, ξ), (η, ξ)〉 ≥ k2r
N − λ1Cε1r − λ2Cε2r − Cδ1C̃1M

1/s
1 rq1 − Cδ2C̃2M

1/s
2 rq2 .

Escolhemos r > 0 tal que

k2r
N

2
− Cδ1C̃1M

1/s
1 rq1 ≥ k2r

N

4

e
k2r

N

2
− Cδ2C̃2M

1/s
2 rq2 ≥ k2r

N

4
,

em outras palavras,

r ≤

(
k2

4Cδ1C̃1M
1
s

1

) 1
q1−N

e r ≤

(
k2

4Cδ2C̃2M
1
s

2

) 1
q2−N

.

A seguinte escolha de r é exatamente o que precisamos. Seja

r = min


(
αN
α1s

)N−1
N

,

(
αN
α2s

)N−1
N

,

(
k2

4Cδ1C̃1M
1
s

1

) 1
q1−N

,

(
k2

4Cδ2C̃2M
1
s

2

) 1
q2−N

 ,

então

〈J(η, ξ), (η, ξ)〉 ≥ k2r
N

4
− λ1Cε1r +

k2r
N

4
− λ2Cε2r.

Agora, definindo ρ1 =
k2r

N

4
− λ1Cε1r e ρ2 =

k2r
N

4
− λ2Cε2r, escolhemos λ∗1 > 0 tal que
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ρ1 > 0 para λ1 < λ∗1 e λ∗2 > 0 tal que ρ2 > 0 para λ2 < λ∗2. Portanto, escolhendo

λ∗1 =
k2r

N−1

8Cε1
e λ∗2 =

k2r
N−1

8Cε2
,

temos que

〈J(ξ), ξ〉 > 0 e |(η, ξ)|s = r,

para todo η, ξ ∈ Rm e para todo 0 < λi < λ∗ = min{λ∗1, λ∗2}, i = 1, 2.

Em virtude do Lema 1.1, para cada m ∈ N, existe (x, y) ∈ R2m com |(x, y)|s ≤ r < 1 tal

que J(x, y) = 0. Consequentemente, por (2.4), existem um, vm ∈ Wm satisfazendo

‖(um, vm)‖ ≤ r < 1 , para cada m ∈ N, (2.6)

de modo que

∫
Ω

a1(|∇um|p1)|∇um|p1−2∇um∇φ dx = λ1

∫
Ω

1

(|vm|+ ε)β1
φ dx+

∫
Ω

f1(um)φ dx, ∀φ ∈ Wm (2.7)

e

∫
Ω

a2(|∇vm|p2)|∇vm|p2−2∇vm∇ϕ dx = λ2

∫
Ω

1

(|um|+ ε)β2
ϕ dx+

∫
Ω

f2(vm)ϕ dx, ∀ϕ ∈ Wm, (2.8)

o que implica que (um, vm) ∈ X é uma solução fraca aproximada do problema (2.3).

Desde que r independe dem eWm ⊂ W 1,N
0 (Ω), para todom ∈ N, então as sequências (um)

e (vm) são limitadas em W 1,N
0 (Ω). Assim, a menos de subsequência, existem u, v ∈ W 1,N

0 (Ω)

tais que 

um ⇀ u em W 1,N
0 (Ω),

um → u em Lθ(Ω), θ ≥ 1,

um(x)→ u(x) q.t.p em Ω,

|um(x)| ≤ g1(x) ∈ Lθ(Ω), q.t.p em Ω, θ ≥ 1

(2.9)
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e 

vm ⇀ v em W 1,N
0 (Ω),

vm → v em Lθ(Ω), θ ≥ 1,

vm(x)→ v(x) q.t.p em Ω,

|vm(x)| ≤ g2(x) ∈ Lθ(Ω), q.t.p em Ω, θ ≥ 1.

(2.10)

Tome k ∈ N e considere m ≥ k, então Wk ⊂ Wm e

∫
Ω

a1(|∇um|p1)|∇um|p1−2∇um∇φk dx =λ1

∫
Ω

1

(|vm|+ ε)β1
φk dx+

∫
Ω

f1(um)φk dx, ∀φk ∈ Wk

(2.11)

e

∫
Ω

a2(|∇vm|p2)|∇vm|p2−2∇vm∇ϕk dx =λ2

∫
Ω

1

(|um|dx+ ε)β2
ϕk dx+

∫
Ω

f2(vm)ϕk dx, ∀ϕk ∈ Wk.

(2.12)

Sendo φk, ϕk ∈ C∞0 (Ω), note que∣∣∣∣ φk
(|vm|+ ε)β1

∣∣∣∣ ≤ 1

εβ1
|φk| ∈ L1(Ω)

e ∣∣∣∣ ϕk
(|um|+ ε)β2

∣∣∣∣ ≤ 1

εβ2
|ϕk| ∈ L1(Ω).

Por (2.9) e (2.10),

φk
(|vm(x)|+ ε)β1

→ φk
(|v(x)|+ ε)β1

q.t.p em Ω

e
ϕk

(|um(x)|+ ε)β2
→ ϕk

(|u(x)|+ ε)β2
q.t.p em Ω.

Logo, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, obtemos

∫
Ω

φk
(|vm|+ ε)β1

dx→
∫
Ω

φk
(|v|+ ε)β1

dx (2.13)
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e ∫
Ω

ϕk
(|um|+ ε)β2

dx→
∫
Ω

ϕk
(|u|+ ε)β2

dx. (2.14)

Desde que fi são funções cont́ınuas, resulta de (2.9) e (2.10) que

f1(um(x))φk → f1(u(x))φk q.t.p em Ω (2.15)

e

f2(vm(x))ϕk → f2(v(x))ϕk q.t.p em Ω. (2.16)

Usando (2.2), obtemos

|f1(um(x))φk| ≤ δ1|um(x)|p1−1|φk|+ Cδ1|um(x)|q1−1 exp
(
α1|um(x)|

N
N−1

)
|φk|

e

|f2(vm(x))ϕk| ≤ δ2|vm(x)|p2−1|ϕk|+ Cδ2|vm(x)|q2−1 exp
(
α2|vm(x)|

N
N−1

)
|ϕk|.

Aplicando o mesmo raćıocinio feito para o caso escalar, precisamos mostrar que as funções

h1, h2 : R −→ R dadas por

h1(um(x)) := δ1|um(x)|p1−1|φk|+ Cδ1|um(x)|q1−1 exp
(
α1|um(x)|

N
N−1

)
|φk|

e

h2(vm(x)) := δ2|vm(x)|p2−1|ϕk|+ Cδ2|vm(x)|q2−1 exp
(
α2|vm(x)|

N
N−1

)
|ϕk|

satisfazem

|f1(um(x))φk| ≤ h1(um(x)) ∈ L1(Ω) (2.17)

e

|f2(vm(x))ϕk| ≤ h2(vm(x)) ∈ L1(Ω). (2.18)

Portanto, é suficiente provar que h1(um(x)) e h2(vm(x)) são convergentes em L1(Ω).

Mostraremos somente a primeira desigualdade, uma vez que a demostração da segunda segue
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os mesmos passos. De fato, sendo 2 ≤ p1 < N e φk ∈ C∞0 (Ω), usamos (2.9) para obter

|um(x)|p1−1|φk| → |u(x)|p1−1|φk| q.t.p em Ω

e

||um(x)|p1−1|φk|| = |um(x)|p1−1|φk| ≤ g1(x)p1−1|φk| ∈ L1(Ω).

Decorre do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue que

∫
Ω

|um|p1−1|φk|dx→
∫
Ω

|u|p1−1|φk|dx. (2.19)

E ainda, de (2.9) mais uma vez, temos

|um(x)|q1−1 exp
(
α1|um(x)|

N
N−1

)
→ |u(x)|q1−1 exp

(
α1|u(x)|

N
N−1

)
q.t.p em Ω. (2.20)

Considerando s, s′ > 1 tais que
1

s
+

1

s′
= 1, usamos (2.9) e o fato que q1 > N para obter

|um|q1−1 → |u|q1−1 em Ls
′
(Ω).

Agora, por (2.6), temos

∫
Ω

exp
(
α1s|um(x)|

N
N−1

)
dx =

∫
Ω

exp

(
α1s‖um‖

N
N−1

1,N

(
|um(x)|
‖um‖1,N

) N
N−1

)
dx

≤
∫
Ω

exp

(
α1sr

N
N−1

(
|um(x)|
‖um‖1,N

) N
N−1

)
dx

e aplicando a desigualdade de Trudinger-Moser resulta que

∫
Ω

exp
(
α1s|um(x)|

N
N−1

)
dx ≤

∫
Ω

exp

(
αN

(
|um(x)|
‖um‖1,N

) N
N−1

)
dx ≤M1.
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Assim, pela desigualdade de Hölder, obtemos

∫
Ω

|um(x)|q1−1 exp
(
α1|um(x)|

N
N−1

)
dx ≤

(∫
Ω

|um(x)|(q1−1)s′dx

) 1
s′
(∫

Ω

exp
(
α1s|um(x)|

N
N−1

)
dx

) 1
s

≤ |um|q1−1

Ls
′ (Ω)

M
1
s

1 = M1. (2.21)

Portanto, invocamos (2.20), (2.21) e o Teorema de Brezis-Lieb para concluir

|um|q1−1 exp
(
α1|um|

N
N−1

)
⇀ |u|q1−1 exp

(
α1|u|

N
N−1

)
.

Desde que φk ∈ C∞0 (Ω), temos

∫
Ω

|um|q1−1 exp
(
α1|um|

N
N−1

)
|φk|dx→

∫
Ω

|u|q1−1 exp
(
α1|u|

N
N−1

)
|φk|dx. (2.22)

Então, (2.19) e (2.22) nos fornecem que

∫
Ω

h1(um(x))dx→ δ1

∫
Ω

|u(x)|p1−1|φk|dx+ Cδ1

∫
Ω

|u(x)|q1−1 exp
(
α1|u(x)|

N
N−1

)
|φk|dx,

o que mostra a afirmação (2.17).

Por fim, usando 2.15)-(2.18) e o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,

conclúımos que ∫
Ω

f1(um)φk dx→
∫
Ω

f1(u)φk dx (2.23)

e ∫
Ω

f2(vm)ϕk dx→
∫
Ω

f2(v)ϕk dx. (2.24)

O último passo é provar que

∫
Ω

a1 (|∇um|p1) |∇um|p1−2∇um∇φk dx→
∫
Ω

a1 (|∇u|p1) |∇u|p1−2∇u∇φk dx (2.25)

e ∫
Ω

a2 (|∇vm|p2) |∇vm|p2−2∇vm∇ϕk dx→
∫
Ω

a2 (|∇v|p2) |∇v|p2−2∇u∇ϕk dx. (2.26)
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De modo análogo ao racioćınio no caṕıtulo anterior, usamos (A2) e a desigualdade da

Proposição B.1 para obter

CN |x− y|N ≤ 〈ai(|x|pi)|x|pi−2x− ai(|y|pi)|y|pi−2y, x− y〉,

para todo x, y ∈ RN , i = 1, 2 e CN =

(
k2

4

)N−2

> 0.

Assim, desde que (um, vm) é uma solução para o problema auxiliar (2.3), temos

0 ≤ CN‖um − u‖1,N ≤
∫
Ω

a1 (|∇um|p1) |∇um|p1dx−
∫
Ω

a1 (|∇um|p1) |∇um|p1−2∇um∇u dx+ on(1)

= λ1

∫
Ω

um
(|vm|+ ε)β1

dx+

∫
Ω

f1(um)um dx− λ1

∫
Ω

u

(|vm|+ ε)β1
dx−

∫
Ω

f1(um)u dx = on(1),

onde

on(1) =

∫
Ω

a1 (|∇u|p1) |∇u|p1dx−
∫
Ω

a1 (|∇u|p1) |∇u|p1−2∇um∇u dx

e

0 ≤ CN‖vm − v‖1,N ≤
∫
Ω

a2 (|∇vm|p2) |∇vm|p2dx−
∫
Ω

a2 (|∇vm|p2) |∇vm|p2−2∇vm∇v dx+ on(1)

= λ2

∫
Ω

vm
(|um|+ ε)β2

dx+

∫
Ω

f2(vm)vm dx− λ2

∫
Ω

v

(|um|+ ε)β2
dx−

∫
Ω

f2(vm)v dx = on(1),

onde

on(1) =

∫
Ω

a2 (|∇v|p2) |∇v|p2dx−
∫
Ω

a2 (|∇v|p2) |∇v|p2−2∇vm∇v dx.

Logo,

‖um − u‖1,N = on(1) e ‖vm − v‖1,N = on(1),

o que implica em

um → u em W 1,N
0 (Ω)

e

vm → v em W 1,N
0 (Ω).
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Como as funções definidas por

E1(u) =

∫
Ω

a1 (|∇u|p1) |∇u|p1−2∇u∇φk dx

e

E2(v) =

∫
Ω

a2 (|∇v|p2) |∇v|p2−2∇v∇ϕk dx

são cont́ınuas, mostramos as convergências (2.25) e (2.26).

Fazendo m→∞ em (2.11) e (2.12), aplicamos (2.13), (2.14), (2.23)-(2.26) para concluir

∫
Ω

a1(|∇u|p1)|∇u|p1−2∇u∇φk dx = λ1

∫
Ω

1

(|v|+ ε)β1
φk dx+

∫
Ω

f1(u)φk dx (2.27)

e ∫
Ω

a2(|∇v|p2)|∇v|p2−2∇v∇ϕk dx = λ2

∫
Ω

1

(|u|+ ε)β2
ϕk dx+

∫
Ω

f2(v)ϕk dx, (2.28)

para todo φk, ϕk ∈ Wk.

Desde que [Wk]k∈N é denso em W 1,N
0 (Ω), por linearidade, temos

φk → φ , quando k →∞

e

ϕk → ϕ , quando k →∞.

Então,

∫
Ω

a1(|∇u|p1)|∇u|p1−2∇u∇φk dx→
∫
Ω

a1(|∇u|p1)|∇u|p1−2∇u∇φ dx, (2.29)

∫
Ω

a2(|∇v|p2)|∇v|p2−2∇v∇ϕk dx→
∫
Ω

a2(|∇v|p2)|∇v|p2−2∇v∇ϕ dx, (2.30)

∫
Ω

φk
(|v|+ ε)β1

dx→
∫
Ω

φ

(|v|+ ε)β1
dx, (2.31)
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∫
Ω

ϕk
(|u|+ ε)β2

dx→
∫
Ω

ϕ

(|u|+ ε)β2
dx, (2.32)

∫
Ω

f1(u)φk dx→
∫
Ω

f1(u)φ dx (2.33)

e ∫
Ω

f2(v)ϕk dx→
∫
Ω

f2(v)ϕ dx. (2.34)

Portanto, para quaisquer φ, ϕ ∈ W 1,N
0 (Ω), decorre de (2.27)-(2.34) que

∫
Ω

a1(|∇u|p1)|∇u|p1−2∇u∇φ dx = λ1

∫
Ω

1

(|v|+ ε)β1
φ dx+

∫
Ω

f1(u)φ dx, (2.35)

e ∫
Ω

a2(|∇v|p2)|∇v|p2−2∇v∇ϕ dx = λ2

∫
Ω

1

(|u|+ ε)β2
ϕ dx+

∫
Ω

f2(v)ϕ dx, (2.36)

para todo φ, ϕ ∈ W 1,N
0 (Ω), o que mostra que (u, v) ∈ X é uma solução fraca positiva do

problema (2.3). �

2.3 Demonstração do Teorema 2.1

Para cada n ∈ N, sejam ε =
1

n
, u 1

n
= un e v 1

n
= vn, onde (un, vn) é uma solução do

problema auxiliar

−div(a1(|∇un|p1)|∇un|p1−2∇un) =
λ1

(|vn|+ 1
n
)β1

+ f1(un) em Ω,

−div(a2(|∇vn|p2)|∇vn|p2−2∇vn) =
λ2

(|un|+ 1
n
)β2

+ f2(vn) em Ω,

un, vn > 0 em Ω,

un = vn = 0 sobre ∂Ω,

obtida pelo Lema 2.1.
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Observe que, de (F3), obtemos

−div(a1(|∇un|p1)|∇un|p1−2∇un) ≥ λ1

(|vn|+ |un|+ 1)β1
+ |un|γ1−1 em Ω

e como a função t 7→ λ1

(|vn|+ t+ 1)β1
+ tγ1−1, para todo t ≥ 0, atinge um mı́nimo positivo z1.

Então,

−div
(
a1(|∇un|p1)|∇un|p1−2∇un

)
≥ z1 em Ω.

Seja w1 a única solução positiva do problema
−div (a1(|∇w1|p1)|∇w1|p1−2∇w1) = z1 > 0 em Ω,

w1 > 0 em Ω,

w1 = 0 sobre ∂Ω.

(2.37)

Então,−div (a1(|∇un|p1)|∇un|p1−2∇un) ≥ −div (a1(|∇w1|p1)|∇w1|p1−2∇w1) em Ω,

un = w1 sobre ∂Ω.

Aplicando o Pŕıncipio de Comparação Fraco para o operador p&q-Laplaciano, obtemos

un(x) ≥ w1(x) > 0 em Ω, ∀n ∈ N. (2.38)

Analogamente, mostramos que

vn(x) ≥ w2(x) > 0 em Ω , ∀n ∈ N, (2.39)
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onde w2 satisfaz 
−div (a2(|∇w2|p2)|∇w2|p2−2∇w2) = z2 > 0 em Ω,

w2 > 0 em Ω,

w2 = 0 sobre ∂Ω

(2.40)

e z2 é o mı́nimo positivo da função t 7→ λ2

(|un|+ t+ 1)β2
+ tγ2−1, para todo t ≥ 0.

Agora, de (2.9) segue que

um ⇀ un em W 1,N
0 (Ω) , quando m→ +∞

e

vm ⇀ vn em W 1,N
0 (Ω) , quando m→ +∞.

Decorre de (2.6),

‖un‖1,N ≤ lim inf
m→+∞

‖um‖1,N ≤ lim inf
m→+∞

‖(um, vm)‖ ≤ r < 1, para todo n ∈ N

e

‖vn‖1,N ≤ lim inf
m→+∞

‖vm‖1,N ≤ lim inf
m→+∞

‖(um, vm)‖ ≤ r < 1, para todo n ∈ N.

Portanto, r não depende de n, o que resulta que (un) e (vn) são sequências limitadas em

W 1,N
0 (Ω). Assim, a menos de subsequência, existem u, v ∈ W 1,N

0 (Ω) tais que



un ⇀ u em W 1,N
0 (Ω),

un → u em Lθ(Ω), θ ≥ 1,

un(x)→ u(x) q.t.p em Ω,

|um(x)| ≤ g1(x) ∈ Lθ(Ω), q.t.p em Ω, θ ≥ 1

(2.41)
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e 

vn ⇀ v em W 1,N
0 (Ω),

vn → v em Lθ(Ω), θ ≥ 1,

vn(x)→ v(x) q.t.p em Ω,

|vm(x)| ≤ g2(x) ∈ Lθ(Ω), q.t.p em Ω, θ ≥ 1.

(2.42)

Recordemos de (2.35) e (2.36) que

∫
Ω

a1(|∇un|p1)|∇un|p1−2∇un∇φ dx =λ1

∫
Ω

1

(|vn|+ 1
n
)β1
φ dx+

∫
Ω

f1(un)φ dx, ∀φ ∈ W 1,N
0 (Ω)

(2.43)

e

∫
Ω

a2(|∇vn|p2)|∇vn|p2−2∇vn∇ϕ dx =λ2

∫
Ω

1

(|un|+ 1
n
)β2
ϕ dx+

∫
Ω

f2(vn)ϕ dx, ∀ϕ ∈ W 1,N
0 (Ω).

(2.44)

Sendo fi funções cont́ınuas, por (2.41) e (2.42), temos

f1(un(x))φ→ f1(u(x))φ q.t.p em Ω

e

f2(vn(x))ϕ→ f2(v(x))ϕ q.t.p em Ω.

Pelos mesmos cálculos em (2.17) e (2.18), obtemos

|f1(un(x))φ| ≤ h1(un(x)) ∈ L1(Ω)

e

|f2(vn(x))ϕ| ≤ h2(vn(x)) ∈ L1(Ω).

Então, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, conclúımos que

∫
Ω

f1(un)φ dx→
∫
Ω

f1(u)φ dx , ∀φ ∈ W 1,N
0 (Ω) (2.45)
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e ∫
Ω

f2(vn)ϕ dx→
∫
Ω

f2(v)ϕ dx , ∀ϕ ∈ W 1,N
0 (Ω). (2.46)

Agora, resulta do mesmo racioćınio em (2.25) e (2.26) que

∫
Ω

a1(|∇un|p1)|∇un|p1−2∇un∇φ dx→
∫
Ω

a1(|∇u|p1)|∇u|p1−2∇u∇φ dx, ∀φ ∈ W 1,N
0 (Ω)

(2.47)

e

∫
Ω

a2(|∇vn|p2)|∇vn|p2−2∇vn∇ϕ dx→
∫
Ω

a2(|∇v|p2)|∇v|p2−2∇v∇ϕ dx, ∀ϕ ∈ W 1,N
0 (Ω).

(2.48)

De (2.41) e (2.42) novamente, obtemos

φ(
vn(x) + 1

n

)β1
→ φ

v(x)β1
q.t.p em Ω

e
ϕ(

un(x) + 1
n

)β2
→ ϕ

u(x)β2
q.t.p em Ω.

Em virtude de (2.37), (2.40) e (A1), podemos argumentar como em [45] para obter

w1, w2 ∈ C1(Ω). Consequentemente, invocando (2.37), (2.40) e o Lema B.3, temos

∂w1

∂η
,
∂w2

∂η
< 0 sobre ∂Ω.

Então, para cada x ∈ Ω, segue de (2.38), (2.39) e do Lema A.1 que

un(x) ≥ w1(x) > Cd(x) > 0

e

vn(x) ≥ w2(x) > Cd(x) > 0,

onde d(x) = dist(x, ∂Ω) e C é uma constante positiva que não depende de x.

Desde que φ, ϕ ∈ C∞0 (Ω) e βi ∈ (0, pi − 1), aplicamos a desigualdade de Hardy-Sobolev
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para obter ∣∣∣∣∣ φ(
vn(x) + 1

n

)β1

∣∣∣∣∣ ≤ |φ|
vn(x)β1

≤ |φ|
Cd(x)β1

∈ L1(Ω)

e ∣∣∣∣∣ ϕ(
un(x) + 1

n

)β2

∣∣∣∣∣ ≤ |ϕ|
un(x)β2

≤ |ϕ|
Cd(x)β2

∈ L1(Ω).

Portanto, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,

∫
Ω

φ(
vn + 1

n

)β1
dx→

∫
Ω

φ

vβ1
dx, ∀φ ∈ W 1,N

0 (Ω) (2.49)

e ∫
Ω

ϕ(
un + 1

n

)β2
dx→

∫
Ω

ϕ

uβ2
dx, ∀ϕ ∈ W 1,N

0 (Ω). (2.50)

Fazendo n→ +∞ em (2.43) e (2.44), usamos (2.45)-(2.50) para concluir que

∫
Ω

a1(|∇u|p1)|∇u|p1−2∇u∇φ dx = λ1

∫
Ω

1

vβ1
φ dx+

∫
Ω

f1(u)φ dx, ∀φ ∈ W 1,N
0 (Ω)

e ∫
Ω

a2(|∇v|p2)|∇v|p2−2∇v∇ϕ dx = λ2

∫
Ω

1

uβ2
ϕ dx+

∫
Ω

f2(v)ϕ dx, ∀ϕ ∈ W 1,N
0 (Ω),

o que prova que (u, v) ∈ X é uma solução fraca positiva do problema (2.2). �
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Caṕıtulo

3

Existência e multiplicidade de soluções

positivas para um problema singular

p&q-Laplaciano via método de

sub-supersolução

3.1 Introdução

Neste caṕıtulo, mostramos resultados que envolvem existência e multiplicidade de soluções

para a seguinte classe de problemas eĺıpticos singulares
−div(a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u) = h(x)u(x)−γ + f(x, u) em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

(3.1)

onde Ω é um domı́nio limitado suave em RN , N ≥ 3, 2 ≤ p < N , a : R+ → R+ é uma

função de classe C1, 1 6= γ > 0 é um parâmetro real fixado e h ≥ 0 é uma função mensurável

não-trivial que satisfaz:

(h) Existe 0 < φ0 ∈ C1
0(Ω) tal que hφ

−γ
0 ∈ L∞(Ω).
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Observação 3.1. Por (h), note que

|h| = |hφ−γ0 φ
γ

0 | ≤ ‖hφ
−γ

0 ‖∞φ
γ

0 ∈ L∞(Ω).

Admitimos que f é uma função Carathéodory sobre Ω × [0,∞) satisfazendo a seguinte

condição:

(f1) Existe 0 < δ <
1

2
tal que

−h(x) ≤ f(x, t) ≤ 0 q.t.p em Ω, para todo 0 ≤ t ≤ δ.

As hipóteses sobre a função a : R+ −→ R+ de classe C1 são as seguintes:

(a1) Existem constantes k1, k2, k3, k4 > 0 e 1 < p < q < N tais que

k1t
p + k2t

q ≤ a(tp)tp ≤ k3t
p + k4t

q, para todo t ≥ 0.

(a2) A função

t 7−→ A(tp) é estritamente convexa,

onde A(t) =

∫ t

0

a(s) ds.

(a3) A função

t 7−→ a(tp)tp−2 é crescente.

(a4) Existem constantes µ e θ tais que θ ∈ (q, q∗) e

1

µ
a(t)t ≤ A(t), para todo t ≥ 0,

com 1 <
q

p
≤ µ <

θ

p
.

O nosso primeiro resultado de existência é dado pelo teorema abaixo:

Teorema 3.1. Assuma que as condições (h), (f1) e (a1) − (a2) são válidas. Se ‖h‖∞ é

suficientemente pequena, então o problema (3.1) possui uma solução fraca positiva.
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Sabendo que F (x, t) =

∫ t

0

f(x, s)ds, assumimos as condições abaixo a fim de estabelecer

a existência de duas soluções para o problema (3.1).

(f2) Existe q < r < q∗ =
Nq

(N − q)
(q∗ =∞ se q ≥ N) tal que

f(x, t) ≤ h(x)(tr−1 + 1) q.t.p em Ω, para todo t ≥ 0.

(f3) Existe t0 > 0 tal que

0 < θF (x, t) ≤ tf(x, t) q.t.p em Ω, para todo t ≥ t0,

onde θ é a mesma constante que aparece em (a4).

O resultado que expressa a multiplicidade de soluções é o seguinte:

Teorema 3.2. Assuma que as condições (h), (f1)− (f3) e (a1)− (a4) são válidas. Se ‖h‖∞
é suficientemente pequena, então o problema (3.1) possui duas soluções fracas positivas.

Vale a pena recordar que, como Ω é um aberto limitado e p < q, então W 1,q
0 (Ω) ⊂ W 1,p

0 (Ω),

isto é, W 1,p
0 (Ω) ∩ W 1,q

0 (Ω) = W 1,q
0 (Ω). Portanto, a fim de mostrar a existência e a

multiplicidade de soluções para o problema (3.1), vamos considerar o espaço de Sobolev

W 1,q
0 (Ω) munido com a norma

‖u‖1,q =

(∫
Ω

|∇u|q dx

) 1
q

.

3.2 Demonstração do Teorema 3.1

O resultado a seguir fornece a existência de uma subsolução e uma supersolução para o

problema (3.1) ao fixar o valor de ‖h‖∞. Para alcançar este objetivo, usamos o Teorema de

Minty-Browder e o Prinćıpio de Comparação Fraco para o operador p&q-Laplaciano.

Antes de enunciar o lema de sub e supersolução para o caso escalar, veremos algumas

definições para o seu melhor entendimento.
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Definição 3.1. Dizemos que u ∈ W 1,q
0 (Ω) é uma solução fraca positiva do problema (3.1) se

u > 0 em Ω e verifica

∫
Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇φ dx =

∫
Ω

h(x)u−γφ dx+

∫
Ω

f(x, u)φ dx,

para todo φ ∈ W 1,q
0 (Ω).

Definição 3.2. Dizemos que um par (u, u) é uma sub e supersolução para o problema (3.1),

respectivamente, se u, u ∈ W 1,q
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) com

(a) u ≤ u em Ω,

(b) Para cada φ ∈ W 1,q
0 (Ω) com φ ≥ 0,

∫
Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇φ dx ≤
∫
Ω

h(x)u−γφ dx+

∫
Ω

f(x, u)φ dx

e ∫
Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇φ dx ≥
∫
Ω

h(x)u−γφ dx+

∫
Ω

f(x, u)φ dx.

Lema 3.1. Suponha que (h), (f1) e (a1) − (a2) são satisfeitas. Se ‖h‖∞ é suficientemente

pequena, então existem u, u ∈ C1(Ω) tais que

i) hu−γ ∈ L∞(Ω) e ‖u‖∞ ≤ δ <
1

2
, onde δ é dada em (f1).

ii) 0 < u(x) ≤ u(x) q.t.p em Ω.

iii) u é uma subsolução e u é uma supersolução de (3.1).

Demonstração. Em virtude do Lema B.1 e do Teorema de Minty-Browder, o problema−div(a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u) = h(x) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω

(3.2)

possui uma única solução positiva u ∈ W 1,q
0 (Ω).
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Pela Observação 3.1, h ∈ L∞(Ω) e usando os mesmos argumentos em [45], obtemos

u ∈ C1(Ω). Então, segue do Lema A.1 e do Lema B.3 que existe C > 0 tal que
u

φ0

≥ C > 0.

Logo,

0 < u e
u−γ

φ−γ0

≤ C−γ.

Consequentemente,

|hu−γ| =
∣∣∣∣hu−γφ−γ0

φ−γ0

∣∣∣∣ ≤ C−γ‖hφ−γ0 ‖∞, (3.3)

implicando que hu−γ ∈ L∞(Ω).

Além disso, argumentando como em [76, Lemma 4.5.], existe C∗ > 0 e α > 0 tais que

‖u‖∞ ≤ C∗‖h‖α∞. Assim, pela Observação 3.1, podemos escolher ‖h‖∞ suficientemente

pequena de modo que ‖u‖∞ ≤ δ <
1

2
, o que finaliza a prova de (i).

A fim de mostrar (ii), usamos o Lema B.1 e o Teorema de Minty-Browder mais uma vez

para obter que o problema−div(a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u) = h(x)u−γ em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω

(3.4)

possui uma única solução positiva u ∈ W 1,q
0 (Ω), e novamente por [45], temos u ∈ C1(Ω).

Note que, argumentando como em [76, Lemma 4.5.] e usando (3.3), obtemos

‖u‖∞ ≤ C∗‖hu−γ‖α∞ ≤ C∗‖h‖α∞C−γα‖φ0‖−γα∞ .

Assim, escolhendo ‖h‖∞ suficientemente pequena, é posśıvel ter

‖u‖∞ ≤ δ <
1

2
. (3.5)

E ainda, desde que h ≥ 0 e γ > 0 segue da condição (i) que h(x)u−γ ≥ h(x). Então, para
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todo φ ∈ W 1,q
0 (Ω) e φ ≥ 0, obtemos

∫
Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇φ dx =

∫
Ω

h(x)u−γφ dx ≥
∫

Ω

h(x)φ dx =

∫
Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇φ dx.

Portanto, pelo Prinćıpio de Comparação Fraco para o operador p&q-Laplaciano,

conclúımos que

0 < u(x) ≤ u(x) q.t.p em Ω.

Finalmente, verificamos que a condição (iii) é satisfeita. De fato, inicialmente, para todo

φ ≥ 0, usamos (f1), (3.2) e (i) para obter

∫
Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇φ dx−
∫
Ω

h(x)u−γφ dx−
∫
Ω

f(x, u)φ dx ≤ 2

∫
Ω

h(x)φ dx−
∫
Ω

h(x)u−γφ dx.

Desde que −h(x)u−γ ≤ −2h(x), temos

∫
Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇φ dx−
∫
Ω

h(x)u−γφ dx−
∫
Ω

f(x, u)φ dx ≤ 0,

o que implica que u é uma subsolução do problema (3.1).

Agora, decore de (f1), (3.4) e (3.5) que

∫
Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇φ dx−
∫
Ω

h(x)u−γφ dx−
∫
Ω

f(x, u)φ dx ≥
∫
Ω

(u−γ − u−γ)h(x)φ dx.

Note que, da condição (ii), u−γ − u−γ ≥ 0. Logo, como h ≥ 0, então

∫
Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇φ dx−
∫
Ω

h(x)u−γφ dx−
∫
Ω

f(x, u)φ dx ≥ 0,

concluindo que u é uma supersolução do problema (3.1). �
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Demonstração do Teorema 3.1. Considere a função

g(x, t) =


h(x)u(x)−γ + f(x, u(x)), t > u(x)

h(x)t−γ + f(x, t), u(x) ≤ t ≤ u(x)

h(x)u(x)−γ + f(x, u(x)), t < u(x)

(3.6)

e o problema auxiliar 
−div(a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u) = g(x, u) em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.

(3.7)

Definimos o funcional Φ : W 1,q
0 (Ω)→ R associado ao problema (3.7) por

Φ(u) =
1

p

∫
Ω

A(|∇u|p) dx−
∫
Ω

G(x, u) dx,

onde G(x, t) =

∫ t

0

g(x, s) ds.

Observe que, pela hipótese (a1), o funcional está bem definido. E ainda, por argumentos

padrões, é posśıvel mostrar que Φ é um funcional de classe C1 sobre W 1,q
0 (Ω) com a seguinte

derivada de Fréchet

Φ
′
(u)φ =

∫
Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇φ dx−
∫
Ω

g(x, u)φ dx,

para todo φ ∈ W 1,q
0 (Ω).

Segue do Lema 3.1(ii), (f1) e (3.5) que

−h(x) ≤ f(x, t) ≤ 0 q.t.p em Ω, para todo 0 ≤ t ≤ ‖u‖∞.

Assim, usando o Lema 3.1(ii) novamente e (3.6), temos que:
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• Se t > u(x), então

g(x, t) = h(x)u(x)−γ + f(x, u(x)) ≤ h(x)u(x)−γ,

• Se u(x) ≤ t ≤ u(x), então

g(x, t) = h(x)t−γ + f(x, t) ≤ h(x)u(x)−γ

e

• Se t < u(x), então

g(x, t) = h(x)u(x)−γ + f(x, u(x)) ≤ h(x)u(x)−γ.

Logo,

g(x, t) ≤ h(x)u(x)−γ q.t.p em Ω, para todo t ∈ R,

e consequentemente,

G(x, t) ≤
∫ t

0

h(x)u(x)−γ ds = t
(
h(x)u(x)−γ

)
q.t.p em Ω, para todo t ∈ R. (3.8)

Agora, considere o conjunto

M =
{
u ∈ W 1,q

0 (Ω);u ≤ u ≤ u q.t.p em Ω
}
.

Afirmamos que Φ é limitado inferiormente emM . Com efeito, para todo u ∈M , aplicamos

(a1) e (3.8) para obter

Φ(u) ≥ k1

p
‖u‖p1,p +

k2

q
‖u‖q1,q −

∫
Ω

u
(
h(x)u(x)−γ

)
dx

≥ k2

q
‖u‖q1,q − ‖u‖∞

∫
Ω

h(x)u(x)−γdx =
k2

q
‖u‖q1,q −K,

onde K = ‖u‖∞
∫
Ω

h(x)u(x)−γdx devido o Lema 3.1(i).
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Fazendo ‖u‖1,q → +∞, temos Φ(u)→ +∞, assim Φ é coercivo. Além disso, pela hipótese

(a2), Φ é fracamente semicont́ınuo inferiormente. Portanto, desde que M é fechado e convexo,

pelo Teorema A.13, veja o Apêndice A, conclúımos que Φ é limitado inferiormente em M e

atinge seu mı́nimo em um ponto u em M .

Seguindo o mesmo racioćınio da demonstração de [74, Teorema 2.4], obtemos que u é um

ponto cŕıtico do funcional Φ em todo o espaço, isto é, u é uma solução fraca do problema

auxiliar (3.7). Mas, como g(x, t) = h(x)t−γ + f(x, t), para t ∈ [u, u], então o problema (3.1)

possui uma solução fraca positiva u ∈ W 1,q
0 (Ω) satisfazendo

0 < u(x) ≤ u(x) ≤ u(x) q.t.p em Ω. �

3.3 Demonstração do Teorema 3.2

Sejam u ∈ C1(Ω) a subsolução do problema (3.1) e ĝ uma função Carathéodory definida

sobre Ω×R dada por

ĝ(x, t) =

h(x)t−γ + f(x, t), t > u(x)

h(x)u(x)−γ + f(x, u(x)), t ≤ u(x).

(3.9)

Considere o problema auxiliar−div(a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u) = ĝ(x, u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω

(3.10)

e defina o seu funcional associado Φ̂ : W 1,q
0 (Ω)→ R por

Φ̂(u) =
1

p

∫
Ω

A(|∇u|p) dx−
∫
Ω

Ĝ(x, u) dx, para todo u ∈ W 1,q
0 (Ω),

onde Ĝ(x, t) =

∫ t

0

ĝ(x, s) ds.

Novamente, pela hipótese (a1), o funcional ĝ(x, t) está bem definido e é de classe C1 sobre
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o espaço de Sobolev W 1,q
0 (Ω) com a seguinte derivada de Fréchet

Φ̂
′
(u)φ =

∫
Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇φ dx−
∫
Ω

ĝ(x, u)φ dx, para todo φ ∈ W 1,q
0 (Ω).

E ainda, cálculos padrões mostram que qualquer ponto cŕıtico de Φ̂ é uma solução fraca

do problema auxiliar (3.10).

Note que, pela definição de ĝ e por (f2), temos que:

• Se t > u(x), então

ĝ(x, t) = h(x)t−γ + f(x, t) ≤ h(x)u(x)−γ + h(x)(tr−1 + 1)

e

• Se t ≤ u(x), então

ĝ(x, t) = h(x)u(x)−γ + f(x, u(x)) ≤ h(x)u(x)−γ + h(x)(tr−1 + 1).

Logo,

ĝ(x, t) ≤ h(x)u(x)−γ + h(x)(tr−1 + 1) q.t.p em Ω, para todo t ∈ R, (3.11)

e consequentemente, pelo Lema 3.1(i) e pela Observação 3.1, existe uma constante c1 > 0 tal

que

Ĝ(x, t) ≤
∫ t

0

[
h(x)u−γ + h(x)(sr−1 + 1)

]
ds

=

∫ t

0

h(x)u−γds+

∫ t

0

h(x)(sr−1 + 1)ds

≤ ‖hu−γ‖∞t+ ‖h‖∞(c1t
r + t) q.t.p em Ω, para todo t ∈ R. (3.12)

O próximo resultado prova que Φ̂ satisfaz as duas geometrias do Teorema do Passo da

Montanha [6].
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Lema 3.2. Suponhamos que (h), (f1)− (f3) e (a1)− (a4) são válidas. Então, Φ̂ satisfaz as

seguintes geometrias:

(Φ̂1) Existem R,α, β com R > ‖u‖1,q e α < β tal que

Φ̂(u) ≤ α < β ≤ inf
∂BR(0)

Φ̂.

(Φ̂2) Existe e ∈ W 1,q
0 (Ω) \BR(0) tal que Φ̂(e) < β.

Demonstração. Pelo Lema 3.1(i) e por (f1), temos

−h(x) ≤ f(x, t) ≤ 0 q.t.p em Ω, para todo 0 ≤ t ≤ ‖u‖∞.

Usando (3.9), obtemos

Ĝ(x, u) ≥
∫ u

0

(
h(x)u(x)−γ − h(x)

)
ds =

[
h(x)u(x)−γ − h(x)

]
u q.t.p em Ω.

Portanto,

Φ̂(u) ≤ 1

p

∫
Ω

A(|∇u|p) dx−
∫
Ω

(
h(x)u−γ − h(x)

)
u dx.

Sabemos, pelo Lema 3.1(i), que h(x)u−γ − h(x) ≥ 0, então existe um número real α > 0

de modo que

Φ̂(u) ≤ 1

p

∫
Ω

A(|∇u|p) dx ≡ α. (3.13)

Agora, para todo u ∈ W 1,q
0 (Ω), invocamos (a1) e (3.12) para obter

Φ̂(u) ≥ k1

p
‖u‖p1,p +

k2

q
‖u‖q1,q − ‖hu−γ‖∞

∫
Ω

|u|dx− ‖h‖∞c1

∫
Ω

|u|rdx− ‖h‖∞
∫
Ω

|u|dx.

Pela imersão de Sobolev, existem c2, c3, c4 > 0 tais que

Φ̂(u) ≥ k2

q
‖u‖q1,q − c2‖hu−γ‖∞‖u‖1,q − c3‖h‖∞‖u‖1,q − c4‖h‖∞‖u‖r1,q, (3.14)

para todo u ∈ W 1,q
0 (Ω).
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Considerando ‖u‖1,q = R, com R > 0 a ser escolhido posteriormente, temos

Φ̂(u) ≥ k2

q
Rq −

(
c2‖hu−γ‖∞ + c3‖h‖∞

)
R− c4‖h‖∞Rr,

Fixamos R de modo que

k2

q
Rq −

(
c2‖hu−γ‖∞ + c3‖h‖∞

)
R ≥ k2

q

Rq

2
,

ou seja,

R >

(
2q(c2‖hu−γ‖∞ + c3‖h‖∞)

k2

) 1
q−1

.

Escolhendo R > max{1, ‖u‖1,q}, obtemos

Φ̂(u) ≥ k2

q

Rq

2
− c4‖h‖∞Rr.

Assim, tomando ‖h‖∞ suficientemente pequena de modo que
k2

q

Rq

2
> c4‖h‖∞Rr, existe

0 < β ∈ R tal que

Φ̂(u) ≥ β, para todo u ∈ ∂BR(0).

Portanto, as escolhas de α, β,R e ‖h‖∞ combinadas com as desigualdades (3.13) e (3.14)

resultam em

Φ̂(u) ≤ α < β ≤ inf
u∈∂BR(0)

Φ̂,

o que mostra a condição Φ̂1.

Agora, pela definição de ĝ, temos

ĝ(x, tu) = h(x)u(x)−γ + f(x, tu) ≥ f(x, tu) q.t.p em Ω, para todo t ≥ 1,

e consequentemente,

Ĝ(x, tu) ≥ F (x, tu) q.t.p em Ω, para todo t ≥ 1.
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Logo, aplicando (a1), obtemos

Φ̂(tu) ≤ k3

p
tp‖u‖p1,p +

k4

q
tq‖u‖q1,q −

∫
Ω

F (x, tu) dx.

Além disso, usando (f3), existe d1 > 0 tal que F (x, t) ≥ d1t
θ, para todo t ≥ max{1, t0},

onde t0 é a constante que aparece em (f3). Então,

Φ̂(tu) ≤ k3

p
tp‖u‖p1,p +

k4

q
tq‖u‖q1,q − d1t

θ

∫
Ω

|u|θ dx.

Por imersão de Sobolev, existe c5 > 0 tal que

Φ̂(tu) ≤ k3

p
tp‖u‖p1,p +

k4

q
tq‖u‖q1,q − d1c5t

θ‖u‖θ.

Sendo 1 < p < q < θ < q∗, segue que Φ̂(tu) → −∞ quando t → +∞. Logo, existe

t∗ > 0 tal que e = t∗u ∈ W 1,q
0 (Ω) satisfazendo ‖e‖1,q > R e Φ̂(e) < β, finalizando a prova da

condição Φ̂2. �

Lema 3.3. O funcional Φ̂ satisfaz a condição de Palais-Smale para todo c ∈ R.

Demonstração. Considere (un) ⊂ W 1,q
0 (Ω) uma sequência de Palais-Smale, ou seja,

Φ̂(un)→ c,

Φ̂′(un)→ 0.

(3.15)

Assim, existem d2, d3 > 0 tais que, para todo n suficientemente grande,

Φ̂(un)− 1

θ
Φ̂′(un)un ≤ d2 +

1

θ
d3‖un‖1,q. (3.16)

Por outro lado, usamos (a1) e (a4) para obter

Φ̂(un)− 1

θ
Φ̂′(un)un ≥

(
1

pµ
− 1

θ

)
k2‖un‖q1,q +

∫
Ω

[
1

θ
ĝ(x, un)un − Ĝ(x, un)

]
dx. (3.17)
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Agora, decorre de (3.9) que

1

θ
ĝ(un)un − Ĝ(x, un) =

1

θ

(
h(x)u−γn + f(x, un)

)
un −

∫ un

0

(
h(x)t−γ + f(x, t)

)
dt

=
1

θ
h(x)u1−γ

n +
1

θ
f(x, un)un −

1

1− γ
h(x)u1−γ

n −
∫ un

0

f(x, t)dt

=

(
1

θ
− 1

1− γ

)
h(x)u1−γ

n +

(
1

θ
f(x, un)un − F (x, un)

)
.

Considerando An = {x ∈ Ω; |un(x)| > t0}, temos

∫
Ω

[
1

θ
ĝ(xn, un)un − Ĝ(xn, un)

]
dx =

∫
Ω

(
1

θ
− 1

1− γ

)
h(x)u1−γ

n dx

+

∫
An

(
1

θ
f(x, un)un − F (x, un)

)
dx

+

∫
Acn

[
1

θ
f(x, un)un − F (x, un)

]
dx.

Mas, por (f3), obtemos

∫
An

[
1

θ
f(x, un)un − F (x, un)

]
dx ≥ 0, para todo x ∈ An,

e sendo Ω × [−t0, t0] um conjunto compacto, f e F funções cont́ınuas. Então existe C > 0

tal que ∫
Acn

[
1

θ
f(x, un)un − F (x, un)

]
dx ≤ C.

Logo,

∫
Ω

[
1

θ
ĝ(x, un)un − Ĝ(x, un)

]
≥
(

1

θ
− 1

1− γ

)∫
Ω

h(x)u1−γ
n dx−

∫
Acn

[
1

θ
f(x, un)un − F (x, un)

]
dx

≥
(

1

θ
− 1

1− γ

)∫
Ω

h(x)u1−γ
n dx− C. (3.18)

Note que
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• Se γ > 1, então (
1

θ
− 1

1− γ

)∫
Ω

h(x)u1−γ
n dx ≥ 0.

Assim, por (3.16)-(3.18), temos

C + d2 +
1

θ
d3‖un‖1,q ≥

(
1

pµ
− 1

θ

)
k2‖un‖q1,q.

• Se 0 < γ < 1, então

(
1

θ
− 1

1− γ

)
< 0, pois 1 < p < q < θ < q∗. E ainda, aplicando a

desigualdade de Hölder com os expoentes
q

1− γ
e

q

q + (γ − 1)
, e a imersão de Sobolev,

obtemos

∫
Ω

[
1

θ
ĝ(x, un)un − Ĝ(x, un)

]
dx ≥

(
1

θ
− 1

1− γ

)
‖h‖q+(γ−1)

1,q ‖un‖1−γ
1,q − C.

Logo, segue de (3.16)-(3.18) que

C + d2 +
1

θ
d3‖un‖1,q +

(
1

1− γ
− 1

θ

)
‖h‖q+(γ−1)

1,q ‖un‖1−γ
1,q ≥

(
1

pµ
− 1

θ

)
k2‖un‖q1,q.

Portanto, analisando os dois casos acima, desde que θ > pµ, conclúımos que (un) é uma

sequência limitada em W 1,q
0 (Ω). Assim, a menos de subsequência, existe u ∈ W 1,q

0 (Ω) tal que



un ⇀ u em W 1,q
0 (Ω),

un → u em Ls(Ω), 1 ≤ s < q∗,

un(x)→ u(x) q.t.p em Ω,

|un(x)| ≤ ϕ(x) ∈ Ls(Ω), 1 ≤ s < q∗.

(3.19)

Em virtude de (a3), podemos usar a Proposição B.1 para obter

Cq‖un − u‖q1,q ≤
∫
Ω

a(|∇un|p)|∇un|pdx−
∫
Ω

a(|∇un|p)|∇un|p−2∇un∇u dx+ on(1),
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onde

on(1) =

∫
Ω

a(|∇u|p)|∇u|pdx−
∫
Ω

a(|∇u|p|∇u|p−2∇un∇u dx.

Mas, desde que (un − u) é limitada em W 1,q
0 (Ω), resulta de (3.15) que

Cq‖un − u‖q1,q ≤
∫
Ω

ĝ(x, un)(un − u)dx. (3.20)

Agora, de (3.19) e da continuidade de ĝ, temos

ĝ(x, un(x))un(x)− ĝ(x, un(x))u(x)→ ĝ(x, u(x))u(x)− ĝ(x, u(x))u(x),

o que implica em

ĝ(x, un(x))(un(x)− u(x))→ 0 q.t.p em Ω.

Além disso, usamos Lema 3.1(i), Observação 3.1, (3.11) e (3.19) novamente para obter

|ĝ(x, un(x))un(x)− ĝ(x, un(x))u(x)| ≤ |ĝ(x, un(x))un(x)| + |ĝ(x, un(x))u(x)|

= |ĝ(x, un(x))||un(x)|+|ĝ(x, un(x))||u(x)|

≤
[
h(x)u−γ + h(x)(|un|r−1 + 1)

]
|un(x)|

+
[
h(x)u−γ + h(x)(|un(x)|r−1 + 1)

]
|u(x)|

≤ ‖hu−γ‖∞ ϕ(x) + ‖h‖∞ ϕr(x)

+ ‖h‖∞ ϕ(x) + ‖hu−γ‖∞ |u(x)|

+ ‖h‖∞ϕr−1(x)|u(x)|+‖h‖∞|u(x)|∈L1(Ω).

Logo, aplicando o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, conclúımos que

∫
Ω

ĝ(x, un)(un − u)dx→ 0, quando n→ 0. (3.21)

Então, decorre de (3.20) e (3.21) que

‖un − u‖1,q = on(1) e assim, un → u em W 1,q
0 (Ω). �
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Demonstração do Teorema 3.2. Sejam u, u a subsolução e a supersolução,

respectivamente, do problema (3.1), dadas no Lema 3.1, e w a solução fraca de (3.1) obtida

pelo Teorema 3.1.

Inicialmente, note que g(x, t) = ĝ(x, t), para t ∈ [0, u], então Φ(u) = Φ̂(u), para u ∈ [0, u].

Portanto,

Φ̂(w) = inf
M

Φ,

onde M foi dada na demonstração do Teorema 3.1.

Assim, usando os Lemas 3.2 e 3.3, temos que existe um mı́nimo local w ∈ BR(0) tal que

Φ̂(w) ≤ inf
u∈BR(0)

Φ̂(u) ≤ Φ̂(u) ≤ α.

Além disso, decorre do Teorema do Passo da Montanha que existe v ∈ W 1,q
0 (Ω) tal que

β ≤ Φ̂(v) = c,

onde

c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Φ̂(γ(t)), com Γ = {γ ∈ C([0, 1],W 1,q
0 (Ω)) : γ(0) = u e γ(1) = e},

é o valor minimax de Φ̂.

Portanto, o problema (3.9) possui duas soluções fracas positivas w, v ∈ W 1,q
0 (Ω) tais que

Φ̂(w) ≤ Φ̂(u) ≤ α < β ≤ Φ̂(v) = c.

Afirmamos que v ≥ u. De fato, tomando (u− v)+ como função teste, temos

∫
Ω

a(|∇v|p)|∇v|p−2∇v∇(u− v)+dx =

∫
Ω

ĝ(x, v)(u− v)+dx

=

∫
{v≤u}

[
h(x)u−γ + f(x, u)

]
(u− v)dx.
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Desde que u é subsolução, então

∫
Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇(u− v)+dx ≤
∫
Ω

h(x)u−γ(u− v)+dx+

∫
Ω

f(x, u)(u− v)+dx.

Logo,

∫
Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇(u− v)+dx−
∫
Ω

a(|∇v|p)|∇v|p−2∇v∇(u− v)+dx ≤ 0.

Aplicando a desigualdade da Proposição B.1, veja o Apêndice B, obtemos

Cq

∫
Ω

|∇(u− v)+|q ≤ 0,

implicando que (u− v)+ = 0 e, assim, u ≤ v.

Pela relação em (3.9), temos

ĝ(x, v) = h(x)v−γ + f(x, v) em Ω.

Portanto, w e v são duas soluções fracas positivas para o problema (3.1). �
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Caṕıtulo

4

Existência e multiplicidade de soluções

positivas para um sistema singular via

método sub-supersolução e Teorema do

Passo da Montanha

4.1 Introdução

Neste caṕıtulo, tratamos as questões da existência e multiplicidade de soluções positivas

para a seguinte classe de sistemas singulares de equações eĺıpticas não lineraes



−div(a1(|∇u|p1)|∇u|p1−2∇u) = h1(x)u−γ1 + Fu(x, u, v) em Ω,

−div(a2(|∇u|p2)|∇u|p2−2∇u) = h2(x)u−γ2 + Fv(x, u, v) em Ω,

u, v > 0 em Ω,

u = v = 0 sobre ∂Ω,

(4.1)

onde Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado com fronteira suave, N ≥ 3, 2 ≤ p1, p2 < N . Para

i = 1, 2, ai : R+ → R+ é uma função de classe C1, 1 6= γi > 0 é uma constante fixada e

hi ≥ 0 é uma função mensurável não-trivial. Mais precisamente, suponhamos que as funções

hi e ai satisfazem as seguintes hipóteses:
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(H) Existem 0 < φ0 ∈ C1
0(Ω) tal que hiφ

−γi
0 ∈ L∞(Ω).

(A1) Existem constantes k1, k2, k3, k4 > 0 e 1 < pi < qi < N tais que

k1t
pi + k2t

qi ≤ ai(t
pi)tpi ≤ k3t

pi + k4t
qi , para todo t ≥ 0.

(A2) As funções

t 7−→ Ai(t
pi) são estritamente convexas,

onde Ai(t) =

∫ t

0

ai(s)ds, i = 1, 2.

(A3) As funções

t 7−→ ai(t
pi)tpi−2 são crescentes.

(A4) Existem constantes µi,
1

q∗1
< θs <

1

q1

e
1

q∗2
< θt <

1

q2

tais que

1

µi
ai(t)t ≤ Ai(t), para todo t ≥ 0,

com 1 <
q1

p1

≤ µ1 <
1

θsp1

e 1 <
q2

p2

≤ µ2 <
1

θtp2

.

Observação 4.1. Por (H), temos

|hi| = |hiφ
−γi
0 φ

γi

0 | ≤ ‖hiφ
−γi
0 ‖∞φ

γi

0 ∈ L∞(Ω).4

Aqui, admitimos que F é uma função sobre Ω×R2 de classe C1 satisfazendo as seguintes

condições:

(F1) Existe 0 < δ <
1

2
tal que

−h1(x) ≤ Fs(x, s, t) ≤ 0 q.t.p em Ω, para todo 0 ≤ s ≤ δ

e

−h2(x) ≤ Ft(x, s, t) ≤ 0 q.t.p em Ω, para todo 0 ≤ t ≤ δ.
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Sendo pi < qi e Ω limitado, W 1,pi
0 (Ω) ∩W 1,qi

0 (Ω) = W 1,qi
0 (Ω). Logo, a fim de mostrar a

existência e multiplicidade de soluções para o problema (4.1), definimos o espaço de Sobolev

X = W 1,q1
0 (Ω)×W 1,q2

0 (Ω) munido com a norma

‖(u, v)‖ = ‖u‖1,q1 + ‖v‖1,q2 ,

onde

‖u‖1,qi =

(∫
Ω

|∇u|qidx

) 1
qi

.

Definição 4.1. Dizemos que u ∈ X é uma solução fraca positiva do problema (4.1) se u, v > 0

em Ω e se verifica

∫
Ω

a1(|∇u|p1)|∇u|p1−2∇u ∇φ dx =

∫
Ω

(
h1(x)u−γ1 + Fu(x, u, v)

)
φ dx

e ∫
Ω

a2(|∇v|p2)|∇v|p2−2∇v ∇ϕ dx =

∫
Ω

(
h2(x)v−γ2 + Fv(x, u, v)

)
ϕ dx,

para todo (φ, ϕ) ∈ X.

Em nosso primeiro teorema, aplicamos o método de sub-supersolução para estabelecer a

existência de uma solução fraca para o problema (4.1).

Teorema 4.1. Suponha que (H), (F1) e (A1)− (A2) são satisfeitas. Então, o sistema (4.1)

possui uma solução fraca positiva se ‖hi‖∞ é pequena, para i = 1, 2.

E ainda, assumimos a condição abaixo para provar a existência de duas soluções para o

problema (4.1).

(F2) Para i = 1, 2, existe qi < r < q∗i =
Nqi

(N − qi)
(q∗i =∞ se qi ≥ N) tal que

Fs(x, s, t) ≤ h1(x)(1 + |s|r−1 + |t|r−1) q.t.p em Ω, para todo s ≥ 0

e

Ft(x, s, t) ≤ h2(x)(1 + |s|r−1 + |t|r−1) q.t.p em Ω, para todo t ≥ 0.
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(F3) Existem s0, t0 > 0 tais que

0 < F (x, s, t) ≤ θssFs(x, s, t) + θttFt(x, s, t) q.t.p em Ω, para todo s ≥ s0 e t ≥ t0,

onde θs e θt configuram em (A4).

Teorema 4.2. Suponha que (H), (F1)− (F3) e (A1)− (A4) são satisfeitas. Então, o sistema

(4.1) possui duas soluções fracas positivas se ‖hi‖∞ é pequena, para i = 1, 2.

4.2 Demonstração do Teorema 4.1

O próximo resultado é essencial para nos fornecer a existência de uma subsolução e uma

supersolução para o problema (4.1). Para este fim, fixamos o valor de ‖hi‖∞ com i = 1, 2.

Definição 4.2. Dizemos que [(u, v), (u, v)] é um par de sub e supersolução para o problema

(4.1), respectivamente, se u, u ∈ W 1,q1
0 (Ω)

⋂
L∞(Ω), v, v ∈ W 1,q2

0 (Ω)
⋂
L∞(Ω) com

(a) u ≤ u, v ≤ v em Ω.

(b) Dado (φ, ϕ) ∈ X com φ, ϕ ≥ 0, temos



∫
Ω

a1(|∇u|p1)|∇u|p1−2∇u ∇φ dx ≤
∫
Ω

(
h1(x)u−γ1 + Fu(x, u, w)

)
φ dx, para todo w ∈ [v, v],∫

Ω

a2(|∇v|p2)|∇v|p2−2∇v ∇ϕ dx ≤
∫
Ω

(
h2(x)v−γ2 + Fv(x,w, v)

)
ϕ dx, para todo w ∈ [u, u]

e

∫
Ω

a1(|∇u|p1)|∇u|p1−2∇u ∇φ dx ≥
∫
Ω

(
h1(x)u−γ1 + Fu(x, u, w)

)
φ dx, para todo w ∈ [v, v],∫

Ω

a2(|∇v|p2)|∇v|p2−2∇v ∇ϕ dx ≥
∫
Ω

(
h2(x)v−γ2 + Fv(x,w, v)

)
ϕ dx, para todo w ∈ [u, u].

Lema 4.1. Suponha que (H), (F1) e (A1)− (A2) são satisfeitas. Se ‖hi‖∞ é pequena, para

i = 1, 2, então existem u, u, v, v ∈ C1(Ω) tais que
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i) h1u
−γ1 , h2v

−γ2 ∈ L∞(Ω), ‖u‖∞ ≤ δ <
1

2
e ‖v‖∞ ≤ δ <

1

2
, onde δ é dada em (F1).

ii) 0 < u(x) ≤ u(x) q.t.p em Ω e 0 < v(x) ≤ v(x) q.t.p em Ω.

iii) (u, v) é uma subsolução e (u, v) é uma supersolução de (4.1).

Demonstração. Pelo Lema B.1 e Teorema de Minty-Browder, dado h1 ∈ (W 1,q1
0 (Ω))′, existe

uma única solução positiva u ∈ W 1,q1
0 (Ω) satisfazendo o problema abaixo

−div(a1(|∇u|p1)|∇u|p1−2∇u) = h1(x) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.

(4.2)

Analogamente, existe uma única solução positiva v ∈ W 1,q2
0 (Ω) satisfazendo

−div(a2(|∇v|p2)|∇v|p2−2∇v) = h2(x) em Ω,

v = 0 sobre ∂Ω.

(4.3)

Desde que h1, h2 ∈ L∞(Ω), veja Observação 4.1, podemos usar o mesmo argumento em

[45] para fornecer que u, v ∈ C1(Ω). Assim, em virtude do Lema A.1 e do Lema B.3, existem

C1, C2 > 0 tais que

u(x)

φ0(x)
≥ C1 > 0 e

v(x)

φ0(x)
≥ C2 > 0 , para todo x ∈ Ω.

Portanto, u, v > 0,
u−γ1

φ−γ1

0

≤ C−γ1

1 e
v−γ2

φ−γ2

0

≤ C−γ2

2 . Assim, por (H)

|h1u
−γ1| ≤ C−γ1

1 ‖h1φ
−γ1

0 ‖∞ e |h2v
−γ2| ≤ C−γ2

2 ‖h2φ
−γ2

0 ‖∞, (4.4)

implicando que h1u
−γ1 , h2v

−γ2 ∈ L∞(Ω). E ainda, argumentando como em [76, Lemma 4.5],

existem C∗1 , C
∗
2 > 0 e α1, α2 > 0 tais que

‖u‖∞ ≤ C∗1‖h1‖α1
∞ e ‖v‖∞ ≤ C∗2‖h2‖α2

∞

e consequentemente, pela Observação 4.1 novamente, podemos escolher ‖hi‖∞
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suficientemente pequena, com i = 1, 2, de modo que

‖u‖∞ ≤ δ <
1

2
e ‖v‖∞ ≤ δ <

1

2
,

o que termina a prova da condição (i).

Com o intuito de provar (ii), invocamos o Lema B.1 e o Teorema de Minty-Browder mais

uma vez para mostrar que existe uma única solução positiva u ∈ W 1,q1
0 (Ω) satisfazendo

−div(a1(|∇u|p1)|∇u|p1−2∇u) = h1(x)u−γ1 em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω

(4.5)

e existe uma única solução positiva v ∈ W 1,q2
0 (Ω) satisfazendo

−div(a2(|∇v|p2)|∇v|p2−2∇v) = h2(x)v−γ2 em Ω,

v = 0 sobre ∂Ω.

(4.6)

Novamente, usamos o mesmo argumento em [45] para obter u, v ∈ C1(Ω). Note que,

argumentando como em [76, Lemma 4.5] e usando (4.4), temos

‖u‖∞ ≤ C∗1‖h1u
−γ1‖α1

∞ ≤ C∗1‖h1‖α1
∞C

−γ1α1

1 ‖φ0‖−γ1α1
∞

e

‖v‖∞ ≤ C∗2‖h2v
−γ2‖α2

∞ ≤ C∗2‖h2‖α2
∞C

−γ2α2

2 ‖φ0‖−γ2α2
∞ .

Logo, escolhendo ‖hi‖∞ suficientemente pequena, com i = 1, 2, conclúımos que

‖u‖∞ ≤ δ <
1

2
e ‖v‖∞ ≤ δ <

1

2
. (4.7)

Além disso, da condição (i),

h1(x)u−γ1 ≥ h1(x) e h2(x)v−γ2 ≥ h2(x)
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e assim, para todo φ, ϕ ≥ 0, usamos (4.2), (4.3), (4.5) e (4.6) para obter

∫
Ω

a1(|∇u|p1)|∇u|p1−2∇u ∇φ dx =

∫
Ω

h1(x)u−γ1φ dx ≥
∫

Ω

h1(x)φ dx

=

∫
Ω

a1(|∇u|p1)|∇u|p1−2∇u ∇φ dx

e

∫
Ω

a2(|∇v|p2)|∇v|p2−2∇v ∇ϕ dx =

∫
Ω

h2(x)v−γ2ϕ dx ≥
∫

Ω

h2(x)ϕ dx

=

∫
Ω

a2(|∇v|p2)|∇v|p2−2∇v ∇ϕ dx.

Portanto, aplicamos o Pŕıncipio de Comparação Fraco para o operador p&q-Laplaciano

para concluir que

0 < u(x) ≤ u(x) q.t.p em Ω

e

0 < v(x) ≤ v(x) q.t.p em Ω,

o que prova a condição (ii).

Nossa tarefa final é verificar que a condição (iii) é válida. Primeiro, para cada φ, ϕ ≥ 0,

invocamos (F1), (4.2) e (4.3) para obter

∫
Ω

a1(|∇u|p1)|∇u|p1−2∇u ∇φ dx−
∫
Ω

h1(x)u−γ1φ dx−
∫
Ω

Fu(x, u, v)φ dx

≤
∫
Ω

h1(x)φ dx−
∫
Ω

h1(x)u−γ1φ dx

e

∫
Ω

a2(|∇v|p2)|∇v|p2−2∇v ∇ϕ dx−
∫
Ω

h2(x)v−γ2ϕ dx−
∫
Ω

Fv(x, u, v)ϕ dx

≤ 2

∫
Ω

h2(x)ϕ dx−
∫
Ω

h2(x)v−γ2ϕ dx.
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Desde que −h1(x)u−γ1 ≤ −2h1(x) e −h2(x)v−γ2 ≤ −2h2(x), temos

∫
Ω

a1(|∇u|p1)|∇u|p1−2∇u∇φ dx−
∫
Ω

h1(x)u−γ1φ dx−
∫
Ω

Fu(x, u, v)φ dx ≤ 0

e ∫
Ω

a2(|∇v|p2)|∇v|p2−2∇v∇ϕ dx−
∫
Ω

h2(x)v−γ2ϕ dx−
∫
Ω

Fv(x, u, v)ϕ dx ≤ 0.

Então, (u, v) é uma subsolução para o problema (4.1).

Agora, usamos (F1) e (4.5)-(4.7) para ter

∫
Ω

a1(|∇u|p1)|∇u|p1−2∇u∇φ dx−
∫
Ω

h1(x)u−γ1φ dx−
∫
Ω

Fu(x, u, v)φ dx

≥
∫
Ω

(u−γ1 − u−γ1)h1(x)φ dx

e

∫
Ω

a2(|∇v|p2)|∇v|p2−2∇v∇ϕ dx−
∫
Ω

h2(x)v−γ2ϕ dx−
∫
Ω

Fv(x, u, v)ϕ dx

≥
∫
Ω

(v−γ2 − v−γ2)h2(x)ϕ dx.

De (ii), temos u−γ1 − u−γ1 ≥ 0 e v−γ2 − v−γ2 ≥ 0. Então, desde que h1, h2 ≥ 0, obtemos

∫
Ω

a1(|∇u|p1)|∇u|p1−2∇u∇φ dx−
∫
Ω

h1(x)u−γ1φ dx−
∫
Ω

Fu(x, u, v)φ dx ≥ 0

e ∫
Ω

a2(|∇v|p2)|∇v|p2−2∇v∇ϕ dx−
∫
Ω

h2(x)v−γ2ϕ dx−
∫
Ω

Fv(x, u, v)ϕ dx ≥ 0,

o que implica que (u, v) é uma supersolução para o problema (4.1). �
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Demonstração do Teorema 4.1. Considere as funções

Gs(x, s, t) =


h1(x)u(x)−γ1 + Fs(x, u(x), t), s > u(x)

h1(x)s−γ1 + Fs(x, s, t), u(x) ≤ s ≤ u(x)

h1(x)u(x)−γ1 + Fs(x, u(x), t), s < u(x)

(4.8)

Gt(x, s, t) =


h2(x)v(x)−γ2 + Ft(x, s, v(x)), t > v(x)

h2(x)t−γ2 + Ft(x, s, t), v(x) ≤ t ≤ v(x)

h2(x)v(x)−γ2 + Ft(x, s, u(x)), t < v(x)

(4.9)

e o problema auxiliar



−div(a1(|∇u|p1)|∇u|p1−2∇u) = Gu(x, u, v) em Ω,

−div(a2(|∇u|p2)|∇u|p2−2∇u) = Gv(x, u, v) em Ω,

u, v > 0 em Ω,

u = v = 0 sobre ∂Ω.

(4.10)

Associamos ao problema (4.10) o funcional Φ : X → R definido por

Φ(u, v) =
1

p1

∫
Ω

A1(|∇u|p1)dx+
1

p2

∫
Ω

A2(|∇v|p2)dx−
∫
Ω

G(x, u, v)dx. (4.11)

Note que, em vista de (A1), o funcional Φ está bem definido e é de classe C1. Além

disso, qualquer ponto cŕıtico de Φ é uma solução fraca para o problema (4.10) e a derivada

de Fréchet é dada por

Φ
′
(u, v)(φ, ϕ) =

∫
Ω

[
a1(|∇u|p1)|∇u|p1−2∇u∇φ+ a2(|∇v|p2)|∇v|p2−2∇v∇ϕ

]
dx

−
∫
Ω

[Gu(x, u, v)φ+Gv(x, u, v)ϕ] dx,

para todo (u, v), (φ, ϕ) ∈ X.
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Segue do Lema 4.1(ii), (F1) e (4.7) que

h1(x) ≤ Fs(x, s, t) ≤ 0 q.t.p em Ω, para todo 0 ≤ s ≤ ‖u‖∞, (4.12)

e

h2(x) ≤ Ft(x, s, t) ≤ 0 q.t.p em Ω, para todo 0 ≤ t ≤ ‖v‖∞. (4.13)

Agora, usando o Lema 4.1(ii), (4.8) e (4.12), temos que:

• Se s > u(x), então

Gs(x, s, t) = h1(x)u(x)−γ1 + Fs(x, u(x), t) ≤ h1(x)u(x)−γ1 ,

• Se u(x) ≤ s ≤ u(x), então

Gs(x, s, t) = h1(x)s−γ1 + Fs(x, s, t) ≤ h1(x)u(x)−γ1

e

• Se s < u(x), então

Gs(x, s, t) = h1(x)u(x)−γ1 + Fs(x, u(x), t) ≤ h1(x)u(x)−γ1 .

Logo,

Gs(x, s, t) ≤ h1(x)u−γ1 q.t.p em Ω, ∀s ∈ R. (4.14)

De modo análogo, usamos o Lema 4.1(ii), (4.9) e (4.13) para obter

Gt(x, s, t) ≤ h2(x)v−γ2 q.t.p em Ω, ∀t ∈ R. (4.15)

Considere M = {(u, v) ∈ X;u ≤ u ≤ u q.t.p em Ω e v ≤ v ≤ v q.t.p em Ω}. Afirmamos

que Φ é limitado inferiormente em M . De fato, para todo (u, v) ∈ X, usamos (A1), (4.11),
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(4.14) e (4.15) para obter

Φ(u, v) ≥ k1

p1

‖u‖p1

1,p1
+
k2

q1

‖u‖q11,q1
+
k1

p2

‖v‖p2

1,p2
+
k2

q2

‖v‖q21,q2

−
∫
Ω

[∫ u

0

Gs(x, s, t)ds

]
dx−

∫
Ω

[∫ v

0

Gt(x, s, t)dt

]
dx

≥ k2

q1

‖u‖q11,q1
+
k2

q2

‖v‖q21,q2
−
∫
Ω

u
(
h1(x)u(x)−γ1

)
dx−

∫
Ω

v
(
h2(x)v(x)−γ2

)
dx

≥ K(‖u‖q11,q1
+ ‖v‖q21,q2

)−K∗,

onde K = min

{
k2

q1

,
k2

q2

}
e K∗ = ‖u‖∞

∫
Ω

h1(x)u(x)−γ1dx+ ‖v‖∞
∫
Ω

h2(x)v(x)−γ2dx devido o

Lema 4.1(i).

Fazendo ‖(u, v)‖ → +∞, temos ‖u‖q11,q1
→ +∞ ou ‖v‖q21,q2

→ +∞, o que implica em

Φ(u, v) → +∞, e assim Φ é coerciva. E ainda, pela condição (A2), obtemos que Φ é

fracamente semicont́ınua inferiormente. Assim, desde que M é fechado e convexo em X,

pelo Teorema A.13, segue que Φ é limitado inferiormente em M e atinge o seu ı́nfimo em um

ponto (u, v) ∈M , conforme queŕıamos.

Usando o mesmo racioćınio na demonstração de [74, Teorema 2.4], este ponto mı́nimo

(u, v) é uma solução fraca positiva para o problema (4.10). Como Gs(x, s, t) = h1(x)s−γ1 +

Fs(x, s, t), para s ∈ [u, u], eGt(x, s, t) = h2(x)t−γ2+Ft(x, s, t), para t ∈ [v, v], então (u, v) ∈ X

é precisamente uma solução fraca positiva de (4.1). �

4.3 Demonstração do Teorema 4.2

Seja (u, v) ∈ X a subsolução do problema (4.1). Em nosso próximo resultado, provamos

que o funcional satisfaz as duas geometrias do Teorema do Passo da Montanha [6].

Considere as funções

Ĝs(x, s, t) =

h1(x)s−γ1 + Fs(x, s, t), s > u(x)

h1(x)u(x)−γ1 + Fs(x, u(x), t), s ≤ u(x)

(4.16)
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Ĝt(x, s, t) =

h2(x)t−γ2 + Ft(x, s, t), t > v(x)

h2(x)v(x)−γ2 + Ft(x, s, v(x)), t ≤ v(x)

(4.17)

e o problema auxiliar



−div(a1(|∇u|p1)|∇u|p1−2∇u) = Ĝu(x, u, v) em Ω,

−div(a2(|∇u|p2)|∇u|p2−2∇u) = Ĝv(x, u, v) em Ω,

u, v > 0 em Ω,

u = v = 0 sobre ∂Ω.

(4.18)

Definimos o funcional Φ̂ : X → R associado ao problema (4.18) por

Φ̂(u, v) =
1

p1

∫
Ω

A1(|∇u|p1)dx+
1

p2

∫
Ω

A2(|∇v|p2)dx−
∫
Ω

Ĝ(x, u, v)dx. (4.19)

Novamente, por (A1), o funcional Φ̂ ∈ C1(X,R) com a seguinte derivada de Fréchet

Φ̂
′
(u, v)(φ, ϕ) =

∫
Ω

[
a1(|∇u|p1)|∇u|p1−2∇u∇φ+ a2(|∇v|p2)|∇v|p2−2∇v∇ϕ

]
dx

−
∫
Ω

[
Ĝu(x, u, v)φ+ Ĝv(x, u, v)ϕ

]
dx,

para todo (u, v), (φ, ϕ) ∈ X.

Note que, aplicando (4.16) e (F2), temos que:

• Se s > u(x), então

Ĝs(x, s, t) = h1(x)s−γ1 + Fs(x, s, t) ≤ h1(x)u(x)−γ1 + h1(x)(1 + |s|r−1 + |t|r−1)

e

• Se s ≤ u(x), então

Ĝs(x, s, t) = h1(x)u(x)−γ1 + Fs(x, u(x), t) ≤ h1(x)u(x)−γ1 + h1(x)(1 + |s|r−1 + |t|r−1).
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Logo,

Ĝs(x, s, t) ≤ h1(x)u−γ1 + h1(x)(1 + |s|r−1 + |t|r−1) q.t.p em Ω, ∀s ∈ R.

De modo análogo, usando (4.17) e (F2), temos

Ĝt(x, s, t) ≤ h2(x)v−γ2 + h2(x)(1 + |s|r−1 + |t|r−1) q.t.p em Ω, ∀t ∈ R.

Consequentemente, pelo Lema 4.1 (i) e Observação 4.1, existem c1, c2 > 0 tais que

Ĝ(x, s, t) ≤ ‖h1(x)u−γ1‖∞s+ ‖h2(x)v−γ2‖∞t+ ‖h1(x)‖∞(s+ c1|s|r + |t|r−1s)

+ ‖h2(x)‖∞(t+ |s|r−1t+ c2|t|r) q.t.p em Ω, ∀s, t ∈ R. (4.20)

Lema 4.2. Suponha que (H), (F1)− (F3) e (A1)− (A4) são satisfeitas. Então, Φ̂ satisfaz

(Φ̂1) Existem R,α, β com R > ‖(u, v)‖ e α < β tais que

Φ̂(u, v) ≤ α < β ≤ inf
∂BR(0)

Φ̂.

(Φ̂2) Existe e ∈ X \BR(0) tal que Φ̂(e) < β.

Demonstração. Decorre do Lema 4.1(i) e (F1) que

−h1(x) ≤ Fs(x, s, t) ≤ 0 q.t.p em Ω, para todo 0 ≤ s ≤ ‖u‖∞,

e

−h2(x) ≤ Ft(x, s, t) ≤ 0 q.t.p em Ω, para todo 0 ≤ t ≤ ‖u‖∞.

Logo, usando (4.16) e (4.17), obtemos

Ĝu(x, u, v) = h1(x)u−γ1 + Fu(x, u, v) ≥ h1(x)u−γ1 − h1(x)

e

Ĝv(x, u, v) = h2(x)v−γ2 + Fv(x, u, v) ≥ h2(x)v−γ2 − h2(x).
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Consequentemente,

Ĝ(x, u, v) ≥
[
h1(x)u−γ1 − h1(x)

]
u+

[
h2(x)v−γ2 − h2(x)

]
v q.t.p em Ω.

Assim, por (4.19), temos

Φ̂(u, v) ≤ 1

p1

∫
Ω

A1(|∇u|p1) dx+
1

p2

∫
Ω

A2(|∇v|p2) dx

−
∫
Ω

(
h1(x)u−γ1 − h1(x)

)
u dx−

∫
Ω

(
h2(x)v−γ2 − h2(x)

)
v dx.

Desde que h1, h2 ≥ 0 e γ1, γ2 > 0, invocamos o Lema 4.1(i) para obter h1(x)u−γ1−h1(x) ≥

0 e h2(x)v−γ2 − h2(x) ≥ 0. Então, existe 0 < α ∈ R tal que

Φ̂(u, v) ≤ 1

p1

∫
Ω

A1(|∇u|p1) dx+
1

p2

∫
Ω

A2(|∇v|p2) dx ≡ α. (4.21)

Assim, usando (A1), (4.19), (4.20), Desigualdade de Young e imersão de Sobolev, existem

constantes positivas tais que

Φ̂(u, v) ≥ K(‖u‖q11,q1
+ ‖v‖q21,q2

)−c3‖h1(x)u−γ1‖∞‖(u, v)‖−c4‖h1(x)‖∞ ‖(u, v)‖

−c5‖h1(x)‖∞‖(u, v)‖r−c6‖h2(x)v−γ2‖∞‖(u, v)‖−c7‖h2(x)‖∞‖(u, v)‖

−c8‖h2(x)‖∞‖(u, v)‖r− c9‖h1(x)‖∞‖(u, v)‖r− c10‖h1(x)‖∞‖(u, v)‖r

−c11‖h2(x)‖∞‖(u, v)‖r − c12‖h2(x)‖∞‖(u, v)‖r, (4.22)

onde K = min

{
k2

q1

,
k2

q2

}
.

Assumindo ‖(u, v)‖ = R com R > max{1, ‖(u, v)‖} e para ‖hi‖∞ suficientemente

pequena, com i = 1, 2, existe β ∈ R tal que Φ̂(u, v) ≥ β, para todo (u, v) ∈ ∂BR(0). Assim,

as escolhas de α, β,R e ‖hi‖∞ combinadas com as desigualdades (4.21) e (4.22) resultam em

Φ̂(u, v) ≤ α < β ≤ inf
(u,v)∈∂BR(0)

Φ̂,

o que mostra a condição Φ̂1.
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Agora, pela definição de Ĝ, temos

Ĝ(x, su, 0) ≥ F (x, su, 0), para todo s ≥ 1, q.t.p em Ω.

Invocamos (A1) e (4.19) para obter

Φ̂(su, 0) ≤ k3

p1

sp1‖u‖p1

1,p1
+
k4

q1

sq1‖u‖q11,q1
−
∫
Ω

F (x, su, 0)dx.

Usando (F3), existe d1 > 0 tal que F (x, s, 0) ≥ d1s
1
θs , para todo s ≥ max{1, s0}, onde s0

é a constante que aparece em (F3). Então,

Φ̂(su, 0) ≤ k3

p1

sp1‖u‖p1

1,p1
+
k4

q1

sq1‖u‖q11,q1
− d1s

1
θs

∫
Ω

|u|
1
θs dx.

Desde que 1 < p1 < q1 <
1
θs
< q∗1, conclúımos que Φ̂(su, 0) → −∞ quando s → +∞.

Logo, podemos encontrar e = s0(u, 0) ∈ X tal que ‖e‖ > R e Φ̂(e) < β, o que satisfaz a

condição Φ̂2. �

Demonstração do Teorema 4.2. Sejam (u, v) e (u, v) a subsolução e supersolução,

respectivamente, do problema (4.1), dadas pelo Lema 4.1, e (u1, v1) a solução fraca do

problema (4.1) obtida pelo Teorema 4.1.

Agora, afirmamos que o funcional Φ̂ satisfaz a condição de Palais-Smale. De fato,

considere (un, vn) ⊂ X uma sequência de Palais-Smale, ou seja,

Φ̂(un, vn)→ c e Φ̂′(un, vn)→ 0. (4.23)

Assim, existem d2, d3 > 0 tal que, para todo n ∈ N,

Φ̂(un, vn)−
[
θunΦ̂′(un, vn)(un, 0) + θvnΦ̂′(un, vn)(0, vn)

]
≤ d2+d3(θun+θvn)(‖un‖1,q1+‖vn‖1,q2).

(4.24)
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Por outro lado, usamos (A1) e (A4) para obter

Φ̂(un, vn)−
[
θunΦ̂′(un, vn)(un, 0) + θvnΦ̂′(un, vn)(0, vn)

]
≥

(
1

p1µ1

− θun
)
k2‖un‖q11,q1

+

(
1

p2µ2

− θvn
)
k2‖vn‖q21,q2

+

∫
Ω

[
θunĜun(x, un, vn)un + θvnĜvn(x, un, vn)vn − Ĝ(x, un, vn)

]
. (4.25)

Mas, por virtude de (4.16) e (4.17), temos

∫
Ω

[
θunĜun(x, un, vn)un+θvnĜvn(x, un, vn)vn − Ĝ(x, un, vn)

]
dx

≥
(
θun−

1

1− γ1

)∫
Ω

h1(x)u1−γ1
n dx+

(
θvn−

1

1− γ2

)∫
Ω

h2(x)u1−γ2
n dx

+

∫
Ω

[θunFun(x, un, vn)un + θvnFvn(x, un, vn)vnF (x, un, vn)] dx.

Considerando An = {x ∈ Ω; |un(x)| > s0 e |vn(x)| > t0}. Então, por (F3), existe C > 0

tal que

∫
Ω

[
θunĜun(x, un, vn)un+θvnĜvn(x, un, vn)vn − Ĝ(x, un, vn)

]
dx ≥

≥
(
θun−

1

1− γ1

)∫
Ω

h1(x)u1−γ1
n dx+

(
θvn−

1

1− γ2

)
− C. (4.26)

Analisando os casos posśıveis e usando (4.24)-(4.26), podemos concluir que (un, vn) é

limitada em X. Assim, a menos de subsequência, existe (u, v) ∈ X tal que
un ⇀ u2 em W 1,q1

0 (Ω),

un → u2 em Ls(Ω), 1 ≤ s < q∗1,

un(x)→ u2(x) q.t.p em Ω

(4.27)
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e 
vn ⇀ v2 em W 1,q1

0 (Ω),

vn → v2 em Lt(Ω), 1 ≤ t < q∗2,

vn(x)→ v2(x) q.t.p em Ω.

(4.28)

Usando (A2), aplicamos a Proposição B.1 para obter

Cq1‖un − u‖
q1
1,q1
≤
∫
Ω

a1(|∇un|p1)|∇un|p1dx−
∫
Ω

a1(|∇un|p1)|∇un|p2−2∇un∇u dx+ on(1),

onde

on(1) =

∫
Ω

a1(|∇u|p1)|∇u|p1dx−
∫
Ω

a1(|∇u|p1)|∇u|p1−2∇un∇u dx.

e

Cq2‖vn − v‖
q2
1,q2
≤
∫
Ω

a2(|∇vn|p2)|∇vn|p2dx−
∫
Ω

a2(|∇vn|p2)|∇vn|p2−2∇vn∇v dx+ on(1),

onde

on(1) =

∫
Ω

a2(|∇v|p2)|∇v|p2dx−
∫
Ω

a2(|∇v2|p2|∇v|p2−2∇vn∇v dx.

Em vista de (4.23) e (4.27), obtemos

Cq1‖un − u‖
q1
1,q1

+ Cq2‖vn − v‖
q2
1,q2
≤
∫
Ω

[
Ĝun(x, un, vn)(un − u) + Ĝvn(x, un, vn)(vn − v)

]
dx.

(4.29)

Aplicando (F2), (4.27), Lema 4.1(i), Observação 4.1 e o Teorema da Convergência

Dominada de Lebesgue, temos

∫
Ω

[
Ĝun(x, un, vn)(un − u) + Ĝvn(x, un, vn)(vn − v)

]
dx→ 0 quando n→ +∞. (4.30)

Note que, sem perda de generalidade, podemos considerar q1 ≤ q2. Segue de (4.29) e

(4.30) que

‖(un, vn)−(u2, v2)‖q2 = (‖un−u2‖1,q1+‖vn−v2‖1,q2)q2 ≤ Cq1‖un−u2‖q11,q1
+Cq2‖vn−v2‖q21,q2

= on(1)
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e assim, (un, vn)→ (u2, v2) em X, mostrando a afirmação.

Consequentemente, usando o Lema 4.2, existe (u2, v2) ∈ X tal que

β < Φ̂(u2, v2) = c,

onde c é o valor minimax de Φ̂.

Além disso, desde que Gs(x, s, t) = Ĝs(x, s, t), para s ∈ [0, u] e Gt(x, s, t) = Ĝt(x, s, t),

para t ∈ [0, v], então Φ(u, v) = Φ̂(u, v), para (u, v) ∈ [0, u]×[0, v], onde Φ e Φ̂ são definidos em

(4.11) e (4.19), respectivamente. Assim, Φ̂(u1, v1) = inf
M

Φ, onde M é dada na demonstração

do Teorema 4.1.

Portanto, o problema (4.18) possui duas soluções fracas positivas (u1, v1), (u2, v2) ∈ X

tais que

Φ̂(u1, v1) ≤ Φ̂(u, v) ≤ α < β ≤ Φ̂(u2, v2) = c.

Argumentando como na prova do Teorema 3.2, obtemos u2 ≥ u e v2 ≥ u. Por (4.16) e

(4.17), temos

Ĝs(x, u2, v2) = h1(x)u−γ1

2 + Fs(x, u2, v2) em Ω

e

Ĝt(x, u2, v2) = h2(x)v−γ2

2 + Ft(x, u2, v2) em Ω.

Logo, (u1, v1) e (u2, v2) são duas soluções fracas positivas para o problema (4.1). �
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Apêndice

A

APÊNDICE

Neste apêndice, definimos o espaço W 1,p
0 (Ω) e enunciamos alguns resultados importantes

utilizados ao longo do nosso trabalho.

Sejam Ω ⊂ RN um aberto e p ∈ R com 1 ≤ p <∞. Definimos W 1,p(Ω) por

W 1,p(Ω) :=

{
u ∈ Lp(Ω);

∂u

∂xi
∈ Lp(Ω); i = 1, 2, . . . , N

}

com a seguinte norma

‖u‖1,p =

(∫
Ω

|u|p +

∫
Ω

|∇u|p
) 1

p

e o espaço W 1,p
0 (Ω) é definido como sendo o fecho de C∞0 (Ω) na norma ‖ · ‖1,p, isto é,

W 1,p
0 (Ω) = C∞0 (Ω)

‖·‖1,p
,

onde a norma de W 1,p
0 (Ω) é dada por

‖u‖W 1,p
0 (Ω) =

(∫
Ω

|∇u|p
) 1

p

.

Teorema A.1. (Rellich-Kondrachov) Se Ω ⊂ RN é um aberto limitado de classe C1, temos

as seguintes imersões compactas

(i) Se p < N , então W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀q ∈ [1, p∗) onde
1

p∗
=

1

p
− 1

n
,

(ii) Se p = N , então W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀q ∈ [1,∞),
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(iii) Se p > N , então W 1,p(Ω) ⊂ C(Ω).

Em particular, W 1,p(Ω) ⊂ Lp(Ω) com imersão compacta para todo p.

Demonstração: Ver [12].

Teorema A.2. (Desigualdade de Hölder) Sejam f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lp′(Ω), onde 1 ≤ p < +∞

e
1

p
+

1

p′
= 1. Então,

fg ∈ L1(Ω) e |fg|1 ≤ |f |p|g|p′ .

Demonstração: Ver [12].

Teorema A.3. (Desigualdade de Young) Para todo a, b ≥ 0, vale a desigualdade

ab ≤ 1

p
ap +

1

p′
bp
′

com 1 ≤ p ≤ ∞ e
1

p
+

1

p′
= 1.

Demonstração: Ver [50].

Teorema A.4. (Teorema da Convergência Dominada de Lesbegue) Seja (fn) uma sequência

de funções em L1(Ω). Suponhamos que:

(i) fn(x)→ f(x) q.t.p em Ω,

(ii) Existe uma função g ∈ L1(Ω) tal que |fn(x)| ≤ g(x) q.t.p em Ω, ∀ n ∈ N.

Então, f ∈ L1(Ω) e ∫
Ω

fndx→
∫
Ω

fdx.

Demonstração: Ver [12].

Teorema A.5. (Minty-Browder) Sejam E um espaço de Banach reflexivo e A : E → E∗

uma aplicação não-linear cont́ınua tal que

〈−Av1 − Av2, v1 − v2〉 > 0, ∀ v1, v2 ∈ E, v1 6= v2
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e

lim
‖v‖→+∞

〈Av, v〉
‖v‖

= +∞

Então, para todo f ∈ E∗, existe uma única solução u ∈ E da equação Au = f .

Demonstração: Ver [12].

Teorema A.6. (Desigualdade de Trudinger-Moser) Para cada u ∈ W 1,N
0 (Ω) e α > 0, tem-se

exp
(
αu

N
N−1

)
∈ L1(Ω)

e existe uma constante M > 0 tal que

sup
‖u‖
W

1,N
0 (Ω)

≤1

∫
Ω

exp
(
αu

N
N−1

)
dx ≤M ,

para cada α ≤ αN := Nw
1

N−1

N−1, onde wN−1 é a medida (N − 1) - dimensional da (N − 1)

esfera.

Demonstração: Ver [61, 77].

Teorema A.7. (Desigualdade de Hardy-Sobolev) Se u ∈ W 1,p
0 (Ω) com 1 < p ≤ N , então

u

Cdτ
∈ Lr(Ω), para

1

r
=

1

p
− 1− τ

N
, 0 ≤ τ ≤ 1 e

∣∣∣ u

Cdτ

∣∣∣
Lr(Ω)

≤ |∇u|Lp(Ω),

onde d(x) = dist(x, ∂Ω) e C é uma constante positiva que não depende de x.

Demonstração: Ver [47].

Teorema A.8. Seja X um espaço de Banach reflexivo. Se (xn) é uma sequência limitada

em X, então existem uma subsequência (xnj) ⊂ (xn) e x ∈ X tais que

xn ⇀ x em X.

Demonstração: Ver [12].
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Teorema A.9. Sejam (fn) uma sequência em Lp(Ω) e f ∈ Lp(Ω) tais que

fn → f em Lp(Ω).

Então, existem uma subsequência (fnk) e g ∈ Lp(Ω) tais que

(i) fnk(x)→ f(x) q.t.p em Ω,

(ii) |fnk(x)| ≤ g(x) q.t.p em Ω, ∀ n ∈ N.

Demonstração: Ver [12].

Teorema A.10. (Brezis-Lieb) Seja Ω um subconjunto aberto do RN e (fn) ⊂ Lp(Ω),

f ∈ Lp(Ω) com p > 1. Suponha que fn(x) → f(x) q.t.p. em Ω e que existe C > 0, tal

que ∫
Ω

|fn|pdx ≤ C, ∀ n ∈ N.

Então, ∫
Ω

fnϕdx→
∫
Ω

fϕdx, ∀ ϕ ∈ Lq(Ω),

onde,
1

p
+

1

q
= 1

Demonstração:. Ver [48].

Teorema A.11. (Prinćıpio Variacional de Ekeland) Seja V um espaço de Banach, F :

V → R ∪ ∞ uma função Gateaux diferenciável, semicont́ınua inferiormente e limitada

inferiormente, tal que

−∞ < inf F < +∞.

Então, para todo ε > 0, para todo u ∈ V tal que F (u) ≤ inf F + ε, para todo λ > 0, existe

v ∈ V tal que

F (v) ≤ F (u), ‖v − u‖ < λ e ‖F ′(v)‖∗ ≤
ε

λ
.

Demonstração: Ver [32].

Teorema A.12. (Teorema do Passo da Montanha - Ambrosetti-Rabinowitz) Sejam X um

Espaço de Banach e I ∈ C1(X,R) com I(0) = 0. Suponha que: existem α, ρ > 0 tais que
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(H1)

I(u) ≥ α > 0 para todo u ∈ X : ‖u‖ = ρ

e existe e ∈ X tal que ‖e‖ > ρ e

(H2)

I(e) < 0.

Seja

0 < c = inf
γ∈Γ

max
[0,1]

I(γ(t)),

onde

Γ = {γ ∈ C([0, 1], X) : γ(0) = 0, γ(1) = e}.

Se I satisfaz a condição (PS)c, então c é um valor cŕıtico de I, isto é existe u ∈ X tal

que

I(u) = c > 0 e I ′(u) = 0.

Demonstração: Ver [6].

Lema A.1. Sejam φ, ω > 0 duas funções quaisquer em C1
0(Ω). Se

∂φ

∂ν
> 0 em ∂Ω, onde ν é

a normal unitária interior em ∂Ω, então existe C > 0 tal que

φ(x)

ω(x)
≥ C > 0, para todo x ∈ Ω.

Demonstração: Ver [62, Lema 2.6].

Teorema A.13. Suponha que V é um espaço de Banach reflexivo com norma ‖ · ‖ e seja

M ⊂ V um subconjunto fracamente fechado em V . Suponha que E : M → R∪+∞ é coercivo

e fracamente (sequencialmente) semicont́ınuo inferiormente em M com respeito a V , isto é,

suponha que as seguintes condições são satisfeitas:

(1) E(u)→∞ quando ‖u‖ → ∞, u ∈M ,

(2) Para qualquer u ∈M , qualquer sequência (um) em M tal que um ⇀ u em V ocorre

E(u) ≤ lim inf
m→∞

E(um).
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Então, E é limitada inferiormente em M e atinge o seu ı́nfimo em M .

Demonstração: Ver [74, Teorema 1.2].
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Apêndice

B

APÊNDICE

Aqui, faremos uma exposição de resultados envolvendo o operador p&q-Laplaciano que

foram fortemente utilizados em todos os caṕıtulos do trabalho.

Proposição B.1. Seja a : R+ −→ R+ uma função de classe C1 tal que as condições (a1) e

(a2) são válidas. Se p < q então

Cq|x− y|q ≤ 〈a(|x|p)|x|p−2x− a(|y|p)|y|p−2y, x− y〉,

para todo x, y ∈ RN .

Demonstração: Ver [37, Lema 2.4].

O próximo lema demonstra algumas propriedades satisfeitas pelo operador Ti que nos

permite aplicar o Teorema de Minty-Browder.

Lema B.1. O operador Ti : X → X∗ definido por

〈Tiui, φ〉 =

∫
Ω

ai(|∇ui|pi) |∇ui|pi−2 ∇ui ∇φ dx

satisfaz as seguintes condições:

〈Tiui − Tivi, ui − vi〉 > 0, para todo ui, vi ∈ X com ui 6= vi

e

lim
‖ui‖→+∞

〈Tiui, ui〉
‖ui‖

= +∞.
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Demonstração: Ver [21, Lema 1].

Lema B.2. (Prinćıpio de Comparação Fraco para o operador p&q-Laplaciano) Se Ω é um

domı́nio limitado e se ui, vi ∈ X satisfazem−div(ai(|∇ui|pi)|∇ui|pi−2∇ui) ≤ −div(ai(|∇vi|pi)|∇vi|pi−2∇vi) em Ω,

ui ≤ vi sobre ∂Ω

Então, ui ≤ vi q.t.p em Ω.

Demonstração: Ver [21, Lema 2].

Lema B.3. Seja Ω ⊂ RN um domı́nio limitado com fronteira suave. Se u ∈ C1(Ω)∩W 1,q
0 (Ω)

e 
−div(a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u) ≥ 0 em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.

Então,
∂u

∂η
< 0, onde η é a normal unitária exterior em ∂Ω.

Demonstração. A demonstração é feita com argumentos similares aos usados em [68]

substituindo −∆pu por −div(a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u) e o Prinćıpio de Comparação Fraco para

o operador p-Laplaciano pelo prinćıpio de comparação fraco do Lema B.2. �
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