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Resumo

Neste trabalho, usamos algumas técnicas de Analise Funcional Nao-linear para estudar a
existéncia e multiplicidade de solugoes positivas para a seguinte classe de problemas do tipo
p&g-Laplaciano

(

—div(a(|Vul?)|[VulP~2Vu) = f(u) em Q,

u>0 em

u =0 sobre 0f),
\

onde 2 é um dominio limitado em RY, 2 < p < N. As hipéteses sobre a funcao a : Rt — R*
de classe C'! nos permitem estender nossos resultados para uma grande classe de problemas

e a funcao f satisfaz certas condigoes a serem descritas em cada capitulo.

Palavras-chave: p&g¢-Laplaciano, Problema singular, Método de Galerkin, Método de sub-

supersolucao.



Abstract

In this work we use some techniques of Nonlinear Functional Analysis to study the existence

and multiplicity of positive solutions for the following class of problems of p&g¢-Laplacian
type
.

—div(a(|Vu|P)|[Vu[P72Vu) = f(u) in ,

u >0 in €,

u=10 on 01,
\

where €2 is boundary domain in RY, 2 < p < N. The hypotheses on function a : R* — R*
of class C*! allow us to extend our results to a large class of problems and the function f

satisfies some conditions to be described in each chapter.

Key words: p&qg-Laplacian, Singular problem, Galerkin method, Sub-supersolution method.
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Introducao

Neste trabalho, estudaremos resultados de existéncia e multiplicidade de solugoes para a

seguinte classe de problemas elipticos

—div(a(|Vul?)|[Vu[P72Vu) = f(u) em Q, O
u =0 sobre 0f),

onde Q C RY ¢ um dominio limitado suave, 2 < p < N, a : Rt — R* é uma funcao de
classe C! e f uma funcao que apresenta um termo singular.

Devido a grande relevancia, o estudo de problemas envolvendo este operador mais geral,
nao-linear e nao-homogéneo, vem sendo abordado nos tltimos anos, conforme mencionamos
abaixo.

No final da década de 90, nos artigos [30] e [31], Do O mostrou resultados de existéncia
e multiplicidade de solugoes para o problema (|1)), sendo f com crescimento polinomial
subcritico e crescimento exponencial subcritico, respectivamente. Em Figueiredo [36], foi
usado uma abordagem variacional para o estudo de problemas considerando crescimento
critico na nao-linearidade. Em [23], Corréa, Corréa e Santos Junior mostram a existéncia e
multiplicidade de solugoes positivas, sendo f uma funcao continua mudando de sinal. Em
[22] e [21], Corréa, Corréa e Figueiredo mostram a existéncia de solugbes positivas para
um problema escalar e para um sistema, respectivamente, com f tendo a presenca de um
termo singular. Em [38], Figueiredo e Nascimento encontram solugbes positivas quando a
nao-linearidade da funcao f é descontinua.

O problema em RY foi estudado por Figueiredo [37] e por Alves e Figueiredo [4]. Em
[37], foi estudado um resultado de existéncia de solugbes para um problema com crescimento

critico. Em [4], foi provada a multiplicidade de solugoes para um problema com crescimento



subcritico via Teoria de Categoria.

Estes problemas, do tipo p&g-Laplaciano, envolvem uma classe bem mais geral de
operadores, em que tal generalidade é dada pela funcao a. Por exemplo, quando f é
uma funcao continua, a existéncia e a multiplicidade de solucoes para o caso particular
a(t) = 1+ 7" tém sido extensivamente investigadas nos ultimos anos, como vemos nos
trabalhos [111 5] 20, 54, 57, 58, [71], em dominio limitado, e [5 8, 18] 34], 45], [44] 53], 56, [55, [79],
em RV,

Os estudos sao justificados nao somente pelo grande interesse matematico, como também
porque a classe de problemas considerados tem uma vasta gama de aplicagoes em Fisica,
Quimica, Biologia e nas ciéncias afins, tais como Biofisica e Fisica Plasmatica. Por exemplo,
0 caso

—Ayu— Ayu = f(u) em €,
u =0 sobre 0f)

tem sua origem nas aplicagoes de um sistema geral de reacao-difusao da forma
up = div[D(u)Vu] + c(x, u), (2)

onde D(u) = (|[Vu[P~2 4 |Vu|?7%). Em tais aplicagoes, a funcao u descreve uma concentragao
no qual o primeiro termo do lado direito de corresponde a difusao com um coeficiente
D(u), enquanto que o segundo termo é a reagao que relaciona a fonte e os processos de perda.
Tipicamente, em aplica¢oes quimicas e bidlogicas, o termo de reagao ¢(z,u) é um polindomio
de u com coeficientes variaveis, veja [45], [53], [79)].

Como mencionado anteriormente, admitiremos que a funcao f do problema apresenta

um termo singular. Em um célebre artigo de 1976, Stuart [75] considerou o problema
L(u) = f(xz,u) em Q,u = ¢(x) sobre OS2,

onde © é um dominio limitado em R™, N > 2, L sendo um operador eliptico de segunda
ordem e f(x,p) — oo quando p — 0. Problemas deste tipo sdo chamados singulares e

surgem na teoria da condugao de calor em materiais eletricamente condutores. Sua relevancia



se deve, ainda, as varias aplicacoes em modelos fisicos, tais como fluidos nao-Newtonianos,
fluxo pseudoplastico de fluidos mecanicos, formacao de padroes bioldgicos e catalisadores
heterogéneos quimicos, veja [13], [14].

Em 1997, Crandall, Rabinowitz e Tartar [24] voltam a estudar essa classe de problemas,
no qual L é considerado um operador eliptico de segunda ordem linear que satisfaz um
principio de maximo. Na primeira parte, a existéncia de uma solugao classica é comprovada
por meio do método de sub-supersolucao. A segunda parte do artigo é dedicada a um estudo
detalhado das propriedades de continuidade de uma solucao para nao-linearidades especiais
independentes de z.

Mais recentemente, a versao com L = —A e f(z,u) = %+)\|Vu|p+a, ondeaw > 0,0 >0,
0<p<2 ¢=0, foi estudada em [41], B1]. O gradiente nesta equagao é chamado termo de
conveccao. A versdo sem o termo de convecgao foi estudada em [72]. Outros importantes
resultados podem ser vistos em [0, [10], 16, 17, 211, 25| B35 [43] 52, [65]. As versoes de sistema
foram estudadas em [I}, 22], 406, [60, [80].

No capitulo 1, denominado Existéncia de solucao positiva para uma classe de
problemas elipticos singulares e quasilineares com crescimento critico, trataremos

o seguinte problema

(

A
—div(a(|VulP)|VuP~2Vu) = " + f(u) em Q,

u >0 em (), (3)

u =0 sobre 0f,
\

onde 2 C RN é um dominio limitado suave com N >3,2<p < N, 3 € (0,p—1), A >0,
a:R* — R* é uma funcao de classe C' e f : R — R é uma funcao continua com crescimento

exponencial. Mais precisamente, as hipoteses sobre as fungoes a e f sao:

(a1) Existem constantes ki, ks, k3, ky > 0 tais que

Ft? + kot™ < a(tP)tP < kst? + kyt™ | para todo t > 0.



(ag) A funcdo

t > a(t?)tP~% é crescente.

(f1) Existe ap > 0 de modo que as condigoes de crescimento exponencial no infinito sao

dadas por:

lim f(t)

t
~—~ =0, paraa >ap e lim f(t)
7% exp <a|t|N—1>

— v~ = o0, para 0 < a < ap.
7% exp (a|t|ﬁ>

(f2) A condicao de crescimento na origem:

t—o+ tP—1

(f3) Existe v > N tal que
f(t) >t para todo t > 0.

O principal resultado deste capitulo é:

Teorema 0.1. Suponhamos que as condi¢oes (a1) — (az) e (f1) — (f3) sdo satisfeitas. Entdo,

existe \* > 0 tal que o problema (@ possui uma solugao fraca positiva para cada A € (0, \*).

Daremos alguns exemplos de fungoes a com o intuito de ilustrar o grau de generalidade

do tipo de problemas estudados aqui.

Exemplo 0.1. Considerando a(t) = t¥, a fungdo a satisfaz as hipdteses (a1) — (as) com

ki=k3=0eky=Fky=1. Logo, o Teorema|0.1| € valido para o operador
—ANU.

Exemplo 0.2. Considerando a(t) = 1 + t¥, a fungdo a satisfaz as hipdteses (a1) — (az)

com ki =ky =k =ky = 1. Logo, o Teorema € valido para o operador

—Ayu — Ayu.



Abaixo, apresentamos outros exemplos que também sao interessantes no ponto de vista

matematico.
_ 1 . . o
xemplo 0.3. Considerando a(t) = 1+ ————=, a funcao a satisfaz as hipoteses (a1)—(aq
E lo 0.3. Considerando a(t) = 1+ - fi tisf hipdteses (a1)—(as)
(1+t) 7
comky =1, ko =0, kg =2 e ky = 0. Logo, o Teorema[0.1] é vdlido para o operador
VulP=2V
~ div [ |Vur2ve + VY “ ).
(1+ |Vulp) »
Exemplo 0.4. Considerando a(t) =1+ £ + ———=, a funcao a satisfaz as hipdteses
(1+1¢)7

(a1) — (ag) com ky = ka = ks =1 e k3 =2. Logo, o Teorema ¢ vdlido para o operador

p—2

—Apu — Ayu — div (
(14 |Vulp) »

IVulP~2Vu )

Em [42], Giacomoni, Prashanth e Sreenadh estudaram um problema com N-Laplaciano
de modo que a nao-linearidade cresce como exp (%) no infinito e como tla na origem. Um
problema similar com o operador Laplaciano em R? foi estudado por Saoudi e Kratou em
[69]. Em [29], Dhanya, Prashanth, Sreenadh e Tiwari consideraram o caso singular com
crescimento critico e nao-linearidade descontinua. Os resultados de multiplicidade foram
considerados em [66]. A versao em RY com N-Laplaciano e crescimento exponencial critico
foi estudado em [7].

Diante disso, problemas elipticos do tipo N&p-Laplaciano com nao-linearidades em
dominios limitados ou em RY tém recebido bastante atencio por muitos autores. Nesta
direcao, o problema foi motivado pelo estudo feito por Araijo e Montenegro [26] para o

caso N = 2, no qual provam a existéncia de solugoes para o problema

;

—Av = v+ f(v) em €,

v>0em €, (4)

v =10 sobre 0f),

onde  C R? é um dominio limitado, ¢ € (0,1), A > 0 é um parametro e f : [0,00) = R



¢ uma funcgao continua com crescimento exponencial. Os autores resolveram o problema
combinando uma abordagem nao-variacional com a desigualdade de Trudinger-Moser.

A nossa ideia no presente capitulo é aplicar os mesmos argumentos para um classe
de problemas singulares envolvendo um operador do tipo p&g-Laplaciano com crescimento
critico, tendo como ingrediente essencial o Principio de Comparagao Fraco demonstrado em
[21]. Para isto, é necessario o estudo de um problema auxiliar a fim de provarmos, com o
auxilio do método de Galerkin, a existéncia de uma solucao aproximada e, posteriormente,
utilizar esta solu¢ao obtida para demonstrarmos o Teorema [0.1}

Abaixo, listamos o que acreditamos ser as principais contribuicoes deste capitulo:

1) Em [22] e [2I] foram estudados um problema singular e um sistema singular,
respectivamente, com este operador geral, mas as nao-linearidades possuem crescimento

polinomial e aqui consideramos crescimento exponencial.

2) Em [29], [42], [69] e [70] foram estudados o caso singular com a nao-linearidade com
crescimento exponencial. No entanto, estudaremos aqui problemas com um operador

mais geral, o que traz algumas dificuldades técnicas.

3) Até o presente momento, ao menos em nosso conhecimento, nao existe na literatura o
uso do método de Garlekin para mostrar a existéncia de solugoes para esta classe de

problemas tendo a presenca de um termo singular.

O Capitulo 2, intitulado Existéncia de solugao positiva para um sistema singular
com crescimento critico, complementa o estudo feito no Capitulo 1, provando a existéncia

de solucoes positivas para a seguinte classe de sistema singular

—div(ay (|VulP*) |VulPr—2 Vu) = At fi(u) em Q,
A
—div(ay(|Vo[2) [Vol2=2 Vo) = 22 + fo(v) em Q,
u (5)

u,v >0 em (2,

| u=v =0 sobre 09,

onde  C RV ¢ um dominio limitado suave com N > 3. Para i = 1,2, temos 2 < p; < N,



0<B; <pi—1, N >0, a; sao funcoes de classe C* e f; sao funcoes continuas com crescimento
exponencial.

As hip6teses sobre as fungoes a; : R™ — R™ e f; : R — R sao as seguintes:

(A;) Existem constantes ki, ks, k3, ky > 0 tais que

EytPi 4 kot < a(tPi) P < kst + kyt™ | para todo t > 0.

(As) A fungao

t > a;(tP)tP 2 é crescente.

(F1) Existe ap > 0 tal que

lim filt)

i(t
—————~~ =0,paraa>qa e lim fil?)
7% exp <a|t|m>

—F v~ = o0, para 0 < a < ap.
7% exp <a|t|ﬁ>

(Fy) As fungoes f; verificam o limite

im 20
t—0+ tPi—L

(F3) Existe ; > N tal que
fi(t) >t~ para todo t > 0.

O resultado central obtido neste capitulo é o seguinte:

Teorema 0.2. Suponhamos que para i@ = 1,2, a; satisfazem (A1) — (A2) e as fungoes f;
satisfazem (Fy) — (F3). Entao, existe \* > 0 tal que o problema (?]) possui uma solugdo fraca

positiva para cada \; € (0, \*).

Em [I], os autores estudaram um sistema Hamiltoniano singular para mostrar a existéncia
de solugdo usando método de Galerkin. Em [2], Alves e Corréa estudaram um sistema
(p, q) com termos singulares com crescimento exponencial, mostrando a existéncia de solugao

usando um teorema devido a Rabinowitz e uma desigualdade do tipo Hardy-Sobolev. Estes



artigos motivaram os resultados em [21], no qual é possivel investigar a existéncia de solucao
para um classe de sistemas envolvendo o operador mais geral —div(a(|VulP) |VulP~2 Vu).

Levando em consideracao os trabalhos citados acima, o presente capitulo se baseia também
nos estudos feitos em [27] na qual a nao-linearidade da fungao admite crescimento exponencial
critico e no Principio de Comparagao Fraco obtido em [22]. Os passos para a demonstracao
do Teorema (0.2 seguem o mesmo raciocinio da prova do Teorema no Capitulo 1 e o
resultado ressalta as contribuicoes ja enumeradas anteriormente para o caso escalar.

No Capitulo 3, denominado Existéncia e multiplicidade de solugoes positivas
para um problema singular p&g¢-Laplaciano via método de sub-supersolucgao,
estudaremos a existéncia e a multiplicidade de solugoes para a seguinte classe de problemas
singulares

;

—div(a(|Vu|P)|[Vu[P72Vu) = h(z)u(z)™ + f(x,u) em Q,

u >0 em €, (6)

u = 0 sobre 0€2,
\

onde © é um dominio limitado suave em RV, N > 3,2 < p < N, a : Rt — R* é uma
funcao de classe C', 1 # v > 0 é um parametro real fixado, h > 0 é uma funcao mensurével
nao-trivial, e f é uma funcao Carathéodory sobre €2 x [0, 00).

As hipéteses sobre as fungoes a e f sao as seguintes:
(h) Existe 0 < ¢y € CL(Q) tal que he," € L>®(Q).

1
(f1) Existe 0 <6 < ) tal que

—h(x) < f(z,t) <0 q.t.p em 2, para todo 0 < ¢ < 6.

(a1) Existem constantes ki, ko, k3, ks > 0e 1 <p < g < N tais que

kit? + kot? < a(tP)t? < kst? + k4t?, para todo t > 0.

(az) A funcao

t — A(t?) é estritamente convexa,



onde A(t) = /Ota(s) ds.

(a3) A funcao

t — a(t?)t?~? é crescente.

(ay) Existem constantes p e 6 tais que 0 € (q,q*) e

1
—a(t)t < A(t), para todo t > 0,
1

q 0
coml < -=<pu<-—.
p p

N
(f2) Existeq<r<q*:ﬁ(q*:ooseQZN) tal que
—4q

f(z,t) < h(@)# '+ 1) q.t.p em Q, para todo t > 0.

(f3) Existe to > 0 tal que
0 <OF(x,t) <tf(x,t), qt.p em Q, para todo t > tg,

onde 6 é a constante que aparece em (ay).
Os principais resultados deste capitulo sao enunciados a seguir:

Teorema 0.3. Assuma que as condigoes (h), (f1) e (a1) — (a2) sdao vdlidas. Se ||h|lo €

suficientemente pequena, entao o problema (@ possui uma solugao fraca positiva.

Teorema 0.4. Assuma que as condig¢oes (h), (f1) — (f3) e (a1) — (a4) sao vdlidas. Se ||h]|

¢ suficientemente pequena, entdao o problema (@ possui duas solugoes fracas positivas.

Consideremos o problema semilinear dado por

(
—Au =m(z,u) em Q,

Ju>0em (7)

u € H}(Q).
\

9



O método cléssico de sub-supersolugio afirma que se vy, vy € H}(Q) for um par de sub-
supersolugao com vy (x) < vo(z) q.t.p em Q, entdo existe uma solugao v € HJ(2) tal que
v1(z) < wv(x) < ve(z) q.t.p em .

Em geral, um candidato para subsolucao do problema é dado por vy = €@y, onde
¢1 é uma autofungao associada a A;, o primeiro autovalor do operador (—A, Hj(£2)). Um

candidato para supersolucao, em geral, é a Unica solugao positiva do problema

(

—Au = M em (Q,

u >0 em €,

u e HYQ).

Os tamanhos de € e da constante M, combinados com o Principio de Comparagao para
o operador (—A, H}(Q)), nos permitem mostrar que a sub-supersolugao sao ordenadas. Se o
operador é nao-linear e nao-homogeéneo, em geral nés nao temos autovalores e autofungoes.
No entanto, mostraremos neste capitulo que o método de sub-supersolucao ainda pode ser
aplicado.

O termo singular no problema @ apresenta dificuldades que o torna muito atrativo. Por
nao ser possivel citar todos aqui, faremos uma revisao bibliografica em ordem cronolégica de
artigos com termo singular e método de sub-supersolucao.

Em [19,64], os autores estudaram o problema @ com o operador p-Laplaciano aplicando
técnicas de truncamento adequadas. O caso com o operador p-Laplaciano sem a condigao
de Ambrosetti-Rabinowitz foi estudado em [51]. O caso com o operador p-Laplaciano e a
nao-linearidade concava e convexa foi considerado em [39]. Em [63], os autores estudaram o
caso com o operador Laplaciano e o termo singular aparecendo no lado esquerdo. Em [33], foi
estudado o caso com o operador Laplaciano e uma nao-linearidade dependendo do gradiente.
O caso com operador Laplaciano e crescimento supercritico foi estudado em [78].

A motivacao deste capitulo surge com os resultados de Perera e Silva em [64], no qual
combinam argumentos de pertubacao e métodos variacionais para estabelecer a existéncia
e multiplicidade de solugoes positivas para uma classe de problemas singulares envolvendo

o operador p-Laplaciano. Para a obtencao da sub-supersolucao, os autores utilizam uma
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técnica de truncamento e o Principio de Comparacao para o operador e, posteriormente,
determinam duas solugoes ordenadas para o problema analisado.

Desta forma, a nossa inspiragao neste capitulo é investigar a existéncia e multiplicidade de
solucoes para uma classe de problemas singulares com um operador do tipo p&g-Laplaciano
utilizando os argumentos vistos em [64] em vez do método cléssico de sub-supersolugao.

A fim de ilustrar o grau de generalidade do tipo de problemas aqui estudados,
apresentamos alguns exemplos de fungao a que sao interessantes no ponto de vista matematico

e tem uma ampla gama de aplicacoes em fisica e ciéncias relacionadas.
Exemplo 0.5. Se a = 1, nosso operador é o p-Laplaciano. Entao, o problema @ se torna
—Apu = h(z)u"+ f(z,u) em
u = 0 sobre 0f),
comq=mp, ki=k3=1eky=ky=0.
Exemplo 0.6. Se a(t) =1+t'7 , obtemos
—Apju—Au = h(zx)u™"+ f(zr,u) em
u = 0 sobre 0f),
comk1:k2:k3:k4:1.

Exemplo 0.7. Tomando a(t) = 1 + —L—, temos
(14t) P

—div(|Vu|p‘2Vu+%) = h@)u "+ flz,u) em 9,

u = 0 sobre 0f),

comq=mp, ki =1 k3=2eky=ky=0.

Exemplo 0.8. Se consideramos a(t) =1 + t + L, obtemos

(14t) »

—Ayu— Agju — div(‘vq"p—%) = h(x)u™"+ f(zr,u) em
(A+|Vulp) 7

u = 0 sobre 0f),
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onde k1 = ko =ks=1¢e k3 = 2.

Abaixo, descreveremos o que acreditamos ser as novidades no estudo do problema @:

1)

Consideramos uma grande classe de operadores quasilineares que inclui, mas nao
se restringe ao operador p-Laplaciano. Em geral, esse operador nao é linear nem

homogéneo, o que nos traz dificuldades técnicas.

Como trabalhamos com um operador geral, algumas estimativas sao mais refinadas.

Veremos isso nas demonstragoes dos teoremas.

Ao contrario dos trabalhos mencionados, nenhum truncamento foi necessario neste

capitulo. Além disso, nao usamos parametro como foi usado no artigo motivador.

Os resultados deste capitulo sao validos para uma fungao geral f. Note que f pode ser

negativa perto da origem.

Ao menos em nosso conhecimento, nao existem trabalhos investigando solucao para

esta classe de problemas com termo singular, aplicando o método de sub-supersolugao.

O capitulo 4, intitulado Existéncia e multiplicidade de solugoes positivas para

um sistema singular via método de sub-supersolucao e Teorema do Passo da

Montanha, investiga a questao da existéncia e multiplicidade de solucoes positivas para a

seguinte classe de sistema singular

(

—div(a; (|VulP")|Vul|Pr=2Vu) = hy(x)u™" + F,(z,u,v) em Q,
—div(as(|VulP?)|Vu|P2=2Vu) = hy(z)u™? + F,(z,u,v) em €,

u,v >0 em (2,

(u=v= 0 sobre 012,

onde Q C RY ¢ um dominio limitado com fronteira suave, N > 3, 2 < p;,p» < N. Para

i=1,2, a; : R* = R" é uma funcao de classe C', 1 # v; > 0 é uma constante fixada, e

h; > 0 é uma fungao mensuravel nao-trivial. Mais precisamente, suponhamos que as fungoes

h; e a; satisfazem as seguintes hipdteses:
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(H) Existem 0 < ¢ € CL(Q) tal que hip, " € L>=(9).

(A;) Existem constantes ky, ko, k3, ky > 0e 1 < p; < ¢ < N tais que

kytPt 4 kot? < a;(tP)tP" < kstP* + kgt para todo ¢t > 0.

(A2) A fungao

t — A; (") é estritamente convexa,

onde A;(t) = /O t a;(s)ds.

(A3) A fungao

t — a;(tP)P2 é crescente.

1 1 1 1
(A4) Existem constantes p;, — < 0; < — e — < 0, < — tais que

aq q1 4> q2
1
—a;(t)t < A;(t), para todo t > 0,
Hi
1 Q2 1
com 1l < — <y < el< =<y < —.
b1 01 D2 0:p2

A seguir, os principais resultados deste capitulo:

Teorema 0.5. Suponha que (H), (F1) e (A1) — (As) sdo satisfeitas. Entdo, o sistema (8)

possui uma solugao fraca positiva se ||h;||« € pequena, para i =1,2.

Teorema 0.6. Suponha que (H), (F1)— (F3) e (A1) — (A4) sdo satisfeitas. Entao, o sistema

(8) possui duas soluces fracas positivas se ||h;||oo € pequena, para i =1,2.

O sistema com o operador Laplaciano, em ambas as equagoes, foi estudado em [40],
em que foram investigadas as questoes de existéncia, nao-existéncia e unicidade de solugoes.
Os resultados em [41] foram complementados em [80]. O operador geral abordado neste
capitulo foi estudado em [2I] usando solugoes continuas nao limitadas. O caso com operador
Laplaciano envolvendo pesos foi estudado em [28] e [59).

O presente capitulo complementa o estudo do Capitulo 3 e os resultados dos autores

citados acima porque trabalhamos com um sistema geral com singularidade, além de
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considerarmos o método de sub-supersolucao para um sistema que envolve um operador
nao-linear e nao-homogéneo.

Encerraremos esta tese com dois apéndices, com o intuito de enunciar alguns resultados
importantes e necessarios para a compreensao dos capitulos, juntamente com suas referéncias
para consulta das demonstracoes.

Para uma maior clareza e organizagao deste trabalho, os problemas e os enunciados dos

resultados relacionados serao repetidos em seus respectivos capitulos.
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Notacoes

[ : fim de uma demonstracao,
—: convergéncia forte,

—: convergeéncia fraca,

| la =1+ 2o

|A] é a medida de Lebesgue de um conjunto A,

/ f denota / f(x

. par de dualidade.
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Capitulo

1

Existencia de solucao positiva para uma
classe de problemas elipticos singulares e

quasilineares com crescimento critico

1.1 Introducao

Neste capitulo, investigamos a existéncia de solugao positiva para uma classe de problemas

singulares dada por

(

—div(a(|VulP)|VuP~2Vu) = U—Aﬁ + f(u) em €,

u >0 em (2, (1.1)

u =0 sobre 012,
\

onde  C RY é um dominio limitado suave com N >3,2<p< N,0<f<p—1,A>0¢
um parametro, a : R* — R* é uma funcao de classe C* e f : R — R é uma funcio continua
com crescimento exponencial.

Para obter uma solugao do problema , utilizamos o método de Galerkin em conjunto
com o seguinte resultado, que é uma variagao do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, cuja

demonstragao pode ser encontrada em [73] e [49, Teorema 5.2.5].

Lema 1.1. Seja G : R — RY uma fungdo continua tal que (G(€),£) > 0, para cada & € R?

com €| = r, para algum r > 0. Entdo, existe zy € B,(0) tal que G(z) = 0.
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As hipéteses sobre a funcao a : Rt — R* de classe C! sdo as seguintes:

(a1) Existem constantes ki, ks, ks, ky > 0 tais que

Fit? + kot™ < a(tP)tP < kst? + kyt™ | para todo t > 0.

(ag) A funcao

t — a(tP)tP~% é crescente.

A funcao continua f : R — R satisfaz as seguintes propriedades:

(f1) Existe ap > 0 de modo que as condic¢oes de crescimento exponencial no infinito séo

dadas por:

=0, para o > qap e lim 1)

g
& 5 exp (alt) 57

t—00 e =00, para 0 < a < ap.
exp <a|t]N )

(f2) A condicao de crescimento na origem:

1) _

t0+ tp—1

(f3) Existe v > N tal que
f(t) >t para todo t > 0.

Note que, de (f1) - (f3), para todo § > 0 e para todo a > «y, existe Cs > 0 tal que
@) < 8t + Coltl? exp (alt] 7). (1.2)

para todo ¢ > 0. Em particular, ao longo deste capitulo, usamos ¢ > N. Além disso, vale
ressaltar que, a fim de encontrar solugdes positivas, suponhamos que f(¢) = 0, para todo

t <0.

A seguir, enunciamos o principal resultado deste capitulo:
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Teorema 1.1. Suponhamos que as condigoes (ay) — (az2) e (f1) — (f3) sdo satisfeitas. Entao,

existe \* > 0 tal que o problema possui uma solugdo fraca positiva para cada A € (0, \*).

Vale a pena recomendar a leitura dos apéndices no intuito de recordar defini¢oes, lemas,

proposicoes e teoremas necessarios as demonstragoes do nosso resultado.

. 1.N .
No que segue, consideramos o espago de Sobolev W™ (2) munido com a norma

|luli N = </|Vu|Nda:> .

Q

Definicao 1.1. Dizemos que u € WOI’N(Q) € uma solucao fraca positiva do problema

seu >0 em Q e satisfaz

/a(\VUP’) IVulP2VuVe dx — )\/%qﬁ dx — /f(u)qS dr =0,

Q

para todo ¢ € W™ (Q).

Em virtude da hipétese (ay), o operador T : Wy (©) — (W, (Q)) dado por
(Tu, p) = /a(|Vu|p) |VulP~2 Vu V¢ dx
Q

estd bem definido. O Lema [B.1] veja o Apéndice B, mostra que o operador T' é continuo,
monotono e coercivo. Estas propriedades sao necessarias para aplicarmos o Teorema de
Minty-Browder, resultado importante a fim de determinar a existéncia de uma tnica solucao

u e Wy (Q) satisfazendo

—div(a(|Vu|P)|[Vu[P~2Vu) = f em Q,

u = 0 sobre 0f2,
onde f € (WyN(Q)).
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Este capitulo estd organizado como segue: na Secao 1.2, estudamos a existéncia de solugao
para um problema auxiliar via método de Galerkin e na Se¢ao 1.3, usamos uma desigualdade

do tipo Hardy-Sobolev para a demonstracao do Teorema 1.1}

1.2 Um problema auxiliar

Para estabelecer a existéncia de solu¢do positiva para o problema (1.1]), inicialmente
mostramos via método de Galerkin, para cada 0 < £ < 1, a existéncia de uma solugao para

o seguinte problema auxiliar

4 ‘ - A
—d1v(a(|Vu\p)]Vu|p QV'U,) = m

u>0em €, (1.3)

+ f(u) em €,

v = 0 sobre 02,

onde as fungoes a e f satisfazem as hipéteses do Teorema [1.1]

O resultado desta secao é o seguinte:

Lema 1.2. Para cada 0 < ¢ < 1 fizado, existe \* > 0 tal que o problema POSSUL UMa

solugao fraca positiva para cada X € (0, \*).

Demonstragao. Seja B = {e1,es,...,€p,...} uma base de Schauder de W, (Q). Para

cada m € N, definimos

Wm = [61,62, ey em]
como sendo o espago de dimensao finita gerado pelo conjunto {ej, e, ..., e, }. Notemos que
os espagos (Wi, || - |lm) e (R™,] - |s) sdo isometricamente isomorfos, através da aplicacdo
natural
S W, — R™
dada por

UZZ§j€j = S(u) =& = (&,62,- -, &m),

J=1
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onde 1

Ele="1&l e ||u||m=< / |Vu|mdm) wE W,
=1 0

E ainda,
iz = f oo = | (Z%) o= [ S 6" Vey [
Q q J=1
= Solel [1velrar = S leimlelin = g = el
Jj=1 Q J=1 j=1
Assim,

[l = 1€]s = [S(u)]s. (1.4)

Considere, para cada m € IN, a aplicacao G : R"™ — R™ dada por

G(é) = G(£17€27 cee >£m) = (G1<£)7G2<£)5 s 7Gm(§))7
onde 5 = (517527 s a€m> € Rma

G;(&) = /a(|Vu]p)\Vu\p2VuVej dx — )\/—

Q Q Q

m
eu= Zéjej € W,,. Portanto,

J=1

(G(9),6)=>_ G50
"X
— /a(|Vu|p)]Vu’P2VuV <Z§jej> dx— )\/ EBE <Z§jej> dx

Q

- [ (i@q) da

Q

_ /a(|Vu|p)]Vu|pdac— /| - a:—/f Ju da. (1.5)

Q

JalIvap) Va2V (€e;) do - /(|u|§ija) 5 do = [ (gjej)dx]
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Usando ([1.2]) e imersao de Sobolev, existem constantes positivas C. e C' tais que

jul +¢)?

u u
/(— dr < /L—[J de < C.||lullin (1.6)

Q

/f(u)u dx < 6C||ul]f , + 05/|u|q exp (a|u|%> dr. (1.7)
Q

Q

Agora, por (ay), temos

/a(|Vu|p)|Vu|pdx > ky /|Vu|pdx ko /|Vu|Ndx = Eallul?, + Rl Y. (18)

Q Q Q

Segue de (T5)-(I8) que

(616).€) 2 kallll¥x + (ks = SO ullt, = AClully = Cs [ ul”exp (alul 7).
Q

Tomando 6 > 0 suficientemente pequeno de modo que (k; — dC) > 0, obtemos

(ky — 6C)|[u]l?,, > 0. Entio,

(616).€) = kaljul ¥~ ACulully — Cs [lulexp (alul¥7) do. (19)
Q

1 1
Usando a desigualdade de Holder com s, s’ > 1 tais que — + — = 1, temos
s s

1

(/exp (as|u|%> dx) .

Q

C’g/|u|qexp <oz|u|%> dx < Cs </|u|q3/dx>
Q Q

Desde que ¢ > N e s’ > 1, por imersao de Sobolev, existe C > 0 tal que

1
s

Cs /|u|qexp (a|u|%) dr < 056’||u||[f’N (/exp (as|u|%> dm) . (1.10)
Q

Q
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Entao, decorre de (1.9)) e (1.10) que
~ N )
(G(6).€) > kallullYy — ACullull e — CoClull] ( Jexo (aslul ) dx)
Q
Assumindo que ||ul|; y = 7, para algum r > 0 a ser escolhido posteriormente, temos

N N
/exp <as|u|%> dx /exp (as||u| {V? (%) ) dx

Q Q

N
N1
/exp aerN—l( [l ) dx
[[ll1,n

Q

e a fim de aplicar a desigualdade de Trudinger-Moser, veja o Teorema no Apéndice A,

impomos
N—-1
1

< <Oé_N) N ’
as
onde ay := Nwy_} e wy_; é a medida (N — 1)-dimensional da (N — 1) esfera.

Portanto, existe uma constante M > 0 tal que

sup exp | asr¥—1 [ ——— de < M
lull, <1 [[wll, v

e assim,

(G(£),€) > karN — ACor — C5C M1,
Agora, escolhemos r de modo que

kQTN

korV — CgéMl/srq >

em outras palavras,
1

()
’I"S — =7 .
QO(SOM?
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1

N-1 k q—N
Assim, considerando r = min <a—N> M (%) , obtemos
as 2CsC M5

/ . . ]{727’N
Além disso, definindo p =

— AC.r, escolhemos \* > 0 tal que p > 0 para A < \*.

Portanto, escolhendo
kor N—1

A=
4C.

concluimos que
(G(£),&) >0, paratodo 0 < A<\, £€R™e [{ls=r.

Em virtude do Lema [1.1| para cada m € N, existe y € R™ com |y|, < r < 1 tal que
G(y) = 0. Assim, por ([1.4)), existe u,, € W,, satisfazendo

|t |l1,v <7 <1, para cada m € NN, (1.11)
de modo que
1
/a(|Vum|P)|Vum|P—2VumVej dx = /\/Wej dx + /f(um)ej dz | (1.12)
Q Q Q

paraj =1,2,...,m
Multiplicando ambos os membros da equagao (1.12)) por um escalar qualquer o;, para

cada 7 =1,2,...,m, e somando-as, obtemos

/ a(| Vi [P) [Vt [P 2V u,, Vo dx = /

Q

o ’1—{_ ﬂ¢ d:p+/f U )@ d, (1.13)

para todo ¢ € W,,, o que mostra que u,, € W,, é uma solugao fraca aproximada para o

problema (|1.3)).

Desde que 7 independe de m e W,, € Wy (Q), para todo m € N, entdo (u,,) é uma

sequéncia limitada em W, (Q). Assim, a menos de subsequéncia, existe u € W™ () tal
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que
(

U, — 1 em Wy (),
Uy — u em L(Q), > 1,

Um () = u(x) q.t.p em Q,

| [un(2)] < g(2) € L7(Q), q.t.p em Q, 0 > 1.

Fixe k € IN e considere m > k, entao W, C W,,, e

/ |Vt ) [Vt P2V, Vb dar = A /

Q

para todo ¢ € W.
Desde que ¢y, € C3°(£2), notemos que

P

1 1

e usando ([1.14)), temos

O o
(um(@)+2)7  (u(e)]+e)

5 q.t.p em €.

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

dr —
/(|um]+&? o /|u|—|—£

Q

Da continuidade de f, segue de (|1.14) que

fum(@) b, — f(u(z))ér q.t.p em Q.

Além disso, usando (|1.2), temos

1t (@) n] < 3l ()P {64] + Coluim (@)~ ex0 (altm ()] 77 ) 6.
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Agora, é necessario provar que a fungao h : R — R definida por
() = Bl (@) 0] + Caltn ()7 exp (it ()| 757 )

satisfaz

|f (um(2))x| < hlum(@)) € LH(Q). (1.18)

Para isto, ¢ suficiente mostrar que h(u,,(z)) é convergente em L'(€2). De fato, desde que

2<p<Nedg,cCP(Q), usamos (1.14) para obter

[t ()P |5 = [u(@) " de| .t em Q

[t (@) P~ Gx]| = [ ()P~ |0] < g(2)"~ k| € LH(Q).

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos
[y (1.19)
Q Q

Além disso, resulta também de (1.14]) que

|t ()7 exp (oz|um(a:)|%> — Ju(z)]7 exp (oz|u(x)|m> q.t.p em . (1.20)

1
Considerando s, s’ > 1 tais que — + — = 1, usamos (|1.14)) e o fato que ¢ > N para obter
s s

U |77 — ul7 em L¥(Q).

E ainda, por (1.11)), obtemos

/exp <as|um(m)|%> dr = /
/

IN




e aplicando a desigualdade de Trudinger-Moser novamente, existe uma constante M > 0 tal

/exp <as|um(x)|%) dr < Q/exp (aN (%) NNl) dz < M.

Q

que

Assim, pela desigualdade de Holder,

L

/!um(x)|q1 exp <a\um(x)|%) der < </|um(x)|(ql)sldx> SI (/exp (Ozs\um(xﬂ%) dx) ;

[

Q Q
1

Ms =M. (1.21)

q
[tml ()

Agora, resulta de ((1.20)), (1.21)) e do Teorema de Brezis-Lieb que
e ) e ).

Desde que ¢, € C5°(Q), obtemos

[t eso (alun¥57) fonlde = [lufrexp (alul ) forlde. (122
Q

Q

Portanto, segue de ([1.19) e (1.22) que

[untands =6 [lute)odds + s [l exp (alu() ) s,

Q

0 que prova a afirmacao ((1.18)).
Finalmente, invocamos ([1.17]), (1.18) e o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

para concluir

/ Flun)bn dz — / Fu)ép da. (1.23)

Q

O préximo passo é mostrar que

Q

/ a (V) VP2V, Vér dv — / a (|VulP) [VulP2VuV ey dr. (1.24)
Q

Para este fim, usamos (as) e a Proposicao , veja o Apéndice B, para obter a
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desigualdade abaixo
Cn |Vt — Vul < A{a(|Vun|P) |Vt P2V, — a(|Vul?P)|VulP2Vu, Vu, — Vu),

o\ N2
onde Cy = (f) > 0.

Assim, desde que u,, € VVO1 N(Q) ¢ uma solucao do problema auxiliar 1D temos

0 < Cn|tm— ull1n S/a (IVum|P) |V, |Pdx —/a(|Vum|p) V[PV, Vu dz + 0, (1)

Q Q

:)\Q/Wd:c—i-/fumumd:c Aﬂ/(|“m‘+5 /fumudx—on(l)

onde

on(1l) = /a (|Vul?) [Vu|Pdx — /a(\VuP”) |VulP~*Vu,, Vu dz.

Q Q
Logo, ||tum — ulj1,x = 0,(1), 0 que implica em
Uy, — 1 em Wy ().

Sabendo que a funcio E : Wy (Q) — R definida por

B(w) = [a(Val?) [VuP 2 VuTuds , vu e W3(@)

Q

¢ continua, obtemos a convergéncia ((1.24)).

Fazendo m — oo em (|1.15]), usamos (1.16)), (1.23) e (1.24) para concluir

/a(|Vu|p)|Vu|p_2Vqub;C dx = )\/

Q

) gbk d:v—f—/f oy dx, (1.25)

para todo ¢ € Wi.
Sendo [Wi]ren denso em I/VO1 ’N(Q), temos, por linearidade, que dado ¢ € I/VO1 ’N(Q), existe

uma sequéncia (¢y) tal que

Or — ¢ em WOI’N(Q) quando k — oo.
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Entao,

/ o([VulP) Va2 VuV ey dr — / o(|ValP)|VuP2VuVe de, (1.26)
O, ¢
Q/—(M - €>de — Q/—(|U| " g)ﬂdx (1.27)
(&
/f(u)gbk dr — /f(u)(b dx. (1.28)

Q

Q
Finalmente, desde que ¢ € VVO1 ’N(Q) é arbitrario, segue de ‘D{} que

/a(|Vu|p)|Vu|p_2Vqub dzx = /\/mqﬁ dzr + /f(u)gb dz, (1.29)

Q

para todo ¢ € Wol’N(Q), 0 que mostra que u € WOI’N(Q) é uma solucao fraca positiva do

problema ((1.3)). O

1.3  Demonstracao do Teorema (1.1

Para cada n € IN, sejam € = — e w1 = u,, onde u, ¢ uma solucao do problema auxiliar

S|

S|=

—div(a(|Vun|P)|Vu,|P2Vu,) = m + f(u,) em £,

U, > 0 em (2,

| Un = 0 sobre 0€2,

obtida pelo Lema 1.2}
Note que, de (f3), obtemos

(

—div(a(|Vu,|P)|Vu, [P~*Vu,) >

- v—1
= (un £ 17 + || em ,

U, > 0 em €,

u, = 0 sobre 0f)

\
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e como a funcao t — m + t771 ¢é continua e coerciva, para todo t > 0, a mesma é

limitada inferiormente e atinge um minimo positivo z. Entao,
—div (a(|Vun|")|[Vu, [P *Vu,) > 2 em Q.

Em virtude do Teorema de Minty-Browder, usamos a tnica solucao positiva do problema

;

—div (a(|Vu[P)|[Vu[P2Vv) =2 > 0 em €,

v>0em €, (1.30)

v = 0 sobre 0f)
\

para obter

—div (a(|Vu,|[P)|Vu, [P~2Vu,) > —div (a(|Vo|P)|[Vu[P72Vv) em ©Q,

u = v sobre 0f).

Aplicando o Principio de Comparacao Fraco para o operador p&g-Laplaciano, veja o Lema

no Apéndice B, concluimos que
up(x) > v(x) >0em Q, Vne NN, (1.31)

o que implica em u,(x) - 0, para cada = € Q.

Agora, de ((1.14)), temos
Up — Uy em Wy (), quando m — +o0
e decorre de (1.11]) que
lunllin < lrlnrgfg |luml1y <r <1, para todo n € IN.

Portanto, r independe de n, o que mostra que (u,) é uma sequéncia limitada em VVO1 M(Q).

. 1,N . . A .
Assim, desde que W, (2) é um espago de Banach reflexivo, a menos de subsequéncia, existe
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ue Wy (Q) tal que

)
U, — u em Wy (Q),

u, —uem L°(Q), 0 > 1,

(1.32)
Up(z) = u(z) q.t.p em £,
| [un(@)] < g(x) € L(Q), q.t.p em ©, 0 > 1.
Recordemos de ((1.29) que
1
/a(]Vun\p)|Vun]p_2VunV¢ d:z::)\/—lgb dx+ [f(u,)¢ dx | (1.33)
(lun] + )7

Q Q Q

para todo ¢ € Wy ().
Sendo f uma fungao continua, por ((1.32)), temos

f(un(z))¢ = f(u(z))¢ q.t.pem Q.
Fazendo os mesmos cédlculos em ([1.18)), obtemos que a fungao h : R — R definida por
A(ttn(2)) = 8l (@) " |68] + Colun (@)~ exp (@lun(@)| ¥7) I

satisfaz

|f (un(2)) x| < hun()) € LN(Q).

Entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, concluimos que

/f(un)qb dx — /f(u)gb dz, Yo € Wy (Q). (1.34)

Q

Agora, usando o mesmo raciocinio em ([1.24]), temos

/ (VP VP2V 0 Vb d — / o(|Vul") | Vu2VuVe dz, (1.35)
Q

Q
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para todo ¢ € Wy ().
Note que, de (1.32)) novamente, obtemos

¢ — ¢ 5 q.t.p em €.

(un () + %)ﬁ u(x)

E ainda, em vista de (1.30) e (a;), podemos argumentar como em [45] para obter
v € C*(Q). Consequentemente, usando (1.30) e o Lema veja o Apendice B, temos

@ < 0 em 0f).
on

Entao, para cada x € €2, segue de ((1.31)) e do Lema , veja o Apéndice A, que
up(x) > v(x) > Cd(z) > 0,

onde d(x) = dist(z, 0f2) e C' é uma constante positiva que nao depende de z.

Agora, desde que ¢ € C§°(£2) e § € (0,p—1), invocamos a desigualdade de Hardy-Sobolev,
veja o Teorema [A. 7 no Apéndice A, para obter

¢

Jctol o to
(n(@) +3)

~ up(x)? T Cd(x)

5 € LY(Q).

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
— P s [ Lan ve e WY, (1.36)
(un + l)ﬁ uf
Q n Q

Finalmente, fazendo n — 400 em ([1.33)) e usando (|1.34))-(|1.36)), temos

/a(\Vu|p)|Vu|p2VuV¢ do — A/%gﬁ dz + /f(u)¢ de, Vo € WY (Q),

Q

0 que prova que u € VVO1 N(Q) é uma solucao fraca positiva do problema (1.1)). O
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Capitulo

2

Existencia de solucao positiva para um

sistema singular com crescimento critico

2.1 Introducao

Neste capitulo, estudamos um resultado de existéncia de solugao positiva para a seguinte

classe de sistema singular eliptico

( A

—div(ay(|Vult) [Vulpr=2 Vu) = UTI + fi(u) em Q,
: A

—d P2 p2—2 _ 2 0
iv(az(|VolP?) |V Vo) & fa(v) em €, 21)

u,v >0 em (2,

(u=v=0 sobre 0f2,

onde 2 C RY ¢ um dominio limitado suave com N > 3. Para i = 1,2, temos 2 < p; < N,
0 < B; < pi—1, \; > 0 sdo parametros, a; sao funcoes de classe C* e f; sao funcoes continuas
com crescimento exponencial.

Usaremos o método de Galerkin para resolver o problema e para isso, precisaremos
novamente do Lema [1.1] enunciado no Capitulo 1, que é uma variacao do Teorema do Ponto
Fixo de Brouwer.

As hipdteses sobre as fungoes a; : R™ — R™ sao as seguintes:
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(A;) Existem constantes ki, k2, k3, ky > 0 tais que

Eyt?i 4 kot < a(tP)tP < kst + kyt™, para todo t > 0.

(A2) As fungoes

t > a;(t")tP""? sdo crescentes.

As hipéteses sobre as fungoes f; : R — R continuas sao:

(F) Existe ap > 0 tal que

lim filt)

(t
——F———~ =0, paraa>qay e lim fi(t)
7% exp <a\t!m>

—————— =00, para 0 < a < .
7% exp (a\t!ﬁ)

(Fy) As fungoes f; verificam o limite

filt)

t—0+ tPi—l

(F3) Existe v; > N tal que
fi(t) > ", para todo t > 0.

Decorre das hipéteses (Fy) - (F3) que, para todo 6 > 0 e para todo o > «y, existe Cs > 0

tal que
F(8)t] < 8t + Gt exp (alt|557) (2.2)

para todo ¢; > 0. Em particular, vamos considerar ¢; > N e, desde que estamos procurando
solugoes positivas, f;(t) = 0, para todo t < 0.
A seguir, descrevemos o resultado obtido neste capitulo:

Teorema 2.1. Suponhamos que, para i = 1,2, a; satisfazem (Ay) — (A2) e as fungoes f;
satisfazem (Fy) — (F3). Entao, existe \* > 0 tal que o problema possui uma solucdo

fraca positiva para cada \; € (0, \*).
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Aqui, vamos considerar o espaco de Sobolev X = W, (Q) x Wy (Q) munido com a
norma

1, )Y = Nlull iy + [0l

Definigao 2.1. Dizemos que o par (u,v) € X € uma solugdo fraca positiva do problema

seu,v >0 em ) que verifica

/a1(|Vu|p1) |VulP'=2 Vu Vo dz — M\ /U—El(b dx — /fl(u)gb dx =0

Q

1
/a2(|Vv|p2) (Vo[22 Vo Vo dr — Ao R4 dzv — /fg(v)np dx =0,
Q Q

Q

para todo (¢, ) € X.

Este capitulo esta dividido da seguinte maneira: na secao 2.2, estudamos um problema
auxiliar adequado para mostrar a existéncia de uma solugao aproximada para o problema

(2.1)) e na segao 2.3, usamos esta solugao para a demonstracao do Teorema .

2.2 Um problema auxiliar

Para cada ¢ > 0, usamos o seguinte problema auxiliar para mostrar a existéncia e

positividade de solugao para o problema ({2.1))

4 )\1

—div(a(|Vul) (a2 V) = (ot filw) em
. A2
—div(as(|Vo|P2)|Vo|P22Vv) = —— + fo(v) em €,
(@(VoIVe90) = 2 ) s

u,v >0 em (Q,

(u=v= 0 sobre 0f2,

onde as fungoes a; e f; (i = 1,2) satisfazem as hipdteses do Teorema .

A seguir, enunciamos o resultado principal desta se¢ao:
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Lema 2.1. Para cada 0 < ¢ < 1, existe \* > 0 tal que o problema possui uma solugao

fraca positiva para cada N; € (0, X*), com i = 1,2.

Demonstracao. Seja B = {ej,ey,...,€n,...} uma base de Schauder de W&’N(Q). Para
cada m € N, defina

Wm - [617627"'a6m]

como sendo o espaco de dimensao finita gerado por {ej, es,..., ey}

Para cada m € N, considere a funcao J : R*™ — R?™ tal que

J(Uaf) = (F1(777§)7F2(7775)» ce 7Fm(77a§)7G1<n7£)aG2(na€)> . 'aGm(Thg))v
onde (Uaf) = (771’7727~ c ’nm7§1a§2a SR 7€m) € R2m7

1 .
F;(n,€) :/a1(|Vu|p1)|Vu|p1_2VuVejdx - Al/mejd:p —/fl(u)ejdm, j=12,....,m,
Q Q

Q

1
G,(n,€) _/az(\vmm)|W|p2‘2WV€jdl’ — )\2/—)626]'61.%‘ —/fQ(v)ejda:, j=12,....,m,
Q

(lul +&
Q

Q

u:injej e Wy,

J=1

m
v=>Y &e; € W
j=1

Observamos que

I )= el + el = 190l o+ [[90]Vdz

o) f ol

= " IVeled%LZKJIN |V63|Ndiv—ZI%INIIGJIINJrZISJINIIGJIIN
Q J=1

j=1 Q j=1

dx +

dx /Z |77j|N|V6]|Ndx—l—/Z|f]|N|V6]|Ndx

9]1 QJl

Ms

UJ’N“‘ZKJ‘N ‘77’N+‘5’N |(n, 5)
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onde
m m
‘77|s = Z |77j| € ‘€|s = Z |£]‘
3=1 7=1
Assim,

1w, 0) || = (1, )]s- (2.4)

Portanto,

<J<77>’f)7 (7775)>:<<F1(7775>7F2(777£)v ce 7Fm(777€>7G1(777§)> G2(7I>f)7 cee :Gm(na€>>7

(77177727 ce 7777717517527 cee af’m» = Z }73(7775)77] + ZG](naf)gj
=1 j=1

:jzl _Q/a1(|vu|1’1)]VU|P1—2VuV(njej)dx—/\lﬂ/ﬁdx—/fl(u)(njej)dx_
S /az(IVv|p2)|Vv|p2QVUV(gjej)dx—)\Q §]ej / B(0)(Ee;)d

Jj=1Lg Q
—/al(\Vu\Pl)\Vu‘m?VuV (; njej) dx —)\1/ (o[ (Z m@)dm

/fl (Z mey) dx +/a2(\Vv|p2)|Vv]p2 VoV (Z fje]> dx

Q J=1

— X / DL (ije]>dx—/f2 (Zm:gjej)dx

/a1(|Vu\p1)\Vu\p1dx -\ Wd /f1 udx—l—/ag(]VvP"’)\Vv\dex

Q Q

— /\/|u|—|—5 /f2 Yo dz.

Usando ([2.2) e imersao de Sobolev, existem constantes positivas C.,, C.,, Cy, Cs tais que

u Ju
/ Torran®s [ e < Cluln,
Q o

/WT /| dl’<c€2||vl|1]\[,
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/fl(u)u dr < 5101HuH’1’71p1 + Cs, /‘u|q1 exp <a1|u|%) dx
Q A

/ fa(v)v dz < 85,0115, + C, / o] exp (o] 7T ) da.
Q

Q

De (A7), temos

/al(]Vu|p1)|Vu|p1dx >k /]Vu|p1dx ko /\vu|Ndx = Fallull?h, + Eollull Yy

Q Q Q

e
/a2(|Vv]p2)|Vv\p2daz >k /\Vu\mda: + ks /[VU|Nd:z: = ko[, + k2llv]| ¥y
Q Q Q
Assim,

(J(0,€), (1,8)) > ka(Jlul| Y y+ [0l ) + (k1 —=81:C)|Jul |7, + (k1 — 62C5) ||v][7%,— M Cx, [l 1, v

— X, ||lvlliy — C'(;1/|u|q1 exp (ozﬂu]ﬁ)dx — C'(;2/|v|q2 exp (aglv|ﬁ>da€
Q Q

E ainda, tomando 47,02 > 0 tao pequenos de modo que (ki — 6;C4), (k1 — 92Cs) > 0

obtemos (k1 — 6;Ch)[Jull}’,, > 0 e (k1 — 6:C5)|[v]|1%, > 0. Entao,

(J(0,), (1,6)) = kall (1, 0) [N =X Coy [ a1, )| = Ao | (1, 0)]| — Ci, / 0] exp ((aful ¥ ) da

— C'52/|U\q2 exp <a2|v|%) dx.

Q

1 1
Aplicando a desigualdade de Holder com s, s’ > 1 tais que — + — = 1, obtemos
s s

(/exp <a18|u|%> dx>i

Q

(/exp (a23|v|%) d:v) % .

Q

1
s

Cs, /|u|q1 exp <a1|u|%> dx < Cy, (/|u|‘”5ldx>
Q Q

062 /|'U|q2 exp <OZ2|U|%> dx < 062 </|U|q28/d$>
Q /
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Desde que ¢1,q2 > N e s’ > 1, por imersao de Sobolev, existem a, 6’; > ( tais que

sy [l exp (aaful #57) do < €, Cllulfy ( [exp (arsfal=) da:)
Q

Q

s

£l

Cs, / o] exp (o] 77 ) da < Cs,Callo] 2y ( / exp (aursfo] 757 dx>

Q2 Q

Logo,

(J(0,€),(0,6)) > Kall(u, )| = MCy [[(w, 0)[| = Aoy | (w, ) |

— Gy, Chll(u, 0)||” ( / exp (e sful ¥7) d:):)

Q

0 |=

— 0526;H(u,v)H‘D </exp <a25]v]%) dx)

Q
Assuma que ||(u,v)|| = r, para algum r > 0 a ser escolhido posteriormente. Entao,

N o1
/exp (0415|u]%> dr = /exp OéySHUH{Y? (||U|ﬁbl|zv> ) dx

Q Q

/ exp

Q

N
N-1
= /exp 06187“% (ﬂ) diL',
[l

Q

IA
Q
;
>
=
=
o8
7 N\
= |
= | =
=
N——
i
N——
QL
S

e analogamente,

N
N-1
/exp <a25|v|%> dx < /exp iy ST N1 ( |v] ) d.
A [v][1,n

Q

Agora, a fim de aplicar a desigualdade de Trudinger-Moser, devemos impor

N—-1 N—-1

« N o N
,< (_N) or < (_N)
a1s QS
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onde ay := Nwi_} e wy_; é a medida (N — 1)-dimensional da (N — 1) esfera.

Portanto, existem constantes My, My > 0 tais que

N
N1
sup /exp alsr% (ﬂ) dx < M,
[KCIEwY

Jull, <1
) Q

N-1
sup /exp 05287"% <ﬂ) dx < M.
[oll1.v

el <1
s Q

Consequentemente, reescrevemos ([2.5)) como

<‘](77a g)v (777 5)) Z kQTN - >\10517“ — )\20527" — C(SlaMll/s’l“ql Cé 02 1/570112

Escolhemos r > 0 tal que

/C N
_06202 1/STQQ > Zln ’

em outras palavras,

_1 _1

k ql—N ]f (IQ—N

r< <—i 1) ers ( — 1) '
AC5,Cy M AC;s,Cy M

A seguinte escolha de r é exatamente o que precisamos. Seja

{6 R A e A e
T = min — I\ T T\ —/—— 1 I\ ——— 1 )
@18 A28 4Cs, CL My 4C5,Cy M

entao
korN korN
<J(777 5)7 (777 g)) > - )‘10317“ + 2
N

korN k
2 MCe e ps = 2 A2Ce,r, escolhemos A7 > 0 tal que

- )\20527“.

Agora, definindo p; =
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p1 > 0 para Ay < A] e A5 > 0 tal que py > 0 para Ay < A\j. Portanto, escolhendo

k2 TN_ 1 k2 TN_ 1
_ e —

8C.,

temos que

(J(£),8) >0 e |(n s =,

para todo 7,£ € R™ e para todo 0 < \; < A* = min{A}{,\5},i=1,2.
Em virtude do Lema [1.1] para cada m € NN, existe (z,y) € R*™ com |(z,y)|s <r < 1 tal

que J(z,y) = 0. Consequentemente, por (2.4)), existem w,,, v,, € W,, satisfazendo
| (2, o) || <7 < 1 ,para cada m € N, (2.6)

de modo que

/a1(|Vum|p1)|Vum|p1_2Vungz5 dx = )\l/mgzﬁ dx +/f1(um)¢ de, Vo € W, (2.7)

Q Q

/a2(|V’Um’P2)]va’Pr?vaVgp dx = )\g/mgo dx —i—/fg(vm)go dx, Yo € W, (2.8)

Q Q

o que implica que (u,,, v,) € X é uma solucao fraca aproximada do problema .

Desde que r independe de m e W,,, C VVO1 ’N(Q), para todom € IN, entao as sequéncias (u,,)
e (Up) sdo limitadas em W, (Q). Assim, a menos de subsequéncia, existem u,v € W, (Q)
tais que

(
Up, — u em Wy (),

Uy — u em L(Q), 0 > 1,
(2.9)

um(z) = u(z) q.t.p em Q,

[ [um (@) < g1(z) € L(Q), q.t-p em Q, 6 > 1
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U — v em Wy (Q),

Uy — vem LO(Q), 0 >1,
(2.10)

U () = v(z) q.t.p em €,

| [vm(@)] < go(2) € L°(Q), q.t.p em ©, 0 > 1.

Tome k € IN e considere m > k, entao W), C W,,, e

/al(IVuml’“)IVumlpl‘QVuchbk dx ZM/W% dz + [ fi(um)¢r dz, Vo), € Wi
Q Q Q

(2.11)

1
P p2—2 —
/a2(|va| Vo, |P?* Vv,V dx _/\2/(|Um|d$ o o dx + [ fo(vm)pr dx, Vor, € Wy
Q Q Q
(2.12)
Sendo ¢, o € C°(Q), note que
Pk 1 1
— = < — L (92
‘<|Um| +5)51 —= 861’¢k’ S ( )
e
Pk 1 1
— <= L (Q2).
(|Um|+5)ﬂ2 = €ﬂ2|90k| € ( )
Por (2.9) ¢ (Z10),
P o
— t.p em Q
(om@l+e)7 ~ (o@+e TP
e
Pk Pk
— q.t.p em Q.
(lum(x)[ + €)% (lu(z)| + €)%
Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos
) Goul +2)5 ™ 7 ) (ol + 2P
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Pk Pk
———dr - | —————dx. 2.14
/ (Tl +2)% / (jul +2)% —
Q

Q

Desde que f; sao fungoes continuas, resulta de (2.9)) e (2.10) que

fi(um () — fi(u(x))dr q.t.p em £ (2.15)
e
fo(vm(x))or = fo(v(x))er q.t.p em €. (2.16)
Usando , obtemos
()] < B2 ] + Ci () exp () 27 i
e

o om(2)erl < Blom (@) ior] + Colom (@)= exp (asfon ()77 lul

Aplicando o mesmo raciocinio feito para o caso escalar, precisamos mostrar que as fungoes

hy,hs : R — R dadas por

Bt (2)) 5= 61t ()P 88] + Ci ()] exp (e ()| 757 [

a(0ia(2)) = Bafo ()P al + Cig o ()] exp (anfon(2) 77
satisfazem
| f1 (tm (@) 1| < ha(um(z)) € L'() (2.17)
| o (vm () k] < ha(vm(2)) € L1(S). (2.18)

Portanto, é suficiente provar que hi(u,(z)) e ha(v,(z)) sdo convergentes em L'(€).

Mostraremos somente a primeira desigualdade, uma vez que a demostragao da segunda segue
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0s mesmos passos. De fato, sendo 2 < p; < N e ¢, € C°(€2), usamos (2.9) para obter

[ (@) dr] = [u(@)[" x| a.t.p em Q

[t (@) [P il | = [t (@) i < gn ()7 | € LH(9Q).

Decorre do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que
/\um\pll\qﬁk\dz — /]u\p11\¢k|dx. (2.19)
Q Q

E ainda, de (2.9) mais uma vez, temos

|t ()| exp <a1\um(:c)|%> — |u(z)|" " exp <a1|u(x)|ﬁ> q.t.p em Q. (2.20)
. , ) 1 1
Considerando s, s’ > 1 tais que — + — =1, usamos (2.9) e o fato que ¢; > N para obter
s s
U |7 = u|” ! em LSI(Q).

Agora, por (2.6)), temos

N o1
/ exp ((@sslun(2)|¥7) de = / exp <a15||um||;le (—|||Zm?|x>]|v> >dx
m |1,

Q Q
o1
S /exp alsr% (M) dx
[[tml[1,n
Q
e aplicando a desigualdade de Trudinger-Moser resulta que

Q/exp (Ozlslum(x)y%> dr < Q/GXp <04N (%> "
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Assim, pela desigualdade de Holder, obtemos

1
7

/!um(x)|q11 exp (Ozllum(:c)\%> dx < </|um(x)|(q11)sld:c> . </exp <a13\um(:c)|%> da:) S

q1—1 % _ T
LSI(Q)MI — Ml

IN

|Um
Portanto, invocamos (12.20)), (2.21)) e o Teorema de Brezis-Lieb para concluir
-1 N _1 N
i exp (g [¥7) = exp (rul 7).

Desde que ¢, € C3°(€), temos

Q

a-1 fran) g1 gy
[t | exp | a1 |um| \ppldx — [ |u] exp | aq|ul |y |dx.
Q

Entao, (2.19) e (2.22)) nos fornecem que

Q

o que mostra a afirmagao (2.17)).

Por fim, usando [2.15)-(2.18) e o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

concluimos que

/f1(um)¢k dx — /fl(u)¢k dx

/f2(vm)90k dr — /fz(U)SOk dx.

O dltimo passo € provar que

/a1 (IVun,|Pt) |Vum|p1_2Vungbk dr — /a1 (IVulPr) |Vu|p1_2Vqubk dx
Q

Q

/a2 (|VUm|P?) Vo[22V, Vi, dz — /aQ (|Vv[P?) Vo2 2V uVyy, dr.

Q
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De modo andlogo ao raciocinio no capitulo anterior, usamos (Ay) e a desigualdade da

Proposicao para obter

Oxlzr =y < (ai(|e

ylP Py, x—y),

pi)

P — ailly

pz‘)

X

N-2
paratodox,yeRN,i:1,2eCN:(f) > 0.

Assim, desde que (uy,, vy,) é uma solugao para o problema auxiliar (2.3)), temos

0 < Cn|lty, —ull1n < /al (IVum|™) | Vun, [Pt de — /a1 (VU [P1) |Vt |P* 2V, Vu dv + 0,,(1)

Q Q

Um u
Q

onde

on(1) = /a1 (IVulPr) |VulPrdx — /a1 (|VulP) |VuP—*Vu,, Vu dz

Q Q

0 < Cnllvy —vlin < /ag (IVom|P?) [V, |P2de — /a2 (IVom|P?) \va|p2_2vaVv dx + o,(1)

Q Q

U v
2Q/(|Um| x /fgv Uy dx — 2/—<|m|+5 /fgv v dr = o0,(1),

onde

on(l) = /ag (|VoulP?) |Vo|P2dx — /ag (|Vv|P?) [VolP2 2V, Vo dz.

Logo,
[t — ulliy = 0n(1) e [lom —vlliy = 0n(1),
o que implica em

U, — u em Wy (Q)

U — v em Wy ().
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Como as funcoes definidas por

Ey(u) = / ar (V") [Vl 2VaV ey de

E2 (’U) =

Q

Q

/a2 (|Vo|P2) Vo[22V oV, do

sao continuas, mostramos as convergéncias (12.25)) e ([2.26)).
Fazendo m — oo em (22.11)) e (2.12)), aplicamos (2.13]), (2.14)), (2.23)-(2.26|) para concluir

/a1(|Vu|p1)|Vu|p1_2VuV¢k dx =

Q

/a2(|VU|p2)|VU|p2_2VUVg0k dx = )\2/

Q

para todo ¢, o € Wi.

Desde que [W]ren ¢ denso em Wy

Entao,

Q

Q

/

/(\ [+ gbkd“f’”l o e

1
(luf + )7
Q

(€2), por linearidade, temos

or — ¢ , quando k — oo

Y — ¢ , quando k — oo.

Pi

o] + €)%

/al(]Vu]pl)]Vu]szchﬁk dx — /al(\Vu\pl)\Vu\mQVquﬁ dx,

/ as([V o) Vol 2V oV, dr — / 0|V o) Vol 2V oV da,
Q

o [t e
(CEDE
Q
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o dr + /fg(v)gok dz,
Q

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)



Pk @
— " d — T d
/ (Jul + )% “/ (Jul + )% "
Q Q

/fl(u)¢k dx — /f1(u)q§ dz

/fz(v)% dr — /fQ(UW dx.
Q Q
Portanto, para quaisquer ¢, p € VVO1 ’N(Q), decorre de 1.1' que
/a1(|Vu|p1)|Vu|p1_2Vqub dx = /\1/(‘ o 50 da;+/f1 )¢ de,
Q
e

Q
para todo ¢,p € Wy’

problema ([2.3)).

2.3 Demonstracao do Teorema 2.1

S|

Para cada n € IN, sejam ¢ =

3=

problema auxiliar

7

—div(a;(|Vu, ") |[Vu,[Pr 2 Vu,) =
—div(az(|Vv,|P?) |V, [P22V,) =

Up, Uy > 0 em

u, = v, = 0 sobre 02,

\

obtida pelo Lema
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1
/a2(|Vv|p2)]Vv\p22VvVg0 dx = Xy /ng dx + /fg(v)go dx
Q Q

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

N(Q), o que mostra que (u,v) € X é uma solucao fraca positiva do

O

= Uy, onde (un,v,) é uma solugao do

At

(fon +7)%

A

(Jun| + )%

+ fl(un) €m Qa

+ f2(’Un> em Q?



Observe que, de (F3), obtemos

A
—div(ay (| Vg [") |V, [P Vu,) > L

7-1 0

A1

+t1~1 para todo t > 0, atinge um minimo positivo z;.
(Joa] ¥ £+ 1)7 P = s P !

e como a fungao t —
Entao,
—div (al(|VUH|P1)‘Vun|p1*2vun) Z Z1 em Q.
Seja w; a unica solucao positiva do problema

(

—div (a; (|Vw |PY)|[Vw, P12V w;) = 2 > 0 em Q,

§ w; > 0em Q, (2.37)

wy; = 0 sobre 0f).
\

Entao,

—div (a1 (|Vu, [P*) |[Vu, [P 2Vu,) > —div (a1 (|Vw|P)|Vw [P ~2Vw,) em ©,

u, = wy sobre 0f).

Aplicando o Principio de Comparacgao Fraco para o operador p&g-Laplaciano, obtemos
up(x) > wi(x) >0em Q, Vn e N. (2.38)
Analogamente, mostramos que

vp(x) > wa(x) >0em Q , Vn € N, (2.39)
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onde wq satisfaz

)
—div (ag(|Vwe|P?) [Vwsy P22V wy) = 25 > 0 em €,

wy > 0 em €, (2.40)

wy = 0 sobre 0f)
\

A2
(|un| + ¢+ 1)52

e 2o € 0o minimo positivo da fungao t — + 7271 para todo t > 0.

Agora, de (2.9) segue que

Uy — u, em W (Q) , quando m — +oo

e
U — v, em WyN(Q) , quando m — +o0.
Decorre de ({2.6]),
llunlli v < Hminf ||uy, |1 v < Hminf ||(w,, v,)]] <7 < 1, para todo n € IN
m—+0o0 m—+00
e

lonll1,v < liminf||vp, |1y < Hminf [[(w,, v,)]] <7 < 1, para todo n € IN.
m——+00 m——+00

Portanto, r nao depende de n, o que resulta que (u,) e (v,) sdo sequéncias limitadas em

I/VO1 N(Q) Assim, a menos de subsequéncia, existem u,v € VVO1 M(Q) tais que

)
U, — u em Wy (Q),

u, —uem L°(Q), 0 > 1,
(2.41)

up(z) = u(z) q.t.p em Q,

| [um(2)] < gi(z) € L(Q), q.tpem Q, 0> 1
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)
v, — v em Wy (Q),

v, — vem L(Q), 0 > 1,
(2.42)

vp(x) = v(z) q.t.p em

| [vm(2)] < go(2) € L°(Q), q.t.pem 9, 0 > 1.

Recordemos de ([2.35)) e (2.36) que

1
/ (Vi) [V V0V dr = / o Ts® dot [ filwn)d d, Vo € Wy ()

Un, poy 1
Q Q 5

(2.43)

/&2(’vvn|p2)|vvn‘p2QV’UnVQO dx :AQ/WQO dx‘i‘ fg('Un>Q0 de, VQO S WOLN(Q)
Uy, Py 2
Q Q Q

(2.44)
Sendo f; fungoes continuas, por (2.41)) e (2.42)), temos

fi(up(x)p — fi(u(z))p q.t.p em

fa(vn(z))p = fa(v(x))e q.t.p em Q.

Pelos mesmos célculos em (2.17)) e (2.18]), obtemos

|f1(un(2))9] < ha(un()) € LH(Q)

| f2(va(@))p| < ha(va(@)) € LN(Q).

Entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, concluimos que

/ filun)¢ do — / fiw)g d , Yo € W™ (Q) (2.45)
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[ o) dz > [ e do Vo e WM @), (2.46)
Q Q
Agora, resulta do mesmo raciocinio em ([2.25)) e (2.26]) que

/al(]Vun\pl)\Vun|p12Vunv¢ dz — [ay(|Vul[P)|VuP2VuVe dz, Vo e Wy (Q)

Q Q

(2.47)
e
/ag(\an]p2)|an|p22anV<p dz — [ay(|Vo|P?)| V[P 2VoVe do, Yo € Wy (Q).
Q Q
(2.48)
De (2.41) e ([2.42)) novamente, obtemos
¢ ¢
— q.t.p em
(vn(m) + %)61 v(m)ﬁl
e

14 ¥
() + 1%

Em virtude de (2.37)), (2.40) e (A;), podemos argumentar como em [45] para obter
wy, wy € CY(Q). Consequentemente, invocando (2.37), (2.40) e o Lema temos

t.p em €.

ow; 0
Ginl’ ai; < 0 sobre 0f2.

Entao, para cada x € Q, segue de (2.38)), (2.39) e do Lema que

up () > wi(x) > Cd(z) >0

vp () > wo(z) > Cd(x) > 0,

onde d(x) = dist(z, 0f2) e C' é uma constante positiva que nao depende de z.

Desde que ¢, € C§°(R2) e f; € (0,p; — 1), aplicamos a desigualdade de Hardy-Sobolev
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para obter

¢

o _ o]
(va(2) + 1)

@) = Cap €1 W

P
(un () + 1)

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

< uﬂ'{i’)ﬁz < = J(ﬂ)ﬁz € LY(Q).

/ — / 9 4z, Yo € W (Q) (2.49)
1\51 1
(vn + 1) v
Q n Q
e
2 2 1,N
/mdx — /%dx, Vo e Wy (). (2.50)

Fazendo n — +o00 em ([2.43)) e (2.44]), usamos (2.45)-(2.50) para concluir que

Jasvurap2vave o= x [ oo+ [fiwo dr, o e W)

Q

e
1
/ ay([Vo?) Vo2 VoVp de = do [ =2 dr+ / f(v)@ dz, Vo e Wi (Q),
Q Q Q
o que prova que (u,v) € X é uma solucdo fraca positiva do problema ([2.2)). 0
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Capitulo

3

Existencia e multiplicidade de solucoes
positivas para um problema singular
p&q-Laplaciano via método de

sub-supersolucao

3.1 Introducao

Neste capitulo, mostramos resultados que envolvem existéncia e multiplicidade de solugoes

para a seguinte classe de problemas elipticos singulares

(

—div(a(|Vul?)|[VulP72Vu) = h(z)u(z)™ + f(z,u) em Q,

u >0 em €, (3.1)

u = 0 sobre 0€2,

onde © é um dominio limitado suave em RY, N > 3,2 < p < N, a : R* — R* ¢ uma
funcao de classe C!, 1 # v > 0 é um parametro real fixado e h > 0 é uma funcao mensuravel

nao-trivial que satisfaz:

(h) Existe 0 < ¢y € CL(Q) tal que hg, € L>(Q).
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Observagao 3.1. Por (h), note que

7] = 1hey @o| < 1y [ty € L=(R).
Admitimos que f é uma fungao Carathéodory sobre 2 x [0, 00) satisfazendo a seguinte
condigao:

1
(f1) Existe 0 <6 < 5 tal que

—h(x) < f(z,t) <0 q.t.p em €, para todo 0 <t < 6.

As hipéteses sobre a funcao a : Rt — R* de classe C! sao as seguintes:

(a1) Existem constantes ki, ko, k3, ks > 0e 1 <p < g < N tais que

kit? + kot? < a(tP)tP < kst? + k4t?, para todo t > 0.

(az) A funcao

t — A(tP) é estritamente convexa,

t
onde A(t) :/ a(s) ds.
0
(a3) A funcao

t — a(tP)tP~% é crescente.

(ay) Existem constantes p e 6 tais que 0 € (q,q*) e

1
—a(t)t < A(t), para todo t > 0,
1

0
com1<g§,u<—.
p p

O nosso primeiro resultado de existéncia é dado pelo teorema abaixo:

Teorema 3.1. Assuma que as condigoes (h), (fi) e (a1) — (az) sao vdlidas. Se ||h|| €

suficientemente pequena, entao o problema possui uma solugao fraca positiva.
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t
Sabendo que F(x,t) = / f(z, s)ds, assumimos as condigbes abaixo a fim de estabelecer
0

a existéncia de duas solugoes para o problema ({3.1).
Nq

fo) Existeq <r < q¢* = ——
2 V-9

(¢* = o0 se g > N) tal que

f(z,t) < (@)t ' +1) q.t.p em Q, para todo t > 0.

(f3) Existe to > 0 tal que
0 <OF(x,t) <tf(z,t) q.t.p em £, para todo t > to,

onde # é a mesma constante que aparece em (ay).
O resultado que expressa a multiplicidade de solucoes é o seguinte:

Teorema 3.2. Assuma que as condicoes (h), (f1) — (f3) e (a1) — (a4) sdo vdlidas. Se ||h|c

¢ suficientemente pequena, entao o problema possui duas solugoes fracas positivas.

Vale a pena recordar que, como {2 é um aberto limitado e p < ¢, entao Wol’q(Q) - Wol’p(Q),
isto ¢, WyP(Q) N Wy (Q) = Wy%Q). Portanto, a fim de mostrar a existéncia e a
multiplicidade de solugbes para o problema (3.1)), vamos considerar o espaco de Sobolev

1 .
Wy4(2) munido com a norma

Julha = ( [1vur dx) .

3.2 Demonstracao do Teorema (3.1

O resultado a seguir fornece a existéncia de uma subsolucao e uma supersolucao para o
problema (3.1)) ao fixar o valor de ||h||». Para alcancar este objetivo, usamos o Teorema de
Minty-Browder e o Principio de Comparacao Fraco para o operador p&g-Laplaciano.

Antes de enunciar o lema de sub e supersolucao para o caso escalar, veremos algumas

defini¢oes para o seu melhor entendimento.
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Definicao 3.1. Dizemos que u € Wol’q(Q) ¢ uma solugdo fraca positiva do problema (3.1) se

u >0 em §Q e verifica

/a(|Vu|p)|Vu]p2VuV¢ dr = /h(x)u%b dx + /f(x,u)¢ dr,

Q Q
para todo ¢ € W,(9).

Defini¢ao 3.2. Dizemos que um par (u,u) € uma sub e supersolu¢do para o problema ,

respectivamente, se u,@ € Wy?(Q) N L=(Q) com
(a) u<u emQ,

(b) Para cada ¢ € Wy () com ¢ > 0,

/ o|Vul) | Vul > VuVs de < / he)u 6 do + / F(a,w)é du

Q Q

/ o VTP |\ VAP-2VTV S dr > / W) 76 dz + / Fa, 76 da.

Q Q

Lema 3.1. Suponha que (h), (f1) e (a1) — (a2) sdo satisfeitas. Se ||h|« € suficientemente

pequena, entao existem u,u € C’l(ﬁ) tais que
i) hu € LoQ) ¢ |lullos <6 < % onde 8 ¢ dada em (f).
ii) 0 <u(x) <u(z) ¢.t.p em .
i11) w € uma subsolug¢do e u € uma supersolugao de .

Demonstragao. Em virtude do Lema e do Teorema de Minty-Browder, o problema

—div(a(|Vul?)|Vu["~2Vu) = h(z) em €, (3.2)

u = 0 sobre 0f)

. s ~ .. 1
possui uma unica solucao positiva u € W, (Q).
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Pela Observacdo 3.1 h € L>*(Q) e usando os mesmos argumentos em [45], obtemos

u € C1(Q). Entdo, segue do Lema|A.1|e do Lema [B.3| que existe C' > 0 tal que q% >C >0.
0

Logo,

Consequentemente,

_ u T B _
ha ]| = \hﬁw < Chég s (3.3)
0

implicando que hu™" € L*>(Q).

Além disso, argumentando como em [76, Lemma 4.5.], existe C* > 0 e a > 0 tais que
|ulloo < C*||R||%. Assim, pela Observagao [3.1] podemos escolher [|hl| suficientemente
pequena de modo que ||ul|o < 9 < %, o que finaliza a prova de (7).

A fim de mostrar (ii), usamos o Lema e 0 Teorema de Minty-Browder mais uma vez

para obter que o problema

—div(a(|ValP)|Vu[P~2Vau) = h(z)u™" em ,
(3.4)
u = 0 sobre 0f2

possui uma tinica solucdo positiva @ € W,9(Q), e novamente por [45], temos @ € C(Q).

Note que, argumentando como em [76, Lemma 4.5.] e usando (3.3)), obtemos
[@]loc < C*[lhu |5 < CF([RIISCT (| oll ™
Assim, escolhendo ||hl|o suficientemente pequena, é possivel ter
_ 1
e <0 < 3. (3.5)

E ainda, desde que h > 0 e v > 0 segue da condicao (i) que h(z)u™" > h(x). Entao, para

27



todo ¢ € Wy%(Q) e ¢ > 0, obtemos

/ a(|Vul?)|ValP2VuaVe dr = / h(z)u"¢ dv > / h(z)¢ dv = / a(|VulP)|VulP2VuVé dr.
Q Q

Q Q

Portanto, pelo Principio de Comparacao Fraco para o operador p&g-Laplaciano,
concluimos que

0 <u(x) <u(x) q.t.pem .

Finalmente, verificamos que a condigao (7i7) é satisfeita. De fato, inicialmente, para todo

¢ >0, usamos (f1), (3.2) e (i) para obter

[olvul)wup-29uTo do- [haju 6 do- [ fewode <2 [hw)o da- [nwp o d.

Q Q

Desde que —h(z)u™" < —2h(x), temos
/a(]Vg|p)]Vy]p2V'z_LV¢ dx — /h(x)g%b dx — /f(:c,g)¢ dx <0,

o que implica que u é uma subsolugao do problema (3.1)).

Agora, decore de (f1), (3.4) e (3.5) que

/ a(|ValP) | Va2 vave dz — / h(z)a "¢ dz — / fz, W) dv > / (w™ — 7 ")h(z)¢ da.

Q Q Q

Note que, da condigao (ii), u=" —u ¥ > 0. Logo, como h > 0, entao

/ a(|Vul?)|ValP~*VaVe dr — / h(z)u"¢ dv — / f(z,0)¢ dx >0,

Q Q

concluindo que u é uma supersolu¢ao do problema ((3.1)). 0
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Demonstracao do Teorema Considere a fungao

e o problema auxiliar

.

—div(a(|Vul?)|VulP~2Vu) = g(x,u) em Q,

u >0 em , (3.7)

u = 0 sobre 0f).
\

Definimos o funcional ¢ : I/VO1 () — R associado ao problema ‘) por

O(u) = %/Aqu) dz — /G(x,u) dz,

Q Q

t
onde G(z,t) = / g(x,s) ds.
0
Observe que, pela hipdtese (a;), o funcional estd bem definido. E ainda, por argumentos

., , . : 1 .
padroes, é possivel mostrar que ® é um funcional de classe C'! sobre W,*?(2) com a seguinte

derivada de Fréchet

D (u)p = /a(|Vu|p)|Vu|p_2Vquz§ dx — /g(m,u)qﬁ dx,

Q

para todo ¢ € Wy (Q).
Segue do Lema [3.1](ii), (f1) e (3.5) que

—h(z) < f(z,t) <0 q.t.p em €, para todo 0 < ¢ < ||T]| -

Assim, usando o Lema [3.1](i7) novamente e (3.6]), temos que:
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e Set > u(x), entao

g(x,t) = h(x)u(z)™" + f(z,u(x)) < h(x)u(x) ",

gw,t) = h(z)t™ + f(x, 1) < h(z)u(x)”

e Set < u(x), entao

Logo,
g(x,t) < h(z)u(z)™" q.t.p em Q, para todo t € R,

e consequentemente,
t
G(z,t) < / h(z)u(z)™ ds =t (h(z)u(z)™") q.t.p em €2, para todo ¢ € R. (3.8)
0
Agora, considere o conjunto
M={ueWy(Q)u<u<uqtpemQ}.

Afirmamos que ® é limitado inferiormente em M. Com efeito, para todo u € M, aplicamos

(aq) e (3.8)) para obter
kvoo k2 g .
Ou) = —lulli, + =llulll, = [ u(h(z)u@))d
p q )
> ka ka

2l [l [ o)) "o = 2ulf, - K.

Q

onde K = ||t [ h(z)u(zx) "dz devido o Lema (z)
Q
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Fazendo ||ul|1,, = +00, temos ®(u) — +o0, assim @ é coercivo. Além disso, pela hipétese
(ag), ® é fracamente semicontinuo inferiormente. Portanto, desde que M é fechado e convexo,
pelo Teorema [A.13], veja o Apéndice A, concluimos que ® é limitado inferiormente em M e
atinge seu minimo em um ponto u em M.

Seguindo o mesmo raciocinio da demonstragao de [74, Teorema 2.4], obtemos que u é um
ponto critico do funcional ® em todo o espaco, isto é, u é uma solucao fraca do problema
auxiliar (3.7). Mas, como g(z,t) = h(z)t™7 + f(z,t), para t € [u, ], entdo o problema (3.1)

possui uma solucao fraca positiva u € VVO1 9(Q) satisfazendo

0 < u(x) <u(x) <u(x) q.t.pem Q. O

3.3  Demonstracao do Teorema (3.2

Sejam u € C'(Q2) a subsolugdo do problema (3.1) e § uma funcdo Carathéodory definida
sobre €2 x R dada por

g(z,t) = B (3.9)

Considere o problema auxiliar

—div(a(|VulP)|VulP~2Vu) = g(z,u) em €,
(a([Vul?)[Vul ) =9(z,u) (3.10)

u = 0 sobre 0f)

e defina o seu funcional associado ® : Wy 9(Q) = R por

d(u) = 1/A(|Vu|p) dr — /@(m,u) dz, para todo u € W),
p

Q Q

¢
onde G(z,t) = / g(z,s) ds.
0

Novamente, pela hipétese (a), o funcional g(z,t) estd bem definido e é de classe C! sobre
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o espaco de Sobolev I/VO1 () com a seguinte derivada de Fréchet

P (u)p = /a(]Vu]p)|Vu]p_2VuV¢ dx — /ﬁ(x,u)qb dzx, para todo ¢ € W,().

Q

E ainda, calculos padroes mostram que qualquer ponto critico de d 6 uma solucao fraca
do problema auxiliar (3.10)).

Note que, pela defini¢do de g e por (fs), temos que:

e Set > u(x), entdo

gla,t) = h(z)t™ + f(z,t) < h(@)u(@)™ + h(z) (" + 1)

e Set < u(r), entdo

Logo,
G(x,t) < h(z)u(r)™" + h(z)(#"' +1) q.t.p em €, para todo t € R, (3.11)

e consequentemente, pelo Lema (z) e pela Observacao , existe uma constante c¢; > 0 tal

que

Q)

(1.1) < /0 h(@)u™ + h(z)(s + 1)] ds

= /Ot h(z)u"ds + /Ot h(z)(s"' + 1)ds

< JhuT| oot F [Pl (c1t” + t) q.t.p em €, para todo t € R. (3.12)

O préximo resultado prova que ® satisfaz as duas geometrias do Teorema do Passo da

Montanha [6].
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Lema 3.2. Suponhamos que (h), (fi1) — (f3) e (a1) — (a4) sdo vdlidas. Entdo, d satisfaz as

sequintes geometrias:

(®1) Eristem R,a, 8 com R > ||ulq € o < f tal que

d(u) < < inf ®.
WEa<ps o,

(®,) Ewiste e € Wy (Q) \ Bg(0) tal que d(e) < B.
Demonstracao. Pelo Lema [3.1](i) e por (f1), temos
—h(z) < f(z,t) <0 q.t.p em Q, para todo 0 < t < ||uloo-

Usando (3.9)), obtemos

G(z,u) > /0“ (h(z)u(z)™" = h(z)) ds = [h(z)u(z)™ — h(z)] v q.t.p em Q.

Portanto,

buw) < 5 [ANVAP) do— [ (h(o)” ~ h(a) u do.

Q Q
Sabemos, pelo Lema [3.1)7), que h(z)u™" — h(z) > 0, entdo existe um nimero real o > 0

de modo que

A 1 N e — o
B(u) < 5/A(yvg| ) dz = o (3.13)

Q

Agora, para todo u € W, (), invocamos (a1) e (3.12) para obter
F ki P ko q - T
®(u) = ;llUHl,p + EHU’Hl,q — lhu oo [ |ulde = |hllccs [ |ul"de — [Pl [ |uldz.
Q Q Q
Pela imersao de Sobolev, existem cs, c3, ¢4 > 0 tais que
~ kQ q — T
®(u) > EHUHM—@H@ locl[ull1.q = esllllscl[ullrg = callPllsc|[ull7 4, (3.14)

para todo u € Wy(Q).
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Considerando |lul|;, = R, com R > 0 a ser escolhido posteriormente, temos

~ k
O(u) > EzRq — (c2lhu™ o + esllhlloc) B = callhll B,

Fixamos R de modo que

ko _ ko RY
— R — hu™ 7| s hlleo) R > ——,
2R = (el o+ esllhl) R 2 25
ou seja,

R:>(2Q@ﬂM@ﬂko+CﬂM“w))ql_
2

Escolhendo R > max{1, |lul|1,}, obtemos

~ ky RY
mwz§7—mw¢%

: : ko R1 :
Assim, tomando ||h|s suficientemente pequena de modo que —— > ¢4||hl|sR", existe
0 < B € R tal que

~

®(u) > B, para todo u € OBR(0).

Portanto, as escolhas de a, 5, R e |||« combinadas com as desigualdades (3.13]) e (3.14)

resultam em

dlu)<a<B< inf @
W sa<hs oo

o que mostra a condicao @1.
Agora, pela definicao de g, temos
g(x,tu) = h(x)u(z)™ + f(z,tu) > f(x,tu) q.t.p em Q, para todo ¢t > 1,
e consequentemente,

~

G(z,tu) > F(z,tu) q.t.p em €2, para todo t > 1.
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Logo, aplicando (a;), obtemos

-~

k k
S(tu) < —tlullf, + —t|lullf, - /F(x,tu) dz.
p g ’

Q

Além disso, usando (f3), existe d; > 0 tal que F(z,t) > dit?, para todo t > max{1,t},

onde ty é a constante que aparece em (f3). Entao,

k4

~ k
B(tw) < 20Nl + 2l — it / ul® de.
Q

Por imersao de Sobolev, existe ¢5 > 0 tal que

~ ks k4
P(tu) < ;tpﬂull]f,p + thllull‘iq — dicst’||ul|”.

Sendo 1 < p < ¢ < 0 < ¢, segue que @(tg) — —oo quando t — 4o00. Logo, existe
t* > 0 tal que e = t*u € Wy *(Q) satisfazendo ||e||1, > R e ®(e) < 4, finalizando a prova da

condicao EI\DQ. 0
Lema 3.3. O funcional ) satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale para todo ¢ € R.

Demonstracao. Considere (u,) C Wy?() uma sequéncia de Palais-Smale, ou seja,

&D(un) — ¢,
R (3.15)
' (u,) — 0.
Assim, existem ds, d3 > 0 tais que, para todo n suficientemente grande,
. 1., 1

Por outro lado, usamos (a;) e (a4) para obter

)
®
g
£
3
v

1 1 1. -~
> (L= 5 ) kbl + [ 960wd — o [ s a7

Q
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Agora, decorre de (3.9) que

% Gun)un — G, u,) = % (P(@)u,” + fla, 1)) wn — /0 (b))
1 1y, 1 ! 1= "
_ Eh(x)u" + 5f(x7un)un — ﬁh(x)un — /0 f(z, t)dt
— (% — ﬁ) h(z)uy ™" + (%f(:c,un)un — F(x, Un)) :

Considerando A,, = {z € Q; |u,(z)| > to}, temos

Q/ [t e Gl a0 - / (5- 1= ) e
- /(%f(iv,un)un _ F(:c,un)) A

An

+ / Bf(x,un)un—F(x,un)] da.

AR

Mas, por (f3), obtemos

/ Bf(%un)un — F(x, un)] dx > 0, para todo = € A,

An

e sendo Q x [—tg, to] um conjunto compacto, f e F funcdes continuas. Entdo existe C' > 0

tal que
A5,
Logo,
Qgﬂf;un n Un) =\ —1_7 n 7  Up ) U, U,
Q A "
> (51— ) [ Moy ie—c (3.18)
—\f 1—x AT .
Q
Note que
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e Se v > 1, entao

11 .
- > 0.
(0 1—V) /h(az)un dx >0

Assim, por (3.16[)-(3.18)), temos

1 1 1
Ottt il > (= 3 )l

1 1
e Se 0 <~y <1, entao (5 — 1—) <0, pois 1 < p<q<¥6<q*. E ainda, aplicando a
-7
desigualdade de Holder com os expoentes q e q , € a imersao de Sobolev,
l—y q+(v-1)

obtemos

L. 5 1 1 ~ -
/{ég(x,un)un — G(x,un)} dz > (5 — E) ”thf;(v l)HunHqu _C

Q

Logo, segue de (3:16)-(B18) que

1 1 1 a+(y=1) 1- 1 1
O+ bt gttt (12 = 5 ) IIE ually” 2 (oo 5) falul

Portanto, analisando os dois casos acima, desde que 6 > pu, concluimos que (u,) é uma

sequéncia limitada em W, ?(Q). Assim, a menos de subsequéncia, existe u € W,%(2) tal que

)
u, — u em Wy (Q),

u, — uem L*(Q), 1 <s <", (3.19)
3.19

un(z) = u(z) q.t.p em €,

\|un(a:)| < p(x)e L (), 1 <s<q".

Em virtude de (a3), podemos usar a Proposigao para obter

Cyllun —ullf, < /a(yvun|p)|vunv’dx - /a(]Vun|p)|Vun|p2VunVu de + on(1),

Q Q
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onde

on(1) = /a(\Vu|p)|Vu\pd:E - /a(|Vu]p\Vu\p2VunVu dx.

Q Q

Mas, desde que (u, —u) é limitada em W,'%(Q), resulta de (3.15) que

Cyllun —ullf, < [ G(x,un)(u, — u)de. (3.20)
q q

Q

Agora, de (3.19) e da continuidade de g, temos

9(, un (2))un () = g(, un(x))u(r) = gz, u(@))u(z) = glo, u(r))u(z),

o que implica em

g, un(2)) (un(r) = u(z)) = 0 q.t.p em Q.

Além disso, usamos Lema [3.1)(7), Observacao [3.1], (3.11)) e (3.19) novamente para obter

19(, un(2))un () = gz, un(x))u()] < [9(2, un(2))un(x)] + [9(z, un(2))u(z)]
= [g(z, un(2))|[un(2)[+[g(2, un(2))][u(z)]

[ A@)u™ + h(@)(Jual™" + 1) | fun(z)]

[h(@)u™ + k() (Jua ()] + 1) Ju(z)]

1™ loo () + (Al " (2)

1Pllee ¢(2) + llhw oo [u()]

1hllocte™* () (@) + 1Al [u(z)] € L ().

VAN

IN -+

+ o+

Logo, aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, concluimos que

//g\(x, Up) (U, —u)dzr — 0, quando n — 0. (3.21)

Q

Entao, decorre de (3.20)) e (3.21)) que

b, — 1|1, = 0n(1) € assim, u, — u em W, (). O
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Demonstracao do Teorema [3.2] Sejam u, u a subsolugdo e a supersolugao,
respectivamente, do problema , dadas no Lema , e w a solugao fraca de obtida
pelo Teorema |3.1

Inicialmente, note que g(z,t) = §(x, t), para t € [0, 7], entdao ®(u) = ®(u), para u € [0,7].
Portanto,

O(w) = 1]r\14f D,

onde M foi dada na demonstracao do Teorema |3.1

Assim, usando os Lemas e[3.3] temos que existe um minimo local w € Bg(0) tal que

d(w) < inf du) < D) < a.
(w)_ueglR(O) (u) < P(u) < a

Além disso, decorre do Teorema do Passo da Montanha que existe v € Wy'%(Q) tal que
B < EI\)(U) =6
onde

¢ = inf max ®(y(t)), com T = {y € C([0, 1], Wl(Q)) : v(0) = w e y(1) = e},

y€er te0,1]

é o valor minimax de ®.

Portanto, o problema 1) possui duas solucoes fracas positivas w, v € VVO1 9(Q) tais que
d(w) < () <a< B < D) =c
Afirmamos que v > u. De fato, tomando (v — v)* como fungao teste, temos

/a(|Vv]p)|Vv|p_2VvV(g —v)tdr = /ﬁ(a;, v)(u—v)tdr

Q Q

- / (b + flo,u)] (u - v)de.

{v<u}
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Desde que u é subsolucao, entao

/a(\V@lp)\Vmp—2V@V(g —v)tdr < /h(:ﬂ)g_'y(g —v)tdr + /f(a:,g)(g —v)tdz.

Q Q

Logo,

/ o [Vul?)| Va2V uV (4 — o) ds — / o[V ) Vo2V oV (u — o) dz < 0.

Q Q

Aplicando a desigualdade da Proposicao [B.1] veja o Apéndice B, obtemos
¢, [19=vypr <o,
Q

implicando que (u — v)* =0 e, assim, u < v.

Pela relagao em (3.9)), temos
g(z,v) = h(x)v™" + f(z,v) em Q.

Portanto, w e v sao duas solugoes fracas positivas para o problema (3.1]).

70

0



Capitulo

4

Existencia e multiplicidade de solucoes
positivas para um sistema singular via
método sub-supersolucao e Teorema do

Passo da Montanha

4.1 Introducao

Neste capitulo, tratamos as questoes da existéncia e multiplicidade de solucoes positivas

para a seguinte classe de sistemas singulares de equacgoes elipticas nao lineraes

;

—div(a; (|VulP))|Vul|P*=2Vu) = hy(x)u™" + F,(z,u,v) em Q,

—div(as(|VulP?)|Vul|P2=2Vu) = ho(x)u™? + F,(z,u,v) em €, 1)

u,v >0 em (2,

(u=v= 0 sobre 0f2,

onde Q C RY ¢ um dominio limitado com fronteira suave, N > 3, 2 < p;,p» < N. Para
i =1,2,a; : RY — R é uma funcao de classe C!, 1 # ~; > 0 é uma constante fixada e
h; > 0 é uma funcao mensuravel nao-trivial. Mais precisamente, suponhamos que as funcoes

h; e a; satisfazem as seguintes hipdteses:
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(H) Existem 0 < ¢ € CL(Q) tal que hip, " € L>=(9).

(A;) Existem constantes kq, ks, k3, ky > 0e 1 <p; < ¢ < N tais que

kitPi + kot < a;(tP)tP < kstP + kqt®, para todo t > 0.

(As) As fungoes

t — A;(tP") s@o estritamente convexas,
t
onde A;(t) = / a;(s)ds, i =1,2.
0

(A3) As fungoes

t — a;(t")tP " sdo crescentes.

1 1 1 1
(As4) Existem constantes p;, — < s < — e — < 0, < — tais que

aq q1 4> q2
1
—a;(t)t < A;(t), para todo t > 0,
Hi
Q1 Q2 1
com 1l < — <y < el< =<y < —.
b1 01 D2 0:p2

Observacao 4.1. Por (H), temos

< |[hidg |y € L°(92).4

il = |hidby " &y

Aqui, admitimos que F é uma funcio sobre Q x R? de classe C! satisfazendo as seguintes

condigoes:

1
(F1) Existe 0 <6 < 5 tal que

—hy(z) < Fy(x,s,t) <0 q.t.p em €, para todo 0 < s < §

—ho(x) < Fy(x,s,t) <0 q.t.p em €, para todo 0 < ¢ < 6.
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Sendo p; < ¢ e Q limitado, Wy (Q) N Wy % (Q) = Wy%(Q). Logo, a fim de mostrar a
existéncia e multiplicidade de solugoes para o problema (4.1]), definimos o espago de Sobolev

X = Wy (Q) x W, % () munido com a norma

(s I = Nullvg + 0]l

1
Julh = ( JiZ d:c> .
Q

Definigao 4.1. Dizemos que u € X € uma solugao fraca positiva do problema (4.1)) se u,v >0

onde

em §) e se verifica

/al(]Vu|p1)]Vu|pl_2Vu Vo dx = /(hl(:v)u_'” + Fu(z,u,v)) ¢ dx

Q Q

/ag(]Vv\pQ)\VvP’?_sz Vo dr = /(112(95)1)_“*2 + Fy(z,u,v)) ¢ dz,

Q Q

para todo (¢, ¢) € X.

Em nosso primeiro teorema, aplicamos o método de sub-supersolucao para estabelecer a

existéncia de uma solugao fraca para o problema (4.1J).

Teorema 4.1. Suponha que (H), (F1) e (A1) — (Aa) sao satisfeitas. Entdo, o sistema

possui uma solugao fraca positiva se ||hil|s € pequena, para i =1, 2.

E ainda, assumimos a condicao abaixo para provar a existéncia de duas solucoes para o

problema (4.1)).

Ng;

(Fy) Parai=1,2, existe ¢; <7 < ¢ = ———
(N —a)

(¢f = 00 se ¢ > N) tal que

Fy(z,s,t) < hy(x)(1+|s|" "+ [t|"") q.t.p em Q, para todo s > 0

Fi(x,8,t) < ho(2)(14|s|" "+ [t|") q.t.p em Q, para todo t > 0.
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(F3) Existem sg, % > 0 tais que
0 < F(x,s,t) < 0ssFy(x,s,t) + 0t Fy(x,s,t) q.t.p em 2, para todo s > s9 e t > ty,

onde 0, e 6; configuram em (Ay).

Teorema 4.2. Suponha que (H), (F1) — (F3) e (A1) — (A4) sdo satisfeitas. Entao, o sistema

possui duas solugoes fracas positivas se ||hil|o € pequena, para i =1, 2.

4.2 Demonstracao do Teorema {4.1

O proéximo resultado é essencial para nos fornecer a existéncia de uma subsolucao e uma

supersolugao para o problema (4.1]). Para este fim, fixamos o valor de ||h;||s com i = 1,2.

Defini¢ao 4.2. Dizemos que [(u,v), (@, T)] € um par de sub e supersolu¢ao para o problema
)

(.) respectivamente, se u,@ € Wy ™ (Q) () L®(R), v,7 € Wy ®(Q) N L=(Q) com
() u<w, v<T em .

(b) Dado (¢,¢) € X com ¢, >0, temos

/a1(|Vg|p1)|Vg|pl_2Vg V¢ dx < /(hl(ac)g_“’1 + Fu(z,u,w)) ¢ dz, para todo w € [v,7),

Q Q
/a2(|Vy]p2)|Vy|p22Vy Vo dx < /(h2($)272 + Fy(z,w,v)) ¢ dz, para todo w € [u,]
Q Q

e

/a1(|Vﬂ|p1)|Vﬂ|pl_2VE Vo dx > /(hl(x)ﬂ_““ + Fu(z,u,w)) ¢ dz, para todo w € [v,7),
Q Q
/a2(|Vﬂp2)|Vﬁ|p22V5 Vo dz > /(hg(l‘)@w + Fy(z,w,0)) ¢ dz, para todo w € [u,).
Q Q

Lema 4.1. Suponha que (H), (F1) e (A1) — (A2) sdo satisfeitas. Se ||hil|s € pequena, para

i =1,2, entdo existem u, U, v,v € C'(Q) tais que
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1 1
i) hau " hov™ 2 € L®(Q), |ul|lo <6 < 3¢ lv]]oo < 0 < o onde 6 € dada em (F}).
i) 0 <u(x) <u(x) ¢tpemQel<uv(x)<v(x) ¢tpemQ.
iii) (u,v) € uma subsolugao e (u,v) € uma supersolugao de (4.1).

Demonstragao. Pelo Lema e Teorema de Minty-Browder, dado hy € (W™ (Q))’, existe

s ~ ol 1 . .
uma unica solugao positiva u € Wy () satisfazendo o problema abaixo

—div(ar (|VulP*)|[VuPr2Vu) = hy(z) em Q,

(4.2)
u = 0 sobre 0.
Analogamente, existe uma tnica solucao positiva v € VVO1 2 (Q) satisfazendo
—div(az(|Vu[™)|Vu**Vu) = hy(z) em Q, (4.3)
4.3

v = 0 sobre 0f).

Desde que hy, hy € L>®(12), veja Observagao , podemos usar o mesmo argumento em
[45] para fornecer que u,v € C*(Q). Assim, em virtude do Lema e do Lema , existem
C1,Cy > 0 tais que

v(x)

u(x) >C1>0 e —=>Cy>0, para todo = € (.

do(w) — do()

U/—’Yl _ rU_'72 _
Portanto, u,v > 0, — < C; " e =— < C5 ™. Assim, por (H)

¢a“/1 - ¢a’72 —

[P < Oy [hagg M lse € [hov™ ] < Oy ([ hagy e, (4.4)

implicando que hju™", hov ™72 € L>(Q2). E ainda, argumentando como em [76, Lemma 4.5],

existem C7,C5 > 0 e aj, s > 0 tais que
[ulloe < CTllAllSE € [[ulle < C3l[h2]I5

e consequentemente, pela Observacao novamente, podemos escolher ||A; ||
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suficientemente pequena, com ¢ = 1,2, de modo que
1 1
il <6< 5 e ke <5< 5,

o que termina a prova da condigao (7).

Com o intuito de provar (i7), invocamos o Lema e o Teorema de Minty-Browder mais

. .. - L. _ 1 .
uma vez para mostrar que existe uma unica solugao positiva @ € Wy'* (Q) satisfazendo

—div(a1 (|Vu|P)|VuPr—2Vu) = hy(z)u™" em Q,

u = 0 sobre 0f

. L. - L. _ 1 .
e existe uma tnica solugdo positiva T € W, (Q) satisfazendo

—div(az(|V[P2)|VD|P2~2VD) = hy(z)v ™2 em €,

v = 0 sobre 9f).

Novamente, usamos o mesmo argumento em [45] para obter w,7 € C 1(5)

argumentando como em [76, Lemma 4.5] e usando (4.4)), temos

[@lloe < CTllhau™ 158 < CTllh I C ol

— o

9l < Gyl 122 < C5 1l 22C5 ™ o102

(4.5)

Logo, escolhendo ||h;||« suficientemente pequena, com i = 1,2, concluimos que

1 1
Ulloo SO < =€ ||U]|o0 <6 < =
[l < o< 5Pl <b<
Além disso, da condigao (i),

hi(z)u™" > hi(x) e ha(x)v™ "% > ho(x)
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e assim, para todo ¢, ¢ > 0, usamos (4.2)), (4.3), (4.5)) e (4.6) para obter

/ a, (|Va|P")|Val”* 2Vau V¢ dx

Q

/hl(:v)g_”d) dx > / hi(z)¢ dx
Q 0

_ / oy IVl Va2V Vé da

Q

/ 0 (V51 [VEP2VT Vo da

Q

ho(z)v ¢ dx >/h2(x)g0 dx
Q

as(|Vu|P?)| VP> 2Vu Vo dr.

e
-/

Portanto, aplicamos o Principio de Comparacao Fraco para o operador p&g-Laplaciano

para concluir que

0 < u(x) <u(x) q.t.pem Q

0 <w(x) <v(x) q.t.pem Q,

o que prova a condigao (7).
Nossa tarefa final é verificar que a condigao (iii) é valida. Primeiro, para cada ¢, ¢ > 0,

invocamos (F}), (4.2) e (4.3)) para obter

/a1(|Vy|p1)|Vg|pl_2Vg V¢ drx — /hl(x)g_“gb dx — /Fu(x,g, v)o dx

< / hi(x)¢ dx — / hi(z)u "¢ dx

/a2(|Vy|p2)|Vy|p22Vy Vo dr — /h2(x)y72g0 dx — /Fv(x,u,y)go dx

Q Q Q

< 9 / ha(2) dz — / ha(2)u ™" da.

Q Q
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Desde que —hy(z)u™" < —2hy(x) e —ho(x)v™7? < —2hy(x), temos

/al(]Vg]pl)]Vg]pl_QVngb dx — /hl(x)g_mqﬁ dx — /Fu(:c,g,v)gb dx <0

Q Q Q

/a2(|VQ|p2)|Vy|p2_2VyV<p dx — /hg(x)y_”go dx — /Fv(x,u,y)gp dx <0.

Q Q Q
Entao, (u,v) é uma subsolugao para o problema (4.1J).
Agora, usamos (F}) e (4.5)-(4.7) para ter

/ a (| V)| VaP* 2vVaVe dr — / hi(z)a "¢ do — / F,(z,7u,v)¢ dx

Q Q Q

> fw - ) do

Q

/ag(|VU|p2)|V6|p2_2VEV<p dx — /hQ(ZE)@_’YQQD dx — /Fv(x, u,0)p dx

Q Q Q

> Jw v o

Q

De (7i), temos u™" —u " > 0e v " —7 7 > 0. Entao, desde que hy, hy > 0, obtemos

/ o (VTP VTP 2VaVé da — / by ()T 6 d — / Fy(2,7,0)6 dz > 0

Q Q Q

/a2(|V5|p2)]VU|p2_2VUVg0 dx — /hg(x)ﬁ_wgo dx — /Fu(x,u,@)go dx > 0,

Q Q Q

o que implica que (@,v) é uma supersolugao para o problema (4.1)). O
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Demonstracao do Teorema Considere as fungoes

p

hy(x)a(x)™ " + Fs(x,u(z),t), s> u(x)
Gs(x,s,t) = § hy(x)s™™" + Fy(, s,1), u(x) < s <u(x) (4.8)

hi(z)u(z) " + Fy(z,u(z),t), s <u(x)

\

(

ho(2)o(x)™"? + Fy(x,s,0(x)), t>7(x)

Gi(w,5,t) = { hy(2)t™2 + Fy(x, s, 1), v(z) <t <o(z) (4.9)

ho(x)v(z)™ " + Fi(z, s,u(z)), t<uv(z)
\
e o problema auxiliar

;

—div(a;(|VulP?)|VuPr2Vu) = Gy (x,u,v) em Q,

—div(as(|VulP?)|VulP2=2Vu) = G, (z,u,v) em €,

(4.10)
u,v >0 em (2,
(u=v= 0 sobre 0f2.
Associamos ao problema (4.10]) o funcional ® : X — R definido por

1 1

O (u,v) = o /Al(]Vu]pl)d:U + P /Ag(]Vv\pQ)dx — /G(:U,u, v)dz. (4.11)
1 2

Q Q Q

Note que, em vista de (A;), o funcional ® estd bem definido e é de classe C*. Além
disso, qualquer ponto critico de ¢ é uma solugao fraca para o problema (4.10)) e a derivada

de Fréchet ¢ dada por

’

O (u,v)(¢, ) = /[al(\Vulpl)\VuPl?Vqu) + a(|Vo]??) | Vo2 VoV] da

Q

— /[Gu(x, u, )P + Gy(x,u,v)p| dr,

Q

para todo (u,v), (¢, ) € X.
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Segue do Lema [4.1](ii), (F) e ([.7) que

hi(z) < Fy(x,s,t) <0 q.t.p em Q, para todo 0 < s < ||| o, (4.12)

ho(z) < Fy(z,s,t) <0 q.t.p em £, para todo 0 < t < ||7]|o- (4.13)

Agora, usando o Lema (zz), (4.8) e (4.12)), temos que:

e Se s > u(x), entdo

Gs(z,s,t) = hi(x)u(x) ™ + Fy(z,u(x),t) < hy(x)u(z)™ ",

e Se u(xr) < s <u(x), entdo

Gs(x,s,t) = hy(z)s ™" + Fis(x, s, t) < hy(x)u(xz)™"

e Se s < u(x), entao

Gs(x,s,t) = hy(z)u(z) ™ + Fy(z,u(x),t) < hy(z)u(z) .

Logo,
Gs(z,s,t) < hy(x)u " q.t.p em Q, Vs € R. (4.14)

De modo andlogo, usamos o Lema [4.1{(é), (4.9) e (4.13) para obter
Gi(z,s,t) < hy(z)v 7 q.t.p em Q, Vt € R. (4.15)

Considere M = {(u,v) € X;u<u<uqtpem Qev <v <7 qt.pem 2} Afirmamos

que ¢ é limitado inferiormente em M. De fato, para todo (u,v) € X, usamos (A4;), (4.11)),
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(4.14) e (4.15) para obter

ko
®(u,v) = —HU!

H I, —H T, + H vl + Las

-~ /{/OuGs(x,s,t)ds} d:p—/{/o Gt(a:,s,t)dt] da

2 H ullfq, + ||U||1 a2 /“ (h(z)u(z)™™) do — /U (ho(z)v(z) ™) dx
Q Q
> (Hqu,q1 + HUHq,qQ) K,
kg kg _ - .
onde K = min il e K* = ||u)lo [ ha(z)u(z) " "dx + ||v||eo [ he(z)v(z) 7?dz devido o
1 Q2

Q Q

Lema [4.1f(4).

Fazendo [|(u,v)|| — +oo, temos [[ul/{}, — +oo0 ou ||v[|{?, — 400, o que implica em
®(u,v) — 400, e assim ¢ é coerciva. E ainda, pela condi¢do (As), obtemos que & é
fracamente semicontinua inferiormente. Assim, desde que M ¢é fechado e convexo em X,
pelo Teorema[A T3], segue que ® é limitado inferiormente em M e atinge o seu infimo em um
ponto (u,v) € M, conforme querfamos.

Usando o mesmo raciocinio na demonstragao de [74, Teorema 2.4], este ponto minimo
(u,v) é uma solugdo fraca positiva para o problema ([4.10). Como G(z,s,t) = hi(z)s™™ +
Fy(z,s,t), para s € [u,Tl, e Gy(x, s,t) = ho(z)t "2+ F,(x,s,t), parat € [v, 7], entao (u,v) € X

é precisamente uma solugao fraca positiva de (4.1). O

4.3 Demonstracao do Teorema 4.2

Seja (u,v) € X a subsoluc¢ao do problema (4.1]). Em nosso préximo resultado, provamos
que o funcional satisfaz as duas geometrias do Teorema do Passo da Montanha [6].

Considere as funcoes

. hi(x)s™ " + Fy(x, s, 1), s> u(r
Gz, ,1) = (@) (@:5,8) (@) (4.16)
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ha(2)t772 4 Fy(x, s, 1), t> (@) (4.17)

~

Gi(z,s,t) =
ho(z)v(x)™2 + Fy(x, s,v(x)), t

e o problema auxiliar

(

—div(ay(|VulP)|Vul|Pr—2Vu) = au(x,u, v) em €2,
—div(as(|VulP?)|Vu|P22Vu) = G, (z, u, v) em €,
(a2(|[VulP?)[Vul ) ( ) (4.18)

u,v >0 em (2,

(u=v= 0 sobre 0f).

Definimos o funcional ® : X — R associado ao problema || por

. 1 1 N
Bu,o) = - /A1(|Vu|”1)dx +o /A2(|Vv|p2)dx - /G(m,u,v)dm. (4.19)
Q Q

Novamente, por (A1), o funcional d et (X, R) com a seguinte derivada de Fréchet

' (u,v) (¢, p) = /[al(\Vulpl)\Vulpl_QVqub+a2(]Vv\p2)|Vv|p2_2VvVgo] dx

_ Sz/[é;(m, u, )¢ + é\@(x,u, v)<p] dz,

Q

para todo (u,v), (¢, ) € X.
Note que, aplicando (4.16)) e (F3), temos que:

e Se s > u(x), entdo

Gy(x,5,1) = hy(x)s™ " + Fy(z,5,t) < hy(@)u(z) ™ + by () (1+ s+ |t

e Se s < u(x), entdo

@s(x, s,t) = hy(2)u(x) " + Fy(z, u(@),t) < hi(z)u(z)™" + hy(x)(1+ s+ [t ).
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Logo,

Gy(x,5,t) < hy(x)u™" + hy(2)(1+ s + 1Y) q.t.p em Q, Vs € R.
De modo andlogo, usando e (F3y), temos

Gi(z,5,1) < ho(2)v™" + ho(2)(1+ |s]" "+ []™") q.t.p em Q, Vt € R.
Consequentemente, pelo Lema (1) e Observagao existem cy, co > 0 tais que

Gr,s,t) < ha(@)u " loos + [1ha(@)o 2 oot + B ()l|oo (s + cals]” + [t s)

+ |he(@)|lso(t + 8|71t + co|t]") q.t.p em Q, Vs, t € R. (4.20)

Lema 4.2. Suponha que (H), (F1) — (F3) e (A1) — (A4) sao satisfeitas. Entao, d satisfaz

(@1) Ezistem R, o, B com R > ||(u,v)|| e a < B tais que

P <a<fB< inf ®.
(u,v) < a 5_81132(0)

(Dy) Ewiste e € X \ Br(0) tal que (e) < f.

Demonstracao. Decorre do Lema [4.1)(¢) e (F}) que

—hy(x) < Fy(z,s,t) <0 q.t.p em Q, para todo 0 < s < ||u/|o,

—ho(z) < Fy(x,s,t) <0 q.t.p em Q, para todo 0 < ¢ < ||u|co-

Logo, usando (4.16]) e (4.17)), obtemos

Gz, u,v) = hy(2)u™" + Fy(z,u,0) > hy(z)u™" — by (2)



Consequentemente,
@(as,g, v) > [hl(a:)g_71 — hl(x)] u -+ [hg(:lc)g_72 — hg(.ﬁt)] v q.t.p em €.

Assim, por (4.19), temos

o~

1 1
S < ~ / A(|VuP) da + - / As(| V) d
D1 ) D2 /

— /(hl(x)g_71 — hi(z)) u dz — /(hg(:z;)y_w2 — ha(z)) v da.
Q Q
Desde que hi, hy > 0 € 71,72 > 0, invocamos o Lema[4.1|(i) para obter h; (z)u™"* —hy(z) >
0 e ho(x)v™"* — ho(z) > 0. Entao, existe 0 < a € R tal que

~

Blu,v) < - /A1(|Vg|”1) do + — /A2(|Vy|p2) iz = a. (4.21)
b1 P2
Q Q

Assim, usando (Ay), (4.19)), (4.20)), Desigualdade de Young e imersao de Sobolev, existem

constantes positivas tais que

O(u,v) = K([[ullfy, + [10]17g,)—callha(@)u™ [[ooll (u, v) = callaa (@)oo [I(u, v)]

—CsllFa () [loo [ (1, 0)["= cdll o ()™ [l || (w, v) | = €7 [ 2 (2) [l || (u, )
—Cs[ha () [|oo I (u, 0)[["= col [P (2) [[oo | (u, V)™= c10]lPa ()] oo (22, 0) [

—cnl|ha (@)ool [ (w, V)" = cral[ha(@) [l ool (w, 0)] (4.22)
onde K = min{@, @}
41 92
Assumindo |[(u,v)|| = R com R > max{l,|(u,v)||} e para ||h;|]|o suficientemente

pequena, com i = 1,2, existe 8 € R tal que @(u,v) > 3, para todo (u,v) € 0Bg(0). Assim,
as escolhas de «, 5, R e ||hi|]|c combinadas com as desigualdades (4.21)) e (4.22) resultam em

o u,v) <a<f< inf EIS,
<_ _) - 6 " (u,v)€IBR(0)

o que mostra a condicao P.
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Agora, pela definicao de @, temos
@(:U, su,0) > F(z, su,0), para todo s > 1, q.t.p em §.
Invocamos (A7) e (4.19) para obter

~ ks k4
Blow0) < 25 ulfy, + 2t ulf, — [ Flesu 00
n

Q

Usando (F3), existe d; > 0 tal que F(z,s,0) > dlsé, para todo s > max{1, so}, onde s

é a constante que aparece em (F3). Entao,

95

ks ka
Blo0) < T0a [ulf, + Shs ulf, — dus? / u
1

Desde que 1 < p; < 1 < é < ¢;, concluimos que EI\)(SQ, 0) —» —oo quando s — +00.
Logo, podemos encontrar e = so(u,0) € X tal que |le| > R e ®(e) < B, o que satisfaz a

condicao P,. 0

Demonstracao do Teorema [4.2] Sejam (u,v) e (u,7) a subsolugio e supersolugao,
respectivamente, do problema , dadas pelo Lema , e (up,v1) a solugao fraca do
problema obtida pelo Teorema {.1]

Agora, afirmamos que o funcional ® satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale. De fato,

considere (uy,,v,) C X uma sequéncia de Palais-Smale, ou seja,
D (ty, vp) = ¢ € B (U, vy) — 0. (4.23)

Assim, existem dy, d3 > 0 tal que, para todo n € N,

A

B(tn, V)= |0, ® (V) (1, 0) + 00, (10, 02) (0, v0) | < gy (B, +00,) (a1 + 10

LQQ)'
(4.24)
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Por outro lado, usamos (A;) e (A4) para obter

B (1, ) — [Hunfi)’(un, ) (s 0) + 0. & (11, 0) (0, vn)]

1 1
> - eu k Unp n - 61, k Un 92
> (o = ) el A 00, ) el

~ ~

+ /[9%@% (@, Uy V) ) Uy, + Ou, G, (T Uy V)V — G2y U, v,) | . (4.25)

Q

Mas, por virtude de (4.16]) e (4.17)), temos

~

un (T, Uy, Un)un—i—evn@vn (x, Up, V) Uy, — G2, Up, Un)] dx

1 1
> (0,,— /h z)up " dx + (HU - )/h z)ul " dx
> (0= =) [ ) [l

Q

—
§%
o

+ /[QunFun (T, Upy OV ) Uy, + On, By, (X, Uy 0 )0 F (2, 0, 0] d.

Q

Considerando A,, = {x € Q;|u,(x)] > s e |v,(z)| > to}. Entdo, por (F3), existe C' > 0

tal que

~

/[Hun@un (x, un,vn)un—i—ﬁvnévn (@, Up, V) Uy, — G2, Up, vn)] dx >

1 1
> (0, — /h x u;_“d:r + (91,”— )— C. (4.26
_( " 1—%) (@) 1= (4.26)

Q

Analisando os casos possiveis e usando ({4.24)-(4.26|), podemos concluir que (u,,v,) é

limitada em X. Assim, a menos de subsequéncia, existe (u,v) € X tal que

(
Uy — uy em Wy (),

U, — ug em L5(Q), 1 <s < qf, (4.27)

up(z) = uz(x) q.t.p em Q
\
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(

Uy, — vy em Wy (Q),
v, — vg em LY(Q), 1<t < g, (4.28)

v () = va(x) q.t.p em Q.

\

Usando (A,), aplicamos a Proposigao para obter

Co[lun — ullfy, < /a1(|Vun]p )| Vu,|[Prdx — /a1(|Vun|p1)|Vun]p2_2VunVu dx + o,(1),

Q Q

onde

on(1) = /a1(|Vu|p1)|Vu|p1dx — /a1(|Vu|p1)|Vu|p1_2VunVu dx.

Q Q

Cullon = o112, < [ ax( T} Venlds = [ ax(0,p)[F0,* 290,70 do -+ 0,(1),

Q Q

onde

on(1) = /a2(|VU|p2)|Vv|p2dx - /a2(|w2|m|w|p2—2wnvv dz.
Q

Q

Em vista de (4.23)) e (4.27)), obtemos

qunun | Lg T OquUn | 1,q2 < /[Gun(xaumun)(un - u) + Gvn(x,umvn)(vn - U) dr.

Q

(4.29)
Aplicando (F3), -, Lema () Observacgao e o Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue, temos

/[@un (@, U, vn) (Uy, — u) + @Un (@, U, vy ) (U, — v)} dx — 0 quando n — +o0. (4.30)

Q

Note que, sem perda de generalidade, podemos considerar ¢; < go. Segue de (4.29) e

(#.30) que

(i, 0n) = (2, v2) | = (lun—usll1g +l[vn—v2ll1)® < Cop llun—usl|Tly, +Cosllvn—val| g, = 0n(1)
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e assim, (uy,,v,) — (ug,v2) em X, mostrando a afirmagao.

Consequentemente, usando o Lema [4.2] existe (ug,v2) € X tal que

-~

B < ®(ug,v2) = c,

onde ¢ é o valor minimax de ®.
Além disso, desde que Gg(z,s,t) = @S(x,s,t), para s € [0,u] e Gy(z,s,t) = @t(x,s,t),

parat € [0,7], entao ®(u,v) = Eﬁ(u, v), para (u,v) € [0,7] x[0,7], onde ® e d sio definidos em

4.11) e (4.19), respectivamente. Assim, @(ul,vl) = i]\nf ®, onde M é dada na demonstracao

do Teorema .11
Portanto, o problema (4.18)) possui duas solugbes fracas positivas (uy,v1), (ug,v9) € X

tais que

O(uy,v1) < P(u,v) < o < B < Dlug, v2) = c.

Argumentando como na prova do Teorema , obtemos us > u e vo > u. Por (4.16) e
[ET7), temos

Gy, uz,v9) = hy(z)uy ™ + Fy(z, us, v3) em €

~

Gi(x, uz,v9) = ho(x)vy * + Fy(x, u2,v2) em €.

Logo, (u1,v1) e (ug,v9) sdo duas solugoes fracas positivas para o problema ({4.1)). O
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Apéndice

A

APENDICE

Neste apéndice, definimos o espago VVO1 P(€)) e enunciamos alguns resultados importantes
utilizados ao longo do nosso trabalho.

Sejam Q C RN um aberto e p € R com 1 < p < oo. Definimos W?(£2) por

Whe(Q) .= {UGLP(Q);SU € LP(Q);i = 1,2,...,N}

L
com a seguinte norma

el = ( / P + / |Vu|p)
Q Q

e 0 espaco W, (Q) é definido como sendo o fecho de C$°(Q) na norma || - ||1, isto é,
Lp yareyracy M ¥
Wot () = Cg°(@) 7,

onde a norma de W, (Q) é dada por

1
HUHWOI”’(Q) - </|Vu\p> :
Q

Teorema A.1. (Rellich-Kondrachov) Se Q C RY ¢ um aberto limitado de classe Ct, temos

as sequintes imersoes compactas
1
(i) Sep < N, entao W'P(Q) C LI(Q), Vg € [1,p*) onde — =
p
(ii) Se p= N, entao W'?(Q) C LI(Q), Vq € [1,00),
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(iii) Se p > N, entio W'P(Q) C C(9).
Em particular, W'?(Q) C LP(Q) com imersio compacta para todo p.
Demonstragao: Ver [12].

Teorema A.2. (Desigualdade de Hélder) Sejam f € LP(Q) e g € LP (), onde 1 < p < 400

1 1
e —+ — = 1. Enlao,
p P

fg € Ll(Q) elfal <|flplgly-

Demonstragao: Ver [12].

Teorema A.3. (Desigualdade de Young) Para todo a,b > 0, vale a desigualdade

1 1.
abg—ap+—,bp
p p

1 1
comlgpgooe——i——/:l.
p P

Demonstragao: Ver [50].

Teorema A.4. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lesbegue) Seja (f,,) uma sequéncia

de fungoes em LY(Q). Suponhamos que:

(1) fulz) = f(x) ¢t.p em €,

(i1) Ewiste uma funcio g € LY(Q) tal que | f(z)| < g(x) ¢.t.p em Q,V n € N,

/fndx - /fdx.

Entao, f € L*(Q) e

Demonstragao: Ver [12].

Teorema A.5. (Minty-Browder) Sejam E um espago de Banach reflexivo e A : E — E*

uma aplicacao nao-linear continua tal que

<—A7J1 — A’UQ,Ul — U2> > 0, Y V1, V9 € E, V1 7é Vo
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A
lim (A, v) = 400
ol =400 |0

Entao, para todo f € E*, existe uma unica solu¢ao uw € E da equagao Au = f.
Demonstracao: Ver [12].

Teorema A.6. (Desigualdade de Trudinger-Moser) Para cada u € Wy'™ (Q) e a > 0, tem-se

N
N—

exp (auil> € L'(Q)
e existe uma constante M > 0 tal que

sup /exp (au%> dx < M,
<1

llull
1,N

wiN@) 2

1

para cada o < ay = Nwy |, onde wy_; é a medida (N — 1) - dimensional da (N — 1)

esfera.
Demonstracao: Ver [61, [77].

Teorema A.7. (Desigualdade de Hardy-Sobolev) Se u € WyP(Q) com 1 < p < N, entdo

1 1 1-
CZTEL"(Q),pam;:Z—j— NT,OSTgle

onde d(z) = dist(x,00) e C' é uma constante positiva que nao depende de x.

< |Vulr(a),
L™ ()

u
cdr

Demonstracao: Ver [47].

Teorema A.8. Seja X um espago de Banach reflexivo. Se (x,) € uma sequéncia limitada

em X, entdo existem uma subsequéncia (xy,;) C (z,) e x € X tais que
T, —x em X.

Demonstragao: Ver [12].
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Teorema A.9. Sejam (f,) uma sequéncia em LP(Q) e f € LP(Q) tais que

fo — f em LP(Q).

Entao, existem uma subsequéncia (f,,) e g € LP(S2) tais que
(1) fo.(x) = f(x) g.t.p em Q,
(1) |fu,(2)] < g(x) q.t.p em 2, ¥V n € N.

Demonstragao: Ver [12].

Teorema A.10. (Brezis-Lieb) Seja Q um subconjunto aberto do RN e (f,) C LP(Q),
f e LP(Q) comp > 1. Suponha que f,(x) — f(x) q.t.p. em Q e que existe C > 0, tal

que
/]fn|pda:§ C, Vnel.
Q
Entao,
/fngod:c — /fgodx, Ve LQ),
Q Q
1 1
onde, — +— =1
P q

Demonstracao:. Ver [4§].

Teorema A.11. (Principio Variacional de Ekeland) Seja V' um espago de Banach, F :
V. — RUoo uma funcao Gateauz diferencidvel, semicontinua inferiormente e limitada
inferiormente, tal que

—oo < Inf F < +o0.

Entao, para todo € > 0, para todo u € V' tal que F(u) < inf F' + ¢, para todo A > 0, existe
v eV tal que
F) < F(u), [lv—ull <X e|[F'()]. <

> ™

Demonstragao: Ver [32].

Teorema A.12. (Teorema do Passo da Montanha - Ambrosetti-Rabinowitz) Sejam X um

Espago de Banach e I € CY(X,R) com I(0) = 0. Suponha que: existem a,p > 0 tais que
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(H)
I(u) > a >0 para todo uw € X : ||u|]| = p

e existe e € X tal que |le]| > p e

(H>)
I(e) <O.
Seja
= inf I(~(t
0 <= infmax (v(2)),
onde

I'={y e C([0,1],X) : v(0) = 0,7(1) = e}.

Se I satisfaz a condigao (PS)., entdo ¢ é um valor critico de I, isto é existe u € X tal
que

Iu)y=c>0el'(u)=0.
Demonstracao: Ver [6].

— 0
Lema A.1. Sejam ¢,w > 0 duas funcoes quaisquer em CE(€). Se 8_¢ >0 em 0N, onde v €
v

a normal unitdria interior em 0S), entdo existe C' > 0 tal que

¢(x)

——= > C > 0,para todo x € €.

w(x)
Demonstracao: Ver [62, Lema 2.6].

Teorema A.13. Suponha que V' é um espago de Banach reflexivo com norma || - || e seja
M C V' um subconjunto fracamente fechado em V. Suponha que E : M — RU+4-00 € coercivo
e fracamente (sequencialmente) semicontinuo inferiormente em M com respeito a 'V, isto €,

suponha que as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

(1) E(u) — oo quando ||ul| — oo, u € M,

(2) Para qualquer w € M, qualquer sequéncia (u,,) em M tal que u,, — u em V ocorre

E(u) < liminf E(u,,).

m—o0
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Entdao, E é limitada inferiormente em M e atinge o seu infimo em M.

Demonstragao: Ver 74, Teorema 1.2].
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Apéndice

B

APENDICE

Aqui, faremos uma exposicao de resultados envolvendo o operador p&g-Laplaciano que

foram fortemente utilizados em todos os capitulos do trabalho.

Proposigao B.1. Seja a : RT — RY uma fungdo de classe C' tal que as condigoes (ay) e

(as) sdo vdlidas. Se p < q entdo
Colz —yI* < (a(|2)|=[z — ally) yI"*y. x — y),

para todo x,y € RY.

Demonstracao: Ver [37, Lema 2.4].
O préximo lema demonstra algumas propriedades satisfeitas pelo operador T; que nos

permite aplicar o Teorema de Minty-Browder.

Lema B.1. O operador T; : X — X* definido por

(Tiu;, ¢) = / ai(|Vu, Pi=2 Yu; Vo du

Q

satisfaz as sequintes condicoes:

(Tyu; — Ty, u; — v;) > 0, para todo u;,v; € X com u; # v;

lJuill =400 |||
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Demonstracao: Ver 21, Lema 1].

Lema B.2. (Principio de Compara¢ao Fraco para o operador p&q-Laplaciano) Se Q é um

dominio limitado e se u;,v; € X satisfazem

—div(a;(|Vu;|P) |V, Vo,

pi)

u; < v; sobre 052

Pim2Vuy,;) < —div(a;(|V;

pi) Pim2V;) em Q,

Entao, u; <wv; q.t.p em Q.
Demonstracao: Ver 21, Lema 2].

Lema B.3. Seja Q C RN um dominio limitado com fronteira suave. Se u € C1(Q)NW, ()

e

;

—div(a(|Vul?)|Vul[P~2Vu) > 0 em Q,

u>0 em(Q,

u = 0 sobre Of).

Ou

on

Entao, < 0, onde n € a normal unitdria exterior em OS).

Demonstragdo. A demonstragao é feita com argumentos similares aos usados em [6§]
substituindo —Ayu por —div(a(|VulP)|Vul[P~2Vu) e o Principio de Comparagao Fraco para

o operador p-Laplaciano pelo principio de comparagao fraco do Lema |B.2] O]
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