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“A luta pela verdade deve ter precedéncia sobre todas as outras.”

Albert Einstein



Resumo

Nesta tese, seré estudada a controlabilidade exata interna, estabilizacao e analise de dispersao
para um sistema poro-elastico unidimensional. A controlabilidade exata serd abordada pelo
método HUM (Hilbert Uniqueness Method), enquanto que a estabilidade exponencial seré con-
siderada para dois tipos de sistemas poro-elasticos. Para o primeiro sistema, seré estabelecido
a propriedade do crescimento determinado pelo espectro (PCDE), ja para o segundo sistema,
serd demonstrado somente a estabilizacao exponencial através da teoria de estabilizacao de

semigrupos.

Palavras-chave: Sistema Poro-Eléstico. Estabilizacao Exponencial. Controlabilidade Exata

Interna. Método HUM. Anélise de Dispersao.



Abstract

In this thesis, it will be studied the exact internal controllability, stabilization and dispersion
analysis for a one-dimensional porous elastic system. Exact controllability will be approached
by the Hilbert Uniqueness Method, while exponential stability will be considered for two
types of elastic-porous systems. For the first system, the spectrum determined growth (SDG)
property will be established, and for the second system, only the exponential stabilization

through the theory of stabilization of semigroups will be demonstrated.

Key words: Porous Elasticity Systems. Exponential Stabilization. Internal Exact Control-

lability. HUM Method. Dispersion Analysis



Sumario

SUMArIOl . . . . . . e e e e e e e e e e e e e e 9
(1 Introducaol . . . . . . . . ... e e e 10
(1.1 O Cenario da Controlabilidade Exatal . . . . . ... ... ... ... ... .. 12
(1.2 O Cenario da Propriedade de Crescimento Determinada pelo Espectro (PCDE)| 15
(1.3 O Cenario da Estabilizacaol . . . . . . .. ... ... ... 18
(1.4 O Cenario de Espectro de Frequéncial . . . . . . ... ... ... ... ... 19
(1.5 Objetivos da Tesel . . . . . . . . . . . 22
[2 Existéncia e Unicidade para um Sistema Poro-Elasticol . . . . . . . .. 24
(2.1 Formulacao de Semigrupo|. . . . . . . . . . ... oo 24
(2.2 O Sistema nao Homogéneo| . . . . . . . . . . . .. ... 29
23  Sistema Nao-Conservativo com Amortecimentol . . . . . ... ... ... .. 30
24 Sistema com Amortecimento Indefinidol . . .. ..o 000000 31
3 Controlabilidade Exata Internal . . . . . .. ... ... .......... 33
[3.1 Controlabilidade Exata Internal . . . . . . . . .. .. ... ... ... .... 33
(3.2 Desigualdade de Observabilidade| . . . . . . . . ... ... ... ... .... 33
3.3 Controlabilidade Iixata Internal . . . . . . ... .. .. ..o 00000 42
(4 Propriedade de Crescimento Determinado Pelo Espectro/ . . . . . . . . 46
[4.1 Propriedade de Crescimento Determinado Pelo Espectro| . . . . . . . . . .. 46
(5 Estabilidade Exponencial para Amortecimento Indefinido| . . . . . . . . 59
(6 Propriedades Dispersivas| . . . . . . ... .. ... ... ... ...... 69
(6.1 Ramo Nao-Fisico do Sistema Elastico Poroso Classico (Sem Amortecimento)| 69
6.2 Ramos Fisico do Sistema Poro-Elastico Amortecidd . . . . . . . .. .. .. 72

[A — Solucao por Transposicao do Sistema Elastico Poroso| . . . . . . . 75
A1 Limitacao para a Solucao Fraca do Sistema nao Homogeéneo . . . . . . . . . 76
(A2 dolucao por Transposicaol . . . . . . . . . ... 79

B — Solucdo de um Sistema Eliptico|. . . . . ... ... ......... 82

[Consideracoes Finais| . . . . . . . . . . . . . . e 85




10

1 Introducdo

D. Iesan na introducao de (IESAN, 2004), ressalta que a teoria linear dos materiais
poro-elasticos, estabelecida por Nunziato e Cowin (COWIN; NUNZIATO, 1983; NUNZIATO;
COWIN| 1979) é atualmente um assunto de grande interesse na pesquisa cientifica. Ainda
na introducao, o autor afirma que soélidos porosos desempenham um importante papel em
quase todos os ramos da engenharia como por exemplo: mecanica dos solos, industria do
petroleo, ciéncias dos materiais e biomecanica. Ele diz ainda, que a teoria ¢ uma das mais
simples extensoes da teoria classica da elasticidade para o tratamento de sélidos porosos em
que matriz do material é elastica. O autor declara que a teoria é uma ferramenta adequada
para descrever também o comportamento de materiais granulares como rochas, solos e corpos

porosos manufaturados.

Na Segao 2 de (NUNZIATO; COWIN| [1979), os autores comentam que a teoria
linear de materiais poro-elasticos (poros vazios) se baseia em pequenas mudangas na con-
figuracdo de referéncia (configuragdo em um instante ty) de um corpo poroso e que nesta
configuragao a densidade aparente p(x,t), a densidade da matriz do material (z,t) e a fragao

de volume da matriz v(z,t) na posi¢ao z = (1, x2, z3) no instante ¢ estao relacionadas por

p(l’,t) zy(x,t)y(:r;,t), (1‘1)

e para a configuracao de referéncia tem-se

pr(x) = yr(x)vg(z). (1.2)

Os autores consideram nesta configuracao inicial o corpo sem deformagao, porém
nao necessariamente livre de tensdao. A variavel independente cinética na teoria linear é o
campo deslocamento u(x,t) = (uy(z,t), us(z,t), us(z,t)) com relagdo a configuracao de refe-
réncia e a mudanga na fragao de volume com relagao a fragdo de volume de referéncia ¢(z,t)

é

o(x,t) = v(z,t) — vg(z). (1.3)
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O tensor deformacao E;;(x,t) é determinado pelo do campo deslocamento, da seguinte forma
1
Ei; = E(ajui + Oiuy), (1.4)

(onde 0; = % ). Assumindo que o corpo ocupe uma regiao limitada e regular (conexa e limi-
1

tada por um ntumero finito de superficies regulares) do R3, as equagoes lineares do movimento

que governam um material continuo elastico poroso sao o momento linear balanceado e a forca

de equilibrio balanceada, dadas por

pi; = 0;T;; + pbi, (1.5)
prd = Ohi+ g+ pl, (1.6)
respectivamente, onde T;; ¢ o tensor tensao simétrica, b; ¢ o vetor for¢a do corpo por unidade

de volume, h; é o vetor tensao equilibrada, k é a inércia equilibrada, g é a forca intrinseca

equilibrada do corpo e [ é a forca extrinseca equilibrada do corpo, com

Ti; = CijemErm + DijrOr¢ + B;j¢ + Ti? (1.7)
hi = Aij0;¢+ DijiEj, + fio+ bl (1.8)
g = —wgz% — & — BBy — [:0i0 + q", (1.9)

R
onde Cijkma Dz’jk; Bz’j7 T;

Ay, [ B w, &, g" s@o fungoes de vg e de seu gradiente. Na

7
configuragao de referéncia, £;;, ¢ e 0;¢ se anulam e entao Tff ¢ a tensdo, hl* ¢ o valor do vetor
tensdo equilibrada e ¢ é o valor da forca equilibrada do corpo. As hipéteses de isotropia

implicam que o gradiente de vg se anula e neste caso tem-se

Tij = NoijEw, + 2uE;; + Bodij, (1.10)
b = ad (111
g = —wo—Ep— BEy, (1.12)

onde 9;; é o delta de Kronecker. Para que a energia interna do modelo seja positiva deve-se

considerar (COWIN; NUNZIATO), [1983)

>0, a>0, £€>0, 3x+2u>0, BA+2u)E>36% w>0 e £>0. (1.13)

O modelo poro-elastico unidimensional na auséncia de cargas corporais (b = [ = 0)

¢ dado por (QUINTANILLA| 2003):

pPoly — HlUgy — 6¢a¢ =0
Pof‘f@t - 5¢x:c + Bua: + €¢ + Tth = 0

(1.14)
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com

p0>0, u>0 B#0, k>0, §>0, 7>0, £€>0, e u&>p> (1.15)

1.1 O Cenario da Controlabilidade Exata

De forma geral, um problema de controlabilidade pode ser formulado da seguinte
maneira: dado um sistema de evolugao (descrito em termos de equagoes diferenciais ordinarias
ou parciais) no qual seja possivel introduzir algum mecanismo controle (que atue nas equagoes
em cada ponto de seu dominio, na fronteira ou etc.) Dado um tempo 7" > 0 e condigao inicial
u® e final u', deve-se obter um controle v de modo que a solucao y = y(t,v) do sistema obtido

levando em conta esse controle, satisfaga

y(0)=u" e y(T)=1u'.

David L. Russel em (RUSSELLY [1978)), compilou os principais resultados e as ferra-
mentas matemaéticas, bem como os problemas em aberto encontrados na literatura até aquele
momento relacionados a controlabilidade e observabilidade (para o conceito de observabili-
dade em um cenario de espagos de Banach abstrato e sua relagdo com a controlabilidade (ver
(DOLECKI; RUSSELL (1977))) para equagoes diferenciais parciais lineares. Isto permitiu uma

melhor visao do campo de pesquisa assim como os desafios a serem superados.

Em 1988, Jaques Louis Lions em (LIONS||1988), publicou um poderoso método o
qual denominou de Método de Unicidade Hilbertiana (Hilbert Uniqueness Method - HUM).
Na introducao do artigo, Lions destaca a generalidade e flexibilidade do método e explica que
a técnica se baseia na construcao de uma estrutura de espago de Hilbert apropriada sobre o
espacgo dos dados iniciais e que estas estruturas, por conseguinte, devem estar relacionadas
as propriedades de unicidade. O método HUM possibilitou, dentre outras coisas, o estudo
da controlabilidade exata, estabilizacao de sistemas de equagoes, analise do comportamento
da controlabilidade exata e da estabilizacao sob perturbagoes e ainda viabiliza a criacao de
algoritmos numéricos para a obtengao do melhor controle (GLOWINSKI R.; LI; LIONS, [1990;
GLOWINSKI R.; LIONS; HE, |2008]). Neste artigo, dentre os varios resultados apresentados,

Lions aplica o método HUM para estabelecer a controlabilidade exata para a equagao da onda
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com controle v na fronteira I' (ou em parte dela) de um aberto Q2 C R”

;

ugy —Au = 0 em Ox]0,T7,

u = v em I'x]0,T7,
(1.16)
u(0) = wup em €,
\ u(0) = w em Q,
e para a equagao do calor com controle w na fronteira (ou em parte dela)
y—Ay = 0 em Qx]0,T,
y = w em I'x]0,T], (1.17)

y(0) = y; em S

No capitulo nove de (MEDEIROS; MIRANDA; LOUREIRO, [2013)), os autores
generalizam os resultados anteriores aplicando o método HUM para provar a controlabilidade

exata da equacao de onda com coeficientes variaveis e controle v na fronteira dada por

( 9 ([ Ou —~ . du |~ Ou
Utt_izz;a_%(aija_%)+§bia_xi+;dia_% = 0 em Ox]0,77,

4 u = v em I'x]0,T], (1.18)

u(0) = wup em €

w(0) = u; em €
\

onde a;; = a;;(z,t), b; = b;(z,t) e d; = di(x,t), i = 1,2, ...,n sdo funcoes dadas.

Enrique Zuazua em (ZUAZUA| 1990) aplica o método HUM para mostrar a con-

trolabilidade exata para equacao de onda com controle interno f

uy —Au = fx, em Qx]0,T7,

u = 0 em I'x]0,T],
{0:7:1} (1.19)
w0) = uyg em €

\ w(0) = uy em €

onde Y, € a funcao caracteristica do conjunto aberto w C €2. O termo fx,, no sistema (|1.19)),

significa que o controle f estd atuando apenas na parte w do dominio 2.

Vale ressaltar que a aplicabilidade do método HUM nao se restringe a sistemas for-
mado apenas por equagoes lineares. Em (ZUAZUA||1993)), o autor utiliza o método HUM com

uma técnica de ponto fixo para obter a controlabilidade exata da equacao de onda semilinear
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com controle h

;

Ut — Ugy + f(ZL) = hXUJ em ]07 1[X]07 T[?
u(0,t) =u(l,t) = 0 em 0,77, (1.20)
u(0) = wup em ]0,1],
\ uw(0) = w em ]0,1].

No sistema anterior, tem-se novamente o controle h atuando somente num aberto w =|ly, l5[C

]0,1[ e a nao linearidade f : R — R, ¢ considerada continuamente derivavel.

Além das aplicagoes em equacoes de onda e calor, o método HUM pode ainda
ser aplicado no estudo da controlabilidade de modelos do tipo elastico, vibragao de placas,
problemas de transmissdao, modelos de difusdo e etc. (LIONS, 1988; LAGNESE; LIONS|
1988; GLOWINSKI R.; LIONS; HEL [2008). Em particular, pode-se destacar os sistemas do
tipo Timoshenko, o qual modelam pequenas oscilacoes em estruturas elasticas do tipo vigas

planas (TIMOSHENKO| 1937), (TAYLOR; YAU, [2003)

PoPet — /43(9096 + 77[])91: =0 em ]07 L[X]OvT[
p1y — b + k(e + ) =0 em |0, L[x]0, T,

(1.21)

onde pg, p1, b e Kk sdo constantes fisicas e geométricas positivas. Neste sistema de equacgoes,
as funcoes ¢ e ¥ representam o deslocamento vertical e o dngulo de rotagao do filamento da

viga, respectivamente.

Em (LAGNESE; LIONS]| [1988), (MEDEIROS| 1993) e (ZHANG; HU, 2007), os
autores aplicaram o método HUM e estabeleceram a controlabilidade exata para o sistema de
Timoshenko, considerando dois controles na fronteira e o resultado obtido nao levou em conta
qualquer relagao entre os coeficientes das equagoes do sistema. Nos trabalhos de (SADEK et
al., [1986)), (TAYLOR, [1996)) e (TAYLOR,; YAU, 2003) a controlabilidade foi obtida para dois

controles localizados na fronteira, contudo, o método se diferencia do HUM.

Nenhum dos trabalhos, até entao citados, sinalizava a respeito da controlabilidade
de sistemas de Timoshenko concebidos apenas com um tnico controle (utilizando ou nédo o
método HUM). Neste cenério, Abdelazir Soufyane em (SOUFYANE;, 1999)) deu uma resposta

positiva a questao e mostrou que se for tomado a igualdade

Po _ P1 (1.22)
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¢é possivel mostrar a controlabilidade exata do seguinte sistema

X
=
=

post — k(e + 1) =0 em ]0,L
P — by + K@z + ) = b(x)f em 0, L[x]0, T,

(1.23)

com condigbes de fronteira Dirichlet-Dirichlet, b(x) > 0 sendo uma fungao conhecida e f o
controle. A técnica utilizada por Soufyane para a obtencao da controlabilidade do sistema
anterior se baseia numa equivaléncia entre decaimento exponencial e controlabilidade (HA-

RAUX| [1989).

Em 2009 em sua tese de doutorado, Waél Youssef (YOUSSEF, 2009) considerando
(1.22)), aplicou o método HUM e provou a controlabilidade exata para ((1.23]) com condigoes de
fronteira dos tipos Dirichlet-Dirichlet e Dirichlet-Neumann, com um tnico controle atuando

na equacao do angulo de rotacao.

A relagao (|1.22)) ¢ conhecida como igualdade de velocidades para o sistema de
Timoshenko (ALMEIDA JUNIOR; SANTOS; MUNOZ RIVERA, [2013), apesar de ser mate-

maticamente possivel, ndo se verifica fisicamente (LIU; RAO, [2009).

1.2 O Cenério da Propriedade de Crescimento Determinada pelo Es-
pectro (PCDE)

De acordo com (ENGEL; NAGEL, 1999, p. 298, Definicao 1.5) e (NEERVEN]|
1996, p. 4, Defini¢ao 1.1.3), um semigrupo de operadores lineares (7'(t));>0, abreviadamente
representado por T'(t), definido e um espago de Banach (X, || - ||) com valores neste mesmo
espago, com gerador infinitesimal A de dominio D(A) C X, é exponencialmente uniformemente

estavel, se existe ¢ > 0 tal que

lim || T'(t)]| = 0. (1.24)
t—o00

Sera representado por o(A) o conjunto resolvente de A, ou seja, o conjunto dos
A € C tais que o operador R(\, A) := (A — A)7! existe e é limitado. O simbolo o(A)

representard o espectro do operador A que é dado por

o(A) == C\ o(A). (1.25)
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A cota superior do espectro de A, representada por w,(A) é definida como sendo o nimero
wy(A) :=sup{ReX; A € o(A)}. (1.26)

Vale observar que se o(A) = (), entao considera-se w,(A) = —oco (XU; FENG, 2001)).

Além disso, para o semigrupo T'(t), definimos o assim chamado limite de cresci-

mento ou limite de crescimento uniforme de T (t), representado por wy(A) (NEERVEN] |1996,
p- 8)

wo(A) == inf{w € R; IM,, > 0 tal que ||T(¢)|| < M e“" Vt >0}
(1.27)
= inf{w € R; 1tlim e | T(t)| = 0}.
—00

E claro que o semigrupo T'(t) é exponencialmente uniformemente estavel, se e
somente se, wy(A) < 0 (ENGEL; NAGEL, 1999, p. 299). Além disso, é possivel mostrar que
(ENGEL; NAGEL; 1999, p. 299)

o1
wof(4) = Jim ~log | T(0)]. (1.28)

O limite anterior é chamado de tipo do semigrupo T(t).

Sabe-se que se X tem dimensao finita, entdo a seguinte igualdade é valida (XU,

FENG), 2001)
wo(A) = wy(A). (1.29)

Neste caso, uma condi¢do necessaria e suficiente para que 7'(t) seja uniformemente exponen-

cialmente estavel é (HALE, 1980, p. 99, Teorema 4.2)

wo(A) < 0. (1.30)

Quando X tem dimensao infinita, existem duas grandes diferengas. A primeira
delas, advém do Teorema de Hille-Yosida (PAZY), 1983, p. 12, Corolario 3.8) que diz que se

A for o gerador infinitesimal de um Cj semigrupo T'(t) satisfazendo
|T()|| < Me® vt >0, (1.31)

onde M > 0 e 6 sao constantes, entao |6, +00[C o(A). Isto implica (NEERVEN] 1996, p. 8,
Proposicao 1.2.1) e (PRUSS, |1984)

wo(A) < wo(A). (1.32)
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Se A é um operador ilimitado, entdo a desigualdade estrita para ([1.32)) pode ocorrer (NEER-
VEN, [1996] p. 12, Exemplo 1.2.4).

E a segunda diferenga, é que a condigao ([1.30) ndo garante a estabilidade exponen-
cial do semigrupo 7'(t) (ENGEL; NAGEL| 1999, p. 271, Contraexemplo 3.3).

Deve-se observar que em geral nao se conhece o semigrupo 7'(t), se conhece apenas
o seu gerador infinitesimal A. Neste sentido, a igualdade se torna muito importante,
uma vez que ela resulta em um critério pratico para a estabilidade exponencial de T'(¢). A
igualdade ([1.29)) é chamada de propriedade do crescimento determinado pelo espectro (PCDE).
A (PCDE) é valida para uma ampla classe de semigrupos tais como analiticos e compactos,
porém estas classes de semigrupos nao cobrem em geral as aplicagoes em EDP’s do tipo

hiperbolicas (XU; FENG], 2001; RENARDY], [1993).

Viérios esforcos tem sido feito no sentido de garantir condigoes para que (|1.29))
ocorra, dentre eles podemos destacar os resultados de (SLEMROD) 1976; RENARDY], (1993;
PRUSS, |1984; GEARHART, |1978; XU; FENG, 2001).

J. E. Munoz Rivera e R. Racke em (MUNOZ RIVERA; RACKE], 2008), utilizando
uma técnica encontrada em (PJ—:{USS7 1984)), provaram que se (1.22)) ocorre, entao é valida a

(PCDE) para o sistema de Timoshenko

uy — k(uy +¢) = 0, em [0,L] x [0, 00],
P1ust ( ) [0, L] x [ [ (1.33)
P21t — 00ae + k(uz + ) + 79, = 0, em [0, L] x [0,00],
com condicoes de fronteira do tipo Dirichlet-Neumann. Além disso, os autores mostraram que

o valor da cota superior do espectro do gerador infinitesimal associado ao sistema é negativa

(1.30) e assim estabeleceram que o semigrupo é exponencialmente uniformemente estével.

Em (RAPOSO C. A.;MUNOZ RIVERA; ALVES, 2015), C. A. Raposo, J. E. M.
Rivera e R. R. Alves ressaltam que se ((1.29)) e (1.30) ocorrem, entdo w,(A) é a melhor taxa
de decaimento uniforme para o semigrupo, os autores estabeleceram a (PCDE) para o sistema

de Timoshenko
prug — k(uz + @)y +oquy = 0, em [0,L] x [0, 00, (1.34)
P2t — 0pue + k(ug + 9) + sy = 0, em [0, L] x [0, 00],

quando oy =leas =1, a1 =1eay =0, a3 =0 e as = 1, e condigoes de fronteira do tipo
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Dirichlet-Neumann. Eles ainda calcularam os valores das cotas superiores dos espectros para

0S €casos a, ap mencionados.

1.3 O Cenério da Estabilizacdo

A estabilizacao de sistemas de evolugao, constitui uma importante questao de pes-
quisa nas areas de matematica e engenharia e tem sido objeto de intensas investigagoes nos
altimos anos. Naturalmente, significativas propriedades matematicas sao extraidas de equa-
¢oes diferenciais parciais sem amortecimento, vale ressaltar as importantes propriedades ma-
tematicas da equacdo da onda, placas e vigas (planas e curvas) (GRAFEF| [1991; LAGNESE;
LIONS| |1988]). Porém, mecanismos de amortecimento tornam mais realisticos os fendmenos
traduzidos em termos de equagoes diferenciais parciais. Veja por exemplo os livros cléssico
(KOMORNIK], [1994; ILIONS, 1988} [LAGNESE] |1989) sobre estabilizacdo de sistemas hiper-
bolicos com termos de amortecimento na fronteira. Em tal diregdao, é possivel dizer que a
energia das solucoes de equagoes diferenciais parciais com termos de amortecimento decaem
exponencialmente se elas sao majoradas por uma exponencial negativa. Em casos em que
existe perda de decaimento exponencial afirma-se de modo geral que a energia das solugoes
decai de forma lenta. Assim, ambos os casos sao interessantes para se determinar condi¢oes

para se obter algum tipo de decaimento.

A analise do decaimento temporal na teoria poro-elastica unidimensional, foi pri-
meiro estudada por Ramén Quintanilla em (QUINTANILLAL 2003). Quintanilla, utilizando
o critério de estabilizacao de Routh-Hurwitz (GANTMACHER/ 2000, p. 194, Teorema 4)
mostrou que para um conjunto particular de solucoes de , formado por combinacgoes de

solugoes da forma
u = Aexp(wt)sennz, ¢ = Bexp(wt)cosnz, (1.35)
nao é possivel obter o decaimento exponencial uniforme das solucoes se

§ # pk. (1.36)

Quintanilla usou o termo decaimento lento para caracterizar o nao decaimento exponencial. O
mesmo conceito de decaimento lento empregado por Quintanilla pode ser encontrado em (CA-
SAS; QUINTANILLA| 2005a; CASAS; QUINTANILLA| 2005b; MAGANA: QUINTANILLA,
2006; MAGANA; QUINTANILLA, [2007; PAMPLONA: MUNOZ RIVERA: QUINTANILLA,
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2009; PAMPLONA; MUNOZ RIVERA; QUINTANILLA) 2011). O método utilizado pelo au-
tor, limitou a obtencao do decaimento lento somente ao caso em que as condi¢oes de fronteiras
sao do tipo Dirichlet-Neumann, mas o autor comenta no artigo, que acredita que o mesmo

resultado seja valido para condigoes do tipo Dirichlet-Dirichlet.

Recentemente em (SANTOS; CAMPELO; ALMEIDA JUNIOR, 2017)), utilizando
teoria de semigrupos de operadores lineares, M. L. Santos, A. Campelo e D. S. Almeida Janior

mostraram que
d = kK, (1.37)

¢ uma condigoes necessaria e suficiente para o decaimento exponencial de ([1.14]). Além disso,
eles provaram ainda que se (|1.36]) ocorre, entdo o decaimento é polinomial com taxa 6tima de

1/ t'/2. As condicoes de fronteira consideradas pelos autores foram do tipo Dirichlet-Neumann.

Outra recente e importante contribuigao é devido a Farel e Messaoudi (FAREH,;
MESSAOUDI, 2017)). Eles investigaram um sistema poro-elastico onde a conducgao de calor é
dada pela lei de Cattaneo, eles provaram um resultado de decaimento exponencial dependendo

de um particular nimero denotado por y.

Vejamos agora um caso particularmente interessante do sistema . Quando
kK= pu=£&=[0,p = pye py = pok obtém-se , que constitui o sistema
sujeito ao mecanismo de amortecimento 7¢. Portanto, existe uma particular similaridade
entre o sistema poro-elastico e o sistema de Timoshenko. Uma das primeiras contribui¢oes
considerando a estabilizacao do sistema foi apresentada por Soufyane (SOUFYANE,
1999). Ele considerou o sistema com 7 uma fun¢ao da variavel espacial, isto é, 7 = 7(z)

e provou que se ([1.22)) ocorre, entao a energia do sistema decai exponencialmente.

J. E. Muiioz Rivera e R. Racke em (MUNOZ RIVERA; RACKE, 2003) mostraram
que o sistema ([1.33)) (sujeito as condigoes de fronteira e iniciais) é exponencialmente estével

se, e somente se, a relagao ((1.22) ocorre.

1.4 O Cenario de Espectro de Frequéncia

O segundo espectro de frequéncia ou simplesmente segundo espectro constitui uma

importante questao em problemas de vibracao de estruturas mecanicas. Em geral, para a
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maioria dos autores, o segundo espectro de frequéncia é nao-fisico por algumas razoes dentre
as quais podemos destacar que no regime de baixa frequéncia existem dois modos distintos
de oscilagoes (ver Figura [1]). Por outro lado, existem autores que defendem que o segundo

espectro é tao fisico quanto o primeiro espectro (BHASKARYJ 2009)).

Historicamente, o segundo espectro apareceu na teoria da viga de Timoshenko
(TIMOSHENKO], [1937)). Trail-Nash e Collar (TRAILL-NASH; COLLAR] [1953) foram os pri-
meiros a considerar a existéncia de dois modos de vibragao, chamados de primeiro e segundo
espectro, além de uma frequéncia critica para os casos de extremidades livres e presas. Mais
precisamente, é possivel que duas frequéncias naturais correspondam a um tnico modo de con-
figuracao. Anderson (ANDERSON] 1953)) e Dolph (DOLPHI, [1954) confirmaram o resultado
de Traill-Nash e Collar no caso das duas extremidades presas. Este é um aspecto interessante
em problemas de vibragao, isto significa que a teoria da viga de Timoshenko (TVT) prediz
duas velocidades de fase de propagacao de onda e uma delas vai para o infinito para pequenos
nameros de onda. E claro que este fato é totalmente contrario a realidade fisica e requer algum

tipo de atencao (ver Figura |1)).

Na pratica, as velocidades de fase para TVT sao finitas para altas frequéncias e
em primeira vista, tem-se o importante resultado que as velocidades de fase sao limitadas
para ntumeros de ondas grandes em oposi¢ao ao modelo de Euler-Berloulli (EB), que prediz
velocidade ilimitadas de propagacao de ondas para altas frequéncias. Além do mais, Lord
Rayleigh (RAYLEIGH, 1877)) reestruturou o modelo de EB para contornar as altas frequéncias
e assegurar velocidades de fase finita para nimero de ondas grandes (ver Figura [2). Porém,

os modos de propagacao sao qualitativamente imprecisos para ondas progressivamente curtas

(BHASKAR) [2009).

O segundo espectro, tem sido estudado por varios autores ao longo dos anos (AB-
BAS; THOMAS| 1977; ANDERSON]| [1953; BHASKAR| 2009 BHASHYAM; PRATHAP,
1981} [ELISHAKOFF|, 2010, HAN; BENAROYA; TIMOTHY], [1999; HUANG, 1985; LEVIN-
SON; COOKE;, 1982; SMITH, [2008; STEPHEN| [1982; STEPHEN|, 2006). Em tal diregao,
alguns interessantes trabalhos ddo importantes explicacoes sobre este problema. E possivel

destacar aqui uma importante abordagem devido a Bhaskar (BHASKAR/ 2009).

Citando Bhaskar (BHASKAR] 2009). “Timoshenko reconheceu a deficiéncia do
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Figura 1 — Ntimero de onda vs. velocidade de fase, para TVT sem amortecimento. Os dois
ramos (primeiro e segundo espectro) da TVT sdo as dispersdes e mostram um
comportamento estével para altas frequéncias. Porém, o segundo ramo (ramo su-
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velocidade de fase para os modelos de EB e Rayleigh e

Timoshenko. O modelo de Rayleigh nao é preciso para ondas progressivas curtas.
Para grandes ntimeros de onda, o modelo de Rayleigh e o segundo espectro do model
TVT tem basicamente o mesmo comportamento, convergindo para o mesmo valor
da velocidade de fase.

modelo de EB e introduziu uma corre¢ao em seu artigo de 1921, agora considerado um classico

na area. A genialidade de seu trabalho consistiu em identificar o corte da segao transversal

em relacdo ao eixo como o mais importante grau de liberdade que falta no modelo de EB,

enquanto ainda permite que a se¢ao transversal permaneca aproximadamente plana durante o

movimento.” Assim, a combinagao entre forga de cisalhamento (nao considerada nos trabalhos

prévios: EB e modelos de Rayleigh) e inércia de rotagao (da hipotese de Timoshenko) também

é responsavel por gerar o segundo espectro.

I. Elishakoff em (ELISHAKOFF) 2010)), deu uma explicagao algébrica em termos
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da equacao de frequéncia na qual a instabilidade se encontra em um termo de quarta ordem.

Ele propods um modelo baseado no sistema de Timoshenko livre do segundo espectro,

p1ow — k(Yo + 1) = 0, (1.38)
—P2Pite — bbe + k(g2 +¢) = 0.

D. S. Almeida Junior e A. J. A. Ramos em (ALMEIDA JUNIOR; RAMOS, 2017),
provaram a existéncia de uma relacao entre o espectro nao-fisico e o decaimento exponencial de
um sistema de Timoshenko com mecanismo de amortecimento atuando na equagao do angulo
de rotagao. Mais especificamente, eles provaram que o termo 7¢; atuando em quando
capaz de promover o decaimento exponencial (quando (1.22]) ocorre), extingue o efeito do
segundo espectro de frequéncia. Além disso, os autores consideraram o sistema sujeito
a um mecanismo de amortecimento 7, atuando na equagao do angulo de rotacao (segunda

equagao), eles mostraram que a solugao decai exponencialmente independentemente de ([1.22)).

Recentemente (ALMEIDA JUNIOR et all, 2018), D. S. Almeida Junior, A. J. A.
Ramos, M. L. Santos e L. Gutemberg R. M. estudaram o sistema (|1.38]) sujeito a um mecanismo
de amortecimento dado por up; atuando na primeira equacao de (1.38)). Eles mostraram que

a energia do sistema decai exponencialmente independente da relacao (|1.22]).

1.5 Objetivos da Tese

No segundo capitulo deste trabalho, sera estabelecida a boa colocagao dos sistemas

poro-elasticos homogéneo e nao-homogéneo.

O terceiro capitulo, tratara da controlabilidade exata interna para o sistema poro-

elastico:
PUy — Myy — b, =0 em 0, L[x]0,T]

Joy — 0¢py + bu, +Ep=v em |0, L[x]0,T],

(1.39)

onde p, u, J, § e £ sdo constantes positivas e b # 0 (constante) satisfazendo b* < pé e v é um

controle. O objetivo de tal capitulo é responder as seguintes questoes:

1. E possivel aplicar o método HUM, com um tnico controle interno, para se estabelecer a

controlabilidade exata?
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2. Existe uma rela¢do para os coeficientes de ((1.39), semelhante a (1.22) que garanta a

controlabilidade exata?

No quarto capitulo, serd considerada a propriedade do crescimento determinado
pelo espectro para o sistema ([1.14]) bem como, a obten¢ao do valor da cota superior do espectro

do gerador infinitesimal associado a seu semigrupo.

O quinto capitulo, consiste do estudo da estabilidade exponencial para o sistema
(1.14]), quando substitui-se 7 por uma fungao a = a(x), com a € L*(0, L) similar a encon-
trada em (MUNOZ RIVERA; RACKE;, 2008). Mais precisamente consideraremos as seguintes

questoes:

1. A existéncia de dois espectro de frequéncia para o sistema poro-elastico no caso 7 = 0;

2. O estudo truncamento/eliminagao do segundo espectro, considerando a influéncia de um

termo de amortecimento (7 > 0).

No sexto capitulo, serao analisadas as propriedades dispersivas do sistema poro-

elastico sujeito ou nao a um mecanismo de amortecimento.
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2 Existéncia e Unicidade para um Sistema Poro-

Elastico

Neste capitulo, serao estudadas as questoes da existéncia e unicidade de solugao
para uma classe de sistemas poro-elasticos. Para iniciar, considere o sistema
PUy — Ulgy — b, =0 em |0, L[]0, 0o,
Joy — 0¢py +bu, +Ep =0 em 0, L[x]0, 00,

(2.1)

onde p, p, J, § e £ sdo constantes positivas e b # 0 uma constante tal que b* < pué. Considere

ainda as condigoes iniciais

(2.2)
¢(z,0) = ¢o(x), P(z,0) =¢1(z) em |0, L],
e de fronteira
u(0,t) =0, u(L,t) =0 em |0,o0|,
0.)=0. u(L.t) 10, 0
¢:(0,t) =0, ¢.(L,t) =0 em ]0,00].
A energia total do sistema (2.1)-(2.3) é definida por
1 L
Bt =5 [ (o] + ulual + 0+ 8167 + 2o+ €lof) o (2.4
0
e através de técnicas multiplicativas, é possivel estabelecer
E(t)=FE(0), t>0, (2.5)

e neste caso, dizemos que o sistema (2.1)-(2.3) é conservativo, uma vez que sua energia é

preservada no decorrer do tempo.

A metodologia para o estudo da existéncia e unicidade de solucao para o sistema
(2.1)-(2.3) sera baseada na teoria de semigrupos de operadores lineares (ENGEL; NAGEL]|
1999), (PAZY], [1983).

2.1 Formulacdo de Semigrupo

Esta seccao tem como objetivo, obter a existéncia e unicidade de solugao para o

sistema ([2.1)-(2.3)), aplicando um corolario do Teorema de Lummer-Phillps cuja demonstragao
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pode ser encontrada em (LIU; ZHENG/ 2000, p. 3, Teorema 1.24), tal resultado tem o seguinte

enunciado:

Teorema 1. Seja 7' um operador linear com dominio D(7") denso em um espago de Hilbert
H. Se T é dissipativo e 0 € o(T") (onde o(T) representa o conjunto resolvente de T'), entao T

é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragoes em H.

O problema de valor inicial e de fronteira (2.1))-(2.3), pode ser reescrito como um

problema de Cauchy em V¥ = (u,uy, ¢, ¢;)’, da seguinte maneira

v(0) = o,

onde ¥y = (ug, uy, po, $1)" e A é o operador dado por

0 I 0 0
Ly2 0 b9, 0
A= * :
0 0 0 I
b 5 g

com valores no espacgo de Hilbert
H = H,(0,L) x L*(0,L) x H(0,L) x L0, L),
onde
L
L2(0,L) = {v € L*(0, L); / vdr = o},
0
L
HN0,L) = {v € H'(0,L); / vdr = 0}.
0

Estes espagos sao completos, uma vez que sao nicleos dos funcionais lineares continuos

n:L*0,L) — R
L
u — /udx,
0
e
T HY(0,L) —

R
L
u —> /udm,
0
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respectivamente. Portanto, sao subespacos fechados de espagos de Banach. O dominio de A é

dado por
D(A) = {(u,,0,¢) € H; u € H*(0,L) N Hy(0,L), ¢ € Hy(0,L),

¢ € H*(0,L), ¢, € Hy(0,L), v € H'(0,L)}.

A forma sesquilinear representada pela expressao

L L L
(W, %, 6,00, (!, o', 6, )yt = / Lo+ / WP + / WOuldz +
0 0 0
L o L o o L o
5/ gbgqs;dxw/ (¢°u;+ug¢1)da:+g/ oldr,
0 0 0

define um produto interno em H, sua positividade é atingida levando em conta b? < £u. A
barra a cima dos elementos u!, !, ¢!, 1! denota o complexo conjugado e a norma induzida

por este produto interno seréa

L L L L
w0 =p [ loPdosd [“1oPdotp [ uPde+s [Pl +
0 0 0 0
L ~ L
b/ (Ui ® + up@)da +§/ |p|?da.
0 0
Se U = (u, v, ¢,1), as colocagoes anteriores permitem estabelecer
Re (AU, U)y = 0,
implicando na dissipatividade de A.
O proximo passo, seréa em dire¢ao da conclusao de que o dominio de A é denso em

‘H, a demonstragao é baseada em mostrar que cada espago constituinte do produto cartesiano

que define D(A) é denso em seu respectivo espago “maior” constituinte do produto cartesiano

de H.

Lema 1. O dominio de A é denso em H.

Demonstragao. A prova deste resultado sera dividida em quatro partes:

I) O espago H?(0,L) N H(0, L) é denso em Hy (0, L).

Uma vez que Cg°(0, L) € H*(0, L)NH(0,L) e C3°(0, L) = HL(0, L) (na norma de
HY0,L)), tem-se

H2(0,2) N HL(0, L) = HY(0. L)
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na norma de H'(0, L). O
IT) O espago H}(0, L) é denso em L*(0, L).

Segue-se de (BREZIS| 2010, p. 219). O
I1T) O espago B = {¢ € H*(0,L); ¢,(0) = ¢(L) =0, fOL ¢dx = 0} é denso em H(0,L).

Dada f € H.(0, L), redefinindo-a zero em R\|0, L[ e considerando uma sequéncia

regularizante (p,) (BREZIS, [2010| p. 208), para cada n € IN, definimos

Ty i= pn* [,

a convolugao de p, e f. Observe que p,x f € C*°(R) (BREZIS, 2010, p. 107, proposicao 4.20)
e da propriedade da integral da convolugao (DIBENEDETTO, 2016, p. 159, proposigao 15.2)

/Tndx:/pn*fdx:/Tndx/fdsz,
R R R R
L
/ Todr = 0,
0

T, — [ em Hl(]R),

em particular

representado por 7,|,z) a restrigao de 7, ao conjunto [0, L], infere-se
Tn’[O,L] — f|[0,L] em Hl(O, L),

com 7,|j0.; € C*([0, L]) e portanto, 7,|j0.r; € H*(0,L). Para cada n € N, considere (7,1

redefinida na extremidade da sua derivada)

Drlos(@) se o ¢ {0,L},
0 se z€{0,L},

D7, (x) =

(neste caso, D7,, = D7,|j0,1) q.t.p em [0, L]), para todo natural j > 1,

Djfn = Dan|[0,L]y

Tn i= Tnl[0,L]-

(isto significa que as outras derivadas de 7,[j, ;) permanecem inalteradas. Na verdade, 7, ¢

o representante da classe 7,|[,z) com zero na fronteira da sua derivada primeira). Obtém-se
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assim uma sequéncia (7,) em H2(0, L), com (7,).(0) = (7,)(L) =0 e fOL Todz = 0 (portanto,
uma sequéncia em B) tal que 7,, — f em H'(0, L), provando assim que B é denso em H}(0, L).

U
IV) H(0,L) é denso em L%(0, L).

Dada g € L?(0, L), de maneira andloga a feita anteriormente ¢ possivel obter uma
sequéncia (v,,) em C*([0, L]) e portanto em H'(0, L), tal que
L
/ vpdr = 0 paratodon € Ne
0
v, — g em L*(0,L).

Conclui-se assim que D(A) é denso em H. |

O lema seguinte, completa os requisitos necessarios a aplicagdo do Teorema [T}
estabelecendo assim a boa colocagao problema (2.1)-(2.3) (PETROV; SIZIKOV], 2005, p. 131,
defini¢ao 4.4.1). A demonstragdo consiste em obter para cada F' € H um tnico U € D(A)

satisfazendo
—AU=F e |Uln < K||F|5,

para alguma constante K > 0 (independente de U). Isto significa que o operador inverso

— A1 = (0 — A)~! é sobrejetivo e continuo, implicando que 0 € o(A).

Lema 2. O conjunto resolvente de A contém o zero.

Demonstragao. Dado qualquer F = (f!, f2, f3, f*) € H, considere a equagao
AU =F,
com U = (u, p, ¢, 1), assim
—p = fleHy(0,L)
— gy — by = pf? € L*(0,L)
—y = feH(0,1)
—00ue +bus +&¢6 = Jf' € LI(0, L)
assim temos ¢ = —fl, = —f3 ¢
— gy — bpr = pf* € L0, L) (2.7)

—0¢er +bug +E¢ = Jf*+af? € L2(0, L), (2.8)
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para que a solugao pertenga a D(A) deve-se impor ao sistema anterior, a seguinte condigao de

fronteira

Segue-se do Teorema do apéndice, que o sistema (2.7))-(2.9) possui solugdo com regulari-
dade

(u,¢) € H*(0, L) N H3(0,L) x H*(0, L) N HX(0, L).
Portanto, U = (u, ¢, ¢,%) € D(A) e
1Ul < KI[F |3,

com K independente de U.

Resulta da dissipatividade do operador A, Lema I} Lema [2, do Teorema[I] que A é
o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragoes, isto implica (PAZY), |1983, p. 102,

Teorema 1.3) que a solugao ¥ tem a seguinte regularidade:

U € C([0,00[; D(A)) NC*([0,00[; H) se Wy € D(A)

U e C([0,00;H) se Ve H.

2.2 O Sistema ndo Homogéneo

Considere agora o seguinte sistema poro-elastico nao homogeéneo

PUtt — HlUgy — bo, = [ em ]O, L[X]O,T[

(2.10)
J¢tt - 5¢m¢ + bux + 5¢ =g fm ]07 L[X]0>T[
com condigoes iniciais
u(z,0) = ug(x), u(z,0) =ui(x) em |0, L], (2.11)
¢(x,0) = do(x), ¢(x,0) = d1(zx) em |0, L],
e de fronteira
u(0,t) =0, u(L,t) =0 em 0,77, (2.12)

¢:(0,t) =0, ¢.(L,t) =0 em ]0,T7.
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Este sistema pode ser escrito na forma de um problema de Cauchy nao homogéneo em ¥ =

(u, ug, ¢, ¢y)', da seguinte maneira

U, = AV F ¢€0,T|
‘II(O) — \II(),

(2.13)
onde ¥y = (anu17¢0a (%51)/ e I'= (Oaf,079)/'

Se f € LY0,T;L*0,L)) e g € L'(0,T;L%(0,L)), entao o sistema (2.10)-(2.12)

admite uma tnica solugao (PAZY] [1983], capitulo 4, seccao 2), com

VU ed0,T;H).

2.3 Sistema N3o-Conservativo com Amortecimento

Admita agora o seguinte sistema poro-elastico

Py — gy — b, =0 em |0, L[x]0, 00|
JOt — 0@z + buy + €6+ agy =0 em 0, L[x]0, o0]

(2.14)

onde a é uma constante positiva, as condigbes iniciais e de fronteira sao dadas por (2.2) e

(2.3)), respectivamente.

Uma vez que sua energia é dada por ([2.4]), mostra-se que

dE /L )
—(t) = —« o¢|"dx < 0.
g =—a 1

Isto significa, que neste sistema a energia é dissipada e portanto, nao é conservativa.
O termo a¢,, presente em ([2.14]), atua como um amortecimento no sistema, provocando a

dissipacao da energia.
E possivel, assim como no caso conservativo, reescrever o sistema como um pro-
blema de Cauchy em ¥ = (u, u, ¢, @),

U, = AV ¢>0,
‘P(O) - \Ilo,
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onde ¥y = (ug, uy, ¢o, $1) e A, é o operador

0 I 0 0
L2z o0 by, 0
A, = P P
0 0 0 I
b § 13 «
| —50. 0 50751 —5I |

Se for carregado para este cenério, os mesmos espagos H ¢ D(A,) = D(A) do caso conser-

vativo e com seus respectivos produto interno e norma, é possivel mostrar que para todo

U= (u,p,¢,9) € D(A,) tem-se
L
Re (AU, Uy = —/ alv2dz < 0
0

ou seja, A, é um operador dissipativo e através de raciocinio analogo ao realizado naquele
caso, é possivel mostrar que A, é um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contracoes,

estabelecendo assim a boa colocacao do sistema.

2.4  Sistema com Amortecimento Indefinido

Seré considerado agora, um outro tipo de amortecimento atuando no sistema poro-

elastico, dando origem a um problema da forma

Py — Mgy — b, =0 em |0, L[x]0, 00|
Joy — 0 + buy, + P+ a(r)p, =0 em 0, L[x]0, 00|

(2.15)

onde a € L*>(0, L) e as condigoes iniciais e de fronteira sdo dadas novamente por (2.2)) e (2.3)),

respectivamente.

E possivel mostrar que para este sistema, tem-se a seguinte relacao envolvendo a
energia

dE L )
0 == [ a@lufas

o que torna impossivel precisar se a energia se dissipa, uma vez que a pode mudar de sinal.

Mesmo neste caso, é factivel ainda mostrar que o sistema tem solu¢ao. Dado que

(2.15)) permite ser escrito como o seguinte problema da Cauchy em ¥ = (u, u, @, ¢;)’

v, = AV >0
U(0) = Wy,

(2.16)
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onde ¥y = (ug, u1, ¢o, 1) €

0 I 0 0
Loz o0 2, 0
A= P p ’
0 0 0 I
b e €7 _al)
| =50 0 500 =51 == |

¢ o operador definido em D(A) = D(A) C H, onde D(A) e H, sd@o os mesmos do caso

conservativo.

Sera comprovado que A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo. A valer,

considere o > 0 tal que
a(r) <a qt.p. em [0, L],

entao, A pode ser reescrita como

0 I 0 0 000 0
Le2 0 b, 0 000 0
A= p p + = A, +B.
0 0 0 I 000 0
b k) a a(r)—a
| %0, 0 9751 =S| |00 0 —=5=T |

Ja foi determinado na segdo anterior, que A,, com D(A,) = D(A) é o gerador
infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragoes, e sendo B, um operador continuo, segue-se
da teoria da perturbagao para semigrupos (PAZY) 1983, capitulo 3), (ENGEL; NAGEL, {1999
capitulo 3), que A é o gerador infinitesimal de um Cpy-semigrupo (ndo necessariamente de

contragoes), portanto, o problema ([2.15)) é bem posto.
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3 Controlabilidade Exata Interna

3.1 Controlabilidade Exata Interna

Neste capitulo, sera estudada a questao da controlabilidade exata interna para o

seguinte sistema eléstico poroso

PUy — HUyy — b, =0 em 0, L[x]0,T7,
Jbit — 0py + bu, +Ed=v em |0, L[x]0,T],

(3.1)

com p, u, J, d, £ constantes positivas, b uma constante niao nula com b* < £y e v uma funcio

controle. As condi¢oOes iniciais sao
(3.2)
e de fronteira

u(0,t) =0, u(L,t) =0 em 0,77,
¢:(0,t) =0, ¢(L,t) =0 em ]0,T].

(3.3)

Sem perda de generalidade, sera considerado por todo este capitulo b > 0. A

metodologia utilizada sera baseada em (YOUSSEF, [2009)).

3.2 Desigualdade de Observabilidade

Esta sec¢ao tem como objetivo provar a desigualdade conhecida como de-
sigualdade de observabilidade. A desigualdade de observabilidade é uma condigao suficiente
para controlabilidade exata do sistema poro-eléstico, uma vez que ela implica a coercividade
da forma bilinear no espaco de Hilbert F a ser definido posteriormente. A desigualdade
(3.32) indica que “observando” ¢ no intervalo [0, L] e no tempo de 0 a T', podemos determinar

completamente (unicamente) a solu¢do por transposigao (u,¢) da parte homogénea (v = 0)

ac B1)-E3).

| <~

Teorema 2. Suponha que P e b* = pué. Entao, existem constantes positivas C) e Ch
1

~— O,

(independentes dos dados iniciais) e Ty > 0 tais que para todo T' > Ty e quaisquer Uy =
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(ul, ut, ¢% ¢') € H, tem-se

L T
cp2-eq3-1} C1E(0) < / / |p|?dtdx < CLE(0), (3.4)
0 0

onde (u, ¢) ¢ solugao da parte homogénea de (3.1))-(3.3), H ¢ o espago de Hilbert (2.7) e E(0)
¢ o valor da energia ([2.4]) para t = 0.

Demonstragao. Sera demonstrado inicialmente a primeira das desigualdades (3.4). E con-

veniente dividir esta primeira parte em trés etapas:

Etapa 1. Multiplicando (|3 1 por bu~1¢,, integrando por partes em [0, L] x ], levando em

conta as condigoes de fronteira sobre u, somando e subtraindo — / / Ouodtdr, obtemos

—5 /OL /OT bu(buy, + E@)dtdr — b/OL /OT UrePr = %2/0 /0 dudtdet (3.5)

¢t )
_p_/ /0 ¢?dtdw+§/o [but¢x+(bufb‘+§¢)¢t”§d$:0.

Multiplicando (3.1]), por d~!(bu, + £¢), integrando por partes em [0, L] x [0, 7] e levando em

{cp2-eq7}

conta as condic¢oes de fronteira sobre ¢, chega-se em

J L T L T L T
20 st et vo [ [ wbtvto v [ [ Ganaos
0 0 0 0 0 0

{cp2-eq8} (3.6)

L T
%/ / (bu,, + £¢)*dtdx = 0.
o Jo

Somando (3.5] . e obtém-se,

/ / (bug + £¢)2dtdr = (———)/ / Dt (bug + E@)dtda+

{cp2-eq9} ¢ (3.7)
P 2
— dtde — — busd, + (buy ¢ | dex.
M/o/o¢ttx H/o[u¢+(u+€¢)¢”0x

Utilizando a desigualdade de Young para a primeira parcela do lado direito de (3.7))

<§ - —) / / b (bug + £)dtdr < 2‘5 - / S dtdr +
%/0 /0 (bug + £¢)dtda,

e aplicando esta ultima desigualdade em e se for levado em conta que b? = ué, obtém-se

/ / (Vg + /€6)2dtdz <5‘——— / o2 dtdr+
%&/0 /0 prdtdr — ;/0 by + (bu, +§¢)¢t”0 d.

tem-se

{cp2-eq10} (3.8)
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Aplicando a desigualdade de Young na tltima parcela no lado direito da desigual-

dade anterior, tem-se

B/ [bus(T) o (T) + (bua(T )+§¢( ))6e(T )]dx<_/ o (T)dr+

{cp2-eq11} 2611 / 00 (T da:+ p§ (uui(T) + 2bu, (T)p(T) + £¢°(T) ) da—+ (3.9)
1 L

Considere

c mabpbp§1
= max
' pop o

e de (3.9)), obtém-se

{cp2-eqi2} E /0 bug(T)6a(T) + (bt (T) + £6(T))o(T)]dx < cr E(T). (3.10)
Analogamente,
fep2-eqia) 2 [0 (0)62(0) + (bua0) + £00)n 0 < e E). (311)

Assim, de (3.8)), (3.10)), (3.11)) e da propriedade de conservagao da energia

/ / (Vg + /€0) dtdr < 5‘__ = / P2 dtda+
¢ (3.12)
Y / / o2dtdzr + 2¢,5(0),
HJo Jo
ou, equivalentemente,
L T 52
/ / (Vg + /€6)2dtdz < i / ¢F dtdz+
{cp2-eq14} 0 /o (3.13)

25"/ / B2dtdx +EE(0)

Etapa 2. Seja x solucao do sistema

“—Xzz = @z €I 07L7
{cp2-eq15} X ¢ ] | (3.14)

x(0) =x(L) =0.

Observe que xy € H(0, L), uma vez que ¢, € L*(0, L) (CHIPOT) [2000, p. 39). Além disso

1 L
{cp2-eq16} Xz = —¢ + z/ opdz. (3.15)
0
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Multiplicando (3.1]), por (uu—bx), integrando por parte em [0, L] x [0, T e levando

em conta as condi¢oes de fronteira sobre u e y, obtém-se

L 2 L
pu/ / urdtdr + — (/ qbdx) :p/ w (pu — by)|E do +
0 _Jo B

-~

{cp2-eql7} h . (3.16)

L T L T
b / / wpxedtdr + p / / (Ve + /€p) dtdx
0 0 0 0

I I3

O objetivo agora, serd majorar os termos Iy, Iy e I3. Para I, fixado t € [0,7T] e

aplicando a desigualdade de Young, obtém-se

L o " o [F
{cp2-eq18} ,0/ ur(pu — by)dr < 5/ uldx + 5/ (pu — by)*dzx . (3.17)
0 0 0

[\ J/
-~

I

Para majorar I; ; em ({3.17)), observa-se das condigoes de fronteira sobre u que

L
/ uzdr =0,
0

1 L
(= 1)a = (e +86) = [ s+ b0

e de (3.15)

Multiplicando a equagao anterior por (uu — by),, integrando por partes em [0, L] e levando

em conta as condi¢oes de fronteira sobre u, obtém-se

L L b L 2 L
| tw=won = [ (uux+b¢>2da:—z( / ¢daz> < [ s+ b0y

e da desigualdade de Poincaré,

L L L
{cp2-eq19} (= bx)* < ¢y | |(pu—=bx)al® < pey | (Vi + v/$9)dr, (3.18)
0 0 0

onde ¢, denota a constante de Poincaré. Segue-se de (3.17)) e (3.18) que

L L
p2-eql19-1} ,0/0 w(pu — by)dr < g/o urd + pucp/ (v Huy + VEP)dx. (3.19)
Denotando
¢y = max{1, pucy},
de (319

L
p/ ur(pu — by)dr < coE(t).
0
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Da desigualdade anterior e da propriedade de conservacao da energia

Para majorar I, multiplicando (3.14) por x e integrando por partes em [0, L],
aplicando em seguida as desigualdades de Schwarz e Poincaré, obtém-se uma constante positiva

c3 que depende apenas de L tal que

L L
/ Ix[2dzx < 03/ P*dz, (3.21)
0 0

e como (3.14)) é derivavel em ¢

L L
/ Ix[Pdz < 03/ prdx. (3.22)
0 0

Aplicando a desigualdade de Young, considerando (3.22)) e o fato de b? = ué chega-se em
L [T
I < %/ / wldtds + 52 pecs / / Q2dtdz. (3.23)
o Jo

O termo I3 em (3.16)) é majorado pela desigualdade (3.13). Segue-se portanto, de
©G-16), B20), B-23) e G-13)

p

// 2dtd:c<(p§3—l—25)/ P2dtda +T52u

+__

/ o2 dtdx
(3.24)

+ (452‘61 + 202) E(0).

Etapa 3. Multiplicando a equagao (3.1)), por 6 ¢ e integrando em [0, L] x [0, 7] se estabelece

/OL/OTéidtdng/OL/OT(btzdtdx_g/OLWMOdmL——/ / bux+§¢)¢dtda: (3.25)
I P

O objetivo agora é majorar I, e I5. Para I, observa-se que para todo t fixado em

[0, T, aplicando a desigualdade de Young, tem-se

J [F 1 [
5/0 depdr < 2—5/0 JoZdx + 255/ £¢*dr < c4E(1), (3.26)

onde

_ 1J
c4 = max 5 S
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Resulta da propriedade de conservacao da energia e de (|3.26))

.[4 S 204E(0)

Para I5 em , utilizando a desigualdade de Young, obtém-se

ggé?;// (/s + V/€0) dtd:er—/ / P2dtdz,

e aplicando a desigualdade de Poincaré em -, tem-se

L T 1 L T
I; < %/ /0 (\/ﬁum+\/g¢)2dtdx+§/o /0 P2dtdx

de (3.25), (3.27), (3.29) e (3.13) chega-se em
p

1 /L /T ) J pg L T ) Cs 2 L T )
— prdtdr < | — + — / / ordtdr + —|— — = / or dtdr+
2Jo Jo o o o Jo ! 2 \p o Jo "
2
(204+ C;CS>E(O).

Somando membro a membro (3.13)), (3.24) e (3.30]), levando em conta
1 (LT
- / / JZdtdr > 0
2Jo Jo

‘]:_7
1

%/OL/ puldtds + - //J¢tdtdx+ 5/0L/0T5¢§dtdx+
: / / (Wi, + V/E0)dtde <

2 2 L T
p(40% + pdécs + 4@25 5—|— Ko + 2uk + 2€) / / Sdtdrt
1

(5_2+H_52+C_5)‘£_£2
& & 2){p 9

(4501 N 40pcy 2¢;c5

obtém-se

2 dtdx+

2 2
5 f +CQ+ C4+ 5

1
Cg = min {M’Q_é}

p(46% + poées + 4ud* + Kud + 2uk + 2€)

)e0)

e considerando

= 210

2 ud® o
g = —+—+—

& & 2

4dc 40 uc 2¢1c
Cog — —1+ M1+202+204—|— 15

§ § 0

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)
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pode-se escrever (3.31)) como

T
06/ E(t)dt < 07/ / ¢rdtdr + cg i
0 H

aplicando a propriedade de conservacao da energia a de51gualdade anterior, resulta

/ Q2 dtdx + coB(0),

2 dtdx,

/ &% dtdz,

L ,rT p
(CGT — CQ)E(O) < C7/ / ¢?dtd$ + cg
0 Jo H

ou equivalentemente,

(T — cocg NVE(0) < creg / / prdtdr + cseg!

denotando,
T = cgcg1
T — coci
C, = —716
se
p J
poo8
tem-se,

L T
0) < / / prdtdz.
o Jo
Para demonstrar a segunda desigualdade em ({3.4]), basta observar que

L T 2 T
/ / prdtdr < —/ E(t)dt,
0 0 J 0

e da propriedade de conservacao da energia

L T
/ / prdtdr < gE(o),
0 0 J
L T
/ / prdtdr < CLE(0).
0 0

J
Teorema 3. Suponha que P 3 e b? = pé. Entdo, existe uma constante positiva C e Ty > 0

escrevendo Cy = %, tem-se

tais que, para todo T' > Tj e qualquer
(w0, u', ¢, ¢") € L2(0,L) x H™'(0, L) x LX(0, L) x [H(0, L))"
tem-se
L T
[l + s+ 113 + 164y < © [ [ S (3.32)
o Jo

onde (u, ¢) é solucdo por transposigao da parte homogénea de (3.1))-(3.3)).
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Demonstragao. Com efeito, para qualquer
(u®,ut, ¢, ¢') € L*(0, L) x H™(0, L) x L2(0,L) x [H}(0, L)]
seja (u, ¢) solucdo por transposigao da parte homogénea de (3.1))-(3.3)), entao considere

(ﬂ(a:,t) = /Otu(x, s)ds + v(z), (1) = /Ot o(z, s)ds + w(a:))

onde (v, w) é solugao do Teorema |16 (Apéndice B) (para f = —pu' e g = —J¢'). Desta forma,
(u, ¢) é solucio de (3.1)-(3.3) com dados iniciais (v, u°, w, ¢°). Resulta entdo do Teorema 2] a

existéncia de uma constante positiva c; tal que

L T
—2

ol + 160152 + ol + ol < [ [ et (3.33)

Por outro lado, sabe-se que o Laplaciano —A = —% ¢ um isomorfismo de H} (0, L)

em H~1(0, L) (MEDEIROS; MIRANDA| 2000, p. 38) e também uma aplicagdo linear continua
de H}(0,L) em [H}(0,L)], isto &,

| = Ouallz-+ = [|0]|lgy paratodo v € H;(0,L),

| = Wallpmy < K|J@||m para todo @ € HL(0,L),

para alguma constante positiva K. Deste modo

1
[ollz + el = 1 = vaalli— + ol = wasllfay-

Utilizando o Teorema (no sentido da regularidade das solugoes) e as desigualdades triangular

e de Young, obtém-se

b p 4| 1o v J AP
lollfn + lwllf > H—wm——ul —I——’—vm——w——qﬁ
HO Hy ,LL ,LL -1 K (5 5 6 [H»H/
2 2
p J b 1
> Ll s+ o Py = gl = gl — ol

Por outro lado,

L*(0,L) = H™'(0, L),
L2(0,L) = [H!(0,L)],

é possivel obter constantes positivas K; e Ky de modo que

P J K1b Ky
ol + helihy = gl Wi + gl Iy — == lwallZe — Sz llbvs — ol
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da desigualdade triangular,

2 P12 1 K1b 2K50
o > Lo + 5l ey — =l = 52
QKQ[L
—2 2
e da desigualdade de Poincaré (com constante de Poincaré ¢, > 0), tem-se
1% Klb
ol + ol = el e+ ey — 2wl
JETTI
- Wy |72
or M TSR L
Dai,
1% 2K2b
||U||§15 = ﬂHUlH%{—I + 25KH¢ ||[H1]’ - WHUHH(}
Klb 2K2,LLC
(52
Como ||wg||r2 = ||w||z: e tomando
2K2b Klb QKQIMCP
Ko —
3 max{ 5K + 5 ;
tem-se,
p
(1+ Ks) (Iollzg + llellz:) = @||u1||§,_1+26K||¢ [
e se
. fre J
K, = —, —
4 mm{w’sz}’
obtém-se

vl

Ky 1 1
> — ’

e ao considerar

Ks=min< 1, s ,
1+ K5

chega-se em

lvallZ2

Ks([u’llZ2 + a7 + 16°122 + 16 ) < el + 16°1%2 + ol + lwllzy.

além disso, temos

L (T, L T
/ / ¢, dtdx = / / H*dtde,
o Jo o Jo

e da igualdade anterior, (3.34)), (3.33)) e tomando

conclui-se ((3.32)).

(3.34)
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3.3 Controlabilidade Exata Interna

Considere agora o sistema elastico poroso com um controle w atuando na equagao

da fracao de volume

{cp2-eq38%} Py — [y — bd, =0 em 0, L[x]0, T1, (3.35)
{cp2-eq39} T — 0¢py + buy + € =w em |0, L[x]0,T], (3.36)
{cp2-eq40} w(0,t) =0, u(L,t) =0 em ]0,T], (3.37)
{cp2-eq41} 6:(0,t) =0, ¢o(L,t) =0 em ]0,T], (3.38)
{cp2-eq42} u(z,0) = u’(x), u(r,0) =u'(z) em ]0,L][, (3.39)
{cp2-eq43} #(z,0) = ¢°(x), ¢¢(z,0) = ¢'(x) em ]0,L] (3.40)

Definicao 1. (Controlabilidade Exata Interna) Diz-se que o sistema (3.35| - é Frata-
mente Controldvel, se existe Ty > 0 tal que para todo T > Ty e qualquer iniciais (u°, u!, ¢°, ¢')

e final (@0, @', ¢°, ¢') é possivel obter um controle w (em um determinado espaco) de modo

que para a solugio (u, ur, ¢, ¢;) de (3:35)-(B:40) tem-se,

u(z,0) = u’(z), w(x,0) =u(z), ¢(x,0) = ¢°(z), ¢r(x,0) = ¢'(z) (3.41)
{cp2-eq44} u(x, T) = i°(x), u(z,T) = a(z), ¢(z,T) = ¢"(x), ¢(z,T) = o*(x). (3.42)

O sistema é exatamente controlavel, se existir um tempo 7T de modo que a partir
deste, para todo estado inicial (u°, ul, #°, ¢') e final (a°, a', ¢°, ¢*) & possivel obter um controle
w o qual atuando neste sistema, geraréd uma solucao que conduzira o sistema, do estado inicial

ao estado final.

Definigao 2. (Controlabilidade Nula Interna) Diz-se que o sistema (3.35)-(3.40) é Nulo
Controldvel, se existe Ty > 0 tal que para todo T > Tj e qualquer (u®, u!, #°, ¢') é possivel

obter um controle w (em um determinado espago) de modo que para a solugao (u, uy, ¢, ¢;) de

E39)-BI0 tem-se

{cp2-eq45} w(z,T) =u(zx,T) = ¢(x,T) = ¢pp(x, T) =0 em [0, L]. (3.43)

Observa-se que a controlabilidade exata implica em controlabilidade nula, porém,

sendo o sistema ([3.35)-(3.40)) reversivel no tempo, tem-se também que controlabilidade nula
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implica em controlabilidade exata, ou seja, os dois conceitos sao equivalentes para o sistema
(3.35)-(3.40)). Esta equivaléncia permitira estabelecer, através do teorema seguinte, a contro-
labilidade exata para o sistema (3.35))-(3.40) demonstrando que este é nulo controléavel.

J
Teorema 4 (Controlabilidade Exata Interna). Sejam P_< e b = &u. Entdo, existe
1

)
Ty > 0 tal que, para todo T' > T e qualquer

U° = (u%,ut, ¢, ¢') € L*(0,L) x H (0, L) x L2(0,L) x [H}(0, L)),

existe um controle w € L*(0,T; L*(0, L)) de modo que a solugao (u,us, ¢, ¢¢) de ([3.35])-(3.40))

verifica

w(z,T) =u(z,T) = ¢(x,T) = ¢p(x, T) =0 em [0, L].

Demonstragao. Para a prova deste teorema, sera utilizado o método HUM (Hilbert Unique-

ness Method) (LIONS| 1988). Com efeito, para qualquer
(00,0, 00,61 € F = D(0, L) x D(0, L) x D.(0, L) x D.(0, L),
onde
L
D,.(0,L) = {V € D(0, L); / vdr = O},
0

resolve-se o seguinte sistema homogéneo

pUI — e — bty =0 em |0, L[x]0, T, (3.44)

Jy — gy +bu, + &0 =0 em 0, L[x]0,T7, (3.45)
v(0,£) =0, v(L,t) =0 em 0,7, (3.46)

Y.(0,1) =0, ¥y(L,t) =0 em 0,77, (3.47)

v(x,0) = v°(z), vy(z,0) =v'(x) em 0, L] (3.48)
d(x,0) = ¢ (), di(2,0) =¢'(x) em ]0,L], (3.49)

obtendo assim uma tunica solugao (v, ) com regularidade

(v,9) € C(0,T; Hy(0,L) x H}(0, L)) N C*(0,T; L*(0, L) x L2(0, L)),



{cp2-eqg52}
{cp2-eq53}
{cp2-eq54}
{cp2-eq55}
{cp2-eq56}

{cp2-eq57}

{cp2-eq58}

{cp2-eq59}

{cp2-eq59}

{cp2-eq60}

{cp2-eq61}

Capitulo 3. Controlabilidade Ezxata Interna

44

e com esta solugao, resolve-se o seguinte sistema

PUy — Ulgy — b, =0 em 0, L[x]0, T,

Jo — 0y + bu, +Ep = —1p em 10, L[x]0, T,

w(0,) =0, u(L,t) =0 em 10,7,
$(0,t) =0, ¢o(L,t) =0 em ]0,T],
w(@,T) =0, u(z,T) =0 em ]0,L],
é(x,T) =0, ¢(z,T) =0 em |0,L],

cuja solugdo tnica (u, ¢) com regularidade

(u, ) € C(0,T; L*(0,L) x L2(0,L)) N C*(0,T; H (0, L) x [H}(0,L)]),

é obtida pelo método da transposicao. O processo acima permite definir uma aplicacao

A(an Ulv TPO, wl) = (U(O), ut(o)v ¢(0)7 ¢t(0>)7

~~ ~~ ~~ ~ —~ ~~
ot Ut t ot
=~ w [\] —

S— SN~— N~— SN— S— N—

(3.56)

e gracas a linearidade do sistema elastico poroso, é possivel provar que A é linear. Se

(w®, wt, ¢°, ) € F entao, multiplicando ([3.50) por w e (3.51]) por ¢, integrando em [0, L] x
[0,7] e somando as duas igualdades resultantes, onde (w, ¢) é solugao de ([3.44))-(3.49) com

dados iniciais (w® w!, ¢°, ¢*) chega-se em

pus(0),00) 1, — p / w(O)yw'dz + J(6i(0), 6% 1.0, — T / H(0)¢dir =

/0 " /O ' bodtdz.

Define-se em F' a seguinte forma bilinear

L
<A(UO7 fUla w07 ?ﬁl)’ (w07 wla (boa ¢1)>F = p<ut(0)7 w0>71,1 - p/ u(())wld:v +
0

L
J(#1(0),0%) 1.1, — J/o #(0)¢'du,

onde (w, ¢) é solu¢ao de um sistema do tipo (3.44)-(3.49)). Observa-se que

e, em particular,

L T
AO 1 0 1 0 1 01 — dd
(AP, 0h, 40, 1), (w0, wh, 06 /O/Owtx,

L T
A 0o .1 0 1 0o .1 0 1 — 2dd )
< <U7U7¢a¢);(vav7¢a¢)>F /O /0 77Z) tdx

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)
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Assim, a forma quadratica

L T
{cp2-0q62) L A A2 (3.61)
0 0

define uma seminorma em F e gragas ao Teorema [3] ela também ¢ uma norma neste espago.

Note da desigualdade de Schwarz que

{cp2-eq65} (A 0,90 0h), (W' wh, 6%, ") e < (17, 08, 0%, oY) pl| (@, wh, @, @)l (3.62)

estabelecendo assim a continuidade da forma bilinear definida por A em F. Seja (F,||-||#) o

completamento de F' com respeito a norma ||-||r definida em (3.61)). A forma bilinear continua

{cp2-eq66} (%0, 90 9h), (W, wh, %, 6)) — (A, 0!, 40 ¥h), (W, w!, ¢, 6")) (3.63)

possui uma unica extensao continua ao fecho de F e esta extensao serd representada por
(A(),-)+. Portanto, (3.62) ainda é valida em F. Por outro lado, como (3.61) é valida em F,

obtém-se

L T

{cp2-eq67} <A(v0,v1,¢0,¢1),(vo,v1,¢°,w1)>f:/ / PPt = ||(0°, 0", 9%, 91| |, (3.64)
o Jo

ou seja, a forma bilinear (3.63) também é coerciva. Segue-se assim do Teorema de Lax-

Milgram, que para todo (u®,u!, ¢°, ¢') € F', existe um tnico (v°, vt 4% ') € F tal que

A@®, ot 0 gty = (10, ut, 60, ¢h).

Note que A foi definida por A<UO7 U17 ’l/}O’ Zpl) = (U(O), ut(O)J ¢(O)7 ¢t<0>>7 onde (’U,, U, (b? th)
é solugao (unica) de (3.50)-(3.55)), portanto
U(O) = UO, ut(o) = U17 Qb(O) = ¢07 th(o) - (bl?

u(T) =0, u(T) =0, ¢(T) =0, ¢:(T) =0
com controle w = —1) obtida em - Além disso, de - e -
F C L*0,L) x H*0,L) x L*(0,L) x [H}(0,L)],
de (|A.15)) é possivel mostrar uma desigualdade contraria a o que implica em
L*(0,L) x H7'(0,L) x L*(0,L) x [H}(0, L)' C F,
portanto,

F'=Hy(0,L) x L*(0, L) x H}(0,L) x L*(0, L).
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4 Propriedade de Crescimento Determinado Pelo

Espectro

4.1 Propriedade de Crescimento Determinado Pelo Espectro

Neste capitulo seré analisada a propriedade do crescimento determinado pelo es-
pectro para o seguinte sistema elastico poroso
PUy — Mgy — b, =0 em 0, L[x]0, 0o,
Jbit — OPug + buy + P+ ag, =0 em 0, L[x]0, 0],

(4.1)

onde p, u, J, 6, £ e @ sdo constantes positivas e b # 0 uma constante tal que b* < p€. Somado

a este sistema, estao as condigoes iniciais

(4.2)
¢(x,0) = ¢o(x), ¢¢(x,0) = ¢1(z) em |0, L],
e de fronteira
u(0,t) =0, u(L,t) =0 em ]0,o0], (4.3)
¢:(0,t) =0, ¢.(L,t) =0 em ]0,00]
As relagoes
p_J
; =3 (4.4)
e
b* = pé, (4.5)

desempenham um papel importante neste capitulo.
A metodologia é baseada em (MUNOZ RIVERA; RACKE] [2008b, secao 3).

Sera representado por A o gerador infinitesimal do Cj-semigrupo obtido quando se
reescreve o sistema (4.1)-(4.3) como um problema de Cauchy, cuja existéncia e unicidade de

solucgoes ja foram estudados no Capitulo 1.

Defini¢ao 3. Um operador linear T' com o(T") # () tem operador resolvente compacto, se para

algum ¢ € o(T) o operador resolvente R(() ¢ compacto.
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A prova do Lemal3|a seguir, é baseada nos dois seguinte resultados cujas demonstra-
¢oes podem ser encontradas em (ENGEL; NAGEL; (1999, p. 117, proposigao 4.25) e (KATO|,
1976, p. 187, Teorema 6.29), respectivamente.

Teorema 5. Seja (T, D(T)) um operador em X com o(T) # ) e considere X, := (D(T),||||r)-

Entao as seguintes afirmagoes sao equivalentes:

a) O operador T tem resolvente compacto;
b) A inje¢ao candnica i : X; — X é compacta.

Teorema 6. Seja T" um operador fechado em um espago de Banach X tal que o operador
resolvente R(() existe e é compacto para algum (. Entao o espectro de T consiste apenas de

autovalores isolados com multiplicidade finita, e R(7) é compacto para todo v € o(T).

Lema 3. O espectro de A consiste apenas de autovalores isolados com multiplicidade finita,

ou seja o(A) nao possui pontos de acumulagao.

Demonstragao. Deveras, da se¢ao anterior, tem-se 0 € p(A). Uma vez que
Wwm™P(0, L) C L%0, L)

compactamente, para 1 < p < oo e 1 < ¢ < oo (BREZIS| 2010, p. 213) e
W™e(0, L) C W7P(0, L)

compactamente, para 1 < j < m (BURENKOV, 1998, p. 135, Teorema 3). Portanto,
D(A) C H compactamente e assim, segue-se do Teorema 5| que A tem resolvente compacto,
alem disso D(A) é fechado, pois é gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo, o resultado

segue-se do Teorema [6] |

Teorema 7. Supondo (4.4) e (4.5)), entao

y ., [y n

Q § T
y:——:lz ——j, Qj:f,jGIN.

Demonstragao. O objetivo é estabelecer os A € C, tais que, existe ¥ € D(A), com ¥ # 0
satisfazendo

(A— AT = 0. (4.6)
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Constata-se de (4.6), que ¥ = (u, Au, ¢, A\p)" e (u, ¢) deve satisfazer

{cp3-eq7} PN U — ptlgy — b, = 0 em 0, L], (4.7)
{cp3-eq8} ING — 6¢pp + bup +Ep+ar¢ = 0 em |0, L], (4.8)

juntamente com as condi¢oes de fronteira

{cp3-eq9} u(0) = u(L) = ¢.(0) = ¢.(L) = 0. (4.9)
De (4.8))
{cp3-eq10} by = 6¢pe — (JX2 +E+aN)o, (4.10)
e derivando
{cp3-eq11} PN Uy — [z — by = 0. (4.11)

Substituindo (4.10)) em (4.11])

) JN\? a\ ) J\? a\
{CP3-eq12} p)‘2{g¢a:x - (#)(ﬁ} - M{gqbzzm: - (#) Qba:x} - bgbzm = 0. (412)

Multiplicando por b
PXN{O0bae — (JN* + €+ aN) D} — p1{00auae — (JA° + € + AN baa} — b2 gw = 0,

assim

{cp3-eq13} PN 6By — pAP (N + € + GNP — p0Paay + (TN + & + GN) Py — b2 yy = 0. (4.13)
Multiplicando por —1,

{cp3-eql4} —pA20Pgs + PAE(JN? 4 € + M) + (10Pazne — (IN? + € 4+ GNPy + b2 pe = 0. (4.14)
Rearranjando (4.14))

{cp3-eq15} 10Pazee — {PA20 4+ p(JN? 4+ € + aX) — b2} daw + pA(JN2 4 € +aN)p = 0. (4.15)
De e ([1.9) tem-se u;,(0) = uze(L) = 0, e derivando (4.10]), encontra-se

{cp3-eq16} 62(0) = 62(L) = $rra(0) = Gr(L) = 0. (4.16)

Para (4.15)-(4.16)), existe um sistema ortonormal completo de autofuncoes

2
{cp3-eq17} oj(x) = \/;COS(QJ'ZL’) com 6; = j%. (4.17)



{cp3-eq18}

{cp3-eq19}

{cp3-eq20}

{cp3-eq21}

{cp3-eq22}

{cp3-eq23}

{cp3-eq24}

Capitulo 4. Propriedade de Crescimento Determinado Pelo Espectro 49
Observe que
5 2
Gjaz(T) = =05 T cos(6;x), (4.18)
4 /2
Pjowze(T) = 0; I cos(b,x). (4.19)
Substituindo (4.17)), (4.18) e (4.19) em (4.15)), obtém-se
4 |2 2 2 _ (g2, |2
o | 0] Ecos(ejx) +{pA 0+ p(JAN+E+ar) = b7} 0; Ecos(@ﬁ) +
2
PN (N + € +a)) (\/;COS(QJ'QJ)) =0.
Portanto,
pIN + paN® + [(pd + pJ )07 + pEIN° + pabix + (ué — b%)07 + pod? = 0,
da relagao (4.9)), segue-se
pIN + paX® + [(pd + pJ )07 + p€IN* + padix + péft = 0.
Dividindo a equacao anterior por pJ\2,
a 0+ pJ ¢ pwa o1 po , 1
224 2y POTR g2 S U Pl Opa o, 4.20
7 +{< 07 )J*J}UJJAUM? (4:20)
Usando (4.4])
2 —
Popo Mol a oyl §
N 2lg? 4 gt — —S A+ =05 - = =0
{ T ]A2}+J{ T ]A}JFJ ’
ou equivalentemente
p *a Iz §
A+ 67~ — A+ =+ 2 =0 4.21
{+])\}+J{+]A}+J (4.21)
Considerando
o=t P2l (4.22)
p N
de (I21) e (I22)
2, G &
—y+==0. 4.23
vyt (4.23)
As solugoes de (4.23) sao
—a++/a*> —4J¢
= . 4.24
Y12 Wi ( )
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Multiplicando (4.22)) por A chega-se em
N —yga+ B2 —o, (4.25)
p
cujas solugoes sao
y Y,
A== = — =0
2+ 4 p’
Isto significa, que para cada j € IN, tem-se
Y1 yi
A= = —92 4.26
=5t T 0 (4.26)
N
Moo= — [ &= — 20?2 4.27
J 2 4 P 77 ( )
s Y |y p
A== Z g2 4.28
Wi 2 + 4 p J? ( )
2
Y2 Yo M
N =2 2222 4.29
] 2 4 p ]7 ( )
e uma vez que 0; # 0 para todo j € N, resulta
A; # 0 para todo (j,7) € N x {1,2,3,4}. (4.30)
Portanto, o conjunto
y U
B:=<Z+,|[>=—260% y= jeN 4.31
(B /o -ty = a5 -5 JSCES

¢ candidato a espectro de A. Para A\; € B, uma possivel autofuncao ¥ tem a forma ¥; =

c(uj, Ajuj, ¢j, A\jp;), onde ¢ é uma constante e u; é determinada por (4.7)-(4.9). Uma vez que

ja conhecemos ¢;, segue-se de (|4.10))

0 JN? + €+ a)
b b
Substituindo (4.32)) em (4.7))
4] JN + €+ al;
) (I + &+ a\j) — b?
Trocando (4.17)) em (4.33))

2
pAjU; =

1

%5{03\/;%11(9 x)} + [M(J)\? ¢ : ) = bQ] {Hj\/%sen(ﬁjx)}

2 _
= g\/;{“‘”? + (TN + €+ aN) - 52]93} sen(0;x),
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e dado que A\; # 0

u; =

j VI sen(d;x).

1 /2 {M@j’? + [1(JAS + € +aN;) — b*]6;
il 2
J

Portanto, (4.31]) é o espectro de A.

Teorema 8. Considere (4.4) e (4.5)), entao

wy(A) =sup{Re; A€ o(A4)} <O0.

Demonstragao. A prova consistird em considerar dois casos:
Caso 1. a*? > 4£J.

Isto implica
yig €ER, 0>y > yo.

Observe que se

2
Y2 Hpo
Ui _ g oY Mg g
4 pl 4 pl )

entao para todo 7 € IN

2 2
E:I: y_l_HQZZEiZ' 392,_&7
2 4 pt 2 p’ 4
Yo Y3 B Y2 Koy Y3
Zp 2T = 24y 502 - 2
2 4 pJ 2 p?’ 4
que acarreta
2 62 2 62
max ReX — Red oy 4 M Ui 1
r=1234 2 4 p 4 P
)
27

logo,

_ = /72 _
max max Re\’ = a+ 4aJ 4€J<O.

I8
jEN r=1,2,3,4 J
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Se

notando que

LS L G RN - R L
2 4 p 2 4 p
tem-se
2 02
max max Re)\ = Re @-1— i P
JEN r=1234 2 4 p
2 2
U1 yi  poi
= — = -—-—x<0
2 + 4 p
Se porém,
yi 7
—1——02<0<———9f
4
Pode-se ter
T U1
max max Re/\ ==<0
jEN r=1,2,3,4 2
ou

max max Re)\”:y2+\/%——92<0
JEN r=1,2,34 2 4

Caso II. a% < 4¢J.

Considere

ou seja,
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por conseguinte,

R =R =——.
S Y2 57
Representando
1103
V= _]7
p
se
Y2
%_’Y] :OZ+iC7 Q,CGR, O[ZO,
obtém-se

4 ! 2J

9 . —512
—a +i\/4EJ — a?
a2—§2+i2aéz& o7 adivie a}/ll—yj

dQ—(4§J—@2)ii2d\/m_ A_aQ_(4£J—EL2) 2a \/m

= PV St
16.72 7 16.72 ERSTIE
Da igualdade anterior, resulta
o o _ @A (8T —a)/Al*  mi-my
o= 4 =T T
2¢ = +N172
2
Isto implica em
2 _ 2
m—n
052—( 14 2_’7j):C2;
e
= U
1602’

das igualdades acima pode-se concluir

2 2 2,2
4 m—"; 2 T3

—_— —_— . —_:O

“ ( 1 %)a 16

e assim,

€ uma vez que

5 o a’ (4¢J —a®
M= g\ e )
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segue-se que para todo 7 € IN

., a by — ;5 b — 7\
gy Redj=—F\—5 + \/ (T b, (4.34)
onde
by om T T
1 16

Levando em conta que

2
x = f(x) = b12—x+\/<b12—x) + bo,

para x > v, = un?/pL? atinge seu maximo em 7y, note de (4.34)

a 1/(a\® 4J6—a® pn? \/ a2 (4J¢ —a2)
ReXN = — L 4 | Z((2) - - 2
TEGASSA N T T g <<4J> 16,2 pL2> Vo er e <0

=z

Deve-se voltar a atencao para a prova da PCDE. Para isto, é preciso investigar
(A — A)~Y|| para ReA > w, := w,(A). Para mostrar que o semigrupo gerado por A possui a
PCDE, utilizaremos o seguinte teorema cuja demonstracao pode ser encontrada em (MUNOZ

RIVERA| 2008, p. 121).

Teorema 9. Seja H um espaco de Hilbert. Entdo, um Cy-semigrupo €9 em H tem a PCDE
se, e somente se, para todo ¢ > 0 existir M, > 1 tal que ||[(A] — G)7!|| < M, para todo
Re) > wy(G) +e.

Teorema 10. Supondo (4.4)) e (4.5). Entao, a PCDE é verificada para o semigrupo gerado
por A, isto é, wy(A) = w,(A).

Demonstragao. Seja A € C, Re\ > w, + ¢, para algum € > 0 qualquer. A equagao
MW — AW = F (4.35)

em termos de suas componentes torna-se

Mu—¢@ = fl (4.36)
i rp= o, = P (4:37)
p p
Np—tp = f3 (4.38)
—éqb L2 +§¢+<A+3)w = f! (4.39)
JUE g J ’ '
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onde W = (u,p,6,90) e F = (fY f% f3, fY). De (4.36), (4.38) e visto que é necessario
W € D(A), chega-se em

IN G — 6¢pe + by + E¢ + Nacp
u(0) = u(L) = ¢,(0) = ¢.(L)

p(MH+ ) = B,

JAP 4+ Y +afd = F,

0.

As condigoes de fronteira (4.42)) admitem as expansoes

onde

u('r) = Zgjvj('r)v (]5(1}) = Zhjwj(x)v

vj(x) = \/gsen(éjac)7 w;(z) =

Entéo, de (£.40), [@.41), (£.43) e (4.44)

onde (F};); e (F3,;); denotam os coeficientes de Fourier de Fy e Fy, respectivamente.

pA2 +
bo;
€como
pA? + ,u@?
b0, (JN*+
= pJ\? [
fazendo
tem-se

(p>\2 + ,u@?)gj + bﬁjhj = Fl,j?

b0;g; + (JX + 605 + & + Na)h; = Fyj,

bo;
007 + & + Xa)

9j

(JN* 4067 4 € + a) h;

Fi;
ha,;

?

= (pX* + ub3)(JN? + 067 + Na + €) — b0

= pJ X'+ pdXN*0% + pXPa + pEN® + pJOIN? + pdl; + prab; + p&b; — b*03

PA? + /w]?
bl

J

= pJX* + pdN02 + pJOIN® + pA°a + pEN? + bl + phab;

1
(AQ Lol (p(S:J“J)@? + é) +

pJ N2

oy
= —f—

b0,
(JN* 4067 4 €+ Na)

J

+ A,

= pJ N\’ [yQ +

a

J

a

J

(

s
o2 4\
pJAJr

§
J

|

)|

(4.40)
(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)
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Agora,

F; bo;

= Fii(JXN + 607 + Xa+ &) — bFy 50,
Fyy (JN 4007 + & + Ma)

p>\2 + Me? F17j

= F27j(p/\2 + ,U/@JQ) — bFLij.
ij FQJ

A vista disso, tem-se

B (N 007 4+ ha+ §) — bFY ;0;
v pIN(y* + Gy + 5) |
—bFLjHj -+ Fg’j<p)\2 -+ /L@?)

pIN (v + 5y + 5)

De (135) ¢ (139

e=xu—f" = |l <Ml + |,
V=X — f° = |[¥llz <A@z + I/%]|2,

e que as normas em H(}(0,L) e H!(0, L) sdo equivalentes a norma do gradiente em L?(0, L)
nesses espacos. Isto posto, o objetivo agora é estimar os termos
L L L L
| twteopas, [ patopis, [Cloopdn [ oo
0 0 0 0

em relagao a || F||3,.

Reescrevendo g,

Fy (N + 662 Fyj(a — bFy 0,
g = 1,]( _ ])5 + 1,7 (CL + g) _ 2753 J , (445)
pIN (2 + 5y + €) T pIN (24 Gy + 5)

sera provado primeiramente uma limitacao para
2| 712 2|2
_ 6’j|J/\ + 56’j|
: - 5
[P TN (5 + Gy + 5)|

uniformemente em j e A, para Re A > w, + €.

Uma vez que

=
Sl

1
e AN+ —9? = \y,
P

resulta

JN 4067 = Jhy.
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Assim,

e de (22

2
LA
A pA
implicando em
% _y 1
pAEpA
sucede-se
. ' % - 2 '
o a 2 a 2
P2+ Sy +5)" pu(y?+ Gy + )
2

IN

3

oA + 5y +5)° 1 lop(2+ 5y +5)°

Sem perda de generalidade, pode-se assumir que |[A\| > 1 (na verdade |A| > Re X > w, + ¢).
Existe Ry > 0 tal que para |y| > Ry tem-se

= <1
(v + 59 +5)’

Agora, no conjunto compacto {y : |y| < Rp} o polindomio quadratico em y no denominador
nao tem zero, uma vez que Re A > w, + €. Portanto, existe uma constante positiva ¢ = c(e)
tal que, para |y| < Ry tem-se

‘ y? ‘ 2
= < “(e).
(v + 5+ 5)

Assim, é possivel estimar I; e Iy uniformemente (independente de j e \), obtendo

[<c(e). (4.46)
Agora,de
- 07ar + ¢J?
PN (g2 + Sy + 5) [
Pl 1 262¢]
IR S T [ AN RS T

uma vez que

9

_y 1
pA2ph
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obtém-se
2 |al” 1 2 |al? 1
Hg_j‘%‘ a 52+_’j It
PR >+ S+ 500 P 2+ Sy + 5
EALT TN W 1E4
a 2 a 2
Pl A2 + 2y + 57 Pl T ] |y2 + 2y + &
{cp3-eqa7} < const. (4.47)
Finalmente
{cp3-eq4s} 111 Y] < (4.48)
Cpo-eq .= — >~ .
[pIX2 (2 + Gy + 57~ I
onde ¢ denota uma constante positiva similar a c(e). As estimativas (4.46))-(4.48|) implicam
{cp3-eq49} 105951 < () (|F1sl* + [Foyl), (4.49)

observa-se que os termos F} e I, contém A f! e \f3, respectivamente. Agora, notando que

LA

A

e o fato de que o termo |A\/6;| ndo influi na obtencao de (4.49), prova-se que

L
/0 o (9)Pdy < A FIE,

onde ¢(€) depende no maximo de €, ndo de A para Re A > w, + €.

Uma vez que A = ﬁej, consegue-se analogamente
J

/ () Pz + / 6o )P + / Ao(a) P < ()|

0 0 0

Assim sendo, provou-se que existe c(e) > 0; VA, Re > w, + ¢, VF € H:

I = A) T Fllae < ()| Flla
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5 Estabilidade Exponencial para Amortecimento

Indefinido

Neste capitulo sera investigado a questao da estabilidade exponencial para o se-

guinte sistema elastico poroso
Py — Mgy — b, =0 em 0, L[x]0, 0o,
J¢tt —5¢zx+bux+€¢+a<l’)¢t =0 em ]O,L[X]0,00[,

com as condigoes iniciais

e de fronteira
u(0,t) =0, u(L,t) =0 em ]0,00],

¢:(0,t) =0, ¢(L,t) =0 em ]0,00].
A funcdo a € L*(0, L) deve satisfazer as condigoes

1 L
a:= z/o a(x)dz >0,

Ha—dHLz < T,

para 7 > 0 suficientemente pequeno (a ser estabelecido posteriormente).

(5.1)

(5.2)

(5.3)

(5.4)

(5.5)

A existéncia e unicidade de solugdo para o sistema (5.1))-(5.3)) ja foi determinada

através de método de perturbacao para semigrupos no capitulo 1. Neste capitulo, assim

como no capitulo 1, o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo obtido do sistema ([5.1)-(5.3)) sera

representado por A.

A estabilidade exponencial no cenéario em que a = a(x) é constante positiva, es-

tudada no capitulo 3, exercerd um papel chave neste capitulo e por isso, novamente sera

considerada as relacoes

Po? e b= pg
1

(5.6)
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Para se atingir o principal resultado deste capitulo, utilizaremos o seguinte resul-

tado cuja demonstracao pode ser encontrada em (PRUSS, (1984, Corolério 4).

Teorema 11. Seja S(t) = €9 um Cy-semigrupo em um espaco de Hilbert. Entdo, S(t) é

exponencialmente estavel se, e somente se,
0(G) D {\ € C; Re\ >0},
e existe M > 1 tal que,
[|[(A\ —G)7 Y| < M para todo Re A > 0.

Teorema 12. Considere (5.4), (5.5) e (5.6). Entao, para 7 > 0 suficientemente pequeno, o
semigrupo associado ao sistema (5.1])-(5.3)) é exponencialmente estével.

Demonstragao. A prova consiste no uso de um argumento de ponto fixo e sera dividida em

trés etapas:
1* Etapa: Concepc¢io do operador T'.

E imediato, em vista do capitulo anterior que para o caso A = A, quando a = a(x)

é constante e igual a a, operador resolvente verifica
[|(AT — A)7Y| < ¢, VReA >0,

para alguma constante ¢ > 0. Agora, considera-se F' € H, entao, deve-se resolver

(M — AU =F,
que é equivalente a determinar
M—-AU=F+(A—-—A)U=F - (a—a)BU, (5.7)
com
000 O
000 O
B pr—
000 O
000 },
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Portanto, se F' = (f1, f2, f3, fY) e U = (u, ¢, ¢, , entao reescrevendo (5.7) como

M—¢@ = fl, (5.8)

PAP — fgy — by = pf?, (5.9)

o= = [ (5.10)

IMN) — 8¢py +bup +Ep+ay = Jf*—(a—a)p. (5.11)

Substituindo ¢ e ¢ dadas por (5.8) e (5.10) em (5.9) e (5.11), respectivamente, e usando a

condi¢ao de fronteira de Dirichlet-Neumann, chega-se em

PN U — gy — by = F, (5.12)
INP — 0¢u + by +ED+ NG = (a— a)\p + F, (5.13)
u(0) = u(L) = ¢2(0) = ¢=(L) = 0, (5.14)
onde
Fy = pf? + pAf',
e

Fy = Jf* + AP +af?.

Agora, a equacao (5.13), pode ser reescrita como

2 = =
¢CEI - I + a>\_+£ ¢ = éug; -+ a4 a)\d) — 1172 (515)
) ) 0 )
N———
:;62

Considere o operador N3 tal que Nz(h) denota a solugdo ® do problema de Neumann

Qo — 0 = h7
g (5.16)

isto é,

j27T2

E importante notar que este problema esta bem definido se 5% # — 73

, para 7 =1,2,..., que

¢é garantido se

_a 2 — 4
Re\ > —Re—" Ny TS (5.17)
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A condigao suficiente ([5.17)) vem de

b2 — _im =\ = o \/dz —AJ(E+ )
L2 B 2J ‘

Como consequéncia, (5.15) pode ser escrita como

{cpa-eq18} 6 =N (guz n a%;aw . %Fg), (5.18)

1 cosh(bz)
b senh(bL)

Substituindo (5.18) em (5.13)), chega-se em

L T
{cpa-eqto}  Ny(h)(z) = / cosh(b(L — 5))h(s)ds + % / senh(b(x — s))h(s)ds.  (5.19)
0 0
{cp4-eq20} IN P — 8¢py + by + EG + ard = (@ — a)NH (u, @) + F, (5.20)
onde H é dada por
b A
H(w, U) = 5./\/5(@03;) + 5./\[/3(((1 — (_L)U) — —Ng(Fg).

Conceba agora o operador

(w,0) — (u,9),

onde (u, ¢) é solugao de

{cpd-eq21} PN’ U — gy — DOy = F, (5.21)
{cp4-eq22} INP — 6pe + by +EP+ard = (a— a)\H(w,v) + Fy, (5.22)
{cp4-eq23} uw(0) =u(L) = ¢.(0) =¢.(L) = 0, (5.23)

que esta bem definido, uma vez que A € g(A).

Considere a norma definida no dominio do operador 7', dada por

L
w03 == / (PPl + JINP + w4 8o + bligw + w,) + |of)d.
0

O passo seguinte, é provar que o operador 7" possui um ponto fixo (u, ¢) que resolve

o sistema (5.12))-(5.14)).

2% Etapa: Para 7 > 0 suficientemente pequeno, T € uma contracgao.
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Sejam (17, ) = T(wi, %) para j = 12 (u,) = (u' — 26" — ¢?) ¢ (w,v) =
(w' — w? vl — v?). Definidos dessa maneira, (u,¢) e (w,v) satisfazem ([5.21)-(5.23) para
F1 = F2 = O, isto é,

{cp4-eq24} PA2U — pitigy — b, = 0, (5.24)
{cp4-eq25} INP — 0¢pn + buy +Eb+aNd = (a— a)\H(w,v), (5.25)
{cpd-eq26} w(0) = u(L) = ¢,(0) = ¢,(L) = 0. (5.26)

Multiplicando as equacoes (5.24)), (5.25) por Au e A¢@, respectivamente, e inte-

grando, obtém-se
L /L L
{cp4-eq27} )\p/ |\u|*dx + )\,u/ || *dx + )\b/ uypdr =0, (5.27)
0 0 0
L L L L L
)\J/ |>\¢|2dx+>\5/ \qﬁm|2dx+/\b/ deﬂg/ |gz5\2dx+c‘z/ A6 [2dz —
0 0 0 0 0
L
{cp4-eq28} /\/ (@ —a)HMpdz. (5.28)
0
Somando (5.27)) e (5.28)) chega-se em
L L o
{cp4-eq29} Re A||(u, ¢)|[3 + a/ |\ |Pdx = Re{)\/ (a— a)H)\qﬁdx}. (5.29)
0 0
Multiplicando a equagao ([5.25) por u, e integrando, alcanga-se a igualdade
L L L L L
JAQ/ qbuxdx+§/ gbxumdwrb/ |ux|2dx+§/ ¢uxdm+a)\/ dlydr =
0 0 0 0 0
L
{cp4-eq30} )\/ (@ —a)Huydx. (5.30)
0

Devido a (5.24]) pode-se considerar

I
axx B 217' - _¢x7
1 1
e da primeira igualdade em (5.6)), tem-se
_ J—_  b-
{cp4-eq31} Upy = g)\Zu — — . (5.31)
14

Substituindo (5.31)) em (5.30]), chega-se em
L L L sb (L L
b/ \ux|2da:+J)\2/ ¢axda:+J)\2/ bptdr — —/ |¢x|2d:c+§/ dugdr +
0 0 0 K Jo 0

L L
a/\/ Pudr = /\/ (@ —a)Hu,dx,
0 0
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da igualdade acima, tem-se

/]ux\ dz + J(A )\2/¢uxx——/ |z | d:c—|—£/ Puydr +

a\ / dlipdr = A / (@ — a)Higyda. (5.32)

Entdo, utilizando a desigualdade de Young, notando que |[A2 — A2| < |)| e

)

L
‘A/O (a —a)H\¢dx| >0

pode-se concluir de ([5.32)

|b| L L L
_/ lug |*dx < c(/ IAo|2dx + ‘)\/ (a —a)Hu,dx
2 0 0 0

L
+ ‘)\/0 (a—c‘z)H)\_gbdx) +

L
il / 622,
“oJo

onde ¢ é uma constante que depende apenas dos coeficientes (e ndo de A). Multiplicando a

)+

5 L
g /0 60 2. (5.33)

desigualdade anterior por 2/|2|

u [ L L
—/ |ug|?dr < c(/ |\é|*dx + ‘)\/ (a —a)Hu,dx
4 Jo 0 0

L
+ ‘A/ (a — a)H\¢dx
0

Multiplicando (5.25) por ¢ e integrando por partes, chega-se em

L L L L
/\2/ ]¢|2dx+5/ |gb$]2dx+b/ uacgzﬁdm—i—f/ |p|>dx +
0 0 0 0

L L
&/\/0 |gz5|2da::/0 (@ — a)\H pdx,

e assim
L L L L L
)\2/ |¢>|2dm+5/ |¢x|2dx—|—b/ uxgbdx+b/ uppdr + £ |p|*dx +
0 0 0 0 0
L L L B
a\ | |o|*dr = b/ Uz pdr + / (@ — a)\Hpdz. (5.34)
0 0 0

Nao é dificil mostrar que 0 € o(A) (andlogo ao procedimento realizado para mostrar que
0 € 0(A) no capitulo 1), e uma vez que a aplicagdo A — R(\) é analitica (em cada componente
conexa de o(A), (MUNOZ RIVERA, 2008, p. 169) e (VRABIE, 2003, p. 25, Teorema 1.7.2)),

consequentemente

320 >0, Je; >0, YA, [A <210 A€ p(A) com [|[(M — A7 <e,
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isto é, deve-se assumindo na sequéncia, sem perda de generalidade |A| > z;. Entao,
L 1 [L
/ 6Pde < —2/ Ao[2da. (5.35)
0 21 Jo
Combinando (5.34) e (5.35]), é possivel obter
L L L L u [r
5 [Cloado 4y [ aode b [ wddee [ joPdn <% [ jufde s
0 0 0 0 0

L L
c<|/\\/0 |a—a||ng5|dx+/0 |)\¢|2dx), (5.36)

somando as desigualdades (5.33)) e ([5.36)), chega-se em

u ot 5t L L L
—/ |ug |*dx + —/ |¢$|2d35+b/ ux¢dx+b/ uxqbdx+§/ |p|*dx
8 Jo 2 Jo 0 0 0

L L L
§c(/ |)\¢|2dx+|)\|/ |a—a||H¢|dx+|)\|/ la — a||Hug|dx +
0 0 0

L
w?/o la — ELHH¢]dx>. (5.37)

Multiplicando (|5.24]) por % e integrando, estabelece-se

L N F N L
p/ | \ul*dz + —'u/ |ug|*dx + —b/ Uypdr = 0,
0 A Jo A Jo

da igualdade acima segue-se

L L L
p/ |\ul*dz < u/ || *dx + ]b|/ |u¢ldz,
0 0 0

aplicando a desigualdade de Young

L L L
p/ |\u|*dz < c(/ |ux|2dx+/ |¢|2dx)
0 0 0

Desta ultima desigualdade e de (5.35)), tem-se

L L L
p/ |\ul*dz < c(/ \A¢|2dx+/ \ux]2da:>, (5.38)
0 0 0

e combinando (5.29)), (5.37) e (5.38]), é possivel obter uma constante positiva 7, tal que

L L
<ReA+w>|r<u,¢>|risC(<|A|+w2> [ la=dlimola+ 1y | |a—a||Huxrdx). (5.30)

Considere agora, o lado direito da desigualdade anterior

L L
I ::c((|)\|+ |)\|2)/ la — a||Ho|dx + |)\|/ |a—a||Hum|dm>.
0 0

Deveré ser mostrado

1 < ell(a = a)llz2[|(u, @) x| (w, v) |- (5.40)
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Para iniciar, note que ¢é factivel decompor § = 51 + i3 € A = A\; +i)\2 em suas partes reais e
imaginarias, respectivamente, de modo que (procedimento analogo ao realizado em (MUNOZ

RIVERA; RACKE, [2008a) lema 2.3) e (GARAY], 2009, capitulo 5, lema 5.1))
da > 0, V)\, Re ) € [do,dl] : |ﬁ1| > aQ, 62 = O(l)\gl), (‘)\2‘ — OO)
Além disso, de ((5.25) tem-se
b A _
H(w,v) = (—SNﬁ(wx) + gNﬁ((a —av),
e levando em conta ((5.19)) é possivel concluir

|Nﬁ(wm)(3>| < cf|wg|| 2,

AN ((a — a)v)(s)| < clla —all e[| Ml e,
que acarreta
’)‘H<wvv)(s)| < CH(U}:U)H)\?

e segue-se assim (|5.40)).

Agora, combinando as desigualdades (5.39) e (5.40]) chega-se em

1(uw, D)llx < ella —allz2[|(w, v)]]x

{cpa-eqal} < d|(w,)||x. (5.41)

para Re\ > =g e para algum d < 1, desde que ||a — al|.2 seja pequeno o suficiente. Este

raciocinio, culmina com a existéncia de um tnico ponto fixo (u, ¢) de T.

3* Etapa: O ponto fizo de T ¢ também solucdo de ([5.19)- .

Seja, (u, ) este ponto fixo e considere

- b A 1
¢ = H(U, ¢) = SNQ(US,;) + gNﬁ((a — d)¢) — SN/B(FQ),
da definicao de N3, resulta
% S NN I
(bmc_ﬂ ¢ - 5ux+ (S(G a)¢ 6F27

acarretando

{cp4-eq42} NG — 0y + by + £ + AN = AN(a@ — )¢ + Fy. (5.42)
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Em outra mao, de (5.22)) é verdade que
IN2D — 0y + by + E¢ + aNd = N a@ — a)¢ + F. (5.43)

Escrevendo 0 := q; — ¢, chega-se em

0, — 320 = /\(GT_G)Q’

ou

m;w<ﬁ%gﬂﬁ,

das estimativas obtidas anteriormente para N, obtém-se
0] < c1l(a — a)b||r < cof[(a — a)|[L210] |12,
assim

10122 < eall(a = @)][2]16]] 12,

com ¢; e ¢p constantes positivas. Em concordancia com a raciocinio prévio, se ||a —al| < 1/cs,

entao 0 = 0.

Resta agora, mostrar que o operador resolvente (A — .A)~! ¢ limitado. Com efeito,

do raciocinio anterior, resulta na solugao tinica para
(M — A)U = F,
que é equivalente &
U= (u,Au, ¢, A¢)" + (0, f1,0, = ),

que implica

[1(w, @)1x = 11w, Mt &, Ad) e = 1T = (0, = 1,0, = f) |2 < [|Uae + || F 1.

Em outra méo, seja U solucdo de
(M — AU = F,

com

(5.44)
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isto é,
U = (i, M, ¢, A@)' + (0, — 1,0, — ).
Entao, usando e
1013 = 10l < 11U = Ullae = [|(w, 6) = (@ )|1x = [|T(u, 6) = T(0,0)]|x
< dl|(u, )|y < d||U]l + dl|F ||,
assim
101 < 701+ 5l Fl
Uma vez que X € g(A), entao
103 < el|F 3,
e consequentemente, existe uma constante positiva M tal que
U3 < M|[F||#,
e a demonstracao esta completa. [
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6 Propriedades Dispersivas

Neste capitulo sera realizada a analise de dispersao para o sistema poro-eldstico

unidimensional

{5:1} Polt — HUgy — 69050 = 07 (61)
{532} PoRPr — CPgy + /BUI + g@ + TYr = 0. (62)

Ne primeira se¢ao sera considerado o caso sem amortecimento, isto ¢, 7 = 0 e na

segunda segao sera analisado o caso com amortecimento (7 > 0).

6.1 Ramo N3o-Fisico do Sistema Elastico Poroso Classico (Sem Amor-
tecimento)

Para obter as propriedades de dispersao das equagoes (6.1))-(6.2]) sera considerado

as solugoes harmonicas simples de equacoes da onda
{5:3%} u(z,t) = A 0D oz, t) = Ayt (6.3)

onde i é a unidade imaginaria, v é o nimero de onda, w é a frequéncia e A; e A,y sao as am-

plitudes associadas as fung¢oes u e @, respectivamente. Assim, substituindo (6.3) nas equagoes

do sistema poro-elastico (6.1))-(6.2)) obtém-se

—poArw® + pAy? —ifAyy = 0,

—pomA2w2 + OCAQ’}/2 + ZﬁAl’}/ + fAQ = O,

e para solucoes nao nulas, obtém-se a equacao de frequéncia dada por

1 1
{5:4} w4 - — [(L)’}g + §:| w2 + T(f/ub - ﬁ2>’}/2 + %74 =0, (64)
po L\ K+ p K pok pok

dai obtém-se, apo6s simplificagoes no determinante, quatro raizes dadas por

2
{5:5%} w('y)j:\lzio<z‘+/,¢)fy2+2pi&j:2;o <z_u) 74+i[(3+u>§—2(§u_52)]72+p§§. (6.5)
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De acordo com (GRAFF| 1991) para obter a velocidade de fase usa-se a identidade que rela-
ciona a frequéncia w com o numero de onda 7, i.e. w = ¢y. Assim, substituindo esta relacao

em (|6.5)), obtém-se a assim chamada velocidade de fase da teoria elastico porosa dada por

2
c(w)idg;o(zw)ﬂ;ﬁ;ig,ﬁo (2-0) +2[(2+0)e-20- |5+ hE2 60)

Aqui, a anéalise seré restrita a valores positivos das velocidades de fase de onde obtém-se duas
curvas de dispersao. Primeiramente, tomando o limite dos valores positivos de quando

~ vai para o infinito, obtém-se duas velocidades de fase dadas por

ce{vlz,/%(%) vgz\/%}, (6.7)

e assim, as velocidades de fase sao finitas para altas frequéncias e tem-se assim a importante
conclusao de que as velocidades de fase sao limitadas para ntimeros de ondas grandes. Isto é
o contrario, por exemplo, da teoria de viga de Euler-Bernoulli (GRAFF, [1991)) e também a
teoria do sequndo espectro da teoria da viga de Timoshenko (BHASKAR], 2009, SMITH], 2008))
que prediz velocidades ilimitadas de propagagao de ondas em altas frequéncias. Em segundo
lugar, e este é um caso interessante, procura-se por alguma relagao entre dois valores positivos

das frequéncias em geral para ver o comportamento desses valores em baixa frequéncia.

Resolvendo agora (6.4])) como uma equagao quadratica na variavel w?, obtém-se dois

ramos de frequéncia

ta0) = 5= [(r + )7 + /)

2—;0 [(a/k+ p)7* + €/K] \/1 - %[(&L — 8272 + apt] /[ (s + p)2 + €/k]7. (6.8)

Agora, considere £y — 32 > 0. Assim, usando a representacao assintética do discri-
minante (veja (ABRAMOVICH; ELISHAKOFF| |1987)) e realizando alguns célculos chega-se
em

1 (Ep— ) + apy* (En— )+ apy' 1
wm frr e ¢ A0S g e 09

wi(7) ~

2
Pok Wi

Além do mais, levando em conta que w = c¢7v, obtém-se as seguintes aproximacoes para as
velocidades de fase

(=5 +auy® 1
Pk civ?

oo v L u=F) o o,
() = Ko (a/ﬁ+u)72+§/,§’ () ~

+ci. (6.10)
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Em uma primeira anélise, para (% &~ {u, nota-se que ¢? vai para zero quando 7y
vai para zero e ¢3 é limitado quando v vai para infinito. Assim, no plano (v,¢?), i = 1,2, a
curva ¢ determina uma hipérbole que ¢ inversamente proporcional a ¢? de onde conclui-se
que c3 explode para baixas frequéncias. Isto ¢ um comportamento tipico de uma anomalia
conhecida como sequndo espectro encontrada no modelo de viga de Timoshenko. Veja por
exemplo (ABBAS; THOMAS, 1977, ANDERSON| 1953; |BHASKAR, 2009; BHASHYAM;
PRATHAP| 1981; ELISHAKOFF| 2010; [ HAN; BENAROYA; TIMOTHY] {1999; HUANG,
1985; LEVINSON; COOKE] 1982; SMITH, 2008 STEPHEN| [1982; STEPHEN, 2006)). Por-
tanto, conclui-se que este espectro nao-fisico também atua na teoria linear elastico porosa de

acordo com a andlise acima (veja Figura . Da discussao anterior resulta

Teorema 13. As solugao de onda harmonica da teoria elastico-porosa unidimensional sao

dadas por
u(x,t) = A0 oz 1) = Ayet0Ttet), (6.11)

onde A;, i = 1,2 sdao as amplitudes, e as velocidades de fase positivas ¢ como fungoes do

nimero de ondas v sao

2
c(y) = \l 2;0<f§ +u> + e £ 5\/(“ —u) +i[(i +u>£ —2(p — 52)]712 + iz (6.12)

Em particular, a velocidade de fase ¢1(7) corresponde ao segundo ramo.
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Dispersions: non-equal velocities
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Figura 3 — Ntimero de ondas vs. velocidade de fase. Curvas de dispersao para o modelo

poro-elastico unidimensional. Ambos os ramos sao dispersivos e mostram um com-
portamento dominante para ondas longas. O primeiro ramo (ramo inferior) tem
modo de propagacao valida para todo o dominio do espectro e converge para v; em
altas frequéncias. O segundo ramo (ramo superior) mostra uma velocidade de fase
infinita para valores apods a frequéncia critica e se aproxima da velocidade de fase
vy para altas frequéncias. Para velocidades iguais de propagacao (segundo grafico)
os dois espectros se aproximam para altas frequéncias

6.2 Ramos Fisico do Sistema Poro-Elastico Amortecido

Aqui, sera considerado o caso 7 > 0 no sistema (6.1))-(6.2)) para obter as proprie-

dades de dispersao. Um problema interessante em tal caso, diz respeito ao comportamento
assimptotico temporal das solugoes da teoria elastico-porosa com dissipacao. A analise da
estabilizagao neste caso, foi primeiro realizada por Quintanilha (QUINTANILLA/ 2003). Foi
mostrado que o lei de feedback atuando na fungao ¢ na equagao , com condigoes iniciais

apropriadas é capaz de produzir algum tipo de decaimento (lento ou réapido) de acordo com o

nimero (K — (v S€r zero ou Nao.

Particularmente, a analise de dispersao sera considerada para o caso a = uk e

serd mostrado que a lei de feedback (7 > 0) elimina a anomalia do segundo ramo da teoria

Isto

constitui um resultado interessante uma vez que é possivel assegurar que o segundo ramo é

elastico-porosa para comprimentos de onda suficientemente pequenos (veja Figura [4]).

proeminente em explicar propriedades da onda na teoria poro-elastica com amortecimento.

A dispersao para o caso com amortecimento é caracterizada pelo seguinte teorema:

Teorema 14. Sejam o = uk e 82 = £u. Entdo, solucoes em ondas harmonicas do sistema
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com amortecimento (6.1])-(6.2)) sdo dadas por
u(w,t) = A0 oz 1) = Ayet 0Tt (6.13)

onde A;, i = 1,2 sao amplitudes e as velocidades de fase sao

z 1 zE ]
cy(y) = % + 3 ( S ) +4p0 (6.14)

onde os valores de z sao dados por
1 1 ?
I S N (L) . (6.15)
2pok 2\ pok POk

Demonstracao. Considere as solu¢oes harmonicas (6.3) e as substituindo no sistema com

dissipagao ((6.1])-(6.2)), chega-se em

1]/« & T _ 1 QL
i K_ * “) 7+ _] W+ o (17? — Wipo)wi + ——(Ep = B + 7" = 0. (6.16)
Po | \ K K PGR Pok Pok
Levando em conta as frequéncias nao nulas, pode-se reescrever a equacgao anterior obtendo
1|/« T 2 1 v ap 4
(e} {2 o2
Po L\ K K Pok \ pPo W I w Pok W

definindo (seguindo um argumento similar devido a Rivera e Racke (MUNOZ RIVERA;
RACKE, 2008))

Zi=———w, 6.18
o (6.18)
tem-se
4 2
22 = 7_2/;_2 — 272ﬁ + w?, (6.19)
w* P Po

reescrevendo (6.17) em funcdo de z, tem-se
4 1 1
24k (au —u2>72 +2y2E K +u)7 + 5] + (Tz>z+ ——(en - 62)7—2 = 0. (6.20)
W

k Po  Po PoR Pk
Da hipotese das velocidades de ondas iguais e 32 = u&, obtém-se a seguinte equacao
z—l—(T )z—izo, (6.21)
Pok Pok

resolvendo a equacao anterior
1 1 ?
RESE S A Y (i> . (6.22)
2pok 2\ pok pok

w4 2w —y*— =0, (6.23)

para cada valor de z em ([6.22)). Portanto, tomando w = ¢, a prova este completa.
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Figura 4 — Diagramas de dispersao para o caso dissipativo (tomando somente a parte real e
positiva) plotada dos valores em ([6.14)). Para os valores do amortecimento dados
por 7 = j\/Epok, para j =2, 1, 1/2, 1/2.5, 1/3, 1/4. Note que o segundo espectro
comegca a ser truncado a partir da segunda figura onde o amortecimento é dado por
7 = jv/Epok. Este é um importante resultado uma vez que do ponto de vista da
analise de dispersao a condi¢ao nao-fisica do segundo espectro é eliminada e isto é

. ) uma notavel consequéncia do efeito do amortecimento sobre o sistema
fig:5:2
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APENDICE A — Solucdo por Transposicdo do

Sistema Elastico Poroso

Este capitulo sera iniciado com o enunciado de dois resultados relevantes para o

restante do capitulo.

Lema 4. Seja m € L'(0,T;R) tal que m > 0 q.t.p. em [0,7] e a > 0 constante. Suponha
que g € L*>(0,T), g > 0 em [0, T] verifique

1 t
ég(t)2 < 2a® + 2/ m(s)g(s)ds,
0
para todo t € [0,T]. Entao

g(t)ﬁ?(a+/0tm(s)ds) em [0,7].

Demonstragao. ver (MEDEIROS; MIRANDA; LOUREIRO, 2013, p. 20).

Lema 5 (Desigualdade de Gronwall). Seja ¢ uma funcao real continua tal que

t
o) <+ [ o),
to
para todo t € [ty,t1], onde v; e 5 sdo constantes positivas. Entao tem-se
o(t) < yeliio),

para todo t € [to, t1].
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A.1 Limitacdo para a Solucdo Fraca do Sistema ndo Homogéneo
Considere o sistema elastico poroso nao homogéneo
Vgt — UUpy — DY, = em |0, L|x]|0,T1,
Pl — [ [ f ] [x] [ (A1)
Jz/}tt_awmr"i_bvx"i_gd}:g el ]O,L[X]O,T[,
v(0,t) =0, v(L,t) =0 em 0,7,
0.)=0, v(L) =0 em J0.T] "
1/%(0:75) =0, %(L,t) =0 em ]O,T[,
v(z,T) =0, v(x,T)=0 em |0, L],
(5,7) =0, u(e,T) 10,L] "
¢< ) 0 ¢t(va) 0 em ] 7L[’

e vale observar, que usando técnicas da teoria de semigrupos (PAZY), (1983, capitulo 4, seccao

2) e considerando a reversibilidade no tempo para o sistema (A.1])-(A.3), dado qualquer par

(f,g) € L*(0,T; L?(0, L) x L?(0, L)) o sistema acima possui solu¢ao

(v,9) € C(0,T; Hy(0,L) x H}(0, L)) N C*(0,T; L*(0, L) x L2(0, L)).

O objetivo desta seccao é estabelecer através de técnicas multiplicativas a seguinte desigual-

dade

[o:()ll2 + vz (O)ll2 + 19 (O)l2 + 2@z + [[@)]2 <

C(HfHLl(QT;LQ(O,L)) + HgHLl(O,T;LE(O,L)))a

para alguma constante C' > 0.

Com efeito, multiplica-se (A.1]) por v, integra-se por partes em [0, L] X

0 <t <T eobtém-se

s [t s wocns] = [ [ 1+ vodasas,

aplica-se agora a desigualdade de Schwarz, para chegar-se a seguinte desigualdade

|:p||vt(8)”§+ﬂl|vx Hz] / 1/ (s) + ¢u(s)ll2l[vr(s) [ 2ds,

N | —

e assim

t

1
3 Al + 0] <
0

1 t
%/0 1£(s) + Pa(s)ll2(Vollvi(s)ll2 + Vil[va(s)2)ds,

[0,t] com
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desta forma
%(\/ﬁllvt(t)lla +Villva(0)12)* < 2(v/pllv(0) |2 + Villva(0)[|2)* +
1 t
%/0 1£(s) + u(s)l2(Vpllve(s)ll2 + V/iel[va(s)][2)ds

segue-se do lema 4]
Volloe®)llz + villva()]l2 < 2(v/pllv(0)[l2 + Villv2(0)[2) +
2 t
= 156+ w5l

da desigualdade triangular

Volloe®)lz + illva (@) < 2(y/pl[ve(0) ]2 + illes(0)]l2) +
2
%“f”u (0,1;22(0,L)) + —= / |1(8)]|2ds. (A.4)

Em outra mao, multiplica-se (A.2)) por ¢, integra-se por partes em [0, L] x [0,f] com 0 <t < T,

chegando a seguinte desigualdade

1
s vz +alles + o] = [ [ o movasas

aplicando a desigualdade de Schwarz

3 [+ a3 + 1] < [ ot = bl s

e assim
t

1
5 {JIW(S)H% +allva(s)llz +Elv()Nz| <

0

7 [ 65) = b a5 e + s (3)+ €5 ).

ou seja

SO + ol )13 + Elw)3) <
LI + el ) + O] +
= [ 11960 = b TR+ V)l + Va3 s
desta forma
(VIO + VOl + V) 2)? <

S ()1 + ol ()1 + Ellee) ) <
2V TN 0)l]z + Vallu (0)llz + VE(0)]2)* +
= [ 1906 = b VT )+ V)l Vel
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e do lema [l

V()2 + \/5||¢x(tt)||z + Vel <
2(V I [44(0) 2 + V[ (0) |2 + VElw (0) 1) + % /0 lg(s) = bua(s)|l2ds,

aplicando a desigualdade triangular

VIl + Valle (e + VEIU@)]2 <
2(VJ[[44(0) ]2 + V[ (0) |2 + VEl[w (0) 1) + %IIQHLI(O,T;Lz(o,L)) +

60 /t
{ap1-eq8} — vz(5)]|2ds, A5
pi-eq 77 s [[02(s)]l2 (A.5)

considerando

¢ = min{\/ﬁ,\/ﬁ,\/j,\/a,\/g},
cy = max{2\/ﬁ,2\/ﬁ,2\/3,2\/a,2\/§,%,%},
de (D) ¢ (3)

a(l[o@llz + oz (@)ll2 + [[0:@) 2 + [[2@)]l2 + [ @)]2) <

Ca([[or(0)l2 + [[02(0) 2 + [[¥6(0) |2 + ([0 (0) |2 + 1 (0)]]2)

+ 4

ca([[ fllrome20,0)) + 119l 22 0,7:2200,0)))

xT xr d )
& / ()2 + [0 (3)]2)ds
€ assim
[oi®) ]+ [0s @)1+ 184() 1o + ()12 + [[b(s)]l2 <
§—j<||vt<o>uz 102 (02 + [12e(0)l2 + ([ (0) 12 + [[(0) o) +
Ml orazon + lollmorazom) +
(&) ¢

o [ Ul +Jlva(s)lla + [1e()ll2 + [0 (s)llz + [l (s)ll2)ds,

0
segue-se da desigualdade de Gronwall

[ve@)ll2 + [va(@)ll2 + [Pe(s)ll2 + [z () |2 + [[¥(s)[]2 <
cs([lve(0) |2 + [[vz(0)[l2 + [[42:(0) |2 + [[12(0)[|2 + [[4(0)[|2) +
cs(|[fllzro,mz2(0,)) + 19l Lr0,752200,1)))

Co <2
onde c3 = 2e4T . Se for considerado T — ¢ no lugar de ¢ (reversibilidade no tempo) na solugao
1

(v,7) tem-se v(0) = v,(0) = (0) = 14(0) = 0 e assim

[oe(®)ll2 + vz ()2 + 19e($)ll2 + 1 (s)]l2 + l(s)ll2 <

{ap1-eq9} cs(|| fllzro,micz0,0)) + 19l o.iz20,0)))- (A.6)
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A.2 Solucdo por Transposicdo

Nesta secgao sera estudado o significa e a existéncia de solu¢ao do seguinte sistema

elastico poroso nao homogéneo

Pty — i — bpy = 0 em )0, L[x]0, TT, (A7)

T — gy + by + €@ =1 em 0, L[x]0,T], (A.8)
w(0,8) =0, u(L,t) =0 em 0,77, (A.9)

©a(0,8) =0, pu(L,;1) =0 em 0,77, (A.10)
u(x,0) = u’(x), uy(w,0) =u'(z) em ]0,L[, (A.11)
(@,0) = & (2), @ul@,0) = ¢'(x) em ]0,L[ (A.12)

onde u?, ul, ©°, ¢! e v sao dados. A ideia da solugio por transposicao (LIONS; MAGENES,
1972, p. 283) é dar significado a solugao de (A.7] - A.12)) quando as regularidades de u°, u!, ¢
e ¢! sdo enfraquecidas, isto ¢, u® € L2(O,L), ©* € L2(0,L), ' € H'(0,L) e * € [H}(0,L)].

Sera adotado um método heuristico para determinar a existéncia de solucao de

(A.7)-(A.12), e por isso nao seréa especificado inicialmente a quais espagos pertencem u°, u',

o, plew.

Inicia-se, multiplicando (A.7)) por v e (A.8) por ¢, integra-se cada uma delas por
partes em [0, L] x [0, 7], onde (v,%) é solugao de (A.1))-(A.3) obtendo

L L L T
—p/ u'v(0)dx + p/ u’v,(0)da + / / (puvy — puvg, + bpv,)dzdt =0,  (A.13)
0 0 o Jo
(§
L L
—J/ ©'(0)dz + J/ 0%, (0)dx +
0 0
L T L T
/ / (Jovu — aphp, — buth, + Epip)dr = / / vipdadt, (A.14)
o Jo o Jo
somando (A13) e (A-19)

/OL /oT(fu +9v) = /OL /OT vipddt + P/OL u'v(0)dz — ,O/OL uv,(0)dx +
L L
J /0 p'(0)dz —J /0 @ 1 (0)da

das regularidades de v(0),v:(0),1(0),1:(0) e 9, pode-se considerar entao

(u,ut, 0" ' v) € L*(0,L) x H (0, L) x L2(0, L) x [H}(0, L)) x L*(0,T; L*(0, L)),
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desta forma, para a igualdade anterior

L T L T L
= dxd Lo(0)) 14 — 00, (0)d
AAWM@AAWHMWMMp%wUH

L
J (', ¥(0)) -1, 1. —J/ "1, (0)dz, (A.15)
0
onde (-,-)_11 e {(-,-)_1.1, sao os produtos duais entre H}(0,L) e H '(0,L) e H}(0,L) e

[H}(0, L)) respectivamente.

E possivel considerar desta forma o funcional linear S definido em L' (0, T; L*(0, L)) x

LY0,T; L2(0, L))) dado por
L T L
S = dzd Lo(0)) 1y — 02,(0)d
(S.Af.9}) Atévth+muw0>u plquw>x+
L
J@%M@L%h—JA<wwmm%

da desigualdade de Schwarz e de Poincaré, existe uma constante ¢, > 0 tal que

T 1/2 T 1/2
|@&ﬁﬂﬂ§</|W®Mﬁ> (/\wwmw) T peyllut - [os ()2 +
0 0
ol el 0) s + Tl s 0. 1960 O]z + TN el (0)

considerando
T 1/2
¢ = max{</0 HV(t)Hidt> s pepllut |, plle®lla, Tepllo 1 0.0y T$° 2 }
tem-se
T 1/2
5. Gl < ([ 1000IBde) 4 1ol + IO + 1O + 1Ol )
de (A.6)), é possivel obter constantes positivas ¢; e ¢3 de modo que
(S, {f, 9b)| < erlea +es)([| fllzromz20,0)) + 19l 0522 00,)))

ou seja, S é um funcional linear continuo definido em L'(0,T; L*(0, L) x L?(0, L)), resulta do
teorema da representacao de Riesz, a existéncia de um tnico par (u, ) € L>(0,T; L*(0, L) x

L?(0, L)) tal que
<&bezétéhﬁ+wﬂwrV@@GD%Jﬂﬂ&DXﬁwim

e assim (u, @) é solucao de (A.7)-(A.12).

Desta forma tem-se a seguinte definigao:



APENDICE A. Solugio por Transposigio do Sistema Eldstico Poroso 81

Definigao 4. Dado qualquer (u®, ut, ©°, @', v) € L*(0, L) x H~(0, L) x L2(0, L) x [H}(0, L)]' x

L*(0,T; L*(0, L)). Uma solugao por transposi¢ao do problema (A.7)-(A.12) é um par (u, @) €
L>(0,T; L*(0,L)) x L>(0,T; L?(0, L)) tal que

L T L T I
dd = d d 17 O — - 0 tO d
/0/0(uf+‘pg)tx /O/OV¢$t+P<U w(0))-1,1 P/Ouw()$+
L
J<()0171/)(0)>—1*,1* - J/(; QOO@Z)t(O)dZL‘,

para todo par (f,g) € L'(0,7;L*(0,L)) x L'(0,T;L%(0,L)) e todo par (w,v) solugao de
(A.1)-(A.3).

Além da existéncia de solugao por transposigao para o sistema (A.7))-(A.12), é pos-
sivel também mostrar a unicidade via Lema de Du Boys Raymound (MEDEIROS; MIRANDA;
LOUREIRO, 2013}, p. 99).

Sendo assim, pode-se enunciar o seguente resultado:

Teorema 15. Dado qualquer (u®, u', %, o', v) € L*(0, L) x H~(0, L) x L2(0, L) x [H}(0, L)]’ x
LY0,T; L*(0, L)). O sistema (A.7)-(A.12) admite uma tnica solugdo por transposigao.
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APENDICE B - Solucdo de um Sistema

Eliptico

Sera considerado agora, a existéncia, unicidade e regularidade de solugdes para o

sistema
{ap2-eql} — gy — by = f, (B.1)
{ap2-eq2} Qe +bu, +E0 = g, (B.2)
{ap2-eq3} u(0) =u(L) = ¢,(0) = (L) = 0, (B.3)

com f e g funcoes dadas, u, d, & constantes positivas e b constante, tal que b* < &p.

A existéncia e unidade de solucao fraca sera estabelecida através de uma aplicagao
do lema de Lax-Milgram, enquanto a regularidade sera obtida via resultados bem conhecidos
a respeito de solugbes de equagdes elipticas que podem ser encontrados em (NIRENBERG]|
1974} capitudo 2, secgao 5), (LIONS; MAGENES) |1972] capitulo 2, sec¢ao 3) ou em (LIU;
ZHENG] 2000, capitulo 1, secgao 4)

A formulagao variacional de (B.1))-(B.3)) consiste no seguinte: sejam (f, g) € L?(0, L)x
L%(0, L), para qualquer (i, ) € H(0,L) x H(0, L), multiplicando (B.1)) por % e (B.2) por
¢, integrando por partes as duas igualdades obtidas, levando em conta (B.3)) e as somando,

chega-se em

L 3 3 _ L L _
{ap2-eq4} /O (puytiy + b(upd + Upd) + £GP + 0020, ) dr = /O fudzr + /0 godz. (B.4)

Portanto, uma solugdao (fraca) de (B.1)-(B.3) ¢ um par (u,¢) € Hg(0,L)x €
H(0, L) satisfazendo (B.3), tal que para quaisquer (@,¢) € HL(0,L) x HX0,L), (B.4) se

{ap2-teol} i
verifica.

Teorema 16. Dado (f,g) € L*(0,L) x L%(0,L), o sistema (B.1)-(B.3) possui uma tnica

solugao fraca.
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Demonstragao. Considere em H{(0,L) x H!(0, L) a seguinte forma bilinear
L
((w,v), (w,0)) = / (pw, @, + b(w, ¥ + Wev) + VD + dv, 0, ) da. (B.5)
0
Do fato de b < ué e da desigualdade de Young

L
((w,v), (w,v)) = / (pw? + 2bw,v + 0* + 6v2) d
0

L
> (pw? — 2|b]|w,v| + &v* + 6v2) da

(2v/Epfw,v] — 2|b] [w,v] + 6v2)dw

AV
ﬁh

L

[2(v/€p — b)) [wyv] + §v2] da

0

v

>

e}

Y

levando em conta a desigualdade anterior e a desigualdade de Poincaré valida em H}(0, L),

existe uma constante positiva c, tal que

0 g/o [2(/€p — b)) [wv] + cpov?]da < ((w,v), (w,v)).

Segue-se de (B.5)) e da desigualdade anterior que se

<(’LU, U)v (wv U)) =0,

entao, v = 0 e de (B.5)), u = 0. Isto significa que (-,-) é um produto interno em HJ (0, L) x
H(0, L), logo

1w, v)[I* = ((w,v), (w,v)),

define uma norma em H}(0,L) x H!(0, L). Considere a forma bilinear em HJ (0, L) x H}(0, L)
dada por

a((w7v)> (ﬂ),@)) = <(w7v)7 (U?,@»,

que é continua e coerciva em H}(0,L) x H!(0,L), e o resultado é consequéncia do Lema de

Lax-Milgram. [

Observagao 1. Uma vez que ¢ € H!(0,L) e de (B.1)), v € H}(0,L) é solugao fraca do

problema

— gy = f+bo, € L*(0, L), (B.6)
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{ap2-eq9}

{ap2-eq10}
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segue-se da regularizagdo para problemas de valores de fronteiras elipticos (NIRENBERG,
1974) capitulo 2, seccao 5,secgao 2), (LIONS; MAGENES| 1972, capitulo 2, secgao 5) que
u € H?(0, L) e com esta regularidade para u, e de (B.2) que ¢ é solugao fraca de

e consequentemente, ¢ € H?(0,L). Com estas regularidades para u e ¢ é possivel integrar

e substituir em (B.7)) obtendo

—1i0¢ + (HE — %) = g + b/o fds + co,

onde ¢y ¢ uma constante. Sucede novamente da regularizagao de solugoes de equagoes elipticas

que existe uma constante k; > 0 (independente de ¢) tal que

ol > < k(I N2 + llgll2)- (B.8)
De existe ky > 0 (independente de u) tal que

Jull gz < o ([l f]l2 + [|02]l2), (B.9)
e de e é possivel obter k£ > 0 (independente de u e ¢) de modo que

[ullzz + ol < k([ fll2 + llgll2)- (B.10)
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Consideracdes Finais

Nesta tese, foram estudadas algumas das importantes propriedades matematicas
(existéncia e unicidade de solugdo, controlabilidade exata, estabilidade exponencial e proprie-
dades de dispersao) de um sistema poro-elastico unidimensional. Até onde o aprofundamento
da pesquisa bibliografica desta tese se permitiu chegar, tais resultados sao novos e potencial-

mente contribuem para um melhor entendimento do modelo poro-elasticos.

Controlabilidade Exata

Foi considerado no segundo capitulo desta tese, a controlabilidade exata interna

para o sistema poro-eléstico

P — Pyy — b, =0 em 10, L[x]0,T7, (B.11)

Joy — 0¢py +bu, +Ep=v em |0, L[x]0,T7, (B.12)

onde v é o controle. As condigoes de fronteira foram de Dirichlet para u e Neumann para ¢.

A controlabilidade interna for obtida via método HUM, utilizando as igualdades

p_7J
w0

e b =g, (B.13)
as quais sao primordiais para a obtencao do resultado.

Outro ponto importante que vale ser citado, é com relacao a obtengao da desi-
gualdade de observabilidade (Teorema [2) que estabelece um limite para a energia inicial do
sistema, como uma integral dupla da derivada temporal da solugao (com base nas condigdes

iniciais do sistema). Esta desigualdade ¢ um ponto chave para o capitulo, pois ela permite

estabelecer a desigualdade inversa que é fundamental na aplicacao do método HUM.

Importantes questoes podem ser consideradas futuramente como por exemplo:

1. E possivel obter a controlabilidade exata interna para o caso em que as condicoes de

fronteira sao do tipo Dirichlet-Dirichlet?

2. E possivel obter a controlabilidade exata interna para o caso ﬁ #* %?
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Estabilidade Exponencial

No terceira capitulo, foi considerado a questao da estabilidade exponencial do sis-

tema poro-elastico

{7:4} PUy — Mgy — b, =0 em 0, L[x]0,T7, (B.14)

{7:5%} Jor — 0Py +buy + P+ 70 =0 em ]0,L[x]0,T,| (B.15)

com 7 uma constante positiva. Foi provado que o gerador infinitesimal do semigrupo associado
ao sistema acima goza da propriedade do crescimento determinado pelo espectro (quando as
condigoes de fronteira sdo de Dirichlet em u e Neumann em ¢). Estas condiges de fronteira
bem como a primeira das relagoes sao primordiais para a obtencao do resultado, a im-
portancia deste fato encontra-se na determinagao precisa da taxa de decaimento do semigrupo
(e consequentemente das solugoes), o que é computacionalmente significativo, uma vez que
seu valor é igual supremo da parte real dos elementos do espectro do gerador infinitesimal do
semigrupo associado ao sistema — e uma vez que foi provado que o valor de tal

supremo ¢ negativo, o semigrupo decai exponencialmente.

O importante uso da base do tipo senos e cossenos na demonstracao do resultado,
possibilitou o emprego do método no caso das condigoes de fronteira Dirichlet-Neumann,
porém ela (base do tipo senos e cossenos) impossibilita o uso do método no caso de condigoes

de fronteira Dirichlet-Dirichlet ou Neumann-Neumann.

A seguinte questao pode ser considerada futuramente:

1. E possivel obter a propriedade CDE para o sistema (B.14)-(B.15) (utilizando outro

método) com condigoes de Dirichlet-Dirichlet ou Neumann-Neumann?

Ja no quarto capitulo, a tese abordou a estabilidade exponencial do sistema (B.14])-
(B.15) quando 7 é uma funcao a = a(z) € L*(0, L) que pode mudar de sinal, porém deve

satisfazer

L
{7:6} a= —/ a(z)dz > 0, (B.16)
0

{7:7} lla —al|z2 suficientemente pequeno. (B.17)
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As condigoes de fronteiras sdo as mesmas do caso 7 constante (Dirichlet-Neumann), como foi
mencionado no capitulo, este amortecimento é chamado de indefinido, ja que nao se pode inferir
se ha dissipacao da energia. Novamente neste caso, as condigoes de fronteira do tipo Dirichlet-
Neumann assim como a primeira igualdade de desempenham um papel fundamental na
obtencao do resultado. Sua importancia apoia-se no fato de ampliar os tipos de amortecimento
capazes de tornar o modelo poro-elastico exponencialmente estével a serem relativamente
faceis de serem obtidos computacionalmente. Apesar do poder do método, ele nao deixa

explicitamente claro quao pequeno deve ser (B.17]).

As seguintes questoes podem ser consideradas futuramente:

1. E possivel obter o decaimento exponencial para o sistema (B.14))-(B.15]), com condicdes

de fronteira de Dirichlet-Dirichlet ou Neumann-Neumann, 7 = a = a(z) € L*(0, L)

satisfazendo (B.16])-(B.17))?

2. E possivel se determinar exatamente quio pequeno deve ser o valor de (B.17)), para que

se tenha o decaimento exponencial?

Analise de Dispersio

No quinto capitulo desta tese, foi considerada a analise de dispersao para o sistema
poro-elastico —, com J = ppk. No estudo, concluiu-se que no caso do sistema sem
amortecimento (7 = 0) um dos dois ramos de dispersao que aparece na analise ¢ similar ao ja
conhecido segundo espectro da teoria da viga de Timoshenko, tal ramo como foi observado,
prevé velocidades de fase infinitas para pequenos numeros de onda, o que nao é concebivel

para modelos realistas (um comportamento nao-fisico).

Porém, quando se considera o sistema amortecido (7 > 0, adequado) e as relagoes
(B.13)) é possivel extinguir o efeito nao-fisico do ramo anémalo, produzindo um tnico ramo

fisicamente concebivel.

Neste sentido, esta tese tem sua contribuicao na identificacao do ramo nao-fisico
da teoria poro-elastica unidimensional, bem como apresenta um tipo de amortecimento po-

tencialmente capaz de extinguir o ramo anémalo da teoria.
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Como foi possivel notar, nao ficou explicito nesta tese, a partir de que valor de 7
o ramo deixa de ter o efeito segundo espectro (valores infinitos para velocidade de onda, com

pequenos numeros de onda).

As seguintes questoes podem ser consideradas futuramente:

1. Para valores menores aos considerados nesta tese para 7, o efeito segundo espectro vai

sendo eliminado do sistema?

2. Existem outros amortecimentos capazes de eliminar o efeito segundo espectro na teoria

poro-elastica unidimensional?

3. Se o modelo poro-elastico for melhorado de modo a nao existir o efeito segundo es-
pectro para o sistema nao amortecido, é possivel obter o decaimento exponencial para
tal sistema com algum tipo de amortecimento sem o uso de qualquer relagao da forma

(B.13)?

Espera-se que os resultados contidos nesta tese, bem como suas sugestoes para
a continuacao das pesquisas no assunto, sirvam de fonte inspiradora para novos trabalhos
relacionados ao sistema poro-eléstico, permitindo novas interpelacoes e reflexoes na busca por
modelos mais completos (realistas) que possibilitem o avan¢o no desenvolvimento de novas

ferramentas e metodologias capazes de viabilizar o progresso social, cientifico e tecnologico.
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