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Resumo

Neste trabalho mostraremos a existéncia e unicidade de solugoes e o comportamento assintotico
de sistemas de vigas piezoelétricas com efeito magnético com diferentes abordagens de mecanis-
mos de amortecimento, para a analisar os resultados citados, usaremos as teorias de semigrupo
linear, nao linear, quase-estabilidade, associados ao seguinte sistema bdsico de equagoes pie-
zoelétricas

POt — QUgy + ’Yﬂpm =0 em (07 L) X (07 OO),

Hptt — /szz + 76“9317 =0 em (Oa L) X (07 OO)

Consirando as seguintes condig¢oes iniciais
v(z,0) = vo(x), ve(z,0) = vi(z), p(x,0) = po(x), pe(z,0) = p1(z) em (0,L),
e as condicoes de fronteira

p(0,t) = pg(L,t) — yug(L,t) =0, VE>0

Palavras-chave: Sistemas piezoelétricos; semigrupo; decaimento expoencial; atrator global; quasi-
estabilidade.



Abstract

In this paper we will show the existence and uniqueness of solutions and the asymptotic behavior
piezoelectric beam systems with magnetic effect with different approaches to damping mecha-
nisms associated with the following basic system of piezoelectric equations

PVt — Qgg + YBPee =0 em (0,L) x (0,00),
WPttt — /Bp;tz + 76@7& =0 em (Oa L) X (07 OO)

where p, o, v, 8 and p denote mass density per unit volume, elastic stffness, piezoelectric coef-
ficient, magnetic permeability and impermittivity coefficient of the beam, respectively, and

a=a++°8
We consider the initial conditions given by
v(z,0) = vo(x), ve(x,0) = vi(x), p(x,0) = po(x), pi(x,0) = p1(z) em (0,L),
and boundary conditions

= avg(L,t) — yPps(L,t) =0, Vt>0 ,

t)
p(0,t) = pz(L,t) —yvg(L,t) =0, Vt>0

Keywords: Piezoelectric Systems; semigroup; exponential decay; global attractor; quasi-stability.
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Introducao

De um modo geral, o fendomeno de piezoeletricidade é a capacidade que alguns materiais tém
de gerarem tensao elétrica quando sofrem um esfor¢o mecéanico[12]. O termo ”piezo”é derivado
da palavra grega que significa pressao. A piezoeletricidade foi descoberta pelos irmaos Pierre e
Jacques Curie, na Franca, em 1880, o efeito piezoelétrico é encontrado em cristais e algumas
ceramicas. Desenvolver tecnologia com tais materiais é de grande importancia atualmente, pois
trata-se de uma energia limpa, tais como, a solar, edlica, entre outras. Hoje em dia, materiais
piezoelétricos tém sido usados para fazer muitos dispositivos eletromecanicos, como transdutores,
que convertem energia elétrica em mecanica ou vice-versa [12], sensores acusticos, os sensores de
airbag de carro, pelos quais s@o responaveis, enviam um sinal elétrico que aciona o airbag.

Um material piezoelétrico, quando submetido a um campo elétrico, sofre alteracoes em suas
dimensoes (atuador). O inverso também acontece, ou seja, quando sofre uma deformagao, um
campo elétrico é gerado (sensor), por esse motivo a Lei de Hooke nao descreve completamente o
comportamento eletromecanico desse tipo de material, pois este esta sujeito a um campo elétrico.

Como forma de caracterizar, temos que uma placa piezoelétrica é uma placa eldstica com
eletrédos nas superficies superior e inferior isoladas nas bordas e conectadas a um circuito elétrico
externo. Estas estruturas sobre as quais vamos estudar é uma interagao entre as energias elétrica,
mecanica e magnética nos sistemas. Observa-se experimentalmente que os efeitos magnéticos sao
menores na dindmica geral do material (pode ser um cristal ou ceramica) polarizado, e portanto,
estes efeitos sao ignorados nos modelos de placa piezoelétrica. Para iniciar, vamos citar a equacao

de Euler-Bernoulli para pequenos deslocamentos, como em [4]

PUt — O Vg = 0, (:L',t) € (OaL) X R+
Vit
v(0,t) =0, ayv,(L,t) = —’Yh(), teRT

(v,0)(z,0) = (vg,v1), x€0,L]



onde p, a1,y denotam densidade por unidade de massa, rigidez elastica e coeficiente piezoelétrico
da placa, respectivamente, V' (t) denota a voltagem aplicada nos eletrédos e v denota desloca-
mento longitudinal da placa, notamos que este modelo representa o inicio do estudo que propo-
mos, mas ainda precisamos mostrar a influéncia do campo elétrico.

h h
Sejam z1,x3 as diregoes logitudinal e transversal, respectivamente. Seja Q = [0, L] x [ ]

22
onde h < L. Uma relagao constitutiva linear amplamente utilizada [20] para vigas piezoelétricas

(5)-(7)(3)

onde T = (Ti1, Th2, Ts3, Tos, Tis, Ti2)T é o vetor de tensdo, S = (Si1, S22, S33, S23, S13, S12)T é

é

o vetor de deformacdo, D = (D1, Do, D3)T e E = (E1, Es, E3)T s@o os deslocamentos elétrico
e campo elétrico, respectivamente, e as matrizes [c], [7], [¢] sdo as componentes elastica, eletro-
mecanica e dielétrica [20]. Contando com a isotropia transversal e polarizagdo na direc¢ao zs,

essas matrizes se reduzem a

ci1 ci2 ci3 0 0 0
co1 c2 c3 0 0 O O o0 0 0 s 0
31 c32 c33 0 0 0
c= , Y= 0 0 0 -5 0 O
0 0 0 cgg O 0 0 0 0
0 0 0 0 c55 0 Y31 Y31 Y33
L0 0 0 0 0 e
[ €11 0 0
e = 0 £99 0
0 0 £33

Como h < L, assumimos que todas as forcas que atuam na direcao de w9 sdo iguais a zero.
Além disso, T33 considerado zero. Portanto,
T = (Tu,Tis)", S =(S11,5%3)", D= (D1,D3)", E = (Ey, Es)"

e a nossa relagao inicial reduz-se a

Ty ci1 0 0  —7a S11
Tiz | 0 5 —m5 O S13
Dy | 0 75 en 0 Ey
D3 v31 0 0 €33 Es

Finalmente, para uma viga de Euler-Bernoulli, a tensao de cisalhamento S13 = 0. As equagoes
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constitutivas lineares das vigas piezoelétricas de Euler-Bernoulli sdo da seguinte forma

T = CuSn —v31Es, (0.1)
Tis = —7i5E, (0.2)
Dy = e kFEy, (0.3)
D3 = 731511 +e33F3. (0.4)

Com uma analise complementar, podemos aplicar o Lagrangiano de diferentes formas nosso
0 objetivo de controlar a voltagem aplicada que ird aparecer no termo de trabalho e pode ser
controlada de acordo com os termos de fronteira, lembrando que no nosso caso iremos usar a
voltagem V' (t) = 0. As relagoes constitutivas dadas em (0.1) — (0.4) podem ser transformadas nas

relagoes em termos (T, E'), organizando de forma adequada as constantes positivas conhecidas

Ty = «aSi1—~8Ds, (0.5)
Ty = —mpiD, (0.6)
Ey = piDy, (0.7)
B3 = —yBSu + BDs, (0.8)
onde,
1 1

Y=s1, =5 a=a1+79B, ar=cu, f=—, f1=—.
€33 €11
Vamos supor que nao hajam cargas externas no corpo e nem correntes corporais, e assumindo
que E; = 0, portanto Dy = 0, por (0.7) e T13 = 0, por (0.6).

Agora, vamos supor que D3 ndo varia na direcdo da espessura
D3 = (m,xg,t) = Dg(x,t).

Essas suposigoes estao de acordo com a escolha do potencial elétrico definido como linear na

direcao da espessura, portanto, o componente do campo elétrico na direcao da espessura satisfaz

_ 9%

E
37 02

= ﬁDg(x, t).

Definimos

p— /0 Dy(€. 1) dé.

Wanzeler, Deiziane Mendes PDM/UFPA



para ser a carga elétrica total no ponto x. Portanto p, = Ds.
De forma que teremos entao as equagoes (0.5) e (0.8) formando o sistema para a andlise de
viga piezoelétrica sendo v o deslocamento transversal da viga e p é a carga total do deslocamento

elétrico ao longo da direcao transversal em cada ponto x, assim temos o sistema

T = ovy—v0ps,

= —vBvz + Bps,

onde

Ty =poyw € Ey = ppy.
O Lagragiano devido a este modelo é dado da seguinte forma

S:/T[K—(P+E)+B] dt, 0.9)
0

onde K, P, FE, e B denotam as energias cinética, potencial, elétrica e magnética, respectiva-

mente, para uma viga de comprimento L e espessura h, teremos

1 ho[F
P+FE = /(T11511+D3E3)dX=/ (P+ E)dx
Q 0

2 2
h L
= 5 [ lalusP ~ 29800, + Bl de (010)
h L
Bzuz/ Ipe|? dx (0.11)
0
o [t
K:h/ v |? d (0.12)
2 Jo

Usando (0.10)—(0.12) para calcular (0.9) e aplicando o principio de Hamilton, para as variagoes

{v, p} obtemos

L L
08 = _h/ (pvtt — Qg + YBPxz) 60 dz — h/ (pit — Bpeae + VBVze) dpdx
0 0
—  ha v |§ +h 6B vap [ +h VB vps [§ —h 0B pap |§
L L
= _h/ (pvtt — QUgy + ’Y/Bp:m:) dvdx — h/ (,Ufptt - 51%:5 + ’Yﬁvzx) 519 dx
0 0

~ hl(avs —vB8pa) 0vly — hl(Bps — vBva) Opl§ = 0. (0.13)

Wanzeler, Deiziane Mendes PDM/UFPA



Portanto,

PU — QUgy + VBPzz = 0, (0'14)

ot — BPzz + YBVzz = 0, (0.15)

com as seguintes condicoes de fronteira
v(0,) = p(0,t) = awg (L, t) = vBpa(L,t) = Bpa(L,t) — vBva(L,t) =0, (0.16)
e condicoes iniciais
v(z,0) = vo(x), ve(x,0) = vi(x), p(x,0) = po(x), p(x,0) = p1(x). (0.17)

Agora, citaremos alguns resultados que foram importantes para esta pesquisa, nas diver-
sas abordagens que serao mostradas no decorrer deste trabalho, considerando um sistema de
equacoes piezoelétricas com efeito magnético.

Em [4], K. A. Morris e A. Ozer, os autores, utilizaram uma abordagem variacional para
construir um modelo acoplado de vigas piezoelétricas com efeito magnético, dado pelo seguinte

sistema

PV — QUzy + ’Yﬂpxx =0

Uptt — BPex + VBVzz =0

com as condicoes de fronteira

’U(O,t) = p(O,t) = avx(Lat) - Wﬁpx(lht) =0,

Bpx(L>t) - ’Yﬁvx<Lvt) = _Vf(Lt)7

e as concicoes iniciais
U(l‘,O) = UO(Q:)) Ut(I,O) = ’Ul(CC)7 p(x70) :p0(x)7 pt(fE,O) :pl(x))

onde p,a,v, 1,3 e V denotam respectivamente, a densidade da massa por volume unitario, a
rigidez eldstica, o coeficiente piezoelétrico, permeabilidade magnética, coeficiente de resisténcia

a agua e a tensao prescrita nos eletrodos da viga, além disso, fora considerada a relagao

a=ay++°p

Wanzeler, Deiziane Mendes PDM/UFPA



neste trabalho os autores provaram que o efeito magnético, apesar de relativamente pequeno,
influencia na estabilidade e controle do sistema.
No artigo [5], dos autores Anderson J. A. Ramos e seus colaboradores, estudaram o seguinte

modelo com termo de dissipacao na primeira equacao

PVt — Qg + YBPzz +0vr =0, € (0,L) x (0,7)
(P — BPwz + Bvex = 0, € (0,L) x (0,7)
v(0,t) = avy(L,t) —vBpz(L,t) =0, € 0<t < T
p(0,t) = yug(L,t) —pe(L,t) =0, €0<t<T

v(x,0) = vo(x), ve(z,0) = vi(z), p(x,0) =po(x), p(x,0) =pi(x), €e0<t<T,

onde p,a, 7, 1,3, sd@o contantes positivas. Neste artigo os autores mostraram o decaimento
exponencial da energia e aspectos numéricos associados ao sistema dissipativo acima, de vigas
piezoelétricas com efeito magnético.

Em [18], Salim A. Messaoudi e outros, temos um sistema com uma fungado nao linear g na

segunda equagao como segue

o — (P2 +¥)e =0, (0,1) x Ry

Vit — Yoz + 02 T ¥+ aft) g(¥r) =0, (0,1) xRy
©(0,.) = ¢(1,.) =4(0,.) =

¢(,0) = ¢o, ¢t(.,0

¥(.,0) = o, (., 0

Y(1,.)=0, t<0
01, =€ (0,1)

) =
) Y1, w€ (07 1)
os autores mostraram um resultado geral sobre o decaimento da energia dependendo de g e «,
este artigo fora uma referéncia para analisarmos o decaimento da energia do nosso sistema, que
serd apresentado no decorrer deste trabalho.

Em [39], os autores M.M. Freitas e outros, mostraram resultados para um sistema formado
por equagoes piezoelétricas com efeito magnético e lei de Fourier, onde mostraram a existéncia
do atrator global com dimensao fractal finita, usando a teoria da quasi-estabilidade, provaram

a existéncia do atrator exponencial generalizado e resultado para a estabilidade, nas seguintes
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0.1 Objetivos da Tese 8

condigoes
PVt — Qg + VBPee + 002 + fi(v,p) = hi1 em (0,L) x (0,T),
HUPtt — /Bpara: + Vﬂvxx + A" Pt + f2(vap) = h2 em (07 L) X (O) T),

Oy — kOyy + vy = 0 em (0,L) x (0,7),

onde f1, fo sao termos de forca nao lineares e hy, hy sao forcas externas e

v(0,t) = awvg(L,t) —~Bps(L,t) =0, t >0,
p(0,t) = po(L,t) = yve(L, 1) =0, t >0,
6(0,t) = O(L,t)=0, t>0,

v(z,0) = v, v(x,0)=v1, 0<z<L,
p(x,0) = po, pe(z,0) =p1, 0<z <L,
0(xz,0) = 6y, 0,(x,0) =01(x).

0.1 Objetivos da Tese

Neste trabalho, temos como objetivo principal, o estudo do comportamento assintotico de sis-
temas piezoelétricos, procuramos estudar estes sistemas fazendo uma anélise do decaimento ex-
ponencial quando t — 400, com variadas abordagens no que tange os mecanismos de dissipacao
dos tipos linear e nao linear, usando as teorias de semigrupos e de quasi-estabilidade. Também

buscamos caracterizar o comportamento assintotico por meio de atratores globais compactos.

0.2 Organizacao da Tese

A tese esta organizada da seguinte forma:

No capitulo 1, temos um sistema piezoelétrico com mecanismo dissipativo do tipo kelvin-Voigt,
mostramos a existéncia e unicidade de soluctes, usando técnicas de semigrupo de operadores
lineares , mostramos que o sistema em questdao tem propriedade analitica, e usando o teorema
de Gearhart é portanto exponencialmente estavel.

No capitulo 2, temos um mecanismo dissipativo viscoelastico na primeira equacgao do sistema,
este segue do sistema anterior, mostramos que o sistema é exponecialmente estavel e nao pos-

sui propriedade analitica, também iremos tratar de alguns experimentos numéricos, aplicando o
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0.2 Organizacao da Tese 9

método de Newmark, onde conseguimos vizualizar nossos resultados sobre o decaimento expo-
nencial caracterizado no sistema.

No capitulo 3, temos um mecanismo dissipativo do tipo nao linear na primeira equagao do
sistema, mostramos a existéncia e unicidade de solucdes, usando técnicas de semigrupo de opera-
dores nao lineares, e mostramos uma taxa geral de decaimento da energia associada ao sistema.

No capitulo 4, estudamos um sistema piezoelétrico com dois mecanismos dissipativos nao
lineares e lei de Coleman-Gurtin para descrever o efeito temperatura, assim caracterizando o
comportamento assintético por meio de atratores globais compactos, para tal, provamos que
o sistema é do tipo gradiente e assintoticamente regular, para entao obter a existéncia de um
atrator global com dimensao fractal finita, que serd caracterizado como uma variedade instével
do conjunto de solugbes estacionérias, usamos a teoria de quasi-estabilidade (provada por meio
de uma desigualdade de estabilizagdo) diretamente em um cojunto positivamente invariante e
limitado, e também mostramos a existéncia de um atrator exponencial generalizado.

No capitulo 5, estudamos um sistema piezoelétrico com um mecanismo dissipativo nao linear
e lei de Coleman-Gurtin para descrever o efeito temperatura, de forma que usamos as mesmas

técnicas do capitulo anterior, preservando os resultados.
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Capitulo 1

Sistema Piezoelétrico com Efeito Magnético
e Dissipacao do Tipo Kelvin-Voigt

Neste capitulo vamos estudar a existéncia, unicidade de solugoes e o comportamento assintotico
para um sistema piezoelétrico com dissipacao linear do tipo Kelvin-Voigt.

Seja o seguinte sistema

PV — Qg + VPDrz — Q2Uzat + Y151zt = 0 em (0, L) x (0,00), (1.1)
ppit — Bpzz + YBVzz + V1P1Vzzt — PPzt = 0 em (0, L) x (0,00), (1.2)
onde
a=ay++°p (1.3)
e
ag > 1B, a1, B >0, (1.4)

com p, a7y, e u constantes positivas que denotam a densidade de massa por unidade, rigidez
elastica, coeficiente piezoelétrico, permeabilidade magnética e impermeabilidade do coeficiente

da viga, respectivamente, e sejam condic¢oes iniciais
v(x,0) = vo(x); vi(x,0) = vi(x); p(x,0) = po(x); pe(x,0) = pr(z) em (0,L) (1.5)
e as condicoes de fronteira dadas por

v(0,t) = avy(L,t) — vBps(L,t) =0, Vt>0

p(0,t) = pg(L,t) — yug(L,t) =0, Vt>0 (1.6)
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Devido a relagao (1.3), a condigao de fronteira (1.6) é equivalente a
v(0,t) = vx(L,t) =0, VE>0
p(0,t) = pg(L,t) =0, Vt>0 (1.7)
1.1 Energia do Sistema
A energia de solugoes do sistema (1.1) — (1.7) é definida por

1 L
E(t) :=2/0 [oloel® + plpil® + enfval* + B 1yvr — paf?] de (1.8)

O funcional energia E(t), definido acima, é ndo crescente para todo ¢ > 0. De fato, conforme

serd mostrado abaixo:

Proposicao 1.1.1. (Energia do modelo) Seja (v, v, p, pt) a solu¢ao associada ao sistema (1.1)—

(1.7), entdo

L L
LBty = —(an — 428 / fue? dz — By / 1t — parl? de, (1.9)
0 0

Assim,

E(t) < E(0), Vt>0 (1.10)

Demonstragao: Para obtermos a energia do sistema (1.1) — (1.2), iniciamos multiplicando a
equagao (1.1) por vy, integramos em (0,L), usamos integragao por partes e aplicamos as condigoes

de fronteira:
L L L L L
1) / v dT + o / VgVt AT + 725/ VgVt AT — 7ﬁ/ PVt dT + rg / Vgt Vgt AT
0 0 0 0 0

L
- 71/81/ Pzt Uzt dr =0
0

Organizando resultados, teremos
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L L 2 L L

pd 2 ai d 2 v-B d 2 /

5 dz + = — dr+ 25 dz — d

v [k G [P e BEL [MP o8 [ poado
L L

+CM2/ ’Uact|2dx_71/81/ Pzt vactdx:o- (111)
0 0

Agora, multiplicando a equagao (1.2) por p;, integramos em (0,L), usamos integragao por partes

e aplicamos as condic¢oes de fronteira:

L L L L L
M/ Ditpr dx + ﬂ/ DaDat dx — ’Yﬁ/ VDot dx — Y151 / Vgt Pat dx + B1 / Dzt Prt dv = 0.
0 0 0 0 0

Organizando resultados, temos

pd [

5 d L L L L
577 \pt!2dw+/ !px|2dx—7ﬁ/ Vg Pat dx+ﬁ1/ \pm!Qdm—wBl/ Vgt Pat dr = 0(1.12)

Somando as equagoes (1.11) e (1.12), obtemos

d1

L L L
= 2/ [plve? + plpe? + a1 ve|® + Blyve — pelPldz = —a2/ vzt |? da + 2%&/ Pat Vgt dT
0 0 0

L
- 61/ ’th’2dl’-
0
L
0

Agora, somando e subtraindo o termo 73 / |vg¢|? dz na equacdo anterior, obtemos

d1 L L L
G5 [P a4 8l = P de =~ [ JonPdo 4028 [ ol do
0 0 0
L L L )
- ’Y%Bl/ ’U:ct‘2 dx+271/81/ Pzt Uzt dx_ﬁl/ ‘p:vt‘ dzx.
0 0 0
Dali,
d1 L 2 2 2 2 2 L 2
5 [Tl + i+ o+ 81w = puf)de = ~(a2 —128) [ ol do
0 0

L L L
" <'yf / lvat]? dir — 27, / S / |pxt\2d:r>, (1.13)
0 0 0
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resultando

a1
dt 2

L L
/ [plosl? + lpel? + atlval? + B hyve — pal?] dz = —(as — /281) / e |? dr
0 0

L
61 [ ot~ pul (1.14)
0
a energia associada ao sistema é dada por

1 L
B®) =5 [ plunl + ulpil + rlesf + 8 e — pa ] do.
0

De (1.14), seguem os resultados (1.9) e (1.10). Neste caso, temos que a energia do sistema é

dissipativa.

1.2 Existéncia e Unicidade

Consideremos o espago vetorial
H =V xV x L*0,L) x L*(0, L), (1.15)
onde

V={pec HY0,L) : ¢(0) =0}. (1.16)

Agora, vamos considerar o seguinte produto interno em H, definido por
L L
(U, V) = / {pusvs + pugvs} dx + / {a1u1,v15 + B(YU1z — U2z) (Y12 — V2z) } dT
0 0

L
= / {pusvs + pusvs} dx
0

L 20 _
n / <<a1+75 ’75><ulz>’<le>> i (1.17)
0 _7/8 B U2y Vg R2
onde U = (uy,us,u3,uq), V = (v1,v2,v3,v4) e {.,.)gz é o produto interno no R2. De fato,
ar+728 =B
—B B

(1.17) é um produto interno se a matriz > é positiva definida.

E a norma

L L L L
| (w1, g, ug, ug)| 3 = p / lug|? dz + p / luyg|? dz 4 o / lui|? do + 8 / 1y U1z — uge|? d.
0 0 0 0
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Vamos reescrever o sistema (1.1) — (1.2), como um problema de Cauchy, com U = (v,p, V, P),

onde vy =V e p = P. Assim

dU
E = AU,
U(0) = Uy, (1.18)

onde Uy = (vg,po,v1,p1)" é o vetor dos dados iniciais e A : D(A) € H — H é o operador

diferencial representado por

|4
P

(avxa: - ’Yﬁpxx + Ve — ’Ylﬁlpx:c)

A=1|
p
% (/Bpacx - 75”3% - 7151anc + BlPaHJ)

(1.19)

Definimos o dominio do operador A, dado por

D(A) = {U=(v,p,V,P)eH; (V,P)eVxV, av—7Bp+asV—ypPeH0L),

Bp —vBv — BV + B P € H*(0,L)} (1.20)

Teorema 1.2.1. O operador A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo S(t) de contragies
em H. Assim, para algum Uy € H, o problema (1.1) — (1.7) tem uma tnica solugdo fraca. Além

disso, se Uy € D(A) entao U é uma solugdo forte do sistema (1.1) — (1.7).

Demonstragao: Seja U = (v,p, v, pt) € D(A), usando a defini¢ao de produto interno dada

anteriormente, temos que

L L
Re(AU,U)y = —(ag — 712,81)/ Vo |? dx — ,61/ V1 Vi — Py da, (1.21)
0 0

portanto, temos que o operador A é dissipativo. Sabendo que o dominio de A é denso em
H (D(A) = H). Entao, aplicaremos o teorema de Lummer-Phillips (ver Pazy [10]), para provar
que A é o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo S(t) de contragoes.

Para tal, precisamos mostrar que I — A é sobrejetor. Seja a equagao resolvente

U—AU = F. (1.22)
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15

Tomando F = (f1, fo, f3,f1) € H e U = (v,p,V, P)". Entao a equagdo (1.22) em termos de

suas componentes, serd da forma

v—-V = f17
p_P = f27
PV — QUgy + ’Yﬁpmz — Ve + '}/161sz = Pfs,

P +YBvzy — BPzae + 1161 Var — 1Pz = pfa.

De (1.23) e (1.24), teremos

V:/Uifla

P=p— fo.

Agora, substituindo (1.27) — (1.28) em (1.25), teremos

p(v - fl) — QUgy + ’YIBPCCI - QZ(UII - flxaz) + ’Ylﬁl(pxx - f2xz) = pf5

PU — Qg + VBDzz — 02Vzy + V18102z = p(f1 + [3) — @2 fiza + V151 foza-

Substituindo (1.27) — (1.28) em (1.26), teremos

H(p - f2) + ’7/67):01‘ - Bpxx + ’71/61 (U:c:r: - flxx) - Bl(pxx - fox) = :U’f4

Up + VBVze — BPaz + V1P1Vzz — P1Pze = 1(f2 + f4) + 1151 fizz — 51 foua-

Dessa maneira, de (1.29) — (1.30), obtemos o seguinte sistema

PV — QUzy + ’Yﬁpx:c — Uz + ’Ylﬁlpxa: = ﬂ(fl + f3) - a?flxa: + ’71/61f2x:c7

up + 76'0331 - Bp:mv + 'Ylﬁlvx:v - /Blpxx = ,u(f2 + f4) + ’Ylﬁlflzm - Blf%wv-

=
[\>]
g

e e e
[a—
[\]
ot

(1.29)

(1.30)

(1.31)

Multiplicando as equagoes (1.31); — (1.31)2 por T e p, respectivamentes, integrando em (0,L)
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e usando integracao por partes, teremos

L L L L L
p/ vodr + a/ VU dx — %6’/ P2z dT + Qi / vz Uz dx — 1181 / PaUz d
0 0 0 0 0

L L L
= p/o (fr+ f3)vde — a25/0 fraz dx — 7161/0 foaz du, (1.32)

L L L L L
u/ ppdw—’yﬁ/ vxpzdxw/ pxpxd:c—vlﬁl/ uxmxwl/ poprda
0 0 0 0 0

L L L
= M/O (fo + fo)pdx — 11 /O f1zPz dz + B /0 foupz d. (1.33)

Somando as equagoes (1.32) — (1.33), obtemos
L L L L L L
p/ vodz + a/ v da + Oé2/ 0T da + u/ ppdz + B/ pez de + ﬁl/ papada
0 0 0 0 0 0
L L L L
- B / PaUz dz — 3 / VgD dr — 7151 / Pale dx — 7151 / Vg Prdx
0 0 0 0
L L L L
= P/ (f1+f3)vd:c+u/ (f2+f4)pd$—042/ flz%d$—7151/ f220z dx
0 0 0 0

L L
~ b / fraprde + By / fouT da. (1.34)
0 0
Portanto, para solucionar o problema (1.31), consideremos a forma bilinear abaixo:
a:I'xI' = R,

ondeI' =V xVe
L L L L L
a((v,p), (p,¢)) = p/ vgodm+a/ vxapmd:v—i-ag/ vxwd:x—i-,u/ pédw—i—ﬂ/ Dy by dx
0 0 0 0 0
L L L L
+ 61 / p:c¢:c dr — ’7/6/ px@dl‘ - 7/8/ Ux¢x dz — ’Yl/Bl / px@dx
0 0 0 0

L
- 7151/0 Ve ¢z d, (1.35)

segue que a forma bilinear é (1.35) é continua e coerciva sobre o espaco de Hilbert I". Além disso,

definimos uma aplicacao 1" linear e continua,

T:T — R,

(¢, 0) — T(p, 9),
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onde,

L L L L
T = P/ (f1+f3)vd:13+/t/ (f2+f4)pdf13—042/ flm%dx_71ﬁ1/ fozUg dx
0 0 0 0
L L
7151/0 f12P $+51/0 JouPr dx

Portanto, usando o teorema de Lax-Milgran (H. Brézis[2]), segue que existe uma tnica solu¢ao

(v,p) € ', que satisfaz o problema variacional

a((v,p), (¢, 0)) = (T’ (p,9)), Y(p,¢) € T.
Assim, temos que existe uma tunica (v,p) € I' que satisfaz o sistema (1.31).Dal,
veVepeV. (1.36)
Usando (1.36) em (1.23) e (1.24), teremos
VeVePeV

Portanto, U € D(A), e sendo assim I — A é sobrejetor, de forma que, podemos agora, aplicar
o teorema de Lummer-Phillips, concluindo que A é o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo

de contragoes S(t) no espaco de Hilbert H.

1.3 Analiticidade

Nesta segdo provaremos que o semigrupo, associado ao sistema (1.1) — (1.7), é analitico, para

tal, precisaremos dos lemas que seguiram, com o objetivo de aplicarmos o seguinte teorema

Teorema 1.3.1. Seja S(t) um semigrupo Cy de contragoes gerado por um operador A num

espaco de Hilbert H. Suponha que
iR C o(A).

Entao S(t) € analitico se, e somente se,

lim sup [[A(GA — A) |z < 00, AER.
[A]=+o0
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Vamos iniciar estruturando condicoes para mostrar o teorema acima.
Consideremos U = (v,p,V, P) € D(A) e F = (1, f2, 3, f*)’ € H. Entdo a equacio resolvente

iAU — AU = F em termos de suas componentes fica escrita na forma,

iw-Vv = fb (1.37)
ixp—P = f% (1.38)
i)\pV — O Vgy — 72/81}90:10 + ’Vﬁpxm —aaVyy + 7151sz = pfga (1'39)
ZA,U/P + ’Yﬂvxac - Bpwx + 7151Vx$ - /81P$$ = /J'f37 (140)
Fazendo o produto interno em H, de U com a equacgao resolvente de H, teremos
NUI? = (AU, Uy = (F, U (1.41)
Tomando a parte real da equagao anterior e usando (1.21), teremos que
L L
(ag — ’Yfﬂl)/ Va|* doe + 61/ 1V = Pl dae < ||U |3 || F ]34 (1.42)
0 0

Lema 1.3.1. Seja A o operador linear definido em (1.19) — (1.20). Entdo
iR C o(A),
onde o € o conjunto resolvente de A.

Prova: Para provar o lema é suficiente mostrarmos que o operador A nao possui autovalor
imaginério puro. Observando que zero nao é um autovalor de A. Dessa forma, podemos supor
que existe A € R*, tal que i\ seja um autovalor e U = (v,p, V, P)' € D(A) seja um autovetor da
forma ||U|| = 1 e tal que

AU —i\U = 0.

Com o objetivo de provar que U = (0,0, 0,0)’, o que contraria o fato que ||U||3 = 1. De forma

que, fazendo o produto interno em H da equacao anterior com U, obtemos
iN|U|? = (AU, U)y = 0. (1.43)

Assim, de (1.42), com F' = 0, podemos deduzir que V, = 0 e P, = 0, agora usando a
desigualdade de Poincaré, temos que V = 0 e P = 0. De (1.37) — (1.38), com f! = f2 =0,
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deduzimos que v = 0 e p = 0, respectivamente. Dessas andlises, obtemos que U = 0, mas isso é
uma contradi¢cdo, o que nos permite concluir que nao existem autovalores imaginarios puros e o

resultado esta provado.

Lema 1.3.2. Seja A o operador linear definido em (1.19) — (1.20). Entdo existe uma constante

C > 0, independente de A € R, tal que
H)\(Z}\I— A)_IHL('H) < C.

Prova: Tendo em mente o Lema 1.3.1, dado A € Re F = (f!, f2, f3, f4) € H, existe um tnico
vetor U = (v,p,V, P) € D(A), tal que, valem as equagoes (1.37) — (1.40).
Multiplicando as (1.39) — (1.40) por V e P, respectivamente, integrando de (0, L), temos

L L L L L
iAp / V2dx+a1/ Ve Vi dm—|—725/ vaxd:v—vﬁ/ prId:U—i—ozg/ |V;\2daj
0 0 0 0 0

L L
— ’}/161/ vam dx = p/ f3V d:L', (1.44)
0 0

L L L L
AL / Pde_’YB/ UxPzd-T+B/ pxdex_’Vlﬂl/ Vo Py dx
0 0 0 0
L L
+ 51/ |P,|? do = M/ AP dx. (1.45)
0 0
Derivando as equagoes (1.37) — (1.38) em relac@o a z, teremos

Ve = i\vg — fi, (1.46)

P, = idvy — f2 (1.47)

T

Substituindo (1.46) — (1.47), em (1.44) — (1.45), respectivamente, para obter
L L L L L
i)\p/ V2 dm+i)\a1/ |vm\2dfn—a1/ v fL d:v—}—i)\vQB/ |vw|2dx—726/ ve fl dx
0 0 0 0 0
L L L L L
- Mfyﬁ/ Pave d + vﬂ/ Paufy de + a2/ |Val? dz — 711 / PV, dx +7ip / Vel? dx
0 0 0 0 0

L L
- 'yf&/ !Vxlzdwzp/ f2V da, (1.48)
0 0
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L L L L L
v [P —ixs [oapedaas [Coptaesins [Pl =5 [ prta
0 0 0 0 0

L L L
- ’hﬁl/ VP, dx+61/ mede:M/ fAPdz. (1.49)
0 0 0

Somando as igualdades (1.48) — (1.49), obtemos

L L L L
iXp / V2 dx + il / P?dz + iday / vz |? dz + iAB / (Y202 — 2ypyv, + p2) da
0 0 0 0
L L L
= —(aQ—ﬁﬁl)/ Vﬁdm—ﬁl/ (yfo—Q’ylVIPx+P§)dx+a1/ v fL dx
0 0 0
L L L L L
+ 725/ vxfidw—vﬁ/ pr;dmp/ f3de—%8/ Uxffda:+ﬁ/ paf? da
0 0 0 0 0

+ M/OL AP dx. (1.50)

Reorganizando e tomando a parte imaginédria da equagao (1.50), teremos:
L L
N[ VR4 PP+ ool + v — ) do < Tmfsr [ Ve - PP o
0 0
L L L L
+ (aa=n?8) [ WValdo) + Imfa [ lulifllde+08 [ fenl\ft de a8 [ Ipallflldo
0 0 0 0

L L L L
3|V d £ d £ d 4| P dx}. 1.51
+ ”/o Tl rx+w3/0 ol 2] xm/o pallf2] “’“‘/o Y|P de} (151)

Pela definigdo da nossa norma ||.||3, temos que
L L L L
[val | fal dz + 728 | |oallfaldz + 4B | Ipallfzlde + [FIIV]d
aq Vg||Jg| QAL T V|| Jg| AL T Paf|Jg| QL T P €
0 0 0 0

L L L
+w/0 \vxllfﬁld:c+ﬁ/0 |px||f§|dx+u/0 PP dz < k|| U | Flaes (152)

para algum k > 0.

Wanzeler, Deiziane Mendes PDM/UFPA



1.3 Analiticidade 21

Substituindo (1.42) e (1.52) em (1.51), obtemos:
g 2 2 2 2
|>\|/0 (PIVIF + pl Pl + arlve|* + Blyve — pal”) do < (|U|al[Fllw + KUl [F[l3. (1.53)
Dai, deduzimos que
U < CHU[F |3, (1.54)

onde C' > 0. Assim,
AU < ClIF 2,

ou de forma equivalente,
IAGA = A) Y| gy < C (1.55)

e C' é uma constante positiva independente de A\, U € D(A) e F' € H. Logo, o resultado estd

provado.

Teorema 1.3.2. Seja A o operador linear definido em (1.19)— (1.20). Entdo o semigrupo gerado

por A € analitico.

Prova: Dos Lemas 1.3.1 e 1.3.2, temos
iR C o(A),

IAGAT — A) ™| £y < C

Logo, obtemos

lim sup [|A(IA] — A)_lHE(H) < 0.
[A| =400

Aplicando o Teorema 1.3.1, obtemos que o semigrupo gerado por A é analitico.

Observagao 1.3.1. As condig¢oes do teorema 1.3.1 implicam que, se S(t) € um semigrupo Cy

de contragoes analitico sobre um espaco de Hilbert H, entao S(t) € exponencialmente estdvel.

Observacgao 1.3.2. Analisando tal sistema, tomando 1 = 0 e ag = 0, nas equagoes (1.1)—(1.2)
do nosso sistema, resulta em um sistema exponencialmente estdvel, que serd apresentado na

sequéncia.
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Capitulo 2

Sistema Piezoelétrico com Dissipacao

Viscoelastica

Neste capitulo vamos estudar a existéncia e unicidade de solugbes para um modelo pie-

zoelétrico, a estabilidade exponencial, experimentos numéricos, e com relagdo ao sistema ante-

rior, a diferenca é caracterizada pela dissipagao viscoelastica, resultante da escolha dos seguintes

parametros f1 =0 e as = 4.

Seja o sistema

PVt — QUzy + YBDgz — O Vg = 0 em (0,L) x (0,00),

1Pt — Bpaz + VBUzz = 0 em (0, L) x (0,00),
onde
a=o+7°8
com as condigoOes iniciais
v(x,0) = vo(x); vi(z,0) = vi(2); p(z,0) = po(x); pi(x,0) = pi(z) em (0,L)
e as condigoes de fronteira dadas por

v(0,t) = avy(L,t) — vBp.(L,t) =0, Vt>0

p(0,t) = pg(L,t) — yvg(L,t) =0, Vt>0
Devido a relagao (2.3), a condicao de fronteira (2.5) é equivalente a

v(0,t) = vy (L,t) =0, Vt>0

p(0,t) = pg(L,t) =0, Vt>0

(2.4)

(2.5)
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2.1 Energia do Sistema

A energia de solugoes do sistema (2.1) — (2.6) é definida por

1 L
E(t) :=2/ [oloel® + ulpil® + enfval* + B yvr — paf’] de (2.7)
0

O funcional energia E(t), definido acima, é ndo crescente para todo ¢ > 0. De fato, conforme

serd mostrado abaixo:

Proposicao 2.1.1. (Energia do modelo) Seja (v, v, p,pt) a solugdo associada ao sistema (2.1)—

(2.6), entdo

—E :—(5/ vzt |? dox, (2.8)

Assim,

E(t) < E(0), ¥t >0 (2.9)

Demonstragao: Para obtermos a energia do sistema (2.1) — (2.6), multiplicamos a equagao
(2.1) por v, integramos em (0,L), usamos integragao por partes e aplicamos as condi¢oes de

fronteiras:

L L L L L
p/ ViU AT + o / Vgt dT + 725/ VypUgt AT — 75/ PeVzt dT + 5/ VUt dz = 0
0 0 0 0 0

Organizando resultados, temos

ald
2 di

pd
2dt

5 25 d 5 L L )
] vg|” dx —l—/ v | dx—’yﬁ/ pmvmtd:r—l—/ |vzt|© dx = 0. (2.10)
0 0

2
d
]v| T+ — 5 d

Agora, multiplicamos a equagao (2.2) por p;, integramos em (0,L), usamos integragdo por

partes e aplicamos as condicoes de fronteira:

L L L
© / petpt dx + B / DDt dx — 73 / VgPat dx = 0
0 0 0
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Organizando resultados, temos

pd

2 JE—
5 df \pt| dz +

2@ Ipxl2dw 75/ VzPat dz = 0 (2.11)

Somando (2.10) e (2.11) e procedendo como no primeiro sistema, teremos

d 1

L L
a1 / plorf? + plprf? + aalusl? + 8 1yos — pal?) dz = — / 5 [vae]? der.

dai, temos definida a energia do nosso sistema

1 L
B =5 [ oo+ plpP + asfosf? + 5 e, — o) do
0

Logo,
7E :—(5/ ’U$t| dz.

Concluimos,

E(t) < E(0), Vt> 0.

Dessa forma, temos que a energia associada ao nosso sistema é dissipativa. E claro que se

assumirmos & = 0, o modelo passa a obedecer a lei de conservagao de energia.

2.2 Existéncia e Unicidade

Consideremos o espaco vetorial
H =V xV xL*0,L) x L*(0, L), (2.12)
onde

V={pe HY0,L): ¢(0) =0}. (2.13)
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Agora, vamos considerar o seguinte produto interno em H, definido por
L L
<U, V> = / {pu;z,vg + /LU4U4} dr + / {alulxle + ﬂ(’yulx — UQx)(’yle — vgw)} dx
0 0

L
= / {pusvs + pusvs} dx
0

L 29
N / <<a1+7ﬁ 7B><ulx>’<le)> i (2.14)
0 —B B U2y V2 ) [ o
onde U = (u1,us,u3,ug), V = (v1,v2,v3,v1) e (.,.)gz é o produto interno no R2. De fato,

o+ =B
-8 B

(2.14) é um produto interno se a matriz ( ) é positiva definida.

E norma

L L L L
]|(u1,u2,u3,U4)||3_[ =p / \U3|2d:v—|—,u / |U4|2d1:—|—a1 / |u1z|2daj—|—ﬁ / |’yu1x—u2x|2d:v.
0 0 0 0

Agora, vamos reescrever o sistema (2.1) — (2.6), como um sistema de equacoes diferenciais de

primeira ordem, para U = (v, v, p, pt)’. Assim

dU
— — AU
dt AU,

U(0) = U, (2.15)

onde Uy = (vg,v1,p0,p1)" é o vetor dos dados iniciais e A : D(A) € H — H é o operador

diferencial representado por

0 I 0 0
Cae 0 =B()0r $()aw
— p p p
A 0 0 0 I
_18 B

Definimos o dominio do operador A, que é dado por
D(A) ={U = (v,V,p,P) € H; v,pe VN H?*(0,L) e V,P €V},
onde D(A) é denso em H.

Teorema 2.2.1. O operador A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo S(t) de contragées
em H. Assim, para algum Uy € H, o problema (2.1) — (2.6) tem uma tnica solugdo fraca. Além

disso, se Uy € D(A) entao U é uma solugdo forte do sistema (2.1) — (2.6).
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Prova: Seja U = (v,V,p, P)’ € D(A), usando a defini¢ao de produto interno dada anterior-

mente, temos que
L L
RdAUJUH:—ﬁ/‘medx:—d/ \Ve|? da, (2.16)
0 0

portanto, temos que o operador A é dissipativo. Sabendo que o dominio de A é denso em
H (D(A) = H). Entéo, aplicamos o teorema de Lummer-Phillips (ver Pazy [10]), para provar
que A é o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo S(t) de contragoes.

Precisamos mostrar que I — A é sobrejetor. Seja a equagao resolvente
U—-AU =F. (2.17)

Tomando F = (f1, f2, f3,f4)' € H e U = (v,V,p, P). Entao a equagao (2.17) em termos de

suas componentes, sera da forma

v=V = f17

b
—
©

pv — QUgg + "Yﬁpxx -9 Va:ac = pf27
p_P = f3a

NP+7/8vxx_/8px:c = Mf4-

[\)
[\)
(=)
—_ = =

De (2.18) e (2.20), teremos

V=v—fi, (2.22)

P=p—fs (2.23)
Agora, substituindo (2.22) em (2.19), teremos

p(v_fl)_avzx+75pxm_5(vxx_flmz) = pr

PV — QUgy + 'Y/Bpmac - 57)381’ = p(fl + f2) - 5f1:m? (224)

Substituindo (2.23) em (2.21), teremos

/*L(p - f3) + ’Y/B/Uacar - 6px:v = ﬂf4

up + Y0z — Bpex = p(fs+ fa). (2.25)
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De forma que, teremos um novo sistema formado pelas equagoes (2.24) — (2.25)

PV — QUgy + ’Yﬁpmc — Vg = ,O(fl + f2) - 5f1(El’ (2-26)

ip + Bz — Bpex = pu(fs + fa). (2.27)

Multiplicando as equagoes (2.26) por v e (2.27) por P, integrando em (0,L) e usando inte-

gragao por partes, teremos
L L L L L
p / vodx + a/ VU AT — 'yﬁ/ DeUzdx + 0 / VpUpdT = p/ (f1 + fo)vdx
0 0 0 0 0
L
+ 0 / f120zdzx, (2.28)
0

L L L L
v /0 ppdx — 76/0 v, Dy dx +6/0 PoDz dz = M/O (fs + fa)pde. (2.29)

Somando as equagdes (2.28) — (2.29), segue que
L L L L L L
p/ vodr + a/ VU dx + u/ ppdzx + B/ DePz dx — 75/ PyUz AT — 'yﬁ/ VpDg AT
0 0 0 0 0 0
L L L L
48 [Cvmmde=p [ (hr puden [ (hs popdo o+ [ s (2.30)
0 0 0 0
Logo, para solucionar o problema (2.26) — (2.27), vamos considerar a forma bilinear
a=T'xT—=>R,
onde'=VxVe
L L L L L
a((v,p), (p,¢) = p/ wd:era/ vzs%da?Jru/ p¢dx+ﬁ/ pxcbxd:c—vﬁ/ PaPr di
0 0 0 0 0
L L
— 'yﬁ/ Vg G dT + 5/ Vg AT (2.31)
0 0

Assim, a forma bilinear (2.31) é continua e coerciva no espago de Hilbert I'. Além disso, seja a

aplicacao G linear e continua,

G: T — R,

onde,

L
G = /0 p(fi + ) + il fs + ) + 0 fra73] da.
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Logo, usando o teorema de Lax-Milgran, segue que existe uma tnica solugao (v,p) € T', que

satisfaz o problema variacional

a((v,p), (v, 9) = (G, (,¢)),V(p,¢) € T

Temos que existe uma tdnica (v, p) € I' que satisfaz (2.26) — (2.27). Dai, teremos que
v,peV (2.32)
De (2.32) em (2.18) e (2.20), teremos
V,PeV

Portanto, U € D(A) e sendo I — A sobrejetor. Agora, usando o teorema de Lummer-Phillips,
concluimos que A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragoes S(t) no espago de

Hilbert H.

2.3 Decaimento Exponencial

Nesta se¢ao, vamos mostrar que o semigrupo S(t) é exponencialmente estével para o sistema
(2.1) — (2.6).

Vamos considerar U = (v,p,V,P) € D(A) e F = (f', 2, f3, f4) € H. Entdo a equacio
resolvente iAU — AU = F, pode reescrita da seguinte forma:

iw—V=f!

i\p— P = f?

iINV — QUga + YBPzz — 0 Vi = pf°

Z)‘MP - Bpxw + ’Y/BIUQ,’J: = :U’f4

Aplicando (2.16) no seguinte produto interno em H, de U com a equagao resolvente de A:

AU, — (AU, U)p = (F.U)x,

tomando a parte real da equacao acima, temos

L
5 / Vol die < |03 ||l (2.37)
0
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Agora, precisamos mostrar que o resolvente de A é uniformemente limitado ao longo do eixo

imaginario. Desta forma, temos o seguinte Lema.

Lema 2.3.1. Seja A o operador linear definido. Entao
iR C p(A)

Prova: E suficiente provarmos que o operador A nao possui autovalor imaginario puro. De
maneira que, vamos supor que existe A € R*, tal que i\ seja um autovalor, U = (v,p,V, P) €
D(A) e [[U]ln =1, tal que

AU —i\U = 0.

Queremos provar que U = (0,0,0,0)’;, o que contraria ||U]||x = 1, dali,
iN|U1F, — (AU, U)y = 0.

Como F = 0, de (2.37), podemos deduzir que V = 0 e de (2.33) segue que v = 0. De (2.35)
segue que p,; = 0, logo, usando Poincaré, teremos p = 0. De (2.34) temos que P = 0. Destes
resultados, temos que U = 0, o que é uma contradicao, portanto, temos que nao existem auto-

valores imaginarios puros e o Lema esta provado.
Para alcancarmos nossos objetivos, quanto ao decaimento exponencial do nosso sistema, pre-
cisamos dos seguintes Lemas auxiliares.
Lema 2.3.2. Seja U = (v,p,V, P)" a solugdo do sistema (2.1) — (2.6), entdo
L L Lo L
ar [Cleafdotp [ WPdr<e [CoaPdot e [ PR+ CallU b 1Fle
0 0 0 0

Prova: Agora, vamos multiplicar as equacoes (2.35) e (2.36) por v e ~yv, respectivamente e

integrando em (0, L), obtemos:

L L L L L
i)\p/ Vvda:+oz1/ |Ux‘2dl'+’)’2ﬁ/ |Ux|2d:1:—76/ pmvmd$+5/ Vv dz
0 0 0 0 0

L
= p/ vf?dz,
0

L L L L
i/\,wy/ Pvdz + B’y/ DUy dx — 72/6’/ v | dx = u’y/ vftda.
0 0 0 0
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Somando as duas equagdes acima, obtemos:
L L L L L
z’)\p/ Vvdx—l—i)\ufy/ Pvdw—i—al/ |vx]2da:+5/ Vovg do = ,o/ vf3dx
0 0 0 0 0
L
-HL’Y/ vftde. (2.38)
0
Aplicando (2.33) em (2.38), teremos
L L L L L
a1/ |v$]2da?—|—,0/ |V\2dx——,0/ Vflda;—,wy/ PVda;—,wy/ Pfldx
0 0 0 0 0
L L L
—(5/ Vyvg dx + p/ vf3dr + u’y/ vftde. (2.39)
0 0 0
Por outro lado, podemos encontrar uma constante C; > 0 tal que:
L L L L
p [Nty [P datp [Coflde s [ oftde < QU Pl (240

Agora, aplicando (2.40) na equagao (2.39) e usando as desigualdades de Poincaré e Young com

€ > 0, para obter
L L 1 L L 5 L
al/ |vm]2dzn+p/ VIEdr < mco/ |VI|2dﬂc+;ws/ |P|2d;v+/ Va[? da
0 0 e Jo 0 de Jo
L
+ 55/ a2 dz + CLl|U 3¢ | F 1 (2.41)
0
Assim,
L L L L
ar [Cleafdotp [ WP < 25 [ ufde e [ PP+ GO F ]
0 0 0 0
+ 01+5 /L]V|2d (2.42)
wy 048 Ae 0 T Z, .
aplicando (2.37) em (2.42), obtemos:
L L L L
oq/ |vz|2d:c+,0/ |V|2dx§56/ |vx\2dx+;w€/ P2 dz + Co|| Ul || Flloe, (2.43)
0 0 0 0
o que finaliza a prova do Lema.

Lema 2.3.3. Seja U = (v,p,V, P) a soluc¢io do sistema (2.1) — (2.6), entdo

L L L
5/ (wvx—wdmw/ \P\deﬁma/ P2 da + Cy ||Ul || Fll:
0 0 0
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Prova: Reescrevendo a equagao (2.36), teremos:
iy P+ B(yvr — pa)e = uft. (2.44)
Agora, vamos multiplicar a equacao (2.44) por (yv — p) e integrando em (0, L), obtemos:
L L Lo
Mu/ P(yv —p)dw+ﬁ/ (Y02 = pa)e (Y0 —p)dz = u/ f*(yo —p) da.
0 0 0
Aplicando as equagoes (2.33) e (2.34) na equagao acima, obtemos:
L L L L L
w [ PVassuy [ Prtde—u [ PRds - [ Pde-5 [ (o - pode
0 0 0 0 0
L
= u/ (yv —p) fida.
0
Assim, usando a desigualdade de Young, obtemos
L L L wy [t
5[ Gos—pdesn [CPPao < e [ PR+ 5L [T WVE ot GollUln | IFll, - (245)
0 0 0 0
aplicando (2.37) em (2.45), segue que
L L L
8 [ v —padotp [ 1PRds < e [ |PR da + CulUllul |l
0 0 0

o que finaliza a prova.

Agora, temos condi¢oes de enunciar e provar o seguinte teorema.

Teorema 2.3.1. Seja S(t) um semigrupo de classe Cy de contragoes num espaco de Hilbert.

Entao S(t) € exponencialmente estdvel se, e somente se,
(i) iR C p(A),

(ii) lim sup||(i)\I—.A)_1H£(H) < 00,
[A| =400

sao verdadeiras.

Prova: Pelo Lema 2.3.1, (i) esta provado. Dos Lemas 2.3.2, 2.3.3, teremos:
L L L L L
p [(WPdrp [Pt [P et s [ e e e [ e
0 0 0 0 0
L 2
s2pye [P do + CollU 1Pl (2.46)
0
Tomando ¢ pequeno e usando a definigdo de norma na desigualdade (2.46), segue que

1015, < Csl|U ¢ |15 (2.47)

Wanzeler, Deiziane Mendes PDM/UFPA



2.3 Decaimento Exponencial 32

Portanto,

|Ul# < C|F|3.
Logo, o nosso sistema é exponencialmente estavel.
Agora, mostraremos que o nosso sistema nao possui propriedade analitica, para tal, usaremos o
seguinte teorema

Teorema 2.3.2. Seja S(t) = et um semigrupo Cy de contracées definido sobre um espaco de
Hilbert. Suponhamos que
o(A) D {ix: X e R} =iR.

Entao, S(t) € um semigrupo analitico se, e somente se

lim [|AGA — A) 71| < oo,
[A| =00
onde o(A) € o conjunto resolvente de A.
Proposicao 2.3.1. O semigrupo de operadores gerado por A, nao € analitico.
Demonstragao: Sejam F' = (0, 0,0, sin(%w x)) € ‘H e a equagao espectral
iAU — AU = F,

reescrevendo em termos de suas componentes

i —V =0,

o
B
Ne)

iAp— P =0,

o
ot
(=)

i)\PV — QU + 'YBP:E:E — Vea =0,

2 1
AP — Bpza + VBVzz = psin <(n22)7r :c) i

Aplicando (2.48) e (2.49) em (2.50) e (2.51), respectivamente, obtemos

—A2pv — Qg + VOPzz — 1AV, =0 (2.52)
2 1
—Nup — BPaa + YBze = psin ((T;JLF)W af) (2.53)
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Como v,p € VN H%(0, L), podemos considerar as seguintes fungoes

o ((@2n+1) . ((@2n+1)
v-Asm( 57 "% e p= Bsin 57 %)

(2n+1)

57 ™ para obter

usando as funcoes definidas acima, em (2.52) e (2.53), e denotando v =

N pA+ ar?PA— BB +iMPA =0,

N uB + Bv’B — yBr*A — = 0.

Logo,
A[-Np 4+ av? + i v?] —yBv2B =0, (2.54)
—yBr?A + B[~ \2u + pv?] — u = 0. (2.55)
Definimos
N+ pt=0s ), = \/E v (2.56)
Aplicando (2.56) em (2.55), resultando

Agora, podemos calcular o valor correspondente a B, usando (2.54), resultando em:

o
B2
B (pﬁ B ua>1_i\/@1

72/32 7252 2 72/32 v

(2.57)

Como p = Bsin(vz), e usando (2.49), obtemos
P, =i\, Bsin(vz)
i\, P, = —\2Bsin(vz), usando (2.57)

iNP, = —)\2 [(ﬁ—% - 7’52‘2) L - lv‘égz‘ 1| sin(vz)
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Agora, aplicando (2.56), obtemos

. B B L a/pp 1] .
WF = Y K’rg)ﬁ? - ’%2) v 17255 V} n(e)
_ _BK P8 pa )_ivﬁu
w \23 "8 T e

1/} sin(vz).

Logo,

1/2

L 1/2 ; I
</O |¢AVPV\2da:> > i‘(,y’;’gz _7%2) —?ﬁ?ﬁ% (/0 ]sin(um)\de>
S B(p8  pa\ B \/f
T [\?B2 2B V252 2
ﬁ% g — 00, quando v — 00

Pela definigao de ||.||% e sabendo que iAU, = (iAvy,iAp,,iAV,,iAP,) € D(A), deduzimos que
i, Ul = ||id, (iX I — A)71F, || — o0, quando v — oo. (2.58)

deste resultado e do Teorema 2.3.2 implica, que o semigrupo de operadores gerado por 4 nao

pode ser analitico.

2.4 Analise Numérica

Neste capitulo obtemos a solugdo numérica do problema (2.1) — (2.6) aplicando o método dos
elementos finitos em combinacao com o método de diferencgas finitas, com o objetivo de aplicar

o método de Newmark.
2.4.1 Aproximacao por Elementos Finitos

Para obter a forma variacional relacionada ao problema (2.1)—(2.6). Vamos multiplicar (2.1), (2.2) e (2.4)

por w € H'(0, L) e integrando em (0, L) temos o seguinte problema

p(ve, w) + Ve, wz) — YB(Pa, W) + 6(Var, wa) =0, (2.59)
p1(pet, w) + B(Pas we) — VB(Ve, w) =0, (2.60)

(v(2,0),w) = (vo(x), w), (p(x,0),w) = (po(x),w), (2.61)
(ve(@,0),w) = (vi(z),w), (pe(x,0), w) = (p1(x), w). (2.62)
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2.4.2 Aproximacao via Galerkin

Vamos considerar as fungoes vy, e pp, definidas por

=" 05(t) 65(x), (2.63)
j=0

=3 hy(t) 65(), (2.64)
=0

Substituindo (2.63) e (2.64) em (2.59) — (2.62), obtemos:

(Zg] w)+a(zgg ) §j.( wx)%@’ (Zh ) $j.( :c)

+o (ZQJ ¢J:p z) =0, (2'65)

12 ( ) hj(t) ¢j($), ’LU) +,3 ( e hj(t) ¢j,x( wx) _7/8 (Zg] ¢]m m) = Oa (2'66)
j=0 Jj=0

(igj(o) ¢j7w) - (Zh ¢j7 ) = (p0($)7 ’LU), (267)
(Zg ) by ) (Zh ) by )(zn(a:), w). (2.68)

Fazendo w = ¢;(x) e i,j varia de 1 a n., obtemos o seguinte sistema linear

M; g(t) + Cg(t) + Kig(t) + Kah(t) =0, (2.69)
M, h(t) + Ksh(t) + Kag(t) = 0, (2.70)
g(0) = A 'y, h(0) =A"'py e g(0)=A"lg, h(0)=A"1hy, (2.71)

onde Ml - P(%a ¢2) z] - 0-(925] x> sz x) Kl(ij) = a(d’j,azv ¢z,:):) K2(z] 75(@% x> d)z x)
My(;j) = (¢ya¢>z) = —B(djzs Pix)s A= (05, i)

Podemos apresentar as equagoes (2.69) — (2.70) da seguinte forma:

RS IHE IR H RN
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Dai, obtemos

Md(t) + Cd(t) + Kd(t) = 0, (2.72)
d(0) = Aldg e d(0) = A, (2.73)

onde
e[ ] a0 [B] o= [§ 8] a0-[£] [ ke

d(t):[ﬁ].

Para a andlise numérica do nosso problema, note que da equagao (2.72) podemos usar varios
métodos de diferencas finitas como Euler explicito, Euler implicito, Método de Runge-Kutta
entre outros. Em nosso trabalho usaremos o Método de Newmark, este método baseia-se em
aproximar os campos de deslocamento e velocidade, a partir de uma aproximagao do campo
aceleracao. Os deslocamentos e velocidades sao desenvolvidos em série de Taylor, sendo os restos
calculados aproximadamente em funcao de dois parametros livres que serao fixados a posteriori

a fim de garantir que o método seja estavel.

2.4.3 Método das Aceleracoes Generalizadas

Sejam os deslocamentos e velocidades desenvolvidos de acordo com a série de Taylor com resto

integral:

f(a,+h):f(a)+f’(a)h+...+ﬂm,(“)hn+[/1Wf<n+l>(a+th)dt R (2.74)
n 0 n!

Fazendo a mudanca de variavel 7 = a 4 th, obtemos

1 a+h
/0 (1—1t) f"(a+th)h*dt = / [((a+h) —71] f"(1)dr. (2.75)
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De (2.74) e (2.75), obtemos as relagdes para o deslocamento e velocidade

. a+h
dpt1 = dp+hd,+ / [((a+ h)—7]d"(T)dr, (2.76)

. a+h ..
dpi1 = dn—i—/ d(r)dr, (2.77)

Fazendo a quadratura das integrais (2.76) e (2.77) obtemos as seguintes aproximagoes para o

deslocamento e velocidade:

. 1 1 . 1 o .
dpt1 = dp+hdy+ <2 - 4> h? dy, + 1 h? dypy1, (2.78)
. . 1 . 1 .
dpi1 = dot (1= ) hdy+ 5 hdng, (2.79)
agora, usando h = At, teremos
. 1 1 9 4 |
. . 1 | .
dnt1 = dp+(1-— 3 Atd, + 3 ANtdpyt, (2.81)

Notamos que dependendo do método aplicado para a aproximagcao dos campos deslocamento
e velocidade, teremos diferentes termos constantes nas equagoes acima, assim, o Método de

Newmark é uma familia de métodos de integracao dada por

Md,i1 +Cdpyr +Kdpyr = 0, (2.82)
. AN 2 .

d,i1 = d,+Atd, + (1 - 2a) 5 d, +aAt*d,yr, (2.83)

dpp1 = dp+ (1 =b)Atd, +bAtdpg. (2.84)

Aqui a e b s@o parametros que governam a estabilidade e consisténcia do método. Na literatura,
temos que sistemas lineares sao incondicionalmente estaveis, para os valores a = i eb=1

5
Dai, substituindo (2.83) — (2.84) em (2.82), obtemos

Md, 1 + C[d, + (1 —b) Atd, +bAtd,,1]
. A2 .. .
+K[d, + Atd, + (1 - 2a) —dnFa At*d, 1] = 0. (2.85)
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Reorganizando (2.85), segue que
grs . . . At? ..
M+ CbAt+KaAdn = —Cldn + (1 - b) Atdy] = K[d, + At dy + (1 - 20) S da). (2:86)
Agora, temos condigoes de anélise de solugoes, pois com as equagoes (2.86), (2.83) e (2.84)
formam o seguinte sistema

2
M+ CbAt + KaAt?)d, 1 = —C[dn+(1—b)Atdn]—K[dn+Atdn+(1—2a)ATtdn},

. A2 .. .
dopr = dy+ Atdy +(1-20) 5-duta At d,, 1, (2.87)

dpyi = dp+(1—0)Atd, +bAtdyyy.

Quando n = 0, o sistema (2.87) é dado da seguinte forma

. . . . A2 ..
[M + CbAt + KaAtz]dl = -C [d() + (1 - b) Atdo} - K [do + Atdg + (1 — 2@) Tdo],

. A2 .. .
d = do—i-Atdo—F(l—2a)7d0+aAt2d1, (2.88)

di = do+(1—b)Atdg+bAtd;.

Note que para determinar solugoes de d; e dl, precisamos das condigoes iniciais dadas em (2.73)
e que d; é obtida usando a equagdo (2.72).

Quando n = 1, o sistema (2.87) é dado da seguinte forma

At ..

M + CbAt + KaAt’]dy = —C[dy + (1-b) Atdy] - K[d + Atdy + (1 - 2a) —-dil.
. At? . g s
dy, = di+ Atdy + (1 — 2@) T dq + a At* do, (2.89)
&2 = (;11 + (1 — b) Atal + bAtdQ
e assim sucessivamente, as aproximacoes de dp, 11, dn—‘,—l e cZnH sao obtidas paran =0,1,2,...., N

de maneira que o préximo passo sao as simulagoes numéricas.

2.4.4 Simulacoes Numéricas

Em todos os experimentos a seguir, analisamos o comportamento assintético das solugoes dos

casos conservativo e dissipativo. Além disso, usamos os parametros de Newmark, a = i eb= %,
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as seguintes condigoes de fronteira

9 5
v(z,0) = sin (27£m> , v(z,0) =0, p(x,0) =sin <27[T,m> , pe(z,0) =0
usando os seguintes valores para os parametros

L=1.0,p=7.6.10% p=47.10""7, 3 =1.9.1075, oy = 1.2.10°, v = 1.0, At = 1073,

=
== S //

2 /\\\/
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< =

= = ‘3\\\\“‘\

R p— — = ~_
= —

\
=
—
=
- 4

vh(x,t

=
= —

= /:/// =
a4 A 5
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Figura 2.4 campo deslocamento v"(x,t) - Caso Dissipativo
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Capitulo 3

Sistema Piezoelétrico com Efeito Magnético

e Dissipacao nao linear

Neste capitulo estudaremos a existéncia, unicidade e comportamento assintético de solugao para

um modelo piezoelétrico com efeito magnético e dissipagao nao linear, e o comportamento as-

sintético.
3.1 Apresentacao
Considere o seguinte sistema piezoelétrico com dissipagdo nao linear

POt — OUgy + 75p$$ + U(t) g(’l)t) =0 em (07 L) X (07 00)7

HPtt — BPez + VBVze =0 em (OvL) X (0’ OO),

e seja a seguinte relacao

a=a++°p

Para o sistema (3.1) — (3.2), temos as seguintes condigdes iniciais dadas por
v(:v,()) = Uo(.%'), Ut(xv 0) = Ul(:v)? p(:ﬁ, O) = pO(x)a pt(wv 0) = pl(x) em (07 L)
e as condicoes de fronteira dadas por

v(0,t) = avg(L,t) — vBps(L,t) =0, Vt>0

p(0,t) = pu(L,t) — yv,(L,t) =0, Vt>0

Observagao 3.1.1. Note que

pant) = | " Die.1)de,

(3.4)

(3.5)
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onde D(&,t) representa o deslocamento elétrico na diregdo z, entdo p(0,t) =0 e ainda p(L,t) =
L
/ D(&,t)d¢ pode nao ser zero, porque a condi¢ao de fronteira p(L,t) = 0 nao representa a
0
fizagao da viga em ambos os lados. De fato, a fizagao € devido a condi¢ao de fronteira v(0,t) =

v(L,t) =0, onde v € o deslocamento transversal.

Observacao 3.1.2. Devido a relagio (3.3), a condi¢do de fronteira (3.5) € equivalente a

v(0,t) = vy(L,t) =0, Vt>0;

p(0,8) = po(L,t) =0, Vt>0. (3.6)

Hipotese 3.1.1. g : R — R continua, nao descrescente tal que existe uma funcdo estritamente

crescente go € C1[0,00), com go(0) = 0, as constantes positivas co, B1 e m tal que

(@) golsl) < 1g(s)| < g5 (Is]) for all |s| <m,
(i) asls| <|g(s)| < Buls| for all |s| =m, (3.7)

(7i1) g(s)s > 0.
Hipétese 3.1.2. Seja o : [0,00) — Ry uma fungdo diferencidvel nao crescente que satisfaz

/Ooo o(t) dt = 4o0.

Para procedermos na resolugao do nosso problema, precisamos de alguns resultados prelimi-

nares, que enunciaremos nas préximas secoes.

3.2 Energia do Sistema

A energia de solugoes do sistema (3.1) — (3.5) é definida por

1 L
E(t) = B /0 [plve)? + plpe|® + anlve|* + B |yve — pul?] dx (3.8)

O funcional energia E(t), definido acima, é ndo crescente para todo ¢ > 0. De fato, conforme

serd mostrado abaixo:
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Proposicao 3.2.1. (Energia do modelo) Seja (v, v, p,pt) a solug¢do associada ao sistema
(3.1) — (3.5), entdo

d L

4 B(t) = —o(t) / g(v))ur dz, (3.9)

t 0
Assim,
E(t) < E(0), Vt>0. (3.10)

Demonstragao: Para obtermos a energia do sistema (3.1) — (3.5), facamos a multiplicagao das

equagoes (3.1) e (3.2) por v; e p; respectivamente, que consiste nos passos a seguir:

e Multiplicando a equagao (3.1) do sistema por v; e integrando em (0, L), teremos

L L L L L
p/ ViVt dx—al/ VUt dx—’yzﬁ/ Vgz Ut d:):—i—’yﬁ/ pmvtdac—i-a(t)/ g(ve)vgdx =0
0 0 0 0 0

Assim, fazendo a integracao por partes e usando as condigoes de fronteira, teremos

L L L L L
p/ ViUt da:+a1/ Vp Uty d:H—'yQB/ VpVta dm—wﬁ/ DUtz dx—i—a(t)/ g(v)vgdx =0
0 0 0 0 0

Sabendo que

L 1d L 5
de = == dz:
p/o vy vy d thp/o || dex;

L 1d L )
a1/0 vatxd$:2dt041/0 |vg|* dz;

L 1d L
725/0 Vg Vg dr = 5@ 72ﬁ/0 ‘vx’2dx;
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Assim,

1d L L L
oW, [p|vt|2 + 041|ng|2 + 72B|vz|2] dr — 75/ Pty dx + o (t) / g(vi)vg do = 0.(3.11)
0 0 0

e Multiplicando a equacgao (3.2) do sistema por p; e integrando em (0, L), teremos

L L L
I / puprdr — / Praprdz + 7 / Vgaptdz =0
0 0 0
Assim, fazendo a integracdo por partes e usando as condicoes de fronteira, teremos

L L L
% / pitpe dx + 3 / DDtz dx — v 3 / VUgDtz dz = 0
0 0 0

Sabendo que

L 1d L )
dr = —— dx;
M/O DPitpt ax 2dt/0 M’Pt| Z;

5/L dw—ld/Lm 2da
0 PPt _th 0 Dz

Assim, teremos

1d [F ) ) L
2dt [ilpel” + Blpa”] dm—vﬁ/ VePte dz =0 (3.12)
0 0

e Somando as equagoes (3.11) e (3.12), teremos

1d L L
5@ [P\Utfz +ﬂ|pt‘2+al|vz’2+’y2ﬂ‘vx|2 +B|px’2] d.fl?—")/ﬂ/ PxVtz dx
0 0

L L
—’yﬁ/ VgPtz dT = —U(t)/ g(vy)vy dx
0 0

Notando que
L L L 1d
_7/8/ Pz Utz dx — 75/ VxPtx dr = _’76/ [vata: + 'prtaz] dr =
0 0 0

L
A 1, 2acacd
thvﬁ/o |pzvz| dz
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Resulta

1d L
o7 pluel® + plpel® + calve | + 72 Blval® + Blpal® — 298 peval | do = —a(t) / g(vi)ve da.
0

I

Os elementos selecionados na igualdade anterior serao apresentados da seguinte forma:

I =?Blvg* — 298 |pava| + Blpal® = BV |vel* — 2 [pova] + |pal?) = Blyve — pal?,
resultando

d 1 2

L
G |5 (ool - ufol? + Blve = puf?] do = —o(0) [ gty (313

dai, teremos a energia do sistema definida por

1 L
B = [ (oluil + ulp+ arlenf + Blyes — paf?) da
0

Consequentemente,

d

L
%E(t) = —g(t)/o g(ve)vpdx < 0. (3.14)

Integrando a equacao (3.14) em (0,¢), temos que
/ / (ve)ve dzdt + E(0)

Podemos concluir que o nosso sistema é dissipativo

E(t) < E(0), Vt> 0.

Assim fica provado o resultado proposto.
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3.3 O Cenario de Semigrupo

Nesta se¢ao vamos apresentar resultados para a existéncia e unicidade de solugao do problema
(3.1) — (3.5). Para isto, usaremos a Teoria de Semigrupos nao-lineares em Barbu [1] e Brézis [2].

A partir da energia dada em (3.8), podemos definir o espago de Hilbert #, como
H =V x L*0,L) x V x L?(0, L), (3.15)
onde
V={pec HY0,L): ¢(0) =0}. (3.16)
Agora, vamos considerar o seguinte produto interno em H, definido por

L L
(U,vy = / {pugvs + pugvs} do + / {11,015 + B(Yu1e — u2e) (VU142 — V2g) } d
0 0

L
= / {pusv3 + pusvs} do
0

L 2 -
n / <(041+’Y/3 7/8><ulm>’<vlm)> d (3.17)
0 -8 B U2z V2g R2
onde U = (u1,us,u3,uq), V = (vi,v2,v3,v1) e {.,.)gz é o produto interno no R2. De fato,
a1 +9%8 —B

¢é positiva definida.
-8 B > P

(3.17) é um produto interno se a matriz (

E norma

L L L L
’|(U1,U2,U37U4)H%{ =p / \U3|2d:c + i / IU4|2dx + o / |u1x\2da:+ I / |y w1y — qu|2d:c.
0 0 0 0

Para comegar , vamos reescrever o problema (3.1) — (3.5), como um problema de Cauchy para
U = (v,vt,p,pt). Assim, o vetor U satisfaz

dU
() +AU(H) =0

U(0) = Uy, (3.18)

onde U = (v, v1,p0,p1)" é o vetor dos dados iniciais e 4 = —(A;1+ Az), com A: D(A) CH — H

que serd estruturado da seguinte forma

0 1 0 0
e 0 =2 0
— p p
A 0 0 0 BE (3.19)
_18 B
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0
_o®
Ay = 8 o 9() (3.20)
0

o O O O
o O O O

De maneira que podemos definir o dominio do operador A, dado por
D(A1) = (VN H?(0,L) x V)2, D(As) =H e por conseguinte o dominio D(A) = D(A;). (3.21)

Para enunciarmos o teorema que trata da existéncia e unicidade de solucées do nosso sistema,

precisamos de alguns resultados preliminares como

Teorema 3.3.1. Seja A um operador mondtono de H. Sao equivalentes as sequintes afirmagdes:
(i) A € mazimal mondtono;

(i) A é mondtono e R(I + A) = H;

(iii) Para todo A > 0, (I +\A)~': H — H é uma contracdo.

Prova: Proposicao 2.2 em [2].

Corolario 3.3.1. Seja X reflexivo, e seja B um operador mondtono, hemicontinuo e limitado
de X em X*. Seja A um operador maximal mondtono em X x X*. Entdo A+B € mazimal

mondtono.
Prova: Corolario 1.1, no Capitulo 2 em [1].

Definicao 3.3.1. Diremos que U : [0,00) — H, € uma solugdo forte para o problema de va-
lor inicial (3.18), se U € continua em [0,00), Lipschitziana em cada subconjunto compacto de

[0,00), U(t) € diferencidvel em [0,00) e
Ui(t) = AU(t), para quase todo t € [0,00).

Teorema 3.3.2. Assumindo a Hipdteses 3.1.1 e 3.1.2, temos para cada dado inicial Uy € D(A)
uma tunica solugao forte para o sistema (3.18). Além disso, se Uy € H entdo (3.18), tem uma

unica solugdo fraca.

Demonstragao: Precisamos mostrar que o operador A = —(4; + A3) é maximal moné6tono
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em H. A prova sera feita em duas etapas, de acordo com as técnicas utilizadas em [15], para

usarmos o Coroldrio 1.1 de Barbu [1], precisaremos de duas afirmagoes:

Afirmacao 1: O operador —A; é maximal mondtono.
Para mostrar tal afirmagao, iremos provar que o operador —A; é monétono e R(I — A) = H,

de forma que usaremos o a Proposicao 2.2 de Brezis [2], para obter este resultado. De fato, como

(=AU, U)y =0,
temos a monotonicidade de —A;.
Considerando F1,....... , Fy € H, e vamos resolver o seguinte problema espectral:
U—-AU=F,

agora vamos escCrever a equa(;éo acima em termos de suas componentes

v—y = Bk (3.22)

Py — 0Var — VB2 + VBPex = PP (3.23)
p—z = Fy (3.24)

Bz + VBV — Bpow = ply (3.25)

Isolando y e z do sistema acima e substituindo nas equagdes (3.23) e (3.25), respectivamente,
teremos

y=v—F, e z=p—F;

Fazendo estas substituicoes

PV — O VUgy — ’YQBUMC + ’)//Bpac:c = p(Fl + FQ) (3'26)

Hup — ﬁpxm + ’75”:&:1: = M(FB + F4) (3.27)

Chamando,

fi=p(F1+F) e fo=p(Fs+Fy)
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Teremos o problema reescrito da seguinte forma

PV — 0 Vg — 7267}3:96 +vB8pze = f1 (3'28)

up — 5sz + ’Y/BUJC:L‘ = f2 (329)

Para F =V x V| seja a forma bilinear
a:FxF—R,
dada por
L
a((v,p), (¢, 9)) = /0 pUo + PP + a1Ve 0 + V2 BUzps — VBP2Pz + Bpade — YBUxbs dx
L
= /0 pvP + Upd + a1Vz + YBPr(YVz — Pz) — Bz (YUr — pi) dx

L
= / pUY + P pd + Ve + B(Y0e — ) (Ve — ¢u) d,
0

Portanto, temos que a forma bilinear a é continua e coerciva, F' é continua sobre o espago de
Hilbert F, logo pelo Lema de Lax-Milgran, temos que existe uma tnica solucao {v,p} € F para

0 seguinte problema variacional

a((v,p), (¢, 9)) = (F; (¢, 0)), V{p,¢} € F,

onde F = {fi, fo} € F. Portanto, existe uma tnica solucao {v,p} € F que satisfaz o nosso
sistema (3.28) — (3.29).

Portanto, operador —A; é maximal mondtono, e a Afirmacgao 1 esta provada.

Afirmagao 2: —As é um operador mondtono, hemicontinuo e limitado.

Assumindo a hipétese sobre a funcao g, o operador — A, satisfaz
(_AQU) U)H Z 07

e portanto, —As é mondtono.
Para provar a hemicontinuidade, seja U; = (v;, y;, pi, 2i) € H, para i = 1,2 e consideremos a
seguinte expressao

(—A2(Ur +tUs), Uy = (o(t) g(y1 + ty2), y) 2,
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com t > 0.

Vamos mostrar que

lim(o(t) g(y1 +ty2), y) 12 = (9(t) 9(y1), y)12- (3.30)

Para isto, seja f € L'(0, L) definida por

e definimos a sequéncia {f,} ¢ L'(0, L), por

fole) =09 (1) + 2 12le)) o)

Assim teremos,

lim f,(z) = f(x), quase sempre em (0, L).

n—o0

Definindo o conjunto
1
X, = {o 0.2 o) + Lo <1}

Assim, facamos a seguinte andlise, usando a hipétese sobre a g

[fn(@)] = yi(z) + %yz(fv) ly()] < e ly(e)],

)9 () + L)) o) <

para quase todo z € X, e ¢; > 0.

Logo, podemos concluir que {f,} é limitada por uma funcao integravel em [0,L]. Entao, usando
o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, concluimos o limite (3.30). Portanto, temos
que —As é hemicontinuo.

Assim da hip6tese da g podemos afirmar que o operador —As é limitado em subconjuntos
limitados, assim temos que a Afirmacao 2 estd concluida.

Com as Afirmagées 1 e 2, o operador A é maximal monétono, e assim pelo Teorema 3.1 em
Brezis [2], concluimos a prova.

A segunda parte deste Teorema segue do Teorema 3.1, do Capitulo 3 em [1].

3.4 Comportamento Assintdético

Nesta segao estudaremos a taxa geral de decaimento da energia do sistema (3.1) — (3.2), para

tal, aplicaremos o método da energia e precisaremos dos Lemas a seguir.
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Lema 3.4.1. Seja (v,p) solugdao do sistema (3.1) — (3.2). Entao o funcional

L L
F(t):=p / v de + Y / prvde, (3.31)
0 0

satisfaz a estimativa

olt) / " () do,

— /—-(t) < 0+ — / |’U | dx + Y€ / ‘p | dr — ((y — Cpeg) / ”Ux| +
dt 461 0 t 0 t ! 0 462 0

Prova: Multiplicando (3.1) por v,

L L L L L
p/ vpv dr — oy / VpaV dT — 726/ Vpz¥ dT + 75/ Pz dx + o(t) / g(vp)vdx = 0.
0 0 0 0 0

Dai, integrando por partes em (0, L) e usando as condigdes de fronteira, obtemos:
L L L L

p/ v dr + o / [vg|? da — 'yﬁ/ V(Y0 = p)gg dx + / o(t)g(vy)vdx =0,
0 0 0 0

Usando a seguinte identidade

d
VU = — VU — |vt|2

dt

e explorando a equagcao (3.2), temos

Pt = Bpwx - V/BU:M: = B(p - 7”):1::1: < —Upi = 5(7“ - p)a:a:

Resultando

d L L L L L
dp/ vtvdx—p/ |vt2dx+oz1/ |Ux|2dx+7,u/ pttvdm—i—o—(t)/ g(v)vdr = 0.
tJo 0 0 0 0

Usando a seguinte identidade:

d
V= —PU — PV
Dt dtpt Pt

PDM/UFPA
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Teremos,

d L L L L L
— <p/ vtvdx+w/ ptvdx> = p/ |ve|*da: — al/ Ivaderw/ prorda
dt 0 0 0 0 0

L
— a(t)/O g(ve)vde, (3.33)

aplicando as desigualdades de Young e Poincaré nas seguintes integrais

L L [
’y,u,/ pevpdx < ypuer / ]pt|2 dx + Te / ]’Ut\z dx, (3.34)
0 0 €1 Jo

r b at) [* 4
—a(t)/ g(v)vdr < e cp/ |vy|” d + / g°(vt) de. (3.35)
0 0 de2 Jo

Substituindo as expressoes (3.34) e (3.35) em (3.33), segue

d L L L L L
— (p/ vtvderw/ ptvdx) < p/ \vtIde—al/ \vx!2dw+wel/ |p2|? da
dt 0 0 0 0 0

L L L

o(t

+ £ \vt|2d:ﬁ+egcp/ |vx]2da:—|—()/ g (vy) de.
46]_ 0 0 462 0

Portanto,

d L 2 L 2 L 2 T L 2
—F(t) < p/ v d:z:—al/ v | dm—i—’yuel/ Dt d:c—i—/ |vg|* dx
0 0 0 0

dt 4eq1
L L
t
+ e cp/ |vx|2dx+ —U( ) / g2(vt)d:v,
0 462 0

0 que conclui a prova do lema.

Lema 3.4.2. Seja (v,p) solugao do sistema (3.1) — (3.2). Entdo o funcional

L L
g(t):=p /0 ve(yv — p)dz +yp /0 pe(yv — p) dz. (3.36)

satisfaz a estimativa

ig(t) < +£ /L\v|2dx—( —eC)/L] |2dx—|—al/Lv ? dz
dt > Y e . t TH 5 . bt des J, T

k 2 o(t) k 2
+ (ci€3+ eacyp) / |0y — pz|” dx + / 9°(vy) dz. (3.37)
0 464 0
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Prova: Multiplicando a equa(;ao (3.1) por (yv — p),
L

p/ v (yv — )dx—al/ Vg (Y0 — p) dz — 7y B/ Vza (Y0 — p )d:r—f—’yﬁ/ Pz (Y0 — p) dx
0 0

L
+ o (t) /0 g(ve)(yv —p)dx = 0.

Dai, integrando por partes em (0, L) e usando as condigoes de fronteira, segue:

L L L
p/o vtt(w—p)dfwral/o V(YU = p)g dv — ¥ ; (Y = p)(Y0 — P)ae d

+o(t) /0 9(0r)(y0 — p)de = 0

Usando a equagao (3.2) do sistema na forma
B(Y0 = P)aw = —ppst.
Segue que

L L L
p/ v (yv — p)dx + aq / Ve (Y0 — D)y dx + v,u/ (yv — p) py dx
0 0 0

L
+0(t)/0 9(ve)(yv — p) dz = 0. (3.38)

De acordo com a seguintes identidades,

d
v (yv — p) = %Ut(’yv —p) —ve(yv — p)t

d
dtpt(vv —p) — (v — D)t

Substituindo as identidades acima em (3.38), teremos

d L L L
dt<p/0 vt(vv—p)dﬂﬂrw/o pt(vv—p)d$> :—al/o Uz (YU = P)a d

L L L
+,0/0 vi(yv — p)edz + w/o pe(yv — pledx — o(t) / g(v)(yv — p) dz. (3.39)

0

pie(yo —p) =

Desenvolvendo os termos de (3.39) , teremos

d L L L L
dt(ﬂ/o vt(’w—p)dwrw/o pt(vv—p)daﬁ> =—a1/0 'Ur(’YU_p)xdx""')’p/o joi|? dx

L L L L
—p/ vepy dx + ’y2,u/ vepe dr — fm/ Ipe]? do — o (t) / g(ve)(yv — p) dz. (3.40)
0 0 0 0
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Assim,

d L L L L
pn <p / vi(yv — p)dz + yu / pe(yv — p) da:) = —al/ Vg (Y0 — p)g dx + ’yp/ \vtlz dx
0 0 0 0

L L L
+C [“opdo =y [ o= o) [ gt - ) (3.41)
0 0 0

onde C = ~%u — p.

Usando as desigualdades de Young e Poincaré nas seguintes integrais

L L ) aq L 9
—Q1 / Ux(VU - p)z dr < Ct163/ "YU:U - pz‘ dr + — / ’vx‘ dx,
0 0 des Jo

t r 2 at) [* 4
o) [ gt -pde < e [ - pldos 50 [ ds,
0 0 €4 Jo

L L C L
C'/ wprdr < 065/ ]pt|2dx+ / ]Ut|2d:13.
0 0 des J

Aplicando as desigualdades acima em (3.41), resultara

d L L L aq L
— (p / v(yv —p) dz + v / pe(yv —p) dw) < a163/ Iy — po|* dx + / |vg|* da
dt 0 0 0 des Jo

L 2 L 2 C L 2 L 2 L 2
+%0/ | diﬂ+065/ || dz + — / |vg| dﬂf—w/ Dt d$+cp64/ YUz — pe|* da
0 0 €5 Jo 0 0

L
+J(t)/0 g*(vy) de.

dey

Portanto,

d L 2 a1 L 2 L 2 o 2
—G(t) < aes |0y — pe|”dax + — || dx + yp lvg|“ dx + C es |pe|® dx
dt 0 de3 Jo 0 0
c [F L L o(t) L
+ / ]vt\de—'yu/ ]ptlzdx—i-cpq/ ]*yvx—pz|2dx+—( )/ g2(vt)dx,
des J 0 0 des Jo

0 que conclui a prova.

Lema 3.4.3. Seja (v,p) solugao do sistema (3.1) — (3.2). Entdo o funcional
L L
H(t) :=p / vvdr + 1 / pepdx. (3.42)
0 0

satisfaz a seguinte identidade

d L 2 L 2 L 2 L 2
Lo < p/ o dmw/ - dx—(al—eﬁcp>/ v dw—@/ vy — paf? de
dt 0 0 0 0

o L
o()/ 9% (vy) da. (3.43)
4es Jo
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Prova: Multiplicando a equagao (3.1) por v, integrando por partes em (0, L) e usando as condigoes

de fronteira, teremos,

L L L L L
p/ vV dx + o / \033]2 dx — 726/ Vpz AT + ’yﬁ/ Paav dx + o(t) / g(v)vdz = 0.
0 0 0 0 0

d
Usando a identidade : ﬁvtv = vt + vt2, teremos

d L L L L
dt(p / d:c) = o [CoPde—ar [CePde=a8 [ oo -pds
0 0 0 0

L
- a(t)/o g(ve)vdz. (3.44)

Agora, multiplicando a equacao (3.2) por p, teremos:

L L L
,u/ pup dr — 5/ Prap dx + vﬁ/ Vgzepdr = 0.
0 0 0

d
Aplicando a identidade: pup = prile pr.

Segue que

d L L , L
— <u/ DD d:r) = ,u/ |pe| dx + B/ (YUz — Dz)D dex. (3.45)
dt 0 0 0

Agora, somando (3.44) e (3.45), temos

d L L L L L
(p/ wwds+p [ ptpdm) = o [P de—ar [Cefars [
dt 0 0 0 0 0

L L
_ _ 2 _
5/0 YUz — pe|” d o(t)/o g(vy)vde.

Usando as desigualdades de Poincaré e Young na iltima igualdade

d L L L L L
— <p/ Utvd;r—l—,u/ ptpdac> §p/ |Ut\2dzv—041/ |Ux|2d:v—|—u/ Ipe|? da
dt 0 0 0 0 0

L 2 L 2 U(t) L 2
B/ I da:+eﬁcp/ o] da:+/ 2 (vy) da.
0 0 des Jo
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Portanto,

d L ) L ) L ) L )

—H(@) < pf |ulde—ar | |ul"detp [ Ip°de—8 [ |yvs—p|°da
0 0 0 0

dt
L L
t
+ q;c,,/ \vmlzda:—i-a()/ g (vy) d.
0 des Jo

Assim concluimos a prova.

Agora podemos provar o principal resultado, com esta finalidade, seja o funcional de Lyapunov
L(t) := NE(t) + N1 F(t) + NaG(t) + NsH(t), (3.46)

onde N, N;, para i = 1,2,3 constantes positivas, FE(t) é a energia associada ao sistema e 0s
funcionais F,G,H dados pelos Lemas anteriores.

Assim, combinando os resultados acima e tomando ¢; suficientemente pequenos,temos

L) < —No(t) " o) dr 1+ N N [ de 4 N Cnld
< 1g(ve) de + Ny p+4€1 A |v¢|* dx + Niyper ; lpt|* dx
0

v 2 L 2 al(t) v 2 ap [* 2
— Nloq/ |vg| dx—l—Nlcp@/ |vg| d:U—I—Nl/ g (vt)dz+N2/ |vg|* dx
0 0 462 0 463 0

L L c [k L
+ N2a163/ \vvm—pm\zdm+ng7/ |Ut2d$+Nz/ \vtIde—i—Ng%C/ ]pt|2dx
0 0 0 0

4es
L 2 o(t) E 2 L 2 L 2
— NQ"}/,M/ |pe| dx—i—Ng/ g (Ut)d$+N264Cp/ |70: — P2l dx—i—ng/ |vg|* dx
0 0 0 0

4ey
o(t)

L L L L
b N [l do = Mooy [ oo - Nag [ s - o+ % [ e da
0 0 0 € Jo

L
+ NgEGCp/ [vg|? da: (3.47)
0

Organizando os termos de (3.47)

L L
L'ty < —No(t) / vg(vy) dz — [—Niyper — NaesC + Noyp — Nap / pe|* da
0 0

L
— |:N10{1 — Nlegcp — ]\[2ﬂ + N3aq — N3€6Cp:| / |’Ux|2 dx
4es 0

L

— [~Naajez — Naegcp + N3f] / Ve — pa|? da
0

C L

+ l:Nl (p + W) + Nopy + Na— + N3ﬂ] / |ve|? daz
0

4eq 4es

o(t) o(t) a(t)] [*
+ |:N1 16 + Ny les + N3 466:|/0 gQ(Ut)d:L'.
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Reagrupando os termos, a inequacao acima pode ser escrita da seguinte forma

L'(t)

IN

- N I
_ < B ech) HE\CRI < _ 666p>] 061/ v, |2 da
L a1 463 aq 0

[ 63 €4Cp L 2
- NB_N2 ,8 + ,3 B/ h/vas_pz| dx
L 0

- y . I
+ |M <p+ 4) +N2p’Y+N2+N3P} / |ve|* da
I 0

3, 20 |y o) o) /L 2
N N N- dx.
+ L ! 462 + 2 464 + 3 466 0 g (vt) v

Agora, tomando

C
ky Nz(’y—ei — Niyer — N3 > 0,
€2Cp Ny €6Cp
=Ny (1-22) -2 Ny (1= 8% 5
) 1( al) = 3< al) 7
k3—N3—N2< ;‘H% 0,
C
c1 =N (P—i— ZM> +N2P7+N2T + N3p,
t t
cg:NU()+N()+N()
4eq deg

Substituindo os valores associados a ki1, ko, k3, c1 e co em (3.48), resulta

L €5C L 2
—NJ(t)/ vig(vy) de — | —Nyyer + No |y — 7 — N3 ,u/ pt|* dx
0 0

(3.48)

L L L L
o < —p/ \vthx—m/ |pt\2da:—k2a1/ Ivadw—ks/i’/ Iy — paf? da
0 0 0 0

L
+ c/o (vi + g*(vr)) d.

Portanto,
L
£(t) < —diE(t) +c / (o2 + ¢*(v)) d,
0
ou

L
E(t) < —dy L' (t) + c/ (vi + g*(vr)) da,

0

Por outro lado, escolhemos N suficientemente grande, teremos

L(t) ~ E(t)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)
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Antes de enunciarmos nosso principal resultado, precisaremos do seguinte Lema:

Lema 3.4.4. Seja E : Ry — Ry wma funcgdo nao crescente e ag : Ry — Ry uma funcgao de
classe O estritamente crescente, com as(t) — +oo quando t — +oc.

Assumindo que existem b,q >0 e ¢ > 0 tal que

o E(t
/ (VB dt < cB(t)11 + LE) 1<8 <o
s a3

Entao, temos as constantes positivas k e w tal que

E(t) < ke™™) vt >1 se b=q=0.

E(t) < Vt>1 se b>0.

1+q
b

as(t)
Prova: Ver [16].

Podemos entao enunciar e provar nosso principal resultado

Teorema 3.4.1. Assumindo as hipdteses 3.1.1 e 3.1.2, entdo, existe uma constante ¢ > 0 tal

que, para t grande, a solucgdo de (3.1) — (3.5) satisfaz

2
E(t)<c (Ggl <t(1)d>> (3.53)
0 o(s)as

Go(s) = sgo(s)

onde

s
Mais ainda, se K, definida por K(s) = 9o ), seja estritamente crescente, em [0,r), para r > 0,
s

e K(0) =0, entao temos a estimativa

2

B <clgt|—t 3.54

o) =
t 1 /
1/)@):21—}—/1 (go(i)) ds t>1,
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para t' > maz{l, L}. Entdo
1
1
90 ()

e Y/'(t) é estritamente crescente.

Y (t) = >0, t>t, ¢ (t) — +oo quando t — +o0

Assim, 9 é uma funcdo convexa e estritamente crescente C?, com v/(t) — +o00 quando t —
+00.
Dessa forma, 1) admite inversa, se o = ¥ ™!, entdo o é estritamente crescente, e ay(t) =

90 <L> é decrescente, pois ag(t) = +oo quando t — +o0.

o)
a(t) = ag </0t0(5) ds) L t> 1

Definimos
para algum t; > t' com fga(s) ds >t e o <fg a(s) ds) < m. Usando as propriedades de
agp e o temos que a é uma funcao diferencidvel estritamente crescente e concava, com «g(t) —

+o0o quando t — 4o00. Usando (3.52), segue que

E(t) < cL(t), devido a equivaléncia

d(tVE%(t) < cd(t)EL

Substituindo (3.51) e integrando em 7' > S > t1, a desigualdade acima serd da seguinte forma

T T
/ JdWEX(t)dt < c/ o (H)EL dt

S S

_d /T a’(t)ﬁ’ﬁdt+c/T o ()L (/OL(UE +92(vt))dx> dt

S S

IN

T

IN

cFE%(S) +c/

S

o ()E ( /0 R 92(%))6@ dt (3.55)

Agora, usando a Hipédtese 3.1.1 e (3.14) e as propriedades de o, e o, temos as seguintes

estimativas.

T L
(1) Estimativa para a integral / o) E (/ v? dw) dt.
S 0

Considerando a seguinte parti¢ao em (0, L):

= {ze(0,L); |v| >m},

Qy = {xe (0,L); |ve] <m e |y Sgo_l <O‘

S~
N

/0 os) ds>> } , (3.56)
o) )

O3 = {xe (0,L); |ve] <m e |vy >9(71 <O‘

S
N\
2
»
N—
=
Vo)
~
N~
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Calculando as integrais uma a uma, teremos

e Para €;:

o (1) /Q W2 dz < ¢ al) (/Ota(s) ds) o(t) /OL vig(v) dz < —cE/(8).

e Para ()o:

o/(t)/ v dx
Qo

e Para (3:

o/(t)/ v? de
Q3

IN

IN

IN

< vt

golfuel) o(t) / ol forl de < o(t) / g(Jurl) m o] de
— Q3 N Q3
Da Hip.1.1.1 De Q3

L
ca(t)/o v g(vy) de = —c E'(t).

Consequentemente, somando as integrais referentes a 21, {25 e (3 teremos

o (t) /OL v2dz < —cE'(t) + co(t)al (/OtU(S) d8> (90_1 <a6 </Ot°'(3) d5>)>2

e resultando

/ST o (t)E (/OL v2 dm) dt < cE*(S)
+cE(S) /ST o(t)ap (/Ota(s) ds) <g0_1 <o/0 (/Ota(s) ds>>>2 dt

(3.57)
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T L
(2) Estimativa para a integral / o(t)E (/ > (vy) d:n) dt
S 0
Considerando a seguinte particao de (0, L):

O1 = {z€(0,L); |ve| >m},
0y — {x €(0,L): [ <m e o] < al (/Ota(s)ds)}, (3.58)
(s)ds | ¢ .

t
O3 = {IEE(O,L); |vt|§me|vt>a6(/a )}
0

Entao, teremos

e Para Oq:
o (t) /@1 g*(vy) da < o </0t0(5) ds) o(t) /OL vy g(vg) de < —cE'(t).
e Para O9:

) [ gy de < ota( [ otras) [ o )

2 DaMl.l
co(t)al </0t0(s) ds> <g0—1 <a6 </0t0(s) ds>>>2.
e Para Oy:

o (t) /@3 P de = o(t) of </0ta(s) ds> /63 g*(vy) dx < |vto'(t)/ g(ve) @ dx

O3
Da Hip.1.1.1

IN

IN
g

L
jor] (1) /e 90w g5 () < g m) 1) /0 ve g(ve) de

cts

IN

—cE'(t).

Obtemos

o) [ s < e+ o0ap ([ otras) (s (o ([ o ds>>>2

Que implica
T L
/ o'E (/ g2(vt)dx> dt
S 0

< cE%(S) + cE(S) /S Ta(t)a6 ( /0 ta(s)ds) <g0—1 <a6 < /0 ta(s)ds>>>2dt (3.59)
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Combinando (3.55), (3.57) e (3.59), resulta

/S QW EA)d < cEX(S) +cB(S) /S ~ o)l ( /0 “o(s) ds) <gol (aé ( /Ota(s) d8>>>2 »

o0

= cE? [ ah(T) (g7t (ah (7)) dr
— cEX(S)+ E(S)/(Osg(t)dt) () (g™ (ap(r))? d

s [, (@ ()
) S

— CBYS)+ — (5 cB(5) + 25
Qg (fo o(t) dt) a(S)
Usando o Lema 3.4.4, resulta
B(t)< — = ¢ Yt >t (3.60)

a(t)? (a0 (J3 a(s) ds))Q’

1
Para obter (3.53), tomamos sq > t' tal que go <) < 1. Uma vez que go é crescente e
S0
Go(s) = sgo(s), temos

Portanto,

Isto gera (3.53) em virtude de (3.60).
Para provar (3.54), vamos tomar r = m. Assim, parar < m e r < |s| < m, usando a HipStese

3.1.1, segue que

-1 -1
(o)) < 20 15y < L) gy > 0D 5> 20D

Isto implica que

go(ls]) < |g(s)] < go_l(\s\) para todo |s| <r

cils| < lg(s)] < éals|  para todo |s| = r

0 que justifica nossa suposicao.
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Agora, tomamos

t
-1
ag =1 onde P(t):=1 —|—/ 1
1K (3)
Neste caso, substituimos (3.56) e (3.58) por

U = {ze(0,L); [ve] >m}

Q — {xe(O,L); o <m e [o] < K- (% </Ota(s)ds)>}
Q5 — {xE(O,L); | <m e o] > K (ag </Ota(s)ds)>}.

01 = {z€(0,L); |vg] >m}

0, = {xE(O,L)§ o] <me ggt(lul) < K7 (0‘5 (/otg(s)d‘s))}
)

t
00 = {oec.0r lul<m e g (o> 57 (o ([ otas
0

Portanto, tendo as anteriores como referéncia.

Para

t
o/(t)/ vide = o /
o 0

a/(t)/ vide = o
Qo

(VAN (VAN
N 2
Q o=
S~
S—
o ~~
9
2 =
cﬂ N—
~— &
Q. VA
NG
2
A=
7N N
N~
Lx
7N »l—t
OQ\ 7N
Y
O\H_ Ve ~N
Q c\ﬁ
2
N———
~——
N—— ~_
N————
[\
U
S

&(t) /Q ¥dr = d (/Ota(s)ds> o(t) /ngfdx<K(|vt)a(t) /Q v? dz

propriedade e 23

= o) [ K(lul) vt &z = o(t) / 90('”f‘)\tut\dx

v
definido

L
= o0 [ glul) lulde< [Cog()de = ~E0)

Hipotese1.1.1
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Para ©:

o/(t)/@ ) de = af

o~

o/(t)/@ FPv)der = «

hipotese 1.1.1
/ot"(s) ds ) ott) /@ (90" (lue))) dx
(] erm) o (s ([0

o/(t) /@3 g2(vt)da; = a() (/Ota(s) ds) o(t) /@3 w g(v) dx

Hipotesede g

IN
o
S~

[ 7o)
/Ota(s)ds>a(t)/® @ dx
)

IN
S~

co

Propriedade

< Ko o) oft) [ a5 gfv) da

IN

o(t) /@ K (g () 00 (feel) (o) d

de finido

L
= a(t)/o veg(v) doe < —E'(t).

De forma andloga a anterior, teremos a mesma estimativa para a energia

Bt) < —S = ‘ V> 1

=~ a(t)? (a0 (Jia(s) ds))Q’

Para obter (3.54), tomamos so > t’ tal que K (%) < 1. Uma vez que K ¢ estritamente crescente

e K(s)= goés), temos

p=op'(s) <14 (s—1)

=
—| =
® =
~—

Portanto,

1 (1
< ~), vt>t.
m ' (7). 72

Isto gera (3.54) em virtude da estimativa de energia acima. Os outros casos podem ser tratados

da mesma forma e o mesmo raciocinio leva a (3.54).
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3.5 Simulacoes Numéricas

3.5.1 Aproximacao via Elementos Finitos para a Solugao {v,p}

Nesta secao desenvolvemos um algoritmo para obter a solucao numeérica para a viga piezoelétrica
com damping nao linear, assumindo regularidade suficiente sobre a solugao {v, p}. Faremos uma
série de simulagoes numéricas para verificar as propriedades ji mostradas nos resultados tedricos.
Em nossos esquemas numéricos consideramos um método aproximacgao por elementos finitos na
varidvel espacial e um método das diferencas finitas na variavel temporal com métodos iterativos
para obter solugoes, com o objetivo de aplicar o método de Newmark.

Para obter a forma variacional relacionada ao nosso problema. Fagamos o produto interno das

equagoes (3.1),(3.2) e (3.4) por w € V e integrando em (0, L) temos o seguinte problema

p(vet, w) + vy, wa) = YB(Pay we) + o (t)(g(ve), w) = 0,
1(puts w) + (P, we) — VB(ve, we) = 0,

(v(z,0),w) = (vo(z),w), (p(z,0),w) = (po(x), w),
(v(z,0),w) = (vi(2), w), (pe(z,0),w) = (p1(z), w).

©w
N
£

©w
o
ad

3.5.2 Aproximacgao via Galerkin

Vamos considerar as funcoes v e p”, definidas por
t=) i) (), (3.65)
§=0
P = hy(t) ¢;(x), (3.66)
§=0
Substituindo (3.65) e (3.66) em (3.61) — (3.64), obtemos:

ij pj(z), w | +a ij ) @l

7=0
B hi(t) (@), we | + () (g(vf) ¢5(x), w) =0, (3.67)

J=0

3

n

p Y b)), w | + B Zh Yhja(@)iws | =8 [ S fi(0)dsa(e), we | = 0(3.68)

Jj=0 J=0
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( fi(0) ¢j,w | = (vo(x),w),

j=0
( h](o) ¢j7w = (pg(:v),w), (369)
7=0
£0)¢j,w | = (vi(2), w),
7=0
( (0) @»w) = (p1 (@), w). (3.70)
j=0

Fazendo w = ¢;(x) e i,j varia de 1 a n, obtemos o seguinte sistema linear

M, f(t) + Cg(vy') + Kif(t) + Kah(t) =0, (3.71)
M, A(t) + K3h(t) + Kaf (t) = 0, (3.72)
f(0)=A"1vg, h(0)=A"1py e f(0)=A"tvy, h(0)=A"'py, (3.73)

onde M1 = p(5,¢i), C (i) = o(t)(¢5, Pi), Kl(ij) = a(Pjzs Piz), K2(ij) = —8(¢jz, bix),
M 2(ij) — ((1537 ¢z) K3(zg /B(¢] T ¢z a:) = (@ij sz)

Podemos apresentar as equagoes (3.71) — (3.72) da seguinte forma:

s RS O L D=0

Usando a abordagem descrita acima, obtemos o seguinte problema dindmico em R™.

Md(t) + Kd(t) + Cg = 0, (3.74)
d(0) = doy, d(0) =d, (3.75)
onde
_[™Mo0 ], : < [ f1 «_ [ fo)
M—[ 01 MQ]eamatrlzdemassa, d= [h] d_[h(O)]
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']
h )

K:[Kl Ko

K, Ks ] o vetor de rigidez elastica, d = {

_ [ gt : .
g = 0 a matriz do damping, no tempo t.

Além disso, dg e d; denotam deslocamento e velocidades, nodal inicial.

Para resolver o sistema acima, introduzimos uma particao P de [0,7] em J intervalos de
comprimento At tais que 0 = tg < t; < ... < t; =T, com t,11 —t, = At e usamos o Método
de Newmark [26]. Como em nosso trabalho temos um sistema néo linear, desenvolvemos uma
estrutura necessaria para o método escolhido para analisar as solu¢bes numéricas.

Sejam as seguintes equagoes que discretizam a aproximagao do deslocamento, velocidade e a

aceleracao:

Md,41 +Kd,1 +Cg = 0,

. At? . .
dn_l,_l = dn + Atdn + T[(l - 2a)dn + 2a dn+1] (376)

dpr1 = dy+ A1 —b)dy, + bdpia],
3.5.3 Simulagoes

Em todos os experimentos, consideramos o caso em que um feixe piezoelétrico embutido em
uma extremidade se move livremente na outra extremidade. Além disso, usamos os seguintes
1 1 : C

parametros Newmark a = T b= 5 €8s seguintes condigoOes iniciais:

v(z,0) = sin (57r%> , ve(x,0) =0, p(z,0)=sin (97?%) e pi(x,0) = 0.
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Simulagao 1 (Caso Conservativo: g = 0): Consideramos uma viga com os seguintes parametros:
L=10,p=76-103 n=12-10"3, 3 =19-10"°, v = 1.0, oy = 1.2-10. Além disso, uma

malha de elementos finitos com 100 elementos e At = 10 3s.

2000
1500

1000 M//////]]/'-
05 500 %W%%% 7 iz
= = X Ml
3 of B ////flf({{,/{{{{//l////ff,"//' Ml
< o5 2-500 &

K
Sl

g

-1000
-1500
-2009

Figura 3.1 campo deslocamento v"(x,t) Figura 3.2 campo elétrico p"(z,t)
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Simulagao 2 ( Caso Dissipativo com g(s) = os). Consideramos uma viga com L = 1.0m, p =

76-1073, u=12-1073,8=19-107% ~ = 10° oy = 1.2-10!. Além disso, uma malha de

elementos finitos com 100 elementos e At = 10 3s.

2000

1500 ) ,,,,,,," o
:E 0 4%%%%%%'}: ////////,' )
-500 2483

////{“
/A i

Figura 3.4 campo deslocamento v"(x,t) Figura 3.5 campo elétrico p"(x,t)

Dissipative Case: Linear system
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Simulacao 3 (Caso nao linear com ¢g(s) = o arctan2s): Consideramos uma viga retangular

com L =1.0m, p = 1000.0, u = 10.0, 8 = 0.01, v = 10.0, a3 = 1.0. Além disso, uma malha de

elementos finitos com 100 elementos e At = 10 3s.

vh( x,1)
Px)

Figura 3.7 Figura 3.8

Dissipative Case: Nonlinear system

35
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Simulacao 4 (Solucao Assintética com g(s) = arctan2s): Consideramos uma viga retangular

com L =1.0m, p=1.0, p=1.0, 5 =1.0, v = 1.0, oy = 1.0. Consideramos fi(z) = 3(1 —2z) e

fa(x) = —2(1—3z). Além disso, uma malha de elementos finitos com 32 elementos e At = 1073s.
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Capitulo 4

Sistema Piezoelétrico com a Lei de Coleman
- Gurtin

Neste capitulo estudaremos a existéncia de um atrator global que possui dimensao fractal
finita, para o sistema Piezoelétrico com lei térmica Coleman - Gurtin. Para alcancarmos nosso

objetivo usaremos a técnica desenvolvida por Chueshov e Lasiecka.

P11Vt — QUgy + ’Y/Bpmc + 50w + gl(“t) + fl (pr) - hlv em (0, L) X RJF (41)
1Pt — BPoz + VBVsz + g2(pt) + f2(v,p) = he, em (0,L) x R" (4.2)
poby — (1 _ a2> [ — @2 9(8) Opz(t — 8) ds + 0vy = 0, (4.3)

B1 B1 Jo

onde as constantes p1, p2, t, @, 7y, 3, 81,0 e as € (0,1) sdo positivas. As fungoes g1(v) e go(pt)
sao0 mecanismos de dissipagdo nao lineares, as fungoes fi1(v,p) e fa(v,p) representam termos

nao lineares de forca, e os termos h1, ho € L?(0, L) sdo forcas externas e seja a relacio

a =0+ 7B,
sejam as condigoes iniciais dadas por
(v(z,0), p(x,0),0(x,0)) = (vo(2), po(x), bo (), (4.4)
(ve(,0), pe(,0)) = (v1(2), p1(x)), O(=5) |s>0=Jo(s), = € (0, L), (4.5)
e condigoes de fronteira dadas por
v(0,t) =v(L,t) = p(0,t) = p(L,t) = 0(0,t) = 6(L,t) =0, Vt>D0. (4.6)

v(0,t) = avg(L,t) — vBpz(L,t) =0,

p(07t) = px(Lvt) - 'Y'Um(L>t) =0.

Para estudarmos este modelo, tomamos como base o artigo desenvolvido por Baowei Feng[32],onde



75

O(z,t) é o mecanismo de temperatura, de acordo com a lei de Coleman-Gurtin[30] para o vetor

fluxo de calor

1— a9 (6% &
p20 — | ——— ) Ope — — 9(8) Oz (t — s)ds + dvy, =0, a2 € (0,1),
p B1 Jo
usado para assim termos o sistema proposto (4.1) — (4.3). Os casos em que as =0 e ag =1
correspondem aos casos Fourier e Gurtin-Pipkin, respectivamente, ver [33].
Em virtude da memoéria com historia, o sistema nao corresponde a um sistema auténomo,

para lidar com a memoria, motivada por Giorgi e outros[30,31], definimos uma nova varidvel

n = n'(z, s) dada da seguinte forma
n'(z,s) = /03«9(15 —7)dr, (t,5) €[0,00) x RT. (4.7)
Portanto, a histéria de 6 satisfaz
ne+ns=0, (z,t,s) €R" xRt xR, (4.8)

onde

e condicao inicial

com
no(s) = Oo(T)dr, scR*.
0
Usando (4.7), teremos
aQ/ 9(8)03(t — s)ds = —O@/ g'(s) 1}, ds.
b1 Jo B Jo
Denotamos
o, 1— a9y
s)=———4g(s) el > 0,
£(s) 3 q'(s) 3

entao teremos o seguinte sistema, equivalente ao sistema (4.1) — (4.3):

P10 — Wz + VBPzz + 00z + g1(ve) + f1(v,p) = ha, (4.9)
Pt — BPza + VBVza + g2(pt) + f2(v,p) = ha, (4.10)

path =162z~ [ €(6)ntus) ds + s = (411)

)

n+mns =90, (4.12
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com o seguinte dado inicial

(U(l‘, 0),p(l’, O)a 0(x> O)) = (’Uo(l’),po(l’), 90(1‘)),

(ve(2,0), pe(,0)) = (vi (), pr(x)), 1°(x,s) = 10(5), (4.13)
e condicdes de fronteira
v(0,t) = v(L,t) = p(0,t) = p(L,t) = 0(0,t) = O(L, t) = n(0,0) = n'(L,0) = 0. (4.14)
4.1 Hipdteses e Configuracao de Espaco
Usaremos espagos de Lebesgue e Sobolev
Li(0,L), 1<qg<o0, e (u,v)2 = (u,v)12(0,L)-

Denotamos a norma no espago B por ||.||p. No caso, ¢ = 2, escreveremos ||u|| no lugar de ||ul|s2.

Uma vez que u(0) = 0, a desigualdade de Poincaré se mantém
[ull < Llugl e [lullv = [[usll, VueV.

Para o termo nao linear de for¢a f, usaremos as hipoteses

(F1) Existe uma funcio de classe C2, F : R? — R que satisfaz

VF = (f1, f2), (4.15)
e existem as constantes positivas p e mp tal que, para cada v,p € R
F(v,p) > —o(vf* + pl*) — mp, (4.16)

onde 0 < p < min{m, 8%}

F2) Existem constantes positivas ¢ > 1 e (¢, tal que para cada v,p,s € R,
f
IV fi(o,p)] < Cp (L+ o]+ [pi7h), i =1,2 (4.17)
o que resulta, que existe uma constante positiva C'g, tal que

F(v,p) < Cr (1+ [0 4 [p|T*).

Wanzeler, Deiziane Mendes PDM/UFPA



4.1 Hipdteses e Configuragao de Espaco 77

Com relacao a funcao g, assumiremos que

(G1)
gi € CY(R), gi(0) =0 e g; é crescente. (4.18)
(G2) Existem constantes m; > 0 e M; > 0 tal que, para qualquer s € R,
m; < gi(s) < M;, VseR, i=1,2 (4.19)
0 que nos da a propriedade da monotonocidade
(gi(u) — gi(v))(u — v) > m4lu — v, Yu,v €R, i=1,2.

Para a funcao £(s), definimos

(R1) £ : RT — R* uma funcao diferencidvel tal que
o0
£(0) >0, / &(s)ds =l < 0. (4.20)
0

(R2) Existe a constante positiva u; tal que

&)+ mé(t) <0, para t > 0. (4.21)
Agora, definimos os seguintes espagos em relagao a varidvel 7,

[e.e]
M= 12w ) = {ns e > [0 Inlds < oo
0
que é um espaco de Hilbert com norma

Il = /0 " e(5) lnels) 12 ds,

e produto interno
(17 X)m = /OOO £(s) /OL n2(8) Xz (8) dxds.
Definimos o espago de Hilbert H
H =V x L%0,L) x V x L*0, L) x L?(0,L) x M,

onde
V={peH0,L): ¢(0)=0},

equipado com a norma

1o, V,p, P,0,nl3, = prIVII® + pll PIP + eallva | + Bllvvs — pall* + p20101% + l11ll4-
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4.2 Energia do Sistema
Nesta secao, definiremos o funcional energia da solugao do sistema (4.9) — (4.14) como
1

E(t) =5 [pr|[VI* + pllPI* + erfloa|* + Bllvve — pell® + o210 + [Inl34], (4.22)

e definimos também o funcional da energia modificada por
L L L
E(t)=E(t) + / F(v,p)dx — / hivdz — / hop dz. (4.23)
0 0 0

Entao podemos enunciar o seguinte Lema.

Lema 4.2.1. O funcional da energia modificada definida em (4.23) satisfaz para todo t > 0,

00 00 L
——t [Ty [ e@ P as— [ @@ npd @2

Além disso, se as fungées h1, ha € L*(0, L), entdo existe uma constante positiva K = K (||h1]|, ||h2l]),

tal que para qualquer t > 0,
1 2
g(t) Z ZH(Ua’Utapaptaean)”’H - K. (425)

Prova: Multiplicando as equagoes (4.9),(4.10) e (4.11) por v, p; e 0, respectivamente, que

consiste nas etapas a seguir:

e Multiplicando a equacao (4.9) por vy, integrando o resultado em (0, L) e usando integracao

por partes, teremos

L d /L| \Qdaz—f—lda/ [vg |2 dx—i— 25/ |2 da 6/ Vg d
57 v 5 z - z Utz
2at™ ), ™ 2dt M 2 dt t T, P

L L L
—1-5/ 0, v do — / g1(vg) vp dx + fl(v,p) v dx — / hivedx = 0. (4.26)
0 0 0 0

e Multiplicando a equagao (4.10) por p;, integrando o resultado em (0, L) e usando inte-

gragao por partes, teremos

1d

2dtu/ pe|? d:c+2dt5/ pa|? dx—vﬁ/ Vg Pta AT
L

—/ gg(pt)ptdx+/ fa(v p)ptda;—/ ho py dx = 0. (4.27)
0 0
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e Multiplicando a equagao (4.11) por 6, integrando o resultado em (0, L) e usando integragao

por partes, teremos

1d L o L L L
—— ,02/ 10 da — / / £(s)nt,.(s) O dxds + l/ |02 da — 5/ ve O, dx = 0. (4.28)
2dt o Jo 0 0

Substituindo (4.12) na equagao (4.28), obtemos:

Zdt p2/ |0|2 dx / / 5 77:1::): 77t dCCdS/ / 5 nzx 7]5 dxds

L
+ 1/ |0x|2dx—5/ vy 0y dz = 0. (4.29)
0 0

Calculando I e Io:

ho= - / €6 ner(s) s = [ §(S)</OL77x(8)ntxd1‘>ds
= [Tew (5 [ dx)ds

2
5 |6 Il ds = 5 5 Il

L
I, = / / 5 nmc UsdﬂﬁdS—/ f(s) (/0 nx(s)nxsd$> ds
1d
- /0 &(s) <2ds/0 |72 dw) ds
L

;/0 <0 &(s) i"’?w|2d8> dz, usando integragao por partes
— 1 L o *° / 2
=5 [ (- [ mPis)ao
= 5 [Cew ([ epar)as
= =5 [ €6 nalPas

Substituindo I; e I na equagao (4.29), obtemos

1d

1d o0 L L
-— 0)*d ! 2 ||*d z/ 0. d —5/ 0, dv = 0. (4.
v [Crar s L [T s 1 [0 s [ woear =0 (130
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Somando as equagoes (4.26), (4.27) e (4.30), obtemos:

d 1 [t
7 2/0 (pr|ve? + plpe? + arloa* + Blyve — pal? + pal0]* + [I0l34) da
E(t)
d L
+ 7 (F(v,p) —hiv —hap)dz
0
L ) 1 00 ) L
= [Pt [T e IndPas = [+ meomd. @30

Dai, de (4.23) e (4.31), resulta (4.24),

Lee :—z/ 0,2 e+ L / £(s) nel ds—/o(gl<vt)vt+g2<pt>pt>d:c.

Usando (4.16) e a desigualdade de Poincaré, teremos

/0 ! F(v,p) dz

—0 L? |Jva|* = 0 L? [lps||* — Lmr

v

> —Lmp — oL? ||ve|* — oL? (29* [[va||* + 2] 7vve — pll)

v

—Lmp — (oL* + 2v°0L?)|Jva||* = 20L%||yve — pall?, (4.32)

onde usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz:

I I [

Ip2]l” = |7ve = Yve + 2 I” = 702 — (Yv2 _p:v)H2 < 272HU$H2 + 2[|yve — pe

Segue das desigualdades de Poincaré e Young que

L
/ hvde < | Lljve]
0

412
—Hh ||2+ H va || (4.33)

IN

E também,
L

/ hapds < bl Llpa|

0
< ||h2|| L (’YH'UxH + H’Y'Ux _pa:H)
< Liha|l lyve —sz + Ly ||he2| ||ve]|

2L2 417 4*

< = |he)? + *Ilvvx—pxll2 o |~ H2+ H Vg% (4.34)
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Somando as equagoes (4.32), (4.33) e (4.34), obtemos

L L L
/ F(U,p)dw—/ hlvdw—/ ho pdzx
0 0 0

a1 a1
> L — o (I + 2L el — 20L20ve il = 93 [l — O o2
4172 202 41?42 B
o L < n ) Aol = £ v — pa?
R
3a1 35 AL 2L2  AL2~?
> ~Lmp = 2 ol = 2 s — pal? - S - (ﬁ n a2 (4.35)

Combinando a equacao (4.35) com (4.23), resulta em:

36

30(1
lvall* = == lvve — poll® — K

Et) > E(t)—
1
> ZHUHH—K,

412 2I2  4L2A2
ondeK:LmF+?]\h1\|2+ <5+ 1
1

> |h2]|®. O que conclui a prova.

4.3 O Semigrupo

Para provar a boa colocacao do sistema (4.9) — (4.14) usando o método de semigrupo, vamos

escrever a derivada 75 como uma forma de operador. Definindo o operador T' da seguinte forma
Tn=—ns, n€D(T),

com

(T)={neM]|ns,eM, n(0) =0},

em particular,

(T, mhm / £(s) lIne(s)|2 ds, n € D(T), (4.36)

e a solucao de

m=Tn+6, n0)=0,

possui uma representacao explicita.
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Introduzimos duas varidveis dependentes V' = v, e P = p;, entao o sistema (4.9) — (4.14)

equivale ao seguinte problema abstrato de Cauchy:

%U(t) — (A+B)U(t) + FUW)), t>0,
U(0) = Uy = (vo, v1,po,p1,00,m0)" , (4.37)
onde
U(t) = (v(t), V(£),p(t), P(t),0(t),n)" € H,
(]
v 0
e = Doy — 20, il
AU() = by D, CBw=| b |-
Lfps+ L [ £(5) Nials) ds — S o
0+Tn 0

com o dominio

D(A) ={U®t) € H | v,pec (H*0,L)NV), vy, pr €V, 6 € H*(0,L) N H}(0,L), n € D(T),

10, + /Ooog(t) Nee(s)ds € L2(0,L)},

D(B) =H.
A forca externa é dada por uma funcio nao linear F : H — H definida por

0

o (hi = fi(v,p))
0

& (ha = fa(v,p))
0
0

Definiremos a seguir o significado de solucao para o nosso problema de valor inicial, usando a

referéncia V. Barbu[1].

Definicao 4.3.1. Diremos que U : [0,00) — H, € uma solu¢do forte para o problema de va-

lor inicial (4.37), se U € continua em [0,00), Lipschitziana em cada subconjunto compacto de
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[0,00), U(t) € diferencidvel em [0,00) e
U(t) = AU(t), para quase todo t € [0,00).

Definicao 4.3.2. Uma solug¢io generalizada para o problema (4.37) em [0,T), com T > 0 €
uma fungao U € C([0,T],H) com U(0) = Uy para o qual existe uma sequéncia de solugées fortes
(Uy) € C([0,T),H) de
4
dt
com Uy, — U em C([0,T),H) e fn — 0 sobre L'(0,T;H). Uma funcio U € C([0,T],H), com

U+ (A+B)U,+ FUp) = fn, n=12...

0 < T < o0 € solugao generalizada para o problema (4.37) sobre [0,T) se U € solugao generalizada

para (4.37) sobre [0,T'] para qualquer 0 <T' < T.

Agora, precisamos mostrar que a F é localmente Lipschitz em H. Denotamos
Ul = (', Vi pt, PO nY), i = 1,2. Seja B um conjunto limitado de H, tal que ||U*||3, ||U?||lx <
B, onde B > 0, desta forma teremos

L L
IFUh) = FU|i = / [f1(v!,p!) - f1(v2,p2)|2d93+/ fo(vh,p") = fo(v®, p?)Pde. (4.38)
0 0

De (4.17), teremos:
fi(whph) = fi(? ") = [V A ph) + (L =) (0%, p) % (0 p') = (PP (0<v < 1)
< Cp(1+ PO 4 2 PED 4 p! PEmD 4 [P PEmD) (jo! — 0?2 4 [pt = p?P?).

Vamos detalhar uma das etapas do produto acima, usando a desigualdade de Holder, teremos

-1

L L % L PT
/ ’vl . 02‘2 ‘UI‘Q(P—I) dr < C </ |Ul . U2|2p dx> </ ’01’217 dI)
0 0 0

2(p—1
< Ol =3 o2

A

Cllot — oI B*r~Y = Cplot —o*|[F.

Generalizando,
1fi(wtpY) = fi(® p*)|? < Coll(0! = v?)? + (" = p*)?||.

Concluimos que

IF(U) = FU|5 < C U= U3,

logo, F é localmente Lipschitz em H.
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Teorema 4.3.1. Assumindo que (4.15) — (4.21) valem, entao sequem os resultados:
(i) Se Uy € H, entdo o problema (4.37) tem uma inica solugdo fraca U(t) € C(|0,00),H) com
U(0) = Uy dada por

t
U@)::éA+BﬁU0+L/ tAE) £ (U (7)) dr.
0

(ii) Se U(t) e U%(t) sdo solugdes fracas do problema (4.37) entdo, temos que existe uma cons-

tante positiva Co = C(U'(0),U?(0)), tal que
IUH (1) = U ()3 < €“TUH(0) = U(0) I3, para 0 <t <T.
(iii) Se Uy € D(A+ B), entao a solugdo fraca é uma solugao forte.

Prova: A ideia desta demostragao é mostar que o operador (A + B) é maximal mondtono
em H. Para iniciarmos, mostraremos que o operador A é maximal mondtono. Seja U(t) =
(v(t),V (t),p(t), P(t),0(t),n) no D(A), temos que para qualquer t > 0,

L 1 0
(AQUM::ZA ﬁdr+QA €' (s) ||nx(s)||>ds < 0,

o que implica que o operador A é um operador mondétono. Além disso, o operador A possui
a propriedade R(Z — A) = H. De fato, seja F' = (f1, f2, f3, f4, f5, %) € H, daf resolvemos o

seguinte sistema U — AU = F para U € D(A). Vamos escrever a equagao em termos de suas

componentes
v-V = fl eV, (4.39)
)
V—&m+ﬁmﬁ—%::ﬁeﬁﬁm, (4.40)
Pl P1 Pl
p—P = f3 €V, (4.41)
P — ép:m: + ﬁ”mx = f4 € L2(07L)7 (442)
[ 7
l 1 [ )
0 — —0p — / £(8)Neu(s)ds + —V, = f° e L?*0,L), (4.43)
P2 P2 Jo P2
n—0-Tn = f° €L*0,L). (4.44)
Multiplicando a equagao (4.44) por (e %) e que 1n(0) = 0, obtemos:
/ n(r)e’ *dr = / O(x)e” *dr — / ns(s) e’ *dr —|—/ f(r)e™ % dr,
0 0 0 0
n(s) = 0O(z)(1—e?) +/ fS(r)e™ % dr. (4.45)
0
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E aplicando (4.39),(4.41) e (4.45) em (4.40), (4.42) e (4.43), respectivamente, resultando as-

sim no seguinta problema:

P1V — QUzg + VBPze + 00, = p1 (fl + f2)v
1p — Bpus +1Bvzw = p (2 + ), (4.46)

P20 — <l + /Ooof(s) (1—e7%) ds) Oz + 0V, =1,

onde
9= /OOO &(s) /OS €TSS (1) drds + 6 f) + paf?.
Definimos uma forma bilinear
a:V?x L*0,L) - R
dada por

L
a((v,p,0), (¢, ¢,0)) = /0 (o109 + 1pd + 1Vepr + B(Y0z — Pa) (Vo — bu) + pabo]da.

Note que, a((v,p, 0), (¢, ¢, o)) é bilinear continua e coerciva, portanto pelo Lema de Lax-Milgran,
o problema eliptico acima, tem uma tnica solucio fraca (v,p,d) € V2 x L?(0,L). Além disso,

segue de (4.45) que

() = (1—e )0+ / S () dr,
N — 0

<1
Hx—l-/ e’ ? fﬁ(v) dr
0

2

H2 , segue que

172 (s)

I

IN

7a(5) 26,2 +2 /0 e 15|12 dr

00 00 00 s 2
[T e s < 2o [Tz [Tew ( / eT—snfﬁ(T)ndT) s,
lo
') s 2
2 6 2 T—s
< 2ol +2 e IO (/0 e dT) s,
< 2 |61 + 2[ £8)13,

Wanzeler, Deiziane Mendes PDM/UFPA



4.3 O Semigrupo 86

o que resulta que n € M. Entao, obtemos
Tn=n—0—fecM

Portanto, U(t) € D(A), que resolve o problema U — AU = F. Logo A é maximal mondtono.

Usando o mesmo método do Teorema 2.2 em Falcdo e outros autores[15] e também por
Barbu[l], sabemos que o operador B é monétono, hemicontinuo e limitado. Portanto, o ope-
rador B é maximal mondtono em H.

Desta analise, sabemos que A + B é um operador maximal monétono em #H, e portanto,
concluimos que o operador A + B gera um semigrupo de contragoes em H, usando o Teorema
de Lummer-Phillips.

Dos resultados acima, concluimos que o problema abstrato de Cauchy admite uma tnica
solucao local dada por

U(t) = eABY, + /0 t et A+B) F(U(s)) ds, (4.47)

definida em um intervalo maximal [0, tpax). Se tymax < 00, entao
Jim [[U(#)]|3 = o0 (4.48)

Usando argumento de contradigdo, vemos que a solucao é global. Seja U(t) uma solugao fraca
com Uy € D(A+ B). Usando o Teorema 6.1.5 em Pazy[10], sabemos que a solucao é uma solucao

forte. Segue de (4.25) que para todo ¢t > 0,
[0, < 46(0) + K, (pois £(t) < £(0)),

que, por argumentos de densidade, ou seja, vale para solugoes fracas. Entdao é uma contradicao
com (4.48) e portanto tyax = 00, isto é, a solugao U(t) é uma solugao global. Dado, T' > 0 e qual-
quer t € (0,7, consideramos duas solugdes fracas U, U? com os dados iniciais U'(0) e U?(0),

respectivamente, de (4.47), teremos
t
U () = U(0) ]3¢ < [l AP U (0) = U(0)) +/ le=IAEEF U (s)) = F(U()))llnds,
0
usando a propriedade da F ser localmente Lipschtz e (4.25), teremos

1T (#) = U@l < [U(0) = U*(0) 132 +/O 1T () = U2(s) 3¢ ds.
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Assim, aplicando a desigualdade de Gronwall, para ¢ € [0, 7], obtemos:
U () = U2 ()]l < “TU(0) = UP(0) |1,

onde Cy = C(U'(0),U?(0)).
Usando o Teorema 6.1.5 em Pazy[10], obtemos que quaisquer solugbes fracas com dados em

D(A + B) sao fortes.

Observagao 4.3.1. Com a boa colocacao do problema (4.37) dada pelo Teorema 4.3.1, o operador

solugdo S(t) : H — H definido por
St)Uy=U(t), t>0,
onde U(t) € a dnica solugao do problema (4.37), satisfaz as propriedades de semigrupo
S0)=1 e S{t+s)=5(t)oS(s), t,s>0,

e define um Cy-semigrupo nao linear, € localmente Lipschtz continuo em H. Estudaremos a

dinamica do problema (4.37) através do sistema dinamico (H,S(t)).

4.4 Atrator Global

Nesta segao, mostraremos a existéncia do atrator global e sua dimensao fractal para o problema
(4.9) — (4.14).
Inicialmente, precisamos de algumas teorias béasicas sobre o atrator global, para tal, nos ba-
seamos nos seguintes autores Chueshov e Lasiecka[34,35], Hale[36] e Robinson[37].
Seja (H,S(t)) um sistema dinamico dado por um semigrupo fortemente continuo S(t) no
espaco de Banach H. Um conjunto compacto A C H é chamado de atrator global do semigrupo
S(t) se A é estritamente invariante em relacao a S(t), isto é, S(t)A = A para todo t > 0, e A

atrai qualquer conjunto limitado B, de forma que
lim disty(S(t)B,.A) =0,
t—o0

onde distyg é a semidistancia de Hausdorff em H.

Seja N o conjunto de pontos estaciondrios de S(t), isto é

N:={yeH; S{t)y=y, Vt > 0}.
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Entao a variedade instdvel My (N) é a familia de y € H tal que existe uma trajetéria completa

u(t) satisfazendo

w(0) =y, lim dist(u(t),N)=0.

t——o00
Para dar suporte aos nossos resultados, usaremos o seguinte teorema, que pode ser encontrado

em Chueshov e Lasiecka[35](Corolario 7.5.7).

Teorema 4.4.1. Assumindo que o sistema dinamico (H,S(t)) € um sistema gradiente assinto-

ticamente regular, com o correspondente funcional de Lyapunov denotado por ®. Suponha que
O(S(t)z) » 00 se e somente se ||z||lg — oo,

e que o conjunto de pontos estaciondrios N € limitado. Entio o sistema (H,S(t)) possui um

atrator global compacto caracterizado por A = M (N).

Dado um conjunto compacto M no espaco métrico H, a dimensao fractal de M é definida por
Inn(M,e)
In(1/e) ’

onde n(M,e) é o niimero minimo de bolas fechadas de raio £ que cobrem M.

dim?M = lim sup
e—0

Sejam X,Y espacos de Banach reflexivos com X compactamente imerso em Y e denotamos

H = X x Y. Considere o sistema dinamico (H, S(t)) dado por um operador de evolugao
St)Uy = (u,ur), Up= (u(0),u(0)) € H, (4.49)
onde a funcao u tem regularidade
ue CRY;X)NCHRT;Y). (4.50)

O sistema dinamico (H, S(t)) é quasi-estdvel no conjunto B C H se existe uma seminorma
compacta nx em X e as fungoes escalares nao negativas a(t) e c(t), localmente limitadas em

[0,00), e b(t) € L*(R) com Jim b(t) = 0, tal que,
— 00

ISOUT = SOU?|IF < a(t) |U* = U2, (4.51)
ISMOUY = SOUZ|IF < b(t) U = U7 + c(t) Oggt[nx(ul(S) —u? ()P, (4.52)

para qualquer U!,U? € B. A desigualdade (4.52) é chamada de desigualdade de estabilizacao.
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Teorema 4.4.2. Seja o sistema dindmico (H,S(t)) dado por (4.49) e satisfazendo (4.50). Se
o sistema (H,S(t)) € quasiestdvel em todo conjunto limitado positivamente invariante B C H,

entao o sistema dinamico (H,S(t)) € assintoticamente regular.

Prova: Ver ([35], Teorema 7.9.4)
Podemos encontrar o seguinte Teorema em Hale[36](Teorema 2.4.6) e em Chueshov Lasi-

ecka[35](Corolério 7.5.7).

Teorema 4.4.3. Assumindo que o sistema dinamico (H,S(t)) € assintoticamente regular e
gradiente com o funcional de Lyapunov ®. Assumindo também:

(i) ® é ndo crescente em qualquer subconjunto limitado de H;

(i1) o conjunto ®r = {U| ®(U) < T} € limitado em todo R;

(ii1) o conjunto de pontos estaciondrios N é limitado.

Entao o sistema dinamico (H,S(t)) possui um atrator global compacto caracterizado por

A = M, ().

Por outro lado, quase-estabilidade também implica que atratores globais tém dimensao fractal

finita. O seguinte Teorema pode ser encontrado em Chueshov Lasiecka[35](Teorema 7.9.6).

Teorema 4.4.4. Seja o sistema dindmico (H,S(t)) dado por (4.49) e satisfazendo (4.50). Se
(H,S(t)) possui um atrator global A e é quasi-estdvel em A, entdo o atrator A possui dimensdo

fractal finita.

4.5 Atrator Global e sua Dimensao Fractal

Nesta subsecao, vamos provar a existéncia de um atrator global. Seja o principal resultado:

Teorema 4.5.1. Assumindo as hipdteses (4.15) — (4.21) verdadeiras. Entao o sistema dindmico
(H,S(t)) gerado pelo problema (4.9) — (4.14) possui um atrator global compacto A, com dimensao
fractal finita, caracterizado por

A =My (N)7
onde N é o conjunto de pontos estaciondrios de S(t) e My (N) é a variedade instdvel de N.

Neste momento, usaremos o Teorema 4.4.3 para provar o Teorema 4.5.1, e dividiremos em

duas partes.
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4.5.1 Sistema gradiente e solugoes estacionarias

Um sistema dinamico (H,S(t)) é chamado um sistema gradiente se possui um funcional de
Lyapunov estrito. Mais precisamente, um funcional ® : H — R é um funcao de Lyapunov estrito
para um sistema (H, S(t)) se,

(i) t — ®(S(t)z) é nao crescente para cada z € H;

(ii) Se ®(S(t)z) = ®(z) para alguns z € H e para todo t > 0, entdo z é um ponto estacionario
de S(t), isto é, S(t)z = z.

Dal, para tal estrutura precisamos do seguinte Lema.

Lema 4.5.1. O sistema dinamico (H,S(t)) correspondente ao problema (4.9) — (4.14) € gradi-

ente.

Prova: Seja a energia modificada £(t) definida em (4.23) como um funcional de Lyapunov ®.
Entao para U = (vg, v1, po, p1, 0o, M) € H, obtemos de (4.24) que para todo ¢t > 0,

d

2 p(s(0)0) = - / 02 a1 L / €(5) lme()|I” ds — / (91 (ve) vt + g2(p2) pr) dr < 0, (4.53)

o que resulta ®(S(¢)U) é nao crescente. Agora, suponhamos que ®(S(¢)U) = ®(U) para todo

t > 0, entao teremos,

0 = B(S(HU) - B(U)

t oL 1 [t [ t oL
— —l/ / 493: dxds + 2/ / £(s) ||7736(5)H2 dxds — / / (g1 (ve)ve + g2(pr)pe) dzds < 0,
0o Jo o Jo o Jo

implicando que, para qualquer ¢ > 0,

L L
/ g1(v) veder =0 e / 92(pt) prdx =0, (4.54)
0 0
€
Lo 1/~ 2 5.
L[ o g [T IR ds =0, (4.55)

Usando (4.19), podemos concluir de (4.54) que para qualquer ¢ > 0,
v(t) =0, pe(t) =0, em (0,L),
que resulta para todo t > 0,

v(t) = vo, p(t) = po.
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Notemos que os termos do lado direito de (4.55) sdo nao negativos, dai teremos para todo t > 0,

/OO €' (s) In=(s)* ds = 0.
0

Usando a seguinte condigao &’(s) + p&(s) < 0, sabemos que para t > 0,

n(z,s) =0.

Portanto, segue da equacao (4.12) que 6(¢t) =0 .
Isso nos da que S(t)Uy = U(t) = (v, 0, po, 0,0,0) é uma solugao estacionaria, isto é, S(¢)Uy =
Uy para todo t > 0. A prova esta completa. ]

Lema 4.5.2. Com as hipdteses do Teorema 4.5.1, o conjunto de pontos de equilibrio N € limitado

em H.

Prova: Seja U € N existe uma solugao estaciondria do problema (4.9) — (4.14), sabemos que

U= (v,0,p,0,0,0) e satisfaz as seguintes equagoes:

—QUgzy + ’Yﬁpmﬁ + fl(vvp) = hq,

_ﬁpwx + 'YB'Umz + fz(’U,p) = ha. (456)

Multiplicando a primeira equagao do sistema (4.56) por v e a segunda por p, respectivamente, e

integrando o resultado em (0, L), obtemos:

L L L L
| @t syde =206 [Cvpedo = [ (he)o+ falo)p) ot [ ot hapde (0
0 0 0 0

tendo em mente que:
(1) a = a1 +v°8;
(2) B (v +pz)? = BY*03 — 2vBvaps + Bp3,

assim, reescrevemos (/) da seguinte maneira:
L L L
/ [1 v2 + B (Yvg + pe)?] dx = —/ f(v,p)vdz —I—/ (hiv + hap)dz,
0 0 0
Usando (4.15) — (4.16) e (4.32), obtemos

L
—/ (fi(v,p)v + fo(v,p)p) dz < Lmp + (oL* + 2v%0L?)|Jvg||* + 20L%||yvs + pal|*-
0
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Usando as desigualdades de Poincaré e Young, teremos:

L L L2 ) ay )
hivde < [ |ha| Llvg| do < —|[ha]]” + —[lve||”, (1)
0 0 (65) 4

IN

L L
/rh2\L|pxdx§/ (hal L (| + yos — pol) da
0 0

L
/ ho pdx
0

IN

L L
/ 'yL|h2Hvx|dx+/ L |ho| |yvg — po| dx

0 0
L? B v2L? ai
Rl + Syve — el + —— 2| + —|jva|?,  (III
Ll + S, = pel + T ol + e, (111
onde,

|Dz| = |7V — Yvz + Pzl = |7V — (V02 — p2)| < |yve| + [7ve — Pel.

Somando as desigualdades (II) e ([II), teremos:

L2 ’YZLQ L2
— holl® + —|lha %
75+ ) el + ]

Aplicando os resultados acima na igualdade (I), obtemos

L p 2, M 2
(hlv+h2p) dx < 5“7”90_]790” +7HUJ?|| +
0

1 B a1 L? L?  ~%L?
o == — )P+ —w? <L “hl?+ (=5 ha|)?
10 = Floe = pall + Fleel” < L+ il + 55+ 70 ) s

0 que mostra que o conjunto N é limitado em H. A prova deste Lema estd completa.

4.5.2 Quase-estabilidade

Nesta subsecao, vamos estabelecer a quase-estabilidade do semigrupo gerado pela solugao global

do problema (4.9) — (4.14).

Lema 4.5.3. Assumindo que (4.15) — (4.21) sao verdadeiras. Dado um conjunto limitado B de

H, entao existem constantes vyy,bg > 0 e Cp > 0 tal que
t
IS@U = S@U? |3, < boe PHUT = U[I3, + CB/ e ([[olf3, + IIpl3,) ds,  (4.57)
0

onde S(H)U" = (v', v}, pt, pi, 0, n') € a solugdo fraca do problema (4.9) —(4.14) com as respectivas

condigoes iniciais U em B, 1 =1,2.
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Prova: Para qualquer (vé, vll',pf),p"l, 96, 776) € B, i =1, 2, onde o conjunto B é um subconjunto
limitado de H. Seja U'(t) = (v*, v}, p’, pt, 0%, n%), com i = 1,2, duas solucdes que correspondem

aos respectivos dados iniciais (1)6, vt pf), p"l, 96, 776). Denotamos
fu:vl—vQ, p:pl—pQ, 9:91—92, 77::771—7727
Gi(vr) = g1(vf) — 91(07), Ga(pr) = ga(py) — g2(p}), F(v,p) = f(v',p") — f(0%,p),

entdo (v,v,p, pr, 0,7n) satisfazem

P1Vtt — QUzz + YBPzz + 002 = —F1(v,p) — G1(vr), (4.58)
1t — BPaa + VBVze = —F2(v,p) — Ga(vr), (4.59)
b~ 10,0 [ E(5) ua(s) ds + 001z =0, (4.60)

0 ne+ns =0, (4.61)

com a condicao de fronteira e condicGes iniciais
Ul(o) - U2(0) = (UO) U1, Po, P1, 907 770)

A energia correspondente E(t) para (4.58) — (4.61) é a mesma que (4.22). A prova deste Lema

sera dividida nas seguintes etapas.

ETAPA 1: Primeiramente, afirmamos que existe uma constante positiva Cp tal que para

qualquer ¢ > 0,
L L L
E'(t) < —l/ 9920d:c—ml/ de;v—mQ/ p?dx
0 2 Jo 2 Jo
1 o
+ 2/0 €' () [lna(s)|* ds + Cp(|[v[I3, + [Ip[13,)- (4.62)

Para provar, vamos multiplicar as equagoes (4.58) — (4.60) por v, p; e 6, respectivamente, inte-

grando o resultado em (0, L) e usando (4.61) para concluir que
L 1 o0 L
E'(t) = — / 62 dx + 2/ ' (s) |ne(s)||* ds — / (F1(v,p)ve + Fi(v,p)pt) dx
0 0 0
L

- / (G1(ve)ve + Gao(ve)p) dav. (4.63)

0
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Aplicando o Teorema do Valor Médio, usando (4.17), e as desigualdades de Holder e Young,

obtemos:
L L
| R@pude = TR0 - 5075 v do
0 0

L
— /0 £'(0,) (o] + [p)lve] da

<af S P 92 P ) (o] + Dl do

< (o'l + 1171, + 0 15, + 1715, (lollap + pll0) e

+ (ol + llpl) flel

< Cg ([vll2p + Ipll2p) el

< Cu (ol + Ipl3,) + 5 el (4.64)

pois, usando a desigualdade de Holder generalizada, teremos,

L et Loy = L % Lo e
[ el + ol e < (/ |v|d:c) (/ <\vr+|p\>dzv) (/ ol dx)
0 0 0 0
1
< 1RME (ol + pllv) el
——
<Cgp
p—1 1 D
d Py
onde, % +2p+2p
Analogamente, segue que
L 2 2 ma 2
[ Fao.ppnds < Cu(101B, + Ip1) + 53 el (4.65)

Segue de (4.19) que
L L
/ Gi(v)vpdx = / [9(v}) = g(v?)] ve dx
0 0
L
= / g (v) vy dz
0

L
> ml/ v?:mlet\F, (4.66)
0
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L
Ga(vt) ve da > mg/ v? = moljve|?. (4.67)
0

Agora, substituindo (4.64) — (4.67) em (4.63), entao obtemos a estimativa desejada (4.62).

ETAPA 2: Seja o seguinte funcional

L L
F(t) = pl/ VU dx—l—u/ pep de, (4.68)
0 0
satisfazendo
L L L L 5 (L
Ft) < 2p1/ |Ut\2d:(:—a1/ |U$’2d$+2M/ ]ptlzda:—ﬁ/ ]'yvx—p;U]de—i—/ vz |? da
0 0 0 0 2 Jo
5 L
+ 5 [ 0P o+ Ca (10l + 1B, (169)

Multiplicando as equagoes (4.58) — (4.59) por v e p, respectivamente, integrando o resultado em

(0, L), obtemos
L L L
pl/ vttvdl‘—a/ vmvdaz+'yﬁ/ pmvdw+5/ Or,vdr = —/ Fi(v,p)vdz
0 0
/ G1(vp)vde, (4.70)

L L
u/ pttpda:—ﬁ/ pmpdervﬁ/ Vggpdr = —/ Fz(vvp)pdar—/ Ga(py)pdx. (4.71)
0 0 0

Dai, usando integracao por partes e substituindo as identidades vyv = %vtv —v? e pup =

%ptp — p? em (4.70) — (4.71), respectivamente, obtemos

d L L L
dt'ol/ Utvdx—pl/ vtdx—i-ozl/ v dx—l—’yQB/ v dm—’yﬂ/ vxpwd:v+(5/ 0, vdx

/Flvpvdx—/ G1(v)vde, (4.72)

L L
dt / pepdr — p /0 D; dm—ﬁ/ Do (Y0 — px)da:——/o Fg(v,p)pdx—/o Ga(py)pdx. (4.73)
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Somando as equagoes (4.72) e (4.73),

d L L L L
o (pl/ vtvdx—i—,u/ ptpd:::> —p1/ vfda:—al/ v da:+,u/ ptdx—l—é Hvxda:
0 0 0

L
B /0 00 — pof? da — /0 (i (v, p)o + Fa(v, p)p) da — /0 (Gi(o)o + Galpe)p)de.  (474)

Usando (4.17) e as desigualdades de Holder e Young, nas seguintes integrais, teremos:

L L
/ Fi(v,p)vde = / ! pY) — (02,07 vda
0 0
2 2 2 2 2 2 2 2
< Crllot 12272 + o212 4 I 22 + 1222 (o llap + plzp) [1oll2p
+ O (Jollap + [Pll2) [oll2
<

B (0113, + [Ipl3,), (4.75)

onde usamos a desigualdade de Holder generalizada:

c </OL |v1|dx>2gp2 (/OL(|U|+|pI)d:c>21p (/0L|U|d;g>2lp

IN

L
/O P (o] + o)) [o] da

2p—2
< vtz (lollzp + [12ll20) 0ll2ps
;v_/
<Cp
-2 1
sabendo que, p2p % + 2% =1.
Analogamente, teremos
L
| Bato.pywde < Co (Il + ol (4.76)
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Usando a hipétese G2, obtemos:

L L
/ Gi(v)vdr = / 01(0}) — g1 (D)o da
0 0
_ / 00} — g1 (2]
0

(Utl _”?) ~——

L
= /g’l(vtl)vtvdac
0 S~
(4.19)

L
< M/ v v dx
0

L bt L 3 L 2
</ M?p dm) (/ |Ut2d£L') (/ ] d:c)
0 0 0

-1
< MY vl fvll2p

IN

< il + Cullvl3,, (4.77)

L
/ Ga(pe) pdz < pllpe])? + Cullpl, (4.78)
0

Segue da desigualdade de Young que:

L 5 L 5 L
5/ O v, dr < / |0|2dx+/ vz |* da. (4.79)
0 2 Jo 2 Jo

Substituindo (4.75) — (4.79) na equagao (4.74), obtemos:

d L L L L L
pr (pl/ vtvdac—l—u/ ptpd:c> Spl/ vtzdac—al/ U%d@'%-u/ p?dx
0 0 0 0 0

L L 5 L
= [ 17ve = pul? o+ (ol + pl,) + o1 |l + Calllf,+ 5 [ 10 da
0 0

0 L 2 L 2
to [ lwaltdetp | ip]"de.
0 0
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Assim, teremos o resultaddo procurado
L L L L
Ft) < 2,01/ |vt\2dx—a1/ |Um]2d:):—|—2u/ ptIde—ﬁ/ Vv — pa|? da
0 0 0 0

4 L 2 J L 2 2 2
+ g [ P [ 0P e+ Collol, + lplE,).

ETAPA 3: Seja o funcional

1 L
6(t) = oo | 10 dz, (4.80)
0

que satisfaz

d L L L L
-9 < —z/ |9x]2da:+6|]77|]3\4+l005/ \9x|2d:1:+65/ \Ut|2d:c+505/ |0,* d. (4.81)
0 0 0 0

Para mostrar os resultados acima, vamos multiplicar a equacao (4.60) por 6 e integrando em

(0, L), resultando

L L L 00 L
,02/ 0.0 dx — l/ 0320 dx — / / E(8)Nax(s) O dxds + 5/ Vgt O dx = 0, (4.82)
0 0 0 0 0

fazendo a integracao por partes, teremos,

1d ) L 00 L L
Sz / 16 da:+l/ |9x]dx—/ &(s) / Nez () 0 dz ds—é/ vy dr =0, (4.83)
0 0 0

I

1 - [e (/Oan<s>edx)ds=/0°°§<s> (/OL%(s)exdz)ds

onde

< /mas)(/ ma(s |2+c/ 0. dr) s
< //5 e |2dxds+loC/ 10,2 da
<

i3 + 1o C. / 10,2 du
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Substituindo I em (4.83), teremos:

1 L
dpg/ |0|2dx<—l/ |0|d1:+e||n||M+lgC/ |0, |2d$—|—65/ |vt|2d:c—|—5C/ |0, da.

2dt

ETAPA 4: Seja o funcional

L L
H(t) Zpl/ v (yv — p) dfv+w/ pe(yv — p) de, (4.84)
0 0
satisfazendo
d L L L
L) < 02/ \Ut|2d$—03/ |pt|2dx+ale/ 02 da
dt 0 0 0

L L
+ 0406/0 \’yvz—pz\zdx+f5/0 0 dz + Cr(|[v]l3, + IplI3,).  (4.85)

Para mostrar tais resultados, vamos multiplicar a equagao (4.58) por (yv — p):
L L L L
p1 / vu(yv —p)de — o / gz (Y0 — p) do — v2ﬁ/ gz (Y0 — p) da + 'yﬁ/ Paz(yv — p) dx
0 0 0 0

L L L
+(5/0 Ox(yv —p)dx = —/0 Fi(v,p) (yv — p) dx — /0 Gi(v) (yv — p) de. (4.86)

Dal, integrando por partes (4.86):
L L L
p1 / va(yv —p)dz + a1 / Ve (VU2 — pa) d — vﬁ/ (Yo =P) (Y0 = P)aa d
0 0 0

L L L
—5/0 0 (yv—p)ydex = —/0 Fi(v,p) (yv — p) dx — /0 Gi(v) (yv — p) de. (4.87)

Agora, usando a equagao (4.59), obtemos:

By = P)ax = —upu- (4.88)

d
Substituindo (4.88) e a identidade —

gt = p)] = vie(yv = p) +vi(yv — p)e na equagao (4.87),

para obter

L

d L L L
ve(yv —p)dz — p1 / ve(yv — prde + an / Vg (YO — pr) d + w/ pie(yv — p) dax
0 0 0

dt Jo
L L L
- (5/0 O(yv —p)gdz = —/0 Fi(v,p) (yv —p)dx — /0 G1(vt) (yv — p) dz. (4.89)

P1
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Usando a identidade

%[pt(vv — )l =pulyv —p) +p(yv —pe.

Assim, usando a identidade acima em (4.89), teremos
d L d L L
dtﬂl/ vi(yv —p)dz + dtw/ pe(yv —p)dr = pl/ vi(yv = p)i da
0 0 0
L L L
+w/0 pe(yv —plrde — /0 vz (Y02 — pr) d + 5/0 0(yve — px) dx

L L
— / Fi(v,p) (yv — p)dz — / G1(ve)(yv — p)dez. (4.90)
0 0

Na sequéncia, vamos detalhar algumas integrais da igualdade (4.90):

L L
p1 / ”t('YU_p)tdx‘i"Y,UJ/ pi(yv —p)ede
0 0
L L L L
= pn/ Ivt\de—pl/ vtptdw+72u/ ptvtdaz—w/ Ipe|? d
0 0 0 0
L L L
= pw/ Ivt\QdﬂerC/ vtptd:t—w/ pe|* dz:
0 0 0

L L L L
< ,017/ |’Ut|2dl‘+6 C/ pt|2dx—|—CEC/ |vt|2 da:—'yu/ \pt|2d:1:, (4.91)
0 0 0 0

onde C = ~%u — p1 > 0.

L L L
§ | O(yvy —pg)de < (56/ |9\2d:u+506/ Iyve — pa|? da; (4.92)
0 0 0
L L L
—al/ Ve (Y0 — pr)dz < ea1/ vz |* d 4+ o CE/ Ve — pe|? da; (4.93)
0 0 0
L L L
- [(R@n =i = = [ Repvdes [ < Callol, + o) 09
L
—/0 Gi(v)(yw —p)dz < pul|vel|* + O [[oll3, + pllpel* + C1 [[pl13,. (4.95)

Dai substituindo (4.91) — (4.95) na equagao (4.90), obtemos:

d L d L L L
m/ vr(yv — p) dx + w/ pe(yv —p)dz < m/ ve|* dz + € 0/ pe|* da
dt 0 dt 0 0 0

L L L L
—i—CEC/ |Ut2d:n—’yu/ ]pt|2dx+eoz1/ ]vz\de—i—al CE/ \’yvx—pz\gdac
0 0 0 0

L L
b / 02 d + 5 C. / s — pal? dz + prlloel® + pllpell? + Ca(lollZ, + Ipl3,).
0 0
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Organizando a equacao acima, teremos

d Loy Loy Lo L 2
—H(t) < Co lv¢|* dx — C3 Ipe|“ dx + € ay [Ve|* d 4 C4Ce |YVe — pz|* da
0 0 0 0

dt
L 2 2 2
—%664 62 d + C(|Jol3, + p13,)-

onde Ca(e) = p1y + C.C + p1, C3(€) =y —eC — p, Cqy = ag + 0. E concluimos esta etapa.

ETAPA 5: Seja o funcional

L
T(t) = —pglo/o 0n(s)dx, (4.96)

satisfazendo

d P2 Lo . ! Lo
e < —zo/ ) dx—i—élgCE/ o] dx—lo/ 10,2 dz
2 " Jo 0 27 Jo

+ ColllBu =200 [ € nalP s (497)

oo
Para mostrar tais resultados, vamos multiplicar a equagao (4.60) por —/ £(s)n(s)ds:
0

—p2 /OOO £(s) (/OL 0, 1(s) dx) ds +1 /Ooo £(s) /OL Opz 1(s) dzds — & /OOO £(s) /OL Vg () dads
- /OL </OOO £(8)Nwa ds> (/Ooo £(s)n ds> dx = 0. (4.98)

Usando a identidade %(9 n) = 6 n + 0 na equagdo (4.98), teremos:

- <P2 | e /OLendxds) —n [ € /OLWs) dads =1 [ e(o /OL b 1(s) dads

11 12
4

+6 /0 Zes) /0 ' Vet () dwds — /0 ' ( /0 . ds> < /0 h g(s)nds) dz . (4.99)
I3

I
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Calculando I —

I = / /em dwds-—/ooof(s) <—/OL9nS(s)dx+/OL|0|2dx>ds
= / £(s)ns(s) (/ 9dx>ds—/oo s)</OL|9\2dx>ds

( 9d:c> ds—lo |0\2dx

$)m
L
= / £ (s) </ n(s 9dm> ds—lo/ 0|? dz, usando Poincaré e Young
0 0

< ;/ <c/ 72(s y2d:c) s/ </ \912@:) dslo/ 0|2 dx
0
l

< & / &()llme(s)||? ds + / 6 dx — Iy / 02 di

2 Jo 2 Jo 0

C (o) l L
< -Q [ Ol Pas- [ R

0 0

o=t [Ce ([t as =t [Teo) ([ oot ) as
e (;/ijﬁdﬁi/jnx<s>|2dx) ds

L /Lw 2dz+ L2
20 ) x X 277/\/1

b= e ([ rntoras) =5 [“eto ([“unionas)as
/ < /|vt|2dx+e/ 12(s |2dx>

5l 06/ |2 da + 8 e [|n]|34-
0

L = /(/5 77md$)</§ nds>da:
- </5 ) ([ <s>/0 0u(5) () s

< loHUHM-

IN

IA

IN

IA
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Substituindo Iy, I, I3 e Iy em (4.99), teremos (4.97).

Etapa 6: Definimos o funcional de Lyapunov L(¢) por:
L(t) = NE(t)+ N1F(t) + NaG(t) + H(t) + N3T(t), (4.100)
entao, podemos mostrar que existem as constantes positivas k; e ko tal que
k1 E(t) < L(t) < ko E(t). (4.101)
De fato, seja
|L(t) — NE(t)| = |[N1F(t) + NaG(t) + H(t) + N3T (t)| < koE(t).

Entao, obtemos (4.101) com ky = N — kg e ke = N + kg, escolhendo ko > 0 tal que N — kg > 0.
Usando a derivada em relagao a t de (4.100), usando os resultados (4.63), (4.69), (4.81), (4.85)

e (4.97) para qualquer ¢t > 0, dai,

L
E,(t) S - [N% - 2p1N1 - 65N2 - CQ - 5ZOC€N3} / |’Ut|2 dx
0
— |IN —CNy+ —N3 02" dx — || a1 — = ) N1 — e |vg|* dx
L 2 0 2 0
my L , L ,
- N? — 2Ny + 03] / lpe|* dx — [BN1 — 0405]/ [Yve — pe|” da
L 0 0
[0 P2 L 2 1 P2 < 2
— | ==Nj — de+lp== N3 |0|“dx + | =N — —=CyN3 &'(s) In(s)]|* ds
2 2 ) 2 T 2 )
+ (eNy + C5N3)|Inll34 + Ca ([[v]3, + lIpll3,)- (4.102)

Tomando € suficientemente pequeno, podemos escolher uma constante N suficientemente grande,
de forma que

ll
N% — (p1 + C)Ni — 6Ny — Cy — §lgCeNy > 0, IN — C Ny + -

1 P2
5 3>0 e 9 200 3 >0,

m
N72 — 2uNy + C3 > 0.
Entao, dos resultados acima, podemos concluir que existe uma constante Ny > 0 e uma constante

Cp, dependendo de B, tal que

£/(t) < —No E() + Cg (0ll3, + [1pl13,). (4.103)
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Usando (4.101), teremos

No,

- b Nog), o 2
L(t) < L) B+ Cp /0 e T ()2, + [1p]2,) ds.

Novamente por (4.101), obtemos

ka %y ! — 20 (t—s) 2 2
E(t)ék—lE(O)e R +CB/O e B T (llvllzp + lpllzp) ds. (4.104)

Portanto, renomeando a constante, obtemos (4.57), o que completa a prova.

Lema 4.5.4. O sistema dinamico (H,S(t)) € quasi-estdvel em qualquer conjunto limitado e

positivamente invariante B C H.

Prova: Uma vez que o sistema dinamico (#,S(t)) é definido como operador de solucao do
problema (4.37), conclufmos que (4.49) — (4.50) é vélido para X = [V]?, Y = L%*(0,L) x M.
Além disso, da parte (ii) do Teorema 4.3.1, sabemos que a condigao (4.51) também é verdadeira.

Seja B C H um conjunto limitado e positivamente invariante com relaciao a S(t). Seja S(t)U* =
(v?, i, pt, pi, 0%, n') a solucdo do problema (4.9) — (4.14) com as respectivas condigoes iniciais U*

em B, i =1,2. Definimos a seminorma

nx(v,p) = ”vH%p + ||pH%p7

onde (v,p) = (v! — v2,p! — p?). Usando a imersdo compacta H' << L, temos que nx(.) é

uma norma de X. De (4.57), teremos
ISU = SOU[F, < b(t) IUT — UZ|IF, + c(t) Oiugt[nx(v(éi) —p(s)*,
onde

t
b(t) = boe ", c(t) = Cp / 109 ds. £ > 0.
0

Dali,
b(t) € LY(R") e lim b(t) = 0.

t—o00

Como B ¢ limitado, sabemos que ¢(t) ¢ localmente limitado em [0, c0). Portanto a inequacao da
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estabilizabilidade (4.52) é vélida, isto é, o sistema dinamico (#, S(t)) é quasi-estavel em qualquer

conjunto limitado positivamente invariante B C H. A prova esta completa.

Prova do Teorema 4.5.1: Do Teorema 4.4.2 e do Lema 4.5.4, concluimos o sistema dinamico

(H,S(t)) é assintoticamente regular.
Para qualquer R > 0, o conjunto ®p = {U € H| ®(U) < R}, segue de (4.25) que para
qualquer U(t) € ®p,

IU®1F < 42(U1) + 4K < 4(R + K),

resultando que o conjunto ®x é limitado.

Entao, usando o Lema 4.5.2 e o Teorema 4.4.3 obtemos que o problema (4.9) — (4.14) tem um
atrator global compacto dado por 2 = M (N).

Além disso, do Lema 4.5.4, o sistema dinamico (#, S(t)) é quasi-estdavel no atrator 2, entao,

usando o Teorema 4.4.4, segue que o atrator 2 tem dimenséo fractal finita. A prova esta completa.

4.5.3 Atrator Exponencial

Nesta secao teremos o resultado quanto a existéncia do atrator exponencial, dado pelo teorema

abaixo:

Teorema 4.5.2. Assumindo que (4.15) — (4.21) sao vdlidas. Entao o sistema dinamico (H,S(t))
possui um atrator exponencial generalizado. Mais precisamente, para qualquer ¢ € (0,1), temos
que existe um atrator exponencial generalizado ey, s C H, com dimensao fractal finita em

espaco extendido H_s (ﬁ,(; D H), definido como interpolagdo de
Ho:=H, e H_y:=[L*0,L) x H 1(0,L)]> x H'(0,L) x My,
onde Mo = LZ(R*, L*(0, L)).

Antes de provarmos o teorema acima, precisamos apresentar uma teoria bésica para caracte-

rizar o atrator exponencial.

Definicao 4.5.1. Um atrator global exponencial de um sistema dinamico (X,S(t)) € um con-

Junto compacto Aczp C X, que satisfaz as sequintes propriedades:
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(i) Possui dimensao fractal finita;

(ii) E positivamente invariante;

(iii) Atrai exponencialmente rapido as trajetérias de qualquer conjunto limitado de dados inici-
ais, isto €, para qualquer conjunto limitado B C X, existem constantes positivas tg, Cp e vB

tal que para todo t > tg.

disty (S(t) B, Aezp) = sup disty (S(t)z, Uezp) < Cpexp(—yp(t —tB)).
T€B

Usaremos o seguinte teorema para provar o Teorema 4.5.2, o qual pode ser encontrado em

Chueshov e Lasiecka [35, Teorema 7.9.9)].

Teorema 4.5.3. Seja (H,S(t)) um sistema dindmico satisfazendo (4.49) e (4.50) e quasi-estdvel
em algum conjunto absorvente limitado B. Além disso, suponha que existe um espacgo extendido

HDOH tal que, para qualquer T > 0,
[S(t1)y — S(t2)yllz < Carlts —t2|?, t1,t2 €[0,T], y € B, (4.105)

onde Cpr >0 ey € (0,1] sdo constantes. Entdo o sistema dinamico (H,S(t)) possui um atrator

exponencial generalizado ey, C H com dimensao fractal finita em H.

Prova do Teorema 4.5.2. Seja o conjunto

B ={U e H| ®U) < R},

onde R > 0 e ® é o funcional de Lyapunov estrito considerado no Lema 5.5.1. Entao, temos que
o conjunto B ¢é limitado, note que, para todo R > 0, dado U(0) € B, existe uma tnica solucao
U € C([0,00),H) tal que U(t) = S(t)U(0) e como ® é um funcional de Lyapunov, teremos
que ®(U(t)) < ®(Uy), para todo t > 0, isto é, ®(U(t)) < ®(Up) < R, o que resulta que B é
positivamente invariante para todo R > 0.

Entao temos que B é um conjunto absorvente positivamente invariante para R suficientemente
grande. Portanto, o sistema (H, S(t)) é quasi-estavel em B.

Para a solugao U(t) com dado inicial y = U(0) € B, podemos concluir da invariancia positiva

de B que existe Cy > 0 tal que para qualquer 0 <t < T,

10z, < Cw,

l#7_,
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o que resulta para qualquer 0 < t1 <t < T,

to
< [ W), dr < Caltn — . (4100
t

1

s - Sl , = [ virrar i

Segue de (4.106) que para qualquer y € B, a aplicacao t — S(t)y é Holder continua no espaco
extendido H com expoente § = 1. Portanto, (4.105) ¢é verificado e entdo obtemos a existéncia de
um atrator exponencial generalizado, cuja dimensao fractal é finita em Ho1.

A existéncia atrator exponencial no espaco extendido 7—~£_5 com (0,1), segue, tendo em mente
a seguinte cadeia de inclusoes

fH:’HoCﬁ_(sCﬁf1

Podemos escolher espacos extendidos menores. De fato, tendo 7/-[7) C Hoq continuamente, seja

0 € (0,1), usando a desigualdade de interpolacao, teremos
Ulls, < CIVIE VI, < Ch ol
Em particular,
IS(t)U = S(t2)Ull 7, < C5° [1S(t)U — S(t)U g -
Entao, a desigualdade acima, combinada a resultados anteriores, resulta
ISE)U = S(t2)U|lz , < Cplti —t2]’, 0<t1 <ty <T.

Isto mostra que ¢t — S(t)U é Holder continua no espago extendido H_s. Entdo a existéncia do
atrator exponencial generalizado com dimensao finita em ﬁ_g esta provada, usando novamente

o Teorema 4.5.3. A prova esta completa.
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Capitulo 5

Sistema Piezoelétrico com a Lei de Coleman
- Gurtin 2

Neste capitulo estudaremos a existéncia de um atrator global que possui dimensao fractal
finita, para o sistema Piezoelétrico com lei térmica Coleman - Gurtin. Para alcancarmos nosso

objetivo usaremos a técnica desenvolvida por Chueshov e Lasiecka.

P1VI — Qg + VBPaz + 605 + fi(v,p) = k1, em (0,L) x RY (5.1)

HPtt — Bz + 75”38;18 + g(pt) + f2(v7p) = hy, em (07 L) x RT (52)

(e 9]

1_
p20; — ( OQ) Ope — @2 9(8) Ozz(t —5)ds + vy, =0, em (0,L) x R (5.3)
B1 B1 Jo

onde as constantes p1, pa2, 1, 0,7, 3, 81,0 e az € (0,1) sdo positivas. As fungoes g1(v) e ga2(pe)

sao mecanismos de dissipacdo nao lineares, as fungoes fi(v,p) e fa(v,p) representam termos

nao linear de forca, e os termos hy, he € L?(0, L) sdo forgas externas e seja a relagio
_ 2
a=a+7°B,

sejam as condicoes iniciais dadas por

(v(z,0),p(2,0),0(z,0)) = (vo(2), po(), bo(x))
(ve(2,0),pe(,0)) = (v1(x), pr(2)), O(=5)]s>0 = Vo(s), = € (0, L), (5:4)

e condicoes de fronteira dadas por

U(Ovt) = Oé’Um(L,t) - ’Yﬁpx(Lvt) :p(O,t) = px(L7t) - PYUm(Lvt) = O, vt > 07 (5'5)

0(0,t) = 0(L,t) =0, Vt> 0. (5.6)

Para estudarmos este modelo, tomamos como base o artigo desenvolvido por Baowei Feng[32],onde

f(z,t) é o mecanismo de temperatura, de acordo com a lei de Coleman-Gurtin[30] para o vetor
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fluxo de calor

1 _ o0
poby — < a2> Opz — OQ/ 9(8) Oz (t — s)ds + dvi, =0, a2 € (0,1),
B1 b1 Jo

usado para assim termos o sistema proposto. Os casos em que ap = 0 e @y = 1 correspondem
aos casos Fourier e Gurtin-Pipkin, respectivamente, ver [33].

Em virtude da memoéria com historia, o sistema nao corresponde a um sistema autéonomo,
para lidar com a memoria, motivada por Giorgi e outros[30,31], definimos uma nova varidvel

n = n'(z, s) dada da seguinte forma

n'(z,s) = /Os O(z,t —71)dr = . O(x,7)dr, (t,s)€[0,L)xRT. (5.7)

Portanto, a historia de 6 satisfaz
m+ns =0, (x,t,8) €R"xRT x R, (5.8)

onde
e condicao inicial

com

Usando a relacao (5.7), teremos

2 )bl - ) ds == [ (o)t ds.
B Jo B1 Jo
Usando,
oy 1-— a9
s)=—g(s) and [ = > 0,
&(s) 3 g(s) 5

entao teremos o seguinte sistema, equivalente a (4.1) — (4.3)

PLVH — Qag + VBPae + 002 + f1(v,p) = h1, (5.9)
1P — Bpax + VBVea + 9(pr) + f2(v,p) = ho, (5.10)
P20t — 105 — /OO E(s)nk,(s) ds + dv, = 0, (5.11)

: ne+ns =0, (5.12)
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com os dados iniciais

(v(z,0),p(x,0),6(x,0)) = (vo(x), po(x), bo(x))
(vt(a:,O),pt(x,O)) = (Ul(x)vpl(x))a 770(1.73) = 770(3)7 (5'13)

e condigoes de fronteira
v(0,t) = ve(L,t) = p(0,t) = p,(L,t) = 6(0,t) = O(L,t) = '(0,0) = n*(L,0) = 0. (5.14)

5.1 Hipéteses e Configuracao de Espacgo
Usaremos espagos de Lebesgue e Sobolev
Lq(O>L)7 I1<g< oo, e (uav)Q = (U7U)L2(O,L)'

Denotamos a norma no espago B por ||.||p. No caso, ¢ = 2, escreveremos ||u|| no lugar de ||ul|s2.

Uma vez que u(0) = 0, a desigualdade de Poincaré se mantém
[ull < Llugl e [lullv = [[usll, VueV.

Para o termo nao linear de for¢a f, usaremos as hipoteses

(F1) Existe uma funcio de classe C2, F : R? — R que satisfaz
VE = (f1, f2), (5.15)
e existem as constantes positivas p e mp tal que, para cada v,p € R
F(v,p) = —o(jo]* + [pl*) — mr, (5.16)

onde 0 < p < min{m, 8%}

(F2) Existem constantes positivas p > 1 e Cy tal que, para cada v,p, s € R,
IV fi(v,p)] < Cp(L+ o~ + [pP7h), i=1,2, (5.17)
o que resulta, que existe uma constante positiva C'g, tal que

F(v,p) < Cr (1+ [0 4 [p|T*).
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Com relacao a funcao g, assumiremos que

(G1)
g€ CHR), g(0)=0 e g; é crescente. (5.18)
(G2) Existem constantes m; > 0 e M; > 0 tal que, para qualquer s € R,
m<g'(s) <M, VseR, (5.19)
0 que nos da a propriedade da monotonocidade
(g(u) — g(v))(u —v) > m|u —v|?, VYu,v €R.

Para a funcao £(s), definimos

(R1) £ : RT — R* uma funcao diferencidvel tal que
o0
£(0) > 0, / £(s)ds = Iy < oc. (5.20)
0
(R2) Existe a constante positiva u; tal que
&)+ mé(t) <0, para t > 0. (5.21)
Agora, definimos os seguintes espagos em relagao a varidvel 7,
[e.e]
M= 12w ) = {ns e > [0 Inlds < oo
0
que é um espaco de Hilbert com norma

Il = /0 " e(5) lnels) 12 ds,

e produto interno
(17 X)m = /OOO £(s) /OL n2(8) Xz (8) dxds.
Definimos o espago de Hilbert H
H =V x L%0,L) x V x L*0, L) x L?(0,L) x M,

onde

V={pecH(0,L): »(0)=0},
equipado com a norma

1o, V,p, P,0,nl3, = prIVII® + pll PIP + eallva | + Bllvvs — pall* + p20101% + l11ll4-

Wanzeler, Deiziane Mendes PDM/UFPA



5.2 Energia do Sistema 112

5.2 Energia do Sistema

Nesta secgao, definiremos o funcional energia da solugao do sistema (5.9) — (5.14) como

1
E(t) = 5”(”71)157177171579777)”%{
1
= i[PletHQ + pllpel® + v |? + Bllvve — pall® + p2ll01* + [0l34] - (5.22)

e definimos também o funcional da energia modificada por

L L L
E(t)=E(t) + / F(v,p)dx — / hivdz — / hop dz. (5.23)
0 0 0
Entao podemos enunciar o seguinte Lema.

Lema 5.2.1. O funcional da energia modificada definida em (5.23) satisfaz para todo t > 0.

d

o0 1 o o
L) = _z/ egd;p+2/ £ (1) ||nx||2ds—/ o(p) p d. (5.24)
0 0 0

Além disso, se as fungées hy, ha € L*(0, L), entdo existe uma constante positiva K = K (||hy]|, ||h2l]),

tal que para qualquer t > 0,
1
g(t) Z z”(vavtapaptaevn)ual - K. (525)

Prova: Multiplicando as equagoes (5.9), (5.10) e (5.11) por vy, p; e 0, respectivamente, e usando

(5.12), integrando em (0, L) e usando integragao por partes, segue que

d 1 (F
i 2/0 (p1loe® + ulpel* + aalos|* + Blrve — pal* + pol6? + 0l 34) dee
B(t)
d L
+ 7 (F(v,p) —hiv — hap)dz
0
L ) 1 00 ) 0o
_ _z/o 10, da:+2/0 (s e ds—/o o(p) pe da, (5.26)

resultando em (5.24).

Aplicando (5.16) e a desigualdade de Poincaré, obtemos

L
/ Flop)de > —oL* el — 0 L* el — Ly
0
> —Lmg — oL2 [[us]2 = oL2 (242 [[va 2 + 2[l70s — pal?)
> Lmp — (oL + 2% 0L?)|[us |2 — 20L2|vvs — pall®. (5.27)
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onde usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz:
HPSCHQ = [[vvz — Yz "‘pmHQ = [|yvz — (Y0z _pm)”Q < 272”7]93“2 + 2[|yvz _pmHQ-
Segue das desigualdades de Young e Poincaré que
L
| mvds < mizie)
0
417
< ok 12 + Hvacll2 (5.28)
De maneira anélogo, teremos
L
| hepds < hal Lip.)
0
< Hh2” L (fYHva + nyvx _pr)
< Liha| [yve - pxll + Ly [|h2|l [z
2L2 4% ~?
< - llhal? + *vaz —pal|? + o 1Az + H vl |- (5.29)
4L2

Combinando (5.27)—(5.29) em (5.23), obtemos (5.25) com K = me—i—— |1

4L2 H2+<2L2

8

A prova esta completa.

5.3 O Semigrupo

Para provar a boa colocacao do sistema (5.9) — (5.14) usando o método de semigrupo, vamos

escrever a derivada 7 como uma forma de operador. Definindo o operador T' da seguinte forma

Tn=-ns, ne D),

com

D(T) = {ne M|ns € M, n(0) =0},

em particular,

(T 1) / €(s) na(s)[2 ds, n e DT),

e a solucao de

ne=Tn+6, n0)=0,

(5.30)
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possui uma representacao explicita.

Introduzimos duas varidveis dependentes V = v; e P = p;, entao o sistema (5.9) — (5.14)

equivale ao seguinte problema abstrato de Cauchy:

d
%U(t) =(A+B)Ut)+FU(t)), t>0,
U(O) = UO = (’U07/U17p07p17 9077]0)T) (531)
onde
U(t) = (v(t), V(t),p(t), P(t),0(t),n)" € H,
e
14 0
B 5
%U:r:p - Z*lp:m: - Eew 8
P
AU (t) = By 1B, . BUG)=| g |
u T ,LL T p2
pl—zﬁm + p% Jo T €(8) Nea(s) ds — p‘%vxt 0
0+1Tn 0

com o dominio

D(A) ={U®t) e H | v,pec (H*0,L)NV), vy, pr €V, 6 € H*(0,L) N H(0,L), n € D(T),

16,0 + /0 () muals) ds € I2(0, 1)),

D(B) =H.
A forga externa é dada por uma funcao nao linear F : H — H definida por

0

— o (b1 = fi(v,p))
0

— i (h2 = fa(v,p))
0
0

FU) =

Definiremos a seguir o significado de solucao para o nosso problema de valor inicial, usando a

referéncia V. Barbu[1].
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Definicao 5.3.1. Diremos que U : [0,00) — H, é uma solugdo forte para o problema de va-
lor inicial (5.31), se U € continua em [0,00), Lipschitziana em cada subconjunto compacto de

[0,00), U(t) € diferencidvel em [0,00) e
U(t) = AU(t), para quase todo t € [0, 00).

Definicao 5.3.2. Uma solugdo generalizada para o problema (5.31) em [0,T), com T > 0 €
uma fungao U € C([0,T],H) com U(0) = Uy para o qual existe uma sequéncia de solugées fortes
(Un) € C([0,T],H) de

d

ZUn+ (A+ B Up+ F(Un) = f, n=12,....

com Uy, — U em C([0,T),H) e fn — 0 sobre L'(0,T;H). Uma funcio U € C([0,T],H), com
0 < T < o0 € solugao generalizada para o problema (5.31) sobre [0,T) se U € solugao generalizada

para (5.31) sobre [0,T"] para qualquer 0 <T' < T.

Observagao 5.3.1. A demonstracao do fato da F ser Lipschitziana em H segue exatamente o

mesmo processo do sistema anterior.

Teorema 5.3.1. Assumindo as hipdteses (5.15) — (5.21), entao sequem os sequintes resultados.
(i) Se Uy € H, entado o problema (5.31) possui uma unica solugao fraca U(t) € C([0,00),H)
com U(0) = Uy dada por
t
U(t) = A0, + / A F(U (7)) dr.
0
(i) Se UL (t) e U%(t) solugdes fracas (5.31) entado existe uma constante positiva Cy = C(U*(0),U?(0)),

tal que
UL () — U(t)||5 < €T\ U 0) — U?(0)||, para qualquer 0 <t <T.
(iii) Se Uy € D(A + B), entdo a solugao fraca é uma solugao forte.
Demonstragao: Segue exatamente como o problema anterior.

Observagao 5.3.2. Com a boa colocag¢ao do problema (5.31) dada pelo Teorema 5.3.1, o operador
solugao S(t) : H — H definido por

StUs =U(t), t >0,
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onde U(t) € a dnica solugiao do problema (5.31), satisfaz as propriedades de semigrupo
S0)=1 e S({t+s)=S5(t)oS(s), t,s>0,

e define um Cy-semigrupo nao linear, € localmente Lipschtz continuo em H. Estudaremos a

dindmica do problema (5.31) através do sistema dindamico (H,S(t)).

5.4 Atrator Global

Nesta secao, mostraremos a existéncia do atrator global e sua dimensao fractal finita para o
problema (5.9) — (5.14).

Usaremos neste sistema as teorias basicas sobre o atrator global, como no problema anterior.

5.5 Atrator Global e sua Dimensao Fractal

Vamos provar a existéncia de um atrator global. Seja o principal resultado:

Teorema 5.5.1. Assumindo as hipdteses (5.15) — (5.21). Entdo o sistema dinamico (H,S(t))
gerado pelo problema (5.9) — (5.14) possui um atrator global compacto A, com dimensao fractal

finita, caracterizado por

A =My (N)v
onde N € o conjunto de pontos estaciondrios de S(t) e My (N) € a variedade instdvel de N .

De acordo com metodologia adotada para mostrar o teorema acima, precisamos dos seguintes

resultados

5.5.1 Sistema gradiente e solugoes estacionarias
Dai, para tal estrutura precisamos do seguinte Lema.

Lema 5.5.1. O sistema dinamico (H,S(t)) correspondente ao problema (5.9) — (5.14) € gradi-

ente.

Prova: Seja a energia modificada £(t) definida em (5.23) como um funcional de Lyapunov ®.
Entao para U = (vg, v1, po, p1, 0o, M0) € H, obtemos de (5.24) que para todo ¢t > 0,
d Lo L=, 2 g
Lo =1 [ @drt s [ €6 ) Pds— [ gp)mdr <0, (532)
0 0 0
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o que resulta ®(S(¢)U) é nao crescente. Agora, suponhamos que ®(S(¢)U) = ®(U) para todo

t > 0, entao teremos,

0 = <I>(S(1i)U)L—<I>(U) o o
- —1/0/0 ngmds+;/0/0 f/(s)’%(S)szaﬂds—/O/o g(pt) prdads <0,

implicando que, para qualquer ¢ > 0,

L
/O 9(pt) prdz = 0, (5.33)

L 1 00
[ g [T ) o (534
0 0
De (5.19), concluimos de (5.33) que para cada t > 0,
pe(t) =0, em (0,L),
que resulta para todo t > 0,
p(t) = po-
Notemos que os termos do lado direito de (5.34) sdo nao negativos, dai teremos para todo t > 0,
> 2
| €@ imsRas=o,
onde, aplicamos a condicao &'(s) + u&(s) <0, assim deduzimos,
n(z,s) = 0.

Portanto, 6(¢) = 0 usando a equagao (5.12).

Da equagao (5.11), dos resultados acima e usando a desigualdade de Poincaré, deduzimos que
ve(t) =0, entao v(t) = vy em (0,L).

Resultando que S(t)Uy = U(t) = (v, 0, po, 0, 0,0) é uma solugao estaciondria, isto é, S(t)Up = Uy

para todo t > 0. A prova esta completa. O
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Lema 5.5.2. Com as hipdteses do Teorema 5.5.1, o conjunto de pontos de equilibrio N € limitado

em H.

Demonstragao: Seja U € N existe uma solucao estacionaria do problema (5.9) — (5.14), sabe-

mos que U = (v,0,p,0,0,0) e satisfaz as seguintes equagoes:
—QUzy + V/Bp:m; + fl(vap) = h17

_5pxm + %BUM + fQ('ng) = ha. (5.35)

Multiplicando a primeira equacao do sistema (5.35) por v e a segunda por p, e integrando o
resultado em (0, L), obtemos:

L

L L L
/ (av? + Bp2) de — 298 / P / [F1(0: )0 + o0, p)p] da + / (h1 v+ ha p) da,
0 0 0 0

tendo em mente que:
(1) a=a1 +7%8;
(2) B ('va - pm)2 = /3721)3: — 27Bvzpe + 6p3w

assim, reescrevemos (1) da seguinte maneira:

L L L
/ [a1v§+6(7vx+px)2] dx:—/ f(v,p)vda:—i—/ (h1v+ hyp)dz,
0 0 0

Usando (5.15) — (5.16) e (5.27), obtemos

L
—/ [fi(v,p) v+ fa(v,p) pldz < Lmp + (oL? 4 272 0L?)|Jvz||* + 20L2||yvs — pal*.
0

Usando as desigualdades de Young e Poincaré, teremos:

L L L2 5 aq 5
hivdz < |hi| L|vg| de < —|[ha||* + —||vz||%, (IT)
0 0 ai 4

IA

L L
/0|h2|L|pmdxs/0 hal L (Y| + yos — pol) da

L
/ hopdx
0

IN

L L
| atinalleslde+ [ el e, — el da
0 0

L? 9 B 2 72L2 2, 01 2
%HM” +§|’Wx—]?x|| +71Hh2|| +ZHU$H, (IIT)
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onde,

Pz = |02 — YVz + pz| = [yvz — (Y02 — pa)| < Y02 + V02 — P2l

Somando as desigualdades (IT) e (III), teremos:

1.2 ’}/2L2 L2
= ha||* + = [ha|*.
75+ ) el + ]

L B 2, A 2
| ot hapydo < Dllws = pal? + sl +
0

Aplicando os resultados acima na igualdade (I), obtemos

1 B a1 L? L?  ~%L?
—|U|E == —pe|?+ — 2<L —||h1))? — hol|?
S0 = v = pull + Sl < Zme+ il + 5+ L ) Il

o que mostra que o conjunto N é limitado em H. A prova deste Lema estd completa.

5.5.2 Quasi-estabilidade

Nesta subsecao, vamos estabelecer a quase-estabilidade do semigrupo gerado pela solugao global

do problema (5.9) — (5.14).

Lema 5.5.3. Assumindo as hipdteses (5.15) —(5.21). Dado um conjunto limitado B de H, entdo

existem constantes vyg,by > 0 e Cg > 0 tal que
t
IS@U = SHU|13, < boe U — U3, + CB/ e ) ([[o]]3, + [Ipl3,) ds,  (5.36)
0

onde S(t)U" = (v', v}, pt, pi, 0%, n') € a solugdo fraca do problema (5.9) — (5.14) com as respectivas

condicoes iniciais U* em B, 1 =1,2.

Prova: Para qualquer (vé, v’i,p%,p’i, 06, 778) € B, 1 =1,2, onde o conjunto B é um subconjunto
limitado de H. Seja U(t) = (v%,v¢, p', pi, 0%, n%), com i = 1,2, duas solugdes que correspondem

aos respectivos dados iniciais (v, v}, p§, pt, 06, 776). Denotamos

’[):'1)1—'1)2, p:pl_pZ, 9:91_927 n::nl_n27

G(pe) = 9(py) — 97), F(v,p) = f(v',p") = F(*,p%),

Wanzeler, Deiziane Mendes PDM/UFPA



5.5.2 Quasi-estabilidade 120

entao (v, v, p, pt, 6, 7n) satisfazem

P1U — Wz + VBPas + 00, = —Fi(v,p), (5.37)
pptt — Bpzz + YBVzz = —Fo(v,p) — G(p), (5.38)
P20 — 10, — /OO &(8) Nyz(8) ds + vy = 0, (5.39)
O ne+1ns =10, (5.40)

com a condi¢ao de fronteira e condigoes iniciais
U'(0) — U*(0) = (vo,v1,po, p1, 00, 70)-

A energia correspondente E(t) para (5.37) — (5.40) é a mesma que (5.22). A prova deste Lema

serd dividida nas seguintes etapas.

ETAPA 1: Primeiramente, afirmamos que existe uma constante positiva Cg tal que para qual-

quer t > 0,

L L L 1 o]
p0) < -1 Garrpe [ e [y [T P
+ Callvl, + Ipl3,) (5.41)

Prova: Multiplicando as equagdes (5.37) — (5.39) by vy, p; e 0, respectivamente, integrando em

(0, L) e usando (5.40) concluimos que

L 00 L
PO = =t [ Gdoeg [TE@ IR ds— [ (Filo.po+ P do

L
- / Gl(pe) pe d. (5.42)
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Usando (5.17), as desigualdades de Holder e Young, obtemos
L L
/ Fi(v,p)orde = / (10, p") = f1(0%, pP)] vy d
0 0

L
- / Fi(w,0) (o] + [p])loe] d

= @ /oL(l P P [P PP (ol + p]) v da
< (ol + 10715, + M5, + P71, ) (oll2p + [1pllzp) vell2p
+ Cr(llvll + llpl) [[oz ]
< Cg([vllep + [[Pll2p) llvtll2p
< Cr (I3, + Ipl3p) + pre vl (5.43)
De forma anéloga, segue
L m
| Patopimede < o (ol + I918,)+ 5 il (544

Segue de (5.19) que
L L
| cwomde = [Tlatoh) - gDl do
L
= /g/<vt)ptptdx
0
L
> m [ ptde = mip® (5.45)
0

Substituindo (5.43) — (5.45) em (5.42), obtemos a estimativa desejada (5.41).

Etapa 2: Seja o funcional

L L
F(t) :pl/ () dx+u/ pepdx, (5.46)
0 0
satisfazendo
L L 3 L L 5 [
Ft) < pl/ \vt]2dx—oz1/ \vdem—i—u/ ]pt\zdx—ﬁ/ |’yvm—pm|2dac+/ \vz|2dx
0 0 2" Jo 0 2 )y
5 L
+ 5 [ 10Rds+ Il + ol (5.47)
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Prova: Multiplicando as equagoes (5.37) — (5.38) por v, p, respectivamente, integrando em

(0, L) e usando (5.40) concluimos

L L L L L
p1 / vyv dx — a/ VgV dT + 76/ Dz dx + 5/ O,vdr = — / Fi(v,p)vde, (5.48)
0 0 0 0 0

L L L L L
u/ pupdx — ﬁ/ pmpdervﬁ/ Vgap dx = —/ Fy(v,p)pdx —/ G(p)pdz, (5.49)
0 0 0 0 0

Fazendo a integragao por partes e substituindo as identidades vyv = %vtv—vf e pup = %ptp— p?

m (5.48) — (5.49), respectivamente, teremos

d L L L
dtpl/ Utvd$—p1/ vtdx—l—ozl/ vy d:r—l—’y B/ v dx—'yﬁ/ vamdac—i—é/ 0, vdx
0

L
= —/O Fi(v,p)vdx, (5.50)

d

L L L L L
dtu/ pip dr — u/ p;dr — B/ Pz (Ve — D) dx = —/ Fy(v,p)pdx — / G(pt)pdz, (5.51)
0 0 0 0 0

Somando as equagdes (5.50) e (5.51),
d L L L L
o7 (pl/ vtvda?—i—u/ ptpdac) —pl/ vy dar—al/ v dw—l—,u/ prdx+ 6 Hvxdm
0 0 0
L
—ﬁ/ Ve — po|? da — / (F1(v,p)v + Fa(v,p)p) dx — / G(pt)pdzx. (5.52)
0 0 0

Usando (5.17), e as desigualdades de Holder e Young, para obter:

L L
/ Fi(o,p)vde = / il pY) = fi(0?p2)] vde
0
2 2 2 2 2 2 2 2
< O 4 12122+ I 122 4 P2 (ellap + pll) 1ol
© OIS (Jollap + Pll2p) V]2
<

B (0113, + [Ipl3,), (5.53)

e de maneira andloga, temos

L
/0 Fa(v,p) pdz < Cr ([0]3, + 713, (5.54)
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Usando (5.19), teremos:
L
[ cwovar = [ th - stblpas
L
= / 90" )pepdz
0

IN

L
M/ ptpdx
0

L L L 3/ L %
(/ M?P dx) </ \thdm> (/ | da:)

0 0 0

1
MY [lpell pll2p

)
5 leell® + Callpl3, (5.55)

IN N

IN

Segue da desigualdade de Young;:

L 5 L § L
5/ 00, do < / |0\2d:c+/ v ? dz. (5.56)
0 2 Jo 2 Jo

Substituindo (5.53) — (5.56) em (5.52), resulta (5.47).

Etapa 3: Seja o funcional

L
g(t) = —m/o vi(yv — p) da, (5.57)

que satisfaz

d P17 L 2 P1 L 9 L 9 L 9
G < —/ o dw+/ 24l dm+alez/ [va] d:c+o2/ s — pol? dz
dt 2 0 2 0 0 0
5 L 2 2 2
5 | Bz (ol + 1) (5.58)

Prova: Multiplicando a equacao (5.37) por (yv — p), integrando em (0, L), obtemos
L L
P1 / Utt(’)/v - )dw + a1 / Um(fyvx pz) dx — 76 77) - )(7” - )xm dx
0

—5/ 0 (yv —p) /Flvp yv — p) dz. (5.59)

usando a identidade

jt[vt (vv = p)] = vi(yv = p) +vi(yv —ph (5.60)
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na equagao (5.59) obtemos

d L L L
01% vt(’yv—p)d3:+p1/0 vt(w—p)tdx—al/o Vg (YU — Dz) dx

L L
- ’75/0 (Y0 — pa)” dz + 5/0 0 (Yvz — ps) do = /0 Fi(v,p) (yv —p)dzx.  (5.61)

Resolvendo as integrais

L L L
—/ Fi(v.p) (yo - p)de = —v/ F1<v,p>vdx+/ Fi(v,p) pda
0 0 0
(5.53) (5.54)
< CulolB, + II3,). (5.62)

Usando Young e (5.62) na equagao (5.61), teremos a estimativa procurada.

d L L ~ L o [T
—= pl/ v (yv —p)dx < —plfy/ |vt]2d$+2p1/ ]vt|2dx+2/ |pt|2dx
0 0 0 0
L L L
+ a152/0 |Uac|2 dx + Csz a1 /0 h/vx - px|2 dx + 'yﬁ 0 h/vx - px|2 dx

J

L § L
+ 5 [t [ e = gl do ok CallelB, + I,

Etapa 4: Seja o funcional

L
H(t) = _p2l0/0 On(s)dx, (5.63)

que satisfaz

d P2 Lo Lo ! Lo
Loy < —zo/ ) dx+5z053/ o dx—i—lo/ 10,2 dz
2 " Jo 0 27 Jo

+ Callla— 500 [ €@ nalPas (5.64)

Multiplicando a equacao (5.39) por — / &(s)n(s)ds, integrando em (0, L), concluimos que
0

- (p2 | e [ Lendxds) —n [« / om(s)dads 1 [ ¢(o) [ 00 () dods
+5/Ooo§(s)/0vatn( da;ds—/ </ &(s nmd5> </ &(s nds) dz, (5.65)
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resultando (5.64).

Etapa 5: Definimos o funcional de Lyapunov L(¢) por:
L(t)=NE(t) + F(t) + N1G(t) + NaH(t), (5.66)

onde N, N1, N» constantes positivas. Entao, podemos mostrar que existem as constantes positivas

ki1 e ko tal que
k1 E(t) < L(t) < ka E(t). (5.67)

De fato, seja

|L(t) — NE(t)| = |F(t) + N1G(t) + NoH(t)| < koE(t).

Entao, obtemos (5.67) com k; = N — kg e ko = N + ko, tomando kg > 0 tal que N — ko > 0.
Segue de (5.41), (5.47), (5.58) e (5.64) para t > 0,

L
Lt < - le — p1e1N — p1 — dlpez N |ve|? do
2 0

[ l Loy 5 Lo,
— IN — *ZONQ ’933’ dr — a1 — = | — 04162N1 |U$’ dx
I 2 0 2 0

L L
- Nl] / 2 da — [ — ColVy] / s — paf? da
0 0

56 L 1 =
) _2_2N1+z0p;zv2] JRCEEE: [2N—”;cozv2] | @ )P as
0 0

+ Csllnll}a + Cs ([v]13, + Ipll3,)- (5.68)

Escolhendo €1 = ﬁ, €9 = ﬁ e ey = 462”071]\,2, segue que

L g 1 § 0 L
£t < (YN — 3)’;1/ v |2 dow — {ZN - (2“ - 052> Ny— 5 - 2N1] / 10]2 da
0 0

L L
m 3
- (Oél - 6)/ ‘U:L‘|2dl' — |:2N - 5/14 - p21N1:| / |pt|2d$
0 0

L o)
-] [ b= peP o[58 - Rt [ (o)1 as

+ Cslnl}a + Cs (I3, + IplI3,)-
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Tomando Ny > 3/v, oy > 6, > CaNj e
Ny > max{3(C4Ny + 3 + S1Ny), 2 (37“ + B N1), 2(5 CoNa + C3), ko}, tomando Ny > 0 tal que

’m

L'(t) < =NoE(t) + Cp (|[0l[3, + [I]13,)- (5.69)

Usando (5.67), temos

NOt

% ! — 20 (t—s) 2 2
z@stmwk1+ogéekl (Iol3, + I3, ds.

Usando (5.67) novamente,
k _Ng b Nogy
B0 < 2B+ Ca [ ol + 913, ds. (5.70)
0
Portanto, renomeando as constantes, teremos (5.36). A prova estd completa.

Lema 5.5.4. (Quasi-estabilidade) O sistema dinamico (H,S(t)) € quasi-estdvel em qualquer

conjunto limitado positivamente invariante B C H.

Prova: Uma vez que sistema dinamico (#,S(t)) é definido como operador de solugao do pro-
blema (5.31), concluimos que (4.49) — (4.50) é vélida para X = [V]?, Y = L?(0,L) x M. Além
disso, da parte (i7) do Teorema 5.3.1, sabemos que a condigao (4.51) também é verdadeira.

Seja B C H um conjunto limitado positivamente invariante com respeito a S(t). Seja S(t)U* =
(vi, v, p, pi, 0%, ') solugao do problema (5.9) — (5.14) nas condicdes iniciais U’ in B, i = 1,2.
Definimos a seminorma

nx(v,p) = [[v]3, + pl3,,

1

onde (v,p) = (v! — v?,p! — p?). Pela imersdo compacta H! << L* temos nx(.) é compacto

em X. De (5.36) resulta
IS@OU = SOU?F, < b(t) [U* = U?|3, + c(t) S [nx(v(s) - ()%,

onde

t
b(t) = boe 1, c(t) = CB/ e 009 gs. ¢ > 0.
0
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Teremos

b(t) € LY(R") e lim b(t) = 0.

t—o00
Como B C H ¢é limitado, temos que c(t) é localmente limitado em [0, c0). Portanto, a desi-
gualdade de estabilizacao é verificada, isto é, o sistema dinamico (H,S(t)) é quasi-estdvel em

qualquer conjunto limitado positivamente invariantet B C H. A prova estd completa.

Prova do Teorema 5.5.1: Do Teorema 4.4.2 e do Lemma 5.5.4, concluimos o sistema dinamico

(H,S(t)) é assintoticamente regular.
Para qualquer R > 0, o conjunto ®p = {U € H| ®(U) < R}, segue de (5.25) que para
qualquer U(t) € ®p,

IU@®1F < 42U1) + 4K < 4(R + K),

resultando que o conjunto ®x ¢ limitado.

Entao, usando o Lema 5.5.2 e o Teorema 4.4.3, obtemos que o problema (5.9) — (5.14) tem
um atrator global compacto caracterizado por 20 = M (N).

Além disso, do Lema 5.5.4, o sistema dinamico (#, S(t)) é quase-estavel no atrator 2, entao,

usando o Teorema 4.4.4, segue que o atrator 2 tem dimenséo fractal finita. A prova estd completa.
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