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Doutorado em Matemática - PDM da Universidade
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Água de beber, camará
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Eu sempre tive uma certeza
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começada em 2002. Aqui o agradeço como mestre e amigo.



XAo grande amigo e parceiro de longas jornadas: Sebastião Martins Siqueira Cordeiro .

XAo também amigo e grande parceiro, por enfrentamentos e gostos em comum: Elizardo
Fabŕıcio Lima Lucena .

XAos colegas de trabalho da FACET (Faculdade de Ciências Exatas e Tecnologia) do
CUBT/UFPA.

XAos professores Ducival Carvalho Pereira (grande amigo e orientador de mestrado)
e Jaime Muñoz Rivera por ministrarem o verão que me permitiu o ingresso no programa
PDM.

XAo professor Jorge Ferreira, amigo de longas datas, que se disponibilizou a partici-
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RESUMO

Lobato, Renato Fabŕıcio Costa; Santos, Mauro de Lima ESTABILIZAÇÕES E ANÁLISE
NUMÉRICA PARA SISTEMAS ACOPLADOS DISSIPATIVOS DE EQUAÇÕES DE
ONDAS. Belém do Pará, 2015. 92p. Tese de Doutorado - Instituto de Ciências Exatas e
Naturais, Programa de Doutorado em Matemática, Universidade Federal do Pará.

Neste trabalho, analisamos dois sistemas de equações diferenciais de ondas acopladas,
sob o ponto de vista da existência e unicidade. Quanto a estabilização, no primeiro
mostramos a perda de decaimento exponencial e consequente estabilidade polinomial com
taxa ótima. Também será feita análise numérica, via discretização total, para o primeiro
sistema. Quanto ao segundo, mostramos ainda a estabilização exponencial.

Palavras-chave: sistema acoplado, existência, unicidade, estabilidade exponencial, esta-
bilidade polinomial ótima, discretização total, diferenças finitas.



ABSTRACT

Lobato, Renato Fabŕıcio Costa; Santos, Mauro de Lima STABILIZATIONS AND
NUMERICAL ANALYSIS FOR COUPLED SYSTEMS OF DISSIPATIVES WAVES
EQUATIONS. Belém do Pará, 2015. 92p. Doctoral Thesis - Instituto de Ciências Exatas e
Naturais, Programa de Doutorado em Matemática, Universidade Federal do Pará.

In this work, we analyze two systems of differential equations of coupled wave equations
from the point of view of existence and uniqueness. The stabilization in the first show
the loss of exponential decay and consequent polynomial stability with optimal rate. Also
numerical analysis will be done via the total discretization for the first system. The second,
still show the exponential stabilization.

keywords: coupled system, existence, uniqueness, exponential stability, optimal stability
polynomial, full discretization, finite differences.
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Introdução

Considerações Gerais e Motivações

No presente trabalho pretende-se em estudar a existência, a unicidade, bem como o

comportamento assintótico para dois sistemas hiperbólicos acoplados de equações de ondas.

Também faremos a análise numérica, via discretização total, para o primeiro sistema, em

sua versão unidimensional.

Quanto ao primeiro sistema, temos duas equações de ondas acopladas, com mecanismo

de dissipação em somente uma equação. Na literatura, existem inúmeros trabalhos nesta

direção. O texto, toma com principal referência (para o primeiro sistema) o trabalho de

Fatiha Alabau Boussoira, P. Cannarsa e V. Komornik, intitulado “Indirect internal

stabilization of weakly coupled evolution”de 2002, publicado em Jornal of Evolution

Equation. Fatiha e seus colaboradores neste artigo, aborda os seguintes fatos:

i) A conhecida equação de onda, em domı́nio aberto Ω ⊂ Rn, que descreve um sistema

conservativo

∂2v

∂t2
−∆v = 0 em Ω× R

v = 0 sobre ∂Ω× R.

ii) A mesma equação, acrescida de um amortecimento (mecanismo de dissipação) descreve

um sistema exponencialmente estável.

∂2u

∂t2
−∆u +

∂u

∂t
= 0 em Ω× R

u = 0 sobre ∂Ω× R.

8
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Desta maneira, a questão natural que surge é: O que ocorre, quanto a estabilidade do

sistema ao acoplarmos i) e ii), através dos termos de ordem nula? Isto é,

∂2u

∂t2
−∆u +

∂u

∂t
+ αv = 0 em Ω× R

∂2v

∂t2
−∆v + αu = 0 em Ω× R

u = v = 0 sobre ∂Ω× R.

Este problema é motivado por um análogo em equações diferenciais ordinárias para

osciladores acoplados e tem aplicação potencial no isolamento de objetos, no que diz respeito

a perturbações externas. Como um exemplo em engenharia, utiliza-se material semelhante

a borracha para absorver estruturas de vibração ou escudo de vibração.

O segundo caṕıtulo desta tese estuda tal sistema, onde além da existência e unicidade

temos a perda de estabilidade exponencial e consequente decaimento polinomial. O grande

melhoramento aqui feito ao trabalho de Fatiha e colaboradores e a aplicação do “Teorema

de Borichev e Tomilov”. Desta maneira, mostramos que o decaimento possui taxa ótima

e por fim, fazemos uma análise numérica e computacional, via discretização total.

Vale frisar que o segundo caṕıtulo da tese, gerou um artigo intitulado “Optimal Poly-

nomial Decay to Coupled Wave Equations and Its Numerical Properties”, de 2014,

dos autores R. F. C. Lobato, S.M. S. Cordeiro, M. L. Santos, and D. S. Almeida Júnior.

Publicado em Journal of Applied Mathematics. Este artigo, melhora: M. L. Santos,

Rocha, M. P. C., Gomes, S. C., Polynomial Stability of a coupled system of waves

equations weakly dissipative. Applicable Analysis, v.86, 1293 - 1302, (2007), na questão da

otimalidade, para o decaimento algébrico.

Veja-se ainda, que na literatura há muitos resultados associados à sistemas de equações

de ondas acopladas com amortecimento fraco agindo em apenas uma das equações. Podemos

por exemplo citar: Fatiha Alabau Boussoira, Stabilisation frontière indirecte de systèmes

faiblement couplés. C. R. Acad. Sci. Paris, Sér. I, 328, 1015-1020, (1999). Aqui a autora

mostra que a energia associada aos sistemas de equações de ondas acoplados, decaem fraca-

mente de forma polinomial com taxa explicita. Os modelos estudados foram:

I - Estabilização na Fronteira de duas Equações de Ondas Acopladas com

R.F.C. LOBATO P.D.M - UFPA
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Mesmas Velocidades

utt −∆u + αv = 0 em Ω×]0,∞[

vtt −∆v + αu = 0 em Ω×]0,∞[

u = v sobre Σ0 = Γ0×]0,∞[

∂u

∂ν
+ αu + lut = 0; v = 0 sobre Σ1 = Γ1×]0,∞[.

II - Estabilização na Fronteira de duas Placas de Kirchhoff

utt −∆2u + αv = 0 em Ω×]0,∞[

vtt −∆2v + αu = 0 em Ω×]0,∞[

u = v = 0 =
∂u

∂ν
=

∂v

∂ν
sobre Σ = Γ×]0,∞[.

III - Estabilização na Fronteira de duas Equações de Ondas Acopladas com

Velocidades Diferentes

utt − c1∆u + αBv = 0 em Ω×]0,∞[

vtt − c2∆v + αB∗u = 0 em Ω×]0,∞[

u = v sobre Σ0 = Γ0×]0,∞[

∂u

∂ν
+ αu + lut = 0; v = 0 sobre Σ1 = Γ1×]0,∞[.

À guisa da motivação, consideramos a equação hiperbólica linear de segunda ordem de

coeficientes constantes e inomogênea.

∂2u

∂t2
− c2∂2u

∂x2
+ au + b

∂u

∂t
+ d

∂u

∂x
= F (x, t), (1)

com x, t ∈ R, onde a, b, c, d ∈ R são constantes arbitrárias mas com c > 0. Essa equação gen-

eraliza a equação de ondas em uma dimensão e inclui alguns casos particulares de interesse,

R.F.C. LOBATO P.D.M - UFPA
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como a equação do telégrafo (caso d = 0), a equação de ondas amortecidas (caso a = d = 0)

(também conhecida como equação de difusão relativ́ıstica para b = c2/D, com D > 0 sendo

a constante de difusão) e a equação de Klein-Gordon (caso b = d = 0, a ≥ 0). A função F ,

não depende de u ou suas derivadas e representa uma força externa agindo em cada ponto

x do sistema em cada instante t. Para ilustrar, consideramos o problema de Cauchy no qual

são dadas as condições iniciais e de bordo

u(x, 0) = f(x) e
∂u

∂t
(x, 0) = g(x), 0 < x < ` (2)

u(0, t) = u(`, t) = 0, ∀t ∈ [0, T ]. (3)

Uma aplicação concreta para equação (1) é dada por

1

c2

∂2u

∂t2
+ γ

∂u

∂t
−∆u = 0 (4)

a = d = F (x, t) = 0, e γ =
b

c2
. (5)

Temos um modelo matemático para vibrações em uma membrana circular em duas

dimensões, com amortecimento, onde γ > 0, no interior de um disco de raio R, com

|u(ρ, ϕ, t)| < ∞, com condições de contorno de Dirichlet u(R, ϕ, t) = 0 e com as condições

iniciais

u(ρ, ϕ, 0) = 0 e
∂u

∂t
(ρ, ϕ, 0) = ϑ0(ρ), (6)

onde

ϑ0(ρ) =





V, 0 ≤ ρ < R < R0

0, R0 ≤ ρ < R.
(7)

Acima, as coordenadas ρ e ϕ referem-se ao sistema de coordenadas polares cuja origem

coincide com o centro do disco de raio R.

Por fim, vamos enfatizar o artigo: M. L. Santos and R. G. C. Almeida, Lack of

exponential decay of a coupled system of wave equations with memory. Nonlinear Analysis:

R.F.C. LOBATO P.D.M - UFPA
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Figura 1: Modelo de Vibração em Uma Membrana Circular

Real World Applications, 12:1023 - 1032, 2011. Neste trabalho, os autores estudaram o

seguinte sistema de equações de ondas com termo de memória:

∂2
t u−∆u +

∫ ∞

0

g(s)∆u(t− s)ds + αv = 0 em Ω× (0,∞)

∂2
t v −∆v + αu = 0 em Ω× (0,∞)

u = v = 0 sobre Γ× (0,∞)

(u, ∂tu)(x, 0) = (u0, u1) em Ω

(v, ∂tv)(x, 0) = (v0, v1) em Ω.

O modelo em questão, é usado para descrever a evolução de um sistema que é constitúıdo

por duas membranas elásticas, sujeitas a uma força elástica que atrai uma membrana para

a outra com coeficiente α > 0. (acoplamento). O sistema, pode modelar Fisicamente:

O fenômeno de cargas e campos num capacitor com dielétrico. As cargas livres ±Q0

nos eletrodos, são as fontes do campo E0. As cargas de polarização ±QP na superf́ıcie do

dielétrico são as fontes do campo EP . E é o campo resultante no interior do capacitor que

determina a polarização P do dielétrico.

A constante E0, indica na figura, o que seria o campo elétrico resultante se o dielétrico

não estivesse presente. Este campo é praticamente uniforme em todo o interior do capacitor,

e só varia significativamente próximo das bordas.

Temos portanto duas membranas interagindo entre si, pelo acoplamento através da cons-

tante α.

R.F.C. LOBATO P.D.M - UFPA
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Figura 2: Cargas e Campos num Capacitor com Dielétrico

O principal problema neste tipo de equação está no seu caráter não-local, devido à pre-

sença do termo de memória.

Quanto ao segundo sistema, temos por referência, os trabalhos de Mahmoud Najafi,

os quais tratam de sistemas de equações de ondas acoplados em paralelo. São eles:

a) Stabilizability of Coupled Wave Equations in Parallel Under Various Boun-

dary Conditions

Artigo de M. Najafi, G. R. Sarhangi e H. Wang, 1997, publicado em IEEE Transactions

on Automatic Control

utt − c2uxx = α(v − u) em Ω×]0,∞[

vtt − c2vxx = α(u− v) em Ω×]0,∞[.

com condições iniciais dadas por

(u(x, 0), v(x, 0)) = (u0, v0) em Ω

(ut(x, 0), vt(x, 0)) = (u1, v1) em Ω.

e três casos de condições de bordo

R.F.C. LOBATO P.D.M - UFPA
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u(0, t) = 0, c2ux(1, t) = −β1ut(1, t)

v(0, t) = 0, c2vx(1, t) = −β2vt(1, t), t ≥ 0.

u(0, t) = 0, u(1, t) = 0

v(0, t) = 0, c2vx(1, t) = −β2vt(1, t), t ≥ 0.

u(0, t) = 0, ux(1, t) = 0

v(0, t) = 0, c2vx(1, t) = −β2vt(1, t), t ≥ 0.

Aqui, t e x são as variáveis de tempo e espaço, respectivamente. Também, u e v são

os deslocamentos de duas cordas vibrantes, medidos de suas posições de equiĺıbrio. As

molas distribúıdas que ligam a duas cordas vibrantes são os termos de acoplamento, ou

seja, ±α(v − u). As ondas se propagam com velocidade constante c. Os coeficientes

de amortecimento βi > 0, (i = 1, 2) são os parâmetros de controle de fronteira. Estes

parâmetros desempenham importantes papéis no comportamento f́ısico do sistema.

Este problema é motivado por um problema análogo em equações diferenciais para

osciladores acoplados e tem potencial de aplicação no isolamento de objetos a partir de

perturbações externas. Como um exemplo em engenharia, materiais de borracha ou que

se assemelham a borracha, em geral são usados para absorver vibrações ou como protetor

de estruturas de vibração. Como aproximação, estruturas tais como vigas ou placas coladas

com borracha ou similar materiais, conduzirá a equações semelhantes ao sistema em questão.

O artigo mostra que a taxa de convergência da solução é uniformemente exponencial,

desde que os controladores de velocidade nas duas equações sejam mantidos, caso contrário,

o sistema perde estabilidade.

b) Study of Exponential Stability of Coupled Waves Systems Via Distribuded

Stabilizer

Artigo de M. Najafi, 2001, publicado em International Journal of Mathematics and Math-

R.F.C. LOBATO P.D.M - UFPA
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ematical Sciences

utt − c2
1uxx = α(v − u) + β(vt − ut) em Ω1×]0,∞[

vtt − c2
2vxx = α(u− v) + β(ut − vt) em Ω2×]0,∞[.

com condições iniciais dadas por

u(0) = f1, ut(0) = g1 em Ω

v(0) = f2, vt(0) = g2 em Ω.

São empregadas duas condições de bordo

(1) Dirichlet e Neumann para primeira equação e Dirichlet para segunda equação

u(0, t) = 0, ux(1, 0) = 0 sobre ∂Ω1 × (0, +∞)

v = 0 sobre ∂Ω2 × (0, +∞).

(2) Dirichlet para o sistema

u = v = 0 sobre ∂Ω× (0, +∞).

Aqui c1 e c2 representam as velocidades de propagação das ondas.

Neste artigo, estuda-se a estabilidade exponencial, caso c1 = c2, caso contrário (c1 6= c2)

ocorre a perda de estabilidade.

Para formulação do Segundo Problema da Tese, também utilizou-se a lei de Fourier-

Cattaneo. A lei de Fourier implica no fato de que uma perturbação térmica em qualquer

ponto de um corpo será instantaneamente sentida, mas de forma desigual em todos os outros

pontos do refrido corpo. Em outras palavras, a lei de Fourier prevê que os sinais térmicos se

propagam com velocidade infinita, o que na prática não acontece, configurando assim o que

se conhece como paradoxo da lei de Fourier.

Várias modificações da equação da lei de Fourier tem sido propostas afim de “corrigir”o

paradoxo citado. A principal delas é lei de Maxwell-Cattaneo.
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Organização da Tese

No primeiro caṕıtulo, apresentamos um sistema acoplado de equações da onda, com um

único mecanismo de dissipação, presente apenas na primeira equação com acoplamento nos

termos de ordem nula. Utilizando técnicas do cenário de semigrupo de operadores lineares,

analisamos a existência e unicidade de soluções. Definimos a energia do modelo dissipativo,

sendo ela decrescente e levantamos as questões relacionadas a falta de estabilidade ex-

ponencial (mais precisamente, o teorema de estabilização uniforme de Gearhart-Herbst-

Pruss-Huang) e consequente decaimento polinomial com taxa ótima (Teorema de Tomilov

Borichev).

No segundo caṕıtulo, apresentamos um sistema acoplado de equações de ondas em para-

lelo do tipo estudado por Najafi [21], onde se tem amortecimento viscoso, acrescido da lei

de fourier-catanneo. Utilizando técnicas do cenário de semigrupo de operadores lineares,

analisamos a existência e unicidade de soluções. Definimos a energia do modelo dissipativo,

sendo ela decrescente e levantamos as questões relacionadas a estabilidade exponencial.

Finalmente no terceiro e último caṕıtulo, estudamos o sistema do primeiro caṕıtulo,

porém em sua versão unidimensional. Fazemos um estudo numérico, através da discretização

total. Também são feitos experimentos computacionais para avaliar o comportamento da

energia, bem como das soluções.

R.F.C. LOBATO P.D.M - UFPA



Caṕıtulo 1

Sistema Acoplado Fracamente
Dissipativo

1.1 Apresentação do Problema

No que se segue, apresentamos um sistema acoplado de equações diferenciais parciais de

equações da onda, fracamente dissipativo, uma vez que o mecanismo de dissipação, ocorre

apenas na primeira equação. O acoplamento se dá através dos termos de ordem nula. Ve-

jamos.

∂2
t u−∆u + ∂tu + αv = 0 em Ω× (0,∞) (1.1)

∂2
t v −∆v + αu = 0 em Ω× (0,∞) (1.2)

u = v = 0 sobre Γ× (0,∞) (1.3)

(u, ∂tu)(x, 0) = (u0, u1) em Ω (1.4)

(v, ∂tv)(x, 0) = (v0, v1) em Ω. (1.5)

Aqui Ω representa uma parte aberta e limitada do Rn, com fronteira suave Γ, onde α é

uma constante real positiva, suficientemente pequena.

1.1.1 Funcional de Energia

Proposição 1.1. A Energia E(t) associada ao sistema (1.1) - (1.5) é dada por:

E(t) :=
1

2

∫

Ω

|ut|2dx +
1

2

∫

Ω

|vt|2dx +
1

2

∫

Ω

|∇u|2dx +
1

2

∫

Ω

|∇v|2dx + α

∫

Ω

uvdx, (1.6)

17
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satisfazendo,

d

dt
E(t) = −

∫

Ω

u2
t dx ≤ 0. (1.7)

Demonstração. Multiplicamos as equações (1.1) e (1.2) respectivamente por ut e vt. Ao

obtido, integramos em Ω. Isto nos dá:

∫

Ω

uttutdx−
∫

Ω

∆uutdx +

∫

Ω

ututdx + α

∫

Ω

vutdx = 0 (1.8)

∫

Ω

vttvtdx−
∫

Ω

∆vvtdx + α

∫

Ω

uvtdx = 0. (1.9)

Adicionando (1.8) e (1.9), obtemos:

∫

Ω

uttutdx +

∫

Ω

vttvtdx−
∫

Ω

(∆uut + ∆vvt)dx +

∫

Ω

ututdx (1.10)

+α

∫

Ω

(uvt + vut)dx = 0.

Aplicando regras derivacionais de produto interno a (1.10), tem-se:

1

2

d

dt

∫

Ω

u2
t dx +

1

2

d

dt

∫

Ω

v2
t dx−

∫

Ω

(∆uut + ∆vvt)dx +

∫

Ω

|ut|2dx (1.11)

+α
d

dt

∫

Ω

uvdx = 0.

Agora usamos em (1.11) a Primeira Identidade de Green:

∫

Ω

∇u∇vdx = −
∫

Ω

u∆vdx +

∫

∂Ω

u
∂v

∂ν
S. (1.12)

Isto nos dá

−
∫

Ω

(∆uut + ∆vvt)dx =

∫

Ω

(∇u∇ut +∇v∇vt)dx =

∫

Ω

1

2

d

dt

(|∇u|2 + |∇v|2) dx. (1.13)

R.F.C. LOBATO P.D.M - UFPA
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Aplicando (1.13) a (1.11) temos:

1

2

d

dt

∫

Ω

u2
t dx +

1

2

d

dt

∫

Ω

v2
t dx +

1

2

d

dt

∫

Ω

|∇u|2dx +
1

2

d

dt

∫

Ω

|∇v|2dx (1.14)

+α
d

dt

∫

Ω

uvdx = −
∫

Ω

|ut|2.

Definimos agora:

E(t) :=
1

2

∫

Ω

|ut|2dx +
1

2

∫

Ω

|vt|2dx +
1

2

∫

Ω

|∇u|2dx +
1

2

∫

Ω

|∇v|2dx + α

∫

Ω

uvdx, (1.15)

como sendo a energia associada ao sistema (1.1) - (1.5).

De (1.14) e (1.15), segue-se que

d

dt
E(t) = −

∫

Ω

|ut|2dx. (1.16)

Agora, veja que, ao integrar (1.16) de 0 a t, tem-se:

E(t) = −
∫ t

0

∫

Ω

|ut|2dxdt + E(0). (1.17)

Portanto a energia é decrescente, isto é

E(t) ≤ E(0) ∀t ≥ 0. (1.18)

Desta forma, verifica-se que sistema é dissipativo.

1.2 Cenário de Semigrupo de Operadores Lineares

Nesta seção, mostramos a existência e unicidade de solução do sistema (1.1)-(1.5). A pri-

ori, obtemos o Cenário de Semigrupo, provamos que o operador A desse sistema é dissipativo.

Por fim, montamos um problema variacional, e obtemos o principal resultado desta seção,

usando o Lema de Lax-Milgram, ou seja, provamos a existência e unicidade.
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1.2.1 O Problema de Cauchy (PC)

Vamos agora reescrever (1.1)-(1.5), como um Sistema de Equações Diferenciais Ordinárias

de Primeira Ordem, da seguinte forma

dU

dt
= AU (PC)

U(0) = U0,

aqui denominado Problema de Valor Inicial ou Problema de Cauchy (PC).

Para tanto, consideramos ϕ = ut e ψ = vt e os vetores:

U = (u, ϕ, v, ψ)T , U0 = (u0, u1, v0, v1)
T e Ut = (ϕ, ϕt, ψ, ψt)

T .

A fim de satisfazer o PC, temos que

dU

dt
= Ut =




ϕ
∆u− ϕ− αv

ψ
∆v − αu


 = AU = A




u
ϕ
v
ψ


 . (1.19)

Veja que, de (1.19), obtemos:

A =




O Id O O

∆ −Id −αId O

O O O Id
−αId O ∆ O


 . (1.20)

Sendo O, Id, e ∆ respectivamente os operadores nulo, identidade e Laplaciano.

1.2.2 Espaço de Fase

A fim de se determinar o Espaço de Fase H é necessária uma avaliação sistemática da

energia associada ao sistema em questão, com suas condições de bordo. Vejamos:
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Da proposição (1.1), segue que ut, vt,∇u,∇v ∈ L2(Ω).

Sendo Ω um aberto, limitado do Rn, decorre de Poincaré-Friedrichs, que em H1
0 (Ω) a

norma induzida por H1(Ω) é equivalente a:

‖u‖2 = |∇u|2 =
n∑

i=1

∫

Ω

∣∣∣∣
∂u

∂xi

∣∣∣∣ dx.

Como |∇u|, |∇v| ∈ L2(Ω) e u = v = 0 sobre Γ segue-se que: u, v ∈ H1
0 (Ω).

Desta maneira, considerando U = (u, ut, v, vt)
T , então:

H = H1
0 (Ω)× L2(Ω)×H1

0 (Ω)× L2(Ω).

1.2.3 Domı́nio do Operador

Por definição, o domı́nio do Operador Eĺıptico A é dado por

D(A) = {U ∈ H | AU ∈ H}

Desta feita, temos então para U = (u, ϕ, v, ψ)T , que

ϕ ∈ H1
0 (Ω) (1.21)

(∆u− ut − αv) ∈ L2(Ω) (1.22)

ψ ∈ H1
0 (Ω) (1.23)

(∆v − αu) ∈ L2(Ω). (1.24)

Usando o fato de que

H = H1
0 (Ω)× L2(Ω)×H1

0 (Ω)× L2(Ω) e analisando as expressões: (1.21)-(1.24)

Segue que: u, v ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) e ϕ, ψ ∈ H1

0 (Ω)

Assim sendo, vem que

D(A) = (H2(Ω) ∩H1
0 (Ω))×H1

0 (Ω)× (H2(Ω) ∩H1
0 (Ω))×H1

0 (Ω). (1.25)
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1.2.4 Produto Interno

Sejam U = (u1, u2, u3, u4)
T e V = (v1, v2, v3, v4)

T vetores de H. Consideramos a forma

bilinear, no Espaço Hilbertiano H.

〈U, V 〉H =

∫

Ω

[∇u1 · ∇v1 + u2v2 +∇u3 · ∇v3 + u4v4 + α(u1v3 + u3v1)]dx. (1.26)

A fim de que (1.26) defina o produto interno entre U e V , precisamos mostrar que é uma

forma positiva definida, isto é,

〈U,U〉H ≥ 0,

para α suficientemente pequeno.

No que se segue, usaremos respectivamente as desigualdades de Young e Poincaré.

〈U,U〉H =

∫

Ω

[|∇u1|2 + u2
2 + |∇u3|2 + u2

4 + α(u1u3 + u3u1)]dx

=⇒

〈U,U〉H ≥
∫

Ω

[
|∇u1|2 + u2

2 + |∇u3|2 + u2
4 − 2α

(
u2

1

2
+

u2
3

2

)]
dx

=⇒

〈U,U〉H ≥
∫

Ω

[|∇u1|2 + u2
2 + |∇u3|2 + u2

4 − α(u2
1 + u2

3)]dx

=⇒

〈U,U〉H ≥
∫

Ω

[|∇u1|2 + u2
2 + |∇u3|2 + u2

4 − αcp(|∇u1|2 + |∇u3|2)]dx

=⇒

〈U,U〉H ≥
∫

Ω

[(1− αcp)|∇u1|2 + u2
2 + (1− αcp)|∇u3|2 + u2

4]dx
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Desta maneira, devemos impor (1− αcp) > 0 =⇒ α <
1

cp

.

Portanto, a fim de que (1.26) seja um produto interno, devemos ter α ∈
]
0,

1

cp

[
, onde

cp = cp(med(Ω)) é a constante de Poincaré.

Agora, como ‖U‖H =
√
〈U,U〉H, em um espaço hilbertiano, então definimos a seguinte

norma

‖U‖H :=

( ∫

Ω

[|∇u1|2 + u2
2 + |∇u3|2 + u2

4 + 2αu1u3]dx

)1/2

(1.27)

Observação 1.1. Note que, podemos obter uma norma equivalente. Para tanto, aplicando

Young a (1.27), obtemos

‖U‖2
H ≤

∫

Ω

[
|∇u1|2 + u2

2 + |∇u3|2 + u2
4 + 2α

(
u2

1

2
+

u2
3

2

)]
dx

Agora aplicamos ao obtido, a desigualdade de Poincaré. Dáı então,

‖U‖2
H ≤

∫

Ω

[
|∇u1|2 + u2

2 + |∇u3|2 + u2
4 + αcp(|∇u1|2 + |∇u3|2)

]
dx

Isto é,

‖U‖2
H ≤

∫

Ω

[
(1 + αcp)|∇u1|2 + u2

2 + (1 + αcp)|∇u3|2 + u2
4

]
dx (1.28)

Agora, uma vez que

‖U‖2
H = 〈U,U〉H ≥

∫

Ω

[(1− αcp)|∇u1|2 + u2
2 + (1− αcp)|∇u3|2 + u2

4]dx

Então de (1.28) segue que,

ζ1

∫

Ω

[
|∇u1|2 + u2

2 + |∇u3|2 + u2
4

]
dx ≤ ‖U‖2

H ≤ ζ2

∫

Ω

[
|∇u1|2 + u2

2 + |∇u3|2 + u2
4

]
dx.

R.F.C. LOBATO P.D.M - UFPA
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onde ζ1 = min{1, 1− αcp} e ζ2 = max{1, 1 + αcp}, com α ∈
]
0,

1

cp

[
.

Desta maneira, obtemos a seguinte norma equivalente

∥∥∥∥∥∥∥∥




u1

u2

u3

u4




∥∥∥∥∥∥∥∥
H

=

√∫

Ω

[
|∇u1|2 + u2

2 + |∇u3|2 + u2
4

]
dx. (1.29)

Teorema 1.1. O operador Eĺıptico A é dissipativo.

Demonstração. Com efeito, pois considerando U = (u, ϕ, v, ψ)T ∈ D(A), tem-se:

〈AU,U〉H =

〈



ϕ
∆u− ϕ− αv

ψ
∆v − αu


 ,




u
ϕ
v
ψ




〉
.

Assim sendo, pela Primeira Identidade de Green (1.12), obtemos

〈AU,U〉H =

∫

Ω

[∇ϕ∇u + (∆u− ϕ− αv)ϕ +∇ψ∇v + (∆v − αu)ψ]dx

+

∫

Ω

[αϕv + αψu]

=

∫

Ω

[∇ϕ∇u + ϕ∆u− ϕϕ− αvϕ +∇ψ∇v + ψ∆v − αuψ]dx

+

∫

Ω

[αϕv + αψu]

=

∫

Ω

[−ϕϕ− αvϕ− αuψ + αϕv + αψu]dx

Segue então que,

Re 〈AU,U〉H = −
∫

Ω

|ϕ|2dx ≤ 0, (1.30)
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de onde segue, que A é um operador dissipativo. Além do que, D(A) = H.

1.3 Existência e Unicidade de Soluções

Teorema 1.2. O operador Eĺıptico A é o gerador infinitesimal de um semigrupo C0 de

contrações sobre o espaço Hilbertiano H. Denotamos esse semigrupo por T (t) := eAt

Demonstração. Pelo Teorema de Lumer-Phillips (Pazy [3]), basta mostrar que 0 ∈ %(A), o

conjunto resolvente de A, definido por

%(A) = {λ ∈ C; (λI −A)−1 ∈ L(H)}.

Devemos portanto assegurar que A−1 é um operador limitado em H. Deste modo,

consideremos F = (f1, f2, f3, f4)
T ∈ H, queremos encontrar

U = (u, ϕ, v, ψ)T ∈ D(A), que satisfaça a seguinte equação resolvente

(λI −AU) = F com λ = 0.

Isto é,

AU = −F.

Ou ainda,

−A(u, ϕ, v, ψ)T = (f1, f2, f3, f4)
T .

Temos então o seguinte sistema

ϕ = −f1 ∈ H1
0 (Ω) (1.31)

∆u− ϕ− αv = −f2 ∈ L2(Ω) (1.32)

ψ = −f3 ∈ H1
0 (Ω) (1.33)

∆v − αu = −f4 ∈ L2(Ω). (1.34)

Assim, obtemos o seguinte problema eĺıptico
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∆u− αv = −f1 − f2 (1.35)

∆v − αu = −f4 (1.36)

Nosso propósito agora, é formular um problema variacional.

Para tanto, multiplicamos (1.35) e (1.36) respectivamente por η e ν e integramos em Ω.

∫

Ω

(∆u− αv)ηdx =

∫

Ω

(−f1 − f2)ηdx (1.37)
∫

Ω

(∆v − αu)νdx =

∫

Ω

(−f4)νdx. (1.38)

Adicionando (1.37) e (1.38), nos dá

∫

Ω

η∆udx−
∫

Ω

αvηdx +

∫

Ω

ν∆vdx−
∫

Ω

αuνdx =

∫

Ω

[(−f1 − f2)η + (−f4)ν]dx. (1.39)

Ou de forma equivalente

−
∫

Ω

η∆udx +

∫

Ω

αvηdx−
∫

Ω

ν∆vdx +

∫

Ω

αuνdx =

∫

Ω

[f1η + f2η + f4ν]dx. (1.40)

Agora, aplicando-se a Primeira Identidade de Green (1.12) a (1.40), obtemos

∫

Ω

∇η∇udx +

∫

Ω

∇ν∇vdx + α

∫

Ω

(uν + vη)dx =

∫

Ω

[f1η + f2η + f4ν]dx. (1.41)
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Vamos aplicar o Lema de Lax-Milgram, ao Problema Variacional. Para tanto, vamos

considerar o funcional linear e cont́ınuo (mostramos) f = f(f1, f2, f3, f4), dado por:

f =

∫

Ω

[f1η + f2η + f4ν]dx. (1.42)

E a formar bilinear, cont́ınua e coerciva (verificamos). Dada por:

a((u, v), (η, ν)) =

∫

Ω

∇η∇udx +

∫

Ω

∇ν∇vdx + α

∫

Ω

(uν + vη)dx. (1.43)

Temos então o seguinte problema variacional:

Determinar (u, v) ∈ E, onde E = H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω). Munido com a norma:

‖Φ‖2
E =

∫

Ω

|∇u|2dx +

∫

Ω

|∇v|2dx + 2α

∫

Ω

uvdx, (1.44)

desde que α ∈
]
0,

1

cp

[
, onde cp é a constante de Poincaré.

E tal que, para Φ = (u, v) e Ψ = (η, ν) em E, a forma

a : E × E −→ R

a(Φ, Ψ) =

∫

Ω

∇η∇udx +

∫

Ω

∇ν∇vdx + α

∫

Ω

(uν + vη)dx, (1.45)

é bilinear, cont́ınua e coerciva no espaço hilbertiano
∏

= E × E.

Com efeito,

i) a(Φ, Ψ) é Bilinear

Segue trivialmente da linearidade da integral.

ii) a(Φ, Ψ) é Cont́ınua

R.F.C. LOBATO P.D.M - UFPA
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Aplicamos a Desigualdade Triangular.

|a(Φ, Ψ)| =

∣∣∣∣
∫

Ω

∇η∇udx +

∫

Ω

∇ν∇vdx + α

∫

Ω

(uν + vη)dx

∣∣∣∣ (1.46)

≤
∣∣∣∣
∫

Ω

∇η∇udx

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
∫

Ω

∇ν∇vdx

∣∣∣∣ + α

∣∣∣∣
∫

Ω

(uν + vη)dx

∣∣∣∣ .

Agora, aplicando desigualdade de Cauchy-Schwarz a (1.46), obtemos:

|a(Φ, Ψ)| ≤
∫

Ω

|∇u||η|dx +

∫

Ω

|∇v||ν|dx + α

∫

Ω

|u||ν|dx + α

∫

Ω

|v||η|dx (1.47)

≤
(∫

Ω

|∇u|2dx

)1/2 (∫

Ω

|∇η|2dx

)1/2

+

(∫

Ω

|∇v|2dx

)1/2 (∫

Ω

|∇ν|2dx

)1/2

+ α

(∫

Ω

|u|2dx

)1/2 (∫ L

0

|ν|2dx

)1/2

+ α

(∫

Ω

|v|2dx

)1/2 (∫ L

0

|η|2dx

)1/2

.

Isto é,

|a(Φ, Ψ)| ≤
∫

Ω

|∇u||η|dx +

∫

Ω

|∇v||ν|dx + α

∫

Ω

|u||ν|dx + α

∫

Ω

|v||η|dx (1.48)

≤
(∫

Ω

|∇u|2dx

∫

Ω

|∇η|2dx

)1/2

+

(∫

Ω

|∇v|2dx

∫

Ω

|∇ν|2dx

)1/2

+

(
α2

∫

Ω

|u|2dx

∫

Ω

|ν|2dx

)1/2

+

(
α2

∫

Ω

|v|2dx

∫

Ω

|η|2dx

)1/2

.

Agora, utilizamos a seguinte desigualdade elementar:

√
a1 + · · ·+√

an ≤ n
√

a1 + · · ·+ an ∀n ∈ N.

Isto nos dá,
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|a(Φ, Ψ)| ≤ 4

[(∫

Ω

|∇u|2dx

∫

Ω

|∇η|2dx

)
+

(∫

Ω

|∇v|2dx

∫

Ω

|∇ν|2dx

)
(1.49)

+

(
α2

∫

Ω

|u|2dx

∫

Ω

|ν|2dx

)
+

(
α2

∫

Ω

|v|2dx

∫

Ω

|η|2dx

) ]1/2

.

E por fim,

|a(Φ, Ψ)| ≤ 4

(∫

Ω

|∇u|2dx +

∫

Ω

|∇v|2dx + 2α

∫

Ω

uvdx

)1/2

(1.50)

×
(∫

Ω

|∇η|2dx +

∫

Ω

|∇ν|2dx + 2α

∫

Ω

ηνdx

)1/2

.

Assim,

|a(Φ, Ψ)| ≤ 4‖Φ‖E‖Ψ‖E. (1.51)

iii) a(Φ, Ψ) é Coerciva

De fato, posto que

a(Φ, Φ) = a((u, v), (u, v)) =

∫

Ω

|∇u|2dx +

∫

Ω

|∇v|2dx + 2α

∫

Ω

uvdx (1.52)

= ‖Φ‖2
E.

Assim,

a(Φ, Φ) ≥ 1.‖Φ‖2
E.

Agora, mostramos que f (1.42) é uma forma linear e cont́ınua

iv) f(η, ν) é Linear
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Segue trivialmente da linearidade da integral.

v) f(η, ν) é Cont́ınua

De fato, pois para Ψ = (η, ν), tem-se das desigualdades: Integral, Triangular, de Hölder,

Poincaré e Elementar, que:

|f(Ψ)| =

∣∣∣∣
∫

Ω

[f1η + f2η + f4ν]dx

∣∣∣∣ (1.53)

≤
∫

Ω

|f1||η|dx +

∫

Ω

|f2||η|dx +

∫

Ω

|f4||ν|dx

≤ ‖f1‖‖η‖+ ‖f2‖‖η‖+ ‖f4‖‖ν‖
≤ C1‖f1‖‖∇η‖+ C2‖f2‖‖∇η‖+ C3‖f4‖‖∇ν‖
≤ (

C1‖f1‖+ C2‖f2‖
)‖∇η‖+ C3‖f4‖‖∇ν‖

≤ M1

(‖∇η‖+ ‖∇ν‖)

≤ 2M1

( ∫

Ω

|∇η|2dx +

∫

Ω

|∇ν|2dx

)1/2

,

onde se tem, M1 = max {(C1‖f1‖+ C2‖f2‖), C3‖f4‖}.

Agora, veja que:

− 2α

∫

Ω

ηνdx ≤ 2α

∫

Ω

(
η2

2
+

ν2

2

)
dx (1.54)

≤ αcp

∫

Ω

(|∇η|2 + |∇ν|2) dx.

De (1.54) obtemos

0 ≤
(

αcp

∫

Ω

(|∇η|2 + |∇ν|2) dx + 2α

∫

Ω

ηνdx

)1/2

. (1.55)

De (1.53) e (1.55)
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|f(Ψ)| ≤
(

4M2
1

∫

Ω

(|∇η|2 + |∇ν|2)dx

)1/2

(1.56)

+

(
αcp

∫

Ω

(|∇η|2 + |∇ν|2) dx + 2α

∫

Ω

ηνdx

)1/2

.

O que nos dá:

|f(Ψ)| ≤ 2

(
(4M2

1 + αcp)

∫

Ω

(|∇η|2 + |∇ν|2) dx + 2α

∫

Ω

ηνdx

)1/2

. (1.57)

Seja M2 =
M2

1

4
= max{1, 4M2

1 + αcp}, então de (1.57), segue que:

|f(Ψ)| ≤ M2

(∫

Ω

|∇η|2dx +

∫

Ω

|∇ν|2dx + 2α

∫

Ω

ηνdx

)
. (1.58)

Isto é,

|f(Ψ)| ≤ M2‖Ψ‖. (1.59)

Assim, pelo Lema de Lax-Milgram, existe uma única solução Φ = (u, v) ∈ E para o

problema variacional

a(Φ, Ψ) = f(Ψ),

isto é, Φ satisfaz ao sistema (1.31)-(1.34)

Por outro lado, usando a regularidade eĺıptica, concluimos que existe uma única U ∈
D(A) solução para o sistema AU = F . Mais ainda, existe uma constante C que depende

somente do domı́nio, tal que:

‖U‖H ≤ C‖F‖H
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Segue portanto que ‖A−1‖H ≤ C, isto é, A−1 é um operador limitado. Portanto, pelo

Teorema de Lumer-Phillips (Apêndice), A é o gerador infinitesimal de um semigrupo C0 de

contrações sobre o espaço Hilbertiano H.

Desta maneira, obtemos nosso resultado sobre existência e unicidade de soluções, no

teorema seguinte.

Teorema 1.3. (Existência e Unicidade de Soluções) Existe uma única solução U =

(u, ϕ, v, ψ)T para o sistema (1.1)-(1.5), com U0 ∈ D(A), satisfazendo

U ∈ C(R+; D(A)) ∩ C1(R+; H).

1.4 Decaimento Polinomial Ótimo

Aqui, nossa principal ferramenta é usar um resultado devido a Prüss, o qual assegura

que o semigrupo associado ao problema é exponencialmente estável se, e somente se, são

satisfeitas as condições

i) %(A) ⊇ {iλ; λ ∈ R} = iR

ii) lim
|λ|−→∞

∥∥∥(iλI −A)−1
∥∥∥

L(H)
< ∞

onde %(A) é o conjunto resolvente do operador A.

O objetivo é mostrar a perda de estabilidade exponencial. No entanto o resultado mais

importante desta seção, encontra-se no resultado de otimalidade de decaimento polinomial,

devido a Tomilov-Borichev.

Para tanto, consideremos o problema espectral

−∆w = λνwν em Ω (1.60)

wν = 0 sobre Γ,

onde lim
ν−→∞

λν −→ +∞
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Teorema 1.4. (Perda de Estabilidade) Seja S(t) um C0 semigrupo de contrações gerado

por A. Então S(t) não é exponencialmente estável.

Demonstração. Sejam U = (u, ϕ, v, ψ)T e F = (f 1, f 2, f 3, f 4)T e consideremos a equação

resolvente

(iλI −A)U = F, com λ ∈ R e F ∈ H. (1.61)

Isto é,

iλu− ϕ = f 1 (1.62)

iλϕ−∆u + αv + ϕ = f 2 (1.63)

iλv − ψ = f 3 (1.64)

iλψ −∆v + αu = f 4. (1.65)

Consideramos agora, u = awν , ϕ = bwν , v = cwν e ψ = dwν , com a, b, c, d ∈ C. Então

fazendo f 1 = f 3 = 0 e f 2 = f 4 = wν , respectivamente em (1.62), (1.64), (1.63) e (1.65) e

usando o Problema Espectral (1.60), obtemos após adições:

iλ(a + c)wν = (b + d)wν

iλ(b + d)wν + λν(a + c)wν + α(a + c)wν + bwν = 2wν .

Fazendo a substituição da primeira, na segunda equação, obtemos

iλ(iλ(a + c)wν) + λν(a + c)wν + α(a + c)wν + bwν = 2wν .

Isto é,

− λ2(a + c)wν + (a + c)wνλν + α(a + c)wν + bwν = 2wν . (1.66)

Agora, escolhendo λ =
√

λν + α e usando (1.66), obtemos b = 2. Logo,
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iλu− ϕ = f 1 =⇒ iλ(awν)− 2wν = 0 =⇒ a =
−2i√
λν + α

. (1.67)

iλϕ−∆u + αv + ϕ = f 2 =⇒ iλ(2wν) +
−2i√
λν + α

λνwν + αcwν + 2wν = wν (1.68)

=⇒
(

2i
√

λν + α +
−2i√
λν + α

λν + αc + 2

)
wν = wν

=⇒ 2i(λν + α)− 2iλν√
λν + α

+ αc = −1

=⇒ c =
−2i√
λν + α

− 1

α
.

iλψ −∆v + αu = f 4 =⇒ id
√

λν + αwν +

(
−2i√
λν + α

− 1

α

)
λνwν (1.69)

− 2iα√
λν + α

wν = wν

=⇒ id
√

λν + α− 2i√
λν + α

λν − 1

α
λν − 2iα√

λν + α
= 1

=⇒ id
√

λν + α− 2i√
λν + α

(λν + α) = 1 +
λν

α

=⇒ id
√

λν + α− 2i
√

λν + α =
λν + α

α

=⇒ di− 2i =

√
λν + α

α

=⇒ d = 2− i
√

λν + α

α
.

Segue então que,

u =
−2i√
λν + α

wν (1.70)

v =

(
− 2i√

λν + α
− 1

α

)
wν (1.71)

ϕ = 2wν (1.72)

ψ =

(
2− i

√
λν + α

α

)
wν . (1.73)
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Agora, mostremos que ‖U‖H −→ +∞, quando ν −→ +∞.

Com efeito, segue de (1.70)-(1.73) e de (1.27) que

‖U‖2
H =

∫

Ω

∣∣∣
( −2i√

λν + α
∇wν

)∣∣∣
2

dx +

∫

Ω

|2wν |2dx (1.74)

+

∫

Ω

∣∣∣
(
− 2i√

λν + α
− 1

α

)
∇wν

∣∣∣
2

dx +

∫

Ω

∣∣∣
(
2− i

√
λν + α

α

)∣∣∣
2

wνdx

+ 2α

∫

Ω

( −2i√
λν + α

wν

)(
− 2i√

λν + α
− 1

α

)
wνdx.

.

Assim, obtemos:

‖U‖2
H ≥

∫

Ω

∣∣∣
(
2− i

√
λν + α

α

)∣∣∣
2

wνdx ≈ O(|λ|2) −→ +∞ (1.75)

‖U‖H ≥ O(|λ|).
Recordando que:

iλU −AU = F ⇐⇒ U = (iλI −A)−1F. (1.76)

Segue então de (1.75), (1.76) e do Teorema de Gearhart-Herbst-Huang-Prüss que

S(t) não é exponencialmente estável.

A fim de demonstrar o decaimento polinomial do semigrupo associado ao sistema (1.1)

-(1.5), primeiro vamos considerar o produto em H com U = (u, ϕ, v, ψ)T ∈ D(A), com a

equação resolvente de A, isto é,

iλ‖U‖2
H − (AU,U)H = (F, U)H. (1.77)

No entanto, sabemos que

∫

Ω

|ϕ|2dx = −(AU,U)H. (1.78)
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CAPÍTULO 1. SISTEMA ACOPLADO FRACAMENTE DISSIPATIVO 36

O que nos dá:

iλ‖U‖2
H +

∫

Ω

|ϕ|2dx = (F, U)H. (1.79)

Agora, tomando a parte real e aplicando a desigualdade de Cauchy Schwarz, obtemos

∫

Ω

|ϕ|2dx ≤ ‖U‖H‖F‖H. (1.80)

A seguir, estudaremos dois lemas que servirão de aux́ılio para o principal resultado desta

seção. Vejamos:

Lema 1.1. A solução forte do sistema (1.1) -(1.5), dada pelo Teorema (1.3), satisfaz

∫

Ω

|∇u|2dx +

∫

Ω

|∇v|2dx + α

∫

Ω

(uv + vu)dx +

∫

Ω

ϕu dx ≤
∫

Ω

|ψ|2dx (1.81)

+ K1‖U‖H‖F‖H,

onde K1 é uma constante positiva.

Demonstração. Com efeito, multiplicamos respectivamente as equações (1.63) e (1.65) por

u e v. Integrando em Ω e somando os resultados, temos

iλ

∫

Ω

ϕu dx

︸ ︷︷ ︸
:=I1

+

∫

Ω

|∇u|2 dx + α

∫

Ω

vu dx +

∫

Ω

ϕu dx (1.82)

+ iλ

∫

Ω

ψv dx

︸ ︷︷ ︸
:=I2

+

∫

Ω

|∇v|2 dx + α

∫

Ω

uv dx =

∫

Ω

f 2u dx +

∫

Ω

f 4v dx.

Agora, substituindo iλu, dado em (1.62) em I1 de (1.82) e iλv, dado em (1.64) em I2 de

(1.82), nós obtemos

∫

Ω

|∇u|2 dx +

∫

Ω

|∇v|2 dx + α

∫

Ω

(vu + uv) dx +

∫

Ω

ϕu dx (1.83)

=

∫

Ω

|ϕ|2 dx +

∫

Ω

|ψ|2 dx

+

∫

Ω

ϕf 1 dx +

∫

Ω

ψf 3 dx

+

∫

Ω

f 2u dx +

∫

Ω

f 4v dx.
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Aplicando (1.80) em (1.83), temos

∫

Ω

|∇u|2 dx +

∫

Ω

|∇v|2 dx + α

∫

Ω

(vu + uv) dx +

∫

Ω

ϕu dx (1.84)

≤
∫

Ω

|ψ|2 dx + ‖U‖H‖F‖H

+

∫

Ω

ϕf 1 dx +

∫

Ω

ψf 3 dx

+

∫

Ω

f 2u dx +

∫

Ω

f 4v dx.

Seja,

∫

Ω

|∇u|2 dx +

∫

Ω

|∇v|2 dx + α

∫

Ω

(vu + uv) dx +

∫

Ω

ϕu dx = ϑ. (1.85)

Então,

ϑ ≤
∫

Ω

|ψ|2 dx + ‖U‖H‖F‖H +

∫

Ω

ϕf 1 dx (1.86)

+

∫

Ω

ψf 3 dx +

∫

Ω

f 2u dx +

∫

Ω

f 4v dx.

Agora, de acordo com (1.29), vamos usar a norma equivalente

‖U‖H =

√∫

Ω

[
|∇u|2 + ϕ2 + |∇v|2 + ψ2

]
dx.

com

χ1‖U‖H ≤ ‖U‖H ≤ χ2‖U‖H, (1.87)

onde χ1 =
√

ζ1 e χ2 =
√

ζ2.

Então, de (1.86), segue que:

ϑ ≤
∫

Ω

|ψ|2 dx + ‖U‖H‖F‖H +

∫

Ω

|ϕ||f 1| dx (1.88)

+

∫

Ω

|ψ||f 3| dx +

∫

Ω

|f 2||u| dx +

∫

Ω

|f 4||v| dx.
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Dáı,

ϑ ≤
∫

Ω

|ψ|2 dx + ‖U‖H‖F‖H + M3‖U‖H‖F‖H, (1.89)

onde M3 > 0 é uma constante que depende das constantes de Poincaré associadas as funções

u, v, f 1, f 3. Agora podemos usar a equivalência de normas para escrevermos

ϑ ≤
∫

Ω

|ψ|2 dx + K1‖U‖H‖F‖H, (1.90)

com K1 =

(
1 +

M3

χ2
1

)
=

(
1 +

M3

ζ1

)
.

Segue portanto, o resultado requerido.

Lema 1.2. A solução forte do sistema (1.1) -(1.5), dada pelo Teorema (1.1), satisfaz

(
1− c

|λ|
) ∫

Ω

|ψ|2 dx ≤ c

|λ|

( ∫

Ω

|∇u|2dx +

∫

Ω

|∇v|2dx

)
+ K2|λ|2||U ||H||F ||H.

onde K2 e c são constantes positivas e |λ| > 1.

Demonstração. Multiplicando a equação (1.65) por ψ e integrando em Ω obtemos

iλ

∫

Ω

|ψ|2 dx =

∫

Ω

∆vψ dx− α

∫

Ω

uψ dx +

∫

Ω

f 4ψ dx. (1.91)

Agora, usando (1.64), obtemos

iλ

∫

Ω

|ψ|2 dx =

∫

Ω

∆v(−λv − f 3) dx− α

∫

Ω

u(−λv − f 3) dx (1.92)

+

∫

Ω

f 4(−λv − f 3) dx

= −λ

∫

Ω

∆vv dx−
∫

Ω

∆vf 3dx + αλ

∫

Ω

uvdx + α

∫

Ω

uf 3dx

− λ

∫

Ω

f 4v dx−
∫

Ω

f 4f 3dx.
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Então, modulando (1.92) e aplicando Primeira Identidade de Green, obtemos

|λ|
∫

Ω

|ψ|2 dx ≤ |λ|
∫

Ω

|∇v|2dx +

∫

Ω

|∇v||∇f 3|dx

+ α|λ|
∫

Ω

|u||(v)|dx + α

∫

Ω

|u||(f 3)|dx

+ |λ|
∫

Ω

|f 4||(v)|dx +

∫

Ω

|f 4||(f 3)|dx.

Agora, usando a desigualdade de Young, temos

|λ|
∫

Ω

|ψ|2 dx ≤ |λ|
∫

Ω

|∇v|2dx +

∫

Ω

|∇v||∇f 3|dx

+
α|λ|
2

∫

Ω

(|u|2 + |(v)|2)dx + α

∫

Ω

|u||(f 3)|dx

+ |λ|
∫

Ω

|f 4||(v)|dx +

∫

Ω

|f 4||(f 3)|dx.

Assim, temos pela desigualdade de Poincaré que:

|λ|
∫

Ω

|ψ|2dx ≤ α|λ|cp

2

∫

Ω

|∇u|2dx +
|λ|(2 + αcp)

2

∫

Ω

|∇v|2dx (1.93)

+

∫

Ω

|∇v||∇f 3|dx + α

∫

Ω

|u||(f 3)|dx

+ |λ|
∫

Ω

|f 4||(v)|dx +

∫

Ω

|f 4||(f 3)|dx.

onde cp é a constante de Poincaré.

Seja c = max

{
α|λ|cp

2
,
|λ|(2 + αcp)

2
, 1, α, |λ|

}
.

Usando (1.93) segue-se que

|λ|
∫

Ω

|ψ|2dx ≤ c

(∫

Ω

|∇u|2dx +

∫

Ω

|∇v|2dx

)
(1.94)

+ c

(∫

Ω

|∇v||∇f 3|dx +

∫

Ω

|u||(f 3)|dx

+

∫

Ω

|f 4||(v)|dx +

∫

Ω

|f 4||(f 3)|dx

)
.
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Dáı, com a mesma argumentação de (1.88), (1.89) e (1.90), podemos escrever

∫

Ω

|ψ|2 dx ≤ c

|λ|
(∫

Ω

|∇u|2dx +

∫

Ω

|∇v|2dx

)
(1.95)

+
c

|λ|K1‖U‖H‖F‖H +
c

|λ|
∫

Ω

|ψ|2dx.

E assim obter,

(
1− c

|λ|
) ∫

Ω

|ψ|2 dx ≤ c

|λ|
(∫

Ω

|∇u|2dx +

∫

Ω

|∇v|2dx

)

+
c

|λ|K1‖U‖H‖F‖H.

Considerando K2 =
c

|λ|K1, obtemos

(
1− c

|λ|
) ∫

Ω

|ψ|2 dx ≤ c

|λ|
(∫

Ω

|∇u|2dx +

∫

Ω

|∇v|2dx

)

+ K2‖U‖H‖F‖H.

Uma vez que |λ| > 1, então |λ|2 > 1.

Com isso, obtemos o requerido, isto é,

(
1− c

|λ|
) ∫

Ω

|ψ|2 dx ≤ c

|λ|
(∫

Ω

|∇u|2dx +

∫

Ω

|∇v|2dx

)
(1.96)

+ K2|λ|2‖U‖H‖F‖H.

Vamos agora ao principal resultado desta seção, o qual trata sobre a taxa ótima de

estabilidade algébrica. Vejamos:

Teorema 1.5. (Otimalidade Algébrica)

O Semigrupo associado ao sistema (1.1)-(1.5) é polinomialmente estável e

∥∥S(t)U0

∥∥
H
≤ K√

t

∥∥U0

∥∥
D(A)

. (1.97)

Além disso, este resultado é ótimo.
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Demonstração. No que se segue, estamos considerando K = max{K1,K2}.

A partir dos lemas (1.1) e (1.2) e |λ| > 1, nós temos

‖U‖H ≤ K|λ|2‖F‖H. (1.98)

De fato, pois pelos lemas, temos as seguintes estimativas

∫

Ω

|∇u|2dx +

∫

Ω

|∇v|2dx + α

∫

Ω

(uv + vu)dx +

∫

Ω

ϕu dx ≤
∫

Ω

|ψ|2dx (1.99)

+ K‖U‖H‖F‖H.

(
1− c

|λ|
) ∫

Ω

|ψ|2 dx ≤ c

|λ|

( ∫

Ω

|∇u|2dx +

∫

Ω

|∇v|2dx

)
+ K|λ|2||U ||H||F ||H. (1.100)

Então adicionando (1.99) a (1.100) obtemos

(
1− c

|λ|
) [∫

Ω

|∇u|2dx +

∫

Ω

|∇v|2dx +

∫

Ω

|ψ|2dx

]
+ α

∫

Ω

(uv + vu)dx +

∫

Ω

ϕudx(1.101)

≤
∫

Ω

|ψ|2dx + K(|λ|2 + 1)||U ||H||F ||H.

Agora, aplicando- a (1.101) Young, Poincaré e majoração conveniente, obtemos

M4‖U‖2
H ≤ K(|λ|2 + 1)‖U‖H‖F‖H. (1.102)

onde M4 =
1

|λ|2 + 1. Com isso temos a verificação de (1.98).

Agora note que, (1.98) equivale a

∥∥(λI −A)−1
∥∥

L(H)
≤ K|λ|2. (1.103)

Então, usando o Teorema (2.4) em [1], obtemos
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∥∥S(t)A−1
∥∥

H
= O(t−1/2) =⇒ ∥∥S(t)A−1F

∥∥
H
≤ K√

t
‖F‖H. (1.104)

Desde que 0 ∈ %(A), segue então que AU0 = F . Dai nós temos

∥∥S(t)U0

∥∥
H
≤ K√

t
‖U0‖D(A). (1.105)

Por conseguinte, a solução decai polinomialmente, isto é, à uma taxa algébrica.

Para mostrarmos que a taxa de decaimento polinomial em questão é ótima, faremos a

prova via argumento de contradição. Vejamos.

Suponha que a taxa t−1/2 possa ser melhorada. Por exemplo a taxa t−1/(2−ε), para algum

0 < ε < 2.

A partir do Teorema 5.3 de [19], o operador

|λ|−2+ε
∥∥(λI −A)−1

∥∥
L(H)

, (1.106)

deve ser limitado, no entanto isso não acontece.

Vamos então supor que exista uma sequência (λµ) ⊂ R, com lim
µ−→∞

|λµ| e (Un) ⊂ D(A)

para (Fn) ⊂ H, de tal modo que

(iλµI −A)Uµ = Fµ, (1.107)

é limitada em H e

lim
µ−→∞

|λ|−2+ε
∥∥Uµ‖H = ∞ (1.108)

Então, podemos considerar para cada µ ∈ N, Fµ = (0, ωµ, 0, ωµ)T e Uµ = (uµ, ϕµ, v, ψµ)T ,

onde devido as condições de contorno, Uµ esta na forma uµ = awµ, ϕµ = bwµ, vµ = cwµ e
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ψµ = dwµ, com a, b, c, d ∈ C.

Seguindo então, os mesmos passos da prova do Teorema (1.4), podemos concluir que

|λ|−2+ε
∥∥Uµ‖H ≥ O(µε) −→∞, quando µ −→∞. (1.109)

Portanto, a taxa não pode ser melhorada. A prova é agora completa.
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Caṕıtulo 2

Sistema Acoplado Unidimensional

2.1 Apresentação do Problema

O modelo matemático 1-D de propagação de ondas acopladas é apresentado como se

segue

utt = S1x − F1 em ]0, L[×]0,∞[ (2.1)

vtt = S2x − F2 em ]0, L[×]0,∞[, (2.2)

onde Fi i = 1, 2 representam as forças de interação entre as funções u e v e Six representa o

stress, para cada i = 1, 2. As leis constitutivas, correspondentes são dadas por

S1 = c2
1ux − δθ em ]0, L[×]0,∞[ (2.3)

S2 = c2
2vx − δθ em ]0, L[×]0,∞[. (2.4)

Por t e x denotam-se as variáveis de tempo e espaço respectivamente, δ é a densidade, c2
i

i = 1, 2 são as velocidades de propagação de onda. Finalmente por θ denotamos a diferença

de temperatura e assumimos que θ age uniformemente em u e v.

Com respeito às leis constitutivas em termoelasticidade linear, é bem conhecido que o

modelo para a temperatura usa a lei de Fourier, e isto, resulta em uma discrepância f́ısica

de propagação de calor infinita.

Para remover esse paradoxo, mas ainda mantendo o essencial de um processo de condução

de calor, podemos usar a lei de Cattaneo em substituição a lei de Fourier q = −k′∇θ, isso é

τqt + q + k′θx = 0,

44
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agora sobre o vetor fluxo de calor como uma outra função a ser determinada através da

equação diferencial. O parâmetro τ , positivo, representa o tempo de relaxação do fluxo de

calor, em resposta a um gradiente de temperatura. Combinando o balanço de energia

θt + qx = 0,

com a lei de Cattaneo, nós obtemos

τθtt − k′θxx + θt = 0,

que é a equação de onda amortecida. Onde mais uma vez, obtém a já conhecida estabilidade

exponencial.

Portanto, a lei de Cattaneo transforma a natureza parabólica do processo de condução

de calor em um sistema hiberbólico.

Finalmente, assumindo que

F1 = α(u− v) + β(ut − vt) (2.5)

F2 = α(v − u) + β(vt − ut), (2.6)

para α, β > 0, das leis constitutivas (2.1)-(2.4) e do balanço de energia dado pela lei de

Cattaneo, obtemos o seguinte sistema hiperbólico de equações diferenciais

utt − c2
1uxx + α(u− v) + β(ut − vt) + δθx = 0 em ]0, L[×]0,∞[ (2.7)

vtt − c2
2vxx + α(v − u) + β(vt − ut) + δθx = 0 em ]0, L[×]0,∞[ (2.8)

%θt + qx + δuxt + δvxt = 0 em ]0, L[×]0,∞[ (2.9)

τqt + γq + θx = 0 em ]0, L[×]0,∞[. (2.10)

As constantes positivas %, τ , δ e γ referem-se a hipóteses em termoelasticidade. Aqui,

consideramos as seguintes condições de bordo

u(0, t) = u(L, t) = v(0, t) = v(L, t) = θx(0, t) = θx(L, t) = q(0, t) = q(L, t) = 0. (2.11)
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para todo t > 0 e condições iniciais

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), v(x, 0) = v0(x), vt(x, 0) = v1(x) (2.12)

θ(x, 0) = θ0(x) = q(x, 0) = q0(x) = 0, ∀x ∈ (0, L).

2.2 Existência e Unicidade de Soluções

Nesta seção mostramos a existência e unicidade de solução do sistema (2.7)-(2.12). A

priori, obtemos o funcional de energia associado ao problema, bem como o Cenário de Semi-

grupo. Dáı então, provamos que o operador A, desse sistema é dissipativo. Por fim, mon-

tamos um problema variacional, e obtemos o principal resultado desta seção usando o lema

de Lax-Milgram.

2.2.1 Funcional de Energia

No que se segue encontraremos a energia associada ao sistema (2.7)-(2.12), que sugere o

espaço de Hilbert H a ser obtido a posteriori.

Proposição 2.1. A Energia E(t) associada ao sistema (2.7)-(2.12) é dada por

E(t) :=
1

2

∫ L

0

|ut|2dx +
c2
1

2

∫ L

0

|ux|2dx +
1

2

∫ L

0

|vt|2dx +
c2
2

2

∫ L

0

|vx|2dx (2.13)

+
α

2

∫ L

0

|u− v|2dx +
%

2

∫ L

0

|θ|2dx +
τ

2

∫ L

0

|q|2dx.

satisfazendo,

d

dt
E(t) = −β

∫ L

0

|ut − vt|2dx− γ

∫ L

0

|q|2dx ≤ 0. (2.14)

Com efeito, multiplicamos as equações (2.7), (2.8), (2.9) e (2.10) respectivamente por

ut, vt, θ e q. Ao obtido, integremos em ]0, L[. Isto nos dá
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∫ L

0

uttutdx− c2
1

∫ L

0

uxxutdx + α

∫ L

0

(u− v)utdx + β

∫ L

0

(ut − vt)utdx (2.15)

+δ

∫ L

0

θxutdx = 0

∫ L

0

vttvtdx− c2
2

∫ L

0

vxxvtdx + α

∫ L

0

(v − u)vtdx + β

∫ L

0

(vt − ut)vtdx (2.16)

+δ

∫ L

0

θxvtdx = 0

%

∫ L

0

θtθdx +

∫ L

0

qxθdx + δ

∫ L

0

uxtθdx + δ

∫ L

0

vxtθdx = 0 (2.17)

τ

∫ L

0

qtqdx + γ

∫ L

0

qqdx +

∫ L

0

θxqdx = 0. (2.18)

Agora, aplicando integração por partes ao obtido. Temos então

∫ L

0

uttutdx + c2
1

[
−uxut

∣∣∣∣
L

0

+

∫ L

0

uxutxdx

]
+ α

∫ L

0

(v − u)utdx (2.19)

+β

∫ L

0

(vt − ut)vtdx + δ

∫ L

0

θxvtdx = 0

∫ L

0

vttvtdx + c2
2

[
−vxvt

∣∣∣∣
L

0

+

∫ L

0

vxvtxdx

]
+ α

∫ L

0

(u− v)vtdx (2.20)

+β

∫ L

0

(ut − vt)utdx + δ

∫ L

0

θxutdx = 0

%

∫ L

0

θtθdx +

∫ L

0

qxθdx− δ

∫ L

0

utθxdx− δ

∫ L

0

vtθxdx = 0 (2.21)

τ

∫ L

0

qtqdx + γ

∫ L

0

qqdx + θq

∣∣∣∣
L

0

−
∫ L

0

θqxdx = 0. (2.22)

Adicionando as (2.19), (2.20), (2.21) e (2.22), aplicando as condições de bordo e regras

derivacionais de produto interno, isto nos dá
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1

2

d

dt

∫ L

0

|ut|2dx +
c2
1

2

d

dt

∫ L

0

|ux|2dx +
1

2

d

dt

∫ L

0

|vt|2dx +
c2
2

2

d

dt

∫ L

0

|vx|2dx (2.23)

+
%

2

d

dt

∫ L

0

|θ|2dx +
τ

2

d

dt

∫ L

0

|q|2dx + γ

∫ L

0

|q|2dx + α

∫ L

0

(v − u)utdx

+α

∫ L

0

(u− v)vtdx + β

∫ L

0

(vt − ut)vtdx + β

∫ L

0

(ut − vt)utdx

+

∫ L

0

qxθdx−
∫ L

0

θqxdx + δ

∫ L

0

θxvtdx− δ

∫ L

0

vtθxdx

+δ

∫ L

0

θxutdx− δ

∫ L

0

utθxdx = 0.

Por outro lado, veja-se que

α

∫ L

0

(u− v)utdx + α

∫ L

0

(v − u)vtdx = α

∫ L

0

(uut − vut + vvtdx− uvt)dx (2.24)

= α

∫ L

0

[u(ut − vt) + v(vt − ut)]dx

= α

∫ L

0

(u− v)(ut − vt)dx

= α

∫ L

0

(u− v)(u− v)tdx

=
α

2

d

dt

∫ L

0

|u− v|2dx.

e

β

∫ L

0

(ut − vt)utdx + β

∫ L

0

(vt − ut)vtdx = β

∫ L

0

(utut − vtut + vtvt − utvt)dx (2.25)

= β

∫ L

0

ut(ut − vt) + vt(vt − ut)dx

= β

∫ L

0

(ut − vt)(ut − vt)dx

= β

∫ L

0

|ut − vt|2dx.

Aplicando (2.24) e (2.25) em (2.23), obtemos:
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1

2

d

dt

∫ L

0

|ut|2dx +
c2
1

2

d

dt

∫ L

0

|ux|2dx +
1

2

d

dt

∫ L

0

|vt|2dx +
c2
2

2

d

dt

∫ L

0

|vx|2dx (2.26)

+
α

2

d

dt

∫ L

0

|u− v|2dx +
%

2

d

dt

∫ L

0

|θ|2dx +
τ

2

d

dt

∫ L

0

|q|2dx

= −β

∫ L

0

|ut − vt|2dx− γ

∫ L

0

|q|2dx.

Definindo a energia associada ao sistema (2.7)-(2.12) por

E(t) :=
1

2

∫ L

0

|ut|2dx +
c2
1

2

∫ L

0

|ux|2dx +
1

2

∫ L

0

|vt|2dx +
c2
2

2

∫ L

0

|vx|2dx (2.27)

+
α

2

∫ L

0

|u− v|2dx +
%

2

∫ L

0

|θ|2dx +
τ

2

∫ L

0

|q|2dx,

decorre de (2.26) e (2.27), que

d

dt
E(t) = −β

∫ L

0

|ut − vt|2dx− γ

∫ L

0

|q|2dx. (2.28)

Isto é, a energia é decrescente, uma vez que β, γ > 0 e, portanto o sistema em questão é

dissipativo, pois

E(t) = E(0)− β

∫ t

0

∫ L

0

|ut − vt|2dxdt− γ

∫ t

0

∫ L

0

|q|2dxdt. (2.29)

Implicando em,

E(t) ≤ E(0) ∀t ≥ 0. (2.30)

A fim de que o sistema (2.7)-(2.12) seja conservativo, deve-se ter

β = γ = 0 =⇒ E(t) = E(0) ∀t ≥ 0. (2.31)

¤
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2.3 Cenário de Semigrupo de Operadores Lineares

Nesta seção, mostramos a existência e unicidade de solução do sistema (2.7)-(2.12). A pri-

ori, obtemos o Cenário de Semigrupo, provamos que o operador A desse sistema é dissipativo.

Por fim, montamos um problema variacional, e obtemos o principal resultado desta seção,

usando o lema de Lax-Milgram, ou seja, a existência e unicidade.

2.3.1 Problema de Cauchy

Vamos agora reescrever (2.7)-(2.12), como um Sistema de Equações Diferenciais Or-

dinárias de Primeira Ordem, da seguinte forma

dU

dt
= AU (P.V.I)

U(0) = U0,

aqui denominado Problema de Valor Inicial (P.V.I), ou Problema de Cauchy (P.C).

Para tanto, consideremos ϕ = ut e ψ = vt e os vetores

U = (u, ϕ, v, ψ, θ, q)T , U0 = (u0, u1, v0, v1, θ0, q0)
T e Ut = (ϕ, ϕt, ψ, ψt, θt, qt)

T .

A fim de satisfazer o P.V.I, temos que

dU

dt
= Ut =




ϕ
c2
1uxx + α(v − u) + β(ϕ− ψ)− δθx

ψ
c2
2vxx + α(u− v) + β(ϕ− ψ)− δθx

1
%
(−qx − δϕx − δψx)

1
τ
(−γq − θx)




= AU = A




u
ϕ
v
ψ
θ
q




. (2.32)

Veja-se que, de (2.32), obtemos
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A =




O Id O O O O

c2
1∂xx − αId −βId αId βId −δ∂x O

O O O Id O O

αId βId c2
2∂xx − αId −βId −δ∂x O

O −δ

%
∂x O −δ

%
∂x O − 1

ρ3

∂x

O O O O −1

τ
∂x −γ

τ
Id




. (2.33)

Sendo O, Id, ∂x =
d

dx
e ∂xx =

d2

dx2
respectivamente os operadores nulo, identidade,

derivadas primeira e segunda na variável x.

2.3.2 Construção do Espaço de Fase

A fim de se determinar o Espaço de Fase H é necessária uma avaliação sistemática da

energia associada ao sistema em questão, com suas condições de bordo. Vejamos

Da Proposição (2.1), segue-se que

ut, ux, vt, vx, (u− v), θ, q ∈ L2(0, L).

Como ux, vx ∈ L2(0, L) e u = v = 0 sobre Γ(0, L). Então da Desigualdade de Poincaré

na reta, segue-se que u, v ∈ H1
0 (0, L)

Em razão das condições de contorno do tipo Neumann para θ em (2.11), é bem sabido

que para as condições iniciais θ0(x), θ1(x) : [0, L] −→ R, existem soluções que não decaem

exponencialmente. Para evitar esse problema, devemos assumir que os dados iniciais são tais

que:

∫ L

0

θ0(x)dx = 0,

∫ L

0

θ1(x)dx = 0.

Desta forma, definimos o seguinte espaço, ao qual θ pertence.
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L2
∗(0, L) =

{
w ∈ L2(0, L)/

∫ L

0

w(x)dx = 0

}
.

Portanto o Espaço de Fase, deve ser Hilbertiano e dado por:

H = H1
0 (0, L)× L2(0, L)×H1

0 (0, L)× L2(0, L)× L2
∗(0, L)× L2(0, L) (2.34)

2.3.3 Domı́nio do Operador

Por definição, o domı́nio do Operador Eĺıptico A é dado por

D(A) = {U ∈ H | AU ∈ H}.

Desta feita, temos então para U = (u, ϕ, v, ψ, θ, q)T , que

ϕ ∈ H1
0 (0, L) (2.35)

(c2
1uxx + α(v − u) + β(ψ − ϕ)− δθx) ∈ L2(0, L) (2.36)

ψ ∈ H1
0 (0, L) (2.37)

(c2
2vxx + α(u− v) + β(ϕ− ψ)− δθx) ∈ L2(0, L) (2.38)

1

%
(−qx − δϕx − δψx) ∈ L2

∗(0, L) (2.39)

1

τ
(−γq − θx) ∈ L2(0, L). (2.40)

Usando o fato de que

H = H1
0 (0, L)× L2(0, L)×H1

0 (0, L)× L2(0, L)× L2
∗(0, L)× L2(0, L) e (2.35)-(2.38),

Segue que: u, v ∈ H2(0, L) ∩H1
0 (0, L) e ϕ, ψ ∈ H1

0 (0, L).

Por outro lado de (2.39) e (2.40) q ∈ H1
0 (0, L) e θ a
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CAPÍTULO 2. SISTEMA ACOPLADO UNIDIMENSIONAL 53

H1
∗ (0, L) =

{
w ∈ H1(0, L)/

∫ L

0

w(x)dx = 0

}

Assim sendo, vem que

D(A) = Υ×H1
0 (0, L)×Υ×H1

0 (0, L)×H1
∗ (0, L)×H1

0 (0, L) (2.41)

onde Υ = (H2(0, L) ∩H1
0 (0, L)).

2.3.4 Produto Interno

Considere U = (u1, u2, u3, u4, u5, u6)T e V = (v1, v2, v3, v4, v5, v6)T vetores de H . Define-

se o produto interno entre U e V , como sendo:

〈U, V 〉H =

∫ L

0

[c2
1u

1
xv

1
x + u2v2 + c2

2u
3
xv

3
x + u4v4 + α(u1 − u3)(v1 − v3)]dx (2.42)

+

∫ L

0

%(u5v5 + τu6v6)dx.

E norma

‖U‖2
H =

∫ L

0

[c2
1|u1

x|2 + |u2|2 + c2
2|u3

x|2 + |u4|2 + α|u1 − u3|2 + %|u5|2 + τ |u6|2]dx. (2.43)

Teorema 2.1. O operador Eĺıptico A é dissipativo.

Demonstração. Com efeito, pois considerando U = (u, ϕ, v, ψ, θ, q)T ∈ D(A), tem-se

〈AU,U〉H =

〈




ϕ
c2
1uxx + α(v − u) + β(ψ − ϕ)− δθx

ψ
c2
2vxx + α(u− v) + β(ϕ− ψ)− δθx

1

%
(−qx − δϕx − δψx)

1

τ
(−γq − θx)




,




u
ϕ
v
ψ
θ
q




〉
. (2.44)

Assim sendo, temos
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〈AU,U〉H =

∫ L

0

[c2
1ϕxux + (c2

1uxx + α(v − u) + β(ψ − ϕ)− δθx)ϕ + c2
2ψxvx]dx (2.45)

+

∫ L

0

[(c2
2vxx + α(u− v) + β(ut − vt)− δθx)ψ + α(ϕ− ψ)(u− v)]dx

+

∫ L

0

[
%

(
1

%
(−qx − δϕx − δψx)

)
θ + τ

(
1

τ
(−γq − θx)

)
q

]
dx.

Dáı,

〈AU,U〉H =

∫ L

0

[c2
1ϕxux + c2

1uxxϕ + αvϕ− αuϕ + βvtϕ− βutϕ− δθxϕ]dx (2.46)

+

∫ L

0

[c2
2ψxvx + c2

2vxxψ + αuψ − αvψ + βϕψ − βψψ − δθxψ]dx

+

∫ L

0

[α(ϕ− ψ)(u− v)− qxθ − δϕxθ − δψxθ − γq2 − θxq]dx.

Isto é,

〈AU,U〉H =

∫ L

0

[c2
1ϕxux − c2

1uxϕx + αvϕ− αuϕ + βψϕ− βϕϕ− δθxϕ]dx (2.47)

+

∫ L

0

[c2
2ψxvx − c2

2vxψx + αuψ − αvψ + βϕψ − βψψ − δθxψ]dx

+

∫ L

0

[αϕu− αϕv − αψu + αψv + qθx]dx

+

∫ L

0

[−δϕxθ − δψxθ − γq2 − θxq]dx.

Decorre então que,

〈AU,U〉H =

∫ L

0

[βϕψ − βϕϕ + βψϕ− βψψ − δθxϕ− δθxψ − δϕxθ]dx (2.48)

+

∫ L

0

[−δψxθ − γq2]dx.

Isto é,

〈AU,U〉H =

∫ L

0

{β[ϕ(ψ − ϕ) + ψ(ϕ− ψ)]− γq2}dx. (2.49)
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〈AU,U〉H =

∫ L

0

[−β(ϕ− ψ)2 − γq2]dx. (2.50)

Assim,

Re 〈AU,U〉H = −β

∫ L

0

|ϕ− ψ|2dx− γ

∫ L

0

|q|2dx ≤ 0. (2.51)

Visto que β e γ são positivos, segue-se que A é dissipativo.

Teorema 2.2. O operador Eĺıptico A é o gerador infinitesimal de um semigrupo C0 de con-

trações sobre o espaço Hilbertiano H.

Demonstração. Basta mostrar que 0 ∈ %(A).

Deste modo, consideremos F = (f1, f2, f3, f4, f5, f6)
T ∈ H. Queremos encontrar U =

(u, ϕ, v, ψ, θ, q)T ∈ D(A), que satisfaça a seguinte equação resolvente

(λI −AU) = F com λ = 0. (2.52)

Isto é,

AU = −F. (2.53)

Dáı, temos o seguinte sistema

ϕ = −f1 ∈ H1
0 (0, L) (2.54)

c2
1uxx + α(v − u) + β(ψ − ϕ)− δθx = −f2 ∈ L2(0, L) (2.55)

ψ = −f3 ∈ H1
0 (0, L) (2.56)

c2
2vxx + α(u− v) + β(ϕ− ψ)− δθx = −f4 ∈ L2(0, L) (2.57)

−qx − δϕx − δψx = −%f5 ∈ L2
∗(0, L) (2.58)

−γq − θx = −τf6 ∈ L2(0, L). (2.59)
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Substituindo θx, obtido de (2.59) em (2.55) e (2.56), temos

c2
1uxx + α(v − u) + β(ψ − ϕ)− δτf6 + δγq = −f2 (2.60)

c2
2vxx + α(u− v) + β(ϕ− ψ)− δτf6 + δγq = −f4.

Agora, uma vez que ϕ = −f1 e ψ = −f3, segue-se de (2.60) que

c2
1uxx + α(v − u) + β(f1 − f3) + δγq = δτf6 − f2 (2.61)

c2
2vxx + α(u− v) + β(f3 − f1) + δγq = δτf6 − f4.

Por outro lado, de (2.54), (2.56) e (2.58), segue-se que

qx = %f5 + δf1,x + δf3,x.

Integrando a equação acima de 0 a x, obtemos

q = %

∫ x

0

f5(y)dy + δf1 + δf3.

Desta maneira, substituindo q no sistema (2.61), obtemos o seguinte problema eĺıptico

c2
1uxx + α(v − u) + β(f1 − f3) = δτf6 − f2 − γδ2f1 − γδ2f3 − γδ%

∫ x

0

f5(y)dy (2.62)

c2
2vxx + α(u− v) + β(f3 − f1) = δτf6 − f4 − γδ2f1 − γδ2f3 − γδ%

∫ x

0

f5(y)dy (2.63)

com condições de Dirichlet.

u(0) = u(L) = v(0) = v(L) = 0.

Nosso propósito agora, é formular um problema variacional.

Para tanto, multiplicamos (2.62) e (2.63) respectivamente por η e ν e integremos de 0 a

L.
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c2
1

∫ L

0

uxxηdx + α

∫ L

0

(v − u)ηdx =

∫ L

0

(
βf3 − βf1 + δτf6 − f2 − γδ2f1 (2.64)

− γδ2f3 − γδ%

∫ x

0

f5(y)dy

)
ηdx.

c2
2

∫ L

0

vxxνdx + α

∫ L

0

(u− v)νdx =

∫ L

0

(
βf1 − βf3 + δτf6 − f4 − γδ2f1 (2.65)

− γδ2f3 − γδ%

∫ x

0

f5(y)dy

)
νdx.

Note que para x = L, tem-se

∫ L

0

(∫ x

0

f5(y)dy

)
dx ≤

∫ L

0

∫ L

0

(
f5(y)dy

)
dx =

∫ L

0

‖f5‖L1dx = L‖f5‖L1 .

Vamos agora integrar por partes (2.64) e (2.65), adicionar os resultados e ainda usar a

desigualdade acima, isto nos dá

c2
1

∫ L

0

uxηxdx + c2
2

∫ L

0

vxνxdx + α

∫ L

0

(u− v)(η − ν) = β

∫ L

0

(f1 − f3)(η − ν)dx (2.66)

−δτ

∫ L

0

f6(η + ν)dx−
∫ L

0

(f2 + f4)(η + ν)dx + γδ2

∫ L

0

(f1 + f3)(η + ν)dx

+γδ%‖f5‖L1(η + ν)dx.

Apliquemos o Lema de Lax-Milgram, ao Problema Variacional. Para tanto, consideramos

o funcional linear e cont́ınuo (mostramos)

f = f(f1, f2, f3, f4, f5, f6)

Dado por

f = β

∫ L

0

(f1 − f3)(η − ν)dx− δτ

∫ L

0

f6(η + ν)dx−
∫ L

0

(f2 + f4)(η + ν)dx (2.67)

+γδ2

∫ L

0

(f1 + f3)(η + ν)dx + γδ%‖f5‖L1(η + ν)dx.
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E a formar bilinear, cont́ınua e coerciva (verificamos). Dada por

a((u, v), (η, ν)) = c2
1

∫ L

0

uxηxdx + c2
2

∫ L

0

vxνxdx + α

∫ L

0

(u− v)(η − ν)dx. (2.68)

Temos então o seguinte problema variacional

Determinar (u, v) ∈ E, onde E = H1
0 (0, L)×H1

0 (0, L). Munido com a norma:

‖Φ‖2
E = c2

1

∫ L

0

u2
xdx + c2

2

∫ L

0

v2
xdx + α

∫ L

0

(u− v)2dx. (2.69)

E tal que, para Φ = (u, v) e Ψ = (η, ν) em E, a forma

a : E × E −→ R

a(Φ, Ψ) = c2
1

∫ L

0

uxηxdx + c2
2

∫ L

0

vxνxdx + α

∫ L

0

(u− v)(η − ν)dx, (2.70)

é bilinear, cont́ınua e coerciva no espaço hilbertiano E × E.

Com efeito,

i) a(Φ, Ψ) é Bilinear

Segue da linearidade da integral.

ii) a(Φ, Ψ) é Cont́ınua

Aplicamos a Desigualdade Triangular.
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|a(Φ, Ψ)| =

∣∣∣∣c2
1

∫ L

0

uxηxdx + c2
2

∫ L

0

vxνxdx + α

∫ L

0

(u− v)(η − ν)dx

∣∣∣∣ (2.71)

≤ c2
1

∣∣∣∣
∫ L

0

uxηxdx

∣∣∣∣ + c2
2

∣∣∣∣
∫ L

0

vxνxdx

∣∣∣∣ + α

∣∣∣∣
∫ L

0

(u− v)(η − ν)dx

∣∣∣∣ .

Agora, aplicando desigualdade de Cauchy-Schwarz a (2.71), obtemos

|a(Φ, Ψ)| ≤ c2
1‖ux‖‖ηx‖+ c2

2‖vx‖‖νx‖+ α‖(u− v)‖‖(η − ν)‖ (2.72)

≤ c2
1

(∫ L

0

|ux|2dx

)1/2 (∫ L

0

|ηx|2dx

)1/2

+ c2
2

(∫ L

0

|vx|2dx

)1/2 (∫ L

0

|νx|2dx

)1/2

+ α

(∫ L

0

(u− v)2dx

)1/2 (∫ L

0

(η − ν)2dx

)1/2

.

Isto é,

|a(Φ, Ψ)| ≤
(

c4
1

∫ L

0

|ux|2dx

∫ L

0

|ηx|2dx

)1/2

+

(
c4
2

∫ L

0

|vx|2dx

∫ L

0

|νx|2dx

)1/2

(2.73)

+

(
α2

∫ L

0

(u− v)2dx

∫ L

0

(η − ν)2dx

)1/2

.

Agora, utilizamos a seguinte desigualdade elementar:

√
a1 + · · ·+√

an ≤ n
√

a1 + · · ·+ an ∀n ∈ N.

Então temos,
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|a(Φ, Ψ)| ≤
(

c2
1

∫ L

0

|ux|2dx c2
1

∫ L

0

|ηx|2dx

)1/2

+

(
c2
2

∫ L

0

|vx|2dx c2
2

∫ L

0

|νx|2dx

)1/2

(2.74)

+

(
α

∫ L

0

(u− v)2dx α

∫ L

0

(η − ν)2dx

)1/2

≤ 3

[ (
c2
1

∫ L

0

|ux|2dx c2
1

∫ L

0

|ηx|2dx

)
+

(
c2
2

∫ L

0

|vx|2dx c2
2

∫ L

0

|νx|2dx

)

+

(
α

∫ L

0

(u− v)2dx α

∫ L

0

(η − ν)2dx

) ]1/2

.

O que finalmente nos dá

|a(Φ, Ψ)| ≤ 3

(
c2
1

∫ L

0

|ux|2dx + c2
2

∫ L

0

|vx|2dx + α

∫ L

0

(u− v)2dx

)1/2

(2.75)

×
(

c2
1

∫ L

0

|ηx|2dx + c2
2

∫ L

0

|νx|2dx + α

∫ L

0

(η − ν)2dx

)1/2

.

Assim,

|a(Φ, Ψ)| ≤ 3‖Φ‖E‖Ψ‖E. (2.76)

iii) a(Φ, Ψ) é Coerciva

De fato, para tanto veja-se que:

a(Φ, Φ) = a((u, v), (u, v)),

onde,

a((u, v), (u, v)) = c2
1

∫ L

0

uxuxdx + c2
2

∫ L

0

vxvxdx + α

∫ L

0

(u− v)(u− v)dx (2.77)

= c2
1

∫ L

0

u2
xdx + c2

2

∫ L

0

v2
xdx + α

∫ L

0

(u− v)2dx = ‖Φ‖2
E.
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Agora, mostramos que

f = β

∫ L

0

(f1 − f3)(η − ν)dx− δτ

∫ L

0

f6(η + ν)dx−
∫ L

0

(f2 + f4)(η + ν)dx (2.78)

+γδ2

∫ L

0

(f1 + f3)(η + ν)dx + γδ%‖f5‖L1(η + ν)dx,

é linear e cont́ınua.

iv) f(η, ν) é Linear

Segue trivialmente da linearidade da integral.

v) f(η, ν) é Cont́ınua

De fato, pois para Ψ = (η, ν), tem-se das desigualdades, Triangular e Integral que

|f(Ψ)| =

∣∣∣∣β
∫ L

0

(f1 − f3)(η − ν)dx− δτ

∫ L

0

f6(η + ν)dx−
∫ L

0

(f2 + f4)(η + ν)dx(2.79)

+ γδ2

∫ L

0

(f1 + f3)(η + ν)dx + γδ%

∫ L

0

(∫ x

0

f5(y)dy

)
(η + ν)dx

∣∣∣∣

≤ β

∫ L

0

|f1 − f3||(η − ν)|dx + δτ

∫ L

0

|f6||η + ν|dx +

∫ L

0

|f2 + f4||(η + ν)|dx

+ γδ2

∫ L

0

|f1 + f3||(η + ν)|dx + γδ%‖f5‖L1|(η + ν)|dx.

Agora, aplicando a desigualdade de Hölder a (2.79), vem que

|f(Ψ)| ≤ β‖f1 − f3‖‖(η − ν)‖+ δτ‖f6‖‖(η + ν)‖+ ‖f2 + f4‖‖(η + ν)‖ (2.80)

+ γδ2‖f1 + f3‖‖(η + ν)‖+ γδ%‖f5‖L1‖(η + ν)‖.

E aplicando as desigualdades de Poincaré e Minkowski a (2.80). Então temos
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|f(Ψ)| ≤ β‖f1 − f3‖‖(η − ν)‖+ C4δτ‖f6‖‖ηx‖+ C4δτ‖f6‖‖νx‖ (2.81)

+ C5‖f2‖‖ηx‖+ C5‖f4‖‖νx‖+ C6γδ2‖f1‖‖ηx‖+ C6γδ2‖f3‖‖νx‖
+ C7γδ%‖f5‖L1‖ηx‖+ C7γδ%‖f5‖L1‖νx‖.

Ou seja,

|f(Ψ)| ≤ (
C4δτ‖f6‖+ C5‖f2‖+ C6γδ2‖f1‖+ C7γδ%‖f5‖L1

)‖ηx‖ (2.82)

+
(
C4δτ‖f6‖+ C5‖f4‖+ C6γδ2‖f3‖+ C7γδ%‖f5‖L1

)‖νx‖
+ β‖f1 − f3‖‖(η − ν)‖.

Sejam,

M5 = C4δτ‖f6‖+ C5‖f2‖+ C6γδ2‖f1‖+ C7γδ%‖f5‖L1 . (2.83)

M6 = C4δτ‖f6‖+ C5‖f4‖+ C6γδ2‖f3‖+ C7γδ%‖f5‖L1 . (2.84)

M7 = β‖f1 − f3‖. (2.85)

Agora, aplicando (2.83), (2.84) e (2.85) a (2.82), vem que

|f(Ψ)| ≤ M5‖ηx‖+ M6‖νx‖+ M7‖(η − ν)‖. (2.86)

Seja agora, M7 = max{M5,M6,M7}.

Então, de (2.86) resulta

|f(Ψ)| ≤ M8(‖ηx‖+ ‖νx‖+ ‖(η − ν)‖). (2.87)

Isto é,
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|f(Ψ)| ≤ M8

{
1

c1

(
c2
1

∫ L

0

|ηx|2dx

)1/2

+
1

c2

(
c2
2

∫ L

0

|νx|2dx

)1/2

(2.88)

+
1√
α

(
α

∫ L

0

|(η − ν)|2dx

)1/2}

≤ 3M8M9

{
c2
1

∫ L

0

|ηx|2dx + c2
2

∫ L

0

|νx|2dx + α

∫ L

0

|(η − ν)|2dx

}1/2

≤ M‖Ψ‖E,

onde se tem,

M9 = max

{
1

c1

,
1

c2

,
1√
α

}
e M = 3M8M9.

Assim, pelo Lema de Lax-Milgram, existe uma única solução Φ = (u, v) ∈ E para o

problema variacional

a(Φ, Ψ) = f(Ψ).

isto é, Φ satisfaz ao sistema (2.7)-(2.12)

Por outro lado, usando a regularidade eĺıptica, concluimos que existe uma única U ∈
D(A) solução para o sistema AU = F . Mais ainda, existe uma constante C que depende

somente do domı́nio, tal que

‖U‖H ≤ C‖F‖H.

Segue portanto que ‖A−1‖H ≤ C, isto é, A−1 é um operador limitado. Portanto, pelo

Teorema de Lumer-Phillips (Pazy [3]), A é o gerador infinitesimal de um semigrupo C0 de

contrações sobre o espaço Hilbertiano H.

Desta maneira, obtemos nosso resultado sobre existência e unicidade de soluções, no

teorema seguinte.

Teorema 2.3. (Existência e Unicidade de Soluções) Existe uma única solução U =

(u, ϕ, v, ψ, θ, q)T para o sistema (2.7)-(2.12), com U0 ∈ D(A), satisfazendo

U ∈ C(R+; D(A)) ∩ C1(R+; H).
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2.4 Decaimento Exponencial

Nesta seção mostramos que existe decaimento exponencial para a solução do sistema

(2.7)-(2.12). Para tanto, usaremos técnicas de semigrupo.

2.4.1 Técnicas de Semigrupos

No que se segue mostramos que a solução do problema decai exponencialmente, para isso

usamos argumentos de semigrupos devido a Liu e Zheng [17]. Para estabelecer esse resultado

necessitamos de alguns resultados preliminares. Dessa forma, temos

Lema 2.1. Seja A o operador definido em (2.33). Então vale a condição

{iβ; λ ∈ R} ⊆ ρ(A). (2.89)

Demonstração. Demonstraremos o lema, em três etapas

Etapa (1)

Aqui denotamos por ‖ · ‖L(H) a norma no espaço L(H). Desde que 0 ∈ ρ(A). Então para

todo β ∈ R com ||βA−1|| < 1 o operador linear limitado (iβA−1− I) é inverśıvel, e portanto

iβI −A = A(iβA−1 − I)

é invert́ıvel. Sua inversa pertence a L(H) , isto é, iβ ∈ ρ(A)

Além disso, ||(iβI−A)−1||L(H) é uma função cont́ınua para β ∈ (−||A−1||−1
L(H), ||A−1||−1

L(H)).

Etapa (2)

Se sup{||(iβI −A)−1||L(H); |β| < ||A−1||−1
L(H)} = M < ∞ então o operador

(iβI −A) = (iβ0I −A).(I + i(β − β0)(iβ0I −A)−1),

com |β0| < ||A−1||−1
L(H) é invert́ıvel para |β−β0| < M−1. Por outro lado, o seguinte conjunto

{β; |β| < ||A−1||−1
L(H) + M−1} está contido em ρ(A). Além disso, ||(iβI − A)−1||L(H) é uma
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função cont́ınua para β ∈ (−||A−1||−1
L(H) −M−1, ||A−1||−1

L(H) + M−1).

Etapa (3)

Suponha por contradição que iR * ρ(A). Então existe z ∈ R, com ||A−1||−1
L(H) ≤ |z| < ∞

tal que

{iβ; |λ| < |z|} ⊂ ρ(A) e sup{||(iβ −A)−1||L(H); |β| < |z|} = ∞.

Resulta que existe uma sequência βn ∈ R com |βn| → |z|, |βn| < |z| e sequências de funções

vetorias

Un = (un, ϕn, vn, ψn, θn, qn)T ∈ D(A) com ‖Un‖H = 1 e F = (f 1
n, f 2

n, f 3
n, f 4

n, f 5
n, f 6

n)T ∈ H

tal que (iβnI −A)Un = Fn e Fn −→ 0 em H, quando n −→∞, isto é

||(iβnI −A)Un||L(H) −→ 0. (2.90)

Note que a equação resolvente

iβnUn −AUn = Fn. (2.91)

em termos de suas componentes, toma a forma

iβnun − ϕn = f 1
n −→ 0 em H1

0 (0, L), (2.92)

iβnϕn − unxx + α(un − vn) + β(ϕn − ψn) + δθnx = f 2
n −→ 0 em L2(0, L), (2.93)

iβnvn − ψn = f 3
n −→ 0 em H1

0 (0, L), (2.94)

iβnψn − vnxx + α(vn − un) + β(ψn − ϕn) + δθnx = f 4
n −→ 0 em L2(0, L), (2.95)

iβn%θn + qnx + δ(ϕnx + ψnx) = f 5
n −→ 0 em L2

∗(0, L), (2.96)

iβn%qn + γqn + θnx = f 6
n −→ 0 em L2(0, L). (2.97)

Por outro lado, fazendo o produto interno de Xn = (iβnI − A)Un com Yn = Un em H,

obtemos
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〈Xn, Yn〉 =

〈



iβnun − ϕn

iβnϕn − unxx + α(un − vn) + β(ϕn − ψn) + δθnx

iβnvn − ψn

iβnψn − vnxx + α(vn − un) + β(ψn − ϕn) + δθnx

iβn%θn + qnx + δ(ϕnx + ψnx)
iβn%qn + γqn + θnx




,




un

ϕn

vn

ψn

θn

qn




〉
(2.98)

=

∫ L

0

c2
1(iβnunx − ϕnx)unx dx +

∫ L

0

[iβnϕn − unxx + α(un − vn)

+ β(ϕn − ψn) + δθnx)ϕn] dx +

∫ L

0

c2
2(iβnvnv − ψnx)vnx dx

+

∫ L

0

[iβnψn − vnxx + α(vn − un) + β(ψn − ϕn) + δθnx]ψn dx

+ α

∫ L

0

[iβn(un − vn) + (ψn − ϕn)](un − vn) dx

+
1

2

∫ L

0

%{[iβn%θn + qnx + δ(ϕnx + ψnx)]θn + τ(iβn%qn + γqn + θnx)qn} dx.

Isto é,

〈Xn, Yn〉 = β

∫ L

0

|ϕn − ψn|2dx− γ

∫ L

0

|qn|2dx. (2.99)

Tomando a parte real, temos

Re(〈Xn, Yn〉) = β

∫ L

0

|ϕn − ψn|2dx− γ

∫ L

0

|qn|2dx −→ 0 (n −→∞). (2.100)

Portanto,

β‖ϕn − ψn‖2
L2(0,L)dx− γ‖qn‖2

L2(0,L) −→ 0 em L2(0, L), para n −→∞.

Consequentemente, como β, γ > 0, então temos

ϕn − ψn −→ 0 em L2(0, L), para n −→∞. (2.101)

qn −→ 0 em L2(0, L), para n −→∞. (2.102)
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De (2.97) e (2.102), vem que

‖Dθn‖L2(0,L) −→ 0 em L2(0, L), para n −→∞, (2.103)

onde D =
d

dx
.

Então, usando a desigualdade de Poincaré, obtemos

θn −→ 0 em L2(0, L), para n −→∞. (2.104)

Agora, de (2.96)

‖Dϕn + Dψn‖L2(0,L) −→ 0 em L2(0, L), para n −→∞. (2.105)

Então, da desigualdade de Poincaré, segue-se que

ϕn + ψn −→ 0 em L2(0, L), para n −→∞. (2.106)

Agora, de (2.101) e (2.106), concluimos que

ϕn, ψn −→ 0 em L2(0, L), para n −→∞. (2.107)

Desde de que |βn| < |z|, então de (2.92), (2.94) e (2.107), obtemos

un, vn −→ 0 em L2(0, L), para n −→∞. (2.108)

Portanto, obtemos 1 = ||Un||2H −→ 0, o que é uma contradição, Com isso terminamos a

prova do lema.

Lema 2.2. Seja o operador A definido em (2.33). Então, vale a condição

lim
|λ|→∞

∥∥(iβI −A)−1
∥∥

L(H)
< ∞. (2.109)
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Demonstração. Suponha que (2.109) seja falso. Então, existe uma sequência de números

reais βn tal que |βn| −→ ∞ e uma sequência de vetores Yn = (un, ϕn, vn, ψn, θn, qn)T no

domı́nio de A com norma unitária em H, de modo que

||(iβnI −A)Yn||L(H) −→ 0. (2.110)

Escrevendo (2.110) termo a termo e depois tomando a parte real de 〈Xn, Yn〉, onde

Xn = (iβnI −A)Un, já vimos que

β‖ϕn − ψn‖2
L2(0,L)dx− γ‖qn‖2

L2(0,L) −→ 0 em L2(0, L), para n −→∞.

E assim,

ϕn, ψn, θn, qn −→ 0 em L2(0, L), para n −→∞. (2.111)

Por outro lado, tomando o produto interno de (2.93) com un. Temos

iβn〈ϕn, un〉 − 〈unxx, un〉+ α〈(un − vn), un〉+ β〈(ϕn − ψn), un〉+ δ〈θnx, un〉 −→ 0. (2.112)

Agora,usando (2.92) e integrando por partes (2.112), obtemos

‖Dun‖2
L2(0,L) + α〈(un − vn), un〉 −→ 0 (2.113)

Por outro lado, tomando o produto interno de (2.95) com vn. Temos

iβn〈ϕn, vn〉 − 〈vnxx, vn〉+ α〈(vn − un), vn〉+ β〈(ψn − ϕn), vn〉+ δ〈θnx, vn〉 −→ 0. (2.114)

Agora,usando (2.94) e integrando por partes (2.114), obtemos

‖Dvn‖2 + α〈(vn − un), vn〉 −→ 0. (2.115)
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Então, de (2.113) e (2.115), vem que

‖Dun‖2
L2(0,L) + ‖Dvn‖2

L2(0,L) −→ 0. (2.116)

Aplicando a desigualdade de Poincaré a (2.116), temos

‖un‖2
L2(0,L) + ‖vn‖2

L2(0,L) −→ 0. (2.117)

Isto é,

un, vn −→ 0. (2.118)

Portanto, o vetor Yn não tem norma unitária, mas isso é uma contradição. Assim,

conclúımos a demonstração do lema.

Teorema 2.4. (de Decaimento Exponencial) A solução U = (u, ϕ, v, ψ, θ, q)T do sistema

(2.7)-(2.12) decai exponencialmente.

Demonstração. Segundo os lemas (2.1) e (2.2), podemos usar o resultado devido a Gearhart-

Herbst-Huang-Prüss. Isto é, o semigrupo de contrações no espaço de Hilbert H é exponen-

cialmente estável se, e somente se, satisfaz as condições (2.89) e (2.109). Assim, o teorema

está provado.
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Caṕıtulo 3

Abordagem Numérica

3.1 Considerações Gerais

Nesta seção, temos por objetivo investigar no contexto da análise numérica teórica e com-

putacional, aspectos qualitativos das soluções de um modelo unidimensional de propagação

de ondas acopladas, fracamente dissipativo (com mecanismo de dissipação em apenas uma

equação). Tal modelo consiste em um sistema hiperbólico de propagação de ondas com

condições iniciais e de contorno. No que tange ao aspecto qualitativo, nós obtemos a energia

do sistema mostrando o seu decrescimento com a variável temporal. Ressaltamos ainda,

com base na literatura existente, que essa energia pode ser exponencial ou polinomialmente

estável.

Questões dessa natureza são importantes tanto do ponto de vista matemático quanto

do ponto de vista das aplicações. Nosso foco principal, é investigar sob que condições

a discretização numérica total em diferenças finitas preserva o comportamento qualita-

tivo da energia do sistema sob consideração. Extraimos a respectiva energia numérica,

onde ilustramos, que tal energia é conservada no caso da ausência de mecanismos que

dissipam energia. Isso nos fornece uma precisão inicial em termos da consistência do método.

Para o caso dissipativo, nossos resultados numéricos iniciais, nos mostram que existe uma

compatibilidade com os resultados a ńıvel do cont́ınuo.

3.2 Apresentação do Problema

O sistema em consideração é semelhante ao do segundo caṕıtulo. No entanto, estamos

agora fazendo a investigação em uma versão unidimensional. Vejamos
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utt − uxx + αv + ut = 0 em ]0, L[×]0,∞[ (3.1)

vtt − vxx + αu = 0 em ]0, L[×]0,∞[ (3.2)

u(0, t) = u(L, t) = v(0, t) = v(L, t) = 0 com t ∈ (0, T ) (3.3)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) ∀x ∈ (0, L) (3.4)

v(x, 0) = u0(x), vt(x, 0) = v1(x) ∀x ∈ (0, L), (3.5)

onde α é uma constante positiva suficientemente pequena.

3.2.1 Funcional de Energia

Em geral, sistemas hiperbólicos de propagações de ondas possuem uma energia associada

que é composta pela soma de uma energia potencial mais uma energia cinética. Esta energia

é matematicamente dada por um funcional quadrático dependente do tempo t. Nesta seção

encontraremos a energia associada ao sistema (3.1)-(3.5).

Proposição 3.1. (Dissipação de Energia)

A energia E(t) associada ao sistema (3.1)-(3.5) é dada por:

E(t) :=
1

2

∫ L

0

u2
t dx +

1

2

∫ L

0

v2
t dx +

1

2

∫ L

0

u2
xdx +

1

2

∫ L

0

v2
xdx + α

∫ L

0

uvdx, (3.6)

satisfazendo,

d

dt
E(t) = −

∫ L

0

u2
t dx =⇒ E(t) ≤ E(0) ∀t ∈ (0, T ). (3.7)

Demonstração. Com efeito, multiplicamos as equações (3.1) e (3.2) respectivamente por ut

e vt. Ao obtido, integremos em ]0, L[. Isto nos dá:

∫ L

0

uttutdx−
∫ L

0

uxxutdx + α

∫ L

0

vutdx +

∫ L

0

ututdx = 0 (3.8)

∫ L

0

vttvtdx−
∫ L

0

vxxvtdx + α

∫ L

0

uvtdx = 0. (3.9)
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Aplicamos integração por partes a (3.8) e (3.9). Temos então

∫ L

0

uttutdx +

[
−uxut

∣∣∣∣
L

0

+

∫ L

0

uxutxdx

]
+ α

∫ L

0

vutdx +

∫ L

0

ututdx = 0 (3.10)

∫ L

0

vttvtdx +

[
−vxvt

∣∣∣∣
L

0

+

∫ L

0

vxvtxdx

]
+ α

∫ L

0

uvtdx = 0 . (3.11)

Vamos adicionar as equações (3.10) e (3.11), aplicando as condições de bordo e regras

derivacionais de produto interno. Assim,

1

2

d

dt

∫ L

0

u2
t dx +

1

2

d

dt

∫ L

0

u2
xdx +

1

2

d

dt

∫ L

0

v2
t dx +

1

2

d

dt

∫ L

0

v2
xdx (3.12)

+α

∫ L

0

(uv)tdx = −
∫ L

0

u2
t dx.

Definindo a energia associada ao sistema (3.1)-(3.5) por

E(t) :=
1

2

∫ L

0

u2
t dx +

1

2

∫ L

0

v2
t dx +

1

2

∫ L

0

u2
xdx +

1

2

∫ L

0

v2
xdx + α

∫ L

0

uvdx. (3.13)

decorre de (3.13) e (3.13), que

d

dt
E(t) = −

∫ L

0

u2
t dx. (3.14)

Isto é, a energia é decrescente e, portanto o sistema em questão é dissipativo, uma vez

que

E(t) = E(0)−
∫ t

0

∫ L

0

u2
t dxdt. (3.15)

Implicando em,

E(t) ≤ E(0) ∀t ≥ 0. (3.16)

R.F.C. LOBATO P.D.M - UFPA
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3.3 Método Expĺıcito de Integração Numérica

Nesta seção, estudamos um esquema expĺıcito de aproximação por diferenças finitas. Para

nossos propósitos, definimos os parâmetros ∆x =
L

J + 1
, ∆t =

T

N + 1
para J,N ∈ N e a

rede de pontos,

x0 = 0 < x1 = ∆x < ... < xJ = J∆x < xJ+1 = L (3.17)

t0 = 0 < t1 = ∆t < ... < tN = N∆t < tN+1 = T , (3.18)

onde xj = j∆x e tn = n∆t para j = 0, 1, 2, ..., J + 1 e n = 0, 1, 2, ..., N + 1.

O esquema numérico espaço-tempo em diferenças finitas que assumimos para o problema

(3.1)-(3.5) consiste nas seguintes equações numéricas:

∂t∂tu
n
j − ∂x∂xu

n
j + αvn

j +
∂t + ∂t

2
un

j = 0, ∀j, 1 ≤ j ≤ J (3.19)

∂t∂tv
n
j − ∂x∂xv

n
j + αun

j = 0, ∀j, 1 ≤ j ≤ J (3.20)

un
0 = vn

J+1 = vn
0 = vn

J+1 = 0, ∀n, 0 ≤ n ≤ N (3.21)

u0
j = u0(xj),

∂t + ∂t

2
u0

j = u1(xj), ∀j, 0 ≤ j ≤ J (3.22)

v0
j = v0(xj),

∂t + ∂t

2
v0

j = v1(xj), ∀j, 0 ≤ j ≤ J, (3.23)

onde os operadores ∂t∂tu
n
j e ∂x∂xu

n
j são dados por

∂t∂tu
n
j =

un+1
j − 2un

j + un−1
j

∆t2
+ O(∆t2), ∂x∂xu

n
j =

un
j+1 − 2un

j + un
j−1

∆x2
+ O(∆x2). (3.24)

e

∂t + ∂t

2
un

j =
un+1

j − un−1
j

2∆t
+ O(∆t2).

.

Analogamente os operadores ∂t∂tv
n
j e ∂x∂xv

n
j são dados por
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∂t∂tv
n
j =

vn+1
j − 2vn

j + vn−1
j

∆t2
+ O(∆t2), ∂x∂xv

n
j =

vn
j+1 − 2vn

j + vn
j−1

∆x2
+ O(∆x2) (3.25)

Estas equações numéricas são constrúıdas pelo uso da série de Taylor aplicada nas

variáveis espacial e temporal. Todas são consistentes com erro de truncamento da ordem

O(∆x2, ∆t2). Sendo consistentes e estáveis, segue pelo Lema de Lax que tais equações con-

vergem. Por conveniência, usamos o critério de estabilidade devido a saber ∆t ≤ ∆x.

3.3.1 Energia Totalmente Discreta

Proposição 3.2. A Energia Totalmente Discreta, do problema (3.19)-(3.23) é dada por:

En :=
∆x

2

J∑
j=0

[(
un+1

j − un
j

∆t

)2

+

(
un+1

j+1 − un+1
j

∆x

)(
un

j+1 − un
j

∆x

)
+

(
vn+1

j − vn
j

∆t

)2

+

(
vn+1

j+1 − vn+1
j

∆x

)(
vn

j+1 − vn
j

∆x

)
+ α

J∑
j=1

(vn
j un+1

j + un
j v

n+1
j )

]
. (3.26)

Demonstração. Consideramos a equação (3.19), escrita de forma expĺıcita

un+1
j − 2un

j + un−1
j

∆t2
− un

j+1 − 2un
j + un

j−1

∆x2
+ αvn

j +
un+1

j − un−1
j

2∆t
= 0. (3.27)

Agora vamos multiplicar a equação (3.27) por (un+1
j −un−1

j )/2∆t e efetuamos o somatório

para 1 ≤ j ≤ J , dáı

∆x

J∑
j=1

(
un+1

j − 2un
j + un−1

j

∆t2
un+1

j − un−1
j

2∆t

)
(3.28)

−∆x

J∑
j=1

(
un

j+1 − 2un
j + un

j−1

∆x2

un+1
j − un−1

j

2∆t

)

+α
∆x

2∆t

J∑
j=1

vn
j (un+1

j − un−1
j ) + ∆x

J∑
j=1

∣∣∣∣
un+1

j − un−1
j

2∆t

∣∣∣∣
2

= 0.

Façamos agora as seguintes simplificações
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I1,h = ∆x

J∑
j=1

(
un+1

j − 2un
j + un−1

j

∆t2
un+1

j − un−1
j

2∆t

)
(3.29)

=
∆x

2∆t∆t2

J∑
j=1

(un+1
j + un−1

j )(un+1
j − un−1

j )− 2∆x

2∆t∆t2

J∑
j=1

un
j (un+1

j − un−1
j )

=
∆x

2∆t∆t2

J∑
j=1

(|un+1
j |2 − |un−1

j |2 − 2un
j u

n+1
j + 2un

j un−1
j ).

Na expressão (3.29), adicionamos e subtráımos o somatório

∆x

2∆t∆t2

J∑
j=1

|un
j |2

para obtermos,

I1,h =
∆x

2∆t∆t2

J∑
j=1

(|un+1
j |2 − 2un

j u
n+1
j + |un

j |2 − |un−1
j |2 + 2un

j un−1
j − |un

j |2) (3.30)

=
∆x

2∆t∆t2

J∑
j=1

(|un+1
j − un

j |2 − |un−1
j − un

j |2).

Usamos as condições de contorno de Dirichlet homogêneas, dáı

I1,h =
∆x

2∆t

J∑
j=0

∣∣∣∣
un+1

j − un
j

∆t

∣∣∣∣
2

− ∆x

2∆t

J∑
j=0

∣∣∣∣
un

j − un−1
j

∆t

∣∣∣∣
2

. (3.31)

Simplificando I2,h dado abaixo, tem-se

I2,h = ∆x

J∑
j=1

(
un

j+1 − 2un
j + un

j−1

∆x2

un+1
j − un−1

j

2∆t

)
(3.32)

=
∆x

2∆x2∆t

J∑
j=1

(un
j+1 − un

j )(un+1
j − un−1

j )

+
∆x

2∆x2∆t

J∑
j=1

(un
j−1 − un

j )(un+1
j − un−1

j ).

Usamos novamente as condições de contorno de Dirichlet homogêneas. Assim,
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I2,h =
∆x

2∆x2∆t

J∑
j=0

(un
j+1 − un

j )(un+1
j − un−1

j ) (3.33)

+
∆x

2∆x2∆t

J∑
j=0

(un
j − un

j+1)(u
n+1
j+1 − un−1

j+1 )

=
∆x

2∆x2∆t

J∑
j=0

(un
j+1u

n+1
j − un

j+1u
n−1
j − un

j u
n+1
j + un

j u
n−1
j )

+
∆x

2∆x2∆t

J∑
j=0

(un
j u

n+1
j+1 − un

j un−1
j+1 − un

j+1u
n+1
j+1 + un

j+1u
n−1
j+1 )

= −∆x

2∆t

J∑
j=0

(
un+1

j+1 − un+1
j

∆x

un
j+1 − un

j

∆x

)
+

∆x

2∆t

J∑
j=0

(
un

j+1 − un
j

∆x

un−1
j+1 − un−1

j

∆x

)
.

Combinando as simplificações I1,h em (3.31) e I2,h em (3.33) temos,

∆x

2∆t

J∑
j=0

∣∣∣∣
un+1

j − un
j

∆t

∣∣∣∣
2

− ∆x

2∆t

J∑
j=0

∣∣∣∣
un

j − un−1
j

∆t

∣∣∣∣
2

(3.34)

+
∆x

2∆t

J∑
j=0

(
un+1

j+1 − un+1
j

∆x

un
j+1 − un

j

∆x

)
− ∆x

2∆t

J∑
j=0

(
un

j+1 − un
j

∆x

un−1
j+1 − un−1

j

∆x

)

+ α
∆x

2∆t

J∑
j=1

vn
j (un+1

j − un−1
j )−∆x

J∑
j=0

∣∣∣∣
un+1

j − un−1
j

2∆t

∣∣∣∣
2

= 0.

Simplificando ∆t segue que,

∆x

2

J∑
j=0

∣∣∣∣
un+1

j − un
j

∆t

∣∣∣∣
2

+
∆x

2

J∑
j=0

(
un+1

j+1 − un+1
j

∆x

un
j+1 − un

j

∆x

)

− ∆x

2

J∑
j=0

∣∣∣∣
un

j − un−1
j

∆t

∣∣∣∣
2

− ∆x

2

J∑
j=0

(
un

j+1 − un
j

∆x

un−1
j+1 − un−1

j

∆x

)

+ α
∆x

2

J∑
j=1

vn
j (un+1

j − un−1
j )−∆x∆t

J∑
j=0

∣∣∣∣
un+1

j − un−1
j

2∆t

∣∣∣∣
2

= 0. (3.35)

De forma inteiramente análoga, consideremos a equação (3.20), escrita na forma expĺıcita

vn+1
j − 2vn

j + vn−1
j

∆t2
− vn

j+1 − 2vn
j + vn

j−1

∆x2
+ αun

j = 0. (3.36)
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Agora multiplicamos a equação (3.36) por (vn+1
j − vn−1

j )/2∆t e efetuamos o somatório

para 1 ≤ j ≤ J , dáı

∆x

2

J∑
j=0

∣∣∣∣
vn+1

j − vn
j

∆t

∣∣∣∣
2

+
∆x

2

J∑
j=0

(
vn+1

j+1 − vn+1
j

∆x

vn
j+1 − vn

j

∆x

)
(3.37)

−∆x

2

J∑
j=0

∣∣∣∣
vn

j − vn−1
j

∆t

∣∣∣∣
2

− ∆x

2

J∑
j=0

(
vn

j+1 − vn
j

∆x

vn−1
j+1 − vn−1

j

∆x

)

−α
∆x

2

J∑
j=1

un
j (vn+1

j − vn−1
j ) = 0.

E então , adicionando as equações (3.35) e (3.37) obtemos

∆x

2

J∑
j=0

∣∣∣∣
un+1

j − un
j

∆t

∣∣∣∣
2

+
∆x

2

J∑
j=0

∣∣∣∣
vn+1

j − vn
j

∆t

∣∣∣∣
2

+
∆x

2

J∑
j=0

(
un+1

j+1 − un+1
j

∆x

un
j+1 − un

j

∆x

)
(3.38)

+
∆x

2

J∑
j=0

(
vn+1

j+1 − vn+1
j

∆x

vn
j+1 − vn

j

∆x

)
− ∆x

2

J∑
j=0

∣∣∣∣
un

j − un−1
j

∆t

∣∣∣∣
2

− ∆x

2

J∑
j=0

∣∣∣∣
vn

j − vn−1
j

∆t

∣∣∣∣
2

−∆x

2

J∑
j=0

(
un

j+1 − un
j

∆x
− un−1

j+1 − un−1
j

∆x

)
− ∆x

2

J∑
j=0

(
vn

j+1 − vn
j

∆x

vn−1
j+1 − vn−1

j

∆x

)

+α
∆x

2

J∑
j=1

vn
j (un+1

j − un−1
j )− α

∆x

2

J∑
j=1

un
j (vn+1

j − vn−1
j )

= ∆x∆t

J∑
j=0

∣∣∣∣
un+1

j − un−1
j

2∆t

∣∣∣∣
2

Definindo,

En :=
∆x

2

J∑
j=0

[(
un+1

j − un
j

∆t

)2

+

(
un+1

j+1 − un+1
j

∆x

)(
un

j+1 − un
j

∆x

)
(3.39)

+

(
vn+1

j − vn
j

∆t

)2

+

(
vn+1

j+1 − vn+1
j

∆x

)(
vn

j+1 − vn
j

∆x

)
+ α

(
vn

j un+1
j + un

j v
n+1
j

)
]
.

Obtemos então,

En − En−1 = −∆x∆t

J∑
j=0

∣∣∣∣
un+1

j − un−1
j

2∆t

∣∣∣∣
2

⇒ En ≤ E0, ∀ n = 1, 2, ..., N, N + 1. (3.40)

Fica portanto demonstrado, o seguinte resultado
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Teorema 3.1. (Energia Totalmente Discreta)

Sejam (un
j , v

n
j ) a solução do esquema de diferenças finitas (3.19)-(3.23). Então para todo

∆t, ∆x ∈ (0, 1) a taxa discreta de variação de energia numérica do esquema (3.19)-(3.23),

no instante de tempo tn é dada por

En − En−1

∆t
= −∆x

J∑
j=0

(
un+1

j − un−1
j

2∆t

)2

, ∀ n = 1, 2, ..., N, N + 1. (3.41)

3.4 Experimentos Computacionais

No presente trabalho é de nosso interesse reproduzirmos numericamente os resultados obti-

dos no cont́ınuo, de forma a ratificar os mesmos. Desta feita, após fazermos a discretização

total da energia, passemos às simulações numéricas, as quais sugerem os gráficos estabeleci-

dos abaixo. Vale ressaltar, que aqui usamos o seguinte critério de estabilidade ∆t
∆x
≤ 1 e que

a energia numérica é um importante instrumento para certificar os resultados anaĺıticos de

estabilidade polinomial.

As figuras (3.1) e (3.2) monstram o comportamento de conservação da energia numérica

En, onde se tem um sistema não-amortecido. Já nas figuras (3.3) e (3.4), temos dissipação

da energia, onde se observa o seu decaimento. Vale ressaltar, que temos dois mecanismo de

dissipação: em somente uma ou em duas variáveis. E finalmente, nas figuras (3.5) e (3.6),

observamos (para os dois mecanismos de dissipação citados) os comportamentos das soluções

u e v, onde se tem Full e Partial Damping.
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Figura 3.1: Ausência de Damping ∆t
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= 0.9600 e ∆t
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Figura 3.2: Ausência de Damping ∆t
∆x

= 0.7680 e ∆t
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= 0.7168

R.F.C. LOBATO P.D.M - UFPA
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Figura 3.5: Damping Parcial
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Figura 3.6: Damping Parcial
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Considerações Finais

A pesquisa da Tese, foi motivada por trabalhos espećıficos da área de Análise Matemática,

mais precisamente a estabilização de sistemas acoplados de equações diferenciais parciais.

Estudamos dois sistemas acoplados de equações de ondas. No primeiro t́ınhamos um sistema

fracamente dissipativo, onde se mostrou a existência e unicidade. Tal sistema foi amplamente

estudado com dois mecanismos de dissipação nas duas equações, onde ocorre o decaimento

exponencial, todavia, ao retirarmos um dos mecanismos, temos uma nova configuração, isto

é, passamos a ter um comportamento assintótico algébrico.

O decaimento polinomial agora em questão, tem um novo rumo, posto que conseguimos

via Tomilov-Borichev mostrar que a taxa de decaimento é ótima. Além disso para o sistema

em questão, o estudamos em sua forma unidimensional, onde fizemos discretização total da

energia via o método de diferenças finitas e também simulações numéricas. Os gráficos obti-

dos, tanto da energia quando das soluções foram condizentes com os resultados no cont́ınuo.

Agora, quanto ao segundo sistema, t́ınhamos a junção de dois modelos conhecidos, isto é,

um sobre sistemas acoplados em paralelo, com amortecimento viscoso e outro que introduz

a lei de Fourier-Catanneo, a qual corrige o “ Paradoxo da Lei de Fourier”. Nesse sistema,

fizemos novamente o estudo da existência e unicidade e ao contrário do que se esperava,

não há relação entre as velocidades, que origine dependência para o decaimento exponencial.

Este se dá de forma natural.
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Apêndice

Principais Resultados Usados na Tese

Vamos agora elencar os principais resultados usados ao longo do texto. Não temos aqui

o objetivo da demonstração, tampouco a instrução à t́ıtulo de aprofundamento na teoria.

Desta feita queremos apenas nortear o leitor, através de um referencial de resultados.

Teorema 3.2. (Lumer-Phillips) Seja A um operador linear em X, com domı́nio D(A)

denso em X.

(1) Se A é dissipativo e existe λ0 > 0 tal que a imagem R(λ0I − A) = X, então A é o

gerador infinitesimal de C0-semigrupo de contrações em X.

(2) Se A é o gerador infinitesimal de C0-semigrupo de contrações em X, então R(λI−A) =

X, para todo λ > 0 e A é dissipativo.

Teorema 3.3. (Gearhart) Seja S(t) = eAt um C0-semigrupo de contrações sobre o espaço

de Hilbert H. Então, S(t) é exponencialmente estável se e somente se

ρ(A) ⊇ {iβ : β ∈ R} ≡ iR e lim
|β|→∞

∥∥(iβI − A)−1
∥∥

H
< ∞.

Lema 3.1. (Lax-Milgram) Seja uma forma bilinear b, limitada e coerciva num espaço de

Hilbert H. Então, dado qualquer funcional linear cont́ınuo f em H, existe um único v ∈ H

de modo que

b(u, v) = f(u) , onde u ∈ H.

Proposição 3.3. (Desigualdade de Young) Sejam a e b números reais não negativos e

considere p ∈ (1,∞) com 1
p

+ 1
q

= 1. Então

ab ≤ ap

p
+

bq

q
.
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Teorema 3.4. (Desigualdade de Hölder) Sejam f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω) com 1
p

+ 1
q

= 1

e p ∈ (1, +∞). Então fg ∈ L1(Ω) e
∫

Ω

|f(x)g(x)| dx ≤ ||f ||p.||g||q.

Teorema 3.5. (Desigualdade de Poincaré) Seja Ω um domı́nio aberto limitado do Rn.

Então, existe uma constante positiva Cp tal que

||u||Lp(Ω) ≤ Cp||∇u||Lp(Ω) onde u ∈ W 1,p
0 (Ω)

onde Cp é chamada de constante de Poincaré.

Teorema 3.6. Seja T (t) um semigrupo C0 de contrações dos operadores lineares, no espaço

de Hilbert com gerador infinitesimal A, tal que iR ⊂ %(A). E se

‖T (t)U0‖H ≤ C

tγ
‖U0‖D(A)

Então, nós temos que para qualquer ε > 0 um Cε > 0, tal que

1

βε+ 1
γ

‖(iβI −A)−1‖ ≤ Cε

Teorema 3.7. Seja T (t) um semigrupo C0 de contrações dos operadores lineares, no espaço

de Hilbert com gerador infinitesimal A, tal que iR ⊂ %(A). Então temos, que para um α > 0

fixo, as seguintes condições são equivalentes

i) ‖R(is, A)‖ = O(|s|α), s −→∞

ii) ‖T (t)(−A)−α‖ = O(t−1), t −→∞

iii) ‖T (t)(−A)−αx‖ = o(t−1), t −→∞, x ∈ H

iv) ‖T (t)(−A)−1‖ = O(t−1/α), t −→∞

v) ‖T (t)(−A)−1‖ = o(t−1/α), t −→∞ x ∈ H
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couplés. C. R. Acad. Sci. Paris, Sér. I, 328, 1015-1020, (1999).

[12] F. Tahamtani, Boundary Stabilization of a Compactly System of Wave Equations

Journal of Mathematical Extension Vol. 1, N0. 2, (2007), 127-137.

[13] G. D. Smith, .Numerical Solution of Partial Differential Equations: Finite Difference

Methods, Oxford Applied Mathematics and Computing Science Series, 1984.
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[31] Smith, J. D.: Numerical Solution of Partial Differential Equations: Finite Difference

Methods, Oxford Applied Mathematics and Computing Science Series, 1984.

[32] Strauss, W. and Vazquez, L. : Numerical solution of a nonlinear Klein-Gordon

equation, Journal of Computational Physics, 28(2), 1978, 271-278.

[33] Trefheten, L. N.: Spectral Methods in MATLAB, SIAM, Philadelphia, PA, 2000.

[34] V.Barbu. Nonlinear Semigroups and Differential Equations in Banach Spaces. Editura
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