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Agua de Beber

Eu quis amar mas tive medo
E quis salvar meu coragéo
Mas o amor sabe um segredo
0 medo pode matar o seu coragdo

Agua de beber
Agua de beber, camara
Agua de beber
Agua de beber, camara

Eu nunca fiz coisa tdo certa
Entrei pra escola do perdéo

A minha casa vive aberta

Abri todas as portas do coragédo

Agua de beber
Agua de beber, camara
Agua de beber
Agua de beber, camara

Eu sempre tive uma certeza

Que s6 me deu desiluséo

E que o amor é uma tristeza

Muita magoa demais para um coragdo

Agua de beber
Agua de beber, camara
Agua de beber
Agua de beber, camara

Antonio Carlos Jobim / Vinicius de Moraes

‘‘Se eu nascesse de novo e pudesse escolher
mais do que eu sou eu ndo queira ser’’

Luiz Gonzaga
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RESUMO

Lobato, Renato Fabricio Costa; Santos, Mauro de Lima ESTABILIZACGES E ANALISE
NUMERICA PARA SISTEMAS ACOPLADOS DISSIPATIVOS DE EQUAC@ES DE
ONDAS. Belém do Pard, 2015. 92p. Tese de Doutorado - Instituto de Ciéncias Exatas e
Naturais, Programa de Doutorado em Matematica, Universidade Federal do Para.

Neste trabalho, analisamos dois sistemas de equagoes diferenciais de ondas acopladas,
sob o ponto de vista da existéncia e unicidade. Quanto a estabilizagao, no primeiro
mostramos a perda de decaimento exponencial e consequente estabilidade polinomial com
taxa o6tima. Também sera feita andlise numérica, via discretizagao total, para o primeiro
sistema. Quanto ao segundo, mostramos ainda a estabilizacao exponencial.

Palavras-chave: sistema acoplado, existéncia, unicidade, estabilidade exponencial, esta-
bilidade polinomial 6tima, discretizacao total, diferencas finitas.



ABSTRACT

Lobato, Renato Fabricio Costa; Santos, Mauro de Lima STABILIZATIONS AND
NUMERICAL ANALYSIS FOR COUPLED SYSTEMS OF DISSIPATIVES WAVES
EQUATIONS. Belém do Para, 2015. 92p. Doctoral Thesis - Instituto de Ciéncias Exatas e
Naturais, Programa de Doutorado em Matemdtica, Universidade Federal do Para.

In this work, we analyze two systems of differential equations of coupled wave equations
from the point of view of existence and uniqueness. The stabilization in the first show
the loss of exponential decay and consequent polynomial stability with optimal rate. Also
numerical analysis will be done via the total discretization for the first system. The second,
still show the exponential stabilization.

keywords: coupled system, existence, uniqueness, exponential stability, optimal stability
polynomial, full discretization, finite differences.
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Introducao

Consideracoes Gerais e Motivacoes

No presente trabalho pretende-se em estudar a existéncia, a unicidade, bem como o
comportamento assintético para dois sistemas hiperbolicos acoplados de equacoes de ondas.
Também faremos a andlise numérica, via discretizacao total, para o primeiro sistema, em
sua versao unidimensional.

Quanto ao primeiro sistema, temos duas equacoes de ondas acopladas, com mecanismo
de dissipacao em somente uma equacao. Na literatura, existem intimeros trabalhos nesta
dire¢ao. O texto, toma com principal referéncia (para o primeiro sistema) o trabalho de
Fatiha Alabau Boussoira, P. Cannarsa e V. Komornik, intitulado “Indirect internal
stabilization of weakly coupled evolution”de 2002, publicado em Jornal of FEvolution

Equation. Fatiha e seus colaboradores neste artigo, aborda os seguintes fatos:

i) A conhecida equagdo de onda, em dominio aberto  C R™, que descreve um sistema

conservativo

— —Av=0 em OxR

v=0 sobre O xR.

ii) A mesma equacao, acrescida de um amortecimento (mecanismo de dissipacao) descreve

um sistema exponencialmente estavel.

0%u ou
w—Au%—E:O em OxR

u=0 sobre 0N x R.
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Desta maneira, a questao natural que surge é: O que ocorre, quanto a estabilidade do

sistema ao acoplarmos i) e ii), através dos termos de ordem nula? Isto é,

——Au—l——?jtav:() em OxR

— —Av+au=0 em OxR

u=v=0 sobre 00 xR.

Este problema ¢é motivado por um andlogo em equagoes diferenciais ordinarias para
osciladores acoplados e tem aplicagao potencial no isolamento de objetos, no que diz respeito
a perturbacoes externas. Como um exemplo em engenharia, utiliza-se material semelhante
a borracha para absorver estruturas de vibragao ou escudo de vibracao.

O segundo capitulo desta tese estuda tal sistema, onde além da existéncia e unicidade
temos a perda de estabilidade exponencial e consequente decaimento polinomial. O grande
melhoramento aqui feito ao trabalho de Fatiha e colaboradores e a aplicacao do “Teorema
de Borichev e Tomilov”. Desta maneira, mostramos que o decaimento possui taxa 6tima
e por fim, fazemos uma anélise numérica e computacional, via discretizagao total.

Vale frisar que o segundo capitulo da tese, gerou um artigo intitulado “Optimal Poly-
nomial Decay to Coupled Wave Equations and Its Numerical Properties”, de 2014,
dos autores R. F. C. Lobato, S.M. S. Cordeiro, M. L. Santos, and D. S. Almeida Junior.
Publicado em Journal of Applied Mathematics. Este artigo, melhora: M. L. Santos,
Rocha, M. P. C., Gomes, S. C., Polynomial Stability of a coupled system of waves
equations weakly dissipative. Applicable Analysis, v.86, 1293 - 1302, (2007), na questao da
otimalidade, para o decaimento algébrico.

Veja-se ainda, que na literatura ha muitos resultados associados a sistemas de equagoes
de ondas acopladas com amortecimento fraco agindo em apenas uma das equacoes. Podemos
por exemplo citar: Fatiha Alabau Boussoira, Stabilisation frontiére indirecte de systémes
faiblement couplés. C. R. Acad. Sci. Paris, Sér. I, 328, 1015-1020, (1999). Aqui a autora
mostra que a energia associada aos sistemas de equacoes de ondas acoplados, decaem fraca-

mente de forma polinomial com taxa explicita. Os modelos estudados foram:

I - Estabilizacao na Fronteira de duas Equacoes de Ondas Acopladas com

R.F.C. LOBATO P.D.M - UFPA



SUMARIO

10

Mesmas Velocidades

ur —Au+av=0 em  Qx]0,00]
vy —Av+au=0 em  Qx]0,00]
u=uv sobre 3y =T(x]0,00]
% +au+luy=0;0=0 sobre X;=T1x]0,00].

IT - Estabilizacao na Fronteira de duas Placas de Kirchhoff

uy — AN’ut+av=0 em  Qx]0,00]
~Av+au=0 em 02x]0,00]
= _O_8u_av sob ¥ =Tx]0, 0]
u=v=0= "= re = , 00

IIT - Estabilizacao na Fronteira de duas Equacoes de Ondas Acopladas com

Velocidades Diferentes

uy —cAu+aBv=0 em  Qx]0,00]
vy —Av+aB'u=0 em  Qx]0,00]
u=wv sobre Yo =T¢x]0,00]
% +au+lu, =0;v=0 sobre 3, =1T11x]0,00][.

ov

A guisa da motivagao, consideramos a equagao hiperbodlica linear de segunda ordem de

coeficientes constantes e inomogénea.

0%u 0*u
o2 0z

02——|—au+b@+d— = F(x,1),

ou

p (1)

com z,t € R, onde a, b, c,d € R sao constantes arbitrarias mas com ¢ > 0. Essa equacao gen-

eraliza a equagao de ondas em uma dimensao e inclui alguns casos particulares de interesse,

R.F.C. LOBATO P.D.M - UFPA
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como a equacao do telégrafo (caso d = 0), a equagao de ondas amortecidas (caso a = d = 0)
(também conhecida como equacao de difusao relativistica para b = ¢*/D, com D > 0 sendo
a constante de difusao) e a equagao de Klein-Gordon (caso b = d = 0,a > 0). A fungao F,
nao depende de u ou suas derivadas e representa uma forca externa agindo em cada ponto
x do sistema em cada instante t. Para ilustrar, consideramos o problema de Cauchy no qual

sao dadas as condicoes iniciais e de bordo

u(z,0) = f(z) e %(1‘,0) =g(x), 0<z</ (2)

uw(0,t) =u(l,t) =0, Vtel0,T]. (3)

Uma aplicagao concreta para equagao (1) é dada por

10*u  Ou
2o g~ Au=0 @
a=d=F(x,t)=0, e 726—62. (5)

Temos um modelo matematico para vibracoes em uma membrana circular em duas
dimensoes, com amortecimento, onde v > 0, no interior de um disco de raio R, com
lu(p, ¢, t)| < oo, com condigoes de contorno de Dirichlet u(R, ¢,t) = 0 e com as condigoes

niciais

U(ﬂ, 9070) =0 e %(pa(pa 0) = ﬂo(ﬂ), (6)

onde

V, 0<p<R<Rg

Jolp) = (7)
O, RO < p < R.

Acima, as coordenadas p e ¢ referem-se ao sistema de coordenadas polares cuja origem
coincide com o centro do disco de raio R.
Por fim, vamos enfatizar o artigo: M. L. Santos and R. G. C. Almeida, Lack of

exponential decay of a coupled system of wave equations with memory. Nonlinear Analysis:

R.F.C. LOBATO P.D.M - UFPA
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Figura 1: Modelo de Vibracao em Uma Membrana Circular

Real World Applications, 12:1023 - 1032, 2011. Neste trabalho, os autores estudaram o

seguinte sistema de equacoes de ondas com termo de memoria:

O*u — Au + /OO g(s)Au(t — s)ds+av = 0 em Q x (0,00)
0 OPv—Av+au = 0 em Qx (0,00)
u=v = 0 sobreI x (0,00)
(u, Ou)(z,0) = (ug,u;) em Q
(v,0w)(2,0) = (vg,v1) em Q.

O modelo em questao, é usado para descrever a evolugao de um sistema que é constituido
por duas membranas elasticas, sujeitas a uma forca elastica que atrai uma membrana para
a outra com coeficiente o > 0. (acoplamento). O sistema, pode modelar Fisicamente:

O fenomeno de cargas e campos num capacitor com dielétrico. As cargas livres £Q)q
nos eletrodos, sao as fontes do campo Fy. As cargas de polarizacao £ p na superficie do
dielétrico sao as fontes do campo Ep. E é o campo resultante no interior do capacitor que
determina a polarizacao P do dielétrico.

A constante Ej, indica na figura, o que seria o campo elétrico resultante se o dielétrico
nao estivesse presente. Este campo é praticamente uniforme em todo o interior do capacitor,
e s6 varia significativamente proximo das bordas.

Temos portanto duas membranas interagindo entre si, pelo acoplamento através da cons-

tante .

R.F.C. LOBATO P.D.M - UFPA
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~Qo e +Op
ED T iEp
E=E/+Ep
= S () p
QT T F T T T F F T T T 7 7 F 7 I F

Figura 2: Cargas e Campos num Capacitor com Dielétrico

O principal problema neste tipo de equacao estda no seu carater nao-local, devido a pre-

senca do termo de meméria.

Quanto ao segundo sistema, temos por referéncia, os trabalhos de Mahmoud Najafi,

os quais tratam de sistemas de equacoes de ondas acoplados em paralelo. Sao eles:

a) Stabilizability of Coupled Wave Equations in Parallel Under Various Boun-

dary Conditions
Artigo de M. Najafi, G. R. Sarhangi e H. Wang, 1997, publicado em IEEE Transactions

on Automatic Control

Uy — gy = (v —u)  em  Qx]0, 00]

Vi — g = a(u —v)  em  Qx]0,00[.

com condigoes iniciais dadas por

(u(z,0),v(x,0)) = (ug,v9) em
(ug(x,0),v4(2,0)) = (ug,v1) em .

e trés casos de condigoes de bordo

R.F.C. LOBATO P.D.M - UFPA
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U(O,t) = 07 CQUJ&(Lt) = _ﬁlut(Lt)

v(0,t) = 0, v,(1,t) = —Fovy(1,1), t > 0.

u(0,t) = 0, u(l,t)=0

v(0,t) = 0, CQUI(I,t) = —[Fov(1,t), t > 0.

u(0,t) = 0, uy(1,£) =0

v(0,t) = 0, v.(1,t) = —Fyvy(1,t), t > 0.

Aqui, t e x sdo as varidveis de tempo e espaco, respectivamente. Também, u e v sao
os deslocamentos de duas cordas vibrantes, medidos de suas posicoes de equilibrio. As
molas distribuidas que ligam a duas cordas vibrantes sao os termos de acoplamento, ou
seja, +a(v —u). As ondas se propagam com velocidade constante c. Os coeficientes
de amortecimento 3; > 0, (i = 1,2) s@o os parametros de controle de fronteira. Estes
parametros desempenham importantes papéis no comportamento fisico do sistema.

Este problema é motivado por um problema andlogo em equagoes diferenciais para
osciladores acoplados e tem potencial de aplicacao no isolamento de objetos a partir de
perturbacgoes externas. Como um exemplo em engenharia, materiais de borracha ou que
se assemelham a borracha, em geral sao usados para absorver vibracoes ou como protetor
de estruturas de vibragao. Como aproximacao, estruturas tais como vigas ou placas coladas
com borracha ou similar materiais, conduzira a equacoes semelhantes ao sistema em questao.

O artigo mostra que a taxa de convergéncia da solucao é uniformemente exponencial,
desde que os controladores de velocidade nas duas equacoes sejam mantidos, caso contrario,
o sistema perde estabilidade.

b) Study of Exponential Stability of Coupled Waves Systems Via Distribuded
Stabilizer

Artigo de M. Najafi, 2001, publicado em International Journal of Mathematics and Math-

R.F.C. LOBATO P.D.M - UFPA
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ematical Sciences

Uy — ClUge = (v — u) + Blv, —uy)  em  Q;x]0, 00]

Vg — cgvm =alu—v)+ 0w —vy) em Qx]0,00].

com condigoes iniciais dadas por

uw(0) = fr,u(0)=g1 em

v(0) = fo,v(0) = g2 em .

Sao empregadas duas condicoes de bordo

(1) Dirichlet e Neumann para primeira equagao e Dirichlet para segunda equagao

u(0,t) =0, uy(1,0) =0 sobre 09 x (0,+00)

v=0 sobre 0 x (0,400).

(2) Dirichlet para o sistema

u=v=0 sobre 08 x (0,+00).

Aqui ¢y e ¢y representam as velocidades de propagagao das ondas.

Neste artigo, estuda-se a estabilidade exponencial, caso ¢; = ¢y, caso contrario (¢; # ¢3)
ocorre a perda de estabilidade.

Para formulagao do Segundo Problema da Tese, também utilizou-se a lei de Fourier-
Cattaneo. A lei de Fourier implica no fato de que uma perturbacao térmica em qualquer
ponto de um corpo serd instantaneamente sentida, mas de forma desigual em todos os outros
pontos do refrido corpo. Em outras palavras, a lei de Fourier prevé que os sinais térmicos se
propagam com velocidade infinita, o que na prética nao acontece, configurando assim o que
se conhece como paradoxo da lei de Fourier.

Varias modificacoes da equacao da lei de Fourier tem sido propostas afim de “corrigir”o

paradoxo citado. A principal delas é lei de Maxwell-Cattaneo.

R.F.C. LOBATO P.D.M - UFPA
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Organizacao da Tese

No primeiro capitulo, apresentamos um sistema acoplado de equagoes da onda, com um
unico mecanismo de dissipagao, presente apenas na primeira equagao com acoplamento nos
termos de ordem nula. Utilizando técnicas do cenéario de semigrupo de operadores lineares,
analisamos a existéncia e unicidade de solugoes. Definimos a energia do modelo dissipativo,
sendo ela decrescente e levantamos as questoes relacionadas a falta de estabilidade ex-
ponencial (mais precisamente, o teorema de estabilizacdo uniforme de Gearhart-Herbst-
Pruss-Huang) e consequente decaimento polinomial com taxa 6tima (Teorema de Tomilov
Borichev).

No segundo capitulo, apresentamos um sistema acoplado de equacoes de ondas em para-
lelo do tipo estudado por Najafi [21], onde se tem amortecimento viscoso, acrescido da lei
de fourier-catanneo. Utilizando técnicas do cenario de semigrupo de operadores lineares,
analisamos a existéncia e unicidade de solugoes. Definimos a energia do modelo dissipativo,
sendo ela decrescente e levantamos as questoes relacionadas a estabilidade exponencial.

Finalmente no terceiro e tltimo capitulo, estudamos o sistema do primeiro capitulo,
porém em sua versao unidimensional. Fazemos um estudo numérico, através da discretizacao
total. Também sao feitos experimentos computacionais para avaliar o comportamento da

energia, bem como das solugoes.

R.F.C. LOBATO P.D.M - UFPA



Capitulo 1

Sistema Acoplado Fracamente
Dissipativo

1.1 Apresentacao do Problema

No que se segue, apresentamos um sistema acoplado de equagoes diferenciais parciais de
equacoes da onda, fracamente dissipativo, uma vez que o mecanismo de dissipacao, ocorre
apenas na primeira equacao. O acoplamento se da através dos termos de ordem nula. Ve-

jamos.

Ou—Au+du-+av = 0 em Qx (0,00) (1.1)
Ov—Av+au = 0 em Qx (0,00) (1.2)
u=v = 0 sobrel x (0,00) (1.3)

(u,0u)(x,0) = (ug,u1) em (1.4)
(v,0)(x,0) = (vo,v1) em €. (1.5)

Aqui §2 representa uma parte aberta e limitada do R™, com fronteira suave I', onde « é

uma constante real positiva, suficientemente pequena.

1.1.1 Funcional de Energia

Proposicao 1.1. A Energia E(t) associada ao sistema (1.1) - (1.5) é dada por:

1 1 1 1
E(t) := —/ |ut|2dx—|——/ |vt|2dx—|——/ |Vu|2dx—|——/ |Vv|2dm+a/uvdx, (1.6)
2 Ja 2 Ja 2 Ja 2 Ja Q

17
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satisfazendo,

d
—E(t)=— / uidr < 0. (1.7)
dt o

Demonstra¢ao. Multiplicamos as equagoes (1.1) e (1.2) respectivamente por u; e v;. Ao

obtido, integramos em €2. Isto nos da:

/uttutdx—/Auutda?—l—/ututdm—l—a/vutdxzo (1.8)
Q Q Q Q

/vttvtdx — / Avvidx +a/ wvedr = 0. (1.9)
Q Q Q

Adicionando (1.8) e (1.9), obtemos:

/uttutdx+/vttvtdx—/(AuuthAvvt)dx—l—/ututdx (1.10)
Q Q Q Q

+a/(uvt + vuy)dx = 0.
Q

Aplicando regras derivacionais de produto interno a (1.10), tem-se:

1d

1d
—— [ widr + = — [ vidz — /(Auut + Avwy)dzx + / |us |2 (1.11)

2dt Jq
d
+aa/guvdx =0.

Agora usamos em (I.11)) a Primeira Identidade de Green:

/Vquda::—/uAvdx—l—/ U@S. (1.12)
Q Q o OV

Isto nos da

| =

(IVul® + [Vv]?) dz.  (1.13)

e

—/(Auut—l—Avvt)dx = /(VuVumLVvVvt)da: = /1

Q
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Aplicando (1.13) a (1.11) temos:
1d 9 1d 1d 1d
—— de+ =— [ vide + =— [ |Vul’d ——/ Vol’d 1.14
2dt Jo, T S Qvtﬁzdt/g)' ulfde + 5o | [Volide (1.14)
d
+a%/9uvdx =— /Q |ug]?.
Definimos agora:
1 2 1 2 1 2 1 2
E(t):== [ |wlde+ = [ |v|°de+ = | |Vul*dze+ = | |Vv|*de+ a [ wvdz, (1.15)
2 Ja 2 Ja 2 Ja 2 Ja Q
como sendo a energia associada ao sistema (1.1) - (1.5).
De (1.14) e (1.15), segue-se que
d 2
—E(t) =— [ |wl*dx. (1.16)
dt Q
Agora, veja que, ao integrar (1.16) de 0 a ¢, tem-se:
t
E(t) = —/ / |ug|*dxdt + E(0). (1.17)
0o Jo
Portanto a energia é decrescente, isto é
E(t) < E(0) V¢ > 0. (1.18)
Desta forma, verifica-se que sistema é dissipativo.
O

1.2 Cenario de Semigrupo de Operadores Lineares

Nesta se¢@o, mostramos a existéncia e unicidade de solugao do sistema (1.1)-(1.5). A pri-

ori, obtemos o Cenéario de Semigrupo, provamos que o operador A desse sistema é dissipativo.

Por fim, montamos um problema variacional, e obtemos o principal resultado desta secao,

usando o Lema de Lax-Milgram, ou seja, provamos a existéncia e unicidade.
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1.2.1 O Problema de Cauchy (PC)

Vamos agora reescrever (1.1)-(1.5), como um Sistema de Equagdes Diferenciais Ordinarias

de Primeira Ordem, da seguinte forma

dU

J— — P

o AU (PC)
U) = U,,

aqui denominado Problema de Valor Inicial ou Problema de Cauchy (PC).

Para tanto, consideramos ¢ = u; e ¥ = v; e 0s vetores:

U= (U, @,U,lp)T, UO = (U07U1,U0,U1>T € Ut - (307S0t7w7¢t)T‘

A fim de satisfazer o PC, temos que

dU

| Au—p—av
a U

=AU = A (1.19)

<
< <6 =

Av — au
Veja que, de (1.19), obtemos:

0 Id 0 0

A —Id —ald O
A= o o o ol (1.20)

—ald O A O

Sendo O, Id, e A respectivamente os operadores nulo, identidade e Laplaciano.

1.2.2 Espaco de Fase

A fim de se determinar o Espaco de Fase H é necessaria uma avaliagao sistematica da

energia associada ao sistema em questao, com suas condi¢oes de bordo. Vejamos:
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Da proposicao (1.1), segue que u, vy, Vu, Vo € L?(Q).
Sendo Q um aberto, limitado do R", decorre de Poincaré-Friedrichs, que em H}(Q) a

norma induzida por H'(Q) é equivalente a:

ou

2 _ 2 _
b =1ver =3 [ |o

Como |Vul|,|Vv] € L?(2) e u = v = 0 sobre I" segue-se que: u,v € H} ().

dx.

Desta maneira, considerando U = (u, uy, v, v;)?, entao:

H = Hy(2) x L*(2) x Hi(Q) x L*(Q).

1.2.3 Dominio do Operador

Por defini¢ao, o dominio do Operador Eliptico A é dado por

DA)={U e H | AU € H}

Desta feita, temos entao para U = (u, ¢, v,9)T, que

© € Hi) (1.21)
(Au—u; —av) € L*(9) (1.22)
v € Hy(Q) (1.23)
(Av—oau) € L*Q). (1.24)
Usando o fato de que
H = H}(Q) x L*(Q) x H} () x L*(2) e analisando as expressoes: (1.21)-(1.24)
Segue que: u,v € H2(Q) N Hy(Q) e p,1 € HH(Q)
Assim sendo, vem que
D(A) = (H*(Q) N Hy(Q)) x Hy(Q) x (H*(Q) N Hy(Q)) x Hy(Q). (1.25)
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1.2.4 Produto Interno

Sejam U = (uy, uz, us, uq)’ e V = (v1,ve,v3,v4)" vetores de H. Consideramos a forma

bilinear, no Espaco Hilbertiano H.

(U, Vge = /[Vul - Vi 4+ ugvy + Vus - Vus + ugvy + a(ugvs + uzvy )|dz. (1.26)
Q

A fim de que (1.26) defina o produto interno entre U e V', precisamos mostrar que é uma

forma positiva definida, isto é,

<U7 U>3'C 2 07

para « suficientemente pequeno.

No que se segue, usaremos respectivamente as desigualdades de Young e Poincaré.

(U, U)g = /[|Vu1\2 +uy + |Vus|® + ui + a(uyus + uzuy)]de
0

—
2 2
0w [ [t oo+ )]
Q
—

(U, U5 > /anly? 2+ Va2 + 12 — au? +12)]de
—
(U, U) g > /Q[]Vuﬂ2 +uy + |Vug|* + ui — acy(|[Vur |* + |Vug|?)|dx
—

(U, U)g¢ > /[(1 — acp)]Vul\z +ui + (1 — acp)|Vu3]2 + ui]dx
Q
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Desta maneira, devemos impor (1 — ac,) > 0= o < —.
c
P

1
Portanto, a fim de que (1.26) seja um produto interno, devemos ter o € }O, — [, onde
Cp
¢p = ¢p(med(2)) é a constante de Poincaré.

Agora, como ||U||5 = +/(U,U)g;, em um espaco hilbertiano, entdo definimos a seguinte

norma

1/2
U3¢ := </[|Vu1|2 +ui + |Vus|? +uj + 2au1u3]dx> (1.27)
Q

Observacao 1.1. Note que, podemos obter uma norma equivalente. Para tanto, aplicando

Young a (1.27), obtemos

U2 < /
Q

Agora aplicamos ao obtido, a desigualdade de Poincaré. Dai entdo,

ol < |
Q

dx

ul Ul
S sl 420 4

IVur|? +ui + |Vus|? +ui + acy(|Vur |* + |Vus|?) | do

Isto é,

(14 ac,)|Vur|? +u3 + (1 + acy) | Vus|* + uj

Ul < [
Q

Agora, uma vez que

da (1.28)

1U[% = (U, U)o > / (1 — ac)[Var? + 1 + (1 — ac,)|Vus ] + ullde

Entao de (1.28) seque que,

41/ [\VuﬂQ +u3 + [Vus|® + ui} dx < ||U|3 < Cg/ [qul\z +u3 + [Vus|* + ui] dx.
Q Q
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1
onde ¢; = min{l,1 —ac,} e & = max{l,1+ ac,}, com a € }O, — [
Cp

Desta maneira, obtemos a sequinte norma equivalente

w N

U1
: B \// [|Vu1|2 + u2 + |Vug|* + u?| dx.
u Q
H

Uy

Teorema 1.1. O operador Eliptico A € dissipativo.

Demonstragdao. Com efeito, pois considerando U = (u, ¢, v,1)T € D(A), tem-se:

¥

(AU U, = < A“_j/f““’ ,

Av — au

< <6 =
\/

Assim sendo, pela Primeira Identidade de Green (1.12), obtemos

(AU U) 4 = /Q[V@Vu + (Au — ¢ — av)p + ViVu + (Av — au)y|dx

+ /Q [apv + ahu)

= /[V@Vu + 0Au — pp — avp + ViV + pAv — auip|dx
Q

+ /Q [apv + arhu]

= /[—9080 — avp — auyp + apv + auldr
Q

Segue entao que,

Re (AU, U),, = —/|g0|2d:£§0,
Q

(1.29)

(1.30)
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de onde segue, que A é um operador dissipativo. Além do que, D(A) = H.

1.3 Existéncia e Unicidade de Solucoes

Teorema 1.2. O operador Eliptico A € o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de

contragoes sobre o espago Hilbertiano H. Denotamos esse semigrupo por T(t) := e/t

Demonstragao. Pelo Teorema de Lumer-Phillips (Pazy [3]), basta mostrar que 0 € o(A), o

conjunto resolvente de A, definido por

oAy ={NeC;(M - A) e L(H)}.

Devemos portanto assegurar que A~ é um operador limitado em H. Deste modo,

consideremos F = (fy, fo, f3, f2)T € H, queremos encontrar
U= (u,p,v,)T € D(A), que satisfaga a seguinte equagao resolvente

(M —AU)=F com \=0.
Isto é,
AU = —F.

Ou ainda,

—A(u, o, 0,0 = (f1, far f3, f1)©

Temos entao o seguinte sistema

¢ = —fi € Hy(Q) (1.31)
Au—p—av = —f,€ L*Q) (1.32)
Vv = —fs€ Hy(Q) (1.33)

Av—au = —f € L*Q). (1.34)

Assim, obtemos o seguinte problema eliptico
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Au—av = —fi— fo (1.35)
Av—au = —f (1.36)

Nosso propésito agora, é formular um problema variacional.

Para tanto, multiplicamos (1.35) e (1.36) respectivamente por 1 e v e integramos em ().

/Q(Au—ow)ndm = /Q(—fl — fo)ndx (1.37)
/Q(Av—ozu)udx = /Q(—f4)udx. (1.38)

Adicionando (1.37) e (1.38), nos da

/QnAudx—/Qavndij/QyAvdx—/Qauudx:/Q[(—fl—fg)n+(—f4)y]dx. (1.39)

Ou de forma equivalente

—/nAudx+/avndm—/uAvdm+/auudm=/[f1n+f277+f4u]dx. (1.40)
Q Q Q Q Q

Agora, aplicando-se a Primeira Identidade de Green (1.12) a (1.40)), obtemos

/VnVudx + / VuvVudz + a/(w/+m7)da: = /[fm + fon + fav|dzx. (1.41)
Q Q Q Q
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Vamos aplicar o Lema de Lax-Milgram, ao Problema Variacional. Para tanto, vamos

considerar o funcional linear e continuo (mostramos) f = f(f1, f2, f3, f1), dado por:

- / fin+ fon + fav)d. (142)
Q

E a formar bilinear, continua e coerciva (verificamos). Dada por:

a((u,v),(n,v)) = /QVnVuda: + /QVI/Vvdx + oz/ﬂ(uy + vn)dz. (1.43)

Temos entao o seguinte problema variacional:

Determinar (u,v) € F, onde E = Hj(Q2) x H}(2). Munido com a norma:

H<I>H%:/|Vu|2dx+/ \Vv|2dx—|—2a/uvda:, (1.44)
0 Q Q

1
desde que a € }0, — [, onde ¢, ¢ a constante de Poincaré.
Cp

E tal que, para ® = (u,v) e ¥ = (n,v) em E, a forma

a: ExFEF—R

a(®, V) = /QVnVudx +/QV1/Vvdx + oz/Q(uu + vn)dx, (1.45)

¢ bilinear, continua e coerciva no espaco hilbertiano [[ = £ x E.

Com efeito,

i) a(®, V) é Bilinear

Segue trivialmente da linearidade da integral.

i1) a(®,¥) é Continua
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Aplicamos a Desigualdade Triangular.

(@, V)] =

/ VnVudx + / VvVudx + a/(uu + vn)dx
0 0 0

/VnVudm + /Vl/Vvdx /(ul/+v7])dx
Q Q Q

IN

+ «

Agora, aplicando desigualdade de Cauchy-Schwarz a (1.46)), obtemos:

/|Vu||17|dx+/|Vv||u|d$—l—a/|u||1/|dx+oz/|v||n|d:v
Q

1/2 1/2
(/ |Vul dx) (/ |V da:)

IN

|a(®, V)|

IA

Isto é,

la(®, V)| < /|Vu\|’r]|dx—|—/\Vv||y|dx+oz/|uH1/]dx+a/|v||77|da:
Q Q Q Q

1/2 1/2
< (/ |Vu|2da7/ |V77|2d:)3) + (/ |Vv|2dm/ |Vu|2d1‘>
0 0 0 0

1/2 1/2
+ (aQ/ |u|2d$/ |1/|2dx) + (aQ/ |U|2de‘/ |77|2dx) )
Q Q Q Q

Agora, utilizamos a seguinte desigualdade elementar:

\/a—1+...+‘/an§m/a1+"-+an Vn € N.

Isto nos da,

(1.46)

(1.47)

(1.48)
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a(®, )| < 4[(/Q|Vu|2dx/Q|V77|2dx) + (/Q|Vv|2da;/Q|Vu|2dx) (1.49)
+ (a2/9|u|2dx/ﬂ|y|2dm) + (a2/ﬂv2dx/ﬂn2dx)]1/2.

E por fim,
1/2
la(®, V)| < 4 (/ |Vu\2dx—|—/ \Vv|2d:c—|—2a/uvdw> (1.50)
Q 0 Q
1/2
X (/ \Vn\zd:v—l—/|VV\2dx+2a/771/dx> :
Q 0 Q
Assim,
|a(®, V)| < 4[] ]| ¥]|£- (1.51)

iii) a(®, V) é Coerciva

De fato, posto que

a(®,®) = a((u,v), (u,v)) = /Q|Vu|2dx—|—/Q|VU|2dx—|—2a/qudx (1.52)
= [@l%-

Assim,

a(®,®) > 1.[|9]3.

Agora, mostramos que f (1.42) é uma forma linear e continua

iv) f(n,v) é Linear
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Segue trivialmente da linearidade da integral.

v) f(n,v) é Continua

De fato, pois para ¥ = (n,v), tem-se das desigualdades: Integral, Triangular, de Holder,

Poincaré e Elementar, que:

f(P)] = Q[f177+f277+f47/]d$ (1.53)
< [ Ailimldz+ [ 1gallldo + [ \rilvids
Q 0 Q
< Al A2l =+ 1l
< GillAlllVal+ Call Il Vall + Csl £l Vv
< (CiAI+ Cell NIVl + Csll falll Vvl
< M(IVall +[IVvl)
1/2
< M1</]V7]|2da:+/|Vu]2da:> :
Q 0
onde se tem, My = max {(C[| 1]l + Cal[ f2l)), Csl[ fall}-
Agora, veja que:
—204/771/d$ < /( ) (1.54)
Q Q
< ag, [ (Vi + Vo) da
Q
De (1.54) obtemos
1/2
0 < (acp/ (IVn]? + V) dx+2a/nydx) . (1.55)
0 Q
De (L53) e (1.55)
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1/2
f(Y)] < <4M12 (IVn|2+|VV|2>dl’> (1.56)

Q

1/2
+ (och (IVnl* + V) d:z:+2a/nydx> .
Q Q

O que nos da:

1/2
f(P)] < 2((4M12—|—0ch)/9(|Vn|2+|Vl/|2) dx+2a/ﬂ77ydx) : (1.57)

M2
Seja My = Tl = max{1,4M} + ac,}, entdo de (1.57), segue que:

f(P)] < Mg(/ﬂ\Vn|2da:+/g]Vl/\zdx—l—Za/Qnudx). (1.58)

Isto é,

f(O)] < M. (1.59)

Assim, pelo Lema de Lax-Milgram, existe uma tnica solucao & = (u,v) € F para o
problema variacional

a(®, V) = f(¥),

isto é, ® satisfaz ao sistema (1.31)-(1.34)

Por outro lado, usando a regularidade eliptica, concluimos que existe uma tnica U €
D(A) solugao para o sistema AU = F. Mais ainda, existe uma constante C' que depende

somente do dominio, tal que:

1Ul|3c < C|IF |
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Segue portanto que [|[A7|sc < C, isto é, A~! é um operador limitado. Portanto, pelo
Teorema de Lumer-Phillips (Apéndice), A é o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de

contragoes sobre o espaco Hilbertiano JH.

Desta maneira, obtemos nosso resultado sobre existéncia e unicidade de solucoes, no
teorema seguinte.

]

Teorema 1.3. (Existéncia e Unicidade de Solug6es) Ezxiste uma tunica solu¢io U =

(u, o,v, )T para o sistema (1.1)-(1.5), com Uy € D(A), satisfazendo

U e C(R*;D(A)) N CH(R*; H).

1.4 Decaimento Polinomial Otimo

Aqui, nossa principal ferramenta é usar um resultado devido a Priiss, o qual assegura
que o semigrupo associado ao problema é exponencialmente estavel se, e somente se, sao

satisfeitas as condigoes

i) o(A) D {ixA e R} =iR

i) lim H(i)\[ — .A)_lH < 0
[A]—00 L(H)

onde g(A) é o conjunto resolvente do operador A.

O objetivo é mostrar a perda de estabilidade exponencial. No entanto o resultado mais
importante desta secao, encontra-se no resultado de otimalidade de decaimento polinomial,
devido a Tomilov-Borichev.

Para tanto, consideremos o problema espectral

—Aw = Mw, em (1.60)

w, = 0 sobre T,

onde lim A\, — 400

V—>00
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Teorema 1.4. (Perda de Estabilidade) Seja S(t) um Cy semigrupo de contra¢ées gerado

por A. Entao S(t) nao € exponencialmente estdvel.

Demonstragdo. Sejam U = (u,p,v,¥)T e F = (f, f2 f3, 97T e consideremos a equacao

resolvente

(N —-AWU=F, com NeR e FeXH. (1.61)

Isto é,

iu—op = f!

—
o
Y

D
=~
~— N N~

(

N —Au+tav+o = f3 (
iw—1¢ = f? (1.
i) — Av+au = fh (

Consideramos agora, u = aw,, ¢ = bw,,v = cw, e ¥ = dw,, com a,b,c,d € C. Entao
fazendo f! = f3=0e f? = f* = w,, respectivamente em (1.62), (1.64), (1.63) e (1.65) e

usando o Problema Espectral (1.60), obtemos apds adigdes:

iNa+cw, = (b+d)w,

iNb+ d)w, + N\ (a+ c)w, + ala + )w, +bw, = 2w,.

Fazendo a substitui¢ao da primeira, na segunda equagao, obtemos

iAiA(a + w,) + A\ (a+ w, + ala+ c)w, + bw, = 2w,.
Isto é,
— M(a+ c)w, + (a + c)w,\, + ala + c)w, + bw, = 2w,. (1.66)

Agora, escolhendo A = v/\, + a e usando (1.66)), obtemos b = 2. Logo,
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i— ¢ = f' = iXaw,) — 2w 0 g— 2 (1.67)
¥ v v = —\/m. )
9
N —Autav+op=f — M(le,)—i-\/ﬁ)\ywyjtacw,,—l—wa:w,, (1.68)
9
— <2i )\,,‘FO(‘Fﬁ)\V—i—OtC—FQ)wV:wV
2z'(>\,,—|—oz)—2z')\l,+ )
ac = —
VA, + o
-2 1
_\/)\l,—i—oz o
—21 1
Z.Aw—AU—’—O[u:fél & id\/Ay+awy+<ﬁ—a>Aywy (169)
2t
- ——w, =w,
VA, + o
21 1 21
— idV/ MW ta— ——— N\ — N — —— =1
! “ VA, + o « VA, + o
21 A
= id\/\, ——(\ =14+
idv/ A + o \/m( + ) +—
— idyV/A T a-2iV/A, fa= 20
Q
. di—gi= YA tQ
Q@
s d—g WA Ea
Q@
Segue entao que,
—21
= —— w, 1.70
YT U ra (L70)
21 1
v — <_ ’ __>wy (1.71)
N+ o«
¢ = 2w, (1.72)
Nowmws
Y = (2——2 (;a)wy (1.73)
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Agora, mostremos que ||U||s¢ — 400, quando v — +00.

Com efeito, segue de (1.70)-(1.73) e de (1.27) que

—9 2
U2, = /‘ —Vuw, dx—i—/ 2w, |*dx 1.74
1U15¢ Q<¢E¢E ) 12wl (1.74)
21 1 2 WA+ a2
+ [(-=—=-- Vl,d—ﬁ/‘2—————— d
/Q<\/)\1,+Oé a)wx Q( « )wx
—21 21 1
2 —w, || - —— — — Jw,dx.
+ 0 [ () (- s o)
Assim, obtemos:
%y )
HW@Z/W@—Q—jﬁ)wa%mMm—H+m (1.75)
Q (6%
[U]l3¢ > O(|A]).-
Recordando que:
iNU — AU = F <= U = (i\] - A)"'F. (1.76)

Segue entao de (1.75), (1.76) e do Teorema de Gearhart-Herbst-Huang-Priiss que
S(t) nao é exponencialmente estavel.

]

A fim de demonstrar o decaimento polinomial do semigrupo associado ao sistema (1.1)
-(1.5), primeiro vamos considerar o produto em H com U = (u,p,v,¥)T € D(A), com a

equacao resolvente de A, isto é,

IMUI3 = (AU U)se = (F,U)se. (1.77)

No entanto, sabemos que

AWsz—MMUM. (1.78)
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O que nos da:

U2+ / (o[2dz = (F, U)o (1.79)
[9]

Agora, tomando a parte real e aplicando a desigualdade de Cauchy Schwarz, obtemos

/Q (oPde < |Ullscl F s (1.80)

A seguir, estudaremos dois lemas que servirao de auxilio para o principal resultado desta

secao. Vejamos:

Lema 1.1. A solugao forte do sistema (1.1) -(1.5), dada pelo Teorema (1.3), satisfaz

/\Vu\zdx—l—/ ]Vv\Qd:v+a/(uﬁ+vﬂ)dx+/gpﬂdaz < /]¢|2da: (1.81)
0 0 0 Q Q
+ Kal[Ullsl Fllsc

onde K1 € uma constante positiva.

Demonstra¢ao. Com efeito, multiplicamos respectivamente as equagoes (1.63) e (1.65) por

u e v. Integrando em €2 e somando os resultados, temos

i)\/goﬂdx—i-/ |Vul? dx+oz/vﬂdx+/g0ﬂdx (1.82)
Q 0 Q Q

=1

—i—iA/q/@dx—i—/[VvP dx—i—oz/uﬁdx:/f%dx—i-/f%dx.
Q Q Q Q Q
————

=15
Agora, substituindo iAu, dado em (1.62) em I; de (1.82) e i\v, dado em (1.64) em I, de

(1.82), nés obtemos

/|Vu|2 al.r—l—/|Vv|2 dx+a/(vﬂ+u@) dr + /goﬂd.r (1.83)
0 0 Q Q

= ek art [P as
+ /ﬂgoﬁdx+/g¢ﬁdm
+ /Qf2adx+/gf4mx.
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Aplicando (1.80) em (1.83), temos

/|Vu|2 cl:v—l—/|Vv|2 daz+a/(vﬂ~|—u@) dr + /goﬂda;
0 0 Q QO

< / I da + U lac] Flsc

+ /ngﬁdx+/ﬂ¢ﬁdx
+ /szadwr/gf‘*wx.

Seja,

/]Vu|2dx+/|Vv]2 dx+oz/(vﬂ+u@) dx+/90ﬂdas:z9.
0 0 0 0

Entao,

9 < / W[ i+ |U ¢l Fll¢ + / ST do
Q Q

+ /Qwﬁdwr/ﬂf?ﬂd:w/gf“@dx.

Agora, de acordo com (1.29), vamos usar a norma equivalente

WUl = \// [\VuP T+ ]VQ;P + ¢2] dx.
Q

com

XillUlla < [[Ullsc < x2|| Ul

onde x1 =1 € x2 =V

Entao, de (1.86)), segue que:

9 < / O d 4+ [T ¢ll F s + / || de

3 21— 4))=
" /QWHf |d:v+/Q\f Il dw+/@\f 5] de.

(1.84)

(1.85)

(1.86)

(1.87)

(1.88)
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Dali,

0 < [ 0 o [Uad Flac+ MU Pl (189
Q

onde M3 > 0 é uma constante que depende das constantes de Poincaré associadas as funcoes

u,v, f1, f3. Agora podemos usar a equivaléncia de normas para escrevermos

9 < / W[ d + K |U acl| e, (1.90)
Q

comiK1:<1+%23):(1+%>.
X1 G

Segue portanto, o resultado requerido.

[
Lema 1.2. A solugao forte do sistema (1.1) -(1.5), dada pelo Teorema (1.1), satisfaz
c c
(1= ) [rwpao< ([ 1vupars [ 9ok ) + KNP0l
A/ Ja RARNLS 0
onde Ky e ¢ sao constantes positivas e |A| > 1.
Demonstracio. Multiplicando a equacao (1.65) por ¢ e integrando em € obtemos
i)\/ ||* dor = / Avi) dx — a/ w) dx + / ) d. (1.91)
0 0 Q Q
Agora, usando (1.64), obtemos
M/ WP dr = /Av(—/\ﬁ—F) dz — a/ W=7 — 7) da (1.92)
Q Q 0

+ /ﬂf4(—A€—F) dx
= —)\/QAvﬁdx—/QAdesza)\/Quﬁdx—l—a/QuFdx
Y /Q 47 dx — /Q fAf3de.
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Entao, modulando (1.92) e aplicando Primeira Identidade de Green, obtemos

N / WPde < |A / Vol + / Vol [V | da
© o / u]|(@)|dz + a / ]| (75)
T / @)z + / P de.

Agora, usando a desigualdade de Young, temos

A /Q WP de < |\l /Q [Vol*dz + /Q Vel[V folde
alAl - 73
+ O3 [+ @R+ a [ full(Flda
Y / PN + / Pl de

Assim, temos pela desigualdade de Poincaré que:

|/\|/ﬂ|¢|2dx < %/{JVUP(&%—MAWU&M (1.93)
Vol||V F3|d 3)|d
n /Q\ ol f|x+a/ﬂ\UH(f)|9:
A 41(w)|d Y1(F3)|dz.
| |/Q|f @) x+/g|f (%)l da

+

onde ¢, ¢ a constante de Poincaré.

A Al(2
Sejac_max{a|2|cp,| ( ;acp),l,a,|A|}.

Usando (1.93) segue-se que

2 2 2
|A|/Q|¢| o < c</9|Vu| dw+/Q|Vv| d;E) (1.94)
n ( / Vol |V de + / ]| (75)|da

T / FI@)ldz + / |f4||(f3)ldw>-
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Dai, com a mesma argumentagao de (1.88)), (1.89) e (1.90), podemos escrever

/Q|¢|2 dr < ﬁ (/Q|Vu|2dx+/Q|Vv|2dx) (1.95)

C C
+ 3| U 5| F +—/ »|2da.
Sl Flsc+ 75 | o

E assim obter,

_i 2 i 2 2
(1 |>\|)/ﬂ|¢| dr < B (/Q|Vu| dm—l—/ﬁlVU| dm)

C
+ WJQHUHCFCHFHJ{-

ﬁﬂCl, obtemos

(1_W>/W < o (/ vl dw+/|VU| d:p)

+ K[| Ullocl F'lloc.

Considerando Xy =

Uma vez que |A| > 1, entdao |A* > 1.

Com isso, obtemos o requerido, isto €,

(1_|_A|>/W i < |—§| (/Q\Vu\zd:c—i—/Q]Vv\2dx) (1.96)

+ IAPNU ]| F |
O

Vamos agora ao principal resultado desta secao, o qual trata sobre a taxa otima de

estabilidade algébrica. Vejamos:

Teorema 1.5. (Otimalidade Algébrica)

O Semigrupo associado ao sistema (1.1)-(1.5) é polinomialmente estdvel e

|5(t)Us |Us (1.97)

(P

loe < 7

Além disso, este resultado é otimo.

R.F.C. LOBATO P.D.M - UFPA



CAPITULO 1. SISTEMA ACOPLADO FRACAMENTE DISSIPATIVO 41

Demonstra¢ao. No que se segue, estamos considerando K = max{X;, K }.

A partir dos lemas (1.1) e (1.2) e |\| > 1, nds temos

1Ul13¢ < KIAP [ Flax. (1.98)

De fato, pois pelos lemas, temos as seguintes estimativas

/|Vu|2dx+/|V0|2dx+oz/(u@+vﬂ)d:c+/(pﬂdx < /[1b|2d;1: (1.99)
Q Q Q Q Q
+ KNUlscl| F'l5-

(1—1)/|¢12 dr < — /|Vu|2d:£—|—/|Vv|2d:E + KA U3¢ | F|l3¢. (1.100)
Al Ja A\ e o

Entao adicionando (1.99) a (1.100) obtemos

(1—i> /|Vu|2dx+/ |vu|2dx+/|¢|2dx
Al Q 0 Q

< /Q [P dz + KA + DI[U]]sel | F]5c.

+a/(u@+vﬂ)dx+/goﬂdx(l.lOl)
Q Q

Agora, aplicando- a (1.101) Young, Poincaré e majoracao conveniente, obtemos
My[|U15¢ < KA + DIT sl Flls¢- (1.102)

onde My = BB + 1. Com isso temos a verificacao de (1.98).

Agora note que, (1.98) equivale a

[T = A) ] g < KIN. (1.103)

Entao, usando o Teorema (2.4) em [1], obtemos
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[SEA, =00t = ||St)AF|,, < \[HFH% (1.104)
Desde que 0 € p(A), segue entao que AUy = F'. Dai nds temos
S]] < \/—||U0||® (1.105)

Por conseguinte, a solucao decai polinomialmente, isto €, a uma taxa algébrica.

Para mostrarmos que a taxa de decaimento polinomial em questao é 6tima, faremos a

prova via argumento de contradi¢ao. Vejamos.

~1/2

Suponha que a taxa t possa ser melhorada. Por exemplo a taxa t~'/(2=%) para algum

0<e<2
A partir do Teorema 5.3 de [19], o operador
—2+4¢ -1
A2 ||(A = A) ||L(%), (1.106)
deve ser limitado, no entanto isso nao acontece.

Vamos ent@o supor que exista uma sequéncia (A,) C R, com hm Al e (U,) C D(A)

para (F,,) C H, de tal modo que

(iNJ — AU, = F,, (1.107)
¢é limitada em H e
lim A7 Uulac = o0 (1.108)
p—s00

Entao, podemos considerar para cada p € N, F, = (0,w,,0,w,)” e U, = (uu, ¢, v,0,)7,

onde devido as condigoes de contorno, U, esta na forma u, = aw,, ¢, = bw,,v, = cw, e
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Y, = dw,, com a,b,c,d € C.

Seguindo entao, os mesmos passos da prova do Teorema (1.4), podemos concluir que

72| Unllse = O(p°) — oo, quando p — oo. (1.109)

Portanto, a taxa nao pode ser melhorada. A prova é agora completa.
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Capitulo 2

Sistema Acoplado Unidimensional

2.1 Apresentacao do Problema

O modelo matematico 1-D de propagacao de ondas acopladas é apresentado como se

segue

Ut — Slx — 9:1 em ]OjL[X]0,00[ (21)

vy = Sop — Fo em ]0, L[x]0, oo], (2.2)

onde F; i = 1,2 representam as forcas de interacao entre as fungoes u e v e S, representa o

stress, para cada i = 1,2. As leis constitutivas, correspondentes sao dadas por

S, = cu, — 30 em )0, L[x]0, o0] (2.3)

Sy = v, — 00 em 10, L[x]0, 00[. (2.4)

Por t e x denotam-se as varidveis de tempo e espago respectivamente, § é a densidade, ¢?
1 = 1,2 sao as velocidades de propagacao de onda. Finalmente por 6 denotamos a diferenca
de temperatura e assumimos que 6 age uniformemente em u e v.

Com respeito as leis constitutivas em termoelasticidade linear, é bem conhecido que o
modelo para a temperatura usa a lei de Fourier, e isto, resulta em uma discrepancia fisica
de propagacao de calor infinita.

Para remover esse paradoxo, mas ainda mantendo o essencial de um processo de conducao

de calor, podemos usar a lei de Cattaneo em substituicao a lei de Fourier ¢ = —k'V6, isso é
Tq +q+ K0, =0,

44
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agora sobre o vetor fluxo de calor como uma outra funcao a ser determinada através da
equacao diferencial. O parametro 7, positivo, representa o tempo de relaxacao do fluxo de

calor, em resposta a um gradiente de temperatura. Combinando o balanco de energia

9t+Qx:0>

com a lei de Cattaneo, nés obtemos

Tett — klexm + 9,5 = O,

que é a equacao de onda amortecida. Onde mais uma vez, obtém a ja conhecida estabilidade
exponencial.

Portanto, a lei de Cattaneo transforma a natureza parabdlica do processo de conducao
de calor em um sistema hiberbdlico.

Finalmente, assumindo que

F1 = alu —v) + B(uy — vy) (2.5)
Fo = a(v—u) + B(vy — wy), (2.6)

para «, 3 > 0, das leis constitutivas (2.1)-(2.4) e do balango de energia dado pela lei de

Cattaneo, obtemos o seguinte sistema hiperbdlico de equacgoes diferenciais

Uy — Collgy + (u —v) + Bus — vy) + 50, = 0 em |0, L[x]0, o0] (2.7)
Vgt — CoUgr + (v — ) + B(vy — ug) + 60, = 0 em ]0, L[x]0, 00| (2.8)
00 + @z + Sug + vy = 0 em |0, L[x]0, 00| (2.9)

T +vq¢+6, = 0 em |0,L[x]0,00]. (2.10)

As constantes positivas o, 7, 0 e v referem-se a hipéteses em termoelasticidade. Aqui,

consideramos as seguintes condigoes de bordo

w(0,8) = w(L,t) = v(0,t) = v(L,t) = 0,(0,) = O,(L,t) = q(0,1) = q(L,£) = 0. (2.11)
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para todo t > 0 e condigoes iniciais

u(z,0) = ug(x), ue(x,0) = uy (), v(x,0) = vo(z), v (z,0) = v1(x) (2.12)

0(x,0) = Oy(x) = q(x,0) = qo(z) = 0,Vx € (0, L).

2.2 Existéncia e Unicidade de Solucoes

Nesta se¢@o mostramos a existéncia e unicidade de solugdo do sistema (2.7)-(2.12). A
priori, obtemos o funcional de energia associado ao problema, bem como o Cenario de Semi-
grupo. Dal entao, provamos que o operador A, desse sistema é dissipativo. Por fim, mon-
tamos um problema variacional, e obtemos o principal resultado desta secao usando o lema

de Lax-Milgram.

2.2.1 Funcional de Energia

No que se segue encontraremos a energia associada ao sistema (2.7)-(2.12), que sugere o

espaco de Hilbert JH a ser obtido a posteriori.

Proposigao 2.1. A Energia E(t) associada ao sistema (2.7)-(2.12) é dada por

Et'—lLQdC—%LleL%C—%L% 2.13
()._QO!ut\ -T+20|ua:| 9€+20|’0t\ 5U+20|’Ua:|95 (2.13)

L L L
—l—g/ ]u—v|2dx—|—g/ ]9!2da:+1/ |q)*da.
2 Jo 2 Jo 2 Jo

satisfazendo,

d L L
—E(t) = —ﬁ/ |uy — vy|*dx — ’y/ q|*dx < 0. (2.14)

Com efeito, multiplicamos as equagoes (2.7), (2.8), (2.9) e (2.10) respectivamente por

ug, g, 0 e g. Ao obtido, integremos em |0, L[. Isto nos d&
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L L L L
/ ugupdr — ¢ / UgrpUrdT + a/ (u — v)udr + 5/ (uy — vy)updz (2.15)
0 0
0 0 .
—|—5/ O, updx = 0
0
L L L L
/ VuvdT — C3 / Ve UrdT + a/ (v — u)vdr + ﬁ/ (vy — wp)vedz (2.16)
0 0
0 0 .
+5/ O,vidxr = 0
0
L L L L
Q/ 0.0dx +/ q.0dzx + (5/ Ugfdr + 5/ Vytfdr = 0 (2.17)
0 0 0 0
L L L
7'/ qrqdx + 7/ qqdx + / 0.qdx = 0. (2.18)
0 0 0
Agora, aplicando integracao por partes ao obtido. Temos entao
L L L L
/ Ut dr + 3 | —uguy +/ Uy Uy AT +a/ (v — u)updz (2.19)
0 0 0 0
L L
—l—ﬁ/ (ve — ug)veda + (5/ O,vidxr =0
0 0
L L L L
/ Vv dT + | v +/ VpUpdr | + a/ (u —v)vde (2.20)
0 0 0 0
L L
+ﬁ/ (up — vy)updz + (5/ O urdxr =0
0 0
L L L L
Q/ 0,0dx +/ qz0dx — 5/ w0, dr — (5/ vl dr =0 (2.21)
0 0 0 0
L L L L
7'/ qrqdx + ’y/ qqdx + 0q| — / 0q.dx = 0. (2.22)
0 0 0 0

Adicionando as (2.19), (2.20), (2.21) e (2.22), aplicando as condig¢ées de bordo e regras

derivacionais de produto interno, isto nos da
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2.2
2dt/ || d:v+2dt/ || d:)s+2dt/ v d:v+2dt/ v, |*dx (2.23)
+§E/ 16]*dz +§%/ |C]|2d$+7/ lq| dﬂ?+04/0 (v — w)udzs
—|—a/ (u—vvtdm—l—ﬁ/ —utvtdx—kﬁ/ v )updx
’ L L L L
+/ qﬁdm—/ qudx—i-(;/ vatdx—5/ v,dx
0 0 0 0

L L
+5/ 0, updx — 5/ u0,.dx = 0.
0 0

Por outro lado, veja-se que

L L
a/ (u — v)udzr + a/ (v—u)ndr = « (wuy — vuy + vogdr — uvy)dr  (2.24)
0 0
[u(uy — vy) + v(vy — uy)|dx

(u—v)(uy — vy)dz

(u—v)(u—v)dz

_ 2
= 2dt/|u v|“dx.

L L L
ﬁ/ (up — vy)updx + ﬁ/ (vp — ug)vydr = 5/ (wpuy — veuy + vy — wpvy)da (2.25)
0 0 0
L
= ﬁ/ ut(ut — Ut) + 'Ut(Ut — Ut)d.f
0

= 5/0L(ut — ) (uy — vy)dx

L
= ﬁ/ |uy — vy|*du.
0

Aplicando (2.24) e (2.25) em (2.23)), obtemos:
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c
d 2|°d de + =— e|°d 2.26
2dt/|ut| x+2dt/|u|x+2dt/|vt| o 2dt/|y|x (2.26)
Td
—— —v|°d 0|°dr + - — 2d
+2dt/ o= vf m+2dt/ o 2dt/0 laldz
L
= —5/ Jue —vtl2d1‘—7/ gl da.
0 0
Definindo a energia associada ao sistema (2.7)-(2.12) por
1 (L 2 L 1 (L 2 L
= —/ ]ut|2d:c—|——1/ |ux|2dx—|——/ |'Ut\2dx—|——2/ v, | dx (2.27)
2 ), 2 Jy 2 J, 2 J,
L L L
o ]2 @ 2 T 2
—|—2/0 lu v|d:z+2/0 ]9!dw+2/0 \q|“dx,
decorre de (2.26) e (2.27), que
L L
t) = —ﬁ/ luy — v Pde —7/ lq|*d. (2.28)
0 0

Isto é, a energia é decrescente, uma vez que (3,7 > 0 e, portanto o sistema em questao é

dissipativo, pois

t L t L
E(t):E(O)—ﬂ// |ut—vt|2dxdt—7// g2 dudt.
0 0 0 0

Implicando em,

E(t) < E(0) ¥t > 0.

A fim de que o sistema (2.7)-(2.12) seja conservativo, deve-se ter

B=v=0= E(t)= E(0) Vt>0.

(2.29)

(2.30)

(2.31)
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2.3 Cenario de Semigrupo de Operadores Lineares

Nesta se¢ao, mostramos a existéncia e unicidade de solugao do sistema (2.7)-(2.12). A pri-
ori, obtemos o Cenario de Semigrupo, provamos que o operador A desse sistema é dissipativo.
Por fim, montamos um problema variacional, e obtemos o principal resultado desta secao,

usando o lema de Lax-Milgram, ou seja, a existéncia e unicidade.

2.3.1 Problema de Cauchy

Vamos agora reescrever (2.7)-(2.12)), como um Sistema de Equagdes Diferenciais Or-

dinarias de Primeira Ordem, da seguinte forma

aUu

— = A PV.I
p U (P.V.I)
U(O) - Uo,

aqui denominado Problema de Valor Inicial (P.V.I), ou Problema de Cauchy (P.C).

Para tanto, consideremos ¢ = u; € ¥ = v; e os vetores

U= (U, 907U;¢7QaQ)T7 UO = (u07u17U07U17907QO)T € Ut = (SO, Sotvwawt79t7Qt)T'

A fim de satisfazer o P.V.I, temos que

¥ U

C%Um-ir@(v—u)*'ﬁ(@—w) _5050 2

dU Y v
@ U Guatatu—o) 8- -0, | T ALy (2:32)

%(_qh - 5Q0z - 5¢z) 9

%<_7q - 9:::) q

Veja-se que, de (2.32)), obtemos
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O Id O O O O
A0y —ald —pId ald Bld  —60, O
O O O Id O O

A= ald BId 20, —ald —31d —60, O (2.33)
1
0 0 1 P3

0 0 0 0 -9, —1Id
T T
d d? ) . .
Sendo O,1d,0, = — e Oy respectivamente os operadores nulo, identidade,

dx :@

derivadas primeira e segunda na variavel x.

2.3.2 Construgao do Espacgo de Fase

A fim de se determinar o Espaco de Fase H é necessdria uma avaliagao sistematica da
energia associada ao sistema em questao, com suas condigoes de bordo. Vejamos

Da Proposicao (2.1), segue-se que

Ug, Uy, Vg, Vg, (u — ), 0,q € L*(0, L).

Como u,,v, € L*(0,L) e u = v = 0 sobre I'(0, ). Entao da Desigualdade de Poincaré

na reta, segue-se que u,v € H}(0, L)
Em razao das condigoes de contorno do tipo Neumann para 6 em (2.11), é bem sabido
que para as condigoes iniciais 0y(x),0;(z) : [0, L] — R, existem solugdes que nao decaem

exponencialmente. Para evitar esse problema, devemos assumir que os dados iniciais sao tais

que:

/OL Oo(z)dz = 0, /OL 01(x)dx = 0.

Desta forma, definimos o seguinte espago, ao qual # pertence.
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L%(0,L) = {w € L*(0,L)/ /OLw(x)dx = 0} :

Portanto o Espaco de Fase, deve ser Hilbertiano e dado por:

H = Hy(0,L) x L*(0,L) x Hy(0, L) x L*(0, L) x L¥(0,L) x L*(0, L) (2.34)

2.3.3 Dominio do Operador

Por definicao, o dominio do Operador Eliptico A é dado por

D(A) = {U € H | AU € H}.

Desta feita, temos entao para U = (u, ¢, v,,0,q)T, que

¢ € H0,L) (2.35)

(Guge + v —u) + B — ) — 60,) € L*(0,L) (2.36)
¢ € Hy(0,L) (2.37)

(Ve +a(u —v) + Blp =) —86,) € L*(0,L) (2.38)
Lt dp— o) € 0.0 (23

%(—Wq —0,) € L*0,L). (2.40)

Usando o fato de que

F = HY(0, L) x L2(0, L) x HA(0,L) x L2(0, L) x L2(0, L) x L2(0, L) e (2.35)-(2.33),

Segue que: u,v € H*(0, L) N HJ(0,L) e p,v € H}(0,L).

Por outro lado de (2.39) e (2.40) ¢ € H}(0,L) e 0 a
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H(0,L) = {w € H'(0,L)/ /OLw(x)dx = 0}

Assim sendo, vem que

D(A) =T x Hy(0,L) x T x Hy(0,L) x H:(0,L) x Hy(0, L) (2.41)
onde Y = (H*(0,L) N H(0, L)).

2.3.4 Produto Interno

Considere U = (u', u?, u?, u, v®,u®)T e V = (v 02 v3, 01, 0% 08T vetores de H . Define-

se o produto interno entre U e V', como sendo:

L
(U, V)ge = / [Gulvl +u0? 4+ Sude® + vt +a(u' —u?) (0! —0?)]de (2.42)
0
L
—l—/ o(u’v® + Tuv®)dx.
0

E norma

L
U5 = / [Aual” + [ + Slui* + [u'* + alu’ — u?* + o’ + 7[uPde. (2.43)
0

Teorema 2.1. O operador Eliptico A € dissipativo.

Demonstragdo. Com efeito, pois considerando U = (u, ¢, v,,0,q)T € D(A), tem-se

¥
B+l — ) + 50— ) 80, | [ @
P ¥
A0, = < Gt alu=)+ o= =0, | | > (2.44)
E(_qiﬂ - 5%@13 - 51/)3;) 6)
- 02) q

Assim sendo, temos
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L
(AU U)4e = / A patty + (Fugy + a(v —u) + B — ¢) — 80, + cab,v,|dx (2.45)
0

h

*/0 (Bvse + ot — v) + Blu — v) — 00, )9 + a(ip — ) (u — v)|da

+ /;{( — —5%—5%))9+T(1( fyq—ﬁ))q}dx_

Dai,
L
(AU U), = / [ pptty + ClUzep + v — aqup + Buyp — Bup — 60,p]dr  (2.46)
0
L
b [ B+ ot s — avir + Bt — i - 30,1ds
0
L
+ / [a(p = ¥)(u =) = ¢ub — 8p,0 — 690 — 7¢* — gl d.
0
Isto é,
L
(AU, U) 4 = / [Cpptty — ClUL Py + QP — aup + B — Bop — 60,p]dr  (2.47)
0
L
+ / [y — CoVA + qurh — avth + Byp — Bip — §0,9)dx
OL
+ / [apu — apv — apu + apv + qb,)dx
0L
+ / [—80.0 — 09,0 — vq* — 0,q]dx.
0

Decorre entao que,

L
(AU, U)q¢ (Bt — B + B — By — 80,0 — 60,0 — dp,b]dr  (2.48)

L
+/ —0,0 — 7q |dx.
0

Isto é,

(AU, U, / Ble(d — ©) + bl — ) — 1} da. (2.49)
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(AU, U 5, = /0 —B(p — ) — 1¢)de. (2.50)

Assim,

Re (AU, U) g, = —6/ o — YPdx — v / ¢|*dx < 0. (2.51)

Visto que (§ e 7y s@o positivos, segue-se que A é dissipativo.

]

Teorema 2.2. O operador Eliptico A € o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de con-

tracoes sobre o espaco Hilbertiano H.

Demonstracao. Basta mostrar que 0 € o(A).

Deste modo, consideremos F' = (f1, fo, f3, f1, [5, f6)T € H. Queremos encontrar U =

(u, 0,v,9,0,9)T € D(A), que satisfaca a seguinte equacao resolvente

(M —AU)=F com \=0. (2.52)

Isto é,

AU = —F. (2.53)

Dai, temos o seguinte sistema

¢ = —fi€H0,L) (2.54)

Ctige + (v —u) + B — ) — 60, = —f € L*0,L) (2.55)
Y = —f3€ Hy(0,L) (2.56)

CoVpe + a(u —v) + B(p — ) — 00, = —f, € L*(0,1L) (2.57)
~Go — 0pp — Oy = —ofs € L2(0,L) (2.58)

—vq—0, = —1fs€ L*0,L). (2.59)
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Substituindo 6,, obtido de (2.59) em (2.55) e (2.56), temos

gy +a(v —u) + B — @) —0Tfs+6vq = —fo (2.60)

Cgvzz+a(u_v)+ﬂ(90_w)_57_f6+5’7q = —fa

Agora, uma vez que p = —fi e b = — f3, segue-se de (2.60) que

gy + (v —u) + B(fL — f3) +6vq = 6Tfs— fo (2.61)

Cgvm +a(u—v)+B(fs — fi) +évq = o7fs — fu.

Por outro lado, de (2.54), (2.56) e (2.58), segue-se que

Qe = Qf5 + 5f1,a: + 5f3,a:-

Integrando a equacao acima de 0 a x, obtemos

0= / Fs(y)dy + 6f1 + 5.

Desta maneira, substituindo ¢ no sistema (2.61)), obtemos o seguinte problema eliptico

C%Um +av—u)+B8(fi—fi) = 67fe— fo— 752f1 - ’752f3 — Y00 /O”” fs(y)dy (2.62)
Guga +a(u—0) + B(fs — f1) = 67fc— fa— 70" fr —v0%fs — vdo /m f5(y)dy (2.63)
0

com condigoes de Dirichlet.

Nosso propésito agora, é formular um problema variacional.

Para tanto, multiplicamos (2.62) e (2.63) respectivamente por 1 e v e integremos de 0 a
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L L L
C%/ Ugendx + a/ (v—u)nde = / (6f3 — Bf1 +67fs — fo— 0% f1  (2.64)
0 0 0
— 78 fs — b0 /0 fs(y)dy> nda.
L L L
c: / Vga/dx + a/ (u—v)vdr = / (ﬂfl — Bfs +67fs — fs— 0% f1  (2.65)
0 0 0

— 6% f3 — b / fs(y)dy> vdz.
0

Note que para x = L, tem-se

/OL (/05” fs(y)dy>dac < /OL /OL (f5(y)dy>da: = /OL | fsllprdx = L|| f5] -

Vamos agora integrar por partes (2.64) e (2.65), adicionar os resultados e ainda usar a

desigualdade acima, isto nos da

L L L L
C%/o UpNpdx + c%/o VpVpdx + a/o (u—v)(n—v)= 6/0 (fi — f3)(n—v)dx (2.66)

L L L
—57/0 fﬁ(n+u)d:c—/o (f2+f4)(77+1/)dx+752/0 (fi+ f3)(n+v)dx

+ydol fsllzr (n + v)dz.

Apliquemos o Lema de Lax-Milgram, ao Problema Variacional. Para tanto, consideramos

o funcional linear e continuo (mostramos)

f = f(flaf27f37f47f5>f6)

Dado por

F=p / (1 — fo)(n — v)dz — 67 / foln+ v)da — / (ot f)n+v)de  (267)

L
8 / ( + £3)(n + v)dz + 700 follpr (7 + v)de.
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E a formar bilinear, continua e coerciva (verificamos). Dada por

a((u,v), (n,v)) =c /OL UpnedT + C5 /OL VpVpdr + /OL(u —v)(n — v)du. (2.68)

Temos entao o seguinte problema variacional

Determinar (u,v) € E, onde E = H}(0, L) x H}(0,L). Munido com a norma:

L L L
D3 = cf/ uldr + cg/ v2dr + a/ (u — v)*dz. (2.69)
0 0 0

E tal que, para ® = (u,v) e ¥ = (n,v) em E, a forma

a: FxFEF—R

L L L
a(®, V) = C%/ Uz d + cg/ UV da + a/ (u—w)(n—v)de, (2.70)
0 0 0

é bilinear, continua e coerciva no espaco hilbertiano E x F.
Com efeito,
i) a(®, V) é Bilinear
Segue da linearidade da integral.
i1) a(®,¥) é Continua

Aplicamos a Desigualdade Triangular.
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L L L
la(®, )| = c%/ U dT +c§/ Ve VpdT + a/ (u—v)(n—v)dz (2.71)
0 0 0
L L L
< / Uy dz| + c; / UpVpda| + / (u—v)(n—v)dz|.
0 0 0
Agora, aplicando desigualdade de Cauchy-Schwarz a (2.71), obtemos
ja(@, 9) < cillualllnall + llvallllvell + el (w = )1 (n = v)l] (2.72)

IA

L 1/2 L 1/2
([ rwbas) ([ )
0 0
L 1/2 L 1/2
+ (/ |vx\2dx) (/ |V$|2d$)
0 0
L 1/2 L 1/2
+ « (/ (u— U)2dl’) (/ (n— l/)2dx) :
0 0

Isto é,

L L 1/2 L L 1/2
la(®, V)| < <c‘11/ |ux|2d:r/ |77x|2dx> + (cg/ |vx]2dx/ ’Vx|2dl") (2.73)
0 0 0 0
L L 1/2
+ (ozz/ (U—U)Qd.T/ (H—V)Qd.CE)
0 0

Agora, utilizamos a seguinte desigualdade elementar:

var + -+ Va, <nvar + - +a, YneN

Entao temos,
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1/2
la(®, V)| < (c/ |ux]2dxcl/ 2| dx) <02/ \vx|2da:cz/ V2| dx) (2.74)
1/2
+ ( (u—w da:a/( )da:)
L L
(cl [t [Cpas) (8 [ i [ o)
0 0

+ (a/o (u—v)dxa/o( )dx)r/g

O que finalmente nos da

IA

1/2

la(®,¥)] < 3 (cl /L || d:c—|—02/ |vg| d:c+a/0L(u—v)2d;1:> (2.75)

1/2
(01/ |72 d13+02/ Ve dx—i—a/ (n 1/)2da:) .

Assim,

|a(®, V)] < 3] ¥]|&- (2.76)

iii) a(P, V) é Coerciva

De fato, para tanto veja-se que:

a(q), @) = a((”? U)a (ua v))v

onde,

(), (u,0)) = ¢ /0 Y wudi 4 2 /0  otad + a /0 o) — e (277)

L L L
= cf/ uidx—l—cg/ vidm—i—oz/ (u —v)*dr = ||®|5%.
0 0 0
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Agora, mostramos que

L L L
J=5 / (i — fo)(n — v)dz — 6 / foln + v)da — / (ot f)n+v)de  (278)
L
e / (4 f2) (1 + v)de + 8ol foll (7 + v)de,

é linear e continua.
iv) f(n,v) é Linear
Segue trivialmente da linearidade da integral.
v) f(n,v) é Continua

De fato, pois para ¥ = (1, v), tem-se das desigualdades, Triangular e Integral que

)| = ‘5 / (i — f2)(n — v)d — br / foln 4+ v)da — / (fo+ Fi)(n + v)de(2.79)

+ 752/0 (f1+f3)(77+1/)d93+75@/0 (/Oxfg(y)dy> (n+v)dz

IN

L L L
5/0 \fl—le\(n—l/)ldx+57/0 rfﬁunwdw/o fot fall (7 4 )| dz

L
4 3@ [1i+ flln+ o)ldo + b0l ol tn-+ v)lda,
0
Agora, aplicando a desigualdade de Hélder a (2.79), vem que

) < Bllf = Sslll o = )l + o7l fellll(n + )| + 1 f2 + fallll (0 + )] (2.80)

+ 0 |Lfu 4 Sl + )l + ol fsllzall(n + )]l

E aplicando as desigualdades de Poincaré e Minkowski a (2.80). Entao temos
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fW) < Bl = fsllltn =)l + Cadr | folllinaI| + Cadr | fol[llv (2.81)
+ G5l follllnall + Csll falllvall + Cord® | fullllnall + Covd® (| £l 1|
+ Coyooll fsllorllnell + Cryvdoll fsl vl
Ou seja,
FO)] < (Cudllfoll + Csll foll + Cord®l| fill + Crvdoll fsll o) e (2.82)
+ (Cuo7(lfoll + Csll full + Covd®[l f5]] + Crrdol foll ) vl
+ Bl = fllll = ).
Sejam,
Ms = Cy07|| fol| + Cs|l.fall + Cor0?| full + Crydoll f5l - (2.83)
Ms = Ci07|| fol| + Cs[l.fall + Csv0%|| fs]| + Crydoll f5l o (2.84)
Mz =Bl fi — f3l]- (2.85)
Agora, aplicando (2.83), (2.84) e (2.85) a (2.82), vem que
If)] < Ms|lnell + Mellvell + Mz (n = v)]. (2.86)
Seja agora, M, = max{Msy, Mg, M,}.
Entao, de (2.86) resulta
S < Ms([lnell + [lvall + [I(n = »)1])- (2.87)

Isto é,
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£ (9]

IN

1 L 12 L 1/2
Mg{—(C%/ |77x|2dx) +—(c§/ |V$|2d:L‘) (2.88)
Cl 0 CQ 0
1 L 1/2
+ — a/ n—v 2dm) }
(o[ 10w

L L L 1/2
< 3M8M9{c% | e+ [Cppisra | |<n—u>|2dx}
0 0 0
< M[[¥Yg,
onde se tem,
1 1 1
Mo — - - M = 3M3M,.
9 maX{C]_’CQ’\/a}e 81V19

Assim, pelo Lema de Lax-Milgram, existe uma unica solu¢do ® = (u,v) € FE para o
problema variacional

a(®, V) = f(P).

isto é, ® satisfaz ao sistema (2.7)-(2.12))

Por outro lado, usando a regularidade eliptica, concluimos que existe uma tunica U €
D(A) solugao para o sistema AU = F. Mais ainda, existe uma constante C' que depende

somente do dominio, tal que

1Ull3c < ClIF 3¢

Segue portanto que [|A7Y|sc < C, isto é, A~ é um operador limitado. Portanto, pelo
Teorema de Lumer-Phillips (Pazy [3]), A é o gerador infinitesimal de um semigrupo C, de

contracoes sobre o espaco Hilbertiano J.

]

Desta maneira, obtemos nosso resultado sobre existéncia e unicidade de solucoes, no

teorema seguinte.

Teorema 2.3. (Existéncia e Unicidade de Solug6es) Eziste uma tnica solu¢io U =

(u, ,v,%,0,9)T para o sistema (2.7)-(2.12), com Uy € D(A), satisfazendo

UecCR;DA)NCHRT; H).
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2.4 Decaimento Exponencial

Nesta secao mostramos que existe decaimento exponencial para a solucao do sistema

(2.7)-(2.12). Para tanto, usaremos técnicas de semigrupo.

2.4.1 Técnicas de Semigrupos

No que se segue mostramos que a solucao do problema decai exponencialmente, para isso
usamos argumentos de semigrupos devido a Liu e Zheng [17]. Para estabelecer esse resultado

necessitamos de alguns resultados preliminares. Dessa forma, temos

Lema 2.1. Seja A o operador definido em (2.33). Entao vale a condi¢ao
{i; A €R} C p(A). (2.89)

Demonstracao. Demonstraremos o lema, em trés etapas
Etapa (1)

Aqui denotamos por || - ||¢(s) a norma no espago L(3H). Desde que 0 € p(A). Entao para

todo 8 € R com ||A || < 1 o operador linear limitado (i8A~! — I) é inversivel, e portanto

il — A =AGBAT =)

¢ invertivel. Sua inversa pertence a L(H) , isto é, i € p(A)
Além disso, [|(i31—A) ||z € uma fungio continua para § € (—[| A 50, M 2ia0)-
Etapa (2)

Se sup{||(161 — A)"|z0; 18] < [[A (g9} = M < oo entdo o operador
(GBI — A) = (ifo] — A).(T + (5 — Go)iBol — A)),

com |G| < ||.A’1||E(1:H) é invertivel para |3 — By] < M~1. Por outro lado, o seguinte conjunto

{8 18] < [[A | (g0 + M "} esta contido em p(A). Além disso, ||(i6] —A)~"||g(g é uma
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fungao continua para (3 € (—||A_1||£(1%) - M, ||.A_1||£(1%) + M.
Etapa (3)

Suponha por contradigao que iR ¢ p(A). Entao existe z € R, com ||A’1||E(1}O < z] < o0

tal que
{iB; |\ <[z} € p(A) e sup{|[(iB — A) e |8 < |2[} = oo.

Resulta que existe uma sequéncia 3, € R com |G, — |z|, |58.| < |z| e sequéncias de fungoes

vetorias

Un = (Un, Pns Uny Uns Ony @n)" € D(A) com [|Upllac =1 e F = (f, fo, f3, fa, f2, f)T € H
tal que (i6,I — A)U, = F, e F,, — 0 em H, quando n — oo, isto é

(i8] — A)Upl| (3 — 0. (2.90)

Note que a equagao resolvente

iB,U, — AU, = F,. (2.91)

em termos de suas componentes, toma a forma

Bty — on = ft — 0 em Hi(0,L), (2.92)

iBnn — Unge + (Up — Vy) + B(@n — y) + 00pe = f2 — 0 em L*(0,L), (2.93)
By — b = f2 — 0 em Hy(0,L), (2.94)

1Bpthn = Vnge + (Un = tn) + B(n — Pn) +00ne = f — 0 em L*(0,L), (2.95)
130000 + Qo + 6 (Pnz + Vna) = f, — 0 em L}0,L), (2.96)
i3p0Gn + Y + Ope = & — 0 em L*(0,L). (2.97)

Por outro lado, fazendo o produto interno de X,, = (i3, — A)U, com Y, = U, em X,

obtemos
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10nPn — Ungz + Of(un - Un) + ﬁ(cpn - ¢n) + 00n Pn
_ Zﬁnvn - ¢n Un,

<Xn7Yn> - < Zﬁnwn _ Unxx + Oé(?)n _ un) + B(wn _ 9071) + 69nx ) wn >(298)
130 0Gn + YGn + Ona In

L L
0 0
L
+ B(pn — Un) + 00,)00) dx + / 5 (1BnVns — Yne ) Uz dT
0
L
+ / [Zﬁrﬂ/}n — Unazx + Oé(Un - un) + 5(1% - Qpn) + 597&]% dLU
’ L
4o [ B = 0) + (0 )T~ ) do
0

[ el _
b g [ oMl + e+ 3o+ )+ TG0+ 0 + )}
0

Isto é,

L L
(X, Y,) = 5/ lon — Un|*dw — 7/ || *do. (2.99)
0 0

Tomando a parte real, temos

L L
Re((Xn, Yn)) = B/O |on = Yul’dz — 7/0 [a]*dz — 0 (n — o0). (2.100)

Portanto,

Bllen — 1/JHH%2(O,L)dI - 7”%”%2(0@) — 0 em L*(0,L), para n— oo.

Consequentemente, como 3,y > 0, entao temos

On — Uy — 0 em L*(0,L), para n — oo. (2.101)

¢ — 0 em L*(0,L), para n — oo. (2.102)
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De (2.97) e (2.102), vem que
D6, 220.) — 0 em L*(0,L), para n — oo, (2.103)
d
de D = —.
onde o
Entao, usando a desigualdade de Poincaré, obtemos

0, — 0 em L*(0,L), para n — oo. (2.104)

Agora, de (2.96)

| D + D || 20,y — 0 em L2(O, L), para n — . (2.105)

Entao, da desigualdade de Poincaré, segue-se que

On+Vn — 0 em L*(0,L), para n — oo. (2.106)

Agora, de (2.101) e (2.106), concluimos que

On, 0y — 0 em L*(0,L), para n — oo. (2.107)

Desde de que |3,] < |z|, entao de (2.92), (2.94) e (2.107), obtemos

Up, vy, — 0 em L*(0,L), para n — oo. (2.108)

Portanto, obtemos 1 = ||U,||3; — 0, o que é uma contradigao, Com isso terminamos a
prova do lema.

[

Lema 2.2. Seja o operador A definido em (2.35). Entao, vale a condi¢ao

lim [|(i8 — A)7| 450 < 0. (2.109)

[Al—o0
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Demonstra¢ao. Suponha que (2.109) seja falso. Entao, existe uma sequéncia de ntumeros
reais (3, tal que |3, — oo e uma sequéncia de vetores Y, = (Upn, O, Vn, ¥n, Ony ¢n)? 1O

dominio de A com norma unitaria em H, de modo que

(@B — A)Yalle@g — 0. (2.110)

Escrevendo (2.110) termo a termo e depois tomando a parte real de (X,,Y,), onde

X, = (i8I — A)U,, ja vimos que

Bllen — ¢n||2L2(o,L)d37 - 7||qn||2L2(o,L) — 0 em L*(0,L), para n— oo.

E assim,

> Uny Ony @ — 0 em L*(0,L), para n — oo. (2.111)

Por outro lado, tomando o produto interno de (2.93) com u,,. Temos

180 Pn, Un) — (Unge, Un) + @{(Un — v3), un) + B{(n — Un), tun) + 6 (One, uy) — 0.(2.112)

Agora,usando (2.92)) e integrando por partes (2.112), obtemos

[ Dun 20,0y + {(tn = vn), tn) — 0 (2.113)

Por outro lado, tomando o produto interno de (2.95) com v,,. Temos

Zﬂn(SOn:Un> - <Unxwa Un) + a((vn - un)a Un) + 5((% - Wn)vvn> + 6<9nxa Un) — 0. (2'114)

Agora,usando (2.94)) e integrando por partes (2.114), obtemos

[ Dvn|* + a{(vn — ), vn) — 0. (2.115)
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Entao, de (2.113) e (2.115)), vem que

HDUTLH%?(O,L) + ”DvnH%Q(O,L) — 0. (2.116)

Aplicando a desigualdade de Poincaré a (2.116), temos

||un||%2(0,L) + ||Un||%2(O,L) — 0. (2.117)

Isto é,

Portanto, o vetor Y,, nao tem norma unitaria, mas isso é uma contradi¢ao. Assim,

concluimos a demonstragao do lema.

O

Teorema 2.4. (de Decaimento Exponencial) A solugcio U = (u, ¢, v,1,0,q)T do sistema

(2.7)-(2.12) decai exponencialmente.

Demonstracao. Segundo os lemas (2.1) e (2.2), podemos usar o resultado devido a Gearhart-
Herbst-Huang-Priiss. Isto é, o semigrupo de contracoes no espaco de Hilbert H é exponen-
cialmente estével se, e somente se, satisfaz as condigoes (2.89) e (2.109). Assim, o teorema

esta provado. Il
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Capitulo 3

Abordagem Numeérica

3.1 Consideracoes Gerais

Nesta secao, temos por objetivo investigar no contexto da analise numérica tedrica e com-
putacional, aspectos qualitativos das solugoes de um modelo unidimensional de propagacao
de ondas acopladas, fracamente dissipativo (com mecanismo de dissipagdo em apenas uma
equagao). Tal modelo consiste em um sistema hiperbélico de propagagao de ondas com
condicoes iniciais e de contorno. No que tange ao aspecto qualitativo, nés obtemos a energia
do sistema mostrando o seu decrescimento com a varidvel temporal. Ressaltamos ainda,
com base na literatura existente, que essa energia pode ser exponencial ou polinomialmente
estavel.

Questoes dessa natureza sao importantes tanto do ponto de vista matematico quanto
do ponto de vista das aplicacoes. Nosso foco principal, é investigar sob que condicoes
a discretizacao numérica total em diferencas finitas preserva o comportamento qualita-
tivo da energia do sistema sob consideracao. FExtraimos a respectiva energia numérica,
onde ilustramos, que tal energia é conservada no caso da auséncia de mecanismos que
dissipam energia. Isso nos fornece uma precisao inicial em termos da consisténcia do método.
Para o caso dissipativo, nossos resultados numeéricos iniciais, nos mostram que existe uma

compatibilidade com os resultados a nivel do continuo.

3.2 Apresentacao do Problema

O sistema em consideracao ¢ semelhante ao do segundo capitulo. No entanto, estamos

agora fazendo a investigacao em uma versao unidimensional. Vejamos
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Ut — Ugp + 00+, = 0 em |0, L[x]0, 00| (3.1)
Vit — Uge +au = 0 em 10, L[x]0, o0 (3.2)

w(0,8) = u(L,t) = v(0,8) = v(L,t) = 0 com t e (0,T) (3.3)
u(@,0) = ug(z), uy(z,0) = w(x) Vo € (0,L) (3.4)

(2, 0) = up(x), ve(2,0) = w(x) Va € (0,L), (3.5)

onde a é uma constante positiva suficientemente pequena.

3.2.1 Funcional de Energia

Em geral, sistemas hiperbdlicos de propagacoes de ondas possuem uma energia associada
que é composta pela soma de uma energia potencial mais uma energia cinética. Esta energia
é matematicamente dada por um funcional quadratico dependente do tempo t. Nesta secao

encontraremos a energia associada ao sistema (3.1)-(3.5).

Proposicao 3.1. (Dissipagao de Energia)
A energia E(t) associada ao sistema (3.1)-(3.5) € dada por:

1 L 1 L 1 L 1 L L
E(t) :——/ ufd:c—l——/ vfd:c—i——/ uida:+—/ vidaz—l—a/ uvda, (3.6)
2 Jo 2 Jo 2 Jo 2 Jo 0
satisfazendo,
d L
CB(r) = —/ W2dz —s E(t) < BE(0) Vt € (0,T). (3.7)
0

Demonstragao. Com efeito, multiplicamos as equagoes (3.1) e (3.2) respectivamente por

e v;. Ao obtido, integremos em |0, L[. Isto nos da:

L L L L
/ Uptedr — / UgpUpdT + a/ vupdr + / wudr = 0 (3.8)
0 0 0 0
L L L
/ vy dr — / Vg Updx + a/ uvpdz = 0. (3.9)
0 0 0
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Aplicamos integragao por partes a (3.8) e (3.9). Temos entao

L L L
/ uttutdx + + / uxumd:v
0 0 0

L L L
/ ’Uttvtdl' + + / 'l)x/l}tmdl'
0 0 0

Vamos adicionar as equagoes (3.10) e (3.11), aplicando as condigdes de bordo e regras

—Ug Uy

L L
+ 04/ vugdx +/ wudr = 0 (3.10)
0 0

—Ug Uy

L
—i—a/ uvdr = 0 . (3.11)
0

derivacionais de produto interno. Assim,

1d [*, 1d [* 1d [* 1d [*
—— dr + = — 2dr + = — Zdr + = — 2d 3.12
2dt J, " o 0 LTS g o o . (312)

L L
—l—a/ (wv)dx = —/ uide.
0 0

Definindo a energia associada ao sistema (3.1)-(3.5) por

1 L 1 L 1 L 1 L L
E(t) = / uldr + —/ vidr + —/ uldr + = / vidr + a/ uvdz. (3.13)
2 Jo 2 Jo 2 Jo 2 Jo 0

decorre de (3.13)) e (3.13)), que

d L
—E(t) = —/ urdz. (3.14)
dt 0

Isto é, a energia é decrescente e, portanto o sistema em questao ¢ dissipativo, uma vez

que

E(t) = E(0) —/Ot /OLufdxdt. (3.15)

Implicando em,

E(t) < E(0) Vt>0. (3.16)
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3.3 Meétodo Explicito de Integracao Numérica

Nesta secao, estudamos um esquema explicito de aproximacao por diferencas finitas. Para

T
nossos propésitos, definimos os parametros Az = ——, At = —— para JJ N € Ne a

J+1 N+1
rede de pontos,

g = O0<m=Arv <. <zxyj=JArx<zxzy.1=1L (3.17)

th = O0<ti=At<..<tyn=NAt <ty =T, (3.18)

onde z; = jAzr e t, =nAt para j=0,1,2,....J+1en=0,1,2,..., N+ 1.

O esquema numérico espago-tempo em diferencas finitas que assumimos para o problema

(3.1)-(3.5) consiste nas seguintes equacoes numéricas:

0y + O,

Etatu;? — Exazuy + av} + 5 uy = 0,Vj, 1<j<J (3.19)
0,0} — 00,07 + o} = 0, V), 1<j<J (3.20)
ug =V, =vy =05, = 0,Vn, 0<n<N (3.21)
0y + 0, . .
u) = uo(x;), 5 u) = ui(x;), Vj, 0<j<J (3.22)
0+ 0,
o =wlw), Do = ), Vi, 0SS (32

onde os operadores 0;0;u} e 0,0, u} sao dados por

_ ut =2y vt _ u = 2u" +u”
n 2 n +1 -1 2

a n+1 n—1
at + 8,5 n uj - Uj
u. =

2 J 2At

+ O(AP?).

Analogamente os operadores étatv; e 59083;@? sao dados por
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— ot — 207 ! _ vty — 207+ Ul
D0y = - AtJQ L+ O(A), 90,07 = A;Q =L O(AZ?) (3.25)

Estas equagoes numéricas sao construidas pelo uso da série de Taylor aplicada nas
variaveis espacial e temporal. Todas sao consistentes com erro de truncamento da ordem
O(Ax?, At?). Sendo consistentes e estaveis, segue pelo Lema de Lax que tais equagoes con-

vergem. Por conveniéncia, usamos o critério de estabilidade devido a saber At < Az.

3.3.1 Energia Totalmente Discreta

Proposicao 3.2. A Energia Totalmente Discreta, do problema (3.19)-(3.23) é dada por:

g Arsn[(BT N (g =T (g gy (T 2
. 2 4 At Az Ax At

Un+11 — % 1= s J
+ < J+ - J )( J+Am J) +QZ(U;L ;H—l —{-Un n+1):|. (326)

Demonstragao. Consideramos a equacao (3.19), escrita de forma explicita

wIt = 2ul 4 uf u? = 2u” +ult uth — !
4 — I Il 4+ L. (3.27)
AtQ Ax2 J 2At
Agora vamos multiplicar a equacao (3.27) por (u] T _1)/2At e efetuamos o somatorio

para 1 < j < J, dai

(un—‘rl 2U + un 1 un+1 un—l

szl Atg ! 5 At] ) (3.28)
)

J
7=

— 2u} + uf umt — gyt

_A E .7+1 —1 7 7

v - ( 2At
J=1
J J n+1 n—1,2
Ax u; T — U
n/, n+l n—1 J J _
g 2 T — T+ A ijl Taar | 0

Facamos agora as seguintes simplificacoes
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n+1 2U 4 U n+1 urlzfl
_ Y j
I, = sz ( At2 AT ) (3.29)
N — 20r <
o n+1 n+1 n—1 n/, n+l n—1
= aan 20T T =T = g 2 =
j=1
AJ? d n+12 n—1|2 n n+1 n, n—1
= QAtMZ(yuj 2 — P = 2wt 4 20l ).
j=1
Na expressao (3.29), adicionamos e subtraimos o somatério
J
Ax "2
saiae 2 1]
j=1
para obtermos,
Al’ ! n+1|2 n n+1 n|2 n—1|2 n n
L = gaam 2wt - + [ = up P+ 2ufup T — Jup?)(3.30)
j=1
N —
_ n+1 n|2 n—1 n|2
T O9ALAL2 Z(|u] o uj| o |uj U )
j=1
Usamos as condicoes de contorno de Dirichlet homogéneas, dai
J n+1 n2 n —1,2
Az u; u; Az uy —u
I,=— J S Z ! 3.31
BT oA ;0 At 20t ]Z At (3:31)
Simplificando Iy, dado abaixo, tem-se
J n n+1 n—1
U 2uf +ui_ju u;
I, = sz ( A A (3.32)

- 2Ax2 AL Z(uj+1 u])(uJ“ U 1)
=1

AZL‘ ! n n n+1 n—1

+ IALZAL E (uf ) —uf)(uf™ —uf™h).

Usamos novamente as condigoes de contorno de Dirichlet homogéneas. Assim,
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J
Az . . .
L = gagea; 2 (0 — ) =™ (3.33)
7=0
J
Az
e — n n n+1 n—1
T 9ARAL > =)t — )
7=0
— Ax 4 n n+1 n n—1 n, nt1 n n—1
= Zagar 2 = =
j=0
Az J n_ n+1 n, n—1 n n+1 n n—1
T 9AAL > (it =l — il )
j=0
J n n n n J n n n— n—
— _ﬂz “jill _“jH“jH_“j n Ax Z Ujpq — Uy Uy 11—“1 '
2At s Ax Ax 2At s Ax Azr :

Combinando as simplificacoes I; , em (3.31) e I em (3.33) temos,

Mi utt —ur|? Axi u? — w7t 3.34)
20t & At 20t = At 3.
J n n n n J n n, n— n—
L A 3 wili —ui Tl —ul A 3 ufyy —ufuy — g
2At s Ax Ax 2At = Ax Ax
J J n+1 n—12
Ax w; ' — U
n/, n+l n—1 J J _
+ 2At]§:vj(uJ —ul )—ijz_; AL = 0.
Simplificando At segue que,
J n J n n n
&Z uit —uj 2+HZ i u, —
2 = At 2 = Az Az
J n n J n n ., n— n—
_ Az U — Y 12_&2 Ui — U — g
2 = At 2 = Ax Ax
J n+1 n—12
SEN (et gy ApAt S || 3.35
+0‘22“a(y uj) v Z 2AL o (3.35)
7j=1 Jj=0

De forma inteiramente andloga, consideremos a equagao (3.20), escrita na forma explicita

Ot 20 ™t — 207
J J J Jj+1 J Jj—1 n __
A - A2 + au} = 0. (3.36)

]
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Agora multiplicamos a equacao (3.36) por (v}”’l - v?_l) /2At e efetuamos o somatério

para 1 <7 < J, dai

J n+1 n |2 J n+1 n+l _ n
Az 3 Vi TY L %Z Yt 7Y Y T (3.37)
2 4 At 2 < Az Az
Jj=0 7=0
J n n— J n,n— n—
_ﬁz v 12_&2 Ui = O O = 0
2 4 At 2 < Az Az
7=0 7=0
Az <
—aD- ) i =) =0
j=1
E entao , adicionando as equagoes (3.35) e (3.37) obtemos
J n+1 n|2 J n+1 n|2 J n+1 n+l , n
=5 ul oy - gty LAy Wi — W T g
2 = At 2 = At 2 = Ax A
+§i v ot — _&i up = Ar |y =
2 s Az Az 2 = At 2 < At
J n n n n— J n,n n—
_&Z Yy — U5 uy+11 Y ' _ &Z Y1 Y UJJrll Yj 1
2 = Az Az 2 = Az Az
ta—- Zvj (uf™ =l — aTZu] (Wt =i
j=1 j=1
J n+1 n—12
u” —u”
= Azt ! !
! ; 2AL
Definindo,
B A L Y 339
-y A As (339)

n+1 n\ 2 n+1 n+1 n n
v — ol v =l vl — Ut
J J Jj+1 J Jj+1 J n, n+l n, n+l
e alv uivy .
* ( At )*( Az )( Az )+(“ - )]
Obtemos entao,

2

= FE"<E’ VYn=1,2,..,N,N+1. (3.40)

n+1 nfl

E"— E"l = —AxAtZ

Fica portanto demonstrado, o seguinte resultado
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Teorema 3.1. (Energia Totalmente Discreta)
Sejam (u},v%) a solugdo do esquema de diferencas finitas (3.19)-(3.25). Entdo para todo
At, Ax € (0,1) a taza discreta de varia¢ao de energia numérica do esquema (3.19)-(3.23),

no instante de tempo t,, € dada por

En _ gl J w2
T:_MZ(#) . Vn=1,2..,NN+1. (3.41)

J=0

3.4 Experimentos Computacionais

No presente trabalho é de nosso interesse reproduzirmos numericamente os resultados obti-
dos no continuo, de forma a ratificar os mesmos. Desta feita, apos fazermos a discretizacao
total da energia, passemos as simulagoes numéricas, as quais sugerem os graficos estabeleci-
dos abaixo. Vale ressaltar, que aqui usamos o seguinte critério de estabilidade % <1leque
a energia numérica ¢ um importante instrumento para certificar os resultados analiticos de
estabilidade polinomial.

As figuras (3.1) e (3.2) monstram o comportamento de conservacao da energia numérica
E™, onde se tem um sistema nao-amortecido. Ja nas figuras (3.3) e (3.4), temos dissipagao
da energia, onde se observa o seu decaimento. Vale ressaltar, que temos dois mecanismo de
dissipac@o: em somente uma ou em duas variaveis. E finalmente, nas figuras (3.5) e (3.6),
observamos (para os dois mecanismos de dissipagao citados) os comportamentos das solugoes

u e v, onde se tem Full e Partial Damping.
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Conservative Energy
T

Conservative Energy
T

179.1926 T 180.1284 T
179.1926 q 180.1284 -
179.1926 - q 180.1284 -
n n
1701026} : E180.1284]
179.1926 - q 180.1284 -
179.1926 - q 180.1284 -
179.1926 L L L 180.1284 L L L
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15
t t
n n
Fi 3.1: Auséncia de Dampi 2L = 0.9600 2L = 0.8960
igura o.1: usencla de amping Az Y- e —— = U
T Az
Conservative Energy Conservative Energy
180.3471 T T 180.3901 T T
no damping
180.3471 1 b 180.3901
180.3471 1 b 180.3901
n n
E 180.3471 E 180.3901 -
180.3471 q 180.3901 F
180.3471 B 180.3901
180.3471 . - . 180.3901 - - .
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15
t t
n n

Figura 3.2: Auséncia de Damping £f =0.7680 e £f =0.7168
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Dissipative Energy Dissipative Energy
180 T T 180 T T
damping inu and v damping only u
160 9 170 9
140 b 160 b
120 q 150 q
00 4 40 4
E"l E"l

80 q 130 q
60 . q 120 q
40 q 110 q
20 b 100 b

0 i i 90 i i T
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2

tI'\ tI'\

Figura 3.3: Damping em u e v (% = 0.9600> e Damping somente em u <% = 0.960)

Dissipative Energy Dissipative Energy
200 T 190 T T

damping inu and v damping only u

180

160

140

15 2 15 2

Figura 3.4: Damping em v e v (% = 0.8960) e Damping somente em u (% = 0.8960>
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Numerical Solution uj"
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Figura 3.5: Damping Parcial

Numerical Solution ujn
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Figura 3.6: Damping Parcial
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Consideracoes Finais

A pesquisa da Tese, foi motivada por trabalhos especificos da area de Analise Matemadtica,
mais precisamente a estabilizacao de sistemas acoplados de equacoes diferenciais parciais.
Estudamos dois sistemas acoplados de equagoes de ondas. No primeiro tinhamos um sistema
fracamente dissipativo, onde se mostrou a existéncia e unicidade. Tal sistema foi amplamente
estudado com dois mecanismos de dissipacao nas duas equagoes, onde ocorre o decaimento
exponencial, todavia, ao retirarmos um dos mecanismos, temos uma nova configuracao, isto

é, passamos a ter um comportamento assintotico algébrico.

O decaimento polinomial agora em questao, tem um novo rumo, posto que conseguimos
via Tomilov-Borichev mostrar que a taxa de decaimento é étima. Além disso para o sistema
em questao, o estudamos em sua forma unidimensional, onde fizemos discretizacao total da
energia via o método de diferencas finitas e também simulagoes numéricas. Os gréaficos obti-

dos, tanto da energia quando das solugoes foram condizentes com os resultados no continuo.

Agora, quanto ao segundo sistema, tinhamos a juncao de dois modelos conhecidos, isto é,
um sobre sistemas acoplados em paralelo, com amortecimento viscoso e outro que introduz
a lei de Fourier-Catanneo, a qual corrige o “ Paradoxo da Lei de Fourier”. Nesse sistema,
fizemos novamente o estudo da existéncia e unicidade e ao contrario do que se esperava,
nao ha relagao entre as velocidades, que origine dependéncia para o decaimento exponencial.

Este se d4 de forma natural.
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Apeéendice

Principais Resultados Usados na Tese

Vamos agora elencar os principais resultados usados ao longo do texto. Nao temos aqui
o objetivo da demonstragao, tampouco a instrucao a titulo de aprofundamento na teoria.

Desta feita queremos apenas nortear o leitor, através de um referencial de resultados.

Teorema 3.2. (Lumer-Phillips) Seja A um operador linear em X, com dominio D(A)

denso em X.

(1) Se A é dissipativo e eziste \g > 0 tal que a imagem R(Aol — A) = X, entdo A € o

gerador infinitesimal de Cy-semigrupo de contracoes em X.

(2) Se A é o gerador infinitesimal de Cy-semigrupo de contragoes em X, entao R(AN—A) =
X, para todo A > 0 e A ¢é dissipativo.

Teorema 3.3. (Gearhart) Seja S(t) = et um Cy-semigrupo de contragoes sobre o espago

de Hilbert H. Entao, S(t) é exponencialmente estdvel se e somente se

p(A) D {if:feR} =R e mH(iﬁI—A)_lHH<oo.

|B|—00
Lema 3.1. (Lax-Milgram) Seja uma forma bilinear b, limitada e coerciva num espago de
Hilbert H. Entao, dado qualquer funcional linear continuo f em H, existe um unico v € H

de modo que
b(u,v) = f(u) , onde u€ H.

Proposicao 3.3. (Desigualdade de Young) Sejam a e b nimeros reais nio negativos e
considere p € (1,00) com %D + % = 1. Entao
ab bl

ab < — + —.
p q
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Teorema 3.4. (Desigualdade de Hoélder) Sejam f € LP(Q2) e g € LI(S2) com % + % =1
ep€ (1,+00). Entao fg € L'(Q) e

/Q|f(w)g(év)| dx < || flp-ll9llq-

Teorema 3.5. (Desigualdade de Poincaré) Seja Q2 um dominio aberto limitado do R".

Entao, existe uma constante positiva C, tal que
]| o) < Col|Vull oy onde u € WyP(Q)
onde C, é chamada de constante de Poincaré.

Teorema 3.6. Seja T'(t) um semigrupo Cy de contragoes dos operadores lineares, no espago

de Hilbert com gerador infinitesimal A, tal que iR C o(A). E se
C
|T(t)Ugllsc < 5||U0||®(A)
Entao, nos temos que para qualquer € > 0 um C. > 0, tal que

1

1
e+ =
+’Y

181 = A)~H < C-

Teorema 3.7. Seja T(t) um semigrupo Cy de contragoes dos operadores lineares, no espaco
de Hilbert com gerador infinitesimal A, tal que iR C o(A). Entdo temos, que para um o > 0

fixo, as sequintes condi¢oes sao equivalentes

i) ||R(is, A)| = O(|s[*), s — o0

i) T (A =0¢"), t— o0

iii) |7t (—A) 2| = o(t™)), t — o0, z €K

i) |T(E)(=A)"=0(""*), t— o0

v) IT@(=A)H =o(t™?), t — 00 z€H
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