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Resumo

Neste trabalho, usando técnicas de analise funcional nao-linear, estudamos resultados de
existéncia e multiplicidade de solugoes positivas para a seguinte classe de problemas do tipo
p&qg-Laplaciano:

—div (a(|Vul?)|VulP 7 Vu) = f(u),

u>0em €, u=0 sobre 99, onde Q é um dominio limitado em R com N > 3,2 <p < N.
As hipéteses sobre a funcao a nos permitem estender esse resultado para uma grande classe

de problemas e a funcao f sera descrita ao longo do nosso trabalho.

Palavras-Chaves: Equacoes Elipticas, p&g-Laplaciano, Problema Singular e Método

Variacional.



Abstract

In this paper, using techniques from non linear functional analysis, obtain some results
of existence and multiplicity of positive solutions for the following class of problems of p&q-
Laplacian type:
—div (a(|Vul?)|Vul"*Vu) = f(u),

u > 01in €, u = 0 on 99, where  is a bounded domain in RY with N > 3,2 <p < N. The
hypotheses on function a allow us to extend this result to a large class of problems and the

function f will be described throughout our work.
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Introducao

Neste trabalho, estudamos questoes de existéncia e multiplicidade de solucoes para a

seguinte classe de problemas elipticos

—div (a(|VulP)|VulP?Vu) = f(u) em
u = 0 em O,

(P)

onde Q C RY ¢ um dominio limitado suave, a : Rt — RT é uma funcao de classe C' e f ao
longo dos capitulos subsequentes terd a presenca de um termo singular ou serd uma funcao
que muda de sinal.

Este problema, do tipo p&g-Laplaciano, envolve uma classe bem mais geral de operadores
em que tal generalidade sera ilustrada, através de alguns exemplos, pela funcao a. Problemas
envolvendo operadores deste tipo tem recebido atengao especial nos ultimos anos, nao somente
pelo seu interesse matematico mas também porque modela situacoes em fisica, biofisica e
quimica. Na verdade, este tipo de problema tem aplicacoes no estudo de um sistema de
reacao e difusao:

up = div[D(u)Vu] + c(x, u), (1)

onde D(u) = |VulP~? + |Vu|?2. Em tais aplicagoes, a func¢ao u descreve uma concentragao,
o primeiro termo do lado direito de (1) corresponde a difusao com coeficiente de difusdo D(u)
e o segundo termo é o de reacao e refere-se a fonte e processos de perda. Em aplicagdes na
quimica e biologia o termo de reagao ¢(x,u) é um polindémio em u com coeficientes varidveis,
ver por exemplo [20], [23] e [35].

Seja W a colecao de todas as funcoes a : Rt — R™T satisfazendo as seguintes propriedades:



Existem constantes ag,ai,as > 0, az3 > 0, p < g < N tal que
(k1) ap + H(az)ast' TP/P < a(t) < ay + ast'TP/P v t >0,

onde H(t) =1set>0e H(t) =0set=0.
A fungao

(k2) t — a(t?)tP~2 é crescente.

Daremos abaixo alguns exemplos de fungao a para ilustrar o grau de generalidade do operador

abordado neste trabalho:

Exemplo 0.1 Se a = 1 temos que a € W e o nosso operador é o p-Laplaciano. Entao o

problema (Py) assume a forma

—Apju = f(u) em €,
u = 0 em 09,

onde ag =a; = 1,a3 =0 e ay > 0.
Exemplo 0.2 Sea(t)=1+t"7 temos que a € W ¢ obtemos

—Apju—Aju = f(u) em £,
u = 0 em 01,

com ag = a1 = as = az = 1.

Exemplo 0.3 Fazendo a(t) = 1+ —L— temos
(14t) P

—div <|Vu\p_2Vu+L_2vﬁ2> = f(u) em €,
(LHVul) 7

u = 0 em 09,

comag=1,a; =2,a3 =0 e as >0 sendo a € W.



Exemplo 0.4 Considerando agora a(t) =1+ t5 + ﬁ obtemos
+t) 7

—Ayu — Aju — div (L_QVPZ) = f(u) em €,
(14+|Vulp) P

u = 0 em 09,
onde ag=1,a1 =2 eaz =ay =1 coma € W.

No Capitulo 1, designado Solugao Positiva para uma Classe de Equagao-p&q Singular

Eliptica estudamos o seguinte problema

—div (a(|VulP)|[VulP>Vu) = = + v em Q,
(P1) u>0 em ()
u=0em Of),

com N >3 2<p<N,a,8€(0,p—1)ea:R" - R é uma funcao de classe C! tal que
a€W.

O estudo de problemas singulares tem sido de relevante importancia nos ultimos anos
como pode ser visto em [1], [2] [3], [9], [14], [19], [31], [27], [33], [36], [37] e suas referéncias.
Isto ocorre devido seu grande significado em aplicagoes tais como: mecanica dos fluidos,
fluidos nao-Newtonianos e formagao de padroes biologicos. Neste capitulo, trabalhamos com
a presenca de um termo singular e, portanto, temos uma dificuldade para contornar tal
singularidade e utilizamos para isto a desigualdade de Hardy-Sobolev.

Enunciaremos agora o principal resultado deste capitulo:

Teorema 0.1 Suponhamos que a fungdo a verifique as condigoes (a1) — (ag). Entdo o

problema (Py) possui uma solugdo positiva.

O problema (P;) foi motivado pelo estudo feito em Alves-Corréa [1] no qual os autores
estudaram um sistema (p, ¢) com termos singulares. Em Figueiredo [18], o autor trabalhou
com um problema envolvendo —div (a(|Vul?)|Vul[P~2Vu) considerando crescimento critico
na nao linearidade, dominio limitado e usando método variacional. Este autor também em
[17], estudou um problema com o mesmo operador considerando agora crescimento critico e

trabalhando em RY. Neste trabalho, bem como em suas referéncias, os autores estudaram



este tipo de problema usando técnicas variacionais. Porém, no nosso caso o problema (P;) foi
abordado usando método nao variacional conforme as idéias contidas em [1] via o resultado
de Rabinowitz que sera enunciado no Capitulo 1. Acreditamos que esta técnica nao havia
sido utilizada antes para operadores do tipo p&g-Laplaciano pois requer um principio de
comparacao para este operador o qual serd demonstrado no Lema 1.2.

Na Secao 1.1 fizemos o estudo de um problema auxiliar necessario para mostrarmos a
existéncia de solugao positiva para o problema (P;). Posteriormente, na Se¢ao 1.2, usando a
solucao obtida para o problema auxiliar demonstramos o Teorema 0.1.

O resultado que obtivemos no Capitulo 1 deu origem a um artigo que sera publicado no
Nonlinear Analysis: Real Worlds and Applications [8].

No Capitulo 2, denominado Existéncia de Solugao Positiva para um Sistema Singular
Envolvendo Operadores Quasilineares, com intuito de completarmos o estudo feito no
Capitulo 1, mostramos a existéncia e positividade de solugao para a seguinte classe de sistema

singular

—div (a1 (|VulP)|VulPr=2Vu) = hy(x)v™" + ki (z)v* em
—div (ag(|Vv[P?2)|Vu|P22Vv) = hy(z)u™2 + ky(z)u®? em €,
u,v >0 em

| u=v=0em O,

onde 2 C RY ¢ um dominio limitado suave com N > 3,2 < p; < N, a;,7; € (0,p; — 1) e
h;, k; sdo funcoes continuas definidas em € para i = 1, 2.

As hipéteses sobre as funcoes a; : Rt — RT de classe C! sao dadas por

(A1) Existem constantes reais &y, &1,82,> 0,83 >0e p; < ¢; < N para i = 1,2 tal que

4;—Pj

S+ H(E)at  <ai(t) <& +&t n , V>0,

onde H : [0,+00) — {0,1} e a fungao dada por

1 se t>0
H(t) =
0 se t=0.



(As) A aplicagao g; : RT — RT, dada por g;(t) = a;(t?)tP"~2 é crescente para i = 1, 2.
As) As aplicacoes h;, k; : Q — (0, +00) sdo fungoes continuas para i = 1, 2.
(As) plicag : , G p :

O resultado principal deste capitulo é:

Teorema 0.2 Suponhamos que sejam wvdlidas as condigoes (A1) — (As), 2 < p; < N e

a;, i € (0,p; — 1) para i = 1,2. Entdo o problema (P,) possui uma solu¢do positiva.

O Teorema 0.2 estd relacionado com os resultados de [1], [2] e [37]. Em [1] os autores

estudaram o sistema
—Apu=v"" v em

—Agu=u""?+u*?em
u,v >0 em €,

\ u=v=0em 0,

e mostraram a existéncia de solugdo usando um teorema devido a Rabinowitz [29] e a
desigualdade de Hardy-Sobolev.

Em [2] os autores estudaram o sistema Hamiltoniano singular

(

—Au = H(;,w) +T(xz,u,v) em €,

—Av = m—FK(x,u,v) em (),

u,v >0 em €,

\ u=v=0em 0,

e mostraram a existéncia de solugao utilizando o método de Galerkin.

Em [37] foi estudado o sistema

.
—Au=u"Pv%em (,

—Av=u"v " em (,
u,v >0 em €,

u=v=0em Of).

\

O autor mostrou resultado de existéncia, nao existéncia e unicidade para diferentes valores

de p, q,r, s usando métodos de sub-supersolucao.



Completamos o estudo feito em [1] pois trabalhamos com uma classe de operadores bem
mais gerais que os considerados neste artigo.

Na Secao 2.1 estudamos a existéncia de solugao para um problema auxiliar via Teorema de
Rabinowitz [29] e na Segao 2.2 demonstramos o Teorema 0.2 usando para isto a desigualdade
de Hardy-Sobolev.

No Capitulo 3, intitulado Multiplas Solugoes Positivas Ordenadas para um Problema
Eliptico Envolvendo o p&g-Laplaciano estudamos questoes de existéncia e multiplicidade de

solucoes para o problema

—div (a(|VulP)|VulP~2Vu) = Af(u) em €,
u = 0 em O0f),

(P)

onde Q C RV é um dominio limitado suave, A é um parametro real positivo, a : Rt — RT ¢
uma funcao de classe C' e f : R — R ¢ uma funcao continua que muda de sinal. As hipSteses

sobre as fungoes a e f sao:

(f1) f(0)>0eexistem 0 <b; <c; <by <+ <poy < by, zeros de f, tal que

f<0 em (b, ck)

>0 em (ck brtr);

b1
(f2) f(s)ds >0, Vke{l,....m—1}.
b
(K1) Existem constantes g, ap, a0 >0, a3 >0e 1l <p < g < oo tal que

9—pP

ap+ H(az)art' s <at)<as+ast v, Vit>0,
onde H : [0,+00) — {0,1} é a fungdo dada por

1 se t>0
H(t) =
0 se t=0.

(K3) Se p > 2, a aplicagao g : R™ — RT dada por g(t) = a(t?)t*~2 é nao-decrescente e se



1 <p <2, aaplicacao a : Rt — RT ¢ nao-decrescente.

Counsiderando

v = (1— H(as))p+ H(as)q,

vamos denotar por X o espaco de Sobolev I/VO1 Q).

Os principais resultados deste capitulo sao enunciados como segue:

Teorema 0.3 Suponhamos que as condicoes (f1) — (f2) e (K1) — (Kq) sejam satisfeitas.
Entao, existe \* > 0, tal que para cada X € (A\*,4+00) o problema (Py) possui ao menos

(m — 1) solugoes fracas u; com

W € XNLEQ) ¢ b < Julloo < biss, Vi€ {1,...,m—1}.

Teorema 0.4 Suponhamos que f(0) > 0. Se (Py) possui uma solug¢ao fraca nao negativa

u € L>(Q) tal que ||lull € (b1, b2, entdo

b
(s)ds > 0.

b1

Relembrando que f é uma fungao nao-linear que muda de sinal em [0, +00) a condigao
(f2) nos diz que a area entre o gréfico de f e o eixo x, correspondente ao intervalo [b;, ¢;], é
estritamente menor que o correspondente ao intervalo [¢;, b;41]. Este tipo de condigao de area
foi estudada por Brown-Budin [5] (1979), onde eles provaram um resultado de multiplicidade

para o problema

Lu = Mf(x,u) em € @)

u = 0 em 0f),
onde L é o operador
N
(Lu)(x) = = ) Oilay(2)0ju(x)) + c(x)u(z).
ij=1
Posteriormente em 1981, Hess [21] estudou este problema com L = —A usando métodos

variacionais e teoria do grau. Em 1984, de Figueiredo [12] considerou a questao de unicidade



de solucao positiva para o problema

—Au = Asenu em (),

u = 0 em O,

em dominio limitado do RY. Em 1987, de Figueiredo [13] estudou o problema (Pj)
considerando o operador laplaciano e usando apenas métodos variacionais. Ainda no que
diz respeito ao problema (Py) considerando o operador laplaciano os autores Clément-Sweers
[6], Dancer-Schmiit [10], Liu-Wang-Shi [25], Sweers [32], Wang-Kazarinoff [34] e Dancer-Yan
[11] consideraram questoes de existéncia e multiplicidade de solugoes positivas e também a
necessidade da condic@o (f2).

O Capitulo 3 foi inspirado por Loc-Schmitt [26] onde os autores mostraram resultado
de existéncia e multiplicidade de solugdo para o problema (P)) utilizando o operador p-
Laplaciano. Usando as mesmas técnicas utilizadas em [26] porém, agora para um operador
bem mais geral, como nos capitulos anteriores, provamos um resultado de existéncia e
multiplicidade para o problema (P).

As secoes deste capitulo estao organizadas como segue: Na Secao 3.1 estabelecemos alguns
resultados preliminares. Na Secao 3.2 provamos nosso resultado de existéncia e multiplicidade
de solucao para o problema (P)) usando o Principio Variacional de Ekeland e o Lema de
Brezis-Lieb. Finalmente, na Secdo 3.3 provamos que a condigdo (f;) é necessaria para
mostrarmos a existéncia de solugao fraca para o problema (Py).

Os resultados centrais do Capitulo 3 completam os estudos feitos em [26] no sentido que
estamos considerando uma classe de problemas quasilineares que nao foi considerada pelos
autores em questao.

O estudo desenvolvido ao longo do Capitulo 3 originou um artigo que sera publicado no
Journal of Convex Analysis [7].

Para finalizar, no Apéndice A, enunciamos alguns resultados importantes utilizados ao
longo deste trabalho e indicamos as referéncias para as consultas das demonstracoes.

Objetivando uma melhor organizacao e compreensao para o leitor enunciaremos

novamente, em cada capitulo, os principais resultados, bem como as hipdteses sobre as fungoes

aef.



Notacoes

O : fim de uma demonstragao,

— : convergéncia forte,

—: convergéncia fraca,

o = o),

|A| é a medida de Lebesgue de um conjunto A,

/Q # ¢ denota /Q f(z) dz,

(.,.): par de dualidade.



Capitulo

1

Solucao Positiva para uma Classe de

Equacao-p&q Singular Eliptica

Neste capitulo, estudamos um resultado de existéncia e positividade de solucao para a

seguinte classe de problemas singulares:

—div (a(|VulP)|[VulP>Vu) = = + v em Q,
(P) u>0 em ()
u=0em 0,

onde Q C RY é um dominio limitado, N > 3,2 <p< N e, € (0,p—1). As hipdteses
sobre a funcao a serao listadas abaixo.
Para estabelecer a existéncia de solugao positiva para o problema (P) usamos o seguinte

problema auxiliar:

—div (a(|VulP)|VulP2Vu) = ‘u|i+6 + |ul® em €,
(F%) w>0 em
u = 0 sobre 0f),

onde 0 < € < 1 para o qual mostramos a existéncia de solucao utilizando um resultado de
Rabinowitz descrito na Proposicao 1.1.

As hip6teses sobre a funcio a : Rt — RT de classe C! sao:

10



Existem constantes ag,ai,as > 0, a3 > 0, p < g < N tal que
(k1) ap + H(az)ast' TP/P < a(t) < ay + ast'TP/P v t >0,

onde H(t) =1set>0e H(t) =0set=0.
A fungao

(k2) t — a(t?)tP~2 é crescente.

O principal resultado deste capitulo segue descrito abaixo:

Teorema 1.1 Suponhamos que a fun¢ao a satisfaca as condigoes (a;) — (az). Entdo o

problema (P) possui uma solugdo positiva.

No que segue, consideramos v = (1 — H(a3))p + H(a3)q e definimos o espago de Sobolev

1 .
X =W, (2) munido com a norma

lull = [lullyp + H(as)lull1q,

1

onde ||ul|1m = (/ |Vu|mdx) , para m > 1.
Q
Vamos agora considerar o operador T : X — X* que a cada v € X associa um elemento

de X* (dual topolégico de X') dado por
(Tu.6) = [ a(IVul)[Tup-29uTe,
Q
Note que T'u estd bem definido, pois usando a hipétese (aq), temos, para cada ¢ € X,

(Tu,¢) — / a([Vul?) Va2V uv e
Q

IA

/ a<\vu|p)|wp2wv¢‘
Q

< / o |Vul) [VulP |V )

IA

al/ |Vu|p_1|Vq§|—|—a3/ V|V ).
Q Q

11



Seaz =0entao vy =pe X = Wol’p(Q). Deste modo, usando a desigualdade de Holder com

e p obtemos

o) < aff |w|p)p;1 (f |v¢\p)’1’

= ai|Vulj V¢, < oo,

0s expoentes

pois |Vul,|Ve| € LP(§2).
Seas >0entaoy =qge X = Wol’q(Q). Usando a desigualdade de Holder com os expoentes

e g temos
1 q

q—1
q

() (o) e () ()

a1[Vulpy ™ V|, + as| Vulf ™[Vl < oo,

(Tu, ¢)

IN

pois |Vul, |Vo| € L1(Q).
Mostraremos agora que se u € X entao Tu € X*. De fato, sejam ¢1,¢00 € X e c € R

temos que

(Tu, coy + ¢) = /Q o([VulP)| VU2V uV (cér + b2)

= c/a(|Vu|p)|Vu|p_2VuV¢1+/a(|Vu|p)|Vu|p_2Vqubg
0 Q

= c(Tu,¢1) + (Tu, o) .

Agora, observe que pela hipétese (k1) temos

|(Tu, )] < / o(|Vul?) [Vl |V )
Q
p—1 q—1
< a1/Q|Vu| |V¢|+a3/9|w| Vo).

12



Usando a desigualdade de Holder com os expoentes a ] e ¢ obtemos

p—1 q—

(el < [ |w|p) (/ |v¢|p)
v [ |wq) ( wq)

Tomando C = maz {ay||ull{,, as||ul|{, } segue-se

1p7

| (Tu, ¢) | < Cllo],V ¢ € X.

No proximo Lema demonstraremos algumas propriedades satisfeitas pelo operador T e
que serao utilizadas a fim de aplicarmos o Teorema de Minty-Browder (ver Teorema A.6 no

Apéndice).
Lema 1.1 O operadorT : X — X* €
(i) continuo;

(i) mondtono, isto é, (Tu — Tv,u — v) > 0 para todo u,v € X com u # v, onde (,) denota

a dualidade X*, X

(111) coercivo, isto €,

Demonstracao. (i) Sejam (u,) C X e u € X tal que u,, — u em X. Entao,

| (Tuy,,v) — (Tu,v)| =

o[Vt ) [Vt [P~ 2 1, Vo — / o[V ul?) Va2V uvo
Q

= '/ (a(|Vua ") [Vu, [PV, — a(|Vul?)|[VulP*Vu) Vo
0

< / (|t )| Vit P2 Tt — a(|Vul?)| VP2 Fu| [ V0],
Q
Note que usando a condigao (k1) e considerando

he o= |a(| Vi, [P) [ V[PV, — a(|VulP) [ VulP~*Vul
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temos

/ ’hnh%l < / |a1<|vun|p71 + ‘VUlpil) + a3(|Vun|q’1 + |Vu‘q*1)|% )
Q Q

Analisando os casos em que a3 = 0 e ag > 0 obtemos

/ |hn| 71 < 400,
Q

v—1

Desse modo, h, € L71(£2). Como |Vu| € L7(Q) e
Holder,

1
+ — = 1 segue da desigualdade de
~

[ halVel < il Ve,

Das imersoes de Sobolev temos
(T, v) = (Tu, v)] < Clhn| 2 [|v]].
Tomando ||v|| < 1 obtemos

sup | (Tu, — Tu,v) | < C\hnlﬁ.

ol <1

Assim,

0l ~ o
Ty — Tul| 77" < CF7 |hy| 5.
~y—1

Resta-nos entdo provar que h, — 0 em L71(€2). De fato, desde que Vu,(z) — Vu(z) em
(L7(Q))" entdo, a menos de subsequéncia, Vu,(z) — Vu(z) q.t.p em Q e existe g € L7(2)

tal que |Vu,(z)| < g(z) q.t.p em Q. Sendo a funcao a continua segue-se
hp(x) — 0 q.t.p em €.
Usando a condigao (k1) temos

B,

IN

ay(|Vu, [P~ + [VulP™) + as(|Vu, |77 + [Vu|7)

< a(g(@)" + [Vl ™) + as(g(2)" + [Vul*™).
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Além disso,

Jax(g(2) " + [ul) + ay(g(2)7 + [Vuft—)| 7

(p—1) (g—1)
< @27 (gl )7+ V) 4 a2 (o) )7 4 V).

Se a3 = 0 entdo y = p e neste caso temos a1277 (g(z)? + |Vul?) € L(2). Se a3 > 0 entdo

v = g e assim temos
@27 (9o ™) + V0l + 0527 ((gle)") + [Vul) € L(0).

Entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
hm/\h /hm\h()\7 =0

e
[ 2 = 0,
y—1

ou seja,
Logo, ||Tu, — Tul|, — 0, isto é, Tu, — Tu em X* mostrando assim a continuidade de 7.
(ii) Para mostrarmos que 7' é mondtono é suficiente demonstrar a desigualdade abaixo
Clz =yl < (a(lo")[2l"* — a(ly/")ly["~*y, = —y) para todo z,y € RY.  (1.1)
De fato, note que

(a(l=P) "%z — a(lyP)y"~?y, = — y) (1.2)

Z (") |=[P~22; — a(lyl?)|y["~2y;) (x5 — ;)

2

e para todo z,& € RV utilizando a regra do produto, a regra da cadeia e considerando i = j
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temos

3 o@Dl 2266
D 1 RS PR (e i)
= (-2 Y alP)sas

N
+ Y allzP)r 2£&+p2 (|2P)|2|P 2288
=1 =1

Quando 7 # j temos

N N
Z a(|2P)|2P722)&& = (p = 2)12P7* > al|2P) 228, +PZ (o) 2P~ 2iz56i8;
j=1 i,j=1 i,j=1

Dessa maneira, podemos escrever

N N
Z al|2P)P 2288 = (0 = 2|7 Y all=P)zizgi;
j=1 ij=1
N
Z (l2P)2P~26 56565 +p Z (l2[P)] 2~ 225885
7=1 7,7=1
Além disso, observemos que
N N N
> (2i26€) Z 56) ) (26) = %&)* >0,
i,7=1 =1 7j=1 7j=1
e assim
N g N
> S @l )6 = (3 w6 PP (0~ Dalzl) 4 pe ()]
=1 """ j=1

+ al|z) |7l

Pela hip6tese (ky) temos (a(t?)tP~2) > 0 o que implica (p — 2)a(|z|P) + pd’(|z[P)|z[P > 0.
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Logo,

0
> o (a(z)21772)685 = all=) =Pl (1.3)

,j=1

Além disso, se [y| > |z| temos %|x —y| <ly| e para t € [0, i] vale
1
ly +t(x —y)| > |yl —tlr —y| > 1|$—y|-

Fazendo z =z —y e £ = x — y, temos

2

a(l2[)|2l""?25)6i€; dt. (1.4)

Stalleb el s oot s~ = [

J=1

Usando (1.2), (1.3) e (1.4) obtemos
(al=P)l"*z = a(lyP)lyl"*y, 2 —y) > ally + tlz — y)I)ly + tlz —y) PPl — yl*
Segue da hipétese (k1) que
(a(lzP)l"*z — a(lyP)lyl"*y,x —y) > %Ix —ylPle —yl? = Cla —yP,

onde C' = (%)p*2 > 0, mostrando assim a desigualdade desejada.
Agora, sejam u,v € X tais que u # v e fagamos x = Vu e y = Vv na desigualdade

provada acima. Dessa maneira temos,

{a(|Vul]")|VulP*Vu — a(|Vo]?)|[VoP~* Vo, Vu — Vo)
= a(|Vul’)|Vul|P — a(|Vul?!)|VulP*VuVov
a(|[Vu[?)|VulP — a(|[Vo)|[VoP2VuVu

v+

C|Vu — Vol

17



Integrando ambos os membros da desigualdade acima obtemos

/a(\Vu\p)]VuP’—/a(]Vu]p)\VuP”_QVqu—l—/a(]Vv\p)Wv]”—/a(\Vv|p)]Vv\p_2Vqu
0 0 0 Q
> C’/\VU—VUV’

0

> 0.

Portanto, (T'u — Tv,u —v) > 0.
(iii) Observe que usando a hipétese (k;) temos
Tu) = [ allVul)vup
Q

> ao/ |Vu|p+H(a3)a2/ |Vu|?
0 Q

= aollullt, + H(az)as||ul[i,-

Se ag = 0 temos [[ul| = [|ul[1, e, portanto,
(T'u, u) 4 .
o = aollullY, = aollul
Il l’p
T
Logo, lim (T, u) = 400
=00 [Ju]
Analisando agora o caso em que az > 0 temos |Ju| = ||ul|1p + ||u]|1q €, assim,

(Tu,u) = C(|lullt, + [lulli,),
onde C' = min{agp,as} > 0.
Fazendo ||u|| — 400 devemos considerar os casos:
(&) l[ullip = +oo e flully = +oo;
(b) [Jull1p — 400 e |Jul|1,4 é limitada;
(¢) |Jullrp é limitada e ||ull; , — +00

qa—p

1g = 1 e assim

No caso (a) desde que |ul|;, — oo entdo podemos considerar |u||
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|ull{, > llullf - Deste modo,

(Tu,uy = C(fJullt, + [ullt,)

> Ci(flullip + llullg)”,

onde C = 2PC > 0. Entao,
(Tu, u) = Cylul]”

e com isto temos
(Tu, u)

> CyllulP.
[l

Portanto,
(Tu, u)

11m
[ul =400 ||ul]

fr—y +OO,

mostrando que T' é coercivo.
Note que o caso (b) ndo pode ocorrer visto que sendo p < ¢ e  um dominio limitado

entdao Wy 9(Q) < W,P(Q). Assim,
[ull1p < Cllullg < K,

pois ||u||1,, € limitada. Como |[|u||;, — 400 entdo o item (b) ndo pode ocorrer. Para o caso
(¢) procedemos de modo andlogo ao (a). Com isto, garantimos a coercividade do operador
T. O

A seguir demonstraremos um principio de comparacao fraco para o operador

—div (a(|VulP)|Vul[P~2Vu).
Lema 1.2 Se Q) € um dominio limitado e se u,v € X satisfazem

—div (a(|VulP)|VulP72Vu) < —div (a(|]VvP)|Vo|P~2Vv) em Q,

u<wvem 0,
entao u < v q.t.p em €.
Demonstragao.  Denotemos por w; = —div (a(|VulP)|VulP7>Vu), por w, =
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—div (a(|Vv[P)|Vo|[P~2Vv) e considere (v — v)™ = maz {u —v,0} > 0.
Desde que u < v em 9Q entdo (u — v)* = 0 em 9N e, portanto, (u — v)* € Wy (Q).

Sendo

V(u—v) se u>wv,
V(u—nv)t= ( )
0 se u<w,

e como, por hipdtese, wy — wo < 0 em ) entao

0 > /Q(wl —wy)(u—v)"
= /Q (a(|Vul’)|[VulP2Vu — a(|Vo|]?) [VoP~* Vo) V(u — v)*

= /{ } (a(|Vul’)|[VulP2Vu — a(|Vo|P) [ Vu[P~*Vo) V(u — v).
usv
Utilizando a desigualdade
{a(|Vul]?)|Vul["~*Vu — a(|V0]?)|Vo[P*Vv, Vu — Vo) > C|Vu — Vol?,
obtemos
0< /{ } (a(|Vul’)|[VulP2Vu — a(|Vo|P) [ Vo[P~*Vv) V(u — v) < 0.
usv
Portanto,
/{ } (a(|Vul’)|[VulP72Vu — a(|V]?)[VoP~Vo) V(u — v) = 0.
usv

Facamos Qp = {x € Q : u(z) > v(z)} . Temos duas possibilidades:
(i) Qo =0 ou
(i) Vu = Vvem .

Se ocorresse (ii) terfamos v = u + ¢, onde ¢ é uma constante. Como em 0y temos u = v
por continuidade segue que ¢ = 0 e, portanto, v = u em €y o que contradiz v > v. Segue-se

entao que Qg = 0. O
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No Lema 1.1 mostramos que 71" é um operador mondtono, continuo e coercivo. Segue
entdo, do Teorema de Minty-Browder (ver Teorema A.6 no Apéndice) que dado f € X*

existe um tunico u € X satisfazendo

—div (a(|VulP)|VuP~2Vu) = f em Q,
u=0em 0.

Este fato sera necessario para mostrarmos a existéncia de solugao para o problema auxiliar.

1.1  Um Problema Auxiliar

Para cada € > 0 fixado, considere o seguinte problema

—div (a(|VulP)|VulP2Vu) =
(F%) u>0 em €,
u=0em Of).

1+6 + |ul’ em €,

|ul*

Mostraremos a existéncia de solugao para este problema auxiliar utilizando a seguinte

proposi¢ao encontrada em [29]:

Proposicao 1.1 Seja E um espaco de Banach e S : Rt x E — E um operador compacto e

continuo tal que S(0,u) = 0 para todo uw € E. Entdo a equagao
u=S(\u)

possui uma componente nao-limitada C' C R x E de solugoes com (0,0) € C.
Teorema 1.2 Para cada € > 0 fizado o problema (P.) possui uma solugdo positiva.

Demonstragao. Seja € > 0 fixado e para cada v € X e A > 0 consideremos o problema

1
—div (a(|VulP)|VuP~2Vu) = )\{ + |U|ﬂ} em ()
lvu|® + €
(Poe) u>0 em €,
u=0em Of).
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Segue do Teorema de Minty-Browder (ver Teorema A.6 no Apéndice) que o problema (P, )

possui uma tnica solucao u € X. Assim, fica bem definido o operador

S:RtxX — X
(A v) = u=S(\v).

Afirmacgao 1: O operador S é compacto.
De fato, sejam ((\,,v,)) uma sequéncia limitada em R x X e u,, = S(\,,v,). Pela

defini¢ao de S a sequéncia (u,,) satisfaz

—div (a(|Vu,[P)|Vu,|P~2Vu,) = )\n{ + ]vnlﬁ} em €,

|vn|* + €
U, >0 em

u, =0 em Of).

Assim,

/ (Vo) Vtn [PV Vé = A / {L n |vn|ﬂ¢} VéexX
Q Q ‘Un|a + €

Em particular fazendo ¢ = u,, na equacao acima temos

u
a(|Vu,|? Vunp:)\n/{—n—l— vnﬁun}. 1.5
[ v =, [ {— sl (1.5

Visto que 5 € (0,p — 1) segue da desigualdade de Holder com os expoentes % e zﬁ e das

imersoes de Sobolev que

)\n/{L—anlﬁun} < )\n/%d:c—ir/\vn\ﬁun
a Llva]®+€ Q € Q

< M Cullnll + Pl
Usando a condigao (k1) em (1.5) e o fato de (A,) e (||vn]|) serem limitadas em R* temos

aollunllt, + Has)asllunll{y < A {Cellunll + loall® [l }

< Cllua|.

22



Note que se a3 = 0 temos ||uy, |1, = ||un|| € , portanto,
aol[un[[” < Cllunl| (1.6)

Desta forma, (u,) é limitada pois, do contrario, existiria uma subsequéncia, que

continuaremos denotando por (u,), tal que ||u,|| — +oo. Logo, de (1.6) temos

1

<+ —,
“ [t [P

Passando ao limite quando n — +oo terfamos ag < 0 o que contradiz o fato de ag > 0. Agora,
suponhamos a3 > 0 e que a menos de subsequéncia ||u,| — +00. Devemos considerar os

Casos:
(@) [[unll1p = +00 e [[un[l1q = +o0;
(b) ||tunll1,4 ¢ limitada e ||uy||1, — +00;
(¢) |Jullr,p é limitada e ||ul|;,, — +o0.

No caso (a) desde que ||uy||1,, — 400 entdo para n suficientemente grande temos |lu,[|{ ” > 1

e, portanto, |[u,||{, > |lun |7 - Desta maneira, podemos escrever

Cllunll = Cillunllyp + llunlliy)
> Cilllunllty + lunllty)
> Col[[unllip + llunllre)”

= Goflun|”

onde Cy = min {ap, as} > 0.

Logo,

Collun|[” < Cllual
1

Ml

Cy

IN

Fazendo n — +o0 temos Cy < 0 o que é absurdo.
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No caso (b) temos

p T al|unlli, = aollunlly -

Clllunllrp + [unll1q) =

Entao,

C«(HunHI,p+ Hun||1,q) > g

lunlll,  lunllf,
1 ”unHI
C'( + 4 > ap.
unllP=t " fluallf, ’

Desde que ||uy]|1,, ¢ limitada entao passando ao limite quando n — 400 temos ap < 0 0 que

contradiz o fato de ap > 0. De modo andlogo ao caso (b) mostra-se o caso (c). Portanto, (u,)

é limitada em X.

Sendo X um espacgo de Banach reflexivo temos, a menos de subsequéncia,
U, — u para algum u € X,

u, — u em L°(Q), paratodo 1<s <~
v, — v para algum v € X,

v, — v em L°(2), paratodo 1<s <77,

Ay — A > 0.

Observe que utilizando a desigualdade (1.1) concluimos

Ollun —ull?, < / o[Vt ) VP

— /a(]Vun|p)|Vun|pZVunVu—l—on(l)
Q

Unp,
An /|v e /|vn| u=o,(1), (1.7)
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onde

on(1) = / o(|Vul?) [ Vul? — / o|VulP) | V2V, V.
Q Q

Entao,

[un = ull1p = 0n(1).

Pela condicao (k;), temos

a(t) > H(az)ast' s, Vt> 0.
Usando novamente a desigualdade
Cle —ylI” < (allz)|=["*z — a(ly )|y y, z —y),
para todo z,y € RV e raciocinando como acima concluimos que
[un = ull1q = 0n(1).

Portanto,

[[un = ull = on(1)

e dai conclui-se que S é compacto.
Afirmacgao 2: O operador S é continuo.

De fato, sejam ((Ay,v,)) C RT x X e (A\,v) € Rt x X tal que

An,n) = (A\,v) em IRT x X.

(1.8)

Segue de (1.8) que (\,) e (v,) sdo limitadas em R e X, respectivamente. Designando

por u, = S(\,,v,) e argumentando como na demonstracao da compacidade do operador S

concluimos que (u,) é limitada em X e

U, = u em X.

De (1.9) segue-se que u = S(\, v) mostrando assim que o operador S é continuo.
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Portanto, sendo o operador S continuo, compacto, RT™ x X um espaco de Banach e
S(0,u) = 0, segue da Proposigao 1.1, que existe uma componente nao-limitada C' C RT x X

de solucoes da equacao

S\ u) = u.

Segue da defini¢ao do operador S que o par (A, u) satisfaz

—div (a(|Vul|P)|Vul[P72Vu) = )\{ - |u|5} em €,

lul* + €
(Poe) u>0 em €,

u=0em Of).

Observe que se A = 0, entdao u = 0 e se u = 0 entdo A = 0. Assim, temos que C' — {(0,0)} é
constituido de solugoes nao-triviais e pelo principio do maximo v > 0 em ().

Vamos agora provar que para cada A > 0 existe (A, u) € C. Suponhamos o contrario, isto
é, que existe um A* > 0 tal que (A, u) € C implique A < \*.

Segue-se da definicdo do operador S que (A, u) satisfaz (P, ) entao

¢

Qu®+e

/ a(|VulP) | Vul2VuVe = A + )\/ o’V pe X,
Q Q

Fazendo ¢ = u na equagao acima, temos

/a(|vuyp)|vu\P:A/ u +A/uﬂ+1.
Q QUuU*+e€ Q

Usando a condigao (kq),

A
ao/ \Vu|p+H(a3)a2/ |Vu|? < —/u+)\/uﬁ+1.
Q Q € Ja Q

Se a3 = 0 entdo ||ul| = |Jullip € v = p. Assim, desde que Wol’p(Q) — L*(2), para

1 < s < p*, segue-se que existem constantes K; e Ky, que nao dependem de u, de modo que

A .
aollull?, < K flul + A Kalul

A .
aollull” < —Kalull + A" Ko ul 7.
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Como f € (0,p—1) e p > 1 temos que ||u|| é limitada.
Se az > 0 entdo |jul| = ||ull1p + ||u|l1q € ¥ = ¢. Logo,

A .
< K flull + A Ko lul 7

aollullt, + azllullf, < =

Se |lul| ndo fosse limitada entdo terfamos [ul| — +oo. Assim, [ul[{,” > 1, ou seja,

|ull, > llull} - Segue-se disso que

K(||ul

1p T ||U

1a)’ < aollullt, + azllulli,

IA

A*
—Killull + NI u] |7
Portanto,

A* .
Klull” < —Kiflul + A" Ko|lu] !

A
K < Ki——+ XK,

€lfulfP= ulfp=t=5"

Desde que |ju|| — +o0 entao K < 0 o que é absurdo.

Temos assim que ||u|| é limitada mostrando que C' ¢ limitado o que é uma contradigao.

Logo, C é ilimitado com respeito ao parametro A e, portanto, fazendo A = 1 temos que (\, u)

é solugao do problema (FP,) e pelo principio do méximo u > 0 em Q. O
Antes de provarmos o principal resultado deste capitulo repetiremos aqui, para completeza

do nosso trabalho, a demonstracao do Lema abaixo cuja demonstracao ja havia sido feita em

[28]:

Lema 1.3 Sejam ¢, > 0 duas funcoes quaisquer em CL(S2). Se ? < 0 em 0f) entdo existe

n
C >0 tal que

MZC’>0, para todo x € €.

o()

Demonstracgao. Para § > 0, suficientemente pequeno, consideremos o conjunto

Qs = {x € A dist(z,00) < d}.
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Desde que ¢, > 0 em Q e Q\ 5 é um conjunto compacto, entdo existe uma constante

m > 0 tal que

o) > m, para todo x € Q\ Q. (1.10)

o()

0
Sendo —¢ < 0 em 99 e como I é um conjunto compacto, pois 2 C RY é limitado entéo

on

existe uma constante C > 0 satisfazendo

8(2—(90) < C4, para todo = € Q.
n

Como ¢ € C}(Q) existe uma constante Cy > 0 tal que

< Oy, para todo x € Q.

‘ dp(z)
on

Definamos a seguinte fungao
H(z) = wp(z) — ¢(z), para todo x € Qs

com w € R a ser definido posteriormente. Assim,

OH(x) _ Dplr)  00()

an an an > wko — C; > 0, para todo = € Qs,

op(x
desde que 0 < w < %, onde kg = inf ﬂ
0 zeQ n
Fixado = € ()5 consideremos a funcao

g(z) = H(z + sn),

onde s € R é tomado de modo que z + sn € Q. Para cada = € (5 escolha um tnico Z € 99
de modo que a reta que passa por esses dois pontos coincida com a reta suporte do vetor

normal exterior n = n(z). Logo, existe § > 0 tal que

x+5n =2 €.
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Desde que H(092) = 0, segue-se

g(s) =H(z+sn)=H(z) =0.

Sendo g uma composigao de fungoes de classe C!, entao ¢ : [0, 8] — R é continua em [0, 8] e

derivavel em (0, §). Pelo Teorema do Valor Médio existe £ € (0, §), tal que,

ou seja,

Observe que

e, portanto,

Logo,

assim

we(r) —o(z) <0, Vel

implicando que

we(z) < o), Ve Qs

ou ainda,

MZw>O,VwEQ(5. (1.11)

o()
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Segue de (1.10) e (1.11) que existe uma constante C' > 0 onde C' = min {m,w} de modo que

o) S oy,
@(x)zc,v e .

Para mostrarmos a existéncia de solugao para o problema original necessitaremos do

seguinte Lema:

Lema 1.4 Seja Q um dominio limitado com fronteira suave. Se u € CH(Q)N\Wy7(Q) e

—div (a(|VulP)|VulP~2Vu) > 0
u>0em €,
u =0 sobre 0f),

ou
entao I < 0 em OS2, onde n é o vetor normal exterior a 0S).
n

Demonstracao. Argumentando de forma andloga a [30], basta substituir Ayu por
—div (a(|VulP)|VulP2Vu) e o principio de comparagao fraco do operador p-Laplaciano pelo

principio de comparagao fraco dado pelo Lema 1.2. a

1.2 Demonstracao do Resultado Principal

Demonstracao do Teorema 1.1. Para cada n € N sejam € = % e u, uma solucao do

problema

1
—div (a(|Vu,[P)|Vu,[P~*Vu,) = I +ul em Q,
U% n

up, >0 em §,

u, =0 em Of).

a qual é garantida pelo Teorema 1.2.

Observe que

+uf em Q,

—div (a(|Vun[")[Vun |7 Vu,) = w1 o

up, >0 em €,
u, = 0 em Of).
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Sendo a funcao t — ﬁ—l—tﬂ continua e coerciva, parat > 0, a mesma € limitada inferiormente

e atinge um minimo positivo m. Assim,
—div (a(|Vu,|?)|Vu, [P Vu,) > m.

Seja w a unica solugao positiva de

—div (a(|Vw[?P)|VwP~2Vw) = m em ,
w=0em 09Q.

Segue-se assim que

—div (a(|Vu,|[P)|Vu,[P~2Vu,) > —div(a(|Vw[?)|VwP~2Vw) em ,

U, = w em Of).

Usando o Lema 1.2 temos que u,, > w > 0 em (2, para todo n € N.

/ o[V ) [V | < / ey / Wi
Q Q Q

o que nos mostra, usando a condicao (ki), que (u,) é limitada em X.

Notemos que

Sendo X um espago de Banach reflexivo entao, a menos de subsequéncia,

U, = u em X

u, — u em L°(Q), paratodo 1<s <~
un(z) = u(z) q.t.p em Q.

Como u,, é solucao do problema

—div (a(|Vu,[P)|Vu,[P~2Vu,) = +ul em Q,

1
(67 =
un+n

U, >0 em €,

u, = 0 em Of).
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Usando u,, como funcao teste temos

1
/a(\Vun]p)\VunP = / ( : —i—ug) Uy,
Q Q \Up + 5

Segue-se da desigualdade (1.1) que

Cllun —ull?, < / |V )|Vt ?

- / |Vt ?) | Vi P2Vt Vi + 0 (1)
Q

u
- / an1+/u2+1
QUp + 5 Q
u

— — Bu = 0,(1 1.12
= =) (112

onde

on(1) = / o(|Vul!) [ Vul? — / o |VulP) VP2V, V.
Q Q

Entao,

[un = ull1p = 0n(1).
Argumentando como anteriormente, temos
[un — ull1g = on(1)
e, portanto,
[[un = ull = on(1)

mostrando que u, — u em X.

Assim, Vu,, — Vu em (L7(Q))" e, portanto, para todo i = 1, ..., N temos

ou,, ou

— t.pem Q.
8xi 8@ 4P

Consequentemente,

|Vu, (z)[P~? = |[Vu(z)P~? q.t.p em Q.
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Para cada ¢, consideremos

i) = [V (@) T ()2 0
g9i(x) = a(\Vu(x)P)]vu(x)‘pQg_;_

Sendo a uma funcao continua resulta que

Gni(z) = gi(z) q.t.p em Q.

P
p—1

Note que para cada 1, / !gn,i\”%lda: < (' para todo n € N, pois
Q
ou,,

Lot = [ e
= [ (atvul)vu
Q

S(
Oun

D p—2
(V) [V 2|

a(|Vun )| Vg |72

P
) h

Oun

8@-

Como para cada ¢ temos

[

Ouy,
61’1‘

ou,,
aﬁ(]l

2 o 12\ 2
& = |Vu,|,
+ +’8xN |Vu,|

< a(| V) [V,

entao

7

Obtemos assim que

Jlond? < [ @(Fu)Tu
Q Q
Usando a hipdtese (k1) segue-se

a([Vun|")|Vun [P~ < a1 [Vun [P + as V[
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Note que se a3 = 0 entao ||uy,|| = [[un|l1p € ¥ = p e assim

/ il < a / VP
Q

pois (u,) ¢ limitada em X. Desta forma, para cadan € N, (gn;) C L7-1(£) e, analogamente,
gi € L1 ().

Se az > 0 entdo v = q e ||uy|| = ||un|l1p + ||tnl|l1,4 € assim

/ ‘gn,i’q%l
Q

IN

/Q (@[ it ) [V [P

< /[al\Vun|p_1+a3|Vun|q_1]qzl

_ /|wn|q%”1 +02/|vun|q

< GifQfit lllunlll“ + Caflunlli,

a(p—

= e 4 o,

pois, (uy,) 6 limitada em X. Logo, (gns) C L71(5).

Desde que % >1le 77_1 + %y = 1 segue-se do Lema de Brezis-Lieb que, para cada i

Gun 0@ ou 0@
Yu P)Vu, [P~ 2 } V v 2 Y%

Observe que

a(|Vun [P) [V, [P 2Vu, Vo dx

5 0u, Op 5Un 890
P p—2 P p—2
a(|Vu,|P) |V, 90, O, + /Q a(|Vu, ") [Vun| .

S— 5—
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/ a(|Vul?)|VulP2VuVp dx

ou Oy ou &p
= p p—2 p p—2
[ avarygup 22 ek [ Qv a2

Logo, da convergéncia em (1.13) temos
/ a(|Vn [P) [V, [P 2Vu, Vo dr — / a(|Vul|P)|VulP2VuVe dz, V¥ ¢ € X. (1.14)
Q Q

Temos que u, > w > 0 em 2, para todo n € N e como

—div (a(|Vw[P)|Vw|[P~2Vw) = m em Q,
w >0 em €

w=0em 0

entao usando a condicao (kl) podemos argumentar como em [20] para concluir que w € C*()

e pelo Lema 1.4 temos — < 0 sobre 0f). Entao, para cada x € €2, segue-se do Lema 1.3 que

377

up(x) > w(z) > Cd(x) > 0,

onde d(x) = dist(z,0) e C' é uma constante positiva que nao depende de x. Assim,

% ] ] 1
< < =he L (Q),
uf + 5| 7 gl T Cd(x) o
pois pela desigualdade de Hardy-Sobolev, ver Proposi¢cao A.1 no Apéndice, temos Cd'él)a =
h € LP(Q2) e sendo p > 1 e Q é um dominio limitado entao Cd‘fx')a =he LY(Q).
Desde que

p(z) p(z)
ul(z) + % - u® ()

entao pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

/Q LA Qﬁ. (1.15)

q.t.p em (2,
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Analogamente,

/uﬁ@%/uﬁgo. (1.16)
Q Q

Sendo (u,) uma solu¢do do problema auxiliar temos

/a(]VunP)\Vun]p_QVuanp:/
Q

Q{ua_kl—l—ug}go,VgoeX.

Passando ao limite na expressao acima e usando as convergéncias (1.14), (1.15) e (1.16)

obtemos

/a(|Vu|p)|Vu|p_2Vqu0:/
0

1
Q[E—l—uﬂ e, VpelX.

Portanto, u € X é uma solucao fraca do problema

—div (a(|VulP)|[VuP72Vu) = = + v’ em Q,
u=0em ON.

Usando regularidade eliptica u € C1(9), o que pode ser visto em [20]. Segue-se do Lema 1.2

que u é nao-trivial e pelo principio do maximo u > 0. O
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Capitulo

2

Existéencia de Solucao Positiva para um
Sistema Singular Envolvendo Operadores

(Quasilineares

No presente capitulo, estudamos um resultado sobre a existéncia e positividade de

solugao para o seguinte sistema eliptico:

—div (a1 (|VulP))|[VulP=2Vu) = hy(x)v™" + ki (z)v™ em
—div (as(|Vv[P?2)|Vo|P22Vv) = ho(2)u™2 + ky(z)u®? em €,
u,v >0 em (),

| u=v=0em 0f),

onde 2 C RY ¢ um dominio limitado e suave com N > 3,2 < p; < N, para i = 1,2. Além
disso, a;,v; € (0,p; — 1), a; : RT — R* é uma fungao de classe C' e h;, k; sao fungoes
continuas. Mais precisamente, vamos supor que as funcoes h;, k; e a; satisfazem as seguintes

hipoteses:

(A1) Existem constantes reais £y, &1,& > 0,8 >0e p; < ¢ < N (para i = 1,2) tal que

4;—Pq

S+ H(E)at  <ai(t) <&+&t n , V>0,
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onde H : [0, +00) — {0,1} é a fungao dada por

1 se t>0
H(t) =
0 se t=0.

(As) A aplicagao g; : RT — RT, dada por g;(t) = a;(t?)t*~2 é crescente.
(A3) hi, ki : Q — (0,+00) sdo fungdes continuas com h;(z), ki(x) # 0.

Neste capitulo, trabalharemos com o espaco de Banach X = Wy (Q) x W)™ (Q) munido
com a norma

1Cw, ) = Nlullvp, + [[0ll1,;

onde

[l = Nullp: + H ()l g

Usaremos o seguinte problema auxiliar para mostrarmos a existéncia de solucao para o

problema (P) :

i (TP~ = i b (ool e
(Pe) —div( (|V7J|]l)2)|vv|p2 QVU) (6+|um2
u,v >0 em £,

\ u=v=0em 0f,

+ ko(z)|u|** em €2,

onde 0 < e < 1.
Usando o resultado de Rabinowitz, mencionado na Proposicao 1.1 do Capitulo 1,
mostraremos que o problema auxiliar possui uma solucao.

Definamos o que é uma solugao fraca para o problema (P).
Definigao 2.1 Dizemos que o par (u,v) € X = Wy (Q) x WoP(Q) ¢ uma solucio para o

problema (P) se

/a1(|Vu|p1)|Vu|p1_2Vquz5 dxz/ [hl( )—i—k:l( Yo | ¢ dr,
0 ol

Q

38



/@(!VM”)\V?}V’QQVUV@ dx :/
0

{M )+k2( Ju?| ¢ dz,

uv2

para todo (¢, ) € X. Além disso, dizemos que tal solug¢do (u,v) € positiva se u,v > 0.

2.1 Primeiro Resultado de Existencia: O Problema Auxiliar

Nesta se¢@o, mostraremos que o problema auxiliar (P,) descrito acima verifica o seguinte

resultado:

Teorema 2.1 Para cada e >0 e a;,y; € (0,p;—1) comi = 1,2, o problema (P.) possui uma

solucao positiva.

Demonstracao. Seja 0 < € < 1 e para cada v € X e A > 0 consideremos o problema

e+\v| ’71

—div (a OVMWHVWF12VU)—A[ +kﬂmﬂﬂm}em Q,
(P) _mv@mavmmﬂvww22v@)—x{ Mx)-+kﬂxﬂuwﬂ em Q,

(e+|uf)72

u=v=0em Of).

Demonstraremos que para cada A > 0 o sistema (P) possui uma solucio positiva (u,, v, ).
Consequentemente, encontraremos uma solugao positiva (u,v.) se A = 1. Fazendo ¢ — 0
teremos uma solugao para o problema original.

Pelo Teorema de Minty-Browder (ver Teorema A.6 no Apéndice) temos a unicidade de

solugao para os problemas

—div (a1(|VulP?)|Vu[Pr2Vu) = )\[ o) 4k (x )]g]o‘l] em €,

(e+1gP)

u=0em Of).

—div (a3(|VolP) Vo2 Vo) = X | 28 4 k()] ]2 em @,
v=0em Of).

onde f € Wy (Q) e g € Wy (Q).
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Deste modo, fica bem definido o operador

T:-RtxX — X
(Aafag) = T()\,f,g):(u,v),

onde o par (u,v) é solucdo do problema (P).

Afirmacgao 1: O operador T' é compacto.

Seja ((An, fny gn)) C RT x X uma sequéncia limitada e T'(\,, fn, gn) = (Un, v,). Segue-se
da definigao do operador T' que (uy,,v,) satisfaz

~div (@[ Vo) Va2 V,) = A [l + a(@)lonl™ | em

~div (aa(| V0, ) [ Vol 2V,) = A | s + ha@)]ful] em

Uy, = U, = 0 em O.

Entao,
/ ar (V[P Vs P2V, Vo
Q
ha () } 1,9
- An/{—wc 2)gnl?t| 6, ¥ 6 € WO
0 (€+|gn!)'“ 1( )’ | 0 ( )
€

/a2(|an]p2)]an\p2QanVgp
0

= 0 [ [P R e v o e Wi @)

Em particular, tomando ¢ = u,, e ¢ = v, nas equacoes acima temos

hi(x)uy, N
[ at9u vl =, [ [L+k1<x>|gn| u]
Q Q

(€ + [gnl)

P2 P2 __ h’Q(x)v” [e%)
/Qag(|an\ )| Vg —)\n/Q {(6+|fn\)72 + ka(x)| fnl vn]
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Pelas imersoes de Sobolev segue-se

a(@)un 1 Al
/52(€+\gn!)71 = o /Q”Ll( )|l

||
< Tloolunh
< CEHUn”LBl-

Desde que «; € (0,p; — 1) com i = 1,2, usando a desigualdade de Holder com os expoentes

p_le yan

Be P acondicao (A1) e as imersGes de Sobolev temos

& / Va4 H(EE: / V| (2.1)

< ACellunllg, + [Faloollgnll s, lunll s, - (2.2)

Sendo (A,) e (||gnlli7;,) limitadas em R, temos que (u,) é limitada em WPH(Q), pois
do contrario existiria uma subsequéncia, que continuaremos denotando por wu,, tal que
||| — +oc.

Usando a definicao da norma devemos considerar os casos:
(1) Nunllipy = 400 e [funll1g = 400
(i) [Jun|l1p, = +00 € ||tn|1,4 ¢ limitada.
(i) ||unll1p, € limitada e ||uy,||1,q — +o0.

No caso (i) desde que ||uy][1,4, — 00 ent@o para n suficientemente grande temos | u, [T, ”* > 1,

17q1
ou seja, [[un||f, > lunlliy,- Se & = 0 entdo |lu 1,5 = ||tnllip, € jéd temos o desejado.
Suponhamos agora que & > 0 entao neste caso temos |[uyll15, = |[Unllip + [[Unll1.q-

Segue de (2.5) que

SollunllVp, + EallunllVy, < GollunllVy, + Eallunllty, < Cllunllyg,

Logo,
Cr(llunllrpy + l[un

1a)"” < GollunlVy, + &allunllVg, < Cllunllis,
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ou ainda,

Cillunllt}p, < Cllunll1s-

Assim,

c 1
= ST
C 7 uallf 5

1

Fazendo |[uy||1,5, — +0o terfamos & < 0 o que é absurdo. Portanto, (u,) ¢ limitada em

Wy (Q). Para o item (ii) e (iii) procedemos de maneira similar ao que fizemos no Capitulo
1. Analogamente, mostra-se que (v,) é limitada em W7 (9).

Entao, a menos de subsequéncia, temos
u, — u para algum u € Wy (Q),

u, — u em L°(Q), paratodo 1<s<f],
un(z) = u(z) q.t.pem
v, — v para algum v € Wy (Q),
v, v em L%(Q), paratodo 1<s<f;,
() = v(z) qt.pem
fo — f paraalgum f € Wol”gl(Q),
fo— f em L°(Q), paratodo 1<s<f],

falz) = f(x) qt.pem €,

e
A —>A>0
Observando que
hy(z)uy, £| |
(Ignl + )| = en ™"
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e desde que u,(z) = u(z) em L*(Q2), 1 < s < [, segue-se

lun(z)| = |u(z)| q.t.pem Q

e existe z € L(Q) tal que

|un(2)| < z(z) q.t.pem Q,VneN.

Logo,
e €N

‘ hy(z)uy,
(|gn] +€)m

Além disso,
fu()un fu(@)u q.t.p em Q.

(Ignl ) (gl + )

Entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
/ hl(‘T)Un . / hl(x)u . (23)
o (lgn(@)|+ e Jo (Ig(z)] + &)
Considerando ¢, () = |gn(x)|** e desde que g,(z) — g(x) q.t.p em Q entao

on(x) = () q.t.p em

onde ¢(z) = |g(z)|™.
Usando a imerséo continua de Sobolev Wy () < L7 (Q) temos

B1
/Q (@) = [n(@)[2 < CPllgnl®y, < K,

b1
é limitada em W," (Q) onde K = (C1C5)" > 0. Note que ky € LFi—=i1(1),

pois, (gn)
8
|gn ()| € L‘Ti(Q), % + 5+ % =1le g—ll > 1. Assim, pelo Lema de Brezis-Lieb

/kﬂgn\alv—)/kﬂglalv, Yo e W Q)
Q Q
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e, em particular,

/k1|gnlalu—>/k1\g\°‘1u. (2.4)
Q 0

Usando a desigualdade
Clo =yl < (ar(l2f™) 2?2 — ar(Jyl") |y Py, 2 — y)
para todo x,y € RY | e as convergéncias (2.3), (2.4) obtemos

Cllan =l < [ (V) Vi
Q

17101

= [ au ) Va2V, Tt o,(0)
Q

w [ (’“ﬂ—xn | B@lal = o,(0),

|gn| +)n

onde devido a convergéncia u,, — u temos
/Qal(|Vu\p1)\Vu\p12VuV(un —u) = o,(1).
Usando a condigao (A;) e de modo andlogo ao que foi feito no Capitulo 1 segue-se
[un — ull1q, = 0n(1),
Assim, a menos de subsequéncia, temos

[un = ull18 = 0n(1).

Analogamente, v, — v em Wy (). Mostrando assim a compacidade do operador T.

A continuidade do operador T' segue os mesmos argumentos utilizados no Capitulo 1.
Portanto, como o operador T é continuo, compacto, Rt x X é um espaco de Banach

e T(0,u,v) = (0,0) segue assim da Proposicdo 1.1 que existe uma componente ilimitada
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C C R x X de solugoes da equacao
T\ u,v) = (u,v).
Segue-se da defini¢ao do operador T' que (\, u, v) satisfaz

et+lv)M

—div (as(| V|| Vo] 2V0) = A [’l—“ + ko) [ul2] em Q

(etul)r2

—div (a1 (|VulP) |VulP2Va) = A [(h# + k1<x>|v|a1} em Q,

u=v=0em Of).
Assim,
(1) Se A =0 entao (u,v) = (0,0);
(2) Se u =0 entao A = 0;
(3) Se v =0 entao A = 0.

Logo, C — {(0,0,0)} é constituido de solugoes (A, u,v) quando A > 0. Suponhamos agora
que C seja limitado com respeito ao parametro A, isto é, que existe A* > 0 tal que para

(A, u,v) € C—{(0,0,0)} tenhamos A\* < . Entdo (A, u,v) satisfaz (Py) e assim

/Qa1(|Vu|p1)|Vu|p1 :)\/Q [(hlﬂml(@wlu]

€+ Jvf)m

a((To) o = A [ |28 e
/ /|

(€ + Juf)
Da condigao (A;) temos

&)/Q |V, [Pt +H(§3)§2/Q|Vun|q1 < )\/Q [% +k1(:p)|v|°‘1u] . (2.5)
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Além disso, usando a desigualdade de Holder e imersao de Sobolev temos

hi(x)u
|2 < o
o e+ 10D

1751

/le(w)!vlaluélkll o0l [l

B1—ar—1

Entao, de (2.5) temos

Sollulltyy, + H(&s)&llully, < Cc [llullip, + 01175, lull,s]

&ollvlly, + H(&)elvllTy, < Cc[lvlle, + [vllallullth,]

o que implica

Sollulltly, + H(&s)allullly, + Collvlly, + H(&s)EallvllT,

< Ccllullg, + 11vIEs, lullus + lwllus + [vlls lulli%,] -

Assim, ||u||1,6, € ||v]1,, sdo limitadas e portanto C limitado o que é uma contradicao. Deste
modo, fazendo A = 1 temos que o par (u.,v.) é uma solugao para o problema (P.) e pelo

principio do maximo temos que u,, ve > 0. O

2.2 Demonstracao do Resultado Principal

Nesta segdo demonstraremos a existéncia de solugdo para o problema original (P). Mais

precisamente demonstraremos o seguinte teorema:

Teorema 2.2 Suponhamos que sejam wvdlidas as condigoes (A1) — (As), 2 < p; < N e

a;,v; € (0,p; — 1) para i = 1,2. Entao o problema (P) possui uma solug¢ao positiva.
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Demonstragao. Para cada e = %, seja u1 = u, e v1 = v, uma solu¢ao do problema (P,)
n’ n n
obtida no teorema 2.1, isto é,

—div (a1 (| Vg |[P) [V, [P 2V, ) = =25 4k (2)02t em Q,

(%4-1)”)71 n

—div (as(|Vn|P?)|Von|P2 2V u,) = —25 4 ky(2)u®? em Q,

(%+Un)’y2 n

Up = v, =0 em ON.

Entao, da equagao

hl ([E)

(% + v, M

—div (a1(|Vu, ") | Vu, [P *Vu,) = + k1(2)v,* em

temos

S hi(x)

T (I+u,)m
e
(1 4+ v,)m

—div (a1(|Vu, ") [V, [P *Vu,)

ki(x)v,t em Q

v

+ kovnala

onde hyg = min h(x) e kg = min k(x).

€N €N
Como a funcao t — ufﬁ + kot é continua e coerviva, para t > 0, entao a mesma é

limitada inferiormente e atinge um minimo positivo m;. Assim,
. —2
—div (a1 (|Vun ") | Vu, [P *Vu,) > my.

Seja z1 a Unica solucao positiva de

—div (a1(|V21[P)|[V21|P* 72V 21) = my em Q,
z1 =0 em Of).

de modo que

—div (a(|Vu,[PY)|Vu, [P 2Vu,) > —div(a(|V21[P1)|[V21 P12V 2;) em Q,
u, =0 em Of).
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Pelo Lema 1.2, u,, > z; > 0 em €2, para todo n € N. Analogamente mostra-se que v,, > 25 > 0

em €2, para todo n € N, onde z, satisfaz

—div (as(|V2]P2)|V22|P2 2V 22) = my em Q,
29 =0 em 0f2

+ Kotz

e my é 0 minimo positivo da funcao ¢ — o= H -

Como

—div (a;(|Vz[P1)| V2|72V z;) = m; em Q,
z;>0em
zi=0em 0f)

e vale a condicio (4,), argumentando como em [20] concluimos que z; € CH(Q) N Wa ().

Usando o Lema 1.4 temos g— < 0 em 09.
n

Entao, para cada = € €2, segue-se do Lema 1.3 que
up(x) > z1(z) > Cd(x) >0 e vy(x) > 2z9(x) > Cd(z) >0

onde d(z) = dist(x,082) e C' é uma constante positiva que nao depende de z.

L= [ [ o < f o

onde h = max hy(x). Pela desigualdade de Hardy-Sobolev (ver Proposicio A.1 no Apéndice)
€

Portanto,

temos

S C|Vun|51

1

Unp,
d(w)’h

hy(x)uy,
T < GVl < Ol + HE )

Como a; € (0,p; — 1) usando a desigualdade de Hélder com e e imersao de Sobolev

p1—a1

temos

AwMM§MWmmmm,
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Usando a condigao (A;) temos

& / IVl + H(E) / Vel < O [lnllupn + el [0l ] (2.6)

& / Vol + H(E)E / V0l < O [onlluss + Nl loall2,] (2.7)

Como a; < p; —1eay < py—1segue de (2.6) e (2.7) que ||unll18,, ||vnll1,p, sdo limitadas.

Entao, a menos de subsequéncia, temos
1
u, — u para algum u e W)™ (Q),

u, —u em L°(Q), paratodo 1<s<p",
v, — v para algum v € Wy (Q),
v, > v em L°(Q), paratodo 1<s< ",
un(z) = u(z) q.t.p em Q,
vp(z) = v(z) q.t.p em Q.
Como (uy,) e (v,) sao solugdes do problema auxiliar temos

h
e 9ulVe = [ G [ee. Vo €Kt

)

h
/&2(]an|p2)|an|p22|an|vgo_/ 2 ()¢
Q

az 1,82
A —(% ) +/Qk2(x)un o, Vo e Wy Q).

Observando que
hi(x)9 hi ()¢
Tt o) — = q.t.p em 2
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e pela Proposicao A.1 no Apéndice temos

hl (x)gb

¢
(% + Un)% -

v

¢
Cd(x)Y

< hl(l') < Ll(Q),

< ‘

entao segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
/ n(z)o / hi ()¢
a (5 +va)n Q v

/kl(x)unalwé/kl(x)ualgo.
Q Q

Também temos que

Passando ao limite nas expressoes acima segue-se as seguintes igualdades

h
Jativupyarwuve = [ B0 [ @, vo e wit )

ha ()

u"2

[ axwelop-2velve = |
Q

+ / ko (z)u2p, ¥ @ € Wo(Q).
Q Q

Portanto, temos que (u,v) é uma solugao fraca para o problema (P) o que conclui a

demonstracao. a
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Capitulo

3

Multiplas Solucoes Positivas Ordenadas
para um Problema Eliptico Envolvendo o

p&q-Laplaciano

Neste capitulo, estudaremos questoes que envolvem existéncia, multiplicidade e

positividade de solugao para o seguinte problema:

—div (a(|VulP)|VuP=2Vu) = Mf(u) em
u = 0 em 02,

(P)

com 1 < p < 0o, onde Q C RY é um dominio limitado suave, A é um parametro real positivo,
a: RT — R* é uma funcao de classe C' e f : R — R é uma funcdo continua que muda de

sinal. Estas fungoes satisfazem as seguintes hipoteses listadas abaixo:

(f1) f(0)>0eexistem 0 <by <c; <by <+ < Cpoq < by, zeros de f, tal que

f<0 em (b, ck)

>0 em (ck bptr);

b1

(f2) f(s)ds>0,VEke{l,...,m—1}.

bk
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(K1) Existem constantes g, ap, a0 >0, a3 >0e 1l <p < ¢ < oo tal que
ap+ H(og)ont 7 <a(t) <as+ast s, Vi>0
onde H : [0,+00) — {0,1} é a fungao dada por

1 se t>0
H(t) =
0 se t=0.

(K3) Se p > 2, a aplicagao g : R™ — RT dada por g(t) = a(t?)t*~% é nao-decrescente e se
1 <p <2, aaplicacdo a : Rt — R™ é nao-decrescente.
Daremos abaixo o exemplo de uma fungao que satisfaz as hipéteses (f1) — (f2).

Exemplo 3.1 f(t) = (z — 2)(x — 4)(3 — ).

Fazendo

v=(1- H(as))p+ H(as)q

consideremos o espaco de Sobolev X = VVO1 7(£2) munido com a norma
lull = Nlullp + H(as)llull1q

onde [Jullf, = / |Vul|"dx, para r > 1.
Q

Defini¢ao 3.1 Dizemos que u € X € uma solugao fraca do problema (Py) se a sequinte

1gualdade for satisfeita
/ a(|VulP)|[VulP2VuVv = )\/ fu)v, VoveX.
Q Q

O principal resultado de existéncia e multiplicidade é dado pelo teorema descrito abaixo:

Teorema 3.1 Suponhamos que as condigoes (f1) — (f2) e (K1) — (Ka) sejam satisfeitas.

Entao, existe \* > 0, tal que para cada X € (A\*,4+00) o problema (Py) possui ao menos
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(m — 1) solugoes fracas u; com

UlEXﬂLOO(Q) e bl<HuZHoo§bZ+1, VZE{l,,m—l}

Quando a = 1 e p = 2 os autores em [5] consideraram f € C', f(0) > 0, estudaram uma
equagao diferencial ordinaria autonoma e utilizaram método de sub e super solucao. Ja em
[21] 0 autor estudou um problema N-dimensional considerando f € C, f(0) > 0 fazendo uma
combinagao de método variacional e teoria do grau. Em [6] foi considerado f € C, f(0) > 0,
a condicao (f2) é necessaria para mostrar a existéncia de solu¢ao e usaram método de sub e
supersolugao. Agora, o caso a # 1 sem a condicao de area foi estudado para p = 2 por [22] e
para 1 < p < N por [17] e [15].

Abordamos aqui o caso em que o operador considerado é do tipo p&g-Laplaciano, f é
uma fungao continua com f(0) > 0 e a hipétese (f2), conhecida como condi¢ao de érea, é

vélida para mostrarmos multiplicidade de solugoes para o problema (Py).

3.1 Resultados Preliminares

Para provar o Teorema 3.1 necessitamos dos seguintes resultados:

Lema 3.1 Seja g € C(R) e so > 0 tal que

g(s) >0 se s € (—00,0),

g(s) <0 se s € [sg,00).

Se u € X é uma solugao fraca de

—div (a(|VulP)|[VulP72Vu) = g(u) em €,
u = 0 em 0.

(P)

Entao w >0 q.t.p em Q,u € L>®(Q) e ||ullo < So-
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Demonstracao. Seja u € X e consideremos u~ = max {—u,0}. Sabemos que u~ € X e

_ ou
ou — 5 8¢ u< 0,

Oz 0 se u>0.

Suponhamos que u € X seja uma solugao fraca de (P), ou seja,

/a(]Vu]p)|Vu|p2Vqu = / g(u)v, Vv e X.
0

Q

Em particular, fazendo v = v~ € X obtemos

/a(]Vu]p)|Vu]p2VuVu —/g(u)u,
0 0

ou seja,

(AGJKW%PHVuP=:Z;OMUﬁL

Entao,

/a(|Vu|p)]Vu_|p <.
Q

Da condigao (K1) segue-se que

0<ap<ag+ H(as)ot'» <a(t), Vt>0

e dai
0< ozg/Q |\Vu™|P dx < /Qa(|Vu|p)|Vu_|p dx <0.
Logo,
[y =i, =o,
mostrando que u~ = 0. Portanto,

u=u">0.
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Fazendo v = (u — s9)T € X obtemos

ou
O(u—so)t | g se u> s,
O; 0 se u<sp.

Tomando v = (u — sg)™ € X como fungao teste,

/Qa(|Vu|p)|Vu|p_2VuV(u —s50)" = /Qg(u)(u —50)7".

Assim,

/u>50a(lvuyp)|vu,p:/ o) — 50) <0

u>so
o que implica

/Q o[ ul?) [V (1 — s0)" |7 < 0.

Como a(t) > o > 0 temos

19— s = = so) I, =
Q

Portanto, (u — so)T = 0 e sendo u — sg = (u — s9)T — (u — s9)~ temos u < sp q.t.p em
mostrando que 0 < |luf| < so. O

Consideremos, para cada k € {2,...,m}, a funcao truncamento dada por

f(0) se s <0,
fe(s) =4 f(s) se 0<s<by,

0 se s > byg.

Para cada A > 0 consideremos o funcional truncado ®; , : X — R definido por

By (1) :%/QA(\Vu\p)—)\/QFk(u)
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t t
onde A(t) = / a(s)ds e Fy(t) = / fr(s)ds e @i, é o funcional energia associado ao
0 0

problema

—div (a(|VulP)|VulP2Vu) = Afp(u) em €,
u = 0 em Of)

(P\)k

e as solugoes fracas de (P ), sdo os pontos criticos do funcional @y y.
No que segue designaremos por Ky y o conjunto dos pontos criticos de Oy »(u).
O préximo Lema nos garante que solucao fraca do problema truncado é também solucao

fraca do problema (Py).

Lema 3.2 Temos que u € Ky ) se, e somente se, u € uma solucao fraca nao negativa do
problema (Py)r e u € L>®(2) com ||u]|s < bg. Consequentemente, u € uma solugdo fraca ndao

negativa do problema (Py).

Demonstragao. Basta considerar g(s) = fr(s) no Lema 3.1 e observar que usando a

definicao da fungao truncamento temos

fr(s) = f(0) se se (—00,0),
fe(s) = 0 se s € (by,00).

Desde que u é solucao fraca de (P ), segue-se do Lema 3.1 que u € L™ e ||ul|o < bg. Assim,

0 < u < by, e, portanto, temos fx(u) = f(u) mostrando que u é solugao fraca ndo negativa de

(Pr)-

3.2 Resultado de Existéncia e Multiplicidade

Lema 3.3 Se (K1) e (K2) valem, entao existe uma constante positiva c,, tal que

cple —yl” < {a(|2 )|z~ — a(lyl”)lyl"*y, @ — y), ¥ 2,y € RY, (3.1)
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quando p > 2, e
2
T —y _ _
6T (e e — ally?) PPz — y), Yoy €RY,  (32)

quando 1 < p < 2.

Demonstragao. No Capitulo 1, mostramos a desigualdade para p > 2 resta-nos demonstra-

la para 1 < p < 2. De fato, temos

N

> o

J=1

(Z Zg§;> |27~ (p — 2)a(|2P") + pa’ (|217)] "] + a(|2[")|2"~*]¢ ),

a(|2l”)]2 %) =

s

para todo z,£ € RY. De (K;) e usando a desigualdade de Schwarz, obtemos

a(|z[")|z["~ 23])515] Z

3o
—(2 = pa(l2”)|="*I€]* + al|=P) |2 [¢],

e dai,
N

Z

a(|2”)2l""*2;)€i; > (p — Da(|2) |2 ~2[¢],

para todo z,& € RY. Escolhendo é =z —yez=tr+ (1 —t)y=y+ (1 —t)z com t € (0,1)

e usando (K;), segue-se que

N

Z

Al =268 > eyt Y (33
S O

para todo z,y € RY, onde ¢, = ap(p — 1).

Por outro lado,

N

S el =l =) = [ 32 5

ij=1 j=1

a(|zP)[[P722)&¢5,  (3.4)
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para todo x,y € RY. De (3.3) e (3.4), concluimos a demonstragao. O
A proposicao a seguir nos mostra a existéncia de solugdo para o problema (Py) na qual
utilizamos o Principio Variacional de Ekeland (ver Teorema A.5 no Apéndice), bem como, o

Lema de Brezis-Lieb (ver apéndice Lema A.1).
Proposicao 3.1 O problema (Py) possui uma solug¢do nao-negativa para todo X > 0.

Demonstragao. Desde que f; é limitada temos

Boatw) = 1 [ A(VaP) -2 [ B

Q
l/qA(Wu]p) —)\Mk/ ul.
P Q Q

v

Segue-se da hipdtese (K1) que

H
cpk,m)z—o‘o/|vu|P+—(O‘3)O‘1/|vu|q—AMk/|u|.
P Ja q Q Q

Sendo 2 um dominio limitado segue das imersoes continuas de Sobolev
pa(u) = Crlllullf, + H(es)llulliy) — AC My |[ull, (3.5)

onde C; = min {% ﬂ}.

p’q

Demonstraremos a coercividade do funcional ®; . De fato, se ||u|| — +oo devemos

considerar os casos:
(@) lullip = +oo e fully = +oo;
(ii) ||u|l1p = 400 e |Ju|l1,4 € limitada;

(iii) [Julls, ¢ limitada e ||ull1, — +oo.

q-p

No caso (i), desde que [Jul[1,, — 400 temos [Jul|{,

> 1, ou ainda, ||u||‘f7q > ”qul),q'

Assim, considerando ag > 0 de (3.5) temos

v

Cpa(u) = C|lully, + [lullf ) — AC2 My [u]

V

([ullip + llull1q)” = ACo Myllull.
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e, portanto,

Dpa(u) = [Jul|” = AC My [[ul]

Desde que p > 1, O \(u) — 400 quando ||u| — 4o00. Como € é um dominio limitado e
p < q entao ||ul|1, < Cl|ull1,, mostrando que o item (ii) ndo pode ocorrer. Procedendo como
no item (i) mostra-se (iii). Isso mostra a coercividade do funcional. Consequentemente, o
funcional ®; 5 ¢ limitado inferiormente em X e, portanto, temos bem definido o seguinte
numero

dF = inf .
X

Como @, é de classe C', segue-se que ®;, é continuo e, portanto, semi-continuo
inferiormente. Além disso, sendo @, limitado inferiormente podemos aplicar o Principio
Variacional de Ekeland, ver apéndice Teorema A.5, no espago métrico completo (X, d) com

d(u,v) = ||lu — v|| para concluir que existe (u,) C X tal que

CDk,A(un) — (I)’;o

ea(tn) =0 em X

Observe que (uy) ¢ limitada em X, pois do contrério existiria uma subsequéncia (un;) C (un)
tal que ||y, || = 400. Entdo, usando a coercividade de @y, 5 terfamos @y, 5 (u,,) = 400 0 que
contradiz ®p x(un;) — Pk

Sendo X um espaco de Banach reflexivo, a menos de subsequéncia, temos
Up — Uy em X, (3.6)
Usando a imersao compacta de Sobolev,
Up = upy em L°(Q),1 <s <A™ (3.7)

e, portanto,

un(x) = upa(z) q.t.p em Q. (3.8)
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8un 8uk,)\

Afirmacgao 3.1 () q.t.p em  para todo i € {1,...,N}.

Demonstracao. Usando o Lema 3.3 com z = Vu,, e y = Vuy ) existe ¢, > 0 de modo que

/ (| Ve P) [ Vtn P2Vt — a(| Vet )| Vatrr P> Vatr, Vit — Vg
Q

> Cp/ |Vun - Vum|p. (39)
Q

Segue da convergéncia fraca em (3.6) que

/ o[V [P) Vi [P — / [Vt |P)| Vi P2Vt Vi + 0 (1)
Q Q

> cp/\Vun—Vuk,,\]p (3.10)
0

onde o, (1) = / (VA |P) Vit P2Vt n ¥ (1t — ) .
Q

Da convergéncia (3.7), a menos de subsequéncia, existe h € L*(Q2) tal que

lun(x)| < h(z) q.t.pem Q

un(x) = upa(z) q.t.pem €.

Da continuidade da funcao fy

Si(un(@))un () — fr(un())upa(z) = frlupa())upa(z) — frlupa(z))upa(z)

ou seja,
S (un (2))un () — fi(un(x))uga(z) — 0.
Note que
| fie(tn (@) un (@) = fr(un(@))wen(@)] < | fr(un(@))un(@)] + [ filun (@) ues ()]
< [ fe(un(@))[|un(@)] 4 | fro(un (2))] ik (2)]
< Clug(z)| + Cluga(x)].

60



Como |uy(x)| < h(z), segue-se que
| fi(tn () )tn (@) = fio(un(2))ura(@)] < Ch(z) + Clura(@)] € LH(9Q).

Deste modo, podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e concluir

que

/Q(fk<un<x>)un<x) — fi(un(2))up () — /Q(fk(uk,x(fc))uk,A(ﬂf) — frluga(z))upa(z)) =0

isto é,
/fk:(un)un - / fk(un)uk'A = 0,(1).
Q Q

Assim,

)\/ka(un)un — )\/ka(un)uk’,\ = 0,(1). (3.11)

Entao, de (3.9) e (3.11)
0<ec, / Vit — ugal? < @y ()it — o (un)tir = 00 (1), (3.12)
Q

visto que (u,) é limitada e ¢ uma sequéncia (PS)gx . Consequentemente,

6un 6uk7,\

(x) em LP(Q)

(,;Ln (x) — ;LM () q.t.p em Q para todo i € {1,..., N} concluindo, assim,
Li L

a demonstracao da afirmacao.

mostrando que

Afirmacao 3.2 uy ) ¢ um ponto de minimo global para o funcional @5 em X.

Demonstracgao. Segue-se da continuidade da func¢ao a e da Afirmacao 3.1 que

Oun
8951-

8uk,,\
8:@-

a(| Vi (2)[7) [Vt (2) P72 2 () = al [V (2) ) Vg (2) 72— (@) (3.13)
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q.t.p em Q. Por outro lado, da hipétese (K1)

8un

7

ou,,

(| Vet )] Tt 2 s

< 042|Vun\p_2

ou
sV nq—2
8371-‘ 5|V |

< oz2|Vun|p_1 + oz3|Vun|q_1.

Se a3 = 0 tem-se v = p e assim

ou,, |71
ox;

a(| Vg [) | Vg |72

/ Vu,|P < K,

pois nesse caso, |lu,|P = / |Vu,|? e (u,) é limitada em X. Se ag > 0, entao v = ¢ e assim
Q

J

_a_
ou,, |1
6%

a(| V)| Vg |72

< /[a2|Vun|p_1+oz3|Vun|q_l}qq1
Q

a(p—1)
Kl/\vw +K2/|Vun|q
—1)

< Ki|Qfet 1||un\|1“ + Ksllua|li

IN

< KO K 4 KK

pois (uy,) ¢ limitada em X e ||u,|| = ||unll1p + ||tn]l1,4- Isto nos mostra que

J

paratodon e Neie {1,...,N}.

8un

7

a(|Vun[") [V, [P~ <cC

Sendo v > 1 e 77_1 + % = 1 podemos usar o Lema de Brézis-Lieb (ver Lema A.l no

Apéndice) para concluir que

Oy, 0
/ AVt |P) |Vt P25 B / a(| Vg ) VAP 25520, v b e 17(Q)
Q 3% Q ’ ’ 8

e entao,

ou,, Oh 5 0uy ) Oh
/Q@(|Vun|p)|vun|p_2 oz, 0z, /Q@(|Vuk,x|p)|vuk,x|p 28—5?8@’ VheX.
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ou seja,
/ o[Vt ?) Vi -2V, Vi / (V) Vs 2V aVh, Y he X, (3.14)
Q Q
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos a convergéncia

)\/Qf(un)h — )\/Qf(uk)\)h, vV helX. (3.15)

Como

Py \(un)h = 0,(1), V h € X,

&, (1) = / o[Vt ) [Vt P2V 0, Vo — A / Flun)h
Q Q

fazendo n — oo segue de (3.14) e (3.15) que

/ a(\Vuk,,\\p)]Vuk7>\|p*2Vuk7AVh — )\/ f(uk,,\)h =0
Q Q

o que mostra que <I>§€7/\(uk7 x)h = 0 para todo h € X. Consequentemente, usando o Lema 3.2
ugx € X é uma solugao fraca do problema (P). a

Nosso resultado de multiplicidade é dado pelo seguinte Teorema:

Teorema 3.2 Para cada k € {2,...,m} existe Ay, > 0 tal que para todo \ > \j, temos

upx ¢ K1, (3.16)

onde

@k7A<uk7A> = %él)l{l <I>k7,\(v). (317)

Demonstragao. Mostraremos que existe Ay, > 0 e w € X, com w > 0 e [|w|le < ax tal que

(IDk.’,\(w) < @k_17>\(uk_17)\), V> )\k (318)
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e dai

(I)k,)\<uk’)\) < <I>k,17,\(uk,1’,\), V> A (319)

Isto nos permite afirmar, pelo Lema 3.2, que uy ) € ug_1, sdo duas solugoes distintas de (P).

Observemos que de (3.19) temos
bk,1 < Huw\Hoo < bk (320)

Com efeito, se fosse

0 S Uk S bk—l (321)

pela defini¢ao de F}, e da fungao truncamento observando a desigualdade (3.21) terfamos
Pp g a(up—12) < D1 a(up ) = Pra(ugn) (3.22)

contradizendo (3.19) e portanto (3.20) ocorre.

Provaremos agora a existéncia de w verificando (3.18). Temos da hipdtese (f2) que

0<a = F(b)— | nax F(s)
= F(by) — F(br—1) (3.23)
by,
= f(s)ds,
b1

onde F(s) = / f(r)dr. Assim, para todo 0 < u(z) < by q.t.p em  temos
0

Jo F (o) = [Jo F(br) — Jo F(u)]
Jo F(by) = [ (3.24)
= Jo F(bx) —al].

IA

Seja & > 0 e consideremos o conjunto aberto

Qs = {zx € Q;dist(z,00) < 6} . (3.25)
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Tomemos ws € C(2) com 0 < ws < by, e ws = by, sobre Q \ Q5. Assim,

Jo Flws) = fQ\m F(by) — fm F(ws)
= Jo Fbr) = Jo,[F(br) + F(ws)] (3.26)
> Jo F(br) = 2C[s],

onde C' = Jmax |F'(s)|. Consequentemente, para todo u € X com 0 < u < by temos de
S50k

(3.24) que
[ Fe = [ F+alg

e assim
/ F(ws) > / F(u) 4+ a|Q] —2C1Qs]. (3.27)
Q Q

Escolhendo 6 > 0 de modo que
n=a|Q —2C|%| >0
teremos de (3.27)

Bya(ws) — Bpralu) = }9 / LA(IVws]?) — A(Taf?)] - A / [F(wg) — F(u)]
]% /Q A(|Vews?) = M. (3.28)

IN

Isto mostra que para w = wz e A > 0 suficientemente grande temos

(I)k,)\(w) < q)kq,,\(ukq,,\)

provando assim o teorema. O

3.3 Condicao (fy) é necessaria

Nesta se¢ao, mostraremos que a condigao (f2) é necessaria para a existéncia de solugao fraca
u € X NL®Q) com ||ul|lew € [br, brr1). Para este fim, utilizaremos argumentos semelhantes

aos encontrados em [26]. Consideraremos somente o caso A = k = 1, pois os demais seguem-se
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de maneira similar. Além disso, vamos assumir a principio que f(0) > 0.

Observacao 3.1 Como a fungao a satisfaz a condigao (K1) e f a condigdo (f1), podemos

utilizar o Teorema 1 em [24] e concluir que as solugdes fracas em L (Q) sdo de classe C1(€2).

Lema 3.4 Seja u € CY(Q) uma solucio fraca nao negativa do problema (Py). Se f(0) > 0,

entdo u € positiva em ).

Demonstragao. Suponhamos por contradicao que exista zq tal que
u(zo) = 0.

Consideremos yy € €2, B.(yo) C Q com zo € IB,(yo) e g : R — R uma fungao continua,

estritamente decrescente em [0, 00), tal que g(0) = f(0) >0 e

vi=g (ﬁ> = inf g(s) > 0.

2 0<s<

Definamos agora a fungao b : B,(yo) — R por

b(x):=¢€ [e_lﬁ|2 —et (3.29)
onde € > 0 ¢é suficientemente pequeno tal que
sup |div(a(]Vb[P)|Vb[P~2Vb)| < 7. (3.30)

Br(yo)

Deste modo, a fungao b é uma subsolucao do problema

—div(a(|VoP)[Vo[P?Vu) = g(v) em  By(y),
v = 0 sobre 0B, (yo)

(3.31)

e assim, para todo ¢ > 0 em X, obtemos

/B'( )(a(|Vb|p)]Vb]p’2Vb—a(|Vu\”)|Vu|p’2Vu) wg/ [g(b) — g(u)]p.  (3.32)

B,-(y())
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Consideremos B,.(yo)™ = {z € B,(y);b(x) > u(z)}. Em vista do Lema 3.3 e fazendo

¢ = (b—wu)", temos
0< / (a(|VB")|[VOIP2Vb — a(|Vul?) [ VulP*Vu) (Vb — Vu).
B7'(y0)+
Desde que a fungao g é decrescente entao g(b) — g(u) < 0 e assim,

[ o) = glt-w <o

Desta maneira,

0 < / (a(|VO]")|VBP~2Vb — a(|Vul?)|[VulP*Vu) (Vb — Vu)
B

IN

9(b) = g(u)}(b —u)

<0

mostrando que B,(yo)t = () e, portanto, u(z) > b(x) em B,(yp). Como u(xg) = b(xg) =0 e

b >0 em B,(yo) segue da definigdo de derivada normal exterior

@(mo) = lim b(zo + tn) — b(o) = lim —b(xo + )
877 t—0— t t—0— t
TG )
t—0—
ou
= a—n(mo)-
Logo,
ou ob
et < 22
a77(%0) < an(f’fo) <0

implicando que |Vu(zg)| # 0 o que contradiz o fato de u(xy) = 0 ser um valor minimo de u

em ).
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Vamos agora considerar B a bola aberta com centro 0 € RY e QO C B. Definamos a
funcao
u(z) se x€Q,
0 se x€ B\

a(r) =
Sendo 2 um dominio limitado temos
a € X(B) := W, (B).
Lema 3.5 « é uma subsolugao do problema

—div(a(|Vo|P)|VoP=2Vv) = f(v) em B,

(3.33)
v = 0 sobre 0B.

Demonstracgao. Para cada n € N definamos

1
Up(2) = nmin {u(:c), —} ,x €
n
onde u é como no lema anterior. Pela definicao de v,, segue-se que

<
L u(z) >

Up () = ’

S Sl

v Ov,
Consideremos a func¢ao w € C*(Q2),w > 0. Entao wv,, € X e sendo v uma solugao fraca

de (P)\)

e assim, > 0, ou seja, VuVuv, > 0.

[ v vup v o) = [ e,

ou ainda,

/ wal|Vul) VP2 VuVo, + / ona(| V) Va2 Vuvew = / Flwon.  (3.34)
Q Q Q
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Como 0 <wv, <1lew, —1q.t.pem () segue-se do Teorema da Convergéencia Dominada de

Lebesgue e de (3.34) que

/ o(|Val) | Va2Vave — / o |Vul?) | Va2V uVew
B Q

= lim [ vea(|Vul?)|VuP?*VuVw

n—-+o0o Q

~ lm_ < / Flu)won— / wa(|Vu|p)|Vu|p2VuVUn>

< lim W
n—-+4oo Q

- o o

onde na udltima desigualdade usamos o fato de f(0) > 0 provando assim o lema. a

Teorema 3.3 Suponhamos que f(0) > 0. Se (P\) possui uma solug¢do fraca nao negativa

u € L®(Q) tal que ||ul| € (b1, bo], entdo

b2

f(s)ds > 0. (3.35)

by

Demonstragao. Seja 3(z) = by, V x € B. Assim,

—div(a(|VBPP)VBP2VB) = f(B) em B,
6 > 0 sobre 0B,

(3.36)

assim  é uma supersolugao de (3.33). Como « é uma subsolucao de (3.33) entdo a < 5 e
usando o fato que ||ul|o € (b1, bs], temos uma solugao maximal @ em [« /5]. Para cada solugao

v de (3.33) com

alz) <wv(z) < B(x),

temos v < u. Este fato, nos permite afirmar que u é radialmente simétrica. De fato, suponha
por contradi¢ao que x1,z2 € B com |x1| = |z2] e U(x1) < U(z2). Seja A uma matrix ortogonal

N x N tal que x9 = Az e considere u(x) = u(Az). Entao,

Viu(zr) = ATVu(Az), Vo € B.
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Sendo x — Az uma isometria, temos
\Viu(x)| = |ATVE(Az)| = |Vu(Az))|.
Mostraremos agora que u é uma solugao fraca de (3.33) e para isto provaremos a igualdade
/Ba(\VﬂV”)\Vﬂ\p_ZVﬂVh = /Bf(a)h, VY he X(B).

Fazendo ¢(x) = h(ATz) € X(B), usando a defini¢do de u dada acima e fazendo a mudanga

de varidavel y = Ax temos

/B o[V | VP 2VaVhdz
= /B a(|Vu(Az) ") | Vu(Az) P> ATVu(Az) (ATV(Az)) do
= [ aVa) IVt V) V()| det Aldy
= [ st
= [ @A) AN )y
= [ r@an) o) dec A7) da
= [ r@@nis

como queriamos mostrar. Sendo « e u duas solugbes resultantes o problema (3.33) admite
outra solucao u tal que

max{a,u} <u < p. (3.37)

Desde que, @ é solu¢ao maximal em (a, ), concluimos de (3.37) que
u(xy) > ul(xy) > u(xy) = u(xe) > u(xy),

o que é uma contradicao. Entao, u é radialmente simétrica.
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Vamos agora considerar a fungao u : [0, R) — RT de classe C* dada por u(r) = u(|z|) =

u(z). Como

r=lz]=q/at4 .. 42 = (2. 4222
entao temos
or — 1(:['2 + +ZE2)_1/2(2 ) Li _ T
or; 21 " Yol e
Sendo u(r) = u(z) entdo
Ju , L or N
o, g~V
e
|Va| = |u|.
Para cada v € C§°(0, R) facamos
wir) = 200 e (0, B) and w(0) = 0,

)
TN_l

e definamos 7(z) = v(|z|) e W(x) = w(|x|). Sendo u é uma solugao fraca de (3.33) temos
/ a(|ValP)|Va|P~*VaVwds = / f(@)wda.
B B

Desde que

ow 1 Lj ’
=w— e |Vu| = |w
= e V] = o

entao integrando de 0 a R temos

R R
/ a(|u'|P) | [P~ w'r N T dr = / fw)wr¥"dr.
0 0

Substituindo w = TN%lv ew = TNl,lv’ — (]\;;1)1) na igualdade anterior temos
R R
1 N -1 1
/ a(|u'[P) o/ [P~ ( N_lv' — ( ¥ )v) PN ldr = / f(u) N_lm“N—ldr.
0 r r 0 r
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Assim,

R R (N o 1) R
/ a(|u'|P)|u' [P~ %'V dr —/ . a(|u'|P)|u' [P~ vdr :/ f(uw)vdr,
0 0 0

para todo v € C°(0, R) o que mostra que u é uma solugao fraca de classe C1(0, R) da equagao

N -1

=0 (a(lu' ")/ ["" ') = ——a(ju'[") /[P~ + f(w). (3.38)

Desde que a e f sao funcoes continuas temos que o lado direito da igualdade acima é continuo
e, portanto, a derivada distribucional denotada por 0 é uma derivada classica e u é uma
solugao classica de (3.38). Como u é radialmente simétrica temos u'(0) = 0 e entao u é uma

solugao classica de (3.38) e verifica u/(0) = 0 = u(R). Seja o € [0, R) tal que
u(rg) = max{u(r) : r € [0, R)}.

Multiplicando (3.38) por «’ e integrando temos

T T'N_l T
|~y = [ S Laqepltn+ [ s
70 To

T0

Assim
- / ([l ) ' P=20 4 (o P2’V a ([ [P)) o
To
T /\p 7
= =1 [CalemEE s [,
To r To
e, portanto,

— ((p— 1)/ a(|u']p)\u']p2u'u"dt+p/ a’(|u’|p)]u'|2p2u’u”dt>

To To

- =1 [ aup)

To

= [ swar

P

—dt
t
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para todo r € (0, R). Sendo u(ry) > b; podemos escolher r € (0, R) tal que u(r) = b;. Logo,

h W (r)
Ftydt = —/ [(p = Da(ltP) + pa'(|tP)[7] ¢~ dt
u(ro) 0
- wenf ooVt

Segue da hipétese (Kq)

(' ()72 > 0
d (tP)pt = + (p — )P a(t?) > 0
73 (a' (#)pt? + (p — 2)a(t?)) > 0

Desde que t > 0 entao da desigualdade acima temos
a (P)pt? + (p — 2)a(t?) >0, Vt>0.

Assim, como

(N —1) /Ta(\qu) P g <o

T0o t

u(ro)
/ F(#)dt > 0.

by

entao

Sendo f < 0 em (b, 1] entao u(rg) € (c1,bs] e f é ndo negativa em [u(ry), bo]. Portanto,

b

u(ro)
(s)ds > / f(s)ds > 0.

by by

O

Observagao 3.2 A condi¢ao f(0) > 0 no Teorema anterior pode ser removida. De fato,
suponhamos que f(0) <0 eu € X NL¥(Q) € uma solu¢io nao negativa de (Py) de modo

que |||l € (b1,b2]. Definamos uma funcao continua ¥ tal que f(O) >0,f>fem [0,b4] €
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]?: f em [by,00). Entdo u € uma subsolugdo de

~

—div (a(|VulP)|VulP2Vu) = f(u) em
0 sobre 0S2.

u =

Usando novamente (x) = by como supersolu¢ao temos uma solug¢ao u verificando u < u <

bs. Procedendo como na primeira parte da demonstragao com f no lugar de f obtemos

bo bo -
f(s)ds = f(s)ds > 0.
b1 bl
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Apéndice

A

APENDICE

Neste apéndice, enunciaremos alguns resultados importantes utilizados ao longo do

nosso trabalho.

Teorema A.1 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lesbegue) Seja (f,) uma sequéncia
de fungoes integraveis que convergem em quase todo ponto para func¢ao mensurdvel f. Se

existe uma funcao integrdvel g tal que

lful <gVneN

/ fdp = lim / fm

entdo f € integrdvel e

Demonstracao. Ver [4].

Teorema A.2 (Desigualdade de Hélder) Sejam f € LP(Q) e g € LP(R2), onde 1 < p < 400
e 713 + % = 1. Entao,

fae LNQ) e [fglr < |flplglq

Demonstracao. Ver [4].

Teorema A.3 Seja X um espac¢o de Banach reflexivo. Se (x,) € uma sequéncia limitada

em X, entdo existem uma subsequéncia (v,;) C (z,) e v € X tais que

T, =2 em X.
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Demonstracao. Ver [4].

Teorema A.4 Sejam (f,) uma sequéncia em LP(2) e f € LP(QY), tais que
fo— fem LP(Q).

Entao, a menos de subsequéncia,

(1) fu(z) = f(x) g.t.p em Q

(2) |fa(2)] < g(z) q.t.p em Q,onde g € LP(Q).
Demonstragao. Ver [4].

Lema A.1 (Brezis e Lieb ) Seja Q um subconjunto aberto do RN e (f,) C LP(Q), f € LP(Q)
com p > 1. Suponha que f,(x) — f(z) q.t.p. em Q e que eziste C' > 0, tal que

/\fn|pdx§0, VneN.
Q

Entao,

/fnwdx — /f(pd:v, Ve LI1Q),
Q 0
1,1 _
onde, = 1.
Demonstracao. Ver [4].

Teorema A.5 (Principio Variacional de Ekeland) Seja V' um espa¢o de Banach, F :
V — RU{oo} uma funcio Gateauz diferencidvel, semicontinua inferiormente e limitada
inferiormente, tal que

—o0 < infF < +oo.

Entao, para todo € > 0, para todo u € V tal que F(u) < infF + €, para todo A > 0, existe
v eV tal que
F(v) < F(u), lo —ul| <X e [[F'(0)]« <

> o™
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Demonstracao. Ver [16].

Teorema A.6 (Minty-Browder) Sejam E um espa¢o de Banach reflexivo e A : E — E*

uma aplicacao nao-linear continua tal que

<A’U1 — AUQ,Ul — UQ) > 0, A v,V € B, vy 7é Vo

A
lim (Av, v)

= = +o0.
Jol—+oo V]|

Entao para todo f € E* existe uma unica solu¢ao u € E da equacao Au = f.

Demonstracao. Ver [4].

Proposicao A.1 (Desigualdade de Hardy- Sobolev) Sejam Q0 um conjunto aberto limitado

de classe C' e 1 < p < oo. Seja d(z) = dist(x,00) entdo existe uma constante C tal que

‘ u
d

< C|Vul,, Y ueW,?(5).
p

Demonstracao. Ver [4].
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