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Vigas de Timoshenko aplicadas para duplos nanotubos e Sistema Elastico
Poroso Nao Linear: Analise Assintéotica e Numérica

por Marly dos Anjos Nunes

No presente trabalho, mostramos que existe um niimero que caracteriza a estabilizacao do
sistema duplo nanotubo- Timoshenko. Introduzimos ao modelo dissipagoes do tipo atrito
atuando nos declives dos tubos e no deslocamento lateral do tubo externo. Identificamos
que o sistema de vigas de Timoshenko associado ao nanotubo de parede dupla possui as
— P

duas velocidades caracterfsticas do sistema cldssico de Timoshenko v} := Z—f e vl =

Sendo assim, mostramos que o sistema é exponencialmente estavel se, e somente se,

P2 P1 2 P2 P K1
2_A —Cryby (2L ) =L 20,
b1 K1 ¢ M e (bl /il) b1 ?é

Caso contrario, provamos que o modelo é polinomialmente estavel com taxa étima de
decaimento. Para certificar nossos resultados analiticos realizamos um estudo numérico
do sistema dissipativo utilizando o modelo totalmente discreto em diferengas finitas.

Paralelamente, estudamos a estabilidade assintética de solugoes para um sistema de
evolugao elastico poroso com dissipagoes localizadas nao lineares atuando sobre o des-
locamento e a fracao de volume. Com ajuda do método introduzido por Daloutti [15] e

algumas novas observagoes, provamos a estabilidade assintética.

Palavras-chave: Sistemas Duplo Nanotubo- Timoshenko; estabilidade exponencial; de-

caimento polinomial; diferencas finitas; sistema eldstico poroso.
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Beams of Timoshenko applied for dual nanotubes and Systems Porous
Elastic Nonlinear: Asymptotic and Numerical Analysis

by Marly dos Anjos Nunes

In this paper, we show that there is a number that characterizes the stabilization of the

double nanotubo- Timoshenko system. We introduced the dissipation model type friction

acting on the slopes of the pipes and the lateral displacement of the outer tube. We found

that the Timoshenko beam system associated with the dual-wall nanotube has the two
2

characteristics of the classical system speeds Timoshenko v} := e V3= %. Thus, we

show that the system is exponentially stable if, and only if,

P2_p1 Hg_eﬁlbl(@_&):ﬂ%o.

by Ky by K
Otherwise, we prove that the model is stable polynomially with optimal rate of decay. To
make our analytical results conducted a numerical study of the dissipative system using
fully discrete model in finite differences.
In addition, we studied the stability asymptotic solutions for a porous elastic evolution
system with non-linear localized dissipation acting on the displacement and volume frac-
tion. With the help of the method introduced by Daloutti [15] and some new observations,

we prove the asymptotic stability.

Keywords: Double Nanotubo- Timoshenko systems; exponential estabilidad; polynomial

decay; finite differences;porous elastic system.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracoes Gerais e Motivacoes

Tecnologias modernas com aplicacoes a ciéncia requerem modelos matematicos de sélidos
que facilitem o calculo das deformacoes e tensdes com precisao e sem excessiva analise ma-
tematica. O modelo a ser utilizado, tipico e fundamental na area da estrutura mecanica,

torna possivel atingir este objetivo.

A viga é um dos modelos fundamentais de pequenas oscilagbes em estruturas eldsticas
e pode ser definida estrutura delgada ou nao-delgada. Uma viga ou barra delgada sao
sé6lidos homogéneos cujo comprimento é grande comparado com as dimensoes de sua
seccao transversal. No caso em que a espessura ¢ da mesma ordem de grandeza da altura
e, estas sao bem menores que o comprimento, as vigas sao designadas vigas finas ou vigas

nao-delgadas.

Utilizada em uma variedade de aplicagoes na area da engenharia, as vigas nao-delgadas
sao solicitadas essencialmente devido a flexao. Sejam elas usadas em hélices de he-

licopteros, asas de avioes, satélites flexiveis, trilhos de trens, etc.

Sistemas matemaéticos que governam a dinamica de estruturas flexiveis do tipo vigas
sao bem estabelecidos na literatura matematica e engenharias. Um relato histérico de-
talhado e interessante sobre o problema de flexao de vigas é dado por Timoshenko [56],
tendo como suporte os trabalhos de Galileo Galilei (1564-1642), o qual descreve os refina-

mentos sofridos pelas teorias de vigas por Leonhard Euler (1707-1783), Daniel Bernoulli
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(1700-1782), Augustin de Coulomb (1736-1806), Saint-Venant (1797-1886), Siméon-Denis
Poisson (1781-1840), Gustav Kirchhoff (1824-1887), Rayleigh e pelo préprio Timoshenko
(1878-1972).

No século XVIII, o modelo de Euler-Bernoulli incluiu a energia potencial devido a
flexao, efeito esse reconhecido pelos primeiros pesquisadores ser o mais importante em
uma viga vibrando transversalmente, e a energia cinética devido ao deslocamento late-
ral. Primeiramente, Jacob Bernoulli (1654-1705) descobriu que a curvatura de uma viga
elastica em qualquer ponto é proporcional ao momento flexural naquele ponto. Daniel
Bernoulli, sobrinho de Jacob, foi quem formulou a equagcao diferencial do movimento de
vibragao de uma viga. Posteriormente, a teoria de Jacob Bernoulli foi aceita por Leo-
nhard Euler em suas investigagoes da forma das vigas elasticas sob diversas condigoes de
carregamento. Muitos avancgos sobre curvas elasticas foram obtidos por Euler, conforme

discutido em Timoshenko [56].

A derivacao das equacoes de campo para torcao, extensao e flexdao em vigas que utili-
zam conceitos da mecanica dos materiais esta baseada sobre hipdteses cinematicas e sobre
a natureza do campo de deformacao. Estas hipdteses basicas satisfazem os quatros mode-

los (Euler-Bernoulli, Rayleigh, Vlasov e Timoshenko) que explicitaremos posteriormente.

A hipotese cinematica fundamental para a teoria classica diz que a seccao transversal
planar mantém sua forma e permanece perpendicular ao eixo do centroide a medida que a
viga é deformada. Com isso, a rotacao é pequena, isto é, o angulo de rotacao é pequeno tal
que as hipoteses para pequenos angulos podem ser assumidas. Por outro lado, resulta que
para vibragoes flexurais, o momentos fletor depende somente do deslocamento transversal
e da forga de cisalhamento. Além disso, a dimensao na direcao axial é consideravelmente
maior que nas outras duas e a area da seccao transversal é simétrica, tal que os eixos

neutro e central coincidam. O material é linear e elastico, desprezando o efeito de Poisson.

O movimento de estruturas com parametros distribuidos é descrito por varidveis de-
pendendo tanto do tempo quanto do espaco. Desta forma, o movimento é governado

por equagoes diferenciais parciais (EDPs) e por condigbes de contorno a serem satisfei-

M.A. Nunes P.D.M - UFPA
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tas. Estas equagoes governantes e/ou de movimento podem ser obtidas de duas maneiras:
Formulacao Newtoniana, através do balango de forcas ou com o uso da Formulacao Hamil-
toniana relativa a principios variacionais. Neste trabalho, a derivacao sera feita segundo
o Principio extendido de Hamilton [I7, I8, [43], o qual estabelece a estacionariedade da

funcao
tp
J:/ (K—=V+W) dr, (1.1)
ta

onde X ¢é a energia cinética, V é a energia potencial e W é o trabalho realizado pelas forcas
externas. A integral assume um valor estacionério descrito pela fun¢ao ¢ = p(t, x), isto

é, a derivada de Gateaux do funcional J deve obedecer

5 =lm - —0, (1.2)

para perturbagoes ( tais que ((t,,x) = ((ty,2) = 0. E comum encontrar na literatura o
simbolo ¢ que indica variagbes infinitesimais de variaveis envolvidas. Assim, d¢ refere-se

a variacao ( da variavel .

A seguir veremos os quatro principais modelos para vibragoes transversais de vigas
uniformes: Euler-Bernoulli, Rayleigh, Vlasov e Timoshenko. Seguindo esta ordem, re-
alizaremos uma discussao para se obter as equacoes de movimento para cada modelo
derivadas por meio do principio variacional de Hamilton, dando énfase ao modelo de Ti-

moshenko.

A teoria de Euler-Bernoulli, também conhecida por teoria classica do estudo de vi-
gas, ¢ a mais comumente utilizada, por descrever respostas de vigas eldsticas fornecendo
aproximagoes razoaveis para muitos problemas. Esta teoria data do século XVIII e des-
considera o acoplamento entre o movimento transversal e o giro numa viga. Derivagoes

detalhadas deste modelo podem ser encontradas em [19, 26, [32].

O modelo de Euler-Bernoulli inclui a energia potencial devido a flexdo e a energia
cinética referente ao deslocamento lateral. A equacao de movimento do modelo usando

o principio de Hamilton é obtida utilizando a energia potencial de uma viga uniforme

M.A. Nunes P.D.M - UFPA
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devido a flexdo

1 L 8290 2
V= 5/0 EI (61:2) dz, (1.3)

onde F denota o médulo de elasticidade, I o momento de inércia da seccao transversal
sobre o eixo neutro, ¢ = (¢, ) a deflexao transversal em relagao a posigao axial x e ao
tempo t e L o comprimento da viga.

A energia cinética devido ao deslocamento lateral é dada por

1 [E Oy
Kep = 5/0 pA (825) dx, (1.4)

onde A representa a area da seccao transversal e p a densidade da viga.

O Lagrangeano, definido por £L = K — 'V é dado por

L= %/0 pA (aaf) — EI (g;) ] dz. (1.5)

O trabalho realizado por forcas transversais nao-conservativas por unidade de compri-

mento f(t,z) na dire¢ado do deslocamento transversal p(t,z) é dado pela expressao

W= /0 F(t2)o(t, )da (1.6)

Substituindo as expressoes (1.3), (1.4) e (1.6) em (1.1), com £ — 0, integrando por par-
tes e lembrando que ((¢,,x) = ((ty, ) = 0. Como ( é arbitrério, exceto onde as condi¢oes
de contorno sao dadas, obtemos a seguinte equacao diferencial parcial de movimento

4

2
pA%—;O(t x) + E[%(t x) = f(t,x), (1.7)

satisfazendo as condigoes de contorno

3 L
p1® :0 e —EIZY 0% a¢|”

ox3 0x2 Oz 0 =0 (1.8)

. ., Oy o
Fisicamente, a varidvel ¢ denota o deslocamento, I representa a inclinacao ou curva-
X

0
£ 0 momento fletor e a -2 representa o cisalhamento. Além disso, ( = 0 ou —C =0

ox

tura, a

significa que o deslocamento ou a inclinacao é zero.

M.A. Nunes P.D.M - UFPA
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A teoria de Rayleigh representa um avango em termos de modelagem em relagao a
teoria de Euler-Bernoulli por adicionar o efeito de inércia rotatéria da seccao transversal

[18]. A energia cinética referente a esta rotacao é dada por

1 L 82(,0 2
X, = 5/0 pl (825895) dx. (1.9)

Somando a equagao acima com (1.4) e usando (1.3) formaremos o Lagrangeano, e

combinando com a equagao (1.6), utilizando o principio de Hamilton, obtemos a equagao
de movimento dada por
2 34

8 d'p ®
W(zﬁ ) +EI8 () — [8t2(9:1:2 (t,x) = f(t, x), (1.10)

com as seguintes condigoes de contorno a serem satisfeitas
L
D P

0% 0¢|"
Sk L) BISE — pI -
g or), 0 ¢ Flow ~Plomart| =0

onde fisicamente ET ‘33‘0 — pI-272 representa o cisalhamento.

t2a
O modelo de Vlasov adiciona o efeito da distor¢ao de cisalhamento a teoria de Euler-
Bernoulli, porém nao inclui o efeito de rotagao da secgao transversal. Para isto, introduz-se
novas variaveis v, o angulo de rotacao da seccao transversal devido ao momento fletor e
B, o angulo de distorcao referente ao cisalhamento. O angulo total de rotacao é aproxi-
madamente a inclinacado dada pela primeira derivada do deslocamento [19], isto é,

92 1 2). (1.11)

Ut 2) + B(t,7) =

Assim, a energia potencial devido a flexao, dada pela equagao (|1.3), é modificada de

modo que
1 (92/1
Vi=— EI d 1.12
e a energia potencial referente ao cisalhamento é dada por
1 dp 2
Veis =5 | kGA dz, 1.13
2 /0 (8x ) v ( )

onde k é um fator de cisalhamento relacionado a forma da seccao transversal da viga e G

M.A. Nunes P.D.M - UFPA
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é o modulo de cisalhamento.

O trabalho devido a forcas e momentos nao-conservativos é dado por

W:/O f(t,x)@(t,x)dw—i-/o g(t, x)(t, x)dx. (1.14)

Combinando a equagao ([1.4) com (1.12) - (1.13) formaremos o Lagrangeano e, usando

a formulacao hamiltoniana obtemos as equagoes de movimento

0278 0y~ haal (0—% 7) - w<t,x>) — f(t),

ot? Oz \ Ox
0? )
E]a—;f(t, z) — kGA (a—i(t,x) — ¥t @) = g(t,x), (1.15)

com as seguintes condicoes de contorno

L
=0 e kGA(a—SO— )C

0_ ox

L
— 0, (1.16)
0

O
Bl

onde ET g—f é o momento fletor, kGA (g—;‘j — w) o cisalhamento e ¥ e ( representam va-

riacoes infinitesimais das variaveis ¢ e ¢, respectivamente.

Daremos énfase ao modelo de Timoshenko [54, [55], o qual propos uma teoria de vigas
que adiciona tanto o efeito de inércia rotatoria quanto o efeito de cisalhamento ao modelo
de Euler-Bernoulli.

A energia cinética de translacao e rotacao da viga de Timoshenko é dada pela expressao

1 [t oo\> 1 [ [ou\?

Substitui-se g—‘;’ por ¥ no termo da energia cinética usado no modelo de Rayleigh (1.9)
a fim de incluir apenas o angulo de rotacao devido a flexao, ja que assume-se nao haver
energia cinética rotacional associada com a distor¢ao de cisalhamento.

Combinando (1.17) com as equagoes (1.12) e (1.13) formaremos o Lagrangeano e este
incluird momento fletor, deslocamento lateral, inércia rotatéria e distorcao de cisalha-
mento. Para uma viga com carga transversal distribuida f(t,z) e momento ¢(t,z), o

trabalho nao conservativo ¢ o mesmo do modelo de Vlasov (1.14). Dessa forma, usando
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o principio extendido de Hamilton, obtém-se

bk 00\ o o Do 2
/ta/O A(E) +p[(8t) _EI<895) —kGA<%—w) dz dr

+ /tb [f(t,x)p(t,x) + g(t, z)(t, x)| de dT = 0. (1.18)

ta

Lembrando que ¥(t,,x) = Y(ty,x) = ((ts,x) = ((tp, ) = 0 e integrando por partes,

//2{ w—ﬂm(? )}‘Ff}édxdt
/ / { p%ff oz [Efg—ﬂ—kGA(gi )+g}llfdx dt
+/tu [kGA <——w) c] Odt—/ta {(E[g_i) ]

Como ¥ e ( sao arbitrarios, exceto onde as condig¢oes de contorno sao dadas, a equagao

encontramos

dt = 0. (1.19)
0

acima pode ser reescrita como as seguintes equagoes diferenciais parciais acopladas de

Pp 0 dp B
P ~ o0 {kGA (% —¢>] =/,

2y 0 [ o D B

movimento

com as seguintes condicoes de contorno

%y :0 e kGA(a“D )g

L
=0.

EI—VU
Ox 0

ox

Das condigoes de fronteira acima, podemos extrair quatro possiveis condicoes de con-

torno, porém utilizaremos vigas apoiadas em ambas as extremidades e/ou simplesmente

apoiadas.
el e0,5)=0
|, elLt)=0.

No presente trabalho faremos aplicagao para o caso da nanotecnologia que envolve de-
senho, construcao e utilizacao de estruturas em que ao menos uma dimensao caracteristica

¢ medida em nanémetros (107%m). Em particular consideremos aplicagoes para nanotu-

M.A. Nunes P.D.M - UFPA



CAPITULO 1. INTRODUCAO 10

Figura 1.1: Estrutura do Fulereno [47]

Figura 1.2: Nanotubo de multiplas camadas [14]

bos de carbono (Carbon Nanotubes- CNTs). Pesquisas sobre nanotubos de carbono tem
sido realizadas no campo da nanotecnologia desde que os mesmos foram descobertos em
1991 por lijima [25]. Este apresentou os CNTs com multiplas camadas (MWNTs- Mul-
tiple Walled Nanotubes) como produto colateral na obtencao experimental dos fulerenos
obtidos em 1985. O fulereno é uma estrutura fechada de carbono com formato de bola
de futebol (domo geodésico) composto por 12 pentdgonos e 20 hexdgonos, cuja féormula
molecular é Cg.

Devidos as propriedades eletronicas e mecanicas superiores dos nanotubos de car-
bono, eles tornaram-se o material mais promissor. Uma das aplicacoes dos nanotubos
com multiplas paredes esta voltada para o desenvolvimento de nanoatuadores sem atrito,
nano-motores, nano-rolamentos e nano-molas [29]. Recentemente vérias aplicagoes dos
CNTs tém sido discutidas, dentre elas, emissores de campo, forcas atomicas microscopicas,
preenchimento de nanotubos para materiais compostos e dispositivos eletronicos em na-

noescala.

Os nanotubos de carbono sao assim denominados devido a sua morfologia tubular,

macromoléculas cilindricas compostas de dtomos de carbono em um arranjo hexagonal
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Figura 1.3: Estrutura do nanotubo [47]

periédico com hibridacao sp?, semelhante ao grafite, em dimensdes nanométricas (Inm=
10m), podendo ter um tnico dtomo de carbono de espessura [22]. Os CNTs podem ser
construidos de uma tinica camada cilindrica de grafite ( SWNTs- Single Walled Nanotubes)
ou de multiplas camadas(MWNTSs).

Devido ao fator escala, os CNT's exibem propriedades fisicas, quimicas e bioldgicas bas-
tante vantajosas pelo fato de estar inserido entre a escala atomica e a escala macroscépica.
Extensivos estudos sobre essas propriedades foram realizadas, visto que as experiéncias
controladas na escala nano sao dificeis devido ao amplo espalhamento (wide scatter) nos
valores experimentais relatados e as simulagoes moleculares implicam em altissimo custo,
especialmente para problemas em grande escala. Por isso, os modelos elasticos continuos

se tornaram uma importante ferramenta no estudo de CNTs.

A maioria dos trabalhos nesta categoria estao voltados para aplicagao de modelos de
placas e vigas elasticas. No caso de vigas, destacamos o modelo de Euler-Bernoulli e o
modelo de Timoshenko. Como bem sabemos o modelo de Euler-Bernoulli desconsidera
os efeitos de cisalhamento e de rotacao e pode ser utilizado para anélise de um nanotubo
de parede tnica ou de nanotubos de multicamadas em uma relagao de aspecto elevado
(proporgao de comprimento para diametro). No entanto, é preferivel os nanotubos de
carbono mais curtos por evitar dobras indesejaveis e deformagao, neste caso a teoria de
Timoshenko pode ser mais exata. Por esta razao e pelo fato CNTs serem submetidos
a frequéncias extremamente altas (acima de 1THz), Yoon [63] considera questionédvel o

modelo de Euler-Bernoulli aplicados a CNTs.
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Figura 1.4: Double Walled Nanotubes (DCNTSs) [47]

Para nanotubos com multiplas paredes concéntricas (MWNTSs), os modelos eldsticos
continuos mais utilizados na literatura supoem que todos os tubos de MWNTs per-
manecam coaxiais durante a deformacao, podendo ser descrito por um unico modelo
de deflexdo. Entretanto, considerando nanotubos duplos (DWNTs- Double Walled Na-
notubes), onde os tubos sdo adjacentes, este modelo nao pode ser usado para descrever a

deflexao de estatica entre os tubos.

Para o modelo de feixe duplo, os tubos interior e exterior sao descritos por duas
curvas de deflexao individuais e nao coincidentes acopladas através de uma interacao radial
denominada forga de Van der Waals [12, 13], atuando entre as camadas dos dois tubos.
Em 2003, foi proposto por Yoon [64] que os encaixes dos tubos sejam considerados como
vigas individuais, assim cada um dos tubos interno e externo de DWNTs sao modelados
como uma viga elastica. Uma vez que os tubos de um carbono duplo sao concéntricos,
a interacao de Van der Waals ¢é nula, pois os tubos compartilham a mesma curva de
deflexao.

As equagoes de movimento governantes para o nanotubo de parede simples (SCNTSs),

seguindo a teoria de Timoshenko [54], sao dadas por

PP = Sz, (1.21)
p2thy = My + S, (1.22)

onde x ¢ a distancia ao longo da linha central da estrutura de viga, ¢ é o tempo, ¢

o deslocamento lateral, ¢/ é introduzido para medir a curvatura da seccao transversal
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devido a flexao. Aqui p; = pA e ps = pl onde p é a densidade, A é a area da secgao
transversal e I o momento de inércia da area da seccao transversal. Por S denotamos a
forca de cisalhamento e M é o momento fletor.

As leis constitutivas que usaremos sao

S = k(s — V), (1.23)
M =bhp,. (1.24)
Aqui b e k sao dados por b = EI e k = kGA onde E é o médulo de Young, G = ﬁ

exprime o moédulo de rigidez do cisalhamento, em que p é a constante de Poisson (0 <
< %) e k ¢ o fator de cisalhamento transversal. O valor de k£ depende de yu e varia entre
[0.6,0.7] para paredes circulares delgadas e de 0,9 para seccoes circulares transversais
solidas.

As equagoes constitutivas (1.23) e (1.24) podem ser substituidas nas equagoes de mo-
vimento (1.21) e (1.22), resultando no seguinte sistema unidimensional acoplado por duas
equacoes diferenciais parciais hiperbdlicas sem a presenca de qualquer mecanismo dissi-

pativo [54].

p1pw — K(pz — 1Y), =0 em (0,L) x (0,00), (1.25)
P2y — by — K(pr — ) =0 em (0,L) x (0,00). (1.26)

Na andlise de nanotubos de parede dupla (DWNTs) com o uso do modelo de viga
de Timoshenko, assume-se que os dois tubos possuem diametros interno e externo dy, do,
respectivamente, e sao de comprimento L.

Ao contrario da modelagem a qual considera que os dois tubos permanecam coaxiais
durante a deformacao, um modelo de dupla parede esta sujeito a pressao axial e a interacao
de Van der Waals, sendo este tltimo responsavel pelo acoplamento quanto a deflexao dos
tubos adjacentes [59, 62]. Assim, cada um dos tubos interno e externo de DWNTs sao
modelados como uma viga elastica de Timoshenko.

As equacgtes governantes para o tubo interno e externo podem ser escritas via modelo

de Timoshenko.
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Figura 1.5: Nanotubo de parede dupla [14]

proy — k() — M), — (@ — M) =0 em (0,L) x (0,00), (1.27)
oty — byl — k(o) — W) =0 em (0,L) x (0,00), (1.28)
psply — ra(p® — ), + C(p® — M) =0 em (0,L) x (0, 00), (1.29)
patlsy) — b — ky (o — @) =0 em (0,L) x (0,00), (1.30)

onde os subindices 1 e 2 referem-se as variaveis nos tubos interno e externo, respecti-
vamente e € é o coeficiente de Van der Waals. E considerado que cada tubo possua o
mesmo modulo de Young E = 1T Pa, médulo de cisalhamento G = 0,47 Pa, com razao

de Poisson de 0,25 e densidade de 2, 3g/cm?.

Diversos pesquisadores das areas da engenharia, fisica e matemaética tém alvejado es-
tudos com estruturas eldsticas, dentre elas vigas, placas e conchas, preocupando-se com
as propriedades das equagoes diferenciais. O interesse no ambito matematico incide sobre
a existéncia, unicidade e estabilidade de solucao, sendo este ultimo voltado para modelos
matematicos dissipativos, isto é, modelos que dissipam energia durante o movimento do

sistema.

O alvo do estudo da matematica se direciona a verificar se a dissipagao induzida por

algum mecanismo dissipativo ¢ forte o suficiente a fim de estabilizar o sistema e além
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disso, qual tipo de taxa de decaimento pode ser obtida. Sendo assim, estuda-se o compor-
tamento assintotico afim de obter um controle das solugoes do sistema, seja um controle

do tipo exponencial ou polinomial.

O Modelo de vigas de Timoshenko vém sendo amplamente estudado, sob a odtica
da estabilidade exponencial em estruturas elasticas [2], 8], 27, 39, 44], 49]. Diante disto,
mencionaremos agora alguns dos principais resultados presentes na literatura.

Considere abaixo as equagbes que regem as vibragoes mecanicas em uma viga sem a

presenga de qualquer tipo de mecanismo dissipativo estabelecidas por Timoshenko [54].

P1Pt — /{(sz + ¢):c =0, (1‘31)

P2 — Dy + K(pz +10) =0, (1.32)

onde p1 = pA, po =pl, k =kGAeb=FEI.

Em 1999, Soufyane [49] foi a primeiro a provar o decaimento exponencial de um modelo
dissipativo de viga de Timoshenko com apenas um mecanismo dissipativo localmente
distribuido e condigoes de contorno Dirichlet-Dirichlet, constatando que a propriedade de
decaimento exponencial das solugoes ocorre se, e somente se, as velocidades de propagagao

de ondas associadas ao sistema sao iguais, isto é,

b
x=—-2=o. (1.33)
P11 P2

Um grande ntmero de resultados interessantes sobre estabilidade exponencial de um
modelo de Timoshenko com efeito dissipativo em apenas uma equacgao foram estabeleci-
dos, desde xy = 0. Munoz Rivera e Racke [38], em 2003, consideraram um caso linear com
dissipacao a;(a > 0), no qual constataram que a energia de solugoes decresce exponen-

cialmente se, e somente se y = 0.

Resultados andlogos, foram obtidos por Rivera e Ferndndez [39], Khodja [3] e Al-
meida Junior [2]. O primeiro em 2008, estudou o sistema de Timoshenko com histéria em
condigoes adequadas sobre as funcoes de relaxamento. Em 2003, o segundo considerou
um mecanismo dissipativo do tipo memoria agindo na equacao das rotagoes angulares,

e o terceiro estudou o sistema com um efeito dissipativo linear atuando na equacao do
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deslocamento transversal. Para tais trabalhos, o decaimento exponencial esta relacionado

com a igualdade entre as velocidades de propagacao de ondas do sistema.

Motivado pelos resultados presentes na literatura em estabilizagao de sistemas dissipa-
tivos unidimensionais de Timoshenko, consideremos as leis constitutivas dadas por (1.23)
e (1.24), as equagoes de movimento governantes (1.21) e (1.22) e mantendo em mente o

sistema (1.27)-(1.30) podemos reescrever as equagoes (1.27)-(1.30) como

proy) — k(0 — M), —€(p® — M) =0 em (0,L) x (0,00), (1.34)
potiy) — bl — k() — M) + ) =0 em (0,L) x (0,00), (1.35)
psoty) — k(0P — @), + (@ — o) + anp” =0 em (0,L) x (0,00),  (1.36)
patiss) — bp® — k(0 — @) + azy? =0 em (0,L) x (0,00),  (1.37)

Observe que no sistema acima, introduzimos dissipacoes lineares ombt(l), Qo 4,01(52) e a3@/)§2)
com Ozlwt(l) e oz;z,@bé?) atuando nas equagoes da curvatura e a2<,0£2) na equacao referente ao
deslocamento lateral do tubo interno. As fungoes positivas a;,7 = 1,2, 3, satisfazem

a; > a > 0.

A partir disto, surgem diversas perguntas: existe um nimero que determine a as-
sintotica de solugoes? Qual? O que acontece em termos de estabilizacao do sistema
(1.34)-(1.37) quando esse nimero a determinar for igual a zero? Sabe-se que dois meca-
nismos dissipativos no sistema classico de Timoshenko, obtém-se estabilidade exponencial
independente se as velocidades de propagacgao de ondas sao iguais ou nao. Qual o minimo

de dissipacao que o sistema pode ter para se obter estabilidade exponencial?

Agora vamos mencionar alguns dos poucos resultados matematicos que envolve estru-
turas elasticas do tipo vigas de Timoshenko aplicados a nanotubos de carbono. Em 2006,
Costa em sua tese [14], desenvolveu um estudo a respeito das excita¢oes harmonicas e
variadas condigoes iniciais simuladas para varios tipos de vigas eldsticas de Timoshenko,
através da resposta fundamental, ou funcao de Green de valor inicial, e da andlise mo-
dal. Aplicagoes sao feitas para o caso de plataformas off-shore modeladas segundo as

teorias de Euler-Bernoulli, e de Rayleigh e a lei de Morison, é proposta uma extensao a
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teoria de Timoshenko. E para nanotubos de carbono, os modos de vibragao do modelo
de Vlasov sao determinados através de limite dos modelos correspondentes ao modelo de

Timoshenko.

Em 2009, Silva,C.M. abordou em sua dissertacao [47] a questao das vibragdes em um
nanotubo de carbono com paredes duplas, sob a influéncia de forcas intermoleculares,
considerando o modelo estrutural da viga de Timoshenko sujeito ao efeito de Van der

Waals.

1.2 O Valor e o sinal da forca de Van der Waals

Os nanotubos de carbono (NTCs), constituindo o modelo de Timoshenko, foram sub-
metidos a simulacao de dinamica molecular, onde as energias de interacao entre os NTCs
foram calculadas para 10 ps (pico segundos) de simula¢ao. O método utilizado foi o da
Mecanica Molecular + (MM+), a qual é fundamentada na mecanica newtoniana. Toda a
simulagao foi realizada no software Hyperchem 7.5 [24]. A figura apresenta a forga de Van
der Waals do sistema versus tempo, calculadas durante a simulacao. Pode-se verificar
que de 0 até 7 ps os resultados apresentam muitas flutuacgoes, devido as nanoestruturas
se encontrarem ainda em fase de ajuste térmico, buscando o comportamento vibracional
natural do sistema. A partir de 7 ps, a forga de Van der Waals fica consideravelmente
mais estavel, tendo valor médio de —2,05.107'1° N mostrando que o comportamento, apés

este instante, passa a ser proximo do que a literatura preve.

Figura 1.6: Modelo de Timoshenko simulado no software Hyperchem 7.5.
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Figura 1.7: Forca de Van der Waals versus Tempo.

Agora, analisaremos a seguinte equagao e seu respectivo grafico na figura 1.8 para

verificar qual o sinal da for¢ca de Van der Waals.

VAN DER WAALS INTERACTTON

¢  § e el

€ ~02kcal/mel, ¥o =2ZSA

= @ Same form for all atoms.
& Short —range
L%: Yo 'anlmgtfarn!wg:mhmk.
| \%;I:iu
—— Separekion ,

Figura 1.8: Van der Waals

U(r) representa a for¢a de Van der Waals e r a distancia entre as paredes dos tubos.

12 6

Analisando a equacao observe que (TTO) tende mais rapido para zero a que (’%)
quando r — o0, sendo assim o grafico na figura 2 fica abaixo de zero para depois

estabilizar. Agora, observando o grafico da figura 3, se tomarmos r; < ry teremos repulsao
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entre as paredes e o sinal da forca de Van der Waals serd positivo, caso contrario escolhendo
r1 < T, 7o < Io temos a atragao dos tubos e a forga admite sinal negativo.

Agora, iremos mencionar alguns resultados presentes na literatura em estabilizagao de
sistemas porosos-elésticos dissipativos. Em [35] R. Quintanilla estudou o sistema
quando g; = 0 e ¢ga(s) = 7s com as(x) = 1. Usando as condigoes de contorno do tipo
Dirichlet-Neumann, ele provou que o sistema resultante nao é exponencialmente estavel.

Ja [34] A. Magana e R. Quintanilla consideraram o seguinte sistema:

PUyy — Uz — bp — YUgee =0 em (0, L) x (0, 00),
T — 0py + by +EPp+ 7 =0 em (0,L) x (0,00),
uw(0,t) = u(L,t) = ¢,(0,t) = ¢ (L, t) =0, >0, (1.38)
(U(I, 0),(]5(:13,0)) = (u0($),¢0($)), e (OaL)
(ut(x70)7¢t(x70)) - <u1($)7gb1(l‘)), e (O,L)

Eles provaram que o sistema ¢é exponencialmente estavel usando os argumentos
de semigrupo devido a Liu e Zheng [30]. Além disso, foi provado que quando 7 = 0 o
sistema obtido nao é exponencialmente estavel. Em [40] J. Munoz Rivera e R. Quintanilla
provou que, quando 7 = 0 a energia é controlada por uma taxa de decaimento tipo %
Além disso usando um resultado em [42] melhoraram a taxa de decaimento polinomial
tomando mais regular os dados iniciais. Outros problemas associados com os sistemas
eldsticos porosos podem ser encontradas nas referéncias [50, 51} 52], 57].

Sistemas com dissipagoes localizadas do tipo atrito foram estudados por diversos auto-
res em uma ou mais dimensao, por exemplo [I1], 20} 3T, 33], 65], [66]. O resultado principal
dos artigos acima é que a dissipacao localizada de friccao produz decaimento exponen-
cial. Um resultado mais geral ocorre no espaco unidimensional, onde a solucao sempre
decai exponencialmente para zero para qualquer dissipacao localizada de atrito atuando
ao longo de um subconjunto aberto do dominio. Este resultado ja nao ¢ valido para ma-
teriais configurados sobre dominio limitado 2 C R"™ para n > 2 onde a posicao do efeito
de atrito é importante. Ver, por exemplo [5], onde as condigdes necessérias e suficientes
sao dadas para conseguir a estabilizacao da equagao de onda com dissipagao localizada
de friccao. Ou seja, para obter a estabilidade exponencial, os mecanismos de dissipagao
devem estar presentes numa vizinhanca suficientemente grande de um conjunto limitado,
veja também [20].

Primeiro de tudo, é importante mencionar o caso u = & = b. Neste caso, pode

ser considerada como um sistema tipo Timoshenko, onde as varidveis u e ¢ representam,
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respectivamente, o deslocamento transversal e o angulo de rotagao. Com as consideragoes

acima, o sistema (|1.38)) torna-se

pus — fi(Uus + @)o + ar(z)gi(u) =0 em  (0,L) x (0, 00),
Jou — 6¢py + p(uy + (]5) ag(x)gg(gbt) =0 em (0,L) x (0,00), (1.39)
(u(z,0),4(x,0)) = (uo(z), po(z)), em (E),LL) '

(we(z, )7¢t($a 0)) = (ui(x), ¢1(z)), em

O sistema acima foi estudado por ML Santos em [46]. Nesse trabalho, os autores
consideraram a hipotese:
e A funcao g;, para cada i = 1,2, é continua, mondtona crescente e ainda satisfaz o

seguinte:

(1) gis)s >0, ¥s #0,

(2) mys < gi(s) < M;s, para |s| > 1,

onde m;, M; sdo constantes positivas. Além disso, eles consideraram a; € L*(0, L) sao

fungoes nao negativas tal que
a;(x) >a; >0, inl;, i=1,2, andfzflﬂfg#@

onde I; e I, s@o intervalos abertos contidos em [0, L]. Além disso, os autores assumiram
que ﬁ’% < 1. Eles provaram a estabilidade assintotica para as solucoes do problema
usando argumentos de contradigdo como considerado na [16] e [10] combinado com
um método introduzido pela primeira vez por Lasiecka e Tataru [28]. O mesmo problema

(1.39) com as hipoteses adicionais

(1) gi(s)s >0, Vs #0,
(2) mys* < gi(s) < Mys?, for |s| > 1,

foi estudada por M. Cavalcanti em [I0]. H& autores que utilizam argumentos de con-
tradigdo como considerado em [I6] e [10] combinado com um método introduzido pela
primeira vez por Lasiecka e Tataru [28] e nao assume nenhuma hipétese sobre a veloci-
dade de propagacgao da onda, eles provaram a estabilidade assintotica para as solugoes do
problema (|1.39).

Ao contrario do sistema de Timoshenko, onde uma tunica dissipacao sob o angulo

de rotacao (g1 = 0 e go(dr) = ¢¢) gera estabilidade exponencial se, e somente se as
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velocidades de propagagao de ondas sao iguais (ver A. Soufyane [49]), o sistema (|1.38)
carece de decaimento exponencial quando a dissipagao atua apenas na fracao de volume
(91 = 0 and ¢2(¢¢) = ¢, ver R. Quintanilla [35]), independente de qualquer relagao
entre os coeficientes. Isto significa que, em geral, o sistema aqui estudado nao se
comporta como o sistema Timoshenko. Entao, o problema aqui considerado traz novas
contribuigoes para este modelo.

Motivados pelos resultados existentes, estudaremos a assintética do seguinte sistema

Py — Mgy — oy + ar(z)gr(ug)) =0 em  (0,L) x (0, 00),
JOi — 0py + by + EP + az(x)g2(d) =0 em (0,L) x (0,00),
u(0,t) = u(L,t) = ¢(0,t) = ¢(L,t) =0, t>0, (1.40)
(u(z,0),¢(z,0)) = (uo(x), po(x)), em (0,L),
(ue(,0), ¢¢(2,0)) = (ui(z), ¢1(x)), em (0,L)

onde p, i, J, 9, b e & sao os coeficientes constitutivos e
£€>0,0>0 u>0 p>0,J>0, ué >V (1.41)

As fungoes regulares a;(z) sdo nao negativas e as fung¢oes nao lineares g;, i = 1,2, sdo

continuas e monoétonas crescente.

1.3 Objetivos da Tese

Inspirados pelos varios resultados para o modelo de vigas de Timoshenko, em especial
para os trabalhos que mostram a importancia dos coeficientes do sistema, nas confi-
guragoes da estabilizacao do modelo, o objetivo desta tese consiste em estudar o compor-
tamento da energia de modelo dissipativo de vigas de Timoshenko associado ao nanotubo
de parede dupla, limitando ao caso unidimensional. Buscaremos provar a teoria da es-
tabilidade exponencial para o modelo de duplo nanotubo-Timoshenko, utilizando uma
possivel relacao entre os coeficientes. Paralelamente, desenvolvemos métodos numéricos
totalmente discretos no contexto das diferencas finitas, em que consideramos alguns as-
pectos da andlise numérica e reproduzimos numericamente as propriedades de estabilidade
alcancados no continuo. Além disso, o nosso propésito ao estudar o sistema de evolucao
associado a um material elastico poroso submetido a dissipagoes localizadas nao lineares

colocadas em ambas as equagoes, ¢ obter estimativas gerais e uniformes de taxa de decai-
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mento da energia reduzida a uma estabilidade, a qual é obtida a partir da desigualdade

de observabilidade.

1.4 Organizacao da Tese

No capitulo 2] apresentamos um modelo com dissipacoes do tipo atrito agindo sobre a
funcao de deslocamento lateral do tubo externo e nos declives dos dois tubos no modelo
dinamico de vigas de Timoshenko associado ao nanotubo de carbono. Utilizando técnicas
do cenario de semigrupo de operadores lineares, analisamos a existéncia e unicidade de
solugoes. Definamos a energia do modelo dissipativo, sendo ela decrescente e levantamos

as questoes relacionadas ao decaimento exponencial e polinomial.

No Capitulo [3| consideremos as dissipacoes nas quatro equagoes, com oy, oy, (g, (43,
respectivamente, sendo elas ag = 0 e a1, an, 3 > 0. A importancia deste capitulo versa
sobre a propriedade da falta de estabilidade exponencial bem como na estabilidade as-
sintética. Usaremos as técnicas de semigrupos de operadores lineares, mais precisamente,
o teorema de estabilizacao uniforme de Gearhart-Herbst-Piiss-Huang para ambos os resul-
tados. Para o problema da falta de estabilidade exponencial encontraremos um nimero
ao qual relaciona os coeficientes do modelo e dentre eles as velocidades de propagacao de
ondas do sistema classico de Timoshenko, sob a hipdtese de igualdade entre elas, obtemos
a propriedade de decaimento exponencial. Caso este niimero encontrado seja diferente de
zero, obtemos um outro resultado importante deste Capitulo 3, a estabilidade polinomial

cuja taxa de decaimento é 6tima.

No Capitulo 4| utilizaremos o método numérico totalmente discreto, ou seja, uma
discretizacao espaco-tempo em diferencas finitas do modelo de vigas de Timoshenko as-
sociado ao duplo nanotubo, considerando o mesmo problema exposto no continuo, porém
por simplicidade adotamos as condi¢oes do tipo Dirichlet Homogénea. Construirmos a
energia numérica correspondente e compativel com o andlogo continuo, preservando seu
carater conservativo, com «; = 0. Finalizamos o capitulo com as simulagoes numéricas
das propriedades de conservacao da energia, da dissipacao total, da falta de estabilidade

exponencial numérico e o decaimento exponencial numérico.
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No Capitulo 5[ apresentamos o sistema elastico poroso com dissipagoes localizadas
nao lineares atuando sobre o deslocamento e na fracao de volume. Definimos a energia
do modelo dissipativo e utilizando técnicas de semigrupos de operadores lineares e nao
lineares, analisamos a existéncia e unicidade de solugoes. E ainda, com a utilizacao do
método introduzido por Daloutti obtivemos a estabilidade assintdtica de solugoes, usando

o resultado de observabilidade.
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Capitulo 2

Modelo de Timoshenko para
Nanotubos com Dupla Parede

2.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos o modelo de viga de Timoshenko aplicado para nanotubos

de carbono de parede dupla(DWNT- Double Walled Nanotube), dado por

(1)

proy) — k() — ), — (@ — M) =0 em (0,L) x (0,00), (2.1
) — b1l — k(o) — W) + oy’ =0 em (0,L) x (0,00),  (2.2)
3oy — (0 — @), + C(p® — o) + azpl” =0 em (0,L) x (0,00),  (2.3)
patbyy) — by @ — ka(0 — @) + azy? =0 em (0,L) x (0,00),  (24)

onde os subindices 1 e 2 referem-se aos tubos interno e externo, respectivamente, e € é
a forca de Van der Waals, determinada pelo espaco entre as camadas e responsavel pelo
acoplamento da deflexao dos tubos adjacentes. Aqui, consideramos: p; = pA;, ps = plj,
ps = pAs, py = ply, onde p indica a densidade, A;, i = 1,2 é a area de secgao transversal,
I; é o momento de inércia, k1 = K1GA1, ko9 = KyGA,, denota o fator de cisalhamento
relacionado a forma da seccao transversal da viga, G exprime o médulo de cisalhamento
que relaciona o coeficiente de Poisson (0 < p < %), by = EI;, by = El; e E 0o mbédulo de
Young. Além disso, a;,1 = 1,2, 3, satisfazem a; > 0 s@o constantes positivas. As funcoes
0 = (2, t) e v = @ (z,t) representam o deslocamento lateral do tubo e o declive
do tubo devido a flexao, respectivamente. Associamos ao sistema as seguintes condigoes

de fronteira

24



CAPITULO 2. MODELO DE TIMOSHENKO PARA NANOTUBOS COM DUPLA

PAREDE 25
©D0,t) = ©(L,t)=0, i=1,2 Vt>0, (2.5)
P90,t) = Y9O(L,t)=0, i=1,2, Vt>0, (2.6)

e condigoes iniciais

eD(x,0) = o, &(x,0) = o, (2.7)
0,00 = o, oP(x,0) =4, i=1,2, Ve (0,L). (2.8)

Este capitulo esta organizado da seguinte forma. Na Secao 2.2 estabelecemos a energia
de solugoes associada ao sistema (2.1)-(2.8), e verificamos que esta energia é decrescente
ao longo do tempo t. Na Se¢ao 2.3 discutiremos a existéncia e unicidade de solugoes do

sistema (2.1)-(2.8) usando o método de semigrupo de operadores lineares.

2.2 Funcional de Energia

Nesta se¢ao encontramos a energia associada ao modelo (2.1)-([2.8)), que sugere o espago
de Hilbert HH a ser considerado a posteriori.

Definamos

L
1 1 2 2
E(t) = / Pl + oot + polo®P + ol @ + el — 0P

0
ralol = PP+ bl P+ b P+ €0 — o )da, (2.9)

+ ool

Proposigao 2.2.1. Seja (¢, oY, 00, v, 0@ o @ Py a solugio de (2.1) —
(2.8). Entao, a taxa instantanea de variacao de energia do sistema em relagao ao tempo

t € dada por

d

L L L
aE(t):—al/ |¢§1>|2dx—a2/ |@§2>|2dx—a3/ WP Pde, VE>0.  (2.10)
0 0 0

Prova. Primeiramente, multiplicamos a equagao |j por 90,51) e integramos por partes

sobre (0, L). Assim, temos

L L L
pl/ pir i d — /ﬁ/ () = M)opfdw — C’/ (¢ — oMt de = 0,
0 0 0
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entao, tem-se

L
th/ otV 2da + ki / ( S)—@b“))s@ﬁ)dw—@/ (0@ — eMpMde = 0. (2.11)
0

Agora, multiplicamos a equagao 1) por w,ﬁ” e integrando em (0, L), obtemos

L L L L
P2 / PN de — by / bWy dr — / (e — pW)pNdz = —a, / iV 2de,
0 0 0 0

de onde resulta

2 2 Yy N (D) g
o [ 0 [k [0 - s =

L
—al/ 1) |2 da. (2.12)
0
Neste momento, multiplicamos a equacao 1) por gpi ) e integramos em (0, L)

L L I
2 2 2 9
PS/ o P d — Fuz/ (2 — @), 0P da + G/ (@ — )P dz =
0 0 0

b
02/ o 2da,
0
ou ainda,

L L
o [ 1 Pdr s [~ e [ (60 - g0 =
0
/ |g0t |*dz.  (2.13)

Por fim, multiplicamos a equacao 1} por wt@) e integramos em (0, L), dai temos

L L L L
o / $PyPde — b, / W29 Pde — x / (0® — )P dr = —ay / P,
0 0 0 0

equivalente a,

L
v de + 2 / »® da:—fi/ (2) _ g2 w(Q)dx:—a/ 2,14
2dt/lt| th 57| 2 [ (¢ )i so\tlf )
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Entao, somando as equagdes (2.11),(2.12), (2.13) e (2.14), encontramos

(1)2
+2dt/| 24 m/m m/mwx

2 el . 2
+2dt/|% |d+2dt/l% dw+2dt/|w oW 2w

= —041/ |1/1t1 |2dx—042/ |g0£2)|2dx—043/ |1/)t(2)|2dx. (2.15)
0 0 0

Portanto, concluimos que

L L L
—a [ 1Pdn aa [P Pde -0 [ uPPde <0, vz, 216)
0 0 0
e desde que «; > 0 para qualquer ¢ = 1,2, 3 obtemos a lei de dissipacao de energia

E(t) < E(0), Vt>0. (2.17)

E claro que se a; = a9 = a3 = 0 temos a lei de conservacao de energia

E(t)=E@), vt>0. ® (2.18)

2.3 O Cenario de Semigrupos de Operadores Linea-
res

Nesta secao, iremos estudar existéncia e unicidade de solugoes para o modelo de viga
de Timoshenko em um duplo nanotubo de carbono, utilizando a Teoria de Semigrupo de

Operadores Lineares [41]. Definimos
L
L*0,L) = {w € L*(0,L); / w(z)dr = O} ,
0

HN0,L) = {w € H'(0,L); /OL w(x)dr = 0} :

Agora, consideremos o espaco de Hilbert

H = Hy(0,L) x L*(0, L) x H} (0, L) x L*(0, L) x Hy (0, L) x L*(0, L) x H}(0, L) x L(0, L)
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V="V x Hy(0,L) x Vo x H}(0,L) x V; x Hy(0,L) x Vo x H}(0, L)

onde

Vi := H*(0,L)N Hy(0,L) e Vy:= H*(0,L) N H0, L).

O espaco de Hilbert H esta equipado com o seguinte produto interno

L o L - L L
(U, W)g = ,01/ uPo@dr + nl/ (ull) — u(3))(vg(cl) —v®)dr + p2/ uMo@dx
0 0 0
L L L -
+h / u®vidz + py / uOvO) dz + k, / (uf? — u) (0 — vM)da
0 0 0
L — L
+p4 / u®vE dz + by / w0 de + € / (u® — W) — v®)dz, (2.19)
0 0 0
€ norma

L L L
M=o [ 10 o [l = P ot [ P s
0 0 0

L L L
+b1/ | ul® |? da +,03/ | u® |2 do + HQ/ | ul®) — w2 de
0 0 0
L L L
+p4/ u® |2 +b2/ D P2 da:+€/ u® —u® Pz, (2.20)
0 0 0

Onde \If = (u(l), u(2)7 /u(?’)7 u(4)’ U(E)), u(6)7 u(7)7 u(S)) 6 g—f e

¥ = (v v B @ O Oy H®) sqo vetores de H. Se denotarmos

1 1 2 2
U = {o®, oM @ I 0@ @ §@ h

1 1 1 1 2 2 2 2

entao o sistema ([2.1)-(2.8]) pode ser reescrito como se segue

dt (2.21)

AV
=AW, para t >0
U(0) = ¥,
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onde o operador A satisfaz

e
K 1
5 (ol — 1)), + £(p® — )
¢(2)
o Byt + S(ps) — ) — 2y
= @
K 3 (e}
52 — @), — L(pB) — M) — 20
¢(4)
ba ’l/fgz;) 4 K2 (SOJ(CB) 77&(3)) %¢(4)

para

U = {¢(1)’ ¢(2)’ TORVICN ¢(3)’ S0(4)’ ¢(3)7¢(4)} € D(A) =Y.

Teorema 2.3.1. O operador A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de con-
tragoes em H. Portanto, para qualquer dado inicial Vo € H, o problema (2.1) — (2.8)
tem uma unica solugdo fraca W(t) € C°((0,00),H). Além disso, se ¥y € D(A), entdo
U (t) é uma solugao forte de (2.1) — (2.8), isto €, U(t) € C*((0,00), H)NC®((0,00), D(A)).

Prova. Para U = (M), ) M @) oG oM@ 4G opNT € D(A) =V e, de acordo com
a definicao do produto interno, temos

L L L
Re(AW, U)y; — —ozl/ | 9@ |2 dz — a2/ o P da — ag/ 0@ 2 dz < 0/(2.22)

0 0 0

de onde segue que A é um operador dissipativo. Além disso temos que D(A) = H.
Agora, é suficiente mostrar que 0 € o(A), seguindo os resultados de Lummer-Phillips (ver
[41]). Para isto, vamos tomar qualquer F' = (f1, f2, f3, f4, f5, f¢, f7, f®)T € H e mostrar
que existe ¥ = (oM, 0@ M) @) pB) @ B hINT € D(A) =V tal que

AL, 2 0 @) o) 0 ) G@ONT — (1§23 fA g5 g6 T BT (2.93)

isto é,

@ = f
K ¢
o) W)t S =) =
P = f3
b K Q
T+ () — ) = g = pt
P2 P2 P2
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oW = f°
152 (o0 _ ), = Cpm _pmy _ 02w g
30 ° P3 P3
o = f7
b K «
_|__2¢§;)_‘__2( 9(63)_77/](3)) 23 ,(4) f8
P4 P4 P4

de onde concluimos que

P = f1, D = 1, W = o g =

Das equagdes acima, temos que ¢? € HL(0,L), »* € HN0,L), o* € H}(0,L) e

Y@ € HY(0,L). Assim, podemos considerar o seguinte sistema eliptico

Lo — gy, 4 S o® — o) = 2 em 120, L), 5 94
x 2
P1 P1
b K Q@
Fo VR e - ) - e = Y em L0,L), (2:25)
2
. C '
+22 () — ), — = () — ) = 2@ = 0 em L2(0,L),  (2:26)
P3 P3 P3
b K Q@
2l + 2 () = @) = B0 = em L20,L). (227)
P4 P4 P4

Para resolver este problema, consideremos a seguinte forma bilinear

a:ExE — R

((IJ,(I)) — a(@,@)
onde
0@.8) i= w1 [ (0= D)@ = S+ by [ 00
0 0
L B 5 L B
T e e YAy R
0 0
L ~
+ e (69— oE - i)
0
para & = (0, 41,03 @) e B, & = (1,40, 6®, @) € E e E = HJ(0,L) x

H(0,L) x HY(0,L) x HX0, L).

A forma bilinear é coerciva e continua. Além disso, definimos a aplicacao linear e
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continua
h:E — R
d — h(D)
onde

L

L - L _ L L L
h::/ p1f2 (1)da:+/ a1f3¢(1)dx+/ p2f4w(1)dx+/ a2f5¢(3)dﬂf
+/ psf630(3)dx+/ a3f7w<3)dx+/ pafS @ da.

Segue, entao, do Teorema de Lax-Milgran (ver [7]) que existe uma tnica fungao

(M, M B ) € E tal que

a(®, ) = h(d), Ve E.

Além disto, do problema - em L%(0,L), obtemos (oM, M B ) ¢
H?*(0,L). Portanto ¥ € D(A). Desta forma, deduzimos que 0 € p(A), onde g(A) é
o resolvente de A. Entao pela identidade do resolvente, para A > 0 pequeno, temos
R(M — A) = H. Finalmente, usando o Teorema de Lumer-Phillips, o operador A é
gerador de um Cy-semigrupo de contragoes S(t) em H. [ |

Nas secoes que seguem, verificamos que a relagao entre as velocidades de ondas do
sistema — esta intrinsecamente ligada a estabilidade exponencial do sistema.
Com este propoésito, descrevemos um resultado importante que sera utilizado nas préximas
secoes.

O método usado para mostrar a falta de decaimento exponencial bem como a estabilidade
exponencial é baseado no Teorema de Gearhart-Herbst-Priiss-Huang para sistemas com
dissipagoes [23]. Um resultado equivalente pode ser encontrado em Z. Liu e S. Zheng [30],
o qual nos d4a a seguinte versao que fornece uma condigao necessaria e suficiente para um

Cp—semigrupo ser exponencialmente estavel.
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Teorema 2.3.2. Seja S(t) = et um Cy—semigrupo de contracoes no espaco de Hilbert

H. Entao, S(t) € exponencialmente estdvel se,e somente se, as sequintes condi¢oes

iIR=iA:XeRCp(A) (2.28)

Ty o0 || GAT = A) 7|20 < 00, (2.29)

se verificam, onde o(A) é o resolvente de A.
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Capitulo 3

Duplo Nanotubo-Timoshenko:
Dissipacao nos declives do tubo e no
deslocamento lateral do tubo externo

3.1 Introducao

Neste capitulo estudamos um modelo de vigas de Timoshenko associado ao nanotubo de

parede dupla com dissipacao nas trés tltimas equagoes, isto €, nas equagoes relacionadas ao

declive dos tubos e no deslocamento lateral do tubo externo. Sendo assim, consideramos

ap =0 e ay, as, az > 0 no seguinte sistema.

(1)

proy) — ra(el) — M), — (@ — M) + agpl! =0 em (0,L) x (0,00),  (3.1)
oty — byl — ki (o) — W) + ey =0 em (0,L) x (0,00),  (3.2)
paty — a9l — @), + €(p? 901))+0z2s0t =0 em (0,I)x (0,00),  (3.3)
prty) — bl — ka (9 — )+ azy? =0 em (0,L) x (0,00). (3.4)

Analisamos a assintética de solugoes para o modelo acima, associando ao sistema as

seguintes condicoes de contorno

e(0,t) = ¢(L,t) =0,

»(0, )

wa(ci) (Lv t) =0,

e condigoes iniciais

33
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eD(x,0) = o, &(x,0) = o, (3.7)

0,00 = ¢, P (x,0)=4, i=1,2, Ve (0,L). (3.8)

O nosso principal objetivo consiste em determinar a assintética de solugoes do modelo,
e com este proposito encontramos um nimero de extrema importancia, que relaciona as
velocidades de propagacao de ondas do sistema classico de Timoshenko com o fato do

sistema ser exponencialmente estavel, porem com uma particularidade ’Z—ll £ 0.

Este capitulo esta estruturado da seguinte maneira. Na Secao mostramos a falta
de decaimento exponencial para o sistema de Timoshenko associado ao duplo nanotubo de
carbono com mecanismos dissipativos atuando nos declives dos tubos e no deslocamento
lateral do tubo externo dado por — com condicoes de fronteira —
e condigoes iniciais — . Além disso encontramos um numero que nos fornece
a estabilidade exponencial ou polinomial, respectivamente. Na Secao 3.3 utilizamos de
métodos multiplicativos para estudar o decaimento exponencial de solucoes do sistema

(13-1) —(3.8). Por fim, na Sec¢ao 3.4 mostramos que o sistema ([3.1]) —(3.8)) é polinomialmente

estavel apresentando uma taxa 6tima de decaimento.

3.2 Falta de estabilidade exponencial

Nesta se¢ao, mostramos que o modelo de viga de Timoshenko para duplo nanotubo de
carbono — perde estabilidade exponencial quando consideramos as velocidades
de propagacao de ondas distintas. Para isto, utilizamos o Teorema [2.3.2]

A esséncia do método consiste em supor por contradicao que a hipdtese do teorema, é
falsa, assim provamos que existe uma sequéncia (\,) C R com lim, , |A\,| = 00 e uma

sequéncia ¥,, C D(A), satisfazendo a equacao resolvente
(i — AV, = F, (3.9)
para fungoes F,, = (fL, f2, f3, fA, f2, f8, f7. f3) C H, com ||F,||5% < 1, de modo que

[Callsc = [ iA] — A) ™' Fyl3c — oo (3.10)
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Ao analisarmos a equagao (3.9, mostramos que a solugdo correspondente W,, nao é
limitada em H quando F;, é limitada em .
Reescrevendo a equagao resolvente em termos de seus componentes, obtemos o seguinte

sistema

Al — & = [y, (3.11)

iﬁl/\n@z) - /‘dl( 1/)(1)) - (901(13) SO(I)) = plfﬁ, (3.12)

M) = = f, (3.13)

iP2)\n¢£LQ) - blng)x - (907(1192 %(11)) + 0417?22) = préa (3-14)

h\ngpn @%4) = f2, (3.15)

ipsAn ) — ra(p) = e + €0 — o) + el = psff, (3.16)
R (3.17)

Pt = batpi), — ra(o) — ) + ezl = pafy. (3.18)

Agora, estamos em condigoes de estabelecer o principal resultado desta secao.

Teorema 3.2.1. Vamos supor que

P1, P2 P2
- il Cl = - = ——
K1 b1 ¢ (bl K1 ) 7&

Entao o semigrupo (S(t))i>0 associado ao sistema (3.1) — (3.8) nao é exponencialmente

estavel.

Prova. Vamos provar que existe uma sequéncia A, e fungoes F,, € H, com | F,|ls < 1

verificando (3.10). Para isto, vamos tomar f! = f2 = f3 = f7 = 0 em (3.11)), (3.13),

(13.15) e (3.17)), assim temos

—pAnpl) = k(@) = oM — CeP — o) = pufr, (3.19)

—p2 oo = bl — (0l — o) Fian ) = pafa, (3.20)

—ps 2o — ko (@) — D), + €0 — ) +icndl® = pafs,  (3.21)
—paa 0 = 0o, — ko (0 — ) s Y = pafn. (3.22)

Levando em conta as condig¢oes de contorno dadas em (3.5))-(3.6), vamos assumir que
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90511) = Asin (%x) ; 77/)7(3) = B cos (n—[jTDC) ; 90513) = Csin <nf7r$> ! ¢7(‘3) = Dos (%x) '

onde A, B,C,D dependem de )\, e serao determinados posteriormente. Sendo assim,

encontrar a solugao do sistema ([3.19)-(]3.22)) é equivalente a encontrar coeficientes A, B, C'

e D para o seguinte sistema

([Foiem (5) w4 () B —eC)sn (SF) = sz, (220

(7+)
({—pzxi 4 by (”%)2 YRt mlAn] Bk (%ﬂ) A) cos (%az) = pafl (3.24)
(Z+)

)2 nr? - _ TN p_ ; — . f6
({ pg)\n‘i‘/ﬁ?Q(L) +G+Z042)\n:|c @(L)D GA) sin ps3fr, (3.25)

nim

<[_p4)\i + Ko + 1z, + by <T>2} D — Ky (T) C) Cos (fiU) = ,04f7§- (3.26)

2 4 46, 18
Para cada n € N, escolhemos f;, f,., [, e [, como

2 = ersin (%x), A =cycos (n_grx)7 f5 = c3sin (%I), I3 = ¢y cos (%x)

Assim,

(3.27)
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Definimos

K1 N
Ap=4/——; neN 3.28
‘/,01 7 (3.28)

61:1, 02:0, 63:0, 0420.
Sendo assim, obtemos
e K1 <n7r> e

+—A—-— B—-——C=1, 3.29
P1 pr N L P1 3:29)

K1 (mr)A <(b1 /{1) (mr>2 K1 i0q R mr) B
SRy A (2o (Y 22 BT Y g0, (3.30
p2 \ L p2 P L p2 p2 \ p1 L (3.30)
_EA+((@_E) (n_ﬂ>2+g+@ ﬂn_ﬂ)c_@(ﬂ)D:o, (3.31)
P3 ps  p1) \L ps  p3s \ p1 L ps \ L
Ko (mr)c ((b2 /ﬁ) <n7r>2 Ko i [Ry mr) B
2 e+ ((2-2) (=) + 2+ 222 )p=0. (332
pa \ L ps p1 L ps ps\ p1 L (3:32)

b K nmT\2 kK C[kinT o
P (_2__1> (M) 2y [mm s
ps P L Pa p1 L ps

Substituindo os P,(n)'s em ({3.29))-(3.32)), temos
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e C
+A=PB = C =1, (3.33)
Py(n)A+ Ps(n)B=0 = B= —PQWA, (3.34)
Pg(ﬂ)
—%A + Py(n)C — Py(n)D = 0, (3.35)
Ps(n)C + Py(n)D =0 = D = —iiEZ;C. (3.36)
Substituindo em e em , obtemos
—|—p—€1A — Pl(n) <_P3(n)A> —P%)C' =1,
_EA + Py(n)C — Ps(n) (_P7(n)c) =0.
De onde segue que
O = T R B ) epl(mpz(n) e ey B3
w | (Ee - ro) (PR - ) - ol
(P pin)
A=A, = () — (3.38)
P5(n)Ps(n) Pi(n)P(n) €\ €
P
Pr(n) + faln) P3(n) P1 P1P3
Substituindo A dado por (3.38) em (3.34) e (3.37) em (3.36]), obtemos
i) (P o)
B=B.=~ Po(n) Po(n) L Pk ey e 3
ro (B - po) (5 - 2) -
Pﬁ(n)e
D:=D, = . (3.40)
o) (R 70) (e =) o
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Consequentemente, tem-se que

P2 P1

by (z)——,?)

An N 1 1 , (341)
k9 — Cr1by (& - &)

! bl K1
B, — 0, (3.42)
' — 0, (3.43)
n — 0, (3.44)

quando n — oo. Portanto, desde que

L

[ Pl/ o) Pda
0
L

= m / Al [Pdee

0
L nm

|0, I3 > p1/ A2 A2 sin? <fx> dx = O(n?).
0

De onde vem que

[p1 L
|V llsc > AnAp plT ~ O(n) = oo, quando n — o0. (3.45)
Desta forma, usando o Teorema ([2.3.2]) ndo temos estabilidade exponencial. |

3.3 Estabilidade Assintotica

Nesta secao estudamos o decaimento exponencial do sistema — ao qual
corresponde a viga de Timoshenko aplicada ao nanotubo de carbono com paredes duplas
(DWNT), sujeito & uma forga intermolecular, chamada forga de Van der Waals, atuando
no deslocamento lateral, com mecanismos dissipativos atuando nas trés tltimas equagoes.
Nosso objetivo é mostrar que se

K1p2 — bipr _
K3 — Cpaky + Chipy

X =
o que é equivale a dizer que

po_r ﬁg_eﬁlbl(@_&):ﬂ%o_
K1 b1

M.A. Nunes P.D.M - UFPA



CAPITULO 3. DUPLO NANOTUBO-TIMOSHENKO: DISSIPACAO NOS
DECLIVES DO TUBO E NO DESLOCAMENTO LATERAL DO TUBO EXTERNO40

At

entdao, o semigrupo S(t) := " é exponencialmente estavel, isto é, a solugao do sistema

decai exponencialmente quando ¢ — oco. Sendo mais explicito, provaremos que a energia
das solugoes do problema pode ser controlada por uma funcao exponencial decrescente,
a qual estabiliza rapidamente as solugoes. Para obter essa propriedade faremos uso do
Teorema 2.3.2. Por conseguinte, a fim de mostrar a estabilidade exponencial do semi-
grupo associado ao sistema Nanotubo de Carbono-Timoshenko — é necessario

e suficiente provar que iR C o(A) e
3C >0, YU € DA), YAER:|V|3 < C|(ir — A)Y|3,

o que corresponde a verificar se as condigoes e do Teorema de Gearhart sao
satisfeitas.

Primeiramente, consideremos o produto interno em I de
U = (oM, @ M) h@ oG @ h3) pUNT ¢ D(A) com a equacio resolvente de A,

isto é
NP5 — (A, U)sc = (F, W)y,
Entao, tomando a parte real e usando a desigualdade (2.22)), obtemos
L L L
al/ 1@ 2dx + a2/ o™ 2dz + a3/ [ D2z < || 0]|gc]| F 3¢ (3.46)
0 0 0

Agora, vamos mostrar que o resolvente de A é uniformemente limitado ao longo do

eixo imaginario . Logo, estabelecemos o seguinte Lema.
Lema 3.3.1. Sob as consideragoes acima, o operador A verifica a sequinte propriedade
iR C p(A).

Prova. Desde que (I —A)~! é compacto em H, para verificar que iR C p(A) é suficiente
mostrar que A nao possui autovalor imaginario puro. Deste modo, suponhamos que existe
Ao € R* tal que i) é um autovalor e ¥ = (oM, 0@ M @) pB) @ 1B3) 4)*)) seja um

autovetor normalizado. Provaremos que
AU =iV = U =0. (3.47)

De fato, escrevendo a relacao acima em termos de seus componentes, temos
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@
K1 C
() = W), + (0" — o)
P1 P1
¢(2)
¢ ( (1) My - ﬂwm)
Pz P2
o@
K9 e (6D)
B2 _p®), - Z (@ — o0y 225
P3 P3 P3
w(4)
¢<3) + 22,0 @) - By@

Usando (2.22) em (3.47), obtemos

iAo
i)\0<p(2)
i)\ow(l)
i)\0¢(2)
iAo
i)\0<p(4)
Z')\Ow@)
i)\0¢(4)

L L L
ocl/ | e ? do + 042/ | g0(4) ? dw + ag/ | ¢(4) | dx
0 0 0

= —Re(AW, W)g = —Re(io || ¥ ||%) = 0.

Desde o; > 0, @ = 1,2, 3, entao

Y@ = p® =@ =0 em (0,L).

Recordando que ™M, ¢®) € H?(0,L) € C'([0,L]) e usando (3.57) em

obtemos

W = y® =0 em (0,L) e pM 1= 1@ 1= 0

Dai segue que

o = = 0em (0.L) e v .= v

lo,L= 0

Inserindo (3.57)), (3.58) e (3.59) em (3.48)-(3.55)), podemos concluir que

U = (oW, @ M @ H6) @ @ @) = 0.

(3.50) e

w W
o
S ©

W w
ot Ot
w N

w w
ot ot
W~ —
— N T N N N~ N~

(3.56)

(3.57)

(3.54),

(3.58)

(3.59)
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Logo nao existem autovalores imagindrios e, o nosso resultado esta provado. [ |

Observacao 1. Em particular esse resultado implica que o semigrupo € fortemente estdvel,
1sto €,
S(t)\lfo — 0,

onde S(t) := e* é o Cy—semigrupo de contragoes de Hilbert H e Wy é o dado inicial.

A seguir, mostraremos que se

PP

_ 3.60
P (3.60)

entdo o semigrupo S(t) = e* associado ao problema (3.1)) — (3.8)) satisfaz a condicio
(2.29) do Teorema ([2.3.2)) e assim concluir que o sistema é exponencialmente estével.

Observagao 2. Desde que 2+ = £2, enldo
P2 pP1 K1
—Chiy | —=—— | =—#0
. i (bl /‘61) b1 4

Para isso, vamos considerar a equagao resolvente

iIAU — AV = F em K,

a qual pode ser reescrito em termos de suas componentes como

ixe® — @ = f (3.61)

idpre® — k(o) — M), — P — M) = pifo (3.62)

p® —yp@ = (3.63)

iAo ® = bipl) — ki () — D) + ap® = pofy (3.64)

dp® — oW = f (3.65)

iApseW — ko () — @)y + €@ — o) + o™ = psf (3.66)
D — @ = f; (3.67)

Aot = 020 — R () — ) + g = pyfs (3.68)

onde [ = (flanyfSaf4af57f6af77 f8> eEHel = (90(1)7w(2)7w(1)a,¢)(2)7SO(3)7§0(4)7¢(3)’¢(4)) €
D(A).
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A prova envolve a utilizagao de dois lemas auxiliares.

Lema 3.3.2. Supondo — P2 entdo existe uma constante positiva M de tal modo que

K1 by’
qualquer solugdo do sistema (3.1) — (3.2) satisfaz

L
K1 M M
5/ o) — WP de < W’W:(CUHHHSOM)HL?+WH‘I’HHHFH9{
0
M, o @ M E
+ |)\’H¢x 221" |22 + M| |[a¢] | ]3¢

onde || > 1 € suficientemente grande.

por (gp&l) — 1) integrando por partes sobre

Y

Prova. Multiplicando a equacao (3.6

(0, L) e observando as condigoes de contorno em (2.5)-(2.6), obtemos

L ———
o [l e = g [0 ) et / P — pW), do
0

4

=1

+ a/ @ (o — ) d$—p2/ Falo — ) da.

Substituindo (gp;(,;l) — M) dado por (3.62)) em I;, temos

L
a [l - P d = Mpz/ O (D — p) dz —iA 1“/ e
0
_12

_ /W (P® — o) 4 blpl/ S
+ /w ) d:c—pQ/ £1(eD — ) dgs.69)

Analisaremos o termo I. Usando-se (3.61) e (3.63) em I, e realizando algumas inte-

gragoes por partes, encontramos

L L L
L = i\p / WD d — py / F3o® de — py / PO du
0 0 0

L L
oo [ WP oty [ 0O do
0 0
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Substituindo /5 na equagao (3.69)), temos

T mp : b\ [F 0w )
fu | es’ =9 de = dA (- == V@ dr —py | faps’ dx
0 1 0 0

L L L
~ / VO dz + po / WP dz + py / VOT; da

_ ue /¢(1> (B — M) d blpl/ YWT, dr

-

=15

" aI/ SO (D — g) dx—pz/ Fi(et — p) dgs.70)

Agora vamos analisar o termo I3. Das equagoes (3.61)) e (3.65]), obtemos

1
W] < = (|@] + A1)

1
o] < o (I +1£51) -

Substituindo as desigualdades acima em I3 e usando a desigualdade de Holder, encon-

tramos

0l o

I; < ||1/1(1 2|2 + 1

IAI I/\I

b Ol @1 + |||‘I’||%||F||ﬂf

[Al A

Substituindo I3 em ({3.70)), temos

L

K bip

B L1 - sk de < (a2 [ 05 o Ml
0

+ —HW)IILZIIs@ |2 + 5 ||\I/Hj{||F||g{
A Al
M
+ m!lwil)l|mlls0(2)|!m, (3.71)
para |A| > 1 suficientemente grande. Desde que L Z— seguem nossas conclusoes. W
K1 1

Lema 3.3.3. Sob as consideragoes acima, existe uma constante positiva M, de tal modo
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que qualquer solugdo forte do sistema (3.1) — (3.8) satisfaz

(=) [ 1o e (b= 5= ) [0

sl =) [ 16 0O ot b -e) [P aa
0

L
+€ [ 169 = P do < WPl + 221911l
0

onde € € uma pequena constante positiva e |A| > 1 € suficientemente grande.

Prova. Multiplicando a equagao ‘D por W e integrando em (0, L), temos

L - L L - L ___
i)\pl/ @M dz —/4;1/ (e — M) oW dy — C‘Z/ (©® — M) pWdz = p, / faoMdz
0 0 0 0

-~

=14

Usando (3.61) em I, e realizando algumas integragdes por partes, obtemos

L -
/ 0® 2de 1 py / PO Tde + ko / (e — ) oD gy

Y T 57

Da mesma forma, multiplicando a equacao 1) por ¥ integrando por partes em

(0, L) e usando (3.63)), encontramos
L L L L L
oo [ 1O Pdn o [ 0o b [P - [ - 000
0 0 0 0
L L
vy [ 0O0Wde =gy [ g 0de. (373
0 0

Por conseguinte, multiplicaremos a equacao 1} por ¢ integrando em (0,L) e

usando ([3.65)) temos
L L L — L o
p3/ |<P(4)|2d$+P3/ 90(4)f5dfv+/<2/ (o —¢(3’)¢§:)dw+€/ (¢ — M) d
0 0 0 0
L - L
oy / Sy = s / For®dB.74)
0 0

De modo analogo, multiplicamos a equacao 1) por W, integramos sobre (0, L) e
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usamos , assim
L L o L L o
pu [ WOPds gy [ TFido kb [P - [ (A - 00) 50
0 0 0 0
L o L
Ty / YOGz = p, / fo@dr (3.75)
0 0

Somando as equagoes (3.72),(3.73), (3.74) e (3.75), resulta

/|90 |2dx+m/ e |2d9€+f<32/ @ — PP g
/w |2dx+e/ P® — |dx—m/ o) — D2 dg
L
O / fldmpg/ mer m—al/ $OPW do
0

L
3dl’+ 3 dl’—OZQ @ 53) ®3) dx
1/1 A P Iso |2 P

L

+P3/ fsdx+p4/ @) d:z:—a3/ O3 dy
0 0

_ L
P4/ ¢(4)ﬁ dx—i—m/ f2g0(1)d:z:—|—p2/ fab @ dx

0 0 0
L o L _

+p3 / foo®dx + py / fs®dz. (3.76)
0 0

Das desigualdades de Poincaré e Young e observando a desigualdade (3.46)) e o Lema
3:3:2], temos

ey o R (U1 3)|2
o [P dob [P et 2 [0 - 0P o
0 0 0
L L
s [ |¢§§>|2da:+e/ 6 = WP d < 100 sl
0

M
o F e + e [l 22 + 19l Flo

B B
L L L
teby / O de + ey / o — $P d + eby / WO da
0 0 0
ML 5| F s (3.77)

Consequentemente, usando mais uma vez a desigualdade de Young, segue a conclusao

do Lema. |
Agora, estamos em condigoes de provar o principal resultado desta secao.

Teorema 3.3.1. Suponha que % P _ 0. Entdo o semigrupo de contracoes (S(t))i>o0

1 K1
gerado por A em H ¢é exponencialmente estavel, isto €, existem constantes M > 0, K > 0
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tal que
1S(t)|| < Me %t Vit > 0.

Prova. Dos Lemas e[3.3.3 obtemos

)12 (1) _ 0
(pl w)/ e |dx+(bl )/ O de + 5 /| ? da

bra(l =) [ 16—y ot bt =) [P aa
0

L
+@/ 0@ — oW du < 19l F e + Mel |9 lsc] | F ]
0

ael
[A]
Da desigualdade ({3.46)), escolhendo |A\| > 1 suficientemente grande e ¢ > 0 bastante
pequeno, segue-se que existe uma constante C' > 0 tal que
1[5 < ClIE|lscl|Fllsc, Y € D(A).
Consequentemente,
[1Wlse < Cl[Flloc, Y& € D(A).

Usando o resultado de Gearhart (ver Teorema [2.3.2)) segue a conclusdo do Teorema. B

3.4 Estabilidade Polinomial e Taxa Otima

Nesta segao usaremos um resultado devido a Borichev e Tomilov [6] que nos fornece
condicoes equivalentes para se obter decaimento do tipo polinomial. Além disso, mostra-

remos que a taxa ¢ otima.

Teorema 3.4.1. Seja S(t) = e um Cy-semigrupo limitado em um espaco de Hilbert
H com gerador infinitesimal A tal que iR C o(A). Entao, para alguma constante fizada

B>0exeXH, temos
| (R, A e 90 O(INP), A = oo <= ||S(t)A x5 = o(t_%), t— o0, (3.78)

Provaremos que, se a relacao % = ’g—f nao é satisfeita, a energia E(t) de solugoes do
modelo duplo nanotubo de carbono, dada por (2.9) é controlada por um polinémio, isto

€,

1S()Pollsc < g()[Wollnay
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onde S(t) := e é o semigrupo gerado pelo operador A e g(t) é uma fungao polinomial
positiva de modo que lim;_ ., g(t) = 0, ou seja, mostraremos que as solugoes do sistema
nanotubo com multiplas paredes dada por — decaem polinomialmente para zero
ao longo do tempo, para qualquer dado inicial sobre D(A). Para isto, usaremos o Teorema
de Borichev e Tomilov dado em ([3.4.1)).

Novamente consideremos a equacao resolvente em termos de seus componentes dada

por (E5T)-(E9)

Agora, estamos em condicgoes de estabelecer o principal resultado desta secao.

Teorema 3.4.2. Vamos supor que

) e@(@_&)#ﬂ

R1 by

Entao o semigrupo de contragoes (S(t))i>0 gerado por A em H satisfaz

[S()Woll3 < ), V¥ € D(A).

II‘I’oHD
NG

Além disso, esta taxa € dtima.

Prova. Da desigualdade (3.71f), obtemos

ko " bip1
B[ -0 de < i (a2 [ U5 o+ Ol
0
v Qrwmmuw|1L2+—||\If|\af||F||H
A A
C
+ ol el e
A
Usando a desigualdade de Young, podemos reescrever a desigualdade acima como

b 2 b
(=22 [0t
/{1 0

L
+ 6p1/ (@ dw + ||| lscl | F ]3¢

s " (1) (1)12 2
| A eAPY
0

b Ol D22 +
IAI A

+ WHW)HLW 2. (3.79)

|H\IJHCHHFHJ{

Escolhendo |A| > 1 suficientemente grande e € > 0 bastante pequeno, segue-se do Lema
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e das desigualdades (3.46) e (3.79) que existe uma constante M > 0 tal que
195 < MIAPILF3

o que implica em

1]l < MM F] 5.
Usando a equagao resolvente (Al — A)¥ = F', temos que
[T = A)7H < MIAP.
Isto quer dizer que a equivaléncia do Teorema |3.4.1| é valida para 8 = 2, ou seja,
IS@A™ Iy = o(t2),
isto é, existe uma constante positiva M tal que

M
SHA 4 < —.
1.S(t) IIo{_ﬁ

Desde que 0 € o(A), temos que A é sobrejetivo em H, entao considerando AV, = F,

da desigualdade acima obtemos
M
S(t)w < — || ATq|| 9.
15 () Wollac < \/%H ollac

Note que |[AWql|3c = | Wol|pa), logo

M
15 () Wollse < %H‘I’oH@(A)-

Assim, podemos concluir que a solucao tem estabilidade polinomial.

Utilizaremos argumentos de contradigao, para provar que a taxa de decaimento é 6tima.

Suponha que O(|A|?) ndo é étima. Isto significa que existe € > 0 tal que
IR\, A)|| <O(A*) quando |\ — oo, (3.80)

isto implica que, para todo F' € H, existe uma constante C; > 0 tal que

1

|/\‘2,5l|‘1’llfx < Cil[Fllse, VA€iR, A#0,
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onde ¥ € HH ¢é a solucao da equacgao resolvente AW — AV = F'in H{. Do Teorema 5.3 em

[37], operador
A2 (A = A) Lo

deve ser limitado quando A — oo, mas isto nao acontece. De fato, levando em conta o

Teorema podemos construir sequéncias
(An)neN - iR? (an)nEN - D(‘A> e (Fn)neN - U_C’

tal que
1T]l5c = Crl APl Fal 3,
isto implica que

1
WHR(%,A)H > O1|A]f — o0 (quando n — 00),

contradizendo ((3.80)) e isto conclui a prova. [
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Capitulo 4

Modelo Espaco-Tempo em
Diferencas Finitas

4.1 Introducao

Neste capitulo nos dedicamos aos aspectos numéricos-computacionais do modelo dissi-
pativo de viga de Timoshenko aplicado para nanotubos de carbono de parede dupla, com
o principal objetivo de reproduzir numericamente o decaimento exponencial e a falta de
decaimento exponencial das respectivas soluc¢oes numéricas. Em particular, optamos pelo
método explicito de diferencas finitas centradas espago-tempo e a reproducao dos resul-
tados de decaimento exponencial e polinomial com base na energia discreta associada.

No presente trabalho é de nosso interesse reproduzimos os resultados obtidos no
continuo, bem como o decaimento exponencial, a perda de estabilidade exponencial e

o decaimento polinomial em dimensao finita.

4.2 Método Numérico Explicito em Diferencas Fini-
tas de um modelo de nanotubo de parede dupla

Descreveremos nesta secao o uso do método explicito de diferenca central no espago e

no tempo.

Para nossos propdsitos, considere o intervalo [0, L] e para J, N € N definimos a seguinte

malha computacional:

g = 0<y =A< ... <zj=JAz<z;4 =1L, (4.1)

to = O0<t1=At<..<t,=NAt <ty =T, (4.2)

51
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em que Ax = % e At = % Naturalmente z; = jAz e t, = nAt taisque j =0,1,2,...., J e
n=0,1,2,..., N. Consideremos também os seguintes operadores de diferencas finitas no

espaco e no tempo:

e Esquema Progressivo (primeira ordem):

n n n+1 n
_ Wi T _Y 7Y
e Esquema Atrasado (primeira ordem):
5 n_u?_u?—l 5 n_u?_u}lfl (44)
e Diferenca Central (segunda ordem):
O+ 0z o _ Ui — U 0401 o _ it -y (4.5)
2 7 2Az ’ 2 T 2A¢ '
e Esquema de Diferenca Central (segunda ordem):
— u = 2u" 4 u” _ w Tt — oy 4t
n _ _J+l J J-1 n_ _J J J

Em todos os caso u] corresponde a solugao numérica nos pontos nodais (x,t,) da
discretizacao, e estas equagoes numéricas sao construidas com base na aplicacao da série

de Taylor para u(z;,t,).

Nas configuragoes do esquema em diferencas finitas, consideremos o seguinte proce-
dimento explicito de discretizacao total em diferencas finitas, que consiste em determinar

os valores (@) (p@)1+1 i = 1,2, satisfazendo as seguintes equagoes numéricas

— n A n aﬁf +51 n n n
Pl@t‘ﬁt(sp(l))j - Hlamax(<ﬂ(1))j + K1 5 (1/)(1)>j - e((@(g))j - (90(1))j)
O + 0 .
+ayg : 5 t(‘P(l))j =0; (4.7)
50,60 — b 3.9 () _ g T e yn B ("
p20:0 (¢ )j — 010,0,(¢ )j — k1 9 (¢ )j +§(¢ j_%‘}'@b j+%)
O+ 0
o (W) =0;  (48)

2
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psPror(P)] — £20,:02(0®)) + kg O _g O @) +e((@?); = (¢™M)7)
+ar2 ;gt (=0, (4.9)

100y} = 130,05 (V1) — i O ;5"’” (@)} + %(W’?_% +9@7 )
+a3M(w<2>)y =0. (4.10)

2

para todo j = 1,2,...,J en = 1,2,.... N. Aqui, (w(i))}[l e (fgb(i));.‘+l para i = 1,2.
2 2

indicam as médias de 1Y nos pontos (z;_1,t,), (zj,t,) e (zj41,tn), (¥;,t,), Tespectiva-

mente. Entdo, a exemplo do modelo semidiscreto, motivados por [I], temos a seguinte

aproximacao

(i)\n (i) \n (D)yn
w(l)<x]7tn) ~ (¢ )j+1 . 2(¢4 )J u (¢ )J_lv 1=1,2. (411)

E importante ressaltar que este tipo de discretizacao evita a anomalia numérica, conhecida
como trancamento no cortante, isto é, evita-se uma sobrestimagao no coeficiente de rigidez.

Desse modo, temos que:

(M) =207 + (M)t (M) = 2(eM)2 + (M1,
P, At? - M Az?
) U
2Ax
(@M)3Ht — ()3~
2At ’

(@) — 2(pMN)1 4 ()2t ()2 =22 + (pW)n,

P2 = b

At? Ax?

(M), — (W),
2Ax

(W5 + 20 W) + (W)

+ K1

4
(W) — ()t
2At ’

- (4.13)
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2)\n+1 2)\n 29 \n—1
ps(w( NI —2(e@)1 + (@)
AL2

() = 2(p)y + ()
P4 AL

(D) g = 2(@)2 + (@),

= [{/2

W), — @),
)

Ax?

I — (™) = ()1

(4.14)

(4.15)

para todo j = 1,2,...,J en =1,2,..., N. Associamos ao sistema condicoes de contorno

Dirichlet homogénea discretizadas por

()5 =(@"); =0, Yi=12eV¥n=12,.,N,

WD = @) =0, ¥i=12e¥n=12..N,

e condigoes iniciais

()9 = o (x;,0),

(@) = 90(a;,0), D)y = @ D)(a,0), Vi=1,2 ¢ Vj=1,2,...]

(4.16)

(@(i))lj = ((p(i))t(ajjvo): VZ = 172 € Vj = 1’2’ J’

(4.17)

Explicitamente, temos o seguinte procedimento recursivo de resolucao para todon > 0

(V) Apy — Ay — 2CAL2 Sy apAt — 2p, (o)
At + 2py T apAt+2p, J
+ Qﬁ (P (1) = S (W) — ())
ao%fzplw)? ’ (4.18)
s féit2 () + (BON) + B () = ()

M.A. Nunes
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(SO(Q))?H _ 4ps — Akop® — 2CAL2 (¢(2))? N as At — 2ps3 (90(2))?_1
s At + 2ps3 as At + 2p3
* Qﬁ () + (6) - —%gﬂfg%«wm — (@)
agAGtA fng ()] (4.20)
(¢(2)>?+1 4py ;jizt,li;pfngtQ (¢(2))? + Zzii—_;;z(w@))?—l (4.21)
P ()b () ()~ (P

paratodo 7 =1,2,...,Jen=1,2,...., N, em que p = %

O esquema numérico apresentado aqui é explicito e estas equagoes de diferencas
totais (4.12) — (4.17) séo as discretizagdes mais usuais no cendrio discreto espago-tempo

para o modelo unidimensional de vigas de Timoshenko.

Para a construgao da energia discreta espaco-tempo que denotamos por E™, utilzare-
mos uma adaptac¢do do método de energia no continuo E(t¢) permitindo-nos representar

seus termos discretizados.

4.3 A Energia Discreta

Os métodos de integracao explicito no tempo a problemas de evolugao é vantajoso por
nos permitir construir a versao discreta espaco-tempo para a energia de solucoes. Um
dos primeiros trabalhos que explorou a versao discreta espaco-tempo para a energia de
um problema de evolucgao, foi efetuado por Strauss e Vazquez [53]. Aqui, em particular,
procedemos a construcao da versao discreta espago-tempo para a energia continua do
modelo de viga de Timoshenko aplicado para um duplo nanotubo de carbono, bem como
para a respectiva lei de conservagao de energia. Definimos entao a energia total para o

sistema de equagoes numéricas (4.12) — (4.17) no passo de tempo t,

 Ar (W)t — (pyr’ () — ()
= TZ[ ( At ) “’2( At )

Jj=0
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(2)yn+1 @)yn @Y+ _ (@) 2
+p3((<ﬂ ); t(so >> m((w ), tw >]>

A A
ik (90(1))?“ - (‘P(l));’l B (w(l))?ﬂ + (w(l))?
! Azx 2
e e i Gl el Gl
Az 2
o (R = P @+ ()]
2 Azx 2
e ) i ) el Gl
Az 2

L ) A W A e T
! Az Az

(WO — (@) (W), — (@)
+02 < Az ) ( Az

+C ()} = (so(l))?)z] : (4.22)

para todo n > 1. Note que E™ é a versao discreta da energia no continuo E(t) (2.9). Esta
energia discreta é um importante instrumento numérico para certificar nossos resultados
analiticos relativos a estabilizacao de vigas de Timoshenko associado ao duplo nanotubo
de carbono estabelecidas no capitulo anterior. Além disso E" é decrescente para qualquer
a; > 0,1 =0,1,2,3 e é conservativa para o; = 0,7 = 0,1,2,3.. A fim de que possamos
construir a conservacao da energia discreta E", isto é, E™ = E™~! consideremos ao modelo
(4.12) — (4.15) que as dissipagoes ag = a1 = ay = ag = 0. Temos entao para E™ a seguinte

proposicao:

Proposigao 4.3.1. Sejam ((¢™M)7, (pM)2, (o), (p@)1) solugoes das equagoes discre-

J7 J

tas (4.12)—(4.17) com o; = 0,0 = 0, 1,2, 3. Entao, para quaisquer At e Ax pertencentes ao
intervalo (0,1), a taza instantanea de variagao discreta da energia do esquema numérico

(4.12) — (4.17) no instante tempo t,, € dada por
E"—E"' =0 (4.23)
para todon = 1,2, ..., N.

Prova. Faremos uso dos multiplicadores discretizados das velocidades associadas as
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propagacoes das ondas ¢, 9@ i = 1,2. Entdo, multiplicamos a equacdo (4.12) por
1
5 {(go(l))"Jr1 (ap(l));‘_l} e somamos o resultado sobre o dominio discreto j = 1,...,J.

Segue entao que

J n n n— n n—
Z (M) = 2(M)7 + (M)~ (M) — ()2
At? 2

4.24
‘= Ax? 2 ( )
. i(zw)ﬁl W50 () = (W)
1j:1 2A7 2
J (1)\n+1 (1)\n—1
2 Dap (@) (o)
—€) (e — (M) — I =0.
j=1

No que segue, primeiramente faremos uma estimativa no primeiro termo da equagao
. <1 . . . . L
acima referente a discretizagao para a equivalente aproximacao para fo (0" (M) dz 0
. o . . g L
que conduzird a expressao discretizada equivalente para a componente cinética fo (gp(l))fd:v

do funcional de energia F(t). Sendo assim, verifique que

Z [(90(1))}%1 _ 2(@”)? + (¢(1))?—1} [(¢(1)>;}+1 _ (¢(1))?—1] _
—~ Z [((so( Nt — (o) ) <(s0( N — (M) 4 (M)7 (w“))?l)

J
+ ((w(”)?“ - (so(”)?) ((w(”)? - (w(”)}”) - <(¢<1>)y - (d”)}”) <(<p(”)§-‘“ - (w(”)?> ] :

=0

Assim temos que

J n - n -
(M) = 2(W)F + ()77 (M) = ()77
P1 Z AtQ 2

p1 (50(1))?+1 _ (90(1))7; 2 o J 4,0(1) (90(1))?_1 2
_§Z< At ) _EZ< ) . (4.25)

Jj=1
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Agora, o passo a seguir é proceder na construcao de uma aproximacao dos termos que
. o L . L .
dizem respeito a discretizacao da componente potencial fo (¢™)2dx. Sendo assim, segue

que

> ((so(”)?+1 —2(eW)7 + (90(”)}‘_1> ((so(”)?‘l - (90(”)}‘“> =

((90(1) ) ( 1) n 1 (C‘O(l))‘?—l)
% (90(1));11—11 1) n+1> ( (1) n (1));1_1>
1 (M)t = (M) ;’iﬂ) ( (vo(l))J_l)

N )|
J

()3~ 20V + (V) (P — (o)
k1 Z A2 9

De onde podemos concluir que

j=1

J n n n n
K1 (90(1)%'111 - (So(l))jH (Qo(l))jﬂ - (90(1))]'
Az Az

Jj=1

(1 = (O (6 = ]
B Az Az i
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com

J
n /{/1 n n n n
Ly=x5) [ (M) (W)2H — ()1 (M| — (M) (pMyr
i=1
(M) (@) = (@) (@M)7 = (@MW) (M)

+(eM) M), + (¢(1))?if(99<1))?] :

Para os termos de contorno em I3},

J
5 = Z[ OO+ (PO () = (D)) — (PO )

fagamos as seguintes simplificagoes

2Agc2

= ORI + V) (PO — PO () + (d”)yiﬁ(w“))?]

7_l+1((p(1))31,71 o (99(1));1(99(1))7171

J J

= 2A$2 l (1> n( (1) n+1 + (99(”)}171(99(1))?;1 _ (,*9(1))

A LY (o e (e (e e (o e (O H (99(”)?“(99“)?1]
K1 n n n— e " o
* maﬂ[(‘fp(l))J(@“))zﬁ+(9@( NE W)= 4 (M) (eD)n2h — (M) (pW)p=?

= OGO+ PR+ ()T ) - <@<l>>?+l<w<l>>3]

Ax 2A¢ Ax 2At

(D)2 = (M) (eM)FH = (M)~ (M), = ()7 (99“))"}11(99“))"}1}]

A equagao acima corresponde a discretizagao do termo de contorno (go(l))m(go(l))t‘g.

Por outro lado, encontraremos a discretizacao correspondente a componente

K1 fo )edx

J
=) <(¢(1))?+1+(w(”)? — (W) - (w”)?_l)
Jj=1
% ((@(1));}“_(@(1))?111 + (@(1))?111 _ (¢(1))?—1>
[((w(”)}ll + (W))?) ((so“))?ﬁ - (90(1))}‘“)
1

—{ (W) + (?ﬂ(l))?‘l) ((90(”)?+1 - (90(1))9”>]

I
B

.
Il

/\
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Z (W Jir + @) >(<¢<”>;’H<w<”>?>

+< 1) ;1+ "‘ 1));1)) ((gp(l)%z—l o (99(1));11-11>

—((")7 + @)D @) = ()

_((«¢<1>)g (W) 1)((99“))?13—(90(”)}”1)]- (4.26)

Logo

421% Z ((@b(l))?ﬂ — (¢(1))?_1> ((90(1));&1 _ (90(1))?_1> _

j=1
(W5 = (W) Ft (W) 4 (D)
Ax 2

— k1
=5 2
7j=1
(90(1)>n (90(1)) w(l))n 1+(¢(1))?_1
Az 2

(4.27)

In

J2

em que

Para o equivalente discreto da componente € fOL(gO(2) — M)V teremos

J
2 ( m”) (“”‘”W - <so<1>>7‘1> )
XJ: [( (2) (1));?) X (Qp(l));}-i-l _ ((4,0(2))? _ (90(1))?> % (90(1))?_1] (4.28)
Jj= . i
=3 Z [ n+1 (w(l))?((p(l))?ﬂ _ (so(z))?(gp(l))?—l + <¢(1))?(¢(1))?1] .
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Contudo reescrevemos (4.24) como

1= [ () — ()N L (e (w(”)?‘l i
+EZ< A ) EZ< )

=1
L PO = O (@O + OO (V) — (0
2 4 Ax 2 Ax
7j=1
e () — () (O + @O (] = ()
2 4 Ax 2 Az
7j=1
e ! n n n n n n— n—
+3 [—(w(”)j(so(”)f“r(so(”)j(so(”)j“+(90(2))j(<ﬁ( B (O H Rk 1]
j=1
T N () (4.29)

Dando continuidade, com procedimento analogo multiplicaremos a equacao que governa

()Yt _((1)yn—1
o declive do tubo devido a flexao (@D(l))? em (4.13) por Sand) 2@ )i

, e efetuando o

somatorio sobre o dominio discreto j =1, ..., J, temos que

J 1) n+1 2(¢(l))? 4 (w(l))n—l (w(l)yp—i-l . (w(l))”_l
Z: J J J

At? 2
J —
(W)t =207 + (@W)p @W)FT — (W)
b JZI Ax? 2
T (o) Wy (DY _ (D)1
Ky Z QD ] +1 ( )]—1 (w )] 5 (w )] (430)

. ZJZ (! >>j+1 + 20007 + @), )T — ()

=0.
4 2

As expressoes a partir daqui serao semelhantes aquelas obtidas no caso anterior para
a equacdo discreta que rege a funcao (o) ) Assim, a aproximacao para o equivalente

discreto da componente cinética p, fo (W) 2dw ¢

L (@)t — 2(pW)n 4 (W)=t (D)L — (D)1
pQZ A2 2

pr (O — () \* ) (M) <¢<1>>y-1 i
:32 N _32 . (4.31)

No desenvolvimento do andlogo discreto a componente potencial by fOL(w(l))idas e para
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a componente kK, fOL(¢(1))$(¢(1))tdx, obtemos, respectivamente, as expressoes abaixo

J
(W2 = 2(W)r + (pM)r ) (M) — ()t
bl; j+1 T J Jj—1 5
- ’)”If (zb(”)”“ (M) = ()7
52 J J J ~ J

(4.32)

@) = @) (W) = W)
Az Az

+ I3

3 P — (5, ()T — (W
' 2Ax 2

j=1
1 i YO+ (@Z}“))”+1 (M) = ()7
2 Ax

(4.33)

Jj=

@)+ O <so<1>>;+f — (e

ITL
2 Az +

J4

n n e
onde /73 e I} sao dados por

J

b
f;ézflxzzl e H ) e () Fa () S R (g oy

Jj=1

(M) (Y — (W) (W) — (W) (pD)r
(M) )+ w(“)?ﬁ(w“))?]

J
5= (e won) (-7
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((s@“’)? + (90(”)?_1> ((zﬂ“))?ﬂ - <w<”>;‘“>] :

Da mesma maneira em que encontramos 7}, simplificaremos 174

() — (pWyp (W)t — (M)p=t (pW)5 = (W5 (pW)5H — (M)
Ax 2At Ax 2At

Ijs = bl A:c

Na sequéncia, procedemos com a discretizagao referente a integral dada por k4 fOL ¢<1>¢§1’.

Segue entao

. XJZ ()7 + 2 W) + @)y () = ()

j=1 ! ’
J
= 23 (@) 200 + O ) (@O - @)
j=1
= B () + O + WO + @O
(

x (™ >”“+(w<”>7if (k= (M)

R [ @O (W) @) + (@ O)y
24 2 2

W) + @O @W)E + @MW)
a 2 2 L

em que

J
= 2 [WW?A F @O + @)
B + @O + @)
)+ GO + O
= (@] + @) ) (M) + <w<”>§-"1>] |

Efetuaremos para 7y as seguintes simplificagoes:

J
r, = 2 [wl);:fw R i C O R U LU e (D H U oy

J=1

R A G e € VY CUL e (D i (R <w1>j;f‘1<w1>?]

= 2y [(W);”(W)? 1 @O W) = (W)} ) — (@ )p (w0
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+ @O @O+ @O ) = @O ) - <w<“>?‘1</‘”m)?]
- Ksl[w“)m}(w”)’}—<w<”>’f‘1<¢ DR I A (R A

— @) ()5 + @M)W = )5 (M) + (w(l))g(’t/)m)?ﬂl
Sendo assim, simplificando a ultima igualdade da expressao acima, concluimos

@O+ @M)g @O — @Mt @) + @) @O) - <w<1>)1';+11

n
I5—I€1

2 2 2At 2 2At

Do que realizamos em relacao as simplificagoes para o termo (¢(1));‘, temos que (4.30)

resulta em
2
Lo~ i (WO = @O\ b g WO = WO (0O, — )]
2 4 At 2 4 Az Az
Jj=1 J=1
oy OB WS (O + O (e~ ()
2 & 2 2 Az
2
o, i D) = WOFNT b s (@W)p = @)y M) = ()
2 At 2 Ax Ax
7j=1 7=1
R z‘]: @MW)+ @W)p (@W)E + @O (W) = ()
2 ]:1 2 2 Ax

Considerando os resultados (4.29) e (4.34]), obtemos

J PONGS! 1yn\ 2 J (1)yn+1 @yn\ 2
p1 )j (90 i) e )] (w )j
+§ j=1 ( ) E Z:: ( )

by J ¢(1) ntl (¢(1))n+1 (pM)n g (D)
" EZ ] : Ax :

K1 J e) ?111 + (w(l));ﬂrl (<P(1))?i11 _ (so(l))nJrl
' 2 g ( * Az
X ( ]-‘rl + ))] i (90(1))?+1 — (('0(1))?

Az

2 =@ g (@) - @0
2 Z: < At ) ; —
g 0~ O G —

2 j=1 Az Ax
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- XJZ v ]H Sl G O G Ol Gl
2 = Ax
o (e >>; S e
Ax
e J
+ 5 Z [ T (e (e (o e A (o (o e (K (P
DDy D I+ T =0, (4.35)

E da mesma maneira que encontramos (4.29)) e (4.34) podemos multiplicar as equagoes
(4.14) e (4.15) por ${(e@)5*! — ()71} e L{(¥@)1 — (¥@)"~1}, respectivamente e

somando o resultado sobre o dominio discreto 7 =1, ..., J, obtemos

2 2
+@ZJ: (QO(Q))n—H (¢(2)? _p_ZJ: 2 n (90(2))?_1
2 At 2 <

j=1
o z": () = (@) (P)ps + @) ()i, = ()
2 = Ax 2 Ax
CRa s (PR = (@) (@) W) ()5 = ()
2 = Az 2 Az
e J
+3 [(90(2))?(30(2’)?“ — (N3P — (@) () + (90(1))?(@(2))?1]
j=1
I T =0 (4.36)
(§]
2
o i (WO — @7, b o= WEEE - WO W), — )]
2 = At 2 = Az Az

fa o (OO + @O ()1 + @) ()5 — (6P
* 7; 2 2 Az
S e Ul T by K OO — @) @)t - ()
2 = At 2 = Az Az
s R O (@O ST  — (
2 = 2 2 Az
+ I I+ Iy =0, (4.37)

M.A. Nunes P.D.M - UFPA



CAPITULO 4. MODELO ESPACO-TEMPO EM DIFERENCAS FINITAS 66

onde
K J
n 2 n n n n n n
Lo = 5x2 ) [ ()2 (PN — (PN (BN — (BN ()]
—
HeP) (@) = (@) ()2 — (6P ()t

R (2 M (L VI (sﬁ(”)?if(so(z))?]

ou
o At (@) = (@) (@)1 = ()7t ()50 = ()7 ()55 - (P
6 = R2Ay Ar 2AL Ax 2Nt ’
Iy = 4§le<<w>m1 <go<2>>;) <<w<2>>j+1+<w<2>>y-1>
j=1
+ ((W)?ﬂﬂw(z))?) ((w(”)? ! (90(2))?111>
— (@27 + @) ) (()r ™ = ()5
= (@) + @) ()5 = ( ”)?“)],
b J
= i [ (P @)2 @) — (@) (@)r | — (@ (@]
j:
S e Y (A Vi (D e (D I (TR M (A
) @Y 4 ()i (W);?']
ou
P e el i e s S o Wl Cad A Ui ¥4 el G
8T 2 Ag Ax 2At Az 2Nt ’

J

Ly = 42—22[((@&@))?“—(%”)?) <<w<2’>?+f+<w<2>>?‘1)

Jj=1

+ ((90(2))?+1 + (90(2))}‘> ((W);‘l — (W) )
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((90(2>)§-’ + (90(2))?_1> ((W))}” — (W) )

- <<¢(2>>;?+<w<2>>;?_1) (wﬂ%yiﬁ (' >>]

(S
J
o = 3 [<<w<2>>;u%+<w<2>>?1)<<w<2>>?+(¢(2>>?+1)
j=1
= (@)} + @D + @)
+ ()] + @)D (@F + @)
= (W] + @) ) (" >§Li%+(w(2>);“>]-
ou
o2 [N+ @ @) — @) @) + ()5 )5 - )5
) 2 2At 2 2At

Combinando (4.36) e , encontramos
J P2yt (2)\n J @)+ @)\n\ 2
p3 )j (<P AN L )j (w )j
+§Z< EZ

Jj=1

by g~ (WP (w@))?“ ()5 — W)
Ax Ax

mi<<w<2>>"“ + @) (P - (90(2))”“>

2 + Az

W2+ @) ()7 = (pP)7 )
Ax

J 1\ 2 J N2
Ps ()7 — (@)~ P4 (@) — (@)=t
- oy (S )—;z( iy

j=1

2 o= (V) — (@)1 (D)1t — (@)1=
N 5; Az Az

|
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G ! n n n n n n— n n—
+ 5 2 [ = (e (e = (@) () + () (0P 1]
j=1
DA T D4 I+ 17 = 0. (4.38)

Observe que

o
e n n n n n n— n n—
+ 52 | = @M+ () W)+ () (e W) = (W) () 1]
= L
P
e n n n n n n— n n—
+ 5 20 [T = (@DF @) = ()] (@) + (0)] (6P 1] =
= L
o
e n n n n n n n
+ 520 |~ @DFEI + (M @)+ ()] (0@ = (o) (90(2))]-“]
=1 L
P
e n— n n— n n— n n—
+ 5 2 | @) = (@) = (@) (@) + (W) ()] 1] =
j=1 L
o ]
e
5 2| (= 27 ) x et (2 - (67 ) x ()
j=11 i
P -
¢ n n n— n n n—
5 2| (= ) x (et (0 - (o7 ) x (67| =
=L ]
e 2)\n (1)\n 2)\n+1 (1)\n+1 ]
+ 52 (¢ )j_(QO )j (¢ )j — (¢ )j
= L |
¢ Nl (2)\n (1)\n (1)\n—1 (2)\yn—1 ]
+ 52 @) = @M)7 ) ((M) = (™) ) | =
Jj=1 L i

E gz (- o) (7 - o)
- SZ (- @op)(eop-eop)| s

Dos resultados em (4.35)),(4.38)) e (4.39)), obtemos

Ax = [ (@O = (M) ™ [ () — () ®
7213( i M

j=0

ps (WW“ - (90(2))?>2 Lo (W»y*l - <w<2>>;)2

3 At 5 At
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Lo WO - GO GO, — O
2 Az Az
by WO — W) ), — (W)
2 Ax Ax
Lm ((w“))?iH (W)t (W) - (90(1))?1)
2

2 + Ax

. <<¢<1>>?+1 + @) (M), - <so<1>>?>
2 Az

2 ((Wﬁ + (@) (@) — (so<2>>?“>

+? 2 * Ax

. (W));ql + @) (D) — (so<2>>?)

2 Ax

2
¢ n n n n n n n n n n

Az I~ [or (@O = ()" py (@) — Oy
_TZ[5< At : ) ) At ’

b O, — () @O — @O
2 Az Aa:
L W) — WO) WO — ()
2 Az Az
e A A (e (o L (e
+?< J 5 iy J o~ J
) o
2 Az
K2 ((W))?ﬂ + (W))? I (‘P@))?ﬂ - (90(2)>?)

2 2 Azx

((wumﬂ Sl G N G <¢<2>>?—1>
2

2
¢ n—1 n—1 n n n n n n n n n n
+= ((@(2)) = (M) ) D D+ I+ I+ s+ T + I+ T+ Iy + 17
0 (4.40)

10 £ L -
com I" = .~ I%. Procedendo com as mesmas técnicas algébricas nos somatérios I7,

I3y, I3; e Iy construimos as seguintes expressoes

Lo+ 0y + I+ Ly =
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n
-

_ mﬁ (99(1)) (90(1)) (w(l))nJrl (w(l))?ﬂ - (()0(1))?}+1 _ (@(1))?} (wu) n+1 ]H
2 Az 2At Az 2At

-V ) et PR Gl A ) R Gl 1
A ’ 281 2 2At

i, A [0 = ()5 @) — @)™ () — (625 @5 — )
2 Az 2At Az 2 At

o, Bt [+ g (D) — ()i @)y, + @) (P — (65
Az 2 2At 2 oAl .

Todavia, I™ corresponde aos termos de fronteira que surgem a partir desses procedi-

mentos multiplicativos. Explicitamente temos que

I =
_ Aty = (@) @O 4 () | ()T — ()i
YAz Az 2 2At
i At (M) — (eW)n . () + (@O | (W) = (eW)5
YAz Az 2 2At
B < e ol N el o1 i el Ui 1
*Ax Ax 2 2At
i At (@) — (e@)n L (@) + @) | (@) — ()5
A Az 2 2At
[ At () — (M) A (W) — (pM)p (M) + ()
A v a— MY Az * >
o ()t — (pW)pt
2AL
R At ()5, — (W) ke At (M) — (W) (M) (pMn
YAz Az D) Az 2
WO — (07
2AL
b, At (@) — (P)p +,{2§ (@) — (e () + (@)
Az Az 2 Az 2
" (@) — (p@)pt
2At
1 g(w@))’hl (@5 Tk At (90(2))J+1 ()5 i (p® )J+1+(¢(2))9
“Ax Az 279 Az 2
OV - ()
2AL
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Entao, levando em conta as condigoes de contorno Dirichlet Homogéneas em (4.16),
segue que I"™ = 0. Agora, considerando a definicao da energia discreta dada por (4.22)),

concluimos que
E"—E" =0 (4.41)

para todo n =1, ..., N. Portanto o modelo discreto é conservativo para todo n > 0.

E claro que, se a; > 0,7 =0,1,2,3, é possivel verificar que
E"<E"' ¥n>0, (4.42)
de onde utilizando a recursividade, obtemos

E"<E° vYn>0. [ | (4.43)

4.4 Simulacoes Numéricas

Nesta se¢ao, nosso objetivo é estudar o esquema numérico (4.12) — (4.17) e sua energia
E™ (4.22) exibindo os resultados de simulagdes numéricas que efetuamos com o uso do
método explicito (4.18) — (4.21) em diferencas finitas a fim de ilustrar por meio das si-

mulagoes os resultados analiticos estabelecidos nas secoes anteriores.

Para nossos experimentos numéricos, consideramos as seguintes configuragoes: L =
1.0m de comprimento, T' = 0.2s. Especificidades do tubo 1: 0.025m de espessura e 0.04m

de largura. Especificidades do tubo 2: 0.015m de espessura e 0.02m de largura. Para

tanto, usaremos as seguintes constantes fisicas: E = 21 x 10*N/m? G = ﬁ =

8.1395 x 10*'N/m?, p = 7850kg/m3, k=5/6, u =029, C€C=10"". Para os dados

iniciais, assumimos que

0 (2;,0) =D (2;,0) =0, i=1,2, (4.44)
50752) (-Tja O) = sin (V%x]> , VweN, i=1,2, (445)
¢1§i)<xj7 O) = sin (V%xj)a Vv € N7 1=1,2, (446)
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levando em conta as condigoes de contorno Dirichlet Homogéneas. Na malha computaci-

onal, usamos Az = 0.0313 e At = 9.7656 x 10~ de maneira que At/Az = 0.003125.

4.4.1 Casos conservativo e dissipacao total

Para nossos resultados iniciais, consideremos os casos conservativo e com dissipacao
total, sejam eles a; = 0 e o; > 0, 7 = 0, 1,2, 3, respectivamente. Observe que de acordo
com a Figura (4.1), vemos que a energia discreta E™ reproduz um caréter conservativo
das solugoes para todo tempo discreto ¢,. Enquanto que na figura (4.2), E™ é moné6tona

e decrescente para zero ao longo do tempo.

x 10% Energia das Solugdes: v=10
2.0079 T T
Caso Conservativo
2.0079 : : B
2.0079 B
n
E 2.0079 : - B
2.0079 B
2.0079 B
2.0079 . . L
[0} 0.05 0.1 0.15 0.2
t
n
Figura 4.1: a; =0,2=0,1,2,3.

x 10% Energia das Solugdes: v=10

T
Caso Dissipativo

(o] 0.05 0.1 0.15 0.2

Figura 4.2: a; > 0,72 =0,1,2,3.

Aqui, estamos falando em concordancia qualitativa: a lei de conservagao de energia

e sua equivalente discreta sao compativeis, podendo ser observada na figura (4.1). Por
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outro lado, tal como no caso continuo, a figura (4.2) mostram que a energia se caracteriza

—wtn

como uma func¢ao exponencial e para w > 0.

4.4.2 Dissipacao nos declives do tubo e no deslocamento lateral
do tubo externo: oy =0, a1 >0, as >0, az >0

Nesta subsec¢ao nossos experimentos numéricos comprovam os resultados analiticos para
o modelo de vigas de Timoshenko associado ao duplo nanotubo de carbono, o qual mos-
tram que este modelo perde estabilidade exponencial quando consideramos as velocidades
de propagacao distintas. Isto quer dizer que se py/k1 # p2/b1, isto é,

Ri1p2 — b1p1

0,
k2 — Cpaky + Chbypy 7

X:

G # E/Ky, e G # E/K;.Portanto

&_&#06%7&@(@_&), (4.47)
1

K1 b1 bl K1

Sendo assim, obtemos um decaimento do tipo polinomial e a figura (4.3) mostra esta

propriedade.

Energy Decay:v=10

0.95 4
0.9 4
0.85 b
0.8 4

0.75F i

0.7 i i i
0 0.05 0.1 0.15 0.2

Figura 4.3: G # E/K, e G # E/K,

Observe que os valores discretos da energia sao praticamente uma reta constante
ao longo do tempo, comprovando um decaimento polinomial.

Agora, considerando os mesmos mecanismos de dissipagao atuando nos declives do
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tubo e no deslocamento lateral do tubo externo, o decaimento exponencial ocorre se, e
somente se, as velocidades de propagacao de ondas iguais. Para este caso sugerimos a
leitura |38, 49]. Para vigas de Timoshenko associado ao duplo nanotubo de carbono,
podemos ver a partir das simulacoes numéricas que estes resultados sao preservados,
acrescentando apenas uma particularidade, o fato de k2 # 0. Isto é, se

pL_ P2

K1 N bl’

entao

P11 P2
/ﬁ)? - elﬁ)lbl (/Q_l — b_l) = /‘i% 75 0.

Dessa forma, podemos escolher o valor G = K; e G = Ky para obtermos a estabilidade

exponencial.

x 10* Energy Decay: v=10

0 0.05 0.1 0.15 0.2

Figura4.4: G=FE/K, e G = E/K,

Observe que no decaimento exponencial obtemos um decaimento melhor comparado

a dissipacao total.
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4.4.3 Dissipacao somente nos declives do tubo: ay=as =0, a; >
0, a3 >0

Neste experimento numérico sugerimos outro problema. Para vigas de Timoshenko,
quando a dissipacao do tipo atrito atua somente na equacao referente ao angulo de rotacao,
o decaimento ocorre se, e somente se, houver uma igualdade entre as velocidades de
propagacao de ondas. Para duas vigas de Timoshenko associada ao nanotubo de parede
dupla, observamos que a partir das simulacoes numéricas, estes resultados sao preservados

P2 _ p1 o K1
desde que £2 = £+ e 3+ # 0.

K1

x 10* Energy Decay: v=20
’ x 10° Energy Decay: v=20

G = E/K,

K1

Figura 4.5: G(’;—f — p—l) B Figura 4.6: po/by = p1/K1 € k1/by # 0.
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Capitulo 5

Modelo elastico poroso com
dissipacao localizada nao linear

5.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos o sistema elastico poroso unidimensional e homogéneo com
dissipacoes localizadas nao lineares. Para comecar, vamos considerar as seguintes equagoes

de evolugao no caso unidimensional

Pt :Tx ‘l‘Fl, (5 1)
Jouw = Hy + G + F. '

Aqui T é o tensao, H é o equilibrio na tensao, GG é a forca corporal equilibrada, F} é a
dissipacao localizada nao linear elastica e F5 é dissipacao localizada nao linear porosa. As
variaveis u e ¢ representam o deslocamento de um material sélido elastico e a fracao de

volume, respectivamente. As equagoes constitutivas sao

T = pu, + b,
H=6¢,, (5.2)
G = —bu, — £¢.

Assumimos também que os termos dissipativos localizados arbitrarios nao-lineares sao

definidos sob a forma

Fy = as()g2(¢r).

Entao, substituindo (5.2)) e (5.3]) em (5.1)), temos

{ Fy = ay(x)g1(uy), (5.3)
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PUyy — [z — by + ay(z)g1(ug) =0 em (0,L) x (0,00),
Tt — O0bpy + buy + £+ az(x)g2(¢y) =0 em (0,L) x (0,00),
u(0,t) = u(L,t) = ¢(0,t) = ¢(L,t) =0, t>0, (5.4)
(u(x,O),qS(:l:,O)) = (UO(x)v(bO(x))v €1 (Ov L)7
(ue(2,0), ¢e(2,0)) = (u1(x), ¢1(z)), em (0,L)

onde p, u, J, d, b e £ sdo os coeficientes constitutivos cujo significado fisico é bem conhe-

cido. Os coeficientes constitutivos, em caso unidimensional, satisfazem

£€>0,0>0, >0, p>0,J>0, ué> v (5.5)

As fungoes localizadas a;(z) sao regulares e nao negativas, enquanto que as fungoes
nao-lineares g;, ¢ = 1,2, sao continuas e monotona crescente.

Este capitulo esta estruturado da seguinte forma. Antes de discutirmos a existéncia e
unicidade de solugoes na subsegao [5.2.3], levantaremos algumas hipdtese na subsecao [5.2.1]
e definiremos a energia de solugoes que é decrescente ao longo do tempo na subsecao [5.2.2]
Na secao |5.2| encontraremos a observabilidade do modelo eléstico poroso e por fim em

determinamos a estabilidade assintética do sistema.

5.2 Existéncia e unicidade de solucao integral do mo-
delo

5.2.1 Hipébtese sobre as funcgoes g; e a;

Assumiremos as seguintes hipéteses sobre as fungoes g; e a;, i = 1,2:

e As funcgoes g;, i = 1,2, sdo continuas, mondtonas crescentes e satisfaz:

(1) gi(s)s >0, ¥s #0,

(2) m;s? < gi(s) < M;s?, para ls| > 1,

e Assumimos que a; € L*(0, L) sdo fungdes nao negativas tal que

ai(z)>a; >0, eml;, i=12 el=LNI#0 (5.6)
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Observe que as funcoes localizadas nos permite considerar que os termos de dis-

sipacdo atuem em uma pequena regiao do intervalo (0, L).

5.2.2 A Energia do modelo

Nesta subsegao encontraremos a energia associada ao modelo ([5.4)).

Definamos o funcional energia por

o [ L
E(t) = —/ ui do + = /gbtdx+ /uidw

N / 62 d +§/ & e+l /wm-wx)d:c. (5.7)

Por hipétese, temos ué — > > 0. Tomando & € (0,€] tal que ué — b*> = 0. Entao,

temos que

[NIES

1
9 1

L L L

p 9 J 9 1
E(t) = _/ud:c+—/¢dx+—/
() 20 t 2 0 t 20

s [t 1 L
2 0 2 0

Proposigao 5.2.1. O funcional energia associado a solugao forte do sistema (5.4) satisfaz

d

Bl = /O (01 (2) g (w )ty + a5 (2)ga(d)by) dx < 0, ¥ £ > 0. (5.8)

Prova. Multiplicaremos a equagao (5.4)); e (5.4)2 por u; e ¢, respectivamente, e integra-
mos por partes em L*(0, L).

Na equacao 1 temos
L L L
,0/ uttutdw—u/ Uty — b/ baupdr + ay (x )/ g1 (ur)udzr = 0
’ L
o / wde+ 3 / P — b / bonds = —a) [ plwude. (59)

Temos também que

L L L L
J /O budidz — 6 /O bunbeds 4 /0 wode+€ [ oonda

L
+a2(x)/0 G2(¢)Ppedx = 0
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= —ag(x)/ g2(o4) prdx. (5.10)
0

Note que

L L L L
/0 bqﬁutxdx—i-/o UgPpdx :/0 b(uz@)idx —% b(uz@)dx

Somando e e usando as hipoteses sobre as fungoes g; e a;, 1 = 1,2, segue a
conclusao da proposicao. [ |
Podemos notar que a desigualdade (/5.8]) continua a ser valida para as solugoes fra-

cas do sistema (5.4) pelo simples argumento de densidade.

A identidade (5.8) permite-nos concluir que

E(t)— E(0) = —/0 /0 (a1 () g1 (up)ug + as(x)ge(ér)dr) dx ds, t > 0, (5.11)

onde

p (" 7
E0) = —/ uj de + = /¢2dx+§/ ug, d

+ /%xd +§/ % dr + /(quGﬁo—uo%x)M

denota a energia inicial.

5.2.3 O Cenario de Semigrupo de Operadores Lineares e Nao
Lineares

Consideremos o espago de Hilbert

H = H;(0,L) x L*(0, L) x H3(0,L) x L*(0, L)

V:= H*(0,L) N Hy(0,L) x Hy(0,L) x H*(0, L) N Hy(0, L) x Hy(0,L)

com produto interno em H dado por

L
(U, V) = / (p0® + puav, + T + by + Edw + bugw — wwy)) do (5.12)
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para U = (u, @, ¢,v), V = (v,®,w, V), onde’ indica a transposta dos vetores U, V. Por
hipétese, temos que pé > b2 Tomando &; € (0,&] tal que pu&; — b* = 0. Entao, obtemos

L L L L
(U, Uy > p/ gdeaﬁLJ/ deer(S/ ¢§dz+/
0 0 0 0

+ (6—51)/0 ¢* da. (5.13)

1 12
phu, — 9| do

Isto nos permite ver claramente que (U, V')g define um produto interno em 3, e a
norma || - ||s¢ associada é equivalente a norma usual.
Se denotarmos VU = {u, us, ¢, ¢} e Vo = {ug, u1, do, ¢1} entdo o sistema (5.4) pode

ser reescrito

dt (5.14)

AV
— +CV =0, parat >0
U(0) = ¥,

onde o operador € = —(A + B) e os operadores A e B sao dados por

b o b
.A{U, 2 ¢7¢} = {90’ %uzz + ;¢z, ¢7 j¢$$ - ju:c - %925}7 para {ua 2 Qb,ﬂ)} S D<A) = V:
B{U, 2 ¢7 w} = {07 —&1($)gl(§0), 07 —a2(56)92(¢)}7 for {'LL, ¥, ¢7 w} € D(B> =3

Veremos a seguir o significado de solugao para o problema de valor inicial (PVI)(5.14)),

segundo V. Barbu [4].

Definigao 1. Diremos que ¥ : [0, 0o[— H € uma solugao forte para o problema de valor
inicial (5.14)), se ¥ € continua em [0,00[ e Lipschitziana em cada subconjunto compacto

de 10, 00[, U(t) € diferencidvel em ]0,00] e

dv

%(t) = AVU(t) + BY(t), para quase todo t €]0,00].

Definigao 2. A fung¢ao ¥ : [0,00[— H, serd chamada de solugdo integral para o
problema de valor inicial (5.14), se W(t) é continua em [0,00[, ¥(0) = ¥, e salisfaz a

sequinte desigualdade:

1 s _ 1 2 '

Sl @) = @l < 5[[U(s) = @lfsc + [ (AL +BU(r), U(r) — @)sdr,
para todo ® € D(A) e 0 < s <t < oo, onde (-,-)5 € o produto interno de H.

Com base nessas hip6teses e fazendo o uso do método de semigrupo nao-linear (veja
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[4]), podemos enunciar o seguinte resultado relativo a existéncia e unicidade de solugoes

do sistema ((5.14]).

Teorema 5.2.1. Para qualquer dado inicial Yo = {ug, uy, ¢o, 01} € H, o problema (5.14)

admite uma unica solucao fraca. Além disso, se Wy € V a respectiva solucao serd forte.

Prova. A ideia da prova é mostrar que o operador € = —(A+ B) é um operador maximal
mondtono em H, para tanto usaremos a mesma técnica desenvolvida em [46]. Dividiremos
a demonstracao do teorema em duas partes. Na primeira parte usaremos o corolario 1.1

de Barbu,V. [4] com o objetivo de concluir que:
(i) O operador A é maximal mondtono.
A seguir usando o teorema 3.1 em Brezis [7], mostraremos que
(ii) O operador B ¢ mondtono, hemicontinuo e limitado.

Prova de (i) Mostraremos que —A ¢ monétono e que Im(f — A) = H. Como H é um
espago de Hilbert, o resultado segue da proposi¢ao 2.2 em [7]. Na verdade, o fato de ser

mondtono decorre de:
(—AU, W)y =0, YU €V

Tomemos, agora a funcao vetorial F' = (f1, f2, f3, f4) € H e resolveremos o seguinte

problema espectral:
U — AV = F (5.15)

para algum ¥ € V, onde ¥ = (u,u, ¢, ¢;). Reescrevendo termo a termo a equagao m

temos

u—u; = f1 € Hy(0,L) (5.16)

pUy — ey — by = pf2 € L*(0, L) (5.17)

¢— ¢y = f3 € H}(0,L) (5.18)

Jor — 0ue + bu, +Ep = Jf4 € L*(0, L) (5.19)

Isolando u; e ¢, em e[5.18] respectivamente e substituindo em e[5.19] temos
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pu — pigy — boy = p(f2+ f1) € L*(0, L) (5.20)
Jp — 0¢un + bu, + &b = J(f4+ f3) € L*(0, L) (5.21)

Realizando algumas multiplicacoes podemos encontrar a forma bilinear

2
a: [Hg(o,L) x H&(O,L)} —R
definida por
. L L L L
a(¥, V) = p/ ucpda:—l—u/ ux%danJ/ ¢ndx+5/ GpNedr
0 0 0 0

L L
+£ /O ¢ndz +b /0 (uen — Ppip)dx

onde W = (u, 6) € HY(0, L) x HY(0,L) e ¥ = (p,1n) € HI(0, L) x HY(0, L)
A forma bilinear af(., .) é continua e coerciva, sobre o espago de Hilbert £ = [H] (0, L) X
2
H(0, L)] , logo pelo Lema de Lax-Milgram, temos que existe uma tnica solugao (u, ¢) €

E tal que

a(U, ) = h(¥), YU € E.

Além disto, do problema ([5.20))-(5.21)) em L?(0, L), obtemos (u, ¢) € H?(0, L).
Prova de (ii) Tendo como referéncia a subsecao [5.2.1], temos que o operador — B satisfaz

a seguinte desigualdade:
(_qu7 \I[)ﬂ'f >0,

o que prova a monotonia de —B. Agora, seja U; = {u;, v, ¢;, ¥ }T € H, com i = 1,2.

Consideremos a seguinte expressao

(=B(¥1 +tWs), U)ge = (a1 (w)g1(v1 + tv2),v) 12 + (az(@) g2 (V1 + th2), ¥) 2

para t > 0. Queremos mostrar que

tli_I}Ilo(al(x)gl(vl + tvy),v) 2 = (a1(x)gr(v1),v) 2 (5.22)
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e
tliino(GZ(x)gQ(% +t2), ) 12 = (a2(w)ga(t1), ) 2 (5.23)
Para isto, consideremos a fungao f € L'(0, L) dado por
f(@) = ai(z)g1(v1(2))v(z)
e definimos a seguinte sequéncia (f,,) C L'(0, L) dado por
1
() = a1(x)gn <v1(x) + Evg(x))v(x), (5.24)
assim, temos que
li_>m folx) = f(z) g.s. em (0,L). (5.25)
Com efeito, definindo o conjunto
1
Z = {x €[0,L] : |ui(z) + ﬁvg(x){ < 1}, (5.26)
temos que
|fu(@)] < arfv(@)] (5.27)
para cada x € ), onde ¢; é uma constante positiva. De fato, observe que
1
|fulx)] = ’a191(01($) + 502 )| |v(z)
< Cl‘Ul + Ug T ‘ ‘ ‘
< aifv(@)].
Por outro lado, podemos concluir que
| fo(@)| < 2|1 (@)] + |v2()]) |v(=)] (5.28)

para cada x € [0,L] — ) , onde ¢y é uma constante positiva. De fato, segue de que

(@] = ar(o(@) + U2 2))| ol

1
< 02]01 x) + —vo(x | |v(a:
n

) }
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Segue de e que (f,) é limitada por uma fungao integravel em [0, L]. Entao
pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, podemos passar o limite e concluir
que —B é hemicontinuo.

Finalmente, concluimos a partir das hipdteses que — B ¢ limitado em subconjun-
tos limitados. E portanto, concluimos a prova.

[ |
Nosso proximo resultado nos fornece uma relacao entre as solugoes integral e forte
de . O Lema abaixo nos diz que toda solucao integral pode ser obtida como limite

de solucoes fortes.

Lema 5.2.1. Dado V¢ = {ug,u1, ¢, 01} € H e ¥ = {u,u, ¢, 0} € C(Ry;H) a dnica
solugdo integral respectiva de (5.14)). Entao, existe uma sequéncia de solugoes fortes {V,}

de , tal que,
lim ¥, =¥ em C(Ry;H).

n—o0

5.3 Desigualdade de Observabilidade

Nesta secao estudaremos a observabilidade do seguinte modelo eldstico poroso conser-
vativo unidimensional

PUy — PUgy —bp, =0 em (0, L) x (0, 00),
J¢tt_5¢xx+bux+€¢:() em (O7L> X (07 00)7
u(0,t) = u(L,t) = ¢(0,t) = ¢(L,t) =0, t>0, (5.29)
(u(x, 0)7¢(I70)) - <u0($)7¢0(l‘)), €1 (OaL)
(w(z,0), ¢e(2,0)) = (wi(x), $1(z)), em (0,L).

Reescrevendo o problema ((5.29) como um problema de Cauchy, obtemos

dt (5.30)

dv
— = AV, parat >0

onde A e ¥, foram definidas anteriormente.

Entao, usando a técnica de semigrupo de operadores lineares [41] aplicada ao sistema

(5.30) podemos garantir a existéncia e unicidade de solugoes fortes e fracas nas classes

u, ¢ € C°(Ry, H*(0, L) N Hy(0, L)) N CY (R, Hy(0, L))
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u, ¢ € C°(Ry, Hy(0,L)) N CHRy, L*(0, L)).

Definiremos a energia usual associada ao sistema ([5.29)) por

L L L
E(t) = g/o u?dm%—g/o gbfd:v%—g/o u? dx
5 L g L b L
+ —/ o> d:z:—}——/ @ d:):+—/ (upp — ;) dx, t >0 (5.31)
2 Jo 2 Jo 2 Jo

e por F(0) a energia inicial. Observe que a energia é conservada para todo ¢ > 0.

Em geral, desigualdades de observabilidade (ou desigualdades inversas) sdo importan-
tes do ponto de vista matematico, pela equivaléncia que existe com o problema da Teoria
do Controle e da Teoria de Estabilizagao.

Nesta secao iremos estabelecer uma desigualdade de observabilidade para o sistema

(5.29)) e para isto enunciaremos o resultado principal desta segao.

Teorema 5.3.1. Seja A := (ay, an) um intervalo aberto contido em (0,L). Para T > 0

suficientemente grande, entdo existe uma constante positiva C tal que, qualquer solugcao

{u, ¢} de satisfaga
T
E(0) < C/O /A(u? + ¢7) dx dt. (5.32)

Prova. Pelo argumento de densidade, é suficiente provar este resultado para solugoes
fortes. Tome |A| = ay — ay. Considere ¢, suficientemente pequeno,tal que 0 < €5 < |2A| e
defina a seguinte fungao auxiliar, como em [20],

(/\ — 1)33’, S [0,0&1 + 60),

ha(z) =9 Mz —ay —e) + =220 () + ), € [ + €, a2 — ), (5.33)
(/\—1)(SC—L), S (062—60,.[/]

com)\::MG[O,l[eOSal<a2§L.
Seja {u, ¢} solugoes forte de (5.29). Multiplicaremos a primeira e a segunda equagao
do sistema (5.29) pelos multiplicadores u,hy e ¢,hy, respectivamente, e integramos por

partes em (0, L) x (0,7, obtemos

T L
p 7 J 0 3
/0 /0 (5“? + 5%26 + §¢? + 5(;% + 5(252 + buyp)h\ dx dt
L T

T L
= — {p/o Utz hry de — [J/O OrPihy dmL
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T L T L
+¢ / / ¢*hy dx dt +b / / uzohy dz dt. (5.34)
0 0 0 0
Como
, B A, X € o + €, a0 — €,
Mh(w) = { (A=1), z€[0,a1+¢€)U(az— e, L] (5.35)

temos da igualdade acima que

T

/ "Bt dt = [ / " (puatss + Tty dx}

+f/ / R dxdt—i—b/ / uyoh'\ dx dt
Q2—€Q Q2—€Q
/ / (pui + J¢?) dx dt + = / / (pu2 + §¢2) dx dt
a1teo a1+eo

5 a2 —E€Q a2 —€Q
+—/ / ¢* dv dt + b/ / Uy d dt. (5.36)
2 0 a1+e€o 0 a1+e€o

Vamos estimar o lado direito de (5.36). Usando a equivaléncia entre a norma da
energia e a norma usual em H, obtemos

T

- [/OL(putux + Jbrn) i dm} < C'E(0). (5.37)

0

Depois, usando a desigualdade de Young com o fato de que || < 1, obtemos

T L T a2 —€g T L
b / / Updhl d dt + b / / g da dt < 2eTE(0) + C. / / ¢* dz dt. (5.38)
0 0 0 a1+e€o 0 0

Finalmente, vamos considerar uma fungao corte n € C§°(0, L) tal que

0, x€][0,01)U (g, L],
n(z) =49 1, =€ fa+ e, az— e, (5.39)
0<nx)<1, ze€l0,L].
Assim, multiplicando-se as primeira e segunda equagoes de ([5.29)) por un e ¢n, respec-

tivamente e integrando po partes, obtemos

/ / pul 4+ 5¢2 + £¢%)n dx dt = { (pugu + Jpp)n dx '
0
/ / put—l—ngt)ndxdtnL%/ / pu 4 5 ng, da dt
+b/0 / (Peu — upd)n dz di. (5.40)
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Consequentemente, por calculos andlogos que fizemos anteriormente, nds inferimos
T L T a9
| [ s st comande<cpo e [ [t 16 do d
o Jo 0 Jau
T L
+C. / / (pu? + 6¢%) dx dt + 2¢TE(0) (5.41)
o Jo

onde a constante positiva C' nao depende da solucao de ([5.29)).

Segue de (5.36))-(5.41) e usando o fato de que n tem suporte contido em [ay, as,

obtemos
T a9
(1—X—46)TE(0) < CE(0)+ 0/ / (pu? + J¢?) dx dt
0 (o3}
T a9
+ (JE/ / (u® + ¢%) dx dt.
0 a1

Assim, para € < %, temos que

T [e%}
TE(0) < CE(0)+C / / (pui + J¢7) dx dt
0 aq

T a9
+ CE/ / (u? + ¢*) d dt
0 a1

e finalmente, tomando 7" > C', podemos concluir que
T as
E(0) < C / / (pu? + J¢?) dx dt
0 a1

T [
2 2
+ (J/O /al (u” + ¢°) dx dt (5.42)

onde C é uma constante positiva que nao dependem da solucao de ([5.29).

Nosso principal objetivo aqui é estimar a segunda integral no lado direito da
em termos de u; e ¢y.

Para isto, ¢é suficiente demonstrar que existe uma constante positiva C, que nao de-
pendem da solucao de , de tal forma que a seguinte desigualdade seja verdadeira
para cada solucao de ([5.29):

/OT /OL(u2 + ¢*) dr dt < O/OT /aa2(u§ + ¢7) d dt. (5.43)

Para provar esta afirmacao, vamos supor por contradicao que ((5.43) nao seja ver-

dade. Assim, podemos encontrar uma seqiiéncia de solugoes nao-nulas de ([5.29)), isto é
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{uu, ¢, }uen, satisfazendo

T L T pas
/ / (u2 + ¢7) d dt > ,u/ / (ury + ¢2y) dx dt, peN, (5.44)
o Jo 0o Ja

1

o que implica que

fo fal uut + <b2 ) dx dt
fo fo +¢2 dx dt

— 0, quando pu — oo.

Denotando por

\/fo [ (u +¢2 de dt

\/fo S (u +¢2 ) dx dt

podemos verificar que

1 T a9 N .
m > /0 / (uz, + ¢2y) dx dt — 0, quando p — oo
a1

e também

// )dx dt =1, paratodo pe€N.

Sendo assim, podemos concluir que,

{ {wu}, {v@t} sdo limitadas em L2(0,T; L%(A)), (5.45)

{@,}, {¢,} sdo limitadas em L*(0,T;L*(0,L)).

Utilizando a desigualdade lD para as solucoes {1, (Eu} de 1) obtemos

E,(t) = <C// 2 4+ ¢%) d:cdt+0/ /uutﬂb .) dx dt

e usando ([5.45) e a desigualdade de Poincaré, podemos concluir o seguinte

{ (T}, {du} s¥o limitadas em  L2(0,T; L%(0, L)), (5.46)

{u,}, {¢,} sdo limitadas em L*(0,T; Hy(0,L)).

Empregando o teorema Aubin-Lions, deduzimos que

{ “u —u forte L*(0,7;L*(0,L)), (5.47)

¢u—>¢ forte L?(0,T; L*(0,L)).
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A forte convergéncia em (5.47)) implica que

T L
1= lim/ / ( u ) dx dt = / / +0?) dz dt. (5.48)

Por outro lado, a partir das convergéncias fracas para as derivadas em ([5.46)), temos

T o~
/ / (u: + (bt ) dx dt < hmlnf/ /(ﬁit + (bit) dz dt = 0,
H—>00 A

o que implica que

que

U =¢; =0, em Ax(0,7).
Além disso, desde {u, 5} ¢ uma solucao de

pliys — Jilge — by =0, em  (0,L) x (0,T),
Ju — 0oy + bils + £ =0, em  (0,L) x (0,7), (5.49)
ﬁt:gbt:(), em A X (O,T)

Tomando a derivada de (5.49) em relagao a variavel ¢ em sentido distributivo e deno-
tando ¢ =y, P = @ temos que {p, 1} é solugao de
Pt — s — bihy =0, em  (0,L) x (0,T),
Jwtt — 5¢xl‘ + bQDg; + g'@b = 0, em (0, L) X (O, T), (550)
p=1v=0, em Ax(0,7T)

e usando o teorema de unicidade de Holmgren’s (ver [21]), deduzimos que ¢ =1 = 0, ou

equivalentemente,
W=¢, =0 em (0,L)x(0,7T). (5.51)
Agora, voltando a (5.49)), temos

{ — il — by =0, em (0,L) x (0,7), (5.52)

—0¢ppg + bliy + 6 =0, em (0,L) x (0,T).

Multiplicando as primeira e segunda equacoes de 1) por u e qg respectivamente, e
integrando por partes em (0, L) x (0,7"), obtemos

T L N . "
0= / / (L2 4 502 + 20ty + £¢?) da dt. (5.53)
0 0

Usando a desigualdade de Young e observando que ué > b%, e em seguida, aplicando

a desigualdade de Poincaré, concluimos que u = $ =0em (0,L) x (0,7), contradizendo
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(5.48). Portanto, concluirmos que ([5.43)) é verdadeira.

Combinando ((5.43)) e (5.42)), deduzimos, para T suficientemente grande, que

T
E(0) < C/ /(uf +v7) dx dt.
0 A

E importante ressaltar que essa constante positiva C' nao depende da solugao de (5.29)).

5.4 Estabilidade Assintotica

O principal objetivo desta secao esta em determinar a estabilidade assintotica do sis-
tema (5.4). Para isto, utilizaremos o método introduzido em Daloutli [15] que reduz a
estabilizacao nao linear estabelecida a um problema linear de observabilidade associado.
Neste contexto, vamos utilizar o resultado de observabilidade obtido na se¢ao anterior.

Primeiro, vamos considerar uma funcao h : R — R definida por
h(s) = hi(s) + ha(s), s€R (5.54)

onde h; : R — R, ¢ = 1,2, ambos sao continuos, concavos, estritamente crescentes e que
satisfacam

hi(gi(s)s) > s* + gi(s)?, |s| < 1. (5.55)

Note que h tem as mesmas propriedades das suas funcoes de composicao. Com isto,

podemos definir a funcao auxiliar r por

S
r(s)=nh (—) , seR (5.56)
Q|

onde Q = (0,L) x (0,7) e |Q] := meas(Q).
Desde que r é mondtona crescente, a funcao ¢l +r é invertivel para qualquer constante

¢ > 0, onde I é a funcao identidade. Desta forma, para constantes nao negativas c e M

definamos

p(s) = (I +7)"*(Ms), s €R. (5.57)

Observe que p é uma funcao continua, positiva e estritamente crescente. Também,

M.A. Nunes P.D.M - UFPA



CAPITULO 5. MODELO ELASTICO POROSO COM DISSIPACAO LOCALIZADA
NAO LINEAR 01

p(0) = 0. Finalmente, definimos
q(s)=s—(I+p)'(s), s€R. (5.58)

Neste contexto, admitiremos utilizar a seguinte técnica devido a Lasiecka e Tataru

(ver [28]).

Lema 5.4.1. Sejam as fugoes p, q definidas como acima. Para qualquer sequéncia (s,)

de numeros positivos satisfazendo

Sm+1 T P(Smt1) < S,

temos que s, < S(m) para qualquer m € N, onde S(t) € uma solug¢ao da equagao diferen-

cial.
dsS
— () +a(S(#) =0, t>0 (5.59)
S(0) = so.

Além disso, se p satisfaz p(s) > 0 para s > 0 entao

lim S(t) = 0.

t—o00

Considerando as notagoes da segao anterior e as defini¢oes acima, agora estamos pron-

tos para enunciar o principal resultado desta secao referente a estabilidade.

Teorema 5.4.1. Assuma as hipdteses sobre as funcgoes g; e a; dadas em |5.2.1. FEntao
existe uma constante positiva Ty > 0 tal que, para cada K > 0, se ¥ = {u,u;, d, ¢} €

uma solugao de problema (5.14) cuja energia inicial satisfaz E(0) < K entdo

E(t) < s(i _ 1), V> T,
T

com lim S(t) =0, onde S(t) € a solu¢ao da equagao diferencial ((5.59)).

t—o00

Antes de fazer a demonstracao do teorema acima, demonstraremos um lema auxiliar.

Lema 5.4.2. Assuma as hipdteses sobre as funcoes g; e a; dadas em |5.2.1. Entdo para

T >0 e K >0 existe uma constante positiva 5, tal que

E(T)<C (/OT /OL[al () (uf + g7 (ur) + a2(2) (&} + g3(¢r))] dx dt) : (5.60)
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para qualquer solugao forte {u,u;, ¢, ¢} de satisfazendo E(0) < K.

Prova. A fim de provar o lema [5.4.2] argumentamos por contradicdo. Vamos supor que
(5.60) nao é verdade e seja {ug(0), ugt(0), ox(0), dx:(0)} uma sequéncia de dados iniciais
em que o correspondente solugdes {ug, ¢r} de (5.4) com energia inicial (Ex(0))xen, que se

supoe ser uniformemente limitado em k, verifica

E
lim k() — 00,

hreo fo fo ai(x ukt + g%(ukt)) + ag(x)(gzﬁit + gg(ﬁbkt))] dx di

ou equivalentemente

po Jo o (@) (f, + g7 () + as() (8, + 3 (6nr))] da

Jim E.(0) — 0. (5.61)

Desde que (Eg(0))ren seja limitada, a ultima desigualdade implica que

lim/ / r)(ui, + ¢ (uge)) do dt = 0, (5.62)

k—o00

lim/ / ) (2, + g5(one)) dx dt = 0. (5.63)

k—o0

De (5.62), (5.63) e assumindo a hipdtese sobre a;, i = 1,2 dada em [5.2.1] deduzimos

que

T
lim/ /uit dv dt = 0, (5.64)
k—o0 0 Il

T
lim ¢2, dr dt = 0. (5.65)

k—o0 0 I

Assim, uma vez que a familia de energia (Ej(t))ren, associada com uy, ¢k, também é

limitada de modo uniforme em (0,7), temos as seguintes convergéncias

ug — uy fraco estrela L>(0,T; L*(0, L)), (5.66)
b — ¢ fraco estrela em L>(0,T; L*(0, L)), (5.67)
Upe — Uy fraco estrela em L>(0,T; L*(0, L)), (5.68)
Gre — ¢, fraco estrela em L>(0,T; L*(0, L)), (5.69)
up — u fraco estrela em L>°(0,T; L*(0, L)), (5.70)
¢r — ¢ fraco estrela em L>(0,T; L*(0, L)), (5.71)

onde a convergéncia ((5.70) vem de ([5.68]) e da desigualdade de Poincaré.
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Devido a secao anterior empregando a desigualdade de Poincaré e o resultado de

compacidade e uma vez que os dados iniciais sao limitados, também podemos deduzir que

up — uforte em L*(0,T; L*(0, L)), (5.72)

¢ — ¢ forte em L*(0,T; L*(0,L)). (5.73)

Neste ponto, vamos dividir nossa prova em dois casos:

Primeiro Caso: u # 0 ou ¢ # 0.

Considere o sistema

{ PUKtt — HUkgz — b¢kz + al(l’)gl(ukt) = Oa €m (Oa L) X (O7T)7 (5 74)

J¢ktt - 5¢ka::1: + bka + §¢k + @2($)92(¢kt) = Oa em (Oa L) X (07 T)

Passando o limite em ((5.74]) e usando os limites ([5.62)-(5.65)), (5.72) e (5.73)), obtemos

PUy — Mgy — by + a1(x)gr(uy) =0, em (0, L) x (0,7,
Jbst — 0¢uz + by + EP + az(x)ga(d¢) = 0, em (0, L) x (0,7,
w, =0, em I; x (0,7),
th =0, em Iy x (O,T)

(5.75)

Tomando a derivada de ([5.75)) com respeito ao tempo em sentido distributivo, subs-
tituindo ¢ = u; e ¥ = ¢, tendo em vista a hipdtese sobre a;, ¢+ = 1,2 dada em [5.2.1],

podemos concluir que {p, 1} é solugao de

PSOtt - ,ngxz - bwaz = Oa €1m (O7L) X (OaT
Jwtt - 5wxcp + b(px = 07 €m (07 L) X (O?T
e=1=0,emI x (0,7).

),
), (5.76)

Entao, utilizando o teorema de unicidade de Holmgreen (ver [2I]) deduzimos que

=1 =0em (0,L) x (0,7) ou equivalentemente
Uy = th =0em (0, L) X (O, T) (577)

Agora, voltando ao ([5.75)) obtemos

{ — [y — bp, = 0, em (0, L) x (0,7,

—0¢zz + bu, + €0 =0, em (0, L) x (0,7). (5.78)
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Multiplicando a primeira e a segunda equagoes de ((5.78) por u e ¢, respectivamente,
e integrando por partes em (0, L) x (0,7, temos

T oL
/ / (pu2 + 5¢2 + 2bu,d + £¢°) da dt = 0.
o Jo

Por hipétese, temos pé — b* > 0. Tome & € (0,¢] tal que pu&; — b* = 0. Em seguida,

temos

T L T L ) .
/ / (pu2 4602 +2buy ¢ +E¢?) dw dt > / / (602 + ‘,uﬁum - §1§¢’ +(€ = &) ¢?) d dt.
o Jo o Jo

Portanto, usando a desigualdade de Poincaré concluimos que u = ¢ = 0 em (0, L) X

(0, T) que é uma contradicao.
Segundo Caso: ©u=0e v =0.
Consideremos

Vg (= Ek(O), ﬁk = —k (S ¢k =

Desde {vy} ¢é limitada temos dos limites (5.62)) e (5.63) que

[ oo (52220 s (7, 581
— Vi’%/o /o {ar(2) (uf, + g7 (ure)) + az() (G, + 93 (dwe)) } da dt — 0, (5.79)

onde k vai para o infinito. Por outro lado, para cada K, define-se Ek(t) a energia norma-

lizada do problema

~ 1 [t _ ~ ~ o~ ~
But) =5 [ (o ke 4 I, + 632, + Wi+ 637 o
0

Entao,

E,(0) = =1, VkeN.

Esta limitacao implica as seguintes convergéncias

Up — Uy, fraco estrela em L™(0,T; L*(0, L)), (5.80)
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b — &, fraco estrela em L>(0,T; L*(0, L)), (5.81)
Upe — Uy, fraco estrela em L°(0,T; L*(0, L)), (5.82)
ngx — <Zx, fraco estrela em L>(0,T; L*(0, L)), (5.83)
up — u, fraco estrela em L>(0,T; L*(0, L)), (5.84)
or — o, fraco estrela em L>(0,T; L*(0, L)), (5.85)

onde as convergéncias (5.84) é obtida da (5.82) e da desigualdade de Poincaré . Usando

o teorema de Aubin-Lions, deduzimos que

up — uforte em L*(0,T;L*(0, L)), (5.86)

o — @ forte em L*(0,T; L*(0, L)). (5.87)
Considerando-se as convergéncias acima e passando ao limite no sistema

Upt — Hliggs — bOpe + a1 (2) 25D — 0 em (0, L) x (0,T),
{ PUke — pily Pre + a1 (£) S = (0,L) % (0,T) (5.88)

J%ktt - 65}{{17.’17 + bﬂkxak + fak + a2(x)%;mt) = 07 em (07 L) X (07 T)a
podemos concluir que {u, 5} ¢ solucao de

PUt — Uy — bax =0, em (0,L) x (0,7),
J i — 5% + bl + £¢ = 0, em (0, L) x (0,7), (5.89)
= ¢y =0, em I x (0,7).

Analogamente ao Primeiro Caso deduzimos que

u=¢=0.
Por outro lado, consideremos
U = U — Wk € 2k = Pk — Yk,

onde {Wy, Y} ¢ uma solugdo do seguinte sistema homogéneo

pa)ktt - /jlwk:m: - bgk = 07 em (07 L)

x (0,7,
Jgktt - 6?]%1 + ba}kx + ggk = 07 €ml 07 L) X O

T

( (0,7),
a}k(ovﬂ = &k(Lat) = gk(oat) = gk([ﬁt) =0, eIIE
(

0,7), (5.90)
)
)

ONJk(.I,O) = ﬁNk(x70)7 Cbkt([lf,O) = 'let(J:,O), €m
gk(xao) = ¢k(l‘,0), gkt(-%ao) = ¢kt<x70)> €m

(
07L7
0,L

?
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com energia E(t). Neste caso, é possivel verificar que {Uy, Z;} é uma solucao de seguinte

sistema nao homogéneo

(

Vk

PUktt — MWOkee — b2 = —al(:c)gl(”’“a’“), em (0,L) x (0,7),
)

it — 8z + Vs + €5 = —a(2) 2259 - em (0, L) x (0, ),
U(0,8) = T(L, t) = (0,8) = (L, 1) = 0, em (0,7), (5:91)
Ug(2,0) = Uge(x,0) = 0, em (0, L),
\ Zk(2,0) = Zge(2,0) = 0, em (0, L).
Notando que a energia associada & soluc¢ao {vy, zx } é dada por
1 [* -
Balt) =5 [ (0 + i+ T3, + 03, + W0+ ) do,
0
temos
L
2B, (t) > / (0 + Z) de. (5.92)
0
A partir da defini¢ao vy, 2z e de (5.92)) obtemos
2K, (1) > /ﬁit dz + /jit dz + /~u“2kt dx + /ﬁit dz + By, (5.93)
T T T T

para todo t € [0, 7], onde

Bl = —2/;(6}%&]“) dr — 2/((%/]{;15@]%) dzx.

I I

Estimativa para Bj:

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

B; < {/Tﬂitdx} {/Tﬁﬁtdx}%—i—{/faztdx}%{/f@gtdx}é.

Uma vez que a energia associada a Wy, ¥, combina com a energia inicial de {u, v},

solucao de ([5.89)), ou seja

[NIE

e(t)=E(0) =1, t € [0,T], (5.94)

obtemos
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—N
:“‘x
&2
§m
——
IN
—~
[\
(qf)
=
[NIES
I
Bt

assim como

1

{ [} <o

De (5.93)) e da desigualdade acima, temos

E(t) > / 3, da + / 7, d
— 22 [{/Tait d:v} + {/ﬁt dm}él . (5.95)

=
[

=232,

Consequentemente,

/~@,§tdx+/yktdw<2 sup Ex(?)
T

t€[0,T]

e dx} sy ] (596

Seja e > 0 suficientemente pequeno. Integrando de ambos os lados (5.96) em (¢,7" —¢)

+23

e usando a desigualdade de Young, tem -se

T—e T—e
/ [@it dx dt +/ /Jjﬁt dr dt <2(T —2¢) sup Eg(t)
e I I t€[0.7]

[{/T E/ukt s dt}5+{/€7’s/j§t . dt};]. o

Usando ([5.79)) observamos que cada integral do segundo membro da desigualdade

l\)\»—l

2T2€

acima, converge para zero quando k vai pro infinito. Por outro lado, a energia funcional

para t € [0,7], de onde podemos concluir que

E; também satisfaz
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sup Et) < C /OT (/OLal(x)(x)g%(V—lfm dxf dt

te[0,T] Vi

T L 2(,, & 2
+ C’l/o (/o ag(l')%k;ﬁkt)dl') dt

onde C; > 0 é uma constante, que vem de limitagao de ¥ e z em L>(0,7T; L*(0,L)).
Mais uma vez, por (5.79) cada termo no lado direito dessa desigualdade converge para
zero quando k vai para o infinito.

Portanto,

T—e T—e
lim /~a~uzt dx dt + / /~@zt dx dt = 0. (5.98)
I € 1

k—o0 e

Usando (5.94]) e o resultado de observabilidade provado na secao anterior, temos

T—e T—e
1:8(t):8(0)§02/ [@itdde/ /Ngjitdmdt,VkeN,
€ I e I

onde Cy = Chy(e, 5) Passando para o limite quando vai para o infinito na desigualdade
anterior e tendo em mente ([5.98]) concluirmos a contradi¢do. A prova do lema agora esté

completa. [ |

Agora, faremos a demonstragao do teorema principal desta secao.
Prova. [ Prova do Teorema[5.4.1]] Seja ® = {u, us, ¢, ¢+ } solugao forte de (5.14]) e defina-

mos os seguintes conjuntos

Yo = {($,t) € (OvL) X (OaT); |ut(w7t)| > 1} el = (07L) X (OvT) \ Yius
Ed) = {(l’,t) € (OvL) X (OaT>; |¢t<x7t)| > 1} € F¢> = (O’L) x (07T) \ E¢'

Nossa estratégia ¢ estimar as integrais no lado direito de (5.60)). Primeiro, observe que

/OT /OLal(x)(uf—i—gf(ut)) dr dt = / 01 (2) (a2 + () d dt

u

+ / ar(z)(u? + g7 (w,)) d dt. (5.99)

u
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Da hipdtese sobre a g;, i = 1,2 dada em (5.2.1) temos

/ ay(z)(u? + g3 (uy)) dr dt < (my' + Ml)/ ar(x) g1 (ue)uy dx dt. (5.100)

Agora, usando ([5.55)) obtemos

/ al(x)(uf +gf(ut)) dx di S/ ai(x)hy (gl Up)U ) dx dt

g/ru(1—|—||a1||oo) (1+H () )dxdt
<+ fall) | (oo (oo
§(1+||a1||oo)|Q|h1(ﬁ/O /0 al(x)gl(ut)utdxdt>, (5.101)

onde a ultima desigualdade é obtida usando a desigualdade de Jensen’s. Portanto, segue

de (5.100) e (5.101)),

T L
/ / ay(z)(u? + g} (w)) d dt < (my' + M) / / x) g1 (u)uy d dt
o Jo

+(1+ [lanl) |Q|h1<|Q|// glututdxdt> (5.102)

Analogamente, podemos concluir que

dx dt

/ / ) (07 + g5()) dw dt < (my " + M) / / 7)g2(P) Py d dt

(14 [faz] o) |Q|hz(|Q‘// gngtdm).

(5.103)

Uma vez que h; é uma funcao crescente, e combinando ((5.60)), (5.102)) e (5.103)) temos

2 T L
<O ) [ [ (@ (e + aae)ga(onon) do dt
i=1 0 Jo
_ 2 T rL
QI+ il [ [ (@ (we + aa(a)ga(énon) do at
i=1 0 /o
onde r foi definida em . Sendo assim,

_ 1 0 ¢— Z?ﬂ(m;l + M;)
C1QI X (1 + [laill) QI3 (1 + [failloo)
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e usando ([5.8) concluimos que

ME<T) S C/(; /0 (m(x)gl(ut)ut —+ ‘12(35)92(@)@) dzr dt
‘”(A A(%@MNWWVHM@mww@M&ﬁ>:QJ+M@MD—E@»

Usando a notagao do inicio desta secao, a desigualdade anterior pode ser reescrita

CcOo1mo

p(E(T)) < E(0) — E(T). (5.104)

Para concluir a prova, substituimos 7" por (m + 1)7T" (respectivamente, 0 por mT") em

(5.104]), m € N, com o propésito de obter

E((m+1)T)+p(E((m+1)T)) < E(mT), param =0,1,--- .

Finalmente, usando o Lema com s, = E(mT) concluimos que

E(mT) < S(m),m=0,1,---.
Por fim, de (5.8)) temos para t = mT + 7, com 7 € [0,T], que
t—7

T
onde foi utilizado o fato de S(-) de (5.59)) ser dissipativo. E isto conclui a prova do

E(t) < E(mT) < S(m) < S(

)SS(%—l),parat>T.

teorema.
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Capitulo 6

Comnsideracoes Finais

Iniciamos nossas pesquisas estimulados pelos trabalhos realizados na area de anélise
matematica, em especial, estabilizacao exponencial para modelos dinamicos de Timoshenko,
envolvendo estruturas flexiveis de vigas de Timoshenko associada ao duplo nanotubo de
carbono. Nos sentimos fortemente motivados, principalmente pela falta de resultados

continuos e numéricos que esclarecesse alguns questionamentos.

Ao analisarmos alguns trabalhos estabelecidos na literatura em se tratando de vi-
gas planas de Timoshenko, sabemos que o principal resultado diz respeito a estabilidade
exponencial que esta condicionada a uma relacao entre os coeficientes do sistema. Con-
siderando um tunico mecanismo dissipativo atuando na equacao de rotacao e utilizando
técnicas da teoria de semigrupo de operadores lineares, surge uma relagao entre as velo-
cidades de propagacao de ondas do sistema, ao qual fornece uma condi¢ao necessaria e
suficiente para se obter o decaimento exponencial, caso haja igualdade entre essas veloci-

dades.

Sendo assim, considerando o modelo de vigas de Timoshenko associado ao nanotubo

de parede dupla, surgem nossos questionamentos:

Qual a quantidade minima de mecanismos de dissipagao que o sistema
dissipativo de vigas de Timoshenko associado ao duplo nanotubo pode ter,

para se obter o decaimento exponencial?

Existe uma relagcao entre os coeficientes do modelo que nos forneca uma
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condicao necessaria e suficiente para obtermos taxas de decaimento exponen-

cial?

Com o proposito de responder a estas questoes decidimos investigar analiticamente se,
de fato, ha uma relagao entre os coeficientes do modelo de vigas de Timoshenko associada
ao duplo nanotubo que forneca condicoes para se obter a estabilidade exponencial. E
a posteriori reproduzimos numericamente as propriedades realizadas no continuo, com o

objetivo de comprovar os resultados.

Mantendo a ordem cronoldgica da pesquisa, com respeito a primeira parte (continuo),
analisamos as questoes concernentes a falta de estabilidade exponencial, a estabilidade
assintotica e o decaimento polinomial com taxa 6tima do modelo duplo nanotubo- Ti-
moshenko para os casos em que termos de dissipacao do tipo atrito atuam nos declives do

tubo e no deslocamento lateral do tubo externo. Nos certificamos que existe um nimero

K1p2—b1p1

P2 __ pP1
k3—C(p2r1+bip1)’

Se x = 0, é satisfeita as seguintes relagoes 22 = e
Y s bl K1

dado por y :=
k1 # 0 mostramos que o decaimento exponencial é sensivel a igualdade entre as velocida-
des do sistema. Caso contrario, se as velocidades de propagacao de ondas sao diferentes

e G(g’—f — %) # 3+, a situagao nos permitiu analisar o decaimento polinomial.

No segundo momento de nossas pesquisas, efetuamos as comprovacoes numéricas para
o modelo dissipativo de vigas de Timoshenko associado ao duplo nanotubo com base no
método numérico espago-tempo de diferencas finitas e livre de termos de sobre-estimacao.
As simulacbes numéricas que realizamos estao coerentes com a parte analitica desenvol-
vida, ou seja, conseguimos comprovar numericamente a estabilidade exponencial bem
como a falta de decaimento exponencial. Além disso, comprovamos que se introduzirmos
dois termos de dissipacao atuando somente nas equacoes relacionada aos declives dos tu-

bos, a estabilidade exponencial também esta condicionada a igualdade das velocidades.

E por fim, trazemos novas contribui¢oes no que diz respeito ao modelo elastico poroso,
associando ao sistema dissipacoes localizadas nao lineares com o intuito de obter estima-
tivas de taxa de decaimento da energia. Nossa contribuicao foi de grande valia tanto a

nivel de resultado quanto ao método utilizado. Pois, de acordo com o resultado esta é a
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primeira vez que os termos dissipativos localizados ( em ambas equagoes ) agem em uma
pequena regiao arbitraria do intervalo (0,L). E a nivel técnico, a dificuldade surge ao

encontrar a desigualdade de observabilidade para o sistema conservador.
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