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Matemática.

Orientador: Prof. Dr. João Rodrigues dos Santos Júnior
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i



Agradecimentos

Agradeço, antes de tudo, ao meu Senhor Jesus Cristo, o Deus que se fez Homem
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me deram. Agradeço ao pastor Ciro pelos conselhos de suma importância e aos irmãos
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Resumo

Neste trabalho, estabeleceremos um método que nos permite encontrar pontos

cŕıticos de funcionais diferenciáveis que pertencem a uma classe adequada. A ideia

central do que está sendo proposto nesta tese consiste em associar pontos cŕıticos

de uma função real de variável real com pontos cŕıticos de um funcional. Como

consequência, somos capazes de resolver alguns problemas de equações diferenciais

parciais, cujo funcional energia associado pertence à referida classe.

Em um primeiro momento, com o objetivo de evidenciar vantagens e desvantagens

do método que estabelecemos, resolveremos alguns problemas clássicos, comparando

os resultados do nosso método com métodos que são comumente utilizados para so-

lucionar esses problemas. Faremos isso no Caṕıtulo 1.

Posteriormente, também utilizaremos esse método para obter dois teoremas de

existência, sendo um deles uma versão de um teorema de minimização local e o outro

uma versão do Teorema do Passo da Montanha adequada para problemas que não

exigem a condição de crescimento de Ambrosetti e Rabinowitz. Esses resultados

serão usados para complementar o trabalho de Mawhin, Ward e Willem (ver [21]) no

Caṕıtulo 2, o trabalho de Miyagaki e Souto (ver [22]) no Caṕıtulo 3 e o trabalho de

Azzollini e Pomponio (ver [8]) no Caṕıtulo 4.

Palavras-chave: Método de minimização esférica, teorema do passo da monta-

nha, equações eĺıpticas não lineares.
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Abstract

In this work, we will establish a method that allows us to find critical points of

differentiable functionals that belong to a suitable class. The central idea of what is

being proposed in this thesis is to associate critical points of a real function of a real

variable with critical points of a functional. As a consequence, we are able to solve

some problems of partial differential equations, whose associated energy functional

belongs to that class.

At first, with the objective of highlighting the advantages and disadvantages of

the method we have established, we will solve some classic problems, comparing the

results of our method with methods that are commonly used to solve these problems.

We will do this in Chapter 1.

We will also use this method to obtain two existence theorems, one being a version

of a local minimization theorem and the other a version of the Mountain Pass Theorem

suitable for problems that do not require the growth condition of Ambrosetti and

Rabinowitz. These results will be used to complement the work of Mawhin, Ward

and Willem (see [21]) in Chapter 2, the work of Miyagaki and Souto (see [22]) in

Chapter 3 and the work of Azzollini and Pomponio (see [8]) in Chapter 4.

Keywords: Spherical minimization method, mountain pass theorem, nonlinear

elliptic equations.
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Notação e Terminologia

Neste trabalho, faremos uso das seguintes notações e terminologias:

• Sr será uma esfera de centro 0 e raio r;

• Br será uma bola fechada de centro 0 e raio r;

• Ω será um domı́nio limitado;

• ∂Ω será uma fronteira suave de Ω;

• Vλ será o autoespaço associado ao autovalor λ;

• | · |p será a norma usual do espaço Lp(Ω) ou Lp(RN);

• ‖ · ‖ será a norma usual do espaço H1
0 (Ω).
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Introdução

Neste trabalho, estabeleceremos um método que nos permite encontrar pontos

cŕıticos de funcionais diferenciáveis que pertencem a uma classe adequada. Este

método, que chamaremos de Método de Minimização Esférica, foi desenvolvido por-

que, além de oferecer vantagens na forma como se resolve alguns problemas variacio-

nais, também garante avanços significativos em trabalhos de grande relevância. Por

exemplo, usando o método, obtemos uma versão do Teorema do Passo da Montanha

adequada para problemas que não exigem a condição de crescimento de Ambrosetti

e Rabinowitz e também conseguimos resolver problemas do tipo Berestycki-Lions.

Dado um problema eĺıptico variacional, escrevemos o funcional energia J : E → R

na forma

J = Ψ− Φ,

onde E é um espaço de Banach reflexivo e Ψ,Φ ∈ C1(E,R). Dizemos que J é de

classe (J ) quando Φ e Ψ satisfazem

(Φ1) Φ e u 7→ Φ′(u)u são fracamente semicont́ınuos superiormente;

(Φ2) Se Φ′(u) = 0, então Φ(u) = 0;

(Φ3) Existe uma sequência {un} ⊂ E tal que un → 0 e

Φ(un) > 0, ∀ n ∈ N,

e

(Ψ1) Ψ é radialmente simétrico;

(Ψ2) Fixado r ≥ 0, Ψ′(u)u = rp para todo u ∈ Sr e para algum p ≥ 1.
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O método desenvolvido neste trabalho nos permite então relacionar um funcional

J de classe (J ) a uma função real ζ : [0,∞) → R, a qual chamaremos de função

energia, definida por

ζ(r) = Ψ|Sr
− max
‖u‖=r

Φ(u).

A segunda parcela de ζ está bem definida porque, devido às hipóteses de Φ, para cada

r > 0, existe uma função ur que atinge o máximo de Φ na esfera Sr.

Uma vantagem importante desse método é que ele nos mostra que a existência de

pontos cŕıticos para ζ implica a existência de pontos cŕıticos para o funcional J . Ou

seja, dependendo do problema, é posśıvel reduzir o esforço de buscar pontos cŕıticos

em um espaço de dimensão infinita à tarefa mais simples de encontrar pontos cŕıticos

de uma função real de variável real a partir das ferramentas básicas do Cálculo I.

Por exemplo, no Caṕıtulo 1, resolvemos o problema −∆u = f(x) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(1)

onde Ω ⊂ RN (N ≥ 1) e f ∈ L2(Ω). Considerando

Ψ(u) =
1

2
‖u‖2 e Φ(u) =

�
Ω

f(x)u dx,

segue que

ζ(r) =
1

2
r2 − r max

‖u‖=1

�
Ω

f(x)u dx.

Neste caso, obtemos um simples polinômio do segundo grau, cujo ponto de mı́nimo

r∗ é dado por

r∗ = max
‖u‖=1

�
Ω

f(x)u dx.

Logo, pelo Método de Minimização Esférica, existe uma solução ur∗ do problema

e vale ressaltar que

‖ur∗‖ = r∗.

A ideia de tentar relacionar o funcional energia com uma função real foi inspirada

no trabalho de Arcoya, Santos Júnior e Suárez (ver [7]), que estudaram um problema

de Kirchhoff da forma  −m(‖u‖)∆u = f(u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(2)
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onde Ω ⊂ RN (N ≥ 1) e as funções m : [0,∞)→ R e f : R→ R são cont́ınuas. Neste

caso, assumindo que o termo de Kirchhoff tem k pontos degenerados, eles provaram

que existem pelo menos k soluções positivas para o problema (2), além daquelas que

foram encontradas no trabalho de Santos Júnior e Siciliano (ver [25]).

Ainda em [7], os autores definiram uma função α : [0,∞)→ R dada por

α(r) = max
‖u‖2≤r

�
Ω

F ∗(u)dx,

onde

F ∗(t) =

� t

0

f ∗(s)ds, com f ∗(t) =


f(0) se t < 0,

f(t) se 0 ≤ t < s∗,

0 se s∗ < t,

e demonstraram que α é diferenciável em (0,∞) e que

α′(r) =
1

2r
max
u∈Sr

�
Ω

f ∗(u)udx,

onde

Sr :=

{
u ∈ H1

0 (Ω); ‖u‖2 ≤ r e

�
Ω

F ∗(u)dx = α(r)

}
.

É crucial ressaltar que não é óbvio ou intuitivo pensar que α seja diferenciável.

Na verdade, os autores se inspiraram em uma argumentação utilizada no artigo de

Szulkin e Weth de 2010 (ver [27], Proposição 9). Outro detalhe importante é que, no

trabalho [7], α foi utilizada para mostrar que a solução encontrada para o problema

(2) era não trivial e, em nenhum momento, foi feita qualquer relação entre pontos

cŕıticos de uma função que inclúısse α com os pontos cŕıticos do funcional energia,

sendo algo concebido nesta tese (ver Teorema 0.1).

Pensando, primeiramente, em resolver problemas do tipo −∆u = f(u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(3)

a função α tornou-se, com algumas adaptações, a segunda parcela da função energia

e conseguimos mostrar que, dadas algumas condições sobre a função f , a existência

de pontos cŕıticos para a função

ζ(r) =
1

2
r2 − max

‖u‖=r

�
Ω

F (u)dx

3



implica a existência de soluções para o problema (3). Esses foram os primeiros passos

em direção ao nosso método.

Buscando aprimorar o resultado, tornando-o mais abstrato e abrangente, seguimos

uma nova estratégia: ao invés de partir de uma classe de problemas, resolvemos

definir, da forma mais geral posśıvel, determinados conjuntos e funcionais, a fim de

que, provando alguns resultados preliminares, fosse posśıvel desenvolver um método.

Esse novo caminho foi o que deu origem ao que chamamos de Método de Minimização

Esférica, estabelecido no Caṕıtulo 1 e representado no teorema abaixo.

Teorema 0.1. Sejam E um espaço de Banach reflexivo e J um funcional de classe

(J ). Fixado r > 0, uma função ur é um ponto cŕıtico do funcional J se, e somente

se, r é um ponto cŕıtico da função energia ζ.

Uma vez demonstrado o teorema, com o intuito de comparar esse método com al-

guns métodos variacionais, estudamos diversos problemas já conhecidos na literatura,

conhecendo, dessa forma, as vantagens e desvantagens entre eles. Problemas do tipo

côncavo e convexo, isto é, −∆u = λ|u|q−2u+ |u|s−2u em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(4)

onde Ω ⊂ RN , λ > 0 e 1 < q < 2 < s < 2∗ se N ≥ 3 e 1 < q < 2 < s se N = 1 ou

N = 2, e de autovalor perturbado, ou seja, −∆u = λu+ f(x) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(5)

onde λ > 0 e f ∈ L2(Ω), são resolvidos no final do Caṕıtulo 1.

No problema (4), o método apresentado obteve duas soluções não triviais distintas,

sendo uma de energia positiva e outra de energia negativa, enquanto outros métodos

só conseguem provar a existência de uma delas. De fato, para o mesmo problema,

o Teorema do Passo da Montanha (ver [6]) obtém uma solução de energia positiva,

enquanto o Prinćıpio Variacional de Ekeland (ver [12]) obtém uma solução de energia

negativa. Entretanto, não conseguimos obter o mesmo resultado de Ambrosetti, Bre-

zis e Cerami, os quais demonstraram, em 1994, que (4) possui, na verdade, infinitas

soluções (ver [4]).
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No problema (5), obteve-se solução para intervalos espećıficos de λ sem precisar

recorrer a resultados mais avançados da teoria espectral. Para mais informações sobre

estas e outras aplicações, ver [19], [28] e [17].

No Caṕıtulo 2, começamos a buscar resultados de existência que envolvessem o

Método de Minimização Esférica, pois vincular o funcional associado a um problema

à função ζ não significa que essa função real terá pontos cŕıticos ou que será posśıvel

provar a existência deles. Sendo assim, demonstramos um teorema de minimização

local, apresentado a seguir.

Teorema 0.2. Sejam E um espaço de Banach reflexivo e J um funcional de classe

(J ). Suponha que existam ρ > 0 e w ∈ E, com ‖w‖ < ρ, tais que

J(w) < min

{
J(0), min

‖u‖=ρ
J(u)

}
.

Então existe um mı́nimo do funcional J na bola aberta B(0, ρ).

Com o objetivo de mostrar a importância do Teorema 0.2 e tendo sido inspirados

nos artigos de Figueiredo (ver [14]), Hammerstein (ver [16]) e de Mawhin, Ward e

Willem (ver [21]), estudamos o problema −∆u = f(x, u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(6)

onde Ω ⊂ RN(N ≥ 2). Em 1982, Figueiredo, usando o método de sub e supersolução

e assumindo que f : Ω× [0,∞)→ R é uma função de classe C1 tal que

lim sup
t→∞

f(x, t)

t
< λ1 < lim inf

t→0+

f(x, t)

t
(7)

uniformemente em x, onde λ1 é o primeiro autovalor do operador laplaciano, demons-

trou que o problema (6) tem solução positiva.

Buscando enfraquecer a hipótese (7), pedimos uma condição similar para a primi-

tiva

F (x, t) =

� t

0

f(x, s)ds,

pois Hammerstein já havia provado, em 1930, que, se f : Ω × R → R é uma função

de Carathéodory de modo que

lim sup
|t|→∞

F (x, t)

t2
<
λ1

2
(8)

5



uniformemente em x, o problema (6) tem solução. Em 1986, Mawhin, Ward e Willem

estudaram o mesmo problema permitindo a igualdade em (8), exceto em um conjunto

de medida positiva. Em outras palavras, considerando que existe α ∈ L∞(Ω) tal que

lim sup
|t|→∞

F (x, t)

t2
≤ α(x)

2
≤ λ1

2
(9)

uniformemente em x, eles provaram que o problema (6) tem solução se α(x) < λ1 em

um subconjunto de Ω de medida positiva.

No nosso caso, permitiremos a igualdade em (8) em todo o domı́nio Ω, mas assu-

mindo que

0 ≤ lim sup
t→∞

F (x, t)

t2
≤ λ1

2
< lim inf

t→0+

F (x, t)

t2
(10)

uniformemente em x. Note que, apesar de adicionarmos uma nova desigualdade do

lado direito, não estamos mais fazendo exigências para t → −∞, ou seja, estamos

trabalhando com uma nova classe de funções. Considerando, por exemplo,

f(x, t) = C1 + C2|x|+ λ1t,

com C1, C2 ≥ 0, temos uma função que não satisfaz (9), mas que satisfaz (10). Além

disso, usando o Teorema 0.2, provaremos que o problema (6) tem uma solução não

trivial e também não negativa, contribuindo, desta forma, com o resultado de [21].

No Caṕıtulo 3, motivados pelos famosos trabalhos de Willem (ver [28]), Ambrosetti

e Rabinowitz (ver [6]) e outros (para mais referências, ver [17]), estudamos o Teorema

do Passo da Montanha com o propósito de obter, usando o Método de Minimização

Esférica, uma outra versão do teorema que não envolvesse a condição Palais-Smale

(PS). O resultado é enunciado abaixo.

Teorema 0.3. Sejam E um espaço de Banach reflexivo e J um funcional de classe

(J ). Suponha que existam α, ρ > 0 e w ∈ E, com ‖w‖ = R, tais que

(H1) J(u) ≥ α > J(0) para todo u ∈ Sρ;

(H2) J(w) < α, com R > ρ.

Então a constante

c∗ = max
r∈[0,R]

min
‖u‖=r

J(u) = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J(γ(t)) = c,

onde Γ = {γ ∈ C([0, 1], E); γ(0) = 0, γ(1) = w}, é um valor cŕıtico de J.

6



Observe que o Teorema 0.3 nos fornece uma nova caracterização para a constante

c, igualando-a a uma constante c∗ de ńıvel maxmin. Um detalhe interessante e so-

bremodo importante é que o fato dessa versão do teorema do passo da montanha não

utilizar a condição (PS) nos permite utilizá-la em aplicações que não têm a condição

de Ambrosseti e Rabinowitz. Pensando nisso, decidimos atacar o problema −∆u = f(x, u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(11)

onde Ω ⊂ RN(N ≥ 3) e f é uma função cont́ınua em Ω × R. Em [6], Ambrosetti

e Rabinowitz provaram um resultado de existência de solução para o problema (11)

considerando que existem constantes θ > 2 e t0 > 0 tais que

0 < θF (x, t) ≤ f(x, t)t, |t| ≥ t0, ∀x ∈ Ω. (12)

A condição (12) é importante para mostrar que o funcional energia associado ao

problema (11) assume a geometria do passo da montanha e que a sequência (PS) é

limitada. Por outro lado, a mesma condição é bem restritiva. Devido a essa desvan-

tagem, muitos pesquisadores buscaram condições alternativas. Vale lembrar que (12)

implica que existem constantes a, b > 0 tais que

F (x, t) ≥ a|t|µ − b, ∀x ∈ Ω,

com µ > 2, o que, por sua vez, implica a condição mais geral

lim
|t|→∞

F (x, t)

t2
=∞ (13)

uniformemente em x.

Sabendo disso, em 2004, Schechter e Zou (ver [26]) conseguiram obter um resultado

de existência para o problema (11) usando a seguinte condição sobre F

lim
t→−∞

F (x, t)

t2
=∞

ou

lim
t→∞

F (x, t)

t2
=∞

7



uniformemente em x. Porém, também assumiram que H(x, t) := f(x, t)t− 2F (x, t) é

uma função convexa em t, para todo x ∈ Ω.

Em 2008, Miyagaki e Souto (ver [22]) resolveram o problema (11) assumindo a

condição de superquadraticidade (13) e enfraquecendo a convexidade de H, trocando

por uma condição de monotonicidade, isto é, de que existe t0 > 0 tal que

f(x, t)

t
é crescente em (t0,∞) e decrescente em (−∞,−t0), ∀x ∈ Ω. (14)

No nosso caso, consideramos as hipóteses enunciadas abaixo.

(f1) Existe uma constante C > 0 tal que

|f(x, t)| ≤ C
(
1 + |t|p−1

)
, 1 < p < 2∗, ∀ t ∈ (0,∞), ∀x ∈ Ω;

(f2)

0 ≤ lim sup
t→0+

F (x, t)

t2
<
λ1

2
≤ lim inf

t→∞

F (x, t)

t2

uniformemente em x, onde λ1 é o primeiro autovalor do operador laplaciano;

(f3) f(x, t) 6= 0 no intervalo t ∈ (0,∞), para todo x ∈ Ω.

Nos artigos citados, também aparece uma condição de crescimento do tipo (f1).

Agora, com relação às outras hipóteses, procuramos trazer diferenças significativas.

Comparando com o trabalho de Miyagaki e Souto, observe que (f2) traz uma condição

mais fraca que (13) envolvendo o limite para t → ∞ e (f3) acaba substituindo a

hipótese (14). Pelo fato de não pedirmos superquadraticidade e nem monotonici-

dade, estamos trabalhando com uma classe diferente de funções. Considerando, por

exemplo, uma constante k > 1 e a função

f(x, t) =

 log(2)(cos(1) + |x|+ k)t2 se t ∈ [0, 1],

log(t+ 1)(cos(t) + |x|+ k)t c.c. ,

temos que f verifica, claramente, (f1) e (f3) e não satisfaz (14). Além disso,

lim
t→0+

F (x, t)

t2
= 0 e lim

t→∞

F (x, t)

t2
=∞,

o que significa que (f2) também ocorre. Portanto, nosso trabalho contribui com o

resultado de [22]. Obtemos então o seguinte teorema

8



Teorema 0.4. Assumindo as condições (f1)–(f3), o problema (11) tem uma solução

fraca não trivial.

No Caṕıtulo 4, estudamos problemas do tipo Berestycki-Lions. Em 1983, Be-

restycki e Lions (ver [10]) foram os primeiros que resolveram o problema −∆u = g(u) em RN ,

u ∈ H1(RN),
(15)

sem usar a condição de Ambrosseti e Rabinowitz. Entretanto, o método usado em [10]

não é válido para problemas não autônomos, isto é, com g dependendo da variável x,

ainda que a função g(x, u) seja radialmente simétrica com relação a x. Devido a essa

restrição, muitos pesquisadores têm buscado variantes para o problema (15).

Em 2009, Azzollini e Pomponio (ver [8]), considerando g(x, u) = f(u) − V (x)u e

N ≥ 3, resolveram o problema −∆u+ V (x)u = f(u) em RN ,

u ∈ H1(RN),
(16)

assumindo que V ∈ C1(RN ,R) verifica

(V ′1) V (x) = V (|x|);

(V ′2) V (x) ≥ 0 para todo x ∈ RN e a desigualdade é estrita em uma parte do domı́nio;

(V ′3) |(∇V (·)|·)+|N/2 < 2S, onde

S = inf
u∈D1,2\{0}

|∇u|22
|u|22∗

;

(V ′4) lim
|x|→∞

V (x) = 0.

Eles também consideraram que f ∈ C(R,R) é uma função ı́mpar satisfazendo

−∞ < lim inf
t→0+

f(t)

t
≤ lim sup

t→0+

f(t)

t
= −m < 0 (17)

e

−∞ < lim sup
t→∞

f(t)

t2∗−1
≤ 0. (18)

9



Por último, assumiram que existe t0 > 0 tal que

F (t0) > 0. (19)

Em 2010, Alves e Liu (ver [2]) resolveram o problema − div(|∇u|p(x)−2∇u) + V (x)|u|p(x)−2u = f(x, u) em RN ,

u ∈ W 1,p(x)(RN).
(20)

Entre outras hipóteses, eles pediram que V e f fossem funções cont́ınuas tais que

(V ) Existem V0, V∞ > 0 de modo que

V0 ≤ V (x) ≤ V∞, ∀ x ∈ RN ;

(f) Existe θ ≥ 1 tal que

θF(x, t) ≥ F(x, st)

para s ∈ [0, 1], onde

F(x, t) = f(x, t)t− p+F (x, t)

e

p+ = sup
x∈RN

p(x).

A condição (f) foi inspirada no trabalho de Jeanjean (ver [18]) e escolhida por ser

mais fraca (ver [20]) do que a seguinte hipótese de monotonicidade

f(x, t)

|t|p+−1
é crescente para cada x ∈ RN . (21)

No nosso caso, motivados por esses e outros trabalhos (ver também [3] e [1]),

estudamos o problema (16), resolvido por Azzollini e Pomponio, trocando algumas

hipóteses de f e V . Assumimos que V é uma função cont́ınua tal que

(V1) V (x) = V (|x|);

(V2) Existem V0, V∞ > 0 tais que

V0 ≤ V (x) ≤ V∞, ∀ x ∈ RN .
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Com relação a f ∈ C(R,R), consideramos que

(f1)

lim
t→0

f(t)

t
= 0 e lim sup

|t|→∞

|f(t)|
|t|p−1

<∞,

onde 2 < p < 2∗;

(f2) Existe t0 > 0 tal que

F (t0)− V∞
2
t20 > 0;

(f3) f(t) 6= 0 para todo t > 0.

Comparando com [8], nossa principal modificação foi retirar, por ser bem restri-

tiva, a hipótese (V ′3) do potencial. Trocando (V ′2)–(V ′4) por (V2), é posśıvel exibir

funções que não satisfazem as condições de [8] e que satisfazem as nossas hipóteses,

como, por exemplo, os potenciais

V1(x) =
|x|+ k1

|x|+ k2

, com 0 < k1 < k2,

e

V2(x) =

 |x| sin
(

1

|x|

)
+ k, se x 6= 0, com k > 1,

k, se x = 0.

Logo, nosso resultado contribui com o trabalho de Azzollini e Pomponio. Observe

ainda que (V2) é a mesma condição (V ) que aparece no artigo [2]. O teorema principal

do Caṕıtulo 4 é enunciado abaixo.

Teorema 0.5. Assumindo as condições (V1)–(V2) e (f1)–(f3), o problema (16) tem

uma solução fraca não trivial.
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Caṕıtulo 1

O Método de Minimização Esférica

Neste caṕıtulo, desenvolveremos a teoria do Método de Minimização Esférica. Na

Seção 1.1, vamos apresentar as definições iniciais, estabelecer hipóteses e demonstrar

algumas propriedades. Em seguida, faremos a demonstração do teorema principal.

Na Seção 1.2, utilizaremos o Método de Minimização Esférica para resolver diversos

problemas já conhecidos na literatura e obter vantagens significativas em comparação

com outros métodos existentes.

1.1 O Teorema de Minimização Esférica

Seja E Banach reflexivo e considere um funcional J : E → R de modo que

J = Ψ− Φ,

com Φ ∈ C1(E,R) satisfazendo as hipóteses

(Φ1) Φ e u 7→ Φ′(u)u são fracamente semicont́ınuos superiormente;

(Φ2) Se Φ′(u) = 0, então Φ(u) = 0;

(Φ3) Existe uma sequência {un} ⊂ E tal que un → 0 e

Φ(un) > 0, ∀ n ∈ N.
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Além disso, Ψ ∈ C1(E,R) verifica as condições

(Ψ1) Ψ é radialmente simétrico;

(Ψ2) Fixado r ≥ 0, Ψ′(u)u = rp para todo u ∈ Sr e para algum p ≥ 1.

Definição 1.1. Dizemos que o funcional J : E → R pertence à classe (J ) se

J = Ψ− Φ

e Ψ,Φ ∈ C1(E,R) satisfazem, respectivamente, (Ψ1)–(Ψ2) e (Φ1)–(Φ3).

Exemplo 1.1. No caso em que J é o funcional energia associado ao problema −∆u = |u|p−2u em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

onde Ω ⊂ RN (N ≥ 1), E = H1
0 (Ω) e 2 < p < 2∗ se N ≥ 3 e p > 2 se N = 1 ou

N = 2, veremos que J pertence à classe (J ) (ver Seção 1.2.3), sendo

Ψ(u) =
1

2
‖u‖2 e Φ(u) =

1

p
|u|pp.

Proposição 1.1. Para cada r > 0, o funcional Φ é limitado superiormente em Br e

seu valor máximo é atingido na fronteira. Em outras palavras, existe ur ∈ Sr tal que

Φ(ur) = max
‖u‖=r

Φ(u) = max
‖u‖≤r

Φ(u).

Demonstração:

Por (Φ1), Φ é fracamente semicont́ınuo superiormente e, desde que E é um espaço

de Banach reflexivo, Br é um conjunto fracamente compacto. Portanto, aplicando o

Teorema A.1, Φ é limitado superiormente em Br e existe um ponto ur ∈ Br tal que

Φ(ur) = max
‖u‖≤r

Φ(u).

Agora, vamos supor que ur pertença ao interior de Br. Neste caso, ur seria um

ponto cŕıtico de Φ, isto é, Φ′(ur) = 0, e, por (Φ3), existiria n0 ∈ N tal que un0 ∈ Br e

0 < Φ(un0) ≤ max
‖u‖≤r

Φ(u) = Φ(ur).

Entretanto, por (Φ2), também teŕıamos que Φ(ur) = 0, o que seria um absurdo,

provando que ur ∈ Sr.

�
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Observação 1.1. Também podemos trocar (Φ2) pela hipótese

(Φ′2) Fixado r > 0, Φ(u) ≤ Φ′(u)u para todo u ∈ Gr, sendo

Gr :=

{
u ∈ Br; Φ(u) = max

‖v‖≤r
Φ(v)

}
.

Quando houver essa mudança ao longo do texto, o leitor será avisado.

De agora em diante, para r > 0, usaremos a notação ur para nos referirmos ao

máximo de Φ restrito a Sr. No caso em que r = 0, simplesmente teremos que

max
‖u‖=0

Φ(u) = Φ(0).

Fixado r > 0, por hipótese, temos que Φ,Ψ ∈ C1(E,R) e

Ψ′(u)u = rp, ∀ u ∈ Sr.

Além disso, pela Proposição 1.1, ur é o máximo de Φ restrito a Sr. Logo, pelo

Teorema dos Multiplicadores de Lagrange (ver Teorema A.2), existe uma constante

λr ∈ R tal que

Φ′(ur)v = λrΨ
′(ur)v, ∀ v ∈ E.

Tomando v = ur e usando (Ψ2), obtemos que

λr =
1

rp
Φ′(ur)ur. (1.1)

Por outro lado, por (Ψ1), o valor de Ψ não se altera para todo u ∈ Sr. Logo, note

que ur é também o mı́nimo do funcional J restrito a Sr. Em outras palavras,

J(ur) = Ψ(ur)− max
‖u‖=r

Φ(u) = min
‖u‖=r

J(u).

Novamente, aplicando o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, uma vez que

J,Ψ ∈ C1(E,R) e

Ψ′(u)u = rp, ∀ u ∈ Sr,

existe γr ∈ R tal que

J ′(ur)v = γrΨ
′(ur)v, ∀ v ∈ E,

14



ou ainda

Ψ′(ur)v − Φ′(ur)v = γrΨ
′(ur)v, ∀ v ∈ E.

Escolhendo v = ur e usando (Ψ2), segue que

rp − Φ′(ur)ur = rpγr.

Por fim, dividindo a expressão por rp e usando (1.1), obtemos a igualdade

γr = 1− λr, (1.2)

que será de grande importância mais adiante (ver Teorema 1.1).

A partir de agora, estabeleceremos a relação entre o funcional J e uma função real,

a qual chamaremos de função energia, e provaremos o teorema que nos permitirá obter

pontos cŕıticos do funcional a partir do estudo da função energia.

Definição 1.2. A função energia é a função ζ : [0,∞)→ R tal que

ζ(r) := τ(r)− ϕ(r),

sendo

τ(r) := Ψ|Sr

e

ϕ(r) := max
‖u‖=r

Φ(u).

Note que a função energia e o funcional J se relacionam pela igualdade

ζ(r) = min
‖u‖=r

J(u) = J(ur).

Além disso, fazendo uma mudança de variável, é posśıvel escrever ϕ na forma

ϕ(r) = max
‖u‖=1

Φ(ru),

o que nos auxiliará durante as aplicações.

O objetivo agora é mostrar que a existência de um ponto cŕıtico para a função

ζ implica a existência de um ponto cŕıtico para o funcional J . Com o intuito de

estabelecer essa relação, estudaremos a diferenciabilidade de τ e ϕ.
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Proposição 1.2. A função τ é cont́ınua.

Demonstração:

Provaremos primeiro que τ é cont́ınua em 0. De fato, por (Ψ1), podemos tomar

qualquer representante na esfera Sr para calcular τ(r). Sendo assim, seja {rn} uma

sequência de números positivos convergindo para zero e, para cada n, tome un ∈ Srn
arbitrário. Temos que un → 0, pois

lim
n→∞

‖un‖ = lim
n→∞

rn = 0.

Pela continuidade de Ψ, segue então que

lim
n→∞

τ(r) = lim
n→∞

Ψ(un) = Ψ(0) = τ(0).

Agora, demonstraremos a continuidade no intervalo (0,∞). Com efeito, fixe r0 > 0

e seja u0 ∈ Sr0 arbitrário. Logo, por (Ψ1) e pela continuidade de Ψ,

lim
r→0

τ(r0 + r) = lim
r→0

Ψ

(
u0 +

r

r0

u0

)
= Ψ(u0) = τ(r0).

�

Proposição 1.3. A função τ é diferenciável em (0,∞) e

τ ′(r) = rp−1.

Demonstração:

Mais uma vez, devido à hipótese (Ψ1), podemos tomar qualquer representante

na esfera Sr para calcular τ(r). Assim, fixe r0 > 0 e tome u0 ∈ Sr0 arbitrário.

Considerando r ∈ (−r0,∞), temos que

τ(r0 + r)− τ(r0)

r
=

1

r

[
Ψ

(
u0 +

r

r0

u0

)
−Ψ(u0)

]
.

Pelo Teorema do Valor Médio, existe uma constante 0 < br < 1 tal que

1

r

[
Ψ

(
u0 +

r

r0

u0

)
−Ψ(u0)

]
=

1

r0

Ψ′
(
u0 + br

r

r0

u0

)
u0.

Consequentemente,

τ ′(r0) = lim
r→0

τ(r0 + r)− τ(r0)

r
=

1

r0

Ψ′(u0)u0.
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Pela hipótese (Ψ2),

τ ′(r0) = rp−1
0 .

�

Proposição 1.4. A função ϕ é cont́ınua.

Demonstração:

Provaremos primeiro que ϕ é cont́ınua em 0. De fato, note que

lim
r→0+

‖ur‖ = lim
r→0+

r = 0.

Pela continuidade de Φ,

lim
r→0+

ϕ(r) = lim
r→0+

Φ(ur) = Φ(0) = ϕ(0).

Agora, demonstraremos a continuidade em (0,∞). Com efeito, seja {rn} uma

sequência de números positivos tal que rn → r0 > 0. Pela Proposição 1.1, para cada

n ∈ N, existe uma função un ∈ Srn tal que

Φ(un) = max
‖u‖=rn

Φ(u) = max
‖u‖≤rn

Φ(u).

Uma vez que a sequência {un} é limitada em E e esse conjunto é um espaço de

Banach reflexivo, obtemos, a menos de uma subsequência, que

un ⇀ u0 em E.

Segue então que

‖u0‖ ≤ lim inf
n→∞

‖un‖ = lim inf
n→∞

rn = r0,

o que significa que u0 ∈ Br0 . Sendo assim, observe que

Φ(u0) = lim inf
n→∞

Φ

(
rn
r0

u0

)
≤ lim inf

n→∞
Φ(un). (1.3)

Além disso,

Φ(u0) ≤ ϕ(r0). (1.4)
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Por outro lado, seja u∗ ∈ Sr0 tal que

ϕ(r0) = Φ(u∗).

Então

Φ

(
rn
r0

u∗

)
≤ Φ(un), ∀ n ∈ N.

Pela hipótese (Φ1), obtemos que

ϕ(r0) = lim sup
n→∞

Φ

(
rn
r0

u∗

)
≤ lim sup

n→∞
Φ(un) ≤ Φ(u0). (1.5)

Usando (1.4) e (1.5), temos que

Φ(u0) = ϕ(r0)

e, por (1.3) e (1.5),

lim
n→∞

Φ(un) = Φ(u0).

Portanto,

lim
n→∞

ϕ(rn) = lim
n→∞

Φ(un) = Φ(u0) = ϕ(r0).

�

Proposição 1.5. O funcional u 7→ Φ′(u)u atinge o máximo no conjunto

Gr = {u ∈ Br; Φ(u) = ϕ(r)} .

Demonstração:

Por definição, Gr é um conjunto limitado, pois Gr ⊂ Br. Agora, provaremos que

Gr é fracamente fechado. Com efeito, seja {un} ⊂ Gr tal que

un ⇀ u0 em E.

Temos que

‖u0‖ ≤ lim inf
n→∞

‖un‖ = r,

o que significa que

Φ(u0) ≤ ϕ(r).
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Por outro lado, desde que (Φ1) ocorre e {un} ⊂ Gr, segue que

ϕ(r) = lim sup
n→∞

Φ(un) ≤ Φ(u0).

Sendo assim, u0 ∈ Gr. Logo, Gr é fracamente fechado e limitado e, consequente-

mente, fracamente compacto. E, desde que u 7→ Φ′(u)u é fracamente semicont́ınuo

superiormente pela hipótese (Φ1), o Teorema A.1 nos garante que o máximo desse

funcional é atingido em Gr.

�

Vale ressaltar que o conjunto Gr está bem definido, pois, pela Proposição 1.1, já

mostramos que existe pelo menos um máximo para o funcional Φ restrito a Br. Além

disso, pela mesma proposição, também temos que Gr ⊂ Sr.

Proposição 1.6. A função ϕ é diferenciável em (0,∞) e

ϕ′(r) =
1

r
max
u∈Gr

Φ′(u)u.

Demonstração:

Fixe r0 > 0 e tome ur0 ∈ Gr0 e ur0+r ∈ Gr0+r, com r ∈ (−r0,∞). Por definição,

ϕ(r0 + r)− ϕ(r0)

r
=

1

r
[Φ(ur0+r)− Φ(ur0)]

≥ 1

r

[
Φ

(
ur0 +

r

r0

ur0

)
− Φ(ur0)

]
.

Pelo Teorema do Valor Médio, existe uma constante 0 < cr < 1 tal que

1

r

[
Φ

(
ur0 +

r

r0

ur0

)
− Φ(ur0)

]
=

1

r0

Φ′
(
ur0 + cr

r

r0

ur0

)
ur0 .

Consequentemente,

lim inf
r→0

ϕ(r0 + r)− ϕ(r0)

r
≥ 1

r0

Φ′(ur0)ur0 , ∀ ur0 ∈ Gr0 .

Uma vez que ur0 foi fixado arbitrariamente, a Proposição 1.5 nos permite escolher

justamente a função que é um ponto de máximo no conjunto. Em outras palavras,

lim inf
r→0

ϕ(r0 + r)− ϕ(r0)

r
≥ 1

r0

max
u∈Gr0

Φ′(u)u. (1.6)
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Por outro lado, pela definição de Gr, obtemos que

ϕ(r0 + r)− ϕ(r0)

r
≤ 1

r

[
Φ(ur0+r)− Φ

(
ur0+r −

r

r0 + r
ur0+r

)]
.

Mais uma vez, existe uma constante 0 < dr < 1 tal que

ϕ(r0 + r)− ϕ(r0)

r
≤ 1

r0 + r
Φ′
(
ur0+r − dr

r

r0 + r
ur0+r

)
ur0+r.

Note que

Φ′
((

1− dr
r

r0 + r

)
ur0+r

)
ur0+r =

Φ′
((

1− dr r
r0+r

)
ur0+r

)((
1− dr r

r0+r

)
ur0+r

)
(

1− dr r
r0+r

) .

Ou seja,

ϕ(r0 + r)− ϕ(r0)

r
≤ 1

(r0 + r)
(

1− dr r
r0+r

) max
u∈Gr0+r(1−dr)

Φ′(u)u.

Provaremos agora que

lim sup
r→0

[
max

u∈Gr0+r(1−dr)

Φ′(u)u

]
≤ max

u∈Gr0
Φ′(u)u.

De fato, seja {rn} uma sequência de números positivos convergindo para zero.

Para cada n, escolha un ∈ Gr0+rn(1−drn ) tal que

Φ′(un)un = max
u∈Gr0+rn(1−drn )

Φ′(u)u.

Desde que ‖un‖ = r0 + rn(1− drn), {un} é limitada em E, que é Banach reflexivo.

Então existe, a menos de uma subsequência, uma função u0 ∈ E tal que

un ⇀ u0 em E

e

‖u0‖ ≤ lim inf
n→∞

‖un‖ = r0,

o que significa que

Φ(u0) ≤ ϕ(r0).
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Por outro lado, pela continuidade de ϕ e por (Φ1),

ϕ(r0) = lim sup
n→∞

ϕ(r0 + rn(1− drn)) = lim sup
n→∞

Φ(un) ≤ Φ(u0).

Ou seja, u0 ∈ Gr0 e ‖u0‖ = r0. Por fim, usando novamente (Φ1), provamos que

lim sup
n→∞

max
u∈Gr0+rn(1−drn )

Φ′(u)u = lim sup
n→∞

Φ′(un)un ≤ Φ′(u0)u0 ≤ max
u∈Gr0

Φ′(u)u.

Segue então que

lim sup
r→0

ϕ(r0 + r)− ϕ(r0)

r
≤ 1

r0

max
u∈Gr0

Φ′(u)u. (1.7)

Usando (1.6) e (1.7), conclúımos que ϕ é diferenciável em (0,∞) e

ϕ′(r0) =
1

r0

max
u∈Gr0

Φ′(u)u.

�

Até aqui, a notação ur referia-se apenas ao máximo de Φ restrito à esfera Sr, com

r > 0. Entretanto, a partir de agora, consideraremos que a função ur é também o

máximo de u 7→ Φ′(u)u restrito a Gr.

Teorema 1.1 (Teorema de Minimização Esférica). Sejam E um espaço de Banach

reflexivo e J um funcional de classe (J ). Fixado r > 0, uma função ur é um ponto

cŕıtico do funcional J se, e somente se, r é um ponto cŕıtico da função energia ζ.

Demonstração:

Suponha, primeiramente, que r é um ponto cŕıtico da função energia ζ. Então

ϕ′(r) = τ ′(r).

Pela Proposição 1.3 e pela Proposição 1.6,

1

r
max
u∈Gr

Φ′(u)u = rp−1.

Em outras palavras,
1

r
Φ′(ur)ur = rp−1.

21



Usando (1.1), segue que

λr = 1.

Consequentemente, pela igualdade (1.2),

γr = 0.

Portanto, ur é ponto cŕıtico de J , pois

J ′(ur)v = γrΨ
′(ur)v = 0, ∀ v ∈ E.

Agora, suponha que, para algum r > 0, ur é um ponto cŕıtico do funcional J .

Pelas definições e resultados anteriores, já sabemos que

ζ ′(r) = rp−1 − 1

r
Φ′(ur)ur

e

J ′(ur)v = Ψ′(ur)v − Φ′(ur)v, ∀ v ∈ E.

Sendo assim, escolhendo v = ur, obtemos a relação

ζ ′(r)r = J ′(ur)ur. (1.8)

Logo, desde que ur é um ponto cŕıtico de J e r > 0, segue de (1.8) que

ζ ′(r) = 0.

�

Observação 1.2. Vale ressaltar que ur 6≡ 0, pois ‖ur‖ = r > 0. Isso significa que as

soluções encontradas pelo Método de Minimização Esférica são não trivais.

Note que o fato de ζ não ter pontos cŕıticos não implica necessariamente que

não existam soluções para um determinado problema, porque é posśıvel que exista

um ponto cŕıtico de J sem que essa função seja do tipo ur. Em alguns casos, faz

sentido usar o Método de Minimização Esférica em um subconjunto de E, desde que

sejamos capazes de mostrar, usando outro racioćınio, que o ponto cŕıtico obtido para o

funcional J restrito ao subconjunto é uma solução para o problema (ver Seção 1.2.2).

O próximo resultado nos mostra que o Método de Minimização Esférica também

pode ser eficiente em encontrar mı́nimos globais.
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Proposição 1.7. Sejam E um espaço de Banach reflexivo e J um funcional de classe

(J ). Se existe r0 > 0 tal que

ζ(r0) = min
r>0

ζ(r),

então

J(ur0) = min
u∈E

J(u).

Demonstração:

Por hipótese, temos que existe r0 > 0 tal que

J(ur0) = ζ(r0) = min
r>0

ζ(r).

Suponha então que exista uma função u∗ ∈ E, com ‖u∗‖ = r∗ > 0, de modo que

J(u∗) < J(ur0).

Entretanto, neste caso, teŕıamos que

ζ(r∗) ≤ J(u∗) < J(ur0) = min
r>0

ζ(r),

o que é um absurdo. Logo,

J(ur0) = min
u∈E

J(u).

�

1.2 Aplicações a problemas clássicos

Nesta seção, faremos diversas aplicações do Método de Minimização Esférica, con-

siderando Ω ⊂ RN (N ≥ 1), E = H1
0 (Ω) e

Ψ(u) =
1

2
‖u‖2.

Claramente, Ψ satisfaz a hipótese (Ψ1). Além disso, (Ψ2) também ocorre, pois

Ψ′(u)u = r2, ∀ u ∈ Sr.

Logo, para demonstrar que J é de classe (J ), verificaremos apenas as hipóteses

de Φ. As soluções denotadas por ur serão funções do espaço H1
0 (Ω) que maximizam o

funcional Φ na esfera Sr e o funcional u 7→ Φ′(u)u no conjunto Gr. Quando estivermos

tratando de um subespaço de H1
0 (Ω), isto será especificado na resolução.
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1.2.1 Um problema linear

Nesta aplicação, provaremos que o Método de Minimização Esférica, além de

garantir a existência de solução a partir de uma função real, também nos fornece uma

informação a mais sobre a norma da solução.

Considere o problema  −∆u = f(x) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(1.9)

onde f ∈ L2(Ω) e f 6≡ 0. O funcional J é dado por

J(u) = Ψ(u)− Φ(u),

sendo

Ψ(u) =
1

2
‖u‖2 e Φ(u) =

�
Ω

f(x)u dx.

Lema 1.1. O funcional J pertence à classe (J ).

Demonstração:

Suponha que

un ⇀ u em H1
0 (Ω).

Pelas imersões compactas, a menos de uma subsequência,

un → u em L2(Ω).

Consequentemente,∣∣∣∣�
Ω

f(x)undx−
�

Ω

f(x)u dx

∣∣∣∣ ≤ |un − u|2|f |2 → 0,

o que implica que Φ é fracamente cont́ınuo. Uma vez que Φ(u) = Φ′(u)u, fica evidente

que (Φ1) e (Φ2) ocorrem. Com relação à condição (Φ3), suponha que�
Ω

f(x)v dx = 0, ∀ v ∈ H1
0 (Ω).

Todavia, pelo Teorema A.3, teŕıamos que f = 0 q.t.p. em Ω, o que é uma con-

tradição. Então existe uma função v ∈ H1
0 (Ω) tal que

Φ(v) =

�
Ω

f(x)v dx > 0.
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Tomando un = 1
n
v, demonstramos (Φ3). Logo, J é de classe J . Note que acaba-

mos de provar também que

max
‖u‖=r

�
Ω

f(x)u dx > 0.

�

Teorema 1.2. O problema (1.9) tem uma solução fraca não trivial.

Demonstração:

Devido ao Lema 1.1, fica bem definida a função energia, dada por

ζ(r) =
1

2
r2 − r max

‖u‖=1

�
Ω

f(x)u dx.

Observe como foi posśıvel, usando o Método de Minimização Esférica, ter a possi-

bilidade de encontrar soluções para (1.9) a partir do estudo de pontos cŕıticos de um

simples polinômio do 2o grau. Neste caso, pelo fato do coeficiente de r ser negativo,

temos uma parábola com concavidade para cima, conforme o gráfico abaixo.
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Sendo assim, é evidente que há um ponto cŕıtico (denotado no gráfico por r∗) para

a função energia. Derivando ζ e igualando a 0, obtemos que

r∗ = max
‖u‖=1

�
Ω

f(x)u dx.

Portanto, pelo Teorema de Minimização Esférica (ver Teorema 1.1), ur∗ é um

ponto cŕıtico de J e, consequentemente, uma solução do problema (1.9). Na verdade,

ur∗ é também um ponto de mı́nimo global de J (ver Proposição 1.7). Apesar do

Método de Minimização Esférica não garantir unicidade, ele mostra quem é a norma

da solução, pois ‖ur∗‖ = r∗.

�

1.2.2 Um problema de autovalor

Nesta aplicação, mostraremos que o Método de Minimização Esférica consegue

resolver o problema de autovalor do operador laplaciano sem precisar recorrer a re-

sultados mais avançados da teoria espectral.

Considere o problema  −∆u = λu em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(1.10)

onde λ > 0. O funcional J é dado por

J(u) = Ψ(u)− Φ(u),

sendo

Ψ(u) =
1

2
‖u‖2 e Φ(u) =

λ

2
|u|22.

Lema 1.2. O funcional J pertence à classe (J ).

Demonstração:

Suponha que

un ⇀ u em H1
0 (Ω).

Pelas imersões compactas, a menos de uma subsequência,

un → u em L2(Ω).
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Consequentemente,

Φ(un) =
λ

2
|un|22 →

λ

2
|u|22 = Φ(u).

Acabamos de provar que Φ é fracamente cont́ınuo e, de forma análoga, é posśıvel

demonstrar o mesmo para Φ′(u)u. Então Φ satisfaz (Φ1) e fica evidente que (Φ2)

também ocorre, porque

Φ(u) =
1

2
Φ′(u)u.

Por fim, basta considerar uma função positiva v ∈ H1
0 (Ω) e a sequência un = 1

n
v

para que (Φ3) ocorra. Logo, J é de classe J .

�

Teorema 1.3. O problema (1.10) tem solução fraca não trivial.

Demonstração:

Devido ao Lema 1.2, fica bem definida a função energia ζ1, dada por

ζ1(r) =
1

2
r2 − λ

2
r2 max

u∈H1
0 (Ω),‖u‖=1

|u|22.

Definindo a constante λ1 := 1/ max
u∈H1

0 (Ω),‖u‖=1
|u|22, temos que

ζ1(r) =
1

2

(
1− λ

λ1

)
r2.

Derivando a função ζ1, segue que

ζ ′1(r) =

(
1− λ

λ1

)
r.

Logo, pelo Teorema de Minimização Esférica, se λ 6= λ1, ζ1 não admite ponto

cŕıtico para r > 0 e, assim, nenhuma função do tipo ur é uma solução de (1.10).

Por outro lado, se λ = λ1, ζ1 é a função nula e, desta forma, qualquer ponto do

domı́nio é um ponto cŕıtico. Neste caso, ur é uma solução de (1.10) para todo r > 0.

Este resultado também nos mostra que a constante λ1 é um autovalor do operador

laplaciano. Chamaremos então de e1 às funções ur que são autofunções de λ1. Mais

adiante, definiremos outros autovalores. Considere o espaço

E1 := V ⊥λ1 =
{
u ∈ H1

0 (Ω); u⊥Vλ1
}
.
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Uma vez que V ⊥λ1 é um espaço de Banach reflexivo, ainda podemos aplicar o Método

de Minimização Esférica e obter a função energia

ζ2(r) =
1

2
r2 − λ

2
r2 max

u∈E1,‖u‖=1
|u|22.

Definindo λ2 := 1/ max
u∈E1,‖u‖=1

|u|22, segue que

ζ2(r) =
1

2

(
1− λ

λ2

)
r2.

Logo, se λ = λ2, para todo r > 0, ur é um ponto cŕıtico para o funcional J restrito

a E1. Desta vez, note que o Teorema de Minimização Esférica não foi suficiente

para afirmarmos que as funções ur são soluções do problema, pois J está restrito a

E1. Entretanto, usando alguns resultados conhecidos da teoria espectral (ver [11]),

podemos provar que cada função ur ∈ E1 é também ponto cŕıtico de J no espaço

H1
0 (Ω). Sendo assim, λ2 é mais um autovalor do laplaciano e chamaremos de e2 suas

autofunções. Por definição,

0 < λ1 ≤ λ2.

Repetindo os mesmos argumentos para o espaço

E2 := (Vλ1 ⊕ Vλ2)
⊥

e definindo λ3 := 1/ max
u∈E2,‖u‖=1

|u|22, é posśıvel demonstrar que, se λ = λ3, cada função

ur ∈ E2 é ponto cŕıtico de J no espaço H1
0 (Ω), caracterizando as autofunções e3.

De um modo geral, para n ≥ 3, consideramos o espaço

En−1 :=
(
Vλn−2 ⊕ Vλn−1

)⊥
e a constante λn := 1/ max

u∈En−1,‖u‖=1
|u|22. Se λ = λn, cada função ur ∈ En−1 é ponto

cŕıtico de J no espaço H1
0 (Ω), caracterizando as autofunções en. Vale ressaltar que

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λn ≤ . . .

�
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1.2.3 Uma não linearidade do tipo potência

Nesta aplicação, provaremos que o Método de Minimização Esférica, além de

facilitar a resolução de um problema superlinear com crescimento subcŕıtico, também

nos fornece uma informação a mais sobre a norma da solução.

Considere o problema  −∆u = |u|p−2u em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(1.11)

onde 2 < p < 2∗ se N ≥ 3 e p > 2 se N = 1 ou N = 2. O funcional J é dado por

J(u) = Ψ(u)− Φ(u),

sendo

Ψ(u) =
1

2
‖u‖2 e Φ(u) =

1

p
|u|pp.

Lema 1.3. O funcional J pertence à classe (J ).

Demonstração:

Ver Lema 1.2.

�

Teorema 1.4. O problema (1.11) tem uma solução fraca não trivial.

Demonstração:

Devido ao Lema 1.3, fica bem definida a função energia, dada por

ζ(r) =
1

2
r2 − 1

p
rp max
‖u‖=1

|u|pp.

Definindo a constante Cp := 1/ max
‖u‖=1

|u|pp, a qual é a melhor constante da imersão

H1
0 (Ω) ↪→ Lp(Ω), obtemos que

ζ(r) =
1

2
r2 − 1

pCp
rp.

Derivando a função ζ e igualando a 0, temos que

r − 1

Cp
rp−1 = 0.
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Resolvendo a equação, obtemos um ponto cŕıtico r∗ da função energia, dado por

r∗ = C
1

p−2
p .

Logo, pelo Teorema de Minimização Esférica, a função ur∗ é uma solução de (1.11),

sendo ‖ur∗‖ = r∗. Um posśıvel gráfico para a função energia é esboçado abaixo.

�

1.2.4 Um problema do tipo côncavo e convexo

Nesta aplicação, provaremos que o Método de Minimização Esférica obtém duas

soluções não triviais distintas para um problema do tipo côncavo e convexo, sendo

uma de energia positiva e outra de energia negativa, enquanto outros métodos só

conseguem provar a existência de uma delas (ver Introdução).

Considere o problema −∆u = λ|u|q−2u+ |u|s−2u em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(1.12)

onde λ > 0 e 1 < q < 2 < s < 2∗ se N ≥ 3 e 1 < q < 2 < s se N = 1 ou N = 2. O

funcional J é dado por

J(u) = Ψ(u)− Φ(u),
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sendo

Ψ(u) =
1

2
‖u‖2 e Φ(u) =

λ

q
|u|qq +

1

s
|u|ss.

Lema 1.4. O funcional J pertence à classe (J ).

Demonstração:

Usando as imersões compactas de H1
0 (Ω) em Lq(Ω) e em Ls(Ω), é posśıvel provar

(Φ1). Além disso, é evidente que (Φ2) também ocorre, porque

0 ≤ Φ(u) ≤ Φ′(u)u, ∀ u ∈ H1
0 (Ω).

Por último, considerando qualquer função positiva v ∈ H1
0 (Ω) e a sequência 1

n
v,

demonstramos (Φ3).

�

Teorema 1.5. O problema (1.12) tem duas soluções fracas não triviais.

Demonstração:

Devido ao Lema 1.4, fica bem definida a função energia, dada por

ζ(r) =
1

2
r2 − max

‖u‖=1

(
λ

q
rq|u|qq +

1

s
rs|u|ss

)
.

Para este problema, também definiremos algumas funções que nos auxiliarão a

encontrar pontos cŕıticos para a função energia, limitando ζ por baixo e por cima.

Para o primeiro caso, seja ζ : [0,∞)→ R tal que

ζ(r) =
1

2
r2 − λ

q
rq max
‖u‖=1

|u|qq −
1

s
rs max
‖u‖=1

|u|ss.

Por definição, é evidente que ζ ≤ ζ. Agora, com o intuito de limitar a função

energia por cima, considere as funções ζ1, ζ2 : [0,∞)→ R tais que

ζ1(r) =
1

2
r2 − λ

q
rq max
‖u‖=1

|u|qq

e

ζ2(r) =
1

2
r2 − 1

s
rs max
‖u‖=1

|u|ss.
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Definindo as constantes Cq := 1/ max
‖u‖=1

|u|qq e Cs := 1/ max
‖u‖=1

|u|ss, as quais são,

respectivamente, as melhores constantes das imersões de H1
0 (Ω) em Lq(Ω) e de H1

0 (Ω)

em Ls(Ω), obtemos que

ζ1(r) =
1

2
r2 − λ

qCq
rq

e

ζ2(r) =
1

2
r2 − 1

sCs
rs.

Desde que ζ ≤ ζ1, ζ ≤ ζ2 e q < 2 < s, note que a função energia atinge valo-

res negativos para r suficientemente pequeno e suficientemente grande, além de que

ζ(0) = 0. Resta então verificar se ζ atinge valores não negativos em algum ponto do

domı́nio. Com efeito, fixando

r∗ =

(
sCs
4

)1/s−2

,

observe que

ζ(r∗) =
1

2
r2
∗ −

1

sCs
rs∗ −

λ

qCq
rq∗ =

1

4
r2
∗ −

λ

qCq
rq∗.

Desta forma, para que ocorra a desigualdade

ζ(r∗) =
1

4
r2
∗ −

λ

qCq
rq∗ ≥ 0,

devemos ter

λ ≤
(
qCq
4

)
r2−q
∗ =

(
qCq
4

)(
sCs
4

) 2−q
s−2

.

Sendo assim, definindo

λ∗ :=

(
qCq
4

)(
sCs
4

) 2−q
s−2

,

acabamos de provar que, para λ ∈ (0, λ∗], ζ assume um valor não negativo em pelo

menos um ponto do seu domı́nio, possuindo então dois pontos cŕıticos.

Portanto, pelo Método de Minimização Esférica, podemos afirmar que o problema

(1.12) tem, pelo menos, duas soluções não triviais para λ ∈ (0, λ∗].

�
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1.2.5 Um problema de autovalor perturbado

Nesta aplicação, mostraremos que o Método de Minimização Esférica consegue

resolver o problema de autovalor perturbado sem precisar recorrer a resultados mais

avançados da teoria espectral.

Considere o problema −∆u = λu+ f(x) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(1.13)

onde λ > 0 e f ∈ L2(Ω). O funcional J é dado por

J(u) = Ψ(u)− Φ(u),

sendo

Ψ(u) =
1

2
‖u‖2 e Φ(u) =

λ

2
|u|22 +

�
Ω

f(x)u dx.

Lema 1.5. O funcional J pertence à classe (J ).

Demonstração:

Suponha que

un ⇀ u em H1
0 (Ω).

Pelas imersões compactas, a menos de uma subsequência,

un → u em L2(Ω).

Consequentemente,∣∣∣∣�
Ω

f(x)undx−
�

Ω

f(x)u dx

∣∣∣∣ ≤ |un − u|2|f |2 → 0.

Sendo assim,

Φ(un) =
λ

2
|un|22 +

�
Ω

f(x)undx→
λ

2
|u|22 +

�
Ω

f(x)u dx = Φ(u).

Esse mesmo resultado é obtido para Φ′(u)u, então Φ satisfaz (Φ1). Além disso,

Φ(u) =
λ

2
|u|22 +

�
Ω

f(x)u dx ≤ λ|u|22 +

�
Ω

f(x)u dx = Φ′(u)u, ∀ u ∈ H1
0 (Ω).
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Em outras palavras, Φ satisfaz (Φ′2) (ver Observação 1.1). Agora, provaremos que

(Φ3) ocorre. De fato, note que é posśıvel obter uma função v ∈ H1
0 (Ω) tal que

Φ(v) = |v|22 +

�
Ω

f(x)v dx 6= 0.

Neste caso, ainda que Φ(v) < 0, teremos que Φ(−v) > 0. Escolhendo un = 1
n
v,

demonstramos a condição (Φ3).

�

Teorema 1.6. Se λ for diferente dos autovalores do laplaciano, o problema (1.13)

tem solução fraca não trivial.

Demonstração:

Devido ao Lema 1.5, fica bem definida a função energia ζ1, dada por

ζ1(r) =
1

2
r2 − max

u∈H1
0 (Ω),‖u‖=1

(
λ

2
r2|u|22 + r

�
Ω

f(x)u dx

)
.

Mais uma vez, definiremos algumas funções que nos auxiliarão a encontrar pontos

cŕıticos para a função energia, limitando ζ por cima e por baixo. Para o primeiro

caso, seja ζ1 : [0,∞)→ R tal que

ζ1(r) =
1

2
r2 − r max

u∈H1
0 (Ω),‖u‖=1

�
Ω

f(x)u dx.

Por definição, ζ1 ≤ ζ1. Outro fato importante é que

max
u∈H1

0 (Ω),‖u‖=r

�
Ω

f(x)u dx > 0,

pois, usando (Φ3), para cada r > 0, é posśıvel obter uma função v ∈ Br tal que

0 <

�
Ω

f(x)v dx ≤ max
u∈H1

0 (Ω),‖u‖=r

�
Ω

f(x)u dx.

Logo, a função energia assume valores negativos para r suficientemente pequeno.

Agora, buscando limitar ζ1 por baixo, considere ζ
1

: [0,∞)→ R tal que

ζ
1
(r) =

1

2
r2 − λ

2
r2 max

u∈H1
0 (Ω),‖u‖=1

|u|22 − r max
u∈H1

0 (Ω),‖u‖=1

�
Ω

f(x)u dx.
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Então

ζ1(r) ≥ ζ
1
(r) =

(
1− λ

λ1

)
1

2
r2 − r max

u∈H1
0 (Ω),‖u‖=1

�
Ω

f(x)u dx,

sendo λ1 o primeiro autovalor do operador laplaciano, caracterizado como

λ1 = 1/ max
u∈H1

0 (Ω),‖u‖=1
|u|22.

Se assumirmos que 0 < λ < λ1, a desigualdade acima nos garante que ζ1 assume

valores positivos para r suficientemente grande e, com isso, possui um ponto cŕıtico r1,

o que significa, pelo Teorema de Minimização Esférica, que ur1 é solução do problema.

Agora, com o intuito de obter soluções com outros valores de λ, considere o espaço

E1 = V ⊥λ1 , o qual é um espaço de Banach reflexivo e, assim, ainda podemos aplicar o

Método de Minimização Esférica e obter a função energia

ζ2(r) =
1

2
r2 − max

u∈E1,‖u‖=1

(
λ

2
r2|u|22 + r

�
Ω

f(x)u dx

)
.

Seja ζ
2

: [0,∞)→ R tal que

ζ
2
(r) =

1

2
r2 − λ

2
r2 max

u∈E1,‖u‖=1
|u|22 − r max

u∈E1,‖u‖=1

�
Ω

f(x)u dx.

Recorde que λ2 é o segundo autovalor do laplaciano, caracterizado como

λ2 = 1/ max
u∈E1,‖u‖=1

|u|22.

Então

ζ2(r) ≥ ζ
2
(r) =

(
1− λ

λ2

)
1

2
r2 − r max

u∈E1,‖u‖=1

�
Ω

f(x)u dx.

Logo, para 0 < λ < λ2, o Método de Minimização Esférica nos permite concluir

que existe um ponto cŕıtico r2 de ζ2, o que significa que ur2 é um ponto cŕıtico do

funcional J restrito a E1. Em outras palavras, temos que�
Ω

∇ur2∇vdx = λ

�
Ω

ur2vdx+

�
Ω

f(x)v dx, ∀ v ∈ E1.

Agora, considerando e1 uma autofunção associada a λ1, demonstraremos que, para

algum α ∈ R, a função ur2 + αe1 é um ponto cŕıtico de J no espaço H1
0 (Ω), ou seja,

queremos que�
Ω

∇(ur2 + αe1)∇vdx = λ

�
Ω

(ur2 + αe1)vdx+

�
Ω

f(x)v dx, ∀ v ∈ H1
0 (Ω).
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Com efeito, tomando v = e + γe1, com e ∈ E1 e γ ∈ R, a igualdade acima se

escreve da forma

�
Ω

∇(ur2 + αe1)∇(e+ γe1)dx = λ

�
Ω

(ur2 + αe1)(e+ γe1)dx+

�
Ω

f(x)(e+ γe1)dx.

Note que, pela ortogonalidade e pelo fato de ur2 ser um ponto cŕıtico em E1,

muitos termos da igualdade serão anulados, restando apenas

α‖e1‖2 = αλ|e1|22 +

�
Ω

f(x)e1dx.

Desde que e1 é uma autofunção do laplaciano, segue que

αλ1|e1|22 = αλ|e1|22 +

�
Ω

f(x)e1dx.

Isolando α, temos que

α =

�
Ω

f(x)e1dx

(λ1 − λ)|e1|22
.

Logo, para 0 < λ < λ1 e para λ1 < λ < λ2, o problema tem solução. Seguindo o

mesmo racioćınio, aplicamos o Método de Minimização Esférica para o espaço vetorial

E2 = (Vλ1 ⊕ Vλ2)
⊥ e obtemos, quando 0 < λ < λ3, que existe um ponto cŕıtico r3 de

ζ3, o que significa que ur3 é ponto cŕıtico do funcional J restrito a E2, sendo

λ3 = 1/ max
u∈E2,‖u‖=1

|u|22.

Considerando as autofunções e1 e e2, demonstraremos que, para algumas constan-

tes α1, α2 ∈ R, a função ur3 + α1e1 + α2e2 é um ponto cŕıtico de J no espaço H1
0 (Ω),

isto é, queremos que

�
Ω

∇(ur3 +α1e1+α2e2)∇vdx = λ

�
Ω

(ur3 +α1e1+α2e2)vdx+

�
Ω

f(x)vdx, ∀ v ∈ H1
0 (Ω).

Mais uma vez, tomando v = e + γ1e1 + γ2e2, com e ∈ E2 e γ1, γ2 ∈ R, usando a

ortogonalidade entre os espaços e sabendo que ur3 é um ponto cŕıtico do funcional J

restrito a E2, conclúımos que

αi =

�
Ω

f(x)eidx

(λi − λ)|ei|22
, com i = 1, 2.
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Acabamos de provar que, para

λ ∈ (0, λ1) ∪ (λ1, λ2) ∪ (λ2, λ3),

o problema tem solução. Por fim, para n ≥ 3, considerando o espaço

En−1 =
(
Vλn−2 ⊕ Vλn−1

)⊥
,

com

λn = 1/ max
u∈En−1,‖u‖=1

|u|22,

e escolhendo

v = e+
n−1∑
i=1

γiei,

é posśıvel demonstrar que existe uma constante rn > 0 de modo que urn é ponto

cŕıtico do funcional J restrito a En−1 e a função

urn +
n−1∑
i=1

αiei

é uma solução para o problema (1.13), desde que

αi =

�
Ω

feidx

(λi − λ)|ei|22
, com i = 1, 2, · · · , n− 1,

e

λ ∈ (0, λ1) ∪ (λ1, λ2) ∪ · · · ∪ (λn−1, λn).

�
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Caṕıtulo 2

Um método de minimização local

Anteriormente, mostramos que um funcional energia de classe (J ) nos permite

buscar pontos cŕıticos a partir da função energia ζ. Entretanto, note que isso não

significa que ζ tenha pontos cŕıticos ou que será posśıvel provar a existência deles.

Pensando nisso, na Seção 2.1, desenvolveremos um teorema de minimização lo-

cal envolvendo o Método de Minimização Esférica, o qual nos permitirá garantir a

existência de solução. Na Seção 2.2, com o objetivo de mostrar a importância desse

teorema, aplicaremos esse resultado a uma classe de problemas eĺıpticos semilineares,

contribuindo com o trabalho [21] (ver Introdução).

2.1 Um teorema de existência

A partir da teoria desenvolvida no Caṕıtulo 1, provaremos o teorema abaixo.

Teorema 2.1. Sejam E um espaço de Banach reflexivo e J um funcional de classe

(J ). Suponha que existam ρ > 0 e w ∈ E, com ‖w‖ < ρ, tais que

J(w) < min

{
J(0), min

‖u‖=ρ
J(u)

}
.

Então existe um mı́nimo do funcional J na bola aberta B(0, ρ).
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Demonstração:

Desde que J é de classe (J ), fica bem definida a função energia ζ ∈ C([0,∞),R)

de modo que

ζ(r) = min
‖u‖=r

J(u).

Seja ‖w‖ = ρ. Por hipótese, temos que

ζ(ρ) = min
‖u‖=ρ

J(u) ≤ J(w) < min

{
J(0), min

‖u‖=ρ
J(u)

}
.

Ou ainda

ζ(ρ) < min {ζ(0), ζ(ρ)} .

Desde que ζ é uma função cont́ınua, a desigualdade acima nos garante que ela

assume um mı́nimo local em (0, ρ). Portanto, pelo Teorema 1.1, existe um mı́nimo

do funcional J na bola aberta B(0, ρ).

�

2.2 Aplicação a um problema semilinear

Considere o problema  −∆u = f(x, u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(2.1)

onde Ω ⊂ RN(N ≥ 2) e f : Ω× R→ R é uma função de Carathéodory verificando

(f1) Existe uma constante C > 0 tal que

|f(x, t)| ≤ C
(
1 + |t|p−1

)
, ∀ t ∈ (0,∞), ∀x ∈ Ω,

com 1 < p < 2∗ se N ≥ 3 e p > 1 se N = 2;

(f2)

0 ≤ lim sup
t→∞

F (x, t)

t2
≤ λ1

2
< lim inf

t→0+

F (x, t)

t2

uniformemente em x, onde λ1 é o primeiro autovalor do operador laplaciano e

F (x, t) =

� t

0

f(x, s)ds;
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(f3) f(x, t) 6= 0 no intervalo t ∈ (0,∞), para todo x ∈ Ω.

Com o intuito de achar uma solução para (2.1), resolveremos, primeiramente, o

problema auxiliar  −∆u = f ∗(x, u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(2.2)

onde f ∗ satisfaz as mesmas condições de f e é definida por

f ∗(x, t) =

 f(x, 0), se t < 0,

f(x, t), se t ≥ 0.

Observe que, devido à hipótese (f3), F ∗ não muda de sinal quando t ∈ (0,∞).

Sabendo disso, usamos a condição (f2) para provar que F ∗ é positiva para todo t > 0.

Na verdade, F ∗ é crescente nesse intervalo.

O funcional J associado ao problema (2.2) é dado por

J(u) = Ψ(u)− Φ(u),

onde

Ψ(u) =
1

2
‖u‖2 e Φ(u) =

�
Ω

F ∗(x, u)dx.

Definido o funcional, provaremos que J é de classe (J ). Na verdade, só precisamos

provar as condições para Φ, pois as de Ψ são, neste caso, imediatas. Posteriormente,

demonstraremos o teorema de existência de solução.

Lema 2.1. O funcional Φ satisfaz a hipótese (Φ1).

Demonstração:

Suponha que

un ⇀ u em H1
0 (Ω).

Pelas imersões compactas, a menos de uma subsequência, temos que

un → u em Lp(Ω).

Usando o Teorema A.4 e a continuidade de F ∗,

F ∗(x, un(x))→ F ∗(x, u(x)) q.t.p. em Ω. (2.3)
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De (f1), segue que

|F ∗(x, un(x))| ≤ C

(
|un(x)|+ 1

p
|un(x)|p

)
q.t.p. em Ω.

Mais uma vez, pelo Teorema A.4, existe uma função g ∈ Lp(Ω) tal que

|F ∗(x, un(x))| ≤ C

(
|g(x)|+ 1

p
|g(x)|p

)
q.t.p. em Ω. (2.4)

Por (2.3) e (2.4), F ∗ satisfaz as condições do Teorema A.5. Então

Φ(un) =

�
Ω

F ∗(x, un)dx→
�

Ω

F ∗(x, u)dx = Φ(u).

Logo, Φ é fracamente cont́ınuo e, de forma análoga, é posśıvel demostrar o mesmo

para u 7→ Φ′(u)u.

�

Lema 2.2. O funcional Φ satisfaz a hipótese (Φ2).

Demonstração:

Suponha que Φ′(u) = 0, isto é,

�
Ω

f ∗(x, u)vdx = 0, ∀ v ∈ H1
0 (Ω).

Pelo Teorema A.3, temos que f ∗(x, u) = 0 q.t.p. em Ω e, pela hipótese (f3), u ≤ 0.

Logo, F ∗(x, u) = 0 e Φ satisfaz (Φ2).

�

Lema 2.3. O funcional Φ satisfaz a hipótese (Φ3).

Demonstração:

Desde que F ∗(x, t) é positiva quando t ∈ (0,∞), basta tomar v ∈ H1
0 (Ω) positiva

e un = 1
n
v para que (Φ3) ocorra.

�

O próximo resultado será usado para garantir que a solução encontrada para o

problema (2.2) é também uma solução de (2.1).
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Lema 2.4. Fixado r > 0, se

u0 ∈ Gr =

{
u ∈ Br; Φ(u) = max

‖u‖=r

�
Ω

F ∗(x, u)dx

}
,

então u0 ≥ 0 q.t.p. em Ω.

Demonstração:

Suponha que u0 6≡ |u0|, onde u0 ∈ Gr. Entretanto, uma vez que a função F ∗ é

crescente quando t ∈ (0,∞), teŕıamos que ‖u0‖ = ‖|u0|‖ e

max
‖u‖=r

�
Ω

F ∗(x, u)dx =

�
Ω

F ∗(x, u0)dx <

�
Ω

F ∗(x, |u0|)dx,

o que seria um absurdo, provando que u0 = |u0|, isto é, u0 ≥ 0.

�

Teorema 2.2. Assumindo as condições (f1)–(f3), o problema (2.1) tem uma solução

fraca não trivial.

Demonstração:

Como já foi mencionado, resolveremos, primeiramente, o problema auxiliar (2.2).

Uma vez demonstrado que J é de classe (J ), provaremos que as demais hipóteses do

Teorema 2.1 também ocorrem. Com efeito, seja e1 ∈ S1 a autofunção positiva de λ1.

Temos que
J(re1)

r2
=

1

2
−
�

Ω

F ∗(x, re1)

(re1)2
e2

1dx.

Uma vez que F ∗ é positiva quando t ∈ (0,∞), pelo Teorema A.6 e por (f2), temos

lim sup
r→0+

J(re1)

r2
=

1

2
− lim inf

r→0+

�
Ω

F ∗(x, re1)

(re1)2
e2

1dx <
1

2
− λ1

2
|e1|22

ou ainda

lim sup
r→0+

J(re1)

r2
<

1

2
− λ1

2
|e1|22 =

1

2
− λ1

2

‖e1‖2

λ1

= 0.

Assim, existe uma constante ρ > 0 suficientemente pequena tal que

J(ρe1) < 0 = J(0). (2.5)

Por outro lado, considere {rn} ⊂ (0,∞) tal que rn →∞ e {vn} ⊂ S1. Temos que

J(rnvn)

r2
n

=
1

2
−
�

Ω

F ∗(x, rnvn)

(rnvn)2
v2
ndx
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ou ainda

J(rnvn)

r2
n

=
1

2
−
�

[vn>0]

F ∗(x, rnvn)

(rnvn)2
v2
ndx−

�
[vn≤0]

F ∗(x, rnvn)

r2
n

dx.

Note que a última parcela é não negativa para todo n ∈ N, pois

−
�

[vn≤0]

F ∗(x, rnvn)

r2
n

dx = −f(x, 0)

rn

�
[vn≤0]

vndx

e f(x, 0) ≥ 0 para todo x ∈ Ω. Segue então que

J(rnvn)

r2
n

≥ 1

2
−
�

[vn>0]

F ∗(x, rnvn)

(rnvn)2
v2
ndx.

Em outras palavras,

J(rnvn)

r2
n

≥ 1

2
−
�

Ω

F ∗(x, rnvn)

(rnvn)2
v2
nχ[vn>0]dx. (2.6)

Desde que a sequência {vn} é limitada, temos que

vn ⇀ v0 em H1
0 (Ω).

Pela imersão compacta H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω),

vn → v0 em L2(Ω)

e, pelo Teorema A.4,

vn(x)→ v0(x) q.t.p. em Ω,

o que significa que, no conjunto para quase todo x em [v0 > 0], rnvn → ∞. Além

disso, note que

0 ≤ lim inf
t→∞

F ∗(x, t)

t2

uniformemente em x, pois F ∗ é não negativo. Por (f2),

0 ≤ lim inf
t→∞

F ∗(x, t)

t2
≤ lim sup

t→∞

F ∗(x, t)

t2
≤ λ1

2

uniformemente em x. Então existe k > 0 de modo que, para t suficientemente grande,∣∣∣∣F ∗(x, t)t2

∣∣∣∣ ≤ k. (2.7)
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Ainda pelo Teorema A.4, existe uma função positiva h ∈ L1(Ω) tal que

v2
n(x) ≤ h(x) q.t.p. em Ω. (2.8)

De (2.7) e (2.8), para n suficientemente grande,∣∣∣∣F ∗(x, rnvn(x))

(rnvn(x))2
v2
n(x)χ[vn>0](x)

∣∣∣∣ ≤ h(x)k q.t.p. em Ω. (2.9)

Usando (2.9) e aplicando os Teoremas A.7 e A.8 em (2.6), obtemos que

lim inf
n→∞

J(rnvn)

r2
n

≥ 1

2
− lim sup

n→∞

�
Ω

F ∗(x, rnvn)

(rnvn)2
v2
nχ[vn>0]dx ≥

1

2
− λ1

2

�
[v0>0]

v2
0dx.

Uma vez que v+
0 ≤ |v0|, sendo v+

0 = max{0, v0}, observe que

lim inf
n→∞

J(rnvn)

r2
n

≥ 1

2
− λ1

2

�
[v0>0]

v2
0dx ≥

1

2
− λ1

2
|v0|22.

Desde que a função norma é fracamente semicont́ınua inferiormente,

‖v0‖ ≤ lim inf
n→∞

‖vn‖ = 1,

o que implica que

lim inf
n→∞

J(rnvn)

r2
n

≥ 1

2
− λ1

2
|v0|22 ≥

1

2
− λ1

2

‖v0‖2

λ1

≥ 0.

Assim, dado α > 0 tal que

−α > J(ρe1),

existe ρ > 0 suficientemente grande de modo que

J(ρv) ≥ −α > J(ρe1), ∀ v ∈ S1. (2.10)

De (2.5) e (2.10),

J(ρe1) < min

{
J(0), min

‖u‖=ρ
J(u)

}
.

Portanto, pelo Teorema 2.1, existe r∗ ∈ (0, ρ) tal que ur∗ é um mı́nimo do funcional

J e, pelo Lema 2.4, ur∗ ≥ 0 q.t.p. em Ω. Em outras palavras, ur∗ é uma solução não

trivial de (2.2) e, uma vez que f e f ∗ coincidem para funções u ∈ H1
0 (Ω) não negativas,

conclúımos que ur∗ é também uma solução do problema (2.1).

�
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Caṕıtulo 3

Uma versão do Teorema do Passo

da Montanha

Neste caṕıtulo, motivados pelos trabalhos [6], [28] e [17], buscaremos mais um

resultado de existência usando o Método de Minimização Esférica. Na Seção 3.1,

demonstraremos que, partindo do Teorema 1.1, é posśıvel obter uma versão do Teo-

rema do Passo da Montanha que não envolve a condição Palais-Smale (PS). Na Seção

3.2, utilizaremos essa versão para resolver um problema não linear sem a condição

de crescimento de Ambrosetti e Rabinowitz. É importante lembrar que a resolução

desse problema contribui com o trabalho [22] (ver Introdução).

3.1 Demonstração do teorema principal

Para desenvolver uma versão do Teorema do Passo da Montanha, consideramos um

funcional J de classe (J ) e assumimos as geometrias do passo da montanha. Usando

o Método de Minimização Esférica, foi posśıvel obter o resultado de existência abaixo.

Teorema 3.1. Sejam E um espaço de Banach reflexivo e J um funcional de classe

(J ). Suponha que existam α, ρ > 0 e w ∈ E, com ‖w‖ = R, tais que

(H1) J(u) ≥ α > J(0) para todo u ∈ Sρ;

(H2) J(w) < α, com R > ρ.
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Então a constante

c∗ = max
r∈[0,R]

min
‖u‖=r

J(u) = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J(γ(t)) = c,

onde Γ = {γ ∈ C([0, 1], E); γ(0) = 0, γ(1) = w}, é um valor cŕıtico de J.

Demonstração:

Desde que J é de classe (J ), fica bem definida a função energia ζ ∈ C([0,∞),R),

onde

ζ(r) = min
‖u‖=r

J(u)

e

ζ(0) = J(0).

Pela hipótese (H1), obtemos que

ζ(ρ) = min
‖u‖=ρ

J(u) > J(0).

Por outro lado, por (H2),

ζ(R) = min
‖u‖=R

J(u) ≤ J(w) < min
‖u‖=ρ

J(u) = ζ(ρ).

Assim, devido à geometria de ζ, observe que existe r∗ ∈ (0, R) tal que

ζ(r∗) = max
r∈(0,R)

ζ(r) = max
r∈[0,R]

ζ(r).

Em outras palavras, existe uma constante c∗ tal que

c∗ = max
r∈(0,R)

ζ(r) = max
r∈[0,R]

ζ(r) = max
r∈[0,R]

min
‖u‖=r

J(u).

Logo, pelo Teorema de Minimização Esférica, c∗ também é um valor cŕıtico de J .

Provaremos agora que

c∗ = max
r∈[0,R]

min
‖u‖=r

J(u) = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J(γ(t)) = c.

De fato, suponha, sem perda de generalidade, que w = uR e considere o caminho

γ∗ : [0, 1]→ E tal que γ∗(0) = 0 e

γ∗(t) = utR.
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Note que γ∗ ∈ Γ. Então

inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J(γ(t)) ≤ max
t∈[0,1]

J(γ∗(t)) = max
t∈[0,1]

J(utR) = max
t∈[0,1]

min
‖u‖=tR

J(u).

Tomando r = tR, segue que

c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J(γ(t)) ≤ max
t∈[0,1]

min
‖u‖=tR

J(u) = max
r∈[0,R]

min
‖u‖=r

J(u) = c∗.

Por outro lado, considere um caminho γ ∈ Γ e o ponto cŕıtico r∗ ∈ (0, R). Uma

vez que γ(0) = 0 ∈ Br∗ , γ(1) = uR 6∈ Br∗ e γ([0, 1]) é conexo, temos que γ([0, 1])∩Sr∗
é um conjunto não vazio. Assim,

max
t∈[0,1]

J(γ(t)) ≥ min
‖u‖=r∗

J(u) = ζ(r∗) = max
r∈[0,R]

ζ(r), ∀ γ ∈ Γ.

Ou ainda

c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J(γ(t)) ≥ max
r∈[0,R]

ζ(r) = max
r∈[0,R]

min
‖u‖=r

J(u) = c∗.

Portanto,

c∗ = max
r∈[0,R]

min
‖u‖=r

J(u) = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J(γ(t)) = c.

�

Note que, a partir da geometria da função energia ζ, foi posśıvel obter a constante

c∗, que é uma nova caracterização para a constante c, mas agora de ńıvel maxmin.

3.2 Aplicação a um problema sem a condição de

Ambrosseti e Rabinowitz

Considere o problema  −∆u = f(x, u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(3.1)

onde Ω ⊂ RN(N ≥ 3) e f é uma função cont́ınua em Ω× R verificando as condições

(f1) Existe uma constante C > 0 tal que

|f(x, t)| ≤ C
(
1 + |t|p−1

)
, 1 < p < 2∗, ∀ t ∈ (0,∞), ∀x ∈ Ω;
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(f2)

0 ≤ lim sup
t→0+

F (x, t)

t2
<
λ1

2
≤ lim inf

t→∞

F (x, t)

t2

uniformemente em x, onde λ1 é o primeiro autovalor do operador laplaciano e

F (x, t) =

� t

0

f(x, s)ds;

(f3) f(x, t) 6= 0 no intervalo t ∈ (0,∞), para todo x ∈ Ω.

Como já foi mencionado (ver Introdução), as hipóteses acima são de grande im-

portância porque substituem a condição de crescimento de Ambrosseti e Rabinowitz

(ver [6]) na resolução do problema (3.1). Observe ainda que as condições exigidas

para f são bem próximas às hipóteses do problema (2.1). Sendo assim, usaremos

o mesmo racioćınio da Seção 2.2, provando, primeiramente, a existência de solução

para o problema auxiliar  −∆u = f ∗(x, u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(3.2)

onde f ∗ satisfaz as mesmas condições de f e é definida por

f ∗(x, t) =

 f(x, 0), se t < 0,

f(x, t), se t ≥ 0.

Mais uma vez, devido à hipótese (f3), F ∗ não muda de sinal quando t ∈ (0,∞).

Sabendo disso, usamos a condição (f2) para provar que F ∗ é positiva para todo t > 0.

Na verdade, F ∗ é crescente nesse intervalo.

Teorema 3.2. Assumindo as condições (f1)–(f3), o problema (3.1) tem uma solução

fraca não trivial.

Demonstração:

O funcional J associado ao problema (3.2) é dado por

J(u) = Ψ(u)− Φ(u),

onde

Ψ(u) =
1

2
‖u‖2 e Φ(u) =

�
Ω

F ∗(x, u)dx.
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De forma análoga ao que foi feito na Seção 2.2, é posśıvel provar que J é de classe

(J ) e que as funções ur são não negativas. Resta então provar que J satisfaz (H1) e

(H2). Com efeito, considere {rn} ⊂ (0,∞) tal que rn → 0 e {vn} ⊂ S1. Temos que

J(rnvn)

r2
n

=
1

2
−
�

Ω

F ∗(x, rnvn)

(rnvn)2
v2
ndx

ou ainda

J(rnvn)

r2
n

=
1

2
−
�

[vn>0]

F ∗(x, rnvn)

(rnvn)2
v2
ndx−

�
[vn≤0]

F ∗(x, rnvn)

r2
n

dx.

Note que a última parcela é não negativa para todo n ∈ N, pois

−
�

[vn≤0]

F ∗(rnvn)

r2
n

dx = −f(x, 0)

rn

�
[vn≤0]

vndx

e f(x, 0) ≥ 0 para todo x ∈ Ω. Segue então que

J(rnvn)

r2
n

≥ 1

2
−
�

[vn>0]

F ∗(x, rnvn)

(rnvn)2
v2
ndx.

Em outras palavras,

J(rnvn)

r2
n

≥ 1

2
−
�

Ω

F ∗(x, rnvn)

(rnvn)2
v2
nχ[vn>0]dx. (3.3)

Desde que a sequência {vn} é limitada, temos que

vn ⇀ v0 em H1
0 (Ω).

Pela imersão compacta H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω),

vn → v0 em L2(Ω)

e, pelo Teorema A.4,

vn(x)→ v0(x) q.t.p. em Ω,

o que significa que, no conjunto para quase todo x em [v0 > 0], rnvn → 0+. Além

disso, note que

0 ≤ lim inf
t→0+

F ∗(x, t)

t2

uniformemente em x, pois F ∗ é não negativo. Por (f2),

0 ≤ lim inf
t→0+

F ∗(x, t)

t2
≤ lim sup

t→0+

F ∗(x, t)

t2
<
λ1

2
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uniformemente em x. Então existe k > 0 tal que, para t suficientemente pequeno,∣∣∣∣F ∗(x, t)t2

∣∣∣∣ ≤ k. (3.4)

Ainda pelo Teorema A.4, existe uma função positiva h ∈ L1(Ω) tal que

v2
n(x) ≤ h(x) q.t.p. em Ω. (3.5)

De (3.4) e (3.5), para n suficientemente grande,∣∣∣∣F ∗(x, rnvn(x))

(rnvn(x))2
v2
n(x)χ[vn>0](x)

∣∣∣∣ ≤ h(x)k q.t.p. em Ω. (3.6)

Usando (3.6) e aplicando os Teoremas A.7 e A.8 em (3.3), obtemos que

lim inf
n→∞

J(rnvn)

r2
n

≥ 1

2
− lim sup

n→∞

�
Ω

F ∗(x, rnvn)

(rnvn)2
v2
nχ[vn>0]dx >

1

2
− λ1

2

�
[v0>0]

v2
0dx.

Uma vez que v+
0 ≤ |v0|, sendo v+

0 = max{0, v0}, observe que

lim inf
n→∞

J(rnvn)

r2
n

>
1

2
− λ1

2

�
[v0>0]

v2
0dx ≥

1

2
− λ1

2
|v0|22.

Desde que a função norma é fracamente semicont́ınua inferiormente,

‖v0‖ ≤ lim inf
n→∞

‖vn‖ = 1,

o que implica que

lim inf
n→∞

J(rnvn)

r2
n

>
1

2
− λ1

2
|v0|22 ≥

1

2
− λ1

2

‖v0‖2

λ1

≥ 0.

Assim, para ρ suficientemente pequeno, existe α > 0 de modo que

J(ρv) ≥ α, ∀ v ∈ S1,

provando (H1). Agora, seja e1 ∈ S1 a autofunção positiva de λ1. Temos que

J(re1)

r2
=

1

2
−
�

Ω

F ∗(x, re1)

(re1)2
e2

1dx.

Sendo F ∗ uma função positiva quando t ∈ (0,∞), pelo Teorema A.6, segue que

lim sup
r→∞

J(re1)

r2
=

1

2
− lim inf

r→∞

�
Ω

F ∗(x, re1)

(re1)2
e2

1dx ≤
1

2
− λ1

2
|e1|22
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ou ainda

lim sup
r→∞

J(re1)

r2
≤ 1

2
− λ1

2
|e1|22 =

1

2
− λ1

2

‖e1‖2

λ1

= 0.

Sendo assim, dado α > 0 tal que α < α, existe R > 0 suficientemente grande de

modo que

J(Re1) ≤ α < α,

provando (H2). Portanto, pelo Teorema 3.1, J atinge um valor cŕıtico em

c∗ = max
r∈[0,R]

min
‖u‖=r

J(u).

Em outras palavras, existe r∗ ∈ (0, R) tal que ur∗ é uma solução não trivial do

problema (3.2). Desde que f e f ∗ coincidem para valores não negativos, conclúımos

que ur∗ é também uma solução do problema (3.1).

�
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Caṕıtulo 4

Um problema do tipo

Berestycki-Lions

Como já foi mencionado (ver Introdução), estudaremos neste caṕıtulo um impor-

tante problema do tipo Berestycki-Lions. Em especial, motivados por [8], considera-

remos o problema  −∆u+ V (x)u = f(u) em RN ,

u ∈ H1(RN),
(4.1)

onde N ≥ 3 e V : RN → R é uma função cont́ınua satisfazendo

(V1) V (x) = V (|x|);

(V2) Existem V0, V∞ > 0 tais que

V0 ≤ V (x) ≤ V∞, ∀ x ∈ RN .

Além disso, f : R→ R é uma função cont́ınua verificando

(f1)

lim
t→0

f(t)

t
= 0 e lim sup

|t|→∞

|f(t)|
|t|p−1

<∞,

onde 2 < p < 2∗;

(f2) Existe t0 > 0 tal que

F (t0)− V∞
2
t20 > 0,

52



onde F (t) =

� t

0

f(s)ds;

(f3) f(t) 6= 0 para todo t > 0.

Resolveremos o problema (4.1) usando a versão do teorema do passo da montanha

que foi desenvolvida anteriormente (ver Teorema 3.1). Desta forma, uma vez definido

o funcional J , precisaremos provar que ele é de classe (J ). Em particular, provaremos

a hipótese (Φ1), ou seja, que Φ e u 7→ Φ′(u)u são funcionais fracamente semicont́ınuos

superiormente. Vale lembrar que, nos caṕıtulos anteriores, usávamos uma condição

de crescimento e a imersão compacta

H1
0 (Ω) ↪→ Ls(Ω), (4.2)

onde Ω ⊂ RN e 1 < s < 2∗ se N ≥ 3 e s > 1 se N = 1 ou N = 2, e demonstrávamos

que os funcionais eram, na verdade, fracamente cont́ınuos.

Entretanto, neste caṕıtulo, uma vez que estamos estudando um problema no

espaço RN , não podemos mais usar (4.2). Pensando nisso, vamos, inicialmente, res-

tringir o funcional J ao subespaço H1
rad(RN) ⊂ H1(RN), pois, pelo Lema de Strauss

(ver Teorema A.9), temos a imersão compacta

H1
rad(RN) ↪→ Lp(RN), (4.3)

onde 2 < p < 2∗. Vale ressaltar que, pela definição de H1
rad(RN), que é o subespaço

formado pelas funções radialmente simétricas, a hipótese (V1) é necessária.

Sendo assim, vamos, primeiramente, estudar o problema auxiliar −∆u+ V (x)u = f ∗(u) em RN ,

u ∈ H1
rad(RN),

(4.4)

onde f ∗ satisfaz as mesmas condições de f e é definida por

f ∗(t) =

 f(0), se t < 0,

f(t), se t ≥ 0.

Estamos considerando a função f ∗ porque vamos seguir o mesmo racioćınio da

Seção 3.2. Mais uma vez, devido à hipótese (f3), F ∗ não muda de sinal no intervalo
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(0,∞). Sabendo disso, usamos a condição (f2) para provar que F ∗ é positiva para

todo t > 0. Na verdade, F ∗ é crescente nesse intervalo.

O funcional J : H1
rad(RN)→ R é dado por

J(u) = Ψ(u)− Φ(u),

onde

Ψ(u) =
1

2

�
RN

(
|∇u|2 + V (x)|u|2

)
dx e Φ(u) =

�
RN

F ∗(u)dx.

4.1 Resultados preliminares

Nesta seção, demonstraremos que J é de classe (J ).

Lema 4.1. O funcional Ψ satisfaz as hipóteses (Ψ1) e (Ψ2).

Demonstração:

Seja ‖ · ‖∗ : H1
rad(RN)→ R definida por

‖u‖∗ =

�
RN

(
|∇u|2 + V (x)|u|2

)
dx.

Observe que, devido à hipótese (V2), ‖ · ‖∗ define uma norma e esta é equivalente

à norma usual do espaço H1(RN). Logo, considerando uma esfera Sr com a norma

‖ · ‖∗, (Ψ1) e (Ψ2) ocorrem.

�

De agora em diante, consideraremos que

Sr =
{
u ∈ H1

rad(RN); ‖u‖∗ = r
}
.

.

Lema 4.2. O funcional Φ satisfaz a hipótese (Φ1).

Demonstração:

Por (f1), dado ε > 0, existe uma constante C = C(ε) > 0 tal que

|f ∗(t)| ≤ ε|t|+ C|t|p−1.
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A partir dessa desigualdade, obtemos que

|F ∗(t)| ≤ ε

2
|t|2 +

C

p
|t|p, (4.5)

onde 2 < p < 2∗. Considere agora as funções P,Q : R→ R dadas por

P (t) = F ∗(t) e Q(t) = t2 + |t|2∗ .

Desde que F ∗ é uma função não negativa,

0 ≤ lim
|t|→∞

P (t)

Q(t)
≤ lim
|t|→∞

P (t)

|t|2∗
.

Usando (4.5), segue que

lim
|t|→∞

P (t)

Q(t)
= 0. (4.6)

Além disso,

0 ≤ lim
t→0

P (t)

Q(t)
≤ lim

t→0

P (t)

t2
.

Usando a Regra de l’Hôspital e (f1), obtemos que

lim
t→0

F ∗(t)

t2
= lim

t→0

f ∗(t)

2t
= 0.

Ou seja,

lim
t→0

P (t)

Q(t)
= 0. (4.7)

Por fim, supondo que un ⇀ u0 em H1
rad(RN), temos que

sup
n∈N

�
RN

|Q(un(x))|dx <∞. (4.8)

Portanto, desde que (4.6), (4.7) e (4.8) ocorrem, pelo Teorema A.10,

Φ(un) =

�
RN

F ∗(un)dx→
�
RN

F ∗(u0)dx = Φ(u0),

provando que Φ é fracamente cont́ınuo. De forma análoga, é posśıvel obter o mesmo

resultado para u 7→ Φ′(u)u.

�
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Lema 4.3. O funcional Φ satisfaz a hipótese (Φ2).

Demonstração:

Ver Lema 2.2.

�

Lema 4.4. O funcional Φ satisfaz a hipótese (Φ3).

Demonstração:

Ver Lema 2.3.

�

O próximo resultado será usado para garantir que a solução encontrada para o

problema (4.4) é também uma solução de (4.1).

Lema 4.5. Fixado r > 0, se

u0 ∈ Gr =

{
u ∈ Br; Φ(u) = max

‖u‖∗=r

�
RN

F ∗(u)dx

}
,

então u0 ≥ 0 q.t.p. em RN .

Demonstração:

Ver Lema 2.4.

�

4.2 Demonstração do teorema principal

Teorema 4.1. Assumindo as condições (V1)–(V2) e (f1)–(f3), o problema (4.1) tem

uma solução fraca não trivial.

Demonstração:

Na seção anterior, provamos que o funcional J : H1
rad(RN) → R é de classe (J ).

Com o intuito de aplicarmos o Teorema 3.1, precisamos ainda provar que J satisfaz

(H1) e (H2). Com efeito, usando novamente (4.5), temos que

J(u) ≥ ‖u‖2
∗ −

ε

2
|u|22 −

C

p
|u|pp.
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Escolhendo ε > 0 pequeno e usando as imersões cont́ınuas de Sobolev, obtemos

constantes C1, C2 > 0 tais que

J(u) ≥ C1‖u‖2
∗ − C2‖u‖p∗.

Desde que p > 2, para ρ suficientemente pequeno, existe α > 0 de modo que

J(u) ≥ α, ∀ u ∈ H1
rad(RN) com ‖u‖∗ = ρ,

provando (H1). Por outro lado, usando (f2), note que existe ϕ ∈ C∞0 (RN) tal que
�
RN

F (ϕ)dx− V∞
2
|ϕ|22 > 0. (4.9)

Tomando wt(x) = ϕ
(x
t

)
, com t > 0, obtemos

�
RN

|∇wt|2dx =
1

t2

�
RN

∣∣∣∇ϕ(x
t

)∣∣∣2 dx = tN−2

�
RN

|∇ϕ(x)|2dx

e �
RN

V (x)
∣∣∣ϕ(x

t

)∣∣∣2 dx = tN
�
RN

V (xt)|ϕ(x)|2dx.

Em outras palavras, definindo Rt = ‖wt‖∗, temos que

R2
t = tN−2

�
RN

|∇ϕ(x)|2dx+ tN
�
RN

V (xt)|ϕ(x)|2dx.

Segue então que

J(wt) ≤
t

2

N−2
�
RN

|∇ϕ|2dx+
t

2

N
�
RN

V∞|ϕ|2dx− tN
�
RN

F (ϕ)dx

ou ainda

J(wt) ≤
t

2

N−2
�
RN

|∇ϕ|2dx− tN
(�

RN

F (ϕ)dx− V∞
2

�
RN

|ϕ|2dx
)
.

Assim, por (4.9), J(wt) < 0 para t suficientemente grande. Observe ainda que

Rt →∞ se, e somente se, t→∞, pois

|∇wt|22 + V0|wt|22 ≤ ‖wt‖2
∗ ≤ |∇wt|22 + V∞|wt|22,

ou seja,

tN−2|∇ϕ|22 + V0t
N |ϕ|22 ≤ R2

t ≤ tN−2|∇ϕ|22 + V∞t
N |ϕ|22.
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Logo, (H2) também ocorre e, pelo Teorema 3.1, J atinge um valor cŕıtico em

c∗ = max
r∈[0,R]

min
‖u‖∗=r

J(u).

Em outras palavras, existe r∗ ∈ (0, R) de modo que ur∗ é uma solução não trivial

do problema (4.4). Além disso, ur∗ é uma função não negativa (ver Lema 4.5). Agora,

provaremos que ur∗ é também solução de (4.1). De fato, seja g ∈ O(N), onde O(N)

é o grupo das rotações em RN . Segue que

J(g(u)) =
1

2
‖g(u)‖2

∗ −
�
RN

F ∗(g(u))dx =
1

2
‖u‖2

∗ −
�
RN

F ∗(u(g(x)))dx.

Considerando T (x) = g−1(x) e usando mudança de variáveis, obtemos que

�
RN

F ∗(u(g(x)))dx =

�
RN

F ∗(u(x))|detT |dx =

�
RN

F ∗(u)dx.

Ou seja,

J(g(u)) = J(u), ∀ g ∈ O(N).

Portanto, pelo Prinćıpio de Criticalidade de Palais (ver [28]), ur∗ também é ponto

cŕıtico de J em H1(RN) e, desde que f e f ∗ coincidem para valores não negativos,

conclúımos que ur∗ é uma solução do problema (4.1).

�
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Apêndice A

Resultados Importantes

Teorema A.1. Sejam E um espaço topológico compacto e Φ : E → R um funcio-

nal semicont́ınuo superiormente. Então Φ é limitado superiormente e o supremo é

atingido em um ponto u ∈ E.

Demonstração:

Basta considerar o funcional −Φ na demonstração de [13], Teorema 1.1.

�

Teorema A.2. Sejam E um espaço de Banach, Φ,Ψ ∈ C1(E,R) e u0 um extremo

do funcional Φ restrito ao conjunto

A = {u ∈ E; Ψ(u) = 0}.

Se Ψ′(u) 6= 0 para todo u ∈ A, então existe λ ∈ R tal que

Φ′(u0)v = λΨ′(u0)v, ∀ v ∈ E.

Demonstração:

Ver [19], Proposição 14.3 e Observação 14.4.

�
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Teorema A.3. Se f ∈ L1
loc(Ω) e�

Ω

fv dx = 0, ∀ v ∈ C∞c (Ω),

então f = 0 q.t.p. em Ω.

Demonstração:

Ver [11], Corolário 4.24.

�

Teorema A.4. Seja {fn} uma sequência de funções em Lp(Ω) tal que

fn → f em Lp(Ω).

Então existe uma subsequência {fn} e uma função g ∈ Lp(Ω) tais que

|fn(x)| ≤ g(x) q.t.p. em Ω

e

fn(x)→ f(x) q.t.p. em Ω.

Demonstração:

Ver [11], Teorema 4.9.

�

Teorema A.5. Seja {fn} uma sequência de funções em L1(Ω) tal que

fn(x)→ f(x) q.t.p. em Ω.

Se existir uma função g ∈ L1(Ω) tal que

|fn(x)| ≤ g(x) q.t.p. em Ω,

então

lim
n→∞

�
Ω

fndx =

�
Ω

fdx.

Demonstração:

Ver [11], Teorema 4.2.

�
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Teorema A.6. Seja {fn} uma sequência de funções em L1(Ω) não negativas. Então�
Ω

(
lim inf
n→∞

fn

)
dx ≤ lim inf

n→∞

�
Ω

fndx.

Demonstração:

Ver [9], Lema 4.8.

�

Teorema A.7. Considere {fn} uma sequência de funções mensuráveis e g ∈ L1(Ω)

uma função não negativa de modo que fn ≤ g para cada n. Então�
Ω

(
lim sup
n→∞

fn

)
dx ≥ lim sup

n→∞

�
Ω

fndx.

Demonstração:

Basta aplicar o Teorema A.6 na sequência não negativa g − fn.

�

Teorema A.8. Seja {fn} uma sequência de funções mensuráveis fn : Ω→ R tal que

fn(x)→ f0(x) q.t.p. em Ω.

Então

χ[f0>0](x) ≥ lim sup
n→∞

χ[fn>0](x) q.t.p. em [f0 > 0].

Demonstração:

Por hipótese, existe um conjunto Ω̃ ⊂ Ω com medida nula tal que

fn(x)→ f0(x), ∀x ∈ Ω \ Ω̃.

Assim, para cada x ∈ (Ω \ Ω̃) ∩ [f0 > 0], existe n(x) de modo que, se n ≥ n(x),

fn(x) > 0.

Equivalentemente,

χ[fn>0](x) = 1, ∀n ≥ n(x).

Portanto,

lim sup
n→∞

χ[fn>0](x) = 1 = χ[f0>0](x), ∀x ∈ (Ω \ Ω̃) ∩ [f0 > 0].

�

61



Teorema A.9. Existe uma imersão compacta

H1
rad(RN) ↪→ Lp(RN),

onde 2 < p < 2∗ se N ≥ 3 e p > 2 se N = 1 ou N = 2.

Demonstração:

Ver [19], Caṕıtulo 6, Teorema 1.2.

�

Teorema A.10. Sejam P,Q : R→ R funções cont́ınuas satisfazendo

lim
|t|→∞

P (t)

Q(t)
= 0.

Seja {un} uma sequência de funções mensuráveis un : RN → R tal que

sup
n∈N

�
RN

|Q(un(x))|dx <∞

e

P (un(x))→ v(x) q.t.p. em RN .

Então, para qualquer conjunto de Borel limitado B, temos que

�
B

|P (un(x))− v(x)|dx→ 0.

Se assumirmos também que

lim
t→0

P (t)

Q(t)
= 0

e

lim
|x|→∞

un(x) = 0,

uniformemente com relação a n, então P (un) converge para v em L1(RN).

Demonstração:

Ver [10], Teorema A.I.

�
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