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INSTITUTO DE CIÊNCIAS EXATAS E NATURAIS

PROGRAMA DE DOUTORADO EM MATEMÁTICA EM
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obtenção do tı́tulo de Doutor em Ma-
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alcançada.

Agradeço muito também à minha famı́lia!
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Neste trabalho, estuda-se a influência do método de discretização espacial nas proprieda-

des de propagação da energia contida nas soluções de um modelo discreto de evolução. Para

tanto, a equação de onda unidimensional é semidiscretizada em malha não uniforme através de

uma famı́lia parametrizável de métodos de discretização numérica conhecida como esquema-

θ, famı́lia esta que inclui alguns métodos clássicos como diferenças finitas, elementos finitos

padrão e elementos finitos mistos. O sistema discreto resultante é então analisado através de

técnicas da Análise Microlocal. O impacto do método de discretização na propagação das

ondas é estudado variando o parâmetro do esquema-θ e analisando a alteração resultante na

dinâmica do deslocamento da energia das soluções, incluindo o mecanismo que faz com que

não haja perda de observabilidade uniforme no modelo discreto quando elementos finitos mis-

tos é utilizado. Simulações numéricas corroboram os resultados teóricos. Adicionalmente,

quatro modelos acoplados unidimensionais de vigas planas são estudados através de técnicas

semelhantes, obtendo-se resultados satisfatórios.

Palavras-chave: Equação de onda; Modelos de vigas planas; Sistema de Timoshenko; Esquema-

θ; Observabilidade e controlabilidade; Análise microlocal; Condição geométrica de controle.
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Abstract
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Analysis of Propagation Properties of Evolution Equation Solutions

by Estillac Lins Maciel Borges Filho

In this work, the influence of spatial discretization methods on the propagation properties

of the energy contained in the solutions of a discrete evolution model is studied. The one-

dimensional wave equation is semi-discretized on a non-uniform mesh using a parameterizable

family of numerical discretization methods known as the θ-scheme. This family includes clas-

sical methods such as the finite differences, the standard finite elements, and the mixed finite

elements. The resulting discrete system is analyzed using Microlocal Analysis tools. The im-

pact of discretization methods on the propagation of waves is observed by varying the parameter

of the θ-scheme family. The resulting changes in the dynamics of energy displacement of the so-

lutions are analyzed, including the mechanism that ensures uniform observability to the discrete

model when the mixed finite elements method is used. Numerical simulations corroborate the

theoretical results found. Additionally, four one-dimensional coupled models of plane beams

are studied using similar techniques and satisfactory results are obtained.

Keywords: Wave equation; Beam models; Timoshenko system; θ-scheme; Observability and

controllability; Microlocal analysis; Geometric control condition.
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anterior à fronteira observável x = 1 para as simulações da Figura 3.14 usando
θ = 0.24 e 0.25, respectivamente. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

3.16 Simulação da propagação de ondas para valores iniciais x0 = 0.75 e ξ0 = 9π
16

.
Da esquerda para a direita, foram utilizados os valores de θ = 0, 0.10 e 0.20,
respectivamente, sendo que a função de transformação de malha utilizada foi g3

(3.18). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
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CAPÍTULO 1

Introdução

A questão cerne deste trabalho diz respeito à análise de certas propriedades da propagação

espacial da energia contida em soluções de alguns modelos matemáticos formulados sob a forma

de equações diferenciais parciais hiperbólicas.

1.1 Considerações Gerais e Motivações

Conforme Evans [23], equações diferenciais parciais hiperbólicas são equações de evolução,

isto é, equações cujas soluções dependem do instante considerado, evoluindo temporalmente a

partir de uma configuração inicial definida.

Especificamente em equações de evolução hiperbólicas, a energia contida na solução inicial

é propagada ao longo do tempo com velocidade finita. Isso significa que uma perturbação em

um determinado ponto espacial da solução só causará impacto em um ponto diferente após um

14



Capı́tulo 1. Introdução 15

determinado intervalo positivo de tempo. Essa propriedade diferencia as equações hiperbólicas

das elı́pticas ou parabólicas, nas quais uma perturbação em qualquer ponto é imediatamente

sentida em todo o domı́nio espacial.

Por fim, é importante citar que a propagação da energia das soluções de uma equação dife-

rencial hiperbólica não ocorre de forma aleatória, mas sim seguindo as chamadas curvas carac-

terı́sticas, que são determinadas de acordo com o modelo em questão.

Um exemplo tı́pico de equação de evolução hiperbólica é a equação de onda, dada em sua

forma homogênea por

ytt −∆y = 0, (1.1)

sujeito a condições iniciais apropriadas, em que y ∈ C(Q = Ω × (0, T )) com Ω um conjunto

limitado de Rd de fronteira suave Γ.

Duas caracterı́sticas importantes de equações de evolução são a observabilidade, que diz

respeito à possibilidade de estimar a energia total de um sistema através de medições parciais

em regiões limitadas do domı́nio, e a controlabilidade, que é a capacidade de se conduzir, dentro

de um tempo definido, um sistema para um estado final desejado [21]. Lions [37, 38, 39]

demonstrou que ambos os conceitos são duais, isto é, a existência de um implica no outro,

como ocorre na equação de onda. Isso possibilitou a construção de um método de obtenção do

controle desejado para um sistema, chamado método HUM (Hilbert Uniqueness Method).

Porém, quando Glowinski et al. [25] tentaram aplicar o método HUM de forma computacio-

nal, discretizando primeiramente a equação de onda e encontrando o controle a partir do sistema

discreto, perceberam que os controles não convergiam à medida que o passo de discretização

diminuı́a, o que demonstrava que o sistema discreto não era uniformemente controlável.

A explicação teórica dessa observação foi dada por Infante e Zuazua [32], onde mostraram

que o modelo semidiscreto da equação de onda não é uniformemente observável e, assim, não

pode ser uniformemente controlável. Isso só seria possı́vel caso se filtrassem soluções espúrias

Borges Filho, E. L. M. PDM - UFPA



1.2. Objetivos da Tese 16

de alta frequência, que causavam o fenômeno, conforme o artigo. E ao longo dos anos, várias

abordagens foram propostas para realizar tal filtragem.

Entretanto, em 2015, utilizando resultados da área de Análise Microlocal e Análise Se-

miclássica, em especial o trabalho de Fabrizio Macià [42], Zuazua et al. [22] mostraram que uti-

lizando uma malha não uniforme para discretizar a equação de onda, a dinâmica de propagação

das soluções era modificada e, assim, poderia acontecer de não mais existirem soluções espúrias

no sistema discreto. Com efeito, no artigo, eles propõem um tipo especı́fico de malha não

uniforme que torna a equação de onda discreta uniformemente observável e, assim, também

uniformemente controlável.

Tais trabalhos são uma abordagem alternativa ao problema da perda da controlabilidade uni-

forme da equação de onda discreta e se baseiam, de forma geral, na Condição Geométrica de

Controle, que estabelece que o sistema é observável, e portanto controlável, se todas as tra-

jetórias de propagação das soluções interceptarem, em tempo finito, a região observável do

domı́nio [8].

Portanto, entender o que pode influenciar a dinâmica das trajetórias de propagação da energia

das soluções de um sistema é de suma importância no estudo de sua observabilidade e contro-

labilidade, tal qual como mostrado por Zuazua et al. [22].

1.2 Objetivos da Tese

Os objetivos desta tese são primeiramente endereçar o terceiro problema em aberto proposto

por Zuazua et al. [11], isto é, investigar a influência do método de discretização utilizado na

dinâmica das trajetórias das soluções de um sistema discreto. Para tanto, serão analisadas as

propriedades de propagação da energia das soluções da equação de onda, discretizada através

de uma famı́lia parametrizada de métodos de discretização. Em segundo lugar, a tese obje-

tiva verificar a aplicabilidade da mesma técnica de estudo da dinâmica de propagação para as

soluções de alguns sistemas unidimensionais acoplados que modelam as vibrações em vigas

planas, tais como o modelo de Timoshenko [54].
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1.3 Organização da Tese

No capı́tulo 2, é realizada uma revisão mais detalhada da literatura existente acerca da pro-

blemática descrita neste capı́tulo introdutório. Além disso, também se apresenta um apanhado

acerca do modelo de Timoshenko de vigas planas e outros modelos correlatos.

No capı́tulo 3, o problema da influência do método de discretização nas propriedades de

propagação das soluções da equação de onda é endereçado. Nele são apresentados resultados

teóricos, corroborados por simulações numéricas.

No capı́tulo 4, a mesma técnica é aplicada ao modelo de Timoshenko clássico de vigas planas.

São propostas duas abordagens para o estudo, buscando capturar, através da técnica, a conhecida

caracterı́stica do segundo espectro existente no modelo. A técnica também é aplicada para uma

discretização do modelo de Timoshenko e resultados numéricos são apresentados para agregar

à análise.

No capı́tulo 5, são estudadas as propriedades de propagação das soluções de alguns outros

modelos de vigas planas, a saber, o modelo de Timoshenko truncado, o modelo de Shear Beam

e o modelo de Nesterenko.

No capı́tulo 6, as conclusões finais da tese são apresentadas e trabalhos futuros sugeridos.
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CAPÍTULO 2

Revisão da Literatura

2.1 Hilbert Uniqueness Method

De acordo com Ervedoza e Zuazua [21], controlabilidade se refere à possibilidade de levar,

em um tempo predeterminado, um sistema (como a equação de onda, por exemplo) para um

estado final desejado, através da atuação de uma função de controle que aja em um pedaço do

domı́nio do sistema ou de sua fronteira.

Por outro lado, observabilidade diz respeito à possibilidade de medir a energia global das

soluções de livre trajetória (isto é, sem atuação de controle) de um sistema através de medições

realizadas em parte de seu domı́nio ou de sua fronteira.

Em trabalhos do final da década de 1980, Lions [37, 38, 39] provou que ambos os conceitos

eram equivalentes e duais, isto é, um sistema é controlável se, e somente se, seu sistema ad-

junto é observável. E com base nisso, ele pôde resolver o problema da controlabilidade exata

18
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de sistemas, em particular da equação de onda, através do método HUM (Hilbert Uniqueness

Method).

Tais resultados serão ilustrados, de forma sucinta, seguindo Glowinski et al. [26]. Para isso,

considera-se o sistema (1.1), anteriormente apresentado.

A esse sistema, acrescentam-se as seguintes condições iniciais y(0) = 0,

yt(0) = 0.
(2.1)

E, por último, inclui-se um controle v, atuando em uma parte Γ0 da fronteira, dado por

y =

 v, em Σ0 = Γ0 × (0, T ),

0, em Σ\Σ0, Σ = Γ× (0, T ).
(2.2)

Lions mostrou que o problema (1.1)-(2.2) possui uma única solução y(v) : t → y(t; v) que

satisfaz

y(v) ∈ C0([0, T ];L2(Ω)), (2.3)

yt(v) ∈ C0([0, T ];H−1(Ω)). (2.4)

Em termos de controlabilidade exata do sistema apresentado, deseja-se responder à seguinte

questão: dado T > 0 finito e {z0, z1} ∈ L2(Ω) × H−1(Ω), é possı́vel encontrar um controle

v ∈ L2(Σ0), com a menor norma possı́vel, de forma que a solução y(v) do problema (1.1)-(2.2)

satisfaça y(T ; v) = z0 e yt(T ; v) = z1?

Lions atacou essa questão observando a forma dual do problema. Mais especificamente,

dado g = {g0, g1} ∈ H1
0 (Ω) × L2(Ω), considere que yg seja a solução do sistema (1.1)-(2.2),
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no qual o controle aplicado é

v =
∂ψg
∂n

,

em que
∂

∂n
representa a derivada normal e a função ψg é solução do sistema adjunto


∂2ψg
∂t2

= ∆ψg, em Q,

ψg(T ) = g0,
∂ψg
∂t

(T ) = g1, ψg = 0, em Σ.
(2.5)

Define-se então o operador Λ ∈ L(H1
0 (Ω)× L2(Ω), H−1(Ω)× L2(Ω)) por

Λg =

{
−∂yg
∂t

(T ), yg(T )

}
. (2.6)

Assim, é possı́vel mostrar que o problema de controle que se deseja resolver é equivalente

ao problema de minimização

inf
g={g0,g1}∈H1

0 (Ω)×L2(Ω)

1

2
[g]2 + 〈z1, g0〉 −

∫
Ω

z0g1dx

 , (2.7)

em que [.] é um funcional de H1
0 (Ω)× L2(Ω) definido por

[g] = (〈Λg,g〉)
1
2 . (2.8)

A chave do método HUM é a introdução de um novo espaço de Hilbert baseado em uma

propriedade de unicidade. Para isso, é preciso assumir que o suporte Σ0 do controle seja tal

que satisfaça as condições para que se possa aplicar o Teorema de Unicidade de Holmgren (que

pode ser encontrado em Hörmander [30]). Nessas condições, o funcional [.] é uma norma de

natureza pré-Hilbertiana e pode-se definir o novo espaço E como sendo o completamento de

H1
0 (Ω)× L2(Ω) em relação a esta norma.
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Isso implica que Λ é um isomorfismo entre E e E ′ e que o problema (2.7) possui solução

única se e somente se

{
−z1, z0

}
∈ E ′.

Em outras palavras, a controlabilidade exata do sistema (1.1)-(2.2) é possı́vel se, e somente

se, {z0, z1} forem escolhidos dentro do dual do espaço de Hilbert E construı́do.

Por outro lado, Lions [39] mostra que, se a seguinte desigualdade for satisfeita, ocorre que

E = H1
0 (Ω) × L2(Ω), o que implica que o sistema (1.1)-(2.2) pode ser controlado de forma

exata para quaisquer {z0, z1} ∈ L2(Ω)×H−1(Ω):

∫
Σ0

∣∣∣∣∂ψg∂n

∣∣∣∣2 dΣ ≥ C
(
||g0||2H1

0 (Ω) + ||g1||2L2(Ω)

)
, (2.9)

em que C > 0 é uma constante.

A desigualdade (2.9) é conhecida como desigualdade inversa e garante a observabilidade do

sistema adjunto (2.5), estabelecendo assim a equivalência entre os conceitos citados no inı́cio

dessa seção.

Mais informações sobre o método HUM e os resultados de Lions podem ser encontrados

em Medeiros et al. [44] e Komornik [34]. Em Russell [52], é possı́vel encontrar um apanhado

bastante completo dos principais resultados da teoria de controle anteriores à década de 1980.

2.2 Perda de Observabilidade Uniforme

Segundo Ervedoza e Zuazua [21], a implementação computacional do método HUM pode

ser feita de duas formas distintas. Uma primeira abordagem é construir o controle no modelo

contı́nuo e então discretizá-lo, como, por exemplo, em Bardos et al. [7] e Cı̂ndae et al. [16].

A abordagem alternativa, bastante utilizada na prática, é discretizar o sistema em análise e, em
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seguida, aplicar o método HUM diretamente no modelo discreto, utilizando um algoritmo de

gradiente conjugado para resolver o problema de minimização que leva ao controle. Esta última

abordagem foi utilizada por Glowinski et al. [17, 25, 24, 19] em trabalhos do fim da década de

1980 e inı́cio da década de 1990, cujos principais resultados estão explanados no que se segue.

Em sua pesquisa, os autores notaram que, para alguns dados iniciais, os controles encontra-

dos para a equação de onda não eram sequer limitados à medida que o passo da discretização

espacial, denotado por h, se aproximava de zero. Em outras palavras, mesmo que o método de

discretização utilizado na equação de onda convergisse no sentido clássico da análise numérica,

o sistema discreto não era uniformemente observável com respeito ao passo de discretização

espacial. A observabilidade uniforme de um sistema discreto significa que a constante C da

versão discreta da equação (2.9) não depende de h. Por dualidade, a falta de observabilidade

uniforme implicava que haveria situações em que os controles divergiriam quando h→ 0.

Os próprios autores conjecturaram que esse problema seria causado por soluções espúrias

de alta frequência, da ordem de 1/h, introduzidas no sistema pelo método de discretização

utilizado. Para evitá-lo, portanto, seria necessário filtrar tais frequências do espaço de soluções.

Vale ressaltar que, à medida que h → 0, o espaço de soluções de baixa frequência, isto é, sem

as soluções espúrias, aumenta indefinidamente até atingir o espaço original completo.

Uma primeira proposta de solução, citada em Glowinski et al. [25], foi a regularização

de Tychonoff. Basicamente, a ideia é relaxar a região de observação, expandindo-a para todo

domı́nio, porém diminuindo a influência dessa expansão à medida que h → 0. Isso é feito

acrescentando um termo adicional na equação (2.9), em uma escala adequada que permita que

ele desapareça assintoticamente. Os resultados numéricos do próprio artigo, bem como de Dean

et al. [17], validam este método.

Outra técnica de filtragem sugerida em Glowinski et al. [25] é o chamado algoritmo two-

grid. Essa técnica foi implementada e validada em Glowinski [24]. De forma simples, a ideia é

utilizar uma malha adicional mais grossa, com passo de discretização igual ao dobro da malha

original, para “selecionar” a metade de menor valor dos autovalores da equação discreta. Dessa
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forma, as soluções encontradas na malha mais grossa se comportam como soluções filtradas na

malha original.

Ainda em Glowinski et al. [25], os autores comentam que o uso da aproximação por elemen-

tos finitos mistos (para maiores informações sobre esse método de discretização, ver Roberts

et al. [51] e Brezzi et al. [12]) poderia melhorar a qualidade dos resultados numéricos para os

controles, uma vez que os elementos finitos mistos são conhecidos por serem nodalmente exatos

em relação às derivadas. Essa hipótese foi confirmada em Dupont et al. [19], onde se mostrou

que, ao utilizar elementos finitos mistos, os controles convergiam sem necessidade de qualquer

tipo de filtro nas soluções. Em contrapartida, o número de iterações necessárias nos algoritmos

de gradientes conjugados para cômputo dos controles aumentava consideravelmente quando o

passo da discretização se aproximava de zero.

No ano de 1999, Infante e Zuazua [32], utilizando multiplicadores e análise de Fourier não-

harmônica, mostraram analiticamente que a equação de onda em uma dimensão, discretizada

através do método de diferenças finitas ou por elementos finitos padrão, não apresenta observa-

bilidade uniforme com relação ao passo de discretização da malha. Mais especificamente, eles

consideraram o sistema
utt − uxx = 0, 0 < x < L, 0 < t < T,

u(0, t) = u(L, t) = 0, 0 < t < T,

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), 0 < x < L,

(2.10)

cuja energia, conservada ao longo do tempo, é dada por

E(u) =
1

2

L∫
0

|ut(x, t)|2 + |ux(x, t)|2dx. (2.11)
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O sistema semidiscreto utilizando diferenças finitas é
u′′j (t) =

uj+1(t)+uj−1(t)−2uj(t)

h2
, 0 < t < T, j = 1, ..., N,

u0(t) = uN+1(t) = 0, 0 < t < T,

uj(0) = u0
j , u

′
j(0) = u1

j , j = 0, ..., N + 1,

(2.12)

no qual h = L/(N + 1) é o passo da malha uniforme utilizada para o sistema discreto:

x0 = 0 < x1 = h < ... < xN = Nh < xN+1 = L.

A energia do sistema (2.12) é conservada ao longo do tempo e pode ser expressa por

Eh(t) =
h

2

N∑
j=0

[∣∣u′j(t)∣∣2 +

∣∣∣∣uj+1(t)− uj(t)
h

∣∣∣∣2
]
. (2.13)

É de conhecimento que o sistema contı́nuo (2.10) é observável através da fronteira x = L.

Isso pode ser facilmente ilustrado pelo fato de que a onda solução do sistema se propaga com

velocidade positiva constante e, assim, após uma quantidade suficiente, mas finita, de tempo, a

onda toda passará pela fronteira x = L e sua energia poderá ser medida. Assim, a desigualdade

inversa (2.9) é satisfeita e pode ser expressa, neste caso, através da existência de uma constante

C(T ) > 0, para todo T > 2L, com a qual é válida a relação

E(0) ≤ C(T )

T∫
0

|ux(L, t)|2 dt (2.14)

para qualquer solução de energia finita de (2.10).

Para o sistema discreto (2.12), o análogo de (2.14) é

Eh(0) ≤ C(T, h)

T∫
0

∣∣∣∣uN(t)

h

∣∣∣∣2 dt. (2.15)
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Os autores estudaram se, dado T > 2L, existiria uma constante C = C(T ), independente de

h, tal que a relação (2.15) fosse verdadeira para toda solução de (2.12) e para todo 0 < h < 1, o

que garantiria uma observabilidade uniforme para (2.12). A resposta é negativa em virtude das

soluções espúrias de alta frequência, conforme o Teorema 2.2.1, provado em Infante e Zuazua

[32].

Teorema 2.2.1. Para todo T > 0, tem-se

sup
u solução de (2.12)

[
Eh(0)∫ T

0
|uN (t)/h|2 dt

]
→∞ quando h→ 0. (2.16)

Em contrapartida, utilizando um espaço de soluções de (2.12) gerado somente pelos auto-

vetores de baixa frequência, o que representa, em outras palavras, uma filtragem das soluções

espúrias de alta frequência, os autores encontraram observabilidade uniforme para o sistema.

Mais especificamente, cada solução de (2.12) pode ser escrita como

u(t) =
N∑
k=1

[
ak sen

(√
λk(h)t

)
+ bk cos

(√
λk(h)t

)]
ϕk, (2.17)

em que λk são os autovalores associados ao sistema (2.12) e ϕk os respectivos autovetores, para

k = 1, ..., N .

E o espaço de soluções filtrado é

Ch(γ) :=

u =
∑

λk(h)≤γh−2

[
ak sen

(√
λk(h)t

)
+ bk cos

(√
λk(h)t

)]
ϕk

 , (2.18)

com ak, bk ∈ R e 0 < γ < 4.

Levando ao seguinte resultado:

Teorema 2.2.2. Considere 0 < γ < 4. Então, existe T (γ) ≥ 2L tal que, para todo T > T (γ), é

possı́vel encontrar uma constante C = C(T, γ) que garanta, de forma uniforme à medida que
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h → 0, a validade de (2.15) para toda solução de (2.12) que pertença ao espaço Ch(γ). Mais

ainda, são válidas as relações:

a) T (γ)↗∞ quando γ ↗ 4 e T (γ)↘ 2L quando γ ↘ 0;

b) C(T, γ)↘ L
2(T−2L)

quando γ ↘ 0.

Dessa forma, foi obtida uma justificativa analı́tica para a técnica de filtragem como solução

do problema da perda de observabilidade uniforme para discretizações da equação de onda.

É importante ressaltar que os mesmos resultados dos dois teoremas acima foram encontrados

para a equação (2.10) semidiscretizada pelo método de elementos finitos padrão, ratificando

que o problema de perda da observabilidade não era algo especı́fico do esquema de diferenças

finitas.

Ainda em 1999, Zuazua [56] estendeu os resultados encontrados em Infante e Zuazua [32]

para o caso bidimensional.

Em 2006, Castro e Micu [13] estabeleceram analiticamente a observabilidade uniforme da

equação de onda unidimensional semidiscretizada usando elementos finitos mistos. Em seguida,

em Castro et al. [14], o mesmo foi obtido para o caso bidimensional.

No ano de 2008, Micu [45] apresentou uma nova maneira de filtrar as soluções de altas

frequências da equação de onda discretizada com diferenças finitas. Para isso, ele inseriu no

sistema discreto um termo numérico adicional de viscosidade, multiplicado por um parâmetro

que tendia a zero à medida que o passo da discretização diminuı́a, recuperando, no limite, o

modelo de diferenças finitas original.

Em 2020, Liu e Guo [40] desenvolveram uma nova técnica de semidiscretização baseada em

diferenças finitas que não utiliza elementos dissipativos, mas que preserva a observabilidade

uniforme, mesmo em malha uniforme. O novo esquema foi batizado de diferenças finitas com

redução de ordem.
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2.3 Análise Microlocal e Dinâmica da Propagação de Ondas

Uma alternativa para o estudo da observabilidade, controlabilidade e estabilização de siste-

mas hiperbólicos é utilizar a chamada Análise Microlocal, cuja ideia é estudar as propriedades

de funções e distribuições, bem como de suas singularidades, de forma local não apenas com

relação à posição espacial, mas também com relação à direção em que ocorrem. Uma introdução

mais completa ao assunto pode ser encontrada nos livros de Grigis e Sjöstrand [27] e de Alinhac

e Gérard [1].

O principal mote dessa abordagem é o fato de que as equações de onda possuem soluções que

se localizam ao redor de raios de óptica geométrica, isto é, curvas (t, x(t)) no espaço-tempo.

Mais precisamente, dado ε > 0 e T > 0, existe uma solução para a equação cuja fração de

energia localizada a uma distância menor que ε do raio é maior que 1 − ε para 0 ≤ t ≤ T ,

como mostrado por Ralston [48]. Dessa forma, parece natural supor que para poder garantir a

observabilidade/controlabilidade do sistema, é preciso que a região de observação/controle seja

interceptada por todo e qualquer raio dentro do tempo T considerado. Esse princı́pio é chamado

de Condição Geométrica de Controle (CGC).

Rauch e Taylor [50] foram os primeiros a utilizar a ideia de raios de óptica geométrica no

estudo da observabilidade e controlabilidade de sistemas hiperbólicos e estabeleceram a CGC

como condição suficiente para tais propriedades em domı́nios sem fronteira. Bardos, Lebeau e

Rauch [8] generalizaram este resultado para domı́nios quaisquer, nos quais os raios refletem nas

bordas seguindo as leis da óptica geométrica (lei de Descartes-Snell).

Considerando os chamados gaussian beams, conforme Ralston [49], isto é, pacotes de onda

fortemente oscilatórios e concentrados ao redor de um ponto, é possı́vel estabelecer a CGC

também como necessária para a obtenção da observabilidade e controlabilidade.

O fato de que a Condição Geométrica de Controle é necessária e suficiente para se estabe-

lecer a observabilidade e controlabilidade de sistemas hiperbólicos se reflete no método HUM,

de Lions, da seguinte maneira: se a CGC é válida, tem-se que o novo espaço de Hilbert E
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construı́do pelo método satisfaz E = H1
0 (Ω)×L2(Ω), o que garante a observabilidade e contro-

labilidade. Caso a região de controle Σ0 satisfaça as condições para que se aplique o Teorema

de Unicidade de Holmgren, mas a CGC não seja válida, então H1
0 (Ω) × L2(Ω) ⊂ E de forma

estrita. Dessa forma, a observabilidade e controlabilidade não podem ser garantidas e o espaço

E possui uma estrutura complexa, podendo, inclusive, conter elementos que nem mesmo são

distribuições em Ω, como detalhado em Bardos, Lebeau e Rauch [6].

Conforme os estudos acima demonstraram, para estudar observabilidade pelo viés da Análise

Microlocal, é necessário estudar a propagação da energia das componentes de alta frequência

das soluções do sistema.

Altas frequências e concentração espacial geram o que a Análise Microlocal chama de singu-

laridades. De acordo com a Definição 2.3.1, extraı́da de Alinhac e Gérard [1], as singularidades

de uma distribuição, sob a ótica da Análise Microlocal, são não somente os pontos do domı́nio

espacial nos quais a distribuição é singular, isto é, não infinitamente derivável, mas também

os pontos do espaço de frequências nos quais a transformada de fourier da distribuição não é

rapidamente decrescente.

Definição 2.3.1. Para u ∈ E ′(Rn), isto é, u é uma distribuição com suporte compacto em Rn,

seja Σ(u) o complemento (em Rn\0) do conjunto de direções ξ ∈ Rn\0 nos quais û(ξ), a

transformada de Fourier de u, é rapidamente decrescente em uma vizinhança cônica, isto é,

satisfaz a relação

∀k, |û(ξ)| ≤ Ck(1 + |ξ|)−k.

Por cônica, entenda-se a seguinte propriedade de um conjunto Γ:

ξ ∈ Γ, λ > 0⇒ λξ ∈ Γ.

Assim como o suporte singular de u, definido pelo complemento do conjunto de pontos x ∈ Rn

nos quais u é infinitamente diferenciável numa vizinhança de x, é o conjunto dos “pontos ruins”
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de u, pode-se dizer que Σ(u) é o conjunto das “direções espectrais ruins” de u, ou ainda, das

“frequências ruins” da distribuição.

O conjunto que associa a cada singularidade espacial do domı́nio de uma distribuição o seu

conjunto de frequências singulares é o chamado conjunto de frente de onda, cuja Definição

2.3.2 foi extraı́da de Alinhac e Gérard [1]. Em outras palavras, o conjunto de frente de onda é o

suporte sobre o qual as singularidades de uma distribuição irão se propagar.

Definição 2.3.2. SejaX um conjunto aberto de Rn e u ∈ D′(X). O subconjunto cônico fechado

de X × (Rn\0), definido por

WF (u) = {(x, ξ) ∈ X × (Rn\0), ξ ∈ Σx(u)}

é o conjunto de frente de onda de u, com

Σx(u) = ∩ϕΣ(ϕu),

em que ϕ varia no conjunto {ϕ ∈ C∞0 (X), ϕ(x) 6= 0}.

Por fim, Hörmander [18] demonstra um teorema que caracteriza esse conjunto de frente

de onda estabelecendo que a propagação das singularidades ocorre através dos raios bicarac-

terı́sticos que são soluções do sistema Hamiltoniano construı́do a partir do sı́mbolo principal do

operador diferencial da equação em análise, isto é, os raios de óptica geométrica anteriormente

citados.

O sı́mbolo de um operador diferencial é a expressão relacionada a ele no espaço de frequências

após a aplicação da transformada de Fourier no operador, conforme a Definição 2.3.3.

Definição 2.3.3. Seja P um operador diferencial definido no espaço das distribuições tempe-

radas S ′(Rn). Tomando u ∈ S, pela fórmula de inversão da transformada de Fourier, pode-se

escrever

Pu(x) = (2π)−n
∫

eixξp(x, ξ)û(ξ)dξ.
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Diz-se que p(x, ξ) é o sı́mbolo do operador P .

No caso contı́nuo, em termos simples, o sı́mbolo trata-se de um polinômio no qual cada ope-

rador de derivada parcial é substituı́do por uma potência da variável de frequência ξ. O sı́mbolo

principal é composto somente pelos termos do sı́mbolo obtidos a partir da transformação das

derivadas de maior ordem do operador diferencial. No caso contı́nuo, o sı́mbolo principal é

obtido pelos monômios de maior grau do polinômio que representa o sı́mbolo no espaço de

frequências.

A tı́tulo de exemplo, seja o operador diferencial

Pu(x, t) = uxx(x, t)− utt(x, t), (2.19)

que define a equação de onda. Seu sı́mbolo é dado por

Pc(x, t, ξ, τ) = τ 2 − ξ2. (2.20)

No exemplo, como as derivadas são todas de segunda ordem, o sı́mbolo principal é igual ao

sı́mbolo completo. Porém, o operador

Qu(x, t) = uxx(x, t)− ut(x, t), (2.21)

referente à equação do calor, possui sı́mbolo

Pc(x, t, ξ, τ) = −iτ − ξ2, (2.22)

sendo que seu sı́mbolo principal é

P(x, t, ξ, τ) = −ξ2, (2.23)

no qual o termo referente à derivada temporal de primeira ordem foi eliminado. Hörmander

[30, 31] apresenta mais formalmente o assunto.
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Por fim, é importante salientar que, em operadores diferenciais discretos, o sı́mbolo não

mais é representado por um polinômio no espaço de frequências, pois a transformação de

discretização no domı́nio espacial é transportada para o domı́nio da frequência. Por exemplo, o

operador de onda semidiscretizado

Su(jh, t) =
uj+1(t) + uj−1(t)− 2uj(t)

h2
− u′′j (t) (2.24)

possui sı́mbolo dado por

Pc(jh, t, ξ, τ) = τ 2 − 4 sen2

(
ξ

2

)
, (2.25)

sendo que (2.25) também é o sı́mbolo principal do operador discreto, uma vez que ambos os

termos foram oriundos de derivadas de segunda ordem, que é a maior ordem do operador.

Portanto, estudar a propagação das soluções de um sistema é equivalente a estudar as soluções

do sistema Hamiltoniano associado ao sı́mbolo principal do operador diferencial do sistema

em questão, isto é, os raios bicaracterı́sticos que são o suporte da propagação de energia das

soluções do sistema.

Dentro desse contexto, Patrick Gérard [28] e Luc Tartar [53] desenvolveram de forma inde-

pendente o conceito de medida microlocal de defeito, conforme Teorema 2.3.1, objeto chave da

Análise Microlocal, cujo suporte indica a região do domı́nio na qual uma sequência de funções,

convergindo fracamente para zero, falha em convergir de maneira forte. Essa falha acontece

exatamente onde a sequência apresenta efeitos de concentração e oscilação, isto é, singularida-

des. Com esse objeto, é possı́vel determinar, em um instante de tempo qualquer, como estão se

propagando as singularidades dos dados iniciais associados com um sistema de equações dife-

renciais e, assim, se torna possı́vel identificar a trajetória que a energia da solução irá apresentar.

Teorema 2.3.1. Dada uma sequência (vk)k∈N que converge fracamente a zero emL2(Rd), existe

uma subsequência, que segue sendo denotada por (vk)k∈N, e uma medida de Radon positiva
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µ ∈M+(Rd
x × Sd−1

ω ) tais que

lim
k→∞

(A(x,Dx)vk, vk)L2(Rd) =

∫
Rdx×S

d−1
ω

a(x, ω)dµ,

para todo a ∈ C∞c (Rd
x × Sd−1

ω ), em que A(x,Dx) é um operador pseudodiferencial de or-

dem zero, cujo sı́mbolo principal σ0(A)(x, ξ) coincide com a(x, ξ/|ξ|) em Rd
x × {|ξ| > 1/2}.

Escreve-se, então, µ[vk] := µ e diz-se que µ[vk] é a medida microlocal de defeito da sequência

(vk)k∈N.

Vale ressaltar que a medida microlocal de defeito se difere da medida de defeito de com-

pacidade, pois ela é capaz de identificar variações na direção de oscilação dos dados iniciais,

propriedade que influencia na propagação da energia da solução. Dessa forma, a medida micro-

local de defeito é uma medida mais adequada para os problemas de propagação de singularidade

estudados na Análise Microlocal.

Contudo, um caso especial para a abordagem previamente citada ocorre quando o sistema

de equações diferenciais parciais possui um parâmetro pequeno, como é comumente o caso

na mecânica quântica, devido à constante de Planck. Neste caso, a dinâmica clássica sofre

impactos e assim nasce a Análise Semiclássica, conforme Zworski [57], para buscar lidar com

as questões que aparecem neste tipo de problema.

Assim, passou-se a utilizar a chamada medida de Wigner ou medida semiclássica, mais ade-

quada para estudo da propagação de singularidades dos dados iniciais em sistemas de equações

diferenciais que possuem em sua formulação parâmetros muito pequenos. Costuma-se atribuir

a criação desse conceito de medida ao fı́sico Eugene Wigner [55], durante seus estudos sobre

mecânica quântica semiclássica.

Para definir a medida de Wigner, são necessárias algumas outras definições prévias.

Definição 2.3.4. Dado u ∈ S ′(Rd) e ε > 0, define-se a transformada mε[u] ∈ S(Rd ×Rd) por

mε[u](x, ξ) = (2πε)−du(x)û(ξ/ε)eix.ξ/ε.
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Definição 2.3.5. Uma sequência ε = (εk)k∈N de números reais estritamente positivos tal que

limk→∞ εk = 0 é chamada de escala.

Definição 2.3.6. Seja (vk)k∈N uma sequência limitada em L2
loc(6≤), ε uma escala e µ[vk, ε] ∈

M+(Ω× Rd). Diz-se que µ[vk, ε] é a medida de Wigner da sequência (vk)k∈N na escala ε se e

somente se

lim
k→∞
〈mεk [ϕvk], a〉 =

∫
Ω×Rd

|ϕ(x)|2a(x, ξ)dµ[vk, ε],

para todo a ∈ S(Rd × Rd) e ϕ ∈ C∞0 (Ω).

Além dos problemas de mecânica quântica, outros sistemas de equações diferenciais par-

ciais que apresentam parâmetros muito pequenos são os sistemas discretizados, nos quais o

parâmetro que define a malha utilizada tende à zero. Esse fato motivou Macià [42], no ano de

2002, a desenvolver uma versão discreta das medidas de Wigner e, com ela, aplicar a Análise

Semiclássica em domı́nios discretizados. Ele realizou estudos com a equação de onda e com a

equação de Schrödinger, sempre em malha uniforme.

Os resultados de Macià voltaram à tona no ano de 2015. Marica e Zuazua [43] utilizaram as

ideias da Análise Semiclássica aplicada a sistemas discretos, conforme estudado por Macià, no

estudo do sistema de onda ρ(y)∂2
t u(y, t)− ∂y(σ(y)∂yu)(y, t) = 0, y ∈ R,

u(y, 0) = u0(y), ut(y, 0) = u1(y), y ∈ R.
(2.26)

Eles discretizaram (2.26) em uma malha não uniforme, obtida através da aplicação de uma

função g : R → R na malha uniforme tradicional. Em seguida, provaram utilizando a me-

dida discreta de Wigner, proposta por Macià, que o sı́mbolo principal do operador discreto da

equação é

P(x, t, ξ, τ) := −g′(x)ρ(g(x))τ 2 + 4 sen2

(
ξ

2

)
σ(g(x))

g′(x)
. (2.27)
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De posse do sı́mbolo (2.27), Marica et al. puderam observar como se propagava a ener-

gia das soluções do sistema (2.26), semidiscretizado em malha não uniforme, observando os

raios bicaracterı́sticos gerados pelo sistema Hamiltoniano construı́do com base no sı́mbolo en-

contrado. Identificaram que, para baixas frequências, as ondas discretas se comportavam de

maneira análoga às ondas do modelo contı́nuo, isto é, se propagavam com velocidade cons-

tante até atingir a possı́vel fronteira do domı́nio, onde refletiam. Porém, para altas frequências,

alguns fenômenos podiam ocorrer, tais como ondas estacionárias, ondas com reflexão interna

que nunca atingem a fronteira, ondas que refletem somente em uma parte da fronteira, entre

outros. Tudo dependia do meio heterogêneo que se considerava para a propagação e também da

malha não uniforme considerada. É importante ressaltar que simulações foram realizadas para

confirmar o que se encontrou na prática.

No mesmo ano, com base nos resultados de Marica e Zuazua [43], os autores se juntaram

a Ervedoza [22] para retomar o problema da perda de observabilidade uniforme da equação

de onda semidiscretizada no espaço, trazendo uma solução original. Em poucas palavras, os

autores construı́ram uma malha não uniforme sob medida, de forma a garantir que toda onda

solução do sistema discreto fosse sempre acelerada na direção da fronteira observável. Dessa

forma, a condição geométrica de controle ficava garantida e, assim, restaurava-se a observabili-

dade uniforme.

Os autores provaram analiticamente a observabilidade uniforme do sistema discretizado na

malha não uniforme construı́da. Eles também estudaram o sistema sob o ponto de vista da

análise espectral, cuja dificuldade é grande, uma vez que os autovalores do operador discreto na

malha não uniforme não são conhecidos. Por fim, analisaram o sistema sob o ponto de vista da

dinâmica dos raios bicaracterı́sticos gerados através do sistema Hamiltoniano correspondente

ao sı́mbolo principal (2.27), formalmente provado em Marica e Zuazua [43].

Desde então, duas vertentes principais têm sido exploradas por pesquisadores nesta área.

A primeira é referente à análise do espectro de operadores de onda discretizados em malhas

não uniformes, visando a encontrar estimativas referentes aos autovalores do sistema que pos-

sibilitem provar a observabilidade através de argumentos que se utilizem das desigualdades de
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Ingham [33]. Nesta vertente, é possı́vel citar o trabalho de 2018 desenvolvido por Bianchi et al.

[10].

A segunda vertente é dar prosseguimento aos estudos da dinâmica de propagação das ondas

discretas, buscando entender tudo o que pode influenciá-las e como tais propriedades podem ser

utilizadas e/ou modificadas para obter comportamentos de interesse. Nesse sentido, em 2018,

Biccari et al. [11] publicaram um trabalho em que consolidam os resultados encontrados em

Marica e Zuazua [43] e os estendem para o caso bidimensional.

2.4 Modelo de Timoshenko

Modelos de vigas planas são de grande importância para a engenharia, bem como para a

matemática. O modelo de Timoshenko é uma evolução em relação aos modelos de Euler-

Bernoulli e de Rayleigh pois incorpora efeitos de deformação por cisalhamento. Uma excelente

descrição de tais modelos pode ser encontrada no trabalho de Han et al. [29].

Em uma dimensão, as equações que regem o modelo de Timoshenko são dadas por ρ1ϕtt − κ(ϕx + ψ)x = 0, em (0, L)× (0, T ),

ρ2ψtt − bψxx + κ(ϕx + ψ) = 0, em (0, L)× (0, T ),
(2.28)

nas quais ρ1 = ρA, κ = kGA, ρ2 = ρI e b = EI , sendo ρ a densidade do material da

viga, A a área da seção transversal, k o fator de correção de cisalhamento, G o módulo de

rigidez, I o momento de inércia e E o módulo de Young. As variáveis x e t representam,

respectivamente, a distância ao longo da linha central da viga e o tempo, enquanto ϕ(x, t)

representa o deslocamento transversal da viga e ψ(x, t) representa a rotação do eixo neutro

devido à flexão da viga. Da forma apresentada, este sistema é conservativo, isto é, a energia

inicial do sistema é mantida ao longo do tempo.
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A combinação de rotação inercial e tensão de cisalhamento introduz no modelo apresen-

tado de Timoshenko o fenômeno conhecido como segundo espectro de frequências ou, simples-

mente, segundo espectro [3]. Resumidamente, o modelo clássico de Timoshenko apresenta duas

frequências naturais ou espectros de frequência. O primeiro espectro é fı́sico, com as velocida-

des de onda tendendo a zero para frequências cada vez mais baixas e a um valor fixo quando as

frequências crescem. Porém, o segundo espectro apresenta um comportamento não-fı́sico, pois,

para baixas frequências, as velocidades de onda crescem indefinidamente. Em outras palavras,

por mais que o modelo apresente resultados condizentes com experimentos reais, há elementos

em sua formulação que são puramente matemáticos e dão ao sistema caracterı́sticas impossı́veis

de existirem na natureza.

O modelo clássico de Timoshenko (2.28) pode ser desacoplado e as equações resultantes

para cada variável são exatamente iguais e dadas por

ρ1ρ2

κ
ytttt −

(
ρ2 +

ρ1b

κ

)
yxxtt + byxxxx + ρ1ytt = 0, (2.29)

em que a variável y pode ser substituı́da por ϕ ou ψ.

O termo ρ1ρ2
κ
ytttt é o responsável pelo surgimento do segundo espectro e a omissão desse

termo na equação desacoplada chegou a ser sugerida pelo próprio Timoshenko [54].

Porém, o problema que surge naturalmente é descobrir que conjunto de equações acopladas

leva à equação desacoplada (2.29) sem o termo ρ1ρ2
κ
ytttt. Essa resposta foi encontrada por

Elishakoff [20] e é dada pelo sistema ρ1ϕtt − κ(ϕx + ψ)x = 0,

−ρ2ϕttx − bψxx + κ(ϕx + ψ) = 0.
(2.30)

O sistema (2.30) é conhecido como modelo truncado de Timoshenko. Ao desacoplar suas

equações, a equação resultante para cada variável é igual e dada por

−
(
ρ2 +

ρ1b

κ

)
yxxtt + byxxxx + ρ1ytt = 0, (2.31)
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em que a variável y pode ser substituı́da por ϕ ou ψ.

Como já dito anteriormente, o modelo (2.30) é livre do segundo espectro, isto é, ele apresenta

somente um espectro de frequências no qual as velocidades de onda tendem a zero para baixas

frequências e tendem a um valor fixo para altas frequências.

Outra forma de se eliminar o indesejável e não-fı́sico segundo espectro no modelo clássico

de Timoshenko é acrescentar um elemento dissipativo em sua formulação, como pode ser visto

em Almeida Júnior e Ramos [3], onde um mecanismo de atrito foi acrescentado no ângulo de

rotação, resultando no sistema dado por ρ1ϕtt − κ(ϕx + ψ)x = 0,

ρ2ψtt − bψxx + κ(ϕx + ψ) + µψt = 0,
(2.32)

no qual µ é um coeficiente positivo.

A partir de um determinado valor de coeficiente de atrito, o segundo espectro é eliminado,

conforme pode ser visto na Figura 2.1.
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FIGURA 2.1: Influência do atrito na velocidade de fase do modelo clássico de Timoshenko.
O atrito agindo no ângulo de rotação é capaz de eliminar as consequências indesejáveis do
segundo espectro para coeficientes de atrito maiores que 2

√
κρ2. Esse fato foi observado por

Nesterenko [47] e provado por Almeida Júnior e Ramos [3]. Figura obtida em Almeida Júnior
e Ramos [3].
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2.4.1 Modelo Discreto

O modelo clássico de Timoshenko pode ser semidiscretizado através de diferenças finitas em

malha uniforme, resultando nas equações dadas por ρ1ϕ
′′
j − κ∆hϕj − κψj+1−ψj−1

2h
= 0,

ρ2ψ
′′
j − b∆hψj + κ

ϕj+1−ϕj−1

2h
+ κ

ψj+1+2ψj+ψj−1

4
= 0,

(2.33)

nas quais ∆huj := (uj+1 − 2uj + uj−1)/h2.

O modelo numérico (??) é livre de um fenômeno conhecido por trancamento do cortante,

causado por uma superestimativa do coeficiente de rigidez, e que traz comportamentos qualita-

tivos para o modelo numérico que não estão presentes no modelo contı́nuo. É para evitar esse

fenômeno nas equações do modelo que o termo κψ foi discretizado como κψj+1+2ψj+ψj−1

4
. Al-

meida Júnior [2] utilizou o esquema-θ para mostrar que essa é a discretização mais adequada a

ser utilizada.

Em um modelo totalmente discreto baseado em (2.33), Krieg [35] demonstrou que o passo

temporal é diretamente proporcional à espessura ε da viga e não obedece à condição CFL [15].

Ele considerou uma viga plana em que

I =
L× ε3

12

e

A = L× ε,

sendo L a largura da viga, obtendo

A

I
=

12

ε2
,
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o que leva ao critério de estabilidade

∆t ≤ ε

v1

√
3
, (2.34)

no qual

v1 =

√
k′G

ρ
=

√
κ

ρ1

.

É importante frisar que esse critério de estabilidade é bastante restritivo quando se conside-

ram parâmetros de simulação com ε� 1.

2.4.2 Modelo Shear Beam

O modelo Shear Beam é um modelo de vigas planas simplificado que surge ao se incorporar

o efeito de distorção de cisalhamento aos modelos de Euler-Bernoulli e de Rayleigh, mas sem

considerar a rotação inercial. Ele surgiu em trabalhos de Han et. al. [29].

Ao contrário dos modelos de Euler-Bernoulli e Rayleigh, o modelo Shear Beam possui duas

variáveis dependentes que descrevem a dinâmica da viga através das equações ρ1ϕtt − κ(ϕx + ψ)x = 0,

−bψxx + κ(ϕx + ψ) = 0.

Como citado em Almeida Júnior et al. [5], o modelo Shear Beam possui somente um espectro

de frequências, com velocidade de fase única dada por

v =

√
κ

ρ1

,

que coincide com uma das duas velocidades limites apresentadas pelo modelo clássico de Ti-

moshenko.
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2.4.3 Modelo de Nesterenko

Nesterenko [47] foi um dos primeiros pesquisadores a estudar o fenômeno do segundo espec-

tro de frequências presente no modelo clássico de Timoshenko. Ele mostrou que as frequências

de tal espectro adicional dependem de um parâmetro introduzido por Timoshenko em seu mo-

delo que buscava refletir a influência da deformação por cisalhamento. Além disso, ele demons-

trou que a energia de Ostrogradisky do modelo de Timoshenko, quando calculada para as altas

frequências do segundo espectro, é negativa, o que reforça a natureza não fı́sica desse espectro,

o que é mais bem discutido em Almeida Júnior et al. [4].

Na época em que Nesterenko estudou esse fenômeno, ainda não havia um maior entendi-

mento do mesmo como há atualmente (ver Bhaskar [9] e Elishakoff [20]). Apesar disso, Nes-

terenko deixou, entre outras contribuições para o assunto, um modelo de viga alternativo que

buscava evitar a formação desse espectro não fı́sico, dado por ρ1ϕtt − κ(ϕx + ψ)x = 0,

ρ2ψtt − ηψttxx − bψxx + κ(ϕx + ψ) = 0.

O modelo proposto por Nesterenko apresenta somente uma velocidade de fase não nula e

ela, assim como o modelo Shear Beam, é coincidente com o espectro fı́sico presente no modelo

clássico de Timoshenko, isto é:

v =

√
κ

ρ1

.
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Equação de Onda

3.1 Modelo Semidiscreto

O modelo de onda semidiscreto estudado é oriundo do sistema unidimensional

utt − uxx = 0, (x, t) ∈ (−1, 1)× (0, T ),

u(−1, t) = u(1, t) = 0, t ∈ (0, T ),

u(x, 0) = u0(x), x ∈ (−1, 1),

ut(x, 0) = u1(x), x ∈ (−1, 1).

(3.1)

Ele é construı́do em uma malha não uniforme idêntica à que foi utilizada em Biccari et al.

[11], conforme detalhado a seguir.

41
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Seja g : [−1, 1]→ [−1, 1] um difeomorfismo. ParaN ∈ N∗, utiliza-se o passo h = 2/(N+1)

na construção da malha uniforme do intervalo espacial

Gh := {xj := −1 + jh, j = 0, ..., N + 1} .

Em seguida, aplica-se o mapa g à malha Gh e obtém-se a malha não uniforme

Ghg :=
{
gj := g(xj), xj ∈ Gh

}
, (3.2)

utilizada na discretização de (3.1).

O processo de transformação entre a malha uniforme e a malha não uniforme está esquema-

tizado na Figura 3.1.

FIGURA 3.1: Representação esquemática da transformação dos pontos xj da malha uniforme
nos pontos gj da malha não uniforme através do difeomorfismo g. Figura obtida em Biccari et

al. [11].

Seguindo Biccari et al. [11], considera-se que a função g é regular. Mais precisamente,

assume-se que g ∈ C2(R) com 0 < g−d ≤ |g′(x)| ≤ g+
d < +∞ e |g′′(x)| ≤ gdd < +∞ para

constantes g−d , g
+
d , gdd > 0 e para todo x ∈ R. Vale ressaltar que se g(x) = x, a malha Ghg será

a própria malha uniforme Gh.

As considerações feitas sobre g garantem que 1/g′ pertence ao espaço C0,1(R) das funções

Lipschitz contı́nuas. Esse fato se faz importante na construção do sistema Hamiltoniano dos

raios bicaracterı́sticos que concentram a propagação das ondas que são soluções do sistema

semidiscreto construı́do.
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Define-se gj+1/2 := g(xj+1/2) como a imagem da função g aplicada ao ponto médio xj+1/2 :=

−1 + (j+ 1/2)h. Além disso, os passos heterogêneos da malha não uniforme são definidos por

hj+1/2 := gj+1 − gj, j = 0, ..., N,

hj−1/2 := gj − gj−1, j = 1, ..., N + 1,

hj :=
hj+1/2+hj−1/2

2
, j = 1, ..., N.

(3.3)

Para semidiscretizar a equação de onda (3.1) na malha não uniforme Gh construı́da anterior-

mente, utilizou-se o método esquema-θ, introduzido por Münch [46]. Trata-se de uma famı́lia

parametrizada de aproximações por diferenças finitas. Este método é geralmente utilizado para

se investigar mecanismos espúrios e, em particular, os modos espúrios relacionados à perda de

observabilidade uniforme das equações de onda discretas, como em Loreti e Mehrenberger [41].

O sistema (3.1), semidiscretizado com o esquema-θ, é

(1− 2θ)hju
′′
j (t) + θhj+ 1

2
u′′j+1(t) + θhj− 1

2
u′′j−1(t)−∆hu = 0,

u0(t) = uN+1(t) = 0,

uj(0) = u0
j , u′j(0) = u1

j ,

(3.4)

no qual j = 1, ..., N , t ∈ (0, T ), 0 ≤ θ ≤ 1/4 e

∆hu =

{
uj+1(t)− uj(t)

hj+ 1
2

− uj(t)− uj−1(t)

hj− 1
2

}
.

Indica-se uj(t) := u(gj, t) e, assim, a solução de (3.4) será denotada por uh,g(t) := (uj(t))
N+1
j=0

e seus dados iniciais por u0,h(t) := (u0
j(t))

N+1
j=0 e u1,h(t) := (u1

j(t))
N+1
j=0 .
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Vale frisar que a famı́lia de esquemas numéricos do esquema-θ inclui alguns dos métodos

de discretização mais utilizados. Para θ = 0, obtém-se o esquema de diferenças finitas. Para

θ = 1/6, tem-se o método de elementos finitos padrão. E para θ = 1/4, é obtido o método de

elementos finitos mistos.

Neste trabalho, o esquema-θ é adaptado à malha não uniforme Gh. Nestas condições, a

energia do sistema (3.4), dada por

Eθ
h,g(t) :=

θ

2

N∑
j=0

hj+1/2|u′j+1(t) + u′j(t)|2 +
1− 4θ

2

N∑
j=1

hj|u′j(t)|2+

+
1

2

N∑
j=0

hj+1/2

∣∣∣∣u′j+1(t)− u′j(t)
hj+1/2

∣∣∣∣2,
(3.5)

é definida positiva para 0 ≤ θ ≤ 1/4 e é conservada ao longo do tempo, o que significa que

Eθ
h,g(t) = Eθ

h,g(0), 0 < t < T.

Como citado no capı́tulo 2, a perda de observabilidade uniforme não ocorre para o método

de elementos finitos mistos, porém acontece quando se utilizam os métodos de diferenças fi-

nitas ou elementos finitos padrão. Portanto, fica claro que existe influência do método de

semidiscretização nas propriedades de propagação das ondas que são soluções dos modelos

discretos. Usando o esquema-θ, é possı́vel variar o parâmetro θ, presente em (3.4), de 0 a

1/4 (diferenças finitas até elementos finitos mistos, passando por elementos finitos padrão), e

observar o efeito de tal variação no comportamento das ondas.

Além disso, para cada valor de θ em (3.4), é possı́vel provar que a mesma malha não uniforme

construı́da em Ervedoza et al. [22] torna o sistema uniformemente observável, estendendo assim

os resultados do referido trabalho. A demonstração desse fato está contida no apêndice A.
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3.2 Sistema Hamiltoniano

Como visto no capı́tulo 2, é possı́vel estudar as propriedades de observabilidade da equação

de onda contı́nua, em qualquer dimensão, através da observação da propagação de raios bica-

racterı́sticos, que são as soluções do sistema Hamiltoniano associado ao sı́mbolo principal do

operador diferencial que define a equação. Viu-se também que é possı́vel realizar uma análise

similar em modelos discretos e, assim, estudar os fenômenos de propagação das ondas que são

soluções do sistema semidiscretizado da equação de onda, desde que se encontre o sı́mbolo

principal correspondente ao operador de onda discreto.

Marica e Zuazua [43] provaram que para a equação de onda semidiscretizada, em uma malha

não uniforme nos mesmos moldes de Ghg , através do método de diferenças finitas, a forma do

sı́mbolo principal do operador é dada por

P(y, t, ξ, τ) := −g′(y)τ 2 +
4

g′(y)
sen2

(
ξ

2

)
, (3.6)

com y = g−1(x), isto é, o sı́mbolo principal depende da variável espacial correspondente à

malha uniforme.

Para encontrar a forma do sı́mbolo principal do operador diferencial de (3.4), consideram-

se ondas planas da forma uj(t) = exp(iτ t/h + iξj) como soluções da equação e a relação

resultante das variáveis corresponderá ao sı́mbolo procurado. Procedendo dessa forma, tem-se

que o sistema Hamiltoniano correspondente à equação (3.4) em análise é dado por

H(y, t, ξ, τ) = −τ 2 +
1

g′(y)2

ω2(ξ)

1− θω2(ξ)
, (3.7)

em que

ω(ξ) := 2 sen
(
ξ
2

)
,

y = g−1(x).

(3.8)
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É possı́vel notar que quando θ = 0, correspondente ao método de diferenças finitas, tem-se

H = P , o que era esperado. Porém, quando θ > 0, a influência do termo ω2(ξ) é amplificada.

Os raios bicaracterı́sticos associados ao sistema Hamiltoniano (3.7) são descritos pelas cur-

vas s→ (y(s), t(s), ξ(s), τ(s)) soluções do sistema de EDO’s de primeira ordem

ẏ = ∂ξH (y(s), t(s), ξ(s)τ(s)) ,

ṫ = ∂τH (y(s), t(s), ξ(s)τ(s)) ,

ξ̇ = ∂yH (y(s), t(s), ξ(s)τ(s)) ,

τ̇ = ∂tH (y(s), t(s), ξ(s)τ(s)) ,

que se traduz em 

ẏ(s) =
2cg(y(s))2ω(ξ(s))∂ξω(ξ(s))

(1−θω(ξ(s))2)2
,

ṫ(s) = −2τ(s),

ξ̇(s) = −2cg(y(s))∂ycg(y(s))ω(ξ(s))2

1−θω(ξ(s))2
,

τ̇(s) = 0,

(3.9)

com cg := 1/g′. A condição inicial quando s = 0 é dada por (y0, 0, ξ0, τ0), satisfazendo

H(y0, 0, ξ0, τ0) = 0.

Em razão da última equação de (3.9), tem-se que, para todo s, τ(s) = τ0. Assim, como é

verdade que H(y0, 0, ξ0, τ0) = 0, acha-se

τ±0 = ±cg(y(s)) |ω(ξ(s))|√
1− θω(ξ(s))2

. (3.10)

Aqui é importante se definir o domı́nio do problema. Se θ < 1/4, tem-se

1− θω(ξ(s))2 = 1− 4θ sen2

(
ξ(s)

2

)
≥ 1− 4θ > 0, (3.11)
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o que significa que a expressão (3.10) está bem definida e independe de ξ.

Por outro lado, se θ = 1/4, é verdade que

1− θω(ξ(s))2 = 1− sen2

(
ξ(s)

2

)
= cos2

(
ξ(s)

2

)
, (3.12)

que se anula se, e somente se, ξ = (2k + 1)π, k ∈ Z.

Assim, o domı́nio do problema é dado por

{(θ, ξ) ∈ [0, 1/4]× R : (θ, ξ) 6= (1/4, (2k + 1)π), k ∈ Z} . (3.13)

Com o domı́nio definido, e como dt/ds não se anula, é possı́vel reparametrizar (3.9) em

função da variável t usando o Teorema da Função Inversa. Fazendo isso e usando (3.10),

encontra-se o seguinte sistema de EDO’s descrevendo os raios bicaracterı́sticos do sistema Ha-

miltoniano (3.7): 

ẏ±(t) = ∓ cg(y±(t))∂ξω(ξ±(t))

(1−θω(ξ±(t))2)
3
2
,

ξ̇±(t) = ±∂ycg(y±(t))ω(ξ±(t))

(1−θω(ξ±(t))2)
1
2
,

y±(0) = y0,

ξ±(0) = ξ0.

(3.14)

Por definição, tem-se cg(.) > 0, e considerando o domı́nio do problema, é possı́vel encontrar

a velocidade dos raios, expressa por

∣∣ẏ±(t)
∣∣ =

cg(y
±(t)) |∂ξω(ξ±(t))|

(1− θω(ξ±(t))2)
3
2

. (3.15)
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Neste momento, é bastante interessante comparar os resultados encontrados com os análogos

de Biccari et al. [11]. Em primeiro lugar, quando θ = 0, o sistema de EDO’s (3.14) e a

velocidade dos raios (3.15) são exatamente os mesmos em ambos os trabalhos. Porém, quando

θ é diferente de zero, os fatores nos denominadores passam a fazer diferença. E como, por

(3.11), os denominadores serão menores que um, a velocidade dos raios para um valor de θ > 0,

tanto no domı́nio espacial, quanto no domı́nio da frequência, será maior que aquela referente ao

método de diferenças finitas (θ = 0). Em outras palavras, à medida que θ cresce, mais rápido

se propagam as ondas sobre os raios bicaracterı́sticos.

Entretanto, mesmo que os raios sejam, em geral, mais rápidos, o numerador de (3.15) ainda

se anula quando ∂ξ(ω) = 0, ou seja ξ = (2k + 1)π, k ∈ Z, exatamente como em Biccari

et al. [11]. Assim, não importa o valor do parâmetro θ, sempre existem ondas estacionárias,

isto é, com velocidade nula, independente da malha considerada. Contudo, esta análise fica

interessante quando θ = 1/4, pois, neste caso, a frequência ξ não atinge valores ξ = (2k+ 1)π,

k ∈ Z, uma vez que eles estão fora do domı́nio do problema. Isso significa que a velocidade

dos raios nunca se anula e não existem ondas estacionárias neste cenário.

Em outras palavras, quando a semidiscretização espacial da equação de onda (3.1) é feita

com elementos finitos mistos, não há ondas estacionárias entre as soluções numéricas. Isso

explica o comportamento observado anteriormente, uma vez que se tais ondas com velocidade

nula existissem, o modelo semidiscreto com elementos finitos mistos não seria uniformemente

observável, contradizendo a literatura [13, 19, 25].

3.3 Exploração Numérica

Para visualizar a influência do parâmetro θ nas propriedades de propagação das ondas do

modelo numérico, este trabalho segue a mesma metodologia de Biccari et al. [11]. Simulações

numéricas foram realizadas e mostram a propagação das soluções de (3.4) com dados iniciais

altamente concentrados e oscilatórios. A diferença no presente estudo é que as simulações

foram repetidas para diversos valores de θ de modo que os resultados podem ser comparados.
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O foco é entender como diferentes métodos de semidiscretização, obtidos ao incrementar o

parâmetro θ, podem influenciar a dinâmica das propagações de onda e porque, ao se atingir o

valor máximo de θ, correspondente ao método de elementos finitos mistos, as soluções espúrias

são eliminadas e a controlabilidade é garantida.

Denotando por xh a malha uniforme de passo h = 2/(N + 1), foram utilizadas, para as

simulações, as mesmas malhas não uniformes usadas em Biccari et al. [11], além de, adicio-

nalmente, a malha não uniforme construı́da em Ervedoza et al. [22]. A primeira é produzida

através da transformação

g1 := tg
(π

4
x
)
. (3.16)

Ela apresenta um refinamento gradual da malha em torno do centro x = 0 do intervalo

espacial. A segunda é produzida por

g2 := 2 sen
(π

6
x
)
. (3.17)

Ela apresenta um refinamento gradual da malha nas fronteiras do intervalor espacial, isto é,

próximo aos pontos x = ±1. A última malha é obtida a partir de

g3 :=
√

3x+ 1− 1. (3.18)

Esta última transformação, definida somente na metade positiva do intervalo espacial, isto é,

0 ≤ x ≤ 1, gera uma malha não uniforme que se torna cada vez mais refinada à medida que

x→ 1.

Considera-se que gh,i := gi(xh), i = 1, 2, 3. As transformações estão esquematizadas nas

Figuras 3.2, 3.3 e 3.4.

As simulações foram realizadas utilizando o software GNU Octave 5.2.0 (códigos-fonte con-

tidos no apêndice B) e utilizaram um esquema leap-frog implı́cito para discretização temporal

Borges Filho, E. L. M. PDM - UFPA



3.3. Exploração Numérica 50
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FIGURA 3.2: g1 := tg
(
π
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)
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FIGURA 3.3: g2 := 2 sen
(
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FIGURA 3.4: g3 :=
√
3x+ 1− 1
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como mostrado a seguir: 
d2u
dt2

(nδt) = un+1−2un+un−1

(δt)2
,

δt = 0.1h,

em que un = u(nδt).

Para definir os dados iniciais, optou-se por uma abordagem baseada na ideia dos gaussian

beams, conforme Ralston [49], e eles foram construı́dos a partir da função

Gγ(x) = e−
γ
2 (g−1(x)−g−1(x0))

2

ei
ξ0
h
g−1(x), γ := h−0.9. (3.19)

Mais precisamente, considerou-se u0,h = Gγ(gh,i) e u1,h = G′γ(gh,i), para i = 1, 2, 3.

Antes de exibir os resultados numéricos encontrados, deve-se encontrar o sistema Hamilto-

niano exato para cada uma das transformações utilizadas, substituindo, para isso, gh,1, gh,2 e

gh,3 em (3.14).

Como ω(ξ) := 2 sen
(
ξ
2

)
e y = g−1(x)⇒ x = g(y), a equação (3.14) pode ser escrita como



ẋ±(t) = ∓ ag(x±(t)) cos(
ξ±(t)

2
)

(1−4θ sen2(
ξ±(t)

2
))

3
2
,

ξ̇±(t) = ±2bg(x±(t)) sen(
ξ±(t)

2
)

(1−4θ sen2(
ξ±(t)

2
))

1
2
,

x±(0) = x0, ξ±(0) = ξ0,

(3.20)
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na qual 

ag(.) := (g′cg)(g
−1(.)),

bg(.) := c′g(g
−1(.)),

x0 = g(y0).

Não importando qual a transformação g considerada, sempre se terá ag ≡ 1. Já bg pode ser

computado de forma explı́cita para cada uma das três transformações sob análise, resultando em

g(y) = tg
(
π
4
y
)
⇒ bg(x) = − 2x

x2+1
,

g(y) = 2 sen
(
π
6
y
)
⇒ bg(x) = x

4−x2 ,

g(y) =
√

3y + 1− 1 ⇒ bg(x) = 1
x+1

.

(3.21)

Dessa forma, o sistema Hamiltoniano de cada transformação sendo simulada é

g(y) = tg
(π

4
y
)
⇒



ẋ±(t) = ∓ cos(
ξ±(t)

2
)

(1−4θ sen2(
ξ±(t)

2
))

3
2
,

ξ̇±(t) = ∓ 4x±(t) sen(
ξ±(t)

2
)

(x±(t)2+1)(1−4θ sen2(
ξ±(t)

2
))

1
2
,

x±(0) = x0, ξ±(0) = ξ0

(3.22)
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e

g(y) = 2 sen
(π

6
y
)
⇒



ẋ±(t) = ∓ cos(
ξ±(t)

2
)

(1−4θ sen2(
ξ±(t)

2
))

3
2
,

ξ̇±(t) = ± 2x±(t) sen(
ξ±(t)

2
)

(4−x±(t)2)(1−4θ sen2(
ξ±(t)

2
))

1
2
,

x±(0) = x0, ξ±(0) = ξ0

(3.23)

e

g(y) =
√

3y + 1− 1⇒



ẋ±(t) = ∓ cos(
ξ±(t)

2
)

(1−4θ sen2(
ξ±(t)

2
))

3
2
,

ξ̇±(t) = ± 2 sen(
ξ±(t)

2
)

(x±(t)+1)(1−4θ sen2(
ξ±(t)

2
))

1
2
,

x±(0) = x0, ξ±(0) = ξ0.

(3.24)

3.4 Resultados

Primeiramente, são exibidos os diagramas de fase dos sistemas (3.22), (3.23) e (3.24), para

que eles possam ajudar nas análises que se seguem. Cada diagrama é construı́do seis vezes,

variando o parâmetro θ dentro do conjunto {0, 0.1, 0.2, 0.22, 0.24 e 0.2499}. O caso θ = 0.25 é

tratado posteriormente.

Como pode ser visto nos diagramas de fase, o efeito do aumento do parâmetro θ é de “esticar”

o diagrama horizontalmente. Isso significa que à medida que θ fica maior, menor se torna a

variação de frequência que as ondas apresentarão ao viajar através do espaço e maior será sua

velocidade.

Outra observação importante é que o aumento de θ pode modificar o comportamento da

onda em relação aos dados iniciais. Por exemplo, considerando a malha não uniforme gerada

por g2 (3.17), a Figura 3.6 mostra que para um dado inicial concentrado em torno do ponto
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FIGURA 3.5: Diagramas de fase do sistema de EDO’s definido em (3.22) para diversos valores
de θ. Da esquerda para a direita e de cima para baixo, as seis imagens representam, respectiva-

mente, os diagramas para θ = 0, 0.10, 0.20, 0.22, 0.24 e 0.2499.
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FIGURA 3.6: Diagramas de fase do sistema de EDO’s definido em (3.23) para diversos valores
de θ. Da esquerda para a direita e de cima para baixo, as seis imagens representam, respectiva-

mente, os diagramas para θ = 0, 0.10, 0.20, 0.22, 0.24 e 0.2499.
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FIGURA 3.7: Diagramas de fase do sistema de EDO’s definido em (3.24) para diversos valores
de θ. Da esquerda para a direita e de cima para baixo, as seis imagens representam, respectiva-

mente, os diagramas para θ = 0, 0.10, 0.20, 0.22, 0.24 e 0.2499.

x0 = −0.9 e oscilando na frequência ξ0 = 9π/7, a onda sofre uma reflexão interna antes de

atingir a fronteira em x = 1, se θ = 0. Porém, se θ = 0.1, para as mesmas condições iniciais,

a onda viaja normalmente até encontrar a fronteira x = 1. Supondo que a região de observação

seja em x = 1, no primeiro caso, pela Condição Geométrica de Controle, o sistema não seria

observável. Porém, no segundo caso, essa onda seria observável. A Figura 3.8 destaca essa

mudança de comportamento.
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FIGURA 3.8: Mudança de comportamento da propagação da onda com a variação do parâmetro
θ. Na primeira imagem, θ = 0, enquanto na segunda imagem, tem=se θ = 0.1.
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Outra observação importante é que, independente do valor de θ, desde que ele seja diferente

de 1/4, (0, π) sempre é um ponto de equilı́brio tanto em (3.22) quanto em (3.23), da mesma

forma que observado em Biccari et al. [11]. Além disso, a variação de θ não interfere na

natureza do ponto de equilı́brio. Para (3.24), facilmente se pode ver que não há pontos de

equilı́brio. Estes fatos mostram que a função de transformação da malha pode influenciar na

quantidade de pontos de equilı́brio do sistema e também na natureza de tais pontos. Contudo,

quando θ = 1/4, a velocidade das ondas nunca se anula, como foi visto na seção 3.2. Portanto,

também não há pontos de equilı́brio em qualquer um dos três diagramas de fase considerados.

De fato, pode ser observado uma ruptura na estrutura dos diagramas de fase ao longo da linha

horizontal ξ = π quando se tem θ = 1/4, o que é facilmente explicado devido ao domı́nio

(3.13) do problema.
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FIGURA 3.9: Da esquerda para a direita, diagramas de fases dos sistemas de EDO’s (3.22),
(3.23) e (3.24), respectivamente, quando θ = 1/4.

O resultado das simulações realizadas são apresentados a seguir. Primeiramente, proce-

dendo tal como Biccari et al. [11], é mostrado o comportamento das ondas quando a função de

transformação é g1 (3.16) e g2 (3.17), a baixas frequências, isto é, quando ξ0 não está próximo

de π, que é o ponto de equilı́brio. Tal comportamento é análogo ao das ondas contı́nuas: as

ondas viajam com velocidade praticamente constante em direção a um dos limites do intervalo

e refletem em x = −1 ou x = 1 obedecendo a lei de Descartes-Snell. À medida que θ varia, o

comportamento não muda, mas as ondas viajam mais rapidamente como pode ser visto na Fi-

gura 3.10. Os resultados são consistentes com os diagramas de fase anteriormente apresentados.

Quando a frequência inicial se aproxima do ponto de equilı́brio, as ondas começam a refle-

tir antes de atingir a fronteira do intervalo espacial. Esse fenômeno foi analisado em Biccari
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FIGURA 3.10: Simulação da propagação de ondas para valores iniciais x0 = 0 e ξ0 = π/4.
Da esquerda para a direita, foram utilizados os valores de θ = 0, 0.10 e 0.20, respectivamente,
sendo que na primeira fileira estão os resultados para a função de transformação de malha g1

(3.16) e na segunda fileira, para g2 (3.17).

et al. [11]. À medida que a frequência inicial aumenta em direção a ξ0 = π, as ondas são

“atraı́das” pela região mais refinada da malha. Quando a função de transformação da malha é

g1 (3.16), as ondas viajam periodicamente em torno do ponto de equilı́brio. Quando a função de

transformação da malha é g2 (3.17), as ondas são repelidas pelo ponto de equilı́brio e atraı́das

pelas bordas do domı́nio espacial. O mais interessante é que, variando θ, as ondas provenientes

de um mesmo dado inicial mudam seu comportamento em relação a esse fenômeno. Isso pode

ser visto nas Figuras 3.11 e 3.12, nas quais na imagem mais à esquerda, com o θ menor, as

ondas sofrem reflexão interna, sem atingir a borda, e na imagem mais à direita, com o θ maior,

as ondas refletem normalmente na fronteira do domı́nio.

Outra patologia estudada em Biccari et al. [11] são as ondas que não se propagam, que

são exatamente aquelas cujos dados iniciais estão no ponto de equilı́brio do diagrama de fases.

Estas ondas têm velocidade de grupo igual a zero e não viajam pelo espaço. Como pode ser

visto na Figura 3.13, o mesmo comportamento ocorre para todos os casos com θ < 1/4. Porém,

é possı́vel notar que, à medida que o θ cresce, aumentam os ciclos na imagem. Para entender
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FIGURA 3.11: Simulação da propagação de ondas para valores iniciais x0 = 0 e ξ0 = 7π
15 .

Da esquerda para a direita, foram utilizados os valores de θ = 0, 0.10 e 0.20, respectivamente,
sendo que a função de transformação de malha utilizada foi g1 (3.16).
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FIGURA 3.12: Simulação da propagação de ondas para valores iniciais x0 = −0.5 e ξ0 = 13π
15 .

Da esquerda para a direita, foram utilizados os valores de θ = 0, 0.10 e 0.20, respectivamente,
sendo que a função de transformação de malha utilizada foi g2 (3.17).

isso, é preciso pensar que o pacote gaussiano utilizado como dado inicial não é completamente

concentrado em x0 = 0 na simulação realizada, o que significa que o suporte da onda inicial

é (−ε, ε), para algum ε > 0. Através do diagrama de fase para a malha gh,1 (Figura 3.5), é

possı́vel ver que a componente da onda inicial situada no ponto (x0, ξ0) = (−ε, π) viaja para

a direita no domı́nio espacial, passa pelo ponto x = 0 e continua sua trajetória até o ponto

x = ε, quando para e inicia seu trajeto ao contrário até o ponto inicial, repetindo esse ciclo

indefinidamente. O mesmo acontece com a componente em (x0, ξ0) = (ε, π), porém iniciando

para a esquerda. Quando todas as componentes se encontram em x = 0, há um momento de

máxima amplitude, evidenciado pela região vermelha mais forte na Figura 3.13. Ao se aumentar

o parâmetro θ, as ondas ficam mais rápidas e, assim, mais frequentes serão tais momentos de

máxima amplitude.
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Quando o parâmetro θ chega próximo ao seu limite (θ = 1/4), os ciclos descritos anterior-

mente ficam cada vez mais frequentes, mas as ondas permanecem presas no ponto de equilı́brio,

como pode-se observar na primeira imagem da Figura 3.14. Contudo, quando se utiliza θ = 1/4

na simulação, com o mesmo dado inicial em (x0, ξ0) = (0, π), o resultado da simulação é um

clarão indefinido, como pode ser visto na segunda imagem da Figura 3.14.

Para compreender tal resultado quando θ = 1/4, a primeira coisa a se notar é que a onda não

está mais presa. Ela, de fato, alcança as fronteiras do domı́nio espacial, como é fácil observar

na segunda imagem da Figura 3.15, na qual a amplitude da solução numérica no ponto da malha

mais próximo da fronteira x = 1 é periodicamente da ordem de 10−2, enquanto é da ordem de

apenas 10−10 (resı́duo numérico) na primeira imagem da Figura 3.15, quando θ = 0.24 e a onda

está presa no ponto de equilı́brio.

A segunda observação é que o clarão da segunda imagem da Figura 3.14 indica uma onda

extremamente rápida viajando de uma fronteira à outra do domı́nio espacial. Esse fato é confir-

mado na segunda imagem da Figura 3.15. A explicação é que não há ponto de equilı́brio neste

caso, como discutido na seção 3.2. Além disso, quando θ = 1/4, o mais perto que a frequência

chegue de ξ = π, mais rápidas ficam as soluções de onda.
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FIGURA 3.13: Simulação da propagação de ondas para valores iniciais x0 = 0 e ξ0 = π. Da
esquerda para a direita, foram utilizados os valores de θ = 0, 0.10 e 0.20, respectivamente,

sendo que a função de transformação de malha utilizada foi g1 (3.16).

Quando a função de transformação da malha g3 (3.18) é considerada, as ondas estão sempre

aceleradas em direção à fronteira x = 1, como analisado em Ervedoza et al. [22]. Por essa

razão, não existem ondas que não se propagam, mas, dependendo da frequência inicial, algumas

ondas não atingem a fronteira x = 0, sofrendo reflexão interna. À medida que θ aumenta,
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FIGURA 3.14: Simulação da propagação de ondas para valores iniciais x0 = 0 e ξ0 = π. Da
esquerda para a direita, foram utilizados os valores de θ = 0.24 e 0.25, respectivamente, sendo

que a função de transformação de malha utilizada foi g1 (3.16).
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anterior à fronteira observável x = 1 para as simulações da Figura 3.14 usando θ = 0.24 e 0.25,

respectivamente.
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FIGURA 3.16: Simulação da propagação de ondas para valores iniciais x0 = 0.75 e ξ0 = 9π
16 .

Da esquerda para a direita, foram utilizados os valores de θ = 0, 0.10 e 0.20, respectivamente,
sendo que a função de transformação de malha utilizada foi g3 (3.18).
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entretanto, a velocidade de grupo das ondas cresce e as ondas passam a viajar mais rápido.

Assim, algumas ondas que sofriam reflexão interna antes de atingir a fronteira x = 0, para

valores baixos de θ, passam a viajar normalmente até a referida fronteira, onde só então refletem,

quando o parâmetro θ aumentar. Isso significa que, com o aumento de θ, a aceleração natural

da malha em direção à fronteira x = 1 pode passar a não ser mais forte o suficiente para parar

a onda antes que ela atinja a fronteira x = 0. Entretanto, uma vez que a velocidade é maior, o

tempo que a onda levará para atingir a fronteira observável x = 1 é menor, mesmo viajando por

um espaço maior, como pode ser visto na Figura 3.16.
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CAPÍTULO 4

Modelo de Timoshenko Clássico

4.1 Análise do Modelo Contı́nuo Clássico

Nesta seção, as mesmas técnicas de Análise Microlocal utilizadas no capı́tulo 3 são aplica-

das ao modelo clássico de Timoshenko, dado pelas equações (2.28). Mais especificamente, são

analisadas as propriedades de propagação da equação desacoplada (2.29) que rege o comporta-

mento de ambas as variáveis do modelo. Para facilitar a leitura, recorda-se que a equação (2.29)

é dada por

ρ1ρ2

κ
ytttt −

(
ρ2 +

ρ1b

κ

)
yxxtt + byxxxx + ρ1ytt = 0,

em que a variável y pode ser substituı́da por ϕ ou ψ.
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Tomando ondas planas do tipo u = ei(ξx+τt) para a equação (2.29), encontra-se a relação

τ 4 −
(
κ

ρ1

+
b

ρ2

)
ξ2τ 2 +

bκ

ρ1ρ2

ξ4 − κ

ρ2

τ 2 = 0. (4.1)

Esse desenvolvimento representa o sı́mbolo do operador diferencial de (2.29). Conforme

Bardos, Lebeau e Rauch [8], deve-se tomar somente o sı́mbolo principal para definir o sistema

Hamiltoniano correspondente à equação. As soluções desse sistema fornecem os raios bicarac-

terı́sticos que conduzem a propagação da energia das soluções de (2.29).

Portanto, deve-se desconsiderar, em (4.1), o termo

− κ

ρ2

τ 2,

ficando o Hamiltoniano dado por

H(t, x, τ, ξ) = τ 4 −
(
κ

ρ1

+
b

ρ2

)
ξ2τ 2 +

bκ

ρ1ρ2

ξ4 =

(
τ 2 − κ

ρ1

ξ2

)(
τ 2 − b

ρ2

ξ2

)
. (4.2)

É válido observar que o Hamiltoniano (4.2), correspondente a equação (2.29) e, portanto,

ao sistema acoplado (2.28), é dado pelo produto de dois termos que representam, cada um, o

sı́mbolo principal de operadores de onda com velocidades
√

κ
ρ1

e
√

b
ρ2

, respectivamente.

A partir do Hamiltoniano (4.2), encontra-se

dt

ds
= ∂τH = 2τ

[
2τ 2 −

(
κ

ρ1

+
b

ρ2

)
ξ2

]
, (4.3)

dx

ds
= ∂ξH = 2ξ

[
2κb

ρ1ρ2

ξ2 −
(
κ

ρ1

+
b

ρ2

)
τ 2

]
, (4.4)

dτ

ds
= −∂tH = 0, (4.5)

dξ

ds
= −∂xH = 0, (4.6)

com condição inicial, em s = 0, dada por (t0, x0, τ0, ξ0) tal que H(t0, x0, τ0, ξ0) = 0.

Borges Filho, E. L. M. PDM - UFPA



4.1. Análise do Modelo Contı́nuo Clássico 64

As equações (4.5) e (4.6) mostram que τ0 e ξ0 permanecem constantes durante a propagação

da solução. É possı́vel encontrar uma relação entre eles fazendo

H(t0, x0, τ0, ξ0) =

(
τ 2

0 −
κ

ρ1

ξ2
0

)(
τ 2

0 −
b

ρ2

ξ2
0

)
= 0.

Assim, tem-se que

τ0 = ±
√
κ

ρ1

ξ0 ou τ0 = ±

√
b

ρ2

ξ0. (4.7)

Usando (4.7), encontra-se

τ0 = ±
√
κ

ρ1

ξ0 ⇒
dt

ds
= ±2

√
κ

ρ1

(
κ

ρ1

− b

ρ2

)
ξ3

0

e

τ0 = ±

√
b

ρ2

ξ0 ⇒
dt

ds
= ±2

√
b

ρ2

(
b

ρ2

− κ

ρ1

)
ξ3

0 .

Da mesma forma, tem-se

τ0 = ±
√
κ

ρ1

ξ0 ⇒
dx

ds
= 2

κ

ρ1

(
b

ρ2

− κ

ρ1

)
ξ3

0

e

τ0 = ±

√
b

ρ2

ξ0 ⇒
dx

ds
= 2

b

ρ2

(
κ

ρ1

− b

ρ2

)
ξ3

0 .

Há, então, dois casos a serem considerados. Primeiramente, se

κ

ρ1

6= b

ρ2

⇒ dt

ds
6= 0,
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e, então, segue-se que

τ0 = ±
√
κ

ρ1

ξ0 ⇒
dx

dt
= ∓

√
κ

ρ1

e

τ0 = ±

√
b

ρ2

ξ0 ⇒
dx

dt
= ∓

√
b

ρ2

.

Em outras palavras, neste caso existem quatro possı́veis raios bicaracterı́sticos sobre os quais

a energia da onda será conduzida. Em todos eles, a velocidade de propagação da onda será

constante e igual a
√
κ

ρ1

ou
√

b

ρ2

.

Porém, caso se tenha

κ

ρ1

=
b

ρ2

= η,

o Hamiltoniano (4.2) se transforma em

H(t, x, τ, ξ) = (τ 2 − ηξ2)2,

e pode ser simplificado para

H(t, x, τ, ξ) = τ 2 − ηξ2. (4.8)

A equação (4.8) nada mais é que o Hamiltoniano definido pelo sı́mbolo principal de um

operador simples de onda com velocidade igual a
√
η. Portanto, a energia das soluções de (2.29)

será propagada ao longo de dois raios bicaracterı́sticos com velocidade igual a
√

κ
ρ1

=
√

b
ρ2

.
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4.2 Uma Abordagem Alternativa para o Modelo Contı́nuo

Clássico

A análise de dispersão do modelo clássico de Timoshenko leva ao resultado exibido na Figura

4.1. É possı́vel perceber que, para altas frequências, há dois modos estáveis de propagação. Em

tais modos, a velocidade é constante e igual a
√

κ
ρ1

ou
√

b
ρ2

, exatamente o resultado encontrado

na seção 4.1.
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FIGURA 4.1: Número de onda versus velocidade de fase. Em altas frequências, o comporta-
mento dos dois espectros é estável. O primeiro espectro converge para a velocidade

√
κ
ρ1

e o

segundo espectro converge para a velocidade
√

b
ρ2

. Porém, em regime de baixas frequências,
enquanto o primeiro espectro apresenta modos de propagação válidos, a velocidade de fase
do segundo espectro cresce indefinidamente, o que constitui um fenômeno não fı́sico. Figura

obtida em Almeida Júnior e Ramos [3].

Portanto, é possı́vel perceber que as análises da seção 4.1 ficam restritas ao regime de altas

frequências. Isso é condizente com o fato de que o sistema Hamiltoniano utilizado para encon-

trar os raios bicaracterı́sticos que conduzem a propagação das ondas é obtido através do sı́mbolo

principal do operador diferencial da equação (2.29), no qual apenas os termos de maior ordem

são mantidos e o termo − κ
ρ2
τ 2 foi descartado.
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Tentando capturar a dinâmica de baixa frequência causada pelo fenômeno do segundo espec-

tro, propõe-se incluir o termo de segunda ordem no Hamiltoniano com a intenção de encontrar

raios bicaracterı́sticos que reflitam o comportamento presente na Figura 4.1.

Dessa forma, a análise da presente seção irá considerar o Hamiltoniano dado por

H(t, x, τ, ξ) = τ 4 −
(
κ

ρ1

+
b

ρ2

)
ξ2τ 2 +

bκ

ρ1ρ2

ξ4 − κ

ρ2

τ 2. (4.9)

A partir do Hamiltoniano (4.9), encontra-se

dt

ds
= ∂τH = 4τ 3 − 2

[(
κ

ρ1

+
b

ρ2

)
ξ2 +

κ

ρ2

]
τ, (4.10)

dx

ds
= ∂ξH = 4

bκ

ρ1ρ2

ξ3 − 2

(
κ

ρ1

+
b

ρ2

)
τ 2ξ, (4.11)

dτ

ds
= −∂tH = 0, (4.12)

dξ

ds
= −∂xH = 0, (4.13)

com condição inicial, em s = 0, dada por (t0, x0, τ0, ξ0) tal que H(t0, x0, τ0, ξ0) = 0.

As equações (4.12) e (4.13) mostram que τ0 e ξ0 permanecem constantes durante a propagação

da solução. É possı́vel encontrar uma relação entre eles fazendo

H(t0, x0, τ0, ξ0) = τ 4
0 −

(
κ

ρ1

+
b

ρ2

)
ξ2

0τ
2
0 +

bκ

ρ1ρ2

ξ4
0 −

κ

ρ2

τ 2
0 = 0.

Assim, tem-se que

τ0 = ±

√√√√1

2

[(
κ

ρ1

+
b

ρ2

)
ξ2

0 +
κ

ρ2

]
± 1

2

√(
κ

ρ1

− b

ρ2

)2

ξ4
0 + 2

κ

ρ2

(
κ

ρ1

+
b

ρ2

)
ξ2

0 +
κ2

ρ2
2

.

(4.14)
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Usando (4.14), encontra-se

dt

ds
= 2τ

[
2τ 2 −

(
κ

ρ1

+
b

ρ2

)
ξ2 − κ

ρ2

]
= 2τ0

[
2τ 2

0 −
(
κ

ρ1

+
b

ρ2

)
ξ2

0 −
κ

ρ2

]
,

e, assim, tem-se

dt

ds
= ±2τ0

√(
κ

ρ1

− b

ρ2

)2

ξ4
0 + 2

κ

ρ2

(
κ

ρ1

+
b

ρ2

)
ξ2

0 +
κ2

ρ2
2

6= 0.

Portanto, é possı́vel reparametrizar a equação (4.11) por t no lugar de s, obtendo

dx

dt
=
dx

ds

ds

dt
=

ξ0

[
2 bκ
ρ1ρ2

ξ2
0 −

(
κ
ρ1

+ b
ρ2

)
τ 2

0

]
±τ0

√(
κ
ρ1
− b

ρ2

)2

ξ4
0 + 2 κ

ρ2

(
κ
ρ1

+ b
ρ2

)
ξ2

0 + κ2

ρ22

. (4.15)

Notando que

τ0

ξ0

= ±

√√√√1

2

[(
κ

ρ1

+
b

ρ2

)
+
κ

ρ2

1

ξ2
0

]
± 1

2

√(
κ

ρ1

− b

ρ2

)2

+ 2
κ

ρ2

(
κ

ρ1

+
b

ρ2

)
1

ξ2
0

+
κ2

ρ2
2

1

ξ4
0

,

pode-se escrever

dx

dt
= ±

2 bκ
ρ1ρ2
−
(
κ
ρ1

+ b
ρ2

)
τ20
ξ20

τ0
ξ0

√(
κ
ρ1
− b

ρ2

)2

+ 2 κ
ρ2

(
κ
ρ1

+ b
ρ2

)
1
ξ20

+ κ2

ρ22

1
ξ40

, (4.16)

obtendo-se, assim, a velocidade das soluções em função somente de ξ0.

Nota-se que, quando ξ0 →∞, tem-se

τ0

ξ0

→ ±

√
1

2

(
κ

ρ1

+
b

ρ2

)
± 1

2

(
κ

ρ1

− b

ρ2

)
. (4.17)
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Assim, dependendo das condições iniciais tomadas, em especial da relação entre τ0 e ξ0, que

podem se relacionar de quatro formas diferentes, conforme (4.14), tem-se

τ0

ξ0

→ ±
√
κ

ρ1

⇒ dx

dt
→ ±

√
κ

ρ1

(4.18)

ou

τ0

ξ0

→ ±

√
b

ρ2

⇒ dx

dt
→ ±

√
b

ρ2

. (4.19)

Em outras palavras, em altas frequências, as velocidades das soluções tendem para os valores

limitados
√

κ
ρ1

e
√

b
ρ2

. Esse comportamento é exatamente o mesmo encontrado na seção 4.1.

Porém, para baixas frequências, ou seja, quando ξ0 → 0, o comportamento muda. Neste

caso, usando (4.14), tem-se

τ0 →
1

2

κ

ρ2

± 1

2

κ

ρ2

.

Assim, se a relação entre τ0 e ξ0 for tal que τ0 → κ
ρ2

, quando ξ0 → 0, fica claro que a equação

(4.15) implica que
dx

dt
→ 0, (4.20)

que é o comportamento do primeiro espectro do modelo clássico de Timoshenko.

Porém, se τ0 → 0, quando ξ0 → 0, então, ao se utilizar o critério de L’Hospital em (4.15),

encontra-se

dx

dt
→∞, (4.21)

que representa o comportamento indesejado do segundo espectro.
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4.3 Análise do Modelo Semidiscreto Clássico

Nesta seção, são aplicadas técnicas de Análise Microlocal para se estudar as propriedades

de propagação das soluções do modelo semidiscreto clássico de Timoshenko (2.33), de forma

análoga ao realizado na seção 3.2.

Visando estabelecer uma base mais ampla para investigações, não se utiliza exatamente o

modelo semidiscreto (2.33), que foi construı́do em malha uniforme. Ao invés disso, o modelo

clássico de Timoshenko (2.28) é semidiscretizado na malha não uniforme (3.2), porém man-

tendo a adaptação que garante que o modelo seja livre do fenômeno de trancamento. Assim, o

modelo semidiscreto que utilizado é dado por

 ρ1ϕ
′′
j − κ

ϕj+1−ϕj
hj+1/2

−
ϕj−ϕj−1
hj−1/2

hj
− κ

ψj+1−ψj
hj+1/2

+
ψj−ψj−1
hj−1/2

2
= 0,

ρ2ψ
′′
j − b

ψj+1−ψj
hj+1/2

−
ψj−ψj−1
hj−1/2

hj
+ κ

ϕj+1−ϕj
hj+1/2

+
ϕj−ϕj−1
hj−1/2

2
+ κ

ψj+1+2ψj+ψj−1

4
= 0,

(4.22)

no qual hj , hj+1/2 e hj−1/2 são definidos como em (3.3).

Tomando ondas planas do tipo ϕj = ψj = eiτ(t/h)+iξj para a equação (4.22), encontra-se

 −ρ1
τ2

h2
ϕj + 4

h2
κ

g′(y)2
sen2( ξ

2
)ϕj − i

h
κ

g′(y)
sen(ξ)ψj = 0,

−ρ2
τ2

h2
ψj + 4

h2
b

g′(y)2
sen2( ξ

2
)ψj + i

h
κ

g′(y)
sen(ξ)ϕj + κ

4
cos2( ξ

2
)ψj = 0,

(4.23)

em que y = g−1(x).

Isolando ψj na primeira equação de (4.23), tem-se

ψj = i
ρ1τ

2g′(x)

hκ sen(ξ)
ϕj − i

2 tg( ξ
2
)

hg′(x)
ϕj. (4.24)
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Substituindo (4.24) na segunda equação de (4.23), chega-se a

− iρ1ρ2τ
4g′(x)

h3κ sen(ξ)
ϕj + i

2ρ2τ
2 tg( ξ

2
)

h3g′(x)
ϕj + i

2ρ1τ
2b tg( ξ

2
)

h3κg′(x)
ϕj − i

8b sen2( ξ
2
) tg( ξ

2
)

h3g′(x)3
ϕj+

+ i
κ sen(ξ)

hg′(x)
ϕj + i

ρ1τ
2g′(x) cos2( ξ

2
)

4h sen(ξ)
ϕj − i

κ cos2( ξ
2
) tg( ξ

2
)

2hg′(x)
ϕj = 0.

(4.25)

Multiplicando (4.25) por h3κ sen(ξ)
iρ1ρ2g′(x)

, encontra-se

−τ 4ϕj +
κ

ρ1

1

g′(y)2
4 sen2(

ξ

2
)τ 2ϕj +

b

ρ2

1

g′(y)2
4 sen2(

ξ

2
)τ 2ϕj+

− κ

ρ1

b

ρ2

1

g′(y)4
16 sen4(

ξ

2
)ϕj +O(h2) = 0.

(4.26)

À medida que h → 0, tem-se O(h2) → 0, implicando que o sı́mbolo principal do operador

diferencial semidiscreto é constituı́do pelos termos restantes, que podem ser fatorados. Portanto,

o Hamiltoniano correspondente a (4.22) é dado por

H(y, t, τ, ξ) =

(
−τ 2 +

κ

ρ1

1

g′(y)2
ω(ξ)2

)(
−τ 2 +

b

ρ2

1

g′(y)2
ω(ξ)2

)
, (4.27)

com y = g−1(x) e ω(ξ) := 2 sen( ξ
2
).

É importante ressaltar que também seria possı́vel repetir a construção do Hamiltoniano (4.27)

isolando inicialmente a variável ϕj na segunda equação de (4.23). O resultado seria o mesmo, o

que é condizente com o fato de que, desacoplando o modelo clássico contı́nuo de Timoshenko,

obtém-se a mesma equação tanto para a variável ϕ quanto para a variável ψ.

Outra observação importante é que o Hamiltoniano (4.27) do modelo clássico semidiscreto

de Timoshenko, de forma análoga ao Hamiltoniano (4.2) do modelo clássico contı́nuo, é dado

pelo produto de dois termos que representam, cada um, o sı́mbolo principal de um operador

de onda semidiscretizado na mesma malha não uniforme (3.2) com velocidades
√

κ
ρ1

e
√

b
ρ2

,

respectivamente.
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4.4 Exploração Numérica

Para que se possa melhor visualizar as diferentes formas de propagação das soluções do

modelo de Timoshenko, foram realizadas simulações numéricas similares às realizadas para a

equação de onda, conforme apresentado no capı́tulo 3, seção 3.3.

Para as simulações, considerou-se uma malha uniforme xh de passo h = 1/(N + 1). O

modelo semidiscreto simulado é o (2.33), livre do fenômeno do trancamento do cortante, e

cujas equações são ρ1ϕ
′′
j − κ∆hϕj − κψj+1−ψj−1

2h
= 0,

ρ2ψ
′′
j − b∆hψj + κ

ϕj+1−ϕj−1

2h
+ κ

ψj+1+2ψj+ψj−1

4
= 0,

nas quais ∆huj := (uj+1 − 2uj + uj−1)/h2.

As simulações foram realizadas utilizando o software GNU Octave 5.2.0 (códigos-fonte con-

tidos no apêndice B) e utilizaram um esquema leap-frog explı́cito para discretização temporal

como mostrado a seguir:

d2u

dt2
(nδt) =

un+1 − 2un + un−1

(δt)2
,

no qual u representa ϕ ou ψ e un = u(nδt).

Para seleção dos parâmetros de simulação, deve-se levar em consideração o critério de esta-

bilidade (2.34) encontrado por Krieg. Ao se optar por parâmetros totalmente condizentes com

a realidade, o modelo passa a ter soluções que se propagam com velocidades muto altas, o que

dificulta bastante a execução das simulações e visualização adequada dos resultados. Com isso

em mente, um dos parâmetros utilizado na simulação foi menor que o parâmetro real, a saber,

o parâmetro E, módulo de Young. O valor real é E = 21 × 1012, mas o que foi utilizado na
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simulação foi E = 21× 104. A lista completa de parâmetros da simulação é

E = 21× 104

ρ = 7850

κ′ = 5/6

v = 0.29

A = 3× 10−3

I = 5.6241× 10−8.

(4.28)

Os passos espacial e temporal utilizados foram

h = 1/300 (4.29)

e

δt = 1/4000, (4.30)

respectivamente. Vale notar que, a partir dos parâmetros utilizados, é possı́vel encontrar a es-

pessura da viga simulada, a saber

ε =

√
12I

A
= 0.015 (4.31)

Portanto, tem-se a relação

ε

v1

√
3

= ε

√
ρ

3κ′G
= ε

√
2ρ(1 + v)

3κ′E
≈ 0.0029 > δt, (4.32)

o que mostra que a simulação obedece ao critério de estabilidade de Krieg.
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Para definir os dados iniciais, optou-se por uma abordagem baseada na ideia dos gaussian

beams, conforme Ralston [49], e eles foram construı́dos a partir da função

Gγ(x) = e−
γ
2

(x−x0)2ei
ξ0
h
x, γ := h−1.05. (4.33)

Tais dados iniciais apresentam alta concentração próximo a x0 e oscilação em torno da

frequência ξ0. Optou-se por não incluir velocidade inicial nas simulações.

4.4.1 Resultados

Foram realizadas quatro simulações. Em cada uma, as condições iniciais estavam centraliza-

das em x0 = 0, 25, mas a frequência variou entre ξ0 = π/4, ξ0 = π/2, ξ0 = 3π/4 e ξ0 = π. Os

resultados estão mostrados nas Figuras 4.2, 4.3, 4.4 e 4.5.
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FIGURA 4.2: Simulação de (2.33) utilizando como condições iniciais para ϕ e ψ a função (4.33)
com x0 = 0, 25 e ξ0 = π/4.

Nas três primeiras figuras, é possı́vel observar que a partir do ponto inicial, saem quatro

trajetórias de propagação, agrupados em pares simétricos, representando cada um dos raios

bicaracterı́sticos teoricamente esperados. É possı́vel notar, também que os raios viajam com

velocidade constante, porém, um par é mais rápido que outro. Isso é condizente com a forma do

Hamiltoniano (4.27) encontrado para o modelo discreto. Resta notar, somente, que em (4.27),

considerou-se malha não uniforme e, na simulação, a malha é uniforme. Assim, é necessário

substituir a função g em (4.27) por g(x) = x, com a forma final do Hamiltoniano passando a
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FIGURA 4.3: Simulação de (2.33) utilizando como condições iniciais para ϕ e ψ a função (4.33)
com x0 = 0, 25 e ξ0 = π/2.
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FIGURA 4.4: Simulação de (2.33) utilizando como condições iniciais para ϕ e ψ a função (4.33)
com x0 = 0, 25 e ξ0 = 3π/4.
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FIGURA 4.5: Simulação de (2.33) utilizando como condições iniciais para ϕ e ψ a função (4.33)
com x0 = 0, 25 e ξ0 = π.
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ser

H(x, t, τ, ξ) =

(
−τ 2 +

κ

ρ1

ω(ξ)2

)(
−τ 2 +

b

ρ2

ω(ξ)2

)
, (4.34)

com ω(ξ) := 2 sen( ξ
2
).

Um resultado interessante de observar é que, conforme (4.34), há valores de ξ0 que anulam

a velocidade de propagação das soluções da versão discreta do modelo de Timoshenko. Isso

significa que há raios caracterı́sticos que ficam presos no domı́nio do problema e nunca atingem

a fronteira, tornando o sistema não observável.

De fato, é possı́vel perceber que à medida que ξ0 aumenta, as velocidades de propagação

das soluções se mantêm diferentes, conforme esperado, uma vez que há dois pares de raios

bicaracterı́sticos com velocidades distintas no modelo discreto, porém ambas as velocidades

diminuem, chegando ao limite quando ξ0 = π e as ondas se tornam estacionárias.
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CAPÍTULO 5

Outros Modelos de Vigas Planas

5.1 Modelo Contı́nuo Truncado

As equações que representam o modelo truncado de Timoshenko são ρ1ϕtt − κ(ϕx + ψ)x = 0, em (0, L)× (0, T ),

−ρ2ϕttx − bψxx + κ(ϕx + ψ) = 0, em (0, L)× (0, T ).

Nesta seção, a mesma técnica empregada no capı́tulo 4 é aplicada a este modelo. Mais

especificamente, é utilizada a equação desacoplada (2.31) referente ao modelo, dada por

−
(
ρ2 +

ρ1b

κ

)
yxxtt + byxxxx + ρ1ytt = 0,

em que a variável y pode ser substituı́da por ϕ ou ψ.
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Tomando ondas planas do tipo u = ei(ξx+τt) para a equação (2.31), encontra-se a relação

−
(
ρ2 +

ρ1b

κ

)
τ 2ξ2 + bξ4 − ρ1τ

2 = 0. (5.1)

Eliminando-se o termo de segunda ordem

−ρ1τ
2

e simplificando (5.1), chega-se ao Hamiltoniano correspondente à (2.31) e, portanto, ao sistema

(2.30), dado por

H(t, x, τ, ξ) = −τ 2 +

bκ
ρ1ρ2(

κ
ρ1

+ b
ρ2

)ξ2. (5.2)

O Hamiltoniano (5.2) encontrado é exatamente igual àquele da equação de onda com veloci-

dade constante e igual a

v =

√
v2

1v
2
2

v2
1 + v2

2

, (5.3)

em que v1 =
√

κ
ρ1

e v2 =
√

b
ρ2

.

Portanto, a solução desse sistema Hamiltoniano consiste de dois raios bicaracterı́sticos sobre

os quais a energia da solução se propaga com velocidade (5.3).

A análise de dispersão do modelo truncado de Timoshenko está exibida na Figura 5.1. Mais

uma vez, verifica-se que a análise microlocal produziu resultados compatı́veis com o esperado,

porém se restringiu ao regime de alta frequência, perdendo a dinâmica de perda de velocidade

presente no regime de baixa frequência. Em especial, é importante se destacar a existência de

somente um espectro de frequências no modelo truncado, representado por somente um par de

raios bicaracterı́sticos, através dos quais as soluções de onda se propagam, em alta frequência,
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com velocidade constante (5.3), que é uma velocidade menor que as velocidades limites de

ambos os espectros do modelo clássico de Timoshenko.

FIGURA 5.1: Número de onda versus velocidade de fase. Nota-se que, no modelo truncado,
há somente um espectro de frequências, que apresenta modos válidos de propagação em baixa
frequência e cujas velocidades de fase convergem para um valor constante em altas frequências
que é ligeiramente menor que a velocidade de fase limite do primeiro espectro de frequências

do modelo clássico de Timoshenko. Figura obtida em Almeida Júnior e Ramos [3].

5.2 Modelo Shear Beam

As equações que representam o modelo Shear Beam são ρ1ϕtt − κ(ϕx + ψ)x = 0, em (0, L)× (0, T ),

−bψxx + κ(ϕx + ψ) = 0, em (0, L)× (0, T ).
(5.4)

Desacoplando o modelo, encontra-se

−ρ1b

κ
yxxtt + byxxxx + ρ1ytt = 0, (5.5)
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em que a variável y pode ser substituı́da por ϕ ou ψ.

Tomando ondas planas do tipo u = ei(ξx+τt) para a equação (5.5), encontra-se a relação

−ρ1b

κ
τ 2ξ2 + bξ4 − ρ1τ

2 = 0. (5.6)

Eliminando-se o termo de segunda ordem

−ρ1τ
2

e simplificando (5.6), chega-se ao Hamiltoniano correspondente a (5.5) e, portanto, ao sistema

(5.4), dado por

H(t, x, τ, ξ) = −τ 2 +
κ

ρ1

ξ2. (5.7)

O Hamiltoniano (5.7) encontrado é exatamente igual àquele da equação de onda com veloci-

dade constante e igual a

v =

√
κ

ρ1

. (5.8)

Portanto, a solução desse sistema Hamiltoniano consiste de dois raios bicaracterı́sticos sobre

os quais a energia da solução se propaga com velocidade (5.8).

Nota-se a semelhança da dinâmica encontrada com aquela da análise do modelo truncado

de Timoshenko. Mais uma vez, a análise microlocal produziu resultados compatı́veis com o

esperado, se restringindo novamente ao regime de alta frequência. A perda da velocidade em

regime de baixa frequência não é captada pelo modelo. É de destaque o fato de que também no

modelo Shear Beam há somente um espectro de frequências, o que está em conformidade com

os resultados encontrados em Almeida Júnior et al. [5]. Mais ainda, neste modelo, ao contrário

Borges Filho, E. L. M. PDM - UFPA



Capı́tulo 5. Outros Modelos de Vigas Planas 81

do modelo truncado de Timoshenko, a velocidade de fase do único espectro de frequência coin-

cide exatamente com a velocidade de um dos dois espectros encontrados no modelo clássico de

Timoshenko.

5.3 Modelo de Nesterenko

As equações que representam o modelo de Nesterenko [47] são ρ1ϕtt − κ(ϕx + ψ)x = 0, em (0, L)× (0, T ),

ρ2ψtt − ηψttxx − bψxx + κ(ϕx + ψ) = 0, em (0, L)× (0, T ).
(5.9)

Desacoplando o modelo, encontra-se

ρ1ρ2

κ
ytttt −

ηρ1

κ
yttttxx + ηyttxxxx −

(
ρ2 +

ρ1b

κ

)
yxxtt + byxxxx + ρ1ytt = 0, (5.10)

em que a variável y pode ser substituı́da por ϕ ou ψ.

Tomando ondas planas do tipo u = ei(ξx+τt) para a equação (5.10), encontra-se a relação

ηρ1

κ
τ 4ξ2 − ητ 2ξ4 + τ 4 −

(
κ

ρ1

+
b

ρ2

)
ξ2τ 2 +

bκ

ρ1ρ2

ξ4 − κ

ρ2

τ 2 = 0. (5.11)

Eliminando-se todos os termos que não sejam de ordem 6, isto é, os termos

τ 4 −
(
κ

ρ1

+
b

ρ2

)
ξ2τ 2 +

bκ

ρ1ρ2

ξ4 − κ

ρ2

τ 2,

chega-se à nova relação

ηρ1

κ
τ 4ξ2 − ητ 2ξ4 = 0,
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que, simplificada, leva ao Hamiltoniano correspondente a (5.10) e, portanto, ao sistema (5.9),

dado por

H(t, x, τ, ξ) = −τ 2 +
κ

ρ1

ξ2. (5.12)

O Hamiltoniano (5.12) é exatamente igual ao (5.7), encontrado para o modelo Shear Beam e,

portanto, as propriedades de propagação das soluções são idênticas às do modelo previamente

analisado.

Destaca-se que, para altas frequências, as ondas soluções deste modelo se propagam com

velocidade constante idêntica à do modelo Shear Beam e à do primeiro espectro do modelo

clássico de Timoshenko.
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CAPÍTULO 6

Considerações Finais

6.1 Conclusões

O presente trabalho investigou a influência do método utilizado para discretizar um sistema

de evolução na dinâmica de propagação da energia das soluções do sistema discreto. Para

tal, a equação de onda foi semidiscretizada, em algumas malhas não uniformes, utilizando a

famı́lia esquema-θ de métodos de semidiscretização. Em seguida, construiu-se um sistema

Hamiltoniano a partir do sı́mbolo principal do operador semidiscreto encontrado, cujas soluções

são os raios bicaracterı́sticos sobre os quais se propagam a energia das soluções do modelo

discreto. Ao variar-se o parâmetro θ da famı́lia de semidiscretizações utilizada, foi possı́vel

visualizar sua influência e, assim, a influência do método de discretização, no retrato de fase das

soluções do sistema Hamiltoniano que representam as trajetórias de propagação das soluções do

sistema discreto. Por fim, simulações numéricas foram realizadas para corroborar os resultados

teóricos encontrados.
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Os resultados obtidos mostraram que, da mesma forma que alterar a malha de discretização

possibilita modificar a dinâmica de propagação da energia das soluções do sistema discreto,

tornando possı́vel, inclusive, eliminar patologias de propagação que impedem a boa observabi-

lidade do sistema, o mesmo acontece ao variar-se o método de discretização utilizado.

Este trabalho estendeu aquele realizado em Biccari et al. [11], reproduzindo comportamentos

patológicos da propagação das soluções da equação de onda para diferentes semidiscretizações

e mostrando como tais patologias não ocorriam no caso limite do método de discretização de

elementos finitos mistos, entregando uma explicação alternativa para esse resultado já conhecido

da literatura conforme trabalhos de Castro e Micu [13].

Além do já citado, a demonstração presente no apêndice A estende o resultado de Ervedoza et

al. [22] ao mostrar que a famı́lia gη de malhas não uniformes lá definida garantem a propriedade

de observabilidade uniforme para a equação de onda unidimensional para todos os métodos de

discretização presentes na famı́lia esquema-θ, o que inclui, além do método de diferenças finitas,

também o métodos de elementos finitos. Adicionalmente, a análise deste trabalho também

mostrou como a mudança do método de discretização influencia a dinâmica de propagação do

sistema discretizado em uma malha da famı́lia gη, mesmo que a observabilidade uniforme nunca

seja perdida neste cenário.

Por fim, baseando-se nos resultados encontrados, pode-se dizer que o primeiro objetivo desta

tese foi alcançado.

Na segunda parte do presente trabalho, a técnica de análise da dinâmica de propagação da

energia das soluções dos sistemas de evolução utilizando Análise Microlocal e Análise Se-

miclássica foi aplicada a quatro modelos unidimensionais de vigas planas.

Ao estudar a dinâmica de propagação do modelo contı́nuo clássico de Timoshenko, observou-

se que o sistema Hamiltoniano, cujas soluções são os raios bicaracterı́sticos sobre os quais se

propaga a energia das soluções do modelo, é dado pelo produto de dois termos idênticos ao

sistema Hamiltoniano associado à equação de onda. Isso sugere que o sistema Hamiltoniano

associado ao acoplamento de equações de onda, como ocorre no modelo de Timoshenko, se
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traduz no produto dos sistemas Hamiltonianos correspondentes à cada equação. Além disso, os

resultados encontrados mostram que as soluções do modelo contı́nuo clássico de Timoshenko

se propagam em linha reta, exibindo duas velocidades diferentes, positivas e constantes.

O resultado citado foi condizente com a análise de dispersão do modelo contı́nuo de Ti-

moshenko para altas frequências, porém não foi capaz de captar o comportamento em baixas

frequências, nas quais ocorre o fenômeno do segundo espectro. Por essa razão, sugeriu-se nesse

trabalho uma abordagem alternativa, na qual o sistema Hamiltoniano construı́do para o modelo

de Timoshenko utilizou o sı́mbolo completo do operador diferencial do modelo e não somente

o sı́mbolo principal. Dessa forma, os resultados encontrados traduziram o comportamento do

segundo espectro.

Ainda em relação ao modelo clássico de Timoshenko, o presente trabalho analisou as formas

de propagação das soluções do sistema semidiscretizado em malha não uniforme com o método

de diferenças finitas. Mais uma vez, o sistema Hamiltoniano do modelo discreto se apresentou

como o produto de dois termos que representam o sistema Hamiltoniano de equações de onda

discretizadas da mesma forma. Portanto, esperava-se que as soluções do modelo discreto se

propagassem em dois pares de raios bicaracterı́sticos com velocidades diferentes e que apre-

sentassem as mesmas anomalias encontradas para a equação de onda. De fato, os resultados

numéricos obtidos neste trabalho, ainda que somente para malhas uniformes, confirmaram o

esperado.

Adicionalmente, foram analisados mais três modelos unidimensionais de vigas planas deri-

vados do modelo clássico de Timoshenko, a saber, o modelo truncado de Timoshenko, o modelo

Shear Beam e o modelo de Nesterenko. Todos os resultados obtidos com os referidos modelos

estavam em conformidade com resultados de dispersão já conhecidos, o que reforça a apli-

cabilidade do uso da análise microlocal no estudo das propagações das soluções em modelos

acoplados, fazendo com que o segundo objetivo desse trabalho seja alcançado.
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6.2 Trabalhos Futuros

Como a discretização por elementos finitos mistos prova, é possı́vel garantir observabili-

dade uniforme para a equação de onda semidiscreta mesmo quando uma malha uniforme é

utilizada. Assim, uma sugestão de trabalho futuro é buscar variações dos métodos tradici-

onais de semidiscretização que garantam observabilidade uniforme para o sistema discreto

mesmo em malha uniforme, na qual as propriedades espectrais são facilmente conhecidas e

a implementação computacional é mais fácil e menos custosa. Uma abordagem interessante

nesse sentido é o método de diferenças finitas com redução de ordem proposto por Lio e Guo

[40], o qual é livre de termos de viscosidade numérica, mas preserva a observabilidade uniforme

mesmo em malha finita.

Outra possı́vel continuação das pesquisas aqui apresentadas é ampliar o estudo das proprie-

dades de propagação dos modelos acoplados de vigas planas, utilizando malhas não uniformes.

Poderia-se estudar a forma como se apresentam as patologias neste cenário e buscar malhas não

uniformes que permitam que os modelos não percam a observabilidade ao serem discretizados.

Considerar um número maior de dimensões também seria algo interessante para trabalhos

vindouros, seja ampliando as análises de Biccari et al. [11] em duas dimensões com o uso do

esquema-θ, ou investigando as propriedades de propagação de modelos de vigas bidimensionais

como o de Mindlin-Timoshenko [36].
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APÊNDICE A

Provando Observabilidade para o Esquema-θ

Procedendo conforme feito em Ervedoza et al. [22], será provado que para uma malha não

uniforme adequadamente construı́da, isto é, para uma boa escolha da função g de transformação

da malha (ver capı́tulo 3, seção 3.1), a equação de onda (3.4) semidiscretizada com o esquema-θ

é uniformemente observável para todo θ ∈ [0, 1/4]. Mais especificamente, prova-se o seguinte

Teorema A.1. Seja g : [0, 1]→ [0, 1] um difeomorfismo C3, com condições de contorno g(0) =

0, g(1) = 1, e assume-se que g é estritamente côncava e que θ ∈ (0, 1/4). Fazendo βg :=

maxx∈[0,1]
g′(x)2+g(x)g′′(x)

−g′′(x)
, então para todo T > Tg := 2(1 + βg), as equações semidiscretizadas

(3.4) são uniformemente observáveis em x = 1 no seguinte sentido: existem h∗ > 0 e uma

constante Cg
obs (independente de h) tal que, para todo h ∈ (0, h∗), as soluções uh,g de (3.4) na

malhaMh,g satisfazem a inequação de observabilidade

Eθ
h,g(0) ≤ (Cg

obs)
2

( T∫
0

∣∣∣∣ ugN
hN+1/2

∣∣∣∣2dt+

T∫
0

|(ugN)′|2dt

)
. (A.1)
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Apêndice A. Provando Observabilidade para o Esquema-θ 88

Mas antes, serão provadas duas proposições.

Proposição A.2. Se uh(t) = (uj(t))0≤j≤N+1 é a solução da equação (3.4) e tem-se que mh(t) =

(mj(t))1≤j≤N denota os multiplicadores

mj(t) :=
βj
2

(
uj+1(t)− uj(t)

hj+1/2

+
uj(t)− uj−1(t)

hj−1/2

)
, (A.2)

nos quais os coeficientes βj serão escolhidos depois, é válida a identidade

N∑
j=1

(
θhj+1/2u

′
j+1 + (1− 2θ)hju

′
j + θhj−1/2u

′
j−1

)
mj

∣∣∣∣∣
T

0

+

+
8θ − 1

8

N∑
j=1

[
βj+1

(
1

8θ − 1

hj+3/2

hj+1/2
− 1

)
+

1

8θ − 1
βj

(
hj−1/2

hj+1/2
−
hj+1/2

hj−1/2

)
+

− βj−1

(
1

8θ − 1

hj−3/2

hj−1/2
− 1

)] T∫
0

|u′j |2dt+
θ

2

N∑
j=0

(βj+1 − βj)
T∫

0

|u′j+1 + u′j |2dt+

+
1

2

N∑
j=0

(βj+1 − βj)
T∫

0

∣∣∣∣∣uj+1 − uj
hj+1/2

∣∣∣∣∣
2

dt+

+
θ

4

N∑
j=1

βj

(
hj−1/2

hj+1/2
−
hj+1/2

hj−1/2

) T∫
0

|u′j+1 − u′j−1|2dt+

− θ

4

N∑
j=0

[
βj+1

(
hj+1/2

hj+3/2
+

(
1− 2θ

2θ

)
hj+3/2

hj+1/2
− 8θ − 1

2θ

)
+

+ βj

(
8θ − 1

2θ
−
(
1− 2θ

2θ

)
hj−1/2

hj+1/2
−
hj+1/2

hj−1/2

)] T∫
0

|u′j+1 − u′j |2dt+

+
θ

4
β0

(
h−1/2

h1/2
−

h1/2

h−1/2

) T∫
0

|u′1|2dt+
θ

4
βN+1

(
hN+1/2

hN+3/2
−
hN+3/2

hN+1/2

) T∫
0

|u′N |2dt+

+
θ

2
β0

T∫
0

|u′1|2dt+
β0

2

T∫
0

∣∣∣∣ u1

h1/2

∣∣∣∣2dt = θ

2
βN+1

T∫
0

|u′N |2dt+
βN+1

2

T∫
0

∣∣∣∣ uN
hN+1/2

∣∣∣∣2dt.

(A.3)
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Prova. Multiplicando a primeira equação de (3.4) pormj(t), somando tudo para j ∈ {1, ..., N}

e integrando no tempo, encontra-se

N∑
j=1

T∫
0

(
θhj+1/2u

′′
j+1 + (1− 2θ)hju

′′
j+θhj−1/2u

′′
j−1

)
mjdt+

−
N∑
j=1

T∫
0

(
∆hu

)
mjdt = 0.

Integrando por partes no tempo, tem-se

N∑
j=1

(
θhj+1/2u

′
j+1 + (1− 2θ)hju

′
j + θhj−1/2u

′
j−1

)
mj

∣∣∣∣∣
T

0

−
N∑
j=1

T∫
0

(
θhj+1/2u

′
j+1 + (1− 2θ)hju

′
j + θhj−1/2u

′
j−1

)
m′jdt︸ ︷︷ ︸

Aθ:=

+

−
N∑
j=1

T∫
0

(
∆huj

)
mjdt︸ ︷︷ ︸

B:=

= 0.

Borges Filho, E. L. M. PDM - UFPA
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Deve-se notar que

B =
N∑
j=1

T∫
0

(
uj+1 − uj
hj+1/2

− uj − uj−1

hj−1/2

)
βj
2

(
uj+1 − uj
hj+1/2

+
uj − uj−1

hj−1/2

)
dt

=
1

2

N∑
j=1

T∫
0

βj

(∣∣∣∣∣uj+1 − uj
hj+1/2

∣∣∣∣∣
2

−

∣∣∣∣∣uj − uj−1

hj−1/2

∣∣∣∣∣
2)
dt

= −
N∑
j=0

T∫
0

βj+1 − βj
2

∣∣∣∣∣uj+1 − uj
hj+1/2

∣∣∣∣∣
2

dt

+
βN+1

2

T∫
0

∣∣∣∣ uN
hN+1/2

∣∣∣∣2dt− β0

2

T∫
0

∣∣∣∣ u1

h1/2

∣∣∣∣2dt.

Neste momento, o termo Aθ é colocado na forma

Aθ =
N∑
j=1

T∫
0

(
θhj+1/2(u′j+1 + u′′j ) + (1− 4θ)hju

′
j + θhj−1/2(u′j−1 + u′′j )

)
m′jdt.

Então, usando

m′j :=
βj
2

(
u′j+1 − u′j
hj+1/2

+
u′j − u′j−1

hj−1/2

)

=
βj
2

(
u′j+1 + u′j
hj+1/2

−
u′j + u′j−1

hj−1/2

)
− βj

(
1

hj+1/2

− 1

hj−1/2

)
u′j,
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é derivado

Aθ =
θ

2

N∑
j=1

βj

T∫
0

(
|u′j+1 + u′j |2 − |u′j + u′j−1|2

)
dt

︸ ︷︷ ︸
J1:=

+

+
θ

2

N∑
j=1

βj

(
hj−1/2

hj+1/2
−
hj+1/2

hj−1/2

) T∫
0

(u′j+1 + u′j)(u
′
j + u′j−1)︸ ︷︷ ︸

J2:=

dt+

− θ
N∑
j=1

βj

(
1

hj+1/2
− 1

hj−1/2

) T∫
0

u′j

(
hj+1/2(u

′
j+1 + u′j) + hj−1/2(u

′
j + u′j−1)

)
︸ ︷︷ ︸

J3:=

dt+

+
(1− 4θ)

2

N∑
j=1

βjhj

T∫
0

u′j

(
u′j+1 − u′j
hj+1/2

+
u′j − u′j−1

hj−1/2

)
dt.

Integrando por partes, chega-se a

J1 = −
N∑
j=0

(
βj+1 − βj

) T∫
0

|u′j+1 + u′j|2dt− β0

T∫
0

|u′1|2dt+ βN+1

T∫
0

|u′N |2dt. (A.4)

Os demais termos são escritos em função de u′j e de diferenças da forma u′j+1−u′j e u′j−u′j−1

apenas. Assim, tem-se

J2 =− 1

2

(
|u′j+1 − u′j−1|2 − |u′j+1 − u′j|2 − |u′j − u′j−1|2

)
+

+ 2u′j(u
′
j+1 − u′j)− 2u′j(u

′
j − u′j−1) + 4|u′j|2,

e

J3 = hj+1/2u
′
j(u
′
j+1 − u′j)− hj−1/2u

′
j(u
′
j − u′j−1) + 4hj|u′j|2,
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de tal forma que Aθ se transforma em

Aθ =−
θ

2

N∑
j=0

(βj+1 − βj)
T∫

0

|u′j+1 + u′j |2dt−
θ

2
β0

T∫
0

|u′1|2dt+

+
θ

2
βN+1

T∫
0

|u′N |2dt+
N∑
j=1

βjH
1
θ

T∫
0

|u′j |2dt+

− θ

4

N∑
j=1

βj

(
hj−1/2

hj+1/2
−
hj+1/2

hj−1/2

) T∫
0

(
|u′j+1 − u′j−1|2 − |u′j+1 − u′j |2 − |u′j − u′j−1|2

)
dt+

+
1

2

N∑
j=1

βjH
2
θ

T∫
0

u′j(u
′
j+1 − u′j)dt+

1

2

N∑
j=1

βjH
3
θ

T∫
0

u′j(u
′
j − u′j−1)dt,

no qual

H1
θ :=

[
2θ

(
hj−1/2

hj+1/2
−
hj+1/2

hj−1/2

)
− 4θhj

(
1

hj+1/2
− 1

hj−1/2

)]
,

H2
θ :=

[
2θ

(
hj−1/2

hj+1/2
−
hj+1/2

hj−1/2

)
− 2θ

(
1

hj+1/2
− 1

hj−1/2

)
hj+1/2 + (1− 4θ)

hj
hj+1/2

]
,

e

H3
θ :=

[
− 2θ

(
hj−1/2

hj+1/2
−
hj+1/2

hj−1/2

)
+ 2θ

(
1

hj+1/2
− 1

hj−1/2

)
hj−1/2 + (1− 4θ)

hj
hj−1/2

]
.

Simplificando H1
θ , H2

θ e H3
θ , encontra-se

H1
θ = 0, H2

θ =
8θ − 1

2

(
1

8θ − 1

hj−1/2

hj+1/2

− 1

)
,

e

H3
θ =

8θ − 1

2

(
1

8θ − 1

hj+1/2

hj−1/2

− 1

)
. (A.5)
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Usando a última identidade, deriva-se

Aθ =−
θ

2

N∑
j=0

(βj+1 − βj)
T∫

0

|u′j+1 + u′j |2dt−
θ

2
β0

T∫
0

|u′1|2dt+

+
θ

2
βN+1

T∫
0

|u′N |2dt−
θ

4

N∑
j=1

βj

(
hj−1/2

hj+1/2
−
hj+1/2

hj−1/2

) T∫
0

|u′j+1 − u′j−1|2dt+

+
θ

4

N∑
j=1

βj

(
hj−1/2

hj+1/2
−
hj+1/2

hj−1/2

) T∫
0

(
|u′j+1 − u′j |2 + |u′j − u′j−1|2

)
dt+

+
8θ − 1

4

N∑
j=1

βj

T∫
0

[(
1

8θ − 1

hj−1/2

hj+1/2
− 1

)
u′j(u

′
j+1 − u′j)+

+

(
1

8θ − 1

hj+1/2

hj−1/2
− 1

)
u′j(u

′
j − u′j−1)

]
dt.

Assim, escreve-se

Aθ =− θ

2

N∑
j=0

(βj+1 − βj)
T∫

0

|u′j+1 + u′j|2dt−
θ

2
β0

T∫
0

|u′1|2dt+

− θ

4

N∑
j=1

βj

(
hj−1/2

hj+1/2

−
hj+1/2

hj−1/2

) T∫
0

|u′j+1 − u′j−1|2dt+

+
θ

2
βN+1

T∫
0

|u′N |2dt+ A1
θ + A2

θ,

com

A1
θ :=

θ

4

N∑
j=1

βj

(
hj−1/2

hj+1/2

−
hj+1/2

hj−1/2

) T∫
0

(
|u′j+1 − u′j|2 + |u′j − u′j−1|2

)
dt,
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e

A2
θ :=

8θ − 1

4

N∑
j=1

βj

T∫
0

[(
1

8θ − 1

hj−1/2

hj+1/2

− 1

)
u′j(u

′
j+1 − u′j)+

+

(
1

8θ − 1

hj+1/2

hj−1/2

− 1

)
u′j(u

′
j − u′j−1)

]
dt.

Por sua vez, A1
θ e A2

θ podem ser desenvolvidos como

A1
θ =− θ

4
β0

(
h−1/2

h1/2

−
h1/2

h−1/2

) T∫
0

|u′1|2dt+

− θ

4
βN+1

(
hN+1/2

hN+3/2

−
hN+3/2

hN+1/2

) T∫
0

|u′N |2dt+

+
θ

4

N∑
j=0

T∫
0

[
βj+1

(
hj+1/2

hj+3/2

−
hj+3/2

hj+1/2

)
+

+ βj

(
hj−1/2

hj+1/2

−
hj+1/2

hj−1/2

)]
|u′j+1 − u′j|2dt,
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e

A2
θ =

8θ − 1

4

N∑
j=0

T∫
0

[
βj+1

(
1

8θ − 1

hj+3/2

hj+1/2
− 1

)
u′j+1+

+ βj

(
1

8θ − 1

hj−1/2

hj+1/2
− 1

)
u′j

]
(u′j+1 − u′j)dt =

=
8θ − 1

8

N∑
j=0

T∫
0

[
βj+1

(
1

8θ − 1

hj+3/2

hj+1/2
− 1

)
+

− βj

(
1

8θ − 1

hj−1/2

hj+1/2
− 1

)]
|u′j+1 − u′j |2dt+

+
8θ − 1

8

N∑
j=0

T∫
0

[
βj+1

(
1

8θ − 1

hj+3/2

hj+1/2
− 1

)
+

+ βj

(
1

8θ − 1

hj−1/2

hj+1/2
− 1

)](
|u′j+1|2 − |u′j |2

)
dt =

=
8θ − 1

8

N∑
j=0

T∫
0

[
βj+1

(
1

8θ − 1

hj+3/2

hj+1/2
− 1

)
+

− βj

(
1

8θ − 1

hj−1/2

hj+1/2
− 1

)]
|u′j+1 − u′j |2dt+

−8θ − 1

8

N∑
j=1

T∫
0

[
βj+1

(
1

8θ − 1

hj+3/2

hj+1/2
− 1

)
+

+
1

8θ − 1
βj

(
hj−1/2

hj+1/2
−
hj+1/2

hj−1/2

)
+

− βj−1

(
1

8θ − 1

hj−3/2

hj−1/2
− 1

)]
|u′j |2dt.

Combinando as estimativas anteriores, chega-se ao resultado desejado. �

Proposição A.3. Seja g : [0, 1] → [0, 1] um difeomorfismo C3 com g(0) = 0 e g(1) = 1. Seja

N ∈ N e h = 1/(N + 1). Para simplificar a notação, g é estendida como uma função C3 em

uma vizinhança de [0, 1] e para h suficientemente pequeno, define-se h−1/2, h0, hN+3/2 e hN+1
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como

h−1/2 = 0− g(−h),

h0 = 0,

hN+3/2 = g((N + 2)h)− 1 e

hN+1 = g((N + 3/2)h)− g((N + 1/2)h).

(A.6)

Tomando β0 > 0 e, para j ∈ {0, ..., N + 1},

βj = β0 + xj, com xj = g(jh), (A.7)

tem-se, para j ∈ {0, ..., N},

βj+1 − βj = xj+1 − xj = hj+1/2, (A.8)

com as seguintes expansões de Taylor:

(E1) :=
hj−1/2

hj+1/2

−
hj+1/2

hj−1/2

= −
2g′′j
g′j
h+O(h2),

(E2) := βj+1

(
hj+1/2

hj+3/2

+
1− 2θ

2θ

hj+3/2

hj+1/2

− 8θ − 1

2θ

)
+

+ βj

(
8θ − 1

2θ
− 1− 2θ

2θ

hj−1/2

hj+1/2

−
hj+1/2

hj−1/2

)
=

=
1− 4θ

θ

h

g′j+1/2

(
(β0 + gj+1/2)g′′j+1/2 + (g′j+1/2)2

)
+O(h2),

(E3) := βj+1

(
1

8θ − 1

hj+3/2

hj+1/2

− 1

)
+

1

8θ − 1
βj

(
hj−1/2

hj+1/2

−
hj+1/2

hj−1/2

)
+

− βj−1

(
1

8θ − 1

hj−3/2

hj−1/2

− 1

)
= 4

1− 4θ

8θ − 1
hj +O(h2),

(A.9)

com θ ∈ (0, 1/4).
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Prova. A prova de (E1) é dada em Ervedoza et al. [22] (veja a Proposição 5.4). Para encontrar

(E2), consideram-se as seguintes expansões de Taylor:

xj+1/2 = gj + αg′jh+ α2g′′j
h2

2
+O(h3) para α ∈ {−2,−1, 1, 2},

hj+µ/2 = g′jh+ µg′′j
h2

2
+O(h3) para µ ∈ {−3,−1, 1, 2}.

(A.10)

Assim, obtém-se

(E2) := βj+1

(
hj+1/2

hj+3/2
+

(
1− 2θ

2θ

)
hj+3/2

hj+1/2
− 8θ − 1

2θ

)
+

+ βj

(
8θ − 1

2θ
−
(
1− 2θ

2θ

)
hj−1/2

hj+1/2
−
hj+1/2

hj−1/2

)
=

=

(
βj+1

hj+1/2

hj+3/2
− βj

hj+1/2

hj−1/2

)
+

1− 2θ

2θ

(
βj+1

hj+3/2

hj+1/2
− βj

hj−1/2

hj+1/2

)
+

− 8θ − 1

2θ
(βj+1 − βj) =

= −

(
2h

g′j+1/2

(β0 + gj+1/2)g
′′
j+1/2

)
+

(
g′j+1/2h+O(h2)

)
+

+
1− 2θ

2θ

(
2h

g′j+1/2

(β0 + gj+1/2)g
′′
j+1/2

)
+

+
1− 2θ

2θ

(
g′j+1/2h+O(h2)

)
− 8θ − 1

2θ

(
g′j+1/2h+O(h2)

)
=

=
1− 4θ

θ

h

g′j+1/2

(
(β0 + gj+1/2)g

′′
j+1/2 + (g′j+1/2)

2

)
+O(h2).
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A prova de (E3) pode ser feita de maneira similar com expansões de Taylor. Inicialmente,

escreve-se

(E3) := βj+1

(
1

8θ − 1

hj+3/2

hj+1/2

− 1

)
+

+
1

8θ − 1
βj

(
hj−1/2

hj+1/2

−
hj+1/2

hj−1/2

)
+

− βj−1

(
1

8θ − 1

hj−3/2

hj−1/2

− 1

)
.

(A.11)

Usando (A.8) na equação acima, tem-se

(E3) := (βj + hj+1/2)

(
1

8θ − 1

hj+3/2

hj+1/2

− 1

)
+

+
1

8θ − 1
βj

(
hj−1/2

hj+1/2

−
hj+1/2

hj−1/2

)
+

− (βj + hj−1/2)

(
1

8θ − 1

hj−3/2

hj−1/2

− 1

)
=

=
βj

8θ − 1

(
hj+3/2 + hj−1/2

hj+1/2

−
hj−3/2 + hj+1/2

hj−1/2

)
+

+
1

8θ − 1
(hj+3/2 + hj−3/2)− (hj+1/2 + hj−1/2).

(A.12)

Em seguida, usando a expansão de Taylor (A.10), encontra-se

hj+3/2 + hj−1/2

hj+1/2

−
hj−3/2 + hj+1/2

hj−1/2

= 0, (A.13)

e

hj+3/2 + hj−3/2 = hj+1/2 + hj−1/2 = 2g
′

jh+O(h2). (A.14)
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Consequentemente, tem-se

(E3) = 4
1− 4θ

8θ − 1
hj +O(h2).

�

Agora é possı́vel provar o teorema A.1.

Teorema A.1. Seja g uma função suave e estritamente côncava, o que implica que

hj−1/2

hj+1/2

−
hj+1/2

hj−1/2

= −
2g′′j
g′j
h+O(h2) ≥ 0. (A.15)

Pega-se, então o multiplicador (A.2) com β como em (A.7). Usando as Proposições A.2 e

A.3, deriva-se

N∑
j=1

(
θhj+1/2u

′
j+1 + (1− 2θ)hju

′
j + θhj−1/2u

′
j−1

)
mj

∣∣∣∣∣
T

0

+

+
1

2

(
1− 4θ

) N∑
j=1

(
hj +O(h2)

) T∫
0

|u′j|2dt+

+
θ

2

N∑
j=0

hj+1/2

T∫
0

|u′j+1 + u′j|2dt+
1

2

N∑
j=0

hj+1/2

T∫
0

∣∣∣∣∣uj+1 − uj
hj+1/2

∣∣∣∣∣
2

dt+

− 1− 4θ

4

N∑
j=0

[
h

g′j+1/2

(
(β0 + gj+1/2)g′′j+1/2 + (g′j+1/2)2

)
+

+O(h2)

] T∫
0

|u′j+1 − u′j|2dt

≤ 1 + β0

2
θ

T∫
0

|u′N |2dt+
1 + β0

2

T∫
0

∣∣∣∣ uN
hN+1/2

∣∣∣∣2dt.

(A.16)
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Levando-se em conta a conservação da energia total do sistema ao longo do tempo, encontra-

se

TEθ
h,g(0) =

θ

2

N∑
j=0

hj+1/2

T∫
0

|u′j+1 + u′j|2dt+
1− 4θ

2

N∑
j=1

hj

T∫
0

|u′j|2dt+

+
1

2

N∑
j=0

hj+1/2

T∫
0

∣∣∣∣u′j+1 − u′j
hj+1/2

∣∣∣∣2dt.

Além disso, escolhendo β0 = βg := maxx∈[0,1]
g′(x)2+g(x)g′′(x)

−g′′(x)
, tem-se que (g′j+1/2)2 + (β0 +

gj+1/2)g′′j+1/2 ≤ 0, e assim

1− 4θ

2

N∑
j=1

O(h2)

T∫
0

|u′j|2dt+

− 1− 4θ

4

N∑
j=0

[
h

g′j+1/2

(
(β0 + gj+1/2)g′′j+1/2 + (g′j+1/2)2

)
+

+O(h2)

] T∫
0

|u′j+1 − u′j|2dt ≥ −CThEθ
h,g(0).

(A.17)

Para concluir a demonstração, é apenas necessário estimar os termos de fronteira em (A.16).

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtém-se∣∣∣∣∣
N∑
j=1

(
θhj+1/2u

′
j+1 + (1− 2θ)hju

′
j + θhj−1/2u

′
j−1

)
mj

∣∣∣∣∣
≤ 1 + βg

2

∣∣∣∣∣
N∑
j=1

1

hj

(
θhj+1/2u

′
j+1 + (1− 2θ)hju

′
j+

+ θhj−1/2u
′
j−1

)2

∣∣∣∣∣
1/2∣∣∣∣∣

N∑
j=1

hj

∣∣∣∣2mj

βj

∣∣∣∣2
∣∣∣∣∣
1/2

.

(A.18)
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Dessa forma, o primeiro termo pode ser limitado como a seguir:

N∑
j=1

1

hj

∣∣∣θhj+1/2u
′
j+1 + (1− 2θ)hju

′
j + θhj−1/2u

′
j−1

∣∣∣2 =

=
N∑
j=1

1

hj

∣∣∣∣∣θhj+1/2(u′j+1 + u′j) + (1− 4θ)hju
′
j + θhj−1/2(u′j−1 + u′j)

∣∣∣∣∣
2

≤

≤ 3

2

N∑
j=1

1

hj

∣∣∣∣∣θhj+1/2(u′j+1 + u′j) + θhj−1/2(u′j−1 + u′j)

∣∣∣∣∣
2

+

+ 3(1− 4θ)2

N∑
j=1

hj|u′j|2 ≤

≤ 3
N∑
j=1

1

hj

∣∣∣∣∣θhj+1/2(u′j+1 + u′j)

∣∣∣∣∣
2

+ 3
N∑
j=1

1

hj

∣∣∣∣∣θhj−1/2(u′j−1 + u′j)

∣∣∣∣∣
2

+

+ 3(1− 4θ)2

N∑
j=1

hj|u′j|2 ≤

≤ 6θ2

N∑
j=0

hj+1/2(u′j+1 + u′j)
2 + 3(1− 4θ)2

N∑
j=0

hj|u′j|2 + Ch2Eθ
h,g(0).

(A.19)

Por outro lado, deve-se destacar que

N∑
j=1

hj

∣∣∣∣2mj

βj

∣∣∣∣2 =
N∑
j=1

hj

∣∣∣∣∣uj+1 − uj
hj+1/2

+
uj − uj−1

hj−1/2

∣∣∣∣∣
2

≤

≤ 2
N∑
j=0

(hj + hj+1)

∣∣∣∣∣uj+1 − uj
hj+1/2

∣∣∣∣∣
2

≤

≤ 4
N∑
j=0

hj+1/2

∣∣∣∣∣uj+1 − uj
hj+1/2

∣∣∣∣∣
2

+ Ch2Eθ
h,g(0).

(A.20)
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Assim, chega-se a∣∣∣∣∣
N∑
j=1

(
θhj+1/2u

′
j+1 + (1− 2θ)hju

′
j + θhj−1/2u

′
j−1

)
mj

∣∣∣∣∣
≤ 1 + βg

2

∣∣∣∣∣6θ2

N∑
j=0

hj+1/2|u′j+1 + u′j|2 + 3(1− 4θ)2

N∑
j=0

hj|u′j|2+

+ Ch2Eθ
h,g(0)

∣∣∣∣∣
1/2∣∣∣∣∣4

N∑
j=0

hj+1/2

∣∣∣∣∣uj+1 − uj
hj+1/2

∣∣∣∣∣
2

+ Ch2Eθ
h,g(0)

∣∣∣∣∣
1/2

≤

≤ (1 + βg)(1 + Ch2)Eθ
h,g(0).

(A.21)

Colocando todas as estimativas acima na equação (A.16), tem-se

(
T (1− Ch)− 2(1 + βg)(1 + Ch2)

)
Eθ
h,g(0) ≤

≤ 1 + β0

2
θ

T∫
0

|u′N |2dt+
1 + β0

2

T∫
0

∣∣∣∣ uN
hN+1/2

∣∣∣∣2dt. (A.22)

Isso conclui a prova do teorema. �
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APÊNDICE B

Códigos de Simulação

B.1 Retrato de Fase Função g1

% Retrato de Fase para g1(x) = tan((pi/4)*x)

clear all;

graphics_toolkit("gnuplot");

global theta = 0.25;

%% Montando o campo de variacao

function dx = f_x(x,epsilon)

global theta;

dx = -cos(epsilon/2)/((1-4*theta*sin(epsilon/2)ˆ2)ˆ(3/2));

end

function depsilon = f_epsilon(x,epsilon)

global theta;

depsilon = -(4*x/(1+xˆ2))*sin(epsilon/2)/((1-4*theta*sin(epsilon/2)ˆ2)ˆ(1/2));

end
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x = -2:0.2:2;

nx = length(x);

epsilon = 0:0.3:2*pi;

nepsilon = length(epsilon);

Vx = zeros(nx,nepsilon);

Vepsilon = zeros(nx,nepsilon);

for i = 1:nx

for j = 1:nepsilon

Vx(i,j) = f_x(x(i),epsilon(j));

Vepsilon(i,j) = f_epsilon(x(i),epsilon(j));

end

end

Vlength = sqrt(Vx.ˆ2+Vepsilon.ˆ2);

Vx_n = Vx./Vlength;

Vepsilon_n = Vepsilon./Vlength;

scalefactor = 0.6;

%% Resolvendo o sistema de EDO

function dx = f(x,t)

global theta;

dx(1) = -cos(x(2)/2)/((1-4*theta*sin(x(2)/2)ˆ2)ˆ(3/2));

dx(2) = -(4*x(1)/(1+x(1)ˆ2))*sin(x(2)/2)/((1-4*theta*sin(x(2)/2)ˆ2)ˆ(1/2));

end

% theta < 1/4

#{

time = 0:0.01:15;

xs1 = lsode(@f,[0,1*pi/8],time);

xs2 = lsode(@f,[0,2*pi/8],time);

xs3 = lsode(@f,[0,3*pi/8],time);

xs4 = lsode(@f,[0,4*pi/8],time);

xs5 = lsode(@f,[0,5*pi/8],time);

xs6 = lsode(@f,[0,6*pi/8],time);

xs7 = lsode(@f,[0,7*pi/8],time);

#}

% theta = 1/4

xs1 = lsode(@f,[1.8,3.5*pi/8],0:0.01:3.1);

xs2 = lsode(@f,[1.8,5.3*pi/8],0:0.01:2.23);

xs3 = lsode(@f,[1.8,6.3*pi/8],0:0.01:1.45);
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xs4 = lsode(@f,[1.8,6.8*pi/8],0:0.01:0.95);

xs5 = lsode(@f,[1.8,7.2*pi/8],0:0.01:0.52);

xs6 = lsode(@f,[1.8,7.5*pi/8],0:0.001:0.233);

xs7 = lsode(@f,[1.8,7.76*pi/8],0:0.001:0.058);

xs8 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-3.5*pi/8],0:0.01:3.1);

xs9 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-5.3*pi/8],0:0.01:2.23);

xs10 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-6.3*pi/8],0:0.01:1.45);

xs11 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-6.8*pi/8],0:0.01:0.95);

xs12 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-7.2*pi/8],0:0.01:0.52);

xs13 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-7.5*pi/8],0:0.001:0.233);

xs14 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-7.76*pi/8],0:0.001:0.058);

%% Plotando o retrato de fase

h = figure;

set (h,’papertype’, ’<custom>’)

set (h,’paperunits’,’inches’);

set (h,’papersize’,[3 2.5])

set (h,’paperposition’, [0,0,[3 2.5]])

set (h,’defaultaxesposition’, [0.15, 0.15, 0.75, 0.75])

set (0,’defaultaxesfontsize’, 10)

quiver(x,epsilon,Vx_n’,Vepsilon_n’,scalefactor,"r")

grid on;

axis([min(x),max(x),min(epsilon),max(epsilon)]);

hold on;

plot(xs1(:,1),xs1(:,2),"b");

plot(xs2(:,1),xs2(:,2),"b");

plot(xs3(:,1),xs3(:,2),"b");

plot(xs4(:,1),xs4(:,2),"b");

plot(xs5(:,1),xs5(:,2),"b");

plot(xs6(:,1),xs6(:,2),"b");

plot(xs7(:,1),xs7(:,2),"b");

% theta = 1/4

plot(xs8(:,1),xs8(:,2),"b");

plot(xs9(:,1),xs9(:,2),"b");

plot(xs10(:,1),xs10(:,2),"b");

plot(xs11(:,1),xs11(:,2),"b");

plot(xs12(:,1),xs12(:,2),"b");

plot(xs13(:,1),xs13(:,2),"b");

plot(xs14(:,1),xs14(:,2),"b");

xlabel(’x’);

ylabel(’epsilon’);

xlim([-2,2]);

ylim([0,2*pi]);
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hold off;

print(’figure.eps’,’-depsc’)

B.2 Retrato de Fase Função g2

% Retrato de Fase para g2(x) = 2*sin((pi/6)*x)

clear all;

graphics_toolkit("gnuplot");

global theta = 0.25;

%% Montando o campo de variacao

function dx = f_x(x,epsilon)

global theta;

dx = -cos(epsilon/2)/((1-4*theta*sin(epsilon/2)ˆ2)ˆ(3/2));

end

function depsilon = f_epsilon(x,epsilon)

global theta;

depsilon = (2*x/(4-xˆ2))*sin(epsilon/2)/((1-4*theta*sin(epsilon/2)ˆ2)ˆ(1/2));

end

x = -2:0.3:2;

nx = length(x);

epsilon = 0:0.3:2*pi;

nepsilon = length(epsilon);

Vx = zeros(nx,nepsilon);

Vepsilon = zeros(nx,nepsilon);

for i = 1:nx

for j = 1:nepsilon

Vx(i,j) = f_x(x(i),epsilon(j));

Vepsilon(i,j) = f_epsilon(x(i),epsilon(j));

end

end

Vlength = sqrt(Vx.ˆ2+Vepsilon.ˆ2);

Vx_n = Vx./Vlength;

Vepsilon_n = Vepsilon./Vlength;
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scalefactor = 0.6;

%% Resolvendo o sistema de EDO

function dx = f(x,t)

global theta;

dx(1) = -cos(x(2)/2)/((1-4*theta*sin(x(2)/2)ˆ2)ˆ(3/2));

dx(2) = (2*x(1)/(4-x(1)ˆ2))*sin(x(2)/2)/((1-4*theta*sin(x(2)/2)ˆ2)ˆ(1/2));

end

#{

% theta = 0

xs1 = lsode(@f,[1.8,1*pi/16],0:0.01:3.7);

xs2 = lsode(@f,[1.8,1*pi/8],0:0.01:4);

xs3 = lsode(@f,[1.8,1*pi/6],0:0.01:4.2);

xs4 = lsode(@f,[1.8,1*pi/5],0:0.01:4.5);

xs5 = lsode(@f,[1.8,1*pi/4],0:0.01:5.7);

xs6 = lsode(@f,[1.8,1.1*pi/4],0:0.01:7.7);

xs7 = lsode(@f,[1.8,1.16*pi/4],0:0.01:10.3);

xs8 = lsode(@f,[1.8,1.2*pi/4],0:0.01:7.1);

xs9 = lsode(@f,[1.8,1.3*pi/4],0:0.01:4.7);

xs10 = lsode(@f,[1.8,1.5*pi/4],0:0.01:2.9);

xs11 = lsode(@f,[1.8,2*pi/4],0:0.01:1.4);

xs12 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-1*pi/16],0:0.01:3.7);

xs13 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-1*pi/8],0:0.01:4);

xs14 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-1*pi/6],0:0.01:4.2);

xs15 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-1*pi/5],0:0.01:4.5);

xs16 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-1*pi/4],0:0.01:5.7);

xs17 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-1.1*pi/4],0:0.01:7.7);

xs18 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-1.16*pi/4],0:0.01:10.3);

xs19 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-1.2*pi/4],0:0.01:7.1);

xs20 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-1.3*pi/4],0:0.01:4.7);

xs21 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-1.5*pi/4],0:0.01:2.9);

xs22 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-2*pi/4],0:0.01:1.4);

#}

#{

% theta = 0.10

xs1 = lsode(@f,[1.8,1*pi/16],0:0.01:3.7);

xs2 = lsode(@f,[1.8,1*pi/8],0:0.01:3.7);

xs3 = lsode(@f,[1.8,1*pi/6],0:0.01:3.7);

xs4 = lsode(@f,[1.8,1*pi/5],0:0.01:3.7);

xs5 = lsode(@f,[1.8,1*pi/4],0:0.01:3.7);

xs6 = lsode(@f,[1.8,1.2*pi/4],0:0.01:4);

xs7 = lsode(@f,[1.8,1.4*pi/4],0:0.01:6.1);

xs8 = lsode(@f,[1.8,1.5*pi/4],0:0.01:4.2);
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xs9 = lsode(@f,[1.8,1.65*pi/4],0:0.01:2.6);

xs10 = lsode(@f,[1.8,1.75*pi/4],0:0.01:2.1);

xs11 = lsode(@f,[1.8,2*pi/4],0:0.01:1.4);

xs12 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-1*pi/16],0:0.01:3.7);

xs13 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-1*pi/8],0:0.01:3.7);

xs14 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-1*pi/6],0:0.01:3.7);

xs15 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-1*pi/5],0:0.01:3.7);

xs16 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-1*pi/4],0:0.01:3.7);

xs17 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-1.2*pi/4],0:0.01:4);

xs18 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-1.4*pi/4],0:0.01:6.1);

xs19 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-1.5*pi/4],0:0.01:4.2);

xs20 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-1.65*pi/4],0:0.01:2.6);

xs21 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-1.75*pi/4],0:0.01:2.1);

xs22 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-2*pi/4],0:0.01:1.4);

#}

#{

% theta = 0.20

xs1 = lsode(@f,[1.8,1*pi/16],0:0.01:3.6);

xs2 = lsode(@f,[1.8,1*pi/8],0:0.01:3.3);

xs3 = lsode(@f,[1.8,1*pi/6],0:0.01:3.1);

xs4 = lsode(@f,[1.8,1*pi/5],0:0.01:2.9);

xs5 = lsode(@f,[1.8,1*pi/4],0:0.01:2.6);

xs6 = lsode(@f,[1.8,1.2*pi/4],0:0.01:2.4);

xs7 = lsode(@f,[1.8,1.4*pi/4],0:0.01:2.1);

xs8 = lsode(@f,[1.8,1.5*pi/4],0:0.01:2);

xs9 = lsode(@f,[1.8,1.65*pi/4],0:0.01:1.9);

xs10 = lsode(@f,[1.8,1.75*pi/4],0:0.01:1.8);

xs11 = lsode(@f,[1.8,2*pi/4],0:0.01:1.9);

xs12 = lsode(@f,[1.8,2.11*pi/4],0:0.01:2.7);

xs13 = lsode(@f,[1.8,2.22*pi/4],0:0.01:1.4);

xs14 = lsode(@f,[1.8,2.33*pi/4],0:0.01:1.1);

xs15 = lsode(@f,[1.8,2.5*pi/4],0:0.01:0.8);

xs16 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-1*pi/16],0:0.01:3.6);

xs17 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-1*pi/8],0:0.01:3.3);

xs18 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-1*pi/6],0:0.01:3.1);

xs19 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-1*pi/5],0:0.01:2.9);

xs20 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-1*pi/4],0:0.01:2.6);

xs21 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-1.2*pi/4],0:0.01:2.4);

xs22 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-1.4*pi/4],0:0.01:2.1);

xs23 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-1.5*pi/4],0:0.01:2);

xs24 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-1.65*pi/4],0:0.01:1.9);

xs25 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-1.75*pi/4],0:0.01:1.8);

xs26 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-2*pi/4],0:0.01:1.9);

xs27 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-2.11*pi/4],0:0.01:2.7);
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xs28 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-2.22*pi/4],0:0.01:1.4);

xs29 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-2.33*pi/4],0:0.01:1.1);

xs30 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-2.5*pi/4],0:0.01:0.8);

#}

#{

% theta = 0.22

xs1 = lsode(@f,[1.8,1*pi/16],0:0.01:3.6);

xs2 = lsode(@f,[1.8,1*pi/8],0:0.01:3.3);

xs3 = lsode(@f,[1.8,1*pi/6],0:0.01:3);

xs4 = lsode(@f,[1.8,1*pi/5],0:0.01:2.8);

xs5 = lsode(@f,[1.8,1*pi/4],0:0.01:2.4);

xs6 = lsode(@f,[1.8,1.2*pi/4],0:0.01:2.2);

xs7 = lsode(@f,[1.8,1.5*pi/4],0:0.01:1.8);

xs8 = lsode(@f,[1.8,1.75*pi/4],0:0.01:1.5);

xs9 = lsode(@f,[1.8,2*pi/4],0:0.01:1.3);

xs10 = lsode(@f,[1.8,2.2*pi/4],0:0.01:1.2);

xs11 = lsode(@f,[1.8,2.3*pi/4],0:0.01:1.2);

xs12 = lsode(@f,[1.8,2.45*pi/4],0:0.01:1.3);

xs13 = lsode(@f,[1.8,2.53*pi/4],0:0.01:0.9);

xs14 = lsode(@f,[1.8,2.65*pi/4],0:0.01:0.6);

xs15 = lsode(@f,[1.8,2.8*pi/4],0:0.01:0.4);

xs16 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-1*pi/16],0:0.01:3.6);

xs17 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-1*pi/8],0:0.01:3.3);

xs18 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-1*pi/6],0:0.01:3);

xs19 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-1*pi/5],0:0.01:2.8);

xs20 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-1*pi/4],0:0.01:2.4);

xs21 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-1.2*pi/4],0:0.01:2.2);

xs22 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-1.5*pi/4],0:0.01:1.8);

xs23 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-1.75*pi/4],0:0.01:1.5);

xs24 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-2*pi/4],0:0.01:1.3);

xs25 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-2.2*pi/4],0:0.01:1.2);

xs26 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-2.3*pi/4],0:0.01:1.2);

xs27 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-2.45*pi/4],0:0.01:1.3);

xs28 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-2.53*pi/4],0:0.01:0.9);

xs29 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-2.65*pi/4],0:0.01:0.6);

xs30 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-2.8*pi/4],0:0.01:0.4);

#}

#{

% theta = 0.24

xs1 = lsode(@f,[1.7,13*pi/16],0:0.01:0.32);

xs2 = lsode(@f,[1.7,13.3*pi/16],0:0.01:0.25);

xs3 = lsode(@f,[1.7,13.7*pi/16],0:0.01:0.17);

xs4 = lsode(@f,[1.7,14*pi/16],0:0.01:0.12);
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xs5 = lsode(@f,[1.7,12.5*pi/16],0:0.02:0.4);

xs6 = lsode(@f,[1.7,12*pi/16],0:0.02:0.42);

xs7 = lsode(@f,[1.7,11*pi/16],0:0.02:0.52);

xs8 = lsode(@f,[1.7,10*pi/16],0:0.02:0.66);

xs9 = lsode(@f,[1.7,9*pi/16],0:0.02:0.9);

xs10 = lsode(@f,[1.7,8*pi/16],0:0.02:1.1);

xs11 = lsode(@f,[1.7,7*pi/16],0:0.02:1.4);

xs12 = lsode(@f,[1.7,6*pi/16],0:0.02:1.7);

xs13 = lsode(@f,[1.7,5*pi/16],0:0.02:2.1);

xs14 = lsode(@f,[1.7,4*pi/16],0:0.02:2.5);

xs15 = lsode(@f,[1.7,3*pi/16],0:0.02:2.8);

xs16 = lsode(@f,[1.7,2*pi/16],0:0.02:3.3);

xs17 = lsode(@f,[1.7,1*pi/16],0:0.02:3.5);

xs18 = lsode(@f,[-1.7,2*pi-13*pi/16],0:0.01:0.32);

xs19 = lsode(@f,[-1.7,2*pi-13.3*pi/16],0:0.01:0.25);

xs20 = lsode(@f,[-1.7,2*pi-13.7*pi/16],0:0.01:0.17);

xs21 = lsode(@f,[-1.7,2*pi-14*pi/16],0:0.01:0.12);

xs22 = lsode(@f,[-1.7,2*pi-12.5*pi/16],0:0.02:0.4);

xs23 = lsode(@f,[-1.7,2*pi-12*pi/16],0:0.02:0.42);

xs24 = lsode(@f,[-1.7,2*pi-11*pi/16],0:0.02:0.52);

xs25 = lsode(@f,[-1.7,2*pi-10*pi/16],0:0.02:0.66);

xs26 = lsode(@f,[-1.7,2*pi-9*pi/16],0:0.02:0.9);

xs27 = lsode(@f,[-1.7,2*pi-8*pi/16],0:0.02:1.1);

xs28 = lsode(@f,[-1.7,2*pi-7*pi/16],0:0.02:1.4);

xs29 = lsode(@f,[-1.7,2*pi-6*pi/16],0:0.02:1.7);

xs30 = lsode(@f,[-1.7,2*pi-5*pi/16],0:0.02:2.1);

xs31 = lsode(@f,[-1.7,2*pi-4*pi/16],0:0.02:2.5);

xs32 = lsode(@f,[-1.7,2*pi-3*pi/16],0:0.02:2.8);

xs33 = lsode(@f,[-1.7,2*pi-2*pi/16],0:0.02:3.3);

xs34 = lsode(@f,[-1.7,2*pi-1*pi/16],0:0.02:3.5);

#}

#{

% theta = 0.2499

xs1 = lsode(@f,[1.7,1*pi/16],0:0.01:3.4);

xs2 = lsode(@f,[1.7,2*pi/16],0:0.01:3.2);

xs3 = lsode(@f,[1.7,3*pi/16],0:0.01:2.9);

xs4 = lsode(@f,[1.7,4*pi/16],0:0.01:2.5);

xs5 = lsode(@f,[1.7,5*pi/16],0:0.01:2.1);

xs6 = lsode(@f,[1.7,6*pi/16],0:0.01:1.7);

xs7 = lsode(@f,[1.7,7*pi/16],0:0.01:1.4);

xs8 = lsode(@f,[1.7,8*pi/16],0:0.01:1.1);

xs9 = lsode(@f,[1.7,9*pi/16],0:0.01:0.8);

xs10 = lsode(@f,[1.7,10*pi/16],0:0.01:0.6);

xs11 = lsode(@f,[1.7,11*pi/16],0:0.01:0.4);
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xs12 = lsode(@f,[1.7,12*pi/16],0:0.01:0.24);

xs13 = lsode(@f,[1.7,13*pi/16],0:0.01:0.14);

xs14 = lsode(@f,[1.7,14*pi/16],0:0.01:0.06);

xs15 = lsode(@f,[1.7,14.5*pi/16],0:0.005:0.035);

xs16 = lsode(@f,[1.7,15*pi/16],0:0.005:0.015);

xs17 = lsode(@f,[1.7,15.5*pi/16],0:0.005:0.005);

xs18 = lsode(@f,[-1.7,2*pi-1*pi/16],0:0.01:3.4);

xs19 = lsode(@f,[-1.7,2*pi-2*pi/16],0:0.01:3.2);

xs20 = lsode(@f,[-1.7,2*pi-3*pi/16],0:0.01:2.9);

xs21 = lsode(@f,[-1.7,2*pi-4*pi/16],0:0.01:2.5);

xs22 = lsode(@f,[-1.7,2*pi-5*pi/16],0:0.01:2.1);

xs23 = lsode(@f,[-1.7,2*pi-6*pi/16],0:0.01:1.7);

xs24 = lsode(@f,[-1.7,2*pi-7*pi/16],0:0.01:1.4);

xs25 = lsode(@f,[-1.7,2*pi-8*pi/16],0:0.01:1.1);

xs26 = lsode(@f,[-1.7,2*pi-9*pi/16],0:0.01:0.8);

xs27 = lsode(@f,[-1.7,2*pi-10*pi/16],0:0.01:0.6);

xs28 = lsode(@f,[-1.7,2*pi-11*pi/16],0:0.01:0.4);

xs29 = lsode(@f,[-1.7,2*pi-12*pi/16],0:0.01:0.24);

xs30 = lsode(@f,[-1.7,2*pi-13*pi/16],0:0.01:0.14);

xs31 = lsode(@f,[-1.7,2*pi-14*pi/16],0:0.01:0.06);

xs32 = lsode(@f,[-1.7,2*pi-14.5*pi/16],0:0.005:0.035);

xs33 = lsode(@f,[-1.7,2*pi-15*pi/16],0:0.005:0.015);

xs34 = lsode(@f,[-1.7,2*pi-15.5*pi/16],0:0.005:0.005);

#}

% theta = 0.25

xs1 = lsode(@f,[1.8,1*pi/16],0:0.01:3.55);

xs2 = lsode(@f,[1.8,2*pi/16],0:0.01:3.2);

xs3 = lsode(@f,[1.8,3*pi/16],0:0.01:2.77);

xs4 = lsode(@f,[1.8,4*pi/16],0:0.01:2.3);

xs5 = lsode(@f,[1.8,5*pi/16],0:0.01:1.86);

xs6 = lsode(@f,[1.8,6*pi/16],0:0.01:1.45);

xs7 = lsode(@f,[1.8,7*pi/16],0:0.01:1.15);

xs8 = lsode(@f,[1.8,8*pi/16],0:0.01:0.85);

xs9 = lsode(@f,[1.8,9*pi/16],0:0.01:0.61);

xs10 = lsode(@f,[1.8,10*pi/16],0:0.01:0.45);

xs11 = lsode(@f,[1.8,11*pi/16],0:0.01:0.29);

xs12 = lsode(@f,[1.8,12*pi/16],0:0.01:0.18);

xs13 = lsode(@f,[1.8,13*pi/16],0:0.01:0.1);

xs14 = lsode(@f,[1.8,14*pi/16],0:0.001:0.045);

xs15 = lsode(@f,[1.8,14.5*pi/16],0:0.001:0.027);

xs16 = lsode(@f,[1.8,15*pi/16],0:0.001:0.011);

xs17 = lsode(@f,[1.8,15.5*pi/16],0:0.0001:0.0027);

xs18 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-1*pi/16],0:0.01:3.55);

xs19 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-2*pi/16],0:0.01:3.2);
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xs20 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-3*pi/16],0:0.01:2.77);

xs21 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-4*pi/16],0:0.01:2.3);

xs22 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-5*pi/16],0:0.01:1.86);

xs23 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-6*pi/16],0:0.01:1.45);

xs24 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-7*pi/16],0:0.01:1.15);

xs25 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-8*pi/16],0:0.01:0.85);

xs26 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-9*pi/16],0:0.01:0.61);

xs27 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-10*pi/16],0:0.01:0.45);

xs28 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-11*pi/16],0:0.01:0.29);

xs29 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-12*pi/16],0:0.01:0.18);

xs30 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-13*pi/16],0:0.01:0.1);

xs31 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-14*pi/16],0:0.001:0.045);

xs32 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-14.5*pi/16],0:0.001:0.027);

xs33 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-15*pi/16],0:0.001:0.011);

xs34 = lsode(@f,[-1.8,2*pi-15.5*pi/16],0:0.0001:0.0027);

%% Plotando o retrato de fase

h = figure;

set (h,’papertype’, ’<custom>’)

set (h,’paperunits’,’inches’);

set (h,’papersize’,[3 2.5])

set (h,’paperposition’, [0,0,[3 2.5]])

set (h,’defaultaxesposition’, [0.15, 0.15, 0.75, 0.75])

set (0,’defaultaxesfontsize’, 10)

quiver(x,epsilon,Vx_n’,Vepsilon_n’,scalefactor,"r")

grid on;

axis([min(x),max(x),min(epsilon),max(epsilon)]);

hold on;

plot(xs1(:,1),xs1(:,2),"b");

plot(xs2(:,1),xs2(:,2),"b");

plot(xs3(:,1),xs3(:,2),"b");

plot(xs4(:,1),xs4(:,2),"b");

plot(xs5(:,1),xs5(:,2),"b");

plot(xs6(:,1),xs6(:,2),"b");

plot(xs7(:,1),xs7(:,2),"b");

plot(xs8(:,1),xs8(:,2),"b");

plot(xs9(:,1),xs9(:,2),"b");

plot(xs10(:,1),xs10(:,2),"b");

plot(xs11(:,1),xs11(:,2),"b");

plot(xs12(:,1),xs12(:,2),"b");

plot(xs13(:,1),xs13(:,2),"b");

plot(xs14(:,1),xs14(:,2),"b");

plot(xs15(:,1),xs15(:,2),"b");

plot(xs16(:,1),xs16(:,2),"b");
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plot(xs17(:,1),xs17(:,2),"b");

plot(xs18(:,1),xs18(:,2),"b");

plot(xs19(:,1),xs19(:,2),"b");

plot(xs20(:,1),xs20(:,2),"b");

plot(xs21(:,1),xs21(:,2),"b");

plot(xs22(:,1),xs22(:,2),"b");

% para theta = 0.20, 0.22

plot(xs23(:,1),xs23(:,2),"b");

plot(xs24(:,1),xs24(:,2),"b");

plot(xs25(:,1),xs25(:,2),"b");

plot(xs26(:,1),xs26(:,2),"b");

plot(xs27(:,1),xs27(:,2),"b");

plot(xs28(:,1),xs28(:,2),"b");

plot(xs29(:,1),xs29(:,2),"b");

plot(xs30(:,1),xs30(:,2),"b");

% para theta >= 0.24

plot(xs31(:,1),xs31(:,2),"b");

plot(xs32(:,1),xs32(:,2),"b");

plot(xs33(:,1),xs33(:,2),"b");

plot(xs34(:,1),xs34(:,2),"b");

xlabel(’x’);

ylabel(’epsilon’);

xlim([-2,2]);

ylim([0,2*pi]);

hold off;

print(’figure.eps’,’-depsc’)

B.3 Retrato de Fase Função g3

% Retrato de Fase para g3(x) = sqrt((2*\eta+1)*x+\etaˆ2)-\eta

clear all;

graphics_toolkit("gnuplot");

global theta = 0.25;

global eta = 1;

%% Montando o campo de variacao

function dx = f_x(x,epsilon)

global theta;
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dx = -cos(epsilon/2)/((1-4*theta*sin(epsilon/2)ˆ2)ˆ(3/2));

end

function depsilon = f_epsilon(x,epsilon)

global theta;

global eta

depsilon = (2/(x+eta))*sin(epsilon/2)/((1-4*theta*sin(epsilon/2)ˆ2)ˆ(1/2));

end

x = -2:0.3:2;

nx = length(x);

epsilon = 0:0.3:2*pi;

nepsilon = length(epsilon);

Vx = zeros(nx,nepsilon);

Vepsilon = zeros(nx,nepsilon);

for i = 1:nx

for j = 1:nepsilon

Vx(i,j) = f_x(x(i),epsilon(j));

Vepsilon(i,j) = f_epsilon(x(i),epsilon(j));

end

end

Vlength = sqrt(Vx.ˆ2+Vepsilon.ˆ2);

Vx_n = Vx./Vlength;

Vepsilon_n = Vepsilon./Vlength;

scalefactor = 0.6;

%% Resolvendo o sistema de EDO

function dx = f(x,t)

global theta;

global eta;

dx(1) = -cos(x(2)/2)/((1-4*theta*sin(x(2)/2)ˆ2)ˆ(3/2));

dx(2) = (2/(x(1)+eta))*sin(x(2)/2)/((1-4*theta*sin(x(2)/2)ˆ2)ˆ(1/2));

end

xs1 = lsode(@f,[0.75,9*pi/16],0:0.01:3);

#{

% theta = 0

xs1 = lsode(@f,[1.8,1*(15/20)*pi/16],0:0.01:5.7);

xs2 = lsode(@f,[1.8,2*(15/20)*pi/16],0:0.01:5.6);

xs3 = lsode(@f,[1.8,3*(15/20)*pi/16],0:0.01:5.5);
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xs4 = lsode(@f,[1.8,4*(15/20)*pi/16],0:0.01:5.4);

xs5 = lsode(@f,[1.8,5*(15/20)*pi/16],0:0.01:5.3);

xs6 = lsode(@f,[1.8,6*(15/20)*pi/16],0:0.01:5.1);

xs7 = lsode(@f,[1.8,7*(15/20)*pi/16],0:0.01:4.9);

xs8 = lsode(@f,[1.8,8*(15/20)*pi/16],0:0.01:4.7);

xs9 = lsode(@f,[1.8,9*(15/20)*pi/16],0:0.01:4.4);

xs10 = lsode(@f,[1.8,10*(15/20)*pi/16],0:0.01:4.1);

xs11 = lsode(@f,[1.8,11*(15/20)*pi/16],0:0.01:3.8);

xs12 = lsode(@f,[1.8,12*(15/20)*pi/16],0:0.01:3.5);

xs13 = lsode(@f,[1.8,13*(15/20)*pi/16],0:0.01:3.2);

xs14 = lsode(@f,[1.8,14*(15/20)*pi/16],0:0.01:2.9);

xs15 = lsode(@f,[1.8,15*(15/20)*pi/16],0:0.01:2.5);

xs16 = lsode(@f,[1.8,16*(15/20)*pi/16],0:0.01:2.1);

xs17 = lsode(@f,[1.8,17*(15/20)*pi/16],0:0.01:1.7);

xs18 = lsode(@f,[1.8,18*(15/20)*pi/16],0:0.01:1.3);

xs19 = lsode(@f,[1.8,19*(15/20)*pi/16],0:0.01:0.9);

xs20 = lsode(@f,[1.8,20*(15/20)*pi/16],0:0.01:0.5);

#}

#{

% theta = 0.1

xs1 = lsode(@f,[1.8,1*(15/20)*pi/16],0:0.01:5.3);

xs2 = lsode(@f,[1.8,2*(15/20)*pi/16],0:0.01:5.1);

xs3 = lsode(@f,[1.8,3*(15/20)*pi/16],0:0.01:4.85);

xs4 = lsode(@f,[1.8,4*(15/20)*pi/16],0:0.01:4.65);

xs5 = lsode(@f,[1.8,5*(15/20)*pi/16],0:0.01:4.35);

xs6 = lsode(@f,[1.8,6*(15/20)*pi/16],0:0.01:4.15);

xs7 = lsode(@f,[1.8,7*(15/20)*pi/16],0:0.01:3.95);

xs8 = lsode(@f,[1.8,8*(15/20)*pi/16],0:0.01:3.7);

xs9 = lsode(@f,[1.8,9*(15/20)*pi/16],0:0.01:3.45);

xs10 = lsode(@f,[1.8,10*(15/20)*pi/16],0:0.01:3.2);

xs11 = lsode(@f,[1.8,11*(15/20)*pi/16],0:0.01:2.95);

xs12 = lsode(@f,[1.8,12*(15/20)*pi/16],0:0.01:2.7);

xs13 = lsode(@f,[1.8,13*(15/20)*pi/16],0:0.01:2.45);

xs14 = lsode(@f,[1.8,14*(15/20)*pi/16],0:0.01:2.2);

xs15 = lsode(@f,[1.8,15*(15/20)*pi/16],0:0.01:1.95);

xs16 = lsode(@f,[1.8,16*(15/20)*pi/16],0:0.01:1.65);

xs17 = lsode(@f,[1.8,17*(15/20)*pi/16],0:0.01:1.35);

xs18 = lsode(@f,[1.8,18*(15/20)*pi/16],0:0.01:1.05);

xs19 = lsode(@f,[1.8,19*(15/20)*pi/16],0:0.01:0.7);

xs20 = lsode(@f,[1.8,20*(15/20)*pi/16],0:0.01:0.4);

#}

#{

% theta = 0.2
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xs1 = lsode(@f,[1.8,1*(15/20)*pi/16],0:0.01:5.15);

xs2 = lsode(@f,[1.8,2*(15/20)*pi/16],0:0.01:4.65);

xs3 = lsode(@f,[1.8,3*(15/20)*pi/16],0:0.01:4.25);

xs4 = lsode(@f,[1.8,4*(15/20)*pi/16],0:0.01:3.85);

xs5 = lsode(@f,[1.8,5*(15/20)*pi/16],0:0.01:3.5);

xs6 = lsode(@f,[1.8,6*(15/20)*pi/16],0:0.01:3.15);

xs7 = lsode(@f,[1.8,7*(15/20)*pi/16],0:0.01:2.85);

xs8 = lsode(@f,[1.8,8*(15/20)*pi/16],0:0.01:2.55);

xs9 = lsode(@f,[1.8,9*(15/20)*pi/16],0:0.01:2.3);

xs10 = lsode(@f,[1.8,10*(15/20)*pi/16],0:0.01:2.05);

xs11 = lsode(@f,[1.8,11*(15/20)*pi/16],0:0.01:1.85);

xs12 = lsode(@f,[1.8,12*(15/20)*pi/16],0:0.01:1.64);

xs13 = lsode(@f,[1.8,13*(15/20)*pi/16],0:0.01:1.44);

xs14 = lsode(@f,[1.8,14*(15/20)*pi/16],0:0.01:1.26);

xs15 = lsode(@f,[1.8,15*(15/20)*pi/16],0:0.01:1.1);

xs16 = lsode(@f,[1.8,16*(15/20)*pi/16],0:0.01:0.93);

xs17 = lsode(@f,[1.8,17*(15/20)*pi/16],0:0.01:0.77);

xs18 = lsode(@f,[1.8,18*(15/20)*pi/16],0:0.01:0.6);

xs19 = lsode(@f,[1.8,19*(15/20)*pi/16],0:0.01:0.43);

xs20 = lsode(@f,[1.8,20*(15/20)*pi/16],0:0.01:0.25);

#}

#{

% theta = 0.22

xs1 = lsode(@f,[1.8,1*(15/20)*pi/16],0:0.01:5.08);

xs2 = lsode(@f,[1.8,2*(15/20)*pi/16],0:0.01:4.58);

xs3 = lsode(@f,[1.8,3*(15/20)*pi/16],0:0.01:4.11);

xs4 = lsode(@f,[1.8,4*(15/20)*pi/16],0:0.01:3.7);

xs5 = lsode(@f,[1.8,5*(15/20)*pi/16],0:0.01:3.3);

xs6 = lsode(@f,[1.8,6*(15/20)*pi/16],0:0.01:2.95);

xs7 = lsode(@f,[1.8,7*(15/20)*pi/16],0:0.01:2.61);

xs8 = lsode(@f,[1.8,8*(15/20)*pi/16],0:0.01:2.31);

xs9 = lsode(@f,[1.8,9*(15/20)*pi/16],0:0.01:2.05);

xs10 = lsode(@f,[1.8,10*(15/20)*pi/16],0:0.01:1.8);

xs11 = lsode(@f,[1.8,11*(15/20)*pi/16],0:0.01:1.57);

xs12 = lsode(@f,[1.8,12*(15/20)*pi/16],0:0.01:1.36);

xs13 = lsode(@f,[1.8,13*(15/20)*pi/16],0:0.01:1.18);

xs14 = lsode(@f,[1.8,14*(15/20)*pi/16],0:0.01:1.01);

xs15 = lsode(@f,[1.8,15*(15/20)*pi/16],0:0.01:0.86);

xs16 = lsode(@f,[1.8,16*(15/20)*pi/16],0:0.01:0.72);

xs17 = lsode(@f,[1.8,17*(15/20)*pi/16],0:0.01:0.59);

xs18 = lsode(@f,[1.8,18*(15/20)*pi/16],0:0.01:0.46);

xs19 = lsode(@f,[1.8,19*(15/20)*pi/16],0:0.01:0.33);

xs20 = lsode(@f,[1.8,20*(15/20)*pi/16],0:0.01:0.19);

#}
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#{

% theta = 0.24

xs1 = lsode(@f,[1.8,1*(15/20)*pi/16],0:0.001:5.05);

xs2 = lsode(@f,[1.8,2*(15/20)*pi/16],0:0.001:4.5);

xs3 = lsode(@f,[1.8,3*(15/20)*pi/16],0:0.001:4);

xs4 = lsode(@f,[1.8,4*(15/20)*pi/16],0:0.001:3.55);

xs5 = lsode(@f,[1.8,5*(15/20)*pi/16],0:0.001:3.15);

xs6 = lsode(@f,[1.8,6*(15/20)*pi/16],0:0.001:2.75);

xs7 = lsode(@f,[1.8,7*(15/20)*pi/16],0:0.001:2.4);

xs8 = lsode(@f,[1.8,8*(15/20)*pi/16],0:0.001:2.090);

xs9 = lsode(@f,[1.8,9*(15/20)*pi/16],0:0.001:1.790);

xs10 = lsode(@f,[1.8,10*(15/20)*pi/16],0:0.001:1.52);

xs11 = lsode(@f,[1.8,11*(15/20)*pi/16],0:0.001:1.29);

xs12 = lsode(@f,[1.8,12*(15/20)*pi/16],0:0.001:1.085);

xs13 = lsode(@f,[1.8,13*(15/20)*pi/16],0:0.001:0.878);

xs14 = lsode(@f,[1.8,14*(15/20)*pi/16],0:0.001:0.721);

xs15 = lsode(@f,[1.8,15*(15/20)*pi/16],0:0.001:0.576);

xs16 = lsode(@f,[1.8,16*(15/20)*pi/16],0:0.001:0.454);

xs17 = lsode(@f,[1.8,17*(15/20)*pi/16],0:0.001:0.347);

xs18 = lsode(@f,[1.8,18*(15/20)*pi/16],0:0.001:0.259);

xs19 = lsode(@f,[1.8,19*(15/20)*pi/16],0:0.001:0.181);

xs20 = lsode(@f,[1.8,20*(15/20)*pi/16],0:0.001:0.106);

#}

#{

% theta = 0.2499

xs1 = lsode(@f,[1.8,1*(15/20)*pi/16],0:0.0005:5);

xs2 = lsode(@f,[1.8,2*(15/20)*pi/16],0:0.0005:4.4);

xs3 = lsode(@f,[1.8,3*(15/20)*pi/16],0:0.0005:3.9);

xs4 = lsode(@f,[1.8,4*(15/20)*pi/16],0:0.0005:3.4);

xs5 = lsode(@f,[1.8,5*(15/20)*pi/16],0:0.0005:3);

xs6 = lsode(@f,[1.8,6*(15/20)*pi/16],0:0.0005:2.65);

xs7 = lsode(@f,[1.8,7*(15/20)*pi/16],0:0.0005:2.3);

xs8 = lsode(@f,[1.8,8*(15/20)*pi/16],0:0.0005:1.95);

xs9 = lsode(@f,[1.8,9*(15/20)*pi/16],0:0.0005:1.65);

xs10 = lsode(@f,[1.8,10*(15/20)*pi/16],0:0.0005:1.35);

xs11 = lsode(@f,[1.8,11*(15/20)*pi/16],0:0.0005:1.15);

xs12 = lsode(@f,[1.8,12*(15/20)*pi/16],0:0.0005:0.935);

xs13 = lsode(@f,[1.8,13*(15/20)*pi/16],0:0.0005:0.745);

xs14 = lsode(@f,[1.8,14*(15/20)*pi/16],0:0.0005:0.560);

xs15 = lsode(@f,[1.8,15*(15/20)*pi/16],0:0.0005:0.420);

xs16 = lsode(@f,[1.8,16*(15/20)*pi/16],0:0.0005:0.300);

xs17 = lsode(@f,[1.8,17*(15/20)*pi/16],0:0.0005:0.195);

xs18 = lsode(@f,[1.8,18*(15/20)*pi/16],0:0.0005:0.115);
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xs19 = lsode(@f,[1.8,19*(15/20)*pi/16],0:0.0005:0.057);

xs20 = lsode(@f,[1.8,20*(15/20)*pi/16],0:0.0005:0.020);

#}

% theta = 0.25

xs1 = lsode(@f,[1.8,1*(15/20)*pi/16],0:0.0005:2.4905);

xs2 = lsode(@f,[1.8,2*(15/20)*pi/16],0:0.0005:2.2081);

xs3 = lsode(@f,[1.8,3*(15/20)*pi/16],0:0.0005:1.9505);

xs4 = lsode(@f,[1.8,4*(15/20)*pi/16],0:0.0005:1.715);

xs5 = lsode(@f,[1.8,5*(15/20)*pi/16],0:0.0005:1.5);

xs6 = lsode(@f,[1.8,6*(15/20)*pi/16],0:0.0005:1.3035);

xs7 = lsode(@f,[1.8,7*(15/20)*pi/16],0:0.0005:1.1255);

xs8 = lsode(@f,[1.8,8*(15/20)*pi/16],0:0.0001:0.963);

xs9 = lsode(@f,[1.8,9*(15/20)*pi/16],0:0.0001:0.815);

xs10 = lsode(@f,[1.8,10*(15/20)*pi/16],0:0.0001:0.6820);

xs11 = lsode(@f,[1.8,11*(15/20)*pi/16],0:0.0001:0.5622);

xs12 = lsode(@f,[1.8,12*(15/20)*pi/16],0:0.0001:0.4552);

xs13 = lsode(@f,[1.8,13*(15/20)*pi/16],0:0.0001:0.3604);

xs14 = lsode(@f,[1.8,14*(15/20)*pi/16],0:0.0001:0.2775);

xs15 = lsode(@f,[1.8,15*(15/20)*pi/16],0:0.0001:0.2057);

xs16 = lsode(@f,[1.8,16*(15/20)*pi/16],0:0.0001:0.1453);

xs17 = lsode(@f,[1.8,17*(15/20)*pi/16],0:0.0001:0.0956);

xs18 = lsode(@f,[1.8,18*(15/20)*pi/16],0:0.00001:0.0564);

xs19 = lsode(@f,[1.8,19*(15/20)*pi/16],0:0.00001:0.02759);

xs20 = lsode(@f,[1.8,20*(15/20)*pi/16],0:0.0001:0.009);

xs21 = lsode(@f,[xs1(length(xs1),1),2*pi-xs1(length(xs1),2)],0:0.0005:2.4905);

xs22 = lsode(@f,[xs2(length(xs2),1),2*pi-xs2(length(xs2),2)],0:0.0005:2.2081);

xs23 = lsode(@f,[xs3(length(xs3),1),2*pi-xs3(length(xs3),2)],0:0.0005:1.9505);

xs24 = lsode(@f,[xs4(length(xs4),1),2*pi-xs4(length(xs4),2)],0:0.0005:1.715);

xs25 = lsode(@f,[xs5(length(xs5),1),2*pi-xs5(length(xs5),2)],0:0.0005:1.5);

xs26 = lsode(@f,[xs6(length(xs6),1),2*pi-xs6(length(xs6),2)],0:0.0005:1.3035);

xs27 = lsode(@f,[xs7(length(xs7),1),2*pi-xs7(length(xs7),2)],0:0.0005:1.1255);

xs28 = lsode(@f,[xs8(length(xs8),1),2*pi-xs8(length(xs8),2)],0:0.0001:0.963);

xs29 = lsode(@f,[xs9(length(xs9),1),2*pi-xs9(length(xs9),2)],0:0.0001:0.815);

xs30 = lsode(@f,[xs10(length(xs10),1),2*pi-xs10(length(xs10),2)],0:0.0001:0.6820);

xs31 = lsode(@f,[xs11(length(xs11),1),2*pi-xs11(length(xs11),2)],0:0.0001:0.5622);

xs32 = lsode(@f,[xs12(length(xs12),1),2*pi-xs12(length(xs12),2)],0:0.0001:0.4552);

xs33 = lsode(@f,[xs13(length(xs13),1),2*pi-xs13(length(xs13),2)],0:0.0001:0.3604);

xs34 = lsode(@f,[xs14(length(xs14),1),2*pi-xs14(length(xs14),2)],0:0.0001:0.2775);

xs35 = lsode(@f,[xs15(length(xs15),1),2*pi-xs15(length(xs15),2)],0:0.0001:0.2057);

xs36 = lsode(@f,[xs16(length(xs16),1),2*pi-xs16(length(xs16),2)],0:0.0001:0.1453);

xs37 = lsode(@f,[xs17(length(xs17),1),2*pi-xs17(length(xs17),2)],0:0.0001:0.0956);

xs38 = lsode(@f,[xs18(length(xs18),1),2*pi-xs18(length(xs18),2)],0:0.00001:0.0564);

xs39 = lsode(@f,[xs19(length(xs19),1),2*pi-xs19(length(xs19),2)],0:0.00001:0.02759);

xs40 = lsode(@f,[xs20(length(xs20),1),2*pi-xs20(length(xs20),2)],0:0.0001:0.009);
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%% Plotando o retrato de fase

h = figure;

set (h,’papertype’, ’<custom>’)

set (h,’paperunits’,’inches’);

set (h,’papersize’,[3 2.5])

set (h,’paperposition’, [0,0,[3 2.5]])

set (h,’defaultaxesposition’, [0.15, 0.15, 0.75, 0.75])

set (0,’defaultaxesfontsize’, 10)

quiver(x,epsilon,Vx_n’,Vepsilon_n’,scalefactor,"r")

grid on;

axis([min(x),max(x),min(epsilon),max(epsilon)]);

hold on;

plot(xs1(:,1),xs1(:,2),"b");

plot(xs2(:,1),xs2(:,2),"b");

plot(xs3(:,1),xs3(:,2),"b");

plot(xs4(:,1),xs4(:,2),"b");

plot(xs5(:,1),xs5(:,2),"b");

plot(xs6(:,1),xs6(:,2),"b");

plot(xs7(:,1),xs7(:,2),"b");

plot(xs8(:,1),xs8(:,2),"b");

plot(xs9(:,1),xs9(:,2),"b");

plot(xs10(:,1),xs10(:,2),"b");

plot(xs11(:,1),xs11(:,2),"b");

plot(xs12(:,1),xs12(:,2),"b");

plot(xs13(:,1),xs13(:,2),"b");

plot(xs14(:,1),xs14(:,2),"b");

plot(xs15(:,1),xs15(:,2),"b");

plot(xs16(:,1),xs16(:,2),"b");

plot(xs17(:,1),xs17(:,2),"b");

plot(xs18(:,1),xs18(:,2),"b");

plot(xs19(:,1),xs19(:,2),"b");

plot(xs20(:,1),xs20(:,2),"b");

plot(xs21(:,1),xs21(:,2),"b");

plot(xs22(:,1),xs22(:,2),"b");

plot(xs23(:,1),xs23(:,2),"b");

plot(xs24(:,1),xs24(:,2),"b");

plot(xs25(:,1),xs25(:,2),"b");

plot(xs26(:,1),xs26(:,2),"b");

plot(xs27(:,1),xs27(:,2),"b");

plot(xs28(:,1),xs28(:,2),"b");

plot(xs29(:,1),xs29(:,2),"b");

plot(xs30(:,1),xs30(:,2),"b");

plot(xs31(:,1),xs31(:,2),"b");
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plot(xs32(:,1),xs32(:,2),"b");

plot(xs33(:,1),xs33(:,2),"b");

plot(xs34(:,1),xs34(:,2),"b");

plot(xs35(:,1),xs35(:,2),"b");

plot(xs36(:,1),xs36(:,2),"b");

plot(xs37(:,1),xs37(:,2),"b");

plot(xs38(:,1),xs38(:,2),"b");

plot(xs39(:,1),xs39(:,2),"b");

plot(xs40(:,1),xs40(:,2),"b");

xlabel(’x’);

ylabel(’epsilon’);

xlim([-2,2]);

ylim([0,2*pi]);

hold off;

print(’figure.eps’,’-depsc’)

B.4 Simulação Equação de Onda Esquema-θ

clear all;

function g1_result = g1(x)

g1_result = tan((pi/4)*x);

end

function g1_inverse_result = g1_inverse(x)

g1_inverse_result = (4/pi)*atan(x);

end

function g1_deriv_result = g1_deriv(x)

g1_deriv_result = (pi/4)*sec((pi/4)*x)ˆ2;

end

function g2_result = g2(x)

g2_result = 2*sin((pi/6)*x);

end

function g2_inverse_result = g2_inverse(x)

g2_inverse_result = (6/pi)*asin(x/2);

end

function g2_deriv_result = g2_deriv(x)
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g2_deriv_result = 2*(pi/6)*cos((pi/6)*x);

end

function g3_result = g3(x)

g3_result = sqrt(3*x+1)-1;

end

function g3_inverse_result = g3_inverse(x)

g3_inverse_result = ((x+1)ˆ2-1)/3;

end

function g_uniform_result = g_uniform(x)

g_uniform_result = x;

end

function g_uniform_inverse_result = g_uniform_inverse(x)

g_uniform_inverse_result = x;

end

function g_uniform_deriv_result = g_uniform_deriv(x)

g_uniform_deriv_result = 1;

end

% escolher nas funcoes abaixo qual a funcao de malha

% as escolhas devem ser compativeis nas tres funcoes

function g_result = g(x)

g_result = g1(x);

end

function g_inverse_result = g_inverse(x)

g_inverse_result = g1_inverse(x);

end

function g_deriv_result = g_deriv(x)

g_deriv_result = g1_deriv(x);

end

function g_gamma_0_article_result = g_gamma_0_article(j)

global h;

global x_0;

global epsilon_0;

global y;

g_gamma_0_article_result = exp((-1)*(1/h)*(y(j)-x_0)ˆ2)*exp(1i*g(y(j))*epsilon_0*(1/h));

end

Borges Filho, E. L. M. PDM - UFPA
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function g_gamma_1_article_result = g_gamma_1_article(j)

global epsilon_0;

global h;

global x_0;

global y;

g_gamma_1_article_result = g_gamma_0_article(j)*2*1i*sin(epsilon_0/2)*(1/paramh(j));

end

function paramhmaismeio_result = paramhmaismeio(j)

global z;

paramhmaismeio_result = z(j+1)-z(j);

end

function paramhmenosmeio_result = paramhmenosmeio(j)

global z;

paramhmenosmeio_result = z(j)-z(j-1);

end

function paramh_result = paramh(j)

paramh_result = (1/2)*(paramhmaismeio(j)+paramhmenosmeio(j));

end

% variaveis globais

global theta;

global x_0;

global epsilon_0;

global N;

global first_x;

global h;

global y;

global z;

global Tf;

global delta_t;

global t;

global N_t;

global u;

global A;

% parametro theta

theta = 0.25;

% posicao inicial

x_0 = 0;
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% frequencia inicial

epsilon_0 = pi;

% numero de pontos da malha

N = 249;

% primeiro valor de x

first_x = -1;

% passo da discretizacao espacial

h = (1-first_x)/(N+1);

% malha uniforme

y = first_x:h:1;

% malha nao uniforme

for j = 1:N+2

z(j) = g(y(j));

end

% tempo de simulacao

Tf = 1;

% passo da discretizacao temporal

delta_t = 0.005*h;

% malha temporal

t = 0:delta_t:Tf;

% numero de pontos da malha temporal

N_t = length(t);

% matriz de evolucao temporal

A = full(gallery(’tridiag’,N,theta,1-2*theta,theta));

% soluÃ§Ã£o da equacao com condicoes de fronteira

u = zeros(N_t,N+2);

% valores iniciais da solucao

for j=2:N+1

u(1,j) = g_gamma_0_article(j);

end

% velocidade inicial

u1(1)=0;
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Apêndice B. Códigos de Simulação 124

u1(N+2)=0;

for j=2:N+1

u1(j) = g_gamma_1_article(j);

end

% primeiro passo temporal

for j=2:N+1

u(2,j) = u(1,j) + u1(j)*delta_t + ((delta_tˆ2)/2*paramh(j))*(((1/paramhmaismeio(j))*(u(1,j+1)

-u(1,j)))-((1/paramhmenosmeio(j))*(u(1,j)-u(1,j-1))));

end

more off;

% iteracao temporal

for m=2:N_t

clear valor;

for j=2:N+1

valor(j-1)=theta*(2*u(m,j+1)-u(m-1,j+1)+2*u(m,j-1)-u(m-1,j-1))+(1-2*theta)*(2*u(m,j)-u(m-1,j))

+((delta_tˆ2)/paramh(j))*(((1/paramhmaismeio(j))*(u(m,j+1)-u(m,j)))

-((1/paramhmenosmeio(j))*(u(m,j)-u(m,j-1))));

end

solution = A\valor’;

for j=2:N+1

u(m+1,j)=solution(j-1);

end

end

%imprimindo

%figure;

fg = figure;

set (fg,’papertype’, ’<custom>’)

set (fg,’paperunits’,’inches’);

set (fg,’papersize’,[3 2.5])

set (fg,’paperposition’, [0,0,[3 2.5]])

set (fg,’defaultaxesposition’, [0.15, 0.15, 0.75, 0.75])

set (0,’defaultaxesfontsize’, 10)

image([z(1) z(N+1)],[t(1) t(N_t)],abs(u),’CDataMapping’,’scaled’);

colorbar;

colormap jet

caxis([0 2.8]);

set(gca,’ydir’,’normal’);

print(’figure.eps’,’-depsc’)
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Apêndice B. Códigos de Simulação 125

B.5 Simulação Modelo Timoshenko

clear all;

function gamma = gamma(x,x_0,e_0)

global dx;

gamma = dxˆ(-1.05);

gamma = exp(-(gamma/2)*(x-x_0)ˆ2)*exp(i*(e_0/dx)*x);

end

function gamma_deriv = gamma_deriv(x,x_0,e_0)

global dx;

gamma_deriv = gamma(x,x_0,e_0)*1i*(2/dx)*sin(e_0/2);

end

function energia = energia(m)

global J;

global dx;

global dt;

global phi;

global psi;

global rho1;

global rho2;

global b;

global k;

somatorio = 0;

for j=1:J+1

primeiro_termo = rho1*((phi(m+1,j)-phi(m,j))/dt)ˆ2;

segundo_termo = rho2*((psi(m+1,j)-psi(m,j))/dt)ˆ2;

terceiro_termo = b*((psi(m+1,j+1)-psi(m+1,j))/dx)*((psi(m,j+1)-psi(m,j))/dx);

quarto_termo = k*(((phi(m+1,j+1)-phi(m+1,j))/dx)+((psi(m+1,j+1)+psi(m+1,j))/2))*(((phi(m,j+1)

-phi(m,j))/dx)+((psi(m,j+1)+psi(m,j))/2));

somatorio = somatorio + primeiro_termo + segundo_termo + terceiro_termo + quarto_termo;

endfor

energia = (dx/2)*somatorio;

end

% variaveis

global J;

global dx;

global dt;

global phi;

global psi;

global rho1;

global rho2;
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global b;

global k;

E = 21*(10ˆ4);

rho = 7850;

k_linha = 5/6;

v = 0.29;

A = 3*(10ˆ(-3));

I = 5.6241*(10ˆ(-8));

G_iguais = E/k_linha;

G_padrao = E/(2+2*v);

G = G_padrao;

rho1 = rho*A;

k = k_linha*G*A;

rho2 = rho*I;

b = E*I;

% parametros de simulacao

L = 1;

J = 299;

dx = L/(J+1);

T = 1;

N = 3999;

dt = T/(N+1);

x = 0:dx:L;

t = 0:dt:T;

% damping

g1 = 0;

g2 = 0;

fator_g1 = (g1*dt)/(2*rho1);

fator_g2 = (g2*dt)/(2*rho2);

% solucoes

phi = zeros(N+2,J+2);

psi = zeros(N+2,J+2);

% condicao inicial

phi_x_0 = 0.25;

phi_e_0 = 3*pi/4;

psi_x_0 = 0.25;

psi_e_0 = 3*pi/4;

for j=2:J+1
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phi(1,j) = gamma((j-1)*dx,phi_x_0,phi_e_0);

psi(1,j) = gamma((j-1)*dx,psi_x_0,psi_e_0);

endfor

% velocidades iniciais

v_phi(1)=0;

v_psi(1)=0;

for j=2:J+1

v_phi(j) = 0;

v_psi(j) = 0;

endfor

v_phi(J+2)=0;

v_psi(J+2)=0;

% primeiro passo temporal

for j=2:J+1

phi(2,j) = phi(1,j) + dt*v_phi(j)*(1+fator_g1) + ((k*dt*dt)/(2*rho1))*(((phi(1,j+1)-2*phi(1,j)

+phi(1,j-1))/(dxˆ2))+((psi(1,j+1)-psi(1,j-1))/(2*dx)));

psi(2,j) = psi(1,j) + dt*v_psi(j)*(1+fator_g2) + ((b*dt*dt)/(2*rho2))*((psi(1,j+1)-2*psi(1,j)

+psi(1,j-1))/(dxˆ2)) - ((k*dt*dt)/(2*rho2))*(((phi(1,j+1)-phi(1,j-1))/(2*dx))

+((psi(1,j+1)+2*psi(1,j)+psi(1,j-1))/4));

end

% iteracao temporal

for m=2:N+1

for j=2:J+1

phi(m+1,j) = (2*phi(m,j) - phi(m-1,j)*(1-fator_g1) + ((k*dt*dt)/rho1)*(((phi(m,j+1)-2*phi(m,j)

+phi(m,j-1))/(dxˆ2))+((psi(m,j+1)-psi(m,j-1))/(2*dx))))/(1+fator_g1);

psi(m+1,j) = (2*psi(m,j) - psi(m-1,j)*(1-fator_g2) + ((b*dt*dt)/rho2)*((psi(m,j+1)-2*psi(m,j)

+psi(m,j-1))/(dxˆ2)) - ((k*dt*dt)/rho2)*(((phi(m,j+1)-phi(m,j-1))/(2*dx))

+((psi(m,j+1)+2*psi(m,j)+psi(m,j-1))/4)))/(1+fator_g2);

end

end

% plotando a energia

figure(1);

for m=1:N+1

e(m) = energia(m);

endfor

e(N+2) = e(N+1);

plot(t,e);

print(’energia.eps’,’-depsc’)

% condicao inicial de phi

figure(2);
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plot(x,phi(1,:));

print(’phi_inicial.eps’,’-depsc’)

% condicao inicial de psi

figure(3);

plot(x,psi(1,:));

print(’psi_inicial.eps’,’-depsc’)

% propagacao phi

figure(4);

image([x(1) x(J+2)],[t(1) t(N+2)],abs(phi),’CDataMapping’,’scaled’);

colorbar;

colormap jet

caxis([0 2]);

set(gca,’ydir’,’normal’);

print(’phi.eps’,’-depsc’)

% propagacao psi

figure(5);

image([x(1) x(J+2)],[t(1) t(N+2)],abs(psi),’CDataMapping’,’scaled’);

colorbar;

colormap jet

caxis([0 100]);

set(gca,’ydir’,’normal’);

print(’psi.eps’,’-depsc’)
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