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Resumo

Este trabalho é o estudo de algumas classes de problemas elipticos quasilineares com fungoes
peso e crescimento critico. Na primeira parte, estudamos o sistema

—Apu = Aa(z)ut™ + c(z)u1f, em Q
—Ayv = pb(z)vPt + c(z)u Pl em Q

0Zu>0,0#v>0 em §)

u=v=>0 sobre 0f

emquel <qg<p<N—-p? a,f>1,\u>0,a, b, csiofuncoes peso que podem trocar de
sinal e satisfazem a®™ #Z 0, b" £ 0, ¢t Z 0e p < a+f < p*. Nas condi¢oes impostas, obtemos
existéncia e multiplicidade de solugoes nao negativas nos niveis subcritico e critico utilizando
técnicas variacionais tais como Teorema do Passo da Montanha, Principio Variacional de
Ekeland, resultados de regularidade e Principio de Méaximo.

Na segunda parte do trabalho, usamos um método de minimizacao em conjuntos
relacionados com a variedade de Nehari para provar a existéncia de solucao que muda
de sinal para o problema

—Apu = Ag(2)|uP2u + f(2)|ul” ?u em RY,

onde 2 < p < N, p* = Np/(N —p), g* = max{0,g} # 0, f* := max{0, f} # 0,
gt € LNP(RN) e f,g € L(RY).

Palavras-chave: problema eliptico, método variacional, crescimento critico, p-laplaciano.



Abstract

This work studies some classes of quasilinear elliptical problems with weight functions and
critical growth. In the first part, we study the system

—Apu = Aa(x)u?™ + c(x)u*1?, in Q
—Ayv = pb(z)vP + c(z)u Pt in Q

0Fu>0,0Zv>0 in 0

u=v=0>0 on 0Of)

where 1 < g <p< N—p? a,8>1,\,u>0,a, b, care wheight functions that may change
signs and satisfy a™ #Z 0, bt Z 0, ¢ £ 0 and p < a + 8 < p*. Under imposed conditions,
we obtain existence and multiplicity of solutions at subcritical and critical levels using
variational methods such as the Mountain Pass Theorem, Ekeland’s Variational Principle,
regularity results and Maximum Principle.

In the second part of this work, we use a minimization method on sets related to Nehari
manifold to prove the existence of a sign-changing solution to problem

—Apu = Ag(z)|[ulP?u+ f(o)|ulf *u em RY,

where 2 < p < N, p* = Np/(N —p), g* = max{0,g} £ 0, /* = max{0, f} £ 0,
gt € LNP(RYN) and f,g € L®(RY).

Key Words: elliptic problem, variational method, critical growth, p-laplacian.
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Notacoes

0€): Fronteira de €;

—: Convergencia forte;

—: Convergéncia fraca;

—: Imersao continua;

lu|,: Norma de v em LP(Q2) ou em LP(RY);

| X|: Medida do conjunto X.

B,.(0): Bola de centro em 0 e raio r;

0,(1): Ordem pequena;

O(1): Ordem grande;

DYP(RY) := {u € LF" (RY); gu e LP(RY), 1 <i <n};

CX(RY) := {u € C*(RY); use anula fora de um compacto de RN}.



Introducao

Neste trabalho, comegaremos estudando o seguinte sistema:

—Ayu = da(x)u?™! + c(z)u* P, em Q
—Apv = pb(z)vP + c(x)u Pt em Q
0Fu>0,0#v>0 em
u=v=0 sobre 0f)

(PAM)

No que tange ao operador p-laplaciano, diremos que uma nao-linearidade do tipo |u|"2u
tem crescimento natural quando r = p e subnatural quando 0 < r < p. Equacoes elipticas
semilineares e quasilineares com nao-linearidades do tipo subnatural e outra supernatural

sao largamente estudadas no caso escalar, sendo a motivacao deste estudo o problema

—Au = dm(x)u" ' + n(z)u'"!, em Q,
(Py) u >0, em (),
u =0, sobre 0f)

onde 1 <7 <2< sem(z), n(r) € L>*(Q). Dentre os varios trabalhos que abordam este
tema, é importante destacar o artigo pioneiro de A. Ambrosetti, H. Brézis e G. Cerami (veja
[1]) onde os autores estudaram a seguinte classe de problemas elipticos semilineares:

—Au = ! +uP, em €,
(ABC) u >0, em 2,
u =0, sobre 0f).

em que A é um parametro real e 2 é um dominio limitado de RV com N > 1. Primeiramente
eles mostraram, usando o método de sub e supersolucao, que no caso 0 < ¢ < 1 < p existe
um valor real A > 0 que determina existéncia de solugao para o problema (ABC), havendo
uma solu¢ao minima u, de energia negativa e crescente em relacdo a A quando A € (0, A),
a existéncia de pelo menos uma solugao fraca no caso A = A e nao existéncia de solucao se
A > A. Além disso, para o caso A € (0, A), provam a existéncia de no méximo uma solugao
u tal que |u|o < A, onde A > 0.

Ainda em [1], os autores provam a existéncia de uma segunda solugao vy > uy para o
problema (ABC) quando 0 < ¢ < 1 < p < 2* — 1 usando uma variante do Teorema do
Passo da Montanha. Ja quando p = 2* — 1 e 2 é um dominio estrelado, argumentando

por contradi¢cao eles mostram a existéncia de uma segunda solugao wy distinta da solucao



minima uy, onde |wy |« — 0o quando A — 0.

O segundo resultado apresentado em [1] foi fortemente influenciado pelas ideias do
famoso trabalho de Brezis e Niremberg (veja [9]), onde os autores consideraram em (Py) o
caso p =2 com m(x) =n(z) =1, r=2es=2N/(N —2) com N > 3. Neste artigo, os
autores mostram a existéncia de uma solucao positiva quando 0 < A < A\;(Q2) para N >4 e
nao-existéncia de solu¢ao positiva para o caso A > A\(Q2), onde \;(Q2) representa o primeiro
autovalor do operador (—A, H3(Q2)).

Tanto [1] quanto [9] impulsionaram a pesquisa de problemas envolvendo o mesmo tipo de
nao-linearidade. Podemos mencionar [4], em que os autores estenderam estes resultados para
o operador p-laplaciano estudando a existéncia de duas solucoes positivas para o problema

A u= q—2 p—2 @)
(AA) { U= ANu|9%u + JulP~*u, em €,

u =0, sobre 0f).

Para obter tais resultados, mostraram que quando A > 0 o funcional associado ao
problema (AA) satisfaz a condicdo (PS). para qualquer nivel ¢ < & := ¢o + (1/N)SN/P,
sendo S a melhor constante de Sobolev. Em seguida, aplicaram o Teorema do Passo da
Montanha e mostraram que o nivel minimax esta abaixo de ¢.

Vale mencionar ainda os artigos [12] e [14] de Figueiredo, Gossez e Ubilla, onde os autores

estenderam o resultado de [1] para o caso com condigao de Dirichlet na fronteira:
—Au = Aa(x)u? + b(x)uP, em (.

Em [12], foi considerado o caso 0 < g < 1 < p onde p < 2* — 1 no caso N > 3 (ou
p<oose N=1ou2), com A >0. Com relagao as fung¢oes peso a(z) e b(x), estas podem
mudar de sinal em §2 e desaparecer em partes do dominio. Neste artigo, foram mostrados
resultados de existéncia e nao-existéncia e foram usados métodos variacionais para provar
multiplicidade de solugoes. Além disso, os autores obtiveram uma estimativa por cima e
por baixo para o parametro A* mostrando que, para tal A\* limitado, as conclusoes de [1]
quanto a existéncia ou nao de solugoes continuam validas para o caso em questao.

J& em [14], foi considerado apenas o caso 0 < ¢ < 1 < p < 2*—1 com A > 0, onde
Q C RY é um dominio limitado e N > 3. Neste artigo, quanto as funcoes peso, apesar de b(z)
poder mudar de sinal no dominio, é exigido que a(x) seja nao-negativo, o que em particular
permite o uso do Principio de Maximo Forte. Essa exigéncia quanto a nao negatividade do
peso a(x) vem a ser uma das principais diferencas em relagao a [12]. Além disso, as nogoes
de sub e superlinearidade locais introduzidas em [12] foram essenciais. Neste trabalho, para
provar os resultados de existéncia, nao existéncia e multiplicidade de solugoes, foram usadas

técnicas de sub e supersolucoes bem como métodos variacionais.



A versao de sistemas relacionados para o problema (P,), isto é, sistemas do tipo

[ —Ayu = a(z)[u] ! + a+5c(m)|u|a_1\v\5, em 0,
—A,v = pb(x)|v]F~t + g c(z)ul*v]’~t, em Q
(SXM) p o+ B ) )
0<uz#0,0<0v#0, em (),
u=uv=0, sobre 0f)

\

foi considerado inicialmente por C. O. Alves, de Morais Filho e M. A. Souto (ver [5]),
onde os autores estudaram o caso a(x) = b(z) = lcomp =r =s =2eaqa, > 1
satisfazendo a + f < 2N/(N — 2), em cujo trabalho obtiveram resultados semelhantes aos
de [9]. Quanto ao caso a(z) =b(r) =1lcom 1 <p=r=s< N ea, f>1 satisfazendo
a+ B < Np/(N —p), este é estudado em [15].

Até onde sabemos, T.F. Wu (veja [29]) é o primeiro que estende alguns resultados de [1].
O autor considerou p = 2, um crescimento sublinear r —1 = s—1 € (0, 1) e um crescimento
subcritico a,, 8 > 1 satisfazendo o + 8 < 2N/(N — 2). Impondo certas condigdes aos pesos
a(x), b(x) e c(x), Wu obteve um resultado de existéncia de solugoes nao-negativas desde
que A > 0 e u > 0 sejam suficientemente pequenos, mostrando ainda a existéncia de um
segundo par de solugoes considerando hipétese a(x) > 0.

Ainda se tratando de sistemas elipticos, T. S. Hsu (ver[30]) estudou (Sy,) considerando
Ap>01<p< N, r—1=s—1¢€(0,p—1) e um crescimento critico o, # > 1 com
a+ = p*. Impondo certas restrigoes aos pesos a(z), b(x) e ¢(x), o autor usa uma divisao
da Variedade de Nehari em uma adaptacao ao método usado por Tarantello para obter
resultados de existéncia e multiplicidade de solugoes para valores pequenos de \ e .

No presente trabalho, em relagao ao operador p-laplaciano, uma nao linearidade do tipo
|u|""?u ¢é dita ter crescimento natural quando r = p, e subnatural quando 0 < r < p.
Nossa atencao esta voltada para o caso em que temos um sistema onde em uma equacao
hé crescimento natural e na outra, subnatural. Este tipo de nao-linearidade também foi
considerada em [2], onde os autores investigaram a existéncia e multiplicidade de solugdes
positivas para

—Ayu = it +au 8 em Q
(AH)
—Ayv = P + fu’l em Q.

A existéncia de solucao foi mostrada assumindo 1 < g < p < N, p < a+ [ < p* em
que as poténcias « e [ sdo subcriticas e mais restritas (veja [2, hipdteses (1.3)-(1.5)]) e o
método consistiu em extrair uma sequéncia Palais-Smale na variedade de Nehari para obter
ao menos um par de solugoes. Em nosso trabalho, estamos supondo o caso mais geral em
que a, § > 1com a4+ < p*, e abordamos também a questao de multiplicidade de solugoes,
inclusive quando 5 > p.

A fim de estabelecer nosso primeiro resultado, apresentamos as hipoteses a serem



consideradas e as defini¢oes necessarias. Assim, comecaremos estudando o seguinte sistema:

—Ayu = da(x)u?! + c(x)u* 1P em Q;
—Apv = pb(z)vP + e(x)u vt em Q;
0Fu>0, 0£v >0, em ();
u=wv=0, sobre 0f),

(PM)

onde —A,u = div(|Vu[P72Vu) é o operador p-laplaciano com 1 < ¢ < p < N, e a, 3 > 1
satisfazendo p < a+ < p* = Np/(N — p). Consideraremos também \ e p parametros
positivos e @ C RY um dominio limitado de fronteira suave. Para g € L>(f2), definimos
g :=max{g,0} e QF := {x € Q; g(x) > 0}.

Os potenciais a(z), b(z) e c¢(z) satisfazem

Py)) a, b, ce L¥(Q),0Z£a",0£ bt e 0#ct;
(

(P1) O conjunto QF NQF possui ponto interior;
(P,) O conjunto Q; N QF possui ponto interior.

Definimos ainda

1 /Q b() | wlPda

0<—:= sup —F—,
Hib weWy? ()\{0} /\Vw!pdﬂc
Q

para mais detalhes, veja [3]. Para este problema, trabalharemos no espago de Banach
E =W,?(Q) x W, (Q) com norma ||u,v|| := (|ju|” + [v]|?)"/? onde

1/p
fulli= ([ 1vurac)
Q

e, a fim de obter solugbes para o problema (P,,), mostraremos a existéncia de pontos criticos
para o funcional energia I, : ¥ — R dado por

uv'zluvp—ﬁ xvp—é a(z)(ut)? — ! c(x)(ut)*(wh)?
D) = Sl =2 [ el =2 [ @y - —= [ ey

Nosso primeiro resultado pode ser enunciado como segue:

Teorema 0.1. Suponha N > p > com 1 <qg<p<a+ <p*ondea, € (1,0), e
assuma que as hipoteses (Py) — (Py) se verificam. Considerando i € (0, p1p), entdo eziste
N(p) tal que, para qualquer 0 < p < e X € (0, \*(;)] o sistema (Py,) possui pelo menos
um par de solugoes (uy,v1) com Iy, (uy,v1) <O0.

O ponto chave para provar este resultado é obter um ponto critico que sera solucao de
(Pau), o que serd feito via Principio Variacional de Ekeland combinado com estimativas
técnicas que surgem devido aos pesos (que nao tém sinal definido). Outro ponto sensivel da

demonstracao esta em distinguir a natureza dos pontos criticos obtidos. Diremos que um

4



ponto critico (u,v) é trivial se u = v = 0, e semitrivial quando das formas (u,0) com u # 0
ou (0,v) com v # 0.

Solugdes semitriviais ndo ocorrem em [5] nem em [15], pois as mesmas implicam a
existéncia de autovalores menores que o autovalor principal do operador laplaciano e p-
laplaciano, respectivamente. Em [29], usando argumentos sobre a variedade de Nehari, o
autor também exclui solugoes semitriviais (veja [29, Lema 2.3(ii)] e um argumento similar foi
usado em [2], contudo tal estratégia nao se aplica ao nosso caso. Neste trabalho, mostramos
que se o ponto critico for semitrivial, entdo serd possivel obter um par (u,v) com energia
menor que a minima, uma contradigao.

Nosso segundo resultado aborda multiplicidade de solugoes para o caso subcritico:

Teorema 0.2. Suponha que N > p com 1 < q¢<p < a+f < p* onde a, f € (1,00),
e assuma que as hipoteses (Py) — (P2) se werificam. Entao, para todo 0 < A\ < N(@) e
0 < p <@ < pp o sistema (Py,) possui pelo menos um par de solugoes (ug,vg) com
I, (ug, v9) > 0. Além disso, se N > p > 3, entdo existe outro par de solugoes (uq,v1) com
I (uq,v1) < 0.

Para mostrar este segundo resultado, usamos o Teorema do Passo da Montanha para
obter uma segunda solu¢ao (u,v), esta com energia positiva, isto é, I,(u,v) > 0. Diferente
de [2], obtemos este par de solugoes (u,v) sem exigir que S < p. Além das dificuldades
técnicas impostas pelos pesos que mudam de sinal, usamos o fato que pontos criticos
semitriviais possuem energia negativa para concluir que a solugao obtida nao é semitrivial.

No terceiro e ultimo resultado para o problema (P,,) se refere & multiplicidade de

solugoes para o caso critico:

Teorema 0.3. Suponha que
(c1) Para alguma bola Bs(xg) C 2 e 0 > p, temos

cloo — c(z) < M|z — 20/°, 2 € Bs(q),

(cs) e que
cs = inf min{a(z), b(z), c(x)} > 0.

xE€Bs(x0)

Suponha ainda que um dos casos abaizo se verifica:

(i) N >p*+p (0 que implica N>p>),2<p<3el>p;
(it) p>p*—2/(p—1),p>3 e0>p;
(iii) B<p<N,2§p<368>¥.

Sel<qg<p<a+p =p"eas hipiteses (Py) — (P,) se verificam, entiao para todo
0 < p < pp existe X*(p) tal que, para qualquer 0 < A < X*(p) e 0 < p1 < pyp 0 sistema (Py,)
possui pelo menos um par de solugoes (u,v). Além disso, nos casos (ii) e (iii) o sistema

(Pau) possui duas solugoes e no caso (i) o sistema possui duas solugoes desde que B < p.



Em [2], temos a(x) = b(x) = c(z) = 1, deste modo nossas hipdteses (Fp) — (P),
(c1) e (cs) sao mais gerais. Dentre as principais dificuldades, lembramos que problemas
com crescimento critico (que, neste sistema, significa a + § = p*) acarretam perda de
compacidade, assim o funcional I, nao satisfaz a condicao Palais-Smale em todos os niveis.
Para superar este tipo de problema, utilizamos uma técnica introduzida em [9] (veja também
[1, Lema 4.4]) de modo a calcular precisamente os niveis onde a condigdo de compacidade
é vélida, entretanto a presenga dos pesos a(x), b(z) e c¢(x) (que podem mudar de sinal)
impoem dificuldades adicionais a esta tarefa. Este mesmo tipo de dificuldade aparece em
[12] e em [14], porém a hipdtese (c¢;) é mais geral que nestes dois trabalhos.

Outra dificuldade esta relacionada a mudanca de sinal das fung¢oes peso, o que nao nos
permite aplicar o Principio de Méximo e excluir fun¢oes do tipo deadcore (isto é, que se
anulam no interior de ). A hipdtese (¢5) nos assegura que os pesos tém sinal positivo
em uma bola, portanto, nesta bola, pelo Principio de Maximo as fungoes sao positivas ou
identicamente nulas. Esta ultima condicao implica ainda mais dificuldade para estimar
o nivel mimimax do Teorema do Passo da Montanha. Outra contribuicao deste trabalho
estd relacionada a desigualdade que aparece em [4, Lema A.4 (4)] e que desempenha papel
fundamental na estimativa do nivel minimax. Esta desigualdade para equacao escalar nao
aparece em [1], [12] ou [14], pois é prépria de problemas envolvendo o operador —A,, e nao
pode ser aplicada diretamente no contexto de sistemas. O Lema 2.1 (que foi provado em
[24] e utilizado neste trabalho) é a extensao desta desigualdade para duas varidveis.

Na segunda parte deste trabalho, nosso objetivo é investigar existéncia de solucao que

muda de sinal para o seguinte problema:
—Apu = Ag(@)|ulP2u + f(x)|ul” ?u em RY, (1)

onde —Ayu = —div(|VuP72Vu), 2 < p < N, p* = Np/(N — p) é o expoente critico de
Sobolev, ¢g* := max{0,g} # 0, f* := max{0, f} £ 0, g© € LN?(RN) e f,g € L=(R").
Além disso, consideraremos \{ > 0 o autovalor principal de

—Ayu = Ag(2)|ufP*u em RY, / g(x)|ulPdx > 0 (2)
RN

com u > 0 a autofungao associada a A\{ e assumindo, sem perda de generalidade, que para
algum R > 0 as seguintes hipdteses sobre as funcoes f e g sao satisfeitas:

(F1) f(0) =|fleo € f(z) > 0 para todo x € Bag(0);

(Fy) f(x) = f(0) + 0(|x|%) para todo z € Byr(0);

(G1) g(x) > 0 para todo = € Byg(0).

O problema (1) foi estudado por Dréabek e Huang em [19], complemento de [17] e é uma
extensdo de [9] para o operador p-laplaciano, considerando = RY e fungoes peso. Em
[19] foram mostrados resultados de existéncia e multiplicidade de solu¢ao positiva para o
caso critico e, em [17], para o caso subcritico. Para obter tais resultados, no caso A < A\f
os autores usaram argumentos semelhantes aos de [9], considerando uma fungao cut-off e

mostrando que a condicao Palais-Smale ¢é satisfeita para qualquer nivel ¢ positivo desde que



¢ < (1/N)SMP| fle.

J& para A > A\, a ideia usada foi particionar a variedade de Nehari em trés subconjuntos
disjuntos, a saber, Ny, Ny e N7, e obter uma solugdo positiva em cada um dos dois
primeiros. Para estes trabalhos, algumas dificuldades a serem mencionadas sao as funcoes
peso que podem mudar de sinal, o que requer algumas hipdteses adicionais, em particular
sobre a fun¢ao f(x). Quanto ao caso critico, podemos citar ainda a falta de compacidade
da imersao, que em [19] foi contornada com uma versao do Principio de Concentracao de
Compacidade de Lions (no caso A < Af).

Em rela¢do ao método, nos baseamos em [37], onde os autores estudaram o problema

Ay — 2" 2
(CS5) { Au = A+ |ul* "*u, em

u =0, em Of),

em que 2 C RY é um dominio limitado de fronteira suave. Em [37], os autores
Solimini, Struwe e Cerami obtiveram solugao que muda de sinal para o caso particular
do problema (CSS) com A € (0,A) e N > 6. A ideia por tras foi construir um conjunto
M, = {u; v € N,} ndo-vazio, onde N, representa a variedade de Nehari que contém
todos os pontos criticos nao-nulos do funcional I, associado ao problema, para entao obter
em M, pontos criticos para [, cuja energia se encontre no intervalo em que a condicao
Palais-Smale se verifica. Assim, na segunda parte deste trabalho, nosso objetivo é mostrar
o seguinte resultado:

Teorema 0.4. Suponha que (1) satisfaz 2 < p < N, com N > p* +p e tome \[ > 0
o autovalor principal de (2). Se f,g € L*®RY) satisfazem (Fy), (F») e (Gi) com
gt € LNP(RN) e A € (0, \]), entdo existe uma solugio u para o problema (1) que muda de
sinal.

Para obter tal solugdo que muda de sinal, seguindo a ideia de [37], precisamos de
um conjunto nao-vazio My = {u; u* € N,} limitado inferiormente, e tomando ug a
solugao positiva encontrada em [19] e v, uma funcao cut-off, garantimos a existéncia de uma
sequéncia minimizante em M. Mostramos ainda que existe um elemento z € M, da forma
z = augy + fv. para algum «, 5 € R, contudo, ao contréario de [37], nosso problema estuda
o operador p-laplaciano combinado com fungoes peso que podem mudar de sinal.

Deste modo, nosso primeiro obstaculo é o crescimento critico que acarreta perda de
compacidade nas imersoes, entao o funcional I, associado ao problema (1) nao satisfaz a
condicao Palais-Smale em todos os niveis. A fim de calcular o intervalo de compacidade
do funcional e garantir que a energia da sequéncia minimizante em M esteja contida nele,
utilizamos novamente a técnica introduzida em [9] de modo a calcular os niveis em que
esta condicao é vélida, porém a presenca dos pesos f(z) e g(x) ndao sé tornam os célculos
mais técnicos como sua possivel mudanca de sinal ao longo do dominio impoe dificuldades
adicionais, daf a importancia das hip6teses (F), (F») e (G1). Tais obstaculos ndo apenas
justificam a pesquisa deste tipo de problema como a busca de uma solugao para (1) que
muda de sinal em ) também complementa os trabalhos de Drédbek e Huang.



Este trabalho, entao, se divide da seguinte forma: no Capitulo 1 estudaremos existéncia
de solucao com energia negativa para o problema (P,). Para isso, comegaremos definindo
nossas hip6teses sobre os potenciais a(z), b(x) e ¢(x) e alguns resultados de convergéncia,
mostraremos que dentro de uma bola o infimo do funcional associado ao problema ¢é negativo
e, para determinado intervalo de A, na fronteira da bola o infimo é positivo. Ainda no
primeiro capitulo, provamos que as solugoes obtidas numa bola sao do tipo (u,v) com u # 0
e v # 0 quando p > [ e demonstramos o Teorema 0.1. Em seguida, provamos que o
funcional satisfaz a segunda geometria do passo da montanha, apresentamos o intervalo em
que a condic¢ao Palais-Smale se verifica no caso subcritico e concluimos o primeiro capitulo
com a demonstragao do Teorema (0.2 onde mostramos a existéncia de uma segunda solugao.

No Capitulo 2, estudamos o caso critico do problema (P),) comecando com a
generalizacao da desigualdade que aparece em [4, pg. 947] (cuja demonstracao pode ser
encontrada em [24]), concluimos via principios de maximo que em uma bola é possivel
obter solucoes nao-semitriviais e definimos uma funcao cut-off seguindo a ideia apresentada
em [1]. Em seguida, fazemos uma estimativa para o decaimento de nivel no caso critico e
estabelecemos o intervalo em que a condi¢ao Palais-Smale se verifica, concluindo o segundo
capitulo com a demonstracao do Teorema 0.3.

O terceiro capitulo deste trabalho estuda existéncia de solucao que muda de sinal para o
problema (1) quando N > p*+p. Comegamos com a caracterizagao variacional do problema
e usamos a versao do Lema de Brézis-Lieb apresentada em [12, Lema 3.6] para contornar
a falta de compacidade das imersoes. A proxima etapa é definir a variedade de Nehari e o
conjunto M, conforme a ideia apresentada em [37], estudando o intervalo de compacidade
do funcional quando A € (0, A]). Usaremos entao o Principio Variacional de Ekeland para
obter uma sequéncia Palais-Smale em M, e mostraremos que tal nivel pertence ao intervalo
de compacidade obtido. Para isso, sao necessarias algumas hipdteses sobre os potenciais
f(z) e g(x) (asaber, (F), (F») e (Gy)). Por fim, utilizamos Teorema de Miranda (veja [20])
e provamos que existe z € M que é solucao do problema 1.

Acrescentamos ainda trés apéndices, o primeiro com alguns resultados usados ao longo
deste trabalho e os outros com os calculos de algumas estimativas presentes nos capitulos 2
e 3 para nao sobrecarregar o corpo do texto.



Capitulo 1

Sistema com crescimento subcritico

Ao longo deste capitulo, estudaremos o seguinte sistema:

—Apu = da(x)u?! + c(z)u*" 1P, em Q;
—Ayv = pb(z)vP~ ! + e(z)u*?~t, em
0fu>0,0#v>0, em (2;
u=uv=0, sobre 0f2,

(PAu)

onde —A,u = div(|Vu[P72Vu) é o operador p-laplaciano com 1 < ¢ < p < N, e a, 3 > 1
satisfazendo p < a+ < p* = Np/(N — p). Consideraremos também \ e p parametros
positivos e Q2 C RY um dominio limitado de fronteira suave. No que segue, para g € L>(Q),
definimos g™ := max{g,0} e QF := {z € ; g(z) > 0}.

Os potenciais a(z), b(z) e c(z) satisfazem

(Py) a, by, ce L*(Q),0Z£a™,0Z£ bt e 0 ¢t
(P1) O conjunto QF N QF possui ponto interior;

(P») O conjunto ©; N QF possui ponto interior.

Observe que as hipéteses (Py)-(P,), bem como as hip6teses (¢1) e (¢s) que aparecem no
enunciado do Teorema 0.3, sdo satisfeitas se tomarmos, por exemplo, a(z) = b(z) = sin(|z|)
e c(x) = cos(|z]).

Comecaremos este estudo fazendo a caracterizacao variacional do problema (Py,) e
demonstrando alguns resultados auxiliares que garantirao a existéncia de uma primeira
solucao com energia negativa e a demonstracao do Teorema 0.1. Em seguida, mostramos
que o funcional verifica as duas geometrias do passo da montanha e, no caso subcritico,
satisfaz a condicao Palais-Smale em qualquer nivel ¢ > 0. Usaremos isso para mostrar
a existéncia de uma segunda solugdo para (P,,), esta com energia positiva, provando o
Teorema 0.2.

Definimos ainda

] / b(x)|wPdx
0< — = sup e
Hib wewgr@\o} [ |VwlPde
Q

Y



e, como a parte positiva do peso b(x) é nao nula, o valor acima é positivo (para mais
detalhes, veja [3]). Para este problema, buscaremos solugoes no espago de Banach F =
WP (Q) x WP (Q) com norma [u, v]| := (|Ju][? + ||v]|?)"* onde

1/p
lul| = (/|Vu|pdx) |
Q

Definimos o funcional energia I, : £ — R dado por

Butu.0) = ol =2 [ s@lor =5 [ @)y - — [ oty

Além disso, pelas hipdteses (Fp) — (P») conseguimos mostrar que [y, estd bem definido
(S I)\# € Cl(E,R)

Observagao 1.1. Se o par (u,v) € ponto critico de Iy,, entdo para algumt >0 es>0 o

par (tu, sv) € uma solugao fraca para o problema (P,,).

De fato, se (u,v) € E é ponto critico do funcional I,,, entao (u,v) satisfaz

«

—Apu = a(z)u? ! + ot D

c(z)u*1of

(1.1)

— Ay = pb(z)vP~ + c(z)u*vP1,

a+p
Considere agora o par (z,w) € F solu¢ao do problema (S) com A, o> 0 dado por

—Apz = Aa(z) 247" + e(z) 2w

(S)

—Ayw = fib(z)wP™t + c(x) 22w L.

Tomaremos agora z = tu e w = sv. Nosso objetivo é definir valores para t e s de modo

que o par (tu,sv) € E seja uma solugdo fraca do problema (P,,). Pela equacio anterior,

temos R
—Apz = da()td ut !t + (@)t sPur P
(1.2)
—Apw = ,ab(x)sp_lvp_l + C(:U)tasﬂ_luavﬁ_l,
e ainda, por (1.1), temos
—Dpz =t (= Apu) = 7 {)‘a(m)uq_l + iﬁc(x)uo‘_lvﬁ]
a
(1.3)

—Apyw = sPH(—=Ap) = P71 {ub(x)vp_l + = b c(x)uavﬁ_l] :

10



Assim, por (1.2) e (1.3), o par (tu, sv) serd solucao fraca de (P,,) desde que

o
a+p

o) + (a0 = 0 oo+ el

ab(x)sP~ 1P~ 4 c(x)tdsP Lyl = Pl {,ub(a:)vpl + f_ﬁc(x)uo‘vﬁl} ,
a

onde as equacoes serao satisfeitas tomando-se

polgh = X ol o gaghl P sP1 (1.4)
a—+ a+p
isto é, se
ags _ At B _,_8 <s>p
S = = = — —
a+B a+p a \t/) ’

de modo que

s = (%)Upt‘ (1.5)

Substituindo (1.5) na primeira equagao de (1.4), como «, § > 1, obtemos
B

C[/a\ Y N NN T
t [(B) t] Tawd T a+5<5>] -

e substituindo este valor em (1.5), concluimos que se (u,v) é ponto critico de I,,, entdo o
par (tu, sv) é solucdo fraca do problema (P,,) desde que se tome ¢ > 0 e s > 0 satisfazendo
8

O ONEO
a+f \«a &4 a+ 8\« '

Ao longo deste estudo, diremos que uma solugao (u,v) é trivial se (u,v) = (0,0) e
semitrivial quando é da forma (u,0) com u # 0 ou (0,v) com v #Z 0.
Seja S a melhor constante de Sobolev, isto é,

/ Vel?
S = inf R

pEDLP(RN)\{0} AP
(L)
]RN

(1.6)

11



e por [15] (ver Segao 3) podemos definir

— ; p p . | b8 gy —
S@)i= _int A [ (919 do [ oplofan =1}

p,pEWLP

/ (VP + |VoP) de
= inf £

1.7
p,peW P (Q)\{0} al 4|8 0
lePloldz

Lema 1.2. Seja Q) um dominio (nao necessariamente limitado) e a+ < p*. Entdo existem

A, B > 0 tais que
AP + BP

Sa Q - p_
+,6’( ) (AaBﬁ)W

Demonstragao. Seja (z,) uma sequéncia minimizante para S e tome A, B > 0 a serem

escolhidos posteriormente. Tomando u,, = Az, e v,, = Bz,, pela defini¢ao de S,s concluimos

Vu,[P + |Vvu,|P) dx / Vz, P
(Q)</RN<| T 2

o p/a+8
p*)

Sa+/3 = P
/ |un]0‘|vn|5dx (AaBﬁ)omLﬁ |z
RN RN "

de modo que, tomando o limite quando n — oo, temos

que

AP + BP

+5(Q) (A7)

Resta mostrarmos a desigualdade contraria. Para isso, observe que podemos escrever

AP + BP AN [ A\ ats
s (5) (3)7

Defina a funcio g(z) = xP8/(@+8) 4 g=pe/(e+8) 1 > 0. Note que g atinge seu minimo em

(5 - ()7 ()

Seja (uy, v,) uma sequéncia minimizante para S,45(Q2) e defina w,, = s,v,, para alguma

x = {/a/f com

sequencia s, > 0 de tal forma que

/ ‘unloﬂrﬁdx _ / |wn’a+ﬁdx
RN RN

Pela desigualdade de Young, obtemos

[ ltonPae < 2 [ g 2 et [
RN o+ ﬁ RN o+ ﬁ RN RN

12



de tal forma que

p D

p
a+B a+B a+B
(/ |un|"‘|wn|5dx) g(/ |wn|0‘+5dx) :</ |un|a+ﬁdx)
RN RN RN

Assim, temos

/ (IVun|? + |Vo, [Py dz 5P/ FF) / (IVun|? + |[Vu|?) dz
RN RN

/ |un|a|vn\”@d:v / |un|a|wn]5dx

RN RN

Sgﬁ/(a+6)/ (|Vun|p) dx Snpa/(a+ﬁ)/ (|an‘p) dr
RN R

N
+
/ || TP da
RN

/ |wn‘0¢+5dx,
RN
/ (IVunl? + [V, [?) da

RN

/ Pz
RN
Escolhendo A, B > 0 tais que A/B = {/a/, concluimos que

v

isto é,

> g(s,)S 2 g (Y/alB) 8.

p p
/RNOW"' Ve gy pe

/ |un]°‘|vn|5dx o (AaB/B)oTrB
RN

e tomando o limite quando m — oo na desigualdade acima, a demonstragao esta
concluida. O]

No que segue, consideraremos Bg := {(u,v) € E; [|(u,v)| < R}.

Lema 1.3. Sejal < g <p< N eint(Q}) # 0. Entdo, para quaisquer A, > 0

m(A, i, R) :=inf I),(u,v) <0
Br
Demonstragio. Como I, € C'(E,R), entdo I, leva conjuntos limitados em conjuntos
limitados, portanto, m(\, u, R) > —oo. Desde que int(2]) # (), existem zy € int(2)) e
r > 0 tais que B,(z9) C QF. Tomando ¢ € C(B,(zo)) com ¢ > 0 em B,(z), temos

Ly(to te)  2tPa atB—q

A P t
= el 2 [atleltds - 2 [y@lops -
4 Ja b Ja

o)l dz

& P a+ B Jo
21P—4 A =4 tat+B—q
=2l = 2 fa@eltds - 2 [o(wlopds - (@) |+ da.
P q J B, (x0) D JB.(x0) a+ 8 Jp,(z0)

13



De modo que
Iy (to,t A
PV :__/
B

t—0+ t4

a(z)|pl?dx < 0.

(o)
Portanto, para ¢ > 0 suficientemente pequeno, concluimos que (tp,tp) € Bg e
I (te, te) < 0, logo m(A, p, R) := inf Iy, (u,v) < I,(te, tp) < 0. O
Br

O préximo lema garante que o par (u,v) que minimiza o funcional I, nao é solucao

semitrivial de (Py,).

Lema 1.4. Suponha que (Fy) e (Py) se verificam, N > p > e 0 < p < pp. Seja
(uo,v0) € Bg tal que Iy,(ug,v9) = m(A, p, R). Entao ug # 0 e vy # 0.

Demonstragao. Suponha uy = 0. Neste caso, terfamos 1,,(0,v9) = m(\, i, R) < 0, e como
vy € Wy (Q)\{0}, pela definicao de iy,

[[voll” = Mlb/ b(x)|vo|Pdu.
0

Por outro lado, sendo 1,,(0,v) < 0, terfamos

leoll? < 1 / b(a) oo Pde < s / b(a) oo P

uma contradi¢ao, portanto ug # 0. Suponha agora que vy = 0 de modo que

1 A
g R) = 0, 0) = o] = 2 / o) (ud )ide,
Q

Por (P;), uma vez que 2} N QF possui ponto interior, existe uma bola B, C Qf N QF.
Afirmamos que c(z)(ug)® # 0 em B,. Assumindo isto como verdadeiro, podemos tomar
0 < ¢ € C(B,) de modo que [, c(z)(ug)*p” > 0 e definir

b
a+ 3

Tuero) = lleal =2 [ balepds - < [ (o)) P
p Db Ja Q
Desde que 3 < p, temos J,(€,p) < 0 para € > 0 suficientemente pequeno. Além disso,
I (ug, ep) = m(A, p, R)+J,(€, p). Assim, tomando e > 0 suficientemente pequeno, teremos
(uo, ep) € Br com Iy, (ug, ep) < m(A, p, R), um absurdo. Portanto, vy # 0.
Resta apenas provar a afirmacgao. Caso a afirmagao seja falsa, entao teriamos ug = 0 em
B, e, como antes, poderiamos tomar 0 < ¢ € C°(B,) de modo que

/ a(x)pldr > 0.
Q

14



Observe que, uma vez que estamos assumindo ug = 0 em B, e supp(y) = B,, temos

o + e = / V(o + ep)|Pde
Q

= |V (ug + ep)|Pdx + / |V (ug + ep)|[Pdx
O\B,

B

= | |V(ep)PPdz + / Vo [Pdz
Q\B,

By
= ellll” + lluoll”-

Analogamente,

/ a(2) (o + )7z = / a(@)[(uo + ep)ode + [ a(e)(uo + ep)H]0da
Q - Q\Br

-/ a(a) (e + / Ay
= eq/r a(z)ldr + /Q\BT a(z)(ug)idz.

Assim, Iy, (ug + €p,0) = Iy, (uo, 0) + Inu(ep,0) = m(\, i, R) + Iy,(ep,0). Uma vez que
g < p, para € > 0 suficientemente pequeno, temos

eP €
Dy(ep,0) = — ||’ — 5/ a(z)pldr < 0,
Q

p
logo, quando € — 07, temos (ug+e€p,0) € B com I, (ug+ep,0) < m(A, p, R), um absurdo.
Portanto, a afirmacao é verdadeira. n

Até o momento, nao foi necessario impor quaisquer hipéteses sobre o parametro A além
da positividade do mesmo, mas para o lema a seguir precisaremos assumir que tanto A

quanto g sao pequenos.

Lema 1.5. Seja w € (0,u1). Entao existe \*(@) tal que, para todo A € (0, \*(fx)) e

0 < pu <, existe R > 0 satisfazendo | ir\llf R[)\M(u, v) > 0. Além disso, lim \*(f) = 0.
u,v||= H—rp1b

Demonstra¢ao. Tomando 0 < u < i com 71 € (0, p1p), pelas imersoes de Sobolev e por (1.7)
existem constantes Cy = Ci(a(x),q) > 0 e Cy = Cy(c(x), Sap) > 0 tais que

1 1 1% /\Ol
I, (u, v 2—up—|——(1——)vp——uq—0 w, v||*t?
u(u, v) pH | p o o]l . ] ol|u, v

1 \C

“7 (1 a i) lu, v]|P — S, v]|T — Chl|u, v]|*+o
p H1p
1 I \C'

> 2 (1= L) ol = 25 ol Call ol
p Hib q

15



entdo, se ||u,v|| = R, temos

I)\H(u,v) 2 f(R) = 1 <1 — i) RP — &Rq - CgRaJrﬁ.
p H1b q

Como g < p < a+ f3, teremos f(R) > 0 desde que

1 I 2)C 1 I
- (1 - ﬁ) R > Re o = <1 . i) R? > 20, R+, (1.8)
p H1b q p H1p
isto é, desde que consigamos obter R > 0 satisfazendo
2pAC : 1 T\
A = | A | g [_ (1 - i)} — ().
( [ ) 2pCy Jon
qg|\1l——
H1p

Vale observar que desigualdade ¢é possivel para A > 0 que satisfaz

5
{% (1_i)1 e | (1.9)
pLa2 H1p q(l—i>
H1b

Assim, (1.8) ¢é valido para algum R € (A;(\ @), A2(m)), e por (1.9) conclui-se a
demonstracao do lema tomando

]

Observagao 1.6. Note que na demonstra¢ao do Lema 1.5 a constante Cy := Cy(a(x),q) > 0
satisfaz

/ a(@)ul'de < Cylul, Yu € Wi (Q)
Q

e, definindo g(t) := (|t|’/p) — (A\C1|t|?/q), temos g(R) > f(R) > 0. Além disso, temos
g'(t) = [tP~*t = ACq [t

de modo que ¢'(t) > 0 se, e somente se, |t|P=9 > X\Cy. Tomando |t| = R, onde R >0 € o
mesmo obtido no lema anterior, por (1.8) vemos que

2
RP™ > \Oy——L—— > ACy2p > AC,
()
H1b
pois 1 <pep€ (0,u). Assim, g € crescente no intervalo [R,+00) e, tomando ||u|| > R,
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obtemos Iy, (u,0) > g(||u|) > g(R) > 0. Isto nos permite escrever

inf  I,,(u,0) = inf I,,(u,0) <0,
ueW, P(Q) l[ull <R

mostrando que solucoes semitriviais apresentam energia negativa.

Recordamos que MT(RY) é o espago das medidas positivas de Radon, que pode ser
caracterizado como um funcional linear continuo positivo sobre C.(RY) usando o Teorema
da Representagao de Riez (veja o Teorema 1 da segao 1.8 de [27]). Diremos que p,, —
fracamente em M™(R"Y) quando

bty — / oy, Vo € C(RY).
RN RN

Se f € L*(RY), definimos a medida positiva de Radon como

() 1= /X fldz,

deste modo, quando f, € L*(RY), dizer que f, — p fracamente em M*(RY) significa que

/RN | fulde = /RN pdpy, — /RN odp, Vo € Co(RY).

Para mais detalhes sobre a convergéncia fraca em M™(RY), consulte as se¢des 1.8 e 1.9
de [27] e o capitulo 1 de [25].

Definigao 1.7. Dizemos que uma fun¢io H € C*(E,R) € k-homogénea quando para todo
t>0 e (z,y) € E aigualdade H(tx,ty) = t*H(x,y) se verifica.

A seguir, mostraremos dois resultados auxiliares (cujas demonstragoes podem ser
encontradas em [15]) que serdao usados para provar uma versao do Segundo Lema de
Concentracio e Compacidade de Lions . No que segue, consideraremos H (u, v) : D'P(RY) x
DYP(RY) — R uma fungao (o + 3)-homogenea de classe C*.

Lema 1.8. Dado € > 0, existe C. tal que
[H(u+s,0+t) = H(u,v)| < eful*™ +[0]*"7) + C(|s]*77 + [¢]*H7). (1.10)
Demonstragao. Pelo Teorema do Valor Médio, para algum 6 € (0, 1) podemos escrever
|H(w+s,z+t) — H(w, 2)| = (VH(w + 8s,z + 0t), (s,1))].

Usando as propriedades de fungdes (v + ()-homogéneas, concluimos que VH é uma
fungao (o + B — 1)-homogénea e existe My > 0 tal que |[VH(s,t)| < My, onde

My := max{VH(s,t), s,t € D"P(RN); |s|*TF~1 4 |¢|oF~1 =1},
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Assim,
|H(w+s,2+1t) — H(w, )| < |VH(w + 0s, 2 + 0t)].|(s,1)]
< My (Jw+ 0s|*T07 4 |2+ 0t1*TP7Y) (|s| + [¢]).

Usando a desigualdade |A + 0B|" < Cy(|A[F + |B|*) vélida para todo k > 1, 0 € (0,1) e
A, B € R, obtemos C' > 0 tal que

|H(w + s,z +1t) — H(w, z)| < C (|w\a+’371 + [s[*FA7T | zo Bt 4 ]t\a%’l) (Is| + |¢])-

Finalmente, aplicando a desigualdade de Young na iltima desigualdade, obtemos o
resultado desejado. O

Lema 1.9. Seja v uma medida sobre Q, e considere (u,), (v,) sequéncias tais que
un(r) — u(z) e vo(z) — v(z) quase sempre em Q e ||| ors@av), [|VnllLatsa) sG0
limitadas. Entao

/QH(un,vn)dy _ /QH(un vy — w)dy = /QH(u, 0)dv + on(1).

Demonstragao. Fixando € > 0, tomaremos C, como no Lema 1.8. Definiremos também a
funcao
fr = |H (tun,vn) — H(uy — u, v, —u) — H(u,v)|.

Aplicando (1.10) em f,, com w =u, —u, 2 =v, —v, S =u e t = v, temos

fo < |H(up,v,) — H(up — u, v, — )| + [H(u,v)|
< |H(u,v)| +€ (\un — u|a+ﬁ + |vp — U|a+5) + C, (!u|a+5 + |v|a+5) )

Como H é uma fungao (o + (3)-homogeénea, entdo H(u,v) < M (Ju|**? + [v|*™¥), onde
M :=max {H(u,v), u,v € DP(RY); |u[**F + v]**F =1} > 0. Assim,

Wie = fo — € (|l — u|*™ + v, —0|*™P) < (M + C.) (|u]**? + |v|*TP) € L'(Q, dv)

e W, — 0 quase sempre em €2 quando n — oo. Pelo Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue, concluimos que

lim [ W,.dv — 0.

n—o0 0

Desde que f, = W, + ¢ (|un —ul** + v, — U\O‘Jrﬁ) e, por hipétese, |[unlro+e(.dm),
|V || Lo+s (0,40 80 limitadas, obtemos

limsup/ Jndv < elimsup/ (Jun — u|** + v, — 0]**P) dv < Cee.
Q Q
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Uma vez que € > 0 é arbitrario, temos

on(l) = /andl/ = /Q |H (wp, vy) — H(up — u, v, —u) — H(u,v)|dv,

de onde segue o resultado desejado. O

O resultado seguinte é uma versao do Segundo Lema de Concentracao e Compacidade
de P.L. Lions ([31], Lemma I.1) cuja demonstragao seguird a ideia proposta no Lema 2.1 de
[38] (veja também o Lema 2.1 de [10]).

Lema 1.10. Suponha que a sequéncia (u,,v,) C DVP(RY) x DYP(RY) satisfaz

(Uny Un) = (u,v) fracamente em D (RY) x DLP(RN),
(un(2), vn(2)) = (u(2),v(2)) q.t.p. em RY,

|V, [P — w fracamente em MT(RY),

Vo,|P — o fracamente em MT(RY),

| |*|0p|? — v fracamente em M™T(RY).

Entao existem um conjunto J no mdzimo enumerdvel, uma famdlia {z;};c; C RY de pontos

distintos e {w}jes, {o}ier, {v}jes C[0,+00) tais que

vo= Jul*lol® + ) v, (1.11)
J€J

w > |Vul’ + > s, (1.12)
Jj€J

o = VP +> 050, (1.13)
Jje€J

onde 6, representa a medida de Dirac no ponto x. Além disso, w; + o; > Saﬁ(yj)l%.

Demonstragao. Considere ,, = u,, — u e U, = v, — v de modo que ,(x), 0,(x) — 0 quase
(R™). Usando (1.7) e a desigualdade (A + B)? < AP + C,BP vélida
para quaisquer A, B >0 e p > 1, vemos que

[l

sempre em RY e em L? |

_p
a+p

<53 [ (V@a)p + V(6n)p) da

< S / (|¢Viy, + 0, VoP + |¢V D, + 9, V¢|P) dx (1.14)
RN

<C [AL¢IP(IVﬂnIP+ VU [") dﬂf+/RJ|VV¢|p(|ﬂnl”+ 0n[") dz |

onde

196 Gl + 6 d = o1

uma vez que U, (x), U,(x) — 0 em L (RY). Assumindo as convergéncias |V, — @,

loc
Vi, [P — G e |ti,]%9.]° — 7 no sentido de medidas e tomando o limite na desigualdade
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anterior, concluimos que

[/ ]¢\°‘+ﬂdﬁ} o <C U |p|P (da + d&)] ’ , V¢ € C(RY).
RN RN

Pelo Lema 1.2 de [31], existe um conjunto J no méximo enumeravel, uma familia
z:Yic; C RY de pontos distintos e {v}.c; C [0, +00) tais que
353 j

D= b, (1.15)

jed

Note que podemos considerar a funcao (o + 3)-homogénea H(u,v) = |u|®[v]® e ¢ €
C>(RY) de modo que, aplicando o Lema 1.9, obtemos

/ 161 | v P = / 618l o] d + / 161 lun — ul° [0 — v]der + 0n(L).
RN RN RN

Assim, temos v = |u|*/v|? + 7 e por (1.15) obtemos (1.11). Para mostrar o restante do

lema, vamos escolher n € C2°(By), com n(0) =1, 0 < n < 1 satisfazendo

o) =0 (1)

Por (1.11), (1.14) e as convergéncias em medida dadas na hipdtese, vemos que

/ 9|28 |ty |* v [P d — 9| u|*|v|Pdz + v; quando n — oco. (1.16)
Be(z;) Be(z;)

Usando novamente (1.7) e a desigualdade (A + B)? < AP 4 C,BP, obtemos

a+p
[/ |¢!a+ﬁ\un\a|vn!ﬁd$] < 5551/ (IV(¢un) " + [V (dv,)[") d
B e(zj)

() Be(z;

< S / (|oVun +u Vol + [0V, + v, Vo[F) dv
B

e(zj)

<S¢, / O (IVaal? + |V, l?) de

Be(zy)

+ S50, [ [VOP (Junl’ + [0a]?) da.
Be(z;)

Tomando o limite quando n — oo, por (1.16) concluimos que

P
Sun | [ Jol" P ullolPde +s| <Gy | [ V6P (up +oP)de+ [ (o (dw +do)
Be(y) Be(zy) Be(zy)
el / IS0 (uf + o) e+ (B () + 0Bl
Be(z;
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onde

[ 1ol ulelolPds = [ (96l (up + [of) dz = 0.(3).
Be( B

:Cj) E(xj)

Finalmente, tomando o limite quando ¢ — 0, obtemos

Sag(l/j)a%ﬁ <limw(B(z;)) + limo(B(z;)),

e—0 e—0

e considerando
w = limw(B(z;)) e 0 = limo(B(z;))

e—0 e—0
. . _p_
verifica-se a desigualdade w; + 0; > S,5(v;j)=+5. Consequentemente,
w > E Wiy, € 0 > E 050q;
jeJ jeJ
e as convergéncias fracas implicam que w > |Vul? e ¢ > |Vu|P. Desde que |Vul? e |[Voul?

sd0 ortogonais a ). ;widy; € Y . ; 050, respectivamente, vemos que (1.12) e (1.13) se
verificam. n

Lema 1.11. Supondo I} ,(un,v,) — 0 e definindo a(x), b(x), c(z), u, € v, se anulando em
RN\ Q, sob as condigoes do Lema 1.10 o conjunto J é no mdximo finito.

Demonstracio. Para cada ¢ > 0, definimos ¢.(z) = ¢((x — z;)/¢) onde ¢ € C(RY,[0,1])
com ¢(z) = 1 em Bi(0) e ¢(x) = 0 em RY\By(0). Desde que (up,v,) — (u,v) em
DYP(RY) x DWP(RY), temos (u,,v,) limitado e, pela definigio de ¢, concluimos que
If\u(un,vn)(ungzﬁe,vnqﬁe) — 0. Assim,

/ Vtnl? 2TV (t06) + [Vl V0,V (065) = / M) [t]? + b()]vn?) dedda
Q Q

-+ / () [t |* v P 6P da 4 0,(1).
Q

Usando a desigualdade de Holder e considerando o suporte de ¢, temos

p—1

< ( / |Vunrp>p ( / w)p Vodel B.(p) <0 (7).
Be(zj) Be(z;)
<o (7).,

de modo que, considerando as convergéncias |Vu, |’ — w e |Vu,|P — o, obtemos

/ Uy |V, [P*Vu, Vo,
0

Analogamente,

/ V| VU, |P 2V, Vo,
Q

lim lim sup (/ |V, P2 Vu, V (unge) + |an|p_2anV(vngbe)) =w; +0j.
0

e—0 500

Por outro lado, como a imersao W, ?(Q) < L*(Q) é compacta para 1 < s < p*, vemos
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que

lim lim [ (Aa(2)|u,|? + pb(x)|v,|P) ¢e = 0

e—0 n—o0 Q

e, como |u,|*v,|® — v fracamente em M*(RY), entdo

lim [ o) un]*onf 60 — / ()6 dy < [cl /
9] RN

n—oo R

0y = [eloor; + 0,(1).

Portanto,

Wi + 0j = 11_{% lim sup (/(‘2 ‘Vun’pi2vunv(un¢e) + ‘VUnIPQVUnV(Un(be))

n—oo

e—0 5500

i lim sup ( [ Ottt + ol o+ [ c<x>|un|a|vn\%?+ﬁ)

e—0n—oo

= lim lim </Q (Aa(z)|un|? + pb(z)|vn|?) e + /S)C(«T)‘un‘a|vn|ﬁ¢?+ﬂ>

Z |C|ool/j.

_p
Pelo Lema 1.10, concluimos que |¢|oov; > Saﬁyjf”ﬁ. Assim, temos v; > M > 0 para todo

j € Jealgum M = M(Sus,p,|c¢|). Além disso, como lej < v(RY) < +o0, entdo o
jed
conjunto J é vazio ou finito. m

Lema 1.12. Suponha que (un,v,) — (u,v) fracamente em E e I} (un,v,) — 0 em E7,
entao

ou,,

|Vun|p—26_ — |Vu|P—2§—u fracamente em [Lp/(p_l)(Q)r :
- A

K3 K3

Ovn |Vv|p_2@ fracamente em [Lp/(p_l)(9>]

*

Vo, P2
Demonstragao. Seja K C Q\{x;};e; um conjunto compacto fixado. Como

[ onl? = (a0l + 3 158
JjeJ

por [27, Teorema 1 (ii), pg. 54] e pelo Lema de Fatou, obtemos
lim / || * [0 | ? :/ lu|*|v]? para todo K C Q\{z;},c; compacto. (1.17)

Considerando P(z,y) := (|z|P72x — |y|P~?) - (z — y), por [39, pg. 210] existe C, > 0 tal
que, para todo z,y € RY

Op|x —yl? , sep=>2;
P(z,y) > (1.18)
Colr —yP(|z] + y[)P=> , sel<p<2.

Como J é um conjunto finito (ou vazio), podemos tomar ¢ € C'°(€2, [0, 1]) de modo que
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¢p=1em K e Ky :=suppp C Q\{z;}jcs. Assim,

0< /K P(Vuy, V) < (I3, (tn, 00), (wn — )9, 0)) = (I3, (w,0), ((uy, — )6, 0))
I\ /Qam ot = 1) = ™ (1 — )]

n /Qc(x)(]un\allvn’ﬁ — Jul* Mol (, — u)p

«
a+p
= on(0)+ o [ e@)(ual enl? =l ol — 0

|C|oo/ (ln|*[on]® = [ul*[0]") = 0n(1),
K1

<On<1)+ai,3

onde usamos (1.17) com K = K, na tdltima desigualdade. Como / P(Vu,,Vu) = o0,(1),
K
por (1.18) e pela desigualdade de Hélder, obtemos

/ \Vu, — VulPdz = 0,(1) para todo K C Q\{xz;};e; compacto,

K

desta forma podemos supor Vu, — Vu quase sempre em K C Q\{z,};es. Portanto, por
um argumento diagonal, a menos de subsequéncia temos Vu, — Vu q.t.p. em . Como

(u,) é limitada em W, ”(Q), entdo existe w € [Lp/(pfl)(Q)r, tal que

0
|Vun|p_2& —~w

(2

Pela unicidade do limite, concluimos que w = |Vu[P—2 o que finaliza a demonstracao

U
3% ’
da primeira afirmacao. A segunda convergéncia é mostrada da mesma maneira trocando-se

Uy, POT U, € U POr V. O

Estamos agora em condigoes de demonstrar nosso primeiro resultado:

Teorema 0.1. Suponha N > p>fcoml <qg<p<a+p <p“ondea, e (l,)),e
assuma que as hipdteses (Fy) — (P,) se verificam. Considerando i € (0, p11p), entéo existe
N(p) tal que, para qualquer 0 < p < e A € (0, ()] o sistema (Py,) possui pelo menos
um par de solugoes (u1,v1) com Iy, (uy,v1) < 0.

Demonstracao. Seja 0 < u < < pp e 0 < A < A*(m), onde A\*(@z) é o mesmo obtido no
Lema 1.5. Tomando R > 0 como na demonstragao do Lema 1.5, considere ||(un,v,)|| < R
de modo que Iy, (un,v,) — m(\ pu, R) < 0 (note ainda que, pelo Lema 1.5, podemos
admitir ||u,,v,|| < R). Assim, pelo Principio Variacional de Ekeland, podemos supor
I3, (tun, v,) — 0. Usando a reflexividade do espago E, existe um par (ug,vp) € E tal que
U, — Uy € vV, — Vg fracamente em F.

Além disso, como max{p — 1, ¢ — 1, a + § — 1} < p* e a imersdao W, ?(Q) — L3(Q) é
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compacta para s € [1,p*), existe w € L'(Q) que satisfaz
|un|? + |Un|a+ﬂ_1 + |va|P + |vn|0‘+ﬁ_1 <w em €.

Note ainda que
[un]? < JunlP +1 <w+1€e LYQ),
o Pt <P+ 1 <w+1€ LY,
|un|a71|vn|ﬂ + |un|a|vn|ﬁi1 <2 (|Un|a+ﬁ71 + |Un|a+ﬂ71) <dw € Ll(Q)-
Assim, para quaisquer ¢, ¢ € C2°(2) e usando o Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue, temos

lim [ () ()l = / () (ud ),

n—oo Q

lim | b(z)[onlPle = /Q b(a) w6,

n—oo 0
(1.19)
i [ ) @) = [ o)) @)
lim [ ofa)(w)* ()"0 = [ cla)(u)* @),
Deste modo, definindo J(u,v) := ”(“’;’)”p e usando as convergéncias em (1.19), para

quaisquer @, ¢ € C°(£2) podemos escrever
<[§\M(U0, UO) - J/(u()v UO)v ((pa ¢)> = nlggo<1$\,u(um Un) - J/(um Un)? (90, ¢)>
= _J/(u07v0)~(907¢)7

onde usamos a hipétese I} ,(un,v,) — 0 e o resultado obtido no Lema 1.12.  Assim,

concluimos que

<];\p,(u07 7}0)7 (907 Qb)) = nhj{.loU;“(Um Un)v (907 ¢)> =

para quaisquer ¢, ¢ € C°(€2) e, por densidade, temos I} ,(ug,v) = 0. Além disso, por
hipdtese, I}, (tn, vn) = 0n(1) € Inu(un, va) = m(A, p, R), entdo

n—o0

—tmint | (2= ) (Mol = [ sl
() frs]

Das propriedades de convergéncia fraca, obtemos ||(ug,vo)|| < liminf||(u,,v,)||. Por
n—oo

L
m()‘7 /~L7 = lim inf < un7 Un - m(lku(um Un)<un7 Un)>>
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outro lado, a imersao compacta W, ?(Q) < L*(Q) com s € [1,p*) garante que

lim a(x)(u:{)q:/ga(x)(uar)q e lim b(x)|vn|p:/ﬂb(x)|v0|p,

logo,
1 1 p_ rpy) _ 1 _ 1 +\q
) 2 (3= ) (Il = [ ool ) =2 (3= 25) [ atea)
= [)\M(UO,U()) — %_FBI;\M(UQ,’UQ)(U(),U())
= ]/\M(Uo,vo).

Portanto, m(\, i, R) = I,(ug,v0) e pelo Lema 1.5 concluimos que |Jug, vo|| < R. Note
agora que

0 = (I3, (uo, o), (0,v5) = / |VuolP 2V Vg — ,u/ b()|volP2vovy
Q Q

= e |P 4 / b(a) (07 )7

logo vy =0, pois 0 < p < pgp, portanto, vy > 0. Além disso,

0= (Iyluo, ). (1.0) = [ 1Vl *Vao¥ug =2 [ ale)u) g =~ P
Q Q
de modo que u, =0, implicando uy > 0.
Por fim, como Iy, = m(\, u, R) < 0, temos (ug, vp) # (0,0) e ainda, o Lema 1.4 garante
que (ug,vp) é solucdo nao semitrivial para o sistema (P,,). O

Observacao 1.13. Da mesma maneira, podemos concluir que para R > 0 obtido no Lema
1.5 o infimo m(A, u, R) < 0 € atingido em um ponto nao-trivial (ug,vy) para quaisquer
0 <A< X)), 0 < pu<pm<pupcomp<N ep < [, mas neste caso, apesar de
consequirmos garantir que uy Z 0, 0s argumentos anteriores ndo nos permitem afirmar

também que vy Z 0. Assim, o ponto de minimo pode ser da forma (ug,0) com uy Z 0.

O resultado anterior mostra a existéncia de uma primeira solucao para o problema (P,,),
esta com energia negativa. A partir deste ponto, nosso objetivo é obter um segundo par de
solucoes para o mesmo problema, agora com energia positiva. Nosso préximo lema prova

que o funcional Iy, satisfaz a segunda geometria do Teorema do Passo da Montanha.

Lema 1.14. Suponha que c(x) satisfaz (Py) e considere Bs C QF. Se ¢ € C°(Bs) € uma

funcao nao-trivial e ndo negativa, entao 1tlim I (ug + to, vy + ty) = —oo0.
—00
Demonstragao. Primeiramente, sendo ¢ > 0 e t > 0, temos p© = p e ¢~ = 0. Assim,

(ug +tp)t = (ug +tp). Como ¢ = 0 fora da bola Bs C 0}, usando a desigualdade
(@ +y) =" +y
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valida para todo z, y > 0 e r > 1, e a desigualdade de normas

Iz 4+ ylI” < (2l + lylD” < 2°(l=[[” + [ly[["),

obtemos constantes C7, Cy > 0 tais que

2p A
Dtto + 0, v0 + 10) < == ([luo[” + fJeo[” + 20t l)”) = E/G(x)(u(f + 1)
Q

—glfwmmv+mMﬂ

1
— () (ud + tp)*(vf + te)?
7 W e )

<Ci(tP+t7+1) — ﬁ (@) ((ug)™ + %) ((vd)? +t7¢7)
Bs

toth
< Cy(tP +t9+t* +7 +1) — e c(x) P,
Bs

e o resultado segue pela ultima desigualdade e pelo fato de o + 8 > p > ¢. O]

Dizemos que o funcional I, satisfaz a condi¢ao Palais-Smale no nivel ¢ € R, denotado
por (PS),, se qualquer sequéncia (u,,v,) € E tal que
lim Iy, (un,vn) =c e lim If\u(un,vn) =0.
n—oo n—oo

possui uma subsequéncia convergente.

Proposicao 1.15. Se p < a+f < p*, entdo o funcional Iy, satisfaz a condi¢io (PS). para
qualquer ¢ > 0.

Demonstragao. Seja (un,v,) € E uma sequéncia (PS). para o funcional I,,. Assim, por
resultados de imersao, existe C; = C1(a(x),q) > 0 tal que

1
m<lf\u(una Un)’ (u”’ U”>>

= (5= a5) el = [ vt = (3= 25) [ty

11 " 11
> (- — — — | Jun, 0 ||P = A | = — —— ) Ch||un]|?
_(p a+5)( ;m)” n (q a+5)1nu
Tomando

11 11 i
Cy=2[=— Ci,>0e Cye = — 1— ") s,
? (q a+ﬁ> Lon e <p a+5>( mb)

¢+ 0 (1) [thn, Vn || + Col[un |9 > Cs|tn, va|”,

¢+ on(1)||tn, vo|| = Dp(tin, vy) —

temos

e como ¢ < p < «a -+ f, concluimos pela tltima desigualdade que a sequéncia (uy,,v,) é

limitada. Logo, a menos de subsequéncia, temos (u,,v,) — (u,v) fracamente em F para
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algum par (u,v) € E. Uma vez que a imersio Wy (Q) — L*(Q) é compacta para todo
s € [1,p*), pela desigualdade de Holder temos

[ @) = )] < lalwltaly s = uly = 0n(1) (1.20)
Q
/QC(JI‘)(UZ)O‘I(% —w)(v;))?] < [eloo|tn|2T b tun — ulatslvall, 5 = 0a(1). (1.21)
Além disso, pelo Lema 1.12, obtemos
/ VP2V, V= Jull” + on(1). (1.22)
Q

Desde que I} ,(un, vn) — 0 € (un,v,) € limitado, concluimos que

on(1) = I}, (tn, vy) (U — u,0)

= ||un||? — /Q |V, P2V, Vu — )\/Qa(x)(u:)q_l(un —u)
—a [ o)) =)0

A expressao acima combinada com (1.20), (1.21) e (1.22) implica ||u,||” — ||u|? — 0. Por
reflexividade, obtemos u,, — u forte em W, (). De maneira andloga, obtemos também
v, — v forte em W, 7(Q). O

Estamos agora em condigoes de demonstrar nosso segundo resultado:

Teorema 0.2. Suponha que N > pcom1 < qg<p< a+ [ < p*ondea, € (1,00),
e assuma que as hipdteses (Fy) — (P») se verificam. Entao, para todo 0 < A < \(1) e
0 < p <@ < pyp o sistema (Py,) possui pelo menos um par de solugées (ug,vy) com
I (ug,v9) > 0. Além disso, se N > p > 3, entao existe outro par de solugoes (u1,v1) com
I (uy,v1) < 0.

Demonstragao. A Observagao 1.13 garante a existéncia de um par (ug,v9) € E tal que
I3,,(uo,v0) = 0 com Iy, (ug,vp) < 0. Por outro lado, pelo Lema 1.5 e Lema 1.14 vemos que

t I =p>0
||u15ﬁ R a(u,v) = p
e que existe um par (eq,ez) tal que |ler, es]| > R > |Jug, vo|| com Iy,(ug,vo) > In.(e1,e2).

Defi (3
emnna Cop i= inf sup [)\u( ( ))
V€l tef0,1]

comI':={y € C([0,1], E) : v(0) =
Por definicdo, temos p < I,,(u,v) para todo (u,v) € E com |ju,v|| = R. Considerando
h : [0,1] — R dada por h(t) =

(uo,v0), Y(1) = (e1,e2)}. Afirmamos que ¢, > p > 0.

lv(®)|l, vemos que h é a composicao de duas fungoes
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continuas (||.|| e v), portanto, h é continua. Note ainda que h(0) = ||v(0)|| = ||uo, vo|| < R
e h(l) = ||[7(D)]| = |ler,e2]] > R. Assim, h(0) < R < h(1l) e, pelo Teorema do Valor
Intermedidrio, existe s € (0,1) tal que h(s) = ||v(s)|| = R, isto é, existe y(s) := (u,v) € F
de modo que ||w,v|| = R. Deste modo, por definicao, p < I,,(%,v), portanto,

0<p = Dul@ ) = Lu(y(s)) < max Dy (v(t)).

Sendo v € I' arbitrario, pela definicao de infimo, temos

p < Gy = nf e Iy((t)) < max Ly (v(1)),
o que prova a afirmagao. Assim, 0 < p < ¢, e podemos entao usar o Teorema do Passo da
Montanha para garantir a existéncia de uma sequéncia (u,, v,) € E tal que Iy, (uy,, v,) — i,
e I, (un,vn) = 0.

Segue da Proposicao 1.15 que o funcional I, satisfaz a condigao Palais-Smale no nivel
Cop, €Ntao existe um par (uy,v;) € E satisfazendo I3 ,(u1,v1) = 0 e Iy,(u1,v1) = ¢y Uma
vez que ¢y, > 0, concluimos que (uq,v1) # (0,0). Mostraremos agora que o par (us,v;) nao
é solugdo semitrivial de (Py,). Se u; = 0, entdo I3 ,(0,v1) = 0 com Iy, (0,v1) = ¢, > 0, isto
¢,

0 = (13,(0,v1), (0,01)) = [lon|” — M/Qb(l’)\vl\p»

o que implicaria v; = 0 uma vez que 0 < p < pgp. Assim, (uq,v1) = (0,0), uma contradigao.

Por outro lado, se v; = 0, entao I} ,(u1,0) = 0 com I, (u1,0) = ¢y, > 0, isto ¢é,

0 = (I3 (11,00, (11,0)) = P = A [ alo)uf)"

de modo que, sendo ¢ < p,

- 1 A 1 1
0 <= u(,0) = T ful? = > / ala)(ut)? = (5 - 5) s ]l” < 0,

um absurdo. Assim, vy #Z 0. O
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Capitulo 2

Sistema com crescimento critico

Neste capitulo, mostraremos a existéncia de um segundo par de solugoes para o problema
Py, estudado no capitulo anterior, considerando agora o caso critico aw + 8 = p*. A partir
deste ponto, consideraremos (ug, vg) € E satisfazendo m(A, i1, R) := I, (uo, vp) e tomaremos
B> 1. Se p > 3, entao vy # 0, caso contrario poderemos ter solugoes semitriviais da forma
(u,0) (veja o Lema 1.4 e a Observagao 1.13). O préximo resultado pode ser encontrado em
[24] e é uma generalizacao de [4, Lema A.4 (4)].

Lema 2.1. Para o, > 1 a sequinte desigualdade se verifica
(1+0)*1+s8)° >1+1*" +at + Bs, Vt, s > 0. (2.1)
Além disso, para v € (1,a+ f — 1), existe C, > 0 tal que, para todo t, s > 0, temos

(1+8)*(1+s)>14+t"" +at +Bs+ (a+ f — 2) min{t, s}*TF! (2.2)
— C, max{t, s}".

Demonstragdo. Defina f(t,s) = (1 +)%(1 + )’ —1 —t%s” — at — Bs. Desde que «a, > 1,
temos fi(t.s)
t\r, S B B
———— 2> (1+ —1-5">0
a(l+t)e-1 — (1+5) o=t

entao f(t,s) > f(0,s) > 0 e (2.1) se verifica.

Para mostrar (2.2), é suficiente provar que tinfo g(t,s) > —oo, onde
s>

)

(1+t)*(1+s)? —1—1t*s% —at — Bs — (a + B — 2) min{t, s}oF-1
max{t, s}" .

g(t,s) =

Caso contrario, teriamos g(t,, s,,) — —oo para alguma sequéncia (t,, s,) o que implicaria
max{t,, s,} — 0 ou max{t,, s,} — +0o. Se max{t,, s,} — 0, por (2.1) vemos que

min{t,, s, yo+°1

max{t,, s, 7

9(tn, sn) > —(a+ 8 —2) = o,(1),
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entdo liminfg(t,,s,) > —oo, contradizendo g¢(t,,s,) — —oo. Agora, assumindo
max{t,, s,} — +o00o, afirmamos que

flt,s) =1 +0)*1+5)° =1 -1t — (a + B —2)min{t, s}*P~1 >0, Vt,5>0.

Considerando verdadeira a afirmagao, temos

T(tnasn) B atn B ﬁsn Z _ Oétn + 6Sn — On(l)
max{s,, t,}7 max{t,, s, }7

g(tn, sn) =

e ainda nao temos ¢(t,, s,) — —oo, logo (2.2) se verifica.

Para concluir a demonstragao, resta apenas provar a afirmacao. Primeiro, note que
(1+2)P >1 42 4 (a+ B — 22 Vo >0, Vo, B > 1. (2.3)

Definindo h(t,s) = (1 +t)%(1 + s)? — 1 — t*s?, temos hy(t,s) > 0 e hy(t,s) > 0 para
quaisquer s, t positivos, entao h(-,s) e h(t,-) sdo crescentes. Suponha min{s,¢} = ¢. Por
(2.3), obtemos

s>t = h(t,s)>h(t,t)=(1+1)"F -1 -t > (a+ - 2)t>P1

= f(t,s) >0

e, se min{s,t} = s, por argumentos anilogos conclufmos que f(t,s) > 0, provando a

afirmacao. O

Nos resultados anteriores ja foi mostrado que as solugoes uy e vy sao nao-nulas em (2,
mas até entao nao ha garantias de que, em pequenas bolas do dominio, ug e vy permanecam

nao-nulas.

Lema 2.2. Suponha que Q.+ N+ Nt possui ponto interior e B < p. Entao, para alguma

bola B,(xo) C 2, temos inf ug(x) > 0. Além disso, se vy # 0, entdo inf wvo(x) > 0.
2€Br(x0) 2€Byr(x0)

Demonstracao. A primeira parte, quando uy Z 0, ja foi mostrada na demonstracgao do
Lema 1.4, entao vamos considerar apenas o caso vg # 0. Pela teoria padrao de regularidade
eliptica do operador —A,,, temos ug, vy € C1(Q) (veja Teorema A.6). Assim, para algum
xg € Qerg >0, temos By, (zg) C Qg+ N+ N Qe+ €, no sentido fraco,

—Apup = Ma(z)ud ™ + e(z)u§ vy >0

— Ay = pb(x)vl " + e(x)ugv) "t >0

em Bro (ZL’o) C Qo+ Nyt N Q.
Usando o Teorema A.7, concluimos que cada uma dessas fungoes é nula ou positiva em

B,.(xg). Se ug =0 em B,,(zy), entdo tomando ¢ € C*°(B,(xy)), vemos que ug se anula no
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suporte de ¢ de modo que

«

e, A g € o B
IAM(UO+€907U0):IAM(UOJU0>+;||9@” —7 a($)|<ﬁ| _E C($)|90| Vo s

e, desde que ¢ < p, podemos ver que para € > 0 pequeno, obtemos (ug + €p,vy) € B,.(xg) e
I (ug + €p,v9) < In,(uo, vo) = m(A, i, R), uma contradigdo. Portanto, ug > 0 em B, (zo).
Suponhamos agora que vy = 0 em B,,(xg). Tomando ¢ € C°(B,(xg)), vemos que vy se

anula no suporte de ¢ de modo que

€’ e’ o
&Mmm+&ﬂ=hMmmd+EDWW—#/H@W@-j;/d@%WW

e, desde que estamos considerando < p, podemos ver que para ¢ > 0 pequeno, obtemos
(ug,v0 + €p) € By(zg) e Iy, (ug + €p,v9) < Iy, (ug,v9) = m(A, p, R), uma contradigao.
Portanto, vy > 0 em B, (o). O

Para os proximos resultados introduziremos as seguintes fungoes cut-off. Defina ¢ €
C>=(RY,[0,1]) dada por
L fzl<p
wmz{ |

0, |zl =2p,
onde ¢(z) > 0 quando |z| < 2p. Para zq € R, considere

Oz — zo)eF
_p_ _p_  N=p>
(€71 + [z —wo|rT) 7

Ue,zo(T) =

entdo, utilizando os mesmos argumentos de [28, pg. 892-3], (veja a Proposicao B.1) obtemos
contantes K > 0, d; > 0 tais que

Huer = Kl + O(Epj>7 (2'4)
p —_P
el = s+, (25)
€ p*
ePd; + O(e%) ., N>p?>1,
uclh = (2.6)

e’dy|logel + O(e?) , N =p*>1.

Usando a mudanga de varidveis x — (z — xg)/€, vemos que

o S(ex)d
/ uf = N5 / ¢ <€°2 S (2.7)
0 R (14 [o)E)

Sem perda de generalidade, no que segue, consideramos xy (obtido no Lema 2.2) como
To=0e0<2p=7r=1.

Lema 2.3. Suponha ]ignf )min{a(a:),b(x),c(m)} = ¢5 > 0 para algum 6 > 0. Definindo
rxeDbs(xo
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pP—

c* ”C”‘” Sof’ﬁ, suponha que uma das afirmacgoes abairo se verifique

(i) N>p*+p,2<p<3eb>p,

(it) p>p*—2/(p—1) el >p=>3,

(iii) B<p<N,2<p<3ef>>
Entao, max I (ug + tAue, v + tBue) < Iy, (ug,v) + ¢* para algum e > 0.

Demonstragao. Seja o.(t) = I,(ug + tAue,vo + tBu.). Entao, para algum t. > 0, temos

o(t.) = maxo.(t). Seliminft. = 0, por (2.4) obtemos lim o.(t) = I,,(uo,vo) € 0 lema se
t>0 e—0 e—0+

verifica.

Por outro lado, se liminft, = 400, entdo limo.(t) = —oo, uma contradi¢do, uma
e—0 e—0t

vez que o nivel ¢y, do passo da montanha ¢ um valor positivo. Portanto, consideraremos
0 <ty <t.<typaratodo e > 0.
Caso 1: 2<p<3,N>p?+p (o queimplica N>p>p)ef>p

Por , temos a seguinte estimativa para o gradiente
([ uo + tAuc, vo + tBuclP < ||ug, vol|? + tP(AP + BP)|u.||?

+pt/|Vu0|p2Vu0V(Au€) (2 8)
Q .

+pt/ Vo P2V eV (Bue) 4+ O(e7).
Q

\

Além disso, por (2.1), obtemos

( / o(x) (o + tAu ) (v + tBu)? > / c(x)ugvg+

—|—t0‘+5AaBﬁ/c(:c)u‘j+'B+
Q

—i—ozt/ﬂc( )t~ of (Auy)

—|—Bt/ﬂc( w)ufvy " (Bue).

\

Como (1+t)" > 1+rt, ¥Vt >0, ¥r > 1, vemos que

/Qa(m)(uo + tAu.)? > /Qa(x)ug + tq/ga(x)ug_l(Aue), (2.10)

/Q b() (v + tAu )P > /Q b(a)of + (P BP /Q ba)u? + tp /Q bt (Bu,). (2.11)
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Observe ainda que podemos escrever

/ (a)ad = / eloet?” — / (Ieloo — c(2)) .
Q QO 0
Assim, usando (2.8)-(2.11) e I ,(uo, vo) (Aue, Bu,) = 0, temos

*

3 th A°B?
oc(te) < I(ug,vo) + O(€”) + he(te) — daluc[h + e (leloo — c(x))ub (2.12)
Q

onde dy :=t{uBPcs/p > 0 e

tP(AP + BP) " A°BP|clo o
helt) = = - =

Nosso objetivo agora é estimar h.(t). Por (2.5) e (1.7), temos

1 <<Ap+Bp)HuEWJ)iY

he(t) < —
) < N \ |¢|ocA*BAluclb.
N (2.13)
1 Ap + Bp N-—p P N-—p
— [ ——————— (S +O(er1 <c* 4+ 0O(er1).
v (Fgats + 0l < v o)
Tomando ¥, := /(|c\OO — ¢(z))u”, pela Proposicao B.2 temos
Q
( P
€1 Mlz|”" 71 = O(er1) , 0> A
B, (0)
O f M = 0l loge] 0= 2
|z|<e~!
0<2 <
: [ Mla|"(1 + |2]7=1) "N+
lz|<1
_Np N
+/ || Pl} = O(€) , 0<0< =
\ 1<|z|<e1
Note ainda que
N>p’ef>p = Clirél+ eP¥.=0 (2.14)
e
N — —p
N>peb>—"L o lime vy =0 (2.15)
e—0t

Considerando 3 := min{3, (N — p)/(p — 1)}, sendo 3 > %, usando (2.6), (2.12) e
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(2.13), sendo N > p* + p > p?, para algum ds > 0 temos

o(te) < Dyu(ug,vo) + " + O(eB) + dy2 — €Pds
= L\, (ug,v9) + " + €° O(GB*”) +dse P, —ds

onde dy = tg*AaBﬁ/p* > 0. Note que

N>p' +p= P>p=B>p.

Assim, se 8 = B, entdo § — p > 0. Por outro lado, se B = (N —p)/(p— 1), como por
hipétese N > p? + p, temos

Finalmente, por (2.14), vemos que para € > 0 pequeno obtemos o¢(t.) < I, (uo, vo) + c*.

Caso2: p>p*—2/(p—1)ef>p>3

Observe que

. Np
p>p-—W@—1%®p@—1ﬁ>N

—((p—1) -2

& (p? = p)(N —p) > Np(p — 1) = 2(N —p)
pP—p*+2p
2
& 2N —2p > p* —p?
& 2(N —p)>p’(p—1)
2(N —p)
plp—1)

< N >

> p.

Além disso, como p > 3, vemos que

3_ .2
pQS%—'—ngN.

Neste caso, de acordo com [4, pg. 949], temos B = 2(N — p)/[p(p — 1)] em (2.8), logo

I, (ug, vo) + ¢* + O(EB) + dyX. — €lds ., N >p?
oc(te) < _
L (uo, o) + ¢ + O(€9) + dyX. — e?|logelds , N =p?

Como S > p, o lema se verifica novamente. Vale notar ainda que este é o tinico caso em

que nao se exige a condicao f < p.

Caso 3: 2§p<3,6<p<Ne8>%
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Definimos

C. = / c(z) [(uo + tAu)* (vo + tBu)® — ugv) — aud™ ol (tAu) — Budvl ' (tBu.)| .
Q

Como ( < p, pelo Lema 2.2 temos vy Z 0. Assim, podemos definir

A B\*
C4 := min [c(;(p* — 2)udv min {—, —} ] > 0,

B1(0) Ug Vo

A BY"
Cy := min [c(;C’Vug‘vg max{—, —} ] > 0.

B1(0) Ug Vg

Por (2.2) vemos que

C. >t / A BPe(z)u?” —l—C’ltf*_l/uf*_l - C’ﬂ;’/ uy. (2.16)
Q Q Q

Usando (2.8), (2.10), (2.11), (2.16) e I} ,(uo, vo) (Aue, Buc) = 0, obtemos

O'E(te) § [Au<u07 ’Uo) + O(EB) + h€<t€) + d426 + Cgtg/
Q

u) — Cltﬁ’*_lfuf*_l
Q
e por (2.13), considerando B = max{3, (N — p)/(p — 1)}, sendo 3 > %, vemos que

0'€<t€) S [)\M(UO, Uo) + c* + O(EB) + 61426 + CQt;/

u] — Cltf*_l/uf*_l. (2.17)
0 0

Usando (2.7) com s = p* — 1, para € > 0 pequeno, obtemos

x N—p pr—l N-p _p_ N-p(N+1) N-p
/u€ = / i N—p(N+1) > € a / (1+ |x|p€1) B 1= dse pp7
Q Suppy (1 + ‘x|p*1) P By/2(0)

Fixemos v € (M P — 1) e considere v* = Y=V=py o Np_p. Entao, por (2.7),

N—p 7 P
*
/ug < d6€’y s
Q
—(N—p)vy

tomando s = v, temos
onde dg := / (1+ ]93\1’%1) » ¢ finito desde que
RN

—(N —p)y
P o _N=N(p—1)< (N - A
P < = Np-1)<(N-py=7> N 5

As trés ultimas desigualdades implicam que

N—p N—p

0elte) < Dn(uo,vo) + ¢+ €7 |O(5") b dae™ " Sk dn” " —
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N—p
p—1”

ainda teremos 3 > % e o resultado segue de (2.15). O

Note que, se B = (3, entéo B > %. Por outro lado, se B = como N >pep>2,

Proposicao 2.4. Suponha que I} (u,v) = 0 implica que (u,v) € trivial, semitrivial, ou
que (u,v) = (ug,v9). Se o+ B = p*, entao Iy, satisfaz a condigao (PS). para todo
0 < ¢ < Iy(up,vg) + c*

Demonstragao. Procedendo da mesma forma que fizemos no Lema 1.15, se (u,, v,,) é uma
sequéncia Palais-Smale, concluimos que (u,, v,) é limitado em E e existe um par (u,v) € E
tal que u,, = u e v, — v fraco em VVO1 P(€). Precisamos mostrar que essas convergéncias
sao fortes.

Definindo z, = u,, — v e w, = v, — v, passando para uma subsequéncia se necessario,
mostraremos que (2,,w,) — (0,0) forte em E. Pelo Lema de Brézis-Lieb, [15, Lemma 5] e
pelas imersoes compactas de Sobolev, temos

( Nz wall? = s tll? — [, ] + 00(1);
0a(1) = / afz) ()1 = / () (u} )1 — / o) (uh)? + 0,(1)
0a(1) = / b(a)|w? = / b()|unl? — / b(a)|el? + o (1):

\ /QC@)(ZJ)‘“(w:)B = /QC@)(“:)Q(U;)ﬁ—/QC(x)(u+)a(v+)6+on(1),

Pelas expressoes anteriores e sendo ¢ = Iy, (uy, v,,) + 0,(1), obtemos

*

¢ = Dy(u,v) = }ann,vnnp - pi / e(2)(5) () + on(1). (2.18)

Usando os mesmos argumentos da demonstracao do Teorema 0.1, obtemos [ f\u(u, v) =0
e, pelas hipdteses desta proposi¢ao, concluimos que (u,v) é trivial, semitrivial ou que
(u,v) = (up, vg). Como

0n(1) = I3, (tn, V) (U, vn) — Dnp(u, v) (u, v),

usando o Lema de Brézis-Lieb e as imersoes compactas outra vez, temos
on(D) = wnll = [ o)) ()’ (2.19)
Q

Seja [ := liminf||z,, w,||” = liminf/c(z)(z:)a(w:)ﬁ e suponha [ > 0. Por (2.18) e
n—+00 n—+oo [o
(2.19), obtemos
c— Ly(u,v) =1/N
e por (1.7), temos [P/P" < |c|€ép*5;§l. Como estamos supondo [ > 0, obtemos entao

[ > Sojyﬁ/p|c|(£_m/p = Nc*. Portanto, ¢ > I),(u,v) + c*.
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Pelo Lema 2.3, vemos que 0 > Iy, (uop, vo) > I),(u,v), de onde concluimos que (u,v) é
nao-trivial e (u,v) # (ug, vp). Pela demonstracao do Lema 1.4 temos ainda u # 0. Suponha
v = 0. Neste caso,

I)\M(U(],UO) > [)\u(u,()) Z inf {[,\M(QU,O) W E W(}’p(Q)} .
Contudo, pela Observacao 1.6 vemos que

inf {1, (w,0) : w e Wol’p(Q)} = inf {),(w,0) : [w| < R}
> Iy, (uo, o)
=inf{l,(w,2) : |w,z|| < R},

uma contradi¢ao. Portanto, [ = 0. Assim, a menos de subsequéncia, temos (u,, v,) — (u,v)
forte em E, entao Iy,(u,v) =c>0e I}, (u,v) =0. O

Finalmente, podemos demonstrar nosso terceiro e iltimo resultado referente ao sistema
(PAM):

Teorema 0.3. Suponha que para alguma bola Bs(xy) C 2 e § > p, temos

(c1) |cloe — c(x) < M|z — 30|%, 2 € Bs(zo),

(cs) e que cs := inf min{a(z), b(x), c(x)} > 0.
z€Bs(zo)

Suponha ainda que um dos casos abaixo se verifica:
(i) N>p"+p,2<p<3el>p;

(i) p>p* —=2/(p—1),p >3 el >p;
(i) B<p<N,2<p<3el>L

Sel<g<p<a+p=pe(R) — (P) se verificam, entao para todo 0 < p < py, existe
N(p) tal que, para qualquer 0 < A < A\*(p) e 0 < p < pqp o sistema (Py,) possui pelo
menos um par de solugées (u,v). Além disso, nos casos (ii) e (iii) o sistema (Py,) possui

duas solugées e no caso (i) o sistema possui duas solugoes desde que < p.

Demonstragao. Suponha (por contradigdo) que nao existe um ponto critico para o funcional
I, que nao seja trivial, semitrivial ou (up,vo) (lembrando que ndés podemos garantir
que este ponto critico ndo é semitrivial apenas quando 5 < p). Os lemas 1.5 e 1.14
garantem as hipéteses necessérias para aplicarmos o Teorema do Passo da Montanha (veja
[36]). Pela Proposi¢do 2.4, o funcional I, satisfaz a condicdo Palais-Smale para todo
0 < ¢ < Iy, (ug, vo)+c* e o Lema 2.3 garante que ¢y, € (0, Iy, (uo, vo) + ¢*), onde ¢, é o nivel

do passo da montanha. Assim, O Teorema do Passo da Montanha prové um ponto critico
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(u,v) satisfazendo Iy,(u,v) > 0, logo, tal ponto nao pode ser trivial ou (ug,vo). Portanto,
(u,v) é semitrivial, uma contradi¢ao visto que pontos criticos semitriviais necessariamente

apresentam energia negativa. O
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Capitulo 3

Existéncia de solucao nodal para um
problema quasilinear com pesos

Neste capitulo, buscamos solugao que muda de sinal para o problema (1) dado por
—Apu = Ag(@)|ulP2u + f(x)|ul”" ?u em RY,

onde —Ayu = —div(|Vu|P*Vu), 2 < p < N, N > p* +p, p* = Np/(N —p) éo
expoente critico de Sobolev, g := max{0, g} # 0, f := max{0, f} £ 0, g* € LY?(RV) e
f,g € L=(RY). Além disso, consideraremos \; > 0 o autovalor principal de

—Apu = Ag(@)|ufP?u em RY, / g(x)|ulPdz >0
RN

com u > 0 a autofuncio associada a A\{ e assumindo, sem perda de generalidade, que para
algum R > 0 as seguintes hipdteses sobre as funcoes f e g sao satisfeitas:

(F1) f(0) = |floo € f(x) > 0 para todo x € Byg(0);

(Fy) f(x) = f(0) + 0(|x|%) para todo x € Byg(0);

(G1) g(x) > 0 para todo = € Byg(0).

3.1 Caracterizacao Variacional

O objetivo desta secao é definir nossas hipdteses bésicas e relembrar alguns resultados
conhecidos. Ao longo deste estudo, assumiremos g(x) = g*(z) — ¢~ (x) onde g*,¢g~ > 0 sdo,
respectivamente, a parte positiva e a parte negativa da funcao g.

Para referéncias posteriores, lembramos a desigualdade de Hardy

—|u|p _p . p [e) N
Tt S\ v =p) My, Ve CERY) (3.1)

em que ||.||;, denota a norma usual sobre D**(RY)
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Observacao 3.1. Considerando

1
(1 +Jaf)r?

w@y:mm{ (@}>o,xeRN

por (8.1), podemos definir a norma

1/p
Hmp:(/ WM%x+/‘w@WM@)
RN RN

Consideraremos V, o completamento de C2°(RY) com relagao & norma ||.||. Além disso,

V, é¢ um espaco de Banach uniformemente convexo.

Lema 3.2. Para qualquer ¢, > 0 e (u,) C V,, temos ||u,|| = 0 em V, se, e somente se,

T [ (9wl + g™ @lunl?) =0 32)
Demonstragao. (=) Se (u,) C Vy, e |lu,|| — 0, entao
/(|Vun|p + w(x)|u,|P)dz — 0.
Como ambas as parcelas da integral sao positivas, temos
/|Vun|pd.r —0 e /w(x)|un|pdx — 0.
Assim, para qualquer ¢; > 0, por (3.1), vemos que

0< /(|Vun]p + 19 () |u,|P)de < /(\Vun]p + cqw(z)|u,|P)dx — 0,

de onde concluimos que
9P+ cag @y = 0.

(<) Suponha que para qualquer ¢; > 0 (3.2) se verifique. Entao,
/|Vun|pda: —0 e /g‘(m)|un|pda7 — 0.

Como w(x) < g (z) + , pela desigualdade de Hardy dada em (3.1), temos

(1 + [a])

p
0< /w(;v)]un]pda: < /Admjt/g_(az)\udpdx < C’N/|Vun|pd:1:+/g_(:v)|un]pda:.

(1 + [a])
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Por fim, passando o limite com n — oo, concluimos que

/w(:v)]un]pdx — 0,

portanto, ||u,|| — 0. O

A partir deste ponto, todas as integrais serao tomadas sobre RY a menos que esteja de
outra forma especificado. Consideraremos ainda S a melhor constante de Sobolev, isto é,

S :=inf { ’W’z, u € Wl’p(RN)\{O}} (3.3)

lu

p
p*
De acordo com [18, Lema 2.3], temos

Proposigdo 3.3. Assuma g € L¥(RY) e 0 # g* € LNP(RN). Entdo existe um 1tinico
autovalor \{ > 0, simples e isolado, tal que o problema de autovalor (2) possui uma

autofungao positiva uf € V, associada a \f. Além disso, para qualquer \ € (0, \]

/ (IVul? — Ag(a)[ul")dz > 0

A igualdade se verifica apenas se u =0 ou X = A\ com u = aul para alguma constante o.

Note que, quando A € (0, A]), para algum a > 0 temos

[ 19ap = sg@lap)ds = a [ 19upds = alult,

caso contrario, para todo a > 0 teriamos

a/|Vu|pdx > /(|Vu|p—/\g(x)|u|p)dx > (1 - /\%) /|Vu|pdx,
1

uma contradi¢ao, uma vez que podemos escolher a € (0, 1—)/ )\f)
O resultado seguinte é uma versao do Lema de Brezis-Lieb (veja [8]) cuja demonstragao
pode ser encontrada em [41, p. 21, Lema 1.32].

Lema 3.4. Seja Q € RY um conjunto aberto. Considere F, : Q — R¥ com F, € [L*(Q)]*,
1 < s < o satisfazendo

(A)F, € limitada em [L*(Q)]*;

(B) F,, — F quase sempre em Q.

e Tim (/Q]Fn(a;)\sdx—/gwn(x)—F(:c)\sd:c> :/Q|F(:c)\sdx

onde |z|? = (z,2) e (z,w) = Zziwi para todo z,w € R*.
i=1
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Demonstragao. Sejam 1 < s < 0o e ¢(a) = ||z + aw|® — |2|*|. Note que ¢(0) = 0 e
¢ () = s|z + aw|**(z + aw,w). Pelo Teorema do Valor Médio, exite t € (0,1) tal que
¢(1) = ¢(0) = ¢'(2), isto ¢,

||z +w|® — |2]°| = s|z + tw|* (2 + tw, w) < 5|z + tw|* Huw|

Observe agora que s e s/(s — 1) sao expoentes conjugados. Assim, pela desigualdade de
Young, dado € > 0, existe C'(¢) > 0 tal que

2+t w] < € (|2 + tw" )TV £ C(e)w]® = |z + tw]* + C(e)|w]* (3.4)
Deste modo,

||z 4+ w|® — |2|°] < sle]z + tw|® + C(e)|wl|’]
< se(|z]” + t|w]®) + Cle, s)|w|®
< €(|z]° + [w]*) + Cle, s)|wl|®

onde na penultima linha utilizamos a desigualdade (14 x)® < 1+2°, vélida para todo = > 0

e s > 1. Portanto, para todo z,w € R¥, temos ||z + w|* — |z|*| < €|z|* + O(s,€)|w|*. Note

também que, se s = 1, (3.4) permanece vélida tanto com |z| = 0 como para |z| # 0.
Considere agora z = F,(z) — F(z) e w = F(x) e defina

@) = (|1Fa(@)]* = |Fu(2) = F(2)]* = [F(2)]°] = €[ Fu(z) = F(2)")"

n

Pelas hipéteses sobre (F},), vemos que fS(x) — 0 quase sempre em 2 e fS(x) <
(1 + C(s,e))|F(z)|* € [L'()]". Estamos entdo nas condigdes de usar o Teorema da
Convergeéncia Dominada de Lebesgue, de onde obtemos

0 < limsup / IFu(@)]f — |Fal) — F(@)]* — |F(@)|*| de < cé
Q

n—o0

onde ¢ := lim sup/ |F.(x) — F(x)|°dz < 0o. A demonstracao termina ao fazer € — 0. [
Q

n—oo

Agora, introduzimos o funcional I : V;, — R definido por

B = [ 19 =2 [g@lup - [ o)l

O funcional I, estd bem definido sobre V, e cada ponto critico de I em V, é uma solucao

P (3.5)

fraca de (1). Além disso, podemos sempre assumir que os pontos criticos de I, sdo fungoes
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nao-negativas.

3.2 Condicao Palais-Smale

Nesta se¢ao construiremos o conjunto M dos pontos criticos de I, que mudam de sinal em
V,. Devido a falta de compacidade das imersoes, precisamos verificar ainda os niveis em que
a condicao Palais-Smale se verifica. Para isso, faremos um estudo do decaimento de nivel
e mostraremos que a energia do ponto critico obtido em M encontra-se neste intervalo de
compacidade, sendo este ponto critico, portanto, a solugao que muda de sinal que estamos
procurando.

Defina os conjuntos N := {u € V,; u* € My}, onde N, := {u € V,\{0}; I}(u)u = 0}
é o conjunto de todas as solugdes nao-triviais do problema (1), e M, := N;f NN, . Note

Jvar = [ g@ar = [ @

entdo, para A € (0, \]), a Proposicio 3.3 garante que para todo u € Ny

B = | [ 19 =2 fatonar] = 5 (1= 5 ) e

Assim, I é coercivo em N, e, desde que I)(u) = Iy(u™) + I(u"), concluimos que Iy é

que, se u € Ny, temos

coercivo em M. Além disso, se A € (0, \]) e u € N, entdo usando (3.3), vemos que

Q—%)mw;ﬂNW+mummw
=/ﬂ@WWM
gmw/wWw

p*
)

< | floeeS™ 7 |Ju

de onde concluimos que

* )\ P*
P> (1—>\—+) fl=S7.
1

Logo, existe a > 0 tal que ||u|| > o > 0 e podemos definir

[

cy = uler}\f/A I(u) e dy:= ug}\fh I(u).

Definicao 3.5. Dizemos que (u,) C V, € uma sequéncia Palais-Smale para o funcional I
no nivel ¢, ou, de forma reduzida, uma sequéncia (PS)., se I\(u,) — ¢ e I§(u,) — 0 quando
n — 00.
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Como nosso problema apresenta crescimento critico, o préximo lema é necessario para
estudar os niveis em que o funcional [, associado satisfaz a condigao Palais-Smale.

Lema 3.6. Sejam A € (0,\]) e (u,) € V, uma sequéncia (PS).. Se
c <+ l|f|(pr)/pSN/p
N o
entdo existe uma subsequéncia de (u,), que ainda denotaremos por (u,), e u € V, tais que
ul —ut eu, - u" emV,
Demonstragdo. Se (u,) € V, é uma sequéncia (PS). para Iy, temos

D) = [ (9l =A@l = [ fo)lu,

P dx

e, para toda p € C2(RY), como |1 (un)pl < |14 ()], entio Iy(un)p = ou(1) ¢l
Queremos mostrar primeiramente que (u,) ¢é limitado em V,. Note que pelas duas

expressoes anteriores podemos escrever

1
¢+ 0,(1) + 0on(1)||unll = Ii(un) — EI;(Un)un
(G- 2) [07up =gt a
=(-—-— un|? — Ag(x)|u,|P)dx
p P
1
= [ 19wl = 2@l )
Suponha por contradi¢ao que ||u,| — oo e considere v, := u,/||u,|| de tal forma que

|lvn|| = 1. Uma vez que (v,) € limitada, podemos assumir que v, — v em V, para algum

v € V,. Dividindo a equagao anterior por ||u,||, obtemos

BT g = J (e @l (3.

funll? flunle=t " unl?

Além disso, a Proposi¢ao C.3 garante a continuidade do operador G : V, — R" dado

por

G(z) = / g* (@)|2lPd,

logo

[o@lulraz > [ g @lopas
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Assim, por propriedades de convergéncia fraca, temos
0 < [T = rg@loP)is

_ /(ywp g (@) o)z — A/g+(;c)|v|pdx

n—oo

< lim inf { / (1Yo [P + Ag™(2)[vn|P)dz — X / g+(x)|vn|pdx}

~ lim inf / (IVonl? — Ag(a)[vnl?)dz,

n—o0

e, por (3.6) concluimos que

9ol = rgt@lepyiz o
Deste modo, temos
[ 190 =sg(@olra

e a caracterizacdo variacional de A] (veja a Proposicao 3.3) implica que v = 0. Assim,
temos

[ ot @lode > [ g @lopiz =0

e, por (3.7), concluimos que
/ [Vo,|P + Mg~ (z)|v,|Pdx — 0.

O Lema (3.2) garante entao que ||v,|| — 0, uma contradi¢ao, pois ||v,|| = 1. Logo, (u,)
¢ limitada e existe u € V, tal que u, — u em V.

Seja R > 0 e tome ¢ € C°(RY) de modo que ¢ = 1 em Bg(0) e ¢ =0 em R\ Byz(0).
Assim, ¢u, — pu em VVO1 P(Bgr(0)) e, a menos de subsequéncia, u,, — u quase sempre em
Br(0).

Por um argumento diagonal, obtemos (a menos de subsequéncia) u,(x) — u(z) para
quase todo ponto z em RY. Mostraremos apenas que u,” — u* em V,. Note que

(15 (un) — I3 (w) (u)f — ut) = |Vul|p — [Vut|h — / Vu, [P ?Vu, Vu' + / IVulP2VuVu,
[ @i [ gl =3 [ gl
[ g@luput = [ @y + [ e
_ / @)l 2uu + / F@) P2yt

p*
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Por [19, Proposicao 2.3| e por [19, (2.3)], temos
(I3 (un) = I()) (uy — u™) = [Vug [} = [Vu'[) - A/g(iﬂ)(lwﬂp — [u™]?)
= [ @~ ) + o)

A expressao anterior combinada com o Lema 3.4 e a convergéncia u,, — u quase sempre

em RY garante que

0n(1) = (I3 (un) = I () (= u™) = [V (uy —u")[f = A/Q(%)IUZ —uf

—/f(x)|u;—u+|p*+on(1>. (3.9)

Pelo Lema 3.4 e pela continuidade do operador G : V, — RY previamente definido,

obtemos

[t @l = [ @l =P = [ gt @l +0,(1),

de modo que

/g+(:v)|u: —ut P —0. (3.9)
Entao, por (3.8) e (3.9), temos
0n(1) = (Iy(un) — I3(w)) (uy — ™) = |V (uy —u")) + A/g_(x)!uﬁf —urf
- [ @l =t 0,0). G10)

Afirmamos que |V (u} — ut)|, — 0. De fato, suponha |V(u} —u™)|, — d > 0. Pelo
Lema (3.2), existe d > 0 tal que

Avi= [ (90 = + 3~ @)fuf —utP) = d
Como |V (u,; —u™)[p < A, por (3.3) e (3.10), temos
on(1) = V(! a4 [ g @t =P = [ F@lf = w7+ o)
— A= [ F@lf — w7+ o)
> Ay — | fleS TV (0 = a)E + 0u(1)
> Ay — |flS 5 AT 4 on(1)

4, (1 S AT ) on(1)
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e, desde que d > 0, a expressao anterior implica que
p=N N
liminf A, > [f|s” S*. (3.11)
n—oo

Como estamos supondo que (u,) C V, é uma sequéncia (PS). para [\, para toda
p € C=(RY), temos

nP-

on(1) = Bl = [ 1V 90,%0 =X [ gla)ua g~ [ £

Tomando o limite quando n — oo, usando as convergéncias dadas em [19, Proposi¢ao
2.3] e [19, (2.3)], vemos que

- / VUl 2VuVp — A / g()|upup — / @l up = I(u)p

para toda ¢ € C%°(RY). Assim, por densidade, concluimos que I} (u) = 0.
Observe ainda que I{(u)u™ = I} (u)u} = 0. Isso e (3.8) garantem que

Vit w0l =2 [olet P [l - at P ro, @1
e pelo Lema 3.4 concluimos que
@) = I =) + L) + oa(1). (3.13)
Por (3.12), (3.13) e pela defini¢ao de A,,, vemos que

() = In(uy — ™) + on(1)

Iy
— 2 [t = ot | = [ -
~L(ut — ut) + on(1)

19— =3 [l = 0P| = B - ) o)
I Ry L oy O
~ Lt —ut) + on(1)

:—A __)\/ o)|uf —ut P — Lu! —ut) + 0,(1).

Usando (3.11), (3.9) e a definigao de ¢y, como u; € Ny, entao

1 1 p=N
D)) = - An + L") + 0u(1) > 1o S¥ + ¢y + on(1) (3.14)
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Note ainda que

on(1) = By = = [zl =3 [l + [ 5@l

e, como A € (0,)\]), temos

Bo) = 5 [l = A [ st + % [ sl

1, _ _
::NW%MP—A/gwm%Wza

entao

c+on(1) = Iy(un) = L)) + In(uy) > L(ul).

Isso, combinado com (3.14) implica que
1
c>en+ leléﬁ*N)/pSN/p,

uma contradigao. Portanto, d = 0, isto é, |V (u;} —u™)|, — 0. Queremos mostrar agora que
A, — 0. Se isso for verdade, entao pelo Lema 3.2 teremos |lu;) — ut|| — 0. Note que, pelo
Lema 3.4, temos

A/Q‘(%)IUI —ut = A/Q‘(%)(IUZI”— [w"[”) + on(1).

Como |V (u,} —u™)], = 0, entao u;7 — u™ forte em LP(RY), de modo que |u, [P — |uT|?

forte em L'(RY). Assim, como g~ € L*, por Holder temos

OSA/ﬁw@wz—mva/Qw@qu—mﬂ%+%u>
SA/ @)t P — [u* ] + 0u(1)

< Mg foo |l P = Ju* PP

e, tomando o limite quando n — oo, concluimos que

nmA/ﬁ(@m:—ww—o

n—o0

Portanto, A,, — 0, o que implica u;) — u™ forte em V,. O mesmo argumento é usado

para mostrar que u,, — u~ forte em V,;, o que conclui a demonstragao. O

Precisamos agora mostrar que existe uma sequéncia (u,) C M, satisfazendo I} (u,) =
on(1) para que depois consigamos garantir a existéncia de uma sequéncia (PS)4, no conjunto

M.
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Lema 3.7. Suponha

(A) (un) C My

(B)0<a<|uf]| <8, o, R

(C) In(2) > I\(u,) — €||z — uy|| para todo z € M,.

Entdo eziste uma constante K > 0 que ndo depende de n tal que ||I5(u,)| < Ke.

Demonstragao. Fixe n € Ne ¢ € V, com ¢ > 0 tal que [|¢| < 1. Tome § > 0 e observe

+ _

£ —5p) = ut quando § — 0, entdo para § suficientemente

que para cada n € N temos (u
pequeno, como (u,) C My, concluimos que @3, := (u, — dp)* Z 0.
Para nao sobrecarregar a notagao, uma vez que n esta fixado, podemos omiti-lo. Defina

¢5 =u—0p = (u—0p)" — (u—0dp)".
Note que, uma vez que A € (0, \]"), temos

p*
)

Bitod) =5 [(veiy - rg@lotl) - = [ et

onde
[veir —xg@leir) = [ f@iotr > o
logo I)(t¢y) atinge seu maximo em

1
p*—p

l62 e, — A / o(2)| 5P
[ raio

Em particular, ¢t+(0) = 1. Além disso, I} (¢4 (0)¢F) = I(t-(0)¢5;) = 0. Uma vez que
¢F Z0eti(5) #0, temos ty(8)py, t_(8)¢5 Z 0. Assim, t,(8)pF, t_(8)¢5; € Ny e

5 =t4(0) := > 0.

p*

zs =25 —z5 =t (8)pF —t_(8)g; € M.
Por (C) e pelo Teorema do Valor Médio, concluimos que
I (u) (25 — u) + 0s(l|zs — ull) = In(25) = In(u) = —€llzs — ull,
onde

(t4(0) = )¢y — (t-(6) = 1)p5 = 1+(0)d5 — t-(5)d5 — &5

=25 — @5
=Zs—u-+ 5g0,
de modo que
2 — = (£:(0) = )65 — (t-(6) — 1)o7 — 3. (3.15)
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Assim,

(@) -Def (@) -1 m—u

4] 4] 4]

Além disso, por (3.15), usando o Teorema do Valor Médio, temos

sou (L) Def () - ey
5 5 5 14
=t.(0)¢5 —t-(0)o5 — ¢+ 05(1)
< 1, (00 — 1-(0)5 + 05(1).

Tomando o limite quando 6 — 07, vemos que

I25 — ull

< 4 (067 — ()65 + 0s(1). (3.16)

Deste modo,

]“m¢:Jxm(@4&—1w;—§4®—1w5—@w—M)

<EWWﬂM+%W%—MD+(m®%%A®>KW)+

- o o o

- (HO5E) e

Pelo Teorema do Valor Médio, concluimos entao que

€l|zs — ull + 05(llzs — ul])

) 1O () — OV (w5 + os(L),

I (u)p <

onde I}(u)d3 = I} (u)(u* + 05(1)) = 05(1). Precisamos mostrar agora que #, (0) é limitado.
De fato, derivando t4(d), como t+(0) = 1, concluimos que

—p (/!Vui\“VuiW?— A/g\ui\”uiw) +p*/f!ui\p*2uiso
£.(0) = — |
@ﬁ—M/fW\p

Pelas hipéteses (A) e (B), calculamos

* A A
/}mﬂ’:/ﬂvfﬁ—&ﬂﬂ%z(1—EJHHW2<F—QJQ3

deste modo,

—p ( / IVt PVt Ve - A / g|ui|p—2uiso) +pr / Flat P Pty

t,.(0) = o —p)(l - %)
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Tomando o moédulo e usando desigualdade triangular, vemos que

p [ (Ve P 196l + 2@t el + 5 [ S@lt e

ar(p* — p) (1 - %)

Como ||u*|| < B, pela desigualdade de Holder e por (3.3), obtemos

4.(0)] <

 (pITeE 4 Aplgleclu 7+ b el ) Il
£4(0)] <
+ ] h\ )
(r* —p) 1—E «
1 A ! p—1 * —2 p*—1
< o (L) [0+ Akaps™ 41 fles ™ 7
1
= KQ,

onde Ky > 0 é uma constante que nao depende de n. Deste modo, por (3.15) e (3.16) temos

05 ([l25 = ull)

L(u)p < ellt} (0063 = HL(0)¢5 || + ==+ (£4.(0) = £4.(0)) 05(1)

< el (0)6 — ¢ 0)d51] + 0s(1)
< cmax{1£, ()], I£_(0) } 5] + 05(1),

onde ||@snll < |lunl + 6. Como ji mostramos que toda sequéncia Palais-Smale para o
funcional I, ¢ limitada, vemos que I}(u)p < 2¢Ky8 = Ke, onde K = 2K, > 0. Uma vez
que ¢ é uma funcado arbitréria satisfazendo ||¢|| < 1, concluimos que ||1}(u,)|| < Ke.

[

Lema 3.8. Eziste uma sequéncia (PS)q, em M,.

Demonstragao. Seja (z,) € M, uma sequéncia minimizante para dy. Como M, é fechado
em V,, usando o Principio Variacional de Ekeland, obtemos uma sequéncia (u,) C M, tal
que

1
(A) dr < I(un) < Ia(20) < da +

1
B n . ~n §_7
B) =l <55
(C) In(2) > In(up) — gHz — uy,|| para todo z € M,.

Desde que M) C N, nds j& mostramos que existe a > 0 satisfazendo ||u,| >« > 0, e
lembrando que I, é coercivo sobre M, obtemos 8 > « tal que 0 < o < [Ju,|| < B.
Isto, combinado com (C) e o Lema 3.7 garantem a existéncia de uma constante K > 0

que nao depende de n satisfazendo

113 (un) || <

S
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e assim, I§(u,) — 0. Por (A), temos I,(u,) — d) o que conclui a demonstracao. O

Como o Lema 3.8 garante a existéncia de uma sequéncia (PS)4, para o problema (1),
precisamos mostrar apenas que d, pertence ao intervalo de compacidade de I.

A partir deste ponto, consideraremos ug a solu¢ao positiva do problema (1) obtida usando
o Teorema do Passo da Montanha (veja [19]), entdo uy € N,. Além disso, para € > 0,
definimos as fungoes

p(z) _ Ue(z)
ve(x) = )

ue(I) = N_p >
(6 + |x|p/(p—1)) P

p*

onde ¢ € C§°(Byr(0)) é tal que 0 < p(z) < 1e @ =1in Bg(0). Observe que para R > 0
pequeno o suficiente, podemos assumir

/ (V0P = Ag(a)[uel?) > 0

Isto segue da dependéncia continua do autovalor principal sobre o dominio e do fato de
quando Q2] — 0, o autovalor principal sobre 2 tende a +o0.
Note que

/R f(@)|uo”” >0 (3.17)

N\B32r(0)

De fato, podemos escrever

= [ = [

onde XgM§\ B, (0) : RY — {0,1} é a fungao caracteristica. Assim, nosso problema se reduz a

P XRN\ By (0) (z)dx

mostrar que

lim C(R) = /RN F@) ol dz > 0

R—0t+
Para provar isto, consideraremos a sequéncia (R,,) — 0 e definiremos
hin(x) == f(x)|ug

Observe que, como ug € DYP(RY), temos |h,(x)| < |floo|uo?” € LY(RY). Desde que
ho(x) — f(2)|uoP” quase sempre, podemos usar o Teorema da Convergéncia Dominada de

P XRN\BQR(O)(fl?)

Lebesgue para concluir que

/RN h(@)dz — [ F(@)|ugl”" dz > 0

RN

A seguir, queremos garantir que existe z € M, da forma z = a,ug + S.v, de modo que
restard apenas mostrar que qualquer elemento da forma awug + Sv. possui energia dentro do

intervalo de compacidade do funcional 1.

Lema 3.9. Existe z € M)y da forma z = a,ug + By
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Demonstragdo. Defina v : V, — R dado por y(0) =0 e

[ @l

() = R
mmm—a/mwmv

Como 0 < A < Af, usando a imersdo continua V, < LP (RY), obtemos 0 < 7(u) <
Collu||P" P, entdo + é continua.
Agora, definimos o(r, s,t) := rt((1 — s)ug — sv.) para todor > 0 e s,t € [0,1]. Considere

I(r)= inf y(o(1,s,1)), Vr>0
s€[0,1]

Se I'(1) = 0, entao existiria algum sy € [0, 1] tal que y(o(1, so, 1)) = 0, isto é,

/f(x)|(1 — s0)ug — Sove|” =0

Como v, e f(x) sdo positivos em Bsr(0) e v, desaparece em RN\ Byz(0), por (3.17)
concluimos que sg € (0,1). Assim, temos

0= /f(x)|(1 — 50)tg — SoUe|P”

= (1 —so)” f(@)|uol” + (2)|(1 = so)uo — Sove|”
RN\ Bz (0) B3 r(0)

> (1—s0)” [ fl@)|uol””
RN\ B3 (0)

o que é uma contradigao por (3.17), logo I'(1) > 0.

Consequentemente, (o (r, s9, 1)) = 77 Py(c (1, s9,1)) > rP" ~PI'(1), entdo lim I'(r) = co.
r—00

Escolha ry > 0 tal que
v(o(ro, 50,1)) > T'(rg) > 2, Vsel0,1] (3.18)
e defina fungoes w, z : [0, 1] x [0, 1] — R como segue:
2(s,t) := (0" (ro, 5, 1)) + (0 (1o, 8,1)) — 2

w(s,t) :=~(c" (ro,s,t)) —y(c"(ro, 5,1))
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Note ainda que
=y’ —u7)
/ f@) |t —u
ullt, — A / o)
/ @) (P o+ )
<
Jullt, = [ gta)lup

) JECIG ) [ e

Jullt, = [ gl Jult, = A [ gto)lul

[ @t JECING

= -

i, =% [ gt i, = A [ g@ul

=7(u) + ()

v(u)

p*

*

p

Observe que o(rg, s,0) = 0, entdo z(s,0) = =2 < 0 e a(rg, s,1) = ro((1 — $)ug — sv).
Assim, por (3.18), usando vy(u) < y(u™) + y(u"), temos

2(s,1) = y(0"(ro,5,1)) +v(0™ (ro, 5, 1)) — 2 > y(o(ro,5,1)) =2 >0

Além disso, 07 (r9,0,t) = o(ro,0,t) e o~ (ro,1,t) = o(rg,1,t), entdo para qualquer
t € [0,1] a funcdo w satisfaz

w(0,t) = —v(0 (rg,0,t)) <0, w(l,t) =~(c"(re,1,£)) >0

Usando as desigualdades anteriores e o Teorema de Miranda (veja [20]), existem
S0, to € [0, 1] tais que w(so,tg) = 0 = z(so, 1), 0 que implica

Y(o " (10, 50,t0)) = ¥(0™ (0, 80, t0)) = 1,

logo, I§(0%(rg, S0,t0))0%(ro, S0,t0) = 0. Ainda, desde que v(0) = 0, concluimos que
o (rg, s0,t0) # 0, entdo o= (rg, s0,t9) € My e o lema se verifica para o, = roto(1l — o)
€ ﬁ* = TotQSo. L]

Estamos agora em condicoes de enunciar e demonstrar o tltimo resultado deste trabalho:

Teorema 0.4. Suponha que (1) satisfaz 2 < p < N, com N > p?> + p e tome
Af > 0 o autovalor principal de (2). Se f,g € L®(RY) satistazem (Fy), (Fz) e (G1)
com gt € LN?(RN) e A € (0,\]), entdo existe uma solucio u para o problema (1) que
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muda de sinal.

Demonstracdo. Pelo Lema 3.9, existe z € M, da forma z = a,ug+ 5,v.. Assim, é suficiente

mostrar que para algum € > 0

1
sup Iy(aug + fue) < ey + N|f|gﬂ_N)/pSN/p (3.19)
a,BER

Se a expressao anterior é verdadeira, entao

1
d)\ S ])\(OJ*U() -+ ,B*UE) S sup I,\(OéUo + 61)6) < C) + N|f‘c(£;N)/psN/p
a,BER

e pelos lemas 3.6 e 3.8, obtemos uma sequéncia (u,) C M, tal que u,, — u fortemente em
V,. Como M, ¢ fechado, temos u € M,, entao u* # 0. Além disso, My C N, assim
I{(u) = 0 e u é uma solugdo que muda de sinal para o problema (1).

Observacao 3.10. «a e (3 sao valores reais limitados, caso contrdrio, uma vez que p < p*,
teriamos I\(aug + fv.) — —o0, um absurdo, pois ji mostramos que o funcional I restrito

a M,y é limitado inferiormente.

Observe que

Iy + Bv,) = %/\V(Czuo + B — %/g(m)]auo + Bu P — % /f(:v)]auo + B

Pela demonstragao de [21, Lema 4.2], para p > 2 (consequentemente, p* > 2), temos

/|V(au0 + Bo)|P < / (Ja||Vauo[P~*Vug + | 8]V Bve P> Vve) (|| Vg + |B]Vve)  (3.20)

[o@lauo+ g0 = [ g@lawl + [ g@lser + 6 [ galavliur @21

el (3.22)

/ f(@)lawo + fu P > / f(@)|awol”” + / F(@)|Bud + 6, / £() o] B

onde #; e 6, sao constantes positivas. Além disso, note que as fungoes f e g sao positivas
sobre o suporte de v, logo

I,\(Oéuo + ﬁve> < ],\(OéUO) + ]/\(|6|Ue) —+ @(6,0[75) — 92|a/|1|)€

p -1
/ @) oo (3.23)
onde

(e, a, B) = {\a\p1|ﬁ\/\Vuo\p2Vu0VvE—l—|aHB]p1/]Vv€\p2VvEVuo}

SR
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Comegaremos estimando I, (|S|v.). Como
J1vup = rg@lul) >0
e f(x) e g(x) sdo positivas no suporte de v, vemos que

p*

I(tv,) = % / (V0P — Ag(a)[uel?) — ’;7 / F(@)lee

atinge seu maximo em

1 1

*

/ (Vo — Ag@)u ) |7 / Vo
0<t = < |4

[ r@lel o) [1e

Além disso, podemos escrever

p*

I\(teve) = sup I\ (tv.) = E(e) — F(e),

t>0

P 0"
E(e) = %/my—%/m

AtP ’

: / g(@)|uel? - % / ((0) — f(x)lv

Observe que E(¢€) atinge seu méximo em

onde

p*

*

p

F(e) :=

1

p*—p
/ |Vu|?

o) [ler|

3

logo, por (3.3), temos

N
P

plo < 5@ = (3 - L) Uo7 | [rver]” | [

Para estimar F'(e), consideraremos V, := /(f(O) — f(2))|veP". Assim, por (F3) e sendo

_N
A < Lstigon
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o(z) < 1, vemos que

/ w”*(l’)
| (€ + Iﬂflp DA
| (e+ Il’|p DA
. p=1 1-p (—1)N
Fazendo a mudanca de varidvel z = ¢ » y, temos |y| < 2Re» = Redr=¢ » dy.

Assim,

1\(;?2) N-p JY;PQ) N—p

p(p—1 p—1 p(p—1 p—1

Vo< S p*/ |y|L dr < p*/ M—Ld%
[uelpe B (1+ |y|»=)N tuelpe JrN (14 |y|7—1)N

onde a ultima integral é finita desde que

N—-p Np

< —N
p—1 p—1 ’

o que ocorre para qualquer p > 1. Usando a estimativa para |uc|,« obtida na Proposigao
N—
C.2, conclufmos que V, = O(ev1).

Além disso, por (G;) e (C.2), temos

KAg(0)er™ , P < N;
A/g(af)lvelp > KXg(0)|logelert | p*=N;
KXg(O) 7, >N

Note agora que, para p? < N, temos

N—p>p2—p

=p>p—1
p-1-p-1 P77
e ainda, para qualquer p > 1 vale
N — N —
p > p7
p—1 p
desta forma, concluimos que
O(er™) , PP<N;
F(e) > ¢ O(llogele™!) . p*=N;
@) eN;p) , p°>N
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Portanto,
1
SIS o), sep? < N

1
L([Blve) < Ii(teve) < N|f|g{;‘NVPSN/P — O(e" | Ine|), sep? =N

\ %V&—N)/psl\’/p _ O(E(N—p)/p% se p2 ~ N.
E ainda, como ug € Ny, o funcional I(caug) atinge seu maximo em

N—p
2

nwmm—x/guWMP

[ f@lug
assim, I (aug) < Ix(ug) = ca.
Usando a Proposicao C.1 e a Proposicao C.2, podemos calcular:

Qo =
p*

( [N (p=t)+tp)(p—1) —
glepen L Ne-1)
N —p
N(p—1) N(p—1
/|v€|t =14 Ke »* |logel , t= L; (3.24)
N—p
¢(N—p) N(p—1
KT Co<i< Xl
\ N — p
( N(p=t)(p=1) N(p—1)
K’ v’ t> —=;
€ ) N _ 1 )
t(N—p) N(p — 1)
Vol =< K'e » |1 t= 3.25
[19ed < ogel 1= D, (3.25)
H(N—p) N(p-1)
K'e »? 0<0<t< ——-.
[ & ° ’ N -1
Em particular, quando ¢t = p — 1, temos
1
/\Vvelp_l = — /IVue\p_l.
el
onde, para todo N > 1,
N(p—1)
O<p—-1<——=
p N_1
logo
=1 g (pr)2(p71)
Vo [P~" =K'e »# . (3.26)
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Assim,

’/ |V [P~ 2V Vg

< max |u0|/|Vv€|P‘1 < CLeN-P -1/,
B3R (0)

Além disso, por (3.25), como p > 2, para t = 1 vemos que

N < N(p—-1)

logo,
N—
/IWJ = K'e

de modo que

’/ (V[P >V Vo,

== '/ [|VU0|p_2VU0 — (|Vu0|p_2Vu0)gR} VUE

< max HVU0|p72V’U/0 — <|VUO|p2VU0)2R|/|VUE|
Bar(0)

N—
< max ||Vue|" Vg — (|Vuo[P"2Vug)ar| K'e 7,
Bar(0)
onde estamos considerando ]
(Z)QR = Z.

B2 (0)] JB,r(0)

Pela teoria padrao de regularidade (veja [34]), |Vuo|P>Vuy € C%* localmente para
algum o > 0, entao podemos escolher R > 0 tao pequeno de modo que, para qualquer
€, > 0, tenhamos

|[Vuo P2V — (VP> Vug)ar| < €1,

e entao

N—p
’/‘Vuo|p2Vu0Vve S K,‘ElEPT.
Por fim, como N > pep > 2, quando t = 1 temos

)

N <N(p—1
N—-—p~— N-p

e, por (3.24), podemos estimar ainda

[ f@lug

onde C3 > 0, pois f é positiva em Byg(0).

"o > min f(@)|uel” ! / o] > Cae™-P
Bar(0)
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p—N

Finalmente, por (3.23), considerando Sy := (1/N)|f|OOTS%, podemos calcular

O(e™) , PP <N;
In(oug+Bue) < ex+Sy+Cre™N PP L e NP Cye VDI L O(er [ loge|) , p? = N;
O(E(N—p)/p) . p*> N.

Tomando R > 0 pequeno, podemos escolher €¢; de modo que K'¢; = C5/2. Assim,

o O(e™) , PP <N;
Iy(aug + Bve) < ey + So + CreNPe-D/r _ ?36(1\[_13)/,32 — ¢ O(e?tloge]) , p*=N;
O(eWN=p)/p) , p*> N.

Sendo N > pep > 2 vemos que eV P/P domina eN-PF-D/P*  Além disso,
eN=p)/p 5, eN-D/P* 5 e ! — 0 quando € — 0, portanto (3.19) se verifica e a
demonstracao esta concluida. O]
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Apeéendice A
Alguns resultados utilizados

Neste capitulo exibiremos alguns dos resultados utilizados no decorrer deste trabalho.

Teorema A.l1 (Principio Variacional de Ekeland). Considere (X,d) um espa¢o métrico
completo e ® : X — R um funcional limitado inferiormente e semicontinuo inferiormente.
Sejam e > 0 e x € X tais que
€
d inf ® + —.
(x) < it & + 2

Entao, para cada 6 > 0, existe y = y(d) € X tal que
o O(y) < D(a),
o d(z,y) <9,

o O(y) < P(u) + gd(u,y) para todo uw € X com u # y.

Demonstracao. O

Observacao A.2. O Principio Variacional de Fkeland garante a existéncia de uma
sequéncia minimizante de um tipo particular (sequéncia quase-critica).

Sob as hipétese do teorema acima (com ¢ = 1), suponha que X seja um espago de
Banach e que ¢ seja Gateaux-diferenciavel. Entao, para cada v € X com |jv|| =1et > 0,

temos
Oy +tv) — P(y) =t- DP(y) - v+ o(t).
Tomando u =y + tv em (7i) concluimos que

O(y + tv) > O(y) — et.
Deste modo, tD®(y)-v+o(t) > —et, isto é, DP(y)-v > —e. Trocando v por —v obtemos

|ID®(y) - v| <e.

Como isto vale para qualquer v € X com |jv|| = 1, obtemos |[|[D®(y)|| < e. Assim,

podemos resumir esse resultado como no corolario que segue:
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Corolario A.3. Sejam X um espaco de Banach e ® : X — R um funcional limitado
inferiormente e semicontinuo inferiormente. Se ® é Gateaux-diferencidvel entao, para cada
€ >0, existe x. € X tal que | DP(x,)|| <€ e

inf® < P(z,) <infd +e.
X X

O resultado acima garante a existéncia de uma sequéncia (x,) em X satisfazendo
O(z,) = c:= i&ffb e D®(z,) — 0 quando n — oo.

Teorema A.4 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja {f.,} uma
sequéncia de fungoes integrdveis que converge quase sempre para uma funcao mensurdvel
de valores reais f. Se existir uma funcao integravel g tal que |f,| < g para todo n, entdo f

/ fdu = lim / fm

Demonstracao. Veja [22] p.44. ]

¢ integravel e

O préximo teorema é o Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti e Rabinowitz.

Esta versao nao faz uso da condigao Palais-Smale e pode ser encontrada em [41] ou [36].

Teorema A.5 (Teorema do Passo da Montanha). Sejam X wum espa¢o de Banach,
Ie CH(X,R), p>0eec X satisfazendo |le]| > p e

b= inf I(u)>I(0)=02> I(e)

l[ull=p

Entao para cada € € (0, g), eziste u. € X tal que:
(A) ¢ —2e < I(u.) < c+ 2,
(B) |I'(ue)]| < 2e,
onde
c=1inf max I (g(t)) e T ={g€ C([0,1],X); ¢g(0)=0 e g(1) =e}.
g€l te[0,1]

Observe, porém, que tomando € = 1/n no teorema anterior, concluimos a existéncia de
uma sequéncia (u,) C X tal que I(u,) — ¢ e I'(u,) — 0. Assim, se o funcional [ satisfaz a
condigao Palais-Smale no nivel ¢ > 0 existe u € X e (uy,) C (uy) tais que u,; — u em X,
e pela continuidade do funcional I, temos I(u) = ¢ > 0 e I'(u) = 0, isto é, u € X ¢é valor
critico de [.

O préximo teorema estd demonstrado em [34] e é um resultado de regularidade na
fronteira para solugoes de equacgoes elipticas da forma

divA(z,u, Du) + B(z,u, Du) = 0,
com constantes A > A >0, k> 0em > —1 tais que
Ak 4 [p)™[EP? < a¥(x, 2,p)6&; < Ak + [p)™[E,
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para todos os valores apropriados de (z, z,p) e £ € RV, onde (a¥) = (0A"/dp;) e z e p sao
variaveis ficticias representando u e Du, respectivamente.

Teorema A.6. Sejam o, v, I' e My constantes positivas com I' > v e & < 1. Sejam k e ¢
constantes ndo negativas e Q C RN um dominio limitado de fronteira C**. Suponha A e

B satisfazendo:

(i) y(k+|r)™EP? < a¥(x, 2, 1)6&;5

(i) |a¥(z,z,r)| < T(k+ |r|)™

(iii) |A(z, z,7) = A(y,w,r)] ST+ |r)™" [lo = y|* + |2 —w]?];

(iv) |B(x,z,7)] < T(1+[r[)"2,
para todo (z,z,7) € O x [—My, Mo] x RY | todo (y,w) € Q x [~My, Mp] e £ € RY. Se
0 € CH(9Q) com |p|11a < ¢ e seu € solugdo fraca do problema

divA(z,u, Du) + B(x,u,Du) =0em e u = ¢ sobre 0f2

com \u] < M,y em Q, entio existe uma constante positiva 3 = B(&, ['/~v,m,N) tal que
u € CHP(Q). Além disso, luly s < C(&,T/y,m, My, N, $,9).

Cabe observar que, tanto no Capitulo 2 quanto no Capitulo 3 deste trabalho, estamos
tomando A(z,z,r) = |r|™r,onde m =p—22>0, z=wu e r = Vu. Além disso, temos

0A
87"]'

= m|r|" 2y + |6

a’(x, z,r) =

A seguir, verificamos que A(x, z,r) = |r|™r satisfaz (i)-(iii). Para mostrar (ii), note que

N
ja” (z, z,7) Z [mlr|™lrillrs| + (™ 6i5]

N
= |r[™ +mlr\m’22 il > Il
i=1 j=1
= (L+m)[r|™,

mostrando que (ii) é valido considerando-se I'y = 1+m > 0 e k = 0. O item (iii) é imediato
uma vez que A depende apenas de r. Assim, A(z,z,7) = A(y,w,r), de modo que para
quaisquer I' > 0 e & < 1, temos

0= |A(I’,Z,T‘) - A(y,w,r)| S F(l + |T|)m+1 [ll‘ - yld + |Z - w|d} :

Por fim, dado £ € RY qualquer, considerando 1 =~ < I'; =1+ m e k = 0, obtemos

g = ™ Z §i&j0i; < Z [mlr ™y + |r[™0y] &€ = a¥ (@, 2,7)68;-

1,5=1 3,j=1
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Com relagao a hipdtese (iv), lembremos que —My < z < M,, isto é, z é limitado.
Comecaremos tomando B(z,z,7) = Aa(z)]z|97%2 + c(z)|z|P" "2z, onde A > 0 e a(z), c(z) €
L>(Q2) sao, respectivamente, o parametro e as fungdes peso do problema (P,,) trabalhados
no Capitulo 2. Neste caso,

|B(z,2,7)| < Maloo|2|97" + |cloo]2P ™ < Ty < To(1 + |r|)™F2.

Tomando agora B(z, z,7) = ub(z)|z|P~2z+c(z)|z|[P" 722, onde n > 0 e b(x), c(z) € L>=(Q)
sao, respectivamente, o parametro e as fungdes peso do problema (P,,) trabalhados no
Capitulo 2, obtemos

|B(w,2,7)| < plbloo] 2P + |oo|2]P" 7 < Ty < Ty(1 + |r|)™ 2.

Assim, considerando I' = max{I'1,['3, '3}, o Teorema A.6 é aplicavel para o sistema
estudado no Capitulo 2. J4 para o problema (P,) estudado no Capitulo 3, o Teorema A.6
também pode ser usado uma vez que, para este caso, temos B(x,z,7) = \g(z)|z|P7?z +

f(2)]|2]" 722, onde A > 0 e f(x), g(z) € L>®(S). Assim,

1B(, 2,7)| < Mglool2[P™ + | floo] 2P ™1 < Ty < Tu(1 + [r)™+2,

e basta considerar I' = max{I'y,I's}.
O teorema seguinte estd em [35] e é um Principio de Maximo Forte.

Teorema A.7. Seja u € CY(Q) tal que Apu € LE.(Q), u > 0 quase sempre em S,

loc

Ayu < B(u) quase sempre em €2, onde [ : [0,00) — R € continua, ndo-decrescente, 3(0) =0

e:
(A) B(s) =0 para algum s > 0 ou
1

(B) B(s) > 0 para todo s > 0, mas / (B(s)s) MPds = 0.

0

Entao, se u nao se anula em todo o dominio (), u € positiva em todos os pontos de 2.
Além disso, se u € CY(QU{xo}) para xy € 0N satisfazendo uma condicdo de esfera interior
e u(xg) =0, entao, sendo v a normal interior no ponto xo, tem-se
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Apeéendice B

Aproximacoes e estimativas do
Capitulo 2

A fim de nao sobrecarregar o corpo do texto, dispusemos neste apéndice os calculos de
algumas aproximacgoes e estimativas utilizadas no Capitulo 2 deste trabalho. Assim, ao
longo deste apéndice, consideraremos u,. a funcao definida no Capitulo 2 dada por

oz — xo)epz;%
(5 + o — ol 71) 5"

Ue zo (X) i=

para 2o € RY onde ¢(z) > 0 com ¢ € C>*(RY,[0,1]) dada por

L, Jz[<p
say={ Lo
0 , |z| > 2p.

Proposicao B.1. Sdo vdlidas as sequintes estimativas

N-—p

[uel[” = Ky +O(e»=) (B.1)
|uel|” N-p
‘|u |‘p = S+ O0(er 1) (B.2)
€lp*
P = 2
up = ’dy + O(er=1) , N>p*>1 (B.3)
?di|loge| +O(e?) , N=p?>>1

Demonstracao. Sem perda de generalidade, podemos considerar xqg = 0 de modo que

Vila) = — AT (

(77 +Jal7"T) 7

N — p) P(x)er@D |z[»~1
P
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Assim, pela definicao de ¢, teremos

O(a)err= ]
x)ere=0 |z|r-1x
C Y < Y
v B N . R % |J}| >p

ue(:c) = <€p71 + ’x|p71>

0 ;@] = 2p
Logo,
_ 1 Pt | 75T d
ue||? = E%C]’Q / |7~ du +/ |¢(z)[Pe@V |z|p~Tda
p<|z|<2p

N
i< (ep’ﬁ + \x%)

podemos escrever

N-p || 77T da |71 da
Julr = 5 | [ N—/| _1on)
x|>p (

B (71 4 Jo]7T) 51 + Jo|77)

onde

_ |z|-Tdx < |x|p(;:y)dx:O(1)
N
m»( ) || >p

_Dp_ _p_
7T 4 |z|7ET

desde que N > p. Por fim, fazendo = = ey, temos dz = e¥dy de modo que

/ 2|77 da i/ eyl
N N
RN <e% + ]ﬂﬁ) RN ezfvfpl (1 + !y\z’%>
Ll
—N p—
= 6’;771 / LN?
RN (

L+ [y[7)

onde a ultima integral é limitada desde que

—— — ——— < -N=N>p.
p—1 p-1
Assim, para constantes positivas K; e Ky que nao dependem de ¢, temos

N—

Jud? = FECE [+ K05 ] = K+ O,
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Como ¢ é uma fungao teste e 0 < p < |z| < 2p, a segunda integral é limitada

. Assim,
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Portanto, (B.1) se verifica. Para mostrar (B.2), note que

p*

Jowe = [ e [ g [
Q lz|<R R<|z|<2R |z|>2R

_N_ dx o
= ert D D + ’ue, )
lz|<Rr (e7-1 + |z|P=T)N  JR<|z|<2R

onde a segunda integral ¢ limitada, pois estamos longe da singularidade, em um intervalo
compacto e ¢ € C=(RY), logo

[
Q

Faremos a estimativa dessa integral e, para isso, usaremos a mudanca de variavel x = ey,
de modo que dz = €Vdy e |z| < R implica |y| < Re™! := R. Assim,

P ele/ e +O(er ).
<R (€7

+ |27V

N dx / dy < / dy
er—t P P = PP D R
jal<r (€71 + ||~V Jpyi<r (14 [y[=1)¥  Jev (14 [y[»=1)¥

que é finito para qualquer p > 1 e N > 0. Portanto, temos |u, g: =K+ O(e%) de modo
N—p

que |uc[r. = K 4+ O(e»=1). Combinando esta tiltima equagao com (B.1), vemos que (B.1) se
verifica com S = K /K.
Para mostrar (B.3), observe que

N T T ey
Q lz|<R R<|z|<2R |z|>2R

N—p dx P
=€ert B B + |u€| )
z|<k (eP~T 4 |x|P~1)N=P  JR<|z|<2R

onde a segunda integral é limitada, pois estamos longe da singularidade, em um intervalo
compacto e ¢ € C=(RY), logo

[l = [ o)
0 je|<R (€71 + |x|p=T)N=P

Devemos estimar a tultima integral e para isso usaremos a mudanca de variavel z = ey,

de modo que dv = eVdy e |z| < R implica |y| < Re™' := R. Assim,

N—p dx dy
6?*1 P _pP = Ep _p :
jel<r (€771 + |z|P=T )N =P wl<R (1 + [y|p=T)N=P

Analisaremos dois casos:

Caso 1: N >p?>1
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Note que, como 1 < p, temos

/ v < W _op)
W<k (1+ |y[7=1)N=P  Jry (14 [y|p-T)N-p

desde que
N —
—# <-N=—(N—-pp<-Np-1)=p*<N.
p —
Assim, para algum d; > 0, concluimos que quando p* < N, entdo |uc|’ = e’d; +O(€]Z:f).

Caso 2: N =p?>1

Podemos escrever

.

Sk T T ™ s B BT eenen T
B = P + B :
i<k (L4 [y[»)¥7 < (L4 [y[)N 2 Jici<i (1+ [ )NP

A B

Para estimar A, note que

d d )
/ | Y[ wra=ow
wi<t (L+yl=1)N=p iy (1+ fy[e=1)p= <

desde que —p > —N = —p?, o que é valido para qualquer p > 1. Logo, A = O(1). Além

p(p—N) N R N
o< [ W ay= [ wita= [N [ asa
1<|y|<R 1<|y|l<R 1 ly|==

R R R _
/ z_N/ dSdz = / NN ondz = / 2 'dz = log z|f = dy|log €|,
1 ly|=2 1 1

em que d; é uma constante positiva e wy representa o volume da esfera unitaria em RY.
Assim, quando N = p* > 1, obtemos |uc|} = di€?|log €| + O(e”). O

disso,

onde

Proposicao B.2. Considerando u. a funcdao definida no Capitulo 2, a sequinte estimativa
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¢ verdadeira

0<%, <
e { Mlz|’(1+ |z|77) N+
|z|<1

+/ | zf“’l]:()(e@) L 0<f< A
1<|z|<e~1 P

\

Demonstragio. Usando a defini¢io de u, e sendo |c|o — ¢(x) < M|x|?, onde 6 > p, temos

Analisaremos trés casos.

Caso 1: § > N/(p—1).
Como p(z) < 1 para todo z € RY e € > 0, vemos que

4
OSEESMEPI—VI/ LN
B@)G%&Hﬂﬁﬁ

9
< Mele/ LNdx
p
o )
Np

[T

onde a ultima integral é finita desde que

N N
9—%>—N¢9>—

p— p—1
Assim, quando 0 > N/(p — 1), temos 0 < ¥, < Mk:lfsp%1 = O(ep%).

Caso 2: § = N/(p—1).
Fazendo a mudanca de varidvel x = ey, temos dor = eVdy. Além disso, x € B;(0) implica
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ly| < €. Assim, como p(x) < 1 para todo x € RY, temos

N
M 0, .,—7 N
0< Ee S/ N |€y| S Ndy
i< o (14 [y)77)

0
e[ ',
lyl<e=! (1+ !y\ﬁ>

0 0
e / Yl Ndy+/ |y _dy
1<]y|<e! <1 + |y|ﬁ) lyl<1 (1 + |y|p’%1>

Estimaremos separadamente cada uma das integrais acima. Note que

o d 0
/ LNC@S/ —yNS/ Y w Y,
. _p_ N £
lyl<1 (1 + |y‘p_1> lyl<1 (1 + !ylp—1> R (1 + |y|”‘1)

onde a dltima integral é finita para qualquer N > 0. Além disso, como § = N/(p—1), temos

o—Np
0< ——xdy < ly|" P 1dy
I<yl<e! (1 + |y|%> I<yl<e!

= / ly| N dy
1<|y|<e™!
1/e

:/ / |y|_Ndet
0 lyl=t
1/e

:/ NN vdt
0

1/e
:wN/ tLdt,
0

em que wy representa o volume da esfera unitaria em RY. Assim,

0
OS/ %dygwjv log ]}/ = ko] log €.
1<lyl<e! (1 n |y|pf1>

Assim, quando # = N/(p — 1), concluimos que
N N
0 <Y < M (ky|loge| + ks) = er—1ky|loge| + O(er-1).

Caso 3: § < N/(p—1).
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De modo analogo ao caso anterior, fazendo a mudanca de varidavel x = ey, obtemos

1<y < M’€y|061’%6N
T e 22 2\
Yy ep—1 1 + ’y‘p 1

dy

0
e ()

<me [ U
(1+1y/77)

dy,

onde a ultima integral é finita desde que

Assim, quando § < N/(p — 1), temos 0 < ¥, < Mkze? = O(€).
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Apeéendice C

Aproximacoes e estimativas do
Capitulo 3

A fim de nao sobrecarregar o corpo do texto, dispusemos neste apéndice os calculos de
algumas aproximacgoes e estimativas utilizadas no Capitulo 3 deste trabalho. Assim, ao
longo deste apéndice, dado ¢ > 0 consideraremos u, a funcao definida no Capitulo 3 dada

por
B p(x) o () = Y@
ue(m)<_-(e-+ya1pmp—4))Npp’ (=) |ue(x)

onde p € C§°(Byr(0)) é tal que 0 < p(z) <1e p=1in Bg(0).

Y
p*

Proposicao C.1. Considere u. como definido no Capitulo 3. Nestas condi¢oes, podemos
estimar

( t+N(p—1)—tN N(p — 1)

K P 1 t> —=;

3€ +O() 5 > N—l 5
N(p—1)

\Y et: K;l1 1 =7

N(p-1)
1 —_—
\ O(1) , 0<t< N 1

—N
E, em particular, quando t = p tem-se / |Vu|P = Kie s + O(1).
Q

Demonstra¢ao. Uma vez que estamos usando u, como definida no Capitulo 3, entao para
p € C*(RY), com ¢(z) > 0em RN, ¢ =1em Bg(0) e p =0 quando |x| > 2R, temos

T
ue(x) = SD(L) N5
(e+ |z|=T) 7
Derivando, temos
2—-p

0 1 0 N —p\ o(x)|z|r-1z;

Uue(z) = T ﬂ@—( ) TR
Oz (e + [a]7*r) 5" O P (e fal)
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Assim,

2—p
Gu - o) __ (Nop) elolel
(e+]af@) 7"\ P ) (e+fal7)n
Note que, pela defini¢ao de ¢, temos
o)t
P AE
Cn——m— , | < R;
(et el :
vue = \V4 N — 2%113
(e+ [z|>=1) > P/ (e+|zlrT)>
| 0 ., |z| > 2R.
Podemos entao calcular
/|Vue|t= Vul + [ [Vu | + [ [Vu[
Q lz|<R R<|z|<2R |z|>2R

e+ |z|7T) R<|z|<2R

t
x|p-1
_C}e\// | | N T |Vu6‘t7
|lz|<R (

onde a segunda integral ¢ limitada, pois estamos longe da singularidade, em um intervalo
compacto e ¢ € C(RY), logo

/\Vue!tzcjtv/ LMﬂLO(l)-
Q z|<R (€ + |x|P-T) >

Faremos a estimativa dessa integral e, para isso, consideraremos tres casos.

Caso 1: t<N(p—1)/(N —1).
Observe que

t
p—1 (1—N)
Ofv/ medx < Cfv/ | T da
lo|<R (€ + |x|P-T)» lz|<R

e esta integral é finita desde que

%>—N:—%>—N:t<%.

Portanto, quando ¢t < N(p — 1)/(N — 1), temos
/|Vue|t — o).
Q

;. . . . p=1
Para os proximos dois casos consideraremos a mudanga de variavel x = ¢ » y, de modo
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N(p—1)

que de =€ » dye |z| < R implica |y| < 9Re 7 =R, Assim,
mp%l t(1=N)+N(p—1) |y[ﬁ
p_ Nt dl’ =€ P —  » Nt dy
z|<R (€ + |x|P-T) 7 <R (14 |y|?—1)

Caso 2: t>N(p—1)/(N —1).
Observe que

Y ptj Y p—1
/ 7%@ < / LMC@ =0(1)
<R (1 + |y|»=T) " RN (14 [y[e=T)7

desde que

Portanto, quando t > N(p — 1)/(NN — 1), temos

t(1—N)+N(p—1)

t(1-N)+N(p—1)
/|Vu€|t=C’]tv.Ke ENEREN L o) = Ry T L o).
Q

Caso 3: t=N(p—1)/(N —1).
Observe que

_t _t _t
/ ly[> T dy = / ly[7T dy+/ ly[»—
N - N N
<R (14 |y|7-1) % Tzt (14 ly|7o1) > - Jici<r (14 M=k ]

N

A B

Estimaremos cada uma dessas integrais separadamente.

d d
O§A§/ % S/ %7
st (14 [gl7) %~ e (14 7)Y

onde a ultima integral é finita desde que

Como estamos considerando t = N(p — 1) /(N — 1), temos

t N
= >1, VN >0
p—1 N-1 ’ ’
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logo A = O(1). Resta estimar B.

t(1—N) N R N
OSBS/ iy 5 dyz/ Iyl dy:/ = / dsdz,
1<|y|<R 1<|y|<R 1 ly|l=2

R R R _
/ z_N/ dSdz = / N AN ondz = / 2 'dz = log z|f = k|log €|,
1 lyl== 1 1

em que k é uma constante positiva e wy representa o volume da esfera unitéria em RY.
Assim, quando t = N(p — 1)/(/N — 1), obtemos

onde

/ |Vu|" = k|loge| + O(1).
Q
Em particular, quando ¢ = p, como p < N, temos

N(p—1)

Np—p>Np—N:>t(N—1):p(N_1)>N(p_1):>t>m’

logo
p(1=N)+N(p-1) p=N
|Vu|P = Kye Z +0(1) = Kie 7 +O(1).
Q
O

Proposicao C.2. Considere u. como definido no Capitulo 3. Nestas condi¢oes, podemos

estimar ) N( 1)
N(p—1)—t(N—p) p—
K P O(1 t> —=:
3€ ‘|‘ () 5 N—p y
N(p—-1)
uEtS Kslloge| + O(1 , t=—7-;
[ hud < Kaftogel + 0 i
N(p—-1)
O(1 , O<t < ——=;.
\ <) N_p

_N
E, em particular, quando t = p tem-se |uc|y. = Koe' 7 + o(1).

Demonstracao. Uma vez que estamos usando u, como definida no Capitulo 3, entao para
© € C®(RYN), com p(z) >0em RY, ¢ =1 em Bg(0) e p =0 quando |z| > 2R, temos

o() _

(€ + |a|7T)

ue(x) =

1)



Podemos entao calcular

/W$=/hW+/ mx+/wx
Q |z|<R R<|z|<2R |z|>2R

dx
= C1]t\f/ _p  (N—-p)t +/ |u€|t’
|z|<R (6 -+ ‘x’p—l) P R<|z|<2R

onde a segunda integral é limitada, pois estamos longe da singularidade, em um intervalo
compacto e ¢ € C(RY), logo

dx
Lﬁwz%/ o)
Q |z|<R (6 + |x‘p—1) »

Faremos a estimativa dessa integral e, para isso, consideraremos trés casos.

Caso 1: t<N(p—1)/(N —p).
Observe que

dx _(N-p)
%/ pwws%/ |~ de
|z|<R (6 + ‘x’pfl) P lz|<R

e esta integral ¢é finita desde que

N —p)t Np-1
——( ) >—N:>t<—]§f )

p—1 -p

Portanto, quando ¢t < N(p — 1)/(N — p), temos

/Q luc|" = O(1).

43 : . ., p—1
Para os proximos dois casos consideraremos a mudanca de variavel x = ¢ » y, de modo
N(p—1)

que dr =¢ » dye|z| <R implica |y| < 9Re 7 :=R. Assim,

dx N(p=1)—t(N—p) dy
NS ! _ — = W
ol<r (e + |2 77) WI<E (14 Jy]77) 7

Caso 2: t > N(p—1)/(N —p).
Observe que

dy dy
/ _ FENGEDT S/ FENGEDT =0(1)
<R (14 |y|7=T) 7 RN (14 [y|e-T) 7

desde que

Ny M)

p—1 (N—=p)
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Portanto, quando t > N(p — 1)/(N — p), temos

N(p—1)—t(N—p) N(p—1)—t(N—p)
/myzcym”“pp+mm:K¢pptp+om.
Q

Caso 3: t=N(p—1)/(N —p).
Observe que

dy dy dy
/ — p_  (N—p)t dy = / _p_  (N—p)t dy + _p  (N—p)t dy :
WI<R (1 + [y[»=T) > i<t (1 + |y[»=T) 7 (T+Jyl>=7) >

v~ v~

A B

Estimaremos cada uma dessas integrais separadamente. Como estamos considerando
t=N(p—-1)/(N—p)ep<N, temos

0<A< W< W<
_p_ N(=1l) 2\ )
W<t (1 + |y|7 1) 7 i<t (1 [y[»=T)P lyl<1

onde a tltima integral é finita desde que p < N. Logo, A = O(1). Resta estimar B.

(N—p)t N R N
o<p< [ T Fay= [ ptay= [CeN [ asa
1<|y|<R 1<|y|<R 1 ly|l=2

R R R _
/ zN/ dSdz = / N AN ondz = / 2 'dz = log z|f = k|log €|,
1 ly|==2 1 1

em que k é uma constante positiva e wy representa o volume da esfera unitéria em RY.
Assim, quando t = N(p — 1)/(/N — 1), obtemos

onde

[tk = 1ogel + 0(1).
Q

Em particular, quando t = p*, temos

para qualquer p > 1. Assim,

* (p—1)—p*(N—p)
(/MWzK@leNP+MD:K£g+mm
Q

p—N
g* = KQET —f- 0(1) D

logo, Iue

Definindo v, := u./|ue|p+ € sendo S = K; /K, pela Proposigao (C.1) e Proposigao (C.2),
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concluimos que

/|Vu€|p .
/|V1}6\p:—:S—I—O(e Po).

e

p
p*

Além disso, observe que , se t = p, temos

Assim, pela Proposicao (C.2), temos

Ky v +0(1) , p?<N;
uely = 4 Ks|loge| +0(1) , p*=N; (C.1)
O(1) , p*>N.

Por fim, usando (C.1) e a Proposigao (C.2) podemos estimar ainda

wp [ K PP <N

Ue

vl = —F = Kl|logeler™" | p* = N; (C.2)
el Ker P> N

Proposigao C.3. Considere gt € L>*(RN) N LN/?(RY). Entdo o funcional G : V, — R

dado por G(u) = / gt (x)|ul? € continuo.
RN

Demonstragdo. Seja (u,) C V, uma sequéncia tal que u, — w em V,. Pela imersao
continua V, < LF" (RY), temos u,, — u em LP" (R") e, pelo Teorema de Vainberg, existem

h € LP" (RY) e uma subsequéncia de (u,) que ainda denotaremos por (u,,) tais que

up(z) = u(z) , qt.pemRY,
[un(@) < h(z) . qtpemRY.

Note ainda que, como convergéncia forte implica convergéncia fraca, temos
u(a)]| < liminf fu| < h(z)
Assim, ¢g"(2)|u, [P — g7 (2)|ulP quase sempre em RY e ainda
|97 (@) |ual” = g™ (@)l < g™ (@)] (Jual” + [ul?) < 2|g" () |1F ().

Como h € LP"(RN), entdo h? € LP"/?(RY), onde

_|_£*: + = =1,
D

=1

logo 2|gT|h? € L'(RY). Podemos entdo usar o Teorema da Convergéncia Dominada de
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Lebesgue, de onde segue que
g™ (@) |un|” — g+(m)|u|p|Ll(RN) — 0 quando n — oo.

Deste modo, quando n — oo, temos

|G (un) = Gu)| <

[ @l =" @ap]| < |g @l = g @l |y ey 0.

Portanto, G ¢ continuo em V.
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