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UFPA/UFAM

Tese de Doutorado
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Resumo

Este trabalho é o estudo de algumas classes de problemas eĺıpticos quasilineares com funções

peso e crescimento cŕıtico. Na primeira parte, estudamos o sistema

(Pλµ)



−∆pu = λa(x)uq−1 + c(x)uα−1vβ, em Ω

−∆pv = µb(x)vp−1 + c(x)uαvβ−1, em Ω

0 ̸≡ u ≥ 0, 0 ̸≡ v ≥ 0 em Ω

u = v = 0 sobre ∂Ω

em que 1 < q < p ≤ N−p2, α, β > 1, λ, µ > 0, a, b, c são funções peso que podem trocar de

sinal e satisfazem a+ ̸≡ 0, b+ ̸≡ 0, c+ ̸≡ 0 e p < α+β ≤ p∗. Nas condições impostas, obtemos

existência e multiplicidade de soluções não negativas nos ńıveis subcŕıtico e cŕıtico utilizando

técnicas variacionais tais como Teorema do Passo da Montanha, Prinćıpio Variacional de

Ekeland, resultados de regularidade e Prinćıpio de Máximo.

Na segunda parte do trabalho, usamos um método de minimização em conjuntos

relacionados com a variedade de Nehari para provar a existência de solução que muda

de sinal para o problema

−∆pu = λg(x)|u|p−2u+ f(x)|u|p∗−2u em RN ,

onde 2 ≤ p < N , p∗ = Np/(N − p), g+ := max{0, g} ̸≡ 0, f+ := max{0, f} ̸≡ 0,

g+ ∈ LN/p(RN) e f, g ∈ L∞(RN).

Palavras-chave: problema eĺıptico, método variacional, crescimento cŕıtico, p-laplaciano.



Abstract

This work studies some classes of quasilinear elliptical problems with weight functions and

critical growth. In the first part, we study the system

(Pλµ)



−∆pu = λa(x)uq−1 + c(x)uα−1vβ, in Ω

−∆pv = µb(x)vp−1 + c(x)uαvβ−1, in Ω

0 ̸≡ u ≥ 0, 0 ̸≡ v ≥ 0 in Ω

u = v = 0 on ∂Ω

where 1 < q < p ≤ N−p2, α, β > 1, λ, µ > 0, a, b, c are wheight functions that may change

signs and satisfy a+ ̸≡ 0, b+ ̸≡ 0, c+ ̸≡ 0 and p < α + β ≤ p∗. Under imposed conditions,

we obtain existence and multiplicity of solutions at subcritical and critical levels using

variational methods such as the Mountain Pass Theorem, Ekeland’s Variational Principle,

regularity results and Maximum Principle.

In the second part of this work, we use a minimization method on sets related to Nehari

manifold to prove the existence of a sign-changing solution to problem

−∆pu = λg(x)|u|p−2u+ f(x)|u|p∗−2u em RN ,

where 2 ≤ p < N , p∗ = Np/(N − p), g+ := max{0, g} ̸≡ 0, f+ := max{0, f} ̸≡ 0,

g+ ∈ LN/p(RN) and f, g ∈ L∞(RN).

Key Words: elliptic problem, variational method, critical growth, p-laplacian.
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Notações

� ∂Ω: Fronteira de Ω;

� →: Convergência forte;

� ⇀: Convergência fraca;

� ↪→: Imersão cont́ınua;

� |u|p: Norma de u em Lp(Ω) ou em Lp(RN);

� |X|: Medida do conjunto X.

� Br(0): Bola de centro em 0 e raio r;

� on(1): Ordem pequena;

� O(1): Ordem grande;

� D1,p(RN) := {u ∈ Lp∗(RN); ∂iu ∈ Lp(RN), 1 ≤ i ≤ n};

� C∞
c (RN) := {u ∈ C∞(RN); u se anula fora de um compacto deRN}.



Introdução

Neste trabalho, começaremos estudando o seguinte sistema:

(Pλµ)


−∆pu = λa(x)uq−1 + c(x)uα−1vβ, em Ω

−∆pv = µb(x)vp−1 + c(x)uαvβ−1, em Ω

0 ̸≡ u ≥ 0, 0 ̸≡ v ≥ 0 em Ω

u = v = 0 sobre ∂Ω

No que tange ao operador p-laplaciano, diremos que uma não-linearidade do tipo |u|r−2u

tem crescimento natural quando r = p e subnatural quando 0 < r < p. Equações eĺıpticas

semilineares e quasilineares com não-linearidades do tipo subnatural e outra supernatural

são largamente estudadas no caso escalar, sendo a motivação deste estudo o problema

(Pλ)


−∆u = λm(x)ur−1 + n(x)us−1, em Ω,

u > 0, em Ω,

u = 0, sobre ∂Ω

onde 1 < r < 2 < s e m(x), n(x) ∈ L∞(Ω). Dentre os vários trabalhos que abordam este

tema, é importante destacar o artigo pioneiro de A. Ambrosetti, H. Brézis e G. Cerami (veja

[1]) onde os autores estudaram a seguinte classe de problemas eĺıpticos semilineares:

(ABC)


−∆u = λuq + up, em Ω,

u > 0, em Ω,

u = 0, sobre ∂Ω.

em que λ é um parâmetro real e Ω é um domı́nio limitado de RN com N ≥ 1. Primeiramente

eles mostraram, usando o método de sub e supersolução, que no caso 0 < q < 1 < p existe

um valor real Λ > 0 que determina existência de solução para o problema (ABC), havendo

uma solução mı́nima uλ de energia negativa e crescente em relação a λ quando λ ∈ (0,Λ),

a existência de pelo menos uma solução fraca no caso λ = Λ e não existência de solução se

λ > Λ. Além disso, para o caso λ ∈ (0,Λ), provam a existência de no máximo uma solução

u tal que |u|∞ ≤ A, onde A > 0.

Ainda em [1], os autores provam a existência de uma segunda solução vλ > uλ para o

problema (ABC) quando 0 < q < 1 < p ≤ 2∗ − 1 usando uma variante do Teorema do

Passo da Montanha. Já quando p = 2∗ − 1 e Ω é um domı́nio estrelado, argumentando

por contradição eles mostram a existência de uma segunda solução wλ distinta da solução
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mı́nima uλ, onde |wλ|∞ → ∞ quando λ → 0+.

O segundo resultado apresentado em [1] foi fortemente influenciado pelas ideias do

famoso trabalho de Brezis e Niremberg (veja [9]), onde os autores consideraram em (Pλ) o

caso p = 2 com m(x) ≡ n(x) ≡ 1, r = 2 e s = 2N/(N − 2) com N ≥ 3. Neste artigo, os

autores mostram a existência de uma solução positiva quando 0 < λ < λ1(Ω) para N ≥ 4 e

não-existência de solução positiva para o caso λ ≥ λ1(Ω), onde λ1(Ω) representa o primeiro

autovalor do operador (−∆, H1
0 (Ω)).

Tanto [1] quanto [9] impulsionaram a pesquisa de problemas envolvendo o mesmo tipo de

não-linearidade. Podemos mencionar [4], em que os autores estenderam estes resultados para

o operador p-laplaciano estudando a existência de duas soluções positivas para o problema

(AA)

{
−∆pu = λ|u|q−2u+ |u|p−2u, em Ω,

u = 0, sobre ∂Ω.

Para obter tais resultados, mostraram que quando λ > 0 o funcional associado ao

problema (AA) satisfaz a condição (PS)c para qualquer ńıvel c < ĉ := c0 + (1/N)SN/p,

sendo S a melhor constante de Sobolev. Em seguida, aplicaram o Teorema do Passo da

Montanha e mostraram que o ńıvel minimax está abaixo de ĉ.

Vale mencionar ainda os artigos [12] e [14] de Figueiredo, Gossez e Ubilla, onde os autores

estenderam o resultado de [1] para o caso com condição de Dirichlet na fronteira:

−∆u = λa(x)uq + b(x)up, em Ω.

Em [12], foi considerado o caso 0 ≤ q < 1 < p onde p ≤ 2∗ − 1 no caso N ≥ 3 (ou

p < ∞ se N = 1 ou 2), com λ > 0. Com relação às funções peso a(x) e b(x), estas podem

mudar de sinal em Ω e desaparecer em partes do domı́nio. Neste artigo, foram mostrados

resultados de existência e não-existência e foram usados métodos variacionais para provar

multiplicidade de soluções. Além disso, os autores obtiveram uma estimativa por cima e

por baixo para o parâmetro λ∗ mostrando que, para tal λ∗ limitado, as conclusões de [1]

quanto à existência ou não de soluções continuam válidas para o caso em questão.

Já em [14], foi considerado apenas o caso 0 ≤ q < 1 < p ≤ 2∗ − 1 com λ > 0, onde

Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado eN ≥ 3. Neste artigo, quanto às funções peso, apesar de b(x)

poder mudar de sinal no domı́nio, é exigido que a(x) seja não-negativo, o que em particular

permite o uso do Prinćıpio de Máximo Forte. Essa exigência quanto a não negatividade do

peso a(x) vem a ser uma das principais diferenças em relação a [12]. Além disso, as noções

de sub e superlinearidade locais introduzidas em [12] foram essenciais. Neste trabalho, para

provar os resultados de existência, não existência e multiplicidade de soluções, foram usadas

técnicas de sub e supersoluções bem como métodos variacionais.
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A versão de sistemas relacionados para o problema (Pλ), isto é, sistemas do tipo

(Sλµ)



−∆pu = λa(x)|u|r−1 +
α

α + β
c(x)|u|α−1|v|β, em Ω,

−∆pv = µb(x)|v|s−1 +
β

α + β
c(x)|u|α|v|β−1, em Ω,

0 ≤ u ̸≡ 0, 0 ≤ v ̸≡ 0, em Ω,

u = v = 0, sobre ∂Ω

foi considerado inicialmente por C. O. Alves, de Morais Filho e M. A. Souto (ver [5]),

onde os autores estudaram o caso a(x) ≡ b(x) ≡ 1 com p = r = s = 2 e α, β > 1

satisfazendo α + β ≤ 2N/(N − 2), em cujo trabalho obtiveram resultados semelhantes aos

de [9]. Quanto ao caso a(x) ≡ b(x) ≡ 1 com 1 < p = r = s < N e α, β > 1 satisfazendo

α + β ≤ Np/(N − p), este é estudado em [15].

Até onde sabemos, T.F. Wu (veja [29]) é o primeiro que estende alguns resultados de [1].

O autor considerou p = 2, um crescimento sublinear r− 1 = s− 1 ∈ (0, 1) e um crescimento

subcŕıtico α, β > 1 satisfazendo α+ β < 2N/(N − 2). Impondo certas condições aos pesos

a(x), b(x) e c(x), Wu obteve um resultado de existência de soluções não-negativas desde

que λ > 0 e µ > 0 sejam suficientemente pequenos, mostrando ainda a existência de um

segundo par de soluções considerando hipótese a(x) ≥ 0.

Ainda se tratando de sistemas eĺıpticos, T. S. Hsu (ver[30]) estudou (Sλµ) considerando

λ, µ > 0, 1 < p < N , r − 1 = s − 1 ∈ (0, p − 1) e um crescimento cŕıtico α, β > 1 com

α + β = p∗. Impondo certas restrições aos pesos a(x), b(x) e c(x), o autor usa uma divisão

da Variedade de Nehari em uma adaptação ao método usado por Tarantello para obter

resultados de existência e multiplicidade de soluções para valores pequenos de λ e µ.

No presente trabalho, em relação ao operador p-laplaciano, uma não linearidade do tipo

|u|r−2u é dita ter crescimento natural quando r = p, e subnatural quando 0 < r < p.

Nossa atenção está voltada para o caso em que temos um sistema onde em uma equação

há crescimento natural e na outra, subnatural. Este tipo de não-linearidade também foi

considerada em [2], onde os autores investigaram a existência e multiplicidade de soluções

positivas para

(AH)

 −∆pu = λuq−1 + αuα−1vβ, em Ω

−∆pv = µvp + βuαvβ−1, em Ω.

A existência de solução foi mostrada assumindo 1 < q < p < N , p < α + β < p∗ em

que as potências α e β são subcŕıticas e mais restritas (veja [2, hipóteses (1.3)-(1.5)]) e o

método consistiu em extrair uma sequência Palais-Smale na variedade de Nehari para obter

ao menos um par de soluções. Em nosso trabalho, estamos supondo o caso mais geral em

que α, β > 1 com α+β ≤ p∗, e abordamos também a questão de multiplicidade de soluções,

inclusive quando β > p.

A fim de estabelecer nosso primeiro resultado, apresentamos as hipóteses a serem
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consideradas e as definições necessárias. Assim, começaremos estudando o seguinte sistema:

(Pλµ)


−∆pu = λa(x)uq−1 + c(x)uα−1vβ, em Ω;

−∆pv = µb(x)vp−1 + c(x)uαvβ−1, em Ω;

0 ̸≡ u ≥ 0, 0 ̸≡ v ≥ 0, em Ω;

u = v = 0, sobre ∂Ω,

onde −∆pu = div(|∇u|p−2∇u) é o operador p-laplaciano com 1 < q < p < N , e α, β > 1

satisfazendo p < α + β ≤ p∗ = Np/(N − p). Consideraremos também λ e µ parâmetros

positivos e Ω ⊂ RN um domı́nio limitado de fronteira suave. Para g ∈ L∞(Ω), definimos

g+ := max{g, 0} e Ω+
g := {x ∈ Ω; g(x) > 0}.

Os potenciais a(x), b(x) e c(x) satisfazem

(P0) a, b, c ∈ L∞(Ω), 0 ̸≡ a+, 0 ̸≡ b+ e 0 ̸≡ c+;

(P1) O conjunto Ω+
a ∩ Ω+

c possui ponto interior;

(P2) O conjunto Ω+
b ∩ Ω+

c possui ponto interior.

Definimos ainda

0 <
1

µ1b

:= sup
w∈W 1,p

0 (Ω)\{0}

∫
Ω

b(x)|w|pdx∫
Ω

|∇w|pdx
,

para mais detalhes, veja [3]. Para este problema, trabalharemos no espaço de Banach

E = W 1,p
0 (Ω)×W 1,p

0 (Ω) com norma ∥u, v∥ := (∥u∥p + ∥v∥p)1/p onde

∥u∥ :=

(∫
Ω

|∇u|pdx
)1/p

e, a fim de obter soluções para o problema (Pλµ), mostraremos a existência de pontos cŕıticos

para o funcional energia Iλµ : E → R dado por

Iλµ(u, v) :=
1

p
∥u, v∥p − µ

p

∫
Ω

b(x)|v|p − λ

q

∫
Ω

a(x)(u+)q − 1

α + β

∫
Ω

c(x)(u+)α(v+)β.

Nosso primeiro resultado pode ser enunciado como segue:

Teorema 0.1. Suponha N ≥ p > β com 1 < q < p < α + β ≤ p∗ onde α, β ∈ (1,∞), e

assuma que as hipóteses (P0) − (P2) se verificam. Considerando µ ∈ (0, µ1b), então existe

λ∗(µ) tal que, para qualquer 0 < µ < µ e λ ∈ (0, λ∗(µ)] o sistema (Pλµ) possui pelo menos

um par de soluções (u1, v1) com Iλµ(u1, v1) < 0.

O ponto chave para provar este resultado é obter um ponto cŕıtico que será solução de

(Pλµ), o que será feito via Prinćıpio Variacional de Ekeland combinado com estimativas

técnicas que surgem devido aos pesos (que não têm sinal definido). Outro ponto senśıvel da

demonstração está em distinguir a natureza dos pontos cŕıticos obtidos. Diremos que um
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ponto cŕıtico (u, v) é trivial se u ≡ v ≡ 0, e semitrivial quando das formas (u, 0) com u ̸≡ 0

ou (0, v) com v ̸≡ 0.

Soluções semitriviais não ocorrem em [5] nem em [15], pois as mesmas implicam a

existência de autovalores menores que o autovalor principal do operador laplaciano e p-

laplaciano, respectivamente. Em [29], usando argumentos sobre a variedade de Nehari, o

autor também exclui soluções semitriviais (veja [29, Lema 2.3(ii)] e um argumento similar foi

usado em [2], contudo tal estratégia não se aplica ao nosso caso. Neste trabalho, mostramos

que se o ponto cŕıtico for semitrivial, então será posśıvel obter um par (u, v) com energia

menor que a mı́nima, uma contradição.

Nosso segundo resultado aborda multiplicidade de soluções para o caso subcŕıtico:

Teorema 0.2. Suponha que N ≥ p com 1 < q < p < α + β < p∗ onde α, β ∈ (1,∞),

e assuma que as hipóteses (P0) − (P2) se verificam. Então, para todo 0 < λ < λ∗(µ) e

0 < µ < µ < µ1b o sistema (Pλµ) possui pelo menos um par de soluções (u0, v0) com

Iλµ(u0, v0) > 0. Além disso, se N ≥ p > β, então existe outro par de soluções (u1, v1) com

Iλµ(u1, v1) < 0.

Para mostrar este segundo resultado, usamos o Teorema do Passo da Montanha para

obter uma segunda solução (u, v), esta com energia positiva, isto é, Iλµ(u, v) > 0. Diferente

de [2], obtemos este par de soluções (u, v) sem exigir que β < p. Além das dificuldades

técnicas impostas pelos pesos que mudam de sinal, usamos o fato que pontos cŕıticos

semitriviais possuem energia negativa para concluir que a solução obtida não é semitrivial.

No terceiro e último resultado para o problema (Pλµ) se refere à multiplicidade de

soluções para o caso cŕıtico:

Teorema 0.3. Suponha que

(c1) Para alguma bola Bδ(x0) ⊂ Ω e θ > p, temos

|c|∞ − c(x) ≤ M |x− x0|θ, x ∈ Bδ(x0),

(cδ) e que

cδ := inf
x∈Bδ(x0)

min{a(x), b(x), c(x)} > 0.

Suponha ainda que um dos casos abaixo se verifica:

(i) N ≥ p2 + p (o que implica N > p > β), 2 ≤ p < 3 e θ > p;

(ii) p > p∗ − 2/(p− 1), p ≥ 3 e θ > p;

(iii) β < p < N , 2 ≤ p < 3 e θ > N−p
p

.

Se 1 < q < p < α + β = p∗ e as hipóteses (P0) − (P2) se verificam, então para todo

0 < µ < µ1b existe λ
∗(µ) tal que, para qualquer 0 < λ ≤ λ∗(µ) e 0 < µ < µ1b o sistema (Pλµ)

possui pelo menos um par de soluções (u, v). Além disso, nos casos (ii) e (iii) o sistema

(Pλµ) possui duas soluções e no caso (i) o sistema possui duas soluções desde que β < p.
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Em [2], temos a(x) ≡ b(x) ≡ c(x) ≡ 1, deste modo nossas hipóteses (P0) − (P2),

(c1) e (cδ) são mais gerais. Dentre as principais dificuldades, lembramos que problemas

com crescimento cŕıtico (que, neste sistema, significa α + β = p∗) acarretam perda de

compacidade, assim o funcional Iλµ não satisfaz a condição Palais-Smale em todos os ńıveis.

Para superar este tipo de problema, utilizamos uma técnica introduzida em [9] (veja também

[1, Lema 4.4]) de modo a calcular precisamente os ńıveis onde a condição de compacidade

é válida, entretanto a presença dos pesos a(x), b(x) e c(x) (que podem mudar de sinal)

impõem dificuldades adicionais a esta tarefa. Este mesmo tipo de dificuldade aparece em

[12] e em [14], porém a hipótese (c1) é mais geral que nestes dois trabalhos.

Outra dificuldade está relacionada à mudança de sinal das funções peso, o que não nos

permite aplicar o Prinćıpio de Máximo e excluir funções do tipo deadcore (isto é, que se

anulam no interior de Ω). A hipótese (cδ) nos assegura que os pesos têm sinal positivo

em uma bola, portanto, nesta bola, pelo Prinćıpio de Máximo as funções são positivas ou

identicamente nulas. Esta última condição implica ainda mais dificuldade para estimar

o ńıvel mimimax do Teorema do Passo da Montanha. Outra contribuição deste trabalho

está relacionada à desigualdade que aparece em [4, Lema A.4 (4)] e que desempenha papel

fundamental na estimativa do ńıvel minimax. Esta desigualdade para equação escalar não

aparece em [1], [12] ou [14], pois é própria de problemas envolvendo o operador −∆p, e não

pode ser aplicada diretamente no contexto de sistemas. O Lema 2.1 (que foi provado em

[24] e utilizado neste trabalho) é a extensão desta desigualdade para duas variáveis.

Na segunda parte deste trabalho, nosso objetivo é investigar existência de solução que

muda de sinal para o seguinte problema:

−∆pu = λg(x)|u|p−2u+ f(x)|u|p∗−2u em RN , (1)

onde −∆pu = −div(|∇u|p−2∇u), 2 ≤ p < N , p∗ = Np/(N − p) é o expoente cŕıtico de

Sobolev, g+ := max{0, g} ̸≡ 0, f+ := max{0, f} ̸≡ 0, g+ ∈ LN/p(RN) e f, g ∈ L∞(RN).

Além disso, consideraremos λ+
1 > 0 o autovalor principal de

−∆pu = λg(x)|u|p−2u em RN ,

∫
RN

g(x)|u|pdx > 0 (2)

com u+
1 > 0 a autofunção associada a λ+

1 e assumindo, sem perda de generalidade, que para

algum R > 0 as seguintes hipóteses sobre as funções f e g são satisfeitas:

(F1) f(0) = |f |∞ e f(x) > 0 para todo x ∈ B2R(0);

(F2) f(x) = f(0) + o(|x|
N−p
p−1 ) para todo x ∈ B2R(0);

(G1) g(x) > 0 para todo x ∈ B2R(0).

O problema (1) foi estudado por Drábek e Huang em [19], complemento de [17] e é uma

extensão de [9] para o operador p-laplaciano, considerando Ω = RN e funções peso. Em

[19] foram mostrados resultados de existência e multiplicidade de solução positiva para o

caso cŕıtico e, em [17], para o caso subcŕıtico. Para obter tais resultados, no caso λ < λ+
1

os autores usaram argumentos semelhantes aos de [9], considerando uma função cut-off e

mostrando que a condição Palais-Smale é satisfeita para qualquer ńıvel c positivo desde que
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c < (1/N)SN/p|f |∞.

Já para λ ≥ λ+
1 , a ideia usada foi particionar a variedade de Nehari em três subconjuntos

disjuntos, a saber, N+
λ , N−

λ e N 0
λ , e obter uma solução positiva em cada um dos dois

primeiros. Para estes trabalhos, algumas dificuldades a serem mencionadas são as funções

peso que podem mudar de sinal, o que requer algumas hipóteses adicionais, em particular

sobre a função f(x). Quanto ao caso cŕıtico, podemos citar ainda a falta de compacidade

da imersão, que em [19] foi contornada com uma versão do Prinćıpio de Concentração de

Compacidade de Lions (no caso λ < λ+
1 ).

Em relação ao método, nos baseamos em [37], onde os autores estudaram o problema

(CSS)

{
−∆u = λu+ |u|2∗−2u, em Ω

u = 0, em ∂Ω,

em que Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado de fronteira suave. Em [37], os autores

Solimini, Struwe e Cerami obtiveram solução que muda de sinal para o caso particular

do problema (CSS) com λ ∈ (0, λ+
1 ) e N ≥ 6. A ideia por trás foi construir um conjunto

Mλ := {u; u± ∈ Nλ} não-vazio, onde Nλ representa a variedade de Nehari que contém

todos os pontos cŕıticos não-nulos do funcional Iλ associado ao problema, para então obter

em Mλ pontos cŕıticos para Iλ cuja energia se encontre no intervalo em que a condição

Palais-Smale se verifica. Assim, na segunda parte deste trabalho, nosso objetivo é mostrar

o seguinte resultado:

Teorema 0.4. Suponha que (1) satisfaz 2 ≤ p < N , com N > p2 + p e tome λ+
1 > 0

o autovalor principal de (2). Se f, g ∈ L∞(RN) satisfazem (F1), (F2) e (G1) com

g+ ∈ LN/p(RN) e λ ∈ (0, λ+
1 ), então existe uma solução u para o problema (1) que muda de

sinal.

Para obter tal solução que muda de sinal, seguindo a ideia de [37], precisamos de

um conjunto não-vazio Mλ := {u; u± ∈ Nλ} limitado inferiormente, e tomando u0 a

solução positiva encontrada em [19] e vϵ uma função cut-off, garantimos a existência de uma

sequência minimizante em Mλ. Mostramos ainda que existe um elemento z ∈ Mλ da forma

z = αu0 + βvϵ para algum α, β ∈ R, contudo, ao contrário de [37], nosso problema estuda

o operador p-laplaciano combinado com funções peso que podem mudar de sinal.

Deste modo, nosso primeiro obstáculo é o crescimento cŕıtico que acarreta perda de

compacidade nas imersões, então o funcional Iλ associado ao problema (1) não satisfaz a

condição Palais-Smale em todos os ńıveis. A fim de calcular o intervalo de compacidade

do funcional e garantir que a energia da sequência minimizante em Mλ esteja contida nele,

utilizamos novamente a técnica introduzida em [9] de modo a calcular os ńıveis em que

esta condição é válida, porém a presença dos pesos f(x) e g(x) não só tornam os cálculos

mais técnicos como sua posśıvel mudança de sinal ao longo do domı́nio impõe dificuldades

adicionais, dáı a importância das hipóteses (F1), (F2) e (G1). Tais obstáculos não apenas

justificam a pesquisa deste tipo de problema como a busca de uma solução para (1) que

muda de sinal em Ω também complementa os trabalhos de Drábek e Huang.
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Este trabalho, então, se divide da seguinte forma: no Caṕıtulo 1 estudaremos existência

de solução com energia negativa para o problema (Pλγ). Para isso, começaremos definindo

nossas hipóteses sobre os potenciais a(x), b(x) e c(x) e alguns resultados de convergência,

mostraremos que dentro de uma bola o ı́nfimo do funcional associado ao problema é negativo

e, para determinado intervalo de λ, na fronteira da bola o ı́nfimo é positivo. Ainda no

primeiro caṕıtulo, provamos que as soluções obtidas numa bola são do tipo (u, v) com u ̸≡ 0

e v ̸≡ 0 quando p > β e demonstramos o Teorema 0.1. Em seguida, provamos que o

funcional satisfaz a segunda geometria do passo da montanha, apresentamos o intervalo em

que a condição Palais-Smale se verifica no caso subcŕıtico e conclúımos o primeiro caṕıtulo

com a demonstração do Teorema 0.2 onde mostramos a existência de uma segunda solução.

No Caṕıtulo 2, estudamos o caso cŕıtico do problema (Pλγ) começando com a

generalização da desigualdade que aparece em [4, pg. 947] (cuja demonstração pode ser

encontrada em [24]), conclúımos via prinćıpios de máximo que em uma bola é posśıvel

obter soluções não-semitriviais e definimos uma função cut-off seguindo a ideia apresentada

em [1]. Em seguida, fazemos uma estimativa para o decaimento de ńıvel no caso cŕıtico e

estabelecemos o intervalo em que a condição Palais-Smale se verifica, concluindo o segundo

caṕıtulo com a demonstração do Teorema 0.3.

O terceiro caṕıtulo deste trabalho estuda existência de solução que muda de sinal para o

problema (1) quando N > p2+p. Começamos com a caracterização variacional do problema

e usamos a versão do Lema de Brézis-Lieb apresentada em [12, Lema 3.6] para contornar

a falta de compacidade das imersões. A próxima etapa é definir a variedade de Nehari e o

conjunto Mλ, conforme a ideia apresentada em [37], estudando o intervalo de compacidade

do funcional quando λ ∈ (0, λ+
1 ). Usaremos então o Prinćıpio Variacional de Ekeland para

obter uma sequência Palais-Smale em Mλ e mostraremos que tal ńıvel pertence ao intervalo

de compacidade obtido. Para isso, são necessárias algumas hipóteses sobre os potenciais

f(x) e g(x) (a saber, (F1), (F2) e (G1)). Por fim, utilizamos Teorema de Miranda (veja [20])

e provamos que existe z ∈ Mλ que é solução do problema 1.

Acrescentamos ainda três apêndices, o primeiro com alguns resultados usados ao longo

deste trabalho e os outros com os cálculos de algumas estimativas presentes nos caṕıtulos 2

e 3 para não sobrecarregar o corpo do texto.
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Caṕıtulo 1

Sistema com crescimento subcŕıtico

Ao longo deste caṕıtulo, estudaremos o seguinte sistema:

(Pλµ)


−∆pu = λa(x)uq−1 + c(x)uα−1vβ, em Ω;

−∆pv = µb(x)vp−1 + c(x)uαvβ−1, em Ω;

0 ̸≡ u ≥ 0, 0 ̸≡ v ≥ 0, em Ω;

u = v = 0, sobre ∂Ω,

onde −∆pu = div(|∇u|p−2∇u) é o operador p-laplaciano com 1 < q < p < N , e α, β > 1

satisfazendo p < α + β ≤ p∗ = Np/(N − p). Consideraremos também λ e µ parâmetros

positivos e Ω ⊂ RN um domı́nio limitado de fronteira suave. No que segue, para g ∈ L∞(Ω),

definimos g+ := max{g, 0} e Ω+
g := {x ∈ Ω; g(x) > 0}.

Os potenciais a(x), b(x) e c(x) satisfazem

(P0) a, b, c ∈ L∞(Ω), 0 ̸≡ a+, 0 ̸≡ b+ e 0 ̸≡ c+;

(P1) O conjunto Ω+
a ∩ Ω+

c possui ponto interior;

(P2) O conjunto Ω+
b ∩ Ω+

c possui ponto interior.

Observe que as hipóteses (P0)-(P2), bem como as hipóteses (c1) e (cδ) que aparecem no

enunciado do Teorema 0.3, são satisfeitas se tomarmos, por exemplo, a(x) = b(x) = sin(|x|)
e c(x) = cos(|x|).

Começaremos este estudo fazendo a caracterização variacional do problema (Pλµ) e

demonstrando alguns resultados auxiliares que garantirão a existência de uma primeira

solução com energia negativa e a demonstração do Teorema 0.1. Em seguida, mostramos

que o funcional verifica as duas geometrias do passo da montanha e, no caso subcŕıtico,

satisfaz a condição Palais-Smale em qualquer ńıvel c > 0. Usaremos isso para mostrar

a existência de uma segunda solução para (Pλµ), esta com energia positiva, provando o

Teorema 0.2.

Definimos ainda

0 <
1

µ1b

:= sup
w∈W 1,p

0 (Ω)\{0}

∫
Ω

b(x)|w|pdx∫
Ω

|∇w|pdx
,
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e, como a parte positiva do peso b(x) é não nula, o valor acima é positivo (para mais

detalhes, veja [3]). Para este problema, buscaremos soluções no espaço de Banach E =

W 1,p
0 (Ω)×W 1,p

0 (Ω) com norma ∥u, v∥ := (∥u∥p + ∥v∥p)1/p onde

∥u∥ :=

(∫
Ω

|∇u|pdx
)1/p

.

Definimos o funcional energia Iλµ : E → R dado por

Iλµ(u, v) :=
1

p
∥u, v∥p − µ

p

∫
Ω

b(x)|v|p − λ

q

∫
Ω

a(x)(u+)q − 1

α + β

∫
Ω

c(x)(u+)α(v+)β

Além disso, pelas hipóteses (P0)− (P2) conseguimos mostrar que Iλµ está bem definido

e Iλµ ∈ C1(E,R).

Observação 1.1. Se o par (u, v) é ponto cŕıtico de Iλµ, então para algum t > 0 e s > 0 o

par (tu, sv) é uma solução fraca para o problema (Pλµ).

De fato, se (u, v) ∈ E é ponto cŕıtico do funcional Iλµ, então (u, v) satisfaz
−∆pu = λa(x)uq−1 +

α

α + β
c(x)uα−1vβ

−∆pv = µb(x)vp−1 +
β

α + β
c(x)uαvβ−1.

(1.1)

Considere agora o par (z, w) ∈ E solução do problema (S) com λ̂, µ̂ > 0 dado por

(S)

 −∆pz = λ̂a(x)zq−1 + c(x)zα−1wβ

−∆pw = µ̂b(x)wp−1 + c(x)zαwβ−1.

Tomaremos agora z = tu e w = sv. Nosso objetivo é definir valores para t e s de modo

que o par (tu, sv) ∈ E seja uma solução fraca do problema (Pλµ). Pela equação anterior,

temos  −∆pz = λ̂a(x)tq−1uq−1 + c(x)tα−1sβuα−1vβ

−∆pw = µ̂b(x)sp−1vp−1 + c(x)tαsβ−1uαvβ−1,
(1.2)

e ainda, por (1.1), temos
−∆pz = tp−1(−∆pu) = tp−1

[
λa(x)uq−1 +

α

α + β
c(x)uα−1vβ

]
−∆pw = sp−1(−∆pv) = sp−1

[
µb(x)vp−1 +

β

α + β
c(x)uαvβ−1

]
.

(1.3)
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Assim, por (1.2) e (1.3), o par (tu, sv) será solução fraca de (Pλµ) desde que
λ̂a(x)tq−1uq−1 + c(x)tα−1sβuα−1vβ = tp−1

[
λa(x)uq−1 +

α

α + β
c(x)uα−1vβ

]
µ̂b(x)sp−1vp−1 + c(x)tαsβ−1uαvβ−1 = sp−1

[
µb(x)vp−1 +

β

α + β
c(x)uαvβ−1

]
,

onde as equações serão satisfeitas tomando-se

tα−1sβ =
α

α + β
tp−1 e tαsβ−1 =

β

α + β
sp−1, (1.4)

isto é, se

tαsβ =
αtp

α + β
=

βsp

α + β
⇒ 1 =

β

α

(s
t

)p
,

de modo que

s =

(
α

β

)1/p

t. (1.5)

Substituindo (1.5) na primeira equação de (1.4), como α, β > 1, obtemos

tα−p

[(
α

β

)1/p

t

]β
=

α

α + β
⇒ t =

[
α

α + β

(
β

α

)β
p

] 1
α+β−p

> 0,

e substituindo este valor em (1.5), conclúımos que se (u, v) é ponto cŕıtico de Iλµ, então o

par (tu, sv) é solução fraca do problema (Pλµ) desde que se tome t > 0 e s > 0 satisfazendo

t =

[
α

α + β

(
β

α

)β
p

] 1
α+β−p

e s =

(
α

β

)1/p
[

α

α + β

(
β

α

)β
p

] 1
α+β−p

.

Ao longo deste estudo, diremos que uma solução (u, v) é trivial se (u, v) = (0, 0) e

semitrivial quando é da forma (u, 0) com u ̸≡ 0 ou (0, v) com v ̸≡ 0.

Seja S a melhor constante de Sobolev, isto é,

S := inf
φ∈D1,p(RN )\{0}

∫
RN

|∇φ|p(∫
RN

|φ|p∗
)p/p∗

(1.6)
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e por [15] (ver Seção 3) podemos definir

Sαβ(Ω) := inf
φ,ϕ∈W 1,p(Ω)

{∫
Ω

(|∇φ|p + |∇ϕ|p) dx;
∫
Ω

|φ|α|ϕ|βdx = 1

}

= inf
φ,ϕ∈W 1,p(Ω)\{0}


∫
Ω

(|∇φ|p + |∇ϕ|p) dx∫
Ω

|φ|α|ϕ|βdx

 . (1.7)

Lema 1.2. Seja Ω um domı́nio (não necessariamente limitado) e α+β ≤ p∗. Então existem

A,B > 0 tais que

Sα+β(Ω) =
Ap +Bp

(AαBβ)
p

α+β

S.

Demonstração. Seja (zn) uma sequência minimizante para S e tome A,B > 0 a serem

escolhidos posteriormente. Tomando un = Azn e vn = Bzn, pela definição de Sαβ conclúımos

que

Sα+β(Ω) ≤

∫
RN

(|∇un|p + |∇vn|p) dx∫
RN

|un|α|vn|βdx
=

Ap +Bp

(AαBβ)
p

α+β

∫
RN

|∇zn|p(∫
RN

|zn|p
∗
)p/α+β

de modo que, tomando o limite quando n → ∞, temos

Sα+β(Ω) ≤
Ap +Bp

(AαBβ)
p

α+β

S.

Resta mostrarmos a desigualdade contrária. Para isso, observe que podemos escrever

Ap +Bp

(AαBβ)
p

α+β

=

(
A

B

) pβ
α+β
(
A

B

)−pα
α+β

.

Defina a função g(x) = xpβ/(α+β) + x−pα/(α+β), x > 0. Note que g atinge seu mı́nimo em

x = p
√

α/β com

g

(
p

√
α

β

)
=

(
α

β

) β
α+β

+

(
α

β

) −α
α+β

.

Seja (un, vn) uma sequência minimizante para Sα+β(Ω) e defina wn = snvn para alguma

sequência sn > 0 de tal forma que∫
RN

|un|α+βdx =

∫
RN

|wn|α+βdx

Pela desigualdade de Young, obtemos∫
RN

|un|α|wn|βdx ≤ α

α + β

∫
RN

|un|α+βdx+
β

α + β

∫
RN

|wn|α+βdx =

∫
RN

|wn|α+βdx
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de tal forma que(∫
RN

|un|α|wn|βdx
) p

α+β

≤
(∫

RN

|wn|α+βdx

) p
α+β

=

(∫
RN

|un|α+βdx

) p
α+β

.

Assim, temos∫
RN

(|∇un|p + |∇vn|p) dx∫
RN

|un|α|vn|βdx
=

s
pβ/(α+β)
n

∫
RN

(|∇un|p + |∇vn|p) dx∫
RN

|un|α|wn|βdx

≥
s
pβ/(α+β)
n

∫
RN

(|∇un|p) dx∫
RN

|un|α+βdx

+

s
−pα/(α+β)
n

∫
RN

(|∇wn|p) dx∫
RN

|wn|α+βdx,

isto é, ∫
RN

(|∇un|p + |∇vn|p) dx∫
RN

|un|α|vn|βdx
≥ g(sn)S ≥ g

(
p
√
α/β

)
S.

Escolhendo A,B > 0 tais que A/B = p
√

α/β, conclúımos que∫
RN

(|∇un|p + |∇vn|p) dx∫
RN

|un|α|vn|βdx
≥ Ap +Bp

(AαBβ)
p

α+β

S

e tomando o limite quando n → ∞ na desigualdade acima, a demonstração está

conclúıda.

No que segue, consideraremos BR := {(u, v) ∈ E; ∥(u, v)∥ < R}.

Lema 1.3. Seja 1 < q < p < N e int(Ω+
a ) ̸= ∅. Então, para quaisquer λ, µ > 0

m(λ, µ,R) := inf
BR

Iλµ(u, v) < 0

Demonstração. Como Iλµ ∈ C1(E,R), então Iλµ leva conjuntos limitados em conjuntos

limitados, portanto, m(λ, µ,R) > −∞. Desde que int(Ω+
a ) ̸= ∅, existem x0 ∈ int(Ω+

a ) e

r > 0 tais que Br(x0) ⊂ Ω+
a . Tomando φ ∈ C∞

c (Br(x0)) com φ > 0 em Br(x0), temos

Iλµ(tφ, tφ)

tq
=

2tp−q

p
∥φ∥p − λ

q

∫
Ω

a(x)|φ|qdx− tp−qµ

p

∫
Ω

b(x)|φ|pdx− tα+β−q

α + β

∫
Ω

c(x)|φ|α+βdx

=
2tp−q

p
∥φ∥p − λ

q

∫
Br(x0)

a(x)|φ|qdx− tp−qµ

p

∫
Br(x0)

b(x)|φ|pdx− tα+β−q

α + β

∫
Br(x0)

c(x)|φ|α+βdx.
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De modo que

lim
t→0+

Iλµ(tφ, tφ)

tq
= −λ

q

∫
Br(x0)

a(x)|φ|qdx < 0.

Portanto, para t > 0 suficientemente pequeno, conclúımos que (tφ, tφ) ∈ BR e

Iλµ(tφ, tφ) < 0, logo m(λ, µ,R) := inf
BR

Iλµ(u, v) ≤ Iλµ(tφ, tφ) < 0.

O próximo lema garante que o par (u, v) que minimiza o funcional Iλµ não é solução

semitrivial de (Pλµ).

Lema 1.4. Suponha que (P0) e (P1) se verificam, N > p > β e 0 < µ < µ1b. Seja

(u0, v0) ∈ BR tal que Iλµ(u0, v0) = m(λ, µ,R). Então u0 ̸≡ 0 e v0 ̸≡ 0.

Demonstração. Suponha u0 ≡ 0. Neste caso, teŕıamos Iλµ(0, v0) = m(λ, µ,R) < 0, e como

v0 ∈ W 1,p
0 (Ω)\{0}, pela definição de µ1b,

∥v0∥p ≥ µ1b

∫
Ω

b(x)|v0|pdx.

Por outro lado, sendo Iλµ(0, v0) < 0, teŕıamos

∥v0∥p < µ

∫
Ω

b(x)|v0|pdx < µ1b

∫
Ω

b(x)|v0|pdx,

uma contradição, portanto u0 ̸≡ 0. Suponha agora que v0 ≡ 0 de modo que

m(λ, µ,R) = Iλµ(u0, 0) =
1

p
∥u0∥p −

λ

q

∫
Ω

a(x)(u+
0 )

qdx.

Por (P1), uma vez que Ω+
a ∩ Ω+

c possui ponto interior, existe uma bola Br ⊂ Ω+
a ∩ Ω+

c .

Afirmamos que c(x)(u+
0 )

α ̸≡ 0 em Br. Assumindo isto como verdadeiro, podemos tomar

0 < φ ∈ C∞
c (Br) de modo que

∫
Ω
c(x)(u+

0 )
αφβ > 0 e definir

Jµ(ϵ, φ) :=
1

p
∥ϵφ∥p − µϵp

p

∫
Ω

b(x)|φ|pdx− ϵβ

α + β

∫
Ω

c(x)(u+
0 )

αφβdx.

Desde que β < p, temos Jµ(ϵ, φ) < 0 para ϵ > 0 suficientemente pequeno. Além disso,

Iλµ(u0, ϵφ) = m(λ, µ,R)+Jµ(ϵ, φ). Assim, tomando ϵ > 0 suficientemente pequeno, teremos

(u0, ϵφ) ∈ BR com Iλµ(u0, ϵφ) < m(λ, µ,R), um absurdo. Portanto, v0 ̸≡ 0.

Resta apenas provar a afirmação. Caso a afirmação seja falsa, então teŕıamos u0 ≡ 0 em

Br e, como antes, podeŕıamos tomar 0 < φ ∈ C∞
c (Br) de modo que∫

Ω

a(x)φqdx > 0.
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Observe que, uma vez que estamos assumindo u0 ≡ 0 em Br e supp(φ) = Br, temos

∥u0 + ϵφ∥p =
∫
Ω

|∇(u0 + ϵφ)|pdx

=

∫
Br

|∇(u0 + ϵφ)|pdx+

∫
Ω\Br

|∇(u0 + ϵφ)|pdx

=

∫
Br

|∇(ϵφ)|pdx+

∫
Ω\Br

|∇u0|pdx

= ϵp∥φ∥p + ∥u0∥p.

Analogamente,∫
Ω

a(x)[(u0 + ϵφ)+]qdx =

∫
Br

a(x)[(u0 + ϵφ)+]qdx+

∫
Ω\Br

a(x)[(u0 + ϵφ)+]qdx

=

∫
Br

a(x)(ϵφ+)qdx+

∫
Ω\Br

a(x)(u+
0 )

qdx

= ϵq
∫
Br

a(x)φqdx+

∫
Ω\Br

a(x)(u+
0 )

qdx.

Assim, Iλµ(u0 + ϵφ, 0) = Iλµ(u0, 0) + Iλµ(ϵφ, 0) = m(λ, µ,R) + Iλµ(ϵφ, 0). Uma vez que

q < p, para ϵ > 0 suficientemente pequeno, temos

Iλµ(ϵφ, 0) =
ϵp

p
∥φ∥p − ϵ

q

∫
Ω

a(x)φqdx < 0,

logo, quando ϵ → 0+, temos (u0+ϵφ, 0) ∈ BR com Iλµ(u0+ϵφ, 0) < m(λ, µ,R), um absurdo.

Portanto, a afirmação é verdadeira.

Até o momento, não foi necessário impor quaisquer hipóteses sobre o parâmetro λ além

da positividade do mesmo, mas para o lema a seguir precisaremos assumir que tanto λ

quanto µ são pequenos.

Lema 1.5. Seja µ ∈ (0, µ1b). Então existe λ∗(µ) tal que, para todo λ ∈ (0, λ∗(µ)) e

0 < µ < µ, existe R > 0 satisfazendo inf
∥u,v∥=R

Iλµ(u, v) > 0. Além disso, lim
µ→µ1b

λ∗(µ) = 0.

Demonstração. Tomando 0 < µ < µ com µ ∈ (0, µ1b), pelas imersões de Sobolev e por (1.7)

existem constantes C1 = C1(a(x), q) > 0 e C2 = C2(c(x), Sαβ) > 0 tais que

Iλµ(u, v) ≥
1

p
∥u∥p + 1

p

(
1− µ

µ1b

)
∥v∥p − λC1

q
∥u∥q − C2∥u, v∥α+β

≥ 1

p

(
1− µ

µ1b

)
∥u, v∥p − λC1

q
∥u, v∥q − C2∥u, v∥α+β

≥ 1

p

(
1− µ

µ1b

)
∥u, v∥p − λC1

q
∥u, v∥q − C2∥u, v∥α+β,
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então, se ∥u, v∥ = R, temos

Iλµ(u, v) ≥ f(R) :=
1

p

(
1− µ

µ1b

)
Rp − λC1

q
Rq − C2R

α+β.

Como q < p < α + β, teremos f(R) > 0 desde que

1

p

(
1− µ

µ1b

)
Rp >

2λC1

q
Rq e

1

p

(
1− µ

µ1b

)
Rp > 2C2R

α+β, (1.8)

isto é, desde que consigamos obter R > 0 satisfazendo

A1(λ, µ) :=

 2pλC1

q

(
1− µ

µ1b

)


1
p−q

< R <

[
1

2pC2

(
1− µ

µ1b

)] 1
α+β−p

=: A2(µ).

Vale observar que desigualdade é posśıvel para λ > 0 que satisfaz

[
1

2pC2

(
1− µ

µ1b

)] 1
α+β−p

>

 2pλC1

q

(
1− µ

µ1b

)


1
p−q

. (1.9)

Assim, (1.8) é valido para algum R ∈ (A1(λ, µ), A2(µ)), e por (1.9) conclui-se a

demonstração do lema tomando

λ∗(µ) =
q

C1

[
2p

(
1− µ

µ1b

)]α+β−q
α+β−p

C
p−q

α+β−p

2 .

Observação 1.6. Note que na demonstração do Lema 1.5 a constante C1 := C1(a(x), q) > 0

satisfaz ∫
Ω

a(x)|u|qdx ≤ C1∥u∥q, ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω)

e, definindo g(t) := (|t|p/p)− (λC1|t|q/q), temos g(R) ≥ f(R) > 0. Além disso, temos

g′(t) = |t|p−2t− λC1|t|q−2t,

de modo que g′(t) > 0 se, e somente se, |t|p−q > λC1. Tomando |t| = R, onde R > 0 é o

mesmo obtido no lema anterior, por (1.8) vemos que

Rp−q > λC1
2p(

1− µ

µ1b

) > λC12p > λC1,

pois 1 < p e µ ∈ (0, µ1b). Assim, g é crescente no intervalo [R,+∞) e, tomando ∥u∥ ≥ R,
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obtemos Iλµ(u, 0) ≥ g(∥u∥) ≥ g(R) > 0. Isto nos permite escrever

inf
u∈W 1,p

0 (Ω)
Iλµ(u, 0) = inf

∥u∥≤R
Iλµ(u, 0) < 0,

mostrando que soluções semitriviais apresentam energia negativa.

Recordamos que M+(RN) é o espaço das medidas positivas de Radon, que pode ser

caracterizado como um funcional linear cont́ınuo positivo sobre Cc(RN) usando o Teorema

da Representação de Riez (veja o Teorema 1 da seção 1.8 de [27]). Diremos que µn ⇀ µ

fracamente em M+(RN) quando∫
RN

ϕdµn →
∫
RN

ϕdµ, ∀ϕ ∈ Cc(RN).

Se f ∈ L1(RN), definimos a medida positiva de Radon como

µf (X) :=

∫
X

|f |dx,

deste modo, quando fn ∈ L1(RN), dizer que fn ⇀ µ fracamente em M+(RN) significa que∫
RN

ϕ|fn|dx =

∫
RN

ϕdµfn →
∫
RN

ϕdµ, ∀ϕ ∈ Cc(RN).

Para mais detalhes sobre a convergência fraca em M+(RN), consulte as seções 1.8 e 1.9

de [27] e o caṕıtulo 1 de [25].

Definição 1.7. Dizemos que uma função H ∈ C1(E,R) é k-homogênea quando para todo

t > 0 e (x, y) ∈ E a igualdade H(tx, ty) = tkH(x, y) se verifica.

A seguir, mostraremos dois resultados auxiliares (cujas demonstrações podem ser

encontradas em [15]) que serão usados para provar uma versão do Segundo Lema de

Concentração e Compacidade de Lions . No que segue, consideraremos H(u, v) : D1,p(RN)×
D1,p(RN) → R uma função (α + β)-homogênea de classe C1.

Lema 1.8. Dado ϵ > 0, existe Cϵ tal que

|H(u+ s, v + t)−H(u, v)| ≤ ϵ(|u|α+β + |v|α+β) + Cϵ(|s|α+β + |t|α+β). (1.10)

Demonstração. Pelo Teorema do Valor Médio, para algum θ ∈ (0, 1) podemos escrever

|H(w + s, z + t)−H(w, z)| = |⟨∇H(w + θs, z + θt), (s, t)⟩|.

Usando as propriedades de funções (α + β)-homogêneas, conclúımos que ∇H é uma

função (α + β − 1)-homogênea e existe MH > 0 tal que |∇H(s, t)| ≤ MH , onde

MH := max{∇H(s, t), s, t ∈ D1,p(RN); |s|α+β−1 + |t|α+β−1 = 1}.
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Assim,

|H(w + s, z + t)−H(w, z)| ≤ |∇H(w + θs, z + θt)|.|(s, t)|
≤ MH

(
|w + θs|α+β−1 + |z + θt|α+β−1

)
(|s|+ |t|).

Usando a desigualdade |A+ θB|k ≤ Ck(|A|k + |B|k) válida para todo k > 1, θ ∈ (0, 1) e

A,B ∈ R, obtemos C > 0 tal que

|H(w + s, z + t)−H(w, z)| ≤ C
(
|w|α+β−1 + |s|α+β−1 + |z|α+β−1 + |t|α+β−1

)
(|s|+ |t|).

Finalmente, aplicando a desigualdade de Young na última desigualdade, obtemos o

resultado desejado.

Lema 1.9. Seja ν uma medida sobre Ω, e considere (un), (vn) sequências tais que

un(x) → u(x) e vn(x) → v(x) quase sempre em Ω e ∥un∥Lα+β(Ω,dν), ∥vn∥Lα+β(Ω,dν) são

limitadas. Então∫
Ω

H(un, vn)dν −
∫
Ω

H(un − u, vn − u)dν =

∫
Ω

H(u, v)dν + on(1).

Demonstração. Fixando ϵ > 0, tomaremos Cϵ como no Lema 1.8. Definiremos também a

função

fn := |H(un, vn)−H(un − u, vn − u)−H(u, v)|.

Aplicando (1.10) em fn com w = un − u, z = vn − v, s = u e t = v, temos

fn ≤ |H(un, vn)−H(un − u, vn − u)|+ |H(u, v)|
≤ |H(u, v)|+ ϵ

(
|un − u|α+β + |vn − v|α+β

)
+ Cϵ

(
|u|α+β + |v|α+β

)
.

Como H é uma função (α + β)-homogênea, então H(u, v) ≤ M
(
|u|α+β + |v|α+β

)
, onde

M := max
{
H(u, v), u, v ∈ D1,p(RN); |u|α+β + |v|α+β = 1

}
> 0. Assim,

Wn,ϵ := fn − ϵ
(
|un − u|α+β + |vn − v|α+β

)
≤ (M + Cϵ)

(
|u|α+β + |v|α+β

)
∈ L1(Ω, dν)

e Wn,ϵ → 0 quase sempre em Ω quando n → ∞. Pelo Teorema da Convergência Dominada

de Lebesgue, conclúımos que

lim
n→∞

∫
Ω

Wn,ϵdν → 0.

Desde que fn = Wn,ϵ + ϵ
(
|un − u|α+β + |vn − v|α+β

)
e, por hipótese, ∥un∥Lα+β(Ω,dν),

∥vn∥Lα+β(Ω,dν) são limitadas, obtemos

lim sup

∫
Ω

fndν ≤ ϵ lim sup

∫
Ω

(
|un − u|α+β + |vn − v|α+β

)
dν ≤ Cϵ.
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Uma vez que ϵ > 0 é arbitrário, temos

on(1) =

∫
Ω

fndν =

∫
Ω

|H(un, vn)−H(un − u, vn − u)−H(u, v)|dν,

de onde segue o resultado desejado.

O resultado seguinte é uma versão do Segundo Lema de Concentração e Compacidade

de P.L. Lions ([31], Lemma I.1) cuja demonstração seguirá a ideia proposta no Lema 2.1 de

[38] (veja também o Lema 2.1 de [10]).

Lema 1.10. Suponha que a sequência (un, vn) ⊂ D1,p(RN)×D1,p(RN) satisfaz

(un, vn) ⇀ (u, v) fracamente em D1,p(RN)×D1,p(RN),

(un(x), vn(x)) → (u(x), v(x)) q.t.p. em RN ,

|∇un|p ⇀ ω fracamente em M+(RN),

|∇vn|p ⇀ σ fracamente em M+(RN),

|un|α|vn|β ⇀ ν fracamente em M+(RN).

Então existem um conjunto J no máximo enumerável, uma famı́lia {xj}j∈J ⊂ RN de pontos

distintos e {ω}j∈J , {σ}j∈J , {ν}j∈J ⊂ [0,+∞) tais que

ν = |u|α|v|β +
∑
j∈J

νjδxj
, (1.11)

ω ≥ |∇u|p +
∑
j∈J

µjδxj
, (1.12)

σ ≥ |∇v|p +
∑
j∈J

σjδxj
, (1.13)

onde δx representa a medida de Dirac no ponto x. Além disso, ωj + σj ≥ Sαβ(νj)
p
p∗ .

Demonstração. Considere ũn = un − u e ṽn = vn − v de modo que ũn(x), ṽn(x) → 0 quase

sempre em RN e em Lp
loc(RN). Usando (1.7) e a desigualdade (A+B)p ≤ Ap+CpB

p válida

para quaisquer A, B ≥ 0 e p > 1, vemos que[∫
RN

|ϕ|α+β|ũn|α|ṽn|βdx
] p

α+β

≤ S−1
αβ

∫
RN

(|∇(ϕũn)|p + |∇(ϕṽn)|p) dx

≤ S−1
αβ

∫
RN

(|ϕ∇ũn + ũn∇ϕ|p + |ϕ∇ṽn + ṽn∇ϕ|p) dx (1.14)

≤ C

[∫
RN

|ϕ|p (|∇ũn|p + |∇ṽn|p) dx+

∫
RN

|∇ϕ|p (|ũn|p + |ṽn|p) dx
]
,

onde ∫
RN

|∇ϕ|p (|ũn|p + |ṽn|p) dx = on(1)

uma vez que ũn(x), ṽn(x) → 0 em Lp
loc(RN). Assumindo as convergências |∇ũn|p ⇀ ω̃,

|∇ṽn|p ⇀ σ̃ e |ũn|α|ṽn|β ⇀ ν̃ no sentido de medidas e tomando o limite na desigualdade
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anterior, conclúımos que[∫
RN

|ϕ|α+βdν̃

] 1
α+β

≤ C

[∫
RN

|ϕ|p(dω̃ + dσ̃)

] 1
p

, ∀ ϕ ∈ C∞
c (RN).

Pelo Lema 1.2 de [31], existe um conjunto J no máximo enumerável, uma famı́lia

{xj}j∈J ⊂ RN de pontos distintos e {ν}j∈J ⊂ [0,+∞) tais que

ν̃ =
∑
j∈J

νjδxj
. (1.15)

Note que podemos considerar a função (α + β)-homogênea H(u, v) = |u|α|v|β e ϕ ∈
C∞

c (RN) de modo que, aplicando o Lema 1.9, obtemos∫
RN

|ϕ|α+β|un|α|vn|βdx =

∫
RN

|ϕ|α+β|u|α|v|βdx+

∫
RN

|ϕ|α+β|un − u|α|vn − v|βdx+ on(1).

Assim, temos ν = |u|α|v|β + ν̃ e por (1.15) obtemos (1.11). Para mostrar o restante do

lema, vamos escolher η ∈ C∞
c (B1), com η(0) = 1, 0 ≤ η ≤ 1 satisfazendo

ϕ(x) = η

(
x− xj

ϵ

)
.

Por (1.11), (1.14) e as convergências em medida dadas na hipótese, vemos que∫
Bϵ(xj)

|ϕ|α+β|un|α|vn|βdx →
∫
Bϵ(xj)

|ϕ|α+β|u|α|v|βdx+ νj quando n → ∞. (1.16)

Usando novamente (1.7) e a desigualdade (A+B)p ≤ Ap + CpB
p, obtemos[∫

Bϵ(xj)

|ϕ|α+β|un|α|vn|βdx

] p
α+β

≤ S−1
αβ

∫
Bϵ(xj)

(|∇(ϕun)|p + |∇(ϕvn)|p) dx

≤ S−1
αβ

∫
Bϵ(xj)

(|ϕ∇un + un∇ϕ|p + |ϕ∇vn + vn∇ϕ|p) dx

≤ S−1
αβCp

∫
Bϵ(xj)

|ϕ|p (|∇un|p + |∇vn|p) dx

+ S−1
αβCp

∫
Bϵ(xj)

|∇ϕ|p (|un|p + |vn|p) dx.

Tomando o limite quando n → ∞, por (1.16) conclúımos que

Sαβ

[∫
Bϵ(xj)

|ϕ|α+β|u|α|v|βdx+ νj

] p
α+β

≤ Cp

[∫
Bϵ(xj)

|∇ϕ|p (|u|p + |v|p) dx+

∫
Bϵ(xj)

|ϕ|p(dω + dσ)

]
= Cp

∫
Bϵ(xj)

|∇ϕ|p (|u|p + |v|p) dx+ ω(Bϵ(xj)) + σ(Bϵ(xj))
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onde ∫
Bϵ(xj)

|ϕ|α+β|u|α|v|βdx =

∫
Bϵ(xj)

|∇ϕ|p (|u|p + |v|p) dx = oϵ(1).

Finalmente, tomando o limite quando ϵ → 0, obtemos

Sαβ(νj)
p

α+β ≤ lim
ϵ→0

ω(Bϵ(xj)) + lim
ϵ→0

σ(Bϵ(xj)),

e considerando

ω = lim
ϵ→0

ω(Bϵ(xj)) e σ = lim
ϵ→0

σ(Bϵ(xj))

verifica-se a desigualdade ωj + σj ≥ Sαβ(νj)
p

α+β . Consequentemente,

ω ≥
∑
j∈J

ωjδxj
e σ ≥

∑
j∈J

σjδxj

e as convergências fracas implicam que ω ≥ |∇u|p e σ ≥ |∇v|p. Desde que |∇u|p e |∇v|p

são ortogonais a
∑

j∈J ωjδxj
e
∑

j∈J σjδxj
, respectivamente, vemos que (1.12) e (1.13) se

verificam.

Lema 1.11. Supondo I ′λµ(un, vn) → 0 e definindo a(x), b(x), c(x), un e vn se anulando em

RN \ Ω, sob as condições do Lema 1.10 o conjunto J é no máximo finito.

Demonstração. Para cada ϵ > 0, definimos ϕϵ(x) = ϕ((x − xj)/ϵ) onde ϕ ∈ C∞
c (RN , [0, 1])

com ϕ(x) = 1 em B1(0) e ϕ(x) = 0 em RN\B2(0). Desde que (un, vn) ⇀ (u, v) em

D1,p(RN) × D1,p(RN), temos (un, vn) limitado e, pela definição de ϕϵ, conclúımos que

I ′λµ(un, vn)(unϕϵ, vnϕϵ) → 0. Assim,∫
Ω

|∇un|p−2∇un∇(unϕϵ) + |∇vn|p−2∇vn∇(vnϕϵ) =

∫
Ω

(λa(x)|un|q + µb(x)|vn|p)ϕϵdx

+

∫
Ω

c(x)|un|α|vn|βϕα+β
ϵ dx+ on(1).

Usando a desigualdade de Hölder e considerando o suporte de ϕϵ, temos∣∣∣∣∫
Ω

un|∇un|p−2∇un∇ϕϵ

∣∣∣∣ ≤
(∫

Bϵ(xj)

|∇un|p
) p−1

p
(∫

Bϵ(xj)

|un|p
) 1

p

|∇ϕϵ|∞|Bϵ(xj)| ≤ O
(
ϵ
N−p

p

)
.

Analogamente, ∣∣∣∣∫
Ω

vn|∇vn|p−2∇vn∇ϕϵ

∣∣∣∣ ≤ O
(
ϵ
N−p

p

)
,

de modo que, considerando as convergências |∇un|p ⇀ ω e |∇vn|p ⇀ σ, obtemos

lim
ϵ→0

lim sup
n→∞

(∫
Ω

|∇un|p−2∇un∇(unϕϵ) + |∇vn|p−2∇vn∇(vnϕϵ)

)
= ωj + σj.

Por outro lado, como a imersão W 1,p
0 (Ω) ↪→ Ls(Ω) é compacta para 1 ≤ s < p∗, vemos
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que

lim
ϵ→0

lim
n→∞

∫
Ω

(λa(x)|un|q + µb(x)|vn|p)ϕϵ = 0

e, como |un|α|vn|β ⇀ ν fracamente em M+(RN), então

lim
n→∞

∫
Ω

c(x)|un|α|vn|βϕα+β
ϵ =

∫
RN

c(x)ϕα+β
ϵ dν ≤ |c|∞

∫
RN

ϕα+β
ϵ dν = |c|∞νj + oϵ(1).

Portanto,

ωj + σj = lim
ϵ→0

lim sup
n→∞

(∫
Ω

|∇un|p−2∇un∇(unϕϵ) + |∇vn|p−2∇vn∇(vnϕϵ)

)
= lim

ϵ→0
lim sup
n→∞

(∫
Ω

(λa(x)|un|q + µb(x)|vn|p)ϕϵ +

∫
Ω

c(x)|un|α|vn|βϕα+β
ϵ

)
= lim

ϵ→0
lim
n→∞

(∫
Ω

(λa(x)|un|q + µb(x)|vn|p)ϕϵ +

∫
Ω

c(x)|un|α|vn|βϕα+β
ϵ

)
≥ |c|∞νj.

Pelo Lema 1.10, conclúımos que |c|∞νj ≥ Sαβν
p

α+β

j . Assim, temos νj ≥ M > 0 para todo

j ∈ J e algum M = M(Sαβ, p, |c|∞). Além disso, como
∑
j∈J

νj ≤ ν(RN) < +∞, então o

conjunto J é vazio ou finito.

Lema 1.12. Suponha que (un, vn) ⇀ (u, v) fracamente em E e I ′λµ(un, vn) → 0 em E∗,

então

|∇un|p−2∂un

∂xi

⇀ |∇u|p−2 ∂u

∂xi

fracamente em
[
Lp/(p−1)(Ω)

]∗
.

|∇vn|p−2∂vn
∂xi

⇀ |∇v|p−2 ∂v

∂xi

fracamente em
[
Lp/(p−1)(Ω)

]∗
.

Demonstração. Seja K ⊂ Ω\{xj}j∈J um conjunto compacto fixado. Como

|un|α|vn|β ⇀ |u|α|v|β +
∑
j∈J

νjδxj
,

por [27, Teorema 1 (ii), pg. 54] e pelo Lema de Fatou, obtemos

lim
n→∞

∫
K
|un|α|vn|β =

∫
K
|u|α|v|β para todo K ⊂ Ω\{xj}j∈J compacto. (1.17)

Considerando P (x, y) := (|x|p−2x− |y|p−2) · (x− y), por [39, pg. 210] existe Cp > 0 tal

que, para todo x, y ∈ RN

P (x, y) ≥

 Cp|x− y|p , se p ≥ 2;

Cp|x− y|2(|x|+ |y|)p−2 , se 1 < p < 2.
(1.18)

Como J é um conjunto finito (ou vazio), podemos tomar ϕ ∈ C∞
c (Ω, [0, 1]) de modo que
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ϕ = 1 em K e K1 := suppϕ ⊂ Ω\{xj}j∈J . Assim,

0 ≤
∫
K

P (∇un,∇u) ≤ ⟨I ′λµ(un, vn), ((un − u)ϕ, 0)⟩ − ⟨I ′λµ(u, v), ((un − u)ϕ, 0)⟩

+ λ

∫
Ω

a(x)
[
|un|q−1(un − u)− |u|q−1(un − u)

]
ϕ

+
α

α + β

∫
Ω

c(x)(|un|α−1|vn|β − |u|α−1|v|β)(un − u)ϕ

= on(1) +
α

α + β

∫
K1

c(x)(|un|α−1|vn|β − |u|α−1|v|β)(un − u)

≤ on(1) +
α

α + β
|c|∞

∫
K1

(|un|α|vn|β − |u|α|v|β) = on(1),

onde usamos (1.17) com K = K1 na última desigualdade. Como

∫
K

P (∇un,∇u) = on(1),

por (1.18) e pela desigualdade de Hölder, obtemos∫
K
|∇un −∇u|pdx = on(1) para todo K ⊂ Ω\{xj}j∈J compacto,

desta forma podemos supor ∇un → ∇u quase sempre em K ⊂ Ω\{xj}j∈J . Portanto, por

um argumento diagonal, a menos de subsequência temos ∇un → ∇u q.t.p. em Ω. Como

(un) é limitada em W 1,p
0 (Ω), então existe w ∈

[
Lp/(p−1)(Ω)

]∗
, tal que

|∇un|p−2∂un

∂xi

⇀ w.

Pela unicidade do limite, conclúımos que w = |∇u|p−2 ∂u

∂xi

, o que finaliza a demonstração

da primeira afirmação. A segunda convergência é mostrada da mesma maneira trocando-se

un por vn e u por v.

Estamos agora em condições de demonstrar nosso primeiro resultado:

Teorema 0.1. Suponha N ≥ p > β com 1 < q < p < α + β ≤ p∗ onde α, β ∈ (1,∞), e

assuma que as hipóteses (P0) − (P2) se verificam. Considerando µ ∈ (0, µ1b), então existe

λ∗(µ) tal que, para qualquer 0 < µ < µ e λ ∈ (0, λ∗(µ)] o sistema (Pλµ) possui pelo menos

um par de soluções (u1, v1) com Iλµ(u1, v1) < 0.

Demonstração. Seja 0 < µ < µ < µ1b e 0 < λ < λ∗(µ), onde λ∗(µ) é o mesmo obtido no

Lema 1.5. Tomando R > 0 como na demonstração do Lema 1.5, considere ∥(un, vn)∥ ≤ R

de modo que Iλµ(un, vn) → m(λ, µ,R) < 0 (note ainda que, pelo Lema 1.5, podemos

admitir ∥un, vn∥ < R). Assim, pelo Prinćıpio Variacional de Ekeland, podemos supor

I ′λµ(un, vn) → 0. Usando a reflexividade do espaço E, existe um par (u0, v0) ∈ E tal que

un ⇀ u0 e vn ⇀ v0 fracamente em E.

Além disso, como max{p − 1, q − 1, α + β − 1} < p∗ e a imersão W 1,p
0 (Ω) ↪→ Ls(Ω) é
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compacta para s ∈ [1, p∗), existe w ∈ L1(Ω) que satisfaz

|un|q + |un|α+β−1 + |vn|p + |vn|α+β−1 ≤ w em Ω.

Note ainda que

|un|q ≤ |un|p + 1 ≤ w + 1 ∈ L1(Ω),

|vn|p−1 ≤ |vn|p + 1 ≤ w + 1 ∈ L1(Ω),

|un|α−1|vn|β + |un|α|vn|β−1 ≤ 2
(
|un|α+β−1 + |vn|α+β−1

)
≤ 4w ∈ L1(Ω).

Assim, para quaisquer φ, ϕ ∈ C∞
c (Ω) e usando o Teorema da Convergência Dominada

de Lebesgue, temos

lim
n→∞

∫
Ω

a(x)(u+
n )

q−1φ =

∫
Ω

a(x)(u+
0 )

q−1φ,

lim
n→∞

∫
Ω

b(x)|vn|p−1ϕ =

∫
Ω

b(x)|v0|p−1ϕ,

lim
n→∞

∫
Ω

c(x)(u+
n )

α−1(v+n )|βφ =

∫
Ω

c(x)(u+
0 )

α−1(v+0 )
βφ,

lim
n→∞

∫
Ω

c(x)(u+
n )

α(v+n )
β−1ϕ =

∫
Ω

c(x)(u+
0 )

α(v+0 )
β−1ϕ.

(1.19)

Deste modo, definindo J(u, v) := ∥(u,v)∥p
p

e usando as convergências em (1.19), para

quaisquer φ, ϕ ∈ C∞
c (Ω) podemos escrever

⟨I ′λµ(u0, v0)− J ′(u0, v0), (φ, ϕ)⟩ = lim
n→∞

⟨I ′λµ(un, vn)− J ′(un, vn), (φ, ϕ)⟩

= −J ′(u0, v0).(φ, ϕ),

onde usamos a hipótese I ′λµ(un, vn) → 0 e o resultado obtido no Lema 1.12. Assim,

conclúımos que

⟨I ′λµ(u0, v0), (φ, ϕ)⟩ = lim
n→∞

⟨I ′λµ(un, vn), (φ, ϕ)⟩ = 0

para quaisquer φ, ϕ ∈ C∞
c (Ω) e, por densidade, temos I ′λµ(u0, v0) = 0. Além disso, por

hipótese, I ′λµ(un, vn) = on(1) e Iλµ(un, vn) → m(λ, µ,R), então

m(λ, µ,R) = lim inf
n→∞

(
Iλµ(un, vn)−

1

α + β
⟨I ′λµ(un, vn)(un, vn)⟩

)
= lim inf

n→∞

[(
1

p
− 1

α + β

)(
∥(un, vn)∥p − µ

∫
Ω

b(x)|vn|p
)

−λ

(
1

q
− 1

α + β

)∫
Ω

a(x)(u+
n )

q

]
.

Das propriedades de convergência fraca, obtemos ∥(u0, v0)∥ ≤ lim inf
n→∞

∥(un, vn)∥. Por
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outro lado, a imersão compacta W 1,p
0 (Ω) ↪→ Ls(Ω) com s ∈ [1, p∗) garante que

lim
n→∞

∫
Ω

a(x)(u+
n )

q =

∫
Ω

a(x)(u+
0 )

q e lim
n→∞

∫
Ω

b(x)|vn|p =
∫
Ω

b(x)|v0|p,

logo,

m(λ, µ,R) ≥
(
1

p
− 1

α + β

)(
∥(u0, v0)∥p − µ

∫
Ω

b(x)|v0|p
)
− λ

(
1

q
− 1

α + β

)∫
Ω

a(x)(u+
0 )

q

= Iλµ(u0, v0)−
1

α + β
I ′λµ(u0, v0)(u0, v0)

= Iλµ(u0, v0).

Portanto, m(λ, µ,R) = Iλµ(u0, v0) e pelo Lema 1.5 conclúımos que ∥u0, v0∥ < R. Note

agora que

0 = ⟨I ′λµ(u0, v0), (0, v
−
0 ) =

∫
Ω

|∇v0|p−2∇v0∇v−0 − µ

∫
Ω

b(x)|v0|p−2v0v
−
0

= −∥v−0 ∥p + µ

∫
Ω

b(x)(v−0 )
p,

logo v−0 ≡ 0, pois 0 < µ < µ1b, portanto, v0 ≥ 0. Além disso,

0 = ⟨I ′λµ(u0, v0), (u
−
0 , 0) =

∫
Ω

|∇u0|p−2∇u0∇u−
0 − λ

∫
Ω

a(x)(u+
0 )

q−1u−
0 = −∥u−

0 ∥p,

de modo que u−
0 ≡ 0, implicando u0 ≥ 0.

Por fim, como Iλµ = m(λ, µ,R) < 0, temos (u0, v0) ̸≡ (0, 0) e ainda, o Lema 1.4 garante

que (u0, v0) é solução não semitrivial para o sistema (Pλµ).

Observação 1.13. Da mesma maneira, podemos concluir que para R > 0 obtido no Lema

1.5 o ı́nfimo m(λ, µ,R) < 0 é atingido em um ponto não-trivial (u0, v0) para quaisquer

0 < λ < λ∗(µ), 0 < µ < µ < µ1b com p < N e p ≤ β, mas neste caso, apesar de

conseguirmos garantir que u0 ̸≡ 0, os argumentos anteriores não nos permitem afirmar

também que v0 ̸≡ 0. Assim, o ponto de mı́nimo pode ser da forma (u0, 0) com u0 ̸≡ 0.

O resultado anterior mostra a existência de uma primeira solução para o problema (Pλµ),

esta com energia negativa. A partir deste ponto, nosso objetivo é obter um segundo par de

soluções para o mesmo problema, agora com energia positiva. Nosso próximo lema prova

que o funcional Iλµ satisfaz a segunda geometria do Teorema do Passo da Montanha.

Lema 1.14. Suponha que c(x) satisfaz (P1) e considere Bδ ⊂ Ω+
c . Se φ ∈ C∞

c (Bδ) é uma

função não-trivial e não negativa, então lim
t→∞

Iλµ(u0 + tφ, v0 + tφ) = −∞.

Demonstração. Primeiramente, sendo φ > 0 e t > 0, temos φ+ ≡ φ e φ− ≡ 0. Assim,

(u0 + tφ)+ = (u+
0 + tφ). Como φ ≡ 0 fora da bola Bδ ⊂ Ω+

c , usando a desigualdade

(x+ y)r ≥ xr + yr
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válida para todo x, y ≥ 0 e r > 1, e a desigualdade de normas

∥x+ y∥p ≤ (∥x∥+ ∥y∥)p ≤ 2p(∥x∥p + ∥y∥p),

obtemos constantes C1, C2 > 0 tais que

Iλµ(u0 + tφ, v0 + tφ) ≤ 2p

p
(∥u0∥p + ∥v0∥p + 2∥tφ∥p)− λ

q

∫
Ω

a(x)(u+
0 + tφ)q

− λ

p

∫
Ω

b(x) [|v0|p + tp|φ|p]

− 1

α + β

∫
Bδ

c+(x)(u+
0 + tφ)α(v+0 + tφ)β

≤ C1(t
p + tq + 1)− 1

α + β

∫
Bδ

c+(x)
(
(u+

0 )
α + tαφα

) (
(v+0 )

β + tβφβ
)

≤ C2(t
p + tq + tα + tβ + 1)− tα+β

α + β

∫
Bδ

c+(x)φα+β,

e o resultado segue pela última desigualdade e pelo fato de α + β > p > q.

Dizemos que o funcional Iλµ satisfaz a condição Palais-Smale no ńıvel c ∈ R, denotado
por (PS)c, se qualquer sequência (un, vn) ∈ E tal que

lim
n→∞

Iλµ(un, vn) = c e lim
n→∞

I ′λµ(un, vn) = 0.

possui uma subsequência convergente.

Proposição 1.15. Se p < α+β < p∗, então o funcional Iλµ satisfaz a condição (PS)c para

qualquer c ≥ 0.

Demonstração. Seja (un, vn) ∈ E uma sequência (PS)c para o funcional Iλµ. Assim, por

resultados de imersão, existe C1 = C1(a(x), q) > 0 tal que

c+ on(1)∥un, vn∥ = Iλµ(un, vn)−
1

α + β
⟨I ′λµ(un, vn), (un, vn)⟩

=

(
1

p
− 1

α + β

)[
∥un, vn∥p − µ

∫
Ω

b(x)|vn|p
]
−
(
λ

q
− λ

α + β

)∫
Ω

a(x)(u+
n )

q

≥
(
1

p
− 1

α + β

)(
1− µ

µ1b

)
∥un, vn∥p − λ

(
1

q
− 1

α + β

)
C1∥un∥q.

Tomando

C2 = λ

(
1

q
− 1

α + β

)
C1 > 0 e C3 =

(
1

p
− 1

α + β

)(
1− µ

µ1b

)
> 0,

temos

c+ on(1)∥un, vn∥+ C2∥un∥q ≥ C3∥un, vn∥p,

e como q < p < α + β, conclúımos pela última desigualdade que a sequência (un, vn) é

limitada. Logo, a menos de subsequência, temos (un, vn) ⇀ (u, v) fracamente em E para
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algum par (u, v) ∈ E. Uma vez que a imersão W 1,p
0 (Ω) ↪→ Ls(Ω) é compacta para todo

s ∈ [1, p∗), pela desigualdade de Hölder temos∣∣∣∣∫
Ω

a(x)(u+
n )

q−1(un − u)

∣∣∣∣ ≤ |a|∞|un|q−1
q |un − u|q = on(1) (1.20)

e ∣∣∣∣∫
Ω

c(x)(u+
n )

α−1(un − u)(v+n )
β

∣∣∣∣ ≤ |c|∞|un|α−1
α+β|un − u|α+β|vn|βα+β = on(1). (1.21)

Além disso, pelo Lema 1.12, obtemos∫
Ω

|∇un|p−2∇un∇u = ∥u∥p + on(1). (1.22)

Desde que I ′λµ(un, vn) → 0 e (un, vn) é limitado, conclúımos que

on(1) = I ′λµ(un, vn)(un − u, 0)

= ∥un∥p −
∫
Ω

|∇un|p−2∇un∇u− λ

∫
Ω

a(x)(u+
n )

q−1(un − u)

− α

∫
Ω

c(x)(u+
n )

α−1(un − u)(v+n )
β.

A expressão acima combinada com (1.20), (1.21) e (1.22) implica ∥un∥p−∥u∥p → 0. Por

reflexividade, obtemos un → u forte em W 1,p
0 (Ω). De maneira análoga, obtemos também

vn → v forte em W 1,p
0 (Ω).

Estamos agora em condições de demonstrar nosso segundo resultado:

Teorema 0.2. Suponha que N ≥ p com 1 < q < p < α + β < p∗ onde α, β ∈ (1,∞),

e assuma que as hipóteses (P0) − (P2) se verificam. Então, para todo 0 < λ < λ∗(µ) e

0 < µ < µ < µ1b o sistema (Pλµ) possui pelo menos um par de soluções (u0, v0) com

Iλµ(u0, v0) > 0. Além disso, se N ≥ p > β, então existe outro par de soluções (u1, v1) com

Iλµ(u1, v1) < 0.

Demonstração. A Observação 1.13 garante a existência de um par (u0, v0) ∈ E tal que

I ′λµ(u0, v0) = 0 com Iλµ(u0, v0) < 0. Por outro lado, pelo Lema 1.5 e Lema 1.14 vemos que

inf
∥u,v∥=R

Iλµ(u, v) = ρ > 0

e que existe um par (e1, e2) tal que ∥e1, e2∥ > R > ∥u0, v0∥ com Iλµ(u0, v0) > Iλµ(e1, e2).

Defina
c̃λµ := inf

γ∈Γ
sup
t∈[0,1]

Iλµ(γ(t))

com Γ := {γ ∈ C([0, 1], E) : γ(0) = (u0, v0), γ(1) = (e1, e2)}. Afirmamos que c̃λµ ≥ ρ > 0.

Por definição, temos ρ ≤ Iλµ(u, v) para todo (u, v) ∈ E com ∥u, v∥ = R. Considerando

h : [0, 1] → R dada por h(t) = ∥γ(t)∥, vemos que h é a composição de duas funções
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cont́ınuas (∥.∥ e γ), portanto, h é cont́ınua. Note ainda que h(0) = ∥γ(0)∥ = ∥u0, v0∥ < R

e h(1) = ∥γ(1)∥ = ∥e1, e2∥ > R. Assim, h(0) < R < h(1) e, pelo Teorema do Valor

Intermediário, existe s ∈ (0, 1) tal que h(s) = ∥γ(s)∥ = R, isto é, existe γ(s) := (u, v) ∈ E

de modo que ∥u, v∥ = R. Deste modo, por definição, ρ ≤ Iλµ(u, v), portanto,

0 < ρ ≤ Iλµ(u, v) = Iλµ(γ(s)) ≤ max
t∈[0,1]

Iλµ(γ(t)).

Sendo γ ∈ Γ arbitrário, pela definição de ı́nfimo, temos

ρ ≤ c̃λµ := inf
γ∈Γ

sup
t∈[0,1]

Iλµ(γ(t)) ≤ max
t∈[0,1]

Iλµ(γ(t)),

o que prova a afirmação. Assim, 0 < ρ ≤ c̃λµ e podemos então usar o Teorema do Passo da

Montanha para garantir a existência de uma sequência (un, vn) ∈ E tal que Iλµ(un, vn) → c̃λµ
e I ′λµ(un, vn) → 0.

Segue da Proposição 1.15 que o funcional Iλµ satisfaz a condição Palais-Smale no ńıvel

c̃λµ, então existe um par (u1, v1) ∈ E satisfazendo I ′λµ(u1, v1) = 0 e Iλµ(u1, v1) = c̃λµ. Uma

vez que c̃λµ > 0, conclúımos que (u1, v1) ̸≡ (0, 0). Mostraremos agora que o par (u1, v1) não

é solução semitrivial de (Pλµ). Se u1 ≡ 0, então I ′λµ(0, v1) = 0 com Iλµ(0, v1) = c̃λµ > 0, isto

é,

0 = ⟨I ′λµ(0, v1), (0, v1)⟩ = ∥v1∥p − µ

∫
Ω

b(x)|v1|p,

o que implicaria v1 ≡ 0 uma vez que 0 < µ < µ1b. Assim, (u1, v1) ≡ (0, 0), uma contradição.

Por outro lado, se v1 ≡ 0, então I ′λµ(u1, 0) = 0 com Iλµ(u1, 0) = c̃λµ > 0, isto é,

0 = ⟨I ′λµ(u1, 0), (u1, 0)⟩ = ∥u1∥p − λ

∫
Ω

a(x)(u+
1 )

q,

de modo que, sendo q < p,

0 < c̃λµ = Iλµ(u1, 0) =
1

p
∥u1∥p −

λ

q

∫
Ω

a(x)(u+
1 )

q =

(
1

p
− 1

q

)
∥u1∥p < 0,

um absurdo. Assim, v1 ̸≡ 0.
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Caṕıtulo 2

Sistema com crescimento cŕıtico

Neste caṕıtulo, mostraremos a existência de um segundo par de soluções para o problema

Pλγ estudado no caṕıtulo anterior, considerando agora o caso cŕıtico α + β = p∗. A partir

deste ponto, consideraremos (u0, v0) ∈ E satisfazendo m(λ, µ,R) := Iλµ(u0, v0) e tomaremos

β > 1. Se p > β, então v0 ̸≡ 0, caso contrário poderemos ter soluções semitriviais da forma

(u, 0) (veja o Lema 1.4 e a Observação 1.13). O próximo resultado pode ser encontrado em

[24] e é uma generalização de [4, Lema A.4 (4)].

Lema 2.1. Para α, β > 1 a seguinte desigualdade se verifica

(1 + t)α(1 + s)β ≥ 1 + tαsβ + αt+ βs, ∀t, s ≥ 0. (2.1)

Além disso, para γ ∈ (1, α+ β − 1), existe Cγ > 0 tal que, para todo t, s ≥ 0, temos

(1 + t)α(1 + s)β ≥ 1 + tαsβ + αt+ βs+ (α + β − 2)min{t, s}α+β−1 (2.2)

− Cγ max{t, s}γ.

Demonstração. Defina f(t, s) = (1 + t)α(1 + s)β − 1− tαsβ − αt− βs. Desde que α, β > 1,

temos
ft(t, s)

α(1 + t)α−1
≥ (1 + s)β − 1− sβ ≥ 0,

então f(t, s) ≥ f(0, s) ≥ 0 e (2.1) se verifica.

Para mostrar (2.2), é suficiente provar que inf
t,s>0

g(t, s) > −∞, onde

g(t, s) =
(1 + t)α(1 + s)β − 1− tαsβ − αt− βs− (α + β − 2)min{t, s}α+β−1

max{t, s}γ
.

Caso contrário, teŕıamos g(tn, sn) → −∞ para alguma sequência (tn, sn) o que implicaria

max{tn, sn} → 0 ou max{tn, sn} → +∞. Se max{tn, sn} → 0, por (2.1) vemos que

g(tn, sn) ≥ −(α + β − 2)
min{tn, sn}α+β−1

max{tn, sn}γ
= on(1),
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então lim inf g(tn, sn) > −∞, contradizendo g(tn, sn) → −∞. Agora, assumindo

max{tn, sn} → +∞, afirmamos que

f(t, s) = (1 + t)α(1 + s)β − 1− tαsβ − (α + β − 2)min{t, s}α+β−1 ≥ 0, ∀t, s ≥ 0.

Considerando verdadeira a afirmação, temos

g(tn, sn) =
f(tn, sn)− αtn − βsn

max{sn, tn}γ
≥ − αtn + βsn

max{tn, sn}γ
= on(1)

e ainda não temos g(tn, sn) → −∞, logo (2.2) se verifica.

Para concluir a demonstração, resta apenas provar a afirmação. Primeiro, note que

(1 + x)α+β ≥ 1 + xα+β + (α + β − 2)xα+β−1, ∀x ≥ 0, ∀α, β > 1. (2.3)

Definindo h(t, s) = (1 + t)α(1 + s)β − 1 − tαsβ, temos hs(t, s) ≥ 0 e ht(t, s) ≥ 0 para

quaisquer s, t positivos, então h(·, s) e h(t, ·) são crescentes. Suponha min{s, t} = t. Por

(2.3), obtemos

s ≥ t ⇒ h(t, s) ≥ h(t, t) = (1 + t)α+β − 1− tα+β ≥ (α + β − 2)tα+β−1

⇒ f(t, s) ≥ 0

e, se min{s, t} = s, por argumentos análogos conclúımos que f(t, s) ≥ 0, provando a

afirmação.

Nos resultados anteriores já foi mostrado que as soluções u0 e v0 são não-nulas em Ω,

mas até então não há garantias de que, em pequenas bolas do domı́nio, u0 e v0 permaneçam

não-nulas.

Lema 2.2. Suponha que Ωa+ ∩Ωb+ ∩Ωc+ possui ponto interior e β < p. Então, para alguma

bola Br(x0) ⊂ Ω, temos inf
x∈Br(x0)

u0(x) > 0. Além disso, se v0 ̸≡ 0, então inf
x∈Br(x0)

v0(x) > 0.

Demonstração. A primeira parte, quando u0 ̸≡ 0, já foi mostrada na demonstração do

Lema 1.4, então vamos considerar apenas o caso v0 ̸≡ 0. Pela teoria padrão de regularidade

eĺıptica do operador −∆p, temos u0, v0 ∈ C1(Ω) (veja Teorema A.6). Assim, para algum

x0 ∈ Ω e r0 > 0, temos Br0(x0) ⊂ Ωa+ ∩ Ωb+ ∩ Ωc+ e, no sentido fraco,

−∆pu0 = λa(x)uq−1
0 + c(x)uα−1

0 vβ0 ≥ 0

−∆pv0 = µb(x)vp−1
0 + c(x)uα

0 v
β−1
0 ≥ 0

em Br0(x0) ⊂ Ωa+ ∩ Ωb+ ∩ Ωc+ .

Usando o Teorema A.7, conclúımos que cada uma dessas funções é nula ou positiva em

Br(x0). Se u0 ≡ 0 em Br0(x0), então tomando φ ∈ C∞
c (Br(x0)), vemos que u0 se anula no
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suporte de φ de modo que

Iλµ(u0 + ϵφ, v0) = Iλµ(u0, v0) +
ϵp

p
∥φ∥p − λϵq

q

∫
a(x)|φ|q − ϵα

p∗

∫
c(x)|φ|αvβ0 ,

e, desde que q < p, podemos ver que para ϵ > 0 pequeno, obtemos (u0 + ϵφ, v0) ∈ Br(x0) e

Iλµ(u0 + ϵφ, v0) < Iλµ(u0, v0) = m(λ, µ,R), uma contradição. Portanto, u0 > 0 em Br0(x0).

Suponhamos agora que v0 ≡ 0 em Br0(x0). Tomando φ ∈ C∞
c (Br(x0)), vemos que v0 se

anula no suporte de φ de modo que

Iλµ(u0, v0 + ϵφ) = Iλµ(u0, v0) +
ϵp

p

[
∥φ∥p − µ

∫
b(x)|φ|p

]
− ϵβ

p∗

∫
c(x)uα

0 |φ|β,

e, desde que estamos considerando β < p, podemos ver que para ϵ > 0 pequeno, obtemos

(u0, v0 + ϵφ) ∈ Br(x0) e Iλµ(u0 + ϵφ, v0) < Iλµ(u0, v0) = m(λ, µ,R), uma contradição.

Portanto, v0 > 0 em Br0(x0).

Para os próximos resultados introduziremos as seguintes funções cut-off. Defina ϕ ∈
C∞

c (RN , [0, 1]) dada por

ϕ(x) =

{
1 , |x| ≤ ρ

0 , |x| ≥ 2ρ,

onde ϕ(x) > 0 quando |x| < 2ρ. Para x0 ∈ RN , considere

uϵ,x0(x) :=
ϕ(x− x0)ϵ

N−p
p(p−1)

(ϵ
p

p−1 + |x− x0|
p

p−1 )
N−p

p

,

então, utilizando os mesmos argumentos de [28, pg. 892-3], (veja a Proposição B.1) obtemos

contantes K1 > 0, d1 > 0 tais que

∥uϵ∥p = K1 +O(ϵ
N−p
p−1 ), (2.4)

∥uϵ∥p

|uϵ|pp∗
= S +O(ϵ

N−p
p−1 ), (2.5)

|uϵ|pp =

 ϵpd1 +O(ϵ
N−p
p−1 ) , N > p2 > 1,

ϵpd1| log ϵ|+O(ϵp) , N = p2 > 1.
(2.6)

Usando a mudança de variáveis x → (x− x0)/ϵ, vemos que∫
Ω

us
ϵ = ϵN− (N−p)s

p

∫
RN

ϕs(ϵx)dx

(1 + |x|
p

p−1 )
(N−p)s

p

(2.7)

Sem perda de generalidade, no que segue, consideramos x0 (obtido no Lema 2.2) como

x0 = 0 e 0 < 2ρ = r = 1.

Lema 2.3. Suponha inf
x∈Bδ(x0)

min{a(x), b(x), c(x)} = cδ > 0 para algum δ > 0. Definindo
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c∗ := ∥c∥
p−N

p
∞
N

S
N
p

αβ, suponha que uma das afirmações abaixo se verifique

(i) N ≥ p2 + p, 2 ≤ p < 3 e θ > p,

(ii) p > p∗ − 2/(p− 1) e θ > p ≥ 3,

(iii) β < p < N , 2 ≤ p < 3 e θ > N−p
p

.

Então, max
t>0

Iλµ(u0 + tAuϵ, v0 + tBuϵ) < Iλµ(u0, v0) + c∗ para algum ϵ > 0.

Demonstração. Seja σϵ(t) = Iλµ(u0 + tAuϵ, v0 + tBuϵ). Então, para algum tϵ > 0, temos

σϵ(tϵ) = max
t>0

σϵ(t). Se lim inf
ϵ→0

tϵ = 0, por (2.4) obtemos lim
ϵ→0+

σϵ(t) = Iλµ(u0, v0) e o lema se

verifica.

Por outro lado, se lim inf
ϵ→0

tϵ = +∞, então lim
ϵ→0+

σϵ(t) = −∞, uma contradição, uma

vez que o ńıvel cλµ do passo da montanha é um valor positivo. Portanto, consideraremos

0 < t1 < tϵ < t2 para todo ϵ > 0.

Caso 1: 2 ≤ p < 3, N ≥ p2 + p (o que implica N > p > β) e θ > p

Por , temos a seguinte estimativa para o gradiente

∥u0 + tAuϵ, v0 + tBuϵ∥p ≤ ∥u0, v0∥p + tp(Ap +Bp)∥uϵ∥p

+pt

∫
Ω

|∇u0|p−2∇u0∇(Auϵ)

+pt

∫
Ω

|∇v0|p−2∇v0∇(Buϵ) +O(ϵβ).

(2.8)

Além disso, por (2.1), obtemos

∫
Ω

c(x)(u0 + tAuϵ)
α(v0 + tBuϵ)

β ≥
∫
Ω

c(x)uα
0 v

β
0+

+tα+βAαBβ

∫
Ω

c(x)uα+β
ϵ +

+αt

∫
Ω

c(x)uα−1
0 vβ0 (Auϵ)

+βt

∫
Ω

c(x)uα
0 v

β−1
0 (Buϵ).

(2.9)

Como (1 + t)r ≥ 1 + rt, ∀t ≥ 0, ∀r ≥ 1, vemos que∫
Ω

a(x)(u0 + tAuϵ)
q ≥

∫
Ω

a(x)uq
0 + tq

∫
Ω

a(x)uq−1
0 (Auϵ), (2.10)

∫
Ω

b(x)(v0 + tAuϵ)
p ≥

∫
Ω

b(x)vp0 + tpBp

∫
Ω

b(x)up
ϵ + tp

∫
Ω

b(x)vp−1
0 (Buϵ). (2.11)
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Observe ainda que podemos escrever∫
Ω

c(x)up∗

ϵ =

∫
Ω

|c|∞up∗

ϵ −
∫
Ω

(|c|∞ − c(x))up∗

ϵ .

Assim, usando (2.8)-(2.11) e I ′λµ(u0, v0)(Auϵ, Buϵ) = 0, temos

σϵ(tϵ) ≤ I(u0, v0) +O(ϵβ) + hϵ(tϵ)− d2|uϵ|pp +
tp

∗

2 AαBβ

p∗

∫
Ω

(|c|∞ − c(x))up∗

ϵ (2.12)

onde d2 := tp1µB
pcδ/p > 0 e

hϵ(t) =
tp(Ap +Bp)

p
∥uϵ∥p −

tp
∗
AαBβ|c|∞

p∗
|uϵ|p

∗

p∗ .

Nosso objetivo agora é estimar hϵ(t). Por (2.5) e (1.7), temos

hϵ(t) ≤ 1

N

(
(Ap +Bp)∥uϵ∥p

|c|∞AαBβ|uϵ|pp∗

)N
p

≤ 1

N

(
Ap +Bp

|c|∞AαBβ
(S +O(ϵ

N−p
p−1 ))

)N
p

≤ c∗ +O(ϵ
N−p
p−1 ).

(2.13)

Tomando Σϵ :=

∫
Ω

(|c|∞ − c(x))up∗

ϵ , pela Proposição B.2 temos

0 ≤ Σϵ ≤



ϵ
N

p−1

∫
Br(0)

M |x|θ−
Np
p−1 = O(ϵ

N
p−1 ) , θ > N

p−1
;

ϵθ
∫
|x|≤ϵ−1

M |x|θ−
Np
p−1 = O(ϵ

N
p−1 )| log ϵ| , θ = N

p−1
;

ϵθ
[∫

|x|≤1

M |x|θ(1 + |x|
p

p−1 )−N+

+

∫
1<|x|≤ϵ−1

|x|θ−
Np
p−1

]
= O(ϵθ) , 0 < θ < N

p−1
.

Note ainda que

N ≥ p2 e θ > p ⇒ lim
ϵ→0+

ϵ−pΣϵ = 0 (2.14)

e

N > p e θ >
N − p

p
⇒ lim

ϵ→0+
ϵ−

N−p
p Σϵ = 0. (2.15)

Considerando β̂ := min{β, (N − p)/(p − 1)}, sendo β > N−p
p

, usando (2.6), (2.12) e
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(2.13), sendo N ≥ p2 + p > p2, para algum d3 > 0 temos

σϵ(tϵ) ≤ Iλµ(u0, v0) + c∗ +O(ϵβ̂) + d4Σϵ − ϵpd3

= Iλµ(u0, v0) + c∗ + ϵp
[
O(ϵβ̂−p) + d4ϵ

−pΣϵ − d3

]
onde d4 = tp

∗

2 AαBβ/p∗ > 0. Note que

N ≥ p2 + p ⇒ N − p

p
≥ p ⇒ β > p.

Assim, se β̂ = β, então β̂ − p > 0. Por outro lado, se β̂ = (N − p)/(p − 1), como por

hipótese N ≥ p2 + p, temos

β̂ − p =
N − p

p− 1
− p =

N − p2

p− 1
> 0.

Finalmente, por (2.14), vemos que para ϵ > 0 pequeno obtemos σϵ(tϵ) < Iλµ(u0, v0)+ c∗.

Caso 2: p > p∗ − 2/(p− 1) e θ > p ≥ 3

Observe que

p > p∗ − 2/(p− 1) ⇔ p(p− 1) >
Np

N − p
(p− 1)− 2

⇔ (p2 − p)(N − p) > Np(p− 1)− 2(N − p)

⇔ N >
p3 − p2 + 2p

2

⇔ 2N − 2p > p3 − p2

⇔ 2(N − p) > p2(p− 1)

⇔ 2(N − p)

p(p− 1)
> p.

Além disso, como p ≥ 3, vemos que

p2 ≤ p3 − p2 + 2p

2
≤ N.

Neste caso, de acordo com [4, pg. 949], temos β = 2(N − p)/[p(p− 1)] em (2.8), logo

σϵ(tϵ) ≤

 Iλµ(u0, v0) + c∗ +O(ϵβ) + d4Σϵ − ϵpd3 , N > p2

Iλµ(u0, v0) + c∗ +O(ϵβ) + d4Σϵ − ϵp| log ϵ|d3 , N = p2.

Como β > p, o lema se verifica novamente. Vale notar ainda que este é o único caso em

que não se exige a condição β < p.

Caso 3: 2 ≤ p < 3, β < p < N e θ > N−p
p
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Definimos

Cϵ =

∫
Ω

c(x)
[
(u0 + tAuϵ)

α(v0 + tBuϵ)
β − uα

0 v
β
0 − αuα−1

0 vβ0 (tAuϵ)− βuα
0 v

β−1
0 (tBuϵ)

]
.

Como β < p, pelo Lema 2.2 temos v0 ̸≡ 0. Assim, podemos definir

C1 := min
B1(0)

[
cδ(p

∗ − 2)uα
0 v

β
0 min

{
A

u0

,
B

v0

}2∗−1
]
> 0,

C2 := min
B1(0)

[
cδCγu

α
0 v

β
0 max

{
A

u0

,
B

v0

}γ]
> 0.

Por (2.2) vemos que

Cϵ ≥ tp
∗

ϵ

∫
Ω

AαBβc(x)up∗

ϵ + C1t
p∗−1
ϵ

∫
Ω

up∗−1
ϵ − C2t

γ
ϵ

∫
Ω

uγ
ϵ . (2.16)

Usando (2.8), (2.10), (2.11), (2.16) e I ′λµ(u0, v0)(Auϵ, Buϵ) = 0, obtemos

σϵ(tϵ) ≤ Iλµ(u0, v0) +O(ϵβ) + hϵ(tϵ) + d4Σϵ + C2t
γ
2

∫
Ω

uγ
ϵ − C1t

p∗−1
1

∫
Ω

up∗−1
ϵ

e por (2.13), considerando β̂ := max{β, (N − p)/(p− 1)}, sendo β > N−p
p

, vemos que

σϵ(tϵ) ≤ Iλµ(u0, v0) + c∗ +O(ϵβ̂) + d4Σϵ + C2t
γ
2

∫
Ω

uγ
ϵ − C1t

p∗−1
1

∫
Ω

up∗−1
ϵ . (2.17)

Usando (2.7) com s = p∗ − 1, para ϵ > 0 pequeno, obtemos∫
Ω

up∗−1
ϵ = ϵ

N−p
p

∫
suppφ

φp∗−1

(1 + |x|
p

p−1 )
N−p(N+1)

p

≥ ϵ
N−p

p

∫
B1/2(0)

(1 + |x|
p

p−1 )
N−p(N+1)

p := d5ϵ
N−p

p ,

Fixemos γ ∈
(

N(p−1)
N−p

, p∗ − 1
)

e considere γ∗ := N−(N−p)γ
p

> N−p
p

. Então, por (2.7),

tomando s = γ, temos ∫
Ω

uγ
ϵ ≤ d6ϵ

γ∗
,

onde d6 :=

∫
RN

(1 + |x|
p

p−1 )
−(N−p)γ

p é finito desde que

−(N − p)γ

p− 1
< −N ⇒ N(p− 1) < (N − p)γ ⇒ γ >

N(p− 1)

N − p
.

As três últimas desigualdades implicam que

σϵ(tϵ) ≤ Iλµ(u0, v0) + c∗ + ϵ
N−p

p

[
O(ϵβ̂−

N−p
p ) + d4ϵ

−N−p
p Σϵ + d7ϵ

γ∗−N−p
p − d8

]
.
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Note que, se β̂ = β, então β̂ > N−p
p

. Por outro lado, se β̂ = N−p
p−1

, como N > p e p ≥ 2,

ainda teremos β̂ > N−p
p

e o resultado segue de (2.15).

Proposição 2.4. Suponha que I ′λµ(u, v) = 0 implica que (u, v) é trivial, semitrivial, ou

que (u, v) = (u0, v0). Se α + β = p∗, então Iλµ satisfaz a condição (PS)c para todo

0 ≤ c < Iλµ(u0, v0) + c∗

Demonstração. Procedendo da mesma forma que fizemos no Lema 1.15, se (un, vn) é uma

sequência Palais-Smale, conclúımos que (un, vn) é limitado em E e existe um par (u, v) ∈ E

tal que un ⇀ u e vn ⇀ v fraco em W 1,p
0 (Ω). Precisamos mostrar que essas convergências

são fortes.

Definindo zn = un − u e wn = vn − v, passando para uma subsequência se necessário,

mostraremos que (zn, wn) → (0, 0) forte em E. Pelo Lema de Brézis-Lieb, [15, Lemma 5] e

pelas imersões compactas de Sobolev, temos

∥zn, wn∥p = ∥un, vn∥p − ∥u, v∥p + on(1);

on(1) =

∫
Ω

a(x)(z+n )
q =

∫
Ω

a(x)(u+
n )

q −
∫
Ω

a(x)(u+)q + on(1);

on(1) =

∫
Ω

b(x)|wn|p =
∫
Ω

b(x)|vn|p −
∫
Ω

b(x)|v|p + on(1);∫
Ω

c(x)(z+n )
α(w+

n )
β =

∫
Ω

c(x)(u+
n )

α(v+n )
β −

∫
Ω

c(x)(u+)α(v+)β + on(1).

Pelas expressões anteriores e sendo c = Iλµ(un, vn) + on(1), obtemos

c− Iλµ(u, v) =
1

p
∥zn, vn∥p −

1

p∗

∫
Ω

c(x)(z+n )
α(w+

n )
β + on(1). (2.18)

Usando os mesmos argumentos da demonstração do Teorema 0.1, obtemos I ′λµ(u, v) = 0

e, pelas hipóteses desta proposição, conclúımos que (u, v) é trivial, semitrivial ou que

(u, v) = (u0, v0). Como

on(1) = I ′λµ(un, vn)(un, vn)− Iλµ(u, v)(u, v),

usando o Lema de Brézis-Lieb e as imersões compactas outra vez, temos

on(1) = ∥zn, wn∥p −
∫
Ω

c(x)(z+n )
α(w+

n )
β. (2.19)

Seja l := lim inf
n→+∞

∥zn, wn∥p = lim inf
n→+∞

∫
Ω

c(x)(z+n )
α(w+

n )
β e suponha l > 0. Por (2.18) e

(2.19), obtemos

c− Iλµ(u, v) = l/N

e por (1.7), temos lp/p
∗ ≤ |c|p/p

∗
∞ S−1

αβ l. Como estamos supondo l > 0, obtemos então

l ≥ S
N/p
αβ |c|(p−N)/p

∞ = Nc∗. Portanto, c ≥ Iλµ(u, v) + c∗.
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Pelo Lema 2.3, vemos que 0 > Iλµ(u0, v0) > Iλ,µ(u, v), de onde conclúımos que (u, v) é

não-trivial e (u, v) ̸= (u0, v0). Pela demonstração do Lema 1.4 temos ainda u ̸≡ 0. Suponha

v ≡ 0. Neste caso,

Iλµ(u0, v0) > Iλµ(u, 0) ≥ inf
{
Iλµ(w, 0) : w ∈ W 1,p

0 (Ω)
}
.

Contudo, pela Observação 1.6 vemos que

inf
{
Iλµ(w, 0) : w ∈ W 1,p

0 (Ω)
}
= inf {Iλµ(w, 0) : ∥w∥ ≤ R}
≥ Iλµ(u0, v0)

= inf {Iλµ(w, z) : ∥w, z∥ ≤ R} ,

uma contradição. Portanto, l = 0. Assim, a menos de subsequência, temos (un, vn) → (u, v)

forte em E, então Iλµ(u, v) = c > 0 e I ′λµ(u, v) = 0.

Finalmente, podemos demonstrar nosso terceiro e último resultado referente ao sistema

(Pλµ):

Teorema 0.3. Suponha que para alguma bola Bδ(x0) ⊂ Ω e θ > p, temos

(c1) |c|∞ − c(x) ≤ M |x− x0|θ, x ∈ Bδ(x0),

(cδ) e que cδ := inf
x∈Bδ(x0)

min{a(x), b(x), c(x)} > 0.

Suponha ainda que um dos casos abaixo se verifica:

(i) N ≥ p2 + p, 2 ≤ p < 3 e θ > p;

(ii) p > p∗ − 2/(p− 1), p ≥ 3 e θ > p;

(iii) β < p < N , 2 ≤ p < 3 e θ > N−p
p

.

Se 1 < q < p < α + β = p∗ e (P0) − (P2) se verificam, então para todo 0 < µ < µ1b existe

λ∗(µ) tal que, para qualquer 0 < λ ≤ λ∗(µ) e 0 < µ < µ1b o sistema (Pλµ) possui pelo

menos um par de soluções (u, v). Além disso, nos casos (ii) e (iii) o sistema (Pλµ) possui

duas soluções e no caso (i) o sistema possui duas soluções desde que β < p.

Demonstração. Suponha (por contradição) que não existe um ponto cŕıtico para o funcional

Iλµ que não seja trivial, semitrivial ou (u0, v0) (lembrando que nós podemos garantir

que este ponto cŕıtico não é semitrivial apenas quando β < p). Os lemas 1.5 e 1.14

garantem as hipóteses necessárias para aplicarmos o Teorema do Passo da Montanha (veja

[36]). Pela Proposição 2.4, o funcional Iλµ satisfaz a condição Palais-Smale para todo

0 ≤ c < Iλµ(u0, v0)+c∗ e o Lema 2.3 garante que cλµ ∈ (0, Iλµ(u0, v0) + c∗), onde cλµ é o ńıvel

do passo da montanha. Assim, O Teorema do Passo da Montanha provê um ponto cŕıtico
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(u, v) satisfazendo Iλµ(u, v) > 0, logo, tal ponto não pode ser trivial ou (u0, v0). Portanto,

(u, v) é semitrivial, uma contradição visto que pontos cŕıticos semitriviais necessariamente

apresentam energia negativa.
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Caṕıtulo 3

Existência de solução nodal para um

problema quasilinear com pesos

Neste caṕıtulo, buscamos solução que muda de sinal para o problema (1) dado por

−∆pu = λg(x)|u|p−2u+ f(x)|u|p∗−2u em RN ,

onde −∆pu = −div(|∇u|p−2∇u), 2 ≤ p < N , N > p2 + p, p∗ = Np/(N − p) é o

expoente cŕıtico de Sobolev, g+ := max{0, g} ̸≡ 0, f+ := max{0, f} ̸≡ 0, g+ ∈ LN/p(RN) e

f, g ∈ L∞(RN). Além disso, consideraremos λ+
1 > 0 o autovalor principal de

−∆pu = λg(x)|u|p−2u em RN ,

∫
RN

g(x)|u|pdx > 0

com u+
1 > 0 a autofunção associada a λ+

1 e assumindo, sem perda de generalidade, que para

algum R > 0 as seguintes hipóteses sobre as funções f e g são satisfeitas:

(F1) f(0) = |f |∞ e f(x) > 0 para todo x ∈ B2R(0);

(F2) f(x) = f(0) + o(|x|
N−p
p−1 ) para todo x ∈ B2R(0);

(G1) g(x) > 0 para todo x ∈ B2R(0).

3.1 Caracterização Variacional

O objetivo desta seção é definir nossas hipóteses básicas e relembrar alguns resultados

conhecidos. Ao longo deste estudo, assumiremos g(x) = g+(x)−g−(x) onde g+, g− ≥ 0 são,

respectivamente, a parte positiva e a parte negativa da função g.

Para referências posteriores, lembramos a desigualdade de Hardy∫
RN

|u|p

(1 + |x|)p
dx ≤

(
p

N − p

)p

∥u∥p1,p, ∀ u ∈ C∞
c (RN) (3.1)

em que ∥.∥1,p denota a norma usual sobre D1,p(RN)
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Observação 3.1. Considerando

w(x) := max

{
1

(1 + |x|)p
, g−(x)

}
> 0, x ∈ RN

por (3.1), podemos definir a norma

∥u∥ :=

(∫
RN

|∇u|pdx+

∫
RN

w(x)|u|pdx
)1/p

Consideraremos Vg o completamento de C∞
c (RN) com relação à norma ∥.∥. Além disso,

Vg é um espaço de Banach uniformemente convexo.

Lema 3.2. Para qualquer c1 > 0 e (un) ⊂ Vg, temos ∥un∥ → 0 em Vg se, e somente se,

lim
n→∞

∫
(|∇un|p + c1g

−(x)|un|p) = 0 (3.2)

Demonstração. (⇒) Se (un) ⊂ Vg e ∥un∥ → 0, então∫
(|∇un|p + w(x)|un|p)dx → 0.

Como ambas as parcelas da integral são positivas, temos∫
|∇un|pdx → 0 e

∫
w(x)|un|pdx → 0.

Assim, para qualquer c1 > 0, por (3.1), vemos que

0 ≤
∫

(|∇un|p + c1g
−(x)|un|p)dx ≤

∫
(|∇un|p + c1w(x)|un|p)dx → 0,

de onde conclúımos que ∫
(|∇un|p + c1g

−(x)|un|p)dx → 0.

(⇐) Suponha que para qualquer c1 > 0 (3.2) se verifique. Então,∫
|∇un|pdx → 0 e

∫
g−(x)|un|pdx → 0.

Como w(x) ≤ g−(x) +
1

(1 + |x|)p
, pela desigualdade de Hardy dada em (3.1), temos

0 ≤
∫

w(x)|un|pdx ≤
∫

|un|p

(1 + |x|)p
dx+

∫
g−(x)|un|pdx ≤ CN

∫
|∇un|pdx+

∫
g−(x)|un|pdx.
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Por fim, passando o limite com n → ∞, conclúımos que∫
w(x)|un|pdx → 0,

portanto, ∥un∥ → 0.

A partir deste ponto, todas as integrais serão tomadas sobre RN a menos que esteja de

outra forma especificado. Consideraremos ainda S a melhor constante de Sobolev, isto é,

S := inf

{ |∇u|pp
|u|pp∗

, u ∈ W 1,p(RN)\{0}
}

(3.3)

De acordo com [18, Lema 2.3], temos

Proposição 3.3. Assuma g ∈ L∞(RN) e 0 ̸≡ g+ ∈ LN/p(RN). Então existe um único

autovalor λ+
1 > 0, simples e isolado, tal que o problema de autovalor (2) possui uma

autofunção positiva u+
1 ∈ Vg associada a λ+

1 . Além disso, para qualquer λ ∈ (0, λ+
1 ]∫

(|∇u|p − λg(x)|u|p)dx ≥ 0

A igualdade se verifica apenas se u ≡ 0 ou λ = λ+
1 com u = αu+

1 para alguma constante α.

Note que, quando λ ∈ (0, λ+
1 ), para algum a > 0 temos∫

(|∇u|p − λg(x)|u|p)dx ≥ a

∫
|∇u|pdx = a∥u∥p1,p

caso contrário, para todo a > 0 teŕıamos

a

∫
|∇u|pdx >

∫
(|∇u|p − λg(x)|u|p)dx ≥

(
1− λ

λ+
1

)∫
|∇u|pdx,

uma contradição, uma vez que podemos escolher a ∈
(
0, 1− λ/λ+

1

)
.

O resultado seguinte é uma versão do Lema de Brezis-Lieb (veja [8]) cuja demonstração

pode ser encontrada em [41, p. 21, Lema 1.32].

Lema 3.4. Seja Ω ∈ RN um conjunto aberto. Considere Fn : Ω → Rk com Fn ∈ [Ls(Ω)]k,

1 ≤ s < ∞ satisfazendo

(A)Fn é limitada em [Ls(Ω)]k;

(B) Fn → F quase sempre em Ω.

Então

lim
n→∞

(∫
Ω

|Fn(x)|sdx−
∫
Ω

|Fn(x)− F (x)|sdx
)

=

∫
Ω

|F (x)|sdx

onde |z|2 = ⟨z, z⟩ e ⟨z, w⟩ =
k∑

i=1

ziwi para todo z, w ∈ Rk.

41



Demonstração. Sejam 1 < s < ∞ e ϕ(α) := ||z + αw|s − |z|s|. Note que ϕ(0) = 0 e

ϕ′(α) = s|z + αw|s−2⟨z + αw,w⟩. Pelo Teorema do Valor Médio, exite t ∈ (0, 1) tal que

ϕ(1)− ϕ(0) = ϕ′(t), isto é,

||z + w|s − |z|s| = s|z + tw|s−2⟨z + tw, w⟩ ≤ s|z + tw|s−1|w|

Observe agora que s e s/(s− 1) são expoentes conjugados. Assim, pela desigualdade de

Young, dado ϵ > 0, existe C(ϵ) > 0 tal que

|z + tw|s−1|w| ≤ ϵ
(
|z + tw|s−1

)s/(s−1)
+ C(ϵ)|w|s = ϵ|z + tw|s + C(ϵ)|w|s (3.4)

Deste modo,

||z + w|s − |z|s| ≤ s [ϵ|z + tw|s + C(ϵ)|w|s]
≤ sϵ(|z|s + ts|w|s) + C(ϵ, s)|w|s

≤ ϵ̂(|z|s + |w|s) + C(ϵ, s)|w|s

onde na penúltima linha utilizamos a desigualdade (1+x)s ≤ 1+xs, válida para todo x > 0

e s > 1. Portanto, para todo z, w ∈ Rk, temos ||z + w|s − |z|s| ≤ ϵ̂|z|s + C(s, ϵ)|w|s. Note

também que, se s = 1, (3.4) permanece válida tanto com |z| = 0 como para |z| ≠ 0.

Considere agora z = Fn(x)− F (x) e w = F (x) e defina

f ϵ
n(x) := (||Fn(x)|s − |Fn(x)− F (x)|s − |F (x)|s| − ϵ̂|Fn(x)− F (x)|s)+

Pelas hipóteses sobre (Fn), vemos que f ϵ
n(x) → 0 quase sempre em Ω e f ϵ

n(x) ≤
(1 + C(s, ϵ))|F (x)|s ∈ [L1(Ω)]

k
. Estamos então nas condições de usar o Teorema da

Convergência Dominada de Lebesgue, de onde obtemos

lim
n→∞

∫
Ω

f ϵ
n(x)dx = 0

Note que ||Fn(x)|s − |Fn(x)− F (x)|s − |F (x)|s| ≤ f ϵ
n(x) + ϵ̂|Fn(x)− F (x)|s. Assim,

0 ≤ lim sup
n→∞

∫
Ω

||Fn(x)|s − |Fn(x)− F (x)|s − |F (x)|s| dx ≤ cϵ̂

onde c := lim sup
n→∞

∫
Ω

|Fn(x)− F (x)|sdx < ∞. A demonstração termina ao fazer ϵ̂ → 0.

Agora, introduzimos o funcional Iλ : Vg → R definido por

Iλ(u) =
1

p

∫
|∇u|p − λ

p

∫
g(x)|u|p − 1

p∗

∫
f(x)|u|p∗ (3.5)

O funcional Iλ está bem definido sobre Vg e cada ponto cŕıtico de Iλ em Vg é uma solução

fraca de (1). Além disso, podemos sempre assumir que os pontos cŕıticos de Iλ são funções
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não-negativas.

3.2 Condição Palais-Smale

Nesta seção construiremos o conjunto Mλ dos pontos cŕıticos de Iλ que mudam de sinal em

Vg. Devido à falta de compacidade das imersões, precisamos verificar ainda os ńıveis em que

a condição Palais-Smale se verifica. Para isso, faremos um estudo do decaimento de ńıvel

e mostraremos que a energia do ponto cŕıtico obtido em Mλ encontra-se neste intervalo de

compacidade, sendo este ponto cŕıtico, portanto, a solução que muda de sinal que estamos

procurando.

Defina os conjuntos N±
λ := {u ∈ Vg; u

± ∈ Nλ}, onde Nλ := {u ∈ Vg\{0}; I ′λ(u)u = 0}
é o conjunto de todas as soluções não-triviais do problema (1), e Mλ := N+

λ ∩ N−
λ . Note

que, se u ∈ Nλ, temos ∫
|∇u|p − λ

∫
g(x)|u|p =

∫
f(x)|u|p∗

então, para λ ∈ (0, λ+
1 ), a Proposição 3.3 garante que para todo u ∈ Nλ

Iλ(u) =
1

N

[∫
|∇u|p − λ

∫
g(x)|u|p

]
≥ 1

N

(
1− λ

λ+
1

)
∥u∥p

Assim, Iλ é coercivo em Nλ e, desde que Iλ(u) = Iλ(u
+) + Iλ(u

−), conclúımos que Iλ é

coercivo em Mλ. Além disso, se λ ∈ (0, λ+
1 ) e u ∈ Nλ, então usando (3.3), vemos que(

1− λ

λ+
1

)
∥u∥p ≤

∫
(|∇u|p + λg(x)|u|p)dx

=

∫
f(x)|u|p∗dx

≤ |f |∞
∫

|u|p∗dx

≤ |f |∞S− p∗
p ∥u∥p∗ ,

de onde conclúımos que

∥u∥p∗−p ≥
(
1− λ

λ+
1

)
|f |−1

∞ S
p∗
p .

Logo, existe α > 0 tal que ∥u∥ ≥ α > 0 e podemos definir

cλ := inf
u∈Nλ

Iλ(u) e dλ := inf
u∈Mλ

Iλ(u).

Definição 3.5. Dizemos que (un) ⊂ Vg é uma sequência Palais-Smale para o funcional Iλ
no ńıvel c, ou, de forma reduzida, uma sequência (PS)c, se Iλ(un) → c e I ′λ(un) → 0 quando

n → ∞.
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Como nosso problema apresenta crescimento cŕıtico, o próximo lema é necessário para

estudar os ńıveis em que o funcional Iλ associado satisfaz a condição Palais-Smale.

Lema 3.6. Sejam λ ∈ (0, λ+
1 ) e (un) ∈ Vg uma sequência (PS)c. Se

c < cλ +
1

N
|f |(p−N)/p

∞ SN/p

então existe uma subsequência de (un), que ainda denotaremos por (un), e u ∈ Vg tais que

u+
n → u+ e u−

n → u− em Vg

Demonstração. Se (un) ∈ Vg é uma sequência (PS)c para Iλ, temos

Iλ(un) =
1

p

∫
(|∇un|p − λg(x)|un|p)dx− 1

p∗

∫
f(x)|un|p

∗
dx

e, para toda φ ∈ C∞
c (RN), como |I ′λ(un)φ| ≤ |I ′λ(un)|∥φ∥, então I ′λ(un)φ = on(1)∥φ∥.

Queremos mostrar primeiramente que (un) é limitado em Vg. Note que pelas duas

expressões anteriores podemos escrever

c+ on(1) + on(1)∥un∥ = Iλ(un)−
1

p∗
I ′λ(un)un

=

(
1

p
− 1

p∗

)∫
(|∇un|p − λg(x)|un|p)dx

=
1

N

∫
(|∇un|p − λg(x)|un|p)dx.

Suponha por contradição que ∥un∥ → ∞ e considere vn := un/∥un∥ de tal forma que

∥vn∥ = 1. Uma vez que (vn) é limitada, podemos assumir que vn ⇀ v em Vg para algum

v ∈ Vg. Dividindo a equação anterior por ∥un∥p, obtemos

c

∥un∥p
+

on(1)

∥un∥p−1
+

on(1)

∥un∥p
=

1

N

∫
(|∇vn|p − λg(x)|vn|p)dx. (3.6)

Além disso, a Proposição C.3 garante a continuidade do operador G : Vg → RN dado

por

G(z) :=

∫
g+(x)|z|pdx,

logo ∫
g+(x)|vn|pdx →

∫
g+(x)|v|pdx.
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Assim, por propriedades de convergência fraca, temos

0 ≤
∫

(|∇v|p − λg(x)|v|p)dx

=

∫
(|∇v|p + λg−(x)|v|p)dx− λ

∫
g+(x)|v|pdx

≤ lim inf
n→∞

[∫
(|∇vn|p + λg−(x)|vn|p)dx− λ

∫
g+(x)|vn|pdx

]
= lim inf

n→∞

∫
(|∇vn|p − λg(x)|vn|p)dx,

(3.7)

e, por (3.6) conclúımos que ∫
(|∇v|p − λg(x)|v|p)dx = 0.

Deste modo, temos ∫
|∇v|p = λg(x)|v|pdx

e a caracterização variacional de λ+
1 (veja a Proposição 3.3) implica que v ≡ 0. Assim,

temos ∫
g+(x)|vn|pdx →

∫
g+(x)|v|pdx = 0

e, por (3.7), conclúımos que ∫
|∇vn|p + λg−(x)|vn|pdx → 0.

O Lema (3.2) garante então que ∥vn∥ → 0, uma contradição, pois ∥vn∥ = 1. Logo, (un)

é limitada e existe u ∈ Vg tal que un ⇀ u em Vg.

Seja R > 0 e tome φ ∈ C∞
c (RN) de modo que φ ≡ 1 em BR(0) e φ ≡ 0 em RN\B2R(0).

Assim, φun → φu em W 1,p
0 (BR(0)) e, a menos de subsequência, un → u quase sempre em

BR(0).

Por um argumento diagonal, obtemos (a menos de subsequência) un(x) → u(x) para

quase todo ponto x em RN . Mostraremos apenas que u+
n → u+ em Vg. Note que

(I ′λ(un)− I ′λ(u))(u
+
n − u+) = |∇u+

n |pp − |∇u+|pp −
∫

|∇un|p−2∇un∇u+ +

∫
|∇u|p−2∇u∇u+

n

− λ

∫
g(x)|u+

n |p + λ

∫
g(x)|u+|p − λ

∫
g(x)|u|p−2uu+

n

+ λ

∫
g(x)|un|p−2unu

+ −
∫

f(x)|u+
n |p

∗
+

∫
f(x)|u+|p∗

−
∫

f(x)|u|p∗−2uu+
n +

∫
f(x)|un|p

∗−2unu
+.
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Por [19, Proposição 2.3] e por [19, (2.3)], temos

(I ′λ(un)− I ′λ(u))(u
+
n − u+) = |∇u+

n |pp − |∇u+|pp − λ

∫
g(x)(|u+

n |p − |u+|p)

−
∫

f(x)(|u+
n |p

∗ − |u+|p∗) + on(1)

A expressão anterior combinada com o Lema 3.4 e a convergência un → u quase sempre

em RN garante que

on(1) = (I ′λ(un)− I ′λ(u))(u
+
n − u+) = |∇(u+

n − u+)|pp − λ

∫
g(x)|u+

n − u+|p

−
∫

f(x)|u+
n − u+|p∗ + on(1). (3.8)

Pelo Lema 3.4 e pela continuidade do operador G : Vg → RN previamente definido,

obtemos ∫
g+(x)|u+

n |p −
∫

g+(x)|u+
n − u+|p =

∫
g+(x)|u+|p + on(1),

de modo que ∫
g+(x)|u+

n − u+|p → 0. (3.9)

Então, por (3.8) e (3.9), temos

on(1) = (I ′λ(un)− I ′λ(u))(u
+
n − u+) = |∇(u+

n − u+)|pp + λ

∫
g−(x)|u+

n − u+|p

−
∫

f(x)|u+
n − u+|p∗ + on(1). (3.10)

Afirmamos que |∇(u+
n − u+)|p → 0. De fato, suponha |∇(u+

n − u+)|p → d > 0. Pelo

Lema (3.2), existe d̂ > 0 tal que

An :=

∫
(|∇(u+

n − u+)|p + λg−(x)|u+
n − u+|p) → d̂.

Como |∇(u+
n − u+)|pp ≤ An, por (3.3) e (3.10), temos

on(1) = |∇(u+
n − u+)|pp + λ

∫
g−(x)|u+

n − u+|p −
∫

f(x)|u+
n − u+|p∗ + on(1)

= An −
∫

f(x)|u+
n − u+|p∗ + on(1)

≥ An − |f |∞S− p∗
p |∇(u+

n − u+)|p∗p + on(1)

≥ An − |f |∞S− p∗
p A

p∗
p
n + on(1)

= An

(
1− |f |∞S− p∗

p A
p∗
p
−1

n

)
+ on(1)
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e, desde que d̂ > 0, a expressão anterior implica que

lim inf
n→∞

An ≥ |f |
p−N

p
∞ S

N
p . (3.11)

Como estamos supondo que (un) ⊂ Vg é uma sequência (PS)c para Iλ, para toda

φ ∈ C∞
c (RN), temos

on(1) = I ′λ(un)φ =

∫
|∇un|p−2∇un∇φ− λ

∫
g(x)|un|p−2unφ−

∫
f(x)|un|p

∗−2unφ.

Tomando o limite quando n → ∞, usando as convergências dadas em [19, Proposição

2.3] e [19, (2.3)], vemos que

0 =

∫
|∇u|p−2∇u∇φ− λ

∫
g(x)|u|p−2uφ−

∫
f(x)|u|p∗−2uφ = I ′λ(u)φ

para toda φ ∈ C∞
c (RN). Assim, por densidade, conclúımos que I ′λ(u) = 0.

Observe ainda que I ′λ(u)u
+ = I ′λ(u)u

+
n = 0. Isso e (3.8) garantem que

|∇(u+
n − u+)|pp = λ

∫
g|u+

n − u+|p +
∫

f |u+
n − u+|p∗ + on(1), (3.12)

e pelo Lema 3.4 conclúımos que

Iλ(u
+
n ) = Iλ(u

+
n − u+) + Iλ(u

+) + on(1). (3.13)

Por (3.12), (3.13) e pela definição de An, vemos que

Iλ(u
+) = Iλ(u

+
n )− Iλ(u

+
n − u+) + on(1)

=
1

p

[
|∇(u+

n − u+)|pp − λ

∫
g(x)|u+

n − u+|p
]
− 1

p∗

∫
f(x)|u+

n − u+|p∗

− Iλ(u
+
n − u+) + on(1)

=
1

N

[
|∇(u+

n − u+)|pp − λ

∫
g(x)|u+

n − u+|p
]
− Iλ(u

+
n − u+) + on(1)

=
1

N

[
|∇(u+

n − u+)|pp + λ

∫
g−(x)|u+

n − u+|p
]
− 1

N
λ

∫
g+(x)|u+

n − u+|p

− Iλ(u
+
n − u+) + on(1)

=
1

N
An −

1

N
λ

∫
g+(x)|u+

n − u+|p − Iλ(u
+
n − u+) + on(1).

Usando (3.11), (3.9) e a definição de cλ, como u+
n ∈ Nλ, então

Iλ(u
+
n ) =

1

N
An + Iλ(u

+) + on(1) ≥
1

N
|f |

p−N
p

∞ S
N
p + cλ + on(1) (3.14)
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Note ainda que

on(1) = I ′λ(un)u
−
n = −

[
∥u−

n ∥
p
1,p − λ

∫
g(x)|u−

n |p
]
+

∫
f(x)|u−

n |p
∗

e, como λ ∈ (0, λ+
1 ), temos

Iλ(u
−
n ) =

1

p

[
∥u−

n ∥
p
1,p − λ

∫
g(x)|u−

n |p
]
+

1

p∗

∫
f(x)|u−

n |p
∗

=
1

N
∥u−

n ∥
p
1,p − λ

∫
g(x)|u−

n |p ≥ 0,

então

c+ on(1) = Iλ(un) = Iλ(u
+
n ) + Iλ(u

−
n ) ≥ Iλ(u

+
n ).

Isso, combinado com (3.14) implica que

c ≥ cλ +
1

N
|f |(p−N)/p

∞ SN/p,

uma contradição. Portanto, d = 0, isto é, |∇(u+
n −u+)|p → 0. Queremos mostrar agora que

An → 0. Se isso for verdade, então pelo Lema 3.2 teremos ∥u+
n − u+∥ → 0. Note que, pelo

Lema 3.4, temos

λ

∫
g−(x)|u+

n − u+|p = λ

∫
g−(x)(|u+

n |p − |u+|p) + on(1).

Como |∇(u+
n − u+)|p → 0, então u+

n → u+ forte em Lp(RN), de modo que |u+
n |p → |u+|p

forte em L1(RN). Assim, como g− ∈ L∞, por Hölder temos

0 ≤ λ

∫
g−(x)|u+

n − u+|p = λ

∫
g−(x)(|u+

n |p − |u+|p) + on(1)

≤ λ

∫
g−(x)||u+

n |p − |u+|p|+ on(1)

≤ λ|g−|∞
∣∣|u+

n |p − |u+|p
∣∣

e, tomando o limite quando n → ∞, conclúımos que

lim
n→∞

λ

∫
g−(x)|u+

n − u+|p = 0.

Portanto, An → 0, o que implica u+
n → u+ forte em Vg. O mesmo argumento é usado

para mostrar que u−
n → u− forte em Vg, o que conclui a demonstração.

Precisamos agora mostrar que existe uma sequência (un) ⊂ Mλ satisfazendo I ′λ(un) =

on(1) para que depois consigamos garantir a existência de uma sequência (PS)dλ no conjunto

Mλ.
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Lema 3.7. Suponha

(A) (un) ⊂ Mλ

(B) 0 < α ≤ ∥u±
n ∥ ≤ β, α, β ∈ R

(C) Iλ(z) ≥ Iλ(un)− ϵ∥z − un∥ para todo z ∈ Mλ.

Então existe uma constante K > 0 que não depende de n tal que ∥I ′λ(un)∥ ≤ Kϵ.

Demonstração. Fixe n ∈ N e φ ∈ Vg com φ > 0 tal que ∥φ∥ ≤ 1. Tome δ > 0 e observe

que para cada n ∈ N temos (u±
n − δφ) → u±

n quando δ → 0, então para δ suficientemente

pequeno, como (un) ⊂ Mλ, conclúımos que ϕ±
δ,n := (un − δφ)± ̸≡ 0.

Para não sobrecarregar a notação, uma vez que n está fixado, podemos omiti-lo. Defina

ϕδ := u− δφ = (u− δφ)+ − (u− δφ)−.

Note que, uma vez que λ ∈ (0, λ+
1 ), temos

Iλ(tϕ
±
δ ) =

tp

p

∫
(|∇ϕ±

δ |
p − λg(x)|ϕ±

δ |
p)− tp

∗

p∗

∫
f(x)|ϕ±

δ |
p∗ ,

onde ∫
(|∇ϕ±

δ |
p − λg(x)|ϕ±

δ |
p) =

∫
f(x)|ϕ±

δ |
p∗ > 0,

logo Iλ(tϕ
±
δ ) atinge seu máximo em

t±δ = t±(δ) :=

∥ϕ
±
δ ∥

p
1,p − λ

∫
g(x)|ϕ±

δ |
p∫

f(x)|ϕ±
δ |

p∗


1

p∗−p

> 0.

Em particular, t±(0) = 1. Além disso, I ′λ(t+(δ)ϕ
+
δ ) = I ′λ(t−(δ)ϕ

−
δ ) = 0. Uma vez que

ϕ±
δ ̸≡ 0 e t±(δ) ̸= 0, temos t+(δ)ϕ

+
δ , t−(δ)ϕ

−
δ ̸≡ 0. Assim, t+(δ)ϕ

+
δ , t−(δ)ϕ

−
δ ∈ Nλ e

zδ = z+δ − z−δ = t+(δ)ϕ
+
δ − t−(δ)ϕ

−
δ ∈ Mλ.

Por (C) e pelo Teorema do Valor Médio, conclúımos que

I ′λ(u)(zδ − u) + oδ(∥zδ − u∥) = Iλ(zδ)− Iλ(u) ≥ −ϵ∥zδ − u∥,

onde

(t+(δ)− 1)ϕ+
δ − (t−(δ)− 1)ϕ−

δ = t+(δ)ϕ
+
δ − t−(δ)ϕ

−
δ − ϕδ

= zδ − ϕδ

= zδ − u+ δφ,

de modo que

zδ − u = (t+(δ)− 1)ϕ+
δ − (t−(δ)− 1)ϕ−

δ − δφ. (3.15)
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Assim,

φ =
(t+(δ)− 1)ϕ+

δ

δ
− (t−(δ)− 1)ϕ−

δ

δ
− zδ − u

δ
.

Além disso, por (3.15), usando o Teorema do Valor Médio, temos

zδ − u

δ
=

(t+(δ)− 1)ϕ+
δ

δ
− (t−(δ)− 1)ϕ−

δ

δ
− φ

= t+(0)ϕ
+
δ − t−(0)ϕ

−
δ − φ+ oδ(1)

< t+(0)ϕ
+
δ − t−(0)ϕ

−
δ + oδ(1).

Tomando o limite quando δ → 0+, vemos que

∥zδ − u∥
δ

≤ ∥t+(0)ϕ+
δ − t−(0)ϕ

−
δ ∥+ oδ(1). (3.16)

Deste modo,

I ′λ(u)φ =
I ′λ(u)

(
(t+(δ)− 1)ϕ+

δ − (t−(δ)− 1)ϕ−
δ − (zδ − u)

)
δ

≤ ϵ∥zδ − u∥+ oδ(∥zδ − u∥)
δ

+

(
t+(δ)− t+(0)

δ

)
I ′λ(u)ϕ

+
δ

−
(
t−(δ)− t−(0)

δ

)
I ′λ(u)ϕ

−
δ .

Pelo Teorema do Valor Médio, conclúımos então que

I ′λ(u)φ ≤ ϵ∥zδ − u∥+ oδ(∥zδ − u∥)
δ

+ t′+(0)I
′
λ(u)ϕ

+
δ − t′−(0)I

′
λ(u)ϕ

−
δ + oδ(1),

onde I ′λ(u)ϕ
±
δ = I ′λ(u)(u

± + oδ(1)) = oδ(1). Precisamos mostrar agora que t′±(0) é limitado.

De fato, derivando t±(δ), como t±(0) = 1, conclúımos que

t′±(0) =

−p

(∫
|∇u±|p−2∇u±∇φ− λ

∫
g|u±|p−2u±φ

)
+ p∗

∫
f |u±|p∗−2u±φ

(p∗ − p)

∫
f |u±|p∗

.

Pelas hipóteses (A) e (B), calculamos∫
f |u±|p∗ =

∫
(|∇u±|p − λg|u±|p) ≥

(
1− λ

λ+
1

)
∥u±∥p ≥

(
1− λ

λ+
1

)
αp,

deste modo,

t′±(0) =

−p

(∫
|∇u±|p−2∇u±∇φ− λ

∫
g|u±|p−2u±φ

)
+ p∗

∫
f |u±|p∗−2u±φ

αp(p∗ − p)

(
1− λ

λ+
1

) .
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Tomando o módulo e usando desigualdade triangular, vemos que

|t′±(0)| ≤
p

∫ (
|∇u±|p−1|∇φ|+ λg(x)|u±|p−1|φ|

)
+ p∗

∫
f(x)|u±|p∗−1|φ|

αp(p∗ − p)

(
1− λ

λ+
1

) .

Como ∥u±∥ ≤ β, pela desigualdade de Hölder e por (3.3), obtemos

|t′±(0)| ≤

(
p|∇u±|p−1

p + λp|g|∞|u±|p−1
p + p∗|f |∞|u±|p

∗−1
p∗

)
∥φ∥

(p∗ − p)

(
1− λ

λ+
1

)
αp

≤ 1

(p∗ − p)αp

(
1− λ

λ+
1

)−1 [
(1 + λ|g|∞)pβp−1 + p∗|f |∞S− p∗

p βp∗−1
]

:= K0,

onde K0 > 0 é uma constante que não depende de n. Deste modo, por (3.15) e (3.16) temos

I ′λ(u)φ ≤ ϵ∥t′+(0)ϕ+
δ −H ′

−(0)ϕ
−
δ ∥+

oδ(∥zδ − u∥)
δ

+
(
t′+(0)− t′+(0)

)
oδ(1)

≤ ϵ∥t′+(0)ϕ+
δ − t′−(0)ϕ

−
δ ∥+ oδ(1)

≤ ϵmax{|t′+(0)|, |t′−(0)|}∥ϕδ∥+ oδ(1),

onde ∥ϕδ,n∥ ≤ ∥un∥ + δ. Como já mostramos que toda sequência Palais-Smale para o

funcional Iλ é limitada, vemos que I ′λ(u)φ ≤ 2ϵK0β = Kϵ, onde K = 2K0β > 0. Uma vez

que φ é uma função arbitrária satisfazendo ∥φ∥ ≤ 1, conclúımos que ∥I ′λ(un)∥ ≤ Kϵ.

Lema 3.8. Existe uma sequência (PS)dλ em Mλ.

Demonstração. Seja (zn) ∈ Mλ uma sequência minimizante para dλ. Como Mλ é fechado

em Vg, usando o Prinćıpio Variacional de Ekeland, obtemos uma sequência (un) ⊂ Mλ tal

que

(A) dλ ≤ Iλ(un) ≤ Iλ(zn) ≤ dλ +
1

n
;

(B) ∥un − zn∥ ≤ 1

n
;

(C) Iλ(z) ≥ Iλ(un)−
1

n
∥z − un∥ para todo z ∈ Mλ.

Desde que Mλ ⊂ Nλ, nós já mostramos que existe α > 0 satisfazendo ∥un∥ ≥ α > 0, e

lembrando que Iλ é coercivo sobre Mλ, obtemos β > α tal que 0 < α ≤ ∥un∥ ≤ β.

Isto, combinado com (C) e o Lema 3.7 garantem a existência de uma constante K > 0

que não depende de n satisfazendo

∥I ′λ(un)∥ ≤ K

n
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e assim, I ′λ(un) → 0. Por (A), temos Iλ(un) → dλ o que conclui a demonstração.

Como o Lema 3.8 garante a existência de uma sequência (PS)dλ para o problema (1),

precisamos mostrar apenas que dλ pertence ao intervalo de compacidade de Iλ.

A partir deste ponto, consideraremos u0 a solução positiva do problema (1) obtida usando

o Teorema do Passo da Montanha (veja [19]), então u0 ∈ Nλ. Além disso, para ϵ > 0,

definimos as funções

uϵ(x) =
φ(x)

(ϵ+ |x|p/(p−1))
N−p

p

, vϵ(x) =
uϵ(x)

|uϵ(x)|p∗

onde φ ∈ C∞
0 (B2R(0)) é tal que 0 ≤ φ(x) ≤ 1 e φ ≡ 1 in BR(0). Observe que para R > 0

pequeno o suficiente, podemos assumir∫
(|∇vϵ|p − λg(x)|vϵ|p) > 0

Isto segue da dependência cont́ınua do autovalor principal sobre o domı́nio e do fato de

quando |Ω| → 0, o autovalor principal sobre Ω tende a +∞.

Note que ∫
RN\B2R(0)

f(x)|u0|p
∗
> 0 (3.17)

De fato, podemos escrever

ζ(R) :=

∫
RN\B2R(0)

f(x)|u0|p
∗
dx =

∫
RN

f(x)|u0|p
∗
χRN\B2R(0)(x)dx

onde χRN\B2R(0) : RN → {0, 1} é a função caracteŕıstica. Assim, nosso problema se reduz a

mostrar que

lim
R→0+

ζ(R) =

∫
RN

f(x)|u0|p
∗
dx > 0

Para provar isto, consideraremos a sequência (Rn) → 0 e definiremos

hn(x) := f(x)|u0|p
∗
χRN\B2R(0)(x)

Observe que, como u0 ∈ D1,p(RN), temos |hn(x)| ≤ |f |∞|u0|p
∗ ∈ L1(RN). Desde que

hn(x) → f(x)|u0|p
∗
quase sempre, podemos usar o Teorema da Convergência Dominada de

Lebesgue para concluir que∫
RN

hn(x)dx →
∫
RN

f(x)|u0|p
∗
dx > 0

A seguir, queremos garantir que existe z ∈ Mλ da forma z = α∗u0 + β∗vϵ, de modo que

restará apenas mostrar que qualquer elemento da forma αu0 + βvϵ possui energia dentro do

intervalo de compacidade do funcional Iλ.

Lema 3.9. Existe z ∈ Mλ da forma z = α∗u0 + β∗vϵ
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Demonstração. Defina γ : Vg → R dado por γ(0) = 0 e

γ(u) :=

∫
f(x)|u|p∗

∥u∥p1,p − λ

∫
g(x)|u|p

, u ̸= 0

Como 0 < λ < λ+
1 , usando a imersão cont́ınua Vg ↪→ Lp∗(RN), obtemos 0 ≤ γ(u) ≤

C0∥u∥p
∗−p, então γ é cont́ınua.

Agora, definimos σ(r, s, t) := rt((1−s)u0−svϵ) para todo r ≥ 0 e s, t ∈ [0, 1]. Considere

Γ(r) = inf
s∈[0,1]

γ(σ(1, s, 1)), ∀ r > 0

Se Γ(1) = 0, então existiria algum s0 ∈ [0, 1] tal que γ(σ(1, s0, 1)) = 0, isto é,∫
f(x)|(1− s0)u0 − s0vϵ|p

∗
= 0

Como vϵ e f(x) são positivos em B2R(0) e vϵ desaparece em RN\B2R(0), por (3.17)

conclúımos que s0 ∈ (0, 1). Assim, temos

0 =

∫
f(x)|(1− s0)u0 − s0vϵ|p

∗

= (1− s0)
p∗
∫
RN\B2R(0)

f(x)|u0|p
∗
+

∫
B2R(0)

f(x)|(1− s0)u0 − s0vϵ|p
∗

≥ (1− s0)
p∗
∫
RN\B2R(0)

f(x)|u0|p
∗

o que é uma contradição por (3.17), logo Γ(1) > 0.

Consequentemente, γ(σ(r, s0, 1)) = rp
∗−pγ(σ(1, s0, 1)) ≥ rp

∗−pΓ(1), então lim
r→∞

Γ(r) = ∞.

Escolha r0 > 0 tal que

γ(σ(r0, s0, 1)) ≥ Γ(r0) > 2, ∀ s ∈ [0, 1] (3.18)

e defina funções w, z : [0, 1]× [0, 1] → R como segue:

z(s, t) := γ(σ+(r0, s, t)) + γ(σ−(r0, s, t))− 2

w(s, t) := γ(σ−(r0, s, t))− γ(σ+(r0, s, t))
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Note ainda que

γ(u) = γ(u+ − u−)

=

∫
f(x)|u+ − u−|p∗

∥u∥p1,p − λ

∫
g(x)|u|p

≤

∫
f(x)(|u+|p∗ + |u−|p∗)

∥u∥p1,p − λ

∫
g(x)|u|p

=

∫
f(x)|u+|p∗

∥u∥p1,p − λ

∫
g(x)|u|p

+

∫
f(x)|u−|p∗

∥u∥p1,p − λ

∫
g(x)|u|p

=

∫
f(x)|u+|p∗

∥u+∥p1,p − λ

∫
g(x)|u+|p

+

∫
f(x)|u−|p∗

∥u−∥p1,p − λ

∫
g(x)|u−|p

= γ(u+) + γ(u−)

Observe que σ(r0, s, 0) = 0, então z(s, 0) = −2 < 0 e σ(r0, s, 1) = r0((1 − s)u0 − svϵ).

Assim, por (3.18), usando γ(u) ≤ γ(u+) + γ(u−), temos

z(s, 1) = γ(σ+(r0, s, 1)) + γ(σ−(r0, s, 1))− 2 ≥ γ(σ(r0, s, 1))− 2 > 0

Além disso, σ+(r0, 0, t) = σ(r0, 0, t) e σ−(r0, 1, t) = σ(r0, 1, t), então para qualquer

t ∈ [0, 1] a função w satisfaz

w(0, t) = −γ(σ−(r0, 0, t)) ≤ 0, w(1, t) = γ(σ+(r0, 1, t)) ≥ 0

Usando as desigualdades anteriores e o Teorema de Miranda (veja [20]), existem

s0, t0 ∈ [0, 1] tais que w(s0, t0) = 0 = z(s0, t0), o que implica

γ(σ+(r0, s0, t0)) = γ(σ−(r0, s0, t0)) = 1,

logo, I ′λ(σ
±(r0, s0, t0))σ

±(r0, s0, t0) = 0. Ainda, desde que γ(0) = 0, conclúımos que

σ±(r0, s0, t0) ̸= 0, então σ±(r0, s0, t0) ∈ Mλ e o lema se verifica para α∗ = r0t0(1 − s0)

e β∗ = r0t0s0.

Estamos agora em condições de enunciar e demonstrar o último resultado deste trabalho:

Teorema 0.4. Suponha que (1) satisfaz 2 ≤ p < N , com N > p2 + p e tome

λ+
1 > 0 o autovalor principal de (2). Se f, g ∈ L∞(RN) satisfazem (F1), (F2) e (G1)

com g+ ∈ LN/p(RN) e λ ∈ (0, λ+
1 ), então existe uma solução u para o problema (1) que
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muda de sinal.

Demonstração. Pelo Lema 3.9, existe z ∈ Mλ da forma z = α∗u0+β∗vϵ. Assim, é suficiente

mostrar que para algum ϵ > 0

sup
α,β∈R

Iλ(αu0 + βvϵ) < cλ +
1

N
|f |(p−N)/p

∞ SN/p (3.19)

Se a expressão anterior é verdadeira, então

dλ ≤ Iλ(α∗u0 + β∗vϵ) ≤ sup
α,β∈R

Iλ(αu0 + βvϵ) < cλ +
1

N
|f |(p−N)/p

∞ SN/p

e pelos lemas 3.6 e 3.8, obtemos uma sequência (un) ⊂ Mλ tal que un → u fortemente em

Vg. Como Mλ é fechado, temos u ∈ Mλ, então u± ̸= 0. Além disso, Mλ ⊂ Nλ, assim

I ′λ(u) = 0 e u é uma solução que muda de sinal para o problema (1).

Observação 3.10. α e β são valores reais limitados, caso contrário, uma vez que p < p∗,

teŕıamos Iλ(αu0 + βvϵ) → −∞, um absurdo, pois já mostramos que o funcional Iλ restrito

a Mλ é limitado inferiormente.

Observe que

Iλ(αu0 + βvϵ) =
1

p

∫
|∇(αu0 + βvϵ)|p −

λ

p

∫
g(x)|αu0 + βvϵ|p −

1

p∗

∫
f(x)|αu0 + βvϵ|p

∗

Pela demonstração de [21, Lema 4.2], para p ≥ 2 (consequentemente, p∗ ≥ 2), temos∫
|∇(αu0 + βvϵ)|p ≤

∫ (
|α||∇αu0|p−2∇u0 + |β||∇βvϵ|p−2∇vϵ

)
(|α|∇u0 + |β|∇vϵ) (3.20)

∫
g(x)|αu0 + βvϵ|p ≥

∫
g(x)|αu0|p +

∫
g(x)|βvϵ|p + θ1

∫
g(x)|αu0||βvϵ|p−1 (3.21)∫

f(x)|αu0 + βvϵ|p
∗ ≥

∫
f(x)|αu0|p

∗
+

∫
f(x)|βvϵ|p

∗
+ θ2

∫
f(x)|αu0||βvϵ|p

∗−1 (3.22)

onde θ1 e θ2 são constantes positivas. Além disso, note que as funções f e g são positivas

sobre o suporte de vϵ, logo

Iλ(αu0 + βvϵ) ≤ Iλ(αu0) + Iλ(|β|vϵ) + Φ(ϵ, α, β)− θ2|α||β|p
∗−1

p∗

∫
f(x)|u0||vϵ|p

∗−1 (3.23)

onde

Φ(ϵ, α, β) =
1

p

[
|α|p−1|β|

∫
|∇u0|p−2∇u0∇vϵ + |α||β|p−1

∫
|∇vϵ|p−2∇vϵ∇u0

]
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Começaremos estimando Iλ(|β|vϵ). Como∫
(|∇vϵ|p − λg(x)|vϵ|p) > 0

e f(x) e g(x) são positivas no suporte de vϵ, vemos que

Iλ(tvϵ) =
tp

p

∫
(|∇vϵ|p − λg(x)|vϵ|p)−

tp
∗

p∗

∫
f(x)|vϵ|p

∗

atinge seu máximo em

0 < tϵ =


∫

(|∇vϵ|p − λg(x)|vϵ|p)∫
f(x)|vϵ|p

∗


1

p∗−p

≤


∫

|∇vϵ|p

f(0)

∫
|vϵ|p

∗


1

p∗−p

.

Além disso, podemos escrever

Iλ(tϵvϵ) = sup
t≥0

Iλ(tvϵ) = E(ϵ)− F (ϵ),

onde

E(ϵ) :=
tpϵ
p

∫
|∇vϵ|p −

f(0)tp
∗

ϵ

p∗

∫
|vϵ|p

∗

F (ϵ) :=
λtpϵ
p

∫
g(x)|vϵ|p −

tp
∗

ϵ

p∗

∫
(f(0)− f(x))|vϵ|p

∗
.

Observe que E(ϵ) atinge seu máximo em

ϵ̂ =


∫

|∇vϵ|p

f(0)

∫
|vϵ|p

∗


1

p∗−p

,

logo, por (3.3), temos

E(ϵ) ≤ E(ϵ̂) =

(
1

p
− 1

p∗

)
[f(0)]

p−N
p

[∫
|∇vϵ|p

]N
p
[∫

|vϵ|p
∗
]− N

p∗

=
1

N
S

N
p |f |(p−N)/p

∞ .

Para estimar F (ϵ), consideraremos Vϵ :=

∫
(f(0)− f(x))|vϵ|p

∗
. Assim, por (F2) e sendo
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φ(x) ≤ 1, vemos que

Vϵ =
1

|uϵ|p
∗

p∗

∫
B2R(0)

|x|
N−p
p−1

φp∗(x)

(ϵ+ |x|
p

p−1 )N
dx

≤ 1

|uϵ|p
∗

p∗

∫
B2R(0)

|x|
N−p
p−1

(ϵ+ |x|
p

p−1 )N
dx.

Fazendo a mudança de variável x = ϵ
p−1
p y, temos |y| ≤ 2Rϵ

1−p
p := R e dx = ϵ

(p−1)N
p dy.

Assim,

Vϵ ≤
ϵ

N−p2

p(p−1)

|uϵ|p
∗

p∗

∫
BR(0)

|y|
N−p
p−1

(1 + |y|
p

p−1 )N
dx ≤ ϵ

N−p2

p(p−1)

|uϵ|p
∗

p∗

∫
RN

|y|
N−p
p−1

(1 + |y|
p

p−1 )N
dx,

onde a última integral é finita desde que

N − p

p− 1
− Np

p− 1
< −N,

o que ocorre para qualquer p > 1. Usando a estimativa para |uϵ|p∗ obtida na Proposição

C.2, conclúımos que Vϵ = O(ϵ
N−p
p−1 ).

Além disso, por (G1) e (C.2), temos

λ

∫
g(x)|vϵ|p ≥


Kλg(0)ϵp−1 , p2 < N ;

Kλg(0)| log ϵ|ϵp−1 , p2 = N ;

Kλg(0)ϵ
N−p

p , p2 > N.

Note agora que, para p2 ≤ N , temos

N − p

p− 1
≥ p2 − p

p− 1
= p > p− 1

e ainda, para qualquer p > 1 vale

N − p

p− 1
>

N − p

p
,

desta forma, conclúımos que

F (ϵ) ≥


O(ϵp−1) , p2 < N ;

O(| log ϵ|ϵp−1) , p2 = N ;

O(ϵ
N−p

p ) , p2 > N.
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Portanto,

Iλ(|β|vϵ) ≤ Iλ(tϵvϵ) ≤



1

N
|f |(p−N)/p

∞ SN/p −O(ϵp−1), se p2 < N

1

N
|f |(p−N)/p

∞ SN/p −O(ϵp−1| ln ϵ|), se p2 = N

1

N
|f |(p−N)/p

∞ SN/p −O(ϵ(N−p)/p), se p2 > N.

E ainda, como u0 ∈ Nλ, o funcional Iλ(αu0) atinge seu máximo em

α0 =

∥u0∥p1,p − λ

∫
g(x)|u0|p∫

f(x)|u0|p
∗


N−p

p2

= 1

assim, Iλ(αu0) ≤ Iλ(u0) = cλ.

Usando a Proposição C.1 e a Proposição C.2, podemos calcular:

∫
|vϵ|t =



Kϵ
[N(p−t)+tp](p−1)

p2 , t >
N(p− 1)

N − p
;

Kϵ
N(p−1)

p2 | log ϵ| , t =
N(p− 1)

N − p
;

Kϵ
t(N−p)

p2 , 0 < t <
N(p− 1)

N − p
.

(3.24)

∫
|∇vϵ|t =



K ′ϵ
N(p−t)(p−1)

p2 , t >
N(p− 1)

N − 1
;

K ′ϵ
t(N−p)

p2 | log ϵ| , t =
N(p− 1)

N − 1
;

K ′ϵ
t(N−p)

p2 , 0 < 0 < t <
N(p− 1)

N − 1
.

(3.25)

Em particular, quando t = p− 1, temos∫
|∇vϵ|p−1 =

1

|uϵ|p−1
p∗

∫
|∇uϵ|p−1.

onde, para todo N > 1,

0 < p− 1 <
N(p− 1)

N − 1
,

logo ∫
|∇vϵ|p−1 = K ′ϵ

(N−p)(p−1)

p2 . (3.26)
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Assim, ∣∣∣∣∫ |∇vϵ|p−2∇vϵ∇u0

∣∣∣∣ ≤ max
B2R(0)

|u0|
∫

|∇vϵ|p−1 ≤ C1ϵ
(N−p)(p−1)/p2 .

Além disso, por (3.25), como p ≥ 2, para t = 1 vemos que

t = 1 <
N

N − 1
≤ N(p− 1)

N − 1
,

logo, ∫
|∇vϵ| = K ′ϵ

N−p

p2

de modo que∣∣∣∣∫ |∇u0|p−2∇u0∇vϵ

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ [|∇u0|p−2∇u0 − (|∇u0|p−2∇u0)2R
]
∇vϵ

∣∣∣∣
≤ max

B2R(0)

∣∣|∇u0|p−2∇u0 − (|∇u0|p−2∇u0)2R
∣∣ ∫ |∇vϵ|

≤ max
B2R(0)

∣∣|∇u0|p−2∇u0 − (|∇u0|p−2∇u0)2R
∣∣K ′ϵ

N−p

p2 ,

onde estamos considerando

(z)2R :=
1

|B2R(0)|

∫
B2R(0)

z.

Pela teoria padrão de regularidade (veja [34]), |∇u0|p−2∇u0 ∈ C0,α localmente para

algum α > 0, então podemos escolher R > 0 tão pequeno de modo que, para qualquer

ϵ1 > 0, tenhamos ∣∣|∇u0|p−2∇u0 − (|∇u0|p−2∇u0)2R
∣∣ ≤ ϵ1,

e então ∣∣∣∣∫ |∇u0|p−2∇u0∇vϵ

∣∣∣∣ ≤ K ′ϵ1ϵ
N−p

p2 .

Por fim, como N > p e p ≥ 2, quando t = 1 temos

t = 1 <
N

N − p
≤ N(p− 1)

N − p

e, por (3.24), podemos estimar ainda∫
f(x)|u0|p

∗−1|vϵ| ≥ min
B2R(0)

f(x)|u0|p
∗−1

∫
|vϵ| ≥ C3ϵ

(N−p)/p2 ,

onde C3 > 0, pois f é positiva em B2R(0).
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Finalmente, por (3.23), considerando S0 := (1/N)|f |
p−N

p
∞ S

N
p , podemos calcular

Iλ(αu0+βvϵ) ≤ cλ+S0+C1ϵ
(N−p)(p−1)/p2+K ′ϵ1ϵ

N−p/p2−C3ϵ
(N−p)/p2−


O(ϵp−1) , p2 < N ;

O(ϵp−1| log ϵ|) , p2 = N ;

O(ϵ(N−p)/p) , p2 > N.

Tomando R > 0 pequeno, podemos escolher ϵ1 de modo que K ′ϵ1 = C3/2. Assim,

Iλ(αu0 + βvϵ) ≤ cλ + S0 + C1ϵ
(N−p)(p−1)/p2 − C3

2
ϵ(N−p)/p2 −


O(ϵp−1) , p2 < N ;

O(ϵp−1| log ϵ|) , p2 = N ;

O(ϵ(N−p)/p) , p2 > N.

Sendo N > p e p ≥ 2, vemos que ϵ(N−p)/p2 domina ϵ(N−p)(p−1)/p2 . Além disso,

ϵ(N−p)/p → 0, ϵ(N−p)/p2 → 0 e ϵp−1 → 0 quando ϵ → 0, portanto (3.19) se verifica e a

demonstração está conclúıda.
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Apêndice A

Alguns resultados utilizados

Neste caṕıtulo exibiremos alguns dos resultados utilizados no decorrer deste trabalho.

Teorema A.1 (Prinćıpio Variacional de Ekeland). Considere (X, d) um espaço métrico

completo e Φ : X → R um funcional limitado inferiormente e semicont́ınuo inferiormente.

Sejam ϵ > 0 e x ∈ X tais que

Φ(x) < inf
X

Φ +
ϵ

2
.

Então, para cada δ > 0, existe y = y(δ) ∈ X tal que

� Φ(y) ≤ Φ(x),

� d(x, y) ≤ δ,

� Φ(y) < Φ(u) +
ϵ

δ
d(u, y) para todo u ∈ X com u ̸= y.

Demonstração.

Observação A.2. O Prinćıpio Variacional de Ekeland garante a existência de uma

sequência minimizante de um tipo particular (sequência quase-cŕıtica).

Sob as hipótese do teorema acima (com δ = 1), suponha que X seja um espaço de

Banach e que Φ seja Gateaux-diferenciável. Então, para cada v ∈ X com ∥v∥ = 1 e t > 0,

temos

Φ(y + tv)− Φ(y) = t ·DΦ(y) · v + o(t).

Tomando u = y + tv em (ii) conclúımos que

Φ(y + tv) > Φ(y)− ϵt.

Deste modo, tDΦ(y) ·v+o(t) ≥ −ϵt, isto é, DΦ(y) ·v ≥ −ϵ. Trocando v por −v obtemos

|DΦ(y) · v| ≤ ϵ.

Como isto vale para qualquer v ∈ X com ∥v∥ = 1, obtemos ∥DΦ(y)∥ ≤ ϵ. Assim,

podemos resumir esse resultado como no corolário que segue:
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Corolário A.3. Sejam X um espaço de Banach e Φ : X → R um funcional limitado

inferiormente e semicont́ınuo inferiormente. Se Φ é Gateaux-diferenciável então, para cada

ϵ > 0, existe xϵ ∈ X tal que ∥DΦ(xϵ)∥ < ϵ e

inf
X

Φ ≤ Φ(xϵ) ≤ inf
X

Φ + ϵ.

O resultado acima garante a existência de uma sequência (xn) em X satisfazendo

Φ(xn) → c := inf
X

Φ e DΦ(xn) → 0 quando n → ∞.

Teorema A.4 (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue). Seja {fn} uma

sequência de funções integráveis que converge quase sempre para uma função mensurável

de valores reais f . Se existir uma função integrável g tal que |fn| ≤ g para todo n, então f

é integrável e ∫
fdµ = lim

∫
fndµ.

Demonstração. Veja [22] p.44.

O próximo teorema é o Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti e Rabinowitz.

Esta versão não faz uso da condição Palais-Smale e pode ser encontrada em [41] ou [36].

Teorema A.5 (Teorema do Passo da Montanha). Sejam X um espaço de Banach,

I ∈ C1 (X,R), ρ > 0 e e ∈ X satisfazendo ∥e∥ > ρ e

b = inf
∥u∥=ρ

I(u) > I(0) = 0 ≥ I(e)

Então para cada ε ∈
(
0,

c

2

)
, existe uε ∈ X tal que:

(A) c− 2ε ≤ I(uε) ≤ c+ 2ε,

(B) ∥I ′(uε)∥ < 2ε,

onde

c = inf
g∈Γ

max
t∈[0,1]

I (g(t)) e Γ = {g ∈ C ([0, 1], X) ; g(0) = 0 e g(1) = e}.

Observe, porém, que tomando ϵ = 1/n no teorema anterior, conclúımos a existência de

uma sequência (un) ⊂ X tal que I(un) → c e I ′(un) → 0. Assim, se o funcional I satisfaz a

condição Palais-Smale no ńıvel c > 0 existe u ∈ X e (unj
) ⊂ (un) tais que unj

→ u em X,

e pela continuidade do funcional I, temos I(u) = c > 0 e I ′(u) = 0, isto é, u ∈ X é valor

cŕıtico de I.

O próximo teorema está demonstrado em [34] e é um resultado de regularidade na

fronteira para soluções de equações eĺıpticas da forma

divA(x, u,Du) +B(x, u,Du) = 0,

com constantes Λ ≥ λ > 0, k > 0 e m > −1 tais que

λ(k + |p|)m|ξ|2 ≤ aij(x, z, p)ξiξj ≤ Λ(k + |p|)m|ξ|2,

62



para todos os valores apropriados de (x, z, p) e ξ ∈ RN , onde (aij) = (∂Ai/∂pj) e z e p são

variáveis fict́ıcias representando u e Du, respectivamente.

Teorema A.6. Sejam α, γ, Γ e M0 constantes positivas com Γ ≥ γ e α̂ ≤ 1. Sejam k e ϕ

constantes não negativas e Ω ⊂ RN um domı́nio limitado de fronteira C1,α̂. Suponha A e

B satisfazendo:

(i) γ(k + |r|)m|ξ|2 ≤ aij(x, z, r)ξiξj;

(ii) |aij(x, z, r)| ≤ Γ(k + |r|)m;

(iii) |A(x, z, r)− A(y, w, r)| ≤ Γ(1 + |r|)m+1
[
|x− y|α̂ + |z − w|α̂

]
;

(iv) |B(x, z, r)| ≤ Γ(1 + |r|)m+2,

para todo (x, z, r) ∈ ∂Ω × [−M0,M0] × RN , todo (y, w) ∈ Ω × [−M0,M0] e ξ ∈ RN . Se

φ ∈ C1,α̂(∂Ω) com |φ|1+α̂ ≤ ϕ e se u é solução fraca do problema

divA(x, u,Du) +B(x, u,Du) = 0 em Ω e u = φ sobre ∂Ω

com |u| ≤ M0 em Ω, então existe uma constante positiva β̂ = β̂(α̂,Γ/γ,m,N) tal que

u ∈ C1,β̂(Ω). Além disso, |u|1+β̂ ≤ C(α̂,Γ/γ,m,M0, N, ϕ,Ω).

Cabe observar que, tanto no Caṕıtulo 2 quanto no Caṕıtulo 3 deste trabalho, estamos

tomando A(x, z, r) = |r|mr, onde m = p− 2 ≥ 0, z = u e r = ∇u. Além disso, temos

aij(x, z, r) =
∂Ai

∂rj
= m|r|m−2rirj + |r|mδij.

A seguir, verificamos que A(x, z, r) = |r|mr satisfaz (i)-(iii). Para mostrar (ii), note que

|aij(x, z, r)| ≤
N∑

i,j=1

[
m|r|m−2|ri||rj|+ |r|mδij

]
= |r|m +m|r|m−2

N∑
i=1

|ri|
N∑
j=1

|rj|

= (1 +m)|r|m,

mostrando que (ii) é válido considerando-se Γ1 = 1+m > 0 e k = 0. O item (iii) é imediato

uma vez que A depende apenas de r. Assim, A(x, z, r) = A(y, w, r), de modo que para

quaisquer Γ > 0 e α̂ ≤ 1, temos

0 = |A(x, z, r)− A(y, w, r)| ≤ Γ(1 + |r|)m+1
[
|x− y|α̂ + |z − w|α̂

]
.

Por fim, dado ξ ∈ RN qualquer, considerando 1 = γ < Γ1 = 1 +m e k = 0, obtemos

|r|m|ξ|2 = |r|m
N∑

i,j=1

ξiξjδij ≤
N∑

i,j=1

[
m|r|m−2rirj + |r|mδij

]
ξiξj = aij(x, z, r)ξiξj.
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Com relação à hipótese (iv), lembremos que −M0 ≤ z ≤ M0, isto é, z é limitado.

Começaremos tomando B(x, z, r) = λa(x)|z|q−2z + c(x)|z|p∗−2z, onde λ > 0 e a(x), c(x) ∈
L∞(Ω) são, respectivamente, o parâmetro e as funções peso do problema (Pλµ) trabalhados

no Caṕıtulo 2. Neste caso,

|B(x, z, r)| ≤ λ|a|∞|z|q−1 + |c|∞|z|p∗−1 ≤ Γ2 ≤ Γ2(1 + |r|)m+2.

Tomando agora B(x, z, r) = µb(x)|z|p−2z+c(x)|z|p∗−2z, onde µ > 0 e b(x), c(x) ∈ L∞(Ω)

são, respectivamente, o parâmetro e as funções peso do problema (Pλµ) trabalhados no

Caṕıtulo 2, obtemos

|B(x, z, r)| ≤ µ|b|∞|z|p−1 + |c|∞|z|p∗−1 ≤ Γ3 ≤ Γ3(1 + |r|)m+2.

Assim, considerando Γ = max{Γ1,Γ2,Γ3}, o Teorema A.6 é aplicável para o sistema

estudado no Caṕıtulo 2. Já para o problema (Pλ) estudado no Caṕıtulo 3, o Teorema A.6

também pode ser usado uma vez que, para este caso, temos B(x, z, r) = λg(x)|z|p−2z +

f(x)|z|p∗−2z, onde λ > 0 e f(x), g(x) ∈ L∞(Ω). Assim,

|B(x, z, r)| ≤ λ|g|∞|z|p−1 + |f |∞|z|p∗−1 ≤ Γ4 ≤ Γ4(1 + |r|)m+2,

e basta considerar Γ = max{Γ1,Γ4}.
O teorema seguinte está em [35] e é um Prinćıpio de Máximo Forte.

Teorema A.7. Seja u ∈ C1(Ω) tal que ∆pu ∈ L2
loc(Ω), u ≥ 0 quase sempre em Ω,

∆pu ≤ β(u) quase sempre em Ω, onde β : [0,∞) → R é cont́ınua, não-decrescente, β(0) = 0

e:

(A) β(s) = 0 para algum s > 0 ou

(B) β(s) > 0 para todo s > 0, mas

∫ 1

0

(β(s)s)−1/pds = ∞.

Então, se u não se anula em todo o domı́nio Ω, u é positiva em todos os pontos de Ω.

Além disso, se u ∈ C1(Ω∪{x0}) para x0 ∈ ∂Ω satisfazendo uma condição de esfera interior

e u(x0) = 0, então, sendo ν a normal interior no ponto x0, tem-se

∂u

∂ν
(x0) > 0.
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Apêndice B

Aproximações e estimativas do

Caṕıtulo 2

A fim de não sobrecarregar o corpo do texto, dispusemos neste apêndice os cálculos de

algumas aproximações e estimativas utilizadas no Caṕıtulo 2 deste trabalho. Assim, ao

longo deste apêndice, consideraremos uϵ a função definida no Caṕıtulo 2 dada por

uϵ,x0(x) :=
ϕ(x− x0)ϵ

N−p
p(p−1)

(ϵ
p

p−1 + |x− x0|
p

p−1 )
N−p

p

para x0 ∈ RN , onde ϕ(x) > 0 com ϕ ∈ C∞
c (RN , [0, 1]) dada por

ϕ(x) =

{
1 , |x| ≤ ρ

0 , |x| ≥ 2ρ.

Proposição B.1. São válidas as seguintes estimativas

∥uϵ∥p = K1 +O(ϵ
N−p
p−1 ) (B.1)

∥uϵ∥p

|uϵ|pp∗
= S +O(ϵ

N−p
p−1 ) (B.2)

|uϵ|pp =

{
ϵpd1 +O(ϵ

N−p
p−1 ) , N > p2 > 1

ϵpd1| log ϵ|+O(ϵp) , N = p2 > 1
(B.3)

Demonstração. Sem perda de generalidade, podemos considerar x0 = 0 de modo que

∇uϵ(x) =
∇ϕ(x)ϵ

N−p
p(p−1)(

ϵ
p

p−1 + |x|
p

p−1

)N−p
p

−
(
N − p

p

)
ϕ(x)ϵ

N−p
p(p−1) |x|

2−p
p−1x(

ϵ
p

p−1 + |x|
p

p−1

)N
p

.
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Assim, pela definição de ϕ, teremos

∇uϵ(x) =


CN

ϕ(x)ϵ
N−p

p(p−1) |x|
2−p
p−1x(

ϵ
p

p−1 + |x|
p

p−1

)N
p

, |x| ≤ ρ,

0 , |x| ≥ 2ρ

Logo,

∥uϵ∥p = ϵ
N−p
p−1 Cp

N

∫
|x|<ρ

|x|
p

p−1dx(
ϵ

p
p−1 + |x|

p
p−1

)N +

∫
ρ≤|x|≤2ρ

|ϕ(x)|pϵ
N−p
(p−1) |x|

p
p−1dx(

ϵ
p

p−1 + |x|
p

p−1

)N
 .

Como ϕ é uma função teste e 0 < ρ ≤ |x| ≤ 2ρ, a segunda integral é limitada. Assim,

podemos escrever

∥uϵ∥p = ϵ
N−p
p−1 Cp

N

∫
RN

|x|
p

p−1dx(
ϵ

p
p−1 + |x|

p
p−1

)N −
∫
|x|>ρ

|x|
p

p−1dx(
ϵ

p
p−1 + |x|

p
p−1

)N +O(1)

 ,

onde ∣∣∣∣∣∣∣−
∫
|x|>ρ

|x|
p

p−1dx(
ϵ

p
p−1 + |x|

p
p−1

)N
∣∣∣∣∣∣∣ ≤

∫
|x|>ρ

|x|
p(1−N)

p−1 dx = O(1)

desde que N > p. Por fim, fazendo x = ϵy, temos dx = ϵNdy de modo que∫
RN

|x|
p

p−1dx(
ϵ

p
p−1 + |x|

p
p−1

)N =

∫
RN

|ϵy|
p

p−1 ϵN

ϵ
Np
p−1

(
1 + |y|

p
p−1

)N
= ϵ

p−N
p−1

∫
RN

|y|
p

p−1(
1 + |y|

p
p−1

)N ,

onde a última integral é limitada desde que

p

p− 1
− Np

p− 1
< −N ⇒ N > p.

Assim, para constantes positivas K1 e K2 que não dependem de ϵ, temos

∥uϵ∥p = ϵ
N−p
p−1 Cp

N

[
K2 +K1ϵ

p−N
p−1

]
= K1 +O(ϵ

N−p
p−1 ).
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Portanto, (B.1) se verifica. Para mostrar (B.2), note que∫
Ω

|uϵ|p
∗
=

∫
|x|<R

|uϵ|p
∗
+

∫
R≤|x|≤2R

|uϵ|p
∗
+

∫
|x|>2R

|uϵ|p
∗

= ϵ
N

p−1

∫
|x|<R

dx

(ϵ
p

p−1 + |x|
p

p−1 )N
+

∫
R≤|x|≤2R

|uϵ|p
∗
,

onde a segunda integral é limitada, pois estamos longe da singularidade, em um intervalo

compacto e ϕ ∈ C∞
c (RN), logo∫

Ω

|uϵ|p
∗
= ϵ

N
p−1

∫
|x|<R

dx

(ϵ
p

p−1 + |x|
p

p−1 )N
+O(ϵ

N
p−1 ).

Faremos a estimativa dessa integral e, para isso, usaremos a mudança de variável x = ϵy,

de modo que dx = ϵNdy e |x| ≤ R implica |y| ≤ Rϵ−1 := R. Assim,

ϵ
N

p−1

∫
|x|<R

dx

(ϵ
p

p−1 + |x|
p

p−1 )N
=

∫
|y|<R

dy

(1 + |y|
p

p−1 )N
≤
∫
RN

dy

(1 + |y|
p

p−1 )N

que é finito para qualquer p > 1 e N > 0. Portanto, temos |uϵ|p
∗

p∗ = K + O(ϵ
N

p−1 ) de modo

que |uϵ|pp∗ = K +O(ϵ
N−p
p−1 ). Combinando esta última equação com (B.1), vemos que (B.1) se

verifica com S = K1/K.

Para mostrar (B.3), observe que∫
Ω

|uϵ|p =
∫
|x|<R

|uϵ|p +
∫
R≤|x|≤2R

|uϵ|p +
∫
|x|>2R

|uϵ|p

= ϵ
N−p
p−1

∫
|x|<R

dx

(ϵ
p

p−1 + |x|
p

p−1 )N−p
+

∫
R≤|x|≤2R

|uϵ|p,

onde a segunda integral é limitada, pois estamos longe da singularidade, em um intervalo

compacto e ϕ ∈ C∞
c (RN), logo∫

Ω

|uϵ|p = ϵ
N−p
p−1

∫
|x|<R

dx

(ϵ
p

p−1 + |x|
p

p−1 )N−p
+O(ϵ

N−p
p−1 ).

Devemos estimar a última integral e para isso usaremos a mudança de variável x = ϵy,

de modo que dx = ϵNdy e |x| ≤ R implica |y| ≤ Rϵ−1 := R. Assim,

ϵ
N−p
p−1

∫
|x|<R

dx

(ϵ
p

p−1 + |x|
p

p−1 )N−p
= ϵp

∫
|y|<R

dy

(1 + |y|
p

p−1 )N−p
.

Analisaremos dois casos:

Caso 1: N > p2 > 1
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Note que, como 1 < p, temos∫
|y|<R

dy

(1 + |y|
p

p−1 )N−p
≤
∫
RN

dy

(1 + |y|
p

p−1 )N−p
= O(1)

desde que

−(N − p)p

p− 1
< −N ⇒ −(N − p)p < −N(p− 1) ⇒ p2 < N.

Assim, para algum d1 > 0, conclúımos que quando p2 < N , então |uϵ|pp = ϵpd1+O(ϵ
N−p
p−1 ).

Caso 2: N = p2 > 1

Podemos escrever∫
|y|<R

dy

(1 + |y|
p

p−1 )N−p
=

∫
|y|<1

dy

(1 + |y|
p

p−1 )N−p︸ ︷︷ ︸
A

+

∫
1<|y|<R

dy

(1 + |y|
p

p−1 )N−p︸ ︷︷ ︸
B

.

Para estimar A, note que∫
|y|<1

dy

(1 + |y|
p

p−1 )N−p
=

∫
|y|<1

dy

(1 + |y|
p

p−1 )p(p−1)
≤
∫
|y|<1

|y|−pdy = O(1)

desde que −p > −N = −p2, o que é válido para qualquer p > 1. Logo, A = O(1). Além

disso,

0 ≤ B ≤
∫
1<|y|<R

|y|
p(p−N)

p−1 dy =

∫
1<|y|<R

|y|−Ndy =

∫ R

1

z−N

∫
|y|=z

dSdz,

onde ∫ R

1

z−N

∫
|y|=z

dSdz =

∫ R

1

z−NzN−1ωNdz =

∫ R

1

z−1dz = log z|R1 = d1| log ϵ|,

em que d1 é uma constante positiva e ωN representa o volume da esfera unitária em RN .

Assim, quando N = p2 > 1, obtemos |uϵ|pp = d1ϵ
p| log ϵ|+O(ϵp).

Proposição B.2. Considerando uϵ a função definida no Caṕıtulo 2, a seguinte estimativa
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é verdadeira

0 ≤ Σϵ ≤



ϵ
N

p−1

∫
Br(0)

M |x|θ−
Np
p−1 = O(ϵ

N
p−1 ) , θ > N

p−1
;

ϵθ
∫
|x|≤ϵ−1

M |x|θ−
Np
p−1 = O(ϵ

N
p−1 )| log ϵ| , θ = N

p−1
;

ϵθ
[∫

|x|≤1

M |x|θ(1 + |x|
p

p−1 )−N+

+

∫
1<|x|≤ϵ−1

|x|θ−
Np
p−1

]
= O(ϵθ) , 0 < θ < N

p−1
.

Demonstração. Usando a definição de uϵ e sendo |c|∞ − c(x) ≤ M |x|θ, onde θ > p, temos

0 ≤ Σϵ ≤
∫
B1(0)

M |x|θ φp∗(x)ϵ
N

p−1(
ϵ

p
p−1 + |x|

p
p−1

)N dx.

Analisaremos três casos.

Caso 1: θ > N/(p− 1).

Como φ(x) ≤ 1 para todo x ∈ RN e ϵ > 0, vemos que

0 ≤ Σϵ ≤ Mϵ
N

p−1

∫
B1(0)

|x|θ(
ϵ

p
p−1 + |x|

p
p−1

)N dx

≤ Mϵ
N

p−1

∫
B1(0)

|x|θ(
|x|

p
p−1

)N dx

= Mϵ
N

p−1

∫
B1(0)

|x|θ−
Np
p−1dx,

onde a última integral é finita desde que

θ − Np

p− 1
> −N ⇒ θ >

N

p− 1
.

Assim, quando θ > N/(p− 1), temos 0 ≤ Σϵ ≤ Mk1ϵ
N

p−1 = O(ϵ
N

p−1 ).

Caso 2: θ = N/(p− 1).

Fazendo a mudança de variável x = ϵy, temos dx = ϵNdy. Além disso, x ∈ B1(0) implica
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|y| < ϵ−1. Assim, como φ(x) ≤ 1 para todo x ∈ RN , temos

0 ≤ Σϵ ≤
∫
|y|<ϵ−1

M |ϵy|θϵ
N

p−1 ϵN

ϵ
Np
p−1

(
1 + |y|

p
p−1

)N dy

≤ Mϵθ
∫
|y|<ϵ−1

|y|θ(
1 + |y|

p
p−1

)N dy

= Mϵθ

∫
1≤|y|<ϵ−1

|y|θ(
1 + |y|

p
p−1

)N dy +

∫
|y|<1

|y|θ(
1 + |y|

p
p−1

)N dy

 .

Estimaremos separadamente cada uma das integrais acima. Note que∫
|y|<1

|y|θ(
1 + |y|

p
p−1

)N dy ≤
∫
|y|<1

dy(
1 + |y|

p
p−1

)N ≤
∫
RN

|y|θ(
1 + |y|

p
p−1

)N dy,

onde a última integral é finita para qualquer N > 0. Além disso, como θ = N/(p−1), temos

0 ≤
∫
1≤|y|<ϵ−1

|y|θ(
1 + |y|

p
p−1

)N dy ≤
∫
1≤|y|<ϵ−1

|y|θ−
Np
p−1dy

=

∫
1≤|y|<ϵ−1

|y|−Ndy

=

∫ 1/ϵ

0

∫
|y|=t

|y|−NdSdt

=

∫ 1/ϵ

0

t−N tN−1ωNdt

= ωN

∫ 1/ϵ

0

t−1dt,

em que ωN representa o volume da esfera unitária em RN . Assim,

0 ≤
∫
1≤|y|<ϵ−1

|y|θ(
1 + |y|

p
p−1

)N dy ≤ ωN [log t]1/ϵ1 = k2| log ϵ|.

Assim, quando θ = N/(p− 1), conclúımos que

0 ≤ Σϵ ≤ Mϵθ (k2| log ϵ|+ k3) = ϵ
N

p−1k4| log ϵ|+O(ϵ
N

p−1 ).

Caso 3: θ < N/(p− 1).
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De modo análogo ao caso anterior, fazendo a mudança de variável x = ϵy, obtemos

0 ≤ Σϵ ≤
∫
|y|<ϵ−1

M |ϵy|θϵ
N

p−1 ϵN

ϵ
Np
p−1

(
1 + |y|

p
p−1

)N dy

= Mϵθ
∫
|y|<ϵ−1

|y|θ(
1 + |y|

p
p−1

)N dy

≤ Mϵθ
∫
RN

|y|θ(
1 + |y|

p
p−1

)N dy,

onde a última integral é finita desde que

θ − Np

p− 1
< −N ⇒ θ <

N

p− 1
.

Assim, quando θ < N/(p− 1), temos 0 ≤ Σϵ ≤ Mk5ϵ
θ = O(ϵθ).
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Apêndice C

Aproximações e estimativas do

Caṕıtulo 3

A fim de não sobrecarregar o corpo do texto, dispusemos neste apêndice os cálculos de

algumas aproximações e estimativas utilizadas no Caṕıtulo 3 deste trabalho. Assim, ao

longo deste apêndice, dado ϵ > 0 consideraremos uϵ a função definida no Caṕıtulo 3 dada

por

uϵ(x) =
φ(x)

(ϵ+ |x|p/(p−1))
N−p

p

, vϵ(x) =
uϵ(x)

|uϵ(x)|p∗
,

onde φ ∈ C∞
0 (B2R(0)) é tal que 0 ≤ φ(x) ≤ 1 e φ ≡ 1 in BR(0).

Proposição C.1. Considere uϵ como definido no Caṕıtulo 3. Nestas condições, podemos

estimar

∫
Ω

|∇uϵ|t =



K3ϵ
t+N(p−1)−tN

p +O(1) , t >
N(p− 1)

N − 1
;

K3| log ϵ|+O(1) , t =
N(p− 1)

N − 1
;

O(1) , 0 < t <
N(p− 1)

N − 1
.

E, em particular, quando t = p tem-se

∫
Ω

|∇uϵ|p = K1ϵ
p−N

p +O(1).

Demonstração. Uma vez que estamos usando uϵ como definida no Caṕıtulo 3, então para

φ ∈ C∞
c (RN), com φ(x) ≥ 0 em RN , φ ≡ 1 em BR(0) e φ ≡ 0 quando |x| > 2R, temos

uϵ(x) =
φ(x)

(ϵ+ |x|
p

p−1 )
N−p

p

.

Derivando, temos

∂

∂xi

uϵ(x) =
1

(ϵ+ |x|
p

p−1 )
N−p

p

∂

∂xi

φ(x)−
(
N − p

p

)
φ(x)|x|

2−p
p−1xi

(ϵ+ |x|
p

p−1 )
N
p

.
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Assim,

∇uϵ =
∇φ(x)

(ϵ+ |x|
p

p−1 )
N−p

p

−
(
N − p

p

)
φ(x)|x|

2−p
p−1x

(ϵ+ |x|
p

p−1 )
N
p

.

Note que, pela definição de φ, temos

∇uϵ =



CN
|x|

2−p
p−1x

(ϵ+ |x|
p

p−1 )
N
p

, |x| < R;

∇φ(x)

(ϵ+ |x|
p

p−1 )
N−p

p

−
(
N − p

p

)
φ(x)|x|

2−p
p−1x

(ϵ+ |x|
p

p−1 )
N
p

, R ≤ |x| ≤ 2R;

0 , |x| > 2R.

Podemos então calcular∫
Ω

|∇uϵ|t =
∫
|x|<R

|∇uϵ|t +
∫
R≤|x|≤2R

|∇uϵ|t +
∫
|x|>2R

|∇uϵ|t

= Ct
N

∫
|x|<R

|x|
t

p−1

(ϵ+ |x|
p

p−1 )
Nt
p

+

∫
R≤|x|≤2R

|∇uϵ|t,

onde a segunda integral é limitada, pois estamos longe da singularidade, em um intervalo

compacto e φ ∈ C∞
c (RN), logo∫

Ω

|∇uϵ|t = Ct
N

∫
|x|<R

|x|
t

p−1

(ϵ+ |x|
p

p−1 )
Nt
p

+O(1).

Faremos a estimativa dessa integral e, para isso, consideraremos três casos.

Caso 1: t < N(p− 1)/(N − 1).

Observe que

Ct
N

∫
|x|<R

|x|
t

p−1

(ϵ+ |x|
p

p−1 )
Nt
p

dx ≤ Ct
N

∫
|x|<R

|x|
t(1−N)
p−1 dx

e esta integral é finita desde que

t(1−N)

p− 1
> −N ⇒ −t(N − 1)

p− 1
> −N ⇒ t <

N(p− 1)

(N − 1)
.

Portanto, quando t < N(p− 1)/(N − 1), temos∫
Ω

|∇uϵ|t = O(1).

Para os próximos dois casos consideraremos a mudança de variável x = ϵ
p−1
p y, de modo
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que dx = ϵ
N(p−1)

p dy e |x| ≤ R implica |y| ≤ 2Rϵ
1−p
p := R. Assim,∫

|x|<R

|x|
t

p−1

(ϵ+ |x|
p

p−1 )
Nt
p

dx = ϵ
t(1−N)+N(p−1)

p

∫
|y|<R

|y|
t

p−1

(1 + |y|
p

p−1 )
Nt
p

dy.

Caso 2: t > N(p− 1)/(N − 1).

Observe que ∫
|y|<R

|y|
t

p−1

(1 + |y|
p

p−1 )
Nt
p

dy ≤
∫
RN

|y|
t

p−1

(1 + |y|
p

p−1 )
Nt
p

dy = O(1)

desde que
t(1−N)

p− 1
< −N ⇒ −t(N − 1)

p− 1
< −N ⇒ t >

N(p− 1)

(N − 1)
.

Portanto, quando t > N(p− 1)/(N − 1), temos∫
Ω

|∇uϵ|t = Ct
N .Kϵ

t(1−N)+N(p−1)
p +O(1) = K3ϵ

t(1−N)+N(p−1)
p +O(1).

Caso 3: t = N(p− 1)/(N − 1).

Observe que∫
|y|<R

|y|
t

p−1

(1 + |y|
p

p−1 )
Nt
p

dy =

∫
|y|≤1

|y|
t

p−1

(1 + |y|
p

p−1 )
Nt
p

dy︸ ︷︷ ︸
A

+

∫
1<|y|<R

|y|
t

p−1

(1 + |y|
p

p−1 )
Nt
p

dy︸ ︷︷ ︸
B

.

Estimaremos cada uma dessas integrais separadamente.

0 ≤ A ≤
∫
|y|≤1

dy

(1 + |y|
p

p−1 )
Nt
p

≤
∫
RN

dy

(1 + |y|
p

p−1 )
Nt
p

,

onde a última integral é finita desde que

− Nt

p− 1
< −N ⇒ t

p− 1
> 1.

Como estamos considerando t = N(p− 1)/(N − 1), temos

t

p− 1
=

N

N − 1
> 1, ∀ N > 0,
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logo A = O(1). Resta estimar B.

0 ≤ B ≤
∫
1<|y|<R

|y|
t(1−N)
p−1 dy =

∫
1<|y|<R

|y|−Ndy =

∫ R

1

z−N

∫
|y|=z

dSdz,

onde ∫ R

1

z−N

∫
|y|=z

dSdz =

∫ R

1

z−NzN−1ωNdz =

∫ R

1

z−1dz = log z|R1 = k| log ϵ|,

em que k é uma constante positiva e ωN representa o volume da esfera unitária em RN .

Assim, quando t = N(p− 1)/(N − 1), obtemos∫
Ω

|∇uϵ|t = k| log ϵ|+O(1).

Em particular, quando t = p, como p < N , temos

Np− p > Np−N ⇒ t(N − 1) = p(N − 1) > N(p− 1) ⇒ t >
N(p− 1)

(N − 1)
,

logo ∫
Ω

|∇uϵ|p = K1ϵ
p(1−N)+N(p−1)

p +O(1) = K1ϵ
p−N

p +O(1).

Proposição C.2. Considere uϵ como definido no Caṕıtulo 3. Nestas condições, podemos

estimar

∫
Ω

|uϵ|t ≤



K3ϵ
N(p−1)−t(N−p)

p +O(1) , t >
N(p− 1)

N − p
;

K3| log ϵ|+O(1) , t =
N(p− 1)

N − p
;

O(1) , 0 < t <
N(p− 1)

N − p
; .

E, em particular, quando t = p tem-se |uϵ|pp∗ = K2ϵ
p−N

p +O(1).

Demonstração. Uma vez que estamos usando uϵ como definida no Caṕıtulo 3, então para

φ ∈ C∞
c (RN), com φ(x) ≥ 0 em RN , φ ≡ 1 em BR(0) e φ ≡ 0 quando |x| > 2R, temos

uϵ(x) =
φ(x)

(ϵ+ |x|
p

p−1 )
N−p

p

.
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Podemos então calcular∫
Ω

|uϵ|t =
∫
|x|<R

|uϵ|t +
∫
R≤|x|≤2R

|uϵ|t +
∫
|x|>2R

|uϵ|t

= Ct
N

∫
|x|<R

dx

(ϵ+ |x|
p

p−1 )
(N−p)t

p

+

∫
R≤|x|≤2R

|uϵ|t,

onde a segunda integral é limitada, pois estamos longe da singularidade, em um intervalo

compacto e φ ∈ C∞
c (RN), logo∫

Ω

|uϵ|t = Ct
N

∫
|x|<R

dx

(ϵ+ |x|
p

p−1 )
(N−p)t

p

+O(1).

Faremos a estimativa dessa integral e, para isso, consideraremos três casos.

Caso 1: t < N(p− 1)/(N − p).

Observe que

Ct
N

∫
|x|<R

dx

(ϵ+ |x|
p

p−1 )
(N−p)t

p

≤ Ct
N

∫
|x|<R

|x|−
(N−p)t
p−1 dx

e esta integral é finita desde que

−(N − p)t

p− 1
> −N ⇒ t <

N(p− 1)

N − p
.

Portanto, quando t < N(p− 1)/(N − p), temos∫
Ω

|uϵ|t = O(1).

Para os próximos dois casos consideraremos a mudança de variável x = ϵ
p−1
p y, de modo

que dx = ϵ
N(p−1)

p dy e |x| ≤ R implica |y| ≤ 2Rϵ
1−p
p := R. Assim,∫

|x|<R

dx

(ϵ+ |x|
p

p−1 )
(N−p)t

p

= ϵ
N(p−1)−t(N−p)

p

∫
|y|<R

dy

(1 + |y|
p

p−1 )
(N−p)t

p

dy.

Caso 2: t > N(p− 1)/(N − p).

Observe que ∫
|y|<R

dy

(1 + |y|
p

p−1 )
(N−p)t

p

≤
∫
RN

dy

(1 + |y|
p

p−1 )
(N−p)t

p

= O(1)

desde que

−(N − p)t

p− 1
< −N ⇒ t >

N(p− 1)

(N − p)
.
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Portanto, quando t > N(p− 1)/(N − p), temos∫
Ω

|uϵ|t = Ct
N .Kϵ

N(p−1)−t(N−p)
p +O(1) = K3ϵ

N(p−1)−t(N−p)
p +O(1).

Caso 3: t = N(p− 1)/(N − p).

Observe que∫
|y|<R

dy

(1 + |y|
p

p−1 )
(N−p)t

p

dy =

∫
|y|≤1

dy

(1 + |y|
p

p−1 )
(N−p)t

p

dy︸ ︷︷ ︸
A

+
dy

(1 + |y|
p

p−1 )
(N−p)t

p

dy︸ ︷︷ ︸
B

.

Estimaremos cada uma dessas integrais separadamente. Como estamos considerando

t = N(p− 1)/(N − p) e p < N , temos

0 ≤ A ≤
∫
|y|≤1

dy

(1 + |y|
p

p−1 )
N(p−1)

p

≤
∫
|y|≤1

dy

(1 + |y|
p

p−1 )p−1
≤
∫
|y|≤1

|y|−p,

onde a última integral é finita desde que p < N . Logo, A = O(1). Resta estimar B.

0 ≤ B ≤
∫
1<|y|<R

|y|−
(N−p)t
p−1 dy =

∫
1<|y|<R

|y|−Ndy =

∫ R

1

z−N

∫
|y|=z

dSdz,

onde ∫ R

1

z−N

∫
|y|=z

dSdz =

∫ R

1

z−NzN−1ωNdz =

∫ R

1

z−1dz = log z|R1 = k| log ϵ|,

em que k é uma constante positiva e ωN representa o volume da esfera unitária em RN .

Assim, quando t = N(p− 1)/(N − 1), obtemos∫
Ω

|uϵ|t = K| log ϵ|+O(1).

Em particular, quando t = p∗, temos

t =
Np

N − p
>

N(p− 1)

N − p

para qualquer p ≥ 1. Assim,∫
Ω

|uϵ|p
∗
= K3ϵ

N(p−1)−p∗(N−p)
p +O(1) = K3ϵ

−N
p +O(1),

logo, |uϵ|pp∗ = K2ϵ
p−N

p +O(1).

Definindo vϵ := uϵ/|uϵ|p∗ e sendo S = K1/K2 pela Proposição (C.1) e Proposição (C.2),
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conclúımos que ∫
|∇vϵ|p =

∫
|∇uϵ|p

|uϵ|pp∗
= S +O(ϵ

N−p
p ).

Além disso, observe que , se t = p, temos

p = t ≤ N(p− 1)

N − p
⇔ p2 ≥ N.

Assim, pela Proposição (C.2), temos

|uϵ|pp =


K3ϵ

p2−N
p +O(1) , p2 < N ;

K3| log ϵ|+O(1) , p2 = N ;

O(1) , p2 > N.

(C.1)

Por fim, usando (C.1) e a Proposição (C.2) podemos estimar ainda

|vϵ|pp =
|uϵ|pp
|uϵ|pp∗

=


Kϵp−1 , p2 < N ;

K| log ϵ|ϵp−1 , p2 = N ;

Kϵ
N−p

p , p2 > N.

(C.2)

Proposição C.3. Considere g+ ∈ L∞(RN) ∩ LN/p(RN). Então o funcional G : Vg → R

dado por G(u) =

∫
RN

g+(x)|u|p é cont́ınuo.

Demonstração. Seja (un) ⊂ Vg uma sequência tal que un → u em Vg. Pela imersão

cont́ınua Vg ↪→ Lp∗(RN), temos un → u em Lp∗(RN) e, pelo Teorema de Vainberg, existem

h ∈ Lp∗(RN) e uma subsequência de (un) que ainda denotaremos por (un) tais que{
un(x) → u(x) , q.t.p em RN ,

|un(x)| ≤ h(x) , q.t.p em RN .

Note ainda que, como convergência forte implica convergência fraca, temos

|u(x)| ≤ lim inf
n→∞

|un| ≤ h(x).

Assim, g+(x)|un|p → g+(x)|u|p quase sempre em RN e ainda∣∣g+(x)|un|p − g+(x)|u|p
∣∣ ≤ |g+(x)| (|un|p + |u|p) ≤ 2|g+(x)|hp(x).

Como h ∈ Lp∗(RN), então hp ∈ Lp∗/p(RN), onde

p

N
+

p

p∗
=

p∗ − p

p∗
+

p

p∗
= 1,

logo 2|g+|hp ∈ L1(RN). Podemos então usar o Teorema da Convergência Dominada de
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Lebesgue, de onde segue que∣∣g+(x)|un|p − g+(x)|u|p
∣∣
L1(RN )

→ 0 quando n → ∞.

Deste modo, quando n → ∞, temos

|G(un)−G(u)| ≤
∣∣∣∣∫

RN

[g+(x)|un|p − g+(x)|u|p]
∣∣∣∣ ≤ ∣∣g+(x)|un|p − g+(x)|u|p

∣∣
L1(RN )

→ 0.

Portanto, G é cont́ınuo em Vg.
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[28] M. Guedda; L. Véron, Quasilinear elliptic equations involving critical Sobolev

exponents. Nonlinear Anal. 13 (1989), no. 8, 879-902.

[29] T. F. Wu, The Nehari manifold for a semilinear elliptic system involving sign-changing

weight functions. Nonlinear Anal. 68 (2008), no. 6, 1733-1745.

[30] T. S. Hsu, Multiple positive solutions for a critical quasilinear elliptic system with

concave-convex nonlinearities. Nonlinear Anal. 71 (2009), no. 7-8, 2688-2698.

[31] P. L. Lions, The concentration-compactness principle in the calculus of variations. The

limit case. I. Rev. Mat. Iberoamericana 1 (1985), no. 1, 145-201.

[32] H. Fan, Multiple positive solutions for a critical elliptic system with concave and convex

nonlinearities, Nonlinear Analysis: Real World Applications 18 (2014) 14-22.

[33] H. Fan, X. Liu, Multiple positive solutions for semi-linear elliptic systems involving

sign-changing weight, Willey Online Library (2014).

[34] G. M. Lieberman, M. Gary, Boundary regularity for solutions of degenerate elliptic

equations. Nonlinear Anal. 12 (1988), no. 11, 1203-1219.

[35] J. L. Vázquez, A strong maximum principle for some quasilinear elliptic equations.

Appl. Math. Optim. 12 (1984), no. 3, 191-202.

[36] P. H. Rabinowitz, Minimax methods in critical point theory with applications to

differential equations. CBMS Regional Conference Series in Mathematics, 65. Published

for the Conference Board of the Mathematical Sciences, Washington, DC; by the

American Mathematical Society, Providence, RI, 1986. viii+100 pp. ISBN: 0-8218-

0715-3

[37] G. Cerami, S. Solimini, M. Struwe, Some existence results for superlinear elliptic

boundary value problems involving critical exponents, J. Funct. Anal. 69 (1986), 289-

306.

[38] D. Smets A concentration-compactness lemma with applications to singular eigenvalue

problems. J. Funct. Anal. 167 (1999), no. 2, 463-480.
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