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Resumo

Nesta tese, estudamos a existéncia de solucao nao trivial para a seguinte classe de sistemas
do tipo Schrodinger-Poisson

—e2Au+V(z)u + (x)pu = g(u) em R?,
—e2A¢ = ((x)u? em R3,

onde € > 0 é um parametro real, V, ¢ : IR — IRsao funcoes mensuraveis e a nao linearidade
g : R — R é uma fungao continua que pode ter crescimento subcritico, critico e supercritico.
Supondo adequadas geometrias sobre o potencial V(z) e assumindo que 0 < ¢(z) € L*(IR)
ou ¢(x) = 1, nés usamos o Método Variacional para mostrar a existéncia de solu¢do nao
trivial e nao negativa para este sistema, utilizando ferramentas como o Método de Redugao
de Benci e Fortunato [I12] combinado com adaptagoes do Método de Penalizagao de Del Pino
e Felmer [23] e o Teorema do Passo da Montanha [37), 4].

Palavras-chave: Sistema do tipo Schrodinger-Poisson, Método Variacional, Método de
Penalizacao, Método de Reducao, Teorema do Passo da Montanha, Principio de Concentracao
e Compacidade de Lions, Método de iteracao de Moser.
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Abstract

In this thesis, we study the existence of a non-trivial solution for the following class of
Schrodinger-Poisson systems

—e2Au+ V(z)u + l(z)du = g(u) in R3,
—e2A¢ = 0(x)u? in R3,

where € > 0 is a real parameter, V,¢ : IR® — IR are measurable functions and the
nonlinearity ¢ : R — R is a continuous function that can have subcritical, critical, and
supercritical growth. Assuming suitable geometries over the potential V' (z) and assuming
that 0 < ¢(x) € L*(IR?) or () = 1, we use the Variational Method to show the existence
of a non trivial and non negative solution for this system, using tools such as the Benci and
Fortunato Reduction Method [12] combined with adaptations of Del Pino’s Penalty Method
and Felmer [23] and the Mountain Pass Theorem [37, 4].

Key words: Schrodinger-Poisson type system, Variational Methods, Penalty Method,
Reduction Method, Mountain Pass Theorem, Lions Compactness Concentration, Moser
[teration Method.
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Introducao

Nas ultimas décadas, varios pesquisadores tém estudado questoes relacionadas a
existéncia, nao existéncia e multiplicidade de solucao para a seguinte classe de sistemas
do tipo Schrodinger-Poisson,

—2Au+ V(2x)u + l(x)du = g(u) em R3, 1
—E2A\p = E(x)u? em R3, 1)

onde € > 0 é um parametro real, V, ¢ : IR — IRsao funcoes mensuraveis e a nao linearidade
g : R — R é uma fungao continua que pode ter crescimento subcritico, critico e supercritico.

O problema surge quando estudamos a interacao entre um campo eletromagnético
desconhecido e o campo de Schrodinger nao linear

LoV h? 3
—A¢ = |U? em R3,

onde i é a unidade imagindria, i é a constante de Planck, m é a massa do campo, W (zx) é
um potencial externo dado e ¢ ¢ uma funcao que descreve a interacao entre particulas.

O conhecimento das solugoes de tem grande importancia no estudo de existéncia de
ondas estaciondrias (standing wave), isto é,

—i bt

U(z,t) = exp ( > u(@),E € R (3)

que fornecem solugoes das equagoes de Schrodinger em ([2)), com 2 = 12 W(z) =V(x)— E.

2m?

Quando V(z) = {(z) = € = 1, o sistema , foi proposto pela primeira vez em 1998
por Benci e Fortunato [12] para um dominio limitado. Este problema esté relacionado com
a chamada equagao de Hartree [29]. Nesse trabalho, os autores estudaram o problema de
autovalor para o operador de Schrodinger acoplado a um campo eletromagnético. Mais
precisamente, em [12] Benci e Fortunato consideraram o seguinte problema de autovalor

—%Au — pu = wu em €,
A¢ = 4mu? em §2, ()
u(x) = 0,¢(x) = g sobre 02,

| 2@ = 1,w >0

onde € é um dominio limitado de IR e ¢ é uma funcao suave sobre ). Eles usaram argumentos
de minimizagao para provar a existéncia de uma sequéncia (wy,, uy,, ¢,) com w, C R, w, — 00
e U, ¢n funcoes reais que satisfazem .



Em [22], D’Aprile e Mugnai usaram uma identidade do tipo Pohozaev para provar a nao
existéncia de solugao nao trivial para o problema

—Au+u+ Apu = [uP~?u em R?, (5)
—A¢ = u? em R3,

para 2 < poup > 6.

Em [I3] 14], Benci e Fortunato também estudaram o problema

—Au+u+ ¢u = |ulP"2u em R3, (©)
—A¢p =u? em R3,

para 4 < p < 6.

Em [21], D’Aprile e Mugnai usaram o Método Variacional para estudar a existéncia de
solugoes radialmente simétricas para o problema @, com 4 < p < 6.

Em [7], Azzollini, d’Avenia e Pomponio, assumem que a linearidade satisfaz as condigdes
do tipo Berestycki-Lions e também provam existéncia de solugoes nao triviais para @

Azzollini-Pomponio em [5], mostraram existéncia de solugdo de energia minima (solugao
ground state) para o problema (I, considerando V(z) = a > 0 e a néo linearidade
g(u) = [ulP'u com 2 < p < 5.

Explorando as propriedades de um subespago de H*(R?), constituido por fungoes radiais,
Ruiz [34], Ambrosetti ¢ Ruiz [3] contornam a falta de imersdao compacta das imersoes de
Sobolev nos espacos LP(IR’) e mostram resultados de existéncia e multiplicidade de solugio
para o sistema

—Au + u + pou = 4rlulP?u em R3,
{ —A¢ = 4mu? em R3, (7)

para adequados valores dos parametro p e p > 0.

Também existem interessantes resultados na literatura para potenciais V() ou ¢(x) nao
constantes. Em [36], Wang e Zhou estudaram o sistema com as geometrias sobre V()
introduzidas no famoso artigo de Rabinowitz [32], a saber,

(V) 0 <infV(z) <liminf V(z) = VL.
RN || =00
Recentemente, em [19], Chen, Fiscella, Pucci e Tang consideram o problema com
{(x) =1, a ndo linearidade critica g(u) = f(u) + |u|®> e V(z) satisfazendo (V). Além do caso
p € (4,6), que geralmente é considerado na literatura, os resultados desses autores aplicam-se
também para o caso p € [3,4],.

Mais recente ainda, em [38], Yang e Yu, consideraram o problema

—€Au+V(w)u + U(z)pu = f(u) em R?, 8
—e2A¢ = ((x)u? em R?, &

e impondo adequadas condicoes sobre o potencial V', a funcao ¢ e nao linearidade f, os
autores mostraram, usando técnica de minimizagao na variedade de Nehari, a existéncia e
concentracao de solucao ground state para , para ¢ suficientemente pequeno.

2



Em [18], Cerami e Varia estudaram o sistema

—Au+u+l(z)pu = a(z)|ulP~>u em IR, 9
—A¢ = ((x)u? em IR, )

e supondo adequadas hipdteses sobre as fungoes ¢(z) e a(x), os autores provaram resultado
de existéncia de solugao positiva para @

Motivados por todos esses trabalhos, principalmente por Alves [I], Alves e Souto [2]
e Cardoso, Dos Prazeres e Severo [16], nesta tese nds estudamos o problema com as
geometrias sobre o potencial V' (z) introduzidas em [I] e [2]. Em [I], Alves estudou a seguinte
classe de equacoes de Schrodinger

—Au+V(z)u = f(u)em RY,
(A) ¢ u>0emRY,
u € HY(IRY),

e introduziu sobre o potencial V' as seguintes condigoes:

(Vi) Existe Vo > 0 tal que V(z) > Vo, Vo € IR, onde Vj = i]gij(x).

v 9V

3_:102-’ 3%28%

(Vo) Ve C}HRY) eV, sdo limitadas em IR, V4,5 € {1,2,3}.

(V3) V satisfaz a condicdo Palais-Smale, isto ¢, se (z,,) C IR?, tal que (V(z,)) ¢ limitada e
VV(z,) — 0, entao (x,) possui uma subsequéncia convergente.
(V1) Existe um dominio A C IR tal que VV (z) # 0, V = € OA.

Nosso trabalho estd dividido em quatro capitulos. No Capitulo 1, estudamos o problema

para uma nao linearidade com crescimento subcritico e o potencial V' (z) podendo anular-
se no infinito. Mais precisamente, estudamos o problema

—Au+V(x)u+ (z)pu = f(u) em R3,
—A¢ = l(z)u? em R3 (10)
u, ¢ € DVA(R3),

e assumimos que ¢ € L*(IR’),V : IR® — IR é mensuravel, a nao linearidade f : IR — IR é
continua e as seguintes hipdteses sao satisfeitas:

(Ay) V(x) e L2(Q) ﬂLp%(Q), ]V(x)]L%(Q) < S, onde S > 0 é a melhor constante da imersao
DM2(R?) — LS(R3), Q:={z eR?: V(z) <0} ed <p<6.
(A;) Existe uma contante V. > 0 tal que V(z) < V., Vo € By(0) C R3.

1
(As) Existem constantes A >0 e R > 1, tais que, Tl ‘ing |z|*V (z) > A.

3



() (x) € L*(IR),4(z) >0, Vo € R3 e L #0.

(f1) limsup Ségs) < +00

s—0F

(f2) limsup s/ (s)

s—4-00 S

=0, onde p é a dado em (A;).

(f3) Existe 0 > 4 tal que, 0 < 6F(s) ::9/ f(t), dt < sf(s)Vs>0.
0

O resultado principal do Capitulo 1 é enunciado como segue:

Teorema 0.0.1. Suponha que (A1) — (A3),(€) e (f1) — (f3) sdo satisfeitas. Entao, existe
uma constante N* = N*(V, 0, p, Co, |V(x)|L% ) > 0, tal que o sistema possui solugdo

nao trivial e nao negativa, para todo A > A*.

()

Usamos o Método de redugao de Benci e outros (Ver [12] [14]) combinado com o Método
de penalizacao de Del Pino e Felmer [23] e o Teorema do Passo da Montanha para provar o
Teorema [0.0.1)

A geometria (Ajz) sobre o potencial V(z) foi introduzida, pela primeira vez, em 2012 no
famoso artigo [2] de Alves e Souto, onde os autores provaram a existéncia de solugao positiva
para a seguinte equacao Schrodinger

~Au+V(z)u= f(u)em R,
(AS) { u>0 em RY,
u € DY2(IRY).

A principal novidade em nosso resultado, em relacao ao trabalho de Alves e Souto,
é que além de estarmos trabalhando com um sistema de Schrodinger-Poisson, nés ainda
consideramos que o potencial V' pode ser negativo e ilimitdado inferiormente na bola Bg(0),
diferentemente dos autores, que consideram o potencial V' (z) nao negativo e portanto,
limitado inferiormente. Além disso, as estimativas necessarias ao estudos do sistema
requerem novos argumentos e sao mais delicadas quando comparados ao caso escalar (equagao

de Schrodinger) dada em (AS).
O potencial V : R* — R dado por

€
—W, se |.T| < R,

V(z) = B
(R) A, selz| >R,

||

onde € > 0 é suficientemente pequeno, 0 < o < 2 e 0 < < 4, satisfaz claramente (1}) e
(V3). Além disso, V(z) € L] _(R3) para q € (3/2,3/a) e V(z) ilimitado inferiormente.
No Capitulo 2, motivado por um artigo recente (2020) de Cardoso, dos Prazeres e Severo

[16], nés consideramos o mesmo problema do Capitulo 1, mas com uma pertubagao na nao



linearidade que pode ser critica ou supercritica. Mais precisamente, no Capitulo 2, nds
estudamos o problema

—Au+ V(z)u+ l(x)pu = f(u) + Mu|"%u em R3,
—A¢ = l(z)u? em R3, (11)
u, ¢ € DM (R3),

onde ¢(x), V(z) e f satisfazem as mesmas hipdteses do Capitulo 1 e ¢ > 6. A principal
novidade deste capitulo é a pertubacao A|u|?"?u com ¢ > 6 superlinear supercritica da
linearidade f

O principal resultado do Capitulo 2 é enunciado como segue:

Teorema 0.0.2. Suponha que (Ay) — (A3),(€) e (f1) — (fs) ocorrem. Entao, existem
constantes \* = \*(5,0,p, Cy, |V () L%(Q)) > 0e A" = A*(VOO,H,p,C'O,|V(x)|L%(Q)) > 0,

tal que o sistema possui solugdo nao trivial e nao negativa, para cada N € (0,\*) e
A > A

Para demonstrar este resultado, ndés utilizamos um truncamento especial na nao
linearidade para contornar a falta de imersao continua para ¢ > 6 e a falta de imersao
compacta dos espacos de Sobolev nos espacos LP(IR?), combinado com o Método de Reducao
de Benci e Fortunato [12] e o Método de Penalizagao de del Pino e Felmer [23].

No Capitulo 3, nés consideramos o problema com {(x) =1 e a classe de potenciais V'
introduzidas por Alves em [I] no estudo da equacao Schrodinger em (A). Mais precisamente,
estudamos o problema

—2Au+ V(z)u+ ¢u = f(u) em R?,
—e2A¢ = u? em R3, (12)
u e H'(R?),¢ € DV*(R?),

e assumimos as seguintes hipéteses sobre o potencial V:

(V1) Existe Vy > 0 tal que V(2) > Vo, Vo € IR, onde Vj = i%fV(a:).

V) Ve m)ev, 2V OV

9w Dnidn, sdo limitadas em IR}, V4,5 € {1,2,3}.
(V3) V satisfaz a condigdo Palais-Smale, isto é, se (z,,) C IR?, tal que (V(z,)) ¢ limitada e
VV(z,) — 0, entdo (z,) possui uma subsequéncia convergente.

(V4) Existe um dominio A C IR tal que VV (z) # 0, ¥V 2 € OA.

Diremos que o potencial V' (z) pertence a Classe 1 quando V' (x) satisfaz (1), (V2) e (V5). E
diremos que V(x) pertence a Classe 2 quando (V4), (V2) e (V4) sdo satisfeitas.

Sobre a nao linearidade f : R — R, assumiremos que ela é continua e satisfaz as seguintes
condicoes:



f(s)

(f]) limsup —= = 0;
s—0F S
(f5) Existe p € (4,6), tal que limsup f(s)l =0,
s—+400 ‘S|p_

(fi) Existe 8 > 4 tal que, 0 < 0F(s) ::9/ ft)dt <sf(s)¥s>0.
0

Supondo que V' (x) pertence a Classe 1 ou a Classe 2 e que a nao linearidade f comporta-
se como poténcia f(t) = [t[P7%t,p € (2,2*), Alves [I] provou um resultado de existéncia de
solucdo positiva para a equagao Schrodinger (¢ = 0 em ), com ¢ > 0 suficientemente
pequeno.

Nosso principal resultado do Capitulo 3 é enunciado como segue:

Teorema 0.0.3. Suponha que V(z) pertenca a Classe 1 ou 2 que [ satisfaz (f]) — (f3).
Entao, existe e > 0, tal que o sistema possui solugdo positiva, para todo € € (0, ¢€).

No Capitulo 4, consideramos a versao critica do problema estudado no Capitulo 3. Mais
precisamente, estudamos o seguinte problema

—2Au+ V(2)u + du = |ulP~tu + |ul*u em R3,
—e2A¢ = u? em R, (13)
u € H'(R?), ¢ € DM(R?),
onde € > 0 é um parametro real, p € (2,5). Note que em dimensao 3, o expoente critico de
Sobolev é 2* = 6, assim a nao linearidade em ({13]) é do tipo critica.

Nosso principal resultado do Capitulo 4 é enunciado como segue:

Teorema 0.0.4. Suponha que V(z) pertenca a Classe 1 ou 2 e p € (2,5). Entao, eziste
€0 > 0, tal que o sistema possui solugdao positiva, para todo € € (0,¢€).



Notacoes

e (:= Constante positiva cujo valor exato nao ¢ relevante;

e |A| := Medida de Lebesgue de um conjunto mensuravel A C IRY;

° / f := Integral de Lebesgue de uma func¢ao f sobre o conjunto A;
A
e 0Q): Fronteira do conjunto §2;
¢ 0,(1): Ordem pequena;
e O,(1): Ordem grande;
e Br(0): Bola aberta de centro em 0 e raio R;
e B = Fim da demonstracao de um teorema, proposicao, lema ou corolario.
e |u|s := Norma de u em L5(9Q).
e —: Convergencia forte;
e —: Convergéncia fraca;

e —»: Imersao continua;



Capitulo

1

Existencia de solucao nao negativa e nao
trivial para uma classe de sistema do tipo
Schrodinger-Poisson com potencial
anulando-se no infinito

Neste capitulo, estudamos a seguinte classe de sistemas do tipo Schrodinger-Poisson

—Au+V(z)u+ l(x)pu = f(u) em TR,
—A¢ = l(z)u? em IR, (1.1)
u, ¢ € DV2(IRY),

onde /(z) € L*(IR?), o potencial V : IR — IR é uma fun¢io mensuravel e a nio linearidade
f : IR = IR é uma funcdo continua. As hipdteses precisas sobre {(z),V(z) e f(x) serdo
apresentadas posteriormente.

Devido a intimeras aplicacoes no campo da Fisica, principalmente na area da Mecanica
Quantica e na teoria de semicondutores, sistemas do tipo Schrodinger-Poisson , vem
sendo objeto de estudos de varios pesquisadores. Esses estudos buscam resultados de
existéncia, nao existéncia, unicidade, multiplicidade de solugoes, bem como solucoes do tipo
groun-state, radial, etc. O leitor interessado em obter mais informagoes das aplicacoes fisicas
na drea da Mecanica Quantica, pode consultar as referéncias [L1], [I7], [28] e [I5]. J4 na
teoria de semicondutores, sugerimos as referéncias [12], [14], [29] e [30].

Como bem ressaltado na Introdugao, depois do trabalho de Benci e Fortunato [12], em
1998, que propoe o sistema (4)), em um dominio limitado, o estudo de sistemas do tipo (1.1)
tem atraido o interesse de varios pesquisadores que veem considerando o problema para
potenciais V' (z) e /(x) constantes e ndo constantes.

Para o caso de potenciais nao constantes, além dos trabalhos ja citados na introducao,
podemos citar o interessante trabalho de Zhao e outros [39], onde os autores consideraram
um caso em que o potencial V(z) muda de sinal. Eles usaram o método variacional para
provar resultados de existéncia e comportamento assintotico de solugoes nao trivias de
quando f(s) = |s[P7%s com 4 < p < 6.

Neste capitulo, estamos interessados em estudar o sistema (|1.1)) para uma classe de
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potenciais V' (z) que pode se anular no infinito. Assumimos as seguintes hipdteses sobre
as fungoes V,l e f:

(Ay) V(z) € L3(Q) ﬂLP%(Q), |V (x)] < 8, onde S > 0 é a melhor constante da imersao

L3 (@)
DYIR) — LR, Q={r cIR®: V(z) <0} ed <p<6.
(Ay) Existe uma contante V., > 0 tais que V(z) < Vi, Vz € B;(0) C R

1
(A;) Existem constantes A > 0e R > 1, tal que, —; |i|nfR |z|*V (x) > A.
z|>

R4

() (x) € L*(IR),4(z) >0, Ve € IR e £ £ 0.

(f1) limsup SJ;(;) < 400
s—0+

(f2) limsup SJ;E)S) =0, onde p é a dado em (A;).
S$—+00

(f3) Existe 6 > 4 tal que, 0 < 0F(s) := 9/ ft)dt < sf(s)¥s>0.
0
Antes de enunciarmos o principal resultado deste capitulo, apresentamos a definicao de
solucdo (fraca) para o sistema ([1.1)).

Definigao 1.0.1. Uma soluc¢ao (fraca) ndo trivial e ndo negativa para (1.1) é um par
(u,¢) € E x DY*(IR) tal que u,¢ Z 0,u,¢ >0 em IR e as sequintes igualdades ocorrem

/IR3 VuVudx + /IR3 V(z)uv dx + /IR3 l(x)puvdr = /IR3 f(u)vde, Vv € E

/ VoV dr = / ((x)updr, Vo € DM (IR),
R R
veja Segdo para a definicdo de E.

Nosso principal resultado desse capitulo pode ser enunciado como segue:

Teorema 1.0.1. Suponha (A1) — (As), (£) e (f1) — (f3) sao satisfeitas. Entdo, existe uma
constante N* = A*(V, 0, p, Co, |V(I)|L%(Q)) > 0, tal que o sistema (L.1)) possui solug¢do nao
trivial e nao negativa, para todo A > A*.

Como ja foi ressaltado anteriormente, a hipdtese (Aj) sobre o potencial V(x) foi
introduzida em 2012 por Alves e Souto no artigo [2], onde os autores estudaram a equagao de
Schrédinger, isto é, o problema (AS). Em nosso caso, a principal novidade é que o potencial
V' pode ser negativo e ilimitado inferiormente na bola Bg(0).

Para demonstrar o Teorema [L.0.I] usaremos o Método Variacional combinado com o
Método de redugao de Benci e D. Fortunato [12] com uma adaptagdo da Técnica de
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Penalizagdo introduzida por Del Pino e Felmer [23]. Mais precisamente, primeiro convertemos
o sistema em um problema nao local e estudamos as propriedades do termo nao local,
em seguida, realizamos um truncamento na nao linearidade f que nos permitiu contornar a
dificuldade gerada pela falta da imersio compacta do espaco E (subespaco de D*?(IR’) onde
encontram-se as solucdes do problema nao local) em L°(IR?). Assumindo (4;) e (Ajy), usamos
o Teorema do Passo da Montanha [4] para provar que o problema truncado tem solu¢ao nao
trivial e nao nula. Finalmente, obtivemos alguns resultados técnicos envolvendo a solugao do
problema truncado e acrescentamos a condigao (Asz) para provar que solugao do problema
truncado fornece solucao do sistema .

1.1 Formulacao Variacional de (1.1) e o problema nao local

associado

Nesta secao, apresentaremos a formulagao variacional do sistema e as dificuldades
encontrada para aplicar o Método variacional no estudo do funcional associado a ele, tais
dificuldades, foram contornadas estudando um problema nao local associado a que foi
obtido pela aplicagdo do Método de Redugao de Benci e Fortunato [12], 5], veja também
Chen e Tang [20, pp. 4929-4932| para mais detalhes.

O sistema (|1.1)) possui formulagao variacional. De fato, primeiro observe que é natural
buscar por solucdo do problema (1.1]) no seguinte subespaco de DV2?(IR?),

E:={ue D"*(R): V(z)u’ € L'(R)}.

Claramente, FE # (0.

O lema a seguir sera de fundamental importancia para nossos propdsitos neste capitulo.

Lema 1.1.1. Assuma que (Ay) ocorre, entdo, a fun¢ao ||.|| : £ — R dada por

Ju? = /Rguw|2+v<x>\u|2>dm,

define uma norma em E. Além disso, E € um espaco de Hilbert.

Prova: Considere a forma bilinear
(u,v) = / (VuVo + V(z)uv), Vu,v € E. (1.2)
R3

Para provar o lema, é suficiente provar que (u,u) > 0, para todo u € F e (u,u) = 0, se e
somente se, u = 0. De fato, desde que €2 := {x eR:V(x) < O}, entao,

/}Rg V(@)ulds = /]Rg\Q V(x)uldz + /Q Viz)ulde > — /Q V(2)elde.
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Além disso, pela desigualdade de Holder e a imersao continua DV?(R3) — LS5(R3),

obtemos
- [Vl = -y g(m(/ de)é

> —|V(x / \Vul*dz,

/(|Vu|2—|—V() 2 > (1 |V(w / Vulda. (1.3)
R

o que implica,

Usando a condigao (A;) e (1.3)), concluimos que (u,u) > 0, para todo u € E e (u,u) =0
se, e somente se u = (0, para todo u € E, além disso, pode-se mostrar que £ é um espaco de
Hilbert. N

Agora, observe que para cada (u,¢) € E x DVY2(IR?) o funcional ' : E x D"?(IR’) — R
definido por

D, ) = Sl + /R U(@)pu? de — /]Rg Flu)dz — i/]Rs Vol d, (1.4)

¢ de classe C! (E x DM (IR), ]R) e suas derivadas parciais sao dadas por

or
%(u, )¢ = /]Rg(VuV§ + V(z)ué)dx + /]R3 (x)puldr — /IR3 f(u)édx, V¢ € E,

or 1

1
Sotwom=3 [ tayinde =3 [ Vovude, vy e DIR)

assim, de acordo com a Defini¢ao , os pontos criticos do funcional I em E x DV2(IR?), sdo
exatamente as solugoes fracas do sistema de Schrodinger-Poisson . Entretanto, devido ao
funcional I em ser fortemente indefinido, isto €, ilimitado inferiormente e superiormente,
em espaco de dimensao infinita, temos dificuldade em obter tais pontos criticos. A fim de
contornar essa dificuldade reduziremos o funcional I' a um funcional de uma tnica variavel
u.

Para isso, observe que o funcional L, : DV?(IR*) — IR dado por

= / ((z)uv dz,
R

estd bem definido, é linear e continuo. De fato, desde que ¢(z) € L*(IR), u®> € L3(IR) e
v € LS(IR?), pela desigualdade de Holder generalizada

L) = [ o) do < 1060 e gy ol sy < +00,
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logo, L, estd bem definido. Além disso, pela imersdo continua D'?(IR*) < LS(IR?), temos

|La(v)] < S7H0(@)] ey [ul T oy 0]l o2y (1.5)
onde S é a melhor constante de Sobolev na imersao mencionada anteriormente.
Fazendo C' = S_1|€(x)|L2(R3)|u|%6(N), temos
Lu(v)] < Cllvllpraogs), Yo € DV(IR),

mostrando que L, é limitada. Além disso, pela linearidade da integral, conclui-se que L, é
linear, e portanto, L, é continuo.

Notemos ainda que D%?(IR*) é um espaco de Hilbert, com o produto interno dado por
(6) = [ VoVuds Vo0 € DI,
R

entao, pelo Teorema de Lax-Milgram, para cada u € D1’2(IRQ’) existe uma unica ¢, €
D'2(IR), tal que
L.(v) = (¢y,v), Yv € DM*(IR),

assim,
/ Vo, Vudz :/ ((z)uvdr, Vv € DY (IR). (1.6)
R R

Mais precisamente, veja [6, 34], o termo nao local ¢, dado por

=L [ L0,

A jz—yl
é a tnica solugao fraca do problema

~A¢, = {(z)u* em IR (1.7)

Portanto, estd bem definido o operador ¢ : E — D%?(IR’) dado por ¢(u) = ¢y, onde ¢, é
a unica solugao de (|1.7)).

O proximo resultado apresenta importantes propriedades do termo ¢,, que serao utilizadas
ao longo deste capitulo.

Lema 1.1.2. Assuma que (Ay) e (¢) ocorrem e que u, — u em E, entdo,

(i) Ewxiste uma constante C' > 0 tal que / ((2)pu* dv < C||ul|*, Yu € E,
R

(i4) /]st U(z) Py, ur d — /}Rgs U(z)p u® dz,

(i11) bu, — du em D(IR),
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(iv) /]R3 l(z )¢ununudx—>/ z)pyu? d.

Prova: Fazendo v = ¢, em ([1.5)) e (|1.6), respectivamente, obtemos

| Lu(9u)| < 571|£(SU)|L2(1R3)|U\ie(w)|’¢u||Dl,2(1}é)

e = [ V6o = [ ta)on do = Lu(on)
D1 2(IR3) - -
Assim, por (1.8), (1.9) e a imersdo continua de D?(IR’) em L°(IR’), obtemos

Iullpraae) < S 30) e [l e e

Agora, note que, por (1.3 temos

1
[ .
P = (1= ()] g )5 )

L

Portanto, segue-se de ((1.9)), (1.10]) e (1.11)) que

| @)ou de = [, < Clull, Yu € B,
R

2

S3|¢ 2(R3

onde C' = fo)lzm )_1 , 0 que prova o item (7).
1-— |€(x)|L%(Q)S

(1.11)

Para provar o item (7i), suponha que u, — w em FE, desde que (u,) é limitada, entao
por ([1.10)), concluimos que a sequéncia (¢,,,) também ¢ limitada em D'?(R?). Assim, existe

¢ € D“?(IR?), tal que, a menos de subsequéncia,
Além disso, desde que
/ Vo, Vedr = / ((x)uipdr, Yo € DY(IRY),
R R
de (1.12)), (1.13)) e da passagem ao limite, obtemos
/ VoVpdr = / ((x)uPpdr, Vo € OF(IR).
R R
Usando a densidade de C$°(IR?) em D%?(IR?), temos
/ VoV dr = / ((x)updr, Vo € DV*(IR).
R R

13
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Pela unicidade de solucao de (1.7)), temos ¢ = ¢,. Logo, ¢, — ¢, em D1’2(IR3), e assim

a menos de subsequencia,

bu, (1) = du(x) q.t.p em IR

[ (onitars [ ctatas
R R

e como ¢2 € L3(IR),up € L¥?(IR) e 1 + 2 = 1, entdo, pela desigualdade de Hélder,
) <

’¢un|L6 )|Un|%6(]Rgs), (1.14)

Agora, observe que

’¢un n|L2

usando imersdo continua e o fato das sequéncias (¢, ) e (u,) serem limitadas em D?(IR?),
conclufimos por (1.14) que a sequéncia (¢,,u2) é limitada em L2(IR*). Assim, como
{(z) € L*(IR%), podemos invocar o Lema de Brezis-Lieb para concluir que

/]R3 l(x )¢unund$—>/ r)p,u? dz,

Agora note que, pelo item (i)

0 que prova o item (i).

/|V¢un|2dx:/ E(a:)qbuUde—I—on(l):/ |Vu|* dx + 0, (1),
R R R

assim, ¢, — ¢, em DV2(IR®), o que prova o item (7).

Para provar o item (iv), observe que
(@) pu, (x)un () — U(2)du(2)u(z) q.t.p em IR,
e que pela desigualdade de Holder
6 6 6 6 6
@) Gty = [ 1@ (@) o < 1) o o o
ou seja,

[0(z) ¢unun\Lg(]R;) < [0(@)| L2 ety | Pun | Lo ) [tn | L6 (m0) - (1.15)

Assim, usando novamente, a limitacdo de (¢,, ) em DV2(IR), a limitacdo de (u,) em E e
a imersdo continua de Sobolev de D*?(IR*) em L®(IR?), concluimos por que a sequéncia
(U(x) G, up) é limitada em L3 (IR). Além disso, desde que u € LS(IR), entdo, pelo Lema de
Brezis-Lieb,

/}R3 () Py, unudas—>/ T)pyu’ da,

0 que prova o item (iv) e finalizamos, assim, a prova do lema. |

14



Lema 1.1.3. Suponha que (A;) e (¢) ocorrem. O funcional
:/ () pu(z)u?(2) do
R

Ji(u)v = 4/ l(z)puvdz, Vv € E.
R

¢ de classe C'(E|R) e

Prova: Mostraremos que a derivada de Gateaux de J; existe e é continua em E’. De fato,
note que pela definicao de derivada,

Ji(u+tv) — Ji(u)

Ji(u)v = 15% ; (1.16)
e usando a definicao de ¢,(z), obtém-se
1 14 2
buran(a) = 4 [ AU,
1 Uyey) 1 Uy)uly)o(y) o L[ Ly)vi(y)
- &g [ S e [ R
ou seja,
_ L[ Uy)uly)v(y)
Putto)(T) = du( )+2tﬂ ” Wd y + ¢y (), (1.17)
e desde que
Bt t0) = [ )b (o)) do+2t [ @0 @) do
4+ / U)oy ()02 () di. (1.18)
R

Substituindo (1.17) em ([1.18]), obtemos

Ji(u+ tv) = /‘IR3 ((2)pu(z)u?(x) dz + 2t/ % 3 Uy ’x < y’

+t /’<>@<><>dm+%/’<>%@><><>
2 (y)() U x)dx 3 x z)u(x)v(x) dz
var [ i /’ dyule)ole) do+ 2 [ U@)o,@u()o)d

dyu (x) dx

R o fe—yl
+ t? /IRSE z) dx + 2t /Nﬁ(x)i/NWdyv%x) dx
+ ¢! /IRSE : (1.19)
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Assim, de e (1.19) tem-se
R3

t A S | —y|

+ /IR3 () (x)u(z)u(y) de +t/® (), (2)u? (1) da
+ 4t /]R3 E(x)ﬁ/ Mdy u(z)v(x) dx

|z —y

e / U(2)po(2)u(z)o(z) do + ¢ /Ry(m)qsu(m)v?(x) du
+2t2/ (o 47r/ |);L(_y)y|<)dyv( dx+t3/ (@) bo(2)0%(x) .

Para efeitos didaticos, vamos usar as seguintes notacoes:

Fi(u,v) = /11{3 U(x)dy(z)u?(7) do e Fy(u,v) = /IR3 0(x)py(x)u(z)v(x) do
F3(u,v) = /IR; 0(2)pu(2)v?(z) do e Fy(u,v) = /]R3 U(z) ¢y (2)v*(z) dav.

F5(u,v) = /]R3 f(x)ﬁ ” Wdyu(x)v(x) dx

Fﬁ(u,v):/ E(x)i/ Mdyzﬂ(a:)dm.
w4 e vy

Note que pela desigualdade de Holder as integrais em Fi, Fy, F3 e Fy, sao finitas.
Além disso, também pela desigualdade de Holder as fungoes f(z) = l(x)u(z)v(x), g(y) =
((y)u(y)v(y) € L5 (IR) e como 2 424 1 =2 entdo, pelo Lema as integrais em Fj e
F§s, também sao finitas. Assim,

Ji(u+tv) — Ji(u)

Ji(wpy = lim ¢
_ L[ ) e Do)l ) e
=2 [ty [ A 4yl dov [ @@t dn

Agora, note que

Lo, D e f], St

Aplicando os Teoremas de Tonelli e Fubini [Ver Apéndice A, Teorema e Teorema

[A.0.4], temos
// () )ulyol)e(@) oo /M)L / W) 4 (2)o(z) de
R xR IR R’

4|z — vy 47 |z — 9|

= /K(x)gbu(x)u(x)v(x)dx
R
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Portanto, J; é Gateaux diferenciavel, com
Ji(u)v = 4/ 0(x)py(z)u(x)v(z) de, Vu,v € E.
R3

Para mostrar que J; € C'(E,R) é suficiente provar que J; é continua no dual de E.
Suponha que u,, — u em E, entao,

13 (un) = i ()] = ||81”1£>1|(J{(un)—(7{(u))v|
— tsw | [ @)~ G ds
[vl=1 1/’
- 4Hi1H1£1 /]R3 E(:p)gzﬁununvdx—/ms U(x)pyuv dz| .

Desde que u,, — u, entdo pelo Lema ((1.1.2)), item (iv) temos
| J7 (un) — J7(u)]] = 0, quando, n — oo,

assim, J; é continuo e portanto, J; € C'(E,IR). N

Lema 1.1.4. Para cada u € E, considere G, o grdfico de
by u € Er— ¢,(u) € DY*(IR).
Entao,
Gy, = {(u,¢) € Ex D"*(IR’) : 94I'(u, ¢) =0} .
Além disso, ¢, € C*(E, DV*(IR)).
Prova: A demonstracao deste resultado segue argumentos padroes e pode ser encontrada
em [12] ou [14]. W

Agora, observe que fazendo v = ¢, em ([1.6|) e substituindo em (|1.4)) fica bem definido, o
funcional J de uma variavel, dado por

J(u) = T(u, 6y) = % /le(\VuF +V(@)u?) dr + % /N ()b dz — /]R3 F(u)dz, Yu € B,

onde ¢, solugdo tnica de ((1.7). Além disso, de acordo como o Lema |1.1.3| o funcional J é
de classe C'(E x DY2(IR*), IR) com derivada de Gateaux dada por

/

J (u)v = /]RB(VUVU + V(z)uww) dx + /]R3 l(x)pyuv dx — /}R3 fu)vdx, Vv € E,

dessa forma, temos o seguinte lema:

Lema 1.1.5. O par (u,¢,) € E x DY2(IR®) ¢ ponto critico do funcional T, ou seja, uma
solugao do sistema de Schrodinger-Poisson (1.1) se e somente se u € ponto critico do funcional

J e ¢y, = o(u).
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Prova: Ver Benci e outros [12] [15] ou |20, pp. 4929-4932] para mais detalhes.

Note que os pontos criticos do funcional J sao solugoes fracas do problema nao local

{ —Au+V(z)u+ U(2)gyu = f(u) em I, (1.20)

(u, ¢y) € E x DV2(IR?).

E de acordo com o Lemall.1.5} sao também solugoes fracas do sistema de Schrodinger-Poisson.

1.2 O Método de penalizacao de Del Pino e Felmer

A fim de usar o Método variacional e contornar a falta de compacidade da imersio de D'2(IR?)
em LS(IR?) e obter solugdo para o problema nio local (T.20]), usaremos a técnica de penalizacdo
introduzida por Del Pino e Felmer em [23] que consiste em estudar um problema auxiliar.

Para este fim, considere k = 92794, R > 1 e defina as seguintes funcoes mensuraveis:
B f(t), sekf(t) <V(x)t
flz,t) = (1.21)
Vl((m)t, se kf(t) > V(x)t,

f(t), selz|<R
glz,t) = _ (1.22)

fl(z,t), selz|> R.

Além disso, consideremos o problema nao local penalizado

—Au+ V(z)u+ (z)p,u = g(z,u)em R3 (1.23)
(u,d,) € E x DV?(R3) '
e o funcional energia de Euler-Lagrange J : F — IR, dado por
1 1
J(u) = —/ (|Vul* + V(z)u?®) dz + —/ () u’ dz —/ G(x,u) dr, (1.24)
2 Jw 4 ) 3

onde G(z,u) = / g(x,s)ds. E claro que, pelo Lema [1.1.3, o funcional J é de classe
0
C1(E,R), com derivada de Gateaux dada por:

J (u)v = /IR?'(VUVU + V(z)uv) dx + /]R3 U(x)pyuv dr — /]R3 g(x,u)vdr, Vv € E. (1.25)

Além disso, em vista das defini¢oes das fungoes f e g, e das condigoes sobre f as seguintes
relagoes ocorrem:

(91) 0G(z,t) < g(x,t)t, Vo € BR(0) eVt € IR,
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(g2) 2G(x,t) < g(a,t)t < H2$2 Vo e R\ Br(0) e VE € IR

(g3) g(x,t) < f(x,t) < f(t),vzeReVtecR

(94) g(z,t) = f(t), Vo € Bg(0).

Mostraremos a existéncia de solugao nao negativa e nao trivial para o problema penalizado
(1.23), para isso, provaremos que o funcional J satisfaz as hipoteses do Teorema do Passo
da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz, veja Apéndice A, Teorema[A.0.2] Iniciamos com o

seguinte resultado.

Lema 1.2.1. Assuma que (A1), (€),(f1) — (f3) € @ C Bgr(0) ocorrem. Seja (u,) C E uma
sequéncia (PS). para J, entdo (u,) € limitada em E.

Prova: Note que

. %) /w (IVanl? + V(w)a2) do + G - %) /]Rg (), Jun]?

/ [g(z, up)u, — 0G(x,u,)] dx (1.26)
R

e observe que

1/ lg(z, up)u, — 0G (2, uy,)] 1/ g(x, up)u, — 0G(x,uy,)] do
0 Jre 0 Br(0
1
so [ gt — 06w d
0 Jre\Br(0)
Usando a relac¢do (g1) concluimos que
1 1
5 | ot )i~ 0G@ ) doz 5 [ (e, - 66, u,)] da,
0 Jw 0 Jro\Bxr(0)

e pela relagao (go) temos

/ l9(z, up)u, — 0G(z, uy,)] de > -0 V(z)u2 dx.
irs 2k0 Jwe\Br(o)

1
0

Além disso, desde que 2 C Bg(0), entdo, IR \ Br(0) C IR\ , logo,

/ V(z)u2dr < / V(z)u? do

R\ Br(0) R\Q
/ V(z)u dx—/V(x)uida:.
R3 Q



Agora, desde que 0 > 4, tem-se <ﬁ) < 0, assim
55) Juwuo V02 () [ Vo0
— Viz)u, de > | —— V(x)u, dx
2—40 9
—_— : 1.2
+ ( 570 )/QV(x)undx (1.27)
Lembrando que
/V( Y2 dov > —|V(x )|, 2 S_l/ |V, |? dr, (1.28)
Q L= R

segue por (1.27) e (1.28) que
1 2 —
5 [ oo~ 06w s = (37 / V() da
2—10 %
2k6
Combinado ([1.29)) e , obtemos

1 1

J(u,) — %J'(un)un > (5 - 5) /]RS (|Vu, > + V(2)ud) do

1 1 2—-40
+ (4_1 — 5) /133 l(x )gbunun dr + ( T ) / V(:zc)ufZ dzx
2—0

Efetuando alguns célculos elementares obtemos
J (1) = 2Tttty > (1—|v< g S / Va2 da
0—2 2
+({1-7 [un [ + (@) pu, up dz. (1.30)
20 R’
1 )

0 — 0—4
Desde que (1 — E) ( T ) ( 10 Segue dessa desigualdade, da condigao (A;) e
de (L.30) que

M\CO

/ |Vu,|? dz. (1.29)

M\CAD

@)

) = g o= (S ) P (131)

e sendo (u,) uma sequéncia (PS). para o funcional J, concluimos que

0—4 ,
Z_- <
(55 ) l? < a0 + el

e portanto esta sequéncia é limitada em F. |
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Lema 1.2.2. Assuma que (A1), (), (f1) — (fs) e Q C Bg(0) ocorrem. Entao, J satisfaz as
geometrias do Teorema do Passo da Montanha, isto é, J(0) =0 e

(H1) Existem o, p > 0, tais que, J(u) > a > 0, se|lu|| = p,
(H2) Eziste uy € C3°(B1(0)) tal que J(ug) < 0 com ||ug| > p.

Prova: De fato, é claro que J(0) = 0. Além disso,

J(u) = %HUHQ—i—i/]R?ﬁ(a:)gbuqu:v—/ G(z,u)dx

R
1
> §HuH2—/ G(w,u) du,
R

e pelas condigoes (f1) e (f2), temos

1
I = 5l = Co [ ful
R

o que implica

1 1
) 2 gl = Cilll® = ul? (5 - Cilll) ¥ € B,

ou seja,

1
I = ul? (5 - Cillll ) vuce £

para alguma constante Cy > 0.

Fazendo ||u|| = p e escolhendo p > 0, tal que

1 13
< |7~ )
P {401}
L, . 1,
teremos J(u) > 7/ assim, tomando o = 17 > 0, obtemos

J(u) > a>0,Vue E, com|ul| = p,

o que prova (H1).

Para provar (H2), fixamos ¢ € C°(IR?) \ {0} com supp ¢ C B;1(0) e considere t > 0, tal
que u = tp. Note que, pelo item (i) do Lema existe uma constante C' > 0 tal que

1

Ct!
1| @t ar < el (132

Pela condigao (f3) temos

S 9 S f(t)
_ < J N7
/so tdt /SO Ft) dt, Vs > sq,
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usando o Teorema Fundamental do Célculo, obtemos

F(sp)

sf < F(s); Vs> so.

F
250) e Cy = max{|F(s)|: s € [0, s0]}, entao
0

Sejam C7, Cy > 0, tais que C] =

F(s) > C1s° —Cy, Vs >0,

e portanto, sendo R > 1, a definicao da funcao g nos fornece
/ G(z,typ)dr = G(z,ty)dx + / G(z,ty)dx
R B1(0) IR*\ B1(0)

—/ F(ty)dx —i—/ G(z, ty)dx,
B1(0)

IR*\ B1(0)

assim, de ([1.33)) e (|1.34)) temos

?

4
/ G(z,tp)dx > / G(z,tp)dx > C’lte/ lo|? dx — mC
I’ B1(0) B1(0) 3

e usando (1.32)), (1.35) e a definicdo do funcional J, teremos
t? ctt A C:
Ie) < Gl + Sllel = Gt [ foldo+ T2,

B1(0)

(1.33)

(1.34)

(1.35)

e desde que § > 4 e ¢ € CF(IR), existe o > 0 tal que ug = top € C5°(IR?) com |lugl| > p e

J(ug) < 0, o que prova a condigao (H2), completando assim a prova do Lema. W

Lema 1.2.3. Assuma que (A1), (€), (f1)—(f3) e 2 C Bgr(0) ocorrem. Seja (u,) uma sequéncia

(PS). para o funcional J, entdo, dado € > 0, existe r = r(e) > 0, tal que

lim sup/ (|Vun|? + V(2)u2) dz < ¢,
927‘

n—o0

onde o, = {x € R : |2| > 2r} = IR’ \ By,(0).

Prova: De fato, seja R < r e defina a funcao 1, : IR® — IR que satisfaz as seguintes

propriedades:
(a) m € C=(R’).
) 0<n <1VzclR.
(c) Existe C' > 0, que nao depende de r, tal que |Vn,(z)| < g, VrelR.
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(d) n.(z) =0,Yz € B.(0) e n.(x) =1, Vo € IR\ By, (0).

Note que, desde que (u,) é (PS). pelo Lema [1.2.1] (u,) é limitada em F,
consequentemente, (7,u,) ¢ também limitada em E. Além disso,

J' () (Mrun) = on(1),
assim,
/ Vu,V(nu,) + V(x)(nu,)u, de —i—/ 0(2) Pu, (n1)* d — / g(x,uy) (nyuy) de = o0,(1),
de onde obtemos
/ 0 [|[Vun|? + V(z)u?) de = —/ 02 0(2) by, u? do + / nr-g(x, uy ) uy, dx
R3 R3 R3

—/ V1, Vupu, de + 0,(1).
R3
Agora, usando a propriedade (d) da funcao 7,, tem-se

/ e[|V |* + V(I)ui] dr = —/ nff(:t)qbunui dx +/ N9, Uy )y, da

(e

—/ Vn,Vuyu, de + 0,(1), (1.36)
Qr

onde Q, :={x € IR : |z| >r} =R\ B,(0).

Observe que

/ [V, |* + V(z)uZ] do < / [V, |* + V(2)u?] dx, (1.37)
927' T
1
Agora, desde que R < r, temos Br(0) C B,(0), logo, g(z,u,) < EV(m)uZ, Vo e, o
que implica
1
/ gz, up)uyn, de < E/ 0 [V, |? + V(z)u?] dr, (1.38)
Q, Qp
assim, combinando (|1.36]) com ({1.38]), obtemos
1
(1-7) [ olvupeveie < - [ o - [ onTi, + o)
Qp Is Q.

S _/ vnrvunun dx + On(l)a
Q'r

logo

1\ !
/ e[|V )? + V(z)u?] de < (1 — E) / V1| [Vug||u,| dz + 0,(1). (1.39)
Q Qr
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Note que, a condic¢ao (d), nos diz que V7, = 0 em {2y,, entao

/ |V77T\|Vun]|un]d:c:/ V0|Vt [t . (1.40)
Q. BQT(O)\B»,«(O)

e desde que, L5(By.(0) \ B,(0)) < L?*(B-(0) \ B.(0)), podemos usar a propriedade (c) da
funcao n, e a desigualdade de Hélder, para concluir que
C 3
( / |, |? dx,)
Bar(0)\Br(0)

/ Vi [Vl dz < —(/ |Vun|2dx>
Bar(0)\Br(0) r Bar(0)\Br(0)

1
¢ </ |Vun\2dx) (/ ]un\de,> :
AN Bar (0)\Br(0)

Além disso, ja sabemos por (|1.3) que

IN

2 _ 2 2 _ -1 2
it _/@(|vun| V@) dr > (1- V()3 )/W|Vun| dr,

e sendo (u,) limitada, existe uma constante M > 0, de modo que

(/N ’vun‘zdx)Q : (1- rvuf

-1
tdoy® )

N[

Portanto,

1

MC e L\
|V77T||Vun||un|dx§—(1—|V(a:)|L%(Q)S ) lup|? dz ) (1.41)
Bar (0)\B,-(0) r Bz, (0)\Br(0)

Agora, sendo F um espaco de Hilbert, (u,) limitada em E, entéo, existe u € E tal que,
a menos de subsequéncia, u, — v em E e u, — u em L*(Bs,.(0) \ B.(0)). Assim,

1 1
(/ |, |? da:,) — (/ ]u\de) : (1.42)
B2 (0)\B-(0) Bz (0)\Br(0)

logo, por (|1.40)), (1.41) e (1.42)), temos

1

MC -3 2
lim su / V| [Vug, | |u, dx] < —(1-=|V(z). s St (/ u2dzv> ,
p{m\ 1oV s (1 V@lags™) Tl

n—oo

e fazendo uso da desigualdade de Holder,

1

lim sup [/ ]VmHVunHuMd:c} < MO B2 (0)\ B (O) 7 (/ ]u|6dx) .(1.43)
noe L, (L= Vi)l g g 51)° VB0 0
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Portanto, desde que |Bs,-(0) \ B,(0)| < |B2-(0)], entdao, combinando ([1.37)), (1.39)) e ([1.43)
temos

YAr2k(k — 1) 'MC s
imsup [ / |v77r||wn||un|dx] < ATk D) % ( / |u|6dx) <e
n—o00 Qo %(1 . ’V(m)‘L%(Q)S,1> B (0)\Br(0)

o que é possivel para r > 0, suficientemente grande, pois, |ul® é integravel em IR® e

1By, (0)\ B (0)] — 0. m

Lema 1.2.4. Assuma que (A1), (£),(f1) — (f3) e @ C Bgr(0) ocorrem. Entao, J satisfaz a
condi¢ao de Palais-Smale.

Prova: Seja (u,) uma sequéncia (PS), para o funcional J, isto é,
J(u,) — c e J(u,) — 0.

Desde que, pelo Lema a sequéncia (u,) é limitada, temos J'(u,)u, = 0,(1) e assim

/]RB(W%!Q + V(z)u?) do + /

U(2) by, u2 dr = / g(x, up)uy, dz + o, (1). (1.44)
R

R

Note que por (g2) e pelo fato de 2 C Bgr(0) C Bs,(0), temos

1
/ g(x, up)u, de < —/ V(a:)ui dr <
IR3\ B2 (0) k IR*\ B2,-(0)

assim, segue do Lema que

e

/ (V2 + V(2)u2) e,
IRS\B%“(O)

lim sup/ g(x, up)uy, doe = 0. (1.45)
IR\ By (0)

n—oo

loc(]}{g) com s € [27 6) € g(flf,t) < f(t> em ]1:{3 X ]R, usando o

crescimento subcritico de f e o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

Agora, desde que u,, — u em Lj

limsup/ g(x, up)u, dz :/ g(z,u)udz. (1.46)
B3, (0)

n—00 BZT(O)

As igualdades em ([1.45)) e ((1.46)) nos permite concluir que

lim g(m,un)undx:/ g(x,u)udx. (1.47)

Assim, do item (i) do Lema[1.1.2) de (1.44) e (1.47)), temos

lim ||un||2:/ g(x,u)udx—/ {(z)pyu’ d. (1.48)
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Além disso, como u, — u em E, g(z,u,) — g(z,u) em L5 (IR), J'(up)u = 0n(1) ¢
/ (Vu,Vu+V(x)u,u) de — / (|Vul* + V(z)u?) dz,
R R

entao, essas afirmagoes, juntamente como o item (iv) do Lema nos dizem que

ull?2 = /]RS oz, w)u do — /]Rs ((@)puri® dz. (1.49)

De ([1.48]) e (1.49)), concluimos que, a menos de subsequéncia, u, — u em E. Portanto, J
satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale. W

Teorema 1.2.1. Assuma que as condigoes (A1), (€), (f1)—(f3) e Q@ C Br(0) ocorrem. Entao,
o problema penalizado (1.23)) possui uma solugdo nao trivial e nao negativa.

Prova: De fato, os Lemas (|1.2.2)) e (|1.2.4) garantem que J cumpre as hipoteses do Teorema
do Passo da Montanha, portanto, exite u € E, tal que

Ju)=c>0 e J(u)=0,VueE,
onde ¢ é nivel minimax do funcional J, ou seja,

c=inf max J(y(t)) e I'={yeC(0,1,E):v(0)=0 e ~(1)=1up}.

~vel' t€]0,1]

Seja v~ = min{u, 0}. Desde que J'(u)u™ =0 e g(x,t) =0, para ¢t < 0, segue que

Ja P + / () (u™)? =0,

assim u~ = 0. Portanto, u = u™ > 0 é solucao nao trivial e ndo negativa do problema (|1.23)).

1.3 Propriedades da solucao do problema truncado (|1.23

Nesta se¢ao, apresentamos algumas propriedades da solucao v do problema , obtida no
teorema anterior, que nos permitirda provar que v também é solucao do problema nao local
, o que é equivalente a mostrar que o par (u,¢,) € £ x D“?(IR*) é uma solucio nio
trivial e nao negativa do sistema , ver Lema m

Inicialmente, note que dada v € Hj(B;(0)), a extensao de u por zero fora de Q, que
denotaremos por u, pertence a D>?(IR?). Logo, os mesmos argumentos anteriores, via Teorema
de Lax-Milgran, mostram que existe um tnico ¢z € D?(IR?) tal que —A¢pg = £(x)u? em IR,
Portanto, o funcional J,, : H}(B;(0)) — IR dado por

T () = 1/ (IVul? + Vo) da + 1/ (@) pu? dz — / Flu) dz,
2 /B0 4 /By (0)

B1(0)
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possui as Geometrias do Teorema do Passo da Montanha. Assim, esta bem definido o nivel
minimax
d := inf max J(y(t)) onde Iy = {y € C([0,1], Hy(B1(0))) : v(0) = 0 e v(1) = ug},

~v€lo t€(0,1]
(1.50)
com Joo(ug) < 0 e ug € Cg°(B1(0)) dado no Lema (|1.2.2)).

O proximo lema relaciona o nivel minimax do funcional J com o nivel minimax do
funcional J..

Lema 1.3.1. Assuma que as condigoes (Ay),(As), (0),(f1) — (fs) e @ C Bg(0) ocorram.
Entao, o nivel minimaz d satisfaz ¢ < d.

Prova: De fato, note que para cada u € H{(B(0)) podemos escrever J(u) = J(u), onde
identificamos u com sua extensao u, pois,

J(@) :1/3(0)(|VU|Q+V(x)u2)dx—|—%/

5 ) ((z)pgu? dx — / F(u)dx.

B1(0)
Usando a condigao (As), temos

J(u) < Joo(u), Vu € Hy(By(0)).
Assim, usando as definigao do nivel d, ver (|1.50)), temos

inf J(~(1)) < inf J.(v() = d.
nf max (v(t)) < Inf max (v(1))

Claramente, I' C I'y com I'" dado na prova do Teorema [1.2.1} Portanto,

= < d.
¢ ,lyrellﬁtelrl[gﬁaf(v(t))_d u

Lema 1.3.2. Assuma que as condi¢oes (Ay),(As), (0),(f1) — (fs) e @ C Bg(0) ocorram.
Entao, para todo R > 1 a solugio u € E do problema penalizado (1.23)) satisfaz a estimativa

ul|? < 2kd.

Prova: De fato, argumentando como em (|1.31)), obtemos

) = 37w (L)

0—4
>c> | —— 2
azex (S

20
e como k = L entao, ||ul|* < 2kd. W

logo,
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Lema 1.3.3. Assuma que as condigoes (A1), (Az), (€),(f1) — (f3), e Q& C Bg(0) ocorrem.

Seja u € E uma solugdo do problema penalizado (1.23)), entdo, existe uma constante M > 0,
que nao depende de R > 1 tal que

U] oo sy < M |u 163y
Prova: Considere 3,0 > 1 e defina
ugo(z) = min {u’ (2),0} e Q= {z e R : |u(z)” ' <o}.
Note que ug, € E e V(ugou) = ug,Vu+ (8 — 1)u’(Vu),, . Consequentemente,
/ IV (ug ou)|? do = / lug.o Vu+ (8 — 1)uﬁ_1(Vu)XQG |? do
R R
= / u%AVU!z +2(6 — 1)u5_1u5,aVu(Vu)XQa dx
R
+ [ (G- 12Pe T, da,
R
de onde concluimos que
[ IVt e = [, [Vul+ 208 = DDV, + (8= 1PV, ) da
= /]R3 u%’(,|Vu|2 dr + (6% — 1) /]R3 |u|2(ﬁ_1)|Vu|ich dx
<@+ [ VaPde+ 25+ 061 [ (WP, ) do.

ou seja,

/ IV (ug ou)*dv < (8 +1) {/ u3 .| Vul* do +2(8 — 1)/ (Ju]*P=D|Vul? )dz|.(1.51)
R R R

XQo

Agora, observe que £(x)p,(ug,u)? > 0em IR e V(z)(ugou)> > 0em IR\ Qe
VuV (uf ,u) = uj,|Vul> +2(8 — 1)u2(5’1)|Vu]iQa. (1.52)

Assim, usando (u3 ,u) como fungao teste, temos

/]R3 [VuV (u} ,u) + V(z)(uf u)] do + /]R3 U(z)pyu(uf  u) de = /]R3 g(z,u)(uj  u). (1.53)

Da combinacao de ((1.52)) e ([1.53]) obtém-se,

[/Rs ué’g\VUF +2(8 — 1)u2(ﬂ_1)|Vu|fma dx} < /ﬁ g(x, u)uéﬂu,
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dessa desigualdade, e de (|1.51)) encontramos,
| WP s < @+1) [ gt u
R R ’
Pelas condigoes (f1), (f2) e a relagao (g3), concluimos que
/ IV(ugou)|>de < Co(B+ 1)/ lulP 2 (ug ou)? do
R R
< (B+1) {/ —V(2)(upou)*dr + C’o/ ulP~? (ug ou)? dm} (1.54)
Q R
para alguma constante positiva Cy e p € (4,6).

Além disso, V(z) € LP%(Q),(um,u)2 e Lvs(B) e [uf? € L2 (IR), entdo, pela
desigualdade de Holder,

2 e w
/Q—V(x)(ugﬂu) de < |V($)\L%(Q) (/Q lug ou?3 d:l:)

8—p

_ _ a2 6
/]R3 | P 2(u5,au)2 dr < |u|7£6(21R3) (/}R3 lug ou|5» dx) ,

e usando essas duas tltimas desigualdades, (1.54) e a irmesdo continua DV?(IR*) — LS(IR?),

temos

145,50 20 ) < /]Rs IV (s 00) 2 d

g ([ )
) |l 2, ( / g gl dx)] . (1.55)

Agora, pela definigao de (ug,) e (1.55) concluimos que

(/ [u”|° dx) <STHB+D) |[V(x (/|uﬂ|8pdx>

12 %
+S71C,CP (B + 1) (/ |u® |57 da:) :
R

B+

+ CoSTHB + 1)

P

I—I

o que implica,

1
68 i 1
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assim, fazendo C' = QS_I\V(Q:)]L%(Q) +2571C,CP?, obtemos

(1.56)

1 1
|ul s (o) < 025526|U|L§3/;

(RE)

8 _ n
Agora, recorde que p € (4,6), ver (A;), e considere a sequéncia 3, = <Tp) , onde

n > 1 é um numero natural. Entao, para n = 1 em ((1.56)), temos
.
‘U|L651(]R3) < = 51%1 |U‘L6(]R3)' (1.57)
Fazendo n = 2 em ([1.56)), em seguida, usando (1.57)) e 8, = 3%, obtemos

R
|U|L652(1R3) < O /62% |U|L651(]R3)

1

o7
|U|L6(JR3)-

1 1
74_72

SC%( 1 51)6

1
T
1
Continuando o processo de forma indutiva, concluimos que
1 1
arttam

Y
|U|L6/3n(]R3) <(C? (51 Ei )51 1 |U|L6(IR3). (1.58)

Agora, observando que

obtemos, por (|1.58]) que

8—p
o (B=p)\ &
[l posp sy < CTED (T) | o - (1.59)

Portanto, desde que ;1 > 1, por passagem ao limite em (|1.59) com n — oo, concluimos

u€ L¥(IR) e

|| oo ey < M |u] Lo (e,

M = Oz (M)H

onde definimos a constante

Lema 1.3.4. Assuma que as condigoes (A1), (As), (£), (f1) — (f3) e Q C Bgr(0) ocorrem. Seja
u € E a solugao do problema (1.23)), obtida no Teorema e R > 1. Entao, u satisfaz

25%kd :
oo <M :
limcee) < (S— V) )

L3 ()
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Prova: De fato, por (1.3]) temos
/ (|Vul|? + V(z)u®)dz > (1 — |V (z / |Vul*dz. (1.60)
R3

Assim, usando o Lema [1.3.2] a imersio continua D>?(IR*) — LS(IR?) e (1.60)), obtemos
ulperey < Mlulpsre
1
M S ||ul| prz ey

MSHL = V()] 3 0

52 )é
M ]|
( ~ V)3

Portanto, ainda pelo Lema [1.3.2], temos
1
25%kd ’
=M 5 : [ |
SV, 3

S2 :
U] poorey < M (2kd)
V@1

Lema 1.3.5. Assuma que as condigoes (A1), (As), (0),(f1) — (fs) e Q& C Bg(0) ocorrem.
Entao, para cada R > 1, temos

IN

ST Jul

IN

NI

u(x) <

Rluly~@s) _ RM ( 252kd
= V()] 4

onde u € a solugao de (1.23) obtida no Teorema|1.2.1|.

Prova: Seja v : IR’ \ {0} — R a fun¢do harmonica dada por

) s Vx € IR3\BR(O),
(@)

|z] |z]

RM( 252kd )5

o) = V@ e

|z]

Note que pelo Lema anterior, temos u(z) < v(z)q.t.p em IR\ Bg(0), assim, a funcao
definida por

(u—v)*t(z), se |z| >R,
Y(z) =
0, se |z] <R,

pertence a DV2(IR?). Além disso, desde que 0 < ¢ < u, entdo, ¥ € E. Considerando agora a
funcao ¢ como funcao teste e usando o fato que u é solu¢ao nao negativa de ((1.23)), temos

/ VuVi dx +/ l(x)pyup dx :/ (9(x,u) — V(z)u)y dx,
R’ R R\ BR(0)
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assim, por (A;) e (g2) temos
/ VuVi dx §/ VuVi d:c—l—/ U(x)pyurp dx
R} R3 R3

~ [ gl - Vi ds
R*\Br(0)

< (l - 1) / V(z)uy dx < 0.
k R\ B (0)

Desde que Av = 0 em IR\ Bz(0) e ) = 0 em 0Bg(0), entdo, pelo Teorema do Divergente
/ V| do = / ViV de = / ViV (u — o) dx = / VuVy dr <0,
R3 R R} R3

ou seja, ¢ = 0 em IR®. Portanto, v < v em IR\ B(0). B

1.3.1 Prova do Teorema [1.0.1

Nesta segao, além das hipdteses (A1) e (As), assumiremos que (As) ocorre. Entao, usaremos
os resultados anteriores para provar o Teorema [1.0.1] mais precisamente, que a solucao u de

(1.23)) fornece solugao do sistema (|1.1)).

Prova do Teorema m: Desde que, o problema penalizado (|1.23)) possui uma solugao
nao trivial e nao negativa u € F, é suficiente provar que u satisfaz a desigualdade

# < Vl(f), em IR\ Br(0).

Note que pela condicao (f1) e o Lema [1.3.5 temos

114

1 2
(u) 4 RM 25%kd ’ R* 2M S?kd
< Gl < G\ T\ 5= ) =G\ 5w ’

u X X L3(Q) X x L3 Q)

e pela condicao (Ajz), temos

@ _ . ( M S2kd )2 Vie) kG ( 2M S2kd )2 V(z)
- = 0 - .

u SV, S—Vl,ym) *

De modo que, fixando A* > 0, tal que

2

2

k00<5 21\55 kd > <A
V@),
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teremos, para todo A > A*

) V) play < V2

u, em IR\ Br(0).

Assim, pela defini¢ao do truncamento de g, segue que a solucao fraca do problema (|1.23))
¢ também solugao (nao trivial e ndo negativa) do problema

{ —Au+V(z)u+l(x)p,u= f(u) em R3
(u,d,) € E x DV*(R3?).

Portanto, pelo Lema [1.1.5] conluimos que o par (u, ¢,) € E x D"?(IR?) é solucdo nao trivial
e nao negativa do sistema (|1.1]) B
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Capitulo

2

Existéncia de solucao nao negativa e nao
trivial para um sistema de equacao do tipo
Schrodinger-Poisson com expoente critico e

supercritico.

Neste capitulo, estudamos a seguinte classe de sistemas do tipo Schrodinger-Poisson

—A¢ = {(z)u? em R3, (2.1)

—Au+ V(z)u+ l(x)pu = f(u) + Mu|"%u em R3,
U,Qb Z 0 em Inga U,Qb € D1’2(R3)7

onde ¢(x), V(z) e f satisfazem as mesmas hipdteses do Capitulo 1 e ¢ > 6. A principal
novidade aqui é a pertubacido A|u|?7"2u que pode ser critica ou superlinear supercritica.

Para facilitar a leitura, iremos enunciar novamente as hipdteses sobre as fungoes ((z),

V(z) e f, e definir a noc¢ao de solucao para (2.1]).

(Ay) V(z) € L2(Q) ﬁLP%(Q), V()| < S, onde S > 0 é a melhor constante da imersao

3 (@)
DY (R?*) — LS(R?), Q:={x € R*: V(z) <0} e4 < p <6.
(Ap) Existe uma contante V. > 0 tal que V(z) <V, Vz € B;(0) C R3.

1
(A;) Existem constantes A >0 e R > 1, tal que, T |i|I;fR |z|*V (z) > A.

(0) (x) € L*(IR),4(z) >0, Ve € R3 e L #£0.

(f1) limsup 2l

s—0t 56

(f2) limsup L@

S$—+00 S

< 400

=0, onde p é dado em (A4;).
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(f3) Existe 0 > 4 tal que 0 < 0F(s) := Q/Sf(t) dt <sf(s)¥s>0.
0

Definigao 2.0.1. Uma solug¢ao (fraca) ndo trivial e nao negativa para (2.1) é um par
(u,¢) € E x DY*(R?), tal que u, ¢ # 0,u,¢ >0 em IR® e as sequintes igualdades ocorrem

VuVodx + /

R:’)

V(z)uvdr + /

((x)puvdr = | fluvdr+ X [ |u|'*uwvds, Vv EE
R3 R3

R3 R3

VoVypdr = / Uz )updr, Vo € DM(R?).

R3 R3

O principal resultado deste capitulo pode ser enunciado da seguinte forma:

Teorema 2.0.1. Suponha que (Ay) — (As),(€) e (f1) — (fs) ocorrem. Entao, existem
constantes \* = \*(S,0,p, Co,|V($)|Lg(Q)) >0 e A" = A*(Voo,e,p,C'o,|V(m)|L%(Q)) > 0,
tais que o sistema ([2.1)) possui solugdo ndo trivial e nao negativa, para cada X\ € (0,\*) e
A > A

Para demonstrar o Teorema[2.0.1|utilizamos as ideias em [16], [12], [2]. Mais precisamente,
fizemos uma adaptagao da técnica de Penalizacao introduzida por Del Pino e Felmer em [23]
e Benci e Fortunato [12, [I5]. A saber, a técnica consiste em truncar a nao linearidade
f(t) + Alt|]” %t e considerar um problema nao local associado (2.9) que tem estrutura
variacional e o funcional associado satisfaz as geometrias do Teorema do Passo da Montanha.
Em seguida, aplicamos alguns resultados técnicos e o método de Iteragao de Moser [31]
combinado com o tamanho do parametro A\ para provar que a solucao do problema truncado
fornece a solucao do problema original.

Note que da mesma forma que foi feito no Capitulo 1, usando o Teorema de Lax-Milgram,
para cada u € DV?(R?), existe uma tnica ¢, € D"?(R?) solucio da segunda equagao do
sistema e assim reduz-se ao seguinte problema nao local

(2.2)

—Au+ V(z)u+ (x)pu = f(u) + Mu|92uem R3,
(u, ba) € E x DV2(R3).

2.1 O Método de penalizacao de Del Pino e Felmer e a Formulagao
variacional do problema

Inicialmente, observe que por (f1) e (f2) existe uma constante Cy > 0 tal que
f(s) < CosP! e f(s5) < Cys® Vs >0, (2.3)
e que o funcional associado ao problema (2.1)) é dado por

T, @) = Ll + / () do — / Flu)de — 2 / juft dir — 1 / VP de.
2 2 R3 R3 q JRrs 4 R3
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Para aplicar o método variacional no estudo de 7\, temos pelo menos duas dificuldades.
A primeira é que como podemos ter ¢ > 6, o funcional [J, nao esta bem definido sobre
E x DY}(R?), pois s6 temos as imersoes E, D'?(IR*) < LS(IR’). A segunda dificuldade
deve-se ao fato do funcional 7, ser fortemente indefinido. Para contornar essas dificuldades,
adaptaremos as ideias de [2], [16] e [12], que consiste na modificagao da nao linearidade
f(u) + Mu|9? fornecendo um problema auxiliar.

Desde que estamos interessados em solugao positiva para (2.1), vamos supor que

f(s)=0, Vs<O.

Considere m € INe gy, : R— IR a seguinte fungao auxiliar

0, se s <0
Im(s) = f(8)+As7h, se0<s<m (2.4)
f(s) +Ama PPt se s >m.

Sem perda de generalidade, por ([2.3)) e (2.4), podemos supor que existe Cy > 1 tal que
Gam(8) < Co(14+MmI )P e gy u(s) < Co(1+ Am?P)s®, Vs > 0. (2.5)

Além disso, considerando

Cam(s) = / G (1),
0

temos,
( 0, se s <0
G)\,m(s) = F(5> + >\Sq> se 0 <s<m (26)
F(3)+%mq7p3p+>\<%—%>mq, ses>m
e

Co

Co
p 6

G)\,m<5) S

(1+ M7 P)s? e Gam(s) < —(1+AIm?P)s” Vs > 0.

Note que por (2.5) e (2.6), o funcional 7, : E x D?(R?) — R dado por

1 1 1
Tun:6) = lull+ 5 [ ot~ [ Grntuyds—7 [ 1Vopa,
R3 R3 R3

é de classe C' (E x D"(R?), R) e suas derivadas parciais sao

ajA,m
ou

(u, )& = /Rg(VuVS + V(z)ué)dx + /IR3 l(x)puldr — /]R3 Gm(u)édxVE € E,
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Assim, os pontos criticos (u, ¢) de Jy, em E x DV2(IR®) que verificam a condigdo |u|p~ < m
sao solugoes de ([2.1)).

Entretanto, como no Capitulo 1, o funcional Jy,, ¢ fortemente indefinido e precisamos
contornar a falta de compacidade das imersdes E, DV?(IR®) < LS(IR®). Para isso, usamos o
chamado Método de redugdo, veja [12] e um novo truncamento.

1
—/ E(x)u%]dx——/ VoVndz, Vn € DY*(R?),
2w 2/

Afim de alcancar esse objetivo, seja k = 92_92 e considere a funcao mensuravel
Jrm : IR x R— IR definida por
0, sexreRes<0
Dum(z,8) =< Iam(s), se kgam(s) < V(x)s (2.7)
V[(f)s, se kgxm(s) > V(x)s.

Além disso, para R > 1 definimos também a funcao de penalizacao

Dom(s),  selz| <R
Pam(;5) = (2.8)
Ium(x,s), sel|z| > R.

Finalmente, estudaremos o seguinte problema penalizado

{ —Au+ V(z)u+ (x)pyu = hypm(u)em R3

(u, ¢u) € E x DV2(R?). (2.9)

Note que das hipéteses sobre f e da definicao de gy, podemos obter as seguintes relacoes
sobre Ay

(h1) 0Hym(z,s) < hym(x,s)s, Vo € Bg(0) eVs € R

(ha) 2Hm(2,8) < hym(z,5)s < 222 Vo € R\ Br(0) e Vs € IR,

(h3) ham(z,8) < Gam(@,5) < gam(s), Ve e R e Vs € R,

(h4) hA,m(L S) = g)\,m(s)> Ve BR(O)'

Ao problema auxiliar (2.9)) associamos o funcional Energia de Euler-Lagrange J) ,,, : E —
IR, definido por

Tam(u) = %/ﬁ(|vu|2 + V(z)u?) dw + i /]R3 ((x)pyu? da — /IR3 Hy (2, u)dx,

37



onde Hy (2, u) :—/ ham(x,s)ds.
0

Pelo Lema temos Jy,, € C*'(E,R) e para todo ¢ € E, sua derivada de Gateaux é
dada por:

Tym (W) = /IRS(VUV@D + V(z)wp) dx + /IR3 U(x)p up dax — /IR3 P (2, w) da.

Observamos que pela definicao de hy,, os pontos criticos u de Jy,, que verificam
||« < m fornecem solugoes (a saber (u, ¢,)) do sistema ({2.1)).

A préxima secao, serd dedicada a encontrar pontos criticos de Jy,, que satisfazem a
condicao estabelecida.

2.2 Existencia de solugao para o problema auxiliar (2.9

Nesta secao, aplicaremos o Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz para
mostrar que o funcional de Euler-Lagrange associado ao problema auxiliar (2.9) tem um
ponto critico e consequentemente obter solugao de (2.9)).

Lema 2.2.1. Assuma que (Ay), (), (f1) — (f3) e Q@ C Bgr(0) ocorrem e seja (u,) C E uma
sequéncia (PS). para o funcional Jy ., entdo, (u,) € limitada em E.

Prova: De fato, note que,

T () — %J/’\m(un)un _ (% - %) /]Rg (1Vunl? + V(z)a2) d + (i - %) /}RB (@), 2 da

1

+ —/ [Pam (T, wn )ty — OH (2, uy)] dex, (2.10)
0 Jirs

além disso, observe que

1

n / [hk,m(xa un)un - QH)\,m(xa Un
R

/ gz, up)uy — O0H)y (2, uy)| do
0 Br(0

| %“_.

+ / [Pam (T, wp )ty — OHy (2, uy,)] dx,
IR*\ B (0)

entao, usando a rela¢do (hy) concluimos que

1 1
—/ [Poxm (@, wn)ty — OH (2, uy)] de > —/ [Pam(x, wn)uy — OH (2, wy)] de.
0 Jwe 0 Jw\Br(0)

Pela relagao (hs), temos

1
5/ [Poxm (@, un)uy — OHy (2, uy)] do > —— V(z)u? d. (2.11)
R}
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Desde que © C Bg(0), entdo, IR \ Br(0) c IR \ €, logo

/ V(z)u?de < / V(z)u? dv
B3\ B (0) R\Q

— /]Rg V(z)u? dx — / V(2)u? dz.

Q

Agora, desde que 0 > 4, tem-se (W) < 0, assim

(22—;99> /ms\BRm) Vo de = (%> /n:@ Ve de
_ (22_;;) /Qv(x)ui da. (2.12)

Lembrando que

/V(x)u,i dr > —[V(@)| . Sl/ V| dz, (2.13)
Q (@) R

segue por (2.11)), (2.12) e (2.13) que

>

E /ms oo (2 0t — OFl (s )] > (22%) /]Rg V() do

0 0
(20 v Sl/ Vo, |?de.  (2.14)
2k0 AV TR W

Usando (2.14) em (2.10)), obtemos

1, 11
Tan (Un) = 5Ty m (tn )t 2 (5 - 5) /IRg (IVun]* + V(@)uy) de
11 ) 20 )
(D vy, 57 [ Ve
kg ) i [ Y

Em consequéncia,
1 0—2
_ = ! > _ 3 —1 -~ 2
S m (tn) e‘jz\,m(un)un = (1 |V(x)|L§(Q)S > ( 2k0 )/ [Vu,|” dx

+ (1 — %) (%) [l ||* + (64%4) /le 0(2) o, u’ dr.  (2.15)



Segue da condicao (A1) e (2.15) que

1

0—4
JAM(“R) - 5J§\,m(un)un > (T) ||un||2

Por outro lado, sendo (u,) uma sequéncia (PS5). para Jy ,,, concluimos que
0—4
(%) l? < 00 + el
Portanto (u,) é uma sequéncia limitada em E. [

Lema 2.2.2. Assuma que (A1), (€),(f1) — (fs) e Q@ C Bgr(0) ocorrem. Entdo, J,, satisfaz
as sequintes condicoes:

(H1) Existem o, p > 0, tais que, Jy,(u) > a >0, se|lu|| = p,
(H2) Eziste uyg € C5°(B1(0)) tal que |Jug|| > p e Jym(ug) <O.

Prova: De fato, desde que

1 1
Dantt) = gl g [ t@oaido— [ Hyo)de

por (hs3) e (2.3), obtemos

1

1
Iam(u) > —HUHQ—i-—/ K(;E)gbuu2d:v—/ Grm(z,u) dz
’ 2 4 R e ’

1
> Sl = [ Gamlaiu)da,
R

1 1 q—p
z4wf—%<+M1>/Wm%m
2 6 =3

Assim, usando a imersdo continua de E em L°(IR*), obtemos uma constante C' =
C'(A,m) > 0, tal que

1 1
Ion(@) 2 Gl = Cul® = JulP (5~ ) Yu € B,

o que prova (H1).

Para provar (H2), fixamos ¢ € C°(IR?) \ {0}, com ¢ > 0 em IR’. Note que pelo item ()
do Lema [1.1.2] existe uma constante C' > 0 tal que

1 Ctt
Z/]R; K(x)gbt¢(tgo)2 dr < TH@H4. (2.16)
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Além disso, pela condigao (f3), concluimos que

F(s) > Cys” — Oy, Vs > 0.
Observe que por (2.6) e (2.10), temos
/ Hy (2, tp) do = / Gram(z,tp)dr > / F(ty)dx,
R B1(0) B1(0)

assim, usando o fato de que G ,(z,t) > F(t) em Bp(0) x IR, para obter

4
/ Hym(z,tp) de > Cﬂfg/ lp|? da — 7rC'2, (2.17)
IR’ B1(0) 3

logo, (2.16)), (2.17) e a definicdo de Jy,,, nos permite concluir que

t2 Ctt A C,
Tm(to) < Sl + Co el — cut? / ol de + T
2 4 B1(0) 3

e desde que 6 > 4, entdo, existe ty > 0, suficientemente grande, tal que Jy ,,(top) < 0, 0 que
prova (H2). R

O préximo lema serd de fundamental importancia para provar que o funcional J) ,,, satisfaz
a condicao de Palais-Smale.

Lema 2.2.3. Assuma que (A1), (€), (f1)—(f3) e 2 C Bgr(0) ocorrem. Seja (u,) uma sequéncia
(PS). para Jx ., entao, dado € > 0, existe r = r(e) > 0, tal que

lim sup/ (|Vun|? + V(2)u2) dx < ¢,
n—oo 92,’,

onde Qo = {x € IR : |z2| > 2r} = IR\ By,(0).

Prova: De fato, seja R < r e defina a funcao 1, : IR® — IR que satisfaz as seguintes
propriedades:

(a) - € C=(R’).

(b) 0<n <1VzreR.
: . C
(c) Existe C' > 0, que ndo depende de 7, tal que |Vn,(z)| < —, Vo € R.
T

(d) n.(z) =0,Yz € B.(0) e n.(x) =1, Vo € IR\ By, (0).
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Desde que (u,) é uma sequéncia (PS). para Jy ,, pelo Lema (2.2.1)), (u,,) é limitada em
E. Consequentemente, (n,u,) é também limitada em E e

J:\,m(un)(nrun) = on(1),

assim,

/ Vu,V(neu,)+V () (nu,)u, dx+/ 0(2) Do, (N1 d:z:—/ Poxm (2, ) (Mrun) do = 0, (1),
R R R

e em consequéncia, temos

/ e[|V |? + V(2)u?] do = —/ 02 (2) by, u? dw + / NPy (@, U )y, d
R R R

—/ Vn,.Vuyu, de + o,(1).
R
Agora, usando a propriedade (d) da funcao 7,, obtemos

t/mWW“V@%MFF/nwmmﬁw+/mmdwwwm

T

—/ Vn,Vupu, de + o,(1),
Q,

onde Q, :={x € IR : |z| >r} =R\ B,(0).

Observe que

/ [V, |* + V(z)uZ] do < / [V, |* + V(2)u?] da. (2.18)
Qo Qr

Além disso, desde que R < r, entdo, Bgr(0) C B,(0), assim, por (ha), hym(z, u,) <
1
EV(@")U%, Vz € Q,, o que implica

1
| mnteswauaede < 5 [ nl9uf? + Vie)d) do. (2.19)
Q. Q,

Assim, combinando (2.18) com ([2.19)), obtemos

1
(1 - E) / 0|V, |* + V(z)uZ]de < —/ 02 0(z) by, u2 do —/ V. Vupu, + o0,(1)
QT Q'r Q»,-
< — V1, Vupu, de + o,(1),
Q,

logo,

1\ !
/ e[|V )? + V(z)u?] de < (1 — E) / V1| [Vug||u,| dz + 0,(1). (2.20)
Q Qr
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Note que, a condicao (d), nos diz que V7, = 0 em {2y,, entao,
/ V1|Vt ] e = / V010 [Vt ] . (2.21)
Qr BQr( )\BT(O)

E portanto, podemos usar a propriedade (c¢) da fungao 7, e a desigualdade de Holder para

concluir que
1 1
2 2
/ (V0| |[Vug||u,| de < </ |Vun|2dm> (/ |un|2dx,)
Ba,(0)\Br(0) Ba,(0)\B,-(0) Ba,(0)\ B, (0)

1
< ¢ (/ |Vun|2d:c) (/ |un|2dx) :
r Ba,(0)\B:(0)

Além disso, por (|1.3)), (ver Capitulo 1)

[ Q

||un||2:/]R?)(|Vun|2+\/(x)ui)dx2<1—|V S /|Vun|2dx

e sendo (u,) limitada em F, existe uma constante M > 0, de modo que

1

2 M
(/ |Vun|2dx) < -,
B 3

(1 N ’V(x)‘L%m)S*l)

assim,

MC
/ V0| [V |u,| do < T (/ |un|2d:v) . (2.22)
Bar(0)\Br(0) r (1 _ ‘V@)’L%(Q)Sq) 2 Bar(0)\B-(0)

Agora, sendo E um espaco de Hilbert, entdao, a menos de subsequéncia, u,, — u em
L*(By,(0) \ B,(0)). Assim,

|—=

1
2 2
(/ |, |2 dx,) — (/ |u|2dx) : (2.23)
BZT(O)\BT(O) BQ’!(O)\BT(O)

logo, por (2.21)), (2.22)) e (2.23)), temos

M 2
i | [ 190190 o] < S ([ k)
e Lo, (1 V@l 51) V00

de onde obtemos, pela desigualdade de Holder,

MC|Bs,(0) \ B,(0)|3 ;
limsup[ |V77T||Vun||un|dx} < B2 (0)\ B (O)] T (/ |u|6dx) .(2.24)
n—00 Q 1— |V<x>’L%(Q)Sil) Ba (0)\Br(0)
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Portanto, desde que |Ba,.(0) \ B-(0)| < |Ba,(0)|, combinando (2.18)), (2.20) e (2.24) temos

1
2k~/4rMC 6
limﬁsup l/ IV || V| Ju,| de | < T T </ |u|® dx)
n Qar \?/g(k _ 1) <1 _ |V(ZE)|L%(Q)S_1> Bar (0)\B(0)
< ¢
que é possivel, pois, |u|® é integravel em IR e | By,(0) \ B,(0)| — 0 quando 7 — oo |

Lema 2.2.4. Assuma que (A1), (0),(f1) — (f3) e Q@ C Bgr(0) ocorrem. Entao, J,, satisfaz a
condi¢cao Palais-Smale.

Prova: Seja (u,) uma sequéncia (PS). para J ,,, isto é,
Iam(un) = ¢ e Jy , (un) = 0.

Pelo Lema [2.2.1) a sequéncia (u,) é limitada em E, logo, J3 , (u,)u, = 0,(1). Assim

/Rg(]Vun\ + V(z)u;) de + / Ux) o, u;, do = /IRS Boyom (2, un)uy dz + 0, (1), (2.25)

R

Note que por (hs) e pelo fato de Q@ C Bg(0) C Bs,(0), temos

1 1
/ B (2, 10 )y de < / V(o) dr <+ / (IVunf? + V (2)2) de,
IR\ Ba, (0) k J e\ B, (0) k J B\ Bay (0)

assim, segue do Lema que

lim Sup/ Boym (2, wn)ty dz = 0. (2.26)
n—00 IR?\ Bz, (0)

Agora, usando a continuidade da fungao hy ., a relacdo (h3), o crescimento subcritico
de gr.,n (ver (2.5)), a imersdo compacta E — L; (IR’) para 2 < s < 6 e o Teorema da
Convergéncia Dominada de Lebesgue, concluimos que

limsup/ hoom(x, un)uy, d :/ hom(x, u)ude. (2.27)
B (0)

n—oo B2T(0)

As igualdades em ([2.26)) e (2.27)) nos permite concluir que

lim h,\7m(a:,un)undx:/ hoym(z, w)ude. (2.28)

Assim, usando o item (i) do Lema |1.1.2} (2.25)) e (2.28]), temos

lim ||un||2:/ h)\,m(x,u)udx—/ ((x)pyu’ d. (2.29)
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Novamente, a continuidade de hy,,, (hs), o crescimento subcritico de gy.,, a imersao
compacta E — Lfoc(]R?’) para2 < s < 6 e o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
implicam que

/hA,m(%un)tﬂdI%/ hm(z,u)p dr, (2.30)
R R

e pela convergeéncia fraca, obtemos
/ (Vu, Vo + V(z)u,p) de — / (VuVe + V(x)up) dz, (2.31)
R R

para cada ¢ € C°(IRY).
Além disso, sendo (u,) uma sequéncia (PS). para Jy ,, temos J ,, (un)@ = 0,(1). Assim,
de (2.30)), e pelo item (iv) do Lema[1.1.2] concluimos que
Tm(u)p =0,V ¢ € C*(R).
Por densidade, obtemos
JymW)v =0,Vov € E.

Em particular, J} , (u)u = 0, isto é,
|ul|* = / hom(z, u)udr — / () u’ da. (2.32)
R R

Combinando (2.29) e (2.32)), concluimos que, a menos de subsequéncia, u, — u em E.
Portanto, J) ,, satisfaz a condigao Palais-Smale. W

Teorema 2.2.1. Assuma que as condigoes (A1), (€), (f1)—(f3) e Q2 C Br(0) ocorrem. Entao,
para cada A > 0 e m € IN, o problema auziliar (2.9) possui uma solugdo nao trivial e ndao
negativa uy .

Prova: De fato, o Lema e o Lema garantem que Jy,, cumpre as hipdteses do
Teorema do Passo da Montanha, portanto, existe uy,, € E, tal que, para cada A > 0 e
m € I\,

!
JA,m(“)\,m) = Cxm >0 e J)\’m(uk,m) = Oa
onde ¢y, ¢ o nivel minimax de J) ,,, ou seja,

cam = inf max Jy,,(y(t)) e TI'={yeC([0,1],E):~v(0)=0e (1) =uo}.
~v€l tel0,1]

Seja uy ,, = min{uy ,, 0}, desde que J,\,m(u,\,m)u;’m =0ehym(x,t) =0parat <0, temos

iz 2 + / U)oy, (5,)% = 0.

assim uy , = 0. Portanto, uy,, = u}

auxiliar (2.9). W

mn = 0 € solucao nao trivial e nao negativa do problema

)
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2.3 Propriedades da solucao do problema truncado ([2.9

Nesta se¢ao, apresentamos alguns resultados relacionados a solugao uy ,, do problema (2.9)),
obtida no teorema anterior, que nos permitira provar o Teorema [2.0.1}

Inicialmente, observe que dada u € H}(B;(0)) a extensao de u, por zero, fora de Q, que
denotaremos por u, pertence a D1’2(1R3). Assim, pelo Teorema de Lax-Milgran, existe um
tinico ¢z € DY*(IR) tal que —Ag¢y = 12 em IR’. Assim, estd bem definido o funcional

1 2 2 1 2
Joo(u) = —/ (|Vu|* + Veu®) do + —/ U(x)pzu” dx —/ F(u)dx.
2 /B0 4 /(0 B1(0)

Note que J,, possui as geometrias do Teorema do Passo da Montanha e portanto esta bem
definido o nivel minimax

Coo := inf max Jo(v(t)) onde Ty = {y € C([0,1], Hy(B1(0))) : 7(0) = 0 e v(1) = uo}(2.33)

~vel' te]0,1]

com Joo(up) < 0 e ug € C3°(B1(0)) dado no Lema ([2.2.2)).

O préximo lema relaciona o nivel minimax de J) ,,, com o nivel minimax de J.

Lema 2.3.1. Assuma que as condigoes (A1), (As), (€),(f1) — (fs) e Q& C Bg(0) ocorrem.
Entao, 0s niveis minimaz ¢y, € Coo Satisfazem a estimativa ¢y, < Coo.

Prova: De fato, note que

1 1
Jam (1) = Q/B (0)(\Vu|2 + V(z)u?) do + Z/B (O)K(x)gbﬁuQ dx — /B o F(u)dx,

assim, usando a condigao (As) obtemos
Jam(u) < Joo(u), Yu € Hy(B1(0)),

logo,
J)Mm(/y(t)) < JOO<’7(t))7 Vi€ [07 1]77 € FO)

onde Ty é definido em (2.33)). Desde que I'y C T, com I" definido na prova do Teorema m,
entao, pelas definicoes de ¢y, € co, concluimos que

cam = inf max Jy ,,(7(¢)) < inf max Joo(Y(t)) = coo. W

velteo,1] — ~eltelo,1]

Lema 2.3.2. Assuma que as condi¢oes (A1), (Az), (), (f1) — (f3) e & C Bgr(0) ocorrem.
Entao, para todo R > 1 a solugdo uy ., de (2.9) satisfaz a estimativa

unml|* < 2kco.
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Prova: De fato, usando o fato que que u,,, ¢ ponto critico de J,,, e o mesmo argumento
da prova do Lema [2.2.1] obtemos

1 0—4
rm = Trnlinm) = G mlisminn = (T ) Tl
Pelo Lema [2.3.1], temos

> > —9 || ||2
C C u .
oo Z CAm = 10 A,m

Desde que k = , obtemos o resultado do lema. W

0—4

Lema 2.3.3. Assuma que as condigoes (A1), (As), (£), (f1) — (f3) e Q2 C Bgr(0) ocorrem. Seja
uxm € E a solugio de (2.9) e R > 1 entdo, vale a sequinte estimativa

(8;19))“

8—p
|u>\7m|Loo(N) S [C(l + /\mq_P)} 2(6—p) < |U)\’m|L6(]R?).

Prova: Considere 3,0 > 1 e defina
Uso(z) = min {u’(2),0} e QU ={z e R : |u(z)|" ' <o},

onde estamos denotando wuy,, simplesmente por w para simplificar a notacao. Note que
ug, € E e V(ugou) =ug,Vu+ (68— 1)u""'(Vu),, . Consequentemente,

/ IV (ug ou)|? do = / lugo Vu+ (8 — 1)u5_1(Vu)XQG |? do
R R
= /IR,?' u%AVU!z +2(6 — 1)u’8_1u57gVu(Vu)XQU dx
+ [ (6= 12WPe T, da,
]R‘js o
de onde concluimos que
| IVt de = [, 1Vul+ 208 = DIV, + (8= 1PV, ) da
= /1R3 uj | Vul* de + (8 — 1) /1R3 |u|2(5_1)|Vu|3mcr dx
<@+1) [ IVuPdr 25+ 1)@ -1 [ (WPT, ) do
ou seja,
/ IV (upou)|? de < (B+1) [/ uj o |Vul? de +2(8 — 1)/ (|u]2(5’1)\Vu\fm Ydx| . (2.34)
R R R ‘
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Agora, observe que

U(2)bu(upou)® >0 em IR, V(z)(usou)®> >0 em IR\ Q (2.35)

VuV(u%Ju) = u%70|Vu|2 +2(8 — 1)u2(ﬁ_1)|Vu|iQU. (2.36)

Além disso, usando a funcao (uégu) como funcao teste, no problema auxiliar 1D temos

/}R3 [VuV (uf u) + V(x)(uf ,u)] do + /IR3 U(z)puu(uf yu) do = /IR3 P (2, ) (U5 yu). (2.37)
Da combinacao de ([2.35)), (2.36)) e (2.37) obtém-se,
/ uj | Vul> +2(8 — 1)u2(5_1)|Vu|f<Q dx+/ V(z)(upou)? §/ P (T, w)u3 ju de,
R 7 Q R ’

dessa desigualdade, e de (2.34) encontramos,

/IF@ IV (upou)|* de < (8 + 1)/

V(x)(upou)*dr + (8 + 1)/ Py (2, w)u3 Ju da.
Q R

Pelas relagoes (hs), (g3) e (2.5)) concluimos que

/ |V (ugou)de < (B+1)(1+ )\mqp)/ —V(z)(upou)*dr
R

Q

T ColB 4 1)(1 + Am?) /]Rg P2 (ug ou)? da, (2.38)

para alguma constante Cy > 0.

Além disso, V(x) € Lp%<Q),<u5,gu)2 € L%(]RB) e |ulP=? € Lz’%(]}{g), entdo, pela
desigualdade de Holder,

8—p

12 6
Vs ds < V@, o, o ([ fanoud a)
a ’ L2 \ J,

8—p

6
/R3 [ulP~*(ug ou)? dz < |u ’E(ﬁ (/ |ug, ou|8 » dx)

Combinando essas duas desigualdade com (2.38)) e usando a imersio continua DV2(IR?) —
LS(IR?), obtemos

3,02 < / 1V (ug )P d

< 2571B(1 + AmiP)

8—p
a
VG, 0 ([ st ) ]
8%1)
piles) </]R3 |u5,0u]% dx) ] . (2.39)

+2S71CoB(1 + Ami7P)
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Além disso, note que ug,(r) — u?~}(x) q.t.p em IR® quando o — oco. Entdo, pelo Lema

de Fatou,
: :
</ |u|66d1:) < liminf (/ |u57gu|6da:> . (2.40)
]R:,3 T—00 R}

Usando a relagao 0 < ug, < u~! no lado direito de (2.39)), em seguida, usando ({2.40)),

obtemos
8—p
12 6
V@, ey ([ 1055 o) ]
L7=2(9) \ Jq

%
(/ || dx) < 2S87'B(1 4 Am?7P)
R3
p—2 2L o
ol ([ Julrda) e (240)

Agora, note que, da imersdo continua D*?(IR*) — LS(IR?) e do Lema [2.3.2] temos

+ 2571 BCH(1 + Am?7P)

p=2
p—2 2
5 2kc
p—2 2 2 00
’U‘Ls(]RB) - <|U‘L6(]R?)) < (S _ M(:C)’L%(Q)> . (2.42)
Combinando ([2.40) e (2.42]) obtemos

%
(/ |u|5? dx) < 257'8(1 4 Am?7P)
R3

ﬁ 87Tp
V@, [ 1055 o) ]
87Tp
cr? (/ \u|§3idx) ] (2.43)
R

+ Co(1 + AmaP)2871p

1
2

2kCoo
onde estamos denotando C = ¢ > 0.
e,
Agora, realizando alguns calculos diretos em (2.43) e definindo C' := 25 ’1|V(x)|L 22 g +
25-1C,CP™?, temos
% TF
L 12
(/ ] dx) < [C(1+ Amo )] 53 (/ |3 d:c) |
R} R3
para cada § > 1.
Esta relacao implica que,
N oL
|ul pos ey < [C(1+ Am7P)| 27 25 ‘U|L%(IR,3)' (2.44)
Para 0; = (8 — p)/2 em ([2.44), temos
I
Jul ooy (rey < [C(L 4+ AmT )]0 B [ul 1o ey - (2.45)
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Fazendo By = (8 — p)?/4 em (2.44)), usando (2.45)) e notando que (3, = 3%, obtemos

1 L
ulpomrey < [C(1+ AmTP)] 252 5572 ul pos,
1 1

11 L
< [C(1+ AmaP)] 2 2 BB || g ey

141) g+
(B1+ﬁ%)5151 B%|U|L6(1R3)'

N

< [C(1+ AmiP)]

Continuando o processo de forma indutiva sobre n, para 3, = ((8 —p)/ 2)” temos

() EtetEr
] po8ir ey < [C(1+ Am? P)}2<ﬁ1 ﬁl)ﬁf " |l o o) (2.46)
Agora, observando que
— ) = =
—\ -5 6-p
temos, por ([2.46])

s ((8=p)\

B 8—p . p 6—p
|U|L65n+l(IR;3) S [C(]. + Am? p)} 2(6-p) <T) |U‘L6(1R3) (247)

Assim, passando o limite em (2.47) com n — oo, concluimos u € L=(IR’) e

8—p

8—p & — I3

o] g P)\°
Jul gy < [C(1+ AmTP)] 200 (%) el

com u = uy ,, fixada inicialmente. W

Lema 2.3.4. Assuma que as condi¢oes (A1), (As), (0),(f1) — (f3) e Q C Bg(0) ocorrem,
entao, existem mg € IN e N\g > 0 tal que, para cada R > 1, a solugcdo uy,, do problema
auziliar (2.9) satisfaz a estimativa

U o | ooy < Mo, VA € (0, Ag).

Prova: De fato, usando (1.3)), a imersdo continua de D'?(IR’) em LS(IR’) e o Lema [2.3.2]
obtemos

IN

|UA,m\L6(1R’f)

2kcoo ?
, 9.48
(s - !V(I)\Lg(9)> (2:48)

assim, por ([2.48]) e Lema [2.3.3] concluimos que

_ _8—p (8 — p) S%i 2kCOO ’
N < 1 q—p\|26-p) [ 1__ &/ .
O G S V@i,

L2

=
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Definindo a constante
s-p 3
Cy := O (<8 — p)) H 2hicoc
2 SV 3 )

8—
|u,\7m|Loo(IRs) < 02(1 + )\mq_p) 2(6};) .

obtemos

8—
Agora, fixando my € INe A\g > 0 tal que mg > 2Cy e (1 + )\Omg_p)2<6—pp> < 2,
respectivamente, temos

|u)\7m0|Loo(IR3) < my, Ve [0, /\0) [ |

Lema 2.3.5. Assuma que as condigoes (Ay), (A2), (£), (f1) — (fs) e Q C Bgr(0) ocorrem e
seja uym a solugao do problema auziliar (2.9)) obtida no Teorema [2.2.1. Entao, para cada
A >0 e R>1 ocorre a estimativa

RJux im0 (R3) Rmy

] < e Vo € R\ Bg(0).

u)\,mo (:U) ~

Prova: Seja v: IR\ {0} — Ra funcio harmonica dada por

R

v(z) = —|UA,mo|Loo(1R3)-
||

Note que pelo Lema temos Uy, (7) < v(z) g.t.p em IR\ By(0). Assim, a funcio

(uA,mo - U)+(.Z')7 se |£L‘| > R,
U(z):=
0, se || <R,

pertence a DV?(IR?). Além disso, desde que 0 < ¥ < U o €M IR, entdo, ¥ € E.

Tomando ¥ como fungao teste e usando o fato que wuy ,,, é solugao do problema auxiliar

B9, temos

/ VYV m, VY d:v+/ E(x)gbm’moukmo\l/ dx :/ (Pxme (T, Unmg) — V(T)Uxmy )V dx,
s s T\ Br(0)

assim, por (A;) e (hy) temos

/ Vu,\,mOV\Ilde/ VuAﬁmOV\Ifdij/ K(w)qﬁuk’mou)\vmollfdz
R3 R R3

_ / (s (23 g ) — V ()t ) d,
IR*\BR(0)

1
< (— - 1) / V() upm ¥ dz < 0.
k ¥\ B (0)
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Como v é harmoénica, segue que —Av = 0 em IR’ \ Bg(0), além disso, ¥ = 0 em 9Bx(0),
entao, pelo Teorema do Divergente, obtemos

/ V|2 dr = / VUV (U e — )V do = / Vturm VY dr < 0,
R R R
ou seja, ¥ =0 em IR, 1ogo, uym, < v em IR\ Bg(0). Portanto,

R R
Upme (7) < m|uk,mo|L°@(E{3) < |x—|m0, Vo e IR\ Br(0). A

2.4  Prova do Teorema [2.0.1}

Nesta secao, finalmente provaremos o Teorema [2.0.1] Usaremos os resultados anteriores e
assumindo que a hipétese (As) ocorre, além das hipoteses (A;) e (Az) ja consideradas.

Prova Teorema : Note que pela definicao de gy ,,, temos
Irmo(S) < Grgmo(8), Vs € ReV A € (0, ),
assim, por ([2.5))
k gxmo (Unimg) < kCo(1+ Xom{ ") u‘f\,mouk’mo.

Usando o Lema [2.3.5] a condigao (As) € uxm, > 0, obtemos

. R*
k;g/\,MO (U)\7mo (l‘)) < k CY0(1 + )‘Omg p)Wm&moﬁoo(lRi“) UN,mo (x)

< kCo(l+ Aomgf’)v/(f)mg Un,me () em 124 \ Br(0),

para todo A € (0, \g).

Assim, escolhendo Ay = k Co(1 + Agm ?)mg, teremos
E G o (Uamo (7)) < V(2)urmo(z) em IR\ Bg(0), (2.49)
para todo A € (0, Ag) e A > Ay.
Combinando , , e , concluimos que,
B (5 Unmo ) = Gaimo (Unmo (7)) = f(Urimg) + (Unme)?+ em IR\ Bg(0). (2.50)

Desde que, pelo Teorema [2.2.1] )y > 0 € Uy, 7 0 satisfaz
/IR3 (VU)\7mOV¢ + V(x)u)\,mow) dx + /IR3 g(x)qbu)\,mo u/\,moqyb dr = /IR3 h)\,mo (ZL’, u/\,mo)qyb d$a

para cada ¢ € E, entao, por (2.50) concluimos que uy ,, é solugdo nao trivial e ndo negativa
do problema (2.2)), para todo A € (0, \g) e A > Aq.

Similarmente ao Lema [1.1.5, conclufmos que o par (uxmy, @uy ) € B x DV (IR’) é uma
solucdo nao trivial e nao negativa do sistema (2.1). H

52



Capitulo

3

Sistema do tipo Schrodinger-Poisson com
potencial V nao constante: Caso subcritico

Neste capitulo, estudamos a seguinte classe de sistemas do tipo Schrodinger-Poisson
—e2Au+ V(z)u + ¢u = f(u) em R3,
—e?A¢ = u? em R3, (3.1)
ue H'(R?),¢ € DY*(R),

onde € > 0 é um parametro real, V : IR® — Re f : R — R sao funcdes continuas com o
potencial V' nao constante.

Estamos interessados em estudar o sistema (3.1) com as geometrias sobre o potencial
V' introduzidas no artigo de Alves [I], onde o autor estudou a equagao Schrodinger. Mais
precisamente, assumimos as seguintes hipdteses sobre o potencial V:

(Vi) Existe Vy > 0 tal que V(z) > Vo, Vo € IR, onde V; = i%f\/(a:).

v 9V

2 S I

sdo limitadas em IR*, V4,5 € {1,2,3}.

(V3) V satisfaz a condicdo Palais-Smale, isto é, se (z,,) C IR?, tal que (V(z,)) é limitada e
VV(z,) — 0, entdo (z,) possui uma subsequéncia convergente em IR’.
(V4) Existe um dominio A C IR tal que VV (z) # 0, V 2 € OA.

Em todo este capitulo, diremos que o potencial V pertence a Classe 1 quando V' satisfaz
(V1), (Vo) e (V3). E diremos que V pertence a Classe 2 quando V satisfaz (17), (V2) e (V4).

Sobre a nao linearidade f : R — R, assumiremos que ela é continua e satisfaz as seguintes
condigoes:

f(s)

(f1) limsup —= = 0.

s—0t S

(f}) Existe p € (2,6), tal que limsup f(s) _

s§——+00 |S|p_1
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(fi) Existe 6 > 4, tal que 0 < 0F(s) :—(9/ ft)dt <sf(s),Vs>O0.
0

Antes de enunciarmos o principal resultado deste capitulo, daremos a definicao de solugao
para o problema ((3.1]).

Definicao 3.0.1. Uma solucio (fraca) positiva para (3.1) € um par (u,¢) € HY(IR}) x
D'2(R3), tal que u,¢ >0 em IR e as sequintes igualdades ocorrem

& | VuVvdr+ | V(@)wdr + | ¢uwdr= [ flu)vdr, Vo € H(IR)
R3 R3

R3 R3
& | VoVodr = / w*odz, Vo € DV2(R?).
R3 R3
O principal resultado do capitulo 3 é enunciado como segue:

Teorema 3.0.1. Suponha que V pertenca a Classe 1 ou 2 e que f satisfaz (f])—(f3). Entao,
existe g > 0, tal que o sistema (3.1) possui solugao positiva, para todo € € (0, €).

Para mostrar a validade do Teorema [3.0.1| usaremos o Método variacional adaptando o
Método de redugao de [12], a Técnica de penalizagao introduzida por Del Pino e Felmer em
[23] e as ideias de Alves [1].

3.1 Um problema nao local equivalente ao sistema ({3.1]).

Nesta secdo, provaremos que o sistema (3.1) é equivalente a um problema nao local e
apresentamos um resultado preliminar envolvendo o termo nao local do problema.

Inicialmente, note que implementando as mudancas de varidveis v(z) = u(ex) e ¢(x) =
¢(ex), o problema (3.1)) é equivalente ao seguinte problema

—Au+V(ex)u+ ¢pu = f(u) em R3
—A¢ = u? em R3, (3.2)
u € HY(R?), ¢ € DVA(IRY).

Agora, fixamos uma funcio u € H'(IR?) e definimos o funcional L, : D*?(R?) — R dado
por

L,(v) = /R3 u?v dx.

Desde que u € L5 (IR%), entdo, u® € L3 (IR) e como v € LS(IR?), pela desigualdade de Hélder
e a imersdo continua DY?(IR’) — LS(IR’), o funcional L, estd bem definido e satisfaz a
seguinte desigualdade

Lu(0)] < S72%uf? 4

?(Rg)HUHDLZ(R?’): (33)
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onde S é a melhor constante de Sobolev da imersao D'?(R?) < L5(R?).

A desigualdade em (3.3)) nos diz que L, é limitada e claramente linear. Portanto, L, é
continuo. Sendo D"?(R?) um espago de Hilbert, com o produto interno

(p,v) = [ VoVudz,
R3

entdo, pelo Teorema de Lax-Milgran, para cada u € H'(R?) existe uma tnica ¢, € D?(R3),
tal que L, (v) = (¢y,v) para cada v € DV?(R3). Assim,

Vo, Voudx :/ w*vdr, Vv € DY(R?),

R3 R3

mais precisamente, veja [0 34], ¢, dada por

bulz) = - / W) g,

Cdn re [T —yl 7

¢ a unica solucao fraca do problema
~A¢, = u*emR>. (3.4)

Desde que por (3.4]) a fungao ¢, satisfaz a segunda equacao de (3.2]), entao por substituigao
direta o sistema (3.2)) reduz-se a seguinte equacao nao local de Schrédinger

{ —Au+ V(ex)u+ ¢yu = f(u) em R, (3.5)

u € H'(R?).

Semelhante aos argumentos que foram ultilizados nos capitulos anteriores, se u € H 1(]Rg)
for uma solucio positiva de (3.5)), entdo, o par (u, ¢,) € H(IR) x DV*(IR’) serd uma solugio
do problema com ¢ = ¢,. Portanto, nossa tarefa de encontrar solucao do sistema ({3.2))
reduz-se a encontrar solucao do problema .

Para contornar a falta da imersdo compacta de H'?(IR’) nos espacos LP(IR’) e encontar
solucdo positiva para (3.5)), iremos adaptar a Penalizacao de Del Pino e Felmer

Agora, note que pelas condicoes (V1) e (Va), a funcdo || - || : H*(IR*) — IR dada por

Jull = ( [ 9+ v<ex>|u|2>da:)% |

define uma norma em H 1(IRg) equivalente a norma usual desse espaco.

O lema que enunciaremos a seguir, ¢ uma versao do Lema [1.1.2, presente no Capitulo 1,
com {(x) = 1, por isso sua demonstragao (bem conhecida na literatura) sera omitida.

Lema 3.1.1. Suponha que u, — u em H'(IR®), entdo,
(i) Existe uma constante C' > 0, tal que, / puu? dz < Ollul|*, Vu € HY(IR).
R3
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(17) Gy, uddr — [ pyu’d.
R3 R3

(ii1) ¢u, — b em HY(R3).

(iv) Ou, Unu dr — Py dx.
R3 R3

Prova: Basta seguir os mesmos passos do Lema fazendo {(z) =1. W

3.2 A técnica de Penalizacao de Del Pino e Felmer e o Problema
Auxiliar.

Desde que estamos interessados em solugao positiva para (3.5)), vamos supor que

f(s) =0, para todo s < 0.

Para todo € > 0, considere B, (0) a bola aberta de centro zero e raio R, contida em IR?,

sejam ainda as constantes k = % e a > 0, tais que,
fla) _ Vi
a k’

onde V; é a constante dada na condigao (V4).

Considere as seguintes fungoes, denominadas fungoes de penalizagao:

0, se s <0
f(s)=1<¢ f(s), se 0<s<a

20s, se s> a,

g(x,s) = x(2)f(s) + (1 = x(2))f(5),¥ (w,5) € R xR
onde x é a fungdo caracteristica em relagao a Bg_(0), ou seja,

1, sexz € Bg(0),
x(x) =
0, sex € IR\Bg,(0).

Finalmente, estudaremos o seguinte problema auxiliar nao local

—Au+ V(ex)u+ ¢yu = g(ex,u) em R
u € HY(IR).
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Note que, se u. é uma solugdo positiva de (3.6), tal que, u.(z) < a em IR*\ By, (0),
entao, u, também serad uma solucao do problema e consequentemente, o par (ue, ¢, ) €
H'(IR’) x D"*(R?) é uma solugdo positiva do sistema (3.I)). Portanto, nosso objetivo sera
encontrar uma solugao do problema auxiliar verificando essa condicao.

Para isso, ao problema auxiliar (3.6)) associamos o funcional energia de Euler-Lagrange
J.: HY(IR’) — IR, dado por

J(u) = 1/ (|Vul* + V(ex)u?) dx + 1/ puu® dx —/ G(ex,u) dx,
2 Jw 4w R
onde G(ex, s) ::/ glex,t)dt, ¥ (z,s) € R’ x R
0

Das hipdteses sobre f e das definigbes das fungoes fe g, obtemos as seguintes relagoes:

(91) 0G(ex,s) < g(ex,s)s, Vo € Br.(0) e Vs € IR,

(g5) 2G(ex,s) < glew,s)s < Y2 Vo € R\ Bp.(0) e Vs € IR,

As relagoes (g}), (¢5) e o Lema [3.1.1] garantem que o funcional J, estd bem definido e ¢
de classe C'(H'(IR’), R), com derivada de Gateaux dada por:

J(u)v = /IRS(VUVU + V(ex)uv) dx + /]R3 Guuv dr — /]R3 g(ex,u)vdr, Vv € H (IR).

E claro que ponto critico de J, é solucdo (fraca) de (3.6). Os proximos resultados tem como
finalidade, mostrar que para cada e > 0, o problema auxiliar (3.6)) possui uma solugao positiva

u. € HY(IR?).
Mostraremos que J. satisfaz as hipoteses do Teorema do Passo da Montanha de
Ambrosetti-Rabinowitz, veja apéndice A, Teorema[A.0.2] Iniciamos com o seguinte lema.

Lema 3.2.1. Seja (u,) C H'(IR’) uma sequéncia (PS), para J.. Entdo, (u,) € limitada em
HY(IRY).

Prova: Note que

Ly (L] Uy |? ex)u?) dx 11 Up|* dx
) = g = (5= 3 ) [ (9w vieon) ot (3-5) [ ouluia
+ % /]R3 lg(ex, up)u, — 0G(ex, uy,)] dx, (3.7)

observe também que,

1

1 / lglex, un)un — 0G ez, wn)] d = / g€, wn)itn — 0G (e, u)] di
0 R BRE(O)

ST RN N

+ / lg(ex, up)uy, — 0G(ex, uy,)] dx.
R\ B, (0)
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Pela relagao (¢}), obtemos

1/ [g(ex, up)u, — 0G(ex,u,)] de > 1/ lg(ex, up)u, — 0G(ex, u,)] dz.
0 Jre 0 IR*\ Bg, (0)

Além disso, pela relagao (g5), temos

92—
9 ]R3 2]{70 ]R’S\BRE(O)

Assim, combinando esta tltima desigualdade com a igualdade em (3.7]), usando o fato de que
k=20/(0—4), e que o termo nao local é ndo negativo, obtemos

1, 1\ [6—2 0—4
) = gty = (1= 1) (U557 ) Bl = (35 ) Bl

Sendo (u,) uma sequéncia (PS). para o funcional J,, concluimos que

64 ,
—_— <
(%) Tl < on(0) + ln,

e portanto (u,) é limitada em H'(IR?). |

Lema 3.2.2. Para todo € > 0, J. satisfaz as geometrias do Teorema do Passo da Montanha,
isto é, J.(0) =0 e

(H1) Existem o, p > 0, tais que, J(u) > o > 0, sel|jul| = p.
(H2) Eriste ug € H'(IR?) tal que J.(up) < 0 com |jug|| > p.

Prova: De fato, é claro que J.(0) = 0. Além disso,

1 1
Jo(u) = =|ul|*+ —/ puu? d — / G(ex,u)dx
2 4 s R
1
> Lp - / Glex, u) da.
2 R
Pelas hipdteses (f7) e (f3), dado & > 0, existe uma constante C¢ > 0, tal que
[f() < &ls|+ Cels Vs € R
Desde que G(xz,t) < f(t) em IR’ x IR, temos
1
) 2 (5 = o) Il = ol

para alguma constante Cy > 0.
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Fixado € > 0 tal que 1 > 2C(¢ e fazendo ||u|| = p, podemos escolher p > 0 suficientemente
pequeno e a = «a(p) > 0, tal que, (H1) ocorre.

Para provar (H2), considere t > 0 e fixe p € C°(IR?) tal que suppyp N B;(0) # (). Note
que pelo item (i) do Lema [3.1.1} existe uma constante C' > 0 tal que

1 Cctt
3 [ ot ds < Sl (33)
R

Da hipétese (f4), existem constantes Cy, C3 > 0, tal que
F(s) > Cys” — Oy, Vs >0, (3.9)

assim, desde que G(x,s) > 0, temos

/ G(ex,ty)dx :/ G(ex, tp) da:+/ G(ex,ty)dx
R Br(0) R\ B (0)

> / F(ty) dx (3.10)
Br.(0)

logo, por (3.9) e (3.10]), obtemos

4T R3C:
/ G(ex,tp)dr > / F(ty)dz > C’lte/ lo|® do — ez (3.11)
o Br, (0) B, (0) 3
Entao, usando (3.8)), (3.11]) e a definigao de J., teremos
t2 Ct! 4 R3C.
Lite) < Gllell + Slllellt = ! [l T2

Desde que § > 4 e R, > 1, existe ty > 0 tal que ug = top € C5°(IR®) satisfaz ||ugl| > p e
Je(ug) < 0, o que prova a condi¢ao (H2), completando assim a prova do lema. |

Lema 3.2.3. Seja (u,) uma sequéncia (PS). para J.. Entdo, dado o > 0, existe r = r(a) >
0, tal que

n—o0

lim sup/ (|Vun|? + V(er)u?) dr < a.
R*\ B,-(0)

Prova: A prova deste lema é andloga a prova do Lema do Capitulo 1.
[ |

Lema 3.2.4. O funcional J. satisfaz a condicao de Palais-Smale.

Prova: Basta proceder como na prova do Lema do Capitulo 1.
|
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Teorema 3.2.1. Para cada € > 0, o problema auziliar (3.6) possui uma solugdo positiva

u. € HY(IR?).

Prova: De fato, pelos Lemas (3.2.2)) e (3.2.4)), para cada € > 0 existe u, € H'(IR?), tal que

J(u)=c.>0 e J(u)=0,
onde ¢, é nivel minimax do funcional J,, ou seja,

¢ = inf max J(v(t) e TI'={yeC([0,1],X):7(0) =0 e (1) = uo}.

Desde que g(x,t) = 0 para t < 0 temos
o1+ [ ) =0,

Assim, u7 = 0 e u, = u} > 0. Observando que —Ag, > 0 em IR}, pelo Principio do
Méximo, temos ¢, > 0 em IR’. Desde que V(z) > V; > 0, usando mais uma vez o Principio
do Méaximo, temos u, > 0 em IR’. Portanto, u. é solucao positiva do problema auxiliar (3.6]).
[ |

3.3 Solugao Positiva do Sistema de Schrodinger-Poisson (3.1

Nesta secao, mostaremos que a solucao u. do problema auxiliar também ¢ solucao do
problema nao local para € > 0 suficientemente pequeno, o que equivale a mostrar que
o par (ue, ¢, ) € H'(IR’) x D*(IR) é solugao positiva do sistema (3.1)).

Inicialmente, observe que pela hipétese (V3) existe Vo > 0, tal que V(ex) < Vi em IR
Além disso, dada u € H}(B(0)), a extensao de u por zero fora de 2, que denotaremos por
u, pertence a H'(IR?). Logo, pelo Teorema de Lax-Milgran, existe um tinico ¢z € DV?(IR?)
tal que —A¢y = u? em IR’. Portanto, o funcional

1 1
Io(u) = 5 /1R3(|Vu|2 + Vo |u|?)dz + 1 /1R3 pgu’dr — /1R3 F(u)dzx,

estd bem definido.

Usando argumentos padroes e o Lema podemos mostrar que I, satisfaz as hipdteses
do Teorema do Passo da Montanha, os argumentos sao analogos aos empregados na prova
do Lema [3.2.2] e consequentemente esta bem definido o nivel minimax

Coo i= inf max I, (y(t)) e T['={yeC([0,1], HY(R")):v(0) =0 e I.(y(1)) <0}.

vel' tel0,1]

O préximo lema nos fornece uma estimativa da norma da solucao u,. em relagao ao nivel
minimax do funcional /., e a constante k.
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Lema 3.3.1. A solugdo do problema auxiliar (3.6) satisfaz a estimativa

HuEH2 < 2kcoo.

Prova: De fato, note que para cada u € Hj(B;(0)), podemos escrever J.(u) = J.(u)
identificando u com sua estensao u porque

Jﬁ):1/3(0)(|vu|2+wx)u2>dx+i/

~ 2 J—
5 ) 0(x)pgu” dx / F(u)dx.

B1(0)
Pela definicao de V., g e sua primitiva G, temos
Je(u) < Ins(u), Vu € H'(Bi(0)),
assim,

inf J.(v(1)) < inf ILo(~(t) ¥y €T.
Inf max (¥( ))_}yrelmrg[% (v(t)) Vv €

consequentemente, ¢, < ¢, para todo € > 0.

Além disso, como u, é ponto critico de J,, entao,

1 0 —4
e > o= J(u) — 27w, > (—) e,

0 ¢ 46
logo,
0—4
S 2
wz (T ) I,
2 .
e sendo k = 1 concluimos a prova do lema. |

O préximo lema serd importante para provarmos que o Teorema [3.0.1]

Lema 3.3.2. Suponha que (V1), (Vz), (f1) — (f}) ocorrem. Seja (€,) C (0,1) tal que €, — 0T
(z,) CTR e

Un(2) 1= ue, (x + x,),
onde u., € solugio (fraca) do problema auziliar (3.6)), obtida no Teorema [3.2.1 Entdo,

(v,) € C(IR) N L®(IR) e (v,) possui uma subsequéncia que converge uniformemente sobre
compactos de IR para uma fungdo v € C(IR*) N L (IR?).

Prova: Usando o Método de iteragao de Moser [31] e argumentando como na prova do
Lema [1.3.3] conlufmos que v, € L>(IR?). Além disso, v, € W2 (IR}) — CL*(IR®) para s

loc loc
suficientemente grande, veja [25]. Pelo lema anterior e a invariancia do IR’ por translacio,

(v,) é limitada em H'(IR’). Assim, usando as imersdes compactas de Schauder concluimos
que existe v € C(IR*) N L=(IR%), tal que, a menos de subsequéncia,

v, — v uniformemente sobre K,

para cada compacto K C IR. [ |

61



Lema 3.3.3. Suponha que (V3),(Va),(Vs), (f1) — (fi) ocorrem. Entdo, a solug¢do u. do
problema auziliar (3.6]) verifica:

max u.(x) - 0 quando € — 0.
17683& (0)

Prova: Suponha, por contradicao, que exista um nimero real v > 0 e uma sequéncia
(e,) C (0,1), tais que, para cada n € IN,

max U, (x)>v>0c¢e €, — 0. 3.12

vcOB . (0) an(T) > n ( )

€n

Sendo u,, continua e Br., (0) compacta, existe uma subsequéncia (z,) € 0Br., (0), tal
que - -

n) — € . 1
) =g, (2) (3.13)

€n

Segue por (3.12) e (3.13) que

Ue, (L) =7 >0, Vn e N.

Agora, considere as sequéncias (v,) e (¢,) definidas por v, (z) := u., (z + x,) e ¢, (z) :=
P, (T + xp).

Note que pelo Lema e da invariancia do IR® por translacdo, (v,) e (¢,) sdo limitada
em HY(IR?) e D“2(IR?), respectivamente.

Assim, existem v € H'(IR?) e ¢ € DV?(IR?) tais que, a menos de subsequéncia,

v, = vem HY(IR®) e ¢, — ¢, em DV*(IR),
va(7) = v(z) qt.pem IR e ¢,(x) = ¢(z) q.t.p em IR, (3.14)
v, = vem L (IR) e ¢, = ¢em L; (IR),

loc loc

para todo s € [2,6).

Além disso, pelo Lema [3.3.2] sabemos que (v,) converge uniformemente para alguma
funcio v € C(IR*) N L>°(IR*) em IR®. Assim, por continuidade,

Ue, (Tr) = U, (04 x,) = v,(0) — v(0),

ou seja, v,(0) > v > 0 e portanto, v # 0. Note ainda, que a fungao u,, é solucao (fraca) do
problema

—Aue, + V(eny)te, () + Gu., (Y)te, (v) = g(eny, e, (y)) em R?,
u., € H'(IR®), u., >0 em IR

Denotando por y = x + z,, e usando a definicao de v,, temos

—Av, + V(en® + 6,20 Un + Gy = g€ + €4, v,) em R3,
(3.15)
v, € HY(IR?), v, >0 em IR
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Note que, pela condic¢ao (V3) a sequéncia (V(e,x,)) é limitada em IR, entdo, a menos de
subsequéncia (V(e,x,)) converge para algum € IRe a condi¢ao (V;) garante que § > 0.
Agora, desde que (v,) é solugao (fraca) de (3.15)), temos

/ (€, + €2, vy pdx = / Vv, Vpdz +/ V(en + €np)vppde
R

/ OnUppd,
para toda ¢ € H'(IR?).

Além disso, note que por (3.14)), o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e o
item (iv) do Lema temos

(3.16)

/anVgpdx—>/ VoVpdr e / qﬁnvngpdx—)/ pnvpdz, Yo € CP(IRY).  (3.17)
R3 R R3 R}

/ V(enx + €n2p)Uppdr — / Bupdzr, Yo € CO(IR). (3.18)
R R
Além disso,

/ g(€nx + €2y, vy ) pdr — / h(ex,v)pdr, Yo € C°(IR), (3.19)
R R

onde a funcao h é definida por

h(ex,s) := X(ex) f(s) + (1 —X(ex)) f(s),
para alguma funcdo ¥ € L®(IR?).
Assim, por (3.16)), (3.17)), (3.18) e (3.19)) segue que v é solugao (fraca) do problema

—Av + Bv+ ¢v — h(er,v) =0 em R, (3.20)

Agora, note que por densidade, para cada j € IN, existe ¢; € C(‘)’O(IRg), tal que,
1
l; — vl < ring l; — vl = 0;(1).

. v ~
Considerando 52 como fungao teste em (3.16)), temos

/]R3 glent + €ntn, Un)g_ijdf + on(1 / Vo,V (8:(;1) dx + /}R3 V(enz + mm)%?—ijdw

+/ (bnvnﬁdxa
/vv dx—/VVa dz + 0,(1)
(9:151 n ] 0x; "
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/ Gy, %d / ¢08§de+0n()

e
/]R3 g(enT + €2, vp) gxl dx /]R3 h(ex,v) gij dx + o,(1),

temos

lim sup {/ Vienz + enxn)vn%dx} = —/ VoV (%> dx — gzﬁv%dx
noo L Oz; R O w0 (3.21)
+ hlex,v) gij dz + 0,(1),

combinando, (3.18) com (3.21)) e usando ([3.20]) concluimos que
: I,
lim sup V(enz + €nxn) — V(enxy)| vp=—dx| = 0;(1). (3.22)

Por simplicidade de notagao, para cada n € N, facamos

V.

€n

= V(Gnl’ + ann) - V(Enxn>’

e escrevendo v = (v — vy,) + v, temos

<
_/IR3 T envnaxi
< [ Wallo—unl |32 do s [ Wellnl| 52|

Usando a desigualdade de Holder e (3.22)) concluimos que

. , o\ :
[ vt < ([ i) ([ o-upPds) +o)
R axz {suppp;} {suppy;}

Desde que ¢; tem suporte compacto e v, — v em L;, (IR’), para todo s € [2,6), entdo,
da desigualdade acima obtemos

dz

v dp;

o sz

lim sup ‘/ 80] dm = 0;(1).
n—oo
Fazendo ¢; = (¢; — v) + v e procedendo de modo andlogo ao que foi feito anteriormente,
temos
. dp;
lim sup Ve i =—dz| = 0;(1),
n—00 R3 a
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de onde concluimos que

1 i) | _
2/11%3‘/5" oz, dz| = 0;(1).

Seja R > 0 e Br(0) C IR, tal que, suppp; C Br(0). Desde que V, p; € C%(IR®), podemos
usar o Teorema de Green e obter

lim sup
n—oo

0
/ o ——(en + €nn) @idr = — / V(enr + €pxy) (e )d + / V(ent + €nn)p5m:d Sy,
Br(0) Ox; Br(0) Ox; 8BR(0)

onde 7; é o vetor normal exterior a fronteira de Br(0). Agora, usando novamente a fato de
que @; tem suporte compacto, temos

)2
/}R3 gg‘; (ent + €ny)@ida = — /IR3 Vienx + enxn)ag{;} dx
A(p))” / A(p;)”
= — € — ndn d
/IR3 Ve, Do dx » Venxy) O x
= 0;(1).
Assim,
lim sup / a—v(enx—l—enxn)gp?dx =0;(1). (3.23)
Agora, provaremos que
lim sup a—v(enxn)/ lp;]2dz| = 0;(1). (3.24)

De fato, note que

‘ 6nxn / ‘gojl dx

_' / [ enw%—ena:n)—g—:‘;(enxn)] o 2der .

/11%3 o (enx—i-enxn)\goj\ dx|.

Desde que por (V5), ( (ena:n)) ¢ limitada, para cada i = 1,2, 3 existe v; € IR, tal que, a
menos de subsequéncia,

ov

a—%(%xn) — Vi,

assim, fazendo n — oo, temos
’2

oV
(€nx + €p2y) — %(enxn) ;| =0, gt.p em R.

Ox;
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Segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

oV ov
tin [ |t ) = gtz = o) .

Passando ao limite (3.25)) e usando (3.23)) e (3.26)), obtemos (3.24)).

Agora, provaremos que a sequéncia (e,x,) ¢ (PS)s para o potencial V. De fato, desde

que v € nao nula e
[ bz [
R3 R

1
/ o da > —/ lv|?, para todoj > jo.
R 2 )

existe jo € IN, tal que

Agora, observando que

oV B 1 oV :
(“)_xi(E”I”) = m <8_xi(€nxn> /Ra \%\ dx) .

segue que
ov ov
limsup | — (€,2,)| < —————limsup |— (€,2,, 1?dz|, para todoj > jo,
P [ )] = T T P o ) f el » T

usando (3.24) e a desigualdade acima, obtemos para cada i = 1,2, 3,
oV

—(eny)

axi = Oj(l).

lim sup
n—oo

Sendo j arbitrério, conclui-se que VV (e,z,) — 0, e desde que, V(e,z,) — f, entdo, a
sequéncia (€,x,) é (PS)s para o potencial V. Além disso, sendo V (€,x,,) limitada, concluimos
por (V) que (e,x,) possui subsequéncia convergente em IR, o que é absurdo, pois

R
lentn| = |en|‘ o =|R.,| = — — o0, quando n — oc.
|€n] €n
Portanto,
max u.(x) - 0 quando € — 0. |
IEBB& (0)

A seguir, iremos provar que se o potencial V pertence a Classe 2, a solucao u, do problema
auxiliar (3.6)) satisfaz a mesma propriedade presente no lema anterior. Mais precisamente,
temos o seguinte resultado.
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Lema 3.3.4. Suponha que (V1),(Va), (Va), (f1) — (fi) ocorrem. Entdo, a solug¢do u. do
problema auziliar (3.6]) verifica:

max ue(z) — 0 quando € — 0.
€A

Prova: Suponha, por contradi¢cao, que o lema seja falso. Entao, existe um oy > 0 e uma
sequeéncia (€,) C (0,1), tais que

max u,(x) >0 >0 e ¢, =0
€A, n()_O " ’

onde denotamos u,, := U,

n*

Desde que u, € C(IR?) e OA,, é compacto, existe x,, € IA,, tal que

Un(T,) = max un ().
€n

Usando os mesmos argumentos explorados na prova do Lema obtemos
VV(e,x,) — 0 quando €, — 0.

Desde que, (e,x,) C OA., e OA., é um subconjunto compacto do IR, entdo, existe
29 € 0A,,, tal que

€nn — 2pem IR,
Uma vez que V € C'(IR*, IR), concluimos que

VV(enzs) = VV(20).

Pela unicidade do limite, obtemos VV'(z5) = 0, contrariando a condic¢ao (V}). Portanto,
o lema estd provado. M

3.3.1 Prova do Teorema [3.0.1

Nesta subsecao, provaremos o Teorema [3.0.1] Para tal, o nosso objetivo aqui é mostrar que
se o potencial V' pertence a Classe 1 ou a Classe 2, a solugao u,. do problema auxiliar (3.6
satisfaz a seguinte estimativa,

u(z) < a, em IR\ B%(O), (3.27)

para todo e > 0 suficientemente pequeno.

Prova do Teorema [3.0.1; Suponha, inicialmente, que o potencial V' pertenca a Classe 1.
Pelo Lema [3.3.3] dado d > 0, existe ¢y > 0, tal que

max u.(xr) < a—0,
:EGGB& (0)
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para todo € € (0,¢). Considere a fungao w, dada por

(ue —a+06)"(z), sexeR\ B (0),
we(z) =

0, se © € Bre(0).
Note que, por construcio w, € H'(IR®). Além disso, pelo truncamento g, temos

0< / IVw|*dr = / V(ue —a+0)"Vwdr
R R\ B g (0)

:/ VuNVNw.dx

R3

:/ g(ex,ue)wedaz—/ V(ex)uewedaz—/ Dy, UeWedx
R R R

1
< (— — 1) / V(ex)ucw.dr <0,
& R\B . (0)

logo, we = 0. Assim, u () < a—0J < a em IR*\ B (0). Portanto, pela defini¢do de g, temos

glex,u.) = f(uc), para todoe € (0, €),

mostrando que u, é solugdo do problema nao local (3.5)). Consequentemente, o par (u., ¢y, )
¢ solugao do sistema (3.1)), o que prova o Teorema m para o potencial V' pertencendo a
Classe 1.

A demonstracao do Teorema [3.0.1] para o potencial V' pertencendo a Classe 2 segue o
mesmo argumento do caso anterior.
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Capitulo

4

Sistema do tipo Schrodinger-Poisson com
potencial V nao constante: Caso critico

Neste capitulo, estudamos a seguinte classe de sistemas do tipo Schrodinger-Poisson

—Au+ V(x)u+ ¢u = |ulP~'u + |u|*u em IR,
—e2A¢ = u? em IR, (4.1)
we HYRY), 6 € DV2(R),

onde ¢ > 0 é um parametro real, p € (2,5) e o potencial V : IR — IR é continuo e nao
constante.

Estamos interessados em estudar o sistema com as mesmas geometrias sobre o
potencial V' consideradas no Capitulo 3, a saber, as geometrias introduzidas no artigo de
Alves [I], onde o autor estudou a equagao Schrodinger. No entanto, diferentemente do
Capitulo 3, neste capitulo, nos propusemos a estudar o problema com a presenca do termo
critico |u|4u visto que em IR o expoente critico de Sobolev é 2* = 6. E bem conhecido na
literatura, que a presenca do termo critico causa algumas dificuldades técnicas em aplicar o
método variacional. Uma das dificuldades aqui, consiste em provar que o funcional associado
ao problema em questao, satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale. Dificuldade essa, que sera
contornada aplicando o Método de Penalizacao de Del Pino e Felmer, juntamente com o
Principio de Concentracao e Compaciade de Lions [27]. Quando comparamos o problema
ao problema subcritico estudado no capitulo 3, verificamos que em relagao ao estudo do
problema penalizado, ha pelo menos duas dificuldades. A primeira é provar que o funcional
associado ao problema penalizado satisfaz a condi¢do (PS) abaixo de um certo nivel, a

segunda ¢ construir um nivel do passo da montanha que esteja abaixo do nivel onde a condicao
(PS) ¢é verificada, veja o Lema [4.1.3

Para facilitar a leitura do texto, iremos enunciar novamente as hipéteses sobre o potencial
V, visto que, nesse capitulo, estamos consideramdo, o caso particular, em que f(u) = |u[P~ u.

(V1) Existe Vo > 0 tal que V(z) > Vo, V z € RY, onde Vy = inf V(2).
R

v PV

2 oV

sdo limitadas em IR, Vi, j € {1,2,3}.
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(V3) V satisfaz a condicdo Palais-Smale, isto é, se (z,,) C IR?, tal que (V(z,)) é limitada e
VV(z,) — 0, entdo (z,) possui uma subsequéncia convergente.
(V4) Existe um dominio A C IRY tal que VV (x) # 0, V z € OA.

Novamente, diremos que o potencial V pertence a Classe 1 quando V satisfaz (V}), (V2) e
(V3). E diremos que V' pertence a Classe 2 quando V' satisfaz (V4), (Va) e (V4).

O principal resultado desse capitulo é o seguinte

Teorema 4.0.1. Suponha que V pertenca a Classe 1 ou 2 e que p € (2,5). FEntao, eziste
€0 > 0, tal que o sistema (4.1) possui solugdo positiva, para todo € € (0, €).

Assim como no Capitulo 3, por uma mudanca adequada de variavel, o problema (4.1]) é
equivalente ao problema

—Au+ V(ex)u + ¢u = |ulP " u + [u[*u em IR,
—A¢p = u? em IR’ (4.2)
ue HY(IR), ¢ € DV3(IR),

além disso, para cada u € L'*/°(IR*) o Teorema de Lax-Milgram garante a existéncia de uma
tinica ¢, € DV?(IR?) solucao da equacio

—A¢p=u’em IR,

e portanto, nosso problema se reduz a resolver a seguinte equacao de Schrodinger

{ —Au+ V(ex)u + ¢pu = |[ulP " u + |u|*u em IR, (4.3)

u € HY(IR).

Para contornar a falta da imersdo compacta de D“?(IR*) em L°(IR*) e encontar solucio
positiva para (4.3]), iremos fazer uma outra adaptacao do Método de Penalizacao de Del Pino
e Felmer, agora com a presenca do termo critico.

Do mesmo modo que no capitulo anterior as condigoes (V7) e (V5), garantem que para
todo € > 0 a funcdo || - || : H'(IR*) — IR dada por

fulli= ([ 193+ VienluPyas) "

define uma norma, equivalente a norma usual de H*(IR?).

O lema que enunciaremos a seguir, apresenta importantes propriedades da funcao ¢,
presente no termo nao local do funcional associado ao problema auxiliar que serd definido na
proxima secao.

Lema 4.0.1. Para cada u € H'(IR®), temos
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(1) Pullpremey < Clléull?, para alguma constante C' > 0, (que ndo depende de u). Em

consequéncia, existe uma constante C' > 0 tal que / dpu? dx < C’/||u||4;
R3

(ii) ¢u > 0;
(i11) Para todo t > 0, ¢p, = t2Py;
(iv) Para todo o > 0 se u,(x) = a*u(azx), entao, ¢, (x) = a?d,(ax);

Prova: Veja 21] ou [34]. W

4.1 A técnica de Penalizacao de Del Pino e Felmer e o Problema
Auxiliar.

Dado um dominio limitado © C IR®, considere as constantes k = % e a > 0, tal que,
a? '+ a* = k7', em que V é a constante dada na condigao (V;). Agora, considere as

seguintes funcoes, denominadas fungoes de penalizacao:

xa(ex)(|sP~'s 4 8°) + xmalex) f(s) ses >0,
g(ex,s) =
0 se s <0,

s|P~ls+s° se 0<s<a,
fls) =
Vo

=S se s > a,

onde xq é a funcdo caracteristica em relacao a €2, ou seja, xq(z) = 1se z € Qe xa(z) =0,

se z € IR\ Q.

Finalmente, estudaremos o seguinte problema auxiliar nao local

—Au + V(ex)u + ¢pyu = gler,u) em IR,
(4.4)
u € H'(IR).

Note que, se u, é uma solugao positiva de ([£.4), tal que, u.(z) < a em IR\Bg(0),
entao, u, também serd uma solucao do problema e consequentemente, o par (ue, ¢, ) €
HY(IR’) x D“*(R?) é uma solugdo positiva do sistema (£.I). Portanto, nosso objetivo serd
encontrar uma solucao do problema auxiliar (4.4)) verificando essa condicao. Note que pelas
defini¢oes das fungoes fe g, obtemos as seguintes relagoes:

(g7) glex,s) <|sfPls+s°, Ve eR e s> 0,
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(g3) 0G(ex,s) < g(ex,s)s,Vax € Bp. (0) e Vs € IR,
(9%) 4G(ex,s) < g(ex,s)s < @32, Ve c IR\ Bg (0)eVsecR

Ao problema auxiliar (4.4)) associamos o funcional energia de Euler-Lagrange J, : £, — IR,
dado por

Je(u) = % /IR‘UVU,Q + V(ex)u?) dx + i /}R3 puu® dx — /}R3 G(ex,u) dz,

s

onde G(ex,s) = / glex,t)dt, ¥ (z,5) € R x R, e E. := H'(IR*) munido da norma ||.|
0
definida anteriormente.

As relagoes (g7), (g3), (¢5) e o Lema[L.0.1] garantem que o funcional J. estd bem definido
e é de classe C*(E,, R), com derivada de Gateaux dada por:

J(u)v = / (VuVov + V(ex)uv) dz —i—/ uuv dr — / glex,u)vde, Vu,v € EL.
R R R

E claro que ponto critico de J. é solugao fraca de (4.4). Os préximos resultados tém como
finalidade, mostrar que para cada € > 0, o problema auxiliar (4.4)) possui uma solugao positiva
ue € E..

Mostraremos que J. satisfaz as hipoteses do Teorema do Passo da Montanha de
Ambrosetti-Rabinowitz, veja apéndice A, Teorema [A.0.2]

Lema 4.1.1. O funcional J. verifica as geometrias do Teorema do Passo da Montanha, para
todo € > 0 isto €, J.(0) =0 e

(H1) Ezistem o, p > 0, tais que, J.(u) > a >0, sellul| = p.
(H2) Egiste ug € H'(IR) tal que J.(up) < 0 com ||Jug| > p.

Prova: De fato, é claro que J.(0) = 0. Além disso, pela definigao de J. e o crescimento de

G temos
1
Je(u) = —||u||2 /d)uu dx—/ ex,u)dx——/ lu|® dz
6 /i

> Ll — Sl | T v
Usando a imersao continua de E. em Lq(IR3), com 2 < g < 6, obtemos constantes positivas
C1,Cy e C5 tais que

601

C,C,
Je(u) = ——|Jull* - 3||U||6— 2TIIUH""-
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1/4
Assim, fazendo ||u|]| = p e escolhendo 0 < p < min{(_3—3601> ,<

1/p—2
5C, ) , teremos

8C.Ch
J(u) > 1p?> = a > 0, para todo u € E, com |[u|| = p, o que prova (H1).
8

Para provar (H2), considere t > 0 e fixe uma funcdo nao nula ¢ € C§°(Q2) tal que ¢ > 0,
entao, usando o item (i) do Lema |4.0.1] temos

t2 ct* 0
Lite) < Sl + Sl =5 [ o,
2 4 6 Jr

logo, J(tp) — —ooset — 400, e assim, existe um to > 0 tal que ||top|| > pe Je(up) < 0, com
up = tow, 0 que prova a condigdo (H2). completando assim a prova do lema. |

Pelo Teorema do Passo da Montanha, para cada € > 0, existe uma sequéncia (u,) € E.
de Palais-Smale para o funcional J,, no nivel ¢, isto é

Je(up) — ce e Jé(un) — 0,
onde

. .= inf Je(y(t
e = Inf max (v(1))

I'={y€C(0,1,R) : y(0) = 0ev(1) = up}.

Para nossos propoésitos , assim como em [23], 24], é mais conveniente considerarmos a
seguinte caracterizagao sobre o nivel minimax do Teorema do Passo da Montanha

. .= inf Je(tv). 4.5
Cer= inf  maxJe(tv) (4.5)

O préximo lema mostra que toda sequéncia de Palais-Smale de J, é limitada em FE..

Lema 4.1.2. Seja (u,) € H'(IR) uma sequéncia (PS)., para J.. Entdo, (uy,) € limitada em
E..

Prova: Note que

Tu) = Tt = (% - %) [ (90 + Veen)ad) de+ G - g) [ bl da

41 / lglew, unyun — 6G (e, wn)] da,
0 Jre

usando a condigao (g3) e o item (i) do Lema temos

1 1 1 1
Je(up,) — EJE’(un)un > (5 — 5) [ 7 /]Rg\Q lg(ex, up)u, — 0G(ex, uy,)] dx. (4.6)
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Note que pelas defini¢oes de g e G, a condigao (V}) e o fato de (2 —6) < 0 e k > 2 obtemos

1 2—-40
- n n_e n dr = 2d
Q/R‘S\Q lg(ex, uy)u G(ex,u,)] dx 0 Sy Vou;, dx
2—-0 2—-40
2—-40 9
=2l e,

assim, de (4.6, da desigualdade acima e do fato de (u,) ser uma sequéncia (PS)., para o
funcional J, temos

0 —2
e+ 0a(1) > all?, 4.7
et 0ul1) 2 T2 | (4.7
o que prova que (u,) é limitada em E.. [ |

O lema que provaremos a seguir ¢ de fundamental importancia para contornarmos as
dificuldades causada pela presenca do termo critico, no problema proposto neste capitulo.

Lema 4.1.3. Existe v € E. \ {0}, tal que

I3
max Je(tv) < §S .

Prova: De acordo com (Talenti [35], 1976) para cada h > 0 o infimo S da imersao de Sobolev
do espaco DV?(IR’) em L°(IR’) ¢ atingido pela funcdo
(3h)1

)

além disso, dada uma funcio ¢ € Cg°(IR, [0, 1]), tal que
1, se x € By(0),
p(r) =
0, se v € IR\ By(0),

onde B;(0) e By(0) sdo, respectivamente, as bolas de raio 1 e raio 2, contidas no IR e centro
na origem, as quais representaremos, simplesmente por By e B,. Considere a funcao dada
por O(z) = pwy, e note que, pela definigao de ¢, temos

el stem) = o i)
ws |\ (ot [af?)? (h+ [])3

/ IVO,[? dr = (3h)%/ vi—*%
R3\ B; B2\B1 (h + |$|2)E
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dr = /
B\B1

2

dr < 400,

assim,




Agora, observe que pela definicio da funcio O, e o fato de ¢ = 0 em IR’ \ By, concluimos

que
6
¥
—————dx
/32 (h+[z[?)?

1 . 3 (° —1) .
/. v e T 30 A h+ [P

Fazendo uma mudanca de varidvel do tipo x = yh'/?, podemos reescrever a igualdade acima
da seguinte forma

3 1 3 (¢° = 1)
@6019;:33/ ————dy+ (3h / ¥ ) g 48
/32 ' e AP T O | T el (48)

Usando a desigualdade triangular e fato de 0 < ¢ < 1 temos

I3

/ 0%dx = (3h)
= (3h)

Nl

2 2
dx‘ < / ————dx < / —dxr < +00. (4.9)
‘/]1%3\31 h + \:vl w5, (h+ [7]?)3 w\B; |7[°
Assim, passando ao limite (4.8]) com A — 0 e usando (4.9)) concluimos que
1
O%dr — 32 / —_dy > 0. 4.10
.ot e (15 PP (410

Agora, notando que a fungao u(y) = (1+\y|

Trer € D'2(IR) entdo, pela definicdo de convergéncia,
exitem constantes hg, M7 e M, tal que

M, < / O%dr < Msy, (4.11)
Bs

para todo h € (0, hg). Por outro lado, fazendo, novamente, a mudanca de varidvel z = yh%,
concluimos que

3/ ||
|z|widr = / ———dy,
B " hs B, (1+Jy?)3

v

e desde que, a integral do lado direito da igualdade acima é finita, entao

|x|widz = O(h?). (4.12)

B
Agora, vamos denotar X = [ps [Vup|*dz, onde

@h(x)

onl\r) i =m —mmmM.,
M) = 18 Lo
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Pela definicao de ¢, temos

/ |Vvh|2dx:/ ]Vuh|2dx+/ |V, |*da
Bs B B2\B1

:/ ]thIdejL/ |V@h’2d$
B B\ B1

De acordo com [35] para cada h > 0 a fungao wy, é solugao do problema

—Au=u’ em R,
u>0e / IVul*dz < +oo.
R

Usando o Teorema do Divergente e observando que wy, ¢ radialmente decrescente, temos a

desigualdade
/ |th|2dx§/ whda.
Bl Bl

Da desigualdade acima e de (4.12)) obtemos

|V [*dx < / widx + O(hY/?).
B2 Bl

Além disso, usando a desigualdade de Holder e lembrando que / whdr = 532 temos
R

1/3
|chh| dx < ( whda:> (/ wgdx) + O(h'?)
By
1/3
<S8 (/ whdx) +O(h'?),

X, < S+ O(R'?).

e por (4.11])

Note que, sem perda de generalidade, podemos supor que 0 € 2 e By C 2. Agora, sendo
t? 2 2 t! 2
Je(top) = = [ (|Vup)|” + V(ex)|op|*)dx + — | ¢y, vide — [ G(ex,tvy)dx,
2 Jwe 4w " I’

S
onde G(ex,s) = / g(ex,t)dt e usando as defini¢oes de G e g, temos
0

p+1 ) t6 6
|on[P* + —Jon°,

G(ex,tuy) = 1 5
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e desde que / |vp|®dx = 1, entdo, usando o item (i) do Lema |4.0.1{ obtemos
R

st < 5 [ (ATu + Vil +—/ o e =20 [ - &
evh_2 Up, €T )| Uy, X v, X p+1]R3Uh X 6

t? AP+ X 46
<5 | (90 + Voo + € T w2 [ el =G

Agora, definimos a funcao B : Ry — IR, dada por

t2

B(t) = 5

AP +1
/(|V1}h| + Vaolvn]? )dx+C' |vh|L12/5 p—i—l/ o [P da —

Note que, para cada h > 0, exite t;, > 0, tal que B(t;) = max B(t) e sendo B diferenciavel,

entdo B'(t,) = 0, e assim
/R3(|Vvh)| + Voolon|?)da — th, = Ny~ onl s oy — Clilonl /s ) (4.13)

Afirmamos que para h > 0, suficientemente pequeno, t;, satisfaz

(/ (’VU}LP + Voo]vh|2)dx) 2 th. (414)
R

De fato, usando a definigdo de v, e estimativas similares usadas em [I0], podemos concluir
que para cada g € [2,6) tem-se

O(h'*), se q € [2,3),
[0l Gy = § O *[log(h)]),  se q =3,
O(hS=9/%), se q € (3,0),
entao, pela definicao de p concluimos que
|Uh|zz12/5(]R3) = O(h) € |Uh|ll),—:i1(m3) = O(hs_p/4)a

assim, por (4.13)), para h > 0, suficientemente pequeno, obtemos
/R3(|Vvh\2 + ViolonP)dz — th = 7, [Xth 2O(R>/*) — CO(h)] > 0,

0 que prova a afirmacao em ({4.14]).
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1/4
Agora, considere tq = (Xh —|—/ Voo\vh|2dx> ,em que X;, = / |V, |2 dz, entdo
R R

t A t4 tp-i-l L
Ttwn) < g ——t6 / b, v3d / (o da

1 thr 1

C
6 41, 14 +1
< gto + Zth|vh|L12/5(]R3) A+ | h|lzp+1(IR3)

p+1
t p+1

1 1/2 2\ Cay
<3 (S +O(h'7) + /]32 Veolon|"dz | + Zth|vh’L12/5(]R3) ot llvh Lo+ (%)

Uma vez que (a + b)* < a® + a(a + b)*b, para todo a,b > 0 e o > 1, entdo, existe uma
constante C > 0, tal que

1 s C tp+1
Tetwn) < 35 +00) + Gy /]Rs Vaolonl*da + thlonlaeguey = 2 Tontios e
_ Lt Lomy + cveom?) + Citom) - A O(h5~P/%)
3 1" p+1 ’

assim, tomando h > 0 suficientemente pequeno, concluimos que
I s
Jﬁ(thvh) < 552, Ve>0.

de onde segue que

Je(tpop) < 153 Ve>0

Ht1>aOX e\LhUn 3 y VE :
Note que pela caracterizagao do nivel minimax dada em (4.5]) e o lema anterior obtemos
1
Ce < 553, Ve >0.

Lema 4.1.4. Seja (u,) uma sequéncia (PS). para J.. Entdo, dado o > 0, existe r = r(a) >
0, tal que

lim sup/ (|Vun|? + V(ex)u?) dr < a.
R\ B,-(0

n—o0

Prova: A prova deste lema é andloga a prova do Lema do Capitulo 1.
[ |

Lema 4.1.5. O funcional J. satisfaz a condi¢do de Palais-Smale no nivel c..

Prova: Seja (u,) uma sequéncia de Palais-Smale para funcional J., entado (u,) ¢ limitada
em E. e assim a menos de subsequéncia u, — u em E, e u,(r) — u(z)q.t.p em IR, logo,
existem medidas nao negativas p e v tais que

[V, |* = dp = [Vul* + p e u,|® = dv = |ul® + v, (4.15)
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no sentido das medidas de Radon, para mais detalhes, veja Willem [37], se¢do 1.9, pag
26. Usando o Principio de Concentragao e Compacidade de Lions, [27] ou Teorema
(Apéndice), existe um conjunto de indices J, no maximo enumeravel, uma sequéncia de
pontos (7;);e; C IR, duas sequéncias de medidas ndo negativas (i) e (v;) tais que

v = Zyjéxj, w> Z,u]dmj e SI/;/S < 1y, (4.16)

jeJ jeJ
para todo j € J, onde d,, ¢ a fungio delta de Dirac de massa 1 no ponto x; e S é a melhor
constante de Sobolev na imersio continua de D?(IR*) em LS(IR?).

Queremos provar que, a menos de subsequéncia, (u,) converge forte em E, para o seu
limite fraco u. Para isso, mostraremos inicialmente que a medida v é nula, isto é, que J é
vazio.

De fato, suponhamos por contradi¢ao que o conjunto J nao seja vazio e para cada j € J,
fixado, vamos considerar a funcdo ¢ € C3°(IR,[0,1]), tal que ¢ = 1 em B;(0), = 0 em
IR\ By (0) e V| peorey < 2. Agora, para cada p > 0, considere a fungao

¢ww=¢<x;%)'

Note que para cada p > 0, fixado

J!(un)(Ypun) — 0, quando n — 400,
entdo, desde que g(x,s)s < |s|P*! + |s]% em IR® x IR, temos
/ up Vu, Vip, dr < / [un|P T4, dz +/ || %0, d (4.17)
R R R
- / \Vu,|*, dr — / V(ex)|u, |1, dx — / G, uzth, dx + 0,(1).
R R} R
Usando as imersoes compactas de Sobolev de E. em L?(By,(z;)), com 2 < ¢ < 6 obtemos a

menos de subsequéncia que u, — u em L?(Bs,(z;)), assim, usando Vaimberg e o Teorema
da Convergéncia Dominada de Lebesgue

/hwm%m:/ [P, dr — ul|PTep, d, (4.18)
I Bap(;) Bap(zj)

/ V(ex)|un 24, d = / V(ex)un 20, dz — V()P dr.  (4.19)
R Bap(zj)

Bap(xj)

Além disso, pelo item (i) do Lema 3.1.1 (veja Capitulo 3)

/ qﬁunuiwp dr = / gbunui@/zp dr — gzﬁuug@/}p dux, (4.20)
R’ Bap(z;) Bap(z;)
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e usando o fato de que |Vu,|* = du e |u,|® — dv, entao

/]Vun\%/}pdx%/ Q/deue/ \un\ﬁwpdx%/ Y, dv, (4.21)
R R R R

assim, fazendo n — oo em (4.17)) e usando (4.18)), (4.19)), (4.20) e (4.21)), temos

limsup/ unVunvadxg/
R3

norteo Bap(z;)

|u|p+1¢pdx+/ Y, dv (4.22)

R}

—/ ¢pdu—/ V(ex)|u]2wpdx—/ Put?, dx + 0,(1).
IR? Bap(z;) Bap(z;)

Afirmamos que

/ U, Vup, Vb, dx
R

} = 0,(1). (4.23)

lim [lim sup

P=0 | no+too

De fato, pela desigualdade de Holder

1/2 1/2
g(/ |Vun|2dx) (/ |un|2|V¢p|2dx> ,
3 R

e usando a limitagao de (Vu,,) em L?(IR?), a imersdo compacta de E,.(Ba,(z;)) em L*(Ba,(z;))
e o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, concluimos por passagem ao limite

que
1/2
<cl [ upvePd)
Bap(z;)

e aplicando a desigualdade de Holder com os expoentes 3 e %, temos

1/6 1/3
<c (/ |u|6dx> </ |V¢p|3dx> ,
Bap(z;) Bap(z;)

‘/ u, Vu, Vb, dx
R

lim sup
n—-+o0o

/ U VU, Vip, dx
R

n—-+00

lim sup ’/ Vu,Vi,u, dx
R

e pela defini¢ao de v, temos

lim sup
n—-+o0o

1/6 1/3
<C / lul® dx (/ |Vol? dx)
Bap(z;) B2(0)
1/6
<C / |ul® dz
Bap(z;)

i [ul®xB,, ;) = 0 € |ul*XBy, @) < [ul® € LY(IRY),

n—-+o0o

/ Vu,Vi,u, dx
R

e desde que
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entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

| =

lim {Iim sup

p=0 | n—+oo

/ Vu,Vi,u, dx
R

provando a afirmacao.

Observe ainda, que pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, se p — 0

/ lu[PT e, do — ulP* X, dz =0, (4.24)
R3 Bp(Z‘J)
/ duuth, dx — PutiXe,; dv =0, (4.25)
R By(x;)
e
/ V(ex)|ul*, dx — / V(ex)|ul*x,, dv = 0. (4.26)
R R
Assim, passando ao limite em (4.22) com p — 0 e usando (4.23), (4.24)), (4.25) e (4.26]),
obtemos
| dns[
{25} {25}
e assim,

pui{z;}) < vil{z;}) = v;.
Da desigualdade acima e de ({.16]), conclufmos que v; > 5% para todo j € J, e desde que

oo

1
> v"* < oo,
j=1

segue que o conjunto J ¢ finito. Agora vamos provar que v; = 0 para todo j € J. De fato,
observe que

1
e +0,(1) = Je(uy) — Z—lJé(un)un,

ou seja,

e+ on(1) = (% _ i) /}RB (IVanl? + Vex)2) da + G - %) /Q up® da

1/( 4 1
+ - uan——uan) dx—l——/ glex,uy,) — 4G (ex, uy,)) dx,
[ (el = L Gt 46 )

e usando as condigoes (g5) e (g5) temos

1 1
Ce +on(l) > —/ |Vu,|? dx—i——/ |, |® dav. (4.27)
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Afirmamos que z; € €. De fato, suponha, sem perda de generalidade que z; € int(IR® \ Q),
entdo, escolhendo p > 0, suficientemente pequeno, temos suppy, C B,(x;) C R \ ©, logo
usando (4.23)), (4.25) e (4.26)), temos

/ |Vun|21/1p dr = / g(ex, uy)untp, dx + 0y, (1),
R R\Q

passando ao limite com n — oo, e depois com p — 0, temos

lim {lim / g(ex, uy)unt, dz} =0,
R\Q

p—0 | n—o0

e assim, p; < 0, o que gera uma contradi¢ao. Portanto, a afirmacao ¢ verdadeira, logo por

EZ7) temos
1 , 1 .
cet+o,(1) > = | |Vu,|"Y,de+ — [ |un|"¢,dz+ 0,(1), (4.28)
4 s 12 Js

e desde que p; > S3/2 entdo, por passagem ao limite em (4.28)) temos

/]Rg |l da +> " 16 0, |

jedJ

1
12

1
> [/}RS IVul*, de + ) 6,10,

jed

de onde concluimos que

1 1 1
Ce Z _lj’j + EVJ Z 353/27

0 que é uma contradigdo, e assim o conjunto J é vazio. Portanto, de (4.15]) concluimos que

/|un|6dx—>/ ul® de. (4.29)
R R

Afirmamos que existe uma constante C' > 0, tal que

Cllun — ul|* < / glex, uy)u, dr — / glex, up)udr + 0,(1). (4.30)
R R

Considere, por um momento, que a afirmacao é verdadeira. Vamos provar que

‘/ gl(ex, uy)uy, dr —/ g(ex,uy)udr| = ‘/ lg(ex, up)u, — g(ex, u,)u] dz| — 0,
R R R
quando n — +o00. De fato, observe que
‘/ lg(ex, up)u, — glex, up)u] dz| < / g(ex,un)und:c—/ g(ex,u,)udz (4.31)
R? Br(0) Br(0)

+ ’/ glex,uy)u, dr| + ‘/ g(ex, up)udx
R\ Br(0) R\ Br(0)
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Seja R > 0 tal que Q C Bg(0), entdo, usando a imersdo compacta de E. em L%°(Bg(0)),
Vaimberg e o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

/ |, |Pu d2 — lu|® dz, (4.32)
Br(0) Br(0)

assim, usando o crescimento da g, (4.29) e (4.32)), concluimos que dado 6 > 0, existe um
ng € Ntal que

)
/ glex, uy)u, dr — / glex,uy)udr| < =, ¥n > ny. (4.33)
B (0) B (0) 3
Além disso, pela condigao (g3) temos
1
/ g(ex, uy)u, dr < —/ (IVun)? + V(ex)u?),
I\ B(0) k Jwe\Br(0)
logo, pelo Lema [£.1.4] dado ¢ > 0, ajustando R > 0 obtemos
)
‘/ glex, uy)uy, de| < -. (4.34)
R\ Bt (0) 3

Agora, usando novamente o crescimento da g e a desigualdade de Holder, temos

<[ P ldet [ flulds
IR*\ Br(0) IR*\ Br(0)

p Y

e g
(o) (o0
IR*\ Br(0) IR*\ Br(0)

5 1
6 6
+ (/ \un\ﬁd:z;) </ |u|6dx> ,
R\ BR(0) R\ Br(0)

e sendo (u,) uma sequéncia limitada em FE., entao, para R > 0 suficientemente grande, temos

‘/ g(ex,u,)udr
IR\ Br(0)

Segue de (4.31)), (4.33), (4.34) e (4.35) que

‘/ g(ex, u,)udx
R\ BR(0)

0
< -. 4.
<? (4.35)

/ glex, uy)uy, dx—/ g(ex, u,)udx — 0.
R R

Portanto, por (4.30]), concluimos que, a menos de subsequéncia u,, — u em FE..

Provemos agora que a afirmagao em (4.30)) é verdadeira. De fato, pela proposigao ({A.0.2)
existem constantes positivas C; e (5 tais que

C’l/ |V, — Vul*dz < / [IVu,|* = Vu,Vu — Vu(Vu, — Vu)] dz
R3 R3
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Cg/ |y, — ul?dr < / V(ex) [Jun|* — upu — u(u, —u)] da.
R} R}
Considerando C' = min {C}, Cy}, temos
Clwn — ul]* < / [[Vun|* = Vu,Vu — Vu(Vu, — Vu)] dz
R
+ / V(ex) [Jun|* — upu — u(u, — u)] dz,
R3

e usando a definicao de J! e fato de que J!(u,)u, = J(up)u = 0,(1), pois (u,) é (PS).,,
temos

Clun — ul]* < 0,(1) —|—/ gl(ex, un)undaﬁ—/ g(ex, u,)udx —/ Py, uZ dx (4.36)
/ Ou, Unudx —/ VuV (u, —u)dz —/ V(ex)u(u, — u)dz.

Note que pelos itens (ii) e (iv) do Lema 1.1.2 (ver capitulo 1)

/ (bununud:c—/ Gy, u’ dx = 0,(1), (4.37)

e desde que u, — u em F, e V é limitado, entao, por continuidade

/ VuV(u, —u)dr — 0 e / V(ex)u(u, — u) dz — 0. (4.38)
R R

Portanto, segue de (4.36)), (4.37)) e (4.38)) que

CHun—uH2§/ g(ex,un)undaj—/ g(ex,uy)udr + o,(1),
R R

provando a afirmacao (4.30)). |

Teorema 4.1.1. Para cada € > 0, o problema auziliar (4.4) possui uma solugdo positiva
Ue € Fe.

Prova: Desde que o funcional J, satisfaz as geometrias do Teorema do Passo da Montanha

(Lemal4.1.1), e satisfaz a condigao (PS).,, para c. < £5%3, (Lema|.1.5)), entdo, pelo Teorema
do Passo da Montanha (veja Apéndice A, Teorema [A.0.2)), existe u. € E, tal que

J(u))=c.>0 e J(u)=0,
onde ¢, é nivel minimax do funcional J,, ou seja,

ce = inf max J(y(t)) e TI'={yeC([0,1],X):7(0)=0 e (1) = up}.
v€ET t€[0,1]
E como os pontos criticos de J. sao solucoes fracas do problema auxiliar , segue
que, para todo € > 0 a funcdao u. € FE, é solucao fraca de . Procedendo de modo
analogo ao que foi feito no Teorema m (veja Capitulo 3) concluimos que u. é solucao
positiva. [ |
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4.2 Solucao Positiva do Sistema de Schrodinger-Poisson (4.1

Nesta se¢ao, mostaremos que a solugao u. do problema auxiliar (4.4) também é solucao do
problema nao local (4.2]) para e > 0 suficientemente pequeno, o que equivale a mostrar que
o par (ue, ¢, ) € H'(IR’) x DY*(IR) é solugdo positiva do sistema (4.1)).

Explorando argumentos andlagos aos ultilizados no inicio da Segao 3.3 [Capitulo 3],
mostra-se que o funcional

1

1
Joolu) = 2 / (Va2 + Vi [uf?)dr + & / buda — / F(u)ds,
2 g 4 [ R

estd bem definido e utilizando argumentos padroes e o Lema [3.1.1] podemos mostrar que J,
satisfaz as hipdteses do Teorema do Passo da Montanha, consequentemente esta bem definido
o nivel minimax

Coo = inf max Jo(7(1)) e T ={ye (0,1, H(R)): 7(0) =0 e Ju(y(1)) < 0}.

verl te[0,1]
Além disso,

inf J.(v(1)) < inf Jo(v(t)) ¥y €T,
Inf max (( ))_;grtrg% (v(t) Vv €

de onde obtemos

¢e < Coo, para todoe > 0. (4.39)

O préximo lema nos fornece uma estimativa da norma da solugao u,. em relagao ao nivel
minimax do funcional J, e a constante k.

Lema 4.2.1. A solu¢do do problema auxiliar (4.4) satisfaz a estimativa

HuEH2 < 2kcoo.

Prova: De fato, por passagem ao limite em (4.7 e usando (4.39) temos

I 46

Hue S 0_26007

20
0—4
Lema 4.2.2. A solu¢ao u. do problema auxiliar (3.6) verifica:

e o resultado segue da definicao de k =

max u.(x) - 0 quando € — 0.
xeaB& (0)

Prova: Suponha, por contradicao, que exista um nimero real b > 0 e uma sequéncia €, — 0,
tais que

max U, (z) >b>0,VneN.
.’EG(?BR&(O)

€n
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Agora, fixemos x,, € 0Bz, (0) satisfazendo

€n
€n

wala) = _max ()

€n

Portanto,

Ue, (Tn) > b >0, Vn e N.

Desde que (e, )new ¢ limitada em E, e ¢, ¢é limitada em D'“?(IR®), entdo, denotando
V() = U, (x + 2p) € Pp(x) 1= ¢y, (4 x,), concluimos que as sequéncias (v,) e (¢y,) sao
limitadas em E, e DY?(IR?), respectivamente. Além disso,

—Avy, + V(e + €,20) 00 + Gpvp = gen® + €10, v,) em R3,
(4.40)
vp € E., v, >0, ¢, >0, em IR.

Usando um argumento semelhante ao utilizado na prova do Lema m [veja Capitulo 3],
podemos concluir que a sequéncia (v,) converge uniformemente em conjuntos compactos do
IR’ para seu limite fraco v € E.. Entdo, v € C(IR*) e v(0) > b > 0 o que implica v # 0.
Além disso, pela condigao (V3), existe uma subsequéncia de (e,z,), que ainda denotaremos
por (€,x,), tal que

V(enzy) — 0,

para algum numero real ¢ > 0. Agora, uma vez que, por (4.40)), vale a igualdade abaixo

/ anVgdeH—/ V(en$+enmn)vng0das+/ gbnvnapdl‘:/ g(€nT + €,2,, vy )p da(4.41)
R R R R

para toda ¢ € FE., entao, passando ao limite, como n — +oo e usando o Teorema da
Convergéncia Dominada e o item (iv) do Lema 3.1.1, deduzimos que v é solugao fraca nao
nula do problema

—Av + 90 + v — hlex,v) =0 em IR,

em que h(ex, s) := X(ex)f(s) + (1 — Y(ex)) f(s) para alguma funcdo ¥ € L=(IR?).
Agora, note que por densidade, para cada j € IN, existe ¢, € C(IRY), tal que,

oy — ol < 2
$; — Ul > =,
’ j
ou seja,

s — vl = o0;(1).

E considerando g—g como fungao teste em (4.41) e procedendo como no Lema [3.3.3 veja
Capitulo 3, temos

lim sup ’/ V(enx + €px,) — Venx,)] Unﬁdl’ =0,(1).
- .

n—oo
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Desde que ¢; tem suporte compacto e v, — v em L; (IR?), para todo s € [2,6), entdo,

loc

0
lim sup / [V(enx + €nxn) — V(enxn)| v LR - 0j(1).
n—00 R 81’1
Fazendo ¢; = (¢; —v) + v e procedendo de modo andlogo ao que foi feito anteriormente,

temos

. dg;

lim sup V(enr + €yxn) — Venwy)] pj=—dz| = 0;(1),
de onde concluimos que

1 I(p;)?
limsup |- / [V (enz + €,2n) — V(enxy)] () dz| = 0;(1).

Seja R > 0 e Br(0) C IR, tal que, suppp; C Br(0). Desde que V, p; € C%(IR*), podemos
usar o Teorema de Green e obter

;)
8:102-

oV
/ — (€ + enxn)gp]dx = / Venx + €,2)
B Br(0)

dx + / Vienx + enxn)gpimdei,
x(0) 9% OB (0)

onde 7; é o vetor normal exterior a fronteira de Br(0). Agora, usando novamente a fato de
que ¢; tem suporte compacto, temos

(5)* / 0(p;)*
S dr — d
Ve, D2 MV(enxn) B2 x
= 0;(1)
Assim,
limsup/ a—v(enx—l—enxn)go?dx = 0;(1). (4.42)
Agora, provaremos que

lim sup 8—V(enxn)/ lp;]2dz| = 0;(1). (4.43)

De fato, note que

‘av €nn / ;P da

_' / [ enw%—ena:n)—g—:‘;(enxn)] o [2der »

/11%3 o (€nT + €nn)|p;Pdz|.
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Desde que por (V5), (g—a‘;(enxn)) ¢ limitada, para cada i = 1,2, 3 existe ; € IR, tal que, a
menos de subsequéncia,

a—v(e Tn) = Vi
axl n+n ’77,7

assim, fazendo n — oo, temos

oV ov
{a—xl(enx + €ny) — a—xl(enxn)] ;> =0, qt.p em R,
Segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que
tim [ [g—;(enx +enan) — g—;i(enxn)] 0, Pd = 0;(1). (4.45)

Passando ao limite (4.44)) e usando (4.42)) e (4.45)), obtemos (4.43)).

Agora, provaremos que a sequéncia (€,x,) é (PS)y para o potencial V. De fato, desde

que v é nao-nula e
[t [ 1o
R R

1
/IR3 ;| 2dx > 3 /IR3 lv|?, para todo j > jo.

Agora, observando que

ov o ov )

existe jo € IN, tal que

segue que
4 1% /

lim su €nln)| < ———— limsup |—(€,2, |?dz|, para todoj > jo,

o &ci( )| = s s 2dz L Sup 83:1»( ) ]R?,M’ P J = Jo

usando (4.43) e a desigualdade acima, obtemos para cada i = 1,2, 3,

ud = Oj(l).

_i(enxn)

lim sup
n—oo

Sendo j arbitrario, conclui-se que VV (e,z,,) — 0, e desde que, V(e x,) — 9, entdo, a
sequéncia (€,x,) é (PS)y para o potencial V. Além disso, sendo V' (€,x,,) limitada, concluimos
por (V3) que (e,x,) possui subsequéncia convergente em IR, o que é absurdo, pois

R
l€nTn| = |€n] ‘| €"|’ =|R.,| = = =%, quando n — 00.
n n
Portanto,
max u.(x) — 0 quando € — 0. |
zE@B& (0)

O caso em que o potencial V' pertence a Classe 2, a solugao u. do problema auxiliar (4.4)),
também satisfaz a mesma propriedade presente no lema anterior e demonstragao é analoga

a prova do Lema 3.3.4] [ver Capitulo 3].
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4.2.1 Prova do Teorema 4.0.1

Nesta subsec¢ao, provaremos que se o potencial V' pertence a Classe 1 ou a Classe 2, entao a
solucdo u, do problema auxiliar (4.4)) satisfaz a seguinte estimativa,

ue(x) < a, em ]RS\B%(O),

para todo € > 0 suficientemente pequeno.

Prova do Teorema [4.0.1: Suponha, inicialmente, que o potencial V' pertenga a Classe 1.
Pelo Lema [£.2.2] dado 6 > 0, existe ¢y > 0, tal que

max u.(xr) < a—0,
:13683& (0)

para todo € € (0, ¢). Considere a fun¢ao w,. dada por

(ue —a+8)*(z), se 2 € IR\ Bz (0),
wi(x) = E
0, se x € B%(O).

Note que, por construgao w, € E.. Além disso, pelo truncamento g, temos

0< / IVw|*dz = / V(ue —a+0)"Vwdr
R R\ B g, (0)

= / VuVwdx
R

:/ g(ex,ue)wedx—/ V(ew)uewedac—/ Ou, Ucwedx
1

< (— — 1) / V(ex)ucw.dr <0,
k F\B g, (0)

logo, w, = 0. Assim, u.(z) < a—0 < a em IR\ B (0). Portanto, pela definicio de g, temos

glex,u) = |uc|P tuc + u?, para todoe € (0, ),

mostrando que u, é solugao do problema nao local dado em (4.3). Consequentemente, o
par (ue, ¢y, ) € solugdo do sistema (4.1)), o que prova o Teorema para o potencial V'
pertencendo a Classe 1.

A demonstracao do Teorema para o potencial V pertencendo a Classe 2 segue o
mesmo argumento do caso anterior.
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Apéndice

A

Resultados importantes

Este apéndice tem como objetivo apresentar algumas definicoes e alguns resultados
importantes que foram usados no decorrer dos capitulos desta tese.

Definicao A.0.1. Considere um funcional I : X — IR, onde X ¢é um espaco normado.

Dizemos que o funcional I € Fréchet Diferencidvel em u € X, quando existe um funcional
linear e continuo L : X — IR tal que

o 1 0) = 1) = L(w)

lw]—0 |||

=0.

Além disso

(a) Dizemos que o funcional I € de classe C'(X,R) quando sua derivada de Fréchet I' é
continua sobre X.

(b) A derivada de Gateaux de I é dada por

P — tim L0 1) = 1)

= 0.
t—0 t

(¢) Todo funcional Fréchet diferencidvel é também Gateaux diferencidvel.

Proposicao A.0.1. Seja X um espaco de Banach e I um funcional definido eem X, se I
tem derivada de Gateaux continua em X, entdo, I € CY(X,1R).

Teorema A.0.1. (Teorema do passo da Montanha, Willem). Seja X um Espago de Banach,
J: X — R um funcional de classe C*(X,R), o € X er > 0. Suponha que

b= ”11}”1; J(u) > J(0) > J(p).
Entao, para cada € > 0 existe u € X tal que
(a) ¢ —2e < J(u) < ¢+ 2,
(b) 1" (w)l] < 2e,
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onde

0<c=§r€1§t€m[0a’>1<f7(v(t)) e I'={yeC([0,1,X):7(0)=0 e ~(1)=¢}.

Prova: (Ver [37]).

Teorema A.0.2. (Teorema do passo da Montanha, Ambrosetti-Rabinowitz). Seja X um
Espago de Banach e J : X — TR um funcional de classe C'(X,R), tal que J(0) = 0.
Suponha que

(H1) Existem o, p > 0, tais que, J(u) > a > 0;sellul| = p;

(H2) Eziste uy € X tal que J(ug) < 0; se ||ugl| > p.
Se J satisfaz a condi¢io (PS)., onde:

0<e=inf max J(1(1) ¢ T={yeC0.1.X):7(0)=0 ¢ (1) =u},

entao, ¢ € um valor critico de J, ou seja, existe u € X, tal que
Juw)y=c e J(u)=0;

onde:

Prova: (Ver [4]).

Teorema A.0.3. (Teorema de Tonelli) Seja F(x,y) : Q1 X Q9 — R uma fung¢do mensurdvel
satisfazendo:

(a) F(z,y)dus < oo q.t.p. em x € §y,
Qo

(b) dul/ F(x,y)dus < oo q.t.p. em x € Qo,
o Q,

Then F € L1<Ql X QQ)

Prova: (Ver [9], pagina 91, Teorema 4.4).

Teorema A.0.4. (Teorema de Fubini) Assuma que F € L'y x ). Entao, F(x,y) €
Ly () e /Q |F(z,9)|dus € LE(Q), qt.p. em x € Qy,. Analogamente, F(x,y) € LL(Q1) e

|F(x,y)|dp € Ly(Q) q¢.t.p. emy € Qy. Além disso,

951
/ dm/ F(%y)duz:/ duz/ F(x,y)dm :// F(z,y)dpdps
Q1 Qo 92 Q1 Q1 %0
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Prova: (Ver [9], pagina 91, Teorema 4.5).
Lema A.0.1. Sejam 0 < 3 < N, f € LIY(RY),g € L'(IRY), tal que %+ 14+ % =2e
1 < q,r < oo. Entao, existe uma constante C = C(q,r,5,N) tal que

f(@)]|g(z
| g @) dx dy < C’f|Lq(1RN)|g|Lr RN)-
RY xRV

o=yl

Prova: (Veja pagina 31 de [33]).

Teorema A.0.5. (Teorema Vainberg) Seja (f,) uma sequéncia em LP(Q2) e f € LP(QY) tal
que || fu — fll, — 0. Entdo existe uma subsequencia (f,,) e uma fungdo h € LP(S2) tal que

(@) fo,(x) = f(z) q¢tp em Q
(0) |fop (@) < h(z) g.t.p em €.

Prova. (Ver [9], pagina 94, Teorema 4.9)

Teorema A.0.6. (Brezis - Lieb) Seja Q um subconjunto aberto do RY e (f,) € LP(Q), f €
LP(Q2) com p > 1. Suponha que f,(x) — f(x)q.t.p em Q e existe uma constante C' > 0, tal
que

/|fn|pd:v§ C,VnelN

Entao,

/fnhdm — /fhdx, VheLQ),
onde, %—l— % =1.

Prova. (Ver [26]).

Teorema A.0.7. (Desigualdade de Hélder) Sejam f € LP(Q2) e g € L) onde 1 < p < 400
el/p+1/q=1. Entio fg € L'(Q) e

|fg|L1(Q) < |f|L:D(Q) |9|Lq(g)

Uma consequéncia muito util, denominada desigualdade Holder generalizada, € a sequinte:

Sejam f1, fa, ..., fr funcoes tais que, para todo 1 < i <k, temos
1 1 1 1

fielli(Q), e—-=—+—+..+—<1
p P P2 Pk

Entao,
f=fifofr € LP(Q)
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’f|LP(Q) < |f1|LP1(Q) """ |fk|ka(Q)‘

Em particular, se f € LP(2) N LYQ) com 1 < p < q < oo, entdo f € L*(?) para todo
p < s < q e severifica a desigualdade de interpolagao

f

1 o 1-«
a l—«a
ro@) SNl [ flay == » +

. Vael0,1].

Prova. (Ver [9], pagina 92, Teorema 4.6).

Teorema A.0.8. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesque) Seja (f,) uma
sequéncia de funcgoes integrdveis que converge q.t.p. para uma funcdo mensurdvel f. Se
existir uma fungdo integrdvel g tal que | f,| < g para todo n € IN. Entao f € integrdvel e

/fd,u: lim /fndu.
Q n——+0oo Q

Prova. (Ver [g]).

Lema A.0.2. (Lema de Fatou’s) Se (u,) € uma sequéncia de fungoes mensuraveis ndao
negativas em X, entao

/(liminfun) dp < liminf/undu.

Prova. (Ver [g]).

Teorema A.0.9. (Principio de Concentragio e Compacidade de Lions) Seja (u,) C
DY2(IRY) uma sequéncia tal que u, — u em DY?(IRY), e suponhamos que

Uy, = |Vun|2 — v,

2*
fn = un|” = p,
no sentido das medidas de Radon, onde p e v sao medidas limitadas e nao negativas sobre o

IRY. Entado, existe um conjunto de indices J no mdzximo enumerdvel, duas familias (1i)jes €
(vj)jes de niimeros reais ndo negativos e uma familia de pontos distintos (v;);c; € RY tais

que
v =|ul* + Z VjOa,,

jeJ

Além disso, temos
pi = Svi e ZV]? < +00

onde 6., € a medida de Dirac de massa 1 concentrada em xz; e S é a melhor constante de
Sobolev na imersio continua de DV2(IRY) em L*"(IRY).
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Prova. (Ver [27]).

Proposicao A.0.2. Sejam z,y € RY e (-,-) seu prodruto escalar. Entdo, existe uma
constante positiva C = C(p), tal que

|z P2a—|yP2yz—y)>Clo—ylP, sep>2

|z —y|?
x|+ |yl

<‘x|p_2$_|y|p_2%$—y>2(l ,sel <p<2
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