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Genivaldo dos Passos Corrêa
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Resumo

Nesta tese, estudamos a existência de solução não trivial para a seguinte classe de sistemas
do tipo Schrödinger-Poisson{

−ε2∆u+ V (x)u+ `(x)φu = g(u) em R3,
−ε2∆φ = `(x)u2 em R3,

onde ε > 0 é um parâmetro real, V, ` : IR3 → IR são funções mensuráveis e a não linearidade
g : R→ R é uma função cont́ınua que pode ter crescimento subcŕıtico, cŕıtico e supercŕıtico.
Supondo adequadas geometrias sobre o potencial V (x) e assumindo que 0 ≤ `(x) ∈ L2(IR3)
ou `(x) ≡ 1, nós usamos o Método Variacional para mostrar a existência de solução não
trivial e não negativa para este sistema, utilizando ferramentas como o Método de Redução
de Benci e Fortunato [12] combinado com adaptações do Método de Penalização de Del Pino
e Felmer [23] e o Teorema do Passo da Montanha [37, 4].

Palavras-chave: Sistema do tipo Schrödinger-Poisson, Método Variacional, Método de
Penalização, Método de Redução, Teorema do Passo da Montanha, Prinćıpio de Concentração
e Compacidade de Lions, Método de iteração de Moser.
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Abstract

In this thesis, we study the existence of a non-trivial solution for the following class of
Schrödinger-Poisson systems{

−ε2∆u+ V (x)u+ `(x)φu = g(u) in R3,
−ε2∆φ = `(x)u2 in R3,

where ε > 0 is a real parameter, V, ` : IR3 → IR are measurable functions and the
nonlinearity g : R → R is a continuous function that can have subcritical, critical, and
supercritical growth. Assuming suitable geometries over the potential V (x) and assuming
that 0 ≤ `(x) ∈ L2(IR3) or `(x) ≡ 1, we use the Variational Method to show the existence
of a non trivial and non negative solution for this system, using tools such as the Benci and
Fortunato Reduction Method [12] combined with adaptations of Del Pino’s Penalty Method
and Felmer [23] and the Mountain Pass Theorem [37, 4].

Key words: Schrödinger-Poisson type system, Variational Methods, Penalty Method,
Reduction Method, Mountain Pass Theorem, Lions Compactness Concentration, Moser
Iteration Method.
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Introdução

Nas últimas décadas, vários pesquisadores têm estudado questões relacionadas à
existência, não existência e multiplicidade de solução para a seguinte classe de sistemas
do tipo Schrödinger-Poisson,{

−ε2∆u+ V (x)u+ `(x)φu = g(u) em R3,
−ε2∆φ = `(x)u2 em R3,

(1)

onde ε > 0 é um parâmetro real, V, ` : IR3 → IR são funções mensuráveis e a não linearidade
g : R→ R é uma função cont́ınua que pode ter crescimento subcŕıtico, cŕıtico e supercŕıtico.

O problema (1) surge quando estudamos a interação entre um campo eletromagnético
desconhecido e o campo de Schrödinger não linear i~

∂Ψ

∂t
= − ~2

2m
∆Ψ +W (x)Ψ + φΨ− q(|Ψ|) for x ∈ R3 × (0,∞),

−∆φ = |Ψ|2 em R3,
(2)

onde i é a unidade imaginária, ~ é a constante de Planck, m é a massa do campo, W (x) é
um potencial externo dado e q é uma função que descreve a interação entre part́ıculas.

O conhecimento das soluções de (1) tem grande importância no estudo de existência de
ondas estacionárias (standing wave), isto é,

Ψ(x, t) = exp

(
−iEt
ε

)
u(x), E ∈ IR, (3)

que fornecem soluções das equações de Schrödinger em (2), com ε2 = ~2

2m
,W (x) = V (x)−E.

Quando V (x) ≡ `(x) ≡ ε = 1, o sistema (1), foi proposto pela primeira vez em 1998
por Benci e Fortunato [12] para um domı́nio limitado. Este problema está relacionado com
a chamada equação de Hartree [29]. Nesse trabalho, os autores estudaram o problema de
autovalor para o operador de Schrödinger acoplado a um campo eletromagnético. Mais
precisamente, em [12] Benci e Fortunato consideraram o seguinte problema de autovalor

−1
2
∆u− φu = ωu em Ω,

∆φ = 4πu2 em Ω,
u(x) = 0, φ(x) = g sobre ∂Ω,
‖u‖L2(Ω) = 1, ω > 0

(4)

onde Ω é um domı́nio limitado de IR3 e g é uma função suave sobre Ω. Eles usaram argumentos
de minimização para provar a existência de uma sequência (ωn, un, φn) com ωn ⊂ R, ωn →∞
e un, φn funções reais que satisfazem (4).
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Em [22], D’Aprile e Mugnai usaram uma identidade do tipo Pohozaev para provar a não
existência de solução não trivial para o problema{

−∆u+ u+ λφu = |u|p−2u em R3,
−∆φ = u2 em R3,

(5)

para 2 ≤ p ou p ≥ 6.

Em [13, 14], Benci e Fortunato também estudaram o problema{
−∆u+ u+ φu = |u|p−2u em R3,
−∆φ = u2 em R3,

(6)

para 4 < p < 6.

Em [21], D’Aprile e Mugnai usaram o Método Variacional para estudar a existência de
soluções radialmente simétricas para o problema (6), com 4 ≤ p < 6.

Em [7], Azzollini, d’Avenia e Pomponio, assumem que a linearidade satisfaz as condições
do tipo Berestycki-Lions e também provam existência de soluções não triviais para (6).

Azzollini-Pomponio em [5], mostraram existência de solução de energia mı́nima (solução
ground state) para o problema (1), considerando V (x) ≡ α > 0 e a não linearidade
g(u) = |u|p−1u com 2 < p < 5.

Explorando as propriedades de um subespaço de H1(R3), constitúıdo por funções radiais,
Ruiz [34], Ambrosetti e Ruiz [3] contornam a falta de imersão compacta das imersões de
Sobolev nos espaços Lp(IR3) e mostram resultados de existência e multiplicidade de solução
para o sistema {

−∆u+ u+ µφu = 4π|u|p−2u em R3,
−∆φ = 4πu2 em R3,

(7)

para adequados valores dos parâmetro p e µ > 0.

Também existem interessantes resultados na literatura para potenciais V (x) ou `(x) não
constantes. Em [36], Wang e Zhou estudaram o sistema (1) com as geometrias sobre V (x)
introduzidas no famoso artigo de Rabinowitz [32], a saber,

(V ) 0 < inf
IRN

V (x) < lim inf
|x|→∞

V (x) = V∞.

Recentemente, em [19], Chen, Fiscella, Pucci e Tang consideram o problema (1) com
`(x) ≡ 1, a não linearidade cŕıtica g(u) = f(u) + |u|5 e V (x) satisfazendo (V ). Além do caso
p ∈ (4, 6), que geralmente é considerado na literatura, os resultados desses autores aplicam-se
também para o caso p ∈ [3, 4],.

Mais recente ainda, em [38], Yang e Yu, consideraram o problema{
−ε2∆u+ V (x)u+ `(x)φu = f(u) em R3,
−ε2∆φ = `(x)u2 em R3,

(8)

e impondo adequadas condições sobre o potencial V , a função ` e não linearidade f , os
autores mostraram, usando técnica de minimização na variedade de Nehari, a existência e
concentração de solução ground state para (8), para ε suficientemente pequeno.
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Em [18], Cerami e Varia estudaram o sistema{
−∆u+ u+ `(x)φu = a(x)|u|p−2u em IR3,
−∆φ = `(x)u2 em IR3,

(9)

e supondo adequadas hipóteses sobre as funções `(x) e a(x), os autores provaram resultado
de existência de solução positiva para (9).

Motivados por todos esses trabalhos, principalmente por Alves [1], Alves e Souto [2]
e Cardoso, Dos Prazeres e Severo [16], nesta tese nós estudamos o problema (1) com as
geometrias sobre o potencial V (x) introduzidas em [1] e [2]. Em [1], Alves estudou a seguinte
classe de equações de Schrödinger

(A)


−ε2∆u+ V (x)u = f(u) em IRN ,
u > 0 em IRN ,
u ∈ H1(IRN),

e introduziu sobre o potencial V as seguintes condições:

(V1) Existe V0 > 0 tal que V (x) ≥ V0, ∀ x ∈ IR3, onde V0 = inf
IR3
V (x).

(V2) V ∈ C2(IRN) e V,
∂V

∂xi
,
∂2V

∂xi∂xj
são limitadas em IR3, ∀ i, j ∈ {1, 2, 3}.

(V3) V satisfaz a condição Palais-Smale, isto é, se (xn) ⊂ IR3, tal que (V (xn)) é limitada e

∇V (xn)→ 0, então (xn) possui uma subsequência convergente.

(V4) Existe um domı́nio Λ ⊂ IR3 tal que ∇V (x) 6= 0, ∀ x ∈ ∂Λ.

Nosso trabalho está dividido em quatro caṕıtulos. No Caṕıtulo 1, estudamos o problema
(1) para uma não linearidade com crescimento subcŕıtico e o potencial V (x) podendo anular-
se no infinito. Mais precisamente, estudamos o problema

−∆u+ V (x)u+ `(x)φu = f(u) em R3,
−∆φ = `(x)u2 em R3,
u, φ ∈ D1,2(R3),

(10)

e assumimos que ` ∈ L2(IR3), V : IR3 → IR é mensurável, a não linearidade f : IR→ IR é
cont́ınua e as seguintes hipóteses são satisfeitas:

(A1) V (x) ∈ L 3
2 (Ω)∩L

6
p−2 (Ω), |V (x)|

L
3
2 (Ω)

< S, onde S > 0 é a melhor constante da imersão

D1,2(R3) ↪→ L6(R3), Ω := {x ∈ R3 : V (x) < 0} e 4 < p < 6.

(A2) Existe uma contante V∞ > 0 tal que V (x) ≤ V∞, ∀x ∈ B1(0) ⊂ R3.

(A3) Existem constantes Λ > 0 e R > 1, tais que,
1

R4
inf
|x|≥R

|x|4V (x) ≥ Λ.
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(`) `(x) ∈ L2(IR3), `(x) ≥ 0, ∀x ∈ R3 e ` 6≡ 0.

(f1) lim sup
s→0+

sf(s)

s6
< +∞.

(f2) lim sup
s→+∞

sf(s)

sp
= 0, onde p é a dado em (A1).

(f3) Existe θ > 4 tal que, 0 < θF (s) := θ

∫ s

0

f(t), dt ≤ sf(s)∀ s > 0.

O resultado principal do Caṕıtulo 1 é enunciado como segue:

Teorema 0.0.1. Suponha que (A1) − (A3), (`) e (f1) − (f3) são satisfeitas. Então, existe
uma constante Λ∗ = Λ∗(V∞, θ, p, C0, |V (x)|

L
3
2 (Ω)

) > 0, tal que o sistema (10) possui solução

não trivial e não negativa, para todo Λ ≥ Λ∗.

Usamos o Método de redução de Benci e outros (Ver [12, 14]) combinado com o Método
de penalização de Del Pino e Felmer [23] e o Teorema do Passo da Montanha para provar o
Teorema 0.0.1.

A geometria (A3) sobre o potencial V (x) foi introduzida, pela primeira vez, em 2012 no
famoso artigo [2] de Alves e Souto, onde os autores provaram a existência de solução positiva
para a seguinte equação Schrödinger

(AS)


−∆u+ V (x)u = f(u) em IRN ,
u > 0 em IRN ,
u ∈ D1,2(IRN).

A principal novidade em nosso resultado, em relação ao trabalho de Alves e Souto,
é que além de estarmos trabalhando com um sistema de Schrödinger-Poisson, nós ainda
consideramos que o potencial V pode ser negativo e ilimitdado inferiormente na bola BR(0),
diferentemente dos autores, que consideram o potencial V (x) não negativo e portanto,
limitado inferiormente. Além disso, as estimativas necessárias ao estudos do sistema (10)
requerem novos argumentos e são mais delicadas quando comparados ao caso escalar (equação
de Schrödinger) dada em (AS).

O potencial V : R3 → R dado por

V (x) =


− ε

|x|α
, se |x| < R,(

R

|x|

)β
Λ, se |x| ≥ R,

onde ε > 0 é suficientemente pequeno, 0 ≤ α < 2 e 0 ≤ β ≤ 4, satisfaz claramente (V1) e
(V2). Além disso, V (x) ∈ Lqloc(R3) para q ∈ (3/2, 3/α) e V (x) ilimitado inferiormente.

No Caṕıtulo 2, motivado por um artigo recente (2020) de Cardoso, dos Prazeres e Severo
[16], nós consideramos o mesmo problema do Caṕıtulo 1, mas com uma pertubação na não
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linearidade que pode ser cŕıtica ou supercŕıtica. Mais precisamente, no Caṕıtulo 2, nós
estudamos o problema

−∆u+ V (x)u+ `(x)φu = f(u) + λ|u|q−2u em R3,
−∆φ = `(x)u2 em R3,
u, φ ∈ D1,2(R3),

(11)

onde `(x), V (x) e f satisfazem as mesmas hipóteses do Caṕıtulo 1 e q ≥ 6. A principal
novidade deste caṕıtulo é a pertubação λ|u|q−2u com q ≥ 6 superlinear supercŕıtica da
linearidade f

O principal resultado do Caṕıtulo 2 é enunciado como segue:

Teorema 0.0.2. Suponha que (A1) − (A3), (`) e (f1) − (f3) ocorrem. Então, existem
constantes λ∗ = λ∗(S, θ, p, C0, |V (x)|

L
3
2 (Ω)

) > 0 e Λ∗ = Λ∗(V∞, θ, p, C0, |V (x)|
L

3
2 (Ω)

) > 0,

tal que o sistema (11) possui solução não trivial e não negativa, para cada λ ∈ (0, λ∗) e
Λ ≥ Λ∗.

Para demonstrar este resultado, nós utilizamos um truncamento especial na não
linearidade para contornar a falta de imersão cont́ınua para q > 6 e a falta de imersão
compacta dos espaços de Sobolev nos espaços Lp(IR3), combinado com o Método de Redução
de Benci e Fortunato [12] e o Método de Penalização de del Pino e Felmer [23].

No Caṕıtulo 3, nós consideramos o problema (1) com `(x) ≡ 1 e a classe de potenciais V
introduzidas por Alves em [1] no estudo da equação Schrödinger em (A). Mais precisamente,
estudamos o problema 

−ε2∆u+ V (x)u+ φu = f(u) em R3,
−ε2∆φ = u2 em R3,
u ∈ H1(R3), φ ∈ D1,2(R3),

(12)

e assumimos as seguintes hipóteses sobre o potencial V:

(V1) Existe V0 > 0 tal que V (x) ≥ V0, ∀ x ∈ IR3, onde V0 = inf
IR3
V (x).

(V2) V ∈ C2(IRN) e V,
∂V

∂xi
,
∂2V

∂xi∂xj
são limitadas em IR3, ∀ i, j ∈ {1, 2, 3}.

(V3) V satisfaz a condição Palais-Smale, isto é, se (xn) ⊂ IR3, tal que (V (xn)) é limitada e

∇V (xn)→ 0, então (xn) possui uma subsequência convergente.

(V4) Existe um domı́nio Λ ⊂ IR3 tal que ∇V (x) 6= 0, ∀ x ∈ ∂Λ.

Diremos que o potencial V (x) pertence à Classe 1 quando V (x) satisfaz (V1), (V2) e (V3). E
diremos que V (x) pertence à Classe 2 quando (V1), (V2) e (V4) são satisfeitas.

Sobre a não linearidade f : R→ R, assumiremos que ela é cont́ınua e satisfaz as seguintes
condições:
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(f ′1) lim sup
s→0+

f(s)

s
= 0;

(f ′2) Existe p ∈ (4, 6), tal que lim sup
s→+∞

f(s)

|s|p−1
= 0,

(f ′3) Existe θ > 4 tal que, 0 < θF (s) := θ

∫ s

0

f(t) dt ≤ sf(s)∀ s > 0.

Supondo que V (x) pertence a Classe 1 ou a Classe 2 e que a não linearidade f comporta-
se como potência f(t) = |t|p−2t, p ∈ (2, 2∗), Alves [1] provou um resultado de existência de
solução positiva para a equação Schrödinger (` ≡ 0 em (1)), com ε > 0 suficientemente
pequeno.

Nosso principal resultado do Caṕıtulo 3 é enunciado como segue:

Teorema 0.0.3. Suponha que V (x) pertença à Classe 1 ou 2 que f satisfaz (f ′1) − (f ′3).
Então, existe ε0 > 0, tal que o sistema (12) possui solução positiva, para todo ε ∈ (0, ε0).

No Caṕıtulo 4, consideramos a versão cŕıtica do problema estudado no Caṕıtulo 3. Mais
precisamente, estudamos o seguinte problema

−ε2∆u+ V (x)u+ φu = |u|p−1u+ |u|4u em R3,
−ε2∆φ = u2 em R3,
u ∈ H1(R3), φ ∈ D1,2(R3),

(13)

onde ε > 0 é um parâmetro real, p ∈ (2, 5). Note que em dimensão 3, o expoente cŕıtico de
Sobolev é 2∗ = 6, assim a não linearidade em (13) é do tipo cŕıtica.

Nosso principal resultado do Caṕıtulo 4 é enunciado como segue:

Teorema 0.0.4. Suponha que V (x) pertença à Classe 1 ou 2 e p ∈ (2, 5). Então, existe
ε0 > 0, tal que o sistema (13) possui solução positiva, para todo ε ∈ (0, ε0).
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Notações

• C:= Constante positiva cujo valor exato não é relevante;

• |A| := Medida de Lebesgue de um conjunto mensurável A ⊂ IRN ;

•
∫
A

f := Integral de Lebesgue de uma função f sobre o conjunto A;

• ∂Ω: Fronteira do conjunto Ω;

• on(1): Ordem pequena;

• On(1): Ordem grande;

• BR(0): Bola aberta de centro em 0 e raio R;

• � := Fim da demonstração de um teorema, proposição, lema ou corolário.

• |u|s := Norma de u em Ls(Ω).

• →: Convergência forte;

• ⇀: Convergência fraca;

• ↪→: Imersão cont́ınua;
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Caṕıtulo

1
Existência de solução não negativa e não
trivial para uma classe de sistema do tipo

Schrödinger-Poisson com potencial
anulando-se no infinito

Neste caṕıtulo, estudamos a seguinte classe de sistemas do tipo Schrödinger-Poisson
−∆u+ V (x)u+ `(x)φu = f(u) em IR3,
−∆φ = `(x)u2 em IR3,
u, φ ∈ D1,2(IR3),

(1.1)

onde `(x) ∈ L2(IR3), o potencial V : IR3 → IR é uma função mensurável e a não linearidade
f : IR → IR é uma função cont́ınua. As hipóteses precisas sobre `(x), V (x) e f(x) serão
apresentadas posteriormente.

Devido a inúmeras aplicações no campo da F́ısica, principalmente na área da Mecânica
Quântica e na teoria de semicondutores, sistemas do tipo Schrödinger-Poisson (1.1), vêm
sendo objeto de estudos de vários pesquisadores. Esses estudos buscam resultados de
existência, não existência, unicidade, multiplicidade de soluções, bem como soluções do tipo
groun-state, radial, etc. O leitor interessado em obter mais informações das aplicações f́ısicas
na área da Mecânica Quântica, pode consultar as referências [11], [17], [28] e [15]. Já na
teoria de semicondutores, sugerimos as referências [12], [14], [29] e [30].

Como bem ressaltado na Introdução, depois do trabalho de Benci e Fortunato [12], em
1998, que propõe o sistema (4), em um domı́nio limitado, o estudo de sistemas do tipo (1.1)
tem atráıdo o interesse de vários pesquisadores que veem considerando o problema (1.1) para
potenciais V (x) e `(x) constantes e não constantes.

Para o caso de potenciais não constantes, além dos trabalhos já citados na introdução,
podemos citar o interessante trabalho de Zhao e outros [39], onde os autores consideraram
um caso em que o potencial V (x) muda de sinal. Eles usaram o método variacional para
provar resultados de existência e comportamento assintótico de soluções não trivias de (1.1)
quando f(s) = |s|p−2s com 4 < p < 6.

Neste caṕıtulo, estamos interessados em estudar o sistema (1.1) para uma classe de
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potenciais V (x) que pode se anular no infinito. Assumimos as seguintes hipóteses sobre
as funções V, ` e f :

(A1) V (x) ∈ L 3
2 (Ω)∩L

6
p−2 (Ω), |V (x)|

L
3
2 (Ω)

< S, onde S > 0 é a melhor constante da imersão

D1,2(IR3) ↪→ L6(IR3), Ω = {x ∈ IR3 : V (x) < 0} e 4 < p < 6.

(A2) Existe uma contante V∞ > 0 tais que V (x) ≤ V∞, ∀x ∈ B1(0) ⊂ R3.

(A3) Existem constantes Λ > 0 e R > 1, tal que,
1

R4
inf
|x|≥R

|x|4V (x) ≥ Λ.

(`) `(x) ∈ L2(IR3), `(x) ≥ 0, ∀x ∈ IR3 e ` 6≡ 0.

(f1) lim sup
s→0+

sf(s)

s6
< +∞.

(f2) lim sup
s→+∞

sf(s)

sp
= 0, onde p é a dado em (A1).

(f3) Existe θ > 4 tal que, 0 < θF (s) := θ

∫ s

0

f(t) dt ≤ sf(s)∀ s > 0.

Antes de enunciarmos o principal resultado deste caṕıtulo, apresentamos a definição de
solução (fraca) para o sistema (1.1).

Definição 1.0.1. Uma solução (fraca) não trivial e não negativa para (1.1) é um par
(u, φ) ∈ E ×D1,2(IR3) tal que u, φ 6≡ 0, u, φ ≥ 0 em IR3 e as seguintes igualdades ocorrem∫

IR3

∇u∇v dx+

∫
IR3

V (x)uv dx+

∫
IR3

`(x)φuv dx =

∫
IR3

f(u)v dx, ∀ v ∈ E

e ∫
IR3

∇φ∇ϕdx =

∫
IR3

`(x)u2ϕdx, ∀ϕ ∈ D1,2(IR3),

veja Seção 1.1 para a definição de E.

Nosso principal resultado desse caṕıtulo pode ser enunciado como segue:

Teorema 1.0.1. Suponha (A1) − (A3), (`) e (f1) − (f3) são satisfeitas. Então, existe uma
constante Λ∗ = Λ∗(V∞, θ, p, C0, |V (x)|

L
3
2 (Ω)

) > 0, tal que o sistema (1.1) possui solução não

trivial e não negativa, para todo Λ ≥ Λ∗.

Como já foi ressaltado anteriormente, a hipótese (A3) sobre o potencial V (x) foi
introduzida em 2012 por Alves e Souto no artigo [2], onde os autores estudaram a equação de
Schrödinger, isto é, o problema (AS). Em nosso caso, a principal novidade é que o potencial
V pode ser negativo e ilimitado inferiormente na bola BR(0).

Para demonstrar o Teorema 1.0.1 usaremos o Método Variacional combinado com o
Método de redução de Benci e D. Fortunato [12] com uma adaptação da Técnica de
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Penalização introduzida por Del Pino e Felmer [23]. Mais precisamente, primeiro convertemos
o sistema (1.1) em um problema não local e estudamos as propriedades do termo não local,
em seguida, realizamos um truncamento na não linearidade f que nos permitiu contornar a
dificuldade gerada pela falta da imersão compacta do espaço E (subespaço de D1,2(IR3) onde
encontram-se as soluções do problema não local) em L6(IR3). Assumindo (A1) e (A2), usamos
o Teorema do Passo da Montanha [4] para provar que o problema truncado tem solução não
trivial e não nula. Finalmente, obtivemos alguns resultados técnicos envolvendo a solução do
problema truncado e acrescentamos a condição (A3) para provar que solução do problema
truncado fornece solução do sistema (1.1).

1.1 Formulação Variacional de (1.1) e o problema não local

associado

Nesta seção, apresentaremos a formulação variacional do sistema (1.1) e as dificuldades
encontrada para aplicar o Método variacional no estudo do funcional associado a ele, tais
dificuldades, foram contornadas estudando um problema não local associado a (1.1) que foi
obtido pela aplicação do Método de Redução de Benci e Fortunato [12, 15], veja também
Chen e Tang [20, pp. 4929–4932] para mais detalhes.

O sistema (1.1) possui formulação variacional. De fato, primeiro observe que é natural
buscar por solução do problema (1.1) no seguinte subespaço de D1,2(IR3),

E :=
{
u ∈ D1,2(IR3) : V (x)u2 ∈ L1(IR3)

}
.

Claramente, E 6= ∅.
O lema a seguir será de fundamental importância para nossos propósitos neste caṕıtulo.

Lema 1.1.1. Assuma que (A1) ocorre, então, a função ‖.‖ : E −→ IR dada por

‖u‖2 =

∫
IR3

(|∇u|2 + V (x)|u|2)dx,

define uma norma em E. Além disso, E é um espaço de Hilbert.

Prova: Considere a forma bilinear

(u, v) =

∫
IR3

(∇u∇v + V (x)uv), ∀u, v ∈ E. (1.2)

Para provar o lema, é suficiente provar que (u, u) ≥ 0, para todo u ∈ E e (u, u) = 0, se e
somente se, u = 0. De fato, desde que Ω :=

{
x ∈ R3 : V (x) < 0

}
, então,∫

IR3

V (x)u2dx =

∫
IR3\Ω

V (x)u2dx+

∫
Ω

V (x)u2dx ≥ −
∫

Ω

−V (x)u2dx.
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Além disso, pela desigualdade de Hölder e a imersão cont́ınua D1,2(R3) ↪→ L6(R3),
obtemos

−
∫

Ω

(−V (x))u2dx ≥ −|V (x)|
L

3
2 (Ω)

(∫
Ω

u6dx

) 1
3

≥ −|V (x)|
L

3
2 (Ω)

S−1

∫
IR3

|∇u|2dx,

o que implica,∫
IR3

(|∇u|2 + V (x)u2)dx ≥ (1− |V (x)|
L

3
2 (Ω)

S−1)

∫
IR3

|∇u|2dx. (1.3)

Usando a condição (A1) e (1.3), conclúımos que (u, u) ≥ 0, para todo u ∈ E e (u, u) = 0
se, e somente se u = 0, para todo u ∈ E, além disso, pode-se mostrar que E é um espaço de
Hilbert. �

Agora, observe que para cada (u, φ) ∈ E × D1,2(IR3) o funcional Γ : E × D1,2(IR3) → IR
definido por

Γ(u, φ) =
1

2
‖u‖2 +

1

2

∫
R3

`(x)φu2 dx−
∫

IR3

F (u) dx− 1

4

∫
IR3

|∇φ|2 dx, (1.4)

é de classe C1
(
E ×D1,2(IR3), IR

)
e suas derivadas parciais são dadas por

∂Γ

∂u
(u, φ)ξ =

∫
IR3

(∇u∇ξ + V (x)uξ)dx+

∫
IR3

`(x)φuξdx−
∫

IR3

f(u)ξdx, ∀ ξ ∈ E,

e
∂Γ

∂φ
(u, φ)η =

1

2

∫
IR3

`(x)u2ηdx− 1

2

∫
IR3

∇φ∇ηdx, ∀ η ∈ D1,2(IR3),

assim, de acordo com a Definição 1.0.1, os pontos cŕıticos do funcional Γ em E×D1,2(IR3), são
exatamente as soluções fracas do sistema de Schrödinger-Poisson (1.1). Entretanto, devido ao
funcional Γ em (1.4) ser fortemente indefinido, isto é, ilimitado inferiormente e superiormente,
em espaço de dimensão infinita, temos dificuldade em obter tais pontos cŕıticos. A fim de
contornar essa dificuldade reduziremos o funcional Γ a um funcional de uma única variável
u.

Para isso, observe que o funcional Lu : D1,2(IR3)→ IR dado por

Lu(v) =

∫
IR3

`(x)u2v dx,

está bem definido, é linear e cont́ınuo. De fato, desde que `(x) ∈ L2(IR3), u2 ∈ L3(IR3) e
v ∈ L6(IR3), pela desigualdade de Hölder generalizada

Lu(v) =

∫
IR3

`(x)u2v dx ≤ |`(x)|L2(IR3)|u|2L6(IR3)|v|L6(IR3) < +∞,
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logo, Lu está bem definido. Além disso, pela imersão cont́ınua D1,2(IR3) ↪→ L6(IR3), temos

|Lu(v)| ≤ S−1|`(x)|L2(IR3)|u|2L6(IR3)‖v‖D1,2(IR3), (1.5)

onde S é a melhor constante de Sobolev na imersão mencionada anteriormente.

Fazendo C = S−1|`(x)|L2(IR3)|u|2L6(IR3)
, temos

|Lu(v)| ≤ C‖v‖D1,2(IR3), ∀ v ∈ D1,2(IR3),

mostrando que Lu é limitada. Além disso, pela linearidade da integral, conclui-se que Lu é
linear, e portanto, Lu é cont́ınuo.

Notemos ainda que D1,2(IR3) é um espaço de Hilbert, com o produto interno dado por

〈φ, v〉 =

∫
IR3

∇φ∇v dx, ∀φ, v ∈ D1,2(IR3),

então, pelo Teorema de Lax-Milgram, para cada u ∈ D1,2(IR3) existe uma única φu ∈
D1,2(IR3), tal que

Lu(v) = 〈φu, v〉, ∀ v ∈ D1,2(IR3),

assim, ∫
IR3

∇φu∇v dx =

∫
IR3

`(x)u2v dx, ∀ v ∈ D1,2(IR3). (1.6)

Mais precisamente, veja [6, 34], o termo não local φu dado por

φu(x) =
1

4π

∫
R3

`(y)u2(y)

|x− y|
dy,

é a única solução fraca do problema

−∆φu = `(x)u2 em IR3. (1.7)

Portanto, está bem definido o operador φ : E → D1,2(IR3) dado por φ(u) = φu, onde φu é
a única solução de (1.7).

O próximo resultado apresenta importantes propriedades do termo φu que serão utilizadas
ao longo deste caṕıtulo.

Lema 1.1.2. Assuma que (A1) e (`) ocorrem e que un ⇀ u em E, então,

(i) Existe uma constante C > 0 tal que

∫
IR3

`(x)φuu
2 dx ≤ C‖u‖4, ∀u ∈ E,

(ii)

∫
IR3

`(x)φunu
2
n dx→

∫
IR3

`(x)φuu
2 dx,

(iii) φun → φu em D1,2(IR3),
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(iv)

∫
IR3

`(x)φununu dx→
∫

IR3

`(x)φuu
2 dx.

Prova: Fazendo v = φu em (1.5) e (1.6), respectivamente, obtemos

|Lu(φu)| ≤ S−1|`(x)|L2(IR3)|u|2L6(IR3)‖φu‖D1,2(IR3) (1.8)

e

‖φu‖2
D1,2(IR3) =

∫
IR3

|∇φu|2 dx =

∫
IR3

`(x)φuu
2 dx = Lu(φu). (1.9)

Assim, por (1.8), (1.9) e a imersão cont́ınua de D1,2(IR3) em L6(IR3), obtemos

‖φu‖D1,2(IR3) ≤ S−3|`(x)|L2(R3)‖u‖2
D1,2(IR3). (1.10)

Agora, note que, por (1.3) temos

‖u‖2
D1,2(IR3) ≤

1

(1− |`(x)|
L

3
2 (Ω)

S−1)
‖u‖2. (1.11)

Portanto, segue-se de (1.9), (1.10) e (1.11) que∫
R3

`(x)φuu
2 dx = ‖φu‖2

D1,2(IR3) ≤ C‖u‖4, ∀u ∈ E,

onde C =

(
S−3|`(x)|L2(R3)

1− |`(x)|
L

3
2 (Ω)

S−1

)2

, o que prova o item (i).

Para provar o item (ii), suponha que un ⇀ u em E, desde que (un) é limitada, então
por (1.10), conclúımos que a sequência (φun) também é limitada em D1,2(R3). Assim, existe
φ ∈ D1,2(IR3), tal que, a menos de subsequência,

φun ⇀ φ em D1,2(IR3). (1.12)

Além disso, desde que∫
IR3

∇φun∇ϕdx =

∫
IR3

`(x)u2
nϕdx, ∀ϕ ∈ D1,2(IR3), (1.13)

de (1.12), (1.13) e da passagem ao limite, obtemos∫
IR3

∇φ∇ϕdx =

∫
IR3

`(x)u2ϕdx, ∀ϕ ∈ C∞0 (IR3).

Usando a densidade de C∞0 (IR3) em D1,2(IR3), temos∫
IR3

∇φ∇ϕdx =

∫
IR3

`(x)u2ϕdx, ∀ϕ ∈ D1,2(IR3).
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Pela unicidade de solução de (1.7), temos φ = φu. Logo, φun ⇀ φu em D1,2(IR3), e assim
a menos de subsequência,

φun(x)→ φu(x) q.t.p em IR3.

Agora, observe que ∫
IR3

(φunu
2
n)2 dx ≤

∫
IR3

φ2
unu

4
n dx

e como φ2
un ∈ L

3(IR3), u4
n ∈ L3/2(IR3) e 1

3
+ 2

3
= 1, então, pela desigualdade de Hölder,

|φunu2
n|L2(IR3) ≤ |φun|L6(IR3)|un|2L6(IR3), (1.14)

usando imersão cont́ınua e o fato das sequências (φun) e (un) serem limitadas em D1,2(IR3),
conclúımos por (1.14) que a sequência (φunu

2
n) é limitada em L2(IR3). Assim, como

`(x) ∈ L2(IR3), podemos invocar o Lema de Brezis-Lieb para concluir que∫
IR3

`(x)φunu
2
n dx→

∫
IR3

`(x)φuu
2 dx,

o que prova o item (ii).

Agora note que, pelo item (ii)∫
IR3

|∇φun|2 dx =

∫
IR3

`(x)φuu
2 dx+ on(1) =

∫
IR3

|∇φu|2 dx+ on(1),

assim, φun → φu em D1,2(IR3), o que prova o item (iii).

Para provar o item (iv), observe que

`(x)φun(x)un(x)→ `(x)φu(x)u(x) q.t.p em IR3,

e que pela desigualdade de Hölder

|`(x)φunun|
6
5

L
6
5 (IR3)

=

∫
IR3

|`(x)φun(x)un(x)|
6
5 dx ≤ |`(x)|

6
5

L2(IR3)
|φun|

6
5

L6(IR3)
|un|

6
5

L6(IR3)

ou seja,

|`(x)φunun|L 6
5 (IR3)

≤ |`(x)|L2(IR3)|φun|L6(IR3)|un|L6(IR3). (1.15)

Assim, usando novamente, a limitação de (φun) em D1,2(IR3), a limitação de (un) em E e
a imersão cont́ınua de Sobolev de D1,2(IR3) em L6(IR3), conclúımos por (1.15) que a sequência

(`(x)φunun) é limitada em L
6
5 (IR3). Além disso, desde que u ∈ L6(IR3), então, pelo Lema de

Brezis-Lieb, ∫
IR3

`(x)φununu dx→
∫

IR3

`(x)φuu
2 dx,

o que prova o item (iv) e finalizamos, assim, a prova do lema. �
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Lema 1.1.3. Suponha que (A1) e (`) ocorrem. O funcional

J1(u) =

∫
IR3

`(x)φu(x)u2(x) dx

é de classe C1(E, IR) e

J ′1(u)v = 4

∫
IR3

`(x)φuuv dx, ∀ v ∈ E.

Prova: Mostraremos que a derivada de Gateaux de J1 existe e é cont́ınua em E ′. De fato,
note que pela definição de derivada,

J ′1(u)v = lim
t→0

J1(u+ tv)− J1(u)

t
(1.16)

e usando a definição de φu(x), obtém-se

φ(u+tv)(x) =
1

4π

∫
IR3

`(y)(u(y) + tv(y))2

|x− y|
dy

=
1

4π

∫
IR3

`(y)u2(y)

|x− y|
dy + 2t

1

4π

∫
IR3

`(y)u(y)v(y)

|x− y|
dy + t2

1

4π

∫
IR3

`(y)v2(y)

|x− y|
dy,

ou seja,

φ(u+tv)(x) = φu(x) + 2t
1

4π

∫
IR3

`(y)u(y)v(y)

|x− y|
dy + t2φv(x), (1.17)

e desde que

J1(u+ tv) =

∫
IR3

`(x)φ(u+tv)(x)u2(x) dx+ 2t

∫
IR3

`(x)φ(u+tv)(x)u(x)v(x) dx

+ t2
∫

IR3

`(x)φ(u+tv)(x)v2(x) dx. (1.18)

Substituindo (1.17) em (1.18), obtemos

J1(u+ tv) =

∫
IR3

`(x)φu(x)u2(x) dx+ 2t

∫
IR3

`(x)
1

4π

∫
IR3

`(y)u(y)v(y)

|x− y|
dyu2(x) dx

+ t2
∫

IR3

`(x)φv(x)u2(x) dx+ 2t

∫
IR3

`(x)φu(x)u(x)u(x) dx

+ 4t2
∫

IR3

`(x)
1

4π

∫
IR3

`(y)u(y)v(y)

|x− y|
dy u(x)v(x) dx+ 2t3

∫
IR3

`(x)φv(x)u(x)v(x) dx

+ t2
∫

IR3

`(x)φu(x)v2(x) dx+ 2t3
∫

IR3

`(x)
1

4π

∫
IR3

`(y)u(y)v(y)

|x− y|
dy v2(x) dx

+ t4
∫

IR3

`(x)φv(x)v2(x) dx. (1.19)
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Assim, de (1.16) e (1.19) tem-se

J1(u+ tv)− J1(u)

t
= 2

∫
IR3

`(x)
1

4π

∫
IR3

`(y)u(y)v(y)

|x− y|
dyu2(x) dx

+ 2

∫
IR3

`(x)φu(x)u(x)u(y) dx+ t

∫
IR3

`(x)φv(x)u2(x) dx

+ 4t

∫
IR3

`(x)
1

4π

∫
IR3

`(y)u(y)v(y)

|x− y|
dy u(x)v(x) dx

+ 2t2
∫

IR3

`(x)φv(x)u(x)v(x) dx+ t

∫
IR3

`(x)φu(x)v2(x) dx

+ 2t2
∫

IR3

`(x)
1

4π

∫
IR3

`(y)u(y)v(y)

|x− y|
dyv2(x) dx+ t3

∫
IR3

`(x)φv(x)v2(x) dx.

Para efeitos didáticos, vamos usar as seguintes notações:

F1(u, v) =

∫
IR3

`(x)φv(x)u2(x) dx e F2(u, v) =

∫
IR3

`(x)φv(x)u(x)v(x) dx

F3(u, v) =

∫
IR3

`(x)φu(x)v2(x) dx e F4(u, v) =

∫
IR3

`(x)φv(x)v2(x) dx.

F5(u, v) =

∫
IR3

`(x)
1

4π

∫
IR3

`(y)u(y)v(y)

|x− y|
dy u(x)v(x) dx

F6(u, v) =

∫
IR3

`(x)
1

4π

∫
IR3

`(y)u(y)v(y)

|x− y|
dy v2(x) dx.

Note que pela desigualdade de Hölder as integrais em F1, F2, F3 e F4, são finitas.
Além disso, também pela desigualdade de Hölder as funções f(x) = `(x)u(x)v(x), g(y) =

`(y)u(y)v(y) ∈ L 6
5 (IR3) e como 5

6
+ 5

6
+ 1

3
= 2, então, pelo Lema A.0.1 as integrais em F5 e

F6, também são finitas. Assim,

J ′1(u)v = lim
t→0

J1(u+ tv)− J1(u)

t

= 2

∫
IR3

`(x)
1

4π

∫
IR3

`(y)u(y)v(y)

|x− y|
dy u2(x) dx+ 2

∫
IR3

`(x)φu(x)u(x)u(y) dx.

Agora, note que∫
IR3

`(x)
1

4π

∫
IR3

`(y)u(y)v(y)

|x− y|
dy u2(x) dx =

∫∫
IR3×IR3

`(x)`(y)u(y)v(y)u2(x)

4π|x− y|
dx dy.

Aplicando os Teoremas de Tonelli e Fubini [Ver Apêndice A, Teorema A.0.3 e Teorema
A.0.4], temos∫∫

IR3×IR3

`(x)`(y)u(y)v(y)u2(x)

4π|x− y|
dx dy =

∫
IR3

`(x)
1

4π

∫
IR3

`(y)u2(y)

|x− y|
dy u(x)v(x) dx

=

∫
IR3

`(x)φu(x)u(x)v(x) dx.
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Portanto, J1 é Gateaux diferenciável, com

J ′1(u)v = 4

∫
IR3

`(x)φu(x)u(x)v(x) dx, ∀u, v ∈ E.

Para mostrar que J1 ∈ C1(E, IR) é suficiente provar que J ′1 é cont́ınua no dual de E.
Suponha que un → u em E, então,

‖J ′1(un)− J ′1(u)‖ = sup
‖v‖=1

|(J ′1(un)− J ′1(u))v|

= 4 sup
‖v‖=1

∣∣∣∣∫
IR3

`(x)(φunun − φuu)v dx

∣∣∣∣
= 4 sup

‖v‖=1

∣∣∣∣∫
IR3

`(x)φununv dx−
∫

IR3

`(x)φuuv dx

∣∣∣∣ .
Desde que un ⇀ u, então pelo Lema (1.1.2), item (iv) temos

‖J ′1(un)− J ′1(u)‖ → 0, quando, n→∞,

assim, J ′1 é cont́ınuo e portanto, J1 ∈ C1(E, IR). �

Lema 1.1.4. Para cada u ∈ E, considere Gφu o gráfico de

φu : u ∈ E 7−→ φu(u) ∈ D1,2(IR3).

Então,
Gφu =

{
(u, φ) ∈ E ×D1,2(IR3) : ∂φΓ(u, φ) = 0

}
.

Além disso, φu ∈ C1(E,D1,2(IR3)).

Prova: A demonstração deste resultado segue argumentos padrões e pode ser encontrada
em [12] ou [14]. �

Agora, observe que fazendo v = φu em (1.6) e substituindo em (1.4) fica bem definido, o
funcional J de uma variável, dado por

J(u) = Γ(u, φu) =
1

2

∫
IR3

(|∇u|2 + V (x)u2) dx+
1

4

∫
IR3

`(x)φuu
2 dx−

∫
IR3

F (u) dx, ∀u ∈ E,

onde φu solução única de (1.7). Além disso, de acordo como o Lema 1.1.3, o funcional J é
de classe C1(E ×D1,2(IR3), IR) com derivada de Gateaux dada por

J
′
(u)v =

∫
IR3

(∇u∇v + V (x)uv) dx+

∫
IR3

`(x)φuuv dx−
∫

IR3

f(u)v dx, ∀v ∈ E,

dessa forma, temos o seguinte lema:

Lema 1.1.5. O par (u, φu) ∈ E × D1,2(IR3) é ponto cŕıtico do funcional Γ, ou seja, uma
solução do sistema de Schrödinger-Poisson (1.1) se e somente se u é ponto cŕıtico do funcional
J e φu = φ(u).
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Prova: Ver Benci e outros [12, 15] ou [20, pp. 4929–4932] para mais detalhes. �

Note que os pontos cŕıticos do funcional J são soluções fracas do problema não local{
−∆u+ V (x)u+ `(x)φuu = f(u) em IR3,
(u, φu) ∈ E ×D1,2(IR3).

(1.20)

E de acordo com o Lema 1.1.5, são também soluções fracas do sistema de Schrödinger-Poisson.

1.2 O Método de penalização de Del Pino e Felmer

A fim de usar o Método variacional e contornar a falta de compacidade da imersão de D1,2(IR3)
em L6(IR3) e obter solução para o problema não local (1.20), usaremos a técnica de penalização
introduzida por Del Pino e Felmer em [23] que consiste em estudar um problema auxiliar.

Para este fim, considere k = 2θ
θ−4

, R > 1 e defina as seguintes funções mensuráveis:

f̃(x, t) =


f(t), se kf(t) ≤ V (x)t

V (x)
K
t, se kf(t) > V (x)t,

(1.21)

e

g(x, t) =


f(t), se |x| ≤ R

f̃(x, t), se |x| > R.

(1.22)

Além disso, consideremos o problema não local penalizado{
−∆u+ V (x)u+ `(x)φuu = g(x, u) em R3,
(u, φu) ∈ E ×D1,2(R3)

(1.23)

e o funcional energia de Euler-Lagrange J : E → IR, dado por

J(u) =
1

2

∫
IR3

(|∇u|2 + V (x)u2) dx+
1

4

∫
IR3

`(x)φuu
2 dx−

∫
IR3

G(x, u) dx, (1.24)

onde G(x, u) :=

∫ u

0

g(x, s) ds. É claro que, pelo Lema 1.1.3, o funcional J é de classe

C1(E, IR), com derivada de Gateaux dada por:

J ′(u)v =

∫
IR3

(∇u∇v + V (x)uv) dx+

∫
IR3

`(x)φuuv dx−
∫

IR3

g(x, u)v dx, ∀ v ∈ E. (1.25)

Além disso, em vista das definições das funções f̃ e g, e das condições sobre f as seguintes
relações ocorrem:

(g1) θG(x, t) ≤ g(x, t)t, ∀x ∈ BR(0) e ∀ t ∈ IR,
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(g2) 2G(x, t) ≤ g(x, t)t ≤ V (x)
k
t2, ∀x ∈ IR3 \BR(0) e ∀ t ∈ IR,

(g3) g(x, t) ≤ f̃(x, t) ≤ f(t), ∀x ∈ IR3 e ∀ t ∈ IR,

(g4) g(x, t) = f(t), ∀x ∈ BR(0).

Mostraremos a existência de solução não negativa e não trivial para o problema penalizado
(1.23), para isso, provaremos que o funcional J satisfaz as hipóteses do Teorema do Passo
da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz, veja Apêndice A, Teorema A.0.2. Iniciamos com o
seguinte resultado.

Lema 1.2.1. Assuma que (A1), (`), (f1) − (f3) e Ω ⊂ BR(0) ocorrem. Seja (un) ⊂ E uma
sequência (PS)c para J , então (un) é limitada em E.

Prova: Note que

J(un)− 1

θ
J ′(un)un =

(
1

2
− 1

θ

)∫
IR3

(
|∇un|2 + V (x)u2

n

)
dx+

(
1

4
− 1

θ

)∫
IR3

`(x)φun|un|2 dx

+
1

θ

∫
IR3

[g(x, un)un − θG(x, un)] dx (1.26)

e observe que

1

θ

∫
IR3

[g(x, un)un − θG(x, un)] dx =
1

θ

∫
BR(0)

[g(x, un)un − θG(x, un)] dx

+
1

θ

∫
IR3\BR(0)

[g(x, un)un − θG(x, un)] dx.

Usando a relação (g1) conclúımos que

1

θ

∫
IR3

[g(x, un)un − θG(x, un)] dx ≥ 1

θ

∫
IR3\BR(0)

[g(x, un)un − θG(x, un)] dx,

e pela relação (g2) temos

1

θ

∫
IR3

[g(x, un)un − θG(x, un)] dx ≥ 2− θ
2kθ

∫
IR3\BR(0)

V (x)u2
n dx.

Além disso, desde que Ω ⊂ BR(0), então, IR3 \BR(0) ⊂ IR3 \ Ω, logo,∫
IR3\BR(0)

V (x)u2
n dx ≤

∫
IR3\Ω

V (x)u2
n dx

=

∫
IR3

V (x)u2
n dx−

∫
Ω

V (x)u2
n dx.

19



Agora, desde que θ > 4, tem-se

(
2− θ
2kθ

)
< 0, assim(

2− θ
2kθ

)∫
IR3|BR(0)

V (x)u2
n dx ≥

(
2− θ
2kθ

)∫
IR3

V (x)u2
n dx

+

(
2− θ
2kθ

)∫
Ω

V (x)u2
n dx. (1.27)

Lembrando que ∫
Ω

V (x)u2
n dx ≥ −|V (x)|

L
3
2 (Ω)

S−1

∫
IR3

|∇un|2 dx, (1.28)

segue por (1.27) e (1.28) que

1

θ

∫
IR3

[g(x, un)un − θG(x, un)] dx ≥
(

2− θ
2kθ

)∫
IR3

V (x)u2
n dx

−
(

2− θ
2kθ

)
|V (x)|

L
3
2 (Ω)

S−1

∫
IR3

|∇un|2 dx. (1.29)

Combinado (1.29) e (1.26), obtemos

J(un)− 1

θ
J ′(un)un ≥

(
1

2
− 1

θ

)∫
IR3

(
|∇un|2 + V (x)u2

n

)
dx

+

(
1

4
− 1

θ

)∫
IR3

`(x)φunu
2
n dx +

(
2− θ
2kθ

)∫
IR3

V (x)u2
n dx

−
(

2− θ
2kθ

)
|V (x)|

L
3
2 (Ω)

S−1

∫
IR3

|∇un|2 dx.

Efetuando alguns cálculos elementares obtemos

J(un)− 1

θ
J ′(un)un ≥

(
1− |V (x)|

L
3
2 (Ω)

S−1
)(θ − 2

2kθ

)∫
IR3

|∇un|2 dx

+

(
1− 1

k

)(
θ − 2

2θ

)
‖un‖2 +

(
θ − 4

4θ

)∫
IR3

`(x)φunu
2
n dx. (1.30)

Desde que

(
1− 1

k

)(
θ − 2

2θ

)
≥
(
θ − 4

4θ

)
. Segue dessa desigualdade, da condição (A1) e

de (1.30) que

J(un)− 1

θ
J ′(un)un ≥

(
θ − 4

4θ

)
‖un‖2, (1.31)

e sendo (un) uma sequência (PS)c para o funcional J , conclúımos que(
θ − 4

4θ

)
‖un‖2 ≤ on(1) + c‖un‖,

e portanto esta sequência é limitada em E. �
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Lema 1.2.2. Assuma que (A1), (`), (f1) − (f3) e Ω ⊂ BR(0) ocorrem. Então, J satisfaz as
geometrias do Teorema do Passo da Montanha, isto é, J(0) = 0 e

(H1) Existem α, ρ > 0, tais que, J(u) ≥ α > 0, se ‖u‖ = ρ,

(H2) Existe u0 ∈ C∞0 (B1(0)) tal que J(u0) < 0 com ‖u0‖ > ρ.

Prova: De fato, é claro que J(0) = 0. Além disso,

J(u) =
1

2
‖u‖2 +

1

4

∫
IR3

`(x)φuu
2 dx−

∫
IR3

G(x, u) dx

≥ 1

2
‖u‖2 −

∫
IR3

G(x, u) dx,

e pelas condições (f1) e (f2), temos

J(u) ≥ 1

2
‖u‖2 − C0

∫
IR3

|u|6 dx,

o que implica

J(u) ≥ 1

2
‖u‖2 − C1‖u‖6 = ‖u‖2

(
1

2
− C1‖u‖4

)
, ∀u ∈ E,

ou seja,

J(u) ≥ ‖u‖2

(
1

2
− C1‖u‖4

)
, ∀u ∈ E,

para alguma constante C1 > 0.

Fazendo ‖u‖ = ρ e escolhendo ρ > 0, tal que

ρ <

[
1

4C1

] 1
4

,

teremos J(u) ≥ 1

4
ρ2, assim, tomando α =

1

4
ρ2 > 0, obtemos

J(u) ≥ α > 0, ∀u ∈ E, com ‖u‖ = ρ,

o que prova (H1).

Para provar (H2), fixamos ϕ ∈ C∞0 (IR3) \ {0} com supp ϕ ⊆ B1(0) e considere t > 0, tal
que u = tϕ. Note que, pelo item (i) do Lema 1.1.2, existe uma constante C > 0 tal que

1

4

∫
IR3

`(x)φtϕ(tϕ)2 dx ≤ Ct4

4
‖ϕ‖4. (1.32)

Pela condição (f3) temos ∫ s

s0

θ

t
dt ≤

∫ s

s0

f(t)

F (t)
dt, ∀ s > s0,
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usando o Teorema Fundamental do Cálculo, obtemos

F (s0)

s0

sθ ≤ F (s); ∀ s > s0.

Sejam C1, C2 > 0, tais que C1 =
F (s0)

s0

e C2 = max{|F (s)| : s ∈ [0, s0]}, então

F (s) ≥ C1s
θ − C2, ∀ s > 0, (1.33)

e portanto, sendo R > 1, a definição da função g nos fornece∫
IR3

G(x, tϕ) dx =

∫
B1(0)

G(x, tϕ) dx+

∫
IR3\B1(0)

G(x, tϕ) dx

=

∫
B1(0)

F (tϕ) dx+

∫
IR3\B1(0)

G(x, tϕ) dx, (1.34)

assim, de (1.33) e (1.34) temos∫
IR3

G(x, tϕ) dx ≥
∫
B1(0)

G(x, tϕ) dx ≥ C1t
θ

∫
B1(0)

|ϕ|θ dx− 4πC2

3
, (1.35)

e usando (1.32), (1.35) e a definição do funcional J , teremos

J(tϕ) ≤ t2

2
‖ϕ‖2 +

Ct4

4
‖ϕ‖4 − C1t

θ

∫
B1(0)

|ϕ| dx+
4πC2

3
,

e desde que θ > 4 e ϕ ∈ C∞0 (IR3), existe t0 > 0 tal que u0 = t0ϕ ∈ C∞0 (IR3) com ‖u0‖ > ρ e
J(u0) < 0, o que prova a condição (H2), completando assim a prova do Lema. �

Lema 1.2.3. Assuma que (A1), (`), (f1)−(f3) e Ω ⊂ BR(0) ocorrem. Seja (un) uma sequência
(PS)c para o funcional J , então, dado ε > 0, existe r = r(ε) > 0, tal que

lim sup
n→∞

∫
Ω2r

(|∇un|2 + V (x)u2
n) dx ≤ ε,

onde Ω2r := {x ∈ IR3 : |x| ≥ 2r} = IR3 \B2r(0).

Prova: De fato, seja R < r e defina a função ηr : IR3 → IR que satisfaz as seguintes
propriedades:

(a) ηr ∈ C∞(IR3).

(b) 0 ≤ ηr ≤ 1 ∀ x ∈ IR3.

(c) Existe C > 0, que não depende de r, tal que |∇ηr(x)| ≤ C

r
, ∀x ∈ IR3.
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(d) ηr(x) = 0, ∀x ∈ Br(0) e ηr(x) = 1, ∀x ∈ IR3 \B2r(0).

Note que, desde que (un) é (PS)c, pelo Lema 1.2.1, (un) é limitada em E,
consequentemente, (ηrun) é também limitada em E. Além disso,

J ′(un)(ηrun) = on(1),

assim,∫
IR3

∇un∇(ηrun) + V (x)(ηrun)un dx+

∫
IR3

`(x)φun(ηrun)2 dx−
∫

IR3

g(x, un)(ηrun) dx = on(1),

de onde obtemos∫
IR3

ηr[|∇un|2 + V (x)u2
n] dx = −

∫
IR3

η2
r`(x)φunu

2
n dx+

∫
IR3

ηrg(x, un)un dx

−
∫

IR3

∇ηr∇unun dx + on(1).

Agora, usando a propriedade (d) da função ηr, tem-se∫
Ωr

ηr[|∇un|2 + V (x)u2
n] dx = −

∫
Ωr

η2
r`(x)φunu

2
n dx+

∫
Ωr

ηrg(x, un)un dx

−
∫

Ωr

∇ηr∇unun dx + on(1), (1.36)

onde Ωr := {x ∈ IR3 : |x| ≥ r} = IR3 \Br(0).

Observe que ∫
Ω2r

[|∇un|2 + V (x)u2
n] dx ≤

∫
Ωr

[|∇un|2 + V (x)u2
n] dx, (1.37)

Agora, desde que R < r, temos BR(0) ⊂ Br(0), logo, g(x, un) ≤ 1

k
V (x)u2

n, ∀x ∈ Ωr, o

que implica ∫
Ωr

g(x, un)unηr dx ≤
1

k

∫
Ωr

ηr[|∇un|2 + V (x)u2
n] dx, (1.38)

assim, combinando (1.36) com (1.38), obtemos(
1− 1

k

)∫
Ωr

ηr[|∇un|2 + V (x)u2
n] dx ≤ −

∫
Ωr

η2
r`(x)φunu

2
n dx −

∫
Ωr

∇ηr∇unun + on(1)

≤ −
∫

Ωr

∇ηr∇unun dx + on(1),

logo ∫
Ωr

ηr[|∇un|2 + V (x)u2
n] dx ≤

(
1− 1

k

)−1 ∫
Ωr

|∇ηr||∇un||un| dx+ on(1). (1.39)
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Note que, a condição (d), nos diz que ∇ηr = 0 em Ω2r, então∫
Ωr

|∇ηr||∇un||un| dx =

∫
B2r(0)\Br(0)

|∇ηr||∇un||un| dx, (1.40)

e desde que, L6(B2r(0) \ Br(0)) ↪→ L2(B2r(0) \ Br(0)), podemos usar a propriedade (c) da
função ηr e a desigualdade de Hölder, para concluir que∫

B2r(0)\Br(0)

|∇ηr||∇un||un| dx ≤
C

r

(∫
B2r(0)\Br(0)

|∇un|2 dx
) 1

2
(∫

B2r(0)\Br(0)

|un|2 dx,
) 1

2

≤ C

r

(∫
IR3

|∇un|2 dx
) 1

2
(∫

B2r(0)\Br(0)

|un|2 dx,
) 1

2

.

Além disso, já sabemos por (1.3) que

‖un‖2 =

∫
IR3

(|∇un|2 + V (x)u2
n) dx ≥

(
1− |V (x)|

L
3
2 (Ω)

S−1
)∫

IR3

|∇un|2 dx,

e sendo (un) limitada, existe uma constante M > 0, de modo que(∫
IR3

|∇un|2 dx
) 1

2

≤ M(
1− |V (x)|

L
3
2 (Ω)

S−1
) 1

2

.

Portanto,∫
B2r(0)\Br(0)

|∇ηr||∇un||un| dx ≤
MC

r

(
1− |V (x)|

L
3
2 (Ω)

S−1
)− 1

2

(∫
B2r(0)\Br(0)

|un|2 dx
) 1

2

.(1.41)

Agora, sendo E um espaço de Hilbert, (un) limitada em E, então, existe u ∈ E tal que,
a menos de subsequência, un ⇀ u em E e un → u em L2(B2r(0) \Br(0)). Assim,(∫

B2r(0)\Br(0)

|un|2 dx,
) 1

2

−→
(∫

B2r(0)\Br(0)

|u|2 dx
) 1

2

, (1.42)

logo, por (1.40), (1.41) e (1.42), temos

lim sup
n→∞

[∫
Ωr

|∇ηr||∇un||un| dx
]
≤ MC

r

(
1− |V (x)|

L
3
2 (Ω)

S−1
)− 1

2

(∫
B2r(0)\Br(0)

|u|2 dx
) 1

2

,

e fazendo uso da desigualdade de Hölder,

lim sup
n→∞

[∫
Ωr

|∇ηr||∇un||un| dx
]
≤ MC|B2r(0) \Br(0)| 13

r
(

1− |V (x)|
L

3
2 (Ω)

S−1
) 1

2

(∫
B2r(0)\Br(0)

|u|6 dx
) 1

6

. (1.43)
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Portanto, desde que |B2r(0) \Br(0)| ≤ |B2r(0)|, então, combinando (1.37), (1.39) e (1.43)
temos

lim sup
n→∞

[∫
Ω2r

|∇ηr||∇un||un| dx
]
≤

3
√

4π2k(k − 1)−1MC

3
√

3
(

1− |V (x)|
L

3
2 (Ω)

S−1
) 1

2

(∫
B2r(0)\Br(0)

|u|6 dx
) 1

6

< ε,

o que é posśıvel para r > 0, suficientemente grande, pois, |u|6 é integrável em IR3 e
|B2r(0) \Br(0)| −→ 0. �

Lema 1.2.4. Assuma que (A1), (`), (f1) − (f3) e Ω ⊂ BR(0) ocorrem. Então, J satisfaz a
condição de Palais-Smale.

Prova: Seja (un) uma sequência (PS)c para o funcional J , isto é,

J(un)→ c e J ′(un)→ 0.

Desde que, pelo Lema 1.2.1 a sequência (un) é limitada, temos J ′(un)un = on(1) e assim∫
IR3

(|∇un|2 + V (x)u2
n) dx+

∫
IR3

`(x)φunu
2
n dx =

∫
IR3

g(x, un)un dx+ on(1). (1.44)

Note que por (g2) e pelo fato de Ω ⊂ BR(0) ⊂ B2r(0), temos∫
IR3\B2r(0)

g(x, un)un dx ≤
1

k

∫
IR3\B2r(0)

V (x)u2
n dx ≤

1

k

∫
IR3\B2r(0)

(|∇un|2 + V (x)u2
n) dx,

assim, segue do Lema 1.2.3 que

lim sup
n→∞

∫
IR3\B2r(0)

g(x, un)un dx = 0. (1.45)

Agora, desde que un → u em Lsloc(IR
3) com s ∈ [2, 6) e g(x, t) ≤ f(t) em IR3× IR, usando o

crescimento subcŕıtico de f e o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, obtemos

lim sup
n→∞

∫
B2r(0)

g(x, un)un dx =

∫
B2r(0)

g(x, u)u dx. (1.46)

As igualdades em (1.45) e (1.46) nos permite concluir que

lim
n→∞

∫
IR3

g(x, un)un dx =

∫
IR3

g(x, u)u dx. (1.47)

Assim, do item (i) do Lema 1.1.2, de (1.44) e (1.47), temos

lim
n→∞

‖un‖2 =

∫
IR3

g(x, u)u dx−
∫

IR3

`(x)φuu
2 dx. (1.48)
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Além disso, como un ⇀ u em E, g(x, un) ⇀ g(x, u) em L
6
5 (IR3), J ′(un)u = on(1) e∫

IR3

(∇un∇u+ V (x)unu) dx→
∫

IR3

(|∇u|2 + V (x)u2) dx,

então, essas afirmações, juntamente como o item (iv) do Lema 1.1.2 nos dizem que

‖u‖2 =

∫
IR3

g(x, u)u dx−
∫

IR3

`(x)φuu
2 dx. (1.49)

De (1.48) e (1.49), conclúımos que, a menos de subsequência, un → u em E. Portanto, J
satisfaz a condição de Palais-Smale. �

Teorema 1.2.1. Assuma que as condições (A1), (`), (f1)−(f3) e Ω ⊂ BR(0) ocorrem. Então,
o problema penalizado (1.23) possui uma solução não trivial e não negativa.

Prova: De fato, os Lemas (1.2.2) e (1.2.4) garantem que J cumpre as hipóteses do Teorema
do Passo da Montanha, portanto, exite u ∈ E, tal que

J(u) = c > 0 e J ′(u) = 0, ∀ u ∈ E,

onde c é ńıvel minimax do funcional J , ou seja,

c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J(γ(t)) e Γ = {γ ∈ C([0, 1], E) : γ(0) = 0 e γ(1) = u0}.

Seja u− = min{u, 0}. Desde que J ′(u)u− = 0 e g(x, t) = 0, para t ≤ 0, segue que

‖u−‖2 +

∫
Ω

`(x)φu(u
−)2 = 0,

assim u− = 0. Portanto, u = u+ ≥ 0 é solução não trivial e não negativa do problema (1.23).
�

1.3 Propriedades da solução do problema truncado (1.23)

Nesta seção, apresentamos algumas propriedades da solução u do problema (1.23), obtida no
teorema anterior, que nos permitirá provar que u também é solução do problema não local
(1.20), o que é equivalente a mostrar que o par (u, φu) ∈ E × D1,2(IR3) é uma solução não
trivial e não negativa do sistema (1.1), ver Lema 1.1.5.

Inicialmente, note que dada u ∈ H1
0 (B1(0)), a extensão de u por zero fora de Ω, que

denotaremos por ũ, pertence aD1,2(IR3). Logo, os mesmos argumentos anteriores, via Teorema
de Lax-Milgran, mostram que existe um único φũ ∈ D1,2(IR3) tal que −∆φũ = `(x)ũ2 em IR3.
Portanto, o funcional J∞ : H1

0 (B1(0))→ IR dado por

J∞(u) :=
1

2

∫
B1(0)

(|∇u|2 + V∞u
2) dx+

1

4

∫
B1(0)

`(x)φũu
2 dx−

∫
B1(0)

F (u) dx,
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possui as Geometrias do Teorema do Passo da Montanha. Assim, está bem definido o ńıvel
minimax

d := inf
γ∈Γ0

max
t∈[0,1]

J∞(γ(t)) onde Γ0 = {γ ∈ C([0, 1], H1
0 (B1(0))) : γ(0) = 0 e γ(1) = u0},

(1.50)
com J∞(u0) < 0 e u0 ∈ C∞0 (B1(0)) dado no Lema (1.2.2).

O próximo lema relaciona o ńıvel minimax do funcional J com o ńıvel minimax do
funcional J∞.

Lema 1.3.1. Assuma que as condições (A1), (A2), (`), (f1) − (f3) e Ω ⊂ BR(0) ocorram.
Então, o ńıvel minimax d satisfaz c ≤ d.

Prova: De fato, note que para cada u ∈ H1
0 (B1(0)) podemos escrever J(ũ) = J(u), onde

identificamos u com sua extensão ũ, pois,

J(ũ) =
1

2

∫
B1(0)

(|∇u|2 + V (x)u2) dx+
1

4

∫
B1(0)

`(x)φũu
2 dx−

∫
B1(0)

F (u) dx.

Usando a condição (A2), temos

J(u) ≤ J∞(u), ∀u ∈ H1
0 (B1(0)).

Assim, usando as definição do ńıvel d, ver (1.50), temos

inf
γ∈Γ0

max
t∈[0,1]

J(γ(t)) ≤ inf
γ∈Γ0

max
t∈[0,1]

J∞(γ(t)) = d.

Claramente, Γ ⊂ Γ0 com Γ dado na prova do Teorema 1.2.1. Portanto,

c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J(γ(t)) ≤ d. �

Lema 1.3.2. Assuma que as condições (A1), (A2), (`), (f1) − (f3) e Ω ⊂ BR(0) ocorram.
Então, para todo R > 1 a solução u ∈ E do problema penalizado (1.23) satisfaz a estimativa

‖u‖2 ≤ 2kd.

Prova: De fato, argumentando como em (1.31), obtemos

J(u)− 1

θ
J ′(u)u ≥

(
θ − 4

4θ

)
‖u‖2,

logo,

d ≥ c ≥
(
θ − 4

4θ

)
‖u‖2,

e como k =
2θ

θ − 4
, então, ‖u‖2 ≤ 2kd. �
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Lema 1.3.3. Assuma que as condições (A1), (A2), (`), (f1) − (f3), e Ω ⊂ BR(0) ocorrem.
Seja u ∈ E uma solução do problema penalizado (1.23), então, existe uma constante M > 0,
que não depende de R > 1 tal que

|u|L∞(IR3) ≤M |u|L6(IR3)

Prova: Considere β, σ > 1 e defina

uβ,σ(x) = min
{
uβ−1(x), σ

}
e Ωσ =

{
x ∈ IR3 : |u(x)|β−1 < σ

}
.

Note que uβ,σ ∈ E e ∇(uβ,σu) = uβ,σ∇u+ (β − 1)uβ−1(∇u)χΩσ
. Consequentemente,∫

IR3

|∇(uβ,σu)|2 dx =

∫
IR3

|uβ,σ∇u+ (β − 1)uβ−1(∇u)χΩσ
|2 dx

=

∫
IR3

u2
β,σ|∇u|2 + 2(β − 1)uβ−1uβ,σ∇u(∇u)χΩσ

dx

+

∫
IR3

(β − 1)2|u|2(β−1)|∇u|2χΩσ
dx,

de onde conclúımos que∫
IR3

|∇(uβ,σu)|2 dx =

∫
IR3

(u2
β,σ|∇u|2 + 2(β − 1)|u|2(β−1)|∇u|2χΩσ

+ (β − 1)2|u|2(β−1)|∇u|2χΩσ
) dx

=

∫
IR3

u2
β,σ|∇u|2 dx+ (β2 − 1)

∫
IR3

|u|2(β−1)|∇u|2χΩσ
dx

≤ (β + 1)

∫
IR3

u2
β,σ|∇u|2 dx+ 2(β + 1)(β − 1)

∫
IR3

(|u|2(β−1)|∇u|2χΩσ
) dx,

ou seja,∫
IR3

|∇(uβ,σu)|2 dx ≤ (β + 1)

[∫
IR3

u2
β,σ|∇u|2 dx+ 2(β − 1)

∫
IR3

(|u|2(β−1)|∇u|2χΩσ
) dx

]
. (1.51)

Agora, observe que `(x)φu(uβ,σu)2 ≥ 0 em IR3 e V (x)(uβ,σu)2 ≥ 0 em IR3 \ Ω e

∇u∇(u2
β,σu) = u2

β,σ|∇u|2 + 2(β − 1)u2(β−1)|∇u|2χΩσ
. (1.52)

Assim, usando (u2
β,σu) como função teste, temos∫

IR3

[∇u∇(u2
β,σu) + V (x)(u2

β,σu)] dx+

∫
IR3

`(x)φuu(u2
β,σu) dx =

∫
IR3

g(x, u)(u2
β,σu). (1.53)

Da combinação de (1.52) e (1.53) obtém-se,[∫
IR3

u2
β,σ|∇u|2 + 2(β − 1)u2(β−1)|∇u|2χΩσ

dx

]
≤
∫

IR3

g(x, u)u2
β,σu,
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dessa desigualdade, e de (1.51) encontramos,∫
IR3

|∇(uβ,σu)|2 dx ≤ (β + 1)

∫
IR3

g(x, u)u2
β,σu.

Pelas condições (f1), (f2) e a relação (g3), conclúımos que∫
IR3

|∇(uβ,σu)|2 dx ≤ C0(β + 1)

∫
IR3

|u|p−2(uβ,σu)2 dx

≤ (β + 1)

[∫
Ω

−V (x)(uβ,σu)2 dx+ C0

∫
IR3

|u|p−2(uβ,σu)2 dx

]
,(1.54)

para alguma constante positiva C0 e p ∈ (4, 6).

Além disso, V (x) ∈ L
6
p−2 (Ω), (uβ,σu)2 ∈ L

6
8−p (IR3) e |u|p−2 ∈ L

6
p−2 (IR3), então, pela

desigualdade de Hölder,∫
Ω

−V (x)(uβ,σu)2 dx ≤ |V (x)|
L

6
p−2 (Ω)

(∫
Ω

|uβ,σu|
12

8−p dx

) 8−p
6

e ∫
IR3

|u|p−2(uβ,σu)2 dx ≤ |u|p−2

L6(IR3)

(∫
IR3

|uβ,σu|
12

8−p dx

) 8−p
6

,

e usando essas duas últimas desigualdades, (1.54) e a irmesão cont́ınua D1,2(IR3) ↪→ L6(IR3),
temos

|uβ,σu|2L6(IR3) ≤
∫

IR3

|∇(uβ,σu)|2 dx

≤ S−1(β + 1)

[
|V (x)|

L
6
p−2 (Ω)

(∫
Ω

|uβ,σu|
12

8−p dx

) 8−p
6

]

+ C0S
−1(β + 1)

[
|u|p−2

L6(IR3)

(∫
IR3

|uβ,σu|
12

8−p dx

) 8−p
6

]
. (1.55)

Agora, pela definição de (uβ,σ) e (1.55) conclúımos que(∫
IR3

|uβ|6 dx
) 1

3

≤ S−1(β + 1)

[
|V (x)|

L
6
p−2 (Ω)

(∫
Ω

|uβ|
12

8−p dx

) 8−p
6

]

+ S−1C0C
p−2
1 (β + 1)

(∫
IR3

|uβ|
12

8−p dx

) 8−p
6

,

o que implica,(∫
IR3

|u|6β dx
) 1

6β

≤
(

2S−1|V (x)|
L

6
p−2 (Ω)

+ 2S−1C0C
p−2
1

) 1
2β
β

1
2β

(∫
IR3

|u|
12β
8−p dx

) 8−p
12β

,

29



assim, fazendo C = 2S−1|V (x)|
L

6
p−2 (Ω)

+ 2S−1C0C
p−2
1 , obtemos

|u|L6β(IR3) ≤ C
1

2β β
1

2β |u|
L

12β
8−p (IR3)

. (1.56)

Agora, recorde que p ∈ (4, 6), ver (A1), e considere a sequência βn =

(
8− p

2

)n
, onde

n ≥ 1 é um número natural. Então, para n = 1 em (1.56), temos

|u|L6β1 (IR3) ≤ C
1

2β1 β
1

2β1
1 |u|L6(IR3). (1.57)

Fazendo n = 2 em (1.56), em seguida, usando (1.57) e β2 = β2
1 , obtemos

|u|L6β2 (IR3) ≤ C
1

2β2 β
1

2β2
2 |u|L6β1 (IR3)

≤ C
1
2

(
1
β1

+ 1

β2
1

)
β

1
β1

+ 1

β2
1

1 |u|L6(IR3).

Continuando o processo de forma indutiva, conclúımos que

|u|L6βn (IR3) ≤ C
1
2

(
1
β1

+...+ 1
βn1

)
β

1
β1

+...+ 1
βn1

1 |u|L6(IR3). (1.58)

Agora, observando que

∞∑
i=1

(
1

β1

)j
=

1

1− 1
β1

=
8− p
6− p

obtemos, por (1.58) que

|u|
L6βn1 (IR3)

≤ C
8−p

2(6−p)

(
(8− p)

2

) 8−p
6−p

|u|L6(IR3). (1.59)

Portanto, desde que β1 > 1, por passagem ao limite em (1.59) com n → ∞, conclúımos
u ∈ L∞(IR3) e

|u|L∞(IR3) ≤M |u|L6(IR3),

onde definimos a constante

M := C
8−p

2(6−p)

(
(8− p)

2

) 8−p
6−p

.

�

Lema 1.3.4. Assuma que as condições (A1), (A2), (`), (f1)−(f3) e Ω ⊂ BR(0) ocorrem. Seja
u ∈ E a solução do problema (1.23), obtida no Teorema 1.2.1, e R > 1. Então, u satisfaz

|u|L∞(IR3) ≤M

(
2S2kd

S − |V (x)|
L

3
2 (Ω)

) 1
2

.
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Prova: De fato, por (1.3) temos∫
R3

(|∇u|2 + V (x)u2)dx ≥ (1− |V (x)|
L

3
2 (Ω)

S−1)

∫
R3

|∇u|2dx. (1.60)

Assim, usando o Lema 1.3.2, a imersão cont́ınua D1,2(IR3) ↪→ L6(IR3) e (1.60), obtemos

|u|L∞(IR3) ≤ M |u|L6(IR3)

≤ MS
1
2‖u‖D1,2(IR3)

≤ MS
1
2 (1− |V (x)|

L
3
2 (Ω)

S−1)−
1
2‖u‖

= M

(
S2

S − |V (x)|
L

3
2 (Ω)

) 1
2

‖u‖.

Portanto, ainda pelo Lema 1.3.2, temos

|u|L∞(IR3) ≤M

(
S2

S − |V (x)|
L

3
2 (Ω)

) 1
2

(2kd)
1
2 = M

(
2S2kd

S − |V (x)|
L

3
2 (Ω)

) 1
2

. �

Lema 1.3.5. Assuma que as condições (A1), (A2), (`), (f1) − (f3) e Ω ⊂ BR(0) ocorrem.
Então, para cada R > 1, temos

u(x) ≤
R|u|L∞(IR3)

|x|
≤ RM

|x|

(
2S2kd

S − |V (x)|
L

3
2 (Ω)

) 1
2

, ∀x ∈ IR3 \BR(0),

onde u é a solução de (1.23) obtida no Teorema 1.2.1.

Prova: Seja v : IR3 \ {0} −→ IR a função harmônica dada por

v(x) =
RM

|x|

(
2S2kd

S − |V (x)|L3/2(Ω)

) 1
2

.

Note que pelo Lema anterior, temos u(x) ≤ v(x) q.t.p em IR3 \ BR(0), assim, a função
definida por

ψ(x) =


(u− v)+(x), se |x| ≥ R,

0, se |x| ≤ R,

pertence a D1,2(IR3). Além disso, desde que 0 ≤ ψ ≤ u, então, ψ ∈ E. Considerando agora a
função ψ como função teste e usando o fato que u é solução não negativa de (1.23), temos∫

IR3

∇u∇ψ dx+

∫
IR3

`(x)φuuψ dx =

∫
IR3\BR(0)

(g(x, u)− V (x)u)ψ dx,
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assim, por (A1) e (g2) temos∫
IR3

∇u∇ψ dx ≤
∫

IR3

∇u∇ψ dx+

∫
IR3

`(x)φuuψ dx

=

∫
IR3\BR(0)

(g(x, u)− V (x)u)ψ dx,

≤
(

1

k
− 1

)∫
IR3\BR(0)

V (x)uψ dx ≤ 0.

Desde que ∆v = 0 em IR3 \BR(0) e ψ = 0 em ∂BR(0), então, pelo Teorema do Divergente∫
IR3

|∇ψ|2 dx =

∫
IR3

∇ψ∇ψ dx =

∫
IR3

∇ψ∇(u− v)ψ dx =

∫
IR3

∇u∇ψ dx ≤ 0,

ou seja, ψ ≡ 0 em IR3. Portanto, u ≤ v em IR3 \BR(0). �

1.3.1 Prova do Teorema 1.0.1

Nesta seção, além das hipóteses (A1) e (A2), assumiremos que (A3) ocorre. Então, usaremos
os resultados anteriores para provar o Teorema 1.0.1, mais precisamente, que a solução u de
(1.23) fornece solução do sistema (1.1).

Prova do Teorema 1.0.1: Desde que, o problema penalizado (1.23) possui uma solução
não trivial e não negativa u ∈ E, é suficiente provar que u satisfaz a desigualdade

f(u)

u
≤ V (x)

k
, em IR3 \BR(0).

Note que pela condição (f1) e o Lema 1.3.5, temos

f(u)

u
≤ C0|u|4 ≤ C0

RM
|x|

(
2S2kd

S − |V (x)|
L

3
2 (Ω)

) 1
2

4

= C0
R4

|x|4

(
2MS2kd

S − |V (x)|
L

3
2 (Ω)

)2

,

e pela condição (A3), temos

f(u)

u
≤ C0

(
2MS2kd

S − |V (x)|
L

3
2 (Ω)

)2
V (x)

Λ
=
kC0

Λ

(
2MS2kd

S − |V (x)|
L

3
2 (Ω)

)2
V (x)

k
.

De modo que, fixando Λ∗ > 0, tal que

kC0

(
2MS2kd

S − |V (x)|
L

3
2 (Ω)

)2

≤ Λ∗,
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teremos, para todo Λ ≥ Λ∗

f(u)

u
≤ V (x)

k
⇔ f(u) ≤ V (x)

k
u, em IR3 \BR(0).

Assim, pela definição do truncamento de g, segue que a solução fraca do problema (1.23)
é também solução (não trivial e não negativa) do problema{

−∆u+ V (x)u+ `(x)φuu = f(u) em R3,
(u, φu) ∈ E ×D1,2(R3).

Portanto, pelo Lema 1.1.5, conlúımos que o par (u, φu) ∈ E ×D1,2(IR3) é solução não trivial
e não negativa do sistema (1.1) �
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Caṕıtulo

2
Existência de solução não negativa e não

trivial para um sistema de equação do tipo
Schrödinger-Poisson com expoente cŕıtico e

supercŕıtico.

Neste caṕıtulo, estudamos a seguinte classe de sistemas do tipo Schrödinger-Poisson
−∆u+ V (x)u+ `(x)φu = f(u) + λ|u|q−2u em R3,
−∆φ = `(x)u2 em R3,
u, φ ≥ 0 em IR3, u, φ ∈ D1,2(R3),

(2.1)

onde `(x), V (x) e f satisfazem as mesmas hipóteses do Caṕıtulo 1 e q ≥ 6. A principal
novidade aqui é a pertubação λ|u|q−2u que pode ser cŕıtica ou superlinear supercŕıtica.

Para facilitar a leitura, iremos enunciar novamente as hipóteses sobre as funções `(x),
V (x) e f, e definir a noção de solução para (2.1).

(A1) V (x) ∈ L 3
2 (Ω)∩L

6
p−2 (Ω), |V (x)|

L
3
2 (Ω)

< S, onde S > 0 é a melhor constante da imersão

D1,2(R3) ↪→ L6(R3), Ω := {x ∈ R3 : V (x) < 0} e 4 < p < 6.

(A2) Existe uma contante V∞ > 0 tal que V (x) ≤ V∞, ∀x ∈ B1(0) ⊂ R3.

(A3) Existem constantes Λ > 0 e R > 1, tal que,
1

R4
inf
|x|≥R

|x|4V (x) ≥ Λ.

(`) `(x) ∈ L2(IR3), `(x) ≥ 0, ∀x ∈ R3 e ` 6≡ 0.

(f1) lim sup
s→0+

sf(s)

s6
< +∞.

(f2) lim sup
s→+∞

sf(s)

sp
= 0, onde p é dado em (A1).
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(f3) Existe θ > 4 tal que 0 < θF (s) := θ

∫ s

0

f(t) dt ≤ sf(s)∀ s ≥ 0.

Definição 2.0.1. Uma solução (fraca) não trivial e não negativa para (2.1) é um par
(u, φ) ∈ E ×D1,2(R3), tal que u, φ 6≡ 0, u, φ ≥ 0 em IR3 e as seguintes igualdades ocorrem∫

R3

∇u∇v dx+

∫
R3

V (x)uv dx+

∫
R3

`(x)φuv dx =

∫
R3

f(u)v dx+ λ

∫
R3

|u|q−2uv dx, ∀ v ∈ E

e ∫
R3

∇φ∇ϕdx =

∫
R3

`(x)u2ϕdx, ∀ϕ ∈ D1,2(R3).

O principal resultado deste caṕıtulo pode ser enunciado da seguinte forma:

Teorema 2.0.1. Suponha que (A1) − (A3), (`) e (f1) − (f3) ocorrem. Então, existem
constantes λ∗ = λ∗(S, θ, p, C0, |V (x)|

L
3
2 (Ω)

) > 0 e Λ∗ = Λ∗(V∞, θ, p, C0, |V (x)|
L

3
2 (Ω)

) > 0,

tais que o sistema (2.1) possui solução não trivial e não negativa, para cada λ ∈ (0, λ∗) e
Λ ≥ Λ∗.

Para demonstrar o Teorema 2.0.1 utilizamos as ideias em [16], [12], [2]. Mais precisamente,
fizemos uma adaptação da técnica de Penalização introduzida por Del Pino e Felmer em [23]
e Benci e Fortunato [12, 15]. A saber, a técnica consiste em truncar a não linearidade
f(t) + λ|t|q−2t e considerar um problema não local associado (2.9) que tem estrutura
variacional e o funcional associado satisfaz as geometrias do Teorema do Passo da Montanha.
Em seguida, aplicamos alguns resultados técnicos e o método de Iteração de Moser [31]
combinado com o tamanho do parâmetro λ para provar que a solução do problema truncado
fornece a solução do problema original.

Note que da mesma forma que foi feito no Caṕıtulo 1, usando o Teorema de Lax-Milgram,
para cada u ∈ D1,2(R3), existe uma única φu ∈ D1,2(R3) solução da segunda equação do
sistema (2.1) e assim (2.1) reduz-se ao seguinte problema não local{

−∆u+ V (x)u+ `(x)φuu = f(u) + λ|u|q−2u em R3,
(u, φu) ∈ E ×D1,2(R3).

(2.2)

2.1 O Método de penalização de Del Pino e Felmer e a Formulação

variacional do problema

Inicialmente, observe que por (f1) e (f2) existe uma constante C0 > 0 tal que

f(s) ≤ C0s
p−1 e f(s) ≤ C0s

5,∀ s ≥ 0, (2.3)

e que o funcional associado ao problema (2.1) é dado por

Jλ(u, φ) =
1

2
‖u‖2 +

1

2

∫
R3

`(x)φu2 dx−
∫
R3

F (u) dx− λ

q

∫
R3

|u|q dx− 1

4

∫
R3

|∇φ|2 dx.
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Para aplicar o método variacional no estudo de Jλ, temos pelo menos duas dificuldades.
A primeira é que como podemos ter q > 6, o funcional Jλ não está bem definido sobre
E × D1,2(R3), pois só temos as imersões E,D1,2(IR3) ↪→ L6(IR3). A segunda dificuldade
deve-se ao fato do funcional Jλ ser fortemente indefinido. Para contornar essas dificuldades,
adaptaremos as ideias de [2], [16] e [12], que consiste na modificação da não linearidade
f(u) + λ|u|q−2 fornecendo um problema auxiliar.

Desde que estamos interessados em solução positiva para (2.1), vamos supor que

f(s) = 0, ∀ s ≤ 0.

Considere m ∈ IN e gλ,m : IR→ IR a seguinte função auxiliar

gλ,m(s) =


0, se s < 0

f(s) + λsq−1, se 0 ≤ s ≤ m

f(s) + λmq−psp−1, se s ≥ m.

(2.4)

Sem perda de generalidade, por (2.3) e (2.4), podemos supor que existe C0 ≥ 1 tal que

gλ,m(s) ≤ C0(1 + λmq−p)sp−1 e gλ,m(s) ≤ C0(1 + λmq−p)s5, ∀s ≥ 0. (2.5)

Além disso, considerando

Gλ,m(s) =

∫ s

0

gλ,m(t)dt,

temos,

Gλ,m(s) =



0, se s ≤ 0

F (s) + λsq, se 0 ≤ s ≤ m

F (s) + λ
p
mq−psp + λ

(
1
q
− 1

p

)
mq, se s ≥ m

(2.6)

e

Gλ,m(s) ≤ C0

p
(1 + λmq−p)sp e Gλ,m(s) ≤ C0

6
(1 + λmq−p)s5, ∀s ≥ 0.

Note que por (2.5) e (2.6), o funcional Jλ,m : E ×D1,2(R3)→ IR dado por

Jλ,m(u, φ) =
1

2
‖u‖2 +

1

2

∫
R3

`(x)φu2 dx−
∫
R3

Gλ,m(u) dx− 1

4

∫
R3

|∇φ|2 dx,

é de classe C1 (E ×D1,2(R3), IR) e suas derivadas parciais são

∂Jλ,m
∂u

(u, φ)ξ =

∫
IR3

(∇u∇ξ + V (x)uξ)dx+

∫
IR3

`(x)φuξdx−
∫

IR3

gλ,m(u)ξdx ∀ ξ ∈ E,

36



e
∂Jλ,m
∂φ

(u, φ)η =
1

2

∫
IR3

`(x)u2ηdx− 1

2

∫
IR3

∇φ∇ηdx, ∀ η ∈ D1,2(R3).

Assim, os pontos cŕıticos (u, φ) de Jλ,m em E×D1,2(IR3) que verificam a condição |u|L∞ ≤ m
são soluções de (2.1).

Entretanto, como no Caṕıtulo 1, o funcional Jλ,m é fortemente indefinido e precisamos
contornar a falta de compacidade das imersões E,D1,2(IR3) ↪→ L6(IR3). Para isso, usamos o
chamado Método de redução, veja [12] e um novo truncamento.

Afim de alcançar esse objetivo, seja k =
2θ

θ − 2
e considere a função mensurável

g̃λ,m : IR3 × IR→ IR definida por

g̃λ,m(x, s) =


0, se x ∈ IR3 e s ≤ 0

gλ,m(s), se kgλ,m(s) ≤ V (x)s

V (x)
K
s, se kgλ,m(s) > V (x)s.

(2.7)

Além disso, para R > 1 definimos também a função de penalização

hλ,m(x, s) =


gλ,m(s), se |x| ≤ R

g̃λ,m(x, s), se |x| > R.
(2.8)

Finalmente, estudaremos o seguinte problema penalizado{
−∆u+ V (x)u+ `(x)φuu = hλ,m(u) em R3,
(u, φu) ∈ E ×D1,2(R3).

(2.9)

Note que das hipóteses sobre f e da definição de gλ,m podemos obter as seguintes relações
sobre hλ,m:

(h1) θHλ,m(x, s) ≤ hλ,m(x, s)s, ∀x ∈ BR(0) e ∀ s ∈ IR,

(h2) 2Hλ,m(x, s) ≤ hλ,m(x, s)s ≤ V (x)
k
s2, ∀x ∈ IR3 \BR(0) e ∀ s ∈ IR,

(h3) hλ,m(x, s) ≤ g̃λ,m(x, s) ≤ gλ,m(s), ∀x ∈ IR3 e ∀ s ∈ IR,

(h4) hλ,m(x, s) = gλ,m(s), ∀x ∈ BR(0).

Ao problema auxiliar (2.9) associamos o funcional Energia de Euler-Lagrange Jλ,m : E →
IR, definido por

Jλ,m(u) =
1

2

∫
IR3

(|∇u|2 + V (x)u2) dx+
1

4

∫
IR3

`(x)φuu
2 dx−

∫
IR3

Hλ,m(x, u) dx,
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onde Hλ,m(x, u) :=

∫ u

0

hλ,m(x, s) ds.

Pelo Lema 1.1.3 temos Jλ,m ∈ C1(E, IR) e para todo ψ ∈ E, sua derivada de Gateaux é
dada por:

J ′λ,m(u)ψ =

∫
IR3

(∇u∇ψ + V (x)uψ) dx+

∫
IR3

`(x)φuuψ dx−
∫

IR3

hλ,m(x, u)ψ dx.

Observamos que pela definição de hλ,m os pontos cŕıticos u de Jλ,m que verificam
|u|L∞ ≤ m fornecem soluções (a saber (u, φu)) do sistema (2.1).

A próxima seção, será dedicada a encontrar pontos cŕıticos de Jλ,m que satisfazem a
condição estabelecida.

2.2 Existência de solução para o problema auxiliar (2.9)

Nesta seção, aplicaremos o Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz para
mostrar que o funcional de Euler-Lagrange associado ao problema auxiliar (2.9) tem um
ponto cŕıtico e consequentemente obter solução de (2.9).

Lema 2.2.1. Assuma que (A1), (`), (f1) − (f3) e Ω ⊂ BR(0) ocorrem e seja (un) ⊂ E uma
sequência (PS)c para o funcional Jλ,m, então, (un) é limitada em E.

Prova: De fato, note que,

Jλ,m(un)− 1

θ
J ′λ,m(un)un =

(
1

2
− 1

θ

)∫
IR3

(
|∇un|2 + V (x)u2

n

)
dx+

(
1

4
− 1

θ

)∫
IR3

`(x)φunu
2
n dx

+
1

θ

∫
IR3

[hλ,m(x, un)un − θHλ,m(x, un)] dx, (2.10)

além disso, observe que

1

θ

∫
IR3

[hλ,m(x, un)un − θHλ,m(x, un)] dx =
1

θ

∫
BR(0)

[g(x, un)un − θHλ,m(x, un)] dx

+
1

θ

∫
IR3\BR(0)

[hλ,m(x, un)un − θHλ,m(x, un)] dx,

então, usando a relação (h1) conclúımos que

1

θ

∫
IR3

[hλ,m(x, un)un − θHλ,m(x, un)] dx ≥ 1

θ

∫
IR3\BR(0)

[hλ,m(x, un)un − θHλ,m(x, un)] dx.

Pela relação (h2), temos

1

θ

∫
IR3

[hλ,m(x, un)un − θHλ,m(x, un)] dx ≥ 2− θ
2kθ

∫
IR3\BR(0)

V (x)u2
n dx. (2.11)
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Desde que Ω ⊂ BR(0), então, IR3 \BR(0) ⊂ IR3 \ Ω, logo∫
IR3\BR(0)

V (x)u2
n dx ≤

∫
IR3\Ω

V (x)u2
n dx

=

∫
IR3

V (x)u2
n dx−

∫
Ω

V (x)u2
n dx.

Agora, desde que θ > 4, tem-se

(
2− θ
2kθ

)
< 0, assim

(
2− θ
2kθ

)∫
IR3\BR(0)

V (x)u2
n dx ≥

(
2− θ
2kθ

)∫
IR3

V (x)u2
n dx

−
(

2− θ
2kθ

)∫
Ω

V (x)u2
n dx. (2.12)

Lembrando que ∫
Ω

V (x)u2
n dx ≥ −|V (x)|

L
3
2 (Ω)

S−1

∫
IR3

|∇un|2 dx, (2.13)

segue por (2.11), (2.12) e (2.13) que

1

θ

∫
IR3

[hλ,m(x, un)un − θHλ,m(x, un)] dx ≥
(

2− θ
2kθ

)∫
IR3

V (x)u2
n dx

+

(
2− θ
2kθ

)
|V (x)|

L
3
2 (Ω)

S−1

∫
IR3

|∇un|2 dx. (2.14)

Usando (2.14) em (2.10), obtemos

Jλ,m(un)− 1

θ
J ′λ,m(un)un ≥

(
1

2
− 1

θ

)∫
IR3

(
|∇un|2 + V (x)u2

n

)
dx

+

(
1

4
− 1

θ

)∫
IR3

`(x)φunu
2
n dx +

(
2− θ
2kθ

)∫
IR3

V (x)u2
n dx

+

(
2− θ
2kθ

)
|V (x)|

L
3
2 (Ω)

S−1

∫
IR3

|∇un|2 dx.

Em consequência,

Jλ,m(un)− 1

θ
J ′λ,m(un)un ≥

(
1− |V (x)|

L
3
2 (Ω)

S−1
)(θ − 2

2kθ

)∫
IR3

|∇un|2 dx

+

(
1− 1

k

)(
θ − 2

2θ

)
‖un‖2 +

(
θ − 4

4θ

)∫
IR3

`(x)φunu
2
n dx. (2.15)

Notando que(
1− 1

k

)(
θ − 2

2θ

)
≥
(
θ − 4

4θ

)
e

(
θ − 4

4θ

)∫
IR3

`(x)φunu
2
n dx ≥ 0.
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Segue da condição (A1) e (2.15) que

Jλ,m(un)− 1

θ
J ′λ,m(un)un ≥

(
θ − 4

4θ

)
‖un‖2.

Por outro lado, sendo (un) uma sequência (PS)c para Jλ,m, conclúımos que(
θ − 4

4θ

)
‖un‖2 ≤ on(1) + c‖un‖.

Portanto (un) é uma sequência limitada em E. �

Lema 2.2.2. Assuma que (A1), (`), (f1) − (f3) e Ω ⊂ BR(0) ocorrem. Então, Jλ,m satisfaz
as seguintes condições:

(H1) Existem α, ρ > 0, tais que, Jλ,m(u) ≥ α > 0, se ‖u‖ = ρ,

(H2) Existe u0 ∈ C∞0 (B1(0)) tal que ‖u0‖ > ρ e Jλ,m(u0) < 0.

Prova: De fato, desde que

Jλ,m(u) =
1

2
‖u‖2 +

1

4

∫
IR3

`(x)φuu
2 dx−

∫
IR3

Hλ,m(x, u) dx,

por (h3) e (2.3), obtemos

Jλ,m(u) ≥ 1

2
‖u‖2 +

1

4

∫
IR3

`(x)φuu
2 dx−

∫
IR3

Gλ,m(x, u) dx

≥ 1

2
‖u‖2 −

∫
IR3

Gλ,m(x, u) dx,

≥ 1

2
‖u‖2 − C0(1 + λmq−p)

6

∫
IR3

|u|6 dx.

Assim, usando a imersão cont́ınua de E em L6(IR3), obtemos uma constante C =
C(λ,m) > 0, tal que

Jλ,m(u) ≥ 1

2
‖u‖2 − C‖u‖6 = ‖u‖2

(
1

2
− C‖u‖4

)
, ∀u ∈ E,

o que prova (H1).

Para provar (H2), fixamos ϕ ∈ C∞0 (IR3) \ {0}, com ϕ ≥ 0 em IR3. Note que pelo item (i)
do Lema 1.1.2, existe uma constante C > 0 tal que

1

4

∫
IR3

`(x)φtϕ(tϕ)2 dx ≤ Ct4

4
‖ϕ‖4. (2.16)
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Além disso, pela condição (f3), conclúımos que

F (s) ≥ C1s
θ − C2, ∀ s > 0.

Observe que por (2.6) e (2.10), temos∫
IR3

Hλ,m(x, tϕ) dx =

∫
B1(0)

Gλ,m(x, tϕ) dx ≥
∫
B1(0)

F (tϕ) dx,

assim, usando o fato de que Gλ,m(x, t) ≥ F (t) em BR(0)× IR, para obter∫
IR3

Hλ,m(x, tϕ) dx ≥ C1t
θ

∫
B1(0)

|ϕ|θ dx− 4πC2

3
, (2.17)

logo, (2.16), (2.17) e a definição de Jλ,m, nos permite concluir que

Jλ,m(tϕ) ≤ t2

2
‖ϕ‖2 +

Ct4

4
‖ϕ‖4 − C1t

θ

∫
B1(0)

|ϕ| dx+
4πC2

3
,

e desde que θ > 4, então, existe t0 > 0, suficientemente grande, tal que Jλ,m(t0ϕ) < 0, o que
prova (H2). �

O próximo lema será de fundamental importância para provar que o funcional Jλ,m satisfaz
a condição de Palais-Smale.

Lema 2.2.3. Assuma que (A1), (`), (f1)−(f3) e Ω ⊂ BR(0) ocorrem. Seja (un) uma sequência
(PS)c para Jλ,m, então, dado ε > 0, existe r = r(ε) > 0, tal que

lim sup
n→∞

∫
Ω2r

(|∇un|2 + V (x)u2
n) dx ≤ ε,

onde Ω2r := {x ∈ IR3 : |x| ≥ 2r} = IR3 \B2r(0).

Prova: De fato, seja R < r e defina a função ηr : IR3 → IR que satisfaz as seguintes
propriedades:

(a) ηr ∈ C∞(IR3).

(b) 0 ≤ ηr ≤ 1∀x ∈ IR3.

(c) Existe C > 0, que não depende de r, tal que |∇ηr(x)| ≤ C

r
, ∀x ∈ IR3.

(d) ηr(x) = 0, ∀x ∈ Br(0) e ηr(x) = 1, ∀x ∈ IR3 \B2r(0).
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Desde que (un) é uma sequência (PS)c para Jλ,m, pelo Lema (2.2.1), (un) é limitada em
E. Consequentemente, (ηrun) é também limitada em E e

J ′λ,m(un)(ηrun) = on(1),

assim,∫
IR3

∇un∇(ηrun)+V (x)(ηrun)un dx+

∫
IR3

`(x)φun(ηrun)2 dx−
∫

IR3

hλ,m(x, un)(ηrun) dx = on(1),

e em consequência, temos∫
IR3

ηr[|∇un|2 + V (x)u2
n] dx = −

∫
IR3

η2
r`(x)φunu

2
n dx+

∫
IR3

ηrhλ,m(x, un)un dx

−
∫

IR3

∇ηr∇unun dx + on(1).

Agora, usando a propriedade (d) da função ηr, obtemos∫
Ωr

ηr[|∇un|2 + V (x)u2
n] dx = −

∫
Ωr

η2
r`(x)φunu

2
n dx+

∫
Ωr

ηrhλ,m(x, un)un dx

−
∫

Ωr

∇ηr∇unun dx + on(1),

onde Ωr := {x ∈ IR3 : |x| ≥ r} = IR3 \Br(0).

Observe que ∫
Ω2r

[|∇un|2 + V (x)u2
n] dx ≤

∫
Ωr

[|∇un|2 + V (x)u2
n] dx. (2.18)

Além disso, desde que R < r, então, BR(0) ⊂ Br(0), assim, por (h2), hλ,m(x, un) ≤
1

k
V (x)u2

n, ∀x ∈ Ωr, o que implica∫
Ωr

hλ,m(x, un)unηr dx ≤
1

k

∫
Ωr

ηr[|∇un|2 + V (x)u2
n] dx. (2.19)

Assim, combinando (2.18) com (2.19), obtemos(
1− 1

k

)∫
Ωr

ηr[|∇un|2 + V (x)u2
n] dx ≤ −

∫
Ωr

η2
r`(x)φunu

2
n dx −

∫
Ωr

∇ηr∇unun + on(1)

≤ −
∫

Ωr

∇ηr∇unun dx + on(1),

logo, ∫
Ωr

ηr[|∇un|2 + V (x)u2
n] dx ≤

(
1− 1

k

)−1 ∫
Ωr

|∇ηr||∇un||un| dx+ on(1). (2.20)
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Note que, a condição (d), nos diz que ∇ηr = 0 em Ω2r, então,∫
Ωr

|∇ηr||∇un||un| dx =

∫
B2r(0)\Br(0)

|∇ηr||∇un||un| dx. (2.21)

E portanto, podemos usar a propriedade (c) da função ηr e a desigualdade de Hölder para
concluir que∫

B2r(0)\Br(0)

|∇ηr||∇un||un| dx ≤
C

r

(∫
B2r(0)\Br(0)

|∇un|2 dx
) 1

2
(∫

B2r(0)\Br(0)

|un|2 dx,
) 1

2

≤ C

r

(∫
IR3

|∇un|2 dx
) 1

2
(∫

B2r(0)\Br(0)

|un|2 dx
) 1

2

.

Além disso, por (1.3), (ver Caṕıtulo 1)

‖un‖2 =

∫
IR3

(|∇un|2 + V (x)u2
n) dx ≥

(
1− |V (x)|

L
3
2 (Ω)

S−1
)∫

IR3

|∇un|2 dx,

e sendo (un) limitada em E, existe uma constante M > 0, de modo que(∫
IR3

|∇un|2 dx
) 1

2

≤ M(
1− |V (x)|

L
3
2 (Ω)

S−1
) 1

2

,

assim,∫
B2r(0)\Br(0)

|∇ηr||∇un||un| dx ≤
MC

r
(

1− |V (x)|
L

3
2 (Ω)

S−1
) 1

2

(∫
B2r(0)\Br(0)

|un|2 dx
) 1

2

. (2.22)

Agora, sendo E um espaço de Hilbert, então, a menos de subsequência, un → u em
L2(B2r(0) \Br(0)). Assim,(∫

B2r(0)\Br(0)

|un|2 dx,
) 1

2

−→
(∫

B2r(0)\Br(0)

|u|2 dx
) 1

2

, (2.23)

logo, por (2.21), (2.22) e (2.23), temos

lim sup
n→∞

[∫
Ωr

|∇ηr||∇un||un| dx
]
≤ MC

r
(

1− |V (x)|
L

3
2 (Ω)

S−1
) 1

2

(∫
B2r(0)\Br(0)

|u|2 dx
) 1

2

,

de onde obtemos, pela desigualdade de Hölder,

lim sup
n→∞

[∫
Ωr

|∇ηr||∇un||un| dx
]
≤ MC|B2r(0) \Br(0)| 13

r
(

1− |V (x)|
L

3
2 (Ω)

S−1
) 1

2

(∫
B2r(0)\Br(0)

|u|6 dx
) 1

6

. (2.24)
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Portanto, desde que |B2r(0) \Br(0)| ≤ |B2r(0)|, combinando (2.18), (2.20) e (2.24) temos

lim sup
n→∞

[∫
Ω2r

|∇ηr||∇un||un| dx
]
≤ 2k 3

√
4πMC

3
√

3(k − 1)
(

1− |V (x)|
L

3
2 (Ω)

S−1
) 1

2

(∫
B2r(0)\Br(0)

|u|6 dx
) 1

6

< ε,

que é posśıvel, pois, |u|6 é integrável em IR3 e |B2r(0) \Br(0)| −→ 0 quando r →∞ �

Lema 2.2.4. Assuma que (A1), (`), (f1)− (f3) e Ω ⊂ BR(0) ocorrem. Então, Jλ,m satisfaz a
condição Palais-Smale.

Prova: Seja (un) uma sequência (PS)c para Jλ,m, isto é,

Jλ,m(un)→ c e J ′λ,m(un)→ 0.

Pelo Lema 2.2.1, a sequência (un) é limitada em E, logo, J ′λ,m(un)un = on(1). Assim∫
IR3

(|∇un|2 + V (x)u2
n) dx+

∫
IR3

`(x)φunu
2
n dx =

∫
IR3

hλ,m(x, un)un dx+ on(1). (2.25)

Note que por (h2) e pelo fato de Ω ⊂ BR(0) ⊂ B2r(0), temos∫
IR3\B2r(0)

hλ,m(x, un)un dx ≤
1

k

∫
IR3\B2r(0)

V (x)u2
n dx ≤

1

k

∫
IR3\B2r(0)

(|∇un|2 + V (x)u2
n) dx,

assim, segue do Lema 2.2.3 que

lim sup
n→∞

∫
IR3\B2r(0)

hλ,m(x, un)un dx = 0. (2.26)

Agora, usando a continuidade da função hλ,m, a relação (h3), o crescimento subcŕıtico
de gλ,m (ver (2.5)), a imersão compacta E ↪→ Lsloc(IR

3) para 2 ≤ s < 6 e o Teorema da
Convergência Dominada de Lebesgue, conclúımos que

lim sup
n→∞

∫
B2r(0)

hλ,m(x, un)un dx =

∫
B2r(0)

hλ,m(x, u)u dx. (2.27)

As igualdades em (2.26) e (2.27) nos permite concluir que

lim
n→∞

∫
IR3

hλ,m(x, un)un dx =

∫
IR3

hλ,m(x, u)u dx. (2.28)

Assim, usando o item (i) do Lema 1.1.2, (2.25) e (2.28), temos

lim
n→∞

‖un‖2 =

∫
IR3

hλ.m(x, u)u dx−
∫

IR3

`(x)φuu
2 dx. (2.29)
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Novamente, a continuidade de hλ,m, (h3), o crescimento subcŕıtico de gλ,m, a imersão
compacta E ↪→ Lsloc(IR

3) para 2 ≤ s < 6 e o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,
implicam que ∫

IR3

hλ,m(x, un)ϕdx→
∫

IR3

hλ,m(x, u)ϕdx, (2.30)

e pela convergência fraca, obtemos∫
IR3

(∇un∇ϕ+ V (x)unϕ) dx→
∫

IR3

(∇u∇ϕ+ V (x)uϕ) dx, (2.31)

para cada ϕ ∈ C∞0 (IR3).

Além disso, sendo (un) uma sequência (PS)c para Jλ,m, temos J ′λ,m(un)ϕ = on(1). Assim,
de (2.30), (2.31) e pelo item (iv) do Lema 1.1.2, conclúımos que

J ′λ,m(u)ϕ = 0, ∀ϕ ∈ C∞0 (IR3).

Por densidade, obtemos

J ′λ,m(u)v = 0, ∀ v ∈ E.

Em particular, J ′λ,m(u)u = 0, isto é,

‖u‖2 =

∫
IR3

hλ,m(x, u)u dx−
∫

IR3

`(x)φuu
2 dx. (2.32)

Combinando (2.29) e (2.32), conclúımos que, a menos de subsequência, un → u em E.
Portanto, Jλ,m satisfaz a condição Palais-Smale. �

Teorema 2.2.1. Assuma que as condições (A1), (`), (f1)−(f3) e Ω ⊂ BR(0) ocorrem. Então,
para cada λ > 0 e m ∈ IN, o problema auxiliar (2.9) possui uma solução não trivial e não
negativa uλ,m.

Prova: De fato, o Lema 2.2.2 e o Lema 2.2.4 garantem que Jλ,m cumpre as hipóteses do
Teorema do Passo da Montanha, portanto, existe uλ,m ∈ E, tal que, para cada λ > 0 e
m ∈ IN,

Jλ,m(uλ,m) = cλ,m > 0 e J ′λ,m(uλ,m) = 0,

onde cλ,m é o ńıvel minimax de Jλ,m, ou seja,

cλ,m = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Jλ,m(γ(t)) e Γ = {γ ∈ C([0, 1], E) : γ(0) = 0 e γ(1) = u0}.

Seja u−λ,m = min{uλ,m, 0}, desde que Jλ,m(uλ,m)u−λ,m = 0 e hλ,m(x, t) = 0 para t ≤ 0, temos

‖u−λ,m‖
2 +

∫
Ω

`(x)φuλ,m(u−λ,m)2 = 0,

assim u−λ,m = 0. Portanto, uλ,m = u+
λ,m ≥ 0 é solução não trivial e não negativa do problema

auxiliar (2.9). �
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2.3 Propriedades da solução do problema truncado (2.9)

Nesta seção, apresentamos alguns resultados relacionados a solução uλ,m do problema (2.9),
obtida no teorema anterior, que nos permitirá provar o Teorema 2.0.1.

Inicialmente, observe que dada u ∈ H1
0 (B1(0)) a extensão de u, por zero, fora de Ω, que

denotaremos por ũ, pertence a D1,2(IR3). Assim, pelo Teorema de Lax-Milgran, existe um
único φũ ∈ D1,2(IR3) tal que −∆φũ = ũ2 em IR3. Assim, está bem definido o funcional

J∞(u) =
1

2

∫
B1(0)

(|∇u|2 + V∞u
2) dx+

1

4

∫
B1(0)

`(x)φũu
2 dx−

∫
B1(0)

F (u) dx.

Note que J∞ possui as geometrias do Teorema do Passo da Montanha e portanto está bem
definido o ńıvel minimax

c∞ := inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J∞(γ(t)) onde Γ0 = {γ ∈ C([0, 1], H1
0 (B1(0))) : γ(0) = 0 e γ(1) = u0},(2.33)

com J∞(u0) < 0 e u0 ∈ C∞0 (B1(0)) dado no Lema (2.2.2).

O próximo lema relaciona o ńıvel minimax de Jλ,m com o ńıvel minimax de J∞.

Lema 2.3.1. Assuma que as condições (A1), (A2), (`), (f1) − (f3) e Ω ⊂ BR(0) ocorrem.
Então, os ńıveis minimax cλ,m e c∞ satisfazem a estimativa cλ,m ≤ c∞.

Prova: De fato, note que

Jλ,m(ũ) =
1

2

∫
B1(0)

(|∇u|2 + V (x)u2) dx+
1

4

∫
B1(0)

`(x)φũu
2 dx−

∫
B1(0)

F (u) dx,

assim, usando a condição (A2) obtemos

Jλ,m(u) ≤ J∞(u), ∀u ∈ H1
0 (B1(0)),

logo,
Jλ,m(γ(t)) ≤ J∞(γ(t)), ∀ t ∈ [0, 1], γ ∈ Γ0,

onde Γ0 é definido em (2.33). Desde que Γ0 ⊂ Γ, com Γ definido na prova do Teorema 2.2.1,
então, pelas definições de cλ,m e c∞, conclúımos que

cλ,m = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Jλ,m(γ(t)) ≤ inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J∞(γ(t)) = c∞. �

Lema 2.3.2. Assuma que as condições (A1), (A2), (`), (f1) − (f3) e Ω ⊂ BR(0) ocorrem.
Então, para todo R > 1 a solução uλ,m de (2.9) satisfaz a estimativa

‖uλ,m‖2 ≤ 2kc∞.
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Prova: De fato, usando o fato que que uλ,m é ponto cŕıtico de Jλ,m e o mesmo argumento
da prova do Lema 2.2.1, obtemos

cλ,m = Jλ,m(uλ,m)− 1

θ
J ′λ,m(uλ,m)uλ,m ≥

(
θ − 4

4θ

)
‖uλ,m‖2.

Pelo Lema 2.3.1, temos

c∞ ≥ cλ,m ≥
(
θ − 4

4θ

)
‖uλ,m‖2.

Desde que k =
2θ

θ − 4
, obtemos o resultado do lema. �

Lema 2.3.3. Assuma que as condições (A1), (A2), (`), (f1)−(f3) e Ω ⊂ BR(0) ocorrem. Seja
uλ,m ∈ E a solução de (2.9) e R > 1 então, vale a seguinte estimativa

|uλ,m|L∞(IR3) ≤
[
C(1 + λmq−p)

] 8−p
2(6−p)

(
(8− p)

2

) 8−p
6−p

|uλ,m|L6(IR3).

Prova: Considere β, σ > 1 e defina

uβ,σ(x) = min
{
uβ−1(x), σ

}
e Ωσ =

{
x ∈ IR3 : |u(x)|β−1 < σ

}
,

onde estamos denotando uλ,m simplesmente por u para simplificar a notação. Note que
uβ,σ ∈ E e ∇(uβ,σu) = uβ,σ∇u+ (β − 1)uβ−1(∇u)χΩσ

. Consequentemente,∫
IR3

|∇(uβ,σu)|2 dx =

∫
IR3

|uβ,σ∇u+ (β − 1)uβ−1(∇u)χΩσ
|2 dx

=

∫
IR3

u2
β,σ|∇u|2 + 2(β − 1)uβ−1uβ,σ∇u(∇u)χΩσ

dx

+

∫
IR3

(β − 1)2|u|2(β−1)|∇u|2χΩσ
dx,

de onde conclúımos que∫
IR3

|∇(uβ,σu)|2 dx =

∫
IR3

(u2
β,σ|∇u|2 + 2(β − 1)|u|2(β−1)|∇u|2χΩσ

+ (β − 1)2|u|2(β−1)|∇u|2χΩσ
) dx

=

∫
IR3

u2
β,σ|∇u|2 dx+ (β2 − 1)

∫
IR3

|u|2(β−1)|∇u|2χΩσ
dx

≤ (β + 1)

∫
IR3

u2
β,σ|∇u|2 dx+ 2(β + 1)(β − 1)

∫
IR3

(|u|2(β−1)|∇u|2χΩσ
) dx,

ou seja,∫
IR3

|∇(uβ,σu)|2 dx ≤ (β + 1)

[∫
IR3

u2
β,σ|∇u|2 dx+ 2(β − 1)

∫
IR3

(|u|2(β−1)|∇u|2χΩσ
) dx

]
. (2.34)
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Agora, observe que

`(x)φu(uβ,σu)2 ≥ 0 em IR3, V (x)(uβ,σu)2 ≥ 0 em IR3 \ Ω (2.35)

e

∇u∇(u2
β,σu) = u2

β,σ|∇u|2 + 2(β − 1)u2(β−1)|∇u|2χΩσ
. (2.36)

Além disso, usando a função (u2
β,σu) como função teste, no problema auxiliar (2.9), temos∫

IR3

[∇u∇(u2
β,σu) + V (x)(u2

β,σu)] dx+

∫
IR3

`(x)φuu(u2
β,σu) dx =

∫
IR3

hλ,m(x, u)(u2
β,σu). (2.37)

Da combinação de (2.35), (2.36) e (2.37) obtém-se,∫
IR3

u2
β,σ|∇u|2 + 2(β − 1)u2(β−1)|∇u|2χΩσ

dx+

∫
Ω

V (x)(uβ,σu)2 ≤
∫

IR3

hλ,m(x, u)u2
β,σu dx,

dessa desigualdade, e de (2.34) encontramos,

∫
IR3

|∇(uβ,σu)|2 dx ≤ (β + 1)

∫
Ω

V (x)(uβ,σu)2 dx+ (β + 1)

∫
IR3

hλ,m(x, u)u2
β,σu dx.

Pelas relações (h3), (g3) e (2.5) conclúımos que∫
IR3

|∇(uβ,σu)|2 dx ≤ (β + 1)(1 + λmq−p)

∫
Ω

−V (x)(uβ,σu)2 dx

+ C0(β + 1)(1 + λmq−p)

∫
IR3

|u|p−2(uβ,σu)2 dx, (2.38)

para alguma constante C0 > 0.

Além disso, V (x) ∈ L
6
p−2 (Ω), (uβ,σu)2 ∈ L

6
8−p (IR3) e |u|p−2 ∈ L

6
p−2 (IR3), então, pela

desigualdade de Hölder,∫
Ω

−V (x)(uβ,σu)2 dx ≤ |V (x)|
L

6
p−2 (Ω)

(∫
Ω

|uβ,σu|
12

8−p dx

) 8−p
6

e ∫
IR3

|u|p−2(uβ,σu)2 dx ≤ |u|p−2

L6(IR3)

(∫
IR3

|uβ,σu|
12

8−p dx

) 8−p
6

.

Combinando essas duas desigualdade com (2.38) e usando a imersão cont́ınua D1,2(IR3) ↪→
L6(IR3), obtemos

|uβ,σu|2L6(IR3) ≤
∫

IR3

|∇(uβ,σu)|2 dx

≤ 2S−1β(1 + λmq−p)

[
|V (x)|

L
6
p−2 (Ω)

(∫
Ω

|uβ,σu|
12

8−p dx

) 8−p
6

]

+ 2S−1C0β(1 + λmq−p)

[
|u|p−2

L6(IR3)

(∫
IR3

|uβ,σu|
12

8−p dx

) 8−p
6

]
. (2.39)
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Além disso, note que uβ,σ(x) → uβ−1(x) q.t.p em IR3 quando σ → ∞. Então, pelo Lema
de Fatou, (∫

IR3

|u|6βdx
) 1

3

≤ lim inf
σ→∞

(∫
IR3

|uβ,σu|6dx
) 1

3

. (2.40)

Usando a relação 0 ≤ uβ,σ ≤ uβ−1 no lado direito de (2.39), em seguida, usando (2.40),
obtemos(∫

IR3

|u|6β dx
) 1

3

≤ 2S−1β(1 + λmq−p)

[
|V (x)|

L
6
p−2 (Ω)

(∫
Ω

|u|
12β
8−p dx

) 8−p
6

]

+ 2S−1βC0(1 + λmq−p)

[
|u|p−2

L6(IR3)

(∫
IR3

|u|
12β
8−p dx

) 8−p
6

]
. (2.41)

Agora, note que, da imersão cont́ınua D1,2(IR3) ↪→ L6(IR3) e do Lema 2.3.2, temos

|u|p−2

L6(IR3)
=
(
|u|2L6(IR3)

) p−2
2 ≤

(
2kc∞

S − |`(x)|
L

3
2 (Ω)

) p−2
2

. (2.42)

Combinando (2.40) e (2.42) obtemos(∫
IR3

|u|6β dx
) 1

3

≤ 2S−1β(1 + λmq−p)

[
|V (x)|

L
6
p−2 (Ω)

(∫
Ω

|u|
12β
8−p dx

) 8−p
6

]

+ C0(1 + λmq−p)2S−1β

[
Cp−2

1

(∫
IR3

|u|
12β
8−p dx

) 8−p
6

]
, (2.43)

onde estamos denotando C1 =

(
2kc∞

S − |`(x)|
L

3
2 (Ω)

) 1
2

> 0.

Agora, realizando alguns cálculos diretos em (2.43) e definindo C := 2S−1|V (x)|
L

6
p−2 (Ω)

+

2S−1C0C
p−2
1 , temos(∫

IR3

|u|6β dx
) 1

6β

≤
[
C(1 + λmq−p)

] 1
2β β

1
2β

(∫
IR3

|u|
12β
8−p dx

) 8−p
12β

,

para cada β > 1.

Esta relação implica que,

|u|L6β(IR3) ≤
[
C(1 + λmq−p)

] 1
2β β

1
2β |u|

L
12β
8−p (IR3)

. (2.44)

Para β1 = (8− p)/2 em (2.44), temos

|u|L6β1 (IR3) ≤
[
C(1 + λmq−p)

] 1
2β1 β

1
2β1
1 |u|L6(IR3). (2.45)
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Fazendo β2 = (8− p)2/4 em (2.44), usando (2.45) e notando que β2 = β2
1 , obtemos

|u|L6β2 (IR3) ≤
[
C(1 + λmq−p)

] 1
2β2 β

1
2β2
2 |u|L6β1 (IR3)

≤
[
C(1 + λmq−p)

] 1
2β1

+ 1
2β2 β

1
2β1
1 β

1
2β2
2 |u|L6(IR3)

≤
[
C(1 + λmq−p)

] 1
2

(
1
β1

+ 1

β2
1

)
β

1
β1

+ 1

β2
1

1 |u|L6(IR3).

Continuando o processo de forma indutiva sobre n, para βn =
(
(8− p)/2

)n
temos

|u|L6βn+1 (IR3) ≤
[
C(1 + λmq−p)

] 1
2

(
1
β1

+...+ 1
βn1

)
β

1
β1

+...+ 1
βn1

1 |u|L6(IR3). (2.46)

Agora, observando que

∞∑
i=1

(
1

β1

)j
=

1

1− 1
β1

=
8− p
6− p

temos, por (2.46)

|u|L6βn+1 (IR3) ≤
[
C(1 + λmq−p)

] 8−p
2(6−p)

(
(8− p)

2

) 8−p
6−p

|u|L6(IR3). (2.47)

Assim, passando o limite em (2.47) com n→∞, conclúımos u ∈ L∞(IR3) e

|u|L∞(IR3) ≤
[
C(1 + λmq−p)

] 8−p
2(6−p)

(
(8− p)

2

) 8−p
6−p

|u|L6(IR3),

com u = uλ,m fixada inicialmente. �

Lema 2.3.4. Assuma que as condições (A1), (A2), (`), (f1) − (f3) e Ω ⊂ BR(0) ocorrem,
então, existem m0 ∈ IN e λ0 > 0 tal que, para cada R > 1, a solução uλ,m do problema
auxiliar (2.9) satisfaz a estimativa

|uλ,m0|L∞(IR3) ≤ m0, ∀λ ∈ (0, λ0).

Prova: De fato, usando (1.3), a imersão cont́ınua de D1,2(IR3) em L6(IR3) e o Lema 2.3.2,
obtemos

|uλ,m|L6(IR3) ≤

(
2kc∞

S − |V (x)|
L

3
2 (Ω)

) 1
2

, (2.48)

assim, por (2.48) e Lema 2.3.3, conclúımos que

|uλ,m|L∞(IR3) ≤
[
C(1 + λmq−p)

] 8−p
2(6−p)

(
(8− p)

2

) 8−p
6−p
(

2kc∞
S − |V (x)|

L
3
2 (Ω)

) 1
2

.
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Definindo a constante

C2 := C
8−p

2(6−p)

(
(8− p)

2

) 8−p
6−p
(

2kc∞
S − |V (x)|

L
3
2 (Ω)

) 1
2

,

obtemos

|uλ,m|L∞(IR3) ≤ C2(1 + λmq−p)
8−p

2(6−p) .

Agora, fixando m0 ∈ IN e λ0 > 0 tal que m0 > 2C2 e (1 + λ0m
q−p
0 )

8−p
2(6−p) ≤ 2,

respectivamente, temos

|uλ,m0 |L∞(IR3) < m0, ∀λ ∈ [0, λ0). �

Lema 2.3.5. Assuma que as condições (A1), (A2), (`), (f1) − (f3) e Ω ⊂ BR(0) ocorrem e
seja uλ,m a solução do problema auxiliar (2.9) obtida no Teorema 2.2.1. Então, para cada
λ > 0 e R > 1 ocorre a estimativa

uλ,m0(x) ≤
R|uλ,m0|L∞(IR3)

|x|
≤ Rm0

|x|
, ∀x ∈ IR3 \BR(0).

Prova: Seja v : IR3 \ {0} −→ IR a função harmônica dada por

v(x) =
R

|x|
|uλ,m0|L∞(IR3).

Note que pelo Lema 2.3.4, temos uλ,m0(x) ≤ v(x) q.t.p em IR3 \BR(0). Assim, a função

Ψ(x) :=


(uλ,m0 − v)+(x), se |x| ≥ R,

0, se |x| ≤ R,

pertence a D1,2(IR3). Além disso, desde que 0 ≤ Ψ ≤ uλ,m0 em IR3, então, Ψ ∈ E.

Tomando Ψ como função teste e usando o fato que uλ,m0 é solução do problema auxiliar
(2.9), temos∫

IR3

∇uλ,m0∇Ψ dx+

∫
IR3

`(x)φuλ,m0
uλ,m0Ψ dx =

∫
IR3\BR(0)

(hλ,m0(x, uλ,m0)− V (x)uλ,m0)Ψ dx,

assim, por (A1) e (h2) temos∫
IR3

∇uλ,m0∇Ψ dx ≤
∫

IR3

∇uλ,m0∇Ψ dx+

∫
IR3

`(x)φuλ,m0
uλ,m0Ψ dx

=

∫
IR3\BR(0)

(hλ,m0(x, uλ,m0)− V (x)uλ,m0)Ψ dx,

≤
(

1

k
− 1

)∫
IR3\BR(0)

V (x)uλ,m0Ψ dx ≤ 0.
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Como v é harmônica, segue que −∆v = 0 em IR3 \BR(0), além disso, Ψ ≡ 0 em ∂BR(0),
então, pelo Teorema do Divergente, obtemos∫

IR3

|∇Ψ|2 dx =

∫
IR3

∇Ψ∇(uλ,m0 − v)Ψ dx =

∫
IR3

∇uλ,m0∇Ψ dx ≤ 0,

ou seja, Ψ ≡ 0 em IR3, logo, uλ,m0 ≤ v em IR3 \BR(0). Portanto,

uλ,m0(x) ≤ R

|x|
|uλ,m0|L∞(IR3) ≤

R

|x|
m0, ∀x ∈ IR3 \BR(0). �

2.4 Prova do Teorema 2.0.1:

Nesta seção, finalmente provaremos o Teorema 2.0.1. Usaremos os resultados anteriores e
assumindo que a hipótese (A3) ocorre, além das hipóteses (A1) e (A2) já consideradas.

Prova Teorema 2.0.1: Note que pela definição de gλ,m, temos

gλ,m0(s) ≤ gλ0,m0(s), ∀ s ∈ IR e∀λ ∈ (0, λ0),

assim, por (2.5)

k gλ,m0(uλ,m0) ≤ k C0(1 + λ0m
q−p
0 )u4

λ,m0
uλ,m0 .

Usando o Lema 2.3.5, a condição (A3) e uλ,m0 ≥ 0, obtemos

k gλ,m0(uλ,m0(x)) ≤ k C0(1 + λ0m
q−p
0 )

R4

|x|4
|uλ,m0|4L∞(IR3) uλ,m0(x)

≤ k C0(1 + λ0m
q−p
0 )

V (x)

Λ
m4

0 uλ,m0(x) em IR3 \BR(0),

para todo λ ∈ (0, λ0).

Assim, escolhendo Λ0 = k C0(1 + λ0m
q−p
0 )m4

0, teremos

k gλ,m0(uλ,m0(x)) ≤ V (x)uλ,m0(x) em IR3 \BR(0), (2.49)

para todo λ ∈ (0, λ0) e Λ ≥ Λ0.

Combinando (2.4), (2.7), (2.8) e (2.49), conclúımos que,

hλ,m0(x, uλ,m0) = gλ,m0(uλ,m0(x)) = f(uλ,m0) + (uλ,m0)q−1 em IR3 \BR(0). (2.50)

Desde que, pelo Teorema 2.2.1, uλ,m0 ≥ 0 e uλ,m0 6≡ 0 satisfaz∫
IR3

(∇uλ,m0∇ψ + V (x)uλ,m0ψ) dx+

∫
IR3

`(x)φuλ,m0
uλ,m0ψ dx =

∫
IR3

hλ,m0(x, uλ,m0)ψ dx,

para cada ψ ∈ E, então, por (2.50) conclúımos que uλ,m0 é solução não trivial e não negativa
do problema (2.2), para todo λ ∈ (0, λ0) e Λ ≥ Λ0.

Similarmente ao Lema 1.1.5, conclúımos que o par (uλ,m0 , φuλ,m0
) ∈ E ×D1,2(IR3) é uma

solução não trivial e não negativa do sistema (2.1). �
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Caṕıtulo

3
Sistema do tipo Schrödinger-Poisson com

potencial V não constante: Caso subcŕıtico

Neste caṕıtulo, estudamos a seguinte classe de sistemas do tipo Schrödinger-Poisson
−ε2∆u+ V (x)u+ φu = f(u) em R3,
−ε2∆φ = u2 em R3,
u ∈ H1(R3), φ ∈ D1,2(R3),

(3.1)

onde ε > 0 é um parâmetro real, V : IR3 −→ IR e f : R → R são funções cont́ınuas com o
potencial V não constante.

Estamos interessados em estudar o sistema (3.1) com as geometrias sobre o potencial
V introduzidas no artigo de Alves [1], onde o autor estudou a equação Schrödinger. Mais
precisamente, assumimos as seguintes hipóteses sobre o potencial V :

(V1) Existe V0 > 0 tal que V (x) ≥ V0, ∀ x ∈ IR3, onde V0 = inf
IR3
V (x).

(V2) V ∈ C2(IR3) e V,
∂V

∂xi
,
∂2V

∂xi∂xj
são limitadas em IR3, ∀ i, j ∈ {1, 2, 3}.

(V3) V satisfaz a condição Palais-Smale, isto é, se (xn) ⊂ IR3, tal que (V (xn)) é limitada e

∇V (xn)→ 0, então (xn) possui uma subsequência convergente em IR3.

(V4) Existe um domı́nio Λ ⊂ IR3 tal que ∇V (x) 6= 0, ∀ x ∈ ∂Λ.

Em todo este caṕıtulo, diremos que o potencial V pertence à Classe 1 quando V satisfaz
(V1), (V2) e (V3). E diremos que V pertence à Classe 2 quando V satisfaz (V1), (V2) e (V4).

Sobre a não linearidade f : R→ R, assumiremos que ela é cont́ınua e satisfaz as seguintes
condições:

(f ′1) lim sup
s→0+

f(s)

s
= 0.

(f ′2) Existe p ∈ (2, 6), tal que lim sup
s→+∞

f(s)

|s|p−1
= 0.
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(f ′3) Existe θ > 4, tal que 0 < θF (s) := θ

∫ s

0

f(t) dt ≤ sf(s), ∀ s > 0.

Antes de enunciarmos o principal resultado deste caṕıtulo, daremos a definição de solução
para o problema (3.1).

Definição 3.0.1. Uma solução (fraca) positiva para (3.1) é um par (u, φ) ∈ H1(IR3) ×
D1,2(R3), tal que u, φ > 0 em IR3 e as seguintes igualdades ocorrem

ε2
∫
R3

∇u∇v dx+

∫
R3

V (x)uv dx+

∫
R3

φuv dx =

∫
R3

f(u)v dx, ∀ v ∈ H1(IR3)

e

ε2
∫
R3

∇φ∇ϕdx =

∫
R3

u2ϕdx, ∀ϕ ∈ D1,2(R3).

O principal resultado do caṕıtulo 3 é enunciado como segue:

Teorema 3.0.1. Suponha que V pertença à Classe 1 ou 2 e que f satisfaz (f ′1)−(f ′3). Então,
existe ε0 > 0, tal que o sistema (3.1) possui solução positiva, para todo ε ∈ (0, ε0).

Para mostrar a validade do Teorema 3.0.1 usaremos o Método variacional adaptando o
Método de redução de [12], a Técnica de penalização introduzida por Del Pino e Felmer em
[23] e as ideias de Alves [1].

3.1 Um problema não local equivalente ao sistema (3.1).

Nesta seção, provaremos que o sistema (3.1) é equivalente a um problema não local e
apresentamos um resultado preliminar envolvendo o termo não local do problema.

Inicialmente, note que implementando as mudanças de variáveis v(x) = u(εx) e φ(x) =
φ(εx), o problema (3.1) é equivalente ao seguinte problema

−∆u+ V (εx)u+ φu = f(u) em R3,
−∆φ = u2 em R3,
u ∈ H1(R3), φ ∈ D1,2(IR3).

(3.2)

Agora, fixamos uma função u ∈ H1(IR3) e definimos o funcional Lu : D1,2(R3)→ R dado
por

Lu(v) =

∫
R3

u2v dx.

Desde que u ∈ L 12
5 (IR3), então, u2 ∈ L 6

5 (IR3) e como v ∈ L6(IR3), pela desigualdade de Hölder
e a imersão cont́ınua D1,2(IR3) ↪→ L6(IR3), o funcional Lu está bem definido e satisfaz a
seguinte desigualdade

|Lu(v)| ≤ S−1/2|u|2
L

12
5 (R3)

‖v‖D1,2(R3), (3.3)
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onde S é a melhor constante de Sobolev da imersão D1,2(R3) ↪→ L6(R3).

A desigualdade em (3.3) nos diz que Lu é limitada e claramente linear. Portanto, Lu é
cont́ınuo. Sendo D1,2(R3) um espaço de Hilbert, com o produto interno

〈φ, v〉 =

∫
R3

∇φ∇v dx,

então, pelo Teorema de Lax-Milgran, para cada u ∈ H1(R3) existe uma única φu ∈ D1,2(R3),
tal que Lu(v) = 〈φu, v〉 para cada v ∈ D1,2(R3). Assim,∫

R3

∇φu∇v dx =

∫
R3

u2v dx, ∀ v ∈ D1,2(R3),

mais precisamente, veja [6, 34], φu dada por

φu(x) =
1

4π

∫
R3

u2(y)

|x− y|
dy,

é a única solução fraca do problema

−∆φu = u2 emR3. (3.4)

Desde que por (3.4) a função φu satisfaz a segunda equação de (3.2), então por substituição
direta o sistema (3.2) reduz-se a seguinte equação não local de Schrödinger{

−∆u+ V (εx)u+ φuu = f(u) em R3,
u ∈ H1(R3).

(3.5)

Semelhante aos argumentos que foram ultilizados nos caṕıtulos anteriores, se u ∈ H1(IR3)
for uma solução positiva de (3.5), então, o par (u, φu) ∈ H1(IR3)×D1,2(IR3) será uma solução
do problema (3.1) com φ = φu. Portanto, nossa tarefa de encontrar solução do sistema (3.2)
reduz-se a encontrar solução do problema (3.5).

Para contornar a falta da imersão compacta de H1,2(IR3) nos espaços Lp(IR3) e encontar
solução positiva para (3.5), iremos adaptar a Penalização de Del Pino e Felmer

Agora, note que pelas condições (V1) e (V2), a função ‖ · ‖ : H1(IR3)→ IR dada por

‖u‖ :=

(∫
IR3

(|∇u|2 + V (εx)|u|2)dx

) 1
2

,

define uma norma em H1(IR3) equivalente a norma usual desse espaço.

O lema que enunciaremos a seguir, é uma versão do Lema 1.1.2, presente no Caṕıtulo 1,
com `(x) = 1, por isso sua demonstração (bem conhecida na literatura) será omitida.

Lema 3.1.1. Suponha que un ⇀ u em H1(IR3), então,

(i) Existe uma constante C > 0, tal que,

∫
R3

φuu
2 dx ≤ C‖u‖4, ∀u ∈ H1(IR3).
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(ii)

∫
R3

φunu
2
n dx→

∫
R3

φuu
2 dx.

(iii) φun → φu em H1(R3).

(iv)

∫
R3

φununu dx→
∫
R3

φuu
2 dx.

Prova: Basta seguir os mesmos passos do Lema 1.1.2 fazendo `(x) = 1. �

3.2 A técnica de Penalização de Del Pino e Felmer e o Problema

Auxiliar.

Desde que estamos interessados em solução positiva para (3.5), vamos supor que

f(s) = 0, para todo s ≤ 0.

Para todo ε > 0, considere BRε(0) a bola aberta de centro zero e raio Rε contida em IR3,
sejam ainda as constantes k = 2θ

θ−4
e a > 0, tais que,

f(a)

a
=
V0

k
,

onde V0 é a constante dada na condição (V1).

Considere as seguintes funções, denominadas funções de penalização:

f̃(s) =


0, se s ≤ 0

f(s), se 0 ≤ s ≤ a

V0

k
s, se s ≥ a,

e

g(x, s) = χ(x)f(s) + (1− χ(x))f̃(s),∀ (x, s) ∈ IR3 × IR,

onde χ é a função caracteŕıstica em relação a BRε(0), ou seja,

χ(x) =


1, se x ∈ BRε(0),

0, se x ∈ IR3\BRε(0).

Finalmente, estudaremos o seguinte problema auxiliar não local
−∆u+ V (εx)u+ φuu = g(εx, u) em R3,

u ∈ H1(IR3).
(3.6)
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Note que, se uε é uma solução positiva de (3.6), tal que, uε(x) < a em IR3\BRε(0),
então, uε também será uma solução do problema (3.5) e consequentemente, o par (uε, φuε) ∈
H1(IR3) × D1,2(R3) é uma solução positiva do sistema (3.1). Portanto, nosso objetivo será
encontrar uma solução do problema auxiliar (3.6) verificando essa condição.

Para isso, ao problema auxiliar (3.6) associamos o funcional energia de Euler-Lagrange
Jε : H1(IR3)→ IR, dado por

Jε(u) =
1

2

∫
IR3

(|∇u|2 + V (εx)u2) dx+
1

4

∫
IR3

φuu
2 dx−

∫
IR3

G(εx, u) dx,

onde G(εx, s) :=

∫ s

0

g(εx, t) dt, ∀ (x, s) ∈ IR3 × IR.

Das hipóteses sobre f e das definições das funções f̃ e g, obtemos as seguintes relações:

(g′1) θG(εx, s) ≤ g(εx, s)s, ∀x ∈ BRε(0) e ∀ s ∈ IR,

(g′2) 2G(εx, s) ≤ g(εx, s)s ≤ V (εx)
k
s2, ∀x ∈ IR3 \BRε(0) e ∀ s ∈ IR,

As relações (g′1), (g′2) e o Lema 3.1.1, garantem que o funcional Jε está bem definido e é
de classe C1(H1(IR3), IR), com derivada de Gateaux dada por:

J ′ε(u)v =

∫
IR3

(∇u∇v + V (εx)uv) dx+

∫
IR3

φuuv dx−
∫

IR3

g(εx, u)v dx, ∀ v ∈ H1(IR3).

É claro que ponto cŕıtico de Jε é solução (fraca) de (3.6). Os próximos resultados tem como
finalidade, mostrar que para cada ε > 0, o problema auxiliar (3.6) possui uma solução positiva
uε ∈ H1(IR3).

Mostraremos que Jε satisfaz as hipóteses do Teorema do Passo da Montanha de
Ambrosetti-Rabinowitz, veja apêndice A, Teorema A.0.2. Iniciamos com o seguinte lema.

Lema 3.2.1. Seja (un) ⊂ H1(IR3) uma sequência (PS)c para Jε. Então, (un) é limitada em
H1(IR3).

Prova: Note que

Jε(un)− 1

θ
J ′ε(un)un =

(
1

2
− 1

θ

)∫
IR3

(
|∇un|2 + V (εx)u2

n

)
dx+

(
1

4
− 1

θ

)∫
IR3

φun|un|2 dx

+
1

θ

∫
IR3

[g(εx, un)un − θG(εx, un)] dx, (3.7)

observe também que,

1

θ

∫
IR3

[g(εx, un)un − θG(εx, un)] dx =
1

θ

∫
BRε (0)

[g(εx, un)un − θG(εx, un)] dx

+
1

θ

∫
IR3\BRε (0)

[g(εx, un)un − θG(εx, un)] dx.
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Pela relação (g′1), obtemos

1

θ

∫
IR3

[g(εx, un)un − θG(εx, un)] dx ≥ 1

θ

∫
IR3\BRε (0)

[g(εx, un)un − θG(εx, un)] dx.

Além disso, pela relação (g′2), temos

1

θ

∫
IR3

[g(εx, un)un − θG(εx, un)] dx ≥ 2− θ
2kθ

∫
IR3\BRε (0)

V (εx)u2
n dx.

Assim, combinando esta última desigualdade com a igualdade em (3.7), usando o fato de que
k = 2θ/(θ − 4), e que o termo não local é não negativo, obtemos

Jε(un)− 1

θ
J ′ε(un)un ≥

(
1− 1

k

)(
θ − 2

2θ

)
‖un‖2 ≥

(
θ − 4

4θ

)
‖un‖2.

Sendo (un) uma sequência (PS)c para o funcional Jε, conclúımos que(
θ − 4

4θ

)
‖un‖2 ≤ on(1) + c‖un‖,

e portanto (un) é limitada em H1(IR3). �

Lema 3.2.2. Para todo ε > 0, Jε satisfaz as geometrias do Teorema do Passo da Montanha,
isto é, Jε(0) = 0 e

(H1) Existem α, ρ > 0, tais que, Jε(u) ≥ α > 0, se ‖u‖ = ρ.

(H2) Existe u0 ∈ H1(IR3) tal que Jε(u0) < 0 com ‖u0‖ > ρ.

Prova: De fato, é claro que Jε(0) = 0. Além disso,

Jε(u) =
1

2
‖u‖2 +

1

4

∫
IR3

φuu
2 dx−

∫
IR3

G(εx, u) dx

≥ 1

2
‖u‖2 −

∫
IR3

G(εx, u) dx.

Pelas hipóteses (f ′1) e (f ′2), dado ξ > 0, existe uma constante Cξ > 0, tal que

|f(s)| ≤ ξ|s|+ Cξ|s|p−1,∀s ∈ IR.

Desde que G(x, t) ≤ f(t) em IR3 × IR, temos

Jε(u) ≥
(

1

2
− C0ξ

)
‖u‖2 − C0Cξ‖u‖p,

para alguma constante C0 > 0.
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Fixado ξ > 0 tal que 1 > 2C0ξ e fazendo ‖u‖ = ρ, podemos escolher ρ > 0 suficientemente
pequeno e α = α(ρ) > 0, tal que, (H1) ocorre.

Para provar (H2), considere t > 0 e fixe ϕ ∈ C∞0 (IR3) tal que suppϕ ∩ B1(0) 6= ∅. Note
que pelo item (i) do Lema 3.1.1, existe uma constante C > 0 tal que

1

4

∫
IR3

φtϕ(tϕ)2 dx ≤ Ct4

4
‖ϕ‖4. (3.8)

Da hipótese (f ′3), existem constantes C2, C3 > 0, tal que

F (s) ≥ C1s
θ − C2, ∀ s > 0, (3.9)

assim, desde que G(x, s) ≥ 0, temos∫
IR3

G(εx, tϕ) dx =

∫
BRε (0)

G(εx, tϕ) dx+

∫
IR3\BRε (0)

G(εx, tϕ) dx

≥
∫
BRε (0)

F (tϕ) dx (3.10)

logo, por (3.9) e (3.10), obtemos∫
IR3

G(εx, tϕ) dx ≥
∫
BRε (0)

F (tϕ) dx ≥ C1t
θ

∫
BRε (0)

|ϕ|θ dx− 4πR3
εC2

3
. (3.11)

Então, usando (3.8), (3.11) e a definição de Jε, teremos

Jε(tϕ) ≤ t2

2
‖ϕ‖2 +

Ct4

4
‖ϕ‖4 − C1t

θ

∫
BRε (0)

|ϕ| dx+
4πR3

εC2

3
.

Desde que θ > 4 e Rε > 1, existe t0 > 0 tal que u0 = t0ϕ ∈ C∞0 (IR3) satisfaz ‖u0‖ > ρ e
Jε(u0) < 0, o que prova a condição (H2), completando assim a prova do lema. �

Lema 3.2.3. Seja (un) uma sequência (PS)c para Jε. Então, dado α > 0, existe r = r(α) >
0, tal que

lim sup
n→∞

∫
IR3\Br(0)

(|∇un|2 + V (εx)u2
n) dx ≤ α.

Prova: A prova deste lema é análoga a prova do Lema 1.2.3 do Caṕıtulo 1.
�

Lema 3.2.4. O funcional Jε satisfaz a condição de Palais-Smale.

Prova: Basta proceder como na prova do Lema 1.2.4 do Caṕıtulo 1.
�
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Teorema 3.2.1. Para cada ε > 0, o problema auxiliar (3.6) possui uma solução positiva
uε ∈ H1(IR3).

Prova: De fato, pelos Lemas (3.2.2) e (3.2.4), para cada ε > 0 existe uε ∈ H1(IR3), tal que

Jε(uε) = cε > 0 e J ′ε(uε) = 0,

onde cε é ńıvel minimax do funcional Jε, ou seja,

cε = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Jε(γ(t)) e Γ = {γ ∈ C([0, 1], X) : γ(0) = 0 e γ(1) = u0}.

Desde que g(x, t) = 0 para t ≤ 0 temos

‖u−ε ‖2 +

∫
Ω

φuε(u
−
ε )2 = 0.

Assim, u−ε = 0 e uε = u+
ε ≥ 0. Observando que −∆φu ≥ 0 em IR3, pelo Prinćıpio do

Máximo, temos φu > 0 em IR3. Desde que V (x) ≥ V0 > 0, usando mais uma vez o Prinćıpio
do Máximo, temos uε > 0 em IR3. Portanto, uε é solução positiva do problema auxiliar (3.6).
�

3.3 Solução Positiva do Sistema de Schrödinger-Poisson (3.1)

Nesta seção, mostaremos que a solução uε do problema auxiliar (3.6) também é solução do
problema não local (3.5) para ε > 0 suficientemente pequeno, o que equivale a mostrar que
o par (uε, φuε) ∈ H1(IR3)×D1,2(IR3) é solução positiva do sistema (3.1).

Inicialmente, observe que pela hipótese (V2) existe V∞ > 0, tal que V (εx) ≤ V∞ em IR3.
Além disso, dada u ∈ H1

0 (B1(0)), a extensão de u por zero fora de Ω, que denotaremos por
ũ, pertence a H1(IR3). Logo, pelo Teorema de Lax-Milgran, existe um único φũ ∈ D1,2(IR3)
tal que −∆φũ = ũ2 em IR3. Portanto, o funcional

I∞(u) =
1

2

∫
IR3

(|∇u|2 + V∞|u|2)dx+
1

4

∫
IR3

φũu
2dx−

∫
IR3

F (u)dx,

está bem definido.

Usando argumentos padrões e o Lema 3.1.1, podemos mostrar que I∞ satisfaz as hipóteses
do Teorema do Passo da Montanha, os argumentos são análogos aos empregados na prova
do Lema 3.2.2, e consequentemente está bem definido o ńıvel minimax

c∞ := inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I∞(γ(t)) e Γ = {γ ∈ C([0, 1], H1(IR3)) : γ(0) = 0 e I∞(γ(1)) < 0}.

O próximo lema nos fornece uma estimativa da norma da solução uε em relação ao ńıvel
minimax do funcional I∞ e a constante k.
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Lema 3.3.1. A solução do problema auxiliar (3.6) satisfaz a estimativa

‖uε‖2 ≤ 2kc∞.

Prova: De fato, note que para cada u ∈ H1
0 (B1(0)), podemos escrever Jε(ũ) = Jε(u)

identificando u com sua estensão ũ porque

Jε(ũ) =
1

2

∫
B1(0)

(|∇u|2 + V (x)u2) dx+
1

4

∫
B1(0)

`(x)φũu
2 dx−

∫
B1(0)

F (u) dx.

Pela definição de V∞, g e sua primitiva G, temos

Jε(u) ≤ I∞(u), ∀u ∈ H1(B1(0)),

assim,

inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Jε(γ(t)) ≤ inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I∞(γ(t)) ∀γ ∈ Γ.

consequentemente, cε ≤ c∞, para todo ε > 0.

Além disso, como uε é ponto cŕıtico de Jε, então,

c∞ ≥ cε = Jε(uε)−
1

θ
J ′ε(uε)uε ≥

(
θ − 4

4θ

)
‖uε‖2,

logo,

c∞ ≥
(
θ − 4

4θ

)
‖uε‖2,

e sendo k =
2θ

θ − 4
, conclúımos a prova do lema. �

O próximo lema será importante para provarmos que o Teorema 3.0.1.

Lema 3.3.2. Suponha que (V1), (V2), (f ′1)− (f ′3) ocorrem. Seja (εn) ⊂ (0, 1) tal que εn → 0+

(xn) ⊂ IR3 e
vn(x) := uεn(x+ xn),

onde uεn é solução (fraca) do problema auxiliar (3.6), obtida no Teorema 3.2.1. Então,
(vn) ∈ C(IR3) ∩ L∞(IR3) e (vn) possui uma subsequência que converge uniformemente sobre
compactos de IR3 para uma função v ∈ C(IR3) ∩ L∞(IR3).

Prova: Usando o Método de iteraçao de Moser [31] e argumentando como na prova do
Lema 1.3.3, conlúımos que vn ∈ L∞(IR3). Além disso, vn ∈ W 2,s

loc (IR3) ↪→ C1,α
loc (IR3) para s

suficientemente grande, veja [25]. Pelo lema anterior e a invariância do IR3 por translação,
(vn) é limitada em H1(IR3). Assim, usando as imersões compactas de Schauder conclúımos
que existe v ∈ C(IR3) ∩ L∞(IR3), tal que, a menos de subsequência,

vn → v uniformemente sobre K,

para cada compacto K ⊂ IR3. �

61



Lema 3.3.3. Suponha que (V1), (V2), (V3), (f ′1) − (f ′3) ocorrem. Então, a solução uε do
problema auxiliar (3.6) verifica:

max
x∈∂BRε

ε
(0)
uε(x)→ 0 quando ε→ 0.

Prova: Suponha, por contradição, que exista um número real γ > 0 e uma sequência
(εn) ⊂ (0, 1), tais que, para cada n ∈ IN,

max
x∈∂BRεn

εn

(0)
uεn(x) ≥ γ > 0 e εn → 0. (3.12)

Sendo uεn cont́ınua e ∂BRεn
εn

(0) compacta, existe uma subsequência (xn) ∈ ∂BRεn
εn

(0), tal
que

uεn(xn) = max
x∈∂BRεn

εn

(0)
uεn(x). (3.13)

Segue por (3.12) e (3.13) que

uεn(xn) ≥ γ > 0, ∀n ∈ N.

Agora, considere as sequências (vn) e (φn) definidas por vn(x) := uεn(x + xn) e φn(x) :=
φuεn (x+ xn).

Note que pelo Lema 3.3.1 e da invariância do IR3 por translação, (vn) e (φn) são limitada
em H1(IR3) e D1,2(IR3), respectivamente.

Assim, existem v ∈ H1(IR3) e φ ∈ D1,2(IR3) tais que, a menos de subsequência,
vn ⇀ v em H1(IR3) e φn ⇀ φ, em D1,2(IR3),
vn(x)→ v(x) q.t.p em IR3 e φn(x)→ φ(x) q.t.p em IR3,
vn → v em Lsloc(IR

3) e φn → φ em Lsloc(IR
3),

(3.14)

para todo s ∈ [2, 6).

Além disso, pelo Lema 3.3.2, sabemos que (vn) converge uniformemente para alguma
função v ∈ C(IR3) ∩ L∞(IR3) em IR3. Assim, por continuidade,

uεn(xn) = uεn(0 + xn) = vn(0)→ v(0),

ou seja, vn(0) ≥ γ > 0 e portanto, v 6= 0. Note ainda, que a função uεn é solução (fraca) do
problema 

−∆uεn + V (εny)uεn(y) + φuεn (y)uεn(y) = g(εny, uεn(y)) em R3,

uεn ∈ H1(IR3), uεn > 0 em IR3.

Denotando por y = x+ xn e usando a definição de vn temos
−∆vn + V (εnx+ εnxn)vn + φnvn = g(εnx+ εnxn, vn) em R3,

vn ∈ H1(IR3), vn > 0 em IR3.
(3.15)
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Note que, pela condição (V2) a sequência (V (εnxn)) é limitada em IR, então, a menos de
subsequência (V (εnxn)) converge para algum β ∈ IR e a condição (V1) garante que β > 0.
Agora, desde que (vn) é solução (fraca) de (3.15), temos∫

IR3

g(εnx+ εnxn, vn)ϕdx =

∫
IR3

∇vn∇ϕdx+

∫
IR3

V (εnx+ εnxn)vnϕdx

+

∫
IR3

φnvnϕdx,

(3.16)

para toda ϕ ∈ H1(IR3).

Além disso, note que por (3.14), o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue e o
item (iv) do Lema 3.1.1, temos∫

IR3

∇vn∇ϕdx→
∫

IR3

∇v∇ϕdx e

∫
IR3

φnvnϕdx→
∫

IR3

φnvϕdx, ∀ϕ ∈ C∞0 (IR3). (3.17)

e ∫
IR3

V (εnx+ εnxn)vnϕdx→
∫

IR3

βvϕdx, ∀ϕ ∈ C∞0 (IR3). (3.18)

Além disso,∫
IR3

g(εnx+ εnxn, vn)ϕdx→
∫

IR3

h(εx, v)ϕdx, ∀ϕ ∈ C∞0 (IR3), (3.19)

onde a função h é definida por

h(εx, s) := χ̂(εx)f(s) + (1− χ̂(εx))f̃(s),

para alguma função χ̂ ∈ L∞(IR3).

Assim, por (3.16), (3.17), (3.18) e (3.19) segue que v é solução (fraca) do problema

−∆v + βv + φv − h(εx, v) = 0 em IR3. (3.20)

Agora, note que por densidade, para cada j ∈ IN, existe ϕj ∈ C∞0 (IR3), tal que,

‖ϕj − v‖ ≤
1

j
⇒ ‖ϕj − v‖ = oj(1).

Considerando
∂ϕj
∂xi

como função teste em (3.16), temos∫
IR3

g(εnx+ εnxn, vn)
∂ϕj
∂xi

dx+ on(1) =

∫
IR3

∇vn∇
(
∂ϕj
∂xi

)
dx+

∫
IR3

V (εnx+ εnxn)vn
∂ϕj
∂xi

dx

+

∫
IR3

φnvn
∂ϕj
∂xi

dx,

e desde que ∫
IR3

∇vn∇
(
∂ϕj
∂xi

)
dx =

∫
IR3

∇v∇
(
∂ϕj
∂xi

)
dx+ on(1)
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∫
IR3

φnvn
∂ϕj
∂xi

dx =

∫
IR3

φv
∂ϕj
∂xi

dx+ on(1)

e ∫
IR3

g(εnx+ εnxn, vn)
∂ϕj
∂xi

dx =

∫
IR3

h(εx, v)
∂ϕj
∂xi

dx+ on(1),

temos

lim sup
n→∞

[∫
IR3

V (εnx+ εnxn)vn
∂ϕj
∂xi

dx

]
= −

∫
IR3

∇v∇
(
∂ϕj
∂xi

)
dx−

∫
IR3

φv
∂ϕj
∂xi

dx

+ h(εx, v)
∂ϕj
∂xi

dx+ on(1),

(3.21)

combinando, (3.18) com (3.21) e usando (3.20) conclúımos que

lim sup
n→∞

∣∣∣∣∫
IR3

[V (εnx+ εnxn)− V (εnxn)] vn
∂ϕj
∂xi

dx

∣∣∣∣ = oj(1). (3.22)

Por simplicidade de notação, para cada n ∈ N, façamos

Vεn := V (εnx+ εnxn)− V (εnxn),

e escrevendo v = (v − vn) + vn, temos∣∣∣∣∫
IR3

Vεnv
∂ϕj
∂xi

dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
IR3

∣∣∣∣Vεn(v − vn)
∂ϕj
∂xi

+ Vεnvn
∂ϕj
∂xi

∣∣∣∣ dx
≤
∫

IR3

|Vεn||v − vn|
∣∣∣∣∂ϕj∂xi

∣∣∣∣ dx+

∫
IR3

|Vεn||vn|
∣∣∣∣∂ϕj∂xi

∣∣∣∣ dx.
Usando a desigualdade de Hölder e (3.22) conclúımos que

∣∣∣∣∫
IR3

Vεnv
∂ϕj
∂xi

dx

∣∣∣∣ ≤
(∫
{suppϕj}

∣∣∣∣Vεn ∂ϕj∂xi

∣∣∣∣2 dx
) 1

2
(∫
{suppϕj}

|v − vn|2dx

) 1
2

+ oj(1).

Desde que ϕj tem suporte compacto e vn → v em Lsloc(IR
3), para todo s ∈ [2, 6), então,

da desigualdade acima obtemos

lim sup
n→∞

∣∣∣∣∫
IR3

Vεnv
∂ϕj
∂xi

dx

∣∣∣∣ = oj(1).

Fazendo ϕj = (ϕj − v) + v e procedendo de modo análogo ao que foi feito anteriormente,
temos

lim sup
n→∞

∣∣∣∣∫
IR3

Vεnϕj
∂ϕj
∂xi

dx

∣∣∣∣ = oj(1),
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de onde conclúımos que

lim sup
n→∞

∣∣∣∣12
∫

IR3

Vεn
∂(ϕj)

2

∂xi
dx

∣∣∣∣ = oj(1).

Seja R > 0 e BR(0) ⊂ IR3, tal que, suppϕj ⊂ BR(0). Desde que V, ϕj ∈ C2(IR3), podemos
usar o Teorema de Green e obter∫
BR(0)

∂V

∂xi
(εnx+ εnxn)ϕ2

jdx = −
∫
BR(0)

V (εnx+ εnxn)
∂(ϕj)

∂xi
dx+

∫
∂BR(0)

V (εnx+ εnxn)ϕ2
jηidSxi ,

onde ηi é o vetor normal exterior a fronteira de BR(0). Agora, usando novamente a fato de
que ϕj tem suporte compacto, temos∫

IR3

∂V

∂xi
(εnx+ εnxn)ϕ2

jdx = −
∫

IR3

V (εnx+ εnxn)
∂(ϕj)

2

∂xi
dx

= −
∫

IR3

Vεn
∂(ϕj)

2

∂xi
dx−

∫
IR3

V (εnxn)
∂(ϕj)

2

∂xi
dx

= oj(1).

Assim,

lim sup
n→∞

∣∣∣∣∫
IR3

∂V

∂xi
(εnx+ εnxn)ϕ2

jdx

∣∣∣∣ = oj(1). (3.23)

Agora, provaremos que

lim sup
n→∞

∣∣∣∣∂V∂xi (εnxn)

∫
IR3

|ϕj|2dx
∣∣∣∣ = oj(1). (3.24)

De fato, note que∣∣∣∣∂V∂xi (εnxn)

∫
IR3

|ϕj|2dx
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
IR3

[
∂V

∂xi
(εnx+ εnxn)− ∂V

∂xi
(εnxn)

]
|ϕj|2dx

−
∫

IR3

∂V

∂xi
(εnx+ εnxn)|ϕj|2dx

∣∣∣∣. (3.25)

Desde que por (V2),
(
∂V
∂xi

(εnxn)
)

é limitada, para cada i = 1, 2, 3 existe γi ∈ IR, tal que, a
menos de subsequência,

∂V

∂xi
(εnxn)→ γi,

assim, fazendo n→∞, temos[
∂V

∂xi
(εnx+ εnxn)− ∂V

∂xi
(εnxn)

]
|ϕj|2 → 0, q.t.p em IR3.
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Segue do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue que

lim
n→∞

∫
IR3

[
∂V

∂xi
(εnx+ εnxn)− ∂V

∂xi
(εnxn)

]
|ϕj|2dx = oj(1). (3.26)

Passando ao limite (3.25) e usando (3.23) e (3.26), obtemos (3.24).

Agora, provaremos que a sequência (εnxn) é (PS)β para o potencial V . De fato, desde
que v é não nula e ∫

IR3

|ϕj|2dx→
∫

IR3

|v|2,

existe j0 ∈ IN, tal que ∫
IR3

|ϕj|2dx ≥
1

2

∫
IR3

|v|2, para todo j ≥ j0.

Agora, observando que

∂V

∂xi
(εnxn) =

1∫
IR3 |ϕj|2dx

(
∂V

∂xi
(εnxn)

∫
IR3

|ϕj|2dx
)
.

segue que

lim sup
n→∞

∣∣∣∣∂V∂xi (εnxn)

∣∣∣∣ ≤ 2∫
IR3 |ϕj|2dx

lim sup
n→∞

∣∣∣∣∂V∂xi (εnxn)

∫
IR3

|ϕj|2dx
∣∣∣∣ , para todo j ≥ j0,

usando (3.24) e a desigualdade acima, obtemos para cada i = 1, 2, 3,

lim sup
n→∞

∣∣∣∣∂V∂xi (εnxn)

∣∣∣∣ = oj(1).

Sendo j arbitrário, conclúı-se que ∇V (εnxn) → 0, e desde que, V (εnxn) → β, então, a
sequência (εnxn) é (PS)β para o potencial V . Além disso, sendo V (εnxn) limitada, conclúımos
por (V3) que (εnxn) possui subsequência convergente em IR3, o que é absurdo, pois

|εnxn| = |εn|
|Rεn|
|εn|

= |Rεn| =
1

εn
→∞, quando n→∞.

Portanto,

max
x∈∂BRε

ε
(0)
uε(x)→ 0 quando ε→ 0. �

A seguir, iremos provar que se o potencial V pertence a Classe 2, a solução uε do problema
auxiliar (3.6) satisfaz a mesma propriedade presente no lema anterior. Mais precisamente,
temos o seguinte resultado.
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Lema 3.3.4. Suponha que (V1), (V2), (V4), (f ′1) − (f ′3) ocorrem. Então, a solução uε do
problema auxiliar (3.6) verifica:

max
x∈∂Λε

uε(x)→ 0 quando ε→ 0.

Prova: Suponha, por contradição, que o lema seja falso. Então, existe um δ0 > 0 e uma
sequência (εn) ⊂ (0, 1), tais que

max
x∈∂Λεn

un(x) ≥ δ0 > 0 e εn → 0,

onde denotamos un := uεn .

Desde que un ∈ C(IR3) e ∂Λn é compacto, existe xn ∈ ∂Λn tal que

un(xn) = max
x∈∂Λεn

un(x).

Usando os mesmos argumentos explorados na prova do Lema 3.3.3, obtemos

∇V (εnxn)→ 0 quando εn → 0.

Desde que, (εnxn) ⊂ ∂Λεn e ∂Λεn é um subconjunto compacto do IR3, então, existe
z0 ∈ ∂Λεn , tal que

εnxn → z0 em IR3.

Uma vez que V ∈ C1(IR3, IR), conclúımos que

∇V (εnxn)→ ∇V (z0).

Pela unicidade do limite, obtemos ∇V (z0) = 0, contrariando a condição (V4). Portanto,
o lema está provado. �

3.3.1 Prova do Teorema 3.0.1

Nesta subseção, provaremos o Teorema 3.0.1. Para tal, o nosso objetivo aqui é mostrar que
se o potencial V pertence a Classe 1 ou a Classe 2, a solução uε do problema auxiliar (3.6)
satisfaz a seguinte estimativa,

uε(x) < a, em IR3 \BRε
ε

(0), (3.27)

para todo ε > 0 suficientemente pequeno.

Prova do Teorema 3.0.1: Suponha, inicialmente, que o potencial V pertença a Classe 1.
Pelo Lema 3.3.3, dado δ > 0, existe ε0 > 0, tal que

max
x∈∂BRε

ε
(0)
uε(x) < a− δ,
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para todo ε ∈ (0, ε0). Considere a função wε dada por

wε(x) =


(uε − a+ δ)+(x), se x ∈ IR3 \BRε

ε
(0),

0, se x ∈ BRε
ε

(0).

Note que, por construção wε ∈ H1(IR3). Além disso, pelo truncamento g, temos

0 ≤
∫

IR3

|∇wε|2dx =

∫
IR3\BRε

ε
(0)

∇(uε − a+ δ)+∇wεdx

=

∫
IR3

∇uε∇wεdx

=

∫
IR3

g(εx, uε)wεdx−
∫

IR3

V (εx)uεwεdx−
∫

IR3

φuεuεwεdx

≤
(

1

k
− 1

)∫
IR3\BRε

ε
(0)

V (εx)uεwεdx ≤ 0,

logo, wε ≡ 0. Assim, uε(x) ≤ a− δ < a em IR3 \BRε
ε

(0). Portanto, pela definição de g, temos

g(εx, uε) = f(uε), para todo ε ∈ (0, ε0),

mostrando que uε é solução do problema não local (3.5). Consequentemente, o par (uε, φuε)
é solução do sistema (3.1), o que prova o Teorema 3.0.1 para o potencial V pertencendo a
Classe 1.

A demonstração do Teorema 3.0.1 para o potencial V pertencendo a Classe 2 segue o
mesmo argumento do caso anterior.

�
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Caṕıtulo

4
Sistema do tipo Schrödinger-Poisson com
potencial V não constante: Caso cŕıtico

Neste caṕıtulo, estudamos a seguinte classe de sistemas do tipo Schrödinger-Poisson
−ε2∆u+ V (x)u+ φu = |u|p−1u+ |u|4u em IR3,
−ε2∆φ = u2 em IR3,
u ∈ H1(R3), φ ∈ D1,2(IR3),

(4.1)

onde ε > 0 é um parâmetro real, p ∈ (2, 5) e o potencial V : IR3 −→ IR é cont́ınuo e não
constante.

Estamos interessados em estudar o sistema (4.1) com as mesmas geometrias sobre o
potencial V consideradas no Caṕıtulo 3, a saber, as geometrias introduzidas no artigo de
Alves [1], onde o autor estudou a equação Schrödinger. No entanto, diferentemente do
Caṕıtulo 3, neste caṕıtulo, nos propusemos a estudar o problema com a presença do termo
cŕıtico |u|4u, visto que em IR3 o expoente cŕıtico de Sobolev é 2∗ = 6. É bem conhecido na
literatura, que a presença do termo cŕıtico causa algumas dificuldades técnicas em aplicar o
método variacional. Uma das dificuldades aqui, consiste em provar que o funcional associado
ao problema em questão, satisfaz a condição de Palais-Smale. Dificuldade essa, que será
contornada aplicando o Método de Penalização de Del Pino e Felmer, juntamente com o
Prinćıpio de Concentração e Compaciade de Lions [27]. Quando comparamos o problema
(4.1) ao problema subcŕıtico estudado no caṕıtulo 3, verificamos que em relação ao estudo do
problema penalizado, há pelo menos duas dificuldades. A primeira é provar que o funcional
associado ao problema penalizado satisfaz a condição (PS) abaixo de um certo ńıvel, a
segunda é construir um ńıvel do passo da montanha que esteja abaixo do ńıvel onde a condição
(PS) é verificada, veja o Lema 4.1.3

Para facilitar a leitura do texto, iremos enunciar novamente as hipóteses sobre o potencial
V , visto que, nesse caṕıtulo, estamos consideramdo, o caso particular, em que f(u) = |u|p−1u.

(V1) Existe V0 > 0 tal que V (x) ≥ V0, ∀ x ∈ IRN , onde V0 = inf
IRN

V (x).

(V2) V ∈ C2(IR3) e V,
∂V

∂xi
,
∂2V

∂xi∂xj
são limitadas em IR3, ∀ i, j ∈ {1, 2, 3}.
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(V3) V satisfaz a condição Palais-Smale, isto é, se (xn) ⊂ IR3, tal que (V (xn)) é limitada e

∇V (xn)→ 0, então (xn) possui uma subsequência convergente.

(V4) Existe um domı́nio Λ ⊂ IRN tal que ∇V (x) 6= 0, ∀ x ∈ ∂Λ.

Novamente, diremos que o potencial V pertence à Classe 1 quando V satisfaz (V1), (V2) e
(V3). E diremos que V pertence à Classe 2 quando V satisfaz (V1), (V2) e (V4).

O principal resultado desse caṕıtulo é o seguinte

Teorema 4.0.1. Suponha que V pertença à Classe 1 ou 2 e que p ∈ (2, 5). Então, existe
ε0 > 0, tal que o sistema (4.1) possui solução positiva, para todo ε ∈ (0, ε0).

Assim como no Caṕıtulo 3, por uma mudança adequada de variável, o problema (4.1) é
equivalente ao problema

−∆u+ V (εx)u+ φu = |u|p−1u+ |u|4u em IR3,
−∆φ = u2 em IR3,
u ∈ H1(IR3), φ ∈ D1,2(IR3),

(4.2)

além disso, para cada u ∈ L12/5(IR3) o Teorema de Lax-Milgram garante a existência de uma
única φu ∈ D1,2(IR3) solução da equação

−∆φ = u2 em IR3,

e portanto, nosso problema se reduz a resolver a seguinte equação de Schrödinger{
−∆u+ V (εx)u+ φuu = |u|p−1u+ |u|4u em IR3,
u ∈ H1(IR3).

(4.3)

Para contornar a falta da imersão compacta de D1,2(IR3) em L6(IR3) e encontar solução
positiva para (4.3), iremos fazer uma outra adaptação do Método de Penalização de Del Pino
e Felmer, agora com a presença do termo cŕıtico.

Do mesmo modo que no caṕıtulo anterior as condições (V1) e (V2), garantem que para
todo ε > 0 a função ‖ · ‖ : H1(IR3)→ IR dada por

‖u‖ :=

(∫
IR3

(|∇u|2 + V (εx)|u|2)dx

) 1
2

,

define uma norma, equivalente a norma usual de H1(IR3).

O lema que enunciaremos a seguir, apresenta importantes propriedades da função φu
presente no termo não local do funcional associado ao problema auxiliar que será definido na
próxima seção.

Lema 4.0.1. Para cada u ∈ H1(IR3), temos
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(i) ‖φu‖D1,2(IR3) ≤ C‖φu‖2, para alguma constante C > 0, (que não depende de u). Em

consequência, existe uma constante C
′
> 0 tal que

∫
R3

φuu
2 dx ≤ C

′‖u‖4;

(ii) φu ≥ 0;

(iii) Para todo t > 0, φtu = t2φu;

(iv) Para todo α > 0 se uα(x) = α2u(αx), então, φuα(x) = α2φu(αx);

Prova: Veja [21] ou [34]. �

4.1 A técnica de Penalização de Del Pino e Felmer e o Problema

Auxiliar.

Dado um domı́nio limitado Ω ⊂ IR3, considere as constantes k = 2θ
θ−4

e a > 0, tal que,
ap−1 + a4 = k−1V0 em que V0 é a constante dada na condição (V0). Agora, considere as
seguintes funções, denominadas funções de penalização:

g(εx, s) =

 χΩ(εx)(|s|p−1s+ s5) + χIR\Ω(εx)f̃(s) se s ≥ 0,

0 se s < 0,

e

f̃(s) =


|s|p−1s+ s5 se 0 ≤ s ≤ a,

V0

k
s se s > a,

onde χΩ é a função caracteŕıstica em relação a Ω, ou seja, χΩ(z) = 1 se z ∈ Ω e χΩ(z) = 0,
se z ∈ IR3\Ω.

Finalmente, estudaremos o seguinte problema auxiliar não local
−∆u+ V (εx)u+ φuu = g(εx, u) em IR3,

u ∈ H1(IR3).
(4.4)

Note que, se uε é uma solução positiva de (4.4), tal que, uε(x) < a em IR3\BRε(0),
então, uε também será uma solução do problema (4.3) e consequentemente, o par (uε, φuε) ∈
H1(IR3) × D1,2(R3) é uma solução positiva do sistema (4.1). Portanto, nosso objetivo será
encontrar uma solução do problema auxiliar (4.4) verificando essa condição. Note que pelas

definições das funções f̃ e g, obtemos as seguintes relações:

(g∗1) g(εx, s) ≤ |s|p−1s+ s5, ∀x ∈ IR3 e s > 0,
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(g∗2) θG(εx, s) ≤ g(εx, s)s, ∀x ∈ BRε(0) e ∀ s ∈ IR,

(g∗3) 4G(εx, s) ≤ g(εx, s)s ≤ V (εx)
k
s2, ∀x ∈ IR3 \BRε(0) e ∀ s ∈ IR.

Ao problema auxiliar (4.4) associamos o funcional energia de Euler-Lagrange Jε : Eε → IR,
dado por

Jε(u) =
1

2

∫
IR3

(|∇u|2 + V (εx)u2) dx+
1

4

∫
IR3

φuu
2 dx−

∫
IR3

G(εx, u) dx,

onde G(εx, s) :=

∫ s

0

g(εx, t) dt, ∀ (x, s) ∈ IR3 × IR, e Eε := H1(IR3) munido da norma ‖.‖
definida anteriormente.

As relações (g∗1), (g∗2), (g∗3) e o Lema 4.0.1, garantem que o funcional Jε está bem definido
e é de classe C1(Eε, IR), com derivada de Gateaux dada por:

J ′ε(u)v =

∫
IR3

(∇u∇v + V (εx)uv) dx+

∫
IR3

φuuv dx−
∫

IR3

g(εx, u)v dx, ∀u, v ∈ Eε.

É claro que ponto cŕıtico de Jε é solução fraca de (4.4). Os próximos resultados têm como
finalidade, mostrar que para cada ε > 0, o problema auxiliar (4.4) possui uma solução positiva
uε ∈ Eε.

Mostraremos que Jε satisfaz as hipóteses do Teorema do Passo da Montanha de
Ambrosetti-Rabinowitz, veja apêndice A, Teorema A.0.2.

Lema 4.1.1. O funcional Jε verifica as geometrias do Teorema do Passo da Montanha, para
todo ε > 0 isto é, Jε(0) = 0 e

(H1) Existem α, ρ > 0, tais que, Jε(u) ≥ α > 0, se ‖u‖ = ρ.

(H2) Existe u0 ∈ H1(IR3) tal que Jε(u0) < 0 com ‖u0‖ > ρ.

Prova: De fato, é claro que Jε(0) = 0. Além disso, pela definição de Jε e o crescimento de
G temos

Jε(u) =
1

2
‖u‖2 +

1

4

∫
IR3

φuu
2 dx−

∫
IR3

G(εx, u) dx− 1

6

∫
IR3

|u|6 dx

≥ 1

2
‖u‖2 − ε

2
|u|2L2(IR3) −

Cε
p
|u|p

Lp(IR3)
− 1

6
|u|6L6(IR3).

Usando a imersão cont́ınua de Eε em Lq(IR3), com 2 ≤ q ≤ 6, obtemos constantes positivas
C1, C2 e C3 tais que

Jε(u) ≥ 1− εC1

2
‖u‖2 − C3

6
‖u‖6 − C2Cε

p
‖u‖p.
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Assim, fazendo ‖u‖ = ρ e escolhendo 0 < ρ < min

{(
3−3εC1

2C3

)1/4

,
(

p
8CεC2

)1/p−2
}

, teremos

Jε(u) ≥ 1
8
ρ2 = α > 0, para todo u ∈ Eε com ‖u‖ = ρ, o que prova (H1).

Para provar (H2), considere t > 0 e fixe uma função não nula ϕ ∈ C∞0 (Ω) tal que ϕ ≥ 0,
então, usando o item (i) do Lema 4.0.1, temos

Jε(tϕ) ≤ t2

2
‖ϕ‖2 +

Ct4

4
‖ϕ‖4 − t6

6

∫
IR3

ϕ6dx,

logo, Jε(tϕ)→ −∞ se t→ +∞, e assim, existe um t0 > 0 tal que ‖t0ϕ‖ > ρ e Jε(u0) < 0, com
u0 = t0ϕ, o que prova a condição (H2). completando assim a prova do lema. �

Pelo Teorema do Passo da Montanha, para cada ε > 0, existe uma sequência (un) ∈ Eε
de Palais-Smale para o funcional Jε, no ńıvel cε, isto é

Jε(un)→ cε e J
′

ε(un)→ 0,

onde

cε := inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Jε(γ(t))

e

Γ =
{
γ ∈ C([0, 1], IR3) : γ(0) = 0 e γ(1) = u0

}
.

Para nossos propósitos , assim como em [23, 24], é mais conveniente considerarmos a
seguinte caracterização sobre o ńıvel minimax do Teorema do Passo da Montanha

cε := inf
v∈Eε\{0}

max
t≥0

Jε(tv). (4.5)

O próximo lema mostra que toda sequência de Palais-Smale de Jε é limitada em Eε.

Lema 4.1.2. Seja (un) ⊂ H1(IR3) uma sequência (PS)cε para Jε. Então, (un) é limitada em
Eε.

Prova: Note que

Jε(un)− 1

θ
J ′ε(un)un =

(
1

2
− 1

θ

)∫
IR3

(
|∇un|2 + V (εx)u2

n

)
dx+

(
1

4
− 1

θ

)∫
IR3

φun|un|2 dx

+
1

θ

∫
IR3

[g(εx, un)un − θG(εx, un)] dx,

usando a condição (g∗2) e o item (ii) do Lema 4.0.1 temos

Jε(un)− 1

θ
J ′ε(un)un ≥

(
1

2
− 1

θ

)
‖un‖2 +

1

θ

∫
IR3\Ω

[g(εx, un)un − θG(εx, un)] dx. (4.6)
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Note que pelas definições de g e G, a condição (V1) e o fato de (2− θ) < 0 e k > 2 obtemos

1

θ

∫
IR3\Ω

[g(εx, un)un − θG(εx, un)] dx =
2− θ
2kθ

∫
IR3\Ω

V0u
2
n dx

≥ 2− θ
4θ

∫
IR3

V (εx)u2
n dx+

2− θ
4θ

∫
IR3

|∇un|2 dx

=
2− θ

4θ
‖un‖2,

assim, de (4.6), da desigualdade acima e do fato de (un) ser uma sequência (PS)cε para o
funcional Jε temos

cε + on(1) ≥ θ − 2

4θ
‖un‖2, (4.7)

o que prova que (un) é limitada em Eε. �

O lema que provaremos a seguir é de fundamental importância para contornarmos as
dificuldades causada pela presença do termo cŕıtico, no problema proposto neste caṕıtulo.

Lema 4.1.3. Existe v ∈ Eε \ {0}, tal que

max
t≥0

Jε(tv) <
1

3
S

3
2 .

Prova: De acordo com (Talenti [35], 1976) para cada h > 0 o ı́nfimo S da imersão de Sobolev
do espaço D1,2(IR3) em L6(IR3) é atingido pela função

ωh(x) :=
(3h)

1
4

(h+ |x|2)
1
2

,

além disso, dada uma função ϕ ∈ C∞0 (IR3, [0, 1]), tal que

ϕ(x) =


1, se x ∈ B1(0),

0, se x ∈ IR3 \B2(0),

onde B1(0) e B2(0) são, respectivamente, as bolas de raio 1 e raio 2, contidas no IR3 e centro
na origem, as quais representaremos, simplesmente por B1 e B2. Considere a função dada
por Θh(x) = ϕωh e note que, pela definição de ϕ, temos∫

IR3\B1

∣∣∣∣∣∇
(

ϕ

(h+ |x|2)
1
2

)∣∣∣∣∣
2

dx =

∫
B2\B1

∣∣∣∣∣∇
(

ϕ

(h+ |x|2)
1
2

)∣∣∣∣∣
2

dx < +∞,

assim, ∫
IR3\B1

|∇Θh|2 dx = (3h)
1
2

∫
B2\B1

∣∣∣∣∣∇
(

ϕ

(h+ |x|2)
1
2

)∣∣∣∣∣
2

dx = O(h
1
2 ).
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Agora, observe que pela definição da função Θh e o fato de ϕ = 0 em IR3 \ B2, conclúımos
que ∫

B2

Θ6
hdx = (3h)

3
2

∫
B2

ϕ6

(h+ |x|2)3
dx

= (3h)
3
2

∫
IR3

1

(h+ |x|2)3
dx+ (3h)

3
2

∫
IR3

(ϕ6 − 1)

(h+ |x|2)3
dx.

Fazendo uma mudança de variável do tipo x = yh1/2, podemos reescrever a igualdade acima
da seguinte forma∫

B2

Θ6
hdx = 3

3
2

∫
IR3

1

(1 + |y|2)3
dy + (3h)

3
2

∫
IR3\B1

(ϕ6 − 1)

(h+ |x|2)3
dx. (4.8)

Usando a desigualdade triangular e fato de 0 ≤ ϕ ≤ 1 temos

∣∣∣∣∫
IR3\B1

(ϕ6 − 1)

(h+ |x|2)3
dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
IR3\B1

2

(h+ |x|2)3
dx ≤

∫
IR3\B1

2

|x|6
dx < +∞. (4.9)

Assim, passando ao limite (4.8) com h→ 0 e usando (4.9) conclúımos que∫
B2

Θ6
hdx −→ 3

3
2

∫
IR3

1

(1 + |y|2)3
dy > 0. (4.10)

Agora, notando que a função u(y) = 1
(1+|y|2)3 ∈ D1,2(IR3) então, pela definição de convergência,

exitem constantes h0,M1 e M2 tal que

M1 <

∫
B2

Θ6
hdx < M2, (4.11)

para todo h ∈ (0, h0). Por outro lado, fazendo, novamente, a mudança de variável x = yh
1
2 ,

conclúımos que ∫
B1

|x|ω6
hdx =

33/2

h
1
2

∫
B 1√

h

|y|
(1 + |y|2)3

dy,

e desde que, a integral do lado direito da igualdade acima é finita, então∫
B1

|x|ω6
hdx = O(h

1
2 ). (4.12)

Agora, vamos denotar Xh =
∫

IR3 |∇vh|2dx, onde

vh(x) :=
Θh(x)

|Θh|L6(IR3)

.
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Pela definição de ϕ, temos∫
B2

|∇vh|2dx =

∫
B1

|∇vh|2dx+

∫
B2\B1

|∇vh|2dx

=

∫
B1

|∇ωh|2dx+

∫
B2\B1

|∇Θh|2dx.

De acordo com [35] para cada h > 0 a função ωh é solução do problema
−∆u = u5 em IR3,

u ≥ 0 e

∫
IR3

|∇u|2dx < +∞.

Usando o Teorema do Divergente e observando que ωh é radialmente decrescente, temos a
desigualdade ∫

B1

|∇ωh|2dx ≤
∫
B1

ω6
hdx.

Da desigualdade acima e de (4.12) obtemos∫
B2

|∇ωh|2dx ≤
∫
B1

ω6
hdx+O(h1/2).

Além disso, usando a desigualdade de Hölder e lembrando que

∫
IR3

ω6
h dx = S3/2, temos

∫
B2

|∇ωh|2dx ≤
(∫

B1

ω6
hdx

)2/3(∫
B1

ω6
hdx

)1/3

+O(h1/2)

≤ S

(∫
B1

ω6
hdx

)1/3

+O(h1/2),

e por (4.11)

Xh ≤ S +O(h1/2).

Note que, sem perda de generalidade, podemos supor que 0 ∈ Ω e B2 ⊂ Ω. Agora, sendo

Jε(tvh) =
t2

2

∫
IR3

(|∇vh)|2 + V (εx)|vh|2)dx+
t4

4

∫
IR3

φv
h
v2
hdx−

∫
IR3

G(εx, tvh)dx,

onde G(εx, s) =

∫ s

0

g(εx, t)dt e usando as definições de G e g, temos

G(εx, tvh) =
λtp+1

p+ 1
|vh|p+1 +

t6

6
|vh|6,
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e desde que

∫
IR3

|vh|6dx = 1, então, usando o item (i) do Lema 4.0.1 obtemos

Jε(tvh) ≤
t2

2

∫
IR3

(|∇vh)|2 + V (εx)|vh|2)dx+
t4

4

∫
IR3

φv
h
v2
hdx−

λtp+1

p+ 1

∫
IR3

|vh|p+1dx− t6

6

≤ t2

2

∫
IR3

(|∇vh)|2 + V∞|vh|2)dx+ C
t4

4
|vh|4L12/5(IR3) −

λtp+1

p+ 1

∫
IR3

|vh|p+1dx− t6

6
.

Agora, definimos a função B : IR+ −→ IR, dada por

B(t) =
t2

2

∫
IR3

(|∇vh|2 + V∞|vh|2)dx+ C
t4

4
|vh|4L12/5(IR3) −

λtp+1

p+ 1

∫
IR3

|vh|p+1dx− t6

6
.

Note que, para cada h > 0, exite th > 0, tal que B(th) = max
t≥0

B(t) e sendo B diferenciável,

então B′(th) = 0, e assim∫
IR3

(|∇vh)|2 + V∞|vh|2)dx− t4h = λtp−1
h |vh|

p+1

Lp+1(IR3)
− Ct2h|vh|4L12/5(IR3). (4.13)

Afirmamos que para h > 0, suficientemente pequeno, th satisfaz(∫
IR3

(|∇vh|2 + V∞|vh|2)dx

) 1
4

≥ th. (4.14)

De fato, usando a definição de vh e estimativas similares usadas em [10], podemos concluir
que para cada q ∈ [2, 6) tem-se

|vh|qLq(IR3)
=


O(hq/4), se q ∈ [2, 3),

O(h3/4|log(h)|), se q = 3,

O(h6−q/4), se q ∈ (3, 6),

então, pela definição de p conclúımos que

|vh|4L12/5(IR3) = O(h) e |vh|p+1

Lp+1(IR3)
= O(h5−p/4),

assim, por (4.13), para h > 0, suficientemente pequeno, obtemos∫
IR3

(|∇vh|2 + V∞|vh|2)dx− t4h = t2h
[
λtp−3
h O(h5−p/4)− CO(h)

]
≥ 0,

o que prova a afirmação em (4.14).
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Agora, considere t0 =

(
Xh +

∫
IR3

V∞|vh|2dx
)1/4

, em que Xh =

∫
IR3

|∇vh|2dx, então

Jε(thvh) ≤
t2h
2
t40 −

1

6
t6h +

t4h
4

∫
IR3

φv
h
v2
hdx−

tp+1
h

p+ 1

∫
IR3

|vh|p+1dx

≤ 1

3
t60 +

C

4
t4h|vh|4L12/5(IR3) −

tp+1
h

p+ 1
|vh|p+1

Lp+1(IR3)

≤ 1

3

(
S +O(h1/2) +

∫
B2

V∞|vh|2dx
)3/2

+
C

4
t4h|vh|4L12/5(IR3) −

tp+1
h

p+ 1
|vh|p+1

Lp+1(IR3)
.

Uma vez que (a + b)α ≤ aα + α(a + b)αb, para todo a, b ≥ 0 e α > 1, então, existe uma
constante C1 > 0, tal que

Jε(thvh) ≤
1

3
S

3
2 +O(h1/2) + C1

∫
IR3

V∞|vh|2dx+
C

4
t4h|vh|4L12/5(IR3) −

tp+1
h

p+ 1
|vh|p+1

Lp+1(IR3)

=
1

3
S

3
2 +O(h1/2) + C1V∞O(h1/2) +

C

4
t4hO(h)− tp+1

h

p+ 1
O(h5−p/4),

assim, tomando h > 0 suficientemente pequeno, conclúımos que

Jε(thvh) <
1

3
S

3
2 , ∀ ε > 0.

de onde segue que

max
t>0

Jε(thvh) <
1

3
S

3
2 , ∀ ε > 0.

Note que pela caracterização do ńıvel minimax dada em (4.5) e o lema anterior obtemos

cε <
1

3
S

3
2 , ∀ ε > 0.

Lema 4.1.4. Seja (un) uma sequência (PS)c para Jε. Então, dado α > 0, existe r = r(α) >
0, tal que

lim sup
n→∞

∫
IR3\Br(0)

(|∇un|2 + V (εx)u2
n) dx ≤ α.

Prova: A prova deste lema é análoga a prova do Lema 1.2.3 do Caṕıtulo 1.
�

Lema 4.1.5. O funcional Jε satisfaz a condição de Palais-Smale no ńıvel cε.

Prova: Seja (un) uma sequência de Palais-Smale para funcional Jε, então (un) é limitada
em Eε e assim a menos de subsequência un ⇀ u em Eε e un(x) → u(x) q.t.p em IR3, logo,
existem medidas não negativas µ e ν tais que

|∇un|2 ⇀ dµ = |∇u|2 + µ e |un|6 ⇀ dν = |u|6 + ν, (4.15)
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no sentido das medidas de Radon, para mais detalhes, veja Willem [37], seção 1.9, pag
26. Usando o Prinćıpio de Concentração e Compacidade de Lions, [27] ou Teorema A.0.9
(Apêndice), existe um conjunto de ı́ndices J , no máximo enumerável, uma sequência de
pontos (xj)j∈J ⊂ IR3, duas sequências de medidas não negativas (µj) e (νj) tais que

ν =
∑
j∈J

νjδxj , µ ≥
∑
j∈J

µjδxj e Sν
1/3
j ≤ µj, (4.16)

para todo j ∈ J , onde δxj é a função delta de Dirac de massa 1 no ponto xj e S é a melhor
constante de Sobolev na imersão cont́ınua de D1,2(IR3) em L6(IR3).

Queremos provar que, a menos de subsequência, (un) converge forte em Eε para o seu
limite fraco u. Para isso, mostraremos inicialmente que a medida ν é nula, isto é, que J é
vazio.

De fato, suponhamos por contradição que o conjunto J não seja vazio e para cada j ∈ J ,
fixado, vamos considerar a função ϕ ∈ C∞0 (IR3, [0, 1]), tal que ϕ ≡ 1 em B1(0), ϕ ≡ 0 em
IR3 \B2(0) e |∇ϕ|L∞(IR3) ≤ 2. Agora, para cada ρ > 0, considere a função

ψρ(x) = ϕ

(
x− xj
ρ

)
.

Note que para cada ρ > 0, fixado

J ′ε(un)(ψρun)→ 0, quando n→ +∞,

então, desde que g(x, s)s ≤ |s|p+1 + |s|6 em IR3 × IR, temos∫
IR3

un∇un∇ψρ dx ≤
∫

IR3

|un|p+1ψρ dx+

∫
IR3

|un|6ψρ dx (4.17)

−
∫

IR3

|∇un|2ψρ dx−
∫

IR3

V (εx)|un|2ψρ dx−
∫

IR3

φunu
2
nψρ dx+ on(1).

Usando as imersões compactas de Sobolev de Eε em Lq(B2ρ(xj)), com 2 ≤ q < 6 obtemos a
menos de subsequência que un → u em L2(B2ρ(xj)), assim, usando Vaimberg e o Teorema
da Convergência Dominada de Lebesgue∫

IR3

|un|p+1ψρ dx =

∫
B2ρ(xj)

|un|p+1ψρ dx→
∫
B2ρ(xj)

|u|p+1ψρ dx, (4.18)

e ∫
IR3

V (εx)|un|2ψρ dx =

∫
B2ρ(xj)

V (εx)|un|2ψρ dx→
∫
B2ρ(xj)

V (εx)|u|2ψρ dx. (4.19)

Além disso, pelo item (ii) do Lema 3.1.1 (veja Caṕıtulo 3)∫
IR3

φunu
2
nψρ dx =

∫
B2ρ(xj)

φunu
2
nψρ dx→

∫
B2ρ(xj)

φuu
2ψρ dx, (4.20)
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e usando o fato de que |∇un|2 ⇀ dµ e |un|6 ⇀ dν, então∫
IR3

|∇un|2ψρ dx→
∫

IR3

ψρ dµ e

∫
IR3

|un|6ψρ dx→
∫

IR3

ψρ dν, (4.21)

assim, fazendo n→∞ em (4.17) e usando (4.18), (4.19), (4.20) e (4.21), temos

lim sup
n→+∞

∫
IR3

un∇un∇ψρ dx ≤
∫
B2ρ(xj)

|u|p+1ψρ dx+

∫
IR3

ψρ dν (4.22)

−
∫

IR3

ψρ dµ−
∫
B2ρ(xj)

V (εx)|u|2ψρ dx−
∫
B2ρ(xj)

φuu
2ψρ dx+ on(1).

Afirmamos que

lim
ρ→0

[
lim sup
n→+∞

∣∣∣∣∫
IR3

un∇un∇ψρ dx
∣∣∣∣] = oρ(1). (4.23)

De fato, pela desigualdade de Hölder∣∣∣∣∫
IR3

un∇un∇ψρ dx
∣∣∣∣ ≤ (∫

IR3

|∇un|2 dx
)1/2(∫

IR3

|un|2|∇ψρ|2 dx
)1/2

,

e usando a limitação de (∇un) em L2(IR3), a imersão compacta de Eε(B2ρ(xj)) em L2(B2ρ(xj))
e o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, conclúımos por passagem ao limite
que

lim sup
n→+∞

∣∣∣∣∫
IR3

un∇un∇ψρ dx
∣∣∣∣ ≤ C

(∫
B2ρ(xj)

|u|2|∇ψρ|2 dx

)1/2

,

e aplicando a desigualdade de Hölder com os expoentes 3 e 3
2
, temos

lim sup
n→+∞

∣∣∣∣∫
IR3

∇un∇ψρun dx
∣∣∣∣ ≤ C

(∫
B2ρ(xj)

|u|6 dx

)1/6(∫
B2ρ(xj)

|∇ψρ|3 dx

)1/3

,

e pela definição de ψρ temos

lim sup
n→+∞

∣∣∣∣∫
IR3

∇un∇ψρun dx
∣∣∣∣ ≤ C

(∫
B2ρ(xj)

|u|6 dx

)1/6(∫
B2(0)

|∇ϕ|3 dx
)1/3

≤ C

(∫
B2ρ(xj)

|u|6 dx

)1/6

e desde que

lim
n→+∞

|u|6χB2ρ(xj) = 0 e |u|6χB2ρ(xj) ≤ |u|6 ∈ L1(IR3),
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então, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue

lim
ρ→0

[
lim sup
n→+∞

∣∣∣∣∫
IR3

∇un∇ψρun dx
∣∣∣∣] = oρ(1),

provando a afirmação.

Observe ainda, que pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, se ρ→ 0∫
IR3

|u|p+1ψρ dx→
∫
Bρ(xj)

|u|p+1χxj dx = 0, (4.24)

∫
IR3

φuuψρ dx→
∫
Bρ(xj)

φuuχxj dx = 0, (4.25)

e ∫
IR3

V (εx)|u|2ψρ dx→
∫

IR3

V (εx)|u|2χxj dx = 0. (4.26)

Assim, passando ao limite em (4.22) com ρ → 0 e usando (4.23), (4.24), (4.25) e (4.26),
obtemos ∫

{xj}
dµ ≤

∫
{xj}

dν,

e assim,

µj({xj}) ≤ νj({xj}) = νj.

Da desigualdade acima e de (4.16), conclúımos que νj ≥ S3/2 para todo j ∈ J , e desde que

∞∑
j=1

ν
1/3
j < +∞,

segue que o conjunto J é finito. Agora vamos provar que νj = 0 para todo j ∈ J . De fato,
observe que

cε + on(1) = Jε(un)− 1

4
J ′ε(un)un,

ou seja,

cε + on(1) =

(
1

2
− 1

4

)∫
IR3

(
|∇un|2 + V (εx)u2

n

)
dx+

(
1

4
− 1

6

)∫
Ω

|un|6 dx

+
1

4

∫
Ω

(
|un|p+1 − 4

p+ 1
|un|p+1

)
dx+

1

4

∫
IR3\Ω

(g(εx, un)− 4G(εx, un)) dx,

e usando as condições (g∗2) e (g∗3) temos

cε + on(1) ≥ 1

4

∫
IR3

|∇un|2 dx+
1

12

∫
Ω

|un|6 dx. (4.27)
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Afirmamos que xj ∈ Ω. De fato, suponha, sem perda de generalidade que xj ∈ int(IR3 \ Ω),
então, escolhendo ρ > 0, suficientemente pequeno, temos suppψρ ⊂ Bρ(xj) ⊂ IR3 \ Ω, logo
usando (4.23), (4.25) e (4.26), temos∫

IR3

|∇un|2ψρ dx =

∫
IR3\Ω

g(εx, un)unψρ dx+ on,ρ(1),

passando ao limite com n→∞, e depois com ρ→ 0, temos

lim
ρ→0

[
lim
n→∞

∫
IR3\Ω

g(εx, un)unψρ dx

]
= 0,

e assim, µj ≤ 0, o que gera uma contradição. Portanto, a afirmação é verdadeira, logo por
(4.27) temos

cε + on(1) ≥ 1

4

∫
IR3

|∇un|2ψρ dx+
1

12

∫
IR3

|un|6ψρ dx+ on(1), (4.28)

e desde que µj ≥ S3/2, então, por passagem ao limite em (4.28) temos

cε ≥
1

4

[∫
IR3

|∇u|2ψρ dx+
∑
j∈J

µjδxjψρ

]
+

1

12

[∫
IR3

|u|6ψρ dx+
∑
j∈J

νjδxjψρ

]
,

de onde conclúımos que

cε ≥
1

4
µj +

1

12
νj ≥

1

3
S3/2,

o que é uma contradição, e assim o conjunto J é vazio. Portanto, de (4.15) conclúımos que∫
IR3

|un|6 dx→
∫

IR3

|u|6 dx. (4.29)

Afirmamos que existe uma constante C > 0, tal que

C‖un − u‖2 ≤
∫

IR3

g(εx, un)un dx−
∫

IR3

g(εx, un)u dx+ on(1). (4.30)

Considere, por um momento, que a afirmação é verdadeira. Vamos provar que∣∣∣∣∫
IR3

g(εx, un)un dx−
∫

IR3

g(εx, un)u dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
IR3

[g(εx, un)un − g(εx, un)u] dx

∣∣∣∣→ 0,

quando n→ +∞. De fato, observe que∣∣∣∣∫
IR3

[g(εx, un)un − g(εx, un)u] dx

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫
BR(0)

g(εx, un)un dx−
∫
BR(0)

g(εx, un)u dx

∣∣∣∣ (4.31)

+

∣∣∣∣∫
IR3\BR(0)

g(εx, un)un dx

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
IR3\BR(0)

g(εx, un)u dx

∣∣∣∣ .
82



Seja R > 0 tal que Ω ⊂ BR(0), então, usando a imersão compacta de Eε em L6/5(BR(0)),
Vaimberg e o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, temos∫

BR(0)

|un|5u dx→
∫
BR(0)

|u|6 dx, (4.32)

assim, usando o crescimento da g, (4.29) e (4.32), conclúımos que dado δ > 0, existe um
n0 ∈ INtal que ∣∣∣∣∫

BR(0)

g(εx, un)un dx−
∫
BR(0)

g(εx, un)u dx

∣∣∣∣ < δ

3
,∀n > n0. (4.33)

Além disso, pela condição (g∗3) temos∫
IR3\BR(0)

g(εx, un)un dx ≤
1

k

∫
IR3\BR(0)

(|∇un|2 + V (εx)u2
n),

logo, pelo Lema 4.1.4, dado δ > 0, ajustando R > 0 obtemos∣∣∣∣∫
IR3\BR(0)

g(εx, un)un dx

∣∣∣∣ < δ

3
. (4.34)

Agora, usando novamente o crescimento da g e a desigualdade de Hölder, temos

∣∣∣∣∫
IR3\BR(0)

g(εx, un)u dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
IR3\BR(0)

|un|p−1|u| dx+

∫
IR3\BR(0)

|un|5|u| dx

≤
(∫

IR3\BR(0)

|un|p dx
) p−1

p
(∫

IR3\BR(0)

|u|p dx
) 1

p

+

(∫
IR3\BR(0)

|un|6 dx
) 5

6
(∫

IR3\BR(0)

|u|6 dx
) 1

6

,

e sendo (un) uma sequência limitada em Eε, então, para R > 0 suficientemente grande, temos∣∣∣∣∫
IR3\BR(0)

g(εx, un)u dx

∣∣∣∣ ≤ δ

3
. (4.35)

Segue de (4.31), (4.33), (4.34) e (4.35) que∫
IR3

g(εx, un)un dx−
∫

IR3

g(εx, un)udx→ 0.

Portanto, por (4.30), conclúımos que, a menos de subsequência un → u em Eε.

Provemos agora que a afirmação em (4.30) é verdadeira. De fato, pela proposição (A.0.2)
existem constantes positivas C1 e C2 tais que

C1

∫
IR3

|∇un −∇u|2dx ≤
∫

IR3

[
|∇un|2 −∇un∇u−∇u(∇un −∇u)

]
dx
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e

C2

∫
IR3

|un − u|2dx ≤
∫

IR3

V (εx)
[
|un|2 − unu− u(un − u)

]
dx.

Considerando C = min {C1, C2} , temos

C‖un − u‖2 ≤
∫

IR3

[
|∇un|2 −∇un∇u−∇u(∇un −∇u)

]
dx

+

∫
IR3

V (εx)
[
|un|2 − unu− u(un − u)

]
dx,

e usando a definição de J ′ε e fato de que J ′ε(un)un = J ′ε(un)u = on(1), pois (un) é (PS)cε ,
temos

C‖un − u‖2 ≤ on(1) +

∫
IR3

g(εx, un)undx−
∫

IR3

g(εx, un)udx−
∫

IR3

φunu
2
ndx (4.36)

+

∫
IR3

φununudx−
∫

IR3

∇u∇(un − u)dx−
∫

IR3

V (εx)u(un − u)dx.

Note que pelos itens (ii) e (iv) do Lema 1.1.2 (ver caṕıtulo 1)∫
IR3

φununu dx−
∫

IR3

φunu
2
n dx = on(1), (4.37)

e desde que un ⇀ u em Eε e V é limitado, então, por continuidade∫
IR3

∇u∇(un − u) dx→ 0 e

∫
IR3

V (εx)u(un − u) dx→ 0. (4.38)

Portanto, segue de (4.36), (4.37) e (4.38) que

C‖un − u‖2 ≤
∫

IR3

g(εx, un)un dx−
∫

IR3

g(εx, un)u dx+ on(1),

provando a afirmação (4.30). �

Teorema 4.1.1. Para cada ε > 0, o problema auxiliar (4.4) possui uma solução positiva
uε ∈ Eε.

Prova: Desde que o funcional Jε satisfaz as geometrias do Teorema do Passo da Montanha
(Lema 4.1.1), e satisfaz a condição (PS)cε , para cε <

1
3
S2/3, (Lema 4.1.5), então, pelo Teorema

do Passo da Montanha (veja Apêndice A, Teorema A.0.2), existe uε ∈ Eε tal que

Jε(uε) = cε > 0 e J ′ε(uε) = 0,

onde cε é ńıvel minimax do funcional Jε, ou seja,

cε = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Jε(γ(t)) e Γ = {γ ∈ C([0, 1], X) : γ(0) = 0 e γ(1) = u0}.

E como os pontos cŕıticos de Jε são soluções fracas do problema auxiliar (4.4), segue
que, para todo ε > 0 a função uε ∈ Eε é solução fraca de (4.4). Procedendo de modo
análogo ao que foi feito no Teorema 3.2.1 (veja Caṕıtulo 3) concluimos que uε é solução
positiva. �
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4.2 Solução Positiva do Sistema de Schrödinger-Poisson (4.1)

Nesta seção, mostaremos que a solução uε do problema auxiliar (4.4) também é solução do
problema não local (4.2) para ε > 0 suficientemente pequeno, o que equivale a mostrar que
o par (uε, φuε) ∈ H1(IR3)×D1,2(IR3) é solução positiva do sistema (4.1).

Explorando argumentos análagos aos ultilizados no inicio da Seção 3.3 [Caṕıtulo 3],
mostra-se que o funcional

J∞(u) =
1

2

∫
IR3

(|∇u|2 + V∞|u|2)dx+
1

4

∫
IR3

φũu
2dx−

∫
IR3

F (u)dx,

está bem definido e utilizando argumentos padrões e o Lema 3.1.1, podemos mostrar que J∞
satisfaz as hipóteses do Teorema do Passo da Montanha, consequentemente está bem definido
o ńıvel minimax

c∞ := inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J∞(γ(t)) e Γ = {γ ∈ C([0, 1], H1(IR3)) : γ(0) = 0 e J∞(γ(1)) < 0}.

Além disso,

inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Jε(γ(t)) ≤ inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J∞(γ(t)) ∀γ ∈ Γ,

de onde obtemos

cε ≤ c∞, para todo ε > 0. (4.39)

O próximo lema nos fornece uma estimativa da norma da solução uε em relação ao ńıvel
minimax do funcional J∞ e a constante k.

Lema 4.2.1. A solução do problema auxiliar (4.4) satisfaz a estimativa

‖uε‖2 ≤ 2kc∞.

Prova: De fato, por passagem ao limite em (4.7) e usando (4.39) temos

‖uε‖2 ≤ 4θ

θ − 2
c∞,

e o resultado segue da definição de k =
2θ

θ − 4
. �

Lema 4.2.2. A solução uε do problema auxiliar (3.6) verifica:

max
x∈∂BRε

ε
(0)
uε(x)→ 0 quando ε→ 0.

Prova: Suponha, por contradição, que exista um número real b > 0 e uma sequência εn → 0,
tais que

max
x∈∂BRεn

εn

(0)
uεn(x) ≥ b > 0, ∀n ∈ N.
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Agora, fixemos xn ∈ ∂BRεn
εn

(0) satisfazendo

uεn(xn) = max
x∈∂BRεn

εn

(0)
uεn(x).

Portanto,

uεn(xn) ≥ b > 0, ∀n ∈ N.

Desde que (uεn)n∈IN é limitada em Eε e φn é limitada em D1,2(IR3), então, denotando
vn(x) := uεn(x + xn) e φn(x) := φuεn (x + xn), conclúımos que as sequências (vn) e (φn) são
limitadas em Eε e D1,2(IR3), respectivamente. Além disso,

−∆vn + V (εnx+ εnxn)vn + φnvn = g(εnx+ εnxn, vn) em R3,

vn ∈ Eε, vn > 0, φn > 0, em IR3.
(4.40)

Usando um argumento semelhante ao utilizado na prova do Lema 3.3.2 [veja Caṕıtulo 3],
podemos concluir que a sequência (vn) converge uniformemente em conjuntos compactos do
IR3 para seu limite fraco v ∈ Eε. Então, v ∈ C(IR3) e v(0) ≥ b > 0 o que implica v 6≡ 0.
Além disso, pela condição (V2), existe uma subsequência de (εnxn), que ainda denotaremos
por (εnxn), tal que

V (εnxn)→ ϑ,

para algum número real ϑ > 0. Agora, uma vez que, por (4.40), vale a igualdade abaixo∫
IR3

∇vn∇ϕdx+

∫
IR3

V (εnx+ εnxn)vnϕdx+

∫
IR3

φnvnϕdx =

∫
IR3

g(εnx+ εnxn, vn)ϕdx,(4.41)

para toda ϕ ∈ Eε, então, passando ao limite, como n → +∞ e usando o Teorema da
Convergência Dominada e o item (iv) do Lema 3.1.1, deduzimos que v é solução fraca não
nula do problema

−∆v + ϑv + φv − h(εx, v) = 0 em IR3,

em que h(εx, s) := χ̂(εx)f(s) + (1− χ̂(εx))f̃(s) para alguma função χ̂ ∈ L∞(IR3).

Agora, note que por densidade, para cada j ∈ IN, existe ϕj ∈ C∞0 (IR3), tal que,

‖ϕj − v‖ ≤
1

j
,

ou seja,

‖ϕj − v‖ = oj(1).

E considerando
∂ϕj
∂xi

como função teste em (4.41) e procedendo como no Lema 3.3.3, veja
Caṕıtulo 3, temos

lim sup
n→∞

∣∣∣∣∫
IR3

[V (εnx+ εnxn)− V (εnxn)] vn
∂ϕj
∂xi

dx

∣∣∣∣ = oj(1).
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Desde que ϕj tem suporte compacto e vn → v em Lsloc(IR
3), para todo s ∈ [2, 6), então,

lim sup
n→∞

∣∣∣∣∫
IR3

[V (εnx+ εnxn)− V (εnxn)] v
∂ϕj
∂xi

dx

∣∣∣∣ = oj(1).

Fazendo ϕj = (ϕj − v) + v e procedendo de modo análogo ao que foi feito anteriormente,
temos

lim sup
n→∞

∣∣∣∣∫
IR3

[V (εnx+ εnxn)− V (εnxn)]ϕj
∂ϕj
∂xi

dx

∣∣∣∣ = oj(1),

de onde conclúımos que

lim sup
n→∞

∣∣∣∣12
∫

IR3

[V (εnx+ εnxn)− V (εnxn)]
∂(ϕj)

2

∂xi
dx

∣∣∣∣ = oj(1).

Seja R > 0 e BR(0) ⊂ IR3, tal que, suppϕj ⊂ BR(0). Desde que V, ϕj ∈ C2(IR3), podemos
usar o Teorema de Green e obter∫
BR(0)

∂V

∂xi
(εnx+ εnxn)ϕ2

jdx = −
∫
BR(0)

V (εnx+ εnxn)
∂(ϕj)

∂xi
dx+

∫
∂BR(0)

V (εnx+ εnxn)ϕ2
jηidSxi ,

onde ηi é o vetor normal exterior a fronteira de BR(0). Agora, usando novamente a fato de
que ϕj tem suporte compacto, temos∫

IR3

∂V

∂xi
(εnx+ εnxn)ϕ2

jdx = −
∫

IR3

V (εnx+ εnxn)
∂(ϕj)

2

∂xi
dx

= −
∫

IR3

Vεn
∂(ϕj)

2

∂xi
dx−

∫
IR3

V (εnxn)
∂(ϕj)

2

∂xi
dx

= oj(1).

Assim,

lim sup
n→∞

∣∣∣∣∫
IR3

∂V

∂xi
(εnx+ εnxn)ϕ2

jdx

∣∣∣∣ = oj(1). (4.42)

Agora, provaremos que

lim sup
n→∞

∣∣∣∣∂V∂xi (εnxn)

∫
IR3

|ϕj|2dx
∣∣∣∣ = oj(1). (4.43)

De fato, note que∣∣∣∣∂V∂xi (εnxn)

∫
IR3

|ϕj|2dx
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
IR3

[
∂V

∂xi
(εnx+ εnxn)− ∂V

∂xi
(εnxn)

]
|ϕj|2dx

−
∫

IR3

∂V

∂xi
(εnx+ εnxn)|ϕj|2dx

∣∣∣∣. (4.44)
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Desde que por (V2),
(
∂V
∂xi

(εnxn)
)

é limitada, para cada i = 1, 2, 3 existe γi ∈ IR, tal que, a
menos de subsequência,

∂V

∂xi
(εnxn)→ γi,

assim, fazendo n→∞, temos[
∂V

∂xi
(εnx+ εnxn)− ∂V

∂xi
(εnxn)

]
|ϕj|2 → 0, q.t.p em IR3.

Segue do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue que

lim
n→∞

∫
IR3

[
∂V

∂xi
(εnx+ εnxn)− ∂V

∂xi
(εnxn)

]
|ϕj|2dx = oj(1). (4.45)

Passando ao limite (4.44) e usando (4.42) e (4.45), obtemos (4.43).

Agora, provaremos que a sequência (εnxn) é (PS)ϑ para o potencial V . De fato, desde
que v é não-nula e ∫

IR3

|ϕj|2dx→
∫

IR3

|v|2,

existe j0 ∈ IN, tal que ∫
IR3

|ϕj|2dx ≥
1

2

∫
IR3

|v|2, para todo j ≥ j0.

Agora, observando que

∂V

∂xi
(εnxn) =

1∫
IR3 |ϕj|2dx

(
∂V

∂xi
(εnxn)

∫
IR3

|ϕj|2dx
)
.

segue que

lim sup
n→∞

∣∣∣∣∂V∂xi (εnxn)

∣∣∣∣ ≤ 2∫
IR3 |ϕj|2dx

lim sup
n→∞

∣∣∣∣∂V∂xi (εnxn)

∫
IR3

|ϕj|2dx
∣∣∣∣ , para todo j ≥ j0,

usando (4.43) e a desigualdade acima, obtemos para cada i = 1, 2, 3,

lim sup
n→∞

∣∣∣∣∂V∂xi (εnxn)

∣∣∣∣ = oj(1).

Sendo j arbitrário, conclúı-se que ∇V (εnxn) → 0, e desde que, V (εnxn) → ϑ, então, a
sequência (εnxn) é (PS)ϑ para o potencial V . Além disso, sendo V (εnxn) limitada, conclúımos
por (V3) que (εnxn) possui subsequência convergente em IR3, o que é absurdo, pois

|εnxn| = |εn|
|Rεn|
|εn|

= |Rεn| =
1

εn
→∞, quando n→∞.

Portanto,

max
x∈∂BRε

ε
(0)
uε(x)→ 0 quando ε→ 0. �

O caso em que o potencial V pertence a Classe 2, a solução uε do problema auxiliar (4.4),
também satisfaz a mesma propriedade presente no lema anterior e demonstração é análoga
a prova do Lema 3.3.4, [ver Caṕıtulo 3].
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4.2.1 Prova do Teorema 4.0.1

Nesta subseção, provaremos que se o potencial V pertence a Classe 1 ou a Classe 2, então a
solução uε do problema auxiliar (4.4) satisfaz a seguinte estimativa,

uε(x) < a, em IR3 \BRε
ε

(0),

para todo ε > 0 suficientemente pequeno.

Prova do Teorema 4.0.1: Suponha, inicialmente, que o potencial V pertença a Classe 1.
Pelo Lema 4.2.2, dado δ > 0, existe ε0 > 0, tal que

max
x∈∂BRε

ε
(0)
uε(x) < a− δ,

para todo ε ∈ (0, ε0). Considere a função wε dada por

wε(x) =


(uε − a+ δ)+(x), se x ∈ IR3 \BRε

ε
(0),

0, se x ∈ BRε
ε

(0).

Note que, por construção wε ∈ Eε. Além disso, pelo truncamento g, temos

0 ≤
∫

IR3

|∇wε|2dx =

∫
IR3\BRε

ε
(0)

∇(uε − a+ δ)+∇wεdx

=

∫
IR3

∇uε∇wεdx

=

∫
IR3

g(εx, uε)wεdx−
∫

IR3

V (εx)uεwεdx−
∫

IR3

φuεuεwεdx

≤
(

1

k
− 1

)∫
IR3\BRε

ε
(0)

V (εx)uεwεdx ≤ 0,

logo, wε ≡ 0. Assim, uε(x) ≤ a− δ < a em IR3 \BRε
ε

(0). Portanto, pela definição de g, temos

g(εx, uε) = |uε|p−1uε + u5
ε , para todo ε ∈ (0, ε0),

mostrando que uε é solução do problema não local dado em (4.3). Consequentemente, o
par (uε, φuε) é solução do sistema (4.1), o que prova o Teorema 4.0.1 para o potencial V
pertencendo a Classe 1.

A demonstração do Teorema 4.0.1 para o potencial V pertencendo a Classe 2 segue o
mesmo argumento do caso anterior.

�

89



Apêndice

A
Resultados importantes

Este apêndice tem como objetivo apresentar algumas definições e alguns resultados
importantes que foram usados no decorrer dos caṕıtulos desta tese.

Definição A.0.1. Considere um funcional I : X −→ IR, onde X é um espaço normado.
Dizemos que o funcional I é Fréchet Diferenciável em u ∈ X, quando existe um funcional
linear e cont́ınuo L : X −→ IR tal que

lim
‖w‖→0

|I(u+ w)− I(u)− L(w)

‖w‖
= 0.

Além disso

(a) Dizemos que o funcional I é de classe C1(X, IR) quando sua derivada de Fréchet I ′ é
cont́ınua sobre X.

(b) A derivada de Gateaux de I é dada por

I ′(u)w = lim
t→0

[I(u+ tw)− I(u)]

t
= 0.

(c) Todo funcional Fréchet diferenciável é também Gateaux diferenciável.

Proposição A.0.1. Seja X um espaço de Banach e I um funcional definido eem X, se I
tem derivada de Gateaux cont́ınua em X, então, I ∈ C1(X, IR).

Teorema A.0.1. (Teorema do passo da Montanha, Willem). Seja X um Espaço de Banach,
J : X −→ IR um funcional de classe C1(X, IR), ϕ ∈ X e r > 0. Suponha que

b := inf
‖u‖=r

J(u) > J(0) ≥ J(ϕ).

Então, para cada ε > 0 existe u ∈ X tal que

(a) c− 2ε ≤ J(u) ≤ c+ 2ε,

(b) ‖J ′(u)‖ < 2ε,
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onde

0 < c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J(γ(t)) e Γ = {γ ∈ C([0, 1], X) : γ(0) = 0 e γ(1) = ϕ}.

Prova: (Ver [37]).

Teorema A.0.2. (Teorema do passo da Montanha, Ambrosetti-Rabinowitz). Seja X um
Espaço de Banach e J : X −→ IR um funcional de classe C1(X, IR), tal que J(0) = 0.
Suponha que

(H1) Existem α, ρ > 0, tais que, J(u) ≥ α > 0; se ‖u‖ = ρ;

(H2) Existe u0 ∈ X tal que J(u0) < 0; se ‖u0‖ > ρ.
Se J satisfaz a condição (PS)c, onde:

0 < c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J(γ(t)) e Γ = {γ ∈ C([0, 1], X) : γ(0) = 0 e γ(1) = u0},

então, c é um valor cŕıtico de J , ou seja, existe u ∈ X, tal que

J(u) = c e J ′(u) = 0;

onde:

Prova: (Ver [4]).

Teorema A.0.3. (Teorema de Tonelli) Seja F (x, y) : Ω1×Ω2 → R uma função mensurável
satisfazendo:

(a)

∫
Ω2

F (x, y)dµ2 <∞ q.t.p. em x ∈ Ω1,

e

(b)

∫
Ω1

dµ1

∫
Ω2

F (x, y)dµ2 <∞ q.t.p. em x ∈ Ω2,

Then F ∈ L1(Ω1 × Ω2).

Prova: (Ver [9], página 91, Teorema 4.4).

Teorema A.0.4. (Teorema de Fubini) Assuma que F ∈ L1(Ω1 × Ω2). Então, F (x, y) ∈
L1
y(Ω2) e

∫
Ω2

|F (x, y)|dµ2 ∈ L1
x(Ω1), q.t.p. em x ∈ Ω1,. Analogamente, F (x, y) ∈ L1

x(Ω1) e∫
Ω1

|F (x, y)|dµ1 ∈ L1
y(Ω1) q.t.p. em y ∈ Ω2. Além disso,∫

Ω1

dµ1

∫
Ω2

F (x, y)dµ2 =

∫
Ω2

dµ2

∫
Ω1

F (x, y)dµ1 =

∫∫
Ω1×Ω2

F (x, y)dµ1dµ2
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Prova: (Ver [9], página 91, Teorema 4.5).

Lema A.0.1. Sejam 0 < β < N, f ∈ Lq(IRN), g ∈ Lr(IRN), tal que 1
q

+ 1
r

+ β
N

= 2 e

1 < q, r <∞. Então, existe uma constante C = C(q, r, β,N) tal que∫∫
IRN×IRN

|f(x)||g(x)|
|x− y|β

dx dy ≤ C|f |Lq(IRN )|g|Lr(IRN ).

Prova: (Veja página 31 de [33]).

Teorema A.0.5. (Teorema Vainberg) Seja (fn) uma sequência em Lp(Ω) e f ∈ Lp(Ω) tal
que ‖fn − f‖p → 0. Então existe uma subsequencia (fnk) e uma função h ∈ Lp(Ω) tal que

(a) fnk(x)→ f(x) q.t.p em Ω

(b) |fnk(x)| 6 h(x) q.t.p em Ω.

Prova. (Ver [9], página 94, Teorema 4.9)

Teorema A.0.6. (Brezis - Lieb) Seja Ω um subconjunto aberto do IRN e (fn) ⊂ Lp(Ω), f ∈
Lp(Ω) com p > 1. Suponha que fn(x) → f(x) q.t.p em Ω e existe uma constante C > 0, tal
que ∫

|fn|pdx ≤ C, ∀n ∈ IN.

Então, ∫
fnhdx −→

∫
fh dx, ∀h ∈ Lq(Ω),

onde, 1
p

+ 1
q

= 1.

Prova. (Ver [26]).

Teorema A.0.7. (Desigualdade de Hölder) Sejam f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω) onde 1 6 p 6 +∞
e 1/p+ 1/q = 1. Então fg ∈ L1(Ω) e

|fg|L1(Ω) 6 |f |Lp(Ω) |g|Lq(Ω) .

Uma consequência muito útil, denominada desigualdade Hölder generalizada, é a seguinte:

Sejam f1, f2, ..., fk funções tais que, para todo 1 ≤ i ≤ k, temos

fi ∈ Lpi(Ω), e
1

p
=

1

pi
+

1

p2

+ ...+
1

pk
≤ 1.

Então,

f = f1.f2.....fk ∈ Lp(Ω)
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e

|f |Lp(Ω) 6 |f1|Lp1 (Ω) ..... |fk|Lpk (Ω) .

Em particular, se f ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω) com 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, então f ∈ Ls(Ω) para todo
p ≤ s ≤ q e se verifica a desigualdade de interpolação

|f |Ls(Ω) 6 |f |
α
Lp(Ω) |f |

1−α
Lq(Ω)

1

s
=
α

p
+

1− α
q

, ∀α ∈ [0, 1].

Prova. (Ver [9], página 92, Teorema 4.6).

Teorema A.0.8. (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue) Seja (fn) uma
sequência de funções integráveis que converge q.t.p. para uma função mensurável f . Se
existir uma função integrável g tal que |fn| 6 g para todo n ∈ IN. Então f é integrável e∫

Ω

fdµ = lim
n→+∞

∫
Ω

fndµ.

Prova. (Ver [8]).

Lema A.0.2. (Lema de Fatou’s) Se (un) é uma sequência de funções mensuraveis não
negativas em X, então ∫

(lim inf un) dµ 6 lim inf

∫
undµ.

Prova. (Ver [8]).

Teorema A.0.9. (Prinćıpio de Concentração e Compacidade de Lions) Seja (un) ⊂
D1,2(IRN) uma sequência tal que un ⇀ u em D1,2(IRN), e suponhamos que

νn = |∇un|2 → ν,

e
µn = |un|2

∗ → µ,

no sentido das medidas de Radon, onde µ e ν são medidas limitadas e não negativas sobre o
IRN . Então, existe um conjunto de ı́ndices J no máximo enumerável, duas famı́lias (µj)j∈J e
(νj)j∈J de números reais não negativos e uma famı́lia de pontos distintos (xj)j∈J ∈ IRN tais
que

ν = |u|2∗ +
∑
j∈J

νjδxj ,

e
µ ≥ |∇u|2 +

∑
j∈J

µjδxj .

Além disso, temos

µj ≥ Sν
2

2∗
j e

∑
j∈J

ν
2

2∗
j < +∞

onde δxj é a medida de Dirac de massa 1 concentrada em xj e S é a melhor constante de

Sobolev na imersão cont́ınua de D1,2(IRN) em L2∗(IRN).
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Prova. (Ver [27]).

Proposição A.0.2. Sejam x, y ∈ IRN e 〈·, ·〉 seu prodruto escalar. Então, existe uma
constante positiva C = C(p), tal que

〈| x |p−2 x− | y |p−2 y, x− y〉 ≥ C | x− y |p, se p ≥ 2

e

〈| x |p−2 x− | y |p−2 y, x− y〉 ≥ | x− y |2

(| x | + | y |)2−p , se 1 < p < 2.
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