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UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA

Resumo

Instituto de Ciéncias Exatas e Naturais

Programa de Doutorado em Matematica em Associacdo Ampla - UFPA/UFAM

Propriedades Espectrais e Estabilizacao dos Sistemas Uflyand-Mindlin e suas versoes Truncadas

por José Luiz Solon Sampaio

O presente trabalho faremos a andlise dos sistemas de Uflyand-Mindlin e de suas versdes truncadas, para tal na
introdug¢do, baseado no artigo de Hache et al [8], faremos a dedu¢@o do modelo cléssico e das versdes truncadas:
Simplificada, Baseada na Inércia de Inclinagdo e Modelo de Corte. Ja no primeiro capitulo faremos a andlise
espectral destes modelos, concluindo que a formulacdo cldssica apresenta a inconsisténcia fisica denominada de
”Segundo Espectro”’enquanto que suas versdes truncadas nio apresentam tal inconsisténcia. O modo encontrado
para a formulacdo cléssica se consistente fisicamente é quando considerarmos a inclusdo de um damping do tipo

atrito nas segunda e terceira equacoes.

Em seguida demonstraremos que as referidas formulacdes sdo bem-postas no sentido de terem solugdes fortes
e fracas Unicas através da técnica de Faedo-Galerkin. Por fim, buscaremos as condi¢des para que estes sistemas
tenham o decaimento exponencial da energia através do critério de Routh-Hurwitz. Nestes casos, demonstraremos
a necessidade da igualdade de velocidades na formulacgao cldssica, enquanto que no modelo denominado Simpli-
ficado, nenhuma condi¢@o € necessdria. Entretanto, nos outros sistemas truncados a técnica ndo é adequada, pois

ndo hd a garantia da positividade de certos valores o que torna estes casos inconclusivos.

Palavras-chave: Uflyand-Mindlin; Simplificado; Inércia de Inclinagdo; Modelo de Corte; Damping; Energia;

Faedo-Galerkin; Routh-Hurwitz
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Abstract

Instituto de Ciéncias Exatas e Naturais

Programa de Doutorado em Matemdtica em Associacdo Ampla - UFPA/UFAM

Asymptotic and numerical stability of weakly dissipative systems of Mindlin-Timoshenko.

by José Luiz Solon Sampaio

In the present work, we analyze the Uflyand-Mindlin system and his truncated versions, in the introduction,
based in the Hache’s Paper [8], we deduce the classic model and his truncated versions: Simplified, Based in Slope
Inertia and Shear Model. In the first chapter, we do the spectral analysis of the models, concluding that classic
formulation has the ”Second Spectrum”, it’s a physical inconsistence. When the truncated versions don’t show
this inconsistence. The way of the classical model doesn’t show this ”Second Spectrum”is addicting dampings in

second and third equations.

After, we prove that the system is well-posed, because has unique solutions weak and strong by the Faedo-
Galerkin technique. In the end, we search the conditions of the exponential decay using the Routh-Wurwitz crite-
rium. When we conclude that the classical system has an exponential decay when be a velocities equality, while
the Simplified version don’t need any criterium. In another way, the Slope Inertia Model and the Shear Model, has

inconclusive results, because don’t have any positives constants guaranteed.

Keywords: Uflyand-Mindlin; Simplified; Slope Inertia; Shear Model; Damping; Faedo-Galerkin; Routh-Hurwitz
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capituLo 1

Introducao

Vigas e placas retangulares sdo utilizadas na engenharia no 4mbito estrutural, dessa forma, é importante enten-

der o comportamento destas estruturas em relacéio as vibragdes, para tal foram criadas teorias paralelamente.

No sentido das vigas, foram propostos os modelos de Euler-Bernoulli e o de Rayleigh, tais formulagdes foram
superadas pela proposta por Timoshenko [15], entretanto esta formulag@o, apresenta uma inconsisténcia fisica ob-
servada por Abbas e Thomas [1]: este sistema, origina dois espectros de frequéncia relacionados com a velocidade
de propagacdo das ondas, a inconsisténcia ocorre no denominado “Segundo Espectro” posto que a fun¢do que o
descreve, tende ao infinito quando o nimero de ondas tende a zero. A inconsisténcia estd no fato deste atingir
velocidade superior a velocidade da luz, algo impossivel pela teoria da relatividade geral. Buscando corrigir tal
inconsisténcia, Elishakoff propds um modelo denominado simplificado [6], na ocasido o préprio autor define esta
formulagdao como uma equag@o mais consistente e simples que a equacdo proposta por Timoshenko. Além de
Elishakoff outros pesquisadores tentaram resolver os problemas desta inconsisténcia com sistemas derivados, com
a utilizacdo de dampings ou com o acoplamento de outras equagdes, como por exemplo, Rivera [2], Santos [14],

Almeida Junior [3], Ramos e Freitas [13].

Por outro lado, no dmbito do estudo de viga, a evolugdo das formulacdes foi semelhante como podemos ob-
servar a seguir, onde vamos realizar uma combinagdo de traducgdo livre com resumo de parte da primeira se¢ao
do artigo de Hache [8], apds este momento vamos realizar uma atualiza¢do das notagdes posto que as que serdo

utilizadas no decorrer do tese se diferem da adotada no artigo base.



O autor inicia definindo o objeto de pesquisa, “Considere uma superficie retangular fina de comprimento a,
largura b e se¢do uniforme h”. Em seguida o mesmo define as condig¢des fisicas adotadas nas bordas da superficie
“A seguir, serdo consideradas superficies com dois lados opostos apoiados de modo simples. Para objetivo da
descri¢do, uma notacdo especial serd adaptada, a mesma como aquela utilizada comumente na literatura para a
condicdo de contorno. O simbolo SCSF, por exemplo, ird identificar a superficie com as bordas z = 0 e z = a
apoiados de modo simples e os outros dois fixados e livres”. Por fim define-se as fung¢des que governam os

movimento das placas “i, e 1, s@o as rotacdes de flexdo de uma segdo transversal normal sobre os eixos x
e y respectivamente”. Aproveitamos para incluir a defini¢do sobre a fun¢do w que nesta situagdo representa o
deslocamento transversal da superficie. A seguir foi definida a energia potencial, e suas constantes
1 M 0, Hu 0y 1 (0 09y
Vo= -|D ) —2(1 - Y = +
//2( {(8x+8y (1-v) Oor dy 4\ Oy Ox +
Q

9 Ow 2 Ow ?

2

“onde D = Eh3/12(1 — v?) é a rigidez flexural da superficie, v é a constante de Poisson, k? ¢ modulo de

cisalhamento e G € o modulo de elasticidade”. Destacamos ainda que, como a constante £ ndo esta definida
diretamente no artigo, iremos definir a constante £ como sendo o modulo de Young em nosso trabalho. Em

seguida o autor define a energia cinética do problema

_ 1 dw\? | ph® [ (00 \? | (00
T_2//{ph («%) +12l< 8t> +(6tJ) dxdy, (1.2)
Q

e entdo, define o dominio e explica os efeitos da energias fisicamente, “onde {2 é a area central da superficie.

Aqui, ndo custa afirmar que o termo V' € responsavel pelo efeito de cisalhamento, enquanto 7" estd associado com
a rotacdo inercial. Quando usando a expressdo da energia cinética, sem mencionar o fato de usar a expressao

pI (04, /0t)° + pI (OYy/ dt)?|, este, de fato, corrige o termo da rotagdo inercial que deveria estd com o efeito
de cisalhamento”. Novamente deixa um coeficiente sem defini¢cdo clara, a constante p, dessa forma, a definiremos

como sendo a contante de massa por unidade de volume. E segue utilizando o principio de Hamilton

5/Hdt:0, (1.3)

Solon Sampaio, J. L. PDM - UFPA



Capitulo 1. Introducao

definindo o lagrangiano II por

B B ph3 | (O, A, o\
I = T7-V= //{ [(a)Jr(a;/) +h(a> }dxdy
1 s Oy \* Ny 0y 1 (s O,
//2<D{<ax +ayy> _2(1_”)[63:5);_4(3 + Bm‘J)
Q
9 Ow ? ow ?
+ kGh[(w—f—wx) +(ay+¢y> ])dmdy,

de onde segue que se considerarmos as equagdes (1.3) e (1.4), vamos obter

}+ (1.4)

t
///{_D (awzawm Dy 030y Oy 85¢y+yawm5%)+

or O oy Oy v or Oy dr Oy
D(-v) (D By (90 | OO,
5 (ay + o )t (1.5)

(8 () (3 +0) (35 o))

Ow Ddw — ph® [0y O6tpy Oy DOy _
8156't+12( o o T o o ) drddt =0

+ph

Ap6s realizar o conceito de integracdo por partes obtemos,

o (et i e )

— 2 2 2 2
L2 <8 Ve e+ O, 4 0 Ve L8y + - %51,07,) (1.6)

2 2 3 2 2
+ (a‘"(swy - g;,jaw)] R s (8 Vo s 4 0 wyawy) } dadydt +

ot? 12 ot?

t
- / / {D<a%5¢rd - a%(wyd _ 8%6%d +v 61/;Tdy>+
+M ( Ovq T Sppd + a% wy 8% Sthpda + 8‘/’?’5%@) +
2 ox ox

+E2Gh | pdwdy + 8—w6wdy — Y dwdz — a—wéwdaﬁ dt = 0.
Ox ‘ dy

Solon Sampaio, J. L. PDM - UFPA



Define-se entdo o espaco, I' como a regido do contorno. E agrupa termos para transformar o produto na seguinte

igualdade,
s 0P, DU=v) (0 | P dw)  ph® 0%y,
///{[ ( 922 Bmay) Tt ( oy T 8m8y> —k°Gh (% + ?) 12 o } Sat

%)

—I/

oy? Oxdy

+ {kQGh (8% +

1 P, 0*a s Ow ph? 8%y
(axzy w0y )*kGh(d’ﬁ*)*ﬁ atﬂ Yyt
L )

w w
Fr oy T
awx Oy D(1-v) 3% 3%

/ / {[ ( ”Tydy) T (a %”)]‘W’”

0 Oy D My 0
+{—D (%daz—kll%dm)—k%( L dy + aziydy)} 0y +

+k>Gh <w,¢dy + g—:dy — Yydx — g—:d:n) 6w} dt = 0.

Dessa forma, ao igualar os coeficientes dos termos variantes a zero, o autor enfim obtém as equacdes de movimento

D 2 1y 82¢y 2 Ow _ ph® 0%,
D 9 0%y 5'21/)y 9 aw - ph? 321/)y
o, 0 0?
K2Gh (qu + s (;”;) - pha—;’. (1.10)

E entdo realiza as devidas manipulagdes algébricas que transformam o sistema de equacdes na seguinte equagao

desacoplada:

O _ ph” (1 MD) P gy L0 T, (L11)
h3 k2G ) ot? 12k2G ot*

Para justificar o préximo passo, o autor cita outros dois artigos que também sio nossas referencias, “Em seu artigo,

Elishakoff et al. [7], seguindo o conceito de seu proprio artigo [6] para o sistema de Timoshenko, sugere que os

termos 9%v,, /Ot? e 01, /Ot? nas equagdes (1.8) e (1.9) devem ser, respectivamente, substituidos por 93u/t?Ox

e 0%u/0t*0y nos sistemas de Mindlin”. Desta mudanga sugerida origina-se o sistema denominado De Uflyand-

Mindlin Simplificado, que novamente, apds algumas manipulag¢des algébricas, uma equag@o desacoplada é obtida:

0w h3 12 D\ 0?
v _ 2,
D (,L)erhat2 Pis <1+h3 kz23> 8t2v (1.12)

Para substituir a equagado (1.11) e complementa esta andlise com: “Este modelo para superficie de Mindlin Simpli-

ficado pode ser justificado por argumentos assint6ticos de elasticidade tridimensional, como foi comprovada para

Solon Sampaio, J. L. PDM - UFPA



Capitulo 1. Introducao 5

o modelo de Bresse-Timoshenko”. Em seguida aborda uma situacio particular em que 12D /h3k%G > 1, e assim

a equacio de superficie de Mindlin simplificada pode ser reduzida a:
2
DViw + ph— — - V2w =0. (1.13)

E finaliza fazendo um comentério sobre o trabalho original de Mindlin “Note que esta equacao € também obtida
por Mindlin sem nenhum comentério sobre vantagens ou desvantagens em comparagdo com a equagao original de
Uflyand-Mindlin obtida em (1.11)”. E segue igualando a integral de linha da equacgdo (1.6) a zero para iniciar o

estudo das condi¢des de contorno, para tal reescreve a igualdade como:

// {D (&”z + Vaw) Sedy — D <8—1/;’ + uaw””) Sepyda + b-v) (a% + %> 1y dy+
t; T

ox dy 0 ox 2 dy ox

DO (%, 24y

2 Ow 2 Ow o
5 et e ) Sthadzr + K2Gh (w + ax) Swdy — K>Gh (wy + ay) (5wdm] dt =0. (1.14)

Por estar definida sobre I', teremos os contornos da superficie. Primeiramente analisa as bordas paralelas ao eixo

X

My Oy _
D(ax —|—Vay>—0 ou Yy,
My Oy
2y +—ax =0 ou 1y, (1.15)

kK2Gh (wz + g“;) =0 ou u,

com estas especificadas. Passa para a anélise nas bordas paralelas ao eixo y

Opy | O\ _
D<8y+1/8x>0 ou ’l/)y,
Oy Oy
5+ o =0 ou (1.16)

Ow

k2Gh +-—]=0 ou u,
(% 8y>

que sdo especificadas. Destaca que a andlise € valida para ambos os modelos, Modelo de Superficie de Mindlin

Simplificado e 0 Modelo de Superficie de Mindlin classico. O autor em seguida, parte para uma terceira modela-

gem, para isto inicia analisando novamente o trabalho original de Mindlin: “No seu artigo, Mindlin usa a expressao

exata da energia cinética em trés dimensdes dada pela teoria linear geral da elasticidade. Assim, usando (1.2) que

contém além de uma corre¢do por levar em conta o efeito do cisalhamento, Mindlin “Supercorrigiu”, por assim

Solon Sampaio, J. L. PDM - UFPA



dizer, a energia cinética”. E sugere a substituicdo da expressdo da energia cinética dada em (1.2) por
Ow ph3 Pu\® [ %w\’
/ / { (5‘15) 12 [(&ax ey ) | [ HW
Dessa forma, substitui as equagdes (1.1) e (1.17) em (1.3) para obter
/ 0, 06 O, 061 0, 06 06¢y O
-D z z e’} Y T Y T y
///{ (895 8x+8y 8y+ or aer Cox 0y>jL
t; Q

_f2(6y+8;)<@ +a;>+

9 ow Odw Ow Odw
(2 ) (B2 ) (B ) (B )]

Ow dow | ph® [ Pw Pow | PPw 9w
e o T 1o (815895 otz | ooy atay) } dudydt = 0.

Novamente o autor integra por partes para encontrar

Pt Oy (1—v) (0%s | 0%y 2 Ow
I (5 i) 22 (e ) - ()

0?1, 0%, (1—v) (0%, 627#1 9 Ow
[P (G ) (&# ) e (v+ g ) Jouns
oY Pw O w ph3 02
2 x 7y hdihed 2
+ [k Gh ( o + 92 8y2> 8752 12 8152 u| dw p dxdydt +
D(1-v)

[l (e )22 (s e

_ % a¢x D(I_V) ad)x %
—|—[ D(aydm—i-uaxdas)—l— 5 (8ydy+ axdy>]6wy+

12

3 3 3
+k2Gh<¢zdy+?;:dywydxg )5 erh <8wd — awd$>5w}dt

otzor Y~ or2ay

(1.17)

(1.18)

(1.19)

Solon Sampaio, J. L. PDM - UFPA



Capitulo 1. Introducao 7

e iguala os coeficientes dos termos variantes a zero para o funcional sobre a superficie plana, para obter o novo

sistema composto por:

D 9 0%y, 82¢y 9 Ow _

D 9 0%, 82wy 9 Ow _
5 |:(1—I/)V vy + (1 +v) <8x8y+ 012 — k*Gh wy—i—a—y = 0, (1.21)

My O h? 0w
2 2 Y — _Z\2
k“Gh (V U+ oz ay ) ph (1 12V ) 9 (1.22)
Novamente realiza o desacoplamento das equagdes (1.20)-(1.22):
0%w h3 12 D\ 02 ph’D ©?
4 gw 1z D\ 07 o9 9 4,

DV w+phat2 rs ( B k2G) 8t2v w+12k2G8t2v w=0. (1.23)

Finalizado o desacoplamento, destaca o que esta formulacdo se distingue da (1.11): “As diferengas com as equagdes
classicas de Uflyand-Mindlin sdo duas: (a) um termo adicional ocorre, o ultimo, e (b) a derivada de quarta ordem
em relacdo ao tempo, que é caracteristico da teoria de superficies de Uflyand-Mindlin Classica, ndo aparece”. E
novamente para obter as condi¢des de fronteira, analisa a integral de linha da equagdo (1.19), definindo-a como

zero e assim reescrevendo como:

t
ove O D—v) (00, o0
//{{D<8w *”ayy)dy 2 <ay * af)“] Wat
t; T

ph® Pw 9 9 4y Ow ph® Bw 9 9 Ow
— kE*Ghip, + k*Gh— — | = k*Ghiy, — k*Gh— dt = 0.
+ K 12 9202 + k*Ghy, + k°G o dy 12 920y + k*Ghyy G a9y dz | dw 0

Por fim, da equacdo (1.24) implica nas condi¢des de contorno da superficie. Primeiramente em relacio as bordas

paralelas ao eixo z,

D (8% +V(“)wy> =0 ou 1y,

or oy
Ny Oy
Y — 1.2
ay + oz 0 ou 1y, (1.25)
ph® 3w 9 ow\
1 8t28x+k Gh ww+3x =0 ou wu,
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sdo definidas. Enquanto que para as bordas paralelas ao eixo y

D (% +V81/)$) =0 ou 1y,

Jy ox
Oy OYy
ay + 9z =0 ou 1y, (1.26)
P B o (e
B 8t28y+k Gh waray =0 ou wu,

sdo especificadas. Portanto, o autor destaca que quando a borda € apoiada ou fixadas, as condi¢des de contorno da
borda coincidem com as condi¢des da versdes cldssicas e simplificadas da teoria de superficie de Uflyand-Mindlin.
Por fim o autor realizada uma aglutinagdo dos sistemas, para tal, introduz as parametros de controle 1, y2 € 3, com
(71, Y2, v3) iguais a (1,0,0), (0,0,1) e (0, 1,0) para a equagdo de Uflyand-Mindlin cldssica, a versdo simplificada
e o modelo baseado no conceito da inércia de inclinacdo, respectivamente, assim o seguinte sistema serve para

todas as formulagdes, definindo C' = D(1 — v)/2:

3 2 3
p2 <aw“”+%)+cg (8wzf%)fk2ch(wz+aw) = &( awIJr’Y:; 0w ) (1.27)

oz \ 0z | oy oy \ oy oz oz 12 \"" o ooz
O (e O, O (e W\ e aw\ ek [ B, o
Day ( Ox + oy Cax 3y o E°Gh | 4y + ay = T2 \ Mg +’Y38t28y , (1.28)
g (Be 000 | P P\ (g
k Gh( o + By + 2 + 0 = | ph— 12 \Y R (1.29)

Aproveitamos ainda esta formulagdo, para definir o quarto e ultimo sistema, este € denominado Modelo de Corte,
esta formulacdo € baseada no sistema trabalhado por Almeida Jinior et al. [3], e serd definido pelo sistema anterior

quando todos os parimetros de controle se anularem, ou seja, quando € escrito como,

0 (O, 0w, o (0b, O\ o
pZ Ky g %) il I 1.
3x<3x+0y>+08y<8y 1)~ kGh (4 + 0, (1.30)
0 (0¢y = Oy 0 (O, Oy 5 ow
pZ My _ ol ) il B 131
8y<8x+8y> 03x<8y Oz R Gh wy—i_(‘?y 0, (1.3
oY, O Pw  Pw 0w
2 vy 2= 2 — g
k Gh< 5t o oar T a2 phs- (1.32)

Aproveitando para atualizar as notagdes, da seguinte forma. O comprimento a e a largura b serdo o mesmo valor
L. As fungdes de rotagdo passam a ser definidas por 1, := v e 1, := ¢ enquanto que a fung¢do do deslocamento
transversal serd w := u. Dessa forma, concluimos a dedug@o de todos os modelos que serdo tratados nesta tese, 0s

Unicos sistemas que nao sao precisamente estes, basicamente sdo variacdes destes com a adi¢do de dampings.
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CAPITULO 2

Andlise de Dispersao e Conjecturas

Vamos iniciar esta tese apresentando primeiramente o desenvolvimento dos modelos, com isto poderemos entdao
extrair os espectros de frequéncia e em seguida, analisamos o comportamento destes espectros, corroborando as

conclusdes em plotagens gréficas.

2.1 Uflyand-Mindlin Classico

O primeiro modelo analisado € o sistema de Uflyand-Mindlin, ou seja, o sistema (1.27)-(1.29), quando consi-

derado a trinca (1,0, 0), que pode ser descrito em nossa notagdo por

pru — KW +uz)e — K(p+uy)y = 0,inQxR, 2.1
1-v 1+v .
ptht - Dql)rr - DTwyy - DTme + K(1/1 + ur) = 07 in £ x R» (22)
1-v 1+v .
P21t — Dpyy — DTgom — DTwmy +K(p+u,) = 0,inQxR, (2.3)
onde consideraremos a € b de mesmo comprimento L, dessa forma o dominio passa a ser 1 = [0, L]? C R2.
3
Por outro lado, denotamos, p; = ph, p2 = p1—2 e K = k*Gh além do artigo descrito, tal formulagdo é baseada



2.1. Uflyand-Mindlin Cldssico 10

nos trabalhos de Lagnese [9, 10]. Neste primeiro modelo e nos seguintes iremos considerar solu¢des harmonicas

definidas por:

Definicao 2.1 (Solucdes Harmdnicas). Definimos as solu¢des harmdnicas pelas fungdes exponenciais:

u= Alei(verrvnyrwt), )= AZBZ'(%Enchvnyrwt)7 o= A3ei(vzr+vyy+wt)’ (2.4)

em que ¢ € a unidade imagindria, -, € 7, sdo o nimero de ondas, w é a frequénciae A;, j = 1,2, 3 sdo as ampli-
tudes associadas as funcdes u, ¥ e , respectivamente, esta defini¢do € baseada na solucdo harmdnica proposta por

Trefethen [16].

Desta forma, estamos aptos a demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 2.2 (Dispersdo de Uflyand-Mindlin). O sistema de Uflyand-Mindlin definido por (2.1)-(2.3) tem solugées

harménicas da forma (2.4), com amplitudes A;,i = 1,2, 3 e velocidades de fase:

o = (G R) et
b2 2[\pr 2/ P2}
N (K D)2+2<K+D)K1+(K1>2
P11 P2 P p2) p2 (’Y%‘F’YZ) P2 (’Y%+’V§) ,

D 1+ K 1
Cg = Zl: 7(17 l/)‘i’i 2 2\ °
p2 2 p2 (v +72)

[N

Prova. Substituindo as fun¢des harmoénicas como definidas em (2.4) no problema (2.1)-(2.3), obtemos o sistema

AX =0com X = (Ay, A2, A3)T e

K(vi+7;) —w’p —iKv, —iKy,
2 2 2
—paw? + D(2 +~2)+
K, p2 (vz + ) DLtea, s,
A= -DYr2 + K . (2.5)

—p2w’® + D(7i +75)+
-DEry + K

iKy, DEEyy e

Precisamos que det(A) = 0 para obter solugdes ndo-triviais. Neste sentido é necessdrio que

W+ a(va, Yo )w? 4 b(Ya, Yy )0 + (Vas ) = 0, (2.6)
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Capitulo 2. Andlise de Dispersao e Conjecturas 11

onde os coeficientes a(vz, vy ), b(Vz, Vy) € ¢(Vz,Yy) sdo dados, respectivamente por,

am) = @GR4 =25 = S+ 7).

s = (2) -0 K26 Ly ggy
+ (Z>2+EZ(2—1;”)(Vi+7§)2+ig(v§+'y§),

) = S (2Y 0 T KE D e

Esta equacdo pode ser reescrita como,

K D K KD
{w4 - [( + ) (V2 +7y) + } w? + ==(2 +v§)2}
pP1 P2 P2 P1 P2

D 14+v K
2 2 2
Ww-=(1- 2o - = = o0 2.7
{ Pz( 2 )W Wy) PQ]
Dessa forma, as solucdes sdo,
1[/K D
wi = S |[=+= )2+ +—+
1 2|:<p1 D2 (,Yx Vy)
K D\? K D\ K K\?
" () (7%+7§)2+2<+)(7%+7§)+() 7 28)
P1 P2 P1 P2/ P2 P2
1[/K D
2 2 2
wi = | [=+Z )2+ +—+
2 QKm p) =TS
K D\’ K D\ K K\?
- V(E-2) azeprer (4 2) Eezaap e (2 ) 29)
f1 2 P1 P2/ P2 P2
D +v K
2 2 2
wy = —(1-—)(;+ + —. 2.10
3 p2( 5 Yz +7,) P (2.10

Solon Sampaio, J. L. PDM - UFPA



2.1. Uflyand-Mindlin Classico 12

Sabendo que w = C /72 + 73 concluimos,

) 1[/K D\ K 1
=gl et
2\p1  p2 P27z +;
K D\? K D\K 1 K 1 2
o E-2) 2 (a ) e (B ) | @11)
pr o p2 pr o p2) o p2(vi+ay)  \p2 (2 +5)
1[/K D\ K 1
C; = [(+)+H+
2 [\pr  p2 P2 Yz + 7y
2 2
K D K D\K 1 K 1
— —_— ] +2(—+— — st T T ; (2.12)
pr o P2 pr o p2) p2 (Vi+g) p2 (v +73)
D 1+ K 1
;o= Z-—e o 2.13)

0 que completa a demonstra¢do do teorema. |

A andlise para observar se o espectro de uma equacao € ou nio fisico, passa por analisar se em nenhum ponto

seu valor cresce de forma ilimitada, dessa forma podemos analisar esses casos da seguinte maneira:

Proposiciio 2.3. Da identidade w(7z,7y) = C(Vx,Vy)\/ V2 + V2 temos:

e Se lim w(Vaz,vy) = K > 0 entdo o espectro tem comportamento ndo-fisico.
Y2 +yZ—0t
* Se lim w(Vz,vy) = 0 devemos usar a regra de I’Hopital para analisar o comportamento do espec-
Y2y =0t
tro.
— wOwyy)

Prova. Da identidade do enunciado temos que C'(v,,7,) = —A=t, portanto
VEt+g

lim W(Vas Vy)

_ Y2420+
im  C(ve, ) = : : (2.14)
Y2+2—0+ lim V2 + 72
SRR R

Se lim wW(¥zsYy) = K > 0 entdo lim C(7a,7y) = +00, e dessa forma a velocidade o espec-
Y2 +vZ—0F V220t
tro ultrapassa a velocidade da luz, o que é considerado um comportamento nao-fisico. Com isto demonstramos o

primeiro item da proposicao.

Podemos observar este fendmeno nas solucdes (2.8) e (2.10), representadas respectivamente pelas superficies

da FIGURA 2.1 e FIGURA 2.2.
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Capitulo 2. Anélise de Dispersao e Conjecturas 13

Dispersion

FIGURA 2.1: Superficie representando C'(7z,7yy) na equagdo (2.11). ParAmetros: v = 0,29;h = 0,015, E =
21.10'%; k = /(0,822) e p = 7860.

Dispersion

FIGURA 2.2: Superficie representando C'(vz, 7y) na equacdo (2.13). Mesmos pardmetros da FIGURA 2.1.

Por outro lado se lim w(y) = 0, entdo lim

C(Vasvy) = 8, dessa forma podemos usar a regra de
y—0+ Y2420+

Solon Sampaio, J. L. PDM - UFPA



2.2. Uflyand-Mindlin Simplificado 14

I’Hopital o que demonstra o segundo item da proposi¢do. Assim, para saber o comportamento de (2.12) procede-

mos da seguinte forma,

+

. 2 .
lim C5; = lim
Ya vy —0F Va vy 0T

P [(E+2) 24+ &
2 i+

\/(%—%)2(%—’—%) —|—2(p1+£) (’Yz-l-’yy)-&-(%)Q
2472

BB merprra (54 2) Knrp+ ()

+ 1m

’Yz"Yy_>O+ 2 V% + fYy

K , D
— P1 P2
= A5 +

2
K D 2 2 K D K
1 2(E£-2) (Z+ap)-2(E+2) K

o dm g 2 :

Y)Yy =0 K _ D K . D\ K K

2\/(,71 - ,72) (Vi +5)* +2 (71 + 72) o () + (,Tz)

K (5 2) K

_ l o p2 ) P2
2 2 5 ( K )
P2
_— (2.15)
deste fato juntamente com a conclusdo de que outro limite é lim C(Varyy) = D Hodemos entio
P2
i+ —toe
observar que este espectro é totalmente fisico, como fica ilustrado pela FIGURA 2.3. |

2.2 Uflyand-Mindlin Simplificado

O segundo modelo analisado € o sistema de Uflyand-Mindlin Simplificado, descrito quando é considerada a

trinca (0, 0, 1) no sistema (1.27)-(1.29),

prug — K +uz)y — K(p+uy), = 0,inQ xR, (2.16)
1—v 1+v .

—patttts = Dibus = D=ty = D=0y + KU +us) = 0,inQ xR, 2.17)
1—v 1+v .

— P2ty — Dpyy — DTcpmm — DTi/er + K(cp + uy) = 0,inQ xR, (2.18)
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Capitulo 2. Anélise de Dispersao e Conjecturas 15

Dispersion

x10*

15
5000

FIGURA 2.3: Superficie representando C'(~z, 7y) na equacdo (2.12). Mesmos parametros da FIGURA 2.1.
consideramos o mesmo dominio e as mesmas constantes do sistema (2.1)-(2.3). Por conseguinte, podemos realizar
a andlise espectral

Teorema 2.4 (Dispersdo do Modelo Simplificado). O sistema de Uflyand-Mindlin Simplificado dado por (2.16)-

(2.18) tem solucdes harménicas da forma (2.4), com amplitudes A;,i = 1,2, 3 e velocidade associada:

KD(v2 4 ~?2
C=+ ___KDbatn) (2.19)
pD(v: +77) + ;1 K+ p2K(v; +77)

Prova. Substituindo as fungdes harmonicas (2.4) em (2.16)-(2.18), obtemos um sistema da forma AX = 0 em

que X = (Al, AQ, A3)T €

K2 +7;) —w’m —iK 7, —iK7y,
A= ipyYew® +iKv,  D(y2+72) — D2+ K DXy, . (220
ipayyw? + Ky, Dy, D(y; +ny) — DHEv + K

Neste caso, precisamos que det(A) = 0 para que hajam soluc¢des ndo triviais, assim,

a(’)/wv 7y)W2 + b(')/wv 'Yy) =0. (221)

Solon Sampaio, J. L. PDM - UFPA



2.2. Uflyand-Mindlin Simplificado 16

Donde os coeficientes a(7yz,vy) € b(7z, 7, ) representam respectivamente,

D\? 1+y> s o2 KD( 1+y> s

a (e, = —|— 1- T -——— |2~ -t +
(s ) ( p2) ( 7 ) e = 5 ) 02 +7)
K\? KD( 1+1/> s o2 KK, o
- (o) 51 P - (R )
(P2> p1 p2 2 02+ ) pP1 P2 02+ )
K (DY)’ 1+ ,,) s KKD 2
b (Ve = = 1— 2+ +——=(a+)".
G- ) p1 (m) ( 7 ) e ) p1L P2 P2 0=+ )
E portanto suas solucdes sdo da forma,
KD 2 + 2)2
w? = 5 0z +7) —. (2.22)
p1D(V2+72) + ;1 K + pa K (72 +92)
Levando em consideragdo o fato de w = C'y /72 + WZ temos,
KD(y2 + 2
Cc? = — (2 + %) —. (2.23)
p1D(vZ +75) + p1K + pa K (7 + ;)
Logo, extraindo a raiz quadrada demonstramos o teorema. |

Comparando ao que ocorreu na primeira analise, podemos afirmar que a andlise do comportamento de (2.19) é

simples, como podemos observar no coroldrio a seguir.

Corolario 2.5. A velocidade de espectro (2.19) tem comportamento fisico em todo o seu dominio e seus limites

sdo

lim C('Yma’)/y) = 0,
VZAZ 0+
KD
lim  C(ya,y —
E oo (e ) p1D + po K

Prova. Iniciamos pelo caso em que as varidveis tendem a zero.

KD(vZ+72)

lim lim

C (Yo, 7,
() \/plD(’y% +75) + 1K + p2 K (97 +77)

Y2ty =0t Y2 +vE—0F

/0
= 0.
K

(2.24)

Solon Sampaio, J. L.

PDM - UFPA



Capitulo 2. Anélise de Dispersao e Conjecturas 17

Passando agora para o caso em que as varidveis tendem ao infinito.

i o ) i KD(v;+ ;)
1m Y s Y = 1m
ey ENTT 2 otoo || PID(VZ +75) + p1 K + p2K (72 +73)
. KD
= lim e
7§+’Y§ﬁ+oo ,01D + ’Y?T'Yg + pgK
KD
= _. (2.25)
p1D + po K
Concluindo dessa forma, a demonstragao do coroldrio. [ |

O gréfico da FIGURA 2.4 refor¢a as conclusdes obtidas anteriormente.

Dispersion

FIGURA 2.4: Superficie representando C'(7, vy) na equagdo (2.23). Mesmos pardmetros da FIGURA 2.1.

2.3 Uflyand-Mindlin baseada na Inércia de Inclinacao

O préximo sistema a ser analisado consiste no ultimo modelo estudado por Hache em seu artigo [8] citado

na primeira secdo, a equacdo de Uflyand-Mindlin baseada no conceito da inércia de inclinacdo, que é o sistema

Solon Sampaio, J. L. PDM - UFPA



2.3. Uflyand-Mindlin baseada na Inércia de Inclinac¢do 18

(1.27)-(1.29), quando consideramos os valores dos gamas como sendo (0, 1, 0) dado pelas equagdes:

PLULG — P2Uttar — P2Uityy — K (Y + uz)e — K(@ +uy)y, = 0, (2.26)
1-— 1+
Dby — DT"wyy - DT“%y KW +ug) = 0, 2.27)
1—p 14+
—Dyyy — D———pzs — DT@Z)W +K(p+u,) = 0. (2.28)

Novamente consideraremos as mesmas constantes € o0 mesmo dominio do sistema (2.1)-(2.3). Seguindo para a

andlise espectral, enunciamos e provamos o seguinte teorema.

Teorema 2.6 (Dispersdo do Modelo Baseado na Inércia de Inclinagdo). O sistema de Uflyand-Mindlin Simplificado
dado por (2.26)-(2.28) tem solucdes harmonicas da forma (2.4), com amplitudes A;,i = 1,2,3 e velocidade de

fase associada:

KD(v2 +13)

C =4 . 2.29
\/ D2+ 72) + 1K + ;D2 + 127 1 K (2 + 72) 229

Prova. Obtemos um sistema da forma AX = 0 quando substituimos fungdes harmonicas no lugar das fungées

constituintes do sistema (2.26)-(2.28), onde X = (A, Ay, A3)T e

K2 +77) —w’pi+

— 1Ky, —i Ky,
—w2po (A2 + 2 .
. p? (Vi +3) N . . (2.30)
1Ky D(7§+7§) 7DTM7§+K DTH'Yy’Yx
iKyy D55ty D(2+7;) - DA+ K
dessa forma, para obtermos solugdes ndo triviais é necessario que det(A) = 0 o que implica em
a(Va, V) + b(Yas 1) = 0, (2.31)

no qual os coeficientes a(7yz,vy) € b(Vz,7,) sdo dados respectivamente por

1+p I1+u
(v w) = —pD*(L= =) +7)" = KD2 = — =) (07 + ) = K* +
14+ p 1+ pn
— D1 =)+ %) =, KD = —=) (07 +7,)° — 2K (07 + %),
b _ KD21—1+N 2 4 23 4 K2D(A2 4 A2)2

Solon Sampaio, J. L. PDM - UFPA



Capitulo 2. Andlise de Dispersao e Conjecturas 19

Dessa forma, a solug¢@o do problema para w pe dada por,

2 _ KD(y; + ;)
p1D(v: +7;) + p1 K+ p2D(7; +75)% + p2 K (72 +3)

(2.32)

Entdo quando consideramos a igualdade w? = C?(y2 + 'y;), temos a seguinte igualdade

KD(v:+ ;)

c? =
PrD(V24+72) + pr K + p2D(72 +92)% + p2 K (v2 +72)

(2.33)

que finaliza a demonstracio do teorema. |

Novamente temos um caso que a andlise é considerada simples,

Corolario 2.7. Os limites da velocidade de espectro (2.29) sdo

lim C(Va,yy) = 0,
Y2 +ry =0t

lim C(Vasyy) = 0,
VE+vg—+oo

e dessa forma, esta tem comportamento completamente fisico.

Prova. Novamente a andlise se inicia pelo caso em que o limite tende a zero pela direita

: KD(vi + )
lim C(Varvy) = lim R
’Y12,+’Y§—>0+ /2 +vy 20t plD(ryx+7y)+le+p2D(7m +’Yy) +p2K(rYI+ryy)

0
= =0 (2.34)

e finaliza com a andlise quando a média geométrica dos gamas tende ao mais infinito.

. KD(v; +7;)
lim C(Varvy) = lim >
V22— 4oo VA2 otoe PID(VE +95) + o1 K + p2D(; +75)* + p2 K(72 +77)

KD

- lim etny) =0 o @3

Vg too (%-&-72) + (72+“/2)2 +p2D+ (272 2+“/2) p2D

Desta forma, temos a demonstra¢io do teorema. [ |

Para ratificar os resultados temos a seguinte plotagem grafica. Observe que este espectro de velocidade tem um

N

comportamento diferente dos anteriores, pois ele parte de zero, atinge seu valor maximo C' = ToDivn R "

valor 4 /72 + ’yy =4/ g;—D e decresce se aproximando novamente de zero.

Solon Sampaio, J. L. PDM - UFPA
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Dispersion

x10*

25

} "Vi\

2% N XN

5000

FIGURA 2.5: Superficie representando C'(yz, vy) na equacdo (2.29). Mesmos parametros da FIGURA 2.1.

2.4 Modelo de Corte

A tltima formulagao que trataremos é o Modelo de Corte para Uflyand Mindlin, este modelo nao foi deduzido
por Hache [8] como sitado na primeira secdo, este modelo como deduzido a partir do modelo tratado por Almeida
Janior et al [3] em seu artigo, neste trabalho os autores provam o decaimento exponencial da energia livre de
qualquer relagdo entre os coeficientes. Baseada na formulacao (1.27)-(1.29) obtemos uma versao bidimensional

do modelo considerando os coeficientes y; = 2 = 3 = 0, dado por,

prug — K+ 1up)e — K(p+uy), = 0,inQxR, (2.36)
1 1

Dy — D= 4y~ D ; Gy + KW +us) = 0,inQxR, 2.37)
1—v 1+v .

Dy = D pur = D— Ly + K(p+u,) = 0, in QxR (2.38)

novamente consideraremos o dominio e as notagdes adotadas no sistema (2.1)-(2.3). E seguindo a ordem ja definida
neste trabalho, apds a exposi¢do do modelo a ser tratado, iniciamos a andlise de de dispersdo do modelo, para tal

primeiramente extraimos seu espectro de velocidade.

Teorema 2.8 (Dispersdo do Modelo de Corte). O modelo denominado de Modelo de Corte, descrito nas equagdes

(2.36)-(2.38), estd associado as amplitudes A;,i = 1,2, 3 e velocidade

K D(~2 2
C=+ Dat7) (239)
p1D(VZ +7;) + p1 K
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para solugoes harmoénicas da forma (2.4).

Prova. Para este fim, substituimos as fun¢des que compdem (2.36)-(2.38) pelas fung¢des harmonicas (2.4), obtendo

assim um sistema da forma AX = 0 em que

K(v; +7y) —w?p —i K7, —iK~,
A= iKY, D(2+72) - Dy + K DXy, , (240
iKy, Dy, D(y2+7]) — DY+ K

e X = (Aj, Az, A3)T. Dessa forma, para que hajam solugdes ndo triviais precisamos que det(A4) = 0, o que
implica em,

a(Ve, Vy)w? + b(Yz,vy) = 0, (241)

no qual a(vz,7vy) € b(7z,7y) representam os coeficientes,

1+v 1+v
() = —pD* (1= =) +7)" — i KD(2 — (s +7y) = K,
b _ KD21—1+V 2 2)3 1 K2 D(~2 22
(Yo, 1) = ( 5 )+ )" + (2 + )"

Para encontrar a solugdo desta equacao devemos isolar w. Apds isolar este, e simplificarmos a fracdo resultante,

determinamos que suas solucdes sao,

o KDOZ+%)?
DO +3) + ;K

(2.42)

Mais uma vez considerando o fato de w = C'y /2 + 72 temos,

o EDOZ+7)
p1D(V2+92) + ;1 K’

(2.43)

demonstrando o teorema ao extrairmos a raiz quadrada e obtermos (2.39). |

Assim, ap0ds extrairmos o espectro de velocidade, passamos para sua andlise, verificando seu comportamento em
todo o dominio de modo que nio haja nenhuma inconsisténcia fisica, em particular, destacamos dois limites desta
analise, o limite quando o niimero de ondas tende a zero pela direita e quando o referido nimero de ondas tende

infinito positivo. Mais uma vez, similarmente a andlise das duas se¢des anteriores, a andlise é simples em (2.39).

Solon Sampaio, J. L. PDM - UFPA
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Corolario 2.9. Em todo o dominio a velocidade de espectro (2.39) tem comportamento fisico e seus limites sdo

lim CVae,1y) = 0,
Y2 +y2—0+
. K
lim C(Vz,vy) = —_
Y2 +y2 =400 P

A demonstracdo serd omitida, pois é similar a realizada duas sec¢des atrds quando provamos (2.24) e (2.25).

Esta conclusio ¢ ratificada pelo grafico da FIGURA 2.6.

Dispersion

FIGURA 2.6: Superficie representando C'(vz, 7y) na equacio (2.43). Mesmos pardmetros da FIGURA 2.1.

2.5 Uflyand-Mindlin Classico com Dampings

A partir desta secdo voltaremos a tratar os mesmo modelos anteriores adicionados de dampings do tipo atrito
oy e apy, na segunda e terceira equacdes respectivamente, mantida a ordem que este sistemas ja foram analisados.
Dessa forma, vamos analisar o comportamento da velocidade do espectro de frequéncia do modelo de Uflyand-

Mindlin Cléssico (2.1)-(2.3), adicionando dos referidos dampings, dado pelo sistema:

prug — K( +uz)e — K(p+uy)y = 0, (2.44)
1—v 1+v

ptht - Dwmz - DTQ/Jyy - DTsty + K(ﬂ) + uz) + awt = 07 (245)
1—v 1+v

PPt — D‘pyy - DT@MC - DTwzy + K(QO + uy) +apr = 0, (246)
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por se tratar de uma variagdo do sistema (2.1)-(2.3), e assim o dominio e as constantes sdo definidos da mesma

forma. O diferencial estd em « que € uma constante positiva que representa a velocidade do damping friccional.

Teorema 2.10 (Dispersdao do Modelo com Damping). O sistema (2.44)-(2.46) tem solugcées harmonicas da forma

(2.4) com amplitudes A;,i = 1,2, 3 e velocidades de fase:

2
Cip = = + = + v, (2.47)
’ 2y 2y
—Zz 4 2
Chou = =7 _ (i) to, (2.48)
’ 2y 2y
id m d?
Cro = gy [oll=n)+ 5=, (2.49)
em que - = p% =, p% =m, 1;—” =r2+ ’yi =72 ;%2 = d e a constante z representa,
_ d d2
2y = TZ +y\fm— T (2.50)

Prova. Como ja realizado anteriormente, substituimos as fun¢des harmonicas (2.4) no sistema que estamos ana-
lisando, neste caso (2.44)-(2.46), obtemos assim um novo sistema da forma matricial AX = 0 em que X =

(Ah A27 A3)T €

Kz +7;) —w’m —iK, —iKy,
2 2 2
. —paw® + D(v; + )+ Y
iKY, Y DYy,
A= —DX¥y? + K +iaw : (2.51)

2 2 2

) . —paw® + D(v; + 7))+

iKy, DYy, , Y

D2+ K +iow

O objetivo continua determinar condi¢des para que det(A) = 0 e assim obter solu¢des néo triviais. Neste

sentido temos que

w® + a(yz, Y)w® 4 b(Ya, vy )t + c(Vas Yy)w? + d(Vz, Yy )0 + e(Ya, Yy )w + F(Va,vy) =0, (2.52)
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com os coeficientes a(Va, vy ), b(Vas Vo), (Vas Yy )y d(Vars Vy)s €(Vars V) € f (72, 7y) dados por,

a
a\ Yz, = _2277
(V2 1) p
D 1+v K [(a)\® K
b(Vayvy) = ——(2- 2+ 2() - =2+,
(Ve Yy) p2( 5 )% +7) 0\ pl(’x Vy)
D« 14+v,, 4 9 K« K a, 4 9
c(Yoryy) = im (2= Y2 +42) + 2 4 2i— L (42 4 42),
(VarVy) p pZ( 5 ) +7y) P p2(7 Vy)
D\’ 1+v K D 1+v K\?
dvery) = (=) Q= )R+ + =22 - =)+ + (=) +
o) = (2) a-H06z a2+ 20 Loy + (£
KD 140, o .9 KK, , K<a>2 0 g
+ ==(2- 2422 (2 = (=) (29D,
plpz( 5 )0z +7) plpz(v Vy) o\ 5 (= +)
KD « 1+v, e K Ka, o 9
e(Va, = ———=—(2- 2+ —i———(2+7),
(V2 y) o p2( 5 ) +7) s (7% + )
K ( D\’ 1+v , KKD
F(er ) = <) 11tV 2y B BD o o
(Ve vy) o\ ( 5z +7y) s pz(%c Vy)
Se considerarmos,%:%:v,p%:m,HT”:r,yi—f—ﬁ:’Fei:d, temos que os coeficientes passam
a ser descritos por,
a(’Ya:a ’Yy) = —Qid,
b(Ve,yy) = —v(B—r1)y? —2m —d?
C(’Y:m 71/) = Z’Ud(4 - r)’YQ + szda
d(vesyy) = V2B =27 +om(3 —r)y? +m® +vd*,
() = —ivd(2— )y — ivmdy?,
Fww) = =03 (1—r)° —o?mryt.

Com essas consideragdes, a equacdo (2.52) pode ser reescrita como,

[w? —idw — (v(1 = 7)y* + m)] [w* — idw® — (207% + m) W? + ivdy*w + v*y*] = 0. (2.53)
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Dessa forma, suas solugdes sdo

—zy 23
w12 = +1/ — +vy?, (2.54)
2 4
—Z4 Z:2t 2
w34 = 5 V71 + vy?, (2.55)
id d?
wse = Z2:I:\/v(1—r)')/2—|—m— T (2.56)
em que
—id d?
=—4 - —. 2.57
Z+ 5 m— (2.57)
Portanto, usando que w = C, /72 + fyg temos a demonstrag@o do teorema. |

Observe que todos os espectros desta secdo sdo valores complexos. Nestes casos, o estudo da equacdo de
dispersdo ¢ feito usando a parte real da solugdo, a partir dai, uma andlise similar a do caso real € feita. Antes do

teorema, observaremos uma proposicao sobre o valor de 2.

Proposicao 2.11. O valor z1 como definido em (2.50) se comporta da seguinte maneira:

2
. Sem—%>0,entdo

(Z+)2 = 24, (258)

\(z2)? = —z_. (2.59)

2
. Sem—%SO,entdo

(1) = -2y, (2.60)

V(z2) = —2_. (2.61)

. . . . . 2 .~
Prova. Inciamos analisando o primeiro caso em que consideramos m — % > (), dessa forma, da defini¢do de 2+

em (2.50),
Zy = < m — CZ) + <_2d> 1, (2.62)

d? —d\ .
Z_ = (— m — 4> + <2) 7, (2.63)
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dessa forma, em z; como a parte real é positiva temos,
(24) = 2. (2.64)
Por outro lado, a parte real e a parte imaginaria de z_ s@o negativas e por isso,
2
(z2)" = —2_. (2.65)
No segundo caso da definicdo de z_ em (2.50), junto com a condi¢do m — % < 0 temos,
—d 42
—d d?
ou seja, temos dois nimeros que sdo imagindrios puros com sua parte imagindria negativa e dessa forma,
(24)° = —2y4, (2.68)
V(z2) = —2_. (2.69)
O que finaliza a demonstra¢ao da proposi¢ao. |
Com esta proposi¢cdo demonstrada, podemos enunciar e demonstrar o teorema a seguir,
Teorema 2.12. As velocidades de fase do sistema (2.44)-(2.46) se comportam da seguintes maneira:
* Sob quaisquer condigdes:
lim C; = 0, (2.70)
y—0+
lim Cy = 0, (2.71)
y—0+
lim Cio = W, (2.72)
Yy—+o00
lim C34 = —V/v, (2.73)
Yy—+o00
lim C = =+ 1—7). 2.74
Jdm Cs.6 v(l—r) (2.74)
Solon Sampaio, J. L. PDM - UFPA
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. 2
* Quando consideramos m — % > 0:

Real ( lim 02,3,5,6> = +o0.
y—0+

2
e Por outro lado, se m — dj < 0 temos:

Real ( lim 02,3,5,6) =0.
y—0+

(2.75)

(2.76)

Prova. Nesta demonstracdo primeiramente analisaremos os limites quando as varidveis tendem a +o00

2

. a —2t zp

WEIEOO Grz = ’YEIJIrlOO 27y + ( 27) o=V,
—Z4 2+ ?

lim C = 1 — = - _
7—1>I-&1-loo 34 7_1}1_‘1_100 2y ( *y) Tt g

lm C I id 4y Jo(—r) 4+ m  d?

im = im — v(l—r)+—5—— =
Yoo 00 y—+oo 27y 2 4y

Feito isso, iremos analisar os casos quando as varidveis tendem a zero, para tal utilizaremos fortemente a proposi¢ao

2.3. Nareferida observamos primeiramente os limites de w. Assim em (2.54) e em (2.55) temos

) —Z4 24\ 2
1 - (—) , 2.77
Nav e 2 TV g 27D
Bm wyy = —=%— (Zi)z) (2.78)
y—0+ ’ 2 2 ’
id d?
li = Yy m-Z 2.
vi,réh W5,6 5 me=r (2.79)
PDM - UFPA
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logo, se m — % > 0 entdo os limites (2.77)-(2.79) serdo reescritos como,
lim wy = 0, (2.80)
y—0+
d? d
712& wy = —z_ = < m — 4> + <2> i, (2.81)
d? d
li = —zy=|- - — — |z 2.82
o = (T (2 =
lim wy = 0, (2.83)
y—0+
d? d
li = + - — — |1 2.84
Buv el < V" 4>+<2>Z’ (2.84)
logo, os limites de w, e w5 terdo uma parte real positiva dessa forma temos que
Real ( lim 02,5) = 400, (2.85)
y—0+
como ratificado nas plotagens 2.7 e 2.8,
Dispersion
FIGURA 2.7: Superficie representando C2 (7, Yy ) na equagio (2.47). Pardmetros: v = 0,29;h = 0,015; F =
21.10'%; p = 7860; k = ,/ﬁ e o = /p2 K, ou seja neste caso m — % > 0.
Por outro lado, os limites w3 e wg terdo uma parte real negativa dessa forma temos que
Real ( lim Cgﬁ) = —00, (2.86)
y—0+
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Dispersion

x10*

12
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o
3
3
B

FIGURA 2.8: Superficie representando C’(7z, vy ) na equagio (2.49). Mesmos pardmetros da FIGURA 2.7.

do do segundo item do teorema.

que finaliza demonstrag

)

como ratificado nas plotagens 2.9 e 2.10

Dispersion

o
3
3
B

FIGURA 2.9: Superficie representando C3(7z, vy ) na equagio (2.48). Mesmos pardmetros da FIGURA 2.7.

Por fim, os limites de w; e wy se anulam, ou seja, para calcular o limite de C; e Cy devemos utilizar a regra de

I’Hopital, por onde concluimos

)
7
«
N
N—
=
Il
[a\]
Nl
pa
< +
R
l_l_
4
o
£
I
I
<t
=
Q
4
[e=}
£
i

tal resultado pode ser observado nas FIGURAs 2.11 e 2.12.

PDM - UFPA
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Dispersion
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Yz, Yy ) DA equagdo (2.49). Mesmos pardmetros da FIGURA 2.7.

FIGURA 2.10: Superficie representando Cl (

Iculadas
(2.88)
(2.89)
(2.90)

A0 ca

, assim as (2.77)-(2.79) ser
PDM - UFPA

<0

2

4

na equagdo (2.47). Mesmos parametros da FIGURA 2.7.
d

V)

1

lim w
y—0+
lim Wa
y—0+
lim W3
y—0t

FIGURA 2.11: Superficie representando C1 (7,
A partir deste ponto analisaremos o outro caso quando m —

Solon Sampaio, J. L.
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Dispersion

x10%

-15

25

5000

FIGURA 2.12: Superficie representando C4 (7=, ¥y ) na equagdo (2.48). Mesmos pardmetros da FIGURA 2.7.

lim w, = O, 2.91)
y—0+
d d?
li = — £\ — — ] 2.92
Nuv el (2 1 m) b (2.92)

assim os limites se anulam ou sdo imaginarios puro, dessa forma temos que Real < lim+ W1,2,3,4,5,6> =0, 0 que
~y—0
implica novamente em

0
Real ( lim 01’2’3’4,5’(5) = 6, (293)

y—0+t

e por consequéncia podemos usar a regra de 1’Hopital,

Real ( lim, 01,2> = Real | lim L -0,
— — [z
Y vy Ti +U’72
Real < lim_ 0374> = Real | lim — | =o,
—0 —0 z
! TUNE e
+o(l —
Real ( lim 05,6> = Real | lim vd = = 0. (2.94)
70 7207 \/v(l —r)24+m-L

. 2 L . ~
Portanto quando consideramos m — % < 0 os espectros se tornam fisicos completando a demonstracao do
primeiro item e demonstrando o ultimo item do teorema, esses comportamentos sdo ilustrados pelas FIGURAS

2.13,2.14,2.15,2.16,2.17 e 2.18. |
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Dispersion

FIGURA 2.13: Superficie representando C' (7, yy) na equacdo (2.47). ParAmetros: v = 0,29;h = 0,015; E =
21.10"2%; p = 7860; k = L ea = 3y/p2K, ou seja neste caso m — % <o.

1—-v2

Dispersion

————
===
==—=a——
=—————
=
=

FIGURA 2.14: Superficie representando C2(yz, 7y ) na equagdo (2.47). Mesmos pardmetros da FIGURA 2.13.
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Dispersion

x10*

FIGURA 2.15: Superficie representando C'3(7z, 77y ) na equacgdo (2.48). Mesmos pardmetros da FIGURA 2.13.

Dispersion

x10*

FIGURA 2.16: Superficie representando C4 (7, 77y ) na equagdo (2.48). Mesmos pardmetros da FIGURA 2.13.
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Dispersion
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FIGURA 2.17: Superficie representando C's (7, 7y ) na equagdo (2.49). Mesmos pardmetros da FIGURA 2.13.

Dispersion
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FIGURA 2.18: Superficie representando Cs (7, 77y ) na equagdo (2.49). Mesmos pardmetros da FIGURA 2.13.
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CAPITULO 3

Boa-Colocacao

A andlise do espectro de velocidade demonstra uma propriedade importante para esta categoria de problemas,
mas ndo € Unica caracteristica que deve ser analisada. Neste capitulo, baseado nos artigos de Ramos et al [13] e de
Almeida Junior et al [3], provaremos que no sistema de Uflyand-Mindlin Simplificado, através das aproximagdes

de Faedo-Galerkin, ha existéncia e unicidade de solugdes fortes e fracas.

3.1 Modelo de Uflyand-Mindlin Simplificado

Nesta primeira se¢ao apresentaremos novamente o modelo de Uflyand-Mindlin Simplificado. Este foi proposto

em (2.16)-(2.18), entretanto aqui alem do sistema base, hd a adi¢do de dampings, além da presenca das condigdes

35
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iniciais e de contorno.

prug — K +ug)s — K(o+uy)y = 0, (3.1)

—p2uite — Dihgy — Dl_Tywyy - Dl ; M%y + K@ +u,) +apy = 0, (3.2)
—potisry — Dpyy — DkTywmm - DHT’%W + K(p+uy) +ap, = 0, (3.3)
(g, t) = o (Le, t) = p(Le, t) = u(ly, ) = p(Ty, 1) = @y (Ly, 1) = 0, (3.4)
u(z,y,0) = uo(z,y), ue(z,y,0) = ur(z,y), un(r,y,0) = ua(z,y), 3.5)

(@, 9,0) = oz, y), ee(2,94,0) = pi(z,y), 3.6)

U(z,y,0) = to(z,y), v(z,y,0) = ¢i(z,y). (3.7

Neste caso, as defini¢des das fungdes, das constantes e do dominio sdo as mesmas, acrescidas dos conjuntos
que representam os contornos do domfnio definidos por I'; = {0, L} x [0, L] Cc R?e T, = [0, L] x {0, L} C R?.
Primeiramente iremos determinar a equag@o da energia associada ao problema, neste capitulo provaremos seu

decaimento e no préximo capitulo provaremos que este decaimento € exponencial.

Teorema 3.1. O sistema de Uflyand-Mindlin Simplificado, com suas condicédes iniciais e de contorno descrito em

(3.1)-(3.7) tem energia decrescente com esta energia descrita por

E(t) = p // (ut)zdzdy+K//(w+ux)2dxdy+K//(<p+uy)2d1:dy+ (3.8)
Q Q Q
P1pP2
+ // (ust) dxdy+p2 // (Uta) dxdy—i—pg // (uty) dxdy—l—
+ D// (Vs + ©y) dxdy—i—Di// )? dady.
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Prova. Para o calculo da energia, iniciamos multiplicando as equagdes (3.1), (3.2) e (3.3) por uy, ¥, € ¢ respec-

tivamente, apés isso, integramos sobre {2

p1 // ugugdrdy — K// ug (Y + ug ) dady — K//ut(<p+uy)ydxdy = 0,
Q Q Q
1—v
—p2 / [ vutisdzdy - D / [ outsatndy - D2 / Yetbyydzdy +
14+ p
—D—— ¢t%0£ydmdy—|—K V(1 + uy) dxdy+oz () dady = 0,
1—v
—p2 // Prugydrdy — D// Pripyydrdy — DT // Prpgedrdy  +
Q Q Q
1+p
—Di P1gydrdy + K o + uy)dedy + o (¢¢) dxdy = 0,

somamos essas equagdes e usamos a integragao por partes,

L
o [ [ wwndedy = & [ o+ w)lf dy+ K [ [ nato + u)dody
Q 0 Q

L L
_K/ Ut(¢+uy)|§ dac—l—K//uty((p—f—uy)dxdy _P2/¢tutt|0Ldy+p2 //wtxuttdxdy
0 Q 0 Q

D / beby|E dy + D / [ rwvudndy - D25 / ety |* / uyydady

dxdy

L L
1-v 1
D [ vl dy+ D [ [ gty + D23 [ vl do - D
0 Q 0

L

LK / / (Y + ug)dzdy + a / () dady — p / ool dz + ps / / puytndady
Q Q 0 Q

L L
1—v 1—v
fD/ cptgoy\gderD// Prypydady — Di2 /g@ﬂpﬂé dy+D72 // Praprdrdy
0 o) 0 Q

L

—D/sot1/1:,;|0 dx+D//<ptywxdxdy+D7/gotwy|0 dy

—Di //gotxwydxdy—&—l(//(pt @+ Uy dmdy—l—a// 1) dmdy

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

Solon Sampaio, J. L.
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entdo, aplicando as condi¢des de contorno e agrupando os termos semelhantes,
p1 // wuydrdy + K //w + ue)e (Y + ug)dudy + K //(@ +uy)i(p + uy)dedy  +
Q Q Q
+,02/ wtm + (Pty) Uttdxdy +D // % + Qoy (¢z + pr) d$dy + (3.13)
1 —v
// — Yz dmdy—I—a// ’(/Jt }dxdy = 0.
Por outro lado, podemos obter da equacdo (3.1) a seguinte igualdade,
%utt — Uggy — Uyy = Py + Py
derivando esta em relagdo ao tempo, multiplicando o resultado deste produto por u; e integrando em 2 temos
% // U Uy dady — // Ut Uz drdy — // uttutyydxdy = / (wt;v + @ty) ugdrdy,
Q Q Q Q
dessa forma, aplicando novamente integragao por partes,
L
P1 L
7 // Ugttggedrdy — / Ugg Uiz | dy + // Utz Ugedrdy  +
Q 0 Q
L
_ / uttuty\OL dzr + // Uy Urydrdy = // (V1z + Pry) udady,
0 Q Q
logo, se aplicarmos a condi¢@o de contorno e substituirmos em (3.13),
p1 // uguggdady + K// U+ ug ) (Y + ug )dedy + K// 0+ uy)e(p + uy)dedy  +
Q
P2 // uuperdrdy + pa // Utz Utgdrdy  +
+p2 / / UtpyUtydrdy + D / / Vo + @y); (Vo + y) dody  + (3.14)
1 -V
// - Px dxdy—i—a/ ¢t } dedy = 0.
Solon Sampaio, J. L. PDM - UFPA
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Portanto, da definicdo da energia (3.8), como proposto no teorema, a equagao (3.14) se torna

d
GEO = —a [[ [0+ (0] dody (.15)
Q
Provando o decaimento e finalizando a demonstracdo do teorema. |

3.2 Existéncia e Unicidade de Solucoes Para Uflyand-Mindlin Simplifi-

cado

Nesta se¢do iremos provar que o sistema € bem posto utilizando o método de Faedo-Galerkin.
Para tal, iniciamos definindo os espacos de fases
H = (HH(Q)? x L(Q) x (HX(Q) x L2(Q))?, (3.16)
a0 mesmo tempo que

3, = (HX(Q) N H () x HY(Q) x (HA(Q) x HA(2))”, 3.17)

onde os conjuntos sdo definidos por

H2(Q) := H*(Q)N H,(Q), H(Q):=H'(Q)NLi(Q), (3.18)
e por outro lado
L2(Q):=uec L*Q): // u(z,y)dady =0 p . (3.19)
Q

Primeiramente definiremos o que sao solugdes fracas do problema.
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Definiciio 3.2. Dadas as condig¢des iniciais Uy = (ug, u1, u2, Po, ¥1, ©o, ¢1) € H, uma fungdo
U = (u,ug, g, ¥, e, 0, 01) € C ([0, T], ) é dita uma solugdo fraca de (3.1)-(3.7) se para todo ¢ € [0, T
d
pl% (ut, ¢) + K (uz + 1, () +K(uy+§074y) 0, (3.20)
i(u 7)+K£(u +1 )—i—Ki(u + ) 0 (3.21)
P1 at Ut ] da e y N ar My @5 Ty ) :
d 1—v
02% (ut7 Vx) +D (wm; V:L’) + DT ('(/)yu Vy)
14 p
—|—D? (pysVz) + K (Y + ug,v) + o (¢, v) 0, (3.22)
d 1—v
p27(utaLy) +l)(gangL:lj)‘i»D (SOI’L.T)
dt 2
1+ p
+D72 (Vzyty) + K (0 + uy, 1) + (@, 1) 0, (3.23)
para todo, ¢,n € H3 (), v,c € HL(Q) e U(0) = Up.
Com essa definicdo posta, podemos enunciar e demonstrar o teorema principal deste capitulo.
Teorema 3.3. Dados os espagos de fase H em (3.16) e H1 em (3.17) e a condigdo inicial
Uo = (uo, u1, u2, %o, %1, po, p1) € H, temos que:
(i) se a condicdo inicial Uy € H, entdo o problema (3.1)-(3.7) tem uma solucdo fraca satisfazendo
u € L>*(0,T;H(Q), (3.24)
uw € L*(0,T;H(Q), (3.25)
wy € L™(0,T;L*(Q)), (3.26)
¢ € L>®1(0,T;H} (), (3.27)
Yo € L®(0,T5LE(%), (3.28)
p € L= (O,T; Hi(Q)) , (3.29)
pr € L% (O, T, Lf(Q)) . (3.30)
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(ii) se a condicdo inicial Uy € Hq, entdo o problema (3.1)-(3.7) tem uma tinica solugdo forte satisfazendo

u € L>*(0,T;H*(Q) N Hy()), (3.31)
u, € L™ (0,T;H*(Q) N Hy()), (3.32)
uw, € L™ (0,T;Hy()), (3.33)
v € L>*(0,T;H(Q)), (3.34)
Y € L=(0,T; HH(Q)), (3.35)
¢ € L™(0,T;HZ(Q)), (3.36)
o € L™(0,T;HH(R)). (3.37)

(iii) em ambos os casos, a solugdo U depende continuamente que os dados iniciais estejam em 3. Em particular,

o problema (3.1)-(3.7) tem uma tnica solugdo fraca.

Prova. De modo andlogo ao que foi feito nos artigos de Ramos et al [13] e de Almeida Junior et al [3], a

demonstragdo serd feita em seis passos.

* Passo 1: Problema Aproximado
Considerando que a condigdo inicial estd no espaco de fases, Uy € J{. Definimos as bases ortogonais de
H?(Q) N Hp () e HZ(Q) por {w;}52, e {v;}52, respectivamente, as quais sdo também bases ortonormais
de L?(Q). Para algum natural n, denotamos os subespagos de dimensdo finita gerados por n vetores de cada

uma destas bases por

H, = span{w1,ws, ....,wn}, Vn = span{vi,va,...,vn} (3.38)
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Logo, quando procuramos solucdes para o problema aproximado

p1 (g, €) 4+ K (uf + 97, ¢) + K (uy +¢",¢) = 0, (3.39)
p1 (ufym) + K (uly + 07 ne) + K (up, + ¢, my) = 0, (3.40)
n n 1—v n
pQ(uttaVI)—i_D(wx?Vw)"i'D 2 (%J/y) +
+D—— (o, va) + K (" +ul,v) +a(Yf,v) = 0, (3.41)
n n -V n
P2 (utt» /’y) +D (Spyvby) (‘pzv%) +
1+
+D=TE W)+ K (¢ Hup) +aef) = 0, (3.42)
para todo ¢,n € H,,v,. € V, com condigdes iniciais
(u™(0), 4y (0), u (0),4"(0),4;"(0), " (0), 9" (0)) = (ug, uf, uy, Y5, Y196, 1) (3.43)
satisfazendo
(Ugvu?ﬂgﬂﬂgﬂ/)?,@gv@?) — (anU17U27¢071/)17<P0a<P1) (344)
forte em H, elas sdo da forma
un(xay»t) = Za]}nwj(xvy)v
j=1
’(/}n(x7y7t) = ij,nyj(xay)a (345)
i=1
n
@n(%yyt) = ZCj,nl/j(J?,y)-
j=1

Aplicando a teoria de equacdes diferenciais ordindrias na forma padrdo: pelo teorema de Carathéodory,
podemos obter uma soluc@o local (u™(t), uy (t), ujL(t), Y™ (t), i (t), " (t), ¥} (t)), no intervalo [0,t,) a

qual 0 < t,, < T, paratodon € N. Esta é dita uma solugao aproximada para o problema.

¢ Passo 2: Uma Estimativa a Priori

Substituindo ¢ por vy em (3.39), i por ujy em (3.41), v por 1 em (3.41) e ¢ por 7 em (3.42) a equagdo se
torna

a En ) +a / (1) )2} dady = 0, (3.46)
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onde a energia aproximada € calculada por,

E"t) = pl// uy) dxdy—i—K//w + ul dxdy+K//<p + uy) 2dady +
n \2 n\2 P1P2
+  p2 // (up,)” dxdy + po // (uty) dxdy + // )2 dady + (3.47)
Q Q
_l’_

D // (v + w;)Q dxdy + Dl_TV // (1 — <pg)2 dxdy,
Q Q

desse modo, quando integramos (3.46) de 0 a t < ¢,,, obtemos dos dados iniciais que para algum n € N e

+a// [wp)?

em que C é uma constante positiva que depende da condigdo inicial. Assim, pelo teorema do prolonga-

para todo ¢ € [0, 7]
] dadydt < C, (3.48)
mento, em todo o intervalo [0, 7] sdo definidas solugdes aproximadas.

* Passo 3: Aplicando o Limite

A partir da definigdo de E™(t) e da equagéo (3.48), podemos concluir que

{u"} élimitadoem L (0,T; Hj(S)),

{up} ¢élimitado em (0 T;Hg (),

{un}  élimitado em (o T, L2(Q))

{y"} élimitadoem L> (0,T;H!()), (3.49)
{yp} élimitadoem L (0,T; L2(1)),

{©"}  élimitado em (0 T;H!(Q)),

{ep} élimitadoem L (0,T;L2(Q2)).

Nestas sequéncias podemos extrair subsequencias de {u"}, {¢"} e {¢™}, que iremos continuar denotando

da mesma forma {u"}, {1/} e {¢™}, tais que

u™ — u fraco estrela em (0 T;H{ () ,
up — v, fracoestrelaem L (0,7 Hj (),
uy, — uyy  fraco estrela em (0 T; L* Q)) ,
Y™ — 1) fraco estrela em (O T;H!(Q)), (3.50)
Y — 1y fracoestrelaem L™ (0,T;L2(Q)),
©" — ¢ fracoestrelaem L> (0,T;H(Q)),
@O — ¢y fraco estrela em (0 T;L2()) .
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Como consequéncia dos limites acima, podemos aplicar o limite no problema aproximado (3.39)-(3.42), e

dessa forma, obter uma solucao fraca que satisfaz, as seguintes relacdes de pertencimento

u € L™(0,T;Hy(), (3.51)
u € L>®(0,T;Hy(Q)), (3.52)
uy € L™(0,T;L*(Q)), (3.53)
v € L*®(0,T;HL(Q)), (3.54)
v € L¥(0,T;L3(Q), (3.55)
¢ € L™(0,T;H(Q)), (3.56)
v € L™(0,T;L3(Q), (3.57)
dessa forma, concluimos a demonstrag¢do do item (i) do teorema.
¢ Passo 4: Dados Iniciais
Usando o lema de Aubin-Lions [11], temos que
u" —u forteem C([0,T]; L*(R)), (3.58)
ul —u; forteem C([0,T]; L*(R)), (3.59)
Y™ — 1 forteem C([0,T]; LZ(Q)), (3.60)
©" — ¢ forteem C([0,T]; L3(Q)), (3.61)
e por consequéncia
(U(O), ut(o)v 1/)(0)7 90(0)) = (uOv Ut, '(/}Ov 900) . (362)
Ao multiplicarmos (3.40) por uma funcio teste 6, que satisfaz
6c HY(0,T), 6(0)=1, 6(T) =0, (3.63)
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e integrarmos o produto no intervalo [0, T'] obtemos

T
—p1 (uy,n P1/ uyy,n) Opdt  +
0
d n n d n n
+K ﬁ(umw Me) Odt + K % (uy + ", my) 0dt = 0, (3.64)

para todo € Hg(£2). Aplicando o limite n — oo temos

T
—p1 (ug2,n Pl/ Uy, M) Opdt  +
0

d d
+K/%(uz+w,nm)9dt+K/%(uyﬂomy)@dt =0 (3.65)
0 0

para todo 7 € H}(Q). Por outro lado, multiplicando (3.21) pela mesma fungdo teste @ e integrando o

resultado sobre [0, T'] temos

T
—p1 (uge (0 Pl/ (uge,m) Opdt  +
0
T
+K/%(uw+w,nw)9dt+K/%(uy+s0,77y)9dt = 0, (3.66)
0 0

para todo ) € H}(Q2). De (3.65) € (3.66), podemos concluir que u;;(0) = uz. Analogamente, temos que

1/%(0) =11 e Sﬁt(o) = $1-

* Passo 5: Solugdo Forte

Suponha, que os dados iniciais no problema aproximado (3.39)-(3.42) satisfazem a inclusao

(ug, u1, uz, Yo, %1, o, p1) € Hi e que por outro lado, temos a convergéncia

(ug’u?7ug7wng?agog7w?) — (UO>U17U2J/}0»1/1178007901) forte em g{l' (367)

Ao substituir ( por —u;,, em (3.39), n por —uy,, em (3.40), v por —Uy,, em (3.41) e L por —p;,, €m

(3.42), realizamos integracdes por partes e operagdes algébricas similares as do calculo da energia, assim
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obtemos

2

onde o termo F" € similar ao da energia com mais uma derivada em relag@o ao eixo x em cada parcela, ou

seja, definido por

) = g / [ () day + i / [+ sy + i / [+ g )audy +
+ utm xdy + p2 (ups) d;l:dy + p2 umy dxdy + (3.69)
+ D// e+ gpmy dxdy + Di // <pm dmdy,

logo, de (3.68) concluimos que para todo t € [0,7] e n € N, vale a desigualdade

O+a [ [ @i+ eh)?] dedyat < . (3.70)
Q

em que (5 é uma contante positiva dependente dos dados iniciais, entretanto independente de ¢ e n. De
modo andlogo, se substituirmos ¢ por —u,,, em (3.39), 7 por —uty, em (3.40), v por —1y,, em (3.41) e
L Por —y,,, em (3.42), e que similarmente ao que foi feito F, realizamos operacdes andlogas ao cdlculo da

energia e obtemos

7G” +a// (v %)Q] dady = 0, (3.71)

no qual o termo G™ também ¢ similar ao da energia como uma de suas parcelas derivadas em relagdo ao eixo

vy, dessa forma definido por

G = ;m // (u)? dady + K //(wg ot Yddy + K//(<p; ol )2didy +
Q Q Q
P1P2
// utty dxdy—l—,oz // utzy dxdy—i—pg // utyy dxdy+ (3.72)
D// oy T ‘pyy // vy ‘pw dxdy

+

+
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Assim, de (3.71) concluimos que apara todon € Net € [0, 7], a desigualdade a seguir é vdlida

t
t) +a / / [(w?y)2 + (%)2} dzdydt < Cs. (3.73)
00
Portanto, de (3.70) e (3.73), concluimos que,
{u"} élimitadaem L (0,T;H?*(Q) N H(Q)),
{up} élimitadaem L (0,73 H*(Q) N H()),
{up,} élimitadaem L (0,7 Hg(S2))
{ym} élimitadaem L (0,T;H2(Q)) (3.74)
{vp} ¢élimitadaem L (0,75 H}())
{¢"} élimitadaem L (0,7T; HZ(Q))
{¢p} élimitadaem L (0,73 H}(2))
estas limitagdes implicam em,
u" — u fracaestrelaem L (0,T;H?(Q) N Hg()),
uf — u; fraca estrela em (0 T; H*(Q) N H(Q)),
uf, — uy fraca estrela em (0 T; H5 ()
Y™ — 1 fracaestrelaem L (0,73 H2(Q2)) (3.75)
Y — 1y fracaestrelaem L™ (0,7T; H}(Q2))
©" — ¢ fraca estrela em (O T; H2(Q))
©p — ¢y fracaestrelaem L™ (0,7 H!(Q))
e destas convergéncias concluimos que (u, u, ust, ¥, U, @, ¢r) € solugdo forte e satisfaz
u € L™ (0,T;H*(Q) N Hy()), (3.76)
uy € L™ (0,T;H*(Q) N H{(Q), (3.77)
wy € L™ (0,T;H)()), (3.78)
v € L>®(0,T;HZ(Q)), (3.79)
v € L(0,T;HUQ)), (3.80)
¢ € L™(0,T;HZ (), (3.81)
o € L®(0,T;HY(Q)), (3.82)
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o que demonstra o item (ii) do teorema. Resta-nos demonstrar a dependéncia continua das solug¢des em

relag@o ao fato dos dados iniciais estarem em .

* Passo 6: Dependéncia Continua

Dadas duas solucdes fortes do problema (3.1)-(3.3), U (t) = (u, ug, wer, ¥, P, @, 1) €
V(t) = (u,u, U, ¥, 1, @, 1) » com dados iniciais U(0) = (uo, u1, uz, o, %1, 0, 1),
V(0) = (o, u1, Uz, Yo, ¥1, %o, P1) € Hy respectivamente. Assim, a fungdo descrita por

(W, Wy, Wi, U, W, &, ) = U(t) — V(¢t) satisfaz o sistema de equagdes

Wi — K(U+W,), — K(+W,), = 0, (3.83)
1— 1

—poWity — DUy — DTV\IJW _ D%@w +K(U+up) +a¥, = 0, (3.84)
1— 1+

—ps Wiy — DBy, — DT”gbm — DRy, 4+ K(@+W,)+ad, = 0, (3.85)

com dados iniciais (W (0), W;(0), W(0), ¥(0), ¥,(0), $(0),P:(0)) = U(0) — V(0). De modo andlogo
ao feito na andlise de energia, multiplicamos (3.83) por W, (3.84) por W,, (3.85) por &; e integramos no

intervalo (0, L)
—E(t) = —a/ [(\I/ ) + (@ ) } (3.86)
d t t b .

Q

onde o termo X(t) é a energia correspondente 2 U (t) — V() definido por

()

1 // (Wt)zdxdy+K//(\p+Wx)dedy+K//(¢+Wy)2da;dy+
Q Q Q
p}?Q // (th)Q dxdy + po // (th)Q dzdy + pa // (I/Vty)2 dxdy + (3.87)
Q Q Q

1—
+ D// (W, + &,)° dedy + DTV // (W, — &,)° dedy.
Q Q

+

Integrando (3.86) sobre (0, ¢) temos que existe uma constante C > 0 tal que para algum ¢ € [0, T,
N(t) < Cr¥(0), (3.88)
0 que no permite concluir que nas solugdes fortes hd uma dependéncia continua dos dados iniciais. Desse

modo, sabemos que a solucdo forte do problema (3.1)-(3.3) € tinica. Por outro lado, a dependéncia continua

e unicidade para solucdes fracas podem ser provada usando argumentos de densidade (desde que, solucdes

Solon Sampaio, J. L. PDM - UFPA



Capitulo 3. Boa-Colocagao 49

fracas sao limites de solugdes fortes). Portanto, com a andlise acima, nés completamos a demonstracido do

teorema.

3.3 Modelo baseado na Inércia de Inclinacao

Similarmente as se¢Oes anteriores, trataremos um modelo proposto no primeiro capitulo, acrescido das con-
dicdes iniciais e de contorno, o modelo em questdo consiste no Modelo baseado na Inércia de Rotagdo (1.20)-

(1.22), que neste momento serd reescrito através de

P1Uts — P2Utter — P2Uttyy — K (VY +uz)e — K(@ +uy)y, = 0, (3.89)
Dt~ Dy~ Dy 4 K 4 w) F ot = 0, (3.90
—Dypyy — D%@m - DHTui/fxy + K(p+uy)+ap; = 0, (391

u(lg,t) = Yu(la,t) = o(Ta, t) = uly, 1) = (T, 1) = ¢y (I'y, ) = 0, (3.92)

u(z,y,0) = uo(x,y), w(x,y,0) =ui(x,y), u(z,y,0) = wua(x,y), (3.93)

P(,9,0) = wo(2,9), ¢r(2,9,0) = ¢a(z,y), (3.94)
¥(@,9,0) = Yo(z,y), ¥(z,9,0) = (z,y). (3.95)

Por se tratar de uma reapresentacao do modelo j4 proposto continuaremos considerando as defini¢des de constan-
tes e do dominio, entretanto, novamente acrescentamos os conjuntos que representam os contornos do dominio
definidos por I';, = {0,L} x [0, L] C R?e T, = [0, L] x {0, L} C R?. Seguindo a técnica, primeiramente iremos
determinar a equacdo da energia associada ao problema. Neste capitulo provaremos que esta € decrescente € no

préximo capitulo demonstraremos que este decaimento € exponencial.

Teorema 3.4. O sistema baseada na inércia de rotagdo, acrescido de suas condigdes iniciais e de contorno descrito

em (3.89)-(3.95) tem energia decrescente com esta energia descrita por

EX) = m // (ug)” dzdy + po // (ugy)” dzdy + po // (uyt)? dwdy+K//(1l)+um)2dxdy+
) Q 9 )

+ K//(g@ + uy)dedy +D // (s + <py)2 dzdy + Dl_TV // (¢y — gow)2 dxdy. (3.96)
Q Q 0
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Prova. A técnica de obteng@o da energia € classica e decorre da multiplicag@o das equagdes (3.89), (3.90) e (3.91)

por ug, 1 € p; respectivamente, apds isso, integrar sobre 2

p1 / / ugugdrdy — po / / Utz drdy — po / / Ulgpyydrdy  +
Q Q Q

—K//ut(@[}—i—um)zdxdy— K//ut(cp—i-uy)ydxdy = 0, (3.97)
) Q

1— 1+
_D // Uethagdady — D— Y // wtwyydxdy—DTu //%%dxdy +
Q Q Q

+K//z/)t(z/}+uz)dxdy+a// () dady = 0, (3.98)
Q Q

1—v 1+
-D // <Pt¢yyd$dy—DT // @t@mdﬂ?dy—DTﬂ // O drdy  +
Q o o

+K//got(<p+uy)+a/(cpt)2dmdy = 0, (3.99)
Q

Q
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aplicando a integragdo por partes sobre a somas dessas funcdes,

L L L L

p1 / / uguydrdy — / PoUUpye| dy + po / / U Utz drdy — / PoUiUpy| dx
Q 0

0 Q 0 0
L

L
+p2 // Uty Usydrdy — K /Ut(w +ug)| dy+ K// utr("/} + ug)dxdy
Q 0 0 Q

L L L L

—K/ut(cp+uy) d:U+K//uty(<p+uy)d:z:dy—D/dzth dy+Dé/wmw$d$dy

0 0 Q 0 0
L L L

1—v
do+ D252 [ [wnpydady =D [wnp,| dy+ D [ [ viaipdody
Q

0 Q 0 0

—&-Di/wtgom dr — D

drdy + K [ [ (b +ua)dady + o [ [ (v1)* dady
I J

L
1—v 1—v
_D/QOtQOy diE+D//<Pty<Pyd$dy—DT /%@x dy-l—DT //gomgaxdxdy
0 Q 0 Q

L L L
0 0

L L L

L
-D / prl| dr D / [ eupadudy+ D2 / out)

0

Praydrdy +K// Pr(p + uy dfvdy+a// 1)’ dudy

assim, agrupando os termos semelhantes e aplicando as condi¢des de contorno,

p1 // urugedxdy + pa // Utz Utz dTdy + p2 // Uty Uggydxdy + K//W + uz) ¢ (VY + ug ) dxdy
Q Q Q Q

+K// (o + uy)s (<p+uy)d:cdy+D// (Ve +y), (Y + @y) dady

1_V// — Qs dxdy+a/ wt dajdy

Portanto, como proposto no teorema, substituindo a energia (3.96) na equag@o (3.101) temos

—E = —a/ wt dwdy <0,

+3.100)

+3.101)

(3.102)
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demonstrando o teorema. [ |

3.4 Ecxisténcia e Unicidade de Solucoes Para o Modelo baseado na Inércia

de Inclinacao

De modo similar ao realizado na se¢do anterior, iniciamos definindo os espagos de fases

H = (HH(Q)? x (HLQ) x L2(Q)?, (3.103)

a0 mesmo tempo que

3 = (HX(Q) N HE ()" x (HA(Q) x HA(9))*, (3.104)

em que novamente definimos os conjuntos por
H2(Q):= H*(Q)NHXQ), HXQ):=HY(Q)NLXQ), (3.105)

enquanto que

L2(Q):=ue L*Q): // u(z,y)drdy =0 p . (3.106)

Assim, podemos definir quais sdo as solugdes fracas do sistema (3.89)-(3.95).

Definicao 3.5. Dadas as condi¢des iniciais Uy = (ug, u1, Yo, ¥1, ¥o, ¥1) € I, uma fungdo

U = (u,us, ¥, %, 0, 01) € C([0,T],H) é dita uma solug@o fraca de (3.89)-(3.95) se para todo ¢ € [0, 7]

d d d
Pla (Ut»C) + P2dt (Utragm) + p2— i (UtyaCy) +K (Ux + %Cm) + K(uy + SOaCy) = 0, (3.107)
D (e, 02) £ D57 () 4 Do (0 00) + K (b ) b0 () = 0, (3.108)
1-— 1+
D(‘Pyaby)‘i‘Di (QOQ;,LQ;)—‘—Di (wxaby)+K(<P+uya )+a((pt7L) = 07 (3109)

2
para todo, ¢ € H}(Q), v,c € HX(Q) e U(0) = Up.

Finalmente com esta definicdo pronta, partiremos ao enunciado do teorema e sua demonstracao.

Teorema 3.6. Dados os espagos de fase H em (3.103) e Hy em (3.104) e a condigdo inicial
Uo = (uo, u1, %o, Y1, o, p1) € I, temos que:
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(i) se a condicdo inicial Uy € I, entdo o problema (3.97)-(3.95) tem uma solucdo fraca satisfazendo

u € L>(0,T;Hy(Q), (3.110)
0,T;Hy (), (3.111)
0,T;H} (D)), (3.112)
Yo € L™ (0,T;L3()), (3.113)
¢ € L*(0,T;HL(Q)), (3.114)

o € L™(0,T;L2(Q)). (3.115)

(ii) se a condicdo inicial Uy € Hq, entdo o problema (3.97)-(3.95) tem uma iinica solugao forte satisfazendo

u € L*®(0,T;H*(Q) N Hy(Q)), (3.116)
u, € L>®(0,T;H*(Q) N Hy(Q)), (3.117)
v € L*(0,T;HQ)), (3.118)
Y € L™ (0,T;HL(Q)), (3.119)
p € L™ (0,T;HX(Q)), (3.120)
¢ € L™ (0,T;HL(Q)). (3.121)

(iii) em ambos os casos, a solucdo U depende continuamente que os dados iniciais estejam em H. Em particular,

o problema (3.97)-(3.95) tem uma tinica solugdo fraca.

Prova. Novamente a demonstragio sera feita de forma andloga as feitas nos artigos de Ramos et al [13] e de

Almeida Junior et al [3], e portante estd dividida em seis passos.

* Passo 1: Problema Aproximado

Considerando que a condi¢@o inicial estd no espago de fases, Uy € H. Definimos as bases ortogonais de
H?(Q) N H(Q) e HZ() por {w;}52, e {v;}32, respectivamente. Para algum natural 7, denotamos os

subespacos de dimensao finita gerados por n vetores de cada uma destas bases por

H,, = span{wi,wa,...,wn}, Vi = span{vy,va,...,vn}. (3.122)

Solon Sampaio, J. L. PDM - UFPA



3.4. Existéncia e Unicidade de Solucdes Para o Modelo baseado na Inércia de Inclinag@o 54

Logo, quando procuramos solucdes para o problema aproximado

p1 (ufs, ) + p2 (Ufps Ca) + P2 (ufhy, Gy) + K (ulp + 9", ) + K (up +¢",¢y) =0,  (3.123)

=7 (Vg vy) + pltt (e ve) + K (" +ul,v) + o (¥f,v) =0, (3.124)

1
D (4", v,) + D

1- 1+
D (9)1,) + D=5 (9h1a) + D—E (W, 0) + K (¢ + w0 +a(9f,) =0, (3.125)

Yy

paratodo ¢ € H,,, v, € V,, com condi¢des iniciais

(u"(0), ug'(0), 9™ (0), 9 (0),"(0), 97 (0)) = (ug, uf', ¥, V1’ 6, 1) » (3.126)

satisfazendo

(ugvu"lla 77[1371/’?, 5087 SO?) — (u()aulvw(]vwla $o, 901) (3127)

forte em H, elas sdo da forma

un(xa:%t) = Zaj,nwj(Qj?y)a
j=1
n
¢n($,y,t) = ij,nl/j(%y), (3128)
j=1
(Pn(xayvt) = ch,nyj(xay)'
j=1

Pelo teorema de Carathéodory, podemos obter uma solugdo local (u"(t), uf (¢), ™ (t), i (t), ™ (t), 7 (t)),
no intervalo [0,¢,) a qual 0 < ¢, < T, para todo n € N. Esta é dita uma solug¢do aproximada para o

problema.

¢ Passo 2: Uma Estimativa a Priori

Substituindo ¢ por uj* em (3.123), v por ¢;* em (3.124) e ¢ por ¢} em (3.125) a equacdo se torna

%E”(t) + a// [(W)2 + (ﬁ)ﬂ drdy = 0, (3.129)
Q
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onde a energia aproximada € calculada por,

20 = oo [[ @ asdy+ s [[ ) dndy g [ [ () dnay +
Q Q Q

+ K//(z/}" +u)2dady + K//(ga" + uZ)dedy +
Q Q

+

D// (w2 +go;})2da:dy+D1_T” // (v — <p;;)2dxdy, (3.130)
Q Q

desse modo, quando integramos (3.129) de 0 a ¢ < ¢, obtemos dos dados iniciais que para algum n € N e

para todo ¢ € [0, 7]

E™(t) + a/// [(W)Q + (@?)2] drdydt < C4, (3.131)
0 Q

em que C; é uma constante positiva que depende da condigéo inicial. Assim, em todo o intervalo [0, 7| sdo

definidas solu¢des aproximadas.

* Passo 3: Aplicando o Limite

A partir da defini¢do de E™(t) e da equagdo (3.131), podemos concluir que
{um} élimitadoem L (0,7T; H} (Q)) ,
0,7 Hy (%)) ,
0,75 Hi(2)),
0,T;L%(Q)),
0,73 Hy (%)),
0,T; Lf(Q)) .

{up} élimitadoem L
{y"} élimitadoem L

{¢p} élimitadoem L

(3.132)

{¢"} élimitadoem L

e N N N N R

{¢7} élimitadoem L

Nestas sequéncias podemos extrair subsequencias de {u"}, {¢"} e {¢™}, que iremos continuar denotando

da mesma forma {u"}, {1"} e {¢"}, tais que

0,T; Hy (),
O,T;Hol(Q)) ,
(

u™ —u fraco estrelaem L (
£ (
Y™ — 1) fraco estrelaem L (O,T; H! Q)) ,
L= (
L= (
L (

uy — u¢ fraco estrela em
(3.133)
0,T;L3(%)),
0,75 Hy (),
0,73 L(%)) -

Y — 1y fraco estrela em

™ — ¢ fraco estrela em

py — ¢ fraco estrela em
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Como consequéncia dos limites acima, podemos aplicar o limite no problema aproximado (3.123)-(3.125),

e dessa forma, obter uma solugao fraca que satisfaz, as seguintes relagdes de pertencimento

u L>(0,T; Hy (), (3.134)
Uy L (0,T; Hy (), (3.135)
0 L (0, T; H!(Q)), (3.136)
Py L (0,T; L2()), (3.137)
@ L (0, T; H! (), (3.138)
0y L>(0,T; L2(Q)), (3.139)
dessa forma, concluimos a demonstrag¢ao do item (i) do teorema.
¢ Passo 4: Dados Iniciais
Usando o lema de Aubin-Lions [11], temos que
u" —u forteem C([0,T]; L*()), (3.140)
Y™ — ) forteem C([0,T); L2(R2)), (3.141)
©" — p forteem C([0,T]; L3(Q)), (3.142)
e por consequéncia
(u(0),9(0),9(0)) = (uo, Yo, ¥o) - (3.143)
Ao multiplicarmos (3.123) por uma funcéo teste 6, que satisfaz
6c H'Y(0,T), 6(0)=1, 0(T) =0, (3.144)
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e integrarmos o produto no intervalo [0, T'] obtemos

+p2

[

—P1 u17

(U, M) Ordt + p2 (Ul Nza) + p2

T

0

—P1

para todo n € H}(2). Aplicando o limite n — oo temos

+p2

para todo n € H(Q).

O\’ﬂ

—pP1 U17

utvna:x etdt +P2 ulanm:p +P2

T

T
/ ut >N atdt + P2 (ul ’ 77w)
0
/T
0

[ v o+ K [ (- onn,) o
0

(uy'y Mo ) Ordt

T
p1/ (ug, ) Opdt + po (U1, Mes)
0

[

ut ) nww Ht dt

+K/(ux+1/),nx)9dt+K/ (uy + @, ny) Odt

0

resultado sobre [0, T'] temos

+p2

O\ﬂ

—Pl

(wt, Naa) Ordt + pa (ue(0

T

—P1

T
/Un ) 0¢dt + pa (us(0), Nee)
0

nmx + ,02

[

ut ) nzx 91& dt

—|—K/(um+z/),n$)9dt+K/(uy+<p,ny)9dt

0

+

(3.145)

(3.146)

Por outro lado, multiplicando (3.21) pela mesma funcéo teste 6 e integrando o

(3.147)

para todo n € H}(2). De (3.146) e (3.147), podemos concluir que u;(0) = u;. Analogamente, temos que

* Passo 5: Solucdo Forte

¥¢(0)

=1 e ‘Pt(o) =

®1-
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Suponha, que os dados iniciais no problema aproximado (3.123)-(3.125) satisfazem a inclusdo

(uo, u1, %0, %1, o, 1) € Hi e que por outro lado, temos a convergéncia
(U’ga u71L7 wga dj?v Q@g, 90?11) — (u07 Uy, 1/’07 1/’17 ©o, 801) forte em g{l' (3148)

Ao substituir { por —u¢,, em (3.107), v por —);,,. em (3.108) e ¢ por —py,, em (3.109) e analogamente ao

célculo da energia, podemos agrupar algebricamente os termos e obtermos

—F" —|—a/ (W) + ()2 | dady = 0, (3.149)

2

onde o termo F" € similar ao da energia, novamente com mais uma derivada em relacdo ao tempo em suas

parcelas. Ou seja, definido por

p1 / / (uf,)? dady + ps / / (ufp)* dady + pa / / (upy)” dudy +
Q Q Q

+K //(1/1; + ) drdy + K//((p? + uzx)dedy + (3.150)
Q Q

De (3.149) concluimos que para todo ¢ € [0,7] e n € N, vale a desigualdade

F'rl (t)

+

_|_

t
t)+a / / |(W1) + (1)’ ] dadydt < C, (3.151)
0 Q

em que Co é uma contante positiva dependente dos dados iniciais, entretanto independente de ¢t e n. De
modo andlogo, se substituirmos ¢ por —uy, em (3.107), v por —4y, em (3.108) e ¢ por — ¢y, em (3.109),

e realizando novamente operagdes similares ao cdlculo da energia, concluimos que

—G” +a/ () + (o) }dxdy:(), (3.152)
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no qual o termo G™ também € similar ao da energia como uma de sua parcelas derivadas em relagdo a

variavel y, dessa forma definido por

G"(t) = p // (u?y)2 dzdy + po // (ufwy)2dxdy + p2 // (u?yy)2 dzdy +
) o o

+ K//(w;‘+u2y)2d:cdy+K//(go’;+u;;y)2dg;dy+ (3.153)
Q Q

D// ly+<pyy da:dy+D— // cpw dxdy.

Logo, de (3.152) concluimos que apara todon € Ne ¢t € [0, T, a desigualdade a seguir é vélida

+

) +a// () + (#h)7] dt < . (3.154)

0 Q

Portanto, de (3.151) e (3.154), concluimos que,

{u"} élimitadaem Lo (0,T; HA(Q) N HE())
{up} élimitadaem L (0,T;H?*(Q)NH(Q)),
{ym} élimitadaem L (0,T;H2(Q)), (3.155)
{vp} élimitadaem L (0,T; HL()),
{e"} élimitadaem L (0,7 HZ()) ,
{¢p} élimitadaem L (0,73 HL()),
estas limitagdes implicam em,

u™ = u fracaestrelaem L (0,T;H%(2)N H&(Q)) ,

ul' — u; fracaestrelaem L (0,7 H*(Q) N Hg (1)),

Y™ — 1 fracaestrelaem L> (0,7;H?(Q)), (3.156)

Y — py fracaestrelaem L
©" — ¢ fracaestrelaem L (0,T; HZ(Q

o — ¢y fracaestrelaem L (0,7 HL(Q
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e destas convergéncias concluimos que (u, u, 1, ¥4, @, ¢ ) € solugio forte e satisfaz
u € L*(0,T;H*(Q) N Hy(Q)), (3.157)
ug € L (O,T; H2(Q) N Hol(Q)) , (3.158)
Y € L™ (O,T; Hf(Q)), (3.159)
vy € L™ (O,T; Hj(Q)), (3.160)
¢ € L™ (0,T;HZ(Q)), (3.161)
¢ € L™ (0,T;HL(Q)), (3.162)

0 que demonstra o item (ii) do teorema. Resta-nos demonstrar a dependéncia continua das solucdes em

relagdo ao fato dos dados iniciais estarem em K.

Passo 6: Dependéncia Continua

Dadas duas solugdes fortes do problema (3.89)-(3.91), U(t) = (u, ut, ¥, ¥r, 0, 9t) €
V(t) = (ﬂa uita @a %7 ¢7 @) , com dados iniciais U(O) = (UOa Uy, ¢05 ¢17 ©0, @1)7
V(0) = (LTO, ut, %o, V1, Pos @) € J(; respectivamente. Assim, a func¢do descrita por

(W, Wy, 0,0, & &) = U(t) — V(t) satisfaz o sistema de equagdes

PiWi — piWiae — ptWiyy — K(¥ +W,)e — K(@+W,), = 0,
1-— 1

DUy — D0y, — D=L+ KW )+ W, = 0,
1-— 1

(3.163)

(3.164)

(3.165)

com dados iniciais (W (0), W% (0), ¥(0), ¥+(0),&(0),P:(0)) = U(0) — V(0). De modo andlogo ao feito na

andlise de energia, multiplicamos (3.163) por W, (3.164) por ¥, (3.165) por &; e integramos no intervalo

(0,L)
d
Z3(t) = —a // [(\Ift)2 + (4592] dedy, (3.166)
Q
onde o termo X(t) € a energia correspondente 2 U(t) — V() definido por
) = m / (Wo)? + pa / (Wia)? + po / (Wi)* + K/(\I: + W2+ (3.167)
Q Q Q Q
2 2 l—v 2
+ K [(@+W,)°+D [ (Y, +d,) +DT (U, — ;)"
Q Q Q
Solon Sampaio, J. L. PDM - UFPA



Capitulo 3. Boa-Colocagao 61

Integrando (3.166) sobre (0, t) temos que existe uma constante C > 0 tal que para algum ¢ € [0, T,

2(t) < Cr3(0), (3.168)

0 que no permite concluir que nas solugdes fortes ha uma dependéncia continua dos dados iniciais. Desse
modo, sabemos que a solugdo forte do problema (3.89)-(3.91) € tinica. Por outro lado, a dependéncia
continua e unicidade para solugdes fracas podem ser provada usando argumentos de densidade (desde
que, solucdes fracas sdo limites de solucdes fortes). Portanto, com a andlise acima, nds completamos a

demonstragdo do teorema.

3.5 Modelo de Corte

Similarmente as se¢Oes anteriores, trataremos um modelo proposto no primeiro capitulo, acrescido das con-
di¢des iniciais e de contorno, o modelo em questio consiste no Modelo de Corte (2.36)-(2.38), que neste momento

sera reescrito através de

prug — K +uz)e — K(p+uy)y, = 0, (3.169)

—Dtpye — Dl_Tywyy - DHTucpzy + K(p+uz) +otpy = 0, (3.170)
—Dypy, —Dl_Tywm —DHT”%erK(soJruyHa@t =0, (3.171)
UTast) = 6o (Dart) = plTast) = u(Tyt) = B(Tyet) = 9y (Tyt) = O, 3.172)
u(z,y,0) = up(z,y), ut(x,y,0) = ui(z,y), up(x,y,0) = uz(z,y), (3.173)

o(2,y,0) = @o(x,y), ¢i(x,9,0) = @i(z,y), (3.174)

w('xayao) :¢0(33;y)7 ¢('xay50) = wl(xvy) (3175)

Considerando os mesmos espacos de fase (3.103) e (3.104), podemos definir o que s@o solucdes fracas para

este problema.
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Definiciio 3.7. Dadas as condic¢des iniciais Uy = (ug, u1, ¥o, Y1, ®o, ¥1) € H, uma fungdo

U = (u,us, ¥, %, 0, 0¢) € C([0,T],H) é dita uma solugao fraca de (3.169)-(3.175) se para todo ¢ € [0, T]

D)+ K (g +,6) + K (g +9,G) =

0 3.176
P ¢ )
1—-v 1+
D(1/J:ml/m)+DT (1/’y>l/y)+DT (pysVz) + K (Y +ug,v) + a (¢, v) = 0, (3.177)
1—v 1+
D(“Pyaby)""_DT (‘Pa:aLa:>+DTM (wasaLy)+K(<p+uyab)+a<@t75) = 0, (3.178)
para todo, ¢ € H}(Q),v,c € HX(Q) e U(0) = Up.
Finalmente com esta defini¢@o pronta, partiremos ao enunciado do teorema.
Teorema 3.8. Dados os espacos de fase H em (3.103) e Hy em (3.104) e a condigdo inicial
Uo = (uo, u1, %o, ¥1, 0, p1) € H, temos que:
(i) se a condicdo inicial Uy € I, entdo o problema (3.169)-(3.175) tem uma solugdo fraca satisfazendo
u € L*(0,T;H)(Q)), (3.179)
uy € L% (O, T, H&(Q)) , (3.180)
v € L™ (O,T; Hj(Q)) , (3.181)
Y € L™(0,T;L3 (), (3.182)
p € L=l (O7 T; Hj(Q)) , (3.183)
o € L™(0,T;L2(Q)). (3.184)

(ii) se a condicdo inicial Uy € Hq, entdo o problema (3.169)-(3.175) tem uma unica solugdo forte satisfazendo

u € L*(0,T;H*(Q) N Hy(Q)), (3.185)
up € L (0,T; H(Q) N H (D)), (3.186)
v € L*(0,T;HXQ)), (3.187)
Y € L™ (0,T; HAQ)), (3.188)
¢ € L™(0,T; HX(Q)), (3.189)
o € L™ (0,T;HNQ)). (3.190)
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(iii) em ambos os casos, a solugdo U depende continuamente que os dados iniciais estejam em 3. Em particular,

o problema (3.169)-(3.175) tem uma tinica solugdo fraca.

Observe que na andlise do Modelo baseado na Inércia da Rotag@o, 0s termos —potize € —pP2Uttyy NA0 de-
sempenham papel crucial e sua auséncia ndo altera de forma significativa a demonstracdo. Estes termos sido o
diferencial entre o referido modelo (3.89)-(3.95) e o modelo denominado Modelo de Corte (3.169)-(3.175), dessa
forma, podemos afirmar que a demonstracdo da Boa-Colocacdo deste segundo é andloga a demonstracdo feita no

teorema anterior.
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Decaimento Exponencial das Solugoes

Apéds demonstrar a boa colocacdo do sistema, ainda resta uma propriedade importante a ser provada, o decai-
mento exponencial da solu¢ao do problema, para isto, faremos uma andlise baseada na ideia de R. Quintanilla [12],

aplicando o teorema de Hurwitz [5].

Teorema 4.1 (Teorema de Hurwitz). A condicdo necessdria e suficiente para os zeros do polinémio com coefici-

entes reais

f(x) :a0—|—a1$+...+anmn7 (aO >0)

ter toda a sua parte real negativa, é que os determinantes

A0 = a07A1 = a17A27A37 7An
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sdo todos positivos, para A > 1,

ay a3 as ... az2)—1
apg a2 Q4 ... as)—2
0 ay as ... as)—3
Ay = , (ar =0sek >n).
0 ap as ... a2)\—4
0 0 O ax

Demonstraremos o decaimento exponencial da solucdo do sistema de equacdes de Uflyand-Mindlin em sua
forma classica e na forma simplificada, concluiremos que a formulacdo classica necessita da igualdade de veloci-
dades para garantir o decaimento exponencial, mesmo resultado obtido por Campelo [4] quando fez a andlise via
método de energia e semigrupos. Por outro lado, o sistema simplificado obtém o referido decaimento sem nenhuma

relacdo de velocidades.

4.1 Uflyand-Mindlin com Dampings

Nesta primeira sec¢do trataremos o modelo cldssico de Uflyand-Mindlin. Para esta andlise, consideramos que as

fungdes do sistema podem ser reescritas pelas seguintes fungdes harmdnicas

u(z,y,t) = Aje? sin(n,)sin(nyy), (4.1)
Y(z,y,t) = Ase” cos(n,z)sin(nyy), 4.2)
o(z,y,t) = Asze“'sin(nyz) cos(nyy), (4.3)

dessa forma, o teorema a seguir demonstra o decaimento exponencial do referido sistema.

Teorema 4.2. O sistema Cldssico de Uflyand-Mindlin dado por (2.44)-(2.46) tem o decaimento exponencial, de-

corrente de que sua solugdes no formato de (4.1)-(4.3) estdo a esquerda da linha Re(z) = —¢, para e suficiente-

mente pequeno e a igualdade de velocidades pﬁl = p%.

Prova. Substituindo (4.1)-(4.3) no sistema (2.44)-(2.46), o torna

Ai[prw® + K(ns +m3)] + As[Kna] + As[Kn,] = 0, (4.4)
1 1
A1[Kns] + As[pow® + D(n3 +13) — D#ni + K 4 aw] + A3 [D%nzny] = 0, 4.5)
1 1
A [Kny) + AQ[D%WIM + As[pow® + D(n2 + 1) — D#ni +K+aw] = 0, (4.6)
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assim, fazendo os devidos célculos e simplifica¢cdes obtemos

W + C’5w5 + C’4w4 + 030.)3 + 02W2 + Ciw + Cy =0, “4.7)

em que os coeficientes C5, Cy, Cs, Co, C1 e Cj representam

Cs = 2d,
Cy = 2van® —vorn® + 2m + d* + vin?,
Cs = 2updn® — vodrn? + 2dm + 2v1dn?,
Cy = v%n4 — vgrn4 + 2v2m772 — UngT]2 +m? + 21)11)2774 — vlv27’774 + vlan + v1d2772,
Ch = 21)1v2d774 — 1)1’U2d7'774 + vldmn2,
Cy = vlvgnﬁ — vw%mG + vyvgmn?,
onde v; = p%’ Vg = p%, m = p%, n”=m2+n).r="4ted= . Entretanto, para utilizarmos o critério de

Routh-Hurwitz, devemos substituir w por x — €, dessa forma nossa equagao se torna

Lez® + Lsa® + Lya* + Ly + Lox® + Lyx + Lo = 0, (4.8)

considerando, para facilitar a escrita, Lg, L5, L4, L3, Ly, L € Ly como

L = 1,
Ls = (5 — 6e,

Ly = C4—5Cs¢+ 1562,

Ly = C5—4C4e + 10C5€e% — 20€3,

Ly = Oy —3C3¢+6C4€® — 10C5¢> + 15¢*,

Li = C) —2Cs¢+ 303> — 4C4€® + 5C5¢* — 66,
Ly = Co—Cre+ Coe® — O3> + Cye* — Cs€® + €.
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Para esta técnica, nos resta provar a positividade de Ag, A5, Ay, A3, Ao, A1 e Ag. Iniciando pela andlise de Ag
e sabendo que Ay = L temos

Ao = Ro6n° + Roan™ + Ro2n* + Roo, 4.9

com Rog = v1v3(1 —r) > 0, ou seja, se considerarmos 7 suficientemente grande garantimos a positividade de
, 2

Ap. A andlise seguinte serd a de A1, desde que

Ay = Ly = Ry 4n* + Ri2n* + R, (4.10)

onde Ry 4 = v1v2d(1 —7) — 2 (v3(1 — 7) + v1v2(2 — 7)) €, basta escolhermos 7 grande e € pequeno para garantir

que A; > 0. Assim sendo, trataremos agora do termo A, este termo é calculado por

L, L3
A2 = det = L1L2 — L0L37 (411)
Lo Lo

uma vez que, Ay = Ry gn® + Ra¢n® + Roan* + Ra2n® + Rap, ja que
Ry g = vivad(2 — 2r +r?) — 2[(1}% —02)(1—r)* - vf]e,

logo, para que As > 0, definimos 7 suficientemente grande e e suficientemente pequeno. Seguindo a ordem dos

indicies, vamos para o calculo de A3, este termo é determinado por

Ly Ls Ls
Az=det | Ly Ly L4 | =LiLaLs+ LoLiLs— L3Ly— LoL3, (4.12)
0 L Lj

o que o torna, Az = R310n'" + R38n° + R3.6n° + R3.an® + R32nm* + R3,0, com

Rsi0 = v?v%d%‘? + [US(T —2)(r — 1)2 — QUlvg(r — 1)(7“2 —2r+2) +

+ v (r—2)(r* — r +1) — 205v3r?] (2de — 4€%) (4.13)
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portanto, para e suficientemente pequeno e 7 suficientemente grande temos a positividade de A3. Considerando

agora o termo A4, desde que este termo pode ser determinado por

Ly Ly Ly O
Lo Ly Li Lg
0 L, Ly Ls
0 Lo Ly L4

A4 = det

LyLyLsLy+ LoLyLyLs + L3LoLg
= +LOL2L3L5 + LOL1L4L5 — L1L3L5 (414)
1212 — LoLiLaLe — LoL2Ls — L2L2,

e dessa forma A4 = R47127)12 + R4710?’]10 + R478778 + R476’I76 + R474’I74 + R472’I72 + R470, onde

Riiz = vfvsd® + [W§(r? =2r +2)(r — 1)® = 2003 (r = 2)(r = 1)(r* —r + 1) +

+ vy (rt — 43 + 602 — 41 +2)

4.2 2
+ vyv3T

| (—2de + 4€*) — 2vfvidr?e, (4.15)

entdo, escolhendo € e 1 adequados, temos que R4 12 > 0. Quando analisamos A5 que é dado por

A5 = det

Ly
Lg

Ls
Ly
Ly
Ly
0

Ls
Ly
Ls
Ly
Lo

0
Lg
Ly
Ly
Ls

0

0

0
Lg
Ly

, (4.16)

temos que, A5 = R5 120" + R5.10n'° + Rs58m° + Rs.6n° + Rs.4n* + Rs2n* + Rs 0, aonde podemos observar

que, R5 10 = —203 (v1 — v2)%(rva + v1 — v2)?(d — 2€)%7?¢, € este coeficiente ou é negativo ou € nulo. Para nosso

propdsito, este termo ndo pode ser negativo, ou seja, precisamos que este se anule. Para que este coeficiente seja

nulo necessitamos que v; = v2. Dessa forma, para garantir a positividade de As devemos observar Rs 19, que €

definido através de

Rs.10 = 0103 [vg (r — 1) + 01> d®mr? + O(€°), (4.17)
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observe que devido aos expoentes, este termo € positivo para e suficientemente pequeno, o que implica na positivi-

dade de As. Por ultimo, analisaremos o termo Ag dado por

Ly Ly Ly 0 O
Ly Ly Ly Lg¢ O
Ly Ls Ls O

0
A6:d€t
0 Ly Ly Ly Lg
0
0

= LeAs = As. (4.18)

o o o o o

0 Lo L3 Ls
0 0 Ly Ly Lg

Desde que ja provamos que A5 é positivo concluimos que Ag também € positivo. Demonstradas as positivida-
des de todos os lambdas concluimos que a solug@o do problema decai exponencialmente, quando satisfazemos a

igualdade de velocidades v; = vs. Realizando dessa forma, a demonstracao do teorema. |

4.2 Uflyand-Mindlin Simplificado

De modo andlogo ao que foi feito na primeira se¢ao deste capitulo, nesta se¢do aplicaremos o critério de Routh-
Hurwitz ao sistema de Uflyand-Mindlin simplificado similar a (2.16)-(2.18), entretanto acrescido de dampings da

seguinte maneira.

prig — K +1ug)e — K(o+u,), = 0, (4.19)
1—-v 14+v

—P2Utty — Dwmz - DT'LZJyy — DTQOmy + K(ll) + Um) —+ a?/}t = 0, (4.20)
1—v 1+v

_p2utty - D@yy - DT@:}M - DTd}wy + K(QD + uy) + apy = 07 (421)

Para este problema, podemos enunciar e provar o seguinte teorema.

Teorema 4.3. Para e suficientemente pequeno e sem nenhuma igualdade de velocidades, o sistema Uflyand-
Mindlin simplificado, descrito em (4.19)-(4.21) acrescido de dampings do tipo atrito tem suas solu¢des no formato

de (4.1)-(4.3) a esquerda da linha Re(z) = —e implicando em seu decaimento exponencial.
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Prova. Dessa forma, iniciamos substituindo as fun¢des constituintes do sistema (4.19)-(4.21) pelas func¢des har-

monicas (4.1)-(4.3), nesse sentido nosso sistema se torna

Arlp1w? + K(nZ + )] + Ao[Kn,] + As[Kn,] = 0, (422)
1+ 1+
A= panew® + Kng] + Ao[D(n2 +n2) — DT"ni + K 4 aw] + A3[DT"%%] = 0, (4.23)
14 14
Ai[=panyw? + Ky + As [DT“nwy] + A3[D(n3 + ) — DT"ni +K+au] = 0, (4.24)
de onde concluimos que apds algumas manipulagdes algébricas pode ser escrito como
C4w4 + ng3 + ng2 + Ciw + Cy =0, (4.25)
onde os coeficientes Cy, C1, Cs, C'5 e Cy representam
Cy d?,
Cs 209dn? — vodrn? + 2dm + vidn?,
Cy v§174 — U%rn4 + 2v2m172 — Ugmrn2 +m? + v1v2774 — U1U27”774 + vlmn2 + v1d2 2,
o 2v1v2dr]4 — vlv2drn4 + vldmn2,
Cy vvan® — vrvirn® + vy vemn?,
em que denotamos por v; = %, vy = %, m = %, n? = (n? —i—ng), r = HT“ e d = 2. Neste ponto, para

usarmos o critério de Routh-Hurwitz, devemos considerar w = x — ¢, dessa forma o problema passa a ser escrito

por
Lyx* + Lyx® + Lox® + Lz + Lo = 0, (4.26)

colocado dessa forma afim de simplificar a escrita, em que Ly, L3, Lo, L1 e Ly estdo representando

L4 = 047

L3 = 03 — 4046,

L2 = 02 — 3C3€ + 60462,

L1 = Cl - 2026 + 30362 — 40463,

Ly = Cyp—Cie+ 0262 — 0363 + 0464,
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a proxima etapa desta técnica consiste em provar a positividade de Ag, A1, Ao, A3 e A4. Novamente, iniciamos

analisando A( que é dado por Ay = Ly, em vista disso, este pode ser escrito como

Ao = Ro6n°® + Roan* + Roan* + Roo (4.27)

desde que Ry ¢ = v1v3(1—r), podemos garantir a positividade de A, para isso € suficiente escolhermos 7 grande.

O préximo passo consiste em analisar A; que representa Ay = L;, com efeito

A= Rl,4?74 + R1,2772 +Rip (4.28)

levando em consideragdo que Ry 4 = v1v2d(2—r) —2 [v3(1 — ) 4 viven*| € podemos concluir a positividade de
A1 se considerarmos e suficientemente pequeno e 7 suficientemente grande. O passo seguinte consiste em analisar

A5 que é calculado por
Ly L3
A2 = det = LlLQ - L()Lg7 (429)
Lo Ly
nesse sentido temos que Ay = Rogn® + Ro¢n® + Roun® + Raoan® 4+ Ra, considerando o fato de Ry g =
viv3d(1 — r)? — 2(v1 + v2)?v3(r — 1)2¢, para 7 suficientemente grande e ¢ suficientemente pequeno temos que

A5 > 0. Seguindo novamente a ordem nos indicies, a seguir analisamos A3 que é determinado por

Ly Ly 0
Az=det | Ly L, Ly | =LiLaLs— LiLy— LoL3, (4.30)
0 L Ls

assim sendo, A3 = R3 10n'%+ R sn®+ Rs 61°+ R3.4n* + R3 2n°+ R3 o onde R3 19 = v3v3 v + v2(2 — )] d*+
203 (v1 + v2)? [v2(2 — 1) — v1]d(1 — )% e portanto Az > 0 quando escolhemos ¢ suficientemente pequeno e 7

suficientemente grande. Por fim, analisamos A4 que é definido como

Ly Ls 0 0
Lo L, Ly O

Ay=det | 0 72 ™ — LuAs = d?As, 431)
0 L, Ls 0

0 Lo L L4

assim quando garantimos a positividade de A3 automaticamente garantimos a positividade de A4. Portanto desde
que provamos que A; > 0 parai = 1,2, 3,4, sem a necessidade de nenhum critério, entdo o sistema tem decresci-

mento na forma exponencial de modo incondicional. |
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4.3 Modelo Baseado na Inércia de Inclinacao

Nesta secao aplicaremos o critério de Routh-Hurwitz ao Modelo Baseado na Inércia de Inclinagdo (2.26)-(2.28),
acrescido de dampings do tipo atrito, de modo similar ao que foi feito nas duas primeiras se¢des, entretanto neste
caso o resultado foi inconclusivo, pois algumas positividades da técnica ndo sio garantidas, ou seja, através desse
critério ndo temos como garantir o decaimento € exponencial, entretanto isso nao implica o contrdrio, ou seja, o

decaimento exponencial pode ou ndo ocorrer. O sistema ser trabalhado nesta sec¢do é dado por,

P1Utt — P2Uttxx — P2Uttyy — K(w + ua:)a: - K(SD + uy)y = 0, (4.32)
1- 1+
~Dy = D=y, - D, + K+ us) 4oty = 0, (4.33)
1—p 14+p
—Dgyy — DT‘PM - Dway + K(p+uy) +apy = 0, (4.34)

Como definido pela técnica, iniciamos substituindo as fungdes harmdnicas (4.1)-(4.3) no lugar das funcgdes

constituintes do sistema (4.32)-(4.34)

Arlp1w? + pa(ni + mo)w® + K (7 4+ n,)] + Ao [Kn,] + As[Kn,] = 0, (4.35)
1+ 1+
ALK ] + Ao[D(n2 +n2) — DT“nf, + K +aw] + A [DTunIny] -0 (4.36)
1+ 1+
A [Kn,] + As [DT"W%] + As[D(n3 +n;) — DT“ni +K+aw] = 0, (4.37)
assim, apds algumas manipulacdes algébricas o sistema pode ser escrito como
Cyw?* + C5w® + Cow?® + Crw + Cy = 0, (4.38)
onde os coeficientes Cy, C1, Cs, C3 e C4 representam
Cy = d% + dldzﬂz,
Cg = 7)2(12(2 — 7’)772 + 2d2m2 + ’Ugdl (2 — 7’)7}4 =+ 21)1d21’]2,
Cy = v%(l — 7“)774 +va(2 — r)mn2 + m% + vamy (1l — 7")776 + v1v2(2 — r)n4 + vyman® + v1d§n2,
C1 = viv2da(2 —r)n* + videman?,
Co = wvi1v3(1—7)n°+vivaman?,
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em que denotamos por v; = [%,1)2 =L m =L my,=£ 772: (773+77§),7’: H%,dl = X edy = &,

p2’ P1 p2’ P1 P2
Neste ponto, devemos aplicar novamente o critério de Routh-Hurwitz, para tal, vamos considerar w = = — ¢, e

assim o problema passa a ser escrito por
Lya* + Lsa® + Lo + Liz + Ly = 0, (4.39)

colocado dessa forma afim de simplificar a escrita, em que L4, L3, Lo, L1 € Lg estdo representando

Ly = Cy,

Ly = C3—4C4e,

Ly = Cy—3Cs¢+6Cse’,

Ly = Oy —2C5 +3C5¢% — 4C4€3,

Ly = Cy— Cie+ Coe? — Cye® + Cyeél,

a proxima etapa desta técnica seria provar a positividade de Ag, A1, A2, A5 e A4. Conseguimos provar a positivi-

dade de Ag que é dada por Ay = Ly, ou seja,
Ao = Ron® + Roan* + Roan* + Roo (4.40)
desde que Rp g = v1v3(1 — ) + vamy (1 — 7)€, podemos garantir a positividade de A, para isso € suficiente

escolhermos 7 grande. Em seguida analisamos A; e neste temos o caso qgem que a positividade ndo é garantida,

pois desde que representa A; = L, temos

Ay = Ri6n° + Rian® + Rion* + Rao (4.41)

em que Ry g = —2vamy(1 — r)e, como este é o termo dominante, ndo podemos garantir sua positividade e de

modo similar ocorre em Ao, A3z e Ay, ou seja esta técnica ndo é adequada para este problema.
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4.4 Modelo de Corte

O ultimo modelo trabalhado € o Modelo de Corte (2.36)-(2.38) que a inclusdo novamente de damping do tipo

atrito o transformando no sistema.

pruge — K +ug)e — K(p +uy)y = 0,
1—v 1+v

—Dt)yy — DTwyu - DT@wy +K<'(/J +Uw) +aoyy = 0,
1—v 1+v

—Dpyy — DT‘wa - Dway + K(‘P + uy) +ap; = 0.

(4.42)

(4.43)

(4.44)

Entretanto neste ocorre 0 mesmo que no modelo trabalhado na secdo anterior, ndo ha a garantia da positividade

e por consequéncia, no hé a garantia do decaimento exponencial da solucdo. Mesmo assim apresentaremos aonde

a técnica falha.

Novamente iniciamos substituindo as func¢des constituintes do sistema (4.42)-(4.44) pelas fun¢des harmdnicas

(4.1)-(4.3), nesse sentido nosso sistema se torna

Ar[prw® + K (g +m)] + A2[Kna] + As[Kn,] 0, (4.45)
14 14
A[Kns] + As[D(02 + %) = D—F + K + aw] + As[D—Fnam)] = 0, (4.46)
L+ 1+
Ay[Kn,] + Ay [DT“nzny] + As[D(n2 +n3) — DT“ni + K + aw] 0, (4.47)
desse modo, concluimos que o sistema pode ser escrito como
C’4w4 + ng3 + Czw2 + C’lw + CO = 0, (448)
onde os coeficientes Cy, C1, Cs, C3 e Cy representam
CV4 = p1a27
C3 = pDa2 -1’ +2pKa,
Cy = pmD*(A=r)n* + KD —r)n’ + p1 K* + Ko,
C, = KDa2-rn*+ K2an?,
Co = KD*(1-r)n°+ K*Dn*.
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Para aplicarmos o critério de Routh-Hurwitz, devemos considerar w = x — €, dessa forma o problema passa a
ser escrito por

Lyz* + Laa® + Lox? + Lz + Ly = 0, (4.49)

em que Ly, L3, Lo, L e Lo calculados através de,

Ly = Cy,

Ly = C3—4C4e,

Ly = Cy—3C3e+6Cye?,

Ly = Oy —2C5 + 3C5¢% — 4C4€3,

Ly = Co—Cie+ Coe® — C36® 4 Cyé,

provar a positividade de Ay, A1, A, A3 e Ay é a proxima etapa desta técnica. Iniciando sempre com a andlise de
AO = LO’
Ao = Ro6n° + Roan® + Roan* + Roo (4.50)

do fato de que Ry ¢ = KD?(1 — ), a positividade de A é garantida, desde que escolhamos 7) grande. A préxima

analise é do termo A; que dado por A; = L4,
Ay = Rian® + Ri2n® + R (4.51)

levando em consideragio que Ry 4 = KDa(2 —1) — 2 [p1 D?(1 — r)] € também concluimos a positividade de A;
se considerarmos 7 suficientemente grande e e suficientemente pequeno. O passo seguinte consiste em analisar Ao
que ¢ calculado por
Ly L3
A2 = det = LlLQ — L()Lg,7 (452)
Ly Lo
desse modo temos que Ay = R 7% + Ra ¢1° + R2.4n* + Ra2n? + Ra,, 0 problema estd em que considerando o
fato de Ro s = —2p?D*(1 — r)%¢, e que consideramos anteriormente 7 suficientemente grande ndo temos garantia

de que A2 > 0. Este problema voltaria se repetir em A3 e A4. Portanto novamente a técnica ndo foi adequada a

esta situagdo.
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CAPITULO D

Conclusao

Os resultados demonstrados neste trabalho refor¢am que os modelos bidimensionais truncados (Simplificado,
Baseado na Inércia de Inclinagdo e o modelo de Corte) apresentam vantagens em relagdo ao modelo cldssico
na questdo da andlise espectral, pois conseguem espectros consistentes fisicamente sem nenhuma necessidade de

relacdo entre coeficientes ou a presenga de damping.

Quanto ao ambito dos sistemas serem bem postos, todos apresentam equivaléncia de condi¢des, todos sdo bem

postos, ou seja ha a unicidade de solugdes fracas e fortes em todos.

Por outro lado, observamos no ultimo capitulo que o Modelo Simplificado tem sempre o decaimento expo-
nencial da energia ao considerarmos dampings do tipo atrito nas segunda e terceira equagdes, vantagem sobre o
modelo cldssico que para obter tal propriedade € necessdria uma relacdo nao-pratica para obter o referido decai-
mento. Entretanto, nos outros dois modelos abordados neste trabalho nao foi possivel chegar a nenhuma conclusio

sobre o decaimento da energia, visto que nestes casos 0 método de Routh-Hurwitz foi inconclusivo.

Por fim, destacamos que dos modelos trabalhados nesta tese, o modelo que apresentou melhor comportamento é
o modelo denominado simplificado gerado a partir das hipdteses de Elishakoff, pois este apresenta espectros de ve-
locidade com comportamento completamente fisicos, além disso € um sistema bem-posto e que tem o decaimento

exponencial sobre quaisquer condigdes.
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