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UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA

Resumo

Instituto de Ciéncias Exatas e Naturais

Programa de Doutorado em Matematica

Resultados de estabilidade e tratamento numérico de sistemas termoeldsticos

por Ronald Cardoso Barbosa

Nesta tese consideramos dois problemas termoeldsticos distintos. O primeiro trata de um sistema
constituido de duas equagdes da onda conectadas em paralelo e acopladas a equagdo do calor, gover-
nada pela lei de Fourier. O segundo trata de um sistema termoelastico poroso com microtemperatura
e sem temperatura, governado pela lei de Lord-Shulman. Para o primeiro problema provamos a boa
colocacdo, o decaimento exponencial do semigrupo e estudamos a sua versdo semidiscreta e total-
mente discreta usando o método de diferencas finitas. Em diferencas finitas semidiscretas provamos
o decaimento exponencial usando o método da energia e no caso totalmente discreto, constatamos o
decaimento exponencial através de simulagdes numéricas que garantem tal comportamento. J4 para o
segundo problema, provamos a boa colocacdo, o decaimento exponencial, a falta de decaimento expo-
nencial e o decaimento polinomial do semigrupo dependendo de uma condigdo entre os coeficientes

do sistema.

Palavras-Chave: Sistemas termoeldsticos, semigrupos, boa colocagdo, decaimento exponencial, dife-

rengas finitas, decaimento polinomial.
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Abstract
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Stability results and numerical treatment of thermoelastic systems

by Ronald Cardoso Barbosa

In this thesis we consider two distinct thermoelastic problems. The first deals with a system consis-
ting of two wave equations connected in parallel and coupled to the heat equation, governed by Fou-
rier’s law. The second deals with a porous thermoelastic system with microtemperature and without
temperature, governed by the Lord-Shulman law. For the first problem we prove the good collocation,
the exponential decay of the semigroup and we study its semidiscrete and totally discrete version using
the finite difference method. In semidiscrete finite differences we prove the exponential decay using
the energy method and in the totally discrete case, we verify the exponential decay through numerical
simulations that guarantee such behavior. For the second problem, we prove the good placement, the
exponential decay, the lack of exponential decay and the polynomial decay of the semigroup depending

on a condition between the system coefficients.

Keywords: Thermoelastic systems, semigroups, well-posedness, exponential decay, finite differen-

ces, polynomial decay.
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CAPITULO 1

Introducao

1.1 Considerac¢des gerais e motivacoes

Nesta tese estudamos as propriedades de estabilizagdo de sistemas termoeldsticos governados pela te-
oria da termoelasticidade linear de Biot [1]. Iniciamos com o estudo de um sistema termoelastico de
ondas conectadas em paralelo, onde os efeitos térmicos sdo acoplados pelo laplaciano da temperatura.
Posteriormente, estudamos um sistema termoeldstico poroso com microtemperatura e sem tempera-
tura baseado na teoria da termoelastidade generalizada de Lord-Shulman [2]. Para motivar os proble-
mas estudados, fazemos um breve comentdrio sobre algumas teorias termomecanicas e apresentamos

alguns trabalhos classicos da literatura.

A termomecanica estuda a deformagdo de corpos submetidos a carregamentos térmicos e mecanicos.
Provavelmente, o seu estudo teve inicio com o trabalho de Duhamel [3], onde se considera que ape-
nas a temperatura participa da resposta mecanica da estrutura, ou seja, as deformagdes do corpo nao
influenciariam a temperatura da estrutura. Por conta disso, esta teoria ficou conhecida como teoria da
termoelasticidade desacoplada. Porém, ha uma desacordo com observacgdes fisicas, pois experimentos ci-
entificos mostraram que a temperatura é influenciada pela deformagdo do corpo. Nesta dire¢do, foi
apresentado em Biot [1], uma nova teoria da termoelasticidade que acopla em termos da deformacao

e do fluxo de calor, as partes térmica e mecanica da estrutura. Esta teoria ficou conhecida com teoria
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cldssica da termoelasticidade acoplada. As equagdes dindmicas sdo dadas por

2
%Tx;v — AW — (A 4+ p)Vdivw + aVl = 0,
(1.1)
00 . Oow
E—VAQ—FﬂdIVE —07

onde w é o campo de deslocamente, § a temperatura e A, i, v, o, 3 sdo constantes fisicas.

Um ponto que chama atengdo, é o fato da distribuicdo de temperatura no interior do corpo ser

proveniente da lei de Fourier [4], i.e.,

onde q representa o fluxo de calor, £ > 0 a constante de condutividade térmica e V# o gradiente
de temperatura. Esta equagdo nos diz que o gradiente de temperatura atuando em um ponto x no
instante ¢, causa um fluxo de calor no mesmo instante ¢. Por conta disso, a equagdo parabdlica (1.1),,
apresenta uma inconsisténcia fisica conhecida como velocidade infinita de propagacdo do calor, que
estd em desacordo com experimento fisicos. Onsage [5] foi um dos primeiros a chamar atencao para
este problema. Ele observou que a lei de Fourier poderia ser apenas uma aproximacdo que ignora o
tempo necessdrio para a aceleragdo do fluxo de calor, em outras palavras, ele estd afirmando que a
inércia ndo foi considerada na lei de Fourier. Desta forma, uma das principais falhas da lei de Fourier
foi observada, ou seja, um aumento imediato do fluxo de calor em todo o corpo. Para resolver esse
problema, Cattaneo [6] derivou uma nova equacao para relacionar o fluxo de calor e a temperatura. Ele
introduziu ao fluxo de calor o tempo de relaxagdo térmica 7, > 0, que é intrinseco do material, ou seja,

o fluxo de calor é dado por
q(z,t+ 1) = —kVO(z,1). (1.3)

Nesta equagdo o gradiente de temperatura atuando em um ponto x no instante ¢, causa um fluxo de
calor no instante posterior a ¢ + 7. Usando uma expansdo em série de Taylor e um truncamento na

derivada de primeira ordem, obtemos a lei de Cattaneo

2 92 383

B oq 75 0°q 75 0°q 75 0'q B
q(I,t+ 7’0) = fl(l‘,t) + Tog(ﬁ,t) + Eﬁ(z,t) + gﬁ(z,t) + Im(x,t) + o= —kVQ(m,t), (14)
truncamento
ou seja,
9q
q(x,t) + Toa(l’,t) = —kVH(x,t) (15)

Barbosa, R. C. PDM-UFPA
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Consequentemente, ao usarmos a lei da conservacdo de energia, obtemos a equacao hiperbolica para a

propagacao ondulatéria do calor dada por

a9
(1 + 70&) S — kA8 =0, (1.6)

Desta forma, o problema da velocidade infinita de propagagdo do calor foi resolvido no contexto da ter-
modinamica. Porém, o problema continuou em aberto no contexto da termomecanica até o surgimento

da teoria da termoelasticidade generalizada de Lord—Schulman [2].

A teoria da termoelasticidade generalizada de Lord—Schulman [2], modifica a teoria cldssica da termoelas-
ticidade acoplada ao considerar o fluxo de calor (1.5) idealizado por Cattaneo. Com isso, o sistema (1.1) é

transformado em

2
E;_;v — pAW — (A + p)Vdivw + aVe = 0,
1.7)
0\ 00 oy, Oow
<I—|— 7'0@)5 —vAf -+ (I + 67’05)(11VE =0.

Assim, a velocidade finita de propagagao do calor também foi estendida para a termomecanica.

A partir do trabalho de Grot [7], o interesse por estudos relacionados a termodindmica de microes-
truturas cresceu bastante (ver e.g., [8-13]) . A termodindmica de microestruturas estabelecida em [7],
baseia-se nas leis de equilibrio para estender a termodindmica do continuo para materiais eldsticos com
microestrutura, supondo que os microelementos além sofrerem microdeformacgdes, possuem tempera-
turas diferentes. Para descrever este fendmeno foi introduzido o conceito de microtemperaturas. Grot
[7] também destaca que se as deformagdes forem desprezadas e uma aproximacao linear for conside-
rada, obtém-se uma teoria de conducdo de calor para materiais com microestrutura, onde a tempera-

tura 7' e microtemperatura 6 estdo acopladas pelo sistema

c%—f — koVPT — 11V - 0 — poh = 0,
(1.8)
00 ,
“or T kV70 — (kg + 15)V(V - 0) + k3 VT + k0 4 popr = 0.

Ap6s um breve comentario acerda das teorias termoelésticas, estamos em condi¢des de apresentar

os problemas estudados nesta tese.

Barbosa, R. C. PDM-UFPA
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1.2 Problemas Propostos

Apresentamos os dois problemas termoeldsticos que estadamos nesta tese. O primeiro trata-se de um
sistema de ondas conectadas em paralelo e acopladas a equagédo do calor, governada pela lei de Fourier.
O segundo trata-se de um sistema termoeldstido com microtemperatura e sem temperatura, governado

pela lei de Lord-Shulman.

1.2.1 Sistema de ondas termoeldsticas conectadas em paralelo

Realizamos um estudo tedrico e numérico relacionado a estabiliza¢do exponencial de um sistema pa-

rabdlico-hiperbélico fortemente acoplado a equagéo do calor dado por

Uy — Uz + @(u—0) +yu, =0 em (0,1) x (0,00),
Uyt — Vg + (v —u) + 00, =0 em (0,1) x (0,00), (1.9)
by — kO + Py =0 em (0,1) x (0,00),

sujeito as condi¢des de contorno de Dirichlet homogéneas
u(0,t) = u(l,t) =v(0,t) =v(l,t) =0(0,t) =0(l,t) =0, t>0, (1.10)
e condi¢des iniciais
u(z,0) = ug(x), w(z,0) = uy(x), v(z,0) =vo(x), ve(z,0) = v1(x), O(x,0) = 6by(z), =€ (0,1), (1.11)

onde as constantes «, v, ¢, k sdo positivas e §, 5 possuem o mesmo sinal.

O funcional energia associado ao sistema (1.9)-(1.11) é dado por

1 1 1 1 Q@ co
B = gl + ol® + Sl + s P+ 5 o= ol + 5516 (112
e obedece a taxa de variacdo
d ko
EE(t) = _EHQMHQ —v|Jw|®*, paratodo t>0. (1.13)

Consequentemente E(t) decai ao longo do tempo ¢.

O modelo (1.9)-(1.11) descreve um sistema de equagdes de ondas conectadas em paralelo e aco-
pladas com a equagdo de difusdo do calor, governada pela lei de Fourier. As fungdes u = u(x,t) e

v = v(z,t) denotam os deslocamentos de dois sistemas continuos unidimensionais simples e § = 0(z, t)

Barbosa, R. C. PDM-UFPA



Capitulo 1. Introducao 5

denota a temperatura. Os modelos unidimensionais simples conectados em paralelo, geralmente sdo
usados para representarem sistemas continuos complexos em dimensdes maiores, como por exemplo,

um sistema s6lido duplo conectado elasticamente por uma camada elastica de Winkler [14-17].

A supressdo das vibragdes em estruturas mecanicas é um dos assuntos centrais tratados nas enge-
nharias, e o estudo dos controles 6timos para a absorgao das vibragdes é de grande interesse. Neste con-
texto, muitos pesquisadores investigaram a boa colocagdo e a estabilizagdo exponencial das solugdes
de sistemas termoeldsticos cldssicos, constituidos de uma tnica equagdo da onda [18-25]. Dafermos
[18], provavelmente tenha sido o primeiro a estudar o sistema termoelastico cldssico para materiais
anisotrépicos ndo homogéneos. Ele provou a existéncia de uma tnica solugdo que é diferenciavel e
assintoticamente estdvel com o tempo tendendo ao infinito. Em [22] Slemrod derivou um sistema ter-
moeldstico ndo linear e usou o método de Faedo-Galerkin para provar a existéncia de solugdo local e
global. Em particular, ele provou que a energia do problema linear associado, decai exponencialmente
com o tempo tendendo ao infinito. Em [19] Mufioz Rivera usou o método da energia para provar o de-
caimento exponencial da energia do sistema termoelastico. Logo depois, Racke et al. [20] estenderam
os resultados de Mufioz Rivera para sistemas termoeldsticos ndo lineares. Diferentemente dos traba-
lhos anteriores, que usaram o método da energia para provarem o decaimento exponencial de sistemas
termoeldsticos, Liu e Zheng [25] usaram a teoria de semigrupos de operadores lineares para provarem

que o sistema termoeldstico é exponencialmente estavel.

Ao contrério da literatura anterior, que estuda uma tinica equagdo da onda acoplada a equagdo do
calor por meio do gradiente da temperatura, o sistema (1.9)-(1.11) é constituido de duas equagdes da
onda conectadas por uma camada eléstica de Winkler e acopladas a equacdo do calor por meio do la-
placiano da temperatura. A motivagdo para o acoplamento térmico vem das equagdes governantes dos
campos de deslocamento w e da temperatura ¢, provenientes da teoria da termoelasticidade linear de
Biot [1] ap6s uma mudanga de varidvel padrdo (ver (1.15)). Mais precisamente, as equagdes dindmicas

da teoria da termoelasticidade linear sdo dadas por

‘{wﬁ—qu—(A+MVde+ﬁV9:Q 114)

Qt — VA6l +6d1VWt = O,

onde as constantes ), y, v sdo positivas e d, f possuem o mesmo sinal. Definindo v := curlw, v := divw

e ¢? := X\ + 24, o sistema (1.14) transforma-se no sistema termoeldastico fortemente acoplado dado por

{u“—&Au+5A9:o, 115)

Gt —VA9+6U13 = 0,

seguido do sistema diagonal de equagdes da onda dado por v, — pAv = 0.

Barbosa, R. C. PDM-UFPA
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Em [26] Lebeau e Zuazua estudaram as propriedades da controlabilidade do sistema (1.15) quando
o controle atua somente na equagdo hiperbédlica (ou parabdlica) e tem seu suporte restrito a um sub-
conjunto aberto de uma variedade Riemanniana. Os autores provaram que, se o tempo de controle e o
suporte de controle satisfazem a condicdo de controle geométrico para a equagdo da onda, entdo este

sistema termoeléstico é nulo controlavel.

Por outro lado, o acoplamento eldstico motivado pelas camadas de Winkler também foi estudado
em Najafi et al. [27-30], Almeida Jtnior et al. [31] além de Freitas et al. [32]. No trabalho de Najafi [29],

encontramos o sistema de ondas conectadas em paralelo dado por

{ U — QUizy + (u —v) + Blue — ve) + g1(we) + fi(u,v) =0, (1.16)

Vit — Co0ze + (v — u) + B(vy — ug) + go(ug) + fo(u,v) = 0.

Considerando condi¢des de contorno mista, o autor provou que a solucgdo de (1.16) (com ¢; = g, = 0
e fi = fo = 0) decai exponencialmente. Em contrapartida, para condigdes de contorno de Dirichlet
homogeénea, foi necessario adotar velocidades de onda diferentes (¢; # c;) para obter o decaimento
exponencial da energia do sistema. Najafi usou a abordagem do dominio da frequéncia e métodos
espectrais para obter esses resultados. Também foram apresentadas simula¢des numéricas que estdo
de acordo com os resultados analiticos obtidos. Por outro lado, Almeida Juanior et al. [31] consideraram
o sistema (1.16) com g1 = g2 =0, fi = fo =0, ¢c1 = ¢ = 1 e § = 0. Eles provaram uma estimativa de
observabilidade para o problema conservativo e trataram das questdes da observabilidade uniforme
com rela¢do ao pardmetro de malha h, para uma semidiscretizacdo de diferencas finitas. Recentemente
Freitas et al. [32] estudaram o sistema nédo linear dado em (1.16) com 5 = 0. Dentre os resultados
apresentados, eles provaram que a solugdo (u®,v*) do sistema convergem com o — oo para a solugdo

(u,u), onde u é a solugdo de uma tinica equagdo da onda néo linear.

Uma ferramenta que tem sido amplamente usada para explicitar as solu¢des aproximadas e pro-
priedades qualitativas de modelos tedricos, sdo os métodos numéricos [33-35]. Quando se trata de
problemas termoeldsticos que envolvem o acoplamento entre equagdes parabdlicas e hiperbdlicas, até
mesmo em dominios unidimensionais, o0 método de elementos finitos (MEF) é o mais usado para dis-
cretizar a varidvel espacial [36-38]. Isso ocorre porque o MEF possui a vantagem de agir diretamente
na formulagdo variacional do problema. Enquanto que o método de diferencas finitas (MDF), atua
nas equagdes diferenciais parciais (EDPs) do problema. Por conta disso, surgem dificuldades que sao
intrinsecas do MDF, ainda mais quando estamos lidando com um sistema parabdlico-hiperbdlico aco-
plado. As principais dificuldades sdo: escolher adequadamente as férmulas de diferencas finitas para
aproximagdo das derivadas de primeira ordem, lidar com as condi¢des de contorno discretas, provar
leis de balango de energia discreta, etc. No que diz respeito ao MDF, outras questdes também nédo sdo

simples de serem analisadas. Em particular, a convergéncia da solugdo aproximada para a solugdo exata

Barbosa, R. C. PDM-UFPA
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em sistemas de EDPs parabdlico-hiperbdlicas é uma delas, pois requer que o dominio numérico de de-
pendéncia contenha o dominio matemético de dependéncia. Esse quesito é conhecido como condic¢do

CFL (Courant-Friedrichs-Levy) [39], que esta intrinsecamente ligada a estabilidade do MDEFE.

1.2.2 Sistema termoelastico poroso com a lei de Lord-Shulman

Estudamos as condigdes necessarias e suficientes para estabelecermos o decaimento exponencial ou
polinomial de um sistema termoeléstico poroso com microtemperatura em sem temperatura. O efeito

térmico estd baseado na lei de Lord-Shulman e o sistema é dado por

Pollyy — gy — b, =0 em (0,1) x (0,00),
PoROu — Qpry + by + 0+ d(0, + T00,) =0 em  (0,1) x (0,00), (1.17)
bo(et -+ T(]ett) — /iggxx + d¢:pt + fige =0 em (0, l) X (O, OO)7

onde u = u(x,t) representa o deslocamento do material sélido elastico, ¢ = ¢(x,t) a fragdo volumétrica

e 0 = 0(z,t) microtemperatura. Os coeficientes constitutivos acima satisfazem

po>0, >0 x>0 a>0 &>0, b#0,
d#0, 75>0, by>0, ky>0, rk3>0, p&>>n

As condigdes iniciais sdo dadas por

u(xa 0) = U()(l'), ut(xv()) = ul(x)v (b(.i?, 0) = ¢0<£I?), VIS (0>l>7
Or(2,0) = ¢1(x), O(x,0) =6by(x), 6Oi(z,0)=0(x), z€(0,1), (1.18)

e as condigdes de contorno por

w(0,8) = u(l,t) = 6o (0,8) = du(l,£) = 0(0,8) = O(1,t) =0, > 0. (1.19)

O funcional energia associado ao sistema (1.17)—(1.19) é dado por

2

b
£(t) = POHUtHQJrPoHH@HQJF(M—bQ/f)HUxH2+OéH¢xHQ+H%Uﬁ\/545

+0 |0 + T00:||* + Kal|0]1* + K3Tol|0]]? (1.20)

e obedece a taxa de variacdo

d
ag(t) = _KQHQJ;H%Q - I{3||0||%2, para todo ¢ > 0. (121)
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Portanto £(t) decai ao longo do tempo ¢.

Antes de analisarmos o problema de (1.17)—(1.19), veremos alguns trabalhos importantes no contexto
da microtemperatura em sistemas unidimensionais. Iniciamos nossa discussao com trabalho de Casas
& Quintanilla [40], onde os autores consideraram o sistema com temperatura e microtemperatura dado

por

Pl — P Uy — by + B0, = 0,

JOt — QOry + buy + §0 + dw, — mb = 0,
cly — kOry + yug + Ly — k1w, =0,

0wy — kjWee + Aot + K30, + Kow =0,

(1.22)

com u = u(z,t) representando o deslocamento do material sélido eldstico, ¢ = ¢(x,t) a fracdo vo-
lumétrica, 0 = 6(x,t) a temperatura e w = w(z,t) a microtemperatura. Eles usaram a teoria de semi-
grupo, mais precisamente os argumentos propostos por Liu & Zheng [41] para provarem o decaimento
exponencial do sistema. Posteriormente Magafia & Quintanilla [42], estudaram o sistema com micro-

temperatura e sem temperatura dado por

PUty — UUgy — b¢:c — YUzt = 07

aw; — KWy + ddgy + kow = 0.

Eles provaram que a viscoelasticidade em conjunto com a microtemperatura (i.e., 7 = 0) sdo capazes de
produzir o decaimento exponencial do sistema (1.23). Enquanto que a viscoporosidade atuando com a
microtemperatura (i.e., v = 0) produzem um decaimento lento se, Ji — dp # 0. Nesta dire¢do, Santos et
al. [43] complementaram o resultado provando que o sistema (1.23) com v = 0, decai exponencialmente

se, e somente se, Ju — ép = 0. Porém, decai polinomialmente com taxa 6tima se Ju — ép # 0.

Nas tltimas décadas com o surgimento de materiais em microescala, o estudo de microestruturas
com microtemperaturas tem estado em evidéncia [40, 44-52]. Porém quando olhamos para as equagoes
da temperatura e da microtemperatura, observamos que as equagdes térmicas sdo provenientes da lei
de Fourier, e portanto obtemos a inconsisténcia fisica da velocidade infinita de propagacao do calor.
Logo, é natural introduzir também, um parametro de relaxacdo térmica na microtemperatura. Nesse
sentido, Bazarra et al. [53], consideram a teoria termoeldstica de Lord-Shulman atuando num pro-
blema poroelastico com temperatura e microtemperatura. A novidade proposta foi introduzir o mesmo
parametro de relaxagdo 7, > 0, tanto na temperatura quanto na microtemperatura. Dentre os varios

resultados apresentados estdo, a boa colocagdo do sistema e o decaimento exponencial do sistema dado

Barbosa, R. C. PDM-UFPA
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por

Polst — fillpy — by + Bo(Te + 10T0t) = 0,

PoRGit — APy + by + P + d(0y + To02) — Bi(T + 70T;) = 0,
ao(Ty + 10Th) — kTow + Botlar + Br1y — k16, = 0,

bo(0; + To0s) — Kobpe + dpuy + K30 + k1T, = 0,

(1.24)

onde u = u(z,t) é o deslocamento, ¢ = ¢(z,t) é a fragdo volumétrica, ' = T'(z,t) é a temperatura e

0 = 0(z,t) denota a microtemperatura.

A motivagdo para estudar o problema (1.17) vem do sistema (1.24), quando desprezamos a ac¢do da
temperatura (adotando 3y = 51 = k1 = 0) e ficamos apenas com os efeitos térmicos da microtempera-

tura.

Um dos principais interesses no estudo de sistemas dissipativos, diz respeito a procura por condi¢des
minimas para se obter o decaimento exponencial. Neste contexto, surge a procura por condi¢des ne-
cessdrias e suficientes para se obter o decaimento exponencial de sistemas fracamente dissipativos. Em

[54] Soufyane provou que

b
AR S (1.25)
pP1 P2

é a condicdo necessdria e suficeinte para se obter a estabilidade exponencial do sistema de vigas de Ti-
moshenko. Depois, Mufioz Rivera & Racke [55] mostraram que a condigdo (1.25) também é necessaria
e suficiente para estabelecer o decaimento exponencial de um sistema de vigas de Timoshenko acopla-
das a equacgdo do calor, governada pela lei de Fourier. Em seguida, Quintanilla [56] mostrou que nao
se pode obter o decaimento exponencial uniforme das solugdes do sistema poroeléstico se ov — px # 0.

Posteriormente, Santos et al. [57] complementaram o resultado de Quintanilla provando que
J—puk =0, (1.26)

é a condigdo necessaria e suficiente para se obter o decaimento exponencial do sistema.

Em [58] Fernandes Sare & Racke estudaram o sistema de Timoshenko com a lei de Cattaneo dado

por

p1ipee — K(Pe + 1)z = 0,

p2tbee — Wby + K(pe + ) + 60, = 0,
P36 + Gz + 0y = 0,

Tq + Bg+ 0, =0,

(1.27)

Barbosa, R. C. PDM-UFPA
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que superar a inconsisténcia fisica imposta pela lei de Fourier. Aqui ¢ = ¢(z,t) é o deslocamento
transversal, ¢ = ¢(x,t) é o dngulo de rotagdo da secdo transversal, ¢ = ¢(z,t) é o fluxo de calor e § =
(z,t) a temperatura. Eles provaram que o sistema nado é exponencialmente estavel adotando a relagado
de igualdade dada em (1.25). Porém, Santos et al. [59], apresentaram um resultado supreendente — eles

introduziram uma nova condi¢do de estabilidade dada por

v (= ) (- ) -7 129

denominada pelos autores de niimero de estabilidade. Esta condi¢do é necessdria e suficiente para estabi-

lizar exponencialmente o sistema de vigas de Timoshenko acoplado a lei de Cattaneo.

Aouadi et al. [60] propuseram um sistema de vigas de Timoshenko acopladas as equagdes de difusao

de calor e massa governadas respectivamente pelas leis de Fourier e de Fick. O sistema é dado por

p1$1 — K(z + V)2 + oy = 0,

pothu — g + Kz +190) — by — 1Py =0,
ety + dP; + ¢z — 11Vt = 0,

db; + 1Py + 1 — Yote = 0,

(1.29)

onde «, 71, 72, ¢, d, v, sdo constantes fisicas e as novas varidveis dependentes P e 7 representam o
potencial quimico e o fluxo de massa respectivamente. Eles provaram que o sistema com p = 0 possui
uma falta de estabilidade exponencial se a condigdo (1.25) ndo for satisfeita. Porém, é exponencialmente

estavel independentemente da condicao (1.25), se o > 0.

Observando o sistema (1.29) percebemos duas equagdes parabdlicas e portanto, a presenca do para-
doxo fisico da velocidade infinita de propagacdo do calor e da massa. Para solucionar este problema,
Aouadi et al. [61] consideraram o modelo de vigas de Timoshenko com efeitos de difusdo térmica e de

massa governados por lei de Cattaneo. O sistema é dado por

prgu — K(pz +9)e =0,

patber — bae + K(@r + V) — 110, — 2P = 0,
cly +dP + qp — N1 = 0,

Toq: +q+ K0, =0,

r Py + dO; + 1y — v2tbe = 0,

Ty + 0+ hby =0,

(1.30)

\

onde 7; > 0 (i = 0, 1) sdo os parametros de relaxdo térmica intrinseco do material. Eles apresentaram

novas condic¢des de estabilidade para o decaimento exponencial deste sistema de vigas de Timoshenko.
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As condigdes de estabilidade sdo dadas por

K h b 2 s
Xo = (d%—?“%)T—%—(d%—C%)— e X1 325(92_%> - (TO—[?+%>(1—§)>

onde { :=1— 2L el = (dy — r'yl)% = (dv — nyg)% se Yo = 0. Os autores provaram o de-

caimento exponencial, a falta de decaimento exponencial e o decaimento polinomial do sistema (1.30)

dependendo das escolhas que sdo feitas para as condi¢des de estabilidade x e x;.

Os trabalhos que citamos, nos mostram que a busca por condi¢des de estabilidade envolvendo as
constantes fisicas se um sistema, representam um tema importante e atual de estudo e por conta disso,
tem recebido atengdo por partes dos pesquisadores nos tltimos anos. Seguindo esta direcdo, investi-
gamos as condi¢Oes necessdrias e suficientes para se obter o decaimento exponencial ou polinomial do

sistema (1.17)—(1.19). Doravante, estas condi¢des serdo chamadas de assinaturas de estabilidade.

1.3 Objetivos e organizacao da tese

Os objetivos desta tese estdo organizados de acordo com cada problema que estudamos.

Para o sistema (1.9)—(1.11) listamos os seguintes objetivos:

e Provar a boa colocacdo do sistema;
* Provar que o semigrupo associado ao sistema é exponencialmente estavel;

* Provar que a energia semidiscreta decai exponencialmente com o tempo tendendo ao infinito;

Introduzir um esquema numérico totalmente discreto em diferencas finitas;

Estabelecer a condigdo de estabilidade do esquema numérico;

¢ Fornecer um algoritmo para a simula¢do numérica.

Para o sistema (1.17)—(1.19) os objetivos sdo listados a baixo:

e Provar a boa colocagdo do sistema;
e Encontrar as assinaturas de estabilidade do sistema;
* Provar o decaimento exponencial do semigrupo a partir das assinaturas de estabilidade;

¢ Provar a falta de decaimento exponencial do semigrupo;
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¢ Provar o decaimento polinomial do semigrupo.

A organizagdo da tese é a seguinte. Na Secdo 2, apresentamos alguns conceitos e resultados preli-
minares. Na Se¢do 3, consideramos um sistema termoelastico de ondas conectadas em paralelo, onde
provamos a boa colocacgdo e a estabilizagdo exponencial do semigrupo. Em seguida, apresentamos
um esquema de semidiscretizagdo espacial de diferengas finitas e introduzimos o método da energia
para provar o decaimento exponencial da energia semidiscreta. Depois, fornecemos um esquema de
diferengas finitas totalmente discreto que combina os métodos de integracdo explicito-implicito, pro-
vamos a contrapartida discreta da lei de dissipagdo e mostramos que a energia discreta é uma forma
quadrética positiva definida. Além disso, reescrevemos o esquema numérico numa forma vetorial e
tizemos simulagdes numéricas que ilustram os resultados teéricos. Finalmente na Secdo 4, estuda-
mos o sistema termoeldstico poroso com a lei de Lord-Shulman, onde provamos a boa colocagédo, a
estabilizacdo exponencial, a falta de decaimento exponencial e 0 decaimento polinomial do semigrupo

a partir de uma condigdo envolvendo os coeficientes do sistema.
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CAPITULO 2

Preliminares

Para dar embasamento ao desenvolvimento deste trabalho apresentamos alguns conceitos e resultados
de estabilidade no sentido de Lyapunov [62], e da teoria de semigrupo de operadores lineares [63, 64].

Além disso, mostramos também, alguns resultados importantes do método de diferengas finitas.

2.1 Aspectos continuos

A estabilidade dos pontos de equilibrio de um sistema dindmico pode ser caracterizada no sentido de
Lyapunov [62]. Mais precisamente, um ponto de equilibrio é estdvel, se todas as solugdes que comegam
em pontos proximos permanecem proximas, caso contrario, é instivel. Um sistema dindmico é assin-
toticamente estivel, se todas as solu¢des que comecam em pontos proximos, ndo apenas permanecem
préximas, mas também tendem ao ponto de equilibrio a medida que o tempo se aproxima do infinito.

Vejamos a definigdo seguinte.

Defini¢do 2.1. O ponto de equilibrio de um sistema auténomo & = f(z) é dito:

() Estavel se, para cada ¢ > 0, existe 6 = d(¢) > 0 tal que

|z(0)| <0 = |lz(t)]| <e, paratodo t>0.

13
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(77) Instavel se nado é estavel.

(i7i) Assintoticamente estdvel se for estavel e puder ser escolhido um § > 0 tal que

le©O)f <8 = lima(t) =0.

O teorema bdsico do método de Lyapunov para sistemas autbnomos que nos permite caracterizar a

estabilidade é descrito a seguir.

Teorema 2.2 (Método de Lyapunov [62]). Seja x = 0 um ponto de equilibrio do sistema auténomo & = f(z),
em que temos f : D — R™ e D C R um dominio contendo x = 0. Seja L : D — R uma fungio continuamente
diferencidvel tal que

(i) £L(0) = 0e L(z) > 0 para todo x € D — {0};

(ii) L(x) < 0 para todo = € D;

Entdo o ponto de equilibrio x é estdvel. Além disso, se

(iii) L(x) < 0 para todo x € D — {0},

entdo o ponto de equilibrio x é assintoticamente estdvel.

Observagio 2.3. Uma fungdo L(z) continuamente diferencidvel satisfazendo (i) e (ii) é chamada de

fungdo de Lyapunov.
Definicdo 2.4. O ponto de equilibrio z = 0 de um sistema auténomo & = f(z) é exponencialmente

estavel se existirem constantes positivas M e w tais que

lz(t)]] < M||z(0)|][e™*, paratodo ¢ > 0.

Além da estabilidade no sentido de Lyapunov, também usamos a teoria de semigrupos de operado-

res lineares. Abaixo apresentamos alguns conceitos importantes.

Definicdo 2.5. Seja X um espago de Banach. Uma familia S(¢), 0 < t < oo, de operadores lineares
limitados de X em X é um semigrupo de operadores lineares limitados em X se:

(¢) S(0) = I (I é o operador identidade em X);

(i7) S(t+s) = S(t)S(s) para todo ¢, s > 0 (a propriedade do semigrupo).

Defini¢do 2.6. Um semigrupo de operadores lineares limitados S(t), é uniformemente continuo se

lim ||S(t) — I|| = 0. 2.1)

t—0t

Defini¢do 2.7. O operador linear A definido por

D(A) = {x € X; lim w existe} (2.2)

t—0t
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_ +
Azr = lim St — _d S(t) , para z € D(A) (2.3)
t—0+ t dt =0

é o gerador infinitesimal do semigrupo S(t) e D(A) é o dominio de A.

Defini¢do 2.8. Um semigrupo S(t), 0 <t < oo, de operadores lineares limitados em X é um semigrupo

fortemente continuo de operadores lineares limitados se

lim S(t)x =2, paracada =€ X. (2.4)

t—0t

Observagio 2.9. Um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares limitados em X serd cha-

mado de Cy—semigrupo.

Defini¢do 2.10. Um semigrupo S(t), 0 < ¢t < oo, de operadores lineares limitados em X é limitado se

existe uma constante M > 1 tal que
1S(t)]|x < M. (2.5)

Se M =1, S(t) é chamado de semigrupo de contragao.

Definig¢do 2.11 (Problema de Cauchy). Seja X um espago de Banach, A : D(A) C X — X um operador

linear de X, e consideremos para cada U, € X, o problema abstrato de Cauchy dado por

U(t) = AU(t), t>0, (2.6)
U(0) = Up. (2.7)

Defini¢do 2.12. Uma fungdo U : RT — X diz-se:

(a) Uma solucdo classica (ou forte) de (2.6)—(2.7) se:

(i) U é continua para todo ¢t > 0;

(i1) U é continuamente diferenciavel para ¢ > 0;

(i13) U € D(A) para todo t > 0;

(1v) U satisfaz (2.6)—(2.7).

(b) Uma solugdo mild (ou generalizada) de (2.6)—(2.7) se:

(i) U é continua para todo ¢t > 0;
t

(i1) /U(s)ds € D(A) paratodot > 0;

(itd) U(t) = A / U(s)ds + Us.

Barbosa, R. C. PDM-UFPA



2.1. Aspectos continuos 16

Teorema 2.13. Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo S(t). Entdo:

(a) Para cada Uy € D(A), existe uma tinica fungio
U € C'([0,00); X) N C([0,00); D(A)), (2.8)

dita solugdo forte do problema de Cauchy dado em (2.6)—(2.7).
(b) Se Uy € X, existe uma tinica solugdo fraca U & C’([O, o0); X) do problema de Cauchy dado em (2.6)—(2.7).

Lema 2.14 (Kato [65], Teorema 6.29). Seja A : D(A) C X — X um operador linear fechado atuando em um
espago de Banach complexo X. Se A for invertivel e o operador inverso A~ for compacto, entdo o espectro de A

consiste inteiramente de autovalores discretos.

Teorema 2.15. Seja X um espago de Banach. Um operador linear A é dissipativo se, e somente se,
(A — A)z||x > M|z||lx, paratodo =€ D(A) e X>0. (2.9)

Teorema 2.16 (Lumer-Phillips [63]). Seja A um operador linear com dominio D(.A) denso em X.

(i) Se A é dissipativo e existe um Ao > 0 tal que Im(N\ol — A) = X, entdo A é o gerador infinitesimal de um
Co—semigrupo de contracoes em X.

(i1) Se A é o gerador infinitesimal de um Cy—semigrupo de contragoes em X, entdo Im(\oI — A) = X para todo

A > 0 e A é dissipativo.

Defini¢do 2.17. Seja A : D(A) C X — X o gerador infinitesimal de um Cy—semigrupo limitado S(¢)
sobre o espago de Hilbert X. Dizemos que S(t) é exponencialmente estdvel, se existem constantes

M > 0ew > 0 tais que,

1S@)|| < Me ™, t>0. (2.10)

O teorema seguinte caracteriza o decaimento exponencial.

Teorema 2.18 (Gearhart-Huang-Priiss [64, 66, 67]). Seja S(t) = e*' um Cy—semigrupo de contragdes no
espago de Hilbert H e p(.A) o conjunto resolvente do operador diferencial A. Entdo S(t) é exponencialmente
estdvel se, e somente se,

(i) iR C p(A);

(#4) limsup || (AN — A) |z < 00, AER.

[A| =00

Teorema 2.19 (Borichev & Tomilov [68]). Seja S(t) = e*' um Cy—semigrupo de contragdes no espago de

Hilbert H com generador infinitesimal A tal que iR C p(A). Entdo para o > 0 fixo,

. _ .
WH(M —A) Mea <O, AER, [N =00 = |SOA o < —- (2.11)

H Q

Barbosa, R. C. PDM-UFPA



Capitulo 2. Preliminares 17

Abaixo temos algumas desigualdades importantes usadas no trabalho.

Proposicao 2.20 (Desigualdade de Young). Para todo a,b € R temos que

2
ab < Z— +eb?,  paratodo € >0, (2.12)
€

Lema 2.21 (Desigualdade de Gronwall [69]). Seja £ : [0,b] — R wuma fungdo continua e diferencidvel
satisfazendo
L'(t) < aLl(t), paratodo te (0,b).

para algum o € R. Entdo
L(t) < L(0)e ", paratodo t € [0,b].

2.2 Aspectos numéricos

Os esquemas de diferencas finitas sdo usados com a finalidade de que suas solugdes aproximem as
solugdes de certas equagdes diferenciais. Assim, desejamos algum tipo de convergéncia da solucdo da
equagdo de diferencas finitas para a solucdo da equagdo diferencial. No entanto, a convergéncia ndo
é uma tarefa facil de provar. Uma alternativa comum ¢é aplicar o Teorema da Equivaléncia de Lax,
que afirma que, para esquemas consistentes para problemas lineares, a convergéncia é equivalente a
estabilidade.

Teorema 2.22 (Teorema da Equivaléncia de Lax [70]). Um esquema de diferengas finitas de dois niveis con-

sistente para um problema de valor inicial linear bem colocado é convergente se, e somente se, é estdvel.
Observagio 2.23. Assim, fica claro que devemos estudar os conceitos de consisténcia e estabilidade.

Defini¢ao 2.24 (Consisténcia [70]). Sejam Lv = F' a equagdo diferencial parcial sob consideragdo e
L} = GY o esquema numérico de diferengas finitas correspondente. O esquema de diferencas L0} =

G} € consistente com a equagéo diferencial parcial Lv = F' no ponto (z,t) se
(Lv—F)[} = (Liv} = GY) — 0,

com Az, At — 0 e (jAz, (n+ 1)At) — (z,1).

Observagio 2.25. Em situagOes praticas, a maioria dos esquemas numéricos que usamos na discretizagdo
de equagdes diferenciais sdo consistentes. Portanto, o maior problema em provar a convergéncia é de

fato, obter a estabilidade.
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De acordo com Thomas [70], a interpretacdo da estabilidade de um esquema de diferencas finitas
é que, para um esquema de diferencas finitas estavel, pequenos erros nas condi¢des iniciais causam
pequenos erros na solugdo. Como veremos, a defini¢do permite que os erros crescam, mas os limita a

ndo crescer mais rapido do que exponencialmente.

Definicdo 2.26 (Estabilidade [70]). Um esquema de diferencas finitas
Uttt = AU™, n >0,

é dito estavel em relagdo a norma || - || se existirem constantes positivas Az, At,, e constantes ndo
negativas K e 3 de modo que
lU < KU°)e™,

para0 <t = (n+1)At, 0 < Az < Azge 0 < At < Aty.

Lema 2.27 (Desigualdade de Poincaré [71]). Suponha que w € S = {w(t) = (wo(t), w1 (t), ..., ws41(t));

wo(t) = wy41(t) = 0}. Entdo, vale a seguinte estimativa:

J J
1
R lw(t))? < /\—hz \Vhw;(t)[?,  para todo > 0.
=1 bj=o

onde \; > 0 é o primeiro autovalor associado ao operador laplaciano discreto.
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CAPITULO 3

Sistema termoelastico de ondas conectadas em paralelo

Neste capitulo estudamos o sistema termoeldstico de ondas conectadas em paralelo dado por

.

\

U — Upe +(u—v) +7yu;, =0 em (0,1) x (0,00),

Vgt — Vg + (v —u) + 60, =0 em (0,1) x (0,00),

ey — kbOpy + Py =0 em (0,1) x (0,00), (3.1)
u(0,t) = u(l,t) = v(0,t) =v(l,t) = 0(0,t) =0(l,t) =0, t>0,

u(z,0) = ug(x), u(z,0) = ui(x), v(x,0) = vo(z), ve(z,0) =vi(x), O(z,0) = Oy(x), x € (0,1).

Mostramos a boa colocacdo do usando a teoria de semigrupos de operadores lineares, e em seguida,

provamos que o semigrupos associado é exponencialmente estavel.

3.1 Boa colocacao

Primeiramente introduzimos o espago de Hilbert

H = H)(0,1) x L*(0,1) x Hg(0,1) x L*(0,1) x Hy(0,1), (3.2)

19



3.1. Boa colocacdo 20

dotado da seguinte norma
cd
1015 = 0l” + 1217 + lluel® + vl* + ellu = of* + = 16" (3.3)
B

Sendo U; = (uy, ¢1,v1,%1,01)" € Uy = (ug, g2, 02,1, 0:) 7, 0 produto interno correspondente é dado por

!
_ _ s
<U1, U2>H = / <¢1¢2 + Y1)y 4+ Uy TUa + V1o U2, + a(ug — v1)(ug — v) + 591,3;92@) dz. (3.4)

0

Assim, para U = (u, ¢,v,%,0)" € H, denotando ¢ := u; e ¢ := v;, podemos reescrever o sistema (3.1)

na forma do problema de Cauchy dado por

Ui(t) = AU(t), aratodo t >0,
i(t) (), p (3.5)
U(O) == Uo,
onde Uy := (ug, u1,vg,v1,00)" e A: D(A) C H — H é o operador diferencial
0 I;(") 0 0 0
0%(-
8x(2> — Oé[d( ) —")/[d() Oé[d< ) 0 0
A= 0 0 ; 0 Ia(+) 02 , (3.6)
0°() 0°()
Oé]d<') 0 O - Oz[d(') 0 - 2
- L 9%0)
0 0 0 —c1BIL(1) Tk 52
com dominio
D(A) = {U = (w,6,0,,0)" € H; 0 H0,1), u,v€ H0,1), 6,0 € HY(0,1)}.
Lema 3.1. O operador A é dissipativo no espago de fase H, isto é,
2 ok 2
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Prova. Usando o produto interno (3.4) temos

0] U
Usg — (U — V) =79 ¢
(AU, U)y = < Y | v >
Vg — (U — 1) — 00, P H
¢ KOy — B 0

l l

= / Ugy — (U — V) — y0)pda + /(vm — (v — 1) — 00, )hdx + /qﬁmuxdx

0

! !
+/@/}$@xdx + a/ ¢ — ) (u—wv) dx Fé/ (c ' KBy — ¢ 1Y) 0, d.
0 0 0

Realizando as integragdes por partes obtemos

l l l l

(AU, U)y = /uxqﬁ dx—a/(u—v odr — /gb dx—/vxz/z dx—a/(v—uwd:c—i-é/ﬁxz/) dx

0 0

l
/gzﬁmuxdx—k/l/)mvxdx%—a/ ¢ — ) (u—wv) dx %/Gmﬁmdx—(S/wm@mdx.
0

= QIm/ngb dx+21m/vxl/1 d:v—i—ZOzIm/ u—v)(p— 1[))dx—|—251m/1/}x9 dx

- (b o — ezm: 2-
7llel ﬁ 6
Tomando a parte real ficamos com
0K
Re( AU, Uy = —7[l|* - 7||9m|l2-

Isto conclui a demonstracao. |

Lema 3.2. Seja p(.A) o conjunto resolvente de A. Entio 0 € p(A).

Prova. De fato, tomando A = 0 na equagdo resolvente dada por i\U — AU = F, onde F = (f1, fo,
f3, f1, f5) " € H temos

AU =F. (3.8)
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3.1. Boa colocacdo 22
Escrevendo o sistema em termo de suas componentes obtemos
—¢ = fi em Hy(0,0), (3.9)
~Upy Fa(u—v)+v9 = f, em L*0,1), (3.10)
— = fy em HY(0,1), (3.11)
Vg + (v —u) + 80, = fi em L*0,1), (3.12)
~KO,, +B8¢Y = fs em H(0,I). (3.13)
Este sistema é equivalente a
—Ugy + O./(U - U) = /Yfl + f2a (314)
Ve + (v —u) + 60, = fu, (3.15)
Em seguida, provamos que u,v € H;(0,l). Para isto, consideramos a forma sesquilinear B(-, ) em
V = H}(0,1) x H}(0,1) x L*(0,1) dada por
! !
B, ((u,v,0), (u",v*,0%)) = /uxﬂ*dm+/vxv da:+a/ u — v)(u* — v*)de
0
—l—TK/HQd:c—(S/dex
e a forma linear
I l I
Lot 0= [f+ fowda s [ fawda v [+ 0 do,
0 0 0
onde 7 > 0 é um parametro para garantir a coercividade de B;.
Resolver o problema (3.14)—(3.16) é equivalente a resolver o seguinte problema variacional:
B, ((u,v,0), (u",v*,0%)) = L (u",v", 0. (3.17)

Em V definimos a norma

(s 0, O = Nt + o [1* + [l = vl + (161"
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Agora, usando a desigualdade de Young temos

l
B, ((u,0,0), (u,0,0)) = ||u$||2+\|UI||2+a|yu—v||2+TK||e$|y2—5/9@6@
0

l
1 52
> P+ ol + ol off 4+ (r - 5 [ da
0

52
Escolhendo 7 > K existe uma constante M > 0 tal que

B ((u,v,0), (u,v,0)) > M||(u, v, 0)|f3, (3.18)

mostrando que B, (-, -) é coerciva em V. Para provar que B, (-,-) é continua basta notarmos que existe

uma constante C' > 0 tal que

1B ((u,0,0), (', 0", 0)) | < Nusllluzll + lvall o] + aflu — v]lfJu” — v7]
+7 K0 [11621 + 1011162107

M

< Clllu, v, 0)lvI(u®, v, 6)lv, (3.19)

onde C' := 3+ 7K +||. Desde que L. (-) é um funcional linear continuo, pelo Teorema de Lax-Milgram,
o0 problema (3.17) admite uma tnica solugdo (u,v,6) € V. Assim u,v € Hy(0,1). Por outro lado, segue
das equagdes (3.9) e (3.11) que ¢,v € H}(0,1) e da equagdo (3.13) que § € H?(0,1). Finalmente, das
equagdes (3.10) e (3.12) temos u,v € H?(0,1) e com isto concluimos que U € D(A). |

Por outro lado, combinando (3.7) e (3.8) é simples mostrar que
1011 + 1102211 < CHU 3l | F] |34 (3.20)

Portanto, como consequéncia do Teorema Lumer-Phillips temos o seguinte resultado.

Teorema 3.3. O operador A é um gerador de um Cy—semigrupo de contragdes S(t ( ) = e em H. Entdo, para
quaisquer dados iniciais Uy € H, existe uma tinica a solugdo fraca U (t) € C ([0, H) do problema (3.5). Além
b}

disso, se os dados iniciais Uy € D(.A), existe uma tinica a solugdo forte do problema (3.5) na classe

U(t) € C'([0,00); H) N C([0,00); D(A)). (3.21)
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3.2 Estabilidade exponencial

Nesta se¢do nosso objetivo é analisar o decaimento exponencial do sistema (3.1), e para isto usamos o
Teorema 2.18. Mais precisamente, mostramos que as condig¢des (i) e (i7) do Teorema 2.18 sdo satisfeitas.
De fato, dado F = (f1, fo, f3, f1, [5) " € H, consideramos a equagao resolvente (i/\] — A)U = F, que em

termos de suas componentes escalares é dada por

iu—¢=f € H0,1), (3.22)

ING — Ugy +a(u—v) +yd = fo € L*0,1), (3.23)
iv—1=fs € H0,I), (3.24)

INY — Vgy + (v —u) + 60, = f1 € L*0,1), (3.25)
icAN) — ke + By =cfs €  Hy(0,1). (3.26)

Os resultados seguintes, sdo necessdrios para mostrar que as condigdes (7) e (i¢) sdo satisfeitas.
Proposicdo 3.4. D(A) € H, i.e., a imersido D(A) C H é compacta.
Prova. De fato, seja U,, = (un, Ons Uy U, Qn)T uma sequéncia limitada em D(A). Em particular, temos

que

Uy, v,  sdolimitadaem  H?(0,1) € Hy(0,1),
Gn, Y, sdolimitadaem  H}(0,1) € L*(0,1),
0,  élimitada em H3(0,1) € Hy(0,1).

Consequentemente, existem u, v, € H;(0,1) e ¢,¢ € L*(0,1) tais que, até uma subsequéncia,

u, — u em H(0,0), v, — v em HM0,I), ¢, — ¢ em L*0,1),

Yo — 3 em L*0,0), 6, — 6 em Hy(0,1).
Isto conclui prova. |

Observagio 3.5. Como D(A) € H, ainversa A~' é compacta. Segue imediatamente do Lema 2.14 que o

espectro de A consiste inteiramente de autovalores discretos.

Agora estamos em condi¢des de provar o lema seguinte.

Lema 3.6. Sob as notagdes acima temos que
iR C p(A). (3.27)
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Prova. Suponha por absurdo que iR C ¢(.A). Como o espectro de A é discreto, é suficiente mostrar que
iAU = AU implica U = 0. De fato, de (3.20) com F' = 0, temos que ¢ = 6,, = 0. Consequentemente,
usando a desigualdade de Poincaré, obtemos § = 6, = 0. Usando isto em (3.22) obtemos u = 0.
Finalmente, de (3.26) e (3.24) obtemos respectivamente que ¢ = 0 e v = 0. Assim U = 0, o que é uma

contradicdo. Isto conclui a prova. |

Agora para concluir as hipéteses do Teorema 2.18 e consequentemente, provar o decaimento expo-

nencial do sistema (3.1), construimos os seguintes lemas técnicos.

Lema 3.7. Sob as notagoes acima existe uma constante positiva C, tal que

el?, 110112, 11021, 1022 l1* < ClNU Il |- (3.28)

Prova. A prova segue imediatamente da estimativa (3.20) usando a desigualdade de Poincaré. |

Lema 3.8. Sob as notagoes acima existe uma constante positiva C, tal que

[0[1* < ellUl3 + CUl || Fllse,  para todo e > 0. (3.29)

Prova. Multiplicando a equacéo (3.26) por ¢ e integrando por partes sobre [0, /] temos

l l

l
o) / Opdx — k / Opdr + B||Y|)? = ¢ / fshdz. (3.30)
0

0 0
Usando a equagao (3.25) obtemos

l l l l l

Bllv|? = —c [ 0,0.dx — ac [ 0(v —uw)dz + dc||0,|* + k | Optddx + | fi0dx+c | fsbdr.  (3.31)
e o fraeeef

0 0 0 0

Em seguida, usando a desigualdade de Young e o Lema 3.7 obtemos

[0[1* < ellUl3 + CIUl/|Fll, paratodo &> 0. (3.32)

Lema 3.9. Sob as notagoes acima existe uma constante positiva C, tal que

lual® + [lvall® + lu = ol* < llUl5, + CNU /| Fll32,  paratodo = > 0. (3.33)
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3.3. Modelo semidiscreto em diferencas finitas 26

Prova. Muliplicando as equagdes (3.23) e (3.25) por @ e U respectivamente, realizando integragdes por

partes sobre [0, /] e somando os resultados temos

l

I I l l I

|wu2]|? + |22 + aflu —v|* = —i)\/gbﬂdx — i)\/@/@dx + 5/9$mdx — V/gbﬂdx +/fgﬂdx + /f@dx.
0 0 0 0 0 0

Usando as equagdes (3.22), (3.24), as desigualdades de Poincaré e Young e os Lemas 3.7 e 3.8 obtemos

[l ® + [Jval* + [lu = vl* < e[ U3, + CIUl/|F |},  paratodo &> 0. (3.34)

Isto conclui a prova. |

No teorema abaixo, usamos os Lemas 3.7-3.9 para provar a estabilidade exponencial do sistema.

Teorema 3.10. O semigrupo S(t) = e gerado por A é exponencialmente estivel.

Prova. De fato, somando as estimativas dos Lemas 3.7- 3.9 obtemos
(1—eO) U3, < Cl|U||u]|F|ln, paratodo &> 0. (3.35)
Escolhendo ¢ := 1/2C, concluimos que existe uma constante positiva C' tal que
Ul < C||F]3. (3.36)

Do Teorema 2.18 concluimos a prova. u

3.3 Modelo semidiscreto em diferencas finitas

Esta se¢do é dedicada ao estudo da versdo semidicreta do sistema (3.1). Dentre os resultados apresen-
tados, destacamos o decaimento exponencial do funcional energia semidicreto, preservando assim, a

propriedade tedrica provada na Segao 3.2.

3.3.1 Notagoes e resultados auxiliares

Para nossos propdsitos, serd necessario introduzirmos algumas notagdes e resultados a priori apresen-

tados em forma de lemas. Comecamos com a discretizacdo do dominio espacial [0, /].
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De fato, dado J € N definimos h :=[/(J + 1) e introduzimos a malha espacial
O=zp < <1< ..<zj=jJh<..<x5<3541 =1L (3.37)

Dado S = {w(t) = (wo(t), wi(t), ..., ws(t), ws1(t)); wo(t) = wys1(t) = 0}, definimos os operadores de

diferencas finitas da seguinte forma:

Para uma fungdo w(t) € S denotamos

Vhw; (t) = w1 () — w; (t)’ vhwj (t) ==

w;(t) —wi—1(?)
h

h )
A () — wj1(t) — 2“;5'2@) +wj(t) (3.39)

(3.38)

Usando as notagdes anteriores e as condi¢des de contorno, podemos provar que os lemas seguintes

sdo vélidos.

Lema 3.11. Suponha que v,w € S. Entdo, vale a identidade segquinte

J
h Z v;(t) (Apw;(t)) = —h Z Vv, (t)Vyw;(t), paratodo t > 0.
§=0

Prova. Sejav,w € S. Entdo,

J J

P u (@) = Y= 2w )
j=1 j=1
! Wi () — w;(t) ! wi(t) — w1 (t)
(1) — w; (1) — w;_,
= B () I Y ()
j:l j=1
vj1(t j () wig (t) — w;(t)
pu— _— . .4
hZ 2 (3.40)
Isto conclui a prova. n
Lema 3.12. Suponha que w € S. Entdo, vale a estimativa seguinte
J L
hzwhwj(t)‘2 < A—hZ!Ahwj(t)‘Q, para todo t > 0. (3.41)
— 1 =

Prova. Seja w € S. Do Lema 3.11, usando a desigualdade de Young obtemos

2, para todo € > 0.

J
hY | Vaw;(t)| :—th] (Apw;(t) <—hZ|w] |2+th|Ahwj
j=0
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Usando a versdo semidiscreta da desigualdade de Poincaré (ver Lema 2.27 ) na estimava dada acima

temos
J
WY Vi) < _4A thwj (t)]? +z—:hZ\Ahw] , (3.42)
=0

onde \; > 0 é o primeiro autovalor associado ao operador laplaciano discreto. Escolhendo ¢ := 1/2);

obtemos
! 2 1< 2
hz Vaw;(t)|” < A_lhz | Apw;(t)]". (3.43)
j=0 j=1
Isto conclui a prova. n

Agora, de posse das notagdes e das estimativas dadas acima, podemos dar prosseguimento ao es-

tudo do sistema semidiscreto associado ao sistema (1.9)—(1.11).

3.4 Esquema semidiscreto

Consideramos a seguinte semidiscretizagdo em diferengas finitas para o sistema (3.1).

U}’(t) — Apu;(t) + a(uj( ) —v;(t )) +7u;(t) =0, te(0,7), j=12,..,J, (3.44)
v (t) — Apvj(t) + a(vj(t) —u;(t) +6840;(t) = 0, te€(0,T), j=12, .,/ (3.45)
ci(t) — kARG (t) + Bui(t) = 0, te(0,T), j=1,2,..J, (3.46)

onde “’ " denota derivada em relagdo ao tempo ¢ e usamos A,w;(t) com w;(t) € {u;(t), v;(t), 6;()}

para denotar

wj1(t) — 2w;(t) + w1 (¢)
h? )

Apw;(t) ==

O sistema (3.44)—(3.46) possui 3 x J equagdes diferenciais lineares com 3 x J variaveis u; (t), ua(t), ..., us(t),

v1(t), v2(t), ..., vs(t) € 01(t),02(1), ..., 0,(t) a serem determinadas, com condi¢des de contorno
Uo(t) = UJ+1(t) = Uo(t) =Vj+1 (t) = 90(25) = 9J+]_ (t) = 0, para todo te (O, T) (347)
e condigdes iniciais

wi(0) = uj, v;(0) =), 0j(0)=v;, 6;(00)=0), paratodo j=1,2,..,J. (348)
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As fungdes u;(t), v;(t) e 0;(t) sdo aproximacgdes de u(x;,t), v(z;,t) e 6(z;,t) respectivamente, sendo u, v

e 6 as solugdes do sistema (1.9)—(1.11).

Além disso, o funcional energia do sistema (3.44)—(3.48) é dado por

2 2

UJ+1(75) i(t) vj1(t) — (1)

Bit) = 53l + Zm P+ iy

7=0

h
43

J

co
tag Z|u] |2 Egz

() = 0;(t)

(3.49)

Observagio 3.13. O funcional energia é construido mediante o uso de técnicas multiplicativas. Mais pre-
cisamente, multiplicamos as equagdes em (3.44), (3.45) e (3.46) por uj(t), v(t) e 0;(t) respectivamente.
Em seguida, adicionamos para j = 1,2, ..., J e usamos as condi¢des de contorno dadas em (3.47). So-
mando os resultados obtidos e usando algumas regras de deriva¢do no tempo, chegamos ao resultado

desejado. Os detalhes da prova estdo no Lema 3.15 que veremos a seguir.

3.5 Estabilidade exponencial semidiscreta

Nesta subsecdo, usamos o método da energia adaptado para o dominio semidiscreto, para provar que
o funcional energia £}, (t) dado em (3.49) decai exponencialmente. Até onde temos conhecimento, esta é
a primeira vez, que o método da energia é usado para provar o decaimento exponencial de um sistema

semidiscreto.

Teorema 3.14. O funcional energia semidiscreto Ey(t) do sistema (3.44)—(3.48) decai exponencialmente para
zero quando t — oo. Ou seja, existem constantes positivas M e w, independentes de h e dos dados iniciais, tais

que

En(t) < MEL(0)e ™", paratodo t> 0. (3.50)

A prova do Teorema 3.14 é estabelecida através de alguns lemas técnicos construidos a priori. O

resultado sobre a natureza dissipativa da energia semidiscreta é dado a seguir.

Lema 3.15. O funcional energia semidiscreto Ey,(t) do sistema (3.44)—(3.48) satisfaz a sequinte taxa de variagio

d Sk & 2
%Eh = —'yh2|u thgmhej(tﬂ ., paratodo t>0. (3.51)
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Prova. Multiplicando a equagéo (3.44) por hu/(t) e adicionando para j = 1,2, ..., J obtemos

hd~ J
LS WP ~ Y (Away (1 +ahz (1) — v; ﬂhz WP =0. 352
Jj=1 j=1
Usando o Lema 3.11 temos
J J )
hd u ——u t
hz (Anw (1)) uj(t) = 5d Z seill i) (3.53)
j=1 =0

Combinando as equagdes (3.52), (3.53) e usando as condi¢des de contorno dadas em (3.47) obtemos

ujy(t) — u;(t)

l\3|3‘
&l&

»

hd <
5@2%@)
=0

+ ahz (u(t) — v (1)) (t) + whz (1) = 0. (3.54)

Analogamente, multiplicando a equagéo (3.45) por hv}(t) temos

vj+1 —vj(t)

M\D*

—l—ahz v;(t +5h2 (AR;(t))v}(t) = 0. (3.55)

7j=1

J J
hd d
g 2 NOP 5 2
j=0 j=0

Por outro lado, multiplicando a equacdo (3.46) por —%hAth(t) e adicionando para j = 1,2,...,J

ficamos com

—%ii 1) = 65(0) +%hi|A 9»(t)|2—5hi(A 0,;(1))vi(t) =0 (3.56)
6 9 dt yo 6 “ hYj fo hYj b . .
Adicionando as equagdes (3.54), (3.55) e (3.56) obtemos (3.51). Provando assim o lema. |

Os lemas seguintes sdo estremamente técnicos, porém importantes para provarmos o decaimento

exponencial do sistema (3.44) —(3.48).

Considere o funcional F;(t) dado por

J J

Fault) = h > ui(t)uy(t) + b S 0h (e (t) + %h >l (3.57)

Jj=0 Jj=0
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Lema 3.16. Para qualquer h > 0 e (u;(t), v;(t), 0;(t)) solugdo de (3.44) —(3.48) temos

2

Uj+1(t) g+1 Vj )

%«Fh() < _hz Z —OahZ}uj(t)

+Ch Y + Chz o2 + Chz |AL0;(t)|°
j=0 j=0 j=1

Prova. Multiplicando a equacédo (3.44) por hu;(t) e adicionando para j = 1,2, ...,/ e usando o Lema
3.11 obtemos

2

J J
%(h;oug(t)“j(” +7g 3lut) ?)- hZ u? + hz (1) =y (1)
tah Z (uj(t) - Uj(t))uj (t) = 0. 558)

J J J
%(hzv;@)vj(t)) —hZ\v;|2+hZ Opealt) = vy(1) +ahz v;(t) — ui(t)) vy (t)
+6h > (An0;(1))v; () = 0. (3.59)

Adicionando as equagdes (3.58) e (3.59) e usando a desigualdade de Young temos

UJ+1 — Uy t ’Uj+1(t) — ’Uj(lf)

d 2 J 2 J
ZFalt) < —hz -ny —ah) |u(t)
j=0 Jj=0

9], < 2
+hz |u)” + 5}12 0] + Ehz | AL0;(t)
=0 =0 j=1

Isso completa a prova. |

Consideremos o funcional G (t) dado por

Gu(t) == ch Y _0;(t)v}(t). (3.60)
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Lema 3.17. Para qualquer h > 0 e (u;(t), v;(t), 0;(t)) solugdo de (3.44) —(3.48) temos

UJ+1 J

—gh < ——thv \2+52hz

+Ch Z | AL0;(t)

Jj=1

2 J
+aeth Y Ju(t) —v(t)]
j=0

2, para todo €1, €5 > 0. (3.61)

Prova. Multiplicando a equacdo (3.46) por %v/(t) e adicionando para j = 1,2, ..., J obtemos

ch X 1 Kh < | Bh !
= ; 03 ()0 (t) — —- ; (AR0;(t)) vl + 5 ; (3.62)
Usando a identidade ¢ (t)v}(t) = %(Gj(t)v} (t)) — 0;(t)v}(t) temos
d ch < Lo Kh< , BN,
90 =5 D00 0) + == 3 (A (0)vi(t) = = D ), (3.63)
j=1 Jj=1 J=1
onde
ch & ,
Gn(t) == 5 Z ej(t)% (t)

j=0

Substituindo a equacgdo (3.45) em (3.63) e usando as desigualdades de Young e de Poincaré (ver Lema
2.27) temos

d Kh < B
On(t) = Ze (Ahvj ) — a(v;(t) —uj(t)) — 00,0t ) TZ (An0;(t Zw
j=1
BJ, ch I~ [ 0:1(t) — 0;(1) vy (t J
< _2_5h2|“j(t>’2—72 J+1( )h J() J+1(> +CZ}Ah9
§=0 =0 j=1
4 2
taher Y |uy(t) — v;(t)|
7=0
J J 2 J
< —%h2|v3(t)|2+ha 3 ”J“(t)h u () IOl +ahslz‘u3 — (¢
j=0 =0 j=1
Isto conclui a prova. |

Agora estamos em condi¢des de provarmos um dos principais resultados deste capitulo.
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3.5.1 Prova do Teorema 3.14

Aqui usamos os lemas técnicos previamente construidos para provarmos o resultado de estabiliza¢do

exponencial do sistema (3.44) —(3.48).

Definimos o funcional de Lyapunov semidiscreto dado por
Lp(t) == N1Ey(t) + Fu(t) + N2Gy(t), paratodo t >0, (3.64)

onde os coeficientes N; e N, sdo escolhidos posteriormente. Além disso, é simples provar que L(t) e
E,(t) sdo equivalentes. De fato, segue das desigualdades de Young e de Poincaré (ver Lema 2.27) que

existe uma constante 0 < ¢ < N; tal que
|Ln(t) — N1ER(t)| < |Fn(t)] + |N2Gi(t)| < cEn(t), paratodo ¢ > 0.
Consequentemente,
(N1 —¢)ER(t) < Li(t) < (N1 +c¢)ER(t), paratodo t¢>0. (3.65)

Em particular, (3.65) prova que o item (i) do Teorema 2.2 é satisfeito.

Agora substituindo os resultados dos Lemas 3.15, 3.16 e 3.17 na derivada de £ (), obtemos

J J J 2
Do) <~y - Y0P (%32 = O 310 ~ 1 )~ il
1 — N282 Z ]+1 (t) — (1 — N251)Oéhz |’U](t) — Uj(t)’2
—(N16k/B — C = NyC)h Z | A0, (3.66)

Ao escolhermos Ny > 2C/f, e2 := 1/2N,, 1 := 1/2N; e N; suficientemente grande, tal que N; >
max{C/~, (1 + Ny)5C/ék} > 0, obtemos

& = Nyy—C >0, 52::N2/8/2_C>0, &3 :=1— Nagg > 0,
§4 =1— Nogy > 0, 55 = Nlék/ﬁ—C—NQC> 0.
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Portanto,
J J J 2 J 2
d L2 L2 uj(t) — uy(t) vj1(t) — v;(t)
750 < —hy O =&Y OF —hY - —&h ) .
7=0 7=0 7=0 7=0
d 2 4 2
—&aah Y o) = u; ()] = &h D ARG, (3.67)
=0 j=1

J
Usando o Lema 3.12 no termo Z }Ahej(t)

j=1

min {2, 2., 25, s, 264, 2)\155} > 0 tal que

i[,h (t) S —77Eh (t) .

dt
Combinando (3.65) com (3.68) obtemos
iﬁ (t) < — " _r (1) aratodo ¢t >0
it "= TN M P =

Isto prova que o item (ii) do Teorema 2.2 é satisfeito.

Finalmente, usando o Lema de Gronwall 2.21 e a estimativa (3.65) obtemos

N __n_
En(t) < = +6Eh(0)e e, paratodo t >0,
N1 — C
‘ 1+ ¢ U
em que N; > c. Isto nos dé (3.50) com M := >lew:= >0
1—¢C Ni+c

3.6 Modelo totalmente discreto em diferencas finitas

2 . . cpe
, podemos concluir que existe uma constante positiva 7 :=

(3.68)

(3.69)

(3.70)

Nesta secdo, introduzimos um esquema numérico que combina os métodos explicito (nas equagdes

hiperbdlicas) e implicito (na equagdo parabolica) para o estudo do sistema (3.1). Provamos que o fun-

cional energia totalmente discreto é uma forma quadrética positiva definida com taxa de variagdo ne-

gativa, desde que, seja considerada uma condigao de estabilidade envolvendo os pardmetros de malha

{At, Az}. Por fim, construimos um esquema vetorial explicito, para a simulagdo numérica do sistema.
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3.6.1 Esquema totalmente discreto

Consideramos o sistema (3.1) em [0, /] x [0,7] e em seguida, discretizamos o retangulo [0,] x [0, 7.

[ T
Dados J, N € N, definimos os parametros de malha Az = ——, At = e introduzimos a malha
J+1 N—+1
O=asp<m=Ar<..<zj=jAr<z;<zy=(J+1)Az =1, (3.71)
O=to<t1 =At<..<t,=nAt <ty <tyy1=(N+1)At=T, (3.72)

comj=0,1,2,...J+1en=0,1,2,.... N + 1.

Agora consideramos a seguinte discretizagdo de diferencas finitas para o sistema (1.9)—(1.11)

untt —2u! +uj L —2ut un Tt — gt
i j+1 J j—1 n n J J
_ (N B R R — 7
At2 Aa? +a(uf —vf) +7 SAL 0, (3.73)
Tt — 207 + v” 1 — 207 + 07 g%, . — 207 + 67
J J+1 -1 Jj+1 j -1
At2 AmQ +a(v] —uf)+0 = = 0, (3.74)
gn — g1 0", —207 4+ 07 s Lo
J bt J J= Y J — Vi
A Az O 0 (3.75)

ondej=1,2,....,.Jen=1,2,...,N.

Denotamos por (u},v},07) a aproximagdo numérica para as solugdo (u, v, ) nos pontos (z;,t,) da

malha. Para as condi¢des de contorno, usamos
uy =uy =vy =05, =05 =07,=0, paratodo n=0,1,...,N +1, (3.76)

e para as condig¢des iniciais, adotamos

1_ -1 1 -1
Uj Uj Uj V;

0 J
= Uy, V;: = Voj
20t A

“oar - U 9? = 0y, paratodo j =0,1,...,J +1.(3.77)

0 _
U] = Uoy,

Observagio 3.18. Note que ao usarmos os operadores cldssicos de diferencas finitas para aproximagao

das derivadas, obtemos um esquema numérico consistente de acordo com a Definigdo 2.24.

3.6.2 Energia discreta e taxa de variacao

Nesta subsecdo usamos técnicas multiplicativas adaptadas ao dominio totalmente discreto para cons-
truirmos o funcional energia discreto do sistema (3.73)~(3.77). Em seguida, provamos que o funcional

é uma forma quadrética positiva com taxa de variagdo numérica negativa.
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Afirmamos que o funcional energia discreto do sistema (3.73)—(3.77) é dado por

J n+1 n\ 2 J n+1 n\ 2 J n+1 n+1 n n
g . AT 3 R Az 3 Vi UYL Az 3 Uy — U Ui — uj
2 4 At 2 < At 2 Az Ax

=0 - =0
+& ZJ: Vi — v (v = 05 Az ZJ: ;L+1 07\
2 = Ax Ax
Az <
a7y (uft = ot () —p). (3.78)
=0

O teorema seguinte prova nossa afirmacao.
Teorema 3.19. Seja (u}, v}, 07) a solugdo numérica do sistema (3.73)—~(3.77). Assim, para todo Ax, At € (0,1)
a taxa de variagdo do funcional energia discreto E® em (3.78) no instante t,, é dada por
uﬂJrl _ u";‘lfl
2At

Er — En—l j+1 2‘9” + 9”

AZ

Em particular E® < E° para todon = 1,2, ..., N.

)

n+1 u*r_z—l
Prova. Multiplicando a equagdo (3.73) por A:c(T) e adicionando para j = 1,2, ..., J temos

J n+1 n n—1_ mn+1 n—1 J n+1 n—1
Az Z it = 2uE fupup — g As Z —2u +ui g ui —ug
= At? 2At = AmQ 2At
Ry:= Ry:=
J J n+1 n—12
Ax U —Uu
n n n+1 J J _
+a2_At ;(uj — v (U] ) +vAx ]2_; N, = 0. (3.79)
RY:=

Fazendo algumas simplifica¢cdes nos termos de (3.79) e tendo em mente as condi¢des de contorno,

temos

J
RY = Z

u"Jrl 2l 4yt — !
j j j
()

J n+1 n . nt+l 1 J n+1 n—1
_ 1 Z u]+ U ujJr — U 1 Z Uj —u uJJr u;
28 =\ At At C2At &\ At At
J n+1 n\ 2 J n n—1\ 2
1 (0 — U; 1 ut —uk
- QAtZ( Al ]> _@Z< AL ) +Sr(w), (380)
7=0 7=0
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onde

Sh(u) = 1 (up —up™? 2_ 1 (upt —ur\?
= 9As At 2At At '

Analogamente, ap6s algumas simplificagdes, concluimos que

—2uf +uj -yt
RN — j—1 " j
N e T

J n n,mn n— J n n n
= L Z Uit — Yy ujJrl — Y ' 1 Z uj — Ui u]+1 U '
2At = Az Az 2At = Az Az
J n n , n+l n—1 J n n , n+l n—1
b Z iy —up ut —ug 1 Z iy — il — + 87 ()
2At s Ax Ax 2At s Az Ax 2
J n+1 n+l n n n n ,,n—1 n—1
1 Ujpr — W5 Uy Ty Ui U Y T U
= —== - Sy 3.81
IR 2= ( Ar Az Az e )t (381)

onde

SI(u) = I (ujy, — u?“?ﬁ ugﬁ B 1 (u} —uy ug“ ug_l
2At Ax Ax '

Também concluimos que
J
Ry = Z(u" — o)) (Uit — Z ul — o) (uftt — ) + S5 (u,v), (3.82)
7=0
em que
S5 (u,v) = —(ug — vp)(ug ™ —ug ).

Substituindo (3.80), (3.81) e (3.82) na equagao (3.79) temos

Az (T =N Ar a2 Az <
E; (#) AL ]Zo (%) togy JZO(U? — v (i =g
A5 (u?:% — g - )
2At j:O Ax Az Az Ax
+ sz (%1 Z(;Jr - ”“mtu ?1) * VA‘”Z]: U?HQ;tu =
— —
+S{‘(u; + 83 (u) + S (u,v) = 0. ] (3.83)
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Analogamente, da equacgao (3.74) obtemos

Az & U?H — v A v~ U;'l_l ’ Az & n+1 n—1
Q_Atz_:( A )_2_Atz< )+ it 25~ =)
J n n n n n n ,n— n—
+£ Z viit — v v v v g o
2At 4 — Ax Ax Ax Ax
07, — 207 + 07, "H — 7t
+0Ax Z ( hs Aw2 AT ! ) + 87 (v) + S5 (v) + 83 (v,u) = 0. (3.84)

J=1

07, — 20" + 07
0AzZ ( g+l J ] 1) eadicionandoparaj =1,...,J,

Agora, multiplicando a equagdo (3.75) por — 5 A2
temos
J 1
cd 07 — 07 07, — 207 + 07, T — 207 + 07
- A .7
5o ; ( At Ax? ) Z
d Rr:: ,
j+1 26) + 971 n+1 ’U;-Lil
— Az Z A = 0. (3.85)
Agora simplificamos o termo R e obtemos
J 1
07 — 0707, — 207 + 07
[ — Jj+1 J j—1
Ri= Z ( At Ax? )

n n on n— J n n n n—1
o, —6mor — g _Lyn (8 o —on 0n — 0
Az Az At Ax Az

j:1

o0r,, — 0707 — 077" 1 or,, — 0707, — 07
J+1 JjZJ J _ Jjt+1 Jj Zjt+1 J+l1 ) on 0
Ax Ax ) At Z_: ( Ax Ax ) 51 (0)

J 2 n—1 n—1
B __tz [( Az ) ( Az A:c ~ 5i0)

A e/
(B2 - ()] -

AN
2
—_
<
'M“

onde

Sn(e) . (gn 98 eg — 06171 N 09-{-1 - ‘93 09-}—1 T 87}—7—%
R At Az Az Az Az ‘
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Substituindo (3.86) na equagdo (3.85) ficamos com

6 Ax N[00, — 00\ o0 - o, — 29n +Or
ﬁz—m; (B) - (B ]+ 5o Z
07y — 207 +gr_ it — i
. Jj+1 J n <
5ijz_; ( A2 AL > +84(0) <0. (3.87)

Adicionando as equagoes (3.83), (3.84) e (3.87) temos
J n+1 n J n n—1 J n+1 n
AI‘Z up ™t — Q—EZ uj — uj 2+A;pz D A
2At = At 2At = At 2At = At

J n n—1\ 2 J n+1 n+l n n n n . n—1 n—1
Az Z v —v; N Ax Z Uji1 - Uj+ Ujpr — Uy Uy — U Uy — Uy
2At = At 2At = Ax Az Az Az

J n+1 n+1 o n n _ ,n,n—1__ _ n-1
+—A$ Z Yjrr — Y Ui T Y Vi T U Y Yi
2AL 4 0 Ax Ax Ax Ax
]:

! J
alAx n+1 n+1 o oAz o .
oAl 2At Z(u — o) (uf —f) = QAL Z (uj —vf)(u;™ — i)

7=0
cd Ax on, — 0\ 0 -0 o, — 29”+9”
—ZK— ) - (BEE) ]Sy
Tt — 12
+yAz ) [ mt] + S (u) + Si(u) + SH(u,v) + SHv) + Sy (v) + SH(v,u) + SHH) < 0.
j=1

Usando as condigdes de contorno (3.76) obtemos
St (u) + 85 (u) + S5 (u, v) + St (v) + S5 (v) + S5 (v, u) + S (8) = 0.

Finalmente, usando a energia E™ em (3.78) temos

n+1 n—1

Er — En—l J uj — uj j+1 29 —|— 9”
A < —’yAx; 2—At A Z <0, paratodon =1,2,..., N.
Em particular E* < E° para todon = 1,2,..., N. Isto conclui a prova. u
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Proposigio 3.20 (Positividade da energia). Se At < Az /+/1 + aAx?/2, entilo para toda solugdo ndo trivial
do sistema discreto (3.73)—(3.77) temos

Prova. Levando em conta as condi¢oes de contorno de Dirichlet homogéneas em (3.76) e as identidades

J J J
> wiiul, = Zw"“ ; erﬁlr? Zw Do lafiP =Yl (3.88)
j=0 Jj=0 Jj=0

para todos w} € {u}, v}, 07} temos

J J J
E" 1 a1 ny2 1 n+1 ny\2 1 n+1 n+1y(,n n
A = aap T Y gam D T =) ga D (i — w T (w — )
]'—0 j=0 Jj=0
J
n n n a n n n n
2A QZ ]:11 j+1 oy —Uj)+§z(“j —Uj)(uj+1_yj+1)
=0
cd Ax 07, — 07 ?
— : 3.89
PN, ; < Az > G8)

Usando a identidade elementar 4zy = (z + y)* — (z — y)? onde z,y € R, temos que

J 2 J 2
Z { u _ v (u;z-i-l n+1 } _% [ n+1 v’? o (un—i-l —um)

J J
j=0

<
I
OOI@
.

Jj=

7=0 7=0 j:O
o J
o DT =) =)
j=0
a J 2
2D [(ug — ) + (ut - v;”“l)} . (3.90)
=0
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Agora, usando a desigualdade 2zy > — (2% + y?) onde z,y € R temos
a < a < a <
720G @ =) 2 =g ) (T ) g ) (0 - o) (3.91)
=0 =0 =0
De (3.90) e (3.91) obtemos
(0] J « J [0 J
EZ u _ v n+1 U;Hrl) > _ZZ(U?H u”) - n+1 U@ 2
J=0 J=0 J=0
a < 2
5 [(ug — o) + (! v;?“)] . (3.92)
=0
De (3.89) e (3.92) temos que
J J
E" 1 1 o n+1 n)2 1 1 a n+1 n
Az 2(At2 2);(% ) +2(At2 2)3225
1 d n+1 n+1 n n 1 d n+1 n+1 n n
+2A$2 Z(ujﬂ —uf ) (ufyy —uf) + A2 Z(Ujﬂ — v ) (04 — vf)
=0 =0
J 2 J n n\ 2
- n+l _ o n+l ) Az 071 — 03
+§Z[u — o)+ (it = v )] Ezmz( ) (3.93)
j=0 j=0

Observe que tendo em vista as identidades em (3.88) e a desigualdade —2zy >

concluir que

M“

B

—(2* 4+ y*) podemos

(@ = — ) = 3 (e, — e — e )
Jj=0 j=0

J

— Z(U?—l—lun_u?i-llun_u?—i—l n 1+un+1u;z)
§=0
J

= D (2 — ey — )
§=0
J

1 1 1

> D (2 = Sl = Sl = Sl = Slual)
§=0
J

1 1 1 1

= 3 — Sl gl R - Sl )

§=0
J J

= > (P g =20 g) = = (! =)

j=0 7=0
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ie.,
J J
@i =t up =) > =t =l (3.94)
Analogamente, temos
J J
Wi =Y (0 —0p) > =) (ot — )2, (3.95)
Jj=0 =0

J= =0
! J n n\ 2
- — v} ekl gt © Az 07— 0
+3 jzo [<u] i)+ (i = )} + 33 tjzo( = >0, (3.96)
desde que At < Ax / \/m. Isto conclui a prova. -

Observagio 3.21. Isto mostra que E" (n = 1, ..., N) é uma forma quadrética positiva definida.

Corolario 3.22 (Estabilidade). O esquema numérico (3.73)—(3.77) é estivel se, e somente se,

At < Az

1+ aAz2)2
3.7 Simulagao numérica

Para a simulagdo numérica do sistema discreto (3.73)—(3.77), introduzimos um novo esquema numérico

explicito na forma vetorial. Mas antes, precisamos definir algumas matrizes importantes.

Denotamos por A € M, ;(R) a matriz tridiagonal associada a aproximagdo do operador laplaciano

e por B € M, ;(R) a matriz diagonal dada por

2 =1 0 0 0 b 0 0 O 0
-1 2 -1 0O b 0
0 -1 0 0 O 0
A - e B — ,
0 -1 0 0 0 O
-1 2 -1 0
0 0 0o -1 2 O --- 0 0 0 b
JxJ JxJ
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onde b := aAt?/r? — 2/r? com r = At/Az. Definimos a matriz
M:— A +B, (3.97)

e por Dy, Dy € M, ;(R) as matrizes de massa

-1 -1

kAt
CAz?

Bor?

A
2c

-1
5
D, — [I+ , Dj:= { 627" ADl] , Dy = [I— ADll

Se denotarmos U™ = (ul,ub,...,u")", V" = (v, v, .., 07" e O™ = (07, 03,...,0")T, n = 0,1,..., N, entdo

o esquema (3.73)—(3.77) assume a seguinte forma vetorial:

( [l 2r? . 2—7At {1 20At?

- =0,1,...,N,
2+ yAt 2 + YAt 2 + At "

Bor?

C

Bor?
+
I+ Dj < 5 1

D.D;U", n=0,1,..,N,

Vil = —p?DIMV™ + aAPDSU" — Df (I — AD1) vVl 4 6’ DSADO" Y, n=0,1,..., N,

D+AD1) et ﬁDl
2c

anl

o" = D, (1— ﬂgr

6 2
+2—D1D2+MV” —

aBAL?

0 0,0 0\T 1 -1 11 1T
U° = (uj,uy,...,uy) , U —U" =2At(uj,ug,...,uy) ,

\Vo = (09,09, .., 09T, V-V =2A¢(v],vd, .. 0T, 00 = (69,69, ...,69)T.

Observagio 3.23. O procedimento usado para construir o esquema explicito (3.98), consiste primeiro em
reescrever as equagdes do sistema numérico (3.73)—(3.77) na forma vetorial e depois fazer combina¢des

das equagdes resultantes, até que seja possivel remover os termos que tornam o problema implicito.

Agora vamos apresentar alguns exemplos numéricos, principalmente no que diz respeito ao com-
portamento da energia discreta E" dada em (3.78), com o objetivo de confirmar os resultados teéricos

estabelecidos nas se¢Oes anteriores.
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Para nossos propdsitos, consideramos I = 1, T' = 5 e para a malha computacional adotamos Az =
1/32 e At =1/64. Usamos o = 2.75, ¢ = 3, k = 1, § = 4, seguido das condi¢es iniciais

vmx

u(a;,0) = v(a;, 0) = 6(;,0) = sin (“72) , v EN,

u(z;,0) = ve(x,0) = sin (Vﬂfjj : velN

(3.99)

A precisdo do esquema numérico (3.98) pode ser vista através da taxa de conservagdo de energia. De

fato, tomando E" sem amortecimento (i.e., ¥ = § = 0), obtemos E" = E° para todon = 1,2,...,N,

P2

ou seja, a energia E" é conservativa, como podemos ver na Figura 3.1 (lado esquerdo). Ainda na Fi-

Behavior of Energy: v=2 Numerical Solution uj"
21 ! i : ; . . .

20.5

20 -

EN
19.5

18.5 1

FIGURA 3.1: Energia e solu¢do numérica u7.

gura 3.1 (lado direito), temos a solugdo numérica u} considerando as condigbes iniciais (3.99) com
v = 2. Observamos que v matém um comportamento padrdo ao longo do tempo ¢,,, 0 que corrobora a
conservacdo de energia. A solugdo numérica de v} é semelhante a v} por causa da natureza do sistema

e das condig0es iniciais adotadas. Por sua vez, a solugdao numérica ¢ estd mais acoplada ao sistema.

No préximo exemplo adotamos v > 0 e § = 0, ou seja, analisamos o caso em que apenas 0 amor-
tecimento por atrito é considerado. Na Figura 3.2, observamos que a solugdo numérica v} diminui
rapidamente ao longo do tempo devido a atuagdo do mecanismo dissipativo controlado por v > 0. No
entanto, apesar de haver um acoplamento entre as equagdes (3.73) e (3.74), o decaimento rdpido ndo
estd presente na solugdo v7. O tltimo grafico da Figura 3.2 também mostra um decaimento muito lento
da solugdo 07, o que supostamente ndo deveria ocorrer, pois temos uma equagdo do calor parabdlica.
Porém, o acoplamento entre as equacdes (3.74) e (3.75) que ocorre em (3, deteriora o suposto decaimento
rdpido de 67. Ainda na Figura 3.2, observamos um decaimento lento da energia das solugdes do sis-
tema. Isto é comprovado no grafico ao lado (direito), que trata do comportamento da energia plotada
na escala semilog (,,log(E")), o qual ndo descreve uma linha reta. Isto indica que a energia ndo tem

um comportamento exponencial.
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Agora, quando consideramos o caso parcialmente amortecido, isto é¢, com vy > 0 e § > 0, observamos

na Figura 3.3, um decaimento rapido da solugdo (u}, v}, 07) e da energia E" ao longo do tempo #,,. Além

disso, o decaimento exponencial de E" é comprovado pelo gréfico na escala semilog (t,,log(E")). Este

resultado de decaimento exponencial corrobora os resultados teéricos obtidos nos Teoremas 3.10 e 3.50,

pois em ambos, podemos concluir que a energia do sistema é controlada por uma fun¢do exponencial-

mente decrescente e *! com w > 0.

Behavior of Energy: v=2

Numerical Solution uj'I

28F
26
log(E") |

221

Semilog scale

0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 4.5 5

Numerical Solution v;'

Numerical Solution 0;'

FIGURA 3.2: Simulagdo numérica com vy > 0e d = 0.
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Behavior of Energy: v=2 Semilog scale: rate=-2.0008
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FIGURA 3.3: Simulagdo numérica com vy > 0e § > 0.
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3.8 Teste da condi¢ao de estabilidade

Nas proximas simulagdes, testamos a robustez da condigdo de estabilidade do esquema numérico

(3.73)—(3.77). Mais precisamente, estamos interessados em mostrar que a condi¢do

At < il (3.100)

T V/1+aAz?2/2’

apresentada no Corolério 3.22, estabelece de fato, um condi¢do de estabilidade numérica para o
esquema de diferengas finitas (3.73)—(3.77). Para nossos propdsitos, consideramos os mesmos valores
das constantes usadas na Se¢do 3.7 com destaque para o = 2.75. Em seguida, assumimos [ = 1, J = 32,
T = 5, e para que a condigdo (3.100) seja satisfeita precisamos assumir N > 160. Na Figura 3.4 (coluna a
esquerda), mostramos as solucdes (u}, v}, 07) parat, = 4.1. E possivel observar que de fato, a condigéo
(3.100) é necessaria para se obter a estabilidade das solugdes (u}, v, 07). Basta notar que para um valor
de N < 160 (mais precisamente N = 158) os gréficos apresentam solugdes esptrias, o que caracteriza
uma instabilidade. Ainda observando a Figura 3.4 (coluna a direita) para z; = 0,5e 0 < ¢, < 5,
observamos que devido a instabilidade ocorre um blow-up nas solugdes e consequentemente a falta de

convergéncia do esquema numérico.

Neste contexto, é importante ressaltar que para N > 160 implica em r := At/Az < 1, que corres-
ponde a condicdo CFL classica estabelecida para o esquema explicito de diferengas finitas da equacao
da onda [39]. Isto nos faz refletir se a condicdo (3.100) é de fato necessdria para o esquema explicito
(3.73)~3.77), ou seja, se a condi¢do r < 1 ndo seria suficiente. Observe que para o = 0, estes critérios
sdo idénticos. No entanto, para @ > 0, a condi¢do (3.100) é mais restritiva que a condigdo cléssica
r < 1, e portanto a condicao (3.100) devera prevalecer. Para ilustragdo, realizamos simula¢des com o
devidamente grande. Em particular, consideramos 7' = 5,1 = 1, J = 32 como no exemplo anterior,
porém adotamos a = 1024 e olhamos para a condigao (3.100), que sugere N > 196 e consequentemente
r ~ 0.81633.Na Figura 3.5 (coluna a esquerda), observamos que para N = 196, as solugdes permane-
cem estdveis, o que é perfeitamente normal pois satisfaz tanto a condigdo (3.100) quanto a condigao
r < 1.Por outro lado, escolhendo N = 194, valor que ndo atende a condigao (3.100), notamos uma ins-
tabilidade numérica descrita nos gréaficos com linhas tracejadas. Neste tiltimo caso (N = 194) obtemos
r ~ 0.82474, ou seja, ainda temos r < 1, porém ndo é suficiente para garantir a estabilidade.Ainda
analisando os gréficos das Figuras 3.4 e 3.5 (coluna a direita), para o valor fixado z; = 0.5e 0 < ¢, <5,
observamos a visdo de perfil do blow-up da solucdo devido a instabilidade numérica.Portanto, mos-

tramos com teste pontuais a importancia de se usar a condi¢do de estabilidade (3.100).
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3.8. Teste da condicao de estabilidade
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CAPITULO 4

Sistema termoelastico poroso com a lei de Lord-Shulman

Neste capitulo iremos analisar o comportamento assintético do sistema

/

Pollyy — Mye — b, =0 em  (0,1) x (0, 00),

PokG — Qpy + by + €D+ d(0, + Tol:) =0 em  (0,1) x (0,00),
bo(0; + 1004) — Kabpe + dduy + k360 =0 em  (0,1) x (0, 00),
w(z,0) = ug(x), u(z,0)=ui(x), &(z,0)=¢o(x), z€(0,1),
or(2,0) = ¢1(x), 0(x,0) =0g(x), Oi(z,0)=0i(x), =z€(0,0),
uw(0,t) = u(l,t) = ¢,(0,t) = ¢ (I,t) = 6(0,¢t) = 6(l,t) =0, t>0.

(4.1)

Usaremos a teoria de semigrupos de operadores lineares para provar a boa colocacdo. Em se-

guida, encontramos as condi¢des necessarias e suficientes (assinaturas de estabilidade) para provarmos a

estabilizacdo exponencial ou polinomial do semigrupo associado.

4.1 Boa Colocacao

Nesta secdo estudamos a boa colocacdo do sistema (4.1). Para isso, consideramos o seguinte espaco de

Hilbert

H = Hy(0,1) x L*(0,1) x H}(0,1) x L2(0,1) x Hy(0,1) x L*(0,1), (4.2)
50
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onde
!
L2(0,1) == {f c L*(0,1); /f } H0,1) := H'(0,1) N L%(0,1),
0

dotado do produto interno

l l

l
<U1’U2>H = pPo /U1U2d$+p0/€/¢1w2dl'+ —b2/€ /U17xagxd$+@/¢1x$2xdl'
0 0
l

l
+0/(\/_U1x+\/_¢1>( U2m+\/_¢2)d$+b0/ 91+7’0191 (92+T0192)d

0

+I§}2/81’x§27x dx + Hng/@lgg dl’, (43)

com b* < u para todo Uy = (uy, vy, ¢1,11,01,91)" e Uy = (ug, va, ¢2, 2, 02,95) " em H e norma dada por

U5, = <U1,U1>H- (4.4)

Com estes espacos podemos reescrever as equagdes (4.1) no seguinte problema de Cauchy

U(t) = AU(t), t >0, (4.5)
U(0) = U, (4.6)

onde U(t) = (u(t), us(t), p(t), e(t), 0(¢), 0, (t ))T é a solucdo do sistema, Uy = (uo,ul,gpo,gol,t%ﬂl)T é as
condicdes iniciais e A : D(A) C H — H é o operador diferencial definido por

0o I() 0 0 0 0
I b
ENew 0O —(Va 0 0 0
Po() Po()
0 0 0 () 0 0
A = b o f d dTQ )
. 0 (g T 0 2 (s _an
pofi() pok pok ©) poﬂ() poﬂ()
0 0 0 0 0 1()
d ) K3 1
0 0 0 e e = () -
boTo boTo boTo 70 )
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onde denotamos por /(-) o operador identidade. O dominio de A é dado por
D(A) = {U = (u,v,(b,w,@,ﬂ)T €M |u, ¢, 0 H0,1), v,9e Hy0,I),
6 € HA0.1), 6.00) = 6.0 =0 . 47)

Provaremos a existéncia e a unicidade das solugdes usando a teoria de semigrupos[63]. Entdo o pro-

blema serd bem posto, isto é, o resultado do seguinte Teorema:

Teorema 4.1. Seja Uy € H, entdo existe uma tinica solugio U € C’([O, —|—oo),’H) para (4.1). Além disso, se
Us € D(A) entiio U € C ([0, +00), D(A)) N C*([0, +o0), H).

Prova. O resultado serd provado usando o Teorema 2.16 de Lumer-Phillips. Temos que mostrar que A
é um operador dissipativo e que (I — A) é sobrejetivo. Primeiro vamos mostrar que A é dissipativo.

Sendo U = (u, v, ¢, 1,0, 19)T € D(A), usando as mesmas ideias do Capitulo 3 podemos verificar que
Re(AU,U),, = —rall6a]17> — ks]16]172 <0, (4.8)

mostrando que A é um operador dissipativo.

O proximo passo é mostrar que I — A é sobrejetivo. Isto é, para cada F = (fy, f2, f3, fu, f5, f6) | € H,

temos que encontrar U € D(A) tal que

(I - AU =F,
que em termo de suas componentes é

u—v = fy (4.9)
PoV — HUzy — b, = pOan (410)
o= = Ja (4.11)
POkt — Aay + bty + E6 + d(0, + T00s) = pokifi, (4.12)
6—9 = fs, (4.13)
bo(’[? + 7019) — 520@% + dq/}a: + Kgg = bOTOfG- (414)

Substituindo v da primeira equagdo na segunda, a ¢’ da terceira na quarta e ¥ da quinta equagdo na

sexta, obtemos o sistema equivalente

pol — HUgy — bgb:v = 01 € L2<07 l)7 (415)
PoRG — Ay + buy +Ed+d(1 +70)0, = g2 € L*(0,1), (4.16)
[b0(1 4 70) + K3]0 — Kby +do, = g3 € L?(0,1), (4.17)
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onde g := po(f1 + f2), 92 := pok f3 + pokfa+ dTofsz € g3 := bo[(1 4 T0) f5 + To.fs] + df3 2

Para resolver (4.15)—(4.17), definimos sobre o espago de Hilbert V := H;(0,1) x H}(0,1) x H;(0,1), a

seguinte forma bilinear

!
B((u,gb,@),(ﬂ,&g)) = /uudaj—l—/( ux+\/_¢>( ux+\/_¢)dx
0
!
- b2/§ U uacdx + pok gbgbd:}: +o ¢m¢mdm
fosaesm [

[bo(l—i-To + K3 /99d$+li2/99 dx

l l

+d(1 + 1) / 0,0dz + d / 06, dx,

0 0

para cada (u, ¢, 0), (u, ¢,0) € V e a forma linear

l l l

L(W,¢,0) = /glﬂdwr/ggquﬂ/gﬁdx,

0 0 0

para cada (4, o, 5) € V. Mostra-se facilmente, seguindo as ideias do Capitulo 3, que B e L satisfazem as
condi¢ds do Teorema de Lax-Milgram.

Consequentemente, exite um tnico (u, ¢, 0) € V, satisfazendo

B((u, ¢,0), (u, o, 5)) — L(,9,0), para todo (@, &, 5) ev. (4.18)

Entdo,
we HY0,1), éeHNOI), 6 HN0,I)

Tomando (u, gzNS, 5) = (u,0,0) em (4.18), obtemos

/uxuxdx =

Entédo, pela defini¢do de derivada fraca, u, estd em H'(0,1). Logo, pela teoria da regularidade eliptica

II’—‘

l
/ — pou+ bo,)udz, paratodo ue€ Hy(0,1).
0

implica que v € H?*(0,1) N H(0,1). Da mesma maneira, para mostrar que ¢ € H?*(0,1) N H(0,1),
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substituimos (@, ¢, 8) = (0, ¢, 0) em (4.18) donde temos

l

/¢x$xdx = é / (pok + &) — bu, — d(1 + To)@x)gdiﬁ, para todo ¢ € H(0,1). (4.19)

0

Entdo ¢, pertence a H'(0,1), claramente implicando que ¢ € H?(0,1) N H}(0,1). Para provar que
6 € H2(0,1) N H(0,1), substituimos (&, ¢, 6) = (0,0, 6) em (4.18)

l l
/ — /<;1 / (93 —do, — [bo(1 + 70) + 3] 0> fdx, paratodo 6 e HL(0,1). (4.20)
2
0 0

Entdo, § € H*(0,1) porque
—kobye = g3 — doy — [bo(1+70) + k3]0 € L*(0,1).
Portanto, concluimos que
(u,6,0) € H*(0,1) N Hg(0,1) x H*(0,1) N HX(0,1) x HZ(0,1).

Além disso,
U:U—f1€H&(07l), ¢:¢_f2€Hi(07l)v 19:0_]0561{5(070

Portanto, existe uma tinica U € D(A) satisfazendo (4.9)—(4.14). Desde que D(A) C H, A é um operador

dissipativo e I — A é sobrejetivo, entdo a prova do Teorema 4.1 segue imediatamente do Teorema 2.16.
|

Observagio 4.2. Note que da equacdo (4.1), e das condigdes (4.1); temos

pom/lqbttdx = /gzﬁmdx—b/uzdx—g/gbdx— /9 + 1004 )dx
0
¢ / pda.

—= a =

—m(—g/QM— e+m@
Pondo v(t) := fol ¢ dz obtemos o problema de valor inicial

{ V() = —av(t) @21)

= fol Podx, '(0) = fol ¢rdx,
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onde a := £ > 0. A solucdo geral de (4.21) é dada por
Pok
v(t) = Acos(at) + Bsen(at), (4.22)
onde A e B sdo constantes. Das condi¢oes iniciais (4.21), obtemos
! ! (vat) !
o(t) = / 6(x, ) do = cos(y/at) / do(z)dz + SQHT“ / 61 (2)da. (4.23)
0 0 0
Consequentemente, se ¢y, ¢; € L2(0,1) temos que
!
/gb(x, t)dr = 0. (4.24)
0
Assim concluimos que ¢ € L2(0,1) e, portanto, podemos usar a desigualdade de Poincaré.
4.2 Decaimento Exponencial
Apresentamos dois nimeros importantes
Xo = (F&M - CY) (boTOM - /<~'2P0) - TOMdQ € Xro := boTopt — Kapo, (4.25)

associados ao sistema termoeldstico (4.1), os quais chamaremos de assinaturas de estabilidade. Ao deter-

minarmos as assinaturas de estabilidade, estamos fornecendo as condi¢fes necessdrias e suficientes para

estabilizacdo do sistema.

De acordo com o Teorema (2.18), devemos mostrar que o eixo imagindrio estd contido no conjunto re-

solvente e que o operador resolvente é uniformemente limitado sobre o eixo imagindrio. Nesta direcdo

para qualquer U = (u,v,$,%,0,9)" € D(A), a equagdo resolvente (i\] — A)U = F em termo de suas

componentes escalares é dada por

Au—v = fi, (4.26)

IAPOV — Mgy — by = pofa, (4.27)

-0 = f (4.28)

INORY — OBy + bty + E6+ (B +Tola) = porfa, (4.29)

iN—10 = fs, (4.30)

bo (V0 + iATo0) — Kabyy + dipy + K380 = boTo fs, (4.31)
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onde F = (fi, fa, f3, f1, [5, f6) T € H e X € R. Por (4.8), podemos ver facilmente que

Re((iA] — A)U,U),, = ka0 172 + £is]|0]]3- (4.32)

Consequentemente

1020122 + 161172 < CHU sl F 3. (4.33)

Primeiro provamos o lema seguinte.

Lema 4.3. Sob as notagdes acima temos que iR C p(A).

Prova. Seguindo os passos da Proposi¢do3.4, provamos sem dificuldade que a imersdo D(A) C H é
compacta. Usando o Lema de Kato 2.14, obtemos que o espectro de A consiste inteiramente de auto-
valores discretos. Entdo fazendo F' = 0, podemos supor por contradi¢do que A possui um autovalor
imagindrio puro, i.e., AU = i\U, A € Re U # 0. Por (4.33), obtemos ¢, = 6§ = 0, do qual implica que
v = 0 por (4.30). Pela equacdo (4.31) implica que 9, = 0 e usando a desigualdade de Poincaré, obtemos
Y = 0. Pelas equagdes (4.28), (4.29) e (4.27) concluimos que ¢ = 0, u, = 0 e v = 0 respectivamente.
Portanto isto implica que U = 0. Mas isto A© uma contradicdo. Logo o espectro de A ndo possui

autovalores imagindrios. n

Lema 4.4. Sob as notagdes acima temos 0 € p(A).

Prova. Vamos mostrar que podemos encontrar U = (u, v, ¢, 9, 6, ¥)" € D(A) tal que
AU = F, (4.34)

para qualquer F' = (f1, f2, f3, fa, f5, f6) | € H. Em termo de suas componentes

v = fi, (4.35)

Pz +bPz = pofo, (4.36)

Y= s (4.37)

gy — bug — € — d(0, + T00s) = pokfa, (4.38)
9 = fs, (4.39)

—bo + Kolpr — dip, — K30 = boTo fs- (4.40)
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De (4.35), (4.37) e (4.39), vemos que v € H}(0,1), v € H!(0,1) e ¥ € H;(0,1), respectivamente. Assim

o sistema (4.35)—(4.40) é equivalente ao seguinte sistema

a¢xw - bua} - €¢ - dex = pOK'fZL + d70f5,xa (442)
lﬁggxx — Iigg = b()T()(f5 + fG) + df&z. (44:3)

Para estudar este sistema com as incégnitas (u, ¢, §), definimos a forma bilinear

BO (<u7 ¢7 9)7 (@:, 57 5)) - £0<ﬂ7 ;57 5)7 (444)
onde z z
Bo((u, ¢,0), (W, ,0) /a’a+¢¢+ee z, Lo(T,o,0) /uu+¢¢+09
0 0
com

[lag + by, G = Abuy — bty — E¢ — dby, 0 = Koblyy — ri3h,
Po f2, (B = pokfa+drofs .z, = boto(f5 + f6) + dfs ;.

)
|

¢
I

Pelo teorema da divergéncia vemos que B, é uma forma bilinear limitada definida em (H?(0, l))3 no
qual é coerciva. E facil verificar que po f2, pokfa—drofse € bomo(f5+ f6)+dfs. pertencem a H~1(0,1). Logo,
pelo Teorema de Lax-Milgran existe uma tinica (u, ¢, §) que é solucdo do sistema (4.41)—(4.43) e entdo
podemos concluir a existéncia de solugdes para o sistema (4.35)—-(4.40). Portanto, 0 estd no conjunto

resolvente de A e o lema estd provado. |

Antes de provarmos os lemas técnicos que dardo suporte aos nossos resultados, apresentamos a

defini¢do seguinte.

Deﬁnigﬁo 4.5. Seja U= (ul, U, U3, Ug, Us, U6)T S D(A) el = (fl, f2, fg, f4, f5, f6)T € H. Entao definimos

a seguinte classe de funcionais £ dada por

l
0

Lema 4.6. Seja (u,v, $,1,0,9)" a solugdo do sistema (4.26)—(4.31). Entdo existe uma constante positiva C

independente de \ tal que

16 + 709l[7> < Cllgllz210zl22 + CNUl ]| F 31 (4.46)
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Prova. Combinando as equagdes (4.30) e (4.31) obtemos
iAbo (0 + 70V) — Kobyw + dipy + K30 = bo f5 + boTo fe- (4.47)

Multiplicando a equagéo (4.47) por (6 + 7v) e integrando por partes sobre [0, /] temos

l

I !
iXbo||0 + To0||32 +H2/9$(9+T019 da:—d/¢ (0 + 1o0) dx+/$3/0(9+7019)dx =R (4.48)
0 0 0

l

Z)\bg”@ + Tgﬁ”%z + /€2H9x|’%2 + /ﬂ?g”‘g”%Q + 5270/935@90 —
0

S
S — _
<=
N
L
8

l l

—dTo/dﬂg dCL"i‘IigT /

0 0

onde R € £. Substituindo ¥, e ¥ pela equacdo (4.28), tomando a parte imaginaria e usando as desigual-

dades de Cauchy-Schwarz e Young, obtemos

boll0 + otz < CllOallZe + 17 ||¢||L2||9 Iz + Cllgllz2l0allz2 + CHONZ> + CUU sl Flla

Al
< C(II1Z2 + 161172 + 110172) + CIU sl F 1 (4.49)
Por (4.33) temos
bollt + 7o0l[72 < CNUlall Fllae- (4.50)
Isso completa a prova do lema. |

Lema 4.7. Seja (u,v, $,1,0,9)" a solugdo do sistema (4.26)—(4.31). Entdo existe uma constante positiva C
independente de \ tal que para todo € > 0

Ce
191172, loell72 < QHUH% + Cel|U ]| F [l (4.51)

Prova. Multiplicando a equagao (4.47) por [’ ¢ds e integrando por partes sobre o intervalo [0, /] temos

l

l x l T
dl[v||3: = Hg/@/EdeI + i)\bo/(H + 100) /Edsdx + mg/ﬁxﬁdx + R, (4.52)

0 0 0 0 0
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onde R € fR. De (4.29) temos

l T l

_ b oo
dl[p]|3. = /ig/@/wdsd:c — po—oﬂ (0 + 7'019)/ (o«ﬁm — (bug +&p) — d(0, + Toﬂx))dsdx
0 0 0 0

db

2o+ 3 + @/md;ﬁ iR

l x l l x

= K3 Ydsdr — —— [ (0 + 709 dx + — [ (0 4+ 700) [ (buy + E@)dsdx
Pok Pok
0 0 0 0 0
I
db, ) _
+p7||9 + 709|372 + Ko [ O.0dx + R. (4.53)

0

0

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

l

bob
[0l1Z: < C(0allzz + 110 2) ¥z + CO + 79|21 f | 2 + p(())_/i /(9 + o0 uda
0

T (9+Toz9 /¢dsdx+0]|0+7019||L2 T Ol el F e (4.54)
Po /
Da equacdes (4.26) e (4.28) temos u = —%(@ +f)eo = —%@ + f3), respectivamente. Assim, a

desigualdade acima se reduz a

[9l17: < C(l0allz2 + 1101 2) ¥z + CNO + 79| 2l fall 2 +

+C[10 + 79[22 + CIU el F .

5 ||9 + 709 22 Ul

Agora usando o Lema 4.6, a desigualdade de Young e a estimativa (4.33) obtemos

C
[0l < WH@ + 10922 (|U |3 + CNl0 + 09| 12| @ul 22 + Clll| 221102l 22 + CNU e[| F |34
C
< WH@ + 700 2 | Ul + CNl0 + 709 22l Gall 22 + ClU || F[ - (4.55)

Por outro lado, multiplicando a equagao (4.29) por ¢ e integrando por partes sobre [0, /] temos

l

a|6all22 = —iApos / $odr — /€ / ( um+\/_¢>¢dx— / (6, + 0 )Bdr + R,
0
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onde R € R. Substituindo ¢ pela equacdo (4.28), usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e
Young, obtemos

allgalle = porllze + X2 / ( ue + VB ¢)¢dx+— / (0, + 70, )idz + R

9
< Cullvls+

ﬁ“x

+ C|6s + 1095172 + CNU ||| F |2
L2

para todos os € > 0 e |A| > 1. Finalmente usando o Lema 4.6, a desigualdade de Young e a estimativa
(4.33) obtemos

I6allz < Cellollze + 55 ¢ +O||U||H||FHH-

ux

%
Ce

< FHUH% + Ce|lvll7 + CHUHHHF”Ha paratodo &> 0. (4.56)

Substituindo (4.56) em (4.55) e usando o Lema 4.6 temos

C
WIIQ + 100 21Ul + ClU5¢l| F 5

Ce 1/2
+C10 + iz SEIU+ Cell + CIU Tl Pl )

Iz <

Escolhendo ¢ = 1 e fazendo as simplifica¢des necessarias, obtemos

Il < o H9 + 100 2|l + Cll0 + 09| 2][¢0]] 2

010+ 79l (10l Flle) * + U E e

Usando a desigualdade de Young, o Lema 4.6 e a estimativa (4.33) obtemos

C
ll7: < WH9+T019HL2HUHH+CH9+7019H%2+CHUHHHFHH
Ce 2
< 2 WUl + Cell¥ll 2 llallz2 + Cel[Ul| Flla
&
< €||U||H+C U %/l Fll, paratodo & > 0. (4.57)

Combinando (4.56) e (4.57) temos

Ce
62|72 < yIIUII% + Ce||\Ul|| Flla, paratodo &> 0. (4.58)
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Isso completa a prova do lema. |

Lema 4.8. Seja (u,v,¢,1,0,q)" a solugdo do sistema (4.26)—(4.31). Ent™ ao existe uma constante positiva C
independente de X tal que para todo e,m > 0

2
Xl < ol Cllvllzzl[vallzz + eClUING, + CUU Tl Fllae, (4.59)
L2

Vo

onde X, := boTopt — poka # 0. Caso contrdrio, se x., = 0 temos

£ g
| Ve < (4 5+ 5 )N+ e+ ol Pl

Prova. Multiplicando a equagao (4.29) por To(\/%ux + v/€9) e integrando por partes sobre o intervalo

0, ] temos
Apo\’j’im / Gpda + idpokToN/E / bpdr + L0 v / GuTiedz + o /E|| |22
! -
/ bux+£<b ( é_uaﬁ—\/_<z§)clcc—|—cl7'0/ 0 —|—7'019 (bgum—ir\/_gb)d:c—
0 0
e

l l
b _ b
N / Wi + iAporTon/E / vds + 200 / $uTadd + o /El| 2
0

5 l
s 22 1t s e

sz

onde R € R. Substituindo %,, ¢ e u,, respectivamente por (4.26), (4.28) e (4.27) temos

pokbTy

I

abr
/wmdx — pokToN/ V]2 — —= /% iAol + bo, + pofs)da
0

Farov/Elldal% + ﬂH%u

— dTO\/E/ (0 + 709) ¢, dx
2 ,

de

!
/ (0 + 700) (iApoU + b, + pofy)dz =R (4.60)
0
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ST

b b
_ Por TO/mdepomof”wuLz _in 70p°/¢— dr

l

_amnyV{ 2 iy dbmopo ~
7 ( b/§)||¢mHL2 M\/E 0/(9+7019)vdx

l

—b2/€) / (6 + 709)$,dx + R.

0

dTO\/_

Substituindo novamente ¢ por (4.28) temos

bt
:(w—aom/WWWmefWM

l

db
M@g‘) (6 + 709 Bler —

0

(. J

~~
11::

b

— A

%%gm—#mm%mz

l

—b%/€) / (0 + 709) ¢ dx + R.

0

Por outro lado, combinando as equagdes (4.30) e (4.31) temos

iAbo (0 + T00) = Kolbyy — dipy — K36 + bo(f5 + Tof6)-

dbTopo _

bop/€

Multiplicando a equacao (4.62) por - v e integrando por partes em [0, /] obtemos

l
deopo

V€
0

!
d?b
I, = i\ (0 + 1o0)vdr = — dbTopores 0,V dx — Topo/?/)x_dff

bou\/_ bopn/€

l
_ dbTopors Ovdr + R

bopn/E "

Substituindo v, pela equacgao (4.26) temos

l

! I

.\ dbTopoka _ d2bToPo/ _ deoPO/fg./ _

I =i\ 0,0, dx + YU dr — Ovdx + R.
! bopn/€ / bop/€ ) bop/€ J

(4.61)

(4.62)

(4.63)

(4.64)
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63
Agora, substituindo /; em (4.61) temos
b b d*b /
TopPo 700 _ 2
ToVE || —=Uas = Kl — — /77/)U$dl‘+plf7' El|Y||72
| 72 (=% - e NG LD
! 1
OéTQ\/_ 2 deopo/ig/ _ deongg/ o
— — b7 /&) | del|52 — @ 0, u,dr + fvdx
22 (= 2/€) [0l — NG / e |
[\ I;’: J
!
b2/§ / 0+qu9 (b dz +R. (4.65)

0

A partir daqui, a prova é dividida em duas etapas.

l

Etapa 1. Aqui somamos e subtraimos os termos (z’)\dTopo@ VE / bop) / 615 dx em [, para obtermos
0

il

[
- af wmdﬁpomwawuiz—O”M( —5) a2
0

l l
_ipdmoporis / Gx(iux + \/Eqs) oy 4+ LoToPors / Ovda:
/ VE

bost bop/€ J
l

l
A, ) [ o P [y

bopt
0 0

bromo _ @bropo Substituindo a equacgao (4.26) em v,, usando a desigualdade de
e bop/E q . s g

Young e estimativa (4.33) temos

onde ¢; == (kpu — a)

b

l
= —ixes [ e + pusro IR — T 2 6) ol
0

G I
, dTopoliz/ (b ) deo,Oo/f:a/ _
—iA O, —=uz + & |dx + Ovdx
bop S AVE Ve bouv/€

l l
0 = 1776) [ (04 ).+ P [ G
0

bopt
0

+R
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seguido por
ToV/E C
V| e < NEWI + a0, + psro IS + XCI0 Tl
+C||0 + 79|]” + Cll¢a||* + CyllU ||| F ||, paratodo n>0. (4.66)
Usando os Lemas 4.6, 4.7, a desigualdade de Young e a estimativa (4.33) temos
ToVE C
V| e < OV + XS + CIIEs + 1617) + X CIU Il Pl
+CO U3l 1122
Consequentemente,
T()\/g b 2
— < NC. F
V| e < (144 5 )W+ XCe WUl Pl
+CeylU|%||F |2, paratodo e, n>0. (4.67)
Isso prova a segunda desigualdade.
Etapa 2. Tendo em mente I, em (4.65) e a equagao (4.30) temos
db / db /
. ToPok2 — ToPok2 —
Iy = M—/@xuggda: = —/ﬁxumdx +R. (4.68)
? bopv/€ / bopiv/€ /
Agora, adicionando e subtraindo o termo (dbpora /bop/€) / 0,7, dzr, temos
db / db /
PoR2 PoR2
I, = 0, + 100, )uydr — 0, udx + R (4.69)
* 7 bou/€ J ( o0z) bop/€ /
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Substituindo (4.29) em (4.69) obtemos

1 !
, bpoka. / _ abpokia / _ b? pokia §bpoka / _
I, = —i)\ Yuzdr + Qralzdr — " — —— [ du,dx
? port bopt \/_ bopn/€ , bopt \/_H iz boﬂ\/go
dbporiz _
- Hmuxdx—i—R
bo/ﬁ\/g
!
bpoka / _ Oébpol<02 / bpoka b _
= —iApok—— [ YU, Gpzllgdr — ——— / —U, + Uy dx
" bouv/E T o E bope S \VE veo
dpoka / < ) dporkian/€ / —
- 0,1 —=u, + de + ————— | O,¢dx + R. 4.70
o)\ Ve Vo e é (4.70)
Adicionando e subtraindo o termo 22 b por / Gpud dz temos
O,U\/_
Pok2 Oébpol-ig ab?poks
2 @poﬁbo\/—/tb /¢ (0 759), d + 5802 o
bpo/iz/( )_ dpoﬁlz\/g/ -
- —uy + Uydr + ———— [ O,¢dx
bop / VE Vo bojt / ¢
d / b
PoR2 /9 ( U >
bopt ) VE Ve

Substituindo %, no primeiro termo de I, por (4.26) e (pu, + bg) . por (4.27) obtemos

l
bp K _ ab p Oéb Pok
I = Poﬁﬁfiﬁvxdx—ﬂ)\ 012 /¢x d33+ (i/—ZHijHH
0
} -
bPoﬁz/( b )_ dpo@/ < b >
bo ) \VE Ve LG Ve
]
d _
+%€ [ 6004w (4.72)
0
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Substituindo ¢, por (4.28) e reordenando os termos ficamos com

l

b b b

Lo (o) / teda + SO g 7 - P [ (Dt e e
0

I
dpoka dpokiar/€ -
— O, —=uy d 0, 0d R
/ (\/Eu +\/_¢) T+ bogt O/ odx +

bopt
0

bpo@ / _ ab?pokg Poﬁ'z\/_
— [ d - —_
(kp — ) VU, dx + b Mg\/—HCb 72

o P

l l
PULES ( u +\/_¢>¢d _ dporz [ (iu +\/E¢)dx
bopt o/ \/E

0

+d”°bL\/z / 0.6dr + R. (4.73)
ot

Substituindo I, em (4.65) encontramos

b
= [(Ii,u — a) (bOTO,u — pomg) — 7'0ud2 '00 /@b‘ dx

(boTo,u - POI‘GQ) 5 H %U

o B — T2 (= 1/€) ul
l l
dbtopoks _ d7’0\/_ 2
bor/E Ovdx + —b%/€) / 0 + 100) b dx
0 0
SO g — Lo ( VB0 )
p2 /N b / N/

l

dﬂoﬁz\/_ - dpoka / ( b )
Lodr — 0, —=u, + dr +R
b 0.0 o ) "\ Ve Vo
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e em seguida,

l

b
Xmo bo st H \/_ \/— YU, dx +,OOI<LT0\/_”¢||L2 — Om,;\/g(,u — b2/€) |67
db ; dro/E /
ToPoR3 0d ) 2 9 NG 4
T / wde + OVE /5)0/( T ro0),da

ab ,00/@2 _ Po@f ( ) d

bopt

l l

dpolig b de’i2\/E -

- 0, —=u, dg + TPO2VS g B + R,
0/ (\/Eu —|—\/E¢) x + bogt O/ odx +

onde X, = boTopt — poka2 € Xo = (/w - a) Xy — Topd? sdo dados em (4.25). Tomando o valor absoluto e

usando a desigualdade de Young e Poincaré temos

b
< RMNMWWMm+ﬁme

+C(19ll72 + 1021172 + 101172) + Cllgz 7
+5||U||§{ +C||0+ 7'019”%2 + CU|u||F ||, paratodo e, n > 0.

el | Je
"o || VE

Escolhendo 7 := |xr,|v/€/2bop temos

< IolCl¥lleellvallze +ellUl5, + C (101122 + 1021122 + [101172)

Xl gp Hw‘
LN ulEs + C18 + 702 + ClU e Flle

Agora, usando os Lemas 4.6, 4.7 e a estimativa (4.33) obtemos

X < olCll¥ Nl cellvellze + eCIUIG, + ClU NIl Fll,  paratodo &> 0. (4.74)

Ve
Isto completa a demonstra¢do do lema. [

Lema 4.9. Seja (u,v,¢,1,0,q)" a solugdo do sistema (4.26)—(4.31). Entdo existe uma constante positiva C
independente de \ tal que

[vllz> < Clidallz> +C H ClUl (4.75)

“f%
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Prova. Multiplicando a equacédo (4.27) por u e usando (4.26) temos
!
ool + el + b [ omade =R,
0
~pallol + (= 2/l + / ( ur ¢>) s = R,
ol + (= 8/l + | e NG / (s + V&6 ) -
Usando as desigualdades de Young e Poincaré temos
ol < (1= P19l + ol + | S+ V6| + A0l 476)
Desde que
i 2
bl <2 Lo+ 0| 2zl @77)
onde ¢, > 0 A© a constante de Poincaré, substituindo em (4.76) temos
ol < Cloull + €| o +CHUHHHFHH. @78)
|
Agora estamos em condi¢Oes de provar o principal resultado desta segao.
Teorema 4.10. O sistema (4.1) é exponencialmente estdvel se, e somente se, xo = 0.
Prova. Dividimos a prova em duas partes.
(i) Suficiéncia: Pelos Lemas 4.6—4.9 e as estimativas (4.33) e (4.77), temos
2 Ce 2 2
10l < S MUl +eCllUT + Dol Cllvllevzlliz + Clldllza 0o 22 + CellU a1 1]
Ce
< MU+ CIU T + Dol Cllellzllvall 2 + CelUl F I (4.79)
Desde que xo = 0 e ¢ := 1/2C temos
1
3(1 56 ) 101 < CIU Tl (4.50)
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Escolhendo A\? suficientemente grande concluimos a demonstragao.

(ii) Necessidade: Mostraremos que o semigrupo S(t) ndo é exponencialmente estdvel quando o
nuamero de estabilidade y, é diferente de zero. A prova é baseada no Teorema 2.18. A estratégia consiste
em verificar se a condigdo limsup)y_,. ||(iA] — A)7![|z() < oo falha ou ndo. Para isso, suponhamos
que exista U = (u,v,$,,0,9)" € H tal que ||U||y # 0. Sem perda de generalidade podemos tomar
fi=fo=fs=fs = fo = 0eescolher f,(z) = py s~ cos(w,r) no sistema (4.26)—(4.31) tal que F =
(O, 0,0, f4,0, ()) é limitado (uniformemente em n) em #H. Pelas condides de contorno (1.19) podemos

supor que
u(z) = Ay sin(w,z),  ¢(x) = B, cos(wyz), O(x) = C,sin(w,z),

onde A,, B, e C, sdo constantes e w,, := nr/l. Portanto, ao substituirmos estas solu¢des no sistema
(4.26)—(4.31), temos

—()\2p0 — ,uwi)An + bw,B,, = 0, (4.81)
bwnA, — (Npok — aw), — €)B,, + (d + irdo)w,C,, = 1, (4.82)
iAdw, By, 4+ (NboTo — Kaw? — iAbg — k3)C,, = 0. (4.83)
Agora escolhemos
f e
NM=£="w+—" paratodo néeN, (4.84)
Po PoXo

onde X, := boTopt — K2po # 0 € xo := (kp — ) (boTopt — K2po) — Topd? # 0. Com isto, obtemos o seguinte

sistema

bXToAn - XOWan = 0, (485)
bXOwnAn - |:(K‘/JJ - Oé) XOwrQL + Kb2XTo - €X0:| Bn + d(l + Z->\n7_0)X(](")ncjn = Xo, (486)
iAnpodXown By + [(MboTo — Kapo) Xows + b*boToxr, — (iAnbo + '13)0())(0} C. = 0 (4.87)
A partir de (4.85) e (4.87) temos
B,— XmA e Ce-—— uod g (4.88)
Wn X0 (boTopt — K2po)wn

Combinando (4.86) e (4.88) temos

Ay~ | (= @) (boTopt — Kapo) = Topd?]. (4.89)
iAnd?pob

Barbosa, R. C. PDM-UFPA



4.2. Decaimento Exponencial 70

Consequentemente,

Wn

A, ~
dndpob

0~ XoO(1), (4.90)

com X, # 0e xo # 0. Portanto,

l
U, = pollels =32l [ [sinewno) s
::Vﬁwmﬁzﬁﬁum. (4.91)
Isto implica em
|U|lx — o0 com A — oo, (4.92)

desde que x, # 0 e xo # 0. As outras constantes sdo dadas por

B,~O0\YH e C,~OWN". (4.93)
|

Observagdo 4.11. Por outro lado, se
Xro = boTopt — kapo =0 = xo = (kp — a) (boTop — Kapo) — Topd”® = —Topd® # 0. (4.94)

Ja sabemos por (4.84), (4.90) e (4.91) que ha uma falta de estabilidade exponencial neste caso. Porém,

com uma prova direta, também podemos chegar a essa conclusdo. De fato, escolhendo

M=) = pﬂwi paratodo n €N, (4.95)
0
temos
ToUWn,
A, ~ — ~ O(1). 4.96
S~ o) (496)
Portanto,
!
HW%ZMM%ZVﬁm/HM%@W%ﬂQﬁN (4.97)
0
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Isto implica que

IU|ly — o0 com A\ — oo. (4.98)

4.3 Decaimento polinomial

Nesta subsegdo, mostramos que a solucdo do sistema (4.1) decai polinomialmente com a taxa 1/+/%.

Para isto, usamos os resultados do Teorema 2.19.

Teorema 4.12 (Decaimento Polinomial). Suponhamos que x., # 0 e xo # 0. Entdo o semigrupo associado ao

sistema (4.1) é polinomialmente estdvel i.e., satisfaz

C
%HUOHD(A), paratodo t >0, Uy € D(A). (4.99)

No caso particular x,, = 0, a desigualdade (4.99) também vale.

15(#)Uolln <

Prova. Suponhamos que x., # 0 e xo # 0. Segue do Lema 4.8, e da equacgéo (4.26) que

Xl < Mol CllY |z l[uall z2 + eCIUI, + CRU 1 F [l (4.100)

2
L2

b
Ve Ve
Por outro lado, combinando os Lemas 4.6, 4.7, 4.9 e as estimativas (4.33), (4.77) e (4.100) temos

9
1015 < MixolCllllzzllwallzz + 55 CIUII + eCIU IR+ ClU Il Fll

5
< Pl Clellez Ul + 5 CIU T + ClU T + CoU Tl Fllae (4.101)
Usando a desigualdade de Young e o Lema 4.7 temos
2 N 2 2 , € 2
10l = - Clllze + (4 )CNU, + S CNU TR A CENT Nl F i

€ € A2
< <E—|—&t+7]—|—E)C’HUH?H—FFC’EHUHHHFHH—|—C’EHU||HHF||H, paratodo &, > 0.

Consequentemente,

€ € A2
(1-S—cmn- )10 < ZClUlFlc+ CAUTI Pl paratodo < >0,
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Usando o fato de que C.||U||x||F|l% < NC.||U||l%||F|j% (para [A] > 1 suficientemente grande) e esco-

lhendo 7 :=1/2 e ¢ := 1/12, a estimativa acima se torna

1 1 9 9
1(1- g3 ) 10 < XUl Pl

Portanto,

1 1 9 9
1(1- 55 ) 10T < 2201 @.102)

Escolhendo |\| suficientemente grande, obtemos

U]l < N2C||F||%. (4.103)
Dai segue que
1
2 Ul < CllE N, (4.104)
que é equivalente a
1AL = A) Y2 < ON°. (4.105)

Entado, usando o Teorema 2.19 (ver (2.11)), obtemos

_ C _ C
ISOA  Neon < o5 = ISOAT Flleey <

< sl

Do Teorema 4.1, concluimos que 0 € p(.A). Segue que A é sobrejetivo sobre 7, entdo tomando AU, = F,

temos
C
1S (6)Usll < mHUOHD(A)a paratodo t >0, Uy € D(A). (4.106)

Assim, a solugdo decai polinomialmente. No caso em que x,, = 0, usamos as mesmas ideias acima

para provar o decaimento polinomial. u

Observagio 4.13. Neste capitulo apresentamos as assinaturas de estabilidade do sistema (4.1). Estas
assinaturas representam as condi¢Oes necessdrias e suficientes para se obter o decaimento exponencial

de um sistema termoeldstico poroso com microtemperatura e sem temperatura.

Na tabela abaixo resumimos os diferentes tipos de decaimento
onde x := Kl — @, Xry := boTolt — Kapo € Xo := (kp — ) (boTopt — Kapo) — Topd?. Da tabela acima, podemos

deduzir que o decaimento exponencial do sistema (4.1) vale se x, = 0 e consequentemente podemos
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TABELA 4.1: Assinaturas de estabilidade: A fungdo sgn(x) extrai o sinal de um ndamero real x

Assinaturas de estabilidade Falta de decaimento exponencial Tipos de decaimento
1. sgn(x) = sgn(x-) =0 = xo0#0 Sim Polinomial

2. sgn(x) # sgn(x-) = Xo # 0 Sim Polinomial

3. sgn(x) =sgn(x-) #0 e xo #0 Sim Polinomial

4. xo =0 = sgn(x) =sgn(x) # 0 Nao Exponencial
ter,

X =kKp—a>0 e Xro := boTopt — Kapo > 0,
ou,
X =krku—a<0 e Xro := boTopt — Kapo < 0.
No caso da lei de Fourier (1) = 0), o decaimento exponencial é vélido se, e somente se,
kp —a = 0.
Este resultado é apoiado por resultados anteriores da literatura e confirmam que nossos achados estdo
corretos.

O termo de acoplamento térmico d é critico para os resultados acima. Claramente, quando d = 0,
a equacao térmica é desacoplada do sistema poroso. Neste caso, o sistema (4.1) se reduz ao sistema
elastico poroso, que tem os mesmos resultados de estabilidade deste artigo, onde o namero de estabi-

lidade é x = kp — o Isso novamente confirma que nossas conclusdes estdo corretas.
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CAPITULO 5

Consideracoes finais

Nesta tese investigamos dois sistemas distintos acoplados a efeitos térmicos. Mais precisamente, es-
tudamos um sistema de ondas conectadas em paralelo com efeitos térmicos governados pela lei de
Fourier e um sistema termoeldstico poroso com efeitos térmicos governados pela lei de Lord-Shulman.
A questao central desta pesquisa foi buscar compreender como 0s mecanismos térmicos atuam em cada
problema estudado, ou seja, estdivamos interessados em saber se 0 mecanismo térmico era suficiente
para estabilizar exponencialmente os sistemas, ou se era necessario a imposi¢do de alguma condigdo
envolvendo os coeficientes do sistema. Outra questdo também importante nesta pesquisa, envolveu o
estudo de esquemas numéricos em diferengas finitas, capazes de fornecer simula¢des compativeis com

os resultados tedricos obtidos.

Um vasto levantamento bibliogréfico foi feito na inten¢do de sabermos, quais os principais resulta-
dos da literatura sobre o comportamento assintético de sistemas termoeldsticos, e quais apresentavam
resultados de andlise numérica. No que diz respeito as questdes de andlise numérica pelo método de
diferengas finitas, percebemos que havia poucos trabalhos nesta direcdo. A maioria dos artigos que
encontramos, usam o método de elementos finitos para discretizar a varidvel espacial. Entdo vislum-

bramos a possibilidade de apresentar novos resultados nesta direcdo.

Como dissemos anteriormente, o primeiro problema que estudamos trata-se de um sistema de on-
das conectadas em paralelo e acoplado a lei de Fourier. Nossas contribui¢des com relagdo ao problema
continuo, dizem respeito a boa colocacdo e a estabilizagdo exponencial do sistema. A principal difi-

culdade em provar o decaimento exponencial, é devido ao sistema ser parcialmente amortecido. Isto

74



Capitulo 5. Consideragdes finais 75

dificulta a tarefa de encontrar os multiplicadores e as combinacdes corretas das equagdes do sistema
resolvente, que sdo necessdrias para se construir as estimativas de decaimento exponencial. Por ou-
tro lado, com relagdo ao sistema semidiscreto em diferengas finitas, introduzimos pela primeira vez
na literatura, uma prova de decaimento exponencial usando o método da energia. Até onde sabe-
mos, este método era usado apenas para problemas cont’inuos. As dificuldades de se usar o método
da energia em sistemas semidiscretos vao desde a simples escolha dos multiplicadores semidiscretos,
até a combinacdo adequada das equacgdes semidiscretas e a manipulagdo correta dos operadores de
diferencas finitas que aproximam as derivadas. Tudo isso requer a construcdo prévia de identidades
e de estimativas semidiscretas. No contexto totalmente discreto, apresentamos um esquema numérico
combinando métodos de integracdo explicito-implicito, capaz de reproduzir os resultados tedricos de
estabilizagdo exponencial. Este esquema numérico fornece uma energia discreta consistente nos passos
n en — 1, e além disso, provamos que a energia discreta é uma forma quadratica positiva definida
dependendo de uma relagdo entre os parametros de malha {At, Az}. Posteriormente, construimos um

algortimo capaz de fornecer as simulagdoes numéricas do sistema.

O segundo problema que estudamos trata-se de um sistema termoeléstico poroso com microtempe-
ratura e sem temperatura, governado pela lei de Lord-Shulman. Para este problema, também provamos
a boa colocagéo e a estabilizagdo exponencial ou polinomial dependendo de uma condicdo particular
entre os coeficientes do sistema que denominamos de assinaturas de estabilidade. A grande dificuldade
que encontramos neste sistema estd no fato das equag¢des ndo terem uma estrutura simétrica como
geralmente ocorre em outros sistemas, e também, pelo fato da dissipacdo atuar somente no equagao
térmica. Isto dificulta muito o trabalho de encontrar os multiplicares adequados e as combinacdes

corretas das equagdes para a construgdo das estimativas.

Acreditamos que nossos avangos tanto no contexto da estabilizacdo quanto na andlise numérica de
sistemas acoplados, trardo uma nova pesperctiva para o estudo de sistemas hiperbélicos acoplados a

equacdes parabdlicas.
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