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RESUMO

Instituto de Ciéncias Exatas e Naturais

Programa de Doutorado em Matematica

EQUACAO DE ONDAS ACOPLADAS COM DAMPING FRACIONARIO E
TERMOS DE FONTE

Por Mauricio da Silva Vinhote.

Este trabalho é dedicado ao estudo do comportamento assintético da solucao de um sistema de
equacoes de ondas acopladas. Tal sistema descreve as oscilagoes transversais de membranas que
estao interligadas entre si e sujeitas a forcas de atrito e forgas externas. Os efeitos das forgas de
atrito e das forcas externas sobre a dinamica das vibracoes dependem tanto da regularidade das
fungoes que representam essas forgas quanto dos parametros o, s € (0,1), que sdo os expoentes
dos dampings fracionarios. Usando semigrupos nao lineares e a teoria de operadores monétonos,
estabelecemos resultados de existéncia e unicidade de solucao local fraca, bem como a dependéncia
continua em relacao aos dados iniciais. Restringindo os parametros dos dampings para serem mais
dominantes que as fontes, mostramos que a solugao local pode ser estendida ao intervalo [0, c0),
ou seja, esta solugao é global. Por outro lado, se os parametros das fontes forem mais dominantes
que dos dampings, provamos que as solugoes com energia total inicial negativa possuem blow-up
em tempo finito. Usando a teoria do poco de potencial, provamos que se os dados iniciais do nosso
problema pertencem a parte “boa” do pogo, as solugoes correspondentes existem globalmente. Por
outro lado, se as condigoes iniciais pertencem a parte “ruim” do poco, as solugoes correspondentes
possuem blow-up em tempo finito. Para a solugao global, obtemos as taxas de decaimento uniforme
da energia e, como consequéncia, estabelecemos o decaimento exponencial e algébrico (polinomial)
da energia. Na tultima parte deste trabalho, consideramos uma perturbagao autonoma do nosso

problema. Mais precisamente, acrescentamos nas duas equagoes de onda os termos ehq(x) e



cho(z) onde € > 0 é uma constante suficientemente pequena. Provamos que o sistema dinamico
correspondente possui um atrator global regular 2(, com dimensao fractal finita. Além disso,
provamos a existéncia de atrator exponencial generalizado com dimensao fractal finita apenas em
um espago menos regular que o espaco de fase. Provamos a continuidade da familia de atratores
globais 2l com relagao ao parametro € em um subconjunto J denso e residual de [0, 1]. Finalmente,

provamos a semicontinuidade superior do atrator para todo € € [0, 1].

Palavras-Chave: Equacao da onda, Damping e fontes, Blow-up, Decaimento da energia,

Atrator global.



ABSTRACT

Instituto de Ciéncias Exatas e Naturais

Programa de Doutorado em Matematica

COUPLED WAVES EQUATION WITH FRACTIONAL DAMPING
AND SOURCE TERMS
by Mauricio da Silva Vinhote.

This work is dedicated to the study of the asymptotic behavior of the solution of a system of
coupled wave equations. This system describes the transverse oscillations of membranes that are
interconnected and subject to frictional and external forces. The effects of frictional forces and
external forces on the dynamics of vibrations depend both on the regularity of the functions that
represent these forces and on the parameters oy, as € (0,1), which are the exponents of fractional
dampings. By using nonlinear semigroups and the theory of monotone operators, we establish
results of existence and uniqueness of weak local solution, as well as the continuous dependence
on the initial data. By restricting the damping parameters to be more dominant than the sources,
we show that the local solution can be extended to the interval [0, 00), that is, this solution is
global. On the other hand, if the source parameters are more dominant than the damping, we
prove that the solution with negative total initial energy blow-up in finite time. Using the potential
well theory, we prove that if the initial data of our problem can be found within the “good” part
of the well, the corresponding solution exists globally. On the other hand, if the initial data can
be found within the “bad” part of the well, the corresponding solution blow-up in finite time.
For the global solution, we obtain the uniform decay rates of energy, which as a consequence,
implies the exponential and algebraic (polynomial) decay of energy. In the last part of this work,
we consider a autonomous perturbation of our problem. More precisely, we add to the two wave

equations the terms ehy(x) and ehy(z) where € > 0 is a constant small enough. We prove that the



corresponding dynamical system has a smooth global attractor 2, with finite fractal dimension.
Moreover, we prove the existence of generalized exponential attractors with finite fractal dimension
only in a space less regular than the phase space. We prove the continuity of the family of global
attractors . with respect to parameter € on a dense residual subset J of [0, 1]. Finally, we prove

upper-semicontinuity of global attractors for all € € [0, 1].

Keywords: Wave equation, Damping and sources, Blow-up, Energy decay, Global attractor.



Conteudo

(1 Introducao|

[1.1  Problema em estudo e consideracoes gerais sobre a equacao da ondal . . . . . . . . .

(1.2 Objetivos e organizacao da tese|

2 Conceitos preliminares|

[3  Existéncia e unicidade de solucao|

[3.1  Formulacao via semigrupos e solucao local fraca] . . . . . . ... ... ... ... ..

[3.2  Unicidade e dependencia continua dos dados iniciais| . . . . . . . . . . . .. ... ..

[3.3  Existencia globall . . . . . . . ..

[3.4  Blow-up com energia total inicial negatival . . . . . .. ... ... ...

[3.5  Solucao global . . . . . .. .. ..

[3.6 Blow-up com dado inicial em W5

[4 Taxas de decaimento da energial

11

11

14

20

21

24

24

45

50

o4

63

70

77



[4.0.1 Estimativa de estabilizacao perturbadal . . . . . . .. ... ... ... 7

4.1 Absorcao dos termos de ordem inferior| . . . . . . . . .. .. ... 85
[4.2  Taxas de decaimento da energial . . . . . . . . . .. ... 93

[ Dinamica de longo prazo| 97
[5.1  Preliminares e boa colocacao|. . . . . . . . .. ... 97
[>.1.1 Hipoteses e notacoes| . . . . . . . . . . ... 98

[5.1.2  Boa colocacaol . . . . . . . ... 99

[5.1.3  Identidade energia| . . . . . . . ... L 101

[6.2  Quase-estabilidade] . . . . .. ..o 103
[5.3  Semicontinuidade superior de atratores globais{ . . . . . . . . ... ... ... 114
6 Conclusoes e trabalhos futuros| 120
[Referencias Bibliograficas| 123




Capitulo 1

Introducao

Devido ao seu frequente surgimento no estudo de problemas em acustica, eletromagnetismo,
mecanica dos fluidos e teoria quantica de campos, os fenomenos ondulatérios tém sido intensa
e profundamente investigados nas tultimas trés décadas. Neste contexto, cresceu o interesse dos
matematicos em inquirir e apurar as propriedades intrinsecas das solugoes de equagoes da onda
em suas mais diversas variacoes. Uma equacao de onda descreve a propagacao de perturbagoes de
natureza oscilatoria em fluidos, como ondas sonoras em acustica, em fios e membranas ideais, ou

no vacuo, como ¢ o caso das ondas luminosas em eletromagnetismo.

1.1 Problema em estudo e consideracoes gerais sobre a

equacao da onda

Seja  C R? um conjunto aberto e limitado com fronteira suave 9. Nesta tese estudaremos o
o seguinte sistema de equagoes de ondas acopladas
wy — Au+ (—A)uy + g1 (ug) = fi(u,v), em Q x (0,7), )
Ut — Av + (_A)a2vt + g2(vt) = f2(u7 U)a em (2 x (07 T)7
onde ay, ay € (0,1). As fungoes u = u(x,t) e v = v(zx, t) representam oscilagoes de duas membranas

dispostas de tal forma que suas respectivas dinamicas oscilatérias influenciam-se mutuamente. As



equagoes em (|1.1)) estdao sujeitas as seguintes condigoes iniciais e de fronteira

;

w(0) = ug € HY(Q),u(0) = uy € L*(Q),

v(0) = vy € HE(Q), v,(0) = v, € LX(Q), (1.2)

u=v=0 em 00 x (0,7).

\

A energia associada ao sistema (|1.1)-(1.2) é dada por

E(t) = %(IIVU(t)II2 VOO + w1 + [l ()]%), vt € [0,7]. (1.3)

Historicamente, ja no século XVIII, Jean le Rond d’Alembert e Daniel Bernoulli foram um dos
primeiros cientistas a estudarem a equacao da corda vibrante, que modelava vibragoes transversais
em uma corda fina e flexivel, mas sem a interferéncia de forgas dissipativas ou externas no
movimento vibratério. A fim de obter o modelo que descreve tais vibragoes, deve-se considerar as

seguintes hipdteses:

(1) A corda tem a forma de um cilindro reto suficientemente fino e de comprimento L e é

confeccionada com material homogéneo;

(2) Consideramos um sistema xy de coordenadas cartesianas de modo que o eixo z coincida com
o eixo de simetria da corda. Assumimos que a configuracao de referéncia seja aquela na
qual a extremidade esquerda da corda encontra-se fixada na origem (0,0) desse sistema e a
extremidade direita seja fixada na posigao (L,0). Assim, a cada se¢ao transversal da corda

corresponde um unico ponto z € [0, L];

(3) A fim de que haja tensao entre as particulas que compoem a corda, deslocamos a extremidade

direita e a fixamos na posic¢ao (L + d,0), com d > 0.

Levando em conta as hipdteses acima, estamos supondo tacitamente que o movimento da corda
estard restrito ao plano xy. Se u(x,t) é a posi¢ao do ponto x da corda num determinado instante
t > 0, a equagao diferencial que modela a vibragao transversal é

Pu 0%



sendo
9 Ed

T L+ d/L)

onde p ¢é a distribuicao de matéria por unidade de volume da corda e E é o médulo de Young, um

(1.5)

parametro que representa a rigidez do material do qual é feita a corda.

A equacao (|1.4)), chamada de equagao homogénea, é obtida levando-se em consideragao apenas
a forca de tensao entre as particulas que compoe a corda quando esta esta esticada. Na formulacao

do modelo para vibracoes transversais, podemos também considerar mais dois tipos de forca:

e Forcgas de atrito (ou damping), que correspondem as interagoes do sistema com fluidos
(o ar, por exemplo), atuam na diregdo oposta ao movimento dos pontos da corda e sdo
responsaveis pela dissipacao da energia mecanica, o que leva o sistema ao repouso com o

passar do tempo;

e Forcas externas (fontes), que sdo oriundas de campos externos como o campo
gravitacional, por exemplo, ou forcas eldsticas, ou seja, aquelas provenientes das interagoes

entre as moléculas da corda.

Assim, se além da tensao entre as particulas, levarmos em consideracao também as forcas de atrito

e as forcas externas, obtemos a equagao nao homogénea

9%u 9%u ou
5 o T =1 (16)

Ju .
onde — representa a forca de atrito, f a forca externa e § > 0 é uma constante.

ot

Sendo u(z,0) = ¢(z) e uy(x,0) = P(z) a posicao e velocidade iniciais da corda, temos que a
solucdo da equagao homogenea (|1.4]) é dada por

u(z,t) = %[go(x + at) + p(x — at)] + L /w ' W¥(s)ds, (1.7)

2& r—at

que é a conhecida Férmula de d’Alembert. O primeiro termo da férmula ((1.7) nos mostra que
a posicao inicial gera duas “ondas parciais”que conservam o perfil inicial e cada uma delas tem
amplitude igual a metade da amplitude original. Essas duas ondas viajam em sentidos contrarios

e com velocidade a. A contribuicao da distribuicao inicial de velocidades também pode ser



interpretada como superposicao de ondas parciais que se propagam em sentidos opostos e com
mesma velocidade a. Isso fica claro quando escrevemos

1 z+at

2a J,_

Y(s)ds = V(x + at) — V(x — at),

at

onde ¥ é uma primitiva qualquer de v /2a.

Para que a Férmula de d’Alembert seja uma solucao legitima, é necessario que ¢ € C%(R) e
CH(R j icao inicial lo, d funca lui

¥ € C'(R), ou seja, a posigao inicial, por exemplo, deve ser uma fungao suave, o que exclui a

possibilidade de considerarmos uma gama de fungoes ¢ que sao apenas continuas. Considerando

um 0 > 0 suficientemente pequeno, uma fungao () dada por

2
—5I, 0<z<L/2

olr) =4 Los (1)
—fx+25, L/2<z<1L,
embora seja fisicamente plausivel como posi¢ao inicial, seria matematicamente inadmissivel ja que

¢(x) nao é diferencidvel.

Ocorre que, em muitas situagoes reais, as fungoes () e ¥ (r) nao sao sequer diferencidveis,
sendo apenas continuas. Além disso, a solugao u(z,t), da equagao deve ser tal que
u e C%((0,L) x (0,7))NC([0, L] x [0, T]) para um T > 0. Diante desse problema, para considerar
também posicao e velocidade iniciais que sejam apenas continuas, foi necessaria uma reformulagao
do conceito de solucao de uma equagao diferencial parcial como . Assim surgiu o conceito de

solugao fraca ou solucao generalizada a Sobolev.

E possivel generalizar as equacoes (1.4) e (1.6) para dimensdes n > 2. Assim, o intervalo

compacto [0, L] no qual = varia é substituido por um conjunto limitado @ C R™ com fronteira
2

suave 0€) e o operador derivada 922 em dimensao 1 é substituido pelo operador laplaciano A, que
x
¢ definido por
n
32
A= 2
p Ox;,

Em nosso sistema estudado (L.1)), as fungdes (—A)% e g;, com j € {1,2}, denotam as forcas de
atrito que provocam a dissipacao da energia, sendo (—A)* o damping fracionério. J& as fungoes

fj, com j € {1,2}, representam as fontes de forcas externas. Na literatura hd muitos resultados



que mostram a influéncia da interacao entre o damping e as fontes na dinamica do problema;
como exemplos temos [1I, 27, B2 2], 3], 19, 201 8, O 12] 16l 13] 14 15, 24, 29]. Além de estudos
sobre a existéncia, unicidade, dependéncia continua das solugoes em relacao aos dados iniciais,
solucao global e taxas de decaimento da energia para uma grande variedade de equacoes da onda,
hé investigacoes sobre o comportamento das solucoes em tempos longos. Este aspecto qualitativo

da dindmica é analisado por meio do estudo da existéncia de atratores globais [5, 1T, B3] 53].

No trabalho de Gazzola e Squassina [26] é investigado o comportamento de solugdes locais da

seguinte equagao hiperbdlica superlinear com damping linear

(

Uy — Au — wAUy + puy = |ulP2u, em Q x (0,7,
u =0, sobre 092 x (0,7,

\u(ac,O) = up(z), ue(z,0) = uy(z), em Q,

onde € ¢ um subconjunto aberto e Lipschitz de R", n > 1, T > 0, uy € H} (), uy € L*(Q), w > 0,
[t > —wAq, onde \; é o primeiro autovalor do operador —A com condigoes de fronteira homogéneas

de Dirichlet e

%, para w > 0,
2<p< se n>3, 2<p<oo, se n=1,2
2::22, para w = 0,

Os autores provaram que toda solucao global é uniformemente limitada no espago de fase natural.
Eles também provaram a existéncia global de solugoes com dados iniciais no pogo de potencial.
Finalmente, eles provaram o blow-up em tempo finito para solugoes comecando no conjunto instavel

e, também provaram o blow-up com dados iniciais de energia arbitrariamente alta.

Em [2], Cavalcanti et al. estudaram a existéncia de solugao global, taxas de decaimento da

energia e blow-up em tempo finito para a equagao da onda com damping nao linear

;

Uy — Au+ h(uy) = g(u), em ) x (0, 00),

u =0, sobre 02 x (0, c0), (1.9)

\u(yc,()) = ug(x), u(z,0) = uy(x), em Q,

onde 2 C R? é um conjunto limitado e com fronteira suave 9. Esse estudo foi feito supondo que



g ¢ uma funcao que admite um crescimento exponencial no infinito e que A é uma funcao continua

e mondtona crescente que tem crescimento polinomial no infinito.

Em [29], Guo et al., os autores consideraram a boa colocacao local e global das equagoes de
ondas nao lineares acopladas

Upp — Au+91(ut) = fl(u> U)v em £2 X (O’T)’ (1 10)

vy — Av + go(vy) = fo(u,v), em Q x (0,7),
sobre um dominio 2 C R™ com condi¢ao de fronteira de Robin nao linear sobre u e condigao
de fronteira de Dirichelet sobre v. As nao linearidades fi(u,v) e fa(u,v) possuem expoentes
supercriticos que representam os termos de fonte, e gi(us) e g2(v;) s@o damping nao lineares.
Esses dampings sao fungoes mondtonas continuas crescentes que se anulam na origem e satisfazem
condicoes de crescimento. A boa colocacao de foi investigada usando semigrupos nao lineares e a
teoria de operadores monotonos. Um resultado importante de blow-up em tempo finito de solucoes
fracas foi obtido em [29], desde que a energia inicial é negativa e as fontes sdo mais dominantes

(em um sentido apropriado) que os dampings.

Em [22] foi investigado o comportamento a longo prazo da equagao de onda semilinear
wy — Aw + f(w) =0 em Q = [0,00) x 2, QCR? (1.11)
sujeita as condicoes de fronteira
dyw~+w=—g(w) em X =1[0,00) xT (1.12)
e as condigoes iniciais
w(0) = wp, w(0) = wy, (1.13)

sendo I uma fronteira suave e v o vetor normal unitario exterior a I'. Os autores mostraram que as
solugoes fracas geradas pela dinamica da onda convergem assintoticamente para um atrator global
compacto. Além disso, regularidade e estrutura do atrator sao discutidas em [22]. Este artigo foi
um dos primeiros resultados relativos a dissipacao nao linear na fronteira no contexto de atratores

globais.



Em [21] foi estudado o comportamento a longo prazo da soluc¢ao da equagao da onda nao linear
Uy = QUggy + O-(U’m)l‘ - f(u) + g(flf), S (07 1)a te [Oa OO): (114>

com condigoes iniciais

u(0) = up, u(0) = uy, (1.15)

e condicoes de fronteira

u(0,t) = u(l,t) =0 (1.16)
e onde as fungoes f e o satisfazem condicoes adequadas.

Este problema surge quando se considera o movimento longitudinal de uma barra homogénea
que, em seu estado livre de tensao, tem secao transversal uniforme e comprimento unitario. O
deslocamento de uma segao transversal da barra no tempo t é dado por u(x,t). Foi mostrado que

o semigrupo associado ao problema possui atrator global com dimensao fractal finita.

1.2 Objetivos e organizacao da tese

O objetivo desta presente tese é estudar o comportamento assintético do problema
focando na iteracao entre dampings e fontes. Usando semigrupos nao lineares e a teoria de
operadores monotonos, estabelecemos resultados de existéncia e unicidade de solucao local fraca
para —, bem como a dependéncia continua em relacao aos dados iniciais mostrando
que o problema — ¢ bem posto. Restringindo os parametros dos dampings para
serem mais dominantes que as fontes, mostramos que a solucao local pode ser estendida ao
intervalo [0,00), ou seja, esta solugdo é global. Por outro lado, se os parametros das fontes
forem mais dominantes que dos dampings, provamos que as solucoes com energia total inicial
negativa possuem blow-up em tempo finito. Usando a teoria do pogo de potencial, provamos
que se os dados iniciais do nosso problema pertencem a parte “boa” do poco, as solucoes
correspondentes sao globais. Por outro lado, se as condic¢oes iniciais pertencem a parte “ruim”
do poco, as solucoes correspondentes possuem blow-up em tempo finito. Para a solucao global,
obtemos as taxas de decaimento exponencial e polinomial da energia. Na tltima parte da tese,

consideramos pequenas perturbagoes do sistema (|1.1])-(1.2)) por forgas externa auténomas. Usando
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a moderna teoria de quase-estabilidade proposta por Chueshov e Lasiecka [23] , provamos que
o sistema dinamico associado possui atrator global regular com dimensao fractal finita. Além
disso, provamos alguma propriedades geométricas do atrator global e a existéncia de atratores
exponencias generalizados. Também estudamos a continuidade do atrator em relacao ao parametro
que multiplica a for¢a externa sobre um subconjunto denso e residual de [0,1]. Finalmente,

investigamos a semicontinudade superior do atrator sobre todo o conjunto [0, 1].

Esta tese esta organizada da seguinte forma:

e No Capitulo [2| apresentamos algumas defini¢oes, notagoes e resultados das teorias de

operadores monotonos e de atratores globais, bem como resultados gerais de anélise funcional.

e No Capitulo[3] usando semigrupos nao lineares e a teoria de operadores monétonos, provamos
a existéncia de uma solugao local fraca para o problema —, também provamos que
tal solucao local depende continuamente dos dados iniciais no espaco energia. Além disso,
investigamos a existéncia global de solucoes fracas. Também provamos um resultado de blow-
up de energia total inicial negativa. Usando a teoria do poco de potencial, provamos que as
solugoes que comecam na parte boa do pocgo existem globalmente. Por outro lado, provamos

que as solucoes que comecam fora da parte boa do pogo possuem blow-up em tempo finito.

e No Capitulo [4 obtemos a taxa de decaimento uniforme da energia, de onde segue os

decaimentos exponencial e algébrico (polinomial).

e No Capitulo , consideramos uma perturbacao autonoma do problema —. Mais
precisamente, acrescentamos nas duas equagoes de onda os termos ehy(z) e ehy(x) onde € > 0
é uma constante suficientemente pequena. Provamos que o sistema dinamico correspondente
possui um atrator global regular 2, com dimensao fractal finita. Além disso, provamos a
existéncia de atrator exponencial generalizado com dimensao fractal finita em um espaco
menos regular que o espaco de fase. Provamos a continuidade da familia de atratores
globais 2l para € em um subconjunto J denso e residual de [0, 1]. Finalmente, provamos
a semicontinuidade superior para todo € € [0,1]. Vale destacar que os resultados desse

capitulo deram origem a um artigo intitulado “Quasi-stability and continuity of attractors
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for nonlinear system of wave equations” publicado na revista “Nonautonomous Dynamical

System”.
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Capitulo 2

Conceitos preliminares

Neste capitulo apresentamos algumas defini¢des, notagoes e teoremas centrais das teorias de
operadores monotonos maximais e de atratores globais. Juntas, essas teorias formam o plano de
fundo sobre o qual foi desenvolvida esta tese. Antes, porém, iniciamos com algumas consideracoes
importantes acerca das poténcias fracionarias do operador Laplaciano. Em todo o trabalho,
usaremos as notacgoes

lully = llullr@), p=1 flull = llull2@,  (w,0) = (u,0) 29,

onde (u,v)rz2(q) representa o produto interno usual em L*(€).

2.1 O Laplaciano fracionario

O objetivo desta secao ¢ introduzir a definicao de poténcia fracionéaria do operador Laplaciano e
algumas de suas propriedades béasicas (para mais detalhes veja |36}, 50]). Seja s > 0 e consideremos
as autofungoes ¢;,1 € N, do operador Laplaciano —A em H}(2) e )\;,i € N, os seus respectivos
autovalores. As poténcias do operador Laplaciano sao operadores

(—=A)*: D((—A)*) € L*(Q) — L*(Q)

definidos por
(—A)u = Z i (u, i),
i=1
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com dominio dado por

D((-A)) = { € () 3 N |(u ) < oo} .

i=1

O espago fraciondrio D((—A)*) é munido do produto interno e norma dados por
(u,0)s = ((=8)u, (=A)°),  ullp(-a)) = [[(=2)"ul].
E bem conhecido o fato de que a imersao
D((—=A)*) < D((—=A)%), 51> 59 >0, (2.1)

é compacta.

Para s1,s5 > 0, temos que (—A)*'(=A)*2 = (=A)**"52 ¢ como o operador (—A)* é auto-

adjunto, dada u € D((—A)®), podemos escrever
(=A)p,u) = ((—A)2p, (—A)%u), Vo € D((~A)7?). (2.2)
Em particular, temos

(~A)u,u) = [[(=A)5u]? > 0, Vu € D((~A)"). (2.3)

2.2 Definicoes e resultados abstratos sobre operadores

monotonos maximais

A seguir, introduzimos os principais conceitos e resultados da teoria de operadores mondétonos
maximais. Denotamos por X um espago de Banach qualquer com norma || - || x e por X* seu dual.
Dado um x* € X*, o valor do funcional linear x* aplicado em qualquer z € X é denotado por
(z*,z). Em particular, quando X é um espago de Hilbert assumiremos que ele é identificado com

o seu proprio dual. Para mais detalhes recomendamos a referéncia [7].

Definicao 2.2.1 Seja X um espaco de Banach reflexivo. Dizemos que um operador A : X — X*
¢ monotono se

(A$1 — Axg, 1 — I2) >0,

13



para quaisquer ri,ro € X. Além disso, dizemos que o operador A : X — X* é mondtono

maximal se, para qualquer x* € X*, existe um x € X tal que Ax + x = x*.

Definigao 2.2.2 Seja X um espaco de Banach reflexivo com norma || - ||x e A+ X — X* um
operador tal que D(A) = X, onde D(A) representa o dominio de A. O operador A : X — X* é

dito hemicontinuo se
A(x + \y) — A(z) fraco-estrela quando A — 0,

para quaisquer x,y € X. Dizemos que A : X — X* € coercivo se

(Az, x) _

1m
Izl x—o0 ||| x

Defini¢ao 2.2.3 Seja H um espag¢o de Hilbert com produto interno (-,-)g. Dizemos que um

operador A : D(A) C H — H € acretivo se
(Au — Av,u —v)yg >0

para quaisquer u,v € D(A). O operador A : D(A) C H — H ¢é chamado m-acretivo se € acretivo

e se a imagem de D(A) pelo operador A+ 1 é H, onde I € o operador identidade sobre H.

Vejamos agora alguns resultados importantes envolvendo os conceitos que vimos até o momento

relacionados a operadores monotonos maximais.

Teorema 2.2.1 Seja X um espaco de Banach reflexivo. Se A : X — X* é um operador mondtono

e hemicontinuo, entao A : X — X* € mondtono maximal.
A demonstracao pode ser conferida em [7, Teorema 2.4].

Teorema 2.2.2 Seja X um espago de Banach reflexivo. Se A : X — X* € um operador coercivo

e mondtono mazximal, entao A : X — X* € sobrejetivo, ou seja, Im(A) = X*.
A prova deste teorema pode ser consultada em [7, Coroldrio 2.2].

Teorema 2.2.3 Seja X um espago de Banach e sejam A : X — X* e B : X — X* operadores

monotonos maximais tais que

(int(D(A))) N D(B) % 0.
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Entao A+ B € mondtono maximal.

Para demonstracao, consulte 7, Theorem 2.6].

2.3 Definicoes e resultados abstratos sobre atratores

globais

Nesta secao, iremos introduzir alguns conceitos e resultados relacionados a atratores globais
que serao importantes para o desenvolvimento deste trabalho. Para mais detalhes, consulte as
referéncias cldssicas [11), B3] 43] 5, 58, 53] e mais recentemente [23]. Iniciamos pela definigao de

semigrupo.

Defini¢ao 2.3.1 Seja X um espago métrico. Um semigrupo é uma familia {S(t) }>o de funcoes

de X em si mesmo satisfazendo as sequintes propriedades:
e S(0) =1, onde I € a identidade em X ;
e S(t+s)=S5(t)S(s), Vt,s = 0;
e [0,00) x X > (t,x) — S(t)z € X € continua.
Por simplicidade, um semigrupo {S(t)}+>0 sobre um espago métrico X serd denotado por S(t).

Defini¢ao 2.3.2 Um sistema dindmico é um par (X, S(t)) consistindo de um espago métrico

X e um semigrupo S(t) sobre X. O espago métrico X € chamado espaco de fase.

Definicao 2.3.3 Dados dois subconjuntos A e B de um espago métrico X, a semi-distancia de

Hausdorff entre os conjuntos A e B de X ¢ definida por

distx (A, B) := sup inf d(x,y),

z€AYEB
onde d € a métrica de X. A distancia de Hausdorff entre os conjuntos A e B de X € definida

como
dx(A, B) = max {diStX(A, B), diStX(B, A)}
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Defini¢ao 2.3.4 Um subconjunto A C X é um atrator global para o sistema dinamico (X, S(t))

se satisfaz as sequintes condicoes:
(1) A é compacto;
(2) A € invariante, isto é, S(t)A = A para todo t > 0;

(3) A atrai subconjuntos limitados pela acao do semigrupo S(t), isto €, para todo subconjunto
limitado B C X,
tlim distx (S(t)B,2l) = 0. (2.4)
— 00

Notemos que o atrator global para um sistema dinamico quando existe, ele é tinico, e é o maior
conjunto invariante compacto e o menor conjunto fechado que atrai limitados de X pela acao do

semigrupo S(t).

Defini¢ao 2.3.5 Sejam (X, S(t)) um sistema dinamico e B um subconjunto de X. Dizemos que
B € um conjunto absorvente se, para todo subconjunto limitado D C X, existe 7 = 7(D) > 0

tal que
S(t)DC B, Vt>r.

Defini¢ao 2.3.6 Um sistema dinamico (X,S(t)) € dito dissipativo se existe um subconjunto

absorvente e limitado D de X.

Definicao 2.3.7 Diz-se que uma func¢ao continua & : R — X € uma trajetoria completa para

o sistema dinamico (X, S(t)), se S(t)&(1) = &(t + 1) para todo t > 0 e todo T € R.

E bem conhecido (veja, por exemplo [53]) que o atrator global para um sistema dinamico (X, S(t))

quando existe, ¢ caracterizado por trajetorias completas e limitadas de X.

Definicao 2.3.8 Dizemos que um sistema dinamico (X, S(t)) € assintoticamente compacto
se para toda sequéncia limitada {x,} C X e toda sequéncia {t,} C [0,00) com t, — 00, a sequéncia

{S(t,)x,} possui subsequéncia convergente.

O resultado a seguir fornece um critério que nos permite verificar se um sistema dinamico é

assintoticamente compacto.
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Teorema 2.3.1 Seja (X, S(t)) um sistema dinamico sobre um espago métrico completo X com
métrica d. Suponha que para todo conjunto positivamente invariante limitado B C X e para todo

€ >0, existe um T = 7(€¢, B) > 0 de modo que
d(S(1)z1,8(7)20) < €4+ V(21,22), Vz1,20 € B,
onde ¥ : B x B— R ¢ uma funcao contrativa, ou seja,

lim inf lim inf ¥ (z,, 2,,,) = 0, para toda sequéncia (z,) C B.

Entao S(t) € assintoticamente compacto.

Defini¢ao 2.3.9 Dizemos que um sistema dinamico (X,S(t)) é assintoticamente suave se
para todo conjunto positivamente invariante limitado B C X, existe um conjunto compacto K C X
tal que K C B e

tlggo dist(S(¢)B, K) = 0.

O proximo teorema estabelece a equivaléncia entre compacidade assintética e suavidade

assintotica de um sistema dinamico.

Teorema 2.3.2 Seja (X, S(t)) um sistema dinamico dissipativo sobre um espago de Banach X .

Entao (X, S(t)) € assintoticamente compacto se, e somente se, € assintoticamente suave.

Defini¢ao 2.3.10 Seja A" o conjunto dos pontos estaciondrios do sistema dinamico (X, S(t)),

1sto €,
JV:{JSEX:S(t)x:x,VtEO}.
A wvariedade instdvel de N € o conjunto
WA )={z € X : eziste £ : R — X solucdo global com £(0) = x tal que tEEIloo d(&(t), /) =0}.

Defini¢ao 2.3.11 Um sistema dinamico (X, S(t)) é dito gradiente se ele possui uma fungdo de

Lyapunov estrita, ou seja, se existe uma fungao continua ® : X — R com as sequintes propriedades:

e [0,00) 3t +—— ®(S(t)x) € nao crescente para cada x € X,
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e sex € X étal que P(S(t)x) = ®(x) para todo t > 0, entdo v € N .

Teorema 2.3.3 (Existéncia de atrator global) Seja (X, S(t)) um sistema dindmico gradiente
e assintoticamente compacto com a correspondente funcdo de Lyapunov denotada por ®. Suponha
que

O(y) — 0o se e somente se ||y||x — oo (2.5)

e que o congunto A do pontos estaciondrios é limitado. Entdo o sistema dinamico (X, S(t)) possui

atrator global caracterizado por A = W (A).

Definigao 2.3.12 Sejam X um espago de Banach e S(t) um semigrupo sobre X. Dizemos que
um conjunto fechado e limitado A™" C X é um atrator global minimal para o semigrupo S(t)

se sao validas as sequintes propriedades:
(1) A™™ ¢ positivamente invariante, isto é, S(t)A™™ C A™™ para todo t > 0;
(2) A™™ atrai todo ponto x € X, isto é,

lim distx (S(t)x, A™") =0 para todo x € X;

t—+00

(8) A™™ ¢ minimal, ou seja, nao existe subconjunto proprio de A™™ possuindo as propriedades

(1) e (2) acima.

Teorema 2.3.4 Suponha que um sistema dinamico gradiente (X,S(t)) possui atrator global 2.

Entao para todo v € X temos

lim distx(S(t)z, A4) =0,

t——+00
ou seja, qualquer trajetoria se estabiliza no conjunto A dos pontos estaciondrios. Em particular,
isso significa que o atrator global minimal A™™ coincide com o conjunto dos pontos estaciondrios,

A —

Defini¢ao 2.3.13 Uma semi-norma nx(:) definida sobre um espago de Banach X € dita

compacta se nx(x,) — 0 para toda sequéncia x, — 0 em X.
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Definicao 2.3.14 Sejam X e Y espacos de Banach reflexivos com X —— Y e seja
H=XxY. (2.6)
Considere o sistema dinamico (H,S(t)) dado por
S(t)z = (u(t),u(t)), z=(ug,u1) € H, (2.7)
onde a fun¢ao u possui a reqularidade
ue CRY X)NCHRT;Y). (2.8)

Dizemos que o sistema dinamico (H,S(t)) é quase-estdvel sobre um conjunto B C H, se existe
uma seminorma compacta nx(-) sobre X e fungoes nao negativas a(t),b(t) e c(t) em RT, sendo

a(t) e c(t) localmente limitadas em [0,00) e b(t) € L*(RT) com tlim b(t) =0 tais que
—00

IS@®)z" = S < a(®)]l2' = =*[I%, (2.9)
IS(®)=" = S®)=*|I5 < b(t)ll=" — 2%[F + c(t) Osiilit["X(“l(S) —u’(s))]’ (2.10)

parat >0 e z' € B, onde S(t)z" = (u'(t),ui(t)),i = 1,2.
A quase-estabilidade implica a compacidade assintética do semigrupo.

Teorema 2.3.5 ([23], Proposicao 7.9.4) Seja (H,S(t)) um sistema dindmico definido por (2.7)
e satisfazendo a reqularidade (2.8]). Se (H,S(t)) é quase-estdvel sobre todo conjunto positivamente

invariante limitado B C H, entdo (H,S(t)) € assintoticamente compacto.

Definicao 2.3.15 Seja 2 o atrator global para um sistema dindmico (X,S(t)). A dimensao
fractal dim}A de A ¢ definida por

. , Inn (A, e€)
dim¥ A := limsup —— 2
f 0 P In(1/e)

onde n(2A, €) € o menor nimero de bolas fechadas de raio € que sao necessdarias para cobrir o atrator

2L
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A quase-estabilidade também garante a dimensao fractal finita e a regularidade do atrator.

Teorema 2.3.6 ([23], Teorema 7.9.6) Seja (H,S(t)) um sistema dinamico definido por (2.7)).

Se (H, S(t)) possui atrator global A e € quase-estdvel em A, entao 2 possui dimensao fractal finita.

Teorema 2.3.7 ([23], Teorema 7.9.8) Seja (H,S(t)) sistema dinamico definido por (2.7)).
Suponhamos que (H,S(t)) possua atrator global A e seja quase-estdvel em A. Suponhamos ainda

que € = sup c(t) < co. Entao toda trajetoria completa {(u(t),u,(t)) : t € R} sobre o atrator
teR+
possui a sequinte reqularidade

u € L2°(R; X)NCRY), wuw € LOR;Y). (2.11)

Além disso,

lue@N% + lua ()]} < B2, VEER, (2.12)

onde R > 0 € uma constante dependente de co,, nx € da imersao compacta X —— Y.

Definicao 2.3.16 Dizemos que um conjunto compacto Ue,, C H € um atrator exponencial

para o sistema dinamico (H,S(t)) se
o A.., € positivamente invariante, isto €, S(t)Ueyp C ey para todo t > 0;
o 2., tem dimensdo fractal finita em H;

o A, atrai conjuntos limitados de H a uma taxa exponencial, isto €, para todo conjunto

limitado D C H, existem tp,Cp,vp > 0 tais que

dist 7 (S(t) D, Ueep) < Cpe PETI0) -t > ¢,

Se existir um atrator exponencial posswindo dimensao fractal finita somente em algum espago
estendido H O H, entao esse conjunto que atrai exponencialmente € chamado atrator

exponencial generalizado.

Teorema 2.3.8 ([23], Teorema 7.9.9) Seja (S(t), H) um sistema dindmico dissipativo definido
em (2.7) e satisfazendo a regularidade (2.8). Suponhamos que (S(t), H) € quase-estdvel sobre
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algum conjunto absorvente limitado B e que existe um espaco estendido H D H tal que para todo
T >0,
||S(t2)2 - S(tl)ZHﬁ S OB’T‘tQ — t1|a, tl,tg € [O,TL A B7 (213)

onde Cpr >0 e« € (0,1] sao constantes. Entdo o sistema dinamico (S(t), H) possui um atrator

exponencial generalizado com dimensao fractal finita em H.

2.4 O Teorema do Passo da Montanha

A fim de enunciar o Teorema do Passo da Montanha, precisamos estabelecer a nocao de derivada
de fungoes f : U C E — F onde U é um conjunto aberto e F e F' sao espacos de Banach. No
calculo infinitesimal em dimensao finita, buscdvamos aproximar localmente fungoes nao lineares

por funcoes afins
f(@) = f(xo) + ['(wo) (2 — o)
onde f'(xy) é uma transformacao linear continua de E em F. Essa ideia nos leva a definigao a

seguir.

Definicao 2.4.1 Sejam E e F espacos de Banach e U um aberto em E. Dizemos que a func¢ao
f:UCFE — F ¢ Frechét-diferenciavel num ponto xo € U se existe um operador linear

continuo A : E — F tal que
f(xo+h) = f(zo) + A(h) + R(x0, h),

para todo h tal que h+ xo pertence a uma bola aberta centrada em xq e contida em U com R(xg, h)

satisfazendo

L IR, D)
h—0 Hh”

Neste caso, A é chamada de derivada de Frechét de f em xy e € denotada por A = D f(xg).

=0.

Dizemos que f € Frechét-diferenciavel em U se f é Frechét-diferencidvel em todos os pontos de U.

Definigao 2.4.2 Seja H um espaco de Hilbert e considere C*(H,R) como sendo o espaco vetorial

dos funcionais f : H — R que sdo diferencidveis no sentido de Frechét com derivadas de Frechét
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continuas em H. Diz-se que um funcional f € C'(H,R) satisfaz a condi¢cdo de Palais-Smale
(PS) se qualquer sequéncia (u,) C H tal que (f(uy,)) € limitada e D f(u,) — 0 quando n — oo

possui subsequéncia convergente.

Teorema 2.4.1 (Teorema do Passo da Montanha) Seja H um espago de Hilbert. Se f €
CY(H,R) satisfaz a condicao (PS), tem derivada Frechét Df localmente Lipschitziana e, além

disso, [ € tal que:

e czistem constantes positivas m e r tais que f(u) > m quando ||ul| = r;
e criste v € H tal que f(v) <0 e |jv] >,

entao f possui um valor critico

d = inf {maX f(a(t))}

acA | te0,1]

onde

A={aecC([0,1],H); a(0)=0 e a(l) =v}.

A ideia geométrica do Teorema do Passo da Montanha pode ser resumida da seguinte forma:
suponha que se deseja transpor uma cadeia de montanhas sem contorna-las e com o minimo esforco
possivel. Qualquer caminho saindo do sopé de um lado da cadeia e indo até o sopé do outro lado
passara por um ponto cuja altitude seja maxima para o caminho escolhido. A ideia é procurar,

dentre todos os caminhos admissiveis, aquele cuja altitude maxima seja a menor possivel.

2.5 QOutras definicoes e resultados auxiliares

As definicoes e resultados desta secao desempenham um papel auxiliar na demonstracao de

alguns teoremas estabelecidos neste trabalho.

Defini¢ao 2.5.1 (Quociente da diferenca simétrica) Seja X um espago de Banach. Dados

uwe C([0,T]; X) e h >0, definimos o quociente da diferenca simétrica de u por

Ue(t + h) — ue(t — h)

(2.14)
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onde u.(t) € a extensdo de u a R dada por

u(0)  se t <0,
u(t) =19 wu(t) se te(0,7T), (2.15)
w(T) se t>T.

Proposicao 2.5.1 Seja u € C([0,T]; X) onde X é um espago de Hilbert com produto interno
(-, )x e norma || - ||x. Entao
T

fim [ (u(t), Dyu(t)) it = ST~ [u(0) ). (2.16)

Além disso, se uy € C([0,T]; X), entao

/T(u(t), Dyu(t))xdt =0 para cada h > 0, (2.17)
0
e
Dyu(t) — w(t) fracamente em X quando h — 0 Vt € (0,7T), (2.18)
Dypu(0) — %ut(O) fracamente em X quando h — 0, (2.19)
Dyu(T) — %ut(T) fracamente em X quando h — 0. (2.20)

Para demonstragao, consulte [41, Proposition 4.3].

Proposicao 2.5.2 Sejam X e Y espacos de Banach. Suponha que v € C([0,T];Y) e u; €
LY0,T;Y)N LP(0,T;X),1 < p < oo. Entio Dyu € LP(0,T;X) e || Dpullroorx) < ||l ro.7:x)-
Além disso

Dyu — uy quando h — 0 em LP(0,T; X). (2.21)

Para demonstragao, consulte [31, Proposition 3.2].

Em algumas demonstracoes necessitaremos do conhecido teorema de compacidade a seguir.

Teorema 2.5.1 (Aubin-Lions) Sejam X,, X e X espacos de Banach com X, € X C X;.

Suponha que a imersao Xg — X seja compacta e X — X; seja continua. Para 1 < p,q < 00, seja
W = {ue L*([0,T); Xo); v’ € LU[0,T); X1)}
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com a norma
lullw = llullzeqo.r1x0) + 14'llogoryx)-

Entao
e Sep < oo, aimersio W — LP([0,T]; X) é compacta;
o Sep=o00 eq>1, aimersaio W — C([0,T]; X) é compacta.
Para demonstragao, consulte [47].

Definicao 2.5.2 Uma funcdo v : R — R € dita linearmente limitada proxrimo a origem se

existem constantes positivas ci; e co tais que

erls) < (s)| < calsl, Vls| < 1.

24



Capitulo 3

Existéncia e unicidade de solucao

Neste capitulo, investigamos a boa colocacao local e global, a estabilizagao uniforme e o blow-
up em tempo finito para as solugdes do problema (1.1)-(1.2). Nossos resultados sao obtidos via

teoria de semigrupos nao lineares e operadores monétonos maximais.

3.1 Formulacao via semigrupos e solucao local fraca

A anadlise do nosso problema é dada no espaco de Hilbert
H = (Hy())* x (L*(2))?, (3.1)

munido com o produto interno usual, isto é, dados Uy = (uq, vy, wy, 21), Uy = (ug, v, we, 29) € H,
entao

(Ul, UQ)H - (Vul, VUQ) + (Vvl, VUQ) -+ (wl,wg) -+ (21, ZQ).

Dado U = (u,v,w, z) € H, a norma de U é dada por

1UNE = 1IVull® + Vol + flwl® + [12]*
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Definimos o operador néo linear A : D(A) C H — H por

AU = o . (3.2)
A+ (—AYw + gy(w) — fi(u0)

—Av 4+ (=A)*?2 4 go(2) — fa(u,v)

O dominio de A é dado por

D(A) = {U = (u,v,w,2) € H:z € Hy(0,L),w € Hy(0, L),
—Au+ (=A)"w + gy (w) — fi(u,v) € L*(Q),
—Av+ (=A)*z + ga(2) — fo(u,v) € L*(Q)}

Para U = (u,v,u,v;) € D(A), o problema ([1.1)-(1.2]) pode ser escrito sob a forma do problema

de Cauchy equivalente

dU (t
% +AU(t) =0, 0<t<T, U(0)=Uy= (uo, vy, us,w;) € H. (3.3)

O problema (3.3]) é um caso particular do seguinte problema de Cauchy

d(éiﬁ +AU(t) = F(t), 0<t<T, U(0)=Us= (uo,vo,us,ws) € H. (3.4)

Para um problema dessa natureza, sob hipéteses adequadas, é possivel obter dois tipos de solucao,

a saber, a solucao forte ou a solugao generalizada.

Definigao 3.1.1 Uma solugdo forte do problema de Cauchy (3.4) é uma funcao U €
C([0,T); H) que € absolutamente continua em cada subintervalo [a,b] com 0 < a < b < T.

U
Portanto, U € diferencidvel quase sempre e — € L'(a,b; H) e para quase todo t > 0 temos

dt
que U(t) € D(A) e vale (3.4).

Defini¢ao 3.1.2 Uma solugao generalizada de (3.4) em um intervalo fechado [0,T] € uma
fungao continua U € C([0,T]; H) tal que U(0) = Uy e existe uma sequéncia (Uy,) de solugoes fortes
definidas em [0, T] para o problema

dU,(t)
dt

+ AU,(t) = F,, n=1,2,...

26



com F,, - F em LY0,T;H) e U, — U em C([0,T]; H). Uma func¢ao U de classe C([0,T); H)
serd uma solug¢ao generalizada para o problema (3.4) em um semi-intervalo [0,T) se U for uma

solugao generalizada de (3.4) em todo intervalo fechado [0,T'] com T" < T.

Conforme as defini¢oes de solucao para o problema de Cauchy , vemos que as solucoes
generalizadas sao limites (fortes) de solugoes fortes. E importante destacar que as solucoes
generalizadas nao satisfazem a equagao diferencial de fato. Todavia, sob hipdteses adequadas
de regularidade, é possivel mostrar que uma solucao generalizada satisfaz uma forma variacional

da equacgao. As solugoes com essa caracteristica sdo chamadas solugoes fracas.

De acordo com o Teorema de Kato (veja [54]), se A + wl é m-acretivo para algum inteiro
positivo w, entdo para cada dado inicial Uy € D(A) existe uma tnica solucao forte U de , ou
seja, U € Wh*(0,T; H) com U(0) = Uy e U(t) € D(A), Vt € [0,T], de modo que a equagio
é satisfeita para quase todo t € [0,T], sendo T' > 0 arbitrario.

Nos préximos resultados, mostramos que se as fungoes g; e f;, 1 = 1, 2, satisfazem determinadas
condicoes, o problema possui uma tnica solugao global forte U € W1(0,T; H), para
qualquer 7" > 0, desde que Uy € D(A). Sob hipdteses adicionais, garantimos a existéncia de
um 7y > 0 para o qual U é solucao local unica de . Se o dado inicial Uy € H, um argumento
de densidade nos fornece uma sequéncia (Uj) € D(A) que converge forte para Uy em H. Desta

forma, podemos obter, para cada U], uma fungao U™ que serd solucao forte unica do problema
U+ AU" =0, U"(0) =U} € D(A).

Em seguida provamos que a sequéncia (U") é de Cauchy num espago de Banach, ou seja, (U™)
converge forte para uma fun¢ao U = (u, v, us, vy), solugao (generalizada) do problema (3.3)), o que
é equivalente a afirmacao de que o par (u,v) é a solu¢ao do problema (|1.1)-(1.2) no sentido da

definicao a seguir.

Definigao 3.1.3 (Solugao fraca) Um par de fungoes (u,v) € dito solugdo fraca para o problema

(i) u,v € C(0,T; HX(Q)), u, € C(0,T; L2(Q)) N L™ x (0,T)) N L20,T; D((—A)2)), v, €
C(0,T; L2(Q)) N L™HQ x (0,T)) N L2(0,T; D((—A)7));
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(i) (u(0),v(0)) = (uo, vo) € (H;(€2))* and (us(0), v:(0)) = (u1,v1) € (L*(2))*;

(7ii) u e v satisfazem as sequintes identidades

(ue(t), (1)) — (ur(0), $(0)) + /0 [ = (ue(7), 6e(7)) + (Vu(r), Vo(7)) | dr

" / (=) Fuy(r), (—A) % g(r))dr + / (91 (ue(7)), (7)) (3.5)
- / (f1(u(r), v(r)), d(r))dr,

(ve(t), 9 (2)) = (ve(0),4(0)) +/0 [ = (wi(7),%e(7)) + (Vu(7), Vip(7)) ] dr

t
0
para todo t € [0,T) e todo par de fungdes teste ¢, satisfazendo

:/ (fo(u(r),v(7)), v (7))dr,

¢ € C(0,T; Hy(2)) N L™ (Q x (0,1)) N L*(0,T; D((=4) 7)),
¥ € C(0,T: Hy() N L™ (Q x (0,1)) N L*(0,T; D((=A) 7)),
be, by € LY0,T; LA(Q)).
Hipétese 3.1.1 Ao longo do desenvolvimento do presente capitulo, suponhamos que o damping e

os termos de fonte satisfacam das sequintes propriedades:

e Damping: g1,9> : R — R sao fungoes mondtonas crescentes com g1(0) = go(0) = 0. Além

disso, existem constantes a,b >0 e m,r > 1 tais que

als|™ < gi(s)s < bls|™HL, Vs > 1,

(3.7)
als|™*1 < go(s)s < bls["TH, Vs| > L.
e Fontes: f; € C'(R?) e existe uma constante C >0 e p > 1 tais que
V)] < CQuP " + P~ +1), VuweR, =12 (38)

Lema 3.1.1 Suponhamos que fi,fo = (H}(Q))* — L*(Q) sao funcgoes globalmente Lipschitz
continuas. Entdo para toda condigdo inicial Uy € D(A), o problema (3.3) possui uma solugao
forte global U € Wh>°(0,T; H) para todo T > 0.
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Demonstracao: Devemos mostrar que o operador A+ wl é m-acretivo para algum w > 0, com [
sendo o operador identidade, e usar o Teorema de Kato para concluir a prova. Esta demonstracao

estd dividida em quatro passos como veremos a seguir.

Passo 1: A+ wl é acretivo para algum w > 0. Vamos mostrar que para algum w > 0

(A+wU — (A+wU,U—-U)yg >0, YUU e D(A).

Sejam U = (u,v,w, z) e U = (4,0,w,2) € D(A). Assim

(A+whU — (A+wU, U -U)y
= (AU — AU, U — Uy +w||U - U||%
+ (—A)*(w —w),w —w)+ ((—A)*?(z — 2),z — 2)
(3.9)
+ (g1(w) — g1(0), w — @) + (g2(2) — g2(2), 2 — 2)
- (f1<uav> - f1<7:L,17),’LU - 7J~J) - (f2(uvv) - fQ(fL,@),Z - 5)
+w(IVu=a)|* + V(v = 0)|* + lw =@ + |2 = 2|]%).

Desde que (—A)* é autoadjunto para s > 0, obtemos

Além disso, pela monotonicidade de g; e go temos

() = ()0 =) = [ (g1(w) = (@) w = E)de >0,
(02) = 222). 2= 2) = [ (0(2) = () (= = 2)da 20,
Substituindo as estimativas acima em resulta em
(A+wlU — (A+wI)U,U~U)y
> —(filu,0) = Fi(@ ), w — @) — (falu,0) - fo(@, ),z — 2)
(V= @)2 + [V = D)2+l — 52 + |12 — 2]2).

Seja V = (H}(Q))2. Como, por hipétese, fi,fo : V — L*()) sao globalmente Lipschitz com

29



constante de Lipschitz Ly, e Ly,, respectivamente, entao fazendo L = max{Ly,, Ly, } temos
(A+whU — (A+wU, U -U)y
> —L|(u—1u,0—=0)|v|lw—a| - Lli(u - @,0—=0)|v[]z - 2
+ (V=) + V(0 = 0)|* + v —@|* + ||z — 2]|*)
—L(IV(u=a)|* + V(v = 0)]*) - g(Hw — )"+ [lz = Z|I*)
+w((IV(u=a)|* + V(0 = 0)|* + [lw — @]* + ||z = Z]]*)

= (w—=L)(IVu—a)|* + V(v = )[I*)

# (=5 ) ol + 1= 21P)

Escolhendo w > L temos que A + wl é acretivo.

Passo 2: (A + M) é m-acretivo para algum A > 0. Devemos mostrar que para cada
O = (v1,v9,v3,v4) € H, existe U = (u,v,w,z) € D(A) tal que (A + A\)U = ® para algum
A > 0, ou seja,

.
—w + Au = vy,

—2 4+ v = vy,
(3.10)
—Au+ (—A)*w + g1 (w) — fi(u,v) + Aw = v,
| —Av + (—A)*2z2 + go(2) — falu,v) + Az = vy.
Observe que ((3.10) pode ser escrito como
—3Aw 4 (A)Mw + gi(w) — fL(5, F2) + dw = v + 3 Ay, (3.11)

—1Az + (=A)2z + go(2) — fo(2E2, 22) + Az = vy + +Av,.

Lembremos que V = (H}(Q))?. Levando em conta que (vi,v2) € V, o lado direito de (3.11))
pertence a V', portanto podemos definir o operador R : D(R) C V — V' dado por

» w _ —iAw + (_A)alw + gl(w) - f1(w4;\v1 Z+U2) + \w
2 —3Az 4 (=A)2z + go(z) — fo(E2, 22) + Az

Decompomos o operador R como a soma de dois operadores

w —LAw — fy(utu w + Aw
Rl _ b fl( ) (312)

z —%Az — fg(w+”1 =) 4 Az
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w —A)*w + g1 (w
Ro = (=4) (w) ) (3.13)

: (—A)2 + go(2)
Agora nos resta provar que o operador R é sobrejetivo. Para isto é suficiente mostrar que ele é
mondtono maximal e coercivo. O primeiro passo é provar que Rq e R sao monotonos maximais

sendo R, também coercivo. Assim R sera também mondtono maximal e coercivo. Pelo Teorema

obtemos a sobrejetividade de R.

Passo 3: R; é monétono maximal. Notemos que D(R;) = V. Primeiramente provamos que

R1 é um operador mondtono. Sejam W = (w, z), W = (w, 2) € V. Entao

(Ri(W) = Ry(W), W — W)

z
w+ v 2+ vy w+v Z
_(fl( \ ) \ )_fl( \ )
_I_

_l’_
A
w+ v 2+ vy wW+v Z+ vy 5
_<f2( \ ) \ )_fQ( \ ) \ )72:_2)'

Como fi, fo : V — L?(Q) sdo globalmente Lipschitz, obtemos

(Ri(W) = Ry(W), W — W)

1 i 1 ) ) )
> XHV(w —)|* + XHV(Z — A)|I? + Mw — @[> + M|z — Z|)?
L . ~ ~ L ~ ~ ~
= lw =@,z = 2)|vllw =@ = +l|(w =@,z = 2)[lv]z = 2,

onde L = max{Ly,, Ly,}. Aplicando a desigualdade de Young, temos

(Ri(W) = Ry(W), W — W)

1 . L . -
> ~|IV(w —0)|* - e IV(w = )| + IV (z = 2)IP)
L _ N 1 -
- g\lw—wH2+AIIw—wHQ+XIIV(Z—Z)H2
L N (12 L Z112 2112
~ eV = D)7+ V(= = D7) = Sl = 21" + All= = 2|

:<§—$>wvw—ww%wvw—am
+(A_§)Ww—MP+W—ﬂW~
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Escolhendo A > 0 suficientemente grande, concluimos que existe uma constante C'y > 0 tal que
(RA(W) = Ry(W), W — W) > Cy|W — W|2, (3.14)

de onde segue que R; é monotono. Mostraremos agora que R; é hemicontinuo. Sejam W =
(w,z), W = (0,2), W = (0, 2) € V. Entio
(RA(W W), W) — (Ry(W), W)

= Mw + nw, w) — MNw, ) + ANz +nZ,2) — Az, 2)

(A(w + nb), @) — %(Aw w)] - B(A(HW) Z) - l( } (3.15)
(w+n;1}+vl z+nz+vz)’w> (f1 (w+v1 Z+U2) w)}
f2(w+77/l\U+U1 Z+772+U2) ) (f2<w+vl Z+U2> ]

Temos
1 5 R n - ~\; M—0
18w ), ) - 3w, = 2] (70, 90) 2
Analogamente,
1 A 1 R Ui - ~y| n—0
’X(A(z—i—nz),z) - X(AZ’Z) = ‘X‘ (VZ,Vz)] — 0.

Como f; : V — L?(Q) é globalmente Lipschitz, obtemos

f wHnw+v 2+ nzZ+ v " f w—l—v1 Z+ vy "
1 A 9 )\ 1 ) )\ )

< Lalnly o -0
< f1| (@, ) ||v|| @] =

Analogamente,

f wHnw+v; 2+ nZ+ v V= (1 w+ v 2+ Uy 5
2 )\ ) )\ ) 2 )\ ) )\ )

Lgnl, . - -0
< ﬁ (@, 2)|Iv 2] =2

Finalmente, obtém-se

n—0

[A(w +nw, ) = Aw, w)| = |Anl|(w, )] — 0,
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e analogamente

Az 412, 2) — Az, 2)] 25 0.

Portanto, levado em conta as convergéncias acima, podemos passar ao limite (3.15) com n — 0
para concluir que R; é hemicontinuo. Portanto, pelo Teorema temos que R; é mondtono

maximal. A coercividade de R segue diretamente da desigualdade (3.14)).

Passo 4: R, é monétono maximal. Sejam W = (w,2),W = (#,%) € V. Como gy e g, sio

mondtonas, temos

w = D)|* + (g1 (w) — g1(0), w — )

(Ra(W) — Ra(W), W — W) = ||(—A) 7 (
F (2= 2P+ (g2(2) — g2(2). 2 — 2) > 0.

+(=4)

Portanto R, é monétono. Provaremos que Ry é hemicontinuo. Sejam W = (w,z),W =

(10, 2), W = (i, 2) € V e notemos que

(Ra(W + W), W) = (—A))(w + i), ) + / g1(w + )dde

(3.16)
+ ((—A)*) (2 +nZ2), 2) + / G2(z +nZ)zdx.
Q

Usando o fato que (—A)*® é autoadjunto, temos

lim((=2)")(w +n), 0) = ((-=A)*)w, 0), (3.17)
e
Lim((—A)%)(z +07), 2) = ((-=8)™)z, 2). (3.18)
Como g¢; é continua, temos que

g1(w +n)w — g (w)w g.s. em 2 quando n — 0. (3.19)

Além disso, pela hipdtese sobre o damping, encontramos que g;(s) < b(|s|™ + 1) para todo s € R.

Portanto, se |n| < 1, teremos

|91.(w + )] < b(|w|™ + @™ + 1)|w] € LH(€). (3.20)
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Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

lim/ g1(w + n)wdx = / g1(w)wdzx. (3.21)
n—0 Jo Q
Analogamente,
lim / g2(z +n2)zdx = / g2(2)2dx. (3.22)
n—0 Jq Q
Portanto, passando ao limite em (3.16)) com n — 0 obtemos
i (Ro(W +5IW), W) = (Ra(W), W), (3.23)

de onde concluimos que Ry é mondétono maximal. Agora, como R; e Ry sdao ambos maximais
mondtonos e int(D(Ry)) N D(Rs) # 0, pelo Teorema [2.2.3] concluimos que R = Ry + Ry é
maximal mondtono. Além disso, como Ry é mondtono e Ro(0) = 0 temos (RyW, W) > 0 para

todo W € V. Entao
(RW, W) = (RaW, W) + (RW, W) > (RyW, W), VW € V.

Portanto, a coercividade de Ry implica na de R e concluimos que R ¢é sobrejetivo. Assim, a prova
de acretividade maximal estd completa. |
m+1 r+1

Lema 3.1.2 Suponha que p,m,r > 1 e p- max {—,
m r

2

} < — para algum € > 0. Suponha
€

ainda que fi, fo € C*H(R?) sejam tais que

|VfZ(U,’U)| < C’(|u|p_1 + |U|p_1 + 1)7 1=1,2,
para todo u,v € R. Entao

o fi: (H4(Q))?— L% (Q) com i = 1,2 sao localmente Lipschitz para

m—+1 or+1
€ 09 =T= .
m T

o1 = m =
o fi:V — L) comi=1,2 sio localmente Lipschitz sendo V = (H(2))2.

Demonstragao: Primeiramente provaremos que f : (H7¢(Q2))? — L™(Q) é localmente Lipschitz.
Sejam z = (u,v), 2 = (4,0) € V = (H'"4(Q))? tais que ||z]¢, |2]l¢ < R, sendo R > 0. Por (B.8) e

pelo Teorema do Valor Médio, temos
[fi(2) = u(B)] < Clz = 2] (Jul" ™" + [P~ + ol + o~ + 1) (3.24)
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Entao

1h1(2) — AE)E = / Ai(2) = () e
(3.25)

Todas as parcelas do lado direito de (3.25)) sdo estimadas da mesma forma: usando a desigualdade
2

de Holder, a imersao de Sobolev em 2D H'™¢(Q) — L: (€2) e as hipdteses pi < — e ||u|| g1-<) < R.
€

Por exemplo,

p—1

p
/|u — 4™ |u| PV < /|u—ﬁ|pmd:r /|u|pmd:v

Q Q Q
NS 1
< Cllu— a7 el

< CRPDlu — al e -

Portanto, existe C(R) > 0 tal que

1/1(2) = [1(2) [l < C(R)||z = Zl[ (a2,

o que mostra que fi : (H!7¢(Q))? — L™() é localmente Lipschitz.

Agora provaremos que f; : V — L%*() é localmente Lipschitz. Sejam z = (u,v), 2 = (i4,9) €
V = (Hj(2))? tais que ||z||v, ||z]ly < R, sendo R > 0. Por (3.24) temos

1) — H12))2 _/|f1 5)2da

(3.26)
< C/ (Iu— a2 + o = 82) x (Ju2™D 4+ a20=D 4 o200 4 |20~ 4+ 1) da.
Q

Usando a desigualdade de Holder, a imersao HJ(Q2) < L4(f2) para todo 1 < g < oo e as hipdteses

p=>1le[lullp@o < R temos

1
P
/\u—ay2|uy2<pl>dx < /|u—&]2pd:c /]u\zpdx
Q

Q

p—1

N 1
< Cllu— il |wupf

< CR2v-1) ||u—u||Hl(Q
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Usando argumento analogo para estimar adequadamente as demais parcelas de ([3.26]), obtemos

1f1(2) = fi(2)ll2 < C(R)[|z — 2| (3 )2

Como a norma || - ||y ¢ equivalente & norma usual em V', concluimos que existe C'(R) > 0 tal que

1/1(2) = f1(2)[l2 < C(R)||z = Zlv,

mostrando que f; : (H'7¢(Q))? — L™(Q) é localmente Lipschitz. A prova é andloga para f,. Isso

finaliza a prova. ]

Lema 3.1.3 Suponha que a Hipdtese seja satisfeita. Entao para toda condi¢do inicial
Uy € D(A), existe um Ty = To(E(0)) > 0 tal que o sistema (3.3) possui uma nica solugao
local forte U definida em [0, Tp).

Demonstragao: Seguindo as ideias de [24], usaremos o método padrao de truncamento das fontes.

Defina

fK< ) fl(u’v)a s€ H(U,U)vaK,
1 \4,0) = Ku Kv
fl( )
SN

w, ) |lv " || (w, 0) v

se |[(u,v)|ly > K,

K f2(uav)7 se H(uvv)HVSK7

fa' (u,0) = Ku Kv
B )

w, ) lv " | (w, 0) v

se [ (u,v)[lv > K,

onde K é uma constante positiva tal que K? > 4E(0) + 1. Por [24], temos que os operadores

5 KV — L2(Q) sao globalmente Lipschitz. Portanto, pelo Lema [3.1.1, o problema

.

Uy — A+ (—A)* up + g1 (wg) = f{(u,v), em Qx(0,7T),
Vi — Av + (=A)%20; + go(vy) = fE(u,v), em Qx (0,T), (3.27)

U(O) = (UO,Ul,UO,Ul) € H7

\

possui uma tnica solugao global forte UX € W1(0,T; H) para todo T > 0 desde que

U(0) € D(A). A fim de simplificar a notacao, denotaremos u® e v¥ por u e v, nesta ordem.
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O objetivo desta prova é obter um Ty > 0 e mostrar que a solugdo do problema (3.27) coincide
com a solugao de problema (1.1)-(1.2) quando t € [0,Tp]. Multiplicando a primeira equagao em

(3.27)) por u; e a segunda por v; e integrando integramos por partes sobre 2 x (0,¢) obtemos

E(t) +/0 (H(—A)TWHQ + H(—A)TthQ)dT —i—/o [(g1(ue), ue) + (g2(vy), vy)]dr (3.28)

= B0)+ [ [ w0) ) + (£ (o). )l

m+1 r+1
' =

< 2, pelo Lema [3.1.2, temos que f; : V — L™(Q) e

Como m,r > 1em =
m

f2 2V — L"(Q) sdo Lipschitz na bola {(u,v) € V;||(u,v)|lv < K} com constantes de Lipschitz
L, (K) e Ly, (K), respectivamente. Temos também que fi* : V. — L™(Q) e f : V — L7(Q) sdo

globalmente Lipschitz constante de Lipschitz Lx = max{L (L), Ls,(K)} por [24]. Vamos estimar

agora cada integral em (|3.28]).

Usando as desigualdades de Holder e Young, obtemos
t t
| o) odr < [ 18 0l nsadr
0 0
t t
<C(© [ M@ ldr+e [ fulpiiar
0 0

< C(o) / 1F(uy ) — FE(0,0) + FX(0,0)2dr

; (3.29)
we [ ultiar
< OB [ (9l + 190"y + R0, 0"
ve [l
Analogamente,
[0t wr < c@ [ Ul + v + c@nelE 0,07 .

t
s [ Nl
0
Pela hipétese (3.7)), deduzimos que

gi(ug)u > a(lu ™ = 1), ga(ve)vy > al|v["t = 1)
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e, consequentemente

t t
/ (91 (wr), u)dr > a / e hdr — al,
0 0

t t
[ (v = a [ Jutiar - ajog,
0 0
Usando as estimativas (3.29)-(3.31) em (j3.28]), obtemos

E(t) + / (1(=2) Fwll? + [[(~2) F]2)dr

+ (a —¢€) /Ot (||Ut||$ﬂ + ||Ut||;ﬁ) dr
< B(0) + 2090t + O (10,0 + |££(0,0)])
+oLf [ (U9l + 9ol yir + L [ (Vall + 7ol yir
Escolhendo € < a, entao implica
B(t) < B(0) + 200t + C(e)]0] (1X (0, 01" + |75 (0,0)])
+ oL [ (9l + 190 + @ [ (9l + 190l
Como 1 < m,r < 2, seque-se pela desigualdade de Young que

t t t
/(HVuHerHVva)dTg/(|\VUH2+\|VU||2+C)dT§2/ E(r)dr + Ct
0 0

0

/Ot(nvuuf [ Vollf)dr < /Ot(uqu? [Vl + C)dr < 2/OtE(T)dT e
onde C' é uma constante positiva que depende de m e r. Por — segue-se que
E(t) < E(0) + 20101 + C(€)[Q] (LF(0,0)1" + | ££(0,0)[") +2CC(e) Lic| ¢
+2C(e) Ly / t E(7)dr.
0
Se t < Tp, com Ty a determinar, reescrevemos a estimativa anterior

t
E(t) < Cy + Cy / B(r)dr, Ve[0T
0

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

onde Oy = E(0) + CoTjy com Cy = 2a|Q| + C(€)|Q] (|F£(0,0)[™ + | ££(0,0)[") + 2CC(e)Lx e

Cy =2C (e)ﬁ k- Pela desigualdade de Gronwall, temos
E(t) < Ce®', Yt e [0,Ty).
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Escolhemos

1 In2
Ty =min{ —, —=\
0 m1n{4co,02}

E(t) < 2(E£(0) 4+ CoTo) < 2E(0) +

Teremos entao

K2
<_7
- 2

N | —

o que implica

[(u(t), v(@)llv < K, vt €0,Tp]. (3.37)

Isso mostra que (u(t),v(t)) € {(u,v) € V : ||(u,v)]ly < K} para todo t € [0,Ty]. Logo,
fE),v®) = filu(t),v(t)) e fE(ut),v(t)) = fa(u(t),v(t)) para todo t € [0,Tp]. Como a solucao
do problema é unica, concluimos que esta solucao coincide com a solucao do problema —
para todo t € [0, Tp). |

Teorema 3.1.1 (Solugao local fraca) Suponha que a hipdtese seja satisfeita. Entao existe
uma solugao local fraca U = (u,v,uy, vy) para o problema de valor inicial (3.3) definida em [0, Ty

para algum Ty > 0 dependendo da energia inicial £(0).

Demonstragao: Primeiramente, notemos que D(Q)* € D(A) C H, onde H = (H}(Q))? x
(L?(Q))?, e como D(Q)* é denso em H, temos que D(A) é denso em H. Assim, para cada
Up € H, existe uma sequéncia (UJ) em D(A) tal que U} — U, fortemente em H. Denote
U™ = (u™,v",u},v}) e considere o sistema aproximado

AU™ +UP =0,
(3.38)

Uy =U"0) € D(A).
Pelo Lema segue que, para cada n € N, o problema possui uma solucao local
forte U™ = (u", 0", ul',v7) € WhHe(0,Ty; H) tal que U™(t) € D(A),Vt € [0,Tp]. Denotamos
por E™(t) a energia associada a solugao U". Como U} — U, fortemente em H, podemos
escolher K suficientemente grande para que K > \/m, Vn € N. Tem-se entao que
E™(t) < K?%/2,Vt € [0, Ty], ou seja,

lU" @)l < K, vt €[0,To]. (3.39)
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Assim, escolhendo € € (0,a) em (3.32)) e usando as desigualdades (3.34)) e (3.35)), concluimos que
To

TO (e [e3
/ (I(=2)Zup|* + ||(—A)220f||2)d7+/ (e [ty + lor ) dr < C(K), (3.40)
0 0
sendo C(K) > 0 uma constante. Consequentemente

wp € L0, To; L™ () N (0, T D((—4) 7)), a1
A1
op € L0, Ty; L™H(Q)) N L2(0,T; D((—A) ).
Sejam ¢, satisfazendo as condigoes da Definicao de solucao fraca. Como U" =

(u™, v, up,vft) € D(A) é solugao forte de (3.38)), temos as seguintes identidades

(uf' (1), 6(1)) = (w(0), $(0)) + /0 [ = (uf(7), ¢e(7)) + (Vu"(7), V(7)) | dr

&1

" / (~8)Fup(r), (~A)F g(r))dr + / (01 (uf (7)), &(7))dr (3.42)

(0 (£), 9(t)) — (v7'(0),4(0)) +/0 [ = (i'(7), (7)) + (V" (7), V(7)) |dT

&2

n / (~A) 2 (7), (=) F(r))dr + / (9200 (7)), (7)) dr (3.43)

Nosso objetivo é mostrar que existe uma subsequéncia de (U"), denotada também por (U"), que

converge para a solu¢do U do problema ({3.3]).

Note que a estimativa (3.39)) nos mostra que (U™) é limitada em L>(0,Ty; H). Entao o teorema

de Alaoglu garante a existéncia de uma subsequéncia, reindexada por n, tal que
U — U = (u,v,us,v;) fracamente-estrela em L*°(0,Ty; H). (3.44)

Além disso, por podemos concluir que (u™) é limitada em L>(0, Ty; H}(€2)) e, portanto, (u™)
é limitada em L%(0,Ty; Hy(2)) para todo ¢ > 1. Por outro lado, a estimativa (3.40)) nos diz que
(up) é limitada em L™(0, Ty; L™1(Q)) N L0, T; D((—A)2")) sendo m > 1, de onde deduzimos
que

(ul) é limitada em L™ (0, Tp; L™(€2)) N L2(0,T; D((—A) 7). (3.45)
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Sabendo-se que 1 < 1,7 < 2, tem-se H!7¢(Q) — L™(), e tendo em vista que a imersao
H}(Q) — H'7¢(Q) é compacta, pelo teorema de compacidade de Aubin-Lions segue que existe

uma subsequéncia de (u™), reindexada por n, tal que

u™ — u fortemente em L9(0,Ty; H () para ¢ > 1. (3.46)
Analogamente, temos

v" — v fortemente em L%(0,Ty; H~¢(Q)) para ¢q > 1. (3.47)

Agora, provaremos que (U™) é uma sequéncia de Cauchy em C([0,7]; H). Para isto considere
duas solugoes (U™) e (U7) de (3.38)). Para simplificar a notagao, facamos @ = u™ — v/. Como
Ur, Ui € Whee(0,To; H) e U™(t),U’(t) € D(A), entao 4, € WH>(0,Ty; L*(Q)) e @(t) € HY(Q).
Além disso, por (3.41]) temos

iy, € L0, To; L™H(Q)) N L2(0,T: D((—A) 7).

Desta forma, podemos considerar a diferenca dos problemas aproximados correspondentes aos
parametros n e j, em seguida, multiplicamos a primeira equagao em (3.38) por U; = U — U; .

Usando integracao por partes nesta equacgao, obtemos a seguinte identidade de energia

S+ IVaO D) + [ 18 Falfar+ [ [ @) - o0d)idedr o

1 ~ ~ ! n o.n ] N5
= U@+ 9P + [ [ (i e = fia?, ) o
0 Ja
Mostraremos que cada termo do lado direito de (3.48)) converge para 0 quando n,j — oco. De fato,
como
lim ||V (ug —w)|| = lim |Jul —u]| = 0.
n—o0 n—o0

temos

lim [|Va(0)| = lim [[V(ug —ug)[| =0 e lim [[@(0)] = lim [uf —uj] =0. (349
n,)—oo n,)j—

n,j—+00 n,j—+00 J—00

Notemos que

/ / (i (", o) — fi( 07 igddr < / / o™ o) — Fu(u, )| dedr
0 Q 0 Q

t (3.50)
" / / il v) — fuadd, 09| dadr.
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A seguir, estimaremos os termos do lado direito em (3.50). Usando o Lema [3.1.2) a limitacao

uniforme (3.40) e a convergéncia ((3.46]), obtemos
t
/ /]fl(u",v”)—fl(u,v)]|ﬂt|d:cd7
0o Jo
t
< [ [ 156 = fiwolfaddodr
0o Jo

¢ A S S (3.51)
s(//%mww%—ﬁmmwmw) (j /mw“mw)
0 Q
t y mL n— oo
scuo(A<mn—mmlmn+WW—mmlqmm) noves, g
uniformemente em [0, 7p]. Analogamente
t . . *>
//lm%w—ﬁWmmmmmeﬁu (3.52)
0 Q

uniformemente em [0, 7p]. Assim, combinando (3.50)), (3.51) e (3.52)), obtemos

/ / fiu™ o™ — fi(u 07) i dedr == LN (3.53)
Usando o fato de que g; é monétona crescente e / ||(—A)a7112t||2d7 > 0, podemos escrever
0

(la®) 2 + [Va|P) /H 2mmhf//@mm—mwmmmw
(a2 + [IVa(0)[?) //ﬁuv R

N)Ir—t

(3.54)

[\Dlr—l

e, pelas convergéncias (3.49) e (3.53), podemos tomar o limite em (3.54)) quando n,j — oo para

obter que

lim [|[Va(t)]| = lim ||[V(u"(t) —u(t))|| = 0 uniformemente em [0, Ty],
n,j—00 n,j—00 | (355>
lim ||a(t)]] = hm llup (t) — ul(t)]] = 0 uniformemente em [0, Tp],
n,J—00
e
t .
lim / /(91 (uy) — g1(u}))tUpdxdr = 0 uniformemente em [0, Tp),
n,j—00
rJo Ja (3.56)

t
lim |(=A)*/24,]|2dr = 0 uniformemente em [0, Ty).
nj—oo Jq
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Consequentemente,

u”(t) — u(t) em H}(Q) uniformemente em [0, Ty],

(3.57)
ul (t) = w(t) em L*(Q) uniformemente em [0, Tp].
Como u™ € W (0; Ty, H} (Q)) e ufr € W (0; Ty, L*(Q2)), por (3.57), encontramos que
we C0, Ty HI(Q)) e wu € C(0, Ty; L*(Q)). (3.58)

Além disso, por (3.57) temos que u™(0) — u(0) em Hy(2) e u(0) — u(0) em L*(Q). Como
u™(0) = ul — ug e up(0) = uf — wuy, concluimos pela unicidade do limite que u(0) = ug e

u(0) = uy. De forma anéloga, podemos mostrar que

v™(t) — v(t) em H(S) uniformemente em [0, Ty, (3.5
3.99
v (t) = vy(t) em L?*(Q2) uniformemente em [0, Tp]
com v"(0) — v(0) em Hy(Q2) e v(0) — v,(0) em L*(2). Além disso, como v"(0) = vl — vg e
v7*(0) = v} — vy, concluimos pela unicidade do limite que v(0) = vy e v,(0) = v; e também temos

v e C0,To; Hy () e v, € C(0, Ty; L*()). (3.60)

De (3.57) e (3.59)) podemos concluir que

U" - U = (u,v,us,v;) em H uniformemente em [0, Tp). (3.61)

A fungao vetorial U = (u, v, us, v;) € H na convergéncia , por enquanto, é um candidato
a solugao do problema de valor inicial . Agora mostraremos que tal funcao é, de fato, solugao
de (3.3). Para isto, fixemos t € [0,Tp]. Como ¢ € C(0,t; H}(Q)) e ¢, € L'(0,t; L*(Q)), segue-se
por que

nh_):aolo (Vu”(T),V(b(T))dT:/ (Vu(r), Vo(r))dr, (3.62)
0 0
tim [ (), ourdr = [ (ulr),odm)ar (3.63
0 0
Por segue-se que
u} — uy fracamente em L*(0,¢; D((—A)2)) (3.64)
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Assim

aj @

lim ((—A)QU?(T),(—A)21¢>(T))d7=/0((—A)Qut(f),(—ﬁ)2¢(T))d7-

n—oo 0

Das hipdteses sobre o damping g1, temos a desigualdade
lg1(s)] <b(|s|™+1), VseR.

Assim, por (3.40) obtemos

TO TO
/ / lg1 (u!) ™ dwdr < bm/ /(yugym“ + 1)dzdr < C(K),
0 Q 0 Q

(3.65)

ou seja, a sequéncia (gi(u?)) é limitada em L™(Q x (0,t)). Entdo existe uma subsequéncia,

reindexada por n, tal que

g (ul) — g; fracamente em L™(Q x (0,1))

(3.66)

para algum g; € L™(Q x (0,t)). Além disso, por (3.40]), sabemos que existe uma subsequéncia

reindexada (u}') tal que uf — u; fracamente em L™ (Q x (0,Tp)). Agora, nosso objetivo é provar

que ¢1(uy) = g7. Tendo em vista [7, Lemma 2.3], (3.56) e (3.66)) é suficiente provar que o operador

g1 L™HQ x (0,Th)) — L™(Q x (0,Ty))

¢ mondtono maximal. Como ¢g; é mondtona crescente, é imediato que o operador g; ¢ mondtono.

Devemos apenas mostrar que ele é hemicontinuo, isto é,

A—0

Como g¢; é continuo, temos que

g1(u+ A)w — g1 (u)w quando A — 0 qg.s. em Q x (0,1).

t t
lim/ /gl(u + \)wdzdr = / /gl(u)wdde, Yu,v,w € L™H(Q x (0,Ty)).
0o Jo 0o Ja

Além disso, sabendo que |g;(s)| < b(|s|™ + 1) para todo s € R e usando a desigualdade de Holder

vemos que

|91(u+ Mv)w| < b(ju+ |™ + Dw| < Clul™w] + [v]"|w] + [w]) € L(Q x (0,1)).
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Entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, concluimos

t t
lim/ /gl(u+)\v)wd$d7‘:/ /gl(u)wdxdr.
A=0Jo Ja 0o Jo

Logo, g1 é mondtono maximal e, consequentemente g;(u;) = g7, isto é,
g1 (ul) = g1(uy) fraco estrela em L™(Q x (0,Tp)). (3.67)

Da convergéncia (3.67)) tem-se

t

tim [ (g (), $)dr = / (92 (wr), 8)dr (3.68)

n—oo 0

Como ¢ € L™ (2 x (0,t)), ao substituir @ por ¢ em (3.51)), deduzimos que

lim £i(u", v pdzdr = Fi(u, v)pdzdr. (3.69)
i [ /]

Finalmente, usando os limites (3.62)), (3.63)), (3.65), (3.68)) ¢ (3.69), podemos passar ao limite

em (3.42) para obter

(0(0).6(0) = (060 + [ [~ ((r). ) + (Vu(r). Vo)
)i+ [ (ontulr), o(r))ir
= [ htate), (e o

Usando o raciocinio de modo anélogo, podemos passar ao limite a equagao (3.43)) para mostrar

que
(0(8), 906 = (0(0).50) + [ [= (), 64() + (T0(r), T(r))r
+ [ Fue o F o + [ (o). v

t
~ [ (ute).v(0). 66
0
Isto mostra que (u,v) é solucao fraca do problema (L.I)-(L.2), pois como U € C([0,Ty); H),
tem-se que u,v € C(0,T; H}(Q)) com u(0),v(0) € HI(Q) e u(0),v:,(0) € L*(Q) e uy €
C(0,T; (L2(2))%) N L™ (2 x (0,T7)) N L2(0, T; D((—=A) 7)), v, € C(0,T; (L2(2))%) N L™HH(Q x
(0,7)) N L2(0,T; D((—A)7)). Assim a prova esté completa. [
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3.2 Unicidade e dependéncia continua dos dados iniciais

Posteriormente, no estudo da dinamica da solucao global ao longo do tempo, sera imprescindivel
que nosso problema estudado seja bem posto, isto é, que para ele exista uma tnica solugao fraca
local, a qual poderemos, na proxima secao, tomé-la como solucao global. Neste momento o
nosso objetivo é mostrar que a solucao local fornecida pelo Teorema |3.1.1] é tnica e depende
continuamente dos dados iniciais. Antes, porém, provaremos uma identidade importante

envolvendo a energia.

Proposicao 3.2.1 (Identidade de energia) Se o par (u,v) € uma solugdo local fraca para o

problema (L1)-(1.2) dada pelo Teorema|3.1.1, entdo a sequinte identidade de energia € satisfeita
E(t) + /Ot (1(=2)Fu(P)* + [|(=4) Zvi*) dr
+ /Ot [(g1(ue(7)), ue(7)) + (g2(ve(7)), ve(T))] dT (3.70)
= E(0) + /Ot [(Fi(u(r),v(7)), u(7)) + (folu(r), v(7)), ve(7))] dr.

Demonstracao: Fixemos um t € [0,7p] e seja (u,v) uma solucao fraca do sistema (|1.1)-
(1.2). Pela regularidade de (u,v), temos que u € C([0,t]; Hy(Q)) e uy € C([0,t]; L*(Q)) e
uy € L™H(Q x (0,T)) = L™(0,¢; L™T(Q)). Consideremos o quociente da diferenca simétrica

Dju de u. Fazendo X = L™(Q),Y = L*(Q) e p = m + 1, pela Proposicao [2.5.2] temos que

Dyu € L0, L™(Q)) e Dpu — u; quando h — 0 em L™(0,¢; L™H(Q)) (3.71)

Dyv € L0, L"(Q)) e Dpv — v, quando h — 0 em L™(0,¢ L™ (Q)). (3.72)
Como (u,v) € C([0,t]; (HL(2))?), temos que
(Dwu, Dyv) € C([0,1]; (Hy (2))*) (3.73)
Agora vamos mostrar que

((Dyu)s, (Dyv),) € LH0,t; (L*(2))?). (3.74)
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Serd necessdrio apenas mostrar que (Dpu); € L*(0,¢ L*(Q2)). O caso de (Dyv); € L*(0,¢; L*(2))

serd inteiramente andlogo.

De fato, para 0 < h < t/2, temos

;

1
?W(Tth)’ 0<7<h,
(Dpu)e(t) = %[ut(T +h) —w(r —h)], h<T<t-—h,
1
\—ﬁut(T—h), t—h<t<t.

Como u; € C([0,t]; L*(2)), concluimos que (Dyu); € L'(0,t; L*(Q)). De (3.73), (3.74) e o fato
que HL(Q) — D((=A)3) for 0 < s < 1 concluimos que Dju e Dyv satisfaz as propriedades de

regularidade da Definicao de solucao fraca. Entao seguintes as identidades sdo satisfeitas
(ult) Duu() = (0), D)) + [ [~ (), (Du) () + (V). ¥ (D)
+ /Ot((—A)2ut(7'), (—A)%Dhu(T»dT + /Ot(gl(ut(T)),Dhu(T))dT (3.75)
= [ htat) o(e)). Dty

(0(t), Dyo(t)) — (0e(0), Dpo(0)) + /0 [ = (we(7), (Drv)e(7)) + (Vo(7), V(Dyo)(7))dr

+/0 ((—A)QUt(T),(—A)a?QDhU(T))dT—I—/(; (92(ve(7)), Do(T))dr (3.76)

t
0

- / (folu(r), v(r)), Dyo(r))dr.

Agora precisamos passar ao limite em ([3.75]) e (3.76])) com A — 0 a fim de que possamos finalmente
obter a identidade desejada.

Sabemos que u,u; € C([0,¢]; L2(2)). Pelas convergéncias (2.19) e (2:20) da Proposicao [2.5.]]

temos

1
Dyu(0) — §ut(0) fracamente em L?(€2),
1
Dyu(t) — §ut(t) fracamente em L?(Q).
Portanto

lim (uy(1), Dypu(t)) — lim (u(0), Dyu(0)) = %(Hut(t)H2 = [ (0)]1%). (3.77)

h—0 —0
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A Proposicao através da identidade (2.17)), ainda implica

t

lim [ (u(7), (Dpu)e(T))dr = 0. (3.78)

h—0 0

Usando o produto interno usual em H} () temos

/O(VU(T),V(Dhu)(T))dT:/O (U(T),Dhu(T))HS(Q)dT—/O (u(T),Dhu(T))dT. (3.79)

Devemos, portanto, verificar a convergéncia de cada integral na identidade (3.79)) quando h — 0.
Sabendo-se que u € C([0,t]; Hi(Q)), por (2.16)), na Proposicao [2.5.1, segue-se que
t

. 1
lim (U(T)aDhU(T))Hg(Q) = 5(”“@)”%}3(9) - ||U(0)||i15(9)),

h—0 0
t

lim [ (u(r), Dpu(r)) = %(IIU(?f)II2 = u(0)I"),

h—0 0

de onde obtemos
t

lim [ (Vu(r), V(Dyu)(r))dr = %(HVu(t)HZ - HVu(O)HZ). (3.80)

h—0 0

Como o € (0,1), tem-se u € C([0,t]; H}(Q)) — C([0,t]; D((—A)*/?)). Além disso, como
u; € C([0,t]; D((—A)*1/2)), entdo podemos usar a convergéncia (2.18) da Proposigao com
X = D( 71) para obter

(3.81)
/ I(-8)% u(r)|Pdr.
De sabemos que g;(u;) € L"™(Q x (0,¢)) e por (3.71) concluimos que
tin [ (on (7). Dy = [ (o)) (3.82)
—YJo 0

Sabendo-se que (u,v) € C([0,t]; (H3())?) e usando a imersao Hi () < L4(Q),1 < ¢ < oo,
conclufmos que fi(u,v) € L*(Q2). Além disso, como u € C([0,t]; L*(Q)) e u; € L*(0,t; L*(Q2)), pela

Proposigao [2.5.2] temos
Dyu — u; quando h — 0 em L*(0,t; L*(Q)).
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De modo que

lim (fl(u(T),U(T)),Dhu(T))dT:/O (fr(u(r),v(T)), u(7))dr. (3.83)

h—0 0

Combinando (3.77)-(3.83)), podemos passar ao limite em ([3.75)) com h — 0 para obter

U + 176+ [ 1=80% wlPar + [ o). um)ir .

1 2 2 !
= 5 Ulw(O)[I" + [IVu(0)] }+/0 (fr(u(7), v(7)), we(7))dr.

Usando argumentos andlogos e passando ao limite em (3.76) com h — 0 vem

%{||Ut(t)||2+||VU(t>||2}+/O ||(—A)(122vt<7')”2d7'+/0 (QQ(Ut(T))aUt<7'))dT (3 85>

1 t
= 5{le(O)" + Vo)) +/0 (fo(u(T), v(T)), ve(7))dT.
Somando as identidades ([3.84)) ce (3.85)) obtemos a igualdade desejada. [ |

Teorema 3.2.1 (Unicidade e dependéncia continua) Suponha que a hipdtese seja
satisfeita. Entao a solugao fraca em C([0,t]; H) dada pelo Teorema depende continuamente

dos dados iniciais no espaco H e, consequentemente, esta solugao € unica.

Demonstracao: Considere (u,v) e (@,0) duas solugoes fracas de (1.1)-(1.2)) em [0, Tp]. Escreva

U =u—1ued=uv—0. A energia correspondente a diferenca das solugoes (@, 0) serd denotada por
A 1 R . R ~
Et) = 5(IVa@” + VeI + a1 + lod®)]), vt € [0, To). (3.86)
Pela Definigao [3.1.3) o par (u,0) satisfaz

(60(8), B(1)) — (@(0), 6(0)) + / [— (ite(r), e(r)) + (Va(r), V(r))] dr
T / (~A)Fa(r), (—A) T §(r))dr + / (61 (w() — () o(r))dr  (3.87)

+ / (~A)E0,(7), (~A)E$(r))dr + / (gal0n(7) — gali(r)) b(r)dr  (3.88)



Fazendo ¢(7) = Dyu(7) em (3.87) e (1) = Dy0(7) em (3.88)) para 7 € [0, ], e usando argumentos
similares aos usados na demonstracao da identidade de energia (3.70)) podemos passar ao limite

quando  — 0 para obter
B0+ [ (I8 + 157 80))ir
[ onuer) = @), ) + (02(r) = (). ()
= 5O+ [ () v(r) = A, o), ()i
[ (ulr),0(0) = F@(r), ) i

Como g; e g2 sao monotonos crescentes, temos

/0 [(91(we(7)) = g1(@(7)), (7)) + (g2(ve(7)) = g2(Te(7)), 0(7))] dT > 0,
Portanto temos a estimativa

B0 < BO)+ [ (Au(r).v(0) = F@tr), o). ()
(3.89)
n /0 (Folu(r), v(r)) — fali(r), 5(r)), iu(7))dr-

Lembramos que fi, fo : V. — L*() sdo localmente Lipschitz com V = (H}(Q))?. Utilizamos

também as desigualdades de Holder e Young para obter
/ t<f1<u<r> (7)) ~ A7), 5(), () dr
< [Inw (o), 5 )
<Ly, / I@(r). 5 v i) e
= 1, [ (16 + 10 g) il
< 2, [ (1 agen + 190 ) (o)t
<o [ Qwae)l + 1V o) or

(3.90)

[e=]

¢ (Iva o)l + IV a1 dr
< C'/Ot <||V€L(7')||2 + |V (1)]|* + ||1lt(7')||2>d7 < O/OtE(T)dT.
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De forma andloga tem-se

/o (fa(u(T),v(1)) — falu(T), (7)), 0¢(7))dT < C/O E(T)dT. (3.91)

Combinando as estimativas (3.89))-(3.91]) obtemos a desigualdade

A

t
E(t) < E(0) + C/ E(7)dr. (3.92)
0
Aplicando a desigualdade de Gronwall tem-se
E(t) < E(0)e“t, Yt e [0,Tp]. (3.93)

Nos resta agora provar a unicidade da solucao fraca. Sejam (u,v) e (@,?) duas solugoes fracas
para o problema (1.1)-(1.2) e considere a solucao (@,0) = (u — w,v — ©). Supondo-se que
(u(0),v(0)) = (@(0),5(0)) e (u(0),v,(0)) = (@(0),7,(0)) em H, obtemos E(0) = 0, o que implica

A

E(t) =0,Vt € [0,Tp), ou seja, (u,v) = (u,0). n

3.3 Existéncia global

Nesta secao, utilizamos um argumento padrao de continuacao para EDOs para concluir que a
solucdo fraca (u,v) de ([1.1)-(1.2) é globalmente definida ou possui blow-up em tempo finito, isto

é, existe um 0 < T < oo tal que

t—=T—
onde F1(t) é a energia modificada dada por
1
Bu(t) = B0+ = ()5 + [ l21) (3.94)
sendo E(t) como definido em (]1.3]).

Teorema 3.3.1 Suponha que (u,v) seja uma solugdo fraca de (1.1)-(1.2) definida em [0,Tp] de

acordo com o Teorema[3.1.1. Entdo
(1) Se p < min{m,r}, entao para todo t € [0,Tp], (u,v) € tal que
E1(t)+/0t (!(A)?Ut||2+||(A)?th2)dT+/0t (luellmts +llvell;51) dr < C(To, £1(0)), (3.95)
onde C(Ty, E1(0)) é continua em Ty e definida para qualquer Ty > 0;
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(2) Se p > min{m,r}, entdo a desigualdade (3.95) vale para 0 < t < T, para algum T" < T,

onde T' é uma fungao continua e decrescente em relagdo a E1(0).

Demonstracao: (1) Na identidade de energia (3.70]), somamos e subtraimos no lado esquerdo e

direito, respectivamente, as parcelas

1 1
S (OIS + IOIL) e g (OIS + o))

e assim obtemos a igualdade

Ei(t) + / (1= A) ()2 + [ (~A) Fu () |2) dr

+/ [(92(ue(7)), ue(7)) + (g2(ve(7)), ve(7)) ] dr
0 (3.96)

= E1(0) + / [(Fr(u(r), v(7)), u(T)) + (folulT),v()), vi(7)) ] dr
—l—/o /Q(|U(T)|p_1u(7)ut(7)+ [0(T) [P~ (1), (7)) dzdr.

Nosso objetivo é estimar as integrais em (3.96). Nas estimativas a seguir, todas as constantes serao

representadas por C.

Relembramos que | fi(u,v)| < C(Jul|P + |v|P + 1),i = 1, 2. Usando a desigualdade de Hélder e a

de Young na forma ab < ea? + C.b?, onde p e q sao expoentes conjugados e a,b > 0, temos

¢ ¢
/ f1(u, v)ugdrdr| < / /C’(|u|p + |v]? + 1)|u¢|dxdT
0 Jo 0 Ja

t
_p
<c / (g + [01r + 12750 tellpss dr

t ¢ (3.97)
e [ Ml ar+ o [ gt + ol + 92 dr
t t
e/ ||ut||§i} dT+C€/ Ey(7) dr + C.Tp|92.
0 0
Da mesma forma, tem-se
t
/f2 u, v)vy dadr| < e/ ||Ut||p+1 dr + C. / (1) dr + C.T5|9Q|. (3.98)
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Usando-se novamente as desigualdades de Holder e Young, escrevemos

/0 / ()P u(rue(r) + ()P o(ron(r))ddr

< /Ot/ﬂ(|u(r)|pyut(r>| + [o()[P|oy (7)) dzdr
< e/ot <||ut(7)|§ﬁ + ||w(¢)|§i}>d¢+q /Ot (Hu(r)lﬁﬁ + ||v(7)|§jj>d¢

t t
[ (g + o) ar + ¢ [ B

(3.99)

IN

De ({3.31)) escrevemos
t

/0 [(91 (ue(7)), ue(r)) + (g (wr (7)), ve(r))]dr > a /0 ()L + ()51 dr — 20| To. (3.100)

Escolhendo p < min{m, r} e usando as estimativas (3.97)-(3.100]) em ([3.96)), obtemos

t t
i)+ [ (-8 ul + -8 Fl)dr + a [ (et + ;) dr
0 0
t t
< B:0)+2¢ [l + g dr+ €, [ Ei(r) dr + O, (3.101)
0 0

t t
< E,(0) + 2¢C / Qa7+ ol ) dr + . / Ey(r) dr + Cn...
0 0

Escolhemos 0 < 2¢C' < a/2 e usamos ([3.101)) para obter

B0+ [ (A% wl+ 18 FalP)dr + 5 [ (2t + fulit) or

t (3.102)
< E1(0) + Cﬁ/o Ei(1) dr + Cr, .
Em particular,
Ei(t) < Bi(0) + C. / "Ey(r)dr + Cp (3.103)
0
Usando o Lema de Gronwall em encontramos que
Ei(t) < (E1(0) + Cp )™, vt €[0,Ty), (3.104)

Combinando ((3.102)) e (3.104]) obtemos (3.95)).

Agora, suponha que p > max{m,r}, entdo devemos fazer pequenas alteragoes na forma de

estimar as integrais do lado direito da igualdade (3.96]). Sendo assim, aplicaremos a desigualdade
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ab < ea? + C.b?, com a,b > 0, sendo p e g expoentes conjugados, para estimar a integral que

como expoentes conjugados.

contém as funcoes f;, i = 1,2. Tomemos m + 1 e m = ’%1

t
<C [ [(ul+ o + 1) dodr
0 Q

(u, v)uy dedr

t
< C/O [wtllma (el + [0l + [207) dr (3.105)
t t R R
[ ezt dr - c. [ Qg+ ol + 190 dr
0 0
Como pm > 2 and H}(Q) — L(Q) para 1 < g < oo, temos

t t t
; /Qfl(uav>ut drdr| < ‘5/0 (|2 %i% dr + Ce/o (HUHZEL(Q) + HUH?E(Q) +1Q) dr

. . A (3.106)
e/ e || dT+C€/ (B (T)% dr + C.Ty|9).
0 0

Da mesma forma obtém-se

t t t N
/fg(u,v)vt dudr ge/ o7t dT+ce/(E1(T))"z’" i+ O, (3.107)
0 Q 0 0

Procedendo como anteriormente para obter as estimativas (3.105[)-(3.107)) concluimos que
t
< [l + ol ar

+ () /Ot (B + Ba(r)¥ ) dr.

Combinando ((3.96]) com as desigualdades (3.100)), (3.106)), (3.107) e (3.108) temos que

(JulP~ g + P~ ovy ) dedr

(3.108)

t t
Ey(t) + / (1(=2) F a2 + [(—A) FoylP)dr +a / (all + ol dr
t t
< B0 +2 [l + iz dr +Co [ (B dr+
0 0

onde o = max{Z, p’"} > 1. Escolhendo 0 < 2¢ < a/2, obtemos

! 2 22 a ! m T
i)+ [ (-8R ul + -8 FlP)ar + 5 [ (et + ) ar
0 0 (3.109)

t
< E1(0) + CE/ (E1(t))° dr + Crp e
0

Em particular,

Ei(t) < Ey(0) + C. /t(El(T))U dr + Cry e (3.110)
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Usando um teorema de comparagao (veja [44], por exemplo), vemos que Fy(t) < (), onde

1

Y(t) = [(E1(0) + Cppe) 7 = C(1 —o)t] =1
é a solugao da equacao integral de Volterra
B(E) = E1(0) + C(To, ) + 2(5C +1)C / w(r)7dr. (3.111)

Como ¢ > 1, a funcdo ¥ (t) explode em T} = m(El(O) + Orp,)' 7, ou seja lim 1)(t) = +oc.

t—=Ty

Note que 7 depende da energia inicial F;(0) e do tempo T conforme no Teorema No

entanto, escolhendo 7" = min{7y, %}, temos

Bi(t) < 0(t) < Cy 1= [(Ba(0) + Cpyp )= — Cu(1 — 0)I'] 77, Ve e [0, 7], (3.112)

para todo t € [0,7"]. Combinando (3.109)) e (3.112)) obtemos

¢ a1 ag a ! m T
B0+ [ (8% ul 1o Fui)ar+§ [ Gl + lular

< E1(0) + C.T'CS + Cpye, VE€[0,Ty).

para todo t € [0,7"], o que completa a demonstragao. [ |

3.4 Blow-up com energia total inicial negativa

Para estabelecer o resultado de blow-up, precisamos assumir hipdteses adicionais sobre os

termos de fonte.
Hipétese 3.4.1 (Blow up)
e Existe uma fungdo positiva F € C*(R?) tal que
F = (f1, f2)- (3.113)
e Existem constantes ¢y > 0 e ¢c; > 3+ 2C? tais que
Flu,v) > co(Ju(m) P+ [v|Pth), wfi(u,v) +vfa(u,v) > i Flu,v), Vu,v € R, (3.114)
com C' >0 é uma constante determinada posteriormente.
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Teorema 3.4.1 (Blow-up em tempo finito) Suponha que as Hipdteses e sejam

satisfeitas. Se aq, o € (0,3),p > max{m,r} e £(0) < 0 onde

- / Flu(t), v(t))dt, (3.115)

entdo toda solugao fraca (u,v) de (1.1)-(1.2) possui blow-up em tempo finito, ou seja, existe um

tempo T' < oo tal que
lim E(t) = oc. (3.116)

t—=T—

Demonstragao: Seja (u,v) solugao fraca de (|1.1] . conforme a definicao (|3 e T o supremo
de todos os T* > 0 tais que (u,v) ¢é solugao fraca de (L.1)-(1.2) no intervalo [0, 7*]. Nosso objetivo

¢ mostrar que T' é necessariamente finito obtendo para ele uma limitagao superior.

Para ¢t € [0, 7] definimos as fungoes
A(t) = =£(t), N(t) = [lu@®]* + lv@®)I*, B /f (3.117)

sendo £(t) a energia total definida em (3.115)). Conforme o que foi definido, podemos escrever

A(t) = =S (IVu@® 1 + Vo + llue ()1 + o (0)1*) + B(t)

1
2

N'(t) = 2/ [u(t)ut(t) + U(t)vt(t)] de. (3.118)

Usando-se a hipotese (3.114)) temos

= / F(u(r),v(r))dw > co/(|u(r)|1’“rl + ()P de
) ? (3.119)

= oIl + Io(IEE).

Seja

(1 11 1 p—1
0<¢< _ _ . 3.120
. mm{m+1 P11 p+1’2(p+1)} (3.120)

Em particular, £ < 1/2. Para simplificar a notacao introduzimos as seguintes constantes

pem __1 pr 1
K =b|Q| D60 ¢, P Ky = b|Q T ¢ P

A A
61 = JAO)FFETE, 6y = ZA0)FT A,

(3.121)
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onde A =c¢; —2 > 0.

Da hipétese VF(u(r),v(r)) = (fi(u(r), v(r), f(u(r), v(r))), tem-se

// (Filu 7) + fo(u(r), v(7))ve(7))dTdz

e L B

//af dea:—/ da:—/]—"
815 Q

// (filu 7) + fa(u(T), v(7))vi (7)) drdz

:/Q]: v d:z:—/QJ-"(U(O) (0))d

Substituindo (3.122)) na identidade de energia (3.70]) obtemos a identidade

ou seja,

(3.122)

A(t) = A(0) + / [1(=2) F ()2 + 1(=2) Z wy(r) ] dr
+ / [(92 (we()), we(7)) + (gan(r)), va())] dr.

Da Hipétese e pela regularidade da solugao fraca (u,v) podemos concluir que a funcao A(t)

¢é absolutamente continua e

A() = 1(=2)F w(@)” + [(=2) Fu®)I” + (g (ua(7)), ue(t)) + (g (ve(t)). va(8))

. . (3.123)
> [[(=8) )] + [[(=A) T w@®)* + allue(®)l[m i1 + allv(®)71 > 0,

quase sempre em [0,7), de onde temos que A(t) é nao decrescente e como A(0) = —&£(0), temos

0< A(0) < A(t) < B(t), Ytel0,T). (3.124)
Defina a funcao
Y (t) = At)19 + eN'(1), (3.125)
com 0 < € < A(0). Vamos mostrar que

Y'(t) = (1 —&)A(t) A (t) + eN"(t), (3.126)
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onde

N'(0) = 2(ful* + lel?) 2|l + [ V0]P)
=2(((=8) Fu, (~8)Fu) + ((-4) Fu, (-2) %)) (3.127)

- 2<(gl(ut)7 U) + (QZ(Ut)a U)) + 2(f1(u7 U)? U’) + 2(f2(u,v),v),

quase sempre em [0, 7). Em ([3.127)) estamos omitindo o parametro ¢ no lado direito para simplificar

anotagao. Para provar (3.127)), observe que, pela regularidade da solugao fraca (u, v) e pela imersao

Hj(Q) < L), para todo 1 < g < 0o, temos de imediato que

(ug,ve) € L™TH(Q x (0,¢)) x L™H(Q x (0,1)) < L'(0,t; L*(Q)) x L*(0,t; L*(Q)),

para todo t € [0,7), ou seja, o par (u,v) possui a mesma regularidade das fungoes teste conforme

a Definicao m, quando restringimos tais fungoes ao intervalo (0,¢). Substituindo ¢ por u em

(3.5) e ¥ por v em (3.6 obtemos

Note que

Faug(r), (~A)Fu(r))dr + /0 (g (we (7)), u(7))dr (3.128)

o(r))dr + / (g2(wn(r)), (7)) dr (3.129)

/0 (e (1), g (7))odr = /0 (7)1 2dr, / (Vu, (1), Vu(r))dr = /O IVu(r)|?dr,  (3.130)

0

/O(Ut(T),vt(T))ng:/o v (7) || dr, /(VU(T),VU(T))dT:/O |Vo(7)|*dr. (3.131)
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Substituindo (3.130]) e (3.131)) em (3.128)), (3.129)), respectivamente, e somando as identidades

resultantes tem-se
SV(0) = (0), u(0)) ~ (0(0), v(0))
()P + )P ar = [ (19 P + 190 ar

_I_

O\»NNN

:((—A)Tut(f), (=8) 7 u(r)) + ((=2) Fuy(7), (-4)

km@w»wm+@mmmwvﬂm

((fl( (1), 0(7)), w(7)) + (fa(u(T), v(7)), U(T))]dT-

Usando a Hipoteses e 0 Teorema do Valor Médio, podemos mostrar que existe uma constante
C > 0 tal que
|filu,v)| < C(Jul? + [v]P + 1), Vu,v e R,i=1,2.

Donde obtemos que

/ (), o), ) + (), o), v ar
//’fl )lu(r)] + [ fo(u(r), o(0)|[o(7)|)dzdr

SCAK;WTV+Wﬂ“4mme¢meW

ou seja,

/Ot [((f1(U(T),v(T)>,U(T)) + (fQ(u(T)m(T))?U(T))}dT

< C/o /Q(lu(7'>|p|u(7'>| + |o(T)Plo(T)] + [u(r)Plo(T)] + |o(T) [Plu(T)|)dxdT (3.133)

+ C’/Ot/ﬂ(|u(7')| () dadr.

Usando a desigualdade de Holder e a imersao Hj(2) < L%(Q), para todo 1 < g < oo, escrevemos

[ [ < ([ o)™ ([ o)™
< O’ (/ Hu HHI(Q) dT) HUHLm+1 (Qx(0,1)) < 09,
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pois u € C([0,t]; HY(Q)) e u € L™ (Q x (0,t)). Faz-se o mesmo para as demais parcelas em

(3.133]) e conclui-se que
‘/0 (A (u(r), w(), u(r) + (folu(r), v(r), v(r) | dr| < 0o, ve e [0,7). (3.134)

Usando que D((=A)2) — D((—A)2) para s € (0,1) e as desigualdades de Hélder e Young,

obtemos

(3.135)

t
+/ (H(=2) 7w + [|(=2) F vi|*)dr < o0, ¥t €[0,T).
0
Usando a regularidade da solucao (u,v) e as hipdteses sobre os parametros do damping, temos

/0 [(gl(ut(T)),u(T)) + (gg<Ut(7')),U(7'))}dT <oo, Vtel0,T). (3.136)

De (3.132)), (3.134)), (3.135) e (3.136]) concluimos que N’(t) é absolutamente continua e, portanto,
(3.127)) é valida.
Relembrando (3.118)), podemos escrever

IZu(®) + 9ol = = ()] + [o0)[2) + 25(t) — 24(0). (3.137)

De ([3.126)), (3.127)), (3.137)) e considerando a hipdtese (3.114}), obtemos

V() 2 (1= AW A (W) + de(Juat) |2 + on(®)]]?) = 4eB(t) + deA(t)

@] 1 a2
2

= 2¢[((=2) Fup, (—8) F ) + (—2) Fvr, (-2)

N

U)} (3.138)
= 2¢[(g1 (), w) + (g2(02), )] + 26AB(1),

Agora vamos estimar cada parcela da ultima linha de (3.138)). Por definigao temos

(gl(ut),u)+(g2(vt),v):/le(ut)udx—k/ggg(vt)vdx. (3.139)
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Usamos a hipétese g;(s)s < b|s|™ ™1, i = 1,2, o fato de p > m e a desigualdade (3.119)) para fazer
estimativas adequadas para a integral em (3.139)) usando a desigualdade de Hélder.

/Q g1 (ur (1) )u(t)

< / (1) ()|

< blfur ()]s [l @ ey < KB 7 [ (8)[[5741-

(3.140)

onde K7 é uma constante definida em (3.121]). Além disso, por definicao de £, nds encontramos
1 1

ep+1_m+1

qu — & < 0. Pela desigualdade de Young vem

< Ky B(t)w1 w1 B(t)we g (4|7

/ g1 (ur (1) )u(t)
Q

1 1 m+1
< AW (BB + K, Co (@)t
< SLAWFTTIB() +a O K A1) A(t) A 7t (3.141)

< 51/4(0)#7#“3(15) + a_lc(slK:#A’(t)A(t)—EA(O)p%fﬁ%

A it o
= SB(t) + a7 Cs I, A (HA() CA) 7T

Analogamente temos

1

< EB(t) + a—lo(;?KfA’(t)A(t)—&A(o)plﬁ‘m*? (3.142)

/ ga(0n(0))0(t)da
Q

Usando que (—A)* ¢ autoadjunto, a imersio D((—A)2) < D((—A)%) para s € (0,3) e as

desigualdades de Holder e Young, obtemos
(=) F e, (=8)F ) + (=8) Fu, (-4)
= [(ur, (=2)" ) + (vr, (=A)*0)|
< el [[[(=2)" ull + [Jo[[| (= A)*20]]
1 1
< Cllullll(=A)2ull + [lo[I(=A)>]]

02 1 1
< = (=28l + (=AY 50)2) + ful® + el

Como A(t) > 0, de (3.137) temos que ||(—A)zu|? + [[(=A)zv||2 < 2B(t). Assim
02

(=) P, (=8)Fw) + (=8) Fu, (~8)F0)| < TBO + el + Jul®. (3143)
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Entao podemos escrever

[((=2)"Puy, (=2)"u) + ((=4)% 20, (=A)*/20)|
(3.144)
< C(Q)?B(t) + C(K)CA() A (t).

Agora, como 0 < £ < %, podemos escolher 0 < € < 1 suficientemente pequeno tal que

m+1 1 1 r+1 1 1
Xo = 1—§—2Cs, K, ™ a " A(0) T i ™ — 2eCs, K, a™PA(0)71 7T > 0, (3.145)

Substituindo as estimativas (3.141)), (3.142) e (3.144) em (3.138), e usando (3.123)), (3.124) e
(3-145)), concluimos que

Y'(£) > xoA ()A™(E) + 2 (ua]® + wil|? + 2A()) + e\ — C2)B(2). (3.146)

Como A — C? > 0 por hip6tese, a desigualdade (3.146) mostra que Y'(t) é crescente em [0,7) e

Y (t) = A(t)" + eN'(t) > A(0)' ¢ + eN'(0). (3.147)

Se N'(0) > 0, ndo ¢é necessario impor nenhuma outra condigao para e. Se N'(0) < 0, basta tomar

etal que 0 < e < —%. Nos dois casos teremos
1
Y (t) > §A(0)1‘5 >0, Vtelo,T). (3.148)
Agora resta mostrar que
Y'(t) > Ce oY (1), (3.149)
onde
1< b <2 1 2 (3.150)
7’] = 5 g = — .
1-¢ (1-=28)(p+1)
e C' > 0 é uma constante genérica que nao depende de €. Como & < 260;:1), temos que 0 > 0. A

demonstracao da desigualdade ((3.149|) sera dividida em duas partes, como segue.

Parte 1: Se N'(t) < 0 para algum ¢t € [0,7), ent@o para este ¢ escrevemos

Y (1) = [A()75 4+ eN'(1)]" < A(t). (3.151)
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Segue de (3.146)) e (3.151)) que

Y'(t) > deA(t) > 4e'T7A(t) > 4TIV (1), (3.152)

mostrando que (3.149)) é valida para todo ¢ € [0,T") para o qual N'(t) < 0.

Parte 2: Suponha agora que t € [0,7) é tal que N'(t) > 0. Note que
Y(t) = A@t)'78 + eN'(t) < A(t)'5 4+ N'(t). (3.153)

Entao

Y ()" < 277 HA(t) + N'(8)). (3.154)

Relembrando a defini¢ao de N(t) em (3.117)) e usando as desigualdades de Holder e Young obtemos

a estimativa

N(@)" < 2" ([u®) w1 + o @ Ton @)1
< Cn, L) (Il w1 + To@)l5allve@)17) (3.155)

< Ol 1) (Hu( WET 4 () + oI + Hw)n?) |

Como n = ﬁ e o >0, é facil ver que
2n 1= 2
2-nk+1) (1-25)(p+1)

Entao por (3.119)), (3.124]), (3.155) e por 0 < € < A(0) temos

—1=-0<0. (3.156)

_2n 1 2n 2n
lu@®)llp37 = (lu@)ll}iy) ®7"F < CB(t) e

o (3.157)
< OB(t)T=w 0 ' B(t) < CA(0)°B(t) < Ce " B(t).
Da mesma forma obtemos
[o( )H;ﬂ < Ce?B(1). (3.158)
Por (3.155)), (3.157)), (3.158) e lembrando que e~? > 1 obtemos
N'(6)" < C(llue()|* + [loe(0)|* + €7 B(t))
(3.159)

< Ce?(Jue(®I + Noe@®* + B(2))-
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Usando ([3.146) (3.154) e (3.159)) tem-se

Y'(t) > CeA(t) + [lwl® + [[oa]|* + B(t)] = Ce[A(t) + € N'(¢)"]
> Ce"THA(t) + N'(1)"] > Ceo Ty ()"
para todo t € [0,7T) para o qual N'(t) > 0. Portanto a desigualdade ¢ valida para todo
t€[0,7). De (3.148) e (3.149)) segue que T é necessariamente finito e

T < Cem 04y (0) T < Ce=(+9) A(0)7, (3.160)

e o teorema esta provado. |

3.5 Solucao global

Nesta segao, desenvolvemos a teoria de pogo de potencial (do inglés “potential well”) para
estudar a existéncia global das solugoes fracas do problema ([1.1))-(1.2)). Para este fim, precisamos

introduzir hipéteses adicionais:
Hipétese 3.5.1 Eriste uma fungdo ndo negativa F € C*(R?) tal que

VF = (i, f2), (3.161)
que € homogeénea de grau p+ 1, ou seja,

Fu, \v) = W F(u,v), YA >0, (u,v) € R (3.162)

Como F ¢é homogénea, pelo Teorema da Fungao Homogénea de Euler temos a seguinte
identidade
filu,v)u+ falu,v)v = (p+ 1)F(u,v). (3.163)

Segue da hipdtese que existe uma constante M > 0 tal que
Flu,v) < M(Julf™ + ot +1). (3.164)
Além disso, sendo F homogénea temos
Flu,v) < M(JulPt + Jo|Pth). (3.165)
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Notemos que as funcoes f;,i = 1,2, sao fungoes homogéneas de grau p e existe uma constante
C > 0 tal que
filu,v) < C(uf +[of?), i=1,2. (3.166)

Relembramos o de Hilbert V = (H{(£2))? munido com a norma
1w, o)} = [IVol|* + [Vl . (3.167)
Definimos o funcional J : V — R por
T, v) = %(]|Vu||2 +IVol?) — /Q]-'(u, v)da. (3.168)

Consequentemente,

1
E(t) = 5lwl® + [loel*) + 7 (). (3.169)
A derivada Frechét de J em (u,v) € V é dada por
T (w.0)(6.0) = (V.99) + (V0.90) = [ (fiw0)o+ folwo)i)de. (3170)

Definimos a variedade de Nehari associada ao funcional J por

N = {(u,v) € V\{(0,0)} : J'(u,v)(u,v) = 0}. (3.171)

De (3.163)) e (3.170) segue-se que

N = {(u,v) e VAA{0} : [Vull® + |Vv|? = (p+ 1)/§2F(u,v) dx}. (3.172)

Pelo Lema 2.7 em [31], J satisfaz as hip6teses do Teorema do Passo da Montanha e o nivel do

passo da montanha d satisfaz

d:= inf J(u,v)= inf sup J(A(u,v)). 3.173
(u,v)EN (1,0) (u,0)€VA{(0,0)} /\218 (Alw, ) ( )

O seguinte lema nos permite introduzir o chamado poco de potencial .
Lema 3.5.1 Suponhamos que as Hipoteses e sejam satisfeitas e que p > 1, entdao
d:= inf J(u,v)>0. (3.174)
(u,v)eN
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Demonstracao: Seja (u,v) € N. Assim, por (3.172)) temos

1 L 1 1
J(u,0) = S[[(w, ) = [ F(u,v) de = S[|(w,0) [} = ——l(u, 0)[I},
2 0 2 p+1
1 1 )
~ (3 537 ) lwol >0

Usando que (u,v) € N, a imersao de Sobolev Hj(Q2) < L%(Q) e (3.165]), obtemos

L
1w, )17 = (p+ 1)/ F(u,v) dz < (p+ )M (lullpiy + lulpy) < Cllw, o) 77
0

Como p > 1, deduzimos que ||(u,v)||v > C71 > 0. Assim

1 1 2
d>|-———)C 71 >0.
_(2 p+1)

Isso finaliza a prova.

De acordo com [2], introduzimos os seguintes conjuntos

W = {(u,v) € V:J(u,v) <d},
Wy = () e W [Vl + Vo2 > (p—i—l)/ﬂ}"(u,v)dx U{(0,0)},

Wy == < (u,v) €W ||[Vul? + |[Vu|* < (p+1) / F(u,v)dx
0

(3.175)

Observemos que W, N W, = 0 e W, U W, = W. Nos referimos ao conjunto W como o pogo de

potencial e d como a profundidade do pogo. Provaremos que se £(0) < d e (ug,vy) € W1, entao a

solucao do problema (|1.1)) é globalmente definida. Por este motivo, o conjunto W; é considerado

¢

como a “parte boa”do pogo de potencial. Além disso, provaremos que se (ug, vg) € Wy e as fontes

forem mais dominantes que os dampings, isto é, p > max{m, r} entao a solugao fraca do problema

(1.1) possui blow-up em tempo finito.

A seguir, provaremos algumas propriedades do conjunto W; que serao ftteis para o

desenvolvimento desta secao. Defina a funcao

1
Gg(s) = 532 — M RsP™

onde M > 0 é dado em (3.165|) e

1
. s + ol

1
woyevioy | (u,0) |5
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Como p > 1 e H}(Q) < LP(Q), para todo 1 < p < oo, segue-se que 0 < R < co. De (3.165) temos

que

T w) = 5P + [Vol?) = [ Flu,opde

v

1
~(IVul® + Vo)) = M(|Ju)|ZE + [|o] 2t
5 IVl + IVull®) = M(Jlull7i + lvlz) (3.178)

v

Sl + [0l — MR )
= G0l )l

Um célculo simples mostra que a fun¢do G atinge seu maximo absoluto no intervalo [0,00) no

unico ponto critico

so=((p+1)MR)"7T. (3.179)
Entao o valor méximo de G é
A p— 2
d:= sup G(s)=G(sy) = +1YMR) »1. 3.180

Agora definimos
Wh = {(u,0) € V : [|(u,0)lv < s0,J(u,v) < Gs0)}. (3.181)

E importante notar que I/IA//l # (. De fato, dado (u,v) € V, existe um escalar ¢ > 0 tal que

e(u,v) € W,. Além disso, temos o seguinte resultado.
Proposicao 3.5.1 G(sg) < d e Wl C Wy

Demonstragao: Primeiramente, vamos provar que G(sg) < d. De fato, fixemos (u,v) € V'\ {0},

entdo (3.178) implica que J(A(u,v)) > G(A||(u,v)||y) para todo A > 0. Assim

sup J(A(u, v)) = G(s0).

A>0

Da caracterizacao (3.173|) segue-se que

d= inf supJ(A(u,v)) > G(sop). 182
LA (Au,v)) = G(s0) (3.182)
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Além disso, dado ||(u,v)||y < so, de (3.165]) e (3.177)) resulta que

@+DAIWMOM§@+UMWWﬁHWWﬁD
< (p+ D)MR||(u,0) [
= 1 0) 2 (0 + ) ME||(w, 0) 57 (3.183)
< (s 0) [ ((p + 1)MRsE™)
— (. 0)|2-

Assim, pela definicao de W7, temos /V\V/l C Wi. A prova esta completa. |

Para cada § > 0 suficientemente pequeno, podemos definir um subconjunto fechado de Wl
como

WP = {(u,v) € V;||(u,0)|lv < 50— 8, J(u,v) < G(sp— )} (3.184)

Da Proposigao segue imediatamente que W{S C .

Teorema 3.5.1 Além das Hipdteses e suponha que (ug,vo) € Wy e £(0) < d. Se
p > 1, entao a solugao fraca (u,v) de (1.1)-(1.2) € uma solu¢ao global, ou seja, ela pode ser

estendida ao intervalo [0,00). Além disso, temos
(1) J(u(t),v(t)) < E(1) < £(0);
(i1) (u(t),v(t)) € Wy;

(i1i) E(t) < dp;

(iv) LE(t) < £(t) < B(0);

para todo t > 0, onde p = %.

Demonstragao: Primeiro mostraremos que W; ¢ invariante pela dinamica, isto é, que
(u(t),v(t)) € W1,Vt € [0,T) onde [0,T) é o intervalo maximal de existéncia da solugao. Observe

que como VF = (fi, f»), tem-se que

/Ot [(filu(r),v(7)), uelT)) + (folu(r), (7)), vi(T))]dr
- /Q Flu(t), o(t))dz - /Q F(u(0), v(0))dz.
68



Assim temos que a identidade de energia (3.70)) é equivalente a

E(t) + / [1(=2) F ()| + [[(~A)F () ] dr

f (3.185)
+ / [(g1(we(7)), w(7)) + (g2(ve(7)), vi(7))]dr = £(0).
Como ¢; e g sao monodtonas crescente, segue-se que
E'(t) = —[I(=2) T w ()| + [ (=2) F v, (7)|)?]
— [(g1(ue(7)), e (7)) + (ga(ve(7)), ve(7))] < 0.
Portanto
J(u(t),v(t)) < E(t) < E00) <d, Ytelo,T) (3.186)

e a propriedade (i) esta provada e (u(t),v(t)) € W,Vt € [0,T).

Provaremos agora a propriedade (ii). Suponha por absurdo que existe um t; € (0,7) tal que
(u(ty),v(t1)) ¢ Wi. Como W = Wy U Wy e Wy N W, = (), devemos ter (u(ty),v(t1)) € Wa. De
|V fi(u,v)] < C(JulP~t +|v[P~! +1) e pelo fato de F ser homogénea de grau p+ 1 é possivel mostrar
que a funcao t — /]—"(u(t),v(t))dm ¢ continua em [0,7). Entao, como (u(0),v(0)) € W; e

Q
(u(ty),v(ty)) € W, da definicao de Wy e Wy, usando o Teorema do Valor Intermediario temos que
existe um s € (0,;) tal que
IVu()I* + [IVo(s)I = (p+1) /Qf(U(S),’U(S))dx- (3.187)
Seja
t* = sup {t € (0,t1) : [Vu@®)|* + [|[Vo@®)|* = (p+ 1) / f(u(t),v(t))dx} : (3.188)
Q
E imediato que ¢* € (0,%1) e (u(t), v(t)) € Wa,Vt € (t*,t,]. Temos entdo dois casos a considerar:

Caso 1: Suponha que (u(t*),v(t*)) # 0. Como t* satisfaz (3.187)), entao (u(t*),v(t*)) € N e
por (3.173) segue-se que J(u(t*),v(t*)) > d. Como E(t) > J(u(t),v(t)),vt € [0,T), temos que
E(t*) > d, o que é absurdo, pois contradiz (3.186]).

Caso 2: Suponha que (u(t*),v(t*)) = 0. Como (u(t),v(t)) € Wy, Vt € (t*, 1], entdo por (3.165)) e
pela definicao de Wy, obtemos

IVu(®)? + Vol < M(p+ 1) (IVu@) 25 + Vo) 25)

< O(Ivu@* + Vo) 7). vt e (¢, )
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Entao
(u(t), v} < Cll(u(®), v@)IF, vt e (1],
a qual implica
(u(®),v@)|lv > s1, VtE (t*, 4], onde sy = C 1.
Pela continuidade da solugao fraca (u,v) € C([0,T"); V), teremos
(), v(E)llv = s1 >0,

o que é absurdo. Portanto devemos ter (u(t),v(t)) € Wy, Vt € [0,T).

Mostraremos agora que a solucao fraca é global. De (3.186)) e da primeira parte da demonstracao
tem-se que J(u(t),v(t)) < de (u(t),v(t)) € Wi,Vt € [0,T), assim

d > J(u( ;(HVU B1% + [ Vo(t) /]—"
> 2 (IVu)P + Vo) ) - ?(Hw )2+ va(t)l\z)
p—1 2
= 501 (IVH@IF + Vo)1)
Entao
/f dx<1%(||Vu( WZ + Vo) ) 2_dl, vt e [0,7). (3.189)

De (3.185)) e (3.189)) segue-se que

B(t) + / [1(=2)F ()P + 1(=2) F w(7) ] dr
+ / [(92 (ue(7)), e(7)) + (g2(e(7)), we(7)) ] dr

=£(0) + /QF(u(t),v(t))da: <d+ pszl = dp,

+1 . . . , .
onde p = p—l Entao, por um argumento de continuacao, concluimos que a solugao fraca (u,v)
p—

é, de fato, uma solugao global e ela pode se estendida ao intervalo [0, 00).
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Sendo F uma fungao nao negativa, temos que E(t) < E(t),Vt € [0,00). Por outro lado, pelo
fato de (u(t),v(t)) € Wi, Vt € [0,00) e pela defini¢ao de £(t), obtemos

£(t) = 5 (I + @) ?) + 5 (I + [ 90(0)?) - / F(u(t), v(t))de

2 2 l
> E(t) (IVuI? + Ive@)I?) > - B0)

1
p+1

e o teorema esta provado. [ ]

3.6 Blow-up com dado inicial em W

No Teorema vimos que as solugoes com condigoes iniciais em (ug,v9) € Wi sao solugoes
globais. No proximo teorema veremos que isso nao ocorre para aquelas solugoes cujas condicoes
iniciais (ug, vg) estdo em W, ou seja, tais solugoes possuem blow-up em tempo finito. A fim de

estabelecer este resultado, vamos considerar as seguintes hipdteses.
Hipétese 3.6.1 (Blow-up para solugoes com dado inicial em W)

e Damping: Suponha que existam constantes a,b > 0 tais que para todo s € R
als|™™ < gi(s)s < bls|™t, m > 1,
als|"™ < go(s)s < b|s["T, > 1.

e Fontes: Suponha que
F(u,v) > ao(|ulP™ + [v|P™),  para algum oy > 0.

Primeiro, mostraremos que o conjunto W5 é invariante pela dinamica. Mais precisamente, temos

o lema a seguir.

Lema 3.6.1 Suponha que as hipdteses e sejam satisfeitas e ainda que p > 1,
(ug,v0) € Wo e £(0) < d. Entdo a solugao fraca do problema (3.3)) € tal que (u(t),v(t)) € Wy para
todo t € [0,T). Além disso,

| (u(t), ()|} > 2pd, Vte[0,T), (3.190)

p+1

sendo p = ST V = (H}(Q))? e[0,T) € o intervalo mdzimo de existéncia.
p —_—
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Demonstragao: Passo 1. Considerando (ug, vy) € Wa, primeiro vamos mostrar que (u(t),v(t)) €
Wy para todo t € [0,T). A prova é feita por contradi¢ao. Supondo que existe ¢y € [0,7) tal que
(U(to), U(to)) ¢ WQ, temos

I(utto)- o) > (1) | Fautto)ofto) de
Usando o fato de que (u,v) € C([0,T); (H3(2))?) e a hipétese (ug, vy) € Wa, concluimos que existe
s € (0, to] tal que
I(u(s), vV = (p+1) /Qf(U(S)aU(S)) da. (3.191)

Agora definimos t* como o infimo de todos os s € (0,t] satisfazendo (3.191]). E imediato que
t* € (0,1] satisfaz e (u(t),v(t)) € Wy para todo ¢t € [0,¢*). Assim, temos dois casos a
considerar.

Caso 1: Suponha que (u(t*),v(t*)) # (0,0). Como t* satisfaz (3.191)), entao (u(t*),v(t*)) € N,
e por (3.174), sabemos que J(u(t*),v(t*)) > d. Entao E(t*) > d, o que contradiz o fato de que
E(t) < E€(0) < d paratodot €[0,T).

Caso 2: Suponha que (u(t*),v(t*)) = (0,0). Como (u(t),v(t)) € Wy para todo [0,t*),

usando argumentos similares aos usados para obter as estimativas (3.185) e (3.186) obtemos

|(u(t),v(t)|[v > si1, para todo [0,t*), para algum s; > 0. Pela continuidade da solugao fraca

(u(t),v(t)), temos que ||(u(t*),v(t*))||y > s1 > 0, o que contradiz a hipétese (u(t*),v(t*)) = (0,0).
As contradigoes nos casos 1 e 2 acima nos mostram que devemos ter (u(t),v(t)) € Wy para

todo t € [0, 7).

Passo 2: Resta mostrar que vale a desigualdade . Seja (u,v) € W, fixado. Pela Hipotese

[3-5.1], temos que

JA(u,v)) = ||A(u,v) ||} — /Q]-"()\(u, v))dr = %H(u, v)|I3 — AP /Q}"(u, v)dz, (3.192)

para todo A > 0. Portanto,

%J(A(u, v)) = Al(w,v)|l; — (p+ 1) /Q N F(u,v) de. (3.193)

Por isso, a fun¢do A — J(A(u,v)) possui um dnico ponto critico Ay que satisfaz
I o)l = o+ )X [ Fluo)do. (3.194)
Q
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Como (u,v) € Wy, entdo A\g < 1. Além disso, sabendo-se que a fungao A — J(A(u,v)) atinge seu

maximo absoluto em seu ponto critico A = \g. Assim, por (3.174) e (3.194]), segue-se que

2

A
4 < sup TN w0) = Pl o)y -7 [ A

A>0

/\2( ) 2

Sendo )\ < 1, temos que |[|(u,v)||?, > Qd% = 2pd, o que completa a demonstracao. |

Teorema 3.6.1 (Blow-up em tempo finito) Considere as hipoteses|3.1.1,(3.5.1 e|3.6.1. Além

disso, suponha que p > max{m,r}, a1,z € (0,3),0 < E(0) < d e (up,v0) € Wa. Entio qualquer

solugao fraca (u,v) dada pelo Teorema possui blow-up em tempo finito, ou seja,

limsup E(t) = +oo

t—=T—

para algum 0 < T < oo.

Demonstracao: A fim de mostrar que o tempo maximo de existéncia T' é necessariamente finito,
vamos argumentar por contradi¢cdo. Suponha que a solugao fraca (u(t),v(t)) possa ser estendida
ao intervalo [0,00). Entdo, o Lema nos diz que (u(t),v(t)) € Wy para todo t € [0,00), ou

seja,
L
1Cu(t), v < (p+ 1)/ F(u(t),v(t)) dx, vt € [0,00). (3.196)
0
Além disso, pela hipétese 0 < £(0) < d, a energia E(t) satisfaz
0<E&() <&(0)<d, Vtel0,00). (3.197)

Para ver isso, suponha que £(ty) < 0 para algum t; € (0,00). Entao, de acordo como Teorema
3.4.1], ||(u(t),v(#))|lv = oo quando ¢ — T, para algum 0 < T < oo, ou seja, a solugdo fraca
(u(t),v(t)) possui blow-up em tempo finito, o que contradiz a hipétese. Portanto, concluimos que

E(t) > 0 para todo t > 0.

Agora definimos as fungoes

N(t) = [lul®)]? + o), /]—“ ))dz >0, te€l0,00). (3.198)
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Passo 1: Mostraremos que N (t) tem crescimento quadratico quando ¢t — 0o. Assim como obtemos

a identidade (3.127)) na prova do Teorema podemos mostrar que

N () = 2(hull? + o) = 2(IVul® + Vo))

= 2[((=2) Fw, (~8)F ) + ((-2) Fo, (-2) Fu)| (3.190)
—2 [(gl(ut), w) + (g2(v1), v)} +2(p+1) /]—"(u, v)dx.

A hipétese |g1(s)| < b|s|™ para todo s € R implica

/le(ut)u dx

Desde que 1 < max{m,r} < p, usando a desigualdade de interpolagao para espagos LP temos

< blfullmafluellima- (3.200)

lullms < Ilullzlell9, (3.201)

onde 0 satisfaz £ + 120 = —L-. Usando (3.196), o fato de que F(u,v) > ag(Jul™ + [v/*!) e a

p+1
imersao H}(Q) — L1(Q), para todo 1 < ¢ < oo, obtemos

lu@)3 < Clu®)lz0) < Cllu®), v < CB(1), (3.202)

lu@IEE < @Iz + o) 25 < CB). (3.203)
Segue-se de ([3.200))-(3.203) que
‘ /91 w(t))u(t) de| < Cllu()[|5ul) |30 @) [
< CB 7 a1, (3.204)

= OB(t) ™ [luy(t) 5741,

onde usamos o fato de que 3 010 5 +1 = Aplicando a desigualdade de Young a estimativa ((3.204))

m+1
obtemos
2 [ )t ds| < B0+ Cllutoz (3.205)
Analogamente,
\2 | ston)u(v) da] < eB@) + Culto)l1 12 (3.206)
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Usando a imersao H{(Q2) <= D((—=A)*),s € (0,1/2), temos

&1

2((=2) % up, (—A)F )| < [[(=2)F e[| (~4) Fu
< ell(=2) 7 ul* + Ol (-A)
< eCllull7 ) + Cell(= A) 7 || (3.207)
< Ol 0) [} + Cl(=2) 7w

< €CB(t) + Cl|(=8) 7w,

Da mesma fora,

2((=A) F vy, (~A) )| < eCB(t) + Cof|(—A) Fup |2 (3.208)
Agora definimos a fungao
K(t) = [[(u(®), o)} — (p+1) /f(U(t),v(t))dl’ (3.209)

Portanto, de (3.199) e (13.205)-(3.208]|) segue-se que

N"() = 2 (Juel® + [loe])*) = 2K(8) = 2¢(C + 1)B(?) (3.210)

m T & 22
Ce (et + ol ) = o (=2 Fwl + 1(-2) Fuil?).
Agora, seja § > 0 a ser determinado posteriormente. Como 0 < £(t) < £(0) < d, temos

K(t) < K(t)+ §(E(0) — E(t)). Portanto, de (3.198)) temos que

K(t) < lult), o@)} - p+1/ﬁf )z + 62(0)

—0 { (el + [leell?) + (||Vu||2 +|Vol?) - B(t)
= || (u(t),v()||? — (p+ 1) B(t) + 6E(0) + 6 B(t) (3.211)

) 2 0 2 2
— SCat) o) = 5 (el + fe]?)

= (1= 5) 1@, O + 0= = 1B) +560) = § (Il + ).
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Aplicando a estimativa em (3.210)), temos
N%wz2MWW+ww%—2(r~)n<m V@I — 26— p— 1)B(1)
—26€(0) + 8 (JJuell® + [url|”) — 2¢(C + 1) B(#)
Ce (lhuellzezt + ol 31) = C (I(=2) Fawll® + ) (=2) Fwi)?)
= 24 8) (luel® + oel®) + (5 = 2) [ (ut), v(£)) |3 — 25(0)
+2(p+1 -6 e(C+1)B(E) — C (Juslltt + Joelrth)
= G (II=2) T w2+ 1 (-2) F ur)?)

Escolhemos § de modo que

2d(p+1)
dip+1) = (p—1)£&(0)
Essa escolha de ¢ é possivel porque £(0) < d. Por (3.190)) e pela escolha de § obtemos

(6 = 2)[(u(t), v}, — 20£(0) > 2d(5 — 2)pj © — 26£(0)

2+ 1)~ EQp -V~ 4dp+D) _
p—1 '

Agora escolhemos e > 0 suficientemente pequeno de modo que

<d<p+1.

A=2(p+1-5—¢C+1))>0.

Entao, segue-se de (3.190)), (3.196)), (3.212)) e (3.214)) que

m r Q2
Nﬁ%leWmﬁ+HMJD Ce (I=2)Fwl? + 1 (-2) % wi|1?)

2dA
> AB — 2>~ :=92B .
> AB(0) > 2wl o) > 225 =25 > 0

Integrando ((3.215)) de 0 a ¢ temos
w+a/mwmﬁwmm%M+c/n Yl + 1| (~8) F o)

> Bt + N'(0).
Por (3.185), (3.186) e Hipdtese [3.6.1]

Ce /0 (Il + o @) dr < C(£(0) = £(2) < Cd, Yt € [0, 00).
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Analogamente
t
C. [ (12 FulP + (-2 FulP) dr < C(£(0) - ) < Cd, Ve Do) (3218)
0
Combinando ((3.216)), (3.217) e (3.218)) obtemos

N'(t) > Bt + N'(0) — 2Cd, vt € [0, 00). (3.219)
Integrando ((3.219) temos
N(t) > Bt* + (N'(0) — 2Cd)t + N(0), V¥t € [0,00). (3.220)
Portanto, N(t) tem crescimento quadrético quando t — 0.

Passo 2: Agora vamos estimar N (¢) diretamente. Observe que

!|u(7t)||2=/Q u(0)+/0 w(7)dr dm§2||u(0)||2+2t/0 /Q|ut(r)|2dxdr. (3.221)

Similarmente,

||U(15)||2=/Q U(O)—/O v (t) dr dx§2||v(0)\|2+2t/0 /Q|vt(7')|2dxd7'. (3.222)
Entao, de (3.221)) e (3.222)), segue-se que
N(t) = [lu@)IP + @) < 2 (Ju(0)]? + [|0(0) +2t// ao()2 + [us (7)) dadr. (3.223)

Pela desigualdade de Holder e (3.217)) temos

t t
//|ut(7)|2dxd7'§ (|Qt) =7 //|ut(7)|m+1dxd7 < Odmritmit, (3.224)
0 Q 0 Q

Analogamente,

t t r+1

/ / (7 [2ddr < (|QJ) 55 / / () Hdadr | < CdrE (3.225)
0 Q 0 Q
Por (3.223))-(3.225)), segue-se que

N(t) <2 ([[u(0)]* + [[0(0)]) +C (d%ﬂt% + dr%t%) . Vte0,00). (3.226)

Como Ti—Tl, % < 2, entdo ([3.226]) contradiz o crescimento quadratico de N(t) quando t — oo,
conforme foi mostrado no Passo 1. Portanto, concluimos que a solugao fraca (u,v) ndo pode ser

estendida ao intervalo [0, 00). Isso completa a prova do teorema. |
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Capitulo 4

Taxas de decaimento da energia

Neste capitulo estudamos a taxa de decaimento uniforme da energia da solucao global dada
pelo Teorema [3.5.1]
4.0.1 Estimativa de estabilizagcao perturbada

Defina as fungoes

D) = [ (I-21Ful? + -2 FulP)ar,

; (4.1)
6) = [ [ (sntwue + ga)os)daar
’a
Temos que D(t) > 0 e G(t) > 0 e a identidade de energia (3.185]) pode ser reescrita como
E(t)+ D(t) +G(t) = £(0). (4.2)
Vamos mostrar que E(t) decai como a solugdo de uma EDO da forma
S'(t) + Q(S(t)) =0, S(0) =£(0), (4.3)

sendo a fungao Q dada por Q = (I +C(Q)®)~! para certa funcao concava crescente ® que se anula
em zero. Vamos introduzir as fungoes @ e ® como em [45, 46]. Sejam ¢; : [0, 00) — [0,00),7 = 1,2,

funcoes concavas, continuas, crescentes, que se anulam em 0 e tais que
0i(gi(5)s) > |gi(s)]* + 8%, i=1,2. (4.4)
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Definimos @ : [0, 00) — [0, 00) por
D(s) = @1(s) + @a(s) +s, s>0. (4.5)

As fungdes ¢1 e ¢ com as propriedades (4.4) e (4.5) sempre podem ser construidas (veja [51],
Exemplos 4.1 e 4.2]). Para ver isso, lembramos de que o damping ¢; e g sao fungdes crescentes
monodtonas que passam pela origem. Se g; e go sao limitados acima e abaixo por funcoes lineares

ou superlineares perto da origem, isto é,
als™ <lgi(s)] < cals[™,  csls]” < ga(s)] < euls]”, V]s| <1, (4.6)

onde ¢; > 0,5 =1,2,3,4, e m,r > 1. Definimos

2
1

$1(5) = ¢; " (14 E)sT, Gols) = 5 0 (14 )5, (4.7)

Afirmamos que as fungoes em (4.7)) satisfaz (4.4]). De fato, considere ¢, por exemplo. Entao

_2

_ 2 _ 2
D1(g1(5)3) = o1 71+ ) (ga()5) 7 = ¢ " (1 ) (el
= (1+a)lsl* = s+ (cals|™)* = " + |gu ()", V|s| < L.
Em particular, observamos que, se ¢g; e ga sao todos linearmente limitados perto da origem (veja
Definicao [2.5.2)), entao (4.7) mostra que ¢; e ¢y s@o todas fungoes lineares.

Por outro lado, se g1 e g2 sao limitadas por fungoes sublineares préximo a origem, ou seja,
als|™ < lgi(s)] < ealsl™, cals|™ < ga(s)] < euls]™, Vis| <1, (4.8)
onde 0 < 01,0, <lec; >0,7=1,2,3,4, entao podemos tomar

204 26, 209 26,

01(8) = ¢ b1+ (1+ cg)sm e @os) = C;W<1 + CZ)SW. (4.9)

Em resumo, por (4.7) e (4.9), existem constantes C, Cy > 0 tais que
©1(8) = C15% e pys) = Oy (4.10)

onde
2 291 2 262

G = © f2:7“—1-1011 Oy +1°

= 4.11
m+1 b 91+1’ ( )
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Agora definimos

i = max 4~ =
a = ma {517&}. (4.12)

Notemos que se uma das fungdes g; ou g, nao é linearmente limitada proximo a origem, entao

a > 1 e neste caso definimos

> 0. (4.13)

As proposicoes a seguir serao essenciais para que possamos estabelecer os principais resultados

deste capitulo.

Proposicao 4.0.1 Considere as Hipoteses e e suponha ainda que p > 1, (ug,v9) € W1
e £(0) < d. Entao a solugdo global (u,v) de (1.1)-(1.2) dada pelo Teorema satisfaz

E(T) < Cr |®(D(T) + G(T)) + sup {||u N+ lo(s)I*}] . VT >0, (4.14)

s€[0,T

onde ® ¢ dada em [I.5) e Cr € uma constante positiva.

Demonstracao: Seja 7" > 0 fixado. Observe que a solugao fraca (u,v) de (1.1)-(1.2)) possui a
mesma regularidade das fungoes testes na Definigao m Entao, substituindo ¢ por u em (3.5 e

Y por v em obtemos
(), u(®)F + / (v + 190 )E) = (Rl + )|) ] dr
[ [ w20 F ) + (-2 Fulr), (-2 F ol ar

T (4.15)
+ [ [t um) + (aatontr), v i
> / [t o) ul) + (falutr), v, o)
Usando (3.163) e (3.165]) tem-se
[ B < @]+ [ (e + o)
1 r o1 o1 o2 o2
+5 / (=2)Fu(r), (~2)Fu(n) + (—2)Fu(r), (=2) Fo(r)|dr .

+ % / (91 (e (), () + (g2(wr(7)), v(r)) | dr

2on) [ (gt + e >Hzﬂ>
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Com excecao da integral da energia, vamos estimar cada parcela de (4.16). A fim de evitar o
excesso de notagao, todas as constantes positivas que aparecerao nas estimativas até o final desta
demonstracao serao representadas por C, a menos que alguma delas dependa de ¢ > 0 ou de

qualquer outro parametro que se queira destacar.

Estimativa para ’(ut(t), u(t))|g‘ Usamos as desigualdades de Cauchy-Schwarz e de Young para

obter
(welt), w(EDIE] < N DN + el o(T) + e (OO} + e (0) ] (0)
< el + DI + (O] + e 0)]2)
+ 2 (I + R + )2 + o))

< elB(T) + BO) + 5, s (o)1 + o)}

Pela propriedade (iv) do Teorema e a identidade (4.2]) temos

(1lt) wEIF] < p2E(T) + D) + G 5 sup ()P + I o)

Estimativa para
g 1 1
+ +
Ju(T) 51 + lo(7)ll51 ) dr.
0
Usando o fato que HJ(2) < L(2) para 1 < ¢ < 0o, segue-se que
[ull2p < Cllull ) < ClVul. (4.18)
Assim,
p+ P P 2p 1 2 2p 1 2
lullpis = [ JulPlulde < [Jullg,llull < eolfullz, + 1o lull” < «ClVul™ + =[lull”. (4.19)
Q €0 €0
Pelo Teorema [3.5.1] (i) e (iv), concluimos que
[Vul]? < 2B(t) < 2pE(t) < 2p€(0). (4.20)
Portanto, por (4.19)) e (4.20) encontramos que
p+1 P 1 2 p—1 1 2
Jull;1 < ©C(2E())" + EHUH < 26 C(2p€(0))"E(t) + 4—60||U|| : (4.21)
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€

2C (2p€(0))P 1

[ull23] < €B(t) + Cep(E(0))P|ul>. (4.22)

Para cada € > 0, se escolhermos ¢y =

, entao (4.21]) implica

Analogamente temos
lollpis < €B(t) + Ce,p(E(0)) ] (4.23)
Assim, de e obtém-se
[ (g + iz

. (4.24)
<2 [ B £ TCLEO) s ()17 + o))
0 s€[0,T
Estimativa para:
T
| (P + o)1) ar
Introduzimos os conjuntos:
A= {(2,1) € Q x (0,7 fuu(, 8)] < 1},

' (4.25)

B = {(z,t) € Q x (0,T); |ue(x, )| > 1}.

Da Hipétese [3.1.1}, temos g1(s)s > «|s[™"! for |s| > 1. Usando (4.4)) o fato que ¢; é concava e

crescente e a desigualdade de Jensen, obtemos

T
/ﬂmwmz/mﬁ@m+/mﬁmm
0

/gbl g1(ug)ug)dzdr + — 1 / ge(ug)ugdzdr (4.26)

< C¢y / /91 Uy utdxdT / /gl ug)ugdxdr.
aJo
Analogamente,

T T 1 T
| tltar < cou( [ [ gutwpudodr) + 5 [ [ gtoudsar (4.27)
0 0o Ja aJo Ja

Seja C(T,L) =1+ TL+ 1C, com Cy = max{py, p, p3}. Entao, de (4.26)-([4.27) e da defini¢ao de
® obtemos

| (1l + ) )r < CoGT) + 0(GT) < CHED)) (1.28)

a
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Estimativa para:

/0 )(gl(ut(T»’u(T)) + (g2(ve(7)), v(7)) |dT.

Temos

T
| [ osturad st = [ fostwoul ot + [ fgu(ucyal daat
0 Q

< (/ ||u||2dt) (/ g () dxdt)§+/]3|g1(ut)u|dxdt

T
Se/ E(t) dt+CE/ g1 (u)|? dxdt+/ |g1(ue)u| dzdt.
0 A B

Por (4.4) e pela desigualdade de Jensen, temos

/A (g1 (us) P < /A 61 (g1 (u)u) dedr < max{1, T|Q| oy ( /0 ' /Q gl(ut)utdxd7'>.

(4.29)

(4.30)

No que se segue, estimamos o ultimo termo do lado direito de (4.29). Da Hipétese [3.1.1] vemos

que |g1(s)s| < b|s|™ para |s| > 1. Portanto, pela desigualdade de Hélder’s concluimos que

_m__

m m—+1
/ lg1 (ug)u] dedt < (/ || d:cdt) </ g1 (uy)| e d:cdt)
B B

m

L T m+1 mi1
< bmtt </ [Jwllmts dxdt) (/ | g1 (we) || e d:cdt) :
0

Usando a desigualdade E(t) < dp para todo ¢ > 0 no Teorema [3.5.1} vemos que

T T T T
m~+1 m+1 m41
/0 lall7 ded < c/o Hu|H6(Q)da:dt§C’/O B dt < c/o B(t) dt

Combinando (4.31]) e (4.32)) obtemos

oz < ([ s0a)"™ ([ atuomaza))

T
< e/ E(t)dt + CE/ g1 (ug)uy dxdt.
0 B

Substituindo as estimativas (4.30)) e (4.33) em (4.29)) resulta

/OT/Q|91(Ut)U|dxdt§ QE/OTE(t) dt + C(T, |))Cethy (/OT/le(ut)ut dxdt)

—i—C’E/gl(ut)utdxdt.
B
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Analogamente

/OT/Q 92(v0)olddr < 2 /OT E(r)dr + C(T,|2)Cepy (/T J e (4:35)

—i—CC’e/ |g2(ve) ||ve|dzdT.
B

De ([4.34)-(4.35) e do fato que s < ®(s) para todo s > 0 obtemos

i

(), ) + (o] < de [ B@) e+ T, [@DOBGT) + O
- (4.36)
< 46/ Et) dt + C(e, |9, T)®(G(T)).

Estimativa para:
[ s 8)Fu(r) + (-2)Fu(7),
Usando que D((—=A)z) < D((—A)?) para s € (0,1), as desigualdades de Holder e Young, obtemos
T
J

< [ (I 2a@l=8F @l + 18 F o2 o))

—~

~8)%o(r))|ar

(=8) Zur(r), (=) Zu(r)) + (=A) Fur(7), (=A) To(r)) |dr

<C A)u(T)||(=A)2uy (1) + (= A)2o()|[[|(=A)2u ()| ) dr
/ > (4.37)
/ (=22l + 1 (=A)2e(7) |*)dr

e / (1(=2) F w72 + 1(=A) Fi(7) [2)dr

Se/ E(r)dr + C.2(D(T)).

Agora, aplicando as estimativas (4.17)), (4.24)), (4.28)), (4.36) e (4.37) para (4.16)), concluimos

/T B(t) dt < 4e /T B(#) di + B QE(T) + D(T) + G(T)) + C(D(T)) + C(e, 0], T)H(G(T))

1 (4.38)
# (g + ClEOPT ) (P + o)),
Portanto, para qualquer T fixado, escolhemos ¢ = min {%, 4%} para obter
I T
3 | B dt < G28(T) + DIT) + G(T)) + CAD(D)) + Cle, |2, TIGIT))
0 (4.39)

+Cr, (14 £(0)") Sup. {Hu ($)II* + llv(s)]*}-

SE[
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Como E(t) > £(t) para todo t > 0 e £(t) é nao crescente, obtemos
T T
/ B(t)dt > / E(t)dt > TE(T). (4.40)
0 0
Assim, de m e (4.40), segue-se que

—5( ) < %5@) + Loy ¢ ZG(T) + C.(D(T)) + Cle, L, T)®(G(T))

8 (4.41)
+Cr, (14 £(0)") SEEP]{IIU s)IIZ + lu(s)I7}-
Dividindo (4.41)) por T > 0, obtemos
JE(T) < <DT) + G(T) + Ce, T)(D(T)) + Ofe, 2], T)H(G(T)) »
+0r, (L EOF7) sup () + ()]} "
Finalmente, como G(T") < ®(G(T")), se definirmos a constante
Cr=4 (é +C(e,T) + Cle,[Q],T) + Cr, (1 + 5(0))pl)> :
entao implica
E(T) < Cr[@(D(T) + G(1) + sup {lu(s)|P+ (o)} (4.43)
A prova estd completa. ]

Como em [25], a proposicao a seguir mostra que W/ é invariante sob a dinamica.

Proposicao 4.0.2 Suponha que § > 0 seja suficientemente pequeno e £(0) < G(sg —9). Se (u,v)

é a solugao global de (L.1)-(1.2)) dada pelo Teorema e (up, vo) € WP, entio (u(t),v(t)) € W}

para todo t > 0.

Demonstracao: Pelo item (i) do Teorema[3.5.1] temos J(u(t), v(t)) < £(t) < £(0) e considerando
a hipétese £(0) < G(so—0) vem J(u(t),v(t)) < G(sg—0). Para mostrar que ||(u,v)|ly < sp—9 para
todo t > 0 vamos argumentar por contradigao. Como ||(ug,vo)||lv < so — ¢ e (u,v) € C(RT; V),
vamos supor que existe um ¢; > 0 tal que ||(u(t1),v(t1))|lvy < so — 9 + € para e € (0,d). De
obtemos J(u(t1),v(t1)) > G(so — d +¢€) > G(so — 0), pois G é estritamente crescente em (0, sg).
Isto contradiz o fato que J(u(t),v(t)) < G(so — ) para todo t > 0. [
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4.1 Absorcao dos termos de ordem inferior

O seguinte lema mostra que os termos de ordem inferiores sao absorvidos. Esse resultado é

peca central para a prova do decaimento uniforme da energia, conforme veremos mais adiante.

Proposicao 4.1.1 Considere as Hipdteses e e suponha ainda que p > 1, (ug,vo) € W{S

e £(0) < G(so — ) para algum § > 0. Entao, para qualquer T' > 0, eziste uma constante Cp > 0

tal que a solugao (u,v) de (1.1)-(1.2)) dada pelo Teorema satisfaz

sup {Iu(s)I+11o(:)I} < Cra(D(T) + G(T)) (4.44)

s€[0,T
Demonstracao: Provaremos este resultado através de um argumento padrao de compacidade-
unicidade inspirado por Lasiecka e Tataru [45]. Dividimos a prova em dois passos.

Passo 1: Problema limite da hipétese de contradicao. Fixemos 7" > 0 e suponhamos que

existe uma sequéncia de dados iniciais
{(u"(0),v™(0), w7 (0), v}'(0)) bner € W x (L*(2))* (4.45)

tal que
En(0) < G(sp—0) <d (4.46)

e a correspondente solugao fraca (u™,v") satisfaz

sup {Hu ()17 + [0" ()]} = n®(Dn(T) + Go(T)), Vn €N, (4.47)

s€[0,T

onde

— [ [yl + -2) F o ar (4.48)

:f/pmmmwmmﬂmw (4.49)

Entao temos que
L ODA(T) +Gu(T))

oo sup {llu(s)[|? + [lv"(s)]]*}
s€[0,T

—0. (4.50)
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Pelo item (iii) do Teorema (3.5.1)) segue-se que

sup {[[u"(s)|* + [[v"(s)[1*} < 2¢ sup {E"(s)} < 2cdp, (4.51)
s€[0,T] s€[0,17]

de onde concluimos que a sequéncia {(u™, v, u}, v}') tnen € limitada em L>*(0,7; H), onde H =

V x (L*(Q))? com V = (H}(Q2))?. Entao existe uma subsequéncia, reindexada por n, tal que

u", v ul, vt) = (u, v, ug, vy) fraco-estrela em L°°(0,7T; H). 4.52
T t

Note que, para todo € € (0,1), a imersao HJ(2) — H'™¢() é compacta e, pelo Teorema de

Compacidade de Simon [55], existe uma subsequéncia tal que
(u",v"™) — (u,v) fortemente em L*(0,T;(H'¢(Q))?). (4.53)

Além disso, como (u™,v") € C(0,T;(H'™(Q))?), a sequéncia {(u",v")}nen ¢ de Cauchy em
C(0,T5 (H'™5(2))?) e
(u,v) € C(0,T; (H'(2))*). (4.54)

Agora vamos mostrar que (u,v) = (0,0) em [0,7]. Primeiro mostraremos que (u,v) €
N U {0}. Considere um par de fungoes teste (6',62) em (C(Q x (0,¢)) N C([0,t]; H(Q)))? tal
que (0(¢),0%(t)) = (0,0) e (0},60%) € (L*(Q x (0,t)))?. Entao por e temos

[ 1= @61 + (90 ), 98 (7))
+ [ ()20, 00 @)+ [ ()0 (m)ar
= [ (@), (), 6 (e
e (4.55)
[ 1= @620 + (90, V8 ) e
+ [ (%0, %R+ [ (o). o)

- / (folu"(r), v" (1)), 63(r))dr.

Passaremos ao limite com n ao infinito nas equagoes em (4.55)). De (4.50)) e (4.51]) segue que

lim ®(D,(T) + G (T)) = 0. (4.56)

n—o0
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Por e ) deduzimos

T
tim [ (I ()2 + o (7)) dr = 0. (4.57)
n—o0 0
Assim,
t t
lim | (u (), 0, ())dr = lim | (v}'(7),0;(7))dr =0, Vte[0,T]. (4.58)

Consideremos o conjunto

A" = {(z,t) € A x (0,T) : |uy(x,t)| < 1},

(4.59)
B":={(z,t) € Qx (0,T) : |uy(z,t)| > 1}.
Pela hipétese sobre g1, obtemos que
t
| [t asar = [ )5 dodr + [ (o) o
0 Ja A (4.60)

1 m
<0792 + bril/ /91 uy Juy dedr.

Levando em conta (4.56), temos que fOT Jo 91(u)u} dzdt — 0 quando n — oo, assim (4.60)) implica
T m+1
sup/ / lg1(ul)| ™ dxdt < oo. (4.61)
neN Jo Q
Observe que (4.57)) implica a menos de subsequéncia que u} — 0 a.e. in Q x (0,7). Assim, pela
continuidade de g;, teremos ¢;(uy) — 0 q.s. em 2 x (0,7). Portanto, por (4.61) e o fato de

mEL > 1 permite concluir que

g1(u}) — 0 fracamente em L (Qx (0,7)). (4.62)
De (4.62) tem-se
t
lim [ (g1(u}),0")dr = 0. (4.63)
n—oo 0
Analogamente
t
lim [ (g2(vf),0%)dr = 0. (4.64)
n—oo 0
Agora usando que
i (u® ") < C(lul” + [v"7), 7 =1,2, (4.65)
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(4.53) e o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

tim [ (a0, 0)r = [ (fa(r), (7). 0 (4.60)
Analogamente
tin [ (@) @), = [ () o). 0 (4.67)

Sabemos que ®(s) > s para todo s > 0. Assim

0< D,(T) <D,(T)+ Gu(T) < O(D,(T) + G,(T)). (4.68)
Entao (4.56) implica
lim D,(T) = 0. (4.69)
n—oo
Consequentemente

ul — 0 fortemente em L*(0, T} D((—A)%)),
)

Usando (4.52)), (4.58), (4.63), (4.67) e (4.70)), podemos passar ao limite em (4.55)) para obter

(4.70)

vl

vt — 0 fortemente em L?(0,T; D((—A)

/ [(Va(r). 98 () + (Vo(r), V() | dr
0 (4.71)

- /Ot [(f1(u(r),v(7)),91(7)) + (fo(u(r), (1)), 92(7))}617.

Agora fixemos (0y,6,) € (H() N C(Q))? e substituimos 6 (z,7) = 7(t — 7)01(x) e 62(x,7) =

7(t — 7)0y(z) em (£.71)). Derivando o resultado duas vezes em relacao a ¢ obtém-se
(Vu(t), Vi (1)) + (Vo(t), Voy(t))
X X (4.72)
= [ [wte) o@nhu(o + fatute) oe)a(v)] de

Seja ((01)n, (02)n) € (HE(Q) N C(Q))? tal que ((61)n, (02)) — (u(t),v(t)) em HL(Q) para algum ¢

fixado. Tomando n — oo em , obtemos
IV + [9e(0)]? = [ [0 ole)u) + faute), o(0)o(0)] da
@ (4.73)
=(p+1) / F(u(t),v(t))dx.
Q
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Concluimos que (u(t),v(t)) = (0,0) ou (u(t),v(t)) € N para t € [0,T].

A seguir, para mostrar que (u(t),v(t)) = (0,0) em [0, T, é suficiente mostrar que (u(t),v(t)) €
W9 C Wy em [0, 7], pois Wi NN = . Lembramos que (", v") é limitada em C([0, T]; (H¢ (Q))?) e
que (u",v") = (u,v) fortemente em C(0,T; (H*~¢(€2))?). Como a condi¢do inicial (u™(0),v™(0)) €
W9 e &,(0) < G(so — ), entdo a Proposicao nos diz que (u™(t),v™(t)) € W para todo t > 0.
Entao, pela definicao de /T/Iv/f

[(u"(t),v"(t))|lv < so — & and J(u"(t),v"(t)) < G(so — 0), ¥Vt >0. (4.74)
Notemos que para cada t fixado em [0, 7], temos
[(u(®), v(®)llv < liminf [[(w"(t),v"(@))]v < 50— 0. (4.75)
Além disso, como F' é continua, entao e a convergéncia dominada por Lebesgue implica

L L
lim F(u",v")dx = / F(u,v)dz. (4.76)
0

e Jo
Para mostra que G(sg — §) > J(u(t),v(t)) em [0, 7], notemos que
G(so =) 2 (), (0) = S{IVa" + Vo7 = | Flu o). (4.77)
Tendo em conta e , podemos tomar o limite inferior na desigualdade para obter
G(so —0) = J(u(t),v(t)) on [0,T]. (4.78)
Portanto (u(t), v(t)) € WP € Wy em [0, T]. Assim, por defini¢io de Wy, necessariamente temos

(u(t),v(t)) =(0,0), em [0,T]. (4.79)

Passo 2: Normalizagao da sequéncia {(u",v")}. Defina

1/2
Noi= sup ([l (s)]2 + o ()]*) (4.80)
s€[0,T7]
De (4.53) e (4.79)) segue-se que
lim N, = 0. (4.81)

n—oo
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n n

. u U = 4
Definimos y" := N e w" = A entao é claramente temos
sup {ly" ()| + w"(s)]2} = 1. (4.82)
s€[0,7T

Cada (u™,v") satisfaz a identidade variacional
[ 1= 60,610 + (9 0), 90 ()
+ [ caours [ (20 )i
[ (RO e

Ny

‘ (4.83)
/0 [ = (w}(7),67(7)) + (Vw"(1), VO*(7))]dr

+ /0t<(—A)a2/2w;7(T), (—A)*220%(7))dr + /Ot (%ﬁfm 92(7)>d7
_ /t (fz(u"(T),v”(T))’92(7)>dr

Ny

onde (0',6%) € (C(Q x (0,t)) N C([0,t]; H (2)))? é tal que 61(0) = 01(t) = 0%(0) = 6*(t) = 0 e
(0},02) € (L*(2 x (0,t)))?. Pela hipStese de contradigao ([4.50]), temos

O(Dn(T) + Gu(T))

7111_)1[210 N2 =0, (4.84)
e juntamente com (4.28)) implica
g 2 2
Jim [ Sl )P + g () )ar = o,
que ¢é equivalente a
T
im [ (o) + uf (7)]?) dr = . (1.85)
n—oo 0

Denotamos por &, a energia total correspondente a solugao (u™,v™). As desigualdades (iii) e

(iv) do Teorema mstram que 0 < &,(t) < dp para todo t > 0. Além disso, de (4.14)), (4.82) e
(4.84), obtemos

<C. (4.86)




A identidade energia (4.2)) implica que &,(t) + D,(t) + G, (t) = £,(0),e assim SX,(;) < E;V(S ). Pelo
Teorema [3.5.1] (iv) concluimos que a sequéncia
Nz = UV I+ IV P+ I + [lep ) (4.87)

¢ uniformemente limitada em [0, 7], onde E,(t) é a energia quadratica correspondente a (u",v").
Portanto, {(y",w",y;*,w;)} é uma sequéncia limitada em L>°(0,7;#). Portanto, a menos de

subsequeéncia,
(y",w") = (y,w) fracamente-estrela em L>(0,7;V). (4.88)
Analogamente ao caso com (u™,v™), o teorema de compacidade de Simon implica que
(y",w") = (y,w) fortemente em L>(0,T; (H'*(2))?). (4.89)

De (4.82) e (4.89)) obtemos

tim sup {ly"(s)12+ 0" ()} = sup {Ily()]I* + [w(s)?} = 1. (4:90)

N0 50,77 s€[0,T
Assim, (y,w) # (0,0).

Afirmamos que

Tim Ot [(%@,9%7)) n (%jm,e%))}m —0. (4.91)

De fato, como (0*,0') € (C(Q2 x (0,t)))? é suficiente provar que %Z?) — 0 em L'(Q2 x (0,7)),

j = 1,2. Provaremos que

gl (U?) m—+1
- -7 m

N 0 fortemente em L = (Q x (0,7)). (4.92)

Relembramos os conjuntos A™ e B" dados em (4.59)). Como N,, — 0 quando n — oo, podemos

tomar n suficientemente grande tal que N,, < 1. Usando a desigualdade de Holder deduzimos
T
I
<cao| [
An

m+1
m

dxdr

g1(uy)
N,

m+1

2 o
1 —
dxdT) + ﬁ/ lgr (u)| ™ dxdr.

n

g1(uy)
N,

n
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Por (4.30)), (3.7) e pela desigualdade de Jensen, temos

m+1
m

//’— dxdr
e (s [ w(gl(U?)U?)dwdT) 0 [ ot dade
(G(T 5 (G(T)) oo
ccm o (MO F 780D o,

Isso prova (4.92)). Analogamente,

92(vy')

N 0 fracamente em L+ (Q x (0,7)).

A seguir mostraremos que

lim Ot [(fl(un<7_)7vn(7—))701(7_)> N (fQ(un(T)’Un(T))7e2(7_)>}dT _o

n—o0

Usando ({3.166]), vemos que

/ /‘fﬂ G )dxd¢< C/ / ™ [P+ || [0 P dadr

Pela desigualdade de Holder, (4.53)), (4.79) e (4.88]) segue-se que

t
/ /\y”||u”|p1dxd7< //|y Fdudr)” //|u |pdxdr =N
0 Q

Analogamente,

t
/ /|w”]|v”|p1d:€d7 nose g,
0 Q

Assim, (4.95]) é estabelecido.

Agora provaremos que
t

n—o0

De fato, como N,, > 0 para todo n € N, de (4.68]) temos

1 ERYGE @(Dn(Ta\; G(T))
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Por (4.84)) e (4.100) obtemos que
y' — 0 fortemente em L2(0,T; D((—=A)7))

) (4.101)
w! — 0 fortemente em L?(0,T; D((—A) 7).

Como ¢/ € C(2 x (0,t)),7 = 1,2, por (4.101]) obtemos (4.99).
Usando (4.85)), (4.88), (4.91)), (4.95) e (4.99), podemos passar ao limite em (|4.83) para obter

/Ot [(Vy(T), Vo (7)) + (Vw(r), veQ(T))} dr =0, Vte(0,7T). (4.102)

Agora, fixemos arbitrariamente (6y,6,) € (H}(Q) NC(Q))? e substituimos 0" (z,7) = 7(t — 7)61 (x)
e 02(z,7) = 7(t — 7)05(z) em (£.102)). Derivando o resultado duas vezes obtemos
(Vy, Vo) + (Vw,Vhy) =0, Vte (0,T). (4.103)

que por densidade implica (y,w) = (0,0) em V para todo t € (0,7T). Isso contradiz o fato (4.90)).

Portanto a prova da Proposicao [4.1.1| esta completa. |

4.2 Taxas de decaimento da energia

Eta sec@o é dedicada a provar o decaimento uniforme das solugoes fracas do problema (|1.1])-

2.

Teorema 4.2.1 (Taxa de decaimento uniforme) Suponhamos que as Hipdteses e
sejam satisfeitas. Suponhamos também que p > 1, £(0) < G(so — 9) para algum 6 > 0. Seja

©0j [0,00) — [0,00) continua, estritamente crescente, concava préximo a origem e satisfazendo

©;(gi(s)s) > ]gj(s)\z + 5% para ls|] <1,j=1,2. (4.104)

Defina a fungio @ : [0,00) — [0,00) por

D(s) = @1(s) + @a(s) +s, s>0. (4.105)
Entao, para dado T > 0, existe uma fun¢do concava crescente Q@ = (I + C’@)_l, onde C =
C(T,£(0)) tal que

1 1

B <E@) < S(T - 1) VE> T, (4.106)
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onde S satisfaz a EDO
S'(t) +Q(S(t)) =0, S(0)=&(0). (4.107)

Demonstracao: Combinando as Proposi¢oes e temos
E(T) < Cr(1+ Cr)®(D(T) + G(T)). (4.108)
Definimos &7 = Cp(1 + C7p)®(D(T) + G(T)). Assim, por temos
E(T) < @r(D(T) + G(T)) = 2r(£(0) — E(T)),

o que implica

E(T) + o1 (E(T)) < £(0). (4.109)

Considerando a estimativa anterior em intervalos da forma [mT, (m + 1)T],m € N, temos
E((m+1)T)+ o7 (E((m+1)T)) < E(mT), m € N. (4.110)
Por [45, Lema 3.3] segue-se que
EmT) < S(m), Ym=0,1,2,... (4.111)
onde S é a solugao da EDO
S'+[I-T+2:)7']S=0, S(0)=¢&(0), (4.112)
onde I denota a funcao identidade. E possivel mostrar que
I—(I+o) = (I+dp) N (4.113)
Assim a equacao pode ser rescrita como
S+ (I +®p)7'S=0, S(0)=E&(0), (4.114)

que possui uma tunica solugdo definida em [0,00). Como P é crescente e passa pela origem,
temos que (I + ®7)~!' é também crescente e tende a zero. Entao escrevemos (4.114)) na forma
S'= —(I + ®7)7'S, de onde segue que S(t) é decrescente e Pr% S(t) =0.

—
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Para qualquer t > T > 0, existe m € N tal que t = mT + 6 com 0 < § < T, portanto

t ) t
M=m=F > 5= 1. Por (4.111) e pelo fato de £(t) e S(t) serem mondtonas decrescentes
obtemos
t
E(t) < E(mT + 8) < E(mT) < S(m) < S(T - 1), Vi > T, (4.115)
o que completa a prova do teorema. [ |

Corolario 4.2.1 (Decaimento exponencial) Sob as hipdteses do Teorema se gy e gs Sao
linearmente limitadas prézimo a origem, entao Q(s) = ws para algum w dependendo de £(0) e de

T. A energia total £(t) e a energia E(t) decaem exponencialmente conforme a estimativa a seguir

1E(z&) < E(t) < e¥E(0)e” @Dt vt > 0. (4.116)
P

Demonstragao: Como g; e g5 sao linearmente limitadas préximo a origem, entao mostra
que @1 e o sao lineares, de onde seque que @ ¢ linear e, portanto, (I + ®7)~! ¢ também linear.
Assim, ¢ da forma S’ + wS = 0, para alguma constante w > 0, cuja solucao unica é
S(t) = £(0)e~“". Entao por (4.115)) temos

E(t) < £(0)e (771 = evg(0)e= @/, (4.117)

A prova esta completa. |

Corolério 4.2.2 (Decaimento polinomial) Sob as hipdteses do Teorema se ao menos

uma das fungoes g1 e go nao € linearmente limitada proximo a origem e satisfazem
s < g1 ()] < Colsl™, colsl” < lga(s)] < ealsl?, Vls| < 1, (4.118)

ondem, 7 >0ec; >0,7=1,...,4, entao a EDO (4.107)) pode ser aproximada por

~ ~

S'(t) 4+ CoS)* =0, S(tg) = S(ty), t>1to>0, (4.119)

para algum to > 0, e a energia decai conforme a estimativa
1 ~

—E(t) <EM) < CA+1)7", V>t (4.120)
p

onde b= (a— 1) eda > 0 sio como em [E12) e [@13) e dependem das constantes 1 e . As

constantes Cy e C dependem de T e £(0).
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Demonstracao: Se ao menos uma das fungoes g; e g nao é linearmente limitada préximo a

origem, entdo por (4.10) podemos escolher p;(s) = C15% e py(s) = Cy5%2, onde 0 < &1, & < 1 sdo

1 1
dados em (4.11]). Note que @ = max ¢ —, — p > 1 conforme em (4.12)).

& &

Seja h = @1 + @o. Existem hy, = Cs™n{&né2} ¢ b tais que h = hy, + hy satisfaz as hipSteses de

[55, Corolario 1]. Segue-se que existe um to > 0 tal que

onde S é solucao da equagao
S'(t) 4+ CoSt)* =0, S(te) = S(ty).

Como a solugao de (4.122) é

A

S(t) = [Cola—1)(t —to) + S(to)l‘ﬂ_&li .Vt > t,

basta tomar b = a—il e a prova estd completa.

97

(4.121)

(4.122)

(4.123)



Capitulo 5

Dinamica de longo prazo

Neste capitulo, investigamos o comportamento de longo prazo das solugoes do problema
(1.1)-(1.2) sujeito a pequenas perturbagoes de forgas externas autonomas. Mais precisamente,

consideramos o seguinte problema

¢

Ut — Au + (_A)alut + gl(ut) = fl(u7 U) + 6h17 em (2 x R+7

vy — Av + (—A)*20 + go(vy) = fo(u,v) + €hy,  em Q X RT,

uw=uv=0, sobre 02 x RT, (5.1)
u(0) = ug, u(0) = uy, em €2,
v(0) = v, v4(0) = vy, em €2,

\
onde € > 0 é uma constante positiva suficientemente pequena. Nosso principal objetivo é provar
a existéncia de atrator global e exponencial para o sistema dinamico associado e sua estabilidade
sob perturbacao.

5.1 Preliminares e boa colocacao

Nesta segao investigamos a existéncia global de solugoes fraca e forte para o problema (5.1)).
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5.1.1 Hipdteses e notagoes

Inicialmente, introduziremos algumas hipoteses e notacoes que serao utilizadas neste capitulo.

Hipétese 5.1.1 Suponhamos que
(1) As forcas externas hy, ho € L*(Q).
(ii) Eriste uma fungdo F € C?*(R?) tal que
VE = (f1, f2)
e existem p > 1 e C > 0 tais que

IV fi(u,v)| < C(1+ [uff~t +|vff™), Vu,veR.

(iii) Existem constantes o > 0 e mp > 0 de modo que
F(u,v) < Bo(Jul® + [v]?) + mp, VYu,v €R,
onde 0 < [y < % e A1 > 0 denota a constante de Poincaré. Além disso,

VF(u,0) - (u,0) — F(u,0) < Bol(ul® + [o]2) + me, Vu,v € R.

(iv) Em relagdo aos dampings ndao lineares g;, suponhamos que
g: € C'(R), g:(0) =0,
e que existem constantes m, My, q > 1, tais que
m < gi(u) < My(1+ |u|*"), VYu€eR,
e, se q >3, existem | >qg—1 e My > 0 tais que
gi(wu > Mylul',  |ul > 1.

Observacao 5.1.1 Note que pelo Teorema do Valor Médio existe ¢ € (0,1) tal que

gi(u) = gi(v) = gi(Cu + (1 = Qv)(u — v).

Multiplicando a desigualdade acima por w — v e usando (5.7)) obtemos facilmente que

(gi(u) — g;(v))(u —v) > m|u — 0]2, Vu,v € R.
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Observacao 5.1.2 Um exemplo simples de funcdo F na Hipotese ¢ a funcgao

F(u,v) = —|u+v* + Ju+v|* — c|uv|’, ¢ > 0.
Neste caso, temos
OF
fi(u,v) = e —4(u+v)* + 2(u + v) — 2c;uv?,
u
OF 3 9
fa(u,v) = —4(u+v)° 4+ 2(u +v) — 2c;uv.

:%_

Como
F(u,v) < max{—¢*+ &%} = !
T T R 4’
as hipoteses (5.3))-(5.4) sao vdlidas com mp = 1/4 e p = 3. Observe que

1
VE(u,v) - (u,0) = Fu,0) < =3Jut o' +Ju+ o] < = <mp,

entdao (5.5) também é vdlida.

5.1.2 Boa colocagao

Nesta subsecdo, iremos estabelecer a boa colocagdo do problema (j5.1). Para isto, vamos

considerar o espaco de Hilbert
H = Hj(Q) x Hy(Q) x L*(Q) x L*(Q) (5.10)

munido com o produto interno usual, isto é, dados Uy = (uy, vy, wy, 21),Us = (ug, ve,we, 29) € H,

entao definimos
(U1, Uz) g = (Vuy, Vug) + (Vur, Vog) + (wr, ws) + (21, 29).
Dado U = (u,v,w, z) € H, a norma de U é dada por

1UNE = 1IVull® + [IVoll* + flwl® + [1]*

Usando as notagoes acima, podemos escrever o problema (/5.1]) na forma do seguinte problema

de Cauchy equivalente

W av= F(U),
dt (5.11)

U(O) =U, = (’LL(),’U(),ul,Ul) € H,
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onde
U(t) = (U(t),l)(t),gb(t),@(t)) S Hv ¢:ut> ¥ = U,
com H definido como em (5.10]) e sendo A : D(A) C H — H um operador nao linear definido por

—¢

Y (5.12)
—Au+ (=A)" ¢+ g1(9)
—Av + (=A)*2¢ + ga(p)

AU =

cujo dominio D(A) é dado por
D(A) = {U = (u,v,6,¢) € H: ¢ € Hy(2), ¢ € Hy(Q),
— Au+ (—A)"¢ + g1 (¢) € L*(),
— Av+ (D)% + ga(p) € LX)}

A forca externa é representada por uma funcao nao linear F : H — H definida por

Temos o seguinte resultado de existéncia global para o problema ((5.11]).

Teorema 5.1.1 Suponhamos que as hipdteses[5.1.1] sejam satisfeitas, entdo temos:

(i) Se o dado inicial U(0) = Uy € H, entdo o problema (5.11) possui uma dnica solugdo fraca
UeC([0,00), H).
(ii) Se Uy € D(A), entdo a solugao fraca é uma solucao forte.
(iii) Se U'(t) e U%(t) sdo duas solugies para o problema (5.11)), entdo existe uma constante
positiva Cy = C(U(0),U%(0)), tal que
UM (#) = U* (0| < eTNUH0) = U*(0)]|w, 0<t<T. (5.13)
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Demonstragao: Notemos que a prova foi apresentada rigorosamente no Capitulo [3] Faremos
aqui um resumo dos principais passos. Sabemos que o operador A é mondtono maximal e que
por F é localmente Lipschitz em H (veja Lema . Aplicando-se a teoria dos operadores
mondtonos maximais nao lineares (veja [23, [7]) obtemos a prova dos itens (i)-(ii). A dependéncia
continua da solugao U (t) em relacao aos dados iniciais pode ser obtida usando uma técnica cléssica

para a diferenga de duas solugoes (veja Lema [3.2.1)), o que prova o item (iii). |

De acordo com o Teorema podemos definir uma familia de operadores Sc(t) : H — H
dada por
Se(t)(uo, vo, ur, v1) = (u(t), v(t), u(t), ve(t)), ¢>0, (5.14)

onde (u, v, us, v) é a nica solugao fraca do problema (5.11)). Assim, o par (H, Sc(t)) constitui um
sistema dinamico que ira descrever o comportamento de longo prazo para as solucoes do problema

(5.11).

5.1.3 Identidade energia

Aqui apresentaremos alguns lemas técnicos que serao utilizados mais adiante.

A energia ao longo das solugoes do sistema ([5.1)) é definida como

1 1
E(t) = 5l v, 0)llzr = 5 (Tl + ol + [ Vul® + [ Vo]*), (5.15)
e a energia total é definida por
E.(t) = E(t) — / Flu,v)dz — ¢ / (hu + hov)da. (5.16)
Q Q

Assim temos o lema a seguir.

Lema 5.1.1 Seja U = (u,v,u,v;) uma solugao forte de (5.11). Entdo a energia total dada em
(5.16) satisfaz

LEu(t) < (10l + (=) F o) = m s + [l 2). (517)

Além disso, existe uma constante positiva Cy tal que

C()“(U,U,Ut, Ut)”%—[ - CF S gﬁ(t> S CF(l + ||(U, v, Ut, Ut)HI;IJrl)? Ve € [0, 1] (518)
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Demonstragao: Multiplicando a primeira equagao em (1.1)) por w;, a segunda por wv,

respectivamente, e fazendo integragao por partes, obtemos

%ge(t) = _(||(— )%UtHz + [I(=4) El UtHQ) N /Q(gl(ut)ut + ga(ve)vy)dx

Portanto, usando o fato que g;(0) = 0 e a propriedade (5.9), obtemos facilmente (5.17)).

De (5.4) e da desigualdade de Poincaré segue
/ F(u,v)dz < Bo([lull* + [[v]]*) + mr|Q)
Q

B
nd —O(IIVUH2 +[IVoll?) +mr|Q

5°||<u o, 00) I3 + mp |9,
e assim
1 60 2
E(t) > 373 | (w, v, ug, ve) || — mp|2 — € | (hiu + hov)d
Tomando
1 203y
o 4( A1>>0’ (5.19)

e usando a estimativa

e [ (nu+ hav)do < Cors (Jul? + 01P) + s (Il + el (5.20)
Q
obtemos a primeira estimativa em (5.18)) com
1
Cp=mp|Q + —~ ICon ([[Ra]* + [ h2]?) -
Usando (5.3) e a imersao continua H}(Q2) < LP(Q) temos
/ F(u,v)da& < C(1+ |[VulP™ + [|[VolP*Y) < C(1+ (|Vull + [Vol)P*). (5.21)
Q

Assim, usando as estimativas (5.20]) e (5.21)) vemos que
1
E(t) = §H(u,v,ut,vt)\|3{ — / F(u,v)dr — e/(hlu + hov)dx
Q Q
1
< Sl v, w, vl + C (1 + (IVull + Vo))

< —II(u vy, v) |7+ O (1 + [l (v, v) [,
donde concluimos que existe C'r > 0 satisfazendo a segunda desigualdade em (5.18]). A prova esta

completa. [ |
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5.2 (Quase-estabilidade

O lema a seguir nos fornece uma estimativa de quase-estabilidade, que é a principal ferramenta

para mostrar a existéncia de atrator global e suas propriedades.

Lema 5.2.1 Suponhamos que a Hipdtese [5.1.1] seja satisfeita. Sejam B C H wum conjunto

positivamente invariante e limitado e S.(t)U" = (u'(t),v'(t),ui(t),vi(t)), i = 1,2, uma solu¢io

fraca de (5.1) com condi¢ao inicial U' € B. Entio existem constantes wg,9g,Cg > 0

independentes de € tais que

E(t) < 0pE(0)e " + Cp sup (Ju(o)llz + [[v(o)l2), ¥t >0,

o€[0,¢]

para algum 6 > 2, onde u = u' —u? e v = vt — V2.
Demonstracgao: Usando as notagoes

Fi(u,v) = fi(u',0') = fi(u®,0*), Gi(u) = gi(u') — g1(u?), Ga(v) = ga2(v') — g2(v?),
entao as funcoes u = u' — u? e v = v! — v? satisfazem

uy — Au + (—A)uy + G (ug) = Fi(u,v), em Q x (0,7),
v — Av + (—A)2v, + Go(vy) = Fa(u,v), em Q x (0,7),

com condicgoes de fronteira do tipo Dirichlet e dado inicial

(1(0),v(0), u,(0),v,(0)) = U — U

(5.22)

(5.23)

(5.24)

Multiplicando as equagdes (5.23)) por u e v, respectivamente, e integrando o resultado em [0, 7] x

obtemos
T 1 T T

/ E(t)dt = ——/(uut+vvt)dx‘ +/ (||ut||2—|— ||vt||2)dt

0 2 Jo 0 0
1 T ol @] a9 ag

- 5/ / (—A) 2w (—A) 2 u+ (—A) 2 v (—A) 7 v)ddt
o Ja

1

/OT /Q(Gl(“t>“ + Gy (v)v)ddt

(N

b2 /OT/Q(FI(U,U)WL F(u, v)v)dadt.
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Faremos estimativas adequadas para cada parcela do lado direito de ([5.25)).

Passo 1. Das desigualdades de Holder e Poincaré, deduzimos
T
/ (g + vvt)dx‘ < C(E(T) + E(0))
Q 0

para alguma constante C' > 0. Usando a hipétese (5.9) obtemos

T 1 T
|l + s < = [ [ (Guuuc+ Gatvuydaar
0 mJjo Ja

(5.26)

Passo 2. Pela desigualdade de Young e pela imersdo continua H}(Q2) < D((—=A)2) for 0 < s < 1

temos
T ay ay T o3 a1
/ / ()% (—A) F udadt < / 1(=2)F g} (~A) F uf de
0 Q 0
T o
c / IV alll(=A) F g de
1 T T oy
< —/ ||Vu||2dt+0/ ||(—A)Tut||2dt.
4 0 0
Analogamente,
T ag ag 1 T T ag
/ /(—A)u;t(—A)u;dxdtg—/ ||Vv||2dt+0/ (=) % v, |2dt.
0 Q 4 0 0
Entao

// u(—A) 7 u 4 (—A) F o (—A) F o) dedt
<3 / B(tydt +C / (H=2)F el + (=) F wr]|*) e

Passo 3. Pela desigualdade de Young e por (5.9 obtemos

2
/ /Gl wp)udzdt < — / /G1 ug)ugdxdt + = / /G1 ug) |—d:cdt.

Usando a hipdtese (5.7)) temos que

1 M
/Gl(ut)ud:cg 5/Gl(ut)utcm+71/ 1 [l + 2] ol da
Q Q

(5.27)

(5.28)

A fim de estimar o segundo termo do lado direito de ([5.28), vamos considerar trés casos

separadamente:
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Caso 1. ¢ = 1. Neste caso, é facil ver que

/(1+ g7+ g [T uf*de < 3wl (1+/(91(U§)Ui+91(U?)U?)d93)-
Q Q

Caso 2. ¢ > 3. Usamos (5.8) e a desigualdade de Holder para obter

—1

T
Jas s < i ([ )
Q tAJQ

g—1
L
< Clult < [+t + gl<u?>u%>dw)
l—g+1 Q
< Clult < JICRRATL: +gl<u?>u3>dx) ,
l—q+1 Q
onde usamos o fato de que q;—l < 1.

Caso 3. 1 < ¢ < 3. Assim como no Caso 2, obtemos

g—1

Jas et e < ot ([ e )
Q Q

q—1
2

<l [+ mtedal + aaddyic)
3—q Q

< C’HUHL (/(1 +g1(u§)u% +g1(uf)uf)dx) )
3—q Q

Combinando a trés tltimas estimativas e (5.28) concluimos que existe C' > 0 e 6 > 2 tais que

/Q (g )udz < % /Q G () wdz + Cull? < /Q (1+ i (ul)ul + gl(u?)uf)d:c) S (529)
Analogamente,
/QGg(vt)vdx < %/QGg(vt)vtdx +C|lvli3 (/Q(l + go(v))v} + gl(vf)vf)da:) : (5.30)
Assim, como U',U? € B, de e temos que existe Cz > 0 tal que
[+ aitubiat + )i < G

/(1 + g2 (v} v + g1 (v} )0} )dx < Cp.
Q

Combinando as duas tultimas estimativas acima com (5.29) e (5.30) e aplicando a imersao
L¥(Q) — LY(Q) obtemos

——/ / (G1(up)u + Go(vy)v)dedt < = / / (G1(up)uy + Go(vy)vy)dadt

+Cpr sup (Jlu(o)[39 + lv(o)3)-
c€[0,T)
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Passo 4. Usando , a desigualdade de Holder com expoentes conjugados = ,20e 2 ea
imersao (em 2D) H&(Q) — L*(Q), 1 < s < 0o obtemos

t/fﬂ@uwudvSCXVfOWUMe+HvaHMI
Q
< Cp([[ull2o + [[v]|20) [0 (5.31)
< Cp([lullZs + 10]12)
onde
COVA) = C(L+ a7 s+ Tl s+ 1+ 0PI ).

Analogamente,

A@mmmg%wwﬁw%)

Combinando as duas tltimas estimativas, temos que existe uma constante Cpr > 0 tal que

/ / (Fy(u, v)u + Fy(u,v)v)dzdt < Cpr sup (|Ju(0)|3 + [v(o)||3)- (5.32)

c€[0,T]
Substituindo as estimativas ((5.26))-(5.32]) em (5.25)), concluimos que existem constantes Cg > 0 e

Cpr > 0 tais que
/ " Bt < C(E(T) + E(0))

+Cs [ (1(=A)F |+ [[(=A) F v ?)dt
/0 (5.33)

+Cp /OT/Q(Gl(ut)ut+G2(Ut)vt)dxdt

+Cpr sup ([lu(o)]l39 + [[v(o)]l3)-
c€[0,T]

Passo 5. Multiplicando a primeira e a segunda equagoes de ((5.23)) por u; e vy, respectivamente, e

integrando em [s, 7] x € vem
E(T) = E(s) /(W A)Full? + [[(=2)F vy Pt
G1 ut Us + GQ(Ut)’Ut)d{Edt (534)

-
+/0 /Q(Fl(u,v)ut—i—FQ(u,v)vt)dxdt.
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Como

T
—/ /(Gl(ut)ut + Go(vy)vy)dzdt <0,
0o Ja
temos
T
E(T) < E(s) +/ /(Fl(u,v)ut + Fy(u, v)v,)dxdt. (5.35)
o Ja

Similarmente a ((5.31)), deduzimos que

/ Fy(u, v)ugde < Cp([[ull2o + [[v]l20) el
Q

o (5.36)
B
< el + 2 (s + 101%).
€
Da mesma forma,
F dr < 2 Cp 2 2
i 2(u, v)oide < efful® + = (Ilullzo + v]150)- (5.37)
Portanto,
Cp 2 2
(F1(u, v)ue + Fa(u, v)v)de < eE(t) + I(H“Hw + [|vll5q)- (5.38)
Q

Substituindo (5.38) em (5.35) com € = 7 temos que

1 T T
B(T) < B+ | BOd+TCh [ (Jully+ olfs)ar

Integrando a desigualdade anterior sobre [0, 7' em relagao a s, concluimos que existe uma constante
Cpr > 0 tal que

TE(T) <2 / E)dt + Cpr sup (u(0)]2 + [0(0)]2). (5.39)

c€[0,1]

Passo 6. As estimativas (5.34) e (5.38) com ¢ = 1 implicam

[ e s i Fvfans [ @ ot
0 . 0 79 (5.40)
< B(T) + E(0) + / E(t)dt+TCs sup ([[u(@)l + [0(0)]13)-

c€[0,T]

Substituindo a estimativa acima em ({5.33]) temos que

/O E(t)dt < Cp(E(T) + E(0)) + Cpr sup ([lu(o)]35 + lv(o)]35)-

c€[0,T)
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Essa estimativa e (5.39) nos fornecem

TE(T) < Cp(E(T) + E(0)) + Cpr sup (u(e)||Z + llv(o)]1Z)-

c€[0,T]

Escolhendo T' > 2C'g, obtemos

E(T) <~yrE(0)+ Csr SI[BPT] (lu(o) I35 + llv(a)I34) (5.41)
oel|0,
onde
Cp
= <1
T T—Chp
Definindo
Xm = Sup (”u(a)"§0+ HU(U)HgG)’ m=0,1,2,...,

o€[m,(m+1)T)

a estimativa (5.41)) pode ser reescrita como

Aplicando iteradamente a estimativa (5.42) em intervalos da forma [mT,(m + 1)T], m € N,
deduzimos
E(mT) <A7E0)+Cpr > 5 xea
k=1

m CB,T
<APEO0) + 7= s ([lu(o)ll5 + [[v(o)ll30)-
YT oe[0,mT)

Para todo t > 0, existem m € N e r € [0,T) tais que t = mT + r. Entao, por (5.13)) obtemos

B(1) < BmT) < 772 B(0) + - 22 sup ([u(o) 3 + (o) ).

— VT oe0,4]
Logo,
E(t) < 9pE(0)e™"" + Cp sup ([lu(o)[l39 + [[v(0)[I3), ¥t >0,
o€[0,t]
com
_ In(yr) Cr
19 = 1 = — C - ! .
B="7r, WB T B 1—r

A prova do lema esta completa. [ |
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Lema 5.2.2 Suponhamos que a Hipdtese seja satisfeita. Entdao o sistema dindamico (H, Sc(t))

¢ gradiente, ou seja, existe uma funcao de Lyapunov estrita ®. definida em H. Além disso,
O (U) = 0o <= ||U]||lg — oo. (5.43)
Demonstracgao: Considere a fungao @, : H — R dada por

O(S.()U) = %H(u(t),v(t),ut(t),vt(t))HfH - / F(u(t), v(t)) dz — e/(hlu + hov)dz.  (5.44)

Q Q
Seja U = (ug, vo, u1,v1) € H, entao (5.17)) implica que
d oy ag
7 2e(5)U) < —(I(=2) Z wl* + (=2) Zve)?) = m(lluel)* + [[ee])?). (5.45)

Portanto ¢t +— ®.(S.(t)Up) é uma fungdo nao crescente.

Agora suponhamos que ®.(S.(t)Uy) = ®(Uy), ¥Vt > 0. Usando (5.45]), podemos concluir que
I(=2)Fw]* + [[(=A) T o] =0, V>0,
Consequentemente,

uy =v, =0, paratodot >0, q.s. em Q.

Logo us(t) = ug e v(t) = vy para todo t > 0. Assim temos que U(= (ug,vo,0,0) é um ponto

estaciondrio de (H, S(t)). Isso prova que ®, é uma fun¢do de Lyapunov estrita.

Da segunda desigualdade em ([5.18) temos
O (U) < Cp(1 4 |U|BY, vt >o. (5.46)

Fazendo ®.(U) — oo na estimativa anterior, temos que |U|| g — oo. Por outro lado, pela primeira

desigualdade (j5.18)) obtemos

o.(U)+C
oy < PAELEEE, (5.47
0
de onde concluimos que ||U|| g — oo implica ®.(U) — oo, o que prova (5.43)). |

Lema 5.2.3 Suponhamos que a Hipotese |5.1.1| seja satisfeita. Entao o conjunto A, dos pontos

estaciondrio do sistema dinamico (H, Sc(t)) € limitado em H.
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Demonstragao: Seja U € #{ arbitrario. Sabemos que U = (u,v,0,0) e satisfaz as equagoes
— Au = fi(u,v) + €hy, (5.48)
— Av = fo(u,v) + €hs. (5.49)
Multiplicando e por u e v, respectivamente, e integrando sobre €2, obtemos
IValP + 190l = [ (o) folu ooy do +c [ (hrut haojde,
Por e temos que
/Q(fl(u,v)u + folu,v)v) dx < 20, (HuH2 + HUH2) + 2mp|Q|
< 20 (1Vull* + |VolP) + 20,
e entao, a luz de ,
SOOI < 2mplQ + (—:/Q(hlu 4 hyv)da.

Assim, usando a estimativa ([5.20]), deduzimos

3CollUNE < 2mp|Q + —— ([[hal” + ||h2]?) | (5.50)

1
4Co\
o que completa a demonstracao. |

Agora estamos em posi¢cao de enunciar e provar o principal resultado sobre a dinamica de longo

prazo para o nosso sistema.

Teorema 5.2.1 Sob as mesmas hipoteses do Teoremal|.1.1] temos:

(i) O sistema dinamico (H,Sc(t)) definido em (5.14) € quase-estdvel sobre qualquer conjunto

positivamente invariante e limitado B C H.

(i) O sistema dinamico (H,Sc(t)) possui atrator global A, C H, que é caracterizado como sendo

a variedade instdvel A, = WY(A;) do conjunto dos pontos estaciondrios

—Au = fi(u,v) + ehy
—Au = fg(U,U) + Ehg

e =< (u,v,0,0) € H
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(1ii) Qualquer trajetoria se estabiliza no conjunto N, ou seja, para qualquer U € H, temos

t£+moo disty (S(t)U, A7) = 0.
Em particular, existe um atrator global minimal A™™ dado por A™™ = A,
(iv) O atrator A, tem dimensao fractal finita dimf A < 00.
(v) Se a; € (0,1/2),i = 1,2, o atrator global A, € limitado em
Hy = (H*(Q) N Hy(Q))* x (Hy (2))*.

Além disso, toda trajetoria U = (u, v, us, v;) possui a reqularidade

[ (w, U)H?H?(Q)nH&(Q))? + H(Utavt)H?Hg(Q))z + H(Uttavtt)H%m(Q))? < R}, (5.51)
para alguma constante Ry > 0 independente de € € [0, 1].

(vi) O sistema dinamico (H,Sc.(t)) possui uwm atrator exponencial generalizado.  Mais

precisamente, dado § € (0,1] existe um atrator exponencial generalizado Qlif}p C H, com

dimensao fractal finita no espaco estendido ﬁ_(;, definido como interpolagcao dos espacos

Ho:=H, e H_,:=[L*Q)x H Q)

Demonstracao: (i) Consideremos um conjunto B C H positivamente invariante e limitado para
o sistema dinamico (H, S.(t)). Denotemos S (t)U* = (u'(t),v'(t), ui(t),vi(t)) para U’ € B, i = 1,2,
e sejam u = u' — u?,v = vl —v?. Segue de (5.13)) que

IS )U* = Sc)U* |7 < a(®)IU" = U?|[3, (5.52)
com a(t) = e“°T. Consideremos o espaco X = H}(Q2) x H}(Q) munido da semi-norma
1
nx (u,0) = ([lullze + [[v]l2) >

Como a imersdo (em 2D) H}(2) — L*(Q) é compacta, entdo ny é uma semi-norma compacta

em X.
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Pelo Lema [5.2.1] obtemos

1S = S()U2[3; < b()|Ur = Ul + e(t) sup [nx(uls), v(s))], (5.53)

s€[0,¢]

onde b(t) = ¥ge 5t ¢ ¢(t) = Cp. B imediato que

b(t) € LY(R*) e lim b(t) = 0.

t—o0
Como B C H ¢ limitado, temos que ¢(t) localmente limitada em [0,00). Assim temos que
o sistema dindmico (H, S.(t)) é quase-estavel em qualquer conjunto positivamente invariante e

limitado B C H.

(ii) Como o sistema dinamico (H,S.(t)) é quase-estavel, pelo Teorema [2.3.5 temos que
(H,S.(t)) ¢é assintoticamente compacto. Portanto, tendo em vista os Lemas e (.2.3
podemos aplicar o Teorema para concluir que (H, Sc(t)) possui um atrator global dado por
A = WH(A).

(iii) Combinando o Teorema [5.2.1}(ii) e o Teorema o resultado segue.

(iv) De acordo com o que foi visto acima, em particular, o sistema dinamico (H, S(t)) ¢ quase-
estavel sobre o atrator 2(,.. Assim, pelo Teorema[2.3.6] temos que o atrator 2. tem dimensao fractal

finita dim? A, < 0.

(v) Como o sistema (H, S(t)) é quase-estavel no atrator 2, segue do Teorema [2.3.7] que

qualquer trajetéria completa U = (u, v, uy, v;) possui a seguinte regularidade

uy € L°(R, Hy(Q)) NC(R, L*(Q)), v € L™(R, Hy(Q)) N C(R, L*(R)),

uy € L°(R, L*(Q)), vy € L¥(R, L*(Q)).

Além disso, existe R > 0 tal que

H(UtaUt)H%Hg(Q)p + | (st vee) [ 2y < B (5.54)
De (5.54)), (1.1)), da imersdao L>®(R; H}(Q)) < L>®(R; D((—A))) para 0 < o; < 1/2 e do fato de
que 0 < € < 1 obtemos
[Au]l < flugell + 1 (=A)* wel| + [lgr (we) | + [[f1 (w, )] + (||| < C,

(5.55)
1AV < ol + [[(=A)* ]| + [[g2(v) | + ([ fo(w, ) | + [[ho] < C.
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Portanto obtemos (5.51)) a partir de (5.54) e (5.55). Como os atratores globais A, sdo também
caracterizados por

A = {U(O) € H : U é uma trajetéria completa do semigrupo Se(t)},
concluimos que 2. é limitado em Hj.

(vi) Consideremos %, = {U : ®.(U) < R}, onde ®, é a funcao de Lyapunov estrita considerada
no Lema [5.2.2] Entao temos que o conjunto ®% ¢ positivamente invariante, limitado e absorvente
para algum R > 0 suficientemente grande. De fato, primeiramente provaremos que o conjunto ®%
é limitado. Suponhamos por contradi¢ao que ®% nao seja limitado, entao obtemos uma sequéncia
(U™) em % tal que ||[U"||g — oo. Pelo Lema concluimos que ®.(U™) — o0, o que contradiz
o fato de que ®.(U™) < R para todo n € N. Portanto, ®% é limitado. Provemos que & é
positivamente invariante. Dado U € ®$,, como [0, 00) 5 t — ®(S(¢)U) é ndo crescente, deduzimos
que

(S.(HU) < D(U) < R, Vt > 0.

Consequentemente S, (t)®% C % para todo t > 0, donde concluimos que P é positivamente
invariante. Agora provaremos que ®% é um conjunto absorvente para algum R > 0 suficientemente

grande. De fato, dado um conjunto limitado B C H, entao
lim disty(S(¢)B, ) = 0.
t—o0
Portanto existe 7 > 0 tal que
S(t)BC O :={U € H : disty(U,2A) <1}, Vt>r.
Como O, ¢ limitado, podemos tomar R > 0 suficientemente grande tal que O, C ®%. Assim,
St)BcC O, Cdy, Vi>T

Isso mostra que % é um conjunto absorvente. Portanto, o sistema dinamico (H, Sc(t)) é quase-

estdvel em B, := ®%.

Para uma solu¢ao U(t) com dado inicial z = U(0) € B, pela invariancia positiva de B,

concluimos que existe Cp, > 0 tal que para qualquer 0 <t < T,
U5, < Cs.
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de onde obtemos, para quaisquer t; e to com 0 <t <ty < T,

to
[Se(t1)z — Se(t2)zll 7, < / 1U(7)|| 77_,d7m < CB,

t1

t— . (5.56)

De (5.56)), concluimos que para qualquer z € B, a fungao t — S.(t)z é Holder continua no
espaco estendido [:Ll com expoente § = 1. Aplicando o Teorema obtemos a existéncia de

um atrator exponencial generalizado cuja dimensao fractal é finita em H_;.

Agora provaremos a existéncia de atrator exponencial generalizado em H_; para todo § € (0, 1).

Pelo teorema de interpolacao, temos

Ullg, <CIVIE 0N, < C5°

s
ol
Em particular,

ISV = S:®)Ullg, < Cg" 1SV = SOV, -
Usando a ultima estimativa em ([5.56]) obtemos

ISc(t)U = Sc(t)Ul 5, < Crltr — ta|’,  Vty, 15 € [0, 7).

Usando novamente o Teorema [2.3.8| concluimos que existe um atrator exponencial generalizado

com dimensdo fractal finita em H_s. A prova esta completa. [ |

5.3 Semicontinuidade superior de atratores globais

Nesta secao, vamos investigar a continuidade do atrator 2, quando ¢ — ¢;. Primeiramente,
provamos que esta familia de atratores é continua em um subconjunto denso residual de [0, 1],
usando os resultados abstratos recentes em [38, Teorema 5.2}, onde os resultados foram obtidos
como uma extensao dos resultados anteriores em [4]. Finalmente, a semicontinuidade superior é

provada para todo ¢y € [0, 1].

Definicao 5.3.1 Sejam X um espaco métrico completo e Ay uma familia de atratores globais para
um semigrupo Sx(-) sobre X, onde X pertence a um espago métrico completo A. Dizemos que o

atrator global Ay é
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e Semicontinuo superiormente em \g € A se

lim diStx(Q[)\,Ql)\o) =0.

)\*))\0

e Semicontinuo inferiormente em \g € A se

lim diStx(Qb\o, Ql)\) =0.
)\—))\0

e Continuo em \g € A se

Allg\lo dx (™A, 2Ay,) = 0.

Definigao 5.3.2 Seja X um espagco métrico e A C X. Dizemos que A é denso em nenhum
lugar se intA = @. Um conjunto é residual se seu complemento for a unido enumerdvel de

conjuntos densos em nenhum lugar.

O resultado em [38, Teorema 5.2] fornece condigoes suficientes para a continuidade de atratores

globais em um subconjunto residual e denso.

Teorema 5.3.1 Seja A um espaco métrico completo e S\(t) uma familia parametrizada de

semigrupos em um espago métrico X. Suponhamos que

(L1) S\(+) possui atrator global 2y para todo X € A;
(L2) Existe um subconjunto limitado D de X tal que Ay C D para todo X\ € A;

(L3) Parat >0, S\(t)x € continua em X\, uniformemente para x em subconjuntos limitados de X .

Entao Ay, € continuo sobre todo X € J, onde J € um conjunto residual e denso em A.

O seguinte lema serd usado para obter uma limitagao uniforme com relacao ao parametro e do

nosso problema (veja [23, Remark 7.5.8]).

Lema 5.3.1 Sob as hipdteses do Lema[5.2.9, a sequinte desigualdade é vdlida:

sup ®.(U) < sup B,(U).
Uell, Ue. e
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Lema 5.3.2 O sistema dinamico (H,Sc(t)) possui um conjunto absorvente e limitado B

independente de € € [0, 1].

Demonstragao: Por ([5.18)) e pelo Lema [5.3.1, obtemos
sup ¢.(U) + Cp

Uel,
sup [0 < Y
Uel, 0
sup ®.(U) + Cr
Ue;
<
< o

CF sup HUHI}Z{Jrl + QCF
< Uete

Co

Assim, por (5.50), concluimos que existe uma constante Cy > 0 independente de € tal que
sup ||U||3; < Ry, Ve € [0,1].
=

Portanto a bola fechada B = B(0, Ry + 1) ={U € H : ||U||lg < Ry + 1} é um conjunto absorvente

e limitado independentemente de € € [0, 1]. Isso conclui a prova. |

Teorema 5.3.2 (Continuidade residual) Sob as hipdteses do Teorema [5.2.1, existe um

conjunto J residual e denso em [0,1] tal que A, é continuo em g € J, isto €,

lHm dp (A, Ae,) =0, Ve € . (5.57)

€E—€Q

Demonstracao: Aplicaremos o Teorema com A = [0,1]. O argumento segue as mesmas
idéias da prova do Teorema 4.1 em [48]. O Teorema [5.2.1}(ii) nos mostra que a propriedade (L1)
é satisfeita. Consideramos o conjunto absorvente e limitado B independente de ¢ dado pelo Lema

5.3.2l Portanto a propriedade (L2) é satisfeita. Falta mostrar a propriedade (L3).

Seja B um subconjunto limitado de H. Dados €1, €, € [0,1] e Uy € B, denotamos

Se,(H)Uo = (u' (1), v'(t), uy (8), v (1)), i =1,2,

u=u —u, v=v —v.
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Entao U = (u,v,u;, vy) satisfaz o seguinte sistema

uy — Au+ (=A)Muy = Fi(u,v) — Gy(ug) + (61 — €2)hy, (5.58)

v — Av + (—A)*?0 = Fy(u,v) — Ga(ve) + (61 — €2)ha,

onde

Fi(u,v) = fi(u',v') — fi(u?,v?), i=1,2,

Gi(ue) = g1(uy) — 1(uf), Galve) = ga(vy) — go(v7).

Multiplicando a primeira equagdo em (5.58) por u; e a segunda por v, respectivamente, e
integrando por partes obtemos

1d
35U = [(Fiw o)+ Fufu, o)) do
Q

= (I=2) 7wl + [[(=2) Z i)

(5.59)
— /Q(Gl(ut)ut + Gao(v)vy) dor

— (61 — 62) /(hlut + hQUt) dz.
Q

Usando a estimativa (5.3]), a desigualdade de Holder e a imersao (em 2D) H}(Q) < L*(2) para

1 <5 < o0, deduzimos que

/QFl(u,v)ut dz < C(1+ |Sa (Ul + 1S (Ul ) (lellzp + [10ll2p) e (5.60)

< O+ 1184 @)Uoll " + 1S (OUsll ) IV ull + V0] e

Usando o fato de que &.(t) é uma fungao nao crescente e (5.18)), temos que para i = 1,2,

£.,(0)+Cr _ Cr(L+ |Uolli™) + Cr

p*1<
ISe (0ally” < =T < 2

< (g, VU,E€ B.
Substituindo a estimativa anterior em e usando a desigualdade de Young vemos que
| Fituvpuede < Ol Tl + [0l
< Cu([[Vull* + [IV0]*) + [ue]*.
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Analogamente,
| Fatu.opude < CalIVull + [90l) + il
Somando as duas ultimas desigualdades obtidas concluimos que
/Q(Fl(u,v)ut + Fy(u,0)ur) de < C|lU3 (5.61)
Pela propriedade obtemos
- /Q (G (us)us + Galvr)vy + Ga(w,)wr) da < 0. (5.62)

Além disso,

1 1
(1 = 62)/(h1Ut + hove) du < S(lfuel® + ) + Sles = & (I17ul* + [172])
0 X X (5.63)
< S0l + Sler = el (I + [12])
Substituindo as desigualdades ((5.61))-(5.63)) em (5.59)), obtemos
d
U < CollUIlE + les = &f* (1ol + 172]1%) - (5.64)

Aplicando a desigualdade de Gronwall & estimativa (5.64) e usando o fato de que [|[U(0)||% = 0,

concluimos que

WO < == (€77 = 1) (Il ]l” + [|hs]*) l&r — eof*, ¢ >0.

Cp

Isso implica

1
15, ())Uo = Se, (1) Vol < \/C— (e“pt = 1) (7nl* + [[h2[|*)|er — €f, >0,
D

o que mostra a validade da propriedade (L.3). Temos entdao que todas as hip6teses do Teorema
sao satisfeitas. Logo, existe um conjunto residual e denso J C [0, 1] tal que o limite (5.57)) é

satisfeito, o que prova o teorema. |

Teorema 5.3.3 (Semicontinuidade superior) Sob as hipdteses do Teorema a familia de

atratores globais A, € semicontinua superiormente em € € [0, 1], ou seja,

lim disty (e, A, ) =0, Ve € [0,1]. (5.65)

E—€Q
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Demonstragao: A prova é feita por contradi¢do. Suponhamos que (5.65) nao seja satisfeito.

Entao existe um 0 > 0 e sequéncias €, — ¢y e U] € 2, tais que

distg (U, ™Ae,) =6 >0, VneN.

(5.66)

Seja U™ (t) = (u"(t),v"(t), u}(t), v (t)) uma trajetéria completa em 2., tal que U"(0) = Uf. De

acordo com a estimativa uniforme ([5.51]), sabemos que

{U"} é limitada em L™ (R; Hy).

(5.67)

Como H; é compactamente imerso em H, pelo teorema de compacidade de Simon (veja [55]),

obtemos uma subsequéncia {U™} e U € C([-T,T]; H) tais que

I U™ (t) = Ut)|ln = 0.
dim max [U(8) = U@O)llu

Por (5.67)) e (5.68)), concluimos que

sup |U(t)||n < oo.
teR
Usando um argumento anélogo como na prova da propriedade (L3), vemos que
U(t) = (u(t),v(t), ue(t), ve(t))
resolve as equagoes limite (e = ¢)

Ut — Au + (—A)O‘lut + a0 (ut) = fl (u, U) + thl,

Vg — Av + (—A)*20 + go(vy) = fo(u, v) + €oho.

Portanto U(t) é uma trajetéria completa limitada para o semigrupo limite

Consequentemente,
Uy* — U(0) € Ao,

o que contradiz (5.66]). Isso finaliza a prova.
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Capitulo 6

Conclusoes e trabalhos futuros

Nesta tese foi estudada a boa colocagao, solucao global e a dinamica de longo prazo para um
sistema de ondas acopladas que estao sujeitas & influéncia de forcas externas f; € C'(R?) tais
que |V fi(u,v)| < C(|lufP~ + Jv[P~t + 1),p > 1, para todo u,v € R, e forcas de atrito, que sao
representadas pelos dampings nao lineares g; satisfazendo a|s|™™ < g;(s)s < b|s|™"!, para todo
|s| > 1, com a,b > 0 e m,r > 1, e pelas poténcias fraciondrias (—A)% do operador laplaciano,
sendo i € {1,2}.

Uma vez estabelecida a solugao fraca, foi mostrado, usando-se a teoria do pogo de potencial,
que esta solugao é global quando a energia total inicial satisfaz £(0) < d, sendo d conforme em
, e quando a condicao inicial (ug,vy) pertence ao conjunto Wi, que chamamos de “parte
boa”’do poco de potencial W = W; U W, cuja profundidade é d. Por outro lado, foi provado
que se o parametro p das fontes domina os parametros m e r dos dampings nao lineares g;, a
solucao explode em tempo finito, mesmo quando restringimos os parametros oy e as do laplaciano
fraciondrio ao intervalo (0, %) A energia das solugoes globais tem decaimento exponencial quando
ambas funcgoes g; e gs sao linearmente limitadas proximo a origem. Se ao menos um dos dampings

nao lineares g; ou g» possui esta propriedade, o decaimento polinomial é garantido.

Quanto a dinamica das solugoes globais em longo prazo, considerando-se hipdteses adequadas
sobre os dampings mao lineares g; e go e sobre as fontes f; e fo, temos que o sistema dinamico

(H,S(t)) associado ao problema (|1.1])-(1.2)) possui um tnico atrator global 2 com dimensao fractal
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finita, proximo do qual as solugoes globais se estabilizam. Além disso, foi mostrada a existéncia de
um atrator exponencial generalizado que possui dimensao fractal finita num espago de interpolagao

entre o espago de fase H e (L*(2) x H~1(2))2.

Considerando-se perturbagoes autonomas eh; e ehy das forcas externas, para € > 0
suficientemente pequeno, pode-se obter um atrator global 2l para o sistema dinamico (H, Sc(t))

associado ao problema perturbado

;

U — Au+ (—A)"u + gi(we) = fi(u,v) +eha(z), em Q x RT,

Vi = Av+ (=A)%2, + go(v) = fo(u,v) + ehy(z), em Q x RY,

u=uv=0, sobre 92 x R*,
u(0) = ug, u(0) = uy, em €,
v(0) = vg, v¢(0) = vy, em ().

\

Foi mostrado que o atrator 2. ¢ uma aproximagao para o atrator 2 do problema original e tal
aproximagao ¢ dada no sentido do Teorema fazendo-se € tender a zero. Portanto, o atrator
global  associado ao sistema dinamico (H, S(t)) e com as regularidades citadas é obtido como um
caso limite quanto tomamos € = 0 no problema perturbado e assim fica estabelecida a dinamica

de longo prazo de nosso problema original.

Finalizamos este capitulo com dois problemas em aberto que acreditamos ser interessantes para

uma pesquisa futura.

Problema 1. Usando a teoria do poco de potencial provamos que se os dados iniciais do problema
— pertencem a parte boa do poco de potencial a solucao correspondente existe globalmente
(Veja Teorema . Por outro lado, se os dados iniciais estao “fora” da parte boa do pogo de
potencial, a solugao correspondente possui blow-up em tempo finito (veja Teorema . Neste
trabalho, consideramos apenas o caso £ (0) < d. No caso € (0) < d, com a idéia de transformagao
de escala [59], podemos facilmente estender os resultados em nivel de energia inicial suberitico para
nivel de energia inicial critico. E um desafio discutir o blow-up de solugoes em nivel de energia
inicial arbitrariamente alto, ou seja, £ (0) > d. Embora possamos provar invariancia da variedade
na energia inicial subcritica e critica com o auxilio da energia inicial restrita pela profundidade

do pogo de potencial, parece que nao temos como provar a invariancia com energia inicial alta.
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Isso traz nao apenas as dificuldades no controle da energia inicial, mas também os argumentos que
podem eliminar a estrutura variacional. Portanto, é um problema em aberto a questao “Que tipo

de dados iniciais podem levar ao blow-up em tempo finito da solu¢ao para o problema ([1.1})-(1.2))?”

Problema 2. No Capitulo |5 estudamos o sistema ({1.1]) considerando uma perturbac¢ao autonoma
de forcas externas. Pretendemos considerar nesse sistema uma perturbacao nao autonoma de

forcas externas, isto é, o seguinte sistema

(

u — Au+ (=A)%u + gi(ue) = fi(u,v) +€ehi(t), em Q x RY,

vy — Av 4 (= A)20; + go(vy) = fa(u,v) + €ha(t), em Q x R,

w=v=0, sobre 0€) x RT, (6.1)
u(0) = ug, ut(0) = uy, em €2,
U(O) - UO7U7§(O) = U1, em Q7

\
onde € > 0 é uma constante positiva suficientemente pequena. Provaremos a continuidade residual

de atratores pullback e uniforme. Para isto, utilizaremos os resultados recentes em [37].
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