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Área de Concentração: Equações Diferenciais Parciais

Orientador: Prof. Dr. Anderson de Jesus Araújo Ramos
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(2.48) com γ = 9.75× 104N/m4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

v



UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARÁ
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saturação de fluido

por Alberto Sancho Noé

Nesta tese, consideramos um sistema acoplado de equações diferenciais parciais de segunda or-

dem, que modela problemas associados à teoria unidimensional de dilatação de solos elásticos

porosos com saturação de fluido. Introduzimos diferentes mecanismos dissipativos com o ob-

jetivo de estudarmos o comportamento qualitativo das soluções do sistema com relação à boa

colocação e à dinâmica de estabilização. Em particular, para um dos casos estudados, onde a

dissipação atua somente na equação do deslocamento do material sólido elástico, analisamos o

problema totalmente discreto usando o método explı́cito de diferenças finitas e fornecemos as

simulações da solução numérica e da energia discreta.

Palavras-chave: Dilatação de solos com saturação; estabilidade exponencial; termo de delay;

amortecimento não linear; diferenças finitas.
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Stability results for swelling problems of porous elastic soils with fluid saturation.

by Alberto Sancho Noé

In this thesis, we consider a coupled system of second-order of partial differential equations,

which models problems associated with the one-dimensional swelling theory of porous elastic

soils with fluid saturation. We introduce different dissipative mechanisms in order to study the

qualitative behavior of system solutions with respect to well-posedness and stabilization dyna-

mics. In particular, for one of the cases studied, where dissipation acts only on the displacement

equation of the elastic solid material, we analyze the totally discrete problem using the expli-

cit finite difference method and provide simulations of the numerical solution and the discrete

energy
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CAPÍTULO 1

Introdução

1.1 Considerações gerais e motivações

As teorias que tratam de sistemas sólidos porosos estão presentes em muitos processos naturais

e industriais. Encontramos aplicações destas teorias em sistemas biológicos tais como plantas,

ossos, solos, leitos de rios, na engenharia de materiais ([4, 15]), etc. Em particular, encontramos

grande relevância desta teoria na indústria do petróleo. Isso ocorre porque fluidos como óleo,

água e gás preenchem os poros das rochas, formando um meio poroso saturado denominado

reservatório de óleo. A Figura 1.1 ilustra a clássica estrutura geológica que captura hidrocarbo-

netos, com o detalhe de uma amostra do meio poroso.

1



1.1. Considerações gerais e motivações 2

FIGURA 1.1: Amostra de mı́dia porosa de reservatório. Créditos: P. T. P. Aum

Em diversas operações na construção do poço, fluidos são injetados na formação, alterando a

saturação do espaço do meio poroso. Este processo é ilustrado na Figura 1.2, onde são mostradas

as diferentes etapas do preenchimento do meio poroso.

FIGURA 1.2: Nı́veis de saturação de meios porosos, com a cor vermelha representando o des-
locamento do fluido. Créditos: A. J. A. Ramos

A interação dos fluidos com as rochas, em muitos casos promove a dilatação do meio po-

roso gerando instabilidade. Um exemplo clássico desse fenômeno é a dilatação da formação

geológica argilosa quando em contato com a água. Isso pode ocorrer, por exemplo, durante o

fluxo de água para recuperação aprimorada de óleo [46] ou no processo de invasão de fluido,

em meios porosos, durante as operações de perfuração e completação [1].

O processo de intumescimento (aumento de volume) se deve à diversos fenômenos que ocor-

rem na escala dos poros, como a presença de forças osmóticas, movimento browniano, forças de

hidratação, forças de Van der Waals e eletrostática. A Figura 1.3, mostra o processo de intumes-

cimento, onde as camadas de argila preenchidas por cátions metálicos entram em contato com

Noé, A. S. PDM - UFPA



Capı́tulo 1. Introdução 3

as moléculas de água. A água vai dissolvendo os ı́ons entre as camadas de argila promovendo a

dilatação da estrutura.

FIGURA 1.3: Processo de intumescimento de argila. Créditos: P. T. P. Aum

A necessidade de entender como a matriz sólida se comporta em função do movimento e da

interação com os fluidos, motivou a formulação da teoria da mistura para sólidos elásticos poro-

sos preenchidos com fluido. A teoria das misturas de sólidos tem sido extensivamente investi-

gada nas últimas décadas [7, 8, 10, 11], e o estudo das propriedades qualitativas da solução como

existência, singularidade, dependência contı́nua e estabilidade assintótica para o problema que

define esse tipo de material tem despertado o interesse de muitos pesquisadores [3, 4, 22, 26].

O primeiro trabalho sobre a teoria das misturas para saturação de sólidos porosos pela ação

de um gás ou fluidos foi desenvolvido por Eringen [14]. Ele estabeleceu um modelo matemático

que consiste em três equações diferenciais parciais, dadas por


ρf0 üf + σff∇∇ · uf + σf∇∇ · uS + (αf + γf )∇T + ξff (u̇f − u̇S)− ρf0 ff = 0,

ρS0 üS + σf∇∇ · uf − (γf − α0)∇T − (λ+ µ)∇∇ · uS − µ∇ · ∇uS − ξff (u̇f − u̇S)− ρS0 fS = 0,

α1Ṫ +
(
αf + ξf

T0

)
∇ · u̇f +

(
α0 − ξf

T0

)
∇ · u̇S − K

T0
∇2T− ρ0h

T0
= 0,

onde os sobrescritos f e S denotam o fluido e o sólido elástico respectivamente. Consequen-

temente, uf e uS representam os deslocamentos do fluido e do material sólido, e T expressa a

temperatura. As funções ff , fS e h representam as forças externas; ρf0 e ρS0 são as densidades

de cada constituinte; λ, µ, σf , σff e ξff são constantes constitutivas; α0, α1, αf , ζf e γf são as

Noé, A. S. PDM - UFPA



1.1. Considerações gerais e motivações 4

constantes materiais e K constante de condutividade térmica. Além disso, há as relações

K

T0
≥ 0 e

Kξff

T0
≥ 1

4

(
γf +

ξf

T0

)2

.

Vários resultados relativos à esta teoria podem ser encontrados nos artigos de Galeş [15, 16,

17, 18]. Em Chiriţă [12], o autor estuda a unicidade e a dependência contı́nua do problema de

valor inicial e de fronteira associado à teoria de dilatação em sólidos porosos termoelásticos.

Por outro lado, a estabilidade exponencial na teoria isotérmica linear de solos elásticos po-

rosos com saturação, começou a ser estudada por Quintanilla [32]. Na Seção 3 deste artigo, o

autor considera o problema dado por

ρzztt − a1zxx − a2uxx + ξ(zt − ut)− µzxxt = 0,

ρuutt − µuxx − a2zxx − ξ(ut − zt) = 0,

(1.1)

com condições de contorno de Dirichlet homogêneas dadas por

z(0, t) = z(L, t) = u(0, t) = u(L, t) = 0 (1.2)

e condições iniciais

z(x, 0) = z0(x), zt(x, 0) = z1(x),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x),

(1.3)

onde as variáveis dependentes (z, u) representam o deslocamento do fluido e do material sólido

elástico, respectivamente. As constantes ρz e ρu são as densidades de cada constituinte e as

constantes a1, a2 e µ representam as constantes constitutivas do sistema e satisfazem a relação

a22 ≤ a1µ. Neste trabalho o autor provou a estabilidade exponencial usando o método da energia

e mostrou que os termos dissipativos ±ξ(zt − ut) e µzxxt são suficientes para estabelecer o

resultado.

Noé, A. S. PDM - UFPA



Capı́tulo 1. Introdução 5

Para obter o sistema isotérmico (1.1)–(1.3), Quintanilla [32] partiu do sistema termoelástico
ρzztt − a1zxx − a2uxx − β1Tx + ξ(zt − ut)− µzzxxt = 0,

ρuutt − a2zxx − µuxx − β2Tx − ξ(zt − ut) = 0,

cTt − β1zxt − β2uxt − κ2Txx = 0,

onde (z, u, T ) representam os deslocamentos de fluidos, do material sólido e variação de tem-

peratura, respectivamente. Considerando β1 = β2 = 0, ele obteve o sistema (1.1)–(1.3).

Por outro lado, fazendo ξ = 0, o sistema (1.1)–(1.3) resulta emρzztt − a1zxx − a2uxx − µzxxt = 0,

ρuutt − µuxx − a2zxx = 0.

Considerando os coeficientes a1 e µ positivos e a2 diferentes de zero, temos a seguinte relação

a22 < µa1.

Para este sistema, o autor prova o resultado de decaimento exponencial usando o teorema de

Hurwitz. Outros problemas relacionados a dilatação de poros em solos elásticos com saturação

podem ser encontrados nas seguintes referências [9, 33, 35].

Em [51] Wang e Guo consideraram um problema unidimensional de dilatação de solos

elásticos com saturação de fluido dado por

ρzztt − a1zxx − a2uxx + γ(x)zt = 0,

ρuutt − a3uxx − a2zxx = 0,

com condições de fronteira Dirichlet–Neumann

z(0, t) = zx(L, t) = u(0, t) = ux(L, t) = 0, (1.4)

Noé, A. S. PDM - UFPA



1.1. Considerações gerais e motivações 6

e condições iniciais

z(x, 0) = z0(x), zt(x, 0) = z1(x),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x),

(1.5)

onde γ(x) é uma função que satisfaz a condição de média positiva, i.e.,
∫ L
0
γ(ξ)dξ > 0. Este

sistema é semelhante ao estudado por Quintanilla [32], diferindo apenas no termo de amor-

tecimento. Matematicamente, o sistema estudado por Wang e Guo é mais interessante, pois

apresenta um coeficiente variável no termo de amortecimento, o que aumenta o nı́vel de dificul-

dade no controle. Eles usaram o método espectral para provar que o sistema é exponencialmente

estável. Vale ressaltar, que os autores alcançaram este resultado com apenas um amortecimento

interno imposto na equação do fluido e além disso, mostraram que as autofunções generalizadas

do sistema formam uma base de Riesz para o espaço de energia.

Por outro lado, bem antes do trabalho Eringen [14] que trata do problema de saturação de

fluidos em meios porosos, já eram conhecidos os trabalhos de Goodman e Cowin [19] e Nunzi-

ato e Cowin [30] que tratam de sólidos elásticos com vazios (voids) que é uma extensão simples

da teoria da elasticidade clássica, que permite o tratamento de sólidos porosos em que o mate-

rial da matriz é elástico e os interstı́cios são materiais vazios. Para termos uma visão atual dos

resultados, descrevemos alguns dos trabalhos mais recentes sobre o comportamento dissipativo

de tais sistemas, mas primeiro, apresentamos as equações de evolução para o sistema elástico

poroso unidimensional dadas por

ρutt = Tx,

Jφtt = Hx +G,

(1.6)

onde T é o estresse, H é o estresse equilibrado e G é a força corporal equilibrada. As variáveis

u e φ representam o deslocamento de um material elástico sólido e a fração volumétrica respec-

tivamente. As equações constitutivas são dadas por

T = µux + bφ, H = δφx e G = −bux − ξφ. (1.7)

Noé, A. S. PDM - UFPA



Capı́tulo 1. Introdução 7

As constantes ρ, µ, J = ρκ, δ, b, κ e ξ são os coeficientes constitutivos cujo significado fı́sico é

bem conhecido (ver [19, 30]). Os coeficientes constitutivos no caso unidimensional satisfazem

as relações

ρ > 0, µ > 0, J > 0, δ > 0, κ > 0 e b2 < µξ.

Substituindo as equações constitutivas (1.7) em (1.6) obtemos o sistema conservativo unidi-

mensional dado por

ρutt − µuxx − bφx = 0,

Jφtt − δφxx + bux + ξφ = 0.

(1.8)

Vários mecanismos dissipativos foram considerados para obter o decaimento exponencial

ou polinomial de tais sistemas. Por exemplo, Quintanilla [34] considerou o sistema elástico

poroso (1.8) com um amortecimento viscoso na fração volumétrica dado pelo termo τφt. O

autor provou o decaimento lento das soluções quando Jµ 6= ρδ usando o critério de Hurwitz

(ver [13] p. 9). Por outro lado, Santos et al. [45] provaram que o sistema é exponencialmente

estável dependendo da condição Jµ = ρδ. Em [25], Magaña e Quintanilla estudaram o com-

portamento das soluções do sistema (1.8) sob a ação da viscoelasticidade e da dissipação porosa

introduzidas pelos termos dissipativos γuxxt e τφt, respectivamente. Outros problemas relaci-

onados à estabilização de sistemas elásticos porosos podem ser encontrados em [41, 43, 44] e

suas referências.

Há também estudos que analisam o comportamento das soluções do sistema elástico po-

roso levando em consideração os efeitos causados por termos de retardo no tempo e a atuação

de amortecimentos não lineares. Por exemplo, Raposo et al. [38] estudaram o problema de

Noé, A. S. PDM - UFPA



1.1. Considerações gerais e motivações 8

transmissão dado por



utt − uxx − bϕx + µ1ut(x, t) + µ2ut(x, t− τ) = 0,

ϕtt − ϕxx + bux + aϕ+ ξϕt = 0,

vtt − vxx − βφx = 0,

φtt − φxx + βvx + αφ+ ξφt = 0,

onde µ1 > µ2 são constantes positivas e τ > 0 é o retardo. Além disso, são consideradas as

relações a > b2 e α > β2. Usando a teoria de semigrupos, eles provaram a boa colocação do

problema e o resultado de analiticidade sob hipóteses adequadas dos coeficientes de amorteci-

mento. Por outro lado, Apalara [6] considera um sistema elástico poroso com amortecimento

não linear dado por

ρutt − µuxx − bφx = 0,

Jφtt − γφxx + bux + ξφ+ α(t)g(φt) = 0,

onde α(t)g(φt) é um termo de amortecimento não linear que atua apenas na segunda equação.

Sem impor a hipótese restritiva de crescimento perto da origem no termo de amortecimento, o

autor estabelece uma taxa de decaimento geral usando o método da energia e algumas proprie-

dades de funções convexas, desde que seja considerada a relação de igualdade de velocidade de

propagação de ondas.

Ressaltamos que os resultados apresentados no trabalho de Apalara [6] foram sem dúvida

motivados pelos trabalhos pioneiros de Alabau-Boussouira [2] e Messaoudi e Mustafa [27], que

consideram o mesmo tipo de amortecimento não linear para o sistema de vigas de Timoshenko.

Baseado nos trabalhos acima mencionados, percebemos que ainda não havia sido feito ne-

nhum estudo sobre o comportamento assintótico das soluções do sistema elástico poroso com

saturação de fluido, levando em consideração a dinâmica do amortecimento dado pela presença

de termos de retardo atuando na equação do deslocamento do fluido e de termos lineares e não

lineares atuando na equação do deslocamento do material sólido elástico. Além disso, também

Noé, A. S. PDM - UFPA
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não tı́nhamos conhecimento de nenhum trabalho na literatura que explorasse o problema do

ponto de vista numérico, fornecendo simulações da energia e da solução do problema. Todas

estas questões nos motivaram a estudarmos os problema aqui apresentados.

1.2 Problema objeto de estudo

Neste trabalho, consideramos as equações de campo básicas para a teoria de intumescimento de

solos elásticos porosos unidimensionais dada por (ver Ieşan [21])

ρzztt = T1x − P1 + F1,

ρuutt = T2x + P2 + F2,

(1.9)

onde Ti são as tensões parciais, Fi são as forças externas e Pi são as forças internas do corpo

associadas às variáveis dependentes z = z(x, t) e u = u(x, t), que representam o deslocamento

do fluido e do material sólido elástico, respectivamente. As constantes ρz e ρu são as densidades

de cada constituinte e assumimos que as equações constitutivas das tensões parciais são dadas

por  T1

T2

 =

 a1 a2

a2 a3


︸ ︷︷ ︸

=:A

 zx

ux

 , (1.10)

onde A é uma matriz simétrica positiva definida, i.e., satisfaz a relação

a1a3 − a22 > 0, (1.11)

e as forças internas do corpo são consideradas nulas, ou seja, P1 = P2 = 0.

Nesta tese estudamos o problema (1.9)–(1.10) considerando três casos distintos para as

funções Fi (i = 1, 2).

Noé, A. S. PDM - UFPA
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Caso (I): Escolhemos as funções

F1 = 0 e F2 = −γut, γ > 0, (1.12)

onde γut é o termo de amortecimento linear controlado pelo coeficiente de amortecimento γ.

Note que substituindo (1.12) nas equações de evolução (1.9), temos o seguinte sistema

ρzztt − a1zxx − a2uxx = 0 em (0, l)× (0,∞),

ρuutt − a3uxx − a2zxx + γut = 0 em (0, l)× (0,∞).

(1.13)

Caso (II): Escolhemos as funções

F1 = −
(
ξ1zt + ξ2zt(x, t− τ)

)
e F2 = 0, (1.14)

onde F1 representa um amortecimento interno causado pela interação entre os amortecimentos

viscoso ξ1zt e viscoso com retardo ξ2zt(x, t − τ), desde que seja assumido a relação |ξ2| < ξ1

e τ > 0 representa o tempo de retardo. Substituindo (1.14) nas equações de evolução (1.9),

obtemos o seguinte sistema

ρzztt − a1zxx − a2uxx + ξ1zt + ξ2zt(x, t− τ) = 0 em (0, l)× (0,∞),

ρuutt − a3uxx − a2zxx = 0 em (0, l)× (0,∞).

(1.15)

Caso (III): Escolhemos as funções

F1 = 0 e F2 = −γ(t)g(ut), (1.16)

onde γ(t)g(ut) é um termo de amortecimento não linear, que atua apenas na equação do des-

locamento do material sólido elástico e as funções γ(·) e g(·) são descritas posteriormente.

Substituindo (1.16) nas equações de evolução (1.9), obtemos um sistema fracamente dissipativo

Noé, A. S. PDM - UFPA
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com amortecimento não linear dado por

ρzztt − a1zxx − a2uxx = 0 em (0, l)× (0,∞),

ρuutt − a3uxx − a2zxx + γ(t)g(ut) = 0 em (0, l)× (0,∞).

(1.17)

1.3 Objetivos e organização do trabalho

O objetivo principal desta presente tese é estudar a boa colocação e o comportamento assintótico

do problema (1.9)–(1.10) levando em consideração os mecanismos de dissipação destacados

nos Casos (I), (II) e (III). Em particular, no Caso (I), estudamos a contrapartida numérica do

problema usando o método de diferenças finitas.

Esta tese está organizada da seguinte forma:

• No Capı́tulo 2, estudamos o problema apresentado no Caso (I), conhecido como problema

isotérmico unidimensional de inchamento de solos elásticos porosos com saturação de

fluido, onde consideramos apenas um amortecimento na equação proveniente do mate-

rial sólido elástico. Iniciamos o nosso estudo apresentando a boa colocação do problema

usando a teoria de semigrupos de operadores lineares e posteriormente, usamos o conhe-

cido método da energia para provar o decaimento exponencial da energia total do sistema.

Por último, discretizamos o problema contı́nuo usando o método explı́cito de diferenças

finitas e fornecemos as simulações da solução numérica e da energia discreta. Os re-

sultados deste capı́tulo deram origem ao artigo intitulado “Stabilization and numerical

treatment for swelling porous elastic soils with fluid saturation” publicado no periódico

ZAMM-Zeitschrift fur Angewandte Mathematik und Mechanik.

• No Capı́tulo 3, estudamos o problema apresentado no Caso (II), que leva em consideração

o amortecimento viscoso com retardo, atuando na equação proveniente do deslocamento

do fluido. Também provamos a boa colocação do problema usando a teoria de semigru-

pos de operadores lineares e provamos o decaimento exponencial da energia do sistema,
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desde que, seja considerado uma relação entre os coeficiente de amortecimento. Os resul-

tados deste capı́tulo deram origem ao artigo intitulado “Stabilization of swelling porous

elastic soils with fluid saturation and delay time terms” publicado no periódico Journal

of Mathematical Physics.

• No Capı́tulo 4, estudamos o problema apresentado no Caso (III), com um amortecimento

não linear atuando na equação proveniente do material sólido elástico. Neste caso, pro-

vamos o decaimento geral do problema usando o método da energia. Os resultados deste

capı́tulo deram origem ao artigo intitulado “Stability results for elastic porous media swel-

ling with nonlinear damping” publicado no periódico Journal of Mathematical Physics.
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CAPÍTULO 2

Estabilização exponencial e tratamento numérico para o

sistema com amortecimento viscoso

Neste capı́tulo consideramos um sistema de equações diferenciais parciais de segunda ordem,

associado ao problema de dilatação de solos elásticos porosos com saturação de fluido, onde

o termo de amortecimento atua somente na equação do material sólido elástico. Mais precisa-

mente, consideramos o sistema dado por

ρzztt − a1zxx − a2uxx = 0 em (0, l)× (0,∞),

ρuutt − a3uxx − a2zxx + γut = 0 em (0, l)× (0,∞),

(2.1)

com condições de contorno

z(0, t) = zx(L, t) = u(0, t) = ux(L, t) = 0, t ≥ 0, (2.2)

13
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e condições iniciais

z(x, 0) = z0(x), zt(x, 0) = z1(x), u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ (0, l). (2.3)

Nossos principais resultados são a boa colocação do problema, a estabilização exponencial

da energia total e um estudo numérico do problema, onde fornecemos as simulações da solução

numérica do problema aproximado e da energia discreta. A boa colocação do sistema é obtida

usando a teoria de semigrupos de operadores lineares [31], enquanto que a estabilização expo-

nencial é obtida pelo método da energia [40, 42]. Já os resultados numéricos são obtidos usando

o método explı́cito de diferenças finitas.

2.1 Existência e unicidade de solução

Iniciamos esta seção construindo a energia total do sistema (2.1)–(2.3) e provando a lei de

dissipação da energia. As operações realizadas nesta demonstração, são apenas formais, pois,

posteriormente, provamos a boa colocação do sistema, desta forma garantimos a regularidade

das soluções aplicadas nessa demonstração.

Proposição 2.1. Supondo a relação (1.11), a energia total associada ao sistema (2.1)–(2.3) é

dada por

E(t) :=
ρz
2

l∫
0

|zt|2dx+
ρu
2

l∫
0

|ut|2dx+
1

2

(
a3 − a22/a1

) l∫
0

|ux|2dx

+
1

2

l∫
0

∣∣∣∣ a2√a1ux +
√
a1zx

∣∣∣∣2dx (2.4)

e satisfaz a seguinte lei de dissipação

d

dt
E(t) = −γ

l∫
0

|ut|2dx, ∀t ≥ 0. (2.5)
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Prova. Multiplicando a equação (2.1)1 por zt e integrando por partes no intervalo [0, l] temos

d

dt

ρz
2

l∫
0

|zt|2dx+
d

dt

a1
2

l∫
0

|zx|2dx+ a2

l∫
0

uxztxdx = 0. (2.6)

Analogamente, multiplicando a equação (2.1)2 por ut temos

d

dt

ρu
2

l∫
0

|ut|2dx+
d

dt

a3
2

l∫
0

|ux|2dx+ a2

l∫
0

zxutxdx+ γ

l∫
0

|ut|2dx = 0. (2.7)

Adicionando as equações (2.6) e (2.7) obtemos

d

dt

1

2

l∫
0

(
ρz|zt|2 + ρu|ut|2

)
dx+

d

dt

a3
2

l∫
0

|ux|2dx+
d

dt

1

2

l∫
0

(
2a2uxzx + a1|zx|2

)
dx

+γ

l∫
0

|ut|2dx = 0. (2.8)

Consequentemente, completando o quadrado da soma na equação acima, obtemos

d

dt

1

2

l∫
0

(
ρz|zt|2 + ρu|ut|2 +

(
a3 − a22/a1

)
|ux|2 +

∣∣∣∣ a2√a1ux +
√
a1zx

∣∣∣∣2)dx = −γ
l∫

0

|ut|2dx,

de onde obtemos a taxa de variação

d

dt
E(t) = −γ

l∫
0

|ut|2dx, ∀t ≥ 0. (2.9)

Isto conclui a prova. �
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2.1.1 Formulação de semigrupos

Aqui, estudamos a boa colocação do sistema (2.1)–(2.3) usando a teoria de semigrupo de ope-

radores lineares. Inicialmente, consideramos o espaço de HilbertH dado por

H :=
(
H1
∗ (0, l)× L2(0, l)

)2
com H1

∗ (0, l) :=
{
f ∈ H1(0, l); f(0) = 0

}
,

onde H1(0, l) denota o espaço de Sobolev usual. Devido ao funcional energia (2.4), é natural

introduzirmos o produto interno emH dado por

〈
W, W̃

〉
H

:= ρz

l∫
0

z1z̃1 dx+ ρu

l∫
0

u1ũ1 dx+
(
a3 − a22/a1

) l∫
0

u0,xũ0,x dx

+

l∫
0

(
a2√
a1
u0,x +

√
a1z0,x

)(
a2√
a1
ũ0,x +

√
a1z̃0,x

)
dx, (2.10)

ondeW = (z0, z1, u0, u1)
T , W̃ = (z̃0, z̃1, ũ0, ũ1)

T ∈ H. Em seguida, o sistema (2.1)–(2.3) pode

ser reescrito na forma de Cauchy

Ut(t) = AU(t), ∀ t > 0,

U(0) = U0,

(2.11)

onde U(t) = (z, zt, u, ut)
T é a solução do sistema, U0 = (z0, z1, u0, u1)

T é a condição inicial e

A : D(A) ⊂ H → H é um operador definido por

A :=


0 I(·) 0 0

a1
ρz

(·)xx 0 a2
ρz

(·)xx 0

0 0 0 I(·)
a2
ρu

(·)xx 0 a3
ρu

(·)xx − γ
ρu
I(·)

 ,

Noé, A. S. PDM - UFPA



Capı́tulo 2. Estabilização exponencial e tratamento numérico para o sistema com
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onde denotamos por (·)xx a derivada de segunda ordem com relação a x e I(·) o operador

identidade. O domı́nio de A é dado por

D(A) :=

{
W ∈ H; z0, u0 ∈ H2(0, l) ∩H1

∗ (0, l), z1, u1 ∈ H1
∗ (0, l), z0,x(L) = u0,x(L) = 0

}
,

onde D(A) é denso emH.

Agora provamos a seguinte proposição:

Proposição 2.2. O operador A é m-dissipativo no espaço de faseH.

Prova. Dividimos a prova em duas etapas, sendo que na primeira etapa provamos a dissipatividade

de A. De fato, dado W = (z0, z1, u0, u1)
T ∈ D(A) e usando (2.10), obtemos a dissipatividade

do operador dada por

〈
AW,W

〉
H

= −γ
l∫

0

|u1|2dx ≤ 0. (2.12)

Na segunda etapa, provamos a maximalidade. Seja F = (f1, f2, f3, f4)
T ∈ H. Procuramos um

único elemento W = (z0, z1, u0, u1)
T ∈ D(A) de modo que

−AW = F. (2.13)

De (2.13) implica imediatamente que

z1(x) = −f1(x) ∈ H1
∗ (0, l),

u1(x) = −f3(x) ∈ H1
∗ (0, l),

(2.14)

Além disso, obtemos o sistema dado por

−
(
a1z0,xx + a2u0,xx

)
= ρzf2 ∈ L2(0, l),

−
(
a3u0,xx + a2z0,xx

)
= γf3 + ρuf4 ∈ L2(0, l).

(2.15)
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Para resolver o sistema (2.15), consideramos o problema variacional

a
(

(z0, u0), (z̃0, ũ0)
)

= Γ(z̃0, ũ0), (2.16)

onde a(· , ·) é uma forma bilinear em H1
∗ (0, l)×H1

∗ (0, l) dada por

a
(

(z0, u0), (z̃0, ũ0)
)

:=
(
a3 − a22/a1

)〈
u0,x, ũ0,x

〉
+

〈
a2√
a1
u0,x +

√
a1z0,x,

a2√
a1
ũ0,x +

√
a1z̃0,x

〉
, (2.17)

satisfazendo a relação (1.11) e

Γ(z̃0, ũ0) := ρz
〈
f2, z̃0

〉
+
〈
γf3 + ρuf4, ũ0

〉
, (2.18)

é uma forma linear contı́nua em H1
∗ (0, l) × H1

∗ (0, l). O problema variacional (2.16) é obtido

multiplicando (2.15)1
(
resp. (2.15)2

)
por z̃0 ∈ H1

∗ (0, l)
(
resp. ũ0 ∈ H1

∗ (0, l)
)

integrando

por partes em (0, l), somando os resultados e em seguida, adicionando e subtraindo o termo
a22
a1

〈
u0,x, ũ0,x

〉
. Desde que

a
(

(z0, u0), (z0, u0)
)

=
(
a3 − a22/a1

)
‖u0,x‖2 +

∥∥∥∥∥ a2√
a1
u0,x +

√
a1z0,x

∥∥∥∥∥
2

, (2.19)

seja uma forma bilinear a(·, ·) contı́nua, fortemente coerciva emH1
∗ (0, l)×H1

∗ (0, l), segue pelo

Lema de Lax-Milgram que o problema (2.15) admite uma solução única (z0, u0) ∈ H1
∗ (0, l)×

H1
∗ (0, l). Em seguida, tomando funções teste da forma (φ, 0) e (0, ψ) com φ, ψ ∈ D(0, l)

(espaço das funções teste), é fácil ver que (z0, u0) satisfaz o sistema (2.15) no sentido das

distribuições. Desde que a22 < a1a3, para mostrar que z0, u0 ∈ H2(0, l), escrevemos o sistema

(2.15) da forma(a1a3 − a22)z0,xx = −a3ρzf2 + a2γf3 + a2ρuf4 ∈ L2(0, l),

(a1a3 − a22)u0,xx = −a1γf3 − a1ρuf4 + a2ρzf2 ∈ L2(0, l),

(2.20)
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usando operações elementares sobre as linhas do sistema. Por outro lado, pelas condições de

contorno z0(0) = z0,x(l) = u0(0) = u0,x(l) = 0 e por (2.20) obtemos as soluções da forma

z0(x) = − a3
a1a3 − a22

ρz

x∫
0

r∫
l

f2(s) ds dr +
a2

a1a3 − a22
γ

x∫
0

r∫
l

f3(s) ds dr

+
a2

a1a3 − a22
ρu

x∫
0

r∫
l

f4(s) ds dr (2.21)

e

u0(x) = − a1
a1a3 − a22

γ

x∫
0

r∫
l

f3(s) ds dr −
a1

a1a3 − a22
ρu

x∫
0

r∫
l

f4(s) ds dr

+
a2

a1a3 − a22
ρz

x∫
0

r∫
l

f2(s) ds dr. (2.22)

Tendo em mente (2.14), (2.21) e (2.22), concluı́mos que W = (z0, z1, u0, u1)
T ∈ D(A). Por-

tanto, deduzimos que 0 ∈ ρ(A). Então, pela identidade resolvente, para λ > 0 suficientemente

pequeno, temos R(λI − A) = H (ver Teorema 1.2.4 em [52]). Isto conclui a prova. �

Usando o Teorema de Lumer-Phillips (ver [31], Teorema 1.4.3), o operador A é um gerador

infinitesimal de um C0-semigrupo de contrações eAt em H. Então temos provado o seguinte

resultado:

Teorema 2.3. O operador A é um gerador de um C0-semigrupo S(t) = eAt de contrações

sobre o espaçoH. Assim, para qualquer U0 ∈ H, o problema (2.11) possui uma única solução

fraca U(t) = eAtU0 ∈ C0
(
[0,∞),H

)
. Além disso, se U0 ∈ D(A), então U(t) é a solução forte

do problema (2.11) , ou seja U(t) ∈ C1
(
[0,∞),H

)
∩ C0

(
[0,∞),D(A)

)
.
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2.2 Decaimento exponencial

Nesta seção, provamos a estabilização exponencial do sistema (2.1)–(2.3), usando o método da

energia.

2.2.1 Método da energia

Mostramos que a energia total do sistema (2.1)–(2.3) decai exponencialmente para zero quando

t→∞, usando o método da energia. Para isso, precisamos construir alguns lemas técnicos.

Lema 2.4. Seja (z, u) a solução do sistema (2.1)–(2.3). Então, o funcional

F(t) := −ρz

l∫
0

ztz dx− ρu

l∫
0

utu dx−
γ

2

l∫
0

|u|2dx,

satisfaz a seguinte identidade

d

dt
F(t) = −ρz

l∫
0

|zt|2dx− ρu

l∫
0

|ut|2dx+
(
a3 − a22/a1

) l∫
0

|ux|2dx

+

l∫
0

∣∣∣∣ a2√a1ux +
√
a1zx

∣∣∣∣2dx.
Prova. Multiplicando a equação (2.1)1 por z e integração por partes no intervalo [0, l] temos

ρz

l∫
0

zttz dx− a1

l∫
0

zxxz dx− a2

l∫
0

uxxz dx = 0. (2.23)

Usando a identidade zttz =
∂

∂t
(ztz)− |zt|2 obtemos

d

dt
ρz

l∫
0

ztz dx− ρz

l∫
0

|zt|2dx+ a1

l∫
0

|zx|2dx+ a2

l∫
0

uxzx dx = 0. (2.24)
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Analogamente, multiplicando a equação (2.1)2 por u ficamos com

d

dt
ρu

l∫
0

utudx− ρu

l∫
0

|ut|2dx+ a3

l∫
0

|ux|2dx+ a2

l∫
0

zxuxdx+
d

dt

γ

2

l∫
0

|u|2dx = 0. (2.25)

Adicionando as equações (2.24) e (2.25) obtemos

d

dt

(
ρz

l∫
0

ztzdx+ ρu

l∫
0

utudx+
γ

2

l∫
0

|u|2dx
)
− ρz

l∫
0

|zt|2dx− ρu

l∫
0

|ut|2dx

+a1

l∫
0

|zx|2dx+ a3

l∫
0

|ux|2dx+ 2a2

l∫
0

zxuxdx = 0. (2.26)

Agora adicionando e subtraindo o termo
(
a22/a1

) ∫ l
0
|ux|2dx na equação acima, temos

d

dt

(
ρz

l∫
0

ztzdx+ ρu

l∫
0

utudx+
γ

2

l∫
0

|u|2dx
)
− ρz

l∫
0

|zt|2dx− ρu

l∫
0

|ut|2dx

+
(
a3 − a22/a1

) l∫
0

|ux|2dx+

l∫
0

∣∣∣∣ a2√a1ux +
√
a1zx

∣∣∣∣2dx = 0. (2.27)

Consequentemente,

d

dt
F(t) = −ρz

l∫
0

|zt|2dx− ρu

l∫
0

|ut|2dx+
(
a3 − a22/a1

) l∫
0

|ux|2dx

+

l∫
0

∣∣∣∣ a2√a1ux +
√
a1zx

∣∣∣∣2dx. (2.28)

Isto conclui a prova. �

Lema 2.5. Seja (z, u) a solução do sistema (2.1)–(2.3). Então, o funcional

G(t) := a2ρu

l∫
0

ut

(
a2√
a1
u+
√
a1z

)
dx
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satisfaz a seguinte estimativa

d

dt
G(t) ≤

√
a1

(
a3 − a22/a1

)2 l∫
0

|ux|2dx−
a22

2
√
a1

l∫
0

∣∣∣∣ a2√a1ux +
√
a1zx

∣∣∣∣2dx
+Cε

l∫
0

|ut|2dx+
ρu
4ε

l∫
0

|zt|2dx, ∀ ε > 0,

onde Cε := γ2
√
a1cp + a22ρu/

√
a1 + a1a

2
2ερu e cp > 0 denota a constante de Poincaré.

Prova. Multiplicando a equação (2.1)1 por a2
(

a2√
a1
u+
√
a1z
)

e integrando por partes no inter-

valo [0, l] temos

a2ρu

l∫
0

utt

(
a2√
a1
u+
√
a1z

)
dx = a2

l∫
0

(
a3uxx + a2zxx − γut

)(
a2√
a1
u+
√
a1z

)
dx.

Usando a identidade

utt

(
a2√
a1
u+
√
a1z

)
=

∂

∂t
ut

(
a2√
a1
u+
√
a1z

)
− ut

(
a2√
a1
ut +

√
a1zt

)
,

obtemos

d

dt
a2ρu

l∫
0

ut

(
a2√
a1
u+
√
a1z

)
dx = a2

l∫
0

(
a3uxx + a2zxx

)(
a2√
a1
u+
√
a1z

)
dx

−a2γ
l∫

0

ut

(
a2√
a1
u+
√
a1z

)
dx+ a2ρu

l∫
0

ut

(
a2√
a1
ut +

√
a1zt

)
dx. (2.29)

Por outro lado, observando a identidade abaixo

a3uxx + a2zxx =
(
a3 − a22/a1

)
uxx +

a2√
a1

(
a2√
a1
uxx +

√
a1zxx

)
, (2.30)
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podemos reescrever (2.29) como

d

dt
G(t) = −a2

(
a3 − a22/a1

) l∫
0

ux

(
a2√
a1
ux +

√
a1zx

)
dx (2.31)

− a22√
a1

l∫
0

∣∣∣∣ a2√a1ux +
√
a1zx

∣∣∣∣2dx− a2γ
l∫

0

ut

(
a2√
a1
u+
√
a1z

)
dx

+a2ρu

l∫
0

ut

(
a2√
a1
ut +

√
a1zt

)
dx. (2.32)

Finalmente, usando as desigualdades de Young e Poincaré obtemos

d

dt
G(t) ≤

√
a1

(
a3 − a22/a1

)2 l∫
0

|ux|2dx−
a22

2
√
a1

l∫
0

∣∣∣∣ a2√a1ux +
√
a1zx

∣∣∣∣2dx
+

(
γ2
√
a1cp +

a22ρu√
a1

+ a1a
2
2ερu

) l∫
0

|ut|2dx+
ρu
4ε

l∫
0

|zt|2dx, ∀ ε > 0,

onde cp > 0 denota a constante de Poincaré. Isto conclui a prova. �

Lema 2.6. Seja (z, u) a solução do sistema (2.1)–(2.3). Então, o funcional

H(t) := ρu

l∫
0

utudx−
a2ρz
a1

l∫
0

ztudx+
γ

2

l∫
0

|u|2dx,

satisfaz a seguinte estimativa

d

dt
H(t) ≤

(
ρu +

ηa22ρz
a21

) l∫
0

|ut|2dx+
ρz
4η

l∫
0

|zt|2dx−
(
a3 − a22/a1

) l∫
0

|ux|2dx, ∀ η > 0.
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Prova. Multiplicando a equação (2.1)1 por −a2
a1
u e integrando por partes no intervalo [0, l]

temos

−a2ρz
a1

l∫
0

zttudx+ a2

l∫
0

zxxudx+
a22
a1

l∫
0

uxxudx = 0. (2.33)

Em seguida, usando a identidade zttu = ∂
∂t
ztu− ztut obtemos

− d

dt

a2ρz
a1

l∫
0

ztudx+
a2ρz
a1

l∫
0

ztutdx− a2

l∫
0

zxuxdx−
a22
a1

l∫
0

|ux|2dx = 0. (2.34)

Da equação (2.25) temos

d

dt
ρu

l∫
0

utudx− ρu

l∫
0

|ut|2dx+ a3

l∫
0

|ux|2dx+ a2

l∫
0

zxuxdx+
d

dt

γ

2

l∫
0

|u|2dx = 0. (2.35)

Adicionando as equações (2.34) e (2.35) ficamos com

d

dt

(
ρu

l∫
0

utudx−
a2ρz
a1

l∫
0

ztudx+
γ

2

l∫
0

|u|2dx
)

= ρu

l∫
0

|ut|2dx

−a3

l∫
0

|ux|2dx−
a2ρz
a1

l∫
0

ztutdx+
a22
a1

l∫
0

|ux|2dx.

Logo temos que

d

dt
H(t) = ρu

l∫
0

|ut|2dx− a3

l∫
0

|ux|2dx−
a2ρz
a1

l∫
0

ztutdx+
a22
a1

l∫
0

|ux|2dx. (2.36)
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Usando a desigualdade de Young obtemos

d

dt
H(t) ≤ ρu

l∫
0

|ut|2dx−
(
a3 − a22/a1

) l∫
0

|ux|2dx+
ρz
4η

l∫
0

|zt|2dx

+
ηa22ρz
a21

l∫
0

|ut|2dx, ∀ η > 0.

Isto conclui a prova. �

Agora estamos em condições de provarmos um dos principais resultados deste capı́tulo.

Teorema 2.7 (Decaimento exponencial). A energia total do sistema (2.1)–(2.3) satisfazendo

a relação (1.11), decai exponencialmente para zero com t → ∞. Isto é, existem constantes

M > 0 e ω > 0 independentemente das condições iniciais, tais que

E(t) ≤ME(0)e−ωt, ∀t ≥ 0. (2.37)

Prova. Definimos o funcional Lyapunov dado por

L(t) := N1E(t) +N2F(t) +N3G(t) +N4H(t), ∀t ≥ 0, (2.38)

onde N1, N2, N3 e N4 são constantes positivas definidas posteriormente. Além disso, verifi-

camos que L(t) e E(t) são equivalentes, ou seja, existem constantes positivas K1 e K2 tais

que

K1E(t) ≤ L(t) ≤ K2E(t), ∀ t ≥ 0. (2.39)

De fato, observamos que

|L(t)−N1E(t)| = N2|F(t)|+N3|G(t)|+N4|H(t)| ≤ σE(t), (2.40)
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para algum σ > 0, e portanto a desigualdade (2.39) se sustenta para K1 := N1 − σ > 0 e

K2 := N1 +σ > 0 com N1 > σ. Decorre da lei de dissipação (2.5) e dos Lemas (2.4)–(2.6) que

d

dt
L(t) ≤ −

[
N1γ

ρu
+N2 −N3

Cε
ρu
−N4

(
1 + η

a22ρz
a21ρu

)]
ρu

l∫
0

|ut|2dx

−
(
N2 −

N3ρu
4ερz

− N4

4η

)
ρz

l∫
0

|zt|2dx−
(
N3a

2
2

2
√
a1
−N2

) l∫
0

∣∣∣∣ a2√a1ux +
√
a1zx

∣∣∣∣2dx
−
[
N4 −N2 −N3

√
a1

(
a3 − a22/a1

)](
a3 − a22/a1

) l∫
0

|ux|2dx.

Escolhendo adequadamente as constantes abaixo

ε :=
N3ρu
2ρz

e η :=
N4

2
, (2.41)

ficamos com

d

dt
L(t) ≤ −

[
N1γ

ρu
+N2 −N3

CN3

ρu
−N4

(
1 +N4

a22ρz
2a21ρu

)]
ρu

l∫
0

|ut|2dx

−
(
N2 − 1

)
ρz

l∫
0

|zt|2dx−
(
N3a

2
2

2
√
a1
−N2

) l∫
0

∣∣∣∣ a2√a1ux +
√
a1zx

∣∣∣∣2dx
−
[
N4 −N2 −N3

√
a1

(
a3 − a22/a1

)](
a3 − a22/a1

) l∫
0

|ux|2dx.

Agora escolhemos N2 > 1 e N3 > (2
√
a1/a

2
2)N2. Desde que N2 e N3 estão fixos, escolhemos

N4 suficientemente grande, i.e.,

N4 > N2 +N3

√
a1

(
a3 − a22/a1

)
com a22 < a1a3, (2.42)
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seguido por

N1 > max

{
N3

CN3

γ
+N4

ρu
γ

(
1 +N4

a22ρz
2a21ρu

)
, σ

}
. (2.43)

Portanto, garantimos que

ξ1 :=
N1γ

ρu
+N2 −N3

CN3

ρu
−N4

(
1 +N4

a22ρz
2a21ρu

)
> 0, ξ2 := N2 − 1 > 0,

ξ3 :=
N3a

2
2

2
√
a1
−N2 > 0 e ξ4 := N4 −N2 −N3

√
a1

(
a3 − a22/a1

)
> 0.

Consequentemente concluı́mos que existe uma constante N0 := 2 min
1≤i≤4

{ξi} > 0 tal que

d

dt
L(t) ≤ −N0E(t) ⇐⇒ d

dt
L(t) ≤ −N0

K2

L(t)∀ t ≥ 0. (2.44)

Devido à equivalência entre L(t) e E(t) temos que

E(t) ≤ N1 + σ

N1 − σ
E(0)e

− N0
N1+σ

t
, ∀ t ≥ 0. (2.45)

Isto conclui a prova. �

2.3 Abordagem numérica

Nesta seção, o foco principal é a discretização do sistema (2.1)–(2.3) e a reprodução a nı́vel

discreto dos resultados obtidos nos Teoremas 2.3 e 2.7, usando o método explı́cito de diferenças

finitas. É importante ressaltar que não estamos interessados em analisar questões referentes à

convergência da solução numérica para a solução exata, mas vale ressaltar que os esquemas

numéricos utilizados são todos consistentes e possuem ordem de O(∆t2,∆x2) (ver [24]).
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2.3.1 Esquema totalmente discreto em diferenças finitas e propriedades

Aqui consideramos J,N ∈ IN, definimos ∆x = L/(J + 1), ∆t = T/(N + 1) e construı́mos a

seguinte malha

0 = x0 < x1 = ∆x < ... < xj = j∆x < ... < xJ < xJ+1 = (J + 1)∆x = L,

0 = t0 < t1 = ∆t < ... < tn = n∆t < ... < tN < tN+1 = (N + 1)∆t = T,

Considerando o sistema de equações (2.1)–(2.3), nosso problema discreto consiste em obter

(znj , u
n
j ) tal que

ρz∇t∇tz
n
j − a1∇x∇xz

n
j − a2∇x∇xu

n
j = 0,

ρu∇t∇tu
n
j − a3∇x∇xu

n
j − a2∇x∇xz

n
j + γ

(
∇t+∇t

2

)
unj = 0,

(2.46)

satisfazendo a relação (1.11), para todo j = 1, 2, ..., J e n = 1, 2, ..., N . Aqui assumimos os

seguintes operadores numéricos de diferenças finitas



∇tz
n
j :=

zn+1
j − znj

∆t
, ∇tz

n
j :=

znj − zn−1j

∆t
, ∇t∇tz

n
j :=

zn+1
j − 2znj + zn−1j

∆t2
,

∇xz
n
j :=

znj+1 − znj
∆x

, ∇xz
n
j :=

znj − znj−1
∆x

, ∇x∇xz
n
j :=

znj+1 − 2znj + znj−1
∆x2

,

∇t +∇t

2
unj :=

un+1
j − un−1j

2∆t
,

com expressões semelhantes para ∇tu
n
j , ∇tu

n
j , ∇xu

n
j , ∇xu

n
j , ∇t∇tu

n
j e ∇x∇xu

n
j . Denotamos

por znj e unj a aproximação numérica para as soluções z e u em pontos (xj, tn) da malha. Para

as condições iniciais, usamos

z0j = z0j,
z1j − z−1j

2∆t
= z1j, u0j = u0j,

u1j − u−1j
2∆t

= u1j, j = 0, 1, ..., J + 1, (2.47)
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e para as condições de contorno adotamos

z
n
0 = znJ+1 − znJ = 0, ∀ n = 0, 1, ..., N + 1,

un0 = unJ+1 − unJ = 0, ∀ n = 0, 1, ..., N + 1.

(2.48)

A energia discreta associada ao esquema numérico (2.46)–(2.48) é dada por

En := ρz
∆x

2

J∑
j=0

(
∇tz

n
j

)2
+ ρu

∆x

2

J∑
j=0

(
∇tu

n
j

)2
+
(
a3 − a22/a1

)∆x

2

J∑
j=0

(
∇xu

n+1
j · ∇xu

n
j

)

+
∆x

2

J∑
j=0

(
a2√
a1
∇xu

n+1
j +

√
a1∇xz

n+1
j

)(
a2√
a1
∇xu

n
j +
√
a1∇xz

n
j

)
, (2.49)

para todo n = 0, 1, ..., N .

Observação 2.8. O procedimento usado na construção da energia discreta (2.49) é análogo ao

usado no problema contı́nuo (2.1)–(2.3). Ele está baseado no trabalho de Strauss e Vazquez [49]

e Negreanu e Zuazua [28]. Note que comparando (2.4) e (2.49) observamos que



∆x

2

J∑
j=0

(
∇xun+1

j · ∇xunj
)
≈ 1

2

l∫
0

|ux|2dx,

∆x

2

J∑
j=0

(
a2√
a1
∇xun+1

j +
√
a1∇xzn+1

j

)(
a2√
a1
∇xunj +

√
a1∇xznj

)
≈ 1

2

l∫
0

∣∣∣∣ a2√a1ux +
√
a1zx

∣∣∣∣2dx,
que não são quantidades positivas definidas e, portanto, a energia discreta não é positiva defi-

nida. No entanto, os experimentos numéricos mostram valores positivos para a energia En.

O teorema seguinte, além de tratar da construção da energia discreta e da taxa de variação,

também garante a sua monotonicidade.

Teorema 2.9 (Lei de dissipação de energia). Seja (znj , u
n
j ) a solução numérica do problema

(2.46)–(2.48) satisfazendo a relação (1.11). Então, para todo ∆t,∆x ∈ (0, 1), a taxa de
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variação da energia discreta En no instante tn é dada por

En − En−1

∆t
= −γ∆x

J∑
j=0

(
∇t +∇t

2
unj

)2

≤ 0, ∀n = 1, 2, ..., N. (2.50)

Prova. Multiplicando a equação (2.46)1 por ∆x
(
∇t+∇t

2
znj

)
e adicionando para j ∈ {1, 2, ..., J}

obtemos

∆x
J∑
j=1

(
ρz∇t∇tz

n
j − a1∇x∇xz

n
j − a2∇x∇xu

n
j

)(
∇t +∇t

2
znj

)
= 0. (2.51)

Fazendo algumas simplificações nos termos de (2.51) e tendo em mente a condição de contorno

zn0 = 0 para todo n = 1, 2, ..., N , temos

In1 := ρz∆x
J∑
j=1

(
∇t∇tznj

)(∇t +∇t
2

znj

)
=

ρz∆x

2∆t3

J∑
j=1

[(
zn+1
j − znj

)(
zn+1
j − znj + znj − zn−1j

)

−
(
znj − zn−1j

)(
zn+1
j − znj + znj − zn−1j

)]

=
ρz∆x

2∆t3

J∑
j=0

[(
zn+1
j − znj

)2
−
(
znj − zn−1j

)2]
,

de onde obtemos

In1 =
ρz∆x

2∆t

J∑
j=0

(
zn+1
j − znj

∆t

)2

− ρz∆x

2∆t

J∑
j=0

(
znj − zn−1j

∆t

)2

. (2.52)

Da mesma forma, após algumas simplificações, concluı́mos que

In2 := −a1∆x
J∑
j=1

(
∇x∇xz

n
j

)(∇t +∇t

2
znj

)

= a1
∆x

∆x

J∑
j=0

(
znj+1 − znj

∆x

zn+1
j+1 − zn−1j+1

2∆t
−
znj+1 − znj

∆x

zn+1
j − zn−1j

2∆t

)

+a1
∆x

∆x

(
zn1 − zn0

∆x

zn+1
0 − zn−10

2∆t
−
znJ+1 − znJ

∆x

zn+1
J+1 − z

n−1
J+1

2∆t

)
(2.53)
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e também

In3 := −a2∆x
J∑
j=1

(∇x∇xu
n
j )

(
∇t +∇t

2
znj

)
= −a2

∆x

2∆t

J∑
j=0

(
unj+1 − unj

∆x

zn−1j+1 − zn−1j

∆x

)

+a2
∆x

2∆t

J∑
j=0

(
unj+1 − unj

∆x

zn+1
j+1 − zn+1

j

∆x

)
− a2

∆x

∆x

(
unJ+1 − unJ

∆x

zn+1
J+1 − z

n−1
J+1

2∆t

)

+a2
∆x

∆x

(
un1 − un0

∆x

zn+1
0 − zn−10

2∆t

)
. (2.54)

Substituindo In1 , In2 e In3 na equação (2.51) temos

ρz∆x

2∆t3

J∑
j=0

(
zn+1
j − znj

)2
− ρz∆x

2∆t3

J∑
j=0

(
znj − zn−1j

)2

+a1
∆x

∆x

J∑
j=0

(
znj+1 − znj

∆x

zn+1
j+1 − zn+1

j

2∆t
−
znj+1 − znj

∆x

zn−1j+1 − zn−1j

2∆t

)

+a2
∆x

2∆t

J∑
j=0

(
unj+1 − unj

∆x

zn+1
j+1 − zn+1

j

∆x
−
unj+1 − unj

∆x

zn−1j+1 − zn−1j

∆x

)

+a2
∆x

∆x

(
un1 − un0

∆x

zn+1
0 − zn−10

2∆t
−
unJ+1 − unJ

∆x

zn+1
J+1 − z

n−1
J+1

2∆t

)

+a1
∆x

∆x

(
zn1 − zn0

∆x

zn+1
0 − zn−10

2∆t
−
znJ+1 − znJ

∆x

zn+1
J+1 − z

n−1
J+1

2∆t

)
= 0. (2.55)
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Analogamente, a partir da equação (2.46)2 obtemos

ρu∆x

2∆t3

J∑
j=0

(
un+1
j − unj

)2
− ρu∆x

2∆t3

J∑
j=0

(
unj − un−1j

)2

+a3
∆x

∆x

J∑
j=0

(
unj+1 − unj

∆x

un+1
j+1 − un+1

j

2∆t
−
unj+1 − unj

∆x

un−1j+1 − un−1j

2∆t

)

+a2
∆x

2∆t

J∑
j=0

(
znj+1 − znj

∆x

un+1
j+1 − un+1

j

∆x
−
znj+1 − znj

∆x

un−1j+1 − un−1j

∆x

)

+a2
∆x

∆x

(
zn1 − zn0

∆x

un+1
0 − un−10

2∆t
−
znJ+1 − znJ

∆x

un+1
J+1 − u

n−1
J+1

2∆t

)

+a3
∆x

∆x

(
un1 − un0

∆x

un+1
0 − un−10

2∆t
−
unJ+1 − unJ

∆x

un+1
J+1 − u

n−1
J+1

2∆t

)

+γ∆x
J∑
j=0

(
un+1
j − un−1j

2∆t

)2

= 0. (2.56)

Adicionando as equações (2.55), (2.56) e usando as condições de contorno (2.48) temos

ρz∆x

2∆t

J∑
j=0

(
zn+1
j − znj

∆t

)2

+
ρu∆x

2∆t

J∑
j=0

(
un+1
j − unj

∆t

)2

+
a3∆x

2∆t

J∑
j=0

(
un+1
j+1 − u

n+1
j

∆x

unj+1 − unj
∆x

)

+
a2∆x

2∆t

J∑
j=0

(
un+1
j+1 − u

n+1
j

∆x

znj+1 − znj
∆x

+
zn+1
j+1 − z

n+1
j

∆x

unj+1 − unj
∆x

)

+
a1∆x

2∆t

J∑
j=0

(
zn+1
j+1 − z

n+1
j

∆x

znj+1 − znj
∆x

)
− ρz∆x

2∆t

J∑
j=0

(
znj − z

n−1
j

∆t

)2

−ρu∆x

2∆t

J∑
j=0

(
unj − u

n−1
j

∆t

)2

− a3∆x

2∆t

J∑
j=0

(
unj+1 − unj

∆x

un−1j+1 − u
n−1
j

∆x

)

−a2∆x
2∆t

J∑
j=0

(
unj+1 − unj

∆x

zn−1j+1 − z
n−1
j

∆x
+
znj+1 − znj

∆x

un−1j+1 − u
n−1
j

∆x

)

−a1∆x
2∆t

J∑
j=0

(
znj+1 − znj

∆x

zn−1j+1 − z
n−1
j

∆x

)
+ γ∆x

J∑
j=0

(
un+1
j − un−1j

2∆t

)2

= 0.
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Agora adicionando e subtraindo os termos

a22
a1

∆x

∆t

J∑
j=0

(
un+1
j+1 − un+1

j

∆x

unj+1 − unj
∆x

)
e

a22
a1

∆x

∆t

J∑
j=0

(
unj+1 − unj

∆x

un−1j+1 − un−1j

∆x

)
(2.57)

na equação acima, temos

ρz
∆x

2

J∑
j=0

(
zn+1
j − znj

∆t

)2

+ ρu
∆x

2

J∑
j=0

(
un+1
j − unj

∆t

)2

+

(
a3 −

a22
a1

)
∆x

2

J∑
j=0

(
un+1
j+1 − un+1

j

∆x

unj+1 − unj
∆x

)

+
∆x

2

J∑
j=0

(
a2√
a1

un+1
j+1 − un+1

j

∆x
+
√
a1
zn+1
j+1 − zn+1

j

∆x

)(
a2√
a1

unj+1 − unj
∆x

+
√
a1
znj+1 − znj

∆x

)

−ρz
∆x

2

J∑
j=0

(
znj − zn−1j

∆t

)2

− ρu
∆x

2

J∑
j=0

(
unj − un−1j

∆t

)2

−
(
a3 −

a22
a1

)
∆x

2

J∑
j=0

(
unj+1 − unj

∆x

un−1j+1 − un−1j

∆x

)

−∆x

2

J∑
j=0

(
a2√
a1

unj+1 − unj
∆x

+
√
a1
znj+1 − znj

∆x

)(
a2√
a1

un−1j+1 − un−1j

∆x
+
√
a1
zn−1j+1 − zn−1j

∆x

)

+γ∆x
J∑
j=0

(
un+1
j − un−1j

2∆t

)2

= 0. (2.58)

Finalmente, usando a energia En dada em (2.49), obtemos

En − En−1

∆t
= −γ∆x

J∑
j=0

(
un+1
j − un−1j

2∆t

)2

≤ 0, ∀n = 1, 2, ..., N. (2.59)

Portanto,

En ≤ E0, ∀n = 1, 2, ..., N. (2.60)

Isto conclui a prova. �
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Corolário 2.10 (Lei de conservação de energia). Seja (znj , u
n
j ) solução do esquema numérico

(2.46)–(2.48) satisfazendo a relação (1.11) com γ = 0. Então, para todo ∆t,∆x ∈ (0, 1),

temos

En = E0, ∀n = 1, 2, ..., N. (2.61)

Os esquemas numéricos explı́citos de integração no tempo, como os adotados em (2.46)–

(2.48) são condicionalmente estáveis e, portanto, dependem de uma relação entre os parâmetros

de malha ∆t e ∆x. No caso aqui tratado, a condição Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) [39, 47]

é dada por

∆t ≤ ∆x

c
, (2.62)

onde c > 0 é uma constante que depende dos parâmetros fı́sicos do problema. A proposição

seguinte trata desse resultado.

Proposição 2.11 (Condição de estabilidade). O esquema de diferenças finitas (2.46)–(2.48)

satisfazendo a relação (1.11) é condicionalmente estável se

∆t ≤ ∆x

c
, (2.63)

onde c :=
√
λ1/min

{
ρz, ρu

}
e λ1 > 0 é o maior autovalor da matriz

A =

 a1 a2

a2 a3

 . (2.64)

Em particular, se a1 = a3 = ρz = ρu = 1 e a2 = 0, obtemos ∆t ≤ ∆x.
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Prova. Inicialmente escrevemos o sistema (2.1)–(2.3) com γ = 0 na forma ρz 0

0 ρu

 z

u


tt

=

 a1 a2

a2 a3


︸ ︷︷ ︸

A:=

 z

u


xx

, (2.65)

onde A satisfazendo a relação (1.11), é uma matriz simétrica positiva definida. Como A é

simétrica, implica que é diagonalizável, ou seja, existe uma matriz inversı́vel P tal que A =

P−1DP onde D é uma matriz diagonal formada pelos autovalores de A, i.e.,

 a1 a2

a2 a3


︸ ︷︷ ︸

A:=

=

 x1 x2

y1 y2

−1
︸ ︷︷ ︸

P−1:=

 λ1 0

0 λ2


︸ ︷︷ ︸

D:=

 x1 x2

y1 y2


︸ ︷︷ ︸

P :=

, (2.66)

onde V1 = (x1, y1) e V2 = (x2, y2) são autovetores associados ao autovalores λ1 e λ2 (λ1 6= λ2)

respectivamente. Logo podemos reescrever (2.65) na forma ρz 0

0 ρu

 x1 x2

y1 y2

 z

u


tt

=

 λ1 0

0 λ2

 x1 x2

y1 y2

 z

u


xx

. (2.67)

Além disso, como A é positiva definida, os seus autovalores são positivos, i.e.,

λk =
1

2
(a1 + a3)±

1

2

√
(a1 − a3)2 + 4a22 > 0, k ∈ {1, 2}. (2.68)

Fazendo a mudança de variável φ

ψ

 :=

 x1 x2

y1 y2

 z

u

 , (2.69)

obtemos as equações desacopladas nas variáveis (φ, ψ) dadas por

ρzφtt − λ1φxx = 0,

ρuψtt − λ2ψxx = 0.

(2.70)
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Em seguida, discretizando qualquer uma das equações dadas acima obtemos

ρα
ϕn+1
j − 2ϕnj + ϕn−1j

∆t2
− λk

ϕnj+1 − 2ϕnj + ϕnj−1
∆x2

= 0, (2.71)

com j = 1, 2, ..., J , n = 1, 2, ..., N , ϕnj ∈ {φnj , ψnj }, α ∈ {z, u} e k ∈ {1, 2}, respectivamente.

Agora, seguindo os passos de Strikwerda [50], para obtermos o fator de amplificação g,

substituı́mos ϕnj por gneiθj (i =
√
−1) no esquema numérico dado acima e obtemos

ρα
g − 2 + g−1

∆t2
gneiθj − λk

eiθ − 2 + e−iθ

∆x2
gneiθj = 0. (2.72)

Consequentemente, usando a relação de Euler e±iθ = cos(θ)± i sin(θ), temos

g2 − 2

(
1− 2

λk
ρα
σ2 sin2(θ/2)

)
g + 1 = 0, (2.73)

onde σ := ∆t/∆x. Assim, o fator de amplificação é dado por

g = 1− 2
λk
ρα
σ2 sin2(θ/2)±

√(
1− 2

λk
ρα
σ2 sin2(θ/2)

)2

− 1. (2.74)

A fim de obtermos |g| ≤ 1, assumimos
∣∣1− 2λk

ρα
σ2 sin2(θ/2)

∣∣ ≤ 1 o que implica em

σ2 ≤ ρα
λk

1

sin2(θ/2)
, θ ∈ (0, 2π), (2.75)

com α ∈ {z, u} e k ∈ {1, 2}. Portanto,

σ2 ≤ ρz
λ1

1

sin2(θ/2)
e σ2 ≤ ρu

λ2

1

sin2(θ/2)
, θ ∈ (0, 2π). (2.76)

Agora devemos garantir que

σ2 ≤ min

{
ρz
λ1

1

sin2(θ/2)
,
ρu
λ2

1

sin2(θ/2)

}
= min

α ∈ {z, u}
k ∈ {1, 2}

{
ρα
λk

}
min

θ∈(0, 2π)

{
1

sin2(θ/2)

}
.
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amortecimento viscoso 37

De fato, como λ2 < λ1 e minθ∈(0, 2π)
{

1
sin2(θ/2)

}
= 1, temos que

σ2 ≤
min

{
ρz, ρu

}
λ1

. (2.77)

Consequentemente, concluı́mos que

∆t ≤ ∆x

c
, (2.78)

onde c :=
√
λ1/min

{
ρz, ρu

}
. �

2.3.2 Simulações numéricas

Nesta seção, apresentamos as simulações numéricas obtidas a partir do esquema de diferenças

finitas (2.46)–(2.48).

Para estas simulações, adotamos as condições iniciais

z0j = 2 sin

(
(2n+ 1)πxj

2L

)
, u0j = sin

(
(2n+ 1)πxj

2L

)
, z1j = u1j = 0, (2.79)

com n ∈ IN, j = 0, 1, ..., J + 1, satisfazendo as condições de contorno do tipo Dirichlet-

Neumann (2.48) e consideramos os seguintes dados de malha: L = 3m, J = 64, T = 8s e

N = 3600. Além disso, adotamos os valores adequados de cada grandeza fı́sica, i.e., ρz =

5 × 105Kg/m3, ρu = 6 × 104Kg/m3, a1 = 5, 2 × 106N/m2, a2 = 1, 3 × 106N/m2, a3 =

3, 7× 105N/m2.

O principal objetivo destas simulações é verificar empiricamente que o esquema numérico

explı́cito de diferenças finitas é preciso em reproduzir as propriedades presentes no modelo

contı́nuo, desde que, observada a condição (2.62). Nesse sentido, seguimos a terminologia

utilizada por Anguelov et al. [5], de onde asseguramos que nossos resultados da energia discreta

estão de acordo com a seguinte definição geral:
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Definição 2.12. Seja P alguma propriedade da solução exata u de um problema. Um esquema

numérico que produz uma sequência (uni ) de soluções aproximadas para u é denominado quali-

tativamente estável com respeito a P se, para todos os tamanhos de passo ∆x e ∆t, as soluções

discretas replicam a propriedade P .

A seguir, fornecemos as simulações numéricas da solução (znj , u
n
j ) e da energia discreta En

associada ao esquema numérico (2.46)–(2.48) considerando dois casos distintos.

2.3.2.1 Sistema conservativo: Caso γ = 0

As simulações a seguir, mostram o comportamento conservativo do esquema numérico (2.46)–

(2.48) e estão de acordo com a definição usada por Anguelov et al. [5], com relação à lei de

conservação de energia (ver Corolário 2.10).

Nas Figuras 2.1 e 2.2 observamos o comportamento das solução numérica (znj , u
n
j ) na ausência

do termo dissipativo γ
(∇t+∇t

2

)
unj . Além disso, destacamos as condições de contorno do tipo

Dirichlet–Neumann.

FIGURA 2.1: Solução numérica znj vs. condições de contorno.
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FIGURA 2.2: Solução numérica unj vs. condições de contorno.

FIGURA 2.3: Energia discreta. Esta simulação garante uma medida de precisão do método
explı́cito na reprodução do caráter conservativo do esquema numérico (2.46)–(2.48) com γ = 0.

Observação 2.13. Ressaltamos que o ruı́do numérico observado no gráfico da energia (Fig.

2.3) não é significativo, trata-se apenas de uma questão de escala gráfica no eixos horizontal e

vertical. O gráfico constante de y = log(Energy) confirma nossa afirmação.
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2.3.2.2 Sistema dissipativo: Caso γ > 0

As simulações a seguir, mostram o comportamento dissipativo da energia discreta En em relação

à lei de dissipação (ver Teorema 2.9). Como no caso anterior, os resultados para os casos

dissipativos estão de acordo com a definição usada por Anguelov et al. [5].

FIGURA 2.4: Solução numérica znj vs. condições de contorno.

FIGURA 2.5: Solução numérica unj vs. condições de contorno.
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FIGURA 2.6: Energia discreta. Esta simulação garante uma medida de precisão do método
explı́cito na reprodução do caráter dissipativo do esquema numérico (2.46)–(2.48) com γ =

9.75× 104N/m4.

Observação 2.14. Aqui, observamos no gráfico de y = log(Energy), que a energia discreta

possui a propriedade de decaimento exponencial.
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CAPÍTULO 3

Estabilização exponencial para o sistema com termo de

retardo

Na modelagem de problemas envolvendo o inchamento de solos argilosos, é extremamente im-

portante ter uma descrição adequada do comportamento microscópico da água adsorvida (água

entre as plaquetas). É bem conhecido que o processo de consolidação geralmente envolve dois

estágios de compressão diferentes, o primário e o secundário. No estágio primário a pressão de

fase é gradualmente transferida para o esforço efetivo, enquanto que na compressão secundária

ocorre uma deformação contı́nua depois que a água a granel é substancialmente drenada. Além

disso, ambos podem ocorrer simultaneamente.

Devido a fatores intrı́nsecos que caracterizam o comportamento viscoso à fluência da estru-

tura argilosa no estágio secundário, ainda não há uma compreensão completa dos mecanismos

subjacentes a esse fenômeno. No entanto, Sridharan e Rao [48] sugeriram que a compressão se-

cundária está relacionada à deformação retardada da partı́cula de argila depois que a água bruta

é drenada dos poros maiores na estrutura primária (ver também Hueckel [20]). Esta deformação
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secundária surge de alguma forma devido à drenagem retardada da água adsorvida em relação

ao fluxo da fase a granel. Assim, é natural querermos estudar o comportamento de sistemas de

inchamento de solos levando em consideração os efeito do retardo no deslocamento do fluido.

Mais precisamente, considerando o seguinte problema

ρzztt − a1zxx − a2uxx + ξ1zt + ξ2zt(x, t− τ) = 0 em (0, l)× (0,∞),

ρuutt − a3uxx − a2zxx = 0 em (0, l)× (0,∞),

(3.1)

com condições de contorno

z(0, t) = zx(l, t) = u(0, t) = ux(l, t) = 0, t ≥ 0, (3.2)

e condições iniciais

z(x, 0) = z0(x), zt(x, 0) = z1(x), u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ (0, l). (3.3)

3.1 Existência e unicidade de solução

Nesta seção, estudamos a boa colocação do problema (3.1) usando a teoria de semigrupos de

operadores lineares [31]. Para isso, seguimos os passo de Nicaise e Pignotti [29], usando a

mudança de variável,

η(x, ρ, t) = zt(x, t− τρ), x ∈ (0, l), ρ ∈ (0, 1), t > 0. (3.4)

Em seguida, consideramos equação diferencial parcial dada por

τηt + ηρ = 0, x ∈ (0, l), ρ ∈ (0, 1), t > 0. (3.5)
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Com isso temos um novo sistema dado por
ρzztt − a1zxx − a2uxx + ξ1zt + ξ2η(x, 1, t) = 0 em (0, l)× (0,∞),

ρuutt − a3uxx − a2zxx = 0 em (0, l)× (0,∞),

τηt + ηρ = 0 em (0, l)× (0, 1)× (0,∞),

(3.6)

com condições de contorno

z(0, t) = zx(l, t) = u(0, t) = ux(l, t) = 0, t ≥ 0, (3.7)

e condições iniciais

z(x, 0) = z0(x), zt(x, 0) = z1(x), u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ (0, l),

η(x, ρ, 0) = f0(x,−ρτ), (x, ρ) ∈ (0, l)× (0, 1). (3.8)

A energia total do sistema dada por

E(t) :=
ρz
2

l∫
0

|zt|2dx+
ρu
2

l∫
0

|ut|2dx+
1

2

(
a1 − a22/a3

) l∫
0

|zx|2dx

+
1

2

l∫
0

∣∣∣∣ a2√a3 zx +
√
a3ux

∣∣∣∣2dx+
τξ1
2

l∫
0

1∫
0

|η(x, 1, t)|2dρdx, ∀ t ≥ 0, (3.9)

é positiva definida desde que a relação (1.11) seja satisfeita.

Observação 3.1. A construção da energia segue de modo análogo os passos da Proposição 2.1.

Porém, como o amortecimento atua na primeira equação, precisamos destacar na energia (3.9)

o termo
∫ l
0
|zx|2dx ao invés do termo

∫ l
0
|ux|2dx destacado em (2.4). Ver Porposição 3.3.

A seguir, definimos o espaço de Hilbert

H := H1
∗ (0, l)× L2(0, l)×H1

∗ (0, l)× L2(0, l)× L2
(
(0, l)× (0, 1)

)
, (3.10)
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denominado espaço de fase, onde

H1
∗ (0, l) :=

{
f ∈ H1(0, l); f(0) = 0

}
, (3.11)

é um espaço de Sobolev. Além disso, emH consideramos o produto interno

〈
U, Ũ

〉
H

:= ρz

l∫
0

z1z̃1dx+ ρu

l∫
0

u1ũ1dx+
(
a1 − a22/a3

) l∫
0

z0,xz̃0,xdx

+

l∫
0

(
a2√
a3
z0,x +

√
a3u0,x

)(
a2√
a3
z̃0,x +

√
a3ũ0,x

)
dx

+τξ1

l∫
0

1∫
0

η0η̃0dρdx, (3.12)

onde U = (z0, z1, u0, u1, η0)
T e Ũ = (z̃0, z̃1, ũ0, ũ1, η̃0)

T . A norma induzida pelo produto

interno é

||U ||2H :=
〈
U,U

〉
H
. (3.13)

Note que o sistema (3.6) pode ser reescrito como um problema de Cauchy

 Φt(t) = AΦ(t), t > 0,

Φ(0) = Φ0,

(3.14)

onde Φ(t) =
(
z(·, t), zt(·, t), u(·, t), ut(·, t), η(·, 1, t)

)T
é a solução de (3.14) e Φ0 =

(
z0(·), z1(·),

u0(·), u1(·), f0(·,−τ)
)T

a condição inicial.
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O operador A : D(A) ⊂ H → H é definido por

A :=



0 I(·) 0 0 0

a1ρ
−1
z (·)xx −ρ−1z (ξ1 + ξ2)I(·) a2ρ

−1
z (·)xx 0 −ξ2ρ−1z

∫ 1

0
(·)ρ dρ

0 0 0 I(·) 0

a2ρ
−1
u (·)xx 0 a3ρ

−1
u (·)xx 0 0

0 0 0 0 −τ−1(·)ρ


, (3.15)

onde I(·) denota o operador identidade. O domı́nio de A é dado por

D(A) :=
{
U = (z0, z1, u0, u1, η0)

T ∈ H; z0,x(L) = u0,x(L) = 0
}
,

onde

H :=
((
H2(0, l) ∩H1

∗ (0, l)
)
×H1

∗ (0, l)
)2
× L2

(
(0, l);H1(0, l)

)
. (3.16)

O operador A é dissipativo, pois para |ξ2| < ξ1 e para cada U = (z0, z1, u0, u1, η0)
T ∈ D(A)

temos

〈
AU,U

〉
H
≤ −C1

l∫
0

(
|z1|2 + |η0(x, 1)|2

)
dx ≤ 0, (3.17)

onde C1 :=
(
ξ1 − |ξ2|

)
/2 > 0. Desde que A seja um operador dissipativo e o 0 pertence

ao conjunto resolvente de A, temos pelo Teorema de Lumer–Phillips ([31], Teorema 4.3) que

o operador A é um gerador infinitesimal de C0–semigrupo de contrações S(t) = eAt sobre o

espaço de HilbertH. A partir disso, provamos o seguinte resultado:

Teorema 3.2. Sejam A e H definidos como anteriormente. Para qualquer U0 ∈ H, o sistema

(3.14) possui uma única solução fraca U(t) = eAtU0 ∈ C
(
[0,∞); H

)
. Além disso, se U0 ∈

D(A), U(t) ∈ C1
(
[0,∞); H

)
∩ C0

(
[0,∞); D(A)

)
é a solução forte do sistema (3.14).
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3.2 Decaimento da energia

Nesta seção estudamos o decaimento exponencial da energia associada ao sistema (3.6) usando

o método da energia. Mas antes, precisamos garantir a dissipação de enegia do sistema. A

proposição seguinte trata desse resultado.

Proposição 3.3. Seja (z, u, η) a solução do sistema (3.6) satisfazendo a relação (1.11). Então

para |ξ2| < ξ1, a energia total do sistema satisfaz a lei de dissipação dada por

d

dt
E(t) ≤ −γ

2

l∫
0

(
|zt|2 + |η(x, 1, t)|2

)
dx, (3.18)

onde γ é uma constante positiva.

Prova. Multiplicando a equação (3.6)1 por zt, integrando por partes [0, l] e levando em consideração

as condições de contorno, temos

ρz
2

d

dt

l∫
0

|zt|2dx+
a1
2

d

dt

l∫
0

|zx|2dx+ a2

l∫
0

uxzxtdx+ ξ1

l∫
0

|zt|2dx

+ξ2

l∫
0

η(x, 1, t)ztdx = 0. (3.19)

De modo análogo, multiplicando a equação (3.6)2 por ut temos

ρu
2

d

dt

l∫
0

|ut|2dx+
a3
2

d

dt

l∫
0

|ux|2dx+ a2

l∫
0

zxuxtdx = 0. (3.20)

Agora, multiplicando a equação (3.6)3 por ξ1η e integrando em [0, l]× [0, 1] obtemos

τξ1
2

d

dt

l∫
0

1∫
0

|η|2dρdx+
ξ1
2

l∫
0

1∫
0

∂

∂ρ
|η|2dρdx = 0.
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Consequentemente,

τξ1
2

d

dt

l∫
0

1∫
0

|η|2dρdx+
ξ1
2

l∫
0

(
|η(x, 1, t)|2 − |η(x, 0, t)|2

)
dx = 0.

Usando (3.4), concluı́mos que

τξ1
2

d

dt

l∫
0

1∫
0

|η|2dρdx− ξ1
2

l∫
0

|zt|2dx+
ξ1
2

l∫
0

|η(x, 1, t)|2dx = 0. (3.21)

Adicionando as equações (3.19), (3.20) e (3.21) temos

ρz
2

d

dt

l∫
0

|zt|2dx+
ρu
2

d

dt

l∫
0

|ut|2dx+
a1
2

d

dt

l∫
0

|zx|2dx+ a2
d

dt

l∫
0

zxuxdx+
a3
2

d

dt

l∫
0

|ux|2dx

+
τξ1
2

d

dt

l∫
0

1∫
0

|η|2dρdx+
ξ1
2

l∫
0

|zt|2dx+
ξ1
2

l∫
0

|η(x, 1, t)|2dx+ ξ2

l∫
0

η(x, 1, t)ztdx = 0.

Após adicionarmos e subtrairmos o termo a22
2a3

d
dt

∫ l
0
|zx|2dx, obtemos

ρz
2

d

dt

l∫
0

|zt|2dx+
ρu
2

d

dt

l∫
0

|ut|2dx+
1

2

(
a1 − a22/a3

) d
dt

l∫
0

|zx|2dx

+
1

2

d

dt

l∫
0

∣∣∣∣ a2√a3ux +
√
a3zx

∣∣∣∣2dx+
τξ1
2

d

dt

l∫
0

1∫
0

|η|2dρdx = −ξ1
2

l∫
0

|η(x, 1, t)|2dx

−ξ2

l∫
0

η(x, 1, t)ztdx−
ξ1
2

l∫
0

|zt|2dx. (3.22)

Finalmente, usando a desigualdade de Young temos

d

dt
E(t) ≤ −γ

2

l∫
0

(
|zt|2 + |η(x, 1, t)|2

)
dx (3.23)
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onde E(t) é definida em (3.9) e γ := ξ1 − |ξ2| > 0, desde que |ξ2| < ξ1. �

3.2.1 Decaimento exponencial

Aqui, provamos que a energia total do sistema (3.6) decai exponencialmente para zero com o

tempo t tendendo ao infinito. Mais precisamente, provamos o seguinte teorema:

Teorema 3.4. Assuma que |ξ2| < ξ1. Então, a energia E(t) do sistema (3.6) satisfazendo a

relação (1.11), decai exponencialmente para zero com t → ∞. Isto é, existem constantes

positivas M e ω, independentes dos dados iniciais, tais que

E(t) ≤ME(0)e−ωt, ∀ t ≥ 0. (3.24)

Para provar o Teorema 3.4, construı́mos alguns lemas técnicos usando o método dos mul-

tiplicadores. A seguir, definimos os funcionais W(t), Q(t), V(t) e J (t) e provamos algumas

estimativas.

Definimos

W(t) := ρz

l∫
0

ztz dx−
a2
a3
ρu

l∫
0

utzdx+
ξ1
2

l∫
0

|z|2 dx. (3.25)

Lema 3.5. Seja (z, u, η) a solução do sistema (3.6) satisfazendo a relação (1.11). Então o

funcionalW(t) satisfaz a seguinte estimativa

d

dt
W(t) ≤ −1

2

(
a1 − a22/a3

) L∫
0

|zx|2dx+

(
ρz +

a22ρ
2
u

4εa23

) L∫
0

|zt|2 dx+ ε

L∫
0

|ut|2dx

+
ξ22cp

2
(
a1 − a22/a3

) L∫
0

|η(x, 1, t)|2dx, ∀ε > 0, (3.26)

onde cp > 0 é a constante de Poincaré.
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Prova. Multiplicando a equação (3.6)1 por z e integrando por parte em [0, l] temos

ρz

l∫
0

zttz dx+
(
a1 − a22/a3

) l∫
0

|zx|2dx−
a2√
a3

l∫
0

(
a2√
a3
zxx +

√
a3uxx

)
zdx

+
ξ1
2

d

dt

l∫
0

|z|2 dx+ ξ2

l∫
0

η(x, 1, t)zdx = 0. (3.27)

Usando a identidade zttz = ∂
∂t

(ztz)− |zt|2 obtemos

d

dt

(
ρz

l∫
0

ztz dx+
ξ1
2

l∫
0

|z|2 dx
)
− ρz

l∫
0

|zt|2 dx+
(
a1 − a22/a3

) l∫
0

|zx|2dx

− a2√
a3

l∫
0

(
a2√
a3
zxx +

√
a3uxx

)
zdx+ ξ2

l∫
0

η(x, 1, t)z dx = 0. (3.28)

Segue da equação (3.6)2 que
(
a2√
a3
zxx +

√
a3uxx

)
=
(
ρu/
√
a3
)
utt. Usando em (3.28) obtemos

d

dt

(
ρz

l∫
0

ztz dx+
ξ1
2

l∫
0

|z|2 dx
)
− ρz

l∫
0

|zt|2 dx+
(
a1 − a22/a3

) l∫
0

|zx|2dx

−a2
a3
ρu

l∫
0

uttzdx+ ξ2

l∫
0

η(x, 1, t)z dx = 0. (3.29)

Agora, levando em consideração a identidade uttz = ∂
∂t

(utz)− utzt temos

d

dt

(
ρz

l∫
0

ztz dx+
ξ1
2

l∫
0

|z|2 dx− a2
a3
ρu

l∫
0

utzdx

)
− ρz

l∫
0

|zt|2 dx

+
(
a1 − a22/a3

) l∫
0

|zx|2dx+
a2
a3
ρu

l∫
0

utztdx+ ξ2

l∫
0

η(x, 1, t)z dx = 0. (3.30)
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Finalmente, usando as desigualdades de Young e Poincaré obtemos

d

dt

(
ρz

L∫
0

ztz dx+
ξ1
2

L∫
0

|z|2 dx− a2
a3
ρu

L∫
0

utzdx

)
≤ −1

2

(
a1 − a22/a3

) L∫
0

|zx|2dx

+

(
ρz +

a22ρ
2
u

4εa23

) L∫
0

|zt|2 dx+ ε

L∫
0

|ut|2dx+
ξ22cp

2
(
a1 − a22/a3

) L∫
0

|η(x, 1, t)|2dx. (3.31)

Isto conclui o resultado. �

Definimos

Q(t) := a2ρz

l∫
0

zt

(
a2√
a3
z +
√
a3u

)
dx− a22ρu

a3

l∫
0

ut

(
a2√
a3
z +
√
a3u

)
dx

+
ξ1a

2
2

2
√
a3

l∫
0

|z|2dx+ a2ξ1
√
a3

l∫
0

zu dx. (3.32)

Lema 3.6. Seja (z, u, η) a solução do sistema (3.6). Então, o funcionalQ(t) satisfaz a seguinte

estimativa

d

dt
Q(t) ≤ − a22ρu

2
√
a3

L∫
0

|ut|2dx+ C1

L∫
0

|zt|2dx+ Cε

L∫
0

|zx|2dx+
a22ξ

2
2

4ε

L∫
0

|η(x, 1, t)|2dx

+C2ε

L∫
0

∣∣∣∣ a2√a3 zx +
√
a3ux

∣∣∣∣2dx, ∀ ε > 0, (3.33)

onde C1, C2, Cε são constantes positivas e cp > 0 é a constante de Poincaré.
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Prova. Multiplicando a equação (3.6)1 por a2
(

a2√
a3
z+
√
a3u
)

e integrando por partes no inter-

valo [0, l], temos

a2ρz

l∫
0

ztt

(
a2√
a3
z +
√
a3u

)
dx+ a2

l∫
0

(
a1 − a22/a3

)
zx

(
a2√
a3
zx +

√
a3ux

)
dx

− a22√
a3

l∫
0

(
a2√
a3
zxx +

√
a3uxx

)(
a2√
a3
z +
√
a3u

)
dx+ a2ξ1

l∫
0

zt

(
a2√
a3
z +
√
a3u

)
dx

+a2ξ2

l∫
0

η(x, 1, t)

(
a2√
a3
z +
√
a3u

)
dx = 0. (3.34)

Agora, levando em consideração a identidade
(

a2√
a3
zxx +

√
a3uxx

)
= (ρu/

√
a3)utt temos

a2ρz

l∫
0

ztt

(
a2√
a3
z +
√
a3u

)
dx+ a2

(
a1 − a22/a3

) l∫
0

zx

(
a2√
a3
zx +

√
a3ux

)
dx

−a
2
2ρu
a3

l∫
0

utt

(
a2√
a3
z +
√
a3u

)
dx+ a2ξ1

l∫
0

zt

(
a2√
a3
z +
√
a3u

)
dx

+a2ξ2

l∫
0

η(x, 1, t)

(
a2√
a3
z +
√
a3u

)
dx = 0. (3.35)

Usando as identidades

ztt

(
a2√
a3
z +
√
a3u

)
=

∂

∂t

[
zt

(
a2√
a3
z +
√
a3u

)]
− zt

(
a2√
a3
zt +
√
a3ut

)
, (3.36)

utt

(
a2√
a3
z +
√
a3u

)
=

∂

∂t

[
ut

(
a2√
a3
z +
√
a3u

)]
− ut

(
a2√
a3
zt +
√
a3ut

)
, (3.37)
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obtemos a seguinte equação

d

dt

[
ρza2

L∫
0

zt

(
a2√
a3
z +
√
a3u

)
dx− a22ρu

a3

L∫
0

ut

(
a2√
a3
z +
√
a3u

)
dx+

ξ1a
2
2

2
√
a3

L∫
0

|z|2dx

]

−ρza2

L∫
0

zt

(
a2√
a3
zt +
√
a3ut

)
dx+ a2

(
a1 − a22/a3

) L∫
0

zx

(
a2√
a3
zx +

√
a3ux

)
dx

+ξ1a2
√
a3

L∫
0

ztudx+
a22ρu
a3

L∫
0

ut

(
a2√
a3
zt +
√
a3ut

)
dx

+ξ2a2

L∫
0

η(x, 1, t)

(
a2√
a3
z +
√
a3u

)
dx = 0. (3.38)

Finalmente, tendo em mente a identidade ztu = ∂
∂t

(zu) − zut e usando as desigualdades de

Young e Poincaré obtemos

d

dt
Q(t) ≤ − a22ρu

2
√
a3

L∫
0

|ut|2dx+

(
a22ρz√
a3

+
3a3
√
a3ρ

2
z

2ρu
+

3
√
a3a

4
2ρu

2a33

) L∫
0

|zt|2dx

+

(
a22|a1 − a22/a3|2

4ε
+

3ξ21a3
√
a3cp

2ρu

) L∫
0

|zx|2dx+
a22ξ

2
2

4ε

L∫
0

|η(x, 1, t)|2dx

+(1 + cp)ε

L∫
0

∣∣∣∣ a2√a3 zx +
√
a3ux

∣∣∣∣2dx. (3.39)

�

Definimos

V(t) := ρz

l∫
0

ztz dx+
ξ1
2

l∫
0

|z|2 dx+ ρu

l∫
0

utu dx. (3.40)
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Lema 3.7. Seja (z, u, η) a solução do sistema (3.6) satisfazendo a relação (1.11). Então o

funcional V(t) satisfaz a seguinte estimativa

d

dt
V(t) ≤ ρz

l∫
0

|zt|2 dx+ ρu

l∫
0

|ut|2dx−
1

2

(
a1 − a22/a3

) l∫
0

|zx|2dx

−
l∫

0

∣∣∣∣ a2√a3 zx +
√
a3ux

∣∣∣∣2dx+
ξ22cp

2
(
a1 − a22/a3

) l∫
0

|η(x, 1, t)|2dx, (3.41)

onde cp > 0 é a constante de Poincaré.

Prova. De (3.28) temos

d

dt

(
ρz

l∫
0

ztz dx+
ξ1
2

l∫
0

|z|2 dx
)

= ρz

l∫
0

|zt|2 dx−
(
a1 − a22/a3

) l∫
0

|zx|2dx

− a2√
a3

l∫
0

(
a2√
a3
zx +

√
a3ux

)
zxdx− ξ2

l∫
0

η(x, 1, t)z dx. (3.42)

Multiplicando a equação (3.6)2 por u e integrando por partes no intervalo [0, l] temos

d

dt

(
ρu

l∫
0

utu dx

)
= ρu

l∫
0

|ut|2dx−
√
a3

(
a2√
a3
zx +

√
a3ux

)
ux. (3.43)

Somando as equações (3.42), (3.43) e usando as desigualdades de Young e Poincaré obtemos

d

dt

(
ρz

l∫
0

ztz dx+
ξ1
2

l∫
0

|z|2 dx+ ρu

l∫
0

utu dx

)
= ρz

l∫
0

|zt|2 dx+ ρu

l∫
0

|ut|2dx

−1

2

(
a1 − a22/a3

) l∫
0

|zx|2dx−
l∫

0

∣∣∣∣ a2√a3 zx +
√
a3ux

∣∣∣∣2dx
+

ξ22cp

2
(
a1 − a22/a3

) l∫
0

|η(x, 1, t)|2dx. (3.44)
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Isto conclui a prova. �

Finalmente, definimos

J (t) :=

l∫
0

1∫
0

e−2τρ|η|2dρ dx. (3.45)

Lema 3.8. Seja (z, u, η) a solução do sistema (3.6). Então o funcional J (t) satisfaz a seguinte

identidade

d

dt
J (t) = −2J (t)− e−2τ

τ

l∫
0

|η(x, 1, t)|2dx+
1

τ

l∫
0

|zt|2dx. (3.46)

Prova. A prova é bem simples. Derivando o funcional J (t) obtemos

d

dt
J (t) = 2

l∫
0

1∫
0

e−2τρηηtdρ dx.

Usando a equação (3.6)3 temos

d

dt
J (t) = −1

τ

l∫
0

1∫
0

e−2τρ
∂

∂ρ
|η|2dρ dx.

A conclusão segue da integração por partes em [0, 1]. Isto conclui a prova. �

3.2.2 Prova do Teorema 3.4

Aqui provamos o Teorema 3.4 que trata do decaimento exponencial do sistema (3.6). Para isso,

definimos o funcional de Lyapunov L(t) da seguinte forma:

L(t) := N1E(t) +N2W(t) +N3Q(t) + 2V(t) +
τξ1
2
J (t), ∀ t ≥ 0, (3.47)
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onde Ni (i = 1, 2, 3) são constantes positivas definidas posteriormente. Os funcionaisW , Q, V

e J satisfazem os Lemas 3.5, 3.6, 3.7 e 3.8, respectivamente. Primeiramente, provamos que os

funcionais L(t) e E(t) são equivalentes, i.e., existem constantes positivas K1 e K2 tais que

K1E(t) ≤ L(t) ≤ K2E(t), ∀ t ≥ 0. (3.48)

De fato, segue da definição de L(t) que

|L(t)−N1E(t)| ≤ N2|W(t)|+N3|Q(t)|+ 2|V(t)|+ τξ1
2
|J (t)|. (3.49)

Usando as desigualdades de Young e Poincaré, existe uma constante K > 0 tal que

|L(t)−N1E(t)| ≤ KE(t) ⇐⇒ (N1 −K)E(t) ≤ L(t) ≤ (N1 +K)E(t), ∀ t ≥ 0. (3.50)

Tomando N1 > K, definimos K1 := N1 − K e K2 := N1 + K e portanto, concluı́mos a

afirmação (3.48). Agora estamos em condição de provar o Teorema 3.4.

Derivando o funcional L(t) e usando os lemas construı́dos à priori, temos

d

dt
L(t) ≤ −

(
N1γ

2
−N2

(
ρz + a22ρ

2
u/4εa

2
3

)
−N3C1 − 2ρz − ξ1/2

) L∫
0

|zt|2dx

−
(
N3

a22ρu
2
√
a3
−N2ε− 2ρu

) L∫
0

|ut|2dx

−
(

(N2 + 2)
(
a1 − a22/a3

)
− 2N3Cε

)
1

2

L∫
0

|zx|2dx

−
(

2−N3C2ε
) L∫

0

∣∣∣∣ a2√a3 zx +
√
a3ux

∣∣∣∣2dx− τξ1e−2τ
L∫

0

1∫
0

|η|2dρ dx

−
(
N1γ

2
+
ξ1e
−2τ

2
− ξ22cp
a1 − a22/a3

− N2ξ
2
2cp

2
(
a1 − a22/a3

) − a22ξ
2
2

4ε
N3

) L∫
0

|η(x, 1, t)|2dx.
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Escolhendo apropriadamente as constantes, i.e.,

ε := 3/2N3C2 e ε := ρuN3a
2
2/4
√
a3N2, (3.51)

obtemos

d

dt
L(t) ≤ −

(
N1γ

2
−N2

(
ρz + a22ρ

2
u/4εa

2
3

)
−N3C1 − 2ρz − ξ1/2

) L∫
0

|zt|2dx

−
(
N3

a22
2
√
a3
− 4

)
ρu
2

L∫
0

|ut|2dx−
(

(N2 + 2)
(
a1 − a22/a3

)
− 2N3Cε

)
1

2

L∫
0

|zx|2dx

−1

2

L∫
0

∣∣∣∣ a2√a3 zx +
√
a3ux

∣∣∣∣2dx− τξ1e−2τ
L∫

0

1∫
0

|η|2dρ dx

−
(
N1γ

2
+
ξ1e
−2τ

2
− ξ22cp
a1 − a22/a3

− N2ξ
2
2cp

2
(
a1 − a22/a3

) − a22ξ
2
2

4ε
N3

) L∫
0

|η(x, 1, t)|2dx.

Agora escolhemos N3 > 8
√
a3/a

2
2, N2 > 2N3Cε

/(
a1 − a22/a3

)
e N1 suficientemente grande

tal que N1 > K (ver (3.50)) e

N1 > max

{
2

γ

[
N2

(
ρz + ρu

√
a3N2/a

2
3N3

)
+N3C1 + 2ρz + ξ1/2

]
,

2

γ

[
N2ξ

2
2cp

2
(
a1 − a22/a3

) +
ξ22cp

a1 − a22/a3
+
a22ξ

2
2N

2
3C2

6

]}
. (3.52)

Em seguida, definimos

ζ1 :=
N1γ

2
−N2

(
ρz + a22ρ

2
u/4εa

2
3

)
−N3C1 − 2ρz − ξ1/2 > 0,

ζ3 := (N2 + 2)
(
a1 − a22/a3

)
− 2N3Cε > 0, ζ2 := N3

a22
2
√
a3
− 4 > 0,

ζ4 :=
N1γ

2
+
ξ1e
−2τ

2
− ξ22cp
a1 − a22/a3

− N2ξ
2
2cp

2
(
a1 − a22/a3

) − a22ξ
2
2

4ε
N3 > 0. (3.53)
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Consequentemente,

d

dt
L(t) ≤ −ζ1

L∫
0

|zt|2dx− ζ2
ρu
2

L∫
0

|ut|2dx− ζ3

L∫
0

|zx|2dx

−1

2

L∫
0

∣∣∣∣ a2√a3 zx +
√
a3ux

∣∣∣∣2dx− ζ4
L∫

0

|η(x, 1, t)|2dx. (3.54)

Agora podemos concluir que existe uma constante positiva

N0 := min
{

1, 2ζ1/ρz, ζ2, 2ζ3/
(
a1 − a22/a3

)
, 2e−2τ

}
> 0,

tal que

d

dt
L(t) ≤ −N0E(t), ∀ t ≥ 0,

onde E(t) é dado em (3.9). Além disso, devido a equivalência entre L(t) and E(t) obtemos que

E(t) ≤ME(0)e−ωt, ∀ t ≥ 0, (3.55)

onde M := K2/K1 ≥ 1 e ω := N0/K2.
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CAPÍTULO 4

Estabilização geral para o sistema com amortecimento não

linear

Neste capı́tulo, estudamos a estabilização geral do problema de dilatação de solos elásticos

porosos com amortecimento não linear dado por

ρzztt − a1zxx − a2uxx = 0 em (0, l)× (0,∞),

ρuutt − a3uxx − a2zxx + γ(t)g(ut) = 0 em (0, l)× (0,∞),

(4.1)

com condições de contorno

z(0, t) = zx(L, t) = u(0, t) = ux(L, t) = 0, t ≥ 0, (4.2)

e condições iniciais

z(x, 0) = z0(x), zt(x, 0) = z1(x), u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ (0, l). (4.3)

59
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Para a obtenção dos resultados, precisamos levar em consideração as seguintes hipóteses

adicionais.

Hipótese 4.1. Assumimos que g : IR → IR é uma função contı́nua e crescente. Além disso,

existem k1, k2, s0 > 0 e uma função estritamente crescente ϕ ∈ C1([0,∞)) com ϕ(0) = 0, e ϕ

sendo uma função C2 linear ou estritamente convexa em (0, s0] tal que

(i) s2 + g2(s) ≤ ϕ−1
(
sg(s)

)
∀ |s| ≤ s0 e k1|s| ≤ |g(s)| ≤ k2|s|, ∀ |s| ≥ s0;

(ii) γ : [0,∞)→ [0,∞) é uma função diferenciável não crescente.

Observação 4.2. Observe que (i) implica que sg(s) > 0 para todo s 6= 0.

4.1 Resultado de estabilidade geral

Nesta seção, provamos a estabilidade geral do sistema (4.1)–(4.3) usando o método da energia.

Desde que a energia seja dissipativa, construı́mos um funcional Lyapunov L(t) usando técnicas

multiplicativas.

A proposição seguinte trata da lei de dissipação de energia.

Proposição 4.3. A energia total associada ao sistema (4.1)–(4.3) é dada por

E(t) :=
ρz
2

l∫
0

|zt|2dx+
ρu
2

l∫
0

|ut|2dx+
a1
2

l∫
0

|zx|2dx+
a3
2

l∫
0

|ux|2dx+ a2

l∫
0

uxzxdx,

e satisfaz a lei da dissipação

d

dt
E(t) = −γ(t)

l∫
0

utg(ut)dx, ∀t ≥ 0. (4.4)

Prova. Multiplicando a equação (4.1)1 por zt e integrando por partes em [0, l], temos

d

dt

ρz
2

l∫
0

|zt|2dx+
d

dt

a1
2

l∫
0

|zx|2dx+ a2

l∫
0

uxztxdx = 0. (4.5)
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De modo análogo, multiplicando a equação (4.1)2 por ut temos

d

dt

ρu
2

l∫
0

|ut|2dx+
d

dt

a3
2

l∫
0

|ux|2dx+ a2

l∫
0

zxutxdx+ γ(t)

l∫
0

utg(ut)dx = 0. (4.6)

Adicionando as equações (4.5) e (4.6) obtemos

d

dt

1

2

l∫
0

(
ρz|zt|2 + ρu|ut|2 + a1|zx|2 + a3|ux|2 + 2a2uxzx

)
dx = −γ(t)

l∫
0

utg(ut)dx. (4.7)

Consequentemente,

d

dt
E(t) = −γ(t)

l∫
0

utg(ut)dx ≤ 0, ∀ t ≥ 0. (4.8)

Isto conclui a prova. �

Observação 4.4. Enfatizamos que a relação (1.11) é fundamental para garantir a positividade

da energia, i.e.,

E(t) =
ρz
2

l∫
0

|zt|2dx+
ρu
2

l∫
0

|ut|2dx+
1

2

(
a3 − a22/a1

) l∫
0

|ux|2dx+
1

2

l∫
0

∣∣∣∣∣ a2√a1ux +
√
a1zx

∣∣∣∣∣
2

dx.

4.1.1 Alguns resultados auxiliares

Os resultados seguintes são essenciais para provar a estabilidade geral do sistema (4.1)–(4.3).

Lema 4.5. Seja (z, u) a solução do sistema (4.1)–(4.3). Então, o funcional

F(t) := ρu

l∫
0

utudx−
a2ρz
a1

l∫
0

ztudx, (4.9)
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satisfaz a seguinte estimativa

d

dt
F(t) ≤ −1

2

(
a3 − a22/a1

) l∫
0

|ux|2dx+ ε
a2ρz
a1

l∫
0

|zt|2dx

+cε

l∫
0

|ut|2dx+ c

l∫
0

|g(ut)|2dx, ∀ε > 0. (4.10)

Prova. Multiplicando a equação (4.1)2 por u e integrando por partes em [0, l] temos

d

dt
ρu

l∫
0

utudx− ρu

l∫
0

|ut|2dx+ a3

l∫
0

|ux|2dx− a2

l∫
0

zxxudx

+γ(t)

l∫
0

g(ut)udx = 0. (4.11)

De modo análogo, multiplicando a equação (4.1)1 por (a2/a1)u temos

− d

dt

a2ρz
a1

l∫
0

ztudx+
a2ρz
a1

l∫
0

ztutdx−
a22
a1

l∫
0

|ux|2dx+ a2

l∫
0

zxxudx = 0. (4.12)

Adicionando as equações (4.11) e (4.12), obtemos

d

dt

(
ρu

l∫
0

utudx−
a2ρz
a1

l∫
0

ztudx

)
= ρu

l∫
0

|ut|2dx−
(
a3 − a22/a1

) l∫
0

|ux|2dx

−a2ρz
a1

l∫
0

ztutdx− γ(t)

l∫
0

g(ut)udx. (4.13)

Noé, A. S. PDM - UFPA



Capı́tulo 4. Estabilização geral para o sistema com amortecimento não linear 63

Consequentemente,

d

dt
F(t) = ρu

l∫
0

|ut|2dx−
(
a3 − a22/a1

) l∫
0

|ux|2dx−
a2ρz
a1

l∫
0

ztutdx

−γ(t)

l∫
0

g(ut)udx. (4.14)

Usando as desigualdades de Young e Poincaré na equação acima obtemos

d

dt
F(t) ≤ a2ρz

a1
ε

l∫
0

|zt|2dx+ cε

l∫
0

|ut|2dx−
1

2

(
a3 − a22/a1

) l∫
0

|ux|2dx+ c

l∫
0

|g(ut)|2dx,

onde c > 0 é uma constante. �

Lema 4.6. Seja (z, u) a solução do sistema (4.1)–(4.3). Então o funcional

G(t) := a2

l∫
0

utzdx− a2

l∫
0

ztu dx, (4.15)

satisfaz a seguinte estimativa

d

dt
G(t) ≤ − a22

2ρu

l∫
0

|zx|2dx+
a22
ρz

l∫
0

|ux|2 dx+ c

l∫
0

|g(ut)|2dx. (4.16)

Prova. Multiplicando a equação (4.1)1 por −(a2/ρz)u e integrando em [0, l] temos

−a2

l∫
0

zttudx+
a1a2
ρz

l∫
0

zxxudx+
a22
ρz

l∫
0

uxxudx = 0. (4.17)

Usando a identidade zttu = ∂
∂t

(ztu)− ztut obtemos

−a2
d

dt

l∫
0

ztu dx+ a2

l∫
0

ztut dx−
a1a2
ρz

l∫
0

zxux dx−
a22
ρz

l∫
0

|ux|2 dx = 0. (4.18)
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Por outro lado, multiplicando a equação (4.1)2 por (a2/ρu)z temos

a2
d

dt

l∫
0

utzdx− a2

l∫
0

utztdx+
a2a3
ρu

l∫
0

uxzxdx+
a22
ρu

l∫
0

|zx|2dx

+
a2γ(t)

ρu

l∫
0

g(ut)zdx = 0. (4.19)

Adicionando as equações (4.18) e (4.19), obtemos

d

dt

(
a2

l∫
0

utzdx− a2

l∫
0

ztu dx

)
= a2

(
a1
ρz
− a3
ρu

) l∫
0

zxux dx+
a22
ρz

l∫
0

|ux|2 dx

−a
2
2

ρu

l∫
0

|zx|2dx−
a2γ(t)

ρu

l∫
0

g(ut)z dx. (4.20)

Usando as desigualdades de Young e de Poincaré, e considerando que a relação a1/ρz = a3/ρu

obtemos o resultado

d

dt
G(t) ≤ − a22

2ρu

l∫
0

|zx|2dx+
a22
ρz

l∫
0

|ux|2 dx+ c

l∫
0

|g(ut)|2dx. (4.21)

�

Lema 4.7. Seja (z, u) a solução do sistema (4.1)–(4.3). Então o funcional

H(t) := −ρz

l∫
0

ztzdx, (4.22)

satisfaz a seguinte estimativa

d

dt
H(t) ≤ −ρz

l∫
0

|zt|2dx+
3a1
2

l∫
0

|zx|2dx+ c

l∫
0

|ux|2dx. (4.23)
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Prova. Multiplicando a equação (4.1)1 por z e integrando por partes em [0, l] obtemos

ρz

l∫
0

zttzdx− a1

l∫
0

zxxzdx− a2

l∫
0

uxxzdx = 0. (4.24)

Em seguida, usamos a identidade zttz = ∂
∂t
ztz − |zt|2 ficamos com

− d

dt
ρz

l∫
0

ztzdx = −ρz

l∫
0

|zt|2dx+ a1

l∫
0

|zx|2dx+ a2

l∫
0

uxzxdx. (4.25)

A estimativa (4.23) segue facilmente usando a desigualdade de Young. �

Agora estamos em condições de provar o seguinte teorema:

Teorema 4.8. Suponha que 4.1 seja válida. Então, para qualquer solução (z, u) do sistema

(4.1)–(4.3) satisfazendo a relação (1.11), existem constantes N0, K1, K2, c > 0 independente-

mente das condições iniciais, de modo que o funcional de Lyapunov

L(t) := N1E(t) +N2F(t) +N3G(t) +H(t), (4.26)

satisfaz

c1E(t) ≤ L(t) ≤ c2E(t), t ≥ 0. (4.27)

Além disso,

d

dt
L(t) ≤ −N0E(t) + c

l∫
0

(
|ut|2 + |g(ut)|2

)
dx, ∀t ≥ 0. (4.28)
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Prova. A fim de provarmos a equivalência, escrevemos

|L(t)−N1E(t)| ≤ N2ρu

l∫
0

|utu| dx+
N2|a2|ρz

a1

l∫
0

|ztz| dx+N3|a2|
l∫

0

|utz|dx

+N3|a2|
l∫

0

|ztu| dx+ ρz

l∫
0

|ztz|dx. (4.29)

Usando a desigualdade de Young e de Poincaré, concluı́mos que existe c > 0 tal que

|L(t)−N1E(t)| ≤ cE(t), ∀ t ≥ 0. (4.30)

Consequentemente,

(N1 − c)E(t) ≤ L(t) ≤ (N1 + c)E(t), ∀ t ≥ 0. (4.31)

Portanto, escolhendo N1 suficientemente grande, obtemos (4.27).

Por outro lado, segue de (4.4) e dos Lemas 4.5, 4.6 e 4.7 que

d

dt
L(t) ≤ −

(
2− 2εN2

ρz

)
ρz
2

l∫
0

|zt|2dx−
(
a22N3

a1ρu
− 3

)
a1
2

l∫
0

|zx|2dx

−1

2

(
N2

(
a3 − a22/a1

)
− 2a22N3

ρz
− 2c

) l∫
0

|ux|2dx

+c

l∫
0

(
|ut|2 + |g(ut)|2

)
dx. (4.32)

Escolhendo adequadamente a constante

ε :=
ρz

2N2

, (4.33)

Noé, A. S. PDM - UFPA



Capı́tulo 4. Estabilização geral para o sistema com amortecimento não linear 67

obtemos

d

dt
L(t) ≤ −ρz

2

l∫
0

|zt|2dx−
(
a22N3

a1ρu
− 3

)
a1
2

l∫
0

|zx|2dx

−

[
N2

a3

(
a3 − a22/a1

)
− 2a22N3

a3ρz
− 2c

a3

]
a3
2

l∫
0

|ux|2dx

+c

l∫
0

(
|ut|2 + |g(ut)|2

)
dx. (4.34)

Agora escolhemosN3 > 3a1ρu/a
2
2. ComoN3 está fixo, escolhemosN2 suficientemente grande,

i.e.,

N2 >

(
2a22N3

ρz
+ 2c

)/(
a3 − a22/a1

)
com a22 < a1a3. (4.35)

Com isso, garantimos que

ξ1 :=
a22N3

a1ρu
− 3 > 0 e ξ2 :=

N2

a3

(
a3 − a22/a1

)
− 2a22N3

a3ρz
− 2c

a3
> 0. (4.36)

Assim, podemos concluir que existe uma constante N0 := min
{

1, ξ1, ξ2

}
> 0 tal que

d

dt
L(t) ≤ −N0E(t) + c

l∫
0

(
|ut|2 + |g(ut)|2

)
dx, ∀ t ≥ 0. (4.37)

Isto conclui a prova. �

4.1.2 Estabilidade geral

Aqui, provamos o principal resultado deste capı́tulo, que trata da estabilidade geral do sistema

(4.1)–(4.3).
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Teorema 4.9. Suponha que a Hipótese 4.1 é válida. Então, existem constantes β1, β2 > 0 e

β3 ≥ 0 de modo que a solução (z, u) do sistema (4.1)–(4.3) satisfaz

E(t) ≤ β1ϕ
−1
1

β2 t∫
0

γ(r)dr + β3

 , ∀t ≥ 0, (4.38)

onde

ϕ1(t) =

1∫
t

1

ϕ0(s)
ds com ϕ0(t) = tϕ′(εt). (4.39)

Observação 4.10. A função ϕ1 é estritamente decrescente e convexa em (0, 1] e lim
t→0+

ϕ1(t) =

∞.

Prova. Multiplicando a estimativa (4.28) por γ(t) e usando os itens (i) e (ii) da Hipótese 4.1

obtemos

γ(t)
d

dt
L(t) ≤ −N0γ(t)E(t) + cγ(t)

l∫
0

(
u2t + g2(ut)

)
dx, ∀t ≥ 0. (4.40)

A partir daqui, consideramos dois casos separadamente.

Caso 1. A função ϕ é linear em [0, s0]. Usando (4.4) e (4.40) temos que

γ(t)
d

dt
L(t) ≤ −N0γ(t)E(t) + cγ(t)

l∫
0

utg(ut) dx = −N0γ(t)E(t)− c d
dt
E(t). (4.41)

Note que γ(t)L′(t) = (γ(t)L(t))′ − γ′(t)L(t). Portanto

d

dt

(
γ(t)L(t) + cE(t)

)
− dγ(t)

dt
L(t) ≤ −N0γ(t)E(t). (4.42)

Usando o item (ii) da Hipótese 4.1 obtemos

d

dt

(
γ(t)L(t) + cE(t)

)
+N0γ(t)E(t) ≤ 0. (4.43)
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Aqui, usamos (4.27) e definimos

Ψ(t) := γ(t)L(t) + cE(t) ∼ E(t). (4.44)

Consequentemente, usando (4.43) e (4.44) existe κ > 0 tal que

d

dt
Ψ(t) + κγ(t)Ψ(t) ≤ 0. (4.45)

Portanto, combinando (4.44) e (4.45), temos

dE(τ)

dτ
≤ −κγ(τ)E(τ) ⇒

t∫
0

1

E(τ)
dE(τ) ≤ −κ

t∫
0

γ(τ)dτ.

⇒ ln

(
E(t)

E(0)

)
≤ −κ

t∫
0

γ(τ)dτ

⇒ E(t) ≤ E(0)e−κ
∫ t
0 γ(τ) dτ .

Sendo ϕ linear, então ϕ(s) = s, ∀s ∈ [0, s0]. Logo ϕ′(s) = 1 e assim ϕ′(ε0t) = 1. Desta forma

ϕ0(t) = tϕ′(ε0t) = t e consequentemente,

ϕ1(t) =

1∫
t

1

ϕ0(s)
ds = −

t∫
1

1

s
ds = − ln t.

Portanto, a sua inversa é ϕ−11 (t) = e−t e concluı́mos que

E(t) ≤ E(0)e−κ
∫ t
0 γ(τ) ds = E(0)ϕ−11

(
κ

t∫
0

γ(r)dr

)
. (4.46)

Caso 2. A função ϕ é não linear em [0, s0]. Seja s1 ∈ (0, s0] tal que

sg(s) ≤ min{s0, ϕ(s0)}, ∀|s| ≥ s0. (4.47)
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Definimos os conjuntos

A := {x ∈ (0, l) : |ut| ≤ s1} e B := {x ∈ (0, l) : |ut| > s1}. (4.48)

Da Hipótese 4.1, podemos verificar o seguinte

s2 + g2(s) ≤ ϕ−1(sg(s)) ∀ |s| ≤ s1 e k1|s| ≤ |g(s)| ≤ k2|s|, ∀ |s| ≥ s1. (4.49)

Usando (4.4), (4.49), o fato de ϕ−1 ser côncava e a desigualdade de Jensen, obtemos

γ(t)

l∫
0

(u2t + g2(ut))dx = γ(t)

∫
A

(u2t + g2(ut))dx+ γ(t)

∫
B

(u2t + g2(ut))dx

≤ γ(t)

∫
A

ϕ−1(g(ut)ut) dx+ cγ(t)

∫
B

utg(ut) dx

≤ cγ(t)ϕ−1

∫
A

g(ut)ut dx

− c d
dt
E(t). (4.50)

Substituindo a última estimativa em (4.40), usando (4.44) e a Hipótese 4.1, obtemos

d

dt
Ψ(t) ≤ −N0γ(t)E(t) + cγ(t)ϕ−1

∫
A

g(ut)ut dx

 . (4.51)

Para ε < s0 e δ > 0, definimos o funcional

Ψ1(t) := ϕ′
(
ε
E(t)

E(0)

)
Ψ(t) + δE(t). (4.52)

Pela desigualdade (4.51) e a hipótese sobre ϕ, verificarmos que existe β1, β2 > 0, tal que

β1Ψ1(t) ≤ E(t) ≤ β2Ψ1(t), ∀t ≥ 0. (4.53)
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Consequentemente,

Ψ′1(t) = ε
E ′(t)

E(0)
ϕ′′
(
ε
E(t)

E(0)

)
Ψ(t) + ϕ′

(
ε
E(t)

E(0)

)
Ψ′(t) + δE ′(t)

≤ −N0γ(t)E(t)ϕ′
(
ε
E(t)

E(0)

)
+ cγ(t)ϕ−1

∫
A

g(ut)ut dx

ϕ′
(
ε
E(t)

E(0)

)
+δE ′(t). (4.54)

Definimos ϕ∗ sendo o conjugado convexo de ϕ, i.e.,

ϕ∗(s) = s(ϕ′)−1(s)− ϕ
(

(ϕ′)−1(s)
)
, s ∈

(
0, ϕ′(s0)

]
, (4.55)

satisfazendo a seguinte desigualdade geral de Young

PQ ≤ ϕ∗(P ) + ϕ(Q), (4.56)

com P ∈ (0, ϕ′(s0)] e Q ∈ (0, s0] onde P = ϕ′
(
εE(t)
E(0)

)
e Q = ϕ−1

(∫
A
g(ut)ut dx

)
. Por (4.47)

temos

cγ(t)ϕ′
(
ε
E(t)

E(0)

)
ϕ−1

∫
A

g(ut)ut dx

 ≤ cγ(t)ϕ∗
(
ϕ′
(
ε
E(t)

E(0)

))
+ cγ(t)

∫
A

g(ut)ut dx.

Em seguida, usamos (4.4) e a desigualdade ϕ∗(s) ≤ s(ϕ′)−1(s) para obter

cγ(t)ϕ′
(
ε
E(t)

E(0)

)
ϕ−1

∫
A

g(ut)ut dx

 ≤ cεγ(t)
E(t)

E(0)
ϕ′
(
ε
E(t)

E(0)

)
− cE ′(t). (4.57)

Usando a última estimativa em (4.54), concluı́mos que

Ψ′1(t) ≤ −
(
N0E(0)− cε

)
γ(t)

E(t)

E(0)
ϕ′
(
ε
E(t)

E(0)

)
+ (δ − c)E ′(t). (4.58)
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Escolhendo ε = N0E(0)
2c

, δ = 2c e usando o fato de que E ′(t) ≤ 0, (cf. (4.4)), temos

Ψ′1(t) ≤ −
N0E(0)

2
γ(t)

E(t)

E(0)
ϕ′
(
ε
E(t)

E(0)

)
= −ξγ(t)ϕ0

(
E(t)

E(0)

)
, (4.59)

onde ξ = N0E(0)
2

e ϕ0(t) = tϕ′(εt). Desde que

ϕ′0(t) = ϕ′(εt) + εtϕ′′(εt), (4.60)

usando a convexidade estrita de ϕ em (0, s0], concluimos que ϕ0(t), ϕ
′
0(t) > 0 para todo t ∈

(0, 1]. Agora definimos

Ψ(t) :=
β1Ψ1(t)

E(0)
. (4.61)

Então, por (4.53) concluı́mos que

Ψ(t) ≤ E(t)

E(0)
≤ 1. (4.62)

Usando (4.53) e (4.62) obtemos

Ψ(t) ∼ E(t) (4.63)

e

Ψ′(t) ≤ −β2γ(t)ϕ0(Ψ(t)), (4.64)

para algum β2 > 0 independente de t. Segue que

d

dt

(
ϕ1(Ψ(t))

)
≥ β2γ(t), (4.65)
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onde

ϕ1(t) =

1∫
t

1

ϕ0(s)
ds. (4.66)

Integrando (4.65) de 0 à t obtemos

Ψ(t) ≤ ϕ−11

β2 t∫
0

γ(r)dr + β3

 . (4.67)

para algum β3 > 0 independente de t, onde usamos a hipóteses sobre ϕ0, o fato de que ϕ1

ser estritamente decrescente em (0, 1]. Então, a afirmação (4.38) segue de (4.63) e (4.67). Isto

conclui a prova. �

4.1.2.1 Exemplos

Apresentamos nessa subseção alguns exemplos que ilustram o decaimento da taxa da energia

dada pelo teorema (4.9).

Exemplo 4.1. Assuma que o termo de amortecimento satisfaz

κ1 min{|s|, |s|q} ≤ |g(s)| ≤ κ2 max{|s|, |s|
1
q }, ∀s ∈ IR, (4.68)

para constantes κ1, κ2 > 0 e q ≥ 1. Temos

|s|
1
q ≤ |s| ≤ |s|q, ∀|s| ≥ 1. (4.69)

Portanto, de 4.68, temos

κ1|s| ≤ |g(s)| ≤ κ2|s|, ∀|s| ≥ 1. (4.70)
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Definimos

ϕ(s) = cs
q+1
2 . (4.71)

Então, ϕ é uma função estritamente convexa de classe C2 em (0,∞) e satisfaz a suposição

4.1 (i). Usando a forma geral (4.39), se q = 1, temos

ϕ1(t) =

1∫
t

1

cs
ds = −1

c
ln t. (4.72)

De ϕ−11 (t) = e−a. Por outro lado, se q > 1, então temos

ϕ1(t) =

1∫
t

2ε−
q−1
2

c(q + 1)
s−

q+1
2 ds =

4ε−
q−1
2

c(q2 − 1)

[
t−

q−1
2 − 1

]
. (4.73)

Portanto

ϕ−11 (t) =
(c(q2 − 1)ε

q−1
2

4
t+ 1

)− 2
q−1
. (4.74)

Então, usando o teorema (4.9), obtemos a seguinte taxa de decaimento de energia.

E(t) ≤ β1e
−cβ2

∫ t
0 γ(s)ds+β3 se q = 1, (4.75)

e

E(t) ≤ β1

(c(q2 − 1)ε
q−1
2

4

(
β2

t∫
0

γ(r)dr + β3

)
+ 1
)− 2

q−1
se q ≥ 1, (4.76)

Exemplo 4.2. Se ϕ(s) = e−1/s próximo de zero, então obtemos a seguinte taxa de decaimento

de energia

E(t) ≤ c

ln
(
κ4
∫ t
0
γ(s)ds+ κ5

) , (4.77)
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onde c, κ4, κ5 ∈ IR.
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CAPÍTULO 5

Considerações finais

Nesta tese, estudamos questões relacionadas à boa colocação e a estabilidade assintótica da

solução de um modelo de equações diferenciais parciais de segunda ordem, relacionado à pro-

blemas de dilatação de solos elásticos porosos com saturação de fluidos. De modo geral, a

questão central desta tese foi entender como cada tipo de mecanismo de dissipação influencia

na estabilidade do modelo.

Após realizarmos um vasto levantamento bibliográfico dos trabalhos realizados sobre o sis-

tema unidimensional de dilatação de sólidos elásticos porosos com saturação de fluido, per-

cebemos que, a partir do trabalho de Quintanilha [32], o modelo passou a ser preterido pelos

pesquisadores e portanto havia muitas lacunas à serem investigadas.

No primeiro momento, analisamos o problema contı́nuo considerando um mecanismo de

dissipação viscoso atuando na equação do material sólido elástico. Além do resultado de

estabilização exponencial, conseguimos fazer um estudo do problema discreto, comprovando

numericamente nossos resultados. As simulações são interessantes do ponto de vista numérico,
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porque além de usarmos as condições de contorno clássicas (Dirichlet–Neumann) do modelo,

obtemos um critério de estabilidade para o esquema numérico explı́cito.

No segundo momento, motivado por questões fı́sicas relacionadas ao retardo do fluido ocasi-

onado pelo processo de drenagem, estudamos o comportamento do modelo com amortecimento

viscoso levando em consideração um termo de retardo. Além do resultado de boa colocação

do problema, conseguimos provar a estabilização exponencial do problema considerando uma

conhecida relação entre os coeficientes de dissipação.

Por fim, estudamos o problema com amortecimento não linear considerando um coeficiente

variável dependendo do tempo. Para este caso, conseguimos prova a estabilização geral do

modelo.

Nossos avanços no contexto da estabilização de tais modelos, usando o método da energia,

abriram espaço na literatura para que outras variações do modelo pudessem ser exploradas, pois

os nossos resultados forneceram os multiplicares adequados e os passos a serem seguidos na

construção das estimativas, necessárias para a aplicação do método da energia.

A partir da publicação dos resultados desta tese [23, 36, 37], notamos que houve um aumento

significativo de artigos publicados sobre o tema/modelo com citações dos trabalhos que foram

frutos desta tese.

Abaixo descrevemos os principais trabalhos da literatura que citam os artigos provenientes

da nossa tese, incluindo autocitações.

• [1] A. M. Al-Mahdi, M. M. Al-Gharabli and M. Alahyane. Theoretical and numerical

stability results for a viscoelastic swelling porous-elastic system with past history. AIMS

Mathematics, 6(11): 11921–11949 (2021).

• [2] T. A. Apalara, M. O. Yusuf, B. A. Salami. On the control of viscoelastic damped

swelling porous elastic soils with internal delay feedbacks. J. Math. Anal. Appl., 504(2):

125429 (2021).
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• [3] T. A. Apalara, A. Soufyane, M. Afilal and M. Alahyane. A general stability result

for swelling porous elastic media with nonlinear damping. Applicable Analysis, 1-16

(2021).

• [4] C. A. S. Nonato, A. J. A. Ramos, C. A. Raposo, M. J. Dos Santos, M. M. Freitas.

Stabilization of Swelling porous elastic soils with fluid saturation, time varying-delay and

time-varying weights. Z. für Angew. Math. Phys, 2021 (aceito).

• [5] M. M. Freitas, A. J. A. Ramos, M. J. Dos Santos, L. G. R. Miranda, J. L. L.

Almeida. Asymptotic analysis and upper semicontinuity with respect to delay term of

attractors to binary mixtures of solids. Asymptotic Analysis (2021).

• [6] M. M. Freitas, A. J. A. Ramos, D. S. Almeida Júnior, P. T. P. Aum, J. L. L.

Almeida. Global and exponential attractors for mixtures of solids with Fourier’s law.

Nonlinear Anal. Real World Appl. (2021).

Seguiremos estudando novos fatos relacionados à problemas de dilatação de solos elásticos

porosos com saturação de fluidos, analisando outros mecanismos dissipativos. Acreditamos que

nossos resultados continuarão incentivando pesquisadores à estudarem variantes deste interes-

sante modelo desenvolvido por Eringen [14].

—————————————————————-
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[44] M. L. Santos and D. S. Almeida Júnior. On the porous-elastic system with kelvin–voigt

damping. Journal of Mathematical Analysis and Applications, 445(1):498–512, jan 2017.

doi: 10.1016/j.jmaa.2016.08.005.

[45] M. L. Santos, A. D. S. Campelo, and D. S. Almeida Júnior. Rates of decay for porous

elastic system weakly dissipative. Acta Applicandae Mathematicae, 151(1):1–26, may

2017. doi: 10.1007/s10440-017-0100-y.

[46] M. Sharifipour, P. Pourafshary, and A. Nakhaee. Study of the effect of clay swelling on

the oil recovery factor in porous media using a glass micromodel. Applied Clay Science,

141:125–131, jun 2017. doi: 10.1016/j.clay.2017.02.020.

[47] G. D. Smith. Numerical solution of partial differential equations : finite difference

methods. Clarendon Press Oxford University Press, Oxford Oxfordshire New York, 1985.

ISBN 0198596413.

[48] A. Sridharan and A. S. Rao. Mechanisms controlling the secondary compression of clays.

32(3):249–260, sep 1982. doi: 10.1680/geot.1982.32.3.249.

[49] W. Strauss and L. Vazquez. Numerical solution of a nonlinear klein-gordon equation. Jour-

nal of Computational Physics, 28(2):271–278, aug 1978. doi: 10.1016/0021-9991(78)

90038-4.

[50] J. C. Strikwerda. Finite Dierence Schemes and Partial Dierential Equations. SIAM, 2004.

[51] Jun-Min Wang and Bao-Zhu Guo. On the stability of swelling porous elastic soils with

fluid saturation by one internal damping. IMA Journal of Applied Mathematics, 71(4):

565–582, aug 2006. doi: 10.1093/imamat/hxl009.

[52] L. Zhuangyi. Semigroups associated with dissipative systems. Chapman & Hall/CRC,

Boca Raton, 1999. ISBN 0849306159.

Noé, A. S. PDM - UFPA


	1 Introdução
	1.1 Considerações gerais e motivações
	1.2 Problema objeto de estudo
	1.3 Objetivos e organização do trabalho

	2 Estabilização exponencial e tratamento numérico para o sistema com amortecimento viscoso
	2.1 Existência e unicidade de solução
	2.1.1 Formulação de semigrupos

	2.2 Decaimento exponencial
	2.2.1 Método da energia

	2.3 Abordagem numérica
	2.3.1 Esquema totalmente discreto em diferenças finitas e propriedades
	2.3.2 Simulações numéricas
	2.3.2.1 Sistema conservativo: Caso =0
	2.3.2.2 Sistema dissipativo: Caso > 0



	3 Estabilização exponencial para o sistema com termo de retardo
	3.1 Existência e unicidade de solução
	3.2 Decaimento da energia
	3.2.1 Decaimento exponencial
	3.2.2 Prova do Teorema 3.4


	4 Estabilização geral para o sistema com amortecimento não linear
	4.1 Resultado de estabilidade geral
	4.1.1 Alguns resultados auxiliares
	4.1.2 Estabilidade geral
	4.1.2.1 Exemplos



	5 Considerações finais
	Referências Bibliográficas

