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Resumo

Neste trabalho, apresentamos resultados de existéncia e multiplicidade de solugoes para uma
classe de problemas elipticos, nao locais, nao homogéneos com condicao de fronteira de Neumann
e com dois expoentes criticos. Usando versoes do Principio de Concentracao e Compacidade
de Lions, estendidos aos espagos com expoentes variaveis, foi possivel contornar a falta de
compacidade devido a criticalidade dos expoentes. No primeiro problema, aplicamos um
argumento de truncamento e a teoria do género para mostrar que este possui infinitas solugoes.
No segundo problema, usamos o Teorema do Passo da Montanha e provamos a existéncia de
solugao para uma versao do problema onde a equacao possui um coeficiente singular. No terceiro
problema, consideramos a nao linearidade descontinua tanto no dominio quanto na fronteira e,
usando a teoria dos funcionais localmente Lipschitz e uma versao do Teorema do Passo da

Montanha para estes funcionais, mostramos existéncia de solucao para o problema.

Palavras-chave: Espacos de Sobolev com Expoentes Variaveis; p(z)-Laplaciano; Crescimento
Critico; Teoria do Género; Coeficiente Singular; Nao Linearidade Descontinua; Condicao de

Fronteira de Neumann.
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Abstract

In this work, we present results of the existence and multiplicity of solutions for a class of
elliptical, non-local, non-homogeneous problem with Neumann boundary condition and with
two critical exponents. Using versions of the Lions’ Concentration and Compactness Principle
extended to spaces with variable exponents, it was possible to overcome the lack of compactness
due the criticality of the exponents. In the first problem, we apply a truncation argument and
the theory of genus to show that it has infinite solutions. In the second problem, we use
the Mountain Pass Theorem and prove the existence of solution for a version of the problem
where the equation has a singular coefficient. In the third problem, we consider discontinuous
nonlinearity both in the domain and at the boundary and, using the theory of functional locally
lipschitz and a version of the Mountain Pass Theorem for these functional, we show the existence

of a solution to the problem.

Keywords: Sobolev Spaces with Variable Exponents; p(z)-Laplacian; Critical Growth;

Genus Theory; Singular Coefficient; Discontinuous Nolinearity; Neumann boundary condition.
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Notacgoes:
e C(Q):={heC(Q); h(z) >1 para todo = € Q};
e ht:=maxh(z);
0
e h~ :=minh(x);

Q

o pux(u) == /Q lu(x)["® dz (funcdo modular relativa ao espaco L"®)(Q));

. u
® |ulpa (og) = inf {)\ > 0; /m ‘X

e denotaremos |u[ ) () simplesmente por |up(a);

q(z)
dl' < 1} ¢ a norma de Luxemburg;

o Lp(w)(Q) = {u : Q = R; u é mensuravel e / a(z) |ulP® dx < OO};

a(z)
p(x)
der <13;

Q

: u

° |U|L§(<ﬁ;(9) = |ulp(a),a(@) = inf ¢ X > 0; i a(z) ’X

® Pp@)a(x)(U) = / a(z)|u(z)|P@dz (funcdo modular relativa ao espaco ngg(Q)),
Q

® D1y (u) = /Q(|u|h(x) + |Vu"®) dz (funcio modular relativa ao espaco W) (Q));

o [Jull := |uln@) + [VUln@);

ou

e — := derivada normal exterior;
ov

e |A| := medida do conjunto A.



Introducao

Neste trabalho, investigamos questoes de existéncia e multiplicidade de solucoes para
uma classe de problemas elipticos nao lineares, nao homogéneos com condicao de fronteira de
Neumann e crescimento critico simultaneo no dominio e na fronteira envolvendo o operador

p(z)-Laplaciano, expressos por:

«

1
— Ayt + |uP@ 2y 4 u) @2y = A" @ 20+ o @2 [ —|u) @ dz| em Q,
p(z)
o r(z)
) 1 ’
]Vu]p(x)_z—u = |ul1® "2y / — |u|*®dr| sobre 09,
v o 4(2)

(1)
onde p, h,v,r € C(Q), ¢ € C(0N) e \, o, 8 sdo parametros positivos. Além disso, consideramos
ou
Q) c RY um dominio suave e limitado, N > 2, — a derivada normal exterior e Apz) 0 operador

ov
p(z)-Laplaciano definido por

Consideramos também os seguintes expoentes criticos de Sobolev

Mol (V- ()
N p() P T TN Ta)

com p, representando o expoente critico no sentido do trago.

E importante ressaltar que essa classe de problemas tem varias motivacoes interessantes,
tanto do ponto de vista fisico quanto matematico. Surgem, por exemplo, em problemas de
elasticidade (ver [57]), fluidos eletroreoldgicos (ver [1], [38], [19], [50]), restauragdo de imagem

(ver [13]) e fluxo em meios porosos (ver [3]). Estes problemas fisicos foram facilitados pelo



desenvolvimento dos espacgos de Lebesgue e Sobolev com expoentes variaveis.

O chamado modelo de movimento de fluido eletroreolégico é caracterizado por sua
capacidade de mudar de maneira dréastica as propriedades mecanicas quando influenciadas
por um campo eletromagnético externo. Algumas aplicacbes deste incluem: embreagens,
amortecedores, equipamentos de reabilitagao, etc. (ver [14],[17],[52],[53],[54]).

Entre as aplicagoes relacionadas a restauracao de imagem, destacamos o trabalho de Y.
Chen, S. Levine e R. Rao em [13], estes propuseram um modelo envolvendo o p(z)-Laplaciano.

O modelo proposto consiste em minimizar o funcional
B(w) = [ Va0l + u(e) - 1(e)do,
Q

onde I é a imagem real, u é a imagem recuperada e p é uma funcao variando entre 1 e 2.
Nas regioes que existem arestas, a fungao p(x) tende a 1, enquanto que nas regides que nao hé
arestas, p(x) assume valores proximos de 2. Com isso, os autores conseguem remover os ruidos
da imagem preservando as arestas.

Com relagao as peculiaridades matemadticas, observa-se que o operador p(z)-Laplaciano é
uma generalizacdo natural do operador p-Laplaciano definido por A,u = div (|Vu]”_2Vu), com
p > 1 sendo uma constante real. Porém, o operador p(z)-Laplaciano em certas situagoes é mais
complexo que o operador p-Laplaciano, pois Ay, ¢ nao homogéneo e, além disso, em espacos

com expoentes variaveis a defini¢ao

fQ |Vu|p(x)

A\ =
! wew @ @\{0} fo [ulP®

resulta, geralmente, em A\; = 0. Sendo possivel obter A\; > 0 apenas sob condicoes especificas
sobre p(x) (ver Fan et al. [32]).

A presenca de dois expoentes criticos nos problemas apresentados nesta tese também é
um fator interessante e que causa algumas dificuldades a mais na obtencao dos resultados.
Devido a esse duplo crescimento critico precisamos trabalhar com duas versoes do principio de
concentragao e compacidade estendidos aos espacos com expoentes varidveis, encontras em [7]
e [8]. Além disso, precisamos colocar um termo nao local junto ao termo critico para obter

o nivel minimax desejado o que causou, por outro lado, certas dificuldades operacionais. Um



dos trabalhos pioneiros sobre problemas com dois expoentes criticos foi feito por Escobar em
[26]. Em [27], este mesmo autor apresenta aplicagoes para problemas com expoente critico na
fronteira em problemas Yamabe.

Nosso estudo para esta tese foi motivado pelos trabalhos de Garcia Azorero e Peral Alonso

[1], Bonder e Silva [7], Bonder, Saintier e Silva [3], Corréa e Costa [19], [20], Costa, Ferreira e
Tavares [21] e Figueiredo e Nascimento [33].
Garcia Azorero e Peral Alonso, em [1], estudaram existéncia de solugao para o problema nao

linear definido por

—div(|VulP2Vu) = |ulP""?u+ A|u|?%uem Q,
u = 0sobre 012,

(2)

onde A > 0, Q C RY ¢ um dominio limitado, 90 é a fronteira de Q e p* é o expoente critico
de Sobolev. Usando métodos da teoria dos pontos criticos, obtiveram a existéncia de solugoes
nos seguintes casos: se p < q < p*, existe \g > 0 tal que, para todo A > Ay, o problema possui
uma solucao nao trivial; se max {p, p*— Ll} < q < p*, existe solugao nao trivial para todo
A>0;8e 1 < q < p, existe \; tal que, pgra 0 < A < A1, o problema possui infinitas solucoes.

Além disso, obtiveram um resultado de multiplicidade para o problema nao critico quando o

funcional associado é nao simétrico.

Bonder e Silva [7], em 2010, estenderam o Principio de Concentracao e Compacidade de
Lions [13] para os espagos com expoentes varidveis. Em [7], pode ser encontrado o seguinte
resultado:

Sejam Q € RY um dominio suave e limitado, p,m € C(Q),p" < N com
m(z) < p*(x), Vo € Q,

e (u;) uma sequéncia em W@ (Q) tal que u; — u em WHP@)(Q). Entdo, existe um conjunto
enumeravel de indices Iy, nimeros positivos {p;}tier, € {Viticr, € pontos {z;}icr, C {z €

Q; m(x) = p*(z)} tais que

;™M@ = @ Z V0., fraco — x em medida,
i€l



Wuj|p(x) —p > |Vu\p("”) + Z ;0; fraco — x em medida
i€ls

S, /P < 1/

(2 — 7 )

Vi € I,

onde S,, é a melhor constante da desigualdade Gagliardo-Nirenberg-Sobolev para o expoente

variavel, dada por

Vo[l oo
Sm = Sm(Q) = _inf Vel
veC @) [|9]

L'm(ac)(ﬂ)
Além disso, como uma aplicacao deste resultado, Bonder e Silva mostraram existéncia e
multiplicidade de solugdes para o seguinte problema de Dirichlet envolvendo o operador p(z)-

Laplaciano com crescimento subcritico e critico:

u = |u@2y 4+ \(2)|u|" @2y em Q,

u = 0sobre 02,

onde ¢ um dominio suave e limitado do RY, r(x) < p*(z) — 4§, q(z) < p*(z) com
{q(z) = p*(x)} # 0. Utilizaram o Teorema do Passo da Montanha, argumento de truncamento
e género de Krasnoselskii, inspirados pelo trabalho de Garcia Azorero e Peral Alonso [1].
Ressaltamos que, de forma independente, Fu [35] obteve um resultado similar sobre principio
de concentragao e compacidade.

Em 2011, Liang e Zhang [12], estudaram o problema

—Apyu+ \u|p(x)’2u = f(x,u)emQ,

|vu|p(w)*2% = |u|?® =2y sobre 01,

mostraram multiplicidade de solugoes para este problema de Neumann envolvendo o p(z)-
Laplaciano, com crescimento critico, via argumento de truncamento.

Guo e Zhao [37], em 2012, incluiram um termo nao local e estudaram o problem

a (/ b (]Vu]p(x) + ]u\p(x)dx)) (—Ap(m)u + \u]p(”)’%) =0 (/ F(x,u)dx) f(z,u) em Q,
Q Q

p(z)
; ou

1
(/ (@) (|VulP®) + |U|p(z)d$)) |VU|p(z)_2@ = g(,u) sobre 0%,
0



provando existéncia e multiplicidade de solucoes para o problema de Neumann nao local
envolvendo o p(x)-Laplaciano, com crescimento subcritico.

Bonder, Saintier e Silva [3], em 2013, apresentaram o Principio de Concentracao e
Compacidade para espacos com expoentes variaveis no sentido do trago, obtendo o seguinte
resultado:

Seja Q € RY um dominio suave e limitado, p € C.(Q), [ € C(9Q) com
l(x) < po(z), Yo € 09,

e (u;) € WH@(Q) uma sequéncia tal que u; — u em W@ (Q).
Entao, existe um conjunto enumerdvel I, nimeros positivos {u;tier, € {V;}ier, © pontos

{x:}ier, T {x € 0Q; I(z) = po(x)} tais que

u; '@ ds — v = |u|'™ ds + Z Vi0z,, fraco — x em medida, (3)
i€l
|V, [P@ do — > |Vl de + Z pidy,, fraco — * em medida. (4)
i€l
e
1 1
Tov)™ <pl™,Vie I, (5)
onde

T$z’ = SupT(h()7 l()7 Qe,i; Ae,i)

e>0

representa a constante de Sobolev no sentido do traco,

Qe,i =QnN Be(l‘1> e Ae,i =Qn aBe(l’z)

Em [J], estes autores mostraram a existéncia de solu¢ao para o problema de Neumann

— Ayt + hjuf™ 2y = 0em Q,

|vu|p(x)—2% = |u|"®=2y sobre 01,



onde h é uma funcao suave que satisfaz alguma condicao de coercividade, os expoentes
p:Q— (1,400) e r: 90 — [1,+00) sdo fungoes continuas que verificam
(N — Dp(x)

1<p :=infp(z) <pti=supp(z) < N e r(z) < p.(z) = — 22
p~ = imfp(z) <p zegp() (z) < pu(2) N = p(z)

O expoente p, é critico no sentido do traco. Além disso, consideraram o conjunto
Ar = {z € 0 r(z) = p.(z)} # 0,

caracterizando, sobre a fronteira do dominio, um crescimento critico para o problema. As
principais ferramentas para a obtencao dos resultados foram o Principio de Concentragao e
Compacidade estendido aos espagos com expoente variavel no sentido do trago e o Teorema do
Passo da Montanha.

Corréa e Costa em [19], [20] e Costa, Ferreira e Tavares em [21] estudaram a seguinte classe

de problemas:

( 1
0 (] g (9P 4 ) ) (- o720+ o
QP(ZE) o
1
= &u[" @2y 4 Nu["® 2y, /—\u!r(x)dx em €,
o 7(z)

B
1 1

M (/ (|Vu|p($) + |u|”($)) dx) |Vu|p(x)—2@ — |u|q(m)—2u / _|u‘q(z)dr sobre 9,

\ o P(7) v 90 4(2)

onde @ C RY é um dominio suave e limitado, N > 2, e p,h,v,r € C(Q), ¢ € C(I9Q),
M : Rt — RT, % ¢ a derivada normal exterior, dI" denota a medida na fronteira, \, v, o, 3, &1, &
sao parametros nao negativos.

Observamos que, quando &; = & = 5 = 0, Corréa e Costa [19] provaram existéncia de solu¢ao
nao trivial para o problema com crescimento critico sobre a fronteira 02, e crescimento subcritico
em 2. Além disso, eles também mostraram a existéncia de solugao nao trivial para o problema
com crescimento critico em 2, e crescimento subcritico sobre 92 para o caso & = & = 0.
Quando & = 1, & = B = 0, Corréa e Costa [20] mostraram multiplicidade de solucao para

o problema com crescimento critico sobre J€) e crescimento subcritico em 2. Considerando

& =& =0e \a,B >0, Costa, Ferreira e Tavares [21] provaram ezisténcia de solugdo nao

6



trivial para o problema com crescimento critico, simultaneamente, em €2 e sobre 0f).
Na referéncia [33], os autores Figueiredo e Nascimento, mostraram a existéncia de solucao
positiva para a classe de problemas com nao linearidade descontinua envolvendo o operador

p&g-Laplaciano, definida por

—div (a (|VulP) |[VulP7?Vu) = f(u)+ [ulf 2uemQ,
u = 0sobre 0f,

onde Q C RY é um dominio suave e limitado, 2 < p < ¢ < ¢*, f : R — R é um funcao que
possui um conjunto nao enumeravel de pontos de descontinuidade e a é uma funcao de classe
C'. Para obter os resultados a principal ferramenta utilizada pelos autores foi uma versao nao
suave do Teorema do Passo da Montanha para funcionais Lip;,..

Outro trabalho importante em nossos estudos foi a referéncia [31], onde Figueiredo e Santos
estudaram uma classe de problemas do tipo Kirchhoff com nao linearidade descontinua e
crescimento critico Caffarelli-Kohn-Nirenberg, neste trabalho os autores apresentaram uma
condicao que permite ”baixar” o nivel do Teorema do Passo da Montanha e mostraram existéncia
de solucao positiva.

No Capitulo 1 desta tese, estudaremos a multiplicidade de solugoes para o problema (1).
As principais dificuldades no estudo deste problema se dao pela presenca do operador nao
homogéneo p(x)-Laplaciano, pela presenga de dois expoentes criticos e pelos termos nao locais
presentes no problema. Para contornar a falta de compacidade causada pela duplo crescimento
critico, aplicaremos o Principio de Concentragao e Compacidade estendido por Bonder e Silva
[7] e por Bonder, Saintier e Silva [¢]. Em seguida, inspirados pelas ideias apresentadas em
[1], usaremos um argumento de truncamento e, através de propriedades cldssicas da Teoria
do género, concluiremos o resultado. Note que este problema ¢ uma variante, sem o termo
de Kirchhoff, do problema estudado por Costa, Ferreira e Tavares em [21], no entanto, neste
os autores mostraram apenas a existéncia de solucao via Teorema do Passo da Montanha.
Em Corréa e Costa [20], os autores mostraram multiplicidade de solugoes para esta classe de
problemas, porém consideraram crescimento critico sobre 9€) e crescimento subcritico em §2.
O grande diferencial dos resultados apresentados neste capitulo é mostrar a multiplicidade de

solucoes considerando o crescimento critico simultaneamente em €2 e sobre a fronteira 0f2.



No Capitulo 2, inspirados pelas ideias apresentadas por K. Kefi e V. D. Radulescu em [39],
nosso objetivo é mostrar existéncia de solucao, via Teorema do Passo da Montanha, para o

problema com coeficiente singular descrito a seguir:

1 [e%
—Apyu+ [uPP 2y = a(@)|u" 20 4 Au|"® [/ —)|u| em (2,
9 | ’
|Vu|p(x)_2—u = |u|q<x)_2u / —|u|q<$)df sobre 0.
v o0 4(2)
Nossas hipdteses sobre a fungao singular a(z) sao as seguintes:
(i) a € L*@(Q), k€ C(Q), k= > v™;
(17) a(x) >0, Vo €
k(x)v(x) —
< p*(z), Vo € (L
(7i1) F() — o(2) p*(z), Vo €
Os autores em [39], trabalham com um operador p(z)-biarmonico definido por Az(x)u

A (|Au|p($)_2Au) e, além disso, consideram uma condigao de crescimento subcritica. Enquanto
que, neste trabalho, estamos considerando condicao de crescimento critico a0 mesmo tempo no
dominio e sobre a fronteira.

No Capitulo 3, motivados pelo trabalho de Figueiredo e Nascimento [33], investigamos a

existéncia de solugao positiva para o problema com dois expoentes criticos

1 (0%
—Apyu+ [ufP P = f(u) + |ul O / — Ju["@dz| emQ,
o ()
0 1 g
u
‘Vu|p(x)72$ = g(u)+!u\q(x)Qu[/mm\uﬁmdl“] sobre 0§,

onde f,g : R — R sao fungdes que possuem conjuntos nao enumeraveis de pontos de
descontinuidades. Deste modo, precisamos trabalhar com o espaco das funcgoes localmente
Lipschitz e a teoria dos pontos criticos aplicada a estes funcionais. Note que em [33] foi
considerado o operador p&g-Laplaciano e o problema com condigao de fronteira de Dirichlet. No
trabalho [31] os autores trabalham com o operador Laplaciono e crescimento critico Caffarelli-

Kohn-Nirenberg. Portanto, no trabalho apresentado neste capitulo temos o diferencial de



estarmos trabalhando com o operador p(z)-Laplaciano, condi¢do de fronteira de Neumann e
dois expoentes criticos, um no dominio e outro na fronteira. Problemas envolvendo o operador
p(z)-Laplaciano e nao linearidade descontinua também foram estudados por Bonanno e Chinni
em [0] onde os autores mostraram multiplicidade de solugoes para um problema de Dirichlet e
condicao de crescimento subcritica.

No Apéndice 1, faremos uma breve abordagem sobre os espacos generalizados de Lebesgue
e Sobolev. Faremos também, uma revisao sucinta acerca dos funcionais localmente Lipschitz,
suas propriedades e sobre a teoria dos pontos criticos para estes funcionais, desenvolvida por
Clarke [17] e Chang [12]. Veremos ainda algumas propriedades da Teoria do Género, muito
luteis nesta tese.

No Apeéndice 2, apresentamos a diferenciabilidade e regularidade do funcional associado ao

problema estudado no capitulo 1.



Capitulo

1

Multiplicidade de solucoes para um problema
nao local, nao homogeéneo com condicao de

fronteira de Neumann

Neste capitulo, estudaremos a multiplicidade de solucoes para o seguinte problema nao

local

1 «
_Ap(z)u+|u|p(x)—2u+ |u’h(x)—2u _ )\‘u|v(:c)—2u+|u|r(a:)—2u /—]u|r<x)d$ em 0,
or(z)
_,0u

B
1
’vu’p(w) 5 = |u]f1($)2u[/ —< >]u\q(x)dF] sobre 012,
v a0 9\

(1.1)

onde Q@ C RY ¢ um dominio suave e limitado do RY, N > 2, e p,h,v,r € C(Q), ¢ € C(9Q),
ou

7 ¢ a derivada normal exterior, A, o, 8 sdo parametros positivos e A,y é o operador p(z)-

Laplaciano.

Ao longo desta tese, vamos considerar os conjuntos nao vazios e disjuntos

Ay = {x € 0Q;q(z) = p.(x)}

Ay = {z € Q;r(z) = p*(2)},

10



onde

representam os expoentes criticos de Sobolev com p, significando o expoente critico no sentido
do traco.

Para demonstrar o principal resultado deste capitulo, enunciado a seguir, usaremos um
argumento de truncamento; uma versao do Principio de Concentracao e Compacidade para
espagos de Sobolev generalizados, estendido por Bonder e Silva em [7], e outra versao deste
mesmo principio no sentido do trago, estendido por Bonder, Saintier e Silva em [3], Fu [35];
usaremos também, uma classe minimax apropriada de pontos criticos, através do conceito
classico do género e suas propriedades.

Apresentamos neste capitulo o seguinte Teorema:

Teorema 1.1 Assuma a existéncia de funcoes p(z), h(z),v(x),r(z) € C4(Q) e q(x) € CL(Q)

satisfazendo a sequinte desiqualdade:

vE<p <pt<ht< min{ (1.2)

S may (el
@ S

Entdo, existe X > 0 tal que para todo 0 < A\ < X\ o problema (1.1) possui infinitas solucées em
Wir)(Q).

1.1  Caracterizacao Variacional

Problemas do tipo apresentado em (1.1) sao associados ao funcional energia

1 1 1
Y @) 4 @ | g L@ g — ) / v() g
Ja(u) /Qp(x) <|Vu| + |ul > x—i—/gh(x)|u| x Qv(x)|u| x

1 a+1 1 1 B+1
/ |u|r(x)dx . / |u|q(x)dp 7
or(z) B41| Joq q(z)

para todo u € W@ (Q), onde W@ (Q) ¢é o espaco generalizado de Lebesgue-Sobolev.

1
a+1

11



Esse funcional pertence a C'(W'?(#)(Q) R) e sua derivada de Fréchet ¢ dada por

J(ww = /]Vu]p(x)_QVquda:—l—/|u\p(’”)_2uwdx+/ |u|" @2 ywda
Q 0 Q

1 «
- )\/\u|”(x)_2uwdx— /—|u|’"(1’)d9§ /|u|7"(x)_2uwd:v
Q o 7(z) Q
1 B
— / —— |u|1®dr / || 7@~ 2dT,
o0 4(2) Ci9)

para todo u,w € W'P@(Q) (ver Apéndice B). Assim, u € W@ (Q) é uma solucio fraca do
problema (1.1) se, e somente se, u é um ponto critico de Jj.

A seguir, temos uma defini¢ao essencial para o nosso estudo.

Definigao 1.1 Sejam X um espago de Banach e um funcional J € CY(X,R). Dizemos que
uma sequéncia (u;) C X € uma sequéncia Palais-Smale com nivel de energia d, (PS)4, para o
funcional J quando

J(uj) —d e J(u;) >0 em X'

Quando toda (PS)y para J possui uma subsequéncia que converge forte em X, dizemos que J

satisfaz a condi¢ao Palais-Smale no nivel d (ou abreviadamente, J € (PS)g).

1.2 Lemas Auxiliares

Para demonstrar o principal resultado deste capitulo, precisaremos de alguns lemas técnicos

enunciados e demonstrados neste topico.

Lema 1.1 Se (u;) C WH@(Q) ¢ uma sequéncia (PS)y para Jy, entdo (u;) ¢ limitada em

Wir)(Q).

Demonstragao. Uma vez que (u;) C WP@(Q) é uma sequéncia (PS); para Jy, temos

Ja(u;) = d e Ji(u;) — 0. Entdo, considerando 6 satisfazendo

(1.3)

ht <6< min{ (o + 1)(T_>a+1 B+ 1)(q_)ﬂ+1 },

(rt)e T (g)P

12



e C'> 0 tal que
C > (), Vj €N,

obtemos

1
—J)\ (u;)u;

0
p%—§>m,p<z><u]> (———) [ s dx+< ) [ st
1 1 1 1
" 5’(r+)a_a+1'(r—)a+l> /’“”' ]

B+1
/ |Uj|q x)dF .
o0

Suponhamos, por contradi¢ao, que (u;) seja ilimitada em W@ (Q). Assim, tomando uma

C+luill = Ja(uy) —

Y]

S

I
(") B+1 (q7)*

subsequéncia, se necessério, podemos supor que ||u;|| > 1 e, pela Proposigao A.10, obtemos

1 1 _ A A
C + |lul| > (F - 5) Juj |7+ (5 - U—_> Po(z)(U;)-

Além disso, da Proposicao A.2 segue que

11 IS NS V.
C+ lull = <IF - 5) Jug [P+ <5 - U—_) Wil )-

Entao, pelas imersoes continuas de Sobolev, temos

1 1 - AA ot
C+ |lul| > (F - 5) [ ||P + (5 - v—_> [ ||

que é uma contradicdo, pois p~ > v* > 1. Portanto, (u;) é limitada em WP (().

Lema 1.2 Seja (u;) C WHP@(Q) uma sequéncia (PS)q para Jy. Se

13



(B+1)px (z3)p(;) (a4+1)p* (zi)p(=;)

R W R O . TP p(w)
d < minq L;inf | € »G0T, ,Loinf | ¢ *Gd oy,
€l 1€l

) (h/v)~ (h/o)*
+ K min < Ar/v)7 -1 A\ (r/v)F-1

onde

I 1 1 1 1 I 1 1 1 1
1 = — —_ . — (& 2 g — _ . — .
0 (q1,)? B+1 (gq,)" 0 (ri)* o+l (rg)*"!
Entao, existe \g > 0 tal que, para todo 0 < A < A\g 0s conjuntos de indices Iy e Is dados nas

Proposicoes A.19 e A.20 sao vazios e
u; — u fortemente em L9 (9Q) e em L"@(Q).

Demonstracao. Pelo Lema 1.1, sabemos que a sequéncia (u;) é limitada. Entao, existe uma
subsequéncia, que também serd denotada por (u;), tal que u; — u em WP@(Q), e assim
estamos em condicoes de usar as Proposicoes A.19 e A.20. Note que, para termos I U Iy # (),
precisarfamos ter I; # () ou I # (), mostraremos que isto nao ocorre.

De fato, primeiro, vamos supor que I; # ). Seja x; € A; um ponto singular de medida u e
v. Consideremos ¢ € C°(RY), tal que 0 < ¢(z) < 1, ¢(0) = 1 e supp ¢ C B;(0).

Agora, para cada i € I; e € > 0 considere as fungoes

Gic(z) = ¢<x = x) Ve € RY.
Desde que Ji(u;) — 0, obtemos

Iy (u;)(dicu;) — 0.

14



Isto implica que

/|Vuj]p(x)_2VujV(¢i78uj)dx + /’Uj‘p(x)_ZUj¢i7EUjd$+/‘Uj‘h(x)_QUj¢i,EUjdl‘
Q Q Q

1 «
)\/ ;Y20 cuyda — /—]uj\’"(x)dx /]uj|r(x)_2uj¢i£ujd:v
Q ’ or(z) Q ’
- / —|u]|‘I(x dr / ;] =205 uy dT — 0,
o0 4(2) o)

de onde obtemos

/|Vuj|p($)_2VujV¢ivgujdx + /|Vuj|p($)qbzvgdx—|—/|u]|p($)gbwdx—|—/|uj|h($)¢17€dx
Q Q Q Q

1 «
)\/ u;|*® ¢ da — /—u @ / wj|"® ¢y da
Q|J| ) QT($)|]| Q|]| )
_ / Ly @ ar / 4, 9) by T — 0.
o0 4(2) o0

Quando 7 — oo, temos

0 =lim

/\Vuj]p(x)_QVuquﬁi,gujd:v + \/‘Uj‘p(x)qbl"adl?_‘_/|Uj|h(x)¢i,ad$
Q

/ 5] %ﬁmczx—( / (1 "9 ) / e %dw]

/ bindi— | 65.dp,
Q o0

B
1
lim / —|u; 1@ qr w1 1.4
W( [ s )m (1.4)

Podemos mostrar que lir%/ u|VulP=2VuV ¢; .dx = 0 ver Shang-Wang [51]. Por outro
E— QO
lado,

onde

ity [ v = 6(0) e lmy | 1.0 = 96(0)
e—0 Q

e—0 90

15



Sendo A; N Ay = (), para j — oo e € > 0 suficientemente pequeno, temos

1w ) @) b (@)
</QT(1’)|UJ| dx /Q|u]| ¢z7ad93—> /QT'( | | /|U| ¢25d$,

/\uj|p(x)¢i7€dx—>/\u]p(m)cmysd:r;, /]uj]h(”‘")@fdx%/\u|h(x)¢i,gda¢,
Q Q Q Q

e A / i ["® by cda — N / |u|"@ ¢, dix.
Q Q

Uma vez que, quando € — 0,

1 (073
/—|u| @) dg /|u|r(x)¢i,8d:v — 0, / |u|p(””)¢i7gdx — 0,
) 7”( ) Q Q

/ |u|h(x)¢z,sdx —0e )\/ ]u\”(x)qﬁmdx — 0,
Q Q

temos

Nz¢< ) = Vz(b( )

Implicando que

22 S EV@H

onde ¢ surge da convergenC,la (1.4).
o p(z;) o px (i) —p(z;)
De Txlyf*(’”“ < um” obtemos (T,,)P@)v*" < p; < @y Entdo (T,,)P@) < ey, @0
que implica
1 px (z;)—p(w;)
¢ AT, < v, e

V; 2 (5_

Além disso, sabemos que

Portanto,

. (p(@i)p« (23) [P+ (@) —p(24))
P(z;) Tri>

1
d = lim J)(u;) = lim (J)\(uj) - 5J)\(uj)uj>,
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entao, usando 6 satisfazendo (1.3), obtemos

1 1 AA
S 11 e ___/ 0@ g
d > hm{<h+ 0)/9|uj| dx+<0 v‘) Q|uj| T
1 1 1 1 o
+ | =- — - wu;|9®)dr .
(9 (¢")? B+1 (Q‘)“l)[/m' 4 ] }

Agora, definindo As = J

(Bs(z) N Q) ={z € Q:dist(z, A)) < I}, segue que

zeA

11 A
- (L1 Mgy 4 [ A / v(@) g
d > (fﬁ 6)/9@\ 3:—|—<9 v‘) Q]u\ x

(6+1)P()Ii)§’*()1>i)
1 1 1 1 B p— it
+ | = — - — inf | ¢ »CEOT,, .
(9 (qh,)° B+1 (%)‘”1) i€l ( >

Desde que 6 > 0 é arbitrario e ¢ é continua, concluimos que

1 1 AA
- (L1 h(a) A_A / v(@) g
d > <h+ 0)/Q|u| dx—i—(e v_) Q|u| T

(5+t)1’§$i)1<7*()ﬂc>i)

1 1 1 1 N B Pt
+ |- — C— inf | ¢ »@IT,,
(9 GRS <qA1>ﬁ+1>i€h< )

Aplicando a Desigualdade de Holder, mostramos que

1 1 ,A 1X ht—v—
> - h(:):)d AT I v(x) o) —
d 2 <h+ 9) /QW T+ (9 v‘) (HU‘ ’L;Ezg |2 =

(Bﬂ)pgzi)?*()z)i)
1 1 1 1 N Pl
+ — . — . — 1nf C P(%‘)Txi .
(9 (¢4,)" B+1 (qu)ﬁ“) i€l (

Se ||u]*@|nw > 1, temos
v(x)

(h/v)~
— )\02

(x) h(z)

v(x) v(x)

d>c; |u‘v(w) |u|v(x)
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onde

A
I
VR
>
+|H
|
|
~__—
V
5:3
o
[\]
VR
Cﬁ | —
|
| —

oy
9) QT >0

¢ (B+1)P§I¢)?*(;i)
1 1 1 1 R el
cg=1|-- — e inf | ¢ »&0T,.
Q}@;w ﬂ+1<hMM)mn<
Assim, definindo g () = ¢;t*/V)” — Aeyt, esta funcdo atinge seu minimo absoluto para ¢t > 0,
no ponto
1
7 ( Aea ) (h/o)=—1
cr(h/v)~ '
Note que

(h/v)™

o Aeg  \ G/o1 Aey 1
w0=o(cgrr) " eamr)

que implica

(h/v)—

Entao,
(h/v)~

Logo,
(h/v)~

00 =e(a7) " - win.

Usando o fato de que v* < h*, podemos escrever
_ (h/v)—
gl(t) = AN/ kg,

onde k; é uma constante negativa dependendo apenas de h, v e €.

Se ||ul"® ]| nw < 1, temos
v(x)

(h/v)*
d> ¢ ||ul'@ — Ao ||u*® + s,

18



onde

- >0

(B+L)p(z;)px (x4)

11 1 1 Y P<(ei)=p(z:)
c3=1|~-"- — - — inf [ ¢ PCeOT,,
0 (q3,)° B+1 (qq,)" ) en

Logo, definindo gy(t) = ¢t VT — Neot, esta funcdo atinge seu minimo, para t > 0, no ponto

t . )\CQ (h/v)l+—1
- \a(h/v)t '

(h/v)T

Ga(t) = N+ . kg

Assim, obtemos

onde k5 é uma constante negativa dependendo apenas de h, v e €.

Entao
(B+1)p(z;)px ()
R P () =plw; (h/v)~ (/o) +
d > Lyinf (¢ »&0T,, + Kmin ¢ A(/v)7 -1 \(#/nt-1 &
i€l

de L ! ! ! ! K in{k1, ko }. Portanto I; = ()
onde L; = | = - — — e K = min{ky, ks }. Portanto I; = (.

0 (q4)" B+1 (gq)*

Agora, consideremos I, # (), seguindo os mesmos passos do caso anterior, obtemos

(a4 D)p(zy)p" (=;)
p*(z;)—p(x;)

) 1 ) (h/v)~ (h/o) T
d > Lyinficy, | ¢ P@doy, + K min ¢ A®/v)~ =1 \(®/vT-1 &

1 1 1 1 .
onde Ly = (5 . (7“1{2)@ “oT1 (7";\2)0‘“) e K = min{ky, ko}. Portanto I, = ().

Lema 1.3 Seja (u;) C WHP@(Q) uma sequéncia (PS)q para Jy. Se
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(B+1)px (z3)p(;) (a4+1)p* (zi)p(=;)

R W R O . TP p(w)
d < minq L;inf | € »G0T, ,Loinf | ¢ *Gd oy,
€l 1€l

) (h/v)~ (h/o)*
+ K min < Ar/v)7 -1 A\ (r/v)F-1

onde

I 1 1 1 1 I 1 1 1 1
1 prmy — —_ . — [ 2 g — . _ . — s
0 (¢h,)" B+1 (gz) 0 (i) a+1 (r)H
entdo eriste u € WHP@)(Q) e uma subsequéncia, ainda designada por (u;), tal que u; — u em

Wir)(Q).

Demonstracgao. Pelo Lema 1.1, a menos de subsequeéncia, existe u € WL”(”")(Q) tal que u; — u
em WLP@(Q). Além disso, da convergéncia J}(u;) — 0, conclufmos que J4(u;)(u; — u) — 0.

Logo, podemos escrever
/Q |V P92,V (u; —u)de + /Q s P2 (uy — w)dz + /Q g "2 (uy — w)da

v(x)— 1 T “ T(T)—
—)\/Q|Uj| 20 (uy — u)de — [/Q@WH ( )dx] /Q|Uj| 20 (uy — u)da
) 8
- [/a —|uj|Q(x)dF] /89 ;720 (u; — u)dT — 0.

o q()

Usando a Desigualdade de Holder, temos

‘/ s [P (uy — w)dae
Q

< / |uj|p(x)—1|uj —uldr < C4 ||uj|P(m)—1‘% U5 — Up(a),
Q p(@)=

‘/ || "0 (uy — w)da
Q

< /Q |uj|h(x)—1|uj - u|d£U < (Y ||uj’h(z‘)—1|% |Uj — U‘h(gg),

\ J st sy = wda| < [ g s = ulde < Ca

e 145 = oo,
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IN

‘/Q|Uj|r($)_2uj(uj —u)dz

sy = ulde < G a0
Q

_rte | — Ul

]/|WW“%Mw—wmﬂ < [ty = uld < Gl T~
o0 N q(xz)—1

onde C}, Cy, Cs, Oy e Cs sio constantes positivas. Uma vez que a imersao W1P(®) (Q) «— LP(®)(Q)

é compacta e, pelo Lema 1.2, u; — u em L™®)(Q) e u; — u em L@ (9Q), obtemos

— 0, — 0,

[t — s
Q

st s = wyds
Q

— 0, —0

‘/Q|uj\7"(f)‘2uj(uj —u)dx

/Q g [P (uy — w)d

‘/ |1 20 (u; — u)df‘ — 0.
o0

Deste modo, considerando
Ly () (uj — u) = / |V P92,V (u; — w)de,
Q
concluimos que
L@y (u;)(u; —u) — 0.

Analogamente,

L@y (u)(uj —u) — 0.

Portanto,

(Lp(a) (1) = Lpz)(u),u; —u) =0

e da Proposicao A.18 segue que

u; —u em WHE(Q).
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Lema 1.4 O funcional energia Jy associado ao problema (1.1) ndo € limitado inferiormente.

Demonstragao. Considere 0 < w € W'P®)(Q). Para t > 1, temos

" tv+
J)\(tw) S p—plp +—/|"LU|h dr — A\ /|w\“”
B+1

1 ¢ (1) d q(ac)dF p+1
- a+uﬁWHLAW' 4 B+MWWH{AJM } '

Da desigualdade (1.2), obtemos
lim Jy(tw) = —o0,
t—00

e isto conclui a prova.

|

1.3 Truncamento do funcional energia Jy
Inspirados pelos trabalhos de Garcia Azorero e Peral Alonso em [1], e de Corréa e Costa
em [18] faremos um truncamento sobre o funcional Jy com o objetivo de obter uma limitacao

inferior especial para este funcional.

Sabemos que

1 1 A
Ia(u) > Fpl,p(x) (u) + h_+ph(x)<u> — P (u)
1 1 1 1
- TH(Pr(z) (U))QH - —w(/)q(x) (U))’BH'
a+1(r") f+1(q7)

Além disso, pela Proposicao A.3 segue que

1 1 )\ v vt
B 2 gt )+ e () — T max { i, fulif |

1 1 r rt atl 1 1 q- at o
_ Q—HW <max {|U|T(I)7 |u|r($)}> - 6 +1 (q_)5+1 (max{|u|q($)a |U|q(a:)}> .
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1
Sendo h—+ph(x)(u) > 0, temos
]' /\ v vt 1 ]' r rt atl
Ia(u) = p—+PLp(w)(U) - U—_maX {|u|v(x)7 |u|v(x)} - Q—HW <maX {|u|r(m)7 ’U\r(x)}>
1 1

q + B+1
T Bri(gn (v {flfe Fuli })

Das imersoes continuas de Sobolev,

1 A v vt v vt
B 2 g () = (ol + oy max{full full " }

L (of +o7 ) et L)
- (e { ™ 1) })

o+ 1 (r—)a—f—l

1 (07 4 ¢d")stt _ L1 BHL
IS q(q*)ﬂqﬂ (max{”“”q’”“”q }> )

podemos escrever

1 _
() 2 gt () = ARy max{ Jull” |

LR (e {ul | H”})QH
— —— | nax u u
a+ 1 (r—)ett ’

1 Kg q T B+1
- mm (maX{HUH el }) )

0-111)7 + 0-11)]+ r rtya+1 - +\p/+1
ondeKlzT,Kzz(ar +o, ) e Kzg= (o] +ol )7

Da Proposicao A.14, obtemos

v

1 o=
M) = —prpa(u) = AK, max{pl,pm(U)"*,Pl,pm(U)” }

g )a+1
)

+

<
|

+

1 K, -
a1 (r)ett <max {,01,p(x) ()7, p1p(a) (u)? }

5
|

B+1

+

q

1 K <
T Bt (g ) (max {P1,p<x>(u)" Prp(a) ()7
= &P ().

hQ
|

Agora, mostraremos que existem R > 0 e A\; > 0 tal que £(R) > 0 para todo A € (0, A;). De
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fato, considere a funcdo 7 : [0,00) — R definida por

o 1 Ky r(at+1) 1 K, a”(B+1)
— o + _ + -2 +
n(a:)—p+x AK xr a—i—l(r*)a“x P B—l—l(q*)ﬂ“x Pt
1 - 1
Uma vez que 1 < ! (o:i— ) el< Lj—), existe R € (0,1) tal que
p
0< 1R— 1 Ko RT_;%H)— 1 K %7
— 2pt a+ 1 (r—)ott 41 (g )1

implicando que

Assim, podemos escolher \; > 0 suficientemente pequeno, verificando

1 v
%R — MK R»T > 0.

Tomando Ry = max {[0, R] N & ((—o0,0])}, temos 0 < Ry < R e £(Ry) = 0, para todo
A€ (0,M).
Considerando 7 : [0,00) — [0, 1] de classe C*([0, 00)) tal que

1 se z < R
T(l‘): )
0 se z> R

podemos definir, para z € [0, 00),

_ 1 i as 1 K.
5(23) = Fx_)\KlmaX{xﬁ’xp}_@—H(r—)iH (max{:t

1 Kg % g B+1
T Bl (m{ }> (@)

Note que € verifica as seguintes propriedades:

< s
3
8
|3
It

I
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&(z) < &(x), paratodo x € [0,00);
_ 1 v= ot
E(x) = — T — N max{xv+ , TP } , se x> R;

&(x) >0, para x> Ry.
Agora, consideremos o funcional truncado, com 0 < A < Ay,

1 1 1
1) — P | uP@ ) g / @ g - / @y
A(u) /Qp(a:) (|Vu| + Jul x + @) | x () |ul"* dx

o1 N A L r“
)| [ st - )| [ ]

onde u € WHP@(Q). Além disso, Iy(u) > &£(p1p)(w) e In(u) = Jx(u), se p1p)(u) < Ro.

Definido desta forma, I, é coercivo. Logo, é limitado inferiormente.

1.4  Demonstracao do Teorema 1.1

Mostraremos algumas propriedades relacionadas ao funcional truncado I,. Em seguida,
mostraremos que este possui infinitas solugoes e, por construgao de [, estas solugoes também

sao solugoes do funcional J.

Lema 1.5 I, € CY(W'Y@(Q),R), se I\(u) < 0 entdo pi ) (u) < Ry e I\(v) = Jy(v) para
todo v em uma vizinhanc¢a suficientemente pequena de u. Além disso, Iy satisfaz a condi¢do

Palais-Smale local para d < 0.

Demonstragio. E imediato que I € C'(W#)(Q),R). Se I)(u) < 0 entdo pypw)(u) < Ro
por construcio do funcional truncado, basta observar que &(p1pw) (1)) > 0 se pi @) (u) > Ro.
Agora, para todo u € Bg,(0) existe € > 0 tal que Bc(u) C Bg,(u) e I\(v) = Jx(v) para todo

v € B(u). Para provar a condi¢do Palais-Smale local, seja (u;) uma sequéncia (PS), para Iy
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com d < 0. Sem perda de generalidade, podemos admitir que I, (u;) < 0, para todo j € N.

Assim, pi () (uj) < R, para todo j € N. Por isso, temos
Ii(u;) = Ja(uj) e Iy(u;) = Ji(u;) para todo j € N.

Além disso, (u;) é uma sequéncia (PS)y para Jy, logo, se considerarmos

(B+1)px (z)p(w;) (a+1)p* (z;)p(z;)

. . S B px (z7)+p(z;) . 1 p*(zq)+p(z;)
d<0 < ming L;inf { ¢ P&OT,, , Lo inf ( ¢ *@d o,

i€ly

{ (h/v)~ (ho)T }
+ Kmin{ A®/»- -1 \G/mF-1 4
pelo Lema 1.2, existe \g tal que para 0 < A\ < Ay

uj; — u em Lq(x)(aﬁ) e em L”(I)(Q).

Portanto, pelo Lema 1.3, concluimos que I verifica a condicao Palais-Smale local.

Lema 1.6 Para cada n € N eziste € > 0 tal que y(I,°) > n, onde
I = {u € W () L (u) < —)

ey € o género de Krasnoselskii.

Demonstragao. Seja E,, C W'P(#)(Q)) um subespaco n-dimensional. Entdo, para u € E,, com
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|lul| =1e0 <t < Ry, temos

At = /Q z% (N(tu)‘p(r) i lw’p(x)>dm - /Q ﬁ!tuyh@dm - A/Q ﬁ!tuyvmda:
-3 i 1 {/Q r(1x>\tu|r(x)r(/)1,p(x)(tu))dm} atl ) ﬁ [/aﬂ q(l )’ T ))dF} B+l

- th™ ot
< p—_plvp(m)(u) + h_—/ |u|h(m>d;¢ - o /Q |u|v(x>dx
grH(a+1) ) tat (B+1) o(@) A+l
_ P “dr
@+ D) (/ ul” ) - o )
® hT prh(a+1) 1t (B+1)
S — + — n_>\_'bn_ *Cp — 'dm
p-  h vt (o 1)(rt)att (B+1)(gh)H
onde
a, = sup { (/ |u|h(x)d$);u € By, ||lull = 1}»
Q
b, = inf { (/ \u|”(x)dx>;u € E,, |ul| = 1}>
Q
a+1
¢, = inf { </ |u]”(””)dx> su € By, llul| = 1}
Q
e
B+1
d, = inf { (/ |u|q<m>dr) Ju € By, |lull = 1}-
o0
Assim,

Li(tu) < Z— + thh— ay — Atw b,,.

Note que o fato de E, ter dimensdo finita implica que as normas de W' (Q), LM®)(Q),
LY@ (Q), L'®)(Q) e L@ (99) sdo equivalentes em E,, logo a, > 0, b, >0, ¢, >0 e d, > 0.

Uma vez que vt < p~ e 0 < t < Ry, garantimos a existéncia de constantes positivas p e €
verificando I (pu) < —e para u € E,, |lu|]| = 1.

Portanto, se definirmos U,,, = {u € E,;|ul]| = p}, temos que U,, C I,°. Logo, pela
monotonicidade do género, y(I; ) > v(U,,) = n.

]

Lema 1.7 Seja Y = {A C W@)(Q) —0; A ¢ fechado, A= —A} e >, = {A C > ;v(A4) > k}
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onde vy representa o género de Krasnoselskii. Entao

dir = Inf suply(u
g AEZkueg )\( )

¢ um wvalor critico negativo de Iy e, além disso, se d = dy, = -+ = dyy,, entdio v(Ky) > 1r+1
onde

Kq = {u € W@ (Q); I, (u) = d, I} (u) = 0}.

Demonstragao. Observe que —oo < d < oco. De fato, pelo Lema 1.6, para todo k£ € N, existe

e > 0 tal que
YIN) = k.

Sendo I, um funcional par e continuo, I, € ), assim

dp < sup I \(u) < —e<0
uGT;€

para todo k. Além disso, I, é limitado inferiormente, portanto d, > —oo para todo k € N.
Desde que d < 0, I, verifica a condi¢ao (PS)g localmente. Entao, Ky é um conjunto compacto
e simétrico, mostrando que (/) estd bem definido.

Suponha, por contradi¢do, que d = dj, = -+ = dyy, € Y(Ky) < r+ 1. Do Teorema A 4,
obtemos uma vizinhanga K de K, com v(K) = v(Ky) < r + 1. Pelo Lema de Deformagao,

existe um homeomorfismo fmpar 5 : W2@) (Q) — Wr@)(Q) tal que
NI\ K) C I,

para algum § > 0. Em particular, podemos escolher 0 < § < —d, pois I, verifica a condigao

Palais-Smale sobre IY. Por definicao,

d=dpy, = inf suply(u).

A€ 4ir ueA

Entao, existe A € ), ., tal que sup,c4 Ix(u) < d + 4, que implica A C ];\Hé, e

A\ K) Cn(I{P\ K) c I}, (1.5)
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Segue do Teorema A.4, que
YA\ K)) > v(A\ K) > v(A) —v(K) > (k+7) —r = k.

Assim, n(A\ K) € 3,. Logo, terfamos SUp,,,aw) Ir(u) = d = d, mas isto contradiz (1.5).
Portanto, se d = dj, = - -+ = dj4.r., entao y(Ky) > r + 1.

|

Observe que a conclusao do Lema acima garante que dy, é valor critico de Iy, pois, (K4, ) > 1,

ou seja, Ky, € nao vazio para todo k € N. Além disso, se os valores dj, nao forem todos distintos,

teremos y(Ky) > 1 e isto significa que Ky é um conjunto infinito. Dessa forma, chegamos a uma

quantidade infinita de pontos criticos de I, com energia negativa, para 0 < A < A = min{\, A, }.

Pelo Lema 1.5 esses sao pontos criticos de Jy. Disto, concluimos que existem infinitas solugoes

fracas para o problema (1.1).
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Capitulo

2

Existencia de solucao para um problema de

Neumann com coeficiente singular

Neste capitulo, investigaremos a existéncia de solucao para uma variante do problema
(1.1), onde consideramos na equagao a presenca de uma fungao singular a(x) cujas propriedades

serao descritas a seguir. Este problema é definido da seguinte forma:

1
—Ap(ac)u+ |U‘P($)—2u — a(x)‘u|v(r)—2u+)\|u’r(m)—2u [/ _|U|T(m)dl’
Q

r(z)

B
o 1
|Vu|p(x)—2_u — |u|q(x)—2u[/ —|u|q(x)d1“] sobre 0f2,
o9

em €,

(2.1)

v q(z)

— 9,
onde Q C RY é um dominio suave e limitado, N > 2, e p,h,v,r € C(Q), ¢ € C(99), a—u éa
v

derivada normal exterior, A, o, 3 sdo parametros positivos e A,y é o operador p(x)-Laplaciano.

As condigoes sobre a funcao a(z) sdo as seguintes:
(i) a € LF®(Q), k€ C(Q), k= > vT;
(17) a(x) >0, Vx €
< p*(z), Vo € Q.

Nessas condigoes, o termo a(z) pode ser da seguinte forma:
a(z) = x|
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com 0 < 3(z) < N paraz € Qe

(ver [28]).

Temos como principal objetivo neste capitulo demonstrar o Teorema a seguir:

Teorema 2.1 Considere a fungdo a(x) satisfazendo (i) — (iii) e assuma a existéncia de funcoes

p(z),v(z),r(x) € CL(Q) e q(x) € CL(0N) satisfazendo a sequinte desigualdade:

p <pht<ov <ot < min{ (2.2)

(a+ 1)) (B+1)(g)"! }
(rf)e 7 ()P '

Entdo, existe A > 0 tal que para todo X > X\ o problema (2.1) possui solu¢do em W1P®)((Q)).

2.1  Caracterizacao Variacional

Definimos o funcional energia Jy, : W (Q) — R associado ao problema (2.1) como

0O = [ 19w ® @ g — [ AE) @) g
Do) = [ 2 (Fup® 4 ) do — [

\ 1 a+1 1 1 B+1
[/ \u]’"(m)dx} — [/ ]u\q(”)dF] :
a+1|/gr(x) B+1 LJoa q(x)

para todo u € W@ (Q). Este funcional é diferencidvel e sua derivada de Fréchet é dada por

Sa(ww = /\Vu\p(‘”)2Vuvwdx+/|uyp(z)2uwdx_/a(x)|u|v(z)2uwdx
Q Q Q

1 a 1 B
— )\ |:/ —‘u|r(x)dx] / |u|r(:c)—2uwd$ N |:/ _|u’q(oc)dF:| / IUI‘J(I)_QuwdF,
@ 7“(];) & 1}9] q(x) o0

para todo u,w € WHPE(Q). Assim, u € WP (Q) é uma solucio fraca do problema (2.1) se,

e somente se, u ¢ um ponto critico de J) 4.
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2.2  Lemas Auxiliares

Para demonstrar o principal resultado deste capitulo, precisamos primeiro, estabelecer alguns

lemas técnicos.

Lema 2.1 Para cada X > 0,
1. existem constantes ¢ > 0, o > 0 tais que Jyq(u) > c e ||u]| = o;

2. existe um elemento wy € WP (Q) com |Jwol| > 0 € Jy.a(wo) < 0.

Demonstragao. Para demonstrar o item 1., observe que

1
J)\,a(u) > E/ <|vu|p( |u|p(x))dl,__/ |u|vm

a+1 B+1
(Oé+ 1 a+1 / |u|7’($)dl,] - (ﬁ_‘_ ﬁJrl [/ |U’|q(z)dF] .
Assim,
1 1 A a+1
Inalu) > p—+m,p<x>(U) — o Pe@at) (4) = ot D))o (Pr(e) ()
1

B+1
(B + 1)(g)#+! (pq(:v)(u)) :
Se ||u|| < 1 é suficientemente pequeno, da Proposi¢ao A.10 sabemos que
> lul[P”
P1p) () = [[ul[”

Das imersoes continuas W'P@(Q) — L'@(Q), WO (Q) — LIDHQ) ¢ WP (Q) —

LZ&;(Q) e das Proposigoes A.2 e A.8, obtemos

Po(a)a(a) (W) < MY lull”,

Prizy(uw) < My Jul™
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Pa(a)(w) < Mg [Ju]|™
onde M, My e M3 sao constantes positivas. Portanto,

1, oo 1AM . A+ ~
J " > A V& vT (a+)r— 3 (B+1) )
) 2 ol = Ml - sl

Da estimativa em (2.2), obtemos
vT < (a+Dr ev < (B+1)q,

logo, podemos escrever

M?E/BJrl)q_

1 )\M2(a+1)r_ -
CERrEE

1 . . _
Inalw) > — [l — =M [ull” — vt _
A, (u) = p+||u|l v 1 ||U|| (OZ 1)(7‘7)O‘+1“u”

Considerando ¢ = ||u/|, temos

1 1AM M -
Jralt) > o |—— =M + 2 + 3 vt
velt) = 2 [p+ ( b ) T B )

de onde segue o resultado.

Para demonstrar o item 2., considere t > 0 e tomemos 0 < w € W'P(®)(Q). Assim, temos

tp+ v )\t(a-‘rl)?ﬁ

Jat < — T - T Pu(z),a(z - r(x ot
na(tw) < P (W) =~ Pu(a) a(@) (W) (ot D)y [pr(@) ()]
+(B+1)q 541
BTy el
De (2.2) concluimos que
tlggo Iy a(tw) = —o0,

isto encerra a prova.

Lema 2.2 Se (u;) C WH@(Q) ¢ uma sequéncia (PS)y para Jy,, entdo (u;) € limitada em
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Wir)(Q).

Demonstragao. Uma vez que (u;) C WP (Q) é uma sequéncia (PS), para Jy 4, temos
Inalug) = d e Jy (u;) = 0.

Entao, para C' > 0 tal que
C Z J,\7a(uj), \V/] - N

obtemos

1
CHlyll = Jraluy) =5

1 1 1 1
> e P1p() (Ug) + 5 g Po(a),a(z) (1)
1 1 a+1
A= (@) g
(9 AT ) [ &l }

1 1 1 1 A+l
- a@ar| .
* (9 @P Bl q)ﬂH) [/m'“' ]

Counsiderando 6 satisfazendo

I3 a(u5)u;

pr<f<uv, (2.3)

segue que

11

o T v(x),a(x > 07

<9 U_)P(>,<KU)
11 1 1 atl
A= - - |"@a >0
(e ) atl <r—>a+1> U &l 4

e

r+r 1T 1 o B+l
(9 ()P B+1 (q—yﬂd) LA;IUA dF] > 0.

Suponhamos, por contradi¢do, que (u;) seja ilimitada em WP (Q). Assim, tomando uma

subsequéncia, se necessario, podemos supor que ||u;|| > 1 e obtemos

1 1
C + |luil| > (F - 5>p1,p(x)(uj).
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Da Proposicao A.10,
1 1 _
C > = _= [P
T (yﬁ 9>Hugll ,

que é uma contradicdo, pois p~ > 1. Portanto, (u;) é limitada em W'P®)(Q).

Lema 2.3 Seja (u;) C WH@(Q) uma sequéncia (PS)y para Jy,. Se

L e A+l . pzn’ o) atl
d < ¢, ;= min{ Ly inf (E_P(WTM)W R , Lo inf (6_P<Ii>am>p v

onde

I <1 1 1 1 > I (1 1 1 1 )

1= — . — . — e 9 = —_ . _ . — )
0 (qh,)" B+1 (qq)" 0 (rl,)™ o+l (rg,)

entdo, os conjuntos de indices I e I dados nas Proposicoes A.19 e A.20 sdo vazios e

uj — u fortemente em L9 (9Q) e em L"™@(Q).

Demonstracao. Pelo Lema 2.2, a menos de subsequéncia, temos u; — u em Wie@)(Q).
Assim, podemos usar as Proposicoes A.19 e A.20.

Primeiramente, vamos supor que I; # (0. Seja z; € A; um ponto singular de medida u e v.
Consideremos ¢ € Cg°(RY), tal que 0 < ¢(z) < 1, ¢(0) = 1 e supp ¢ C B;(0).

Agora, para cada i € I; e € > 0 considere as fung¢oes

r — T;

bic(x) = ¢ ( ) ¥z e RV
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Desde que J} ,(u;)(¢icu;) — 0, obtemos

/uj\Vuj|p(x)_2VujV¢i,de + /|Vuj\p(x)d)i,gdx~l—/ \uj|p(x)¢iygdx—/a(x)]uj]“(’“")qﬁmda:
Q Q Q 0

1 (6%
A /—u-r(x)daj) /u-r(x)gbiadx
([l [,

1 B
— —u-q@f)czr) / w; |9 p; .l — 0.
(/@Qq(m)m [ i,

Fazendo j — oo segue que

0 = lim [/uj|Vuj|p($)_2VujV¢i7gdm+/ |uj|p(x)¢i,adx—/a(x)|uj|”(x)¢ivgdx
Q Q Q

1 «
< o T(l’) | ]| o | J| ’

+ / bocdp— | idp,
Q o0

onde

1 B
lim / —|u, q(z)df‘) u; |1 — o, 24
tim ([ ) 2.4
Podemos mostrar que lin% / u|VulP2VuV¢; .dx = 0 ver Shang-Wang [51]. Por outro
E— QO
lado,

lim ¢i,€dﬂ = M(b(O) e lim Qbi,sdlj = 17¢<0)
e—0 /o 90

e—0

e sendo A; N Ay, = (), para ¢ > 0 suficientemente pequeno,
L@y (@) L) [ e
A |u; | dx |ui | i cdx — A |u|"*" dx |u|" ¢, -dex,
o () Q o () Q

/]uj]p(“)¢i,gdx—>/ ]u|p(x)¢i,5dx
Q Q

e /Qa(:c)]uj]”(”‘")@fdx%/Qa(x)]u\“(x)cﬁiysdx.
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Uma vez que, quando € — 0,

1 (0%
(/ \u]r(x)da:) / u|"® p; odx — 0, / |u[P® p; .dx — 0,
or(x) Q Q

/\u|h(x)¢i,5daz—> 0, e A/a(m)\u|”(m)¢i,€da:—> 0,
Q Q

podemos concluir que
Mg S EV@H

onde ¢ surge da convergéncia (2.4). Da Proposigao A.19, temos

p(z;)

(Tmi)P(zi)Vip*(Zi) < < ey

Portanto,

p(z;)px ()

) p—
—— «(z;)—p(w;)
Vi > (C 17(961)7"$z P vP .

Além disso, sabemos que

1,
d =lim Jy 4(u;) = lim <J)\,a(uj) - 5JA,a(Uj)Uj> ;

entao, usando 6 satisfazendo (2.3), obtemos

md (L. 1 1 e rﬂ
= {<9 aywen ) L] g

Agora, definindo A; = |J

ven, (Bs(2) NQ) = {x € Q: dist(zx, A;) < J}, segue que

P S NS B
“\0 (qh,)’ BT (gy,)!

Desde que 6 > 0 é arbitrario e ¢ é continua, concluimos que

B+1
! @dr +y "y
/| >

i€ly

B+1
1 1 1 1
d> (= — p— /uq@>dr+ v, .
(5 CAES (qA1>6+1)[m" 2

i€ly
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Por (2.5), temos

11 1 1 . pepatey) ] PH
> <_ : - : ) inf <67P(Ii)7x.> pelzi)=ples) .
o\ (qh,)? B+ (qq)) e Z

Portanto, o conjunto de indices I; é vazio se

. 78+l
11 1 1 L1 e
d < (—~ - S )inf (E p<wi>T%)”* v .
0 (qh,)" B+1 (qz)" ieh[

Agora, consideremos I # (), seguindo os mesmos passos do caso anterior, obtemos

et O
—\0 (ri)r a+1 (ry,)ett) el

Portanto, o conjunto de indices I, = () se

* Oé+1
11 1 1 IEETRN- 2 JF T
PN EONE S nf | (70,) T
(9 (7“:22)0‘ a+1 (7’;2)0‘“) ilelz [ “

Lema 2.4 Seja (u;) C WH®(Q) uma sequéncia (PS)y para Jy,. Se

. CATAEAE A+l . pzn’ o) atl
d < ¢, :=min g Ly inf (E_P(WTM) e , Ly inf (6_1”(%)0,”) ronm
i€y i€l

onde

L—<1 1_1 1 >eL—(1 1_1 1 )
P\ ()7 BT (q)P) T NG ()t at D (1))

entdo, existe u € WP (Q) e uma subsequéncia, ainda designada por (uj), tal que u; — u em

Wir)(Q).
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Demonstragao. Pelo Lema 2.2, a menos de subsequéncia, u; — u em WP(®(Q). Além disso,

da convergéncia J ,(u;) — 0, concluimos que Jj ,(u;)(u; — u) — 0. Logo, podemos escrever

/Q |V, [P 2V, V (u; — u)de + /Q |u; [P 25 (u; — u)da — /Qa(x)|uj|”(x)_2uj(uj —u)dx

1 (T “ r\T)—
- A[/Q@Wﬂ ( )dx] /Q|Uj| 25y — u)de
1 B
— [/ —|uj|q(z)df] / ;]9 "2 (u; — u)dD — 0.
B o0

o q()

Usando a Desigualdade de Holder, temos

‘/ g [P (uy — w)de
Q

< / g [Py — uldz < Oy [Jui PO e w4y — ),
QO p(z)—1

VAN

[ a2 - e

/Q la(@) sy — ulde
Cola() ey |l @1

IN

v@) U — U] k@ ,
v(z)—1 k(z)—v(x)

IN

|uj — ul @),

‘/Q|Uj|r(x)_guj(uj —u)dz

Ty = uldo < G a1
Q

r(z)
r(z)—1

‘ / |92 (uy — U)dr' < / Jug| 7wy — uldD < Cy [Jug] @ ey s — ulg),
o0 o0 a(z)—1

onde Cy, Cy, C3 e C4 sdo constantes positivas. Note que |a(z)|p) < 00. Do Lema A.1, se

U] v(z) > 1 entao

v(z)—1

+
| tn S |z -

Faz-se da mesma forma para o caso |u;ye) < 1.

Usando a imersdo continua W@ (Q) < LY@ (Q), obtemos
vt vt
oy < ellugll”
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Analogamente,

i [P e < elluglP
p(z)—1

o <l

_ +
[y 7 oo < ellug]

k(x) — o(z)

disso, a imersao W1P@(Q) — LP@(Q) também é compacta e, pelo Lema 2.3, u; — u em

L™@(Q) e u; — u em LI®)(99), assim,

k(@)o(a)
Note que < p*(), logo a imersao WP (Q) — LF=—G)(Q) é compacta. Além

— 0, — 0,

‘/ s P2 (wy — w)dae
Q

/Q s |2 (uy — w)dae

— 0

‘ /BQ [ 72 (uy — u)dF‘ — 0, /Qa(ﬂﬁ)mj\v(x”“j(uj —u)dx

Deste modo, considerando
L@ (u))(u; —u) = /Q |V, [P,V (uy — w)de,
concluimos que
Lyay(u;)(uj —u) = 0.

Analogamente,

Lip(ay (u)(u; = u) = 0.

Portanto,

(Lp(a)(uj) — Lp)y(u),u; —u) =0

e da Proposicao A.18 segue que

u; —u em W@ (Q).
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2.3 Demonstracao do Teorema 2.1

O Lema 2.1 mostra que o funcional Jy, possui a geometria do Teorema do Passo da
Montanha (ver referéncia [55]). Assim, podemos aplicar este teorema e obter uma sequéncia

(u;) € WHP@)(Q) satisfazendo
Ina(t;) = crg € J;@(uj) — 0,

onde

o = inf max Jy o (z(t
Cxa = inf max Jya(2(1))

C = {z € C([0,1), W=)(Q)); 2(0) = 0, Jya(2(1)) <0}.
Considere a funcao wy dada no Lema 2.1 e 0 < t < 1, entao

; P tv“' )\t(a+1)r+
a t < — T - T Pu(z),a(x - r(T
A, ( wO) = ' pl,p( )(wO) U+p (z),a( )(wO) (O{ + 1)(T’+)a+1 [p ( )(w(]

)t

$(B+1)g*

(B +1)(gt)st? [Pg(a) (w0)] 7+

Logo,
- )\t(oc—l—l)rJr N
J)“a(t”LUo) < p_,pr(ﬂU) (U)o) - (Oé + 1)(T+>a+1 [Pr(m)(wo)] i
Definindo
by - Ab
a(t) = =t — 2 ot
e D
onde
b1 = prp)(wo) € by = [pr(a)(wo)]*™
obtemos

Ira(tw) < ga(t).
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Podemos observar que g,(t) possui um ponto critico de méximo em

L e+ et ) Ems
A by

e que ty — 0 quando A — oo. Pela geometria do funcional Jy , e pela continuidade da fungao

g, obtemos

lim (sup J,\Va(two)> = 0.

A—00 t>0
Logo, podemos concluir que existe um A > 0 tal que para todo A > X,

sup Jy o (twg) < cs.
>0

Uma vez que

Cra < max Jy 4 (twy),
te€(0,1]

para A > )\, temos

Chra < Cx.

Do Lema 2.2, segue que a sequéncia obtida no Teorema do Passo da Montanha ¢ limitada em
WLP@(Q), logo existe u € WIP@(Q) tal que u; — v em WPE(Q). Além disso, pelo Lema

2.4 e pelo fato de J,, ser de classe C', concluimos que
Tna(tg) = Jra(u) e Jy o (u) = T, (w).

Pela unicidade do limite,

Jna(t) =cra € J:\,a(u) =0,

mostrando, assim, que u é um ponto critico de J) , e, portanto, solucao nao trivial do problema

(2.1).
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Capitulo

3

Existencia de solucao para um problema de
Neumann com dois expoentes criticos e nao

linearidade descontinua

Neste capitulo, nosso interesse serd investigar questoes relacionadas a existéncia de solucao
positiva para o problema eliptico com dois expoentes criticos, condicao de fronteira de Neumann
e nao linearidade descontinua envolvendo o operador p(x)-Laplaciano, definido por:

«

1
—Dpayu+ [P0 = f(u) + [u [/ —|u|"@dz| em Q,
ol

5 X 3 (3.1)

u

|VulP@ =2 — = g(u) + |u?® 2 / —|u|?®@dI| sobre 092,
v o0 4(z)

onde Q C RY é um dominio suave e limitado, N > 2, p,r € C(Q), ¢ € C(09), a e B sdo

parametros positivos, f,g : R — R sao fungoes que possuem conjuntos nao enumeraveis de

pontos de descontinuidades.

Além disso, suponha valida a seguinte desigualdade:

[l D) @@
p < min{ T R v | 32

Para demonstrar o principal resultado deste capitulo, enunciado a seguir, precisaremos
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considerar os conjuntos

Ay = {x € 0Q;q(z) = p.(x)}

Az = {z € Qyr(a) = p*(2)},

disjuntos e nao vazios.

Antes de enunciarmos as hipdteses sobre as fungoes f e g, vamos recordar a definicao de
funcao N-mensuravel. Recorde que uma funcao f : R — R é chamada N-mensuravel quando
a composicao fow : ) — R é mensuravel, para cada funcao v : 2 — R mensuravel.

As hipoéteses sobre a fungao f : R — R sao as seguintes:

(f)) Para todo t € R, existe C; > 0 e s; € C(Q) com p(z) < s1(z) < p*(z) tal que

F(1)] < CL(L+ [t

(f;) Para todo t € R, existe 0; € (p*, p*) tal que

0 < 0,F(t) = 6, /Otf(a)da < (1),

onde

f(t) := lim ess inf f(o) e f(t) := lim ess sup f(o)
- e—0t [t—o|<e e—0t [t—o|<e

sao N-mensuraveis.

(f3) Existe a; > 0, que serd definido posteriormente, verificando
H(t —a) < f(t), Vt €R,
onde H é a funcao de Heaviside, ou seja,

0,set <0,
H(t) =
1, set > 0.
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(f4) limsup J0) =0e f(t)=0set<0.

1o+ 17 (2)-1

As hipoéteses sobre a funcao g : R — R sao as seguintes:

(g1) Para todo t € R, existe Cy > 0 e so € C(9N) com p(x) < sa(x) < p.(x) tal que

|g(8)] < Co(1 + [¢[=2)71).

(g2) Para todo t € R, existe 0, € (pT, p,) tal que

0 < 0:,G(t) = 0, /Otg(a)da < tg(t),

onde
g(t) := lim ess inf g(o) e g(t) := lim ess sup g(o)

- e—0t [t—o|<e e—0t [t—o|<e

sao N-mensuraveis.

(g3) Existe ay > 0, que serd definido posteriormente, verificando
H(t —a2) < g(t), Vt€R,

onde H é a funcao de Heaviside, ou seja,

0,set <0,
H(t) =
1, set > 0.

t
(g4) limsup 9) =0eg(t)=0set<0.

t—0+ ts2(®)-1 B
A seguir, definiremos solugao fraca para o problema (3.1) baseada na teoria dos funcionais

localmente Lipschitz desenvolvida por Chang [12], Clarke [17], uma vez que f e g sdo apenas

mensuraveis. Para um estudo mais aprofundado sobre esta teoria veja também a referéncia [30].

Definicao 3.1 Uma solucao fraca para o problema (3.1) é uma funcio u € WP (Q)
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satisfazendo

1 (0%
/]Vu]p(x)_2Vqudx+/ luP®2uvdr = /le dx + [/ —\u!’”(x)dx] /|u|’”(x)_2uvda:
Q Q Q o 7(z) Q

1 B
+ / 000 dI + { —\uqudr] / |u| 7@~ 2ypdl
oQ o0 () o0

para todo v € WHP@) (Q),
o'(x) € [f(u(x)), f(u(@))] qtp. em Qe

02(x) € Q(u(:c)),g_](u(x))] q.t.p. sobre Of).

Dessa forma, uma solucao fraca para o problema (3.1) serd um ponto critico do funcional

J: W@ (Q) — R dado por

onde

o = / (@ (V™ ™ >dw—ai1Umlac)iuv*”dxrﬂ

1 B+1
]

Uy (u) = / F(u)dx e Wy(u) = / G(u)dl.
Q 00
O principal resultado deste capitulo é o seguinte Teorema:

Teorema 3.1 Suponha que (f1) — (f1) e (g1) — (g4) ocorram. Entao, o problema (3.1) possui
uma solucdo positiva. Além disso, se u € W@ (Q) é uma solu¢io do problema (3.1), entdo

H{x € Qu(x) > a1} U{x € 0Q;u(x) > ax}| > 0.
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3.1 Resultados Preliminares

A demonstragao do Teorema 3.1 serd baseada em uma versao nao suave do Teorema do Passo
da Montanha para funcionais Lip;,. (ver Teorema A.7). Para isso, precisamos demonstrar alguns

lemas técnicos.

s (x)
Lema 3.1 Se ¥,(u) = /F(u)dm, entdo U1 € Lipe(L*@(Q),R) e 0¥, (u) C Lt (Q2).
Q

Além disso, se &+ € OV, (u), entdo

¢'(x) € [f(u()), f(u(@))] ¢.t.p. em Q.

Demonstragdo. Dado w € L@ (Q) e R > 0 fixo. Para cada u,v € Bg(w), onde
Br(w) = {z € L*"(Q); ]z —

W| sy < R}, temos

wM—//f )doda

onde ((z) = max{u(z),v(x)} e n(z) = min{u(z),v(z)}.
Por (f1), temos

() ((2)
Uy (u) — ¥y (v)] < Cy / / dodx + C’l/ / o @~ Ydod.
Q Jn(x) Q Jn(z)

O’|O"31(I)_l

s1(x)

W3 (u) )| =

</ / o)\dodz,

Para cada s;(x), a funcdo £ : R — R dada por L(o) = é de classe C' com

L (o) = |o|**®=1 para todo ¢ € R. Entdo,

()
|y (u) — /|C |dx+01// L (0)dodz,
Q Jn(z)

segue do Teorema Fundamental do Calculo, que

(W1 (u) — Wi (o) < Cy /Q(C(SB) —n(x))dz + Cy /Q [£(C(x)) — L(n(x))] d.
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Aplicando o Teorema do Valor Médio, existe ¢(z) € (n(x),{(x)) tal que

W) - 0i(0) < €

Q

(@) - n(a))dz + O, / £/ (o(@)) (¢() — n(a))da.

Q

Observe que ((z) — n(z) = |u(z) — v(x)|. Assim, temos

Wy (u) — ¥y(v)| < 01/]u—vldw+01/£l(g)\u—v\dx
Q Q
< C’l/ |u—v|dm+C’1/(|u\+|U|)sl(’”)1\u—v|dx
Q Q
<

Cl/ |U—U|dl‘+01/ (|u|s1(:€)—1+|v|s1(m)—1) |U—U|dl‘,
Q Q

ou seja,
|y (u) —¥yi(v)| < C’l/|u—v|d:v+01/|u|81(x)_1|u—v|dx+01/|v|sl($)_1|u—v|dx.
Q Q Q

51()
Sendo u € L*®)(Q), segue que |u[*®~1 ¢ Lot (©). Assim, pelas imersées continuas de

Sobolev e pela Desigualdade de Hoélder, obtemos

Wy (u) — Wi(v)] < Cilu—

le(z) + Ol|u81 ’ s1(x) |U — v

Ls1(@)(Q
S1(I)*1(Q) )

+ C’l\vsl(x)’” 51(2) lu—wv
le(z)—l(Q)

s1(z) (Q)»

ou ainda,

’lI]1<'U/> - \Ijl(v)’ < Cl|u — v 51 z)(Q + Cl'U 215122)1)(1 )‘U/ — v le(z)(Q)
s1(xz)—1
+ Cl| Llsl(l)( )‘U — U le(z)(Q).
Além disso, podemos escrever
[W1(w) = U1 (v)] < Chlu—= vl gy + Cilu — w+ w50 o [ = vl e o)

+ C’1|v—w+w|L31(x)(Q)|u U|le(x)(Q).
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Da Desigualdade de Minkowski,

Wy (u) — Uy (v)] < Cilu—v

le(z)(Q) + Cl(’u —Ww le(z)(Q) + "LU le(a:)(Q))Sl(x)_l|u — v le(m)(Q)

+ Ci(lv = wlpsg) + |w|L31(””)(Q))81<x)_1|u — V|11 (@)-

Uma vez que u,v € Br(w), temos

Uy (u) = Wi ()] < Cilu— Vs ) + Cr(R+ |w|L$1($)(Q))SI(I)_1|u — V|
+ Ci(R+|w lem(m)sl(r)_lw — V[
< Cilu—wv o) + Ci(R+[w le(z)(m)sf’wu — V|10 (@)
+ Ci(R+|w L51<z>(9))51+_1\u — V|10 (q)

Tomando K, = C; + 2C1 (R + |w

-
L@ @) ! obtemos

(Wi(u) =W (v)] < Kylu—wv

L@ () VU, v € Br(w),

mostrando que ¥, € Liploc(le(x)(Q), R).
Para demonstrar a segunda parte do Lema, recordamos que o gradiente generalizado de W,

em u é dado por

I

00, (u) = {€! € (L*(Q))5 (¢!, v) < V(w3 v), Yo € LE(Q)},

onde UY(u;v) é a derivada direcional generalizada de ¥, no ponto u na direcio v, ou seja,

W0(u;v) = Timsup Uy(u+h+ M) —Vi(u+h)

h—0,A—01 A

Considere (h,) C L**@(Q) e (\,) C R* tais que h, — 0 em L*@(Q) e A\, — 0 em R.
Assim, temos
Uy (u+ hy + Av) — Wy (u+ hy)

U9 (u;v) = lim sup .
n—o0 ATL
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Aplicando a definicao de ¥y, segue que

F hy, + \pyv)dx — | F(u + hy,)d
\Il(l)(u;v):hmsupfQ (Ut b+ Anv)de fQ (u )x

n—oo >\T'L

Definindo
1

n

podemos escrever

U9 (u;v) = limsup/ F,(v)dzx.
Q

n—oo

Desde que h,, — 0 em le(l’)(Q), entao, a menos de subsequéncia,

hp(x) = 0 qt.p. Q

|hn(2)] < K(z) € L*@(Q) q.t.p. Q. (3.3)

Pela definigdo de F' e pela propriedade (f;), tem-se

1
|F.(v)| = )\—(F(u—i-hn—l—)\nv)—F(u—i-hn))’
1 (uthn+Anv)
< It / Co(1+ [ Y)dt
n (u+hn)
C B + Apv]1@) — R |51 @)
< oo+ -5 |4+ hp, 4+ Apv| U+ Dy ‘ (3.4)
s1(x) An

Agora, definamos a fungao 7 : [0, 1] — R por
7(2) = |u + hy + 220 @.

Observe que 7 é continua em [0, 1] e diferencidvel em (0, 1), entao, pelo Teorema do Valor Médio,

dado 0 < |\,| < 1, existe ¢, € (0,1), tal que

7(1) = 7(0) = 7 (cn)-
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Portanto,

1 |u+ hy + A0 @ — |u+ Ry, |52 @)
s1(x) An

= |u+ hp + A0, (3.5)
Substituindo (3.5) em (3.4), temos

|F(v)| < Cy|v] + Cyilu+ hy, + gn)\nv|51(”)_l\v].
Além disso, note que

[+ hiy + Gu A0 17 (3 max{u, hy, s A0 })*

IN

Ssl(x)—l l’IlaX{U,Sl(x)_l, h;?(x)—l, (gn)\nv)sl(:t)—l}

IA

331(17)—1(|u|51(x)—1 + |hn|sl(w)—1 + |§n)\nU|81(m)_1)

IN

s1(x)—1 s1(z)—1 s1(z)—1 s1(z)—1 s1(z)—11,,1s1(z)—1
3 (lul + |hn] + <l [An [l )-

IN

Desde que g, € (0,1) e 0 < |\,| < 1, segue que 0 < |, [*@ =L\, [** @1 < 1. Logo,

[Fa()] < Cifo] + Cu3 @7 (Juf 170 4 Ry [T 4 o 1@ o)

< 01|U‘ + C’lgsf—l(|u|s1(x)—1lvy + ’hn|sl(x)_1”0‘ + |U‘51(I)).

Entao, obtemos
[Fa@) < Calol + Collul™ @7 o] + [ o] + o),
com C; = C13% 1 > 0. De (3.3), sabemos que existe K (z) € L@ () tal que
|hn(z)| < K(x) q.t.p. . (3.6)
Pela Desigualdade de Holder,

Cilo] + Cu(lul @ o] + K ()7 o] + o)) € L1(Q).
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Note que
limsup F,(v) = F°(u;v),

n—oo

entao, pelo Lema de Fatou, segue que

WY (u;v) :limsup/Fn(v)dwg/limsupFn(v)dajg/Fo(u;v)daj.
0 0

n—00 QO n—o

Do Lema A.5, sabemos que

FOu0) < f(u)v, se v >0,
fu)v, se v <0,
logo,
U (u;v) < / fu)vdzx +/ f(w)vdz, Yve L@ (Q). (3.7)
{v>0} {v<o}

Considere £'(z) € OV, (u) C (L*1®(Q))" e suponhamos, por contradigao, que existe um conjunto

A C Q com |A] >0 tal que £'(z) < f(u) em A. Assim,

/Agl(x)dx</Ai(u)dx. (3.8)

Observe que
/fl(x)(—XA)dx: —/fl(x)dx,
Q A

onde x4 ¢é a funcdo caracteristica do conjunto A e —x4 € L**®)(Q). Pela definicdo de oW, (u),

(€ (=xa)) < 9(u; —xa),

logo,
- / €1 () = / € () (—xa)dz = (€1, (—xa)) < Wt —xa).
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Segue de (3.7) que

—/Aﬁl(w)dx

IN

/ (—xa)da + / F)(—xa)da
A>0} {—xa<0}
/ (—xa)dx

XA<0}

:/f

IN

Portanto,

/Agw)d:g > /Ai(u)da:,

o que contradiz (3.8). Assim, temos
Analogamente, mostra-se que

De onde concluimos que

Lema 3.2 Se VUy(u) = /G(u)dF, entio Uy €  Lipu (W@ (0Q),R) e OVy(u) C
o0N

59(2)
Lt (082). Além disso, se & € 0Vq(u), entdo

§a() € [g(u(r)), g(u(x))] g.t.p. sobre 0.

Demonstragdao. Dado w € L@ (9Q) e R > 0 fixo. Para cada u,v € Bp(w), onde
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Br(w) = {z € L**@(0Q); |z —w

/asz/ f(o)dodl' — /asz/ flo dadl“’ /89/77(96) o)|dodl,

onde ((x) = max{u(z),v(z)} e n(z) = min{u(z),v(z)}.

Por (g1), temos

¢(@) G
Wy (u) — Wy(v)] < CQ/ / dodl" + 02/ / |o|*2@ =t dodl.
o0 Jn(x) oQ Jn(x)

De modo andlogo a demonstracao do Lema 3.1, podemos usar o Teorema Fundamental do

W) 9y < R}, temos

[Wa(u) — Wy(v)| =

Caélculo e o Teorema do Valor Médio para obter

W) — To(v)| < 02/ lu — vldl + 02/ (2@~ — p|dl + 02/ ]2~y — |dT.
o0 09 o0
sa(2)
Sendo u € L*2(®)(9Q), segue que |u[*?@~1 € L%@-1(90Q). Assim, pelas imersdes continuas de
Sobolev e pela Desigualdade de Hélder, obtemos

1
el

[Wa(u) — Ua(v)] < Colu~— L2260 (992

LSQ(Z)(aQ + CQ‘U — U Lsz(z)(aﬂ)

1
+ 02| |8L2s(292c) 8Q)|u U|L32(w)(ag)

Pela Desigualdade de Minkowski, temos

[Wa(u) — Ua(v)] < C_Y2|U - U|Ls2(9”)(8§2) + Co(fu — w|LS2(")(8Q) + |w|L$2(“)(BQ))82($)_1|u - U|LS2<’”)(8Q)

+ CQ(‘U — W

sa(z)—1
Le2@(90) T lw Lsz<z>(aQ)) lu —v Lo2(®) (9Q) -

Uma vez que u,v € Br(w), temos

Wy (u) — Uy(v)] < Colu—w

si—
Ls2@)(9Q) T Co(R+ |w LS2(z)(BQ)) 2 —w

L52(*)(9Q)

T
Lo2@ (00)) Hu—w

Lo2(®)(60)
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Tomando K, = Cy + 205 (R + |w

+_
LSQ(J’))(@Q))S2 1, ObtemOS
[Wa(u) = Ua(v)| < Kylu —v|pauwag), Yu,v € Br(w),

mostrando que Wy € Lipyoe(L2@(0Q), R).

Agora, recordemos que o gradiente generalizado de ¥, em u é dado por
Wy (u) = {& € (L*D(00))'; (&, v) < Wy(w;0), Yo € L2 (99)},

onde UY(u;v) é a derivada direcional generalizada de Wy no ponto v na direcio v, ou seja,

v h+ M) -V h
U(u;v) = limsup 2(uth+ M) 2(uth) .
h—0,A—01 A

Considere (h,) C L*2@®)(9Q) e ()\,) C R* tais que h, — 0 em L2®)(9Q) e A\, — 0 em R.

Assim, temos

Y h Apv) — U hy,
\I/g(u;v):limsup 2(u + fin 4 Anv) 2(u t fin)

n—oo /\n

Aplicando a definicao de Us, segue que

\Ifg(u;’u) = lim sup fag (U A hn 4 Ant) fag (u+ ) }

n—oo A7’L

Definindo
1

n

podemos escrever

U (u;v) = limsup/ Gp(v)dT.
o0

n—oo

Desde que h,, — 0 em LSQ(J”)@Q), entao, a menos de subsequeéencia,

hn(z) = 0 q.t.p. 09
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|hn(2)| < K(2) € L2@(0Q) q.t.p. Q. (3.9)

Pela definigao de G e pela propriedade (g;) tem-se

1
Gu()] = |3 (Gt b+ M) = Gl + hn))‘

1 [Gluthn+rn0)
<&/ Co(1 + 1t

)\n G(u+thy)

Cy |u+ by + Ap0[*2@) — |u + hy, 2@

< C . 3.10
= 2|U| + 82(1,) >\n ( )

Agora, definamos a funcao 7 : [0,1] — R por
7(2) = |u+ hy + 2202,

Observe que 7 é continua em [0, 1] e diferencidvel em (0, 1), entao, pelo Teorema do Valor Médio,

dado 0 < |\,| < 1, existe ¢, € (0,1), tal que

/

7(1) = 7(0) = 7 (n)-

Portanto,

1 |u+ hy 4+ A0]2@ — |u+ Ry, 2@
So () An

= |t + by + G A 0] o, (3.11)
Substituindo (3.11) em (3.10), temos

|G (V)] < Colv| 4 Calt + hyy + GuAn0]2@ ol
Além disso, note que

’u—th—i-gn)\n’U’SQ(x)ilrU’ < 352(1)71(’1”82(1:)71_’_‘hn’@(x)fl_i_ ygn’@(:c)flp\nlw(x)fl‘v|52(:1:)71)'
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Desde que g, € (0,1) e 0 < |\,| < 1, segue que 0 < |, [*2@ 71|\, [22®71 < 1. Logo,

|G (v)]

IN

02’,U| + 02382(1)—1(’u|52(93)—1 + |hn’52(1)—1 + ’U|82($)—1)|U‘

A

Coo] + o327 (Jul @ o] 4 [hy [ o + [o]=).

De onde obtemos
(Ga(v)] < Cofo] + Colful* @~ o] + [ 27 o] + [0]2)),
para algum Cs > 0. De (3.9), sabemos que existe K (z) € L*2(®)(9Q) tal que
|hn(z)] < K(z) q.t.p. 0. (3.12)
Pela Desigualdade de Hélder,
Clo] + Co(ful* @~ o] + [ K ()=~ o] + [v]*=) € L(09).

Note que
limsup G, (v) = G°(u;v),

n—oo

entao, pelo Lema de Fatou, segue que

\Ilg(u;v):limsup/ Gn(v)df‘g/ limsqun(U)dI‘S/ GO(u;v)dr .
o) o9

n—oo o) n—oo

Do Lema A.5, sabemos que

g(u)v, se v >0,
G°(u;v) < (u)
g(u)v, se v <0,
logo,
WY (u;v) < / g(u)vdl + / g(uvdl, Vv e L2)(09). (3.13)
{v>0} {v<0}

Considere &(z) € OVy(u) C (L2®)(00))" e suponhamos, por contradicdo, que existe um
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conjunto B C 992 com |B| > 0 tal que & () < g(u) em B. Assim,

/B@(:L')dl“</Bg(u)dF. (3.14)

Observe que

[ o) xmir = - /B & (x)dr

onde xp ¢ a funcdo caracteristica do conjunto B e —yg € L*2(*)(99). Pela definicao de 0Wy(u),

(&, (—xB)) < U(u; —xB),

logo,

_ / &)l = | @)(-xa)dl = (& (~xp)) < W —xp).

Segue de (3.7) que

- [ awar < /{_XB>O}§<u><—XB>dr+ [ gw-xmr

{—xB<0}

< /{ g(u) (—xm)dD

—xB<0}
= —/g(u)dF.
52

Portanto,

/B E(@)dr > /B glu)dr,

o que contradiz (3.8). Assim, temos

g(u(z)) < &(z) q.t.p. em 0.

Analogamente, mostra-se que
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De onde concluimos que

&() € [g(u(2)), g(u(z))] q.t.p. em I

Pelos Lemas 3.1 e 3.2, concluimos que o funcional J € Lip;,.(W'P®(Q), R) com
J(u) = {Q (u)} — OV, (u) — OV, (u), Yu € WHE(Q).

Lema 3.3 Seja (u;) C WYP@(Q) uma sequéncia (PS)q para J, entdo (u;) € limitada em
Wir)(Q).

Demonstragao. Seja (u;) C WP (Q) uma sequéncia (PS)y para J. Entdo,

J(u;) = d e Aj(u;) =0,

onde A\j(u;) = min{”f”Wlm(m)(m;f € 9J(uy)}-
Considere (w;) C 0J(u;) tal que

[wjllwise ) = As(uy) = 0;(1)

’

wj = Q (u;) — (£1); — (&2);;
onde (£); € 0W,(u;) e (&) € OWq(u;). Assim, temos

/

(wj, u;) = Q (up)uy — {(€)5,u5) — ((&2)5,u5), Yu; € WHPE(Q),

Entao, podemos escrever

1 (0%
(wj, u;) = /\Vuj!p(z)dﬂer/\Uj\p(x)dx— {/—Wﬂr(m)dl‘] /yuj,r(w)dx
Q Q o 1(z) Q
1 8
[ gtwtea] [ e [ e ar
o0 4(7) 0 Q 0
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para todo u; € WLP@(Q).

Tomando 8 satisfazendo

+ S+ D) (B+D (@) }
P <9<m1n{ , D Ds ¢ s 3.15
() (@) 319
temos
1
) = Glup) < |w) = Gl < )]+ )]
Além disso,
—(wj,uz) < [(wg, ug)| < flwgllllugll < Olfugll, Vi = jo
e |J(u;)| < M para todo j € N. Assim, temos
1 C
J(uy) = glwjwg) < M +lugll, V5> jo. (3.16)

Por outro lado, usando a definicao do funcional J, de Q' (u;) e o Teorema da Representagao

de Riesz, segue que

Q' (u;)u; + %((fl)ja uj) + %((fz)j»uﬁ

1 1 a+1
|V [P - [ [P dar — ] {/Q 74(%)|1/Ja'|r("7")d$}

)
1 1 ol
- — — |, |1 dl’ —/Fu-dm—/GuldF
5‘1‘1[/8961(33)“’ } Q (1) o0 ()
1 / 1 “
- = Vu-p(x)da:%—/ u4p(”)dx—{/—u-r(x)dx1 /u-r(x)dw
9< [ vu 1 [t [ Jui

1 p 1 1
— —u-q(“)dFl / u; |90 dT +—/ o' -u-dx+—/ 02)ju; dl,
/89 q(x)’ J’ 8Q| J’ 9 Q( )J J 0 aQ( 2)] J

J(w)—%(wj,uj) = J(uy) -
1
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1 1

T Ja

1 B+1
— ulq@)dr} —/Fu- dw—/ G(u;)dl
(B+1)(g)s+t [/89‘ i Q () o0 ()
a+1
_ 1/ (1Y, P+ o, PO d + ——— /\u»r(f)dx
0 Ja ’ ’ 0(r) [Jo '

1 w1 1
w; |1 dl —i——/g »u»dm—i——/ 02);u; dl.
sy | [t g [t g [ e

1 a+1
Vo 2@ 4 1 P@) e — / @) g
(’ uj| + Juy] ) Z (@ + 1)(r)ott Q'“J‘ €z

Temos,

1 1 - -
= 5) LT ) do

Y

J(u;) — %(wwuﬁ (
(

(
i (0(7’1+V“ (a+ 1)1(r—)“+1) {/Q \uﬂ“”dw} )

[ (e - ) dos [ (Gleas - 6w ar.

Usando as condigoes (f3), (g2) e os Lemas 3.1 e 3.2, obtemos

S(0)5(e)us(2) 2 (w0 (0) 2 Flug(e)) atp em O

implicando que,
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Portanto,

1 1 1
J(u;) — g(wj,u]) > (ZF - 5) /Q (|Vuj’p(oc) + ]uj’p(x)) dx

+ (s~ mrve) L ’“j’q(x)drrﬂ
1

Q
a+1
|uj|r(m)dx} :

i (e<r1+>a Tl 1><r—>a+l> [ 0

Da desigualdade (3.15), temos

1 11 i i
s = gl = (5= 3) [ (90 ) do

p-‘r

Entao, por (3.16), segue que

1 1
Ml = (o= ) ()

Agora, suponha por contradi¢do, que (u;) seja ilimitada em WP (). Assim, tomando uma

subsequéncia, se necessario, podemos supor que ||u;|| > 1 e, pela Proposi¢ao A.10, obtemos

1 1 _
Ml = (o= g) Il
que é uma contradicao, pois p~ > 1. Logo, (u;) ¢ limitada em W1P®)(Q).
[ |

Com os dois Lemas seguintes, mostraremos que o funcional J satisfaz a condigao Palais-

Smale local abaixo de um certo nivel d.

Lema 3.4 Seja (u;) C WHP@(Q) uma sequéncia (PS)y para J. Se

plapp* (@) 12t
i€l i€l

. AR on) s L @) -p(:)
: : = m *#(2q)—p(Ty . ~—— *(x;)—p(z;
d < ¢, :=min { Ly inf <c P(Zi)Txi) ? ? , Ly inf (c Pm‘)am) ! !
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onde

I (1 1 1 ) I (1 1 1 1 )
= — . — . [ — —_ . — .
PTG (0P B (g PT\0 () a1l ()

entdo, os conjuntos de indices I e Iy dados nas Proposicoes A.19 e A.20 sdao vazios e
u; — u fortemente em LY (9Q) e em L"®(1).

Demonstracao. Pelo Lema 3.3, sabemos que (u;) é uma sequéncia limitada. Assim, podemos
aplicar as Proposicoes A.19 e A.20. Primeiramente, suponha por contradicao, que I; # ().
Considere z; € A; um ponto singular de medida p e v, e tomemos uma fungio ¢ € C5°(RY),
tal que 0 < ¢(z) < 1, ¢(0) =1 e supp ¢ C B1(0).

Agora, para cada i € I} e € > 0, considere as fungoes

r — T

bro(2) = & ( ) Ve € RY.

Desde que (u;) é limitada em WP(®)(Q), segue que a sequéncia (¢; .u;) também ¢ limitada em
Wir@)(Q). Logo,

(wy, i cuz) < w1 pa) ll@icusl| — 0.

Isto implica que

/uj|Vuj|p(””)_2VujV¢i,gdm + /|Vuj|p(x)¢i76dx+/ |uj|p(m)¢i7€dx
Q Q Q

1 (63
_ L f@y @4 d
[/w(x)'“ﬂ' ] /Q'“” Pt

- _1 Ja(x) }B Ja(x) b

[/ag q(x) Ju[**dl /a ) ;| i edl
- /(Ql)j(¢i’suj) dz _/ (02)j(¢icuj) dl' = 0;(1).
¢ o0
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Quando j — oo temos
0 = lim [/uj|Vuj|P($)—2VujV¢)i’6d:E+/ |uj|1’(a:)¢i75dl’
Q Q

B {/QTWJV(JC dm} /|u |T(I)¢18dm_/( 1)j(gbi75uj)d$—/{9Q(92)j(¢i,auj)dl—‘]

+ / Qbi,edlfl - ¢i,sdﬂa
Q o0

onde
1 B
lim / i P ICON | I T LIRS 73 3.17
j—>oo< 8QQ($)| ]| ) | J| ( )
Em Shang-Wang [51], mostrou-se que

lim u|vuyp 2VuVe¢;.dr = 0.

e—0

Por outro lado,
lgl(l)/g(bmdu = 1;6(0) e ll_{l% - ¢idv = 1;¢(0)

e sendo A; N Ay = (), para € > 0 suficientemente pequeno,

1 « 1 “
() () r(x) r(x)
— |, dx / U Oicdr — (/—u dw) / U ¢;cdx,
([ iul®an) [ 1) [l [ Ju
/|uj|p(x)<b,-75d:c—>/|u]p(z)gz§i,€dx.
Q Q

Além disso, quando ¢ — 0,

1 (0%
/ ——|u|"® dx / u|"® p; cdx — 0, / [P p; cdx — 0.
o r(z) Q Q

Note ainda que, pelos Lemas 3.1, 3.2 e pelas hipéteses (f1) e (g1), temos

0<(0"); <C A+ |u]* @1 qt.p. em Q

64



0 < (02); < C(1+ |u)2™1) q.t.p. em 99,

Entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

1 1 1 . . . —
lim nggo /Q (0");%icu; dw} 0

e—=0 |j—o0

o0

Deste modo, temos

1ip(0) = 7:(0),

isto é,

Wi < cv;.

onde ¢ surge da Convergen(na (3.17).
p(z;)

De T, Vp*““ < ,up(“l) obtemos (T, )P < p; < ;. Entdo (T,,)P@) <

que implica
1 px(z;)—p(z;)
_7P(I¢)Tx. < V; Pe)px(@i) .

Portanto,

1 N (@)ps (@) /p (i) —p(xs)
v; > <c P<Zi>Txi> .

Agora, observe que

T4 0,(1) > J(us) > T(ug) — 5wy, ).
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De onde segue que

1
d+o;(1) > <p_+ — —) ]Vuj\ \uj\p(z)) dzx

+ (o~ T w) [ o]
+ (o 1 b ) | o]
v [ (e - Fw) dor [ (Glenu - 6w ar.

Tomando

(a+ D)™ B+ 1)
) @) ’p’p*}’

usando as hipdteses (fa2), (g2) € os Lemas 3.1 e 3.2 obtemos

droll) 2 (e<q1+>6 e 1>1<q—>6+1) Ua '“J"Q(x)dr} -

Agora, definindo As = U ¢4, (Bs(z) N Q) = {z € Q : dist(x, A1) < 0}, segue que

B+1
11 1 1
d>1-- — - — w|?@®dr + v; .
(9 (qh,)*  B+1 (qA5)5+1>[ . 2 ]

i€l

p+<9<min{

Desde que 6 > 0 é arbitrario e g é continua, concluimos que

B+1
1 ' ! - ! : L q(x)
= (9 (¢h,)? B+1 (q;‘l)ﬁ-i-l) [/ |u| ™ dl" + Z m] .

i€ly

Por (3.18) temos

PO W S T
—\0 (¢h,) BH1 (gq)H)
p(x;)px ()

1 1 1 1 nf (7_“1)7 >W o
. _ . 1mn C g T .
0 (qh,)° B+1 (qq,))ich Z

v
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Portanto, o conjunto de indices I; é vazio se

. y 8+
11 1 1 L\ eSS

d < (—- — C— )inf (E P(“fﬂTxi)p* v
0 (qh,)" B+1 (qu)%") eh [

Agora, consideremos I # (), seguindo os mesmos passos do caso anterior, obtemos

p(epp* (@) AT
g>(t. .t 1 1 inf (5*ﬁzi>om)p*“””"’(z” .
—\0 () adl (ry,)ett ) en

Portanto, o conjunto de indices I, = ) se

1 1 1 1 ) play)p” (z;) atl
d< (— . — . — ) inf (E_p(a:i)a-m> p*(z;)—p(z;) '

0 (ri,)* a+1 (ry )t ) el

Lema 3.5 Seja (u;) C WHP®(Q) uma sequéncia (PS)y para J. Se

. TN A+l . pzn’ ) atl
d < ¢, :=min g Ly inf (E_P(“‘i)Tmi> et , Lo inf <6_P(mi)0'm> primTRAE
i€l ]

onde

L_<1 11 1>6L_(1 11 )
N0 (@R B ()P TG () atl ()0

entdo, existe u € WP (Q) e uma subsequéncia, ainda designada por (uj), tal que u; — u em

Wir)(Q).

Demonstragdo. Se (u;) C W@ (Q) é uma sequéncia (PS), para J, entdo (u;) é limitada.
Logo, existe u € W@(Q) tal que u; — u em WP (Q). Uma vez que, ||w;|1pw) = 0;(1) e

(u; — u) é limitada em WP (), obtemos

(wj, uj —u) = 0;(1).
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Assim, temos

Y]

0;(1) /|Vujlp 2V, V( dw—l—/\uﬂpx) u;(u; — u)dx

1 r\x “ r\x)—
- {/meuﬂ ( )dﬂf} /Q’Uﬂ 720, (u; — u)de

— | [ sl @dr| [ g2 (uy — u)dr
o0 Q( ) o0
- (0");(u; —u)dz — [ (02);(u; — u)dl.
J /.

Usando a Desigualdade de Holder, temos

‘/ i [P (uy — w)dae
Q

‘/Q|uj|’“(1’)‘2uj(uj —u)dx

< / |uj|p(x)—1|uj — uldr < C4 ||uj|p(a:)—1‘% U5 — Up(a),
Q p(@)=

IN

/ oy O — uldi < C [y @
Q

o) |uj = ulr@),

I B B o O L IR Rt
a0 Gl9) a(z)—1
onde C, C5 e C5 sao constantes positivas. Do Lema A.1, se |u;|,) > 1 entao
_ +
[ [P) 1‘p<’;(>zll < il
usando a imersdo continua W@ (Q) — LP@)(Q), obtemos

pt

ho < cllugl””

||

Analogamente,

r(z)—

"7 L < cljui |

r(z)—1

0] 7O e < cluy ||
q(z)—1

Note que a imersdao WP (Q) — LP(®)(Q) é compacta e, pelo Lema 3.4, u; — u em L"@(Q) e
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u; — u em L@ (9Q), assim,

‘ / |u; [P 20 (u; — u)de

— 0, —0

[ st s = wya

e
/ [ 702 (uy — u)dF‘ =0
09
Além disso, de (f1), (g1) e pelos Lemas 3.1 e 3.2, temos
0< (Ql)j < f(u]) < ’f(uj)’ < C’(l + ’uj’)ﬁ(x) 1
entao

0 < (0"); < C(L+ |uy)1,
De onde obtemos

s1(x) s1(x)

(x)
’(Ql)j’sl(x)—l < [C(l—l— |uj’)s1(x)* ]s1(z> T < Czsl(x) 1 maX{l ’uJ’m }S C+C|uj’s1(x)

logo
sq(x)
/ (0"t Tde < C+ C/ |u; [P da = C + Cpy, () (1)
Q 9)

Desde que (u;) é uma sequéncia limitada em W@ (Q), podemos supor, sem perda de

generalidade, que |u;| < 1. Assim, pela Proposicao A.2, segue que

p_auw ((01);) < C+ Ol

sy(z)—1

Pela imersoes continuas de Sobolev,

p_aw ((04);) < C+Cl||“||1slx

s1(x)—1

Suponhamos, por contradi¢do, que a sequéncia ((¢');) ndo seja limitada. Entao, podemos supor
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|(0');] > 1 e, pela Proposigao A.2

(@il < C+Cillullll, )

so(x) —

51 ()
onde s,(z) = % Portanto, a sequéncia ((o');) é limitada em Lot (Q).
S1\r) —
Da Desigualdade de Holder, com os expoentes conjugados s;(z) e %, segue que
S1(T) —

L@yt —wde < 1@ty = tlaco.

s1(z)—

s1(x)

Desde que ((o');) ¢ limitada em L5507 (Q) e uj; — u em L*@)(Q), temos

/Q(Ql)j(uj —u)dr — 0.

Analogamente, mostrar-se que

Deste modo, considerando
Ly () (uj — u) = /Q |V |92,V (u; — w)da,
concluimos que
L@y (u;)(u; —u) — 0.

Analogamente,

L@y (u)(u; —u) — 0.

Portanto,

(Lp(x) (uﬁ) - Lp(l’)(u), Uj — u) — 0

e da Proposicao A.18 segue que

uj —u em WHE(Q).
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Lema 3.6 1. Existem v € WH@(Q) e T > 0, tais que

max J(tv) < d;
te[0,7]

2. Ezistem e € WYP@)(Q) e r > 0 tal que J(e) < 0 para todo e com |le]| > r;

3. Eriste 0 > 0 tal que J(u) > o para todo v € W@ (Q) com |jul| = 7.

Demonstragao. Considere v € W' (Q) tal que |[v|| = 1, |T1 = {x € Q;Tv > a1} > 0,

[Ty = {x € 0 Tv > as}| > 0 e afuncao 7 : R — R definida por:
w lat1)r™ +(B+1)a

T(t) = p__Pl,p(:v)<U) - (a 4+ 1)(T+)a+1 [pr(ib)(U)] - (ﬁ + 1)(q+)5+1 [pr(m) (U)}

B+1

Note que, existe ¢, > 0 tal que 7' (t,) = 0 e, observe que 7 (t) > 0 para todo t € (0,t,) e 7 (t) <0

para todo t € (t,,+00). Assim, 7 é crescente em (0, t,) e decrescente em (¢, +00). Portanto,
T(ts) = I?;)XT(t).
Deste modo, podemos escolher T" > 0 tal que

T <ty 7(T)<r7(t); 7(T)<d.

Entao, sendo F(tv) > 0 e G(tv) > 0 segue que

— p(a) p(z) _ r(z)
J(tv) /Qp(x)(W(tv)\ + [toP')dx ) {/Q r(x)'tv| dx}

1 1 ool
— o1 dl —/Ftvdm— G(tv)dl
ﬂ+1[/89(I(x)| | ] Q (t0) 0 (tv)
1(B+1)q

p__pr(I)(v) - <a+ 1)(7‘+)0‘+1 [pr(x)(v)}a - (5+ 1)(q+)5+1 [IOQ(I)(U

= 7(t) < max 7(t) < 7(T) < 7(ts) < d.
te[0,7

tp+ t(a—l—l)r‘

IN

)}ﬁ—i-l
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Logo,

max J(tv) < c.
te[0,7)

Para demonstrar o item 2., observe que, usando as hipéteses (f2), (f3), (g2), (g3) e fixando

T
a=ay = 3, temos e = T'v com ||e|]| = T tal que

Tv Tv
F(Tv) = (o)do > H(o — ay)do
0 0

© Tv Tv
G(Tv) = / g(o)do > H(o — ag)do,
0 0
onde
Tv 0, Tv < a4
H(oc —ay)do =
0 Tv —ay, Tv > ay.
e
Tv 0, Tv < ay
H(o —ag)do =
0 Tv —as, Tv > as.
De onde obtemos
Je) = J(Tv) = / L (V@)@ 4 1 Top)de — —— [ / L
 p(z) a+1 [Jor(z)
1 1 B+1
— { / |TU|Q($)dF} — / F(Tv)dx — / G(Tw)dl
B+1 |Joa q(x) Q o0
TP T(et+1)r™ T(B+1)g~

IN

a+1
|TU|T(m)dx}

- /Q F(Tw)dz — / G(T)dr

o

TP T(et+1)r™ T(B+1)g~

IN

p_,pr(m)(U) o (Od—l— 1)(7‘+)O‘+1 pr(m)(v)}a o (ﬂ‘i‘ 1)(q+)5+1 [pCI(fE)(U

- /TI(TU — ay)dw — /TQ(TU — ap)dl
7(T) — /T (Tv — ay)dw — /T (Tw — az)dl < 0,

IN

para T'~ 0. Assim, J(e) < 0.
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Para demonstrar o item 3. observe que

1

=

1 a+1
TulP® 4 0P ®) de — { / r(x)d}
(VP 4 ) do = s | [l o

- 1)1((]_)6“ [/BQ ,u‘qmdr] . [ F(uyds - /m G(u)dT .

Assim,

1 1 a+l 1 +1
T 2 o) = gy ()™ = G ()

- /Q F(u)dz — /a Glu)dr.

Se ||u|| < 1 é suficientemente pequeno, da Proposi¢ao A.10 sabemos que

+
PrLp() (1) 2 [ul”

Das imersoes continuas WP (Q) — L'®(Q) e WP (Q) — L@ (90Q) e das Proposicoes A.2
e A.8, obtemos
pr(y(u) < MY Jul|”

Paa)(u) < Mg Jufl”

onde M; e M, sao constantes positivas.

Portanto,

(B+1)g— 3
IS 54V

(B +1D)(g)7*

1 . Ml(a—i-l)r_
(a+1)(r—)ott

Além disso, de (f1) e (fs), temos

F(u)g/ f(o*)dagCl/ da+Cl/ o[ @1 de = Cylul + Cy [u] @,
0 0 0
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de onde obtemos

/F(u)dngl/ \u|d:1:+01/ |u|51(’”)da::C'1/ \uldx 4+ C1ps, () (w)
0 0 0 0

Analogamente, obtemos

/ G(u)dl’ < 02/ |uldl + Copgy(z) ().
B

o0

Da Proposicao A.2 e das imersoes continuas de Sobolev, temos

(a+1)r— (B+1)q~ _
OB T —— fulferr — Mo T s
Z o (@t i )er B+ i)

— Cillull = Cillull*™ = Callull = Coflu]™

- i”quJr— M1(a+1)r_
= p+

B+1)g~
a+1)r— M2( )

(
@r oyl B+ (g )P
— Cyllull = Gyl = ol

[ BDT

Da estimativa em (2.2), obtemos

pr<(a+Drept<(B+1)q,

logo, podemos escrever

(a+1)r— (B+1)q~
OB T — i fag— JulP*
- (@t D) B+ D)

= Gslull = Cillul* = Cof|ull>.

Considerando g = |Ju||, temos

1 M(a+1)7“_ M(ﬁJrl)q_
J(u) > o ( L 2

= _ _ _ 1-pt _ sy —pt _ sy —p"
D By e e mGe )
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sabemos que ¢ > 0, entdo, devemos ter

1 MI(OH_I)T? M2(B+1)q7 1—pt s —pt so —pt
T R D G (G Gt Gt ) >0,

isto é,

1 M1(a+1)T7 M2(B+1)q7 sy —1 s, —1 1—pt
pt (e D) T B+ D)) (Co+Croi ™+ o't ) 07" >0

Note que, 0 < o < 1, entao
ClQS;_l + Cngg_l < Cy + Cy,

logo,
1 M1(a+1)7“_ M2(ﬁ+1)q_ B B .
o o —(C C. 0% -1 C 0% 71> 1-p
b DT T e (GG 0 e
1 M(CV‘H)T_ M(ﬁ-f-l)q_
> — — L — 2 —(C5+Cy +Cy)o" 7"

pt o (a+ D) (B4 1)(g)

Fazendo Cy = C5 + C 4+ (5, devemos ter

1 M(Oé+1)7"7 M(’B—’—l)(r
- — 1 T~ 2 1 C(]Ql_p+ > 0,
pt (a+ ()t (B4 1)(g)*
ou seja,
1 M(OHFUT_ M(BJrl)q_ 1—1p+
o< o 1 o 2 )
Cop*  Colar+1)(r7)** Co(B+1)(g7)"*

Assim, tomando « e [ suficientemente grandes, segue o resultado.

3.2 Demonstracao do Teorema 3.1

Pelo Lema 3.5 concluimos que o funcional J satisfaz a condi¢ao (PS)4 ¢ o Lema 3.6 garante que
este funcional satisfaz a geometria do Teorema do Passo da Montanha. Portanto, d é um valor

critico para o funcional J, isto é, existe um u € W'?(#)(Q) tal que 0 € d.J(u). Sendo assim,
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podemos concluir que u é uma solugdo fraca para o problema (3.1). Além disso, podemos usar
u_ como fungao teste e concluir que u = u, > 0.

Agora, provaremos que o conjunto
{z € Qu(r) >a}U{r € du(r) > a},

possui medida positiva.
Suponhamos, por contradigao, que u(z) < a; q.t.p. em Q e u(x) < ay q.t.p. sobre 0f2.

Assim, como u é solu¢ao do problema (3.1), segue que

1 6
/!Vu]p(m)ZVqudx—l—/ luP®2uvdr = /glfu dr + [/ —\u|”<x)dz} /|u|’”(z)2uvdx
Q Q Q o 7(z) Q

1 B
+ / g2vdF+V —\u|q<x>dr] / || 1@~ 2y0dl,
oQ o0 q(7) o0

para todo v € WP@)(Q). Em particular, tomando v = u, obtemos

Prp@)(u) = /|Vu]p(m)dx+/|u|p(m)dx§/gludx—i- [/ L|u|T(3”)alac] /|u|7'(m)dx
Q Q Q o () Q
1 B
+ / QQUdF+{/ —|u|q@”>dr] |u|7® dr
o0 o0 4(T) aQ

1 a+1 1 B+1
< / otudr + —— [/ |u]r($)dx} +/ oudl + ——= {/ |u|q<$)df} :
Q (r7)* Lo ) (¢7)7 Lo

Pelos Lemas 3.1 e 3.2, temos

o' < flu) < Ci(1+ [u"7h)

0o <g(u) < Cyo(1 + |u|82(z)_1).
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De onde obtemos

—+1
poofe) < Cr [l + fuf [ 1 %c]

1 B+1
o0 (¢7) l9)

Entao,
sy 0 |a’1’ (ot Qa+1
Prp@(w) < Ci(la] +an[)[Q + ——;— () V |
_ a»|4” (B+1)
+ C2(|a2|+|02|52)|9|+| 2(’q )8 |7

Tomando C' = max {Cl, Cs, ﬁ, (qE)B} e ay,as < 1, segue que

Pro () < 3Car|Q*H + 3Can| QP!
< 3é|Q’ﬁ<a1+a2),

onde 7 = max{a+ 1, 8+ 1}. Desde que estamos supondo u(z) < a; < 1, pela Proposi¢ao A.10,

temos
lul”™ < 3C1Q0 (a1 + ay).
Uma vez que J(u) = d, existe M > 0 tal que |Ju|| > M. Entao,

+

MPT < 3C1Q(ay + as).

No entanto, esta desigualdade nao é possivel se escolhermos

N , 1T MP*
a1 +ay=min =< —, —, ——— .
e 2727 3C1Q(ay + as)

Portanto,

H{zx € Q;u(z) > a1} U{x € 0Q;u(z) > as}| > 0.
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Apéndice

A

Resultados Basicos

Neste apéndice, reunimos algumas definicbes e propriedades acerca dos espagos de
Lebesgue-Sobolev com expoentes variaveis. A demonstragao dos resultados apresentados e uma

abordagem mais completa sobre este assunto, podem ser encontrados nas seguintes referéncias

[14], [15], [23], [29], [30] e [31].

1.1 Os Espacos Generalizados de Lebesgue LP¥)(Q)

Seja 2 € RY um conjunto mensurdvel. Considere o conjunto

C+(Q) = {h € C(Q); h(z) > 1 para todo z € Q}.

Para cada h € C, (1), definimos o espago de Lebesgue generalizado (ou espago de

Lebesgue com expoente varidvel) como sendo
L"@(Q) = {u : Q — R; u é mensurdvel e / u(z)|"™® dx < oo} .
Q
E ainda, para h € C (), definimos também

h* :=maxh(z) e h™ := min h(x).
Q Q
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Definigao A.1 O funcional py) : L@ (Q) — R definido por

priota) = [ Ju(o)) de

¢ denominado a fungao modular relativa ao espago L") (Q).

Consideremos L") () equipado com a norma de Luxemburg

. u
\U|h(x) = inf {u > 05 Ph(a) (;) < 1} .

De acordo com [23], [30], [31], o espaco L"®) (€2) munido com esta norma é Banach reflexivo
e separavel.

A norma de Luxemburg possui uma expressao que, a primeira vista, parece inadequada
para aplicacao dos métodos variacionais, pois nao é parte integrante dos funcionais energias
correspondentes aos problemas considerados, como ocorre no caso de expoentes constantes. Por
isso, as seguintes proposicoes serao muito uteis no decorrer desta tese. As demonstracao podem

ser encontradas em Diening, Harjulehto, Hast6 e Ruzicka [23], Fan e Zhang [30], Fan e Zhao

[31].

Proposigao A.1 Seja u € L"@(Q)\{0}. Entdo, |u|ney) = pu se, e somente se, pp (ﬁ) =1.
Proposigao A.2 Seja u € L"®)(Q). Entdo

L. |ulp@ <1 (=1; > 1) se, e somente se, pp)(u) <1 (pr@)(u) =15 pp@)(uw) > 1);

2. Se |ulp@) > 1, entdo |u|2(x) < Pi)(u) < |U|Z(+x),

3. Se |uln@) <1, entdo |u|Z(+I) < Phy(u) < |u\2(x)

Proposicao A.3 Para quaisquer u,w € L"®(Q), sio vdlidos:

. - + - +
1. min {|u|2(w), |U|Z(w)} < Ph(a) (1) < max {|u|2($), |“|Z(m)}§

1

: 1 a1 a1
2. min {ph(x) (u)n=, pha)(u)"* } < Julp(z) < max {ph(r) (W)=, ppay (u) };
3. w € limitado em L"®)(Q) se, e somente se, py)(w) € limitado em R.
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Proposicao A.4 Seja (u;) C LM®(Q). Se u € LM®)(Q), entdo as seguintes afirmagdes sio

equivalentes:
1. limj o0 [u; — ulpe) = 0;
2. limj o0 pp(ay(u; —u) = 0;

3. u; = u em Qe lim, o0 Pre)(U;) = pr@)(u).
Proposicao A.5 Sejam u,u; € LM=)(Q), entdo as afirmacdes abaizo sdo verdadeiras:

LI sl =0 & o) = 0;

2. jgg—noo | n(z) = +00 & jgfjloo Ph(a) () = +00.

O espago dual de L") (Q) é L"#)(Q) onde

1 1

=1 tod Q.
h(x)+h’(x) , Ppara todo x €

Proposicio A.6 (Desigualdade de Hélder) Para u € LM (Q) e w € LM@(Q), temos

uw € LY(Q) e
1 1
Quw dr| < e + - |U|h(a:)|w‘h’(w)'

1 /
Proposicao A.7 Se + + = 1, entdo para quaisquer u € LP@(Q), v € LP ®)(Q)

ew e Lpﬁ(x)(Q),

/ uow dx
Q

Seja q € C(0R2), onde

1 1 1
< (; + F + F) ‘U|P($)|v‘pl(:ﬁ)‘w‘p//(x) < 3’u‘P($)‘U‘p/(I)’w’p”(x)'

Cy(09) :={h € C(0); h(x) > 1 para todo = € 00} .
O espacgo de Lebesgue sobre 9€) é definido por

Lq(’”)(GQ) = {u : 00 — R; u é mensurdvel e / |u(:z:)\q(x) dl' < oo} ,
o0
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onde dI' é a medida na fronteira e a correspondente norma de Luxemburg é dada por

()
|| La) (90 = inf {)\ > 0;/ ‘;‘q dl < 1} .
09

E ainda, seja a uma fun¢do mensuravel real tal que a(z) > 0 para todo = € €. Podemos

definir também o seguinte espaco de Lebesgue com expoente variavel

Ligg(Q) = {u : 0 — R; u é mensurdvel e /

a(z)|ulP™ do < oo} ,
Q

munido com a norma

p(z)
dr < 1}.

As Proposigoes a seguir podem ser demonstradas facilmente pela defini¢ao de |u| 17y Ver
a(x)

‘U|Lp(z) ’U‘p(z) a(z) = = inf {)\ > 0; / ’)\

Definido como acima, o espaco L” g;(Q) é um espaco de Banach.

)?
as referéncias [31], [10].

Proposicao A.8 Seja pp(q)a)(t) = / a(z)|u(z)[P@dz. Para u,u; € Ligz)(Q) temos:
Q

1. Seu#0, entdo |uly@)a@) = [t S€, € somente se, Pp(z).a(z) (ﬁ) =1;

2. |ulp@)e@) <1(=1;>1) se, e somente se, ppa),a) (W) <1 (Pp@)a@ (W) = 1; pp@).a@ (@) > 1);

3. Se |ulp@)a@) > 1, entdo |u|§(_x),a(r) < Pp@)a(z) (1) < ]u\p

ax)’

~ +
4. Se |ulp@)a@) < 1, entdo [uf} ) ) < Pp@)a@) (1) < ]u\p

ax)7

5. lim |ujlp@)a@ =0 € 1M pyay)a@ (y;) =0;

j—+o0 j—+o0

6. lm [u;lp@)a@ = +00 & lm_ppe)a)(4j) = +o0.

Proposi¢ao A.9 Para quaisquer u € Lg(x)(Q) e (u;) C LZEC;;(Q) s@o vdlidas:

) - + +
1. min {|u’Z(m),a(a:)7 |U|Z(x),a(x)} < Pp(z)a(z )( ) < max {|u|p(az ),a(zx)’ |U|Z(I),a(m)}’

1

1 1 1
2. min {pp(w)@(x)(u)z’ y Pp(a),a(z) (U) pt } < ’u|p(l‘),a(a)) < max {pp(:v),a(ac) (u) P Pp(x),a(z) (u)p };'
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3. (u;) € limitada em L

a(xg(Q) se e somente se, Pp(z).a(x)(u;) € limitada em R.

Lema A.1 (Edmunds e Rakosnik [25]) Sejam p e g fung¢oes mensurdveis tais que p € L>(2)
e 1 < p(z)q(z) < oo quase sempre em . Seja u € LI (Q), u # 0. Entdo

—+ x _
[l iy < (0050 < Tty 5 Nulptera) < 1

N T +
[l arate < [ulhn) < [uliayge) 5¢ [ulpwe > 1

1.2 Os Espacos Generalizados de Sobolev W hP(#)(()

Nesta secao, estudaremos o espago de Sobolev generalizado (ou espago de Sobolev com
expoente varidvel). Neste estudo, vamos considerar somente os espagos Wl’h(m)(Q), 0 €aso mais
geral, W*h(@)(Q)) com k > 1, pode ser encontrado nas referéncias citadas no inicio deste capitulo.
O conhecimento sobre estes espagos é extremamente importante neste trabalho, pois é neles que

buscamos solugoes para os problemas estudados.

Definicdo A.2 Para cada h € C, (), definimos o espago de Sobolev com expoente

variavel W1 @) (Q) como

WH@(Q) == {u € L"@(Q);|Vu| € L) (Q)}

munido da norma

[ull := [uln@) + [Vuln)-
De acordo com Fan e Zhao [31], temos o seguinte teorema:
Teorema A.1 O espaco W@ (Q) é Banach reflezivo e separdvel, se h~ > 1.

No que segue, para u € W@ (Q), vamos considerar a modular
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Assim, podemos enunciar as proposicoes abaixo que contém algumas propriedades
relacionadas a norma e a funcdo modular de W'®)(Q). As demonstracdes podem ser

encontradas em [23],[31].

Proposigao A.10 Seja u € WH@(Q)\{0}. Entdo
L fu| <1 (=15L>1) & pipw(u) <1l (=1;>1);
2. Se [lull > 1, entdo ||ul|"” < pyp(u) < [[u]"*;
3. Se||ul| <1, entao HuHh+ < Prpg) (u) < [l

Proposicao A.11 Seja (u;) C WH@(Q). Se u € WHhD(Q), entdo as sequintes afirmagdes

sao equivalentes:

1. limj o |lu; — ul|| = 0;

2. im0 p1, 1) (u; — u) = 0;

3. uj = u em Qe limy o0 Pra@) (U)) = PraE) (0).

Proposicao A.12 Sejam u,u; € WLh@)(Q), entdo as afirmacdes abaizo sdo verdadeiras:

L lim Jlul =0 < lm pype(y) =0;
2. jginoo |luj|| = +o00 = jginoo P1h(z)(Uj) = F00.

Proposicao A.13 Para quaisquer u,w € WH@(Q) sdo vdlidos:

1. min {HuHh_, |\uHh+} < Prw@)(u) < max{HuHh_, HUHth};
. 1 1 1 a1
2. min {pl,h(:r)(u) R PLk(e) (W) hF } < ||ul] < max {pl,h(z) (u) "=, p1,n(e) (u)»F }:’

3. w € limitado em WHM®(Q) se, e somente se, py ) (w) € limitado em R.

Proposicao A.14 Seja m € L®(Q)) com m~ > 0. Entdo, dado u € W) (Q), temos
m- m+ m= mt
max 4 [ul™  [lul™ ¢ < max § p1n@) (W) 1T, pru@ (u) = o
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1.3 Imersoes em Espacos Generalizados de Lebesgue-Sobolev

Neste topico, abordaremos alguns resultados de imersao que serao tteis nos capitulos

seguintes. Podemos encontrar as demonstracoes destes resultados nas referéncias [23],[29].

Proposicao A.15 Se hy, hy € C,(Q) e hi(z) < ho(x) para todo x € 2, entdo temos a imersdo
continua L' (z) — LM@(Q).

Proposicao A.16 Suponha que Q C RN ¢ um dominio suave e limitado e h,hy € C(Q) com

N > ht. Se hy(x) < h*(x) (respectivamente, hi(x) < h*(x)), para todo x € Q, entio a imersdo
Whhe)(Q) — LME(Q),

¢ continua (respectivamente, compacta).

Proposigao A.17 Suponha que Q C RY € um dominio suave e limitado, ¢ € C(0N) e

p € Cy () com N > p*. Entao, se q(x) < p.(x), para todo x € IR, a imersao
Whr(Q) — L1 (9Q),

€ compacta.

O préximo teorema é uma importante ferramenta que usaremos no terceiro capitulo desta

tese, sua demonstracao pode ser encontrada em Fan [28].

Teorema A.2 Assuma que a fronteira de 2 possui a propriedade do cone e p € C(Q). Suponha

que a € L*(Q), a(x) >0 parax € Q, k€ C(Q) ek~ >1. Sev e C(Q) e

k(x)—1

1 <o(z) < R

P (z),

para todo x € Q. Entdo, a imersio WP (Q) — LZ%(Q) ¢ compacta.

A proposicao seguinte, devido a Fan e Zhang [30)], serd de grande importancia para obtermos

convergéncia forte em WP ().

84



Proposigdo A.18 Seja Ly : WP@(Q) — (WLP@)(Q)) definido por

Lp(x)(u)(v) = / |Vu|p(m)_2Vu -Vodr, Y u,ve WI»P(CC)(Q)_
Q
Entao:

1. Ly@y: WWP@(Q) — (WP@(Q)) é um operador continuo, limitado e estritamente

monaotono;

2. Ly € uma aplicagdo do tipo Sy, i.e., se u, — u em WP (Q) e
lim Sup<Lp(x)(un) - Lp(r) (u), Up — u) < 07

entdo u, — u em WH@(Q);

3. Ly : WHP@(Q) — (WEPE(Q)) € um homeomorfismo.

As duas proposicoes que seguem, correspondem as extensoes do Principio de Concentracao
e Compacidade de Lions [13] aos espagos com expoentes variaveis, fundamentais para

conseguirmos contornar a falta de compacidade nos problemas estudados nesta tese.

Proposicao A.19 (Bonder, Saintier e Silva [3]) Seja Q C RY um dominio suave e limitado,

heCy(2),1leC(00) com
l(x) < h*(x), Vx € 09,

e (u;) C WH@(Q) uma sequéncia tal que u; — u em WHh®(Q). Entdo, existe um conjunto

enumerdvel I, nimeros positivos {ji; }icr, € {Vitier, € pontos {x;}ier, C {x € 0Q; l(x) = ha(x)}

tais que
wi|'® ds = v = |u|'® ds + V0., fraco — x em medida, Al
J i
i€l
Vu; [M®) dp — u>|Vu M) dy + Wiz, fraco — x em medida A2
j i
i€ly
e
o 1 1
Tpv " < u" Viel, (A.3)
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onde

Taci = SupT(h'<>7 l()’ QEJ’ Aﬁ’i)

e>0

representa a constante de Sobolev no sentido do traco
Qe,i = N Be(xl) € Ae,i =0 N aB€<£UZ)

Proposi¢ao A.20 (Bonder e Silva [7]) Sejam Q@ C RY um dominio suave e limitado,

h,m e CL(2),ht < N com
m(z) < h*(z), Vo € Q,

e (u;) uma sequéncia em WM (Q) tal que u; — u em WH@(Q). Entdo, existe um conjunto
enumerdvel de indices Iy, niumeros positivos {p;}ticr, € {Vi}ier, € pontos {x;}tic;, C {x €

Q; m(x) = h*(2)} tais que

[ — v = [u ™) + Z Viba, fraco —x em medida,
i€ln

‘Vuj’h(x) - u = |Vu|h(x) + Z 1;0; fraco — x em medida

i€la

oM < 1D g e,

(2

onde o, € a melhor constante da desigualdade Gagliardo-Nirenberg-Sobolev para o expoente

varidvel, dada por

Vv .
Om = 0m(Q2) = inf IVollzre@
0eC(@)  [|B| Lmeo (@)

1.4 O Genero de Krasnoselskii

Nesta secao, faremos uma revisao sobre os conceitos béasicos e alguns resultados importantes
referentes ao género de Krasnoselskii.
Seja X um espaco de Banach real. Denotaremos por X a classe de todos os subconjuntos

fechados A C X \ {0} que sdo simétricos em relagao a origem, ou seja, u € A implica —u € A.
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Definigao A.3 Seja A € . O género de A, denotado por v(A) = k, € definido como sendo
o menor inteiro positivo tal que existe uma aplicacio impar ¢ € C(A,R¥) onde ¢(x) # 0 para

todo x € A. Se tal k nao existir, dizemos que y(A) = co. Além disso, por defini¢cdio, v(0) = 0.

Abaixo, listamos algumas propriedades do género utilizadas neste trabalho. Para ver as
demonstracoes e outras informacoes sobre esse tema, consultar as referéncias Ambrosetti e

Malchiodi [2], Castro [11], G. Costa [22], Krasnoselskii [11] e Rabinowitz [15].

Teorema A.3 Seja X = RY e 0 a fronteira de um aberto, simétrico e limitado Q C RN, com

0 € Q. Entdo v(0f2) = N.
Proposigao A.21 ~(SV~!) = N, onde SN~1 € a esfera unitdaria em RY .

Uma consequéncia da Proposicao A.21 é que, se X tem dimensao infinita, separdavel e S é a
esfera unitaria em X, entao v(S) = oo.
Destacamos o teorema a seguir, devido a Rabinowitz [!8], como uma das principais

ferramentas na obtencao dos resultados centrais desta tese.

Teorema A.4 Seja A, B € . Entao:

1. Sey(A) > 1, entdo A contém uma quantidade infinita de pontos distintos;
2. Se existe uma aplicagao impar h € C(A, B), entao v(A) < v(B);

3. Se A C B entao v(A) < ~v(B);

4. 7(AU B) <y(A) +(B);

5. Se V € um subespaco de X de codimensio k e v(A) >k, entao ANV #();

6. Se A € um compacto, entio y(A) < oo e existe um & > 0 tal que Ns(A) € X e
v(Ns(A)) = v(A) onde Ns(A) = {u € X;||lu—a|] <4§,Va e A};

7. Se v(B) < oo, entao fy(A\—B) > v(A) —v(B);

8. Se W é uma vizinhanga de 0 em R¥ e existe um homeomorfismo impar h € C(A, W) entdo

v(A) = k.
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O seguinte resultado pode ser encontrado em Clark [16] e também é de grande relevancia

em nosso trabalho.

Teorema A.5 Seja J € CY(X,R) um funcional satisfazendo a condigao Palais-Smale. Além

disso, vamos supor que:
1. J € par e limitado inferiormente;
2. Existe um conjunto compacto K € ¥ tal que v(K) =k e sup,cx J(z) < J(0) = 0.

Entao, J possui pelo menos k pares de pontos criticos distintos e seus correspondentes valores

criticos sao menores do que J(0).

1.5 Resultados sobre Funcionais Localmente Lipschitzianos

Nesta secao, faremos uma breve revisao sobre algumas propriedades envolvendo funcionais
localmente Lipschitz e gradiente generalizado da teoria dos pontos criticos desenvolvida por
Clarke [17] e Chang [12]. Enunciaremos algumas definigdes e propriedades que serao de grande
importancia nesta tese, porém, nos limitaremos a demonstrar apenas alguns resultados, para
ver a demonstragao dos demais resultados, consultar a referéncia [30].

No que segue, X denota um espaco de Banach separavel e reflexivo.

Definicao A.4 Considere o funcional f : X — R. Dizemos que f é um funcional localmente
Lipschitz, f € Lip,,.(X,R), se dado u € X, existir uma vizinhangca V =7V, C X de u e uma

constante K = K,, > 0 tal que
|[f(v1) = f(o2)] < Kl[or — v, Vor,v0 €V (A.4)

Quando (A.4) ocorrer em todo o espago X, a fungao f é dita ser Lipschitz.
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1.6  Gradiente Generalizado

Definicao A.5 A derivada direcional generalizada de um funcional localmente Lipschitz

f:X =R, em um ponto u € X na direcao de v € X, denotado por f°(u;v) € definida por

s v) = Tim sup fu+h+ov)— f(u+h)

h—0,6—0t 0

, veX.

A respeito da derivada direcional generalizada, temos o seguinte Teorema:

Teorema A.6 Se [ ¢é continua e a derivada de Géiteauz f : X — X ¢é continua na topologia

fraca —x, entdo f € Lipe(X,R) e fO(u;v) = (f (z),v).

Demonstragao. Ver [30].

Segue abaixo algumas propriedades da derivada direcional generalizada.

(P1) A fungao f°(u,.): X — R é subaditiva e homogénea positiva, isto &,

O(u,v1 +v2) < fOu,v1) + fOlu, ), Yo, v € X

Ou, W) = AP u,v), Yoe X e X>0;

(P2) f°(u,.) é um funcional convexo;

(P3) |f°(u;v)] < K|jv||, onde K > 0 satisfaz (A.4) e depende do conjunto aberto V =V, para
cada u € X

(Py) |f2u;v) — fOu;t)| < Kljv — t||, para todo v,t € X, ou seja, fO(u;.) : X — R é uma

funcao Lipschitz com constante K;
(P5) fO(u;—v) = (—f)°(u;v), para todo u,v € X;

(Ps) f°(u;v) é uma fungio semicontinua superiormente, isto &,

limsup f°(u;;v;) < fO(u;v),

j—+o0
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onde lim (u;;v;) = (w;v), com (u,v) € X x X.
J—+oo

Definiremos, agora, o Gradiente Generalizado de um funcional localmente Lipschitz.

Definigao A.6 Seja f € Lipjo.(X,R). Definimos o Gradiente Generalizado de f no ponto

u € X, e denotamos por Of(u), o subconjunto de X' dado por
0f(u) = {¢ € X5 fO(u;0) > (£,0)}, Vv e X.

Lema A.2 O gradiente generalizado de uma fun¢ao f € Lipj,.(X,R) € sempre um conjunto

nao vazio.

Demonstragao. Ver [12].

Lema A.3 Dados u,v € X tem-se f°(u;v) = max{(£,v);& € df(u)}.

Demonstracao. Ver [12].

As propriedades a seguir estao relacionadas ao gradiente generalizado.

(G1) Para todo u € X, o conjunto df(u) C X é convexo e compacto na topologia fraca —x.

Além disso, para £ € 0f(u) temos ||| < K,.

(Gg) Para cada f,g € Lipi.(X,R), e A € R tem-se que

I(f +9)(u) C Of(u) + dg(u)

OANSf)(u) = AOf (u).

(Gs) O funcional Af : X — R definido por
Ap(u) = ming|[|¢]| 5 & € Of (u)},
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é semicontinuo inferiormente, isto é,

liminf Ap(u) > Af(up).

U—rUQ

(G4) Se f é continuamente diferencidvel a Fréchet numa vizinhanga aberta de u € X, temos

!

Of (u) = {f (u)}.
(Gs) Se f € CY(X,R) e g € Lipio.(X,R), entao para u € X, temos
O(f +9)(u) = 0f(u) + dg(u).
Lema A.4 Para cada u € X, existe & € Of(X) tal que
€0/l = min[|€]| x5 & € Of (u)}.
Demonstragao. Ver [12].

A seguir, denotemos

f(t):= lim ess inf f(o) e f(t):= lim ess sup f(o).

- e—07F [t—o|<e e—0t [t—o|<e

Lema A.5 Sejam f : X — R um funcional localmente Lipschitz, f e S as fungoes definidas

anteriormente. Entao

f(u)v, sev>0
O A,
fuw)v, se v <0.
Demonstracao. Ver [12].
[
As definigoes a seguir podem ser encontradas em [30] e sdo de fundamental importancia

neste trabalho.
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Definicao A.7 Um ponto u € X € dito ser ponto critico do funcional f € Lip,.(X,R), se
0 € 0f(u), isto €,
0< fOu;v), YoeX.

Definicao A.8 Dizemos que ¢ € R € valor critico de f se existe um ponto critico u € X tal

que f(u) = c.

Definigao A.9 Uma sequéncia (u;) C X € uma sequéncia Palais-Smale no nivel ¢, (PS).,
se

f(u;) = ¢ e Ap(u;) = 0.

Definigao A.10 Um funcional f € Lipi.(X,R) satisfaz a condigao Palais-Smale no nivel

¢ se toda sequéncia (PS). possui uma subsequéncia que converge forte em X.

Uma ferramenta importante nesta tese é o Teorema do Passo da Montanha voltado para os

funcionais localmente Lipschitz, que recordaremos abaixo.

Teorema A.7 (Teorema do Passo da Montanha) Seja X um espaco de Banach reflexivo
e f € Lipe(X,R) um funcional satisfazendo a condicao (PS)., com f(0) = 0. Suponhamos

que:
(i) Ezistem constantes a,b > 0 tais que f(u) > a > 0 para todo u € X com ||u|| = b;
(i1) Existe e € X tal que |le]| > b e f(e) < 0.

Entao, f possui um valor critico ¢ > a, com

0 < c=inf t
<c igrtrg%f(v()),

onde

['={y€C([0,1], X);7(0) =0 e y(1) = e}.

Demonstragao. Ver [30].
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Apéndice

‘B

Regularidade do funcional J)

Neste apéndice, mostraremos que o funcional J) : Wl’p(m)(Q) — R definido por

1 1 1
J - i p(z) p) | q /_ h(z) g _)\/ A CICOP )
) /Qp@c) ('V“' B R 1o L AT L

! ] a+1 1 B+1
/ ——|u|"®dz / |u| 7@ dr :
o r(T) o0 ()

a—+1

1
B+1

associado ao problema (1.1) ¢é de classe C*(W'P(®)(Q) R).

2.1 O funcional Jy é de classe C1(WP(#)(Q)), R)

Para isso, é suficiente mostrar que a derivada no sentido de Gateaux deste funcional existe

e é continua.

Para facilitar os célculos, consideremos os funcionais Jy, Jo, J3, Ju, J5, Jg : WHP@(Q) — R

definidos por

1
J(u) = / L \vup@ar,
Q

p(z)
u) = [ e g
hw) = [ —fupd,
D= [ b @ae g = [ @
B = [ st e, I = [ e

1 1 a+1
B = g | [ s her s
a+1|/Jqr(z)
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N SR I SR L
Jolw) = B+1 Vag Q(fv)lu| dF] '

Dessa forma Jy = J1 + Jo + J3 — AJy — J5 — Jg.
Afirmacgao B.1 O funcional J; € C*(W1P@(Q) R).

Demonstragao. Sejam z € Q, ¢t € R com 0 < [t| < 1 e u,w € W'P@)(Q). Considere a funcio
g : [0,1] — R definida por g(s) = IﬁlVU + stVw|P®). Pelo Teorema do Valor Médio, existe
&(x,t) =& €(0,1) tal que

|Vu + tVw[P@® — |VulP@

T = |Vu + &Vw[P@=2(Vu + tVw) V.

Note que, quando ¢t — 0, temos
Y = |Vu + &VwP@=2(Vu 4+ tVw)Vw — |[VuD2VuVw qs. em Q.
Observe ainda que
Y] < |Vu+ &Vt~ V| < (|Vau| + | Vw|)PD V.
Uma vez que
Vaul,|Vw| € LF9(Q),
temos
(IVu + |Vw| PO e Lt (Q),
Portanto, da Desigualdade de Holder, segue que

(IVul + [Vw)P D1 Vw| € L'(Q),
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Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

tw)|P@E — p(z)
lim/ [V(u+ tw)l [Vl dx:/ V[P @2 VuVwdzr,
=0 Ja p(a)t Q

mostrando que J; é Gateaux diferencidvel. Agora, mostraremos que a derivada .J; é continua
no dual de W@ (Q). Para isso, seja (u;) C WLP@(Q) tal que u; — u em WHP@(Q). Assim,

|Vu;| — [Vau| em LP@)(Q). Logo, a menos de subsequéncia,

Vuj(xz) = Vu(zr) g.s. em (B.1)

|Vu,(z)| < g(x) q.s. em €, (B.2)

onde g € LP@)(Q). Para todo w € W@ (Q) com |Jw| < 1 temos

Tilun)w = Ty (| =

/|Vuj|p($)_2Vuijdx—/ |VulP@ 2V uVwdz
Q Q

IA

/ |]Vuj|p(x)72Vuj — |Vu]p(m)’2Vu} |\Vwl|dz.
Q
Fazendo

fi = [V 972V — [Vul© 2V

,JEN

e aplicando a Desigualdade de Holder com os expoentes e p(z), obtemos

p(r) —1

Hww = @] < Clf| e [Vulye < Clf| o ol

p(z)—1

de onde concluimos que

Tugyw = Jiwpw| < OISl (B.3)

p(z)—1

Segue de (B.1) que
fi(x) = 0 qs. em Q

95



e por (B.2)

fi(2) < g(2)P@1 | Vau(z)P@ q.s. em Q.

Dai,
Fi()™@ < 2m" (g(2)P@) 4 |Vu(z)P@) € LY(Q) q.s. em Q,
onde m(z) = % Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, resulta que
p\x) —

lim / HVuj\p(w)*QVuj — |Vu|p(“)’2Vu|m(z) dr = 0.
0

n—oo
De (B.3), quando j — oo,

/

Jy(uj) — J{(u)” — 0, quando j — oo,

ou seja, a derivada de Gateaux J; é continua. Portanto, J; € C*(W'(#)(Q), R).

Afirmagao B.2 O funcional J, € CH(WP®@)(Q) R).

Demonstragao. De forma analoga a demonstracao da Afirmacao B.1 podemos mostrar que o

funcional J; possui derivada de Gateaux, sendo
Jo(u)w = / |u[P@~2ywde, para u,w € WP (Q),
Q

e que esta derivada é continua. Logo, J, € CH(WP@)(Q) R).

Afirmacao B.3 O funcional J5 € C*(W'P@)(Q) R).

Demonstragao. Seguindo os mesmos passos da demonstragao da Afirmagao B.1, mostra-se
que o funcional J;3 possui derivada de Gateaux dada por

Jé(u)w = / Ju["®=2ywdx, para u,w € WHPE(Q),
Q

e que esta derivada é continua. Portanto, J5 € C1(W'P@)(Q) R).
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Afirmagao B.4 O funcional J, € CH(WP@)(Q) R).

Demonstracao. Andlogo a demonstracao da Afirmagao B.1, mostra-se que o funcional Jy

possui derivada de Gateaux dada por
J;l(u)w = / |UI”(x)_2uwd$, para u, w € Wl,p(x) (9)7
0

e que esta derivada é continua. Assim, J;, € CY(WLP@(Q),R).

Afirmacao B.5 O funcional Js € C*(W'P@)(Q) R).

~ o : : = 1 .
Demonstragao. Primeiramente, considere o funcional Js(u) = / —— |u|"®@dz. Seguindo

r(z)

os mesmos passos da demonstracao da Afirmacao B.1 é possivel mostrar que este funcional é

Gateaux diferenciavel com derivada dada por

jé(U)w = / |U|T($)_2uwdl', para u,w € Wl,p(x)(Q)’
Q

1 1 a+1
e que esta derivada é continua. Observe que J5(u) = / Ju|"® da é a composigao
a+1 [ Jqr(x)
da funcao h(s) = " 15“rl com Js(u). Logo, pela Regra da Cadeia,
a

/ 1 “
Js(u)w = [/ —|u|T(‘”)dx} / lu"®2uwdz, para u,w € WH@(Q).
or(z) Q

, . ~ T , T .y, . ,
Além disso, como a fungao J; é continua e h é diferencidvel com derivada continua, temos que

Ji é uma aplicacio continua. Portanto, J5 € C1 (WP (Q) R).
Afirmagao B.6 O funcional Js € C*(W'P@(Q),R).
Demonstracao. De forma anédloga a demonstragao da Afirmagao B.5, podemos mostrar que

o funcional Jg possui derivada de Gateaux, sendo

, 1 g
Jo(u)w = {/ —|u|q(‘”)d1“} / |u|1®~2wdl, para u,w € WP(Q),
o0 4(2) 0

e que esta derivada é continua. Logo, Js € CH(WHP@)(Q) R).
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Portanto, como

Hh=L++Js—=ANy—J5s — Jg,

pelas afirmacoes B.1, B.2, B.3, B.4, B.5 e B.6, o funcional J, é de classe C' (W@ (Q), R).

98



Referéncias Bibliograficas

[1] R. Aboulaich, D. Meskine, and A. Souissi, New diffusion models in image processing,

Comput. Math. Appl. 56 (2008), no. 4, 874-882.

[2] A. Ambrosetti and A. Malchiodi, Nonlinear analysis and semilinear elliptic problems,

Cambridge Stud. Adv. Math. 14 (2007).

[3] S. N. Antontsev and S. I. Shmarev, A model porous medium equation with variable exponent

of nonlinearity: existence, uniqueness and localization properties of solutions, Nonlinear Anal.

60 (2005), 515-545.

[4] J. Garcia Azorero and I. Peral Alonso, Multiplicity of solutions for elliptic problems with
critical exponent or with a nonsymmetric term, Trans. Amer. Math. Soc., 323 (1991), 877

895.

[5] P. A. Binding, P. Drabek, Y. X. Huang, On Neumann boundary value problems for some
quasilinear elliptic equations, Electron. J. Differential Equations 5 (1997) 1-11.

[6] G. Bonanno and A. Chinni, Discontinuous elliptic problems involving the p(x)-Laplacian,

Math. Nachr., (2011), 1-14.

[7] J. F. Bonder and A. Silva, Concentration-compactness principle for variable exponent spaces

and application, Eletron. J. Differential Equations, (141) (2010), 1-18.

[8] J. F. Bonder, N. Saintier and A. Silva, On the Sobolev trace theorem for variable exponent

spaces in the critical range, Ann. Mat. Pura Appl., 6 (2014), 1607-1628.

[9] J.F. Bonder, N. Saintier and A. Silva, Ezistence of solutions to a critical trace equation with

variable exponent, Asymptot. Anal., 93 (2015), 161-185.

99



[10] K. J. Brown, Y. Zhang, The Nehari manifold for a semilinear elliptic problem with a sign-
changing weight function, J. Differential Equations 193 (2003) 481-499.

[11] A. Castro, Metodos variacionales y analisis functional no linear, in: X Coloquio

Colombiano de Matematica, 1980.

[12] K. C. Chang, Variational methods for nondiferentiable functionals and their applications

to partial diferential equations, J. Math. Anal. 80 (1981)102-129.

[13] Yunmei Chen, Stacey Levine, and Murali Rao, Variable exponent, linear growth functionals

in image restoration, STAM J. Appl. Math. 66 (2006), no. 4, 1383-1406.
[14] M. Chipot, P. Quittner, Handbook of Differential Equations, Vol. 2, Elsevier, 2005.
[15] M. Chipot, P. Quittner, Handbook of Differential Equations, Vol. 3, Elsevier, 2006.

[16] D. C. Clark, A wvariant of the Lusternik-Schnirelman theory, Indiana Univ. Math. J., 22
(1972) 65-74.

[17] F. H. Clarke, Optimization and Nonsmooth Analysis, Jonh Wiley Sons, N. Y, 1983.

[18] F. J. S. A. Corréa and A. C. R. Costa, On a p(z)-Kirchhoff equation with critical exponent
and an addittonal nonlocal term via truncation argument, Math. Nachr., Vol. 288, 11-12,

(2015), 1226-1240.

[19] F. J. S. A. Corréa and A. C. R. Costa, Existence and Multiplicity of Solutions for Nonlocal
Neumann Problem with Non-standard Growth, Differential Integral Equations, Volume 29,
Number 3/4 (2016), 377-400.

[20] F. J. S. A. Corréa and A. C. R. Costa, Nonlocal Neumann problem with critical exponent
from the point of view of the trace, J. Elliptic Parabol. Equ., Vol 2, (2016), 323-339.

[21] A. C. R. Costa, M. C. Ferreira and L. S. Tavares On a nonlocal nonhomogeneous Neumann
boundary problem with two critical exponents, Complex Variables and Elliptic Equations, Vol

64, 2019, 1954-1972.

100



[22] D. G. Costa, Tdpicos em andlise nao-linear e aplicagdes as equagoes diferenciais, in: Escola

Latino-Americana de Matematica, 1986.

[23] L. Diening, P. Harjulehto, P. Hasto, M. Ruzicka, Lebesque and Sobolev spaces with variable

exponents, SPIN Springer’s internal project number, 2010.

[24] P. Drabek, S. I. Pohozaev, Positive solutions for the p-laplacian: application of the fibrering
method, Proceedings of the Royal Society of Edinburgh Section A: Mathematics, 127(4), 703—
726, 1997.

[25] D. Edmunds and J. Rakosnik, Sobolev embeddings with variable exponent, Studia Math.
143 (2000), 267-293.

[26] J. F. Escobar, Sharp Constant in a Sobolev Trace Inequality, Indiana University
Mathematics Journal. 37 (1988), no. 3.

[27] J. F. Escobar, The yamabe problem on manifolds with boundary, J. Diferential Geometry.
35 (1992), no. 21-84.

[28] X. Fan, Solutions for p(x)-Laplacian Dirichlet problems with singular coefficients, J. Math.
Anal. Appl., 312 (2005) 464-477.

[29] X. L. Fan, J. S. Shen and D. Zhao, Sobolev embedding theorems for spaces WP (Q), J.
Math. Anal. Appl., 262 (2001), 749-760.

[30] X. L. Fan and Q. H. Zhang, FEzistence of solutions for p(x)-Laplacian Dirichlet problems,
Nonlinear Anal., 52 (2003), 1843-1852.

[31] X. L. Fan and D. Zhao, On the spaces LP® and W™P®) J. Math. Anal. Appl., 263 (2001),
424-446.

[32] X.Fan, Y. Zhao and D. Zhao, Compact embedding theorems with symmetry of Strauss-Lions
type for the space WHP(@)(R), J. Math. Anal. Appl., 255 (2001), 333-348.

[33] G.M. Figueiredo, R.G. Nascimento, Ezistence of positive solutions for a class of p&q elliptic

problem with critical exponent and discontinuous nonlinearity, Monatsh Math (2018).

101



[34] G. M. Figueiredo and G. G. Santos, Solutions for a Kirchhoff equation with critical
Caffarelli-Kohn-Nirenberg growth and discontinuous nonlinearity, 7. Angew. Math. Phys.
(2018) 69-75.

. 117 e p?“ZTLCZp e O] concentration COTnpaC Nness 1n spaces an 1S app 1ca ZOTL,
35| Y. Fu, Th ncipl trati t in LP®) d it licati

Nonlinear Anal. 71 (2009), 1876-1892.

[36) M. R. Grossinho, S. A. Tersian, An Introduction to Minimax Theorems and Their

Applications to Diferential Equations, Springer-Science+Business Media, B.Y., (2001).

[37] E, Guo, P. Zhao, Ezxistence and multiplicity of solutions for nonlocal p(x)-Laplacian

equations with nonlinear Neumann boundary conditions. Bound Value Probl. (2012), 79:15.

[38] P. Harjulehto, P. Hésto, V. Latvala, and O. Toivanen, Critical variable exponent functionals

in image restoration, Appl. Math. Lett. 26 (2013), no. 1, 56-60.

[39] K. Kefi and V. D. Radulescu, On a p(z)-biharmonic problem with singular weights,
Zeitschrift fiir angewandte Mathematik und Physik ZAMP, (2017).

[40] O. Kovacik, J. Rakosnik, On spaces LP®(Q) and W*P(®)(Q)), Czechoslovak Math. J. 41
(1991) 592-618.

[41] M. A. Krasnoselskii, Topological methods in the theory of nonlinear integral equations,

MacMillan, New York, 1964.

[42] S. Liang and J. Zhang, Infinitely many small solutions for the p(x)-Laplacian operator with
nonlinear boundary conditions, Ann. Mat. Pura Appl. v.192, n.1, (2013), 1-16.

[43] P.L. Lions, The concentration-compactness principle in the calculus of variations. The limit

case, Rev. Mat. Iberoamericana, 1 (1985), 145-201.

[44] M. Mihailescu and V. Radulescu, A multiplicity result for a nonlinear degenerate problem
arising in the theory of electrorheological fluids, Proceedings of the Royal Society A, 462
(2006), 2625-2641.

[45] Z. Nehari, On a class of nonlinear second-order differential equations, Trans. Amer. Math.

Soc. 95 (1960), 101-123.

102



[46] Z. Nehari, Characteristic values associated with a class of mon-linear second-order

differential equations, Acta Math. 105 (1961), 141-175.

[47] J. Nikitczuk, B. Weinberg, P. Canavan and C. Mavroidis Active knee rehabilitation orthotic
device with wvariable damping characteristics implemented via an electrorheological fluid,

Mechatronics, IEEE/ASME Transactions 15(6) (2009), 952-960.

[48] P. H. Rabinowitz, Minimaz methods in critical point theory with applications to differential

equations, CBMS Reg. Conf. series in math. 65 (1984).

[49] M. Ruzicka, Flow of shear dependent electrorheological fluids, C. R. Acad. Sci. Paris Sér. I
Math. 329 (1999), no. 5, 393-398.

[50] M. Ruzicka, Electrorheological fluids: modeling and mathematical theory, Lecture Notes in

Mathematics, vol. 1748, Springer-Verlag, Berlin, 2000.

[51] X. Shang and Z. Wang, Ezistence of solutions for discontinuous p(x)-Laplacian problems
with critical exponents, Eletron. J. Differential Equations, (2012), n.25, 1-12.

[52] A. J. Simmonds Electro-rheological valves in a hydraulic circuit, IEE Proseedings-D 138(4)
(1991), 400-404.

[53] R. Stanway, J. L. Sprostonz and A. K. El-Wahed Applications of electro-rheological fluids
in vibration control: a survey, Smart Mater. Struct. 5(1996), 464-482.

[54] W. Wen, X. Huang, S. Yang, K. Lu and P. Sheng The giant electrorheological effect in
suspensions of nanoparticles, Nat. Mater. 2(2003), 727-730.

[55] M. Willem, Minimax Theorems, Progress in Nonlinear Differential Equations and Their

Applications, Birth auser, 1996.

[56] X. Zhang and X. Liu, The local boundedness and Harnack inequality of p(z)-Laplace
equation, J. Math. Anal. Appl., 332 (2007), 209-218.

[57] V. V. Zhikov, Averaging of functionals of the calculus of variations and elasticity theory,
Izv. Akad. Nauk SSSR Ser. Mat. 29 (1987), 33-66.

103



	Introdução
	Multiplicidade de soluções para um problema não local, não homogêneo com condição de fronteira de Neumann
	 Caracterização Variacional 
	 Lemas Auxiliares 
	 Truncamento do funcional energia J 
	 Demonstração do Teorema 1.1

	Existência de solução para um problema de Neumann com coeficiente singular
	 Caracterização Variacional 
	 Lemas Auxiliares 
	 Demonstração do Teorema 2.1

	Existência de solução para um problema de Neumann com dois expoentes críticos e não linearidade descontínua
	Resultados Preliminares
	Demonstração do Teorema 3.1

	Resultados Básicos
	Os Espaços Generalizados de Lebesgue Lp(x)()
	Os Espaços Generalizados de Sobolev W1,p(x)()
	Imersões em Espaços Generalizados de Lebesgue-Sobolev
	O Gênero de Krasnoselskii
	Resultados sobre Funcionais Localmente Lipschitzianos
	Gradiente Generalizado

	Regularidade do funcional J
	O funcional J é de classe C1(W1,p(x)(),R)

	Referências Bibliográficas

