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Resumo

ESTABILIZACAO DE SISTEMAS DO TIPO
TIMOSHENKO-EHRENFEST COM BASE
NAS CONSEQUENCIAS DO SEGUNDO
ESPECTRO DE FREQUENCIAS

Luiz Gutemberg Rosario Miranda

Orientador: Dr. Dilberto da Silva Almeida Junior

Resumo da Tese de Doutorado apresentada ao Programa de Doutorado em Matemaética em associacao
ampla Universidade Federal do Pard e Universidade Federal do Amazonas (PDM-UFPA/UFAM) como

parte dos requisitos necessarios para obtencao do titulo de Doutor em Matematica.

Nesta tese, consideramos os sistemas que modelam as vibracoes em estruturas, conheci-
dos como sistemas do tipo Timoshenko-Ehrenfest. Precisamente, provamos resultados de
estabilidade para o chamado sistema de Timoshenko-Ehrenfest Truncado (ou versao Sim-
plificada das equacoes de Timoshenko-Ehrenfest segundo contribuigoes de Elishakoff et al.
Advances in Mathematical Modeling and Experimental Methods for Materials and Struc-
tures, Solid Mechanics and Its Applications. Springer, Berlim, 249-254. 2010; ASME
- The American Society of Mechanical Engineers - Applied Mechanics Reviews. 67(6),
1-11. 2015; International Journal of Solids and Structures. 109, 143-151. 2017), este
sistema esta livre do denominado fenomeno do “segundo espectro” que aparece na analise
de dispersao do sistema Classico de Timoshenko-Ehrenfest desenvolvido no ano de 1921.
Neste contexto, afirmamos que o segundo espectro de frequéncias tem consequéncias im-
portantes no cenario de estabilizacao exponencial de sistemas de equagoes acopladas. Para
verificarmos isto, colocamos termos de amortecimentos na equacao do deslocamento ver-
tical do sistema Timoshenko-Ehrenfest Truncado e mostramos que é possivel obtermos

a estabilizacao exponencial da energia definida para o sistema, independentemente de
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qualquer relacao entre os seus coeficientes, ao contrario do que acontece com o sistema
de Timoshenko-Ehrenfest Classico, onde para todos os casos estudados em que é possivel
obter estabilidade exponencial, sempre necessitamos de uma relagao entre coeficientes,

mais precisamente, as velocidades de ondas iguais.

Palavras-chave: Timoshenko-Ehrenfest - versao truncada - segundo espectro de

frequéncias - estabilizagao exponencial - velocidade iguais.
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Abstract

STABILIZATION OF TIMOSHENKO-EHRENFEST TYPE
SYSTEMS BASED ON THE CONSEQUENCES OF
THE FREQUENCY SECOND SPECTRUM

Luiz Gutemberg Rosario Miranda

Aduvisor: Dr. Dilberto da Silva Almeida Junior

Abstract of PhD’s Thesis submitted to the Program PhD’s in Mathematics in association wide Federal
University of Pard and Federal University of Amazonas (PDM-UFPA/UFAM) as part of the necessary

requirements to obtaining the title of Doctor of Mathematics .

In the thesis, we considers systems that model vibrations in structures, known as
Timoshenko-Ehrenfest type systems. Precisely, we proved stability results for the called
Truncated Timoshenko-Ehrenfest system (or Simplified version of Timoshenko-Ehrenfest
equations according contributions of Elishakoff et al. Advances in Mathematical Modeling
and FExperimental Methods for Materials and Structures, Solid Mechanics and Its Appli-
cations. Springer, Berlim, 249-25/. 2010; ASME - The American Society of Mechanical
Engineers - Applied Mechanics Reviews. 67(6), 1-11. 2015; International Journal of
Solids and Structures. 109, 143-151. 2017). this system it is free from the so-called phe-
nomenon of the “second spectrum” that appears in the dispersion analysis of the Classic
Timoshenko-Ehrenfest system developed in the year 1921. In this context, we claim that
the second frequencies spectrum has important consequences in the exponential stabili-
zation scenario of coupled equation systems. To verify this, we put damping terms in the
vertical displacement equation of the Truncated Timoshenko-Ehrenfest system and show
that it is possible we obtain the exponential stabilization of the energy defined for the
system, independently any relation among its coefficients, unlike what happens with the

Classic Timoshenko-Ehrenfest system, where for all cases studied in which it is possible
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to obtain exponential stability, we always need a relationship between coefficients, more

precisely, equal wave velocities.

Key-Words: Timoshenko-Ehrenfest - Truncated version - second frequencies spec-

trum - exponential stabilization - equal speed.
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Capitulo 1

Introducao

Na literatura, as vibragoes em estruturas (vigas) sdo estudadas a muitos anos, no entanto,
o interesse intensificou-se a partir do ano de 1921 quando o engenheiro ucraniano Stephen
Prokofievich Timoshenko e o fisico austriaco Paul Ehrenfest introduziram hipéteses ao
fenomeno que ninguém havia usado, a saber, a inércia rotativa e a deformacao por cisalha-
mento, dessa forma conseguiram um modelo matematico mais realistico. O nome de Paul
Ehrenfest relacionado a este modelo se justifica, pelo fato que, recentemente descobriu-se
que Ehrenfest foi co-autor da Teoria que até 2019 era dedicada apenas a Timoshenko, ver
[28], por este motivo, neste trabalho chamaremos de modelo de Timoshenko-Ehrenfest.

O modelo de vibragoes de estruturas proposto por Stephen Timoshenko e Paul Ehren-
fest a quase 100 anos atrds no artigo [82] tornou-se cldssico em engenharia e matemética
e tem sido objeto de estudo de mais de 2000 artigos!. Alias, o motivo de tanto interesse
se da pelos paradoxos fisicos que estao presente no modelo quanto a analise de dispersao
e também a estabilidade exponencial.

Mais recentemente, em (2010), o engenheiro mecanico israelense Isaac Elishakoff propos
um modelo para vibragoes de estruturas usando as hipdteses de inércia rotativa e a de-
formacao por cisalhamento que difere do modelo de Timoshenko-Ehrenfest de 1921, esse
esta no centro de diversas pesquisas, pois até o presente momento nao apresenta nenhum
paradoxo fisico, a este modelo chamaremos de Timoshenko-Ehrenfest Truncado.

Agora, apresentaremos alguns pontos da Teoria Timoshenko-Ehrenfest, tanto na versao

'Dado extraido do Google
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1.1 Modelos do tipo Timoshenko-Ehrenfest Classico 10

Classico quanto na versao Truncada.

1.1 Modelos do tipo Timoshenko-Ehrenfest Classico

Primeiro de tudo, as equacoes governantes da teoria classica do sistema de Timoshenko-

Ehrenfest [82] sao dadas por

pAgOtt — S:E = 0, (11)
plpy — M, +S = 0, (1.2)

onde S ¢ a forca de cisalhamento, M é o momento fletor, ¢ é o deslocamento transversal,
1 é o angulo rotacional , p é a densidade do material, A é a area da seccao transversal e
I é o momento de inércia da drea da seccao transversal. Pela teoria elementar de acordo

com as notagoes padroes de Timoshenko [82] tem-se
M = EIY,, S=KGA(p, + ), (1.3)

onde E é o médulo do Young’s, G é o médulo de cisalhamento e k' é o fator de corregao
de cisalhamento. Entéo, substituindo (1.3) em (1.1) e (1.2) obtemos as agora conheci-
das, equagoes cldssicas de Timoshenko-Ehrenfest (ou um sistema hiperbélico puramente

conservado)

P1¥Pu — /43(9096 + 77[])96 = 0, (14)
p2¢tt - bqvbacx + K(spx + ¢) = 07 (15>

onde estamos denotando p; = pA, po = pl, b= FEIl e k = K'GA.

1.1.1 Cenario de Dispersao

A parti do modelo desenvolvido por Timoshenko e Ehrenfest chegamos a resultados para
a teoria de vigas muito mais precisos do que os modelos antes desenvolvidos, tais como
os modelos de Euler e Bousquet (1744) e Rayleigh (1877), no entanto, surgiram novas
discussoes matematicas e fisicas, entre elas, esta a descoberta de dois feixe de ondas, onde

a velocidade de um deles se comporta de maneira nao fisica, mais precisamente, esta
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1.1 Modelos do tipo Timoshenko-Ehrenfest Classico 11

velocidade converge para o infinito nas baixas frequéncias de ondas, a essa velocidade de
comportamento fisico inesperado deu-se o nome de Segundo espectro de frequéncias. Esta
descoberta se da a parti da analise de dispersao, onde sao usadas as solucoes harmonicas
que estao associadas a frequéncia w e ao numero de ondas 7, a mera substituicao dessas
solugoes no sistema resulta em uma equagao polinomial em w. Alem disso, temos que a
velocidade de propagagao de feixes de ondas é dado por C' = w~y. As duas velocidades do

modelo classico de Timoshenko-Ehrenfest (1.4) — (1.5) sao dadas por

5 1 k b p1K i+ k b pik]’ bk
2 P11 P2 ¥ p1 - P2 P1P2

onde ~ representa o nimero de ondas. Para facilitar a andlise temos a seguinte apro-

Ximagao

C

) bry? , 1 bk )
1 —

~ R — —
) 2 2
€1 P1P2

(1.7)
Kp1 + (ffpz + Plb> 7

Portanto, existem duas assintotas quando v vai para infinito. Por outro lado, observe
que ¢? tende para zero quando 7y tende para zero, consequentemente, c3 vai para o infinito
em baixa frequéncia.

O grafico representado na Figura 1.1 mostra que as velocidades dos espectros dadas

em (1.7) sao completamente opostas (ver Figura 1.1).

9 «10% Dispersions
T T T T

T T

T
— RSTSPECTRUM
\ —g VELOCITY v2
- SECOND SPECTRUM
sk = "= VELOCITY v1 4

6f \ 4

*
b o 0-0 00 5 Bh ¥ Bt 4 4= ¢ 4-¢ s+ ¢

phase velocity
@

R A T R i R - K R

Py J

L L L L L L L L L
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
wave number

Figura 1.1: Velocidade por nimero de ondas.
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1.1 Modelos do tipo Timoshenko-Ehrenfest Classico 12

Para esta simulagao, usamos o comprimento L = 7, espessura ¢ = 0.015 e largura
0.2. Além disso, E = 21 x 10'%, p = 7860, v = 0.29 (Relagao de Poisson), k' = 5/6, I =
5.6241 x 107% ¢ A =3 x 1072.0 dominio da dispersao foi obtido no intervalo [~ /h, 7 /h]
para h = 1.5708 x 1073, Em geral, tomamos G = E/(2 + 2v).

Como o Segundo espectro nao tem uma caracterizacao fisica para a teoria de vigas,
uma parte dos pesquisadores decidiram ignorar a sua existéncia analisando modelos do
tipo Timoshenko-Ehrenfest sem considerar o segundo espectro. No entanto, a outra parte
conduziu estudos sobre os espectros de frequéncias de vibracao e topicos relacionados.
Nessa diregao, veja as referéncias devido a Cazzani et al. bem como as de Meleshko et
al.[16, 17, 18, 48, 49].

Dentre as perguntas formadas sobre o cendario de dispersao, uma nos parece muito
relevante: Existe uma maneira de controlar o comportamento nao fisico do Segundo es-
pectro de frequéncias do sistema de Timoshenko-Ehrenfest Classico?. Nesse contexto, os
trabalhos cientificos sao raros, algumas respostas somente comecaram a aparecer com o
trabalho de Manevich, A. & Kolakowski, Z.(2011) que mostraram que, introduzindo no
sistema classico de Timoshenko-Ehrenfest um efeito dissipativo visco-elastico do material
o sequndo espectro é limitado na baixa frequéncia, o sistema estudados por eles é dado

por

prow — (e + )y — k(s + V)i = 0, (1.8)

p?'@btt - b¢x:c + H'(‘P:c + sz) + H(pr + ¢)t - b¢t:{2$ = 07 (19)

Mais recentemente, Almeida Jinior e Ramos [3] deram contribui¢oes importantissimas

como resposta a essa pergunta, eles mostraram que o sistema amortecido dado por

prpw — (e + ). = 0, (1.10)

sujeito a igualdade k/p; = b/ps elimina as consequéncias do sequndo espectro para um
nimero baixo de ondas.
E importante ressaltar que, esta é uma area muito carente de resultados, nao pela

falta de interesse dos pesquisadores, mas sim, pela complexidades nos calculos.

Miranda, Luiz Gutemberg Rosario PDM



1.1 Modelos do tipo Timoshenko-Ehrenfest Classico 13

1.1.2 Cenario de Estabilizacao

Em relagao ao cenario de estabilizagao exponencial, do ponto de vista da modelagem dos
sistemas do tipo Timoshenko-Ehrenfest, parece justificado como procedimento universal
colocar termos de amortecimento nas equacoes da evolucao.

Quando analisa-se o comportamento assintotico do sistema de Timoshenko-Ehrenfest,
mediante a insergdo de mecanismos dissipativos, o trabalho de Soufyane [76] foi o primeiro
a dd uma contribuicao importante quando apenas um mecanismo dissipativo desempenha
o papel de lei de dissipagao de energia. Para ser mais preciso, como as equacoes classicas
de Timoshenko-Ehrenfest constituem um sistema 2 x 2 de equagoes hiperbdlicas, dois me-
canismos dissipativos é o caminho natural para obter o decaimento exponencial. Soufyane
mostrou que é possivel estabilizar exponencialmente as equagoes de Timoshenko-Ehrenfest
pela insercao de um tnico amortecimento atuando na rotagao angular, isto é, ele analisou

o seguinte sistema

prow — K(pz + 1) = 0, (1.12)

pﬂ/}tt - bl/}:m: + R(Spm + w) + /v“ﬁt = 07 (113)

onde p > 0. No entanto, o preco a pagar é muito alto fisicamente, pois temos que assumir

a igualdade entre as velocidades de propagacao de ondas, ou seja

K/p1 = b/pa. (1.14)

E, ao analisarmos esta igualdade, temos que

kb :>k:’GA_E]:>G_E
Pr P2 pA pl K

em que 0 < k' < % Fisicamente, a relacao entre os modulos G e E é dada por

E

G:2u+m’

em que v é a razao de Poisson tal que v € (0, %) Assim, temos que a relacao das

velocidades é um fendémeno nao fisico.
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1.1 Modelos do tipo Timoshenko-Ehrenfest Classico 14

Um resultado similar foi descoberto no trabalho de Rivera (2005) mostrando que a

solugao do sistema

P14 — k(e +)a + o = 0, (1.15)

tem decaimento exponencial mediante a relagao entre as velocidades. Para este proposito
usou-se o Método de Semigrupo.
Outro resultado muito relevante ocorre em um cenario de amortecimento viscoeldstico

fornecido pelo sistema de Timoshenko-Ehrenfest totalmente dissipativo dado por

prow — K(Pr +¥)e — 1(0e + V)i = 0, (1.17)

p2¢tt - wam + H(‘Pm + 1/)> + 4! (Qoz + ¢)t - 72¢txm - 07 (118)

onde 7;, ¢ = 1,2 sao constantes nao negativas. Malacarne e Munoz Rivera [46] mostraram
que o semigrupo associado ao sistema (1.17) — (1.18) é analitico quando v; > 0, ¢ =1,2
e portanto exponencialmente estavel. No entanto, um resultado interessante do ponto
de vista matematico ocorre quando um dos coeficientes v;, @ = 1,2 é zero. Nesse caso,
os autores provaram que o semigrupo associado nao é exponencialmente estdavel, mas
decai polinomialmente para zero com a taxa ideal (consulte Teorema 3.5 (ii)). Portanto
o sistema nao é mais exponencialmente estavel.

Outro passo importante para o cenério de estabilizagao do sistemas de Timoshenko-
Ehrenfest esta relacionado com termos de delay adicionados ao sistema. A primeira con-
tribuigao na literatura é atribuida a Said-Houari & Lasckri (2010) [67]. Eles consideraram
o caso do sistema de Timoshenko amortecido com um atraso constante que aparece na

segunda equacao. Mais precisamente, os autores provaram que o sistema amortecido

P19 — K(pe + ) = 0, (1.19)

P2¢tt - b,ll)a::c + /‘f(@x + ¢) + H1P¢ + ,UQ,QDt(:E) t— 7-) = 07 (120)

tem um resultado de decaimento exponencial sob a suposi¢cao de que p; > ps para o caso
de velocidades de propagacao de onda iguais. Na sequéncia o trabalho de Kirane et al.
(2011) considera o termo de retardo atuando na rotacao do angulo com o tempo variando.

Mais precisamente, eles estudaram o sistema dado por
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1.2 Modelos do tipo Timoshenko-Ehrenfest Truncado 15

prow — Kz + 1) = 0, (1.21)

p2¢tt - wam + H(Spm + w) + H1P¢ + N2¢t(x7t - T<t)) = 07 (122)

onde 7(t) > 0 representa o retardo varidvel no tempo. Nesse caso, sob hipdteses adequadas
sobre o retardo e se a igualdade (1.14) for verdadeira, entdo, um resultado de estabilidade
exponencial é alcancado usando o método da energia e um funcional Lyapunov apropriado.

Nos dois casos acima, em relacao as equacoes classicas de Timoshenko-Ehrenfest,
o efeito de amortecimento ocorre apenas em uma das duas equagoes juntamente com termo
de atraso que sao suficientes para induzir a deterioracao exponencial em todo o sistema.
Entao, além da suposi¢ao sobre os coeficientes u; e ps, a hipétese das velocidades de
propagacao de ondas iguais desempenha um papel importante no cenério dos resultados
de decaimento exponencial.

Independentemente desta condi¢ao nao fisica prevista pelas velocidades, varios
pesquisadores dedicaram esforcos em estudos sobre decaimento exponencial e polinomial
para sistemas dissipativos de Timoshenko ( ver [4, 5, 6, 10, 12, 13, 23, 30, 51, 53, 54, 55,
70, 76, 77)).

1.2 Modelos do tipo Timoshenko-Ehrenfest Truncado

O modelo de Elishakoff [24] desenvolvido em 2010 é uma nova versdo para o sistema
de Timoshenko-Ehrenfest, de forma simplificada, este modelo se diferencia do modelo
Cléassico pela substitui¢ao do termo plvy; na equagao (1.2) no lugar do termo plpy,, de

onde obtemos

—P2Ptte — bqvbmz + K(Qoz + ¢) = 07 (123>

onde junto com (1.4) nos da

P1Ptt — H(Spa: + w)x = 0, (124)

Dai a justificativa para chamarmos este modelo de Bresse-Timoshenko Truncado.
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1.2 Modelos do tipo Timoshenko-Ehrenfest Truncado 16

1.2.1 Cenario de Dispersao

Ao analisarmos o modelo de Timoshenko-Ehrenfest Truncado quanto ao cenario de dis-
persao, diferentemente do modelo de Timoshenko-Ehrenfest Cléssico, obtemos somente
uma velocidade para os feixes de ondas, dada por

2
2= by . (1.26)

p1k + (f‘é;02 + bP1>72

Notamos que, ¢? converge para

bx

(/{pg + b,01>

quando 7 tende ao infinito e ¢? converge para zero quando « tende para zero. Dessa

(1.27)

forma, o modelo desenvolvido por Elishakoff ndo possui paradoxo fisico quanto a analise

dispersao.

1.2.2 Cenario de Estabilizagao

Sobre este contexto, Almeida Junior e Ramos [3] mostraram um importante resultado de
estabilidade ao introduzir o amortecimento )y, > 0, na equacgao de rotacao angular do
sistema Timoshenko-Ehrenfest Truncado. Os autores mostraram que a energia total de

sistema

P — K(pe + 1) = 0, (1.28)

—P2Ptte — ur + k(e + ) + uthy = 0, (1.29)

estabilizar-se exponencialmente sem qualquer relacao entre os parametros de velocidade.
Pela primeira vez na literatura, esta relacao nao é necessaria para o decaimento expo-
nencial de um sistema do tipo Timoshenko-Ehrenfest. Alids, um resultado analogo a este
jamais teria acontecido para sistemas acoplados.

Dai nos perguntamos, ao introduzimos outros mecanismos dissipativos nos sistemas
do tipo Timoshenko-Ehrenfest Truncado conseguiremos resultados semelhantes ao de Al-
meida Juinior e Ramos [3] no que refere a estabilizacao exponencial? A resposta para esta

pergunta é positiva e ela é detalhadamente exposta neste trabalho.
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1.3 Objetivos da Tese

Motivados por esses contextos ja mencionados, o objetivo principal deste trabalho é tra-
zer a seguinte conjectura: Como o sistema de Timoshenko-Ehrenfest Truncado nao tem
um espectro nao fisico, entao a estabilidade exponencial mediante a introducao de meca-
nismos dissipativos fracos nao necessita de uma relagao entre os coeficientes do sistema
conservativo.

Para tentar d4 uma resposta positiva a esta conjectura, nos propomos neste trabalho
a fazer andlise assintética para alguns sistemas de Timoshenko-Ehrenfest Truncado. No
segundo capitulo, nosso objetivo é mostrar a boa colocacao do sistema de Timoshenko-

Ehrenfest Truncado com efeito dissipativo do tipo atrito, ou seja

prow — k(pe +¥)x + gy =0 (1.30)

com condicoes de fronteira adequadas, para este fim, usaremos o método de Faedo-
Galerkin. E, mostrar também que a estabilidade exponencial para este sistema nao de-
pende da relagao entre coeficientes.

No terceiro capitulo, nosso objetivo é mostrar a boa colocacao tambem usando o
método de Faedo-Galerkin. E, tambem analisar a estabilidade do sistema de Timoshenko-

Ehrenfest Truncado com efeito dissipativo do tipo viscosidade, dado por

Verificar que esta estabilidade exponencial nao depende da relagao entre coeficientes, neste
caso especifico, a diferenca de resultado comparado com o modelo Classico aumenta, pois
para o sistema de Timoshenko-Ehrenfest Classico nao se tem estabilidade exponencial,
qualquer que seja os coeficientes.

Finalmente, no quarto capitulo mostraremos a boa colocacao usando o Método de

Semigrupo para o sistema de Timoshenko-Ehrenfest Truncado com efeito dissipativo do
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1.4 Resultados preliminares 18

tipo atrito e termo de delay, dado por

prow — k(oz + V)2 + pape + popi(x,t — 1) =0 (1.34)

com condigoes de fronteira adequadas, onde o objetivo é mostrar que a estabilidade ex-

ponencial nao depende da relagao entre as velocidades.

1.4 Resultados preliminares

Nesta secao fixaremos algumas notagoes que serao usadas no texto e aproveita-
mos esse espaco para citar e demonstrar um dos principais métodos para determinar a

estabilidade exponencial de um sistema.

1.4.1 Lista de notacoes

L*(0,L) = {f| f:(0,L) - R é mensurdavel em (0,L) e /L |f(z)Pdx < oo};
0
L
(f,9) = / f(z)g(x)dxr é um produto interno em L*(0, L);
0
L 2
| f 2= (/ \f(x)]%ix) ¢ a norma induzida pelo produto interno (f, f) em L*(0, L);
0
L
L2(0,L) = {f e L*(0, L); / f(x)dx = 0};
0
H™0,L) = {f; %f € L*(0,L)Vn < m};;
Hy(0,L) ={f € H'(0,L); f(0)=f(L)=0};
L
((f,9) = / fo(2)g.(z)dz é um produto interno em H} (0, L);
0

H='(0,L) ¢ o dual de H}(0, L)
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H(0,L) = H'(0,L) N LZ(0, L);
Cck ([0, oof; X > = {fungoes k vezes continuamente diferencidveis em [0, oo[ com valores em X} .

1.4.2 Meétodo da Energia

Os métodos mais utilizados para mostrar a estabilizacao exponencial sao: o Método da
Energia e o Método de Semigrupo. No entanto, estes métodos sao equivalentes.
Neste trabalho utilizaremos o Método da Energia, onde mostra-se a seguinte desigual-

dade para energia E(t) definida do sistema
E@t) < ME(0)e ™, VYt>0 (1.36)

com M e w duas constantes positivas. Para chegarmos a esta desigualdade construimos um
funcional L£(t) conhecido como funcional de Lyapunov, este deve apresentar as seguintes

propriedades:

i) L(t) é equivalente a energia F(t), isto é, existem constantes positivas ¢; e cg, tais

que

aB(t) <L(t) <cE(t), YVit>0 (1.37)

ii) existe uma constante positiva 3, tal que

%g(t) < —BE(t), Yt>0. (1.38)

Teorema 1.1 (Método da Energia) Sejam E(t) e L(t) dois funcionais definidos em
R, onde L(t) # 0. Se sdo satisfeitas as sequintes condi¢oes (i) e (ii). Entdo, existem

duas constantes positivas M e w que nao dependem de t, tais que

E(t) < ME(0)e . (1.39)
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Demonstracao: A demonstracao é muito simples, combinando as condicoes (i) e (i7)

chegamos a

%L(t) < —C%E(t), (1.40)

integrando a desigualdade acima sobre (0,¢) usando o método das varidveis separaveis

chegamos a
L(t) < L(0)e ", V>0, (1.41)

Usando novamente a condigao (i) concluimos a prova do teorema 1.1. Mais

precisamente, temos

E(t) < ME(0)e ™™, (1.42)

Co
onde w=—e M= =,
Cy C1
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Capitulo 2

Timoshenko-Ehrenfest Truncado

com amortecimento do tipo atrito

Neste capitulo, analisaremos o modelo de Timoshenko-Ehrenfest Truncado versao de

Elishakoff com amortecimento do tipo atrito, dado por

Pl%t—fﬁ(%Jr?ﬂ)eru% = 07 em ]O,L[X]0,00[ (2'1)

—P2Pttx — bw:c:c + K’(SD:L‘ + Q/}) = 07 em ]07 L[X]Oa OO[, (22)

onde todos os coeficientes sao positivos e onde pup; representa um amortecimento por

atrito. Além disso, consideramos as condigoes iniciais dadas por
p(x,0) = @o(z), ¢i(x,0) = @1(x), ¥(z,0) = vo(x), = €]0, L], (2.3)
e, condicoes de contorno Neumann-Dirichlet dada por
©0:(0,t) = (L, t) = (0,t) = (L, t) =0, em |0, +o0. (2.4)

Nosso objetivo é estabelecer existéncia, unicidade e fazer uma analise assintética.

2.1 Existéncia e Unicidade de Solucao

Nesta segao, estudamos a existéncia e a unicidade da solugao para o sistema (2.1) -
(2.3) com condigdes de contorno Neumann-Dirichlet dada em (2.4). Para este propdsito,

usaremos o método de Galerkin.
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Inicialmente, enunciaremos as definicoes de solucao forte de solucao fraca.

Definigao 2.1 Dizemos que uma solugao forte do sistema (2.1) — (2.3) com condigoes de

contorno (2.4) € uma terna de funcgoes (@, i, V) tais que

pl@tt+ﬁ<§0m+¢)+uwt = 07 qg.s em }OaL[X]()?T[

—poitr — bbpe + K(pe +) = 0, ¢.sem ]0,L][x]0,T]

((0), :(0),9(0)) = (o, ¢1,¢0)

Definigao 2.2 Dizemos que uma solugao fraca do sistema (2.1) — (2.3) com condigoes de

contorno (2.4) € uma terna de funcgoes (@, i, V) tais que

p1puw — k(e +0)e + ey = 0, q.s. em |0, L[x]0,T]|
p2(§0tt7 wa:) + b(d}:}ca wx) + ’f(gom + Mw) - 07 V w e H&(Oa L)

no sentido D'(0,T). E, (©(0),¢:(0),%(0)) = (¢, 1, Y0)

Enunciaremos agora, o resultado que nos garante a existéncia da solucao forte para o

sistema (2.1) — (2.4).
Teorema 2.1 Se
(0, 1,%0) € H?(0, L) N H}(0,L) x H*(0,L) N H}(0,L) x H*(0, L) N Hy(0, L),

entdo o sistema (2.1) — (2.3) com condig¢oes de contorno (2.4) estd bem colocado para a

solucao forte, além disso, temos que

¢ € L>(]0,T[; H*(0,L)

)N

( (0,L))
(

v e L*(0, T H*(0,L)
0,L)).

NHN0,L
H(0,L))
N Hy(0,L))

SRS

e € L>*(]0,T[; H*(0,

on € L*(J0,T[ H(0,L)

Demonstracgao: Para este propodsito, usaremos o método de Faedo-Galerkin.

Sistema aproximado
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Podemos considerar em H}(0, L) e em Hg (0, L) as bases {w;(x)}; e {w;(x)};, respec-

7r ~ m
tivamente, onde w;(x) = cos (%x) e w;(x) = sen ‘%x . Notamos que

wate) = = () B, (25)
Awy(z) = —(%)wax), 26)
Bae) = () wto) (2.7)
Ady(z) = —(%)2@-(3:), (2.8)

e que {w;(x)}; e {w;(x)}; sdo duas bases ortogonais em L*(0, L). Estas sao bases Hilber-
tianas.

Definimos Wy, = [wy(2), wa(z), -+, wim(2)] € Wi = [@1(2), Wa(z), -, Wm(x)] dois
subespagcos m-dimensional, formado pelos m-primeiros elementos da base {w;(x)}; e pe-
los m-primeiros elementos da base {w;(x)};, respectivamente. Desta forma, o problema

aproximado consiste em encontrar fungoes sob a forma
(@™, ¢™) = (Z P (H)w; (), ZQmj(t)@j(fC)> € Win X Wi,
j=1 j=1

sendo os coeficientes P,,,;(t) € Qy,;(t) fungdes determinadas de modo a satisfazer o sistema

de equagoes diferenciais ordinarias, dado por

:01(90?27111) - H((@;n =+ wm)wi) + M(@??UO = 07 Vwe Wm (29)
—pa(Plf, @) = bW, @) + K(T + 4™, @) = 0, Y@EW,  (210)

xxT)

me(xv()) = 9081(11)7 QDT(ZL‘,O) = @T(x)v Wn(%o) = ¢6n(x) (2'11>

Pela densidade do conjunto formado pelas combinagoes lineares de elementos de W,
em H3(0,L) N HX(0,L) e em H?(0,L) e pela densidade do conjunto formado pelas com-

binacoes lineares de elementos de W,, em H 2(0, L) N HY(0, L), existem constantes reais
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Omjs Bmj € Emj, tals que

©"(x,0) = pp'(z) = Zamj(t)wj — o forteem  H*(0,L)N H(0,L), (2.12)

J=1

o (@,0) = o7 (@) = 3 Bus(hwy — p1()  forteem  H(0,L) N HL(0, L), (2.13)
j=1

Y™ (x,0) = Yt (x) = mej(t)@j — o(z), forteem  H?(0,L)N Hy(0,L). (2.14)

j=1
E, pela unicidade das combinagoes lineares temos que P,,;(0) = am;, F,,;(0) = By e
Qmj(0) = &mj-

Substituindo ™, Y™, w = w; e w = w;, parai = 1,2,--- ;m em (2.9)-(2.11) e usando
as igualdades de (2.5) a (2.8) juntamente com a ortogonalidade de cada uma das bases

chegamos as seguintes equagoes

. 2 .
p1Py(t) + (%) Pri(t) — & (%) Qi + P, (1) = 0,¥Yi=1,---,m(2.15)

. . 2 .
P2 (%) P!.(t)+b (%) Qumi(t) — K (%) Pri(t) + 6Qumi = 0, Vi=1--- ,m(2.16)
Ppri(0) = ami, Pri(0) = Biniy Qmi(0) = i Vi=1,---,m. (2.17)
Notamos da forma em que o sistema estd nao é possivel obtermos o problema de

Cauchy, por isso, vamos isolar @,,; na equagao (2.15) e substituir o resultado na equagao

(2.16), assim chegamos a seguinte equagao

" e b(5)’
Pi(t) + = T i . P, = 0,Vi=1---,m(218
A PR D A P 239)
Fazendo
Pmi
Yini = , (2.20)
B
obtemos que
Vi) + A = 0,Vi=1,---.m (2.21)
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onde
0 1
A, = L . . (2.23)
b s
| () EE ()R]
Por fim, obtemos que
Y! 0 A 0 Yo
m2 _ 2 ) 2 ’ (224>
Y. 0 0 An Yim
ou seja, X'(t) = BX, onde se tem
le Al 0 0
Yo 0 A 0
X = | ¢ B= ’ (2.25)
Youm 0 0 A
Observe que podemos escrever
X'(t) = BX =F(X) (2.26)
X(O) = (Ym17 e 7Ymm)T == (amb ﬁmla o, Oy, 5mm)T (227)

Temos portanto um sistema matricial equivalente a um sistema de E.D.O’s de 1* ordem.

Usando a Teoria de equagoes diferenciais ordinérias, o problema (2.9) —(2.10) tem solugao

P,i(t) e Qn;(t) definida sobre um intervalo [0, t,,], onde 0 < ¢, < T

A estimativa feita a seguir nos permitird estender essa solugao a todo intervalo [0, 7.

1% estimativa

Nas equagoes (2.9) e (2.10) fazendo w = ¢}* e w = )}, obtemos

p (i, oft) —

K((ep +9™)a @) + (el @)

AR oM A

m
xx)

0,

0,

agora, integrando por partes em x as equagoes acima e somando os resultados, obtemos

pr(ey s @) + K(er + U™, (pr + ™)) + (e, o)) + b, i) 4 p2(eiy i) = 0,
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logo

d P1 m K m m b m m m m
E{guwt@+5nwx+w @+§H%;%}+MH%IEMM%NMJIOWZ%)

Notemos que

m m m m m m m m [/L m m
(thtﬂ/’m) = (Spttv"?(@x + 1 )tm - M@tt) - (SOtt ) Sotm) + _(Sptt790tt)

I

m m m d m
(it 5oy + ™) — i) + 1o I et 115 + || e I3, (2:29)
substituindo (2.29) e (2.28), ficamos com

P g 2 25 om g 2 12 g 2 122 ) o
E{—|wt%+§n%+w)ﬁ+5nmm@+—nﬁu@ v

m m /02#
+= (o K + V™ — o) e 5 +== | ¢l I3 = 0. (2.30)

Z&lEl\D

Agora, fazendo w = k(@' + ™) — py; em (2.9), obtemos
(i, (e + 0 ) = ppty) = = | KEE + 00 — iy ,E(% + 9" =

1 d m m m |2
= ol | (s +9™)a — nei™ 3 - (2.31)

Substituindo (2.31) e (2.30), chegamos a

d P1 m k m m b m p2 e
a{@“wtﬁ*5”¢x+¢ 13+5 Nor B+2 ey +

P2t
” T ||2 = 0, (2-32>

d m m m m
2 AP+ ™) — e (15 4o || " 115+
agora integrando de 0 a ¢, obtemos

(P + ™), — pe I3+

Py w2z B o my2 O m P2
Pl I3 +5 Il +wm 15 +5 Il I3 +
2 2 2
t
P2 m m P2 m P1 m K m m
+5u¢mm+gé{n%|@+—u¢umyﬁ=—w¢l@+—H%@+%|@—%
b m |2 m |2
+§ | o Nz + H o1 15 + H2 K(Poee + Yo%) — 1ot I3 -

Assim,

(™ 4+ ™), — ™ |3

PL o m K\ m | om b m P2
5“ o 13 t5 | o+ ™ |3 +5 | ||5 +

t
2o B [ {ler B2 1en e < o
0
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onde ('] é uma constante que independe de m e t. Entao

e+ ™ ¢ limitada em  L*(]0, T[; L*(0, L)) (2.33)

@yt ¢élimitada em  L*®(]0,77[; H.(0, L)) (2.34)

@ ¢ limitada em  L*(]0,T[; L*(0, L)) (2.35)

@™ élimitada em  L>(]0,T[; Hy(0, L)) (2.36)

KD+ ™) — pg) ¢ limitada em  L>°(]0,T'[; L*(0, L)) (2.37)
¢y ¢ limitada em  L*(]0,T7[; L*(0, L)). (2.38)

Além disso, existem constantes c; e co, tais que
ler 1z < aller+¢™ 2+ 1¢™ )
lem M3 < ealll 607 +4™)e = pe™ 15+ 15 15+ 1 9" 113),
logo
@™ é limitada em L>(]0,T[; H*(0,L) N H.(0,L)). (2.39)
22 estimativa

Fazendo w = — @y, € W = —y,, nas equagoes (2.9) e (2.10), respectivamente, obtemos

—p1(01 s Prae) T E((07 + U™ )a, Olna) — 1) Plae) = 0,
102<90:?x7w:2x) + b( :m:?wtxx> - "i((pa: + wm wtzx) = 07

de forma andloga a primeira estimativa, chegamos ao seguinte resultado

d pl m K m m b m :02 m

:02 ,02,M
( H Dhte H2 = 0. (2-40)

Sotta (90? + 1/Jm)txm: - /Jlgozt?xx) + 2 || 9022 ||§

Agora, fazendo w = k(@) + V™) twer — ,ugo?fm em (2.9), obtemos

(o, QT + V™ — PP ) = o di || KT + U™ 0w — o |13 -

substituindo (2.41) e (2.40), chegamos a

dt{ It I8+ e o2 1343 12 I +2 ot I8+

P2/t

_t I 6008 + ¥ )ow — gy |15+ 1l 5 113 + pall 2t 15 =0, (241)
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integrando de 0 a ¢, obtemos:

PL oy m Ky om | om b om P2

t
P2 m m P2
2 e B {0 B+ 2 i 1B de = B B 4 1 e+
0
b m P2p1 13 o
+§ || ¢O,a:a: ||§ || ¥1 :c:c| ||2 - || _(SDOmxas +77Z)0 xa:) - pl ||2

Assim,

P1 m K m m b m P2 m m m

I3+

t
2 B [ (IR B+2 i By < Ca

onde C5 é uma constante que independe de m e t. Logo

Yp. € limitada em (0 T[; L2 0,L )
m & limitada em  L>(]0,T[; L*(0, L))
K(QD + U™ )ow — pppy ¢ limitada em L]

)
)
10,T[; L*(0, L))
o ¢ limitada em  L?(]0,T[; L*(0, L))
o élimitada em  L? (}O T[; L*(0, L )

Além disso, existe constantes cs3, tal que

I e 13 < cs(ll 6007 + 4™ )ae — popy 13+ 05 112 + 1 12 1),
logo
@ 6 limitada em L>(]0,T[; L*(0, L)).
Das estimativas 1 e 2, obtemos

10, T[; H*(0, L) N H(

))

@™ ¢ limitada em L] ( 0,L
@' élimitada em  L>(]0,T[; H*(0,L) N H}(0,L)) N L*(]0, T[; H}(0,L))
L=(] (

Y™ ¢ limitada em

)
)

10,T[; H*(0,L) N Hy (0, L))
)-

¢y élimitada em  L?(]0,T[; H;(0,L)

(2.47)

[\
e~
oo

—~ —~ —~ —
ot IS
(@) Ne)

SN— N— S— SN—

[\
[y
—_
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Passagem do limite
Pelo corolario de Banach-Alouglu-Bourbaki, podemos extrair uma subsequéncia de

(™) e (™) que ainda denotaremos por (¢™) e (™), tais que

¢™ — ¢  Fraco estrela em L>(]0,T[; H*(0,L) N H}(0,L)) (2.52)
@ — ¢ Fraco estrela em L(]0,T[; H*(0,L) N H}(0,L)) (2.53)
Y™ =9 Fraco estrela em L(]0,T[; H*(0,L) N Hy(0, L)) (2.54)
et — ¢y Fracoem L?(]0,T[; H.(0,L)) (2.55)
on — ¢u  Fracoem L*(0,T[; H(0,L)). (2.56)

Considerando nas equagoes (2.9) e (2.10) w,w € D(0, L) e, em seguida, multiplicando
as mesmas por § € D(0,7T) e 0 e D(0,T), respectivamente, e integrando de 0 a T', obtemos

T

T T
" / (o w)bdt — / (6™ + 0™, w)0dt + / (G w)bdt = 0 (2.57)
0 0 0
T B T T B
—p2/ (¢§?x,zﬂ)9dt—b/ (¥ )6dt+/-c/ (@™ + o™ @it = 0. (2.58)
0 0 0

Portanto, aplicando o limite nas equagoes (2.57) e (2.58) e usando as convergéncias (2.52)

a (2.56), obtemos

T

T T
o / (o, w)0dt — / (90 + ©)o, w)0dt + 1 / (pow)fdt = 0 (250
T . T . T "
- ttmyNGd —b acacyNQd T ,Ned = 0. 2.60
pg/ow )dt /Ow ) tw/ﬂ(www (2.60)

Sejam ¢ = wh € D((0,L) x (0,T)) e ¢ = @b € D((0, L) x (0,T)), portanto

//@tt(dmdt—m// (pz + ) (dxdt+u/ / eCdaxdt = 0
—ps /0 /O uaCdadt — b /0 /0 VpuCdadt + /0 /0 (0o + )Cdzdt = 0.

e assim

// prw — K(pz + )z + ppr)Cdrdt = 0

/0 /0 (—p2rte — Wus + K(0p +¥))Cdadt = 0.
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Logo, pelo Lema Du Bois Raymond, segue que

P11 — k(e + ) + ppy = 0, q.s. em |0, L[x]0, T (2.61)
— P2t — bbar + K(pe +) = 0, q.s. em 0, L[x]0,T]. (2.62)

Condigoes iniciais
hd QO(ZE, O) = %o
Da convergéncia (2.53), obtemos
T T
/ (", w)ldt — / (pr,w)dt, ¥ weD(0,L) e V 0 €D0,T). (2.63)
0 0

Integrando por partes (2.63), podemos escrever

T

' — /T(ap,w)ﬁldt. (2.64)

T
- / (™ w)f'dt — (p,w)0
0 0

(™, w)0

0
Escolhendo # € C'([0,T[;R), tal que 0(0) = 1 e §(T) = 0, chegamos ao seguinte

resultado
T T
(ww) = [ (eln0)w) - [ (pwpe (2.65)
0 0
Agora, de (2.52), obtemos que
T T
/ (™, w)0' dt — / (p,w)d'dt, (2.66)
0 0
dessa forma, obtemos que
(5", w) = (¢(z,0), w). (2.67)
Por outro lado, de (2.12), temos que
(00", w) — (o, w).
Pela unicidade do limite, podemos concluir que

e(x,0) = ¢o. (2.68)
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o ¢i(z,0) = ¢
Da convergéncia (2.56), obtemos
T T
/ (o w)0dE — / (ow,w)dt, ¥ weDO,L) e ¥ 0eD0,T).  (2.69)
0 0

Escolhamos 6 € C*([0,T[;R), tal que 8(0) = 1 e §(T) = 0 e, integramos por partes,

para obtermos
T T
(1", w) —/0 (", w)0'dt — (¢4(x,0),w) —/0 (p, w)@'dt. (2.70)
Pela convergéncia anterior e, da convergéncia (2.53), obtemos que
(", w) = (@, 0), w). (2.71)
Por outro lado, de (2.13), temos que
(", w) — (1, w).
Pela unicidade do limite, podemos concluir que
er(z,0) = ¢1. (2.72)
e (z,0) =t
Pela definigdo de convergéncia em D'(0,T") temos que

T d . T d
/0 %w 7w)9dt—>/0 E(w,w)edt, vV 6 e€D0,T). (2.73)

Escolhendo 6 € C*([0,T[;R), tal que (0) = 1 e §(T) = 0, e integrando por partes
(2.73), obtemos

T T T T
(Y™ w)b —/ (™, w)0'dt — (¢, w)0 —/ (v, w)@'dt. (2.74)
0 0 0 0
Dessa forma, Temos
T T
(g, w) —/ (™, w)'dt — (¢(x,0),w) —/ (¢, w)@'dt. (2.75)
0 0
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portanto

(5" w) = (p(x,0), w). (2.76)

De (2.14), temos que

V5", w) — (o, ).

Pela unicidade do limite, podemos concluir que

Ye(,0) = tho. (2.77)

Dependéncia continua e Unicidade

Sejam {0, @1, 1} ¢ {F, @y, 1} solugdes fortes do sistema (2.1) — (2.3) com condigdes de
contorno (2.4) correspondentes as condigoes iniciais {¢o, ¢1, %0} € {Po, gEl,QZO}, respecti-
vamente. Nessas condigoes, temos que {y,yi, 2z} = {¢ — &, 01 — @1, ¥ — 1;} satisfazem as

seguintes equagoes

P1Yset — ’%(yx + z):c + Hyy = 0, (278)

—P2Ytte — bzxa: + ’f(y:v + Z) = 0. (279)
Com as COI’IdiQ()eS iniciais {y(l‘, 0)7 yt<x7 0)7 Z(Z‘, O)} = {300 - ()507 Y1 — 5517 ¢0 - 1;0}7 onde

y € L>(]0,T[; H*(0,L) N H}(0,L))
vy, € L>(]0,T[; H*(0,L)NH(0,L))
z € L>(]0,T[; H*(0,L) N Hy(0, L)).

Multiplicando as equagdes (2.78) e (2.79) por y; e z;, respectivamente. Posteriormente
integrando em (0, L) e somando os resultados, obtemos

1d

s v ls+r g+ 215401 22 I3} + po(ys 2) + [l e 5=0. (2.80)

Notemos que

W
(ytta th) = (ytt, (’f(y:c + Z)ac - Myt)t) - (ytt7yt:va;) + ; || Yt ||§

Il

1d 7
(ee, (K(Yz + 2)2 — pye),) + Sdl [, +; [ E (2.81)
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Substituindo (2.81) em (2.80), obtemos

1d

2dt
P2 H

+—= (s (5 + 2)e —pye)) + ol 5+ N wu 5 = 0.

{on ez 46 ye + 211540 | 20 115 +p2 e 113} +

logo

1d

S o B et 2 1301 2 1B 4ol wee 1B} +

2 g, (el +2)e —e)y) < 0. (282)

Agora, multiplicando a equacao (2.78) por (k(y, + 2)» — py:), € integrando em 0, L resulta

que

1 d

(yttv (’K@(yaﬁ + Z)w - ,uyt)t) = Q_ME H ’i(yw + Z)x — HYt H% . (2'83)

Assim, substituindo (2.83) em (2.82) chegamos a

d
e llu s +nllye+2 1540 12 M5 +p2 v 137 +

po d
TQ/f_ | 6(ye +2)e —pye I3 <0, (2.84)

Integrando (2.84) em (0,%) e tomando N = min {,01, K, b, pa, &} > 0, obtemos
Pk

Fye 2+ 1 ye + 2 02+ 1 2o 12+ 1w 12+ 1 60 + 2)e —pgell2 < o llz +

+ 1 oo + 20 113+ 1 20 112+ | y10 13 + 1l £(g00 + 20)0 — s I3 - (2.85)

Da desigualdade (2.85) resulta a dependéncia continua dos dados iniciais para as
solugoes fortes. E, em particular, temos a unicidade de solucao forte.

Concluimos assim a demonstracao deste Teorema.

Agora, enunciaremos e demonstraremos a boa colocacao para solucao Forte.
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Teorema 2.2 Se (oo, p1,%0) € H*(0, L)YNH(0, L) x H}(0, L) x H}(0, L), entdo a solu¢ao

Fraca do sistema (2.1) — (2.4) estd bem colocada, tal que

¢ € L>(]0,T[; H*(0,L) N H}(0,L))
¢ € L=(]0,T[;H(0,L))
¢ € L>*(J0,T[; Hy(0,L))

Qott S L (]OaT[aLi(()?L))

Demonstracao: A existéncia de solucao fraca serd provada por aproximacao de uma
sequéncia de solucgoes fortes encontradas no Teorema 2.1.

Existéncia

Dados (@0, p1,%0) € H*(0, L) N HL(0, L) x HX(0,L) x NH}(0, L), existem sequéncias
(5), (¢1") e () em H3(0,L) N H(0,L), H*(0,L) N H(0,L) e H*(0,L) N Hy(0, L),

respectivamente, tais que

Qo' — o forteem  H?(0,L) N H}(0, L), (2.86)
o' — ¢ forteem  H!(0, L), (2.87)
Yo — 1y forte em  Hy(0, L). (2.88)

Para cada m, o Teorema 2.1, garante a existem de uma unica solu¢ao {¢™, ", ™},

tal que
" e L*(]0,T[; H*(0,L) N H(0,L))
o e L()0,T[; H*(0, L) N HX(0, L))
™ e L>(]0,T[; H*(0,L) N Hy(0,L)).
pron + k(e + ™) + pel” = 0, q.sem |0,L[x]0,T]| (2.89)
—paiyy — by + K@y +9¢™) = 0, gsem 0,L[x]0,T] (2.90)
(§]

(©"™(0), ¢"(0), ¥™(0)) = (¢5", 1", ¥6")-

Miranda, Luiz Gutemberg Rosario PDM



Existéncia e Unicidade de Solucao 35

Multiplicando as equagoes (2.89) e (2.90) por ¢}* e ¢]", respectivamente, e depois

integrando em (0, L), obtemos

pr(enel) — k(0 +U™)a @) + uler, 0i") = 0,
_p2(90?;m7w;n> - b(%ﬁ??/f;n) + K(W? + wmu wzn) = 07

agora, integrando por partes em x as equagoes acima e somando os resultados, obtemos

d m m b m m m m
D S e um g 10 B o I+l o) =0 201

Novamente, usando o fato de que

(P, Vi) = p (s k(P + ™) e — ppyy) + 2 dt | Pt ||g +; | Pt ||§a

ficamos com

S R R Ry o

P2 P2l

+;(¢§’Z,Fa(¢;"+wm) — poyt) + || of H2+ lew |5 = 0. (2.92)

Agora, multiplicando (2.89) por k(@' + ™) — peyy, obtemos

(@1, 5 (P + e — o) = o= [ E(ey + ™) —pgl I3 (2.93)
2p1 dt
Substituindo (2.93) e (2.92), chegamos a
d P1 m K m m b m P2 m
E{—nth+5H¢x+w 2o v B2 e 13 +
m m m m ,02,u
bl Sl 4 ) = el Bl ol B2 1B = 0. (290

Agora, integrando de 0 a ¢, obtemos:

P1 m K m m b m P2 m m m
P 145 1+ 0 1 o 1 1 52 | i+ ) — g 3+

P2 2 ! 2, P2 2 P1 9 K 9
-F5H¢$H2+u4-ﬂhﬁWb+—-H%?M}ﬁ=?—H¢ﬁH2+—H¢$f+MFM +

g I 18 2 0T 1B 42 1 e+ ) = T

5 0 ll2 T 80196 2 K <P0m 0,2 Her lie -

Assim, pelas convergéncias (2.86), (2.87) e (2.88) obtemos

P e I3+ o+ 0 1B+ U 1B 5 | (el + ™) — o I3

t
2o B [ {ler B+2en e < o
0
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onde ('] é uma constante que independe de m e t. Entao

@+ ™ ¢ limitada em  L%(]0, T[; L*(0, L))
@yt ¢limitada em  L>(]0,T[; H}(0, L))
@ ¢ limitada em  L*(]0,T[; L*(0, L))

@™ é limitada em 10, T[; Hy(0, L))

L(]
(]

¢y ¢ limitada em  L*(]0,T7[; L*(0, L)).

Rl + ™), — upy®  é limitada em 10, T[; L*(0, L))

Além disso, existem constantes ¢; e ¢o, tais que

e 12 < aller +¢™ I+ 1™ I12)

lem 12 < call 6(eF +¥™)e — uel 12+ 145 15 + 1 e 1),

logo

@™ é limitada em L*(]0,T[; H*(0,L) N H.(0,L)).

(2.101)

Pelo corolario de Banach-Alouglu-Bourbaki, podemos extrair uma subsequéncia de

(™) e (™) que ainda denotaremos por (¢™) e (¢™) tais que:

¢™ — ¢  Fraco estrela em L>(]0,T[; H*(0,L) N H}(0,L))
o' — ¢, Fraco estrela em L (]0, T[; H(0, L))

Y™ =9 Fraco estrela em L(]0,T[; Hy(0,L))

e — ¢ Fraco em L*(]0,T7[; L*(0, L))

Ol — Ou Fraco em L2 (]O,T[; LQ(O, L))

Dessa forma, aplicando o limite na equacao

T T T
o [ (etnwtd = [ (G vt v [ wpdt =0, (2.107)
0 0 0
onde w,€ D(0,L) e § € D(0,T), obtemos
T T T
p1 / (pr, w)Odt — KJ/ (g + 1)z, w)0dt + u/ (1, w)fdt = 0. (2.108)
0 0 0
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Seja ¢ = w6 € D((0, L) x (0,T)), assim ficamos com
(P10 — K(pz + ¥)a + pspr, () = 0. (2.109)
Logo, pelo Lema Du Bois Raymond, segue que
prgw — k(@ + )z + e = 0, q.s. em ]0, L[x]0, T'[. (2.110)
Por outro lado, como
P2 (1, Wy) + b W,) + k(P + ™ W) = 0, ¥V we Hy(0,L)  (2.111)
entao, multiplicando (2.111) por 6 € D(0,T') e integrando em (0,7’), obtemos
T T T
pg/o (phy, Wy )0dx + b/o (Y, wy)0dx + K/O (M + o™ w)0dx =0, ¥ w € Hy(0, L),
Aplicando o limite, obtemos
T T T
pQ/O (P, w,)0dx + b/o (Y, W, )0dx + li/o (2 + 1, w)0dr =0, ¥V w € HH(0, L).
Logo
(p2(pet, wz), 0) + b((Vo, W), 0) + K{(00 + 90, w), 0) = 0, ¥ w € Hy(0, L),
ou seja,
(p2(pre, Wwe) + b, o) + K( Pz + ¥, w),0) = 0, ¥ w € Hy(0,L) ¥ 6 € D(0,T).
Assim,
P2t o) + b(e, wa) + k(s + ¥, w) =0, ¥V w € Hy(0,L) em D'(0, 7).

Condicgoes iniciais
Para mostrarmos as condigoes iniciais, basta usarmos o mesmo raciocinio do teorema

anterior.

Unicidade
Sejam {¢, 1,10} e {F, &, 1} solugdes fracas do sistema (2.1) — (2.4) correspondentes
as condigoes iniciais {pg, ¢1,1%0}. Nessas condigoes, temos que {y,y;, 2} = {¢ — @, s —

O, Y — QZ} satisfazem as seguintes equagoes
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Py — 6(Ye + 2)e +py: = 0, q.s em 0, L[x]0, T (2.112)
P2 (Yut, W) + b2y, wy) + (Yo + 2,0) = 0, Vw e Hy0,L). (2.113)
Com as condigoes iniciais {y(x,0),y:(z,0), z(z,0)} = {0,0,0}, onde
y € L>(]0,T[; H*(0,L) N H.(0,L))
ye € L(]0,T[H.(0, L))
z € L*(]0,T[; Hy(0,L)).

Observemos que como nao temos o espago da z;, nao faz sentido a dualidade (v, i)

Para resolvermos este definiremos os seguintes funcionais:
—/ y(r)dr,  0<t<s; —/ z(r)ydr, 0<t<s;
ol(t) = t e ot) = t
0, s<t<T 0, s<t<T

Portanto, o2 € L>(]0,T[; H}(0, L)) e faz sentido a dualidade (yu,02). Assim
pl/ (ytt,O'l)dt—f—li/ (yz—l—z,aglc)dt—i-,u/ (ye,o")dt = 0, (2.114)
0 0 0

p2/ (ytt,aﬁ)dter/ (zx,ai)dt+/<a/ (Yp + 2z, 0%)dt = 0. (2.115)
0 0 0

Somando as equagoes (2.114) e (2.114), obtemos

pl/ (ytt,al)dt—l—ﬁ/ (Z/x+z,ai+0'2)dt+b/ (zz,ai)dt +
0 0 0

+p2/(yttagi)dt—'—ﬂ/(ytagl)dt = 0. (2.116)
0 0

Agora, iremos analisar cada integral separadamente. inicialmente, sejam
! l
oi(l) = / y(r)dr e o?(l) = / z(r)dr, logo temos que o'(t) = oi(t) — oi(s), parai = 1,2,

0 0
e ol(t) =y(t) e o(t) = 2(t), para t € (0,5). logo

s ° s 1 [*d 1
[ty =) = [ wotde == [ 5wl de==3 1 v(s) [ 2117
0 0 0 0

[t nateoia = [ (e oot vty
0 0

1 [d
-3 Gl ga

= 5 1020 +0%0) (2118)
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e7
S S S d 1
[ Gact= [(Gtootae= [ Lot Ba= =S o20) B (2119)
0 0 0
e7
/(ytt,ai)dt = (?Jtvgi) _/(yt70t2a:)dt
0 0 0
B 2100
0
_ (. P
= _/ (yt,—ytt—mer Z/t) dt
0
- -2 (ytvytt)dt+/ (yt,ym)dt—E/ (Ye, ye) dt
Kk Jo 0 K Jo
pr [*d 2 1/3 d 2 N/s 2
- e dt—= [ Sy l2a—E dt
o A AT A PPy P
P1 1 wof*
A L O R PEO) ey P (2121)
e, por fim

/Os(yt,al)dt— (y,0") Z—/Os(y,o—tl)dt— —/Os(y,y)dt = —/Os Fy() 115 dt. (2.122)

Substituindo (2.117), (2.118), (2.119), (2.120) e (2.122) em (2.116), obtemos

p K p1p

2 (s) 1B+ 11030+ 0%0) I3 +3 11 02(0) I3 +5222 (o) I +2 1 (o) 12+
L Hpn
=8 HytszHu/ o) I3 dt =

Entdao y = 0 e y; = 0, portanto, ¢ = ¥ e ¢; = @;. Além disso, de (2.112), temos
que z, = 0. Desde que z € H}(0,L) entao 2 = 0, portanto, 1 = QZ, obtemos assim a

unicidade.

Dependéncia Continua
A dependeéncia continua dos dados iniciais para solugoes fracas seguem diretamente da
desigualdade (2.85) que nos da a dependéncia continua para solugoes fortes, de argumentos

de densidade e da unicidade de solugao. Finalizamos a demonstracao.
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Observamos ainda que, se considerarmos as condicoes de contorno Dirichlet-Neumann,

isto é

©(0,t) = (L

7t> - @ij(ov t)

=1, (L, t) =0, em ]0, +o0], (2.123)

com raciocinio andlogo, mostra-se a demonstragao para os seguintes Teoremas

Teorema 2.3 Se

(190, 1,%0) € H(0, L) N Hy (0, L) x H*(0, L) N Hy(0, L) x H*(0, L) N H,(0, L),

entdo a solug¢ao Forte do sistema (2.1) —

colocada, tal que

Pt

Pt

¢,

(2.3) com condig¢ao de contorno (2.123) estd bem

L(0. T} (0, L) 1 (0, 1)

L)n

L>(10, T(; H*(0, L) N Hy (0, L))

L*(]0,T[; Hy (0, L))
L)

L()0, T[; (0, L) N HL(0, L)).

Teorema 2.4 Se (o, p1,%0) € H*(0, L)YNH(0, L) x H}(0, L) x HX(0, L), entdo a solug¢do

Fraca do sistema (2.1) —

que

Pt

Pt

(2.3) com condigdo de contorno (2.123) estd bem colocada, tal

L>(]0,T[; H*(0,L) N Hy(0, L))
L2(J0, T[; Hy (0, L))
L*(]0,T[; L»(0, L))

L>(]0,T[; HL(0,L)).

Assim finalizamos esta subsegao. Passaremos agora, a analisar o comportamento as-

sintotico do sistema.
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2.2 Estabilidade exponencial

Agora, 0 nosso objetivo é mostrar que a energia do modelo de Timoshenko-Ehrenfest
desenvolvido por Elishakoff com atrito decai exponencialmente sem que haja a relacao
entre as velocidades.

Inicialmente, definiremos esta energia. Para todo ¢ > 0, a energia do sistema
(2.1) — (2.3) com as condigoes de contorno (2.4) ou (2.123) é dada por,

L
E(t) = —/ {mw? + P2y, + b2 + K(pe + ) + :—; (e + )2 — pipe)?| da. (2.124)
0

Temos que o nosso primeiro resultado é a natureza dissipativa da energia F(t)

dado pelo seguinte teorema.

Teorema 2.5 A energia E(t) do sistema (2.1) —(2.3) com as condi¢oes de contorno (2.4)

ou (2.123) satisfaz a lei de dissipagdo de energia dada por

Ly = - /L e Y e (2.125)

Demonstragao: Multiplicando a equacao (2.1) por ¢; e a equagao (2.2) por 1 e

depois integrando em (0, L), obtemos

L L L
m/ %tsotdm—ﬁ/ (som+w)wsotd:c+u/ ©ldr = 0, (2.126)
0 0 0

L L L

integrando por parte e usando as condig¢oes de contorno (2.4) ou (2.123), obtemos

L
,01 % + 1) pradz +u/ widr = 0, (2.128)
2 dt 0

L b d L
Pz/o Getzdr + = 57 {/ ¢2dx} —|—/<o/0 (pz + ) hdx = 0, (2.129)

somando as equagoes (2.128) e (2.129), temos que

d

1 L L L
dt {5/ pLE} b + 1 (s “/’)2] dffﬂb/ SOfdl’erz/ putbedr = 0. (2.130)
0 0 0
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Notemos que

L 1 L L u L
/ o dr = — / it (F(@e + )i — ppy) doe — / O1Prazdr + — / Prpndx
0 Kk Jo 0 K Jo

1/L Kz + 1) yar s 2 [T +“/L 2 g
ey — K T x T —_— i - ZL’,
%/, P (K@ ¢ Kt 2dt J, Ptz % /g Pt
(2.131)
substituindo 2.131 e (2.130), ficamos com
d 1 [* 2 2 2, P2 9 L 9
— = [ pei 00+ R (e + )+ S| de+p | pide +
dat 2 ), 2 0
p2 [* ppz [ *
+;/ Pt (/‘6(8096 + w>tx — ,UQOtt) dx + T gO?tdiL‘ = 0. (2132)
0 0

Agora, multiplicando a equacao (2.1) por k(¢ + 9)w — ppy € integrando em 0 a L,

obtemos

L 1 L
/ Oie (F(Pe +V)te — pipye) dv = — / (kP2 +1)e — ppr) (K(pe + ¥)te — o) do
0 P1 Jo

1 d [(*

- - 2 dz. 2.1
oo dt )y (K(g +1)s — )" dx (2.133)

Substituindo (2.133) em (2.132) e pela definicao de E(t) obtemos (2.125).

Para mostrar que a energia E(t) decai exponencialmente, basta provar o seguinte

resultado.

Teorema 2.6 FExistem duas constantes positivas M e w que nao dependem das condigoes

iniciais e nao independem de qualquer relagao entre seus coeficiente, tais que

E(t) < ME(Q)e™ VYV t>0. (2.134)

A ideia da demonstracao para este Teorema é construir um funcional de Liapunov

L(t) e usar o o Método da Energia. Primeiro, definimos

. ooy | 1P
F(t) = / pLovp + 5902 + ﬁgof + P2p1rprdT (2.135)
0
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Lema 2.1 Seja (v, ¢, 1) uma solugao do sistema (2.1) — (2.3) com as condigdes de con-

torno (2.4) ou (2.123). Entdo temos

d B 2 o pr (" 2
e = —ﬁ/ (00 + 1) dx—b/ W2z — L2 [ (5w + 0)s — pipr) da +
dt 0 0 KpP1 Jo

L L
+ pl/ gofdx—kpg/ @2 dx. (2.136)
0 0

Demonstragao: Multiplicamos a equacao (2.1) por ¢ e integramos em (0, L), obtemos

que

L L L
p1 / rpdr — /‘6/ (e + 1), @dx + u/ prpdr = 0,
0 0 0

integrando por parte, e usando as condicoes de contorno, obtemos

d L L L L
7 [/ p1pee + Egozd:cl - ,01/ 2dx + n/ (pr + ) @edz = 0, (2.137)
0 0 0

analogamente, multiplicando a equacao (2.2) por ¢ e integrando em (0, L), obtemos que

L L L
—pz/o gomwdx—b/o zbmwdx—i-/i/o (e + ) 00dz = 0,

integrando por parte, e usando as condigoes de contorno, obtemos

L L L
,02/ @tthdaz+b/ widern-/ (s +¥)pdx = 0, (2.138)
0 0 0

somando as equagoes (2.137) e (2.138), obtemos

d

L y L L ,
— / P1P1p + —902d:L’ — p1 / gpfdx + /f/ (pz +0) dx +
dt [ Jo 2 0 0

L L
+ps / Outhedr +b [ p2dr = 0. (2.139)
0 0

Notemos que

L 1 [L L L
/ Pupdr = P / or (K(pz + 1)z — ) / PttPradr + — / Prprdx
0 0 0
1 [L L ud L
pr— —_— T :E(Ed - T 2d 9
/“”v/o O (K(pz + V)2 — o) / PttPradT + o dif prazx
(2.140)
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substituindo 2.140 e (2.139), ficamos com

d L L L
d_tU plsatsoJrgsO +% de}—m/ <pfdrv+fi/ (e +¥) dz +
0 0

L L
+%/ ou (K(pz + V)2 — 1pr) dZB_pQ/ @tt@zxdﬂf—i—b/ Yide = 0. (2.141)
0 0 0

Agora, multiplicando a equagao (2.1) por k(p; + ©), — up; e integrando em 0 a L,

obtemos
L 1 (L
/ Oit (K(z +V)e — ppy) dz = o (K@ + V) — ppr) (K(pa + ¥)o — pipr) da
0 0
1 [F )
= (’%(pr + w)z - NSOt) d:L’,

P1 Jo

logo

d L L L
— U plsotswrgso +ép2 2dw] —m/ @fder/‘c/ (pr + ) dx +
0 0 0

P2 L 2 L L
+— (H(sox +10)e — pepy)” dr — pz/ Oupandr +b [ P2dz = 0.
0 0

L
E, integrando por partes o termo / P przdr, obtemos
0

d [ [* Loy P - - 2
@U plgotgo—i—ng +5- so?d:c}—m/ wfdwrff/ (e +¢) dz +
0 0

L L
0 kp1 Jo 0
Por outro lado, pela identidade ¢y, = %(gptx%) — go?x chegamos a

d L “ 1495 L L
o [/ proep + 290 + o0 +pzsomsoxdx] —m/ sofdx+b/ Y2z +
0 0

L L
+H/ (0 + 1) dz + :Tf (ﬁ(sox + ), — )’ dx — p2/ ordr = 0. (2.142)
0 1Jo 0

e pela substitui¢ao de (2.135) em (2.142), obtemos (2.136).

Agora vamos introduzir o funcional

L
G(t) = —/0 (g@f + ms@m) dz (2.143)
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Lema 2.2 Seja (o, ¢, 1) uma solugao do sistema (2.1) — (2.3) com as condig¢oes de con-

torno (2.4) ou (2.123). Entdo o funcional G(t) satisfaz, para todo € > 0, a estimativa

d 1432 L ) L ) € L )
“G) < r dr — dz + — dz. 92.144
dtg()_(p1+26>/o Prdx Fv/o somw+2/0 Vydo ( )

Demonstragao: Multiplicando a equagao (2.1) por ¢y e integrando em (0, L), obtemos

L L L L
Pl/ @%tdff — /‘f/ PazPredr — /‘f/ Yypudr + #/ prppdr = 0,
0 0 0 0

de onde obtemos

d L " L L L
dt {/ <590? + n%m:%) da:} + / pndr — n/ @2 dx — n/ Yepudr = 0. (2.145)
0 0 0 0

e entao, substituindo (2.143) em (2.145) obtemos

d L L L
—G(t)=pm / idr — /@/ @2 dx — /1/ Py ppda.
dt 0 0 0

Para finalizar a demonstracao, usamos a desigualdade de Young e assim conclui-se a

veracidade da inequacao (2.144).

Agora, definimos o funcional de Liapunov £ do seguinte modo
L(t) = F(t)+ QP—:Q(t) + NE(t) (2.146)

onde N é uma constante positiva que sera fixada posteriormente e os funcionais F e G
sao dados nos Lemas 2.1 e 2.2, respectivamente.

Para provarmos o Teorema 2.6, de acordo com o Método da Energia é suficiente provar
duas condi¢oes. Primeiramente, provaremos que £ e E(t) sao equivalentes de acordo com

o teorema abaixo

Teorema 2.7 Existem constantes positivas ¢ e cg, tais que

aNE(t) < L(t) < e;NE(L). (2.147)
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Demonstracao: Assumindo a existéncia de uma constante positiva (grande o sufici-

ente) N e da defini¢ao de £ temos

g 1oy
L(t) = / PLpep + 290 - 2—903 — p2Pupadr + NE(L),
0

de onde segue, usando a desigualdade de Young, que

P 1 P p
e < [ 2t gl + 2+ 2ot NG,
0

e da desigualdade de Poincaré, obtemos

1
o< [ Dy (e ) 2+ | e NEG. @1
0
onde ¢, ¢ a constante de Poincaré. Substituindo a desigualdade dada por
1ty g 2 2
5 [ Pede < [ [(pr +0)" + %] da, (2.149)
0 0

na equagao (2.148), chegamos a

L
L(t) < / [%@? + (o1 + 1)y + p2) (9 + 1) + ¢ (o1 + p)cp + pa) Y2 + /)22 or | dx +
0

+NE(L).

Tomando

Nl_max{l o (P14 1)ey + p2 o0 (p1+u)cp+pz}
- ) 9 P
K b

CQZN1+N,

concluimos que

L(t) < o E(t).

Por outro lado, usando as desigualdades de Young e de Poincaré, obtemos

g 1oy P
L(t) =/ p190t90+2g0 —2—903 pggomgox} dz + NE(t)
0
L _
> [ [-rilediel - 5262 - paleullen]] do + NE(
0
L
1 MP2>2 PLz_ P20 20
2 -5 — — == de + NE(t) (2.150
_/0_2()014_/{%015 5P 5 P o Pa| de+ NE() (2.150)
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e usando a desigualdade (2.149) e a desigualdade de Poincaré na desigualdade (2.150),

obtemos

o= ]
[T

+NE(t

P p 1
(pr+ E2) 0 = Bt = (e, + pz)soi] dv+ NE(t)

HpP2 P2
(Pl t T) o7 — wax = (pr6p + p2)(px +¥)* = cp(prcy + p2) | da +

Escolhendo N > max {1 + ,upQ’ 1, oP1% + /)2’2/)1% + p2

p1R K b

}, concluimos que existe

c1 > 0 tal que
L(t) > caEt), (2.151)

finalizando a demonstracao.

[
Agora, mostraremos a seguinte condigao:
Teorema 2.8 FErxiste uma constante positiva 3 tal que
d
%E(t) < —BE(t). (2.152)

Demonstracao: De fato, segue do Teorema 2.7 e dos Lemas 2.1 e 2.2 que

d d ps d d
Eﬁ(t) = %.F(t)+2zag(t)+NEE(t)

L L L
— 2 g0 I _ 2
ff/o (o +1) dx b/o Vydx ﬁpl/o (k(pz + )z — pipr)” dx +

L L p2 KJQ L L
+ m/ pidr + p2/ ordx + 2= (m + —) / oy dr — 2/)2/ or dx +
0 0 K 2¢ 0 0

L L L
+ &6/ widx—]\fu/ gofdx—Nw/ odx
k- Jo 0

Kk Jo
_H/0L<90x+l/})2dx_< —%6) /OL@D?CCZZE—F
L

L L
= 2 ks +)s — i) da — pz/ o dx — (Np — pr) / pid +
0 0

kp1 Jo

2 L
g2 p K
- (N_2_2_2<:01+2_)>/ pudz
K K € 0
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K
agora escolhendo € = — obtemos
2p2

d L 2 b (" 2 P2 o 2
—L(t) < =k | (po+¥)dr—5 | dpdv— = [ (k(@s+ V)2 — ppy)” do +
dt 0 2 Jo kPt Jo

L L
- (Nu—pl)/ w?daf—pz/ Prod +
0 0

L
K
(2 () [
K K b 0

e tomando N suficientemente grande tal que o Teorema 2.7 seja verdadeiro e

2 K
N> (2,
W b

podemos assegurar a existéncia de uma constante N3 > 0, tal que

d L b L L
GE0 < =5 [ v wtae =3 [ utde = 2 [ (ulon 40— ) o+

N. L L
—73/ @?dx—pz/ 7, d.
0 0

N.
Finalmente, escolhendo f = min {1, —3}, chegamos a

P1

d
Eﬁ(t) < —BE(t). (2.153)
|

Desta forma, estamos nas condigoes do Método da Energia, logo temos que
E(t) < ME@0)e ™, Vt>0. (2.154)
ondew="2eM=2 Concluimos assim, a prova do Teorema 2.6.
(&) C1
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Capitulo 3

Timoshenko-Ehrenfest Truncado

com Viscosidade

Apresentaremos neste capitulo, um modelo de Timoshenko-Ehrenfest truncado com amor-

tecimento do tipo viscosidade. O sistema que consideraremos ¢ dado por
P1Pet — 5(9096 + w>$ — UPtzx = 07 e ]07 L[X]Ov OO[ (31)
—P2Pttx — bw:c:c + K’(SD:L‘ + ¢) = 07 em ]07 L[X]Oa OO[, (32)

onde todos os coeficientes sao positivos e onde iy, representa a visco-elasticidade da

estrutura. Além disso, consideramos as condicoes iniciais dadas por
p(,0) = po(x), ¢i(x,0) = @1(x), ¢(x,0) =h(x), = €]0, L], (3.3)
e, condicoes de contorno Neumann-Dirichlet dada por
0:(0,t) = @ (L, t) = ¥(0,t) = (L, t) =0, t > 0. (3.4)

Nosso objetivo é mostrar resultados de boa colocacao do problema e analisar o com-

portamento assintético do sistema.

3.1 Existéncia e Unicidade de Solucao

Nesta secao estudamos a existéncia e unicidade da solugdo para o sistema (3.1)- (3.3)

com condigoes de contorno Neumann-Dirichlet dadas em (3.4). Novamente, usaremos o
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método de Galerkin como ferramenta matemaética para conseguirmos o resultado desejado.

Inicialmente, introduzimos os seguintes espacos de Hilbert
H = {(u,v) € HY(0,L) x HX(0,L), Kugy + fivze € L*(0, L)},
e
V = {(u,v) € H*(0,L) N H}(0, L) x H*(0,L) N H}(0, L); Klappe + tWeze € L*(0, L)},

Agora, temos as seguintes defini¢coes de Solucao Forte e Solucao Fraca, respectiva-

mente:

Definigao 3.1 Dizemos que uma solugdao forte do sistema (3.1)- (3.3) com condi¢des de

contorno (3.4) € uma terna de funcgoes (¢, vy, ) tais que:

1o+ k(pe +0) — tpe = 0, q.5 em ]0,L[x]0,T]

—P2Pite — bwa}x + k(@x + 770) = Oa q.s em ]07 L[X]OaT[

(¢(0), :(0),%(0)) = (0, ¢1, to)

Definigao 3.2 Dizemos que uma solugdo fraca do sistema (3.1)- (3.3) com condigoes de

contorno (3.4) € uma terna de funcgoes (¢, v, ) tais que:

p1pu — k(0w — V)e + 1tz = 0,  q.s. em |0, L[x]0,T|
pQ(@ttawx) + b(d)mww) + k(@z + ¢7 w) = O, V w € H&(Oa L)

no sentido D'(0,T). E, (©(0),©:(0),%(0)) = (o, ¢1,10)

Enunciaremos agora, o resultado que nos garante a existéncia da solucao forte para o

sistema (3.1)- (3.3) com condigoes de contorno (3.4).

Teorema 3.1 Se (g, ¢1,%0) € VX H*(0,L)NH}(0, L), entdo o sistema (3.1)- (3.3) com

condigoes de contorno (3.4) estd bem colocado para a solugdo forte, além disso,
(o) € L=(]0,T[;V)
v € L>(]0,T[; H*(0,L) N Hy(0, L))
enw € L*(]0,T[; H*(0,L)N H.(0,L)).
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Demonstracao: Para este propdsito, usaremos o método de Faedo-Galerkin.
Sistema aproximado
Podemos considerar em H}(0, L) e em Hj(0, L) as bases {w;(z)}; e {w;(z)},, respec-

7T ~ T
tivamente, onde w;(z) = cos (%x) e wj(xr) = sen ‘%x . Notemos que

Auwy(w) = (J%)ij@) e Adyx) = - (%)me).

Além disso, {w;(z)}; e {w;(x)}; sdo ortogonais em L?(0, L).

Definimos W,,, = [wy(z), wa(x), - ,wn(x)] e W,, = (Wi (), Wa(z), -, Wp(x)] su-
bespago m-dimensional, formado pelos m-primeiros elementos da base {w;(x)}; e {w;(x)};,
respectivamente. Desta forma, o problema aproximado consiste em encontrar fungoes sob

a forma
(™, ™) = (Z P, (t)w;(x), Z Qmj(t)a}j(x)> € Wy x Wi,

sendo os coeficientes P,,;(t), Qm;(t), determinados de modo a satisfazer o sistema de

equacoes diferenciais ordinarias dado por

pr(of w) — k(T + V™) g w) — plpmy,w) = 0, Y we Wy, (3.5)
—pa (P, @) — (Y™, @) + k(" + ™ @) = 0, V@ €Wy (3.6)

¢"(x,0) = ¢g'(x), ¥} (2,0) = @"(x), P"(,0) = ¢g'(2). (3.7)

Por argumento de densidade, temos a seguintes convergencias

(o' (x), 01" (z)) — (po,1) forte em Vi, (3.8)
Yor(x) — o(z), forte em H?(0,L)N Hy(0,L). (3.9)

Com o mesmo raciocinio feito para o problema do capitulo anterior chegamos a um sistema
matricial equivalente a um sistema de E.D.O’s de 1* ordem e usando a Teoria de equagoes
diferenciais ordinarias, o problema (3.5) —(3.6) tem solucao P,,;(t) € Qn;(t) definida sobre
um intervalo [0, ,,], onde 0 < t,,, <T.

A estimativa feita a seguir nos permitird estender essa solucao a todo intervalo [0, 7).

12 estimativa
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Nas equagoes (3.5) e (3.6) fazendo w = ¢}* e w = ], obtemos

pr(@i, @) — k((h +U™)e, 0f") + (0, 01) = 0,
_pQ(QP?tIm@bzn) ( zm’¢t )+R(¢?+¢mv¢?) = 07

agora, integrando por partes em x as equagoes acima e somando os resultados, obtemos

pr(p, @) + Koy + 0™, (@r + ™)) + (@i, i) + bW, Vi) + pa(eiy, i) = 0,

logo
d m m |2 b m |2 m ||2 m m
pr H e 3 +5 || pr F " g 102 2 o + il el Il +oa(els vi) = 0. (3.10)
Notemos que
(prs ip) = . (i s (03" + V™ )ia + 15,) — (O Praa) — _(‘Ptt ) Phizs)
1 m m m m 1 m
= — (P R U+ 1) 5 1l 5+ || Vi 13, (3.11)
substituindo (3.11) e (3.10), ficamos com
d | py m o m b m P2\ m
SO By N v By lur B2 1L ] +
P2 m m m m p2/u
+—= (A R+ + i) F ol e s+ el s = 0. (3.12)

Agora, fazendo w = k()" + V™) + iy, em (3.5), obtemos

m m m m 1 m m m m m m
(it £(Pa + UV )a + 1Pne) = E(ﬁ(% T U)o + 1Pl 505 + UV )t + 1)
= o d L wlm + ™)+ e 13 (3.13)
substituindo (3.13) e (3.12), chegamos a
dt{ I 1345 e +0m I8 +5 2 B+ 1o 18]+
P2

—t RGPS+ 0™ + e o+l 0 2 +— I el 2 = 0. (3.14)

agora integrando de 0 a t, obtemos

(™ + ™) + o 13+

p1 Ky m b p2
5 I 113 +3 I or + 9™ |13 +5 I 13 +

P2 2 ! 2, P2 2 P1 2 R 2
+2 e +u/0 {18 +2 1 e, 18] de = 221l 1 +5 1l et + 90 13+

P2
5|

b m P2 m m m m
+§ H ¢O,I H% +3 H 901,:(: Hg + R(soﬂ,zx + w(),z) + :ugpl,xa: H% .
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Assim obtemos

P1 m K m m b m P2 m m m

t
2z e [ (e B +2 e e < o

onde ('} é uma constante que independe de m e t. Entao

e+ ™ élimitada em  L>(]0, T[; L*(0, L)) (3.15)

@yt élimitada em  L>(]0,T[; H;(0,L)) (3.16)

@y élimitada em  L*(]0,T[; H1(0, L)) (3.17)

@™ 6 limitada em  L>(]0,T[; Hy(0, L)) (3.18)

K(QT +Y™), + pgyr, ¢ limitada em  L>(]0,T[; L*(0, L)) (3.19)
(3.20)

¢y ¢ limitada em  L*(]0,T[; H1(0, L)).
Além disso, existe uma constante ¢, tal que

Fer llz < el +9™ Iz + 119 113),

logo
@™ é limitada em L*(]0,T[; H.(0,L)). (3.21)
2% estimativa
Fazendo w = — @y, € W = —1y,, nas equagoes (3.5) e (3.6), respectivamente, obtemos
—p1(# s Phaa) + E((OF + U™ )ar Phaa) + 1(Plaas Piaa) = O, (3.22)

de forma analoga a primeira estimativa, obtemos

d m m b m P2 m
SO g I ur g v B2 e ) +

P2t

P2 m m m m m
_; (Qotta"{(goz + ¢ )tlﬂ?ﬂ? +Mgpttmmmx> +p H Prrx ||§ || Sptt:r:v ”2 = 0. (324>

Agora, fazendo w = k(@' + V™) igzz + 1P ere €M (2.9), obtemos

(o, k(P + Y™ — ) = H K@ + 0™z — Pt |5 -

2dt
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Substituindo (3.25) e (3.24), chegamos a

d P1 m K m m b m P2 m
a4 {5 b I3 +5 em + o I3 45 IO I3 +5 I eita I3+

2 d m m m m pQN’

agora, integrando de 0 a ¢, obtemos:

(90? + wm)m + 1P e Hg +

& m |2 E m m ||2 9 m |2 P2
3 o 5 45 W em 4w I 5 10 1 522

P2 2 ' 2, P2 2 P1 2 R 2
2 B {0 e 1B+ 2 it 1B e = 2 T 1 45 ) e+ B+
0

P2 I
2Kp1

b P2 m

Assim, obtemos

(W;n + wm)m + nggm H;

t
’02 m m p2 m
0

onde ()5 é uma constante que independe de m e t. Logo

o, élimitadaem  L™(]0,T[; L*(0, L)) 3.26
YTt ¢ limitada em  L>(]0,T[; L*(0, L)) 3.27
KD + U™ )on + Wy € limitada em L]

(3.26)

(3.27)

10, T[; L*(0, L)) (3.28)
o, élimitadaem  L*(]0,T[; L*(0, L)) (3.29)
))- (3.30)

Py € limitada em  L*(]0,T°[; L*(0, L)

Além disso, existem constantes ¢y e c3, tal que

IN

Fem 1l < calll Ko + 9™ + ot 2+ 157 12 + 1l ofia 112)

I o fmee + i 112 < ca(ll K0T + U™ oo + 1000 2 + | V35 112),

logo
@ ¢ limitada em  L>(]0,T°[; L*(0, L)) (3.31)
K+ ey, é limitada em L (]0, T'[; L*(0, L)). (3.32)
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Das estimativas 1 e 2, obtemos

(™, ") ¢ limitadaem  L>(]0,T[;V) (3.33)
@* ¢ limitada em  L?(]0,7[; H*(0,L) N H (0, L)) (3.34)
@™ élimitadaem  L>(]0,T[; H*(0,L) N Hy (0, L)) (3.35)
¢y ¢limitada em  L*(]0,T[; H*(0,L) N H}(0, L)). (3.36)

Passagem do limite

Pelo corolario de Banach-Alouglu-Bourbaki, podemos extrair uma subsequéncia de

(™) e (™) que ainda denotaremos por (¢™) e (™) tais que:

(™, ") = (¢, ¢t)
o = @y
Y —

m
P — Pt

Fraco estrela em L*(]0,77; V) (3.37)
Fraco em L*(]0,T[; H*(0,L) N H(0, L)) (3.38)
Fraco estrela em L>(]0,T[; H*(0,L) N Hy(0,L)) (3.39)

(3.40)

Fraco em L*(]0,T[; H*(0,L) N H(0,L)).

Considerando nas equagoes (3.5) e (3.6) w,w € D(0, L) e, em seguida, multiplicando

as mesmas por § € D(0,T) e 0 e D(0,T), respectivamente, e integrando de 0 a T', obtemos

T T T
" / (e w)0dt — r / (@™ + &™), w)0dt — / (P w)dt = 0 (341)
0 0 0

T . T . T .
—pz/ (gp%,ﬁ)@dt—b/ ( ;';,w)edtm/ (O™ + ™, @)0dt = 0. (3.42)
0 0 0

Portanto, aplicando o limite nas equagoes (3.41) e (3.42) e usando as convergéncias

(3.37) a (3.40), obtemos

T T T
,01/0 (<Ptt,w)9dt—/<a/0 ((gpm—i—l/z):ﬁ,w)edt—i—,u/o (Ptaz, w)Odt = 0 (3.43)

T . T . T "
o / (Orums @)1 — b / (tnn, @)0dt + 5 / (0ot & @)dt = 0. (3.44)
0 0 0

Sejam ¢ = wh € D((0,L) x (0,T)) ¢ { = wh € D((0, L) x (0,T)), portanto

T L

| [ tonstic = st + wmig = ety dudt = o (3.45)
T L - . .

| [ {menc—mondewter +omiasar = o (3.46)
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Logo, pelo Lema Du Bois Raymond, segue que
p1ew — K(0r +V)e — e = 0, q.s. em 0, L[x]0,T[ (3.47)
—poPite — bbye + K(pr +) = 0, q.s. em |0,L[x]0,T7. (3.48)
Condigoes iniciais
o ¢(x,0) =9
Da convergéncia (3.37), obtemos
T T
| erwpa— [ o wpa (3.49)
0 0

onde w € D(0,L) e 8 € C*([0,T[,R). Integrando por partes (3.49), podemos escrever

T T
— / (p,w)0'dt.
0

0

T

(™, w)0 —/0 (™ w)0'dt — (¢, w)0

0

Escolhendo 6 tal que 6(0) =1 e 6(T) = 0, obtemos
T T
(wow) = [ (= (ela0).0) - [ (o)
0 0
Novamente, de (3.37), obtemos que
T T
/ (™, w)0'dt — / (p,w)0'dt,
0 0
portanto,
(eg",w) = (e(z,0),w).
Por outro lado, de (3.8), temos que
(00", w) — (o, w).
Pela unicidade do limite, podemos concluir que
o(x,0) = ¢o.

o 0i(7,0) = ¢y
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Da convergéncia (3.40), obtemos
T T
/ (cpl?,w)@dt%/ (o, w)0dt, ¥ weDO,L) e ¥ 0eD0,T). (3.50)
0 0

Escolhamos 6 € C*([0,T[,R), tal que #(0) = 1 e §(T) = 0 e, integramos por partes,

para obtermos
T T
(o w) — /0 (" w)0'dt — (u(,0),w) — /O (0, w)0ldt. (3.51)
Pela convergéncia anterior e, da convergéncia (3.37), obtemos que
(1" w) = (@u(,0), w). (3.52)
Por outro lado, de (3.9), temos que
(", w) — (1, w).
Pela unicidade do limite, podemos concluir que
pi(z,0) = ¢1. (3.53)

b ?,U(%O) = 1o

Pela definigao de convergéncia em D’(0,T') temos que
Td Td
/ — (™, w)ldt —>/ —(¢,w)0dt, V¥V 6 € D(0,T). (3.54)
o dt o dt

Escolhendo 6 € C'([0, T[,R), tal que 6(0) = 1 e (T) = 0, e integrando por partes
(3.54), obtemos

T

(™, w)f

T T T
- / W™, w)0'dt — (Y, w)f| — / (v, w)d'dt.
0 0

0 0

Dessa forma, Temos

(i w) — /O (™ )0 dt — (. 0), w) — /0 (4, w)0'dt.

portanto

(¥g", w) = (¢(x,0), w).
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De (3.9), temos que
(", w) — (Yo, w).

Pela unicidade do limite, podemos concluir que

w(% O) = wO-

Dependéncia continua e Unicidade

Sejam {p, ¢, ¥} e {@, oy, {bv} solugoes fortes do sistema (3.1)- (3.3) com condigoes de
contorno (3.4) correspondentes as condigoes iniciais {0, @1, %0} ¢ {@o, 1, v}, Tespecti-
vamente. Nessas condigoes, temos que {y,y:, 2} = {¢ — &, 01 — @1, ¥ — @Z} satisfazem as

seguintes equacoes

o1y — EYz + 2)e — WYtz = 0, (3.55)
—P2Yite — V2Zex + K(Ye +2) = 0. (3.56)

Com as condigées iniciais {y(xa 0)7 yt<x7 0)7 Z(Q?, O)} = {900 - ()507 ¥1— (Zl; wO - 1;0}7 onde

(v, 9:) € L*(0,T[V)
z € L>(]0,T[; H*(0,L) N Hy(0, L)).

Multiplicando as equagoes (3.55) e (3.56) por y; e z;, respectivamente. Posteriormente

integrando em (0, L) e somando os resultados, obtemos
1d

57 ol lls + 0l ye + 2 12 +0 1 20 12} + P2 2) + 1l oo [l d = 0. (3.57)

Notemos que

1 L
(Yuts 212) = E(ytta (E(Ye + 2)e + Wtze)y) — Yuts Ytae) + - | Yita H% dx
1 1d I
= E(Z/tt, (K + 2)o + WYtsa),) + Sdl | Yea |13 T | Yz |13 -
(3.58)
Substituindo (3.58) em (3.57), obtemos
1d 2 2 2 2
sz Pl lls +1 Ml ye + 2 15 +0 1 20 12 402 [l yea 2} +
p
(W (5(Yo + 2o+ pthas)) < 0. (3.59)
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Agora , multiplicando a equacao (3.55) por (k(yy + 2)s + WYizs), Tesulta que

1d

2
2p1 dt H ’K‘:(yl“ +Z)x _'_:uytxz HQ .

(ytta (K'(ya: + Z):L“ + Hytmc)t)

Assim, chegamos a

d P2
pr {pl Fe I3 45l ye +2 1540 1| 22 5 +02 | 41 |13 +m7 | £(Ye + 2)e + HYtax II§} <0,

logo,

d
o 13+ ye+ 2 15+ 1 20 15+ 1l wee 15+ 1 50 + 2)a + pe 15} < 0. (3.60)

Integrando (3.60) em (0,t), obtemos

Fye 2+ 1 ye + 2 12 + 1 2o 2+ 1w 13+ 1 60 + 2)o + byews Iz < lonllz +

+ 90+ 20 15+ I 200 15+ 910 115 + 1| 600 + 20)e + 100 15 - (3.61)

A dependeéncia continua dos dados iniciais para as solucoes fortes se verifica diretamente

da desigualdade acima. E, em particular, temos a unicidade de solucao forte, finalizando
a demonstracao.

|

Por conseguinte, enunciaremos e demonstraremos o resultado para a boa colocagao

para solucao fraca.

Teorema 3.2 Se (g, ¢1,%0) € H x Hy(0, L), entdo o sistema (3.1)- (3.3) com condigies

de contorno (3.4) estd bem colocado para a solugdo fraca, tal que

(o) € L2(0,T[; H)
Y€ L*(0,T[; Hy (0, L))
P € L2(]O7T[7Hi(07[/>)
Demonstracao:

A existéncia de solucao fraca sera provada por aproximacao de uma sequéncia de

solugoes fortes encontradas no Teorema 3.1.
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Existéncia
Dados (@0, p1,%0) € H x HL(0,L), existem sequéncias (o', o7") e (7)) em V e
H?(0,L) N H(0, L), respectivamente, tais que

(90817 907171) - (9007 901) forte em H? (362)
Yot — by forte em  Hy (0, L). (3.63)

Para cada m, o Teorema 2.1, garante a existem de uma tnica solugao forte {¢™, ", 1™},

tal que
(e"ep") € L*(0,T[;V)
™ e L>(]0,T[; H*(0,L) N Hy(0,L)).
—poop, — U + k(e + ™) = 0, q.sem |0, L[x][0,T] (3.65)
e

(™(0),1"(0),9™(0)) = (5", 1", ¥5")-
Multiplicando as equagoes (3.64) e (3.65) por ¢)* e ", respectivamente, e depois

integrando em (0, L), obtemos

pr(eel) — k(5 + U™z, 0)") — (Phnes 01') = 0,

agora, integrando por partes em x as equagoes acima e somando os resultados, obtemos

d P1 m K m m b m m m ,m
D 5 e um g 10 a0 62 1B+ et i) = 0. (36

Novamente, usando a seguinte identidade

(¢it > Vi) (o, 5y + U™ )i + [105e) + 2 dt | i H% +; | oite H§>

K
obtemos

d [ p K b P2

SO B N v B e B2 e ) +
P2 m m m m m ||2 % mo (|2 __ 0 3.67

(o> k(" + ™) + pptpes) + 1l wr I3 + - | ez 2 = 0. (3.67)
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Agora, multiplicando (3.64) por (¢l + ™) + [y, Obtemos

(o, KO + ™) iw + 1le) = 2 pn H KD+ U™ + e, I3 (3.68)

substituindo (3.68) e (3.67), chegamos a

d P1 m k m m b m p2 m
5{5” e I3 +5 Il + o™ B +5 v 15 +5 el I3y +

P2/t

d m m m m
7 IRl 0™+l o +p Ll I3 +== I el l2 = 0. (3.69)

Agora, integrando de 0 a ¢, obtemos:

P1 m K m m b m P2 m m m

P2 2 ' 2 | P2 2 P1 2 K 2
+2 ) e 113+ / {Iem B +2 1 e, ||2}dt = S0l 1B +5 Il et + v I3+
b m
+§ H ?/Jo,x Hg H (plx H2 || H(@Oxm + wa) + ,ung T H2

Assim, pelas convergéncias (3.62) e (3.63) obtemos

P1 m K m m b m P2
Pl g I +5 1 0 [+ 1 v 1+

m m m 2
2/{p1 (()D:B +¢ )$+M90tx:p ”2

t
P2 B [ {lenB+2 e B < G
0
onde ('} é uma constante que independe de m e t. Entao
e+ ™ ¢ limitada em  L*(]0, T[; L*(0, L))
@y ¢ limitada em L]0, T7; Hl(O L))
@y ¢ limitada em  L*(]0,T7; L))
@™ ¢ limitada em L (]0,T7; Hy(0, L)
(]

¢y ¢ limitada em  L*(]0,T[; H1(0, L)).

)

Kol 4+ ™), + pppy, € limitada em 10, T[; L*(0, L))

Além disso, existe uma constante ¢, tal que

Ferllz < el r + o™ 2 + 119 113),
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[§
Ky + WPiae = K07 + V™ )a + ppig, — KU
logo
@™ ¢ limitada em  L>(]0,T[; H.(0,L)) (3.76)
Kol + e, 6 limitada em L™ (0, T[; L*(0, L)). (3.77)

Pelo corolario de Banach-Alouglu-Bourbaki, podemos extrair uma subsequéncia de

(™) e (™) que ainda denotaremos por (¢™) e (™) tais que:

¢™ — ¢  Fraco estrela em L*(]0,T[; H!(0, L))

o
-
Ne)

o' — ¢ Fraco estrela em L>(]0,T[; H.(0,L))

w
o)
S

o — ¢, Fracoem L*(]0,T[; L*(0, L))

w
oo
—_

©w
00
R

(
(
Y™ —1p  Fraco estrela em L* (]O,T[; H&(O, L)) (
(
oy — ¢u  Fracoem L?(]0,T[; H;(0,L)) (

(

KQI, + Wpy — Kz + [10me  Fraco estrela em L% (]0,T[; L*(0, L)).
Dessa forma, aplicando o limite na equacao
T T T
p1/ (phy, w)ldt —/ (ke +ug@ﬁx,w)6’dt+ﬁ/ (W w)bdt = 0. (3.84)
0 0 0
onde w, € D(0,L) e 8 € D(0,T), obtemos
T T T
01 / (ppe, w)Gdt — / (KPzz + Wotze, w)OdE + li/ (g, w)Odt = 0. (3.85)
0 0 0
Seja ¢ = wf € D((0,L) x (0,T)), assim ficamos com
<p190tt - ’i((pw + w)m — HPtrx, C> =0. (386>
Logo, pelo Lema Du Bois Raymond, segue que
p1pu — K(0z +10)e + e = 0, q.s. em 0, L[x]0, T7. (3.87)
Por outro lado, como

p2( i, Wa) + bW, W) + k(7 + ¢, @) = 0, ¥ we Hy(0,L) (3.88)

Miranda, Luiz Gutemberg Rosario PDM



Existéncia e Unicidade de Solucao 63

entao, multiplicando (3.88) por 6 € D(0,T) e integrando em (0,7’), obtemos

T T T
pg/ (phy, wy)0dx + b/ (Y, wy)0dx + li/ (el + ™ w)fdx =0, Y w € H&(O, L),
0 0 0

Aplicando o limite, obtemos
T T T
pQ/O (pu, W, )0dx + b/o (Y, W, )0dx + li/o (2 + Y, w)0dx =0, ¥V w € HY(0, L).
Logo
(p2(put, w2 ), 0) + 0((Vo, w2), 0) + K{(00 + 90, w), 0) = 0, ¥ w € Hy(0, L),
ou seja,
(pa(@ir, We) + by, wy) + K(pe + Y, w),0) =0, Y w e HY0,L)V 0 € DO,T).
Assim,
p2(@tt, Wa) + b(Ye, wy) + K(pe + 1, w) =0, ¥V w € Hy(0,L) em D'(0,T).

Condicoes iniciais
Para mostrarmos as condigoes iniciais, basta usarmos o mesmo raciocinio do teorema

anterior.

Unicidade
Sejam {, 1,1} e {F, @1, ¥} solugdes fracas do sistema (3.1)- (3.3) com condicdes de

contorno (3.4) correspondentes as condigoes iniciais {¢o, @1, 1o }. Nessas condigoes, temos

que {y, v, 2} = {o — @, 0t — O1, Y — QZ} satisfazem as seguintes equacoes

Py — K(Ye + 2)e — Wiwe = 0, q.s em |0, L[x]0, T (3.89)

p2(Yst, we) + bz, we) + K(ye + 2,w) = 0, Vw € Hy(0,L). (3.90)
Com as condigoes iniciais {y(x,0),y:(z,0), z(z,0)} = {0,0,0}, onde

(v,9:) € L*(0,T[H)
z € L>(]0,T[; Hy(0,L)).
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Observemos que como nao temos o espago da z;, nao faz sentido a dualidade (v, 2¢2).

Para resolvermos este definiremos os seguintes funcionais:

— [ y(r)dr, 0<t<s; —/ z(r)ydr, 0<t<s;
ol(t) = /t e o(t)= t

0, s<t<T 0, s<t<T

Portanto, 0% € L>(]0,T[; Hj (0, L)) e faz sentido a dualidade (y,02). Assim

pl/ (ytt,al)dt—kli/ (yx+z,a;)dt+u/ (ym,oi)dt = 0, (3.91)
0 0 0

pg/ (ytt,ag)dt+b/ (zz,ai)dt+m/ (o + 2,00t = 0. (3.92)
0 0 0

Somando as equagoes (3.91) e (3.91), obtemos

pl/ (ytt,al)dt—l—/@/ (yx+z,0i+a2)dt+b/ (zm,ai)dt +
0 0 0
+p2/ (ytt,O'i)dt—F/.L/ (ytx,U;)dt = 0. (393)
0 0

Agora, iremos analisar cada integral separadamente. inicialmente, sejam
! l
ol(l) = /0 y(r)dr e oi(l) = /o z(r)dr, logo temos que o(t) = oi(t) — oi(s), parai = 1,2,
e i (t) =y(t) e o2(t) = 2(t), para t € (0,s). logo

: e 1 [*d 1
| it = o) = [otde == [ 5w == v B G99
0 0 0 0
e’
/(yx+z,a}c+02)dt = /((a;+02)t,a;+02)dt
0 0
1 ° d 1 2 12
= - — dt
5 | Gloteols
1
= 5 1ok + %0 I3 (3.95)
e7

S S S d 1
[ Gocit= [Gtootae= [ Lot Bd=—J 1200 B 396)
0 0 0
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¢,
/(yttao-§>dt = (ytaag%) _/(yt7a7t2$)dt
0 0 0
= —/ (Yt 2 )dt (3.97)
0
= _/ (ytap_ytt Yoz + yt>dt
_ po"
= ——/ Yty Ytt dt‘f‘/ (ytaymx>dt_g/ (ytayt)dt
0
5d 1 [
S L CEEy A PRy W PY X
P1
=~ luls) [ —5 Iy (s) 13 _E/o e |3 dt (3.98)
e, por fim

/ (Yoo, )t = (g, 0h)| — / (yor o)t = — / (0o )t = / e (6) 13 dt. (3.99)
0 0 0 0

Substituindo (3.94), (3.95), (3.96), (3.97) e (3.99) em (3.93), obtemos

Sl y(s) [ +5 11 o2(0) +(0) I3 —H 200 I3 +52 wls) 13+

MP2
V2 (o) I3 + /HytHthw/ I yelt) I3 dt =

Entao y = 0 e y; = 0, portanto, ¢ = ¢ e ¢; = ;. Além disso, de (3.89), temos que
z; = 0. Desde que z € Hj(0, L), entao z = 0, portanto, ¢ = {Dv, assim concluimos que a
solugao é tnica.

Dependéncia Continua

A dependéncia continua dos dados iniciais para solucoes fracas seguem diretamente
da desigualdade (3.61) que nos d4 a dependéncia continua para solugdes fortes e de argu-

mentos de densidade.

Observamos novamente que, se considerarmos as condigoes de contorno Dirichlet-

Neumann, isto é

0(0,t) = p(L,t) = ¢.(0,t) = ¢, (L,t) =0, em |0, +o0], (3.100)
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com raciocinio analogo, demonstra-se os seguintes Teoremas

Teorema 3.3 Se (o, v1,%0) € Vi x H*(0,L) N H}(0, L), entio o sistema (3.1)- (3.3)

com condigoes de contorno (3.100) estd bem colocado para a solugdo forte, além disso,

(w,00) € L2(]0,T[; W)
¢ € L*(]0,T[; H*(0,L) N H.(0,L))

ew € L*(]0,T[; H*(0,L) N Hy(0,L)).
onde,

Vi = {(u,v) € H*(0,L) N H}(0, L) x H*(0,L) N H3(0,L); Klgpe + s € L*(0,L)},

Teorema 3.4 Se (g, p1,v0) € H1x H(0, L), entdo o sistema (3.1)- (3.3) com condigoes

de contorno (3.100) estd bem colocado para a solugdo fraca, tal que

(907901?) S Loo(]OaT[7 Hl)
¢ € L=(]0,T[; Hi(0, L))
enw € L*(]0,T[; Hy(0,L)).

onde

Hi = {(u,v) € Hy(0,L) x H}(0,L), Ky + pivze € L*(0,L)},

Encerramos entao esta subsecao. Passaremos agora, a analisar o comportamento as-

sintotico do sistema.

3.2 Estabilidade exponencial

Nesta secao mostraremos que a energia desses modelos decaem exponencialmente inde-

pendentemente da relagao entre as velocidades. inicialmente, definiremos para todo t > 0,
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a energia do sistema (3.1) — (3.3) com as condi¢oes de contorno (3.4) ou (3.100) dada por,

1 L
E(t) = 5/ {pmf + P2y, + b2 + K(ps + 1) + :—; (F(pe + V)2 + t11za)’ | da, (3.101)
0

Novamente, mostrar a natureza dissipativa da energia E(t) é nosso primeiro resultado,

dado pelo seguinte teorema

Teorema 3.5 A energia E(t) do sistema (3.1) —(3.3) com as condi¢oes de contorno (3.4)

ou (3.100) satisfaz a lei de dissipagdo de energia dada por

d g 2 P2 o
TGP0 == [ (o 2t) e (3.102)

Demonstracao: De fato, multiplicando a equagao (3.1) por ¢, e a equagao (3.2) por

e depois integrando em (0, L), obtemos

L L L
p1 / Opordr — /i/ (pz + ), prdr — ,u/ Oreztprdr = 0, (3.103)
0 0 0

L L L
—pP2 /0 PitePedr — b /0 Veardr + K /0 (pz + ) hdx = 0, (3.104)

integrando por parte e usando as condig¢oes de contorno (3.4) ou (3.100), obtemos

p1 d L L L
5 [/ sofdx} +f~@/ (z+ ) %d:wru/ ©2dr = 0, (3.105)
0 0 0

L bd L L
0 2dt ), 0

somando as equagoes (3.105) e (3.106), temos que

d 1 L L L
at [5/ prg; + bYs + K (oo + ¢)2] dx + ,u/ or.dr + pg/ Citthiedr = 0. (3.107)
0 0 0

Notemos que

L 1 L L y L
/ Ot dr = —/ it (ke + U)tx + WPttzz) dx — / O1tPrazdT — —/ CrtPrtzradr
0 K Jo 0 K Jo
1 L 1d (F " L
= - x x va) d a7, 2d - 2. )
ff/o Ou (K(z + V)ta + 1Ptz x+2dt/0 Pppdx + R/o i AT

(3.108)
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substituindo 2.131 e (2.130), ficamos com

d 1 [* 2 2 2 P2 o9 L 2
— = [ proi F 00 R (e +U) S dedp [ pide +
dt |2 J, 2 ;
pa [* pps [*
+ / it (K2 + V)i + Huae) do + == | gjde = 0. (3.109)
0 0

Agora, multiplicando a equagao (3.1) por k(¢ + V)i + iz € integrando em 0 a L,

obtemos
L 1 L
/ Gir (F(Pr + V)te + Wpttee) dr = o ((92 + V)2 + UPtea) (K(Pr + V)te + Ptte) dx
0 0
L d L( (02 + 1) + )>d (3.110)
= —_— K z T Tx xZ. .
201 dt J, ¥ Kt

Substituindo (3.110) em (3.109) e pela definigdo de E(t) obtemos (3.102).

Como no capitulo anterior, Para mostrar que a energia E(t) seja exponencial-

mente estavel basta provar o seguinte Teorema .

Teorema 3.6 FErxistem duas constantes positivas M e w que nao dependem das condi¢oes

mictais e nao independem de qualquer relagdo entre seus coeficiente, tais que
E(t) < ME(0)e™; Vit>0. (3.111)

A demonstracao do Teorema 3.6 sera feita usando o método da energia, e este por sua
vez, sera estabelecido basicamente com o uso de um s6 lema . Introduziremos agora, o

seguinte funcional

t 1oy pp
F(t) = / (PlSOtSO + 5905 + ﬂgofm + pggotxcpx> dx (3.112)
0

Lema 3.1 Seja (¢, 1+, 1) uma solugao do sistema (3.1) — (3.3) com as condigoes de con-

torno (3.4) ou (3.100). Entdo

L 2 r P1P2 L L L
—F(t) = —/i/ (pz + ) dx — b/ Vidr — — 2 dr + py / 2dx + pg/ @2 dx.
0 0 0 0

0 (3.113)
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Demonstracao: Multiplicamos a equacao (3.1) por ¢ e integramos em (0, L), obtemos

que
L L L
P / @ttwdl‘ - ,i/ (QOZ’ + ¢):c Sde - :u/ thac:cgpdx =0,
0 0 0

integrando por parte, e usando as condigoes de contorno, obtemos

d L T L ) L

- prowp + zozde| —p1 [ pide+ K | (0o + 1) pedr =0, (3.114)

dt | .J, 2 0 0
e multiplicando a equagao (3.2) por ¢ e integrando em (0, L), obtemos que

L L L
—,02/0 Sottﬂﬂ/)dx - b/o ¢z$¢dI + K/o (9027 + ¢) 1/de = 07

integrando por parte, e usando as condigoes de contorno, obtemos

L L L
Pz/ Prtrdr + b/ V2de + m/ (o + ) pdz =0, (3.115)
0 0 0

somando as equagoes (3.114) e (3.115), obtemos

d L L L L
— / prow + e —pl/ @?derﬁ/ (¢x+w)2d:v+pz/ Puthedr  +
dt 0 2 0 0 0

L
+b/ Widr = 0.
0

Notemos que

L 1 L L /1/ L
/ ot dr = — / Our (K(Pz + )z + [1P12a) dT — / Pt Pprdr — — / Ot Pty dT
0 K Jo 0 K Jo
1 L L pd [t
= - T r dz — :ca:d 5 1. d s
F&/O Ou (K(pz + V)2 — ppr) do /0 PttPaad + o i Pipdx

(3.116)

substituindo 3.116 e (3.115), ficamos com

d [ [* I, pp2 g g 2
— / provp + St + S ppda —pl/ @?dwr%/ (o +¥) dz +

L I .
+% / Pu (F(Pr + ¥)x + Wptaa) do — p2/ OrtPradr + b/ Yidoe = 0. (3.117)
0 0 0

Agora, multiplicando a equagao (3.1) por k(y; + V) + [, € integrando em 0 a L,

obtemos
L 1 L
/ Pt (K'(pr + ¢)x + MSOtxx) dr = E (H(pr + ¢)x + MSOtxx) ("i(@x + w)x + :“Sptm) dx
0 0
1 [t )
= (K“(SOJ: + w)x + M@txx) dxv
P1 Jo
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logo
d L L L
pr [/ prove + B2 + @w?xdl} - pl/ pidr + H/ (o + )’ dr +
Do L N L L
2 [l + 0+ e do = pa [ w4 [t = 0. @1y
1Jo 0 0

L
E, integrando por partes o termo / P przdr, obtemos
0

d

r B, pp2 g g 2
— / prowe + —ps + ——ppda —pl/ w?dw+f<~'/ (o + ) dz +
dt 0 2 2/§'/ 0 0

L L L

+b/ Vidr + ﬁ/ (k(oz + ) + ,u(ptm)2 dx + p2/ Opeozdr = 0.
0 Kp1 Jo 0

Da identidade ¢it,0, = 2 (raipr) — 3, obtemos

d [ [* I, B2 g g p
— / PP + =2 + S0 4 proiepedr| — pr / prdr + ﬁ/ (e +10) dx +

L L L
0 Kkp1 Jo 0

(3.119)
Substituindo a equagao (3.112) em (3.119), obtemos o resultado de (3.113).
|
Agora definimos o funcional de Lyapunov £ por
L(t) = F(t)+ NE(t) (3.120)

onde N é uma constante positiva que sera fixada posteriormente e o funcional F é dado
no Lema 3.1. Primeiramente, provaremos que L£(t) e E(t) sdo equivalentes, isto é, que

vale a condicao 1 do método da energia de acordo com o teorema abaixo.

Teorema 3.7 Existem constantes positivas ¢ e cg, tais que

aNE(t) < L(t) < coNE(t). (3.121)
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Demonstragao: Assumindo a existéncia de uma constante positiva (grande o suficiente)

N e da definigao de L(t) temos

L
L(t) = / [orewp + 562+ E2GE + paoua| du+ NE(®). (3.122)
0

Usando a desigualdade de Young’s e a desigualdade de Poincaré, obtemos

1
cos [ g Sl g+ 2 (14 2) | de 4 NEQ)
0

Agora, usando a desigualdade (2.149) chegamos a

L(t) < / [/)21 @2+ (prey + p+ pa) (9o + ) + cplprcy + i+ p2>w§] dr +
0

+/0 p; (1+ ><,0md:v—|—NE()

Por fim, tomando N; = max{1,2p10p+u+p2 2c p1cp+,u+p2’ (1+ H)} e cy =

K e b
N1 + N, concluimos que

L(t) < cE(t).
Por outro lado, usando as desigualdades de Young e de Poincaré, obtemos

L
L(t) = / [/wtso + g% + Ziwtx + P2Pratpa| dz + NE(1). (3.123)
0

usando as desigualdades de Young e de Poincaré, obtemos
L
£) = [ lmlallel - pleclleal do + NEG)
0

L
P1 o P12 P2 9 P2 2}
> ——p - = — = d NE(t

usando a desigualdade de Poincaré e a desigualdade (2.149), obtemos

L)

v

T ;e P2 1
/ [_3% - 5<me - 5(/?1% + /12)905] dr + NE(t)
0

p
22 O — (p16p + p2) (@ + 1) — cp(prcy + p2)i | d + NE(t).

IV
c\
h
|
CIRS
N
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Tomando Ny = max{l, 72p1Cp + p272p16pb+ '02} e N > Ny concluimos que existe
K
c1 > 0 tal que
L(t) > cE), (3.124)

que conclui a demonstragao.

Agora, mostraremos que vale a segunda condicao do método da energia de acordo com

seguinte teorema:

Teorema 3.8 FEuxiste uma constante positiva 3 tal que

d
Eﬁ(t) < —BE(t). (3.125)
Demonstracao: De fato, segue do Teorema 3.7 e do Lema 4.2 que
d d d
—L(t) = —I({t)+N—=FE(t
L) L) + N E()
g k P2 r 2
< —n/ (gpx+w)2dx—b/ wgdx——/ (5 + D)o + piprea)” d +
0 0 kp1 Jo

L L L ,U/)2 L
+ m/ s@?dw+pz/ @?xdw—Nu/ w?xdw—N—/ Prpd
0 0 0 K Jo
L

L L
—K / (px + 1) dz — b / V2de — —: 2 (K(Pu + 1)z + t1p1az)” d +
0 0

1 Jo
L L L L
- /)1/ w?dfﬂ+2p1/ w?dx+pz/ wfxdx—Nu/ idr,
0 0 0 0

usando a desigualdade de Poincaré, obtemos

d L L L
— L) < _,{/ (0o + )" da — b/ Ve — L2 [ (6(pr + )0 + 1p10a) d +
dt 0 0 kPt Jo

IN

L L
- pl/ w?dx—[Nu—(Qplcvapz)]/ i,
0 0

e, tomando N suficientemente grande tal que o Teorema 3.7 seja verdadeiro e

2p1¢c, + A
N> TP podemos assegurar a existéncia de uma constante N3 > 0, tal que

L L L
GE0 < =5 [ erran =g [ ve = 22 [N nton 00+ o) da +

dt 2 Kp1
L L
p1 N3
Y . 9030@—7/0 prpda.
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N.
=3 }, obtemos

Finalmente, tomando § = min {1,
P2

d
Eﬁ(t) < —BE(t). (3.126)
|
Desta forma, estamos nas condigoes do Método da Energia, logo temos que
E(t) < ME(0)e ™, Vt>0, (3.127)

s C2 , .
onde w = — e M = —. Concluimos assim, a prova do Teorema 2.6.
C2 1
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Capitulo 4

Timoshenko-Ehrenfest Truncado

com Delay

Nesta se¢ao, analisaremos um modelo de Timoshenko-Ehrenfest versao de Elishakoff com
termo de retardo no tempo, este termo é conhecido como Delay, mostraremos que este,
diferentemente do que acontece com o modelo cldssico de Timoshenko-Ehrenfest, decai
exponencialmente independentemente da igualdade de velocidade de propagacgao de ondas.

Estudamos o sistema dissipativo Timoshenko-Ehrenfest com atraso interno dado por
P1pie — K (Po + ), 4 papr + papi(z,t —7) = 0, em ]0, L[x]0,00[,  (4.1)
—P2Pttr — bwzx + KV(SOx + ¢) = O; €m }07 L[X]()? OO[, (42)

onde todos os coeficientes sdo positivos e onde pp.(z,t) representa um amortecimento
por atrito, pop(x,t — 7) representa o atraso de tempo no deslocamento vertical e 7 > 0
representa o respectivo tempo de retardamento. Além disso, consideramos condicoes

iniciais dadas por

90(1170) = 900(‘73)? ¢t<x70) = 901(1‘)7 Z E]OvL[' (43)

Agora, motivado por técnicas matemaéticas devido a Laskri [67] (Veja também Nicaise
e Pignotti [56, 57] e Feng e Yang [31]), Introduzimos uma nova varidvel dependente para

lidar com o termo de atraso. Mais precisamente, temos
n(x, p,t) = gi(x,t —71p), x €]0,L[, p€[0,1], t>0. (4.4)
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Naturalmente, temos
™ (z, p,t) +n,(x, p,t) =0, €0, L], pe€0,1], t>0, (4.5)
de onde reescrevemos as equagoes (4.1)—(4.2) do seguinte modo

P1Pt — fi(%%"‘@/));c +M190t+ﬂ277($717t) - 07 em ]O,L[X}0,00[, (46>
—P2Pite — wa:p + ’i((px + w) = 07 €ml ]07 L[X}Ou OO[? (47>

m(z, p,t) + mp(x,p,t) = 0, em ]0,L[x[0,1]x]0,00[.  (4.8)
Por sua vez, as condicoes iniciais sao

90<x70) = 900(1% 90t($70> = 901<x)7 Zﬂ(l‘,O) = 2ﬂ0<x>> S ]OaL[v (4'9)

n(z, p,0) = folz, —p7),  (2,p) €]0,L[x[0,1].  (4.10)

Inicialmente, estudaremos a existéncia e a unicidade da solugcao para o sistema.

4.1 Existéncia e Unicidade de Solucao

Para fazermos anélise sobre a existéncia e a unicidade de solucao para o sistema (4.6)—(4.6)
usaremos o método de semigrupo, pois, nao foi possivel encontrar trabalhos ou ferramentas
matematicas para usar o Método de Galerkin em sistemas que envolvam termos de Delay.
Além disso, somente foi possivel, neste trabalho, construir um cenario de semigrupo para

o sistema desacoplado, que chamaremos de sistema adjunto, que é dado por

By + 11Cop + bkprgzr + p2Cnlx,1,t) = 0, em |0, L[x]0, 00[ (4.11)
Tnt<x7p>t)+np(xvpvt> = 0, em ]O7L[X[071]X]O7OO[7 (412>

onde B = (kp1I — (kpa + bp1) Ozz) € C = (kI — bO,,) . E, com as condigoes iniciais dadas

por

(o(x,0), ¢¢(2,0)) = (po(z), ¢1(x)), em 0,L] (4.13)

n(xz,p,0) = folx,—pr), em ]0,L[x][0,1]. (4.14)
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Por consequéncia do desacoplamento ficamos com uma equacao de quarta ordem na
variavel z, assim, para resolver os problemas que aparecerem, as seguintes condigoes de

contorno sao necessarias,

gox(O,t) = pr(Lat) = przx(oat) = przx(Lat) = %(0,07 t) = nx(vav t) =0,1=>0. (4'15>

Para mostrarmos que o sistema (4.11)- (4.15) estda bem colocado utilizaremos a abor-
dagem de [56] (ver também [67]) para provar que, o operador A definido em (4.18) gera
um semi-grupo de contragao no espago de Hilbert H dado por (4.22).

A formulagao do semi-grupo do problema de valor inicial (4.11)- (4.14) é da seguinte

forma, seja U = (p, ¢,n)’, onde ¢ = ¢y, entao U satisfaz o problema de Cauchy dado por

U, =AU (4.16)
Uu) =Uo (4.17)

onde, Uy = (o, u1, fo(x,—p1)) e o operador A é definido da seguinte forma

¢

AU = | =1 B™1C¢ — s B71Cn(,1) — b B 0pp0e | - (4.18)

1
Tnp

Para que o operador A esteja bem definido, precisaremos tomar o operador B definido

bijetor.

Lema 4.1 Sejam a >0 e 3> 0. Se definirmos D := ol — 30,, : H}(0,L) — H*(0, L),
onde H=*(0, L) representa o dual de H!(0,L), tal que para todo v € H!(0,L) temos

Du = D, definida da sequinte forma

Du(f) = / (o — Bugs) - f(x)dz, ¥ f e HN0,L).

Entao, D é um operador bijetor.
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Demonstracao: Primeiramente, notamos que D estda bem definido. Com efeito, seja
u € H(0, L) pela linearidade da integral temos que D, é linear. Outrossim, integrando

por parte e, usando desigualdades envolvendo integrais, obtemos uma constante ¢, tal que

[Du(f)] < ¢,

logo, D, ¢é limitado. Portanto D, € H *(0,L). Além disso, sejam h; e hg, tais que

hy = D, e ho = D, afirmamos que h; = hy. De fato, por definicao temos que

ha(f) = / (o — Bugs) - f(x)dz, ¥ [ HX0,L).

halg) = / (o — Bugs) - g(x)de, V g H0,L),

Tomando f = g e, subtraindo as duas igualdades, obtemos

Dai concluimos que h; = hy. E, portanto a D estd bem definida.
Agora, notamos que D é um operador injetor. De fato, sejam v € H!(0,L) e v €
HL(0, L), tais que

au — ﬁuazx = av — B/U:m:a

logo
afu—v) = f(u—1v)z. = 0. (4.20)
Multiplicando a equaga@o (4.20) por (u — v) e integrando em (0, L), obtemos

oY /OL(u — )z + 8 /OL(u —v)idr =0, (4.21)

assim u = v, portanto, D é um operador injetor.
Por fim, mostra-se que D é um operador sobrejetor. De fato, seja h € H*(0, L),
usando o Teorema de Lax-Milgram, obtemos a existéncia de uma funcao u € H(0, L) tal

que

/0 (qu — Pug,) - f(x)dx :/0 h(z)- f(x)de, ¥V f€ HX0,L).
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Dai resulta que D, = h, no sentido da integral. Dessa forma, concluimos que D é um

operador Bijetor.

Assim, o espaco de Hilbert H é definido como segue:
H:= (H*(0,L)NH(0,L)) x H;(0,L) x L*[(0,1); H}(0, L)]. (4.22)

E, para Uy = (p1,61,m)7, Us = (pa, b, m2)T, definimos o produto interno em H como

segue:
L
(U, Uz)y, = / (kp10102 + (Kp2 + bp1) ProP2z + bEP12P202) dT +
0
L 1
+ / / (Tpkmn2 + bTpam wne ) dpde. (4.23)
o Jo
E, definimos também a norma induzida pelo produto interno acima dada por
L
11U [l = / (kP10 + (Kp2 +bp1) &7 + brgl,) do +
0
L 1
+/ / (Tpakn® + brpan?) dpdz, (4.24)
o Jo

onde U = (u, ¢, 7).

Alem disso, o dominio do operador A é definido de tal forma que tenhamos

¢ € H*(0,L) N H}(0,L); (4.25)

¢ € H(0,L); (4.26)

n € L*[(0,1); HX(0, L)] (4.27)

¢ € H*(0,L) N HL(0, L); (4.28)

B™H (=bRpuane — nCo — p2C(-,1)) € H, (0, L); (4.29)
—%n,, € L?[(0,1); HX(0,L)]. (4.30)

Para que (4.29) seja verdadeiro, primeiro consideramos o operador C' definido em

H!(0,L) e assumindo imagem em H *(0, L), posteriormente, basta considerarmos ¢,, €
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H}(0,L). Assim sendo, vem que
D(A) = (H*(0,L)NV(0,L)) x (H*(0,L) N H}(0,L)) x H'[(0,1); H}(0, L)),

onde
V(0,L) = {p € H0,1);  ¢ual0) = puua(L) = 0}

A existéncia e unicidade de solucao resulta do seguinte teorema.

Teorema 4.1 Considerando 1 > po. Para qualquer Uy € H, Existe uma solucdao unica

U € C([0,400),H) do problema (4.16). Além disso, se Uy € D(A), entao

U € ([0, 00; D(A)) N CH([0, 00[; H)

Demonstracgao: Para provar o Teorema 4.1 usaremos a técnica de semi-grupo, ou seja,
mostraremos que o operador A gera um Cy-semigrupo em H;. E evidente que A é denso

em H Nesta etapa, nos preocupamos em provar que o operador A é dissipativo. De fato,

para U = (12,6, € D(A), temos

L
(AU U), = / Kp1 (—,ulB_ngzﬁ — e B7Cn(+, 1) — b/fB_lgomm) ¢ dr +
0
L
+ / (kp2 +bp1) (1 B™'Ch — 1B~ C(-, 1) = b B™ i) , b e
0
L L 1
+ / DK QrePae A + / / (—H16n,n — binn,ene) dpdx
0 o Jo
L
= / KP1 (—/,LlBilc(ﬁ — ILLQBilCﬂ(', 1) — b/iBilgOzxw;B) Qb dx +
0
L
— / (kp2 + bp1) (—ulB’lC¢ — e B71Cn(+, 1) — bﬁB’lwmm)m ¢ dr +
0

. ik 8 2 b,ul a

= / KpP1 ( ,ulB C¢ H2 B~ 1077( ) ) - bﬂBilgpmzx:p) Qb dx +
0

L
— / (kp2 + bp1) Ope (—p1 B~'Cp — o B C(+, 1) — bk B~ p0s) ¢ dav +
0

L L b
+ / DDz Puz dx —/ (MUQ(‘, 1)+ 2402, 1)) dz +
0 0 2 2
L b
+ / (Mﬁ 0) + ﬂn2<-,0>) d,
o \ 2 2
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= /OL B(—mmB'C¢ — paB7'Cn(-, 1) — bk B~ pea) dda +
+ /0 ’ b Py d — /0 ’ (%ﬂ 1)+ %ﬁ( )) d +
+ /L (“;Kgb + bgl%) dx

1Ch — p12Cn (-, 1) = bEPraas) ¢ + Okdyspre) d

((=
L L

H1k 2( bﬂl 2¢. fak o b
(2 Qngj(,l))dx—k/o <2¢+2 m)dx
L

+

\NNN

L
s d — / (Mn% 1) + %nz( )) dr +
0 0 2 2

Pk o by
+ /0 (T¢ +T¢x) dx. (4.31)

Consequentemente (4.31), fica da seguinte forma

Usando a desigualdade de Young obtemos

(AU, UVy < —/OL (K {‘“2 }gb +b{ 2“2}@) dx +
- /OL (n {’“‘1 5 ’“‘21 72, 1) +b {“1 ;“2} ng(-,1)> dv.  (4.32)

Desde que pq > pio, temos que o operador A é dissipativo.

Com a intensao de usar o teorema de Lummer-Philips, mostraremos que o zero per-
tence ao conjunto resolvente. Isto é, dado F' = (fi, fo, f3)' € H, mostraremos que existe

= (p, ¢, 1) € D(A) solugao de

—AU = F (4.33)
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ou seja, as equagoes resolventes sao dadas por

—¢ = fi€ H*0,L)NHN0,L) (4.34)

i B'C¢ + usB71Cn(-,1) + b6B " rpee = fo € HL(0,L) (4.35)

S = o€ 0.1 HNO.L). (4.36)

Note que ¢ = —f; € H*(0,L) N H}(0,L). Além disso, a equagao (4.36) é uma E.D.O.,
logo,

o
owp) = o) + 7 [ fala,s)ds (437)
0
assim,
o

o p) =~ )+ 7 [ R s)ds. (4.3

0

Por outro lado, a equagao (4.35) pode ser escrita da seguinte forma

onde (H?(0,L) N V(0,L)) é dual de H*(0, L) N V(0, L). Por sua vez, o problema (4.39)

pode ser reformulado como

L L
/ bEPrres- w d T = / (Bfy + 1 Cfi — p2Cn(-,1)). wd x, Yw € H*0,L)NV(0, L).
0 0

Integrando o lado esquerdo da equagao (4.39) por partes, obtemos

L L
/ DKy Wep d x = / (Bfy + 11Cfi — p2Cn(-,1)). wd x, Yw € H*(0,L)NV(0, L).
0 0
(4.40)

Usando (4.40), o problema (4.39) é equivalente a,
X(p,w) = L(w), (4.41)
onde a forma bilinear
X : (H*(0,L)NV(0,L)) x (H*(0,L)NV(0,L)) — R

e a forma linear

L:(H*0,L)NV(0,L)) — R
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sao definidas por

L
X(p,w) = / bE Py Wayp d,
0

L
L(w) = /O (Bfg + ,Uqul - ,LLQOT](', 1)) w dx.

E facil verificar que X é continua e coerciva, e L é continua. Portanto, aplicando o
Lema de Lax-Milgram, deduzimos que para todos w € H*(0, L)NV(0, L), o problema 4.41
admite uma tnica solugao ¢ € H?(0,L) N V(0, L). Segue-se da equagao (4.39) que,

we H0,L).

Portanto, o zero estd no resolvente de A. Dai, o resultado de boa colocagao do pro-

blema (4.16) segue-se pelo Teorema de Lummer-Philips.

Os resultados que correspondem a boa colocagao do sistema (4.6)- (4.10) é o seguinte:
Teorema 4.2 Para toda condicao inicial
(@0(x>’ Qol(x% fO(xa _p7—>7 1/}0('1;)) S D(A) X H2(07 L) N V<07 L)u

a solugao forte (v, o, m, 1) do sistema (4.6)- (4.10) estd bem colocada, onde

(pen) € C(10.00 D)) (0,00l #) (4.42)

v € C([0,00[; H*(0,L)NV(0,L)). (4.43)

prgw — K (0z +¥), + e + pon(z, 1,t) = 0, em |0, L[x]0, oo (4.44)
P20ttr + 0ee + K (. +) = 0, em (0,L) x (0,00) (4.45)

i (z, p,t) +n,(x, p,t) = 0, em ]0,L[x][0,1]x]0,00[.  (4.46)
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Existéncia

Pelo Teorema 4.1 existe uma tnica Solugao (p, ¢, ) para sistema

_(HpQ + bPl)SOttm + RP1Ptt — b,ulgptxx + R1Pt + bK/(,O:c:L‘acx + ,u2'%77(x7 17 t) +
—pobn(xz, 1,t) = 0

(@, p,t) +np(x,p,t) = 0,
onde
(¢, 06,m) € C([O,OO[; D(A)) ﬂC’l([O,oo[; ’H)

Agora, tomando

Y(z,t) = ﬂ/ (s, t)ds — @, + %/ wi(s,t)ds + %/ n(s,1,t)ds, (4.47)
0 0 0

K

em (0, L) x (0,00), com condigoes de contorno dada por
U(0,t) = (L, t) = 1y (0,8) = thyu(L,t) = 0; em 0,00
Temos que,
Y(z,t) € C([0,00[; H*(0,L)NV(0,L)).

Além disso,

by = %%t P %% 4 %77(91:, 1,1), em ]0,L[x]0,00], (4.48)
dai
prow — k(Yo + ), + pagr + pon(z,1,t) =0, em 0, L[x]0, ool. (4.49)

Também, por sua vez, temos de (4.47), (4.48) e (4.49) que
—P2Pttzz — Dgae + K (0r +1), =0, em |0, L[x]0,c0].
Portanto, integrando a equacao acima, obtemos

Miranda, Luiz Gutemberg Rosario PDM



Existéncia e Unicidade de Solucao 84

Dependéncia continua e Unicidade

Sejam {p, o, n, 0} e {p, @4, 1, 1;} solugoes fortes do sistema (4.6) — (4.9) correspon-
dentes as condigdes iniciais {o, p1, fo(x, —p7),®o} € {Po, ¢1, ﬁ)(x, —pT), 1;0}, respectiva-
mente. Nessas condigoes, temos que {y, yi,7, 2} = {— @, o1 — @, N —1], w—iz} satisfazem

as seguintes equacoes

P1Ye — K'(y:r + Z)x + H1Ye + Mg’}/(l’, 17 t) = 07 (451)
—P2Yite — bzaxv + Kf(ya: + Z) = 0, (452)
(@, 1) +7,(2, p, 1) = 0. (4.53)

Com as condigoes iniciais

{y(l‘, 0)7 yt(xa 0),7(%‘, 0)7 Z(l’, 0)} = {QOO - @07 Y1 — 617 fO(I7 —pT) - J?O(xv —pT), wO - {/;0}7
onde
(o) € (0xls D) et ([0,¢E #)
¢ € C([0,00[; H*(0,L)NV(0,L)).

Multiplicando as equacoes (4.51) por ¥, posteriormente integrando em (0, L) e so-

mando os resultados, obtemos

o d [T L L L
Y |y dz + Fé/ (Yo + 2)Ypodx = —/Ll/ |y |*dx — ug/ yey(z, 1, t)dw. (4.54)
2.dt J, 0 0 0
Analogamente, multiplicando a equagao (4.52) por z;, obtemos
L b d L L
P2/ YuZedr + - — 22dx + /i/ (Y + 2)z¢dx = 0. (4.55)
0 2dt Jy 0

Notemos que

L L
1
/ Yt 2z AT = E / Ytt (/‘f(y;c + Z)a: — MYt — M2’Y(5U7 1, t))t dx +
0 0

g H1 L H2 L
- / YitYtazdT + — / ‘ytt|2dl’ + —/ yuvi(x, 1,t)dx
0 K Jo K Jo

1

L L
1d
= = / Y (K(Ye + 2)0 — iy — poy(z, 1,8), de + =— | |y |*de +
A 2dt J,

mo " po [*
+ |ytt|2d$ + — / ytt%(:v, 1, t)dl’
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Multiplicando a equagao (4.51) por (k(yx + 2)z — p1yr — poy(x, 1,t)), resulta que

L

1 d
/ Yet ("i(yz"_z):c — M1l _M27(x71’t))t de = I |’€(yz+z)w - MY _MQV(xul’t)Fdx'
0 2p1dt Jo

logo,
L L L
1 d 1d
J:d = r T Tz T ) 1,t d o 1. T 2d
/0 Yt 2tz AT rip dt |/~€(y + 2)e — aYs — p2Y(T )| r + dt/ Y| “dx +
+ //1{1 |?Jtt| dx + _/ Yuye(z, 1,t)dz. (4.56)
Substituindo (4.56) em (4.55) obtemos
d (FT po 2, P29 b
il ., . — — 1t d
o |22 ot 20 = = L0+ 22+ 2
L oy " oy [*
—l—f<c/ (Yo + 2)zpdx = —ul—/ yodr — Mz—/ yrve(x, 1,t)dx. (4.57)
0 k-Jo K- Jo
Somando as equagoes (4.54) e (4.57), obtemos
d P12 P2 9 b 2 P2 2
- - T T r - ) 17t dr =
g p " pa [*
= —ul/ Iyt|2dw—u2/ yﬂ(w,l,t)dw—m—/ y?tdx—m—/ yuve(w, 1, t)dz.
0 0 k-Jo k- Jo

(4.58)

Agora, multiplicando a equagao (4.53) por p;y e, posteriormente, integrando em

(0, L) x (0,1), obtemos, obtemos

TH1 2 M1
= — — 1 4.
5 dt/ / (x, p,t)dpdx = 2 i y; dx > . 'y 2(x,1,t)dx, (4.59)

21 . .
%p e, posteriormente, integrando em

além disso, multiplicando a equagao (4.53)por p

(0, L) x (0,1), obtemos

L
paits p2M1 2 P2ty 2
27k dt / / ’7/) z, p; t)dpdr = / Yydr — o /0 Y (2,1, t)dx. (4.60)

Portanto, adicionando as equagoes (4.58), (4.59) e (4.59) chegamos a

d P1 P2 b P2
- { YT 2 yit + 5% Ry +2)° + T (K(Yo + 2)a — paye — poy(x, 1,8))? | do +
+ﬂ— (x, p,t)dpdx + /)2#1 ’y x, p,t)dpdr = —— fdx +
2 dt P 0
P2 M1 H1 P21
— 5 i ftdx— > . 'y (:v,l,t)d:v— o /0 wf(x,l,t)dx +

t P22 L
— 2 / QOt’Y(an 17 t)dl' - P / Sptt’yt(xv 1a t)dl‘,
0 0
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e usando a desigualdade de Young, obtemos

d P1 P2 b P2 2
i, [ QY e g% s 2" 5 2 (5(ys o+ 2)e — g = (@, 1,1))” | dat

Ty p2,U1
—_— t)dpdx t)dpdr <
L[ [ i 5[ o
f M2> 2 (Ml #2>/
< — cdx d
= (2 2/0 k\2 2/, Pt

L
m uz) 2
(B2 1,t)dz+
(2 9 /07(%7)37

L
ez (i1 [
2 (5 -5 [t

Portanto, para ps < p1, chegamos a

P+ 2)e o L)t

d PLo P2o b, 2
T P21
—_— dd dd <0,
+2(115// :p,o, pax +2/@ dt//%xp’ pazx

logo, integrando sob a variavel ¢, obtemos

P1 P2 b P2 2
/0 { 5 Y2 + Eyﬁt + 2zx + k(ye + 2)? + % (K(Ye + 2)e — paye — p2y(z,1,1)) ] dz+

L 1
+ 1A / / (@, p, t)dpda + 221 / / Vi (x, p, t)dpdx <
2k7 Jo Jo

P2 b P2 2
< / {91 + Ey%x +35 5 (2)x + 2ipr (k(Yo.2 + 20)z — 11 — pafo(x, —7)) } dx+

0
L
—Hi/ (Yo,2 + 20) dx—l—”“/ /fo —p7)dpdzr + 27—#1/ /fop —p7)dpdz.
0

Dal, resulta a dependéncia continua dos dados iniciais. Em particular, tambem resulta

a unicidade da solucao.
[ |

Encerramos assim a boa colocagao para o sistema Bresse-Timoshenko Truncado com

termos de Delay. Passaremos agora, a analisar o comportamento assintotico do sistema
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4.2 Estabilidade Exponencial

E claro que, um importante funcional nao-linear e dependente do tempo associado ao

sistema (4.6)—(4.10) é a sua energia, que é definida por

1 L
E(t) = 5/ {pupﬂr%( (po + ), = e — pan(, 1,0))* + pagf, + bu2 | do +
0
1 [* TH1
+ 5/ K(py +1)2dr + —— / / (x, p,t)dpdx +
P21
> 0. .
- 2/17'/ /npa:p, )dpdz, YV t>0 (4.61)

E, para a sua energia, temos um primeiro resultado sobre a natureza dissipativa de E(t).

Nés formulamos o seguinte.

Teorema 4.3 Seja (p,1,n) uma solugio do sistema (4.6)—(4.10). Para ps < pq, a
energia E(t) do sistema (4.6)-(4.10) satisfaz a lei de dissipagao de energia dada por

d

L
—E@) < —C/ [@?w?ﬁnz(%l,t)+77?(x,1,t) dx, Vt >0, (4.62)
0

onde C' € uma constante positiva.

Demonstracao: Usualmente, multiplicando a equagao (4.6) por ¢y, integrando o resul-

tado sobre (0, L) em relacao a x, obtemos

d L L L
[)21 o |90t’2d9€ + fi/ (0o + V) pradr = _,ul/ |y |?da — /.1/2/ om(x, 1,t)dz. (4.63)
0 0 0

Analogamente, multiplicando a equagao (4.7) por 1, obtemos

L
p2/0 Opedr + 5%/ Vida + Ii/o (pz + V)thdx = 0. (4.64)

Notemos que

L L
1
/ ipipdr = ;/ i (K(pz + 1) — prpr — pan(z, 1,t)), do +
0 0

k o " po [*
- / Pt Praadr + —/ | u|Pd + —/ oun(x,1,t)dzx
0 K Jo K Jo
1 [t 1a [*
= — | @u(k(0e+ V) — pror — pon(x, 1,t)), dr + - — I%xl dzx +
K Jo 2dt

+ /i;l |§0tt|2di€ + _/ Spttnt Z, 1,t>d
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Multiplicando a equacao (4.6) por (k(@e + ). — e — pan(x, 1,t)), resulta que

L L
1 d
/ ou (5( 00+ V)a — e — pan(z, 1,1)),dx = s—— [ [K(pa +9)a — paipr — pon(, 1, )| da.
0 2p1 dt J,
logo,
/L Yyzd L d L|( + ) ( 1t)|d—i—1d ] 1?dx +
AT = 4 K\ Pz T x, 1, X T X
; Pt WPt 2rpr dt ¥ H1Pe — 2N 5 dt Pt
:ul 2
+ K |gptt| dr + — / thtnt z, 17 t>d (465)
Substituindo (4.65) em (4.64) obtemos
d [“] p 2 P2 o
N x x - 5 ]-,t d
o {%pl (600 + ¥)o = patpr = pan(z, 1,1))" + Ty + %D T+
g P2 k P2
—i—/@/ (e + V)ydr = —ul— gp?tdaz — /@;/ oun(x, 1, t)d. (4.66)
0 0 0

Somando as equagoes (4.63) e (4.66), obtemos

d [ p b
— {wﬁ 2¢it+§w§+ﬁ(%+w)2

yr 5 v P2 (k(pr + ) — p1or — pan(z, H))Q] dr =
0

260

t t pa [* pr "
= —M1/ o [*d — ,u2/ e, 1,t)de — == pudr — M2;/ pune(z, 1,t)dz.
0 0 0

0 (4.67)

Agora, multiplicando a equagao (4.8) por u1n e, posteriormente, integrando em (0, L) x

(0, 1), obtemos

7-///1 2
_t _h 1 4.

P21

além disso, multiplicando a equagao (4.8) por 1, €, posteriormente, integrando em
T

(0, L) x (0,1), chegamos ao seguinte resultado

L
P2l _ P2M1 2, pam [N,
27 di / / 1y, pr D)dpde = S%dff ~ e ), @ Ltde. (469)

Portanto, adicionando as equagoes (4.67), (4.68) e (4.69) chegamos a

d L L L
—E(t) = _ gofdx—&ﬂ goftdx—&/ 772(3:,1,t)dx+
2 J, k2 J 2 J,

L L g
— p;/“/ n?(ﬁ,l,t)dx—ﬂz/ om(z, 1,t)dr — pZMZ/ puni(z, 1, t)dz,
K 0 0 m

0
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e usando a desigualdade de Young, obtemos

d 1 e L 9 P2 (1 o L 9
— E < == %) - _ = %) _|_
dt ) < ( 2 2 ) /0 v K ( 2 2 > 0 wd

L L
_ (ﬂ — &> / n*(x,1,t)dx — p_: (% — %) / n?(x,1,t)dx. (4.70)
0 0

Portanto, para ps < py existe uma constante positiva C' de onde concluimos a prova

deste teorema.

Nosso principal objetivo é mostrar que a energia do sistema (4.6)—(4.10) decai Expo-
nencialmente para quaisquer valores dos coeficientes do sistema com s < 1. O teorema

a seguir é o principal resultado desta secgao:

Teorema 4.4 Assuma isso s < py. Entdo, a energia E(t) do sistema (4.6)—(4.10) decai
exponencialmente como o tempo t tende a infinito. Ou seja, existem duas constantes posi-
tivas M e w que independem dos dados iniciais e de quaisquer relagoes entre coeficientes,

tais que
E(t) < ME(0)e ™", Vt > 0. (4.71)

Novamente utilizaremos o Método da energia para provar o teorema 4.4 e, esse vai ser

estabelecido através de trés lemas. Primeiro, definimos

L M1 H1p2
F(t) := / {plgptgo + 3902 + P gof + pzapmgox} dx. (4.72)
0

Lema 4.2 Seja (p,1,n) uma solugao do sistema (4.6)—(4.10). Entao para qualquer

€1 > 0, temos

d

L L
e e Oy
0 0
P2 L 9
— | |6l + )0 — papr — pon(w, 1,)|" dx + (4.73)
kPt Jo
pus [F L L
+ 5 / w?tdl’+p1/ @?dfv+pz/ prpda +
K Jo 0 0
s (L) e a (4.74)
2 61 ,f 0 77 ) Y 7 .

onde ¢, ¢ a constante de Poincaré.
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Demonstracao: Multiplicando a equagao (4.6) por ¢ e integrando sobre o intervalo
(0, L), é imediato que
d L o, L L
7 (msotso + 5 ) de—py | gide+k [ (0x+9)pede +
t Jo 2 0 0
L
—|—,u2/ n(x, 1, t)pde = 0. (4.75)
0

Analogamente, multiplicando a equagao (4.7) by 1, obtemos

L L L
2 _
[ ewnde b [ iiint [ o+ vy vds =0 (4.76)

e somando as equagoes (4.75) e (4.76), obtemos

d [* I L L 2
g7 (plwtso + ?02) dx — p / pidr + H/ (0o +9) " dx +
0 0 0

L L L
b [ et pde b [ et [t = 0. @
0 0 0

Notemos que

L 1 L
/ Ortedr = - / o (F(pr + V)2 — p1or — pan(z, 1,t)) dz +
0 0

L M1 L M2 L
- / PrtPradr + —/ Cuprdr + —/ oun(x, 1,t)dx
0 K Jo K Jo

1 L L
= —/ ou (K + 1) — H1pr — uan(x,l,t))dx+/ PrtaPrdr +
0 0

+ 2% dt/ |(Pt| dx + _/ oun(z,1,t)d
Multiplicando a equagao (4.6) por (k(¢z + )z — ppr — pan(x, 1,t)) resulta que
L 1 /L ,
/ o (F(r +¥)o — paspr — pon(z, 1,1)) do = Z/ k(e +¥)a — e — pan(, 1,1)[" da.
0 0
logo,
L 1 L ) L
/ puthadr = — [ |K(x +¥)s — papr — pon(z, 1,8)[" de + / Preapodr +
0 0

+ 2/<;dt/ |0 2d$+—/ oun(z,1,t)d (4.78)

Miranda, Luiz Gutemberg Rosario PDM



4.2 Estabilidade Exponencial 91

Substituindo (4.78) em (4.77) obtemos

d [* 1 P21 L L
g (plwp + =+ 90?) dz — pl/ prdr + ff/ (oo + ) do+
0 0 0

2 2K
L

L
+b/ Ve + L2 [ k(pn + 0)a — mpr — pon(, 1,1)]? dat
0 KpP1 Jo

r - papiz [*
0 0 0

d
Por outro lado, da identidade g0, = a(cpmapx) — @2 chegamos a

d [r i p3iia L L
<p1s0tgo + 22 4 ©? + pz%ﬁ%) dx — pl/ prd + b/ Yide +
0 0

dt J, 2 2k
g 2 P2 g 2
+/f/ (¢ +10)" dx + o |5(02 +V)e — 1o — pon(w, 1,t)"de +
0 1Jo
L L P22 L
0 0 0
Portanto,
d o 2 P2 L 2
—F(t) = —k (pe + ) doe — — |k(pz +U)e — pror — pon(z, 1,t)|" dx +
dt 0 kPt Jo

L L L L
- b/ ¢§dx+p1/ @fd$+pz/ w?xdﬂf—uz/ on(w, 1, t)dx +
0 0 0 0

L
+ P1M2/ oun(z, 1,t)dx.
Kk Jo

Finalmente, usando as desigualdades de Young e Poincaré e a desigualdade (2.149)

concluimos a prova deste lema para F(t) dado em (4.72).

[
Agora, vamos introduzir o funcional
u [F L
Gg(t) = —71 ©ldr — /-s/ Otz prd. (4.80)
0 0

Lema 4.3 Seja (p,1,n) uma solugdo do sistema. Entdo, o funcional G(t) satisfaz, para

qualquer es > 0, a estimativa

dg(t) < +K2+“2 /L 2d /L 2d +62/L¢2d+
— — + = r—K T+ — x
dt — pl 262 2 0 (ptt 0 Sotx 2 0 x

+ 2 n*(z,1,t)dz. (4.81)
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Demonstracao: Multiplicando a equagdo (4.6) por ¢y, e integrando por partes no inter-
valo (0, L), temos
L L wd [*
pl/ 2 dr + m/ PePriedr — K wxgpttdx + = 5 4t gofdx +
0 0 t

L
"’,UQ/ @ttn($,1,t)d9§' = O,
0

de onde obtemos

d L L
7 <ggof+/ﬁpmapx>d:v+p1/ (,O?tdl'—/{/ gpmda: / Vepudr +
0 0 0
L
+,U2/ (,Dttﬁ<l',1,t)dl' = O,
0

e por conseguinte, temos

d L L L
%g(t) 201/ Prdr — / P dr — wz@ttd$+ﬂ2/ eun(z, 1, t)dz.  (4.82)
0 0 0

Para completar esta prova, usamos a desigualdade de Young.

Agora, a fim de obter estimativas para n introduzimos as seguintes funcoes

L 1 1 Lot
/ / e (w, p, t)dpdr + = / / e Py (x, p,t)dpdz.  (4.83)
o Jo ™ Jo Jo

Lema 4.4 Seja (¢,v,n) uma solugcio do sistema (4.6)-(4.10). Entdo o funcional J(t)

satisfaz,
d 6—27' L 6—27' L
Ej(t) = —2J(t) — - /0 n*(x,1,t)dx — - /0 n?(z,1,t)dw +
1, 1,
+ ; QOtdLE—i—; thtdﬂf. (484)
0 0
Demonstragao: Derivando o funcional [J(t), temos
L gl 9 L1
t):2/0 /0 e_sznntdpdx—l—ﬁ/o /0 e 2P nudpdz. (4.85)

Usando a equacao (4.8) em (4.85), obtemos

_j — __/ / _27/) dedx — —/ / _2“’ dpd:l;’, (4.86)
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e para completar esta prova, é suficiente executar a integra¢ao por partes em (4.86) no

intervalo (0, 1).

Agora, definimos o funcional de Lyapunov £ do seguinte modo
L(t) == F(t) + Q%Q(t) +J(t) + NE(), (4.87)

onde N é uma constante positiva a ser fixada mais tarde e os funcionais F, G e J sao
dado nos Lemas 4.2, 4.3 e 4.4, respectivamente. Primeiro de tudo, provamos que L(t) e

E(t) sao equivalentes de acordo com o teorema abaixo.
Teorema 4.5 FExistem constantes positivas ¢ e co tal que
E(t) < L(t) < e E(t), Vt > 0. (4.88)

Demonstragao: Assumindo a existéncia de uma constante positiva (grande o suficiente)

N, da definigao de L(t), temos que

t o P Lo
L(t) = / (ms«w + 3¢ - 5 o7 — pz%%) dz + / / e PP (x, p,t)dpda +
0 0 0

1 Lo
= / / e 2P’ (x, p,t)dpds + NE(t). (4.89)
o Jo

Definimos o funcional

2 2K
/ / 2”’77,) x, p,t)dpdx, (4.90)

assim temos que

k fia (11 Lot
Z(t) = / (msots0+ - ) — pz%%) dz + / / e >’y (z, p, t)dpdz +
0 0

|IL(t) — NE(t)| = |Z(t)|, Vt=>0. (4.91)
Segue-se, usando a desigualdade de Young, que

1
Z2()] < / ((”21 + B2 0t + S o1+ m)e? + %goi) do +
0

+ —gamd:v%—/ / 2P () p, t dpd$—|——/ / _2”’77p x, p,t)dpdz.
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Da desigualdade de Poincaré temos

L
1
200 < [ ((5+52) b+ 3l mly+ o2+ Bt ) do s

// (x,p,t dpd:zc—l——/ /npxp, Ydpdz,

Agora, usando a desigualdade (2.149) chegamos a

2] < /OL{(ﬂ+‘“”)w[(m+m>cp+p2]<%+w>2}dx+

2 2K

+ /L{[(P1+M1)0p+P2W +p290?x}d93+

+ // (x,p,t dpd:zc+—/ /npxp, Ydpdz.

Usando novamente a desigualdade de Poincaré, temos

200 < [ {(%+52) 6t + o+ e + i) e+ 0 o+

2 2

t P2
+ / {cp (1 + pm)ey + po] Y7 + safgg} dz +
0

2
L 1 1 (L
o Jo ™ Jo Jo
e tomando
M= max{l n N1;02’2<;01 +M1)Cp+ﬂ2’26p(m +M1)0p+P2’ 2 P K }
Kkp1 K b THL  P2p1T
concluimos que
|Z(t)| < ME(t), ¥t >0, (4.92)
de onde obtemos
L(t) — NE@)] = |2()] < ME(t), vt > 0, (4.93)
e depois
(N-—M)E(t) < L(t) < (M+ N)E(t), Vt > 0. (4.94)

Portanto, tomando N > M terminamos a prova.

Agora, provaremos a segunda condicao do Método da energia. Para isso, temos se-

guinte teorema
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Teorema 4.6 FEzxiste uma constante positiva 3 tal que
d
L) < —BE(1). (4.95)

Demonstracgao: De fato, segue do Teorema 4.3 e dos Lemas 4.2,4.3 e 4.4 que

d d d
dt/:() = ZF(0)+ 2——Q(t)+%J()+thE()

L L
(o= Gmaa ) [t oran- (- i - %) [t
0 0

K2 1 L
- {Nc_z—(01+g+ﬂ2)—p;/;2—;}/ prdx +
0
L L
2 1 9
- P2/ @tzdx_(NC—Pl——>/ prdr +
p2 [* 9
- _/ |K(0e +1V)e — e — pon(z,1,1)|" do +
kp1 Jo
1 2 L
B { ¢- m( +&+ﬁ>}/ n*(x, 1, t)dx +
K
- // (z,p,t dpd:zc——e //npxp, Ydpdz.

Agora, escolhendo €, = mm{

IN

K b
2} e € = — obtemos
Giac,’ dpsc;, 4p2

d k [T ) b o[t
< = — =

4K 1 L
— {NC—ZQ (p + bpz+u2)_p;202_;}/o phdr +

L 1 L
- /)2/ prpdr — <NC—/)1——)/ prdr +
0 /) Jo

L
— &/ (00 + ©)e — paspr — pan(z, 1,1)* d +
Kp1 Jo

1 2 L
— {NC’—&( —i—ﬁ—l—ﬁ)}/ n*(x,1,t)dx +
2 K K 0

L p1 9 L 1
- 26_27—/ / 772(35707 t)dpdl’— _26_27/ / nz(x7p7 t)dpdl‘,
0 Jo T 0 Jo
e, tomando

2 4k 1 1 1 2
N> Zmax 2 (g4 SR ) 4 BB - S B (2 B TR
C b 2K 2 \ g K K
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podemos assegurar a existéncia de duas constantes N; > 0 e Ny > 0 tal que

d ko[t 2 b [* Ny [* N, [*
Yrey < -E . dr — = | 2de— =22 [ 2 ——/ 24
dt/:() < 2/0 (pz + )" dx 2/0 Yidx 5 /O pude — = i prdr +

P2 L P2 L 2
- = | ¢idr— / 5(pe + )z — papr — pon(z, 1,1)]" do +
2 Jo 26p1 Jo

L 1 2 L 1

— 277 / / n*(x, p,t)dpde — —e " / / m(x, p, t)dpdz.
o Jo T o Jo
—27

N. N —27
Finalmente, tomando = min {1, u, —2, 46—,46 R} > ( chegamos a
pPip2 pP1 TH1  P2TH1

%E(t) < —BE(t), ¥t >0, (4.96)

onde E(t) é dada em (4.61).

Desta forma, estamos nas condi¢oes do Método da Energia, logo temos que

E(t) < ME()e™, Vt>0. (4.97)

B

Ca , .
onde w = — e M = —. Concluimos assim, a prova do Teorema 2.6.
C2 C1
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Capitulo 5

Discussao e conclusao

Neste trabalho conseguimos mostrar que na presenca de termos dissipativos dos tipos
atrito, viscosidade e de delay nao ha necessidade de exigimos qualquer relacao para que
a versao truncada de Timoshenko-Ehrenfest tenha a estabilidade exponencial. Sé para
resaltar a importancia deste, os resultados obtidos nos capitulos 2 e 4 foram publicados
nas revistas Zamm DOI:101002/201700211 e IMA Journal of Applied Mathematics (2019)
00 1 -34 DOI: 10.1093 /imamat /hxz014, respectivamente.

Observamos que os resultados obtido neste trabalho difere dos que temos na literatura
para os sistemas de Timoshenko-Ehrenfest Classico, por isso nos perguntamos, qual o
motivo para que isso aconteca? Acreditamos que a resposta esta relaciona ao fato de
que a versao truncada do modelo de Timoshenko-Ehrenfest esta livre de um “segundo
espectro” que seja nao fisico. Dessa forma, somos levado a ter a seguinte conclusao, que,
se ha estabilidade exponencial mediante a inclusao de quaisquer mecanismos dissipativos
fraco ao sistema de Timoshenko-Ehrenfest Truncado esta nao necessita de relagao entre
seus coeficiente.

Outrossim, é que toda a narrativa de estabilidade exponencial para sistemas de equagoes
acopladas nos conduzem a trazer outra conjectura ainda mais forte: Seja um sistema de
equagoes acopladas S conservativo. Se algum espectro de frequéncias de S tem um com-
portamento nao fisico, entao caso o sistema seja exponencialmente estavel por meio da
introducao de dissipacao fraca, esta estabilidade s6 acontece usando alguma relagao en-

tre os coeficientes das equacgoes de S. Caso S nao possua espectro de frequéncias com
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paradoxo fisico, entao se é possivel a estabilizacao exponencial mediante a introducao de
mecanismos fracamente dissipativos, esta nao precisa da condigao necessaria anterior.

Destacamos especificamente, que ha uma quantidade grande de problemas sem res-
posta quando se fala de versoes truncadas, entre elas podemos citar que em todos os
sistemas estudados neste trabalho nao usamos as condic¢oes de contorno do tipo Dirichlet-
Dirichlet, pois a mesma, nao nos permitiu visualizar uma forma matricial para os sistemas.
Sendo que, a forma matricial do sistema é de extrema importancia tanto para usarmos o
Método de Galerkin quanto o Método de Semigrupo.

Também, outros tipos de mecanismos dissipativos podem ser colocados no sistema de
Timoshenko-Ehrenfest Truncados, tais como, a histéria, térmicos, delay dependente do
tempo, etc. Espera-se que em todos esses sistemas o decaimento exponencial ocorra inde-
pendentemente de qualquer relacao entre os coeficientes do sistema conservativo. Claro,
a prova precisa ser feita.

Por fim, existe a necessidade de formalizarmos uma teoria que confirme ou nao as
conjecturas feitas neste trabalho, a tarefa nao é facil, mas acreditamos que as respostas

algum dia serao desenvolvida.
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