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Resumo

Neste trabalho, estudamos o decaimento uniforme, blow-up e a dindmica a longo prazo
das solugdes fracas para um sistema unidimensional que modela uma mistura de trés materiais
com damping nao linear e termos de fonte. Primeiro, provamos a boa colocacao local e global
do sistema usando a teoria de operadores mondtonos e semigrupos nao lineares. Sob algumas
restricdes nos parametros de crescimento das fontes e damping, provamos que cada solugdo
fraca do sistema com energia total inicial negativa possui blow-up em tempo finito. Usando o
método do pogo potencial, provamos que as solucdes correspondentes aos dados inicias perten-
centes a parte “boa” do poco potencial existem globalmente e mostramos que a energia total do
sistema decai exponencialmente ou algébricamente, dependendo do comportamento do dam-
ping préximo a origem. Também provamos um resultado de blow-up com energia inicial total
positiva. Na ultima parte deste trabalho, consideramos o sistema de misturas terndrias com
forcas externas autdnomas multiplicadas por uma constante ¢ > 0. Provamos que o sistema
dinamico correspondente possui um atrator global suave com dimensao fractal finita e estuda-
mos a continuidade desses atratores com relagdo ao pardmetro ¢ em um subconjunto denso e

residual.

Palavras-chave: Misturas ternérias, Decaimento uniforme, Blow-up, Atrator global.



Abstract

In this work, we study the uniform decay, blow-up and long-term dynamics of weak solutions
for a one dimensional system that models a mixture of three materials with nonlinear damping
and source terms. First, we prove the well-posedness local and global of the system by using
the theory of monotone operators and nonlinear semigroups. Under some restrictions on the
parameters, we also prove that every weak solution to our system blows up in finite time, pro-
vided the initial energy is negative. Using the potential well method, we prove the existence of
a global weak solution with initial data coming from the “good” part of the potential well, and
we show that the total energy of the system decays exponentially or algebraically, depending
on the behavior of the damping near the origin. We also proved a blow-up result with positive
total initial energy. In the last part of this work, we consider the system of ternary mixtures with
autonomous external forces multiplied by a constant e > (. We prove that the corresponding
dynamical system has a smooth global attractor with finite fractal dimension, and we study the

continuity of these attractors with respect to the parameter € in a dense and residual subset.

Key-words: Ternary mixtures, Uniform decay, Blow-up, Global attractor.
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Introducao

A teoria de mistura de sélidos vem sendo estudada por diversos pesquisadores e tem ga-
nhado destaque principalmente por suas importantes aplicacdes como o estudo de sistemas
bioldgicos de crescimento tumoral, propriedades de materiais celulares e fluxo multifasico
complexo em meios porosos, bem como em vdrios outros assuntos envolvendo engenharia e
modelagem de problemas bioldgicos [50, 56]. Vdrios autores contribuiram para o desenvol-
vimento da teoria moderna da mistura de sélidos, e algumas das bases tedricas podem ser

encontradas nas seguintes referéncias [79, 41, 42, 40, 23, 9, 8, 15, 65].

Uma abordagem importante para a teoria de mistura de sélidos foi dada por Bowen [22],
conseguindo uma conexao entre a abordagem de deformagao microscdpica para a resposta de
fluxo macroscopico em meios porosos. Varios trabalhos tém se dedicado ao estudo de efeitos
importantes na teoria da mistura de s6lidos, como o efeito relativo das fracdes fluidas que

preenchem o meio poroso, conhecido como saturacao, estudado em [11, 30, 21, 29].

0.1 Resultados conhecidos sobre estabilizacao para sistemas

de misturas de solidos

Nos tltimos anos, um interesse crescente tem sido direcionado para o estudo das pro-
priedades qualitativas de solugdes relacionadas a misturas compostas por duas equacdes que
interagem continuamente. Varios resultados referentes a existéncia, unicidade, dependéncia
continua das condi¢des iniciais e estabilidade assint6tica podem ser encontrados na literatura
[49, 63, 64]. Em particular, a estabilidade assint6tica de solucdes para tais modelos tem atraido
a atencdo de renomados pesquisadores. Em [62], Quintanilla estudou a estabilidade exponen-
cial na teoria isotérmica linear de solos elédsticos porosos expansivos. O autor considerou o

sistema dado por

P22 — Q1 2z — AUy + (20 — W) — fo2am = 0, em (0,L) x (0,00),

Pullty — Py — QoZpe — (2 — ug) = 0, em (0,L) x (0,00),



onde a varidveis dependentes z = z(z,t) e u = u(x,t) representam o deslocamento do fluido
e do material sélido eldstico, respectivamente. Ele provou que os termos dissipativos +&(z; —
ug) € [, Zpe SA0 suficientes para estabelecer a estabilidade exponencial usando o método da
energia.

No trabalho de Alves, Rivera e Quintanilla [4] € investigado a estabilidade assintética para

o problema de uma mistura unidimensional de sélidos termoelésticos dado por

Py — 11Uy — G12Weye + a(u — w) — 10, = 0, em (0,L) x (0,00),
P2Wit — A12Uzy — A22Wyy — a(u - w) — Bafl, =0, em (0, L) X (0, oo), ()
09,5 — k&m — Blum — ﬂgwm = 0, cm (O, L) X (O, OO)

Aqui, v e w denotam o deslocamento das particulas no tempo e # representa a temperatura.
As constantes py, p2, K, ¢ € « s20 positivas, e além disso, os coeficiente satisfazem a relacdo
ayn > 0eajjagn — a%z > (. As condig¢0es iniciais sdo dadas por
u(z,0) = up(x), u(x,0) = ui(x), w(z,0) =we(z), em (0,L),
wy(x,0) = wi(x), 0(x,0) = by(x), em (0,L),

e as condi¢des de fronteira por

w(0,t) = u(L,t) = w(0,t) = w(L,t) em (0,00),
ot

0,
0.(0,t) =0,(L,t) =0,

em (0,00).

O resultado principal apresentado em [4], foi 0 decaimento exponencial do semigrupo associ-
ado ao sistema (2). Mais precisamente, os autores provaram que o semigrupo associado decai

exponencialmente se, e somente se, as seguintes relacdes sao satisfeitas

Ba(Brpzar1 + Baprarz) # P1(Baprags + Bipaaiz), 3)

n’m? a((ﬂlﬁ% — p2f7) + BrPalpr — Pz))
L? /3152@2@11 - a22p1) - (112(51202 - BSpl)’

Em [5], Alves et al. investigaram o comportamento assintético de solugdes para o problema

Vn e N. C))

de uma mistura unidimensional de sélidos termoviscoeldsticos dado por

P11l — 11 Ugy — Q12Wgy — blluth - leWmJ:t + a(u - U)) + o (ut - wt) + 610:5 = Oa
PoWi — A12Ugy — A22Wgy — b12ua:act - b22wzxt - a(u - w) — (ut - wt) + /32038 - O)

cty — KOy + Brug + Bowy = 0,



com(O0<x< L,t>0k= KTO_I,Bl =b + aye [Py = —by + as. Aqui p1, po,c, k, € o 530
constantes positivas, a; > 0 e 37 4+ 55 # 0. A matriz A = (a;;) € simétrica e definida positiva

e B = (b;;) é simétrica e definida ndo negativa. As condigdes iniciais sdo dadas por

u(z,0) = ug(x), u(z,0) = ui(x), w(z,0) =wy(zx), em (0,L),
wi(x,0) = wi(x), 6(x,0) = by(x), em (0,L),

e as condigdes de fronteira por

Os autores provaram que o semigrupo associado € exponencialmente estavel se, e somente se,

bit # —bia ou by # —biy ou B # By, ou pylan + a2) # pi(az + aiz),

ou (5) e (4) sdo satisfeitas. Além disso, eles provaram que para 3; = 0, o semigrupo associado

¢ exponencialmente estdvel se, e somente se,

{(5117512)7(51,52)} ou {(5127522)7(51752)}

¢ linearmente independente. Eles também provaram a falta de estabilidade exponencial do
semigrupo associado quando o; = 0 e os vetores (by1, b12), (b12, baz) € (1, f2) sdo colineares
e
Bo(Brp2a11 + Baprarz) = Bi(Baprazs + Bip2ai2). (%)
Eles finalizaram o estudo mostrando numericamente os resultados obtidos no continuo.
Mais recentemente, Rivera, Naso e Quintanilla [72] investigaram o comportamento assin-
tético da solugdo para misturas dadas por

4
P1U — Q11 Ugy — A12Way + (U — w) + B161 4 + 201, = 0,

P2Wy — 12Uy — A2oWay — (U — W) + Y101 5 + Y201, = 0,

b101¢ + babay — K1101 40 — K1202 40 + Brtigy + Powse + a(6y — 63) =0,
\5291,15 + b3tar — K010 30 — K905 50 + V1Ugt + YWy — a6y — 02) =0,

onde (z,t) € (0, L) x (0, 00) e os componentes sdo formados por duas temperaturas diferentes.
O decaimento exponencial da solucao foi provado para uma classe genérica de materiais. No
entanto, para condigdes restritas e considerando uma condicao de fronteira de Neumann, os
autores concluiram que o sistema ndo € exponencialmente estivel e, em geral, eles provaram

1/2_ Usando condicdo de fronteira de

1/6

que a solucdo decai polinomialmente com taxa 6tima ¢~

Dirichlet, eles provaram o decaimento polinomial com taxa ¢~



E importante observar que todos os trabalhos citados acima sdo lineares e discutem apenas
a estabilidade exponencial e polinomial. Em relacdo a estabilidade do sistema ndo linear,
Santos et al. [75] consideraram pela primeira vez um problema de mistura bindria de sélidos
com damping ndo linear e termos de fonte. Mas precisamente, eles consideraram o seguinte

problema

1y — Q11 Uy — G12Wer + g1(ue) = fi(u,w), em (0,L) x (0,7), ©
P2Wy — A12Uzy — A20Way + g2(wy) = fo(u,w), em (0,L) x (0,7),
com condi¢do de fronteira de Dirichlet sobre u e w. Primeiramente, os autores provaram exis-
téncia e unicidade de solugdes fracas locais e globais usando a teoria de operadores monétonos
e maximais. A dependéncia continua dos dados inicias foi provada usando uma técnica padrdo
que envolve a diferenga de duas solugdes. Supondo que os parametros de crescimento das fon-
tes sdo maiores que os dos dampings, os autores provaram que toda solucdo fraca com energia
total inicial negativa (£(0) < 0) possui blow-up em tempo. Eles obtiveram resultados adicio-
nais via método do pogo potencial. Mais precisamente, eles provaram que toda solu¢do saindo
da parte “boa” do pogo potencial existe globalmente. Para uma tal solu¢do global, eles prova-
ram que a energia total do sistema decay exponencialmente ou algebricamente, dependendo do
crescimento da dissipacdo perto da origem. Finalmente, eles provaram um resultado de blow-
up em tempo finito para solu¢des saindo da parte “ruim” do pogo potencial com energia total
inicial ndo negativa (£(0) > 0).
Também mencionamos os trabalhos recentes de Ramos et al. [70, 71] que investigaram um

problema de solos eldsticos porosos com saturacdo de fluido dado por

P22t — Q1 Zpy — Qg +&12¢ + Eaz(x,t —7) =0, em (0,L) x (0,00), o
Pultt — A3Ugy — A225x + V(t)g(ut) = 07 em (07 L) X (Ou 00)7
e apresentam varios resultados relacionados a estabilidade do sistema. Por exemplo, em [70],
foi provado que o sistema (7) com & = & = 0 decai exponencialmente, usando métodos
multiplicativos e algumas propriedades de fun¢des convexas. Em [71], os autores provaram
que o sistema (7) com (t) = 0 para todo ¢ > 0, é exponencialmente estdvel sempre que
|&2| < &1 Outros trabalhos sobre estabilizac@o de sistemas de misturas de sélidos podem ser

encontrados em [80, 6, 7, 25] e suas referéncias.



0.2 Resultados conhecidos sobre atratores para sistemas de

misturas de solidos

O estudo sobre atratores globais para mistura bindria de s6lidos comega, segundo nossos
conhecimentos, no recente trabalho de Santos e Freitas [74], que consideraram um sistema de

mistura binéria de s6lidos com damping nao linear e termos de fonte dado por

Pl — Q11 Ugy — Q12Wey + g1 (w) = fi(u,w), em (0,L) x (0,7T),

(®)
P2Wit — A1lyy — A22Wag + Ga(we) = fo(u,w), em (0,L) x (0,7),
com as condicdes de fronteira e iniciais
u(0,t) = u(L,t) = w(0,t) = w(L,t) =0, em (0,7,
u(z,0) = ug(x), w(z,0) = uy(x), em (0,L), )

w(0, ) = wo(z), we(0, ) = wy(x), em (0,L).

Usando o recente método de quase-estabilidade proposto por Chueshov e Lasiecka [27], os
autores provaram a existéncia de um atrator global suave com dimensao fractal finita e a exis-

téncia de atrator exponencial generalizado.

Inspirado por [74], Freitas et al. [36] consideraram o seguinte problema de mistura bindria

com damping fraciondrio e termos de fonte

Pl — A11Uzge — A12Wey + Aaut + fl (U,7 w) = 07 cm (Oa L) X (Ov T)7 (10)

PoWi — A12Uze — A22Wgey -+ A“wt -+ fg(u, U]) = 0, cm (O, L) X (0, T),
onde o operador A : D(A) c L*(0,L) — L?*(0, L) é dado por Au = —u,, com dominio
D(A) = H*(0,L) N Hj(0,L) e A*: D(A*) C L*(0,L) — L*(0, L) é a poténcia fraciondria
associada ao operador A de ordem « € (0, 1). As duas equacdes em (10) sdo complementadas

pelas condi¢des de fronteira e iniciais

u(0,t) = u(L,t) = w(0,t) =w(L,t) =0, t >0,
u(z,0) = ug(x), w(z,0) =uy(x), x € (0,L), (11)
w(x,0) = wo(x), wi(0,2) = wi(x), =€ (0,L).
Os autores provaram a existéncia de atratores globais suaves com dimensao fractal finita e a
existéncia de atratores exponenciais. Eles também provaram a semicontunidade superior dos

atratores quando a poténcia fraciondria @ — 0. Em [32], Freitas et al. estudaram a dinAmica

pullback de um problema de mistura bindria de s6lidos ndo autonomo com damping nao linear.



Os autores provaram a existéncia de atratores pullback com universo de atragdo constituido
de conjuntos temperados definidos pela condi¢do de crescimento dos termos de fonte. Eles

também provam a semicontinuidade superior dos atratores quando a forca externa tende a zero.

No trabalho de Alves, Cardozo e Monteiro [3], foi abordado um estudo sobre a dindmica
de longo prazo de misturas bindrias de corpos viscoeldsticos. Mais precisamente, os autores
primeiro provaram a existéncia de um atrator global de dimensao finita que exibe regulari-
dade adicional em topologia mais elevada. Eles finalizaram o estudo mostrando que o sistema

dindmico possui um atrator exponencial fractal generalizado.

No trabalho recente de Freitas et al. [33], foi considerado o seguinte problema de mistura

de s6lidos com damping ndo linear e lei de Fourier
P22t — 1 Zpy — QoUgy + 00, + f1(z,u) = hy, em (0,L)x (0,7,
Pullst — A3Ugy — A2Zge + g(ur) + fa(2,u) = hy,  em  (0,L) x (0,7),  (12)

Oy — KOy + 024 = 0, em (0,L)x (0,7,

com as seguintes condi¢des de fronteira e iniciais

p

2(0,t) = z,(L,t) = u(0,t) = u,(L,t) = 0(0,t) = O(L,t) =0, t > 0,

2(,0) = 2o(x), 2(x,0) = 2z (x), =€ (0,L) 13)
w(z,0) = ug(x), u(x,0) =ui(x), =€ (0,L),

0(x,0) = by(x), = € (0,L).

Aqui z, u e 6 denotam o deslocamento de cada constituinte e a temperatura, respectivamente.
As constantes p, > 0, p, > 0 representam as densidades de massa e as constantes positivas c,
k e 0 estdo relacionadas com as hipéteses da termoelasticidade. Para i = 1,2, 3 as constantes
a; satisfazem a relacdo

a3 < ayas.
As fungdes f1(z,u) e fo(z,u) sdo termos de fonte ndo lineares, hy = hi(z) e hy = ho(x)
sdo forcas externas. Os principais resultados obtidos pelos autores foram a existéncia de atra-

tores globais e exponenciais, a finitude e suavidade de atratores globais e suas propriedades

geométricas.

Mais recentemente, Freitas et al. [34] estudaram um problema de misturas bindria com

termo de atraso dado por

Pzt — A1 R2xx — AQ2Ugy + Zt + fl(za U) - hla cm (Oa L) X (07T

Pullyt — A3Uzy — A2Z2ze + Up + €uy(x,t — 7) + fa(z,u) = he, em (0,L) x (0,7),



com as condi¢des de fronteira e iniciais

2(0,t) = zp(L,t) = u(0,t) = u, (L, t) =0, t > 0,
2(x,0) = zo(x), 2z¢(z,0) = z1(x), x € (0,L), (15)
0

u(z,0) = ug(x), u(z,0) =u(x), =€ (0,L).

Os autores provaram um importante resultado de semicontinuidade superior do atrator global
para o sistema dindmico associado. Mais precisamente, eles provaram que a familia de atratores
globais para o problema (14)-(15) converge semicontinuamente superiormente para o atrator
associado ao problema (14)-(15) com ¢ = 0 quando o parametro ¢ — 0. Esse resultado deu
uma nova contribui¢do para a teoria associada a dinamica nao linear de sistemas de misturas

binarias de solidos.

0.3 Problema em estudo e objetivos

O primeiro trabalho a investigar a estabilizacdo para um sistema de mistura ternéria de
solidos foi proposto por F. Dell’Oro e Rivera [31]. Com a finalidade de deduzir o modelo

estudado, os autores consideraram a seguinte configuracao:

Dado L > 0, consideramos uma haste composta por trés misturas continuas interagindo

com referéncia a configuracéo [0, L]. Denotado por

o deslocamento de cada constituinte, as particulas consideradas devem ocupar a mesma posi¢cao
no instante ¢ = 0, de modo que z = y = 2. Para: = 1,2,3, também introduziu-se as
densidades de massa p; > 0, as tensdes parciais 7; e as forcas externas £ associadas a u, v e w
respectivamente. Indicado por P; as forcas internas do corpo, as equagdes do movimento sao

dadas pelo sistema diferencial
prug =T, — P1 + F,
p2v = Tog + P + Fo, (16)
p3zit = T3, — P3 + F3.
Assumindo que as equacdes constitutivas das tensdes parciais sejam
T1 = a11uy + 4120, + a13Wy,

T2 = A12Ug + A2V, + a23Wy, (17)

T5 = ajzuy + a3V, + a33Wy,
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uma matriz definida positiva (real) e simétrica, enquanto as for¢as internas do corpo devem ter

a forma
P=alu—v—w), i=1,23,
com « > ( fixo. Finalmente, tomando-se
Fy = —dyuy, Fy=—dyv; e F3= —dzuwy,

com d; > 0 e substituindo as equacdes (17)-(19) no sistema (16), obtemos

PrUy — A11Ugy — Q12U — A13Wep + @(u — v — w) + dyuy = 0,
P2V — A19lgy — A22Vzy — A23Way — (U — U — W) + dovy = 0,

P3Wy — 13Uy — A23Ugg — A33Way + (U — v — w) + dzwy = 0.

As trés equacdes acima sao complementadas com as condi¢des iniciais

u(z,0) = ug(x), u(x,0) =ui(xz), em (0,L),
v(x,0) = vo(x), vi(x,0) =vi(x), em (0,L),
w(z,0) = wo(z), wi(z,0) =wi(z), em (0,L),

e condicdes de fronteira de Dirichlet

uw(0,t) =u(L,t) =0, em (0,7),
v(0,t) =v(L,t) =0, em (0,7),

w(0,t) = w(L,t) =0, em (0,T).

(18)

19)

(20)

21

(22)

A principal contribui¢ao apresentada em [31], com relagdo ao sistema (20)-(22), foi encontrar

as condi¢des necessdrias e suficientes para a estabilidade forte e exponencial do semigrupo

associado, quando a dissipa¢do € considerada em alguma equacdo do sistema. Além disso,

eles estudaram situacdes onde o semigrupo decai polinomialmente ou admite trajetérias com

energia conservativa, e obtiveram a taxa de decaimento polinomial. No caso em que a mistura

viscoeldstica € composta por n > 1 continuos interagentes, Puma e Rivera [61] provaram que

o semigrupo associado € exponencialmente estdvel se, e somente se, 0 eixo imagindrio for um

subconjunto do conjunto resolvente do gerador infinitesimal.



Nesta presente tese, estudamos um sistema de mistura ternéria de s6lidos com damping nao

linear e termos de fonte nos quais as forcas internas do corpo devem ter a forma
P =—filu,v,w), Py= fo(u,v,w) e P3=—f3(u,v,w), (23)
e as dissipagdes por atrito sao tomados da forma

Fi=—gi(u), Fy=—g(v,) e Fy=—gs(w). (24)

Substituindo (17), (23) e (24) no sistema (16), obtemos

P1Ut — A1 Uz — A12Vgq — A13Wey + 91(ut) = f1(U;U, w), cm (0, L) X (OvT)a
P2V — A12Ugzy — A22Vgq — A23Wey + 92(%) = f2(U, v, w), cm (07 L) X (07 T)7 (25)

P3Wit — A13Uzg — Q230 — A33Way + g3(wy) = f3(u,v,w), em (0,L) x (0,T).

As trés equacdes sao complementadas com as condicdes iniciais

u(z,0) = ug(x), u(x,0) =ui(xz), em (0,L),
v(x,0) = vo(x), ve(z,0) =vi(x), em (0,L), (26)

w(x,0) = wo(x), wi(z,0) =wi(x), em (0,L),

e condicdes de fronteira de Dirichlet

, em (0,7), (27)

Neste trabalho, num primeiro momento, estamos interessados no estudo do comportamento
assintético das solugdes fracas do problema (25)-(27) focando na iteragdo entre os termos de
fonte e damping. Para equacdes de ondas, existe uma vasta literatura que aborda a interagao en-
tre termos de fonte e damping, por exemplo, as referéncias [1, 2, 51, 39, 60, 66—68] consideram
problemas com fontes subcriticas ou criticas e [17, 18, 20, 19, 28, 43, 45, 69, 44] problemas
com fontes supercriticas. O principal interesse desses trabalhos foi investigar questdes relacio-
nadas a boa colocacao local e global, blow-up de solugdes e o decaimento uniforme da energia.
No entanto, até o presente momento, tais resultados para sistemas de misturas terndrias nao
foram abordados. O unico trabalho que encontramos na literatura é devido a F. Dell’Oro e

Rivera [31], mas esse trata do caso linear.

O principal objetivo da primeira parte desta tese € o estudar a boa colocacao local e global,

o decaimento uniforme e blow-up das solugdes fracas do sistema do sistema (25) com foco



na competicao fonte-damping. Usando semigrupos ndo lineares e a teoria dos operadores mo-
nétonos provamos a existéncia de solucdes fracas locais e globais, e a unicidade das solucdes
fracas. Além disso, provamos que tais solucdes tnicas dependem continuamente dos dados
iniciais. Supondo que os parametro de crescimento das fontes sdo maiores do que o parametro
de crescimento dos dampings e a energia total inicial é negativa (£(0) < 0), também provamos
que cada solucdo fraca do nosso sistema possui blow-up em tempo finito. Usando o método do
poco potencial, obtemos vérios resultados adicionais. Especificamente, provamos a existéncia
de uma unica solucio fraca global com dados iniciais provenientes da parte *“ boa” do poco
potencial. Para tal solucdo global, provamos que a energia total do sistema decai exponenci-
almente ou algébricamente, dependendo do comportamento da dissipa¢do proximo a origem.

Em seguida, obtemos resultados de blow-up com a energia inicial total positiva (£(0) > 0).

Num segundo momento, estudamos o problema (25)-(27) do ponto de vista da dindmica as-
sintética caracterizada por atratores globais. Consideramos forgas externas eh;(x), i = 1,2, 3,
agindo nas trés equacdes, onde € € uma constante positiva. Usando a abordagem de quase-
estabilidade proposta por Chueshov e Lasiecka [27], provamos que o sistema dindmico as-
sociado possui atrator global suave com dimensao fractal finita o qual € caracterizado pela
variedade instdvel do conjunto dos pontos estaciondrios. Além disso, provamos a existéncia de
atratores exponenciais generalizados. Também estudamos a continuidade do atrator em relagdo
ao pardmetro € sobre um subconjunto denso e residual de [0, 1]. Finalmente, investigamos a

semicontinudade superior do atrator com rela¢do ao pardmetro e sobre todo o conjunto [0, 1].

0.4 Organizacao da tese

* No Capitulo 1, introduzimos defini¢cdes, notacdes e alguns resultados abstratos sobre sis-

temas dinamicos nao lineares que sao necessarios para melhor compreensao do trabalho.

* No Capitulo 2, estudamos a existéncia e unicidade de solu¢do. Na Secdo 2.1, provamos
a existéncia local de solugdes fracas (veja Teorema 2.1). Inicialmente, estabelecemos a
existéncia de solucdes fortes que sdo obtidas pela reformulagdo do sistema em um pro-
blema de Cauchy equivalente, no qual aplicamos a teoria de operadores mondétonos e
semigrupos ndo lineares. A Secdo 2.1.2 é dedicada a prova da identidade de energia
(2.119) para solucdes fracas através do quociente de diferenca. Essa abordagem con-
torna o calculo que exigiria forte regularidade das solucdes. Na Secdo 2.2, provamos
a dependéncia continua das solucdes em relacdo aos dados iniciais, 0 que também im-
plica a unicidade de tais solucdes (veja Teorema 2.2). A Secdo 2.3 contém a prova da

existéncia global para o caso em que os expoentes dos termos de damping dominam os
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das fontes (veja Teorema 2.3). Notemos que, como os termos de fonte estdo acopla-
dos (no sentido de que cada uma depende do vetor solu¢do), nenhum termo de damping
isoladamente pode “estabilizar” qualquer um dos termos de fonte, independentemente
da relacdo entre os seus expoentes. Na Secdo 2.4, obtemos o resultado de blow-up em
tempo finito sempre que a energia total inicial for negativa (£(0) < 0) e os expoentes
das fontes dominam os dos dampings (veja Teorema 2.4). A Secdo 2.5 contém a prova
de existéncia global para solucdes com dados iniciais “dentro” da parte “boa” do pogo
potencial (veja Teorema 2.5). Finalmente, a Secdo 2.6 fornece a prova do resultado de

blow-up da energia inicial total positiva (veja Teorema 2.6).

No Capitulo 3, obtemos as taxas de decaimento uniforme da energia. Na secao 3.1, pro-
vamos uma desigualdade de estabilidade perturbada (veja Proposi¢do 3.1). A Secdo 3.2
¢ desenvolvida para mostrar termos de ordem inferior da desigualdade de estabilidade
perturbada sdo absorvidos (veja Proposicao 3.2). Para este fim, usamos um argumento
de unicidade-compacidade e a estratégia de Lasiecka e Tataru [54]. Finalizamos este ca-
pitulo provando o decaimento uniforme das solucdes fracas para o nosso problema (veja
Teorema 3.1), donde concluimos o decaimento exponencial e polinomial de solucdes

(veja Corolarios 3.1 e 3.2).

Por fim, o Capitulo 4 é dedicado ao estudo de atratores globais e a continuidade des-
ses atratores sob perturbacdo. Consideramos uma perturba¢do autdonoma do nosso pro-
blema problema original. Mais precisamente, acrescentamos nas trés equacoes 0s termos
ehy(z), ehe(z) € ehz(z) com € > 0 sendo uma constante suficientemente, a qual fazemos
tender a zero. Na Secdo 4.1, introduzimos as hipdteses necessdrias para o estudo de atra-
tores globais e estabelecemos a boa colocag@o global do problema (veja Teorema 4.1).
Na Secdo 4.3, provamos que o sistema dindmico associado ao problema € um sistema
gradiente e o conjunto de seus pontos estaciondrios € limitado. Na Secdo 4.4, obtemos
uma estimativa de quase-estabilidade (usualmente chamada de estimativa de estabiliza-
bilidade), que tem papel central na prova quase-estabilidade do sistema no sentido pro-
posto por Chueshov e Lasiecka [27] (veja Teorema 4.5). Na Sec¢do 4.5, provamos que o
sistema dinamico correspondente possui um atrator global suave 2. com dimensao frac-
tal finita. Além disso, provamos a existéncia de atrator exponencial generalizado com
dimensao fractal finita apenas em um espago menos regular que o espaco de fase (veja
Teorema 4.2). Finalmente, na Se¢do 4.6, provamos a continuidade da familia de atratores
globais 2. com relagdo ao pardmetro ¢ em um subconjunto /, denso e residual de [0, 1]
(veja Teorema 4.3). Finalmente, provamos a semicontinuidade superior do atrator para

todo € € [0, 1] (veja Teorema 4.4).
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Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo, encontram-se as defini¢des, resultados e exemplos necessarios para o me-

lhor entendimento dos resultados que serdo obtidos nos capitulos subsequentes.

1.1 Notacoes e definicoes

Ao longo deste trabalho, usamos as seguintes notagcdes padrdes para os espagos de Lebes-

gue e Sobolev de fungdes reais H™(0, L) e LP(0, L), respectivamente. A norma em L?(0, L),

ful = ( [ ) |u<x>|pdx); |

Em particular, quando p = 2, sabemos que L?*(0, L) é um espago de Hilbert e seu produto

p > 1, é denotada por

interno € denotado por
L
(u,v)e = / u(z)v(x)de.
0

De modo andlogo, para fungdes vetoriais y,7 : (0,L) — R3, escrevemos y = (u,v,w) e

g = (U, 0,w) e usamos a mesma nota¢ao
1/ . . - .
ylly = (ully + [llly + llwll) ™, (v, 9)2 = (w, @)z + (v,0)2 + (w, D).

Dado um espago de Banach X, denotamos por || - || x sua norma e por X* o seu dual. Dado
um z* € X*, o valor do funcional linear x* aplicado em qualquer x € X € denotado por
(z*, z). Em particular, quando X for um espago de Hilbert, assumiremos que ele ¢ identificado

com o seu proprio dual. Para mais detalhes recomendamos a referéncia [13].

Definicao 1.1. Seja X um espaco de Banach reflexivo. Dizemos que um operador A : X — X*
é monaotono se

<A[L‘1 — A$2,£B1 — ZE2> >0, VZEl,ﬂfg € D(A) (1.1)
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Além disso, dizemos que o operador A : X — X* é monotono maximal se, para qualquer x*,

existe um x € X tal que Ax + v = x*.

Definicao 1.2. Seja X um espago de Banach reflexivo com anorma || - ||x e A : X — X* um

operador. Dizemos que o operador A é hemicontinuo se

lm(A(z + \y), z) = (A(x),z), Vz,y,z€ X. (1.2)

A—=0
Dizemos que A : X — X* é coersivo se

(Az, )

1m
Izl x oo ||| x

= 00. (1.3)

Definicdo 1.3. Seja H um espaco de Hilbert com produto interno (-,-)y. Dizemos que um

operador A : D(A) C H — H € acretivo se
(AZl — AZQ,Zl — 22)7.[ > O, \V/Z’l7 29 € D(A) (14)

Além disso, é chamado de m-acretivo se R(A + I) = H, com R(A + I) denotando a imagem
de D(A) pelo operador A + I e I sendo o operador identidade sobre H.

Teorema 1.1. Seja X um espaco de Banach reflexivo. Se A : X — X* é um operador

mondtono e hemicontinuo, entdo A é mondtono maximal.

Prova: Veja [13, Teorema 1.3].

Corolario 1.1. Seja X um espaco de Banach reflexivo. Se A : X — X* é um operador

coercivo e mondtono maximal, entdo A : X — X* é sobrejetivo, ou seja, Im(A) = X*.

Prova: Veja [13, Corolario 1.2].

Teorema 1.2. Seja X um espaco de Banach e sejam A : X — X* e B : X — X operadores

mondotonos maximais tais que
(int(D(A)) N D(B)) # 0. (1.5)
Entdo A + B é mondtono maximal.

Prova: Veja [13, Teorema 1.5].
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1.1.1 Equacoes de evolucao abstrata

Nossos resultados de existéncia e unicidade de solucdes para os problemas que serdo es-
tudados neste trabalho, sdo obtidos reescrevendo tais problemas na forma de um problema de
Cauchy em um espaco de Hilbert escolhido de modo adequado. Essa subsec@o tem como obje-
tivo introduzir alguns resultados abstratos uteis para o estudo de equagdes de evolugao abstratas

em espacos de Hilbert.

Seja A um operador m-acretivo sobre um espago de Hilbert { com dominio D(.A4). Con-

sidere a seguinte equacdo diferencial abstrata:

%(t)JrAu(t) =f{t), 0<t<T, (1.6)
u(O) =Ug € H.

com(0<T <ooefeL0,T;H).

Defini¢iio 1.4. Uma solucdo forte de (1.6) é uma funcdo v € Wh1(0,T;H) tal que (1.6) é

satisfeito quase sempre em (0,T).

O préximo resultado nos da a existéncia de solucOes fortes para operadores m- acretivos
devido a Kato (ver [76], p. 180).

Teorema 1.3. Seja A m-acretivo sobre o espaco de Hilbert H. Suponhamos que uy € D(A)
e f:[0,T] — H seja absolutamente continua. Entdo existe uma unica solugdo forte u :
[0,T] — H para (1.6). Além disto, u é Lipschitz continua e fortemente diferencidvel a direita
com u(t) € D(A) para todo t > 0.

Um conceito mais fraco de solugdo, que é também bastante frequente na teoria de equacdes

diferenciais, é considerar limites (uniforme) de solucdes fortes.

Definicio 1.5. Uma solugdo generalizada de (1.6) em um intervalo (fechado) [0,T] é uma
fungdo continua v € C([0,T]; H) tal que u(0) = ug e existe uma sequéncia de solugdes fortes

uy, definidas em [0, T| para o problema

{%(zﬁ) + Auy(t) = fo, n=1,2,-- (L.7)

com fr, = fem L'(0,T;H) eu,, — uem C([0,T];H). Una fungdo u(t) de classe C([0,T); H)
serd uma solugcdo generalizada do problema (1.6) em um semi-intervalo [0,T), se u for uma

solugdo generalizada de (1.6) em todo intervalo fechado [0, T"] com T" < T.

Temos também um resultado sobre existéncia e unicidade para solucdes generalizadas de-
vido a [76].
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Teorema 1.4. Seja A m-acretivo sobre o espago de Hilbert H, f € L*(0, T;H) e ug € D(A),
em que D(A) é o fecho de D(A) em H. Entdo existe uma tinica solu¢do generalizada para
(1.6). Além disso, quaisquer duas solugdes generalizadas uy(t) e us(t) com dados uo, fi e

Ugp, [o satisfazem as seguintes estimativas de estabilidade com () < s <t < T

lur(t) = ua (B3, < llua(s) — ua(s)ll3, + 2/ (f1(0) = fa(0), ur(0) = ua(0)) do - (1.8)

lur(t) = ua (B3, < llua(s) — ua(s)lla + / 1f1(o) = fa(o) 3 do (1.9)

Observacao 1.1. E conveniente observar que as solucdes generalizadas ndo satisfazem a
equacdo diferencial de fato, mesmo que em um sentido fraco. Mas sobre certas hipoteses
adicionais de regularidade, é possivel mostrar que uma solucdo generalizada satisfaz uma

forma variacional da equagdo. Tais solugoes sdo chamadas solugoes fracas.

Consideremos, agora, a equagao perturbada

du

— )+ (A+Bu(t) = f(t), 0<t<T;
0+ (A4 Bu(t) = £1) 1o
u(0) = uo.
Também supomos que o operador B : D(.A) — H seja Lipschitz continuo com constante L,
tal que
|1B(u) — B(v)||lq < L||lu—vl|lyg, Yu,ve D(A). (1.11)

Teorema 1.5. Se A for m-acretivo e B satisfazendo (1.11), entdo

e Solucdo Forte: Para cada uy € D(A) e f absolutamente continua de [0, T] em H, existe
uma tinica solugdo forte u(t) para o problema (1.10). Além disso, a fungdo t — u(t) é
Lipschitz continua de [0, T em H e fortemente diferencidvel a direita em H com u(t) €

D(A) para qualquer t > 0. Mais ainda,

"y — ‘C%‘ € L®(0.T;H), Alu) € L®(0,T;H) (1.12)

e as fungoes t — u(t) e t — A(u(t)) sdo fracamente continuas e fortemente continuas
a direita de [0, T] em H.

e Solugdo generalizada: Para cada vy € D(A) e f € L'(0,T;H), existe uma tnica

solugdo generalizada para o problema (1.10) em [0, T.
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Prova: A prova deste teorema pode ser encontrada em [76]. A principal estratégia da

demonstragdo € notar que o operador A + B + LI é um operador m-acretivo.

O teorema acima ainda pode ser generalizado no caso em que B é um operador localmente
Lipschitz continuo (veja o resultado a seguir). Tal ferramenta é extremamente util quando se
quer provar a existéncia global de solucdo para EDP’s semilineares, na posse de estimativas
obtidas a partir de algum método de energia. Entendemos por localmente Lipschitz continuo,
um operador que satisfaz a condi¢do de Lipschitz em cada bola fechada do espaco H. Neste

caso, a constante de Lipschitz depende do raio da bola.

Teorema 1.6. Seja A + A\l um operador m-acretivo para algum \ > 0 e assuma que B :

D(A) — H é um operador localmente Lipschitz. Entdo

e Solugdo forte local: para cada uy € D(A) e f : RT™ — H absolutamente continua em
cada intervalo finito [0, T, existe um ty.x < 00 tal que existe uma tinica solugdo forte

u(t) para o problema (1.10) definida em [0, tyay );

e Solucdo generalizada local: para cada ug € D(A) e f € L} (0,00;H), existe uma

loc

tinica solugdo generalizada para o problema (1.10) definida em [0, tyay )-
Em ambos os casos, se ty,x < 00, entdo limy_,;_ . ||u(t)||y = 0.

Prova: Veja [27], p. 64.

1.1.2 O Teorema do Passo da Montanha

A fim de enunciar o Teorema do Passo da Montanha, precisamos estabelecer a no¢do de
derivada de fungdes f : U C E — F com U sendo um conjunto aberto e £ e F' dois espacos
de Banach. No célculo infinitesimal em dimensdo finita, buscdvamos aproximar localmente

func¢des nio lineares por funcdes afins

f(@) = f(xo) + f'(20) (7 — o)

com f’(zg) sendo uma transformacéo linear continua de £/ em F'. Essa ideia nos leva a defini-

¢ao a seguir.

Definicao 1.6. Sejam E e I espagos de Banach e U um aberto em E. Dizemos que a fungdo
f U C E — F ¢é Frechét-diferencidvel num ponto xy € U se existe um operador linear

continuo A : E — F tal que

f(@o+h) = f(xo) + A(h) + R(x0, h),
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para todo h tal que h + x pertence a uma bola aberta centrada em x e contida em U com

R(x, h) satisfazendo

RG]
h—0 IlA|l

= 0.
Neste caso, A é chamada de derivada de Frechét de f em x e é denotada por A = D (x).

Dizemos que f é Frechét-diferencidvel em U se f é Frechét-diferencidvel em todos os pontos
de U.

Defini¢iio 1.7. Seja H um espaco de Hilbert e considere C'(H,R) como sendo o espago ve-
torial dos funcionais f : H — R que sdo diferencidveis no sentido de Frechét com derivadas
de Frechét continuas em H. Diz-se que um funcional f € C'(H,R) satisfaz a condigdo de
Palais-Smale (PS) se qualquer sequéncia (u,) C H tal que (f(u,,)) é limitada e D¢(u,) — 0

quando n — oo possui subsequéncia convergente.

Teorema 1.7 (Teorema do Passo da Montanha). Seja H um espagco de Hilbert. Se [ €
C*(H,R) satisfaz a condigdo (PS), tem derivada Frechét D localmente Lipschitziana e, além

disso, f ¢ tal que:

2. existem constantes positivas m e r tais que f(u) > m quando ||u|| = r;

3. existev € H tal que f(v) <0eljv| >r

entdo f possui um valor critico

d = inf {max f(oz(t))}

acA | te[0,1]

com

A={aecC([0,1],H);x(0) =0e a(l) = v}.

A ideia geométrica do Teorema do Passo da Montanha pode ser resumida da seguinte
forma: suponha que se deseja transpor uma cadeia de montanhas sem contorna-las e com o
minimo esfor¢o possivel. Qualquer caminho saindo do sopé de um lado da cadeia e indo até o
sopé do outro lado passard por um ponto cuja altitude seja maxima para o caminho escolhido.
A ideia € procurar, dentre todos os caminhos demissiveis, aquele cuja altitude maxima seja a

menor possessivel.
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1.1.3 Outras definicoes e resultados auxiliares

As definicoes e resultados desta secdo desempenham um papel auxiliar na demonstragdo

de alguns teoremas estabelecidos ao longo deste trabalho.

Definicdo 1.8. Seja X um espago de Banach. Para qualquer fun¢do u € C([0,T); X) e h > 0,

definimos o quociente da diferenca simétrica por

ue(t + h) — ue(t — h)

1.13
o (1.13)

Dhu(t) =

com u,(t) denotando a extensdo de u(t) para R dada por

(0), para t <0,
(t), para te(0,T), (1.14)
w(T), para t>T.

u
ue(t) =< u
Proposicao 1.1. Seja u € C([0,T); X), sendo X um espago de Hilbert com produto interno
(,")x eanorma || - || x. Entdo

T

tim [ (u(t), Dyu(t)) x dt = 5 (T — Ju(O)]%). (1.15)

h—0 0

Se, além disso, u; € C([0,T], X), entdo

T
/ (ue(t), (Dpu(t)):) x dt =0, para cada h > 0, (1.16)
0
e,
Dyu(t) imalN u(t) fracamente em X para todot € (0,T) (1.17)
h—o 1 hoo 1
Dypu(0) — §ut(0) e Dpu(T) — §Ut(T) fracamente em  X. (1.18)

Prova: Veja [51, Proposicao 4.3].

A seguinte proposi¢do € essencial para a prova da identidade de energia (2.119).

Proposicdo 1.2. [45] Sejam X e Y espagos de Banach. Assuma que w € C([0,T],Y) e
u € LY0,L;Y) N LP(0, L; X), com 1 < p < oco. Entdo

Dyu € LP(0, L; X) e || Dpull Loo,0ix) < [[uellze(o,25x)-
Além disso, Dyu — uy em LP(0, L; X'), quando h — 0.

A seguinte defini¢do serd usada posteriormente quando trabalharmos com damping nio linear.
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Definicao 1.9. Uma funcdo v : R — R ¢é dita linearmente limitada perto da origem se existi-

rem constantes cy,cy > 0 tais que
cils| < y(s)] < eofs|, V]s| < 1.

Teorema 1.8 (Aubin-Lions). Sejam Xy, X e X, espacos de Banach com Xy, C X C Xj.
Suponha que a imersdo Xy — X seja compactae X — X, seja continua. Paral < p,q < oo,
seja

W = {u e LP([0, T]; Xo); ' € L([0, T]; X1)} (1.19)

com a norma
lullw = [JullLeoryxe) + 1] Laqo.77,x0)- (1.20)

Entdo,
(i) Sep < oo, aimersdo W — LP([0,T]; X) é compacta;
(ii) p=o00eq > 1, aimersio W — C([0,T]; X) é compacta.

Prova: Veja [57].

1.2 Sistemas dinamicos e atratores globais

Os atratores sdo os principais objetos investigados na analise do comportamento assintético

de sistemas dindmicos dissipativos em espacos de dimensao infinita.

Nesta secdo, iremos introduzir alguns conceitos e resultados relacionados a atratores glo-
bais que serdo importantes para o desenvolvimento deste trabalho. Para mais detalhes, consulte
as referéncias [16, 46, 52, 12, 78, 73, 27].

1.2.1 Definicoes basicas

Definicdo 1.10. Seja X um espago métrico. Um semigrupo é uma familia {S(t) };>o de fungées

de X em si mesmo satisfazendo as seguintes propriedades:
* S(0) = I, onde I ¢ a identidade em X;
* S(t+s)=5(t)S(s), Vt,s = 0;

* [0,00) X X > (t,z) — S(t)x € X é continua.
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Por simplicidade, um semigrupo {S(t)}:>o sobre um espago métrico X sera denotado por

S(t).

Definicao 1.11. Um sistema dindmico é um par (X, S(t)) consistindo de um espago métrico

X e um semigrupo S(t) sobre X. O espaco métrico X é chamado espago de fase.

Definicao 1.12. Dados dois subconjuntos A e B de um espago métrico X, a semi-distancia de
Hausdorff entre os conjuntos A e B de X ¢ definida por

distx (A, B) := sup inf d(x,y),

z€A YEB

onde d é a métrica de X. A distancia de Hausdorff entre os conjuntos A e B de X é definida
como

dx(A, B) = max {distx (4, B), distx (B, A) }.

Definicdo 1.13. Um subconjunto 24 C X é um atrator global para o sistema dindmico (X, S(t))

se satisfaz as seguintes condigoes:
(1) A é compacto;
(2) 2 é invariante, isto é, S(t)A = 2 para todo t > 0;

(3) 2 atrai subconjuntos limitados pela agdo do semigrupo S(t), isto €, para todo subcon-
junto limitado B C X,
tlim distx (S(t)B,2A) = 0. (1.21)
—00

Notemos que o atrator global para um sistema dindmico quando existe, ele € Unico, e € o
maior conjunto invariante compacto e o menor conjunto fechado que atrai limitados de X pela

acdo do semigrupo S(t).

Definicdo 1.14. Sejam (X, S(t)) um sistema dindmico e B um subconjunto de X. Dizemos que
B é um conjunto absorvente se, para todo subconjunto limitado D C X, existe 1 = 7(D) > 0
tal que

S(t)D c B, Vt>r.

Definicao 1.15. Um sistema dindmico (X, S(t)) € dito dissipativo se existe um subconjunto

absorvente e limitado D de X.

Definicao 1.16. Diz-se que uma funcdo continua & : R — X ¢é uma trajetoria completa para
o sistema dindmico (X, S(t)), se S(t)&(1) = &(t + 7) para todot > 0 e todo T € R.
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E bem conhecido (veja, por exemplo [73]) que o atrator global para um sistema dindmico

(X, S(t)) quando existe, é caracterizado por trajetérias completas e limitadas de X.
Definicdo 1.17. Dizemos que um sistema dindmico (X, S(t)) é assintoticamente compacto se

para toda sequéncia limitada {x,} C X e toda sequéncia {t,} C [0,00) com t,, — oo, a

sequéncia {S(t,)x,} possui subsequéncia convergente.

O resultado a seguir fornece um critério que nos permite verificar se um sistema dinamico

¢ assintoticamente compacto.

Teorema 1.9. Seja (X, S(t)) um sistema dindmico sobre um espago métrico completo X com
métrica d. Suponha que para todo conjunto positivamente invariante limitado B C X e para

todo € > 0, existe um T = 7(€, B) > 0 de modo que
d(S(7)z1,5(T)22) < €+ V(z1,22), V21,20 € B,
onde V : B x B — R é uma fungdo contrativa, ou seja,

lim inf lim inf ¥ (z,,, 2,,,) = 0, para toda sequéncia (x,) C B.
m—ro0 n—oo

Entdo S(t) € assintoticamente compacto.

Definicao 1.18. Dizemos que um sistema dindmico (X, S(t)) é assintoticamente suave se para
todo conjunto positivamente invariante limitado B C X, existe um conjunto compacto K C X
tal que K C B e
tlg})lo dist(S(t)B, K) = 0.
O préximo teorema estabelece a equivaléncia entre compacidade assintética e suavidade

assintética de um sistema dinamico.

Teorema 1.10. Seja (X, S(t)) um sistema dindmico dissipativo sobre um espaco de Banach

X. Entao (X, S(t)) é assintoticamente compacto se, e somente se, é assintoticamente suave.

1.2.2 Sistema gradiente
Usamos alguns teoremas fundamentais para provar a existéncia dos atratores e provar a
finitude de sua dimencao fractal. Primeiro, abordamos atratores para sistemas gradientes.

Definicao 1.19. Seja A o conjunto dos pontos estaciondrios do sistema dindmico (X, S(t)),
isto é,
N ={zeX:S({t)r ==z Vt>0}.

A variedade instdvel de .V é o conjunto

W) ={z € X : existe,£ : R — X solugdo global com (0) = x tal que ,t_lér_n d(&(t), /) = 0}.
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Definicao 1.20. Um sistema dindmico (X, S(t)) é dito gradiente se ele possui uma fungdo
de Lyapunov estrita, ou seja, se existe uma funcdo continua ® : X — R com as seguintes

propriedades:
(i) [0,00) >t —— ®(S(t)x) € ndo crescente para cada x € X,
(ii) se v € X étal que ®(S(t)x) = P(x) para todo t > 0, entdo x € N .
O seguinte resultado € provado em [27] (veja Corolario 7.5.7).

Teorema 1.11. Seja (X, S(t)) um sistema dindmico gradiente e assintoticamente compacto

com a correspondente funcdo de Lyapunov denotada por ®. Suponha que
®(y) = 00 <= |lyllx = oo, (1.22)

e que o conjunto ¥ do pontos estaciondrios é limitado. Entdo o sistema dindmico (X, S(t))

possui atrator global caracterizado por A = W (N").

Definicdo 1.21. Sejam X um espaco de Banach e S(t) um semigrupo sobre X. Dizemos que
um conjunto fechado e limitado A™™ C X é um atrator global minimal para o semigrupo

S(t) se sdo vdlidas as seguintes propriedades:
(1) A™" ¢ positivamente invariante, isto é, S(t)A™" C A™" para todo t > 0;
(2) A™" atrai todo ponto x € X, isto é,

lim distx(S(t)z,A™") = 0 para todo x € X;

t——+o0

(3) A™™ é minimal, ou seja, ndo existe subconjunto préprio de A™" possuindo as proprie-
dades (1) e (2) acima.

Teorema 1.12. [27, Teorema 7.5.10] Suponha que um sistema dindmico gradiente (X, S(t))

possui atrator global 2. Entdo para todo x € X temos

lim distx(S(¢t)z, 4") =0,

t—+o00

ou seja, qualquer trajetoria se estabiliza no conjunto A" dos pontos estaciondrios. Em par-
ticular, isso significa que o atrator global minimal 2A™™ coincide com o conjunto dos pontos

estaciondrios, A™" = N .
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1.2.3 Quase-estabilidade e suas consequéncias

Para provar a finitude e regularidade do atrator global, usaremos o método recente de quase-

estabilidade proposto por Chueshov e Lasiecka [27].

Definicao 1.22. Uma semi-norma nx (-) definida sobre um espaco de Banach X é dita com-

pacta se nx(x,) — 0 para toda sequéncia x, — 0 em X.
Definicao 1.23. Sejam X e Y espacos de Banach reflexivos com X —— Y e seja
H=XxY. (1.23)
Considere o sistema dindmico (H, S(t)) dado por
S(t)z = (u(t),u(t)), == (ug,u1) € H, (1.24)
onde a fung¢do u possui a regularidade
ue CRT;X)NCHRT;Y). (1.25)

Dizemos que o sistema dindmico (H,S(t)) é quase-estdvel sobre um conjunto B C H, se
existe uma seminorma compacta nx (-) sobre X e fun¢des ndo negativas a(t),b(t) e c(t) em

R, sendo a(t) e c(t) localmente limitadas em [0, 00) e b(t) € L*(R™) com tlim b(t) = 0 tais
—00

que
IS(8)2" = S(1)2*|I3 < a(t)ll=" — 2|7, (1.26)
e
IS(6)2" = S(1)2*|I7 < b(t)llz" = 22|77 + c(t) sup [nx(u'(s) — u?(s))]” (1.27)
0<s<t

parat > 0ez' € B, onde S(t)z' = (u'(t),ui(t)),i = 1,2

A desigualdade (1.27) € conhecida como desigualdade de esbilizabilidade (veja [27]).

A quase-estabilidade permite provar “quase de uma s6 vez” a existéncia de atrator global,
a dimensao fractal finita e regularidade de atratores, existéncia de atratores exponenciais, etc.

A seguir vejamos algumas dessas propriedades.

Teorema 1.13. [27, Proposicdo 7.9.4] Seja (H, S(t)) um sistema dindmico definido por (1.24)
e satisfazendo a regularidade (1.25). Se (H, S(t)) € quase-estdvel sobre todo conjunto positi-

vamente invariante limitado B C H, entdo (H, S(t)) é assintoticamente compacto.

Definicdo 1.24. Seja 2l o atrator global para um sistema dindmico (X, S(t)). A dimensdo
Jractal dim;{ A de 2 é definida por

. , Inn (A, e€)
dim7 2 =1 —
W Y (1)
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onde n(2, €) é o menor niimero de bolas fechadas de raio € que sdo necessdrias para cobrir o

atrator 2.

A quase-estabilidade também garante a dimensao fractal finita e a regularidade do atrator.

Teorema 1.14 ([27], Teorema 7.9.6). Seja (H, S(t)) um sistema dindmico definido por (1.24).
Se (H,S(t)) possui atrator global 2 e é quase-estdvel em 2, entdo U possui dimensdo fractal
finita dimjf 2.

Teorema 1.15 ([27], Teorema 7.9.8). Seja (H,S(t)) sistema dindmico definido por (1.24).
Suponhamos que (H, S(t)) possua atrator global 2 e seja quase-estdvel em 2. Suponhamos

ainda que ¢, = sup c(t) < oco. Entdo toda trajetéria completa {(u(t),us(t)) : t € R} sobre
teR+
o atrator possui a seguinte regularidade

ur € LX°(R; X)NC(R;Y), wuy € L2(R;Y). (1.28)
Além disso,
() |5 + llua ()]} < R?, VteR, (1.29)
onde R > (0 é uma constante dependente de c.,, nx e da imersdo compacta X —— Y.
Defini¢ao 1.25. Dizemos que um conjunto compacto .., C ‘H é um atrator exponencial para
o sistema dindmico (H, S(t)) se
(a) 2., € positivamente invariante, isto é, S(t)2ey, C U,y para todo t > 0;
(b) Uy tem dimensdo fractal finita em H;
(c) ey, atrai conjuntos limitados de H a uma taxa exponencial, isto é, para todo conjunto
limitado D C H, existem tp,Cp,vp > 0 tais que
dist s (S(t) D, Aeyp) < Cpe P2t > ¢ty
Se existir um atrator exponencial possuindo dimensdo fractal finita somente em algum espaco

estendido H O H, entdo esse conjunto que atrai exponencialmente é chamado atrator expo-

nencial generalizado.

Teorema 1.16 ([27], Teorema 7.9.9). Seja (S(t), H) um sistema dindmico dissipativo definido
em (1.24) e satisfazendo a regularidade (1.25). Suponhamos que (S(t), H) é quase-estdvel
sobre algum conjunto absorvente limitado B e que existe um espaco estendido H D H tal que

para todo T’ > 0,
||S(t2)2’ — S(tl)ZHﬁ < CB7T|t2 — t1|a, t1,to € [O,T], z € B, (1.30)

onde Cpr > 0 e a € (0,1] sdo constantes. Entdo o sistema dindmico (S(t), H) possui um

atrator exponencial generalizado com dimensdo fractal finita em H.
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1.2.4 Semicontinuidade de atratores globais

Aqui, relembramos alguns resultados abstratos recentes propostos por Hoang et al. [47].

Esses resultados foram obtidos como uma generalizacdo dos resultados prévios em [10].

Definicao 1.26. Sejam X um espaco métrico completo e U, uma familia de atratores globais
para um semigrupo S, (-) sobre X, onde \ pertence a um espagco métrico completo A. Dizemos

que o atrator global A é

(a) Semicontinuo superiormente em \q € A se

lim disty(2Ay,An,) = O; (1.31)

)\4))\0

(b) Semicontinuo inferiormente em \; € A se

lim diStx(Ql)\o, Q[)\> = O; (132)
)\4))\0
(c) Continuo em )y € A se
)}L\II)\lO dx(m,\,ﬁ)\o) = 0, (133)
com dx(A, B) = max{distx (A, B),distx (B, A)} denotando a Métrica de Hausdorff

em X.

Definicao 1.27. Seja X um espaco métrico e A € X. Dizemos que A é denso em nenhum
lugar se int A = @. Um conjunto é residual se seu complemento for a unido enumerdvel de

conjuntos densos em nenhum lugar.

O resultado em [47, Teorema 5.2], fornece condi¢des suficientes para a continuidade de

atratores globais em um subconjunto residual e denso.

Teorema 1.17. Seja A um espaco métrico completo e Sy(t) uma familia parametrizada de

semigrupos em um espago métrico X. Suponhamos que

(L1) S\(-) possui atrator global A para todo X € A;
(L2) Existe um subconjunto limitado D € X tal que U, C D para todo \ € A;

(L3) Parat > 0, S\(t)x é continua em \, uniformemente para x em subconjuntos limitados

de X.

Entdo A, é continuo sobre todo A € A, com A\, é um conjunto “residual” e denso em A.
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Capitulo 2
Existéncia e unicidade de solucao

Neste capitulo, investigamos a boa colocagdo local e global, a estabilizacdo uniforme e
0 blow-up em tempo finito para as solugdes do problema (25)-(27). Nossos resultados sdo

obtidos via teoria de semigrupos ndo lineares e operadores mon6tonos maximais.

2.1 Formulacao via semigrupos e solucao local fraca

Nossa andlise é dada no espaco de fase
H=VxH com V= (Hj0,L))* e H=(L*0,L))> 2.1)

Este é um espaco de Hilbert munido do produto interno: Dados Y, Y € H podemos escrever

Y = (yay1>7Y = (gagl) eH (22)
com
Y= (U,U,UJ),Q = (fb,’&,w) € ‘/7 nh = (U1,U1,w1),ﬂ1 = (ﬁh,ﬁl’ml) € H7 (23)

entdo definimos

Y. Y )y = (v, 9)v + (y1.91)#, (2.4)
com
L
.9 = / Ql(ts, 02 0), (52, Ty 32)] di, 2.5)
0
e
L
(y1,01)m = / (prurly + pov1?y + pswiy) de. (2.6)
0

As normas induzidas por estes produtos internos sao dadas por

Y5 = Iy l% + [l 2.7)
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L
Iyl = / Al vy, wy] . 2.8)

L
1|7 = /0 (p1ui + pavi + psw?) da, (2.9)

onde Q e q denotam as formas Hermitiana e quadratica associadas a matriz A, respectivamente,
isto é,
Qla,b] =a’Ab e qld =Qlc, ], Va,b,ce C>. (2.10)

Observacdo 2.1. Como A é uma matriz definida positiva e simétrica, temos que ||Y ||+ é equi-
valente a norma produto usual do espaco H. Em particular, existem constantes k1, ko > 0 tais
que

Rullylly < llusll3 + lJvallz + llws 3 < s2llyll5- 2.11)
O operador nio linear A : D(A) C H — H é dado por

—h
{=(anu + a12v + a13w) 20 + g1 (w1) — f1(y)}
{—=(a12u + a2V + a23w)4a + g2(v1) — fo(y)}
{—=(a13u + az3v + assw) e + gs(w1) — f3(y)}

AY = (2.12)

2

=33~

b}

3

com H definido em (2.1) e

D(A) = {Y = (u,v,w,uy,v1,wy) € (Hy(0,L))° : AY € (L*(0,L))°}.

Reescrevemos o problema (25)-(27) na forma de um problema de Cauchy abstrato como

segue
dy
— 4+ AY =0, t>0,
dt (2.13)
Y(O) - Yb = (UO,UO,MO,U1,U1,M1) cH.

A nocao de solucdo fraca para o problema (25)-(27) € introduzida na seguinte defini¢do.

Definicao 2.1. Uma fungdo vetorial y = (u, v, w) é chamada de solucdo fraca para o problema

(25)-(27) se:
(i) y € C(OvT; V)a (y(o)vyt(o)) = (y07y1) = (UOaUOaWOaulavlawl) €EH;

(i) v, € C(0,T; H) N L™((0, L) x (0,T)) x L™((0, L) x (0,T)) x L*1((0, L) x (0, T));
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(iii) y = (u, v, w) satisfaz a seguinte identidade

(ye(t), ¥ (8)) = (1:(0), ¥(0))r + /0 (= (1), (7)) + (y(7), ¥ (7))v] dr

" ' (2.14)
+ [©@r) o) dr = [ Fum)vehdr, vee .1
0 0
para toda fungdo teste | € X com
T ={ = (1,02, 13) ¢ € C(0,T; V), ¢y € L'(0,T; (L*(0, L))}, (2.15)
sendo
G(yi) = (g1(we), ga(vr), g3 (wy)) (2.16)
e
F(y) = (fi(u,v,w), folu,v,w), f3(u,v,w)). (2.17)

Hipétese 2.1. Suponhamos que

(i) g1,92,93 : R — R sdo funcdes mondtonas crescentes e continuas com g1(0) = ¢g2(0) =

93(0) = 0. Além disso, existem constantes o, f > 0 tais que para todo |s| > 1

als|™t < gi(s)s < Bls|™, com m > 1,
als["Tt < ga(s)s < Bls|™T,  com r>1, (2.18)
als'tt < gs(s)s < Bls|*E, com 1> 1.

(ii) f; € CYR?) com j = 1,2,3 e existe uma constante C' > 0 tal que

IVFi(w,v,w)| < O(uP™ + [Pt + JwfPt +1), p>1. (2.19)

O lema seguinte nos garante a existéncia global do problema de Cauchy (2.13) quando os

termos de fontes f1, f2, f3: V — L?(0, L) sdo globalmente Lipschitz.

Lema 2.1. Suponha que fi, fo, f3 : V. — L?(0, L) sdo fungées globalmente Lipschitz. Entdo,
para qualquer dado inicial Yy € D(A), o problema (2.13) possui uma tnica solugdo forte
global Y € Wbt>(0,T;H) para todo T > 0.

Prova: A demonstracio do presente lema é dividida em alguns passos. Para comecar, lembre-
mosque X =V x H,comV = (H}(0,L))*> e H = (L*(0,L))>. Para simplificar a notagio,
sejay = (u,v,w), § = (4,0,w) € V,y1 = (uy,v1,w1), ) = (t1,?,w,) € H. Portanto,

Y =(y,11),Y = (9,91) € H. Reescrevemos o operador .A como
AY = ( i ) , (2.20)
B(y) +G(y1) — F(y)
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sendoB:V = V', G:V - V'eF:V — H operadores definidos por

—p%(&nu + 120 + A13W) 20 %91 (u1)
B(y) = —p%(amu + a4 s3W)ee |2 G(1) = pi292(?]1)
— - (a13u + asv + az3w),, o-93(w1)
e
p%fl(?/)
Fly) = p%f2<y)
p%f3(y)

Observe que por defini¢do do produto interno (2.5), e o fatoque V' C H = H' C V’, temos
(B(y),z) = (,2)v, Vy,2€V e (y,2) = (y,2)n, Vy€ H,z€V. (2.21)

Passo 1: A + wl é acretivo para algum w > 0. Por (2.20), (2.21) e defini¢do do produto

interno (2.4), paratodo Y = (y,y1),Y = (9,91) € D(A), obtemos
(A+wl)Y —(A+wDY)Y =Y)y = (AY — AY)Y —Y)y +w|]Y = Y3
== -y —9v+y—0un -
+(Gw1) = Gn)s v —9)u — (F(y) — F@), y1 — I1)u

+wl||Y — 37”%

(2.22)

Como g1, g» € g3 sdo mondtonas, temos
(G(v1) —G(H), v — ) > 0. (2.23)

Pela definicdo da norma de H, obtemos

3
1F ) — F@)E <Y IfHW) — H@)E (2.24)
j=1

Usando o fato que f1, fo, f3 : V' — L?(0, L) sdo fung¢des globalmente Lipschitz continuas, é

facil verificar que existe uma constante C; > 0 tal que

1fi(w) = f;@)5 < Cilly —glly. Vi=1,2,3. (2.25)

Portanto, de (2.24) e (2.25) existe uma constante C'r > 0 tal que

IF(y) = F@)lla < Crlly = gllv. (2.26)
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Por (2.26) e pela desigualdade de Young, temos

(F(y) = F@)sn —90)u < [ F(y) = F@)ullyy — tulla
< Crlly = dllviiyy — o lla

C . L . (2.27)

<y =9} + Sy — all

2 2

Cr ~

= THY — Y3

Agora, combinando (2.22), (2.23) e (2.27), deduzimos
- - Cr o
(A+wl)Y —(A+wl)Y, Y =Y), > w—E—HY—Hm. (2.28)

Portanto A + w/ é acretivo quando w > %5

Passo 2: A + v] é m-acretivo, para algum v > (. Precisamos provar que o operador
A+vI : D(A) C H — H é sobrejetivo para algum v > 0. Sejan = (¢, ¢1) € H. Provaremos
que existe Y = (y,y1) € D(A) tal que (A + vI)Y = n, isto é,

—y1 t vy =9, (2.29)
B(y) + G(y1) — F(y) + vy = ¢1.
Note que (2.29) € equivalente a
1 1
B+ 60 = 7 (P v = 01— (0. 230

Como ¢ € V, entdo o lado direito de (2.30) pertence a V' = (H~1(0, L))3. Assim, definimos
ooperador S : D(S) C V — V' por

S(y) = 15(?/1) +G(y) — F (@5-;?;1) + vy (2.31)

14

z

Claramente D(S) = V. Portanto, devemos provar que S : V. — V' & sobrejetivo. Pelo

Corolario 1.1, é suficiente provar que S é maximal monétono e coercivo.

Decompomos S usando os operadores G, 7 : V' — V' como segue

S(y1) = G(y) + T (), (2.32)

com

1
J () = ;B(yl) - F (¢+Vy1) + vy (2.33)
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Passo 3: 7 ¢ maximal monotono e coercivo. Para ver que 7 : V' — V' € monétono, tomemos

y = (u,v,w),y = (4,0,w) € V. Por calculos simples, obtemos

) = TG =) = 1B~ D= )~ (F (20 = (220 - )

v

+V<y_g7y_g>

1 ~
=il - (7 (S50 A (22 )
H

+vlly — 5.

(2.34)
Como as fungdes f1, fa, f3 : V' — (0, L) s@o globalmente Lipschitz, temos

~ <112

— lly =3l +vlly — 7z
Vv

~ (12

y—4

TW) = TGy =i 2 Iy =31~ Cr

Cr X X
—jﬂw—ME+WW—M@(Z%)
1%

1 O . Cr »
-GS -+ (v-Z) -

Escolhendo v > 2C'z, encontramos que

C
(T) - T@G),y —§) > V—illy—gllé. (2.36)

]‘ 2
=y —gl2 - C
Jw ylly — Cr

Portanto 7 € mondtono.

Em seguida, mostramos que 7 € hemicontinuo. Seja y € V, entdo

T+ 290).5) ~ (TW).3) = L Bly+ 20).5) - - (Bw).)

() ((5)9)

+V<y+>\y1>?j>—V<yag>

(2.37)
Estimamos o lado direito de (2.37) da seguinte forma:
1 1 _ A - -
2480+ i) = 280000 | = || el 2 239
Como fi, fa, f3: V — L?(0, L) sdo globalmente Lipschitz, obtemos
A
(7 () )= (# (52) )
v v
A
|7 () A (52) )
v v =
(2.39)

191
H

() ()

v

C]:’)\| ~ A—0
W|MNNMH;;0

<
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Finalmente, tem-se

v {y+ Xy, 9) —v (v, 9) | = vA (v, 9)y | (2.40)

~ A—0
<Al lnllvliglly == 0.

Portanto, de (2.37)-(2.40) segue que

(T (y+ 1), 5) — (T (), 5) =0, (2.41)

provando que J : V — V' é hemicontinuo. Como 7 é monétono e hemicontinuo, concluimos
pelo Teorema 1.1 que J é maximal mondtono. A coercividade de J segue diretamente de
(2.36).

Passo 4: G é maximal monétono. Sejam y, 5 € V. Como H} (0, L) < L9(0, L) para ¢ > 1,
temos G(y), G(y) € H. Entdo, pela motonicidade de G, vemos que

(G)—G),y—9) =(G(y) —G(Hh),y —J)u >0, (2.42)

e, portanto, G é monétono. Agora, provaremos que G é hemicontinuo. Sejamy = (u, v, w), y; =

(ug,v1,wy) € Vey=(u,v,w) € V. Observe que

L L L
Gy + Ar), ) = / g1(u+ Auy)adr + / g2(v+ Avy)odr + / g3(w + Awy)w dz.
0 0 0
(2.43)

Pela continuidade de g; temos
g1(u+ Auy)a — gr(u)u  quando A — 0 q.s. em (0, L). (2.44)

Além disso, pela hipétese sobre o damping e pela imersdo continua H} (0, L) < L*(0, L),

para |\| < 1 obtemos

g1+ M)l < C(ull + |2 + 1) 1] (2.45)

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

L L
lim [ gi(u+ dup)ade = / g1(u)a dz. (2.46)
0

A—0 0

De maneira similar, obtemos

L L
lim [ go(v+ Avy)0de = / g1(v)0dx (2.47)
0

A—0 0

L L
lim [ g3(w+ Awy)wde = / g3(w)w dz. (2.48)
0

A—0 0
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De (2.43)-(2.48) segue que

m(G(y + Ay1),9) = (G(y), 9)- (2.49)

Isto prova que G € hemicontinuo.

Agora, como J e G sdo ambos maximais monétonos e int(D(J))ND(G) # (), do Teorema
1.2 concluimos que § = J + G é maximal monétono. A coercividade de S segue diretamente
de (2.36). Portanto, S é maximal mondtono e coercivo, o que mostra a sobrejetividade de S,
i.e., existe y; € D(S) = V solugdo de (2.30). Consequentemente,

Y1+ ¢
1%

eV.

Por outro lado, pela segunda equacao em (2.29) teremos

B(y) +G(y1) — Fy) = ¢1 —vy € H. (2.50)

Portanto Y = (y,y1) € D(A). Isso mostra que .4 + v € m-acretivo.

Passo 5: Solucio local (conclusao). Como A é m-acretivo. Entdo, podemos aplicar o Teorema
1.3 para concluir que para cada Y € D(.A), existe uma dnica solugdo forte Y para (2.13), isto
é,Y € WhH>(0,T;H) tal que Y(0) = Yy, Y(t) € D(A) para todo ¢t € [0,T] e a equagdo
(2.13) é satisfeita q.s. em [0, T'| para todo T > 0. A prova estd completa. |

m+1 r+1 41
m ? r 71

(%, 1). Além disso, assuma que f1, f2, f3 € C(R3) tais que

Lema 2.2. Suponha que p,m,r,l > 1, e p. max{ } < % para algum € €

VA< Clul”™" + P+ w4 1), 2.51)
paratodo j = 1,2,3 e todo u,v,w € R. Entdo

o f;i: (H7<(0,L))* — L?(0, L) s@o localmente Lipschitz continuas para

m+1 r—+1 [+1
0oy =—"", O0O2= 03 = ——-

e (2.52)
m T l

o f;: V= L*0, L) sdo localmente Lipschitz continuas.

Prova: Basta provar as afirmacdes para f;. Em particular, para a primeira afirmagfo, mostra-

m+1
el

Sejay = (u,v,w), § = (i, 5,0) € V = (H1=5(0, L))? tal que [lyll g, |y < R, sendo R > 0.

Por (2.51) e pelo Teorema do Valor Médio, obtemos

remos que fi : (H'7¢(0,L))*> — L™(0, L) é localmente Lipschitz continua, com m =

|Ai(y) — A@)] < Cly = gl(JulP~ + a4 o~ + [0~ + [w]P~ + @~ + 1).
(2.53)
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Portanto,

ily) = A@IE = / Ai() = A1) de

L
gc/(m—mm+w—mm+m—ww) (2:54)
0

X (Ju| =0 [ PO o G g g TUR | (PR (| PDT 4 1) dr,

Todos os termos em (2.54) sado estimados da mesma maneira: usando a Desigualdade de Hol-
der, a Imersdo de Sobolev H'~¢(0, L) — N (0, L) e as hipoteses pin < 52+ e ||ul| grr-<(o,r) <

R. Por exemplo,

L L ) - L ~ L=
/|u—mmmp1(m<(/ m_mmda (/|mmd0
0 0 0

(r—1) (2.55)

< Clluw = @l f-o,pp el 25,1

< CROD™ u — [ fco

Assim, obtemos

1) = @l < CRpm)lly = Gllm 0.5 (2.56)
Agora, seja y = (u,v,w),§ = (4,0,@) € V = (Hg(0, L))° tais que [[yllv, 7]l < R,
com R > 0. Por (2.53) segue que
L
1560~ A@IE= [ 1)~ AG)F do

L
gc/(m—aﬁ+w—miuw—wm (2.57)
0

> (|u|2(p—1) + |ﬂ|2(p_1) + |U|2(p—1) + |@|2(p—1) + |w|2(p—1) + |w|2(P‘1) + 1) de.

Usando a desigualdade de Holder, a imersdo de Sobolev H;(0,L) — L%(0,L) para todo

1(0,L) < R, obtemos

L L v L e
/ lu — | u2PY de < (/ lu — i|* d:r:) (/ || ?P dx)
0 0 0

< Cllu =l o lul 2500, (2:39)
< CRPDlu = al} 0.1
Assim,
1f1(y) = f1(@)l2 < CR Py — 9l (13 0,93 (2.59)
Portanto, pela equivaléncia de normas (2.11), concluimos que
1f1(y) = fi@)ll2 < C(R,p)|ly — Fllv- (2.60)
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A prova estd completa. [

Lema 2.3. Sob a hipotese 2.1, o sistema (2.13) tem uma iuinica solugdo forte local Y €
Wb (0, To; H) para algum Ty > 0; desde que o dado inicial Yy € D(A).

Prova: Seguindo as idéias de [20, 26, 45, 59] usamos um truncamento padrao nos termos de
fonte. Lembrando que V = (H}(0, L))3. Sejay = (u,v,w) € V e defina

f' Y), Yilv < K7
o LU eh
5 () v > K.
paratodo j = 1,2, 3, e K sendo uma constante positiva tal que
K?* > 4E(0) +1, (2.62)
sendo a energia £/(¢) dada por
1
E(t) = 5(lyO1v + e @17)-
Consideramos o seguinte problema truncado
P1Us — A11Ugz — Q12U — Q13Wey + G1(Ug) = fll((y)a em (0, L) x (0, c0),
P2Vt — A19Ugy — A22Vns — Gg3Was + ga(ve) = f5*(y),  em (0, L) x (0, 00), 2.63)

(
P3Wy — 13Uzy — U23Ugy — A33Way + g3(Wy) = fgf((?/), em (0, L) x (0, 00),

Y(O) = (u()vv()vw())ulyvlvwl) € H.

\

Note que para cada K, o operador ij : V — L?(0, L) é globalmente Lipschitz continuo para
todo j = 1,2,3 (veja [26]). Portanto, pelo Lema 2.1 o problema (2.63) possui uma Unica
solugdo forte global Y = (yx, v} ) € W°°(0,T;H) paratodo T > 0 e todo Yy € D(A).

Em seguida, denotaremos yx (t) simplesmente por y(¢). Como g;, g2 € g3 sdo limitadas
polinomialmente, entdo pela imersdo de Sobolev Hj(0,L) < L%(0, L) para todo ¢ > 1,
segue da defini¢do de D(A) que y; € V e assim gy (u), g2(v), g3(w;) € L*(0, L), entdo

multiplicando (2.63) por (uy, vy, w;), obtemos a seguinte identidade energia,

t L
E(t) + / / (g1 (ue)ur + g2(ve)ve + g3(we)wy) dedr
0 (2.64)

— B(0) + / / FE )+ £y + () dadr

Além disso, como m,r, 1 > 1, sabemos que . = "L 7 = Bl < 2. Assim, pelas

-
1=
nossas hipéteses sobre os termos de fontes, segue-se que f1 : V. — L™(0,L), fo : V —
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L7(0,L) e f3 : V. — LY0, L) sdo Lipschitz na bola {y € V : ||y < K} com constantes
de Lipschitz Ly, (K), Ly, (K) e Ly, (K). Fazendo Lx = max{Ly (K), L, (K),Lg(K)} e
usando célculos similares como em [26], deduzimos que f& : V — L™(0,L), fK .V —
L7(0,L)e fK:V — L(0, L) sdo globalmente Lipschitz continuas com Ly sendo a constante

de Lipschitz.

Agora, vamos estimar os termos de fontes da identidade de energia (2.64). Usando as

Desigualdades de Holder e Young, para qualquer € > 0, tem-se

t L ¢ L i = L T
[ [ s < | (/ |ff<y>|mdx) ( / |ut|m+1dx) ar
0 0 0 0 0
t

< / V@)l et dr

t t
<C. [ @ drve [ Julptt dr .65

0 0

t t

<c / (K@) — FEOIE + 1K O)R) dr + ¢ / el dr
t t
<orn / Iyl dr + CALLFE (0)]™ + ¢ / et dr.
0 0

Da mesma forma, deduzimos que

t L t t
/ / FE(y)or dadr < C.L / Iyl dr + CLIFE (O + ¢ / It e 266)
0 0 0 0

t L _ t _ _ t
/ / )y dedr < C.L, / Il dr + CLLFE(O) + ¢ / lwdlt dr. (267)
0 0 0 0

Pela hipétese dos dampings, segue que para todo s € R, tem-se

g1(s)s > a(|s|™ = 1), ga(s)s > a(|s|"™ — 1), gs(s)s > a(|s["™ —1). (2.68)
Portanto,

t oL ¢

| [ ortwudr = o [l - ot
0 Jo 0
t L t

/ / g2 (vp)vy dr > a/ |vellii dr — atL, (2.69)
0 Jo 0

t L t
/ / g3(wy)wy dr > a/ |wy|[}t} dr — atL.
0 Jo 0
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Combinando (2.65)-(2.69) na identidade de energia (2.64), tem-se
t
B+ [ (ullth + el + i) dr = 3act
0

t t
< E(0) +c / a4+ ol + o) dr + C L / Iyl dr
0 0 (2.70)

t - t -
L [ Il dr+ Ctle [ ol dr
0 0
= CALSE O + O + 1O,
Se € < a, entdo (2.70) implica em
_ [t 5 ot ) ot }
B(0) < BO)+ C.LE [ 1olF dr+ CLi [ ol dr+ .2l [ ol ar
0 0 0

+ CAL(|FEO)™ + [ f20)" + [ ££(0)[)) + 3atL.

2.71)

Como 1 <m,T, [ < 2, entdo pela Desigualdade de Young,

t t t
[ ol ar < [k +&ar <z [ Boarce en
0 0 0

Analogamente, obtemos

¢ ¢ ¢ } ¢ B
/ Iy dng/ E(r)dr+Ct e / Iy dfgz/ E(r) dr + Ct, (.73)
0 0 0 0

sendo C' uma constante positiva que depende de m,r e [. Portanto, se t < Tj e tomando
C, = 2C(L% + LY + L%) Cy = E(0) + CyTy com Cy = C.L(|fEO)™ + | fE(0)|]" +
|FE(0)") + 3aL + CC.(L™ + Li, + LL.), entdo segue de (2.71) que

t
0
paratodo ¢t € [0, Ty], sendo T} escolhido adiante. Aplicando a desigualdade de Gronwal, segue
que
E(t) < Cy (14 Cite™), Vt € [0, Tp). (2.75)
Escolhendo
1
Ty = min {4—00, 2—1} com « > 0 tal que a e®! = 1. (2.76)

Entdo, segue de (2.75) que
1
E(t) <2Cy =2(E(0) + CyTy) < 2E(0) + Y vt € [0, Tp). (2.77)
Usando a hipétese (2.62), obtemos

Bt) < -

SUE©) +1) < %KQ, Vi € [0, Th]. 2.78)
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Isto implica que ||y||y < K, paratodo t € [0, Ty, e portanto, fX(y) = fi(y), fE(y) = foly) e
f&(y) = f3(y) no intervalo [0, Ty]. Pela unicidade de solugdes para o problema (2.63), temos
que a solugdo para o problema truncado (2.63) coincide com a solucdo do sistema (2.13) para

t € [0,Tp]. Assim, a prova estd completa. |

2.1.1 Solucao local fraca

Teorema 2.1 (Solucdo local fraca). Suponha que a Hipdtese 2.1 seja satisfeita. Entdo para
qualquer dado inicial Yy € H, existe um tempo Ty = Ty(FE(0)) > 0 tal que o problema

(25)-(27) possui uma solugdo fraca local y = (u,v,w) definida em [0, Ty], com

B(t) = SOl + )3 279

Prova: Passo 1: Sistema aproximado. Lembrando que H =V x H com V = (H}(0,L))?
e H = (L?(0,L))3, entdo o espago de fungdes teste D(0, L) C D(A) C H e, portanto,
D(A) é denso em H. Entdo, para cada Yy = (yo,y1) € H, existe uma sequéncia de funcdes
Yy € D(A) tal que Yj* — Y, fortemente em H. Seja Y = (y,y:) = (u, v, w, ug, vy, wy) €

considere o sistema aproximado
Y+ AY" =0, com Y"(0)=Y, € D(A). (2.80)

Passo 2: Solucoes aproximadas. Como f, f> e f3 satisfazem as hipdteses do Lema 2.3 entdo
para cada n, o problema aproximado (2.80) possui uma solugio forte local Y™ = (y", y}") =
(u™, 0™ w™, ul, v wit) € Wh(0, To; H) tal que Y™(t) € D(A) para todo ¢ € [0, Tp]. Deno-
tamos por E™(t) a energia da solugdo Y.

Afirmamos que o parametro 7 de (2.76) pode ser tomado independentemente de n. Mais
precisamente, 7; depende da escolha da constante /', que precisa ser suficientemente grande
para dominar \/W . Como Y;' — Y fortemente em #H, podemos escolher K suficien-
temente grande dependendo de F(0) tal que K > \/W para todo n.

Agora, por (2.78), E"(t) < KTQ para todo ¢ € [0, Tp]. Logo,

YOl = ly" O + lyr Ol = 2E™(t) < K*, vt € [0, Ty (2.81)

«

Além disso, tomando 0 < € < 5 em (2.70) e em seguida, usando o fato que 7. ,f,l~ < 2e

(2.81), deduzimos que

To
|z + s + i) dr < o), )
0
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para alguma constante C'(K) > 0. Portanto,
yr e L™((0,L) x (0,T3)) x L™((0,L) x (0,Tp)) x L"™((0,L) x (0,Tp)).  (2.83)

Lembrando que Y" = (y",y}") = (u", 0™, w™, uy, vi*, w;') é uma solugdo forte de (2.80). Se v
€ uma funcao teste segundo a Defini¢ao 2.1, podemos testar o sistema aproximado (2.80) em

relacdo a v para obter

(yi'(t), () — (y1'(0),9(0))u + / (=i (1), (7)) + (" (7),0(7))v] dr
0 (2.84)

" / (G (r)), $(r))s dr = / (F(y" (1)), () dr,

para todo ¢ € [0, Tp].

Passo 3: Passagem ao limite. Nosso objetivo é provar que existe uma subsequéncia de {Y"},

denotada novamente por {Y "}, que converge para a solu¢do do problema original (25).
Primeiro, note que (2.81) implica que {Y"} € limitada em L>°(0, 7y; H). Entéo, pelo Teo-

rema de Alaoglu, existe uma subsequéncia, denotada novamente por {Y ™} tal que
Y" =Y fraco®* em L*(0,7y;H), (2.85)

com YY" = (y",yp) = (u™, 0", w™, ul, v, wit) e Y = (y,y) = (u, v, w, ug, vy, wy). Também,
por (2.81), sabemos que {y"} € limitada em L>°(0,Ty; V), com V = (H}(0,L))3. Assim,
{y™} é limitada em L4(0, Ty; V') para todo ¢ > 1. Além disso, por (2.82), tem-se

{y?} é limitada em L™ (0, Ty; L™ (0, L)) x L"(0, To; L™(0, L)) x L'(0, Ty; L7(0, L)),
e como m, r,[ > 1, concluimos que
{yr} é limitado em L™ (0, Ty; L™(0, L)) x L7 (0, Ty; L7(0, L)) x LX0, To; L}(0, L)). (2.86)
Note que para qualquer 0 < ¢ < 1, aimersdo H} (0, L) — H'~¢(0, L) é compacta, e
(H'5(0,L))® — L™(0,L) x L"(0, L) x L}(0, L), (2.87)

(desde que m, 7,1 < 2). Fixado ¢ > 1, pelo Teorema de Compacidade de Aubin-Lion 1.8,

existe uma subsequencia tal que
y" — vy fortemente em L9(0,Ty; (H'™“(0,L))%). (2.88)

Agora, provaremos que {Y"} é uma sequencia de Cauchy em C([0,75]; ). Considere as

solugdes para dois problemas aproximados {Y"} e {Y7} de (2.80). Para simplificar a notagao,
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facamos § = y" — y/. Como Y™, Y7 € WH>(0,Ty; H) e Y™ (t),Y?(t) € D(A), entdo g; €
Whee(0,Ty; H) e g, € V. Além disso, por (2.83) temos

G, € L™((0,L) x (0,Tp)) x L™((0, L) x (0,Tp)) x L'((0,L) x (0,Tp)).  (2.89)
Com isso, podemos considerar a diferenca dos problemas aproximados correspondentes aos

parametros n e j para entdo, multiplicar a equacdo (2.80) por 7;. Usando integracao por partes

nesta equagdo, obtemos a seguinte identidade de energia

SUFOI + 130 1) + / (G ) = Gly). i) dr
0 (2.90)

1, . N L .
= SO + 15O + [ F) =) dr
Mostraremos que cada termo do lado direito de (2.90) converge para 0 quando n,j — oo.

Inicialmente, com base nas hipdteses sobre as condi¢des iniciais {yj } e {y]}, obtemos
lim [[§0)v = lm ly5 — gy =0 e lm [[0)]x = lim [yi = illm =0.
n,j—00 n,j—00 n,j—00 n,j—00
(2.91)

Em seguida, considere o ultimo termo do lado direito de (2.90). Temos que

t(ﬂy) F(y7), Git)2 dr A1 (y™) — fL(y?) ||| dadr

/ <[ [
/ / | f2(y™) — fa(y))||5] dedr (2.92)
+/0 /0 | f3(y") = f3(y7)| || dadr.

Agora, vamos estimar cada termo do lado direito de (2.92) como segue:

// 1f1(y") = fily !ut|dq:d7-<// (™) = f(y)l] dedr
v [ 1806) - £l dvr

Cada termo do lado direito de (2.93) pode ser estimado da seguinte forma: usando a Desi-

(2.93)

gualdade de Holder, a convergéncia de (2.88), a limitacdo uniforme em (2.82) e o fato de que

f1: (H'7(0,L))*> — L™(0, L) é localmente lipschitz, garantida pelo Lema 2.2, obtemos que
1

// 1(y") = fiy)lli] dedr
(// A1) = A" dxdr)% (/Ot/oLmt‘deIdT)u
< ([ 1a6m - s df)"% ([ iz d)

1
To B ™
< C(K) (/ Y™ — yll{(F-co,0))2 dT) “=% 0 uniformemente em [0, 7],
0

(2.94)
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Similarmente, temos
t L ' 4
/ / |f1(y) — FL(y)| || dedr == 0 uniformemente em [0, Tp]. (2.95)
0o Jo
Combinando (2.94) e (2.95) em (2.93)
t L ; n,j—oo
/ / A" — fu(y))| ] dedr 22225 0 uniformemente em [0, Tp). (2.96)
0o Jo

Analogamente, os ultimos termos do lado direito de (2.92) também convergem para zero

quando n, 7 — oco. Portanto, obtemos

t .
/ (F(y™) — F(y"), )2 dr| == 0 uniformemente em [0, Tp]. (2.97)
0

Agora, usando o fato que g;, g» € g3 sdo monoétonas crescentes, (2.91) e (2.97), podemos tomar

o limite em (2.90) quando n, j — oo para deduzir que

lim ||7(t)]ly = lim |y"(t) — %’ (t)|lv = 0 uniformemente em [0, Ty,
n,j—00 n,j—0o

, (2.98)
lim [|7:(t)]|lg = lUm ||y (¢) — v’ (¢)||z = O uniformemente em [0, Ty,
] —>00 n,]—0o0
¢ t
lim (G(y™) — G(y]), y* — y!)2 dr = 0 uniformemente em [0, Tp]. (2.99)
n,j—oo fq
Portanto,
Y™ — Y em H uniformemente em [0, Tp). (2.100)
Como Y™ € Wh>(0, Ty; H), por (2.100) concluimos que
Y= ) € OO 7). @101

Além disso, por (2.100) temos que y"(0) = y§ — yoem V e y'(0) = v — y:(0) em H.

Entdo as condigdes iniciais y(0) = yo e y:(0) = v, isto é,

(¥(0),3:(0)) = (yo,91) € H. (2.102)

Resta provar que y e y; satisfazem (2.14) na Defini¢do 2.1, isto é, passaremos o limite em
(2.84). Como v € C([0,t]; V) e ¢y € L'(0,t; H), entdo por (2.85) e (2.100), obtemos que

Tim (g (4),0(0) i = (we(), 0())mr, - Nim (g77(0), 9(0)) i = (4:(0), ¥(0))

tm [ e i = [y 2109
tim [ e dr = [ o) v ar
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Como |g1(s)| < B|s|™ para |s| > 1 e g1 é crescente com g1(0) = 0, entdo |g1(s)| < B(|s|™+1)
para todo s € R. Assim, segue de (2.82) que

To L i T L
/ / lg1 (u)|™ dadr < C’ﬁm/ / (Ju ™t + 1) dadr
o Jo o Jo
To
i m 2.104
<cp™ [ uplintt + Lyar 2109
0
< C(K).
Portanto, existe uma subsequéncia tal que
g1(ul) — g fracamenteem L™((0,L) x (0,1)), (2.105)

para algum g; € L™((0, L) x (0,t)). Além disso, resulta de (2.82) que a subsequéncia u}’ —
uy; fracamente em L™((0, L) x (0,7p)). Portanto, por [14, Lemma 2.3], (2.99) e (2.105),

obtemos que ¢g; (u;) = g7, desde que
g1 L™((0, L) x (0,Tp)) — L™((0, L) x (0,t)) (2.106)

€ monotono maximal. Com efeito, como g; é mondtona crescente, é facil ver que g; é um

operador monétono. Assim, precisamos verificar que g; € hemicontinuo, ou seja, temos que

/l\in(l)//glqu)\uwdxdT—//gl Jw dzx dr, (2.107)
—

para todo u, u,w € L™ ((0,L) x (0,t)). Seja g; continua, entdo g;(u + AM)w — g1 (u)w

mostrar

pontualmente quando A — 0. Além disso, para todo s € R temos que |g1(s)| < 5(]s|™ + 1).
Se |A| < 1, implica da desigualdade de Holder que

|91.(u+ M| < B(Ju+ Ap|™ + Dw| < C(Jul™|w| + || |w| + w]) € L1((0, L) x (0,1)).
(2.108)
Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos que (2.107) € satisfeita.
Portanto, g; : L™ ((0, L) x (0,Ty)) — L™((0, L) x (0,¢)) é um operador monétono maximal

e concluimos que g7 = g1 (u;), ou seja,
w, € L™((0,L) x (0,1)) e gi(ul) — g1(u;) fracamente em L™((0, L) x (0,t)). (2.109)
Analogamente, temos

vy € L"MH(0, L) x (0,1)) e ga(vf') — go(vy) fracamente em L7 ((0, L) x (0,1)),

) (2.110)
w, € L0, L) x (0,1)) e gs(w!) — gs(w,) fracamente em L'((0, L) x (0,1)).
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Portanto,

€ L™FH((0,L) x (0,8)) x L™((0, L) x (0,2)) x L'1((0, L) x (0,1)) (2.111)

t

im [ (Gp(r)), ¥(r))e dr = / (G (), $(r))a dr. 2.112)

n—oo 0

t L t L
li " = . 2.113
ninio/o /0 fHly")n d dr /0 /0 fi(y)r dx dr ( )

Para provar (2.113), escrevemos

Resta mostrar que

f1 1/}1 dx dt / / ’fl — )ley dx dt
(2.114)
w [ 1869 - i ar ar
Como v, € L™((0, L) x (0,t)), ao substituir @; por ¢; em (2.95), deduzimos que
lim / / | f1(y’ (y)||t1] dx dm = 0. (2.115)
n—oo
Além disso, resulta de (2.96) que
li_)m// ™) — Ayl de dr =o. (2.116)
Portanto, (2.113) é verificado. Da mesma forma, temos
t oL t oL
lim / / fo(y"™" )by dx dr = / / fo(y)by dx dr,
n=e Jo Jo 0o Jo
¢ t oL t oL
lim / / f3(y")s dx dr :/ / f3(y)s dx dr. (2.117)
n=oo Jo Jo 0o Jo
Assim, segue que
t t
lim [ (B (). 6 dr = [ Blalr),0(7) dr @.118)

Finalmente, usando (2.103), (2.112) e (2.118) podemos passar o limite em (2.84) para obter
(2.14). Além disso, por (2.101), (2.102) e (2.111), Y satisfaz a regularidade como indicado na
Defini¢do 2.1. Portanto, (u, v, w) é solugdo fraca do problema (25)-(27). [ |
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2.1.2 Identidade de energia

Nesta secdo verificamos a identidade de energia para solugdes fracas. Formalmente, o
argumento segue se testarmos (25) com (u, vy, wy). No entanto, este procedimento ndo é
adequado uma vez que (uy, vy, w;) ndo possue regularidade suficiente para ser usado como
funcao teste em (2.14). Para contornar essa dificuldade, utilizamos o quociente da diferenca de

solucao.

Proposicao 2.1 (Identidade de energia). Seja Y = (u,v,w) uma solugdo local fraca para o
problema (25)-(27) dada pelo Teorema 2.1, entdo temos que a seguinte identidade de energia

é satisfeita
t t
E(t)+/ (G(e), y1)2 dT:E(0)+/ (F(y), y;)2 dr, Vit € [0,Ty). (2.119)
0 0

Prova: Ao longo da prova, fixamos ¢ € [0, 7] e consideramos y = (u, v, w) uma solu¢do
fraca para o sistema (25) no sentido da Defini¢do 2.1. Lembrando da regularidade de u, v e w,
em particular, u € C([0,t]; H3(0, L)), u;, € C([0,t]; L*(0, L)) e uy € L™((0,L) x (0,¢)) =
Lm0, ¢; L™1(0, L)). Podemos definir o quociente de diferenga Dju(7) em [0,¢] como em

(1.13), isto €,

T+ h) —u.(r — h)
2h

com u.(7) sendo a extensdo de u(7) de [0, ¢ para R como em (1.14). Pela Proposi¢do 1.2, com

X =L"™0,L),Y = L*(0,L) e p=m + 1, temos

(2.120)

Dyu(r) = e

Dyu € L™((0,L) x (0,8)) e Dpu™™%u, em L™1((0,L)x (0,t)). (2.121)
Analogamente,

Dwv € L'0,L;X) e Dyo=8v, em L™((0,L) x (0,1)), »
(2.122)
Dyw € LHY(0,L;X) e Dpw ™= w, em L7Y((0,L) x (0,)).

Lembre-se que V = (H}(0,L))*> e H = (L*(0,L))3. Como y € C([0,t],V), entdo Dy €
C([0,], V). Note que (Dyy), € L'(0,t; H). De fato, para 0 < h < £, observamos que

2—1hyt(7 +h), se 0<7<h,
(Duy)i(1) = § 5[yt +h) —w(r —h)], se h<T<t—h, (2.123)
—%yt(f—h), se t—h<T1<t.

e como y; € C([0,t]; H), concluimos que

(Dny): € L*(0,t; H). (2.124)
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Assim, por (2.121)-(2.124) mostramos que Dy € uma funcdo teste conforme a Defini¢dao

2.1. Portanto, a0 tomar ) = Dy em (2.14), obtemos
(ye(t), Duy(t)) e — (y:(0), Dpy(0))
+ [ ). (Do + 6(0). Duat)v] b 0.129)
+ [ (G Duy(r))sdr = [ @), Duatr)

Passaremos o limite em (2.125) quando & — 0. Como y,y; € C([0,t]; H) entdo por (1.18),

segue que
Dyy(0) — %yt(()) e Dyy(t) — %yt(t) fracamente em H. (2.126)
Dai,
1 1
lim((ye(8), Dry(8))rr — ((0), Dry(0)) ] = (4e(t), S9e())r — (1(0), 5%:(0))
(2.127)

Ol ~ 1O,

Também, por (1.16), obtemos que

t
/ (y¢(7), (Dpy)¢(7))g dT =0 paracada h > 0. (2.128)
0

Além disso, como y € C([0,t]; V), resulta de (1.15) que

t

tim [ (r). D) dr = 511 = 1)) (2.129)

Por (2.109) e (2.110), vemos que

G(y:) € L™((0,L) x (0,%)) x L((0, L) x (0,%)) x L'((0, L) x (0,1)),

comm = 1t F=rtle [ = Tl Dai, segue de (2.121) e (2.122) que

m

t

lim [ (G(y(7)), Duy(7))2 d7

h—0 0

~ Jim /0 t /0 (1 (e () D7) + 9o (0a(7)) Da(7) + g (wn(7)) D7) dadr

h—0
(2.130)

- /0 /0 (g1(ue (7)) ue(T) + go(ve(7)) v () + g3(we(7))wy (7)) dadr
- /Ot<G(yt(T))ayt(T))2 dr.

Portanto,
t

lim [ (G(y:(7)), Day(7))2 dr = /O (G(ye(7)), ye (7)) dr. (2.131)

h—0 0
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Em relagio aos termos de fonte, como y € C([0,¢]; V), pela imersdo de Sobolev Hj (0, L) <
L4(0, L) para todo ¢ > 1, deduzimos que F(y) € H = (L*(0,L))? e pela Proposigio 1.2,

obtemos
t

lim [ (F(y(7)), Dpy(r))2 dr

h—0 0
= lim t L(fl(ut(r))D u(T) + fa(ve(7))Dpo(7) + f3(we(7))Dpw(T)) dedr
" /OL /0 ' h h (2.132)
- / / (fr (e ())ue(7) + Falwn(r))n(r) + fa(un(r) (7)) didr
- / (F((r)), 41(r)): dr.
Entao, , .
tim [ (F(u(r)). Di()2 d = / (F(y(r)), ye(r)) dr. (2.133)

Finalmente, combinado (2.127)-(2.133), podemos passar o limite em (2.125) quando i — 0

para obtermos

SR + Il + / (63,92 dr = S (IO + I O)IF)
0 (2.134)

+ /Ot(IF(y),yt)Q dr.

A prova estd completa. u

2.2 Unicidade e dependéncia continua dos dados iniciais
Nesta secdo, provamos a dependéncia continua de solucdes fracas com relacdo aos dados
inicias. Es particular, obtemos a unicidade de solucdes.

Teorema 2.2 (Dependéncia continua e unicidade). Sob a Hipdtese 2.1, temos que a solugcdo
fraca dada pelo Teorema 2.1 depende continuamente de seus dados iniciais no espago de fase

‘H. Em particular, tais solugcdes sdo uinicas.

Prova. Passo 1: Identidade de energia correspondente a w. Seja y = (u,v,w) e § =

(@, 0, W) duas solugdes fracas em [0, T'] no sentido da Defini¢do 2.1. Facamos
w=1y— 1. (2.135)
A energia correspondente a w é definida por

E(t) = %(HW(t)H% +llwe®)IE), V€ [0,T]. (2.136)
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Pela regularidade imposta as solugdes fracas na Defini¢do 2.1, existe uma constante R > 0 tal

que

Lyl GOl e, 1301 < B
Jo Mdlliitd ds, Jy ol ds, fy ol ds < R, (2.137)

T ||~ T ||~ T ~
fo HutHzi% ds, fo Hvt“:ii ds, fo Hthéii ds < R.

para todo ¢ € [0, T]. Novamente pela Defini¢do 2.1, w satisfaz

(we(t), ¥ () i + (wi(0),9(0)) i + / [—(we(7), (7)) i + (w(T),¥(7))v] dr
0 (2.138)

+ /0 (G(we(7)) = G((7)), ¥(7))2 dT = /0 (Fy(r)) = F(y(7)), ¢(7))2 dr,

paratodo t € [0, 7] e para toda funcio teste ¢ descrita na Defini¢do 2.1.

Fazendo ¢(7) = Dyw(7) em (2.138) com 7 € [0,t] e Dpw sendo o quociente diferenca
simétrica definido em (1.13). Utilizando um argumento similar ao que foi usado na obtencao
da identidade de energia (2.119), podemos passar o limite em (2.138) quando h — 0 para

obtermos

E(t) + / (G (r)) — G (r))wn(r))s dr
0 (2.139)

— B(0) + / (F(y(r)) — F(F(r)), wn(r))z dr.

Conforme as defini¢des e os resultados obtidos no Passo 1, o nosso objetivo no Passo 2 é
mostrar que £(t) = 0 e assim, obter que w(t) = 0 para todo ¢ € [0, T7.

Passo 2: Estimativas. Pelas propriedades de monotonicidade de g1, g- € g3, obtemos

B < B0+ [ (E(y(r)) = F(r)n(r))s dr- (2.140)

Observe que

t t L
| ) =Fa. = [ 7 [(we) - n@E) 0 -
(AW — )@~ 5(7) + () (7)) s — @) (7)) dadr,

(2.141)

Pelo Lema 2.2, sabemos que f; : V — L?*(0, L) é localmente Lipschitz. Usando as Desigual-
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dades de Holder, tem-se

[ [ v~ G0 0 7ir) dea

g(/ot/oﬂfl(y(f)) h(G() |dxdr) (//| ) |d:cdf)

t (2.142)
< ([ 1567 - A6t szf) ([ =itz ar)
< C(R.p1) (/ (s ||Vdf)2(/0 il — ) (r )”2d7>;
Analogamente, conseguimos que
I (fz(y(T))—fz(zifT)))(vt—ﬁt)(z) dd e
et [ 1l dr) ([ il - sl ar)
| | () = s = () dade s

N

<t ( | eI df)é (/ pallan — ) ()3 )

Assim segue de (2.141)-(2.144) e usando a desigualdade de Young, que
t
| Fe)-F@) ) dr
0
t t
< C(R, p1, p2, p3) (/ | ()|} dr +/ llwe (7|3 dT) (2.145)
0 0

t
S C(R7 plap?apS)/ E<t> dr.
0

Portanto, de (2.140) e (2.145), obtemos que

E(t) < E(0) 4+ C(R, p1, pa, p3) /t E(7) dr. (2.146)
Pela desigualdade de Gronwall, resulta que :
E(t) < E(0)eCErveest vt e [0,T). (2.147)
Portanto pela defini¢do de E segue-se que
I(w(®), w3 < 1(w(0), we(0)) |3, ErrrraIT it € [0, T, (2.148)

o que implica a dependéncia continua. Além disso, (2.147) implica na unicidade de solucdo,
ou seja, se (y(0),%:(0)) = (§(0),7(0)) em H, entio E(t) = 0 para todo t € [0,T] e assim,
(v, 9¢) = (9, 9¢) em C([0, T]; H). n
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2.3 Existéncia global

O principal resultado dessa secdo € o seguinte teorema.

Teorema 2.3 (Solugéo fraca global). Sob a Hipdtese 2.1. Suponha p < min{m,r,l}, entdo a
solucdo fraca obtida no Teorema 2.1 é uma solucdo global e T,y pode ser tomado arbitraria-

mente grande.

Agora, provaremos o Teorema 2.3. Seja E (t) a energia modificada definida por

1 1
B(t) = B + = lliph com E(0) = Z(Iy@IF + lw®li). 2149

Usando um argumento padrao de continuagdo para EDO’s, pode-se mostrar que ou a solucio
fraca y = (u,v,w) é global ou existe 0 < 7" < oo tal que limsup,_,p— E1(t) = +oo. Preten-
demos mostrar que este dltimo resultado ndo pode acontecer sob as hipéteses do Teorema 2.3.

De fato, esta afirmacao € justificada pela seguinte proposi¢ao.

Proposicao 2.2. Suponha que y = (u,v,w) € uma solugdo fraca para (25)-(27) em [0, To]

dada no Teorema 2.1. Entdo
e Se p < min{m,r, 1}, entdo para todo t € |0, Ty], y satisfaz
B0+ [ (i + ol + lali) ar < OB 0), 2150
com C(Ty, E1(0)) continuo em Ty e definido para Ty > 0 arbitrdrio.

* Se p > max{m,r,l}, entdo a limitacdo em (2.150) € valida para 0 < t < T", para

algum T' < Ty, com T sendo uma fun¢do decrescente continua com relagdo a E1(0).

Prova: Combinando a energia modificada (2.149) com a identidade de energia (2.119), obte-
mos

1
ly@)IEE — lly(0)[|PT
p+1 '

t t
Et)+ [ (©s dr = E10)+ [ () dr +
0 0
Notemos que
ly@1551 = ly(O)l5h

= /0 (|u(t)‘p+1 _ ]u(O)’pH + ]v(t)\p“ _ |v(0)|p+1 + \w(t)|p+1 o ’w(0)|p+1) de

Lortrd d d
— gy |P 1 gy H1 . p+1 drd
/0 /O (dt]u| ol S ) vdr

t L
=(p+ 1)/ / (JulP~ uwy + JuP u + |uP~ ) dedr.
0 Jo
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Dai, segue que

t t
B0+ [ (G0 dr = Bi0)+ [ () dr
0 Lo (2.151)
+/ / (|uP~ vy + [Pt ovy + |wP~ ww,) dedr.
0o Jo
Para estimar os termos de fontes da equacao (2.151), lembramos a seguinte hipdtese

15 @) < Cluf” + [ol” + |w]P + 1), j = 1,2,3.

Pelas Desigualdades de Holder e Young, obtemos

t /L fi(y)u, dedr

< C/ (lally s+ ollpy + lewlly oy + L7 fuellper dr

t L
g// Clul? + [v]? + [w]? + 1)|us| dwdr
0 0

t
1
[ ulttar+0 [ Qs+ el + gt + 2 dr @152
0

t
< [ gt ar+c. [ g+ 0y ar
0
t
< [uliiar . [ B ar+
0 0

Similarmente, deduzimos que

t oL
/ fo(y)vy dzdr
o Jo

t L
/ f3(y)wy dedr| <
o Jo

Por (2.152)-(2.154), conseguimos a seguinte estimativa

t t L
/ (F(y), )2 dr| < / fi(y)uy dedr| +
0 0 Jo

t L
/ fs(y)wy dxdr
o Jo

t t
<e [ultarsc [ B@drrons @)
0 0

t
/ ||wt| 1 Ldr+ Oe/ Ey(1)dr + CTyL. (2.154)
0

t oL
/ fo(y)vy dedr
o Jo

(2.155)

t t
< 6/ lyellbis dr + 306/ By (1) dr 4 3C.T,L.
0 0
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Além disso, usando novamente a Desigualdade de Young e a defini¢do (2.149), obtemos

(Ju[P uay + o]~ ooy + [w]P~ wwy) dedr

t pL
< [ [ bl + 0Pl + ol ) dodr
0 JO

. ; (2.156)
[ gzt arec [ ol o
t t
< 6/ ||yt\|gﬁ dr + C’E/ Ey(1)dr
0 0
Por (2.68)-(2.69), tem-se
/ / 1(ug)ug + ga(ve)ve + gs(wy)wy) dedr
(2.157)

> o [ (ulfzth + ol 2+ faalld) dr = 3Tt
0

Agora, se p < min{m,r,[}, segue de (2.155)-(2.157) e da identidade de energia (2.151) que,
para t € [0, Tp),

t
Brlt)+a [ (hullt + o + a7 ar
t t
< E(0) + 26/ ||yt||§i} dr + C’E/ Ei(1)dr + Cry (2.158)
0 0
t t
< B(0)+2C [ (ull3 -+ ot + ualifh) dr +C. [ Bu(r) dr + Cr..
0 0

Escolhendo 0 < 2¢C' < a/2, entdo (2.158) implica que

t
a m T
B0+ 5 [l + o + a7 ar

; (2.159)
< B(0) + ce/ Ey(r) dr + Cr ..
0
Em particular,
t
Ey(t) < By (0) + C. / Ey(r) dr + Cp, .. (2.160)
0
Aplicando a identidade de Gronwall em (2.160), temos
Ei(t) < (E1(0) + Cpy 0 )e™, Vit e 0,Ty), (2.161)

com 7, > 0 arbitrario. Combinando (2.159) e (2.161), obtemos o resultado desejado em
(2.150).
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Agora, suponha que p > max{m,r,l}. Usando a Desigualdade de Holder com os con-

jungados m 4+ 1lem = ””‘T*l e, em seguida, a Desigualdade de Young, obtemos a estimativa

t L t L
/ Fu@)ue dodr gc/ / (ul? + o + [w]? + 1)|us| dadr
0 0 0 0

t
SC/ el lmes (Nl + 01 + wlls + L) dr - (2.162)
0

t t
Se/ a4 d¢+c/<||y|p’"+L>d
0

Como 1 < m < p, temos que prn > 2. Pela imersdo H} (0, L) < L%(0, L), q > 1, segue que

¢ ¢
< e/ we ||ty dr + C’e/ Ldr
0 0

t
2 2 2
+Cc [ (o + Iy + i)

t L
/ f1(y)u, dedr
0 0

(2.163)
dr.

pm

2
Lembrando que a norma || - ||y € equivalente a norma usual || - [[(3(0,z))s- temos que

t oL
/ fi(y)u dedr| <
o Jo

t t
¢ / et dr + C. / Iyl dr + C.ToL
0 0

) ) (2.164)
6/ ||Ut| zii dr + CE/ (El (t))% dr + CETOL.
0 0

Analogamente,

t L
/ Foly)os dzdr
0 0

t oL
/ fs(y)wy dedr
0o Jo

t t .
< [l dr+ o[BG dr+ o
0 0

t ' ~ (2.165)
< [ udittar+c. [ B ar+ oL
0 0

Em seguida, usando as mesmas estimativas como em (2.162)-(2.165), obtemos

(JulP~ uwy + o[~ ov + JwP wwy) do dr

/ / (ul? i + 0P|+l ]

m T i
< [ (ualfath+ el + ot dr+ 0. [ alz + ol + ol dr
o (2.166)
< [ (it + Tl + otz dr+C. [ ol + ol ol dr

0 0

t
< [ Qhullzed + el 3+ i)

=~

P

+c/ (BA(O)F + (Ba(0)F + (Bi(0)% ) dr.
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Assim, substituindo as estimativas (2.162)-(2.166) e (2.157) em (2.151), obtemos

t
Eit) +a / (el + ol o+ a2 dr
0 (2.167)

t t
< E/(0) + 2 / (a4 ol + [ dr + C. / (Bv(1))° dr + O
0 0

com o = max{%", & 2} > 1. Escolhendo 0 < 2¢ < «/2, obtemos

a t t
B+ 5 [ (ullat+ ot + ulifh) dr < B10) + €. [ (Bio)” dr + Cr,..
0 0
(2.168)

Em particular,
t
Ei(t) < E1(0) + Ce/ (E1 (1)) dr + Cpy e (2.169)
0

Usando um teorema padrdo de comparagdo (veja [53] por exemplo) para (2.169), vemos que
Ei(t) <6(t), com 0(t) = [(E1(0) 4+ Cp, )77 — C(1 — a)t]_ﬁ, sendo a solugdo da equacao

integral de Volterra
t
o(t) = CE/ (0(s))7 ds + E1(0) + Cry . (2.170)
0

Como o > 1, entdo 0(t) explode em T} = m(E1(0)+CTO7E)1*U ,isto é, O(t) — oo quando

t — Ty . Observe que 17 depende da energia inicial F;(0) e do tempo de existéncia original

Ty . No entanto, se escolhermos 7" = min{7p, 2}, obtemos
1

Ei(t) <0(t) < Cy:=[(F1(0) + Cpy )7 = C(1 — )T 71, Vte[0,T]. (2.171)

Combinando (2.168) e (2.171), obtemos

t

(0%

Ey(t) + 5/ (el 53 + el + lhwellify) dr < Ba(0) + CI'CY + Crye, - (2:172)
0

para todo t € [0, Tp], completando a prova da proposi¢ao. [

2.4 Blow-up de solu¢oes com energia inicial negativa

Para obter o resultado de blow-up, adicionamos as seguintes hipoteses sobre os termos de

fonte:

Hipétese 2.2 (Para blow-up).
(i) Existe uma funcdo positiva F € C*(R3) tal que

VF =F. (2.173)
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(ii) Existem cq > 0 e c; > 2 tais que

F(y) > co(|ulPt™ + [oP™ + |w]P),

wfi(u,w,w) + v fo(u,v,w) +wfs(u,v,w) > e F(y).

(2.174)

Teorema 2.4 (Blow-up em tempo finito). Suponha que as Hipoteses 2.1 e 2.2 sejam satisfeitas.
Se p > max{m,r, 1} e £(0) < 0, temos que qualquer solugdo fraca y para (25)-(27) possui
blow-up em tempo finito. Mais precisamente, lim, ,p- E(t) = oo, para algum 0 < T < oo,

com

E(t) = E(t) — /0 " F(y(t)) do. (2.175)

Prova: Seja y = (u, v, w) uma solugdo fraca para o problema (25)-(27) conforme a Defini¢do
2.1. Ao longo da prova, assumiremos as Hipdteses 2.1 ¢ 2.2 com p > max{m, r, [}. Definimos
a vida util (do inglés “life spam™) 7" de tal solugdo y = (u, v, w) como sendo o supremo de todo
T* > 0 tal que y é uma solugdo para (25)-(27) conforme a Defini¢éo 2.1 em [0, 7*]. Nosso

objetivo € mostrar que 7' é necessariamente finito e obter uma limitacao superior para 7'.

Como em [1, 18], parat € [0, 7], definimos
L
G(t)=—E(t), N@t)=lly®)lz, St) = / F(y(t)) d, (2.176)
0
com &(t) sendo a energia total definida em (2.175). Segue que

L
1

G(t) = /0 Fy(t)) de = E(t) = =5 (lylv + lgellz) + S(0)-

Observe também que
L
NG =[Ol = [ (o (0) + p*(0) + pau (1) d,
0

isto implica que

N'(t) = 2/0 (pru(t)ue(t) + pov(t)ve(t) + psw(t)w(t)) de = 2(y(t), ye(t)) .  2.177)

Portanto,

Gt =~ (Il + Il) + () e N'() = 20 (t), w0 @.178)

Além disso, pela hipétese (2.174), temos que

L L
S(t) = / F(y(t)) dz > Co/ (Il + o™ + Jw[P™) do = col|y|B11. (2.179)
0 0
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Seja

(2.180)

1 1 1 1 1 1 —1
O<§<min{ p }

m+1 p+1r+1 p+11+1 p+12p+1)
Em particular, £ < % Para simplificar a notagdo, introduzimos as seguintes constantes

p—r —_L p—l __1
, Ky=pLEr+ ¢, P Ky = BLGFHED o P

A 1 1 A 1 1 A L1
01 = EG(O)”Tfm, 0g = —G(0)177+1, 03 = EG(O)zTFW,

Ky =BLw0mD ¢, 7+
(2.181)

comA=c¢ —2>0.

Note que

/Ot(F(y),ytb dr = /t /L(fl(y)ut + fo(y)os + fs(y)wy) dedr

/ / (aF au gf( )%JrgF( )%?) dedr  (2.182)
:/0 0 875( )dxdT—/OL(F(y(t))—F(y(o))) dz.

Segue da identidade de energia (2.119) que

_E(0) + / (G (), )2 dr = —E(t) + / (F(y). 1) dr

5 (2.183)
— () + / (F(y(t) — F(y(0))) d,
ou seja,
_E(t) + / Fy(t)) dz = —E(0) + / F(y(0)) dz + / (G (), )2 dr.
Isso equivale a t
G(t) = G(0) + / (G (), )2 dr. (2.184)

Pela hipdtese 2.1 e da regularidade da solugdo y, concluimos que G(t) é absolutamente conti-

nuo € que
G/(t) = (Gye), o) = / (91 () + gowr)vn + ga(w))wy) do

L
> a/ (Jue) ™ + v "t + we| ) dae (2.185)
0

> a([Juellmty + ol + llwillif3) = 0, gqs.em  [0,7).

Portanto, G(t) é ndo-decrescente. Por (2.175) e pela hipétese do Teorema 2.4, obtemos que
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Assim
0<G0)<G(t)<S(t) para 0<t<T. (2.186)

Definimos
Ut)=Gt)'" ¢ +eN'(1), (2.187)

com 0 < € < G(0). No decorrer da prova, ajustaremos as condigdes sobre €. Agora, 0 nosso
objetivo é mostrar

U'(t) = (1 —&)G() G (t) + eN"(t), (2.188)
com

N"(t) =2llyell 5 = 2llyll} — 2(G(w),y)2 + 2(F(y),y)2 q.s.em [0,T). (2.189)

Para obter (2.189), inicialmente devemos provar que u € L™ ((0,L) x (0,t)) para todo
t € [0, 7). De fato, como u, u; € C([0,t]; L*(0, L)), podemos escrever

/ / Juf dxdT—/ / drdr
m+1 t L
<2m / / Uy dwdTJr/ / luo|™ ™ dadr
o Jo [Jo 0 Jo
t pL gt
<™ [tm/ / / |ug(s)|™ dsdadr + tHUOHzﬁ}

<2 (" 3 o 1oy + Holl2E) .t € 0,7).

m+1
) ds + ug

ds

Lm+1((0,L)x (

Observe que a desigualdade acima € finita, pois pela regularidade de y, temos que u; €
L™((0,L) x (0,t)). Além disso, ug € H}(0,L) — L™(0,L) desde que m < p. As-
sim, u € L™"((0, L) x (0,t)) paratodo t € [0,7). Da mesma forma, pode-se mostrar que
ve L'((0,L) x (0,t)) ew € L*1((0, L) x (0,t)), paratodo t € [0,T).

Entdo, para todo t € [0,7),

y = (u,v,w) € I™((0,L) x (0,1)) x I((0, L) x (0,1)) x I*}((0,L) x (0,1)).
(2.190)
Isso mostra que y satisfaz as restricdes de regularidade da func¢do teste ), como indicado na

Defini¢ao 2.1. Portanto, substituindo v por y em (2.14), temos que

(), ()11 — ((0), (0 + / (Ullv — loellzr) dr
+ / (G(r), y(r))s dr = / (F(y(r)).y(r))2 d7. qs.em [0,T).
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e usando (2.178), obtemos

30) = (0. 90)a+ [ (Ul = ) o

t ¢ (2.191)
- [ @) mdr+ [ @) urdr, asem 0.7)
0 0
Usando a Hipétese 2.1 e o Teorema do Valor Médio, obtemos que
[fi(u, v, )| < Clluf + o + JwfP + 1), V(u,0,w) €R?, j=1,2,3.
Assim,
t t L
J1E@.el ar< [ [ 0A@I + 1@+ fi@lle) dadr
0 0 70 (2.192)

t L
gc/ / (ul? + [0 + [wl? + 1)(Ju] + o] + [w]) dz dr.
0 0

Usando a Desigualdade de Holder € a imersao H] (0, L) — L%(0, L), 1 < ¢ < oo, obtemos

t L mi m+1
/ / |ulPlu| dx dr < C </ / |u|pm7+1dazd ) (/ / |u|m+1dxd7'> :
0 Jo

m+1
S </ || || m+1 ) ||U’||Lm+1((O,L)><(O,t)), (2193)

paratodot € [0,T), poisu € C([0,¢]; H3(0, L)) eu € L™1((0, L) x (0,t)). Os outros termos

de (2.192) sdo estimados da mesma forma. Portanto,

/ (F(y),y)s| dr < oo, Vtel0,T). (2.194)

Afirmamos que

t
/KWW&MHh<w,W€Wf) (2.195)
0

De fato, como |g1(s)| < 5(]s|™ + 1) para todo s € R, temos que

/ / |g1(uy)||u| dzdr </ / B(lw]™ + 1)|u| dedr

1

AT 1
§B<// |ut|m+1dxd7') (// |u|m+1dmd7')
0 Jo 0 Jo
t pL 3
+ pC 1 <// |u|? dmdr)
0 Jo

= 5|’Ut\\?m+1((o,L)x(o,t))H“HLm“((O,L)X(O,t)) + ﬁCt,LH“|’L2((0,L)X(07t))

< oo, Vtel0,T),

(2.196)
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pois u € C([0,t]; L*(0, L)), (2.190) é valida e u, u; € L™"((0, L) x (0,t)). Analogamente,

t L t L
/ / |g2(ve)||v] dazdT < 00, / / g3 (wy)||w| dedT < oo. (2.197)
0 0 0 0

Combinando (2.196) e (2.197) obtemos (2.195).
De (2.191), (2.194)-(2.195) e pela regularidade de y, segue que N’(¢) é absolutamente

continua. Portanto, (2.189) € verdadeira.

Observe que (2.178) implica em

Iy = 25(t) — 2G(t) — [lye(t)[I3- (2.198)
Por (2.188), (2.189) e (2.198), tem-se

(1= &G(t) G (t) + eN"(1)

(1 =G G (t) + 2¢(|ly:llH — ll¥)
—26(G(w1),y)2 + 2¢(F(y), y)2

= (1=6G1) G (1) + 4e([luel 7 + G(1))

= 26(G(ye), y)2 — 4eS(t) + 2¢(F(y), ).

U'(t)

Pela hipétese (2.174), segue que

4eS(8) + 26(F(y), y)s = —4eS(t) + 2 / ()t faly)o + Foly)w)da
> _4eS(t) + 2ec1 (1) > 2e(cr — 2)S(1).
Assim,
U'(6) > (1— )G ()G (1) + dellurllf + 4G (t) — 26(Glyr). )2 +2AS(1),  (2.199)

com A = ¢; — 2 > 0. Agora, vamos estimar os termos do lado direito de (2.199). Usando a

hipétese que g;(s)s < B|s|™ "1, a desigualdade de Holder, o fato que p > m e (2.179), temos

L
<5 [l lutt)| ds
0
< Bla(t) g e (072, (2.200)
< BLTT ([ () | [l (8) 74

< K S(#) P Jug(t) |

/0 g1 () u(t) d

com K dado em (2.181). Pela definigio de &, temos que 15 — -5 + & < 0. Portanto, segue

de (2.185)-(2.186), da desigualdade de Young e das defini¢des de 91, d2, 03 em (2.181), que
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(2.200) resulta em

/0 g1 (ue(t)u(t) di <Kls<>pifm*+ls<t>#+luut<t>rmﬂ

< GOy (Bi5(1) + Ou k™ Hutm)

<SG S(E) + C, K, 7 a7 G ()G () EG () me T (2.201)
< 5,GO)FTmIS(t) + Oy K, a7 G (OG()SG(0)r mi

m+1

A L
< 6S< )+ Cs K™ o7 'G(t )G(t)‘fG(())m*erf.
Analogamente,

1

/ogzwt“))“@)dx S(t) + Cr Ky~ a7 G (OG() G0y,

(2.202)

[ st @] < s+ cure e @ cy<ao)de e

Portanto, por (2.201) e (2.202), obtemos que

)\ /
(G ), y)o| < 5S(Cs, K 0 LG () G()EG(0) 7w
oW a‘lG’(t)G(t)—ﬁa(O)p%—ﬁﬂ (2.203)

4O KT G (6)G() G (0) TR

Como 0 < ¢ < %, podemos escolher 0 < e < 1 suficientemente pequeno para que
m+1 1 1 r+1 1 1
L:=1-¢6—2C5 K, ™ o tG(0)i1 w8 — 2eC5, K, o G(0) 171 te
11 L (2.204)
— 2eCs, K37 o tG(0) =TT,
Usando as estimativas (2.203) em (2.199), obtemos
U'(t) = de(llyellfy + G( )+ AS(t) + [1 - € — 2e(Co K, ™ o G/ (H)G(1) 4G (0) 71w
+ 05K, oGt )G(t)‘gG(O)ﬁ*m“)]G(t)‘fG’(t)-
Segue de (2.204), (2.185) e (2.186), que
U'(t) > 4e(llyllF + G(t) + AeS(t) + LG ()G (t)

(2.205)
> de([lyellF + G(t) + AeS(2).

Em particular, a desigualdade (2.205) garante que U (t) é crescente em [0, 7"), e assim,

U(t) = Gt)" S +eN'(t) > G(0)'° + eN'(0). (2.206)
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Se N’(0) > 0, entdo nenhuma outra condigdo para € é necessdria. Entretanto, se N'(0) < 0,

devemos ajustar € de tal modo que 0 < € < — (;5\0,22;. Em qualquer caso, tem-se
1
Ul(t) > §G(0)1‘5 >0 para te[0,T). (2.207)
Finalmente, mostraremos que
U'(t) > CetU ()" para t€[0,7), (2.208)
com
1< —1 < 2, 1-— 2 (2.209)
n= o= :
1-¢ (1-28)(p+1)
e C' > 0 sendo uma constante genérica de €. Observe que o > 0, pois § < 5 (p+11).
Agora, se N'(t) < 0 para algum ¢ € [0,7T"), entdo
U)" = [Gt)'"* +eN'(t)]" < G(t) (2.210)

para cada valor de ¢ e neste caso, (2.205) e (2.210) implicam
U'(t) > 4eG(t) > 4e'T7G () > 4 ToU (1),

Portanto, (2.208) é verdadeira para ¢ € [0,7") desde que N’(t) < 0. No entanto, para provar
(2.208) conforme as condi¢des: t € [0,7") tal que N'(t) > 0, se requer um pouco mais de

esfor¢o. Primeiro, note que
Ut) = Gt)" S +eN'(t) < G(t)° + N'(1). (2.211)
Portanto,
Ut)" < 27 HG () + N'(1)"). (2.212)

Usando as desigualdades de Holder e Young juntamente com o fato que 1 < 7 < 2 e tomando

0 = max{1, p1, p2, p3}. Por (2.178), obtemos que

N'()" < 27 (pallu(®)ll2]lue(B)ll2 + p2llv@) ll2llve@)ll2 + psllw () [[2]|we () [12)"
<CyL (p?HU( MpsallueNZ + p3llo@ 1o (O3 + p5llw (@)1 lwd(t )H")

20 (2.213)
< Cn,L(Hm ZA A3+ o2 + 2l + ()27 + plwet )H2>
<Cyi (Hu( WZA 4+ prllae3+ o el B+ L)1 Z7 + pallue(t >H%) .
Como 7 = 5 e o > 0, é facil verificar que
2n 2 }
A - _|1- — <. (2.214)
2-n)p+1) (1-2n)(p+1)
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Portanto, por 0 < € < G(0), (2.179), (2.186), (2.214), tem-se

21 2n

lu@)|Z] = ()2 T60 < ¢St e

< OS(H) T S(t) = CS(1) "7 S(t)

(2.215)
< CG(0)775(¢t)
< Ce75(t).
Analogamente,
||v(t)|]ﬁ <Ce?S(t) e Hw(t)Hﬁ < Ce75(t). (2.216)

Por (2.213) e (2.215)-(2.216) e como €~ ? > 1, obtemos que

N'(0)7 < C (pallun ()13 + pallee®)]3 + pallwn(t)]3 + € 7S (1))
< e (pilluO3 + palles 3 + pollwr (3 + 5@)  @217)
= Ce (g + S)).

Agora, usando as estimativas (2.205), (2.212) e (2.217), concluimos que

U'(t) > Ce[G(t) + ||yl + S(t)] > Ce[G(t) + € N'(t)"]

(2.218)
> CeG() + N'(1)7] > Cer LU (1),

para todos os valores de ¢t € [0,7) para os quais N'(¢) > 0. Assim, (2.208) é valida. Por
célculos simples, segue de (2.207) e (2.208) que 7' € necessariamente finito e

T < Ce MU (0) TF < Cem 0+ G(0) <. (2.219)

Assim, o teorema estd provado. |

2.5 Solucao global

Nesta se¢do, usamos o método do poco potencial para investigar a existéncia global de

solugdes fracas. Comecamos introduzindo algumas hipéteses adicionais.

Hipétese 2.3. Existe uma funcdo ndo-negativa F' € C?(R3) que satisfaz (2.173) e além disso,

é homogénea de ordem p + 1, isto é,
F(\y) = NE(y), YA>0, yeR® (2.220)

Como F' é homogénea, o Teorema de Euler implica a seguinte identidade

(p+1)F(y) = ufi(y) +vfoly) + wfs(y). (2.221)
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Observamos que (2.19) implica que existe uma constante M/ > 0 tal que
F(y) < M(JulP™ + [oPt™ + |wPt + 1), (2.222)
Portanto, a homogeneidade de F' implica que
F(y) < M(JulP™ + [o[PT! 4 [w[P). (2.223)

Além disso, € facil ver que f1, f> e f3 também s@o fungdes homogéneas de grau p e que existe

uma constante C' > 0 tal que
fity) < C(ul? + [P + |wl?), 5 =1,2,3. (2.224)

A seguinte notagdo se fard necessdria no decorrer do trabalho. Lembrando que V' =

(H}(0, L)) e, definimos o funcional energia potencial I : V' — R por

1 L
1) = 5luli = [ P, (2.225)

€, portanto,
1
E() = 5llw @7 + (). (2.226)

Verifica-se facilmente que [ € diferencidvel no sentido de Fréchet e sua derivada I’ é dada por
I'(y)¢ = (y, 0)v — (F(y), d)-. (2.227)
Desta forma, os pontos criticos do funcional [ sdo as solucdes fracas do problema eliptico

—A 11 Ugy — A12Vgx — A13Wgy = fl <u7 v, w)v cm (07 L>7
—(12Uzy — U22Vgyp — A23Wap = fo(u,v,w), em (0, L), (2.228)

—Q13Ugy — U23Vpz — A33Wee = f3(u,v,w), em (0, L).
Definimos a variedade de Nehari de / por
N = {y e VA{0}: I'(y)y = 0}-

Decorre de (2.221) e (2.227) que a variedade Nehari pode ser representada como

N = {y cV\{0}: |lyll} = (p+ 1)/0 F(y) dx} : (2.229)

Seguindo as idéias de [44, Lema 2.7], vemos que [ satisfaz as hip6teses do Teorema do Passo

da Montanha e o nivel do passo da montanha d satisfaz
d:= inf I(y) = inf supl(A\y). (2.230)

yeN yeV\{0} x>0

A fim de introduzir o pogo potencial, primeiro provamos o seguinte lema.
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Lema 2.4. Sob as Hipoteses 2.1 e 2.3. Assuma que p > 1, entdo
d:= inf [ 0.
inf I(y) > (2.231)

Prova: Sejay € N. Entdo, segue de (2.229) que

1 L 1 1 1 1
1) = 3ol — [ P do = 3ol — ol = (5= 5 ) ol >0
Como p > 1, tem-se . .

Como y € N, pela imersdo HJ (0, L) < L%(0, L), 1 < g < oo e por (2.223), obtemos
L
Iyl = (v + 1)/ F(y) dz < (p+ DMIlylp5 < Cllyllf o < Clyllb.
0

Novamente, como p > 1 temos que ||y||y > Cri>0e portanto
1 1
d> (———>(J‘p21 > 0.
2 p+1

Completando a prova. [

Inspirado por [2], definimos os seguintes conjuntos

W:={yeV:I(y) <d},
W {y Wbl > ) [ FO) dx} U{0}, (2.232)

W = {yeW: Ilylly < (P+1)/OLF(Z/) dﬂ?}-

Notemos que W, N Wy = (e W, U W, = W. O conjunto W é conhecido como pogo
potencial e d é a profundidade do pogo. O conjunto WW; € considerado a parte “boa”do pocgo,
pois provamos que toda solugao fraca que comeca nele, existe globalmente sempre que £(0) <
d. Por outro lado, se os dados iniciais pertencerem a W5 e os expoentes dos termos de fonte
dominarem os dos damping, entdo as solugdes com energia inicial 0 < £(0) < d possuem

blow-up em tempo finito.

Agora introduzimos um subconjunto fechado de 11/} que sera importante para o estudo do

decaimento uniforme de solu¢des. Defina o funcional

1
J(s) = 532 — MRsP*h (2.233)
com a constante M > 0 dada em (2.223) e
lyllpis
R:= sup T (2.234)
yev\ioy [[yllY
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Como p > 1 e pela imersdo H;(0,L) < L9(0,L), ¢ > 1, obtemos que 0 < R < oo. Por
(2.223), segue que

1) = 3lolt ~ [ F) o

1 L
> Sl = 3 [ (bt o ) do
0
1 1 2.235
> Syl = MUlEs + Wzt + el = Sl - Myt 42
1
> §||y||%/ - MH:UH?Z%(O’L)p
1
> Syl = MRl = J(lyllv).
Note que
so—(p+1)MRs? = J(sg) =0« sg* = MR(p+ 1
o= o+ DMRS = J'su) = 0. s 7 = MR(p+1) 0236
& so=(MR(p+1)) »1.
Assim, J atinge o seu mdximo absoluto em [0, o) no dnico ponto critico
so=((p+1)MR) ™71, (2.237)
Agora, tomando sy, em J encontramos o valor maximo exato
= 1
d:= sup J(s)=J(so) = <— — Mngl) st
s€[0,00) 2
1
- (5 ~ MR((p+ 1)MR)—> ((p+ )MR) "7 (2.238)
p—1 _2
= 1)MR) »-1.
Agora defina
Wy={yeV:lylv <so I(y) < J(s0)}. (2.239)

Dado y € V, existe € > 0 tal que ey € Wl. Logo, Wl # {0}. Além disso, temos o seguinte

resultado:

Proposicao 2.3. J(sg) < de W, é um subconjunto de W1.
Prova: Primeiro, vamos mostrar que J(sg) < d. Fixadoy € V' \ {0}, temos de (2.235) que

I(Ay) = J(Myllv) = J(Mlyllv), VA =0,

implicando em

sup I(\y) = J(so).
A>0
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Portanto, por (2.230), obtemos

d= 1inf supl(M\y) > J(sp).
,al;, sup (Ay) > J(s0) (2.240)

Agora, mostraremos que Wl C Wi. Sejay € Wl, entao
) yeVel(y) < J(so) <d. Assim,y € W;

(ii) Para todo |ly||v < so, por (2.223) e (2.234), temos

L
<p+n/<mwdxs@+¢mmmﬁi
0
< (p+1)MR|y|5"

= [lylli-((p + MRy
< [lyl}-((p + )MRsg )

(2.241)

= llyllv-
Portanto, por (i), (ii) e da defini¢do de W7, segue que /V[vfl C Wj. A prova esta completa. [

Tomando um ¢ > 0 suficientemente pequeno, podemos definir um subconjunto fechado de
Wl, por
W= {y eV lyly < s0—6,1(y) < J(so—6) }. (2.242)

Pela Proposicdo 2.3 tem-se W} C W;.

Teorema 2.5 (Solucdo Global). Suponhamos que as Hipoteses 2.1 e 2.3 sejam satisfeitas.
Suponhamos também que y(0) € Wy e £(0) < d. Se p > 1, entdo a solugdo fraca y do
problema (25)-(27) é uma solugdo global, isto é, definida em [0, o). Além disso, temos
(1) I(y(t)) < (1) < £(0),
(i2) y(t) € Wr,
(1i1) E(t) < dp,
(iv) LE() < £(t) < B(0)
+1

para todot > 0, com p = ]%.

Prova: A prova segue as idéias em [2]. Dividimos a prova em dois passos:

Passo 1: Inicialmente, iremos provar a invariancia de W, sob a dindmica, isto é, y(t) € W,

para todo ¢ € [0,7), sendo [0,7") o intervalo mdximo de existéncia.

Lembrando que

/Ot(F(y),yt)Q dT=/0 F(y(zﬁ))dac—/0 F(y(0)) da. (2.243)
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Dai, a identidade de energia (2.119) é equivalente a

B(t) - / Fy(t)) dz + / (G(), yo)2 dr = E(0) / Fl0) de. (2.244)

Combinando a igualdade acima com (2.175), obtemos que

E(t) + /O t(G(yt), yy)o dr = £(0). (2.245)

Como g1, g2 € g3 sA0 mondtonas crescentes, entdo segue da regularidade de solugdes y que

E'(t) = =(G(y), yr)2 < 0. (2.246)

Assim,

I(y(t)) < &(t) <&(0) <d, Vtelo,T). (2.247)
Logo, obtemos o item (i) do Teorema 2.5 e consequentemente, provamos que y(t) € W para
todo ¢t € [0, 7).

Por contradi¢do, iremos provar que y(t) € Wi em [0,T"). Assuma que existe ¢; € (0,7) tal
que y(t1) ¢ Wy. Como W = W, U W, e Wy N W, = (), temos que y(t,) € Wh.

Da hipétese que |V f;(u, v, w)| < C(Ju[P~! + |v[P~! + [w[P~ + 1), juntamente com o fato
que F' € homogénea de ordem p + 1, obtemos que fungdo ¢ — fOL F(y(t)) dx é continua em
[0, 7). Portanto, como y(0) € W e y(t1) € Ws, da defini¢do de W, e W, concluimos que
existe s € (0, ;) tal que

l()2 =+ 1) / Fy(s)) d. (2.248)

Definimos ¢* o supremo sobre todo s € (0, t;) satisfazendo (2.248). Claramente t* € (0, ;)
satisfaz (2.248) e y(t) € Wy paratodo t € (t*, ;).
Temos dois casos a considerar:

Caso 1: Suponha que y(t*) # 0. Como t* satisfaz (2.248), entdo y(t*) € N, sendo N/
a variedade de Nehari definida em (2.229). Assim, pelo Lema 2.10, segue que I(y(t*)) > d.
Como £(t) > I(y(t)) paratodo t € [0,7), obtemos que E(t*) > d, o que contradiz (2.247).

Caso 2: Suponha que y(t*) = 0. Como y(t) € W para todo (t*,¢], entdo por (2.223) e
pela defini¢do de W5, obtemos
L L
Iy < o+ 1) [ Pu®)de < o) [ Mt ot fupt) do
0 0

= (p+ DMyl < ClyOlTi .00

< Clly®IEH, vt e (4.

(2.249)
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Portanto,
ly(®)lv > s1. V€ (£, 4] coms; = C 7 1. (2.250)
Usando a continuidade de y € C([0,7); V), obtemos que |y(t*)||y > s; > 0. No qual
contradiz a hipétese que y(t*) = 0.
Portanto, y(t) € W, para todo ¢ € [0, T), provando item (i7) do Teorema 2.5.

Passo 2: Mostraremos que a solucdo fraca y € uma solucao global. Por (2.247) e pela Etapa 1,

tem-se I (y(t)) < dey(t) € W; paratodo [0,T), e assim

4> 160) = 3101~ [ (o) do

1 1
Ny — ——lly(@®)|1} 2.251
> Sly@l e ly@ly (2251
b= 1 2
= t .
sty WOl
Portanto,
[ Pewyar < i < 2 wen) @.252)
o eSS T o '
Usando as estimativas (2.247) e (2.252) em (2.245), obtemos que
' L 2d
E(t) +/ (G(ye); yi)2 dr = E(0) +/ F(y(t)) dz < d + o1 dp. (2.253)
0 0 _

Pela monotonicidade da fungdo g;, com j = 1,2,3 e por (2.253), provamos o item (i27) do
Teorema 2.5. Assim, por um argumento de continuacdo de solucdes, concluimos que a solucdo

fraca y(t) é de fato uma soluc@o global e pode ser estendida para [0, o).
Resta mostrar o item (iv) do Teorema 2.5. Uma vez que F'(y) é uma fun¢do nido-negativa,
segue que E(t) < E(t), para todo t € [0,00). Por outro lado, pelo fato que y(¢) € W, para

todo t € [0, 00) juntamente com a defini¢do de £(¢), obtemos

B0) = gluOlf + 5l — [ o) de > BO - =l > S50),

p+1
(2.254)

Assim, a prova do Teorema 2.5 estd completa. |

Agora, provaremos que Wl‘s (definida em (2.242)) ¢ invariante sob a dindmica. Além disso,

tal resultado serd bem util na obtencdo do decaimento de energia.

Proposicao 2.4. Suponha que § > 0 ¢ suficientemente pequeno e £(0) < J(sg — ). Sey é a
solucdo global de (25) dada pelo Teorema 2.5 e yy € Wé, entdo y(t) € W{S para todo t > 0.

Prova: Como I(y(t)) < &(t) < £(0), pela hipdtese £(0)

< < J(so — 9), obtemos I(y(t)) <
J(sp — ¢) para todo ¢ > 0. Iremos provar que |ly(t)|[v < (sp — J) para todo ¢ > 0 por

67



contradi¢do. Com efeito. Como |lyo|ly < (s — ) e y € C(RT; V), podemos assumir por
contradi¢do que existe t; > 0 tal que ||y(t1)|lv < (so —  + €) para € € (0,9). Portanto, por
(2.235), obtemos que I(y(t1)) > J(so —  +€) > J(so — J) desde que J(t) é estritamente
crescente em (0, sp). No entanto, isto contradiz o fato de que I(y(t)) < J(sp — ) para todo

t > 0. A prova esta completa. [

2.6 Blow-up de soluc¢oes do poco potencial

Nesta se¢do, investigamos o blow-up de solugdes fracas provenientes do poco potencial
com energia total inicial £(0) > 0. E importante notar que o resultado do blow-up no Teorema
2.4 trata do caso da energia total inicial £(0) < 0 para solugdes fracas gerais (ndo necessaria-

mente solugdes provindas do pogo potencial).

Consideramos as seguintes hipéteses:

Hipdtese 2.4 (Para blow-up).

(i) Damping: Suponha que existem o, 3 > 0 tais que para todo s € R
als|™ ™ < gi(s)s < Bls|™TE, com m > 1,
als|™ < go(s)s < Bls|"t,  com r > 1,

als|'tt < gs(s)s < Bls|E, com 1> 1.
(ii) Fontes: Suponha que
F(y) < ap(JufP™ + [oP™ + |w|P™),  para algum o > 0.

Inicialmente, mostraremos que W5 € invariante sob a dindmica de (25). Mais precisamente,

temos o seguinte lema.

Lema 2.5. Além das Hipdteses 2.1 e 2.3 com p > 1, suponha que y(0) € Wy e £(0) < d,
entdo a solugdo fraca y(t) € Wy para todo t € 0,7,
2 p+1
ly(t)|ly, > 2pd, paratodo te€[0,T) com p:= T (2.255)
p —

e [0,T) € o intervalo maximal de existéncia.
Prova: Passo 1. Seja y(0) € W,. Afirmamos que y(t) € W para todo t € [0,7T). De fato,
procedendo por contradi¢do, assuma que existe to € [0,7) tal que y(ty) # Wha, entdo pela

definicao de W, temos que

ly®I2 > (p+1) / Fly(to)) dz.

68



Como y € C([0,7T);V) e, por hipétese, y(0) € Ws, existe s € (0, to] tal que

l()2 = (o +1) / Fy(s)) d. (2.256)

Defina t* como o infimo de todo s € (0, t] satisfazendo (2.256). Note que y € C([0,7);V)
garante a existéncia de t* € (0, to] satisfazendo (2.256) e y(t) € W, para todo t € [0,t*).
Agora, temos dois casos a considerar:

Caso 1. Suponha que ||y(t*)|lv # 0. Como t* satisfaz (2.256), obtemos que y(t*) € N (pela
definicdo da Variedade de Nehari em (2.229)) e pelo Lema 2.4 sabemos que (y(t*)) > d. Dai,
por (2.226) temos que £(t*) > d, contradizendo o fato que a energia total £ é decrescente, isto
é,E(t) <&(0) < dparatodot € (0,7].

Caso 2. Suponha que ||y(t*)||y = 0. Como y(t) € W, para todo [0,¢*), usando um argu-
mento similar ao que foi feito em (2.249) e (2.250), obtemos ||y(t)||y > s; para todo [0,¢*)
e algum s; > 0. Pela continuidade da solugdo fraca y(t), obtemos que ||y(t*)|lv > s1 > 0,
contradizendo a hipétese que ||y (t*)||y = 0.

Logo, pelos casos 1 e 2, concluimos que y(t) € W, paratodot € [0,7).
Passo 2. Resta mostrar a desigualdade (2.255). Seja y(t) € W, fixado. Pela Hipétese 2.3,

temos que
L A2 L
10w) = Ml = [ FOw) do = Sl — 2+ [ FG) de @257
0 0
Dessa forma, .
d
ST0) = Ml — 0+ 1) [ F() do .258)
0
Portanto, a aplicacdo A — I(Ay) possui um tnico ponto critico Ay que satisfaz
d 2 p—1 L
- 1Goy) = 0= lylly = (p+ 1)Ag F(y) d. (2.259)
0 0

Como y € Ws, entdo Ay < 1. Além disso, como a fun¢do A — [(\y) atinge o maximo
absoluto sobre o eixo positivo em seu ponto critico A = Ag. Assim, por (2.230) e (2.259),

segue que
d <supI(Ay) = I(Aoy)

A>0
A% 2 p+1 L
= EHZJHV — Ao ; F(y) dx
A2 1
= goHZ/H%/ — At (WH?/H%)
0
_Ap-1)
2 (p+1)

(2.260)
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Como \g < lep= (p+1)/(p— 1), segue de (2.260) que ||y(t)||?, > 2pd. Completando a
prova do Lema 2.5. u

Teorema 2.6 (Blow-up em tempo finito). Suponhamos que as hipoteses 2.1, 2.3 e 2.4 sejam sa-
tisfeitas. Além disso, suponhamos que p > max{m,r, 1}, 0 < £(0) < d, e y(0) € Wy, entdo a
solugdo fraca y dada no Teorema 2.1 possui blow-up em tempo finito, ou seja, lim;_,p- E(t) =

0o, para algum T" < oo.

Prova: Para mostrar que o intervalo maximal de existéncia 7' € necessariamente finito, argu-
mentaremos por contradi¢do. Sendo assim, assuma que a solug@o fraca y(t) pode ser extendida

ao intervalo [0, 00), entdo o Lema 2.5 afirma que y(t) € W5 para todo ¢ € [0, 00), isto &,

L
nmm@<@+n[:ﬂw¢a‘WEMw» (2.261)

Além disso, pela hiptese 0 < £(0) < d, a energia £(t) permanece ndo-negativa e satisfazendo

0<ER) <EWO0)<d, Vtelo,o0). (2.262)

De fato. Assuma por contradi¢do que £(ty) < 0 para algum ¢ € (0, 00). Entdo, o resultado
de blow-up obtido no Teorema 2.4 afirma que ||y(t)||y — oo quando t — T~!, para algum
0 < T < oo, ou seja, a solugdo fraca y(t) sofre blow-up em tempo finito, contradizendo as
nossas hipéteses. Portanto, concluimos que a energia total £(t) permanece nio-negativa para
todos t > 0.

Agora, defina
L
N () =y, S(t)=/ F(y(t)) dz >0, tel0,00). (2.263)
0

Passo 1. Inicialmente, mostraremos que N (¢) possui um crescimento quadratico quando ¢t —

00. Assim, como na prova do Teorema 2.4, temos que

L
N"(t) = 2llyellz; = 2lly Y — 2(G(w), y)2 +2(p + 1)/ F(y)dr qs.em [0,00).
0
(2.264)
Lembrando que pela Hipdtese 2.3

(F(y),y)2 :/0 (p+ 1)F(y) da.

Agora, pela hipédtese |g1(s)| < [|s|™ para todo s € R e pela Desigualdade de Holder com os

conjugados m + 1 e (m + 1)/m, obtemos

/0 91 (ue(t))u(t) do

< [ IO do < Al 2265)
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Como 1 < max{m,r, [} < p e usando uma estimativa padrio de interpolagdo, temos

[u@) 1 < Nu)l5llu®)151, (2.266)

com 6 satisfazendo & + m = —L-. Pela imersdo H{(0, L) < L9(0, L) para todo ¢ > 1, 0

fato que a norma || - ||;- € equivalente a norma usual do espago V e da defini¢do de S(t) em
(2.263), obtemos

lu@)3 < Clu®)lf 0,z < Clly@®IF < CS@) (2.267)

e, além disso, usando a hipétese: F(y) < ap(|ul[P™ + |[v[PT + |w[PT!), obtemos

S(t) = / Fly(t)) de < aolly(0) |7+,

Logo,
lu@®I}is < Clly@®Ii < CS(@). (2.268)

p+1

Segue de (2.265)-(2.268) que

’ / g1 (u(t t) dx

< Cllu@®lsllu(®)l 1 e ()11

] 1-0 m 2.269
< CS(MESH [lur(1) 721 (2269
< OS(t)T“HUt(tﬂmH
com 3 + m = — +1 Usando a Desigualdade de Young em (2.269), temos
‘ / g1 (u () u(t) dz| < eS(t) + Ccljue(t)]|m11. (2.270)
Similarmente, 5
\2 | aale@net) de| < S0 + (o)l 12 2.271)
0
¢ L
‘2/ gs(w(t))w(t) dz| < eS(t) + C’E||wt(t)||§i}. (2.272)
0
Agora, definimos
L
K(t) = y(@l} ~ (p+1) [ Fly) do, 2273)
0

Segue de (2.264) e (2.270)-(2.272) que

N () > 2l — 2K(8) - 265(8) = Collue ()13 + o3 + w5, 2274)

71



Sejad > 0, definido abaixo. Como 0 < £(t) < £(0) < d, temos K (t) < K(t)+0(E(0)—E&(t)).
Portanto, por (2.263), obtemos que
KO < W@l ~ (1) [ F) e+ 660) - 380
— IO} -+ 150 + 560 = 5 (SO + SOl +50)) @275
— (1-3) WO + 6 - 150+ 5200) - Su (O
Aplicando a estimativa (2.275) em (2.274), tem-se

N"(t) > (6 4+ 2)|lnell% +2(p+ 1 — 5 — €)S(t) — 26€(0)+

(2.276)
+ (0 =2y} — Celllue @) + o @ + o (B)I5).

Escolha ¢ tal que
2d(p+1)

d(p+1) = (p—1)€(0)
A escolha de § € possivel devido a hipétese £(0) < d. Por (2.255) e pela escolha de 9, temos

<d<p+1. (2.277)

1
(5 = 2) (o)} ~ 26£(0) > 2d(0 - 2)2 75 — 206(0)
2.278
_ 2+ 1) - (- DEE) —ddpry) o FH
p—1 ‘
Agora, escolha € > 0 suficientemente pequeno tal que
A=2(p+1—-5—¢) >0.
Segue de (2.276) e (2.278) que
N"(t) + Celllu )l + oI5 + [lwe(D1i17) = AS(). (2.279)
Observe que por (2.255), (2.261), temos que
L A A dA
AS(t)=A F(y) dz > ——|ly(t)|? > ——=2pd = 2—— =: 2B > 0.
0 =4 [ P de> S5 lyolf > —22d =20
Logo, segue de (2.279) que
N"(t) + Celllu @)1 + oI + llwe(®)li5) > 2B > 0. (2.280)

Integrando (2.280) de O a t, obtemos

t
N'(t) + Ce/ (@31 + Il + llwe () 171) dr > 2Bt = N'(0). (2.281)
0
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Note que, pela Hipotese 2.4, por (2.245) e (2.247), temos
Ce /Ot(|!ut(t)| i1+ @I + lw@)) dr
< C/Ot(G(yt),yt)z dr =C(E(0) —&(t)) < Cd, V¥t e |0,00).
Combinando (2.281) e (2.282), conseguimos
N'(t) > 2Bt + N'(0) — Cd, Vt € [0,00).
Integrando (2.283), temos
N(t) > Bt* + (N'(0) — Cd)t — N(0), Vt e [0,00).

Portanto, N (¢) possui um crescimento quadratico quando ¢ — oo.

Passo 2. Agora, vamos estimar N (¢) diretamente. Observe que

ol = [

Analogamente,

(o)l = | )
iz = [

Portanto, de (2.285)-(2.287), segue que

t 2 t oL
umy—/luwm-cmSQWmm3+%/ /\W@deh
0 0 0

2

v@—lhwm mgmm%+%flmwwmw

2

w@—KW@m

N() = lly@)z = prllu®)lz + p2llo @5 + psllw®)Il3
< 2 (pu[[u(O)15 + p2llv(0)]I3 + psllw(0)]13) +

t L
+2t// (p1|ue(T)[* + palve(T) [ + ps|we(7)[?) da dr
o Jo
t oL
= 2Hy(O>H§{+2t/ / (pllut(T)P +P2|Ut(7')|2+,03|wt(7')|2) da’,‘ dT.
o Jo

Pela desigualdade de Holder e por (2.282), temos

2

t L t L e T
// |ut(7')|2dxd7'§<// da:dT) (// |ug (T |m+1d:vd7'>
0 Jo

m+1
03 ([ it ar)

m—

< C’ dm+1tm+l
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(2.283)

(2.284)

(2.285)

(2.286)

t oL
dz < 2||w(0)||5 + 2t/ / lwy(7)|? dxdr.
0 Jo

(2.287)

(2.288)

(2.289)



Similarmente, temos

t L
/ / vy ()| dz dr < C.dritin, (2.290)
0 0

t L
/ / lw, (7)|* dx dr < C.drito, (2.291)
0 0

Fazendo C; = max{p1, p2, p3} > 0. Segue de (2.288)-(2.291) que

N(t) < 2[y(0)|% + 2C.Cy (dFtmit 4 drTtiin 4 dritiT), Vi e [0,00).  (2.292)

Como nf—Tl, T%, li—ll < 2, entdo (2.292) contradiz o crescimento quadratico de N(t) quando

t — oo como foi mostrado na Passo 1. Portanto, concluimos que a solugdo fraca y(¢) ndo pode

ser extendida para todo intervalo [0, c0), completando a prova do Teorema 2.6. [
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Capitulo 3
Taxas de decaimento da energia

Nesta se¢do, investigamos as taxas de decaimento da energia para a solucao global obtida

pelo Teorema 2.5.

Definimos .
G(t) = [ (®(un). ) dr. G.1)
0

Pela monotonicidade de g1, g» € g3, segue que G(t) > 0 e a identidade de energia (2.245) pode
ser escrita da seguinte forma

E(t)+G(t) = £(0). (3.2)
Provaremos que £(t) decai como a solugdo para uma EDO da forma
S'(t) +Q(S(t) =0, S(0) =&(0), (3.3)

sendo () uma fungio dada por Q = (Z + Cr(1 + C7)®)~" para uma certa fungio ® concava,

crescente e que se anula na origem.

Procedendo como em [54, 55]. Seja ¢; : [0,00) — [0, 00) uma fung@o continua, zero na

origem, crescente, concova na origem, tal que
6(9;(s)9) 2 1g; ()" +5%, 5 =1,2,3. (3:4)
Definimos @ : [0, 00) — [0, 00) por
D(s) := d1(s) + Pa(s) + d3(s) +s, s>0. (3.5)

Observe que as funcdes ¢1, ¢2 € P53 podem ser sempre construidas se satisfizerem as proprie-
dades (3.4)-(3.5). Para ver isto, lembramos que g1, g> € g3 s@o funcdes monoétonas crescentes.
Suponha que g1, g» € g3 sdo limitadas acima e abaixo por funcdes lineares ou superlineares

proximo a origem, isto é, para todo |s| < 1

als™ < lgi(s)] < cals|™, esls|” < lga(s)| S calsl”,  esls|" < lga(s) < cslsl’,  (3.6)
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comm,r,l >1ec; >0,1=1,2,3,4,5,6. Definimos

2 _ 2 2
B1(s) = ¢, " (L + R)smrT, do(s) = ¢z (14 c2)s71, d(s) = c5 T (1 + 2)sir. (3.7)

Note que as fungdes em (3.7) satisfazem (3.4). De fato, considere ¢, por exemplo:

_2

2 __2_
D1(g1(s)s) = ¢ T (1 )1 (s)8) T = e (L4 ) (5| ")
=1+ a)ls] > 5" + (cals|™)? = 5" + [gu ()", V|s| < 1.
Em particular, observamos que, se g1, g» € g3 s@o linearmente limitados perto da origem (Veja
a Definicdo 1.9), entdo por (3.7) as fungdes ¢1, @2 € ¢3 s@o lineares.

Por outro lado, se o damping for limitado por fun¢des sublineares proximas a origem, isto

p\

als” < lgr()] < calsl”,  colsl < lga(s)] < calsl®, sl < lga(s)] < cols|*, 3.8)

paratodo |s| < 1com 0 < 6y,05,03 < lec; >0, i=1,2,3,4,5,6, entdo podemos fazer

201

B1(5) = P4 DI, () = ¢y (L4 s, o)
oa(s) = ¢ 5T (1 + ). |
Resumindo, por (3.7) e (3.9), existem constantes C, Csy, C3 > 0 tais que
o1(s) = 15, a(s) = Cas®,  @s(s) = Css®, (3.10)
com
£ 2 260, 6 2 20, & 2 205 G.11)

:m+10u91+1’ :r+10u02+1’ :l+10u93+1’

dependendo das taxas de crescimento de ¢, g € g3 perto da origem, que sao especificadas em
(3.6) e (3.8), respectivamente.

Agora, definimos

1 1 1
= — L —, — . 3.12
“]m%&@rﬁ (312)

Observe que se pelo menos uma das funcoes ¢g;, g» € g3 ndo estiverem linearmente limitadas
’ 3
préoximo a origem, entdo a¢ > 1 e neste caso, definiremos

1
a—1

b:= > 0. (3.13)
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3.1 Desigualdade de estabilidade perturbada

Proposicdo 3.1. Sob as Hipdteses 2.1 e 2.3, assuma que p > 1,yo € Wy e £(0) < d. Entdo a
solucdo global y de (25)-(27) dada pelo Teorema 2.5 satisfaz

E(T) < Cr

O(G(t) + sup Hy(S)H?{] , VT'>0, (3.14)

s€[0,T]

sendo ® dada em (3.5) e Cy = Corr(1+ (E£(0))PH).

Prova: Seja T' > 0 fixado. Usando o fato que y € C([0,T]; V) e a imersdo H}(0,L) —
L%(0, L) para todo ¢ > 1, temos que y satisfaz as condi¢oes de regularidade das fungdes teste

dada pela Definicdo 2.1. Assim, substituindo ¢ por y em (2.14), obtemos

() 0uls + [l = Il e+

T

(G(yt),y)2 dt :/0 (F(y),y)- dt,

1sto é,
T T T T
|l de= [ @@pede+ [l di = o u@)alt - [ Gz de
0 0 0 0 (3.15)
Segue de (2.79) e (3.15) que
T
/‘mwﬂs§/‘K< el [ 1600l i
0
- <<><nm+wm»<»m+£um@ﬁ.
Usando (2.246) e (2.248), obtemos
T T L
né|mmmymdw=/ / fufuly) + v faly) + wfs(y)| deds
—(p+1) / / |F(y)| dadt
SM@+D/(/OWM+WW”HM”WMﬁ
0 0
T
SM@+nA<w$}Wﬂﬂhwmmb
T
<Mo+1) [yl
Assim,
T 1 T
/ﬁﬂwﬁgy—@mmmnm+@mmwmm+/Hm@ﬁ
0 0 (3.16)
1 T T L
5 | 1@l at+ 2o+ 1) [l o
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Agora, vamos estimar cada termo do lado direito de (3.16).

Estimativas para o termo:

| = (1), y(T)) 1 + (5:(0),y(0)) -

Temos que

|~ @), 9T+ (31(0), 9(0))

< (), (7))l + 10(0), 5(0)) |

< (Tl (Tl + 1 (O) 19 (0)

< SN+ o Iy + SO + o IO
U + IO ) + 5 (I + 19 O)l)

€ 1
5(2E(T) +2E(0)) + - sup ly(s) 1%
€ s¢[0,T]

= c(B(T) + EO) + ¢ sup (o)l

(3.17)

IN

IN

Combinando o item (iv) do Teorema 2.5 e (3.2) em (3.17), obtemos

| = (D). y (D) + (1(0), 5(0))r| < pe(E(T) + E(0)) + = sup [ly(s)I%

€ sel0,7)

< pe(2E(T) + G(T)) + % swp Ily(s)]%.

€ se0,7]
T 1
+
/0 Iyl dt.

Pela imersdo H} (0, L) — L%(0,L),q > 1 e pela equivaléncia de normas (2.11), obtemos

(3.18)

Estimativas para o termo:

lullzp < Cllulliy .0y < Coallyll. (3.19)
Assim,
lully iy —/ [ullul dz < [[ull5,[lulls < eollull5 + o —|Jul)3
0 (3.20)
< e Cllylli? + 6_€0||u||2'
Pelos itens (i) e (iv) do Teorema 2.5, temos que
ull2 < 2E(t) < 2pE(t) < 2pE(0). (3.21)
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Segue de (3.20) e (3.21) que
1
lullpy < eop CRE(L))” + 6—€0HUH§

< emC(2E®1)" ' E(t) + HuHQ (3.22)

< €0p1C(2p(0))" E(t) + 6_60Hu”§'

Para cada ¢; > 0, se escolhermos ¢y = segue de (3.22) que

€
3p1C(2pE(0))P~ 1>

lullys < SE() + Cop(E0) puull. (3.23)

Similarmente c
1 _
ol < SE@) + Cen(€)" pellol3. e o
€ N .
lwll < 3B + Cep(€0)) psflwll.

Portanto, por (3.23) e (3.24), obtemos

T T

1 1 1 1

/ lyllpiadt = [ (lllpi + lollpi + lwlli) dt
0 0

T
ge/ E(t dt+/ C.o(E(0)PHyl|% dt (3.25)
0

T
/ E(t) dt + C. ()T sup |ly(s)||% dt.
0

s€[0,T
T
2
|l .
0
Considere os seguintes conjuntos

=1z, 1) € (0,L) x (0, T) : |ys(, )] < 1},
= {(z,t) € (0,L) x (0,7) : |yu(z, )| > 1}.

Pela Hipétese 2.1, temos que ¢;(s)s > «|s|™*! para |s| > 1. Usando (3.4), as hipéteses sobre

Estimativas para o termo:

(3.26)

¢, e a desigualdade de Jensen, obtemos

T
| ol de = pu [ Ju? dedt s [ o dsa
0 A B

< / ooy (g1 (un)ue) dadt + 2 / g1 () dodt
A « Jp

T L
S max{l, TL}p1¢1 (/ / a1 (ut)ut dl’dt)
0 0
01 T L
—i——/ / g1 (ug)uy dxdt.
@ Jo Jo
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Similarmente,

T T L
/ pallvel|3 dt < max{1,TL}pys (/ / g2(ve)vy dxdt)
0 0o Jo
P2 Tt
+ —= / / go(vy)vy dadt
@ Jo Jo

T T L
/ psllwe||3 dt < max{1,TL}psps </ / g3(wy)wy dxdt)
0 o Jo
ps [T [*
+ = / / g3(wy)wy dxdt.
@ Jo Jo

SejaC(T, L) =1+TL + iC’l com C = max{p, p2, p3}. Por (3.28)-(3.29) e pela defini¢ao

de @, concluimos que

(3.28)

(3.29)

/ ) lyell7 dt < max{1, TL}®(G(T)) + éclc:(T) < C(T, L)®(G(T)). (3.30)

Estimativas para o termo:
T
| 1600 .
0

Temos que

T rL
| [ vty dodt = [ ostuyel st + [ ol daat
0 0
2
< </ [ull3 dt) (/ g1 (1) [? dxdt) +/ g1 (ug)u| dxdt
B

T
< e/ ||u||%/ dt—i—C’G/ g1 (ug) |2 dxdt+/ |91 (ug)u| dxdt
0 A B

T
< e/ E(t) dt + CE/ |91 (w,)|? ddt +/ |g1(us)u| dxdt.
" ! ’ (3.31)

Por (3.4) e pela desigualdade de Jensen, temos que

[ ol s < [ 61661 uchu)
A A

T L
< max{l,TL}¢ (/ / g1 (ug)uy dxdt) )
0o Jo

Agora, vamos estimar o termo restante de (3.31). Pela Hipétese 2.1, temos que |g;(s)| <

(3.32)

B|s|™ para |s| > 1. Portanto, pela desigualdade de Holder, obtemos

_m

m m+1
/ |1 (ug)u| dedt < (/ || ™1 dq:dt) (/ lg1 (uy)] S dxdt)
B B
1 r 41 o AT
0 B
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Usando a desigualdade F/(t) < dp para todo t > 0 (item (iii) do Teorema 2.5), segue que

T T
/ lullmy dt < 0/ [ e t<0/ E(t)™ dt < O/ E(t)dt.  (3.34)
0 0

Combinando (3.33) e (3.34), conseguimos

1 m

T m+1 m—+1
/ |g1(ug)u| dedt < C (/ E(t) dt> (/ g1 (ug)uy d:vdt)
B 0 B (3.35)

T
< 6/ E(t) dt + CE/ g1 (ug)uy dxdt.
0 B

Aplicando as estimativas (3.32) e (3.35) em (3.31), obtemos

T L T T L
/ / |91 (ug)u| dedt < 26/ E(t)dt + Ccmax{1,TL}¢ (/ / g1 (ug)uy dxdt)
o Jo 0 o Jo

+ C’e/ g1 (ug)uy dxdt.
o (3.36)

Similarmente,

T L T T L
/0 /0 |go(vy)v| dadt < 26/0 E(t) dt + Cemax{1, TL}¢, (/0 /o g2 (vg)vy d:cdt)

+ C’G/ go(vy)vy dadt
B

(3.37)
T L T T /L
/ / |g3(wy)w| dxdt < 26/ E(t)dt+C. max{1,TL}¢s (/ / g3 (wy)wy d:l:dt)
o Jo 0 0 Jo
+ C’E/ g3(wy)wy dxdt.
v (3.38)
Assim, por (3.36)-(3.38) e como s < ®(s) para todo s > 0, tem-se
T T
/ (G(y),y)2] dt < 66/ E(t) dt + Ccmax{l,TL}®(G(T)) + C.G(T)
0 OT (3.39)
< 6c / E(t) dt + Cle, L, T)B(G(T)).
0
Pelas estimativas (3.18), (3.25), (3.30) e (3.39) em (3.16), concluimos que
T T
/ B(t) dt < 4 / B(t) dt + L 6(T) + G(T)) + Cle, L, TYB(G(T))
0 0 2 (3.40)

) (i . cﬁ,p@(o»pw) sup. [ly(s)]%-

2e s€[0,T7]
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Portanto, para qualquer 7' fixado e escolhendo € = min {é, }, obtemos que

T
4p

! / B di < S(E(T) + G(T) + Cle, L, TI(G(T))

+Cr,p (L+£(0))"77) sup [ly(s)[17-
s€[0,T

Como E(t) > £(t) paratodo t > 0 e £(t) é ndo-crescente, segue que

T T
/ B(t) dt 2/ E(t) dt > TE(T).
0 0
Assim, de (3.41) e (3.42),

gE(T) < gg(T) - %G(T) +C(e, L, T)2(G(T))
_l_

Cr,p (L+E(0)") sup ly(s)l-

s€[0,7
Dividindo a desigualdade (3.43) por T' > (0, obtemos

Lewr) <

1
4 8 s€[0,T)

Finalmente, como G(7T) < ®(G(T)) e se tomarmos
~ 1
Cr=4 (g +C(e, L, T)+ Cr, (1 + 5(0))P‘1)) ,

implica de (3.44) que

E(T) < Cr <<P(G(T)) + sup HMS)H%) , VT >0

s€[0,T

A prova estd completa.

3.2 Absorcao dos termos de ordem inferior

O resultado a seguir mostra que os termos de ordem inferior sdo absorvidos.

G(T) + C(e, L, T)®(G(T)) + Cr,, (1 +£(0)P ) sup [ly(s)[l3-

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

Proposicio 3.2. Além das Hipdteses 2.1 e 2.3 com p > 1, assuma que 1y, € W{S e £(0) <

J(so — 0) para algum 6 > 0. Entdo para qualquer T' > 0 existe uma constate Cp > 0 tal que

a solugdo y do sistema (25)-(27) dada pelo Teorema 2.5 satisfaz a desigualdade

sup [ly(s)|[; < Cre(G(T)).

s€[0,T7]
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Prova: A prova € feita usando um argumento de contradi¢do veja, por exemplo, [48, 55].
Lembrando novamente que H =V x H,com V = (H}(0,L))* e H = (L*(0, L))>.
Passo 1: Hipdtese de contradicdo. Fixamos 7" > 0. Suponha que existe uma sequéncia de

valor inicial

{(4"(0),57'(0) bnews € WY x H (3.48)
tal que
En(0) < J(sop—9) <d (3.49)
e a solugdo fraca correspondente y” = (u™,v", w") satisfaz
sup [[y"(s)l[ > n®(Ga(T)), Vn €N, (3.50)
s€[0,7T
Assim,
PG, (T
lim — (Gl ))2 =0, -
n=oo sup [ly"(s)l|y (3.51)
s€[0,7
com S
G.(T) = / / (g1 (u)uf 4+ ga2(v)vy + gs(wi)wy'] dadt. (3.52)
o Jo
Pelo Teorema 2.5 e por (3.49), segue que
sup. (I (I + lly™()lI7) < 2pEn(0) < 2pd. (3.53)
se|0,

Logo, a sequéncia (y",y;") é limitada em L>°(0,7; ). Portanto, existe uma subsequéncia,

denotada novamente por 4", tal que
W" ') = (y,y) fraco”em L>=(0,T;H). (3.54)

Note que para qualquer 0 < € < 1, a imersdo H} (0, L) < H'~¢(0, L) é compacta, entdo pelo

teorema de compacidade de Simon [77], existe uma subsequéncia tal que
y" —y fortemente em L>(0,T;(H'°(0,L))%). (3.55)

Além disso, como
y" € C(0,T; (H'~*(0,L))*),

a sequencia é de Cauchy em C'(0,T; (H'7¢(0, L))?) e assim
y € C(0,T; (H'™(0,L))%). (3.56)

Afirmacdo: y(t) = 0 em [0,7]. Inicialmente, iremos provar que y € N U {0}. Seja ¢
uma fungdo teste em (C'(0, L) x (0,¢)) N C([0,¢]; HY(0, L)?) tal que ¥(0) = 9(t) = 0, e
Yy € (L*((0, L) x (0,¢)))>. Entdo, por (2.14), tem-se

/ T 0 = ()] dr + / (G), )2 dr — / "E) e dr GBS
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Para o préximo passo, devemos passar o limite em (3.57) quando n — o0, mas para isto,

precisamos de alguns resultados. Segue de (3.51) e (3.53) que

(G, (T
lim ®(G,(T)) = lim | sup ||y"(s)||% ( 7(1 ) 5 = 0. (3.58)
n—o0 =0 | sefo,T] sup [|y"(s)[| %
s€[0,T]
Temos de (3.30) e (3.58) que
T
lim / |3 dt = 0. (3.59)
n—oo 0
Portanto, .
lim —(y', ) dt = 0. (3.60)

n—0o0 0

Definimos os conjuntos

i( ,t) € (0, L) x (0,T) : Ju(, t)] < 1}, 3.61)

A, =
B, = {(z,1) € (0,L) x (0,T) : lus(z,1)| > 1},

podemos escrever

/OT /OL |91 (ug')

Para estimar os termos do lado direito da equacdo acima, usamos (3.6) para obter que

m—+1

m dxdt.

m—+1 m—+1
m dl’dt / |g]_ (ut ) m dajdt + / |g]_ (ut )
An Bn

[ ot o< [ g doai < [ [ 5% o= 5771

Além disso, segue da Hipdtese 2.1 que

m ].
/ lg1(ul)| " dxdt</ ﬁi|u”|erl dxdt</ / I&4 7:1_91 (u)uy dxdt. (3.62)

Entao,

m ].
/ / g1 (W) dadt < B TL+/ / 5 il—gl(ut)ut dadt. (3.63)

Por (3.58), temos que (3.62) converge para 0 quando n tende ao infinito, entdo (3.63) implica

cm

T L
Sup/ / ]gl(uf)]mTH dxdt < oo. (3.64)
0

neN Jo
Observe que (3.59) implica, que a subsequéncia, u} — 0 q.s. em (0,L) x (0,7). Assim,
da continuidade de g, temos que ¢;(uy’) — 0 g.s. em (0, L) x (0,7). Portanto, por (3.64)

m—l—l

juntamente com o fato que > 1, que

g (ul) — 0 fracamenteem L™ “((0,L) x (0,7)). (3.65)
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Similarmente,

g2(vy') — 0 fracamente em L%((O, L) x(0,7)) (3.66)
e
gs(wy) — 0 fracamente em LHTl((O, L) x (0,7)). (3.67)
Por (3.65)-(3.67), tem-se .
lim i (G(y/),¥)2 dT = 0. (3.68)
Agora, usando a estimativa
V1@ < CQul™ + o™ + [w”™" + 1), (3.69)

temos que

/0 (F(5") — F(y), )s dr = / / (DF(sy”™ + (1 — $)y)(y" — y), ) dsdr

< C (Il + 10" W0 135 ) 1™ = ¥lleoio.mpmoan:

(3.70)
com DF denotando a matriz Jacobiana de F. Portanto,
t t

ILm (F(y"), ) dr = / (F(y), )2 dr. (3.71)

Agora, por (3.54), (3.60), (3.68) e (3.71), podemos passar o limite em (3.57) quando n — oo

para obter
[wowar= [#@.0nar 372
0 0

Fixando ¢ € (HZ(0,L) N C(]0,L]))?, substituindo ¢ (z,7) := 7(t — 7)ih(z) em (3.72) e

derivando o resultado duas vezes em relacdo a ¢, obtemos

(v, 0)v = (F(y), ¥)s. (3.73)
Seja 1, € (H{(0,L) N C([0,L]))? tal que v, — y(t) em (H}(0,L))* para um ¢ fixado.

Tomando n — oo em (3.73) e usando a continuidade de [F, tem-se

lim (y, )y = lim (F(y), )2 < (4, 9)v = (F(y),):

n—o0 n—oo

L (3.74)
& Il = 0+ 1) [ P
Portanto, ou y(t) = 0 ou y(¢t) € N parat € [0,T).
Para obter o resultado y(t) = 0 em [0, 77, é suficiente mostrar que y(t) € W? € W, em
0, T, desde que W17 NN = () (a defini¢do do conjunto Wf é dada em (2.242)). Lembrando
que
{yn} élimitadaem C([0,7];V)
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Y, —y fortementeem C(0,T;(H' (0, L))%).
Por hipétese, se y™(0) € W{ e &,(0) < J(so — 0), pela Proposicdo 3.1 temos que " (t) € W?
para todo ¢ > 0. Portanto, pela defini¢do de Wf , obtemos
ly" (D)l <so—0 e Iy (t) < J(so—9), Vt=>0. (3.75)
Observe que, para cada t fixado em [0, 7], tem-se

ly(@®)llv < liminf [y (@)[}v < so = 6. (3.76)

Além disso, como F' € continua, entdo por (2.223) e pelo Teorema da Convergéncia Dominada

de Lebesgue, temos
L

L
lim Fy") de = / F(y) dz. (3.77)
0

n—oo 0

Para mostra que J(so — d) > I(y(t)) em [0, 7], note que

Tso =) = 167(0) = 5l — | P de (3.78)

Por (3.76) e (3.77), podemos tomar o limite inferior em (3.78) para obter

1 L
J(so — ) > liminf { =||y" ()|} — F(y") dx
1’H°° (2 . ' /0 ) (3.79)
> SOl — [ Fo) do = (@), em 0.7

Portanto, por (3.76) e (3.79), temos que y(t) € W{ C W, em [0, T]. Assim, pela definicdo de
W, necessariamente temos
y(t) =0, em [0,7]. (3.80)

Passo 2: Normalizando a sequéncia {y,, }. Definimos

Ny := sup |[ly"(s)l|x- (3.81)
s€[0,T
Por (3.56) e (3.80), segue que
lim N, = 0. (3.82)
n—oo
Definimos z" := y" /N, entdo
sup [|2"(s)[|3 = 1. (3.83)
s€[0,T7]

Cada 2" satisfaz a identidade variacional

[ = tanars [ (S2.4) arm [(B2.0) i sy
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comtp € (C((0,L) x (0,))NC([0,¢]; H3(0, L)))? tal que 10(0) = o (t) = 0 ey € (L*((0, L)X
(0,1)))3. Pela hipétese de contradi¢do (3.51), tem-se

d T d T
i 2CT) _ 9(GUT) .
oo N2 noso sup [y (s)]% (3.85)
s€[0,T
e por (3.30), obtemos
T
. ]' n|l2
tim [ Sl e =0,
que equivale a
: 4 ni|2 : T 1 ni|2
Jim i 12 17 dt = lim. i Fgllyt | dt = 0. (3.86)

Seja &, a energia total correspondente a solug@o z". Os itens (iii) e (iv) do Teorema 2.5
mostram que 0 < &,(t) < dp para todo ¢t > 0. Também, por (3.14), (3.83) e (3.85), obtemos

que )
. En(T) _ . 5 [ 2(Ga(t) | 1 2
1 oS < — -t "
msup =35 < limsup CT< N2 TN SSE,I)T]|’y ()l
_ [ (DGt . (3.87)
= limsup | Cr (%4— sup ||z (S)H%{)]
n—o00 i n SE[O,T]
— Cr.

A identidade de energia (3.2) implica que &, (t) + G, (t) = &£,(0) e assim, SN—? < 5N_%(D Pela

propriedade (iv) do Teorema 2.5, concluimos que a sequéncia

E.(t) 1, 1,
{EL =1+ gl (:83)

¢ uniformemente limitada em [0, 7], com E,,(¢) sendo a energia quadrética correspondente a

y". Portanto, {(z", 2}")} € uma sequéncia limitada em L>°(0,T; ). Portanto,
2" — z fraco®*em L*(0,7;V). (3.89)
Assim como no caso de y", o resultado de compacidade de Simon, garante que
2" — z fortemente em L>(0,T;(H'"“(0,L))%). (3.90)
Observe que (3.83) e (3.90) implicam que o
lim sup [|2"(s)[|7; = sup [|z(s)7 = 1. (3.91)

=0 50,7 s€[0,T]

Assim, a fun¢d@o 2 é nao-trivial.
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Afirmamos que

t n
lim (G<yt ),w) dr = 0. (3.92)
0 2

n—oo N,

De fato, como ¢ € (C'((0, L) x (0,T)))? € suficiente provar que %qf) — 0em LY((0,L) x

(0,7)). Inicialmente, iremos provar que

gljv—“t) — 0 forte em L™+ ((0, L) x (0,T)). (3.93)

Considere os conjuntos A,, ¢ B,, definidos em (3.61). Como N,, — 0 quando n — oo, podemos

tomar n suficientemente grande tal que /V,, < 1. Pela desigualdade de Holder e como mT“ <2,
obtemos que
m+1

m+1 2 2m
davdr < C(T, L) ( / dxd7>

1 ny | mtl
+m/ lg1(uy)| ™ dxdr.

g1 (uy)

n

Agora, usando (3.32), (3.62) juntamente com a desigualdade de Jensen e o fato que s < ®(s)

para todo s > 0, tem-se

g (uf)

m

N, dxdr
m+1
< 5 p101 (g1 (u)uy dmd7’> 5 g1(u)uy dedt
n Ay aNn By,
- (3.94)
PG\ F | B Gu(T)
N a N2
m+1 m41
(Ga(T))\ 2 | B @(Gu(T)) nooo
T, L) | ————= > 0.
=y < N > e W !
Isto prova (3.93). Similarmente,
% — 0 fortemente em L%((O, L) x (0,7)) (3.95)
e
% — 0 fortemente em LT ((0, L) x (0,T)). (3.96)
Portanto, obtemos (3.92).
Provaremos que
t F(y™
lim ( y ),¢) dr = 0. (3.97)
n—oo J N, 9
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De fato, usando (2.224), obtemos que

[ e [
s

t L
<c [ [0l p e+ o) dedr
0 JO

n|p n|p n\p
PP g,
n|l,n|p—1 n||,yn|p—1 n|lqpn|P—1
|u™[u" P~ + o H;fv| T (3.98)

com z" = (2], 28, 28) = (u"/Np,v" /Ny, w"/N,,). Pela desigualdade de Holder e por (3.55),
(3.80) e (3.89), segue que

t pL t pL - t pL
// \zmu"\pldxg(// |z{‘|pd:cdr> (// |u"|pda:d7')
0 Jo 0 Jo
t L
S(// |z7f|pdxd7') (// ly" |pd93d7') 27%00.
0 Jo

/ / BT (3.100)

t L
/ / |25 | [w™ P~ da 222 0. (3.101)
0 0

s
S
—

(3.99)

'@
|
-

Analogamente,

Assim, obtemos (3.97).
Usando (3.86), (3.89), (3.92) e (3.97), podemos passar o limite em (3.84) para obter

t
/ (y,¥)y dr =0, Vte (0,7). (3.102)
0

Agora, fixando ¢ € (H}(0, L) N C([0, L]))?, substituindo ¢ (x, 7) := 7(t — 7)3)(x) em (3.102)

e derivando o resultado duas vezes, obtemos
(y(t),¥)v =0, Vte (0,7), (3.103)

que por densidade implica em y = 0 em V para todo ¢t € (0,7). No entanto, isto contradiz

(3.91). Portanto, a prova da Proposicao 3.2 estd completa. |

3.3 Taxas de decaimento da energia

Esta secdo é dedicada a provar o decaimento uniforme das solug¢des fracas do problema
(25)-(27).
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Teorema 3.1 (Taxas de decaimento uniforme). Sob as hipoteses 2.1 e 2.2. Suponha que p > 1,
yo € WP e £(0) < J(so — ) para algum § > 0. Seja ¢; : [0,00) — [0,00) uma fungdo

concava continua, estritamente crescente, se anulando na origem, de modo que
¢;(9;(s)s) > |g;(s)P + 5%, Vs| <1, j=1,2,3
Defina a fungdo ® : [0, 00) — [0, 00)
O(s) = ¢d1(s) + pals) + P3(s) +s, s>0. (3.104)

Entdo, para qualquer 7' > 0 existe uma aplicagdo crescente e concava () = (I + C~’<I>)*1,
com C' = C(T, £(0)) tal que

1E(t)<5(t)<S ! 1 Vt>T

p — — T ) — )

com S satisfazendo a EDO
S'(t) +Q(S(t)) =0, S(0)=£&(0). (3.105)

Prova: Combinando as Proposi¢des 3.1 e 3.2, obtemos que

E(T) < Cr <<I>(G(t)) + sup, !Iy(S)\ﬁz)
se|0,
. (3.106)
< Cr (®(G(1)) + Cr2(G(T)))
< Cp(1+Cp)®(G(T)), YT >0.
Defina &7 := Cr (1+ Cr) . Por (3.2), tem-se
E(T) < 0(G(T)) = 21(£(0) — £(T)),
o que implica
E(T) + 1 (E(T)) < £(0). (3.107)
Aplicando o intervalo [mT’, (m + 1)T] com m = 0,1, 2, ... em (3.107), obtemos
E((m+1)T)+ o (E((m+ 1)T)) < EmMT), m=0,1,2, ...
Portanto, por [54, Lema 3.3], segue que
E(mT) < S(m), paratodo m=0,1,2, ..., (3.108)
sendo S a solu¢do da EDO
S+ [I—(IT+2:)](S)=0, 5(0)=E&(0), (3.109)
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com [ denotando a funcdo identidade. Note que
T—(1+8;) " =T+,
assim, a EDO (3.109) pode ser escrita como
S+ (I+®p)7 (S)=0, 5(0)=E&(0), (3.110)

onde (3.110) possui uma tnica solu¢io definida em [0, 00). Como ®r € crescente e se anula

na origem, temos que (I + ®p)~!

¢ também crescente e se anula na origem. Por isso, se
escrevermos (3.110) na forma (I +®7)~1(S), segue que S(t) é decrescente e S(¢) — 0 quando

t — 0.

Para qualquer ¢ > 7" > 0, existe m € N talque t = m7T + d com 0 < § < T, portanto

m=%—2>1_1 Por(3.108) e como &(t) e S(t) sdo monétonas decrescentes, obtemos

t
Et)y=EMT +0) <EmMT) <S(m) <S8 (T — 1> , Vt>T.
Agora, usando o item (iv) do Teorema 2.5, tem-se
1 1
—E(t)gS(t)gS(f—Q, vVt >T. (3.111)

P

A prova estd completa. [

Os proximos dois coroldrios sdo exemplos que ilustram o Teorema 3.1 exibindo taxas de

decaimento exponencial e algébrico para o funcional de energia.

Corolario 3.1 (Taxa de decaimento exponencial). Sob as hipdteses do Teorema3. 1, se gy, gs e
g3 sdo linearmente limitadas perto da origem, entdo Q)(s) = s para algum i dependente de

E(0) e T. A energia total £(t) e a energia quadrdtica E(t) decaem exponencialmente

1
;E(t) < E(t) < erE(0)e WDt Wt > T, (3.112)

Prova: Se ¢, g2 € g3 s@o limitados linearmente perto da origem, entdo por (3.7), as funcdes
b1, P2 € @3 sdo lineares. Segue que P € linear, o que implica na linearidade de (I + ®7)~t.
Portanto, a EDO (3.110) é da forma S’ + 1S = 0 (para alguma constante ;> 0) com a tinica
solugdo S(t) = £(0)e **. Assim, a partir de (3.111), segue que

1 1 ¢
SE() <EW)<S (:T - 1) = £(0)e (7 71) = (erg(0))e~ WL, (3.113)
p

Assim, a prova de coroldrio estd completa. |
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Corolario 3.2 (Taxa de decaimento polinomial). Sob as hipdteses do Teorema 3.1, se pelo

menos um dos damping g1, go e g3 ndo for linearmente limitado perto da origem e satisfazem

elsl™ < 1g1(s)] < calsl™, ealsl” < lga(s)] < calsl”, eslsl < lgals)] < colsl’,  (3.114)

para todo |s| < 1 comm,n,l >0c¢; >0, j =1,....6, entdo a EDO dada por (3.105) pode

ser aproximada por
S'(t) + CuSt) =0, S'(ty) = S(ty), t>ty>0, paraalgum ty>0, (3.115)

e a energia decai como segue

%E(t) <ER)<CA+)" V>t (3.116)

comb = (a e a > 1 (especificado em (3.12) e (3.13)) dependendo dos expoentes dos

_ 1)—1
dampings 1, 1, . As constantes Cy e C' dependem de T e E(0).

Prova: Se pelo menos uma das fungdes ¢, g2 € g3 ndo sdo linearmente limitadas proximo a
origem, entdo por (3.10) podemos escolher ¢;(s) = C15%, do(s) = Cys°? € p3(s) = Czs%,
com 0 < &1,&,&3 < 1 dados em (3.11). Lembramos também que a = max {5%7 é, é} > 1,
como definimos em (3.12).

Faca h = ¢y + ¢ + é3. E claro que existe h, = Cps™™é€:8} ¢ b de tal forma que
h = hy + h, satisfaz as hipéteses de [55, Coroldrio 1], com Cy dependendo das constantes

C1, Cs e (3. Pelo resultado [55, Coroldrio 1], existe um ¢y > 0 tal que

Et)< S (% — 1) Vit > to, (3.117)

com S sendo a solugdo da EDO

S'(t) + CoS(t)* =0, S(tg) = S(to). (3.118)
Uma vez que a solugdo de (3.118) é

S(t) = [Cola — 1)(t — to) + S(te) a1, Vit > to, (3.119)

a prova do Coroldrio 3.2 estd completa com b = ﬁ

92



Capitulo 4

Atratores globais

Neste capitulo, investigamos a existéncia de atratores globais para o problema de mistura

terndria de s6lidos. Provamos também a semicontinuidade superior dos atratores com relacdo

a um parametro que multiplica as forgas externas. Consideramos o seguinte problema:

X
—
=
-

P1UL — A11Ugy — A12Vzz — A13Wae + f1(u, v, w) + g1(uy) = €hy, em (0, L)
P2V — 12Uzy — 22Vzg — A23Way + fo(u, v, w) + g2(vy) = €ho,  em (0,L) x (0,7,

P3Wt — A13Uge — A23Vge — A33Wee + f3(u,v,w) + g3(wy) = €hs, em (0,L) x (0,7,

onde € é uma constante positiva. Consideramos ainda as condi¢des iniciais

w(z,0) = ug(x), w(x,0) =ui(x), em (0,L),
v(z,0) = vo(x), vi(z,0) = vi(x), em (0, L),
w(z,0) = wo(z), wi(z,0) =w(z), em (0,L),

e condicoes de fronteira de Dirichlet

Iniciamos este capitulo introduzindo alguma notacdes e hipétese necessdrias.

4.1 Notacoes e hipoteses

Inspirados pelos trabalhos prévios [26, 74, 58] usamos a seguinte hipétese.

Hipétese 4.1 (Para atratores globais). Suponhamos que
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(i) As forcas externas hy, hy, hy € L*(0, L).
(ii) Existe uma fungdo F' € C?, com F : R?* — R satisfazendo
VF = (f1,f2 f) (4.4)
e existem constantes positivas p > 1 e Cy tais que
IV filw,v,w)| < Cp(L+ [ufP™ + [P~ + JwlP™), comj =1,2,3.  (4.5)
(iii) Existem constantes 3y e mp tais que para qualquer u,v,w € R,
F(u,v,w) > =Bo(Jul* + [ + [w]*) — mp, (4-.6)

com 0 < By < A\1/2ky e A1 denotando a constante de Poincaré e k; é dado em (2.11).

Além disso, qualquer u,v,w € R,
VE(u,v,w) - (u,v,w) — Fu,v,w) > —Fo(|[ul* + [v|* + [w|?) — mp. 4.7)
(iv) Com relagdo aos dampings g;,7 = 1,2, 3, assumimos que
g; € CY(R), g;(0) = 0 e g; é crescente. (4.8)
Existem constantes m;, M; > 0,7 = 1,2, 3, tais que
m; < g;-(s) < M;, Vs € R. 4.9)
Observacao 4.1. Pelo Teorema do Valor Médio existe y € (0, 1) tal que
95(u) = g5(v) = g} (v + (1= 7)) (u — ).
Multiplicando a desigualdade acima por v — v e usando (4.9), obtemos que
(95(u) = g;())(w = v) = mylu—v*, j=1,2,3. (4.10)
Observacao 4.2. Novamente, pelo Teorema do Valor Médio, existe v € (0, 1) tal que
|fi(u, v, w) = £3(0,0,0)] = [V f(yu, yo, yw)]| (u, v, w)]. (4.11)
Segue de (4.5) que

| fi(u,v,w) — f;(0,0,0)] < Cp(1+ IyulP~t 4 |yt 4 yw]P ) (| + o] + |w])
< Cp(1+ [ulP~t o] Jw]PH (| + o] + w]) (4.12)
< Cr(L+ |ul” + Jo]? + wl]?),
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implicando que
|f3 (w0, )| < Cp (14 [uf” + [o]” + |w]?). (4.13)

Analogamente, obtemos que

|F(u,0,0) — F(0,0,0)] = [VF (s, 70, 70)] (1, 0, w)|
- ](fl(yu,yv,vw),fg(yu,yv,yw),f;;(yu, ’}/’U,’}/UJ))H(U,U,UJH
< Cp(1+ [uf” + [v” + [w[?)(Ju] + |v] + [w])

< Cp(1+ [uft + (ot 4w,
4.14)

o que implica que

F(u,v,w) < Cp(1+ [ulP + o]t + w]P™). (4.15)

A seguir, introduzimos a defini¢cdo de solu¢do fraca para o problema (4.1)-(4.3).

Definicio 4.1. Uma funcdo Y = (u,v,w,us, vy, wy) € C([0,00); H) satisfazendo a condi¢do
inicial Y (0) = (uq, vo, wo, u1, v1,w;) € chamada solugdo fraca para (4.1)-(4.3) se a seguinte

identidade for satisfeita no sentido das distribuicdes

d

d d L J
pl%(“h ¢)2 + /02%(?%, 30)2 + p3a(wta ¢)2 +/0 Q[(ucmvxawcz:)? ((bxa %m%«)} X

+ (fi(u, v,w) — €hy, @)a + (fo(u, v,w) — €hg, @)o + (f3(u, v, w) — €hz, )2
+ (g1(ur), #)2 + (g2(ve), 0)2 + (ga(wy), )2 = 0,

(4.16)
para todo ¢, p, € H}(0, L). Além disso, se uma solucdo fraca satisfizer
Y € C([0,00); D(A)) N CH([0, 00); H), (4.17)
entdo ela chamada solugdo forte.
4.1.1 Identidade de Energia
Definimos a energia linear do sistema (4.1)-(4.3) por
1 1
E(t) = 5ll(w, 0w, w0, w) |3 = 5 (Il + llvellz) (4.18)
e a energia total por
L L
E(t)=E(t)+ / F(u,v,w) dx — 6/ (hiu + hov + hgw) dx. (4.19)
0 0
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Lema 4.1. A energia total ao longo das solugées fortes satisfaz a lei de dissipagdo

L
—&(t) = —/ (g1(ug)us + g2 (ve)ve + gs(we)wy) de <0, Ve € [0,1]. (4.20)
0

Além disso, existem constantes positivas Cy, Cy e Cy independentes de € € [0, 1], tais que

Coll (s v, w, up, v w3 — Co < E(t) < Co(L+ [[(w, v, w, u, v, wp)|[571),  (4.21)
para todo € € [0, 1].

Prova: Inicialmente, multiplicamos a primeira, a segunda e a terceira equagdes de (4.1) por

ug, Vg € Wy, respectivamente e integramos por partes no intervalo [0, L], obtemos

d 1 L
% |5 (plld+ gl + gl + [ gl )|
0
L
+/ (f1(u, v, w)ug + falu, v, w)ve + f3(u, v, w)w,) dex
OL
+/ (g1 (ue)ue + go2(ve)vy + g3(wy)wy) do
0

L
= 6/ (hiug + hovy + hawy) dx.
0

Observando que

1 L
B0) = 5 (lld+ palld + pallwd + [l o] )
0
e que
L
/ (f1(u, v, w)ug + folu, v, w)vy + f3(u, v, w))w; dz
0
L . i (4.22)
:/ VF(u,v,w) - (ug, vy, wy) de = — [/ F(u,v,w) dx
0 dt Jo |
segue que
d L L b
7 [E(t) +/ F(u,v,w) dor — e/ (hiu + hov + haw) dx
L0 ‘ - (4.23)
= —/ (91 (ue)us + ga(ve)ve + gz(we)wy) de.
0
Logo,
d L
Le0) == [ rlwu+ oo+ gt do @24)
0
Pelas hipéteses (4.8) e (4.10), temos que
g1(ur) = (g1 () — g1(0)) = ma|u]* > 0. (4.25)
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Analogamente, temos que

g2(ve) > mave|* >0 e gs(w) > mslw]” > 0. (4.26)

Portanto,

d

dt
Agora, vamos provar a desigualdade (4.21). Segue de (4.6), da desigualdade de Poincaré e por
(2.11) que

L
Ec(t) = —/ (g1 (ue)us + ga(ve)vs + g3(wy)wy) dr < 0. (4.27)
0

L
/ F(u,v,w) dv > =Bo([lullz + [[v]z + [wl3) — mpL
0

B
> — °<|| 2+ el + [w,]2) — meL (4.28)

/30 Rg

Z - H(u7v7w7utavt7wt)“7{ _mFL

Entdo, por (4.19) e (4.28), temos

L L
E(t)=E(t)+ / F(u,v,w) dx — e/ (hiu + hov + hyw) dx
0 0 (4.29)

1 L
Z <§ - Bg\’i2> ||(uvvvwaut>vt7wt)||’2}-l o mFL - 6/ (hlu + h'2,U + hglU) da.
1 0

Usando (2.11), as desigualdade de Holder, Young e de Poincaré, temos que para cada o > 0,

L
e/ (hiu + hov + hzw) dx
0
1
< o ([Jull3 + [[oll3 + llwll3) + o (I1hall3 + 1h2ll3 + [I7s]l5)

«Q 1
< N (luall3 + l[valls + [lw=l13) + 1o (Ihal13 + 12l + [1Rall3) (4.30)

(07a%)]

< —=
< 2

S C(]H(U, U, W, U, Vg, wt)”%‘[

1
w, v, w, g, v, we) g 4 = (llz + (1]l + [172]12)

T (I3 I+ [1al).

com o = Cg—il Logo, segue de (4.29) que

1
56<t) Z |:<§ - ﬁg\’;@) - 001 H(uavvwautavtawt)”%t

4.31)
— (Lt e (ll + Tl + Il

Tomando-se

_1 200k1
Co—z(l )\1)>0601

40 = (Il iRl l1Rsll) - (4:32)
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obtemos a primeira desigualdade de (4.21), isto é,
ge(t) 2 CO” (U, U, W, U, Vg, wt) H% - CVl'

Agora, integrando em [0, L] a desigualdade (4.15) e em seguida, aplicando a imerséo de Sobo-
lev (em 1D) H; (0, L) < LP*(0, L) e (2.11), temos

L
1 1 1
/ Fly) do < Cy(ull2t + llolZE + JwllZt + 1)
0

< Cr(lual™ + foal5™ + s 5+ + 1) (4:33)
S Cf(l + ||(U,U,’LU,U,5, Ut7wt)||179-[+1)'
Logo, por (4.19), (4.30) e (4.33), temos
E(t) < C|l(uw,w, uy, vy, wt)||3{ + Cr(1+ |[(u, v, w, ug, vy, wt)||%+1) + Cy, (4.34)

donde concluimos que existe Cy > 0 satisfazendo a segunda desigualdade em (4.21). A prova

estd completa. |

4.2 Boa colocacao do problema

Nesta secdo, estudamos a boa colocacdo global do problema (4.1)-(4.2). Inicialmente,
reescrevemos o problema (4.1) na forma de uma equagdo diferencial ordindria de primeira
ordem, para obter o seguinte sistema equivalente, que também € conhecido como o problema

de Cauchy, como segue

Y
d—+(A+IB%)Y:IF(Y), t>0,
dt (4.35)

Y (0) = Yo = (uo, vo, wo, ug, v1,w1) € H,

com H definidoem 2.1) e Y = (u, v, w, 4, v, w) € H.

O operador ndo linear A : D(A) C H — H é dado por

—U
—v
AY = 1 v (4.36)
—E{(CLHU “+ ajov + algw)m

—L (algu “+ ag3v + aggw)m

}
—;12{(@1211 + a0V + CLQSUJ)M}
o }
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com
D(A) ={Y = (v,v,w,,0,w) € H :u,v,w € H*(0,L),a,d,w € Hy(0,L)}.

O operador nao linear B : H — H e a forga externa F : H — H so definidos por

0 0
0 0
BY — 0 L OR(Y) = 0 . (4.37)
-g1(1) — o (filu,v,w) — €l)
~-92(0) — o (folu,v,w) — €hy)
2593(10) — oo (f3(u,v,w) — €hs)

Lema 4.2. O operador A + B é um mondtono maximal em H.

Prova: Levando em conta que (intD(A))ND(B) # (), pelo Teorema 1.2 é suficiente provar que
A e B sdo operadores mondtonos maximais. Primeiro provamos que A é mon6tono maximal.

Seja Y = (u,v,w,u,v,w) € D(A). Note que A é monétono, pois
(AY,Y)y =0.

A seguir, provamos que Im(I + A) = H. Seja§ = (F*', F? F3, F* F° F°) € H. Devemos
provar que

(I+A)Y =5

possui uma solugdo Y = (u, v, w,u,v,w) € D(A), o que implica no seguinte sistema

u—u = F'e€ Hy(0,L), (4.38)
v—7 = F?¢ Hj(0,L), (4.39)
w—w = F°¢e Hy(0,L), (4.40)
prti — (a11u + a1ov + a13w)ee = p1F* € L*(0, L), (4.41)
pa¥ — (19U + G900 + a3w) e = poF® € L*(0, L), (4.42)
P30 — (a13u + agsv + assw)., = psF® e L*(0,L). (4.43)

Observe que as equagdes (4.38)-(4.43) sdo equivalentes a

pru — (apu + apv + apw)e = p(F+ FY) € L*(0, L), (4.44)
P20 — (a12U + Q220 + A23W )3y = ,02(F2 + F5) < LQ(O, L), (4.45)
p3w — (@131 + ag3v + azzw),, = p3(F?+ F%) € L*(0, L). (4.46)
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e o sistema (4.44)-(4.46) é equivalente ao problema variacional
q]((u?an)a (¢7907¢)) = T(¢7 ¢7¢) (447)
sendo W : (Hj(0,L) x Hy(0, L) x H}(0,L))* — R uma forma bilinear dada por

\IJ((U’ U, w)a (¢7 %W) = p1(U, gb)? + ,02(?}, (70)2 + p3(w7¢)2

L (4.48)
[ QU ) )]
e Y : H}(0,L) x H}(0,L) x H}(0, L) — R uma aplicagdo linear definida como
T(¢,0,0) = pu(F' + F,0) + pa(F? + F°, ) + ps(F + F°, ). (4.49)
Temos que W, T sdo continuas. Além, disso, ¥ é também coerciva desde que
U((u,v,0), (u,v,w)) = prllully + p2lvll + psllwll3 + /OL q[ua; Vo, wo] d. (4.50)

Pelo Teorema de Lax-Milgram, o sistema (4.44)-(4.46) possui uma unica solugio fraca (u, v, w) €
H}(0,L) x H}(0,L) x H}(0, L). De (4.44)-(4.46) segue-se que

(@1u 4 a120 + a13W) 3 = pr1u— P1(F1 + F4) S LQ(O» L), 4.51)

(a12u + agev + agaw)ye = pav — pa(F? + F°) € L*(0, L), (4.52)

(@130 + a3V + a33w) e = psw — p3(F° 4+ FO) € L*(0, L). (4.53)
Consequentemente,

ayu + apov + azw € H*(0, L) N HS(O, L),
12U + agov + agzw € H*(0, L) N Hy(0, L), (4.54)
a3u + az3v + azsw € H*(0, L) N HY(0, L).

Observe que a partir das hip6teses referente a matriz A podemos escrever

2
(22a33 — Uag a13G23 — A12433

‘= T(A)(anu + (120 + aygw) + det(A) (a12u + agv + azzw)
(12023 — A130
T )
— 2
- alBaji?)@t(Z)lwgS (@111 + 4150 + argw) + %(alzu + a9 + agzw)
)+ o ag), (4.55)
e
Q12023 — Q13022 (15015 — (11093
v det(A) (anu + a0 + arzw) + det(A) (a12u + axv + azsw)
2
a11093 — @
W(GBU + ag3v + agzw).
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Combinando (4.54) e (4.55) concluimos que u,v,w € H?*(0,L) N H}(0,L). Das equa-
¢oes (4.38) e (4.39) segue-se que u,v,w € HY(0,L). Portanto, mostramos que existe Y =
(u,v,w,u,v,w) € D(A) tal que (I + A)Y = §. Provando que A é monétono maximal. A
prova da maximalidade mondétona do operador B segue do Passo 4 do Lema 2.1. A prova estd

portanto completa. [
Temos o seguinte resultado de existéncia global para o problema (4.1)-(4.3).

Teorema 4.1. Suponha que a Hipotese 4.1 seja satisfeita, entdo para qualquer dado inicial
Yo € H, o sistema (4.1)-(4.3) possui uma tnica solugdo fraca Y = (u, v, w, u;, vy, wy) satisfa-
zendo

Y € C([0.00);H), Y(0) =Y. (4.56)

Se Yy € D(A), entdo a solucdo é forte. Além disso, a solugdo fraca depende continuamente
do dado inicial Yy € H.

Prova: Como o operador A + B é mon6tono maximal em H e F : H — H é localmente
Lipschitz em H (veja o Lema 2.2). Entdo, pelo Teorema 7.2 da referéncia [26], para todo
Yy € D(A + B) existe t,.x < 00 € uma dnica solugdo forte Y para (4.35) definida no intervalo
0, tmax). Além disso, se Yy € H, temos que (4.35) possui uma dnica solugdo fraca Y €
C([0, tmax); H) e tal solugdo satisfaz lim, ,,- ||Y'(t)|[ = oo sempre que #pax < 00.

No que se segue, provamos que a solucdo € global, isto &, ., = oo. Primeiro, conside-
remos Y uma solugdo forte definida em [0, t,,ax). Integrando a identidade (4.20) sobre (0, )
obtemos

E(t) <&(0), Vvt>0. (4.57)

As estimativas (4.21) e (4.57) implicam em

1
1Y (£)]13, < E(&(O) +Cp), Vt>0. (4.58)

Um argumento de densidade mostra que (4.58) também € satisfeita para solugdes fracas. Por-

tanto concluimos que ¢, = 0.

A dependéncia continua da solugdo Y (¢) em relacdo aos dados iniciais pode ser obtida

usando uma técnica cldssica para a diferenca de duas solugdes (veja o Teorema 2.2). |

Pelo resultado do Teorema 4.1, o problema (25)-(27) € bem posto, entdo podemos definir o

semigrupo solucdo Sc(t) : H — H por

Se(t)(ug, vo, wo, ut, v1,w1) = (u(t), v(t), w(t), u(t), v(t), w(t)) (4.59)
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com (u, v, w, ug, v, wy) sendo a dnica solugdo fraca do problema (4.1)-(4.3). Desta forma o par
(H, S(t)) define um sistema dindmico. Para tal sistema, investigamos a existéncia de atratores

globais e suas propriedades.

4.3 Sistema gradiente e pontos estacionarios

A seguir, provamos que o sistema dindmico (#, S.(t)) é gradiente (veja Defini¢do 1.20)
e o conjunto de seus pontos estaciondrios € limitado em H uniformemente com relagdao ao

parametro e.

2

Lema 4.3. Suponha que a Hipdtese 4.1 seja satisfeita. Entdo o sistema dindmico (H, S.(t)) é

gradiente. Além disso, a fungdo de Lyapunov estrita correspondente ®. satisfaz
O (V) = ||V — oo (4.60)
Prova: Definimos o funcional ®, : H — R por

1 L

O (u, v, w, U, 0, W) = §||(u,v,w,ﬁ,f),w)||3d +/ F(u,v,w) dx

. 0 (4.61)

- e/ (hiu + hov + haw) dz.
0

Inicialmente, notemos que P, é continua por defini¢ao.
Seja Yy = (ug,vo, W, u1,v1,w;) € H uma condigdo inicial da solug¢do correspondente

Yo(t) = Sc(t)Yo, entdo por (4.20), temos que

L
%@6(36(15)}/0) = %&(t) = _/ (g1(ur)us + go(ve)vy + gs(we)wy) de < 0, V¢ > 0. (4.62)
0

Portanto, ¢ — ®.(S(t)Yy) é ndo-crescente.

Agora, suponha que ®.(S.(t)Yy) = D.(Yp) para todo ¢ > 0. Entdo, (4.62) implica que

L
d
_/ (91 (ue)ue + golve)vy + g3(wy)wy) do = %@E(YO) =0, Vt>D0. (4.63)
0
Usando (4.9) em (4.63), temos que parat > 0,
L
/ (] + [or]? + |ewn]?) da = 0. (4.64)
0
Logo,

w=v=w=0 qs.em (0,L). (4.65)
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Portanto, u(t) = ug,v(t) = vg e w(t) = wy, para todo ¢ > 0. Entdo, obtemos que S,(t)Y, =
Y (t) = (uo,vo,wp,0,0,0) € um ponto estaciondrio. Concluimos que ¢, é uma funcdo de
Lyapunov estrita.

Agora, segue da segunda desigualdade de (4.21) que
DY) < Co(1+ Y5, (4.66)

Logo, se ®.(Y) — oo temos que ||Y||3y — oo. Por outro lado, pela primeira desigualdade de
(4.21), temos que .
V1l < & (@(Y) + C), (4.67)

Assim, ||Y|| — oo implica que ¢.(Y) — oo. Logo, (4.60) é satisfeito. Isso completa a prova.

Lema 4.4. Suponha que a Hipotese 4.1 seja satisfeita. Entdo o conjunto N, dos pontos esta-

ciondrios de (H, Sc(t)) é limitado em H uniformemente com relagdo ao pardmetro € € [0, 1].

Prova: Seja Y € .4/ arbitrario. Como Y € uma solug¢do constante no tempo, temos que as

derivadas em ¢ se anulam e além disso, pela hip6tese do damping g;, j = 1,2, 3, tem-se

91(0) = g2(0) = g3(0) = 0.
Segue-se que Y = (u,v,w,0,0,0) é solugdo do problema

—A11Ugy — A12Vgz — A13Wgey + fl (U, v, ’LU) = 6h17 cm (07 L) X (07 T)7
— 12Uy — A22Vgy — U23Way + fo(u, v, w) = €hy, em (0, L) x (0,7, (4.68)

—A13Uzy — A23Vze — A33Wgy + f3(u7 v, w) - €h3> cm (07 L) X (07 T)a

com condi¢do de fronteira de Dirichlet. Multiplicando cada equacao de (4.68) por u,v e w,

respectivamente e em seguida, integrando em (0, L), obtemos

L L L
/ qlty, Uy, wy| dr = —/ VF(u,v,w) - (u,v,w) dr + 6/ (hiu + hov + hzw) dx.
’ ’ ’ (4.69)
Por (4.6) e (4.7), tem-se

—VF<U,?},UJ) ' <u7v7w) < —F(u,v,w) + 50(|U|2 + |U|2 + |w|2) +mp,
< 2Bo(Jul* + [v]* + |w|*) + 2mp.

Em seguida, integrando em [0, L| a desigualdade acima e usando a desigualdade de Poincaré e
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(2.11), tem-se

L
—/ VF(u,v,w) - (u,v,w) do < 260(||ullz + [[ollz + wll2) + 2Lmp
0

2
< 20 B+ ol + uel) + 28m - @70
2Boks [*
< ﬂ/\og/ qlty, Vg, W] dx + 2Lmp.
1 0

Logo, por (4.69) e (4.70), obtemos que

260k2

L L
/ qlty, Vg, we| dx + 2Lmp + e/ (hiu + hov + hyw)dz,
1 Jo 0

L
0

o que implica

280k L L
(1 ~ ) / Qs Vg, we| dx < 2Lmp + 6/ (hiu + hov + hyw) dx.
1 0 0

Levando em conta (4.32), conclui-se

L L
ACo||Y ]3, = 400/0 qlty, Vg, wy] do < 2Lmp + e/o (hyu 4 hov + hyw) dz.  (4.71)

Assim, usando a estimativa (4.30), temos que

ACo||Y 113, < 2Lmp + Coll(u, v, w, g, v, wy) |3, + %;l (a3 + 123 + [1Bs]3)  (4.72)
o que implica

3ColY I3, < 2Lmyp + % (103 + Bsli3 + 1Bsl13) . WY € A (4.73)
Assim, a prova estd completa. [

4.4 Estimativa de quase-estabilidade

Nesta subse¢do, provamos uma estimativa de quase-estabilidade que desempenha um papel
central na prova de existéncia de atratores e suas propriedades. Essa estimativa € usualmente

chamada de estimativa de estabilizabilizade.

Lema 4.5. Suponha que a Hipdtese 4.1 seja satisfeita. Seja B um conjunto limitado invariante
deHe

Se(t)Yi = (ui,vi,wi,ui,vz,wz), i=1,2,
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sdo solugdes fracas de (25)-(27) com a condicdes iniciais Y',Y? € B. Entdo, existem cons-

tantes positivas 1,9 e Cp, com Cg dependendo de B, mas independente de € € [0, 1], tais que

E(t) <0E(0)e™™ + Cp sup (|lu(s)ll3, + lv()l3, + [w(s)llz,), v6=>0,  (4.74)

s€[0,t]

comu=u'—u?v=0v"—0v*w=w"—w

Prova: Inicialmente notemos que u = u' — u?,v = v! —v? e w = w; — w, satisfazem o
sistema
PLU — A11Ugy — Q12U — Q13Wer = —F1(u, v, w) — Gy (uy) =0,
P2Vt — A12Uzgy — A22Vgz — (23Wae = —Fo(u, v, w) — Ga(vy) = 0, 4.75)
P3Wyt — Q13U — A23Vzy — 33Wae = —F3(u, v, w) — Ga(w;) =0,
com
Fi(u,v,w) = fi(u', o', w') — (v v*w?), j=1,2,3, (4.76)
e

Gi(u) = g1(u;) — g1(u?), Ga(vy) = g2(v)) — g2 (v7), Gs(wy) = gs(wy) — gs(wy).  (4.77)

Dividimos em passos a prova deste lema, simplesmente para um melhor entendimento.

Passo 1: Multiplicando cada equagdo de (4.75) por wu;, v; € wy, respectivamente. Em seguida,

integrando por partes sobre [0, L], obtemos

d L
—E(t) = —/ (F1 (u, v, w)uy + Fo(u, v, w)vy + F3(u, v, w)w,) dz
dt ;
L (4.78)
- / (G () + Ga(vn)vn + Gi(wp)wy) da.
0
Segue de (4.9) que
d
ZE@) < —maflullz = mallvill = malewdl3
L 4.79)
— / (1 (u, v, w)uy + Fo(u, v, w)vy + F(u, v, w)wy) dz.
0
Usando (4.5), a desigualdade de Holder e Young, obtemos
L L
/ Fy(u, 0, w)uy di < cf/ C( ) (ful + o] + [w]) ] de
0 0
(4.80)

< Kp([[ullzp + l[ollzp + [lwll2p) 1ue]l2

my
< Kp([lulls, + vl + lwllz,) + = llullz,
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com

C(Vfl) -1+ |u1‘p—1 + |u2|p—1 + ‘Ul‘p—l + |02|p—1 + |w1’p—1 + ‘w2|p—1‘

Analogamente, temos

mo

L
| Fuvwyu do < Kallull, + ol + lwl},) + 7
0

lvell3,

L
ms3
| Pt wpudo < Ka(lull, + ol + [wl,) + 52 furl3
0

Substituindo as estimativas (4.80)-(4.82) em (4.79), obtemos
d

mq mo ms
SB() < = Dl = T2l - Sl + Ka(lull, + o1, + lwl3,)

Passo 2: Definimos o funcional

L L L
Z(t)=p / uuy dxr + pz/ vy dx + pg/ wwy dx.
0 0 0

Entao

d

L
=) = palluells + pollvillz + psllwelz + / (Prunu + p2ouv + pswyw) d.
0

(4.81)

(4.82)

(4.83)

(4.84)

(4.85)

Multiplicando cada equagao de (4.75) por u, v e w, respectivamente. Em seguida, integrando

em (0, L), obtemos

L L
/ (prugtu + povgv + p3wyw) de = — / q[uy, Vg, we] dx
0 0

L
- / (Fy(u,v,w)u + Fo(u,v,w)v + F3(u, v, w)w)dx
0

L
- /0 (G1(ug)u + Ga(vp)v + Gg(wy)w) da.

Substituindo (4.86) em (4.85), temos que

d

L
L) = pulludllz + palloellz + psllwel3 —/ A[ug, Vs, W] dx
0

L
— / (F1(u, v, w)u + Fy(u,v,w)v + F3(u,v, w)w) dx
0

- /O (G () + Ga(ve)v + G (w,)w) da.

Similarmente a (4.80)-(4.82), obtemos as estimativas seguintes

L
/ Fy (w0, whu dz < Kp(lul, + lol2, + lwl,),
0
L
/0 Fyu, v, w0y de < Kn(lul, + [0l + lwl2,),

L
/0 Fy(u, v, w)wy dz < Kp(lull2, + o], + [lwll2,).
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Pela hipétese (4.9), desigualdade de Holder e Young, obtemos

L
/'Gﬂmﬂdxscmmmmmscmw@p+mwm@ (4.89)
0

Analogamente,

L
/cmmesam@+mmM
0

L (4.90)
| Gt do < ClluilB, + palul
0
Substituindo (4.88)-(4.90) em (4.86), obtemos
d 2 2 2 t
70 < 20l 2l + 2ol [ alove
+ Kp(|lull3, + [[vll5, + lwl3,)-
Passo 3: Agora, definindo o funcional £ por
L(t)=NE(t)+Z(1), (4.92)

com /N sendo uma constante positiva que serd definida mais adiante.

Usando a desigualdade de Holder, a desigualdade de Poincaré, (2.11) e a desigualdade de

Young, verifica-se facilmente, que existe Cy > 0 independente de € tal que
|L(t) — NE(t)| < CoE(t),Vt > 0. (4.93)
Portanto, para IV suficientemente grande, obtemos constantes positivas K e K5, tais que
K E(t) < L(t) < Ky E(t), Vt>0. (4.94)

Passo 4: Derivando £ com relagéo a t, temos

d d d

- =N—F —TZ(t). 4.95
dtﬁ(t) 7 (t) + o (t) (4.95)
Em seguida, usando (4.83) e (4.91), obtemos

d Nm Nm
< = (23 = 200 ) o = (552 = 200l

Nm L
(552l = [ e 96
0

+ Kp([[ullz, + llvl3, + lwll3,).

Seja NV > 0 suficientemente grande, tal que

Nm Nm Nm
51:< 21—2P1)>0,§2:( 22—202)>Oe§3=( 23—203)>0- (4.97)
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Escolhendo Ny = min{¢y, &, &3} > 0, existe K > 0 tal que
d
920t <~ NoB() + Kolull, + 013, + ], (4.98)

Por (4.94), temos que

d No 2 2 2
L) < = T L(0) + Kl + ol + ], (4.99)
Implicando em
d ot 2ot 2 2 2
2 L@e} < Ke® (Jully, + [v]3, + [w]3,): (4.100)

Integrando a expressdo acima, obtemos que
— 72t b oMoy 2 2 2
L) <e =LO)+Kp [ e %7 " ([luls)lly, + [[o(s)llg, + [[wls)lz,) ds. (4.101)
0

Usando novamente (4.94), obtemos que

t
E(t) < e " E(0) + CB/ e M (Ju(s) 3, + lo(s)lIz, + lw(s)l3,) ds,  (4.102)
0

com K N e
P="2n="20Cp=-2. 4.103

Kl i KQ y @B Kl ( )

Implicando na estimativa desejada (4.74). A prova estd completa. |

4.5 Existéncia de atratores globais

O principal resultado para a existéncia de atratores globais € dado pelo seguinte teorema.

Teorema 4.2. Suponha que a Hipotese 4.1 seja satisfeita. Entdo:

(i) O sistema dindmico (H, S.(t)) é quase-estdvel sobre qualquer conjunto positivamente

invariante e limitado B C H;

(ii) O sistema dindmico (H, Sc(t)) possui atrator global A C H que se caracteriza pela

variedade instavel 2. = W" () do conjunto de pontos estaciondrios

— 11Uy — 12Uz — A13Weg + f1(u, v, w) = €hy
=/V5 = (U7 v, W, 07 Oa 0) €EH —Q12Uzg — A22Vzg — A23Wgy + f2(u7 v, U)) = 6h2 )

—013Uzy — A23Vgpp — (33Wee T f3 (u7 v, w) = 6hS
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(iii) Toda trajetoria se estabiliza no conjunto N, dos pontos estaciondrios, isto é, para todo
Y € H temos
lim disty(Sc(t)Y, A¢) = 0.

t——+oo
Em particular, existe um atrator global minimal A™" dado por A" = _N{;

(iv) O atrator U, possui dimensdo fractal finita dim{ﬂle;

(v) O atrator global . é limitado em
Hi = (H*(0,L) N Hy(0,L))* x (Hy(0,L))>. (4.104)
Além disso, qualquer trajetoria Y = (u, v, w, ug, v, wy) em A satisfaz

||(U,an)H%H?(o,L)mH(}(o,L)p + [ (ut, ve, wt)H%HOl(o,L))?» + [[(u, v, w)||%L2(O,L))3 < R,
(4.105)

para alguma constante Ry > 0 independente de € € [0, 1];

(vi) O sistema dindmico (H, S.(t)) possui um atrator exponencial generalizado. Mais preci-
samente, para qualquer § € (0, 1], existe um atrator exponencial generalizado "Y' C

H, com dimensdo fractal finita no espaco estendido H _s, definido como interpolagdo de

H:=H e H_y:=(L*0,L))°x (H0,L))> (4.106)
Prova:

(i) (a) Como (#H,Sc(t)) é definido como o operador solugido do problema (4.1)-(4.2), o
Teorema 4.1 implica que (1.24) e (1.25) sdo satisfeitas com X = (H}(0,L))* e Y =
(Hy (0, L))°.

(b) A seguir, verificamos as desigualdades (1.26) e (1.27). Seja B C ‘H um conjunto

positivamente invariante e limitado para o sistema dinadmico (#, Sc(t)). Denotamos
S.()Y' = (u', v, W' ul, v, wh),  i=1,2, (4.107)

comY’ € B,i=1,2esejamu = u' —u? v =v! — 0%, w = w! —w?. Segue de (2.148)
que
IS.(OY! = SOV, < a) Y — Y22, (4.108)

com a(t) = eCFrrr2p3)T  Consideramos a semi-norma ny em X definida por

nx (u, v, w) = \/IIUI|3p+ [v]13, + [[wl13,- (4.109)
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(ii)

(111)

(iv)

v)

Como a imersdo (em 1D) H}(0, L) < L*(0, L) é compacta, entdo nx € uma semi-

norma compacta em X.

(c) Pelo Lema 4.5, podemos escrever

1Se(Y " = Sc(OY 2[5, < b)Y = V2|3, + c(t) Sél[g;][nx(U(S)vv(S)»w(S))]Q’ (4.110)

com
b(t) = ﬁBe_nBt, C(t) = CB.

Verifica-se facilmente que

b(t) € L*(RT) e lim b(t) = 0. (4.111)

t—00

Como B € H ¢ limitado, temos que ¢(¢) é localmente limitada em [0, c0). Portanto,
o sistema dindmico (H, S.(t)) é quase-estdvel sobre qualquer conjunto positivamente e
limitado B C H.

Como o sistema dindmico (H, S.(t)) é quase-estavel, pela Proposi¢do 1.13, temos que
(H, Sc(t)) é assintoticamente suave. Além disso, pelo Lema 4.3, o sistema dindmico em
questdo é gradiente e

D (Y) = 00 <= ||Y]|3 — 0. (4.112)

Também, pelo Lema 4.4, temos que o conjunto .4, dos pontos estaciondrios de (H, S,(t))
¢ limitado em #. Logo, pelo Teorema 1.11, obtemos que o sistema dindmico (, Sc(t))

possui atrator global dado por A, = W*(47).

Pelo item anterior, temos que o sistema dindmico (#, S.(¢)) possui atrator global. Logo,
pelo Teorema 1.12, toda trajetéria se estabiliza no conjunto ./4;, ou seja, para todo Y &€
H, tem-se

lim disty(Sc(t)Y, ) = 0. (4.113)

t—+o00

Em particular, existe um atrator global minimal 2A™" dado por A" = _4;

Do exposto acima, o sistema dindmico (#, Sc(t)) possui atrator global dado por 2, =
W(A) e, em particular, é quase-estdvel em 2l.. Entdo, pelo Teorema 1.14, obtemos

que o atrator [, possui dimensao fractal finita dim{ﬂle.

Como sistema dindmico (H, Sc(t)) é quase-estavel em 2, e (4.110) € satisfeito com c(t)
satisfazendo

Coo = sup ¢(t) = O < 0.
teR+
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Entdo, pelo Teorema 1.15 qualquer trajetdria completa Y = (u, v, w, ug, vy, wy) € A

possui a seguinte regularidade

ug, v, wy € L°(R, Hy (0, L)) N C(R, L*(0, L)), (4.114)

Usg, Uy, Wy € L(R, L*(0, L)). (4.115)
Em particular, existe R > 0 tal que
||(Utavtawt)||?H5(o,L))s + H(utavtth)H%LQ(O,L)P < R%. (4.116)

Portanto, usando (25), o fato de que os termos ndo lineares sdo continuos e usando um

argumento analogo a (4.51)-(4.55), concluimos que existe uma constante R’ > 0 tal que

[ (u, v, w)H?H2(0,L)mH3(O,L))3 <R (4.117)

Portanto, obtemos (4.105). Como o atrator global 2{, também € caracterizado da seguinte

forma
A = {Y(O) : 'Y é uma trajetdria completa limitada de Se(t)}, (4.118)
obtemos que 2, € limitada em H,.

(vi) (a) Seja . o funcional de Lyapunov definido no Lema 4.3. Podemos facilmente verificar
que o conjunto B = {U : &.(U) < R}, é positivamente invariante, limitado e absorvente
para algum R > 0 suficientemente grande. Para a solucdo Y'(¢) com dado inicial Y, =
Y (0) € Bg, existe Cz > 0 tal que para qualquer 0 <t < T,

1Yillz_, < Cs, (4.119)

que garante que para qualquer 0 <t; <t, < T,
to
1Sc()Yo — Se(t2)Yallz, < / Vi)l dr < Calty —ta].  (4.120)
t1

Por (4.120), concluimos que para qualquer Y, € B, a aplicagdo t — S.(t)Y, € Holder
continua no espaco estendido  com expoente v = 1. Entdo, pelo Teorema 1.16, obte-
mos a existéncia de um atrator exponencial generalizado cuja a dimensao fractal € finita
cm 7‘2_1.
(b) Agora, provamos a existéncia de atrator exponencial generalizado em H_scomé €

(0, 1). Pelo teorema de interpolagdo, temos

Y, < CIYI YIS, < Cs Yy, (4.121)
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Em particular,

1Se(t1)Y = Se(t2)Y |77, < C5°1Se(t1)Y — Se(t2)Y[|%; . (4.122)
Usando a ultima estimativa em (4.120), obtemos

1Se(t1)Y = Se(t2)Y |lj7_, < Cpltr — t2|°, iy, ta € 0,77, (4.123)

Usando novamente o Teorema 1.16 concluimos que existe um atrator exponencial gene-

ralizado com dimensdo fractal finita em H_s com § € (0,1). A prova estd completa.
[

4.6 Semicontinuidade superior de atratores globais

Nesta secdo, investigamos a continuidade do atrator 2. quando ¢ — ¢,. Inicialmente,
provamos que esta familia de atratores é continua em um subconjunto denso residual de [0, 1]
no sentido do Teorema 1.17. Em seguida, provamos a semicontinuidade superior para todo
€€ [0,1].

Nosso proximo objetivo € fornecer uma limita¢io uniforme do atrator com relagdo ao para-
metro €. Para este fim, usamos uma relagio proveniente da estrutura gradiente do sistema dada

no seguinte lema (veja [27, Observacgdo 7.5.8]).

Lema 4.6. Sob as hipoteses do Lema 4.3, a seguinte desigualdade é vdlida:
sup {®(Y) : Y € A} <sup{®(Y):Y € A}

Lema 4.7. O sistema dindmico (H, Sc(t)) possui um conjunto absorvente e limitado By C H

uniformemente com relacdo ao pardmetro € € |0, 1].

Prova: Por (4.21) e pelo Lema 4.6, temos que

Supyeq, Pc(Y) + Ch
Co
< SWyey P(Y) + G
< Co
_ Cosupyey V3" + Co + G
< Ce :

Como pelo Lema 4.4 o conjunto .4, é limitado em H uniformemente com relacdo a €, conclui-

N

sup [|[Y])3, <
Ye.

(4.124)

mos que existe uma constante /Ky > 0 independente de € tal que

sup [|Y[5, < Ko. (4.125)
Ye.

112



Entdo, fazendo R2 = K, + 1, a bola fechada By = {Y € H : ||Y||% < Ro} é um conjunto

absorvente limitado de H uniformemente em € € [0, 1]. |

Teorema 4.3 (Continuidade residual). Sob as hipoteses do Teorema 4.2, existe um conjunto I,

residual e denso em [0, 1] tal que 2. é continuo em €, € 1, isto ¢,

lim dg (A, A, ) =0, Veo € I (4.126)

€E—€Q

Prova: Nosso objetivo é verificar as propriedades (L1) —(L3) do Teorema 1.17 com A = [0, 1]

para concluir o resultado.

(a) O Teorema 4.2-(ii) nos garante que S,(t) possui atrator global 2, para todo € € [0, 1].
Logo, a propriedade (L1) é satisfeita.

(b) Consideramos o conjunto absorvente e limitado B, independente de ¢ dado pelo Lema
4.7. Usando o fato que B, é também fechado e atrai limitados, a minimalidade o atrator implica
que

2A. C By, Vee|0,1].
Assim, a propriedade (L2) é satisfeita.
(c) Para mostrar a propriedade (L3), consideramos D C H um conjunto limitado. Sejam

€1, € € [0,1], Yy € D e denotamos
S, ()Yo = (u'(t),v" (t), w' (t), ul(t), vi(t), wi(t)),i = 1,2, (4.127)

e as diferengas u = u' — u*, v = v —v? e w = w; — wy. Entdo, Y = (u, v, w, us, vy, wy) € a

solugdo do sistema

P1Uy — A11Ugy — A19Vzg — A13Wep = —F1(u, v, w) — Gy (uy) + (€1 — €3)hy,
P2V — A12Uzg — U22Vzg — A23Wee = —Fo(u, v, w) — Ga(vy) + (€1 — €2)hy,  (4.128)
P3We — A13Ugy — A23Vzs — A33Wae = —F3(u, v, w) — G3(wy) + (€1 — €2)hs,
com
Fi(u,v,w) = fi(u', o' w') = fi(u®, 0%, w?), j=1,2,3 (4.129)
e

Gi(ur) = g1(uy) — g1 (u?), Ga(vy) = ga(v}) — ga(v?), Ga(wy) = gs(w}) — gs(w?) (4.130)

Multiplicando cada equacao de (4.128) por wuy, vy € wy, respectivamente. Em seguida, inte-
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grando por partes sobre [0, L], obtemos

L
——|IY|l5 = —/ (F1(u, v, w)uy + Fy(u, v, w)vy + F3(u, v, w)wy) de
0
L
— / (G1(up)ug + Go(vp) vy + Gs(wy)wy) dx (4.131)
0

L
+ (61 - 62) / (hlut + hgvt + hgwt) dx.
0
Usando (4.5), a desigualdade de Holder e a imersdo H} (0, L) < L>°(0, L), obtemos
L
/0 Fi(u,v,w)uy de < C(1+[|Se, () Yol5, " + [1Sea (Y0l ) (ull2p + [[ll2p + [1w]l2p) |2

< O+ 1S OYollhr " + 1156 (Yol ) llualle + vallo + lwell2) ue -
(4.132)
Usando o fato de que &(¢) é uma fungdo ndo crescente e (4.21), temos que parai = 1, 2,
E(0) +C1 _ Col1 + [ll5)
Co - Co
Substituindo a estimativa (4.133) em (4.132), em seguida, usando a desigualdade de Young,

1S, (O Yollh, " < <Cp, WyeD. (4.133)

obtemos que

L
/ Fy(u, v, w)ug do < Cp([[ugll2 + [[vallz + [[wall2)][u]2
0

(4.134)
< Cp([luells + l[vall3 + l[wzll3) + palulf3-
Analogamente, temos
L
| Ftusowpods < Collunlh + ol + fusl®) + pallal, 4139
0
© L
/ Fy(u, v, whwy de < Cp(llu |3+ o3+ e l3) + palwr]3 (4.136)
0
Somando as desigualdades (4.134)-(4.136) e usando (2.11), concluimos que
L
/ (Fy (u, v, w)uy + Fy(u, v, w)vy + Fy(u, v, w)wy) de < Cpl|Y]|3,- (4.137)
0
Por (4.10), obtemos
L
- / (G )y + Ga(v0)vn + G(wy)wy) dax < 0. .138)
0

Além disso, pelas desigualdades de Holder e Young, temos que

L
(61 — 62) / (hlut + hg’Ut + hgwt) dz
0

1 hy||? hs||3 hs)|
< J(oullwdll3 + pallvill3 + psllwell3) + ler — ef? (H leQ o Pl | 3”2> (4.139)
1

P2 3
Iall3 , lall3 thuz) |
P1 P2 P3

1
< IV + e - P
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Substituindo as estimativas (4.137)-(4.139) em (4.131), obtemos

d [hallz | R2ll3 | llhsll3
—|IY|?3 <C Y2+E—€2( 2 4 Z 4 2. (4.140)
IV B < ColY B + ey — oft (T2 4 228 4 20

Aplicando a desigualdade de Gronwall & estimativa (4.140) e usando o fato de que ||Y'(0)[|3, =

0, concluimos que

1 hi||3 hall3 hs|3
HYH%{ < (eth _ 1) (H 1||2 + H 2”2 + || 3||2> ’61 _ 62‘27 > 0. (4.141)
Cp P1 P2 P3

Como [[S. (£)Ys — Sea(t)¥oln = 1Y [l segue que

1 hq |2 ho |12 Ball2
15, (8)Yo = Sey (1) Yol < \/_(eth —1) (H 1z + 12l + | 3H2)|61 — 6, (4.142)
Cp P1 P2 P3

o que mostra a validade da propriedade (L3). Temos entdo que todas as hipéteses do Teorema
1.17 sdo satisfeitas. Logo, existe um conjunto residual e denso I, C [0, 1] tal que o limite

(4.126) € satisfeito, o que completa a prova o teorema. [
Teorema 4.4 (Semicontinuidade superior). Sob as hipoteses do Teorema 4.2, a familia de

atratores globais . é semicontinua superiormente em € € |0, 1], ou seja,

lim disty (A, Ao, ) =0, Ve € [0,1]. (4.143)

€E—€Q

Prova: A provamos por contradi¢do. Suponhamos que o limite (4.143) ndo seja satisfeito.

Entdo existem 0 > 0 e sequéncias €,, — ¢y e Y|' € 2, , tais que
disty (Y, 20.,) > 5 > 0,¥n € N. (4.144)

Seja Y, (t) = (u™(t),v™(t), w"(t), up(t), vy (t)) uma trajetéria completa em 2, tal que Y (0) =

Y". De acordo com a estimativa uniforme (4.105), temos que
{Y"} é limitada em L>(R; H,). (4.145)

Desde que H; € compactamente imerso em H, pelo teorema de compacidade de Simon (veja
[77]), obtemos uma subsequéncia {Y™} e Y € C([-T,T]; H) tais que

li Y™ (t) =Y (t =0.

dim max [Y7() = V() =0 (4.146)

Por (4.145) e (4.146), concluimos que

sup [|Y'(¢)[[# < oc. (4.147)
teR
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Usando um argumento analogo como na prova da propriedade (L3), vemos que
Y (t) = (u(t),v(t), w(t), u(t), ve(t), w(t)) (4.148)
¢ solugdo fraca do problema limite (e = )
Pl — A11Ugy — 12Uz — A13Wae + [1(u, 0, w) + g1(ue) = €oha,

P2V — A12Uzy — A92Vzy — A23War + fo(u, v, w) + go(vr) = €oha, (4.149)

P3Wy — A13Ugy — A23V5g — A33Way + f3(u, v, w) + g3(wy) = €ohs.

Portanto Y (¢) é uma trajetéria completa e limitada para o semigrupo limite S, (). Consequen-
temente,
Y v (0) € 2y, (4.150)

o que contradiz (4.144). Isso finaliza a prova. [
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Capitulo 5
Conclusoes e trabalhos futuros

Neste trabalho, discutimos a boa coloca¢@o, o decaimento uniforme, blow e a dinamica a
longo prazo das solugdes para um sistema de mistura terndria de s6lidos. Primeiro, usando
a teoria de operadores mondtonos e semigrupos nao lineares, provamos os resultados sobre a
existéncia de solucdes fracas locais e globais, e a unicidade das solucdes fracas. Em seguida,
provamos que tais solu¢des tnicas dependem continuamente dos dados iniciais. Sob algumas
restricdes nos expoentes dos dampings e fontes, também provamos que cada solugdo fraca do
sistema possui blow-up em tempo finito, desde que a energia inicial seja negativa e as fontes
sejam mais dominantes do que os dampings no sistema. Usando o método do poco poten-
cial, provamos a existéncia de uma tunica solugdo fraca global comecando na parte “boa” do
poco potencial e mostramos que a energia total do sistema decai exponencialmente ou algé-
bricamente, dependendo do comportamento da dissipacao proximo a origem. Esses resultados
foram as primeiras contribui¢des para a estabilizacio de sistemas nao lineares de mistura terna-
ria de s6lidos. O unico trabalho que encontramos na literatura é devido a F. Dell’Oro e Rivera

[31], mas esse trata do caso linear.

Na segunda parte deste trabalho, consideramos o sistema de mistura terndria de com forgas
externas. Usando a metodologia de quase-estabilidade proposta por Chueshov e Lasiecka [27],
provamos a existéncia de atrator global suave com dimensao fractal finita. Usamos os recentes
resultados devida a Hoang et al. [47] para investigar a continuidade dos atratores com relacdo

a um parametro de forca em um conjunto denso e residual.

Essas conclusdes, deram novas contribuicdes para a teoria relacionada com a dindmica
ndo linear de sistemas de misturas terndrias de sélidos, e teve como resultado dois artigos
publicados [35, 37].

Finalizamos nossos estudos com algumas questdes que ainda nao obtivemos respostas. No

Teorema 2.6, provamos um resultado de blow-up em tempo finito para quando a solu¢do que
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comecam dentro do pogo potencial com energia total inicial 0 < £(0) < d. E uma questio
ndo trivial provar um resultado sobre blow-up de solu¢des em um nivel de energia inicial
arbitrariamente alto, ou seja, £ (0) > d. Essas questdes foram tratadas no trabalho Gazzola
e Squassina [38] para equagdes de ondas. Tais questdes, certamente, abrem caminho para
pesquisas futuras sobre problemas de mistura terndrias, onde também pretendemos abordar a
andlise do caso ndo autdonomo e estudar questdes relacionadas a existéncia e continuidade de

atratores pullback para o processo de evolucgao associado [24].
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