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When you walk through a storm

Hold your head up high

And don't be afraid of the dark

At the end of a storm

There's a golden sky

And the sweet silver song of a lark

Walk on, through the wind

Walk on, through the rain

Though your dreams be tossed and blown

Walk on, walk on

With hope in your heart

And you'll never walk alone

You'll never walk alone

Walk on, walk on

With hope in your heart

And you'll never walk alone

You'll never walk alone

Dedico este trabalho aos meus amados pais, José Maia e Maria da Paz, e ao meu irmão

Italo. Com eles por perto, eu sei que nunca caminharei sozinho.
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Resumo

Neste trabalho estudaremos existência e concentração de soluções para diferentes classes de

problemas elípticos com caráter não local. Consideraremos três problemas distintos: no primeiro,

via argumentos de truncamento, exibiremos existência e concentração de soluções para uma

equação elíptica fracionária de Kirchho�-Schrödinger com crescimento crítico e subcrítico; no

segundo estudaremos uma classe de sistemas hamiltonianos envolvendo o laplaciano fracionário

e com não linearidade tendo um crescimento exponencial; já no terceiro problema usaremos

um método de aproximação de Galerkin para mostrar a existência de solução para um sistema

hamiltoniano com o operador laplaciano e não linearidades do tipo Choquard.

Palavras-chave: Laplaciano fracionário, problemas não locais, sistemas hamiltonianos,

crescimento exponencial, argumentos de truncamento, equações de Choquard, método de Galer-

kin.
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Abstract

In this work we are concerned with the existence of solutions to di�erent classes of nonlocal

elliptic problems. We will consider three distinct problems: in the �rst one, using truncation

arguments, we show the existence and concentration of solutions for a fractional elliptic Kirchho�-

Schrödinger equation with critical and subcritical growth; in the second one we study a class of

hamiltonian systems involving the fractional laplacian and with nonlinearities having exponential

growth; �nally in the third problem, we will use a Galerkin approximation method to show the

existence of a solution for a hamiltonian system with the laplacian operator and Choquard

nonlinearities.

Key-words: Fractional Laplacian, nonlocal problems, hamiltonian systems, exponential

growth, truncation arguments, Choquard equation, Galerkin's method.
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Notações

Notações gerais

• Br(x) : bola aberta de centro x e raio r;

• → : convergência forte;

• ⇀: convergência fraca;

• 〈., .〉X : produto interno em X;

• ∆u =
∑N

i=1
∂2u
∂x2
i
denota o laplaciano da função u : Ω ⊂ RN → R;

• � : �m de uma demonstração;

Espaço de Funções

• C0(Ω) denota o espaço das funções contínuas com suporte compacto em Ω;

• Ck(Ω) denota o espaço das funções k vezes continuamente diferenciáveis sobre Ω, k ∈ N;

• C∞(Ω) denota o espaço das funções in�nitamente diferenciáveis em Ω;

• Para 1 ≤ p <∞ denotemos

Lp(Ω) = {u : Ω→ R;

∫
Ω
|u|p <∞};

• Lploc(Ω) = {u ∈ Lp(Ω′) para todo compacto Ω′ ⊂ Ω};

• L∞(Ω) = {u : Ω→ R; |u(x)| ≤ C q.t.p sobre Ω, para algum C > 0};

Normas

• ||u||∞ = inf{C > 0; |u(x)| ≤ C q.t.p em Ω} denota a norma do espaço L∞(Ω);

• |u|Lp(Ω) =

(∫
Ω
|u|pdx

) 1
p

, denota a norma do espaço de Lebesgue Lp(Ω) com Ω ⊂ RN ;

• quando estiver claro o conjunto Ω que estamos trabalhando, denotaremos |u|Lp(Ω) simples-

mente por |u|p.
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Introdução

Neste trabalho, mostraremos existência e concentração de soluções para algumas classes de

equações diferenciais elípticas não locais, isto é de equações que não tem dependência pontual de

x ∈ RN . Trabalharemos nos Capítulos 1 e 2 com um operador não local, o laplaciano fracionário

(−∆)s; no Capítulo 3 o termo não local está na não linearidade. Para deixar a leitura mais

confortável, exporemos alguns conceitos básicos sobre os espaços de Sobolev fracionário em uma

breve seção antes do nosso primeiro capítulo.

Nos últimos anos o estudo de operadores fracionários integro-diferenciais, como o laplaciano

fracionário, aplicados a física e em outras áreas do conhecimento humano, têm crescido bastante.

Como exemplo, destacamos a equação não linear fracionária de Schrödinger (FSE )

i}
∂ψ(x, t)

∂t
= Dα(}∆)

α
2 ψ(x, t) + V (x)ψ(x, t), (1)

onde uma solução standing wave ψ de (1), é da forma

ψ(x, t) = ei(E�})tu(x), (2)

tal que u é uma solução de uma equação semilinear como as estudadas no Capítulo 1, quando o

termo não local de Kirchho� é indenticamente igual a 1..

A equação fracionária de Schrödinger desempenha um papel importante em mecânica quân-

tica no estudo de partículas em campos estocásticos modelados por processos de Levy; para o

leitor interessado em uma aborgem mais física, indicamos os primeiros artigos, até onde se sabe,

que desenvolveram a equação fracionária de Schrödinger, veja [58] e [59]. Para mais aplicações

envolvendo o laplaciano fracionário, citamos [12], [19] e [29].

No Capítulo 1, estudaremos os problemas

(Pλ)

M
(

[u]Hs(RN ) +

∫
RN

V (x)u2dx

)
((−∆)su+ V (x)u) = c̄u+ f(u) em RN ,

u ∈ Hs(RN )

e

(P∗)

M
(

[u]Hs(RN ) +

∫
RN

V (x)u2dx

)
((−∆)su+ V (x)u) = h(x)u+ u2∗s−1 em RN ,

u ∈ Hs(RN ),

onde

[u]Hs(RN ) =

∫∫
R2N

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

2



é a seminorma de Gagliardo, V (x) = λa(x) + 1, com λ um parâmetro positivo e a : RN → R
uma função contínua que se anula em um domínio limitado ΩΥ.

O caráter não local dos problemas acima vem do operador laplaciano fracionário (−∆)s e

pelo termo de Kirchho� M . O operador (−∆)s : S(RN ) → L2(RN ) é o operador laplaciano

fracionário de�nido por

(−∆)su(x) := lim
ε→0+

C(N, s)

∫
RN\B(0;ε)

u(x)− u(y)

|x− y|N+2s
dy x ∈ RN , (3)

onde S(RN ) é o conjunto de todas as distribuições temperadas e C(N, s) é a seguinte constante

positiva de normalização:

C(N, s) :=

(∫
RN

1− cos(ζ1)

|ζ|N+2s
dζ

)−1

,

com ζ = (ζ1, ζ
′), ζ ′ ∈ RN−1.

Gostaríamos de enfatizar que equações do tipo

(−∆)su+ V (x)u = f(x, u) em RN ,

e suas variantes vem sendo atualmente intensivamente estudadas. Por exemplo, em [42], Felmer

et. al mostraram para o caso V ≡ 1 a existência de uma solução positiva, regular e simétrica.

No artigo [84], Secchi mostra a solução ground state quando V (x) limitado por baixo por uma

constante positiva e V (x) → +∞ quando |x| → +∞. Para mais referências sobre a equação

semilinear fracionária de Schrödinger indicamos [5, 9, 10, 11, 13, 21, 47].

Quando M 6= 1 a equação (Pλ) está relacionada com a famosa equação de Kirchho�

ρutt −
(
P0

h
+
E

2L

∫ L

0
|ux|2dx

)
uxx = 0 (4)

introduzida por Kirchho� [54] em 1883, como uma extensão não linear da equação da onda

de D'Alembert para vibrações livres de cordas elásticas. Aqui u = u(x, t) é o deslocamento

transversal da corda na coordenada espacial x no tempo t, L é o comprimento da corda, h é a

área da seção transversal, E é o módulo de Young do material, ρ é a densidade de massa e P0

é a tensão inicial. Até onde sabemos, o artigo [87] foi primeiro trabalho a estudar um problema

elíptico com um termo não local do tipo Kirchho�; citamos também [3, 67] pela importância que

tiveram na teoria. Para uma introdução à esta classe de problemas, sugerimos o artigo [66].

Mais recentemente, em [46], Fiscella e Valdinocci introduziram um modelo estacionário de

Kirchho� na perspectiva fracionária, que leva em consideração o aspecto não local da tensão que

surge de medições não locais do comprimento fracionário da corda; veja o apêndice em [46] para

uma descrição física mais detalhada do modelo fracionário de Kirchho�.

Existem também trabalhos tratando sobre equações elípticas fracionárias do tipo Schrödinger-

Kirchho�, em [7], Ambrosio estudou o seguinte sistema de Kirchho��Schrödinger�Poisson(p+ q[u]Hs(RN ))(−∆)su+ µφu = g(u) em R3,

(−∆)tφ = µu2 em R3,

3



onde g é uma não linearidade do tipo Berestycki�Lions.

Outro exemplo encontra-se em [69], onde Mingqi et al. estudaram a seguinte classe de

equações do tipo Schrödinger�Kirchho� envolvendo o operador magnético fracionário.

M([u]2s,A)(−∆)sAu+ V (x)u = f(x, |u|)u em RN .

Também citamos o trabalho [53], onde Jia e Li estabeleceram a existência de uma solução

ground state para o problema

M

(
1

ε3−2s
[u]Hs(R3) +

1

ε3

∫
R3

V (x)u2dx

)
[ε2s(−∆)su+ V (x)u] = K(x)f(u) em R3,

onde f tem crescimento subcrítico.

Ressaltamos que no Capítulo 2, mostraremos existência e concentração de soluções para o

problema 
(−∆)1/2u+ (λa(x) + 1)u = Hv(u, v) em R,

(−∆)1/2v + (λa(x) + 1)v = Hu(u, v) em R,

u, v ∈ H1/2(R),

onde H tem um crescimento exponencial crítico.

Sistemas desta classe já foram amplamente estudados para o operador laplaciano (−∆), tanto

em domínios limitados, quanto em domínios ilimitados, veja por exemplo [18, 28, 34, 35, 51, 56]

para o caso onde o domínio é limitado, e [33, 37, 36, 60, 85] para o caso em domínios ilimitados.

Uma das complicações em se estudar sistemas Hamiltonianos do tipo elíptico via métodos varia-

cionais, é que o funcional energia associado ao problema é fortemente inde�nido, isto é, sua parte

quadrática é, respectivamente, coerciva e anti-coerciva em subespaços de dimensão in�nita do

espaço onde o funcional está de�nido. Para contornar tal di�culdade, iremos aplicar técnicas de

truncamento como no clássico trabalho de del Pino e Felmer [31] e técnicas de minimização sobre

a variedade de Nehari-Pankov (ou Nehari generalizada), introduzida originalmente por Pankov

no artigo [81]. O leitor pode consultar [86] para uma abordagem mais detalhada sobre como a

Nehari generalizada pode ser utilizada na resolução de alguns problemas elípticos.

No capítulo 2, trabalharemos com não linearidades que tem crescimento exponencial, ou seja,

f(t) ∼ eαt2 . Não linearidades com esse tipo de crescimento tem sido cada vez mais pesquisadas

desde a publicação do artigo [76], no qual prova-se uma imersão do tipo exponencial no espaço de

Sobolev H1
0 (Ω) com Ω ⊂ R2. Esta imersão �cou popularizada na literatura como desigualdade

de Trudinger-Moser. Um dos primeiros trabalhos onde se estudou problemas elípticos com este

tipo de não linearidade via métodos variacionais foi em de Figueiredo, Miyagaki e Ruf [32]. Na-

turalmente, os matemáticos têm generalizado a desigualdade de Trudinger-Moser de diferentes

formas; uma versão para H1(R) foi mostrada por Cao em [27], e em [2] o autor provou a desi-

gualdade para espaços de Sobolev de ordem mais alta. E para espaços de Sobolev fracionários

temos os trabalhos de T. Ozawa [79] e H. Kozono, T. Sato e H. Wadade [55]. A desigualdade de

Trudinger-Moser para espaços fracionários será mostrada precisamente nas Proposições 2.1.1 e

2.1.2.
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Por �m, no capítulo 3, estudaremos um problema com o laplaciano (−∆) onde a não linea-

ridade é não local, mais precisamente estudaremos o sistema−∆u+ V (x)u =
(

1
|x|µ ∗G(v)

)
g(v) em R2,

−∆v + V (x)v =
(

1
|x|µ ∗ F (u)

)
f(u) em R2,

onde f e g tem crescimento exponencial e ∗ é o operador convolução.

Problemas com não linearidade não local, tal como o problema acima, são conhecidos na

literatura como equações do tipo Choquard, e este tipo de equação tem forte motivação física. No

entanto, apesar de levar o nome de �equação de Choquard�, elas foram estudadas primeiramente

por H. Fröhlich e S. Pekar na teoria quântica de um polaron em repouso, veja [48, 49, 82]. De

acordo com [61], a equação

−∆u+ u =

(
A

|x|µ
∗ |u|2

)
u, em R3, (5)

(A é uma constante) foi introduzida por Ph. Choquard em 1976 para modelar plasma mono-

componente, que representa o mais simples modelo de mecânica estatística de um sistema de

Coulomb.

Desde então, variações da equação de Choquard tem sido usada para descrever uma série

de fenômenos. Por exemplo, quando a interação atrativa de partículas é fraca e tem um efeito

contínuo que dura mais do que o da equação não linear de Schrödinger, a equação de evolução

i∂tφ = ∆φ+(V ∗|φ|2)φmodela a interação de um grande sistema de átomos e moléculas bosônicos

não-relativísticos.

A equação (5) tem sido amplamente estudada por diversos autores. Usando teoria dos pontos

críticos, Lions mostrou existência de soluções fracas não triviais; veja [64, 65]. Moroz e Van

Schaftingen [73, 74] provaram a existência de uma solução groud state e estudaram sua simetria

e regularidade para o problema mais geral

−∆u+ u = (Iα ∗ F (u))F ′(u), em RN ,

onde Iα denota o potencial de Riesz, de�nido por

Iα(u) =
1

cα

∫
RN

u(y)

|x− y|N−α
dy,

onde cα é uma constante positiva que depende de α. Em [15], Battaglia e van Schaftingen,

obtiveram resultados similares quando F tem um crescimento exponencial, i.é., F (t) ∼ eαt
2
.

Para mais resultados clássicos envolvendo a equação de Choquard, indicamos [72].

Ressaltamos que até onde sabemos todos os problemas tratados, aqui na tese, ainda não

foram estudados. Além disso, o caráter não local do laplaciano fracionário di�culta muito os ar-

gumentos de truncamento que serão utilizados no capítulo 1 e 2, e no capítulo 3 a não linearidade

de Choquard di�culta todas as estimativas necessárias para usar o método de aproximação de

Galerkin. Nesse sentido, acreditamos que nossos resultados complementam os trabalhos citados

acima, portanto os capítulos 1, 2 e 3 desta tese foram transformados em artigos cientí�cos; o

artigos relacionado ao capítulo 2 está submetido e o artigo feito a partir do capítulo 3 já foi
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publicado (ver [68]).

Uma breve introdução aos espaços de Sobolev fracionários

Faremos nesta seção uma pequena introdução ao operador laplaciano fracionário, bem como

aos espaços de Sobolev fracionário. Uma abordagem mais completa, bem como a demonstração

de todas as observações feitas aqui, podem ser encontradas em [20] ou [78].

O operador laplaciano fracionário pode ser visto �naturalmente� como a inversa de uma

transformada de Fourier. Para justi�car essa a�rmação, considere u uma função em C∞ e seja

a transformada de Fourier de u dada por

û(ξ) = Fu(ξ) =

∫
RN

u(x)e−2πi〈x,ξ〉dx,

onde ξ ∈ RN e 〈., .〉 é o produto interno usual em RN . Tomando a inversa de Fourier da expressão

acima, temos

u(x) = F−1û(x) =

∫
RN

û(ξ)e2πi〈x,ξ〉dξ.

Derivando u com relação a variável na k-ésima posição, notamos que

∂ku(x) =

∫
RN

2πiξkû(x)e2πi〈x,ξ〉dξ = F(2πiξkû).

Desde que (−∆) =
∑n

k=1 ∂
2
k , percebemos que (−∆)u(x) consiste em multiplicar as variáveis

da frequência por 2π|ξ|2, isto é,

(−∆)u(x) =

∫
RN

(2π|ξ|)2û(ξ)e2πi〈x,ξ〉dξ = F−1
(
(2π|ξ|)2û

)
.

Deste modo, não é tão surpreendente de�nir a potência s do operador (−∆) como a multi-

plicação por (2π|ξ|)2s na variável das frequências, ou seja,

(−∆)su = F−1
(
(2π|ξ|)2sû

)
. (6)

Dessas observações, segue por um cálculo direto que∫
RN

v(x)(−∆)sudx =

∫
RN

(−∆)s/2v(−∆)s/2udx. (7)

Outra de�nição utilizada para (−∆)s que é menos pedagógica, entretanto mais �exível em

certos aspectos, é a seguinte

(−∆)su(x) := lim
ε→0+

C(N, s)

∫
RN\B(0;ε)

u(x)− u(y)

|x− y|N+2s
dy x ∈ RN , (8)

onde C(N, s) é a seguinte constante:

C(N, s) :=

(∫
RN

1− cos(ζ1)

|ζ|N+2s
dζ

)−1

, (9)
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com ζ = (ζ1, ζ
′), ζ ′ ∈ RN−1.

O leitor pode veri�car em ([78], Proposição 3.3) uma demonstração da equivalência entre as

de�nições (6) e (8).

De forma mais geral, para s ∈ (0, 1) temos o operador fracionário não local LK

LK(u) =
1

2

∫
RN

(u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x))K(y)dy,

onde o kernel K : RN \ {0} → R é tal que

m(x)K ∈ L1(RN ), onde m(x) = min{|x|2, 1}

e existe θ > 0 tal que

K(x) ≥ θ|x|−(N+2s),∀x ∈ RN .

É possível mostrar que quando K(x) = |x|−(N+2s) o operador LK é equivalente a (−∆)s.

Recentemente Abatangelo, Jarohs e Saldaña [1] de�niram o laplaciano fracionário para or-

dens maiores, isto é, para s ∈ (n, n + 1) com n ∈ N, exibiram uma formulação variacional e

demonstraram que há perca da validade do princípio do máximo para algum s ∈ (n, n+ 1).

De�niremos adiante os espaços adequados para se trabalhar com problemas envolvendo ope-

radores fracionários. Esses espaços são conhecidos na literatura como espaços de Sobolev fracio-

nário. Então para s ∈ (0, 1), p ∈ [1,+∞) e Ω ⊂ RN , de�ni-se

W s,p(Ω) =

{
u ∈ Lp(Ω);

u(x)− u(y)

|x− y|
N
p

+s
∈ Lp(Ω× Ω)

}
.

O espaço W s,p(Ω) é um espaço de Banach munido da norma

||u||W s,p(Ω) =

(∫
Ω
|u|pdx+

∫∫
Ω×Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

) 1
p

,

onde o termo

[u]W s,p(Ω) :=

(∫∫
R2N

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

) 1
p

,

é conhecido como seminorma de Gagliardo de u.

Quando s > 1 e s /∈ N, podemos escrever s = m + σ, onde m ∈ N e σ ∈ (0, 1). De�nimos

W s,p(Ω) da seguinte forma:

W s,p(Ω) = {u ∈Wm,p(Ω);Dαu ∈W σ,p(Ω), para qualquer α com |α| = m}.

Nesse caso, W s,p(Ω) tem norma

||u||W s,p(Ω) =

||u||pWm,p(Ω) +
∑
|α|=m

||Dαu||pW s,σ(Ω)

 1
p

.

Um dos resultados mais interessantes envolvendo o espaço W s,p(Ω) (com 0 < s < 1) é o
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seguinte resultado de imersão.

Proposição 0.0.1. Seja s ∈ (0, 1) e p ∈ [1,+∞) tal que sp < N . Então existe uma constante

positiva C = C(N, p, s) tal que, para qualquer u ∈W s,p(RN ), temos

|u|Lp∗s (RN ) ≤ C
∫∫

R2N

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy,

onde p∗s = p∗s(N, s) é conhecido como expoente crítico fracionário é igual a p∗s = Np
(N−sp) .

Consequentemente, W s,p(RN ) ↪→ Lp(RN ) continuamente para todo q ∈ [p, p∗s]. Além disso, a

imersão W s,p(RN ) ↪→ Lploc(R
N ) é compacta para todo q ∈ [p, p∗s).

Se Ω é um domínio limitado de classe C0,1 também temos o seguinte resultado.

Proposição 0.0.2. Seja s ∈ (0, 1) e p ∈ [1,+∞) tal que sp < N e Ω um domínio limitado

de classe C0,1. Então existe uma constante positiva C = C(N, p, s) tal que para qualquer u ∈
W s,p(Ω), temos

|u|Lq(Ω) ≤ C||u||W s,p(Ω),

para todo q ∈ [p, p∗s]. Além disso, a imersão W s,p(Ω) ↪→ Lp(Ω) é compacta para todo q ∈ [p, p∗s).

Quando p = 2 denotamos W s,2(RN ) = Hs(RN ). Destacamos que Hs(RN ) é um espaço de

Hilbert com produto interno

〈u, v〉Hs(RN ) =

∫∫
R2N

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|N+2s
dxdy +

∫
RN

uvdx.

Um importante resultado envolvendo o espaço Hs(RN ) é o seguinte:

Proposição 0.0.3. Para qualquer u ∈ Hs(RN ) vale

[u]Hs(RN ) = 2C(N, s)−1
∣∣∣(−∆)s/2u

∣∣∣
L2(RN )

,

onde C(N, s) é a constante de�nida em (9).

A última proposição juntamente com (7), implica que multiplicando por v ∈ Hs(RN ) e

integrando sobre RN a equação

(−∆)su+ u = f(u) em RN ,

tem-se que

〈u, v〉Hs(RN ) =

∫
RN

f(u)vdx.

Mostrando assim que problemas semilineares que envolvem o operador laplaciano fracionário

podem ser estudados via métodos variacionais.

Em problemas elípticos que envolvem o laplaciano fracionário em um domínio Ω, a condição

de Dirichlet pede que a solução seja nula em RN \ Ω. É conveniente então de�nir o espaço

X(Ω) := {u ∈ Hs(RN );u = 0 q.t.p em RN \ Ω}.
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Veja que X(Ω) também é um espaço de Hilbert, com produto interno

〈u, v〉X(Ω) :=

∫
Ω

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|N+2s
dxdy. (10)

Nos Capítulos 1 e 2 desta tese, sempre assumiremos que N > 2s e que s ∈ (0, 1).
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Capítulo 1

Existência e concentração de soluções

para uma equação de

Kirchho�-Schrödinger fracionária

Neste capítulo, estudaremos a existência e concentração de soluções para o seguinte problema

não local

(Pλ)

M
(

[u]Hs(RN ) +

∫
RN

V (x)u2dx

)
((−∆)su+ V (x)u) = c̄u+ f(u) em RN ,

u ∈ Hs(RN ),

onde s é o expoente fracionário e é tal que N > 2s, s ∈ (0, 1), M é uma função contínua com

propriedades a serem especi�cadas posteriormente, o potencial V tem forma V (x) = λa(x) + 1,

com a : RN → R sendo uma função não negativa que se anula em um domínio limitado ΩΥ, λ é

um parâmetro positivo e c̄ > 0 uma constante a ser determinada. A não linearidade f ∈ C(R,R)

pode ter crescimento subcrítico e crítico.

Tanto no caso subcrítico quanto no crítico, trabalharemos com o potencial V (x) = λa(x)+1,

de modo que a tenha as seguintes propriedades

(a0) a(x) ≥ 0 para todo x ∈ RN ;

(a1) O conjunto int(a−1{0}) é não vazio e a−1(0) = ΩΥ é um aberto e limitado de classe C0,1.

Tais hipóteses sobre a função a foram inspiradas pelo famoso arigo de Ding e Tanaka [39] e

são essenciais para ajudar a contornar a falta de compacidade causada pelo RN e também

para mostrar a concentração de soluções (Teorema 1.0.1 e Teorema 1.0.2).

Para estudar o caso subcrítico, vamos supor que a função M ∈ C([0,+∞],R) veri�ca

(M1) Para 1 ≤ α1 ≤ α2, vale a seguinte condição de crescimento

m0 + b0t
α1 ≤M(t) ≤ m1 + b1t

α2 ,

para constantes positivas m0,m1, b0 e b1, de modo que m1 <
c̄

2ρ(Ω) , aqui ρ(Ω) denota o
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número

ρ(Ω) = min

(∫∫
Ω

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy +

∫
Ω
|u|2dx

)
, tal que

∫
Ω
|u|2dx = 1, (1.1)

onde Ω ⊂ ΩΥ. No Lema A.1.2 mostramos que ρ(Ω) é atingido.

Enquanto f : R→ R é contínnua e satisfaz as seguintes condições

(f1) A aplicação t 7→ f(t)
t é crescente;

(f2) Existem constantes positivas ai (i = 1, 2) e a potência γ ≥ 2 tais que

a1t
γ−1 ≤ f(t) ≤ a2t

γ−1

para todo t ∈ [0,+∞).

Vamos supor que γ veri�ca,

γ < min{2∗s, 2αi + 2} para i = 1, 2. (1.2)

Como estamos buscando por soluções positivas, ao longo do texto vamos supor também que

f(t) = 0 se t ≤ 0.

Dadas essas condições, podemos enunciar nosso primeiro resultado de existência e concentra-

ção.

Teorema 1.0.1. Assuma que as hipóteses (f1) e (f2) valem para f , o termo não local M satisfaz

a condição de crescimento (M1), a(x) veri�ca (a0) e (a1). Então, para qualquer subconjunto não

vazio ΩΥ, existe um λ∗ > 0, tal que para todo λ ≥ λ∗, o problema (Pλ) tem uma solução ground

state uλ. Adicionalmente, para qualquer sequência (λn) com λn → ∞, podemos extrair uma

subsequência (λni) tal que uλni converge fortemente em Hs(RN ) para u, que satisfaz u = 0 fora

de ΩΥ e u restrito a ΩΥ é solução do problema

(P )Υ,∞


M
(

[u]ΩΥ
+ |u|2L2(ΩΥ)

)
((−∆)su+ u) = c̄u+ f(u) em ΩΥ,

u(x) > 0 para x ∈ ΩΥ

u ∈ X(ΩΥ).

Para provar o Teorema 1.0.1, nos inspiramos na metodologia usada por Alves e Figueiredo em

[4], onde eles trabalham com um problema subcrítico no RN envolvendo o operador laplaciano

tradicional, para contornar a falta de compacidade causada por RN , eles truncam o problema

original e depois recuperam a solução, entretanto, como estamos trabalhando com um opera-

dor fracionário os argumentos de truncamento se tornam mais complicados, dessa forma se faz

necessário refazer cuidadosamente os argumentos.

Também estaremos interessados em estabelecer existência de solução para uma versão do

caso crítico de (Pλ), para isso consideraremos o seguinte problema modelo

(P∗)


M

(
[u]Hs(RN ) +

∫
RN

V (x)u2dx

)
((−∆)su+ V (x)u) = h(x)u+ u2∗s−1 em RN ,

u > 0 em RN ,

u ∈ Hs(RN ).
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É importante ressaltar que no famoso trabalho de Brézis e Nirenberg em 1983 (ver [22]), os

autores mostraram que para um parâmetro λ su�cientemente grande, o problema
−∆u = λf(u) + u2∗−1, em Ω,

u > 0 em Ω

u = 0 sobre ∂Ω,

tem solução não trivial. Desde então muitos pesquisadores têm se interessado por problemas

com crescimento crítico, buscando, entre outras coisas, estender e melhorar os resultados obtidos

por Brézis e Nirenberg para diferentes tipos de domínios e operadores. Em 1997, por exemplo,

Miyagaki [70] estudou o problema

−∆u+ a(x)u = λ|u|q−1u+ |u|2∗−2u em RN ,

e mostrou que para N = 3 e 1 < q ≤ 3 e λ grande, tem-se existência de solução. Para o problema

com o termo não local de Kirchho� em domínio limitado, destacamos o trabalho de Figueiredo

em [43], onde, para M(t) ≥ m0, mostra existência de solução para o problema
−M

(∫
Ω |∇u|

2dx
)

∆u = λf(u) + u2∗−1, em Ω,

u > 0 em Ω

u = 0 sobre ∂Ω,

desde que f tenha crescimento subcrítico e λ seja grande o su�ciente.

Para o caso Kirchho� com domínio ilimitado, citamos He e Zou [50], onde os autores mostram

que para ε pequeno e λ grande, o problema−
(
ε2a+ εb

∫
Ω |∇u|

2dx
)

∆u+ V (x)u = λf(u) + u2∗−1, em R3,

u ∈ H1(R3), u(x) > 0 em R3,

possui pelo menos uma categoria de soluções positivas.

Para o laplaciano fracionário, destacamos o trabalho recente de Correia e Figueiredo em [30],

onde estabelecem existência de soluções para o problema(−∆)su+ a(x)u = |u|2∗−2, em RN ,

u ∈ Hs(RN ),

onde a, entre outras hipóteses, satisfaz |a|LN/2(RN ) < S(22s/N − 1), sendo S a melhor constante

de Sobolev da imersão Ds,2(RN ) ↪→ L2∗s (RN ).

Comparando os trabalhos citados acima com oproblema (P∗), lembrando que em nosso caso

V (x) = λa(x) + 1, surgem perguntas naturais como: podemos garantir a existência de solução

para (P∗) uma vez escolhido λ > 0 su�cientemente grande? A garantia de existência de solução

depende de alguma forma da melhor constante de Sobolev S?

A resposta é sim para ambas, vamos mostrar que (P∗) possui solução quando λ é grande,

mas o preço a pagar é que devemos impor algumas condições sobre h e condições adicionais para

função M .

Suporemos que a função h : RN → R, tem as seguinte condições
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(h1) Existe um aberto limitado O ⊂ RN tal que h(x) ≥ c̄ para todo x ∈ O.

(h2) h ∈ L
2∗s

2∗s−2 (RN ).

Para estudar o problema (P∗) exigiremos que M tenha a seguinte forma

M(t) = m0 + b0t
α1 , com m0 > ρ(O), b0 > 0, α1 ≥ 1 e 2α1 + 2 > 2∗s (1.3)

e satisfaz

(M2) Existe um θ ∈ (2, 2∗s) tal que

1

2
M̂(t)− 1

θ
M(t)t ≥ −kb0t2α1 ,

onde M̂(t) =
∫ t

0 M(τ)dτ e k > 0.

Veja, por exemplo, que para N = 3 e s < 3/4, temos 2∗s < 4, então a função modelo de

Kirchho� M(t) = m0 + b0t satisfaz a condição (M2) para qualquer θ ∈ (2, 2∗s), de fato

1

2
M̂(t)− 1

θ
M(t)t =

(
1

2
− 1

θ

)
m0t+

(
1

4
− 1

θ

)
b0t

2 ≥ −
(

1

θ
− 1

4

)
b0t

2.

Para o caso crítico, iremos provar o seguinte resultado

Teorema 1.0.2. Suponha que (f1) e (f2) valem para f , o termo não local M tem forma (1.3)

e satisfaz (M2), a(x) veri�ca (a0) e (a1); e h tem as propriedades (h1) e (h2). Se |h|2∗s/(2∗s−2) <

c∗m
N/2s
0 , tal que

c∗ = (C(N, s)S)

(
2∗s − 2

2

)[
2

2∗s(
1
θ −

1
2∗s

)

]− 2∗s
2∗s−2

,

onde S denota é a melhor constante de Sobolev; então existe λ∗ > 0 e ε0 > 0, de modo que (P∗)

tem uma solução de energia mínima, para todo λ > λ∗ e b0 ∈ (0, ε0). Mais ainda, mantida essas

condições, se O ⊂ ΩΥ e λ → ∞, vale um resultado de concentração, análogo ao do Teorema

1.0.1.

1.1 Um funcional auxiliar para o problema (Pλ)

Vamos dedicar esta seção ao estudo do problema (Pλ). Primeiramente precisamos de�nir o

seguinte espaço, no qual iremos trabalhar,

Eλ =

{
u ∈ Hs(RN );

∫
RN

a(x)|u|2dx <∞
}
,

munido, com o produto interno

〈u, v〉λ =

∫∫
R2N

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|N+2s
dxdy +

∫
RN

(λa(x) + 1)uvdx.

A norma induzida por este produto interno será denotada por ||.||λ.
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Nossa primeira observação é que Eλ munido do produto interno acima é um espaço de Hilbert.

Adicionalmente, é fácil veri�car que ||.||λ e ||.||Hs(RN ) são normas equivalentes, logo podemos

usar os resultados de imersão para o espaço Eλ, os detalhes dessas a�rmações estão no apêndice,

Proposição A.1.1.

De�nimos então o funcional Jλ : Eλ → R associado ao problema (Pλ) dado por

Jλ(u) =
1

2
M̂(||u||2λ)− c̄

2

∫
RN

u2dx−
∫
RN

F (u)dx,

onde F (u(x)) =
∫ u(x)

0 f(τ)dτ e M̂(t) =
∫ t

0 M(s)ds .

Usando argumentos padrões de métodos variacionais é possível mostrar que Jλ está bem

de�nido e é de classe C1.

Lembramos que u é solução fraca de (Pλ) se,

M(||u||2)〈u, v〉λ =
c̄

2

∫
RN

uvdx+

∫
RN

f(u)vdx,∀v ∈ Eλ.

Portanto, os pontos críticos de Jλ são soluções de (Pλ).

Nossa meta é mostar que o problema (Pλ), possui uma solução ground state, mas a falta

de compacidade, pelo fato de estarmos trabalhando em domínio ilimitado, cria uma série de

di�culdades. Para contornar isso, adaptaremos argumentos de truncamento utilizados por Del

Pino e Felmer em [31].

Veja que da condição (f1), temos que

lim
t→0

f(t)

t
= 0 e lim

t→+∞

f(t)

t
= +∞.

Deste fato e da condição de monotonicidade imposta em (f2), para cada ν > 0 �xado, existe um

ξ de modo que
f(ξ)

ξ
= ν.

De�nimos então a função truncada,

f̃(t) =

f(t), se t ≤ ξ,

νt, se t ≥ ξ.

Ainda da condição (f2), temos que para todo t > 0 vale

|f̃(t)| ≤ νt. (1.4)

De�nimos assim a função

H̃(x, t) = χΥ(x)F (t) + (1− χΥ(x))F̃ (t), para (x, t) ∈ RN × R,

onde F̃ (t) =
∫ t

0 f̃(τ)dτ e χΥ é a função característica em ΩΥ.
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Dado o funcional J̃λ : Eλ → R, tal que

J̃λ(u) =
1

2
M̂(||u||2λ)− c̄

2

∫
RN

u2dx−
∫
RN

H̃(x, u)dx,

notamos que se u0 é ponto crítico de J̃λ com ||u0||L∞(RN\ΩΥ) ≤ ξ, então u0 é ponto crítico de

Jλ e consequentemente solução fraca de (Pλ). Veja também que das condições (1.4) e (f2), o

funcional está de fato bem de�nido.

Mostraremos que J̃λ satisfaz a condição (PS), para então concluir que J̃λ tem um ponto crítico

com energia mínima. Mas primeiro, vejamos que J̃λ é coercivo, isso irá garantir a limitação das

sequências (PS).

Lema 1.1.1. Nas mesmas condições do Teorema 1.0.1, o funcional J̃λ é coercivo.

Demonstração: Seja u ∈ Eλ, das condições (M1) e (1.4), e da imersão contínua Hs(RN ) ↪→
Lp(RN ) para p ∈ [2, 2∗s], é imediato que para u restrito à RN \ΩΥ, existe uma constante positiva

C tal que

J̃λ(u) ≥ m0||u||2λ + b0||u||2(α1+1)
λ − Cν||u||2λ.

Descartando uma parcela positiva e novamente usando (M1), podemos escrever

J̃λ(u) ≥ ||u||2λ
(
b0||u||2α1

λ − C
)
.

Analogamente, restringindo u à ΩΥ, usando as condições (M1) e (f2) juntamente com a

imersão contínua, estimamos

J̃λ(u) ≥ ||u||2λ
(
b0
2
||u||2α1

λ − C
)

+ ||u||γλ

(
b0
2
||u||2(α1+1)−γ

λ − C
)
.

Percebemos então que J̃λ(u)→∞, quando ||u||λ →∞.

Lema 1.1.2. Seja u ∈ Hs(RN ) limitada em Hs(RN ) e 0 ≤ φ ≤ 1 tal que φ = 0 em BR/2(0),

φ = 1 fora de BR(0) e |∇φ| ≤ C/R, onde | . | é a norma no espaço euclidiano RN , então

lim sup
R→∞

∫∫
R2N

|u(x)|2 |φ(x)− φ(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy = 0.

Demonstração: Da desigualdade do valor médio (Proposição A.1.3) e do Teorema de

Tonelli-Fubini, temos∫
RN
|u(x)|2dx

∫
RN

|φ(x)− φ(y)|2

|x− y|N+2s
dy ≤ C

R

∫
RN
|u(x)|2dx

∫
RN

|x− y|2

|x− y|N+2s
dy

=
C

R

∫
RN
|u(x)|2dx

∫
RN

1

|x− y|N+2(s−1)
dy.

Desde que u ∈ L2(RN ) e 1
|x−y|N+2(s−1) ∈ L1(RN ) (ver Proposição A.1.4). Obtemos

lim sup
R→∞

∫∫
R2N

|u(x)|2 |φ(x)− φ(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy ≤ lim sup

R→∞

C ′

R
= 0.
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Proposição 1.1.3. Seja un uma sequência (PS)c para Ĩλ, então, para todo ε > 0 dado, existe

um R > 0 de maneira que

lim
n→∞

M(||un||2)

(∫∫
(RN\(BR(0)))2

(un(x)− un(y))2

|x− y|N+2s
dxdy +

∫
RN\BR(0)

(λa(x) + 1)u2
ndx

)
< ε.

(1.5)

Demonstração: Tomando un como sendo uma sequência Palais-Smale, sabemos que (un)

é limitada, logo existe uma subsequência de un que converge fracamente para u em Hs(RN ).

De�nimos uma função cut-o� ηR : RN → R, 0 ≤ ηR ≤ 1, |∇ηR| ≤ C/R por

ηR(x) =

0, se x ∈ BR
2

(0)

1, se x ∈ R \BR(0),

de modo que ΩΥ ⊂ BR
2

(0).

Por hipótese, J̃ ′λ(un)(ηRun)→ 0 para n→∞, então

M(||ηRun||2)

∫∫
R2N

(un(x)− un(y))(ηR(x)un(x)− un(y)ηR(y))

|x− y|N+2s
dxdy+ (1.6)

M(||ηRun||2)

∫
RN

(λa(x) + 1)ηRundx =

∫
RN

H̃(un)ηRundx+

∫
RN

c̄u2
nηRdx+ on(1).

Observe que,∫∫
R2N

(un(x)− un(y))(ηR(x)un(x) + ηR(x)un(y)− ηR(x)un(y)− un(y)ηR(y))

|x− y|N+2s
dxdy =∫∫

R2N

ηR(x)
(un(x)− un(y))2

|x− y|N+2s
dxdy+∫∫

R2N

un(y)
(un(x)− un(y))(ηR(x)− ηR(y))

|x− y|N+2s
dxdy.

Assim, por (1.6) vemos que

M(||ηRun||2)

(∫∫
R2N

ηR(x)
(un(x)− un(y))2

|x− y|N+2s
dxdy +

∫
RN

(λa(x) + 1)ηRundx

)
= J̃λ(wn)(ηRwn)−

M(||ηRun||2)

∫∫
R2N

un(y)
(un(x)− un(y))(ηR(x)− ηR(y))

|x− y|N+2s
dxdy

+

∫
RN

H̃(un)unηRdx+

∫
RN

c̄u2
nηRdx+ on(1).

A�rmamos que,

lim
R→∞

∫∫
R2N

un(y)
(un(x)− un(y))(ηR(x)− ηR(y))

|x− y|N+2s
dxdy = 0.
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De fato, a desigualdade de Hölder, a limitação de (un) e o Lema 1.1.2 garantem que

lim
R→∞

lim
n→∞

∫∫
R2N

un(y)
(un(x)− un(y))(ηR(x)− ηR(y))

|x− y|N+2s
dxdy ≤

lim
R→∞

lim
n→∞

(∫∫
R2N

(un(x)− un(y))2

|x− y|N+2s
dxdy

)1/2(∫∫
R2N

[un(y)]2
(ηR(x)− ηR(y))2

|x− y|N+2s
dxdy

)1/2

≤

lim
R→∞

lim
n→∞

||un||
(∫∫

R2N

[un(y)]2
(ηR(x)− ηR(y))2

|x− y|N+2s
dxdy

)1/2

= 0.

Então podemos considerar sem perda de generalidade que∫∫
R2N

un(y)
(un(x)− un(y))(ηR(x)− ηR(y))

|x− y|N+2s
dxdy ≤ C

R
. (1.7)

Além disso, podemos de�nir

L =

∫∫
R2N

ηR(x)
(un(x)− un(y))2

|x− y|N+2s
dxdy +

∫
RN

(λa(x) + 1)ηRundx

Da última igualdade, da estimativa (1.7), do fato de que J̃λ(un)(ηRun)→ 0, da condição de

crescimento sobre M e f̃ e da imersão contínua, temos que para todo x ∈ RN \BR(0)

m0L ≤ on(1) +
C

R
+ (ν + c̄)L =⇒ L ≤ on(1) +

C

(m0 − c̄ν)R
. (1.8)

Fazendo R→∞ em (1.8), mostramos a validade da estimativa em (1.5).

Proposição 1.1.4. Nas mesmas condições do Teorema 1.0.1, o funcional J̃λ satisfaz a condição

(PS).

Demonstração: Desde que (un) é uma sequência (PS), da coercividade do funcional temos

que (un) é limitada e consequentemente un ⇀ u em Hs(RN ). Veja que

J̃ ′λ(un)(un − u) = M(||un||λ)〈un, un − u〉λ − c̄
∫
RN

un(un − u)dx (1.9)

−
∫
RN\ΩΥ

f̃(un)(un − u)dx−
∫

ΩΥ

f(un)(un − u).

Da limitação de (un) e da Proposição 1.1.3, temos

lim
R→∞

lim
n→∞

M(||un||λ)

(∫∫
(RN\(BR(0)))2

|un(x)− un(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy +

∫
RN\BR(0)

V (x)|un|dx

)
= 0.

(1.10)
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E também, da condição (1.4), da imersão contínua e Proposição 1.1.3, também observamos que

lim
R→∞

lim
n→∞

∫
RN\BR(0)

u2
ndx+

∫
RN\BR(0)

f(un)undx ≤ (1.11)

lim
R→∞

lim
n→∞

ν

(∫∫
(RN\(BR(0)))2

|un(x)− un(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy +

∫
RN\BR(0)

V (x)|un|dx

)
= 0.

Além disso, do fato que u é limite fraco de (un) em Hs(RN ), podemos inferir que

M(||un||2λ)〈un, u〉λ → 0 quando n→∞. (1.12)

Desde que un ⇀ u em Hs(RN ), tem-se que un → em Lp(BR(0)) para p ∈ [1, 2∗s). Mais ainda,

existe g ∈ L1(BR(0)), tal que |un(x)| ≤ g(x) q.t.p em BR(0). Da condição de crescimento (f2),∣∣∣∣∣
∫
BR(0)

f(un)(un − u)dx

∣∣∣∣∣ ≤ a2

∫
BR(0)

|uγ−1
n (un − u)|dx = a2

∫
BR(0)

|uγn − uγ−1
n u|dx.

a imersão compacta e do limite fraco, temos∫
BR(0)

[uγn − uγ−1
n u]dx→

∫
BR(0)

[uγ − uγ ]dx = 0 quando n→∞.

Donde segue que ∫
BR(0)

f(un)(un − u)dx→ 0. (1.13)

Similarmente, usando a condição (1.4),∫
BR(0)

f̃(un)(un − u)dx→ 0. (1.14)

De (1.9), (1.10), (1.11), (1.12), (1.13) e (1.14) observamos que

M(||un||2λ)〈un, un − u〉λ → 0.

Concluímos então que ||un||λ → ||u||λ.

Proposição 1.1.5. Nas mesmas condições do Teorema 1.0.1, para todo λ > 0, existe um ponto

crítico u0 de J̃λ, tal que

J̃λ(u0) = inf
u∈Eλ

J̃λ(u). (1.15)

Além disso u0 é não trivial e u0 ≥ 0 em RN

Demonstração: No Lema 1.1.1 vimos que é J̃λ coercivo, ou seja, J̃λ(u) → +∞ quando

||u||λ →∞. Portanto J̃λ é limitado inferiormente, assim existe cλ tal que

cλ = inf
u∈Eλ

J̃λ(u).

Logo, existe uma sequência minimizante (un) tal que J̃λ(un) → cλ. Desde que o funcional
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é coercivo, (un) é uma sequência limitada e como J̃λ satisfaz a condição Palais-Smale, então a

menos de subsequência, un → u em Hs(Ω) e consequentemente, por imersão contínua, un → u

em Lp(RN ) para p ∈ [2, 2∗s]. Assim, da condição (f2), fazendo n→∞, tem-se∫
RN

F (un)dx ≤ a2

γ

∫
RN
|un|γdx→

a2

γ

∫
RN
|u|γdx.

Logo, ∫
RN

F (un)dx ≤ a2

γ

∫
RN
|u|γdx+ on(1).

Desde que uγ ∈ L1(RN ), podemos usar o Teorema da convergência dominada de Lebesgue

para obter
c̄

2

∫
RN

u2
ndx+

∫
RN

F (un)dx→ c̄

2

∫
RN

u2dx+

∫
RN

F (u)dx.

De modo análogo, por (1.16) ∫
RN

F̃ (un)dx→
∫
RN

F̃ (u)dx.

Dessa última convergência, da continuidade de M̂ e do fato de que a norma é fracamente

semicontínua inferiormente, estimamos

J̃λ(u) ≤ lim inf
n→∞

(
M̂(||un||2λ)− c̄

2

∫
RN

u2
ndx−

∫
RN

H̃(un)dx

)
.

Daí segue que J̃λ é semicontínuo inferiormente e pelo Teorema de minimização global (Teo-

rema A.1.5), existe uλ tal que J̃λ(uλ) = cλ, desde que J̃λ é de classe C1, uλ é ponto crítico. Para

terminar a demonstração, precisamos garantir que uλ ≥ 0 e u0 é não trivial. Vamos mostrar

inicialmente que uλ 6= 0. Para isso, tomamos ϕ ∈ C∞0 (RN ) com suporte em ΩΥ (para que não se

tenha dependência do parâmetro λ) tal que |ϕ|L2(ΩΥ) = 1 e ||ϕ||λ = ρ(Ω). Das condições (M1) e

(f2) segue que

J̃λ(tϕ) ≤ (m1t
2||ϕ||2 +

b1
2
t2(α2+1)||ϕ||2(α2+1))− c̄

2
t2|ϕ|2L2(RN ) −

tγ

γ
|ϕ|γ

Lγ(RN )
.

Da hipótese imposta sobre m1, de (1.2) e da escolha de ϕ, é imediato que para t su�cientemente

pequeno, temos que J̃λ(tϕ) < 0, logo

J̃λ(uλ) = inf
u∈Eλ

J̃λ(u) < 0.

Assim, uλ 6= 0. Para ver que uλ > 0 de�nimos u+
λ = max{uλ, 0} e u−λ = max{−uλ, 0}.

Usando u−λ = u+
λ − uλ como funções teste,∫
RN

[(−∆s)uλ]u−λ dx =

∫
RN

V (x)(u−λ )2dx+

∫
RN

g(uλ)u−λ
M1(||uλ||2λ)

dx,

onde g(u) = c̄u2

2 + h̃(u), onde h̃ é a derivada de H̃.

19



Veja que, ∫
RN

[(−∆s)uλ]u−λ dx =

∫∫
R2N

(uλ(x)− uλ(y))(u−λ (x)− u−λ (y))

|x− y|N+2s
dxdy.

Além disso, (uλ(x)− uλ(y))(u−λ (x)− u−λ (y)) ≤ 0. Donde segue que∫
RN

[(−∆s)uλ]u−λ dx ≤ 0.

Portanto, pela não-negatividade de g(uλ)/M1(||uλ||2λ) segue que u− = 0. Concluímos assim

a demonstração da proposição.

1.2 Existência de solução para (Pλ)

Para provar a existência de solução para (Pλ), precisamos garantir que existe λ∗ > 0 tal que

os pontos críticos uλ de J̃ ′λ obtidos na seção anterior são tais que se λ > λ∗ então

uλ(x) ≤ ξ,∀x ∈ RN .

A seguinte proposição nos dá informações de como a família de pontos críticos (uλ)λ>0 de J̃λ
se comporta fora de ΩΥ quando λ→ +∞.

Proposição 1.2.1. Nas mesmas hipóteses do Teorema 1.0.1, considere {un = uλn} ⊂ Hs(RN )

uma sequência satisfazendo

J̃λn(un)→ c e ||J̃λn(un)|| → 0,

para alguma constante c ∈ R e tal que λn → +∞ quando n→∞.

Então, a menos de subsequência, existe u ∈ Hs(RN ) tal que un ⇀ u em Hs(RN ). E também:

(i) un → u em Hs(RN );

(ii) u = 0 em RN \ ΩΥ e u é solução para o problema

(P )Υ,∞

M
(

[u]ΩΥ
+ |u|2L2(ΩΥ)

)
((−∆)su+ u) = c̄u2 + f(u) em ΩΥ,

u ∈ X(ΩΥ);

(iii) λn

∫
RN

a(x)|un|2dx→ 0;

(iv) [un]Hs(RN\ΩΥ) → 0.

Demonstração: Usando o fato de que Jλ é coercivo, sabemos que (||un||λ) é limitada em

Eλ. Então, a menos de subsequência, existe u ∈ Hs(RN ) tal que

un ⇀ u em Hs(RN ) e un(x)→ u(x) q.t.p em RN .
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Agora, para cada m ∈ N, de�nimos

Cm =

{
x ∈ RN ; a(x) ≥ 1

m

}
.

Sem perda de generalidade, podemos supor que λn < 2(λn + 1)para todo n ∈ N. Logo,∫
Cm

|un|2dx ≤
2m

λn

∫
Cm

(λna(x) + 1)|un|2dx ≤
C

λn
.

Como λn → +∞ quando n→ +∞, temos

lim
n→+∞

∫
Cm

|un|2dx = 0.

Da convergência anterior e do Lema de Fatou, obtemos∫
Cm

|u|2dx = 0.

Implicando que u = v = 0 em Cm, e então, u = v = 0 em RN \ ΩΥ.

Usando argumentos análogos aos da Proposição 1.1.3, mostramos que para todo ε > 0, existe

R > 0 tal que

lim
n→∞

M(||un||2)

∫∫
(RN\(BR(0)))2

(un(x)− un(y))2

|x− y|N+2s
dxdy +

∫
RN\BR(0)

(λa(x) + 1)u2
ndx < ε.

Repetindo então os passos da Proposição 1.1.4, mostramos que

lim
n→∞

M(||un||2)

∫∫
((BR(0)))2

(un(x)− un(y))2

|x− y|N+2s
dxdy +

∫
BR(0)

(λa(x) + 1)u2
ndx→

lim
n→∞

M(||u||2)

∫∫
((BR(0))2

(u(x)− u(y))2

|x− y|N+2s
dxdy +

∫
BR(0)

(λa(x) + 1)u2dx.

Desde que u = 0 em RN \ ΩΥ, vemos que un → u em Hs(RN ).

Para provar (ii), veja que u ∈ Hs(RN ) and u = 0 em RN \ΩΥ, temos então que u ∈ X(ΩΥ).

Além disso, o limite un → u em Hs(RN ) juntamente com o limite J ′λn(un)ϕ → 0 para ϕ ∈
C∞0 (ΩΥ) implicam que

M(||u||2) 〈u, ϕ〉X(ΩΥ) =c̄

∫
ΩΥ

uϕdx+

∫
ΩΥ

f(un)dx+ on(1),

mostrando que u|ΩΥ
é solução do problema não local

(P )Υ,∞

M
(

[u]ΩΥ
+ |u|2L2(ΩΥ)

)
((−∆)su+ u) = c̄u+ f(u) em ΩΥ,

u ∈ X(ΩΥ).
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Com relação ao item (iii), basta obsevarmos que

λn

∫
RN

a(x)|un|2dx ≤ λn
∫
RN

a(x)|un|2dx−

(
λn

∫
RN\ΩΥ

a(x)|u|2dx+ λn

∫
ΩΥ

a(x)|u|2dx

)

≤ λn
∫
RN

a(x)|un − u|2dx ≤ ||un − u||2λn .

a a�rmação segue então por (i).

Desde que u = 0 fora de ΩΥ, o item (iv) segue diretamente de (i) e (iii).

Proposição 1.2.2. Existe λ∗ > 0, tal que para todo λ ≥ λ∗ o problema (Pλ) possui solução de

energia mínima

Demonstração: Seja uλ ponto crítico do funcional J̃λ e consequentemente solução fraca do

problema M
(
||u||2λ

)
((−∆)su+ V (x)u) = c̄u2 + h̃(u) em RN ,

u ∈ Hs(RN ),

onde H̃(x, t) =
∫ t

0 h̃(x, s)ds

Uma vez que M é estritamente positiva, podemos reescrever o problema acima como(−∆)su+ V (x)u =
c̄u+ h̃(u)

M(||u||2λ)
em RN ,

u ∈ Hs(RN ).

Fazendo óbvias modi�cações na (Proposição 5.1.1., [40]) e (Proposição 2.2,[14]), mostramos

no Apêndice A.2 que

||uλ||L∞(RN ) ≤ C0A1,

tal que

A1 ≤ C|uλ|L2∗s (RN ).

O resultado desejado segue então da imersão Hs(RN ) ↪→ L2∗s (RN ) e do item (iv) da Propo-

sição 1.2.1.

Para �nalizar o Teorema 1.0.1 falta mostrar que quando λ → +∞ a soluções uλ de (Pλ)

convergem para uma solução de (P )∞,Υ. Primeiro, vamos relembrar o seguinte resultado (Lema

5.1, [78]).

Lema 1.2.3. Dado Ω um conjunto aberto do RN , seja u ∈ Hs(Ω) com s ∈ (0, 1). Se existe um

conjunto compacto K ⊂ Ω tal que u ≡ 0 ∈ Ω \K , então a função de extensão Eu, de�nida como

Eu(x) =

u(x), se x ∈ Ω,

0, se x ∈ RN \ Ω.

pertence Hs(RN ).
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Considere JΥ : X(ΩΥ) → R o funcional energia associado ao problema (P )∞,Υ, usando os

mesmos argumentos da seção anterior, podemos mostrar existe u0 tal que

JΥ(u0) = inf
u∈X(ΩΥ)

JΥ(u) = cΥ.

A proposição a seguir nos mostra uma relação entre os níveis críticos cλ de Jλ e cΥ de JΥ.

Proposição 1.2.4. Os seguintes itens são verdadeiros

(i) cλ ≤ cΥ, para todo λ ≥ 0;

(ii) cλ → cΥ quando λ→∞.

Demonstração: Devido a condição de Dirichlet em (P )∞,Υ, temos que u0 ≡ 0 fora de ΩΥ,

então usando o Lema 2.4.1 temos uma extensão Eu0, logo u0 ∈ RN e cΥ ≥ cλ, para todo λ > 0.

Assim (i) está provado.

Do item (i), (cλn) é uma sequência limitada, implicando que existe uma subsequência, que

contiuaremos a denotar por (cλn) tal que cλn → c ≤ cΥ. Então, o que temos é

cλn = Jλn(uλn)→ c e ||J ′λn(uλn)||E∗λ → 0.

Tendo em mãos a Proposição 1.2.1, notamos que uλn converge para ũ em Hs(RN ) e ũ = 0

em RN \ ΩΥ, consequentemente ũ ∈ X(ΩΥ), essas informações nos levam a concluir que

Jλn(un) = cλn → c = JΥ(ũ) ≥ inf
u∈X(ΩΥ)

JΥ(u) = cΥ.

Segue então que cλn → cΥ.

Prova do Teorema 1.0.1: A Proposição1.2.2 nos mostra que para todo λn > λ∗ temos

uma solução un para (Pλn), então

||J ′λn(un)|| → 0 para cada λn > λ∗.

Disso e do item (i) do Lema 1.2.4, a menos de subsequência, Jλn(un)→ c e ||J ′λn(un)|| → 0,

então pela Proposição 1.2.1 a sequência (un) converge para u em Hs(RN ), onde u é uma solução

para (P )∞,Υ, usando os itens (iii) e (iv) da Proposição 1.2.1 e a continuidade do funcional Jλn ,

inferimos que

lim
n→+∞

Jλn(un)→ JΥ(u).

Por �m, aplicando a parte (ii) do Lema 1.2.4, concluímos que JΥ(u) = cΥ.

1.3 Problema com crescimento crítico

Assim como no caso subcrítico, para estudar (P∗) utilizaremos um trucamento para contornar a

falta de compacidade no RN , desde que t 7→ t2
∗
s−2 é crescente podemos fazer um truncamento

semelhante ao que foi feito na Seção 2. Sendo assim, considere a seguinte função truncada
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g̃(t) =

t2
∗
s−1, se t ≤ ξ,

νt, se t ≥ ξ,

onde ξ2∗−1 = νξ, para algum ν > 0 �xado.

Temos então a seguinte condição de crescimento para g̃.

g̃(t) ≤ νt. (1.16)

Então de�nimos a função

h̄(x, t) = χΥ(x)t2
∗−1 + (1− χΥ(x))g̃(t) para (x, t) ∈ RN × R.

Consideramos o funcional auxiliar Ĩλ : Eλ → R dado por

Ĩλ(u) =
1

2
M̂(||u||2λ)− 1

2

∫
RN

h(x)u2dx−
∫
RN

H̄(x, u)dx,

onde H̄(x, t) =
∫ t

0 h̄(x, s)ds.

Destacamos aqui, que a situação agora é diferente do caso subcrítico, pois a função H̄(x, u)

em Ω pode ter crescimento crítico, logo se faz necessário analisar o comportamento de sequências

(PS) para o funcional restrito a Hs(Ω). A estratégia para mostrar que Ĩλ satisfaz a condição

(PS), é analisar o comportamento do funcional em Ω e fora de Ω, faremos isso nas duas próximas

subseções.

1.3.1 Sequências Palais-Smale em Hs(Ω)

Consideraremos então, o funcional I : Hs(Ω)→ R, dado por

I(u) =
1

2
M̂(||u||2)− 1

2

∫
Ω
h(x)u2dx−

∫
Ω
H̄(u)dx,

onde Ω ⊂ RN é um domínio limitado que contém ΩΥ.

Para mostrar que o funcional I satisfaz a condição (PS), vamos exibir a seguinte versão do

Lema de Concentração e compacidade de Lions para o operador Laplaciano fracionário.

Lema 1.3.1. Se (un) é um sequência limitada em Hs(Ω), então existem medidas positivas µ e

ν ′ tais que

|(−∆)
s
2un(x)|2dx ∗

⇀ µ e |un(x)|2∗sdx ∗
⇀ ν ′. (1.17)

Além disso, se u é limite fraco de un em Hs(Ω), podemos obter um conjunto enumerável de

pontos distintos {xi}i∈J , números não negativos {µi}i∈J , {νi}i∈J e uma medida positiva µ̃ com

suporte contido em Ω tais que

ν ′ = |u(x)|2∗sdx+
∑
i∈J

νiδxi , µ = |(−∆)
s
2u(x)|2dx+ µ̃+

∑
i∈J

µiδxi , (1.18)

e

νi ≤ S
−2∗s

2 µ
−2∗s

2
i (1.19)
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onde Sé a melhor contsante de imersão de Sobolev, de�nida como

S = inf
v∈Hs(RN ),v 6=0

||v||2X
|v|2

∗
s

2∗s

. (1.20)

Aqui, ||.||X é a norma induzida pelo produto interno em (10).

Demonsração: Veja (Teorema 5, [80]) e (Teorema 8.6.2, [23]).

A demonstração da próxima Proposição segue passos bem conhecidos, mas para que o leitor

compreenda a importância das contantes m0, b0 e S, faremos a prova completa. A abordagem

aqui utilizada é inspirada em [45].

Proposição 1.3.2. Seja {un}n∈N ⊂ Hs(Ω) uma sequência tal que ||un|| < C e

I(un)→ c e ||I ′(un)||(Hs(Ω))∗ → 0, (1.21)

com

c < k3 − k4, (1.22)

de modo que

k1 =

(
1

θ
− 1

2∗s

)
, k2 =

(
1

2
− 1

θ

)
|h| 2∗s

2∗s−2

,

k3 = k1

(
(m0C(N, s)S)

N
2s − b0C −

(
1

2
− 1

θ

)
νC

)
e

k4 = k1

(
2k2

2∗sk1

) 2∗s
2∗s−2

(
2∗s − 2

2

)
.

Então existe uma subsequência de {un}n∈N que converge forte em Hs(Ω).

Demonstração: Primeiramente veja que desde que (un) é limitada, existe u ∈ Hs(Ω), tal

que

un ⇀ u em Hs(Ω),

então pelo Lema 1.3.1, existem medidas positivas µ e ν ′ que veri�cam (1.18) e (1.19). De�nindo

ψ ∈ C∞0 (RN ; [0, 1]) tal que ψ(x) = 1 para x ∈ BR(0) e 0 para x ∈ RN \B2R(0), para B2R(0) ⊂ Ω

e para qualquer δ > 0 pondo ψδ,i0(x) = ψ((x− xi0)δ−1), é imediato que {ψδ,i0un}n∈N é limitada

em Hs(Ω), e então por (1.21) segue que
〈
Ĩ ′(un), (ψδ,i0un)

〉
→ 0 quando n → ∞. Donde segue

que,

on(1) +

∫
Ω
u2∗sψδ,i0 +

∫
Ω
h(x)u2ψδ,i0 ≥M(||un||)2〈un, ψδ,i0un〉. (1.23)

Por ([78], Proposição 3.6) sabemos que para qualquer w ∈ C∞0 (Ω)∫
R2N

|w(x)− w(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy = C(N, s)

∫
RN

∣∣∣(−∆)
s
2w(x)

∣∣∣2 dx, (1.24)

25



onde C(N, s) > 0 é a constante de normalização de�nida em (9). E tomando a derivada da

igualdade acima, para qualquer v, w ∈ C∞0 (Ω) obtemos∫
R2N

(v(x)− v(y))(w(x)− w(y))

|x− y|N+2s
dxdy = C(N, s)

∫
RN

(−∆)
s
2 v(x)(−∆)

s
2w(x)dx. (1.25)

Mais ainda, qualquer que seja v, w ∈ C∞0 (Ω) temos

(−∆)
s
2 (vw) = v(−∆)

s
2w + w(−∆)

s
2 v − 2I s

2
(v, w), (1.26)

onde I é de�nido no sentido do valor principal, da seguinte forma

I s
2
(v, w)(x) = P.V

∫
RN

(v(x)− v(y))(w(x)− w(y))

|x− y|N+s
dy.

Então, por (1.25) e (1.26), podemos ecrever

〈un, ψδ,i0un〉 =

∫∫
R2N

(un(x)− un(y))(ψδ,i0(x)u(x)− ψδ,i0(y)un(y))

|x− y|N+2s
dxdy =

C(N, s)

∫
R2N

un(x)(−∆)
s
2un(x)(−∆)

s
2ψδ,i0(x)dx+ C(N, s)

∫
R2N

|(−∆)
s
2un(x)|2ψδ,i0(x)dx

− 2C(N, s)

∫
RN

(−∆)
s
wun(x)

∫
RN

(un(x)− un(y))(ψδ,i0(x)u(x)− ψδ,i0(y)un(y))

|x− y|N+s
dxdy. (1.27)

Utilizando os Lemas A.1.6 e A.1.7, temos

lim
δ→0

lim
n→∞

∣∣∣∣∫
RN

un(x)(−∆)
s
2un(x)(−∆)

s
2ψδ,i0(x)dx

∣∣∣∣ = 0 (1.28)

e

lim
δ→0

lim
n→∞

∣∣∣∣∫
RN

(−∆)
s
wun(x)

∫
RN

(un(x)− un(y))(ψδ,i0(x)u(x)− ψδ,i0(y)un(y))

|x− y|N+s
dxdy

∣∣∣∣ = 0.

(1.29)

Combinando (1.17), (1.27), (1.28) e (1.29) concluímos que

lim
δ→0

lim
n→∞

〈un, ψδ,i0un〉 = C(N, s)µi0dx. (1.30)

Da limitação de (un) e do Teorema da convergência dominada de Lebesgue, podemos observar

que

lim
n→∞

∫
Ω
h(x)u2

nψδ,i0(x)dx = 0

e então fazendo δ → 0, vemos que

lim
δ→0

lim
n→+∞

∫
Ω
h(x)u2

nψδ,i0(x)dx = lim
δ→0

lim
n→+∞

∫
B(xi0 ;2δ)

h(x)u2
nψδ,i0(x)dx = 0.

Percebemos também que pela convergência em (1.17) que∫
Ω
|un|2

∗
sψδ,i0(x)dx→

∫
Ω
ψδ,i0(x)dν ′, quando n→ +∞.
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Desse modo, por (1.30), concluímos que

lim
δ→0

lim
n→∞

∫
Ω
u2∗s
n ψδ,i0dx =

∫
Ω
ν ′.

Portanto,

lim
δ→0

lim
n→∞

∫
Ω
g̃(un)ψδ,i0dx =

∫
Ω
ν ′.

Daí, usando (1.27), (1.28), (1.29) e as duas convergências anteriores, tem-se que

νi0 ≥M(α)C(N, s)µi0 . (1.31)

Provamos agora que (1.31) não pode acontecer, daí inferir que J = ∅ em (1.18) e portanto

νi0 = 0. De fato, caso (1.31) aconteça, temos que

νi0 ≥ (m0C(N, s)S)
N
2s . (1.32)

Note que foi usado acima o fato de que M(α) ≥ m0 para todo α ≥ 0.

Desde que un é uma sequência (PS)c, vale

c = lim
n→∞

(
I(un)− 1

θ
I ′(un)(un)

)
.

onde θ ∈ (2, 2∗s) é a constante que aparece em (M2), logo, desta condição, estimamos

c ≥ −b0||un||2α1+2 +

(
1

θ
− 1

2

)∫
ΩΥ

h(x)u2
ndx+

(
1

θ
− 1

2∗s

)∫
Ω
u2∗s
n dx+

(
1

θ
− 1

2

)∫
Ω
νu2

ndx.

Uma vez que ||un|| ≤ C, para todo n ∈ N, e do fato de que 0 ≤ ψδ,i0 ≤ 1, conseguimos

c ≥ −b0C +

(
1

θ
− 1

2∗s

)∫
Ω
u2∗s
n ψδ,i0dx−

(
1

θ
− 1

2

)∫
Ω
h(x)u2

ndx−
(

1

2
− 1

θ

)
νC.

Fazendo n→∞ e usando (1.17),

c ≥ −b0C +

(
1

θ
− 1

2

)∫
Ω
h(x)u2dx+

(
1

θ
− 1

2∗s

)∫
Ω
dν ′ψδ,i0 .

Tomando δ → 0, fazendo uso da desigualdade de Hölder, e usando também (1.32),

c ≥ −b0C +

(
1

θ
− 1

2

)
|h(x)|

L
2∗s

2∗s−1 (Ω)

|u|2
L2∗s(Ω) +

(
1

θ
− 1

2∗s

)
(|u|2

∗
s

L2∗s (Ω)
+ (m0C(N, s)S)

N
2s ).

Assim,

c ≥ −k2|u|2L2∗s (ΩΥ)
+ k1|u|2

∗
s

L2∗s (ΩΥ)
+ k3. (1.33)

Agora, é fácil ver que a aplicação l(t) = k1t
2∗s − k2t

2 atinge o mínimo no ponto

t0 =

(
2k2

2∗sk1

) 1
2∗s−2

> 0.
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Por um cálculo direto, vemos que

l(t0) = k1

(
2k2

2∗sk1

) 2∗s
2∗s−2

− k2

(
2

2∗sk1

) 2
2∗s−2

= −k4.

Portanto,

c ≥ k3 − k4,

o que contradiz (1.22). Então νi0 = 0.

Desde que i0 é arbitrário, deduzimos que νi = 0, ∀i ∈ J . Como consequência disso, a menos

de subsequência,

un → u em L2∗s (Ω).

Quando H é igual a g̃, do crescimento subcrítico de g̃ teremos∫
Ω
g̃(un)dx→

∫
Ω
g̃(u)dx.

Dessas convergências e do fato de que I(un)(un − u)→ 0, podemos inferir que

M(α2)(||un||2)〈〈un, u− u〉 → 0.

Como M(α2) > 0 e lim inf ||un|| ≥ ||u||, obtemos que

||un|| → ||u||.

Desta forma, a demonstração está concluída.

Observação 1.3.3. Veja que a constante k3 na Proposição anterior depende de m0, b0 e ν (lembre

que ν é arbitrária), enquanto a constante k4 depende da norma de h em L
2∗s

2∗s−2 . Como o funcional

Ĩλ atinge seu mínimo em um nível negativo, para os nossos propósitos é interessante escolher as

constantes anteriormente citadas de modo que k3 − k4 > 0.

1.3.2 A condição (PS) para o problema crítico

O próximo lema nos ajudará a entender o comportamento das sequências (PS)c fora de uma

bola.

Proposição 1.3.4. Seja un uma sequência (PS)c para Ĩλ, então, para todo ε > 0 dado, existe

um R > 0 de maneira que

lim
n→∞

M(||un||2λ)

∫∫
R2N\(BR(0))2

(un(x)− un(y))2

|x− y|N+2s
dxdy +

∫
RN\BR(0)

(λa(x) + 1)u2
ndx < ε. (1.34)

Demonstração: Segue os mesmos passos da demonstração da Proposição 1.1.3.

Na próxima Proposição, �nalmente mostraremos que sob certas condições o funcional auxiliar

satisfaz a condição (PS) no nível de energia mínima.
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Proposição 1.3.5. Nas mesma condições do Teorema 1.0.2, seja {un} uma sequência (PS)c

para Ĩλ, onde c < 0, então {un} possui uma subsequência convergente em Hs(RN ).

Demonstração: A Proposição 1.3.4 nos garante que

M(||un||2λ)||un||2Eλ(RN\BR(0)) → 0,

sempre que R→∞.

Observe que da imersão contínua Eλ ↪→ Lp(RN ) juntamente com a Proposição 1.3.4, para R

grande, obtemos ∫
RN\BR(0)

[
νu2

n + h(x)u2
n

]
dx < ε.

Desta forma, então temos

Ĩ ′λ(un)un = M
(
||un||2Eλ(BR(0))

)
||un||2Eλ(BR(0))−

∫
BR(0)

[h(x)u2
n+h̄(un)un]dx+on(1)→ 0, (1.35)

onde H̄(x, u) =
∫ u

0 h̄(x, τ)dτ . Similarmente, podemos mostrar que para R grande∫
RN\BR(0)

H̄(un)dx < ε

e assim concluir que

Ĩλ(un) =
1

2
M̂
(
||un||2Eλ(BRn (0))

)
− 1

2

∫
BR(0)

h(x)u2
n −

1

2∗s

∫
BR(0)

H̄(un) + on(1)→ c. (1.36)

Note que foi usado tacitamente que ||un||2λ = ||un||2Eλ(BRn (0))
+ ||un||2Eλ\BRn (0)

.

Desde que ν é arbitrária, podemos escolher ν pequena para que juntamente com as hipóteses

do Teorema 1.0.2, termos m0, b0 e |h|2∗/(2∗−2) de tal maneira que k3 − k4 > 0 em (1.22) e desde

que c < 0, podemos usar a Proposição 1.3.2 para concluir que

||un||λ → ||u||λ.

1.4 Prova do Teorema 1.0.2

De modo análogo ao Lema 1.1.1, mostramos que Ĩλ é coercivo, logo existe uma sequência mini-

mizante (un) tal que

Ĩλ(un)→ c = inf
u∈Hs(RN )

Ĩλ(u).

Escolhendo φ ∈ C∞0 (RN ) com suporte em O, podemos repetir os argumentos da Proposição

1.1.5 e garantir que o nível de energia mínima c de Ĩλ é negativo, então pelas Proposições 1.3.2 e

1.3.5, o nível c é atingido, �nalmente pelo Apêncice A.2, garantimos a existência de solução para

(P∗) sempre que λ > λ∗, para algum λ∗ > 0. Argumentando como no caso subcrítico, também

mostramos o resultado de concentração.
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Observações �nais

• Perceba que os argumentos aqui não podem ser utlizados no caso s = 1, isto é, para o

operador laplaciano tradicional, uma vez que, se α1 = 1 na condição (M1) (o menor α1

possível), teríamos que ter 2∗ < 4, mas isso não acontece para N ≥ 3. O laplaciano

fracionário por sua vez nos dá mais maleabilidade para o expoente crítico, por exemplo,

para N = 3 e s = 1/2 temos 2∗s = 3.

• Os mesmos resultados do Teorema 1.0.1 valem no caso M ≡ 1, a diferença básica é que

usaríamos o Teorema do passo da montanha, no entanto, não poderíamos usar a mesma

argumentação para o caso crítico, pois o nível minimax seria positivo.

• A menos de mudanças técnicas, os resultados continuam válidos para sistemas gradientes

do tipo 
M1

(
||un||2λ

)
((−∆)su+ (λa(x) + 1)u) = Fu(u, v) em RN ,

M2

(
||vn||2λ

)
((−∆)sv + (λa(x) + 1)v) = Fv(u, v) em RN ,

u, v ∈ Hs(RN ).
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Capítulo 2

Existência e concentração de soluções

para sistemas Hamiltonianos com

crescimento exponencial crítico e

envolvendo o operador laplaciano

fracionário

Neste capítulo, iremos estudar um sistema Hamiltoniano elíptico em R.
Motivados pela versão fracionária da desigualdade de Trudinger-Moser, nossa meta neste

capítulo é provar a existência e a concentração de soluções positivas e de energia mínima (ground

state) para a seguinte classe de sistema Hamiltoniano elíptico e fracionário

(P̃λ)


(−∆)1/2u+ (λa(x) + 1)u = Hv(u, v) em R,

(−∆)1/2v + (λa(x) + 1)v = Hu(u, v) em R,

u, v ∈ H1/2(R),

onde (−∆)1/2 é o laplaciano fracionário como de�nido em (8) (para s = 1/2).

O potencial (λa(x) + 1) é o mesmo utilizado no capítulo anterior e veri�ca

(a0) a(x) ≥ 0, ∀x ∈ R.

(a1) O conjunto int(a−1{0}) = ΩΥ não-vazio e existem componentes abertas, disjuntas e limi-

tadas Ω1,Ω2, ...Ωk tal que

int(a−1{0}) =
k⋃
j=1

Ωj

e

dist(Ωi,Ωj) > 0,

para i 6= j, i, j = 1, 2, ..., k.

Neste capítulo, a função H ∈ C1(R× R2,R) tem forma

H(s, t) = F (s) +G(t). (2.1)

31



Diz-se que uma função h tem crescimento exponencial crítico se

lim
s→+∞

h(s)

eαs2
=

0,∀α > α0

+∞, ∀α < α0.

De�nimos F (s) =
∫ s

0 f(τ)dτ , G(t) =
∫ t

0 g(τ)dτ e consideramos as seguintes hipóteses

(H0) f e g têm crescimento exponencial;

(H1) lim
s→0+

f(s) = lim
s→0+

g(s) = 0, para todo x ∈ R;

(H2) existe θ > 2 de modo que para todo s > 0 vale

0 < θF (s) ≤ sf(s) e 0 < θG(s) ≤ sg(s);

(H3) Existem constantes s0,M0 > 0 tal que para todo s ≥ s0

0 < F (s) ≤M0f(s) e 0 < G(s) ≤M0g(s);

(H4) para cada conjunto aberto Ω ⊆ R, há constantes p > 2 e Cp tal que, ∀s ≥ 0,

f(s), g(s) ≥ Cpsp−1,

com Cp >
[

(α0)(p−2)
2πpω

]
Spp , onde Sp = S(p, λ,Ω) é de�nida por

Sp = inf
u,v∈X(Ω)
|u|p,|v|p=1

(∫∫
Ω×Ω

(u(x)− u(y))2

|x− y|2
dxdy +

∫∫
Ω×Ω

(v(x)− v(y))2

|x− y|2
dxdy +

∫
Ω

(λa(x) + 1)(u2 + v2)dx

)
;

(2.2)

(H5) As aplicações s 7→ f(s)

s
e s 7→ g(s)

s
são estritamente crescentes ∀s > 0.

Destas condições, observamos que para α > α0 e q ≥ 1, para qualquer ε > 0, existem

constantes b1, b2 > 0 tais que

f(s), g(s) ≤ ε|s|+ b1|s|q−1(eαs
2 − 1), para todo s ∈ R (2.3)

e

F (s), G(s) ≤ ε

2
|s|2 + b2|s|q(eαs

2 − 1), para todo s ∈ R. (2.4)

O principal resultado deste capítulo é o seguinte Teorema.

Teorema 2.0.1. Assuma que H tem foma (2.1), (a0)− (a1) e (H0)− (H5) valem. Então, existe

λ0 com a propriedade de que para qualquer subconjunto não vazio Υ of {1, 2, ..., k} e λ ≥ λ0,

o problema (P̃λ) tem uma solução ground state (uλ, vλ) onde uλ > 0 e vγ > 0. Mais ainda,

se �xarmos o conjunto Υ, então, para qualquer sequência (λn) com λn → ∞, podemos extrair

uma subsquência (λni) de modo que (uλni , vλni ) converge fortemente para (u, v) em (H1/2(R))2,

donde u = v = 0 fora de ΩΥ =
⋃
j∈Υ Ωj e (u, v) restrito à ΩΥ é uma solução ground state para

o problema
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(P )Υ


(−∆)1/2u+ u = Hv(x, u, v) em ΩΥ,

(−∆)1/2v + v = Hu(x, u, v) em ΩΥ,

u, v = 0 em R \ ΩΥ.

Até onde sabemos, existem poucos resultados envolvendo sistemas hamiltonianos com não

linearidades do tipo exponencial no cenário fracionário. Recentemente, do Ó, Giacomoni e Mishra

[41] mostraram existência de soluções positivas para o sistema(−∆)1/2u+ u = Q(x)g(v) em R,

(−∆)1/2v + v = P (x)f(u) em R,

Nesse caso eles �zeram uso de funções peso nas não linearidades para superar a falta de com-

pacidade. No nosso caso, �controlamos� a compacidade utilizando o steep potential e fazendo

uso de argumentos de truncamento. Note que o caráter não local deste operador cria diversas

di�culdades para se trabalhar esse tipo de técnica. Mesmo que garantindo a existência de solução

somente quando λ é su�cientemente grande, também mostramos que as soluções se concentram

em uma solução ground state de um problema com domínio limitado, onde esse domínio é uma

união de abertos disjuntos.

2.1 Desigualdade de Trudinger-Moser

Esta pequena seção é dedicada a exibir a desigualdade de Trundiger-Moser em espaços fraci-

onários, começaremos mostrando para o espaço H1/2(R), a demonstração pode ser encontrada

em (Teorema 1, [79]) e (Teorema 1.1, [55]).

Proposição 2.1.1. Existem constantes 0 < ω ≤ π com a seguinte a propriedade: para todo

0 < α < ω existe Kα > 0 tal que ∫
R

(eαu
2 − 1)dx ≤ Kα|u|2L2(R)

para u ∈ H1/2(R) com |(−∆)1/4u|L2(R) ≤ 1.

Observamos também que pela condição (a0) a imersão H1/2(R) ↪→ Lp(R) é compacta para

qualquer p ∈ [2,+∞). Assim, pode-se mostrar que para u ∈ H1/2(R) e α > 0 vale∫
R

(eαu
2 − 1)dx <∞. (2.5)

Consulte (Lema 2.3, [38]) para mais detalhes.

No próximo lema exibimos um resultado similar para o espaço X(Ω), onde o leitor pode

consultar a demonstração em (Corolário 2.4 e Proposição 2.5, [52])).

Proposição 2.1.2. Considere Ω ⊂ R um domínio limitado. para todo 0 < α ≤ 2πω se tem

Kα > 0 onde ∫
Ω
eαu

2
dx ≤ Kα

para todo u ∈ X(Ω) com ||u||X(Ω) ≤ 1. Além disso, para u ∈ X(Ω), temos eu
2 ∈ L2(Ω).
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2.2 O problema (P )Υ

Para provar o Teorema 2.0.1 precisamos garantir a existência de solução para o problema

(P )Υ, deste modo, esta seção será dedicada a estudar tal problema. Os argumentos utilizados

aqui são adaptados de [6].

Uma solução fraca para (P )Υ é um para (u, v) ∈ X(ΩΥ)×X(ΩΥ), que veri�ca

〈u, ψ〉X(ΩΥ) + 〈v, ϕ〉X(ΩΥ) +

∫
ΩΥ

uψdx+

∫
ΩΥ

vϕdx =

∫
ΩΥ

f(u)ϕdx+

∫
ΩΥ

g(v)ψdx

para todo (ϕ,ψ) ∈ X(ΩΥ)×X(ΩΥ).

Sem perda de generalidade consideramos Υ = {1, 2} e denotaremos por ||.||, ||.||1 e ||.||2 as

normas em X(ΩΥ), X(Ω1) e X(Ω2) dadas por

||u||2 = ||u||2X(ΩΥ) + |u|2L2(ΩΥ), ||u||
2
1 = ||u||2X(Ω1) + |u|2L2(Ω1), ||u||

2
2 = ||u||2X(Ω2) + |u|2L2(Ω2),

respectivamente.

No que segue, considere os espaços

• Y (ΩΥ) = X(ΩΥ)×X(ΩΥ) com norma

||w||Υ = ||(u, v)||Υ =
√
||u||2 + ||v||2;

• L2(ΩΥ)× L2(ΩΥ) com norma

|w|2 = |(u, v)|L2(ΩΥ)×L2(ΩΥ) =
√
|u|2

L2(ΩΥ)
+ ||v||2

L2(ΩΥ)
;

• Y (Ω1) = X(Ω1)×X(Ω1) com norma

||w||1 = ||(u, v)||1 =
√
||u||21 + ||v||2;

• Y (Ω2) = X(Ω2)×X(Ω2) com norma

||w||2 = ||(u, v)||2 =
√
||u||2 + ||v||2.

Logo, associamos o funcional JΥ : Y (ΩΥ)→ R ao problema (P )Υ, dado por

JΥ(w) = JΥ(u, v) = 〈u, v〉 −
∫

ΩΥ

[F (u) +G(v)]dx,

aqui, 〈., .〉 é o produto interno que induz ||.||.
Inspirados por Szulkin e Welth em [86], de�nimos

Y ± = {w = (u, v) ∈ Y (ΩΥ) : v = ±u}.
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Desde que,

w = w+ + w− =
1

2
(u+ v, u+ v) +

1

2
(u− v, v − u), onde w± ∈ Y ±.

notamos que

Y (ΩΥ) = Y + ⊕ Y −. (2.6)

Nossa intenção neste capítulo é mostrar que o problema (P )Υ tem uma solução com energia

mínima, todavia, a natureza de ΩΥ não nos permite usar os métodos tradicionais aqui, uma

vez que, é mais interessante buscar soluções que não se anulam em cada componente Ωj of ΩΥ.

Baseado nisto, de�nimos o conjunto

MΥ = {w ∈M : J ′Υ(w)wj = 0 e wj 6= 0 para todo j ∈ Υ},

onde wj = (u|Ωj , v|Ωj ) e M é a variedade generalizada de Nehari correspondente, determinada

por

M = {w ∈ Y (ΩΥ) \ Y − : J ′Υ(w)w = 0 e J ′Υ(w)z = 0 para todo z ∈ Y −}.

com w = (u, v).

Pela decomposição em (2.6), vemos que se w = (u, v) ∈ Y (ΩΥ) \ {0} e J ′Υ(w)w = 0, assim

por (H2)

JΥ(w) = JΥ(w)− 1

2
J ′Υ(w)w > 0.

Por outro lado, se w = (u,−u) ∈ Y −, usando novamente (H2) temos

JΥ(w) = −||u||2 −
∫

ΩΥ

[F (u) +G(−u)]dx ≤ 0.

Portanto, todo ponto crítico não trivial de JΥ pertence aM.

O próximo lema nos mostra queM é não vazio.

Lema 2.2.1. Seja w = (u, v) ∈ Y (Ω) com wj = (uj , vj) 6= 0 para j = 1, 2. Então, existem

t, s > 0. De forma que J ′(tw1 + lw2)w1 = 0 e J ′(tw1 + lw2)w2 = 0. Como consequência, o

conjuntoM é não vazio.

Demonstração: Considere V : (0,+∞)× (0,+∞)→ R2 uma função contínua dada por

V (t, s) =
(
J ′Υ(tw1 + lw2)(tw1), J ′Υ(tw1 + lw2)(lw2)

)
Note que

J ′Υ(tw1 + lw2)(tw1) = 〈tu1 + lu2, tv1〉+ 〈tv1 + lv2, tu1〉 −
∫

Ω1

f(tu1)tu1dx−
∫

Ω1

g(tv1)tv1dx.
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De (3.1) obtemos

J ′Υ(tw1 + lw2)(tw1) ≥

2t2〈u1, v1〉 − εt2
(∫

Ω1

u2
1dx+

∫
Ω1

v2
1dx

)
− b1tq

(∫
Ω1

uqeαtu
2
dx+

∫
Ω1

vqeαtv
2
dx

)
.

Para p, p′ > 0 e 1/p+ 1/p′ observe que(∫
Ω1

uqeαtu
2
dx+

∫
Ω1

vqeαtv
2
dx

)
≤[(∫

Ω1

epαtu
2
dx

) 1
p
(∫

Ω1

|u|p′qdx
) 1
p′

+

(∫
Ω1

epαtv
2
dx

) 1
p
(∫

Ω1

|v|p′qdx
) 1
p′
]
.

Escolhendo t su�cientemente pequeno tal que ptα < 2πω, a Proposição 2.1.2 nos dá

(∫
Ω1

epαtu
2
dx

) 1
p

,

(∫
Ω1

epαtv
2
dx

) 1
p

≤ Kα, para todo u, v ∈ X(ΩΥ).

Deste modo, podemos concluir que para todo l > 0 tem-se J ′(tw1 + lw2)(tw1) > 0, escolhido

q > 2, ε pequeno e t su�cientemente próximo à 0.

De outra forma, um cálculo típico em (H2) junto com (H3) nos permite inferir que

M0f(s) ≥ F (s) ≥ k1s
θ − k2 e M0g(s) ≥ G(s) ≥ k1s

θ − k2,

para algumas constantes positivas k1, k2, θ > 2 e s ≥ s0.

Pela observação anterior, concluímos que para t grande e qualquer l > 0

J ′Υ(tw1 + lw2)(tw1) ≤ 2t2〈u1, v1〉 −
k1

M0
tθ+1

(∫
Ω1

uθ11 dx+

∫
Ω1

v2
1dx

)
< 0.

Usando cálculos similares,

J ′Υ(tw1 + lw2)(lw1) > 0, para l su�cientemente pequeno e qualquer t > 0.

E

J ′Υ(tw1 + lw2)(lw1) < 0, para l su�cientemente grande e qualquer t > 0.

Resumindo, temos

J ′Υ(Rw1 + lw2)(Rw1) < 0 e J ′Υ(tw1 +Rw2)(Rw2) < 0 para todo t, l ∈ [r,R]

e

J ′Υ(rw1 + lw2)(rw1) > 0 e J ′Υ(tw1 + rw2)(rw2) > 0 para todo t, l ∈ [r,R].

O lema segue então aplicando o Teorema de Miranda [71], que está enunciado no Apêndice,

Teorema A.1.8.
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Para cada wn ∈M, perceba que

J ′Υ(wn)wn = 0 ⇒ 2〈un, vn〉 =

∫
ΩΥ

f(un)undx+

∫
ΩΥ

g(vn)vndx.

Então, para wn ∈M

JΥ(wn) =
1

2

∫
ΩΥ

f(un)undx+
1

2

∫
ΩΥ

g(vn)vndx−
∫

ΩΥ

[F (un) +G(vn)]dx

≥
(

1

2
− 1

θ

)∫
ΩΥ

[f(un)un + g(vn)vn]dx.

A condição (H2) foi assumida tacitamente na última desigualdade. Veja ainda que se assu-

mirmos (H3), teremos que JΥ é coercivo emM.

Observação 2.2.2. A discussão acima nos leva a concluir que existe c0 ∈ R, onde

c0 = inf
w∈MΥ

JΥ(w). (2.7)

Utilizando os mesmos argumentos de de Figueiredo, do Ó e Zhang em [37], Corolário 2.4, é

possível mostrar que

inf
w∈M

JΥ(w) ≥ inf
z∈Y +

max
θ≥0

JΥ(θz + ζ),

para todo ζ ∈ Y −. Disto, concluímos que para qualquer a > 0

inf
w∈M

JΥ(w) ≥ inf
z∈S+

a

max
θ≥0

JΥ(θz),

onde S+
a = {w ∈ Y + : ||w|| = a}.

Assim, usando as condições de crescimento somos capazes de mostrar que max
θ≥0

JΥ(θz) > 0

para todo z ∈ S+
a com a su�cientemente pequeno. Então,

c0 = inf
w∈MΥ

JΥ(w) ≥ inf
w∈M

JΥ(w) ≥ inf
z∈Y +

max
θ≥0

JΥ(θz + ζ) > 0.

Os pormenores deste argumento podem ser encontrados em [37] na Proposição 2.5.

Lema 2.2.3. Existe uma função wp = (up, vp) ∈ MΥ, com up, vp ≥ 0, tal que Sp de�nida na

condição (H4), é atingida por wp.

Demonstração: Pelo Lema 2.2.1 obtemos uma sequência wn = (un, vn), onde un e vn são

funções não negativas (se necessário, troque un e vn, por |un| e |vn|, isto é possível devido a

desigualdade triangular reversa) e tal que(∫∫
ΩΥ×ΩΥ

(un(x)− un(y))2

|x− y|2
dxdy +

∫
ΩΥ

u2
ndx

)2

+(∫∫
ΩΥ×ΩΥ

(vn(x)− vn(y))2

|x− y|2
dxdy +

∫
ΩΥ

v2
ndx

)2

→ S2
p

e |un|p = |vn|p = 1.
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Então, (wn) = (un, vn) é limitado em X(ΩΥ) × X(ΩΥ). Desde que X(ΩΥ) é um espaço

de Hilbert e X(ΩΥ) ↪→ Lp(ΩΥ) (p ≥ 1) compactamente, tomando uma subsequência, temos as

seguintes convergências 
un ⇀ up, vn ⇀ vp, em X(ΩΥ),

un → up, vn → vp em Lp(ΩΥ)

un(x)→ up(x), vn → vp(x), q.t,p em ΩΥ.

Consequentemente, 
|u|p = |v|p = 1

||w||Υ ≤ lim inf
n→∞

||wn||Υ = Sp

up(x), vp(x) ≥ 0 q.t.p em ΩΥ.

Donde segue que ||wp||Υ = Sp

Lema 2.2.4. Seja wp = (up, vp) de�nido como acima e suponha que vale (H4), então

max
t≥0

JΥ(twp) <
πω

α0
.

Em particular,

c0 = inf
w∈MΥ

JΥ(w) <
πω

α0
.

Demonstração: De�na Ψ(t) : [0,∞)→ R, dado por

Ψ(t) = t2〈up, vp〉 −
∫

ΩΥ

[F (tup) +G(tvp)]dx.

Observe que,

Ψ(t) ≤ t2

2
(||up||2 + ||vp||2)−

∫
ΩΥ

[F (tup) +G(tvp)]dx.

Como ||up||2 + ||vp||2 = ||wp||2Υ = S2
p , por (H4),

Ψ(t) ≤ max
t≥0

[
t2

2
S2
p − tp

Cp
p

]
=

(p− 2)

2p

S
2p/(p−2)
p

C
2/p−2
p

<
πω

α0
.

Agora, estamos em condições para provar o principal resultado desta seção.

Proposição 2.2.5. Sendo Υ um subconjunto �xado de {1, 2, 3, ..., k} e ΩΥ =
⋃
j∈Υ Ωj, onde

cada Ωj é conexo e a família {Ωj}j∈Υ é um a um disjunto. Se valem (H1) − (H4) e f, g têm

crescimento exponencial crítico, então o problema

(P )Υ


(−∆)1/2u+ u = Hv(x, u, v) em ΩΥ,

(−∆)1/2v + v = Hu(x, u, v) em ΩΥ,

u, v = 0 em R \ ΩΥ.
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tem uma solução com energia mínima que não se anula em qualquer Ωj, para j ∈ Υ.

Demonstração: Pelo lema 2.2.1, garantimos a existência de uma sequência minimizante

(wn) emMΥ, na qual

JΥ(wn)→ c0 = inf
w∈MΥ

JΥ(w) e JΥ(wn)wn = 0. (2.8)

A Observação 2.2.2 nos assegura que (||wn||) é limitada emMΥ, portanto usando as imersões

de Sobolev, existe um w0 tal que

wn = (un, vn) ⇀ w = (u, v) em Y (ΩΥ)

un → u, vn → v em Lp(ΩΥ)

un(x)→ u(x), vn(x)→ v(x) q.t.p em ΩΥ.

Do Lema 2.2.1, existem t, l > 0 satisfazendo

J ′Υ(tw|Ω1
+ lw|Ω2

)tw|Ω1
= 0 e J ′Υ(tw|Ω1

+ lw|Ω2
)lw|Ω2

= 0.

Consequentemente,

2t2〈u|Ω1
, v|Ω1

〉 =

∫
ΩΥ

f(tu|Ω1
)

u|Ω1

tu2
|Ω1
dx+

∫
ΩΥ

g(tv|Ω1
)

v|Ω1

tv2
|Ω1
dx. (2.9)

Além disso, desde (wn) ∈MΥ, vemos que JΥ(wn|Ω1
)wn|Ω1

= 0 e então pelo Lema de Fatou

lim inf
n→∞

(
2〈un|Ω1

, vn|Ω1
〉
)
≥
∫

ΩΥ

f(u|Ω1
)

u|Ω1

u2
|Ω1
dx+

∫
ΩΥ

g(v|Ω1
)

v|Ω1

v2
|Ω1
dx. (2.10)

Usando novamente o Lema de Fatou, observamos que

lim inf
n→∞

〈un, vn〉 = lim inf
n→∞

∫
Ω

(un(x)− un(y))(vn(x)− vn(y))

|x− y|2
dxdy ≥∫∫

Ω×Ω

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|2
dxdy = 〈u, v〉.

Logo, subtraindo (2.9) de (2.10) teremos(∫
ΩΥ

f(u|Ω1
)

u|Ω1

u2
|Ω1
−
∫

ΩΥ

f(tu|Ω1
)

tu|Ω1

u2
|Ω1

)
dx+

(∫
ΩΥ

g(v|Ω1
)

v|Ω1

v2
|Ω1
dx−

∫
ΩΥ

g(tv|Ω1
)

tv|Ω1

v2
|Ω1
dx

)
≥ 0.

Da condição (H5), necessariamente temos que ter t ≤ 1 e por um argumento similar também

concluímos que l ≤ 1.

A�rmamos JΥ(tw|Ω1
+ lw|Ω2

) = c0. De fato, pela condição (H5),

f ′(t)t ≥ f(t) e g′(t)t ≥ g(t), for all t ≥ 0.
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Disto, de (H2) e pelo Lema de Fatou

c0 + on(1) = JΥ(wn)− 1

2
J ′Υ(wn)wn

=

∫
ΩΥ

[
1

2
f(un)un − F (un)

]
dx+

∫
ΩΥ

[
1

2
g(vn)vn −G(vn)

]
dx

≥
∫

ΩΥ

[
1

2
f(u)u− F (u)

]
dx+

∫
ΩΥ

[
1

2
g(v)v −G(v)

]
dx

= JΥ(wn)− 1

2
J ′Υ(w)w = JΥ(w).

Finalmente, para concluir a demonstração, falta mostrar que u, v 6= 0 e que (u, v) é um ponto

crítico para JΥ em todo o espaço. Primeiramente, perceba que se u = 0 então v = 0, e assim

c0 = 0, todavia, esta situação não pode ocorrer. Logo, temos que considerar necessariamente

dois casos.

Caso 1: wn → 0 fortemente em Y (ΩΥ).

Neste caso, segue diretamente que JΥ(wn) → c0 = 0, o que novamente contradiz o fato

estabelido na Observação 2.2.2. Então, wn não converge fortemente para 0 em Y (ΩΥ).

Caso 2: wn ⇀ 0 fracamente em Y (ΩΥ), mas não fortemente, i.é, inf ||un|| ≥ b > 0.

Como resultado, temos

〈un, vn〉 = c0 +

∫
ΩΥ

F (un)dx+

∫
ΩΥ

G(vn)dx+ on(1) (2.11)

e

〈un, vn〉 =

∫
ΩΥ

f(un)undx+

∫
ΩΥ

g(vn)vndx = 2

(
c+

∫
ΩΥ

F (un)dx+

∫
ΩΥ

G(vn)dx+ on(1)

)
.

(2.12)

Usando (Lema 3.1, [32]), obtemos

f(un)→ f(u) e g(un)→ g(u) em L1(ΩΥ).

Da hipótese (H3) e do Teorema da convergência dominada de Lebesgue, mostra-se∫
ΩΥ

[F (un) +G(vn)]dx→
∫

ΩΥ

[F (u) +G(v)]dx (2.13)

Pela convergência (un, vn) ⇀ 0 e (2.13), juntamente com a estimativa (2.11) podemos concluir

〈un, vn〉 = c0 + on(1). (2.14)

Note também que usando (H4), podemos obter

0 < c0 ≤ JΥ(un, vn) ≤ 〈un, vn〉 −
Cp
p

(|un|pp + |vn|pp)

≤ 〈un, vn〉 − (||un||p + ||vn||p).

Da estimativa anterior e (2.14), só podemos ter ||un||p + ||vn||p < c0. Além disso, usando as
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condições de crescimento, a Proposição 2.1.2 e o Lema 2.2.4,

∫
ΩΥ

f(un)undx ≤
(∫

ΩΥ

e
2α||un||2

(
un
||un||

)2

dx

) 1
2
(∫

ΩΥ

|un|2dx
) 1

2

≤ K|un|22.

Repetindo o argumento,

∫
ΩΥ

g(vn)vndx ≤
(∫

ΩΥ

e
2α||vn||2

(
vn
||vn||

)2

dx

) 1
2
(∫

ΩΥ

|vn|2dx
) 1

2

≤ K|vn|22.

As estimativas anteriores juntamente com (2.12) implicam que 〈un, vn〉 → c0 = 0, um ab-

surdo. Isto mostra que o caso 2 também não ocorre.

Por �m, usaremos o Teorema da Função Implícita, Teorema A.1.10, para mostrar que w =

(u, v) é ponto crítico de JΥ em todo Y (ΩΥ), para fazer isso, de�nimos

Q1(r, z, l) = 〈u+ rϕ+ zu1 + lu2, v + rψ + zv1 + lv2〉 −
∫

Ω1

f(u1 + rϕ1 + zu1)(u1 + rϕ1 + zu1)dx

−
∫

Ω1

g(v1 + rψ1 + zv1)(v1 + rψ1 + zv1)dx

e

Q2(r, z, l) = 〈u+ rϕ+ zu1 + lu2, v + rψ + zv1 + lv2〉 −
∫

Ω2

f(u2 + rϕ2 + lu2)(u2 + rϕ2 + lu2)dx

−
∫

Ω2

g(v2 + rψ2 + lv2)(v2 + rψ2 + lv2)dx,

onde (ϕ,ψ) é C∞(ΩΥ)× C∞(ΩΥ).

Por um cálculo direto,

∂Q1

∂z
(0, 0, 0) = 2〈u1, v1〉 −

∫
ΩΥ

[f ′(u1)u2
1 + f(u1)u1]dx−

∫
ΩΥ

[g′(v1)v2
1 + g(v1)v1]dx.

Veja que, pela hipótese (H5)

f ′(s)s− f(s) > 0 e g′(s)s− g(s) > 0, para todo s > 0.

Assim,
∂Q1

∂z
(0, 0, 0) =

∫
Ω1

[f(u1)− f ′(u1)u1]dx+

∫
Ω1

[g(v1)− g′(v1)v1]dx < 0.

Usando um argumento parecido, é possível mostrar que

∂Q2

∂l
(0, 0, 0) < 0

Então, aplicando o teorema da função implícita, existem funções z(r), l(r) de classe C1

de�nidas em algum intervalo (−δ, δ) para algum δ > 0 tal que z(0) = l(0) = 0 e

Qi(r, z(r), l(r)) = 0 para r ∈ (−δ, δ) e i = 1, 2.
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Então, para qualquer r ∈ (−δ, δ), temos

(u(r), v(r)) = (u, v) + r(ϕ,ψ) + z(r)(u1, v1) + l(r)(u2, v2) ∈MΥ.

Além disso, temos

JΥ(u(r), v(r)) ≥ JΥ(w) para todo r ∈ (−δ, δ),

ou seja,

JΥ(w + r(ϕ,ψ) + z(r)(u1, v1) + l(r)(u2, v2)) ≥ JΥ(w) para todo r ∈ (−δ, δ).

Logo,

JΥ(w + r(ϕ,ψ) + z(r)(u1, v1) + l(r)(u2, v2))− JΥ(w)

r
≥ 0 para todo r ∈ (−δ, δ).

Quando r → 0, temos

J ′Υ(w).((ϕ,ψ) + z′(0)(u1, v1) + l′(0)(u2, v2)) ≥ 0,

pela linearidade de J ′Υ(w),

J ′Υ(w)((ϕ,ψ) + z′(0)(u1, v1) + l′(0)(u2, v2)) = J ′Υ(w)(ϕ,ψ) + z′(0)J ′Υ(w)w1 + J ′Υ(w)w2 ≥ 0,

onde w1 = (u1, v1) e w2 = (u2, v2). Desde que J ′Υ(w)w1 = J ′Υ(w)w2 = 0, podemos concluir que

J ′Υ(w)(ϕ,ψ) ≥ 0, para qualquer (ϕ,ψ) ∈ Y (ΩΥ).

e então

J ′Υ(w)(ϕ,ψ) = 0, para qualquer (ϕ,ψ) ∈ Y (ΩΥ),

mostrando que w é ponto crítico para JΥ.

2.3 Um problema auxiliar

Nesta seção, estudaremos um problema auxiliar de maneira que, sob certas condições, as

soluções do problema auxiliar serão soluções do problema (Pλ).

A priori, precisamos de�nir o espaço

Eλ =

{
u ∈ Hs(R);

∫
R
a(x)|u|2dx <∞

}
,

munido com o seguinte produto interno

〈u, v〉λ =

∫∫
R2

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|2
dxdy +

∫
R

[(λa(x) + 1)uv]dx.

Assim como no capítulo anterior, vemos que das hipóteses sobre o potencial V é imediato
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que Eλ é um espaço de Hilbert e Eλ ↪→ H1/2(R) continuamente.

Associamos o funcional Lλ : Eλ × Eλ → R ao problema (Pλ), onde Lλ é de�nido como

Lλ(u, v) = 〈u, v〉λ −
∫
R

[F (u) +G(v)].

Faremos uma modi�cação adequada nas não linearidades f(s) e g(s) fora do domínio ΩΥ de

modo que o funcional energia associado satisfaça a Condição Palais-Smale. Esse tipo de método

é inspirado nas ideias exploradas por del Pino e Felmer em [31].

Para isso, introduziremos as seguintes funções truncadas

f̃(s) =

f(s), se s ≤ a,

s/k se s > a

e

g̃(s) =

g(s), se s ≤ a,

s/k se s > a.

onde k > θ/(θ − 2) > 1 e a, a′ > 0 são tais que f(a) = a/k e g(a′) = a′/k.

Agora, de�nimos

fA(x, s) = χΩΥ
(x)f(s) +

(
1− χΩΥ(x)

)
f̃(s)

e

gA(x, s) = χΩΥ
(x)g(s) +

(
1− χΩΥ(x)

)
g̃(s).

Assumindo (H1)− (H5) é fácil checar fA e gA são C1 por partes em s para qualquer x �xado

e satisfaz as seguintes condições de crescimento

(H̃1) Para um x �xado e α > α0 e q ≥ 1, dado qualquer ε > 0, existem b1, b2 > 0 tais que

fA(s), gA(s) ≤ ε|s|+ b1|s|q−1(eαs
2 − 1),∀s ∈ R;

(H̃2) De�nindo FA(x, s) =
∫ s

0 fA(x, τ)dτ e GA(x, s) =
∫ s

0 gA(x, τ)dτ . Valem as seguintes desi-

gualdades

0 < θFA(x, s) ≤ fA(x, s)s, (x, s) ∈ [ΩΥ × (0,+∞)] ∪ [(R \ ΩΥ)× (0, a]] ,

0 < 2FA(x, s) ≤ fA(x, s)s ≤ s2

k
, (x, s) ∈ (R \ ΩΥ)× [0,+∞),

0 < θGA(x, s) ≤ gA(x, s)s, (x, s) ∈
[
ΩΥ × (0,+∞)] ∪ [(R \ ΩΥ)× (0, a′]

]
;

e

0 < 2GA(x, s) ≤ gA(x, s)s ≤ s2

k
, (x, s) ∈ (R \ ΩΥ)× [0,+∞);

(H̃3) As aplicações s 7→ fA(x,s)
s e s 7→ gA(x,s)

s são crescentes, �xado x qualquer.

Consideramos agora o seguinte funcional

Iλ(u, v) = 〈u, v〉λ −
∫
R

[FA(u) +GA(v)]dx; (u, v) ∈ Eλ × Eλ.
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O funcional Iλ está relacionado com (P̃λ) no sentido de que se (uλ, vλ) é um ponto crítico de

Iλ veri�cando

uλ(x), vλ(x) ≤ min{a, a′},∀x ∈ R \ ΩΥ

então, o par (uλ, vλ) é solução de (P̃λ).

Lema 2.3.1. Toda sequência (PS)c para Iλ é limitada.

Demonstração: Seja (un, vn) uma sequência (PS)c para o funcional Iλ, ou seja,

Iλ(un, vn)→ c e I ′λ(un, vn)(ϕ,ψ)→ 0 para todo (ϕ,ψ) ∈ H1/2(R)×H1/2(R), (2.15)

sempre que n→∞.

Por (2.15), escolhendo (ϕ,ψ) = (un, vn), conseguimos∫
R

[f(un)un − 2F (un)]dx+

∫
R

[g(vn)vn − 2G(vn)]dx ≤ 2c+ εn,

onde lim
n→∞

εn.

A condição (H2) e as estimativas acima nos mostram que∫
R

[f(un)un + g(vn)vn]dx ≤ θ

θ − 2
(2c+ εn)dx. (2.16)

Tomando (ϕ,ψ) = (vn, 0) e (ϕ,ψ) = (0, un) em (2.15), para n grande, temos que

||vn||2λ ≤
∫
R
f(un)vndx+ εn,

||un||2λ ≤
∫
R
g(vn)un + εn,

aqui ||.||λ denota a norma relacionada à 〈., .〉λ.
Pondo Un = un/||un||λ e Vn = vn/||vn||λ, temos

||vn||2λ ≤
∫
R
f(un)Vndx+ εn (2.17)

||un||2λ ≤
∫
R
g(vn)Undx+ εn. (2.18)

De (H0)− (H1) e para α > α0

f(s) ≤ C1e
αs2 ,∀s ≥ 0.

Usando o Lema A.1.12 com t = Vn e s = f(un)/C1, a estimativa (3.1) e a Proposição 2.1.2,

obtemos

C1

∫
R

f(un)

C1
Vndx ≤ C1

∫
R
eV

2
n dx+ C1

∫
{f(un)/C1>e1/4}

f(un)

C1

[
log

f(un)

C1

]1/2

dx+∫
{f(un)/C1≤e1/4}

1

C2
1

[f(un)]2dx ≤ C2 + C3

∫
R
f(un)undx.
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Esta estimativa combinada com (3.17) implicam que

||vn||2λ ≤ C2 + C3

∫
R
f(un)undx. (2.19)

Similarmente deduzimos de (2.18),

||un||2λ ≤ C2 + C3

∫
R
g(vn)vndx. (2.20)

Tomando as estimativas (2.19) e (2.20) e usando (2.16) podemos inferir que

||un||2λ + ||vn||2λ ≤
θ

θ − 2
(2c+ εn).

Lema 2.3.2. Considere u ∈ H1/2(R) e 0 ≤ φ ≤ 1 tal que φ = 0 em (−R/2, R/2), φ = 1 fora de

(−R,R) e |φ′| ≤ C/R, então

lim sup
R→∞

∫∫
R2

|u(x)|2 |φ(x)− φ(y)|2

|x− y|2
dxdy → 0.

Demonstração: A prova segue os mesmos passos do Lema 2.8 em [8], veja também Lema

1.1.2.

Proposição 2.3.3. Seja wn = (un, vn)) uma sequência (PS)c, então, para todo ε > 0 dado,

existe um R > 0 de maneira que

lim
n→∞

∫∫
R2\BR(0)

(un(x)− un(y))2

|x− y|2
dxdy +

∫
R\[−R,R]

(λa(x) + 1)u2
ndx < ε (2.21)

e

lim
n→∞

∫∫
R2\BR(0)

(vn(x)− vn(y))2

|x− y|2
dxdy +

∫
R\[−R,R]

(λa(x) + 1)v2
ndx < ε. (2.22)

Demonstração: Tomando wn = (un, vn) como sendo uma sequência Palais-Smale, pelo

Lema 2.3.1, (wn) é limitada, logo existe uma subsequência de wn que converge fracamente para

w = (u, v) em H1/2(R). De�nimos uma função cut-o� ηR : R→ R, 0 ≤ ηR ≤ 1, |η′R| ≤ C/R por

ηR(t) =

0, se t ∈
(−R

2 , R2
)

1, se t ∈ R \ (−R,R).

Pela hipótese, I ′λ(wn)(ηRwn)→ 0 para n→∞, então∫∫
R2

(un(x)− un(y))(ηR(x)un(x)− un(y)ηR(y))

|x− y|2
dxdy +

∫
R

(λa(x) + 1)ηRundx+∫∫
R2

(ṽn(x)− vn(y))(ηR(x)vn(x)− vn(y)ηR(y))

|x− y|2
dxdy +

∫
R

(λa(x) + 1)ηRvndx = (2.23)∫
R
fA(un)ηRundx+

∫
R
gA(vn)ηRvndx+ on(1).
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Observe que,∫∫
R2

(un(x)− un(y))(ηR(x)un(x) + ηR(x)un(y)− ηR(x)un(y)− un(y)ηR(y))

|x− y|2
dxdy =∫∫

R2

ηR(x)
(un(x)− un(y))2

|x− y|2
dxdy +

∫∫
R2

un(y)
(un(x)− un(y))(ηR(x)− ηR(y))

|x− y|2
dxdy.

E do mesmo jeito∫∫
R2

(vn(x)− vn(y))(ηR(x)vn(x) + ηR(x)vn(y)− ηR(x)vn(y)− vn(y)ηR(y))

|x− y|2
dxdy =∫∫

R2

ηR(x)
(vn(x)− vn(y))2

|x− y|2
dxdy +

∫∫
R2

vn(y)
(vn(x)− vn(y))(ηR(x)− ηR(y))

|x− y|2
dxdy.

Por (2.23) vemos que∫∫
R2

ηR(x)
(un(x)− un(y))2

|x− y|2
dxdy +

∫∫
R2

ηR(x)
(vn(x)− vn(y))2

|x− y|2
dxdy = Iλ(wn)(ηRwn)−

(2.24)∫∫
R2

un(y)
(un(x)− un(y))(ηR(x)− ηR(y))

|x− y|2
dxdy −

∫∫
R2

vn(y)
(vn(x)− vn(y))(ηR(x)− ηR(y))

|x− y|2
dxdy

−
∫
R

(λa(x) + 1)ηRundx−
∫
R

(λa(x) + 1)ηRvndx+

∫
R
fA(un)ηRundx+

∫
R
gA(vn)ηRvndx.

Tomando R grande o su�ciente para obter ΩΥ ⊂ [−R,R] e usando a condição (H̃2) e a imersão

compacta H1/2(R) ↪→ Lp(R) temos

lim
R→∞

lim
n→∞

∫
R\[−R,R]

(λa(x) + 1)u2
ndx = lim

R→∞

∫
R\[−R,R]

(λa(x) + 1)u2dx = 0 (2.25)

e

lim
R→∞

lim
n→∞

∫
R\[−R,R]

fA(un)undx ≤
1

k
lim
R→∞

lim
n→∞

∫
R\[−R,R]

u2
ndx =

1

k
lim
R→∞

∫
R\[−R,R]

u2dx = 0.

(2.26)

Além disso, a desigualdade de Hölder, a limitação de un e o Lema 2.3.2 garante

lim
R→∞

lim
n→∞

∫∫
R2

un(y)
(un(x)− un(y))(ηR(x)− ηR(y))

|x− y|2
dxdy ≤

lim
R→∞

lim
n→∞

(∫∫
R2

(un(x)− un(y))2

|x− y|2
dxdy

)1/2(∫∫
R2

[un(y)]2
(ηR(x)− ηR(y))2

|x− y|2
dxdy

)1/2

≤

(2.27)

lim
R→∞

lim
n→∞

||un||H1/2

(∫∫
R2

[un(y)]2
(ηR(x)− ηR(y))2

|x− y|2
dxdy

)1/2

= 0.

Usando (2.25), (2.26) e (2.27) em (2.24), conseguimos a convergência (2.21) e por um argu-

mento análogo a convergência (2.22) também vale.

Proposição 2.3.4. Se as hipóteses (H0) − (H5) são satisfeitas, então para cada λ > 0, existe
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uma função wλ = (uλ, vλ) ∈ Eλ × Eλ tal que

cλ = inf
w∈Nλ

Iλ(w),

onde Nλ é a variedade generalizada de Nehari associada ao funcional Iλ. E também, uλ, vλ ≥ 0.

Demonstração: Desde que f, g ∈ C1(R), pode-se mostrar por argumentos padrões que Iλ
é C2 e portanto Nλ é uma C1-variedade, veja por exemplo Pankov [81], Lema 6. Deste modo,

aplicando o princípio variacional de Ekeland, obtemos uma sequência (PS)cλ . Assim sendo, o

resultado segue combinando os argumentos explorados na Proposição 2.2.5 e Proposição 2.3.3.

Para mostrar a positividade, considere (u, v) uma solução fraca para (Pλ), pondo u+ =

max{u, 0} e u− = max{−u, 0}, e usando u− = u+ − u e v− = v+ − v como funções teste, vemos

que ∫
R

[
(−∆1/2)u

]
u−dx+

∫
R

(λa(x) + 1)u2
−dx =

∫
R
Hv(u, v)u−dx

e ∫
R

[
(−∆1/2)v

]
v−dx+

∫
R

(λa(x) + 1)v2
−dx =

∫
R
Hu(u, v)v−dx

Percebendo que (u(x)−u(y))(u−(x)−u−(y)) ≤ 0 e (v(x)− v(y))(v−(x)− v−(y)) ≤ 0. Segue

que ∫
R

[
(−∆1/2)u

]
u−dx ≤ 0 e

∫
R

[
(−∆1/2)v

]
v−dx ≤ 0.

Sendo assim, pela positividade de Hu(u, v) e Hv(x, u, v) temos que u− = v− = 0.

2.4 As soluções convergentes

Começaremos recordando um resultado do capítulo anterior, com o objetivo de tornar a leitura

mais dinâmica para o leitor.

Lema 2.4.1. Sendo Ω um aberto em RN , e seja u ∈ Hs(Ω) com s ∈ (0, 1). Se existir um

conjunto compacto K ⊂ Ω tal que u ≡ 0 ∈ Ω \ K, então a função de extensão Eu, de�nida como

Eu(x) =

u(x), se x ∈ Ω,

0, se x ∈ RN \ Ω.

pertence a Hs(RN ).

Demonstração: A prova pode ser vista em Lema 5.1 em [78].

Lema 2.4.2. Seja w0 = (u0, v0) a solução do problema (P )Υ, tal que

JΥ(w0) = c0 = inf
w∈MΥ

JΥ(w).

Considere também,

cλ = inf
w∈Nλ

Iλ(w).

Então c0 ≥ cλ, para λ > 0.
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Demonstração: Seja λ > 0 arbitrário e Ω′ ⊃ ΩΥ um aberto, como w0 é uma solução para

(P )Υ, temos que w0 ≡ 0 em Ω′ \ ΩΥ. Considere Ew0 ta extensão de w0, garantida pelo lema

2.4.1. Veja que,

I ′λ(Ew0) ≡ J ′Υ(w0) ≡ 0,

então Ew0 ∈ Nλ. Além disso,

Iλ(Ew0) = JΥ(w0) = c0,

o que implica que c0 ≥ cλ.

Proposição 2.4.3. Seja wn = (un, vn) uma família de pontos críticos com energia mínima,

digamos cλn, associados a Iλn. Se valem (H0)−(H5), temos que wn → w0 em H1/2(R)×H1/2(R),

quando λ→ +∞, onde w0 é solução com energia mínima de (P )Υ.

Demonstração: Observe que como λ1 < λ2 < ... < λk < ..., pela de�nição de Iλ e pelo

lema anterior, é imediato que

cλ1 < cλ2 < ... < cλk < ... ≤ c0,

sendo assim, lim
n→∞

cλn = c ≤ c0.

Argumentando como anteriormente, wn é limitado em H1/2(R) × H1/2(R). Portanto, pela

re�exividade de H1/2(R),

wn ⇀ w in H1/2(R)×H1/2(R) and wn(x)→ w(x) para q.t.p x ∈ R.

Para cada m ∈ N, de�nimos

Cm = a(x) ≥ 1

m
.

Sem perda de generalidade, podemos supor que λn < 2(λn + 1) para todo n ∈ N. Assim,∫
Cm

|un|2dx ≤
2m

λn

∫
Cm

(λna(x) + 1)|un|2dx ≤
C

λn
.

Uma vez que λn → +∞ quando n→ +∞, temos

lim
n→+∞

∫
Cm

|un|2dx = 0.

Repetindo os mesmo argumentos, também temos

lim
n→+∞

∫
Cm

|vn|2dx = 0.

e, pelo lema de Fatou, ∫
Cm

|u|2dx = 0 and
∫
Cm

|v|2dx = 0.

Implicando que u = v = 0 em Cm, e então, u = v = 0 em R \ ΩΥ.

Pela Proposição 2.3.3 Se tomarmos R > 0 su�cientemente grande, un, vn → 0 em H1/2(R \
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BR(0)). Além do mais, como foi mostrado na terceira seção deste capítulo,∫
BR(0)

[f(un) + g(vn)]dx→
∫
BR(0)

[f(u) + g(v)]dx.

Escolhendo (ϕ,ϕ) ∈ C∞0 (BR(0))× C∞0 (BR(0)), inferimos que∫∫
[BR(0)]2

(un(x)− un(y))

|x− y|2
(ϕ(x)− ϕ(y))dxdy +

∫∫
[BR(0)]2

(vn(x)− vn(y))

|x− y|2
(ϕ(x)− ϕ(y))dxdy =∫

BR(0)
[f(un) + g(vn)]ϕdx−

∫
BR(0)

(λn(a(x) + 1)(un + vn)ϕdx.

Logo, fazendo n→∞, sabemos que u = v = 0 ∈ R \ ΩΥ e então∫∫
ΩΥ×ΩΥ

(u(x)− u(y))

|x− y|2
(ϕ(x)− ϕ(y))dxdy +

∫∫
ΩΥ×ΩΥ

(vn(x)− vn(y))

|x− y|2
(ϕ(x)− ϕ(y))dxdy =∫

ΩΥ

[f(u) + g(v)]ϕdx−
∫

ΩΥ

(u+ v)ϕdx.

Pela densidade de C∞0 em X(ΩΥ), deduzimos que (u, v) é uma solução para (P )Υ. Mais

ainda, por (H2) e pelo lema de Fatou

c+ on(1) = Iλn(wn)− 1

2
I ′λn(wn)wn

=

∫
R

[
1

2
f(un)un − F (un)

]
dx+

∫
R

[
1

2
g(vn)vn −G(vn)

]
dx

≥
∫

ΩΥ

[
1

2
f(u)u− F (u)

]
dx+

∫
ΩΥ

[
1

2
g(v)v −G(v)

]
dx

= JΥ(wn)− 1

2
J ′Υ(w)w = JΥ(w) = c0.

Como consequência disso,

c = lim
n→∞

(
〈un, vn〉λn −

∫
R

[F (un) +G(vn)]dx

)
= 〈u, v〉 −

∫
ΩΥ

[F (u) +G(v)]dx. (2.28)

A condição (H3) e o Lema 3.1 de [32] implica que∫
R

[F (un) +G(vn)]dx→
∫

ΩΥ

[F (u) +G(v)]dx.

Assim, por (2.28),

〈un, vn〉λn → 〈u, v〉.

E também

Iλn(un, vn)→ c0 e I ′λn(un, vn)(ϕ,ψ)→ 0, (2.29)

para todo (ϕ,ψ) ∈ H1/2(R)×H1/2(R).

Usando o mesmo procedimento da Proposição 2.2.5 (onde mostramos que o Caso 2 não

ocorre), podemos ver que ||un||λn , ||vn||λn < c < ωπ/α0 para n su�cientemente grande. Esco-
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lhendo (ϕ,ψ) = (0, un − u) em (2.29) temos

||un||λn − 〈un, u〉λn =

∫
R
g(vn)(un − u)dx+ on(1).

Aplicando a desigualdade de Hölder e a Proposição 2.1.1∫
R
g(vn)(un − u)dx ≤ K(α0)|un − u|q′ → 0

Também, notamos que

〈un, u〉λn =

∫
R

(λna(x) + 1)unudx =

∫
ΩΥ

unudx→
∫

ΩΥ

u2dx.

Finalmente, das observações acima, concluímos

lim
n→∞

||un||λn − ||u|| = 0.

Logo,

un → 0 em H1/2(R \ ΩΥ) e un → u em H1/2(ΩΥ).

Um argumento análogo também nos dá

vn → 0 em H1/2(R \ ΩΥ) e vn → v em H1/2(ΩΥ).

Isso conclui a prova.

2.5 Recuperando soluções

Nesta seção, nosso principal objetivo é provar que os pontos críticos de Iλ são soluções do

problema original para valores grandes de λ. Para mostrar isso, adaptaremos a técnica de

iteração de Moser [75], veja também [8].

Proposição 2.5.1. Seja (un, vn) um ponto crítico não trivial para Iλn. Então,

||(un, vn)||L∞(R\ΩΥ) → 0 quando λn → +∞.

Em particular, existe J > 0 tal que para todo n > J , (un, vn) é uma solução para (P̃λn).

Demonstração: Para qualquer L > 0, de�nimos

uL,n(x) =

min{|un(x)|, L}, se x ∈ RN \ ΩΥ

0, se x ∈ ΩΥ,

e ũL,n = u
2(β−1)
L,n un onde β > 1 será escolhido posteriormente. Do mesmo modo, de�nimos

vL,n(x) =

min{|vn(x)|, L}, se x ∈ RN \ ΩΥ

0, se x ∈ ΩΥ,
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e ṽL,n = v
2(β−1)
L,n un.

Tomando (ṽL,n, ũL,n) como uma função teste, temos∫∫
R2

(un(x)− un(y))

|x− y|2
[unu

2(β−1)
L,n (x)− unu2(β−1)

L,n (y)]dxdy +

∫
R

(λa(x) + 1)|un|2u2(β−1)
L,n dx+∫∫

R2

(vn(x)− vn(y))

|x− y|2
[vnv

2(β−1)
L,n (x)− vnv2(β−1)

L,n (y)]dxdy +

∫
R

(λa(x) + 1)|vn|2v2(β−1)
L,n dx =

(2.30)∫
R
f(un)vnv

2(β−1)
L,n dx+

∫
R
g(vn)unu

2(β−1)
L,n dx.

Agora, para todo t ≥ 0, de�nimos

γ(t) = γL,β(t) = tt
2(β−1)
L ,

onde tL = min{t, L}.
É fácil checar que γ é uma função crescente e que (a−b)(γ(a)−γ(b)) ≥ 0, para todo a, b ∈ R.
Considere

Λ(t) =
|t|2

2
e Γ(t) =

∫ t

0
(γ(τ))1/2dτ

e observe que

Λ′(a− b)(γ(a)− γ(b)) ≥ (Γ(a)− Γ(b))2, para qualquer a, b ∈ R. (2.31)

De fato, para qualquer a < b, a desigualdade de Jesen (Proposição A.1.11) implica

Λ′(a− b)(γ(a)− γ(b)) = (a− b)
∫ b

a
γ′(t)dt = (a− b)

∫ b

a
(Γ′(t))2dt

≥
(∫ b

a
Γ′(t)dt

)2

= (Γ(a)− Γ(b))2.

Então, por (2.31),

|Γ(|un(x)|)− Γ(|un(y)|)|2 ≤ (|un(x)| − |un(y)|)(|un|u2(β−1)
L,n (x)− |un|u2(β−1)

L,n (y)).

Logo, ∫∫
R2

(un(x)− un(y))

|x− y|2
(|un|u2(β−1)

L,n (x)− |un|u2(β−1)
L,n (y))dxdy ≥ [Γ(un)]2s . (2.32)

Veja que,

Γ(|un|) ≥
1

β
|un|uβ−1

L,n .

Relembrando que H1/2(R) ↪→ Lp(R) continuamente para p ≥ 1, podemos concluir que

[Γ(un)]2s ≥ C|Γ(|un|)|2σ ≥
1

β2
C||un|uβ−1

L,n |
2
σ, (2.33)

onde σ > 2q′.
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Analogamente,

[Γ(vn)]2s ≥ C|Γ(|vn|)|2σ ≥
1

β2
C||vn|vβ−1

L,n |
2
σ. (2.34)

Sob as informações contidas em (2.30), (2.32), (2.33) e (2.34) deduzimos a validade de(
1

β

)2

||un|uβ−1
L,n |

2
σ +

(
1

β

)2

||vn|vβ−1
L,n |

2
σ ≤

∫
R
f(un)v

2(β−1)
L,n vndx+

∫
R
g(vn)v

2(β−1)
L,n undx. (2.35)

Pelas condições de crescimento (3.1),

f(un) ≤ ε|un|+ Cε|un|

∫
R
e
α||un||2λn

(
un

||un||λn

)2

dx− 1

 ,

g(vn) ≤ ε|vn|+ Cε|vn|

∫
R
e
α||vn||2λn

(
vn

||vn||λn

)2

dx− 1

 .

Empregando a Proposição 2.4.3, sabemos que un, vn → 0 in H1/2(R \ΩΥ), �xando ν > 0 tal

que ||un||λn , ||vn||λn ≤ ν e α0 < αν < ωπ/α0, portanto pela Proposição 2.1.2∫
R\ΩΥ

e
α||un||2λn

(
un

||un||λn

)2

dx− 1

 ≤
∫

R\ΩΥ

e
αν2

(
un

||un||λn

)2

dx− 1

 ≤ Kα

e ∫
R\ΩΥ

e
α||un||2λn

(
un

||un||λn

)2

dx− 1

 ≤
∫

R\ΩΥ

e
αν2

(
un

||un||λn

)2

dx− 1

 ≤ Kα.

Dessa observação, da desigualdade de Hölder e (2.35)

||un|uβ−1
L,n |

2
Lσ(R\ΩΥ) + ||vn|vβ−1

L,n |
2
Lσ(R\ΩΥ) ≤ Cβ

2

∫
R\ΩΥ

[unṽL,n + vnũL,n]dx.

Fazendo L→∞ e utilizando novamente a desigualdade de Hölder

|un|2βLσβ(R\ΩΥ)
+ |vn|2βLσβ(R\ΩΥ)

≤

Cβ2(|un|Lq(R\ΩΥ)||un|L2q′β−q′ (R\ΩΥ) + |vn|Lq(R\ΩΥ)||vn|L2q′β−q′ (R\ΩΥ)).

Desde que σ > 2q′, por iteração temos

|un|Lχm+1σ(R\ΩΥ)
+ |vn|Lχm+1σ(R\ΩΥ)

≤ C(|un|Lσm−1−q′ (R\ΩΥ)
+ |vn|Lσm−1−q′ (R\ΩΥ)

)

≤ C(|un|Lσ−q′ (R\ΩΥ) + |vn|Lσ−q′ (R\ΩΥ)),

onde χ = σ
2q′ . Isto implica que

|un|L∞(R\ΩΥ) + |vn|L∞(R\ΩΥ) ≤ C(|un|Lσ(R\ΩΥ) + |vn|Lσ(R\ΩΥ)).

Tomando n→∞ nós conseguimos o resultado desejado.
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Capítulo 3

Um sistema Hamiltoniano elíptico do

tipo Choquard

Este capítulo é dedicado ao estudo de existência de soluções positivas para a seguinte classe

de sistemas Hamiltonianos do tipo Choquard:

(P )

−∆u+ V (x)u =
(

1
|x|µ ∗G(v)

)
g(v) em R2,

−∆v + V (x)v =
(

1
|x|µ ∗ F (u)

)
f(u) em R2,

onde 1
|x|µ com 0 < µ < 2 é o potencial de Riesz e ∗ é o operador convolução. O potencial V e as

não linearidades f e g satisfazem certas condição que serão especi�cadas posteriormente.

Suporemos algumas condições adequadas sobre o potencial V para aplicar um estrutura

variacional, considerando o subespaço fechado de H1(R2) dado por

H1
V =

{
u ∈ H1(R2);

∫
R2

V (x)u2dx <∞
}
.

Mais precisamente, o potencial V tem as seguintes hipóteses:

(V1) Existe uma constante positiva B tal que V (x) ≥ −B, ∀x ∈ R2.

(V2) λ1 = inf{u∈H1
V ,|u|2=1}

∫
R2

(|∇u|2 + V (x)u2)dx > 0.

(V3) lim
R→∞

ν(R2 \BR) =∞, onde

ν(G) =


inf

u∈H1
V (0)(G)\{0}

∫
G

(|∇u|2 + V (x)u2)dx∫
G
|u|2dx

, se G 6= ∅,

∞, se G = ∅,

onde G ⊂ R2 é um conjunto aberto e H1
V (0) = {u ∈ H1

V ;u = 0 em R2 \G}.

Um exemplo comum de uma função que satisfaça as premissas (V1) − (V3) é a função

contínua V (x) = V +(x)− V −(x), onde V + e V − são as partes positivas e negativas de V ,

com V + e V − satisfazendo
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a) lim
|x|→+∞

V +(x) = +∞;

b) ||V −||∞ < ν1 := inf
u∈H1(R2);|u|2=1

(∫
R2

|∇u|2dx+

∫
R2

V +u2dx

)
.

Note que o potencial V pode mudar de sinal em uma pequena bola.

Assumiremos que f e g tem as seguintes propriedades:

(H0) f, g : R→ [0,+∞) são funções contínuas, e ambas tem crescimento exponencial crítico;

(H1) lim
s→0+

f(s) = lim
s→0+

g(s) = 0;

(H2) Existe θ > 2 tal que para s > 0,

0 < θF (s) ≤ sf(s) e 0 < θG(s) ≤ sg(s);

(H3) Existem constantes s0,M0 > 0 tal que para todo s ≥ s0,

0 < F (s) ≤M0f(s) e 0 < G(s) ≤M0g(s);

(H4) f e g são localmente limitadas;

(H5) Existem constantes p > 2 e Cp tal que para todo s ≥ 0,

F (s), G(s) ≥ Cp
2p
sp,

com Cp >
(
C̄α0(p−1)

4πp

) p−1
p
S2
p , onde Sp será de�nido posteriormente, e C̄ > 4

4−µ , onde

0 < µ < 2.

Desde que estamos interessados em encontrar soluções positivas, ao longo deste capítulo,

assumiremos que f(s) = g(s) = 0 sempre que s ≤ 0.

Destas condições, observamos que para α > α0 e q ≥ 1, dado um ε > 0, existem constantes

b1, b2 > 0 tais que

f(s), g(s) ≤ ε|s|+ b1|s|q−1(eαs
2 − 1), ∀s ∈ R, (3.1)

e

F (s), G(s) ≤ ε

2
|s|2 + b2|s|q(eαs

2 − 1), ∀s ∈ R. (3.2)

Um exemplo simples de uma função que veri�ca nossa hipóteses é

f(s) = Cp|s|p−2s+ 2s(es
2 − 1), para s ∈ R.

Neste capítulo, nosso principal resultado é o seguinte

Teorema 3.0.1. Suponha que (V1)− (V3) e (H0)− (H5) valem; então, o sistema (P ) tem uma

solução fraca positiva.
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3.1 Preliminares

Nesta seção, enunciaremos alguns resultados que desempenharão um papel crucial na prova

do nosso teorema principal. Começamos com a seguinte desigualdade do tipo Trudinger-Moser

em H1(R2) de�nida por Cao [27].

Proposição 3.1.1. Se α > 0 e u ∈ H1(R2), então∫
R2

(
eα|u|

2 − 1
)
dx < +∞.

Além disso, se |∇u|22 ≤ 1, |u|2 ≤M <∞, e α < α0 = 4π, então existes C, que depende somente

de M e α, tal que ∫
R2

(
eα|u|

2 − 1
)
dx ≤ C(M,α). (3.3)

Como vamos estudar os problemas do tipo não local com o potencial de Riesz, gostaríamos

de lembrar o famosa desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev (veja [62]).

Proposição 3.1.2. (Desigualdade de Hardy�Littlewood�Sobolev) Sejam t, r > 1 e 0 < µ < N

satisfazendo
1

t
+
µ

N
+

1

r
= 2.

Então, dado f ∈ Lt(RN ) e g ∈ Lr(RN ), existe uma constante C = C(t,N, µ, r) tal que∫∫
R2N

f(x)

|x− y|µ
h(y)dxdy ≤ C|f |t|h|r.

Observação 3.1.3. Pela desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev,∫
R

[
1

|x|µ
∗ F (u)

]
F (u)dx

está bem de�nido se F (u) ∈ Lt(R2) para t > 1 de�nido por

2

t
+
µ

2
= 2.

Então, temos que exigir

F (u) ∈ L
4

4−µ (R2).

Como mencionado na introdução deste capítulo, as condições sobre o potencial V implicam

que H1
V é um espaço adequado para estudarn nosso problema variacionalmente. Precisamente,

se (V1)− (V3) valem, então H1
V munido com o produto interno

〈u, v〉 =

∫
R2

(∇u∇v + V (x)uv)dx; u, v ∈ H1
V .

é um espaço de Hilbert. Adicionalmente, denotaremos por ||.|| a norma induzida por este produto

interno. Mais ainda, de Sirakov [85], obtemos a seguinte imersão compacta:

H1
V ↪→ Lp(R2), para p ≥ 2.
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Agora, temos as condições necessárias para estudar o problema (P ) de forma variacional. O

funcional energia associado a (P ) é dado por I : E → R, em que

I(u, v) = 〈u, v〉 − 1

2

∫
R2

[
1

|x|µ
∗G(v)

]
G(v)dx− 1

2

∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F (u)

]
F (u)dx

e

E = H1
V ×H1

V .

Da observação 3.1.3, para mostrar que I está bem de�nido, precisamos garantir que F (u), G(u) ∈
L

4
4−µ (R2). Dado u ∈ H1

V , podemos usar q = 2 em (3.2) para obter∫
R2

F (u)dx ≤ ε

2
|u|2 + b2

∫
R2

|u|2(eαu
2 − 1)dx. (3.4)

Veja que pela Proposição 3.1.1 e a desigualdade de Hölder, temos

∫
R2

|u|
8

4−µ
(
e

4α
4−µu

2

− 1
)
dx ≤

(∫
R2

|u|
8r1
4−µdx

) 1
r1

(∫
R2

e
4r2
4−µαu

2

dx− 1

) 1
r2

<∞,

no qual juntamente com (3.4) implica que F (u) ∈ L
4

4−µ (R2), e a mesma abordagem se aplica a

G; então, I está bem de�nido.

Aplicando técnicas bem conhecidas, pode-se mostrar que I ∈ C1, e sua derivada é

I ′(u, v)(ϕ,ψ) =

∫
R2

[∇u∇ψ +∇v∇ϕ+ V (x)(uψ + vϕ)] dx (3.5)

−
∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F (u)

]
f(u)ϕdx−

∫
R2

[
1

|x|µ
∗G(v)

]
g(v)ψdx, para todo (ϕ,ψ) ∈ E.

Logo, um ponto crítico de I é também uma solução fraca do sistema (P ), e vice versa.

3.2 Sobre as sequências Palais-Smale

No que segue, mostraremos a limitação das sequências (PS).

Proposição 3.2.1. Assuma que (H0)− (H2) valem. Se (un, vn) em E é tal que

I(un, vn)→ c e I ′(un, vn)(ϕ,ψ)→ 0, para todo (ϕ,ψ) ∈ E, (3.6)

então (un, vn) é limitada em E. Além disso, existe C > 0 tal que∫
R2

[
1

|x|µ
∗G(vn)

]
g(vn)vndx ≤ C,

∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
f(un)undx ≤ C,

∫
R2

[
1

|x|µ
∗G(vn)

]
G(vn)dx ≤ C,

∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
F (un)dx ≤ C.

Demonstração: Tomando (ϕ,ψ) = (un, vn) como uma função teste em (3.6), obtemos

2〈un, vn〉 =

∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F (un)dx

]
f(un)undx+

∫
R2

[
1

|x|µ
∗G(vn)

]
g(vn)vndx+ εn
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e

2〈un, vn〉 = 2c+

∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
F (un)dx+

∫
R2

[
1

|x|µ
∗G(vn)

]
G(vn)dx+ εn,

onde εn → 0 quando n→ +∞. Dessas igualdades, é imediato que∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F (un)dx

]
f(un)undx−

∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
F (un)dx+ (3.7)∫

R2

[
1

|x|µ
∗G(vn)

]
g(vn)vndx−

∫
R2

[
1

|x|µ
∗G(vn)

]
G(vn)dx = 2c+ εn.

Isto junto com a hipótese (H2) implica que

(θ − 1)

(∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
F (un)dx+

∫
R2

[
1

|x|µ
∗G(vn)

]
G(vn)dx

)
≤ 2c+ εn. (3.8)

Combinando (3.7) e (3.8), obtemos∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
f(un)undx+

∫
R2

[
1

|x|µ
∗G(vn)

]
g(vn)vndx ≤

θ

θ − 1
(2c+ εn). (3.9)

Escolhendo (ϕ,ψ) = (vn, 0) e (ϕ,ψ) = (0, un) em (3.6), temos

||vn||2 ≤
∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
f(un)vndx

e

||un||2 ≤
∫
R2

[
1

|x|µ
∗G(vn)

]
g(vn)undx.

De�nindo Un = un/
√
C̄||un|| e Vn = vn/

√
C̄||vn||, com C̄ > 4

4−µ , concluímos que

||vn|| ≤
√
C̄

∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
f(un)Vndx (3.10)

e

||un|| ≤
√
C̄

∫
R2

[
1

|x|µ
∗G(vn)

]
g(vn)Undx. (3.11)

Do crescimento exponencial de f e (H1), temos

f(s) ≤ C1e
αs2 , para s ≥ 0, (3.12)

e

[f(s)]2 ≤ f(s)s (3.13)

em {s ∈ R; s ≥ 0 e f(s)/C1 ≤ e1/4}. Assim, escolhendo t =
√
αVn e s = f(un)/C1 no Lema
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A.1.12, pela desigualdade de Trudinger-Moser, inferimos que

C1

∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
f(un)

C1
Vndx ≤ 2C1

∫
Ω1
n

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
(eαV

2
n − 1)dx

+ C1

∫
Ω2
n

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
f(un)

C1

[
log

f(un)

C1

]2

dx

+
1

2

∫
Ω1
n

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
1

C2
[f(un)]2dx,

onde Ω1
n = {x ∈ R2; f(un)/C1 ≤ e1/4} e Ω2

n = {x ∈ R2; f(un)/C1 ≥ e1/4}.
Para ser mais claro, vamos estimar cada parte da soma acima separadamente. Primeiro, da

observação 3.1.3, temos que F (u) ∈ L
4

4−µ ; portanto, pela desigualdade de Hardy-Littlewood-

Sobolev,∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F (un)χΩ1

n

]
(eαV

2
n − 1)dx ≤ |F (un)χΩ1

n
| 4

4−µ
|(eαV 2

n − 1)| 4
4−µ

dx. (3.14)

E também, da desigualdade (3.3), para todo α ≤ 4π, vale o seguinte:∫
R2

(
e

4
4−µαV

2
n − 1

)
dx =

∫
R2

(
e

4
4−µ

1
C̄
α
(

un
||un||

)2

− 1

)
dx ≤ C(α).

Pondo a última estimativa em (3.14), vemos que∫
Ω1
n

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
(eαV

2
n − 1)dx ≤ C2.

Por (3.12), temos∫
Ω2
n

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
f(un)

C1

[
log

f(un)

C1

]2

dx ≤ C2 + C3

∫
Ω2
n

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
f(un)

un
dx.

Por �m, usando (3.13),∫
Ω1
n

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
(f(un))2dx ≤ C3

∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
f(un)undx

e ∫
Ω1
n

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
(f(un))2dx ≤ C4

∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
f(un)undx.

Essa estimativa implica que

C1

∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
f(un)

C1
Vndx ≤ C2 + C

∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
f(un)undx.

A última desigualdade junto com (3.10) nos dá

||vn|| ≤ C2 + C

∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
f(un)undx.
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Similarmente, de (3.11), temos

||un|| ≤ C2 + C

∫
R2

[
1

|x|µ
∗G(vn)

]
g(vn)vndx.

As estimativas prévias e (3.9) nos mostram que

||un||+ ||vn|| ≤
θ

θ − 1
(2c+ εn),

que implica a limitação de (un, vn). Disso, da desigualdade (3.9) e hipótese (H2), obtemos as

outras estimativas exibidas na proposição.

Para mostrar que o limite fraco de uma sequência Palais�Smale em E é uma solução fraca

de (P ), usaremos os seguintes resultados de convergência.

Lema 3.2.2. Suponha que (H0)−(H3) valem. Se (un, vn) é uma sequência tal que I(un, vn)→ c,

I ′(un, vn)→ 0 e (u0, v0) é seu limite fraco, então[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
f(un)→

[
1

|x|µ
∗ F (u0)

]
f(u0) em L1

loc(R2) (3.15)

e [
1

|x|µ
∗G(vn)

]
g(vn)→

[
1

|x|µ
∗G(v0)

]
g(v0) em L1

loc(R2). (3.16)

Demonstração: Basta de�nir

h(un) =

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
f(un).

Pela Proposição 3.6,
∫
R2 h(un)undx ≤ C. Usando o (Lema 2.1, [32]), temos

h(un)→ h(u0) em L1
loc(R2).

Logo, obtemos a convergência (3.15). A convergência em (3.16) pode ser obtida de maneira

análoga.

Lema 3.2.3. Suponha que (V1)− (V3) e (H0)− (H4) valem. Se (un, vn) é uma sequência tal que

I(un, vn)→ c, I ′(un, vn)→ 0 e (u0, v0) seu limite fraco em E, então∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
F (un)dx→

∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F (u0)

]
F (u0)dx

e ∫
R2

[
1

|x|µ
∗G(vn)

]
G(vn)dx→

∫
R2

[
1

|x|µ
∗G(v0)

]
G(v0)dx.

Demonstração: Nesta prova, iremos fazer um argumento similar ao encontrado em N. Lam

e G. Lu [57]. Pelo Lema 3.2.2, temos que para todo R > 0,∫
BR(0)

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
f(un)dx→

∫
BR(0)

[
1

|x|µ
∗ F (u0)

]
f(u0)dx.
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Então, existe p(x) ∈ L1(BR(0)) tal que[
1

|x|µ
∗ F (un(x))

]
f(un(x)) ≤ p(x) q.t.p em BR(0). (3.17)

Seja s0 a constante que aparece em (H3) e A = {x ∈ BR(0);un(x) < s0}; se x ∈ A, o Lema

3.2.1 implica que ∫
A

[
1

|x|µ
∗ F (un(x))

]
F (un(x))un(x)dx ≤ s0C.

Então, usando novamente o (Lema 2.1, [32]), vemos que∫
A

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
F (un)dx→

∫
A

[
1

|x|µ
∗ F (u0)

]
F (u0)dx.

Se x ∈ BR(0) \A, por (H3) e (3.17),[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
F (un) ≤Mp(x) q.t.p em BR(0) \A.

As duas últimas estimativas nos permitem utilizar o Teorema da Convergência dominada de

Lebesgue para concluir que∫
BR(0)

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
F (un)dx→

∫
BR(0)

[
1

|x|µ
∗ F (u0)

]
F (u0)dx.

Para provar o presente lema, é su�ciente mostrar que dado δ > 0, existe R > 0 tal que∫
R2\BR(0)

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
F (un)dx < δ e

∫
R2\BR(0)

[
1

|x|µ
∗ F (u0)

]
F (u0)dx < δ.

Para provar isto, iremos escolher K su�cientimente grande e usar novamente (H3) . Segue,∫
{x∈R2\BR,|un|>K}

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
F (un)dx ≤M

∫
{x∈R2\BR,|un|>K}

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
f(un)dx

≤ M

K

∫
{x∈R2\BR,|un|>K}

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
f(un)undx ≤

MC

K
.

Na última desigualdade, a Proposição 3.6 foi tácitamente assumida. Podemos tomar K grande

o su�ciente tal que ∫
{x∈R2\BR,|un|>K}

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
F (un)dx <

2δ

3
.

Agora, note que com tal K, por (H1) e (H4), temos

|F (s)| ≤ C(α,K)s2 para todo s ∈ [−K,K].
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Então, obtemos ∫
{x∈R2\BR,|un|≤K}

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
F (un)dx

≤ C(α0,K)

∫
{x∈R2\BR,|un|≤K}

(∫
R2

|un(x)|2

|x− τ |µ
dτ

)
|un(x)|2dx

≤ C(α0,K)

∫
{x∈R2\BR,|un|≤K}×R2

|un(x− τ)|4

|x|µ
dxdτ

≤ 2C(α0,K)

Rµ
|un − u0|42 +

2C(α0,K)

Rµ
|u0|42.

Usando a imersão compacta H1
V ↪→ L2(R2), podemos novamente tomar R su�cientemente

grande tal que ∫
{x∈R2\BR,|un|≤K}

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
F (un)dx ≤ δ

3
.

Combinando todas as estimativas acima, desde que δ > 0 é arbitrário, temos∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
F (un)dx→

∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F (u0)

]
F (u0)dx quando n→∞.

Repetindo o método, também temos∫
R2

[
1

|x|µ
∗G(vn)

]
G(vn)dx→

∫
R2

[
1

|x|µ
∗G(v0)

]
G(v0)dx quando n→∞,

o que completa a prova.

3.3 Geometria de Linking

Abaixo, usaremos a seguinte notação:

E+ = {(u, u) ∈ E} e E− = {(v,−v) ∈ E}.

Desde que

(u, v) =
1

2
(u+ v, u+ v) +

1

2
(u− v, v − u),

segue diretamente que E = E+ ⊕ E−.
Os próximos lemas são cruciais para provar que I satisfaz a geometria de Linking.

Lema 3.3.1. Assuma que (V1)−(V3) vale. Se f e g verifcam (H0)−(H1), então existem ρ, σ > 0

tal que

I(w) ≥ σ, para todo w ∈ ∂Bρ(0) ∩ E+.

Demonstração: Usando a desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev e a condição de cres-

cimento (3.2) para q = 3 e escolhendo ||u|| su�cientemente pequeno, podemos a�rmar que (3.3)
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e concluir que∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F (u)

]
F (u)dx ≤ |F (u)| 4

4−µ
|F (u)| 4

4−µ
≤
(ε

2
||u||2 + C(α0)|u|3

)2

e ∫
R2

[
1

|x|µ
∗G(u)

]
G(u)dx ≤ |G(u)| 4

4−µ
|G(u)| 4

4−µ
≤
(ε

2
||u||2 + C(α0)|u|3

)2
.

Disto e da imersão contínua H1
V ↪→ L3(R2), tendo em mente que ||u|| pequeno, temos

I(u, u) ≥
(

1

2
− Cε

2

)
||u||2 − C||u||3 > σ > 0.

Se escolhermos ρ > 0 pequeno, a prova do lema está terminada.

Seja y ∈ H1
V \ {0} uma função não negativa �xada tal que ||y|| = 1 e

Qy = {r(y, y) + w,w ∈ E−, ||w|| ≤ R0 and 0 ≤ r ≤ R1},

onde R0 e R1 são constantes positivas a serem escolhidas no próxima lema.

Lema 3.3.2. Suponha válido as condições (V1)− (V3) e (H0)− (H5). Então, existem constantes

positivas R0 e R1, que dependem de y, tal que I(w) ≤ 0, para todo w ∈ ∂Qy.

Demonstração: Como a fronteira ∂Qy de Qy está contida no espaço R(y, y)⊕E−, ela pode
ser decomposta em três partes. Nestas partes, o funcional I é estimado do seguinte modo:

i) Se w ∈ ∂Qy ∩ E−, temos que I(w) ≤ 0, para todo w = (u,−u) ∈ E−,

I(w) = −||u||2 − 1

2

∫
R2

[
1

|x|µ
∗G(−u)

]
G(−u)dx− 1

2

∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F (u)

]
F (u)dx ≤ 0.

ii) Suponha que w = R1(y, y) + (u,−u) ∈ ∂Qy, com ||(u,−u)||E ≤ R0. Neste caso,

I(w) = R2
1||y||2 − ||u||2 −

1

2

∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F (R1y + u)

]
F (R1y + u)dx

− 1

2

∫
R2

[
1

|x|µ
∗G(R1y − u)

]
G(R1y − u)dx.

De�na

v(t) = H

(
t
u/R1 + y

||u||+ ||y||

)
,

onde

H(z) =

∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F (z)

]
F (z)dx.
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Um cálculo simples nos dá

v′(t) = H ′
(
t
u/R1 + y

||u||+ ||y||

)
.

(
u/R1 + y

||u||+ ||y||

)
=

∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F

(
t
u/R1 + y

||u||+ ||y||

)]
f

(
t
u/R1 + y

||u||+ ||y||
dx

)(
u/R1 + y

||u||+ ||y||

)
=
θ

t

∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F

(
t
u/R1 + y

||u||+ ||y||

)]
f

(
t
u/R1 + y

||u||+ ||y||
dx

)
1

θ

(
t
u/R1 + y

||u||+ ||y||

)
≥ θ

t
v(t),

com a última desigualdade sendo consequência de (H2).

Logo,
v′(t)

v(t)
≥ θ

t
,

e integrando a última desigualdade de 1 à R1(||u||+ ||y||), vemos que

lnv(t)

∣∣∣∣R1(||u||+||y||)

1

≥ 2θ ln t

∣∣∣∣R1(||u||+||y||)

1

,

o que implica

H(u+R1y) = v(R1(||u||+ ||y||)) ≥ C[R1(||u||+ ||y||)]θ.

Observe que para w = R1(y, y) + (u,−u),

I(w) ≤ R2
1||y||2 −H(u+R1y) ≤ ||y||2 − CRθ1||y||θ.

Por �m, tomando R1 = R1(y) sendo grande o su�ciente, obtemos I(w) ≤ 0.

(iii) Se w = r(y, y) + (u,−u) ∈ ∂Qy, com ||(u,−u)||E = R0 e 0 ≤ r ≤ R1, então

I(w) = r2||y||2 − ||u||2 − 1

2

∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F (ry + u)

]
F (ry + u)dx

− 1

2

∫
R2

[
1

|x|µ
∗G(ry − u)

]
G(ry − u)dx

≤ R2
1||y||2 −

1

2
R2

0

= R2
1 −

1

2
R2

0.

Sendo assim, isto implica que I(w) ≤ 0 if
√

2R1 ≤ R0, completando assim a prova.
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3.4 Estimativa do nível minimax

No que segue, de�nimos a constante Sp por

Sp = inf
u∈H1

V

∫
R2

(|∇u|2 + V (x)u2)dx e
∫
R2

[
1

|x|µ
∗ up

]
updx = 1. (3.18)

Lema 3.4.1. Sob as hipóteses (V1)− (V3), a constante Sp de�nida em (3.18) é atingida por uma

função não negativa up ∈ H1
V .

Demonstração: Vamos provar o lema minimizando o funcional F(u) = ||u||2 restrito ao

conjunto

M =

{
u ∈ H1

V ;

∫
R2

[
1

|x|µ
∗ up

]
updx = 1

}
.

Uma vez que F restrito à M é coercivo, existe uma sequência (un) (se necessário, trocamos

un por |un|) podemos assumir un ≥ 0, tal que

||un||2 → inf
u∈M
F(u).

Pela limitação de (un) e da re�exividade do espaço H1
V , temos que un ⇀ up em H1

V para

algum up ∈ H1
V . O fato da norma ser fracamente semicontínua inferiormente implica que

||up||2 ≤ lim inf
n→∞

||un||2 = inf
u∈M
F(u).

Relembrando que H1
V ↪→ Lp(R2) compactamente para p ≥ 2, temos

un → up em Lp(R2). (3.19)

Para �nalizar nossa prova, é su�ciente mostrar que up ∈ M . Podemos fazer isso usando o

Lema de Brezis-Lieb para potenciais de Riesz ([90], Lema 3.2) para obter

lim
n→∞

(∫
R2

[
1

|x|µ
∗ |un|p

]
|un|pdx−

∫
R2

[
1

|x|µ
∗ |u|p

]
|u|pdx

)
= (3.20)

lim
n→∞

∫
R2

[
1

|x|µ
∗ |u− un|p

]
|u− un|pdx

e então usar a desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev e (A.1) para concluir que

lim
n→∞

∫
R2

[
1

|x|µ
∗ |u− un|p

]
|u− un|pdx = 0.

Assim, por (3.20),

lim
n→∞

∫
R2

[
1

|x|µ
∗ |un|p

]
|un|pdx =

∫
R2

[
1

|x|µ
∗ |u|p

]
|u|pdx = 1.

Então, up ∈M e F(up) = ||up||2 ≥ inf
u∈M
F(u).

64



Lema 3.4.2. Suponha que (V1)− (V3) sejam verdadeiras. Se (H2) e (H5) são satisfeitas, então

sup
R+(up,up)⊕E−

I < 4π

C̄α0
.

Demonstração: Tomando w = t(up, up) + (−v, v), com t ≥ 0 e v ∈ H1
V , temos

I(w) ≤ t2||up||2 − ||v||2 −
1

2

∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F (tup + v)

]
F (tup + v)dx

− 1

2

∫
R2

[
1

|x|µ
∗G(tup − v)

]
G(tup − v)dx

≤ S2
pt

2 − 1

2

∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F (tup + v)

]
F (tup + v)dx− 1

2

∫
R2

[
1

|x|µ
∗G(tup − v)

]
G(tup − v)dx.

Note também que por (H5) e pelo Teorema de Tonelli-Fubini,

1

2

∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F (tup + v)

]
F (tup + v)dx ≥ Cp

p

∫
R2

[
1

|x|µ
∗ (tup + v)p

]
(tup + v)pdx = (3.21)

Cp
p

∫
R2

(∫
R2

1

|x− τ |µ
dτ

)
(tup(x) + v(x))2pdx,

e pelos mesmos argumentos,

1

2

∫
R2

[
1

|x|µ
∗G(tup − v)

]
G(tup − v)dx ≥ Cp

p

∫
R2

[
1

|x|µ
∗ (tup − v)p

]
(tup − v)pdx = (3.22)

Cp
p

∫
R2

(∫
R2

1

|x− τ |µ
dτ

)
(tup(x)− v(x))2pdx.

Empregando a desigualdade elementar

|s|p ≤ |s+ t|p + |s− t|p, for all s, t ∈ R

e combindando (3.21) e (3.22), estimamos

I(w) ≤ S2
pt

2 − tpCp
p

∫
R2

(∫
R2

1

|x− τ |µ
dτ

)
(up(x))2pdx

= S2
pt

2 − Cp
p
t2p
∫
R2

[
1

|x|µ
∗ up

]
up ≤ max

t≥0

[
S2
p −

Cp
p
t2p
]

=

(
1− 1

p

)
S2p/p−1

C
1/p−1
p

<
4π

C̄α0
.

3.5 Método da aproximação de Galerkin

Desde que o funcional I é fortemente inde�nido em um subespaço de dimensão in�nita, os

teoremas de linking tradicionais não se aplicam. Iremos então aproximar o problema (P ) por

uma sequência de problemas em dimensão �nita;este processo é conhecido como aproximação de

Galerkin.
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Associado aos autovalores 0 < λ1 < λ2 < λ3 < ... < λj → +∞ de (−∆ + V (x), H1
V ), existe

uma base ortornormal {ϕ1, ϕ2, ...} de autofunções correspondentes em H1
V . A seguir, faremos

algumas de�nições, para poder analisar o problema em dimensão in�nita.

E+
n = {(ϕ1, ϕ1), ..., (ϕn, ϕn)},

E−n = {(ϕ1,−ϕ1), ..., (ϕn,−ϕn)},

En = E+
n ⊕ E−n .

Seja y ∈ H1
V uma função não negativa �xada e

Qn,y = {r(y, y) + w,w ∈ E−n , ||w|| ≤ R0 e 0 ≤ r ≤ R1},

onde R0 e R1 são dadas no Lema 3.3.2. Relembramos que essas constantes dependem apenas de

y. Usaremos a seguinte notação:

Hn,y = R(y, y)⊕ En, H+
n,y = R(y, y)⊕ E+

n , H−n,y = R(y, y)⊕ E−n .

Consideramos o nível minimax

cn,y = inf
Γn,y

max
w∈Qn,y

I(h(w)),

onde

Γn,y = {h ∈ C(Qn,y, Hn,y);h(w) = w sobre ∂Qn,y}.

Usando um Teorema de intersecção (Proposição 5.9, [83]), temos

h(Qn,y) ∩ (∂Bρ ∩ E+) 6= ∅, ∀h ∈ Γn,y.

Isso combinado com o Lema 3.3.1 nos mostra que cn,y ≥ σ > 0. Adicionalmente, obtemos uma

limitação superior para o nível minimax cn,y como segue. Desde que a aplicação identidade

Id : Qn,y → Hn,y pertence à Γn,y, temos para w = r(y, y) + (u,−u) ∈ Qn,y que

I(w) =

r2||y||2 − ||u||2 − 1

2

∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F (ry + u)

]
F (ry + u)dx− 1

2

∫
R2

[
1

|x|µ
∗G(ry − u)

]
G(ry − u)dx

≤ r2||y||2 ≤ R2
1.

Consequentemente, temos 0 < σ ≤ cn,y ≤ R2
1 . Note que a limitação superior não depende de n,

mas depende de y.

Vamos denotar por In,y o funcional I restrito ao subespaço de dimensão �nita Hn,y. Assim,

Em vista dos Lemas 3.3.1 e 3.3.2, vemos que a geometria de Linking vale para o funcional

In,y. Logo, aplicando o Teorema de linking para In,y (ver Teorema 5.3 em [83]), obtemos uma

sequência Palais-Smale, no qual é limitada (por causa da Proposição 3.2.1). Finalmente, usando

o fato de que Hn,y é um espaço de dimensão �nita, obtemos o principal resultado desta seção:
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Proposição 3.5.1. Para cada n ∈ N e para cada y ∈ H1
V , uma função não negativa �xada, o

funcional In,y tem um ponto crítico no nível cn,y. Mais precisamente, existe wn,y ∈ Hn,y tal que

In,y(wn,y) = cn,y ∈
[
σ,R2

1||y||2
]
e I ′n,y(wn,y) = 0.

Além disso, ||wn,y||E ≤ C, onde C não depende de n.

3.6 Prova do Teorema 3.0.1

Começamos usando o Lema 3.4.2 para inferir que existe um δ > 0 tal que para todo n ∈ N,
temos

cn := cn,up ≤
4π

C̄α0
− δ, (3.23)

onde cn,up é o mesmo de�nido anteriormente.

Em seguida, aplicando a Proposição 3.5.1, obtemos uma sequência wn := wn,up = (un, vn) ∈
Hn,up tal que ||(un, vn)||E ≤ C e

In,up(un, vn) = cn ∈
[
σ,

4π

C̄α0
− δ
)
,

I ′n,up(un, vn) ≡ 0, (3.24)

(un, vn) ⇀ (u0, v0) em E.

Usando a proposição 3.2.1, concluímos∫
R2

[
1

|x|µ
∗G(vn)

]
g(vn)vndx ≤ C e

∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
f(un)undx ≤ C.

Tomando como funções testes (0, ψ) e (ϕ, 0) em (3.24), onde ψ e ϕ são funções suaves com

suporte compacto arbitrárias em R2, temos∫
R2

(∇un∇ψ + V (x)unψ)dx =

∫
R2

[
1

|x|µ
∗G(vn)

]
g(vn)ψdx (3.25)

e ∫
R2

(∇vn∇ϕ+ V (x)vnϕ)dx =

∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
f(un)ϕdx. (3.26)

Mais ainda, por (3.24) e pelo Lema 3.2.2,∫
R2

[
1

|x|µ
∗G(vn)

]
g(vn)ψdx→

∫
R2

[
1

|x|µ
∗G(v0)

]
g(v0)ψdx

e [
1

|x|µ
∗ F (un)

]
f(un)ϕdx→

[
1

|x|µ
∗ F (u0)

]
f(u0)ϕdx.

Deste modo, tomando o limite em (3.25) e (3.26) e usando o fato de que C∞0 (R2) é denso em
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H1
V , segue que∫

R2

(∇u0∇ψ + V (x)u0ψ) =

∫
R2

[
1

|x|µ
∗G(v0)

]
g(v0)ψdx, para todo ψ ∈ H1

V , (3.27)

e ∫
R2

(∇v0∇ϕ+ V (x)v0ϕ)dx =

∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F (u0)

]
f(u0)ϕdx, para todo ϕ ∈ H1

V (3.28)

Portanto, de (3.27) e (3.28) concluímos que (u0, v0) é uma solução fraca do problema (P ).

Agora, resta provar que u0 e v0 são não triviais. Assumindo por contradição que u0 ≡ 0. Disto

e de (3.28) implicam que v0 ≡ 0. Temos dois casos a considerar:

Caso 1: un converge fortemente para u0 ≡ 0, i.é, ||un|| → 0. Usando que (un) é limitado,

pela desigualdade de Cauchy�Schwarz,

lim
n→+∞

∫
R2

(∇un∇vn + V (x)unvn)dx→ 0, (3.29)

implicando que∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
f(un)undx→ 0 e

∫
R2

[
1

|x|µ
∗G(vn)

]
g(vn)vndx→ 0.

Esta convergência junto com a hipótese (H3) implica que∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
F (un)dx→ 0 e

∫
R2

[
1

|x|µ
∗G(vn)

]
G(vn)dx→ 0.

Então, a última convergência combinada com (3.29) e (3.24) nos mostra que cn = 0, uma

contradição. Sendo assim, esse caso não pode ocorrer.

Caso 2: un converge fracamente para u0 em H1
V mas não converge fortemente. Em outras

palavras, un ⇀ u0 em H1
V , e existe uma constante C > 0 tal que lim inf

n→+∞
||un|| ≥ C. Escolhendo

(0, un) como uma função teste em (3.24), podemos considerar

||un||2 =

∫
R2

[
1

|x|µ
∗G(vn)

]
g(vn)undx.

De�nindo un =
(

4π
C̄α0
− δ
)1/2

un
||un|| e usando o Lema A.1.12 com s = g(vn)/

√
α0 e t = un

√
α0,

temos(
4π

C̄α0
− δ
)1/2

||un|| =
∫
R2

[
1

|x|µ
∗G(vn)

]
g(vn)undx

≤
∫
{x∈R2;

g(vn(x))√
α0

dx≤e1/4}

[
1

|x|µ
∗G(vn)

]
(eα0u2

n − 1)dx

+

∫
{x∈R2;

g(vn(x))√
α0
≥e1/4}

[
1

|x|µ
∗G(vn)

]
g(vn)
√
α0

[
log

(
g(vn)
√
α0

)]1/2

dx

+
1

2

∫
{x∈R2;

g(vn(x))√
α0
≤e1/4}

[
1

|x|µ
∗G(vn)

]
[g(vn)]2

α0
dx.
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Desde que ||un||2 = 4π/C̄α0 − δ, argumentando como na Proposição 3.2.1, sabemos que o

primeiro termo após a desigualdade tende para zero, e o terceiro termo também tende a zero

(pelo teorema da convergência dominada de Lebesgue). Pelo crescimento exponencial de f , dado

ε > 0, existe uma constante positiva Cε tal que f(t) ≤ Cεe(α0+ε)t2 , para todo t ≥ 0. Logo,

∫
R2

[
1

|x|µ
∗G(vn)

]
g(vn)
√
α0

[
log

(
g(vn)
√
α0

)]1/2

dx

≤ 1
√
α0

∫
R2

[
1

|x|µ
∗G(vn)

]
g(vn)

[
log

(
Cε√
α0
e(α0+ε)v2

n

)]1/2

dx

≤ 1
√
α0

∫
R2

[
1

|x|µ
∗G(vn)

]
g(vn)

[
log

(
Cε√
α0

)1/2

+ (α0 + ε)1/2vn

]
dx

≤ o(1) +

(
1 +

ε

α0

)1/2 ∫
R2

[
1

|x|µ
∗G(vn)

]
g(vn)vndx.

Assim, (
4π

C̄α0
− δ
)1/2

||un|| ≤ o(1) +

(
1 +

ε

α0

)1/2 ∫
R2

[
1

|x|µ
∗G(vn)

]
g(vn)vndx. (3.30)

Repetindo o argumento com

||vn||2 =

∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
f(un)vndx,

também podemos concluir que(
4π

C̄α0
− δ
)1/2

||vn|| ≤ o(1) +

(
1 +

ε

α0

)1/2 ∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
f(un)undx. (3.31)

O Lema 3.2.3 nos assegura que∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
F (un)dx→ 0 e

∫
R2

[
1

|x|µ
∗G(vn)

]
G(vn)dx→ 0.

Do fato de que In,k(wn) = cn, segue que∣∣∣∣∫
R2

(∇un∇vn + V (x)unvn)dx

∣∣∣∣ ≤ o(1) +
4π

C̄α0
− δ,

que juntamente com (3.24) implica que∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
f(un)undx+

∫
R2

[
1

|x|µ
∗G(vn)

]
g(vn)vndx ≤ o(1) + 2

(
4π

α0
− δ
)
.

Portanto, de (3.30) e (3.31), conseguimos

||un||+ ||vn|| ≤ o(1) +

(
1 +

ε

α0

)1/2(4π

α0
− δ
)1/2

≤ 2

(
4π

C̄α0
− δ

2

)1/2

,

para ε > 0 su�cientimente pequeno e n su�cientemente grande. Segue então que existe uma
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subsequência de (un) tal que

||un|| ≤
(

4π

C̄α0
− δ

2

)1/2

.

Desde que f(t) ≤ Cεe
(α0+ε)t2 , com ε > 0, usando as desigualdades de Hardy-Littlewood-

Sobolev e Hölder, com q ≥ 1 tal que (α0 + ε)
(

4π
C̄α0
− δ
)(

4
4−µ

)
q ≤ 4π, obtemos

∫
R2

[
1

|x|µ
∗ F (un)

]
f(un)undx ≤ |F (un)| 4

4−µ
|f(un)un| 4

4−µ
≤ C|uqn(e

(α0+ε)||un||2
(

un
||un||

)2

)| 4
4−µ

≤ C ′|un| 4q′
4−µ

,

onde C e C ′ são constantes positivas.

Uma vez que |un| 4q′
4−µ
→ 0 (pela imersão compacta), concluímos por (3.31) que ||vn|| → 0, e

então, ∫
R2

(∇un∇vn + V (x)unvn)dx→ 0.

Entretanto, isto junto com o Lema 3.2.3 implica que cn → 0, uma contradição.

Finalmente, observamos que se (u, v) é um ponto crítico não trivial de I então u, v > 0 q.t.p

em R2. De fato, escolhendo ψ = u− = max{−u, 0} e ϕ = 0 em (3.5), temos

−||u−||2 = 〈u, u−〉 =

∫
R2

[
1

|x|µ
∗G(v)

]
g(v)u−dx ≥ 0,

implicando que u− = 0. Similarmente, escolhendo ψ = 0 e ϕ = v− = max{−v, 0} deduzimos que

v− = 0, logo u, v ≥ 0, como foi discutido anteriormente, se u = 0 então v = 0, disto concluímos

que u, v > 0. Concluindo assim nossa prova.
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Apêndice A

Apêndice

A.1 Resultados usados

Proposição A.1.1. Seja Eλ o espaço de�nido no Capítulo 1, então valem as seguintes a�rma-

ções:

(i) Eλ está imerso continuamente no espaço Hs(RN );

(ii) Eλ está imerso compactamente em Lploc(R
N ), para p ∈ [1, 2∗s);

(iii) Eλ é um espaço de Hilbert.

(i) Como λ ≥ 0 segue-se diretamente da de�nição de ||.||λ que ||u||Hs(RN ) ≤ ||u||λ, então
Eλ ↪→ Hs(RN ) está imerso continuamente.

(ii) Para mostrar que o operador i : (Eλ, ||.||λ) → Lp(RN ) para p ∈ [1, 2∗s) é compacto, é

su�ciente provar que dado U ⊂ Eλ limitado, o conjunto i(U) é precompacto em Lploc(R
N ) para

p ∈ [1, 2∗s). Ora, mas dado U limitado em (Eλ, ||.||λ), pelo item anterior, U será limitado em

Hs(RN ), mas Hs(RN ) está imerso compactamente em Lploc(R
N ) para p ∈ [1, 2∗s) e então i(U) é

precompacto em Lp(RN ) para p ∈ [1, 2∗s).

(iii) Seja {un} ⊂ Eλ uma sequência convergindo para u em Hs(RN ), então∫
RN

a(x)|un − u|2dx <∞,

donde segue diretamente da desigualdade triangular que que∫
RN

a(x)|u|2dx <∞.

Assim, u ∈ Eλ, logo Eλ é um subespaço fechado de Hs(RN ) e portanto Eλ é um espaço de

Hilbert.

Lema A.1.2. Existe uma função w ∈ Hs(Ω), com w ≥ 0, tal que ρ(Ω) de�nido em (1.1) é

atingido por w.

Demonstração: Vamos provar o lema minimizando o funcional

F(u) = ||u||2Hs(Ω) =

∫∫
Ω×Ω

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy +

∫
Ω
|u|2
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restrito ao conjunto

M =

{
u ∈ Hs(Ω);

∫
RN

u2 = 1

}
.

Uma vez que F restrito à M é coercivo, existe uma sequência (un), un ≥ 0 para todo n ∈ N
(se necessário, trocamos un por |un|) tal que

||un||2 → inf
u∈M
F(u).

Pela limitação de (un) e da re�exividade do espaço Hs(Ω), temos que un ⇀ w em Hs(Ω)

para algum w ∈ Hs(Ω). O fato da norma ser fracamente semicontínua inferiormente implica que

||w||2 ≤ lim inf
n→∞

||un||2 = inf
u∈M
F(u).

Relembrando que Hs(Ω) ↪→ L2(RN ) compactamente, temos

un → w em L2(RN ). (A.1)

Para �nalizar nossa prova, é su�ciente mostrar que w ∈ M . Mas isso é imediato, uma vez

que por (A.1)

1 =

∫
Ω
|un|2 →

∫
Ω
|w|2.

Proposição A.1.3. (Desigualdade do valor médio): Seja f : Ω → R diferenciável no aberto

Ω ⊂ RN . Se o segmento [a, a + v] estiver contido em Ω e |∇f(a + tv)| ≤ M , ∀t ∈ [0, 1]. Então

|f(a)− f(v)| ≤M |a− v|.

Demonstração: Veja Corolário 4 em [63].

Proposição A.1.4. Se α < N então
∫
RN

1
|x−y|αdy <∞.

Demonstração: Devido a invariância do RN por translação, podemos escrever∫
RN

1

|x− y|α
dy =

∫
RN

1

|z|α
dz =

∫
|z|>1

1

|z|α
dz +

∫
|z|≤1

1

|z|α
dz.

É imediato que ∫
|z|>1

1

|z|α
dz <∞.

Denotando |∂B1(0)| como sendo a área da superfície de B1(0) em RN−1, vemos que∫
|z|≤1

1

|z|α
dz = |∂B1(0)|

∫ 1

0
zN−1−α <∞.

Teorema A.1.5. Seja E um Espaço de Hilbert e J : E → R, um funcional tal que:

i) J é coercivo;
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ii) J é fracamente semicontínuo inferiormente

Então existe u0 ∈ E tal que

J(u0) = inf
u∈E

J(u).

Demonstração: A demonstração pode ser vista em [89].

Lema A.1.6. Seja zm uma sequência limitada uniformemente em Xs
0(Ω) e φε uma função tal

que

φε(x) = φ
(x
ε

)
,

onde φ ∈ C∞0 (RN ), é não crescente e radial. Então vale

lim
ε→0

lim
m→∞

∣∣∣∣∫
RN

zm(x)(−∆)s/2ϕε(x)(−∆)s/2zm(x)

∣∣∣∣ = 0.

Demonstração: Ver Lema 2.8 em [14].

Lema A.1.7. Com as mesmas hipóteses do Lema A.1.6, tem-se

lim
ε→0

lim
m→∞

∣∣∣∣∫
RN

(−∆)s/2zm(x)B(zm, ϕε)(x)

∣∣∣∣ = 0,

onde B é uma forma bilinear de�nida por

B(f, g)(x) = 2

∫
RN

(f(x)− f(y))(g(x)− g(y))

|x− y|N+s
dy.

Demonstração: Ver Lema 2.9 em [14].

Teorema A.1.8. (Teorema de Miranda): Dado G = {x ∈ RN : r < xi < R, 1 ≤ i ≤ N}
e suponha que a aplicação F = (f1, f2, ..., fN ) : G → RN é contínua no fecho G de G tal que

F(x) 6= 0 = (0, ..., 0) para todo x na fronteira de G, e

i) fi(x1, x2, ..., xi−1, r, xi+1, ..., xN ) ≥ 0 para 1 ≤ i ≤ N e

ii) fi(x1, x2, ..., xi−1, R, xi+1, ..., xN ) ≤ 0 para 1 ≤ i ≤ N

Então F(x) = 0 tem uma soluão em G.

Demonstração: Uma prova curta deste teorema pode ser encontrada em [88].

Lema A.1.9. Considere Ω ⊂ R um conjunto aberto e limitado, seja f : Ω → R uma função

contínua com crescimento exponencial crítico que satisfaz as hipóteses (H1)− (H3) especi�cadas

no capítulo 3, se (un) é uma sequência tal que un → u em L1(Ω) e∣∣∣∣∫
Ω
f(un)undx

∣∣∣∣ ≤ C,∀n ∈ N,
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então

f(un)→ f(u) em L1(Ω).

Demonstração: Veja Lema 2.1 em [32].

Teorema A.1.10. (Teorema da função implícita:) Dado A um aberto em Rr+N , seja f :

A→ RN de classe Ck(k ≥ 1), onde f = f(x, y) com x ∈ Rr e y ∈ RN . Suponha que (a,b) é um

ponto de A tal que f(a, b) = 0 e

det
∂f

∂y
(a, b) 6= 0

Então existe uma vizinhança B de a em Rr e uma única função contínua g : B → RN tal que

g(a) = b e

f(x, g(x)) = 0

para todo x ∈ B. Além disso, a função g também é de classe Ck

Demonstração: Ver [63].

Proposição A.1.11. Suponha que ϕ é uma função convexa em R e g é uma função real inte-

grável, então temos que

ϕ

(∫ b

a
f

)
6
∫ b

a
ϕ(f).

Demonstração: Uma abordagem bem intuitiva desta conhecida desigualdade pose ser en-

contrada em [77]

Lema A.1.12. Vale a seguinte desigualdade:

st ≤

(et
2 − 1) + s(log s)1/2, para todo t ≥ 0 and s ≥ e1/4,

(et
2 − 1) + 1

2s
2, para todo t ≥ 0 and 0 ≤ s ≤ e1/4.

Demonstração: Veja Lema 2.4 em [33].

A.2 Limitação em L∞ e Regularidade das soluções

Mostraremos aqui que as soluções encontradas no capítulo 1 são Hölder contínuas. Além disso

faremos aqui os detalhes de que ||uλ||L∞(RN\ΩΥ) → 0 quando λ→ +∞, onde uλ é ponto crítico

do funcional auxiliar Ĩλ que aparece na Seção 1.3. Perceba que todos os argumentos servem

também para o caso subcrítico.

Seja β ≥ 1 e T > 0, de�nimos a seguinte função que é Lipschitziana e convexa

ϕ(t) =


0, se t ≤ 0,

tβ se 0 < t ≤ T,

βT β−1(t− T ) + T β, se t ≥ T.
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Então,

ϕ ∈ Hs(RN ). (A.2)

Também temos que

(−∆)sϕ(u) ≤ ϕ′(u)(−∆)su ≤ ϕ′(u)(M(||u||2λ)(−∆)su+ V (x)u). (A.3)

No Teorema 6.5, [78], temos a garantia de que existe uma constante positiva S = S(N, p, s)

tal que para qualquer u ∈ Hs(RN )

|u|L2∗s (RN ) ≤ S
−2[u]Hs(RN ).

Mais ainda, pela Proposição 0.0.3 vemos que

[u]Hs(RN ) = |(−∆)
s
2u|L2(RN ).

Assim, de (A.2), (A.3) e integrando por parte, temos

|ϕ(u)|2
L2∗s (RN )

≤S−1

∫
RN
|(−∆)

s
2ϕ(u)|2dx

≤ S−1

∫
RN

ϕ(u)ϕ′(u)(−∆)sudx

≤ S−1C

∫
RN

ϕ(u)ϕ′(u)(M(||u||2λ)(−∆)su+ V (x)u)dx,

onde a constante C é tal que CM(t) > 1, para todo t ∈ R.
Consequentemente, da nosso premissa de que uλ é solução, temos

|ϕ(uλ)|2
L2∗s (RN )

≤ S−1

∫
RN

ϕ(uλ)ϕ′(uλ)(u2∗s−1 + h(x)u)dx.

Desde que ϕ′(u)ϕ(u) ≤ βu2β−1 e uϕ′(u) ≤ βϕ(u), vemos que

|ϕ(u)|2
L2∗s (RN )

≤ C ′β
(∫

RN
h(x)u2β

λ +

∫
RN

(ϕ(uλ))2u
2∗s−2
λ dx

)
, (A.4)

onde C é uma constante positiva que não depende de β. Note que a última integral está bem

de�nida para todo T na de�nição de ϕ. De fato,∫
RN

(ϕ(uλ))2u
2∗s−2
λ dx =

∫
{uλdx≤T}

(ϕ(uλ))2u
2∗s−2
λ dx+

∫
{uλ>T}

u
2∗s−2
λ dx

≤ T 2β−2

∫
RN

u
2∗s
λ dx+ C

∫
RN

u
2∗s
λ dx < +∞,

onde usamos o fato que β > 1 e que ϕ(u) é linear quando u ≥ T . Escolhemos agora um β

especí�co em (A.4), e o chamaremos de β1, tal que

β1 =
2∗s
2
. (A.5)
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Seja R > 0 �xado e a ser especi�cado posteriormente, retomamos a última integral em (A.4)

para estimar,∫
RN

(ϕ(uλ))2u
2∗s−2
λ dx =

∫
u≤R

(ϕ(uλ))2u
2∗s−2
λ dx+

∫
u>R

(ϕ(uλ))2u
2∗s−2
λ dx

≤ R2∗s

∫
u≤R

(ϕ(uλ))2dx+(∫
RN

(ϕ(u))2∗sdx

)2/2∗s
(∫

u>R
u2∗sdx

)(2∗s−2)/2

(A.6)

onde foi usado na última linha a desigualdade de Hölder para os expoentes 2∗s/2 e 2∗s/(2
∗
s − 2).

Pelo Teorema da convergência monótona, podemos escolher R grande o su�ciente, tal que

(∫
u>R

u
2∗s
λ dx

) 2∗s−2

2∗s
≤ 1

2C ′β1
,

onde C ′ é a constante que aparece em (A.4). Sendo assim, podemos substituir o último termo

em (A.6) pelo lado esquerdo de (A.4) e obter com (A.5),(∫
RN

(ϕ(u))2∗sdx

)2/2∗s

≤ 2Cβ1

(∫
RN

u2∗sdx+R2∗s−1

∫
RN

(ϕ(u))2

u
dx

)
. (A.7)

Usando novamente (A.5) e desde que ϕ(t) ≤ tβ1 , tomando T →∞, deduzimos que

(∫
RN

u
2∗sβ1dx
λ

) 2
2∗s
dx ≤ 2Cβ1

(∫
RN

u
2∗s
λ dx+R2∗s−1

∫
RN

u
2∗s
λ dx

)
< +∞. (A.8)

Então,

uλ ∈ L2∗sβ1(RN ).

Vamos supor agora que β ≥ β1. Logo, como ϕ(u) ≤ uβ no lado direito de (A.4) e fazendo

T →∞, obtemos

(∫
RN

u
2∗sβ
λ dx

) 2
2∗s
≤ Cβ

(∫
RN

u2β
λ dx+

∫
RN

u
2β+2∗s−2
λ dx

)
. (A.9)

Além disso, podemos escrever

u2β
λ = uaub,

com a = 2∗s(2∗s−1)
2(β−1) a ser escolhido e b = 2β − a. Assim, aplicando a desigualdade de Young com

os expoentes

r =
2∗s
a

e r′ =
2∗s

2∗s − a
,

então, temos ∫
RN

u2β
λ dx ≤

a

2∗s

∫
RN

u
2∗s
λ dx+

2∗s − a
2∗s

∫
RN

u
2∗sb

2∗s−a
λ dx

≤
∫
RN

u
2∗s
λ dx+

∫
RN

u
2β+2∗s−2
λ dx,
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onde C > 0 independe de β.

Pondo a última estimativa em (A.9), mostramos que

(∫
RN

u
2∗sβ
λ dx

) 2
2∗s
≤ Cβ

(∫
RN

u
2∗s
λ dx+

∫
RN

u
2β+2∗s−2
λ dx

)
.

Donde segue que,

(∫
RN

u
2∗sβ
λ dx

) 1
2∗s(β−1)

≤ (Cβ)
1

2(β−1)

(∫
RN

u
2∗s
λ dx+

∫
RN

u
2β+2∗s−2
λ dx

) 1
2(β−1)

. (A.10)

O resultado desejado irá seguir com base em um argumento iterativo. De�nimos βm+1,

m ≥ 1, então

2βm+1 + 2∗s − 2 = 2∗sβm.

Portanto,

βm+1 − 1 =

(
2∗s
2

)m
(β1 − 1)

e substituindo em (A.10), nos assegura que

(∫
RN

u
2∗sβm+1

λ dx

) 1
2∗s(βm+1−1)

≤ (Cβm+1)
1

2(βm+1−1)

(∫
RN

u
2∗s
λ dx+

∫
RN

u
2∗sβm
λ dx

) 1
2∗s(βm−1)

.

De�nindo Cm+1 = Cβm+1 e

Am =

(∫
RN

u
2∗s
λ dx+

∫
RN

u
2∗sβm
λ dx

) 1
2∗s(βm−1)

,

podemos a�rmar que existe uma constante C0 > 0 independente de m, tal que

Am+1 ≤
m+1∏
k=2

C
1

2(βk−1)

k A1 ≤ C0A1.

Isto é,

||uλ||L∞(RN ) ≤ C0A1 < +∞.

Pelo (Corolário 5.1.3, [40]), uλ ∈ Cα(RN ), para qualquer α ∈ {0,min{2s, 1}).
Para mostrar que ||uλ||L∞(RN\ΩΥ) → 0 quando λ → +∞, basta rede�nir a função teste ϕ

como

ϕλ(t) =


0, se 0 ≤ t ≤ Tλ,

tβ se Tλ < t ≤ T,

βT β−1(t− T ) + T β, se t ≥ T,

onde Tλ = max
x∈ΩΥ

uλ. Portanto, se x ∈ ΩΥ então ϕλ ≡ 0.

Repetindo os todos os cálculos acima para ϕλ ao invés de ϕ, percebemos que por (A.10),

A1 ≤ C||uλ||Hs(RN\ΩΥ) e pelo fato de que ||uλ||Hs(RN\ΩΥ) → 0 quando λ → +∞ (Lema 1.2.1) ,

concluímos que ||uλ||L∞(RN\ΩΥ) → 0 sempre que λ→ +∞.
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