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When you walk through a storm
Hold your head up high

And don’t be afraid of the dark
At the end of a storm

There’s a golden sky

And the sweet silver song of a lark
Walk on, through the wind

Walk on, through the rain
Though your dreams be tossed and blown
Walk on, walk on

With hope in your heart

And you’ll never walk alone

You’ll never walk alone

Walk on, walk on

With hope in your heart

And you’ll never walk alone

You’ll never walk alone

Dedico este trabalho aos meus amados pais, José Maia e Maria da Paz, e ao meu trmao

Italo. Com eles por perto, eu sei que nunca caminharei sozinho.
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Resumo

Neste trabalho estudaremos existéncia e concentracao de solucoes para diferentes classes de
problemas elipticos com carater ndo local. Consideraremos trés problemas distintos: no primeiro,
via argumentos de truncamento, exibiremos existéncia e concentragdao de solugdes para uma
equagao eliptica fracionaria de Kirchhoff-Schrédinger com crescimento critico e subcritico; no
segundo estudaremos uma classe de sistemas hamiltonianos envolvendo o laplaciano fracionario
e com nao linearidade tendo um crescimento exponencial; j4 no terceiro problema usaremos
um método de aproximacdo de Galerkin para mostrar a existéncia de solucdo para um sistema

hamiltoniano com o operador laplaciano e ndo linearidades do tipo Choquard.

Palavras-chave: Laplaciano fracionario, problemas nao locais, sistemas hamiltonianos,
crescimento exponencial, argumentos de truncamento, equacoes de Choquard, método de Galer-
kin.
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Abstract

In this work we are concerned with the existence of solutions to different classes of nonlocal
elliptic problems. We will consider three distinct problems: in the first one, using truncation
arguments, we show the existence and concentration of solutions for a fractional elliptic Kirchhoff-
Schrédinger equation with critical and subcritical growth; in the second one we study a class of
hamiltonian systems involving the fractional laplacian and with nonlinearities having exponential
growth; finally in the third problem, we will use a Galerkin approximation method to show the
existence of a solution for a hamiltonian system with the laplacian operator and Choquard

nonlinearities.

Key-words: Fractional Laplacian, nonlocal problems, hamiltonian systems, exponential

growth, truncation arguments, Choquard equation, Galerkin’s method.
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Notacoes

Notacgoes gerais

e B.(x) : bola aberta de centro x e raio 7;
e — : convergéncia forte;

e —: convergéncia fraca;

e (.,.)x: produto interno em X;

e Au= Zf\il % denota o laplaciano da funcio u: Q ¢ RV — R;

i

e []: fim de uma demonstragao;

Espacgo de Funcgoes
o (p(2) denota o espago das fungdes continuas com suporte compacto em €2;
e Ck() denota o espaco das funcdes k vezes continuamente diferencidveis sobre 2, k € N;
e C°(Q) denota o espaco das funcoes infinitamente diferenciaveis em €;

e Para 1 < p < oo denotemos

LP(Q)={u:Q— R;/Q [ulP < oo}

o [P

loc

(Q) = {u € LP(Q') para todo compacto ' C Q};

o L2(Q) ={u:Q — R;|u(x)| < C q.t.p sobre Q, para algum C > 0};

Normas

o ||u||oo = Inf{C > 0;|u(z)| < C q.t.p em Q} denota a norma do espaco L>();

o Ul = </Q \u]pdx> p, denota a norma do espaco de Lebesgue LP(2) com  C RY:

e quando estiver claro o conjunto {2 que estamos trabalhando, denotaremos |u| Lr(0) Simples-

mente por |ulp.



Introducao

Neste trabalho, mostraremos existéncia e concentragao de solucoes para algumas classes de
equacoes diferenciais elipticas nao locais, isto é de equagdes que nao tem dependéncia pontual de
x € RYN. Trabalharemos nos Capitulos 1 e 2 com um operador nao local, o laplaciano fracionério
(—A)®; no Capitulo 3 o termo nao local estd na nao linearidade. Para deixar a leitura mais
confortavel, exporemos alguns conceitos basicos sobre os espacos de Sobolev fracionédrio em uma
breve se¢cao antes do nosso primeiro capitulo.

Nos ultimos anos o estudo de operadores fracionarios integro-diferenciais, como o laplaciano
fracionario, aplicados a fisica e em outras dreas do conhecimento humano, tém crescido bastante.
Como exemplo, destacamos a equacdo nao linear fracionaria de Schrodinger (FSE)

op(z,t)

i = Do(hA)F (e, ) + V (@)(e, 1) (1)

onde uma solucdo standing wave 1 de (1), é da forma
() = "B Mlu(z), (2)

tal que u é uma solucao de uma equacao semilinear como as estudadas no Capitulo 1, quando o
termo nao local de Kirchhoff é indenticamente igual a 1..

A equagao fracionéria de Schrodinger desempenha um papel importante em mecanica quan-
tica no estudo de particulas em campos estocédsticos modelados por processos de Levy; para o
leitor interessado em uma aborgem mais fisica, indicamos os primeiros artigos, até onde se sabe,
que desenvolveram a equagao fracionaria de Schrodinger, veja [58] e [59]. Para mais aplicagoes
envolvendo o laplaciano fracionério, citamos [12], [19] e [29].

No Capfitulo 1, estudaremos os problemas

M <[U]Hs(RN) + /RN V(:E)u2d$> (=A)u+ V(z)u) = cu+ f(u) em RV,

u € H*(RN)

(Py)

)|2
s(RN) — " dxd
H (R //RW ’]: y’N+25 Yy



é a seminorma de Gagliardo, V(x) = Aa(x) + 1, com A um parametro positivo e a : RV — R
uma funcao continua que se anula em um dominio limitado Q.

S e

O carater nao local dos problemas acima vem do operador laplaciano fracionario (—A)
pelo termo de Kirchhoff M. O operador (—A)* : S(RY) — L2(RY) é o operador laplaciano

fracionério definido por

: u(x) — u(y) N
(—A)’u(x) := lim C(N, s)/ ———>"dy xR, (3)
e—0t RN\ B(0;¢) ’.’L‘ - y’N+2S
onde S(RN) é o conjunto de todas as distribui¢oes temperadas e C'(N, s) é a seguinte constante

positiva de normalizacao:

1_ -1
conn= ([ )

com ¢ = (¢1,¢), ¢ e RV7L.
Gostariamos de enfatizar que equagoes do tipo

(=A)u+V(zx)u = f(x,u) em RY,

e suas variantes vem sendo atualmente intensivamente estudadas. Por exemplo, em [42], Felmer
et. al mostraram para o caso V = 1 a existéncia de uma solugao positiva, regular e simétrica.
No artigo [84], Secchi mostra a solugao ground state quando V'(z) limitado por baixo por uma
constante positiva e V(z) — 400 quando |r| — +oo. Para mais referéncias sobre a equagao
semilinear fracionaria de Schrédinger indicamos [5, 9, 10, 11, 13, 21, 47].

Quando M # 1 a equagao (P)) esta relacionada com a famosa equagao de Kirchhoff

L
Plust — <]Z) + % ; ]uz|2d:v> Upey = 0 (4)
introduzida por Kirchhoff [54] em 1883, como uma extensao nao linear da equagdo da onda
de D’Alembert para vibragoes livres de cordas elasticas. Aqui v = u(x,t) é o deslocamento
transversal da corda na coordenada espacial z no tempo ¢, L é o comprimento da corda, h € a
area da secao transversal, E é o médulo de Young do material, p é a densidade de massa e Fy
¢ a tensao inicial. Até onde sabemos, o artigo [87| foi primeiro trabalho a estudar um problema
eliptico com um termo nao local do tipo Kirchhoff; citamos também [3, 67] pela importancia que
tiveram na teoria. Para uma introducdo a esta classe de problemas, sugerimos o artigo [66].
Mais recentemente, em [46], Fiscella e Valdinocci introduziram um modelo estacionario de
Kirchhoff na perspectiva fracionaria, que leva em consideracao o aspecto nao local da tensdo que
surge de medigbes nao locais do comprimento fracionario da corda; veja o apéndice em [46] para
uma, descricao fisica mais detalhada do modelo fracionario de Kirchhoff.
Existem também trabalhos tratando sobre equacoes elipticas fracionarias do tipo Schrédinger-

Kirchhoff, em [7], Ambrosio estudou o seguinte sistema de Kirchhoff-Schrédinger—Poisson

(p + qlul grs @3y (—A)°u + pou = g(u) em R,
(=A)'¢ = pu® em R,



onde g é uma nao linearidade do tipo Berestycki—Lions.
Outro exemplo encontra-se em [69], onde Mingqi et al. estudaram a seguinte classe de

equagoes do tipo Schrédinger—Kirchhoff envolvendo o operador magnético fracionario.
M([ul2 ) (=A)3u+V(2)u = f(z, u])u em RY.

Também citamos o trabalho [53], onde Jia e Li estabeleceram a existéncia de uma solucdo

ground state para o problema

€

M <63E25{U]H5(R3) + % /}R3 V(a;)qua:) (€2 (=A)*u + V(x)u] = K () f(u) em R?,

onde f tem crescimento subcritico.
Ressaltamos que no Capitulo 2, mostraremos existéncia e concentracao de solucbes para o

problema

(=A)Y2u + (Na(z) + u = Hy(u,v) em R,
(—=A)Y2y + (Na(x) + 1)v = Hy(u,v) em R,
u,v € Hl/Q(R),

onde H tem um crescimento exponencial critico.

Sistemas desta classe ja foram amplamente estudados para o operador laplaciano (—A), tanto
em dominios limitados, quanto em dominios ilimitados, veja por exemplo [18, 28, 34, 35, 51, 56|
para o caso onde o dominio ¢ limitado, e [33, 37, 36, 60, 85| para o caso em dominios ilimitados.
Uma das complicacoes em se estudar sistemas Hamiltonianos do tipo eliptico via métodos varia-
cionais, é que o funcional energia associado ao problema é fortemente indefinido, isto é, sua parte
quadratica é, respectivamente, coerciva e anti-coerciva em subespacos de dimensao infinita do
espaco onde o funcional estd definido. Para contornar tal dificuldade, iremos aplicar técnicas de
truncamento como no classico trabalho de del Pino e Felmer [31] e técnicas de minimizacao sobre
a variedade de Nehari-Pankov (ou Nehari generalizada), introduzida originalmente por Pankov
no artigo [81]. O leitor pode consultar [86] para uma abordagem mais detalhada sobre como a
Nehari generalizada pode ser utilizada na resolugao de alguns problemas elipticos.

No capftulo 2, trabalharemos com nao linearidades que tem crescimento exponencial, ou seja,
f(t) ~ e | Nao linearidades com esse tipo de crescimento tem sido cada vez mais pesquisadas
desde a publicagao do artigo [76], no qual prova-se uma imersao do tipo exponencial no espago de
Sobolev H}(2) com ©Q C R2. Esta imersao ficou popularizada na literatura como desigualdade
de Trudinger-Moser. Um dos primeiros trabalhos onde se estudou problemas elipticos com este
tipo de nao linearidade via métodos variacionais foi em de Figueiredo, Miyagaki e Ruf [32]. Na-
turalmente, os mateméaticos tém generalizado a desigualdade de Trudinger-Moser de diferentes
formas; uma versdao para H'(R) foi mostrada por Cao em [27], e em [2] o autor provou a desi-
gualdade para espagos de Sobolev de ordem mais alta. E para espacos de Sobolev fracionérios
temos os trabalhos de T. Ozawa [79] e H. Kozono, T. Sato e H. Wadade [55]. A desigualdade de
Trudinger-Moser para espacos fracionarios serd mostrada precisamente nas Proposigoes 2.1.1 e
2.1.2.



Por fim, no capitulo 3, estudaremos um problema com o laplaciano (—A) onde a nao linea-
ridade é nao local, mais precisamente estudaremos o sistema
—Au+V(x)u = (ﬁ * G(v)) g(v) em R2

—Av+V(z)v = <i * F(u)) f(u) em R?,

||

onde f e g tem crescimento exponencial e * é o operador convolucao.

Problemas com nao linearidade nao local, tal como o problema acima, sdo conhecidos na
literatura como equagdes do tipo Choquard, e este tipo de equagao tem forte motivagao fisica. No
entanto, apesar de levar o nome de “equacao de Choquard”, elas foram estudadas primeiramente
por H. Frohlich e S. Pekar na teoria quantica de um polaron em repouso, veja [48, 49, 82]. De

acordo com [61], a equagao

—Au+u= <’;‘1u * |u]2> u, em R3, (5)
(A é uma constante) foi introduzida por Ph. Choquard em 1976 para modelar plasma mono-
componente, que representa o mais simples modelo de mecénica estatistica de um sistema de
Coulomb.

Desde entao, variacoes da equacao de Choquard tem sido usada para descrever uma série
de fenémenos. Por exemplo, quando a interacdo atrativa de particulas é fraca e tem um efeito
continuo que dura mais do que o da equacdo ndo linear de Schréodinger, a equacdo de evolugao
i0tp = Ap+(V|p|?)¢ modela a interacio de um grande sistema de 4&tomos e moléculas bosénicos
nao-relativisticos.

A equagao (5) tem sido amplamente estudada por diversos autores. Usando teoria dos pontos
criticos, Lions mostrou existéncia de solucoes fracas nao triviais; veja [64, 65]. Moroz e Van
Schaftingen [73, 74| provaram a existéncia de uma solugdo groud state e estudaram sua simetria

e regularidade para o problema mais geral
—Au+u= (I, * F(u))F'(u), em RY,
onde I, denota o potencial de Riesz, definido por

Lo(u) = 1 u(y)

S dy,
ca Jar o=y N

onde ¢, ¢ uma constante positiva que depende de a. Em [15], Battaglia e van Schaftingen,
obtiveram resultados similares quando F' tem um crescimento exponencial, i.é., F(t) ~ eot?,
Para mais resultados classicos envolvendo a equacao de Choquard, indicamos [72].

Ressaltamos que até onde sabemos todos os problemas tratados, aqui na tese, ainda nao
foram estudados. Além disso, o carater nao local do laplaciano fracionario dificulta muito os ar-
gumentos de truncamento que serdo utilizados no capitulo 1 e 2, e no capitulo 3 a ndo linearidade
de Choquard dificulta todas as estimativas necessarias para usar o método de aproximacao de
Galerkin. Nesse sentido, acreditamos que nossos resultados complementam os trabalhos citados
acima, portanto os capitulos 1, 2 e 3 desta tese foram transformados em artigos cientificos; o

artigos relacionado ao capitulo 2 estd submetido e o artigo feito a partir do capitulo 3 ja foi



publicado (ver [68]).

Uma breve introducao aos espacos de Sobolev fracionarios

Faremos nesta secdo uma pequena introdugdo ao operador laplaciano fracionario, bem como
aos espacos de Sobolev fracionario. Uma abordagem mais completa, bem como a demonstragao
de todas as observagdes feitas aqui, podem ser encontradas em [20] ou [78].

O operador laplaciano fracionario pode ser visto “naturalmente” como a inversa de uma
transformada de Fourier. Para justificar essa afirmacéo, considere u uma fungdo em C* e seja

a transformada de Fourier de v dada por

al€) = Fu(e) = / u(w)e @0 g,

RN

onde £ € RV e (.,.) é 0 produto interno usual em RY. Tomando a inversa de Fourier da expressio

acima, temos

u(z) = Fla(z) = / (€)™ g
RN

Derivando u com relacdo a variavel na k-ésima posicao, notamos que
Opu(z) = / omiti(x)e?™ @O de = F(2migyil).
RN

Desde que (—A) = >"7_, 02, percebemos que (—A)u(x) consiste em multiplicar as varidveis

da frequéncia por 27|¢|?, isto &,

(~B)ula) = [ (2nle)a(@)e = ds = 1 ((2rle))a).

RN

Deste modo, nao é tdo surpreendente definir a poténcia s do operador (—A) como a multi-

plicacdo por (27|¢|)?® na variavel das frequéncias, ou seja,
(—A)u=F! ((2n]¢)*a). (6)

Dessas observagoes, segue por um célculo direto que

/ v(z)(—A)*udz = / (—A)*20(=A)* Pude. (7)
RN

RN

Outra definicao utilizada para (—A)® que é menos pedagogica, entretanto mais flexivel em

certos aspectos, é a seguinte

. u(z) —u(y) N
—A)’u(x) = th’N,s/ dy zeRY, 8
( ) ( ) e—0t ( ) RN\ B(0;¢) ’w - y’N+25 ( )

onde C'(N, s) é a seguinte constante:



com ¢ = (¢1,¢), ¢ e RV-L.
O leitor pode verificar em ([78], Proposi¢ao 3.3) uma demonstragdo da equivaléncia entre as
definicoes (6) e (8).

De forma mais geral, para s € (0,1) temos o operador fracionério nao local Lx

1

L) =5 [ (ulo+9) + ule — 9) - 2u() K (y)dy,

onde o kernel K : RV \ {0} — R & tal que
m(z)K € LY(RY), onde m(z) = min{|z|?, 1}

e existe # > 0 tal que
K(z) > 0lz|~V+2) vz e RV,

(N+25) o operador Lx é equivalente a (—A)>.

E possivel mostrar que quando K (z) = |z|~
Recentemente Abatangelo, Jarohs e Saldania [1] definiram o laplaciano fracionario para or-
dens maiores, isto é, para s € (n,n + 1) com n € N, exibiram uma formulac¢ao variacional e
demonstraram que hé perca da validade do principio do méximo para algum s € (n,n + 1).
Definiremos adiante os espacos adequados para se trabalhar com problemas envolvendo ope-
radores fracionérios. Esses espacos sao conhecidos na literatura como espacos de Sobolev fracio-

nario. Entdo para s € (0,1), p € [1,+00) e Q C RV defini-se
WP (Q) = {u e LP(Q); M € LP(Q x Q)
o —y[v

O espaco W*P(Q) é um espago de Banach munido da norma

1
)P »
. rq drd
lulbweoiey = ( [ pupao [ D= S0 dnay )
1
(] // fu@) =u@) ) )
wer@) - R2N \x— \N+sp ’

é conhecido como seminorma de Gagliardo de wu.

onde o termo

Quando s > 1 e s ¢ N, podemos escrever s = m + o, onde m € N e o € (0,1). Definimos
W#P(Q) da seguinte forma:

WP(Q) = {u € W™P(Q); Dy € W?P(Q), para qualquer o com || = m}.

Nesse caso, W*P(Q) tem norma

3 =

HUHWS»P(Q) = HUHI];[/m,P(Q) + Z HDa“Hp 5.0(Q)

|a)l=m

Um dos resultados mais interessantes envolvendo o espaco W*P(Q) (com 0 < s < 1) é o



seguinte resultado de imersao.

Proposicao 0.0.1. Seja s € (0,1) e p € [1,+00) tal que sp < N. Entao existe uma constante
positiva C = C(N, p,s) tal que, para qualquer u € W*P(RY), temos

u(y)|
IU|LP (RY) <C//R2N |x— ‘N"'SP o — g 924

onde p% = pi(N,s) é conhecido como expoente critico fraciondrio € igual a pt = P

(N—=sp)’
Consequentemente, WP(RYN) < LP(RYN) continuamente para todo q € [p,pt]. Além disso, a

s, p(MN p
imersdo WP(RY) — L,

(RN) ¢ compacta para todo q € [p,p?).
Se © é um dominio limitado de classe C%! também temos o seguinte resultado.

Proposicao 0.0.2. Seja s € (0,1) e p € [1,400) tal que sp < N e Q um dominio limitado
de classe C%'. Entio existe uma constante positiva C = C(N,p,s) tal que para qualquer u €
W#P(Q)), temos

lulra(o) < Cllullws» ),

para todo q € [p,pk|. Além disso, a imersao W*P(Q) — LP(Q)) é compacta para todo q € [p,p%).

Quando p = 2 denotamos W*2(RY) = H*(RY). Destacamos que H*(RY) é um espaco de

Hilbert com produto interno

(U, V) s (mY //RQN \x 3))‘%(4?2)5_ U(y))d:cdy—l— /RN uvdzx.

Um importante resultado envolvendo o espaco H*(RY) é o seguinte:

Proposicio 0.0.3. Para qualquer u € H*(RY) vale

[l s vy = 2C(N, )7 [ (=2) 2

L2(RN)’
onde C(N,s) é a constante definida em (9).

A tltima proposicio juntamente com (7), implica que multiplicando por v € H*(RY) e

integrando sobre RY a equacio
(=A)*u+u = f(u) em RY,
tem-se que
(U, ) s (mvy = / f(u)vdz.
RN

Mostrando assim que problemas semilineares que envolvem o operador laplaciano fracionario
podem ser estudados via métodos variacionais.
Em problemas elipticos que envolvem o laplaciano fraciondrio em um dominio €2, a condi¢ao

de Dirichlet pede que a solugdo seja nula em RV \ Q. E conveniente entdo definir o espaco

X(Q):={uec H*RY);u =0 q.t.p em RV \ Q}.



Veja que X () também é um espago de Hilbert, com produto interno

sy = | L) 00D,

‘CL‘ _ y’N+28

Nos Capitulos 1 e 2 desta tese, sempre assumiremos que N > 2s e que s € (0, 1).

(10)



Capitulo 1

Existéncia e concentracao de solucoes
para uma equacao de

Kirchhofi-Schrodinger {fracionaria

Neste capitulo, estudaremos a existéncia e concentragao de solugoes para o seguinte problema

nao local

M <[U]H3(RN) + /]RN V(ZL‘)UQCZZE) (=A)*u+ V(z)u) = éu + f(u) em RY,

u € H5(RY),

(Py)

onde s é o expoente fracionario e é tal que N > 2s, s € (0,1), M é uma funcao continua com
propriedades a serem especificadas posteriormente, o potencial V' tem forma V(x) = Aa(z) + 1,
com a : RY — R sendo uma funcido nio negativa que se anula em um dominio limitado Qy, \ &
um parametro positivo e ¢ > 0 uma constante a ser determinada. A nao linearidade f € C(R,R)
pode ter crescimento subcritico e critico.

Tanto no caso subcritico quanto no critico, trabalharemos com o potencial V(z) = Aa(x) +1,

de modo que a tenha as seguintes propriedades

(ag) a(x) >0 para todo = € RV

(a1) O conjunto int(a='{0}) é nio vazio e a~1(0) = Qy & um aberto e limitado de classe C%!.

Tais hipoteses sobre a fungao a foram inspiradas pelo famoso arigo de Ding e Tanaka [39] e
sdo essenciais para ajudar a contornar a falta de compacidade causada pelo RY e também

para mostrar a concentragao de solugoes (Teorema 1.0.1 e Teorema 1.0.2).

Para estudar o caso subcritico, vamos supor que a fungao M € C([0,+o0],R) verifica

(My) Para 1 < ay < ag, vale a seguinte condicao de crescimento
mo + bot™ < M(t) < my + b1t

para constantes positivas mg,m1,by e b1, de modo que m; < ﬁ_ﬁ)’ aqui p(€2) denota o

10



numero

p(9)) = min </ dedy—i—/g|u|2d:c>, tal que /Q|u|2dx:1, (1.1)

o |z —yNt2s

onde Q C Q. No Lema A.1.2 mostramos que p(§2) é atingido.
Enquanto f: R — R é continnua e satisfaz as seguintes condicGes

(f1) A aplicagao t — @ ¢ crescente;

9) Existem constantes positivas a; (¢ = 1,2) e a poténcia v > 2 tais que
p p Y q
art’ ™t < f(t) < agt? 7t

para todo t € [0, +00).

Vamos supor que ~ verifica,
v < min{2%, 2c; + 2} para i = 1,2. (1.2)

Como estamos buscando por solugdes positivas, ao longo do texto vamos supor também que
f(t)=0set<0.
Dadas essas condic¢oes, podemos enunciar nosso primeiro resultado de existéncia e concentra-
Gao.
Teorema 1.0.1. Assuma que as hipéteses (f1) e (f2) valem para f, o termo ndo local M satisfaz
a condi¢ao de crescimento (M), a(x) verifica (ag) € (a1). Entao, para qualquer subconjunto nao
vazio Qv, existe um \* > 0, tal que para todo X > \*, o problema (Py) tem uma solu¢do ground
state uy. Adicionalmente, para qualquer sequéncia (\,) com A\, — o0, podemos extrair uma
subsequéncia (A\y,) tal que uy,, converge fortemente em HS(IR{N) para u, que sotisfaz u =0 fora
de Qv e u restrito a Qy é solucdo do problema
M ([uday + lufZa() ) (<) u+u) = cut f(u) em Q.
(P)rco § u(x) > 0 para z € Qy
u € X(Qy).
Para provar o Teorema 1.0.1, nos inspiramos na metodologia usada por Alves e Figueiredo em
[4], onde eles trabalham com um problema subcritico no RY envolvendo o operador laplaciano
tradicional, para contornar a falta de compacidade causada por RY, eles truncam o problema
original e depois recuperam a solucao, entretanto, como estamos trabalhando com um opera-
dor fracionario os argumentos de truncamento se tornam mais complicados, dessa forma se faz
necessario refazer cuidadosamente os argumentos.

Também estaremos interessados em estabelecer existéncia de solucdo para uma versao do

caso critico de (Py), para isso consideraremos o seguinte problema modelo

M <[U]HS(]RN) +
(P) uw>0emRY,
u € H5(RY).

. V($)u2dl‘> (—=A)*u + V(2)u) = h(z)u + u*~! em RV,

11



E importante ressaltar que no famoso trabalho de Brézis e Nirenberg em 1983 (ver [22]), os

autores mostraram que para um pardmetro A suficientemente grande, o problema

—Au = \f(u) +u* !, em Q,
u>0em (2
u = 0 sobre 012,

tem solucao nao trivial. Desde entdao muitos pesquisadores tém se interessado por problemas
com crescimento critico, buscando, entre outras coisas, estender e melhorar os resultados obtidos
por Brézis e Nirenberg para diferentes tipos de dominios e operadores. Em 1997, por exemplo,

Miyagaki [70] estudou o problema
—Au+ a(z)u = AMu|? " u + [u* "2u em RY,

e mostrou que para N =3 e 1 < g < 3 e A grande, tem-se existéncia de solugdo. Para o problema
com o termo nao local de Kirchhoff em dominio limitado, destacamos o trabalho de Figueiredo

em [43], onde, para M (t) > mg, mostra existéncia de solugao para o problema

—M ([, |Vu’dz) Au= Af(u) +u? 1, em €,
u>0em €
u = 0 sobre 012,

desde que f tenha crescimento subcritico e A seja grande o suficiente.
Para o caso Kirchhoff com dominio ilimitado, citamos He e Zou [50], onde os autores mostram

que para € pequeno e A grande, o problema

— (2a+eb [ |[Vul?dz) Au+ V(z)u = Af(u) + u® 7!, em R3,
u € HY(R3),u(r) >0 em R3,

possui pelo menos uma categoria de solugoes positivas.
Para o laplaciano fracionério, destacamos o trabalho recente de Correia e Figueiredo em [30],

onde estabelecem existéncia de solugdes para o problema

(=A)u + a(x)u = |u|>* 72, em RY,

u € H3(RY),

onde a, entre outras hipoteses, satisfaz |a]LN/2(RN) < S(QQS/N — 1), sendo S a melhor constante
de Sobolev da imersiao D®?(RY) « L% (RV).

Comparando os trabalhos citados acima com oproblema (Py), lembrando que em nosso caso
V(z) = Aa(z) + 1, surgem perguntas naturais como: podemos garantir a existéncia de solucgao
para (P,) uma vez escolhido A > 0 suficientemente grande? A garantia de existéncia de solugao
depende de alguma forma da melhor constante de Sobolev S?7

A resposta é sim para ambas, vamos mostrar que (Pyx) possui solugao quando A é grande,
mas o preco a pagar € que devemos impor algumas condic¢oes sobre h e condigdes adicionais para
funcao M.

Suporemos que a funcio h: RV — R, tem as seguinte condicdes

12



(h1) Existe um aberto limitado O C R tal que h(z) > ¢ para todo x € O.
(h2) h € LQZ‘Q%(RN).
Para estudar o problema (P,) exigiremos que M tenha a seguinte forma
M(t) = mo + bot™t, com mg > p(O),bgp > 0,1 > 1 e 2a3 +2 > 2; (1.3)

e satisfaz

(Ms) Existe um 0 € (2,27) tal que
1~ 1 e
SM(H) = 5 M(t)t > —kbot™,

onde M(t) = fotM(T)dT ek>0.

Veja, por exemplo, que para N = 3 e s < 3/4, temos 2} < 4, entdo a fun¢do modelo de
Kirchhoff M (t) = mg + bot satisfaz a condigao (Ms) para qualquer 6 € (2,2%), de fato

1~ 1 1 1 1 1 9 1 1 9
- _ = —(Z_= - _ = >_(Z_Z= )
2M(t) QM(t)t <2 0> mot + <4 0> bot” > (9 4) bot

Para o caso critico, iremos provar o seguinte resultado

Teorema 1.0.2. Suponha que (f1) e (f2) valem para f, o termo nao local M tem forma (1.3)

e salisfaz (Mz), a(x) verifica (ag) e (a1); e h tem as propriedades (h1) e (h2). Se |h
N/

*
cmo

2;/(25-2) <
23, tal que

*
25

o (55) [grig] T

2

onde S denota é a melhor constante de Sobolev; entao existe \* >0 e g9 > 0, de modo que (Py)
tem uma solu¢ao de energia minima, para todo X > X\* e by € (0,£0). Mais ainda, mantida essas
condicioes, se O C Qy e A = o0, vale um resultado de concentragio, andlogo ao do Teorema
1.0.1.

1.1 Um funcional auxiliar para o problema (P))

Vamos dedicar esta se¢do ao estudo do problema (Py). Primeiramente precisamos definir o

seguinte espago, no qual iremos trabalhar,

E, = {u € HS(RN);/ a(z)|u?dx < oo} ,
RN
munido, com o produto interno

a (u(z) — u(y))(v(z) —v(y)) . a(z) + Duvdz
won=[[ . dady+ | (Nala) + Duoda.

‘I _ y‘N-i-Qs

A norma induzida por este produto interno serd denotada por ||.||.

13



Nossa primeira observacao é que E) munido do produto interno acima é um espaco de Hilbert.
Adicionalmente, & fécil verificar que |[.[|x e |||/ =&~y s30 normas equivalentes, logo podemos
usar os resultados de imersao para o espaco E, os detalhes dessas afirmacdes estdo no apéndice,
Proposicao A.1.1.

Definimos entdo o funcional Jy : E)\ — R associado ao problema (Py) dado por

C

1 - _
Ir(u) = *M(”UH%\) — / u?dx —/ F(u)dzx,
2 2 RN RN

onde F(u(z)) = [“) f(r)dr e M(t) = [ M(s)ds .
Usando argumentos padroes de métodos variacionais é possivel mostrar que Jy estd bem
definido e é de classe C'.

Lembramos que u é solugao fraca de (Py) se,

M(||ul|?)(u, v) = C/ uvdx + (u)vdz, Vv € Ej.
2 JrN RN
Portanto, os pontos criticos de Jy sdo solucoes de (Py).

Nossa meta é mostar que o problema (P)), possui uma solugao ground state, mas a falta
de compacidade, pelo fato de estarmos trabalhando em dominio ilimitado, cria uma série de
dificuldades. Para contornar isso, adaptaremos argumentos de truncamento utilizados por Del
Pino e Felmer em [31].

Veja que da condigao (f1), temos que
f(t)

lim@:Oe lim —* = 4o
t—0 t t—+oo ¢

Deste fato e da condi¢ido de monotonicidade imposta em (f2), para cada v > 0 fixado, existe um

¢ de modo que

G
3
Definimos entfo a funcao truncada,
. ft), set <g,
f(t) =
vt, set > €.

Ainda da condigao (f2), temos que para todo ¢t > 0 vale
f(t)] < vt. (1.4)
Definimos assim a funcéo

H(z,t) = xr(@)F(t) + (1 — xr(z))F(t), para (z,t) € RN xR,

onde F(t) = fg f(T)dr e xy € a funcdo caracteristica em Q.
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Dado o funcional Jy : Ey — R, tal que

. 1~ ¢ -
I = 5 () =5 [ oo [ A,

notamos que se ug ¢ ponto critico de .Jy com [[uo|[ oo mi\y) < & entdo ug € ponto critico de
Jy e consequentemente solugao fraca de (Py). Veja também que das condicées (1.4) e (f2), o
funcional esta de fato bem definido.

Mostraremos que Jy, satisfaz a condicao (PS), para entao concluir que Jy tem um ponto critico
com energia minima. Mas primeiro, vejamos que Jy € coercivo, isso ird garantir a limitagdo das

sequéncias (PS).
Lema 1.1.1. Nas mesmas condicoes do Teorema 1.0.1, o funcional Jy € coercivo.

Demonstracio: Seja u € E), das condicdes (M) e (1.4), e da imersdo continua H*(RY) —
LP(RN) para p € [2,2], é imediato que para u restrito & RV \ Qy, existe uma constante positiva
C tal que

Ja(u) = molul[§ + bollul Y = Cvlful 3.

Descartando uma parcela positiva e novamente usando (M), podemos escrever
2
a@) = [l (wllul 3 =€)

Analogamente, restringindo u & Qy, usando as condigoes (M7) e (f2) juntamente com a

imersao continua, estimamos

T 2 [l (il =)+ iy (L0 - ).

Percebemos entdo que Jy (1) — oo, quando |Ju|[y — oc.
O

Lema 1.1.2. Seja u € H*(RY) limitada em H*(RY) ¢ 0 < ¢ < 1 tal que ¢ =0 em Br/2(0),
¢ =1 fora de Br(0) e |V¢| < C/R, onde | . | é a norma no espaco euclidiano RY , entdo

limsup// ) oy )‘Qd dy=20
R—oo J JR2N y|Vt2s

Demonstracao: Da desigualdade do valor médio (Proposicao A.1.3) e do Teorema de

Tonelli-Fubini, temos

o [ 16() / l/ @ — yf?
d —_ — d
téwmu” ?éNrw—MNHS ‘*R N P e
1

2
d ——dy.
R RN [ul@)] x/RN |z — y’N+2(3—1) y

Desde que u € L2(RV) e W € L'(RV) (ver Proposicdo A.1.4). Obtemos

o ) ¢(y)|* : %
lim sup //R2 JIN 25 —————"—dxdy < hmsupE = 0.

R—o00 R—o0
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O

Proposicao 1.1.3. Seja u,, uma sequéncia (PS). para I, entio, para todo € > 0 dado, eziste

um R > 0 de maneira que

_ 2
lim M (||un]|?) / / (tn() xﬁ/)) dwdy + / (Aa(z) + Dulds | <.
n—o0 ®N\(BrO))? [T =y RN\Bg(0)

(1.5)

Demonstra¢ao: Tomando u, como sendo uma sequéncia Palais-Smale, sabemos que (u,)
é limitada, logo existe uma subsequéncia de u, que converge fracamente para u em H*(RY).
Definimos uma funcio cut-off ng: RY — R, 0 <nr <1, |Vnr| < C/R por
0, se z € Br(0)
2
1, sex € R\ Br(0),

nr(r) =

de modo que Qy C Br(0).
2

Por hipétese, J}(un)(nru,) — 0 para n — oo, entio

M(HnRunHQ) //RQN (Un(x) - Un(y))(nR(l')un(x) - u"(y)nR(y))dxdy—i— (16)

|33 _ y‘N+25

M(HnRunHQ) / (Aa(z) + 1)ngpunpde = ﬁ(un)nRundaE + / Euimgdx + on(1).
RN RN

RN

Observe que,

// (1 () — i (9) Ot () () () — () = un()))
RoN ‘$ _ y’N+2s

Up(T) — Uy, 2
//RZN in(y) (un(z) — un(y))(nr(x) — nr(Y)) dudy.

‘I _ y‘N+28

Assim, por (1.6) vemos que

un () — un(y))? ~
M) ([ )0y 4 [ (halo) + D ) = i) ) -

M(||77Run”2) //RQN Un(y) (Un($) - Un(y))(nR(lU) — UR(y))d$dy

‘iL' _ y‘N—I-Qs

+ H (up ) unnpde + / culnpdz + op(1).
RN RN

Afirmamos que,

lim //RZN () ) = W) () =R W) )0

R—00 |z — y|N+2s
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De fato, a desigualdade de Holder, a limitacao de (u,) e o Lema 1.1.2 garantem que

lim lim //Rw i (3) (un () — un(y))(r(z) — nR(y))dmy <

R—00 N—00 | — y|N+2S

/2 1/2
o Uun(y))? ! < ) 1r(y))?
A, i, < //RZN \x s dady ylun g BW) s

lim lim ||u,|| // [t ( )]2 (nr(z) —nr(y))? dad 12 -0
Resoon—soo " on Y o — VT2 Yy :

Entao podemos considerar sem perda de generalidade que

//Rm i (3) (un () — un(y))(nr(z) — nR(y))dxdy <

’fL‘ _ y|N+2s

T Q
=

Além disso, podemos definir

L= //Rmv () L) |J1\L/7-Ls—(25)> dxdy + /RN()\Q(QU) + 1)nrupdz

|z —

Da tltima igualdade, da estimativa (1.7), do fato de que Jx(un)(nrun) — 0, da condicio de

crescimento sobre M e f e da imersdo continua, temos que para todo x € RV \ Br(0)

C

C
< — C < D ——
moL < op(1) + 7 +(v+¢)L = L <o,(1)+ (mo — @) R

(1.8)

Fazendo R — oo em (1.8), mostramos a validade da estimativa em (1.5).
OJ

Proposicio 1.1.4. Nas mesmas condigoes do Teorema 1.0.1, o funcional Jy satisfaz a condi¢do

(PS).

Demonstracao: Desde que (u,) é uma sequéncia (PS), da coercividade do funcional temos

que (uy) é limitada e consequentemente u, — u em H*(RY). Veja que

T3 () (u, — ) = M([|wn||x) (tn, un — u)x — E/RN U (U, — w)dx (1.9)

- / Fluun) (i — w)dz — [ F )t — ).
RN\ Qv Qr

Da limitacao de (u,) e da Proposigao 1.1.3, temos

o 2
lim Tim M (|[un][2) // [tn() = un(v)| d:vdy+/ V(@) unldz | = 0.
R—o00m—>00 (RN\(BR(0)))2 |7 = RN\ B (0)

(1.10)
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E também, da condigao (1.4), da imersao continua e Proposi¢ao 1.1.3, também observamos que

lim lim uidx—k/ fup)updx < (1.11)
RN\BR(0) RN\BR(0)

R—o00 n—o0

_ 2
lim lim v // [un () ]I\L,Z(Qy)‘ da:dy+/ V(2)|uplda | = 0.
R—00n—3o0 RN\(BR(0))2 T —y[VF* RN\ B (0)

Além disso, do fato que u é limite fraco de (u,,) em H*(RY), podemos inferir que

M (||wn|13) (thn, u)x — 0 quando n — oco. (1.12)

Desde que u, — u em H*(RY), tem-se que u,, — em LP(Br(0)) para p € [1,2*). Mais ainda,
existe g € LY(Bg(0)), tal que |u,(z)| < g(z) q.t.p em Bg(0). Da condigdo de crescimento (fa),

/ f(un)(up —u)dx
Br(0)

< a2/ |u) ™ (up, — u)|de = ag/ lu) — ) u|de.
Br(0) Bgr(0)

a imersao compacta e do limite fraco, temos

/ [u) — u) u)de — [V — u"]dz = 0 quando n — oo.
Br(0) Br(0)

Donde segue que

/ f(up)(up, —u)dx — 0. (1.13)
Br(0)

Similarmente, usando a condicao (1.4),

/ fun)(up — u)dx — 0. (1.14)
Br(0)
De (1.9), (1.10), (1.11), (1.12), (1.13) e (1.14) observamos que

M (|lunI3) (2t wn — uhx — 0.

Concluimos entao que ||un|[x — ||ul|a-
O

Proposicao 1.1.5. Nas mesmas condi¢oes do Teorema 1.0.1, para todo A > 0, existe um ponto
critico ug de Jy, tal que
Ja(ug) = inf Jy(u). (1.15)
UEE)\
Além disso ug € nao trivial e ug > 0 em RN

Demonstracao: No Lema 1.1.1 vimos que é Jy coercivo, ou seja, jA(u) — 400 quando

||u|[» — oo. Portanto Jy ¢ limitado inferiormente, assim existe ¢y tal que

= inf Jy(u).
A ulenEA /\(u)

Logo, existe uma sequéncia minimizante (u,) tal que Jy(u,) — cx. Desde que o funcional
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é coercivo, (u,) ¢ uma sequéncia limitada e como Jy satisfaz a condi¢do Palais-Smale, entao a
menos de subsequéncia, u, — u em H®(Q2) e consequentemente, por imersao continua, u, — u

em LP(RY) para p € [2,2%]. Assim, da condicdo (fa), fazendo n — oo, tem-se
/ F(up)dz < a2/ lun|"dz — a2/ |u|7dx.
RN Y JRN Y JRN

/ Flup)dz <22 [ Ju'dz + on(1).
RN Y JRN

Logo,

Desde que u? € L'(R™), podemos usar o Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue

para obter

C/ uid:r—i—/ F(up)dz — ¢ uldx + F(u)dz.
2 RN RN 2 RN RN

De modo andlogo, por (1.16)
/ F(uy)dz — F(u)dz.
RN RN

Dessa ultima convergéncia, da continuidade de M e do fato de que a norma é fracamente
semicontinua inferiormente, estimamos

Jy(u) < liminf <J\//T(HunH?\) - C/ ulde — ﬁ(un)dac> .
n—00 2 JrN

RN

Dai segue que Jy é semicontinuo inferiormente e pelo Teorema de minimizacao global (Teo-
rema A.1.5), existe uy tal que Jy(uy) = ¢y, desde que Jy é de classe C', uy é ponto critico. Para
terminar a demonstragdo, precisamos garantir que uy > 0 e ug é ndo trivial. Vamos mostrar
inicialmente que uy # 0. Para isso, tomamos ¢ € CS°(RY) com suporte em Qy (para que néo se

tenha dependéncia do parametro \) tal que [¢|r2(ap) = 1 € [|¢[|x = p(2). Das condigdes (M) e
(f2) segue que

~ bl c
Ialte) < (mat?|gl® + S22 D | PO2H) — o2l gn) — !solmRN

Da hipotese imposta sobre mq, de (1.2) e da escolha de ¢, é imediato que para t suficientemente

pequeno, temos que Jy(te) < 0, logo

Ia(uy) = uienbfA Ja(u) <0

Assim, uy # 0. Para ver que uy > 0 definimos u;\r = max{uy,0} e u, = max{—uy,0}.

Usando u, = u;f — uy, como funcdes teste,

V(@) (u)2de + /R Md

RSN v My([ur]2)

RN

onde g(u) = % h(u), onde h ¢é a derivada de H.
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Veja que,

[ sl [ @ =n0 0 -G,

|£U _ y‘N—I-Qs

Além disso, (ux(x) —ur(y))(u, (x) — u, (y)) < 0. Donde segue que

/ (= Ay uy dz < 0.
RN

Portanto, pela ndo-negatividade de g(uy)/M;(||ux||3) segue que u~ = 0. Concluimos assim

a demonstracao da proposicao.
O

1.2 Existéncia de solugao para (P))

Para provar a existéncia de solucao para (Py), precisamos garantir que existe A* > 0 tal que

os pontos criticos uy de j/’\ obtidos na secdo anterior sdo tais que se A > \* entao
N
uy(z) <& Ve R™.
A seguinte proposicao nos da informacoes de como a familia de pontos criticos (uy) o de Iy
se comporta fora de Qv quando A — +o0.

Proposigdo 1.2.1. Nas mesmas hipdteses do Teorema 1.0.1, considere {u, = uy,} C H*(RY)
uma sequéncia satisfazendo
I (un) = ¢ e || In, (un)l| = 0,

para alguma constante ¢ € R e tal que A, — +00 quando n — 0.

Entio, a menos de subsequéncia, existe u € H*(RN) tal que u, — u em H*(RN). E também:
(i) up — u em H3RN);
(i) w =0 em RN \ Qy e u ¢é solugio para o problema

M ([U]QT + ‘u|2L2(QT)> ((—A)Su + u) =cu? + f(u) em v,

(P)T,oo
u < X(Q’r);

(iii) )\n/ a(x)u,|*de — 0;
RN
(’M)) [un]HS(RN\QT) — 0.

Demonstracao: Usando o fato de que Jy é coercivo, sabemos que (||uy||y) é limitada em

E,. Entao, a menos de subsequéncia, existe v € H*(R") tal que

U, — uem HY(RY) e uy(z) = u(x) q.t.p em RY.
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Agora, para cada m € N, definimos

i — {x € RV a(z) > 1}.

m

Sem perda de generalidade, podemos supor que A, < 2(\, + 1)para todo n € N. Logo,

2
/ unlPdz < 2% [ (aa) + Dfunfde < <
)\n Cm )\n

Como A\, — +oo quando n — 400, temos

lim |up |*dx = 0.
n—+oo Con

Da convergéncia anterior e do Lema de Fatou, obtemos

/ lu|?dx = 0.
Cm

Implicando que v = v = 0 em C,y,, e entdo, u = v = 0 em RV \ Qy.
Usando argumentos analogos aos da Proposicao 1.1.3, mostramos que para todo € > 0, existe
R > 0 tal que

lim M(||un||2)// (un() = jﬁ(zj) d;vdy+/ (Aa(z) + Duldzr < e.
n—yo0 ®RM\(BR(0)))2 1T — Y RN\ B (0)

Repetindo entdo os passos da Proposicao 1.1.4, mostramos que

Un Y
lim M (|[un]|?) // ‘xz ‘NJF(QS)) dmdy—i—/B (0)()\a(3:) + Duidr —
R

n—oo )2

u(y))? 2
hm M (||u // —————=—dxdy + (Aa(z) + 1)udx.
’ ‘ ’ r(0))? ’w y’N+25 Br(0) (

Desde que u = 0 em RY \ Qy, vemos que u,, — u em H*(RY).

Para provar (i), veja que v € H*(RY) and v = 0 em R \ Qy, temos entdo que u € X (Qy).
Além disso, o limite u, — u em H*(RY) juntamente com o limite J;\n(un)go — 0 para ¢ €
C°(Qy) implicam que

M(Jull?) {, 9) x ) = / wpdr + | flun)da + on(1),
Qv Q~r

mostrando que g, € solugao do problema nao local

M ([U]QT + |“‘%2<m>) (“A)u+u) = cu+ f(u) em Qr,
u € X(QT)

(P)T,oo
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Com relacao ao item (iii), basta obsevarmos que

)\n/ a(x)|up |2 dx < )\n/ a(x)|un |*dz — ()\n/ a(av)\u]2dx—i—/\n/ a(a:)\u]%lx)
RN RN RM\Qy Qr

< / o)t — uf?dz < |Jun — ull2,.
RN

a afirmagcao segue entdo por (7).
Desde que u = 0 fora de Qy, o item (iv) segue diretamente de (i) e (#ii).
Ul

Proposicao 1.2.2. Eziste \* > 0, tal que para todo A > X\* o problema (Py) possui solu¢ao de

energia minima

Demonstracio: Seja uy ponto critico do funcional Jy e consequentemente solucio fraca do

problema

M (HUH?\) (=A)*u+ V(z)u) = cu?® + h(u) em RY,
u € H5(RY),

onde H(x,t) = fg h(x,s)ds
Uma vez que M é estritamente positiva, podemos reescrever o problema acima como
u + h(u)
(=AY u+V(z)u = ———5> em RY
M([[ul3) ’

u e HS(RN).

Fazendo 6bvias modificagoes na (Proposicdo 5.1.1., [40]) e (Proposicao 2.2,[14]), mostramos
no Apéndice A.2 que
[[ur|[poo vy < Cod,

tal que
A < C‘u/\’L%‘(RN)'

O resultado desejado segue entdo da imersio H*(RY) < L% (RY) e do item (iv) da Propo-
sicao 1.2.1.
O
Para finalizar o Teorema 1.0.1 falta mostrar que quando A — 400 a solugdes uy de (P))
convergem para uma solu¢ao de (P)s y. Primeiro, vamos relembrar o seguinte resultado (Lema
5.1, [78]).

Lema 1.2.3. Dado Q um conjunto aberto do RY, seja u € H*(Q) com s € (0,1). Se existe um

conjunto compacto KK C Q tal que u=0¢€ Q\ K , entdo a fungao de extensio Eu, definida como

u(x), se x € €,
Eu(x) = (=)
0, se z € RV \ Q.

pertence H*(RN).
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Considere Jy : X(2y) — R o funcional energia associado ao problema (P)s v, usando os

mesmos argumentos da secao anterior, podemos mostrar existe ug tal que

Jr(up) = ue)i(rgh) Jy(u) = ex.

A proposicao a seguir nos mostra uma relacdo entre os niveis criticos cy de Jy e ey de Jr.
Proposicao 1.2.4. Os sequintes itens sdo verdadeiros
(i) cx < ey, para todo A > 0;
(i) cx — cy quando \ — oo.

Demonstragao: Devido a condigao de Dirichlet em (P)oox, temos que ug = 0 fora de Qr,
entdo usando o Lema 2.4.1 temos uma extensao Eug, logo ug € RN e ey > ¢y, para todo A > 0.
Assim (7) esta provado.

Do item (i), (cy,) € uma sequéncia limitada, implicando que existe uma subsequéncia, que

contiuaremos a denotar por (cy, ) tal que ¢y, — ¢ < c¢y. Entdo, o que temos é
o, = I, (ur,) = e[| (un,)l[E; = 0.

Tendo em maos a Proposiciao 1.2.1, notamos que uy, converge para @ em H*(RY) e @ = 0
em RV \ Qy, consequentemente 4 € X (Qy), essas informagoes nos levam a concluir que

I (un) = cx, = c=Jy(@) > inf Jr(u)=cr,

u€X (Qy)

Segue entao que cy, — cr.
Prova do Teorema 1.0.1: A Proposicdol.2.2 nos mostra que para todo A, > A* temos

uma solucao uy, para (P, ), entao
|75, (un)|| = O para cada A, > A™.

Disso e do item (i) do Lema 1.2.4, a menos de subsequéncia, Jy, (un) — c e [|J} (un)|| =0,
entdo pela Proposicdo 1.2.1 a sequéncia (u,,) converge para v em H*(R™), onde u é uma solucio
para (P)o v, usando os itens (iii) e (iv) da Proposicao 1.2.1 e a continuidade do funcional J),,,
inferimos que

lim Jy, (u,) = Jr(u).

n—-+00

Por fim, aplicando a parte (i7) do Lema 1.2.4, concluimos que Jy(u) = cy.

1.3 Problema com crescimento critico

Assim como no caso subcritico, para estudar (Py) utilizaremos um trucamento para contornar a
. *__ P
falta de compacidade no R, desde que t — t?s~2 & crescente podemos fazer um truncamento

semelhante ao que foi feito na Secao 2. Sendo assim, considere a seguinte funcao truncada
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t%1 set <,

vt, set > €,
onde £2°~1 = v¢, para algum v > 0 fixado.
Temos entao a seguinte condicdo de crescimento para g.

() < vt. (1.16)

Entéo definimos a funcao
h(z,t) = xr(z)t2 ™t + (1 — xr(2))g(t) para (z,t) € RN x R.

Consideramos o funcional auxiliar I : E) — R dado por

- 1~ 1 T
Do) = 53 ()~ 5 | eyt~ [ i@,

2 2
onde H(z,t) fo (x,s)ds.

Destacamos aqui, que a situagao agora é diferente do caso subcritico, pois a fungao H(z,u)
em () pode ter crescimento critico, logo se faz necessario analisar o comportamento de sequéncias
(PS) para o funcional restrito a H*(Q). A estratégia para mostrar que Iy satisfaz a condicio
(PS), é analisar o comportamento do funcional em 2 e fora de 2, faremos isso nas duas proximas

subsecoes.

1.3.1 Sequéncias Palais-Smale em H*((2)

Consideraremos entdo, o funcional I : H*(Q2) — R, dado por

) = 53 () = 5 [ hapide— [ fu)da

onde © C RY ¢ um dominio limitado que contém Q.
Para mostrar que o funcional I satisfaz a condigao (PS), vamos exibir a seguinte versao do

Lema de Concentracao e compacidade de Lions para o operador Laplaciano fracionéario.

Lema 1.3.1. Se (uy,) € um sequéncia limitada em H*(Y), entdo existem medidas positivas | e
V' tais que
[(=A) 2wy (z)2de = p e |up(z) > de 20/ (1.17)

Além disso, se u € limite fraco de u, em H?®(Q)), podemos obter um conjunto enumerdvel de
pontos distintos {x;}icy, nimeros nao negativos {p;}ics, {Vitics € uma medida positiva fi com

suporte contido em Q) tais que

DPdr+ Y vide, = (A iu(@) Pz + i+ Y b, (1.18)
= i€t
€
—2% =
v < SF (1.19)
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onde S€é a melhor contsante de imersao de Sobolev, definida como

2
S=  inf HU!& (1.20)
veHs (RN) 00 |y]22

Aqui, ||.||x € a norma induzida pelo produto interno em (10).

Demonsracao: Veja (Teorema 5, [80]) e (Teorema 8.6.2, [23]).
O
A demonstragdo da proxima Proposigao segue passos bem conhecidos, mas para que o leitor
compreenda a importancia das contantes mg, by e S, faremos a prova completa. A abordagem

aqui utilizada é inspirada em [45].
Proposicao 1.3.2. Seja {uptnen C H*(Q) uma sequéncia tal que ||u,|| < C e
I(un) — C € HI'(un)H(Hs(Q))* — 0, (121)

com
c < kg — ky, (1.22)

de modo que

*

25
Uy \ T2 (2% — 2
k4_k1<2’§k1> ( 2 )

Entao existe uma subsequéncia de {u,}nen que converge forte em H*(2).

Demonstragao: Primeiramente veja que desde que (u,) ¢ limitada, existe u € H*(Q2), tal
que

up, — u em H*(Q),

entdo pelo Lema 1.3.1, existem medidas positivas p e v/ que verificam (1.18) e (1.19). Definindo
Y € C5°(RY;[0,1]) tal que 1(x) = 1 para 2 € Br(0) e 0 para € RV \ Byg(0), para Bag(0) C
e para qualquer § > 0 pondo s, (x) = ¥((z — x4,)071), ¢ imediato que {¢s,i,un tnen € limitada
em H*(2), e entdo por (1.21) segue que <f’(un), (wgyioun)> — 0 quando n — oo. Donde segue

que,
on(1) —l—/ﬁuQ:wé,io +/Qh(ac)u2¢57i0 > M(HunH)Q(un,zb&iOun). (1.23)

Por ([78], Proposi¢ao 3.6) sabemos que para qualquer w € C5°(Q)

w(x) —w 2
/RQN mdmdy = C(N, s)/

RN

dz, (1.24)

()b
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onde C'(N,s) > 0 & a constante de normalizagao definida em (9). E tomando a derivada da

igualdade acima, para qualquer v,w € C5°(§2) obtemos

/ (v(x)—v(y))(w(x)—w(y))d$dy:C(N,S)/ (~A)sv(z)(—A)2w(z)de.  (1.25)
R2N

v — y| N+ RN

Mais ainda, qualquer que seja v, w € C§°(£2) temos

Nl

(—A)2 (vw) = v(=A) 2w + w(=A)2v — 2Ts (v, w), (1.26)

onde Z é definido no sentido do valor principal, da seguinte forma

(v(a) — vl (w(e) = )

‘.’I} _ y‘N—i-s

T, (0,0)(x) = p.v/

RN

Entao, por (1.25) e (1.26), podemos ecrever

<un77/)5,ioun> — //R2N (un(x) - Un(?J))(%,io (.ZL')U([E) - ¢6,i0 (y)un(y)>dxdy

‘w _ y’N+2s

C(N,s) /R . U (2) (=) 2, (2) (= A) 3454, (x)dx + C(N, 5) /R N (= A)3 () [Pbs g ()
un(x)/ (un(x) = un(y)) (Vs (2)u(x) — V540 () un(y))
RN

drdy. (1.27
|z — y|N s wdy. (1.27)

—QC(N,s)/ (—A)S

RN

Utilizando os Lemas A.1.6 e A.1.7, temos

lim Tim / () (=) () (= A) g0 ()| = 0 (1.28)
6—0n—o0 | [pN
e
lim Tim / (—A)iun(x)/ (un (@) — un(y)) (Ws,i0 (@) u(x) — Vs (y)u”(y))dxdy _o.
d—=0n—o0 | JpN RN |$—y|N+S
(1.29)
Combinando (1.17), (1.27), (1.28) e (1.29) concluimos que
lim lim (up,¥s5i,un) = C(N, s)pi,dz. (1.30)
0—0n—o0
Da limitacao de (uy,) e do Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, podemos observar
que

lim [ h(z)ulisq,(z)de =0

n—o0 0

e entao fazendo d — 0, vemos que

lim lim [ M)t (@)de = lim lim (o) h(@)up s i (x)da = 0.

Percebemos também que pela convergéncia em (1.17) que

]un|2:1/15’,-0 (x)dz — [ s, (r)dV', quando n — +oo0.
Q Q
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Desse modo, por (1.30), concluimos que

lim lim [ u2sabs; de = / V.

6—0n—o0 Jo Q

Portanto,
lim lim [ g(up)s,,de :/V/.
Q

0—0n—0o0 Q
Dai, usando (1.27), (1.28), (1.29) e as duas convergéncias anteriores, tem-se que

Viy > M(a)C(N, $) i, (1.31)

Provamos agora que (1.31) ndo pode acontecer, daf inferir que J = () em (1.18) e portanto

vi, = 0. De fato, caso (1.31) acontega, temos que

[z

Vi, > (moC(N, s)S)

¥

(1.32)

Note que foi usado acima o fato de que M (a)) > mg para todo a > 0.

Desde que u,, é€ uma sequéncia (PS),, vale

c= lim (I(un) - ;I’(un)(un)>.

n—oo

onde 6 € (2,2%) é a constante que aparece em (Ma), logo, desta condicao, estimamos

1 1 1 1 « 1 1
¢ > —bo||ug|[?* 2 + <9 - 2) /Qy h(z)udz + (0 - 2:> /Quffda: + <9 - 2) /Qvu%dx.

Uma vez que ||u,|| < C, para todo n € N, e do fato de que 0 < 95, < 1, conseguimos

1 1 o 1 1 9 1 1
> - s . — - — - .
c boC + (0 22) / Uy V5.0 AT (9 2> / h(z)usdx <2 6) vC

Fazendo n — oo e usando (1.17),

11 ) 11 ,
> — - - .
c> —byC + (9 2) /Qh(:c)u dx + (9 2?;) /Qdy Vs,io

Tomando 6 — 0, fazendo uso da desigualdade de Hélder, e usando também (1.32),

1 1 9 1 1 2% N
> - —_ — = * * - T S* s ).
¢> boc+(9 2) |h<x>|ngsl(Q)|urLW+(9 22)<ru|L25(Q)+<moc<N,s>s>2>

Assim,

c> —k2|u@2§(m) + Ky |ul + k3. (1.33)

2
L% (Qy)

Agora, & facil ver que a aplicacio I(t) = k1t% — kot? atinge o minimo no ponto

1
2ks | 252
to = .
’ (2§k‘1> >0
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Por um calculo direto, vemos que

*

s 2
2ky | 252 2 2% 2
(o) k1<2§k1> ko <2§k1> k4

c > kg — ky,

Portanto,

o que contradiz (1.22). Entao v;, = 0.
Desde que ig é arbitrario, deduzimos que v; = 0, Vi € J. Como consequéncia disso, a menos
de subsequéncia,

Uy, — u em L% (Q).

Quando H éigual a g, do crescimento subcritico de § teremos

/Q G(un)dz — /Q (w)dz.

Dessas convergéncias e do fato de que I(uy)(u, —u) — 0, podemos inferir que
M () ([t [*){{tn, u = u) = 0.
Como M(a?) > 0 e liminf ||uy,|| > ||u]|, obtemos que
[lun|| = [ful].

Desta forma, a demonstracao esta concluida.
O

Observagao 1.3.3. Veja que a constante k3 na Proposigao anterior depende de my, by e v (lembre
23

que v é arbitraria), enquanto a constante k4 depende da norma de h em L2-2. Como o funcional

I, atinge seu minimo em um nivel negativo, para os nossos propdsitos é interessante escolher as

constantes anteriormente citadas de modo que ks — k4 > 0.

1.3.2 A condicao (PS) para o problema critico

O proximo lema nos ajudara a entender o comportamento das sequéncias (PS). fora de uma
bola.

Proposicao 1.3.4. Seja u,, uma sequéncia (PS). para I, entdo, para todo € > 0 dado, existe

um R > 0 de maneira que

n—oo

. 2
lim M(|un\|§)// (un(2) }é’ﬁ)) dxdy+/ (a(z) + 1)uddz < €. (1.34)
R2N\(Bp(0)?  [@ — Y[V RN\BR(0)

Demonstragao: Segue os mesmos passos da demonstracao da Proposicao 1.1.3.
O
Na proxima Proposicao, finalmente mostraremos que sob certas condigoes o funcional auxiliar

satisfaz a condigdo (PS) no nivel de energia minima.
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Proposicao 1.3.5. Nas mesma condigées do Teorema 1.0.2, seja {u,} uma sequéncia (PS).

para Iy, onde ¢ <0, entio {un,} possui uma subsequéncia convergente em H*(RN).

Demonstragao: A Proposicdo 1.3.4 nos garante que

M ([ un] 3 I, v 0y = O

sempre que R — oo.
Observe que da imersio continua Ey — LP(R™) juntamente com a Proposicdo 1.3.4, para R

grande, obtemos
/ [Vui + h(x)ui] dr < e.
RN\BRr(0)

Desta forma, entao temos

fg\(un)un =M (|‘un‘|125A(BR(O))> ||un|2E>\(BR(0))_/B © [h(m)ui—l—ﬁ(un)un]dx—i—on(l) — 0, (1.35)
R

onde H(z,u) = [, h(z,7)dr. Similarmente, podemos mostrar que para R grande

0
/ H(up)dx < €
RN\Br(0)

e assim concluir que

- 1~ 1 1 =
IAun:fM<un2 )—/ h(z)u? — — H(up) +on(1) = c. (136
() = 53 (Il ) =5 [, # =gz [ i) o) (1.36)
Note que foi usado tacitamente que ||u,||3 = HU"WEA(BR oy T HU"H?EA\BR o)’

Desde que v é arbitraria, podemos escolher v pequena para que juntamente com as hipoteses
do Teorema 1.0.2, termos my, by e |h|y+ (2« _2) de tal maneira que k3 — kg > 0 em (1.22) e desde

que ¢ < 0, podemos usar a Proposicao 1.3.2 para concluir que

[unllx = [ful]x-

1.4 Prova do Teorema 1.0.2

De modo anélogo ao Lema 1.1.1, mostramos que Iy é coercivo, logo existe uma sequéncia mini-
mizante (uy) tal que

I(up) = c= uehirrsl(fRN) I(u).

FEscolhendo ¢ € C’(‘)’O(RN ) com suporte em O, podemos repetir os argumentos da Proposigao
1.1.5 e garantir que o nivel de energia minima c de Iy é negativo, entdo pelas Proposigoes 1.3.2 e
1.3.5, o nivel ¢ é atingido, finalmente pelo Apéncice A.2, garantimos a existéncia de solugio para
(Py) sempre que A > \*, para algum \* > 0. Argumentando como no caso subcritico, também

mostramos o resultado de concentracao.
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Observacoes finais

e Perceba que os argumentos aqui ndo podem ser utlizados no caso s = 1, isto é, para o
operador laplaciano tradicional, uma vez que, se a3 = 1 na condi¢ao (M;) (o menor ay
possivel), teriamos que ter 2* < 4, mas isso nao acontece para N > 3. O laplaciano
fracionéario por sua vez nos da mais maleabilidade para o expoente critico, por exemplo,
para N =3 e s = 1/2 temos 2} = 3.

e Os mesmos resultados do Teorema 1.0.1 valem no caso M = 1, a diferenca bésica é que
usariamos o Teorema do passo da montanha, no entanto, nao poderfamos usar a mesma

argumentagao para o caso critico, pois o nfvel minimax seria positivo.

e A menos de mudancas técnicas, os resultados continuam validos para sistemas gradientes

do tipo

My (JlunllX) (=A)*u
My (JlonllR) (=)
u,v € H¥(RN).

(Aa(z) 4+ 1)u) = Fy(u,v) em RV,

+
+ (Ma(z) + 1)v) = Fy(u,v) em RY,
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Capitulo 2

Existéncia e concentracao de solucoes
para sistemas Hamiltonianos com
crescimento exponencial critico e
envolvendo o operador laplaciano

fracionario

Neste capitulo, iremos estudar um sistema Hamiltoniano eliptico em R.
Motivados pela versao fracioniria da desigualdade de Trudinger-Moser, nossa meta neste
capitulo é provar a existéncia e a concentracao de solugoes positivas e de energia minima (ground

state) para a seguinte classe de sistema Hamiltoniano eliptico e fracionério
(=A)2u 4+ (Na(z) + 1)u = Hy(u,v) em R,
(Py) (=A)Y2y + (Ma(z) + 1)v = Hy(u,v) em R,
u,v € HY/2(R),

onde (—A)'/2 ¢ o laplaciano fracionario como definido em (8) (para s = 1/2).

O potencial (Aa(x) 4+ 1) é o mesmo utilizado no capitulo anterior e verifica
(ap) a(x) >0, Vz € R.

(a1) O conjunto int(a=1{0}) = Qy ndo-vazio e existem componentes abertas, disjuntas e limi-
tadas Q1, Q9,...0 tal que

int(a=1{0}) = U

J=1

dist(Qi, QJ) >0

parai #£ j, 1,5 =1,2,.... k.
Neste capitulo, a funcio H € C'(R x R? R) tem forma

H(s,t) = F(s) + G(t). (2.1)

31



Diz-se que uma funcao h tem crescimento exponencial critico se

. h(s) 0,Va > ag
lim —% =
s—+o0 S

400, Va < ap.
Definimos F(s) = [ f(7)dr, G(t) = fg g(7)dT e consideramos as seguintes hipoGteses

(Ho) f e g tém crescimento exponencial;

(Hy) lim f(s) = lim g(s) =0, para todo z € R;

s—0F s—0t

(Hz) existe # > 2 de modo que para todo s > 0 vale
0<0F(s) <sf(s)e0<0G(s) <sg(s);
(H3) Existem constantes sg, My > 0 tal que para todo s > s
0< F(s) <Myf(s) e0<G(s) < Myg(s);
(H4) para cada conjunto aberto 2 C R, ha constantes p > 2 e C, tal que, Vs > 0,

f(S),g(S) 2 Cpsp_17

com Cp > {M] S, onde S, = S(p, A\, Q) ¢ definida por

2T pw

|ulp,|v]p=1

(2.2)
f(s) 9(s)

(Hs) As aplicagoes s — —= e s — — sdo estritamente crescentes Vs > 0.
s s

Destas condicoes, observamos que para o > ag € ¢ > 1, para qualquer € > 0, existem

constantes b1, by > 0 tais que

f(s),9(s) <els|+ b1|s|q_1(e°‘52 — 1), para todo s € R (2.3)

F(s),G(s) < %\3\2 + bg\s\q(eO‘SQ — 1), para todo s € R. (2.4)
O principal resultado deste capitulo é o seguinte Teorema.

Teorema 2.0.1. Assuma que H tem foma (2.1), (ap) — (a1) e (Ho) — (Hs) valem. Entéo, existe
Ao com a propriedade de que para qualquer subconjunto nao vazio T of {1,2,...k} e X > Ao,
o problema (]5>\) tem uma solu¢do ground state (uy,vy) onde uy > 0 e v, > 0. Mais ainda,
se fizarmos o conjunto T, entdo, para qualquer sequéncia (\,) com A\, — 00, podemos extrair
uma subsquéncia (Ay,) de modo que (uy, , vy, ) converge fortemente para (u,v) em (HY2(R))?,
donde w = v = 0 fora de Qy = |J

o problema

et Qe (u,v) restrito a Qy € uma solugdo ground state para
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(=AY 2u 4 u = Hy(z,u,v) em Qr,

(P)y S (—A)Y20 +v = H,(z,u,v) em Qr,
u,v =0 em R\ Q.

Até onde sabemos, existem poucos resultados envolvendo sistemas hamiltonianos com nao

linearidades do tipo exponencial no cenério fracionario. Recentemente, do O, Giacomoni e Mishra

[41] mostraram existéncia de solugbes positivas para o sistema

(=AY 2u 4+ u = Q(x)g(v) em R,

(=A)'20 +v = P(x)f(u) em R,
Nesse caso eles fizeram uso de fungoes peso nas nao linearidades para superar a falta de com-
pacidade. No nosso caso, “controlamos” a compacidade utilizando o steep potential e fazendo
uso de argumentos de truncamento. Note que o carater nao local deste operador cria diversas
dificuldades para se trabalhar esse tipo de técnica. Mesmo que garantindo a existéncia de solucgao
somente quando A é suficientemente grande, também mostramos que as solugdes se concentram

em uma solugdo ground state de um problema com dominio limitado, onde esse dominio é uma

uniao de abertos disjuntos.

2.1 Desigualdade de Trudinger-Moser

Esta pequena secdo é dedicada a exibir a desigualdade de Trundiger-Moser em espacos fraci-
onérios, comecaremos mostrando para o espaco H/ 2(R), a demonstracdo pode ser encontrada
em (Teorema 1, [79]) e (Teorema 1.1, [55]).

Proposicao 2.1.1. Existem constantes 0 < w < m com a sequinte o propriedade: para todo
0 < a<w eziste K, > 0 tal que

[ =1y < Kalultag

para u € HY2(R) com |(—A)1/4u\L2(R) <1

Observamos também que pela condicio (ag) a imersdao H'/?(R) < LP(R) é compacta para
qualquer p € [2,4+00). Assim, pode-se mostrar que para u € Hl/z(]R) e a > 0 vale

/(eo‘“2 —1)dz < 0. (2.5)
R

Consulte (Lema 2.3, [38]) para mais detalhes.
No proximo lema exibimos um resultado similar para o espago X ({2), onde o leitor pode

consultar a demonstracao em (Corolario 2.4 e Proposicao 2.5, [52])).

Proposicao 2.1.2. Considere Q C R um dominio limitado. para todo 0 < a < 2mw se tem
K, > 0 onde

/ e dy < K,
Q
para todo u € X (§2) com ||u|[x () < 1. Além disso, para u € X(Q2), temos e’ € L2(Q).
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2.2 O problema (P)y

Para provar o Teorema 2.0.1 precisamos garantir a existéncia de solucao para o problema
(P)y, deste modo, esta segao sera dedicada a estudar tal problema. Os argumentos utilizados
aqui sdo adaptados de [6].

Uma solugao fraca para (P)y é um para (u,v) € X(Qv) x X(Qv), que verifica

Qy

() x ) + (0P xere) + /Q wpdz + /Q vpdz = /Q f(w)pda + / g(oppde

para todo (p,19) € X(Qy) x X (Q).
Sem perda de generalidade consideramos Y = {1,2} e denotaremos por ||.||, ||.||1 e [|-||2 as
normas em X (Qv), X (1) e X(Q9) dadas por

[|ul[* = HUH%((QT) + W%%QT), Jul[f = ||U’|§((Ql) + |U|i2(91)a [Jul3 = ’|UH§((Q2) + M%?(QQ),

respectivamente.

No que segue, considere os espacos

o Y(Qr)=X(Qr) x X(Qy) com norma
lwllx = [1(w, )l = Vlul[* + [Jv][*

e L?(Qy) x L?(Qy) com norma

[wle = (t, 0)] 2@ppx2@0) = /Ul 2y + [101B 20

e Y(Q1)=X(Q1) x X(21) com norma

[lwllr = [[(u, v)ll = 3/ lull + o]

o V() = X(22) x X(€Q2) com norma
[lwll2 = [[(u, )2 = V/|[ull* + []o][*.

Logo, associamos o funcional Jy : Y (Q2y) — R ao problema (P)y, dado por

Jr(w) = Jr (u,0) = {u,0) - /Q [F(u) + G(v))d,

aqui, (.,.) € o produto interno que induz ||.||.

Inspirados por Szulkin e Welth em [86], definimos

YE = {w=(u,v) €Y(Qyr) : v ==u}.
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Desde que,
" _ 1 1 4 +
w=w" +w :§(u+v,u+v)+§(u—v,v—u), onde w™ € Y.
notamos que
Y Qr)=YTaYy . (2.6)

Nossa intencdo neste capitulo é mostrar que o problema (P)y tem uma solu¢ao com energia
minima, todavia, a natureza de 2y néo nos permite usar os métodos tradicionais aqui, uma
vez que, é mais interessante buscar solugoes que nao se anulam em cada componente €2; of Q.

Baseado nisto, definimos o conjunto
My ={we M : Jy(w)w; =0 e w; # 0 para todo j € T},

onde w; = (uIQj’U\Qj) e M é a variedade generalizada de Nehari correspondente, determinada
por
M={weY(Qy)\Y : Jy(w)w =0 e J¢(w)z =0 para todo z € Y~ }.

com w = (u,v).
Pela decomposicdo em (2.6), vemos que se w = (u,v) € Y(Qr) \ {0} e J{(w)w = 0, assim
por (Ha)

1
Jr(w) = Jy(w) — §J§(w)w > 0.
Por outro lado, se w = (u, —u) € Y, usando novamente (Hj) temos

Jr(w) = —|Jull? - / F(u) + G(—u))dz < 0.

Qy

Portanto, todo ponto critico nao trivial de Jy pertence a M.

O proximo lema nos mostra que M é nao vazio.

Lema 2.2.1. Seja w = (u,v) € Y(Q) com w; = (uj,v;) # 0 para j = 1,2. Entdo, ezristem
t,s > 0. De forma que J' (twy + lwe)w; = 0 e J'(twy + lwe)wy = 0. Como consequéncia, o

conjunto M é nao vazio.

Demonstracao: Considere V : (0, +00) x (0, +00) — R? uma funcio continua dada por
V(t,s) = (Jy(twr + lwa)(twr), Jy (twr + lws) (lws))
Note que

Jy (twy + lwa) (tw) = (tug + lug, tor) + (tvy + lvg, tug) — f(tuy)turde — / g(tvy)tvyde.
Ql Q1
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De (3.1) obtemos

J&(twl + Z’LUQ)(twl) >

262 (uy, v1) — et? </ utda —|—/ U%dm) — byt? </ wle®™’ dg +/ vqeatUde) :
o) o2 31 U

Para p,p’ > 0e 1/p+ 1/p’ observe que

2 2
(/ ule® dy +/ viet dz:)
Q1 951
1 1 1 1
2 P / P 2 P , p’
</ ePotu dx) </ |ulP qu) + (/ ebotv dx) (/ lv|? qdm) .
951 951 951 951

Escolhendo t suficientemente pequeno tal que pta < 27w, a Proposicao 2.1.2 nos da

1 1
patu2 P patv2 P
e de ) e dx | < K,, para todo u,v € X(Qr).
Q1 Q1

Deste modo, podemos concluir que para todo [ > 0 tem-se J'(tw; + lws)(tw;) > 0, escolhido

IN

q > 2, € pequeno e t suficientemente préximo a 0.

De outra forma, um célculo tipico em (Hsz) junto com (H3) nos permite inferir que
Myf(s) > F(s) > k1s’ — ky e Myg(s) > G(s) > kys® — ko,

para algumas constantes positivas ki, ks, 0 > 2 e s > 5.

Pela observagao anterior, concluimos que para t grande e qualquer [ > 0

k
Jh (twy + lws) (twy) < 262 (ug, vy) — Lo+t (/ u?ldm +/ U%dl’) < 0.
My oN ot

Usando céalculos similares,

J3 (twy + lws)(lwy) > 0, para [ suficientemente pequeno e qualquer ¢ > 0.

E
Jy (twy + lwe)(lwy) < 0, para [ suficientemente grande e qualquer ¢ > 0.
Resumindo, temos
J (Rwy + lwe)(Rwy) < 0 e J4(twy + Rws)(Rws) < 0 para todo t,1 € [r, R]
e

J4 (rwy + lwe) (rwy) > 0 e Jy(twy + rws)(rwse) > 0 para todo t,1 € [r, R].

O lema segue entdo aplicando o Teorema de Miranda [71], que esté enunciado no Apéndice,
Teorema A.1.8.
O
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Para cada w, € M, perceba que

Je(wp)w, =0 = 2{up,v,) = f(un)undac+/ g(vp)vpde.
Q'r QT

Entao, para w, € M

Jy(wn):% [ f(un)undx—I—% /Q () o — /Q [F(un) + Gon)]da

> (5-7) [ Lt + g(unyulas

A condigao (Hj) foi assumida tacitamente na ultima desigualdade. Veja ainda que se assu-

mirmos (Hs), teremos que Jy é coercivo em M.

Observagao 2.2.2. A discussdo acima nos leva a concluir que existe ¢y € R, onde

= inf J . 2.7
co wér./l\/t'r y(w) (2.7)

Utilizando os mesmos argumentos de de Figueiredo, do O e Zhang em [37], Corolario 2.4, é
possivel mostrar que

inf J- > inf Jr (6
Jnf Jr(w) nf max 1(0z + (),

para todo ¢ € Y. Disto, concluimos que para qualquer a > 0

inf J > inf Jr (0
why Tr0) 2 Ty Fe(02):

onde S ={w e Y™ :||lw|| = a}.
Assim, usando as condicoes de crescimento somos capazes de mostrar que neaax Jr(0z) > 0
>0

para todo z € S;” com a suficientemente pequeno. Entao,

co = ’u)ér./l\fl’r Jr(w) > wlél/fvl Jr(w) > zlenf+ m_axJﬂ@z—i—C)

Os pormenores deste argumento podem ser encontrados em [37] na Proposigao 2.5.

Lema 2.2.3. Eziste uma fungdo wy = (up,vp) € My, com up,v, > 0, tal que S, definida na

condi¢do (Hy), € atingida por w,.

Demonstracao: Pelo Lema 2.2.1 obtemos uma sequéncia w,, = (uy,, v,), onde u,, € v, sao
) 7
fungbes nao negativas (se necessario, troque wu, e vy, por |u,| e |v,|, isto é possivel devido a

desigualdade triangular reversa) e tal que

(u un(y))? ?
( / / n S dwdy + / uidx) +
Qyr xQy |‘T—y| Qy
2
<// (vn (@ n ()* dwdy+/ v,%d:c> 52
QTXQT ‘.’I}_ ‘ QT

€ ’Un|p = |Un|p =1
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Entao, (wy) = (un,vy) é limitado em X (Qy) x X(Qy). Desde que X(Qy) é um espago
de Hilbert e X(Qy) < LP(Qy) (p > 1) compactamente, tomando uma subsequéncia, temos as

seguintes convergéncias
Up, — Up, Uy — Vp, em X (Q),
Up, — Up, Uy, — Vp em LP(Qry)
un () = up(x), vn — vp(z), q.t,p em Q.
Consequentemente,
ulp = [vlp =1
i < liminf|[w,||r = S,
n—oo
up(z),vp(x) > 0 q.t.p em Q.

Donde segue que ||wp||y = Sp

0
Lema 2.2.4. Seja wy, = (up,vp) definido como acima e suponha que vale (Hy), entdo
W
t —.
I?Zagi JT( wp) < (&7
Em particular,
Tw
= inf J < —.
=TT S,
Demonstragao: Defina ¥(¢) : [0,00) — R, dado por
W(t) = £ (up, vp) — / [F(tuy) + G(tvp))dz.
Qy
Observe que,
t2 2 2
U(t) < 5 (llupll + llvpll™) = A [F(tup) + G(tvy)]da.
T
Como ||up||* + [|vp||* = ||wpl[3 = S5, por (Ha),
2 C _9) §2/(P=2)
U(t) < max [Sg — tpp} — (p2 ) p2/p_2 < v
>0 P P Cy Qg
O
Agora, estamos em condi¢Ges para provar o principal resultado desta se¢ao.
Proposicao 2.2.5. Sendo T um subconjunto fizado de {1,2,3,....k} e Qy = U]ET Qj, onde

cada Q) € conezo e a familia {Q;}jer € um a um disjunto. Se valem (Hy) — (Hy) e f,g tém
crescimento exponencial critico, entdo o problema

A2+ u = Hy(x,u,v) em Qr,

A2y 4+ v = Hy(z,u,v) em Q,

,v=0emR\ Q.

(
(P)r 1 (
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tem uma solugdo com energia minima que nao se anula em qualquer ;, para j € T.

Demonstragao: Pelo lema 2.2.1, garantimos a existéncia de uma sequéncia minimizante

(wp) em My, na qual

Jr(wyp) = o= inf Jy(w) e Jy(w,)w, =0. (2.8)
wWEM~y

A Observacao 2.2.2 nos assegura que (||wy||) é limitada em M, portanto usando as imersoes

de Sobolev, existe um wq tal que
Wy, = (Up,vp) = w = (u,v) em Y (Qy)

Up = U, Uy — v em LP(Qry)
up () = u(x), vp(z) = v(z) q.t.p em Q.

Do Lema 2.2.1, existem ¢, > 0 satisfazendo

Consequentemente,

f(tuig g(tvin
2t2<U|QpU|Q1> = (u|1)tu|291dx+/ (fy 1)tv‘zﬂldw. (2.9)
Qv |Ql Q U|Ql

Além disso, desde (wy,) € My, vemos que Jy(wy o, )Wyjo, = 0 e entdo pelo Lema de Fatou

f('U/‘Ql) 9 g(v\ﬁh) 2
fiaf (9 - d da. 2.10
il (Rl i) 2 [, Sid o [ S d .

Usando novamente o Lema de Fatou, observamos que

- o (un () = un(y))(vn(x) — vn(y))

hy{ggf(un,vm = hnrggf/g = — g2 dzdy >
() ~ w) o) ~vw)) ,

//QXQ |z —y|? oy =

Logo, subtraindo (2.9) de (2.10) teremos

U tu v tv
< f( |Q1)u|291 . f( Q1)u|291> do + (/ g( |Q1)U|291d$ _/ g( lQl)’l}291dx> > 0.
Qr Uy Oy U, Qr Y or o,

Da condicao (Hs), necessariamente temos que ter ¢ < 1 e por um argumento similar também

conclufmos que [ < 1.

Afirmamos Jy (tw)q, + lw)q,) = co. De fato, pela condigao (Hs),

f't> f(t) ed ()t >g(t), forall t > 0.
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Disto, de (H3) e pelo Lema de Fatou

o+ on(1) = Fe(wa) = 3 T (wn)u,
- /QT Bf(un)un - F(un)} de + /m [;g(vn)vn _ G(vn)} de

> /QT Bf(u)u _ F(u)] dr + /m [;g(v)v - G(v)} dx

— e (wn) — %J’T(w)w — Jr(w).

Finalmente, para concluir a demonstragao, falta mostrar que u,v # 0 e que (u,v) é um ponto
critico para Jy em todo o espago. Primeiramente, perceba que se v = 0 entdo v = 0, e assim
co = 0, todavia, esta situacao nao pode ocorrer. Logo, temos que considerar necessariamente
dois casos.

Caso 1: wy, — 0 fortemente em Y (Qy).

Neste caso, segue diretamente que Jy(w,) — c¢o = 0, o que novamente contradiz o fato
estabelido na Observagao 2.2.2. Entao, w, nao converge fortemente para 0 em Y (Qy).

Caso 2: wy, — 0 fracamente em Y (Q2y), mas ndo fortemente, i.é, inf ||u,|| > b > 0.

Como resultado, temos

(Up, Up) = co + / F(up)dz + G(vp)dx + 0, (1) (2.11)
Qy Qy
e
(i) = [ s+ [ gtounde =2 (e [ Plundes [ Gtodes o).
Qy Qr Qy Qr
(2.12)
Usando (Lema 3.1, [32]), obtemos
flun) = f(u) e g(up) — g(u) em L*(Qy).
Da hipotese (Hs) e do Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, mostra-se
/ (Flun) + Glo)ldz — | [F(u) + G(o)]dz (2.13)
Qy Qy

Pela convergéncia (uy,, vy,) — 0 e (2.13), juntamente com a estimativa (2.11) podemos concluir
<Un, Un) =co + On(l)- (2'14)
Note também que usando (Hy), podemos obter

C
0 < co < Jr(un,vn) < (Un,vn) — ?p(’unlg + "Un|§)

< (un; vn) = ([[unl” + [|vnl[")-

Da estimativa anterior e (2.14), s6 podemos ter ||[uy|[P + ||vn||P < ¢o. Além disso, usando as
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condicbes de crescimento, a Proposicao 2.1.2 e o Lema 2.2.4,

1 1
un )2 2 2
f(un)undx < (/ €2aHunH2(”“nH) dx) </ Un’2d.%'> < K’Ung
Qv Q~y Qy

Repetindo o argumento,

1 1
2 Un 2 2 2
/ g(vn)vnda < (/ (2!l () dx) </ !vn!2dx> < K, 3.
Qv Qv Qy

As estimativas anteriores juntamente com (2.12) implicam que (un,vn) — cg = 0, um ab-

surdo. Isto mostra que o caso 2 também nao ocorre.
Por fim, usaremos o Teorema da Fungdo Implicita, Teorema A.1.10, para mostrar que w =

(u,v) & ponto critico de Jy em todo Y (2y), para fazer isso, definimos
Q(r, z,1) = (u+ 1o+ zuy + lug, v + 1 + zv1 + lvg) — flur +ro1 + zur)(ug + re1 + zug )de
Q1

- / g(v1 + rip1 + zv1)(v1 + P14 2v1)dx
Q

QQ(T’, z,0) = (u+rp+ zuy + lug, v + 1 + zv1 + lvg) — flug + 1o + lug)(ug + rps + lug)de
Qo

- / g(va + g + lvg) (v + 1o + lug)de,
Q2

onde (¢, 1) & C®(Qy) x C® ().

Por um calculo direto,

1
%(0,0,0) — 2, v1) —/

e+ Fanunlds = [ (g0 + g(omd.
Qy

Qy

Veja que, pela hipotese (Hs)
f'(s)s— f(s) >0eg'(s)s —g(s) >0, para todo s > 0.

Asgsim,

8;?;(& 0, 0) = /Ql[f(ul) - f/(ul)U1]dl' + /Ql[g(vl) — g/(vl)yl]d;p < 0.

Usando um argumento parecido, é possivel mostrar que

0Q?
57 (0,0,0) <0

Entdo, aplicando o teorema da funcdo implicita, existem funcdes z(r), {(r) de classe C*

definidas em algum intervalo (—d,0) para algum ¢ > 0 tal que z(0) =1(0) =0 e

Q'(r,2(r),1(r)) =0 parar € (—6,6) ei=1,2.
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Entao, para qualquer r € (=4, 9), temos
(u(r),v(r)) = (u,v) + (0, ¥) + 2(r) (ur, v1) + 1(r)(uz, v2) € M.
Além disso, temos
Jy(u(r),v(r)) > Jy(w) para todo r € (=4, ),
ou seja,
Jr(w +7(p,¥) + 2(r)(u1,v1) +1(r)(u2, v2)) > Jr(w) para todo r € (—4,9).

Logo,

Jr(w+ r(p, ) + 2(r) (ur, 01) + 1(r) (ug, v2)) = Jr (w)

> 0 para todo r € (—46,0).
Quando r — 0, temos
It (w).((p,9) + 2'(0)(ur, v1) +'(0) (uz, v2)) = 0,
pela linearidade de Ji(w),
Jr(w) (e, ¥) + 2(0)(ur, v1) + 1'(0) (uz, v2)) = Jy (w) (¢, ¥) + 2'(0) Jy(w)wy + Jy(w)ws > 0,
onde w1 = (uy1,v1) e wg = (ug,v2). Desde que J4(w)wy = J4(w)ws = 0, podemos concluir que
Ty (w)(ip,9) > 0, para qualquer (¢, ) € Y ().

e entao
Jyr(w) (e, ) = 0, para qualquer (p,v) € Y (Qr),

mostrando que w é ponto critico para Jvy.

2.3 Um problema auxiliar

Nesta secdo, estudaremos um problema auxiliar de maneira que, sob certas condigoes, as
solugbes do problema auxiliar serao solucdes do problema (Py).

A priori, precisamos definir o espaco

E), = {u € HS(R);/ a(z)|u|?dx < oo} ,
R
munido com o seguinte produto interno

_ (u(z) — u(y))(v(z) — v(y))
(u,v)) = //R? dxdy + /R[()\a(x) + 1)uv]dx.

|z —yl?

Assim como no capitulo anterior, vemos que das hipoteses sobre o potencial V' é imediato
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que E) é um espaco de Hilbert e Ey < H'/?(R) continuamente.
Associamos o funcional Ly : E\ X E\ — R ao problema (P)), onde L) é definido como

La(u,0) = (u, )5 — /[F(u) L)),
R
Faremos uma modificagdo adequada nas nao linearidades f(s) e g(s) fora do dominio Qy de
modo que o funcional energia associado satisfaca a Condicao Palais-Smale. Esse tipo de método
¢ inspirado nas ideias exploradas por del Pino e Felmer em [31].

Para isso, introduziremos as seguintes funcoes truncadas

F(s) = f(s), se s <a,
s/kses>a
e
s), s<a,
i) = 47

s/k se s > a.

onde k > 0/(0 —2) > 1ea,a’ >0 sdo tais que f(a) =a/k e g(a') = d'/k.

Agora, definimos

Fa(e,) = xar (2)£(5) + (1= X, ) F(5)

ga(r,s) = xay (2)g(s) + (1 - XQMJ g(s).

Assumindo (Hy) — (Hs) é facil checar f4 e g sdo C! por partes em s para qualquer z fixado

e satisfaz as seguintes condicoes de crescimento

(Hp) Para um z fixado e a > g e ¢ > 1, dado qualquer £ > 0, existem by, by > 0 tais que

Fa(s),gals) < els| +bi]s|T71 (e —1),Vs € R;

(Hs) Definindo Fy(z,s) = Jo fa(z,7)dT e Ga(z,s) = [) ga(z,7)dr. Valem as seguintes desi-
gualdades

0<O0Fa(z,s) < fa(z,s)s, (z,s) € [Qr x (0,400)]U[(R\ Qy) x (0,a]],

0 < 2Fu(z,5) < fa(z,s)s < % (z,5) € (R\ Q) x [0, +00),
0<0Ga(z,s) < ga(z,s)s, (z,8) € [y x (0,+00)] U[R\ Q) x (0,a]] ;
0 <2GA(z,s) < ga(z,s)s < S}:, (z,s) € (R\ Qy) x [0,+00);

fA(‘TvS) gA(:z:,s)

(H'g) As aplicagoes s — “-7= e s — “4 2= sao crescentes, fixado x qualquer.

Consideramos agora o seguinte funcional

0,0) = (.00 = [ [Fa(00 + Galo)dss (u,0) € By x B,
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O funcional Iy esté relacionado com (P,\) no sentido de que se (uy,vy) é um ponto critico de
I, verificando
ux(z),vx(z) < min{a,d'},Vz € R\ Qy

entdo, o par (uy,vy) € solucio de (Py).
Lema 2.3.1. Toda sequéncia (PS). para I, é limitada.
Demonstragao: Seja (uy,v,) uma sequéncia (PS). para o funcional Iy, ou seja,

I (tn, vy) = ¢ € I (un, vn)(,9) — 0 para todo (¢, ) € H?*(R) x H'/?(R), (2.15)

sempre que n — 0o.

Por (2.15), escolhendo (¢, %) = (un, vy,), conseguimos

/[f(un)un — 2F (up)]dz + / [9(vn)vn, — 2G(vy)]dx < 2¢ + €y,
R R

onde lim g,.
n—oo

A condicdo (H2) e as estimativas acima nos mostram que

/ 1 ()it + g(vn)on]da < 0’%2(20 +en)da. (2.16)
R

Tomando (¢, 1) = (vp,0) e (p,9) = (0,u,) em (2.15), para n grande, temos que
[lon] [ < / f(un)vndz + en,
R

lunl3 < /£g<vn>un-+sn,

aqui ||.||n denota a norma relacionada a (.,.) .

Pondo U,, = uy/||un||x € Vio = vn/||vn]|x, temos

onlfy < [ Flua)Vadz -+, (2.17)

luald < [ g0n)Unds +2,. 2.18)
R
De (Hp) — (H1) e para a > ag

f(s) < Cre®’ Vs > 0.

Usando o Lema A.1.12 com t = V,, e s = f(uy)/C1, a estimativa (3.1) e a Proposi¢ao 2.1.2,

obtemos

1/2
r C1 R {Fun)/Cr>et/ay  Ch c;

/ i?[f(“n)]de <Cy+ C’3/ f(un)updz.
{f(un)/01§el/4} C]. R
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Esta estimativa combinada com (3.17) implicam que
loaly < Co+ Ca [ Flun)und (2.19)
R

Similarmente deduzimos de (2.18),

lunll} < Ca+ Ca [ glon)onda. (220)
R
Tomando as estimativas (2.19) e (2.20) e usando (2.16) podemos inferir que

0
HunHz + H%Hi < m(QC-FEn).

O

Lema 2.3.2. Considere u € HY/?(R) ¢ 0 < ¢ <1 tal que ¢ =0 em (—R/2,R/2), ¢ = 1 fora de
(—R,R) ¢ |¢'| < C/R, entdo

B 2
lim sup/ |u(x)|2Mdazdy — 0.
R—o0 R2 ‘:L' - y‘

Demonstragao: A prova segue os mesmos passos do Lema 2.8 em [8], veja também Lema
1.1.2.
O

Proposicao 2.3.3. Seja wy, = (un,vy)) uma sequéncia (PS)., entdo, para todo € > 0 dado,

existe um R > 0 de maneira que

_ 2
lim // (un(z) unQ(y)) dxdy +/ (Aa(z) + uldr < e (2.21)
n—00 | Jr2\ B (0) |z -y R\[R,R]
e
_ 2
lim // (vn(2) ’Un2(y)) dxdy —|—/ (Aa(z) 4+ 1)vidr < e. (2.22)
n—=00 | Jr2\ By (0) |z —y| R\[—R,R]

Demonstracao: Tomando w, = (un,v,) como sendo uma sequéncia Palais-Smale, pelo
Lema 2.3.1, (wy,) ¢ limitada, logo existe uma subsequéncia de w,, que converge fracamente para

w = (u,v) em HY2(R). Definimos uma fungio cut-off nr: R — R, 0 <nr < 1, || < C/R por
0, set e (_TR, %)

nr(t) =
1, set e R\ (=R, R).

Pela hipotese, I} (wy)(nrwy) — 0 para n — oo, entao

/ / (un(z) — un(y))(nr(2)un(x) — un(y)nr(y))
RQ

dxdy + / (Aa(x) + 1)nrupdz+
R

|z —y?
({)n(x) - Un(y))(nR(fE)Un($) - Un(y)T]R(y)) B
//Rz |z —y|? dwdy + /R(/\a(:v) + Dnrondz = (2.23)

/fA(un)nRundx + / ga(vp)NRVRdZ + 0,(1).
R R
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Observe que,

/9/ <uﬂ<x>—-un<y»<nR<x>un<x>+—nR<w>un<y>—-nR<w>Un<y>-“n<y>”R<y>>dxdy::
R2

lz —y?

(un(x) — (un (@) — un(y))(nr(z) — nr(Y))
//]12{2 nr(z) \:U—yP al:nd/yjt//]R2 Un (y T — g2 dxdy.

E do mesmo jeito

|z —yl?

//R2 77R(9U) on ‘x dgcder//R2 nly (vn(z —vn(|x))_(y|2( z) — nR(y))dxdy.

Por (2.23) vemos que

//R2 nr(x un \m— dxdy+// nr(x vn UT2( )>2dxdy — I (wp) (Nwn) —
(2.24)

// Un(y) (Un($) - Un(y))(nR(-T) - TIR(y))dIdy . // vn(y) (Un(l') — vn(y))(nR(ac) — nR(y))dxdy
R2 R2

|z —y? |z —y?

[ en) =)o) o) mneen) = o) 1,
R2

—/R()\a(x)+1)nRundx—/R()\a(:c)+1)nRvndx+/RfA(un)nRunda:+/RgA(vn)nRvndaz.

Tomando R grande o suficiente para obter Qy C [ R, R] e usando a condigao (Ha) e a imersao

compacta HY?(R) < LP(R) temos

lim lim (Ma(x) + DuZdr = lim (Aa(z) 4+ Du*dr = 0 (2.25)
R=00 =290 JR\[-R,R] R=co JR\|-R,R|
(S
L | 2 1 2
lim lim falup)updr < — lim  lim up,dr = — m dr =0
fimvoon=00 J\[- .| b fioon=00 Je\ (kR kR0 Jan -]
(2.26)

Além disso, a desigualdade de Hélder, a limitacdo de u, e o Lema 2.3.2 garante

N (un(2) — un(y)) (nr(z) — 1R (Y))
lim lim //R2 un (y dzdy <

R—00 n—>00 |z —y|?

1/2 2 1/2
lim lim <// tn (@ 2 dmdy) (// Un (y (z) = 77R2(y)) d:Udy) <
R—oon—00 \ J Jp2 !w - y! R? \x — |

(2.27)
lim Tim [[un]|p/2 <// Un(y (z) = "R<y))2dxdy)l/2=o.

R—o00 \:v —yl?

Usando (2.25), (2.26) e (2.27) em (2.24), conseguimos a convergéncia (2.21) e por um argu-

mento analogo a convergéncia (2.22) também vale. O

Proposicao 2.3.4. Se as hipoteses (Hy) — (Hs) sao satisfeitas, entao para cada N\ > 0, existe
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uma fungao wy = (uy,vy) € Ex x Ey tal que

= inf [
AT e Mw),

onde N € a variedade generalizada de Nehari associada ao funcional Iy. E também, uy, vy > 0.

Demonstracao: Desde que f,g € C*(R), pode-se mostrar por argumentos padroes que Iy
& C? e portanto Ny ¢ uma C'-variedade, veja por exemplo Pankov [81], Lema 6. Deste modo,
aplicando o principio variacional de Ekeland, obtemos uma sequéncia (PS).,. Assim sendo, o
resultado segue combinando os argumentos explorados na Proposicao 2.2.5 e Proposicao 2.3.3.

Para mostrar a positividade, considere (u,v) uma solugdo fraca para (P)), pondo uy =
max{u,0} e u_ = max{—u,0}, e usando u_ = uy —u e v_ = vy — v como fungoes teste, vemos

que

/R[(—Al/z)u} u_d:L‘-i-/R(/\a(x)+1)u2dx:/RHU(u7v)u_dx

/R{(—Am)v} v_dx—i-/R()\a(x)—l—l)v%dm:/RHu(uw)v_dx

Percebendo que (u(z) —u(y))(u—(z) —u—_(y)) <0e (v(z) —v(y))(v-(x) —v_(y)) < 0. Segue

que

/R [(fAl/Q)u} u_dr <0e /R {(7A1/2)v} v_dx <0.

Sendo assim, pela positividade de Hy,(u,v) e Hy(z,u,v) temos que u_ = v_ = 0.

2.4 As solugoes convergentes

Comegaremos recordando um resultado do capitulo anterior, com o objetivo de tornar a leitura

mais dindmica para o leitor.

Lema 2.4.1. Sendo Q um aberto em RY, e seja u € H*(Q) com s € (0,1). Se existir um

conjunto compacto K C Q tal que u=0 € Q\ K, entdo a fungio de extensio Eu, definida como

u(z), sex €,

Eu(x) =
0, se z € RV \ Q.
pertence a H*(RN).

Demonstragao: A prova pode ser vista em Lema 5.1 em [78].

Lema 2.4.2. Seja wy = (ug,v0) a solugao do problema (P)y, tal que

Jy(wg) = ¢o = wg/lequ Jr(w).

Considere também,
cy = inf I)(w).

wEN)\

Entdo co > ¢y, para X > 0.

47



Demonstracao: Seja A > 0 arbitrario e ' D Qy um aberto, como wy ¢ uma solucio para
(P)~, temos que wp = 0 em '\ Qy. Considere wy ta extensio de wg, garantida pelo lema
2.4.1. Veja que,

I (Ewo) = Jy(wo) =0,

entao Ewy € Ny. Além disso,
I\(Ewo) = Jx(wo) = co,

o que implica que cg > cy.
O

Proposicao 2.4.3. Seja w, = (up,v,) uma familia de pontos criticos com energia minima,
digamos cy,,, associados a Iy,. Se valem (Ho)—(Hs), temos que w, — wo em HY/?(R)x HY/?(R),

quando X — +00, onde wy € solugdo com energia minima de (P)v.

Demonstragao: Observe que como A\; < Ao < ... < Ap < ..., pela definicdo de Iy e pelo

lema anterior, é imediato que
ey <Oy <o <oy <. <0,

sendo assim, lim ¢y, =¢ < ¢p.
n—oo

Argumentando como anteriormente, w,, é limitado em H/?(R) x HY?(R). Portanto, pela
reflexividade de HY/2(R),

w, = w in HY2(R) x HY%(R) and wy(z) — w(z) para q.t.p & € R.

Para cada m € N, definimos
1

Cp = a(x)

Sem perda de generalidade, podemos supor que A\, < 2(\, + 1) para todo n € N. Assim,

2
/ [un|*dz < m/ (Ana(@) + 1)|u,[*dz < <
Cm An Cm A

n

Uma vez que A, — +o0o quando n — 400, temos
. 2 .
lim |un|*dz = 0.
n——+o0o Chm

Repetindo os mesmo argumentos, também temos

lim v |2d2 = 0.
n—+oo Com

/ |u|*dz = 0 and / lv|?dx = 0.
Cm Cm

Implicando que u = v =0 em C),, e entdo, u =v =0 em R\ Q.

e, pelo lema de Fatou,

Pela Proposicao 2.3.3 Se tomarmos R > 0 suficientemente grande, u,,v, — 0 em Hl/Q(R\
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Bgr(0)). Além do mais, como foi mostrado na terceira se¢ao deste capitulo,

/ [f(un) + g(vn)]dz — [f () + g(v)]dz.
Br(0)

BRr(0)

Escolhendo (¢, ¢) € C§°(Br(0)) x C5°(Bg(0)), inferimos que

JL o e~ stppanay+ [ L ) - oty =
[Br(0)]2 [BrOF

|z —y? |z —y?

/ [ 1tn) + 90 ooz — / (n(a(®) + 1)(un + ) ode
Br(0)

Br(0)
Logo, fazendo n — oo, sabemos que u =v =0 € R\ Qy e entdo
(u(x) —uly)) . (n(@) =) (o i —
//erﬂr 1z — |2 (p(x) — (y))d dy—&-//QTXQT PE (p(x) — ply))dzdy
/ [f(w) + g(v)]pdz — / (u+ v)pd.
Qy

Qy

Pela densidade de C§° em X (Qy), deduzimos que (u,v) é uma solugdo para (P)y. Mais
ainda, por (H2) e pelo lema de Fatou

1
¢+ on(l) =1y, (wy) — 5[371 (wnp)wn

_ /R [; F ) — F(un)} dz + /R Bg(vn)vn - G(vn)] dx

> /QT Bf(u)u - F(u)] dr + /m Bg(u)v - G(v)} do

Jy(w)w = Jy(w) = cp.

Como consequéncia disso,

= lim <<un,vn)>\n— /R [F(un)—i—G(vn)]daﬁ) — (u,0) — /Q R+ G (229

n—oo

A condigao (Hs) e o Lema 3.1 de [32] implica que
/ (Flun) + Glon)de — | [F(u) + G(v)|da.
R Qy
Assim, por (2.28),
(Un,Un )y, — (u,v).
E também
I, (un,vpn) = co e Iﬁ\n(un,vn)(cp,w) — 0, (2.29)

para todo (p,%) € H'/?(R) x HY/?(R).
Usando o mesmo procedimento da Proposi¢do 2.2.5 (onde mostramos que o Caso 2 nao

ocorre), podemos ver que ||un||a,;||vnllr, < ¢ < wT/ap para n suficientemente grande. Esco-
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lhendo (¢, ) = (0,u, — u) em (2.29) temos

ltalln, = (v, = [ o) n = ) +o,(0).
Aplicando a desigualdade de Hoélder e a Proposigdo 2.1.1
/Rg(vn)(un —u)dr < K(ag)|up —ulgy — 0
Também, notamos que

(U, u)y, = /(/\na(m) + Dupude = / upudz — u?dz.
R Q

T Qv
Finalmente, das observacoes acima, concluimos

i [[unly, — [lul] = 0.

Logo,
Up — 0 em HY2(R\ Qy) e up — u em HY2(Qy).

Um argumento anédlogo também nos d&
vp — 0 em HY2(R\ Q) e v, = v em HY2(Qy).

Isso conclui a prova. O

2.5 Recuperando solucoes

Nesta secdo, nosso principal objetivo é provar que os pontos criticos de I sdo solucdes do
problema original para valores grandes de A. Para mostrar isso, adaptaremos a técnica de

iteracdo de Moser [75], veja também [8].

Proposicao 2.5.1. Seja (uy,vy) um ponto critico nao trivial para I, . Entao,
|| (s V)| oo R\Qy) — O quando A, — +o0.

Em particular, existe J > 0 tal que para todo n > T, (un,vy,) € uma solu¢ao para (]5/\n)
Demonstracao: Para qualquer L > 0, definimos

min{|u, (z)|, L}, se x € RV \ Qy

urn(r) =
0, se x € Qr,

2(-1)

etry, =uy,  uponde3>1serd escolhido posteriormente. Do mesmo modo, definimos

min{|v,(z)|, L}, se z € RV \ Qy
vrn(®) =
0, se x € Qr,
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2(8-1)
ean—an U, -

Tomando (0r,p,Ur,n) como uma funcdo teste, temos

/| (@) = W) 26-0) )y 20D ) ddy + [ Gate) + Dl Vot
R2 |Jf y| R

/] (n2) = 000D 1, 20D () — 0,020 )y + [ Gt + 1)jenf} Vo =
R2 |9U yl R

(2.30)

/f Uy, vnan d:c+/g(vn)unui(i_1)dx.
R b

Agora, para todo t > 0, definimos

V() =y pt) = 287D,

onde t;, = min{¢, L}.
E facil checar que ¢ uma funcio crescente e que (a—b)(y(a) —7(b)) > 0, para todo a,b € R.

Considere
|t

M) = G e = [ ) ar

e observe que
AN(a —b)(y(a) — (b)) > (T'(a) — T'(b))?, para qualquer a,b € R. (2.31)

De fato, para qualquer a < b, a desigualdade de Jesen (Proposi¢ao A.1.11) implica

b b
N'(a—b)(v(a) — A(b)) = (a—b) / ¥ (£)dt = (a — b) / (T (1))t

> ( / br’<t>dt)2 — (D(a) - T(0))

Entdo, por (2.31),

IT(Jun (2)]) = D(Jun(@) D < (Jun(2)] — Jun (@) (unlu)C (@) — funlus D (y)).

Logo,

//]R)2 Un (2 ‘x_y‘; ))(\Un\“i(ﬁ‘”( ) — 28D () dady > ()2 (2.32)

Veja que,

I(fun|) >

Relembrando que H'/2(R) < LP(R) continuamente para p > 1, podemos concluir que
L (un)]2 > CIT(|ual)|5 > @C\!un!um 5 (2.33)

onde o > 2¢'.
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Analogamente,

[L(vn)]5 = CIT(Jual)I7 Cllvnlen >- (2.34)

o= BQ
Sob as informagoes contidas em (2.30), (2.32), (2.33) e (2.34) deduzimos a validade de

1)° 1)° _ _
<5> ||un|uLn|2 <ﬁ> ||vn|v€n U_/fun an )Undl‘+/ (Un)vi(i Vndz. (2.35)

Pelas condigoes de crescimento (3.1),

Un

2
OéHunHin(HunH/\ )
f(un) < 6|un| + Cs|un| & n/de—1],
R

Un

2
aHUnH§n<anH>\ )
g(vn) S6|UTL‘+CE‘UTL’ e n/ dr—1
R

Empregando a Proposicao 2.4.3, sabemos que u,, v, — 0 in HY/2(R\ Qv), fixando v > 0 tal

que ||un||a,s [|onllr, < Ve ay < av < wr/ag, portanto pela Proposigao 2.1.2

9 2
/ ea”unui" (W> dr—1] < / eaﬂ(”"zi‘n'AJ dr —1] < K,
B\ I W53\ <

2 2
/ ea””n“?\n (|\usﬁ>\n) de—11] < / ealﬂ(ﬂ“zﬁ)\n) dr —1| < K,,.
]R\QT R\Q’I‘ B

Dessa observagao, da desigualdade de Hoélder e (2.35)

Hun|uL ‘LU ®\Qy) T an‘an |LU R\Qy) = cp? R\Q (UL + Unlip n]d.
T

Fazendo L — oo e utilizando novamente a desigualdade de Holder

28 28
|un|L°5(R\QT) + |Un|L°'5(R\QT) S

052(|un‘Lq(R\QT)||un|L2f1’ﬁ—f1’(R\QT) + |U7l|L‘1(IR{\QT)||Un‘L2q’B—Q’(]R\QT))'

Desde que o > 2¢/, por iteragdo temos

|un‘LXm+1 (R\Q + "Un‘LXm+1 (R\Q ) (|Un|Lo.m 1_ (R\Q’r + "Un|Lo.m71_ql(R\QT))

Q\

(Junlpo-a ®\Qy) T | o—a (R\QT))

onde xy = 2%,. Isto implica que

|tn| oo (® Q) F [VnlLoe@\0y) < Cltnlpo@ay) + [VnlLe@ar))-

Tomando n — oo nés conseguimos o resultado desejado. O
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Capitulo 3

Um sistema Hamiltoniano eliptico do

tipo Choquard

Este capitulo é dedicado ao estudo de existéncia de solucdes positivas para a seguinte classe

de sistemas Hamiltonianos do tipo Choquard:
—Au+V(x)u = (ﬁ * G(v)) g(v) em R?,

—Av+V(z)v = (i * F(u)> f(u) em R?,

|z|#

(P)

onde ﬁ com 0 < pu < 2 é o potencial de Riesz e x é o operador convolugdo. O potencial V' e as

nao linearidades f e g satisfazem certas condicdo que serao especificadas posteriormente.
Suporemos algumas condigtes adequadas sobre o potencial V' para aplicar um estrutura

variacional, considerando o subespaco fechado de H'(R?) dado por

H = {u € Hl(Rz);/]R2 V(z)uldz < oo}.

Mais precisamente, o potencial V' tem as seguintes hipéteses:

(V1) Existe uma constante positiva B tal que V(z) > —B, Vz € R2.
(V) M = inf et o) /R (VP + V()i > 0

(V3) Rlim v(R%*\ BR) = 0o, onde
—00

/ (|Vul? + V(z)u?)da
G

inf , se G # 0,
V(@) = { ueHL0)(G)\{0} / luf2dz
G
00, se G = (),

onde G C R? ¢ um conjunto aberto e H{-(0) = {u € H\;;u =0 em R?\ G}.

Um exemplo comum de uma fungdo que satisfaca as premissas (V1) — (V3) é a funcao
continua V(z) = VT (x) — V~(x), onde VT e V'~ sao as partes positivas e negativas de V,

com V1 e V~ satisfazendo
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a) lim VT (x) = 4oo;
|z| =400

b) ||V 7 oo < v1:= inf </ |Vu|2d:1c—|—/ V+u2daz).
u€H1(R?)j|ul2=1 \ JR2 R2

Note que o potencial V' pode mudar de sinal em uma pequena bola.

Assumiremos que f e g tem as seguintes propriedades:

(Hp) f,g:R —[0,+00) sdo funcdes continuas, e ambas tem crescimento exponencial critico;

(Hy) lim f(s) = lim g(s) = 0;

s—0t s—0t

(Hs2) Existe 6 > 2 tal que para s > 0,

0<OF(s) <sf(s)e0<0G(s) <sg(s);
(H3) Existem constantes sg, My > 0 tal que para todo s > s,

0 < F(s) < Mof(s) e 0 < G(s) < Mog(s);

(Hy) f e g sao localmente limitadas;

(Hs) Existem constantes p > 2 e C), tal que para todo s > 0,

C
F G > “P.p
(5).Gls) > 2o
_ p=1 _
com C), > <%€D_1)> P 5’3, onde S, serd definido posteriormente, e C' > ﬁ, onde
0<p<?2.

Desde que estamos interessados em encontrar solugoes positivas, ao longo deste capitulo,
assumiremos que f(s) = g(s) = 0 sempre que s < 0.
Destas condigoes, observamos que para o > ag € ¢ > 1, dado um ¢ > 0, existem constantes

b1, b2 > 0 tais que
F(5), g(s) < els| +bils]7 L (e —1),¥s € R, (3.1)

F(s),G(s) < %]3]2 + bols|9(e®” — 1),Vs € R. (3.2)
Um exemplo simples de uma fungao que verifica nossa hipdteses é

f(s) = Cpls|P~2s + 28(682 — 1), para s € R.
Neste capitulo, nosso principal resultado é o seguinte

Teorema 3.0.1. Suponha que (V1) — (V3) e (Hy) — (Hs) valem; entao, o sistema (P) tem uma

solugdo fraca positiva.
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3.1 Preliminares

Nesta secdo, enunciaremos alguns resultados que desempenharao um papel crucial na prova
do nosso teorema principal. Comegamos com a seguinte desigualdade do tipo Trudinger-Moser
em H'(R?) definida por Cao [27].

Proposicao 3.1.1. Se a >0 e u € H'(R?), entdo

/ (ea‘“|2 — 1) dr < +o0.
RZ

Além disso, se |Vul3 <1, |uls < M < 00, e a < g = 4, entio existes C, que depende somente

de M e «a, tal que
/(wW—ngaMﬂy (3.3)
R2

Como vamos estudar os problemas do tipo nao local com o potencial de Riesz, gostariamos

de lembrar o famosa desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev (veja [62]).

Proposicao 3.1.2. (Desigualdade de Hardy-Littlewood—-Sobolev) Sejam t,r > 1 e 0 < p < N

satisfazendo
I
N

Entdo, dado f € L'(RN) e g € L"(RY), existe uma constante C = C(t, N, u,r) tal que

1 1
o=
t r
X
I/ @y dady < C1flulhlr-
r2N |z — y|#

Observagao 3.1.3. Pela desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev,

ALJﬁFWﬂﬂww

est4 bem definido se F(u) € LY(R?) para t > 1 definido por

Entao, temos que exigir
4
F(u) € LTk (R?).

Como mencionado na introdugao deste capitulo, as condig¢oes sobre o potencial V' implicam
que H‘l/ é um espaco adequado para estudarn nosso problema variacionalmente. Precisamente,

se (V1) — (V3) valem, entdo H{, munido com o produto interno
(u,v) = / (VuVo + V(x)uv)dr; u,v € H.
R2

é um espago de Hilbert. Adicionalmente, denotaremos por ||.|| a norma induzida por este produto

interno. Mais ainda, de Sirakov [85], obtemos a seguinte imersdo compacta:
H{. < LP(R?), para p > 2.
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Agora, temos as condigdes necessarias para estudar o problema (P) de forma variacional. O

funcional energia associado a (P) é dado por Z : E — R, em que

T(u,v) = (u, v) —;/R{ L *G(U)} G(v)dm—;/w[ L *F(u)] Flu)dz

Jz] Jz]

E = H}, x H}..

Da observacao 3.1.3, para mostrar que Z esta bem definido, precisamos garantir que F'(u), G(u) €
4
L%#(R?). Dado u € H},, podemos usar ¢ = 2 em (3.2) para obter

/ Flu)dz < SJuf? + bg/ u2(e — 1)da. (3.4)
R2 2 R2

Veja que pela Proposicao 3.1.1 e a desigualdade de Hélder, temos

1
8/ da 2 8y T A2 2 T2
/ |u| 4=~ <e4—uu - 1) dzx < (/ |u|4—udfc> </ et dy — 1) < 00,
R2 R2 R2

4
no qual juntamente com (3.4) implica que F(u) € L*#(R?), e a mesma abordagem se aplica a
G} entdo, Z estd bem definido.

Aplicando técnicas bem conhecidas, pode-se mostrar que Z € C!, e sua derivada é
T (u, v) (0, ) = / (Va9 + VoV + V(@) (b + vp)] d (3.5)
]RQ
1 1
- / — x F(u)| f(u)pdr — / —— xG(v)| g(v)pdz, para todo (p,¢) € E.
R2 | |z]* R2 | |@]#

Logo, um ponto critico de Z ¢ também uma solugao fraca do sistema (P), e vice versa.

3.2 Sobre as sequéncias Palais-Smale

No que segue, mostraremos a limitagao das sequéncias (PS).

Proposicao 3.2.1. Assuma que (Hy) — (H2) valem. Se (un,v,) em E é tal que
T(Un,vn) = ¢ € ' (upn,vn) (0, 0) — 0, para todo (p,v) € E, (3.6)

entio (Un,vy) € limitada em E. Além disso, existe C > 0 tal que

/R , [1 * G(vn)} g(vn)undr <C, | [1 * F(un)} f(un)upde < C,

|| |[#

/RQ [le * G(%)} G(vn)dz < C, y L;w * F(un)} F(uy)dz < C.

Demonstrag¢ao: Tomando (¢,%) = (uy,vy,) como uma funcao teste em (3.6), obtemos
1 1
2(Up,, Up) = / —— % F(up)dz | f(up)updz + / —— % G(vy) | g(vp)vpdx + &4
R2 |x’“ R2 |x‘“
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2ty o) = 2 + /R 2 {1 ; F(un)] Flun)dz + /R 2 {1 ) G(vn)} Glon)dz + en,

|| ||

onde £, — 0 quando n — +o00. Dessas igualdades, é imediato que

% s« F'(up)dx | f(up)updr — % % F(upn) | F(up)dat
R2 ‘x’ R2 ‘.’E’

o G| g(onende — || x Glon) | Glun)dz = 26 42,
/R2 [le ] /Rg [|;E

Isto junto com a hipdtese (Hz) implica que

0-1) ( /R 2 [1 ; F(un)] Flun)dz + /R 2 [1 ; G(vn)} G(vn)dx> <2 ten

|| ||

Combinando (3.7) e (3.8), obtemos

/]R2 [1 * F(“")] f (n)undz + /R2 [1 * G(vn)} 9(vn)vnde < %1(% +en).

Eds k4

Escolhendo (¢,v) = (vn,0) e (¢,¢) = (0,uy) em (3.6), temos

[onll® < / L *F(un)] F(tn)ondz

we |[a]
¢ (1
]2 < /R 2 _W*G(vn)} 9(n)tundz.
Definindo U, = t, /VC||un|| € Vi = v,/ VC|v,]], com C > ﬁ, concluimos que
= [ 1
lonll <V [ | e Flwn)| ) Vido
R2 | |z[#
¢ [ 1
luall < VE [ *G(vn)} 9(0n) Uil
R2 | |z]#
Do crescimento exponencial de f e (Hj), temos
f(s) < CleO‘SQ, para s > 0,
e

[f()]* < f(s)s

(3.7)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

em {s € R;s > 0e f(s)/C; < e/*}. Assim, escolhendo t = \/aV, e s = f(u,)/C; no Lema
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A.1.12, pela desigualdade de Trudinger-Moser, inferimos que

o) /R 2 { L *F(un)] ! (gf)vndx <20, /Q 31 [1 *F(un)} (€~ 1)da

EG ]

+ 0 /Q% [mlw *F(un)] f(g:) [log f(g:)rdx
41 /Q 711 [wlw . F@n)} oalf ()P,

onde QL = {2 € R?; f(u,)/C1 < e/*} e Q2 = {z € R?; f(u,)/Cy > e'/*}.

Para ser mais claro, vamos estimar cada parte da soma acima separadamente. Primeiro, da

4
observagao 3.1.3, temos que F'(u) € Li-#; portanto, pela desigualdade de Hardy-Littlewood-
Sobolev,

1
/ [ *F(un)xﬂl} (e — 1)dx < |F(un)xor | o |(e®V% —1)|_a_da. (3.14)
R2 |$|'u n nip i—p

E também, da desigualdade (3.3), para todo a < 4w, vale o seguinte:

2
/R2 (€4E,LO‘V3 _ 1) dr = /R2 (emé‘a(ltv?) — 1> dz < C(a)

Pondo a ultima estimativa em (3.14), vemos que

/Q}L [1 ’ F(“’”] (V% —1)dz < Ch.

||+

Por (3.12), temos

/Q% L;'u x F(un)] f(gln) {mg f(gln)r de < Cy + Cs /m [‘;'# x F(un)] .

Por fim, usando (3.13),

Essa estimativa implica que

1 f(un) 1
Ch /R2 {W * F(Un):| o, Voade < Cy +C - [ * F(un)] f(up)upd.

A ultima desigualdade junto com (3.10) nos da

[lon]] < Co + C/W Lxlu * F(un)] f(up)upda.
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Similarmente, de (3.11), temos

1
llun|] < Ca + C/ [ * G(vn)] g(vp)vpde.
r2 | |7|#

As estimativas prévias e (3.9) nos mostram que
6
il + o] < 52 (2 + &),

que implica a limitacao de (uy,,v,). Disso, da desigualdade (3.9) e hipotese (Haz), obtemos as
outras estimativas exibidas na proposicgao.

O

Para mostrar que o limite fraco de uma sequéncia Palais-Smale em E é uma solucio fraca

de (P), usaremos os seguintes resultados de convergéncia.

Lema 3.2.2. Suponha que (Hy)— (Hs) valem. Se (un,v,) € uma sequéncia tal que I(un,v,) = ¢,

I'(up,vn) — 0 e (ug,vo) € seu limite fraco, entao

|:331|M * F(Un) f(un) — |:’x1|“ * F(U,O):| f(uo) em Llloc(RQ) (315)
|:|;I;1‘N * G(Un)— g(’l)n) — |:|1'1|.“ * G(UO):| g(vo) em Llloc(R2)- (316)

Demonstracao: Basta definir

h(un) = [1 *F(un)} Flun).

||
Pela Proposicao 3.6, [p2 h(un)undz < C. Usando o (Lema 2.1, [32]), temos
h(un) — h(ug) em L} (R?).

Logo, obtemos a convergéncia (3.15). A convergéncia em (3.16) pode ser obtida de maneira

analoga. O
Lema 3.2.3. Suponha que (V1) — (V3) e (Hy) — (Hy4) valem. Se (uy,v,) € uma sequéncia tal que
I(un,vn) = ¢, I'(up,vn) = 0 € (ug,vo) seu limite fraco em E, entdo

/ _L % F(un) F(up)dz — * F(uo)} F(up)dz
g2 |[z[* 1

e [Ix\“

/ L G| Glndr - ) G(UO)} G (vo)da.
2 | |2|* |

R2 Lﬂ“
Demonstragao: Nesta prova, iremos fazer um argumento similar ao encontrado em N. Lam
e G. Lu [57]. Pelo Lema 3.2.2, temos que para todo R > 0,

/BR(O) {1 . F(u”)] flun)dz = B (0) [1 * F(Uo)} f(uo)da.

[ ||
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Entdo, existe p(z) € L*(Bg(0)) tal que

[|!E1|“ * F(un($))} fun(x)) < p(x) q.t.p em Bg(0). (3.17)

Seja sp a constante que aparece em (Hsz) e A = {z € Br(0);u,(z) < so}; se € A, o Lema
3.2.1 implica que

[ | Pl Flunonaris < sac.

||

Entao, usando novamente o (Lema 2.1, [32]), vemos que

/ [|x1|# * F(un)} () da —>/ [m « F(ug ] F(ug)dx.

Se z € Br(0) \ A, por (Hs) e (3.17),

[1 * F(un)] F(uy) < Mp(z) q.t.p em Br(0)\ A.

||

As duas ultimas estimativas nos permitem utilizar o Teorema da Convergéncia dominada de

Lebesgue para concluir que

/BR(O) [|$1!“ * F(un)} F(uy)dx — ) [|9le“ * F(uo)} F(ug)dz.

Para provar o presente lema, é suficiente mostrar que dado ¢ > 0, existe R > 0 tal que

Para provar isto, iremos escolher K suficientimente grande e usar novamente (Hs) . Segue,

R F(un)] Flup)dz < M % F(un)} F(un)da

{x€R2\BR,|un|>K} [W
M
{IERQ\BR7‘U71|>K} |x’

/{xERQ\BR,|un>K} |:‘1-|li
M

Na dltima desigualdade, a Proposicao 3.6 foi tacitamente assumida. Podemos tomar K grande

o suficiente tal que
20

1
—— % F(u,, Up )dr < —.
/{mERQ\BR,|un|>K} [\Z'V‘ ( )} Fun) 3

Agora, note que com tal K, por (Hi) e (Hy), temos

|F(s)] < C(a, K)s? para todo s € [-K, K].
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Entao, obtemos

/ [111 * F(un)} F(uy)dx
{2€R2\ By Jun|<K} LI2]

2
gC(ao,K)/ </ [un(2)] d7> i () Pz
{z€R2\BR,|un|<K} \JR2 |z — T|H

4
< C(ag, K) / lun(z —7)"
{(2€R2\ By jun|<K}xR2  |T|*
2C(QQ,K) QC(CMU,K)
< T'u" — uly + TWOE‘

Usando a imersao compacta H‘l/ s L?(R?), podemos novamente tomar R suficientemente

grande tal que

/ [ ¥ F(u )} Fluy)ds < 2
{(2€R2\ By, Jun| <K} LIT|# " SO

Combinando todas as estimativas acima, desde que § > 0 é arbitrario, temos

/R2 [|gcl|# * F(u”)} F(up)dz — - [:nlw * F(Uo)] F(ug)dx quando n — oc.

Repetindo o método, também temos

1 1
/]R2 LIL’\“ * G(Un):| G(vp)dx — - [W * G(vo)} G(vp)dx quando n — oo,

0 que completa a prova.

3.3 Geometria de Linking
Abaixo, usaremos a seguinte notacao:
ET ={(u,u) € E} e E= = {(v,—v) € E}.
Desde que
(u,v) = %(u+v,u+v) + é(u—v,v—u),

segue diretamente que E = E* ¢ E~.

Os proximos lemas sdo cruciais para provar que Z satisfaz a geometria de Linking.

Lema 3.3.1. Assuma que (V1) —(V3) vale. Se f e g verifcam (Hy)— (H1), entao existem p,o > 0
tal que

Z(w) > o, para todo w € OB,(0) N E™.

Demonstragao: Usando a desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev e a condicao de cres-

cimento (3.2) para ¢ = 3 e escolhendo ||u|| suficientemente pequeno, podemos afirmar que (3.3)
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e concluir que

4—p 4—p

/]R2 [ 1 *F(u)] F(u)dz < |F(u)| < (g”“”2+0(0¢o)\u|3>2

E s |F(u)]_a

/RQ { L *G(u)} G(u)de < |G(u)| a |G(u)] 2 < (%Hu\|2+c(a0)]u\3)2.

[z

Disto e da imersdo continua Hy{, — L3(R?), tendo em mente que ||u|| pequeno, temos

1
Z(u,u) > (2 — C;) HUHZ—CHUHS >0 > 0.

Se escolhermos p > 0 pequeno, a prova do lema esta terminada.

Seja y € H{ \ {0} uma funcio nao negativa fixada tal que ||y|| =1 e
Qy = {T(yvy) + w,w € E_7 H'IUH S RO and 0 S r S R1}7

onde Ry e R; sao constantes positivas a serem escolhidas no préxima lema.

Lema 3.3.2. Suponha vdlido as condigées (V1) — (V3) e (Hy) — (Hs). Entao, existem constantes
positivas Ry e Ry, que dependem de y, tal que Z(w) < 0, para todo w € 0Q),,.

Demonstragao: Como a fronteira 0Q, de @, esta contida no espago R(y,y) @ E~, ela pode

ser decomposta em trés partes. Nestas partes, o funcional Z é estimado do seguinte modo:

i) Se w € 0Qy N E~, temos que Z(w) < 0, para todo w = (u,—u) € E~,
T(w) = —[Jul|2 - 1/ L w| Gl—uydz - 1/ 1P| Padz <o
- 2 R2 |ZIZ‘|'u 2 R2 ’.CU|'U‘ -7

i) Suponha que w = Ri(y,y) + (u, —u) € 0Qy, com ||(u, —u)||g < Ry. Neste caso,

1 1
I(w) = RY|lyl]* = ||ull* - 5 o ¥ F(Rwy + )| F(Ruy + u)dz
2 R2 ’.’L“,’]‘

- % /R? [‘;w * G(Ryy — U)] G(Riy — u)dz.

Defina R
V(t) :H <tu/ 1+y ) y

[lull +{lyll

onde

H(Z)Z/RQ[ L *F(z)] F(2)dz.

[z
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Um célculo simples nos da

Vo =# () (i)

:/ [ 1 *F<tu/R1+y)]f<tu/Rl+ydx> <u/R1+y>

N TIESIE AR

0 1 u/R1+y>] < u/Ry +y )1( u/R1+y>

= BLE o el Ty g\ (MY
t/w[w <t|\u||+|y|r AN A ERIT

v(t),

>

>
—t
com a ultima desigualdade sendo consequéncia de (Haz).

Logo,

0
> PRl
1
e integrando a ultima desigualdade de 1 a Ry(||u|| + ||y||), vemos que

Ra([lull+lvID Ru(lull+lvI)
Inv(t) >201nt ,
1 1

o que implica
H(u+ Ruiy) = v(Ra([[ul| +[ly])) = C[R(|[ul] + [ly]))’.
Observe que para w = Ry (y,y) + (u, —u),
T(w) < RY|lyl]> — H(u+ Ruy) < ||y|* — CR{||y|)’.

Por fim, tomando R; = R;(y) sendo grande o suficiente, obtemos I(w) < 0.

(iii) Se w=r1r(y,y) + (u, —u) € 0Qy, com ||(u, —u)||g = Ry e 0 < r < Ry, entdo

Zlw) =2l = P = 5 [ |+ oy ] Floy + wjas
_ % /RQ [‘;'” ¥ Glry — u)] Glry — u)de

1
< Ryl - SR

1
=R} - 533.

Sendo assim, isto implica que Z(w) < 0 if V2R < Ry, completando assim a prova.
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3.4 Estimativa do nivel minimax

No que segue, definimos a constante S, por

1
Sp = inf / (|Vul? + V(z)u?)dz e / [ * up] uPdr = 1. (3.18)
R2 R2

uEH‘l/ ’95’“

Lema 3.4.1. Sob as hipdteses (V1) — (V3), a constante Sy definida em (3.18) € atingida por uma

fungdo nao negativa u, € H‘I,

Demonstragao: Vamos provar o lema minimizando o funcional F(u) = ||u||? restrito ao

1
M = uEH%/;/ —xul | uPdr =1,.
Rz | |z]#

Uma vez que F restrito & M é coercivo, existe uma sequéncia (u,) (se necessirio, trocamos

conjunto

Uy, por |u,|) podemos assumir u, > 0, tal que
[[un||* = inf F(u).
ueM

Pela limitacao de (uy,) e da reflexividade do espaco H‘l/, temos que u, — u, em Hxlf para

algum u, € H‘l/ O fato da norma ser fracamente semicontinua inferiormente implica que
2 .. 2 .
<1 f = inf .
[lup|” < Timinf ||un||” = inf F(u)
Relembrando que H‘l/ < LP(R?) compactamente para p > 2, temos
u, — up em LP(R?). (3.19)

Para finalizar nossa prova, ¢ suficiente mostrar que u, € M. Podemos fazer isso usando o

Lema de Brezis-Lieb para potenciais de Riesz ([90], Lema 3.2) para obter

1 1
lim / ¢ lunl?]| [un P — / L] jupds ) = (3.20)
n—oo \ Jrz | [ Rz [ [z

lu — un|p} lu — up|Pdz

lim — %
n—oo Jga | [z[#

e entdo usar a desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev e (A.1) para concluir que
) 1
lim *\u—un|p] |u — up|Pdz = 0.

n—oo [p2 |:|xu

Assim, por (3.20),

1 1
lim — % |up [P | |up [Pde = / s |ulP| |ulPde = 1.
n—oo Jga [ [z r2 [z

Entdo, u, € M e F(uy) = ||up||? > inf F(u).
ucM
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Lema 3.4.2. Suponha que (Vi) — (V3) sejam verdadeiras. Se (Ha) e (Hs) sao satisfeitas, entdo

4
sup < Sy
Ry (up,up)BE~ Cag

Demonstracgao: Tomando w = t(up, up) + (—v,v), com t > 0 e v € H;, temos

1 1
Z(w) < [Jup|* — [Jv]|* - 2/ [ * F(tuy + U)} F(tup + v)dx
r2 | |T]#

! /R 2 [1 ¥ Gtuy — v)} G(tu, — v)da

2 k4
<52t2—1/ L>1<F(tu +v)| F(tu +v)d$—1/ i>kG(tu —v)| G(tu, —v)dz
TP 2 g = 8 8 2 Jre [ |=]* g 8 '

Note também que por (Hjs) e pelo Teorema de Tonelli-Fubini,

1 / [1 « Ftu, + v)} F(tu, +v)de > 2 “M « (tuy + v)p} (tup +v)Pdz = (3.21)
R2 R2 i

2 ||» p
CP 1 2p
b e (/R? P T\ud7> (tup(x) + v(x))Pdx,

e pelos mesmos argumentos,

1 1 C 1
— - _ _ > P . _ D - P _ .

5 /R2 |:|SC‘N‘ * G(tuy v)} G(tuy — v)dx > . [|$|“ * (tuy, — v) ] (tu, — v)Pdx (3.22)
Gy

p Jre (/]1@2 |:z:—17\“dT> (tup(z) — v(z))*Pda.

Empregando a desigualdade elementar
Is|P < |s+t|P +|s—t|P, forall s,t € R

e combindando (3.21) e (3.22), estimamos

C 1
Z(w) < S22 —tpp/ / —d rq
(w) < S, oo ( o 7 | (up(z))Pdx

= Sot? — Cpt2p/ | wr < max | 5% — o
p o Jre |z >0 [P p
B (1 1) s#/l dx
P C;/p_l Cag’

3.5 Meétodo da aproximacao de Galerkin

Desde que o funcional Z é fortemente indefinido em um subespago de dimensdo infinita, os
teoremas de linking tradicionais ndo se aplicam. Iremos entdao aproximar o problema (P) por
uma sequéncia de problemas em dimensdo finita;este processo é conhecido como aproximacao de

Galerkin.
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Associado aos autovalores 0 < A\j < Ag < A3 < ... < A; = 400 de (—A + V(z), H{,), existe
uma base ortornormal {1, p2,...} de autofungdes correspondentes em Hxl, A seguir, faremos

algumas definigoes, para poder analisar o problema em dimensdo infinita.

= {(¢1,01), s (n, on) },

E, {(9017 ) "-a(‘Pm_SOn)}v
E,.=Efo®E,.

Seja y € H{, uma fungdo nao negativa fixada e
Qn,y = {T(y,y) +w,w € E;a HwH SRye0<r< Rl}’

onde Ry e R; sdo dadas no Lema 3.3.2. Relembramos que essas constantes dependem apenas de

y. Usaremos a seguinte notacao:

Hny =R(y,y) & En, Hy, =R(y,y) @ Ef, H,, =R(y,y)&E,.

n7
Consideramos o nivel minimax

Cny = g}fy wglgfyf(h( w)),

onde
Iy ={h € C(Qny, Hny); h(w) = w sobre 0Qy 4}

Usando um Teorema de intersecgao (Proposigao 5.9, [83]), temos
W(@ny) N (OB, NE") # 0,Yh € Ty,

Isso combinado com o Lema 3.3.1 nos mostra que ¢,, > o > 0. Adicionalmente, obtemos uma
limitagao superior para o nivel minimax ¢, , como segue. Desde que a aplicagao identidade

Id: Qny — Hpy pertence a I'y, ), temos para w = r(y,y) + (u, —u) € Qny que

Z(w) =

r2||y\|2—|u||2—1/ L>|<F(7“y—|-u) F(Ty+u)d$—l/ L>|<G(7“y—u) G(ry —u)dx
2 Jpe | |z|® 2 Jge L|z|#

< r?|lyl|* < RE.

Consequentemente, temos 0 < 0 < ¢,y < R% . Note que a limitacao superior nao depende de n,
mas depende de y.

Vamos denotar por Z, , o funcional Z restrito ao subespago de dimensao finita H,, ;. Assim,
Em vista dos Lemas 3.3.1 e 3.3.2, vemos que a geometria de Linking vale para o funcional
T,,y. Logo, aplicando o Teorema de linking para Z, , (ver Teorema 5.3 em [83]), obtemos uma
sequéncia Palais-Smale, no qual ¢ limitada (por causa da Proposi¢ao 3.2.1). Finalmente, usando

o fato de que H, , é um espago de dimensdo finita, obtemos o principal resultado desta secao:
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Proposicao 3.5.1. Para cada n € N e para cada y € Hxl/, uma fung¢do ndo negativa fivada, o

funcional I,, ,, tem um ponto critico no nivel ¢, . Mais precisamente, existe wy,, € Hy , tal que
— 2 2 / o
Toy(wny) = cny € [0, RI|YIIP] € T (wny) = 0.

Além disso, ||wny||E < C, onde C ndo depende de n.

3.6 Prova do Teorema 3.0.1

Comecamos usando o Lema 3.4.2 para inferir que existe um 6 > 0 tal que para todo n € N,

temos
47

Cn = Cpu, S Can
0

— 5, (3.23)

onde ¢y y, € 0 Mmesmo definido anteriormente.
Em seguida, aplicando a Proposi¢ao 3.5.1, obtemos uma sequéncia wy, := Wnu, = (Un,Vn) €

Hypy, tal que |[(un, vn)|[g < Ce

4
I”v“p(umvn) =cp € [J, C_'iao — 5) )
I7,1,up (Un, Un) = 0, (324)

(Un, vp) — (up,vp) em E.

Usando a proposic¢ao 3.2.1, concluimos

[ [ o] st < e [ [ Lo m)] st <

ks

Tomando como fungoes testes (0,7) e (¢,0) em (3.24), onde ¢ e ¢ sdo fungdes suaves com

suporte compacto arbitrarias em R?, temos

(VunVi + V@t = | | = Glon) | glen)da (325
R R2 | |7
e /R2(vanv<p + V(x)vpp)dr = /]1@2 [|9«"1“ * F(un)] fun)pdx. (3.26)

Mais ainda, por (3.24) e pelo Lema 3.2.2,

[ [+ aten] stewaz [ ]2 w6t ateoppas

[ PO Sy |+ Pl | Syt

Deste modo, tomando o limite em (3.25) e (3.26) e usando o fato de que C§°(IR?) é denso em
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H‘l/ , segue que

/RQ(Vrod} + V(x)upyp) = /R? [|;|H * G(vo)] g(vo)Ydzx, para todo o € Hy, (3.27)

1
/ (VooVp + V(z)vep)de = / [ﬂ“ * F(uo)] f(ugp)pdz, para todo ¢ € Hi- (3.28)
R2 R2

Portanto, de (3.27) e (3.28) concluimos que (ug,vg) é uma solucao fraca do problema (P).
Agora, resta provar que ug e vg $a0 nao triviais. Assumindo por contradi¢gdo que ug = 0. Disto
e de (3.28) implicam que vy = 0. Temos dois casos a considerar:

Caso 1: u, converge fortemente para ug = 0, i.é, ||u,|| — 0. Usando que (u,) é limitado,
pela desigualdade de Cauchy—Schwarz,

lim (VupVu, + V(z)upvy)dz — 0, (3.29)

n—-+o00 R2

implicando que

/RQ L;W ) F(un)} Fln)undz — 0 /RQ [lelf‘ ) G(vn)} o0 )ondz - 0.

Esta convergéncia junto com a hipdtese (Hs) implica que

/]R? [|xl|ﬂ * F(Un):| F(uy)dz — 0 e /R2 [|-T1’“ % G(vn):| Gvp)dz — 0.

Entao, a ultima convergéncia combinada com (3.29) e (3.24) nos mostra que ¢, = 0, uma
contradicdo. Sendo assim, esse caso nao pode ocorrer.
Caso 2: u, converge fracamente para ug em H‘l/ mas nao converge fortemente. Em outras

palavras, u, — ug em H{, e existe uma constante C' > 0 tal que limJirnf |lun|| > C. Escolhendo
n—-+0o0o

(0,uy,) como uma funcao teste em (3.24), podemos considerar

[Jun|? = /R [1 *G(vn)} 9(vn)undz.

||

1/2
Definindo @,, = (—4—”0 — 5) m e usando o Lema A.1.12 com s = g(v,,)//ap e t = Up+/ag,

temos

4 1/2 1 _
(Cbzg - 5> llun|| = /R2 [W * G(vn)] g(vp)undz

< / [ 1
2.9(vn(z)) 1/4 x|
{zeR?; NG de<el/4} | |

+f o] 2 [ (22)] 4
e e | I BVC T M VT )

Va0

1 1 n)]?
+ 2/ oo [H“ * G(vn)] lg(vn)] dzx.
{IERQ;%SQM} X (7))

% G(vn)] (e — 1)dx
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Desde que |[,||> = 47/Cay — 0, argumentando como na Proposicio 3.2.1, sabemos que o

primeiro termo apés a desigualdade tende para zero, e o terceiro termo também tende a zero

(pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue). Pelo crescimento exponencial de f, dado

e > 0, existe uma constante positiva C. tal que f(t) < Cge(O‘O*s)tQ, para todo t > 0. Logo,

/]R? [leyu G(“n)} g\(;%) :log <9\(/1;%)>]1/2 .

| G anterz)]
| g(vp) [log <me dz

: g9(vn) llog (faio) v + (o + a)”%nl dz

<o(1) + <1 + ;0>1/2 /R 2 [‘xl'u \ G(vn)] g(vn)vnda.

Assim,

A 5 1/2 e 1/2 1
=~ n < 1 1 — am n n nd .
(e =0) Ml <o+ (1+5) " [ |+ G| atvn)onds

Repetindo o argumento com

fonl? = [ ||+ Fln)| stayonce

também podemos concluir que

A 1/2 c 1/2 1
—— - all <o)+ (1+— —
(ga=) == (+35)" L[5

O Lema 3.2.3 nos assegura que

¥ F(un)] F(up)unda.

/}R2 [‘;’M * F(Un):| F(uyp)dz — 0 e /}R2 [pj’“ % G(vn)} Glvn)dz — 0.

Do fato de que Z,, j,(wn) = cp, segue que

4
l_(;’

< o(1 _
< of )+C’a0

/ (Vup,Vu, + V(z)uyvy, )de
RQ

que juntamente com (3.24) implica que

/R 2 [;'u \ F(un)} F(tn)tnda + /R 2 L;'u ; G(vn)] G(vn)umd < o(1) +2 (4” - 5> .

Portanto, de (3.30) e (3.31), conseguimos

1/2 4 1/2 4 51/2
fanll +lnll <o)+ (14 2) 7 (E-5) T <2 (G -3)

(&7} Q) Cao 2

(3.30)

(3.31)

para € > 0 suficientimente pequeno e n suficientemente grande. Segue ent@o que existe uma
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subsequéncia de (u,) tal que
47 5\ V2
< (== -2 .
ool < (G- 3)
Desde que f(t) < Cge(a0+€)t2, com ¢ > 0, usando as desigualdades de Hardy-Littlewood-
Sobolev e Holder, com ¢ > 1 tal que (o + €) (4—“0 — ) (ﬁ) q < 47, obtemos

Ca

/ [1 *F(unﬂ Fnunde < |F ()]s |Flunun] o < Chut (@l (721)°)
R2 4—p 4—p

||

/
< C ”U,n’ 4q’
4—p
onde C' e (' sao constantes positivas.

Uma vez que |u,| 4 — 0 (pela imersdo compacta), concluimos por (3.31) que ||v,|| — 0, e

~ d—p
entao,

/ (Vu, Vo, + V(x)upv,)dz — 0.
R2

Entretanto, isto junto com o Lema 3.2.3 implica que ¢, — 0, uma contradicao.
Finalmente, observamos que se (u,v) ¢ um ponto critico nao trivial de Z entao u,v > 0 q.t.p

em R2. De fato, escolhendo 1 = u~ = max{—u,0} e ¢ = 0 em (3.5), temos

P = ) = [ o6 o de o

implicando que v~ = 0. Similarmente, escolhendo 1) =0 e ¢ = v~ = max{—wv, 0} deduzimos que
v~ =0, logo u,v > 0, como foi discutido anteriormente, se u = 0 entao v = 0, disto concluimos
que u,v > 0. Concluindo assim nossa prova.

O
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Apéndice A
Apéndice

A.1 Resultados usados

Proposicao A.1.1. Seja Ey o espago definido no Capitulo 1, entdo valem as sequintes afirma-
cOes:

(i) Ey estd imerso continuamente no espaco H*(RN);
(RN), para p € [1,25);

(it) Ey estd imerso compactamente em L7

(ii7) Ey é um espago de Hilbert.

(i) Como A > 0 segue-se diretamente da definigdo de [|.|[x que [|u||gs@yy < [[u]x, entdo
E) — H*(R") esta imerso continuamente.

(ii) Para mostrar que o operador i : (Ey,||.|[x) — LP(RY) para p € [1,2%) & compacto, é
(RN) para

€ [1,2¥). Ora, mas dado U limitado em (E},||.||)), pelo item anterior, U sera limitado em

suficiente provar que dado U C E)y limitado, o conjunto i(U) é precompacto em L

H*(RY), mas H*(R") est4 imerso compactamente em L} (R™) para p € [1,2%) e entdo i(U) &
precompacto em LP(RY) para p € [1,2%).

(iii) Seja {u,} C E) uma sequéncia convergindo para u em H*(RY), entdo

/ a(x)|uy, —ul?dr < oo,
RN

donde segue diretamente da desigualdade triangular que que

/ a(z)|u|?dr < oco.
RN

Assim, u € E), logo E) é um subespaco fechado de H*(RY) e portanto E) ¢ um espaco de
Hilbert.
O

Lema A.1.2. Eziste uma fungdo w € H*(Q), com w > 0, tal que p(Q) definido em (1.1) é

atingido por w.

Demonstragao: Vamos provar o lema minimizando o funcional

u(y)P
Fw) = lulley = [ S [
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restrito ao conjunto

M:{UEHS(Q);/RNu2:1}.

Uma vez que F restrito & M é coercivo, existe uma sequéncia (uy), u, > 0 para todo n € N

se necessario, trocamos u, por |u,|) tal que
( ) por | D q
2 .
— inf F(u).

Pela limitacao de (uy,) e da reflexividade do espago H*(2), temos que u, — w em H?*(2)

para algum w € H*(Q2). O fato da norma ser fracamente semicontinua inferiormente implica que
ol < tim in [fun = inf F (o).
Relembrando que H*(2) — L?(RY) compactamente, temos
u, — w em L*(RY). (A1)

Para finalizar nossa prova, é suficiente mostrar que w € M. Mas isso € imediato, uma vez
2 2
1:/|un|—>/w|.
Q Q

Proposicao A.1.3. (Desigualdade do valor médio): Seja f : Q@ — R diferencidvel no aberto
Q C RN, Se o segmento [a,a + v] estiver contido em Q e |V f(a+tv)] < M, V¥t € [0,1]. Entdo
f(a) = f(v)] < Mla —vl.

que por (A.1)

O

Demonstracao: Veja Corolario 4 em [63].

Proposicao A.1.4. Se o < N entio [pn ﬁdy < oo.

Demonstracio: Devido a invariancia do RY por translacido, podemos escrever

1 1 1 1
[y A
RN [T —y| RN |2] |z|>1 |2| |z|<1 |2|

E imediato que

1
/ —adz < 0.
|z|>1 |Z|

Denotando |0B1(0)| como sendo a area da superficie de B1(0) em RY~! vemos que

1
/ Lo 1331(0)/ Nlmo o,
| 0

2<1 121

Teorema A.1.5. Seja E um Espago de Hilbert e J : E — R, um funcional tal que:

i) J € coercivo;
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i) J € fracamente semicontinuo inferiormente

Entao existe ug € F tal que

J(ug) = ;ng J(u).

Demonstracao: A demonstracao pode ser vista em [89].
O

Lema A.1.6. Seja z,, uma sequéncia limitada uniformemente em X§(?) e ¢ uma fungdo tal

que

Pe(z) = ¢ <£> )

€
onde ¢ € C°(RY), é nao crescente e radial. Entdo vale
=0.

lim lim
e—0m—o0

L 2@ 8 @) (~8) 5 @)

Demonstragio: Ver Lema 2.8 em [14].

O
Lema A.1.7. Com as mesmas hipdteses do Lema A.1.6, tem-se
. . ANS/2 _
tig T | [ (=825 (@) B ) @) = 0.
onde B ¢ uma forma bilinear definida por
(f(z) = f)(g(z) — 9(y))
B =2 dy.
(ra@ =2 i y
Demonstracao: Ver Lema 2.9 em [14].
O

Teorema A.1.8. (Teorema de Miranda): Dado G = {z e RN :r < z; < R, 1 <i < N}
e suponha que a aplicacio F = (f1, fa, ..., fn) : G — RN ¢é continua no fecho G de G tal que
F(z)# 0= (0,...,0) para todo x na fronteira de G, e

i) fi(x1,22, ey Tim1, 7y Tig 1y N) > 0 para 1 <i < N e
i) fi(r1,22,..., 21, R, 2i11,...,2n) <0 para 1 <i < N
Entao F(x) = 0 tem uma soludo em G.

Demonstracao: Uma prova curta deste teorema pode ser encontrada em [88].
O

Lema A.1.9. Considere 0 C R um conjunto aberto e limitado, seja f : Q@ — R uma funcédo
continua com crescimento exponencial critico que satisfaz as hipdteses (Hy) — (Hs) especificadas

no capitulo 3, se (u,) é uma sequéncia tal que w, — u em L*(Q) e

‘ /Q Flun)unda
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entao

flun) = f(u) em L'(9).

Demonstragio: Veja Lema 2.1 em [32].
O

Teorema A.1.10. (Teorema da funcdo implicita:) Dado A um aberto em R™N | seja f
A — RN de classe C*(k > 1), onde f = f(z,y) comz € R” ey € RN. Suponha que (a,b) é um
ponto de A tal que f(a,b) =0 e

of

det (‘Ty(a’ b) #0

Entio existe uma vizinhanga B de a em R” e wma dnica funcdo continua g : B — RY tal que
gla)="be
flz,g9(x)) =0

para todo x € B. Além disso, a fung¢io g também é de classe C*

Demonstracao: Ver [63].
0

Proposicao A.1.11. Suponha que ¢ é uma funcao conveza em R e g é uma fungdo real inte-

w(/abf) </ab90(f)-

Demonstracao: Uma abordagem bem intuitiva desta conhecida desigualdade pose ser en-

gravel, entao temos que

contrada em |[77]

Lema A.1.12. Vale a seguinte desigualdade:

L < (et2 — 1) + s(log s)'/2, para todo t > 0 and s > e'/%,
St >

(e —1) + +s2, para todo t > 0 and 0 < s < el/4,

Demonstracao: Veja Lema 2.4 em [33]. O

A.2 Limitacao em L*° e Regularidade das solugoes

Mostraremos aqui que as solucdes encontradas no capitulo 1 sdo Hoélder continuas. Além disso
faremos aqui os detalhes de que ||uy||f00 mry\oy) — 0 quando A — 400, onde uy é ponto critico
do funcional auxiliar I que aparece na Secdo 1.3. Perceba que todos os argumentos servem
também para o caso subcritico.

Seja 8> 1eT > 0, definimos a seguinte fungdo que é Lipschitziana e convexa

0, set <0,
pt)= ¢thse0<t<T,
BTA=Yt —T)+ TP set>T.
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Entao,
© € H*(RY).

Também temos que

(=A)%p(u) < ¢'(W)(=A)"u < @' (u)(M(|[ulR)(~A)u + V(2)u). (A.3)

No Teorema 6.5, [78], temos a garantia de que existe uma constante positiva S = S(N,p, s)
tal que para qualquer u € H*(R"Y)

[l oz vy < 572 {ul s vy

Mais ainda, pela Proposigao 0.0.3 vemos que

(W] s (mvy = |(—A) 20| 12 gy,

Assim, de (A.2), (A.3) e integrando por parte, temos

()2 vy <57 / N
<57 [ el w)(-A) uda

<570 [ el @Ol R (A)u + V(@)u)da,

onde a constante C' é tal que CM(t) > 1, para todo ¢t € R.

Consequentemente, da nosso premissa de que u) € solucao, temos

o) By < 571 [ plun)¢ () + hia)u)da,

Desde que ¢’ (u)p(u) < fu?P~1 e up'(u) < Bo(u), vemos que

o)z ) < €8 ([ mond+ [ ol ). (A4)

onde C & uma constante positiva que ndo depende de 5. Note que a ultima integral esta bem
definida para todo T na defini¢do de . De fato,

/ (plun)) 22 de = / (o)) 2 ~2da + / W22
RN {u,\>T}

{uxdz<T}

< TQB_Q/ uizdx +C uizdx < 400,
RN RN

onde usamos o fato que f > 1 e que p(u) é linear quando v > T. Escolhemos agora um 3
especifico em (A.4), e o chamaremos de g1, tal que

B = 25: (A.5)
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Seja R > 0 fixado e a ser especificado posteriormente, retomamos a tltima integral em (A.4)
para estimar,

et = [ ()l e [ (o)

u>R

< R / (p(un))dat
u<R

(/. <so<;>>2zdx) " (] wiac) e )

onde foi usado na tultima linha a desigualdade de Hélder para os expoentes 2%/2 e 2%/(2% — 2).

Pelo Teorema da convergéncia mondtona, podemos escolher R grande o suficiente, tal que

onde C’ ¢ a constante que aparece em (A.4). Sendo assim, podemos substituir o Gltimo termo
em (A.6) pelo lado esquerdo de (A.4) e obter com (A.5),

( /R N(Lp(u))Q:dx) o8, ( /R e+ R /R ) de) . (A7)

Usando novamente (A.5) e desde que ¢(t) < %1, tomando T — oo, deduzimos que

2
* 2§ * * x
( / uisﬁldx> dz < 208, ( / ulde 4+ R% 1 / Uisdff) < Fo0. (A-8)
RN RN RN

uy € L&P(RY).

Entao,

Vamos supor agora que 8 > f1. Logo, como ¢(u) < u® no lado direito de (A.4) e fazendo

T — oo, obtemos

2
(/ uimd:p> ” <Cp </ uiﬁda: +/ uiﬁ+2:2dx> . (A.9)
RN RN RN

Além disso, podemos escrever

u?\ﬁ = uu?,
com a = 25((21_5) a ser escolhido e b = 26 — a. Assim, aplicando a desigualdade de Young com
0s expoentes
r= % er = % ,
a 2% —a

¥ —
entao, temos

* 25b

28 a 2% 23 —a 2% _a
uy dr < — u\*dx uy® “dx
/RN A -2 /RN A + 2% /RN A

S/ uisda:—l—/ uiﬁHS_de,
RN RN
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onde C > 0 independe de .

Pondo a altima estimativa em (A.9), mostramos que

2
* 2: * *
</RNU?\S'de) <Cp </RNuisda:+/RNuiﬁ+23 2dx>.

Donde segue que,

1 1
. 2E(B-1) . . 2(3-1)
</RN uis’gdm> Y < (cp)D (/RN w3t da + /RN w3 2dm> . (A.10)

O resultado desejado ird seguir com base em um argumento iterativo. Definimos [41,
m > 1, entao
2Bm+1 + 25 — 2 =25 Fm.

Portanto,

Bmy1 — 1= <222> (61 —1)

e substituindo em (A.10), nos assegura que

1 1
* 2% (B +1—-1) ___ 1 * * 2% (Bm—1)
(/ ui“*ﬂm“de) " < (CBmy1) X Pm+1i=D (/ u?\sdx —|—/ u?fﬂmdw> .
RN RN RN

Definindo Cp41 = CBm41 €

1
2% 2%8,. 25(Bm—1)
A, = / u;dm+/ u)jﬁ dr ,
RN RN

podemos afirmar que existe uma constante Cy > 0 independente de m, tal que

m+1 1
Ami1 < J] €77V A1 < CoAr.
k=2

Isto &,
||U>\HL°°(RN) S C()A1 < +00.

Pelo (Corolério 5.1.3, [40]), uy € C*(RY), para qualquer o € {0, min{2s, 1}).
Para mostrar que [|uy|[pe@N\0y) — 0 quando A — 400, basta redefinir a fungdo teste ¢
como
0, se 0 <t <Ty,
oa(t)= Sthse Th <t<T,
BTP=Y(t —T)+T5, set>T,
onde Ty = ilelg); uy. Portanto, se x € Qy entao py) = 0.
Repetindo os todos os célculos acima para @) ao invés de ¢, percebemos que por (A.10),
A1 < Cllunl|gsma\ay) € pelo fato de que [[ua||gsmy\oy) — 0 quando A — +oo (Lema 1.2.1) ,
concluimos que ||u|[zoomN\oy) — 0 sempre que A — +oo0.
0
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