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Resumo

Estabilizacao de Sistemas Dissipativos de Timoshenko-Ehrenfest sob a Influéncia do

Segundo Espectro de Frequéncia

por Marcos Lima Cardoso

Neste trabalho estudamos algumas propriedades da viga de Timoshenko-Ehrenfest sobre uma
base de Winkler. Analisamos a dispersdo do sistema e constatamos que o modelo possui dois
espectros de frequéncia. Para o sistema de Timoshenko-Ehrenfest com equilibrio dindmico pro-
posto por Elishakoff, verificamos que o segundo espectro € eliminado. A energia Ostrogradski
relacionada aos modelos apresenta sinais diferentes para cada espectro. Questdes relacionadas a
estabilidade exponencial dos dois sistemas foram consideradas e analisadas através do Método
da Energia e do Critério de Routh-Hurwitz onde mostramos haver uma relagdo entre as veloci-

dades de fase que determina se ha decaimento exponencial ou nao.

Palavras-chave: Sistemas de Timoshenko-Ehrenfest; Dispersao de ondas; Espectro de frequéncia;

Decaimento Exponencial, Sistemas de Bresse.
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Abstract

Stabilization of Timoshenko-Ehrenfest dissipative systems under the
influence of the second frequency spectrum

for Marcos Lima Cardoso

In this work, we present some properties of the Timoshenko-Ehrenfest beam under a Win-
kler base. We analyze the system dispersion and find that the model has two frequency spectra.
For the Timoshenko-Ehrenfest system in the dynamical equilibrium proposed by Elishakoff, we
verify that the second spectrum vanishes. The Ostrogradski energy related to the models pre-
sents different signals for each spectrum. Related questions to the exponential stability of the
two systems were considered and analyzed through the energy method and the Routh-Hurwitz
criterium where we show to exist a relation between the phase velocities that determine whether

there are exponential decaying or not.

Key words: Timoshenko-Ehrenfest systems; wave scattering; frequency spectrum; exponen-

cial decay; Bresse systems.
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CAPITULO 1

Introducao

1.1 Consideracoes Gerais e Motivacao

Vigas sdo estruturas metélicas eldsticas, que podem ser planas ou curvas, criadas pelo ho-
mem e sdo amplamente utilizadas como elemento de sustenta¢io, submetidas a posi¢des cujas
direcdes podem ser horizontal ou inclinada e sua fungdo € suportar pressdes normais a essas

direcdes estando elas assentadas em um ou mais apoios.

Estruturas do tipo vigas ocupam um lugar de destaque no estudo de vibragdes transversais
e vem sendo objeto de pesquisa de matemadticos, fisicos e engenheiros, ao longo dos anos,
devido a suas aplicagdes em dreas como aerondutica, robotica, mecatronica, estruturas, automo-
bilistica, entre outras e possui uma vasta literatura acerca de modelagens provenientes de testes
e observagdes de propriedades, originando equagdes e sistemas com resultados bem estabeleci-

dos.

Historicamente, ressalta-se que os primeiros estudos concernentes a estruturas metalicas sao
atribuidos a Galileo Galilei (1564 - 1642), cujo estudo sobre a resisténcia dos s6lidos teceram as

bases do que ficou conhecida como Mecanica dos Materiais. Mais a frente, Robert Hooke (1635

1



1.1. Consideragdes Gerais e Motivacao 2

- 1703), como fruto de seus estudos sobre elasticidade de materiais, publicou em 1676, o que
ficou conhecida na histéria como a ’Lei de Hooke”e em 1680, Edme Mariotte (1654 - 1684),
aplicou esta lei a fibras de uma viga desenvolvendo assim o conceito de “linha neutra”(ou em
alguns casos, eixo neutral). Desde entdo, estudiosos t€ém desenvolvido teorias sobre o assunto,
sendo consideradas cldssicas as teorias de Euler-Bernoulli (EBT), Rayleigh, Vlasov (teoria do
corte) e de Timoshenko (TBT).

Essas teorias, descritas e comparadas em (HAN S. M.; BENAROYA, 1999), modelam as
vibragdes transversais que ocorrem em uma viga mas apresentam aspectos diferentes no que se

refere a velocidade de propagacdo de ondas.

O modelo apresentado por Euler-Bernoulli assume que as se¢des transversais de uma viga
continuam planas e perpendiculares ao eixo neutral apés a deformacao da viga, isto €, ndo ha
tensdo de cisalhamento e nem inércia de rotacdo. Isto quer dizer que a teoria considera apenas a
energia potencial em fun¢do da flexdo da viga e a energia cinética em fung¢do do deslocamento
lateral. Do ponto de vista fisico, este modelo possui restricdes quanto a sua eficiéncia pois prevé

velocidades irreais de propagacdo de ondas para altas frequéncias.

Rayleigh refina o modelo de Euler-Bernoulli por incorporar movimentos de rotacdo dos ele-
mentos da viga, afirmando que as se¢des transversais sofrem rotagdo em torno do seu eixo e
que o angulo de rotacdo € igual a inclinac@o da curva de deflexdo da viga, enquanto que Vla-
sov adiciona as hip6teses de Euler-Bernoulli o efeito de distor¢ao cisalhante (mas ndo a inércia

rotativa), conhecido como tensdo de corte, nas secoes transversais.

O modelo proposto por Timoshenko, inclui deformacao por cisalhamento e inercia de rotagdao
no modelo de Euler-Bernoulli, ou seja, efeito potencial por conta do esfor¢co do corte e o efeito
das rotacdes nas se¢des transversais em que as se¢des planas permanecem planas mas ndo mais
perpendiculares ao eixo neutral. Em (ELISHAKOFF, 2010), o autor mostra em poucos passos

a obtencao das equagdes que modelam o sistemas de Timoshenko, dadas por

pAyy — KAG(y, + ) = 0, (1.1)

que também sao conhecidas na literatura como equacdes de Bresse-Timoshenko. Este modelo
em particular, apresenta uma anomalia fisica relacionada a propagacdo de ondas, a qual foi
comprovada inicialmente por Traill-Nash e Collar (TRAILL-NASH R. W.; COLLAR, 1953).

Cardoso, M.L. PDM - UFPA



Capitulo 1. Introducdo 3

Os autores identificam, para altas frequéncias acima de uma frequéncia critica, um segundo
espectro o qual nao foi considerado originalmente por Timoshenko, pois seu interesse era me-
lhorar o modelo de Euler-Bernoulli. Desde entdo, esta teoria vem sendo amplamente inves-
tigada ao longo dos anos. Vale ressaltar, que entre os pesquisadores, ha divergéncias a res-
peito de considerar ou ndo o segundo espectro, por este apresentar inconsisténcia com a lei
da relatividade de Einstein para frequéncias proximas de zero, motivo pelo qual € considerado
“nao-fisico”(ver (STEPHEN, 2006; BASHYAM G. R.; PRATHAP, 1981; BHASKAR, 2009;
LEVINSON M.; COOKE, 1982)). Em (STEPHEN, 2006), o autor obtém a chamada Energia
Ostrogradski a partir do principio de Hamilton baseado no Lagrangeano extraido do sistema
(1.1)-(1.2) e mostra que essa energia € positiva para o primeiro espectro e negativa para o se-
gundo, ratificando assim a natureza ndo-fisica”deste ultimo. A mesma técnica o autor utiliza
no sistema massa-mola e prova que a energia Ostrogradski associada apresenta sinais diferentes
para cada modo de vibracdo (STEPHEN, 2008).

Um grande nimero de trabalhos foi desenvolvido com o tema do segundo espectro. Em 2016,
Cazzani, Stochino e Turco (CAZZANI A.; STOCHINO, 2016a; CAZZANI A.; STOCHINO,
2016b), os autores apresentaram um estudo dividido em dois artigos onde fazem uma revisao
tedrica mais completa sobre a dindmica do feixe de Timoshenko e algumas aplica¢des, onde

afirmam que:

[...] ainda existem algumas questdes que merecem atengdo, em particular uma resposta com-
pleta e precisa. Definicdo do espectro de vibragdo. H4 de fato muita confusdo sobre isso, e
vérias contribui¢des, em vez de ajudar a esclarecer o tépico, adicionaram mais informacdes in-
completas e mal-entendidos [...] existe um espectro de vibracao Unico, mas com uma transi¢ao
entre dois diferentes tipos de modos de vibracdo. Desconsiderando uma parte do espectro,
como alguns autores afirmaram fazer, com a motivacao de que ¢é fisicamente inviavel, leva a
conclusoes contraditérias. Na verdade, apenas experimentos mecanicos podem ser usados para
validar uma teoria, e no caso de resultados experimentais nao coincidir com o modelo tedrico,
este ultimo deve ser alterado. (CAZZANI A.; STOCHINO, 2016a; CAZZANI A.; STOCHINO,
2016b)

Alguns trabalhos estudam a possibilidade de controld-lo (efeitos friccionais sdo bastante
utilizados para esse fim (ver (ALMEIDA D. S.; RAMOS, 2017; MANEVICH A.; KOLA-
KOWSKI, 2011)) ou elimina-lo. Para este dltimo, citamos o trabalho de (ELISHAKOFF, 2010),

que retomando as condicdes de equilibrio dindmico e associando ao principio de D’ Alembert,

Cardoso, M.L. PDM - UFPA



1.1. Consideragdes Gerais e Motivacao 4

obteve o sistema

pAytt - KAG(yx + w):r: = 07 (13)

cuja diferenca para o sistema (1.1)-(1.2) é a substituicdo do termo ;; na equagcdo de movi-
mento rotatério (1.2) e essa mudanga faz com que o sistema apresente apenas o espectro fisico,

suprimindo o espectro nao-fisico conhecido como segundo espectro.

Em (ELISHAKOFF I.; TONZANI, 2017), os autores apresentam uma versao do sistema
(1.1)-(1.2) onde acrescenta o efeito de uma base elastica de Winkler. O estudo tem como pro-
posta complementar o trabalho de (CAZZANI A.; STOCHINO, 2016a; CAZZANI A.; STO-
CHINO, 2016b) para uma viga simples, em que sdao analisadas cinco condi¢cdes de contorno
elementares diferentes e realiza comparagdes com os resultados disponiveis na literatura. Esse
novo sistema (1.5)-(1.6) ¢ nomeado pelo autor como "Modelo de Vigas de Timoshenko-Ehrenfest”,
justificando que a teoria que ficou conhecida como sendo de Timoshenko, foi na verdade origi-

nalmente desenvolvida em parceria com Paul Ehrenfest.

Outro fendmeno muito explorado na literatura quando se trata de vigas de Timoshenko ¢ a es-
tabilidade exponencial da energia de solu¢des (ver por exemplo (ALMEIDA, 2009; ALMEIDA
D. S.; RAMOS, 2017; ALMEIDA D. S.; SANTOS, 2013; CAMPELO, 2014; MESSAOUDI
S. A.; MUSTAFA, 2009; MESSAOUDI S. A.; SAID-HOUARI, 2008)). Entre as principais
técnicas estdo o método da energia e o método de semigrupo de operadores lineares. Porém, re-
centemente (ALMEIDA D. S.; RAMOS, 2017) aplicaram uma técnica conhecida como Critério
de Routh-Hurwitz ao sistema (1.1)-(1.2) com mecanismo de amortecimento viscoso na equacao

de rotagdo e mostraram que o sistema € exponencialmente estavel desde que sd tenha xpo = bp;.

Essa dependéncia para se obter a estabilidade exponencial foi comprovada originalmente por
Soufyane (SOUFYANE, 1999) e desde entdo variadas técnicas t€m sido utilizadas de modo a

validar essa dependéncia.

Entdo, uma questdo tende a ser levantada: Existe algum sistema do tipo Timoshenko cuja
estabilidade exponencial independa da igualdade entre as velocidades de fase? A resposta é
afirmativa, porém, sdo poucos trabalhos que verificam essa possibilidade, como por exemplo
o trabalho de (RAPOSO C. A.; FERREIRA, 2005), em que os autores usam mecanismos de

Cardoso, M.L. PDM - UFPA



Capitulo 1. Introducdo 5

amortecimentos nas duas equagdes e aplicam um método desenvolvido por Zeng e Liu. Ou-
tro resultado nesse sentido se deve a (ALMEIDA D. S.; RAMOS, 2017). Os autores aplica-
ram novamente o Critério de Routh-Hurwitz, desta vez no sistema (1.3)-(1.4) com o mesmo
amortecimento viscoso na equacao de rotacdo e provaram que este decai exponencialmente,

independentemente da igualdade entre as velocidades.

Com base nesses argumentos, apresentamos um estudo referente a dispersdo de ondas e
estabilidade exponencial usando o Método da Energia e o critério de Routh-Hurwitz para os
sistemas de Timoshenko-Ehrenfest com fundag¢do de Winkler, proposto por Elishakoff, com e

sem o segundo espectro e o de vigas curvas conhecido como Sistema de Bresse.
Os sistemas a serem estudados apresentam as seguintes estruturas:
Timoshenko-Ehrenfest

Py — kW + V) +ay = 0, (1.5)
P2¢tt - bw:z:x + H(?/x + 770) = Oa (16)

onde p; e py s@o inércia transversal e de rotacdo e « e b sdo rigidez de cisalhamento e de flexao,
respectivamente, e « € o coeficiente de rigidez linear da fundagao (constante de reacdo vertical),

ou constante de Winkler.
Sistema de Bresse

As hipéteses para o modelo dindmico de vigas curvas, consideram uma curvatura no plano
de um arco circular de comprimento L e raio . Os demais elementos sdo 0s mesmos presentes

nos sistemas de vigas planas.

Py — K(Ye + ¢ + lw), — kol(w, — ly) = 0, (1.7)
Py — bbye + k(Y + ¥ +lw) = 0, (1.8)
prwy — Ko(we — 1Y)y — k(Y + ¥ +lw) = 0. (1.9)

Os coeficientes dos dois sistemas sio obtidos a partir da relagdo entre os elementos da viga,

expressos pela tabela:

Cardoso, M.L. PDM - UFPA



1.2. Fundacao e Constante de Winkler 6

TABELA 1.1: Constantes Fisicas

pr=pA || k=FKAG | kg =FA
p2 = pl b=FEI I=R"!

onde A € a area da sec¢ao transversal, / € o momento de inércia do elemento da viga, p é a
densidade do material que compde a viga, £/ ¢ o médulo de elasticidade de Young, G € o médulo
de cisalhamento (do cortante) e ' é o fator de correcdo de cisalhamento da estrutura. Nos sis-
temas, y denota o deslocamento transversal/normal, 1 denota a rotagcao das secdes transversais
e w denota o deslocamento tangencial/longitudinal no sistema (1.7) - (1.9), componentes do

deslocamento total das linhas das vigas.

1.2 Fundacao e Constante de Winkler

O estudo que apresentamos neste trabalho versa sobre uma viga de Timoshenko apoiada
sobre uma base de Winkler, proposta originalmente por (ELISHAKOFF I.; TONZANI, 2017).

Mas, o que € uma base de Winkler?

Emil Ernst Oskar Winkler (1835-1888) foi um engenheiro civil alemao, insigne por desen-
volver um método para calcular as deflexdes e tensdes em trilhos rodovidrios, conhecido como
”"Método de Linhas de Influéncia”ou ”"Cama de Winkler”. Especialista em andlise estrutural,
andlise experimental de tensoes e teoria da elasticidade, em 1867 propds um modelo matematico
para a determinacgdo de tensdao em fundagdes estruturais, inspirado no modelo de fundagdes de-
senvolvido originalmente para estradas de ferro. Esse modelo ficou conhecido na literatura

como “"Fundac¢do de Winkler”.

Para Winkler, o solo é um composto eléstico, isotropico e homogéneo, portanto, sujeito as
leis de Hooke. O modelo considera o solo como uma fundacdo estrutural composta por um
sistema de molas lineares e independentes entre si, de constante %, cuja deformacdo ocorre
apenas na regido da fundagdo onde o carregamento existe e o deslocamento, y(x,t), é direta-
mente proporcional a pressdo de contato p(z,t), aplicada no ponto, e independente de outros
carregamentos externos,

p = ky. (1.10)
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O coeficiente de apoio eldstico (ou constante da mola) k£ € diretamente proporcional ao co-
eficiente de reacdo (ou médulo de reacdo) da fundagdo k, e inversamente proporcional a area

carregada A,

k:

|2

) (1.11)
pois a deflexdo causard uma reag¢do kA, na fundacdo. A pressao p decorre da aplicagdo de uma
carga ¢, na viga, distribuida sobre a drea A. (p = ¢/A.). Assim, podemos dizer que a relacdo

entre a pressdo e a forga de reacdo Rf(x,t) da viga nessa mesma area é dada por,

Rf
= . 1.12
P=" (1.12)
Logo, combinando as equagdes (1.10), (1.11) e (1.12) obtemos:
Rf(z,t) = kyy(x,1), (1.13)

onde:

e p ¢ apressdo aplicada (carregamento) (kN),

k € o coeficiente de apoio eldstico (kN/m),

k, € o coeficiente de reagio (rigidez linear) da fundagio (kN/m?),

y € o deslocamento (m),

A, é a drea (m?).

Para o caso geral, considera-se trés tipos de vigas assentadas sobre a fundagcao de Winkler,
sujeitas a pressdo vertical: viga flexivel, viga semi-flexivel (flexibilidade intermedidria) e viga
totalmente rigida. Os deslocamentos da regido carregada serdo constantes se a viga estiver
submetida a um carregamento em superficie infinitamente rigida ou a um carregamento unifor-

memente distribuido em superficie flexivel, como mostrado na figura a seguir:
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1.3. O Segundo Espectro da Teoria Classica de Timoshenko 8

FIGURA 1.1: (1) Viga totalmente flexivel sob carregamento uniforme; (2) Viga totalmente
rigida sob forca concentrada; (3) Viga semi-flexivel sob carregamento arbitrdrio. A figura foi
elaborada pelo autor deste trabalho.

Observacao 1.1. A fundacgdo pode ser utilizada tanto em carregamentos verticais (radier’s, sa-

patas, etc ...) quanto horizontais (estacas horizontais, estruturas de escoramento de escavacoes).

1.3 O Segundo Espectro da Teoria Classica de Timoshenko

Atualmente, hd uma vasta producdo cientifica alusiva 2 modelagem matematica de vigas
planas sujeitas a flexao e suas propriedades, fruto da ampla investigacao de engenheiros, mate-
maticos, fisicos, entre outros, cujos primérdios se deve a modelos cldssicos oriundos de teorias
embasadas nos estudos sobre resisténcia dos materiais e teoria da elasticidade, principalmente.
Os modelos considerados cldssicos sdo: o modelo de viga de Euler-Bernouli, o modelo de
viga de Rayleigh, o modelo de Vlasov e o modelo de Timoshenko. Para uma elucidagao mais
profunda e efetiva sobre cada modelo, temos o trabalho de (HAN S. M.; BENAROYA, 1999).
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Essas teorias sdo amplamente utilizadas em dreas da tecnologia onde sdo aplicadas estruturas
flexiveis. Porém, sabe-se que hd muitas diferencas entre elas, nas quais estdo as frequéncias

naturais que daremos €nfase nestes comentarios.

Como afirmam (ALMEIDA D. S.; RAMOS, 2017), historicamente o modelo de Rayleigh
¢ uma melhoria ao modelo de Euler-Bernoulli € o modelo de Timoshenko é uma melhoria ao
modelo de Rayleigh (e consequentemente a teoria cldssica de Euler-Bernoulli). O modelo de
viga de Euler-Bernoulli (1.14) para vibracdes livres de vigas uniformes, leva em consideracao
apenas elementos de deslocamento vertical e de flexdo. Como consequéncia, 0 modelo preve
velocidades de fase irreais para pequenos comprimento de ondas. O modelo de Rayleigh, me-
lhora consideravelmente esse problema de propagacao de ondas ao introduzir movimentos de

rotacao.

Em 1921, o engenheiro mecanico ucraniano Stephen Prokofievich Timoshenko propds um
novo sistema de equagdes com o intuito de melhorar os modelos pré-existentes, em particular
a teoria de Euler-Bernoulli. O ”novo”sistema leva em consideracdo, além dos deslocamentos
vertical e de flexdo, efeitos da inércia de rotacdo e acrescenta os efeitos de distor¢do por ci-
salhamento ndo levados em consideragdo no modelo de Euler-Bernoulli. Por esse motivo o
modelo proposto por Timoshenko é considerado mais completo, pois, proporciona significativa
melhoria na aproximacdo de respostas para altas frequéncias e para feixes nao-delgados. A
seguir, faremos uma descri¢cdo dos modelos, como tratado em (ALMEIDA D. S.; RAMOS,
2017) e (ELISHAKOFF, 2010).

O modelo de Euler-Bernoulli € descrito pela equagdo parabdlica

PAYw + ElYpeze = 0, (1.14)

onde p designa a densidade de massa do material, A € a area da secdo transversal, £/ é o médulo
de elasticidade, I é o momento de inércia da secdo transversal, y denota a deflexdo da viga, =
¢ a distancia ao longo da linha axial da viga e ¢ € o tempo. Ao ser incluido movimentos de
rotacdo ao modelo de Euler-Bernoulli, de acordo com a modelagem de vigas flexiveis, o angulo
de rotagdo, dado por ¥, € igual a inclinagdo da curva de deflexao; v, € a aceleracdo angular
e o momento de inércia do elemento da viga passa a ser dado por ply,. Incorporando esse

momento e usando o Principio de D’ Alembert, resulta na equacao
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1.3. O Segundo Espectro da Teoria Classica de Timoshenko 10

onde S € a forca de cisalhamento transversal (for¢a do corte) e M é o momento de flexdo.
Substituindo S na condi¢do de equilibrio dindmico (1.15) para for¢a na direcdo vertical das
vibracoes transversais, obtemos

Sy = —pAyu. (1.16)

Da teoria de viga elementar temos a relacdao M = Ey,,. Consequentemente,

P1Yst + by:c:r:a:x — P2Yttex = 07 (117)

conhecida como equacdo de Rayleigh para vibragdes de vigas uniformes. Aqui, tomamos as

constantes de acordo com a Tabela 1.1.

O modelo de Vlasov adiciona o efeito da distor¢ao cisalhante (mas ndo a inércia rotativa) ao
modelo de Euler-Bernoulli. De acordo com essa teoria, diferentemente dos modelos anteriores,
existem duas varidveis dependentes para o efeito de cisalhamento (que serdo descritas no mo-
delo de Timoshenko) com as equag¢des de movimento, usando o principio de Hamilton, dadas

por

p1Yu — Yz +¥)e = 0, (1.18)
—b)yy + k(Y +¢) = 0, (1.19)

e desacoplando o sistema, obtemos

b
P1Yu + byzx:ﬁx - %yaxvtt = 0. (120)

Timoshenko refina o modelo de Rayleigh ao incorporar deformacdo por cisalhamento e
inércia de rotacdo ao modelo de E-B. Segundo ele, a inclinacdo da curva de flexdo é com-
posta por dois termos: ¢ e 5. O primeiro decorre da rota¢do da secio transversal em torno do
seu eixo, cuja deformacao de cisalhamento foi negligenciada pela teoria de E-B e o segundo
denota o angulo associado ao cisalhamento na mesma se¢ao transversal. Segundo Timoshenko,

a relacdo entre eles é dada por
Yo =B+ . (1.21)
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Entdo, apoiado nessa idé€ia e na tentativa de melhorar, ou mesmo de corrigir, o termo de

inercia rotacional original, Timoshenko sugere um outro equilibrio dindmico dado por

Pty — My, + S = 0. (1.22)

Da mecanica dos sélidos
= by, (1.23)
S = —kpf, (1.24)

com k = k' AG. Substituindo (1.23) e (1.24) em (1.22) e (1.16), obtemos o sistema

Py — K(Ye — V)

(1.25)
,02¢tt - b¢x:v - K(ym - ¢)

0,

conhecido na literatura como Sistema de Equacdes de Bresse-Timoshenko ou simplesmente

Equagdes de Timoshenko. Na sua forma desacoplada o sistema € substituido pela equagao,

b
,01:2 Yettt — <02 + %) Yaztt + DYzzze + p1Yyu = 0. (1.26)

Em (ELISHAKOFF, 2010), o autor afirma ter obtido uma equag¢ao mais simples e consistente
que a equagdo (1.26) por meio da retirada do termo (p1p2/K )y Essa agdo foi motivada pelo
proprio Timoshenko ao afirmar que esse termo fornece uma “contribuicdo insignificante” a
andlise de frequéncia e conclui que: ““ o termo é uma quantidade pequena de segunda ordem em
comparagdo a quantidade 72r?/\?”, onde \; = /i, r é o raio de giro da se¢do transversal, [
¢ o comprimento do feixe e ¢ € o nimero de frequéncia, ao avaliar frequéncias de vibracao em
vigas bi-apoiadas nas extremidades. A equacdo resultante desse processo € dada por

- (102 + %b) Yzatt + OYzeee + P11 = 0. (1.27)

Elishakoff afirma que esta equacdo € tanto mais consistente e simples que a equagao (1.26),
por ndo conter o termo de correcdo de inércia de rotagdo de ordem superior no tempo repre-
sentado por (p1p2/K)yu. Vérios autores, por exemplo (ABRAMOVICH H.; ELISHAKOFF,
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1987; ALMEIDA D. S.; RAMOS, 2017; ELISHAKOFF, 2010), referem-se a equacao (1.27)

como a equacao de Bresse-Timoshenko Simplificada.

Elishakoff, retoma a condi¢do de equilibrio dindmico original € combina (1.23) e (1.24) com

(1.15) e (1.16), e obtém o sistema de equagdes acopladas

P1Ytt — Fﬁ(yz - ¢)x = 0,

(1.28)
P2Ytta — bd}:px - ’f(ym - 2/}) 0,

cujo desacoplamento resulta na equagdo (1.27).

Em linhas gerais, ao mudar o equilibrio dindmico (1.15) por (1.22), Timoshenko substitui o
termo poYy, pelo termo potdy . Seu propdsito era corrigir o termo de inércia de rotacdo ori-
ginal. Porém, este fato trouxe consigo um efeito secundério nao previsto por Timoshenko, que
ficou conhecido na literatura como o segundo espectro de frequéncia. Mas qual o significado

do segundo espectro de frequéncia da teoria de viga de Timoshenko?

A resposta a essa pergunta tem sido motivo de investigacdo de vérios pesquisadores nas
ultimas décadas e muito se tem discutido sobre a natureza e a validade desse fendmeno. Traba-
lhos como (ABRAMOVICH H.; ELISHAKOFF, 1987, ALMEIDA D. S.; RAMOS, 2017,
BASHYAM G. R.; PRATHAP, 1981; BHASKAR, 2009; ELISHAKOFF, 2010; HAN S. M.; BE-
NAROYA, 1999; LEVINSON M.; COOKE, 1982; SMITH, 2008; STEPHEN, 2006; STEPHEN
N. G.; PUCHEGGER, 2006; STEPHEN, 2008) deixam evidente essa discussao.

Segundo Almeida Jr. e A. Ramos em (ALMEIDA D. S.; RAMOS, 2017): existem razoes
para o modelo de viga de Euler Bernoulli quebrar em alta frequéncia e um deles é que os
elementos da viga permanecem retangulares durante o movimento”, ou seja, as segdes trans-
versais permanecem planas e perpendiculares ao eixo apds a flexdo da viga, além de prever
velocidades infinitas de propagacao de ondas. O modelo de Rayleigh ameniza esse efeito por
conduzir a uma visdo mais realista por proporcionar velocidades finitas de propagacao em altas
frequéncias, ao adicionar efeitos da inércia de rotacdo. Timoshenko, inclui, além da inércia
rotatdria, os efeitos de deformacao por cisalhamento que introduz dois novos termos a equacao
de Rayleigh que geram uma equacao que produz um novo espectro que resulta em velocidade
infinita de propagagdo para ondas com menor frequéncia e isso € paradoxal as leis de Newton,

portanto, contrarias a realidade.
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O problema do segundo espectro foi identificado inicialmente por Trail-nash e Collar em
(TRAILL-NASH R. W.; COLLAR, 1953), onde identificam que para altas frequéncias, acima
de uma frequéncia critica, existe a possibilidade de um segundo espectro frequéncias naturais
para vigas bi-apoiadas nas extremidades, portanto, um novo espectro de frequéncia. Conse-
quentemente, muitos questionamentos surgiram em relacdo a validade desse novo espectro; se

ele existiria também para diferentes condi¢des nas extremidades de vigas.

Em (LEVINSON M.; COOKE, 1982), os autores afirmam que é apropriado falar de um
unico espectro de frequéncias para vigas bi-apoiadas, uma vez que as frequéncias geram um
conjunto completo de auto-fungdes para expansdao modal de um movimento arbitririo e que a
previsao de segundo espectro ndo concorda com qualquer um modo dnico de vibracdes. Em
(STEPHEN, 2006), o autor diz que o segundo espectro deve ser desconsiderado, pois a relacao
entre a chamada energia Ostrogradski e os espectros sdo bem diferentes. Ele afirma que: “ a
energia é positiva para o primeiro espectro e negativa para o segundo; dentro de alguns ramos
da fisica, isso seria suficiente para concluir que o segundo espectro é ndo-fisico” (ver também
(STEPHEN N. G.; PUCHEGGER, 2006; STEPHEN, 2008)). Por outro lado, (BHASKAR,
2009) afirma que o segundo espectro nao deve ser desconsiderado, por que € resultado de uma
perturbacao singular associada a relagdo de dispersao da equacao de Timoshenko. Em (HAN S.
M.; BENAROYA, 1999), os autores levam em consideragao o espectro nao-fisico e alegam que
o momento de flexdo e a for¢a de cisalhamento estdo em fase para o primeiro espectro e fora de

fase para o segundo.

Diante desse panorama surge algumas questoes que parecem obvias: Existe alguma maneira
de eliminar o espectro ndo-fisico? Se ndo pode ser eliminado, tem com ser controlado? ou

transforma-lo em espectro fisico?

A primeira foi respondida por Elishakoff, através do sistema (1.28), cuja propagacao de on-
das € livre do segundo espectro e associa o espectro ao termo de correcao da inércia de rotacao.
O interessante é que o referido sistema preserva todas as propriedades fisicas do modelo de
Timoshenko original. Para responder as outras questdes, A. Junior e Ramos em (ALMEIDA D.
S.; RAMOS, 2017), introduzirem um mecanismo dissipativo na equagao de rotacao (u1);) e veri-
ficaram que esse fator produz uma espécie de “controle’no espectro nao-fisico, para propagacao
de ondas com frequéncias muito pequenas, transformando-o em espectro fisico, mas isso s6 é

possivel quando as velocidades de fase sdo iguais, isto é, quando x/p; = b/ ps.
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O interessante sobre os dois casos comentados acima, é que os mesmos abrem novas possi-
bilidades de investigacdes com técnicas ja utilizadas para os casos tradicionais, como por exem-
plo a estabilidade exponencial e a andlise de dispersao (ver (ALMEIDA, 2009; ALMEIDA D.
S.; RAMOS, 2017)), além de proporcionarem o uso dessas técnicas em outros sistemas, como
o sistema de Bresse, em que a andlise de dispersdo a ser feita leva en consideracao a condicao
de equilibrio dindmico proposta por Elishakoff, em outras palavras, o termo 1), serd substituido
pelo termo —y, na equacao de rotacdo. Essa substitui¢do tem como efeito a eliminacdo de um

dos espectros do sistema, que sera vista no Capitulo 5.

1.4 Sistemas Dissipativos de Timoshenko

As opinides e pontos de vistas sobre o segundo espectro sdo controversas, porém tem fo-
mentado a literatura e enriquecido a produgdo cientifica sobre o assunto. Entre os trabalhos que
levam em considerac@o a questdo do segundo espectro, faremos um breve relato sobre alguns

resultados acerca dos sistemas de Timoshenko com dissipagao.

Sabemos que Elishakoff conseguiu a total auséncia do segundo espectro através de uma
mudanga (substitui¢do) no sistema tradicional de Timoshenko. Outros autores introduziram
mecanismos friccionais, com o objetivo de eliminar o espectro ndo-fisico. Neste sentido, desta-
camos os trabalhos de (MANEVICH A.; KOLAKOWSKI, 2011) e (ALMEIDA D. S.; RAMOS,
2017). O primeiro, analisa o0 modelo de Timoshenko com um mecanismo de amortecimento
viscoelastico e a equagdo resultante possui coeficientes complexos e, ainda assim, produz dois
ramos que des-crevem dois tipos de oscilagdes: um para o primeiro e outro para o segundo
espectro e afirma que “a friccdo interna elimina o segundo ramo para comprimentos de onda

suficientemente curtos permanecendo apenas o primeiro ramo”.

Em (ALMEIDA D. S.; RAMOS, 2017), os autores concluem sobre o trabalho de (MANE-
VICH A.; KOLAKOWSKI, 2011):

[...] somos conduzidos a concluir que os efeitos de amortecimento no modelo cléssico
de Timoshenko sdo capazes de eliminar o segundo espectro [...] isso € notdvel pois, po-
demos investigar, usando anélise de dispersao, se outros mecanismos de amortecimento
tém a mesma propriedade. (ALMEIDA D. S.; RAMOS, 2017)
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Os autores introduzem entdo um mecanismo de amortecimento viscoso € o sistema de Timo-

shenko dissipativo é dado por

P1Yst — ’f(ya: + T/J)x

(1.29)
P2¢tt - wax + /ﬁ:(y:p + w) + Hwt = 0,
onde 1+ > 0. Apds o desacoplamento, € obtida a equacao
b
P1:2 Yter + %yttt - (Pz + %) Yzatt + OYzeee + P1Ytt — HYzat = 0. (1.30)

Substituindo a fungdo harménica y(z,t) = A;e"@! na equagio (1.30) e apds algumas

manipulagdes os autores obtém

b b o
w2_<£+_)v2_ﬁ+ﬁ_fy_+iﬂzzo’ (1.31)

pr o P2 p2 - pipaw? P2
K ’}/2
com z := —-— — w e tomando a relagdo x/p; = b/p;, resulta na equagio
p1w
P L — (1.32)
P2 P2

2

1
cuja solugdo € dada por 25 = —Qii + 3 PR ,u2.
P2 P2 P2

Da definicdo de z, tem-se a equacdo de frequéncia

Wt — 2= (1.33)
P1
de onde se obtém os dois modos de frequéncia, w; e wo. Da relacdo de frequéncia w; = Cyy

tem-se as velocidades de propagacao de ondas dadas por

2

z z K

Cio(y)=——= (—) + —, (1.34)
12(7) 2y 2y p1

Note que, para obter ao resultado esperado os autores tiveram que considerar as velocidades

de fase iguais (Teorema 2.2). A andlise de dispersdo é baseada em alguns critérios, como:

Tomaram a parte real dos valores de (1.34) e para o pardmetro de amortecimento, tomaram
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J\/kpz.com j = 1/2, 1, 3/2, 2, 3, 4. Para i > ,/kp; observa-se (nos graficos a baixo) que
o segundo espectro vai sendo truncado para comprimentos de ondas suficientemente curtos de
tal forma que permanece apenas o espectro fisico (ver em (ALMEIDA D. S.; RAMOS, 2017)).
Portanto, os autores provam que um mecanismo dissipativo viscoso atuando na equagdo de

rotacdo do sistema cldssico de Timoshenko elimina o segundo espectro de frequéncia, o espectro

ndo-fisico. Os graficos a baixo mostram a evolugdo no resultado.
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Nos gréficos a cima, observamos a mudanga de comportamento na velocidade de fase relaci-
onada ao segundo espectro (cor vermelha). Para o parAmetro j assumindo os valores 1/2,1,3/2
(Figuras 1.3, 1.2, 1.4), observamos pequenas diferencas na sequéncia das figuras. No entanto,
quando o parametro j assume o valor 2, nota-se que o grafico que representa o segundo espectro
(linha vermelha) estd sobreposto ao grafico que representa o primeiro espectro (Figura 1.5), ini-
ciando o processo de truncamento do segundo espectro. Para j > 2, o espectro € efetivamente

truncado, restando apenas o espectro fisico.

1.5 Estabilidade Exponencial do Sistema de Timoshenko sem

o Segundo Espectro

Para estabelecer o resultado apresentado por (ALMEIDA D. S.; RAMOS, 2017), comen-
tado na secdlo anterior, os autores criterizaram que k/p; = b/p,. Existe na literatura o caso
frequente desse recurso para se obter a estabilidade exponencial do sistema de Timoshenko
com termos dissipativos elasticos, viscoeldsticos, termoeldsticos, com memoria e outros (ver
(ALMEIDA D. S.; RAMOS, 2017; ALMEIDA D. S.; SANTOS, 2013; MANEVICH A.; KO-
LAKOWSKI, 2011; RAPOSO C. A.; FERREIRA, 2005; RIVERA J. E.; RACKE, 2008; AL-
MEIDA D. S.; RAMOS, 2018; RIVERA J. M.; RACKE, 2003)).

No entanto, o pioneirismo neste argumento se deve a (SOUFYANE, 1999), quando inseriu
um termo de amortecimento eldstico na equagdo de rotagdo e provou que a estabilidade ex-
ponencial do sistema sé ocorre se, € somente se, as velocidades forem iguais. Desde entao,
inimeros trabalhos tem sido produzidos considerando a igualdade entre as velocidades. Porém,
esses resultados sdo vélidos apenas do ponto de vista matematico, visto que as velocidades de
fase sao sempre diferentes (no sentido fisico). De fato, tomando as relacdes na Tabela 1.1, temos
b KG FE , FE K

- I

> = = —— =1

P PP G~ 2(1+v)

Mas esse resultado ndo é real, pois o fator de cisalhamento ' é sempre menor que 1 e

E

onde v € (0,1/2).
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Entdo, podemos afirmar que todo sistema do tipo Timoshenko é exponencialmente estivel
se as velocidades forem iguais? A resposta até pouco tempo parecia ser que “sim”. No entanto,
no trabalho intitulado “On the nature of dissipative Timoshenko systems at light of the second
spectrum” (ALMEIDA D. S.; RAMOS, 2017), os autores mostraram que o sistema simplificado
do tipo Timoshenko (1.28), que € livre do segundo espectro, é exponencialmente estdvel inde-
pendentemente da igualdade entre as velocidades. Para estabelecer esse resultado, empegaram
a técnica utilizada por (QUINTANILLA, 2003), conhecida como Critério de Routh-Hurwitz e

o método da energia.

Com base nesses resultados, os autores afirmam que o segundo espectro desempenha um pa-
pel central para explicar as propriedades de estabiliza¢do quando a igualdade entre velocidades

¢ levada em consideragdo para obter o decaimento exponencial.

1.6 Organizacao da Tese

No Capitulo 2 estabelecemos resultados de dispersao do sistema de Timoshenko-Ehrenfest
conservativo (1.5)-(1.6), onde mostramos que o modelo possui dois espectros de frequéncia.
Determinamos o Lagrangeano do modelo e a partir dele obtivemos a Energia Ostrogradski
relacionada ao sistema e mostramos que esta apresenta sinais diferentes para cada modo de
frequéncia. Estendemos essa andlise para o modelo truncado, isto €, sem o segundo espectro e
verificamos que o sistema possui um Unico espectro de frequéncia e sua Energia Ostrogradski

apresenta sinal positivo.

No Capitulo 3 estudamos o sistema de Timoshenko-Ehrenfest com um mecanismo amorte-
cimento viscoso atuando na equagdo de deslocamento rotacional. Analisamos a existéncia e
unicidade de solugdes através da técnica de semigrupo de operadores lineares e questdes de
decaimento exponencial e polinomial usando o Método da Energia. Mostramos que o sistema
é exponencialmente estavel desde que as kpy = bp; € a < k2/b. Também através da técnicas
de semigrupo de operadores lineares, verificamos que a falta de estabilidade exponencial do
sistema estd vinculada a condi¢do a(bp; — kp2) — k2p1 # 0 além da condi¢do kps # bp;. Para o
sistema sem o segundo espectro, estudamos apenas a estabilidade exponencial usando o Método
da energia e verificamos que o modelo é exponencialmente estdvel desde que o < par?/2bp;cp,

onde ¢, € a constante de Poincaré, independentemente da igualdade entre as velocidades de fase.
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No Capitulo 4 aplicamos o Critério de Routh-Hurwitz para os sistemas de Timoshenko-
Ehrenfest e provamos que os modelos sao exponencialmente estaveis levando em conta as mes-

mas condig¢des entre as velocidades de fase que aparecem quando aplicamos o método da ener-
gia.

No Capitulo 5 estudamos a dispersao do sistema dindmico de vigas curvas governado pelas
hipéteses de Bresse (1.7)-(1.9) e mostramos que o modelo possui trés modos de frequéncia e
os comparamos com o modos de frequéncia da teoria classica de Timoshenko. Considerando
no sistema (1.7)-(1.9) o equilibrio dindmico proposto por Elishakoff inicialmente para o mo-
delo de Timoshenko, mostramos que o novo sistema apresenta apenas dois espectros, isto é, a
condicdo elimina um dos modos de frequéncia tal qual ocorre para o modelo de vigas planas,
em particular o segundo espectro, restando o primeiro eo terceiro. Além disso, verificamos que
se essa condi¢do for atribuida a equacdo de movimento tangencial o efeito € o mesmo, porém o

espectro eliminado € o terceiro.

No Capitulo 6 estudamos a estabilidade exponencial do sistema de Bresse com dissipagdo
na equacao de rotagdo e posteriormente o mesmo sistema com mecanismo de dissipacdo nas
equagoes de rotacdo e de deslocamento tangencial pelo Critério de Routh-Hurwitz e verificamos
que estes sistemas sdo exponencialmente estdveis desde que xps = bp;. Para o modelo com
dois mecanismos dissipativos, acrescentamos o equilibrio dindmico sugerido por Elishakoff na
equacao de rotagdo e verificamos que o sistema € exponencialmente estavel independentemente

da igualdade entre as velocidades.
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CAPITULO 2

Dispersao dos Sistemas de Timoshenko-Ehrenfest

Neste capitulo, apresentamos os sistemas conservativos de Timoshenko-Ehrenfest e estu-
daremos as propriedades dispersivas de cada modelo que estejam diretamente relacionadas aos

espectros de frequéncia e suas conjecturas, como por exemplo a energia Ostrogradski associada.

2.1 Sistema de Timoshenko-Ehrenfest com o Segundo Espec-

tro

O objetivo desta secdo € analisar a dispersao de ondas do sistema de Timoshenko-Ehrenfest
conservativo sobre uma base de Winkler e estudar questdes relacionadas aos espectros de frequéncia

do modelo.

Consideramos entdo o sistema conservativo de vigas de Timoshenko-Ehrenfest dado por

Y — KWy + ) +ay = 0, em (0,L) xRy (2.1)
pothy — bye + k(Y +¢) = 0, em (0,L) xRy (2.2)

21



2.1. Sistema de Timoshenko-Ehrenfest com o Segundo Espectro 22

com condig¢des iniciais

y(@,0) = yo(x), ye(2,0) = y1(x), ¥(x,0) = Yo(z), Ye(z,0) = ¢ (), (2.3)
e condicdes de contorno do tipo Dirichlet-Neumann

y(0,8) = y(L, 1) = 12(0,1) = (L, 1) = 0, >0, (2.4)

A energia total associada ao sistema (2.1)—(2.4) é dada por

E(t) =

DO | —

L
/ (1Ll + paltl? + bl |? + ks + 0 + alyl? | da. (2.5)
0

e satisfaz a lei de conservagao

—E(t) =0, Vt>0. (2.6)

2.1.1 Analise de Dispersao e Conjecturas

Nesta secdo, estudaremos questdes relacionadas aos modos de frequéncia e as velocidades de
propagacdo de ondas relacionadas ao sistema (2.1)-(2.1), baseado no trabalho de (ALMEIDA

D. S.; RAMOS, 2017). Nossa andlise resume-se no seguinte resultado:

Proposicao 2.1.1. Sejam as solugdes de ondas harmonicas dos sistema (2.1)-(2.2) dadas por
y(z,t) = A1el0%F9 o ah(z,t) = Ayl (2.7)

onde A;, j = 1,2, sdo as amplitudes, 7 é a unidade imagindria, w = Cj7v € a frequéncia
associadas as fungdes y e 1), e v € o nimero de ondas. Entdo as velocidades de dispersdo do

sistema sdo:

Ci(7) = %\/—g—%ﬁﬁ—w, (2.8)
1 B 1
02(’}/) = ;\/—5+§VB2—4C, (29)
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kb , ab , ar
v+ v+ .
P2 P P1P2 P1P2 P1P2

b
ondeB:(i—F—)WQ—l—i—l—g e C=
P P2

Prova. Isolando a fungdo 1 na equagdo (2.1) e substituindo na equacgao (2.2), obtemos uma

equacdo diferencial de quarta ordem tanto no espago quanto no tempo na variavel y, dada por

Q ab
pll{pQ Yttt — b (% + @) Yoatt T byata:a::n + (pl + ﬁ) Yt — ?yzm +ay = 0. (210)

b K
Analogamente, a eliminagao de y produz uma equagao analoga na variavel 1.

Substituindo a fungdo y, dada em (2.7), e suas derivadas na equacao diferencial (2.10) obte-

mos uma equagdo polinomial de quarta ordem em w, dada por

b b b
w4_{(£+_>v2+i+g]”2+{% e o @i
pr P2 P2 P P1P2 P1P2 P1P2

Note que a equagdo acima pode ser reescrita da forma
w* — (W? + ww? + wiws = 0, (2.12)

onde {+w;, *w,} sdo solugdes da equagdo (2.11), dadas por
1/ kK b 1
P ITEA
2\p1  p2 2\p2 m
kbt b 2ab 1+ 1
N R EREREEE
pr p2) 4 p2 p1)\p2  p1 pip2] 2 4
1 =1,2,3,4. Tomaremos apenas os resultados positivos, isto é

w = VT —VA, (2.14)

wr, = \/T+VA (2.15)
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onde
|
T = <£+£>l+_<i+g)
p1 p2) 2 2\p2 m
(2.16)
A (£_£>2f+K£+£)(£+g>_2ﬂ]f¢(ﬁ_g)2,
p1 p2) 4 P2 p1)\p2  p1 pip2] 2 4\p2 m

Usando a relagdo w; = C;y obtemos as velocidades de dispersdo associada a cada modo de

frequéncia, dadas por

C, = T — VA, (2.17)

Cy = T+ VA, (2.18)

que sdo as velocidades de fase associadas a cada espectro de frequéncia (ou fungdes espectrais).

Vamos agora verificar como a dispersao se comportacom v — 0 e v — oc.

Primeiramente, usando aproximagao assintdtica por série de Taylor em (2.17) e tomando

v — 0, obtemos

— +00. (2.19)

1 \/ Kbyt + aby? + ak
(

C, ~ —
! Y\ (kpa +bp1) 7% + (pa + Kp1)

Agora, tomando (2.18), fazendo v — 0 e sabendo que o/p; < K/ po, teremos

1 1 ’
T+VA — _(£_|_g 4+ = r_a = i (2.20)
2\p2 m P2

Com isso, obtemos Cy — +o0.

Agora, tomando (2.17) e (2.18) e fazendo v — oo, teremos

O 2 e o 1/ﬂ. 2.21)
P1 P2

Tomemos Vi = \/k/p1 e Vo = \/b/ps. Graficamente temos:
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As Figuras 2.1, 2.2 e 2.3 representam os modos de frequéncias (2.14) e (2.15) e a dispersao
quando k/p1 # b/pa e k/p1 = b/ pa, respectivamente.

2.1.2 Lagrangeano do Modelo

]

Nesta sec¢@o iremos construir o Lagrangeano de densidade associado a equagdo (2.10). Para

isso, vamos considerar as seguintes condi¢des de contorno:

e condicdes de compatibilidade

@
Tomemos a; = pi + p1,

equagdo (2.10) por —5y e integrando em (O T) x (0, L

), segue

y(z,t) = ypu(z,t) = 0, € (0,L) (2.22)
= oy, t;) 0, t; €(0,7), i1=1,2, t; <ty (2.23)
b
as = p1p2 a3 =>b < —) € Ay = —a. Multiplicando a
K K

T L
/ / — DYrzzx0Y + A3Yz21:0Y — Q1YY + QalYpe0Y — QYOY — Aoy 0y | dxdt = 0. (2.24)
0 0

Usando a integracdo por partes, obtemos

Cardoso, M.L.
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T L
/ / 5 (42) dtd,
0 0

) (yfm) dtdz,

N | —

L
—//yttéydtdm =
0 0
T
— / / YozezOydtde = —
0 0
T L
- / / Y Oydtde = —

0 0

T L
/ / Yeudydide —
0 0

T
L

N | —

) (yft) dtdz,

N | —

St — iy T
S — = T

yxazttéydtdiﬂ + ymtt(Sydtdx

DO | —
DO | —

= S T—

Yrx (Sytt dtdz +

S~y T — 5

/ Yt 6yazac dt d{L’
0

DN | —

5 (yttya:a:) dtdl‘7

N | —

Il
DO | =
St — iy Ty T
St — i T T —

T L X T L
/ / esbyidide = / / 5 (42) dida,
00 00
T L X T L
—//yéydtda: = —5//5(y2) dtdzx.
00 00

Substituindo estes resultados em (2.24) obtemos

N | —

T L
/ / 5[a1\yt12—b!ymwz—a2|ytt\2+a3ymyﬁ—a4\yx12—aryﬂd:cdt:o. (2.25)
0 0

Logo, podemos definir o Lagrangeano da seguinte forma:

1 ap pP1p P P2 ab
L=<+ =2 )y = blyeel® = "2yl +0( 5= + 22 ) gtie — —|1l® — alyl?]

2 K K K b K
(2.26)

lembramos que as condi¢des (2.22) e (2.23) devem satisfazer

to L
5//£dl‘dt = 0.
t1. O
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2.1.3 Energia Ostrogradski Associada ao Modelo

Segundo Nesterenko (NESTERENKO, 1993), o Hamiltoniano deve ser construido pelo método
Ostrogradski, que generaliza o formalismo candnico para sistemas dindmicos com fungdes de
Lagrange. Em outras palavras, para calcular a energia Ostrogradski associada ao sistema (2.1)-
(2.4), precisamos construir o Hamiltoniano H da equagio desacoplada (2.10), baseado no La-

grangeano (2.26). Logo, o Hamiltoniano apresenta a seguinte configuracao:

L
H= / (pl?/t + DaYir — ﬁ) dx, (2.27)
0
onde p; = % — i % e oL Dai, segue entio que,
b= oy, dt \ Oy b2 = aytt & .

1) b
(p1+ p2>yt+p 1p2ym—— fr, Pz Yot | Yt ¢ dT
K K 2\ K b

L
b
- / ppoIUtt - = (& + @> Yoo | Y| dx
K 2\ Kk b
0

L
1
——/ p1+— e = Blymel® — 2221yl + 0 2 + 22 )y
2 K K b
0
ab
——w%mwhx

L
ap p1p bip  p p1p
= / (P1+—2)’yt‘2+ : 2ytttyt__ By YextYt — 2\ tt‘2
K K 2\ Kk b K
0

L
b 1 «
+ = & + & Yzt dl’ - _/ P1 + ﬂ |yt|2 - b|yx’x|2 - M|ytt|2
2\ K b 2 K K
0

pL o, P2 ab
+%—-ﬁwm——w%mwpw
K b K
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Portanto, tendo como resultado,
L
1 aps 102 1 2
H = / <P1 + 2 )\yt\z + blyeal® + pifa (Qytttyt - ’ytt\2> —p( 2 + £2 YzatYt
2 K K K b
0

b
n %\yIP n a\ylz} da. (2.28)

Em (NESTERENKO, 1993), o autor determina a energia Ostrogradski Fp como sendo
definida pelo valor do Hamiltoniano calculado para uma determinada solucdo particular (ver
também (STEPHEN, 2006)). Sendo assim, para a solucao

y(z,t) = Dsin (nmz/L) sin (wt), (2.29)

n € N, D > 0, para a viga articulada, compativel com as condi¢Oes de contorno aqui tratadas.
Entdo, tomemos a expressao (2.28) e definimos
L
1 o
Eo(w) = _/ {(Pl + %) ‘ytP + b|yacx|2 + % <2?Jttt?/t - |ytt’2> - b(% + %) Yzt Yt

2
0

ab
+ —ly.l” +a|y|2} dr.

A partir da solugdo particular (2.29), ndo ha dificuldades em verificar as identidades a baixo:

L L
LD? LD2 4
/ |yt‘2dx = w2 C082 (Wt)7 / ‘ydeJ’? = @ Sil’l2 (wt),
2 2 L
0 0
L

L
LD? LD?
/ytttytda: = — w cos? (wt), /|ytt|2d£ﬂ = = w? sin? (wt),
0

2
0

L L
LD? 2 LD2 2
/ymtytda: = - w? (n%r) cos® (wt), /|yx|2d:p: 5 (n%) sin? (wt),
0 0
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L
desde que / sin® (nm/L)dx = L/2. Logo, podemos escrever Ep(w) da seguinte forma:
0

2
Eo(w) = LD cos” (wt)

T o) (4 22)ut oo (2 5) () - 2t
+ LfQ sin? (wt) [b(%)4 + %b <%>2 +a— %uﬂ] , (2.30)

e considerando a equacdo (2.11), obtemos a energia Ostrogradski com a seguinte configuragio:
Eo(w) = Lf2 cos” (wt) {% [((% + %) (n—g)Q + % + %) w? — w4] — %w“}
+ LfQ sin? (wt) [b(n%)4 + %b (%)2 +a— %w‘l] (2.31)

consequentemente,
Eo(w) = sz cos” (wt) [b<%>4 + %b (%)2 +a— %w‘l]
+ LfQ sin? (u)t) [b(%)4 + ab (%)2

= sz (cos2 (wt) + sin? (wt)) [b(n—;)4 + %b (%)2 +a— %w‘l] .

Portanto,
LD?pipy | kb (nm Yooab (ar\? ok 4
Fo(w) = — ) +—(=) +— -, (2.33)
4 Kk |pp2\ L pip2 \ L P1P2
Observando as equagdes (2.11) e (2.12), percebemos que
kb (mr)4+ ab (n7r>2+ ak 5 9 (234)
== — = — = wjw .
pip2 \ L pip2 \ L P1P2 e
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(se tomarmos v = nm/L) e assim, a energia Ostrogradski relativa ao sistema (2.1)-(2.2) sera

dada por

LD?
Eo(w) = T% (wfw% - w4>. (2.35)

Para um dado n € Z, temos que w? < w3. Portanto, a energia Ostrogradski relacionada a
cada espectro ade frequéncia apresenta o seguintes sinais:

LD? LD?
Eo(wy) = T%w% (w% - wf) >0 e Folws) = T%w% (w% - wg) < 0,(2.36)

ou seja, anergia Ostrogradski associada ao primeiro espectro, Ep(w;), € positiva e a energia
Ostrogradski relacionada ao segundo espectro, Fo(ws), € negativa e apresenta o seguinte com-

portamento gréfico:
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2.2 Sistema de Timoshenko-Ehrenfest sem o Segundo Espec-

tro

Nesta secdo estudaremos o sistema de Timoshenko-Ehrenfest sobre uma base de Winkler a
luz da condig¢do de equilibrio dinamico proposta por Elishakoff, que inicialmente foi aplicada ao
sistema cldssico de Timoshenko cujo efeito principal foi a elimina¢do do segundo espectro de
frequéncia (ver (ELISHAKOFF, 2010; ALMEIDA D. S.; RAMOS, 2017)). Em outras palavras,
essa condicdo faz com que o termo po1)y; seja substituido pelo termo — po 1y, criando um sistema
que apresenta um unico modo de vibracdo. Nosso objetivo € analisar os efeitos dessa condicao
no sistema conservativo (2.1)-(2.2) relacionados a frequéncia. Além disso, assim como na secao

anterior, vamos verificar como se comporta a Energia Ostrogradski associada ao modelo.

Considerando a condi¢ao de equilibrio dinamico sugerida por Elishakoff, teremos entdo o

sistema conservativo de Timoshenko-Ehrenfest dado por

Py — K(Ye + V) +ay = 0, em (0,L) xR, (2.37)
—szm - waw + 5(3/1 + ’l/}) = 07 em (O, L) X RJr (238)

com condig¢des iniciais

y(ﬂf, 0) = yO(x>7 yt(x7 O) = y1($)7 w(% 0) = wo(ﬂf); (239)
e condicdes de contorno de Dirichlet-Neumann

y(0,t) = y(L,t) = ¥,(0,t) = (L, t) =0, ¢>0. (2.40)
A energia total associada ao sistema (2.37)-(2.40) é dada por

(6%
B = (m+ ) / e+ 22 / el + 22 / e

b
+ 5/\wx]2dx+g/Inyrw\?der%/nydx. (2.41)
0 0 0

Cardoso, M.L. PDM - UFPA



2.2. Sistema de Timoshenko-Ehrenfest sem o Segundo Espectro 32

e satisfaz a lei de conservagao

—E(t)=0, Vt > 0. (2.42)

2.2.1 Analise de Dispersao e Conjecturas

Mostraremos como se comporta o espectro de frequéncia presente no sistema conservativo

(2.37)-(2.38), através da anélise de dispersdo de ondas, tal qual desenvolvido na se¢do 2.1.1.

Proposicao 2.2.1. Sejam (2.7) as solugdes de ondas harmdnicas dos sistema (2.37) - (2.38).

Entdo a velocidade de propagacdo de ondas relacionada ao sistema é dada por,

C(7v) (2.43)

1 [ bry* 4+ aby? + akx
v\ (bp1 + K£p2)y? + Kp1

Prova. Da substituicdo da funcdo ¢/ (da rotagdo da secdo transversal), obtemos a equacao dife-
rencial de quarta ordem no espaco e segunda ordem no tempo, dada por
ab
K b K
Assim, substituindo y na equacao diferencial (2.44) obtemos a equagdo polinomial de segunda

ordem em w,

b
e O

cuja soluc@o nos fornece o modo de frequéncia (tomando apenas a parte positiva da solucdo)

dado por

(2.46)

byt + aby? + ak
w = 2 .
(bp1 + Kp2)y? + Kp1

Sabendo que w = cv (relagdo de frequéncia), teremos a velocidade de dispersdo associada

ao unico modo de frequéncia relacionado ao sistema (2.37) - (2.38) representada por

C(v) (2.47)

1 [ brky*+aby? + ak
v\ (bp1 + Kp2)y® + Kpr
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Entdo, fazendoy — 0 e v — o0, teremos

bk
C(y) = 400 e Cy) = 4/ —, 2.48
(7) (7) Do (2.48)

respectivamente, cujo comportamento grafico € representado pelas figuras a baixo:
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s 19
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1 A :
A
-
A 17 %
e 16
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As Figuras 2.5 e 2.6 representam o modo de frequéncia (2.46) e a velocidade de dispersdo
]

relacionada ao unico espectro, respectivamente.

2.2.2 Lagrangeano do Modelo

Agora, seguindo os mesmos passos da secdo 2.1.2, o Lagrangeano de densidade associado a

equacdo desacoplada (2.44) é dado por

(2.49)

1 P1 | P2 ab
L [m\w!z — b|Yua|® + b<; + = ) Y Y — ;!nyQ —alyl?].

) b

Lembramos que as condigdes de contorno y(x,t) = y,.(z,t) = 0 para x € {0,L} e de

compatibilidade dy(x,t;) = dy:(x,t;) = 0 parai = 1,2, devem ser satisfeitas em

to L
5//£d$dt:0,
0

t1

para obtermos a equacao diferencial (2.44).
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2.2.3 Energia Ostrogradski Associada ao Modelo
Novamente, seguindo o método Ostrogradski segundo (NESTERENKO, 1993) e (STEPHEN,

2006), como na secdo 2.1.3, para obtermos a energia Ostrogradski precisamos construir o Ha-

miltoniano H da equagdo desacoplada (2.44). Temos entdo

L
H = / (myt + Payu — E) dx, (2.50)
0

d
onde p; = % - — % epy = % Desenvolvendo a identidade (2.50), resulta
Oy, dt \ Oyu o

l\DI»—t

L
P2
/[mlytl +b|yml2—b(ﬁ b>ymyt+ — |y |* + aly|* | d
0

Como sabemos, a energia Ostrogradski E € definida pelo valor do Hamiltoniano calculado
para uma determinada solucdo particular, que neste caso tomaremos a mesma solucao dada na

secdo 2.1.3, a saber
y(x,t) = Dsin (?) sin (wt).

ApOs os cdlculos, definimos a energia Ostrogradski por

L

1 P2 ab

Eo:2/[pllytl +blym|2—b(m b)%yﬁ — vl + alyl|do
0

Sem dificuldades, pode-se verificar as identidades a baixo:

L
LD? :
Yy 2dx = 2 (wt), Yo 2dx = nr sin? (wt),
2 L
LD2 2 LDQ
/ymtytdx—— 5 w? (%) cos” (wt) /\yx ?dr = —— 5 (%) sin® (wt),

/\y! dz =L

sin (wt) ,
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L
sendo / sin? (mr / L) dr = L/2. Assim, substituindo os resultados e organizando a expressao,
0
P P nr’
2 1 2 2
pl &2 4 =2 =
pw%—(ﬁ—l—b)w([j)]
+LD2,2(t)bn7r 4+ab nm 2+
sin® (w — — | — o
4 L k \ L

Considerando a equagdo (2.45), podemos reescrever a energia Ostrogradski na forma

teremos

2

Eo(w) = L4 cos” (wt)

LD? . p1 . P2 nm\’
Eo(w) = 1 (0082 (wt) + sin® (wt)) pw? + b(; + ?)wQ (T) (2.51)
da qual obtemos
LD? p1 o p2\ [ nT 2 9
EO(W) = 1 p1+ b(; + ?) (T) w” >0,

de onde podemos concluir que a energia Ostrogradski associada ao unico espectro de frequéncia

€ sempre positiva.

%1010 Dispersions

Ostrogradski Energy
-
®

P g

o-0-© 0-¢®" . . .

400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Wave Number

06-0-0-6-
200

0

FIGURA 2.7: Energia Ostrogradski associada ao tinico espectro
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CAPITULO 3

Estabilidade Exponencial dos Sistemas de
Timoshenko-Ehrenfest

Neste capitulo abordaremos um tema importante no o estudo de vibracdes em estruturas

metalicas sujeitas a atuacido de mecanismos de dissipagdo: a estabilidade exponencial de solugdes.

Estudaremos os sistemas de Timoshenko-Ehrenfest com e sem o segundo espectro, ambos
com dissipacdo na equacao de rotagdo. Para o modelo com o segundo espectro, provamos a
existéncia e unicidade de solu¢des pelo método de semigrupo de operadores lineares e a esta-
bilidade exponencial pelo método da energia, a qual se verifica estar condicionada a igualdade
entre as velocidades de propagacao de ondas. Quando fatores como a relagdo entre as veloci-
dades ndo permite obter o decaimento exponencial, resta analisar o decaimento polinomial de
solugdes, que neste caso foi obtido também pelo método da energia. Para o modelo sem o se-
gundo espectro provamos a estabilidade exponencial usando o método da energia e verificamos

que esta ocorre independentemente da igualdade entre as velocidades de propagacao de ondas.

36
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3.1 A Falta de Estabilidade Exponencial
Considere o sistema dissipativo de Timoshenko-Ehrenfest com o segundo espectro:
P1Ytt — /{(?/x + ¢)x + ay = Oa cm (07 L) X R-}—a (31)
pathu — b + k(Yo +0) +ptpy = 0, em (0,L) x Ry, (3.2)
com condig¢des iniciais
y('ra 0) - yO(x)a yt(% 0) - yl(x)7 1/)($7 0) - 1/)0(%'), ¢t(x7 0) = ¢1($)7 (33)
com condi¢des de contorno,
y(0,t) = y(L,t) = ¥.(0,t) = (L, t) =0, YVt >0 (3.4)
Das condi¢des de contorno acima, podemos definir a energia do sistema (3.1)-(3.2) por
L
1
E(t) = 3 / (o1 + P2t} + b2 + (e + ) + o] da. (3.5)
0

Sistemas de equacdes diferenciais parciais como o representado pelas equacdes (3.1) e (3.2),

descrevem fendmenos fisicos sujeitos a dissipacdo de energia, que é provocada pela agcao de

diversos mecanismos de dissipagao.

Para o nosso propo6sito, consideraremos o problema (3.1)-(3.4) que satisfaz a lei

L
d

_ 2
GE® = —u [ 1o d.
0

a qual estabelece a dissipatividade do sistema. Em particular

E(t) < E(0), Vt>0.

(3.6)
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Em razdo das condicdes de contorno tipo Neumann (3.4), sabe-se que as condicdes iniciais

Yo, [0, L] = R

nao decaem exponencialmente. Para contornar esse problema devemos ter

L L

/1/10(95) dx = /wl(x) dr = 0

0 0

e, por conta disso, consideraremos 0s espagos

H(0,L) = H'(0,L) N L}(0, L), 3.7)
L
L*0,L) = { u € L0, L); /uda: =0,. (3.8)

0
Esses espacos sao completos, pois sdo nucleos de funcionais lineares continuos (ver (LIU
Z.; ZHENG, 2000)). Portanto, seguindo essas premissas, podemos entdo definir o espaco-

energia associado ao problema (3.1) -(3.4) como sendo

H = H}(0,L) x L*(0,L) x H:(0, L) x L?(0, L) (3.9)

» I

Tomemos U = (y1,v1,%1,21) €V = (y2, 09,19, 25) em H, com indicando transposi¢ao.

Entdo H é um espaco de Hilbert com o seguinte produto interno:

L

(U, Vg = / [Plvlv_z + 221 %2 + bih1aa, + K(Y1z + V1) (Yoo + 12) + ayl%] dzr, (3.10)
0

com a barra denotando o complexo conjugado.

Para U = (y,v,%, z)’, a norma definida em H ¢ dada por:

L

U1, = / [o1lof? + pal=I? + blbal? + Rlye + B + ay?] da. 311
0
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3.1.1 Formulacao de Semigrupo

Seja U = [y, ys, ¥, Y] € H. O sistema (3.1)-(3.2) pode ser reescrito como um sistema de

evolugdo de primeira ordem na varidvel U, conhecido como problema de Cauchy, da seguinte

forma:
Ut = AU,
U) = U,
onde A: D(A) C H — H ¢é o operador dado por
0 1 0 0
82
RO _ap g, £ 0
A = p1 0z P1 1 0 (3.12)
0 0 0 I
Kk 0 b 02 K 1
. AR Sy
p2 O p2 022 py P2

Definimos o dominio de .4 por

D(A) = (H*0,L)Nn H0,L)) x HY(0,L) x (H*(0,L) N H(0, L)) x H}(0, L).

Definimos o conjunto Resolvente do operador .4, denotado por p(.A), como sendo o con-

junto

p(A):={ e C; I —-A) " eL(H)}.

O conjunto
o(A) = C\p(A),

€ definido como o Espectro de A.

A sec¢do a seguir, € dedicada a provar a existéncia e unicidade de solucdo para o problema

(3.1)-(3.4), utilizando uma consequéncia do teorema de Lummer Phillips (ver (PAZY, 1983;
RIVERA, 2007)), que apresenta o seguinte enunciado:

Teorema 3.1. Seja A um operador linear, dissipativo e com dominio denso. Se 0 € p(A),

entdo A € o gerador infinitesimal de um Cj-semigrupo de contracdes.

Prova. Ver (LIU Z.; ZHENG, 2000). ]
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3.1.2 Existéncia e Unicidade de Solucao

Teorema 3.2. Existe uma tnica solucdo para o problema dado em (3.1)-(3.4), tal que
Ue 00([0, oo),D(A)> N cl([o, oo>,H)
para Uy = (o, y1, %o, 1) € D(A) e também
U e CO<[O,oo), H)

para Uy = (yo, y1, Yo, ¢1) € H

Prova. Seguiremos as etapas do Teorema 3.1.

1. O operador A é dissipativo. De fato, seja U = (y, v, 1, ;) € H. Considerando o produto

interno (3.10), temos:

R€<AU, U)H

L
= Sl = SE®) = —u / y2d (3.13)
0

com p > 0, logo, A € dissipativo.

2. O dominio de A é denso em H.

H'(0,L)

Note que D(0, L) € H*(0,L)N H}(0,L) e D(0, L) = H}(0, L), assim teremos

H2(0,L) N H{(0,L) = Hy(0, L),

lembrando que o espago H; (0, L) é equipado com a norma de H'(0, L).

E imediato que H}(0, L) = L*(0, L) (ver (MEDEIROS L. A.; MIRANDA, 2000; BREZIS,
2010)). As densidades H2(0, L) N H!(0,L) = H}(0,L), e HX(0,L) = L?(0, L), podem ser
consultadas em (SANTOS, 2018) p. 14-15. Podemos concluir entdo que
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3. Agora, mostraremos que 0 € p(.A).

Devemos garantir que A~! é limitado em H. Inicialmente, mostraremos que Im(A) = H.

Entao, considere a equagdo resolvente
- AU = F. (3.14)

Em outras palavras, devemos obter para cada F = (fi, f2, f3, f4)) € H um tnico U =
(y,v,9,2) € D(A) que satisfaga (3.14) tal que,

|Ulle < C[|F||a, (3.15)

para alguma constante C' > 0.

Reescrevendo a equacdo (3.14) em teremos de suas componentes, resulta no seguinte sis-

tema:

—v = fi € Hy(0, L), (3.16)

), + Sy = foe LA(0,L), (3.17)
P1 P1

—z = f3€ HX(0,L), (3.18)

e+ E )+ s = e L20,L). (3.19)
P2 P2 P2

E imediato de (3.16) e (3.18) que v € H}(0,L) e z € H!(0,L). Note que z € L2(0, L).

Entdo, temos 2 mado o seguinte problema eliptico:

—k (e +0), +ay = pifa € L*0,1L), (3.20)
0o + K (Yo + ) = pafs—pz € L0, L). (3.21)

ao qual devemos impor as condicdes de fronteiras dadas por (3.4), para que a solugdo pertenca
a D(A). Assim, tomemos (®, V) € H}(0, L) x H}(0,L) e multiplicando as equagdes (3.20) e
(3.21) por ® e U, respectivamente, integrando por partes sobre (0, L) considerando as condi¢des

(3.4) e somando os resultados, chega-se a equacao

L L
/ (Yo + ) (Do + V) + bih, U, + ay®] do = p1/f2f1>dx+pz/f4‘lfdfc— /z@zg;.
0 0

(3.22)
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Portanto, a solu¢do fraca do problema (3.20)-(3.21), levando em conta as condi¢des (3.4), é
um par (y,v) € HL(0,L) x HX(0, L), que verifica (3.22) para quaisquer (®, V) € H}(0,L) x
H!(0,L). Nessas condi¢gdes, vamos definir o espago F = Hj(0,L) x H}(0,L) e a fungdo
a(-,-) : F x F — R dada por

L
/ K(Ys + ) (P + ¥) + 00,0, + ay®] dx, (3.23)
0

com V = (y,%)) e V = (®, V). Nio hd dificuldades em verificar que fungio a(-,-) é
uma forma sesquilinear, continua e coerciva sobre o espago de Hilbert /. Do teorema de Lax-
Milgran (BREZIS, 2010), existe uma unica solu¢do V' = (y,1) € F que satisfaz o problema

variacional (3.22), reescrito como
a(V,V)={(f,V), YWeF

com f = (fy, f1) € F. Portanto, existe uma tinica solu¢do V' € F satisfazendo o sistema (3.20)
- (3.21) sob as condi¢des de fronteira (3.4). Assim, dado (f2, f1) € L?(0, L) x L%*(0, L), segue

dos resultados classicos sobre regularidade para problemas elipticos que

V e FnN[H*0,L) x H*(0,L)] .

Concluimos, portanto, que U € D(A). Além disso, existe uma constante C' > 0 que
verifica (3.15), de onde teremos || A™!|| < C, permitindo-nos afirmar portanto que A~! € um
operador limitado, do teorema de Lummer-Phillips (PAZY, 1983) A é um gerador infinitesimal
de um Cj-semigrupo de contragdes sobre o espaco H, cuja solucio possui a seguinte regulari-
dade:

Ue OO([O,OO),D(A)> N 01([0,00),1{)

para Uy = (Yo, y1, %0, ¥1)" € D(A) e também
Ue CO<[O,oo),H>

para Uy = (yo, y1, %o, ¢1)" € H. ]
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3.1.3 A Falta de Estabilidade Exponencial

Na literatura nas dltimas décadas, pesquisas sobre vigas metélicas flexiveis sujeitas a dissipacao
tém se intensificado. Trabalhos que investigam questdes relacionadas a estabilidade exponen-
cial de solucdes ratificam, com propriedade, relacdes entre os coeficientes dos sistemas, em
particular aqueles que designam as velocidades de propagacdo de ondas. Dependendo do(s)
mecanismo(s) de amortecimento, pode-se ter estabilidade havendo ou ndo relagdo direta entre
essas velocidades, isto €, se bp; = kpo ou bp; # Kkpy. Para o sistema (3.1)-(3.2), mostraremos
que a condi¢do bp; — kps = 0 € necessdria para obtermos estabilidade exponencial. Nossa
abordagem basei-se em garantir que o semigrupo associado ao sistema ndo € exponencialmente
estavel. Para esse fim, tomaremos como base uma variante do teorema de Gearhart -Herbst
-Huang -Priiss (RIVERA, 2007), enunciado a seguir.

Teorema 3.3. Seja S(t) = e' um semigrupo de classe C; de contracdes sobre um espaco de

Hilbert H gerado pelo operador A. Entdo S(t) é exponencialmente estdvel se, e somente se,

p(A) D {ix; A € R} (3.24)
e
lim ||(iA — A) 7Y ) < oo (3.25)
[A| =00
Teorema 3.4. Suponha que
K2 p1

bpr —kp2 #0 e a # (3.26)

bpr — Kpa’
Entdo o semigrupo (eAt)t>0 gerado por A, associado ao sistema (3.1)-(3.2), ndo é exponencial-

mente estavel.

Prova. Em geral, para provar a estabilidade exponencial de um semigrupo qualquer e, basta
verificar as condigdes (3.24) e (3.25) do Teorema 3.3. Para este caso, em particular, vamos
mostrar que a condi¢do (3.25) ndo € satisfeita, ou seja, mostraremos que existem uma sequéncia

de valores complexos A, tal que

IAnd — A) M 2y — o0
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Seja U = (y,v, v, z) € H, considere a equagdo resolvente
AU — AU = F,

com ' € H. Reescrevendo a equagdo acima em termos de suas componentes, obtemos o

seguinte sistema:

My—v = fi€H0,L), (3.27)
M= (g +0), + —y = foe LX0,L), (3.28)
P1 P1
Xp—z = fye H(0,L), (3.29)
b
Ao — St = () + L = fie L0, L) (3.30)
P2 P2 P2

Fazendo f; = f3 = 0, obtemos \y = v e Ay = z, que substituindo nas equagdes (3.28) e
(3.30), teremos:

Ny — e+ ), +—y = foe LX0,L), (3.31)
P1 P1

N L e )+ My = fe 120, 1), (3.32)
P2 P2 P2

Devemos resolver o sistema (3.31)-(3.32) para escolhas particulares das funcdes y, 1, fo e fj.
Levando em consideracdo as condi¢cdes de contorno (3.4) homogéneas, tomaremos as solugdes

particulares dadas por:

. /nm nmw
Yp = Aj sin <TI> e 1, = Ay cos <Ta:> , VneN (3.33)
e para f5 e f4, escolhemos
. /nm nmw
fon = sin (Tx> e fan = COS (fx> , Vn € N. (3.34)

Fazendo as substituicoes adequadamente nas equagdes (3.31) e (3.32), obtemos o sistema

(V + % (%)2 + %) A+ % (%) Ay = 1, (3.35)
i(%”) Ar+ (A2+£+p—l’2 ("%)ﬂ%) Ay = 1. (3.36)
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Tomaremos uma indexacao para a varidvel A conforme a seguinte sequéncia de nimeros com-

A=Ay i=i,)—n, W¥neN,
P1

onde n = (nm)/L e i indica a parte imagindria do um niimero complexo.

plexos:

Obter a solucdo do sistema (3.31)-(3.32), € equivalente a obter a solugdo do sistema algébrico

(3.35)-(3.36). Resolvendo o problema encontramos:

n2(6p1 — kp2) +nip/Ep1 — Kp2) + Kp1

Ap _ (3.37)
' Y (bpr — rps) — PR2p1 + alip/mpin + 1)
—NKp1+ ap:
Agy = , . (3.38)
’ Pran(bpy — kps) — 12R2p1 + alip/mpnn + Fopr)
Assim, passando ao limite quando n — oo, teremos 17 — co e, portanto,
A o gL # 0 Ay — 0
" a(bpr — Kp2) — K2p1 ¢ o '
Construimos entao as seguintes solu¢des do sistema (3.27)-(3.30):
2 .
n°(bpr — Kpa) +n(ipy/EpL — kp2) + Kkpr

yn(‘r) - pl 2 2,.9 . Sln(n17>, (3'39)

an?(bpy — kp2) — n*K*p1 + alipy/Epin + Kp1)

2(bpy — Kkpa) + n(ip/rpr — Kp2) + K

va(z) = m 277 (bor = fip2) 277(2M PL . p2) & rpn Apsin(nz),  (3.40)

an?(bpr — Kp2) — n*K*p1 + a(ipy/Epin + Kp1)

—1KpP1L + apy
Yu(z) = . cos(nx), (3.41)
(@) Y (b1 — rps) — PR2p1 + alip/mRpin + k1) ()

z2n(z) = koLt P Anpcos(nx).  (3.42)

. omQ(bpl - fip2) — n?k2p1 + Oé(i/i\/lipm + mpl)

Posto isso, tomemos a sequencia (3.40) para estimarmos a integral a seguir:

L . 2
/|U () s = ’p 1 (bp1 — kp2) + n(ip/Rpr — Kp2) + Kp1 \ ‘ L
n - 1 B n|l &
/ an?(bpr — kp2) — n?K2p1 + alip/Epin + kp1) | 2

2

L ) n*(bpy — rp2) + lipy/Rpr — ko) + Kpy /in
2 | anP(bpr — wps) — m2R2p1 + alip/mpin + kp1) \ pr
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pil | by — kpa) +n(ip/Fpr — Kp2) + Kpr
2 an?(bpy — kp2) — n?k%p1 + alip/Kpin + Kp1)

pL | bor—kpa+ L (ip/FpL — Kp2) +
a(bpr — kps) — K2p1 + palipn/Fpin + Kpr)

2

Note que

bpr — Kp2 + %(Zﬂv Kp1 — kp2) + ,%2“/?1
a(bpr — kps) — K2p1 + palipy/Rpin + Kpr)

bp1 — Kp2
a(bpr — kpa) — K21

quando n — oo, considerando as hipoteses (3.26). Verificamos entdo que

L

/|vn(x)|2d:v — 00

0

e, portanto, podemos concluir
. 2 . 2
nh_{lolo 1Unllyy > 7}13)10 vallz20,) = 00,
obtendo o ndo decaimento exponencial das solugdes para este caso. 0
Observacao 3.1. O mesmo resultado € vélido para a escolha
Yn = Ay cos (nr) e 1, = Aysin(nx), Vn €N (3.43)

com 7 := nw/L, para a mesma sequéncia de nimeros complexos do caso anterior. Obtemos

entao o sistema

()\2 + pﬁnQ + pﬁ) A — pinA2 - 1, (3.44)
1 1 1
K s kb o Ap
——nA+ (AN +—+—n"+— A = L (3.45)
P2 P2 P2 P2

cuja solugdo é

n*(bp1 — Kps) + n(ipy/Epr + Kp2) + Kp
Y by — rps) — PR2pr + a(ip/Epin + Kp1)
nKp1 + aps
L (bpr — rps) — PR2pr + alipi/Fpin + kp1)

(3.46)

A2n =

(3.47)
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Logo, passando ao limite quando n — oo, portanto,

bp1 — Kkp2

Ay, —
! pl@(bpl — Kp2) — K2p1

#0 & Ay — 0.

Seguindo os mesmos passos do caso anterior, as conclusdes sdo as mesmas.

3.2 Estabilidade do Sistema com o Segundo Espectro: Método

da Energia

Na literatura existe uma vasta cole¢do de trabalhos que utilizam o Método da Energia para
provar o decaimento exponencial de solucdes para diversos sistemas em equacdes diferenci-
ais parciais. Nesta secdo, utilizaremos esse método para provar o decaimento exponencial de

solucoes do sistema (3.1)-(3.2).

Para analisarmos a estabilidade exponencial desse sistema, lancamos mao de alguns resulta-
dos preliminares (lemas técnicos), subsididrios ao resultado principal. Segue entdo o primeiro

lema relacionado a natureza dissipativa da energia do sistema.

Lema 3.2.1. A energia F(t) associada ao problema (3.1)-(3.4), satisfaz a seguinte lei de dissipa-
cdo:
d
dt

—E(t) = —,u/|wt|2dx Vi > 0.
Prova. Multiplicando as equacdes (3.1) e (3.2) por y; e 1)y, respectivamente, integrando em

(0, L) e usando as condi¢des de contorno, teremos

L

L

d
/ yt|2 dx—i—/-@/(yx + )y dx + pr |y[2 dv = 0, (3.48)
0

IR
&l&
(e

—=

0 0
p L - L L L
p2 & 2 va 2 2 _
5 7 / ¢|° do + th/lwm| dx+fi/ Yo + )y dx + /|¢t] dx 0. (3.49)
0 0 0 0
somando as equacdes (3.48) e (3.49) obtemos o resultado. ]

Cardoso, M.L. PDM - UFPA



3.2. Estabilidade do Sistema com o Segundo Espectro: Método da Energia 48

Definimos o seguinte funcional:

L
Fl(t> =N /yty dx. (3.50)
0

Lema 3.2.2. Suponha (y,1)) solugdo do problema (3.1)-(3.4). Entdo existe uma constante po-

sitiva C; tal que

4R < /ryt|dx+ /wczxwl/wﬁmdx+a/|y|2dx

com

Prova. Multiplicando a equagdo (3.1) por y, integrando em (0, L) e usando as condi¢des de

contorno, teremos

L
2 /yttyd:chﬁ/yx+¢yxdw+a/|y|2 dx = 0.
0

e usando as desigualdades de Young para £ > ( obtemos

L L L
d K
7 Pl/%ydiﬂ < —pl/lyt\zda%g/!ymtwl?dw
0 0 0
L L
+ /@5/|y$|2dm+a/|y|2dx (3.51)
0 0
Consideremos a desigualdade
L L L
/|yz|2 dr < 2/|ym+wl2 + 20p/|m|2dx, (3.52)
0 0 0
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obtida apds usarmos a desigualdade de Poincaré com C),, > 0. Com isso podemos reescrever a

desigualdade (3.51), considerando ¢ = b/4xC),, da seguinte forma

L

L L L L
d b
gl fowiz) < o [lupde s [ardo s e [l vpdnra [ e
0 0 0 0

0

sendo C; = k*C,/b+ b/2C,,. O

A seguir, definimos o seguinte funcional:

Ey(t) = po / Ulye + 0y + / batp da. (3:53)
Lema 3.2.3. Seja (y, ) solu¢do do problema (3.1)-(3.4). Ento, Considerando o < k2 /b e
kp2 —bp1 =0, (3.54)

existe uma constante positiva C'y

4 py <02/wty dfc——/\szr?/JlQ x—0/|y|2da:

Prova. Multiplicando a equacdo (3.2) por y, + ¢ , integrando por partes em (0, L) e usando

as condicoes de contorno, teremos:

L L L
pr | Vu(ye + ) dz+b | Volye +0)e do+ 5 [ |yo + 0 do+ p [ i(ys + ) dz=0.
/ / / /

Tomando a identidade ¥y (y, + ) = £ (Vy(ys +©)) — ¥e(ys + 1) , a equagdo acima pode ser

reescrita da seguinte forma:

L
p2_/¢t yw"‘w dx_p2/¢t(yx+w>t dl‘+ x(ym‘i‘w):pdx
0
L

L
b0/¢

L
uo/wt(ygﬂrw) de = 0.

+fe/\yz+w12dz+
0
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d
Na sequéncia, usamos as identidades (y, + ), = &ytt + gy e Vot = — (Vutt) — Vuri,
K K

respectivamente, juntamente com as condi¢des de contorno para obter

L L
d b
pagp [ il +0) dx—m/wtywtdx—m/w a4 0 /wxytdx
0

L
/wtymdx + —/wzyd:ch m/|yx+w|2 dfv+u0/wt(yx+¢) dx
= - 02/% Yz + 1) dx—i— /wxytdx - (P2 - %) /wtymdx

—p2/|wt|2 dz + —/wxydaw n/|yx+w|2dx+u/wt Yo+ ) da

e levando em conta a condicao (3.54) resulta em

a pz/wt yo + W)z + 221 /wgcytdx _ /|wt| dr — y%dm
—k | Nye +Pde — p | V(Yo +)dz.  (3.55)
/ 0/

Agora, usando integracdo por partes e aplicando a desigualdade de Young, para e = £/2, a
equacao (3.55) torna-se a seguinte desigualdade:

L

% /Pz¢t(ym+?/) d$+ /%ytdw < C2/|?/)t| dx——/lyx+¢| dx+—/yw¢dx

0

com Cy = py + p?/2k. Levando em conta que y,% = (y, + ¥)y2 — y2 , resulta

@ p2/¢t Yo + 1) dm+ /%ytdl’

(3.56)
< C2/‘¢t’ dx__/’yx+w|2d$+_/yx+w yxdx__/|yx| dz.
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Da desigualdade de Young para € = ab/k?,

@ m/@bt Yo + 1) dx+ /%ytdl“

< CQ/W dx——/|yx+wr dx——(l——)/w dr.

Por fim, langando mdo da hipétese o < 2 /b e aplicando a desigualdade de Poincaré, segue

(3.57)

a m/ﬂ&m+wdx+ /wwdx

(3.58)
< Cz/lthdx——/!yx+w| dr — Cy /|3/’2d$
com C,, = baC,/ (1 — ba/k?) k, encerrando a prova do lema. O
Definimos entio o préximo funcional:
L L
_ K 2
0 =2 [ v+ 5 [ 1opar (3.59)
0 0

Lema 3.2.4. Seja (y, ¢) solugdo do problema (3.1)-(3.4). Entao,

—Fs _Pz/|1/1t| dx——/Wm

onde C), € a constante de Poincaré.

+ Y|*dz,

Prova. Multiplicando a equacio (3.2) por ¢ e fazendo integracdo por partes, obtemos:

L

L L L
po [ Y de+b [ o> de+ 5 [ (Yo + )0 dz 4+ p | Ypp dz =0
[rasn [t ] /

0

e usando a identidade

_ L) — ol
Ytk = = () — [
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segue

L L L L L

d

<o / e + & / 2z | = —b / |2z — / (e + 0z +po / n[2de. (3.60)
0 0 0 0

0

N J/

1

A seguir, vamos estimar a majora¢ao do termo / usando as desigualdades de Young, para

e = b/2C,, e de Poincaré, respectivamente:

L L L
2

K / (yz + $)vdz < ”2?’ / |yx+w|2d:v+g / [l *da. (3.61)
0 0 0

Substituindo (3.61) em (3.60) obtemos a desigualdade

L L L L L
d b Kk2C
d pQ/wtzz)dwﬁ/Wd:c < ——/wx\?dw p/|yw+¢|2das+p2/|wt|2dx7
dt 2 2 2b
0 0 0 0 0

fechando a demonstracao. [

Para o resultado principal a seguir, consideraremos as constantes Ny, Ny e N3 inteiros po-
sitivos a serem estimados convenientemente. Definamos entdo o funcional de Liapunov da
seguinte forma:

L(t) := NoE(t) + Fi(t) + NoFy(t) + N3F3(t), (3.62)

com Fi(t), F5(t) e F3(t) dados em (3.50), (3.53) e (3.59). Nessas condi¢des, enunciamos o

seguinte resultado:

Teorema 3.5. Suponha que @ < k2/be kpy —bp; = 0. Entdo a energia £(t) do problema (3.1)-
(3.4), decai exponencialmente para zero quando ¢t — 00, isto €, existem constantes positivas M

e 7 independentes de ¢ e dos dados iniciais, tais que

E(t) < Me™, Vit > 0. (3.63)
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Prova. Considere o funcional de Liapunov (3.62). Levando em conta os resultados dos Lemas
3.2.1,3.2.2,3.2.3 ¢ 3.2.4, derivando o funcional, obtemos

L
d
- < _ 2
L) = pl/lytl dx

L
b
=13 [ e
0

L

N2 201 IﬂZCp K 2

(G o
0

L
-2 (NQ% — 1) a / ly|2dz.
o 2

0

Primeiramente escolhemos N3 > 1. Prosseguindo, escolhemos Vs suficientemente grande

tal que

C C
Ny > max 4 4L 4 on, e 2L
K b " C,

Finalmente, tomando
- CoNy + paN3

I

podemos concluir que existe uma constante positiva 5, > 0, tal que

No

%E(t) < —BE(t) Vvt >0, (3.64)

onde E(t) é a energia do sistema da em (3.5). Além disso, ndo hd dificuldade em verificar que
L(t) é equivalente a energia E(t). De fato, resulta da defini¢do de £(t) e E(t) que existe uma

constante positiva Cj tal que

1£(t) — NoE(t)| < CoE(t), Vt =0,
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consequentemente,
ME(t) < L(t) < kE(t), Yt >0, (3.65)

com k; = Ny —Cy e ke = Ny + Cy. Escolhendo N, grande o suficiente, ou seja, Ny >
max {Cy, (NoCs + N3po) /11}, obtemos a equivaléncia requerida. Finalmente, para Ny > 0
grande o suficiente, tomando 7 = [y/ki, usando a estimativa (3.64) e a equivaléncia (3.65)
obtemos

E(t) < Me ™ V¥t >0,

concluindo que o sistema decai exponencialmente quando (3.54) acontece. [

3.3 Decaimento Polinomial

Como vimos na secdo anterior, o problema dissipativo (3.1)-(3.4) possui seu decaimento
exponencial condicionado as relagdes particulares entre seus coeficientes, em especial as que

definem velocidades de fase.

O fato do modelo em questdo possuir a propriedade de decaimento exponencial, revela que a
energia das solugdes pode ser controlada por uma fun¢@o exponencial negativa. Isso quer dizer
que seu decaimento para zero em relacdo ao tempo ¢ é muito rdpido. Quando isso ndo ocorre,
devemos analisar outra forma de estabilidade: o Decaimento Polinomial. Neste caso, a energia

das solugdes € controlada por uma funcao polinomial, isto €,

1Sl < F(O)IUollpeay (3.66)

em que S(t) := e é o semigrupo gerado por A e f(t) é uma fungdo polinomial positiva tal

que lim f(¢) = 0.
t—o0
Porém, sabe-se que o decaimento polinomial da energia é um processo lento de estabilizacao,

pois a energia das solucdes agora é controlada por um polinémio.

Nesta secdo, estabelecemos o decaimento polinomial da energia E£(t) para o modelo dissi-
pativo de Timoshenko-Ehrenfest, analisado anteriormente, € mostramos que isso ocorre desde

que k/p1 # b/ ps. Nossa andlise esta resumida no seguinte teorema:
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Teorema 3.6. (Decaimento Polinomial) Suponha que
kps —bpy # 0. (3.67)

Entdo a energia F/(t) dada em (3.5) associada ao problema (3.1)-(3.4) decai polinomialmente,

isto €, existe uma constante positiva C' tal que:

E(t) < %EQ(O), vt > 0. (3.68)

Prova. Considerando a hipétese (3.67) e tomando a desigualdade (3.56), teremos

d b
Thm < (p2+ )/wd i O"”/m dz — 2 /Qda:— /|yx+w| du
bp1
+(m——) reda.
)]

Fazendo x = bp;/k — p2, usando integracao por partes, do funcional de Liapunov obtemos

d

L) < ~GB(r) — Xy / Gepade. (3.69)

Usando as condi¢des de contorno, surge a identidade:

L p L L
/¢ty:vt dr = a/%y:p dx — /%t% dz
0 0 0

logo, a desigualdade (3.69) torna-se,

L L
d
SLWM) < —RE® XN |4 / e iz / Yy da

= RE(t) — xNa o / ey dz + XNy / Vuys do (3.70)
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Definido

Li(t) = L)+ N, / e dr + NEs(), (3.71)

com
Ey(t) == E(t, ys, ¢r)

a energia de segunda ordem que satisfaz

d

%EQ(aytawt) = _,U/th‘z dl‘, VtEO (372)

Para obter (3.72), derivamos o sistema (3.1)-(3.2) em ¢ e multiplicamos as equagdes por y;; €

1y, respectivamente, e em seguida integramos em (0, L), assim podemos definir

N}

L
1
Ey t ytal/}t = —/ P1|ytt|2da7 + P2|¢tt|2 + b|¢tm|2 + ’f| (ya; + @Zj)t |2 + 04|yt|2] dx. (3.73)
0

Derivando o funcional (3.71), teremos

iEQ (t)

d d d
Eﬁl(t) = E[’(t)—i_XNQE/wtyr dr + th

<~ BB(t) - xNy / ey di + N, / Cuye d

Lo

+ xNo— /wtyx dr + Nd

< — BoE(t) XN2/¢ttyx dr — N#/|¢tt| dz.

Usando a desigualdade de Young para ¢ = 1/4,obtemos

L L
-
N2/¢ttyz drx < XNQ/W)ttF dx + X 2/| ac|2 dx (3.74)
0 0
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e da desigualdade (3.52), teremos

L

L
Nz/wttyx dr < /th’Q dr + —/|yz+¢’2 dx +
0

0

ﬁo

< XNz/th’ dr + — ()

que resulta em

d Bo
dt

Escolhendo N > xN,/pu, segue

d Bo

Integrando o resultado acima em (0, t), teremos

El(t)—ﬁl(O)—i-%/E(s) ds < 0,

_ %/E@) ds < L£(0) = La(t).

Por outro lado, € simples verificar que existe uma constante 7); tal que
El(O) - £1<t) S 7]1E2(0), Vit Z 0

e assim

t

/E(s) ds < 22 E,(0), vt > 0.
Bo

0

XNQCPz

GEM0 = =B - (Vu- ) [l da.

0

L

JRE

Cardoso, M.L.

PDM - UFPA



3.4. Estabilidade do Sistema sem o Segundo Espectro: Método da Energia 58

Note que

%[E(t)] = E(t)+t%E(t) < E(t), Vt>0.

Integrando em (0, t), teremos
t
tE(t) < /E(s) ds < Q%EQ(O), vt > 0.
0

0

Tomando C' := 21, /[y, concluimos que

C
E@t) < —

E»(0), Vit > 0.

3.4 Estabilidade do Sistema sem o Segundo Espectro: Método

da Energia

Nesta secao utilizaremos novamente o Método da Energia para analisar questdes relaciona-
das a estabilidade exponencial da energia do sistema de Timoshenko-Ehrenfest com a condi¢ao
de equilibrio dinAmico proposta por Elishakoff (ELISHAKOFF, 2010), com a presenga de me-

canismo dissipativo na equacgdo de rotacao. O sistema a ser estudado € dado por:

P1Yst — H(y:v + dj)x + ay = 07 in (Ov L) X R-i— (375)
—P2Ytte — bqvb:vac + K(yx + ¢) + th = 07 in (07 L) X R-}- (376)

com as condi¢des iniciais
y(l’, 0) = yO(x)7 yt<x7 0) = yl(x)> @ZJ(I’, 0) = 77Z}0(x)a (377)
e condicdes de contorno Dirichlet-Neumann

y(()?t) = y(Lv t) = ¢x(0a t) = 77Z}x<Lv t) =0, t=0. (3.78)
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Sob essas condicdes, podemos definir o funcional energia associado por:

L

1 o)
B(t) = 2(p1+ﬂ)/|yt|2dx+ plp?/\ytt| da:—i——/\yzt]Qd:c

" /w dr 1 /|yx+w| dz 4 2 /!y| dr. (3.79)

A seguir apresentaremos os lemas técnicos que ajudardo estabelecer o principal resultado

desta secdo.

Lema 3.4.1. A energia E(t) do problema (3.75)-(3.78) satisfaz a seguinte lei de dissipacao:

ZjE = —u/|¢t| dz,t > 0. (3.80)

Prova. Multiplicando as equacdes (3.75) e (3.76) por y; e 1, respectivamente, integrando o

sobre (0, L) e usando as condi¢des de contorno (3.78), obtemos

L
2
= 81

2dt/‘yt’dx+“/(yx+wytxdﬂf+2dt/|‘ 0, (3.81)

0

L L

pa [t + 55 / el + 5 / ot Opds = —p [ e, G2
0 0 0

Da equacdo (3.75) surge a identidade ¢,; = &yttt — Yoat + gyt de onde obtemos
K K

P1p2 24 Oé/)2 2 2
+ 2 |ywl*d
2K dt/’“| 2K dt/‘t’ 2dt/‘yt’ ‘

L
b d
§d—/|¢x! dw+/f/(yx+w)wtdx = —,u/]@DtIde. (3.83)
0 0

Somando (3.81) e (3.83) obtemos o resultado desejado. L]
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A seguir, definimos o funcional

L
G1(t) == —p1/ytydx. (3.84)
0

Lema 3.4.2. Seja (y, ) a solug@o do problema (3.75)-(3.78). Entdo, para todo £ > 0, temos

d

%Gl p1/|yt| dx + 2ecyk /Wm\de+C /]yx+¢| dw+a/\y[2d:£

onde ¢, € a constante de Poincaré.

Prova. Multiplicando a equagdo (3.75) por y, integrando sobre (0, L), usando integragio por

partes e levando em conta as condicoes de fronteira (3.78), teremos

L
p/yttydwrn/ yx+z/zymdx+oz/|y! dz = 0. (3.85)
0

d
Tomando a identidade y;;y = o —(y1y) — |ye|* e a desigualdade de Young chegamos a

L L
d K
—E(pl / Yy daz) < —p; / lylPde + - / Yo + | da (3.86)
0 0
L L
+5/i/|yx|2dx+a/|y|2dx.
0 0

Além disso, consideremos a desigualdade dada por

L L L
/|y$|2da: < 2/ |y —|—¢|2dx+20p/ 1| ?de, (3.87)
0 0 0
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a fim de reescrever a desigualdade (3.86) como

L L L
—%(pl/yty dm) < —pl/]yt\zd:v—l-Qscp/@/\med:U
0 0 0
L L
+CE) [lne+oPde+a [P
0 0
com C(g) = k/4e + 2ke. O

Para o préximo lema, introduzimos o funcional

L L L
(8]
Gao(t) == pQ/ymyx dx+g/|¢\2dx+ %/yty dz. (3.88)
0 0 0

Lema 3.4.3. Seja (y, 1) soluc@o do problema (3.75)-(3.78). Entao

L L

L

d b ac

ZGalt) < —%/lyn\?dx—§/wx12dm+ <1+Tp)02/|ym\2dx
0 0 0

K

ZCPL 2
. dx,
+2b/|y+w| %
0

onde ¢, € a constante de Poincaré.

Prova. Multiplicando a equagao (3.76) por 1 e integrando por partes, teremos

L L

L L
p2/ytt%d:z:+b/ legdxjtm/(yx + ) d:t—l—%(g/W\zdx) =0. (3.89)
0 0 0

0

Segue-se da equacdo (3.75) que ¥, = &ytt — Yoz + gy. Entdo, substituindo 1), no primeiro
K K
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termo de (3.89) obtemos

L L

d

o (pz/yxtymdx+ /\wr dx+—/ytydflf> —pz/\ym! dx
0 0

L

p1p2/|ytt‘ d$+b/|¢x|2d$+/€/(yx+¢ ¢d£E— /\ytlzda: = 0,

0

e usando as desigualdades de Young, para ¢ = b/2c¢,,, e de Poincaré chegamos a

L L L

d o

(o [rade s [opas+ 22 [yyar) < p1p2/| il d:c——/rw i
0 0 0

+ 1“‘% P2/|ym’ do + “ 2 /‘yx—i-del’-
0
concluindo a prova. 0
Introduzimos mais um funcional dado por
L L L
Gs(t) == —ps / Yia (Yo + ) d — b% 0 e (3.90)
0 0 0

Lema 3.4.4. Seja (y, ) solucdo do sistema (3.75)-(3.78). Entdo, existe uma constante positiva

(1 tal que

L L

d K

EGiﬁ(t) < _Ca%/|ytm|2dx_§/|yx+¢| dl’——/|y| d$+01/|1/1t\ dx
0 0

com a < pak?/2bpic, e Cp = 1 — 2abpic,/K?py > 0.

Prova. Multiplicando a equacao (3.76) by (y,+1), integrando sobre (0, L) e usando integrando

por partes, temos

L L L L
_ 2 _
pzo/ym(nyrw) dx+bo/wx(yx+w)xdx+f;0/\yx+w\ dx+u0/wt(yx+w) dr = 0.
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Agora, usando a desigualdade de Young, segue-se que

L L L L
K 2
oo [ sl + ) o b [ty t o <=5 [ln+oPdo s 5 [
0 0 0 0

Por outro lado, segue da equagdo (3.75) que (v, + ¥), = &ytt + gy e entdo podemos
K K

reescrever a desigualdade a cima como

L
m/ym o da:+—/ytth d:c+—/ywxdx < ——/\ymm d:c+—/|wt| dz.
0

a — Yt (Y + V)] = Yra (Y + ¥)

Além disso, considere a identidade dada por 4, (v, + 1) = p

de onde obtemos

L

L
( /yt:v Z/z‘i‘w de) < p2/|yt:v‘ dx_/h/ytxwtdl"f'—/ytml/)dﬂ?

0
——/!yx—ﬂb] dw——/ywxdz—i——/\wtl dx.

d
Por outro lado, usando a identidade ;1,1 = a(ymz/z) — Vs tEmMOs

L L L L
( /ym Y + ) dx + p /yzﬂ/)dl‘) < —m/lyml dx—b( p;) /ytmtdfv
0 0 0
——/\yﬁw\ dx——/ywxdw—/wt\ da

. . . (6%
e usando novamente a desigualdade de Young e a identidade 1), = &ytt — Yz + —Yy chegamos
K K
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L L L

d b ab
—£<p /ym(ywrw)dﬂﬂ Yot dx — pl/ ) ——/|ym\ dx
/'i
ab
——/|yx+¢|d T ”1/| " dx——/|y|2dx+cl/|wdx

2
onde C} = b? (& + %) / 2py + 11 /2k. Usando a desigualdade de Poincaré obtemos
K

com «a < pak?/2bpyc,. Portanto, finalizamos a prova do lema. [

Agora estamos em posicdo de provar o Teorema principal deste capitulo. Para esse fim,

definimos o funcional de Lyapunov £ como segue:
L(t) .= NoE(t) + G1(t) + NoGs(t) + N3Gs(t), (3.91)

onde Ny, N, e N3 sdo constantes positivas a serem estimadas posteriormente e os funcionais
G4, Go, e G3 foram dados nos lemas 3.4.2, 3.4.3 e 3.4.4, respectivamente. Nessa condi¢des,

enunciamos o seguinte teorema:

Teorema 3.7. A energia F(t) do problema (3.75)-(3.78) com o < par?/2bp;ic, onde ¢, € a
constante de Poincaré, decai exponencialmente com o tempo ¢ tendendo para o infinito. Ou

seja, existem constantes positivas M e 1 independentes dos dados iniciais e de ¢ tal que

E(t) < Me™, ¥t > 0. (3.92)
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Prova. Derivando o funcional (3.91) e considerando os resultados dos lemas (3.4.2)-(3.4.4),

obtemos

L

d

GL0 < = [lufd - Nzw/\ s
0

4
_ [0 N3—2<1+ac”>N2 %/!ym dx — (Nz gc” ) /!%\ dx
0
L

Agora, cuidadosamente iremos selecionar as constantes. Primeiramente, escolhemos apro-

priadamente
b

4rcy

E =

para obter

L L
d
GEO < =i [lufde - NP2 / s
0

L
— [(J Ng—2(1+0‘c” N %/|?th| dz — (Ny — 1) 5 /l%l dx
0
N;  2C(e) ke K 2
(7 e TN2 §/|y1+¢| dx

0

L L
2ab Q
. (—N3—2)2 [ 1o - (uNo—clzvg) [ s
0 0
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Agora, escolhemos N, > 1 e N3 grande o suficiente tal que

C(e)

2
N; > max{Q(l + QCP)CglNz, 4 + 252N, %}
«

b

de onde obtemos

C. Ny — 2(1+ %)NQ >0,
K

N3 2C; ke
e 1 AN
2 K b2 ’
2ab
Ny —2>0.
K2

: . C .
Finalmente, escolhendo NV, suficientemente grande tal que Ny > —1N3, podemos concluir
!

que existe uma constante positiva Cjy > 0 tal que

jtﬁ( t) < —CoE(t),Vt >0, (3.94)

onde E(t) é dado em (3.79). Além disso, ndo hd dificuldade me ver que L(t) e E(t) sdo
equivalentes. De fato, segue da defini¢ao de L(t) e E(t) que

L(t) — NoE(t
| I(nlx{l (}V} < /Iytyldx+p1/|yty|dw+ /Il/}l dw+ﬂ2/’yxt%|d“f

/le dx +—/|yty|dw+pz/|ym (Yo + )| da

N
pl/lyztw\d + p1/|yty|dw

e da das desigualdade de Young e Poincaré que existe uma constante positiva c tal que
|L(t) — NoE(t)] < cE(t),Vt > 0. (3.95)
Consequentemente,

(No — O)E(t) < L(t) < (Ny + ) E(t), ¥ > 0, (3.96)

Cardoso, M.L. PDM - UFPA



Capitulo 3. Estabilidade Exponencial dos Sistemas de Timoshenko-Ehrenfest 67

. . C Ca
e escolhendo N suficientemente grande, isto €, Ny > max {c, —1N3 , temos a equivaléncia.
14

Finalmente, usando o fato de que £(t) é equivalente a £'(t) para Ny > 0 grande o suficiente,

teremos

%E(t) < —nE(t), V>0,

para a constante positiva n = Cy/K7, onde K; = Ny — c¢. Assim, integrando a desigualdade

acima sobre (0, t), chegamos a
E(t) < Me ™™, Vt > 0.

Portanto, obtemos o resultado desejado como consequéncia da equivaléncia entre L(t) e E(t).
O
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CAPITULO 4

Estabilidade Exponencial para o Sistema de
Timoshenko-Ehrenfest: Critério de Routh-Hurwitz

Neste capitulo, a fim de estabelecer os resultados de estabilidade exponencial dos sistemas
do de Timoshenko-Ehrenfest estudados nas secdes 3.2 e 3.4, aplicaremos a técnica conhecida
como Critério de Routh-Hurwitz, utilizada por Quintanilla em (QUINTANILLA, 2003) para
mostrar 0o decaimento lento das solucdes de um sistema eldstico poroso e mais recentemente
utilizada por Almeida e Ramos em (ALMEIDA D. S.; RAMOS, 2017) para o sistema de Timo-
shenko, onde os autores mostram a existéncia de uma relagdo particular entre os coeficientes do

sistema. Esse critério baseia-se no seguinte teorema:

Teorema 4.1. (Teorema de Hurwitz) A condicdo necessdria e suficiente para os zeros do po-

lindbmio com coeficientes reais
-1
flx) = ap2" +ap 12" 4o+ arz + ag,
com ag > 0, ter toda a sua parte real negativa, é que os determinantes

A1:CL1, A27 A3>"' 7An
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sejam todos positivos. Para A > 1

ay; a3 as --- A2)—1
ap G2 Qg4 - G2)-2
Ay = 0 ar as - dns , ap, =0, se k>n.
0 ap az -+ a4
a2)—1
0 0 Qay

O teorema a cima pode ser consultado em (DIEUDONNE, 1938).

4.1 Sistema de Timoshenko-Ehrenfest com o Segundo Espec-

tro

Nesta se¢ao, vamos considerar o sistema (3.1)-(3.4). Para ¢ suficientemente pequeno, existe

uma solug¢do do sistema (3.1)-(3.2), na forma harmonica, dada pelas funcdes
y(z,t) = Aje“ sin(nz) e (z,t) = Aye* cos(nx), 4.1)

Vn € N. Mostraremos o decaimento exponencial do sistema acima utilizando o critério de

Routh-Hurwitz, segundo o teorema abaixo.

Teorema 4.2. Suponha que € é um pardmetro suficientemente pequeno e b/p; = x/p;. Entdo,
as solugdes do sistema (3.1) - (3.2) da forma (4.1) ficam a esquerda da linha Re(z) = —e e
isso implica na estabilidade exponencial das solug¢des. Caso contrario, se b/ps # k/p1, existe
uma solugdo do sistema (3.1) - (3.2) que fica a direita da linha Re(z) = —e e isso ndo implica a

estabilidade exponencial das solugdes.

Prova. Desacoplando o sistema através da eliminag@o da rotag@o v da se¢do transversal, nos

fornece uma equacdo diferencial de quarta ordem tanto no espago quanto no tempo, dada por

P21t + P11 — (bp1 + Kp2) Ypare + (Kp1 + @p2) Yu — ElYtzs
+ apy; + kbYprer — byrr + kay = 0. 4.2)
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Substituindo y na equacdo acima, obtemos a seguinte equagao de frequéncia

paprw® + pruw® +[(bpy + Kp2) N + Kkpy + apo]w?® + (kun® + ap)w + kbn* + abn® + ka = 0.

Seguindo os mesmos argumentos usados por (QUINTANILLA, 2003) podemos reescrever a

equagdo anterior como uma equacdo algébrica, da seguinte forma:

papr’ + prua® + [(bpr + kp2) 0’ + Kp1 + apala® + (kun® + ap)x

+ kbn* + abn® + ke = 0. (4.3)
Podemos encontrar solugdes de (4.3) que estdo a esquerda da linha Re(z) = —e, bem como
a direita da linha Re(z) = —e desde que bp; — kp, tenda para zero ou ndo, respectivamente.

Portanto, verificaremos o sinal das solu¢gdes da equacao algébrica

popr (i — )+ prpa( — O+ [(bpr + ) 12 g1 + apa(z —
+(kun® + ap)(z — €) + kbn* + abn® + ka = 0.

Expandindo os termos (z — €)*, i = 1,2, 3, 4, obtemos a equagio
145134 + Z3I3 + l2$2 + ll.I + l() = 0, (44)
sendo cada l;, i = 0,1, 2, 3,4, dado como segue

ls = pip2,

ls = pp1—4epipa,

la = [(bpr+ kp2)n® + aps + kp1] + 6p1pac® — 3pypue,

ho = kun’ + op — 4p1pa€’ + 3p1pe® — 2[(bpy + Kp2)n” + ap2 + Kpile,

lo = wbn* +abn® + ko + prpaee* — ppre + [(bp1 + kpa)n® + apy + Kpy]€
— (kpn?® 4 ap)e.

Mostraremos o decaimento exponencial do sistema (3.1)-(3.2) usando o critério de Routh-
Hurwitz (QUINTANILLA, 2003).
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O critério utiliza o Teorema 4.1 para estabelecer que a condicao necessaria e suficiente para

as solucoes de uma equacao do tipo (4.4) terem a parte real negativa € que os determinantes

. L I3 O
Ao = lo, Al = ll, A2 = det ! s s Ag = det lo lg l4 (45)
lo 1o
0 L I3
€
L I3 0 0
lo loa 1y O
A4 = det 0 2 ! y (46)
0 6 I3 O
0 lo lo Iy

sejam todos positivos. Em suma, o Teorema 4.1 garante que as solugdes estejam a esquerda do
eixo iR. Temos entdo:

Ay = dyn* + dyn® + dy,

onde

dy = =2(0°p} + K*p3)e + K2 ppa,

dy = —12(bp1 + Kpa)p1pac® + 2(4bp1 + 5k pa) ppre? — 2(2ap5 + 2bp] + 2kp1pa + P pr) ke
+ 2akpups + K ppr,

do = —20p7p5€” + 25up7 pac’ — 4(3aprpy + 3kpipe + 207 1) € + 2(5apy + 4kpr) ppr€”

—2(a®p3 + ap’pr + E2p})e + o pipa.

Note que o termo dominante de A, é dado por dyn* e pode ser reescrito na forma
dyn* = (K*pps) n* — dj(e,n*).

Entdo, para n suficientemente grande, podemos achar um ¢, suficientemente pequeno tal que

As > 0. O mesmo argumento se aplica para mostrar que Ay > 0e A; > 0.

E ficil ver que A4 = l4A3. Logo, basta que analisemos o sinal apenas de As. Assim,

As = ryn* + ron® + 1o 4.7)
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onde,

ry = 4pipa(bpr — Kp2)2€® — 2p1p(bpy — Kp2)’e,
ry = 32pip3(bpr + kpa)e’ — 32pipopa(bpy + Kp2)e®

+ dp1[=2ap;(bpr — Kp2) + 26p1p2(bp1 + Kp2) + p1p®(2bp1 + 3rpa)]€”

+ p1[Aappa(bpr — Kp2) — 26pp1(2bp1 + 26p2 + 11°)]€e + K22 pl,

ro = 64p7p3e® — 96upip3e” + 16p3pa(2aps + 26p1py + 3 p1) €

— 8pip(daps + 4kpips + 12p1)e’ + dpi[pa(aps — kpr1)? + prp®(Baps + 2kp1)] €
— 2prplapa(apr — 2kp1) + pr(ap® + K2 pr)]e.

Note que o termo r4 € o Unico que depende inteiramente da diferenga bp; — kp2. Se b/py —
k/p1 # 0, r4 serd o termo dominante de A3 e, nesse contexto, podemos achar um e suficien-
temente pequeno tal que 2p,e <y (com f suficientemente grande) e assim teremos 74n* < 0.
Por conseguinte, podemos dizer que existe uma solucdo do problema que esta a direita da linha
Re(z) = —e e como consequéncia, ndo podemos obter o decaimento exponencial uniforme de

solugdes.

No entanto, se b/ps — r/p; = 0 teremos r4 = 0. Isto implica que A3 serd de grau2emn e o

termo dominante passa ser r,n? onde

3 2 2
€S €,m7).

ron® = k2P pin® + ry(et e
Assim podemos achar um ¢, suficientemente pequeno tal que r7on? > 0 e, como consequéncia,
A3 > 0. Portanto, para um e suficientemente pequeno, um n suficientemente grande e consi-
derando b/py = k/p; obtemos A; > 0, i = 0, 1, 2, 3, 4, de onde podemos concluir o

decaimento exponencial de solucdes. [

Na secdo a seguir, analisaremos o decaimento exponencial de solugdes utilizando o mesmo

método empregado acima seguindo os mesmos passos.

Cardoso, M.L. PDM - UFPA



Capitulo 4. Estabilidade Exponencial para o Sistema de Timoshenko-Ehrenfest: Critério de
Routh-Hurwitz 73

4.2 Sistema de Timoshenko-Ehrenfest sem o Segundo Espec-

tro

Considere o sistema de Timoshenko-Ehrenfest com o equilibrio dindmico proposto por Eli-
shakoff (ELISHAKOFF, 2010),

Py — 6y +¢)e +ay = 0, em (0,L) xR, (4.8)
—P2Yxtt — bwmc + /f(yx + @ZJ) + [lﬂ//t = 0, cm (O, L) X R+. (49)

com as condi¢des iniciais

y(l‘, O) = yo(l‘), yt(xvo) = yl(x)v @D(l‘, O) = ¢0($), wt(l‘vo) = ¢1(9€)> (4.10)

e as condi¢des de contorno de Dirichlet-Neumann

y(0,1) = y(L, 1) = 2(0,1) = (L, 1) = 0, >0, (4.11)

Para mostrarmos o decaimento exponencial do sistema acima, repetiremos os argumentos

utilizados na secdo anterior.

Teorema 4.3. Suponha que € € um parametro suficientemente pequeno e que exista

(bp1 + Kp2)?

po = 2€ 5
)

Entdo: i) Se po < p as solugdes do sistema (4.8) - (4.9) na forma (4.1) ficam a esquerda da
linha Re(z) = —e e isso implica na estabilidade exponencial das solugdes. ii) Se p < o

as solugdes do sistema (4.8) - (4.9) na forma (4.1) ficam a direita da linha Re(z) = —c e
1sso nao implica em estabilidade exponencial das solu¢des. além disso, ambos 0s casos sdao

independentes da igualdade entre as velocidades de propagacdo de ondas V2 = k/p; e Vi =
b / P2.

Prova. Desacoplando o sistema (4.8)-(4.9) e procedendo como anteriormente, obtemos a se-

guinte equagdo de frequéncia

priw® + [(bp1 + Kp2) n* + kp1|w? + (kpun® + ap)w + kbn* + abn® + ka = 0,
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que pode ser reescrita como
prux® + [(bpr + Kpo) n® + kpr|a? + (kpn® + ap)z + kbn* + abn® + ko = 0. (4.12)

Podemos encontrar solugdes de (4.12) que estdo a esquerda da linha Re(z) = —e, bem como a

direita da linha Re(z) = —e. Portanto, verificaremos o sinal das solu¢des da equagao algébrica
pri(x — €)* + [(bp1 + kpo) n* + kp1](z — €)? + (kun® + ap)(z — €) + kbn? + abn® + ka = 0,

donde obtemos a equagao

Isz3 4+ > + iz +1, = 0, (4.13)

sendo cada l;,+ = 0, 1, 2, 3, dado a seguir:

ls = ppr,

ly = [(bp1 + kpa)n® + kp1] — 3pypue,

L = kpn® 4 ap+ 3ppue® — 2[(bpy + kp2)n? + Kpile,

lo = kbn' +abn® 4+ ka — pupie® + [(bpy + kp2)n® + kpi)e® — (kpun® + apu)e.

Aplicando novamente o critério de Routh-Hurwitz, temos que mostrar que a condi¢ao (4.5)
(com [y = 0) € satisfeita, considerando os coeficientes acima. Observe que, para [, = 0 temos
A3 = Asls, logo basta analisar o sinal de A,. Portanto, para e suficientemente pequeno e n

suficientemente grande, € facil ver que Ay =1y > 0 e A; =[; > 0. Nas mesmas condi¢des,

teremos
Ay = Ll — lols = a4n4 —l—agnQ +ag > 0,
onde
_ 2 2
ay = —2(bp1 + Kp2) e+ K ppa, (4.14)
ay = 8(bp1 + Kp2)upre® — 2(2bpy + 2kps + ) prke + (apa + Kp1)kp,  (4.15)
ag = —8uPpie® +8kupiet — 2au’pre — 2k%p3. (4.16)
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Note que os coeficientes acima sdo independentes da diferenca “b/p; — k/py” e o termo

dominante de A, pode ser reescrito na forma

asn® = (K’pps) n* — aj(e,n*).
Entdo, podemos encontrar um ¢, suficientemente pequeno tal que ayn* > 0 e o polindmio A,
seja positivo. Portanto, teremos A; > 0, ¢ =0, 1, 2, 3, e isso mostra que o sistema (4.8)-
(4.9) possui solugdes que estdio a esquerda da linha Re(z) = —e, de onde podemos concluir a

estabilidade exponencial do sistema.

No entanto, ha uma constatagdo na anélise acima: a independéncia da igualdade entre as
velocidades b/p; e k/ps. Esse fato foi observado por Almeida e Ramos em (ALMEIDA D.
S.; RAMOS, 2017) e vemos que 0 mesmo ocorre para o sistema (4.8)-(4.9). Porém, surge um

parametro que € determinante para que a estabilidade exponencial ocorra, a saber

(bp1 + Kp2)?
K= p2
Observe que se considerarmos . < i, ainda que € seja suficientemente pequeno, teremos
asn* < 0 (para n suficientemente grande) e nessas condi¢cdes A, < 0, o que implica a perda
da estabilidade exponencial. Agora, considerando yp < p (para e suficientemente pequeno e
n suficientemente grande) obtemos asn* > 0 e Ay > 0 e, consequentemente, a estabilidade.
Portanto, a existéncia de estabilidade exponencial para o sistema (4.8)-(4.9) esta associada ao

parametro /i € isso ocorre independentemente da igualdade ente V% e V2. [
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CAPITULO 5

Dispersao para o Sistema de Vigas Curvas

Neste capitulo, investigaremos questdes acerca da propagacdo de ondas de frequéncias no
sistema de equacdes diferenciais parciais de evolu¢dao que modelam vibra¢des em vigas metdlicas
curvas, conhecido como Sistema de Bresse e faremos uma andlise grafica comparativa com os
resultados de propagacao de ondas do sistema cldssico de Timoshenko, uma vez que o sistema
de Bresse representa uma generalizagdo para o sistema de Timoshenko. Para estabelecer nossos
resultados, utilizaremos como solug@o do sistema as fun¢des harmonicas (5.19). (ALMEIDA
D. S.; RIVERA, 2014)

5.1 Analise de Dispersao para o Sistema de Bresse

O modelo dindmico de vigas curvas regido pelas hipdteses de Bresse, ¢ composto por

equacoes diferenciais sujeitas as seguintes leis:

7
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Equacoes de Movimento:

pAyy = Q.+ R7'N, (5.1)
plpy = M, —Q, (5.2)
pAwy = N, — R'Q. (5.3)

Aqui, N denota a forga axial, () é a forga cortante e M é o momento da curvatura.

Equacoes de Tensao-Estiramento ¢, 4 e k:

¢ = w, — Ry, (5.4)
¥ = v+ R, (5.5
ko= . (5.6)

Equacoes Elasticas Constitutivas N, () e M:

N = EAe, (5.7)
QR = KGAY, (5.8)
M = EIk. (5.9)

Estes trés conjuntos de equacdes, ddo origem ao sistema de equagdes diferenciais parciais

hiperbdlicas acopladas dado por

p1Ys — k(Yo + ¢ + lw)y — kol(w, —ly) = 0, (5.10)
prwy — ko(Wy — 1Y)z + £l(ye + 1 +lw) = 0, (5.12)

onde y € o deslocamento transversal, i) designa a rotacdo das se¢des transversais e w € o des-
locamento tangencial, que compdem o deslocamento total da viga curva, sendo kg = FA. As

outras constantes sdo as mesmas listadas na Tabela 1.1.

A figura a seguir retrata a dindmica do movimento da secdo transversal em uma viga metdlica

curva.
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FIGURA 5.1: Arco Circular

Lema 5.1.1. (Equagdo do 32 grau) Para quaisquer valores de oo, oy € v, a equagdo

X3+ X+ X +a9=0, (5.13)
possui solucdes dadas por,
1 1 «
X, = —§(u+v)+§\/§(u—v)—?2 (5.14)
X, = u—i—v—% (5.15)
. .
X, = —§(u+v)—%\/§(u—v)—%, (5.16)

com

w = (—q/2+\/q2/4+p3/27>1/3, (5.17)
v = (~a2-Vaiaipm) . (5.18)

p=(Ba; —a3)/3 e q¢= (205 — Yoy + 270)/27. Se ¢*/4 + p*/27 > 0, as solugdes
(5.14)-(5.16) sdo duas complexas conjugadas e uma real. Se ¢?/4 + p?/27 = 0, as solugdes

(5.14)-(5.16) sdo todas reais sendo duas iguais. Se ¢*/4 + p*/27 < 0, as solugdes (5.14)-(5.16)

todas reais e distintas.
Prova. Ver (LIMA, 1994). L]

O principal resultado deste capitulo esta resumido na seguinte proposi¢ao:
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Proposicao 5.1.1. Tomemos as solucdes de ondas harmonicas dos sistema (5.10) - (5.12) dadas
por
y(7) = A0 () = Ape 0N e w(y) = Agel0TTY, (5.19)

onde A;, j = 1, 2, 3, sdo as amplitudes, v € o ndmero de ondas e w = (7 € a frequéncia.

Entao as velocidades de dispersao do sistema sao

Ci(y) = %\/2\/142 — 3B cos (OH;)ZW) — g, (5.20)

1 /2 A
Oo(v) = 5\/5\/,42 3B cos (%) - (5.21)
Cy(y) = %\/2\/,42 3B cos <O‘ 24”) - ?. (5.22)

Prova. Tomemos o sistema (5.10) - (5.12) e dividimos as equagdes por pi, p2 € p1, respecti-

vamente, para obtermos

K K Kl Kol Kol?
Yot — —Yaw — — Uy — — Wy — —wy + gy = 0, (5.23)
P1 P1 P1 P1 P1
b K K Kl
Vg — Vo + —Yo + —V+ —w = 0, (5.24)
P2 P2 P2 P2
K Kol Kl Kkl Kl?
Wit — gy + oy + gy + —1p + —w = 0. (5.25)
P1 P1 P1 P1 P1

Primeiramente, das relagdes na Tabela 1.1, sendo v’ = 5/6 e sabendo que G = E/(2+2v) < E,

observamos que

K'GA K'E KE F _EI b

A — < <—=—=— (5.26)
pr  pA  p20+v)  p p  pl  po
lembrando que v € (0,1/2) é arazdo de Poisson, e
FA FE FEI b
fo_22_EB_22_ 0 (5.27)
p pPA p pl po
Note que b < k , logo
b
Z <X (5.28)
P2 P2
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Para simplificar a notacao, denominaremos os coeficientes do sistema (5.23) - (5.25) da seguinte

forma:

K Kl Kol

vT = — m = — = Ull = N3 n = — = ’Ugl = ms
P1 P1 P1
Kol? 2 b K

§1 = — =0 Vg = — mo = —

1 o 2 2 P 2 2 (5.29)
l ?

Ny = l{— = mgl V3 — @ = V2 S3 — I{— = U1l2
P2 P1 P1

Substituindo as solucdes harmonicas (5.19) e suas respectivas derivadas nas equagdes (5.23),
(5.24) e (5.25), teremos

(—CL)2 + Ul”}/z + U2l2)A1 — ?:'Ul’}/AQ — ?:('Ul + Ug)l’yAg = 0, (530)
1moy A + (—w2 + 1)272 +mg)As +mylAs = 0, (5.31)
i(Ul + UQ)Z’YAl + UllAQ + (—w2 + ?)2’}/2 + U1l2)A3 = 0 (532)

de onde obtemos o seguinte sistema matricial:

—w? + vy 4 vl —iv1y —i(vy + va)ly Aq 0
imay —w? 4+ 1972 + My mal Ay =10 (5.33)
i(v1 + vo)ly v1l —w? + vy + v l? As 0

que possui solucdes ndo-triviais dadas pela equacao

Wb — [(Ul + 209)Y* + mg + (v + UQ)Z2:| w?

+ [(21}11)2 4+ 03)yt 4 (vamg 4 V312 — v1val?) Y + mgual® + v1v2l4]w2 (5.34)

2

— 0027 4+ 2002 — vl = 0.

Podemos escrever a equagdo (5.34) na forma

Wb + Aw* + Bw? +C =0, (5.35)
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onde
b b
A = —[<5+2—)¢H~5+(—~+i)ﬁy (5.36)
P1 P2 P2 P2 pP1
B:-3@ﬁ+3>¢+3F%(ﬁ—f)ﬂ%+ﬁ(ﬁ+ﬁﬂﬂmmn
P2 pPL P2 P2 P2 P2 p1 P2 \P2 P1
b\ 2
C = wi(_) (2 —12)%4?, (5.38)
P1 \ P2

por (5.29). Tomando X = w?, resulta na equagdo de terceiro grau
X*+ AX?+ BX +C =0, (5.39)

cujas solucdes, pelo Lema 5.1.1, sdo dadas por

X, = —%(u—l—v)%—%\/g(u—v) - g, (5.40)
Xy =t (5.41)
X3 = —%(u +v) — %\/g(u —v) — g, (5.42)

1/3 1/3
onde q + ¢ + P’ e g ¢ + i com 38 — A
u = _— _— _— v = _— _ —_— = ———
2 197 25 Va7 p 3

2A% —9AB + 27C
27 '

e q=
Agora vamos verificar o sinal do discriminante

3

q2
A=+ (5.43)

ﬂ'

Expandindo o segundo membro da equacdo (5.43) e usando as notagdes (5.29), obtemos

A3C _ A%B? _ ABC c* B?

A = 2
27 108 6 + 4 * 27
2
v
= —ﬁ (i + 2+ B+ f + fs),

com

Cardoso, M.L. PDM - UFPA



Capitulo 5. Dispersdo para o Sistema de Vigas Curvas 83

fi = (v —v)? [9l4vf + 61010y + 103 + 1012mav; + my (—2l21}2 + mg)]

fo = 121%7 + 1301%30, + 90150202 + 2205003 4 20505 4 341*mov? + 1621 myv?v,
+202 Mo vg(— 120y + my) + 202 mavy (=202 + maovy) + 241°m2vE + 221°m2v v,
+2mve(—12vy + my) + 2miv,

fa = 2% (=12 + mo) + 81%% (—41%vy + ma) + 281%v vy (—20%0] + mayws)
420505 (= 1203 + mov3) + dl*vive (=91 v vy + m3) + Bud(—v] + v3)
+220 g (—41%vy + my) + 5l1*mavT + 21°m3vs (—31%vy + ma) + 161*miv; + mj

fi = 4% (—vy 4+ vo) + 18112 vy + 2130 vy (— 1203 + mavy) + 1018mev? (—v; + v2)
+3003mpv3vy + 208mavs (—v1 + v2) + 61°m5v (—v1 + va) + 1203 vy
20 ma (=103 4 mavy) + 20°mi3(—1vy + my)

fs = HPv+my)?*(IPvg — Pog + mo)?.

Lembremos que [ = 1/R < 1/2 e levando em consideracao as estimativas (5.26)-(5.28) e o
fato de v < myvy, ndo ha dificuldades em verificar que os coeficientes fi, fo, f3, f1 € f5 sd0
todos positivos, de onde podemos concluir que A < 0. Temos entdo trés raizes reais e distintas

para a equacgdo (5.39). Vamos agora caracterizar essas raizes.

Primeiramente, note que VA = iy/—A e assim

u3 = —g—i"i\/—A 2 3
2 — 8 =L A= L o 5.44
v¥ o= —5—2\/—A

>\
3 Na)
_4
a > R
B
/bo” V_A

FIGURA 5.2: Relagdes
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Agora precisamos estimar o sinal de p. Para isso temos que verificar o sinal de A? — 3B.

Escrevamos os coeficientes (5.36)-(5.38) da seguinte forma:

A = a7+ as, (5.45)
B = biy' +byy? + bs, (5.46)
C = a(P-1P)° (5.47)

Temos entdo, A? — 3B = (a? — 3b1)y* + (2a1a9 — 3by)y* + (a3 — 3b3) e observe que

b 2
a2 —3b = (p——pi) > 0, (5.48)
2 1
b k)’ 9 b K\ K 4 b AN
2&1&2 — 362 = — 4+ — l + 7— + — —l -+ — + 2— —_ > 0, (549)
P2 P P2 pP1/) P P2 P/ P2
2
a2 —3by = Ki — 352) n ﬁﬁ} + <ﬁ + EF) be o, (5.50)
P2 P2 P1 P2 pP1 P2

logo, A%2 — 3B > 0, consequentemente, p < 0. Observando a Figura 5.2 podemos dizer que

q q
) 9 27 3 3
cos(a) = —52 = 2 __4 -5 = 24 ~2
|u?| / 2V p* 2pV o p

v
27

o que nos da,
3 3
Qv = arccos (_q ——) : (5.51)
2pV p

Os nimeros complexos em (5.44) podem ser escritos na forma:

[u?|[cos(ar) + isin(a)] = 1/ —g—i[cos(a) + isin(a)],

w
|

U
. (5.52)
v® = |v}|[cos(a) — isin(a)] = —]2)—7[008(04) —isin(a)],
e usando a formula de De Moivre, obtemos
U —g [cos (%) + 2sin <%)] ,
(5.53)
5 leos (5) —isn (5)]
) —=lcos|=) —isin(—=])]|,
3 3 3
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que ao substituirmos nas expressoes (5.40)-(5.42), teremos as trés raizes reais dadas respectiva-

mente por

/ 4
X = 2 —gcos<a—; W)—

sendo A € o coeficiente dado em (5.36).

vem que

Z(y) =

2(A2 — 3B)32

Temos entao:

1) se v—0
2)

= Z(y)—1 = a=arccos(Z(y)) —0,

se v >00 = Z(y)—> -1 = a=arccos(Z(y)) —

Dispersions

Frequency
o

i
i
i
i
i
i
H
02p
*
v
\
\
06 Y
x

N,
1 | *‘"*a "™

2T e e -
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Wave Number

FIGURA 5.3: Z(v)
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(5.54)
(5.55)

(5.56)

Fazendo cos (o) = Z , tomando a identidade (5.51) e levando em considera¢do A?—3B > 0,

12A3—9AB+27C/ 1 __2A3—9AB+27C
2 3B — A2 A2 —3B '

(5.57)

(5.58)
(5.59)
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1. Primeiro Espectro:

Para todos os casos, w;(y) = C;y é arelagdo de frequéncia. Assim, tomando a raiz (5.54),

teremos: 4
2 2
X1(y) = VA7 =3B cos (‘”3 ”) -3 (5.60)
que nos dé o primeiro modo de frequéncia
2 2 A
wi(y) = \/gx/AQ—BBcos (Oh; W) ~-3 (5.61)

Desta identidade obtemos a velocidade de propagacdo de ondas relacionada ao primeiro espec-

tro, dada por |
Ci(v) = ;Wl(’}/)' (5.62)

Agora vamos verificar sua convergéncia. Usando a aproximacdo através do polindmio de
Taylor de ordem 1 em +/A? — 3B, podemos escrever

2 o+ 27 A 24 B o+ 27 A
-+ A2 - 3B —— ~ | =4+ = S — .
3 3B cos ( 5 ) 3 ( 3 + A) cos < 3 > 3 (5.63)

pelo fatode A <0 e B > 0. Sabendo que > <1 e b/py < k/ps, fazendo v — 0, teremos

_2A+B oS a+ 27 _A N _2&2+b3 _1 _CLQ B _bg
3 A 3 3 3 ay 2 3 2a
£<£+£l2)l2 £(£+£)l4
_ 1, \,p m o L\, p
2(£+£>lg+£ 2(£+£)lz+£
P2 P1 P2 P2 P1 P2
£<£+£)l4
L pp\p2 p 1o,
YU PR é_lp_l’
(—+—)l2+—+— ?
P2 pP1 P2 P

assim podemos ver que

Cl—>OO.
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Fazendo v — oo, teremos (5.59), cos (

Ci(v) — \/é\/a%—i’)bl(—l)—%:\/

A velocidade (' (vy) associada ao primeiro modo de frequéncia possui entdo o seguinte com-

portamento:

107 Dispersions

a+2w

) — —1 e a identidade (5.48). Portanto,

b

P2

K
P1

)(—1) + %(ﬁm

Dispersions

-
*

e e A o e o K=
l‘r*‘

y ’,
*/* 26 I‘
+7 > '
. £ .
g +,-"" S24 *
K R4 1
33 ¥ >
g % @ 1
I T @ 22
A [ ]
2 5a '
R 2 1
A 1
1 A !
+ 181 1
/
+ *
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16 . . . . . . . . .
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FIGURA 5.4: Frequéncia FIGURA 5.5: Velocidade
w1. de fase Cy

2. Segundo Espectro:

Tomando a segunda raiz (5.55), temos

2
Xy = SVA?=3Beos (5) - 5 (5.64)
que nos dd o segundo modo de frequéncia
2 o A
wo(y) = g\/ A? — 3B cos (§> 3 (5.65)

de onde obtemos a seguinte velocidade de propagacdo de ondas relacionada ao segundo espec-

tro:

1
Co(y) = —wa(). (5.66)

v
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Note que se v — 0, teremos (5.58) e cos <%> — 1, assim

2 A 2 2 b
\/g V A2 — 3B cos (%) — g — §\/ —_— — —l2 —l21 + (i + £l2> —l2

/72 P2 P1 P2 P P2
1 b 1/2
T (A = cte > 0,
3[\p2 m P2
portanto,
CQ — OQ.

Fazendo v — oo, teremos (5.59) e cos (%) — 1/2, assim

1 1 b b
o I ()
2 3\ p1 P2 P2

Portanto, A velocidade C5(y) associada ao segundo modo de frequéncia possui entdo o se-

guinte comportamento:

W Dispersions Dispersions

12 9 xle
L}
+ 85
10 A 1
A 1
£ 8 '
A '
N ¢ . e gisp
g A 8
E Pad S
;7 ° ,{'» !
- 4 ‘»/*V i 6.5 ,"
A
A s \
P
, e X
LA 55
P oy
o gl L B Y
DO 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 50 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Wave Number ‘Wave Number
A - .
FIGURA 5.6: Frequéncia FIGURA 5.7: Velocidade
w9. de fase (5.

3. Terceiro Espectro:

Tomando a terceira raiz (5.56), temos

5 4 A
Xy = 2V/AT =3B cos (O‘g ”) -2 (5.67)
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obtemos o terceiro modo de frequéncia
2 4 A
ws(y) = \/gx/AQ—BBcos (OhL W) 3 (5.68)

de onde obtemos a velocidade de propagagdo de ondas relacionada ao terceiro espectro, dada

por

Cs(7) = 2ws().

v

(5.69)

Novamente usando a aproximagio pelo polindmio de Taylor de ordem 1 em /A? —3B e

seguindo 0s mesmos passos feitos para o primeiro espectro, fazendo v — 0, teremos

24 B
3 A COS

2@2

a+4rm A R n
3 3 3

o) (2) 5

1354

4 ps

e com isso podemos ver que C3 — oo. Agora, passando ao limite quando v — oo, teremos
(5.59) e cos (21T) — 1/2. Portanto:

3

C3(7)

Z(b /@)
H p— —_—
3\p2 m

Logo, a velocidade C5(~y) associada ao terceiro espectro de frequéncia possui entdo o se-

guinte comportamento:

<107
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FIGURA 5.9: Velocidade

de fase C}.

A seguir, estdo reunidos todos os modos de de Frequéncias, Figura (5.10), e as velocidades

de propagacdo de ondas, Figura (5.11), obtidos a partir do sistema (5.10)-(5.12):

]
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5.1.1 Comparacao entre os Espectros de Bresse e Timoshenko.

O objetivo aqui € observar o quao proximo (ou ndo) estdo os espectros de Bresse e Timo-

shenko (TBT), uma vez que o sistemas de Bresse representa uma generaliza¢ao para o sistema

de Timoshenko, isto é, o sistema de Timoshenko € obtido a partir do sistema (5.10) - (5.12)

quando consideramos [ = 0. Para isso, tomemos primeiramente os modos de frequéncias do

modelo de Timoshenko dados por

Wy = F+ 5
com ,
b
" = |:(_+£>l+i:|’
p2 p1) 2 2p2
b K 2 4 b 2 2
A = (___) v_+£(_+£)v_+ﬁ_2,
P2 p1 4  pa\p2 p1/) 2 4p;

e as velocidades de propagacdo relacionadas a cada modo de frequéncia sao:

1 1
CITBT('Y) = §w1 € C2TBT(7) = ;w2-

Note que,

o OlTBT —0 e CQTBT — 00, quando vy — 0Oe

/ /b
o Cirpr — i e Corpr — —, quando Y — OQ.
P1 P2

Tomemos Vi = \/k/p1 e Vo = +/b/ps.

(5.70)

(5.71)

Cardoso, M.L. PDM - UFPA



Capitulo 5. Dispersao para o Sistema de Vigas Curvas 91
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Na Figura 5.12, temos os modos de frequéncia da teoria de viga de Timoshenko, na Figura
5.13, as velocidades de propagacdo de ondas relativas a cada modo, na Figura 5.14, os modos
de frequéncia da viga de Bresse junto com as de Timoshenko e na Figura 5.15, as velocidade
de propagacdo de ondas da teoria de Bresse junto com as de Timoshenko, respectivamente.
Observemos o quao proximos estdo os espectros de Bresse e Timoshenko, exceto pelo terceiro
espectro da teoria de Bresse. Em ambos os casos, observamos a incrivel proximidade dos
resultados chegando até a parecerem sobrepostos. O terceiro espectro (ou terceiro modo de

frequéncia) da viga de Bresse destaca-se dos outros e tem sua origem associada a equacao

(5.12), como veremos no capitulo a seguir.

Nao sabiamos quantos espectros a teoria de Bresse poderia apresentar. Porém, suspeitdvamos
que as velocidades de propagacdo associadas a cada espectros da teoria convergiam para as
velocidades de fase quando o comprimento de ondas € muito grande, assim como na teoria de

Timoshenko. Pelo estudo apresentado, essas suspeitas se confirmaram.
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5.2 Analise de Dispersao para o Sistema de Bresse com Condicao

de Equilibrio Dindmico Proposta por Elishakoff

Nesta se¢do, estudaremos os sistemas de Bresse com condicao de equilibrio dindmico suge-
rida por Elishakoff em (ELISHAKOFF, 2010). Nesse trabalho, o autor afirma ter obtido uma
equagdo mais simples e consistente do que a equacdo desacoplada obtida a partir do sistema
original de Timoshenko, ao retirar do termo de corre¢do da inércia de rotag@o ((p1p2/K)Yete). A
consequéncia disso, € uma nova equacao que ao ser transformada em duas equagdes acopladas,
apresenta uma mudanga na equacdo de rotacdo em que termo p9t)y, € substituido pelo termo
— P2Yiz» qUE Na esséncia, representa uma mudanca na condi¢do de equilibrio dinamico original
proposta por Timoshenko. Este fato proporciona a eliminacido de um dos modos de frequéncia

que aparece na teoria de vigas de Timoshenko, conhecido como segundo espectro.

Como as equagdes de movimento que dao origem ao sistema de Bresse sdo as mesmas que
originam o de Timoshenko, quando [ = 0, faremos a troca dos termos na equacgdo de dindmica
rotacional do sistema de Bresse, afim de verificar se esse procedimento provoca o mesmo efeito

j& comprovado para o sistema de Timoshenko, isto &, se elimina um dos espectros e qual deles.

5.2.1 Com Equilibrio Dinamico na Equacao de Rotacao

Considere o sistema de equagdes de vigas curvas regidas pelas hipdteses de Bresse na forma

acoplada, ja com a substituicao dos termos:

Py — K(Ye + 0 +lw), — kol(w, —ly) = 0, (5.72)
prwy — Ko(we — 1y)e + kl(ye + 1 +1lw) = 0. (5.74)

Proposicao 5.2.1. Tomemos as solucdes de ondas harmonicas dos sistema (5.72) - (5.74) dadas
por
y(v) — Alei(vx-i-wt)’ 1/}(7) _ AQei(’Yﬂﬁ+wt)7 e w(,y) _ A3ei(7x+wt)’ (575)
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onde Aj, j = 1, 2, 3, s@o as amplitudes, v € o ndmero de ondas e w = (7 € a frequéncia.

Entao as velocidades de dispersao do sistema sao

1 B 1
— A - 2 _
1 B 1
= — e — R 2 _
CQBE(’}/) ’)/\/ 24 + 24 B 4AC. (577)

Prova. De maneira andloga ao capitulo anterior, do sistema (5.72)-(5.74) teremos

Ytt — VilYaz — V1 — MW, — W, + 51y = 0, (5.78)
Ytttz — U2w:px + Moy, + me + now = 07 (579)
Wy — V3Wse + M3Yy + N3Yy + 7’L3’17Z) + sgw = 0. (580)

Aqui, os coeficientes sdo os mesmos de (5.29) e usando as solugdes harmodnicas (5.19)

obtemos o sistema matricial:

—wr vy + s —iv17y —i(mq +nq)y Ay 0
i(w? + ma)y VY2 + Mo N9 A, =10 (5.81)
i(ms + n3z)y ns —w? 4+ v3y? + 53 A 0

cujas solu¢des nao-triviais sdo dadas pela equacao

b b b b b b
(o)l [ o) (o))
P P2 P2 P2 Pr P2 P2 \P2 P2 P2 P2

b 2
+ = (—) (12— 12)%4% = 0. (5.82)
P1 \ P2

Tomando,

K b K
e
P11 P2 P2

b b b b b
B = -2~ <2£ + —> S (5 + —12) SN (5.83)
P2\ P1 P2 P2 \P2 P2 P2 P2
k(b
C = — (—) (’}/2 — l2)2’}/2.
P1 \ P2
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e fazendo X = w?, obtemos a equacio

AX?+ BX +C =0, (5.84)
cujas solucdes tem a forma
B 1l = .

Analisando o sinal de B? — 4AC.

Tomemos
= @y’ + a

A
B = bl”}/4 + bQ’}/Q + b3 (586)
C

= a(y?—1B)°"%

onde a; = (k/p1+b/p2), as = K/pa, b1 = —b/pa(26/p1 +b/p2), b = —b/pa(K/p2
+(b/p2)1?), by = —(b/p2)(r/p2)I* € c1 = r/p1 (b/p2)”. Entdlo

32 —4AC = (b% - 4(11C1) ”78 + (2b1b2 - 4@201 + 8@101[2) 76
+ (b§ + 2b1b3 — daycil* + 86&20112) v+ (2b2b3 — 4agcll4) 72+ b3

A andlise a seguir, leva em consideracdo a estimativa (5.26) e também o fato de b < k e

[ < 1. Observemos entio que:

b 4
1) b% — 4@101 = (-) ,
P2

) k(6N , Kk [D)° b\* , Kb\,
2) 2b1b2 —4a201 +8CL1C1Z =12— | — l +2— — +2 — l +8 —_— l .
pP1 \ P2 P2 \ P2 P2 P1 P2

) A ) Kk b\? b\’ (K Koo\ o, b\" ,
3) b2 + lebd — 4&101[ + 8@201[ = — +4(— — ——1 F+— {
P2 P2 P2 P2 P P2
K [ b\* K K
(LY (o ) e
P1 \ P2 P2 P
k b\ /K K k [ b\%/ K K
4) 2boby — dagcyl* = 2— (-) (- — —12) ?+2— (—) (— — —) 14
P2 \ P2 P2 P1 P2 \ P2 P2 P
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E ficil ver que 38 s e B BpR 20 esendo b2 > 0, constatamos que
P2 P1 P2 P1
B? — 4AC > 0. Portanto, as solugdes (5.85) sdo reais e diferentes dadas por
X9 = B ! vV B? —4AC
127794 T 24 ‘
(5.87)
Como tomamos X; o = wi2(7), obtemos os modos de frequéncia,
B 1
= —— — —VB?—-4AC 5.88
W1BE \/ 94 924 ) ( )

B 1
p— —_—— — 2 —_—
WaBE \/ oA + 2A\/B 4AC. (5.89)
Assim temos:

1. Primeiro Espectro:

Darelagdo de frequéncia w;pp(y) = C;pry em (5.88), obtemos a velocidade de propagacdo

de ondas relacionada ao primeiro espectro, dada por

1 B 1

— o 2 _
Ciee(7) 7\/ YRy B2 — 4AC.

Note que

B 1 b3 1
= /B2 _4A _ 8 = 2
\/ oA 2A\/ c — \/ b3 0,

quando v — 0 por conta de que b3 < 0. Assim, usamos a aproximacao por série de Taylor para

Cise(y) = \/ C1 (WQ - lz)

_bl’}/4 + 62’72 + bg ’

obter

A partir de (5.86) e dos coeficientes (5.83), tomando v — 0, segue,
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Passando ao limite quando ~ — oo, teremos

b b\?
()
P1 P2 P2)

ClBE — \/ b 4&161 =
(e
pPL P2 pPL P2

kb
kpa +bpr

A velocidade C () associada ao primeiro modo de frequéncia possui entdo o seguinte

5 20" Dispersions ‘ ‘ ‘ 56 2 10% ‘ ‘ Dispersions
e [ I A
s - e
5 x.d
*,’l‘ 24 ¥
*.)F 23
4 e 5 /
3 A g 22 *
& 3 !
3 A > 21 /
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*.*‘*" [ i
2 g Y
+
- 18 i
1 +‘,al' 1
a7 170
e
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‘Wave Number
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FIGURA 5.17: Velocidade

FIGURA 5.16: Frequéncia
de fase C1BEg.

W1BE-

2. Segundo Espectro:

Analogamente ao caso anterior, da frequéncia (5.89), obtemos a velocidade de propagacdo

de ondas relacionada ao segundo espectro, dada por

1 B 1
= —\/——+ —VB2 - 4AC. )
Copr(7) 7\/ a1t 3 C (5.90)

Para v — 0 teremos

B b 1
\/——+—\/B2 4AC — \/——3+— b: = ,
2A 2@2 2@2 a9 P2

portanto, passando ao limite quando v — 0, segue que Cyopp — 400

PDM - UFPA
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Para v — oo, temos

Conp — 4] -t
2BE \/ 2&1

tamento:

Frequency

b,

1 7
2—(11 b% — 4@101 =

A velocidade Cyp () associada ao segundo modo de frequéncia possui o seguinte compor-
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FIGURA 5.19: Velocidade
de fase CQBE.

As figuras a seguir, retinem todos os modos de de Frequéncias e as velocidades de propagacdo
de ondas obtidos a partir do sistema (5.72)-(5.74):

Dispersions
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5.20:
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FIGURA 5.21: Velocida-
des de fase.

A Figura 5.20 mostra os dois modos de frequéncia resultante do processo de mudanga do
equilibrio dindmico proposto por Elishakoff, inicialmente para o sistema de Timoshenko, e a

Figura 5.21 mostras as velocidades de propagacao (dispersao) relacionadas a cada um deles.
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Observamos que o processo eliminou um dos espectros da teoria, em particular aquele que pos-
sui caracteristicas idénticas as do segundo espectro da teoria de Timoshenko, restando um com
caracteristica de primeiro espectro (referéncia a Timoshenko) e o outro revelado neste trabalho,
que o chamamos de terceiro espectro. Isso nos leva a perceber que qualquer modificagdo na
equacao de dinamica rotacional tem efeito sobre o referido espectro. Por exemplo, mecanis-
mos de amortecimento, como provado em (ALMEIDA D. S.; RAMOS, 2017) para o sistema
de Timoshenko cldssico. Nesse contexto, surge uma questdo: se fizermos a mudanca, dessa

vez na equagao de dindmica tangencial, eliminamos o terceiro espectro? essa pergunta terd sua
resposta mais a frente.

N
5.2.1.1 Comparacao entre os Resultados Obtidos e os Resultados da Teoria Classica

Nesta se¢do, fazemos uma comparagdo grafica entre os resultados a fim de visualizar (ou

verificar) as principais caracteristicas que permaneceram ou que sofreram efeitos apds a abor-
dagem sugerida por Elishakoff.
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Na Figura 5.22, estdo os resultados da dispersao para o caso cldssico e os resultados obti-
dos apos a modificacdo na equagdo de rotagdo. Percebe-se que hd apenas uma velocidade de
propagacdo com caracteristicas relacionadas ao segundo espectro, ou seja, esta foi eliminada
ap6s a modificacdo, permanecendo as relacionadas ao primeiro e ao terceiro, respectivamente.
Na Figura 5.23, observamos que a velocidade relacionada ao terceiro espectro da teoria cldssica
e a resultante apds as modificacdes estdo muito proximas, aparentemente sobrepostas (Figura
5.22). A Figura 5.24, € uma comparacao entre os resultados obtidos e a teoria classica de Timo-
shenko. De qualquer modo, a anélise ratifica o fato de que o processo utilizado neste capitulo

elimina um dos espectros de frequéncia da viga de Bresse, em particular, o segundo espectro,

como suspeitdvamos.
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5.2.2 Com Equilibrio Dinamico na Equacao de Deslocamento Tangencial

O objetivo nesta secdo € constatar se um efeito andlogo ao comprovado na sec¢do anterior
pode ser verificado se for feita a substitui¢do do termo pwy pelo termo —piy, ha equacao
de deslocamento tangencial, isto €, se essa substitui¢do suprime o espectro relacionado a essa

equagdo - o terceiro espectro.
Sistema com Equilibrio Dinamico unicamente na equacao de deslocamento tangencial

Considere o sistema:

Py — K(Ye + 0 + lw), — Kol(w, —ly) = 0, (5.91)
—P1Yste — Ko(We — 1Y), + k(Y + ¢ +lw) = 0. (5.93)

Usando as notacdes (5.29) e as solucdes harmonicas (5.19) obtemos o seguinte sistema matri-

cial:
—w? + 12 + vol? —ivy7y —i(v1 + vo)ly A
imay —w? 4+ v9y? + my mal B [=]0 (5.94)
i[w? + (v + vo)l]y vl v9y? + v1l? C 0

que possui solugdes ndo-triviais dadas pela equacao
Aw' + By* +C =0, (5.95)

com coeficientes:

b b
A = Ki+—>l+—]72+£l2
p1 o P2 P2 P1

b b b b
B = —(I+1)— (£+—)74——{(l—l—l)i—ﬁﬁ]f—i—lz
P2 \P1 P2 P2 P2 P P1 P2
k(b
C - _(_> (72_12)272
P1 \ P2
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As solugdes da equacao (5.95) podem ser escritas na forma,

B 1
_ 2+ 2 _
WiBE; = \/ 54 94 B? —4AC, (5.96)
B 1
_ _ 2 _
Wopm, = \/ oA + 2A\/B 4AC, (5.97)

uma vez que tomamos apenas as solugdes positivas. Verificando o sinal de B? — 4AC, temos:

B? —4AC = v2[(vy+ 1)l + vy —vy]* A
+ 203 [(v1 + v2) (3Pv1 + (14 1)%ma) + 31701 (v2 — v1)] 7°
+ v3 [20%F(1 = 1) 4+ 91*07 + 1(m3 — 21*v1v,) + 1P(m3 — 20%01v,)
+ Ima(ma — 2lvy) + ma(ms — 20%01)] +*
+ 20003 [(mQ — 31%0;) + lmﬂ 72

8,2, 2
+ [Pvivg

Das estimativas (5.26), (5.28) e sabendo que [ < 1/2, é fécil verificar que B? — 4AC > 0.
Assim as raizes (5.96) e (5.97) sdo reais e distintas e usando a relacdo de frequéncia w;pp, =

CiBr,7, obtemos as dispersoes relacionadas a cada espectro dadas por

1 1
Cipps(7) = ;wlBEg(W) e Copp(7) = ;wlBEB(V)- (5.98)

Analogamente a se¢@o anterior, para v — 0, usando aproximacao por série de Taylor em

C1pEe(7), obtemos

o (2 —12)° b
C ~ — Iy — 5.99
185 (7) \/ Bt + 572 + b — P ( )

Copps(7) — o0, (5.100)

pois \/(—B + VB2 —4AC) /2A — \/b/ps. Agora para v — o0, teremos

b1 1 kb
C SO e~ dage, =
1BE; 7 \/ S, + 2q, V1 aicy \/(HPQ o)l + b
b 1 ['b
Copry — \/_2_&1 + 2—a1\/ b% —4dajcqg = g
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A dispersao relacionada a cada espectro obtido apresenta o seguinte comportamento grafico:
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A Figura (5.25) mostra os modos de frequéncias (5.96) e (5.97), a Figura (5.26), as veloci-

dades associadas a cada modo de frequéncia e a Figura (5.27), a comparacdo com a dispersao

do modelo classico.

Observamos que a substitui¢ao feita no elemento da equagdo de deslocamento tangencial
provocou a eliminagdo do terceiro modo de frequéncia, restando apenas o primeiro e o segundo
modos, como suspeitdvamos. Isso € algo interessante, pois,junto com as conclusdes da secao
anterior, somos levados a perceber uma correspondéncia entre as equagdes € 0S espectros que
foram suprimidos. Nesse contexto, pergunta-se: se usarmos o equilibrio dindmico nas duas
equagdes no mesmo sistema, teriamos apenas um modo de frequéncia? isto é, eliminariamos

dois espectros? A resposta sera dada a seguir.

Sistema com duplo Equilibrio Dinamico: na equacao de rotacio e na equacao de deslo-
camento tangencial.

Tomemos o sistema de Bresse da seguinte forma:

P — KUYz + 0 +lw)y — Kol(w, — ly) = 0, (5.101)
—PoYte — gy + k(Y + ¢ +lw) = 0, (5.102)
—P1Yue — Ko(Wy — 1y)s + Kl(ye + ¥+ lw) = 0. (5.103)

Procedendo da mesma maneira como anteriormente, usando as funcdes harmonicas (5.19) ob-

temos uma equagdo matricial na forma WA = 0 cuja solucdo nio trivial é dada pela equagio,
G2)

J— + J—

P1 P2

Cardoso, M.L.
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da qual obtemos o tinico modo de frequéncia,

k(72 — 2

w =

[(Kp2 +bp1)¥? + kpr] (L +1)

Sabendo que w = C'y, obtemos a velocidade de propagagdo relacionada ao tinico espectro:
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CAPITULO 6

Estabilidade Exponencial para Sistemas de Bresse:
Critério de Routh-Hurwitz

Neste capitulo, pretendemos fornecer uma prova objetiva sobre o decaimento exponencial
para os sistemas de Bresse clédssico e este equilibrio dinamico proposto por Elishakoff utili-
zando o Critério de Routh-Hurwitz. Almeida e Ramos em (ALMEIDA D. S.; RAMOS, 2017)
provam o decaimento exponencial lento das solu¢des para sistemas do tipo Timoshenko através
dessa técnica, baseados nos argumentos de Quintanilla em (QUINTANILLA, 2003), levando
em consideracao relacoes entre os coeficientes dos sistemas, em particular aquelas que definem

velocidades de propagacdo de ondas.

6.1 Dissipacao na Equacao de Rotacao

Primeiramente estudaremos o sistema de Bresse cldssico com apenas um mecanismo de
dissipacdo atuando na equacdo de rotacdo, baseando-nos nos argumentos de (ALMEIDA D.
S.; RAMOS, 2017).
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Considere entdo o sistema de Bresse com dissipacao viscosa na equac¢ao de dinamica rotaci-

onal, dada pelo termo p1);, como segue:

P1Yet — K(Yz + U + lw)y — kol(wy — ly) = 0, (6.1)
prwy — Ko(We — 1Y)y + Kl(y, + ¢ +1lw) = 0, (6.3)

com condig¢des iniciais

y(l’, 0) = yo(l’)a yt(xa O) = yl(x>> w(% O) = %(35), wt(xv O) = %(«%’) (6.4)
w(z,0) = wo(z), wi(z,0)=wi(x) (6.5)

e condicdes de fronteira
y(0,2) =y(L,t) =0, ¥(0,1) =vu(L,t) =0, wy(0,t) =wy(L,t)=0.  (6.6)

O sistema (6.1)-(6.3) possui trés velocidades de propagagio de ondas: V2 = k/p1, Vi = b/ps

e V2 = ko/p1. No entanto,

ko EA _E_EI b

2= "= =L = VZ2=V2 (6.7)
;o pA p pl o
Para reduzir encargos da notagdo, tomaremos
K K I
v = V2 = -, Vo = V2 = —7 Mo — — e d e —
1 1 Py 2 2 Py 2 s 2 s (6.8)

e assumiremos as solucdes do sistema (6.1) - (6.3) como sendo as fungdes y(x,t), P(z,t) e

w(z,t) representadas da seguinte forma:

y = Aje“sin(nx),
v = Age¥' cos(nx), (6.9)
w = Aze* cos(nz).
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Substituindo essas funcdes nas equacdes (6.1), (6.2) e (6.3) chegamos ao sistema,

(w2 + U17’L2 + U2l2)A1 + UlnAQ + (U1 + Ug)lnAg = 0, (610)
mgnAl + (w2 + 02n2 + mo + dgw)AQ + mzlAg = 0, (611)
(v1 + vo)InAy + vl Ay + (W +ven? +v1l?) A3 = 0, (6.12)

de onde obtemos o sistema matricial

w? + vn? + vyl vin (v1 + v2)ln Ay
mon w2 + v9n? + mo + dow mol Ay = 0 (6.13)
(v1 + v2)ln vl w? + ven? + 112 As
cujas solucdes ndo-triviais dadas pela equagdo
w8 4+ Aw’ + Bw' 4+ Cw?® + Dw? + Ew + F = 0, (6.14)

com coeficientes

= dy,

= (v1 +202) n® + (vy + v2) I + mo,

= [(v1 +v2) n® + (v1 + v2) 1] dy,

= 03201 + v2)n* + [(v2 — V1) V2l® + Mavs] N + Val? (V117 + M),
= VU9 (n2 - l2)2 ds,

= V05 (n2 — 12)2 n?.

S I NG B v RS
|

Nossa anélise se resume no seguinte teorema:

Teorema 6.1. Suponha que € é um pardmetro suficientemente pequeno e b/p; = x/p;. Entdo,
as solugdes do sistema (6.1)-(6.3) da forma (6.9) ficam a esquerda da linha Re(z) = —e e isso
implica na estabilidade exponencial das solugdes. Caso contrario, se b/ps # k/p1, existe uma
solucdo do sistema (6.1)-(6.3) que fica a direita da linha Re(z) = —e e isso ndo implica a

estabilidade exponencial das solugdes.

Prova. Reescrevemos a equacdo (6.14) na forma algébrica, teremos:

D+ A+ B+ Ca® + D’ + Ex + F =0. (6.15)
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O objetivo € encontrar solugdes da equacdo (6.15) que estejam a esquerda ou a direita da
linha Re(z) = —¢, sendo as velocidades V;? e V;? iguais ou ndo. Para esse fim, basta substituir

x por x — € naequagdo (6.15) e investigar o sinal das solu¢des da equacdo algébrica
(- +Ax—e)’+Br—e)*'+Cx—e)+D(x—e)*+E(x—e)+ F=0. (6.16)
Expandindo os termos (z — €)?, j =1,2,3,4,5, 6, obtemos a equagio
lex® + 152 + Lyt + 132 + ba? + Lz + 1, =0, (6.17)
cujos coeficiente sdo dados por:

o = 1,
ls = dy — Ge,
ly
I3 = —20€ 4+ 10dye® — 4[(v1 + 202)n* + (V1 + v2)I* + Myle + (vy + vo)don?

15€% — Bdge + (v1 + 202)n* + (vy + v2) 1% + My,

+

(vl + UQ)ZQan
lo = 15e* — 10dae® + 6[(vy 4 2v9)n? + (v1 + vo)l* + ma]e® — 3[(vy + vy)dyn?

+ (v + vo)Pda)e + (201 + vo)van® + (v — v1)val® 4+ Mmava]n? + (V11 + my)val?,
i = — 66 4 bdye* — 4[(vy + 2v2)n® + (v1 + v2)I* 4+ my€® + 3[(vy + vy)dan?

+ (v1 4 v2)Pda)e®— 2{(2v1+vy ) v+ [(va—v1 )val?® 4+ mava]n® + (v11* + mo)val?}e

+ d2U1U2(n2 - l2)2>

lo = 66 — d2€5 + [(Ul + 2U2)TL2 + (’Ul + UQ)ZQ + m2]€4 — [(’Ul + /Ug)dgnz + (Ul + ’U2)l2d2]€3
{(2v1 + vg)vgn4 + [(vg — vl)v2l2 + mgvg]nQ + (vll2 + m2)02l2}62 — dgvlvg(nQ — l2)26

viv3(n® — 12)*n?.

+ o+

Agora, estamos em condi¢des de aplicar o critério de Routh-Hurwitz. Segundo esse critério,
a condicao necessdria e suficiente para que as solucdes de uma equacdo do tipo (6.17) tenham a

parte real negativa é que os determinantes

. L I3 s
AO = lo, A1 = ll, A2 = det ( ! 5 ) , A3 = det lO lg l4 s (618)
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L 1 1= 0
L Is s 0 bowes
o Iy L g
o I L g
A4 — det 0 l l l 5 A5 — det 0 l]_ l3 l5 O (6.19)
b o Iy L g
0 I Iy Iy
0 0 I Is Is
c
L Is s 0 0
o b I g 0
0 I, Is Is 0 0
Ag = det bosw (6.20)
0 Iy Iy Iy Ig O
0 0 I Is Is O
0 0 I Iy I Ig

sejam todos positivos.

Primeiramente calculemos o determinante As. Apds os cédlculos obtemos o seguinte resul-

tado:

Ay = lily — lyly = Rgn® + Ren® + Ryn* + Ran® + Ry, (6.21)
com
Ry = — 203(2v7 — v3)e + dovivs,
R@ = — 8?]2 [3(1)% + ’Ug) + 5?)11)2] 63 + 2d2 [9(1}1 + U2)U1 + 4?]%} 62 — {4[21)% [(’Ul + 02)2
+ 2v1(ve — vl)} 4 2d3v1v9 (V) 4 va) + dmavs (V1 + vg)]e + dyv1v3(mg — 4l1vy),
Ry, = —Ry(&,€,¢)+ Ri(*, €, ),
Ry = —Ry(",6%, € e)+ Ry(%, e, "),
Ry = —Ry(,€,6% € €)+ Ry(3,€%, ¢, €%, ).

Observacao 6.1. Em razdo de boa parte dos coeficientes do polindmio serem muito grandes,

optamos por representd-los na forma reduzida
Rgi = —R2i<€2i+1) + RQi(GZi), 1= 0, 1, 2, e, N,

tanto neste quanto nos outros polindmios ao longo do capitulo, conforme necessario.
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O termo dominante do polindmio A, é dado por Rgn® e 0 mesmo pode ser escrito da seguinte
forma:
8 8
Rgn® = —R(e,n®) + (dyvivy) n®.

Para um n suficientemente grande podemos encontrar um ¢, suficientemente pequeno tal que

Ay > 0. Sob as mesmas condi¢des, mostra-se que Ag > 0e A; > 0.

Definamos o determinante A/, de ordem 2 dado por:

Lol
Ag:det< b ) = ily — lols. (6.22)

lo 1y

Calculando o determinante A3, obtemos o polindmio:

Ag = l3As — LA, = Q1on™ + Qsn® 4+ Qen® 4+ Qun* + Qan® + Q. (6.23)
com
Qo = 8vi(vg —v1)%€® — 2dyv3 (vy — v1)%e,
Qs = 8uy [3(1}1 + v2)? 4 503 + 6vivy + viv5 + 121}%’] et — 2dyvy [6(1}1 + v7)? + 2607
+ 270y(v] + v3)] € + dva {51% 0103 (vg — v1) + P03 (1901 + 520s) + d5 [ (v1 + v2)?
+ 4vd+ vz(vl—i-vz)] + mav3 (v + 51}2)}62— 2d202{12v2 [7@1(02 —v1) + ve(bvg + 31)2)]
+  d3ui(vi + v3) + mov3 (3ur + 202) fe + dimovyv3,
Qs = Qp(e% e €% ") — Qg(e’, € ),
Qs = Q48,8 ¢t ) — QL. e, ¢),
Qs = Q40,5 e8 et e ) — QUE, e, 5,6 e),
Qo = Q2,065 8 et 2 ) — QUM e e, &, é% o).

Note que o coeficiente ()1, € inteiramente dependente da relacdo v, —v;, ou equivalentemente
bp1 — kpa. Se bpy — kpy # 0, 0 termo (Q1on'? serd o fator dominante de Az. Porém, dessa forma
poderiamos achar um e suficientemente pequeno tal que 4pse < p para um g suficientemente
grande. Nessas condigdes, terifamos A3 < 0 e isso impossibilitaria obtermos o decaimento

exponencial de solucdes. Se bp; — kps = 0, teremos (J1p = 0 e A3 serd entdo de grau 8em n e
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o fator dominante passa a ser o termo Qsn® que pode ser escrito da seguinte forma:
8 4 2 8 3 8 2 4y .8
Qsn® = Qg(e*, €2, n°) — Qs(€’,e,n°) + (d2m2v2)n ) (6.24)
Logo, podemos encontrar um e suficientemente pequeno e um n suficientemente grande tal que
Qgn® > 0 e consequentemente, Az > 0.

Considere o determinante,
" Lo ls
A2 = det = lllﬁ — l2l5. (625)
Iy g

Assim, calculando o determinante A4, obtemos:
A4 = l4A3 -+ AIQIAQ + lol5A/2 = 512n12 + Slonlo + Sgng + S6n6 + S4n4 + SQHQ + S(), (626)
com

Sia = Suy(vy — v1)%€® — 2davy (Vg — v1)%€,

Sio = 320320} + Toiv] + 203 (v2 — v1) + 3v3 | €' — 8doua[8v] + 210703 + 93 (v2 — v1)
+  3vy] € +{81%v3 [4v1 (va — v1)+9v1va+ 303 | +4d5vs (5ui+6vTv5 + 3vy)+24mav] b€
— {4d2l2v§ [51}1(02 — U1)+2v2(vl+v2)} + 2dav1v9 (V) + 1) 4 2dymavy (3v1 + 209 }e
+ d%mwwg,

Sy = Si(ef €t ) SY(e®, € e),

Se = Sg(e®, €% et e, ) — S”( €,6 ),

Sy = S(e'0, 8 €0 ¢t 62 ) = SI( €5 e),

Sy = S0, €88 ¢t e ) SY(e, e €, €%, €3 e),

Sy = Si(e e e 8 et e ) — Syt et € € € e).

Da mesma forma como no determinante de ordem 3, poderiamos achar um e suficientemente
pequeno tal que 4pse < p e assim teriamos Ay < 0 e consequentemente a ndo estabilidade
exponencial de solugdes. Porém, se considerarmos bp; — kps = 0, teremos S1o = 0 e A4 serd
de grau 10 em n e o fator dominante passa a ser o termo S;on'® que pode ser representado na
forma:

S1ont° 510(64, 2 n') — 1’0(63, e,n'%) + (d%mzvg’) n'?.
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Note que o termo acima ndo se anula quando as velocidades sdo iguais. Entdo, podemos

encontrar um e suficientemente pequeno e para algum 7 suficientemente grande podemos ter

S1on'% > 0 e, consequentemente, Ay > 0.

Observe que Ag = lgA5. Entdo, limitaremo-nos a analisar apenas o sinal de A;. Portanto,

apos alguns cdlculos obtemos o polindmio

A5 = l5A4 — l6(l3A3 — lll5A2 + li’ZG) = Klonlo + K8n8 + K6n6 + K4TL4 + K2n2 + K(), (627)

cujos coeficientes sdo dados por:

Ko
Ks

+ o+ + + 4+

o+ o+ 4

+ o+ 4+

—128vy(vy — vo)*€® 4 128dav(vy — v2) et — 40d3va(v1 — Vo) €® + ddavy(v) — vo)*e?
—128(1}1—1)2)2{(111—1—1)2)2 + 4(3v; + 4U2)U2}67 + 64(vy — 02)2d2{3(vl + v9)* + 4(Tv,
10'02)1)2}66 —32 (v — 02)2{2l2v2 [5(7}1 + vy)? + 281)11)2} + d3 [3(1}1 + v9)* 4+ 4(Tv,
91)2)@2} + 2mouy(Tvy + 5U2)}65 + 16(vq — v2)2{4d2l2v2 [5(1}1 + vg)? + 281}11)2]
3 [(v1 + v2)*4+2(9v1 + T2)vs]+ 4ddamavs (6v1+ 5vg) be'— 8(vy— vg)z{l4v§(3vl+ vy)?
d2lv, [11(1}1 + )% + 2(37v; + vg)vz} + dava(Tvy + 202) + 22mav2 (5u; — 13)
Ad3mavy (4v1+ 3up)+ m%v§}€3+ 4(vy — v2)2{d2l4vg(3v1 + v2) 2+ dilPvp (v + 20010,
303) + dyv1vs + 2dal*mavs (5v; — va) + 2damavy (3v1 + va) + dzmgvg}EQ
2d3mav1va (V) — v2)? (4120 + d3)e,

—2048{ (v1 + v2)® + v2(20] + 6v3) e + 512 do{5(v1 + v2)* + 2(v] + Tvivs + viv3
1903) } ¥ —{2561°[2(vy4v2)*+ (90} +61v7va+ 7501 03+1505 )va | + 1283 [11(v1 + v2)°
807 4 va2(3707 + 201vs + 8903)] + 256m [2(v1 4 v2)? 4 va(1107 + 6vyva + 150v3)] Je
{128dol?[6(v1 + w2)* + wa(2107 + 157070y + 1990105 + 39v3)] + 64d5[5(v1 + v)?
87 + 29v7vy 4 2u1v3 +49v3] + 128dama[5(vy + v2)® + dva (607 + v1vs + 9v3)] }€°
{1280 wa[2(v1 + v2)* + va(100] + 93vivs + Suvivs +v3)] + 128d50°[3(v1 + o)
V2 (9034 910 ve+ 9Tv1v3+ 19054 32d5(13vs + 5vp ) (vi+ v3)+ 6417 maus [8(vy+ vs)?
v1(5v7 + 420109 + 3303)] + 32d5ma[6(vy + vo)® + 307 + Bdvivg + vivs + 6205)]
192m3v2[3v;+ v1v3+ 2v3] Fe'+ {32dal*va[8(v1 + v2)* + v2 (310 + 357V vy + 250103
3u3)|+32d512[2(v14v2)* + va (0] +13103 vy +83v1v5 +17v3)]+16d5 (vi+vy) (v + v3)
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32dol’mavs[18(v1 + v2)® + w1 (507 + 46vive + 53v3)] + 32d3ma[2(vi + v2)?vy
11(v] + v3)ve] + 32damiva[2(v1 + v2)® + 1107 + 9v3] et — {161%03 (3v1 + v2) (207
21020y + Svivs + v3) + 851 s [6(v1 + vo)* + va(27vF + 4650w, + 450103 + Tvd))]
16d30%v5[3(vy + v2)° + dvjva(11vy + v)] + 160*mavy (1707 + 81v vy + v1v5 + v5)
16d51°mava[13(vy + v2) + v1v2(37vy + 27v9)] + 8dyma (Vi + 4vivy + v1v5 + 203)
161°m3v3 [12(vi+va) vy + (01 — v2)va]+ 8d3m3va (1507 + 3vivs + 1103) + 16m3v3 (v
v9) }€* 4+ {8dal®v3(Bur + v2) (207 + 21vjvs 4 8uiv + v3) + 4djl*va[207 (v3 — v7)
3ug(vy — v3) + 109003 + 19v1v5] + 8dol*mav3[(v1 + v2) (Vi — v3) + 16V + 80vivy]

831 maus[3(v1 + V) 102 (290 + 3v)] + 8dol®mav3[12v1 (vy + va) + va(v1 — v2)]

Ad3m3v2 (307 + v1vs + v3)+8damivs (v1 + va) + 64d51*viv3 e — {4d31Pmavivy(8d;

+ 4+ + + + + o+ + o+ A

Tma)+2d51 mav1v3[5(v1 + v2)*+44v1va]+2d5mE 1035 (6170 + ma) be + 4d31PmGvivs,

Ky = — K[/ (", ¢, € e) + Kj(e0, €%, €% et %),
K2 _ K//( 1 69 67 65 E E)—I—K”( 10, 8 66 64 62)

" 13 11 9 7 5 " 12 10 8 6 4 2
Ky, = —Ko(e e e @ e e )+ K (M e €08 €8 et ).

Percebemos que tanto o coeficiente Ky quanto Ky dependem inteiramente da diferenca
v; — vy, ou em termos das constantes constitutivas, bp; — Kpy. Assim, para o caso em que
bp1 — kps # 0, podemos encontrar € e p suficientemente pequenos tais que Ky < 0 e dessa
forma obter A5 < 0 e Ag = lgA5 < 0. Como consequéncia, podemos dizer que existe uma
solu¢@o do problema tal que w estd a direita da linha Re(z) = —e e, portanto, ndo podemos
obter o decaimento exponencial uniforme de solucdes. Para o caso em que bp; — kpy = 0,
teremos Ko = Kg = 0 e assim o determinante A5 serd de grau 6 com fator dominante dado

pelo o termo Kgn® que pode ser reescrito da seguinte forma:
Kon® = —Rg(€”, €, €%, €% e,n%) + R}y(e%, €%, ', €, n%) + (4d3>m3vy) n.

Nesse contexto, podemos encontrar um € suficientemente pequeno para um 7 suficientemente
grande tal que K4n® > 0 e, consequentemente, obter A5 > 0. Portanto, para um ¢ suficiente-
mente pequeno e considerando bp; — kps = 0 obtemos A; > 0, =0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,
donde podemos concluir que existe uma solucdo do problema tal que w estd a esquerda da li-
nha Re(z) = —¢ e, portanto, obtermos o decaimento exponencial uniforme de solugdes para o
sistema (6.1)-(6.3). ]

Cardoso, M.L. PDM - UFPA



6.1. Dissipacdo na Equacdo de Rotacao 112

Observacao 6.2. Um caso bem interessante € considerarmos o sistema (6.1)-(6.3) segundo as
modificacdes feitas por Elishakoff aplicadas ao o sistema de equagdes de Timoshenko (ELI-
SHAKOFF, 2010), em que o autor altera a condicdo de equilibrio dinamico resultando na
substituicdo do termo po1); pelo termo  —poyy, na equacdo de dindmica rotacional. Em

outras palavras, tomaremos o sistema (6.1)-(6.3) na forma

Py — K(Ye + 0 + lw), — Kol(w, —ly) = 0, (6.28)
0

P1Wy — KO(wx - ly)a: + I{l(yx + ¢ + l’LU) = 9 (630)

com as mesmas condi¢des inicias e de contorno do sistema original. Assim, tomando as fungdes

harmonicas (6.9) e considerando as identidades (6.7) e (6.8) obtemos o sistema matricial

w? + vyn? + vyl? vIn (v1 + v9)ln Ay 0
(—w? +mo)n  ven? 4+ my + dow mol A, | =1 0 (6.31)
(v1 + va)in ! w? + v9n? + 0112 As

cujas solucdes nao-triviais sdo dadas pela equacao
Aw® + Bw! + Cw® + Dw? + Ew + F =0, (6.32)
com coeficientes

= dy,

= (v1 4 v2) n® +my,

(v1 + v2) don® + (v1 + vg) dol?,

= (2v1 + v2) van + (val® 4+ M) van® + vamil®,
= VU9 (n2 - l2)2 do,

2
= V05 (n2 = 12) n?.

I RS ARG N v RS
I

Seguindo os etapas do Teorema 6.1, a partir da equagdo (6.32) teremos,

Al —e)’ + Bz —e)' +C(z—€)’ + D(x —€)* + E(x —¢) + F = 0. (6.33)
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que resulta na equagéo
l5l’5 + l4[L’4 + l3$3 + 12132 + lll’ + l() =0 (634)

cujos coeficiente sao,

ls = do,

ly = — 5dye+ (v1 + v2)n? + my,

I3 = 10d2€® — 4[(vy + v2)n® + male + (v1 + v2)(n® + 1*)ds,

ly = — 10da€® + 6[(vy + v2)n? + myle® — 3(vy + vp)(n* + 13)dae + (201 + vo)van® + (%0}

2 2
mgvg)n +1 mava,

_l_

ll = 5d2€4 — 4[(1)1 + UQ)?’L2 + m2]€3 + 3(?}1 + UQ)(HQ + l2)d2€2 — 2[(2’01 + U2)UQ7’L4 + (l2U2

+

ma)vaen® + Pmaovae + (n? — 1?)%dyvy vy,

lo —dye® + [(v1 +v2)n? +malet — (vy 4+ v)(n? 4+ 1B)dae® 4 [(201 + vo)van® + (IPvy

+ my)van® + Pmavg)e® — (n? — 1?)?davivge + (n? — 12)?n?v103.

Para cumprir o critério de Routh-Hurwitz, devemos verificar se sdo positivos os determinan-

tes,
. Lol I
No=1ly, AMi=1, Ao=det| = > |, Ag=det| 1, 1, 1, |, (6.35)
ly Iy
0 I I
L Iy Is 0 0
Loy s 0 bEew
lo 1o Iy 0
lo lo Iy O
A4 = det c A5 = det 0 ll l3 l5 0 . (6.36)
0 L I3 I
lo o Iy O
lo 1o Iy
0 L Iy I

Entdo, para e suficientemente pequeno e n suficientemente grande, ndo ha dificuldades em

ver que Ag = lp > 0e Ay = [; > 0. Calculando o determinante de segunda ordem, obtemos

Ny = rgn® 4+ 16n® + rynt + roan? + 1o, (6.37)
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onde
rg = —203[(v1 +v2)? + vile + davivy,
re = —1205] (U1 +v2)% + (v1 + v2)vy J€0 + 2dova] 4(v1 + v2)? + Bvile® — 2{[2(v1 + v2)?

+ 2(v1 + 202)v1)1%03 + (v1 + vo)v1vads + 2(vy + vg)mgvg}e + (mg — 3170y )dyv1 02,

r2 = ré(€67 647 627 60) - T/2/<65 63 6)7
ro = —1y(e", €, €% ) +r)(ef e, e €0).

Podemos perceber que os coeficientes acima ndo dependem da diferenca entre as velocidades
V2 e V2 e o fator dominante do polindmio (6.37) é o termo rgn®, que pode ser representado

na forma

rsn® = —rg(e,n®) + (dyvivs)n®. (6.38)

Assim, podemos encontrar um ¢, suficientemente pequeno tal que rgn® > 0 e, consequente-

mente, Ay > 0.

Analogamente, para o determinante de ordem trés, apds alguns cdlculos, obtemos o po-

linbmio
Az = qon'® + gsn® + gen® + qun? + @2n® + qo, (6.39)
com

qo = 4(v1 +v)vye? — 2[(v1 + v2)? + vi]dyvie + davivi,

gs = qs(e' e’ e) —qi(ee),

G = (e ) — (e, e),

@ = —q(e,6 €, €)+ (e, €,

B o= B S S0,

G = —/(O,,E 3 )+ (8,2, ).

Novamente percebemos que os coeficientes do polindmio (6.39) ndo dependem da diferenca

entre as velocidades V? e V.2 . Entdo, para ¢, suficientemente pequeno e n suficientemente
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grande, tomando
q1on™° = ¢, n°) — ¢y (e,n'°) + (d%v%vg)nm, (6.40)

poderemos ter ¢;on'® > 0 e obter Az > 0.

Observemos que A5 = I5A4, logo, analisaremos apenas o sinal do determinante A4. Temos

entdo o polindmio

A4 = 512n12 + Slonlo + 88n84 + Sﬁnﬁ + 84714 + 82n2 + So, (641)

onde
s12 = 4(vy + va)*vpe® — 2dyv3 e,
S10 = 32v, [(vl + )t + (v + U2>3U1] et — 32dy0, [(22}1 + 3v2)v5 + (V] + vV + vg)vg} e
+ {81703 (40 + 6v1vs 4+ v3) (V1 + v2)” + 4[(Bvr — 2v2)0} + (v1 + va)v3] d5vs
+  8maov(v1 4 209)(v1 4 va) e — {2[(v1 + v2)® + (Tvr + Jv2)v] + V3] dol®vy03
4+ 2(vy — v2)’d3vvs + 2(201 4 va)damavy v fe+ 2d5170703 (va + vy),
sg = sp(ef et e ) —sh(e®, € e),
ss = —sgle, e € €)+sh(el, et e, ),
s, = Si( €8 et %) —S(€, €0 € e),
s = —sh(e® €€, 63 )+ 558,68, €, €2, €Y,
so = sp(e'0, e 0 et e ) —sh(e €€ o),

Os coeficientes de (6.41) sdo inteiramente independentes da relagdo bp; — ks (ou V2 —V7?),
isto é, a diferenca entre as velocidades ndo € mais artificio influente na determinacdo do sinal
do polinémio A4. Entdo poeriamos dizer que diante de um e suficientemente pequeno e um n
suficientemente grande teriamos A4 > 0. Portanto, encontrariamos Ag, Ay, Ag, Az, Ay, As >
0 e consequentemente a estabilidade exponencial do sistema (6.28)-(6.30) sem depender da

igualdade entre as velocidades x/p; e b/ps.

Porém, algo surpreendente aparece quando tentamos responder ao seguinte questionamento:
Ainda que tenhamos encontrado um ¢, suficientemente pequeno (para um n suficientemente
grande), ha alguma possibilidade de ocorrer A, < 0? A resposta parece ser afirmativa, visto

que surge um parametro de damping quando consideramos o coeficiente sj5 = 0. O parametro
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¢ dado por,

(kpa2 + 5,01)2
K2 pa .

Lo = 2€ (6.42)
O termo s;on'? é o fator dominante de A4. Porém, Observe que para um e suficientemente
pequeno, /i, também serd suficientemente pequeno e impondo iy < g (para um g suficien-
temente grande) obtemos A4 < 0, fazendo com que a solu¢do do problema esteja a direita da
linha Re(z) = —e e consequentemente a nao estabilidade exponencial do sistema. Por outro

lado, se considerarmos ;1 < 19, teremos s15 > 0 e consequentemente A, > 0. Em resumo

e se i < pp = estabilidade, independente da igualdade entre as velocidades,
e se i < i = instabilidade.
Outro caso interessante, andlogo ao caso anterior, aparece quando fazemos o mesmo ques-

tionamento acerca do coeficiente rg do polindmio A,. Em resposta (a este caso), surge o

parametro

(kp2 +bp1)* + K*pj

p = 2e )
K= p2

(6.43)

Novamente, podemos observar que para um e suficientemente pequeno, f; também serd su-

8

ficientemente pequeno e considerando p < p; teremos rgn® < 0 e consequentemente

Ay < 0, portanto as solugdes do sistema (6.28)-(6.30), na forma (6.9), estardo a direita da
linha Re(z) = —e e assim ndo se obtém estabilidade exponencial. A condi¢do py < pu , ratifica
o caso do polindmio (6.37) ser todo positivo. Resumindo,

e se i1 < p = estabilidade, independente da igualdade entre as velocidades,

e se i < py = instabilidade.
Observe que (1 = pg + 2€p2 = o < p1. Chegamos, portanto, as seguintes conclusoes:

1. se € (0, o) U (1, 00) estabilidade,

2. se pu € (1o, i11) instabilidade.
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Porém, a conclusdo 1. ndo apresenta coeréncia, visto que € € um valor fixo e pela andlise feita

percebemos que esse valor configura-se de modo que

2 2
WK® P2 HE~P2
S L S , (6.44)
2(rpa + bp1)? 2[(kp2 + bp1)? + K2p3]

de onde se obtém k?p3 < 0, 0 que ndo € plausivel. Portanto, o resultado € inconclusivo para o

sistema considerado.

6.2 Dissipacoes nas Equacoes de Rotacao e de Movimento

Tangencial

Nesta se¢do, aplicaremos a técnica de Routh-Hurwitz ao sistema de Bresse cldssico e ao
sistema de Bresse com as modificacdes na condi¢do de equilibrio dindmico propostas por Eli-
shakoff, ambos com dois mecanismos de amortecimento: um na equagdo de rotagdo e outro na

equac¢ao de movimento tangencial.

Primeiramente, tomemos o sistema

Py — K(Ye + 0 + lw), — kol(w, —ly) = 0, (6.45)
pay — bbyy + K(ye + ¥ + lw) + ppy = 0, (6.46)
prws — Ko(we — 1Y) + Kl(ye + ¢ +lw) + w; = 0, (6.47)

com as mesmas condi¢des iniciais e de contorno do sistema (6.1) - (6.6). Em complemento as

notagdes (6.8), faremos d3 = (3/p1, e obtemos as equacdes

(wW? + vn? + val?) Ay + vindy + (v) +13)lnAs = 0, (6.48)
mgnAl + (w2 + UQTLQ + mo + dQC{})AQ + mglAg = O, (649)
('U1 + UQ)ZnAl + ’UllAQ + (w2 + U2n2 + U1l2 + dgw)Ag = 0. (650)
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Destas equagdes, surge o sistema matricial

w? + vin? + val? vin (v1 + v2)ln Ay
mon w? + van? + mo + dow mol As =
(v1 + v2)ln v1l w? + van? + 1% + dsw As 0
(6.51)
cujas solucdes nao-triviais dadas pela equacao
Wb+ Aw® 4+ Bw' + Cw? + Dw? + Ew + F = 0, (6.52)

com coeficientes

= dy+ds,

= (v1 4+ 20)n* + (v1 + v2)l* + dodsz + may,

= (v1 +v)(dy + d3)n® + (v1 + v2)dal® + ds(my + Pvy),

(2u1 + vo)vgn® + [(vy — v1)Pvg + dadzvy + Mava]n® + (Ma + 1Pvy) vy + dodslPvy,
= (dy + d3)vivon® + (dsvy — 2dav1 ) Pvan? 4 (dsmyg + dal?v1)*vs,

= vvs(n? —1%)*n?

4T &m0 A w e
Il

Analogamente, tomando o sistema (6.45)-(6.47) e usando o equilibrio dindmico segundo

Elishakoff obtemos o sistema

Py — K(Ye + 0 + lw), — kol(w, —ly) = 0, (6.53)
prwy — Ko(we — 1Y) e + Kl(y, + ¢ + lw) + fw, = 0. (6.55)

As condig¢des iniciais e de contorno sao as mesma do sistemas original. De forma inteira-

mente andloga aos casos anteriores, obtemos o sistema matricial

w? 4+ vin? + val? vn (v1 + v2)ln Aq 0
(—w? +ma)n van? 4+ mao + dow mal Ay =
(v1 + v2)ln v1l w? + von? + v1? + daw As 0
(6.56)
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cujas solucdes nao-triviais dadas pela equacao
Aw® + Bw* + Cw® + Dw* + Ew + F = 0, (6.57)
com coeficientes

= dy,

= (v1 + v2)n? + dodsz + Mo,

= (v +v2)(da + d3)n® + (vy + v2)dal? + dzma,

= (20 +vg)ven® + [I203 4 daydsvy + mavo]n® + Pmayvy + dadsl®vy,
= (dy + d3)vivan® + (d3ve — 2davy)Pvan® + (dsmy + dal®v1) vy,

S G ISR G B v RS

= wvi(n? — 132

As andlise que faremos a cerca dos sistemas (6.45)-(6.47) e (6.53)-(6.55) estdo resumidas no

seguinte teorema:

Teorema 6.2. Suponha que € é um parimetro suficientemente pequeno. Se b/p; = k/p1, entdo
as solugdes do sistema (6.45)-(6.47) da forma (6.9) ficam a esquerda da linha Re(z) = —e e
isso implica na estabilidade exponencial das solugdes. Caso contrério, se b/ps # k/p1, existe
uma solugdo do sistema (6.45)-(6.47) que fica a direita da linha Re(z) = —e e isso ndo implica
na estabilidade exponencial das solugdes. Além disso, existem solu¢des do sistema (6.53)-
(6.55) que estdo a esquerda da linha Re(z) = —e, implicando na estabilidade exponencial das

solugdes, que independem da igualdade entre as velocidades b/ps € k/p;.

Prova. Aplicaremos o critério de Routh-Hurwitz primeiramente no sistema (6.45)-(6.47) (as-
sim como no Teorema 6.1), para verificar se os determinantes Ao, Aj, Ao, A3, Ay, As, e
Ag sdo todos positivos. Entdo, tomando a equagdo (6.52) e substituindo w por = — €, teremos a

equacgao
(- +Alr—e)’+Blz—e)'+Cx—€’+Dx—€e)’+E(x—¢€)+ F =0, (6.58)
de onde obtemos a equagao algébrica

l6$6 + 15135 + l4.§L’4 + l3;€3 + l2.’172 + llﬂﬁ + l() = O, (659)
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com coeficientes:

5

l

lo

+

m + + + |

+

L,

— 6e + dy + ds,

1562 — 5(dy + ds)e + (v1 + 2v3)n* + (vg + 1)1 + dads + ma,

— 20€° + 10(dz + d3)e” — 4[(v1 + 2v2)n* + (v1 + v2)I* + dadz + my]€

(v1 4+ v2)(da + d3)n® + (vy + v2)dol® + (IPvy + my)ds,

15¢* — 10(dy + d3)€® + 6[(v1 + 202)n* + (01 + v2) 1> + dads + Mo €

3[(1}1 + v2)(dy + d3)n® + (vg + v1)dol? + (IPvy + mg)dg]e + (2vy 4 va)vgn?

[(Ug — v1)Pvg + dodsvy + mzvg] n? + *v1vy + (dads + mo)lPvy,

— 6€” +5(ds + d3)e* — 4[(v1 + 202)n” + (v1 + v2)I* + dods + my]€?

3[(2}1 + v2)(dy + d3)n® + (vy + va)dol? + (1w, + mg)d3]62 — 2{(21}1 + vg)vgn?

[(UQ — 1) IPvy + dadsvy + mgvg}nz + (dads + ma)Pvy + l4U1U2}€ + (dy + d3)vivon®
(dsvy — 2dovy ) Pvan®+ (dol?v1 + dzmy)lvs,

e —(dy + d3)e® + [(v1 + 202)n” + (v1 + v2)I* + dods + Mo €*

[(v1 4 v2)(da + d3)n® + (V1 + v2)dol® + (IPvg + ma)d3] € + [(201 + v2)von®

(vy — v1)Pvy + dodsvy+mava]n® + (dads + ma)lPvy + 141)11}2] — [(dg + ds) v ven®

[
(d3vg — 2dyv1)Pvan? + (dsmy + d2121}1)l2’02} € +vv3(n® — 1?)’n?.

Em face ao tamanho dos coeficientes, procederemos de modo andlogo ao Teorema 6.1, para

minimizar espagos e notagdes.

Calculando os determinantes Ay, A3 e A4, obtemos respectivamente:

O polindmio,

com coeficientes

Ay = Pyn® + Pen® + Pyn* + Pyn* + P (6.60)
Py = —2(20% +v3)vie + (dy + d3)viv3,
Ps = —Pj(e€) + Pl €,
Py = —Pje® e ¢) + P/, e "),
P, = —Py(e", 65,63 ¢) + P (5, e, €2, €Y),
Py = Py, ¢t €2 e) — PY(e7, €%, €%, e),
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o polindmio

A3 = Tmnlo + Tgn8 + TG’TLG + T4TL4 + TQTL2 + T(), (661)

com seus coeficientes dados por

Tho

I s |

+ o+

8(v; — va)?vie® — 2(vy — v)*v3 (dy + ds)e,
8vs 8V} + 5(v1 + v2)%vs + 10(v] + v3)va]et — 2{[6(v1 + v2)® + 27(v] + v3)v2
2607 | (do + d3)va }e* + {4[5(v — v]) + 24v109] P05 4+ 4[40] + (v1 + v2)® + (v
v2)v3 | (d3 4 d3)vs + 4[14(v1 + v2)v] + (V] + 503 )va| dadzva + 4(v1 + 5va)maov; J€°
{2[7(va — v1)v1 + (501 + Bva)va ] dolPvy + 2[3(v1 4 v2)* + Buywa]dsl®v + 2(v7
v3)d3v1vs + 2[(v1 + v2)? + (6v1 + va)vr | (da + d3)dadsvive + 2(v] + v3)d3v1vs
2(3v1 + 2v2)damavi + 2(3vs — v1)dsmavs b + (v1 + v2)*(da + d3)dsl*v3
(dy + ds)*dadsvivy + (dy + ds)dymaviv3,
Ti(e5, €, %) — TY (%, €% e),
Ty, €8 e 2 ) — T (", €, € e),
Ty(e'0, €0 € e, ) — Ty (€, €%, €3 e),
To(

12108642)—T6/<€9753)

€ €,e,€,€ € L€ € €7 €7 €

e o polindmio

A4 Glgn + Glonlo + ng + G6TL + G4Tl + ng + Go, (662)

cujos coeficientes sao:

G12
GlO

+ + 4+ + o+

8(v1 — vy)*v3€e? — 2(vy — vy)2v5(dy + ds)e,

320, [21}? + 2(vy — vo)vyvs 4 5(v? + vg)vg}e"‘ — 8uy(dsa + d3) [81}? + 9(v; — vo)vyv3

12(v7 + v3)v3] €4+4{2[4(v2 — vi)v1 + 3(3v1 + v2)v2] Pvg + 2[ TV} + 9(v1 — v2)v103

5(v] 4 v3)v3] dadzva+ 201 + 3(vF + v3)?] (d3+d5)va+24mav] b€ — {4[5(ve — v1)vy
2(v1 + v2)a)|dolPvy + [6(v1 + v2)® + 16v102]dslPvy + 2(v] + v3)(d + d})vivs
2[3(v] —v3) + 4(v] +v3)v} + (207 + v3)v3] (da + d3)dadsvs + 2(3v1 + 202)damovs
4209 — vl)d3m2v2}e + (da+d3) [(vl + v9)?d3l?vy 4-(dy + d3)dadzvivy + d2m2vlv§],
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Gg = Gy(f, e €% — GE(e%, €%, e),

Gs = Gi(®, €% et e, ") — Gh(", €, 6% e),

Gy = G0 8,8 et ) -G, e, e, ¢ e),

Gy = Go(e?, e, 8 et ) — Gy, e, €7, €%, € e),

Go = Gple", e €0 3 8 e e ) — G (e, €'t e €7, €, €3 e).

Pelo fato de Ay = lgAs5, basta calcular o polindmio
As = Z1on'® + Zgn® + Zgn® + Zyn* + Zon® + Z, (6.63)
sendo seus coeficientes dados por:

Zio = —128(v1—v2) 0ae® +128(v;—v3) vy (dat-ds) et —8(v1 —va) vy [5 (dy + d3) +14d2d3} e
+4(v) — v2) vy (dg + ds)[(dy + d3)? + 4d2d3]e — 2(vy — va)*dadsvy(dy + ds)?e,

Zs = —128(vi—v2)*[(v1 + v2)*+(1201 + 16v2)vs]€” + 64(v1 — v2)*(d2 + d3) [3(v1 + v2)?
+4(7v1 4 1002)v2] €% — 32(v1 — v2)*{2[5(v] + v3) + 38v1v2| P48 (v + v2)*+ (Tvy

)
)

—i—llvg)vg}dgdg + [3(1}1 +v2)? + 4(Tvy + 91}2)1)2] (d3 + d3) + 2(Tvy + 51)2)77121}2}65
+16(U1—U2)2{4[5(U1+U2>2 + 28vlv2}d2l202 + 16[(1}1 + 02)2+7vlvg]d3l2vg + [(vl
+2)? 4 2(9v1 + Tua)va] (d + d3) + [(v1 + v2) (5302 + Tvy) + 2003 (da + ds)dads;
+4[6v1 + 5va|damavs + 4[Tvy 4 5va | dzmavs fe* — 8(v1 — v2)*{ (3v1 + v2)*1*0}
+[11(v1 + v2)24+2(3Tv1+v2) 0] dalPvs + [29(v1 + v2)2+196v1v2 | dadsl®vs + 2[5(v;
+02) 2+ (v1 + 35v2)v1 | d51%vs + 2[ (01 + v2) >+ (13014 10v2)vs] (d5 + d3)dads+[5(v:
+02)” + 2(13v1+18v2)v2] d5d3 + (Tvr + 202)(d3 + d3)va + 2(5v1 — v2)*mav}
+4(4vy 4 3v9)d3mavs + (4301 + 3509)dadzmavs + (1701 + 13v9)d3mavs + m3v3 }e°
+4(v1 — v2)*{(Bv1 + v2)*(da + d3)l*v3+[(v1 + v2)*+2(9v1 + va)va | d31Pva+ 2[7(vy
+v7)? +(51v; + U2)U2:| dadsl* vyt [17(1}1 + v9)* 4 2(49v, + Ul)vl] dod31%vg + 2 [2(@1
+02)” + (Tva + vi)v1 | d3Pvs + [(v1 4 v2)* + 2(501 + 3v2)vs] (da + d3)d3d3 + (v
+205) (v1—v2) (da+d3 ) dadsvy + (d + d3)v1vs + 2(5v1 — v)(da + d3)Pmava+2(3v;
+0 ) dymova+ (2501 +17vs ) dadzmavy + 2(11v; + Yva)dadzmava+ 3(vy + va)damavy
+(da + d3)m3v3 e — 2(vy — v2)*{ (Bv1 + v2)dadsl*v3 + [(v1 + v2)* + 2(9y
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—ng)vg} dsdsl*vy + 4[2(1}1 + )+ 72}11}2)} d5d317vy + 2(v1 + 3v2) (4vy + va)dadil*vy
+(v1 + va)?d3lPvg + (do + ds) dadsvive + 2(d3 + d3)dadavive + 4(d3 + d3)1Pmyv v
+2(v1 — vy)dodsl*mavi + dymav vy + 2dadsmavy(4vy + vy) + Sdadamavy (201 + o)
+3dyd m2v2(01+v2)+d2d3m2vg}6+ v1—3)?(dy+d3)? [<U1+U2) d3l2+d2m2v1] dodsvs,
Zsg = —Zi(, €€, )+ 2 (€%, ", €', €)+(vi4v2)* [(viFv2)” + 4(201 + va2)v1 | dad3l®v3
+2(v?—03) (v1+vy ) dadil v3 + [(vg —v1) (V3 —8) + T(v1 + v2)?v1vy + 4v102]d2d3l4vg
+[(v3 = v}) + (v1 4 v2) (601 4+ 10v2)v1vs | dad3l vs + (v1 + v2)* (da + d5)*d3d31*v1vy
+2(v] — v3)(v1 + va)dad3l*mavy + [5(v1 + v2)? + 4(201 + v2)v2] didsl* maviv3 +(vy
+02) (v} + 303)dad3l*mavs + [(v] — v3)v1 + 3(v] + v3)vs + 203 | d3d5 1 mavs + [(v2
—v1)(vy — 5vg)vy + 2(3v2 + v%)vz]d3d2l2m202 + [81;11}2 — (v1 — 02)2]d4d3l2m21}11}2
+4(vy + vo) dal*movivy + (do + d3)* dydamavive + 4(d5 + d3)Pmivivs + 2(v;
—v2)dsds > maviv3+ (V1 + v2) dad3*m3vs +(v1 + Vo) (dotds)dadzmiv v

+dadsmiv 3,
Z4 — —Z”(EH 9 67 65 6 )—l—Z”( 10 8 66 64 62 60)
Z2 _ Z//( 11 69 67 65 6 €)+Z”( 2 10 68 66 64 62 60)
Zy = —Z(')’(el5,e Bt € €)+ ZY (M € €068 €8 et €2, D).

Note que o unico polindmio que ndo depende da relagdo b/p; — k/p1 (no caso, v; — vy) é

o polindmio (6.60) cujo termo dominante pode ser representado por
Psn® = —Pi(e,n®) + [(do + d3)vivi|n®, (6.64)

sobre o qual as hip6teses de um e suficientemente pequeno (para um n grande) pode acarretar
que Pyn® > 0 e com isso obter Ay > 0. No entanto, os polindmios Az, Ay e As possuem os
coeficientes de seu termos dominantes inteiramente dependentes da relagdo entre as velocidades.
Se considerarmos b/ps — k/p; # 0, podemos encontrar um e suficientemente pequeno tal que
depopy < ppr+Pp2 para pe [ suficientemente grandes e dessa forma obter A3 <0 e Ay <0,
e esse fato impossibilita obter a estabilidade exponencial para o sistema. Porém, se tomarmos
b/ps — k/p1 = 0, os coeficientes dos termos dominantes dos polindmios (6.61), (6.62) e (6.63)

se anulam, isto €,
T10:G12:Z10:ZSZO
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e os novos termos dominantes de cada polindmio supracitado podera ser reescrito da seguinte

forma

Tsn® = T (64 € n8) -1 (63 € ng) + 05 (dy + ds) [4d3l202 + (do + d3)dad3 + dgmg}ns,
Gion™® = G (e e, nt ) G, (63 € n10)+v2 (dy +d3)[4d3l202+d2d3(d2 +d3)+d2m2] 10/
Zs = —Z4(€,€, €, e n)+Z{ (%, €, €', €, n0)+{64dxd31%05 + 32d3d51 05 (do + d)
+ A(ds + d3)*d3d31Pvs 4 8dadzmal®vy (di + dods + dyds + d3)
+ 16dsmal*v3(2d5 + d3) + d3dimavs (da + ds)? + APm3vy (d5 + dods + d3)
+ d3dzm3v3[2(dy + ds)ds + mo] n°.

Veja agora que os termos acima ndo se anulam quando impomos a igualdade entre as velocida-
des e os termos independentes (de €) dos coeficientes sdo todos positivos. Portanto, é possivel

determinar um ¢, suficientemente pequeno (e n grande) tal que
T'g’I’LS7 Gl()?’LlO, Z@TLG >0

e assim obter A3, Ay, A5 > 0. Os mesmos argumentos se aplicam a Ay e A;. Nessas condi¢des,
podemos concluir que os determinantes Ay, Ay, Ao, A3, Ay, A5 e Ag sdo todos positivos con-
siderando a igualdade b/p; = k/p;, para um € suficientemente pequeno e um n suficientemente
grande, o que mostra que as solugdes do sistema (6.45)-(6.47) na forma (6.9) estdo a esquerda

da linha Re(z) = —e e dessa forma obter a estabilidade exponencial do sistema.

Agora considere o sistema (6.53)-(6.55) com dois mecanismos de dam-ping’s i, e [Sw.
De modo inteiramente andlogo ao caso anterior, tomando a equacao (6.57) e substituindo w por

r — ¢ e fazendo a expansdo dos termos (z —€)?, j =1, 2, 3, 4, 5, obtemos a equagio

Z5I5 + l4$4 + 13$3 + l2I2 + lll’ + l() =0 (665)
com coeficientes:
l5 — d27
l4 = —5d26 + (’Ul + 112)712 + dgdg + ma,

l3 = 10d2€2 — 4[(7)1 + UQ)’I’LQ + d2d3 + mg}é + (Ul + UQ)(dQ + d3)TL2 + (’Ul + Ug)d2l2 + d3m2,
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ly, = — 10dy€® + 6[(1}1 + v)n® + my + dgdg] e — 3{(v1 + v2)(dy + d3)n® + (v + vy)dol?
+d3m2}6 + (201 + vo)van® + (1202 + dadsvy + mavy)n? + dadslvy + [Pmyvy,

i = Bdae’— 4(v1 4 v2)n® + dadz + ma] €43 [(v1 + v2)(da + d3)n*+(v1 + v2)dal® + dzms] €
—2[(2v1 + v2)van® + (IPv3 + dodsvr + mova)n® + (dads + mo)Pvs]€ + (ds + ds)vivan?
+(d3vg — 2dav1)Pv9n® + (dol?vy + d3my)Pvs,

lo = —doe*+[(v1 4+ v2)n® + dods + mo|e* — [(v1 + v2)(do + d3)n® + (v1 + v2)dal® + dzma|€®
+[(2v1 4 v2)van® + (IPv3 + dadsvr + Mmove)n® + (dods + ma)*va] € — [(da + d3)vivan
+(d3vg — 2davy)Pvgn® + (dol®vy + d3m2)l4vlv2}e +vvi(n? — 1?)*n?

Devemos verificar os sinais dos determinantes Ay, A;, Ao, A3, Ay e As. Como Ag = I,
Ay =1y e A5 = I5A4, basta analisar os sinais de Ay, Az e Ay. Assim, apds os alguns célculos,

foram obtidos os seguintes polindmios:

Ay = pgn® + pen® + pan® + pan® + po (6.66)
onde
ps = —20%[(v1 +v2)* + vi]e + vivi(dy + d3),
ps = —ps(e’,€) +pgle?, €),
by = pﬁl(€57€ 7€>+p4(€ 6 60)
pr = (€% €) + ph(et €, ),
bPo = p6(€6764762760) p[)(6 65 63 6)
o polindmio,
Ag = tlgnlo + t8n8 + thG + t4n4 + t27’L2 + to, (667)
com coeficientes
tip = 4'03('01 + U2)€2 — 2U§{d2 [(Ul + U2)2 + U%] + dg(Ul + ’UQ)UQ}E + dQU%U%(dg + dg),
ts = th(et e %) —th(ee),
te = th(ef et €2 € —ti(ed, €3 e),
ty = —ty(e",€, 6% €) + t](% €t €2, €0),
ty = th(e €8 et 2, ) —th(7, €5, €3, ¢),
to = (3, e8¢t €2 €) —ty(e”, €%, €3, ¢)
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e o polindmio
Ay = gion®? + gion'® + gsn® + gen® + gan* + gan® + go (6.68)

cujos coeficientes sao,

g2 = Avi(v1 + v2)2? — 205 {dov} + d3(v1 + v2)? }€ + dadzvivs,
g0 = g€l €, €”) — gly(€, ),

g8 = gh(e® et e %) — gi(e®, €3, e),

g6 = —gg(e’, €€ e) +gg(ef et e, %),

g1 = gi(e8 0 et 2 ) — gh(e7, €%, €3 e),

g2 = —go(e%, €7, €% €% €) + g (3, €5, €, €%, €0),

G = ghle0,e% 68 et e, ) — g (&, €, 5, B e).

Note que (6.66), (6.67) e (6.68) sdo polindmios em n e seus coeficiente sdo polindmios em €. O
termo dominante de cada polindmio acima possui coeficiente cujo termo independente (de €) é

positivo, ou seja,

ps = —203[(v1 +v2)® + vi]e + (da + ds)vivs, (6.69)
tio = 4duy(vy + va)e? — 205’{0[2 [(vl +v9)? + vﬂ + ds(vy + vg)vz}e

+(d3 + dy)davivs, (6.70)
g2 = 4v5(v1 + v2)%€ — 205 {dav} + d3(v1 + v2)? }€ + dodsvivy, (6.71)

com (dy + d3)vivs > 0, (d3+do)davivs > 0 e dadzv?vs > 0 (0 mesmo argumento se aplica
a Ay e Ay). Além disso, observa-se que os coeficientes (6.69), (6.70) e (6.71) ndo dependem
da relagdo b/py — k/p1 (ou v — v9), diferentemente do que ocorre com o caso cldssico (sem a
proposta de Elishakoff). Outrossim, a condic¢do de sinal do coeficiente (6.69) esta subordinada

ao parametro (6.43), em que

se pip1 > pp1 + Bp2, entdo pg <0, (6.72)
se pip1 < ppr + Bpa, entdo pg > 0. (6.73)

Sabemos que 1; depende diretamente de €. Entdo se a condicao (6.72) ocorrer, ndo poderemos

8

obter a estabilidade exponencial, pois acarretaria pgn® < 0 e consequentemente A, < 0.

Logo, para um n suficientemente grande podemos encontrar um ¢, suficientemente pequeno de

Cardoso, M.L. PDM - UFPA



Capitulo 6. Estabilidade Exponencial para Sistemas de Bresse: Critério de Routh-Hurwitz 127

tal modo que a condicao (6.73) seja satisfeita, para que tenhamos
pgns > 0, tlonlo >0 e g12n12 >0

e assim obter Ay, A3, Ay > 0. Com isso podemos concluir que os determinantes Ag, Aq, Ao,
A3, Ay e A5 sdo todos positivos e, portanto, as solugdes do sistema (6.53)-(6.55) na forma (6.9)
estdao a esquerda da linha Re(z) = —e, garantindo estabilidade exponencial das solucgdes e isso

independentemente da igualdade entre as velocidades b/py e k/p. [
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CAPITULO /

Considracgoes Finais e Perspectivas futuras

Estudamos o sistema de equagdes diferenciais parciais que modela uma viga metalica del-
gada sobre uma base composta por molas independentes conhecido como Sistema de Timoshenko-
Ehrenfest sobre uma fundacao de Winkler, proposto inicialmente por Elishakoff em (ELISHA-
KOFF I.; TONZANI, 2017). Este sistema se difere do modelo original de Timoshenko, pela
insercdo do termo ay na equagdo de movimento transversal com « representando a reacdo da
fundacgdo, conhecido como coeficiente de rigidez linear da fundacdo. Constatamos que o mo-
delo apresenta dois modos de frequéncia, um para o primeiro espectro e outro para o segundo

espectro.

Estudamos também a sua versdo truncada obtida apds a ado¢do da condi¢do de equilibrio
dindmico proposta pelo proprio Elishakoff em (ELISHAKOFF, 2010) e verificamos que esse
novo sistema possui apenas um modo de frequéncia, tal qual mostrado no trabalho de Almeida
e Ramos (ALMEIDA D. S.; RAMOS, 2017).

Baseados nos trabalhos de Nesterenko (NESTERENKO V. V.; CHERVYAKOV, 1993; NES-
TERENKO, 1993) e de Stephen (STEPHEN, 2006; STEPHEN N. G.; PUCHEGGER, 2006),
calculamos os lagrangeanos e obtivemos as Energias Ostrogradski para a cada modelo. Mos-

tramos que a Energia Ostrogradski possui sinais contririos para o modelo com dois modos
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de frequéncia e € positiva para 0 modelo com apenas um modo e que o sinal estd fortemente

associado a natureza do modo de vibragao.

Inspirados no trabalho de Quintanilla (QUINTANILLA, 2003) e Almeida e Ramos (AL-
MEIDA D. S.; RAMOS, 2017), analisamos questdes de estabilidade exponencial para os mo-
delos utilizando a técnica conhecida como Critério de Routh-Hurwitz. Através dessa técnica,
verificamos que a estabilidade exponencial do modelo com dois espectros de frequéncia ocorre
somente se as velocidades de fase forem iguais (kps = bp1). Porém, para o modelo com apenas

um espectro a estabilidade ocorre sem que haja essa dependéncia.

Outras questdes concernentes a teoria original de Timoshenko que pretendemos investigar,
estd relacionada a influéncia dos mecanismos de amortecimento no controle do espectro que
apresenta comportamento ndo condizente com as leis fisicas. A ideia € obter parametros que

oferecam recursos que possam tornar o espectro “mau’comportado em um espectro realistico.

Perspectivas no ambito da andlise numérica serdao consideradas para os sistemas apresentados

neste trabalho.

Neste trabalho, inspirados pelos resultados da primeira parte, consideramos investigar a
existéncia de espectros de frequéncia para o modelo dinamico de vigas curvas regidas pelas
hipéteses de Bresse. Inspiramo-nos nos resultados alcados e estabelecidos na vasta literatura
sobre a teoria de vigas de Timoshenko e valemo-nos da técnica que emprega funcdes harmodnicas
como solugdes do sistema para comprovar nossas suspeitas. Obtivemos resposta positiva a essas
perspectivas. Mostramos a existéncia de trés espectros de frequéncia para o sistema de Bresse e,
além disso, verificamos uma proximidade grafica com os espectros previstos na teoria de vigas

de Timoshenko.

Notoriamente, em face a envergadura alcancada pelos resultados acerca do modelo dinamico
de Timoshenko, deparamo-nos com a proposta apresentada por Elishakoff em (ELISHAKOFF,
2010), onde o autor sugere outro equilibrio dindmico para o modelo. Essa mudanca, elimina
um espectro de frequéncia conhecido como segundo espectro da teoria original de Timoshenko.
Como o sistema de Bresse representa uma generalizacao para o sistema de Timoshenko, pen-
samos que adotando a condicao de equilibrio dindmico na equagdo de rota¢do proporcionaria
efeito andlogo nas equagdes de Bresse. Também obtivemos resposta positiva neste contexto. A

técnica eliminou o segundo modo de frequéncia do sistema de Bresse.
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Outras perspectivas oriundas no contexto do trabalho ora exposto, reside em apresentar um
estudo sobre a estabilidade no dmbito da Analise Numérica onde pretendemos incluir outros

sistemas que nao foram previamente apresentados neste trabalho.
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