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Resumo

Controlabilidade e estabilizacao para
uma versao truncada do sistema de Timoshenko

Leonardo Rogério da Silva Rodrigues

Orientador: Dr. Dilberto da Silva Almeida Junior

Resumo da Tese de Doutorado apresentada ao Programa de Doutorado em Matematica da Univer-
sidade Federal do Pard (PDM-UFPA) como parte dos requisitos necessdrios para obtengao do titulo de

Doutor em Matematica.

No presente trabalho, iremos estudar questoes acercar dos aspectos quantitativos,
existéncia, unicidade e dependéncia continua das solugoes e qualitativos, tais como, con-
trolabilidade nula, controlabilidade nula tipo-memoria e estabilizacao assintotica para o
sistema de Timoshenko sob a influéncia do segundo espectro de frequéncia. Serao abor-

dados problemas lineares e nao lineares.

Palavras-chave: Versao truncada de Timoshenko, espectro nao-fisico, existéncia,
unicidade, controlabilidade, memoria, damping localmente distribuido, estimativas uni-

formes.
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2019
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Abstract
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Advisor: Dr. Dilberto da Silva Almeida Junior

Abstract of Doctoral Thesis submitted to the Postgraduate Program in Mathematics, Federal Univer-

sity of Pard (UFPA-PDM) as part of the requirements for obtaining a Doctoral Degree in Mathematics.

In the present thesis, we will study questions about the quantitative aspects, ex-
istence, uniqueness and continuous dependence of solutions and qualitative, zero con-
trollability, null controllability of the memory type and asymptotic stabilization for the
solutions of the Timoshenko system under the influence of the second frequency spectrum.

Linear and nonlinear problems will be addressed.
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Introducao

Os fenomenos de natureza eldstica foram objeto de intenso estudo nas ultimas décadas. Es-
pecialmente aqueles que modelam as vibragoes de barras ou vigas. A andlise de vigas é bastante
comum em problemas de engenharia e ciéncias aplicadas, tornando seu estudo e formulacao
fundamentais. Para este propdsito, os modelos de vigas de Euler-Bernoulli e Timoshenko sao
geralmente considerados. O movimento de uma viga pode ser descrito pela equagao de Euler-
Bernoulli, quando as dimensoes da secao transversal sao pequenas em comparagao com o compri-
mento da viga. Se as dimensdes da secao transversal nao forem despreziveis, o efeito da inércia
rotacional deve ser considerado, neste caso, o movimento é melhor descrito pela equagao da viga
de Rayleigh. Se o desvio devido ao cisalhamento é levado em conta, além da inércia rotacional,
chegamos a um modelo ainda mais preciso que é chamado de vigas de Timoshenko [57]. O modelo
cléssico de vigas de Timoshenko, construido em 1921 por Timoshenko, é um sistema hiperbdlico
de duas equagoes de onda acopladas que é decomposto em um cenario unidimensional em termos

de equilibrio dindmico como

pApy = Sg, (1)

p[?l}tt - Mz - S, (2)

onde p é a densidade de massa do material, A é a area transversal, I é o momento de inércia
da area transversal, ¢ é a deflexdo da viga a partir da sua posigao de equilibrio, ¥ é a rotacgao
angular, t é o tempo, x é a distancia ao longo da linha central da viga e (-); e (-); sdo usados
para denota a derivada parcial com respeito ao espaco e tempo, respectivamente. Além do mais,
S e M sao a forca de cisalhamento e o momento fletor (ambos sdo deformagoes de tensao),

respectivamente, que sao dados por

S =K AG (. + ), (3)
M = El,, (4)

Rodrigues, Leonardo R. da Silva PDM
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onde G é o médulo de cisalhamento, E é o médulo de Young e k' é o fator de cisalhamento
transversal. A partir do acoplamento entre as equagoes (1)—(2) e as equagoes (3)—(4) obtemos o

modelo classico de vigas de Timoshenko

prow — k(oo +v), = 0, (5)

p2¢tt - waz + K (‘Pm + ¢> = 0. (6)

onde definimos py := pA, py :=pl, b:= EI ¢ k := K'GA.

0.1 Segundo espectro e consequéncia para estabilizacao

As equagoes (5)—(6) sdo bem conhecidas como as mais importantes equagdes para estudo de
vibragoes de vigas porque a deformacao de cisalhamento e a inércia rotativa foram consideradas
por Timoshenko [1, 9, 22, 23, 24, 57]. Essas hipdteses melhoraram a dinamica das vigas repre-
sentadas pelo modelo de vigas de Euler-Bernoulli (EB) bem como o modelo da viga de Rayleigh
(TR). E claro que existem criticas a esses modelos e, basicamente, a principal critica ao modelo
de vigas de Euler-Bernoulli é a velocidade infinita da propagagdao para um nimero de ondas
grandes e a principal critica do modelo de vigas de Rayleigh ¢ a menor precisao em relacao a
frequéncia natural para ntmero de ondas pequeno (Ver figura [1]). No entanto, o modelo de
vigas Timoshenko (VT) apresenta duas frequéncias naturais, sendo uma nao-fisica, porque em
baixa frequéncia as propagagoes de onda viajam com velocidade infinita (Ver figura [2]), para

mais detalhes, veja os recentes trabalhos [3, 5].
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Figura 1: Numero de onda vs. velocidade de fase, para modelo (EB) a velocidade tende ao
infinita quando o nimero de onda vai para infinito. E claro, isso nao é fisico. O modelo

(TR) tém comportamento estavel para altas frequéncias (cor azul) convergindo para o

segundo espectro de (VT) ( cor preto). Porém, é impreciso para baixa frequéncia.
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Figura 2: Numero de onda vs. velocidade de fase, para (VT) sem amortecimento. Os dois
ramos (primeiro e segundo espectro) da (VT) sao as dispersoes e mostram um comporta-
mento estavel para altas frequéncias (cor azul). Porém, o segundo ramo (cor vermelha)
explode (blow-up) para baixas frequéncias. Esta anomalia fisica é conhecida como segundo

espectro.

Esta condigao nao fisica tem sido amplamente explorada ao longo dos anos [6, 59] e recente-

mente Elishakoff et al [22, 23, 24](bem como referéncias nele) estudou um modelo mais simples
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de vigas vibratérias ou seja versao truncada do modelo de vigas de Timoshenko. Este mod-
elo leva em conta a deformacao de cisalhamento e a inércia rotativa de acordo com a hipdtese
de Timoshenko [57] e estd livre da condigao nao-fisica conhecida como “segundo espectro de
frequéncia” ou “segundo espectro”, veja por exemplo [1, 6, 10, 9, 22, 33, 42, 54, 55]. Por outro
lado, a versao truncada proposta por Elishakoff [22] em 2010, foi alcancada com a substitui¢ao

do termo plvy na Eq.(2) com a sua contrapartida de inércia rotativa plpy, de onde obtemos
—p2itta — D + k(pz + 1) =0, (7)

onde, juntamente com (5) nos dé

p1ow — k(s +1), = 0, (8)

—P2Pttr — by + K (SO:L“ + ¢) = 0, (9)

de onde temos a chamada versdao truncada das equagoes de Timoshenko(VTVT). Uma ob-
servagao interessante devido a Elishakoff [22] é que: As equagoes do sistema acima preservam
todas as propriedades fisicas conjecturadas e resolvidas por Timoshenko [57], e livre do se-
gundo espectro (Ver figura [3]). Além disso, é muito interessante ver a forma desacoplada dessas
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Figura 3: Numero de onda vs. velocidade de fase. O ramo, primeiro espectro (cor azul)
da (VITVT) sem amortecimento é a dispersdo, mostra um comportamento estavel para
altas frequéncias. Esta propriedade fisica é a grande vantagem da (VITVT) porque é livre

do blow-up da velocidade em baixa frequéncia.

equagoes para tirar algumas conclusoes. Entao, depois de algumas derivagoes em Eqgs.(5) — (6)



Introducao 13

leva a

borzre + P10 —P2Pttxa —Pl//ﬂ%tm +p1p2piie = 0. (10)
—_——
Euler-Bernoulli (I)

Bresse-Rayleigh (II)

Simplificada(ou truncada de Timoshenko (I11))

Classica viga de Timoshenko (IV).
Vale a pena notar que o modelo (II) inclui a inércia rotativa, o modelo (III) inclui a de-
formagao devido ao cisalhamento e o modelo (V) combina o inercial rotativo e a for¢a de
cisalhamento. Do ponto de vista algébrico, essa combinagao de quarta ordem gera o “segundo
espectro” [22, 23, 24, 25]. Por outro lado, o modelo (I1I) nao contém o termo p1p2/kpit,
o préprio Timoshenko [57] j& havia sugerido sua omiss@o, ele observou a partir da andlise de

frequéncias que esse termo ... € uma pequena quantidade de sequnda ordem comparada com a

quantidade 7T2’I"Z / )\? yonde \; = 1/i, r4 é o raio de giro da segao transversal, [ é a extensao da viga
e i é o numero de frequéncia. Segundo Timoshenko, no estudo da equacao de frequéncia a con-
tribuigao desse termo é insignificante. Além disso, esse modelo é obtido a partir de Eqgs.(8) — (9)
e também é notdvel que o modelo truncado nao acomoda o “sequndo espectro”. Recomendamos
ao leitor o trabalho recente devido a Almeida Junior e Ramos [3, 5] e referéncias para mais detal-

hes sobre “sequndo espectro” e uma discussao mais detalhada das consequéncias desses espectros.

Considerando o importante papel desempenhado pelas vigas em vérias dreas da ciéncia e
engenharia, nao é de surpreender que o controle de suas vibracoes tenha motivado o trabalho
de muitos pesquisadores, comegando com os trabalhos pioneiro de Lagnese e Lions [35] e Lions
[39, 37]. Relembrando alguns resultados da literatura, podemos citar Soufyane [52] que estudou
a estabilizagao uniforme e o controle exato de uma viga, através da agao de um controle interno.
Um resultado importante devido a Youssef [60], do qual obteve resultados de controlabilidade
exata interna para sistema de Timoshenko usando a hipdtese de que as velocidades de propagacao
de onda dos movimentos de rotacao e translacao sao as mesmas. Outras referéncias que merecem
destaque (entre muitas outras) no controle de ondas e vigas e estruturas relacionadas sao ([7,
31, 34, 46, 43, 53, 56, 62, 63, 64] e as referéncias neles contida). Vale ressaltar que os resultados
alcangados no contexto da estabilizacao uniforme ou exponencial das vigas de Timoshenko [57]
com o amortecimento colocado em apenas uma das equacoes de deslocamento do sistema, a

estabilidade s6 é alcancada sob a hipétese de velocidades de propagacao iguais para as ondas. De
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fato, fol mostrado que as taxas de decaimento exponencial sao validas somente se as velocidades

de propagacao forem iguais. Isso implica que,

b
%:1@5:—, (11)
U1 P1 P2

mas a hipdtese de velocidades iguais de propagacao é muitas vezes irrealista do ponto de vista
fisico, é claro, isso nao é verdade porque o fator de cisalhamento é sempre um pequeno niimero

menor que um, ou seja,

U
251
(%1

Y

veja por exemplo [3, 13]. Entre muitos trabalhos publicados, vamos destacar os seguintes resul-
tados devidos a semelhanca com o nosso:

Messaoudi e Mustafa [48] consideraram o seguinte sistema do tipo Timoshenko:

ot — (pz +9), = 0, (12)

Vit — Yz + (o + ) +a(t)g(¥r) = 0 (13)

sem impor qualquer hipétese de crescimento restritivo em g na origem. Além disso, considerado
sem perda de generalidade p; = po =k =b=1¢e v9/v; = 1, onde v; = m e vy = \/%
para as velocidades das ondas, eles estabeleceram um resultado geral de decaimento dependendo
de g e a.

Guesmia e Messaoudi [29] consideraram que o sistema seguinte

prow — k1 (ge +1), = 0, (14)

patfu — Kathze + /0 9(t = 7)(a(x)he(T))edr + K1 (0x + ) + b(x)h(s) = 0, (15)

com condicOes de contorno tipo Dirichlet e dados iniciais em que a, b, g e h sdo funcoes es-
pecificas. Usando a condicdo de que as velocidades de propagacao das ondas sdo iguais, ou
seja, (k/p1 = b/p2), eles estabeleceram uma estimativa geral de estabilidade usando o método
multiplicador e algumas propriedades de fungoes convexas. Sem impor qualquer condicao de
crescimento em h na origem, eles mostraram que a energia do sistema é limitada superiormente
por uma quantidade, dependendo de g e h, que tende a zero a medida que o tempo tende para

o infinito.
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Outro trabalho importante é devido a Djilali [21], os autores consideraram o sistema de
vigas de Timoshenko do tipo viscoelastico com um feedback do tipo delay interno e fracamente

nao-linear em um dominio limitado

prew — kK (pz +1), = 0, (16)

t
,02¢tt - wax + K (pr + w) + /0 h(t - S)wwxds + leh("ﬂt) + ,u292(wt(x7 t— 3)) = 07 (17)

eles provaram um resultado de existéncia global usando o método de energia combinado com o
procedimento de Faedo-Galerkin sob uma condigao entre o peso do delay no feedback e o peso
do termo sem o delay. Considerando (k/p1 = b/p2) eles estudaram o comportamento assintético

de solugoes usando um método de energia perturbada.

Cavalcante et al. [13] consideraram o sistema de Timoshenko

prpu — K (pz + ), +ar(z)gi(er) = 0, (18)

p2tit — Dbpy + K(pz +¥) + aa(x)g2(vr) = 0., (19)

eles mostraram que o sistema (18) — (19) sob o efeito de duas agoes de amortecimento por atrito
nao-lineares e localizadas e atuando em ambas as equacoes do sistema leva a taxas de decaimento
uniformes para a fungao de energia, sem assumir a igualdade entre as velocidades (k/p1 = b/p2)

de propagacao de ondas.

No contexto da versao truncada de Bresse-Timoshenko (8) — (9), quanto a relagao entre as
consequéncias do sequndo espectro e a estabilizacao, temos o ultimo artigo em questao, devido
a Almeida e Ramos [3] fizeram uma contribui¢do importante baseada na observacao devido a
Elishakoff [22], que mostrou o decaimento exponencial da energia das solugoes onde o mecan-
ismo de amortecimento atua somente sobre a equacao do movimento de rotagao angular, sem
necessidade da relagao de igualdade entre velocidades de propagacao, este trabalho tem uma
influéncia importante em nossas incursoes no presente trabalho, por isso é didatico reproduzir

citagoes parciais de texto original para melhor contextualizar nossas ideias, como segue:

e Equagoes de Bresse-Timoshenko (5) — (6) tem duas frequéncias naturais conhecidas como
primeiro e segundo espectro de frequéncia. Estes dois modos de vibracao tém um com-

portamento distinto em baixa frequéncia. Mais precisamente, uma dessas frequéncias
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naturais explode quando o nimero da onda vai para zero. Este comportamento nao-fisico

é conhecido como segundo espectro, veja [3, 5].

e Mecanismos de amortecimento truncam as consequéncias do segundo espectro. Isto foi
notado por Nesterenko [49] onde ele sugeriu que os processos dissipativos sdo capazes de
eliminar o efeito prejudicial dado pelo segundo espectro. Com base nessa observacao,
Almeida Junior e Ramos [3] mostrou que o efeito de amortecimento dado por py; no
sistema (5) — (6) trunca o efeito prejudicial do segundo espectro. Isto foi feito usando
andlise de dispersao e supondo que as velocidades de propagagao de onda sao iguais (veja

o Teorema 2.2 em [3]).

e Existe um sistema do tipo Bresse-Timoshenko que é livre de segundo espectro de acordo
com o trabalho de Elishakoff [22]. Nessa dire¢ao, Almeida Junior e Ramos [3] mostrou
que as equagoes nao amortecidas (8) — (9) (u = 0) estd, de fato, livre de segundo espectro

[§]

b
vi= ¢ TN (20)

é a unica velocidade de propagacao de onda deste modelo. Além disso, foi demonstrado
que para o caso de amortecimento (p > 0), as equagoes (8) — (9) sdo exponencialmente

estaveis independentemente de qualquer relagao entre coeficientes.

Em outro artigo devido [5] eles provam que o sistema (8) — (9) é exponencialmente estdvel
independentemente da igualdade entre velocidades de propagacgao de ondas com amortecimento
por atrito atuando no deslocamento vertical. E bem conhecido que existe uma equivaléncia
entre as propriedades de controle, estabilizacdo e observabilidade de sistemas matematicos de
propagacao de ondas traduzidos em termos de diferenciais hiperbdlicos e / ou parabdlicos, ver por
exemplo [19]. Portanto, se procurarmos sobre questoes de estabilizagao de equagoes do tipo (8)—
(9), é natural esperar que a controlabilidade ocorra para quaisquer valores dos coeficientes. Nessa
direcao, parece que as consequéncias do segundo espectro para controlabilidade dos sistemas do

tipo Timoshenko nao foram estudadas antes.

0.2 O Cenario de controlabilidade

A teoria de controle estuda o uso de fungoes tipo feedback para modificar o comportamento

dindmico do sistema de alguma maneira favoravel. Estudos sobre a teoria de controle nao sao
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recentes e podem ser aplicados em diversas areas. No que diz repeito ao estudo de Equagoes
Diferenciais Parcias EDP’s temos uma vasta literatura, dentre estas, podemos destacar os tra-
balhos de Lions [37, 38, 39], Kormonik [44], Medeiros [46] e Zuazua [43, 15, 63, 64]. Quanto a

andlise das propriedades de controlabilidade do seguinte modelo:

P1Ytt — K(yx + Z)z = 07 €m (OvL) X (O’T) (21)

—p2Yite — bzgx + K (Yx +2) = hxw, em (0,L) x (0,7). (22)

aqui, (0,L) C R é dominio e T' > 0 é dado tempo de controle. O sistema é uma equagao da
viga controlada e o controle sendo aplicado em um subconjunto aberto w = (I1,l2) do dominio
(0, L) onde o feixe de ondas se propaga. Isso é refletido na estrutura do controle no lado direito
da equagdo, onde y = Xx=(x) representa a funcao caracteristica do conjunto w. O estado do
sistema ¢ dado por (y, z, ;) e o estado inicial por (y°, 2%, »'). O controle h € L?(0) é uma forca
aplicada localizada em w = (I1,12), onde O = {(z,t);z € w,t € (0,T)}.

Grosso modo, se considerarmos o problema homogéneo (21) — (22), a partir dele obtemos
que a energia associada ao sistema é E(t) = E(0), isto é, a energia total do sistema mecanico
é constante ao longo da trajetéria do sistema. Assim, nem uma solucdo diferente de zero da
equacao homogénea alcangarad o estado de repouso para qualquer intervalo de tempo. Portanto,
o problema da controlabilidade nula (ou exata, neste caso, pois o sistema é reversivel no tempo)
consiste em conduzir todas as trajetérias ao equilibrio em um tempo uniforme, através da acao
de uma forga externa, o controle. Mais precisamente, o problema da controlabilidade nula
para o sistema simplificado de Timoshenko pode ser formulado da seguinte maneira: Estuda a
existéncia de um tempo T > 0 tal que para cada dado inicial (y°, 2%, ') existe um controle h(t),

neste caso, agindo sobre a equacao de rotagao, de modo que a solucao de (21) — (22) satisfaz
y(T) =y'(T) = y,(T) = 2(T) = 0. (23)

Um resultado importante no sentido de controlabilidade de sistema do tipo Timoshenko é
devido a Youssef [60], neste trabalho ele alcancou resultados precisos de controlabilidade interna
exata no caso em que as velocidades de propagacao de onda dos movimentos de rotacao e
translagdo sao as mesmas. Outras referéncias que merecem destaque (entre muitas outras)
no controle de ondas e vigas e estruturas relacionadas sao ([7, 31, 34, 46, 43, 53, 56, 62, 63,
64] e as referéncias neles contida). Até onde sabemos nao existe contribui¢oes no sentido de

controlabilidade para sistemas de Timoshenko na versao truncada.
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0.3 Contexto do trabalho e declaracao dos principais

resultados

Agora vamos descrever as principais contribuicées deste trabalho, que podem ser descritas da

seguinte forma:

No capitulo 1, vamos investigar algumas propriedades das equactes que modelam a movi-

mento da versao truncada da viga de Timoshenko, a saber:
e Mostramos que esse tipo de sistema (21) — (22) tem existéncia e unicidade de solugoes;

e Provamos que o sistema (21) — (22) pode ser controlado, sem a necessidade de igualdade

entre as relagoes das velocidades de propagacao.

De modo geral o capitulo estd organizado da seguinte maneira: a secao 2 apresentamos as
hipdteses e notagoes do problema. Na secao 3 destina-se a uma configuracao analitica da ex-
isténcia e unicidade de solugoes com condigoes de contorno de Dirichlet-Neumann. Na secdo
4 mostramos desigualdades da energia associada ao sistema de tipos (21) — (22). Na segao
5, mostramos resultados de observabilidade e controlabilidade nula para o (21) — (22). Tanto

quanto os autores sabem, nao ha contribuicoes feitas nesse sentido.

No capitulo 2, vamos investigar propriedades das equacdes que modelam o movimento da

Versao truncada de Timoshenko envolvendo um termo de memoria, a saber:

p1ys — K (Yz +2), = 0, in (0,L) x (0,7 (24)

t
—p2Ytte — b2pe + K (Ys + 2) — a/ M(t, s)tpz(8)ds = hxw, in (0,L) x (0,7). (25)
0

Para este sistema mostramos existéncia, unicidade, regularidade de solugoes com condicoes de
contorno do tipo Dirichlet-Neumann. Observabilidade e Controlabilidade nula do tipo memoria.
Tanto quanto os autores sabem, nao ha contribuigoes feitas no sentido. O capitulo estd orga-
nizado da seguinte maneira: a secdo 2 apresentamos as hipdteses e notacgoes iniciais. A secao
3 destina-se a uma configuragdo analitica da existéncia e unicidade de solugoes. Na secao 4
mostramos as desigualdades da energia associada ao sistema de tipo (24) — (25) que sao de suma

importante para estabelecer certas equivaléncias entre as normas. Na Se¢do 5, mostramos a
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controlabilidade nula do tipo memoria de (24) — (25).

O capitulo 3 serd dedicado a estudar a existéncia e propriedades de decaimento das solugoes
com dados iniciais limitados para uma versao truncada do sistema de Timoshenko nao linear

dada por:

prow — K (o +¢), = 0, (26)

—p20tte — bpy + K (Sox + 1/}) + O‘(m)g(d}t) = 0,. (27)

O capitulo estd estruturado da seguinte maneira. Na secado 2 é apresentada as hipoteses e
notacoes relacionadas ao problema. Na secao 3 estudamos a existéncia global das solugoes us-
ando condicoes de contorno do tipo Dirichlet-Neumann. Na secao 3 estudamos decaimento
uniforme da energia das solugoes para sistema com um amortecimento localizado nao linear
agindo na equacao de deslocamento rotacional, tal resultado é alcancado sem a necessidade de
qualquer restricdo ou relagdo sobre os coeficientes. Tanto quanto os autores sabem, nao ha

contribuicoes feitas nesse sentido para a versao truncada de Timoshenko.

No capitulo 4, mostramos que a versao truncada de vigas de Timoshenko viscoelasticos tem
uma estimativa uniforme da energia para qualquer valor de coeficiente do sistema, tal sistema é

dado por:

P1Pit — K (SO:L“ + 1/1)1; = f(cp), in Qa (28)

—p2ttz — Wgr + K (@ + ) — /0 B(8)pe(t —s)ds = g(v), in Q. (29)

O capitulo 4 estd organizado assim. Na secdo 2 apresentamos as hipdteses do problema e
adaptagoes necessarias para que o problema (28) — (29) se torne um problema auténomo equiva-
lente. Na secao 3 estudamos a existéncia e unicidades e dependéncia continua das solugoes. Por
fim na secao 4 estudamos o comportamento assintotico das solugoes usando o método de energia.
A contribuicao nesse caso se deve ao fato que consideramos a influéncia que o segundo espectro
tem sobre a estabilizacao do sistema de Timoshenko amortecido com uma dissipacao fraca do
tipo memoria com histéria. Até onde os autores sabe, nao hé contribuictes apresentadas como

nesta tese.
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Capitulo 1

Controlabilidade nula para versao

truncada do sistema de Timosheko

1.1 Introducao

Neste capitulo estudamos existéncia, unicidade e dependéncia continuas das solucoes para um
versao truncada do sistema de Timoshenko. Também estudamos a controlabilidade nula para
versao truncada do sistema de Timoshenko sob o efeito de uma tnica forca de controle agindo
sobre a equagao de rotagao sem considerar qualquer relacao entre as velocidades de propagacao
na equagao de deslocamento vertical e a equagao do angulo de rotacao do sistema. Este estudo foi
motivado pelo resultado de Youssef em [60]. Ele demonstrou a controlabilidade exata do sistema
Timoshenko sob o efeito de uma tnica forca de controle agindo sobre a equagao de rotacao,
considerando a igualdade entre as velocidades. Para resolvermos o problema de existéncia de
solugoes usamos o método de Faedo-Galerkin, para unicidade usamos o método de energia.
Para obtemos a controlabilidade usamos o Método de Unicidade Hilbertiana (H.U.M) ver [37],
as técnicas usadas para alcancar o resultado sao inspirados pelos trabalhos de Zuazua [15] e
Cavalcante et al [13]. A seguir fixamos a notagao e definigdes que direcionaram o nosso trabalho

nesse capitulo.
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1.2 Hipoteses e notagoes iniciais

Com a notacgao padrao, introduzimos os espacos de Hilbert:

H = (H*(0,L)NHj(0,L)) x H}(0,L), V =L*0,L);

L
HX0,L) := {v € Hl(o,L);/ vdx = 0} ;
0

e
H:=HXxV,
com a norma .
I, 0, ue} 1, = /D (1l 4+ 1o+ e + s ) (1.1)
e produto interno 5
() = /0 (W + 00 + Wl + Ul ) d (1.2)

Além do mais temos a norma | - | e produto interno (-,-) em L%(0, L) e o produto interno ((,-))
e norma ||-|| em H}(0,L). Denotamos por (-,-) o par de dualidades entre D’(0, L) e D(0, L) ou
HY0,L) e H}(0,L).

Consideramos a dindmica unidimensional para o sistema simplificado de vigas de Timoshenko.

Para viga de comprimento L, este sistema é dado por:

P1¢te — K (0r + 1), 0, em Q (1.3)

—p2Ptte — bbgz + K ((Px + ¢) = 0, em Q. (14)
em um dominio retangular (0,L) x (0,7) = Q e I' = {0; L} representa a fronteira do dominio e

T > 0 é dado.

Para facilita o nosso estudo consideramos as seguintes condigoes iniciais:

go(x,()) = 900(33)’ QOt(SU,O) = (pl(x)’ QIZ)(.T,O) = w0($) e1m (OvL) (1'5)
e condicoes de fronteira:

@(0775} = @(Lvt) = wx(ovt) = woc(Lvt) =0 em (OvT)' (16)

Definicao 1.1 Seja I = [0,T] com T > 0. Dizemos que o conjunto de fun¢oes {p, v, i} €
C (I;H) € solucio do sistema (1.3) — (1.6) no intervalo I, se (¢°,9°, ¢') € H e
4
dt
Para todo (v,u) € H no sentido de D'(0,T).

(pe(t), prv + paug) + b((Y(t),u) + & ((pz + ¢), (vz +u)) = 0. (1.7)
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Agora, enunciaremos o resultado que garante que o sistema (1.3) — (1.6) é bem posto, de acordo

com a defini¢ao (1.1).

1.3 Existéncia e unicidade

Nesta secao, estamos preocupados com a existéncia e unicidade da solucao para a versao truncada
dos sistemas Bresse-Timoshenko. Desde que nao é trivial colocar o sistema acoplado do tipo (1.3)
— (1.6) na forma de um problema de Cauchy, e entdao usar a teoria do semigrupo para resolver.
Precisamos adaptar o método Faedo-Galerkin, ou seja, assumiremos duas bases distintas, uma
w, que gera H2(0,L) N H}(0,L) e outra w, que gera H!(0,L), uma vez que nosso problema é
com condicoes de contorno do tipo Dichelet-Neumann. Além do mais, sabe se que no contexto
da mecanica das ondas, uma viga é considerada como um meio que acomoda ondas admissiveis
que sao descritas por fungoes que satisfazem o sistema (1.3) — (1.6) desacoplado. Da qual a
solucao geral dada por Meirovitch [47], ver pagina 428 eq. (7.242), veja também Huang [33],

Chan [14] e Majkut [45] podem ser reescrita como:

p(x,t) = p(t)w(z) e P(z,t) = pt)w(z),

onde p(t) é uma funcdo que s6 depende do tempo.

Teorema 1.1 Para {©° ¢°, o'} € H. Eziste uma tnica solugao {p,,pi} € C([0,T);H) de

(1.3) — (1.6), satisfazendo as condigoes
¢ € L®(0,T;H*(0,L) N H5(0,L)); v € L™ (0,T; HL(0,L)), (1.8)
@1 € L*(0,T; Hy(0,L)); ¢u € L (0,T;V),. (1.9)

Prova:

Problema Aproximado: A existéncia de solugoes serd feita usando o método de Faedo-
Galerkin. A prova é inspirada nos argumentos contidos em [12] e [41]. Primeiro devemos con-
struir uma base adequada para solugdes aproximadas. Seja {w, },p uma base para H 2(0,L)N
HE(0, L), tal base existe pelo fato de H2(0, L) N H}(0, L) ser uma espaco de Hilbert separével,
aplicando o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt, obtemos {w,}, py ortonormal em
V. Para resolvermos o problema, necessitamos de uma outra base para H}(0, L), usando os ar-

gumentos anteriores encontramos uma base {w, }, < que é ortonormal em H} (0, L). Definimos

Vm = [w17w27w37' o 7wm]7
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Um:[a}\iafw{aa}\éa“' 7/’(/77;]a

o subespago gerado pelos m primeiros elementos das bases {w,}, e € {Wy}, e respectiva-
mente. Iremos entdo encontrar solugoes aproximadas, para um fungao p,,,(t) fixa, o problema

aproximado consiste de encontrar solugoes

om  (0,tn) — Vin

t— @m(t) = Zpum(t)wu
v=1

wm : (Oatm)—>Um

L— ﬂ)m(t) = Zpum(t)&}\z//
v=1

do problema aproximado

1 (om (), wy) = K ((Pma(t) + Pm(t), wp) = 0, (1.10)
—p2 (Pma (), W) = b (Ymaa(t), W) + & (Pma(t) + Pm(t)) ,0y) = 0 (1.11)
onde v =1,2,--- m, com condicOes iniciais

Qom(o) = ‘p?n = Z (Soo’wu) Wy — 900 € H2(O> L) N HS(OaL) (1'12)

v=1
O0) = on =Y (¢"w,)w, — ¢' € H)(0, L) (1.13)

v=1
Um(0) = 90, = (U0, @) @, — ¢ € HX0,L). (1.14)

v=1

Além disso, assumiremos a hipétese que
Y. (0) é limitada em V. (1.15)

Note que pela eliminacao de v a partir do sistema de equagoes (1.3) — (1.6) consideramos a

equacao
Pt — (% + %) Pttzx + p%gpxzzx =0 em @
©(0,t) = ©z2(0,t) = p(L,t) = @ue(L,t) =0 em t>0
p(x,0) = @*(x), pi(x,0) = p'(2) em (0,L),
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que é equivalente a (1.3) — (1.6), de acordo com Lagnese [35], veja também Graff [30], pagina
185 eq. (3.4.20). Note que a equagdo em questao é bem definida em relagao aos dados iniciais.
De fato, dados {¢°,¢'} € [H?(0,L) N H}(0,L) x V], existem sequéncias {¢0,, ¢k} €
[H2(0,L) x (H*(0,L) N H}(0,L))], tal que

0% — ¥ forte em HZ2(0,L)N HZ(0,L);
ol =l forte em HE(0,L).

Para cada m, argumentos padroes nos garantem que existe uma unica funcao ,,, tal que
b P1 b
Splr/n - < + > Splrlnmg + —Omazzz =0 qt.p em Q.
K p2 Pl
A fim de resolver este problema, devemos aplicar as solucoes aproximadas, obtemos

P (0100) = (4 20}l (O0a(0) 2 pOnaas() =0 (110

Assim, o problema aproximado (1.10) — (1.11) pode ser reescrito como,

P (t) (wy,w,) + </€ + Z;) ZpZm(t) ((wy, wy)) + o vam(t) ((Wars wav)) =0,
v=1 v=1 v=1
com condicoes iniciais
pvm(o) = (@07,“}1/) 3 p/um(()) = ((plawu) , V= 1727 T, M. (117)

Contudo, temos um problema de Cauchy para uma sistema linear de equagoes diferenciais or-
dindrias em p,,,(t) cuja as solugdes locais sdo C'* no intervalo (0, t,,), usando teoremas cléssicos
da teoria de equagdes diferencias, veja por exemplo [17], é possivel comprovar tal afirmagao.
Agora, multiplicando ambos os lados (1.10) e (1.11) por pl,,(t) e somando em v de 1 a m e

integrando em (0, L), obtemos:

P1 (‘P:q/w ‘P:n) -k ((@mx + @Z’m)x ) SD;n) = 0, (1.18)

—pP2 (@fr;zam ’:n) -b (¢mmzv @Z’;n) Tk ((Somw + Vm) ﬂl};n) = 0. (1.19)

No que segue, mostraremos estimativas a priori das quais nos permitird estender as solugoes
locais para o intervalo [0, 7], para qualquer T > 0.

Estimativas: Primeiramente, vamos estimar ¢/ (0). Desde que as sequéncias (¢9,, ok 19)

convergem, multiplicamos (1.10) por p,.(t) e escolhendo ¢ = 0, por célculos padroes, obtemos

p1 e (0)] < 5 (|00aa |+ ¥0]) -
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de (1.12), (1.13) e (1.14), temos
|em(0)] < C,

onde C' é uma constante positiva.
Segue que multiplicando ambos os lados de (1.10) e (1.11) por p!,,(t) e somando em v de 1 até

m e integrando por partes sobre (0, L) e usando as condigdes de fronteira (1.6), temos

1d

52 (PO + e (D + £l (ma(t) + Y () 2+ EL2 16l (OF + palerna () = 0,

de onde definimos a energia associada ao sistema (1.10) — (1.11) por

1 [r 2
En() = 5 / (11O + bltoma (O + 8] (ma®) + Y (0) P + P21 (O + paleh (8 ) dav
(1.20)
Integrando sobre (0,t), de (1.20) temos que a energia E,,(t) : R+ — Ry é uma fungdo nao-

negativa e nao-crescente, logo deduzimos que

(1l ®F + bltoma () + P21 O + palphna () + & oma(t) + ¥ (D))

= % (pllcpin(on2 + bl (0)2 + 222 1o O + 210 (O + om(0) + wm<0)|2) <M,

N

para todo t € [0,7] e M uma constante positiva independente de m € IN.
Estas estimativas implicam que a solucao (., ¥,) existe globalmente em [0, +00). Conseqiien-

temente, obtemos

(¢")m 6 limitada em L™ (0,T;V); (1.21)
(¢.)m ¢ limitada em L (0,T;V); (1.22)
(¢pz)m € limitadaem L (0,7;V); (1.23)
(@")m ¢ limitada em L™ (0,T;V); (1.24)
(¥g)m € limitada em L (0,T;V). (1.25)
Usando a imersao H{ (0, L) < V, temos
(¢")m ¢ limitadaem L (0,7;Hg(0,L)); (1.26)
(¢)m ¢ limitada em V. L (0, T; H3(0, L)) ; (1.27)
() ¢ limitadaem L (0,T; H}(0,L)). (1.28)
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Note que

L>(0,T;Hy(0,L))

= [ (0,7; H Y (0,L))] ;

L (0,75 H(0, 1)) = [L* (0.7: H, (0, 1))

L=(0,7;V) = [L* (0,75 V)]
Como um resultado de (1.26) — (1.28) e Teorema de Banach-Alaoglu-bourbaki e resultados de

regularizacao elipticas, veja por exemplo pagina 66 em [11], existe um subsequéncia (y,) e (1,),
tal que

(¢')y = ¢ fraco estrela em L (0,T;V) = [L' (0,T; V)]’;

(1.29)
(p)y = ¢ fraco estrela em L (0,T; HE (0, L)) = [L* (0,73 H1(0, L))]'; (1.30)
(¥), = fraco estrela em L™ (0,73 HL(0,L)) = [L* (0,T; H;1(0,L))]' . (1.31)
Portanto, de (1.29) — (1.31), temos
¥ € Loo (07T7 H2(07 L) N H&(O’ L)) ) Pt € LOO (O,T, H&(Ov L)) y Pt € Loo (07T7 V) ;
¢ e L™ (0,T;HL(0,L)). (1.32)
Passagem ao limite: Agora, multiplicando (1.10) por 8 € D(0,T) e integrando de 0 a T,
obtemos
T T T
01 /0 (@Z(t),wy) 0(t)dt + Ii/o ((pu(t),w,))0(t)dt — /1/0 (Yapu(t), wy) O(t)dt =0. (1.33)
Mas,

T T
p1/0 (e (), wy) 0(t)dt—p1/0 %(%(t),wy)e(t)dt—

T
o / (@, (), w,) 0'(H)dt  (1.34)
0
Pela combinagao de (1.33) e (1.34), resulta em

T T T
—Pl/o (@ (t), wy) 9’(t)dt+ﬂ/0 ((w,t(t),wy))e(t)dt—n/o (thap (), w,) O(t)dt = 0. (1.35)

Passando o limite em (1.35) quando 1 — oo levando em conta as convergéncias (1.29) — (1.31)

T T T
o1 [ (PO OO+ [ (0 w)) 60—k [ (Galt),w,) 0 =0 (130
0 0 0
para todo v € IN. Agora, vamos considerar v € H&(O,L). Como as combinagGes lineares

finitas dos elementos da base {w, }, o sdo densas em H} (0, L), existe uma sequéncia {2k} e
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v(k)
2 = Z = &rwgy, tal que 2z — v em HE(0, L) quando k — oo.

=1
Logo, de (1.36), para todos k € IN, temos

T T T
o1 [ (O 0 Od+w [ (o020 00— [ 0.0 =0, (137)

Da convergéncia forte z; — v em Hg (0, L) e da imersdo Hi (0, L) < V, resultam as convergéncias

fracas

(1.38)

((2,€)) — ((v,€)), quando k — oo para todo & € H(0, L).
(zk,n) — (v,m), quando k — oo para todon € V.

De (1.37) e (1.38), obtemos

T T T
—p1/0 (¢ (t),v)@(t)dt—i—m/o ((gp(t),v))@(t)dt—m/o (a(1),0) 0(t)dt = 0. (1.39)

para todo v € HZ(0, L) e para todo § € D(0,T), ou ainda,

© (o1 (#1(0),0) ,000)) + {5 (00), ) 600) — (8 (1)) 6() =0, (1.40)
para todo v € Hi (0, L) e para todo § € D(0,T).

Agora, multiplicando (1.11) por 6 € D(0,T) e integrando de 0 a T', obtemos
T

T
oo [ (. ) 00 b [ (00,7 60+

0

T
[ () + 00) ) 0G0)t = 0. (1.41)

Mas,

T
o /O (&1(t), @) O(t)dt = po /

0

T

T
((0). ) (01 = 2 | @ 0), ) O(1)t =
T
—p2/0 (0, (1), Wa) 0 (t)dt.(1.42)

Pela combinagao de (1.41) e (1.42), resulta

T

T
—m/o (¢ (t), W) 9'(t)dt+b/0 ((u(t),wy)) O(t)dt +
T
[ () + 00) ) 0(0)t = 0. (1.43)
Passando o limite em (1.43) quando p — oo levando em conta as convergéncias (1.29) — (1.31)

T T
s / (& (1), @) 0'(£)dt + b / (1), @) B(t)dt

T
b [ (e®) + (0 @) 8(0)dE =0, (1.44)
0
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Similarmente de (1.38), obtemos

T T T
2 [ () OO+ b [ (0000 + [ ((erlt) + vl0) 0 600 = 0

para toda u € H(0, L) e para todo § € D(0,T), ou ainda,
% (P2 (' () uz) s 0(1)) + (0 ((V(t), 1)), 0()) + (K (wa(t), u) ,0(1)) +
(k (Y(t),u),0(t)) =0. (1.46)

Portanto, adicionando as equagoes (1.40) e (1.46) obtemos a formulagao variacional (1.7).

Condicgoes Iniciais: Vamos provar que

Ym 6 limitada em L°°(0,T; HL(0,L)).
Entdo, desde que H!(0, L) < V é continua, implica que:
Y € limitada em L>(0,7;V).

Portanto, existe uma subsequéncia 1, tal que,
T T
| o [ .o (1.47)
0 0
Uma vez que ¢, € L*°(0,7;V) é limitada e pela hipétese (1.15), temos
¢, é limitada em L*°(0,T;V).
Portanto, existe uma subsequéncia 1/, tal que,

T T
/ (d’%(t)a U) O(t)dt — / (¢’(t)’ U) o(t)dt,
0 0

quando n — oo, isto é,

T T
/O % (Yn(t),v) O(t)dt — /0 % (W(t),v) O(t)dt,

ou ainda,

T

T
(n(t),0) 6(t) [o —/O (n(),0) 0'()dt = ((1),0) 6(t) o —/O (¥(t),v) 0'(t)dt,

quando n — oo, escolhendo 6 de modo que § € C1(0,T), #(0) =1, (T) = 0, e observando que
(1.47) obtemos
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(¥ (0),v) = (¥(0),v), quando n — oo Yv € V.
Logo,
P (0) = 9 — 4(0) fracamente em V.

Por outro lado, 1% — 9 forte em H!(0, L) < V. Pela unicidade do limite fraco em V', obtemos
»(0) = ¢°.

Provaremos a seguir que
i) ¢(0) ="

De fato, como ja foi estabelecido anteriormente
¢, = ¢ in L™ (0,T;Hy(0,L)), (1.48)

quando p — co. Seja § € C1([0,7]) e v € HE(0,L). Entdo, identificando o H{(0,L) com seu

dual, da convergéncia (1.48), resulta que

T T
/ (elu(t).0) B(t)dt — / (¢/(8),0) 0(0)dt,
0 0

quando g — 00, ou seja,

T T
/0 9 (out).v) 00yt /0 (et 0(tydr,

ou ainda,

T T
(u(®.0)00) 1§ = [ (eul) 000t = (000, 0)00) § ~ [ (0(0).0) ')

quando n — 0o, escolhendo @ de modo que 6 € C1(0,T), 6(0) = 1, (T) = 0, e observando que

T T
/(wwwwwﬁ%/<ﬂmwwwu
0 0

quando g — 0o, obtemos
(0u(0),v) = (£(0),v)

quando p — oo, Vv € H}(0, L).
Portanto,
0u(0) = (pg — (0), forte em H}(0,L).

Por outro lado, 902 — " forte em H}(0, L). Logo ¢(0) = ¢°.
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iii) ¢/(0) = ¢,

Sejad >0e
—£+1, if 0<t<4,
0, if 6<t<T.

Multiplicando a equagao aproximada (1.10) com m = pu, por 05(t) e integrando de 0 a 7.

T
p1 / (ng(t), v) sdt + H/
0 0

Observe, que

T

T
((u(t),v)) bs(t)dt — & /0 (pap(t), v) O5(t)dt = 0.

T T d
p1 / (gn(t),v) 0sdt = p1 / %(%(t),v) 0sdt
0 0

= (OGO o [ (A0.0)
= 000+ 5 [ . a
Logo,
o (0.0 4§ [ o (s [ (Gt aon -
;
e /0 (@an(t), v) 05(t)dt = 0.

Quando p — oo, para v € Hi(0, L) e usando as convergéncias (1.29) obtemos,
L 1 é é
o1 (@) +5 [ o (P00 e+ [ (00, 0) o501t -
é
—|—/<a/ (pz(t),v) s5(t)dt = 0.
0

Fazendo 0 — 0, obtemos
— () + (¢'(0),v) =0
Consequentemente,
(cpl,v) = (go/(O),v) ,Voe H&(O,L),
portanto ¢’(0) = .
Unicidade: Sejam (p,7)) e (,1) solugdes do problema (1.3)—(1.4). Entao o par (z!, 22), onde

2t =p—@e z? =1 — 1, satisfaz

(z,2%) € [L> (0,T; H{(0,L)) x L= (0,T; HL(0,L))],
2zt € L®(0,T;V).
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przyy — k(2 + z2)x = 0, em L™ (0,T; H~(0, L)) (1.49)

—paziyy — bzzy + k(2 +2%) = 0, em L™ (0,T; H'(0,L)) (1.50)
210,t) = 22(0,t) = 2*(L,t) = 22(L,t) = 0, em (0,T) (1.51)
21(0) = 2}(0) = 2%(0) = 0, em (0, L). (1.52)

Observe que nao faz sentido 2}(t), z{(t) na dualidade (-, '>H—1(0,L),H5(0,L) uma vez que z; ()

pertence quase sempre a V. Para resolvermos este problema definamos a seguinte funcao auxiliar:

, — [P 2 (o)do, if 0<t<s,
=9
0, if s<t<T.

A tnica conclusdo a ser tirada é, & € L (0,T; H)) e & = 2'(t). Tomando zi(t) = (fzi(a)da,
pode-se concluir que £¥(t) = zi(t) — 2%(s). Desde modo, podemos compor a dualidade (-, XX
de (1.49) com ¢! e (1.50) com &2, onde X = L>(0,7T; H). Multiplicando (1.49) por £1(¢) e de
(1.50) com &%(t) e integrando de 0 a s, obtemos

S

(0O e b [0 L 0N
+k / (22 +2%) (1), (&2 + &%) (¢)) dt = 0; (1.53)
0

PIA <ztlt(t)7§1(t)>H717Hé dt+P2/0

Agora, iremos analisar alguns termos da identidade (1.53),

1.
o [ RO E Oy onmond = [ 5 GO @ [ Eo.gw)
= HOLO) G- [ Eoo)d
1 2 1 2
= —5’21(5)} +§‘zl(0)‘
- _%\Zl(s)f. (1.54)
2.
S S 1 S d 2
v[(@Eoeone = [gn.eona = [ L)l
1 2 1 2
= Ljewl? - el
= Dze). (1.55)
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H/Os((z;+z2)<t>,(fi+§2)<t>)dt —/ (1 +€Y), @), (e +&) 1) at
1
2

/0 €1(t) + () dt
= 1(\5 0 <t>!)|§

= S [8©+ e - 5o +E0)
- _51% )+zl()\2. (1.56)

Substituindo (1.54), (1.55) e (1.56) em (1.53), obtemos

2

2L + 2 IR+ 5 ehals) + 26 = po

<Ztt( ), gz( )>H—1,H—1 dt;
ﬂ‘ 1
2

|
2,02, 0 2/ N2 _ 1 1
OF + 212OP + SR + 5 o+ 0 = o [ (hOEO) sy +
|

(2ir (), €(8)) g1 g dt-

(1.57)

Agora, iremos analisar os termos do lado direito de (1.57). De fato,
o /0 (0.0 1 gy dt = p2 /O ((0.E2(0)) sy
s pL s pL
< p2/0 /0 ‘Ztlt(l',t” ‘f;(x,t)‘ da:dt—i—pg/o /0 |zft(x,t)‘ ‘fQ(x,t)‘ dxdt.

Por outro lado,
L L
| e ollgeol e+ [ o] @ e.o]
L
S CA (}Ztlt(m?t)‘ ‘Z%m(‘r7t) - Z%x(xas)‘ + |Zt2t(x7t)} ‘Z%(.ﬁ[),t) - Z%(‘T7 S)‘) dﬂl‘,

usando a desigualdade de Holder,

IN

CLY2 (|au(O] [#12(1) = 210(5)] + 25 ()] [|28(2) = 21 (s)]

)

CLY2 20| (|e12(8)] + 21a()]) + CLY2 2] (2] + 1=2)) - (158)

IN

Observe que

1/2

CL|2,®|"? 7,0 7.0 = CL |2, ®)] |2, (¢)

, i=1,2. (1.59)

and

2L ()] < |21 () + A @) + e |30 (1.60)
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Agora, usando a desigualdade de Young em (1.58) e considerando (1.59) e a estimativa (1.60),

obtemos

C?L ¢, , ; +1 1
< S (@] +elz®]”) + = 1G] + 5 [a(9) + 220) [+

+ C|Z0)] (”21 P + 220 + g 1226 + g |21, (1) + z'f’(t)\“’) (1.61)

2

com ¢ = 1,2 e e > 1. Logo, pela substituigdo de (1.61) na identidade (1.57) obtemos

DO+ 2126+ (5 - Lt ) 1N+ (5 - 5 ) (o) + 2

2 2e 2 2
. . s b
< O[Oy + 1@, ) + c/ |2, (t)] (le O + 2 20 + 5 |20l
0
+5 20+ 20)[) at;

onde M; = L?(0,T;V). Assim pelo lema de Gronwall, obtemos

Z(s) < K—i—C/S\zft(tﬂZ(t)dt

0

Z(s) < Z(0)eko |zl (1.62)
onde K = C (|[24:(t)]|, + 1 (8) s, ) -
Entao,

1210)] + [22(0)° + [|22(0)|* + |21,(0) + 23(0) = 0, (1.63)
ou seja, zl(s)’2 = |z2(s)‘2 = 0. Portanto z!(s) = 22(s) = 0 para todo s € [0,T], tal que ¢ = @
e =

]
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1.4 Desigualdade de Energia

Nesta secao vamos mostrar alguns resultados acerca da energia associada ao sistema simpli-

ficado de Timoshenko. Sabemos que a energia total da solucao do sistema (1.3) - (1.6) é dada

por

o1 L 2 P2P1 L 2 P2 L 2 b [t 2
E(t) = 2/ |t d90+T |0t d1’+2/ |0t d90+2/ || “dx +
0 Kk Jo 0 0

0

que é conservativa, isto é

De fato, como podemos ver na seguinte proposicao.

Proposicao 1.1 A energia total definida E(t) por (1.64) satisfaz a taza de variag¢ao

d
—FE(t) = t > 0.
GEM =0, =0

para toda (p, 1, o) solugdo do sistema (1.3) - (1.6).

Prova: Multiplicando (1.3) por ¢; e integrando por partes em (0, L) para obtemos

d1 [t L
dt2/o Pl\wz\Qdf—"&(sox+¢)s0t\oL+n/o (P + ) prdz =0

seguindo da mesma forma para equagao (1.4), temos

L db L 5 I L
~ [ papnatndo+ 53 [ nl do = st [ (a0 s =0,
0 0 0

Usando as condigoes apropriadas de fronteira, considere

L L
- / P2tz Prdr = po / O1iedx
0 0

a partir (1.3), temos

1
wm = &¢tt — Pz
K
P1
Vot = ;Spttt — Paxxt-

Multiplicando a equagao (1.68) por pagy e integrando por partes em (0, L), obtemos

£1P2

L L L
P2 / CitVet = PtitPet — P2 / PratPit
0 Kk Jo 0

pip2 d "
2K dt 0

pip2 d
2K dt 0

L
‘@tt‘Q dr + PQ/ PrtPtta
0

L L

p2 d 2

lpu|” dx + = — ozt .
2.dt J, T

(1.64)

(1.65)

(1.66)

(1.67)

(1.68)
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Logo, segue

L L L L
p1d Qi Ei mpzi 2 _
(1.69)
Portanto
d
@E(t) =0, Vvt > 0, (1.70)

onde E(t) é definido por (1.64). m

O sistema (1.3) — (1.6) é bem-posto no espago de energia H = H x V. Mais precisamente,

para qualquer {<p0, 0, gol} € H existe uma unica solucao na classe

(o, ¥, 0) € C([0, T H). (1.71)
Agora, vamos usar a seguinte norma
0,0 1|2 L 012 012 1,2 112
1t e = [ (18 + 2 4 ' o+ 2 do (172
onde {@0, o, ¢0} sao os dados iniciais do sistema (1.3) — (1.6).

1

L
E(o)—2/0 (p\ it plpg\ "O)* + p2 | L] + b |2 +H\<px+¢0)\)dx. (1.73)

No que segue, vamos mostrar um resultado que garante a equivaléncia entre a norma canonical

do espaco H que é (1.72) e a energia (1.73). Mas, antes temos o seguinte lema técnico.

Lema 1.1 Se{¢,v, ¢} é uma solugdo para a versao truncada do sistema de Bresse-Timoshenko

(1.3) - (1.6), entao existe uma constante positiva, tal que

T L T L
/ / p2drdt < C / / [(cpx+w)2+¢§] dudt.
o Jo o Jo

Prova: De fato,

[ [ s = [ [ 22w oty toat— [ [ oo v) doa
= /OT/OL(cpi+¢)2do:dt—/OT/OLWszxdt—/OT/OL¢(¢x+¢)dxdt

aplicando a desigualdade de Young aos dois ultimos termos do lado direito da igualdade acima,

T L T L
/ / wrdxdt < 3/ / (Sﬂx+1/1)2dazdt+2/ / YAdadt,
0 0 0
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a partir da desigualdade de Poincaré aplicada ao dltimos, obtemos

T L T L T rL
/ / p2drdt < 3 / / (¢r +)? dzdt + 2¢, / / Y2dudt,
0 0 0 0 0 0

onde ¢, > 0 é a constante de Poincaré e considerando C' = maxz{3,2¢,} segue

/OT /OL 2dxdt < C/OT /OL [(sox +¢)? + z/;;i] dxdt. (1.74)

Agora vamos mostrar o resultado principal desta segao.

Teorema 1.2 Se {p, 1, pi} € uma solugao para a versao truncada do sistema de Bresse-Timoshenko
(1.3) = (1.6) com dados iniciais {©° ¢°, o'} € H. Entdo, existem constantes positivas ¢; e ca
tal que

a1 E(0) < H{gpo,wo,cpl}Hi < 2 E(0). (1.75)

Prova: De fato, usando a desigualdade de Young

02 02
|08+ 0% < [B° + WO + 2[R [0°] < 8] + w0 +2 (‘wz} + wz‘)
[0+ <2 (Jedl” + |°T°)
a partir da desigualdade de Poincaré’

Lo Lo
/Owdxgcp/o 0] de,

assim, obtemos

100 + 0] < 2[00)7 + 26, [¥0 (1.76)
Além do mais, temos ¢” € L? (0,T; L*(0, L)), de modo que ¢”(t) € Hg(0, L) que implica
t) = Kppe(t) + kL(t) VEe€[0,T]
0" (O] < Kleaa] +elval,
assim pela desigualdade (1.76) obtemos,
[ OF < e (leh] + w27 < 20 (Jeb|* + [42]%) (1.77)
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Usando a desigualdade (1.76) e (1.77) em (1.73), resulta

L
BO) < g [ (mnlo!+ maledf+ P22 (G2 4 J02) 4o +

2
/f(2}<,08‘ +2cp}¢g‘ ))dm;
1 [E b
- 2/0 (2 <p1£26+f€> \@2‘2+2<P1026+2+ncp> 1921 + o1 [ + p2 |} >d z;

escolhendo Cs = maz {p1, p2, 2 (1L2° + k), 2 (L122€ 4 b+ kep)} teremos

C
BO <P [ (100 + WA + o+ t]?) o = [ (4 1)
com ¢; = C%, logo
aE(0) < [[{e% 4% o}, - (1.78)
Por outro lado, usando o Lema (1.1) obtemos,
L 2 L 2 2
/ ’@2’ dq:g/ (2’302+1/10‘ +20p|¢2‘ )d:c. (1.79)
0 0

Agora, usando (1.79)

{4},

IN

/ 2100 + 001 + (1+2¢,) |02 + @']* + " (0 \2+\s0§|2>dsc

b
/( [+ 2 b 4 AL o) 4 (26, + 1) [0S

IN

+ 2= | +4°) da.

1 1 s [2p+1) 2
Tomando Cg = ma:c{pl 30 Dipa’ ( 5 ),K},temos

0,1 ,01(2 L p1pP2 o 0 0

como cg = 2C%, obtemos
{6 4% o' }[3, < e2E(0). (1.80)

Como queriamos demonstrar. m
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1.5 Resultados de Observabilidade e controlabilidade

Nesta secao vamos mostrar a controlabilidade para o sistema de simplificado de Timoshenko.
A fim de conseguir tal controle é necessario mostrar que o sistema satisfaz a desigualdade de

observabilidade. Observe a seguinte condigao:

K b

E P2
FEle expressa que sao iguais as velocidades de propagacao das duas ondas de deformagao, asso-
ciadas a ¢ e . Neste trabalho mostraremos que essa condigdo nao é necessaria para assegurar
a desigualdade de observabilidade (Note que esta condigdo é necessaria para se obter desigual-
dade de observabilidade para o sistema de Timoshenko, cf. [60]). O controle h € L?(0) é
uma forca aplicada em w que conduz o deslocamento rotatério para repouso em algum tempo
T > 0 suficientemente grande devido a velocidade finita de propagagao, assegurando que todo
o processo atinge o equilibrio. O resultado de controle é provado através de dualidade, ou seja,
por meio da prova de uma desigualdade de observabilidade do sistema adjunto usando técnicas

multiplicadoras.

1.5.1 Desigualdade Inversa e Controle Nulo

Consideremos o seguinte sistema de controle:

Py — K (Ye +2), = 0, emQ (1.81)
—p2Yitz — b2z + K (Yz +2) = hXw, em Q (1.82)
com as condicoes iniciais:
y(x,0) =1°, yi(z,0) =y, 2(2,0) =2 em (0,L). (1.83)
e as condicoes de fronteira:
y(0) =y(L) = 2,(0) = 2,(L) =0 em (0, 7). (1.84)

Observe que pelo fato do sistema (1.81) — (1.84) ser linear e reversivel no tempo, controla-
bilidade de nula e exata sao conceitos equivalentes.

Para estudar a controlabilidade nula do sistema (1.81) — (1.84), vamos introduzir o sistema
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adjunto:
prow — k(pe +¢), = 0em Q; (1.85)

—p2ptte — e + K (02 +1) = 0em @ (1.86)

p(T) = ¢°% @(T) =¢", 9(T)=4° em (0,L); (1.87)

©(0) = p(L) = ¥2(0) =¢o(L) =0 em (0,T), (1.88)

onde o’ € V, ot € HY0,L) e y° € V.
Definicao 1.2 O sistema (1.85) — (1.88) € dito ser inicialmente observdvel em O se,

T
IO 10 + 19O sy + O + o <€ [ [ ot (159)
para todo @° € V, o' € HY(0,L) e y? € V.

Proposicao 1.2 O sistema (1.81)—(1.84) é nulo controldvel se, e somemte se, o sistema (1.85)—

(1.88) € inicialmente observdvel em O.

A desigualdade de observabilidade é obtida através de estimativas da energia total do sistema
adjunto por meio de uma medida no controle em O. Inspirados nas ideias contidas no trabalho
de Zuazua [43] consideramos o problema de observabilidade e controlabilidade, no seguinte

configuracao de espago de fungoes alternativo.

Definicao 1.3 i) O sistema (1.81) — (1.84) com dado inicial em V x V x H-1(0,L) € dito
ser nulo controldvel se para qualquer (y°,2°,y") € V. x V. x H=Y(0, L), existe um controle h €

L%(0, T, H Y(w)) tal que a solugdo correspondente (y, z) satisfaz
y(T) =0, y(T) =0, yu(T) =0 e 2(T) =0 em (0, L). (1.90)

i) O sistema (1.85) — (1.88) como dado final em F C H € chamado de observdvel em O se existe

uma constante Cy > 0 tal que

T
o773 0,y + 19(O0) 1711 0,2y + e (O)F + | (0)F < Ci /0 / [I% dadt, (1.91)
para todo (%, 40, ') € F.

Temos o seguinte resultado. Para efeitos de facilita as contas, vamos usar a notagao (l1,l2) invés

de w.
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Teorema 1.3 Ezxiste um Ty > 0 tal que para todo T > Ty, e para todo ((po,wo, cpl) € F, existe

uma constante positiva Cy tal que, a solugao (p,1) de (1.85) — (1.88) satisfaz

T l2
IO g0+ 19Oz + O +lew@f <01 [ [ e, (102
1

onde C1 depende de T, L, p1, p2,k € b.

Prova: A prova é baseado em técnicas presentes em [13] adaptagoes foram feitas a fim de
demonstramos a desigualdade inversa. No que segue denotamos ¢ ou C' constantes genéricas que

dependem somente L, p1, p2, K € b.

Vamos considerar 0 < € < @ onde |w| := la — l1, e definamos a funcao auxiliar, como em [13]
e [31]
(A — 1)z, € (0,0
@) =9 Me—l)+ 8320, ze b,
(A—1)(z — L), x €)ly, L]
ondel~1:l1+6, E:lg—eekzzw €]0, 1].

Seja {p, ¥, @i} solucao de (1.85) — (1.88) . Multiplicamos a equacao (1.85) por ¢gg) e

integrando por partes, temos

L T o1 T (L T L
0= [pl/ @tcpngda:} + / / gotzg;dwdt — li/ / (pz + V) zpzgrdzdt.  (1.93)
0 t=0 2 Jo Jo 0 Jo

Da mesma forma, multiplicamos a equacao (1.86) por 1,g,, teremos

L T T /L b (T L
0- [—PQ / wmmdm} o [ [ eutmdade s [ [ uigiduai
0 t=0 0 0 0 0

T rL T L
o [ [ e vvgndnat = [ [ o vpugitsar. (190

Tomando ¥, = %gpttt — @zqt € substituindo esta expressao em (1.94) e integrando por partes

novamente, obtemos

0 = ppo/ / gottg/\d:cdt—i-/ / 02 ghdxdt + - / / W2ghdxdt
T

+ { / (M%t%gx - pz%%%) dx] — K / / O + V) Ygrdadt

- / / (¢z + V)Yghdadt.
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Entao, adicionando (1.93) e (1.95), chegamos em

b P1 P1P2 P2
/ / ( (o +9)" + U0+ 00 + 5 =+ 5 P ) gadadt

T
+ [ / (m%%m + P22 o oregn _,021/130901159)\) dx} —K / / Pz + Y)Pgrdadt.
0
Agora, observando que

, (A—1), z€[0,i[U]ly, L],
A x € [I1, Iy,

Concluirmos a partir da identidade acima que

Iy
P1P2
(1- A / Bt / /l O B L e R
1

T
+ [ / <p1<pts0ng + P2 oug — pz%%%) dm] - K / / 2 + )pgrdrdt.
0
(1.96)

Agora, vamos estimar cada um dos termos do lado direito de (1.96). Usando argumentos padroes,

podemos estimar o termo entre colchetes e temos
T
< CE(0). (1.97)

L
102
[ / (m%«pxw + pr@xtSDttg)\ - P2wx90xt9)\) dfﬂ}
0

t=0

Usando as desigualdades de Young e Poincaré e o fato que sup |gj(z)| <1 do seguinte modo

z€[0,L]
T L
—H/ / (<px+¢)wg&dwdt’
0 0

// (0 + ) dxdt+/ / Yidadt;
nTE(0

onde 17 > 0 é uma constante, a qual serd determinada posteriormente. Entao, vamos considerar

IN

IN

(1.98)

as estimativas (1.97), (1.98), em (1.96), obtemos

T l
)\ 2
(1- A)/ B(t)dt < 5 / /~ PLP; + paiy + DU + LPQSO?t + k(s + ) dxdt + CE(0)
0 0 Jih
+nTE(0).

(1.99)

onde C denota uma constante positiva qualquer.
Definamos a fungao cut-off p = p(x) € C§°(0, L), tal que
(¢ —b)+1, Ve b
Va € (0,11 [U]la, L],
<p(z) <1, Vzel0,L]

p(x) =

o o

Rodrigues, Leonardo R. da Silva PDM



Observabilidade e controlabilidade 42

Assim, multiplicamos a equagao (1.85) por p,p e integrando por partes para obtemos

T

p1 T L T L L
2/ / cptszdxdt = K,/ / (pr + V) pprpdxdt — [pl / @thpdx} . (1.100)
0 0 0 0 0 t=0

Por outro lado, multiplicamos a equagao (1.86) por 1, p, e levando em conta que 1, = %gam -

pzzt € depois integramos por parte, temos

p1p2/ / gottpxdazdt+ //cptmpxdxdt+ //¢xp$d:ndt:

[ / (790961590&17 Pz%%ﬂ?) dx] + K / / (¢z + 9)ayppdrdt

—Hé/o /0 (pr + V) Ypydadt.
(1.101)

Logo, somando (1.100) e (1.101) temos
P1P2 2 _
/ / 1/2(k(p + )% + by + T Pu + 019} + P2l )ppdadt =

T
- [/0 (P2t — L L PrtPt — P1<Pt%)pd$} + f@/ / Oz + V) prdrdt(1.102)

O termo que esta entre colchetes acima é estimado usando os mesmos argumentos usados para

estimar (1.97). Por outro lado,

T L T oL
/ / (pz + V)Yppdadt = /1/ / goxzppwdmdt—i-/i/ / prmda:dt;
o Jo o Jo
2 T oL T oL
< n|px($)| 77/ / (pid%dt-}-lig/ / YAdadt
2e o Jo 2nJo Jo

T L
+ /1/ / 2 ppdadt.

0o Jo

e o termo integral dado por

(1.103)

Agora, consideramos € = |p,(z)|?

T rL T rL T L
/ / 2dxdt < 2 / / (¢u + )*dzdt + 2¢, / / Yidxdt
0 0 0 0 0 0

de (1.103), temos

T L T /L
/ / (@r + V)dxdt < my/ / (gox+¢1)2d:xdt+/£cpn/ / Y2dadt
o Jo 0o Jo
T (L o T (L
+ /@/ / VP pudedt + — max ]pz(:c)]/ / V2 pydadt
o Jo 21 z€0,L] o Jo

T rL
< nTE(0)+ (; maz_|pg(z)| —1—&)/ / YPppdrdt (1.104)
0 0

1N z€[0,1]
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Portanto, usando (1.104) e o fato que p, tem suporte contido em [l1,[3], podemos estimar a

integral do lado esquerdo de (1.99) como segue
ok P1p2
| [ o+ 00 4 b2+ PP+ g+ et < CE(O) +0TE(0)
0 1

K
Tyl
+C/ / YAdadt. (1.105)
0 l1

Combinando (1.99) com (1.105), concluirmos que

(1= \) =y TE@©) < G/OT /112 W2 dadi + CE(0).

Escolhendo 1 > 0 tal que K = (1—X)—n > 0 e T suficientemente grande, segue da desigualdade

anterior que

C T pl2 )
K <T— K> E(0) < C/O /l1 Y. (1.106)

Portanto, for T' > Tp, temos a desigualdade desejada

T rla
E(0) <y / / YAdadt, (1.107)
0 l1

C

onde C7 = ely=% =

c
K(T-%)
O préximo resultado assegura a controlabilidade nula de (1.85) — (1.88). Para simplificar a

notagao, consideramos O = w x (0,7).

Teorema 1.4 As sequintes afirmacgdes sdo equivalentes:

i) O sistema (1.85) — (1.88) com dado final em F C H € inicial observdvel O;

ii) O sistema (1.81) — (1.84) como dado inicial em V x V x H=Y(0, L) € nulo controldvel;
iii) A solugdo de (1.85) — (1.88) satisfaz

o773 0, + 1901711 0,2y + It O)F + | (0)[F < Ci /O I dadt, (1.108)
para todo (%, 0, o) € F.

Prova: Primeiro, vamos estabelecer uma relacao de identidade entre a solugao do problema de
controle e seu adjunto, a qual serd usada posteriormente. Multiplicando a primeira equagao de

(1.81) by ¢ e (1.82) por ¥ e integrando por partes, obtemos

T L
p1 (ye(T), ") — p1 (y(T), ") — p1 (¥, (0)) + p1 (¥°, 02(0)) + p1 /0 /0 puyddt

T rL T rL
—K / / Praydrdt + K / / ppzdxdt; (1.109)
0 0 0 0
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—p2 (Yea(T), ") + p2 (Y2, ¥(0)) + 20, 2(T)) — p2(012(0), 2°)

—02/ / SOttdedet—b/ / wmzdxdt—/@/ / Ypydadt

+/€/ / 1/1zdxdt+p2/ / (ymwt—gomzt)dxdt:/hwdxdt. (1.110)
0o Jo 0o Jo o)

De acordo com (1.109) — (1.110) e assumindo a condigao de compatibilidade

T L
/ / (Yot — p2prazt) dxdt = 0,
o Jo

temos

p1 (u(T),¢°) — p1 (y(T)mol)—m( L o(0)) + p1 (17, ¢:(0)) — p2 (yea(T), ¥°)

+p2 (Y2, 0(0)) + p2(pn, 2(T)) — p2(p1z(0 / / [p1ow — K(x + ¥)o] ydudt

T rL
+/0 /O [—p2pite — bWax + k(@ + V)] zdxdt = / hypdzdt. (1.111)

o

Agora, considerando (1.85) — (1.86), de (1.111) temos

p1 (ye(T), %) = p1 (y(T), ") — p1 (¥, 0(0)) + p1 (¥°,0(0)) — p2 (Yea(T),4°) + p2 (y2, ¥ (0))
Fpa(p, 2(T)) — (91 (0), ) = /O hapddt.

(1.112)
i) = ii) Denotamos por F' o espaco de Hilbert da qual é completamento de
{(tpo,wo,gol) € f;/o |2 dadt < oo} (1.113)
com respeito a norma )
(%, %% ") [ = (/O \¢I2dxdt) : (1.114)

onde (¢, 1) resolve (1.85) — (1.86) com dado final (¢°, 40, ).
Afirmamos que F' C H. De fato, se (p,1) é solucao para (1.85) — (1.86), entao também resolve

0 seguinte sistema:

prfu—r(2o+7) = Oem (0,L)x (0,7); (1.115)
—paBite — blas + K (Fe +1) = 0em (0,L) x (0,7); (1.116)
3(0) = ©(0), 3:(0) = ¢4(0), $(0) = (0) em (0,L); (1.117)
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$(0) = B(L) = ¥2(0) =¢(L) =0 em (0,7),
De (1.91), sabemos que se (¢%,1°, o) € F, entdo
(0(0),1(0), 0(0)) e H CV x V x H (0, L).
Isso, junto com o fato do problema (1.115) — (1.118) ser bem-posto, implica que
(7.4, 80) € C(0, TV x V x H™Y(0,L)).
Desde (¢(0),(0),¢:(0)) € H, de (1.115) — (1.118), sabemos que

(557 {/;7 &t) S C<[07 T]7 H)

Disto, junto com (1.120), implica que (¢°, 4%, p') = (G(T),¥(T), p(T)) € H.

(1.118)

(1.119)

(1.120)

(1.121)

Fixado qualquer (y°, 2%, 4') € V. x V x H=1(0, L), e definamos o funcional J : F — R por

T (00, 0" = ;/ [p|2dzdt + py (y', 0(0)) — p1 (¥°,4(0))
(@)

—pP2 <y§:v ¢(0)> + pQ(‘PtI(O)v ZO)’

(1.122)

onde (¢,v) resolve (1.85) — (1.88) com dado final (¢% 4 ') € F. Claramente, J(-,-,-) é

continua e estritamente convexa. De (1.91), temos que

1

T (@0 0" > /O\w\Qdmdt—m\yle(O)\—m!yOHwt(O)l—pz\yinJ(O)!—m\%x(o)\lzo\,

2

> Cl/OIT,DIle“dt—(mylllso(o)l+p1|y0\|90t(0)|+p2|yill¢(0)|+p2190m(0)||20|),

e /O ?dedt — Cy /O pl2dzedt (Jy10(0)] + [5°]|2¢(0)]

+ |yl (0)] + e (0)112°])

(1.123)

onde C e Cy sdo independentes (¢, ). Por (1.123), J(-,-,-) é coerciva. Assim, J(-,-,-) admite

um tnico minimizante (@O,@Zo,gﬁl) € F. Denotamos por (@, 12) a solugao para (1.85) — (1.88)

com o dado final (&, 1;0, @'). Desde modo, para qualquer (©°, 9% p!) € F e § € R,

0 < J@ +060°% 9% +6¢°, 3" + 6p") — T(@°,¢°, @Y,

- % /O [+ 6y 2dwdt + p1 (y*, 3(0) + 30(0)) — p1 (1°, 21(0) + 304 (0))

= o (3 500) + 30(0)) + pa(Fuc0) 4 8a0), ) 5 [ (Dl

— o1 (B 200) + 1 (1, 21(0)) + p2 (4, 90(0) ) = p2 (B10(0), 2°)

- 52 [ ~
= 5/ WdfcdtJr/ 2 dadt + Sp1 (y*, 0(0)) — dp1 (4°, ¢:(0))
o 2 Jo

— 0p2 (Y, ¥(0)) + 0p2(iprx(0), 2°).

(1.124)
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Portanto,

0 = g J@+ 06" 400 4+ 640, 8+ 60") — (20,400, 8
60 )

= /Owdxdﬂrm (y",0(0)) = p1 (¥°, 02(0)) — p2 {yz,¥(0)) + p2(1012(0), 2°).(1.125)

)

Afirmamos que
T
/0 / bpdxdt = (b, h) 20 1,1 (), 120, H1 () -

Para ver isto, note que para cada h € L%(0,T; H;'(w)), existe um tnico v € L?(0,T; H!(w)),

tal que

T
/0 ((U7 @Z’)) dt = <¢7 h>L2(O,T;Hi(w),L2(O,T;H_l(w)) ) V¢ € L2(07 Ta Hi (w))
De (1.91) podemos define a aplicagdo B : L?(0,T; H '(w)) — L?*(0,T; H} (w)), tal que Bh = v
que € linear e limitada, consequentemente teremos
HBhHLQ(O,T;H,}(w)) = Hth(o,T;H;l(w))v

portanto
4 2 1
/0 ((Bh,)) dt = (¢, h>L2(0,T;H§(w)),LQ(O,T;H—l(w)) » Ve L*(0,T; H, (w)).

Por outro lado, fixamos ¢ € L2(0,T;H!(w)), o funcional linear E@(@/}) = fOT((iz,w))dt é
limitado. Pelo Teorema de Riesz-Fréchet veja, pagina 135 em [11], existe uma tunica ¢ €

L?*(0,T; H:(w)) tal que

T T
/ (8, ))dt = / (q)dt, Vo € L(0, T: H) (w)).
0 0

Considerando a aplicacdo A : L?(0,T; H} (w)) — L?(0,T; H}(w)) linear e continua, definamos

q= AJ, entao
T N T N
| (@w)de= [ (adunar, v e 0.7 1))
0 0

Portanto, por Lax-Milgram veja, pagina 140 em [11], podemos tomar 12 = A~!'Bh isto implica

que

T, T
| (@w)a = [ @na,
= (h,¢) Vi € L*(0,T; H}(w)). (1.126)
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De (1.125), (1.126) e (1.112), concluirmos que para todo (¢°,4°, 1) € F,

p1 (ye(T), ) — p1 (Y(T), ") — p2 (yia(T), 4°) + p2(epy, 2(T)) = 0, (1.127)

que implica em
y(T) = y(T) = y1a(T) = 2(T) = 0.
i1) = iii). Desde que o sistema (1.81) — (1.84) é nulo controlavel, para qualquer dado
(y°,2%y') € V x V x H~1(0, L) existe um controle h € L?(0,T; H~!(w)) conduzindo a solucao

correspondente ao repouso. Da prova de (1.112), temos que

—p1 (y',(0)) + p1 (v°, 1(0)) + p2 <yi,w(0)>—p2(gom(0),z°)=/Oh¢dxdt. (1.128)

Definamos o operador linear limitado A : F' — H como segue

A, 9%, 0" = (£(0),9(0), :(0), ¢12(0))

onde (¢(0),1(0), v(0), pz(0)) é valor no tempo ¢t = 0 da solugao do problema (1.85) — (1.88)
com dado final (°, 99, p!).

Agora iremos argumenta por contradi¢cdo para prova que a solugao da equagao (1.85) — (1.88),
satisfaz a condigao (1.108). Se a afirmacao for falsa, entdo, poderemos encontrar um sequéncia
{902,1#2,90,16}2021 C F com (92,92 ol) £ (0,0,0) para todo k € IN, tal que a solugio corre-

spondente (¢, 1) para (1.85) — (1.88) com (¢°,9°, p!) substituida por (2,19, i) satisfaz

que
1
[ et < 5 (100 Bryny + 1O Brxany + IeHOR + PhOR ). (1120)
Escrevendo
A = vk
SO ) + 9O By o 1) + 1O + Ik O
e

Pe= Mgl U= MUl B = Mol
e denote por (@, sz) a solucdo correspondete para (1.85) — (1.88) com (°,4°, o!) substituida
por (@2,@5’8, @1). Entéo, segue de (1.129) que, para cada k € IN,

~ 1
/ g |2dadt < — (1.130)
o k

‘A(@%, ~2,fﬁk)’,ﬂ = Vk. (1.131)
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Em vista de (1.128), temos que

1 (5", (0)) + pr (4% BEO) ) + 2 (3, D(0) ) — (B8, (0), 2°) = /O hidzdt.  (1.132)

Por (1.130) e (1.132), temos
A(cﬁg, @Zg, @i) tendendo 0 fracamente em H com k& — oo.
Consequentemente, pelo Principio da Limitagdo Uniforme, veja pagina 32 em [11], a sequéncia

~ [e.e]
{A(@g, Yy, {0’,1{)}]{:1 é uniformemente limitada em H o que contradiz (1.131)

i1i) = 1i). Isto é dado pelo Teorema 1.3. Portanto completamos a prova Teorema 1.4.
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Capitulo 2

Controlabilidade nula para versao
truncada do sistema de Timoshenko

com memaoria

2.1 Introducao

Neste capitulo, consideramos a versao truncada do sistema de Timoshenko com memoéria. Es-
tudamos existéncia, unicidade, dependéncia continua das solucoes e controlabilidade nulo tipo
memoria. Para obtermos a existéncia de solugoes usamos o método de Faedo-Galerkin, usamos
um método de ponto fixo para obtermos a unicidade de solucbes e estimativas de energia para
mostramos a dependéncia continua das solugoes. Na secao 2.4 mostramos certas desigualdades
de energia que sao de fundamental importancia para conseguirmos a desigualdade de observ-
abilidade do sistema. Mostramos que o sistema adjunto é observavel usando um método de
multiplicadores, atingimos o resultado sem estabelecer qualquer relacao entre as velocidades de
propagacao da onda, as técnicas usadas estao presentes em [15, 13, 31, 38]. Estudamos a contro-
labilidade nula do tipo memoria para a versao truncada do sistema de Timoshenko envolvendo
um termo de memoéria. Para isso, é necessario nao apenas conduzir o deslocamento e a veloci-
dade para o repouso no tempo 7" > 0, mas também exigir uma condi¢ao adicional, ou seja, o

efeito do termo memdéria deve desaparecer ao mesmo tempo, haja vista que devemos considerar
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o acumulo de meméria ao longo do tempo.

2.2 Hipdteses e notacoes iniciais

Consideramos a dinamica do sistema simplificado de Timoshenko no caso unidimensional para
vigas envolvendo um termo de memoria. Para um feixe com comprimento L, este sistema é dado
por
prow — k(pe + ), = 0, em Q (2.1)

—p2pite — Oz + K (g + ) — oz/ot M(t, s)thpz(s)ds = 0, em Q. (2.2)
em um dominio retangular @ = (0,L) x (0,7) e I' = {0; L} representa da fronteira do dominio
e T > 0 é um tempo controle. Para facilita nossa analise consideramos as seguintes condigoes
iniciais

¢(@,0) = ¢°(2), @u(z,0)=¢'(2), ¥(z,00=9) em (0,L) (2.3)
e as condicoes de fronteira:

©(0,1) = ¢(L,t) = ¥2(0,t) = ¢o(L, 1) =0 in (0,T), (2.4)

com as constantes positivas pi1, p2, k,b € @ é um parametro pequeno.

Em relagdo ao kernel M, consideramos as seguintes hipdteses:
M € C([0,T] x [0,T]) and T > 0, (2.5)
M(t,t) € L=(0,T); (2.6)

e para t > T o kernel M (t, s) satisfaz

M((ty,t3) = M(t1,t2) M (12, t3), (2.7)

para todo t1, ts e t3 com 0 < t5 < ty < t; < 00, e alguma funcio M(-,-) € C ([0, 00) x [0,00)).
Para efeito de controle do sistema iremos considerar a literatura existente, da qual assegura que
para a dinamica do sistema possa alcanga o repouso em t > T', é necessario assumir a seguinte

condicao

T
/0 M (T, s)zzz(s)ds = 0. (2.8)

Além do mais, definamos a notagao

(M)(t) ::/0 M(t,s)i(s)ds. (2.9)
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2.3 Existéncia e unicidade do sistema com memdria
Agora, vamos enunciar o resultado que garante que o sistema (2.1) — (2.4) é bem-posto, a saber

Teorema 2.1 Para {° ¢°, o'} € H. Eziste uma tnica solugao {p,,pi} € C([0,T);H) de
(2.1) — (2.4), satisfazendo a condi¢do

¢ € L™ (0,T; H*(0,L) N Hy(0, L)) ; ¢ € L™ (0,T; H; (0, L)), (2.10)
¢ € L (0,T;H)(0,L)), ¢u € L®(0,T;V). (2.11)

Prova:

Problema aproximado
A existéncia de solugoes serd feita usando o método de Faedo-Galerkin. A prova é inspirada
nos argumentos contidos em [12], [41] e [43]. Realizando a mesma construgao do prolema (1.3)

- (1.6) do capitulo 1, obtemos o seguinte problema aproximado

p1 (@ (), wy) — K ((Pme(t) + Ym(t)), ,wy) =0
—p2 (e (), W) = b (Yrmaz(t), W) + K ((Pma(t) + m(t)) ;W) — a((Mthzs)(t), wy) =0

onde v =1,2,--- m, com dados iniciais

(2.12)

m

Som(o) = 90971 = Z (Sooywu) Wy — 900 € HQ(O,L) N H(%(Oa L) (2'13)

v=1
m

Pn(0) = on = (¢"w)w, — o' € Hy(0,L) (2.14)

v=1
m

Un(0) = ¥, = (0, @,) @, — v° € H0,L). (2.15)

v=1

Além disso, assumiremos a hipétese que

! (0) é limitada em V. (2.16)

m

Este modelo é uma extensao do conhecido modelo de vigas de Kirchhoff viscoelastico. De fato,
note que negligenciar os efeitos de cisalhamento do viga é formalmente equivalente a fazer o
moédulo x tende ao infinito (2.1) — (2.2), desde k é inversamente proporcional ao angulo de
cisalhamento. Assim, deduziu-se dos fatos que o termo (@, + 1) = 0 entre as duas equagoes e

introduzimos a suposi¢ao de Kirchhoff

P = _wv
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obtemos

t
P1Ptt — P2Pttax + bépmczx + Oé/ M(t7 S)QDmxmxx(S)dS =0.
0

que € equivalente a (2.1)—(2.4) e bem-posto de acordo com [35]. Entao, para cada m, argumentos

padroes asseguram que existe uma tnica fungao ¢,,, tal que

t
,0190;/,,, - PQSD;/nm + bomazar + Oé/ M(t7 s)@x:ca;x(s)ds =0 ae in Q.
0

A fim de resolver o problema, vamos aplicar as solucées aproximadas, obtemos

t
plply/m(t)wy(x) - p2pzm(t)wlm$($) + bp(t)ymwu;czxa:(x) + Oé/ M(t, S)p<t)ymwu;rxxac(5)d3 =0.
0

(2.17)
Assim, o problema aproximado (2.12) pode ser escrito como,
m m
P10 () + P2 Y D (8) (W w,)) + D pom(t) (Wa, W)
v=1 v=1
t m
+a/ M(t,s) Zpl,m(t) ((Wgp, wgy))ds = 0, (2.18)
0 v=1
com as condigoes iniciais
pl/’m(o) = (SOO,u)V) ) p;/m(o) = (‘pl?wl/) , V= 1727 cee, M. (219)

No entanto, temos um problema de Cauchy para um sistema linear com equacétes diferenciais
ordindrias em p,, (t) cuja as solucdes locais sdo C! no intervalo (0, ¢,,), usando teoremas cléssicos
da teoria de equacgoes diferencias é possivel comprovar tal afirmacao . Agora, multiplicando
ambos os lados de (2.12)1 e (2.12)3 por pl,,,(t) e somando em v de 1 a m e integrando em (0, L),

temos:

P1(em(t), () = K ((Pma(t) + Ym (1)), , @ (t)) =0
=2 (O (1), U1 (1)) = b (Ymae (£), 03, () + 5 (e (8) + P (1)), 1 (1)) (2:20)
—a((Mtpmaz)(t), ¥, () = 0.
A seguir, mostramos estimativas a priori que permitem estender as solucoes locais para o inter-
valo [0, T], para qualquer T.
Estimativas

Para facilitar a notacado em argumentos futuros, definamos:

7”6”(t)=/0 M (t, 5)(¢2(s), a(s))ds; T’ln(t)=/0 Mi(t, s) (¥ (s), Ya(s)); (2.21)
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Tgl(t) = M<t7 t)(%(S% %(8))658- (2.22)

Primeiramente, vamos estimar ¢! (0). Desde que as sequéncias (), ok ¥%) convergem,

multiplicamos (2.12), por p),,(t) e escolhendo t = 0, por calculos padroes, obtemos

de (2.13), (2.14) e (2.15), temos
|om(0)] < C,
onde C' é uma constante positiva.

Observe que ao integrar (2.20); e (2.20)2 em (0, L), temos

1d

22 (ol + O + 1] (D) + () [+ 22 0

2|0 (1) + 201 (1)) = (" () + (1)) (2.23)

Vamos definir a energia associada ao sistema (2.1) — (2.4). Temos,

%Ei"(t) = a(r{*(t) +r5'(1)) (2.24)
onde
m 1 / 2 2 2 | PLP2 p 2
EP(t) = 5 (prlein(®)F + bma ) + 5l (pmat) +m(®) P+ 2210002 (225)

+02( e (1) + 20057 (1))

desde que r{'(t) > 0, temos

B (t) < B (t), (2.26)
onde definimos o funcional energia por
m 1 p1p2
E (t) = 5 <p1’90;n(t)|2 + b‘wmx(t)P + K’ (‘Pmm(w + wm(t)) ’2 + T @Z@(t)‘Q
ool P (227)

Assim, integrando (2.24) de 0 a ¢ e usando (2.26) obtemos

B < BP0 o [ 07+ (s)as
= Em(O)—l—a/O (r7*(s) + r3*(s))ds. (2.28)
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Entao, da desigualdade (2.28) temos
t
E™(t) < E™0)+ C(T)/ E™(s)ds;
0
t
E™t) < Co+ C(T)/ E™(s)ds. (2.29)
0
Portanto, a desigualdade de Gronwall assegura que
E™(t) < Coe®tt, for all 0 < t < t,, < T, (2.30)
comm =1,2,---. Assim, obtemos
(¢)m € limitada em L (0,T;V); (2.31)
(¢y)m € limitadaem L (0,7;V); (2.32)
(¢z)m € limitadaem L (0,7;V); (2.33)
(¢")m € limitada em L (0,T;V); (2.34)
(¥z)m € limitada em L% (0,7;V). (2.35)
Usando a imersao H{(0,L) = V, temos
(¢")m 6 limitada em L% (0,7 Hj(0,L)); (2.36)
(¢)m ¢ limitada em L (0, T; H3(0, L)) ; (2.37)
(¥)m ¢ limitada em L™ (0,7 H;(0,L)). (2.38)
Note que
L (0.7 H(0,1) = [} (0.7: 57 (0. 1)) s
L (0,7; HL(0,L)) = [L' (0,73 H7Y(0,L))]
e

L*(0,T;V) = [L* (0,T;V)] .

Como um resultado, de (2.36) — (2.38) e Teorema de Banach-Alaoglu-bourbaki e resultados de

regularidade eliptica, veja por exemplo pagina 66 em [11], existe uma subsequéncia (¢,) e (1,),

tal que

(30/) L A go’ fraco estrela em
(80)# A p fraco estrela em

() X9p fraco estrela em

L=(0,T;V) = [L' (0,T;V)]';

(2.39)

L= (0,T; H3(0,L)) = [L* (0,73 H7H(0,L))];  (2.40)

L= (0,T; HH0,L)) = [LY (0, T HTH0,L))] . (2.41)
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Portanto, de (2.39) — (2.41), temos
@€ L™ (0,T;H)(0,L)), ¢r€L®(0,T;V), ¢ L®(0,T;H(0,L)). (2.42)

Explorando uma propriedade de imersao bem conhecida (cf. Lema 1.2, em [40] e Lema 8.1 em

[41]), temos que
¢ € C(0,T; H*(0,L) N H3(0,L)), ¢ € C(0,T;HY(0,L)), € C(0,T; HX(0,L)).  (2.43)

Unicidade e condicoes iniciais

Denotamos Z o espago C ([0,7];H) com a seguinte norma:

2 2

2 2
= (e e 7" 2.44
vlz (‘e 14 c(l0.7:HL(0,L)) Tl %‘ e C([0,T};H(0,L)) (244

com v = (p,1) a solugdo correspondente para (2.1) — (2.4) onde S é um nimero positivo do

c([0,7]:v)

qual o seu valor serd dado abaixo. Observe que,

e T |U’O([0,T];H) <olz < |“|C([07T];H)'

Entao, Z é um espago de Banach com a norma |- |z e Z igual C (|0, T]; H). Definamos o mapa
G em Z como,

G(v) = u,

onde v € Z, e u é solugao de (2.1) — (2.4) com fg M (t, s)tgz(s)ds sendo substituido por
fg M (t, s)vgz(s)ds. A partir da boa colocagao para o sistema simplificado de Timoshenko nao-

homogénio, temos que

lullz < HUHC([O,T];H)%
t
< C (H(goo,d}o,gol)HH—l- a/ M(t, $)vgz(s)ds );
0 L2(Q)
< C (H(Soovwo’sf’l)||% + |U\L2(Q)) (2.45)

Consequentemente, é um mapa invariante, quer dizer, G(Z) C Z.

Agora, para v,v € Z,

G(0) () = G(D) )10,y +19(2)e(t) = G(L)e(D)ly + |G (W)(E) — G()(F)
T L
< c/o /0
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Observagao 2.1 Seja A := —88—3:2 definido por

.0

tal que, Af = —3275, f € D(A). Por argumentos padrao, temos

0? 0?
aT;J: - V@F(—axé) =EF(f) eV,

onde “F7 € a Transformada de Fourier, ou seja,

DA) ={feV; &F(f) eV},

Af =FH(EF(f), [eDA).

Entao, € natural definir a “ Funcdo de operador ” A como

D(F(A)={feV; F(&)F(eV},

F(A) f=F 1 (F(&)F(f), [eDEWA)),
onde F[0,00) — K € fung¢ao limitada ou nao. Portanto, se F' € limitada, entdo

A =FH(EF() = FAf=F(F(E)F()
= NFWD Iy = 77 (F () FUO) v

< N Fllo [flv-

De fato, tomando F(A) = e, t >0 e y(t) = e f, onde y(t) € solucio de

y(t) e D(A), Yt>0;
v = Ay
y(0) = f € D(A).
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Agora, substituindo %v(w, s) por F(A)v(z,s), temos

~ 2

eG(P) (1) — G@) DT 0.0y + € 1G(@)elt) — G@)(OIF + 7 |G(W)() — G()(¢)

T Ly gt 2
< C/ / a/ e PM(t, s)F(A)[v(z,s) — 0(x, s)]ds| dadt;
0 Jo 0
ToLopr )
< oMo Pl [ [ [ ¥ ute.s) =5, 0)Pdsdade
T L ¢ 206(t 2 2
< ColM|oqoryxp0,m) |F|oo/0 /0 /O e 200=9) 205y (2, 5) — V(x, 5) Pdsdad;
t
< CoT'[M|cqo17%0,17) VF|oo/O e 2P ds
—28s ~ —28s ~ —28s o .
X SUPse(o, (e P le(s) = () o,y + €27 luls) = @uls)ly + €727 |9(s) — (s) H*l(w),
1— e 2°T
<

CoT |M|¢(jo,11x(0,17) ’F’ooT

X SUpse(o <e‘258 [p(5) = B3 a0,y + €7 els) = Bls)ly + €7 |io(s) — d(s)

Hi(D,L)) ;

isto implica que

~ 1 — e 28T : ~
)~ 601z < (T IMleqompepury Pl 55— ) o=z,

Vamos tomar 3 = CoT"| M| o 11xjo,17) | Floc € quando T' grande o suficiente, obtemos
1
Gv) =G|z < —=v -7z, 2.46
G(v) = G(0)lz ﬁ’ E: (2.46)

0 que conclui que é um mapeamento contrativo. Portanto, aqui est4 um tnico ponto fixo de G,
que ¢ a solugao para (2.1) — (2.4).
Seja {p, 1} solucao para (2.1) — (2.4), entao definamos.

G(t) = 5 (Pl O + b I + xlea(t) + wO)] + 22167 0)] + p2 ¢ )] )
[§]
G(0) = 5 (! 4[] + il + 921+ 221" O) + g2 | ') -
Note que

E(t) < GH)G(t) and E(0) < G(0)G(0)

de (2.29) obtemos
t
G(t)? < G0)*+C / G(s)ds,
0
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consideramos a desigualdade padrao:
1 t
§G(t)2 < 2a% + 2/ m(s)G(s)ds.
0
Entao,
1 t
§G(t)2 < G(t)?* < 2a* + 2/ m(s)G(s)ds (2.47)
0
2G(0)2 | /2
onde m(s) =Crea= ( 5 ) . Pelo lema de Gronwall, obtemos
t
G(t) <2 (a—i—/ m(s)ds) in [0,T],
0
que implica na desigualdade
o), 0@, el < C(|[(° 9% ") 5,) - (2.48)
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2.4 Desigualdades de Energia

Por uma questdao de mostrar a desigualdade de observabilidade, nesta secao estudamos as
desigualdades energia relevantes para o sistema Timoshenko envolvendo um termo de memoria.

A energia total das solugbes do sistema (2.1) - (2.4), é dada por
L L L L L
b K
R R P A R
0 £ Jo 2 Jo 2Jo 2 Jo
(2.49)
Inspirados por [38], agora definamos a identidade de energia da solugao de (2.1) - (2.4) em

qualquer tempo positivo t pela seguinte proposicao:

Proposicao 2.1 Seja {p, ¥, ¢} uma solugao para (2.1) — (2.4). O funcional energia E(t) sat-
1sfaz.
t
E(t) + ano(t) = B(0) + a / (r1(s) + 72(s))ds: (2.50)
0

para todo t > 0.

Prova: Multiplicando a equagao (2.1) por ¢; e (2.2) por v integrando por partes em (0, L)

obtemos
(Zﬂﬂ+aéﬂﬂtQWAQWM®Ms=& (2.51)
Denotamos,
rolt) = (M) (1), Ya() 1201y = (AIWUJW%@M&¢A®>Hmm
L t

= /0 </0 M(t,s)wx(s)ds> Ypdx

:KAMwm%@wmmm@m
Entao,
Gt = 5 [ M) wae). ve)as

=tAM@ﬂ%@wmmw+éMm@mmmmmw+Mmmw@wmww

Agora, usando a notagao estabelecida em (2.21) e (2.22) temos

H@ZAMNMWNMMMM

ra(t) = M(t,1)(¢a(s), ¢u(t))ds,
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logo
G0 = [ M) wrl). )+ ra(0) + )
/O M, 5)(0ha(5), Yur (£))ds = %ro(t)—rl(t)—rg(t). (2.52)
Pela substitui¢ao de (2.52) in (2.51), obtemos
%E(t) %aro(t) — a(r(t) + ra(t));
S (B0 +aro(t) = aln(t) +ra(0); (253)

integrando de 0 a ¢t em (2.53), temos

E(t) + arg(t) = E(0) + are(0) + a/ot(rl(s) + 72(s))ds,

- /0 M, 5)(ta(5), a(t))ds = 70(0) = 0.
Portanto,
E(t) + ar(t) = E(0) + a/o (r1i(s) +ra(s))ds. (2.54)
||

Com este resultado, podemos mostrar as seguintes estimativas. Considerando a notagao abaixo:

- (/Ot IM(¢, s)y%zs)é ; (2.55)

Ki(t) = </Ot | M (t, 5)2d5>; : (2.56)

Proposicao 2.2 Seja r;(t) com i = 0,1,2 conforme definido na proposi¢ao (2.1), as sequintes

estimativas sao verdadeiras:

N

1) [T |ri()|dt < NoT) [ E(t)dt, where N (T):2c<f0T|K,-(t)|2dt) ,i=0,1.

fo |ro(t)|dt < 2¢ fo )dt.

Prova: 1) Comecamos considerando o caso ¢ = 0, assim ro(t fo (t,s)(Yz(s), Yz (t))ds

usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

([ |M<t,s>|2ds>; ([ |wm<s>|2ds); baly

Kot ( | ' rngs)\%zs)é el (257)

(M) (t), 9 (1))

IA

IN
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Observe que

T T L
2 _ 2, 2
leel 2oz = /0 (1) 2 /0 /0 ROR

T L
/0 ( /0 (07 + P + V2 + 03 + [z + w]2>d:c> dt.

IN

Logo, escolhendo ¢ = max {—, e T o f} temos
p1’ p2’ b p1p2’ K

T L
P1P2
oolsommy < [ ( / <mw%+pw%x+bwi+so?tmmw]%dx)dt

T
/ 2cE(t)dt;
0

1
T 2
||¢5L"HL2(O,T;V) < </0 20E(t)dt> :

IN

isto implica que

(/OT wx(t)\2d5>é <V </OT E(t)dt)é . (2.58)

L
et = /0 y2de;

Por outro lado

P1P2

L
< /0 (018} + Pt + (140002 + P20, 4 il 4+ 9P%)da

< 2cE(t).

Como consequéncia, resulta em

ely < V2eE(t)3. (2.59)

Pela substitui¢ao em (2.58) e (2.59) em (2.57) temos

=

Iro(t)] < 2cKo(t 2(/ E(t dt) : (2.60)

Agora, integrando em (2.60) de 0 a T" e usando a desigualdade de Holder, obtemos

[ it < 2 [ Koo </ B dt) o 1
oo ([ oo dt) ([ 1) ([ por)

T
< No(T) /0 E(t)dt; (2.61)

M\)—l

IN
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1
com Ny = 2¢ (fOT ]Ko(t)\th) ’.

Semelhante ao que foi feito anteriormente, no caso ¢ = 1 teremos,
T T
/ I ()|dt < N (T) / E(t)dt (2.62)
0 0

1
com Ny = 2c¢ (fOT |K1(t)|2dt) ‘.

2) Consideramos 72(t) e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz obtemos

a0 = |1 Ow)O) w05 |
< (/ ’ M oPa) ([ ’ a0 )
< M e Ol 1)
< MOl 010, (2.63)

desde M (t,t) € L>(0,T) existe uma constante c, tal que ||M(t,t)|, < c, entdo a partir (2.63)
temos

Iro(t)| < 2¢E(t),

agora integrando de 0 a T, resulta

T T
/ Ira(t)] dt < 2¢ / B(t)dt. (2.64)
0 0

Proposigao 2.3 Sejari(t) comi=0,1,2 e E(t) o funcional de energia que satisfaz a identidade

(2.50), entao as sequintes desigualdades sao verdadeiras:

1) Para todo t > 0,
o T

2) Além do mais .
p0) < W20 [ B

onde Pi(T') e Py(T) sdo constantes dadas abaixo.
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Prova: 1) Primeiro, vamos considerar a identidade (2.50), com ¢t = T', entao
T
E(T)=E(0)+ a/ (ri(t) + ro(t))dt — aro(T). (2.65)
0
Usando a desigualdade de Young em (2.60) concluimos

T
|70(T)] gE(T)+(ch(t))2/0 E(t)dt. (2.66)

Agora, usando a proposicao 2.2 a estimativa (2.66) em (2.65), e assumindo «a < 1, obtemos

jsS
3
A

E(0) + aN\(T) /0 " Bt + 20 /0 Bt + o (E(T) + (cKp)? /0 ' E(t)dt) :

T
(1—a)B(T) < E(0)+aPi(T) / Bt)dt

B(T) < (1ia)E(0)+ P /E (2.67)

onde Py (T) = Ni(T) + 2¢ + (cKp)?. Portanto, temos a estimativa desejada.

2) Por outro lado, integrando em (2.50) de 0 a T' com t < s e s,t € [0,7T] obtemos

/OTE(t)dt = +a/ / r1(s) +ra(s )dsdta/ ro(t)dt. (2.68)

Tomando o segundo termo do lado direito de (2.68) e aplicando o Teoremo de Fubini temos

/OT /Ot(m(S) + ra(s))dsdt /OT /ST((rl(s) + ro(s))dt) ds;

= /OT (/OT—S(rl(t) +7"2(t))dt> ds;
/oT (/OT_t ds) (r1(t) + r2(t))dt;

T
\a—w%<nw+meu

IA

IN

T
<7 /0 (1 ()] + ra(t)])dt. (2.69)

Entao, usando a estimativa (2.69) em (2.68) e depois pela proposigao 2.2 temos

T

T
> Tﬂm—aTA(MGM+m@mﬁ—aA|m®Mt

A\

T T
TE(0) — oT(Ny(T) + 2¢) /0 E(t)dt — aNo(T) /0 E(t)dt:

> TE(0) — a(T(N\(T) + 2¢) + No(T)) /O Bt
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que implica

T
(1+ aPz(T))/O E(t)dt > TE(0),

onde P»(T) = No(T') + T (N1(T') + 2¢), como queriamos demonstrar. m

(2.70)
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2.5 Resultados de Observabilidade e controlabilidade

com termo de memoria

Neste capitulo vamos secao estd resumido no teorema Segue. Observe que a condicao Ele
expressa que sao iguais as velocidades de propagacao das duas ondas de deformagao, associ-
adas a ¢ e Y. Neste papel que condicao nao é necessaria para assegurar a desigualdade de
observabilidade (esta condigao é necessaria a desigualdade de observabilidade a solucao de sis-
tema de Timoshenko, cf. [60]). O controle h € L%*(0,T; H;'(w)) é uma forca aplicada em
w C Q = (0,L) x (0,T) para impulsionar o deslocamento vertical para descansar em algum
momento T' > 0 suficientemente grande devido a velocidade finita de propagagao, assegurando
que todo o processo atinja o equilibrio. O resultado do controle é provado pela dualidade por

meio de uma desigualdade de observabilidade usando técnicas multiplicadoras.

2.5.1 Resultados de observabilidade e controlabilidade nula tipo-
memoria

Consideramos o seguinte sistema de controle:

Py — K Yz +2), = 0, em @ (2.71)
—p2Ytty — bzge + K (Yp + 2) — oz/ot M(t,8)zpz(8)ds = hxw, em Q (2.72)
com as condigoes iniciais:
y(x,0) =1°, yi(z,0) =y, 2(z,0) =2 em (0,L). (2.73)
e condicoes de fronteira:
y(0) =y(L) = 2(0) = (L) =0 em (0,7). (2.74)

Desde que (2.71)—(2.74) é linear e reversivel no tempo, a controlabilidade nula e exata sdo nogoes
equivalentes. Agora estudaremos as propriedades de controle para o sistema (2.71) — (2.74) que
chamamos de controlabilidade nula tipo-memdria. Para isso, somos inspirados em [15], [43] e
nas referéncias contidas nele. N6s consideramos M # 0, esta condigdo assegura da presenga nao
trivial do termo de memédria, claro que M = 0, o sistema (2.71) — (2.74) reduz o caso classico.

Note que a condigao (2.8), ou seja,

T
/0 M(T, s)zgz(s)ds = 0
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se faz necessdria para evitar o acimulo de memdria e garantir que o sistema (2.71) — (2.74)
alcance o repouso para t > T, veja por exemplo [15, 43]. Além disto, precisamos supor a
hipétese (2.7). De fato, se (2.7) é garantida, entdo para qualquer t; >ty =T,

t1 tr
M(ty,t3)2(t3)dts = M (t1, T)M (T, t3)z(t3)dts;
0 0
— T t1
— M(t,T) / M(T,t3)=(t)dts + | N(ty, TYM(T, t3)(ts)dts;
0 T

t1
= M(tl,tg)z(tg)dtg.
T

Entao, se a condigao (2.8) e (2.7) sao asseguradas, entdo a solugao do sistema (2.71) — (2.74)

com controle h = 0 em [T, +00) satisfaz
pryu — £ (Ye +2), = 0, em (0,L) x (T, +o0) (2.75)
—p2Ytte — b2zx + K (Yz +2) — /T tM (t,8)za(s)ds = 0, em (0,L) x (T, +o0) (2.76)
com condicoes iniciais:
y(z,T) =0, y(x,T) =0, 2(x,T)=0 in (0,L). (2.77)
e condicoes de fronteira:
y(0) =y(L) = 2,(0) = 2,(L) =0 in (T,40). (2.78)

Vamos abordar o problema de controlabilidade nula tipo-meméria através da nocao dual de

observabilidade. Para isso, considere o seguinte problema adjunto:

prow — K (pe +¢), = 0em Q; (2.79)

T
—p20tte — gy + K (g + ) — oz/t M(s,t)tpe(8)ds — aM (T, t)qu = 0em Q; (2.80)

o, T) = ¢° ¢u(2,T) = 9", ¥(2,T) =¢° in (0,L); (2.81)
2(0) = p(L) = 42(0) = (L) =0 in (0,T), (2.82)

onde (% ¢° o) € F C H e ¢’ €V tem uma tnica solugdo em (¢, 9, ;) € C ([0, T], H).
Observe que, de acordo com [43], a adi¢io do termo nao homogéneo M (T,t)q, é necesséria

para garantir que o termo de memoria esteja sob controle.

Agora estamos prontos para definir a propriedade de controlabilidade nula tipo-meméria.
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Definigao 2.1 Seja (y°,2°,y') € V. x V x H71(0, L) e um controle h. Vamos definir

R(T; (4% 2% yY) {y T);y1(T); 2 / M(T, 8)zpe(s)ds : h € L*(0,T; H Y (w ))}
(2.83)

i) O sistema (2.71) — (2.74) € nulo controldvel no tempo T se (0,0,0,0,0) € R(T; (y°; 2% y1))
para todo (y%;2%y) € V. x V x H71(0, L).

i1) O sistema (2.79)—(2.82) com dado final em F C HxV €é chamado inicialmente observdvel

em O se existe uma constante Cp > 0 tal que

T
O 721 0,y + 1901711 0.2y + 96 (O) [ + |02 (0) - SCl/O / 1|5 dedt,  (2.84)
para todo (%, ¢°, o', ¢°) € F.

Temos o seguinte resultado. Para efeito desses calculos, estaremos usando a notagao (I1,l2) em

vez de w.

Lema 2.1 Eziste um Ty > 0 tal que para todo T > Ty, e para todo (900,1#0, ot qo) € F, existe

uma constante positiva Cy, tal que, a solugcdo (p,v) de (2.79) - (2.82) satisfas

T lo
1o ()2 0.0y + 1Oz 0.1 + O + o (O < €1 /O /l Gdedt,  (2.85)
1
onde C1 depende de T, L, p1, p2,k € b.

Prova: A prova é baseado em técnicas presentes em [13] adaptacoes foram feitas a fim de
demonstramos a desigualdade inversa. No que segue denotamos c ou C' constantes genéricas que

dependem somente L, p1, po2, Kk € b.

|

Vamos considerar 0 < ¢ < 5+ onde |@| := I3 — 1, e definimos a funcao auxiliar, como em [13] e
[31]
()‘_1)3;’ YIS [O,E[
(@) =3 Az - )+ CR0, 2e D),
(A —1)(z — L), x €]ly, L]

ondel~1:l1—|—e, E:lg—eekzzw €]0, 1].
Seja {p, ¥, @i} solucao de (2.79) - (2.82) . Multiplicamos a equagao (2.79) por @,g\ e

integrando por partes, temos

L T o1 T (L T L
0= [,01/ gotgangdx} + / / gofgﬁ\dxdt — n/ / (0 + V) rprgrdzdt.  (2.86)
0 =0 2 Jo Jo o Jo
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Da mesma forma, multiplicamos a equagao (2.80) por 1.y, temos
T

0 = [ o2 / wxsoxtgxdx] + 2 / / oratorgrdedt + / / y2ghdadt
// SDm—i-lled)g)\dxdt—m/ / (@2 + )gydzdt

- / </ M(s, )z (s)ds, ¢19A> t—a/o (M(T, )43, Yug) dt (2.87)

Tomando ¥, = ;gpttt — @zgt € substituindo esta expressao em (2.87) e integrando por partes

novamente, obtemos

0 = pm / / sottgxdsvdﬂr* / / proghdadt + 3 / / Yrghdrdt

+ { / (L¢zt@tt9A - PZq/Jx@mtgA) dx] — K / / O + V) grdadt
t=0

[ ooz B [ [ a0t

—a/ (M(T,t)q0,, ¥ugy) dt (2.88)

Entao, adicionando (2.86) e (2.88), chegamos em

P1 P1P2 P2
0 = / / < (o + )% + *1/)5 + 5% + T‘P?t + 280925::) ghdxdt
T

+ [ / (pl@t@xgk + 7%%% - pﬂz)x@xtg)\) dm] —K / / ©r + V)thgrdadt
0

t=
/ T
B [ [ M) vt~ [ T )
Agora, observando que
, (A—1), z€[0,i[Ully, L],
A, x € [I1,1a),

Concluirmos a partir da identidade acima que

I
2
(1- A / Bt / / o1+ a0+ b2+ L2 1 (o 4 )
51
T

+ [ / (m%%w + Q%t%tgx - pz%%m) dfc} —K / / ©r + V)thghdadt
0 t=0

/
L9 / / M(t, 5)(wa(5), a(s))dsdt — o / (MT, 1), agn) dt. (2.89)
o Jo 0
Agora, vamos estimar cada um dos termos do lado direito de (2.89). Usando argumentos padroes,

podemos estimar o termo entre colchetes e temos
T
< C{E(T)+ E(0)}. (2.90)

L
1P2
[ / (plwtsoxm + %‘Pwt@ttéﬂ - P2¢1(Pmtg)\> dw]
0

t=0
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Usando as desigualdades de Young e Poincaré e o fato que sup |gj(z)| < 1 do seguinte modo

z€[0,L]
T L
‘—fe I <%+w>¢ggd:cdt'
0 0

IN

k [T L v [T L
n/ /(cpx+zb)2d:cdt+p/ / Yidadt.
2Jo Jo n Jo Jo
T
= 77/ E(t)dt, (2.91)
0

onde n > 0 é uma constante, a qual serd determinada posteriormente. No que segue, usando a

desigualdade de Holder e as estimativas da proposigao (2.2), temos

-4 M, ) a(s) (o]

/233)' (/Ot | M(t, s)st>1/2 < Ot |1[)m(s,x)|2ds>
3500 ( / ) E(t)dt)m E(t)"
< ;/OTKO W(/ E(t dt>1/2 dt;

< NOST)/O E(t)dt; (2.92)

Agora, vamos obter uma estimativa para o ultimo termo do lado direito (2.89). Desde

1/2

IA

L
/ a2l
0

IA

T
0y = M(th) (—pwm — gy + k(e + 1)) — a/t M(s,t)wm(s)ds> ,

de

T

obtemos que

T

_/T (M(T, )43, ¥ugr) dt = [/L (ﬁwmng _pwm%tw) dx] B

t=0

S [ [ (202 02 s
/0 </t M(S’t)%x(s)ds,%gx>dt.

Isto, juntamente com as estimativas de energia, implica que

T T
’—/ <M(T,t)q2z,¢xgk>dt’ < C{E(T)+E(O)}+C/ E(t)dt+ /E
0 0
(2.93)
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Entao, vamos considerar a estimativa (2.90), (2.91), (2.92) e (2.93) em (2.89), obtemos

r ATt 2 2 P1P2 2 2
(1—>\)/ E(t)dt < / /~ P1Y; +p2<ﬁxt+b¢ +780tt+/i(90x ) dxdt +

C(a){E(T)+ E(O }+77/ E(t dt+a0/ (t)dt + aNo(T /E
(2.94)

onde C' denota uma constante positiva qualquer.

Vamos definir a fungao de corte p = p(x) € C5°(0, L), tal que

(@—B)+1, Vel
vz € [0, 1 [Ulls, L],
<p(z) <1, Vzel0,L].

p(x) =

o o

Entao, multiplicamos a equacao (2.79) por ¢,p e integrando por parte a fim de concluir

T

o [T [T T L L
2/ / cp?p;vdxdt = /@/ / (pr + V) ppzpdxdt — [pl / @twmpdsv} . (2.95)
o Jo o Jo 0 t=0

Por outro lado, multiplicando a equagao (2.80) por 1, p, levando em conta que ¢,y = %cpttt—gpmt

e integrando por parte, obtemos

p”’? / / 2 ppdudt + 22 / / 02 podadt + - / / V2podadt =

p1p2
- R r¥x d + (E+ x d dt+
[/( PatPp — P2¢<Ptp> w]to H// Po + ¥)otopds
/ / (z +Y)bpedrdt — a/ / M(t, s)(z(s), ¥z (s))dsdt
o [ (M0l ) (296)
0
Entao, adicionando (2.95) e (2.96), obtemos

P1P2
/ / 1/2(k(pz +¥)* + bib2 + 79031‘/ + P16} + P2y )pudadt =
T

- [ / (P2 pat — pLP2 wztwtt—pmwz)pdas] + K / / (¢z + )Yppedrdt
0 t=0

/ /Mts (62(5), %()dsdt—a/{f (T, g0, up) (2.97)
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O termo entre colchetes na identidade anterior é estimado usando os mesmos argumentos usados

m (2.90). Por outro lado,

T L T L
/ / (0 + V)Yppdadt = n/ / goxqj)pxdxdt—i—li/ / V2 ppdadt;
0o Jo o Jo
2 T L T /L
< m|pm(£)’ r]/ / @idﬂ:dt+/£€/ / V2dadt
2e o Jo 2n Jo Jo

T L
+K / / V2 ppdadt. (2.98)
0 0

Consideramos & = |p;(z)|? e além do mais a desigualdade dada por

T rL T rL T L
/ / 2dxdt < 2 / / (¢u + )*dzdt + 2¢, / / Y2dxdt
0 0 0 0 0 0

De (2.98), temos

T L T L T L
H/ / (@r + P)dadt < ,%77/ / (<,0$+w)2dxdt+/£cp77/ / wgdacdt
o Jo
+ — max |ps(x \/ / ¢2p$d$dt+/ﬁ?/ / V2 pydxdt
277 z€[0,L]

K
E(t)dt+ | — max |p.(z +n>/ / 2p dxdt
o[ B (5 mannaoln) [

(2.99)

IN

Para estimar os dois tltimos termos de (2.97) procedemos da mesma maneira como em (2.92) e

(2.93). Entao, temos

Dz t NO(T> r
'—2 /0 M(t,s)(ipx(s),wx(s))dsdt' < b /0 B(t)dt (2.100)

]— / L MO, ) dt\ < C{Bm+EO}+C | " Byar + Yo / " B
0 0 2 0
(2.101)

Portanto, usando essas estimativas e o fato de que p, tem suporte contido em [l1, l2], podemos

estimar a integral no lado esquerdo do (2.97) do seguinte modo

l2
/0 /l~ (R(pa + )2 + 0032 + P22 4 1} + poipl dadt
1

T T
< n/o E(t)dt+a(C+No(T))/0 E(t)dt

(T
+ C /0 /l Yrdzdt + C(a) {BE(T) + E(0)} . (2.102)
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Combinando (2.94) com (2.102), concluimos

T T lo T T
— C 2 A «
1 )\)/0 E(t)dth/O /l W2 dt+77/0 E(t)dt + (C+N0(T))/O E(t)dt +
C(a) {E(T) + E(0)} . (2.103)

Para completar a demonstragao, temos que estimar os seguintes termos E(T) e fOT E(t)dt.Mas,

gragas a proposi¢ao (3.3)1, obtemos

T _ Tl T T
(1—)\)/0 E(t)dt<C/0 /Z ” dwdt+77/0 E(t)dt+aP3(T)/o E()dt +

C(a) <2 - O‘) B(0),  (2.104)

l—«

onde Py(T) = (§5PA(T) + C + No(T) ).
Escolhendo 7 > 0 tal que K = (1 — X) —aP3(T) —n > 0 e T suficientemente grande, decorre da

desigualdade anterior que

la
K/ E(t dt<C/ / Yrdadt + O )(1 ) E(0). (2.105)
i -
Aplicando a proposicao (3.3)2 mais uma vez, teremos
2— P
[TP4(T) — C(a) (1 a)] ) < C/ / Y2dadt, (2.106)
_ I
onde Py(T) = TIJ%(T)' Portanto, para T' > Tj, teremos a desigualdade desejada
l2
) <Oy / / YAdadt, (2.107)
l1
onde C = ¢ = € 1y = Cl(i=3) [ ]

TPy(T)—C(a)(3=2) Py(T) -

Temos o seguinte resultado.

Lema 2.2 Para todo (3°,2°,4y') € V. xV x H7Y(0, L) existe um controle h € L*(0,T; H (w))

tal que a sequinte identidade € valida para qualquer (@°, % o', ¢") € F C H x V,
/Ohwd:vdt = o1 (W(T), ") = p1 (U(T), ") = p1 (y',0(0)) + p1 (4%, :(0)) = p2 (yea(T), 4°)

T
+02 (Y, ¥(0)) + p2(0, 2(T)) = p2(012(0), 2°) + a/o (M(T, 5)222(5),¢° (@) dt.

(2.108)

onde (¢, 1) € uma solugdo unica para o sistema adjunto (2.79) - (2.82).
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Prova: Observe que o sistema (2.79) - (2.82) tem uma solugdo no espaco de energia associada
aos dados iniciais, que foi estudada no Teorema (2.1). Multiplicamos (2.71) por ¢ e (1.93)
por ¥ e integrando por partes em [0, L] x [0,7T], levando em conta as condigoes de fronteira e

adicionando as equagoes resultantes, temos

T

0 = [/L@t(m (1) — v D, t>>dx] o / / pydadi

—:‘ﬂ?/ / gomydxdt—i—n/ / Qg zdadt; (2.109)

[§]

T

T L L T L
/O/Ohxwd}dajdt = [/0 (—ym(x,t)¢(m,t)+<,0m(:v,t)z(m,t))dx]tO—pg/o /0 Oz zdadt

T L T L T L
—b/ / ¢mzdacdt—/<a/ / wmydxdt—i—m/ / Yzdrdt
o Jo 0o Jo o Jo
T L T ¢
+P2/ / (Ytatht — Pra2e) dxdt — a/ </ M(t, $)zzz(8)ds, ¢ (z, t)> dt.
0o Jo 0 0

(2.110)

De acordo com (2.87) — (2.88) e assumindo a condigao de compatibilidade

T (L
/ / Yzt — p2tprazt) dudt = 0,
0o Jo
temos que
T
/0 / hpdedt = p1(ye(T), %) — pr (y(T), ") = p1 (y' 0(0)) + p1 (4°, 06(0)) = pa (Yea(T), ¥°)
b2 (b)) + oo 20) a0, 4 [ [ o i+ ot

T L
+ /0 /0 (= p20ute — bibws + K(e + )] 2dedt

— a/OT </OtM(t,s)zm(s)ds,i/}(x,t)>dt. (2.111)
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Além do mais, podemos calcular

/ </ M(t, 8) 200 (5)ds, ¥, t)>dt
= / </ M (t,5)zza(s s,% </t z/}(x,s)ds+q°(x)>>dt;
/0 ' < /0 M(t,s)z(s)ds,% ( /t " e, 8)ds —|—q2x(x)>>dt
+ /OT <jt /OtM(t, S)Zzz(S)dS,qo<$)> dt;
_ _/OT </tTM(s,t)z/;m(s)ds,z(w,t)>dt—/OT<;t/tTM(s,t)z(s)ds,qu(x)>dt

T
s [ M) zants) )
0
T ; T
= —a/o </t M (5,132 (s)ds + M(T,t)q°, (), z(m,t)> dt
T
+ a/o (M(T, S)zm(s),qo(l‘)> dt. (2.112)
Agora considerando (2.112), a partir de (2.111) e a notatacdo O = w x (0,7"), temos
/Ohwdfcdt = p1 (w(T),¢%) — p1 (Y(T), ") — p1 (. 0(0)) + p1 (4%, :(0)) — p2 (Y1 (T), ¥°)

T
+02 (Y2 0(0)) + p2(0, 2(T)) = (e (0), 2°) + a/o (M(T, 8)z20(s), ¢ (2)) dt.

(2.113)

O préximo resultado do trabalho, declarado a seguir, garante a controlabilidade nula tipo-

memoria (2.71) — (2.74).

Teorema 1 O sistema (2.71) — (2.74) € nulo controldvel tipo-memdria se, e somente se, existe

uma constante Cy tal que

HQO(O)H%{(%(O,L) + [l (0)|7 10,0) T l0e(0) 5 + e (0) 3 < Ch /O W[5 dadt, (2.114)

para todo (¥, 90, o1, q°) € F C H x V. Onde (p,1) € solugdo de (2.79) — (2.82)

Prova: A parte “Se”. Fixado (3°,2°,y') € V x V. x H=1(0,L). Seja

F = {xo(p,¥) | (¢,1) resolve (2.79) - (2.82) para algum (%, ¢°, ¢!, ¢°) € F C H x V}2.115)
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O F é um subespaco linear de H (). Definamos o funcional £ em F' como segue:

Lxo(e,¥)) = —p1 (y", ¢(0)) + p1 (4°,01(0)) + pa2 (v, ¥(0)) — p2(12(0),2°),  Vxo(p, ) € F.
(2.116)

Pelo Lema (2.1) sabemos que existe uma constante C; tal que (2.114) é verdadeira, e conse-
quentemente temos que £ é um funcional linear limitado no espaco normalizado linear F'. Pelo
Teorema de Hahn-Banach, £ pode ser estendido ao funcional linear limitado sobre H~!(w).
Entdo, pelo Teorema da representacio de Riez, existe uma funcao controle h(t) € H () tal

que

/O W, ) (z, Odedt = L(xo(p, ¥)):

= —p1 (" 0(0)) + p1 (¥°, 0:(0)) + p2 (ys, ¥(0)) — pa(12(0), 2°). (2.117)

Esta h(z,t) € L?(0,T,H '(w)) é o controle desejado. De fato, pelo Lema (2.2) e (2.117),

obtemos

p1 (y(T), &%) — p1 (Y(T), ") — p2 (Yia(T), ¥°) + p2(ioh, 2(T)) +

T
o[ M@ znso)ts. ) =0
0
Logo deduzimos que

y(T) =0em V, y(T) =0 em H Y(0,L), y(T) =0 em H*(0,L), 2(T) =0em V

T
/ M (T, s)zzz(s)ds =0 em V.
0

A parte “somente se”. Desde o sistema (2.71) - (2.74) é nulo controlavel tipo-memdria, para
qualquer dado (y°, 2%, y') € VxV x H=1(0, L) existe um controle h € L?(0,T; H *(w)) dirigindo

a solugao correspondente para o resto. Da prova do Lema (2.2), temos que
=1 (y',9(0)) + p1 (4, ¢2(0)) + p2 (Y, ¥ (0)) — pa(12(0), 2°) = /O hpdadt.  (2.118)
Definamos um operador linear limitado A : F' :(— H como segue
A 9% 01, 4%) = (2(0),4(0), £2(0), ¢12(0)) ,

onde (p(0),1(0), ©:(0), p(0)) é o valor no tempo ¢ = 0 da solugao para a equagao (2.79) —(2.82)
com o dado final (%, 19, p!).
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Agora usamos um argumento de contradigdo para provar que solugdes para o sistema (2.79) —
(2.82), que satisfazem (2.114). Se isso fosse falso, entao, poderiamos encontrar uma sequéncia
{gog,wg,go,lc}zil C F com (2,99, 1) # (0,0,0) para todo k € IN, tal que as solugdes corre-

spondentes (¢, 1)) para (2.79) — (2.82) com (¢%, 9%, ¢!) substituido por (¢0), v}, ¢}) satisfaz

que
1
/O\ibk’%lxdt <3 (H@k(o)\ﬁ%(o,m + [k (0) 110,y + 1E ()T + \@fx(o)\%/> : (2.119)
Escrever
A = vk
IO 1) + 18O By 0 + IFOR + 1RO
e

Ph = M, V=AU, Bp = A

e denotando por (&k,izk) a solucdo correspondente para (2.79) — (2.82) com (¢, 9%, ¢') sub-
stitufdo por (Y, 1;2, 21). Entdo, segue from (2.119) que, para cada k € IN,

~ 1
/ i dadt < (2.120)
o k
(S
A@RL G| = VE (2.121)
Em vista disso (2.118), temos que
/Ohwdxdt = —p1(y",9(0)) + p1 (4°,1(0) + p2 (Y3, ¥(0)) — pa(pra(0), 2%);
= (A% 0% 0% %), (0 2%yt )
Portanto,
/O hpndadt = —p1 (y', 34(0)) + p1 (4, BE0)) + p2 (ub Br(0)) — p2(@h(0), 2°);
= (MA@ 0y ) ) (2122)

Por (2.122) e (2.120), temos que
A(F, @Zg, @1) tendendo a 0 fracamente em H com k — oco.

~ [e.e]
Assim, pelo Principio da Limitac¢ao Uniforme, veja a pdgina 32 em [11], a sequéncia {A((p’g, 0oL }k )

¢ uniformemente limitado em H que contradiz (2.121). =
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Capitulo 3

Estabilizacao uniforme para versao
truncada do sistema de Timoshenko

com damping nao linear

3.1 Introducao

Neste capitulo, estudamos a versao truncada do sistema Timoshenko sob o efeito de um damping
friccional nao-linear e localizado agindo na equagao do deslocamento rotacional. Provamos um
resultado de existéncia global usando o método de energia combinado com o método de Faedo-
Galerkin. Além disso, estudamos o comportamento assintotico de solucoes usando o método
de energia e algumas propriedades de funcoes convexas. Estes argumentos de convexidade foi
introduzido e desenvolvido por [36] e usados por [21, 29, 48]. Para alcancamos o resultado de
estabilidade assintética das solugoes nao é necessario estabelecer qualquer relacdo entre as ve-
locidade de propagacao de onda. O capitulo estd organizado da seguinte forma, na secao 3.2
apresentamos as notacoes e hipéteses do problema. Na se¢ao 3.3 mostramos o resultado de ex-
isténcia global para a versao truncada do sistema de Timoshenko, para uma melhor compreensao
da demonstragdo do Teorema 3.1 dividimos a prova em subsecoes. Na se¢do 3.4 vamos prova o

resultado de decaimento uniforme para a energia do sistema.
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3.2 Hipdteses e notacoes iniciais

Consideramos a dinamica do Sistema de Timoshenko unidimensional para vigas envolvendo um

termo de memoéria. Para um feixe com comprimento L, este sistema é dado por

P1Ptt — K (SO:E + %Zf)x = 07 €m Qv (31)

—p2pite — Dpz + K (SOIB + ¢) + 04(90)9(%) = 0, em Q, (32)

em um dominio retangular @ = (0,L) x (0,7) e I' = {0; L} representa a borda do dominio e
T > 0 é um dado tempo de controle. Para facilitar nossa andlise, consideramos as seguintes

condicoes iniciais:
p(2,0) = (), @u(,0) = ¢'(z), P(z,0)=1°(z) (33)
e condicoes de fronteira:
0(0,t) = @(L, 1) = ¢2(0,1) = ¢po(L,t) =0 em (0, T), (3.4)
Consideramos as seguintes hipdteses sobre a localizacao e fungao:

e Hipdtese 2.1: A funcao oo € C*°(0, L) é nao negativa e satisfaz

alz) >ay>0, z€wC(0,L)

e Hipétese 2.2 : Seja g : R — R uma funcao nio decrescente de classe C° tal que existe
uma fungao convexa e crescente Gy € C1(]0, 00) N C?]0, oc), satisfazendo G(0) = 0, e Gy
linear em [0, ¢] ou (G(,(0) = 0, G§ > 0 em ]0,¢]) onde ¢, ¢ e € s@o constantes positivas, tal
que

s>+ g(s)? < Gyl(sg(s)) paratodo |s| < e (3.5)

cs? < g(s)s < ¢ps® para todo |s| > e (3.6)

Observagao 3.1 A hipdtese (2.1) implica que a funcgdo de localizagdo o é suave e nao-negativa
e (2.2) implica que sg(s) > 0, para todo s # 0.

No que segue, adotaremos a notagao padrao para os espacos de fungoes estabelecidos anterior-

mente.
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3.3 Existéncia global
Agora, enunciamos o resultado que garante o sistema (3.1) — (3.4) seja bem posicionado.

Teorema 3.1 Seja {goo,wo, gol} € H. Assumindo que as hipoteses 2.1 e 2.2 sdo verdadeiras. O

problema (3.1) — (3.4) admite uma tnica solugdo fraca, satisfazendo as condigioes
p € L= (0,T; H*(0,L) N Hy(0,L)); ¢ € L= (0,T; H{(0, L)) ; (3.7)
e € L% (0, T3 Hg(0,L)) 5 pu € L*(0,T3V);

Prova:
Problema Aproximado: Vamos usar o método de Faedo-Galerkin para construcao de uma
solugao global. Seguiremos as técnicas de [12, 21]. Dado T' > 0 e realizando a mesma construgao

dos problemas aproximados dos capitulos 1 e 2, obtemos o seguinte problema aproximado

P1 (‘P;;z(t)’wu) — £ ((Pma(t) + Ym(t)), ,w) =0 (3.8)

—pP2 (@Zw(t)7 @V) — b (Ymaa(t), W) + K& ((Pma(t) + UV (1)), wy) + 04(56)(9(1#;71@))7 w,) =0 (3.9)

onde v =1,2,--- m, com dados iniciais
em(0) = cp?n = Zm: (goo,wl,) w, — ¢* € H*(0,L) N H&(O, L) (3.10)
v=1
Pm(0) = op = i (o', wy) wy — o' € Hy(0,L) (3.11)
v=1
Unl0) = W= 3 (00.5) B, — 00 € 10, L), (3.12)
v=1

Além disso, assumiremos a hipétese que
Y. (0) é limitada em V. (3.13)

Contudo, note que o sistema (3.8) - (3.11) apds devidas mudangas é equivalente a um sistema de
equacoes diferenciais ordinarias, cuja a existéncia e assegurada pelo Teorema de Carathéodory
seja por exemplo em [17]. Consequentemente, o problema (3.8) - (3.11) possui uma solugao local
(¢m,¥m) em algum intervalo [0,7},) com 0 < T;,, < T'. No préximo capitulo iremos a abordar
com mais detalhes as passagem acima, haja vista, que o problema a ser tratado serd bem mais

geral do que neste caso.
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A seguir, mostramos estimativas a priori que permitem estender as solugoes locais para o inter-
valo [0, T], para qualquer T

Estimativas:
Primeira estimativa: Desde que as sequéncias (¢, ok 10) convergem, segue que integrando
(3.8) e (3.9) sobre (0, L) e usando as condigdes (3.4), temos

1d

537 (PO +bma () + 5l (e (t) + (0 P + B2 (O + pal e (D)

L
+ [ a@uhatvde =o. (.14

Vamos definir a energia associada a (3.8) — (3.9)

Enlt) = 5 / ) (11O + bltoma (O + 8] (ma®) + Y (0) P + P21 (O + palehs (8) ) dav
(3.15)
A partir de (3.14) e (3.15) integrando de 0 a ¢, resulta
L Blt) + / Y@ (h)de = 0
dt mIATm
/ / W Ydzds < Em(0) < C. (3.16)

Estas estimativas implicam que a solugao (@m,¥m) existem globalmente em [0, +00). Con-

seqiientemente, obtemos

(@' )m ¢ limitada em L (0,T;V); (3.17)
(@.)m ¢ limitada em L (0,7;V); (3.18)
(pz)m € limitada em L (0,7;V); (3.19)
(") é limitada em L (0,7;V); (3.20)
(¥z)m € limitada em L (0,7;V); (3.21)

(¥'g(0'))m ¢ limitada em L'(Q), (3.22)

para todo T > 0.
Segunda estimativa: Primeiro, vamos estimar ¢!/ (0). Multiplicando (3.8) por p, . (t) e escol-

hendo t = 0, obtemos
p1|emO)] < K (|0 [+ el -
Portanto, de (3.10), (3.11) e (3.12), temos

lem (0)] < C.
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Consequentemente, pela hipdtese (3.13), temos

onde C' é uma constante positiva.

Diferenciando (3.8) e (3.9) com respeito a ¢, obtemos

(P10 () = Kl (t) + K (), w,) =0 (3.23)

(=P20m (1) = by (£) + K@l (t) + K1, (1) + (@), (8)g' (¥, (1)), W) = 0. (3.24)

Multiplicando (3.23) e (3.24) por pl,,(t), e somando v de 1 a m, segue

L

1d
335 (I OP + 81U OF + P2 1GIOF + palelne OF) = & [ (e + i), whado
0
L L
0 [ (e 00) v+ [ il )de =0
0 0
Assim,
1d
575 (P11 P + b (O + PG OF + polelna (O + [ (8) + 44 (1))

L
+ /O a(@)9!2g (W) dz = 0. (3.25)

Integrando sobre (0,t), de (3.16) temos que a energia FE,,(t) : Ry — Ry é uma fungao nao-

negativa e nao-crescente, logo deduzimos que

5 (PO 4 b (O + L2102 () 4 pal () 4 [ e () + 05 (1))

/ / 120 (! )dadt

,(,W (O) + bl (0)2 + P21 ) + pal e (0) +  [i1na (0) + 01, (0)[*) < M,

2
(3.26)

para todo t € [0,7] e M uma constante positiva independente de m € IN. Portanto, concluirmos

que

(¢ ) 6 limitada em L> (0,7;V). (3.27)

Rodrigues, Leonardo R. da Silva PDM



Existéncia global 82

Usando a imersao Hé((), L) < V, temos

¢ )m € limitada em (0 T;Hg(0,L)); (3.28)
(¢')y 6 limitada em L (0,T;V); (3.29)
(¢)m ¢ limitada em L (0,75 Hy(0,L)); (3.30)
(V) 6 limitada em L (0,7; H;(0,L)); (3.31)
W'g('))m 6 limitada em L' (Q), (3.32)

para todo T > 0.

Note que
L= (0,T; HY(0,L)) = [L* (0,T; H (0, L))] ;

L (0.7 0, 1)) = [ (0,73 1.0, 1))’

L= (0,T;V) = [L*(0,T;V)] .

Como um resultado de (3.28) — (3.32) e Teorema de Banach-Alaoglu-bourbaki e resultados de

regularizacao eliptica, veja por exemplo pagina 66 em [11], existe um subsequéncia (¢,) e (1),

tal que
(@) = ¢ fraco estrelaem L>(0,T;V) = (L' (0,T;V ]/, (3.33)
() = fraco estrela em L™ (0,T;V) = [L' (0,T;V ]/, (3.34)
(©)p = ¢ fraco estrela em L (0,75 H3(0,L)) = [L* (0,7 HX(0,L))]";  (3.35)
(1), =1 fraco estrela em L (0,T; H(0,L) ) = [Ll (0,T; H; 10, L))] (3.36)
g(¥), = x  fraco estrela em  LY(Q), (3.37)

Logo, de (3.33) — (3.37), temos
¢ € L>®(0,T; Hy(0,L) N Hy(0,L)), ¢ € L*®(0,T;Hy), € L>(0,T;H0,L)). (3.38)

De (3.29) e (3.31) temos que ¢/, é limitada em L>(0,T; V). Entdo ¢/, é limitada em L?(0,T;V),

usando Aubin-Lions [40], podemos extrair uma subsequeéncia 1, tal que
1/); — 1)/ fortemente em L*(Q).

Portanto

wL — 1)/ fortemente q.t.p em Q. (3.39)
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Lema 3.1 [21] Para cada T >0, g(¢') € LY(Q) e [|9(¥")|| 1) < K, onde K € uma constante

independente de t.

Lema 3.2 [21] Seja ¢(xz,t) solugdo de (3.1) - (3.4), entdo a convergéncia g(¢l,) — g(¢') em
LY (Q) € assequrada.

Assim

gl ) — g(v') fraco estrela em L'(Q),

e disto implica que

/ / (! Yodxdt — / / "dzdt para todo v € L*(0,T; V), (3.40)

com m — +00. Segue das convergéncias (3.33) - (3.37) e (3.40) cada u,v € L?(0,T; H}(0,L))

/ / P18 — K(Pma + ¥m)z) udzdt — / / (P11t — K(pz + )z) udxdt (3.41)

T rL

T /L
/0 /0 (—p2tte — Dux + K(@a + V) + a(z)g(th)) vdadt (3.42)
com m — +0o. Assim
T oL
/ / (1ot — k(g + 1)) udzdt =0 (3.43)
o Jo
T /L
| [ aue = b+t + )2 + alwlg(w) vdndt =0, (3.44)

Portanto o problema (3.1) - (3.4) admite uma solugao (p, ¥, ¢:). =

3.4 Comportamento assintético

Nesta se¢ao, vamos mostrar que a energia associada a solucdo do problema decai uniforme-
mente. Para isso, usamos o método de energia combinando com uma escolha adequada de um

Funcional de Lyapunov.
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Proposicao 3.1 Seja {¢, v, ¢} uma solugio de (3.1) — (3.4). Desta forma, a energia total
dada por

L L L
b
E(t) = p21/ \ t]2d +p2p \@tt\Qdm—i-p;/o ]goztIQdac—i-z/o ]w$]2dx+

K L
" / oo+ 2dz,  (3.45)
2 Jo

que satisfaz a sequinte tara de variagdo

d

L
GE0 == [ @iz <o (3.46)

para todo t > 0.

Prova: Multiplicando a equagao (3.1) por ¢; e a equagao (3.2) por 9, integrando o resultado
sobre (0, L) em relacdo a = e usando as condigoes de fronteiras (3.4), obtemos (3.46) para qual-

quer solucao regular. m

A seguir, vamos enunciar e prova lemas auxiliares que nos ajudaram a mostrar o decai-
mento uniforme da energia total. Ao longo de toda a prova, iremos usar extensivamente as

desigualdades de Holder e Young.

Lema 3.3 Seja {¢, ¢, @i} a solugao do sistema (3.1) — (3.4). Entao, o funcional

g pib [*
8<t) = _pQ/ QOtac(SOa: + ¢)d$ + ? (pthd$, (347)
0 0

satisfaz a estimativa

d L
aew <2 [oatr -5 [Cloetvparrc [l + 190 [ a@gwra

Prova: Multiplicando a equacao (3.2) por (¢, + v), integrando por partes sobre (0, L) temos

L L L
o / prta(pe+ 0)dz+b | (s +)ede + / 0o + Pdz =
0 0 0

L
- /0 (@) g () gz + ) da (3.48)

Usando a identidade

d L L L L
pn < PQ/ Otz (pz + ll))dx) + pz/ |80tx|2d$6 + ,02/ Pz Prdr = —Pz/ Otta (o + V)d,
0 0 0 0
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temos

d

L L L L
(oo [ ontortvian) on [loulao o [ oo 0 [ valeat s
0 0 0 0

L L
5 /0 o + 2z = — /O o(2)g () (s + ).

isto implica que

d L L L L
% <_p2/0 Qotd?(soz + 1/1)d37> = _p2/0 |<)0tx|2d‘r - P2/O (ptwwtdx - b/o wm(@x + ¢)xd9€

L L
_ o« / 0 + ¥[2da — / a(@)g(n)(pe + O)de.  (3.49)
0 0

Multiplicando a equagao (3.1) por %1/196, integrando por partes sobre (0, L) temos

Plb L L
? Pt dr — b/ (Spac + ¢)¢md1’ =0,
0 0

e usando a identidade

d [ L L
- o1 dr _/ O ipdx +/ O Ped.
dt Jo 0 0
Resulta que
d b L b L L
% (pl/ @thdx> - _£ (Pt:cwtdx + b/ (9033 + 1#)3:%0133 (350)
Kk Jo Kk Jo 0
Finalmente, adicionando (3.49) e (3.50), obtemos
d L plb L L L
% (_,02/ ‘ptx(‘pa: + w)dx + — (tha:dw> = _pQ/ ‘@ta:’de - /‘3/‘ |§0m + ¢|2d$
0 Kk Jo 0 0

(%) /OL cundr— [ " al@)glin)(es + V).
(3.51)

Vamos examinar com detalhe os dois ultimos termos que aparecem no lado direito de (3.51).

Segue da desigualdade de Young que

L L L
(242 [“ouinte < 2 [lpuPas+C [upas (3.52)
b K 0 2 0 0

onde C =b? (2 + %)2 /2p2. Da mesma forma, obtemos

/L<>< e +W)dr < ’O‘”OO/LUW%Z ””/L| e, (3.53)
—Oaxgwt pr +)dr < P Oamgt x+20 Y + Y|°dz, .

Usando as estimativas (3.52) e (3.53) em (3.51), obtemos

ie(t) <_P L| ?dx — “/L| +w|2dx+C/L|¢ [*dz + M’O/La(x)g(w )2dx
dt = 9 0 Pt 92 0 Pz 0 t 2& 0 t .
| |
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Lema 3.4 Seja {y, ¥, ¢} solugao do sistema (3.1) — (3.4). Entao, o funcional

L
H(t) := —p1/0 prpdr. (3.54)

satisfaz a estimativa

d L L L L
7 (—pl/ sOtst:r> < —pl/ o[ dz + 0(6)/ oz + ¥ dz + 2ecp/-f/ | [*dux.
0 0 0 0

Prova: Multiplicando (3.1) por ¢ e integrando sobre (0, L), obtemos

d L L L
— <—p1/ cpgpdx) = —pl/ |<pt\2d:r + H/ (@r + V) prde. (3.55)
dt 0 0 0

Usando a desigualdade de Young e considerando a estimativa dada por

L L L
/0 ‘9093’2611' < 2/0 "Pz + 1/}!26190 + 2073/0 \%\de,

temos

L L L

1

m/ (pz + ) prdr < <4€ + 26> H/ e + 9| *dx + 2ecp/<;/ 1| ?dex. (3.56)
0 0 0

Adicionando as equagoes (3.55) e (3.56) obtemos o resultado esperado,

d L L L L
pn (—pl/ gotcpdx> < —Pl/ e *dz + C(e)/ s + |2dx + 2ecp/1/ 1| 2da.
0 0 0 0

onde C(€) = (1/4e +2€¢)k. m
Lema 3.5 Seja {y, ¢, ¢t} solugdo do sistema (3.1 — 3.4). Entao, o funcional

L
K(t) = pg/ Oraprdr. (3.57)
0

satisfaz a estimativa

d L b [* 2 P2P1 L 2 L 2
a P2 Ptz Padr < 3 || “dx — —— |oue|“dx + p2 |pte|“da
0 0 Kk Jo 0

2 L
R™Cp

+2b

’ 2d HaHoo L 2d
@z + Y| T ; a(r)g(yr) dz.

Prova: Multiplicando a equagao (3.2) por ¢ e integrando por partes, temos

L L L L
p2/0 outhedr + b/o |1/)x|2da:+ K/o (pr + V)pdx = /0 a(z)g(Y)da. (3.58)

Segue da equagao (3.1) que 1, = 2Ly — Py Entao, substituindo ¢, em (3.58) obtemos
d L L L L
n (/72/ @tw@xdﬂ?) - 2 ’@tt\QdfC—b/ |¢x‘2d«’13+/32/ ’(Ptx|2dm
dt 0 K Jo 0 0
L L
= x [t vppdn = [ a@givde. (3.59)
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Agora, usando as desigualdades de Young e Poincaré, chegamos

L /$2 cp L ) b L )
5 [ (ot s < T2 | lpa et | [alda. (3.60)
0 0 0

Para a proxima estimativa procedemos de maneira similar a anterior, logo temos

L el [ ac [F
_/0 a(a:)g(wt)wdl’ﬁzel/o a(z)g(ve)de + 5 / 1| ?dex. (3.61)

Usando as estimativas (3.60), (3.61), obtemos

d L oo L L
Pz/ Prapadr | < —( pl) / Y| *dz p2p1/ |<Ptt|2dl‘+02/ |pra)*dz
dt 0 b 0 0
K2c
w0 [ g+ 1 [ oo
0

Agora, escolhemos
€< € =—

Portanto, temos a estimativa desejada

d L b [* 2 p2pP1 L 2 L 2
g\ | papede | < =5 [Vz|"dr — —=— [ |oul"dr+p2 | |pw|"dr
0 0 Kk Jo 0

HQCP L 2 o] o L
i . dx + =2 2da.
5% /0 |z + ¥|7°dx + 2, /0 az)g(Yy)“dx

Para N;, i = 1,2,3,4 constantes positivas suficientemente grande e considerando os fun-

cionais dados nos lemas 3.3, 3.4, 3.5 definimos o seguinte funcional de Lyapunov £
L(t) := N1E1(t) + N2E(t) + N3H(t) + N4K(t). (3.62)

Agora, estabelecemos a equivaléncia entre funcional de Lyapunov e a energia total associada

ao sistema (3.1) — (3.4). Mais precisamente, vamos prova o seguinte resultado.

Lema 3.6 Para N;, i =1,2,3,4 constantes positivas suficientemente grande, existem constantes

positivas k1 e ky tal que o funcional (3.62) satisfaz

ki E(t) < L(t) < koE(t), t> 0. (3.63)
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Prova: De fato, considerando o funcional £(t) definido acima, segue que

IL(t) = NiE(t)] < N2E(t) + NsH(t) + NaK(1),

L L L
b
< Nops [ leuler+ w)ldn + NP2 [ fgbalds + Napy [l
0 0 0
L
+ N4P2/ |tz |de.
0

Pela aplicagao das desigualdades de Young e Poincaré, concluimos que existe uma constante
c > 0 tal que
|L(t) — N1E(t)] < cE(t), t>0.

Consequentemente,
(N1 —c)E(t) < L(t) < (c+ N1)E(t) t>0,
escolhendo N > ¢ suficientemente grande, obtemos

ki E(t) < L(t) < ko E(t). (3.64)

Agora, estamos em condigoes de prova o resultado principal deste capitulo que é estabilidade

assintética do sistema.

Teorema 3.2 Vamos assumir as hipdteses 2.1 e 2.2. A energia E(t) do sistema (3.1) — (3.4)
tem uma estimativa uniforme com o tempo t tendendo ao infinito. Isto €, existem constantes

positivas, w e wy independente do dado inicial, tal que

B(t) < wn Gy <w /0 t C(s)ds) Wi >0, (3.65)
onde
Gh(t) = /t 1 G;(S)ds, (3.66)
c
-] se Go ¢ linear em [0, m)] .

tGy(eot) se Gy(0) =0 e G >0 em |0, m].
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Prova: Segue dos Lemas 3.3, 3.4, 3.5 e da lei de dissipagao (3.46) que

d L P1 L 2 P2 L 2
aﬁ(t) < -M a(x)wtg(z/)t)dx—2N35 lpe|“dx — (Ng — 2Ny) 5 | otz |“dx
0 0 0
L L
dec,k\ b
- 2N4p2’01/ loul2dz — ( Ny — Ny—=? / || 2da
2K 0 b 2 0
KC Cle)\ k [ L L
_ <N2—N4bp—2N3 é)) 2/ |cpz—|—¢|2d:v+NQC/ |1pt|2dm—N2/ o)y |2z
0 0 0
L 2 ||a||oo ||a||oo L 2
+ No | ax)|] de + N272 + Ny a(z)|g(y)| dx. (3.68)
0 I 261 0

Agora, tomamos cuidadosamente as constantes

b
€ =
depk

d> Conded= inf a(zx), satisfaz No(d — C) > 0,
z€[0,L]

obtemos
d L L L
GL@ < 28 [ipPde - (v - 280 2 [T eupds — 2822 [ s
dt 2 0 2 0 2KZ 0

RCp

b [ C L
— (V4 — N3) / g |*dz — ( No — Ny—2 — 2N3 () H/ oz + p|?da
2 J; b b )2,

L 2 ||a||oo HaHoo L 2
+ Np | alz)lf de + | N7 =2 + Na— == a(z)|g(¥r)|"dz.
0 K 261 0
(3.69)
Agora, escolhemos Ny > N3 seguido por Ny suficientemente grande tal que
C
Ny > max {2N4,N4’? 42N, z(:)}
isto implica que,
C
Ny — 2N, > 0 and Ny — M’%fp — 2N ée) > 0.
Agora, podemos concluir que existe uma constante positiva Ng > 0, que resulta em
d ~ " 2 2
%ﬁ(t) < —NoE(t) + C/ a(z) ([el? + () [?) da (3.70)
0

onde C = mazx {(C() + NyC),Co + Ny ||a2"‘{oo + N, Hgllloo } .
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A partir deste ponto, nosso objetivo serd obter uma estimativa para o termo integral da
desigualdade (3.70). Iniciamos por considerar que o conjunto {p,1, p¢} é solucao para (3.1) -

(3.4) e define o seguinte conjunto
Q+ = {JZ € (OvL) : |wt| Z 5}7 Q" = {‘T € (O7L) : th‘ S 5}'
Primeiro caso: Gy é linear em [0, ¢]. Entao assumindo a hip6tese 2.2 e a lei de dissipagao

(3.46), implica que

O+

L
| ate) @) de < [ ale) (6 atw?) dot [ ala) (6 +a(0)?) do

IN

i [ alaygtvde +81 [ ate)ignds;
_SE(b). (3.71)

IN

~ o~

onde 6 = C(61 + 61). Combinando (3.70) e (3.71)

d
T (L(t) +0E(t)) < —NoE(t). (3.72)
Desde que Gy é uma fungao crescente, deduzirmos de (3.72) que existe uma constante N > 0

tal que

%(5@) +6E(t)) < —NGa(E(t)). (3.73)

Segundo caso: Consideramos Gy em ]0,¢], tal que G;(0) = 0 e G” > 0. Desde que Gy é
uma funcao convexa e crescente e G 1 ¢ concava e crescente. Pela hipStese 2.1 e a partir da

desigualdade (3.70), podemos aplicar a desigualdade de Jensen para fungdes concavas. Obtemos

| o) @i +a@ s < 1+ [ oGy wat)ds

< (+e) [l 6t (et ) do
[ et @+ gwae < 10165 (i [ wateos).
< C1GRH(=CLE'(1)). (3.74)

Um combinagao de (3.70), (3.71) e (3.74) produz

% (L) + CB()) < ~NoE(1) + GGy (~CLE (1)), 12 0. (3.75)

Vamos denota por G{j a funcao conjugado convexo de G

Go(s) := sup (st — Go(t)).
teR
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Entao Gj é a Transformada de Legendre G, da qual é dada por
Go(s) = s(Gop) ™ (s) = Gol(Gp) ™! (s)], Vs =0 (3.76)
e satisfaz a seguinte desigualdade
st < Gy(s) + Go(t), Vs, t>0. (3.77)
A relacio (3.76) e o fato de que G§(0) = 0 e (G}) !, Gy sao fungdes crescentes temos
Gi(s) < s(Gp)7(s), Vs>0. (3.78)

A fim de completar a demonstragao do caso 2, considere para €y < € e usando (3.75) e o fato de

que E'(t) < 0 Gj > 0, definamos o funcional G(¢) dado por
G(t) :== GoleoE(1))[L(1) + COE()] + CLOLE(t),

onde €g é uma constante positiva a ser determinada mais tarde.

Entao,

% (Gg(eoE(t))[c(t) + C&HE®)] + Cyc;E(t)) = FE ()Gl(eoE(t)[L(t) + C6E(1)]

+ Gi(eE(1)[L(t) + CoLE (t)] + CLCLE (¢).

Fazendo a seguinte mudanca de varidvel s = Gh(eoE(t)), t = Gy'(—CiE'(t)) e usando as

desigualdades (3.77) e (3.78) respectivamente, temos

IN

—NoGh(eoE(t))E(t) + C1Gh(e0 (1) Gy (—=CLE' (1)) + C1C4 E' (t);

IN

)
—NoGp(eoE()E(t) + C1G(Gh(eo E(1)));
)

< —NoGh(eoE(t)E(t) + C1Gh(eoE(t))eo E(1);

N,

agora escolhendo €y < €y = 5—0, obtemos
1
d
590 < —G2(E@)). (3.79)
Seja
Fop) — L(t)+IE(t) . . se G ¢ linear em [0, €] (3.80)
Gy(eoE(t))[L(t) + CHE(t)] + CiC1E(t) se G{(0) =0e Gj > 0 em ]0,¢].
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De (3.73) e (3.79), segue
—E( ) < —e3Ga(E(t)), VYt>0. (3.81)

Resta ver que £(t) é equivalente a E(t). De fato, pelo Lema (4.4) podemos escolher uma
constante positiva grande o suficiente tal que £(t) ~ E(t). Entdo, L(t) é equivalente também a

E(t) e explorando o fato que a fungao Gy é crescente, obtemos

d ~
L) < —GGa(L(t),  vt=0. (3.82)
Inspirado nas técnicas de [29], levamos em conta (3.66), que implica que G} = —1/G2, e usando

(3.82), temos
L'(t)G(L(t)) > T. (3.83)

Integrando sobre (0,¢) e usando o fato que E(t) é uma fungao nao-negativa e nao-crescente,
entao produzimos

G1(L£(0)) + gg) < Gi(L(0), YO<t<T. (3.84)

Entao, explorando o fato que G1_1 é decrescente, obtemos
e (Gl(f(o)) + tw) > £(0) (3.85)

Finalmente, a equivaléncia de £, £ e F, resulta na estimativa

E(0) < wi Gy (Gl(Z(O)) n tw) , (3.86)
E(t) < E(0), Y0<t<T. (3.87)

Portanto,
Bt) < winGr ( /g ) Vi 0. (3.88)

Além do mais, desde G2 e Gy sao convexas, entao lim;_,o G1(t) = +oo e supondo

/Oo ((s)ds = +o0,
0

temos estabilidade uniforme do sistema, quer dizer,

lim E(t) = 0. (3.89)

t——+o0
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Capitulo 4

Estabilizacao uniforme para versao
truncada do sistema de Timoshenko

semilinear e memoria com historia

4.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos a existéncia, unicidade e dependéncia continua das solucgoes da versao
truncada do sistema de Timoshenko com pertubagoes nao lineares e meméria com historia, isto
é para t < 0. No estudo de propriedades qualitativas do sistema estudamos o comportamento
assintético das solugbes. A existéncia de solugoes se da via método de Faedo-Garlerkin. A
estabilidade assintética do sistema é alcancada através do método de energia.

Para resolvermos este problema faz se necessario transformar o problema com histéria em um
problema auténomo equivalente. Seguindo as ideias desenvolvidas por Darfemos [18], vamos
introduzir uma nova varidavel ao problema, conhecida como histéria de deslocamento relativo
(ver [27, 28, 51]). Vale apena ressaltar que a contribuicao deste resultado se da pelo fato que
alcangamos os mesmo resultado contido em [27], mas no caso dessa Tese nao usamos qualquer
relagao entre as velocidades de propagacao da ondas.

O resto do capitulo esta organizado da seguinte forma. Na secao 4.2 apresentamos as hipdteses e
notagoes pertinentes ao problema. Na se¢ao 4.3 mostramos a existéncia, unicidade e dependéncia
continua das solugoes para facilitar a leitura do texto dividiremos a demonstragao em subsecoes.

Na se¢ao 4.4 mostrarmos o resultado principal do capitulo que o a estabilizacao das solugoes
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quando o tempo ¢ tende ao infinito.

4.2 Hipodteses e notacoes iniciais

Vamos considera a dinamica unidimensional do sistema de Timoshenko semilinear para vigas

envolvendo um termo de memoria. Para vigas com comprimento L, este sistema é dado por

prp — k(e +9), = flp), em Q, (4.1)

—P2Pttr — b)re + K (901‘ + ¢) - /0 /B(S)wxx(t - S)dS = 9(¢)a em @, (42)

no dominio retangular @ = (0, L) x (0,7) e I' = {0; L} representa a fronteira do dominio e 7' > 0
é uma tempo controle dado. Para facilitar nossa analise consideramos as seguintes condigoes
iniciais:

p(2,0) = (), @i(,0) = ¢'(z), P(z,0)=1°(z) (4.3)

e condicoes de fronteira:
gD(O,t) = @(Lvt) = ww(oat) = ?ﬂx(L,t) =0 em (OvT)a (44)

com constantes positivas p1, p2, K, b.
Seguindo as ideias de [18], introduzirmos uma varidvel conhecida como histéria de deslocamento

relativo, dada por
nt(st) :w(xat)_w(wvt_s)a 3207 (45)

consequentemente obtemos as seguintes condigoes iniciais e de fronteira

n'(x,0) =0, Vt>0; (4.6)
n'(0,s) =n'(L,s) =0, Vs,t>0; (4.7)
n’(x,5) = no(x,s), Vs> 0; (4.8)
Claramente, (4.5) dado
i (x,s) + (@, s) = (2, 1). (4.9)

Quando o kernel § é somével, adicionamos e subtrairmos a equacao (4.2) o termo ¢, fooo B(s)ds

e consideramos (4.5), obtemos

—P20tte — D1Vze + K ((PI + w) - /O M(S)Wix(s)ds = 9("¢) (410)

Rodrigues, Leonardo R. da Silva PDM



Hipdéteses e notagoes iniciais 95

onde temos
m=<h+AmM$®>ezM®=—M@

é uma constante positiva relacionada com o nicleo de memoria .

O sistema (4.1) — (4.2) é transformado no sistema

prow — k(e +v¢), = fle), (4.11)
m%mmwm+nw%+w>'£ Wt (s)ds = g(9), (4.12)
R (4.13)

em (0, L), para qualquer ¢t > 0 e qualquer s > 0, com as condigoes iniciais

o(x,0) = ¢%x) em (0,L) (4.14)
oi(x,0) = (z) em (0,L) (4.15)
U(z,0) =¢%(x) em (0,L) (4.16)
"’ =mny em (0,L) x (0,00) (4.17)
e condigoes de fronteira:
©(0,t) =p(L,t) = 0,Vt>0, (4.18)
. (0,t) =, (L,t) = 0, Vt >0, (4.19)
n'(0) = 0, vt >0, (4.20)
n'(0,8) =n'(L,s) = 0, Vt,s>0 (4.21)

Observagao 2 Note que o sistema (4.11) - (4.21) € um sistema auténomo e equivalente ao

sistema (4.1) - (4.4).

O nucleo de memoria p é requerido que satisfaca as seguintes hipdteses:
(h1) pe CY{RY)NLY(R") Vs € RT;

(h2) p(s) > 0e p'(s) <0 Vs € R

(h3) [y~ u(s)ds = po > 0;

(h4) 1/ (s) + du(s) <0Vs € RT e algum § > 0;

(h5) Existe so > 0 tal que L2(0,s0) e p/(s) + Mpu(s) >0 Vs > sg e algum M > 0.
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Vamos introduzir espaco 7 de L] -translacoes limitadas LP a valores de fungdes sobre R, a

saber

£+1 L 1/p
T=3Sue L] (Ry,V);|ull;:= sup/ (/ |u(t)|pd:n> dy < o0
o ° 0

Veja, por exemplo [28].
Em vista de (h1), seja LZ (R™, H}(0, L)), serd um espaco de Hilbert H}(0, L) a valores de funcdes

sobre R,
M = Li(R‘F,H,}(O,L)) = {u :R* — HX0,L)| /OOO wu(s) Hum(s)H%/ds < oo} (4.22)
munido com o produto interno
(ot = [ ulo)oul). el vt (4.23)
Finalmente introduzimos o espago de Hilbert
H:=HxV x M.

Agora, vamos formular mais precisamente as condi¢oes de nao linearidade do problema. Assu-

mindo que ambos os termos forcantes f e g sdo fungoes Lipschitz em suas varidveis, ou seja,

[f(u) = f(0)] < crlu—v] e [g(u) = g(v)| < ¢glu—v] (4.24)

para cada u,v € R, onde ¢y e ¢, sao constantes positivas, e g é zero na origem. Outras hipéteses

sobre a nao linearidade sao dadas. Vamos introduzir os seguintes funcionais

F(s) = —/Osf(y)d% G(s) = —/Osg(y)dy

L L
Flp) = /0 Flo(e))dz, G@) = /0 G (x))d.

Temos as seguintes hipéteses: existe uma constante C'y > 0 tal que

(f1)
lim mfF(zy) > 0;
ly|—o0 (Y
(f2)
|f'(y)| < Cp:
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(91)
lim inf (3) > 0;
ly[—o0 Yy
(92)
lim anw > 0.
ly|—=o0 y
As seguintes desigualdades sao consequéncias direta de (f1) — (¢2):
L
~F)+e [ el —eo Vo€ HY0,L); (1.25)
0
L
6+ [ Wl > o Vo€ IO, (4.26)
0
L L
= [ wowds + G + ¢ [ faPde = o1 Vo€ 10, L) (4.27)
0 0

para algum cg,c; > 0.
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4.3 Existéncia e Unicidade

Iniciamos essa se¢ao com o conceito de solugao fraca para problema (4.11) — (4.17) que serd

usado neste trabalho.

Definicao 4.1 Seja I = [0,T] com T > 0. Chamamos o conjunto de funcoes {@, v, o1, n} €
C (I;H) solugdo fraca para o sistema (4.11) — (4.17) no intervalo I, se (¢°,¢°, ', n°) € H e
d
7 (Pe(t), oo+ pauia) + b1(((2), ) + £k (9 + ), (v2 + )

[ ) L) e s))s = (Fp)o) + (9.0 (1.25)

Para todo (v,u,§) € H x M no sentido de D'(0,T).

Agora, vamos mostrar o resultado que garante que o sistema (4.11) — (4.17) é bem posto, de

acordo coma defini¢ao (4.1).

Teorema 3 Seja (hl) — (h2) e (f1) — (g2) verdades entdo, dado qualquer T > 0:

(7) O problema (4.11) — (4.17) possui uma solugdo fraca {p,,or,n} € C (I;H), com dado

inicial {g@o,?/)o,gpl,no} € H, satisfazendo a condi¢do

¢ € L (0,T; H*(0,L) N Hy(0,L)) 5 ¢ € L (0,T; H{(0, L)) ;

@i € L™ (0,75 Hy(0,L)) ; n € L*®(0,T; M); (4.30)

(17) Sejam z; = {@i, Vi, pri,mi} duas solugdes para o problema (4.11) — (4.17) correspondentes
0

aos dados iniciais zop; = {cp?, ?, go%,ni} para © = 1,2. Entao, vale a sequinte estimativa

[21(t) — 22() |5y < € [lz0,1 — 20214 - (4.31)

para alguma constante C' > 0. Em particular, o problema (4.11) — (4.17) tem uma tnica

solugao.
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Prova:

Problema aproximado
A existéncia de solugoes serd feita usando o método de Faedo-Galerkin. A demonstragao segue os
argumentos contidos em [12], [41] and [51]. Primeiro construiremos uma base adequada para as
solugoes aproximadas. De fato, seja {w, },p uma base para H2(0, L)NH}(0, L), tal base existe
pelo fato de H2(0,L) N HE(0,L) ser um espaco de Hilbert separavel, aplicando o processo de
ortogonalizacao de Gram-Schmidt, obtemos {w, }, . ortonormal em V. Para resolvermos este
problema precisamos de uma outras base para H!(0, L), usando os mesmo argumentos prévios

encontramos uma base {w, }, . que é ortonormal em H} (0, L). Definamos

Vm — [’UJ]_,U)Q,’UJ?,,‘ o 7wm]a

Um:[ﬁaﬁ7%7"‘ J/Q'U\'ﬂ/l:l?

os subespacos gerados pelos primeiros m elementos das bases {w,}, ey € {Wy}, ey Tespectiva-
mente. Agora vamos selecionar uma base ortonormal regular (§,),eN para o espaco M. Para

isso seguiremos os passos contidos em [51], tomando vetores funcoes &, da forma (c;W;); jeN,

onde (¢;)ien é uma base ortonormal de L2(RT) N C(RY) e @ = ;= Y De fato, se
K J HwJHH}(O,L)
& = cpWj e & = cqWy, entao
(&0, &) m :/0 1u(s)ep(s)eq(s)ds((Ws, Wr)) = Opgdjk- (4.32)

onde (&,,&)m = 0, ( Delta de Kronecker). Entao, (§,),en é ortonormal em M e &, €

cge (R™,H}(0, L)) para v € IN. Consideremos para cada m € IN o subespaco de dimensao finita

Zm = [£1,62,&3, 1 &ml- (4.33)

Agora para cada dado inicial {(po,wo,cpl,no} € M e uma funcao pj;n,(t) fixa, procuraremos

fungoes da forma
om : (0,ty) — Vi

t— om(t) = Z Djm(t)w;
j=1

Q;Z)m : (O,tm)—>Um

t— m(t) =Y pjm ()0
j=1
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nfn : (0,tn) — Zm

L nhy(s) = > gim(t)&
j=1

que satisfaca o seguinte problema aproximado

(18,() = 5 (Pma(t) + (1), = f(om(D), w)) (4.34)
(_pQQOQ/nx(t) - blwmxx(t) + K (‘me(t) + wm(t)) + Uﬁn = 9(1/1m(75))a {EV) (435)
(aﬂﬁméu)M + (3577%’511)/\4 = (ﬂlin(t),fu M (4.36)
onde 7 =1,2,--- m, com dados iniciais

em(0) = @b =" (% w)w, — " € H*(0,L) N Hy(0, L) (4.37)

v=1
Pn(0) = wh = (9" w)w, — o' € Hj(0,L) (4.38)

v=1
bm(0) = 9%, =" (¥ w,) @, — ¢ € H(0,L). (4.39)

v=1
7721 = 772%0 = Z (770,51/) & — 770 eM (4'40)

v=1

Como j4 foi visto nos capitulos anteriores o modelo (4.1) -(4.2) é equivalente ao seguinte modelo

P1P1 — P2Pttz T bQOxm:c + / H(S)przxm(t - S)dS = f((p) (441)
0

Além do mais, podemos transforma o problema (4.41) em um problema auténomo. De fato,

00
P1Ptt — P2Pttar + bl‘p:v:czrz + / M(S)Uimx(s)ds = f(SO)a (442)
0

Dty (443)

n +nt

A partir dessas observagoes podemos verificar que o sistema (4.34) — (4.40) é equivalente a

(4.42) — (4.43) na forma aproximada, ou seja, para cada m temos (¢, n%,), temos

Pl(gplrln(t)a wy) — PZ(SOIrInm(t)a wy) + b1((@am(t), wz)) + (Tlim, Wyg)m = (f(em(t)), wy), (4.44)

(0imps &) g+ (Ot €0) o = (D0 (), 60) - (4.45)
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A fim de resolver este problema, devemos aplicar as solugoes aproximadas, obtemos

p1 Y (P (Owjswp) = p2 Y (D (Owsywy)) + 01D (i (D wje, wie)
j=1 j=1 j=1
m
+ Z(gjm(t)gjza Wyz)m = (f(em(t)), wy), (4.46)
j=1
Z g]m 5]751/ M +Z sg]m 5]751/ M = Z p]m wjafu . (4'47)
7=1 7j=1 =1
Assim, o problema aproximado (4.46) — (4.47) pode ser escrito como,
(,01 P2 p]m + by ijm w]ma wwc + Z g]m f]ma wux)./\/l = (4-48)
7=1
Gim (D) = D Py (8) (), &) 0 Zgjm ) (0,6 ) - (4.50)
j=1

com as condigoOes iniciais

pjm(o) - (‘poawj) 5 p;m(O) = ((Plfwj) s gjm(o) = (Uo,fj)/\,p J=12--- m, (451)

além do mais, satisfaz as convergéncias (4.37) — (4.40).

Contudo, temos um problema de Cauchy para um sistema de Equagao Diferencial Ordinaria
(EDO) nao lineares de segunda ordem, em (pjm (t), gjm(t)), que tem solugdes locais pjn,(t) € C*
e gjm(t) € C no intervalo (0,%,,), cuja existéncia de solucoes pode ser provada via teoria classica
de EDO’s, ver por exemplo [17].

Estimativas

Multiplicando ambos os lados da equagdo aproximada (4.34), (4.35) por p,.(t) e (4.36) por

gjm(t) e somando em j de 1 a m e integrando por partes sobre (0, L), obtemos:

(P16 (t) = £ (Pma(t) + Y (1), = f(om (), om(t)) (4.52)
(=P20ma(t) = b1¥man(t) + K (Pma(8) + i (t)) + 1 = 9 (2)), Ui (1)) (4.53)
(O M (8)) g+ (Ot 1 () g = (U (1) 1 (5)) g (4.54)

Vamos obter estimativas que nos permitam estender as solugoes locais do intervalo [0, ¢,,], para

qual quer T'. Definamos o funcional

(1) = 5 (1l + baltma (D + ] (oma(t) + (1))  + L2210, (1)

o2l (O + [l ()) - (4.55)
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Multiplicando as equagoes (4.52), (4.53) por ¢, 1! respectivamente e integrando por partes
sobre (0, L). Em seguida adicionando o resultados, obtemos

1d
2dt

—Fm(em(t)) = Gm(bm(t))) = — /OOO 1(8) (Mo (5), Wy (5))ds +/0 Frn(m(£)) gl (). (4.56)

(P11 + biltbme (O + 5l (Pma(t) + () 2+ EL21 0 ()12 + palir (D

Multiplicando , (4.54) por 7t (s) obtemos

33 Nt 5 [ 10 @) ds = [ a6 ahon(s) (s, (457)

Agora, somando (4.56) e (4.57), resulta

1d
2dt

L
el O + [ (93 +2 [ Plon(®)o +2 /0 Gwm(t))dx):

(11O + b1 lma (O + 8] (P (1) + Y (D) 2 + P22, (024

1

[e's) L
=5 | ra @ st [ fulonO)hdn. 059

Em particular, observamos que se integramos por partes o primeiro termo do lado direto de

(4.58) em s e usando as hipdteses (h2), (h4) temos

_é /0°° 11(8)0s \nfvm(s)’? ds < _g /O°° (s) \nﬁ;m(s)ﬁ ds, (4.59)

enquanto que usando a desigualdade de Holder e a condigao (f2) para o segundo termo do lado

direito temos,
L L 1/2
[ stentnettvan <o ([ ienoras) (1.60)
0 0

Assim usando as estimativas (4.59) e (4.60) em (4.58) temos a seguinte estimativa

00 L 1/2
GEO < 5 [Tu@ @ asor ([ duopar)

‘/ " (3) [ (9)] ds + OB (112, (4.61)
0

IN

2
além do mais, usando a desigualdade de Young em Cf\/%Em(t)l/ 2 e omitindo termos nio

negativos, obtemos

%E{”(t) <O+ SE), (4.62)
onde
m 1 2 2 2 4 p1P2 2 / 2
EY'(t) =5 (mlcpm( )7+ b1l tbme ()7 + K] (Pma(t) + m(8) [ + =i ()" + pal@hna (¢)]

L L
+ ann(s)Hi/l +2/0 F(cpm(t))dx+2/0 G(wm(t))dx>(4.63)

Rodrigues, Leonardo R. da Silva PDM



Existéncia, unicidade e dependéncia continua 103

Das condigoes (4.25) e (4.26),

L L
| Flenttnds= ~ae [ Glom(t)dn =~
0 0

entao, este resultados garantem

E™(t) < E™(t) + 2co. (4.64)

Consequentemente, apds integracao de (4.62) no intervalo de 0 a t e usando a estimativa (4.64)

obtemos

E™(t) < E(0)+TC+ - / E™(s)ds + 2co;
= / E™(s (4.65)
Logo, pela desigualdade de Gronwall asseguramos que
E™(t) < Coez, para todo 0 < t < t,, < T, (4.66)
com m =1,2,---. Portanto, obtemos

(¢)m € limitada em L (0,7;V); (4.67)
(¢")m 6 limitada em L (0,T;V); (4.68)
(¥)m € limitada em L (0,7;V); (4.69)
(7)m ¢é limitada em L (0,7;V). (4.70)
Usando a imersao de H}(0, L) — V, temos
(¢")m 6 limitada em L (0,7 Hj(0,L)); (4.71)
(@)m ¢ limitada em L™ (0,7 Hy(0,L)); (4.72)
(¥)m ¢ limitada em L™ (0,7 H}(0,L)); (4.73)
(M)m € limitada em L (0,T;M). (4.74)
Note que
L= (0,T; HY(0,L)) = [L* (0,T; H (0, L))];
L= (0,T; H(0,L)) = [L* (0,T; H (0, L))
e

L>(0,T;V) = [L'0,T; V)] .
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Como resultado, de (4.71) — (4.74) e Teorema de Banach-Alaoglu-bourbaki e resultados de

regularizacao eliptica, existem subsequéncias (¢,), (1,) e (1,) tais que

(@) =@ fraco estrela em L (0,T; HE(0,1)) = [L' (0, T3 HY(0,L))]";  (4.75)
(P)p = ¢ fraco estrela em L (0,T; H3(0,L)) = [L' (0, T; HY(0,L))];  (4.76)
(V) =1 fraco estrela em (o T; HN(0,L)) = [L* (0, T; HTY(0,L))];  (4.77)
(M), =1 fraco estrela em L™ (0,T; M) = [L}(0,T; M)]' (4.78)

Portanto, de (4.75) — (4.78), temos
¢ € L>(0,T; Hy(0,L) N HH(0,L)), ¢ € L= (0,T; Hy(0,L)),
¢ € L™ (0,T;HL(0,L)), neL>®(0,T;M). (4.79)

Explorando uma bem conhecida propriedade de imersao (cf. Lema 1.2, em [40] e Lema 8.1 em

[41]), temos que

p € C(0,T; Hy(0,L) N Hy(0,L)), ¢ € C (0,75 Hy(0, L)),

Y eC(0,T;HL0,L)), neC(0,T;M). (4.80)

Unicidade e dependéncia continua
Vamos considerar z1 = {¢, 1, o, n} € 22 = {(ﬁ, 0, 31, 77} duas solugoes para o problema (4.11) —
(4.17) com dados iniciais zo1 = {¢°,¥%, o', 1} e 202 = {cp PO, B! NO} Definamos u := ¢ — @,

vi=1 — zz e ( =n—1], entao a funcao z = {u,v,us, (} é solugado do problema

P1Ug — K (Uw + U)x = f(SO) - f(@v (4'81)
—potistz — bivae + K (ug 4+ V) — /O w(s)Co(s)ds = g(¥) — g(¥), (4.82)
G+ = (4.83)
com condicoes iniciais
2(0) = {900—?00;@&0—1;0;@1—&1;40—30}- (4.84)

Multiplicando a equagao (4.81) por ug, (4.82) por vy e (4.83) por (, integrando por partes em

(0, L) e adicionando as expressoes resultantes, obtemos

&‘Q‘

- (Pl + bafoa ()2 + paluar () + P22 (1) 2 + lua (8) + 0(0) + 1110
—(C Om+ () = F@0), wt) + (9(6(8) — g(B(), v(t)) +
(el (8)) = Sl @(0)), ua(1)) - (4.85)

DO =
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Vamos estimar de forma conveniente os termos do lado direito da igualdade acima. Com respeito
as aos trés ultimos termos, f e g sao funcgodes Lipschitz, em particular usando desigualdade de

Holder, obtemos

L
(o)~ FEDw®)] < [ 17e(0) - FEO) uu(olds:
L
< ¢ /0 o(t) — Bt e ()| d
L
< o [Tl

para qualquer constante cy > 0. Portanto, pelas desigualdades de Young e Poincaré, temos

e 2, lw@)?
[(F(o() = F(p(8), ue(8))] < 2/\\ ua (D) + 5
(7 2
< 2 (ju®) + o0 + o) + O (s
para qualquer constante ¢ > 0.
Da mesma forma com (4.86) temos a estimativa para
~ ve(t)?
(o0 — o) um)| < Doy + 1O (4.87)
Finalmente,
e~ o | cluu(t))?
|(fele(®) = fel(®), )] < eplua(t)]” + ———,
< e juatt) + o + o)) + 5 (0

Além do que, das hipéteses (h1) — (h5) e como ¢ € L>(0,T, M) com ¢*(0) = 0, resulta

¢ = - [ " u(s)(CHs), ¢ (5))ds
= 5 [ NP
< -2 | i

5
5 1M (4.89)

IN

Substituindo as estimativas (4.86) — (4.89) em (4.85) obtemos

1d

£1P2
o o O

{ ol (®) + balua ()2 + paluan(1) 2 + +fua(6) + o(8)? + 1R} <
t

\vt( )

 {lue@®) + a0 + Juat (O + luee (0) + [ua(t) + v(@)]* +[IC1134} + ,(4.90)
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apara qualquer constante ¢ > 0. Observe que z = {u,v,us,(} = 21 — 22, portanto podemos

rescrever (4.90) como

%w(t) < cw(t) + hy(t). (4.91)

onde w(t) = ||z1(t) — zz(t)H; e hy(t) = M Sem perda de generalidade, podemos define uma

fungao f(t,w(t)) tal que é Lipschitz na segunda varidvel. Entao, temos
Loy < Fltow(). (4.92)
Aplicando a desigualdade de Gronwall em (4.92) temos

l21(t) = 22(8)lI3, < € ll20,1(t) — 20203, ¥t € [0, T). (4.93)

Isto mostra a condicdo (4.31) e a dependéncia continua da solu¢do em relacao aos dados iniciais

em H. Além do mais, temos a unicidade de soluces. m
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4.4 Comportamento assintético

Nesta secao vamos mostrar que a energia associada ao sistema tem um estimativa uniforme
e a existéncia de um conjunto absorvente para as solucoes do problema. Para alcancarmos este
objetivo, usamos o método da energia combinado com a escolha de um funcional de Lyapunov

adequado.

Proposicao 4.1 Seja {p, 9, o1, n} solugdo para o sistema (4.11)—(4.17), desde modo, a energia

total € dada por

L L
b
Bt =5 / e+ 22 [ o e+ 22 | teaPdas3 [
0

2
/ e + |2dx + = / / s)|nL 2 dsdz, (4.94)

e satisfaz a sequinte taxa de variacdo

d 5 [
SR < _2/0 () |1 ()] ds + CpvaeB ()2, Wt > 0. (4.95)

Prova: A prova segue imediatamente da desigualdade (4.61) quando m — oo. Portanto, a

desigualdade (4.95) é verdadeira, onde
Ei(t) = B(t) + 2 / Flo(t))dz + 2 / G (¥

A seguir enunciaremos e provaremos lemas auxiliares que serdo necessarios para provar a es-

timativa uniforme da energia total. Ao longo de toda prova, usaremos extensivamente as de-

sigualdades de Hoélder e Young.
Lema 4.1 Seja {¢, ¥, pt,n} solu¢ao para o sistema (4.11) — (4.17). Entao, o funcional

L
E(t) == —ps /0 sotx«mw)dwp“ prbudr + 21 / Jonb(s))ds.  (4.96)

satisfaz a estimativa

d P2 2 L 2 L 2
—E(t) < ]goxt] dr — & |<pg;+¢| dx + Co(er) |t |“dx
dt 2 2 )

+ Cyle) /0 " ()t () d8+00hw(t) e
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Prova: Multiplicando a equagao (4.12) por (¢ + v), integrando por partes (0, L) temos

oo

L L
—pP2 / @ttm(@x + w)dx + by %(%« + '(/))zdx + / M(S)(U;(SL (me + 7/})x)d5
0 0 0

L L
" /0 a1 2dz = /0 9(0) (0o + O)de.  (497)

Usando a identidade

d

L L L L
T < P2/ Otz (0z + ¢)dx> + p2/ |ie |2z + pz/ Pzrdr = —02/ Otz (e + )dx
0 0 0 0

acontece que

d

L L L L
pn ( p2 / Otz (Pz + w)dw> + p2 / |pre)*dz + po / Praedr + b1 | Vu(0g +P)adr
0 0 0 0

L

o) L
+/0 11(5)(n5(s), (o + ¥)2)ds + H/o oz + 2w = /0 () (ps + ¥)dz

isto implica que

d L L
T ( pQ/ Ota(Pa +¢)d:v> = —p2/ || *da —Pz/ Prprdx — by wx Vg +1V)ad
0 0

L

L
o + W|2da + /O 9() (¢ + ¥)da
(4.98)

- /ooo u(s) (0(5), (0 + ¥)a)ds — /o

Multiplicando a equagao por (4.11) por %wm, integrando por em (0, L) temos

pibr [ L b [F
T Prtedr + by 0 (9090 + ¢)¢md$ = " 0 f(@)q/}zdxa

0

e usando a identidade

d L L L
R R
0 0 0

Portanto, resulta

d (pb [* pibi [F L
% — ‘Ptd)xdx = - @txwtdx + bl (SOI + ¢ :cd}zdx + - f ¢xd$ (499)
Kk Jo Kk Jo 0

Agora, multiplicando a equagao (4.11) por + fo Nz (s)ds, usando a identidade

/0Oo 1(s) (e, g (s))ds = % (/OOO u(s)(got,n;(s))ds> - /OOO 1() (@1, (e — nt)2)ds,

e integrando por partes em (0, L) temos

th <p1/ u(s)(wt,ni(S))d«S) - ;;1/000 () s + / o) mhelo)ds

[T M) (o + ))ds = - [ () s) S,
0 0
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isto implica que
d > h
u <P1 / (S)(¢t,n§c(s))d8> =2 ; 14(8) (s Ya)ds — % ; u(s) (9, 15 (5))ds

+ [T (or - widds [ (k). fle)s
(4.100)

Finalmente, adicionando (4.98), (4.99) e (4.100) obtemos

d L
% <_p2/0v ‘Pta:((p:t +7;Z))d + — ,01 ! thdx‘}' / Sot,n:c ))d > =

L L L
b
—Pz/ thxIQdfc—H/ \sox+¢2d:v—( +%1 +p1:0>/ Pretydr +
0

0

L fe'e)
/(WM&¢W+/f Yoade — P2 [ 1 (5)(puns () ds +
0 Rk Jo

l/wu@ﬂ%@%wa® (4.101)
0

K

Vamos examinar em detalhes os termos que aparecem no lado direito da expressao (4.101). Em

relagao ao terceiro termo usamos a desigualdade de Holder, obtemos

by + L L L
— (Pz + W) / Praprdr < ;)22/ 1| *da + C'o/ [y | da.
0 0 0

De (4.79) temos 1 € L°°(0,T; HL(0, L)), explorando as propriedades da imersao H}(0,L) < V
resulta ¢, € L*°(0,T;V). Que significa que existe um constante ko tal que |94 (t)||;, < ko q.t.p
m (0,7), além do mais temos L>(0,T;V) < L. (0,T; V).

Vamos considerar o conjunto U C T tal que,

ko = sup ||lul|+~.
0 p H HT
uelU

Seja ¢y (t) € U e denote

Assim,
e+1
su h dy < ko.
L, w(§)dy < ko

£§20

Portanto, da desigualdade acima resulta
by + L L
- <pz + W) / ethuds < hy(HCo + 2 / (pra|2dz. (4.102)
0 0
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2
onde Cy = (% + %) /2p2. Note que (pz + W#) pode ser rescrita como (% + %) . De

fato, pela definicao temos que

b= b / u(s)ds = b— o por (h3),
0

entao,

(/’2+(5—M0)+M0>‘

P1 K K
e esta expressao Z—f e % sao as velocidades de propagacao de ondas devido aos descolamento
associados a ¢ e .

Agora, temos que f e g sdo fungdes Lipschitz e assumindo que ¢g(0) = 0.
L L
| s@ea vz < [lgwles +vide
0 0

L 3 L 3
¢ (/O \deas) (/0 |sox+w\2dx> ,

4 L!%deJr'i/thﬁdem (4.103)
— 2rkA 2 /o ’

IN

A

onde A é o primeiro autor valor do operador —,..

Pelo fato de (f2),

b [* by [*
/@1/0 fP)udz < 2 | 1F(@)alde,
b L
< ;1 i (Crle| + £(0))|eg|dz,
Ceby [T L
< S [ folielde + 50) [ el
0 0

Cfb1 L 9 Cfbl + 6114)\2 L
P d — z|d 4.104
sova [ les+ vPde (PG [ e + 4104

onde C] = Llfgmz.

Para estimar os dois ultimos temos do lado direto de (4.101) exploramos as hipéteses (h2), (hb5)

e (f2), temos

2 it (o)ds
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< <2 Mo+ 2 [ )it
< P | ' o)

v Yn /S:OM(S)I/QM(S)W%mt(sﬂdss

< 2l ([iagoras)” ([T

b 2o S e o) ds>1/2 ( /S:O|H(S)1/2|2ds)l/2;
pilel ([ pioeas)” ([ ot fas)

u 0 1/2
LI ( / u<s>|n;<s>|2ds) ;
S0

p16+m L 9 k0 + p1M po /OO
< wt]”d _— d
< (M555e) [ leapde s () [T ok P

IN

(4.105)
onde & = [ |1/ (s)|*ds/u(s0).
De maneira analoga a anterior temos
L skt oonas < S [ a2 [T ot s)as (4.106)
K 0 H 7735 g - 2)\/€ 0 r 2 0 naj ’ ’

Fazendo uso de (4.102) — (4.105), obtemos de (4.101) a estimativa

d p2 p16+kK L 9 K Cfbl /L 9
< _ (2 _ _ (2 _
dtg() < (2 P 62>/0 |oat|“dz AP ; | e + Y|“dx + Cy

Cibi+eard] e\ [* KO+ p1Mpo  po\ [~ £y 2
(|: 61:‘{)\2 :| + AR /0 W} ’ T+ 2/@62 + 2 /0 M(S)Mx(s)’ S

Escolhendo
K2\
€< Cfbl
e
P2k
€< P10+ K’
obtemos

p2 L K L L
GE0 <=2 [NouPao = [Mlea + oo+ Cater) [ 1ufido+
0 0 0
Cs(e2) / ()l (s)|2ds + C.
0

2
onde Cy(e1) = <[7Cfg:f\12m } + %) e C3(eg) = <7H5+p1M”O + “°> . n

2K€g
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Lema 4.2 Seja {o, ¥, i, n} solu¢ao para os sistema (4.11) — (4.17). Entao, o funcional

L
H(t) == —pl/ prpda. (4.107)
0

satisfaz a estimativa

d

L
Sty < —m /0 pulPde + C(OF(p).

Prova: Multiplicando (4.11) por —¢ e integrando em (0, L), obtemos

d L L L L
7 (—pl/o somd:r> = —m/o s0t|2dw+f</0 (sox+w)<pxdw—/0 f(p)pdz. (4.108)

Usando a desigualdade de Young e considerando a seguinte desigualdade

L L 9 L
/ |<,0x|2dm§2/ !cpx+¢|2dx+)\/ v | de, (4.109)
0 0 0

temos

1
4e

2€ek

L
[e|?dz.  (4.110)
A Jo

L L
/@/ (pr +V)ppdr < ( +2e> ,L;/ ‘¢x+¢’2d1‘+
0 0

Do ultimo termo da equacao (4.108) é estimado como

’ 20 £ 1Y [ o (201 [ o LFO)P
—/0 f(p)pdr < ( 3 )/0 oz + 9| da:+< e >/0 oo *dee + ==

(4.111)

Substituindo na equacao (4.108) as estimativas (4.110) e (4.111) obtemos,

d L L L L
i (oo [ oweae) <o [CloPaoteu@ [le v+ 0 [ 1o+ o
0 0 0 0

Por outro lado, por (4.109) e usando a hipdtese (4.25) temos

L d L L L
_Pl/ || 2de > 7 (—pl/ cptgodx) —04(6)/ |(p$+w|2d$—05(6)/ 9|2 dx — C1,
0 0 0 0
d L L
> 4 (oo [ o) 0@ [leapa -
0 0
d L
> (o [ i) - oz (1112

disto segue o resultado. m

Lema 4.3 Seja {p, vV, pi,n} solu¢io para (4.11) — (4.17). Entao, o funcional

L
K(t) = p2/ Orapadr. (4.113)
0
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satisfaz a estimativa

d b

2 P201 L 2 k 2
S0 < -2 [ i =20 [ juraa s 5+ o [ lpuls

€ o L
- /”‘02 : / u(s)lm(s)ds + Co(es, €a) / |0z + ¥[*dz + Cr(ea).
0 0

Prova: Multiplicando a equagao (4.12) por ¢ e integrando por partes em (0, L), temos

L

L L [e'e)
2 t _
ps /0 utbedz + by /0 |2 + /0 1(5) (1 (5), ¥)ds + /O (o + )ibdz =
L
/Og(¢)¢d$~ (4.114)

Segue da equagao (4.11) que ¥, = 2oy — Qup — @. Entao, 1, aplicado a (4.114) obtemos

d L paor [ 9 Lo L 2
Pz/ PtePrdr = T |<Ptt| dx—bl/ fo\ de+P2/ |<Ptx| dx
dt 0 Kk Jo 0 0

00 . L P2 L
- | ke vads = [+ opda+ 2 [Coupoa

L
+/0 g(p)pda. (4.115)

Agora vamos estimar os termos que aparecem do lado direito da equagao (4.114). As contas
feitas para obter as estimativas sao andlogas as feitas nos lemas anteriores, por isso iremos omitir

de maneira conveniente algumas passagem. Assim temos

o Ho€3 too2 B O A
- /0 p(s) 1k, s < B2 () l(s)| st 5 /0 [y Pl (4.116)

Agora vamos usar a desigualdade de Young e Poicaré e chegamos em

L o by
—H/O (¢z +P)pdr < ox s Igozﬂbl dr + — / |4 |2 dex. (4.117)

Para préxima estimativa usamos (f2), assim temos

L L L
Cres +1 1
plj/ i f(p)dr < <p2( ’;;’ )>64/ |S0tt|2d$+/ oo + ¥ *da
0 0

/ e |2dz + ‘f(4)|. (4.118)

e3N2¢y

Finalmente, por (4.26) obtemos

L 1 L )
/O g < 1+ 5 /O al2dz + G(®). (4.119)

Usando as estimativas (4.116), (4.117), (4.118) e (4.119) em (4.115) obtemos o resultado esper-

ado,
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d L
p2/ cpxsoxd:c>
dt ( o !
b Aeys+1) 1 L Cres+ 1 L
_ 71_ ;7 - / ’wmpdx_ P2pP1 N p2( f€3 ) €4 / ’wtt’2dx
2 A €4 €3 K 2K 0

H0o€3 t 2 K 1 E 2
+ Iwml de+—= [ u(s)n.(s)[*ds + +— | + Y| “dx
2 Jo 2b A 0

e3NZey
LIf(0)]*
264

+ G(¥)+ +c1. (4.120)

Agora, iremos escolher constantes

2(A264 + 1)
€3 SO B
A2eyby
e
2p1p2
€4 N
p2C €3 + p2

obtemos

d L bl P20 L 2 L 2
dt P2 Q0t$(P$d.%' < W}z| dx ’@tt’ dr + g(’(/}) + p2 ’(Ptz’ dx
0 Kk Jo 0

p oo L
+ Mo;d / 1u(s) |0t (s)|Pds + Cs(e3, €4) / e + V) 2dx + Cr(es).
0 0

Como queriamos demonstrar. m

Para estabelecermos o comportamento assintdtico da solugao, precisamos definir uma fun-
cional de Lyapunov para que possamos usar os resultados acima. Na verdade, tomemos €,¢; > 0
e usando os lemas 4.1, 4.2, 4.3, definamos £1(t) = H(t) + eK(t) + €1E(t), podemos escolher, €, €

constantes suficientemente pequenas de forma que

(% _ ’gpQ) 7 (4.121)
<b21 - 6102(61)> (4.122)
(g — EC(e3, 64)) , (4.123)

sejam positivas. Novamente, tomemos v > 0 e definamos Lao(t) = vL1(t). Agora, tomemos

N > 0 e « suficientemente pequeno, assim definimos o funcional de Lyapunov £ como segue
L(t) .= NE1(t) + Lat). (4.124)

Agora, estabelecemos a equivaléncia entre o funcional de Lyapunov e a energia total do sistema

de vigas (4.11) — (4.17). Vamos provar precisamente o seguinte resultado
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Lema 4.4 Seja N uma constante positiva suficientemente grande, entdo existiram constantes

positivas ki e ky tal que o funcional (4.124) satisfaca

k1E(t) < L(t) < ko E(t) + F(p) + G(¥) + o, t>0. (4.125)
Prova: De fato, considerando o funcional £(t) definido acima, segue que

L L
L(t) = NE@®)| < (M) + K@) + GEW) + 2 / Flo(t))ds + 2 / Glb(1))dz
0 0
L L L
< wl/ lprplde + 76p2/ |ptapaldz + 76p2/0 otz (pa + 9)|dx

€101b
+ Y€1LP1 1/ ’Sothdx—i—’yel/ @tﬂ]z( ))’dS

K

+2/ d:c+2/ Gy
0

Pela aplicagao das desigualdades de Young e Poincaré, obtemos
[L(t) = NE(t)| < cE(t) + F(p) + G(¢), t=0.

Recordando as condigdes (4.24) — (4.25), podemos concluir que existem constantes ¢ > 0 tais

que
(N —c)E(t) < L(t) < (c+ N)E(t) + F(e) + G(¥) + ¢ t >0,
desde que N é grande o suficiente, temos
kiE(t) < L(t) < kE(t) + F(p) + G(¢) + <o, (4.126)
onde ki e k9 sao duas constantes positivas dependentes de N. m

Agora, estamos em condigoes de provar o principal resultado desta secao que é a estabilidade

assintotica do sistema. O principal resultado da secao é

Teorema 4 A energia E(t) do sistema (4.11) — (4.17) tem uma estimativa uniforme com o
tempo t tendendo ao infinito. Ou seja, existem constantes positivas, w e A independentes do
dado inicial t tal que

Et) < J(M)e " + A, Vt>0. (4.127)
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Prova: Seguindo dos lemas (4.1) - (4.3) e usando a condigdes (4.121) - (4.123), obtemos

d L 0o
%EQ(t) + W/O <P1!¢t|2+P2\%t\2+51\%\2+ T’@tt’2+ﬁlwz+¢!2+A 1u(s)|nk(s)|*ds
—F(p) — G(v)) dx;
< (gﬂoﬁz +2€61C3(e2) + 2
- 2

) /O " ()l () Pds + Cr(ea) + Coh(t) + Ca,
(4.128)

onde w é uma constante positiva.
Tomando N a ser determinado depois e multiplicando a Lei de dissipacao (4.95), e adicionando

a (4.128), temos

G N +eB) < - (5 - PO [T pa,

+ NCpV2eE[t)Y? + Cr(eq) + Cohy(t) + C. (4.129)

Agora, escolhemos N de modo que

N§ gﬂoEg + 2€103(62) + 2
2 2 >0

seja positivo, de onde obtemos

€lpes + 2€103(€2) +2

N > 5

e usando o lema (4.4) na desigualdade (4.129), pela omissao de termos néo negativos temos
d
ZL() FwiL(t) < CAPNCiV2eL(t)? + Cohy(t) + Cy + Cr(ea). (4.130)

Denotando

Cy = C§/2N0f\/%; Cio=0C1 + 07(64).

Do lema 4.4 tomamos ki = Cis(note que Cy = Cjp = 0 quando f = g = 0), de (4.130) obtemos

a desigualdade diferencial

%ﬁ(t) + wlﬁ(t) < Cgﬁ(t)l/2 + Cohw(t) + Cho. (4.131)

Agora, considerando para cada t > tg, wy satisfazendo wi(t — t9) > w(t — tp) — v para algum
w > 0,7 > 0 e por virtude da generalizagao do lema de Gronwall, veja por exemplo Lema 2.2

em [16], consequentemente temos

t t o7
L(t) < e”E(O)e_“’t—FCgeW/O e_“’(t_s)ﬁ(s)l/st—f—C'oe'y/o e_w(t_s)h¢(s)ds+01£e :
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Mas, gragas a desigualdade dada pelo Lema 2.1 em [16], podemos tomar ko > 0, tal que

¢ 2l E+1 0
E(t) < Meiwt + 0967 / eiw(tis)ﬁ(s)lmds + 1 Coe sup/ hw(s)ds + 0106 .
0 3

—ew €0 w

Coe” HW”%— n Chroe”

¢
< Me @'+ C’ge'y/ e =3 L () 2ds +
0

1—ew w
t
< Me ™t Cge? / e =) £ ()Y 2ds + Cw™, (4.132)
0
onde C' = w?ﬂig_e: + Choe”.

Finalmente pelo Lema 1 em [26], encontramos constantes w , A e uma funcao crescente J :

Rt — R™ tal que a seguinte desigualdade é assegurada
L(t) < T(M)e " + A. (4.133)

Portanto a prova é completada aplicando mais uma vez (4.126).
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Capitulo 5

Conclusao

Nesta tese foram estudados questoes sobre a versao truncada do sistema de Timoshenko. O
enforque dessas questoes foram os estudo dos aspectos quantitativos como existéncia e unicidade
de solucgoes e qualitativos, tal como, controlabilidade nula e estabilidade assintética das solugoes.
Nesta tese foram abordados tanto problemas lineares quanto nao lineares. Ressaltamos ainda,
que neste trabalho ficamos conhecendo um pouco mais sobre o chamado “segundo espectro
de frequéncia” e sua influéncia no problemas de estabilizagdo e controle de sistemas do tipo
Timoshenko.

Estes topicos sao de grande interesse e relevancia na matematica despertando importantes
problemas. No que diz repeito a estudo do “segundo espectro de frequéncia” podemos vislum-
brar uma série de novas questoes sobre controlabilidade e estabilizagao para solucoes da versao
truncada do sistema de Timoshenko, muitas das quais sao possivelmente complexas e exigem
um desenvolvimento significativo.

Vamos mencionar brevemente os temas tratados neste trabalho.

5.1 Controlabilidade

No capitulo 1 em um primeiro momento fizemos uma abordagem quantitativa do seguinte sis-

tema:

prpie — K (e +¢), = 0, em Q (5.1)

—p20tte — Opy + K (90:1: + 1/)> = h(t), em Q. (52)
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conhecido como versao truncada do sistema de Timoshenko, ou seja, livre da anomalia nao-fisica
conhecida como “segundo espectro”. Para este sistema estudamos o problema de existéncia e
unicidade e dependéncia continua da solugoes. A principal dificuldade em resolver o problema de
existéncia de solugdes, encontra-se no fato de que nao é possivel colocar o sistema acoplado (5.1)
- (5.2) na forma de um problema de Cauchy, e assim usar a teoria de semigrupo para resolver.
Para contornar este problemas usamos o método de Faedo-Galerkin assumindo a hipdtese de
duas bases distintas, uma que gera o espago H2(0, L)N H}(0, L) e outra que gera H(0, L), haja
vista, que o nosso problema era com condigoes de contorno do tipo Dirichlet-Neumann. Assim

foi possivel definimos duas funcoes

Oom  (0,tn) — Vin

t— me(t) = Zpum(t)wl/
v=1

UYm ¢ (0,tm) — Up,

t— wm(t) = Zpum(t){u\;-
v=1

Logo o problema aproximado se restringiu a encontrar um fungéo do tipo p.,, que é solucao para
o problema de Cauchy do sistema (5.1) - (5.2) desacoplado. O resto da demonstracao seguimos
usando as técnicas de estimativa de energia.

Na parte qualitativa estudamos a controlabilidade nula(ou exata, pois o sistema ¢é linear) com
uma fungao controle atuando na segunda equagao (5.2) com valores em subconjunto do dominio.
Para o obtermos o controle usamos o método (H.U.M). A contribuicdo desse resultado deve ao
fato de nao usamos a relacao entre as velocidades para obtermos a observabilidade, desigualdade

fundamental na obtengao do controle.

No capitulo 2 estudamos o seguinte sistema

prpw — K (pz+9), = 0, em Q (5.3)
¢
—P2Ptte — Wgr + K (Pz + 1) — a/ M(t, $)zr(s)ds = h(t), em Q. (5.4)
0
Os aspectos qualitativos e quantitativos estudados para este problema foram os mesmos do

capitulo anterior, a diferenga entre os dois problemas se deve ao fato de que o sistema (5.3)-

(5.4) a presentar uma dissipagao fraca do tipo memoria que torna o sistema nao conservativo
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na auséncia do termo de controle. Este detalhe faz muita diferenca na hora de obtermos as
estimativas de energia necessaria para alcancamos a desigualdade de observabilidade. Para
contornamos essa dificuldade usamos técnicas introduzidas e desenvolvidas por Lions em [38].
Com respeito a controlabilidade nula, usamos o método (H.U.M), além de adicionamos hipdteses
ao nucleo de memoria e exigir que o termo integral que é a convolugao do nicleo coma funcao
seja zero para todo t > T'. Como isso garantimos que o acimulo de memoria ao longo do tempo

nao impega que todo o sistema fique em repouso para todo t > T

5.2 Estabilizacao

No capitulo 3 estudamos o seguinte sistema

P1Ptt — K (Soz + ¢)m - 07 €m Q7 (55)

—P2Pttr — bwmm + K (SDJ: + 1/}) + 04(90)9(1/115) = 07 €m Qv (56)

Para este sistema foi estabelecido resultados quantitativos, tais como existéncia e unicidades
das solucoes via método de Faedo-Galerkin, sempre usando as mesmas hipdteses dos capitulos
1 e 2. No que diz repeito a existéncia de solugoes a diferenca é que precisamos fazer um es-
timativa a mais para localizamos a funcao 1y, uma vez que precisamos garantir a limitagao
do termo nao linear g(1;). No contexto da andlise qualitativa, estudamos o comportamento
assintotico das solugdes via método da energia. Foi feito a construgao do funcional de Lya-
punov, foi mostrado sua equivaléncia com a energia associada & solugao do problema (5.5) -
(5.6). Foi usado propriedades de fungoes convexas para mostramos que a energia tem uma
limitacdo uniforme quando o tempo t tende ao infinito. A contribuicdo desse resultado deve
se ao fato de que nao foi necessario usamos a hipdteses de igualdade entre as velocidades de

propagacao da ondas do deslocamento para alcangamos o resultado de estabilizagao.

No capitulo 4 assim como nos capitulos anteriores trabalho com uma variagao da versao

truncada do sistema de Timoshenko, dessa vez usamos o seguinte problema semilinear

P11 — K (9090 + 1/’)3: = f(90)7 em Qv (57)
—P2Pttr — by + K (901‘ + ¢) - /0 /B(S)wxx(t - S)ds = g(w)a em Q. (58)

Inspirados no trabalhos de [27, 28] foi estudado a existéncia, unicidade e dependéncia continua da

solugao para o sistema (5.7) - (5.8) via método de Faedo-Galerkin, as dificuldades encontradas
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em relagao a existéncia de solugdes foram as mesma dos problemas apresentados acima. Foi
estudado o aspecto qualitativo das solugoes do sistema (5.7) - (5.8) via método da energia. Para
obtermos as estimativas necessarias a estabilizagao usamos versoes generalizadas da desigualdade
de Gronwall produzidas e desenvolvidas por Gatti e Pata em [26, 50], como estas técnicas foi

possivel obter a seguinte limitacao uniforme para energia
E(t) < J(M)e " + A. (5.9)

Foi observado que da desigualdade acima podemos obter a existéncia de um conjunto absorvente,

ou seja, podemos escolher uma constante R, um tempo 7' finito, tal que

15(t) (¥ 0% ' n°) ||, < R (5.10)

para todo ¢ > T. Como consequéncia qualquer bola em H de raio maior que A pode ser tomado

como conjunto absorvente do semigrupo S(t) agindo sobre H.
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