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Resumo

Neste trabalho investigamos questoes sobre existéncia e multiplicidade de solugoes

ground state para a seguinte classe de problemas elipticos semilinear:

—Au = f(z,u) em €,
u=20 sobre 02,

(P)

onde a nao linearidade f : Q@ x R — R é do tipo assintoticamente linear e 2 C RV ¢
um dominio limitado, N > 1. Essa classe de problemas pode ser dividida em dois casos.

Mais especificamente, (P]) é um problema ressonante quando

m L&D LA Q).

lt—so0 |t

No caso em que

im LY ¢ oA m @),

o0 |t

dizemos que (]ED é nao ressonante. O caso ressonante pode ser subdividido em difer-
entes “graus”de ressonancia, ressonancia forte e nao forte. Nossas hipéteses sobre f nos
permitirao lidar de uma sé vez com o caso nao-ressonante, os casos ressonantes fortes e

nao-fortes.

Palavras-chave: Problema assintoticamente linear, variedade de Nehari, Teoria de

genero.



Abstract

In this paper, we investigate issues about the presence and multiplicity of ground

state solutions for the following class of semilinear elliptical problems:

—Au = f(z,u) in Q,
u=>0 on 0f),

(P)

where nonlinearity f : Q x R — R is asymptotically linear and Q C RY is a limited
domain, N > 1. This class of problems can be divided into two cases. More specifically,

is a resonant problem when

m L&D ¢ LA Q).

lt—so0 |t

In case

im LY ¢ oA m @),

o0 |t
we say that is no resonate. The resonant case can be subdivided into different degrees
of resonance, strong resonance, and not strong. Our assumptions about f will allow us

to deal at once with the non-resonant case, the strong and non-strong resonant cases.

Key-words: Asymptotically linear problem, Nehari variety, Genus theory. .
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Introducao

O objetivo deste trabalho é estudar questoes de existéncia e multiplicidade de solugao
para uma classe de problemas elipticos com nao linearidade tendo um comportamento

assintoticamente linear no infinito.

Mais precisamente, consideraremos o seguinte problema

—Au = f(x,u) em
u=10 sobre 0f2,

(P)

onde 2 C RY ¢ um dominio limitado, N > 1e f : QxR — R é uma funcao Carathéodory

com

a(x) = lim f(@.t) e n(z) = 1 f(x,t).

t—0 |t IESSE

Na literatura, problemas desse tipo sao conhecidos como assintoticamente lineares e

podem ser classificados como

(i) ressonantes no infinito se n(x) = A; para algum natural j ;

(ii) nao ressonante no infinito quando n(z) # A; para todo j € N.

onde \; ¢ o j-ésimo autovalor do Laplaciano. O caso ressonante ¢ subdividido dependendo

do quao pequeno no infinito é a funcao

gla,t) = n(x)t — f(x,t)

obtendo assim diferentes “graus”de ressonancia nas seguintes situagoes:



(a) g(z,t) — I (z) parat — +oo e (I_(x),lT(z)) # (0,0) V z € Q;

t

(b) lim g(z,t) =0 e lim g(z,s)ds = oo, Vr €.

[t| =00 [t]| =00 0
A pior situacao é quando,

t
lim g(z,t) =0 e lim g(x,s)ds = b(x), Yz e,

[t| =00 [t] =00 0

com b(z) € R para todo = € Q, o qual é chamado de ressonancia forte. Um dos primeiros
trabalhos a tratar desta situacao foi [7] no qual Bartolo, Benti e Fortunato mostram a
existéncia e multiplicidade de solugoes para problemas de ressonancia forte na presenca

de alguma simetria na nao-linearidade.

Landesman e Lazer em [22] foram os primeiros a considerar problemas de ressonancia
. Eles encontraram condicoes suficientes para a existéncia de solugoes para o problema
no caso (i) e seus resultados foram estendidos por vérios autores (ver [J] e as referéncias
nele contidas). Ahmad, Lazer e Paul em [2] sdo os primeiros a considerar o problema no
caso (ii).

Existem outros trabalhos que tratam do problema para o caso em que a nao line-
aridade nao depende da variavel x. Por exemplo, no caso nao-ressonante com m = 1 cor-
respondente ao primeiro autovalor do laplaciano A\;, Amann e Zehnder, em [3], provaram
que o problema (]EI) tem pelo menos uma solucao nao trivial. Mais precisamente, Amann

e Zehnder investigaram o seguinte problema

—Au = f(u) em €,

u=>0 sobre 0f).
onde, f € C, £(0) =0
7o) = Jim 0 ¢ (-, (o)

F1(0) < Aj < f'(00) ou f'(00) < A; < f'(0)

para algum autovalor \;. Para resultados de existéncia, Amann e Zehnder utilizaram
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duas diferentes abordagem (Teoria de Pontos Criticos e a Teoria de Morse generalizada).
Considerando ainda o caso nao-ressonante com m > 1, Ahmad, em [1], provou a existéncia
de pelo menos duas solucoes nao triviais.

Outros resultados interessantes sobre o mesmo assunto podem ser encontrados em [4],
[13], [25] e [30].

No que se refere ao caso ressonante, a existéncia de solucao nao trivial foi estudada
em [I7] por de Figueiredo e Miyagaki e em [24] por Li e Willem.

Resultados de multiplicidade para o problema (|P)) no caso ressonante também foram
investigados em [25] por Li e Willem, [26] por Liu e Zou,[32] por Su e em [33] por Su e
Zhao.

Observe ainda o caso em que a nao linearidade f nao depende da variavel x, a condi¢ao
(f2)m do Capitulo 2 nos diz que \,, < n onde \,, é o m-ésimo autovalor do Laplaciano e

n = lim m

oo |t

Assim, (f2),, afirma que para |t| suficientemente grande, tA,, < f(t). Deste modo, o
problema ([P]) neste caso, tem tantas solugoes quanto mais fungoes lineares com inclinagoes

dadas pelos autovalores de (—A, H}(€)), a funcao f(t) intersecta.

Agpat Apprt !

Figura 1: Multiplicidade de solucao

Ressaltamos que em todas as referéncias acima, a nao linearidade f é diferencidvel (ou

mesmo C!) na segunda varidvel, sendo essa suposi¢ao crucial em todos os argumentos.
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Recentemente, Li e Zhou em [23] consideraram o caso particular em que a(z) =0 e
n(x) = n é um numero real e f depende apenas de uma varidvel. Entre outras coisas,

os autores provaram que no caso ressonante 7 = \,,11, para algum m € N, o problema

m

tem pelo menos 1+ Z d; pares de solugoes nao triviais, desde que f(z,.) seja impar
j=2

com respeito a segunda variavel e

B(x) == ‘tlli_{noo [(1/2)f(z,t)t — F(x,t)] = +00 uniformemente em z € ), (fF)
onde d; denota a dimensao do j-ésimo autoespago associado a \; e F(z,t) = fot f(z,s)ds.
A condigao (fF]) é uma suposigao mais fraca de uma série de condigbes que melhoram a
conhecida condicao de Ambrosetti-Rabinowitz e que apareceu em outros trabalhos, por
exemplo, veja condi¢ao (Fy), em [12].

E importante ressaltar que as hipéteses consideradas em ambos os capitulos deste tra-
balho mostram que o funcional energia associado ao problema admite uma certa estrutura

geométrica que garante a consisténcia de nossos argumentos.

No Capitulo 1 trataremos o problema utilizando um argumento de minimizagao para
mostrar existéncia de solugao.
Uma das principais ferramentas utilizadas para atacar problemas na teoria das equacoes

diferenciais parciais nao lineares é a formulacao de um problema variacional equivalente.

Neste capitulo trataremos o problema assumindo que f satisfaz a seguinte hipdtese

2F (x,t 2F (x,t
(F1) ax) = limﬂ € L"(Q) para algum r > N/2 e n(z) := lim M c

t—0 {2 t|moo 12
L*>(Q) sao fungdes com parte positiva nao triviais at,nt;

(Fy)m 0 < A\p(a) <1< A(n), para algum m > 1, onde A, () denota o m-ésimo autovalor

associado ao problema

—Au = N(z)u em Q,
u=20 sobre 0f2.

(2)

Observe que se a(z) = a e n(x) = n sdo constantes, (Fz),, é equivalente a n < \; <

Am < Q.

Os principais resultados do Capitulo 1 sao:

12



Teorema 0.1. Suponha que f seja uma fun¢do Carathéodory satisfazendo (Fy). Se (Fy)m
for satisfeita para m = 1, o problema (1.1)) terd pelo menos uma solugao ground state

nao trivial .

Teorema 0.2. Suponha que f seja uma fungdo Carathéodory satisfazendo (Fy). Se f
€ impar (q.t.p em Q) em relagao a sequnda varidvel e (Fy),, for satisfeita para algum
m > 1, entao o problema (]ED tem pelo menos x(«) pares de solug¢des nao triviais com
energia negativa, em que x(6) = Z;nzl dimVy;9) € a soma das dimensoes dos primeiros

m autoespacos Vy,(g) associados a (1.1)).

E importante ressaltar que para obter estes resultados, foi necessario provar um re-
sultado preliminar que ¢é interessante por si s6 e que implica em uma generalizacao do

Lema de Fatou (ver Proposigao |1.1]).

No Capitulo 2, explorando a topologia, e a relacao entre a variedade de Nehari e
a aplicacao fibragao, iremos discutir a existéncia e multiplicidade de solucgoes ground
state para o problema (]ED O método da aplicacao fibragao foi introduzido e discutido
inicialmente em [I0] e [T4] relacionando o funcional de Euler Lagrange com uma fungao

real.

O Método da Aplicacao Fibracao é uma étima ferramenta para resolucao de Pro-
blemas Diferenciais Elipticos. Ele é um método variacional e é baseado no Método de
Nehari, relacionando a Variedade de Nehari com a Aplicacao Fibragao. Este método rela-
ciona o funcional associado ao problema com uma funcao real e como veremos adiante, as
informagoes sobre esta fungao (como pontos de méximo, pontos de minimo, intervalos de
crescimento, intervalos de decrescimento,etc) nos ajudarao a fornecer uma demonstragao

da existéncia de solucao .

Neste capitulo assumiremos que f satisfaz as seguintes hipoteses
f(z,t)

2
n(x) == limpy o0 f(2,t)/[t] s@o funcoes em L>(2);

(f1) a aplicagao t — é crescente q.t.p. em §, a(x) = lim;,o f(z,t)/|t| > 0 e

(f2)m Am(n) <1 < A(a), para algum m > 1, onde \,,(f) denota o m-ésimo autovalor

13



associado ao problema

—Au = N(z)u em Q,
u=20 sobre 0f).

(3)

Observe que para a(z) = « e n(x) = n constantes, (f2),, ¢ equivalente a a < A\; <
Am < 1.

Os principais resultados deste capitulo 2 sao:

Teorema 0.3. Suponha que f satisfaz (fi) — (fa)m €

essinf () > 7]oo 7
e 2)\1(77 — Oé)S(Q)N/2 ’

(8)

onde T € definido na Proposicao |2.9(A1). Entao, existe uma solug¢do ground-state (no

nivel de passo da montanha) para o problema .

Teorema 0.4. Suponha que f(x,-) seja impar q.t.p. em Q, satisfazendo (f1) — (fo)m e

essinf §(x) > 7]o0 750 (Bm)
07— ) SO "

onde T, € definida em (2.45)). Entdo, o problema tem pelo menos s, pares de solugoes

nao triviais, onde s,, = 1+ E d; é a soma das dimensoes d; dos m primeiros autoespacos
J=2
~ 1
V; associados a (—A, Hy(2)).
Nossa abordagem é baseada no método Nehari, que consiste em minimizar o funcional
I sobre a chamada Variedade de Nehari A/, um conjunto que contém todas as solugoes
nao triviais do problema. O método de Nehari consiste em minimizar um funcional [

sobre a variedade de Nehari A/, em outras palavras, obter © € N tal que
I(u) =infI.
(u) inf

Posteriormente, deve-se mostrar que o ponto de minimo de I na variedade de Nehari N/
é um ponto de critico de I em todo o espaco. Note que este método caracteriza o ponto

critico u de I como ponto critico ground state. Quando este ponto critico de I é solugao

14



de um problema eliptico, entao diz-se que esta solucao ¢ do tipo ground state.

Zeev Nehari, matematico Israelense (1915-1978), introduziu esse método através de
dois artigos [28] e [27]. Nesses artigos, Nehari considerou uma EDO de segunda ordem em
um intervalo (a, b) e mostrou existéncia de solugao nao trivial minimizando um funcional
I de classe C? associado ao problema em N. Apds a minimizacao, Nehari usou o Teorema
da Fungao Implicita e mostrou que o ponto de minimo de [ na variedade de Nehari era

ponto critico de I em todo o espaco.

Em [27], Nehari mostrou existéncia de solu¢ao com um determinado nimero de nds
em (a,b). Desde essa época, este eficiente método vem sendo largamente aplicado, ficando
quase impossivel citar aqui todos os autores que difundiram o método. Além disso, a
partir deste método, outros métodos foram criados, como, por exemplo, o método de

Fibragao introduzido por Pohozaev [14].

Em 2010, num celebrado livro [34], Szulkin e Weth apresentaram um resultado abs-
trato, o qual era uma prova unificada do Método de Nehari para alguns problemas cujo
funcionais eram apenas de classe C'! e tinham minimo local em 0. Esses autores deram
varios exemplos de problemas onde este método podia ser aplicado e ainda mostraram
resultados de multiplicidade e uma generalizacao do método de Nehari para problemas

onde 0 é um ponto de sela do funcional associado

Embora este método tenha sido cuidadosamente tratado por Szulkin e Weth em [34]
para o caso das nao-linearidades que satisfazem as condig¢oes de superquadraticidade no

infinito, nao é uma tarefa trivial usa-lo para tratar problemas assintoticamente lineares.

Apenas para citar as principais dificuldades para aplicar o método da variedade
de Nehari a problemas envolvendo nao-linearidades assintoticamente lineares, vamos
descrevé-lo aqui de uma maneira muito superficial. Grosso modo, o método consiste
em provar a existéncia de um homeomorfismo m entre A/ e uma subvariedade M de
H}(Q). Apesar da auséncia de uma estrutura diferencidvel em N, tal homeomorfismo
nos permite definir um funcional ¥ em M de classe C', com propriedades muito tteis.
Por exemplo, se u é um ponto critico de ¥, entdo m(u) é um ponto critico nao trivial de
I e se (u,) for uma sequéncia (PS). para U, entao, (m(u,)) é uma sequéncia (PS). para

I.

15



Diferente do caso no qual as nao-linearidades satisfazem condicoes de superquadrati-
cidade no infinito, em que M ¢ a esfera unitéria S de H} (), nao estd claro exatamente
como é M no nosso caso. Depois de um estudo cuidadoso, provamos que M = Sy, onde

S84 := 8N A é uma subvariedade nao completa de H}(Q) com

A= {u € HAQ) : [Jull? < / n(x)qux} |

Q

Esse fato traz problemas adicionais. De fato, é importante assegurar que as sequéncias
minimizantes (u,) para WU nao estejam perto da fronteira de S4. Em [34], este passo é
fortemente baseado no fato de que f tem um crescimento superquadratico no infinito, o
que implica que {¥(u,,)} tende a infinito quando a distancia de (u,,) para a fronteira tende
a zero. No nosso caso, o comportamento de {¥(u,)} no infinito, como dist(u,,dS4) — 0,
é indefinido. Este fato dificulta, por exemplo, saber como estender o ¥ para S para
aplicar o Principio Variacional de Ekeland, que é crucial para provar que (u,) pode ser

visto como uma sequéncia Palais-Smale.

A fim de responder a estas questoes fundamentais, nés fornecemos um resultado
técnico muito 1til que acreditamos ser importante por si s6. Finalmente, também é uma
tarefa delicada provar que ¥ satisfaz a condi¢ao (PS). sob condigoes e (veja
Proposigao [2.5]).

Devemos destacar que as hipdtese consideradas no Capitulo 2 para a nao linearidade
f é consistente. Uma vez que estamos utilizando as idéias do método de nehari, nao
podemos impor sobre f uma condic¢ao que possua uma configuragao parecida com aquela

considerada no Capitulo 1.

Neste trabalho, alguns progressos sao obtidos em relacao aos trabalhos anteriores. A
seguir, enumeramos as principais contribuigoes: (1) Para obter nossos principais resulta-
dos no caso ressonante, nao estamos exigindo a condig¢ao . Em vez disso, usamos as
condicoes ou , que sao mais fracas que ; (2) Como [ depende de x, nossas
premissas sao mais gerais do que a maioria daqueles nos artigos anteriores, que geralmente
exigem que [ seja constante ou infinito. Tal restricao em alguns trabalhos anteriores se
deve principalmente a hipétese (fF)); (3) Fornecemos uma abordagem unificada para lidar

de uma sé6 vez com o caso nao-ressonante, os casos ressonantes fortes e nao-fortes.
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Capitulo 1

O caso 0 < \p(a) <1< A(n)

Neste capitulo estamos interessados em estudar a existéncia e multiplicidade de

solugoes nao triviais para o seguinte problema semilinear

—Au = f(x,u) em ,
u=20 sobre 02,

(P)

onde 2 C RY ¢ um dominio limitado, N > 1e f : xR — R é uma funcao Carathéodory
satisfazendo as seguintes condigoes:

2F oF
(F1) afz) = limM € L"(2) para algum r > N/2 e n(z) := lim (1) €

=0 {2 t]vo0 12
L>(Q) sdo fungoes com parte positiva nao triviais at,nt;

(F2)m 0 < Ap(a) <1< Ai(n), para algum m > 1, onde \,,(#) denota o m-ésimo autovalor

associado ao problema

—Au = N(z)u em Q,
u=20 on 0.

(1.1)

que existe se, por exemplo, 0 satisfaz (f), (consulte [16]). Além disso, definimos A\ (a) =

oo se a = 0. Denotaremos por A\; um autovalor associado a (1.1f) para 6 = 1.
Trataremos o problema utilizando um argumento de minimizacao para mostrar

existéncia de solucao.

17



1.1 Resultados Auxiliares

Nesta secao estabeleceremos alguns conceitos e resultados necessarios para o desen-
volvimento deste capitulo.
Denotemos por I : H}(€2) — R o funcional energia associado ao problema ([P)), dado

por

1

() = gl - / Pz, u)dz,

t
onde F(x,t) :/ f(z,s)ds. Em particular, I € C'(H}(Q),R) e
0

I'(u)p = /QVqupdaz —/Qf(x,u)gpdx, Vi € Hy ().

O resultado a seguir é uma interessante generalizacao do lema de Fatou.

Proposicao 1.1. Seja (u,) uma seqiiéncia de fungoes mensurdvel u, : Q@ — R. Entao,

(4)

Xl nf wn 0] () < liminf xp, 20)(2) em

(17) Se un(x) = u(zx) ¢.t.p em Q, entdo

lim X, 0] (x) = X[uz0] (z) ¢.t.p em [u # 0];

n—oo

(7i1) Seja (v,) uma sequéncia de fung¢oes mensurdveis nao negativas v, : @ — R. Entdo

/ [lim inf vn(:v)} dr < lim inf/ v (2)dx.
[lilniioréfun7£0] n—r00 00l £0]

Em particular,

‘ [liminfun £ o} ’ < lim inf |[u, # 0]]. (1.2)
n—oo

n—oo

18



Demonstracao

(1) Como [w # 0] = [|w]| # 0] para toda fun¢do mensurdveis w, é suficiente provar que

Para isto, defina u := liminfu, e g : 2 — {0,1} por
n—oo

g(x) = hgglf)(nun#o] (7).

Se g = 1, ndo ha nada a ser provado. Caso contrario, é suficiente provar que se g(z) = 0,
entao X0 () = 0. De fato, observe que se g(x) = 0 entdo existe uma subsequéncia

Up, onde {ng} C N depende de z, tal que

Equivalentemente,

|un, (z)] =0, VkeN.

Passando o limite inferior para k£ — oo, obtemos
0 < |u(z)| = liminf |u,(z)| < liminf |u,, (z)| = 0,
n—00 k—o0

ou ainda

X[jul 0] () = 0.

(17) Pelo item anterior, basta provar que

Hm sup Xfu, 20 (%) < Xfuzo) () q.t.p. em [u # 0].
n—oo
De fato, existe um conjunto €2 C  com medida nula, tal que

un () = u(z), ¥ o € Q\Q.

Assim, para cada z € (Q\Q) N [u # 0],existe n(z) tal que se n > n(z) entdo u,(z) # 0,
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ou equivalentemente, X[, 0(z) = 1 para todo n > n(z). Portanto,

lim SUD X [un#0] ({L‘) =1= X[U#O](x)v Vze (Q\Q) N [u 7é 0]

n—o0

(77i) Denote v := liminf v,,. Segue do item (77) e das propriedades de limite inferior que
n—oo

V() X[uzo) (7) < lign inf [v,,(2) X[u,0)(7)] a.e. em Q.

—00

Integrando a ultima desigualdade e usando o classico Lema de Fatou, segue o resultado.
Para concluir (|1.2), escolha v, = v = 1.
[ |

Lema 1.1. Suponha que f seja uma func¢ao Carathéodory satisfazendo (Fy) e (Fy).

Entao o funcional I € coercivo.

Demonstracgao

Seja {u,} C H(2) uma sequéncia com ||u,|| — 00. Se v, := u,/||uy,|, entdo

it Al

Note que, a menos de subsequencia,

v, — vem H}(Q), (1.3)

X[on=£0](Z) = X0 (%) q.t.p em [v # 0],

Observe agora que

F(x,u, F(z, |[uy||v, F(x, ||u,||v,
Q [v#£0] [v=0] |

[[un]? [[un 07

Deste modo, por (F}) e do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

F I? un Un
/[ ] {w] V2 X [on 0] (T)dz — 0
v=0

[ 207
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Por outro lado, por (F}), da Proposigao (ii) e pelo Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue obtemos

F(% ||un||vn)} 2 1 2
SR W 02y sy () — = [ pa)e’da
/[vséo][ 202 on 00 2 Jius

Deste modo, concluimos que

oo 2 [

Portanto, pela desigualdade de Poincaré (ver Proposi¢ao 1.10 em [16])

) 2 (1= o) 2 3 (1= ).

Finalmente, da convergeéncia (|1.3]) e a semicontinuidade inferior fraca da norma implica

que |lv]| < 1. Consequentemente,

%%%O—/ﬂn(mm)z%(h%@)>0,

onde a ultima desigualdade vem de (F3);. Isso prova que I é coercivo.

1.2 Existéncia de Solucao

Nesta secao iremos mostrar a existéncia de pelo menos uma solucao nao trivial para

o problema (]E[)

Teorema 1.1. Suponha que f seja uma fun¢do Carathéodory satisfazendo (Fy). Se (Fy)m
for satisfeita para m = 1, o problema (]ED terd pelo menos uma solu¢ao ground state nao

trivial.

Demonstracgao

Pelo Lemal [I.]segue que o funcional I é coercivo. Além disso, como f é Caratheddory,

temos que I é fracamente semicontinuo inferiormente. Deste modo, pelo Teorema [B.2] 1
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¢ limitado inferiormente e possui um ponto de minimo u, € Hj(2) que é uma solugao
ground state nao trivial de ([P). De fato, se e; é a autofun¢do normalizada associada a

Ai(a) em H(Q), que existe pelo Teorema 1.13 em [16], entao

1 F(z,ter)] o
[ = - — _ .
(teq) 5 /Q [ (ter)? } erdr, ¥Vt >0

Segue de (Fy) — (F3); e do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

. I(ter) 1 / 9 1 1
1 =—|1-— dr| =—-|1———| <0. 1.4
tig 2 =31 [ ateten] =3 [1- 55 (14
Mostrando que existe ¢, t, > 0 pequeno o suficiente para que
I(u,) < I(tey) < —et?.
|

1.3 Multiplicidade de Solucoes

Teorema 1.2. Suponha que [ seja uma fungio Carathéodory satisfazendo (Fy). Se f
¢ impar (q.t.p em Q) em relagao a sequnda varidvel e (Fy),, for satisfeita para algum
m > 1, entao o problema tem pelo menos x(«) pares de solug¢des ndo triviais com
energia negativa, onde x(0) = Z;n:l dimVy;9) € a soma das dimensoes dos primeiros m

autoespagos Vi, ) associados a ([L.1)

Demonstracgao
Seja Sy a (esfera unitdria) de Vy, ., @& Va,,, @ ... ® Vi, X(@)-dimensional. Observe

que para cada u € Sy e t > 0,

Segue de (F}) e do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

lim ) _ 1 [1 - /Qa(x)quxl . (1.5)

t—0+ 12 2
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Considerando que u pode ser escrito como

m dlmV)\Z(a>
U= g g Wij€ij,
i=1  j=1

onde dimV), (4 significa a dimensao do autoespaco V), (q) € as autofuncoes {e;j} C Ore1 Van ()

formam uma base ortonormal. Deste modo, concluimos que

m d’LmV)\’L(Q) m d’LmV)\Z<Q) 2

. I(tu)_l 9 9 _1 u;;
t1_1>10n+ 5 =5 1—; ; uij/goz(x)eijdx =3 1—; ; o | (1.6)

Como \;(a) < A\ (a) para todoi e {1,...,m}euecS,,

dimV,\i (a)

1 1 < 1 1
li <> |1- 2l == 11— 1.
tﬁl\%i 2 — 9 )\m(a) Z ; Uyj 2 |: )\m(CY):| < 0, ( 7)

=1

onde a tltima desigualdade vem de (F3),,. Portanto, existem &,d > 0 tais que
I(tu) = (I(tu)/t)t* < —et?,
para todo 0 <t < d eu € S,. Fixando 0 < ¢, < ¢, temos

sup I(w) < 0.

WELLSy

Como [ é coercivo (ver Lema [L.1]), segue que I satisfaz a condi¢do (PS).. Finalmente,
como I é funcional C' e I(0) = 0, segue-se do Teorema 9.1 em [29], que I possui pelo

menos x(«) pares de pontos criticos.
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Capitulo 2

O caso \j(n) <1 < M\(«a)

Neste capitulo estudaremos o problema semilinear

—Au = f(x,u) em
u=20 sobre 02,

(P)

onde 2 C RY ¢ um dominio limitado, N > 1e f : QxR — R é uma funcao Carathéodory
satisfazendo as seguintes hipéteses:

f(z,t)
iz

n(z) == limpy o0 f(2,t)/[t] s@o funcoes em L>(2);

(f1) a aplicagao t — ¢ crescente q.t.p. em §, a(x) = lim;,o f(z,t)/[t| > 0 e

(f2)m Am(n) <1 < A(a), para algum m > 1, onde \,,(f) denota o m-ésimo autovalor
associado ao problema (|1.1)).

Como mencionado, nossa abordagem é baseada no método Nehari, que consiste em
minimizar o funcional I sobre a chamada Variedade de Nehari N'. O método da Variedade
de Nehari se tornou muito util na Teoria de Pontos Criticos e remonta aos trabalhos de
Nehari. Porém, ha diversas dificuldades que impedem a utilizacao deste método de

maneira trivial. Para contornar esta dificuldade, definimos o conjunto

A= {u e HAQ) : |Ju|? < /Qn(:v)Ude}
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e consideraremos Sy := SN.A onde S é a esfera unitéria de H}(Q) . Em seguida, com as
propriedades da aplicacao de fibracao mostraremos que existe um homeomorfismo entre

S4 e N. Este argumentos sao cruciais neste capitulo.

2.1 Resultados auxiliares

Nesta secao estabeleceremos alguns conceitos e resultados necessarios para o desen-

volvimento deste capitulo.

Para resultados de existéncia introduzimos a variedade Nehari associado a I definido
por

N = {ue H(Q\{0} : I'(w)u = 0}.

Embora seja chamado de variedade, nao podemos garantir que admita uma estrutura

diferenciavel.

Das condigoes (f1) e (f2) temos que N # ) (ver Proposigao 1.1). Além disso, observe
que nao podemos afirmar que N admite um estrutura de variedade diferencidvel. Isto
insere uma dificuldade natural nas técnicas de minimizacao.

Considere agora, para cada u € H(2)\{0}, hy : [0,00) — R definida por h,(t) =
I(tu). Aplicagoes deste tipo sao conhecidas como Aplicagoes de Fibragao e seu compor-
tamento estd intimamente relacionado com a variedade Nehari como mostra o seguinte

lema.

Lema 2.1. Seja hy, a aplicagao definida acima, v € H}(Q)\{0}. Entdo

(i) uw e N se, e somente se, h!/(1) = 0;

(i) Mais geralmente tu € N se, e somente se, h!(t) = 0.

Demonstracgao:

Note que

B () = tul2 — /Q o, tu)udz = T'(tu)u, Vit € (0, 00) 2.1)
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(1) Para t = 1 temos h! (1) = I'(u)u e portanto segue que h! (1) = 0 se, e somente se

ueN.
(#2) Multiplicando (2.1)) por ¢t > 0 obtemos

h(t)=0&tueN.

Desta forma, os elementos em N correspondem aos pontos estaciondrios da Aplicacao

de Fibragao, isto é

N = {tu;u € Hy(D\{0} e hi,(t) = 0}

Figura 2.1: Aplicacao de Fibracao h,,

Nosso objetivo agora ¢ estudar a topologia da variedade Nehari e o comportamento

do funcional energia I em N. Para isto, considere o seguinte conjunto

A= fue @) sl < [

Q

n(:p)u2dx} .

Lema 2.2. Se f satisfaz as condigées (f1) — (fa)m, entdo:

(i) O conjunto A € aberto e ndo vazio;

<maA=weﬂamwa=meﬁmx
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(4i) A°={u e H)(Q) : [[ul]* > [yn(x)u’dx};
(iv) N C A;
(v) SNA#0.

Demonstracgao:

(i) Note que, de (f2)m, se u é a autofuncao associada a \;(n) para algum j € {1,...,m},
entdao u € A. Além disso, A = ¢ '(—00,0) onde ¢ : H}(Q) — R é uma fungao continua

definida por ¢(u) = ||ul|* — [, n(z)u*dz.Os itens (ii) e (iii) sao diretos.

R e

|wP<Lm@ﬁm.

(v) E sufuciente considerar a autofun¢ao normalizada e; associada a A;(n) para qualquer

(iv) Se u € N entao

Por (f1), concluimos que

j€A{l,....,m}. Claramente e; € SN A.

Proposicao 2.1. Suponha que f verifique as condi¢oes (f1) — (fo)m € seja hy : [0,00) —
R, hy(t) = I(tu). Entao

(i) para cada u € A, existe um unico t, > 0 tal que hl,(t) > 0 em (0,t,), hl,(t,) =0 e

hi(t) <0 em (t,,00). Além disso, tu € N se, e somente se, t = t,;
(i7) para cada uw € A°, h!(t) > 0 para todo t € (0,00).

Demonstracgao:

(7) Primeiro observe que h,(0) = 0. Além disso, para cada u € A, temos

higt) - %”“”2 - /[u » {F((fu)? )} u'da. (2.2)

Portanto, de (f1), (f2)m, da regra de L’Hospital e do Teorema da Convergéncia Dominada
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de Lebesgue, segue que

L ha(t) 1 2 2
15% 2 =5 <||u|| —/Qoz(x)u dx | >0

() 1 2 2
tlgglo 2 =5 (Hu” —/Qn(a:)u dx | <0.

Deste modo,

¢é positivo para t suficientemente pequeno e

hu(t)
lim h,(t) = lim ——t* = —co0.
i holt) = Jim =507 = oo
Como h,, é uma fungao continua, os argumentos anteriores implicam que existe um ponto

de maximo global ¢, > 0 de h,. Vamos mostrar que ¢, é o inico ponto critico de h,. De

fato, supondo que exista t; > to > 0 tais que k! (t1) = h!,(t2) = 0, obtemos

0 — / [f(x,tlu) B f(l’,tgﬂ):| 2
fust0)

tlu tQ’LL

por (f1), t1 = to. Dai, segue o resultado.

(#1) Se u € A%, entaollu|®* > [, n(z)u*dx. Deste modo, segue das hipdteses (f1) que

h! (t t t
u(t) = [Ju|]? —/ Mvﬁdm > / {77(3;) — M} u?dr >0, Vt>0.
[uz0] [us#0]

t tu tu

Consequentemente, h (t) = t(hl (t)/t) > 0 para todo t € (0, c0).

Observagao 2.1. A condicao (i) afirma sert = t, um ponto de mdzximo (global) para h,,
enquanto que a condi¢do (ii) nos diz que h, nao possui ponto estaciondrio em (0, +00)
se u € A°. Além disso, uma consequéncia imediata é que para cada u € A e s € (0,00),

tou = tu/s.

Antes de prosseguirmos, daremos adiante alguns resultados técnicos que terao um

papel fundamental neste trabalho.
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Lema 2.3. Temos:

inf [[u 7 0]] > (S(2)/[nle)?,

u€IS 4

onde 1/S(Q) é a melhor constante da imersdao continua de H}(Q) em L* (Q2).

Demonstracao

Pela desigualdade de Holder, temos que, para cada u € 0S4

[u # O)*/™.

2
2*

U<l [ olde < ol
fust0)
Da imersdo continua de HZ () em L* (),

1< [nloo(1/S(0)1[u # 0],

Portanto,

[[u # 0)] = (S()/Inloc)™?, ¥ u € 8S.a.

Observe que sendo S uma C'-variedade de H} (), concluimos Sy é também uma

variedade de classe C'. Além disso, temos

0Sy={uesS;1= / n(x)u’dr} e 8§ ={uecS;1> / n(x)udz}.
Q Q
Proposicao 2.2. Suponha que f verifique as condigoes (f1) — (f2)m. Entdo,
(A1) 7 :=inf,es, t, > 0;
(As) G := max,ew t, < 00, para todo compacto W C Sy;

(A3) a aplicagao m : A — N dada por m(u) = t,u € continua e m = g, € um

homeomorfismo entre Sy e N'. Além disso, m™'(u) = u/||u].

Demonstracao:

(A1) Suponha, por contradigao, que existe (u,) C Sy tal que t,, :=t,, — 0. Neste caso,
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existe u € H(Q) tal que u,, — uw em H} (). Observe que

J2, bnttn) Lt
1 :/ {f(:c u )} X 0] U 0 +/ {f(a: u )] XunzouZdz, ¥ n €N, (2.3)
[u70] tnln [u=0] Inp

Por (f1) e pelo Teorema da Convergéncia Dominda de Lebesgue,

lnly
[ [fGmel] v e o 2.4)
[u=0]

Ly,

Por outro lado, por (f), Proposicao [L.1}(éi) e pelo Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue,

t
/ [Ml Xfun0)Und — / afx)udr. (2.5)
[uz0] Q

tpuy,

Assim, por (2.4) e (2.5)), passando para o limite em ({2.3]), obtemos

1= / afx)udr.
Q
Se a = 0, temos claramente uma contradicao. Caso contrario, a inequagao

1< (1/A(@))lull® < 1/ (),

contradiz (f2)m-

(A2) Suponha que exista (u,) C W tal que t, = t,, — o0o. Como W é compacto,
obtemos (a menos de subsequencia) u € W tal que u, — u em H}(€). Deste modo,

passando o limite inferior em

tnun

tn mn
I—WMF—/‘ J@tutn) oy e N,
[un70]
segue da Proposicao [L.1|(#i4) que

L=l > [ ne)lds
Q

Isto mostra que u € 8%, o que é uma contradi¢ao pois u € W C S4.

(A3) Mostraremos inicialmente que m é continuo. Sejam (u,) C A e u € A, tais que
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u, — u em Hj(Q2). Como m(tw) = m(w) para todo w € A e ¢t > 0, podemos considerar
(un) C Sy. Assim,
b = t |2 = / F@, totin)und, (2.6)
Q

onde t, :=t,, . De (A1)-(A2), segue-se que, passando para uma subsequéncia, t,, — t > 0.

Dai, passando o limite n — oo em ({2.6]), obtemos

t= tlull? = / f(x, tu)udz,
Q

isto é, m(u,) = tyu, — tu = m(u).
Considere agora a aplicagdo u : N — Sy dada por m(u) = I Note que p é
continua.

De fato, uma que temos

tLu
U — t,u — =u
[t ull
e
N — SA - N
u u
U = o = T =
[Jull T |
(pois, pela unicidade de ¢ tal que t,u € N, temos que ﬁtﬁ = 1) provamos assim que

i é a inversa de m e, portanto, que m é um homeomorfismo entre S4 e N com inversa

dada por m™"(u) = .

Lema 2.4. O funcional I € limitado inferiormente em N . Mais precisamente
I(u) >0,

para todo u € N .

Demonstracgao
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Para cada u € S4 temos

B 1 f(z,tyu) F(x,tu) 9
I(t“u)_/g[ﬁ tn (L) (tyu)“dx.

Agora, o resultado segue de Lema [D.1|11).
|

Observacgao 2.2. Uma consequéncia imediata do lema anterior € que se cy = infy [

entdo ¢y > 0. Note que, se (f1) — (fa)m sao satisfeitas, entdo seque diretamente das

Proposigoes e[2.3 que

o = 1}2{/ I(u) = felil max I(tu) = uleI}SfA max I(tu). (2.7)

Além disso, se cn € atingido, entdo ele € positivo.

Considere agora as seguintes aplicagoes V:A—>ReV:S 4 — R, dadas por

U(u) = I((u) e W=

Sa”

Estas aplicagoes serao muito importantes em nossos argumentos, principalmente por
causa de suas propriedades, que serao apresentadas no proximo resultado. A prova de
tal resultado é uma consequéncia da Proposicao e os detalhes, no caso de N ser
homeomorfo & S podem ser encontrados em [34]. Uma vez que N é homeomorfo a uma

subvariedade nao completa de Sy4, por conveniéncia fornecemos a prova a seguir.

Proposicao 2.3. Suponha que f verifique as condigoes (f1) — (f2)m. Entao,
(i) U e CHAR) e

V' (u)v = %I’(m(u))v, Yue A e Vo e HL ().

(ZZ) v e Cl(SA,]R) e

U'(u)v = [[m(uw)||I'(m(u))v, Yo € T,S4.
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(7i1) Se (uy) € uma sequéncia (PS). para ¥ entao (m(u,)) € uma sequéncia (PS). para
I. Se (u,) C N € uma sequéncia (PS). limitada para I entao (m~'(u,)) € uma

sequéncia (PS). para V.

(1v) w é um ponto critico para ¥ se, e somente se, m(u) é um ponto critico nao trivial

para I. Além disso, os valores criticos correspondentes coincidem e
inf W =inf [.
Sa N

Demonstracgao:
(i) Considere u € A e v € H}(2). Das definigoes de U e t, e do Teorema do Valor
Médio,

KD
KD

(u4sv) = U(u) = I(tyrs(u+sv))— I(t,u)

IN

I(tyrso(u+ sv)) — Ity rsou)

= I'(tusrso(u+ 750))tuysoS0,
onde [s| é suficientemente pequeno e 7 € (0, 1). Por outro lado,
U(u+ s0) — U(u) > I(ty(u+ sv)) — I(tew) = I'(ta(u 4 s50))tysv,

onde ¢ € (0,1). Como u +— t, é uma aplicagdo continua, segue das desigualdades

anteriores que

Uma vez que I € C'(HL(Q),R), segue-se que a derivada Gatéaux de U 6 um funcional

linear continuo em v e uma aplicacao continua em u. Deste modo, ¥ € C'(A,R) e

G [ (u)]]

U (u)v =

I'(m(uw))v, Yu € AeVuv € Hy(Q).

i

(ii) B uma consequéncia direta de (7).
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(i17) Uma vez Hj(Q) = T,,84 @ Ru para cada u € Sy, a projegao linear
P:H) Q) — T,S4

definido por P(v + tu) = v, é continuo, ou seja, existe C' > 0 tal que

vl < Cljv + tul|, YVu € Sa,v e T,Saet € R. (2.8)
De (ii), obtemos
[V ()]« = sup W'(u)v = [[w]| sup I'(w)v, (2.9)
vETuS_A vGTuSA

[lvll=1 lvll=1

onde w = m(u). Desde w € N, concluimos que

I'(w)u = I'(w)— = 0. (2.10)
[[]]
Por (2.9), temos
I'(w)(v + tu)
v’ « < I = _—
N ()]s < w7 (w)]| = flwl] s S T
v4+tu#0

Deste modo, a partir de ([2.8)) e ([2.10))

) , I'(w)(v) )
[ (u)[|ls < lwl[|[I'(w)]| < Cllw]]  sup ——+—= = C[|¥'(u)]].,
veTuSA\{0} ”UH

Isto mostra que,
W ()| < lwlll(w)l| < CI¥ ()]l ¥V u e Sa. (2.11)

Da Proposicao [2.2] (A1), segue-se que existe 7 > 0 tal que ||w|| > 7 > 0 para todo w € N.
Portanto, a desigualdade (2.11]) junto com I(w) = ¥(u) conclui a prova de (iii).

(1v) Segue de (2.11)) que ¥'(u) = 0 se, e somente se, I'(w) = 0. Agora, o resultado
decorre da definicao de W.
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Como S 4 pode ser incompleta, precisamos ter muito cuidado com o comportamento
das sequéncias minimizantes para W perto da fronteira. O préximo resultado nos ajuda

nessa questao.

Proposicao 2.4. Suponha que (f1) — (f2)m sejam satisfeitas. Se {u,} C Sa € tal que
dist(u,,0S4) — 0, entdo existe u € Hy(Q)\{0} tal que u, — u em H}(Q), t,, — oo €

lim inf ¥(u,) > B(x)dx,

onde B(x) € definida na observagao[D.1]

Demonstracgao:
Como {u, } C 84 ¢é limitado, a menos de subsequencia, existe u € H}(Q) com u,, — u
em H;(Q). Como dist(u,,dS4) — 0, existe {z,} C 9S4 tal que ||u, — 2,|| — 0 para

n — oo. Portanto,

[ oz - 1] = | ) - s
Q Q
S |n|oo|un+zn’2|un_zn|2

< @nloe/ M) [un = 2nll-

Deste modo,

/ n(z)uidr — 1.
Q
Da imersao compacta de Hg(§2) em L?(2), temos
1= / n(x)uidz. (2.12)
Q

Assim, u # 0. Suponha por contradi¢do que, para alguma subsequéncia, {t,,} seja

limitada. Neste caso, passando novamente para uma subsequéncia, existe to > 0 (veja

Proposicao [2.2(A;)) tal que
ta, — to. (2.13)
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Segue de ([2.13]) e
t, = / flz, ty, up)uyde, ¥ n eN,
Q

que

1:/Mu2daﬁ.
Q tou

Combinando a ultima igualdade e (f;), temos

1 </n(a:)u2d$.
Q

Mas a desigualdade anterior contradiz (2.12)). Mostrando que t,, — oco. Como o com-

portamento no infinito de (t,,u,) é indefinido em [u = 0], ndo podemos usar o padrao

Lema de Fatou. Em vez disso, usaremos a Proposi¢ao (47i). Isto mostra que,

1
liminf U(u,) = liminf [éf(x, Lo, Un )by, uy — F(x, tunun)} dx

n—oo n—oo 0

1
= lim inf/ [—f(x, b, Un ), un — F (2, tunun)} dx
fun0] 12

n—oo

> B(x)dx.
[ur£0)

Lema 2.5. Suponha que f satisfaz (f1) — (f2)m € (5]). Entdo

0<cy < iInf z)dx.
<oy < inf [#O]ﬁ( )

Demonstracgao:
Segue de (f1) que, para cada u € Sy,
_ f@,m(u)  F(z,m(u)) 2
v = [ [HoRR - Foe e

(1/2) / (e
< [1/2M\(n — )]t

A
—
|
2
8
=
3
—
<
~

S
U
8
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Por outro lado, do Lema({2.3)), para cada u € 0S4

B>l 0 esint 5a) > (S k)™ essjpf o). (2.15)

O resultado segue de (8), [2.14) e (2.17).
|

Dizemos que o funcional ¥ satisfaz a condigao (PS). em S4 se cada sequéncia (u,,) em
S4 tal que ¥(u,) — ce ¥'(u,) — 0 em H(Q2), admite uma subsequéncia convergente

em H}(Q).

Proposicao 2.5. Suponha que (fi) — (f2)m € sejam satisfeitas. Entao V satisfaz a

condigao (PS). em Sa, para todo ¢ € [cy,infyeps, f[u#o} B(x)dx).

Demonstracgao:

Pelas Proposicoes [2.2(A3) e [2.3(ii7), é suficiente mostrar que I satisfaz a condigao
(PS). em N para ¢ € [cy, infyens, f[uﬂ]] B(x)dx).

Para isto, seja (u,) C N uma sequéncia (PS). para I. Mostraremos que (u,) é
limitado em H}(Q2). De fato, suponha por contradigao que, para alguma subsequéncia,

lun|| — co. Defina vy, := u,/||unl] = m™(u,) € Sa. Entao {v,} ¢é limitado em Hj(2) e
U(v,) = c. (2.16)
Deste modo, existe v € Hj () tal que
v, = vin H}(Q). (2.17)
Suponha v = 0. Como (¥(v,)) é limitado, existe C' > 0 tal que
C > W(v,) = Ity vn) > I(tvy) = (1/2)t2 — /Q Fla, tv,)dz, ¥t > 0. (2.18)
De (f1) — (f2)m € da imersdo compacta, fazendo n — oo em (2.18)), obtemos

C>(1/2)t*, V>0,
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que ¢é claramente uma contradi¢ao. Concluimos assim, que v # 0.

Desde que (u,) C N é uma sequéncia (PS), para I, temos

on(1) + / Vu,Vwdr = / fz, up)wdz, ¥ w € Hy(9).
Q Q

Dividindo a ultima igualdade por ||u,||, temos

on(1) + / Vu,Vwdr =
Q

/ [f(:z:, ”“”HU”)]X[vn¢o](x)vnwdx+/ [wl Xionro) (2)vwdz.  (2.19)
[v£0] [v=0}

”unHUn

Por (f1), (2.17) e pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

/ |:f<x7 Hunan):| X[on 0] (x)vnwdzv — 0. (220)
=

|t ||vn

Por outro lado, pela Proposigé(ii), (2.17)) e novamente pelo Teorema da Convergéncia

Dominado de Lebesgue, obtemos

/ [f(a:, ||Un||Un)}X[vnio}(x)vnwdxﬁ/n(m)vwdw. (2.21)
[v£0) @

|t [[vn

Segue de ([2.20)) e (2.21)) que, fazendo n — oo em (2.19)), obtemos

/Vvadx = / n(x)vwdz, ¥ w € Hy(Q). (2.22)
Q Q

Agora temos que considerar dois casos:

(1) Se Amik(n) # 1, para todo k € N, segue de (2.22) que v = 0. Mas isso é uma

contradigdo. Portanto (u,) é limitado em HJ ().

(77) Se Apak(n) = 1, para algum k € N, entao (2.22)) implica que v = e,,x, onde

em+k € uma autofungao normalizada associada a A, x(n). De (2.22)), segue também que
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|v||> = [, n(z)vidz, isto é, v € DA. Por outro lado,

/ n(z)vidr = ||v||* < liminf [jv,|* = 1.
QO n— o0

Suponha que
/n(x)v2dx <1 (2.23)
Q

Como

to, = |[to, Vnll = [Jun]| — oo, (2.24)

por (f1), (2.17) e pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

F
/ {w} Xfon 0] (2)vnda — 0. (2.25)
[o=0]

(Junlon)?

Por outro lado, pela Proposi(;é(ii), (2.17) e novamente pelo Teorema da Con-

vergéncia Dominado de Lebesgue, obtemos

/WO] [M] Xfonrt0) () v do — (1/2)/n(sc)vdx. (2.26)

(l[unlon)? o

deste modo, concluimos que

A funllon) ooy n(z)v*d. '
/Q{ (2, [|unl )] (1/2)/9 (z)v2d (2.27)

(llunlon)?

Assim, fazendo n — oo na identidade

U(0,) = [lun {% ‘/Q [%] ”?”m}

e usando ([2.27)) concluimos que ¥(v,) — 00, o que contradiz (2.16). Consequentemente,

Jolf? = / n(e)tde = 1, (2.28)

mostra que

[[onl = [lv]] (2.29)
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Usando (2.17) e (2.29), temos que v, — v em HJ(Q2) com v € 0S4 (ver (2.28)).
Usando a Proposigad2.4] obtemos

c> B(x)dx, (2.30)
[v#0]

com v = €45 € 0S4, contradizendo o fato de que ¢ < inf,eps, f[u#o] f(x)dx. Isto mostra

que (u,) é limitado.

Agora, como {u,} é uma sequencia limitada, existe u € H}(Q) tal que u, — u em

H}(Q), a menos de subsequéncia.

Entao, o que nos resta provar é que ||lu,|| — ||u||. Para isso, basta observar que, como

(un) ¢ uma sequéncia (PS)., temos

on(1) + /Q Y, Vuds /Q (e, )udz.

Fazendo n — oo na igualdade anterior, obtemos
[l = / f(@, w)udz. (2.31)
Q
Entao de (2.31)) e pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

||un||2:/Qf(:z:,un)undx:/Qf(x,u)udx—kon(l):Hu||2+on(1).

[ |
2.2 Teorema de existéncia
Nesta secao provaremos o principal resultado de existéncia deste capitulo.
Teorema 2.1. Suponha que f satisfaz (fi) — (fa)m €
essinf B(x) > 7loe” ; (8)
HISY) 2)\1(77 — Oé)S(Q)N/Q

onde 7 € definida na Proposicio [2.9(A1). Entdo existe uma solu¢do ground-state (no
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nivel do passo da montanha) para o problema (P)).

Demonstragao:

Seja (u,) C N tal que I(u,) — cpr. Note que v, := u,/||u,]| € Sa e
U(v,) — ey (2.32)

Mostraremos que (v,) é uma sequéncia (PS).,, para W. Para isto, definimos a

aplicagio T : S4 — R U {+00} por

T(u) = L) e S (2.33)
Juuzo) B@)dz se u € dSa.

Segue do Lem que ¢y = inf, 57 Y(u). Observe que Sy é um espaco métrico

completo com a metrica induzida pela norma de H}(92).

Afirmacgao: T é semicontinuo inferiormente .

Seja (u,) C Sqeu € Sy tal que u, — u em HL(). Se u € Sy entdo, para n

suficientemente grande, Y(u,) = U(u,) e
T(un) = W(un) = W(u) = T(u),

pois ¥ é continuo. Por outro lado, se u € S 4, teremos dois casos a considerar. Se existir

uma subsequencia (u,) C S4, pela Proposicao

T(u) = (x)dz < liminf ¥(u,) = liminf T (u,).

Se existir uma subsequéncia (u,) C 0S4 entdo pela Proposigao [L.1fiii) com v, = v =
B(x), temos
T(u) = (x)dx < lim inf/ B(x)dx = liminf Y (u,).
[un#0]

Em qualquer caso, T é uma aplicacao semicontinua inferiormente.
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Como T é limitado inferiormente(ver Lema?2.4), segue do Principio Variacional de
Ekeland (Teorema 1.1 de [15]) que para cada e, A > 0 suficientemente pequeno e u €

Y~ Yepr, car + €] existe v € Sy tal que
ey <T(w) <YT(u), |lu—v|| <AeYT(w)>T(v)—(e/N)|jv—wl|, Vw#v. (2.34)
Por outro lado, segue do Lema2.5] que

Y en,en +el =V en, en +e],v € Sae T(v) = U(v), (2.35)

para e suficientemente pequeno. Segue de(2.32)) que podemos escolher em (2.34)) v = v,

e=1/n? e X =1/n, de modo que v,, € S4, satisfaz

qj(@z) — CN, an - 6n|| —0 (236)
T(w) > U(@) — (1), — wl, ¥ w £ 75 (237)

Seja v : (—0n,0,) — S4 uma curva diferencidvel, com §, > 0 suficientemente pe-
queno, tal que 7, (0) = v, e 7,(0) = z € T, (S4), onde T, (S4) denota o espago tangente
de S4 em ©,,. Escolhendo w = ~,(t), segue de (2.37)) que

—[W( (1) = ¥(1m(0))] < (1/n)llm(t) — 1 (0)]. (2.38)
Pelo Teorema do Valor Médio, existe ¢ € (0,t) tal que

19 () = 1 O)I] < [ ()t (2.39)

Assim, multiplicando ambos os lados de (2.38)) por 1/¢, passando o limite para t — 0,
usando ([2.39)), obtemos

1
_\IJ/ An < — )
@)z < -z
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onde z € T, (S4) é arbitrario. Por linearidade, obtemos
W @2 < 4]
n — n .

Portanto,

1 (@) |+ = 0, (2.40)

para n — 00, e, por ([2.36)), concluimos que (v,) é uma sequéncia (PS)., para V.
Deste modo, segue do Lema2.5]e da Proposigad2.5| que existe v € S4 tal que, a menos
de subsequéncia,

v, — vem Hy(Q).

Assim ¥'(v) = 0 e ¥(v) = ¢y Definindo u := m(v) € N e usando a Proposi¢ao
2.3((iv), concluimos que I'(u) = 0 e I(u) = cy-
Mostraremos agora que u nao muda de sinal. De fato, observe que se u™ # 0, entao

ut € N. Assim,

e =I(u) =I(u?)+I(u") > 2cy, (2.41)
que é um contradicao. Dai, resulta que u* = 0 ou v~ = 0 e portanto, u é uma solucao
com sinal.

|

2.3 Resultados sobre multiplicidade do problema ([P))

O objetivo principal desta segdo é provar o Teorema 2.2l Em sua prova, usamos
a teoria do género de Krasnoselski’s. Assim, comecamos a definir algumas notacoes
preliminares:

v, ={B€&:BCSye(B)>j},

onde

E={Bc H}(Q)\{0} : B é fechado e B = —B}
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ey:E&—ZU{oo} éa fungao género de Krasnoselski’s, definida por

n :=min{m € N; existe ¢ € C(B,R"™\{0}) fmpar},

¥(B) = { o0,se ndo existe p € C(B,R™\{0}), (2.42)
0,if B = 0.
E importante notar que, desde que S4 = —S4, 7, estd bem definido.

De agora em diante, denotamos por s, a soma das dimensoes de todos os autoespacos

V; associados aos autovalores A;(n), onde 1 < j < m.

Lema 2.6. Suponha (f2)m. Entdo

() Yo # 05

(1)) MDY¥2 D D Yoms
(1i7) Se p € C(Sa,Sa) € impar, entdo o(v;) C v;, para todo 1 < j < s,;
(iv) Se BEvy; eC & comy(C)<s<j< s, entio B\C € v;_s.

Demonstracgao:

(1) Seja Ss,, a esfera unitéria (s,,-dimensional) de Vi @ Vo @ ... ® V,,. De (f2)m,
temos que S, C Su. Além disso, a partir do Prop[E.I[iii), temos v(Ss,) = Sm, €
portanto, Ss,, € 7s,,. (1) Imediato. (7ii) Segue diretamente do Prop(ii). (iv) E uma
consequéncia do Prop[E.1|(v).

Agora, para cada 1 < j < s,,, definimos os seguintes niveis minimax

¢; = inf sup ¥(u). (2.43)

Bevy; yeB

Lema 2.7. Suponha (f1) — (f2)m € (Bul). Entao,

O<eyv=c1<c<...<¢, < inf/ B(x)dx.
u€dS 4 [u;ﬁO]

Demonstragao:
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A primeira desigualdade decorre do Lema2.4. A equagao ¢y = ¢; pode ser facilmente
obtido a partir do Prop(i) e da definicao de ¢;. Por outro lado, a monotonicidade dos
niveis ¢; ¢ uma consequéncia de Lem(iz’). Para provar a ultima desigualdade, observe

que pela prova do Lemd2.5] temos
U(u) < [1/2M(n = a)lts, Y u € Sa.

Portanto,

Cs,, < max WU(u) < [1/2\1(n — a)]72, (2.44)

UGSsm

onde, pelos itens (4;) e (Ay) da Proposicio [2.2]

0 <7 := max t, < oo. (2.45)

uGSsm

O resultado segue agora do Lema 2.3} (3,)) e ([2.44).

[ |
A préxima proposicao é crucial para garantir a multiplicidade de solugoes.
Proposigao 2.6. Suponha que f satisfaz (f1) — (fa)m € (Bu)). Sec; = ... =cjpp =,

J+Dp < Sm, entio y(K.) >p+1, onde K.:={v € Ss:¥Y(v) =c and V'(v) =0}.

Demonstracgao:

Suponha que v(K.) < p. Segue da Proposi(;éoe do Lem que K, é um conjunto
compacto. Assim, pelo PropJE.1[iv), existe uma vizinhanga compacta K (em H{(f2)) de
K. tal que y(K) < p. Definindo M := K NS4, obtemos da ProplE.1|(ii) que v(M) < p.
Do Teorema 3.11 em [3I], podemos garantir a existéncia de uma familia de homeomor-

fismos n(.,t) de S4 tais que, para cada u € S,

n(u,0) =u (2.46)

t — W(n(u,t)) é nao crescente. (2.47)

Além disso, segue da Proposi(;é, Lem e (2.47) que, para cada € > 0 pequeno,
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a aplicacao 7(u,.) estd bem definida em [0,00), para cada v € ¥, . = {u € S4 :
U(u) < ¢, + €}. De fato, suponha que por contradigao n(u,ty) € 0S4 para algum
ue V. j.ety>0,ondeec € (0,infyeos, f[u;éo]ﬁ(a:)dx — ¢,,,). Entao, pela equagao

, Proposigé e Lem

U(n(u,0) =¥ (u) <cg, +e< / B(x)dz < liminf ¥(n(u,t)).

[n(u,t0) 0] t=to

Assim, existe 0 < t,. < ty, tal que n(u,t.) € Sy e
U (n(u,0)) < ¥(n(u,t.)),

que contradiz ([2.47]).

Portanto, faz sentido o terceiro item do Teorema 3.11 em [31I], ou seja,
(Ve \M,1) C V... (2.48)

Escolha B € 7,4, tal que supg ¥ < ¢+ . Do Lema (iv), B\M € ;. Segue-se
novamente do Lema [2.6(4i7) que n(B\M, 1) € ~,. Portanto, por (2.48) e da defini¢ao de
¢,

c< sup ¥<c—g,
n(B\M,1)

que é uma contradigao. Assim y(K.) > p+ 1.

Agora estamos prontos para provar o seguinte resultado de multiplicidade.

Teorema 2.2. Suponha que f(x,-) seja impar q.t.p. em Q, satisfazendo (f1) — (fo)m €

NooT2,

21 (n — ) S(Q)N/2’

esxselélf Bx) >

(Bim)

onde T, € definida em (2.45)). FEntao, o problema (P|) tem pelo menos s,, pares de
solugoes nao triviais, onde s, = 1 —l—Z;n:Q d; é a soma das dimensoes d; dos m primeiros

autoespagos V; associados a (—A, Hg(9)).

Demonstracao: Note inicialmente que os niveis 0 < ¢; < oo sao niveis criticos de W.
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De fato, suponha que por contradi¢ao que c¢; é regular para algum j. Pelo Teorem 3.11 de
[31], com = ¢j, € =1, N = (), existe ¢ > 0 uma familia de homeomorfismos impas 7(., t)
satisfazendo as propriedades de tal teorema. Escolhendo B € v; tal que supg ¥ < ¢; +¢
e argumentando como na prova da Proposigao [2.6] obtemos uma contradigo.
Finalmente, se os niveis ¢;, 1 < j < s, sao diferentes uns dos outros, o resultado segue
da Proposigé(iv). Por outro lado, se ¢; = ¢j41 = ¢ para algum 1 < j < s, segue
da Proposigao que v(K.) > 2. Combinando a tltima desigualdade com Proposic¢ao
[E.[vi) e a Proposigao iv),concluimos que tem infinitos pares de solucoes nao

triviais.
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Apéendice A

Resultados da Teoria de Medida e

Integracao

Neste apéndice apresentaremos alguns conceitos e resultados da teoria de medida e
integracao utilizadas em nosso trabalho. Os resultados aqui apresentados podem ser

encontrados em [§].

Definigao A.1. Seja Q um conjunto mensurdvel. Definimos o espago LP(2), 1 < p < o0,
como o espago das (classes de equivaléncia de ) fungoes reais p-integraveis no sentido de

Lebesgue, isto ¢,

LP(Q) ={u: Q — R : mensurdvel e/ |ulPdr < oo},
Q
munido com a norma

lull, = ( / |u|pda:) .
9]

Definigao A.2. Seja um subconjunto mensurdvel. Definimos o espa¢o L™®(S) como o
espago das (classes de equivaléncia de) fungoes reais u essencialmente limitadas, isto €,

eziste C' = C(u) > 0 tal que |u(z)| < C, ¢.t.p. em ,

LP(Q) ={u: Q — R : mensurdvel e essencialmente limitada em Q},

dotado de norma
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[|u]|oo = Inf{C > 0; |u(z)| < C, ¢.t.p em Q}.

Teorema A.1 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja (uy)nen uma

sequéncia de fungoes mesurdveis em L'(Q)) satisfazendo

(1) un(z) = u(z) ¢.t.p em Q,
(ii) Eziste g em L'(Q) tal que |u,(x)| < g(x) q.t.p Vn € N.

Entao u € LY(Q) e ||u, —ully = 0

lim und:r:/uda:.

Demonstracao: Ver [§].

Teorema A.2 (Desigualdade de Holder). Sejam 1 < p,q < oo e tais que % + % =1. Se
ue LP(Q) ev e LIN) entio uv € L'(Q) e

/Q fwoldz < [l llo]l,

Demonstracao: Ver [§].

Teorema A.3 (Lema de Fatou). Seja uma sequéncia de fungoes mensurdveis nao nega-

tivas em L*(R2), entdo

/ lim inf u,dz < liminf / udz.
Q Q

Demonstragao: Ver [§].

Teorema A.4. Sejam (u,) uma sequéncia em LP(Y) e u € LP(R2), tais que

un, — u em LP(92).
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Entao, a menos de subsequéncia,
(1) uy(z) = u(x) q.t.p em Q.
(i1) existe g € LP(QY) tal que |u,(z)| < g(x) g.t.p em Q.

Demonstracao: Ver [§].
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Apeéendice B

Resultados Sobre Funcionais

Semicontinuos Inferiormente

Neste apéndice definiremos funcional semicontinuo inferiormente e mostraremos al-

gumas propriedades sobre essa classe de fungoes. Para mais detalhes veja [8, [I1].

Definicao B.1. Seja X um Espaco Topologico. Uma funcao ® : X — R é um funcional
semicontinuo inferiormente (s.c.i) quando o conjunto ® '(a,o0) é aberto em X, para
qualquer a € R. Além disso, se X satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade (por

exemplo, se X é um espago métrico), entdo ® : X — R € s.c.i se, e somente se
O (u) < liminf ®(u,,), parau, — u em X.

Teorema B.1. Seja X um FEspaco Topologico compacto e ® : X — R um funcional

semicontinuo inferiormente. Entao ® € limitado inferiormente e existe u, € X tal que

D(uy) = 1§f o

Demonstragao: Ver [I1].
|

Dizemos que ¢ : X — R é um funcional fracamente semicontinuo inferiormente de ®

¢ um funcional s.c.i considerando X com sua topologia fraca.

Enunciaremos a seguir um resultado classico na Teoria de Pontos Critico.
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Teorema B.2. Seja H um espago de Hilbert (ou, mais geralmente, um Banach reflezivo)

e suponha que o funcional ® seja

(1) fracamente semicontinuo inferiormente
(1) coercivo (isto €, ®(u) — +oo para ||u|| — o0).

Entao ® € limitado inferiormente e exite u, € H tal que
®(u,) = inf ®.
(uy) in

Demonstracao: Ver [11].
[ |
Apresentaremos agora um resultado classico conhecido como o Principio Variacional
de Ekeland (P.V.E). Desde sua publicacao em 1972, o Principio Variacional de Ekeland
vem sendo utilizado em diversas aplicagoes em diferentes campos da Anélise, Geome-
tria Diferencial,e é uma poderosa ferramenta que resolve uma ampla classe de Equacoes

Diferenciais Elipticas.

Teorema B.3 (Principio Variacional de Ekeland). Considere (X,d) um espago métrico
completo e ® : X — R um funcional limitado inferiormente e s.c.i.. Sejam € > 0 e

r € X tais que
) €
d(z) < 1£1(f<I> +3

Entao, para cada 6 > 0, existe y = y(6) € X tal que

(i) ¢(y) < (),
(ii) d(z,y) <9,

(iii) P(y) < P(u) + gd(u, y) para todo v € X com u # y.

O Principio Variacional de Ekeland garante a existéncia de um sequéncia minimizante
de um tipo particular (sequéncia quase-critica).
Os itens (i) e (ii7) do Teorema admitem uma idéia geométrica que é bastante

intuitiva. De fato, se o minimo de ® : X — R é atingido em u € X, entao o grafico de
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® ficard inteiramente contido no conjunto
{(z,\) € X xR;\ > ®(u)}.
O Principio Variacional de Ekeland afirma que dado € > 0, existe y € X tal que

d(y) < 151(f<I>+e

graf® C {(z,\) € X xR; XA > ®(y) — ed(y, )}

inf@+¢
()}

@(y)

inf @

3 Y

Figura B.1: (P.V.E) O cone delimitado por ®(y) = ®(y) — gd(y, x) toca o grafico de ®

abaixo de y.
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Apendice C

Diferenciabilidade do Funcional

Energia

Apresentaremos alguns dos principais conceitos e resultados sobre diferenciabilidade
de funcionais definidos em um espaco de Banach X. Uma discussao sobre este assunto

pode ser encontrados, por exemplo, em [6].

Definicao C.1. Dados um espaco de Banach X e um funcional ® : X — R, dizemos
que ® possui Derivada de Gateauxr no ponto u € X quando existe Ty € X' tal que

lim O(u+tv) — P(u) — Tov

=0, YveX.
t—0 t

A Derivada de Gateaux quando existe, é inica e serd denotada por D®(u).

Definicao C.2. Dizemos que o funcional ® : X — R, definido no espago de Banach X

possui Derivada de Fréchet no ponto u € X quando existe T € X' tal que

lim O(u+v)—P(u) —Tv

=0, YveX.
[v]| =0 [|v]]

A Derivada de Fréchet quando existe, é tinica e serd denotada por ®'(u). Pela prépria
definicao de Fréchet diferenciabilidade, é 6bvio que se ® é diferenciavel em u, entao ele
também é Gateaux diferenciavel e D®(u) = ®'(u). Porém, nao é sempre verdade que

Gateaux diferenciabilidade implica Fréchet diferenciabilidade. Mais precisamente, temos
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o seguinte resultado:

Proposicao C.1. Suponha que ® : X — R seja Gateaur diferenciavel em X com u +—>

D®(u) continua em u (de classe C'). Entio ® € Fréchet diferencidvel em u e vale

Do(u) = ¢'(u).

A importancia desta proposicao reside no fato de que muitas vezes é tecnicamente
mais facil de calcular a derivada Gateaux e provar que ela é continua, em vez de provar

diretamente o (Fréchet) diferenciabilidade.

Definicao C.3. Sejam X um espago de Banach e ® : X — R um funcional diferencidvel.

Dizemos que u € X € ponto critico do funcional ® se ®'(u) = 0.

Um minimo (local) de um funcional diferencidvel é um ponto critico. De fato, se

® : X — R é um funcional diferenciavel em um espaco de Banach X e

®(u) = min &(v),

entao, para cada v € X fixado, podemos considerar a funcao diferenciavel ¢ : R — R

definida por ¢(t) = ®(u+tv). Logo, ¢ tem um minimo (local) no ponto ¢ = 0 e portanto,
0=¢'(0)=I"(u)v, YveX.

Mostraremos agora que o funcional energia I : H}(Q2) — R associado ao problema

, dado por

1

1) = 3lhlf = | Fauds,

t
onde F(xz,t) = / f(z,s)ds é de classe C'(H}(Q),R) e
0

I’(u)go:/QVquoda:—/Qf(a:,u)godaz.

Para isto, consideraremos o funcional ® : H}(Q2) — R dado por

55



m@:Amem

e observamos que I(u) = 1||ul|* — ®(u). Para mostrar que I € C*'(H}(Q),R) é suficiente

provar que a derivada Gateaux de ® existe e é continua.
Inicialmente vamos supor que a nao linearidade f seja do tipo assintoticamente linear

e satisfaz:

2F 2F (x,t
(f1) a(z) = lif% gf’t) € L"(QQ) para algum r > N/2 e n(z) := lim 2F(z,t) e
—

tl—oo  t2

L>(Q) sao fungoes com parte positiva nao triviais at,nt;

Da condicao acima, existe C, > 0 tal que
(2, )] < (Coo + |a])[t]
De fato, da primeira parte de (f1) , temos que dado € > 0, existe 6 > 0 tal que
|f(x, )] < (la| +€)|t], VO< |t| < dex € Q. (C.1)
Por outro lado, da segunda parte de (f1), existem M, > 0 e C' > 0 tais que

[f (@, )] < (llnllee + O)Jt], V[t]| = Mcex € Q (C2)

|f(z, 1) < Ct], Vo < |t] < M, (C.3)
uma vez que os intervalos [—M,, —d] e [0, M| sao compactos, respectivamente. De (C.1)),
€2 e [T3) obtemos
|f(@,8)] < (Cos + af)[t]

para todot € Re x € .

Afirmagdo: ® : H} () — R definido por
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é de classe O,

Considere t € R com 0 < [t| < 1 e u,v € HL(Q). Seja h : [0,1] — R uma fungao
definida por h(s) = F(z,u + stv). Observe que h'(s) = f(z,u + stv)v, h(0) = F(z,u) e
h(1) = F(z,u+ tv).

Pelo Teorema do Valor Médio existe v € (0, 1) tal que

h(1) = h(0) = W' (7)

de onde concluimos

F(z,u+tv) — F(z,u)
t

= f(z,u+ ytv)v

Da condigao (f;) obtemos

|f (2, u+yt0)o] < (Co + |af)u + ytv][v] € L1 ().

Além disso, para t — 0 temos

f(z,u(x) +~ytv(x))v(z) = f(z,u(x))v(z), q.t.p em Q.

Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

F(z,u+tv) — F(z,u)

lim = lim dx
t—0 t t—=0 Jq t
= 11_1)% /Q [z, u+ ~ytv)vdz

isto é,
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u)v:/Qf(x,u)vdx.

Afirmagdao: D®(-) é continuo em H}(Q).
De fato, seja (u,) C Hi(Q) tal que
u, — uem Hy(Q).

Assim, das imersoes continuas

u, — uwem LY(Q), ¢ € [1,2"],N > 3.

Do Teorema [A.4] existe g € LI(Q) tal que, a menos de subsequéncia,

up(z) = u(z), q.t.p em €2

|un(@)] < g(2), q.t.p em Q.

Desde que f é uma fungao Carathéodory,

f(x,uy(x)) = f(z,u(x)), q.t.p em Q,

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

lim fxunvdx—/fa:uvdx
Q

n—oo

isto é, tomando ||v|| < 1, resulta

|1 D®(uy,) — DP(u)|| — 0

para n — 00. Isto mostra que ® é de classe C*

Com um argumento andlogo ao anterior obtemos que ® € C'(HJ(Q),R) para f

satisfazendo
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f(z,t)
2
n(x) = limpy o0 f(2,t)/[t] s@o funcoes em L>(12).

(f1) a aplicagao t — é crescente q.t.p. em , a(x) = lim;,o f(z,t)/[t| > 0 e

De fato, basta notar que

f(@, )] < (la] + )|t < (Jalls + )], VO< [t| < d ez € Q. (C.4)
(2,0 < (Inllee + )t < (nllec +e)lt], VIt] > Mcez € Q (C.5)

e
[z )] < CJt], Vo < [t] < M, (C.6)

uma vez que os intervalos [—M,, —d] e [d, M,] sdo compactos, respectivamente. De (C.4)),

(C.5) e (C.6) obtemos

[f(z,t)] < (Coo)lt]

para todot € Re z € Q.

Para mostrar que ® € C'(H}(Q),R) o argumento segue o raciocinio considerado

anteriormente.
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Apeéendice D

Resultados Importantes

Com o objetivo de esclarecer ao leitor algumas consequéncias das hipdteses conside-

rada sobre a nao linearidade f, apresentaremos o seguinte resultado

Lema D.1. Suponha que f : Q@ x R — R é uma funcdo Carathéodory satisfazendo a
condicao

fz,1)
g

n(x) == limpy o0 f(2,t)/[t] sao funcoes em L>(§2).

(f1) a aplicagio t ¢ crescente q.t.p. em §, a(x) := limy_o f(x,t)/]t| > 0 e

Entao,
(1) t— (1/2)f(x,t)t — F(x,t) € crescente em (0,00) e decrescente em (—o0,0);
(it) t — F(x,t)/t* € crescente em (0,00) e decrescente em (—o0,0);

(i12) f(z,t)/t > 2F(x,t)/t* para todo t € R\{0};

Demonstracgao
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(1) Sejam t; >ty > 0. Entao,

t1
%f(l’,tl)tl — F(ZL‘,tl) = %f(l’,tl)tl — F(l‘,tg) — /

to

{f(”’"’ S)} sds

S

> %f(a:,tl)tl—F(x,ta)— f(i’tl)Llsds

1

2 2

_ %f(x,tl)tl _ F(:L’,tg) _ f(lz;tl) (t1 . tz)
2

_ f(‘z_’ltl)%? — Pz, )

1
> Ef(%%)tz — F(z,t),

onde foi usado (f1) nas duas iltimas desigualdades. O outro caso é anélogo.

Sejam agora ty < t; < 0. De modo analogo, obtemos

%f(:l:,tl)h — F(x,t;) = %f(x>tl)t1 Pty + / 2 {f(x, 5)] ods

t1 S
< %f(x,tl)tl — F(z,to) + f(zh) /tlz s
= %f(xatl)tl — F(x,ty) + f(ﬂg, ts) (13 ; t)
2
2
- %f(xﬂb)lb — F(x,ty) + % (f(xt’ltl) B f(xt;t2))

1
< §f(l‘,t2)t2 — F(QT,tQ).
(77) Considere, para cada = € €2, a funcao
1
Desde que g(0) = 0, por () obtemos
1
g(t) = if(x, t)t — F(z,t) > 0 vVt € R\{0}

Isto mostra que t — F(z,t)/t* é crescente em (0, 00) pois

% (F(; f>) _ z%g(t) > 0, Vt € (0, 00)
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Para o outro caso, observe que

% (F(tx?,t)> _ t%g(t) <0, Vt € (—00,0)

Isto mostra que t — F(x,t)/t? é decrescente em (—o0,0). O item (iii) segue diretamente

do item (7).

Observacao D.1. Segue do lema anterior que B : 2 — (0,00] estd bem definida por

B(z) = lim [(1/2)f(z,t)t — F(,1)].

[t| =00
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Apeéndice E

Teoria do Género

Apresentaremos alguns resultados da teoria de género de Krasnoselski, para mais

detalhes veja [5], 29].

Seja X um espaco de Banach e considere o seguinte conjunto
& ={B C X;B é fechado e B=—B}
Definicao E.1. Dado B € &, definimos o género de Krasnoselski v como sendo uma
fungao v : € — NU{oo} definida por
(1) v(B) = inf{n € N; eziste p € C(B,R"\{0}) impar};
(ii) v(B) = oo se nao existen € N e p € C(B,R"\{0}) impar;
(iii) v(0) = 0.

Observagao E.1. Note que dizer que (B) = j equivale a dizer que j € o menor nimero

natural tal que existe uma aplicagdo impar ¢ € C(B,RI\{0})

Exemplo E.1. Dado qualquer subconjunto fechado A C X\{0}, temos que se AN(—A) =
0 entao v(AU (—A)) = 1. De fato, seja a € R com a # 0 e defina ¢ : AU (—A) — R tal
que p(u) =a seu € A e p(u) = —a se u € —A. Deste modo, ¢ € uma aplicagao impar
em C(AU(—A),R\{0}) e

HAU (=) = 1
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Proposicao E.1 (Propriedades de género). Sejam B e C' conjuntos em E.

(i) Se x #0, entao y({z} U{—2}) =1;

(11) Se existe um aplicagao impar ¢ € C(B,C), entao v(B) < ~v(C). Em particular, se
B C C, entao v(B) < ~(C).

(1ii) Se existe um homeomorfismo impar ¢ : B — C, entdo v(B) = v(C). Em particu-
=n

lar, se B € homeomorfo a esfera unitdaria de R™, entdo v(B) .

(iv) Se B é um conjunto compacto, entdo existe uma vizinhanga simétrica K € € de B

tal que v(B) = v(K).
(v) Sey(B) < oo, entdo y(A\B) = v(A) — v(B).
(vi) Sev(A) > 2, entdo A tem infinitos pontos.

Demonstragao:
(i) E um caso especial do Exemplo .
(77) Suponha que v(C') = m. Deste modo, existe uma aplicagao impar ¢ € C(C,R™\{0}).

Consequentemente, ¢ o ¢ € C(B,R™\{0}) é uma aplica¢do impar e

A segunda afirmagao é uma consequéncia imediata da primeira considerando ¢ = Id. De
fato, se B C C entao ¢ : B — C, p(xr) = x é uma aplicagdo impar em C(B,C) e pela
primeira parte

1(B) <7(C).

(i73) Segue diretamente do item (i).
(iv) Para cada x € B seja € > 0 tal que B.(xz) N B(—z) = 0. Entao C, = B.(z)U
B.(—x) é tal que v(C,) = 1. Como B é compacto, temos que existe um conjunto finito

{21, ..., 2} tal que B € Y, C,,. Deste modo, de (ii) obtemos

v(B) < Zv(%—) = k.
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Além disso, se y(B) = n, entao existe uma aplicagao impar ¢ € C'(B,R"\{0}), isto
é, ¢ € C(B,R") é tal que p(x) # 0 para todo x € B. Por continuidade, existe 6 > 0 tal
que p(z) # 0 para todo x € V(B), onde V,(B) é uma vizinhanca fechada de B. Entao
v(Ne(B)) < n. Por outro lado B C V,(B) implica por (ii) que y(B) < v(Vi(B)). Isto

prova (iv).

(v) Como A C B U {A\B), segue de (i) que
¥(A) <(B) +7(A\B)

¢ como (B) ¢ finito, obtemos
Y(A\B) > 7(A) = 7(B).

(vi) Suponha por contradi¢ao que A seja um conjunto com uma quantidade finita de

pontos. Entao podemos podemos escrever
A=FU(-F)

com F fechado e FN(—F) = (). Deste modo, obtemos uma contradigao pois, 2 < y(A) =
<2

65



Bibliografia

[1] Ahmad S. Multiple non-trivial solutions of resonant and non-resonant asymptotically

linear problems, Proc. Amer. Math. Soc. 96 , 405-409 (1987).

[2] Ahmad S., Lazer A. C. and Paul J. L. Elementary critical point theory and pertur-
bations of elliptic boundary value at resonance, Indiana Univ. Math. J. 25, 933-944
(1976).

[3] Amann H. and Zehnder E. Nontrivial solutions for a class of non resonant problems
and applications to nonlinear differential equations, Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa

Cl. Sci. 7, 539-603 (1980).

[4] Ambrosettic A. Differential equations with multiple solutions and nonlinear func-

tional analysis, Fquadiff. 1982; LN in Math. 1017 1-22 (1983).

[5] Ambrosetti A. and Rabinowitz P. H. Dual variational methods in critical point

theory and applications, J. Functional Analysis, 14 , 349-381 (1973).

[6] Badiale M. and Serra E. Semilinear Elliptic Equations for Beginners: Existence

Results via the Variational Approach, Springer, 2011.

[7] Bartolo P., Benti V. and Fortunato D. Abstract critical point theorems and applica-
tions to some nonlinear problems with Strong” resonance at infinity, Nonlinear Anal.,

7, 981-1012 (1983).

[8] Brezis, H. Functional Analysis, Sobolev Space and Partial Differential Equations.
New York: Springer. 2010.

66



[9]

[10]

[12]

[13]

[15]

[16]

[19]

Brezis H. and Nirenberg L. Characterizations of the ranges of some nonlinear opera-
tors and applications to the boundary value problems, Annali SW. norm. sup. Piss.

5, 225-326 (1978).

Brown, K. J. and Zhang Y. The Nehari manifold for a semilinear elliptic problem
with a sign changing weight function, J. Differential Equations. No. 193, 481-499
(2003).

Costa D. G. An invitation to variational methods in differential equations,

Birkhduser Boston Inc., Boston, MA, 2007.

Costa D. G. and Magalhaes C. A. Variational elliptic problems which are non-
quadratic at infinity, Nonlin. Analysis, 23 ,1401-1412 (1994).

Dancer E. N. Degenerate critical points, homotopy indices and Morse inequalities,

J. Reine Angew. Math., 3501-22 (1984).

Drabek, P. and Pohozaev, S. I. Positive solutions for the p-Laplacian: application

of the fibering method, Proc. Royal Soc. Edinburgh Sect A. 703-726 (1997).
Ekeland I. On the variational principle , J. Math. Anal. Appl., 47 324-353 (1974).

Figueiredo D. G. Positive solutions of semilinear elliptic problems in differential
equations, volume 957 of Lecture Notes in Mathematics, Springer, Berlin-New York

(1982).

Figueiredo D. G. and Miyagaki O. H. Semilinear elliptic equations with the primitive
of the nonlinearity away from spectrum, Nonlinear Anal., 17, 1201-1219 (1991).

Figueiredo G. M. and Pimenta M. T. O. Nehari method for locally Lipsctz function-

als with examples in problems in the space of bounded variation functions, preprint

(2016).

Figueiredo G. M. and Ramos H. Ground states of elliptic problems involving non

homogeneous operators,to appear in Indiana Univ. Math. J. (2015).

67



[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[30]

[31]

Figueiredo G. M. and Santos J. R. Multiplicity and concentration behavior of pos-
itive solutions for a Schrodinger-Kirchhoff type problem via penalization method,

ESAIM Control Optim. Calc. Var. 20 , no. 2, 389-415 (2014).

Krasnoselski M. A. Topological methods in the theory of nonlinear integral equa-

tions. MacMillan, New York, (1964).

Landesman E. M. and Lazer A. C. Nonlinear perturbations of linear elliptic boundary

values problems at resonance, J. marh. Mech. 19, 609-623.

Li G. and Zhou H. S. Multiple solutions to p-laplacian problems with asymptotic
nonlinearity as uP~! at infinity, J. London Math. Soc., 65 123-138 (2002).

Li S. J. and Willem M. Applications of local linking to critical point theory. J. Math.
Anal. Appl., 189 , 6-32 (1995).

Li S. and Willem M. Multiple solutions for asymptotically linear boundary value
problems in which the nonlinearity crosses at least one eigenvalue, NoDFEA, 5 | 479-

490 (1998).

Liu J. Q. and Zou W. Multiple Solutions for Resonant Elliptic Equations via Local
Linking Theory and Morse Theory. Journal of Differential Equations, 170 , 68 -95
(2001).

Nehari Z. Characteristic values associated with a class of non-linear second-order

differential equations, Acta Math. 105 , 141-175 (1961).

Nehari Z. On a class of nonlinear second-order differential equations, Trans. Amer.

Math. Soc. 101-123 (1960)

Rabinowitz P. H. Minimax methods in critical point theory with applications to

differential equations-AMS (1986)

Struwe M. Infinitely many critical points for functionals which are not even and

applications to nonlinear BVP, Manuscripta Math. 32 | 753-770 (1982).

Struwe M. Variational Methods: Applications to Nonlinear Partial Differential Equa-
tions and Hamiltonian Systems, Springer, (2008).

68



[32] Su J. Multiplicity results for asymptotically linear elliptic problems at resonance, .J.
Math. Anal. Appl. 278 397-408 (2003).

[33] Su J. and Zhao L. An elliptic resonance problem with multiple solutions, J. Mah.
Anal. Appl., 319 604-616 (2006).

[34] Szulkin A. and Weth T. The method of Nehari manifold, Handbook of Nonconvex
Analysis and Applications. D.Y. Gao and D. Montreanu eds., International Press,

Boston, 597-632 (2010).

69



	1cd7d9838e55c05f944ba77d79228a50fd26aabf79f7ec4f6490f85376606762.pdf
	1cd7d9838e55c05f944ba77d79228a50fd26aabf79f7ec4f6490f85376606762.pdf
	1cd7d9838e55c05f944ba77d79228a50fd26aabf79f7ec4f6490f85376606762.pdf
	Slide 1
	Introdução
	O caso 0<m()<1<1()
	Resultados Auxiliares

	O caso 0<m()<1<1()
	Existência de Solução 

	O caso 0<m()<1<1()
	Multiplicidade de Soluções

	O caso m()<1<1()
	Resultados auxiliares

	O caso m()<1<1()
	Teorema de existência

	O caso m()<1<1()
	Resultados sobre multiplicidade do problema (P)

	Resultados da Teoria de Medida e Integração
	Resultados Sobre Funcionais Semicontínuos Inferiormente
	Diferenciabilidade do Funcional Energia
	Resultados Importantes
	Teoria do Gênero


