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Resumo

MODELOS TERMO-ELASTICOS E NAO LOCAIS
DO TIPO DE TIMOSHENKO

Joao Carlos Pantoja Fortes

Orientador: Dr. Dilberto da Silva Almeida Junior

Resumo da Tese de Doutorado apresentada ao Programa de Doutorado em Matematica da Univer-
sidade Federal do Pard (PDM-UFPA) como parte dos requisitos necessdrios para obtengao do titulo de

Doutor em Matematica.

Nesta tese iremos efetuar a andlise de dispersao em modelos do tipo termoelasticos
de Timoshenko e para um modelo com efeito nao local. Também mostraremos que os
damping’s considerados eliminam o espectro nao fisico. Tais modelos termoelasticos, com
a hipdtese de Elishakoff, sao estabilizados exponencialmente sem precisar de qualquer
relacao entre os seus coeficientes, e por fim, nos modelos com efeito nao local, abordaremos

a existéncia e unicidade de solugao e estabilizagao exponencial.

Palavras-chave: Modelos termoelasticos e nao local de Timoshenko, andlise de dis-

persao, hipotese de Elishakoff e estabilizagao exponencial.
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Abstract

THERMOELASTIC AND NONLOCAL MODELS
OF TIMOSHENKO TYPE

Joao Carlos Pantoja Fortes

Advisor: Dr. Dilberto da Silva Almeida Junior

Abstract of Master’s Thesis submitted to the Postgraduate Program in Mathematics, Federal Univer-

sity of Pard (UFPA-PDM) as part of the requirements for obtaining a Master’s Degree in Mathematics

In this thesis we will show the dispersion analysis in Timoshenko thermoelastic
models and in a nonlocal effect model. We will also show that the damping’s analysed
eliminate the non-physical spectrum. These thermoelastic models, with the Elishakoff
hypothesis, are exponentially stabilized without the need of any relationship between
their coefficients, and finally, in models with nonlocal effect, we will address the existence

and uniqueness of solution and exponential stabilization.

Keywords:Thermoelastic Timoshenko and nonlocal models; dispersion analysis; Elisha-

koff hypothesis and stabilization exponential.
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Introducao

Na literatura, a teorias de pequenas oscilagoes em estruturas flexiveis do tipo vigas é am-
plamente utilizada para varios objetivos na engenharia, matematica pura e andlise numérica,
e todos esses modelos de vigas tém varias e importantes aplicagoes na alta tecnologia de es-
truturas flexiveis. E bem conhecido que as teorias de vigas mais comuns sao a equagao de
Fuler-Bernoulli, a equacao de Rayleigh e a equacao Timoshenko. Claro que existem diferengas
entre tais teorias assim como em suas frequéncias naturais. Historicamente, a teoria de vigas
de Rayleigh é uma melhoria a teoria de Euler-Bernoulli (remonta ao século XVIII) e a teoria de
vigas de Timoshenko é uma melhoria na teoria de Rayleigh.

O modelo de vigas de Euler-Bernoulli inclui elementos de viga de deslocamento vertical e de
flexdo, mas negligencia a inércia rotatéria e a deformagao por cisalhamento. Como consequéncia,
o modelo de vigas de Euler-Bernoulli tende a superestimar as frequéncias naturais, e o modelo
de vigas de Rayleigh, incluindo a inércia rotatodria, corrige parcialmente essas superestimagoes.
Por sua vez, o modelo de viga de Timoshenko é reconhecido por representar uma teoria mais
completa, pois este modelo inclui o efeito da forca de cisalhamento, bem como o efeito da
inércia rotatoria. Estas suposicoes oferecem uma grande melhoria para vigas nao-delgadas e para
respostas de alta frequéncia. Nessa direcao, tendo em conta que estas equagoes sao parabdlicas
ou hiperbdlicas, a velocidade de propagacao de ondas desempenha um papel importante na
natureza dispersiva desses modelos.

O modelo de vigas de Euler-Bernoulli é governado por uma equacao parabdlica e prevé
que comprimento de ondas infinitamente curtos viajam com velocidade infinita. Naturalmente,
isso é oposto a realidade fisica e constitui a principal critica no modelo de vigas de Euler-
Bernoulli. E claro que existem razoes pelas quais o modelo de vigas de Euler-Bernoulli quebra

em alta frequéncia e um deles é que os elementos da viga permanecem retangulares durante o

Fortes, Joao Carlos Pantoja PDM
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movimento. Por outro lado, o efeitos de onda do modelo de viga de Rayleigh sdo mais realistas
em comparacao ao modelo de viga de Euler-Bernoulli, pois as ondas se propagam com velocidade
finita em alta frequéncia. No entanto, o modelo de viga Rayleigh nao leva em conta a deformacao
de cisalhamento. No caminho oposto, o modelo de viga de Timoshenko inclui a inércia rotatoéria
e a deformacao de cisalhamento em que tais hip6teses geram uma equagao hiperbdlica que tem
uma velocidade finita de propagacao de ondas do primeiro espectro. Entretanto, a combinacao
entre essas duas hipdteses introduz um novo espectro conhecido como segundo espectro no qual
resulta uma velocidade infinita de propagacoes de ondas em frequéncia curta.

Agora, vamos descrever os modelos citados no cendrio unidimensional. Do ponto de vista

matematico, o classico modelo de Euler-Bernoulli para vibragoes de uma viga uniforme é:
PAY + ElYrees = 0, (1)

onde p é a densidade da massa do material, A é a area da secdo transversal, £ é o médulo de
elasticidade, I é o momento de inércia da area de se¢do transversal, y é a deflexdo da viga em
sua posigao de equilibrio, ¢ é o tempo, = é a distancia ao longo da linha central da viga, (.);
indica a derivada com relacao ao tempo ¢ e (.), indica a derivada com relagao a variavel espacial
x. Lord Rayleigh incluiu movimentos rotatérios no modelo de Euler-Bernoulli. Do ponto de
vista da modelagem de vibragoes de vigas, um angulo de rotagao é igual a inclinagao da curva
de deflexao, no qual é y, e a aceleracao angular é dada por yu,,. Como consequéncia, o0 momento
de inércia dos elementos da viga é ply;,dx e incorporando esse momento e mais o principio de

D’Alembert’s, temos
plyie — My +S =0, (2)

onde S denota a forga de cisalhamento e M o momento de torce. Substituindo S no equilibrio

dindmico (de acordo com a lei de Newton), teremos
Sx = (Mx - plytt:r:)x = _pAytt- (3)

Da teoria de elasticidade, temos que M = Ely,, e assim resulta no modelo de Rayleigh para

vibragoes de vigas uniformes dada por

pAytt + ElYrzee — pPLYttze = 0. (4)

Em (TIMOSHENKO,1921), descreve-se um modelo de viga e mostra-se como o efeito de cisalha-

mento deve ser levado em conta nos estudos das vibragoes transversais de vigas. Ele melhorou
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o modelo de Rayleigh e de Euler-Bernoulli incorporando a deformagao de cisalhamento. Devido

a essa hipétese, Timoshenko considerou que

em que 1 corresponde a rotacao da segao transversal e 5 é o angulo associado com o cisalhamento

na mesma secao transversal. Da teoria eldstica, temos:

M = FEly,, (6)
S = KBAG=KAG(y. +v), (7)
em que G é o médulo de cisalhamento e k’ é o fator de cisalhamento transversal. Desse novo ponto

de vista, Timoshenko leva em conta outro equilibrio dindamico. Em particular, ele substituiu o

equilibrio dinamico por:
plpy — My + S =0, (8)
bem como a condicao de equilibrio dinamico para forcas na direcao vertical dada por:
pAYy — Sz = 0. 9)

Assim, dessas equagoes, Timoshenko estabeleceu um novo modelo para vibragoes de vigas dada

pelo seguinte sistema acoplado de equacoes hiperbdlicas

P1Ytt — k(yx - 1/1)90 = 0, (10)

P2¢tt — bipyy + k(yt - d}) = 0. (11)

Aqui, p1 = pAk = KGA,py = pIl e b = EI. Esse modelo inclui os efeitos da curvatura, do
deslocamento vertical, da deformacao de cisalhamento e a rotagdo de inércia.

Porém, tal modelagem nos fornece duas velocidades de propagacdo. A primeira corrigi
o aspecto nao fisico do modelo de Euler-Bernoulli (primeiro espetro) e a segunda, existe a
inconsisténcia fisica no regime de baixa frequéncia conhecida como o segundo espectro.

Perguntas pertinentes aparecem de forma natural como:

e LExiste um sistema de equacées diferenciais parciais do tipo Timoshenko que exista somente

o espectro fisico?

e Efeitos dissipativos eliminam o segundo espectro?
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e Qual é a relag@o do cendrio de estabilidade com o espectro nao fisico?

Em (ELISHAKOFF,2010), na sua teoria, combinando a equagao (2) que veio do principio

de D’Alembert’s mais (9) resulta no seguinte sistema acoplado

prye — k(yz — )z = 0, (12)

—P2Yttz — bthye + k(yt - w) = 0. (13)

O sistema acima preserva todas as propriedades fisicas conjecturadas resolvidas por Timoshenko
e além disso, ¢ livre do segundo espectro. Logo, esse sistema seria o que admite apenas o espectro
fisico.

Ja em relacao ao segundo questionamento, alguns pesquisadores mostraram uma resposta
positiva a essa questdo. A primeira contribuicdo nesta direcdo foi dada em (MANEVICH,
KOLAKOWSKI,2015), onde os mesmos analisaram uma dindmica do modelo de Timoshenko
no qual o damping do tipo eldstico elimina o segundo espectro. Uma notavel consequéncia disso
¢é se outros tipos de damping tem a mesma propriedade.

Por exemplo, em (ALMEIDA J UNIOR,RAMOS,2017 ), os autores consideragao o sistema de

(RIVERA ,RACKE,2003) e mostraram que o damping do tipo atrito elimina o segundo espectro.
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Figura 1: Gréafico da dispersao para o sistema de Timoshenko conservativo (cores azul e
vermelha) e dissipativo (cores magenta e preta). No caso dissipativo tomamos a parte dos
valores reais da velocidade e parametro de damping usamos j+/kps, j = %, 1,3,4. Para u > /kpo
podemos observar que o segundo espectro comega a ser truncado para comprimentos de onda
suficientemente pequenos de tal forma que resta apenas o espectro fisico.

Por fim, em relacao ao tultimo questionamento, na literatura temos vérios resultados de
sistemas dissipativos de Timoshenko cujo eles sdo exponencialmente estaveis se, e somente,
existe alguma relagao entre seus coeficientes. A mais conhecida é a relacdo entre as velocidades,

ou seja,
—=—. (14)

Em (RIVERA,RACKE,2003) mostraram que o sistema de Timoshenko com damping do tipo

atrito decai exponencialmente se, e somente se, (14) ocorre. Todavia, temos que

k b KGA FEl F
= — 1
o A T (15)

em que 0 < k' < % Fisicamente, a relagao entre os médulos G e E é dada por

E
G=—— 16
2(1+v)’ (16)
em que v é a razao de Poisson tal que v € (0, %) Assim, temos que a relacao entre as velocidades

é um fendémeno nao fisico.
Baseado em estudos e trabalhos publicados, temos que apesar do damping ter a propriedade
de eliminar o segundo espectro, a estabilidade sé é atingida se houver alguma relacao entre os

seus coeficientes. Desta forma, ainda teremos um sistema nao fisico.
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Sendo assim, serd que existe um sistema livre do segundo espectro e que tenha decaimento
exponencial sem precisar de qualquer relagao entre os seus coeficientes? Também em (ALMEIDA

JUNIOR, RAMOS, 2017) os autores mostraram que o sistema

Py — k(ye =)z = 0, (17)

—p2Yite — Oze + k(yt - w) +uppy = 0, (18)

decai exponencialmente sem precisar da relacao das velocidades.

Motivados por esses resultados o trabalho a seguir esté dividido da seguinte forma:

e No primeiro capitulo, consideraremos o modelo dado em (RIVERA /RACKE,2002) cujo o

mesmo é dado por:

P1Ytt — k(yaﬁ + ¢)x =0 €m (07 OO) X (Oa L)7 (19)
prtt - wax + k(yz + w) + 701 =0 €m (07 OO) X (Oa L)7 (20)
p30t - '%03333 + 7wtw =0 €1 (07 OO) X (Oa L)a (21)

com as condigoes de contorno
y(0,t) = y(L,t) = ¢¥,(0,t) = ¥ (L,t) = 6(0,t) = 0(L,t) = 0. Vit>0 (22)

Aqui efetuaremos a andlise de dispersao e pela expansao assintética, mostraremos que o

damping do tipo atrito elimina o segundo espectro e simularemos tal eliminacao.

Em seguida, combinaremos com hipétese de Elishakoff, que nos dé o seguinte sistema

p1yee — k(ye +¢)e = 0 em (0,00) x (0, L), (23)
—P2Yttr — waz + k(yx + Q;Z)) + '7936 =0 em (0, OO) X (0, L)a (24)
P39t — KOy + '77/)2596 =0 em (07 OO) X (Oa L)v (25)

com as condigoes de contorno

y(ovt) = y(Lvt) = ¢x(0vt) = wx(Lvt) = 900(07t) = GI(L7t) = 0, vVit>0. (26)

Provaremos que esse sistema é exponencialmente estavel sem precisar de nenhuma relagao

entre as velocidades, via critério de Routh-Hurwitz e método da energia.
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e No segundo capitulo, (SANTOS, ALMEIDA JﬂNIOR, RIVERA, 2012) consideram o

seguinte modelo

p1yee —k(Yz + ) = 0 em (0,00) x (0, L), (27)
P2t — bibgy + k(yz + ) + 06, = 0 em (0,00) x (0, L), (28)
P30+ gz + 0y, = 0 em (0,00) x (0, L), (29)
Tq+Bg+0, = 0 em (0,00) x (0, L), (30)
com condicoes de contorno
y(T,t) = (T, t) = 0(Z,t) = (T, 1) =0, T=0,L ¥V t > 0. (31)

E mostraremos que o damping do tipo Cattaneo nesse modelo também elimina o segundo

espectro via analise de dispersao, expansao assintoética e por simulagao numérica.

Ap6s isso, consideraremos o mesmo modelo, porém livre do segundo espectro, ou seja,

Py —k(ys + )z = 0 em (0,00) x (0, L), (32)
—p2yite — Dax + k(yz + ) + 00, = 0 em (0,00) x (0,L), (33)
psbi+ qo + 0% = 0 em (0,00) x (0, L), (34)
T +Bqg+0, = 0 em (0,00) x (0, L), (35)
com condicoes de contorno
yY(T,t) = Y. (T,t) = 0(T,t) = ¢»(T,t) =0, T=0,L V¢ > 0. (36)

Cujo o mesmo decai exponencialmente, via critério de Routh-Hurwitz e método da energia,

sem precisar de nenhuma relagdo entre seus coeficientes.

e No terceiro capitulo, iremos abordar a andlise de dispersao do modelo de Timoshenko com
o efeito nao local. O mesmo é trabalhado em (ZHANG,2013) no qual a modelagem ¢é uma
combinacao da inércia rotatéria, deformacao de cisalhamento, teoria da elasticidade e a

relacao constitutiva generalizada do efeito nao local, que nos resulta no seguinte modelo:

P1Ytt — k(yx + ¢)z - al2p1yttmz =0em (Oa OO) X (0’ L)7 (37)

p2(,¢}tt - l2wttzm) - bwacz + k(yw + ¢) - (1 - a)12p1ytt:p =0 em (07 OO) X (07 L)v (38)



Introducao 16

com condicoes de contorno
y(0,t) = y(L,t) = (0, L) = ¢, (L,t) =0 ¥Vt > 0. (39)

Ressaltamos que o efeito nao local é indicado pelos termos que sao acompanhados pelo
parametro intrinseco [ e, também, quando adicionamos o o termo viscoso (1;) na equagao

de rotagao, o segundo espectro é eliminado.

e No quarto capitulo, provaremos a existéncia e unicidade de solucao do modelo de Ti-
moshenko nao local, sendo que iremos considerar o efeito nao local em ambas as equagoes,
apenas na equacao do deslocamento e apenas na equacao de rotacao. Tal consideracao
sdo por motivos de mudancas nas condig¢oes de contorno ( o efeito nao local esta unido
com a condi¢ao de Dirichelet) e tipos de mecanismos dissipativos considerados (viscoso e

Kelvin-Voigt).

e Por fim, no quinto capitulo, trabalharemos o cendrio de estabilidade exponencial dos

modelos do capitulo 4.

Fortes, Joao Carlos Pantoja PDM



Capitulo 1

Termo-elasticidade parabdlica para

sistemas do tipo Timoshenko

Apresentaremos neste capitulo a andlise de dispersdo do modelo de Timoshenko com a lei
de Fourier. O mecanismo dissipativo do mesmo elimina o segundo espectro, conforme iremos

mostrar nas simulagoes numéricas a sua eliminagao.

1.1 Analise de dispersao e conjecturas correlatas

Consideremos o seguinte sistema linear

o1y — k(yz +¥), = 0 em (0,00) x (0, L), (1.1)
Pziﬁtt - b¢xx + k(ym + ¢) + A’Viem =0 €m (07 OO) X (01 L)v (12)
p30: — 50, + Y = 0 em (0,00) x (0, L), (1.3)

com constantes positivas pi, k, ps, b definidas na introducao, ps,”, k constantes positivas ja co-

nhecidas da literatura e, com as condigoes iniciais

y(.,O) = Yo, yt('ao):yl 1#(-70):%7 wt(wO):wla
0(,0) = 6 Vael(0L) (1.4)

e condicoes de contorno
y(oat) :y(Lvt) :¢$(07t) :wx(Lvﬂ :H(Ovt) :9(L7t> = 0. Vit>0 (15)
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Dispersaode modelos termo-elasticos do tipo Timoshenko 18

Para efetuarmos a andlise de dispersao, consideremos que a solugao do sistema é do tipo

harmonica, ou seja,

y = Aei(’yz-i-wt) ) = Bei(’yaﬁ-wt) H = Cei('yx-i-wt). (1.6)

) Y

Aqui, A, B e C sao as amplitudes referentes a y, 1 e 0, respectivamente. v é o nimero de ondas

e w é a frequéncia. Assim, substituindo na equagao (1.1) obteremos:
— p1Aw? + kAY? — kBiy = 0.

De onde resulta

A ik
B ky? - prw?
Em (1.2),
—  paBw? +bB? + kiAy + kB +3Civy = 0.
De onde obtemos
A 2 -k FC
_ Pt 0y _1z (1.8)
B 1kry k B
Em (1.3),
— JwyB + pziwC + %720 =0,
ou seja,
c ~
A L — (1.9)
B ipsw + ky?
Combinando (1.7), (1.8) e (1.9), segue
1k - ipap3w + p2%72w2 — ibp3yiw — 6%74 —ikpsw — k%’yz — i7?y2w (1.10)
k2 — prw? —kpzyw + ikky3 ' '
Portanto obtemos a seguinte equacao de dispersao
— ip1papsw® — prpakyw +i(kpapsy® + bprpsy? + kpips + ;AP )w®
+ (pgk%’y4 + prbkyt + plkE’yz)wQ — i(kbpsy* + k72w — bkk~® = 0. (1.11)
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Por outro lado, podemos também obter a equacao de dispersao em fungao da velocidade. De

fato, sabe-se da identidade fisica que w = ~yc, logo substituindo em (1.11) obteremos:

— ip1papsyc® — prpakn et +i(kpapsy® + bp1psy® + kpipsy® + p13y°)c?

+ (pgk%’)ﬁ + plb%qfﬁ + plkif/’y4)c2 — i(kbps® + E7%45)c — bk%q/G =0. (1.12)

Note que existe uma dificuldade para determinarmos a solucao explicita da equacao de dis-

persao.

Desta forma usaremos o método da expansao assintética dado em (MORI2018) e

(NAYFEH,1993) na qual consiste em assumir uma forma aproximada para a solugdo quando

v — 0. Tal forma, para v — 0, é dada pela seguinte aproximacao:

(3) 3

c(7) = @ +alVy + al?y? + alPy3 4l 4 L (1.13)

Substituindo em (1.12) produzimos:

_l’_

+

+

+

+

+ o+ o+ o+ o+ A

ip1pskal’ 3 4 (3Zl)lp3ka<0> a! +p1kEa§.°>2) ¥+ (—Zmpnga( )8 +ipypsbal’ P iR al’ )?

zpngka(o) + 3ip1 pgka(o) (2) 3zp1p3ka(0)a( )2 —1ip3 bka(o) lk~2 (0) +2p1kza§0)a;1))75

(—5Zp1p2p3a 0)* ()+3zp1p3ba(0) (1)+3zp17a(0) (1)+3zp2p3ka(0)2a( )+3zp1p3ka(0) (3)
67,p1p3ka(0> 1) (2) + zplpgka( »?_ 1 pzka< " zp3k’ba<1) —iky2%a <1) + plea;O)Q + pzkEa<. )2 + 2p1kk:a<0)a<.2)

~ - 2
plkkag. 2 _ bkk) ~% + (3ip1p3ba5.0)a;1) + 6ip1p3ka;O)a; ) + 3ip1p3ka§.0) a;. zk'yQa( ) + 3zp1p3ba(0) (2)

~2 (0)

4 2 2
ngbka( ) + 31p1p3ka<0) ; )2 + 3ip17°a (.2> — 5ip1p2p3a(.0) (.2) + Sipgpgka(.()) (.2) + 3ip1p3ka(.1) a(.2)

1Ozp1p2p3a(0) a(.l) — 4p1p2 ka(o) o )+3zp2p3ka(0)a§ 2 + 3ip1 PyQa(O) 51) + 2p1 bka(o) (1) + 2p2 kka(o) (1)

201kFa®a® + 201k <2>)7 n <2p2p3ka(> lepgba() +3ipA? <o> o +ip §2a()

4 2 2
5ip1p2p3a(.0) a(3) — 1in1p2p3a(v0> a(.l) — 4p1p2 ka(o) (.2) 6zp1p3ba(0)a(1) (2) + 6p1 pzka(o) (1)

2p1bEa< )a<2) + 2p2kka(0) (2) +2p1 kka(0> (4> + 2p1 kka<1)a<-3) — ipgbk:a< ) + p1 kk:a<2) + p1 bl~ca<-1>2

3
pakFa(D? +61p2p3,m<o>a<1> @ 4 6ip1ps ka(o)a(l) @ 4 6iprpskal®a®al® — 20ip1 prpsal®’ oV

P P 2 P
31p1p3ba(0) (vd) + 3ip2p3ka;0) a;?) + 6ip1§2a§0>a§1)a;2) + 3ip1p3Ka§.1) a§3) + 3ip1p3ka;1)a;2) — ik§2a§3))78

©2,12,@
] J

3
(3%/) 0l a(o) (4) +3ip17°a (0) (2) +3ip1y a(l) 201p1p2p3a( ) a§1)a§3) 30ip1p2p30,
Giplpgba(ma(n <>+6w2p3ka<o>a<1) <3) — ik72a <4>+2p1b'15a;1>a(.2>+2p2k’15a< )a<2>+2p kka(l) (4)
2p1kka<2> <>+6w pgkam) <2) <4)+6w p3,m<1>a<2> <3> —ips bka( ) dpips ,m(m <> —12p1p ka<o> (_1>a§_2>

2
@3 _ 5ip1p2p3a§. h a§ ) — 10ip1p2p3a§ »? a§. ) 5zp1p2p3a( )a( " + 31p1p3ba(0) (,4)

ip1p3ka;
Sipngka(- )2 a(-4) + 6ip172a<-0>a<-1>a<-3> +3ip1p3ba<.0)a§- )? +3ip2p3ka§- )ag- )2 +3zp1p3k‘a( )a<-3)
31p1p3ba(1) (2) + 3ip2 pgka(l) (2) + 3ip1 p3ka(1) ( ) 4p1p2Ea§0)a§.1) + 2p1bza§0)a§.3) + 2p2kEa§0)a§3))'yg

. =0,
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(n)

e calculando a; - comj=1,..5en=01,.. obteremos:

1
S + T — ng,
ago) = O;a(l) =1 ;ag-z) =0;
1 1 1
1 . ~ 13
@ Kk(kpa+bp) 5 4 i(kp2ps + bp1ps + Wpl)a§» ) @ o
aj = — 2 7(1]- —0, ]—1,...,5.
k (%Pla(l) i(bps + 7% — 3P103&( ) >

Em que

k 32 b bk —m3
my = — ;  mi=——+4— i mg= ; Q:M,

P3 pP1pP3 1 P1P3 9

9 — 27Tmg — 2m3

R = dmame 54m0 M 5:{’/R+\/Q3+R2 ;o T= \/R V@3 + R2.
Observacgao: Caso Q3 4+ R? < 0, entdo
1
24/—Q) cos <39> ;
2 R
(2 _ . - _
a;’ = 2+/—Q) cos ( 0+ 37r) ; cos 0 =
4
24/—Q) cos ( 0+ 37r) )

Dai, tomando a parte real, podemos concluir que teremos a seguinte aproximacao para solucao

em c:
Re c(7) = ay + a4 + 0(), j=1,2,3,4,5. (1.14)
Sendo assim, quando v — 0 obteremos:
Re c(v) = 0. (1.15)

Ou seja, o mecanismo dissipativo do sistema elimina o segundo espectro. Desta forma, provamos

o seguinte resultado:

Fortes, Joao Carlos Pantoja PDM



Dispersaode modelos termo-elasticos do tipo Timoshenko 21

Teorema 1.1 As solugées do tipo harménicas de (1.1) — (1.5) sdo dadas por

y= Aetyztwi) . = Betyatwt) , 0= Cei(7x+Wt),

em que A,B,C sao as amplitudes de y,1,0 respectivamente, e as velocidades de fases c;,i =

1,2,3,4,5 satisfazem a sequinte equagdo

l5C5 + l404 + lgCS + 1262 + llc + lo = 0,

em que
Is = —ipipaps?’,
i = —pip2kr’,
I3 = i(kpapsy® + bp1psy® + kp1psy® + p17*Y°),
ls = (pakkr® + p1bk~S + prkkn),
L = —i(kbpsy® + k7245),
lo = —bkk~S.

Em particular, co tem velocidade no regime de baira frequéncia tendendo a zero.
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34 w3
= £

2] 2

0 ‘ ‘ 1
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Figura 2: Numero de ondas () vs velocidade (c). Na figura a esquerda temos a anélise
de dispersao sem levar em consideracao o damping do tipo Fourier. Note que as duas curvas
sdo dispersivas e mostram um comportamento estdvel em alta frequéncia. A primeira curva
que caracteriza o primeiro espectro (cor azul) se propaga por todo o dominio do espectro. J& a
segunda curva que caracteriza o segundo espectro (cor vermelha) mostra uma velocidade infinita
para valores préximos da frequéncia critica. No entanto, na figura a esquerda, temos que tal
anomalia é corrigida quando hé a insercao do damping. Para essa simulacao, usamos o tamanho
L=nE=21x10'2 p=7860,k' =5/6,1 = 0.0001171 ¢ A = 3 x1073. O dominio da dispersio

foi tomado no intervalo [—500, 500] e G = 77.5 x 1019, Por fim, tomamos a parte real dos valores

cujo o pardmetro de damping utilizado foi j+/kpa2(1 + p3 +7),j € {0,4}.
A seguir, mostraremos que combinando a hipétese de Elishakoff com o modelo (1.1) — (1.5),
ou seja, um modelo livre do segundo espectro, decai exponencialmente sem precisar de nenhuma

relagao entre os seus coeficientes via critério de Routh-Hurwitz.

1.2 Decaimento exponencial do modelo simplificado

via critério de Routh-Hurwitz

Vimos anteriormente que o sistema (1.1) — (1.5) tem o segundo espectro e que o damping do
tipo Fourier o elimina. Porém, sabe-se da literatura que o mesmo decai exponencialmente se,
e somente se, a relacdo das velocidades forem iguais, o qual (fisicamente) nao tem relagao.
O objetivo agora é mostrar que existe um sistema do tipo Timoshenko com Fourier totalmente
fisico, ou seja, um sistema que nao exista o segundo espectro e que tenha estabilidade exponencial
sem precisar de nenhuma relacao entre os seus coeficientes. De acordo com a modelagem de
Elishakoff, tal sistema em termos leigos é dado na troca de 1y por —yu.. Desta forma, o

sistema livre do segundo espectro serda dado por

Py — k(yz + ), = 0 em (0,00) x (0, L), (1.16)
—P2Yttr — b¢xw + k(yx + IJZ)) + '7936 =0 em (0, OO) X (Oa L)a (117)
p39t - /fezvac + 7¢tm =0 em (07 OO) X (Oa L)v (118)
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com constantes positivas p1, k, p2, b, p3, K € com as condigoes iniciais
y(.0) = wo; w(,0)=w1i; ¥(,0) =v0; U(.,0) =1n;
0(.,0) = by, Vaxe(0,L) (1.19)
e condicoes de contorno
y(0,t) = y(L,t) = 1,(0,t) = (L, t) = 0(0,t) = 6(L,t) = 0. Vt>0 (1.20)

Para mostrarmos o decaimento exponencial, iremos usar o critério de Routh-Hurwitz.
O Critério de Routh-Hurwitz, usada em (QUINTANILLA,2003), considera para e suficien-
temente pequeno que existe uma solu¢ao do problema (1.16) — (1.19) na forma harménica dada

por
y(z,t) = Ae*tsin(nz) , (x,t) = Be* cos(nx), 6O(x,t) = Ce*"sin(nzx), n €N, (1.21)

tal que substituindo em (1.16), (1.17) e (1.18) obtemos solugoes que podem estar tanto a direita
quanto a esquerda da linha Re(z) = —e.

Desta forma, substituindo (1.21) em (1.16) obteremos,

A kn
—= . 1.22
B prw? + kn? (1.22)
Em (1.17)
A bn? +k C
a___wre L m (1.23)
B kn — pow?n B kn —w?n
Em (1.18)
C Ywn
-—= 7. 1.24
B psw+ kn? (1.24)
Segue da combinagao de (1.22),(1.23),(1.24) que
kn B bn? + k Ywn n
prw?+kn2  kn—pown  psw + kn2 kn — paw?n
B bn?+k v2wn?
 kn—paw?n  (psw + kn2)(kn — paw?n)’
(bn? + k) (kn — paw?n) + v*n’w (1.25)

(kn — pow?n)(psw + kn?2)
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Dali, segue que w ¢é a solucao da equacao

(bnprps +¥*n°p1 + kn’paps + kpips)z®  +  (ben'py + ken'py + kkn®py)a”

+  (bkn'ps + v2kn)x + bkrn® = 0. (1.26)

Provaremos que as solugoes da equagao acima estao a esquerda da linha Re(z) = —e. Para isso,

verifiquemos o sinal das solucoes da equacgao algébrica

(bn2p1p3 + 72n2p1 + kn2p2p3 + kp1ps)(x — 6)3 + (bnn4p1 + lmn4p2 + lanpl)(x — 6)2

+  (bkntpz + v2knt)(z — €) + bkrn® = 0.

(1.27)

Ou seja,

l3.7,'3 + l2£L‘2 +lhix+1lyp=0, (1.28)
em que
I3 = bn’pips +7°n’p1 + kn’paps + kpips
la = brntpy + kxn*ps — 3ben?p1ps3 — 3ev*n?p1 — 3ekn®paps + krkn’py — 3ekpips
li, = —2bern’py — 2ekwnpay + 3be*n?p1ps + bknps + 3e2y*n?p1 + 32 kn? paps + v kn?

—  2ekrn’®py + 3¢%kpip3

lo = belknp; + bkrn® 4+ Ekrntpy — be3n?prps — beknps — €~42n%p; — Ekn’pops — ey?kn?

+ Ekrn’p — Ekpips

O critério de Routh-Hurwitz estabelece que a condicao necesséria e suficiente para que as solugoes

de uma equagao do tipo (1.28) tenha a parte negativa é

lh I3 0
3
Ao=1lp>0,A1 =11 >0,Ay = det > 0,A3 = det lp I O > 0.
lo o
0 Iy I3
Analisemos As. Temos que
A2 = dSTLS + d6n6 + d4n4 + d2n2 + do, (1.29)

em que
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dg

dy

do

do

Note que o termo dominante é dado por dgn

—2b2m2p% — 4Abekk?p1ps — 2ek2/<52p§ + 72 k%Ko

8b2e% ki p3 + 8be? 2k p? + 16be*kkp1paps + 86>y krpips + 8€ K kpaps — 2b%ekp1p3
Abey*kprps — 2bek>paps — Abekr?pi — 2ev kpy — 26y k> paps — 4ek® K2 p1pa + VK Kp
—8b°e*pt p3 — 16be*y*pTps — 16be’kp1p2ps — 8e7y" pi — 16627 kp1paps — 8k p3p3
16be2krpips + 8€27 kkpt + 1662 k% kp1 paps — 2bek2p1p§ — 2672 K% pLp3 — 2ek?K2 p?
—16b63k‘p%p§ — 16€342kp3ps — 1663k2p1p2,0§ + 8¢2k2kp1%p3

—86’ k% pi 3.

8. Logo, para n suficientemente grande podemos

encontra um ¢q suficientemente pequeno tal que Ao > 0. O mesmo argumento é vélido para Ag

e A1. Por outro lado, temos:

ds

dg

dy

da

do

A3 = dlonlo + dngS + d6n6 + d4n4 + d2n2 + do, (130)

—20%er?pips — 2%y K12 p} — 6 ekr? pipaps — 4bey’ ki ptpa — 6bek? K% p1p5ps
26y’ k* K% p1ps — 2ek’ K% ps + by’ kP kp1p2ps + 7 kP Rp1p2 + 7k KPS s

8032k p3 p3 + 16b% 22 kp ps + 240> krip3 pap3 + 8>y kpd + 32022 kkplpaps
24662k2/<;p1p§p§ + 82y kkp? py + 166272 k2K p1 p2ps + 862k3/<;p§p§ — 2b36kpfp§

60° ey kpl1?p5 — 4b%ek? p1papl — 6b>ckr®pips — 6bey kptps — 8bey?k*p1pap}
dbey? kK p3? — 2bek® p3ps — 12bek?k? plpaps — 2e7°kpT — dexy*k?p1paps — 2ev2 k3 p3p3
4’k K2 pipa — 6k’ K2 p1psps + by K kplps + v K2 KpT + 29K Kp1paps

—80°€* pipj — 247> y? i p3 — 246%€ ki pi papi; — 24be>y pl ps — A8be> Y kpi pap;
2466’ k2 p1p3p5 — 8% pi — 2463y kpi paps — 246>k p1 p3p3 — 8€ k3 pi o
24[)262]43/{/)?[1% + 320662y 2kkpi ps + 48b62k2/ipfp2p§ + 82y kkp3 + 326242k K p2 paps
24€° K> kp1 p3p3 — 4b%ek” pT pl — 8bey k2 pip3 — 4bek®prpapl — 6bek?r? pps — dey* K pips
46’k pLpaps — 267 KK p} — 6ek’ K p3 paps + 72k kpt ps

—24b°€ ki p§ — 48be>y kp i — 48be> k> p papy — 24€° v ki ps — 486°y k> pl a3
246° k% 1 p3 pf + 24b Kk pl p3 + 16627 k> kpl ps + 24€” kP kT papi — 2bek pT pf — 2697k p7 3
2ek*k%pips

—24be’k?pipi — 24€° 72k plpf — 246° K T o + 8K kpi p}

—8€6°k” pl p}
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Aqui o termo dominante de Ag é dign'?. Note que também podemos encontrar um e, suficien-
temente pequeno para um n suficientemente grande tal que Az > 0.

Desta forma, provamos o seguinte resultado

Teorema 1.1 Assuma que € € um parametro suficientemente pequeno. Entdo existem solugoes
do sistema (1.16) — (1.20) da forma (1.21) que estdo a esquerda do linha Re(z) = —e implicando

assim na estabilidade exponencial de solucoes.

A seguir, iremos mostrar o decaimento exponencial para o mesmo sistema considerado nesta

secao, porém via método da energia.

1.3 Decaimento exponencial sem o segundo espectro
de frequéncia

Consideremos o sistema (1.16) — (1.20). Para obtermos o decaimento exponencial da energia,

iremos construir o funcional Lyapunov L satisfazendo
G1E(t) < L(t) < BE(t), t>0

com constantes positivas g1, 82 tal que

%L(t) < —aL(t)

para algum « > 0. Temos que

Proposicao 1.2 A energia E(t) do sistema (1.16) — (1.20) dada por (1.31) satisfaz a lei de

dissipacdo dada por:

d L,
Bt =— 62d
GE0) == [,
em que
.71 L 2 2 2 2 2 P1P2 2
E(t) .= 3 ), L + by + k(Y + )" + p3b + P2Yia + " Yie | d- (1.31)
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Demonstragao: Multiplicando por v, ¢, e 0 as equagdes (1.16), (1.17) e (1.18) respectiva-

mente e integrando em (0, L) obteremos:

L L
Pl/ yttytdﬂc—k/ (Yz +¥)eypdz = 0,
0 0
L

L L L
o / Yusatbeda — b / Vastnda + k / (yo + V)rdz + / bonds = 0,
0 0 0 0
L L
pg/ 9t9d:1:/i/ 0120dx + vy 0dxr = O.
0 0

Efetuando as devidas integragoes por partes e somando (1.32),(1.33) e (1.34):

1d [~

L L
—— | ;i + k(ys +¥)? + b2 + p36?]da — pz/ Yiatheda = —ﬁ/ 02d.

Note que, da equagao (1.16), temos

L L L o
—p2 / YetaPrdr = po / YuVizdr = po / Ytt (?yttt - y:mt) dx
0 0 0

d (" pip2 o p2 o
= L[ (P22 P22 g
dt J, <2k Yo + 2ym> v

Combinando (1.35) com (1.36) teremos

iE(t)—— /LGQd
7 = —K ; ~dx,

em que E(t) é dada por (1.31).

(1.32)
(1.33)

(1.34)

(1.35)

(1.36)

(1.37)

Agora, faremos uma escolha adequada dos multiplicadores e sequéncias de estimativas que

serao dadas pelos Lemas seguintes, nos quais assumiremos as regularidades necessarias nas

fungoes y e ¢, de modo que possamos construir os mesmos para a obtencao do decaimento

exponencial.

Lema 1.1 Seja (y,1,0) solug¢ao de (1.16) — (1.20) e o seguinte funcional dado por:

L
L(t) = —Pl/ yryda.
0

Portanto,

d L L L
%Il (t) <—m / yfda: + € / wgd:c + C(e1) / (yz + ¢)2daz.
0 0 0
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Demonstragao: Multiplicando a equacao (1.16) por y teremos:

L L
o / yieyds — k / (4o + )aydic = 0.
0 0

Reescrevendo a equagao acima

L d L L
p1 / —yrydr — py / yrdz + k/ (Yz + 1)yzdx = 0. (1.38)
o dt 0 0

Logo,

L d L L
_Pl/ —yrydr = —m/ y?derk/ (Yz + V)Y de.
o dt 0 0

Usando a desigualdade de Young obteremos

d L 2 k L 2 L 2
—Ii(t) < Pl/ yidr + / (Yo + 1) d$+€k‘/ yydx.
dt 0 46 0 0

Tendo em mente que

L L L
/ yadz < 2/ (Yo + ) ?da + ch/ Yrda,
0 0 0

onde (), denota a constante de Poincaré¢, obtém-se que

d

L L L
%Il (t) < —pl/ yidx + q/ Vidr + C(el)/ (Yo + ) dz.
0 0 0

Lema 1.2 Seja (y,1,0) solugdo de (1.16) — (1.20) e o sequinte funcional dado por:

P1P2
k

L
Ix(t) == / (myty + payithe — yttyt) da.
0

Entao,

d L 2 b [* 2 L 2 L 2 P1P2 L 2 L 2
L h(t) < / yRdz—2 / Rda—k / (gt ) 2do+Cy / 02d0—L22 [ 2 / yde,
dt 0 2 Jo 0 0 k- Jo 0

em que C1 € uma constante positiva.

Demonstracao: Temos de (1.38):

L d L L
m/ —ypydr = m/ yrdz — k‘/ (Y + ) yodex. (1.39)
o dt 0 0

Por outro lado, multiplicando (1.17) por ¢ obtemos:

L

L L L
— 20dr — b zzWd k - d O,10dx = 0.
pg/oytth /Owww/o(yww:cﬂ/o pde = 0
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Ou seja,
L L L L
s / yurtoada + b / W2+ k / (ye + )ibda + / O,z = 0,
0 0 0 0

Reescrevendo a equagao acima:

Lrd L L I
’ 2/ (dtyt% - Wl’tw) dr +b / Yrde + k / (Yo +¥)0dz + / 0, dx = 0.
0 0 0 0

Entao:

d L L L L L
G | pts = [ wtde e [ vppds oy [ 0ude oo [ yade. (140
0 0 0 0

0

Segue de Y, = %

L Lp pipe [F(d 2 L
02/ Yphrpdr = pg/ Yt (??Jttt — ytm) dx = k/ <dtyttyt — ytt) dx + p2/ Yizdr.
0 0 0 0

Sendo assim produzimos:

Yttt — Ytex qUE -

L

d _ L g pip2 (" o
D o (= D)o = b [ uan—k [ vppde [ puvde =22 [y
dt J, k 0 0 k- Jo
+ pg/ y2.d. (1.41)
0

Somando (1.39) com (1.41) encontramos

d o 2 L 2 L 2 L P1P2 L 2 L 2
L) =pr [ sk [+ oPdo—b [ do—y [ owde =22 [T ipdo g [,
dt 0 0 0 0 k- Jo 0

Dai, segue da desigualdade de Young que:

d g 2 b [* 2 r 2 g 2 pips [* 2 g 2
—L(t) < p1 yrdr—— Yide—k [ (yz+)“de+Cy 0, de——— Yy dx+p2 Yipd.
dt 0 2Jo 0 0 ko Jo 0
|

Lema 1.3 Seja (y,1,0) solucio de (1.16) — (1.20) e o seguinte funcional dado por:

L

I3(t) := / < P2Yta(Yz + ) + —yt% 020yt> da.

0

Entao,

d Ly ko[t 2 L, Lo
—1I3(t) < —pg/ Y dr — / (yz + ) dw+61/ yttdx—FC'(el)/ 0 dz,
dt 0 2 Jo 0 0

em que Cy € uma constante positiva.
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Demonstragao: Multiplicando a equacao (1.17) por (y, + 1) obteremos

L L
—02/0 Yitz (Ya +¢)d$—b/0 wm(nyrw)derk/o

L

L
(ye + ¥)?dx + 7/0 O (yoe + ¥)dx =

Reescrevendo a equacao acima

Lg
—P2/ dtytx(yac-i-lﬂ)dx + p2/
0 0

L L
ym(szrw)derb wxy;mw) +k/0 (yz + ¥)d

L
+ 7/0 00 (Yo + ¥)dx =

Ou seja,
L d 2 .
_PZ/O dtytx(yx + 1/}) = —P2/0 ytrd.T - / Vpypdx — / (yx + 1/}) dr — ,Y/O ex(yx + ¢)d$
L
- :02/ ytxwtdx-
0
Note que,

b b d
o2 / Yrpypdr = —& <dtyt¢x - ytiﬁm) dz
0

Dai, segue que

4
dt

L plb L ) plb L L 5
—p2Yte (Yo + V) + 7%% dr = —po / Yipdr — o T / Ytedr — k / (Yz +)"dx
0 0 0 0

L
- 7/() 9a:(ym+¢)dl’

Vejamos que de (1.18) temos

¢ta¢ = _7915 + 9:227
Y 0

b L b L K brd
— (pl + PQ) / YtWigdr = <,01 + P2> / Yt (_pget + 9m> dr = 02/ < Oyt — 99&) dx
k 0 k 0 v v 0 \dt

/L
+ 9 / Yz Opda.
0

Finalmente, da desigualdade de Young produzimos

d

L Lol L L
—1I3 < —po / yfmdm - = / (yz + z/J)de + €1 / yftdx + C(e1) / Hidaj.
dt 0 2 Jo 0 0
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Considere agora o funcional Lyapunov L definido como:
L:= NE(t) + N11;(t) + Nala(t) + N3l3(t)

Assim, teremos

d L 2 P1P2 L 2 b L 2
YL < —(Nlpl—ngl)/ ytdx—(Ng —N361>/ y2de — ( Now — Nie /wxda:
di ) k . 2 )

k L 2 P2 L 2
= Mok NoZ = NiC(Q) ) [ (g +)%dw — (Na22 = Nopn) [ yheda
0 0

L
- (NI{ - Ngcl - NgC(él))/ G?Cda:
0

Tomemos as constantes na seguinte ordem: e suficientemente pequeno, N1 > Na, €1 suficiente-
mente pequeno, N3 > Nj, Ny e N suficientemente grande.
Assim, teremos
d

aL(t) < —BoE(t)

para algum Sy > 0. Além disso, existem constantes (1, B2 > 0 tal que para t > 0
B1E(t) < L(t) < B2 E(t). (1.42)

De onde segue que

%L(t) < —2aL(t)

para o := % Usando (1.42) teremos provado o principal resultado.

Teorema 1.3 Seja (y,v,0) uma solugao particular do sistema (1.16) — (1.20). Entao existem

constantes positivas C e «, independente das condi¢des iniciais e dos coeficientes tal que para

todot >0
E(t) < CE(0)e 2,

A seguir, iremos mostrar que tais resultados do capitulo 1 sdo também vélidos para um

sistema termoelastico de Timoshenko porém, com a lei de Cattaneo.
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Capitulo 2

Termo-elasticidade hiperbdlica para

sistemas do tipo Timoshenko

Consideraremos um modelo de Timoshenko com a lei de Cattaneo e mostraremos que tal
damping também tem a propriedade de eliminar o espectro nao fisico, para tal feito usaremos a

analise assintdtica e simulacoes numéricas.

2.1 Analise de dispersao e conjecturas correlatas

Considere o seguinte sistema termoeldstico linear junto com a lei de Cattaneo

pryi — k(yz + )z = 0 em (0,00) x (0, L), (2.1)
past — bpy + k(ye + )+ 86, = 0 em (0,00) x (0, L), (2.2)
P30 +qp + 0%, = 0 em (0,00) x (0, L), (2.3)
T +PBqg+0, = 0 em (0,00) x (0, L), (2.4)
com constantes positivas p1, k, p2, b, 0, p3, 7, 8 € com as condicOes iniciais
y(,0) = yo; w(-0)=yi; ¥(,0)=4v0; Ui(,0)=1;
6(.,0) = 6p; q(.,0)=qo Vxe(0,L) (2.5)
e condigoes de contorno
y(T,t) = (T, t) = 0(Z,t) = (T, t) =0T =0,L V¢t >0. (2.6)
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De forma andloga a secdo anterior, consideremos que a solucao do sistema é tipo harmonica,
isto é,

y = Aei('nyrwt) )= Bei('yz+wt) . 0= Cei(nyrwt)’ q= Dei('y:erwt)‘

)

Sendo assim, substituindo na equagao (2.1) obteremos:

— plAw? + kAY? —kBiy =0

% _ = z’iﬂplwz. (2.7)
Por outro lado, segue da equagao (2.4) que
60, = —7dq — Bdq
e substituindo em (2.2) obteremos
p2thie — bpoy + k(yz + ) — 70q. — Béq = 0. (2.8)
Usando solucoes harmoénicas em (2.8) obteremos
—  pow’B+ by’ B +ikyB + kB — itdwD — 36D = 0
N % _ paw? ;k:,ﬁ —k N gz’T&;}k:iy- ﬂ5' (2.9)
Também de (2.4) temos que
p30te = —Tp3qi — Bp3qe. (2.10)
Derivando (2.3) em relacao a x e combinando com (2.10) encontramos
=731 — BP3at + Gae + 0tae = 0. (2.11)
Das solugbes harmonicas temos que (2.11) serd dada por
+ 7psw?D —ifpswD — %D — idwy?’B =0
D 1672w
- . (2.12)

B tpsw? —iBpsw —
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Combinando (2.7), (2.9) e (2.12) encontramos

ikry B paw? — k — by?

1672w iTow + B6
ky?—prw? iky

Tpsw? —ifpsw — 2" iky

paw? — k —by?

iT02yw? + B8%yw
ik

k(Tpsw? — iBpsw —?)

_ (paw? — k= by*)(Tpaw? — iBpsw — 7?) + iy(iTd*yw? + % w)
iky(Tp3w? — iBpsw — 7?) '

Portanto, a equacao de dispersao sera dada por

—  p1pap37e’ +ip1p2psfu’ + (prp2y’ + kpipsT + p1p3bry® 4+ prr6%y? + kpapsTy®)w

— i(kp1psB + prpsbBY? + p1BEY + papskBy)w® — (p1k? + prby* + kbpsTy! + k6% )w?
+ i(kbpsfy*t + kB2 M w + kS = 0. (2.13)

Segue da identidade fisica que w = ~yc e substituindo em (2.13) obteremos:

— p1p2p37°c +ip1paps By + (p1p2° + kprpsTyt + p1psbTy® + p176°7° + kpapsTy®)ct

— i(kp1p3By> + prpsbBY° + pLB2Y + papskBy°)c® — (prkyt + p1by© + kbpsT + kT6%45)c
+ i(kbpsBy® + kB2 ) e + kS = 0.

2

(2.14)
Como no capitulo 1, também h& a dificuldade de obtermos a solucao explicita da equacao de

dispersao, por isso usaremos novamente o método da expansdo assintotica. Sendo assim, para

v — 0, teremos a seguinte aproximacao:

c(y) = 1 + 0\ + P42+ PP 4y

4
; ; ; oyt (2.15)
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Substituindo em (2.14) obtemos:

3 2 5 3
- iplpskﬁnj(-o) ( 3Zp1p3kﬁn 77] )+p1p3kﬂ7§ . p1k77§-0) )74 + <ip1p2p3577§-0) - ip1p3bﬁ77](~0)

3 3 2 2 3
— i B —ipapskBn\”” — Bip1pskBn}” n® = Bip1pskBn” (" + 4prpskrn® 0V + ipsbkn

4 6 3
+ ik‘652n§-0) - 2p1k77§0)77§ )>7 + <5w1pzp35nj ) ( )~ plpngmj(-o) +ik652n§1) - ip1p3kﬁn§-1)

2 4 4

— Gip1pskBn il — 3ipy B0%| 02 st = 3ip1psbpn’ 77;1) — 3ip1pskBn” 0\ + prpsbrn” — 2018
2 4
+ P2P3k777](- * +4p1p3kﬂ7§ ? ?7](- '+ 6p1 pskm;- )? ( ?_ 3ip2p3kﬁn§-°) nﬁl) + ipskanO) + plpznﬁ-o)

2 2 2
— psbkrn)”” — k82O — plbnﬁ-o) — 201k — prknV +kb>76 + ( 6ip1pskBn\nMn'Y

2
- 3ip166277§ ny”) = 3ip1 887" 77]1) + 1201 sk gV + 4182 77( — 287"

3
— 200k + 4pupsbrn® ) + dpapaken (Y +4p1p3km§ "0+ aprpahern D’ +4p1p277§°) ng"

gt g S — Bipapsksn” 77] — 3ip1pskBn)’ )m( * —320 pskng g

( )2

= 2p1bn; 2p kn; —2p1 kn

(0 ) (2)

—  G6ip1p2p3Tn; )+ 5ip1pzpsﬂ77» ) + 10%p1p2p35n — 3ipy pzbﬂn — 3ip2 pskﬂn

~ 3ipipskBn” 77](»4)*32'01/)36»577]( )77]()) <3ip1552 0 D —ip1psbsn! *ipngkﬂnj

(0) () (2 3

3 4
+ 12p1p3/m7 “1V 4 121 pakern O 2 — ipy goPn Y +2p1p3k7n(1) +4p152777] 0 + 4py pabrn® nD

2 2
+ 6p162rn” () — 28>0\ — pablrn| *mbnm *mkn() — Bip1pskn” (-)*?ﬂplpskﬂm %

2 2
— Bip1psbfn,” 77} "= Bipapakpn” nSY — 6ip1 7nnS 0 — 2p5bkrn 0P + 6papslern” (1)

2 2 3
+ 60103167'77§0) 77](-2) + 4PIPBbT77§O) 77J(-2) + 4P2P3k777j 77J(- Y+ 4P1P3k‘7'77- 77§ )+ Gplp3b777j

5 2 3 3
— GipipapsTny ny" —15ip1papsTn]’ " 0y + 5ip1papsn)” ()+ 10ip1 paps B 77§1) +4p1pony” n?

2 2 2
+ 6prpan 00" — k8D — 2016n 0D — 21k — 200k + 2001 po0s B 0t

— 6ip1psbBn "0 nl? — 6ips pskﬂnj(o)n]”m(z) 6ippskBn\ M0\ — Gipypsksn!” njz)nj(B))

(1)2

2p1kn;

2
+ <impskﬂn]) +1201pskrn” 0O + 1201 pakrn™ 00 41201 pabern VD

3 3
+ 12p0pskrn O 4 1201 psbr O 1+ 1200p3krn 0V + 418 P 4 4p52ry VD

3
+ 120000 n(l)n]w) ok Oy 2k62m(1)n(2) 2030k — 2psbkrnOn® + 4py p b

0 1 2 2
+ 4papskrn” 77§ )+ 12,0152777]( * nj( "0 + 4p1p3brn| M 4 45, pskm ) ( )

2 2
— 3ip1 8} 0 — 3ip1 3%’ <>—3z'p1662nj 7 —3zp2p3k/3nj S >—3w1p3k6m <4>

— 3ipipsbpn nj)—3zp2p3k5nj 77] " = 3ip1pskBn 00D — 3ipapskn® Y - 62p 55277](0)77J1)77§3)

- 3ip bﬂm ) + 5zp1p2psﬂn 77] .+ 10w1pzpsﬂm 77] (2)? +5w1pzpsﬁm - 3w1psbﬁn

o ny” = 20ip1papaTn]’ * n' * pipn n ’ ny” +4pipon’ )nf ) — 20100, " = 2p1bm

2 2
= 2pikn; 0, = 2p kn( ) ( ) 30%p1p2p3m( * ( )n(< )+20ip1p2p3577(- 77]( )77§ )Jri’>01,01,02p:»,5777 (1) nJ(Q)

3 0 3 . 3
- Gwlpsb@m n]( )77]( ) 62p2p3kﬂn§ )77] " 62p1p3k5m 17]( )77]( ) 61p1p3kﬂn§ )77]( )nj( ))vg +..=0

0)? (1)

+4p1 pskm

(4)
— 6ip— 1papaTn; 1) (2)
&) ( )

Fortes, Joao Carlos Pantoja PDM



Dispersaode modelos termo-elasticos do tipo Timoshenko 36

e calculando n(n) comj=1,...5en=0,1,... obteremos:

J

1
Sl + T1 - g’U/Q,
) = o) =i Y =0;
1 1 1
——(S1+T1) — zug = 7\/3(5’1 —T1)
2 3 2
2 3 4
J - ot PR U+ i+ hpaps + borpn)e” —hprpern)
j - 2 9 j - 9 - 9
k <—2kpla§1) +i(802 + bBps — 35ﬂ1P3a§~1) >
Em que
1 &2 b b 3up — u?
Uz = ; Uy = ——+ — ; mo ; leﬁ,

Copips ;1 ’ ~ Bpips 9

9 — 2Tug — 2u3
R = 2 54“0 =2 Slzi’/Rlﬂ/Q%R% ; TI:Q/Rl—\/Q%R%.

Observagao: Caso Q3 + R? < 0, entdo

2v/—Q)1 cos <;«9> ;

77](.2) =< 2v/—Q1cos (;9 + §7r> ; cosf = —

24/—Q)1 cos (;9 + ;17r> )

Dai, tomando a parte real, podemos concluir que teremos a seguinte aproximacao para solu¢ao

em C:

Re ¢(v) = n\y + 17 + 0(4"), j=1,2,3,4,5.

Sendo assim, quando v — 0 obteremos:

Re c(v) = 0.

Ou seja, também neste caso o mecanismo dissipativo do sistema elimina o segundo espectro.

Desta forma, provamos o seguinte resultado:
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Teorema 2.1 As solugdes do tipo harménicas de (2.1) — (2.6) sdo dadas por

y= Aei(ym+wt) . = Bei('y:erwt) . 0= C«ei('ya:+w1f)7 q= Dei('yx%»wt),

em que A,B,C e D sdo as amplitudes de y,1, 0, q respectivamente, tem a velocidade no regime

de baiza frequéncia tendendo a zero.

6 X 10° Dispersiops 6 X 10° Dispersiops
—first spectrum |—second spectrum|
—second spectrum
<4 f o4t
= =
0) 5]
P 2 - 2t
0 ‘ ‘ 0 ‘ ‘
0 200 400 600 0 200 400 600

wave number wave number

Figura 3: Numero de ondas () vs velocidade (c). Na figura a esquerda temos a andlise
de dispersao sem levar em consideracao o damping do tipo Cattaneo. Note que as duas curvas
sao dispersivas e mostram um comportamento estdvel em alta frequéncia. A primeira curva
que caracteriza o primeiro espectro (cor azul) se propaga por todo o dominio do espectro. J4 a
segunda curva que caracteriza o segundo espectro (cor vermelha) mostra uma velocidade infinita
para valores proximos da frequéncia critica. No entanto, na figura a esquerda, temos que tal
anomalia é corrigida quando ha a insercao do damping. Para essa simulagao, usamos o tamanho
L =mFE =21x102 p = 780,k = 5/6,1 = 0.0001171 ¢ A = 0.0097389. O dominio da
dispersao foi tomado no intervalo [—500,500] ¢ G = E/(2 x 1.29). Por fim, tomamos a parte
real dos valores cujo o parametro de damping utilizado foi jm , 7 =1{0,2}.

A seguir, mostraremos que combinando a hipétese de Elishakoff com o modelo (2.1) — (2.6),
ou seja, um modelo livre do segundo espectro, decai exponencialmente sem precisar de nenhuma

relacao entre os seus coeficientes.
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2.2 Decaimento exponencial do modelo simplificado

via critério de Routh-Hurwitz

Conforme raciocinios anteriores, queremos a estabilidade do sistema de Timoshenko com Catta-

neo livre do segundo espectro, ou seja, de acordo com a hipdtese de Elishakoff, o sistema agora

sera:

P1Ytt — k(?/r + ¢)x = 0 em (07 OO) X (07 L)7
—P2Yttx — b¢xz + k(yw + T;Z)) + 691 = 0 €11 (07 OO) X (05 L)a
P30t + gz + 0y = 0 em (0,00) x (0, L),
TG+ Bq+0, = 0 em (0,00) x (0, L),
com constantes positivas p1, k, p2, b, 0, p3, 7, 8 e com as condicGes iniciais
y(,0) = wyo; w(,0)=y1; ¥(,0)=v0; Ui(.,0)=1v1;
9('3 0) = 90; q(a 0) =4qo Ve (07 L)

e condigoes de contorno

Y@ ) = 0u(@,1) = 0F,1) = qu(F,1) =0T = 0,L ¥ ¢ > 0.

Usando o critério de Routh-Hurwitz teremos,

y(z,t)

q(z,1)

Ae*sin(nz), ¢ (z,t) = Be*! cos(nx), 0(x,t) = Ce* sin(nx),

De“t cos(nx), n € N,

Substituindo (2.22) em (2.16) obteremos,

A kn

B pw?+kn?

Por outro lado, segue da equagao (2.19) que

00, = —71dq: — Bdq

e substituindo em (2.17) obteremos

—P2Yttr —

bwazx + k(ya; + 1/)) - qut - /Béq =0.

.
[
EN{

ro
i
00

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)
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Segue da combinagao de (2.24) com (2.22) que

A P+k D 7éw+Bs (2.25)
B kn—pw?n  B'kn— paw?n’ ’
Em (2.11)
D on’w
- =— . 2.26
B Tp3w? + Bpaw +n? (2:26)
Segue da combinagao de (2.23), (2.25), (2.26) que
kn _ onPw(Tdw + B6) + (bn? + k)(Tpsw? + Bpsw + n?) (2.27)
piw? +kn2 (Tpsw? + Bpsw + n?)(kn — paw?n) ' '

Dai, segue que w ¢é a solucao da equacao
+  (bn®p1p3T + 0%’ py7 4+ kn?popst + kp1psT)zt + B6%n?pya?
+  (bkn'psT 4 6%kntt + bBn2p1ps + bntpy + Bkn®paps 4+ knpa + Bkp1ps 4+ knpr)z?
+  B6%kn*z 4+ bBkn*p3 + bknS =0 (2.28)

Provaremos que as soluges da equagao acima estao a esquerda da linha Re(z) = —e. Para isso,

verifiquemos o sinal das solucoes da equacao algébrica

+  (bn®p1p3T + %2 pr7 4+ kn®popst + kp1psT)zt + B6%n%py (x — €)?

+  (bkn*psT 4 6%kn*t + bBnp1ps + b p1 + Bkn?paps + kn’pa + Bkpips + kn’p1)(z — €)?

+  B8%kn*(x — €) + bBkn*p3 + bkn® = 0 (2.29)
Ou seja,
Lzt + 132® + loa® + iz + 1y = 0, (2.30)
em que
ly = bn’pipsT + 8°n°piT + kn’papst + kpipsT
I3 = (—4bn’p1psT — 46°n>pi7 — 4kn? papsT — Akp1psT)e + B6*n%py
lo = (6bn2p1psT + 66%n2p17 + 6kn’popst + 6kpipst)e? — 366%en?py + bkntps + 62kn*t 4+ bAn2p1ps + bn'p;

+  Bkn?paps + kn'py + Bkpips + kn?p
Iy, = (—4bn’p1p3T — 46°n2pyim — 4kn’popst — 4kpyp3T)e® + 366%€*n?py
+  (—=2bkn*p3T — 26%kntt — 20612 p1p3 — 20ntpy — 2Bkn2paps — 2kntpy — 2Bkp1ps — 2kn?p1)e + B2 kn?

(bn2p1p3T + 6*n2pim + kn®papst + kpipat)et — Bo23n?py

lo
+  (bkntpsT + 6%kntT + 6B p1ps + bt py + Bkn?paps + kntp + Blpips + kn’p1)e® — BS*knte + bBkn'ps
+ bknS
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O critério de Routh-Hurwitz estabelece que a condicao necesséria e suficiente para que as solugoes
de uma equagao do tipo (2.30) tenha a parte negativa é

. : lh I3 O
Ao=1lo>0,A1 =11 >0,As = det( v ) S0,As=det| 1o 1o 1L | >0,

l l

o 0 Lo s

Ih I3 0 O

Ao = de| B0

0 i I3 O

0 lop la Ul
Analisemos As. Temos que

Ay = d8n8 + d6n6 + d4n4 + d2n2 + dy, (2.31)
em que
ds = —20%ek?p27? — 4bd%ek?ps7® — 26%ek* 7% 4 bBS* k2 ps7 + L6 kAT — 40% €k pot + B62 k2 py — 2b%ep?
—  4bekpypay — 2¢k?p3

de = —12b%3kp1pit? — 24b5°3kp1psm? — 12663k papar? — 12043 kp1 72 — 12623k papst? + 100662 > kp1 p3T

+ 10ﬁ5462kp17' + 28622 k% popsT — 12b263p%p37 — 12b5263p%7' — 24be3k,01p2p37 —232%6%kp, — 4ﬂ526k2p2p37
— 12623 kpypar — 1263k2 p2psT + 8bBO2 €2 p2 + B26% k% pops + 862X kpy pa — 4b%Bepips — 8bBekpipaps
—  ABek®pips — 462k piT + BO%K? p1 — dbekp? — 4ek® p1py

dy = —20b%pipiT? — 40652 €° pTpsm? — 40be®kpy popaT? — 2064€° 272 — 4062€°kpy papsT? — 20e°k? p3par?
+ 25bB6%* p2paT + 25661 pIT 4 25382 kp1 papsT — 1262 B3 pTpaT — 1263576 p3 p3T — 24bBe kp1papiT
—  12b3k2p1p2T? — 882013 p? — 120623 kp1papsT — 128 k% papaT — 120263 k2 p1p31? + 8bB26%€% p2 p3
+ 8828 kp1paps + 280k prpaT — 202 B2 epips — 4bB ekp1paps — 24b>kpipsT — 282k pip3
—  4B6%ek?p1p3T — 12623 kpiT — 243 k2 p1papaT + B20%k p1ps + 867 %kpt — 8bBekpips — 8Bek? p1paps
— 2ek?p?

dy = —40b’kpipit? — 4002 kpTpsm? — 40’ k% p1papam? + 25862 € kptps — 24bBekp? paT — 12B5°3kplpsT
— 4B K p1papiT + 88%0% kpips — AbB ekplps — 4B%ek?prpaps — 1267k pipsT — 4Bek? pips

do = =20k pips? — 1286°K%pt p3m — 2%k pi p}

Note que o termo dominante é dado por dgn®. Logo, para n suficientemente grande podemos
encontra um ¢ suficientemente pequeno tal que Ao > 0. O mesmo argumento é valido para Ag
e Ay. Também, note que A4 = [4A3. Logo, basta analisarmos o sinal de A3. Sendo assim, temos

que

Az = dont® + d8n8 + d6n6 + d4n4 + d2n2 + do, (2.32)
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dip = 4b3€2k2p1p§73 + 12b252€2k2p1p§7'3 + 4b262k23p2p§7'3 + 12064 €% k2 p1 p3 7> + 8b5262k3p2p§T3 + 46562 k% py 78
+ 401K paps® — 202 B0% €k py piT? — 4bBS ek p1p3T? — 2860k pim? — 8V kplpaT? — 166262 kptpT?
—  16b%€2 k% p1papiT? — 8052k piT? — 80022 k% py pap3T? — SbEX kP papaT? — B26MKE papsT 4 861Xk p1pot?
+  852€2k3 paps? + Ab? B2k p? p3T + 4bBS ek pT + 4bB6%ek? p1popsT — 4B ek p1poT + Ab3EXp3 paT
+ Ab2 522 P31 + 12622 kp3 papsT + 8662 kpipat + 1266 k2 p1papsT + B2k p1pa + 4622k py piT
+ 4e2k3p§p37 — 2b2ﬂ(52ep:{’ — 4b6526kp%p2 — 26526k2p1p%
dg = 4b>Ek2p1p3r> + 1202622 k2 p1 o3> 4+ 422 K2 popist® + 120012 k2 py p3 1> + 86622 K> popir® + 46°2 k2 py 13
+ 464K papsT® — 2b2ﬁ526k2p1p§7'2 — 4bB6Yek? p1psT? — 2865k p1 7% — 8()3621€p%p§7'2
—  16b%0%%kp2 p3m? — 16b% €2k p1papiT? — 80012 kpiT? — 80322k p1 papsT? — 8be* kP papit? — B25MK3 papaT
+ 8642k p1pot? + 8622 k3 pipsT? 4 Ab2 B2 ek p? p3T + 4bBO ek piT + 4bB6% €k p1papsT — 4B5 ek pipoT
+ 4B p3psT + Ab26%E2 piT 4 12022k p3 popsT + 8b32 Xk p? pat + 1262 k2 py pipsT + 5261k  p1po
+ 482K p1piT + AE2K3 i paT — 202 36%€p? — 4bBG%ekpips — 266%€k? p1 p3
dg = 32b3e4kp%p§73 + 96b2(5264kp%p373 + 64b264k2p1p2p273 + 96b(5464kp%p373 + 128b62e4k2p1p2p373
+ 32be4k3p%p§73 + 325664]{7,0%7'3 + 6404 k2 p1popsT® + 3252e4k3p§p573 — 320°B5%3kpipaT?
— 64bﬂ5463kp%p37'2 — 32bﬂ5263k2p1p2p372 — 32830%3kpir? — 328643 k2 p1papsr? — 8b3/862kp%p§7'2
32031 3 p3r? — 1602 8622 kp? par? — 1602 B2 k2 p1pop3T? + 646262 p3p3r? + 9662 kel po pir?
AD2 k3 p1p373 + 1263201k p? p3T — 8bBS 2 kpipsT? — 8bBS k2 p1papaT? — 8bBEXK pApaT? + 32051 p3 7
128662k p2 paps? + 8b5262k‘3p1p§7'3 + 96be4k2p1pgp§7'2 + 123255k p31 + 48251k p1papsT

83042 k2 p1papst? + 855262]£3pgp§7'2 + 3264 kp2 par? + 4642 k3 prpamS + 6452 € k2 p1 p3paT?

+ o+ o+ 4+ o+

3264k3p§pi23,72 + 4[)262526]{,0%,0%7' — 32b26(5263p§’p37 + 46/8254ekp%p3T + 4b5252ek2p1p2p37 — 3266(5463@%7
—  64bB0%e kpipapsT — 2B°05ekp? — AB%5ek® p1popsT — 3286 ki pat — 32B6%€ k2 p1p3psT + 8P B pip3T
8b2 B2 €% p3 p3T + 24b2ﬁ62k:p%p2p§7' — 16b262k2p%p§7'2 + 8bﬁ2(5462pi’ + 16b36%€* kpt popsT
24bﬂ(~:2k2p1p§p§7' — 8b(5262k2p%p37'2 — 16b62kz3p1p2p§72 + 33642 p1paps + 8ﬁ2(5462kp%p2 — 32643 pLps
8B0%€° k2 p1p3psT + 8BE R’ papiT + B K? pi? + 166° €2k p1papst® — 4b* 2% epips — 8bB* 5 ekpipaps

AbBO2 ek p2 p3T — A% 6%ek? p1paps — ABS ek 3T + 120° X ki p3T + 86622k piT + 24be? k2 plpapsT

+ o+ o+ + o+

B261k2pi + 802 k2 pipat + 126°k> p1 p3psT — 4bB0%ekp} — 485k pi s
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da

do

192025k p3 p373 4 3846628k p3 p373 + 384beS k2 p2 pop3 T3 + 192648 kp3pyr3

38452 €0k? p2 popaT® + 192€°k3 p1 p3p3T3 — 1920862 kpi par? — 192664 kpSpsr?
192ﬁ5265k2p%p2p§7'2 + 96b2ﬁe4kp?p§7'2 + 128b552e4k‘p:{’p§72 + 192b5€4k2p%p2p§7'2 + 32be4k3p%p§73
483264 kp3 pst + 3266 kp3 p372 + 12865264k2p%p2p§7'2 + 96564k3p1p%p§7'2 + 325264k3p%p§7'3
64b625263kp‘%p§7 — 3252546316,0%37 — 64ﬂ25263k2p%p2p37 + 12b26262/~6p§’p§7 + 86625262/@0:{’,0%7
24bB2E2 k2 p2 papiT — 8bBEXKS p? piT? + 96be k2 p3 p272 + 83304k p3 p3 + 82622 k2 2 papiT
1282623 p1 p2p3r + 8622 K3 p2 par? + 645264]92,0?/)37'2 + 96e4k3p%p2pgr2 — 4bB36% ek p3 3
4ﬁ3626k2p%p2p§ — 328823 k2 p paT + 246,862k2p“;’p§7' + 86622 k% p3 p3T + 24562k3p%p2p§7' — 4B%65%ek? p3 p3
42 k3 3 pa

192b66k2p§’p§7'3 + 1926266k2p?p§7'3 + 192€6k3p%p2p§73 — 96B62e5k‘2p:{’p§72 + 96bﬂe4k2p?p372
64ﬁ6264k‘2p?p§7'2 + 96564/{33p%p2p§72 — 32625263k2p:{’p§7 + 12bﬁ262k‘2p‘;’p37 + 4625262k2p?p§7'
128°€ k> i papiT + 326 K> pip3r? — 28°5%ek? i3 + 8Bk’ pi 3T

6466k3p:{’p373 + 32Be4k3p§’p§72 + 4ﬁ262k3pi’p§T

Aqui o termo dominante de Az é dign'®. Note que também podemos encontrar um e suficien-

temente pequeno para um n suficientemente grande tal que Az > 0.

Desta forma, provamos o seguinte resultado

Teorema 2.2 Assuma que € € um parametro suficientemente pequeno. Entdo existem solugoes

do sistema (2.16) — (2.20) da forma (2.22) que estdo a esquerda do linha Re(z) = —e implicando

assim na estabilidade exponencial de solugoes.

A seguir, iremos mostrar o decaimento exponencial para o mesmo sistema considerado nesta

secao, porém via método da energia.
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2.3 Decaimento exponencial sem o segundo espectro

de frequéncia

Consideremos o sistema (2.16) — (2.20). Para obtermos o decaimento exponencial da energia,

iremos construir o funcional Lyapunov L satisfazendo
B1E(t) < L(t) < BoE(t), t>0

com constantes positivas g1, 82 tal que
L) < —aL(t)
— —a
dt -

para algum « > 0. Temos que

Proposicao 2.3 A energia E(t) do sistema (2.16) — (2.20) dada por (2.33) satisfaz a lei de

dissipacdo dada por:
d Ly
—FE(t)=— d
P1P2 o

1 /L
E(t) :== 2/0 [myf + b2 + k(ys + )% + p36® + payiy + % Yt +7¢*| dx.

Demonstragao: Multiplicando por y:, 1,6 e ¢ as equagoes (2.16),(2.17),(2.18) e

respectivamente e integrando em (0, L) obteremos:

L L
Pl/ yttytd$_k/ (Yo + V) gyppdz = 0,
0 0
L L L L
o / yueatbeda — b / Vartda + k / (e + &) tdar + / bonds = 0,
0 0 0 0

L L
pg/ 0.0dx — /@/ 01.0dx + 0tp0dr = 0,
0 0

L L L
7'/ qtqdaz—i—ﬁ/ q2d:c+/ Orqdx = 0.
0 0 0

Somando (2.34), (2.35), (2.36) e (2.37)
1d
2dt J,

Note que

L L L o1
—pP2 / YitzVrdx = po / Yt Pizdr = po2 / Ytt (?Z/ttt - y:mct> dx
0 0 0

d (Y rpip2 5 p2 o
— Lz P20 g
dt <2k: Yo 2%) v

L L
[p1y + k(ys + )% + bY2 + p36® + 7¢*]dx — pa/ Yiiardr = —B/ ¢*dz.
0 0

(2.33)

(2.19)

(2.34)
(2.35)
(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)
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Combinando (2.38) com (2.39) teremos
d L
—E(t)=-p / ¢ da, (2.40)
dt ;

em que E(t) é dada por (2.33).

Agora, faremos uma escolha adequada dos multiplicadores e das sequencias de estimativas

do método da energia que serao dadas pelos Lemas seguintes. Aqui, definiremos os espacos
L
L= {f S LQ(O.L);/ f(z)dz = o} ., H!=HY0,L)nL%0,L)
0
0s quais precisamos para obtermos as regularidades necessarias para o decaimento exponencial.

Lema 2.1 Seja (y,1,0,q) solugio de (2.16) — (2.21) e o sequinte funcional dado por

L
I (t) :z/ P2YtaYrdx.
0

Entao:
d L b L L kQC L 520 L
G0 <=2 [Tpao - 2 [T ute g [Cipde s 5 [ v 2o T2 [ a

Demonstragao: Multiplicando por 1 a equagao (2.17) encontramos

—ps /0 st — b /0 et 4k /0 (o + )0z — 5 /0 * gndz — 0.

Das condigoes de contorno e da integracao por partes temos
L L L L
pg/ Yupda + b/ P2+ k/ (Yo + Y)pdx + (5/ O,dx = 0.
0 0 0 0

Usando fato que ¢, = %ytt — Yza, SEZUE qUE

p1p2 L L L L L
A / yrda — p2/ YttYzzdT + b/ P2+ k/ (Yo + )00dz — 5/ Orppdx = 0,
0 0 0 0 0

=

oips [F L L L L
= yftdx + pz/ YetaYrdT + b/ wi + k/ (yr + V)bdx — 5/ Odx = 0,
0 0 0 0 0

=
L

p1p2 L d L L L L
—_— yftdx + pa— Ytz Yz dr — pg/ yfxdm + b/ 1!1% + k‘/ (yz + )Ydz — 5/ 0, dx = 0.
kJo dt Jo 0 0 0 0
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Portanto,

d L pps [T L L L L
p2— YteYpdr = —=— yftdx + pz/ yfxdx — b/ ¢;% — k/ (yzr + V)dx + 5/ Odzx.
dt Jo kJo 0 0 0 0

Segue da desigualdade de Young que

d L b L L k2C L 520 L
Sy < -2 20 / W2+ pQ/ y2 dx + —2 / (yo + ¥)2dz + p/ 0%dz.
di k 2 Jo ) b, b,

Lema 2.2 Seja (y,1,0,q) solugao de (2.16) — (2.21) e o sequinte funcional dado por

L
I(t) == —Pl/ Yrydz.
0

Portanto,

d

L L L
Chw < -m / ydz + C. / (g + )%z + ¢ / YRdz.
dt 0 0 0

Demonstragao: Multiplicando a equacao (2.16) por y teremos:

L L
p1 / Yuydr — k:/ (Yo + V) ydx = 0.
0 0

Reescrevendo a equagao a cima

L g4 L L
p1 / —yrydr — p1 / y2dx + k/ (Yz + ¥)yzdx = 0.
o dt o 0

Logo,

L d L L
—m/ —yrydx = _Pl/ y?derk/ (Y + V)yzd.
o dt 0 0

Usando a desigualdade de Young obteremos

d

—I(t) < — /L 2dx+k€/L( —i—l/})zd:v—i—k/L 2da

Tendo em mente que

L L L
/ yidx < 2/ (yz + ¥)*dx + QCP/ Yida,
0 0 0

encontra-se

d

L L L
< / y2dz + C. / (v + )2z + € / YRde.
dt 0 0 0
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Lema 2.3 Seja (y,1,0,q) solugao de (2.16) — (2.21) e o sequinte funcional dado por

L b b
I3(t) == / (—pzym(yx +p) + %wmyt + (p,i + p2> %9% - Clqyx> dz
0

Entao,
d 02 L ) k) L ) L ) L ) L
—I3(t) < =7 | ydr— / (Yo + ) dx + 61/ Yrdx + Ca/ q dzr + 02/ Y 0dz,
dt 2 Jo 2 Jo 0 0 0

em que C1,Co sdo constantes positivas.

Demonstragao: Multiplicando a equagao (2.17) por (y, + 1) obteremos
L

L L L
—p2 / Yttz (Y +)dz — b Vo (Y + ¥)dx + k/ (Yo + 1)%dx + 6/ 0 (ys + )dx =
0 0 0 0

Reescrevendo a equacao acima

L d L L

L L
+ k‘/ (yo +¥)%dz =6 | O(yz +¥)edx = 0.
0 0

Ou seja,

—p2 /DL Zyt:c(ywrw) = —m/o Y x—/ Yoyudr — k / (Yo +¥)?dx

L L
+ 4 O(ye + )zdx — P2/ Ytz Pedx.
0 0
Note que,
b b b [E
ey / YpYpdr = —& 7¢1‘ytd$ + pli:/ Yrpypd.
0

0
Dai, segue que

bd p1b by p1b L
/ —(=p2ytz (Yo + V) + %yt)dx = —02/ YipdT + | —— + p2 / Yrpyrdx
o dt 0 k 0

g 2 sp1 [*
0 0

Por outro lado, segue de (2.18) que

b b L 1
7p1 + p2 / VigYr = oy P2 / Yt s 0 — <qq | dz
k ) PR
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Também, ainda temos que:

L k L L L k L k L k L
/ Oyydr = — / O(yy + ) pdx = — Oyzedr + — Oppdr = —— Oryzdx + — / Odx.
0 P1 Jo P1 Jo P1 Jo P1 Jo P1 Jo

De (2.19) obtemos:

L k L k L
/ Oypdr = —— Oy dx + — / 0 dx
0 P1 Jo P1 Jo

k [F k[T
= / (Tqt + Bq)yzdx + — / O dx
P1 Jo P1 Jo

k (L/d
— E i (dtqyx—qym) dac—}—/ qyzdaj—l—/ O, dx. (2.43)

Desta forma, combinando (2.41), (2.42), (2.43) e usando a desigualdade de Young, produzimos:

d P2

L k L L L L
afg() -5 yfxd:c—2/ (yx+¢)2da?+61/ 1/1§d:c+061/ q2dx+C'2/ VY 0dz.
0 0 0 0 0

Lema 2.4 Seja (y,1,0,q) solugao de (2.16) — (2.21) e o sequinte funcional dado por

L rz L rzx
t) := Tpg/ / qﬂdydaz—f—Té/ / qdyp.dx
0 0 0 0
714 <—/ 02daz+062/ q da?+62/ Yid.

Entao,
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Demonstragao: Temos que

d L T L x L T
—Tpg/ / qOdydx Tpg/ / qtdyeda:+7p3/ / qdy0idx
dt o Jo o Jo o Jo
L x L T
= oo [ [ Ga+oayedn—7 [ [ adytas +50n)de
o Jo o Jo
L x L L T L x
= 7p3,3/ / qdy@da:fpg/ 92d177/ / qdyqzdxfﬂ;/ / qdytipdx
o Jo 0 o Jo o Jo
L T L L T d L T
= 7p35/ / qdy@dxfpg/ 02dzfﬂ-/ / qdyqzd:vfﬂ;—/ / qdypdx
o Jo 0 o Jo dt Jo Jo
L T
+ T(S/ / qrdythpdz
o Jo
L T L L T d L T
= —p3ﬁ/ / qdy@dw—pg/ 92da:—T/ / qdqudx—ré—/ / qdyppdx
o Jo 0 o Jo dt Jo Jo
L T
- T/ / (Bq + 0z)dypod
o Jo
L x L L T d L T
= 7p35/ / qdyeda:fpg/ 92d177/ / qdyqzdxfﬂs—/ / qdytbgdx
o Jo 0 o Jo dt Jo Jo
L x L
- Tﬁ/ / qdywmd:v—r/ Orppde.
o Jo 0

Segue do Teorema Fundamental do Célculo e da desigualdade de Young que:

d 3 L L L L
— I4(t) g—/ 92dx+C’€2/ q2dx—|-62/ wgdx—r/ 01 dzx.
dt 0 0 0 0

2

Por fim, introduziremos o funcional linear dado por

Is(t) = I5(t) + 1a(0),

no qual nos fornece a seguinte estimativa:

d L
—1I5(t) < —%

9 ko[* 2 psCr [* Loy Ly
o Yppdr — — (Yo + ) dx — 5 0dz + (e1 + Cre2) Yidr + (Ce, + C1Cy,) g dz.
0 0 0 0

2

Considere agora o funcional Lyapunov L definido como

L= NE(t) + Nlll(t) + NQIQ(t) + N315(t).
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Assim, teremos

d P1pP2
—L(t
L)

L k k2C L C 52C
N2P1/ yrdz — <N32 - N 2 L N2Ce> / (ys + ¥)*dx — <N3p32 LN 2 P
0 0

L
~(NB— Ny(C., + ChCL)) / Fdz.
0

Tomemos as constantes na seguinte ordem: N3 > Nj, €1 suficientemente pequeno, €5 suficiente-

mente pequeno e N suficientemente grande. Dai, segue que

d

SL) < ~GoE(D).

para algum Fy > 0. Além disso, existem constantes (1, f2 > 0 tal que para ¢t > 0
G1E(t) < L(t) < B2 E(t) (2.44)

De onde segue que

%L(t) < —2aL(t).

para « := % Usando (2.44) teremos provado o principal resultado:

Teorema 2.4 Seja (y,,60,q) uma solugao particular do sistema (2.16) — (2.20). Entdo existem
constantes positivas C' e «, independente das condicdes iniciais e dos coeficientes tal que para
todot >0

E(t) < CE(0)e 2,
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b
< —le/ yrdo — <N12 — Noe — N3(e1 + 0162)) / Y2dx — (N3pa — Nlp2)/ Yrpda
0 0 0

L
> / 02dx
0



Capitulo 3

O modelo de Timoshenko nao local e

analise de dispersao

Neste capitulo iremos efetuar a analise de dispersao do modelo de Timoshenko nao local no

qual teremos a caracterizagao do primeiro e segundo espectro, e em seguida, mostraremos que

o damping tipo atrito na equacao de rotagao elimina o espectro nao fisico.

3.1 A caracterizacao dos espectros

Seja o seguinte sistema linear Timoshenko nao local

P1Ytt — k(y:c + 1/J)z - Oél2plyttm = Oem (07 OO) X (07 L)

P2(1/1tt - lz?/h&tm) — bipyy + k?(yx + 1/’) - (1 - OZ)ZQPl?/ttx = Oem (0, OO) X (0, L)-

Junto com as condicoes inicias

Y(-,0) = yo; (-, 0) = y1;¥(.,0) = Yo;¢(., 0) = ¥y Yz € (0, L),

e condicbes de contorno

y(0,8) = y(L,t) = (0, L) = (L) = 0Vt > 0.

(3.3)

(3.4)

Aqui, y e ¥ s@o o deslocamentos transversal e a rotacdo de secao transversal, respectivamente;

[ é um comprimento intrinseco do efeito nao local; o é um indicador escalar adimensional no
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qual tomasse o valor de 0 ou 1. Quando « = 0 significa que o efeito nao local é neglicenciado na
relagao constitutiva de tensao de cisalhamento, enquanto o = 1 significa que o efeito nao local
é considerado. As demais constantes sdo positivas conhecidas pela literatura.

Iremos efetuar a andlise de dispersdo do sistema acima e, para isto, consideremos solucoes

do tipo harmonicas, isto €,
y = Aeiyztwt) : W= Bei('ya:ert), (3_5)

em que A, B sdo as amplitudes, v é o nimero de ondas e w ¢é a frequéncia. Assim, substituindo

na equacao (3.1) teremos:
—  prAw? + kAY? — kBiy — al’p1 Ay2w? =0
= A(ky? — pw? — al’p1y*w?) = kivB

A iky
B ky? — pw? — al?p1yPw?’

Agora, para equacao (3.2):

—  paBw? — pol? By*w? + bBy? + kiAy + kB +i(1 — a)l?pAyw? =0

= A(iky +i(1 — a)l’p1yw?) = B(paw? + pal®7y%w? — k — by?)

A 2 l2 2.2 b 2 k
o A pz@ +Pg Vw Y ' (3.7)
B iky +i(1 — a)l?pryw?

Combinando (3.6) com (3.7) obteremos a seguinte equacao de dispersao

Py(7)w* — Pa(y)w® + Po(7) =0, (3.8)
em que
Pi(y) = (1+P9")(1+al’y?);
kl? k b k b k
Pyy) = <++)f+<+a>ﬂf+;
P2 pL - P2 pL P2 P2
kby?
Py(v) = —.
P1P2
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Da relagao fisica w = ¢y, encontramos as velocidades de fase do Timoshenko nao local dada por:

1 ) L VP () —4Pi(7) Po()
c—ify\/2p4( + 1) B(), (3.9)

7) 2P4(7)

Verificando o comportamento da dispersao quando v — 0 e v — 00, concluimos que:

e Para a = 0 temos
k
vy—=0 = ¢ =+ ; Y =00 = ] — =
p

Yy—=0 = c2—0 ; ¥y —=00 = cg— 0

e Para o = 1 temos

¥y—=0 = ¢ =+ ; ¥y—=00 = ¢ —+0

Y0 = 20 ; Yoo = cg—~0

Desta forma, provamos o seguinte resultado:

Teorema 3.1 As solugoes do tipo harmonicas de (3.1) — (3.4) sao dadas por

y = Aei(7x+wt) Coh= Bei('nyrwt)

)

em que A,B sdo as amplitudes de y,1 respectivamente, e as velocidades de fase sdo:

1 7) | VPi(y) —4P(7)P(v)
Ci'y\/2P4( + .

20) 2P(7)
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«10* Dispersion analysis (alpha = 1)

«10* Dispersion analysis (alpha = 0)

2 2
—first spectrum —first spectrum
— second spectrum ——second spectrum
15 1 15
© <
= 1r = 1
Z 2
05F 1 0.5
A A
0 100 200 300 400 500 600 0 100 200 300 400 500 600
wave number wave number
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0l
2000

1000
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Figura 4: Numero de ondas () vs velocidade (c). Na figura a esquerda consideramos
primeiramente o valor de « igual a zero. Note que as duas curvas sao dispersivas e mostram um
comportamento estével em alta frequéncia. A primeira curva que caracteriza o primeiro espectro
(cor azul) se propaga por todo o dominio do espectro. J& a segunda curva que caracteriza
o segundo espectro (cor vermelha) mostra uma velocidade infinita para valores préximos da
frequéncia critica. Na figura a esquerda, temos agora a consideragao de « igual a 1 e, observe
que, ambas as curvas tendem a zero o que nos resulta em velocidades de propagacao de ondas
nulas. Na figura central, mostra a superficie espectral do sistema sem damping. Para essa
simulacdo, usamos o tamanho L = 7,1 = 1, E = 21 x 10'°, p = 7860, %" = 5/6,1 = 0.0001171 e
A =3x1073. O dominio da dispersio foi tomado no intervalo [—-500, 500] e G = 77.5 x 10°.

Note que, para o = 1, o sistema admite velocidade nula. Portanto, uma pergunta pertinente

aparece: o que seria a causa da velocidade se anular.
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Fisicamente, o parametro 1, que é um comprimento de caracteristicas externa, pode ser visto
como o inverso do comprimento de ondas.

1 1
Portanto, tomando [ = O () oul=0 <> obteremos, respectivamente,

g 7
2 /b
¥y—=0 = ¢ — , ’y—>oo:>cl—>7 s
2
2 |k
¥y—=0 = c2—0 , 'y—>oo:>02—>7 —
P1
e

[ b

¥—=0 = ¢ = 0 , Y= 00 = 1 — 4] —
P2

k

7y—=>0 = c—0 , Y — 00 = c2 =4[ —
P1

Sendo assim, o parametro intrinseco [ é o fator que estd fazendo a velocidade se anular para
a = 1 e, quanto mais o valor de [ se aproxima de zero, obtemos todos os resultados da literatura
sobre o sistema de Timoshenko classico.

Ou seja, provamos o seguinte resultado

Corolario 3.1 O sistema (3.1) — (3.4) admite velocidades nulas quando o € igual a zero. Se o

1 1
parametro intrinseco | for da ordem de <> ou <2>, em que v € o numero de ondas, temos
Y Y

as velocidades tendem a Cy| — e Cy | — com C uma constante positiva.
P1 P2
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« 104 Dispersion ana]ysis (alpha=1) x 104 Dispersion analysis (alpha = 1)

2 2
—first spectrum —first spectrum
— second spectrum — second spectrum
15 ——c2 = ggrt(b/rho2)| | 15 ——c2 = sgrt(b/rho2)| |
’ cl = sgrt(k/rhol) ’ cl = sgrt(k/rhol)
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Figura 5: Numero de ondas () vs velocidade (c¢). Na primeira figura acima a esquerda,
consideramos « = 1 e o parametro intrinseco [ = 1. Depois, tomando o valor de [ = 1/100 temos
que o comportamento das velocidades comecam a ser alterados. Em seguida tomamos o valor
[ = 1/1000 e, por fim, a partir do valor [ = 1/10000 obtemos as velocidades do Timoshenko
cléssico.

Na préxima secao, iremos considerar um damping do tipo atrio na equagao de rotacao e

mostrar que o mesmo elimina o segundo espectro (para o = 1 e um valor intrinseco qualquer).

3.2 A eliminacao do segundo espectro

Nesta secao, iremos mostrar que o damping tipo atrito na equacao de rotacao elimina o segundo

espectro. Sendo assim, considere o seguinte sistema dissipativo

Yt — k(Y + )z — al2p1yttm =0em (0,00) x (0,L) (3.10)

p2(Vir — Phsian) — bbee + k(yz +10) — (1 — @) pryses + e = 0 em (0,00) x (0,L). (3.11)
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Junto com as condicoes inicias
y(-,0) = yo; ye(-,0) = y1;9(., 0) = Yo; 91 (., 0) = 91 Va € (0, L), (3.12)
e condicoes de contorno
y(0,t) = y(L,t) = (0,L) = ¢(L,t) =0Vt > 0. (3.13)
Agora, considerando (3.5) e substituindo em (3.10) obteremos:

—  p1Aw? + kAY? — kBiy — al’piAv*w? =0

= A(kry2 — p1w2 — algpwgoﬂ) = kiyB

A iky
a4 . 3.14
T BT kP el — allpyie? (3.14)

Agora, para equagao (3.11):

—  paBw? — pol? By*w? + bBy? + kiAy 4+ kB +i(1 — o)l py Ayw? + ipBw = 0

= A(iky +i(1 — a)l?p1yw?) = B(paw? + pol?y%w? — k — by? — ijw)

2 2.2 2 3.2 1
N é _ paw —‘i-pgl ’y w by k ww. (3.15)
B iky +i(1 — a)l2p1yw?

Combinando (3.14) com (3.15) encontramos a seguinte equagao de dispersao

Py(y)w* = iPs(y)w® = Py(y)w? + iP(7)w + Po(y) = 0, (3.16)
em que
Pi(y) = (1+P9*)(1+al’y?);
Py(y) = L(1+al??);
P2
kK2 kb k b k
P(y) = <++)72+ <+a> Pyt —=;
P2 P11 P2 P1 P2 P2
k
P(y) = 42
pP1p2
kby*
Po(y) = ——.
P1P2
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Note que,
k
—iP()W? + P (N =~ (14 el + i
P2 P1P2
k 2
= £ [7w - (14 al272)w3}
P2 L P1
k 2
= pﬂ [p’yw —(1+ al272)w] w?.
2 LP1
=z
Sendo assim,
kE k* k
i~ Iy el + (Lt alty
Desta forma, supondo que — = —, a = 1 e dividindo (3.16) por w? obteremos:
p1 P2
k
24itls —(14+1*y*) =0.
P2 P2
Ou seja,
. A 2 k
2= —i— = ; A:—H—Q+4—(1+l272).
2p2 2 P2 P2
k 2
Como z = 1 — (1 + ad?4?)w, entdo
p1w
k 2
(1 + Py?)w? + 2w — wl— 0,
Pl
isto é,

k
ALQ = Zi2 + 45(1 + l2’y2)’y2.

Segue da identidade w = ¢y que:

VA
Az g vl (3.17)

2y 2y

Portanto, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.2 As solugbes do tipo harmonicas de (3.10) — (3.13) sdo dadas por

y = Aei(7I+wt) C = Bei(W+UJt)

em que A,B sao as amplitudes de y, 1 respectivamente, e as velocidades de fase sdo:

Z1.2 A12
—_—= 4 ¥

)

2y 2y
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) «10* | pispersion: j=} | ) «10% | pispersion: j=g |
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Figura 6: Numero de ondas (v) vs velocidade (c¢). Na primeira figura, temos a anédlise de
dispersao sem levar em consideracao o damping do tipo atrito com o« = 1 e [ = 1 sendo que
o segundo espectro estd caracterizado pela curva de cor vermelha. No entanto, as proximas
figuras mostram que a anomalia fisica é corrigida quando hé a insercao do damping. Para essa
simulacdo, usamos o tamanho L = 7,1 = 1, E = 21 x 10'2, p = 7860, k" = 5/6,1 = 0.0001171 e
A =3x1073. O dominio da dispersdo foi tomado no intervalo [~500, 500] e G = 77.5 x 10'°. Por
fim, tomamos a parte real dos valores cujo o parametro de damping utilizado foi j\/m ,
j=1,2 3, 4.

A seguir, abordaremos a existéncia e unicidade de solucao para o sistema de Timoshenko
nao local considerando tal efeito em ambas as equacoes, apenas a equagao do deslocamento e

apenas na equacao de rotagao.
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Capitulo 4

Boa colocacao de solucao do modelo

de Timoshenko nao local

Neste capitulo, iremos provar a existéncia e unicidade de solugao do sistema de Timoshenko nao
local dissipativo via Teorema de Lummer Phillips. O mesmo argumento é valido para o caso

conservativo.

4.1 Boa colocacao com efeito nao local nas equacoes

de deslocamento e de rotacao
Iremos considerar &« =1 em (3.10) — (3.11). Com isso, podemos reescrever o problema como:

1Ay — k(yz +¢)z = 0em (0,00) x (0, L) (4.1)
p2A¢tt - bﬂ)xz + k(y:v + 'QZJ) + ,l“ﬁt = Oem (Oa OO) X (07 L)? (42)
com as mesmas condigoes iniciais e de contorno dadas por (3.12) e (3.13). Aqui, A =1 — 12%

é um operador auto-adjunto definido positivo com dominio denso num espacgo de Hilbert .

A energia do problema é dada por

1 L
B(t) =5 /0 (p1y? + P11yt + (Yo + ¥)* + p2t} + pol®V7, + b2dx) d, (4.3)

sendo que

—E :—u/ Yidr.
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Considere o seguinte espago de fase:
X = H}0,L) x L*(0,L) x H}(0,L) x L*(0, L),
Tal espaco é munido com a norma:

1w )% = pullull? + pr[Juall + Ellys + 1 + pal ol + pal[[va][* + b [

L L L L L L
= / prulde + / prl*u2da + / E(ys + )2 dx + / pov?dx + / pol?vide + / byide,
0 0 0 0 0 0

para cada (y,u,1,v) € X, em que ||.|| denota a norma em L?(0, L). E, com produto interno

~ L ~ —~
(v u, 9, 0), (5,0, 9, 0)) = /0 (muﬂ + PPty + k(ye + 0) (Jz + ¥) + pav0 + pal®v,0y + b%%) dz.

Para U = (y,u,v,v)T, com u =y e v =, Uy = (0, %1, %0,%1)T, podemos escrever o problema

como de Cauchy da seguinte forma

U = AU
U0 = U, (4.4)

em que A: D(A) C X — X é o operador dado por

0 I 0 0 y u
k 1—1 02 k 4—10 k 4-1
U, — GA gm0 A 5 0 L e AT (W + ¥)a)
0 0 0 I " v
k 1—10 b 4—1 02 k 1—1 -1 -1(_k b _ ko
AT 0 AT e AT LA v AT (v e — K0 — o)
A AU
com dominio
D(A) = H}(0,L) N H*(0,L) x H}(0,L) x H}(0,L) N H*(0,L) x H}(0,L). (4.5)

2

-1
Observemos ainda que <I — l282> denota a inversa do operador
x

2
(I - 52512> c HY0,L) — H'(0,L).
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Temos que D(A) é denso em X. E, além disso, A é dissipativo. De fato,

L L 8 L
(AUUY = & /0 A (yo + ) )uda + ki2 /0 AN (g + ) ez + b /0 (o + )tz + v)da

L L
+ / A1 (—kyy + bbyy — ktp — pv) vdx + l2/ %A_l (—kyy + bbyy — ktp — pv) vyde
0 0

L
+ b/ YU dx
0

L

2 L
O A7 (g + )a)uda + | e e+ 0o

L
_ —1 2
_ k/o A e+ ) Juda 12 [

L L 2
+ / AL (—kyy + bbyy — ktp — pv) vdx + l2/ ai?A_l (— ket + btbas — ki) — ) vda
0 0

L
+ b/ Yrpvzdr
0

— k/OL (I — l2§;> AN ((yy + 1)) udz + k/OL(yz + 1) (ug + v)da

L 82 L
+ / (I — l22> A (=kyy + by — kY — ) vdz + b/ Vv da
0 Ox 0

L L L L
= k/o (Yo + ) zudz + k/o (Yo + ¥)(ug + v)dx + /0 (—kyz + bhpy — kb — pv) vdx + b/o Vpvgde

L
= —u/ vgdxg()
0

Portanto, A é dissipativo, porém vale ressaltar que a dissipacao do operador é garantida pelas
condic¢bes de contorno, isto é, o operador A é auto-adjunto. Sem tal propriedade, ndo pode-
mos garantir a dissipacao do operador, logo nao teriamos o semigrupo associado ao sistema
considerado.

Resta mostrar que 0 € p(A). Devemos garantir que A~! é limitado em X', ou seja, devemos

obter para cada F = (f1, f2, f3, f1)7 € X um tinico U = (y,u,,v)T € D(A) que satisfaca

_AU = F, (4.6)

Fortes, Joao Carlos Pantoja PDM



Dispersaode modelos termo-elasticos do tipo Timoshenko 62

tal que
Ullx < ClIF]|x, (4.7)

par alguma constante C' > 0.

Reescrevendo a equagao (4.6) em termos de suas componentes escalares, obtemos:

—u=fi € Hy(0,L) )
AN = €LPOL) )
—v=f3 € Hj(0,L) (4.10)
A (Z(ym +p) — pbzwm + :)‘2@) =fi.  €L*0,L) )
Desta forma temos u = —f; € H3(0,L),v = —f3 € H}(0,L) e

—k(yz + )z = p1(fo — 1 fo,,) € L*((0, L)) (4.12)

k(Yo + ) = buz = pa(fa — Pfa,,) ¥ ufs. € L0, L) (4.13)

Devemos impor as condigoes de contorno (3.4) para que a solugdo pertenca a D(A). Com isso,

definamos a forma bilinear

ay : [H(0,L)]? x [H}(0,L)* — R

(), @D) — al(y,9),G9) = k /0 (v + ) (T, + D)z + /0 bl da.

na qual podemos observar que a mesma é continua e coerciva. Definamos agora a forma bilinear,

as s [HY(0,L)]? x [H}(0,L)* — R

L
((fo, fa), @, ) — aa((fo, fa), (5, %)) :/0 (p1 (o7 + P fo, W) + p2 (fah + 1 fa,000) )d,

na qual vemos que a mesma é continua.

Desta forma, pelo Teorema de Lax-Milgran, existe uma tinica solugao (y, %) € [Hg (0, L)]? que
satisfaz (4.12) — (4.13) sob as condigbes (3.4). Também, segue da regularizagao para problemas
de valores de fronteiras elipticos (vide [15] e [16]) que (y,%) € [H?(0,L)]?. Além disso, existe

uma constante C' > 0 que verifica (4.7).
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Portanto, pelo Teorema de Lummer-Phillips, A é o gerador infinitesimal de um Cj - semi-

grupo de contracoes tal que a solugcao U tem a seguinte regularidade:
U e C([0,00[; D(A)UC([0,00[; X)  se Uy € D(A)

ou

U e C([0,00[; X), se Up € X.

4.2 Boa colocacao de solucao com efeito nao local na

equacao de deslocamento

Conforme vimos anteriormente, o efeito nao local estd localizado nas duas equacao do sistema
considerado. Aqui, abordaremos mesmo sistema, porém com o efeito nao local apenas na equagao

de deslocamento. Sendo assim, o sistema é dado por:

01yt — k(yz + ) — lzplyttm = 0em (0,00) x (0,L) (4.14)

p2thie — bboy + k(ye + ) + ppy = 0 em (0,00) x (0, L). (4.15)
Junto com as condicoes inicias
y(-0) = yo: e (-, 0) = w13 ¥(., 0) = o3¢ (., 0) = 91 Va € (0, L), (4.16)
e condic¢oes de contorno

y(0,t) = y(L,t)=y(0,L) =y(L,t)=0¥t>0, ou (4.17)

y(0,1)

y(L,t) =1, (0, L) = v, (L,t) =0 Vt > 0. (4.18)
Também podemos reescrever o problema acima como:

p1 Ay — k(yz + 1)y = 0em (0,00) x (0, L) (4.19)

P2ty — by + k(ys + ) + py = 0em (0,00) x (0, L), (4.20)

com as mesmas condicOes iniciais e de contorno. A energia do problema é dada por

]‘ L 2 1 L 2 2 1 L 2 1 L 2 ]‘ L 2
B(t) =+ / pryde + / lZyRde + - / k(o + ¢)%de + / poida + / by2dz,
2 Jo 2 Jo 2 Jo 2 Jo 2 Jo
(4.21)
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sendo que
d E(t) / ’ Yid
— =— x.
dt H 0 t
Considere o seguinte espago de fase para (4.17):
X; = H}(0,L) x L*(0, L) x H}(0, L) x L*(0, L),
e para (4.18):
Xy = H}(0,L) x L*(0,L) x H(0, L) x L?(0, L),

em que

L2(0,L) = {f c L?(o,L);/OL F(@)de = 0} . HM0,L) = {f c Hm(O,L);/OL f(@)da = 0} .

Tais espagos sao munidos com a norma:

1w, 0)lZ,, = pullull® + prl?[ual* + kllye + 9112 + pallv]|* + bljo]”

L L L L L
= / p1u2dx+/ p1l2uid:c+/ k(yx+w)2d:c+/ ,02’1)2d$+/ byide,
0 0 0

0 0

e com produto interno

~ L ~ o~
((y,u,9,0), (¥, u,¥,0)) = /O (muﬁ + p1Puglly + k(Y + ) (Yo + ) + povv + wawm) d.

Para U = (y,u,v,v)’, com u =y e v =, Uy = (0, %1, %0, 1)’ , podemos escrever o problema

como de Cauchy da seguinte forma

U, = AU

U@ = U, (4.22)

em que A: D(A) C X — X é o operador dado por

0 I 0 0 Y U
kE 1—1 02 k 4—-10 k 4—1
U, = aA g 0 AT S 0 vl e AT (W2 + ¢)a) ’
0 0 0 I P )
_k 0 b O kyp _p _k b _ kg _n
p2 Ox 0 p2 0z p2 p2I v pz Yz + P2 Yoz p2w p2V
A AU

com dominio dado por (4.5) para X} e para X3 temos

D(A) = H}0,L)n H?*(0,L) x H}(0,L) x HX(0, L) N H3(0,L) x HX(0, L).
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Temos que D(A) é denso em X 9. E, além disso, A é dissipativo. De fato,

L

= ‘ -1 2 Lﬁ -1 UpdT u v)dx
(AU0) = k[ A e+ b [ AT (4 )+ [0+ 0)a

L L
+ /O (_kyx + 0thge — ktp — :Lw) vdz + b/O Ypvpdx
L B L 62 B L
- /0 A (o + )o)udz + K /0 A (g ) + K /0 (o + ) (11 + v}l

L L
+ / (kY + bipzy — kb — pv) vdx + b/ VYyvzd
0 0

L

— k:/OL (I — z2§;> AN (ye + )2 udz + k:/o (Yo + ) (ug + v)da

L L
+ / (_kyx + 0thge — ktp — :Lw) vdz + b/ Ypvpdx
0 0

L L L L
= k/o (yz + ) udr + k/o (yz +¥)(ugy + v)dx + /0 (—kyy + bbyy — ktp — pv) vdx + b/o VeV dT

L
= —,u/ v2dw§0.
0

Portanto, A é dissipativo. Resta mostrar que 0 € p(A). Considerando (4.6) e pondo em termos

de suas componentes escalares, obtemos:

—u=fi (4.23)
_pklA_l((yx + ¢>z) = fa (4.24)
—v=f3 (4.25)
k b I
7(3/9[: =+ w) — —Vgz + —V = [y, (4.26)
P2 P2 P2

em que F' = (f1, f2, f3, f4) € X1 2. Definamos a forma bilinear

ay : [H(0,L)]? x [H}(0,L)> — R

(5, ¢), @, ¥) — arl(y,¥), (@ ¥)) = k/o (yx+¢)(ym+¢})diﬂ+b/o Yuthyd,

na qual podemos observar que a mesma é continua e coerciva.
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Definamos agora a forma bilinear,

as s [HE(0,L))? x [H}(0,L)> — R

L
(s £2), 3.)) — @KﬁJ@J%¢»—:A(m(by+ﬂhﬁm%+mh¢ﬂx

na qual vemos que a mesma é continua. O mesmo argumento é vélido para [H}(0,L)]? x
[H}(0,L)]>.
Portanto, pelo Teorema de Lummer-Phillips, A é o gerador infinitesimal de um Cj - semi-

grupo de contragoes tal que a solucao U tem a seguinte regularidade:
U € C([0,00[; D(A) UCH([0,00[; X12)  se Uy € D(A)

ou
U e C([0,00[, XLQ), se Uy € XLQ.
4.3 Boa colocacao de solucao com efeito nao local na
equacao de rotacao

Agora, considerando o efeito nao local apenas na equacao de rotagao, teremos:

p1ye — k(yz + )z = 0em (0,00) x (0, L) (4.27)
pQ(wtt - 12¢ttxx) - b¢x:p + k;(yx + ¢) + M¢t = 0Oem (Oa OO) X (07 L) (428)
Junto com as condicoes inicias
y('7 0) = Yo; yt(-ao) = yl;w('ao) = 1o; wt('v 0) =1 Vo € (07 L)a (429)
e condicoes de contorno
y(0,1) = y(L.t) =(0,L) = §(L,t) =0t >0,  ou (4.30)
Y2(0,t) = wa(L,t) = ¢(0,L) = (L, t) =0Vt >0, (4.31)

Podemos reescrever o problema acima como:

o1y — k(yz + ), = 0em (0,00) x (0, L) (4.32)
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com as mesmas condicdes iniciais e de contorno.

A energia do problema é dada por

1 [t 2 1 [t 2 1 [t 2 1 [t 2,9 1 [t 2
E(t):2/0 Plytd95+2/0 k(ys + ) da:+2/0 pg@/}tda:—i—z/o pal wtxda:—i—Q/O byzdx,

(4.34)

sendo que
d L 2
—FE(t)=— .

Considere os seguintes espacos de fases:

X; = H(0,L) x L*(0,L) x H}(0,L) x L*(0, L),

Xy = H(0,L) x L?(0,L) x H}(0, L) x L*(0, L)

Tais espagos sao munidos com a norma:

pullull? + Kllys + 9117 + pal [0l + p2l®[[vs]|? + b9
L L L L L

= / p1u2dﬂs+/ l{:(yx—kd})zdx—k/ ngde—F/ pgl%idﬂ:—k/ bp2dz,
0 0 0 0 0

[1(y, w40, 0) %

e com produto interno

~ L ~ o~
((y,u,¥,0), (I, 0,,0)) = /0 (plua + k(yz + ) Uz + ©) + p200 + pal?v,0, + bwm) dz.

Para U = (y,u,v,v)", comu =y e v =9, Uy = (yo,y1,%0,%1)", podemos escrever o problema,

como de Cauchy da seguinte forma

U, = AU

Uwo) = U, (4.35)

em que A: D(A) C X — X é o operador dado por

0 1 0 0 Y U
k 92 kE 0 k
U, — o0 o1 Oz 0 O (Yo + )z
0 0 0 I ) v
kE 41-10 b 1—-10? E 4-1 -1 -1(_k b _ky_
_EA o 0 pizA Gl pizA _p%A v A < D2 Yz + P2 ¢xz 02 P2 U)
A AU
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com dominio dado por (4.5) para X} e para X temos
D(A) = H}(0,L) N H2(0,L) x HX(0,L) x Hy(0,L) N H?*(0,L) x Hy(0,L).
Temos que D(A) é denso em X 2. E, além disso, A é dissipativo. De fato,

(AU,U)

L L L
k/ (Yz + ) gudz + k/ (yz +¥)(ugy + v)dx + AL (—kyz + gy — ktp — pv) vdx
0 0 0
+ l2/ p (—kyy + bgy — kY — pv) vpdx + b/ YpUpdx

L L L
= k/ (Yo + V)zudz + k:/ (Yo + V) (ug +v)dz + [ A7 (=kyy + bhpe — kb — ) vdx
0 0 0

12L8

L
rr 2A (— ky$+b¢zz—kw—uv)vdx+b/() YU dr

L L
= k/ (Yz + 1)pudz + / < — 2 8(9 2) A7 (—kyp + g — ko — po) vda
0 0
L L
+ b YpUpdr + k:/ (yz + ¥)(ugy + v)dx
0 0

L L L L
= k/o (yz + V) pudz + k/o (yz + ) (ugy + v)dx + /0 (—kyy + bhyy — ktp — pv) vdx + b/o Ypvpdr

L
= —,u/ vidz <0
0

Portanto, A é dissipativo. Resta mostrar que 0 € p(A). Considerando (4.6) e pondo em termos

de suas componentes escalares, obtemos:

—u=f (4.36)

00 = 1o (437)

—v=f3 (4.38)

AT (;‘;@m + ) — ;wm + ;y) = fa, (4.39)
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em que F' = (f1, f2, f3, f1) € X1 2. Definamos a forma bilinear

ay : [HY(0,L)]? x [H}(0,L)> — R

(5, ¢), @, ¥) — arl(y,¥), (@ ¥)) = k/o (yx+¢)(ym+¢)d$+b/0 Yuthyd,

na qual podemos observar que a mesma é continua e coerciva.

Definamos agora a forma bilinear,

a : [HL(0,L)]? x [HY(0,L)? — R

L
((f2, f1), @, %)) +— a2((f2,f4)7(y7¢))=/0 p1.f27 + p2 (fah + 1 fa, 000 )d,

na qual vemos que a mesma é continua. Portanto, pelo Teorema de Lummer-Phillips, A é o
gerador infinitesimal de um Cj - semigrupo de contragoes tal que a solugao U tem a seguinte
regularidade:

U € C([0,00[; D(A)) U C(]0, 00[; X1 2) se Uy € D(A)

ou

U e C([0,00[; leg), se U() S XLQ.

4.4 Boa colocacao com efeito nao local geral e com
damping tipo Kelvin-Voigt

Iremos considerar o = 1 em (3.1) — (3.2), porém com um damping do tipo Kelvin-Voigt (19)tzz).

Logo, podemos reescrever o problema como:

p1Ay — k(yz + 1) = 0em (0,00) x (0, L) (4.40)

pQAwtt - bl/]xx + k(yx + ¢) - M¢tm$ = Oem (07 OO) X (O’ L)? (441)

com as mesmas condicoes iniciais e de contorno dadas por (3.3) e (3.4).

A energia do problema é dada por (1.31) sendo que

Lo = [ via
dt =K 0 tx &L
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Considere o seguinte espago de fase:
X = H}0,L) x L*(0,L) x H}(0,L) x L*(0, L),
Tal espaco é munido com a norma:

1w )% = pullull? + pr[Juall + Ellys + 1 + pal ol + pal[[va][* + b [

L L L L L L
= / prulde + / prl*u2da + / E(ys + )2 dx + / pov?dx + / pol?vide + / byide,
0 0 0 0 0 0

e com produto interno

~ L ~ —
((gsus, ), (9,0, 9,0)) = /0 (prvit + prlPuqity + k(ys + ) (s + ) + p2v¥ + pal?v¥s + bty ) do.

Para U = (y,u,v,v)T, com u =y e v =9, Uy = (0, %1, %0,%1)T, podemos escrever o problema

como de Cauchy da seguinte forma

U, = AU

U@ = U, (4.42)

em que A: D(A) CX — X é o operador dado por

0 I 0 0 Y U
kE 1—1 02 k 4—10 k 4-1
0 0 0 I n v
k 1-1.0 b g-1.092 k 1-1 —1.9? -1 k b k @
A AU

com dominio dado por (4.5).
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Temos que D(A) é denso em X. E, além disso, A é dissipativo. De fato,

(AU, U)

L L L
K /0 A (g + )a)uda + ki /0 ;CAl((yx b)) undz + & /0 (o + )y + v)da

L L
0
0 0
L
b/ PYpUpdx
0

L L
k/ AN (yy + )z )udz + ki
0 0

82 L
@Afl((ym + 1), )udx + k/o (Y + ¥)(ugy + v)dx

L L 2
0
/ A_l (_kyx + bipry — kb + l“’xx) vdx + 12 / @A_l (_k?/:r: + 0y — kY + vi:c) vdx
0 0

L
b/ Yrpvzdr
0

L 5 82 . L L
/-c/o (I—l am2> A ((yg;—i-lb)z)udx—i-k/o (yz—i—@b)(ur—i-v)dx—i-b/o VYpvpde

L 82
/0 (I — l23x2> A7 (—kyy + bpe — kb 4 pivge) vda

L L L
0 0 0

L
—u/ vid:vgo
0

Portanto, A é dissipativo. Resta mostrar que 0 € p(A). Considerando (4.6) e pondo em termos

de suas componentes escalares obtemos:

—u = fi € H}(0,L) (4.43)

AN+ = h € LHO.D) (4.44)

—v=f3 € Hy(0,L) (4.45)

A1 <2(yz + 1) — ;2'(/11233 K vm> = fu € L*(0,L) (4.46)
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Desta forma temos u = —f; € H}(0,L),v = —f3 € H}(0,L) e

—k(yz + )z = p1(f2 — 1 fo,,) e L*((0,L)) (4.47)
k(Yo + ) — Waw = p2(fa — 1 fa,,) — pifs,.. € L*(0,L) (4.48)

Devemos impor as condigdes de contorno (3.4) para que a solu¢ao pertenga a D(A). Com isso,

definamos a forma bilinear

ay : [HY(0,0)]? x [HY(0,L))> — R

L o L o
(,0), @) — ar((y,0), @) = k / (v + ) (@, + D)z + / boPrde,

na qual podemos observar que a mesma é continua e coerciva. Definamos agora a forma bilinear,

as : [HY(0,L)]? x [HY(0,L)> — R

L
((fo, fa), @, ) = aa((fo, fa), (5, %)) —/0 (p1 (fo7 + 1P f2,0z) + p2 (fah + 1P fa, 00 )de,

na qual vemos que a mesma é continua. Portanto, pelo Teorema de Lummer-Phillips, A é o
gerador infinitesimal de um Cy - semigrupo de contragoes tal que a solugdo U tem a seguinte

regularidade:

U € C([0,00[; D(A)) U CL([0, 00[; X) se Up € D(A)

ou

U e C([0,00[; X), se Uy € X.

A seguir, iremos discutir sobre decaimento exponencial de todos os modelos abordados desta

Secao.
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Capitulo 5

O cenario de estabilidade

exponencial

Neste capitulo, iremos falar sobre o decaimento exponencial do modelo Timoshenko nao local

considerando tal efeito na equacao de deslocamento, de rotacao e ambas com damping tipo

atrito. E também com damping do tipo Kelvin-Voigt, porém apenas no caso em que o efeito

esteja em ambas as equacoes.

5.1 Damping viscoso com efeito nao local em ambas

as equacoes
Consideremos o modelo governado pelas seguintes equagoes:

P1Ytt — k(yx + ¢)x - l2p1yttxac =0em (07 OO) X (07 L)

P2(¢tt - l2¢ttx:c) - bz/}xx + k(yx + ¢) + :l“vbt =0 em (07 OO) X (07 L)

Junto com as condicoes inicias
y(ao) = y07yt<70) = y171/}<70) = w07wt(70) = 1/}1 Vr € (OvL)7

e condicoes de contorno

y(0,t) = y(L,t) = (0, L) = 1, (L,t) = 0 Vt > 0.
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Apesar de nao termos o semigrupo associado ao problema (5.1) — (5.4), podemos supor que a
existéncia e unicidade é dada pelo Teorema de Galerkin e assim, conseguimos mostrar que o
sistema nao exponencialmente estével pelo critério de Routh-Hurwitz.

O Critério de Routh-Hurwitz, usada em (QUINTANILLA,2003), considera para e suficien-
temente pequeno que existe uma solu¢ao do problema (3.1) — (3.4) na forma harmoénica dada

por
y(z,t) = Ae* sin(nx) ; Y(x,t) = Be*! cos(nx), neN, (5.5)

tal que substituindo em (3.1) e (3.2) obtemos solugdes que podem estar tanto & direita quanto
a esquerda da linha Re(z) = —e.

Desta forma, substituindo (5.5) em (3.1) e (3.2) obteremos, respectivamente,

kn
p1w? + kn? 4+ al?pyn’w?

A
2= (5.6)

A pow? + pal?n?w? 4+ bn? + k + pw

B (1 —a)p1l?nw? — kn

Dai, segue que w é a solugao da equagao

prp2(1 + al?n?)(1 4+ Pn?)at 4+ pp1 (1 + al?n®)2®  +  (*n*(abpy + kp2) +n2(bpr + kp2) + kp1 (1 + 1>n?))2?

+  kpn’z + bkn* = 0. (5.8)

Provaremos que podemos encontrar solugoes da equacgao acima que estdao a direita da linha

Re(z) = —e. Portanto, verifiquemos o sinal das solugoes da equagao algébrica

p1p2(1+al’n®)(1+1Pn?)(z — )t + ppi(1+al’n?)(z — €)® + (I*n*(abpy + kp2) + n?(bpy + kps)

+ kp1(1+Pn?) (@ — €)* 4 kun®(x — €) + bkn* = 0. (5.9)
Ou seja,

Lyt +l32® + ba? + iz +1p =0, (5.10)
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I3
la

ly

+

p1p2(1 4 al*n?)(1 + I?n?),

—4p1pa(1 4 al’n®)(1 + IPn?)e + pup1 (1 + al’n?),

6p1p2(1 + al®*n®)(1 + 12n2)e? — 3up1 (1 + al’?n?)e + 2n*(abpy + kp2) + n*(bpy + kp2) + kp1(1 4 1?n?),
—4p1p2(1 4+ al®n®) (1 + 1Pn?)e + 3up1 (1 + al’n?)e? — 2(1Pn*(abpy + kp2) + n?(bpy + kps)

kp1(1+ 12n?))e 4 kun?,

p1p2(1+ al’n®)(1 4 1Pn?)et — pp1 (1 + al®n?)e® + (Pn*(abpy + kpa) + n*(bpy + kp2) + kp1 (1 + 1>n?))é?

kpn’e + bkn®.

O critério de Routh-Hurwitz estabelece que a condicao necesséria e suficiente para que as solugoes

de uma equagao do tipo (5.10) tenha a parte negativa é

lh Is 0 O
lh I3 0
lh I3 lop Io Iy O
Aop=1lp>0,A1 =11 >0,Ay = det > 0,A3 = det lo o Iy > 0,A4 = det > 0.
lp 1o 0 1 I3 O
0 U I3
0 Iy ls Iy

Porém, note que

Ay = dgn® + dgn® + dyn* + dang + do,
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dy

do

do

—2002€° 18 p2p3 — 1202631502 py — 1203kl p1p3 — 20207l p? — 2€k>1% 3,

—4002€°18p2 p3 + 250218 11p? pa — 400e®18p2 p3 — 1203 K18 p2 py — 12020314 p2 py + 80?1 up?
24abe3l4p%p2 — 24046314:14;)1,0% + 100kl pup1 pg — 12€kl4p1p% — 4abek‘l4p% — 4ek?1*p1py — 4ab2el2p%

4ek*12 p3 + k212 pupa,

—200426514/)%% + 25a264l4,up%p2 — 8an5l4p%p% — 8a26314u2pf + 50t pup12p2 — 206214 p12 p2?
240kl p12p2 + 8a62kl4up% — 1263K14 3 py — 240312 p2 py — 1203 k12 p1p3 + 16abe® 1 up?
100€® k12 pp1po — 12b€312 p2po — 24€3 k1% p1p2° — 26211 p? — dabekl?p? — 20ekl® 12 p1 + 102 k1% ppy po
Abekl®p? — 8ek>12p1py + K212 pp1 — 2b%€pt — 2ek?p3 + k2 pups,

—4Oa6512p%p% + 50046412%0%;)2 — 406512/)%,0% — 12ae3kl2p%p2 — 16ae3l2,u2,0% + 25e4l2up%p2 + 804621612/1/)%
2463kl2,0%p2 + 862kl2up% — 12be3p%p2 — 1263kp1p§ — 4ek2l2pf + 8be’>murhol? + 10€%kpup1 py — 4bekp%

4ek? p1py — 2ekp®p1 + K ppy,

—206°pTp3 + 25€* upl?p2 — 12e%kpt p2 — 86> 1?p] + 8 kppt — 2ek*pl.

Note que o termo dominante de Ay é dado por dgn®. Como dg < 0, podemos dizer que existe

uma solugao do sistema tal que w esta a direita da linha de Re(z) = —¢, e consequentemente, nao

podemos obter o decaimento exponencial uniforme de solugées. Portanto, provamos o principal

resultado dessa sec¢ao:

Teorema 5.1 O sistema (5.1) — (5.4) ndo € exponencialmente estdvel.

5.2 Damping viscoso com efeito nao local na equacao

de deslocamento

Anteriormente vimos que o sistema de Timoshenko com o efeito ndo local em ambas as equacao

(deslocamento e rotagao) nao decai exponencialmente. Porém, vamos mostrar que se considerar-
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mos o efeito ndo local apenas na equacao de deslocamento, conseguimos a estabilidade exponen-
cial. Para isso usaremos o método da energia. Sendo assim, considere o sistema (4.14) — (4.17).

Introduziremos o seguinte funcional

L 1
I = / (pl(yty + PYtayz) + oty + 5%) dzx.
0

Lema 5.1 Seja (y,) solugao do sistema (4.14) — (4.17). Entdo temos:

d L 2 L 2 L 2 2 L 2 L 2
—I = —k (yz +¥)*dz —b Yrdx + p1 yrdx + 1“p; Y dx + p2 Yidx.
dt 0 0 0 0 0

Demonstragao: Multiplicando (4.14) por y obteremos:

L L L
1 / Yeydr — k/ (Yo + )zydx — 1201 / Yttzzydr = 0.
0 0 0

Reescrevendo a equagao acima

L d L ) L d )
pl/ —yy —y; | dz + k/ (Yo + V)yodr +1 pl/ —YieYe — Yiz | dz =0.  (5.11)

Por outro lado, multiplicando (4.15) por ¢ encontramos:

L L L L
p2/0 Yupdr — b/o Yyptdr + k/o (Yo + ¥)0dz + ,u/o Pppdr = 0.

Ou entao,

p2/0L< Yo — wt)dﬁb/ %dwk/ (yx+1!)¢dfﬂ+2dt/ V2o

Somando (5.11) e (5.12) teremos:

(5.12)

d r 2 b, Loy 2 by Lo,
—L=—k | (yo+¥)de—0 | idr+p yrdr + 1 py Yipdx + p2 Yidx. [ |
0 0 0 0 0

dt
Vamos considerar agora w solugao de
—Wez = Py, w(O) = w(L) =0.
Introduziremos o funcional

L 7
I = / (m (yew + Pyawz) + poteh + 51#2) dx
0

Lema 5.2 Seja (y,) solugdo do sistema (4.14) — (4.17). Entado, para todo €1, €2 > 0, temos:

d L L L L
a_lg < b/ Vidr + € / y2dr + € / y2.dx + C(e1, €2) / Yid.
0 0 0
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Demonstragao: Temos que

d L

L
pn (Pl (yew + lQthwa:) + p2e) + %1/12) dr = / p1(ysw + yrwy + Pyizws + l2ytxwt:c)d$
0 0

L L
+ / pa(abueth + 4)dz + / nda
0 0
L
= / p1(ysew + yrwe — Pyseaxw + Pypw ) de
0

L L
+ /(; P2(¢ttw + ¢152)da? + M/O Pyd.

Segue de (4.14) que

L L L L
/ p1(Yaw + ypwy — Pyspaaw + Py )de = k/ (Yo + V)wdz + 12 py / Ytz Wigdx + / p1yrwidx
0 0 0 0

L L L
= —k/ ywmdx—i-k/ widw—i—lQm/ Yo Wiz dT
0 0 0
L
+ / Py weda. (5.13)
0

E de (4.17)

L L L L L
/0 pa(Yutp + 2)dz + o /O Yidz = b /0 Utz — /0 k(e + )bdz + po /0 Rda

L L L L
= —b/ ¢§dm—k/ yxwdx—k/ 1/12dx+p2/ Yidr
0 0 0 0

(5.14)
Somando tais equagoes, segue que

d L L L L L L
—I, = k / w2dz + 12py / Yiw Wiz dx + / prycwedr — b / Yidr — k / VAda + po / Yidr.
dt 0 0 0 0 0 0

Usando a desigualdade de Young e Poincaré, tem-se:

d L L L L
—I < —b/ Yidr + 61/ yidx + 62/ y2.dx + C(ey, 62)/ Yida. |
dt 0 0 0 0

Por fim, seja I3 o funcional linear dado por

L
I3 :=/ o1 (Yey + Pyteye)da
0
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Lema 5.3 Seja (y,) solugdao do sistema (4.14) — (4.17). Entao, para todo €3 > 0, temos:

d L, , L, L Lo
—I3 < _/01/ ypdr —1 Pl/ Yipdo + 63/ (Yo + 2p)da + Ceg/ Yrd.
dt 0 0 0 0

Demonstracgao: Segue de (5.11) e da desigualdade de Young que:

d L L L L
a[g < —-m / thdx — l2p1 / yfmdx + 63/ (Yo + ¥)dz + Cog / ¢§d:p [ |
0 0 0 0

Definamos o funcional Lyapunov £ da seguinte forma:
L= ME(t) + NiIy + Naoly + N3ls.

Desta forma, levando em conta os resultados dos Lemas anteriores e substituindo tais na derivada

de £ obteremos:

d L L L
%E S — (le — NgEg)/ (yx + ¢)2dl‘ — (Nlb + Ngb — N3063)/ 1/J§dl‘ — (ngl — N1p1 — NQEl)/ ytZdl‘
0 0 0
L L
—  (N3p1l® — Nip1l® — Naeo) / Yipda — (Mp — paNy — NoCl(eq, 62))/ Yrda.
0 0
Tomando
e M suficientemente grande;
N1k
. = —
€3 2N37
L4 N2 N30637
b
® €1 = &
1 N27
.ol
2 N2 )
° N3 > N1 + 1,
segue que

%E(t) < —BoE().

para algum Sy > 0. Além disso, existem constantes 51, B2 > 0 tal que para t > 0
B1E(t) < L(t) < BrE(t) (5.15)

De onde segue que

%L(t) < 201 L(t).

para aq = % Usando (5.15) teremos provado o principal resultado:
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Teorema 5.2 Sejam as condi¢des iniciais satisfazendo

Yo,%0 € Hy(0,L), 1,41 € L*(0,L).

Entao, a energia E da solugdo (y,1) para (4.14) — (4.17) decai exponencialmente, isto €, existe

uma constante C' > 0 e B > 0, que independe das condi¢oes iniciais, tal que para todo t > 0
E(t) < CE(0)e~ 25,

Vale ressaltar que se considerarmos as condigoes de contorno dadas por (4.18), o sistema

ainda decai exponencialmente.

5.3 Damping viscoso com efeito nao local na equacao

de rotacao

Apesar de termos o decaimento exponencial do sistema de Timoshenko com o efeito nao local
na equacao de deslocamento, o mesmo nao se aplica quando consideramos o efeito apenas na
equacao de rotacao. Para provarmos tal afirmacao, usaremos o Teorema de Gearhart-Herbs-
Huang-Priiss.

Sendo assim, considere o modelo (4.27) — (4.31) tal que o semigrupo é dado por (4.36).

Considere a equacgao resolvente dada por
AU — AU = F,

em que F = (f1, fa, f3, f1) € X e U = (y,u,,v) € Xo. Reescrevendo a equagio acima em

termos de suas componentes escalares obtemos:

Ay —u=fi
Au — 7(yac+1/])x) = fo
P1
AY —v = f3
Av ‘l—A_l <p2(yx "‘1/1) - *Q;Z):c:v + MU) = f4a
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ou seja,
Ay —u=fi (5.16)
k

M) —v = f3 (5.18)

k b 7
A = Ngg + — (Yo + ) — —Vzz + —0 = fa — fu,,. (5.19)

P2 P2 P2

Tomando f; = f3 = 0 obtemos u = Ay e v = A\, o qual substituindo em (5.17) e (5.19)

produzimos respectivamente,

Ny = F e+ 0)0) = o
p1

k b
N2 = N2y 4 — (s + 1) — —thne + A = fo— far..
P2 P2 P2

(5.20)

(5.21)

Levando em conta as condigbes de contorno (4.31), tomaremos as solugoes particulares na forma:

Yn = Acos(nz) ; Yn, = Bsin(nz) n= ?., (5.22)
e para fy e fy:
fan = cos(nx) ; fan = sin(nx). (5.23)
Combinando (5.22), (5.23) com (5.20) e (5.21) encontramos:
k k
()\2 - 772) A—“nB=1 (5.24)
1 p1
b k k
<)\2 X2 =+ — + ”A) B——nA=1+n% (5.25)
P2 P2 P2 P2
Considere a seguinte sequéncia dos nimeros complexos
|k
Ap =1i4/—n, Vn € N. (5.26)
P1
Desta forma, encontramos:
—kn*pa iy [ 2 ppin 1P 2k + (bp1 — kp2)i® + pokn + kp o
A=-— ; B=——.(5.27)
k2n? nk
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Construimos entao as seguintes solucoes de (5.16) — (5.19):

—kn*pa iy [ 2 puprn 1P p2k + (bp1 — kp2)i® + p2kn + kp

Yn(r) = — e cos(nz) (5.28)

—kn*pa iy [ 2 pprn 112 p2k + (bp1 — kp2)n® + p2kn + kp

up(z) = — - An cos(nx) (5.29)
Yn(z) = —% sin(nz) (5.30)
vp(z) = —%)\n sin(nx). (5.31)

Dali, segue que

2
L —kntp2 + iy = ppin + nPpak + (bp1 — kp2)n® + pakn +kpr | p
9 p1
; lun (2)|*de = |—p1 " An 5(5.32)

no qual podemos observar que quando 17 — 0o temos:

L
/ | () [2dz — oo.
0

Portanto,

. 2 . 2
Jim [Upy, = . |on|72q ) = o0,

0 que caracteriza o nao decaimento exponencial das solucoes para este caso. Com isso provamos

o seguinte resultado

Teorema 5.3 O semigrupo (e2?)i~q associado ao sistema (4.27)—(4.31) ndo € exponencialmente

estavel.

5.4 Damping tipo Kelvin-Voigt com efeito nao local

em ambas as equacoes

Sabemos da literatura que o damping Kelvin-Voigt em sistemas do tipo Timoshenko faz com
que o sistema perca estabilidade exponencial. Porém, aqui iremos mostrar que tal mecanismo

de dissipagao faz com que o sistema nao local tenha estabilidade exponencial independente de
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qualquer relacao entre os seus coeficientes. A técnica que serd utilizada é o método da energia.

Desta forma, consideremos o seguinte sistema linear

P19 — k(Ye + )z — p19uze = 0 em (0,00) x (0, 1) (5.33)

po (Vi = Pstae) = Dbus + k(Yz + ) — bz = 0 em (0, 00) x (0, L). (5.34)
Junto com as condicoes inicias
y(-,0) = yo: e (-, 0) = w13 ¥(., 0) = o3¢ (., 0) = 91 Va € (0, L), (5.35)
e condicoes de contorno
y(0,t) = y(L,t) = ¥,(0,L) = ¢, (L,t) =0Vt > 0. (5.36)
Temos que a energia é dada por (4.3) sendo que
—E = —u/ Y2 de. (5.37)
Com isso, introduziremos o seguinte funcional
L
Boim [ (ool + Punese) + it + Pi) da
Lema 5.4 Seja (y, ) solugdo do sistema (5.33) — (5.36). Entdo temos:

d L
< k/ (Yo + ) %dx — = /¢2dx+p1/ ydx+l2p1/ ymd:c+01/ Y2 dr.
0 0

Demonstragao: Multiplicando (5.33) por y obteremos:

L L L
p1 / yuyde —k | (ye + ) zyde — Ppy / Ytazydr = 0.
0 0 0

Reescrevendo a equacao acima

Lrd L ) Ly )
pl/ <dtyty yt> dz + k:/ (Ve + ¥)yadr +1 pl/ <dtymyx - ym) dz=0. (5.38)
0 0 0

Por outro lado, multiplicando (5.34) por ¢ encontramos:

L L L L L
P2/0 Yypdr — l2p2/0 Vitzapdr — b/o Ypzppda + k/o (Yo + Y)00dx — M/O Yigzpda = 0.

Ou entao,

Ly Ly L L L
PQ/O <dt¢t¢ - %2) dx + l202/0 (dtd)txl!}m - ¢t2;c> dx + b/o Yrda + k/o (Yo + )pdz + M/O YigPdr = 0.
(5.1
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Somando (5.38) e (5.39) teremos:

d g 2 b ¥y Loy 2 Lo Lo 2 Lo g
— =—-k (yot+10)*de—= Yrdr+py yrdx+1*py Y dx+p2 Yidz+17po Y dr—p Yipeda.
dt 0 2 Jo 0 0 0 0 0
Usando a desigualdade de Young e Poincaré, segue que
d g 2 b [, Lo 2 Lo Lo,
—h <~k [ (yo+¢)de—5 [ Ypde+pr | yide+1Up1 | ypde+Cr | tpde. B
dt 0 2 Jo 0 0 0

Vamos considerar agora w solugao de
Introduziremos o funcional

L
Iy := /0 (pl(ytw + l2yt1’wx) + P2(¢t¢ + 12%1:1/%)) dx

Lema 5.5 Seja (y,) solugdo do sistema (5.33) — (5.36). Entdo, para todo €1, €2 > 0, temos:

d b (", Loy Lo Loy
—Ih < —= Yidr + € yrdx + € Yipdr + C(e1, €2) Yy d.
dt 2 0 0 0 0

Demonstracgao: Temos que

d L L
- [ (g + Pyraws) + p2(Yrh + PoPratpy)) doz = / p1(Yuw + yrwr + Pypgwy + Pypwey)de
0 0

L
[ bl + 0+ Ponats + Pt )da
0
L
= / p1(Yuw + yrwy — Pyexw + Pypw)de
0

L
+ /0 p2 (Vi) + f — Phuagatp + 1P2p7, ) d.

Segue de (5.33) que

L

L L L
/ p1(Yw + ypwy — Pystaaw + Pyrpwrs)de = k/ (Yo + ) gwdz + 12 py / Ytz Wepdx + / prywrdx
0 0 0 0

L L L
= —k:/ ywxdaz—i—k/ wida:+l2p1/ Yo Wiz dT
0 0 0

L
+ / pryrwede. (5.40)
0
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E de (5.34)

L L L L L
/ pr(Wuth + 07 — Pibyaath + P92)dz = b / Pptbd — / k(o + $)ddz + 1 / Proatbda + pa / Ve
0 0 0 0 0
L
+ l2p2/0 Tl)thdﬂf
L L L L
_ 2 o _ 2 _
- /O W2da — k /0 Yol — & /O WPz — /0 T

L L
+ p2/ zpfda:—Hng/ Vi dx (5.41)
0 0

Somando tais equagoes, segue que

d L L L L L L
Gl = b [ e Py [Cypiado+ [ prds < b [Ckde <k [ e [ dibds
dt 0 0 0 0 0 0

L L
+  p2 / Yid 4 12 pa / Y2 d.
0 0

Usando a desigualdade de Young e Poincaré, tem-se:

d

b [l L L L
—Ih < —= / Yida + € / y2dz + 62/ y2.dr + C(ey, 62)/ V2 d. [ |
dt 2 0 0 0 0

Por fim, seja I3 o funcional linear dado por

L
I3 :=/ o1 (Yey + Pysaye)da
0

Lema 5.6 Seja (y,v) solugdao do sistema (5.33) — (5.36). Entao, para todo e3 > 0, temos:

d L L L L
<o [ tdo=to [Cdose [ e Cy [ v
dt 0 0 0 0

Demonstragao: Segue de (5.38) e da desigualdade de Young que:

d L L L L
Ch<m / yidz — p; / yida + e / (g + V)da + C, / W2de. W
0 0 0 0

Definamos o funcional Lyapunov £ da seguinte forma:

L= ME(t) + N1Iy + Naols + N3ls.
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Desta forma, levando em conta os resultados dos Lemas anteriores e substituindo tais na derivada

de £ obteremos:

d v b b v L
%ﬁ < - (le' — N3€3)/ (yx + w)Qd.’L‘ — (N12 + N2§ — N3063> / 1[J£dl' — (N3p1 — Nip1 — NQEl)/ thdx
0 0 0
L L
—  (N3p1l® — Nip1l® — Naeo) / yindz — (Mp — C1 Ny — NoCleq, 62))/ Vrpda.
0 0
Tomando
e M suficientemente grande;
N1k
® (3= ——:
3 2N3’
o Ny 2N3063;
b
® ¢ = &
Ny’
.o
2 N2 )
e N3 > N +1;
segue que

9 2(1) < ~pB(0)

para algum Sy > 0. Além disso, existem constantes (1, B2 > 0 tal que para t > 0
BLE(t) < L(t) < B2E(1) (5.42)

De onde segue que

%L(t) < 201 L(t).

para aj := % Usando (2.44) teremos provado o principal resultado:
Teorema 5.4 Sejam as condi¢des iniciais satisfazendo

Yo € H(%((OvL))7 ¢0 € Hi((()?L)): 77/}1 € Lz((ovL))> Y1 € LQ((O>L))'

Entao, a energia E da solugdo (y,1) para (5.33) — (5.36) decai exponencialmente, isto €, existe

uma constante C' > 0 e B > 0, que independe das condi¢oes iniciais, tal que para todo t > 0

E(t) < CE(0)e™ 2,
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Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Iniciamos este trabalho faz uma descricao dos resultados matematicos consolidados na li-
teratura que versam sobre a estabilidade exponencial de sistemas do tipo Timoshenko e seus
paradigmas fisicos, como o segundo espectro e a relagao das velocidades. Este tipo de patologia
fisica ja tinha sido observado por Traill-Nash e Collar em 1953, porém em 2010 Isaac Elishakoff
mostrou um sistema do tipo Timoshenko que nao apresenta paradigmas fisicos e em 2017 D.S.
Almeida e A.J.A. Ramos mostram que mecanismos dissipativos podem eliminar tal anomalia
fisica. As conclusoes por eles tiradas sdo de grande importancia para a andlise de estabilidade
de modelos dissipativos, principalmente quando se quer colocar em um aspecto fisico.

Tudo isso possibilitou uma série de novas investigagoes no campo matematico-fisico. Nesta
diregao, nosso trabalho se baseou nesses resultados, porém foram realizados sobre sistemas ter-
moeldsticos e nao locais do tipo Timoshenko. Nossas conclusoes de um modo bem amplo, é que
se considerarmos damping tipo Fourier, Cattaneo e atrito nos sistemas dados respectivamente,
podemos obter um sistema livre do segundo espectro e além disso, no modelo nao local, conse-
guimos um novo resultado cujo é desconhecido pela literatura ; um modelo que com o damping
do tipo Kelvin-Voigt decai exponencialmente.

Como continuidade deste trabalho, objetivamos mostrar:

e Fxisténcia e Unicidade de solugao para modelos do tipo Timoshenko com a hipdtese de

Elishakoff (via teoria de Galerkin)

e Uma Anélise numérica dos decaimentos obtidos
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e Decaimento polinomial para os sistemas que nao tem estabilidade exponencial

e Modelagem de sistemas do tipo Timoshenko com efeito nao local.
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