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Epigrafe

"Se fui capaz de ver mais longe, € por-
que me apoier em ombros de gigantes”.

Isaac Newton
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Resumo

Neste trabalho provamos alguns resultados de existéncia de solucao positiva para equagoes
do tipo
(—=A)*u+a(z)u= f(u) em QCRY,

onde 0 < s <1, N > 2s e (—A)® denota o Laplaciano fracionario. Consideramos dois

2;—22(:

casos distintos: no primeiro caso consideramos 2 = RY, a nao linearidade f(t) = |t
e a:RY — R uma funcdo tal que a € LV/?*(RY) e satisfaz outras condicdes adequadas
a serem apresentadas ao longo do trabalho; no segundo caso, consideramos Q C RY
um dominio ndo limitado, 9Q # () limitada, a(x) = A uma constante positiva e a nao
linearidade f(t) = [t[P*t com 2 < p < 2*. A fim de obter nossos resultados usamos

métodos variacionais combinados com argumentos topologicos.

Palavras-chave: Laplaciano fracionario; resultado de Compacidade Global; método

variacional; grau topolégico de Brouwer.
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Abstract

In this work we prove some results of existence of positive solutions for equations of the

type
(—=A)*u+a(z)u= f(u) em QCRY,

where 0 < s < 1, N > 2s and (—A)*® denotes the fractional Laplacian. We consider

2:=2¢ and

two cases: in the first case we consider Q = RY, the nonlinearity f(t) = |t
a: RY — R* is a function with a € LY/?*(RV) and satisfying suitable conditions that
will be presented throughout the work; in the second case we consider Q@ C RY an
unbounded domain, 92 # () bounded, a(x) = A positive constant and the nonlinearity
f(t) = [t|P~2t with 2 < p < 2*. In order to obtain our results we use variational methods

combined with topological arguments.

Key-Words: Fractional Laplacian; Global Compactness result; variational methods;

Brouwer’s topological degree.



Notacao e Terminologia

Neste trabalho, faremos uso das seguintes notagoes e terminologias:

C, Cy, C1, ... denotam constantes positivas (possivelmente distintas);
B, denota o fim de uma demonstragao;

B,.(z), denota a bola aberta de centro z e raio r;

A, B CRY entio A\ B={x € A;z ¢ B};

supp(f), denota o suporte da fungao f;

—, denota convergéncia forte em um espago normado X;

—, denota convergéncia fraca em um espaco normado X;

o,(1), denota uma sequéncia tal que nhj& on(1) =0;

2N
2 —

: , denota o expoente critico de Sobolev;
N —2s

Xq, denota a funcao caracteristica do conjunto §2;
q.t.p, significara em quase toda parte;
12|, denota a medida de Lebesgue de um conjunto Q em RY, N > 1;

Seja E um espago de Banach e I € C'(E,R). Diremos que uma sequéncia (u, )nen
é uma sequéncia Palais-Smale no nivel ¢ para I, ou de forma resumida, (u, )y ¢ uma

sequéncia (PS). para I, se I(u,) — ce I'(u,) — 0;

vi



Seja E um espago de Banach e I € C'(E,R). Diremos que [ satisfaz a condigao
de Palais-Smale em ¢, ou de forma resumida, [ satisfaz a condigao (PS)., se toda
sequéncia Palais-Smale possui uma subsequéncia convergente em FE;

of

8:61-
parcial de f no ponto x, quando esta derivada existir.

Dada uma funcao f : RY — Re 2z € RY,

(x) indicarad a i_ésima derivada

Vu = Ou , Ou s Ou , denota o gradiente da fun¢ao u;
81’1 81’2 (%N

N 2
U

Au= E 922 denota o operador laplaciano de wu;
i=1 ¢

Q
o espaco de Lebesgue munido com a norma

1/p
= ([ lrde) " 0<p <o
RN

L*>(Q), denota o espago das fungdes mensuréaveis que sao limitadas quase sempre

LP(Q) = {u Q=R mensurvel;/ lu|Pdx < oo}, em que 1 < p < 400, denotaré

em RY com norma dada por

[u]oo = Inf{C}; Ju(z)| < C, quase sempre em 2}, se p = oco.
C(€), denota o espago das fungdes continuas em 2 e Cy(€2) s@o as fungdes de
suporte compacto em €);

Ck(Q), k > 1 inteiro, denota o espaco das funcdes k vezes continuamente diferen-

ciaveis sobre Q e C®(Q) = Mp1C*(Q);
CE(Q) = CHQ) N Co(Q) e C§°(2) = C=(Q) N Co(Q);

Para 1 <p<ooel<s <1, W (RY), denotard o espago de Sobolev fracionério

dado por

WHP(Q) = {u Qs RuelP(Q) e (—A)uce LP(Q)}

Vil



munido da norma

1/p

fullp= | [0+ uP)io

e Para o caso particular em que p = 2, denotaremos W#?(RY) = H*(RY). Além

disso, se 2 C RV, entdo

Hy(Q) ={ue H*R");u=0 qtp em RY\Q};

o D**Q) = {U Qo RueL¥(Q) e (-A)Y e LQ(Q)}, denotaré o espaco de

Sobolev munido com a norma

[ull = (/Q I(—A)S/QUIQdﬂs) 1/2;

o (D*2(RY)), denotara o dual topoldgico do espago D*?(RY) e || - ||pr representa a

norma do dual.
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Introducao

Neste trabalho, estudamos questoes relacionadas a existéncia de solucao positiva para

equagoes do tipo
(—A)u+a(z)u= f(u) em RY, (1)

onde 0 < s <1, N>2sea:RY = R éuma funcao poténcial que satisfaz condicoes
adequadas a serem apresentadas posteriormente. A nao linearidade f é uma funcao
do tipo poténcia pura que tem crescimento subcritico ou critico e (—A)® é o operador

Laplaciano fracionario que é definido por

(=A)*u(z) = C(N,s)P.V / Mdy, Ve € RY,

o o — e

onde P.V representa o valor principal de Cauchy e C(N, s) é a constante de normaliza¢ao;
para um estudo mais detalhado sobre o operador Laplaciano fracionario, sugerimos os
trabalhos [33] [59].

Solucoes da equacao estao relacionadas com solugoes de ondas estacionarias da

seguinte equagao de Schrodinger fracionaria que depende do tempo:

20— (YUt~ f), (1) €RY xR, )

onde a : RY — R ¢ uma funcao potencial, f : RY x R — R é uma funcao continua e

0 < s < 1 é um parametro fixo. Solu¢oes de ondas estacionarias para a equagao sao

solugoes da forma

(e, 1) = ule) exp(—ict),



onde u resolve a equagao eliptica ({1)).

A equagao de Schrodinger fracionaria ([2)) foi introduzida por Laskin [51] 52] e é usada
na mecénica quantica fracionaria para estudo de particulas em campos estacionarios
modelados por processos de Lévy. Além disso, o operador Laplaciano fracionario também
surge naturalmente em véarias areas diferentes, como Probabilidade, Finangas, Fisica,
Quimica e Biologia, veja por exemplo [7, 8, 14}, 29, 57, [7T], [72]. O operador (—A)*® pode
ser visto como os geradores infinitesimais do processo de difusao estavel, chamado de

processo de Lévy, veja [51].

Quando s = 1, a equacgao se reduz a equacao cléssica de Schrodinger

z%—f = —AY +a(x)y) — f(z,1)), (x,t) € RY xR,

que tem sido amplamente investigada em relacao a existéncia e multiplicidade de solu-
¢ao de ondas estacionérias nas tultimas décadas, veja [1, 2, 10, 11, 16l 17, B85, [47, [70]
e suas referéncias. O estudo da equacao de Schrodinger fracionaria quando s € (0, 1),
recentemente tem atraido a atencao de vérios pesquisadores, tanto pelo ponto de vista
de sua aplicabilidade em diferentes contextos como também pelo interesse puramente
matemaético, veja por exemplo [9] 18], 22] 23], 28], 30] [39], 40} [60], 61, 66] e suas referéncias.

Considerando o caso do Laplaciano classico, isto ¢, o caso em que s = 1, assumindo
a nao linearidade do tipo poténcia pura com crescimento critico, citamos os trabalhos

[, 13 10} 5], 20, 24, 45l [46], 48], onde os autores estudaram a equagao
~Apu+ a(x)|ufP2u = |ulf"*u, em Q CRY, (3)

onde a : RN — R* ¢ uma funcdo potencial tal que a € LY?(Q), N > p > 2 e p* =
Np/(N — p) é o expoente critico de Sobolev. Em [20], Brezis e Nirenberg, considerando
o caso em que p = 2 e a(x) = —\ constante, {2 um dominio limitado, mostraram que
a equagcao possui uma soluc¢do positiva quando N >4 e XA € (0,A\;) ou N =3 e A
é grande, onde \; é o primeiro autovalor do operador laplaciano —A com as condigoes
de fronteira de Dirichlet. Cerami, Fortunato e Struwe [24], estudaram a equagao (3)) e

provaram resultados de multiplicidade de solugao (mas nao de solugao positiva) usando



o fato que a condi¢ao (PS). ocorre para o funcional energia associado ao problema ({3))
abaixo de certo nivel. Benci e Cerami [10] , considerando € = RY  mostraram que
a equacao tem uma solugao positiva se a é uma funcao nao negativa, estritamente
positiva em algum ponto do RY, com |a| nzgvy < S(2%Y —1) e a € L*(RY) para
todo p1 < s < ps e p1 < N/2 < py. Para o caso em que € é um dominio limitado
e a(r) = —\ constante, sugerimos os trabalhos [45, 40, 48]. Além desses, Ben-Naoum,
Troestler ¢ Willem [I5], mostraram existéncia de solu¢ao positiva para a equagao (J3))
com hipodteses distintas das mencionadas acima na nao linearidade e na fungao potencial
a(z). Citamos também o trabalho de C. O. Alves [I], onde considerando 2 = R e
hipotese semelhantes as utilizadas por Benci e Cerami [I0], generalizou os resultados
obtido pelos autores no referido artigo para o operador p-Laplaciano —A,. Assumindo
hipoteses semelhantes com as utilizadas por Benci e Cerami [10], sobre o potencial a(x),
citamos também o trabalho de C. O. Alves, Angelo R. F. de Holanda e José A. Fernandes
[3], onde os autores mostraram resultado de existéncia de solugao positiva para a Equagao

1' considerando o semiplano €2 = RJX e condigoes de fronteira de Neumann.

Assumindo a néo linearidade com crescimento do tipo subcritico, citamos [2, [10] [16]

17, 35], onde os autore estudaram equagoes da forma
—Au+ M= |[ulP?u em Q, (4)

onde N > 3,2 < p < 2* e Q um subconjunto do R¥. Berestycki e Lions [16] [17]
mostraram existéncia de infinitas solugoes para a Equacao quando Q = R". Esteban
e Lions [35], obtiveram resultados anélogos considerando 2 como sendo o complementar
de uma bola e, Benci e Cerami [I1], provaram resultados de existéncia e ndo existéncia
de solucao ground state para a equacao em dominio exterior.

Considerando o Laplaciano fracionéario, Felmer, Quass e Tan [38] estudaram questoes
relacionadas a existéncia e regularidade de solugao positiva para equacao , onde a(z) =
1 e f tem crescimento subcritico e satisfaz a bem conhecida condicao de Ambrosetti-

Rabinowitz, isto é, existe 6 > 2 tal que:

0<0F(u) < f(u)u, u>0,



u

onde F(u) = / f(t)dt. Secchi [64], obteve existéncia de solugao ground state para a
equagao assflmindo que a(z) é uma fungao coerciva (isto é, a(x) — oo quando |z| —
o0) e que f satisfaz a condigado de Ambrosetti-Rabinowitz. Para resultados a respeito da
equagao , onde a nao linearidade f é uma funcao geral com crescimento subcritico e
nao satisfaz a condigdo de Ambrosetti-Rabinowitz; veja, por exemplo, [25] [26] [63] [75].
Além desses, em [36], Evéquoz e Fall obtiveram resultado de existéncia de solucio positiva
para a equagao (1)) considerando f(z,u) = Q(z)|u|’*u e assumindo que:
(a) a € L=(RY), xier];@fN a(z) >0 e a(z) — 1 quando |z| — oo;

(Q) Q € L¥(RY), Q >0 qt.pem RY e Q(x) — 1 quando |z| — oo.

Chang e Wang [27] estudaram uma classe de problemas do tipo (L). Eles mostraram
existéncia de solugao radial ground state assumindo a conhecida condi¢ao de Berestycki-
Lions. Alves, Figueiredo e Siciliano em [4] também considerando condigoes do tipo
Berestycki-Lions, obtiveram existéncia de solugao ground state para equagao do tipo (1)
Também assumindo condigoes do tipo Berestychi-Lions, a(z) = 1 e f(t) = —t+[t[P~ ¢, em
[34], Dipierro, Palatucci e Valdinoci provaram existéncia de solugao positiva radialmente
simétrica e monotona para equacao . E importante ressaltar, que tanto em [4] quanto

em [34] os autores consideram o caso critico.
Para nao linearidade envolvendo uma pertubacao na poténcia critica, citamos o Tra-
balho de Gabert e Rodrigues [44], onde eles mostraram resultado de existéncia de solugdes

nodais para a equagao

(=A)*u = |[u|*2u+ \f(x,u) em Q, (5)

onde 2 C RY ¢ um dominio limitado e suave, s € (0,1), N > 25, A > 0 e 2f =
2N/(N —2s) & o exponte critico de Sobolev. Em [58], Mosconi, Perera, Squassina e Yang
provaram resultados de existéncia de solucao do problema de Brezis-Nirenberg para o
p-Laplaciano fracionario

(=A)u = AMuP?u + |u

; =2y em Q, (6)




onde ¢ um dominio limitado do RY com fronteira Lipschitz e A > 0. Ainda considerando
a equacao @, com A = 0 e p = 2 (problema de Coron para o Laplaciano fracionario),
citamos o estudo feito por Secchi, Shionji e Squassina em [65].

Motivado por todos esses trabalhos, principalmente por [1], [I0] e [II], nesta tese
estudaremos a equacao . Mais detalhadamente, esse estudo sera realizado da seguinte
forma:

No Capitulo 1, motivado pelo trabalho de Alves em [I]], onde foi estudado a equagao
(3)), estudamos a equacdo de Schrodinger fracionaria
2: -2

(=A)u+ a(z)u = |u u em RV,

(7)
u € D¥3(RY),

em que N > 2s, s € (0,1) e 28 =2N/(N —2s) ¢ o expoente critico do espago de Sobolev
fracionario. O potencial a : RY — R ¢ continuo, a € L"/?*(RV) e satisfaz as seguintes

hipoteses:
(a1) a(xg) > 0 para algum zy € RY;

se N <4se

N
(az) a € LYRY) Vq € [p1,ps], onde 1 < p; < 55 < P2 com py < s

(ag) |a|N/25 < S(22S/N — 1),

onde S representa a melhor constante da imersao de Sobolev do espaco D*?(RY) em
L% (RY) e sera definida em um momento oportuno.

Inspirado nas idéias de Alves [I] e Benci e Cerami em [10], onde foi mostrado resultado
de existéncia de solugao positiva para a equagao usando métodos variaconais com-
binados com argumentos topolégicos, mostramos resultados semelhantes para a equacao
de Schrodinger fracionaria dada em , a saber, o principal resultado do Capitulo 1 é o

seguinte:

Teorema 0.1. Assuma que N > 2s e (ay) — (a3) ocorrem. Entdo, a equagao @ POSSUI

2
uma solugdao positiva ug € D>?(RY), tal que %SN/% < I(ug) < NSSN/ZS.

Uma vez que estamos trabalhando no RY e a nao linearidade tem crescimento cri-

tico, nossa principal dificuldade esta relacionada com a falta da imersao compacta do



D**(RY) em L2 (RY). Quando isto ocorre, em geral, a condigao Palais-Smale nio é
valida. Portanto, a fim de provarmos o Teorema [0.1], devemos contornar essas e outras
dificuldades. Nesse sentido, fizemos uma versao do resultado de "Compacidade Glo-
bal"devido a Struwe [69] para o espago de Sobolev fracionério D*?(RY). A partir deste
resultado de compacidade, encontramos as faixas onde a condigao Palais-Smale ¢é valida
e, aplicando uma variante do Lema de Deformagao (veja Apéndice B, Teorema |B.0.5)
juntamente com resultados da Teoria do Grau de Brouwer, garantimos a validade do
Teorema [Tl

No Capitulo 2, motivado pelo trabalho de Benci e Cerami [11], onde os autores mos-
traram resultado de existéncia de solucao positiva e resultado de nao existéncia de solucao

ground state para a equagao , consideramos a equagao de Schrodinger fracionaria

(=A)u+ Au = [ulP?u em €,
(8)
u € Hg (),

onde Q@ C RY ¢ um dominio ilimitado, OQ # @ é limitado, A € R*, N >2se 2 <p <
25 =2N/(N — 2s).

Inspirado nas idéias de Benci e Cerami [11], estudamos a equagio e mostramos
resultados analogos aos obtidos pelos autores para o caso do Laplaciano classico. Ressal-
tamos que, para obter os resultados desejados, usamos os mesmos argumentos ultilizados
em [I1], a saber, fizemos uso de método variacional juntamente com argumentos topolo-

gicos. Os dois teoremas a seguir contém os principais resultados do Capitulo 2.

Teorema 0.2. Assuma N > 25, 2 < p < 2% e xg € RN\ Q. Entdo, para todo \ existe

um o = o(\), tal que se
R¥\ Q C B, (w0) = {z € RY; |z — 2| < 0},

o problema possut pelo menos uma solu¢ao positiva.

Teorema 0.3. Assuma N > 2s, 2 < p < 2%. Entao, existe A\, = A\(2), tal que para

qualquer X € (0, \,) o problema possui pelo menos uma solugao positiva.

Uma vez que estamos trabalhando em dominio ilimitado, sabemos que de um modo



geral nao valem as imersoes compactas de Sobolev. Portanto, a fim de provarmos o
Teorema (0.2 recorremos a um "Lema de Compacidade global", cuja versao original foi
provado por Struwe [69] (veja também [68]). Este Lema é ferramenta fundamental para
garantirmo o nosso resultado de existéncia de solugao para a equagao , pois a partir
deste Lema, mostramos que sob condigoes adequadas, o funcional energia associado a
equagao satisfaz a condicao Palais-Smale. Resultado como deste lema somam-se a
outros, como estudos feitos sobre solugoes positivas simétricas para equacoes elipticas no
R as propriedades basicas do grau topolégico de Brouwer e uma variante do Lema de
Deformacao devido a Hofer [49], garantimos a validade do Teorema . A fim de provar
o Teorema , fazemos uma mudanca de variavel na equacao e o resultado segue do

Teorema [0.2

Concluimos nosso trabalho com um apéndice que contém alguns resultados que foram

usados no decorrer do texto.

No Apéndice A, provamos a continuidade da funcao concentragao de levy e da fungao

baricentro.

No Apéndice B, colocamos alguns resultados de analise no R, medida e integra-
¢ao, analise funcional, convergéncia e imersao. Além disso, enunciamos resultados de

Simetrizacao de Schwarz, bem como, Lema de Deformacao e o Principio Variacional de

Ekeland.

Finalmente, no Apéndice C, enunciamos os principais resultados da Teoria do Grau

de Brouwer.



Capitulo 1

Equacao eliptica envolvendo o operador
Laplaciano fracionario com crescimento

critico em RYY

Neste capitulo, estamos interessados em mostrar existéncia de solugao positiva para

a seguinte equacao eliptica fracionéria:

(—=A)u+a(z)u = [u/*?u em RY, (P)

2N
onde 2; = N — 95 N >2s,5€(0,1), a: RY — R* ¢ uma fungao tal que a € LY/25(RY)
—2s

e (—A)?® é o operador Laplaciano fracionario definido por

(—A)u(z) = C(N,s)PV. / ) —uly)

RN |$ - y|N+2S

u(r) — u(y)

= C(N,s) lim e =g

dy, Vx e RY, (1.1)
e—0F RN\ B, (z

onde P.V. é entendido como o valor principal da integral e
1 — cos((1) -
C(N,s) = —d = :
( 73) (/]RN |C|N+25 C ’ C (Cla 7CN)

Ao longo do trabalho, omitiremos a constante C'(N,s) > 0. Esta constante de nor-

malizacao é sempre usada quando se deseja recuperar o Laplaciano usual quando s — 1,



para detalhes veja [33].

Denotaremos por S a melhor constante para a imersao de Sobolev D*?(RY)

L% (RY), isto &,

/ (= A)2u[2dy
]RN

2

: [l
S = inf - = ) 1.2
uweDS2(RN) . 2/2 ueDS2(RN) ’U %* ( )
u0 / |u|® da uz0 ’
RN
Assumimos também que a funcao a satisfaz as seguintes hipoteses:
(a1) a(zo) > 0 para algum z, € RY;
N N
(a2) a € LY(RY) Vq € [p1,pa), onde 1 < p; < 5; < Pzoompy < b se N <4se
s 5 —

(ag) ]a\N/gs < S(QQS/N — 1)

Antes de enunciarmos nosso resultado, vamos introduzir algumas notagoes bésicas.

Para uma funcao mensuravel u : RY — R seja
2 _ Ju(x) — u(y)l”
[U]DS,Q(RN) = /R2N Wdl‘dy
a seminorma de Gagliardo de u.
Definimos o espago de Hilbert

D**(RY) = {u e L% (RY); /R lutx) = w4, —i—oo},

on | — y|NH2s

s, * . *
o qual estd imerso continuamente em L2 (RY).

Dizemos que uma funcao u : RY — R ¢ solugao fraca de (P) se u € D**(RY) e para

todo ¢ € D*?(RY) vale

23

/(—A)S/2u(—A)S/2<,0d:z:+/ a(a:)ugod:z::/ |u|® ~2upda.
RN RN RN

Assim, para obtermos uma solucéo fraca de (P) ¢ suficiente encontrarmos pontos criticos



do funcional I : D*?(RY) — R, dado por

1 1 1
I(u) = 5 /]RN [(—=A)2u?dx + 5 /RN a(x)udr — > /RN |u

S

% da, (1.3)

o qual esta bem definido em D*?(R¥), ¢ de classe C! e sua derivada ¢ dada por

% 2updr, Yo € DV?(RY).

I'(u)p = /RN(—A)S/Qu(—A)S/ngdxﬁL/RN a(z)upds — /RN lu

Neste texto, em vista [33, Proposi¢do 3.4 e Proposi¢ao 3.6], usaremos a seguinte
relacao

lull? = [(=2)*%ul3 = [u)*.
O teorema a seguir contém o principal resultado deste capitulo:

Teorema 1.1. Assuma que N > 2s e (ay) — (a3) vale. Entdo a equacao (P) possui uma

2
solugdo positiva ug € D**(RN) tal que %SN/QS < I(up) < NSSN/ZS.

Os resultados obtidos neste capitulo, é versao de [10] e [I] para o operador Laplaciano
fracionario. Destacamos que as idéias ultilizadas por Benci e Cerami [10] e Alves [I]
nao sao imediatamente apliciveis ao nosso problema devido ao fato de que o operador
Laplaciano fracionario é nao-local. Algumas estimativas refinadas foram necessarias.
Por exemplo, veja Lema [1.7| e Teorema (1.2, onde provamos uma versao do resultado de
Compacidade Global de Struwe [69)] para o operador Laplaciano fracionario, que também
pode ser util em contextos diferentes. Ao menos dos nossos conhecimentos, este resultado

ainda nao havia sido provado no contexto do operador Laplaciano fracionario.

1.1 Resultados preliminares

Nesta secao, mostraremos um resultado que serda de suma importancia para a prova
do "Lema Principal” e do Teorema que apresentaremos na proxima secao. Este

resultado estuda o comportamento das sequéncias Palais-Smale do funcional energia I, :

10



D%*(RM) — R, dado por

1 1
L) = 5 [ 187 Pupde = [

associado ao problema limite

%dr, Yu € D**(RY), (1.4)

(—=A)’u = |u

%72y em RY, (Ps)

2N
onde 2f = N os N > 2s, s € (0,1) e (—A)® & o operador laplaciano fracionario.
—2s

Para resultado de existéncia de solugdo do problema (P,,), indicamos o trabalho de R.

Servadei e E. Valdinoci [66, Segao 4, Afirmagao 6].

Lema 1.1. Sejam (u,) uma sequéncia (PS). para I. Entao:
(a) (un) € uma sequéncia limitada em D*?(RYN);
(b) Eziste u € D**(RY), tal que I'_(u) = 0;

(c) Sec < %SN/QS, onde S € a constante definida em 1' entao, a menos de sub-

sequéncia, u, — u em D>?(RY), mostrado que I, satisfaz a condi¢io (PS)..

Demonstracao: (a) Desde que (u,) ¢ uma sequéncia (PS). para I, temos que

Io(u,) — ¢ (1.5)

1% () || o+ = O (1.6)
De (1.5), (Ioo(uy)) é uma sequéncia limitada de nameros reais. Logo podemos tomar
K =sup I (u,). De 1} segue que tomando € = 2¥ > 0, existe ny € N tal que
neN

1% (un) [l o < 25, ¥n = no.

Dali,

1 1 1 1,
— g oo (un)vn < ol (un)un| < o o (un) | lfunll < 5225 lfunll = [lunll, Y72 2 no.

S

11



Assim,

1
Io(un) — =12 (up)un, < K + [Jugl|, Vn > ny.

%00
23

Agora, observando que

1 11 . s
Ioo(uy,) — gféo(un)un = <— — —> /RN [(—A) /2un|2dx = NHunH2

Segue de (1.7)) e (1.8) que

1
~ltall? = Loo(tn) = Il (wn)un < K + Jlual, ¥ = mo.

% 00
25

Portanto, (u,) ¢ uma sequéncia limitada em D*2?(RY).

(1.7)

(1.8)

(1.9)

Demonstragao: (b) Mostramos no ftem anterior que (u,) ¢ limitada em D*?(RY).

Desde que D*?(RY) é um espago reflexivo, existe u € D*?*(RY) tal que, a menos de

subsequéncia, u, — u em D*?(R"). Argumentando como em [2, Lema A.1], segue que,

a menos de subsequéncia, u,(x) — u(z) q.t.p. em RV,

Queremos mostrar que o limite fraco de u,, é ponto critico do funcional I,. Para isto,

devemos provar que

/ |un|2z_2ung0dx—>/ lu|® " 2updr, Yo € D*(RY).
RN RN

Com efeito, consideremos as sequéncias de fungoes g,(z) = |u,(z)

ju(z)

%:~2u(z). Entao, a menos de subsequéncia,

gn(z) = g(2) q.t.p. em RY

além disso,

/ 190 2:/(2:—1)dx:/ I 2:/(2:—1)dx:/ i
RN RN RN

Uma vez que (u,) é limitada em L% (RY), existe M > 0 tal que

/ |
RN

*_ * 2%
%2 Zdr = |up 5.
S

Unp,

2/ gy — [,

%SM, Vn € N,

12

22, (x) e glo) =



de onde deduzimos também que (g,,) C L?/Z~D(RN). Além do mais, g € L%/Z~D(RN),

RN RN

e desde que u € D**(RY), segue que

/ g
RN

Como 2%/(2% — 1) > 1, entao aplicando o Lema de Brezis-Lieb (ver Apéndice B, Lema

1B.2)), obtemos
RN

Por outro lado,

pois

%dx,

%/ Ddy < oo,

 upds - [ JuPi Pupds, Ve € DRY). (1.10)
RN

/ (—A) 20, (—A)2pdz — | (—A) 2u(—A)2pdz, Yo € D'2RY).  (1.11)
RN RN
Desde que (u,) é uma sequéncia (PS). para I, temos em particular, que

L (un)p =0 em (D**(RY)),

onde

%2y, pdr, Yo € DY(RY).

Tl = [ (=80, (=0) o= [ fu,

RN

Fazendo n — oo, de ((1.10)), (L.11]) e da unicidade do limite, obtemos

o:/ (—A)s/zu(—A)S/ngdx—/ u
RN RN

e portanto, I/ (u) = 0 como queriamos mostrar.

L 2updr = I’ (u)p, Vo€ DS’Z(RN)

Demonstragao: (c) Facamos v,, = u,, — u e observemos que

on(1) = I (un)up = ||un||2 — |up, gé

13



Aplicando o Teorema de Brezies-Lieb (ver Apéndice B, Teorema , segue que

2% 2%
2t = [[vall* + lull* = |vn 2 ton(l). (112)

! 2 25
on(1) = I (un)uy = |lun|” — [uy 2r |u

Desde que u ¢ solugao fraca de (Py),

/ (=A)*Pu(=A)pde = / lul®*"2updr, Vo € D¥(RY)
RN RN
e visto que u € D%*(RY), tomando ¢ = u na igualdade acima, temos

23

[ = Jul3:.

Logo, de (1.12)) e da tltima igualdade, decorre que

3+ oa(1). (1.13)

o,(1) = Iéo(un)un = anH2 — |vn

Como as sequéncias (||v,]|?) e (Jv, 3%) sao limitadas, passando a uma subsequéncia se

necessario, temos de (|1.13]) que

2*
2%) = 07

i (| = o,

implicando que

lim |jo,|? = lim |v,]5:
n—o00 n—o00 S

Consideremos

RRT 2 1: 2%
p=lim [lo,|[* = lim |v,[5:. (1.14)

Desde que ||v,]|? > 0 e |u, 3 > 0 para todo n € N, temos p > 0. Nosso objetivo é provar

que p = 0. Para isto, assuma que p > 0. Pela defini¢do de melhor constante de Sobolev

2

na imersio D*2(RY) — L% (RY), temos que S|v, 5. < |lun||?. Passando ao limite de

n — +o0o na ultima desigualdade e tendo em conta ([1.14]), resulta que

p> SpH% = p> SN2 (1.15)

14



De (|1.13) e do fato que (u,) é uma sequéncia (PS). para I, encontramos

c = Io(uy,) +o0,(1) = Io(uy,) — lI’ (U )ty + 0, (1)

25>
1 1 o 1 1, o
= Sllunl® = S lunlo: = oo lloall® + 5 lvalat + 0n (1)
_ 1 o Ly L 1 e 5 1
= gl Gl = b = gl = ol +

= lonl? + L) + 0u ().

2: .
5%, temos também
8

Lembrando que [|u||* = |u

1 1 * 1 1
To(u) = 2 ull® = o-lul3i = (5 = 52 ) lull® = < llull* > 0.
2 2 2 2 N

Portanto, de ([1.16]), obtemos

¢ = vl + Lo(w) + 0n(1) = < llonl? + 0a(1) = Tp

e de (|1.15)
S S
C=NP=N )

o que é uma contradicao. Logo p = 0 e portanto
[vall* = llun — ull* — 0.

Concluimos entao que, a menos de subsequéncia, u, — u em D*?(RY).

1.2 Resultado de compacidade global

g% + on(1)

(1.16)

Nesta secao, apresentaremos um "Teorema de Compacidade Global"para problemas

nao locais. Este resultado é uma extensao do resultado de compacidade global de Struwe

(veja [69, Lema 3.3 e Teorema 3.1]) para o caso fracionario. Uma versao deste resultado

para dominio limitado evolvendo o operador Laplaciano fracionario pode ser encontrada

em [18], veja também [60, [61].

15



Antes de seguirmos para o principal teorema desta sec¢do, provaremos alguns lemas
que serao ferramenta fundamentel, tanto na demonstracao do "Lema Principal” que

apresentaremos mais adiante, como também na prova de outros resultados que virao.

No proximo resultado seguiremos as ideias de V. Ambrosio em [5, Lema 2.3|, (veja

também X. Zhang, B. Zhang e D. Repovs [75, Lema 3.3]).

Lema 1.2. Seja (u,) C D¥*(RY) uma sequéncia limitada e 1 € CP(RYN) tal que 0 <
Y <1em RN, ¢ =1 em Byj0), v =0 em B{(0) e [Vi|w < 2. Para cada € > 0
definamos ) (x) = w<x — 4

resultado € verdadeiro:

. onde z; € RN € um ponto fizado. FEntdo, o sequinte

limlimsup/ |un(x)\2|¢e(x) vely)l dxdy = 0.
R2N

e—0 ;500 |CL’ |N+25

Demonstracgao: Inicialmente, observemos que usando a definicao de v, encontramos
que

blo) = 1, se x € Be(x),

0, se =€ BS(z;).

Notemos também que podemos ver o espaco R?Y da seguinte forma:
RN = (RV\ Bo(;)) x (RN \ Be(2:))) U (Be(2;) x RN U (RN \ Be(27)) =: 91, UQy  UQ3...

Assim,

/R?N |un(l‘)|2|¢€(x) |N+(2 )| dxdy

|z —

[l P P ) = el )2,
_/Ql,e| ) — y|N I der/QQ,e| ()] —y|Nes drdy  (1.17)
| |un<x>\2'we< D)= V) g,

‘l‘ _ y‘N+2s

No que segue, iremos estimar cada uma das integrais em ([1.17)). Desde que t(z) = 0 em

RN \ B(z;), temos

/Q |un(x)]2|w6<x) Vey)” dxdy = 0. (1.18)

|l’ |N+23

16



Por outro lado,

We( ) — V()| o [Ve(@) — Ye(y)]?
() dedy = / dx/ e d
/92,6 —y|ree (o) {yeRN a—y|<c} |z — y| N+
2
€ xr) — €
@) J RN ay|>e) |z —yl

e desde que 0 < ¢(x) < 1 em RY, aplicando o Teorema do Valor Médio, encontramos

que

V(@) — de(y)? 2Tl Jun ()
[un ()] dedy = ¢ ||Vi[5, da e W
/5;2,5 |.73 |J\H_2 Be(z;) {yeRV;|z—y|<e} |LU - |N+2S 2

|un(2)[?
+ / dx/ ————dy.
e(x4) {yeRN;|z—y|>€} |I - y’N+28

Mudando para coordenadas esféricas, obtemos

[Py < e [ @+ e [ s
Q2 Yl Be(:) Be(:)

= 03628/ |u,, ()] d, (1.19)
Be (i)

onde C5 é uma constante positiva que independe de € e de n. Para estimar a integral em

3., note que

(@) — ()
/Q o) e dady

|z —
we iy _we y 2
:/ dx/ ()| D) =L (1.20)
RM\Bo(z:)  J{yeBe(z:)ile—y|<c} |z — 9
2
+/ dx/ u ()WE() Ve(y )\d
RN\ Be(z;) {y€Be(as);|lz—y[>€}

N+2s Yy = Pe,n + Qe,n~
yl
Observemos ainda que, se

lz—y|<e e |ly—x) <e,

entdo |z — z;| < 2¢, pois

e —xi| =l —y+y—a| <l|xr—y|+ |y — x| <e+e=2e.

17



Portanto, argumentando como anteriormante, encontramos que

2
~ up(x
P, < e 2||V1/)||§o/ dl’/ %dﬂ
Bae () {y€Be(z:)slz—y|<e} 1T — Y
1
< VUL [ P | Ehec=ts
Bac(21) (z€RN a—y|<c} |2V T2

= 04625/ |u,, ()] d,
Bae(z;)

(1.21)

onde Cy é uma constante positiva que independe de € e n. Observe que para todo k > 2,

vale

(RY\ Be(w3)) % Be(#3) C (Bre(wi) x Be(w)) U (R \ Bre(2)) % Be(,)).

Dai,

e(z4) i);lz— y|>e} |‘r |
<4

€B(
1
/ |Un($)|2mdy

Be(zi);lz—y|>e}

1
[n (@) [* e dy
/ () /{ZEBE (z;);]z|>€} | |N+2S

= Cse % / |, (7)|*de,
Bke(xl)

(1.22)

onde C5 é uma constante positiva que independe de € e n. Por outro lado, se |z —x;| > ke

e |y — zi| < €, entdo
lz —y| > | —x;)| — |y — x| > |x — 24| — €.
Observe também que sendo k > 2 e |z — x;| > ke, entdo

|z — x;] > ke > 2¢ = [z = @il

> €

e assim,

\x—a:i|—|x_xi|—e:|x_Txi’—e>0=>]x—xi]—e>

|z — @]
5 :

2

18
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Combinando ([1.23)) e (1.24]), segue que

|z —y| > |z — x| —e>

e consequentemente

/ dlL’/ |u (I)P |¢€(l‘) - ¢e(y)|2dy
RN\ B (1) {y€Be(z:)ila—y|>€} |z — y|N+2s

1
<o [ Pt e
RN\ B (z4) {y€Be(zi);lz—y|>€} |'T - xi‘N+28
1
< oNH2s42 N / e [ —
RN\ Bye(:) | — |V

Usando desigualdade de Holder com expoentes 2%/(2% — 2) e 2%/2, temos

2
Up(x
[ e,
BN\ By () [T — il
< (/ [un () 2:dx) (/ |x—mi|_(N+225\)Ndx>
RN\ B (24) RN\ By (x4)

e mudando para coordenadas esféricas, obtemos

2
[ ek ([ e
BN\ By (x:) |T — Til BN\ By (1)

Combinando ([1.25)) e ([1.26]), tem-se

/ dx/ [un ()
RN\ By (w:) {y€Be(wi);|lz—y|>¢}

2
3%
< cﬁk-N( / 1 (2) ) |
RN\ B (z;)

onde (g é uma constante positiva que independe de € e n. Juntando (|1.22)) com ([1.27)) e o

%
22‘) " (1.26)

‘2 WJE(x) B wE(y)Pd

T — y|N+2s
(1.27)

fato que (u,) é uma sequéncia limitada em L% (RY), encontramos uma constante C; > 0

independente de € e n tal que

Qen < 056_25/ |u (z)Pdz + Crk™ (1.28)

Be(z4)
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Tento em conta ((1.17)), (1.18)), (1.19)), (1.20)), (1.21]) e (1.28]), encontramos que

/ |un(:v)|2 We(x) — we(y)ﬁdxdy < 086—25/ |un(x)|2dx + Cgk?_N, (129)
R2N

|z — y|NF2s Be(:)

onde Cyg e Cy sao constantes positivas que independem de € e n. Recordando que (uy,)
¢ limitada em D*?(RY), que por sua vez é um espaco reflexivo, segue que u, — u em

D%%(RY). Usando imersdo compacta de Sobolev para os espacos fracionarios, obtemos

2

2 (RY). Consequentemente,

que u, — u em L

lim 08628/ [un(2)|Pdz + Cok™ = 08623/ lu(x)|Pdx + Cok ™.
Bke(wl)

Usando desigualdade de Holder com expoentes 2%/(2% — 2) e 2%/2, resulta que

2s
N

=
086_28/ |u(x)|2dx < 086_28(/ |u(m)|2:dx) | Bre(;)
Bpe(x:) Bre(z:)
2%
< Coce( [ o)
Bye(z;)
=
= Clok28</ lu(z) Q:dm) .
Bk:e(xl)

e pelo Teorema da Convergéncia dominada de Lebesgue, tem-se

/ ulx)
Bie(z;)

%dr — 0, quando € — 0.

Logo,

2
08625/ \u(a:)|2dx + Cgk)iN < Clok28</ IU(QZ’) 22(137) ’ + CgkiN — Cgk'iN
Bké(a;l) Bke(zl)

quando € — 0. Decorre dai que

lim lim sup/ |up ()2 [Vel) = we(ywdxdy
R2N

_ 2
= lim lim lim sup /RWV |, () ]2 |¢7;x)_ y,;é:(iﬂ dxdy = 0,

k—ooe—=0 5500

como queriamos demonstrar. [ |
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Lema 1.3. Seja (u,) uma sequéncia limitada em D**(RY) e p € C(RY). Entdo a

sequéncia (pu,) € limitada em D*?(RY).

Demonstragao: Temos

|£L’ _ y|N+2s

_ / [p(2)un(x) — (W)un(®) + (W)un(z) — W)W,
R2N |z — y|NF2s

_ 2 B )
< 4/R?N |Un($)|2|w|i$z y|§€%2| dxdy + 4/RQN Y (y)|2 |u7"ii$)_ y|1szi(2z)| dudy

< 4/RQN |un<x)’2\’¢($) _ W@/)\dedy + Cl/ |un('r) — u"(y)|2dxdy

> ‘x—y‘N+2S N \x—y\NHS
9(2) — ()P
= [ el ety 4 Cill?

Usando a desigualdade de Holder com expoentes N/(N —2s) e N/2s na primeira parcela

da desigualdade acima, obtemos

Pl + Colunl?,

HQDUnHQ < |uy %;

e pela imersao continua de Sobolev dos espagos fracionério, temos
H‘Punn2 < Cl”“ﬂ”2 + 02”un||2-

Assim, a limitacdo de (pu,) em D%?(RY) segue da limitacao de (u,) em D*?(RY). W
O préximo resultado é uma versao do Principio de Concentragao e Compacidade de

Lions para o laplaciano fracionario. Para um estudo mais detalhado a respeito do referido

resultado, consulte [5] e suas referéncias.

Lema 1.4. Seja (u,) uma sequéncia limitada em DS*(RY), tal que u,, — u em D**(RY).
Suponhamos que

(=2 PunlP — p

*
nps 41/
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no sentido das medidas, onde ;i e v sio duas medidas nao-negativas em RY. Entdo,

existe um conjunto de indices J, enumerdvel, uma familia de pontos (zj)je; C RY e

(1) jes: (V) jer C (0,00) tais que

v = |ulP +Zyj51j (1.30)
Jj€J
(&
2 (APl Y b, (1.31)
JjeJ

Além disso, vale a sequinte relagdo

P
Ps

p; > Svi®, Vjeld

No proximo resultado usaremos as ideias de C. Alves em [2, Lema 2.5] com as devidas

adaptagoes.
Lema 1.5. Seja J o conjunto de indices dado no Lema e (u,) C D**(RY) uma
sequéncia (PS) para o funcional 1. Entdo, vale a sequinte relagdo SV?/Q; < v;. Em

[e.@]
. 2/2% P .
particular, E I/j/ * < 00 e consequentemente J € finito.
Jj=1

Demonstragao: Seja (u,) uma sequéncia (PS) para I, e ¢, € Cg°(R”Y) a funcdo dada
no enunciado do Lema Segue do Lema [1.3| que (¥,u,) é limitada em D*?(RY) e

como (u,,) é uma sequéncia (PS) para [, temos
I (un)(¢pu,) = 0 quando n — oo. (1.32)

Por outro lado, temos que

L)) = [ )= WD0) =60 g,

R2N ’x_y’NJrQs
(un () — un(y))? / 2%
drdy — JZE de,
+ /]1@2N 7%(3/) |x—y|N+25 ray RN |U w/’ xr
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que por sua vez é equivalente a

I (u) (yun) = /R e (un () — ﬁ;(gi))y(;f/i(i) — W) gy

+ / (=AY 20 24 — / i
RN RN

Ze,d,

ou seja,

/RQN () (Un () — un(y)) (P, () —wp(w)dxdy = I (un)(¥pun) +/

|$_y|N+25 R

|, 2:¢pdx
N

- / |(—A)S/2un|2¢pdm. (1.33)
RN

%3) limitada em L'(RY) e assim,

Desde que (u,) é limitada em D%2(RY), temos (|u,
a menos de identificagao, (|u,|?*) é uma sequéncia limitada em M (RY), onde M(RY)

denota o conjunto das medidas de Radon. Dai, a menos de subsequéncia,
lup|* — 7 em M(RY),

ou seja,

/ | | wdz — pwdz, Yw € Co(RY).
RN RN

Analogamente, justifica-se que

/ [(—=A)*2u, | Pwde — fiwdz, Yw € Co(RY).
RN

RN
Do Lema (1.4 as medidas 7, i sao da seguinte forma:

v=u®+voe g2 |(=A)uf +p,

onde v = E Vilg;, = g pidz, € v, pr; > 0, com J no maximo enumerdvel. Temos
jet jeJ

/ [, 2§wdx—>/ |u
RN RN

/ (=AY 2 Puds — | jwdz > / (=AY uPwds + / wdp.
RN RN RN

entao,

%wdr + / wdv,
RN

RN
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Desde que ¢, € Co(RM), entdo existem medidas v e y, tais que

/ tabpd:p—)/ |u
RN RN

e, dx + / Y,dv (1.34)
RN

/H§N|(—A)5/2un|2¢pdx—>/RN ,w,,dxz/RN|(—A)S/2u|2¢pdx+/RN Ypdp.  (1.35)

Entao, de (1.32)), (1.33)), (1.34) e (1.35)), obtemos

[ )l = oD~ 400 1,

lim sup 7 — N2

n—oo

S/ |u
RN

e lembrando que supp(v,) C B,(x;), temos

s [ {220~ ) =00,

n—00 Tr — y|N+2$

%ah,dr + / Y,dv — / [(—A) e, dr — / U,dp
RN RN RN

(1.36)
< / |u|® 4, d +/ Ypdv — / |(—A)*2u|*p,dx —/ U,dp.
By (x;) By () By () By (x;)
Observemos que para cada p > 0,
/ |u 2:1/’pdx = / |u 2;prBp(wj)dx
Bp(z]) RN
e
(@) [ Yo (2)X B, (o) ()| < Ju(z)[* € LYRY).
Além disso, se p — 0, temos
[u(@) ¢y (2)X B, (x) = 0 qtp em RY.
Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos
. 2% _
11)13% o) |u|*),dx = 0. (1.37)

24



De maneira analoga ao que fizemos anteriormente, mostra-se que

lim [(—A)*2u|*p,dx = 0. (1.38)

0
= Bp(z;)

Notemos ainda que, para cada p > 0, tem-se |¢,()XB, ;) ()] < 1 e que

Vp(T)XB,(z;)(T) = X{z;3 quando p — 0.

Desde que as medidas de Radon sao finitas, temos que 1 é integravel com relagao a v.

Portanto, do Teorema da convergéncia Dominada de Lebesgue, tem-se

li dv = li 2dv = zdy = dv. 1.39
pl_I}’(l) B(zy) wﬁ v pl_]f}I(l) /RN wPXBp( 5) /]RN X{ 3} /{IJ} ( )

De maneira analoga, mostra-se também que

lim Yodp = lim/ prBp(xj)d,u—/ X{Ij}du—/ djs. (1.40)
RN RN {z;}

p=0 By (z;) p=0

Agora, nosso objetivo serd mostrar que

. (un(2) — un(y)) (Vp(x) = ¥y(y)) _
lim {hm sup /RQN Un () 7 = gy dacdy} = 0. (1.41)

p—0 n—00

De fato, escrevendo T = / U () (un(@) = tn(y))(Vp() = ¢p<y>)dmdy, temos

o = yl¥

m < [ ) ) te) =,

’.Z’ _ y’NJrQs

Logo, fazendo uso da desigualdade de Holder, encontramos

() — u,(y)]? 2 o[, (2) — ¥, (y)? 2
(L et ) ( [l it )

_ 2 3
= el [ 0P )

Desde que (u,) ¢ limitada em D*?(RY), existe C' > 0 tal que ||u,|| < C para todon € N.

T

IN
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Dai, decorre que

_ 2 3
1T < C(/RQN |un(x)\2’¢7§cx)_ y’jéi(i)‘ da:dy) :

e aplicando o Lema , temos que ll,i_rfé limsup |T'| = 0, ou seja,

n—oo

. . (Un(x)'_/un(y))(¢p(x)‘_’¢%(y)) " _
/1)13% [hmsup /RZN U () 7 — [N d dy} =0,

n—o0

mostrando que (1.41]) de fato ocorre. Assim, passando ao limite de p — 0 em (|1.36)), de
(1.37), (1.38), (1.39), (1.40) e (1.41)), segue que

OS/ dl/—/ du,
{z;} {z;}

ou seja,
u(las}) < vi{as)). (1.42)

Além disso, temos
lﬁ%D=Aﬂw={m%w=w%%ﬁwj (1.43)

e da mesma forma

o) = [ = [ v = (e =

{z;}

Do Lema , sabemos que SV;/Q: < p; e por (1.42)), obtemos

2/2;
Suj < p; < vj.

Sendo v; > 0, obtemos SN/2s < vj, implicando que v; - 0. Como por ([1.30) e (1.43)

22 . P
tem-se que g Vj/ * < 00, concluimos que J é finito. [ |
Jj=1
Na demonstracao do resultado a seguir, seguiremos as mesmas ideias do Lema [1.2]
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Lema 1.6. Seja vg € D**(RY) e € C(RY) tal que 0 < ¢p < 1,9 =1 em B1(0) e
=0 em BS(0). Definamos a fun¢io 1, (x) = w< ) Entao

n

lim [ o) Lnl®) = Yaly I day 0, (1.44)

n—oo Jpan |w — y|N+2s
onde R, — oo quando n — oo.

Demonstragao: Inicialmente, notemos que pela defini¢ao de 1, temos v, = 1 em Bj (0)

e, =0 em Bgén(())' Além disso, observe que podemos escrever R?Y como:

R* = ((R™\ By, (0) x (RY\ Byp (0))) U (Byz, (0) x RY) U ((RY\ Byz (0) x Byz, (0))

- Ql,n U Q2,n U Q3,n‘

Assim,

/RzN| ( )’2|r¢n< ) |N+(2 )l dr dy

Q1,n ‘ szn |

\ x —

_{_/(; |Uo<l’>’2‘¢n(x) ’N+<28)’ dx dy

|z —

No que segue, iremos estimar cada uma das integrais em ([1.45)). Desde que ¢, = 0

em RV \ B,z (0), temos

/ ()P =l g (1.46)
Qi Y|

|x —

Pela definicao de €2 ,,, temos

[9u(2) — ulw)?
/Q G i dady

|x —

b
- O s Rl
By, (0) J{yeRN s Jo—y|<Rn} lz -yl

+/ / vo( )|2|¢n( o N+<2 i dxdy,
B,g,, (0) {yeRN;Ix—y|>Rn Yl
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C
esendo 0 <, <1le |V, < B segue que

n

ul@) — Buly)?
/Q G ,m dudy

|z —
2
(eRN Jomyl< it} [T — Y[V T2 |N+2 2
[vo () 2
+ 4/ / ———————duxdy 1.47
{yeRN;|z—y|>Rn} |$— |N+2 ( )
<c / v () [2dar + Cy B2 (v (2)[2da
Bk, (0) Bk, (0)

= C’gR;QS/ |vo()|*d,
By, (0)

onde C'5 > 0 independe de n. Por outro lado,

este) —
/Q ) y|N+25 dudy

-/ / (P 0 gy (149
RN\By, (0) / {(y€Bp,, (oyile—yI<Rn} yl

+/ / |vo(x)\2|¢"( z) N+(28)| dedy =: A, + B,.
RN\B,z (0) {yGBRn;\w—ben} ‘

Agora, observemos que se |z — y| < R, e |y| < 2R, entdo |z| < 3R,. Assim, argumen-

tando como anteriormente, encontramos que

2
A, < CR.? / / %dmdy
Bsp, {y€Byj (0)ile—y|<Rn} |z =y

~ 2
< C’RHQ/ / |U0(N)JL v dzd
Byp, {z€RN;|z|[<R,} |x l

N / (o () [2d, (1.49)
3R (0)
onde Cy > 0 nao depende de n. Observemos também que para todo k& > 4, vele:

(RY\ By, (1)) X Bag, (0) C (Byz, (0) X By, (0)) U (RY \ By, (0) x Byg, (0)).
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Dalf,

\

|¢n( ) — a(y)I?
oo () |? drdy
/{yeBQR (O)2—y1>Fn} — oyl
|vo(z )|2
VL iy
/ /{yeB Ola—yl>Fny [T = Y[VH
[vo(2)[?
dxdy
/ )/{ZERN;|z>én} |Z|N+28

— GyR; / o) P,
Bk}%n(o)

| /\

onde C5 > 0 nio depende de n. Por outro lado, se |z| > kR, e |y| < 2R,, entdo

x| || Ed
lz—yl > |z| -yl 5 T 5~ ly| > 2+
lz] = SR £ \xl
> Sagp o, =" yop S I
5 Tt 5 Tt 2

Como consequéncia,

/ / ] |Uo($)|2‘¢n(x) N+(25)| dx dy
RN\B, , (0) J{y€B,p (0)la—yl>Rn} [z =y
2
< 2N+28+2/ / |U0](V+>2| dedy
RV\B, 5 (0) J{ye By, (Ola—yl>Ra} 21V H2

_ 2N+25+2(2RH)N/ / ’UO](VJF)Q‘S dudy
RNM\B, 5 (0) /{yeB,p (0);lz—y|>Rn} ||

e usando desigualdade de Holder com expoentes 2%/(2% — 2) e 2%/2, obtemos

[ o) LDl
RN\B, . (0) J{yeB, s (0)ilz—yl>Fn} [z —yl
2 2s
S * ﬁ s N
coveery([ ) ([ )
BN\B, 5 (0) RN\B, 5 (0)
i
~ ~ 2
:C6Rf2’(k;Rn)‘N</ |vo () 2 dx)
EN\B, 5 (0)

%
- C’Gk_N(/ lvo(x) Q:dx) :
RN\By £ (0)

(1.50)

(1.51)

onde Cg > 0 nio depende de n. Combinando ([1.50) e (1.51)) e o fato que vy € D*2(RY),
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encontramos C7 > 0 independente de n tal que

B, < CsR;* / lvo()|2dx 4+ Crk ™. (1.52)

an(o)

Tendo em conta ((1.45)), (1.46]), (1.47), (1.48)), (1.49) e (1.52)), temos

J— 2 ~
/ ooy P =Wy < oy / oo(a)[2dz + Cok Y, (1.53)
R2N |z — y| N+ By, (0)

onde Cg, Cy > 0 nao depende de n.

Agora, observemos que

CSR;%/ ”UQ(:E)‘de + Cgk_N — CgR;%/ ‘Uo(ﬂf)|2d$ < 010R;25|’U0”2
Bz (0)

RN

quando k — oo. Disso decorre que

_ 2 N
< Ji [ oty < i s G ol =0
ou seja,
. 2|¢n($) _¢n(y)|2 _
nh—>nolo RIN |U0(ZU)| |I’ N y|N+25 d.Tdy =0
Ccomo queriamos mostrar. [ |

Lema 1.7. (Lema Principal) Seja (u,) uma sequéncia (PS). para o funcional I, com
u, — 0 eu, - 0. Entdo, existem sequéncias (R,) C R, (z,) C RY, vy € D*?*(RY)
solugdo nao-trivial para o problema (Py) e uma sequéncia (wy,) o qual € (PS)z para Iy

tais que, para uma subsequéncia de (u,), temos
Wy () = up(x) — RN 29200(R, (2 — x,)) + 0n(1).

Demonstragao: Seja (u,) C D*?*(RY) uma sequéncia (PS), para o funcional I, ou

seja,

Io(uy) = ¢ e I (u,) — 0. (1.54)
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Do Lema (a), temos (u,) limitada em D*?*(RY). Desde que u,, — 0 e u,, - 0, segue
do item (¢) do Lema [1.1| que

S
> L gN/2s,
‘=N

Uma vez que

% dr

1 1 . 1
Ino(uy) — ;Iéo(un)un = 3 /RN |(—A) /2un\2d3: ~ 5 /RN |y,

]. *
- — [(—=A)*"2u,|2dx — |, | % da
2*
s RN RN
1 1 s/2 2 S s/2 2
= |5 [(—A)*  u,|*de = — |(—A)* “u,|*dx,
2 25 RN N RN
tendo em conta ((1.54)), encontramos

s
: 2 . s/2 2 _
nh—I>IC>10 N Jo |(—A)" u,|*dx = ¢,

de onde segue que

N
lim [(=A)* 2, Pde = —c > SN/, (1.55)
s

n— RN

Desde que By(0) C RY ¢ compacto e U Bi(y) é uma cobertura aberta para B(0),

y€B2(0)
entao existe L € N, tal que

Bu(0) € | Bulw)

e, em particular,

L
B,(0) C U Bi(yr)-
k=1
Nosso proximo objetivo é mostrar que

SN/QS
Sup/ I(—A)S/Quﬁdm:/ (=8)Puy Pde = T,
B, 1(y)

yERN B _1(zn)

n Rn

onde (R,) C R e (z,) C RY. Para isto, fixemos n € N e consideremos a funcao
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concentracao de Levy

yERN

Qn(A) = sup/ |(—A)S/2un|2dm.
B (y)

Para cada n € N, a funcdo Q,(\) é continua (veja Apéndice A, Lema [A.1]). Além disso,

obsevemos também que

lim Q,(\) =0, VneN

A—0

e da definicao de limite, existe 6 > 0, tal que

SN/QS

Qn(N) < T VA € (0,6), VneN.

Por outro lado, observando que 2L > 1, obtemos de (1.55]) que

N/2s

lim (= A)*Pu,|Pde > SN/? > Sl

n—oo RN 2L ’

e portanto, existe ng € N, tal que

N/2s
/ |(—=A)*?u,|2dx > 5 , ¥Yn > no.
RN 2L

Tomando arbitrariamente y € RY, temos

N/2s

lim [(—=A)* 2, |?dex = / [(—=A)*?u,|2dx > & Vn > nyg,

A—00 B)\ (y) RN 2L ’

ou seja, existe £ > 0, tal que

SN/ZS
/ [(—A)*2u, |de > , VA >k, Vn > n,.
Bx(y) 2L

Assim,

N/2s

Qn(A\) = sup / \(—A)S/Zun|2d:c 2/ ](—A)S/Zunl2da: > 5
yERN J By (y) Bi(y) 2L
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e, sem perda de generalidade, podemos assumir que

SN/2s

Segue de ([1.56)), (1.57]) e do Teorema do Valor Intermediario que, para cada n € N, existe
R, € R*, tal que

SN/QS
2L

Qn(R,jl) = sup / \(—A)5/2un\2dx =
Bp-1(y)

yERN

Da definicao de supremo podemos considerar, para cada n € N fixado, uma sequéncia

(Yn.k)reny em RV tal que

SN/QS
2L

lim [(—A)*%u,|?de =

k—oo BR—l(yn,k)
n

(1.58)

Assim, para cada n € N temos que (Y x)reny ¢ limitada, pois supondo o contrério, a

menos de subsequéncia teriamos
lim |y, x| = oo.
k—o0

Dessa forma, definindo a sequéncia

Far(@) = (=) (@) X8, (4,0 (),

encontramos

forx(x) = 0 quando k — oo

| fuil < [(=A)7u,|?, Vk €N,

onde |(—A)*?u,|* € L'(R"N). Entdo, aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada

de Lebesgue, obtemos

lim [(=A)*2u, |’ dz = lim / | fuk]?dz =0,
k—o0 RN

k—o0 BRgl (Yn,k)
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o que contradiz (|1.58)).

Desde que (Ynx)ren € limitada em RY, passando a uma subsequéncia se necessario,

temos para cada n € N, y,, . — z,, em RY. Assim, decorre que

(=) 200 (@) P, 10 () = (=)0 (2) P g1 (#) quando & = oo

< [(=A)*u,|?, VE €N,

[CESEETC

onde |(—A)*?u,|* € LY(RN). Entdo, aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada

de Lebesgue, obtemos para cada n € N,

lim [(—A)*?u,|2de = / [(—=A)* 2w, 2dx

k—o0
BR’El(yn,k) BRgl(xn)

e de (|1.58) juntamente com a unicidade do limite, concluimos que

‘SAUQS
/ [(—A)*%u,|?de = = sup / |(—=A)*?u,|?dz, Vn €N,
e 2L Bt )

yeRN

Ry Ry

onde (R,) C R e (z,) C RY.

Agora, para cada n € N, consideremos a funcao

n

vn(z) = RZ~N/2y, (Ri + a:n)

Provaremos que

‘SAUQS
/ [(=A)* 20,2 de = = sup/ [(—=A)* %, |*da.
B1(0) 2L yeRN J Bi(y)

De fato, tomando arbitrariamente y € RY e fazendo mudanca de varidvel, temos

/ (=A%, Pde = R?f_N/ (—A)S/Qun<i+xn)
Bi(y) Bi(y) R

B / (=) 2u(2)’dz, Yy €RY, of =2, + —,
B —1(y) R,

2
dx

Ry
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e dai,

SN/2S
—sup [ 8P = s [ (=AY, P
2L yery I, i) yeRY JB, . (ant )
= Sup/ [(—A)* 20, |2dz.
yERN J By (y)
Por outro lado, fazendo z = = + x, e observando que para todo x € Bj(0) temos

n
z € Bp-1(x,), obtemos

[ ieartu@pa = w2 [ e )
B1(0) B1(0) Ry,
= RV [ R ) PRYd:
BRZI(‘T”)

2

dx

= / \(—A)S/zun(z)|2dz.
B__4 («Tn)

Ry

Dalf,

SN/2S
:/ |(—A)S/2un|2d:v:/ |(—A)* 2,2 d. (1.59)
2L B aen) B1(0)

—1
n

Agora, para cada ® € D*?(RY), definamos a seguinte sequéncia
®,(z) = RV"22(R,, (x — 1,)).

Fazendo mudanca de varidvel, por um calculo direto, obtemos ||®,|| = ||®||, Vn €N, e

com isso concluimos também que (®,,) é limitada em D%?*(RY).

Nosso proximo objetivo sera verificar a validade das seguintes identidades:

/ (—A)Sﬂun(—A)s/QCﬁndx:/ (=) 20, (=A)2Pdy (1.60)
RN RN
e
/ |un|2§_2unéndx:/ v, |5 20, Dda. (1.61)
RN RN
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Para verificar a primeira identidade, observemos que pela definicao de @,, e por mudanca

de variavel, temos

/RN(—A)S/Qun(—A)s/in)n(x)dx = R;N_ZSW /RN(—A)S/Qun(x)(—A)5/2<I>(Rn(x — x,))dx

= RSS_N)/Q/ (_A)S/Qun (Ri_l_xn) (—A)S/Qq)(z)dz
RN n

- /RN<—A>s/2vn<z>(—A)S/2q><z>dz,

e portanto é valida.

Para verificar a validade da segunda identidade, notemos que pela defini¢ao de @,,,

temos

[ o)

Fazendo z = R,(x — x,,) e usando a definigao de v,,, obtemos

/ |t ()] % 21ty () By () d

RN

2r—2

:R(st)/z/ w, i—l—:cn s w, i_ch @(Z)Rdez
n RN Rn Rn "

_ R%N—Qs)/Q/ stlvn(z) 2:_2R;N_28)/2Un(2)(I)(Z)R_Ndz
RN

~ [ e

e portanto também é verdadeira.

2;’2un(x)<i>n($)dx = R;N%)/Q/ [un () 23’2un(:v)®(Rn(x — Tp,))dx.
RN

%2y, (2)B(2)dz,

J& mostramos que

/ [(—=A)* 2, |2dx = / [(—A)*2u,*dz, Yy e RY,
Bi(y)

Bp-1(y)

onde ' = Ri + 2, e desde que RY ¢ invariante por translacao e dilatacao, segue que
mn

/|(—A)S/2vn|2dx:/ |(—A)S/2un|2da:.
RN

RN
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Da mesma forma concluimos que

[
RN

% dx.

.
% dy = [,
RN

Portanto,
1 s/2, |2 1 2%
Io(v,) = = [(—A) v, |*de — — |vn | dx

2 2%
RN s JRN

1 1 .

= —/ [(—=A)* 2, ?de — — [ [ dr = I (uy,)
2 RN 2: RN

e de ([1.54)), segue que

I(v,) = ¢ quando n — +o0.

Além disso, por e , temos

e o
%2, ®,,dx

I' (u,)®, = / (—A)S/Qun(—A)SﬂCi)ndx—/ [t
RN

RN

= / (—A)S/Qvn(—A)Sﬂ(I)dx—/ v, % 20, ®dr = I'_(v,)®,
RN RN

logo, para todo ® € D*?(RY) com ||®|| < 1, obtemos
|1 (va) @] = |1 (un) @l < (1 (wa) 0| @all = (112 ()| o7 [|@1] < 1 22 () [ -

Dai,
0 < I (wa)llor = sup [T (va) @] < {5 (un) |
®eDS:2(RN)

ef<1

e passando ao limite de n — 400, segue que
15 (wa)llpr = 0.

Do que foi exposto até aqui, (v,) é uma sequéncia (P.S). para I, e, portanto, do item
(a) do Lema [1.1] segue que (v,) é limitada em D%?(RY). Desde que D**(RY) ¢é reflexivo,
existe vg € D*?(R") tal que, a menos de subsequéncia, v, — vy em D%*(R") e pelo item

(¢) do Lema [L.1] segue que vy é ponto critico do funcional I,.
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Como consequéncia do Lema temos

[
RN

para alguma familia {z;};c; C RY e para alguma familia {v;};c; C R*. Do Lema ,

Zodr + Y ¢lay)vy, Vo€ CF(RY) (1.62)

Jj€J

2:gbd$—>/ [vo
RN

sabemos que J ¢ finito. Daqui em diante, denotemos por J = {1,2,...m} e I' C RY o

conjunto definido por

I'={z; € {z;}jes;|zj] > 1} (x; dado por (1.62)).

Observe que podemos considerar z;, j = 1,...,m, pertencentes a I', pois caso contrério,
escolhemos o ponto de menor distancia para zero neste conjunto. Nosso objetivo é mostrar

que vy # 0. Para isto, suponhamos por contradigao que vy = 0. Assim, de ((1.62)) temos

/ lon[Ebdz — 0, Vg € C(RN \ {1, 29, oo 0 }). (1.63)
]RN

Consideremos a sequéncia ¢, = ¢v, com ¢ € C (RN \ {z1, 22, ..., 2 }). Do Lema m,
segue-se que (¢,) é limitada em D*?(RY). Disso, decorre que I’_(v,)¢, = 0,(1), isto é,

JRECECOCEOEL I P

252 _

que por sua vez é equivalente a

%720, (dvp)da = 0, (1).

/R N (v (2) — va(y))(G(2)0n(2) = S(Y)Va(y)) dy — /R o

|£l7 _ y|N+23

Somando e subtraindo o termo ¢(y)v,(z) na primeira parcela da igualdade acima, segue-

se que

/ (vn(2) — vn(y)[O(2)on(2) — (y)on(x) + d(Y)vn(z) — G(y)vn(y)] ddy

|{L‘ _ y|N+2s

= [ leliods = o,(1),
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ou ainda,

(1a(2) ~ v )(6(2) ~ 6(1) (00 ) = 1 (0))?
/RQN Un () 7 — N2 dxdy + /R?N o(y) o — |V dzdy

—/|%%wm:%u>
]RN

e portanto,

o)D) =Wl g,
Aw()%@)fM” ‘

|z
_ /RN

dxdy + on(l)’
(1.64)

% pdx| +

o — [ ooy {2al) = 2a(0(e) - 60)
(0(2) = v () (6() = 6(1)
</ o

|z —y| N2
<| [ o] s ([ oS0 40} o)

Agora, focaremos nossa atencao para a ultima parcela da desigualdade acima. Nosso

da:dy‘ + 0, (1)

% pdx

objetivo é mostrar que

/Rw |vn(m)]2%dxdy — on(1). (1.65)

|z —y

Porque supondo que ([1.65)) ocorre, teremos de (1.63)), (1.64) e do fato de (v,,) ser limitada
em D*%(RY), que

/RQN o(y) ‘UW; z) y‘zfnés)‘ dzdy — 0, Vo € CF(RY \ {1, ..., zm}). (1.66)

Para esta finalidade, consideremos R > 0, tal que supp(¢) C Bgr(0). Temos
2[¢(x) — ()| 2|o(z) — o(y)I”
/RQN v ()] wdﬂl?/ < | n ()] wdﬂ@

W) ) ¢(y)I”
- /BR(O) /BR gl ey y| Ve ey

[vn (2
< ——————dxdy
/BR /BR |z — y!N”

< CRV-% / o () 2. (1.67)
Br(0)
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Desde que (v,) ¢ limitada em D*?(RY), segue que (v,) ¢ limitada em D*?(Bg(0)) e
usando a imersao compacta D*?(Bg(0)) < L*(Bg(0)) segue que, a menos de subsequén-

cia, v, — 0 em L*(Bg(0)). Assim, passando a uma subsequéncia se necessario, temos

/ |v(2)*dz — 0, quando n — oo. (1.68)
Br(0)

Logo, de ((1.67)) e ([1.68]), obtemos que (1.65]) de fato ocorre.
Seja p € R verificando a desigualdade 0 < p < min{dist(T, B;(0),1)}. Mostraremos

que
/ (—A)20, 2dz — 0, (1.69)
Bi4p(0\By 2 (0)

Consideremos ¢ € C5°(RY), tal que 0 < ¢(z) < 1e ¢(xz) =1 se x € By4,(0). Fazendo

/ [(—=A)*2v,[2pdz — 0.
RN

Desde que

[(—=A)* 20, |2de < / [(—=A)*" %0, |*dadt

/Bl+p(0)\31+§(0) B14,(0)

_ / (—A) /20, Pddz
Bl+p(0)

< / |(=A)* 20, [2pdz,
RN

segue que ([1.69)) ocorre.
Agora, consideremos a fungio ® € C5°(RY) com 0 < ®(z) < 1 para todo z € RN e

tal que

1, € By 2(0),
. L 2(0)

0, ze€ B;JF%,J(O).
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Consideremos também a sequéncia (®,,) dada por @, (z) = ®(x)v,(z) e observemos que

/ (—A)Pd,[2dr = / (—A)2(@v,) Pda
Bi4p(0\B, 1 £(0) Bi4p(0\B, 1 £(0)

O(z) — 0(y))’
< 4/ v2 () (®(z) NEL‘Z)) dxdy
[B1p(O\B . g (O)) o — gV

@2(1,) (UTL(‘T) — UTL(y))

‘iL‘ _ y‘N+2s

2
dzdy.

gl
[Bl+p(0)\B1+§ (0)]2

Uma vez que 0 < ®(z) < 1, segue que |®|*> < 1. Assim, decorre que

/ (=A%, |*dx
Biio(0\By, 5 0)
B(x) — B(y)) B(x) — B(x))?
o PRCEEC T o)~ 0017,
[Brep(O\By ¢ (O)2 |z =yl (BripO\B, O [T

(B(z) — @(y))? (B(x) — 2(y))?
4/ v2 () o — g dxdy — 4/ v (z) dxdy
[Bi+,(0)]? Yy (B, p(0)?

|z —y| N
+ 4/ |(—A)* 20, *dz.
Bl+p(0)\31+§(0)

Se (2,y) € B112(0) x B1,£(0), entdo ®(x) =1 e ®(y) = 1. Dai, temos ®(z) — P(y) =0

e consequentemente

|[L’ _ y|N+2s

By, p (0)]2

Além disso,

d(z) — d(y))? 1
/ v2 (1) (®(=) Ng)) dedy < C’/ dx/ vi(m)—Nde
[Biy,(0)]2 |z —y|V2 B0 JBip,0) |z — y| e

C’/ v2(7)dz.
B14,(0)

Recordando que v, — 0 em D**(R") e usando a imersao compacta D*?(By4,(0)) <

IN

L*(Bi4,(0)) segue que, a menos de subsequéncia, v, — 0 em L?(B;1,(0)), ou seja,

/ v2(x)dz — 0
Bl+p(0)
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e consequentemente,

d(x) — 2
/ vi(w)( (=) NJ(g)) dxdy — 0. (1.70)
[B1+p(0)]2 v — y|N+2s
Portanto,
d(x) — 2
0 < / (—A)2®,|%dx < 4 / 02(2) 20 Ngz) dad
Brip(0\B,. ¢ (0) [Bisp O)2 [z =y

+ 4/ [(—=A)* %0, *da.
Bl+ﬂ(0)\B1+§ (0)

Assim, passando ao limite de n — oo na desigualdade acima, segue de ({1.69)) e (1.70) que

/ [(—=A)*"2®, |*dz — 0. (1.71)
Bi+p(0\B; 1 £(0)

Agora, note que sendo (v,) limitada em D*?(R”), tem-se do Lema (1.3 que (®,) é

limitada em D*2?(R%) e disso, segue que
Il (v,)®,, = 0,(1)

€ assim,

%20, @, dr = on(1).

/RN(—A)S/zvn(—A)S/Q@nd:B—/ Uy,

RN

Da definicao de ® temos

/ (=A)* 0, (= AP, dx — / [0n |5 20, ®pdx = 0,(1),
Bl+p(0) Bl+p(0)

ou ainda,

(—A)S/2vn<—A)s/2(I)ndx+ / (—A)s/zvn(—A)s/zq)ndx

/Bler(O)\Bl-t,-g(O) Bl+§(0)
Lddr — / |up,
BH%(O)

- / U, % ddr = o, (1).
Bi4p(0\B, ;¢ (0)
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Entretanto, em BH%(O) temos que ® = 1 e assim, &, = v,,. Disso, resulta que

/ (=A)* 20, (=A)2D, dx +/ [(=A)* 20, |*dx
Bi1p(0\B, ;£ (0) By1g(0) (1.72)
_ / o[ Dl — / o % Dz = o (1).
Bi1p(0\B, 1 £(0) 1420
Afirmamos que
— A2, (=A)* 2D, dx = 0,(1). (1.73)

/Bl+p(0)\31+§(0)

Com efeito, temos

(=A)* 20, (—A)2D, dx

/ < / (=AY 0, [|(— A, |da
Bl+p(0)\31+§(0) Bl+p(0)\31+§(0)

e usando desigualdade de Holder, obtemos

0 < ‘/ (=A)* v, (=N 2D, dx
Bl+p(0)\31+§(0)

1/2 1/2
< / |(—A)5/2vn|2dx) ( / |(—A)s/2<1>n\2dx) .
Bl+p(0)\B1+§ (0) Bl‘H’(O)\BlJr% (0)

Desde que (v,,) é limitada em D*?(RY) e ([1.71]) ocorre, segue da desigualdade acima que

IN

/ (=A)* 20, (=A)?®,dx — 0 quando n — +oo0.
Bl+p(0)\B1+§(0)

Além disso, observemos também que

% ddr = o, (1). (1.74)

[
Bl+p(0)\Bl+§ (0)

e, além disso,

®(z) = P(z) se x € Bi4p(0) \ Biy2(0).
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Dessas consideracoes, inferimos que

% ddr = / |vn,
Bi4p(0\B; 1 £(0)

[
RN

%®dr — 0 quando n — 4o0.

o< [ v,
Bl+ﬂ(0)\Bl+§ (0)

De (|1.63) temos
Lddr — 0,

e portanto,

J, g
Bl+p(0)\Bl+§ (0)

Voltando a igualdade ((1.72)), segue de (1.73]) e (1.74) que

/ [(=A)* 2@, dx — / D, | dx = 0,(1).
Bl+§(0) B1+§(0)

Agora, observemos que

/|(—A)5/2<I>n|2d:v :/ |(—A)S/2<I>n|2dx
RN B, p(0)

Ay o+ [

/BHP(O)\BHg(O) B

= o)+ /B A
1+ 2

1+§ (0)

e da mesma forma

/ @, |%de = / |®,, |* da
RN B145(0)
— / |®,, 23dx+/ |®,,
Bl+P(0)\Bl+§(O) Bl+§(0)
= [un, |0

/]31+p(0)\31+§(0)

1+§

Lddr < /
RN

23da:—|—/ P,
By, p(0)

L ddz.

U

(1.75)

|(=A)*2®, [*da

% da

% da.

De forma analoga ao que fizemos para provar ([1.74)), mostra-se também que

23

/ [0, |5 || d = 0, (1)
Bi4+,(0\B 0)

1+§(
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e assim, encontramos

% dx.

o
RN

Entao, da igualdade ([1.75)) segue que

2:dxzon(l)—i—/ |D,,

Bl+§ (O)

/ |(—A)S/2(I>n|2dx—/ |®,, |2 dr = 0, (1),

RN RN

ou ainda, [|®,[]* — |<I>n|33 = 0,(1). Da definicao de melhor constante de Sobolev na
imersao D*2?(RY) < L% (RY), obtemos

1
921/2

3.5 < [|®u]* & |0, [5:5%2 < || @y,

[

23
2%

Portanto,

1
“cI)nH2 |:1 - (823/2) “CI)n

Agora, notemos que

1
921/2

% < H(I)nH2 - |q>n

[P

23—2} — @ - % _ 0, (1)(LT6)

j2. 2 = /' K—AfﬂéA%m+:/ (—A)20, [2da
B11p(0)\B, ¢ (0)

Bl+§ (0)

= o0,(1)+ / (=A%, |dx.
B1+§(0)
Recordando que ®,, = v, em By () € observando que By z() C Bs(0), obtemos

H%Ws%m+/‘|emwwwm

B2(0)

Recordando também que By(0) C Ule Bi(yx), segue que
L

> / [(—A) v, [Pda
Bi(yk)

[2.]* < on(1) + (= A)* 20, Pdz < 0, (1) +
L
Ukzl Bi(yx) k=1

goAD+pr/ (—A)/20, 2,
Bi(y)

yeRN
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e desde que

/2 ) SN/2S
sup/ |(—A)Y v, |*dx = ,
yeRN J By (y) 2L
temos
SN/QS SN/QS
o, 2 < (1 L = o,(1 )
[ull? < 0n(1) + L2 = on(1) +
assim,

, N/4s s GN/4s\ 252

||(I)n|| Son(l)—f_w = ||(I)n o Son(l)—f_(W)

SN/45 -
= 0~ (5 ) s-lelE o
Combinando ((1.76]) e (1.77)), temos
1 SN/4s 22 1 SN/4S 252

orfonin s (52)° - et o (52)°)

]_ *_

< loul?|1 - gl o),

e portanto,
1 SN/4s 22
2

Observando que

N 2 N 4s N
—(2r-2) - === - =0
45< =2 2 45(N—2s) N—-2s 7

segue que

. 1\ 272
oaef1-(3) | <o,

(25-2)/2
Uma vez que 1 — <§> > 0, decorre que

1\ 222
o<lolf|i-(5) ] 2,

e passando ao limite de n — +o0o, concluimos que ®,, — 0 em D*?(R"). Como v, = &,
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em B;(0), segue que

og/ |(—A)S/2vn|2dx:/ |(—A)5/2<I>n|2dx§/ (—A)2D, [2dz.
B1(0) B1(0)

RN

Dalf,
/ |(—=A)*2v,*dz — 0 quando n — +oo,
By (0)

contradizendo ((1.59)). Logo, vy # 0.

Agora s6 nos resta provar a existéncia de (w,) em D**(R") onde (w,,) ¢ uma sequéncia

(PS)z para I, verificando
W (2) = up(x) — RN729200(R, (2 — ) + 0n(1)

para alguma subsequéncia de (u,) que ainda denotaremos por (u,). Para isto, conside-

remos ¢ € Cg°(RY) tal que 0 < 1)(z) < 1 para todo z € RV e

1, se z € By(0),
P(x) =
0, se z € BS(0)

e seja

wi(2) = un (@) = B2 P00(Ru(o — @) ) (R — @), (1.78)

_ - R,
onde a sequéncia (R,,) é escolhido verificando R,, = == — +00. De (|1.78|) obtemos

R P, (2) = RE™Pu, () — vo(Ru (2 — )0 (Ra (2 — 22)).

n

Fazendo z = R,(x — z,), segue que

Res-N/2y, (24 ) Z plesNyzy, () Z).
i w Rn+$ ~ u Rn-i-x Vot i

Definindo
b, = RZ=N)/2y, -~ +x,
W o w T

n
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e recordando que v, (z) = RN/ U, (Ri + xn>, obtemos

W (2) = vn(2) — vo(2) (i) . (1.79)

Definindo também

z
e observando que, 0 < ¢,(z) < 1 para todo z € RV, e que

bolz) = 1, se z € By (0),

0, se z€ Bj; (0).

De (L7 e (T80). resulta que 1 (2) = v(=) — vol2)th(2).
O lema estara provado se provarmos que vpi, — vo em D*2(RY) e que (w,) é uma

sequéncia (PS); para I,. Para isto, notemos que

et = ol = [ | 1(=8)"3(unts, = o)
_ / |vo(2)¥n(®) — vo(x) — vo(y)¥n(y) + Uo<y>|2da:dy

|$ _ y|N+2$

= / |U0(ZU)(ZZJ”(ZE) — @Dn(y)) + (@Zjn(y) - 1)(110(33) — Uo(y))yzdxdy (1'81)
R2N |$ — y|N+23
[vo(@)*[¢n (@) = ¢u(y)I? [n) — 1P () — volw)
< 4/RQN |z — y|N+2s drdy + 4/RQN lz — y|N+2s dxdy.

Nosso objetivo é mostrar que as duas parcelas do lado direito da desigualdade em (|1.81])
convergem para zero. Para isto, observemos que pela definicao de ¢, e o fato que 0 <

¥, <1 em RY, temos

/ W (y) — 1’2 lvo(x) — vo(y)| drdy — / () — 1)2|vo(ac) —vo(y)] dedy
R2N [RN\BRnP

jz —yl? [ —y|?
_ 2
S/ ‘UO(Z’) Uoiy)’ drdy :/ |(—A)S/2’Uo<l’)|2dl‘.
[RN\B, 12 |z —yl RM\Bp
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Agora, para cada n € RV, temos
|(_A)S/2U0|2XRN\BRn(O) < [(=A)* 2%,

onde |[(—A)*2v|> € L*(RY). Além disso, sabemos que R, — 400 quando n — 400,
logo
’(_A)S/ZUO(’Z>’2XRN\BRn(O)(Z) =0 qtp em RY

Entao, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que
/ |(=A)*20o2dz — 0 quando n — 400
RN\Bj, (0)
e como consequéncia, temos

/ [tn (y) — 1|2dedy — 0 quando n — +o0. (1.82)
R2N -

Voltando a desigualdede (1.81]), segue de ([1.82)) ¢ Lema que
Vo, — v9 em D*?(RY)

e portanto,

Wy, = Uy — Vo + 0p(1).

Mostraremos agora que, a menos de subsequéncia, (w,) é uma sequéncia (PS); para
I.
De forma anéloga ao que fizemos para mostrar que I (u,) = I (v,), mostra-se que

Io(wy) = Io(w,). Dai,
Io(wy) = Ino (v, — vg + 0n(1)) = Io(vy, — o) + 0, (1).

Agora, notando que (v,) ¢ limitada em L% (RY), argumentando como em [2, Lema
A 1], temos

Vn(7) = vo(x) qt.p em RY
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e que

(=)0, (2) = (=A)**ve(z) qtp em RY

e ((—A)*?v,) é limitada em L*(RY). Segue entdo do Teorema de Brezis-Lieb (ver Apén-

dice B, Teorema que

/ (=A%, Pdx = / [(A)* 2002 d + / [(—=A)*"% (v, — vo)|2dx + 0, (1),
RN RN

RN
/ v, |5 d :/ [vo
RN RN

2§da:+/ v, — vo|*dx + 0,(1),
RN

e portanto,
1 s/2, |2 1 2
Io(w,) = = |(—=A)* w,|*dr — — |wy, |* dx

2 RN 25 RN
1 1 1 .

= - [(=A)* %0, |2de — = [(—=A)* 202 da — — v, | % da
2 RN 2 RN 2: RN
1 *

+ > | [vo|** dx + 0, (1)

= Io(vn) — Io(vo) 4 0,(1).
Desde que (v,) é uma sequéncia (PS). para I, segue que
Ioo(wn) = ¢ = Ioo(v0) + 0n(1),
e fazendo ¢ = ¢ — I (vg) concluimos que

Io(w,) — ¢ quando n — +o0.

Agora, estamos interessados em mostrar que || I, (w,)||pr — 0. Para isto, provaremos

que
115 (@)l pr = 0, (1.83)

porque supondo provado que (1.83)) ocorre, para cada ® € D*?(RY) podemos definir a
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sequéncia @, (z) = RV (i

7 —l—xn), que satisfaz ||®,|| = ||®|| para todo n € N e

I' (w)® = I (10,) D,
Dai, tomando ® € D%*(RY) com ||®|| < 1, temos

|1 (wn) @] = I (@2 P) | < T (@) | o[ @] = (112 (@) [ [P < (Lo ()| 7,
e portanto,
0 < [[2 (wn)llpr < I3 (@) -

Passando ao limite de n — +o00 na tltima desigualdade e tendo em conta (1.83)), segue

que

115 (wn) [l =0,

como desejamos.

Afirmamos que
I (w,) — I (v,) + I (vo)|| o — O. (1.84)
De fato, para todo ® € D%*(RY) com ||®|| < 1, temos

[ (W) — I (vn) + I (v0)] @] = ‘/ A2, ( A)S/chdx—/ (i 224, Dl
RN

RN
— /(—A)S/Zvn(—A)s/%dx—k/ v, | 20, ®dx
RN RN
+ / (— A)S/2 o(— A)S/2®dx—/ [vo
RN
= ‘/ A2, — (—A) 20, 4+ (—A)* 0] (= A) 2 Dda:
]RN

- [ i,

< [ NEA) T, = (<A) T+ (A) | (<)l da

L2 Pdx

L2, — |vn|2 vn+]vo|2§_2vo]¢dx

T / ||wn|2;_2wn |vn|2 Up + |U0|2:_2U0||¢|dx-
RN
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Usando desigualdade de Holder com expoentes 2 e 2 na primeira parcela e 2%/(2% — 1) e

2% na segunda parcela da ultima expressao, encontramos

-

1)~ L) + ool < ([ 180, = (a2, 4+ (-8)Pufds ) o]

RN
25 -1

20 %
+  |vo|* Fve| E-Ddx @

252 ~

W, — |'Un 2% -2

Unp,

2%

Pela imersao continua de D%?(RY) < L% (RY) e do fato que ||®|| < 1, segue que

-

1)~ L) + ool < ([ 180", = (a2, + (-8)Pulds ) o]

+ C’(/ ||y,
RN

*7
2:-2,

252 ~

Wy, — |Up %

*
2% -1

2% 2%
(wdx) 6l

+ ”U[)

N

IN

(/RN (=A@, — (—A) v, + (—A)5/2v0|2dx>

+ C’(/ |1 |5 240 — |vp]® 20,
RN
25 23
4+ Juo|* 2wy (2§1>dx) : (1.85)
Pela definicao de w,,, ¢ imediato que
/N (=A%, — (—A) v, + (=A)* o2 d = 0,(1). (1.86)
R

25*2% Nn = Up — Vg € W = Vg, t€mos

Além disso, fazendo A(y) = |y

/ |,
RN

Desde que

2% _9 -
2Z-1dx.

~ *_
s wn J— |rUn 2.5 2

2% -2
S TUp + |UO

Vo

oo = [ A) Al + ) + )
RN

N, W E L2§(RN),

Na(r) =0 qtp em RY
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’nn 2% S 07 VTLEN,

segue de [I, Lema 3| que

H/EDdr = 0,(1). (1.87)

[ 1AG) = Al +0) + Alw)

Portanto, de (1.85)), (1.86) e (1.87)), a relacao ((1.84]) ocorre. Dali,

L;o(wn) = Iéo(vn) - ]éo(v()) + On(l)’

Desde que vy é ponto critico do funcional I, segue que

Ic/m(wn) = ]éo@n) + 0,(1),

e portanto,

115 (@)l = e (va) + 0n (1)l pr < [ (vn) [ + [lon(1)] -
Como (v,) é uma sequéncia (PS), para I, concluimos que
| L. (@,)||lpr = 0 quando n — 400

e a prava esta concluida. [ |

Finalmente, com o auxilio dos lemas anteriores estamos prontos para demonstracao
do teorema principal desta se¢ao. Como veremos, obtemos um critério para estabelecer

os intervalos nos quais o funcional [ satisfaz a condi¢ao Palais-Smale.

Teorema 1.2. (Teorema de Compacidade Global) Seja (u,) uma sequéncia (PS). para
I com u, — uy em D*?(RY). FEntio, a menos de subsequéncia, (u,) verifica uma, e

somente uma, das afirmacoes abaizo:

(a) u, — ug em DS*(RY) ou,
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(b) existe k € N e solugdes nao-triviais 23, 22, ..., 2§ para o problema (Py.), tais que

k
laall® = lluoll® + D llz511°
j=1

k
I(up) = I(ug) + Y Ino(2).
j=1
Demonstragao: Inicialmente, notemos que

/ (—A) 20 (—A)20dz — | (=AY 2ug(—A)2pdz, Yo € D2RY)  (1.88)
RN

RN

% 2ugpdr, Ve € D¥2(RY). (1.89)

[
RN

Observemos também que au,p = a'/?u,a'/?p para toda ¢ € D*?(RY), onde pela

desigualdade de Holder a'/?u, € L*(RY) e a'/?¢ € L*(RY). Agora, considerando a

2§2un<,0dx—>/ luo
RN

sequéncia de funcdes f,(z) = a(x)Y?u,(z) e f(z) = a(x)?uy(x), temos a menos de

% ¢ LYRY), obtemos

*
23
Y

subsequéncia, f,(z) — f(z) q.t.p em RY e, uma vez que |u,|%, |uo

/|nﬁm=/°mmwwxsmmm%i<xaneN
RN RN

[ 1rPde = [ JalluaPds < lalulug
RN RN

Assim, pelo Lema de Brezis-Lieb (ver Apéndice B, Lema |B.2)), obtemos

32 < +00.

fapdr — fodr, Vo e L*(RY)
RN RN
e sabendo que a'/?p € L*(RY) para todo ¢ € D¥*(R"), temos
/ ' PunatPode — a'Puga'?pdz,
RN

RN
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ou seja,
/ au,pdr — augpdr, Yo € D¥(RY). (1.90)
RN RN

Como por hipotese (u,) é uma sequéncia (PS). para o funcional I, temos I’ (u,) — 0 em
(D**(RN))’, onde

23

[,(Un)SO = /RN(_A)S/Qun(_A)S/QQde"i_ /RN aungoda: - /RN ‘un _2un50dx7

para toda ¢ € D%*(R").

Passando ao limite de n — oo na igualdade acima, segue de ((1.88]), (1.89)), (1.90) e

da unicidade do limite que

/ (—A)S/2u0(—A)S/2g0dx+/ auocpdx—/ luo| % ~ugpdr = 0,
RN RN RN

para toda ¢ € D*?(RY). Portanto, uy é ponto critico do funcional 1.

Suponhamos que u, - ug em D*?(RY) e seja (21) C D**(RY) dada por 2! = u, —uy.
Entdo, z1 — 0em D*?(R") e 21 —» 0 em D**(RY). Provaremos que (z}) é uma sequéncia
(PS) para I. De fato, do Teorema de Brezis-Lieb (ver Apéndice B, Teorema [B.9),

encontramos

/ (—A)Y2:Pde = / (= A)2(uy — ug) P = / (—A)u, Pda
RN RN

RN

B /RN [(=2)ugdz + 0,(1) (1.91)

Zdr +o,(1).  (1.92)

/ |2} szx:/ [, — wo 23(1&::/ |un,
RN RN RN

Por outro lado, a menos de subsequéncia, temos

.
% dr — [uo
RN

2

[n(@)* = [uo(2)[* q.t.p em RY
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e que

/ (g [N N =29) g = / lup|*de < C, ¥neN.
RN RN

Além disso, como |ug|> € LY/ (NV=2)(RN), aplicando o Lema de Brezis-Lieb (ver Apéndice

B, Lema|B.2)), obtemos

/ wnPpdr - / luoPodr, Vo € LN2(R)
RN RN

e desde que a € LN/?*(R"), obtemos

/a\un\de—)/ alug|*dz,
RN RN

logo

/ a\un|2dx—/ alug|*dz = 0,(1). (1.93)
RN RN

Assim, de (1.91)), (1.92) e (1.93), obtemos

1 1 *
Io(2)) = Io(u, —ug) = 5/ [(=A)*"%(uy, — ug) Pdx — > |, — uo|* dz
RN s JRN

1 1 1 "

= 5/ [(—A)*?u,|2de — 5/ (= A)* g | da — ;/ |, | % d
RN RN s JRN

1 x

g [ flFdr+on(1)

1 1 1
- —/ |(—A)S/2un|2dx+—/ a|un|2dm——/ |(—A)* g *dx
2 RN 2 RN 2 RN

1 , 1 . 1
_ Z dr — — A% d _
2/RNa|u0] T 2;‘/sz|u x+2:/RN]uO

Zdr + o,(1),

ou seja,
Io(2)) = I(u,) — I(ug) + 0, (1). (1.94)

Agora, nosso objetivo ¢ mostrar que || I’ (z}) — I'(u,) + I'(uo)||pr — 0 quando n — +oc.
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Para isto, para cada ¢ € D**(RY) com || < 1, temos

72 (20) = I'(wn) + I'(uo)] 0] =

[ 802 = )P+ () Punl(-a) s

- / b2 — fun 2+ ol 2uopde
]RN

+ / alu, — uglpdz
RN

< [ AP — (AP P + (AP Pull(-8) e

+ [l
RN

+ / alu, — ug|edz.
RN

2r—-2_1 27 -2 27-2
S Zn S S

— |uy, U + |uo uol|p|dx

Usando desigualdade de Holder com expoentes 2 e 2 na primeira e na ultima parcela da
desigualdade acima e expoentes 2/(2% — 1) e 2¥ na segunda parcela, juntamente com

imersao continua de Sobolev e o fato que ||¢|| < 1, vem que

[N

) = )+ Pl < ([ 1AP25L = (), + (-8) s

+ C</ 227722k — Jun |* 2, + uol® 2ug 2§—1d;1:>
RN

+ C(/ a|un—u0|2dx) : (1.95)
RN

Como z} = u,, — ug, por um célculo direto podemos concluir que

/N |(=A)22 = (= A)Puy + (= A)PugPdx = 0,(1). (1.96)
R
Além disso, considereando A(t) = |t|* 7%, n, = 2! e w = ug, temos

M w € L%(RY),

Nn(z) =0 qt.p em RY,

Mnl2: < C, Vn €N,
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portanto, de [I, Lema 3] obtemos

/ [
RN

Temos também, a menos de subsequéncia,

252 2

— *__
x 2un+|uo 252

z; — |uy,

uo|#/E"Vdx = 0,(1). (1.97)

un(z) — up(x)|* = 0 q.t.p em RN

/ (|t — uo|?)%/2de = / |t — uo|*dz < Clunl3: + Cluoly: < K, ¥n eN,
RN RN S S
Logo, do Lema de Brezis-Lieb (ver Apéndice B, Lema (B.2]), obtemos
/ |y — ug|2pdr — 0, Vo € LV (RY),
RN
e desde que a € LY/?*(R"), temos

/]RN alu, — ug|*dx — 0. (1.98)

De (1.95)), (1.96)), (1.97) e (1.98)) concluimos que

Il (2)) — I'(up) + I'(uo)||pr — 0 quando n — +o0
e dafi,
I’ (2)) = I'(up) — I'(ug) + 0, (1). (1.99)

Concluimos entao de e que (z}) é uma sequéncia (PS)., para I. Por-
tanto, do Lema [1.7} existem sequéncias (R,1) C R, (2,1) C RY, 2} € D**(RY) solugdo
nao-trivial para o problema (P,.) e uma sequéncia (22) C D*?(R") o qual é (PS),, para
I, e tais que

n

() = 2h(x) = R 2 (R (3 — 201)) + 0a(1).
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Se definirmos

v} (z) = RBM2 0 (i + xn,l) (1.100)
’ le
e
) (2s—N)/2 2 T
Zn(x)_Rnl n + Tna ),
Rn,l
segue que

2(x) = vl (x) — z5(x) + on(1). (1.101)

n

De modo anélogo ao que fizemos na prova do Lema (1.7, usando mudanca de variavel,

mostra-se que

loall = llzall e [onl2; = |2ale:, (1.102)
logo,

Io(v}) = Io(2}). (1.103)
Agora, para cada ® € D*2(R"), definimos a sequéncia

b, (z) = RUT2P0(Ryi (@ — 20)))

e de modo inteiramente analogo ao que fizemos na prova do Lema [I.7, mostra-se que

12 = |®all, VneN,

/ (=) 22 (=A)2D, de = / (=A%l (=AY 2Ddy
RN

RN
[ r b= [
RN RN

Disso, decorre que I’_(z})®,, = I'_(v})®, e entdo, para todo ® € D¥*(RY) com ||®| < 1,

*7
221 .
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temos
|10, (0p) @] = |1 (20) @l < 15 (z0) o | @l = 120 (z) | |91 < (11 (20) | v

e portanto,

0 < [ (va)llpr < 125 (z0) I

Passando ao limite de n — +o00 na desigualdade acima, encontramos que

I' (v)) =0 em (D%*(RY)). (1.104)

De (1.103), (1.104) e do item (a) do Lema [1.1} temos que (v}) ¢ uma sequéncia

limitada em D*2(RY) e, portanto, a menos de subsequéncia,

vl = z5 em D%*(RM). (1.105)

n

De (|1.101)), aplicando o Teorema de Brezis-Lieb (ver Apéndice B, Teorema, obtemos

121" = llvall* = 1511 + 0a(1), (1.106)
221: = loals: — I2015% + 0a(1)
e dai, resulta que
Io(22) = Lo(v}) — Ina(2) + 0n(1). (1.107)

Por outro lado, para cada ® € D%*(RY) com ||®| < 1, novamente fazendo uso de [I]

Lema 3|, mostra-se que

5 (25) = Lo (vp) + I (20) 1o = on(D),

60



ou seja,

I (27) = I (vs) — I (2g) + on(1)- (1.108)

Combinando ((1.102)) com ({1.106]), obtemos

122017 = llzall* = z0]l* + 0a(1)

e de (1.91)) segue que

122017 = llunll® = lluoll® = llz5/1* + on(1). (1.109)

De (1.103)) e (1.107)), temos

e de ([1.94)), vem que
Io(22) = I(uy) — I(ug) — Ino(2g) + 0n(1). (1.110)

Se 722 — 0 em D*?(RY), o teorema fica provado com k = 1, pois neste caso ||Z%[|> = 0

e de (1.109)), obtemos

el = Tluoll® + [lz0]1%

Além disso, da continuidade de I, temos I,(Z2) — 0 e de ((1.110]), vem que

I(up) — I(ug) + Ino(25).

Se z22 -+ 0 em D*2?(RY), desde que temos por (1.101) e (1.105) que 22 — 0 em
D%3(RY) e por (1.107) e (1.108) que (z2) ¢ (PS)., para I, aplicando o Lema [1.7| en-

n

contramos (R,,2) C R, (z,2) C RY, 22 € D%*(R") solugdo nao-trivial para o problema
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(Py) e uma sequéncia (23) C D**(RY) o qual ¢ (PS),, para I, e tais que

() = 2(x) — Ry 222 (Roa(t — 209)) + 0a(1).

Se definirmos

W2(x) = RE V222 (i i x)
’ Rn,Z

5(2) :R,?;N>/2z2( z +)
' Rn,2

segue que

Zn(@) = vn(2) — 25(2) + 0a(1).

n

(1.111)

Argumentando de forma inteiramente analoga ao que fizemos anteriormente, encon-

tramos os seguintes resultados:

lvall = 1221

I (v;) =0 em (D**(RY)),

UTZL — zg em DS’Q(RN),

1Zal* = llonll® = 251" + 0a(1),
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I (23) = I (vn) — I (25) + on(1)- (1.118)

Combinando (1.112)) e ((1.116]), obtemos

IZ211% = 12201 = [l25]1* + 0a(1)
e de (|1.109)), segue que

12217 = llunll® = lluoll® = llzo]1* — llz611* + 0n(1). (1.119)

De (1.113)) e (1.117)), obtemos

e de (|1.110)), segue que
Lo (23) = I(uy) — I(uo) — Ino(2y) — Ino(23) + 04(1). (1.120)

Se 23 — 0 em D*?(RY), o teorema fica provado com k = 2, pois neste caso ||Z3[> — 0

e de (1.119)), obtemos

2
el = lluoll* + > 112811%
j=1

Além disso, da continuidade de I, temos I (Z3) — 0, que juntamente com ([1.120) nos
da

2

I(un) = I(ug) + > Ioo(2).

j=1

Se z3 - 0 em D*?(R"), repetimos os mesmos argumentos anteriores e encontramos

25,22, ..., 2671 soluces nao-triviais para o problema (Py,) satisfazendo

k-1
125017 = lluwnll® = lluol® = Y 11Z11” + on(1) (1.121)
j=1

63



N

-1

Io(ZF) = I(un) — I(ug) = > IToo(2) + 0n(1). (1.122)

n
1

J
Da definicdo de melhor constante de Sobolev na imersao D*?(RY) — L% (RY), temos
129155 < IZ|I°, j=1,2,...k—1L (1.123)

Desde que zg é solugao fraca do problema (Py,) para todo j =1,2,...,k — 1, temos

J

/N(—A)S/Z%(—A)S/deﬂ: = /N |2 2 edx, Vo € DY(RN),
R R

e desde que 22 € D2(RYN) para todo j = 1,2, ...,k — 1, em particular vale que
0 J

. -
2511 = |52

e portanto,

1221172 = 14

2 §=1,2, k=1 (1.124)

Substituindo (|1.124)) em ([1.123)), obtemos

2
(nzanm) S < |

§’§S§ H’Zé|l27 j:17277k_1
Logo,
' 2 ' N1/ N\ 28/N 4
(nzanws) S <o S < (uzaw) _ (Hzél!z) o 5V < ||

e, portanto,

—|ZP < =8N j=1,2,.. k—1. (1.125)
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De (1.121)) e (1.125)), obtemos

k—1
12517 = llwall® = lluol* = D 12117 + 0a(1) (1.126)
j=1
k—1
< unll® = ffuol* = SV + 0,(1) (1.127)
j=1
= Junl® = fluoll® = (k = 1)SV* 4 0,(1). (1.128)

Desde que (u,) ¢ limitada em D*?(RY), temos
lunll® = [[uol* + 0(1) < C, ¥n € N.
Assim, de (|1.126)), vem que
0<|Z1? < C—(k—1)SN?% wneN.
Desde que existe k € N, tal que
C—(k—1)8N?* <o,

segue que existe k € N, tal que

limsup [|2¥| = 0.
n—oo

Assim, zF — 0 em D*?(R") e o teorema esté provado. |

Como consequéncia do Teorema [1.2] temos os seguintes resultados:

Corolario 1.1. Seja (u,) uma sequéncia (PS). para I com ¢ € (0, £SV/?%). Entdo, (u,)

possui uma subsequéncia que converge forte em DS’2(RN).

Demonstracao: Desde que (u,) é uma sequéncia (PS). para I, temos que (u,) é li-
mitada em D*?(RY). Como D**(RY) ¢ um espago reflexivo segue que, a menos de
subsequéncia,

U, —uy em D?(RN).
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Suponhamos, por contradicao, que

Entao, do Teorema , existem k € N e solugdes nao-triviais zJ, z

U, = Ug €m

(Py) tais que, a menos de subsequéncia,

D*?(R™).

k
laall® = lluoll® + D N1
j=1

k

I(up) = I(ug) + > In(2).

Jj=1

2

07+

z& do problema

Na prova do Teorema [[.2] mostramos que nessas condigdes ug é ponto critico do

funcional I. Isto nos diz que

ou seja,

e portanto,

[I(UO)UO

l|uol|* + /RN a(x)uddr — |ug

/ a(r)uidr = |ug
RN

=0,

25 _
ot =0

2*
2t — lloll*.

Agora, mostraremos que I(ug) > 0. Para tanto, observe que

I (uo)

1, 1
—glwl+5 [

1
a(r)uidr — §|u0

S

A dltima igualdade juntamente com (|1.129)), nos da

I(ug) =

1, ., 1
ol +3 [
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Da unicidade do limite

e dai, temos
; F ; ks S
c=1(up) + Y Ino(z)) > ;Ioo(zé) > SN > 5N,

Logo, ¢ ¢ (0, %SN/%), o que é uma contradicao. [ |

Corolario 1.2. O funcional I : D**(RY) — R satisfaz a condi¢io Palais-Smale no

: s QN, 2s QN,
intervalo (£ SN/ 22 GN/2),

Demonstragao: Seja (u,) uma sequéncia em D%?(RY) satisfazendo
I(up,) = ¢ e I'(up) — 0.

Vimos que (u,) ¢ uma sequéncia limitada em D*?(RY) que é um espaco reflexivo. Logo,
a menos de subsequéncia,

U, —uy em D?(RN).

Suponhamos, por contradi¢ao, que
u, -+ uy em D**(RY).

Entao, do Teorema , existem k € N e solugdes nao-triviais 23, 22, ..., z& do problema

(Ps) tais que, a menos de subsequéncia,

k
lal® = lluoll® + D llz511°
j=1
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Da unicidade do limite temos

Na prova do Corolario mostramos que I(ug) > 0 e dai, segue que k nao pode
ser maior do que 1 e 2} nao pode mudar de sinal, pois caso contrario, terfamos ¢ ¢
(£ 5N/ 28 GN/2s) ¢ entdo j& terfamos uma contradicdo.

Entao, temos

¢ = I(uo) + Ino(2) = 1(25) + SV

Da definigao de melhor constante de Sobolev na imersao D%?(RY) — L% (RY), temos

Slu

5. < lull®, Vue D*?*(RY). (1.130)

Temos também, por argumentos usados na prova do Teorema que, ug € ponto critico

do funcional I. Logo,

Iua)uo = JuolP + | _ale)udde ~ uolf =0
RN
e dai,
0< [ aleuids = fuoff ol
RN
logo,
[Juo||* < |ug 3
Combinando esta desigualdade com (|1.130), encontramos
Sluol3, < Jluol* < Juol3:.
Dai,
2 _2 * *
SN/QS < |u * NsN/Qs < _|u0 2%
logo,
%SN/QS — SN/QS + = SN/28 |U 23 + isN/Qs
N ol Ty
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Na prova do Corolério mostramos que

S *
1(ug) = 5luol3:,
€ assim,
2
NSSN/% < [(UO) + %SN/QS = ¢,
o que contradiz o fato de que ¢ € (£SN/2 22 GN/2s), |

Corolario 1.3. Seja (u,) C D**(RY) uma sequéncia (PS). para I comc € (55N WSN/Z),

onde k € N. Entdo o limite fraco uy de (u,) € nao nulo.

Demonstragao: Suponhamos, por contradi¢ao, que uy = 0. Entao u, — 0 ou u,, - 0
em D%?(RY).

Se u, — 0 em D*?(R"), entdao da continuidade de I e da unicidade do limite, temos
que ¢ = 0, o que contradiz o fato de que ¢ € (E25N/2, %SN/ZS).

Se u,, - 0 em D*?(RY), entao do Teorema , a menos de subsequéncia, vale

k k
lall® = lluoll® + > _ Nzl =D ll=11°
j=1 j=1

k k

I(un) = I(ug) + > Ino(2) = > In(2).

Jj=1 Jj=1

k
Da unicidade do limite, obtemos ¢ = Z Io(2)).
j=1
Se para todo j = 1,2,..., k, zg ¢ solugao positiva do problema limite (P.), entdo

c= k—NSSN/ 25 Se para algum j, 2z} ¢ uma solucdo que muda de sinal, entao

k
; 2k k+1
e= 3 Lu(el) = g L e

Ambos os casos contradizem o fato de ¢ € (5.5N/2, WSN/ZS). Portanto, ug # 0, como

querfiamos mostrar. [ |
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Daqui em diante, consideraremos o funcional f : D*?(RY) — R dado por

flu) = /R i <|(—A)S/2u|2 + a(x>u2) dx

ou equivalentemente,

f@0=HUW4:éNM@u%m

Consideremos também a variedade M C D*?(R"), dada por

Lde = 1}.

Lema 1.8. Seja (u,) C M uma sequéncia satisfazendo

M = {u € DS’Q(RN);/ |u
RN

flun) = ¢ e f'lm(uy) — 0.
Entdo, a sequéncia (v,) C D*?(RN), onde v,, = cN=29/45,, wverifica os sequintes limites
I(v,) — %CN/QS e I'(v,) — 0.
Demonstracao: Pela definigao do funional 7, temos

% dx

1 1 1
Ho) =5 [ 8y PuPde s [ ataide = o

2 RN s

e juntamente com a definicao de v,,, obtemos

1
I(v,) = §C(N_2S)/2S(/ |(—A)S/2un|2dx+/ a(x)uidm)
RN RN

1 * *
. _C2S(N—2s)/4s/ |Un|2sd$
2* RN

S

1 1
_ _C(N—Zs)/QSf(un> i _CN/2S

2 2
1 1

_ §CN/QS . 2_:CN/28 +On(1)
S S

= NCNQ + o0,(1).
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Dai, concluimos que

I(v,) — 2 N,

Além disso, temos também
/ . = mi / 2\ )
177 ()l = min [ f(w) = A (u)]|pr,
onde || - [+ ¢ a norma da derivada da restrigao de f a M em u e

J@):/RNW

% dx.

O funcional J é de classe C! e

e o

Agora, para cada n € N, consideremos \, € R, tal que

*__
% 2upda.

I1f ()l = 11" () = A" () || -

Para todo ¢ € D¥*(RY) com ||¢|| < 1, temos

1I'(vy)p| = / (—A)S/Qvn(—A)s/ngdx—l—/ a(m)vngpdx—/ | | 20 pd
RN RN RN
C(N—2s)/4s(/ (_A)S/Qun(_A)s/2gpd[[]—|—/ a(x)ungodx)
RN RN

(N+2s)/4s 252

it [ P pda
RN
1

= (o [ capmun-ay et [ o)

2 RN RN

C(N+2s>/4si(2; / |, 222un<pda:> .
2: RN

Desde que

Flue =2 [ (aPu(-ayPede 2 [ awugds

N
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J (up)p = 2:/ |t |~ 2unpdis,
RN
segue que
—4S8 S 1 S S
Il = MN2W§fwww—&”““wa04

s

—2s 81 —2s)/4s
C(N 20)/4 Ef/(un)gp - C(N 2)/4 §>\nt]/<un>90

1 1
+ C(Nf2s)/4s§)\njl<un)gp N C(N+28)/4s 2* J’(un)go‘

Pela desigualdade triangular, segue-se que

1 1
’[/(Un>(;0’ < C(N723)/48§ (N725)/4s_)\n_ (N+2s) /45

—92s 31
< N2 §||f/(un) - AnJ'(Un)HD’“‘p”

C(N—Qs)/élsl)\n _ (N+25 /45

(un)p|

f@@w—%fw04+c

(un) || [lep-

Como [lo]| < 1 e [|f/(un) = And"(un)llr = ||/ (tn)l+, segue que

(N—Zs)/431)\n . (N+25)/4s

— 4S8 81
[F'(on)gl < 2R F )]s + e ()| o

N—25)/451)\ . C(N+2s)/4si

e, portanto,
/ (N—2s)/4s 1 (N+2s)/4s 1 /
Para concluir a demonstragao, basta mostrarmos que
| (un)||pr < 25C, V¥neN (1.132)
e
C(N—zs)/451)\n _ C(N+28)/4Si _> 0 (1133)

2 2%

s
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Temos que (1.132)) de fato ocorre, pois para cada ¢ € D*?(RY) com ||| < 1, vem

el < |2 [ <2
RN RN

=2
RN

Usando a desigualdade de Holder com expoentes 2% /(2% — 1) e 2%, obtemos

1
Mwawsx(/\% xm)é
RN

Recordando que (u,) C M, segue que

1
3%
el <5 ( [ nEar) 7 [ o) <2
RN RN

e, portanto,
| (un)||pr < 2:C, Vn €N.

que

“ 2y || de

“2ude

2:_1|90|dx.

@i-1)

¥ (L
RN

@i-1

2r < 2;C |l < 25C

Notemos agora que
1F"(n)lls = 0 <= 1" (un) = A" (un) |l = 0.
Desde que (u,) ¢ limitada em D*?(RY) e que
[ (un )t = A" (Y| <L () = A" () | [l 0|

segue que

|f ()t — A () ty| — 0

’2(/ |(—A)S/2un|2dx+/ a(m)uid:p) —/\nQZ/ |un
RN RN RN

e dai,

%Ldr| — 0.
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Assim,

12f (un) — An25| = 0= 2f(up) — A28 = 0,(1) = N\, = ;f(un) + 0,(1),

S

de onde concluimos que

Portanto,

C(N—Qs)/4sl)\n o C(N+23)/4sl
2 2%

s

12 1
— ‘C(N_ZS)/48§2_:C_ C(N+25)/4s§ +On(]—)’

S

C(N+2s)/4s2_1* . C(N+2S)/482_1* +0n(1)‘

S S

= o,(1),

mostrando que (|1.133]) de fato ocorre. De (1.131)), (1.132)) e (1.133]) segue que ||I'(v,,)||pr —

0, e isto conclui a prova. |

Lema 1.9. Suponha que existe uma sequéncia (u,) C M e c € (S,2%/NS) tais que

f(un) —C € f/|M(un> — 0.

Entdo, a menos de subsequéncia, u, — u em D%*(RYN).

Demonstracao: Vimos no lema que a sequéncia (v,) C D%*(RY), dada por v, =

C(N723)/4s N/2s

s
u, ¢ Palais-Smale de nivel ~¢ para o funcional .

Desde que ¢ € (5,2%/VS), temos

i 2s/N 3 N/2s E N/2s
NC € (NS ,NS

e do Corolario segue que, a menos de subsequéncia, v, — v em D*2(RY). Dali,

fazendo u = ¢**~N)/4sy_ temos
C(N—2s)/43Hun . u” _ ||C(N—23)/4sun . C(N—23)/4su|| _ an . UH = 0.
Portanto, u, — u em D*?(RY). |
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Corolario 1.4. Suponha que existem (u,) C M e c € (S,22/NS) satisfazendo

) = e fun) =0,

s
Entéo, I tem um ponto critico vy € D*2(RN) com I(vy) = —c/%.

Demonstragdo: Do lema [1.9] a sequéncia (v,) C D**(RY) dada por v, = ¢N=25)/45q,

verifia os seguintes limites
I(v,) — SN I'(v,) — 0.
N
Desde que ¢ € (S,2%/VS), segue que

S Ny2s S aNy2s & N/2s
Nc € (NS ,NS

e do Corolario [I.2] temos, a menos de subsequéncia,
v, = vy em D%*(RY).

Da continuidade de I e da unicidade do limite, obtemos que vy é ponto critico do funcional

N/2s

S z
I e que I(vg) = ~ ¢ como querfamos mostrar. [ |

1.3 Existéncia de solugao positiva para (P)

Nesta se¢ao, mostraremos um resultado de existéncia de solugao positiva para o pro-
blema (P). Para este propodsito, usaremos os mesmos argumentos utilizados por C. O.
Alves em [I]. Para isto, daqui em diante, consideraremos a funcao ®5, € D**(R") dada

por

5 (N—25)/2
@575(]7) = C<m) , X, be RN e 0> O, (1134)

onde ¢ é uma constante. A fungao ®;;, definida acima ¢ conhecida na literatura como

funcdo Talenti. E sabido (veja, por exemplo [28]) que qualquer solucio de (Ps) é da
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forma ([1.134)). Além disso, temos também

[@spl]” =5 e |Psp

2 =1, (1.135)

onde S ¢ a melhor constante de Sobolev na imersio D*?(RY) < L% (RY). Para mais
detalhes sobre a constante de Sobolev S, veja [30 B1, [73]. No decorrer desta segao,

usaremos as igualdades em (|1.135])) sempre que necessario sem fazer referéncia.

1.3.1 Lemas técnicos

Nesta subsecao, listamos algumas propriedades referentes a funcao Talenti ®5; dada

em ({1.134]). Tais propriedades serao de essencial importancia na demonstragao do Teo-
rema [[.1]

Comegamos observando que @5, satisfaz

D55, € X = {ue D**(RY);u >0} (1.136)

ds, € LY(RY) para g€ (N—Zs’ 5

2*], Vo>0 e VbeR"Y. (1.137)

A veracidade de ([1.136]) segue diretamente da defini¢ao de ®5;. Para verificar (|1.137)),

observemos que

§(N=25)/2 q
Dsp|%dx = q d
/RN| s "dzx /RNC [02 + |z — b]2](N-29)/2 v
1
—  a5e4(N—2s)/2
= 19 /RN b2 =220
Gl
)
—b
Fazendo a mudanca de variavel z = IT, segue que

r=10z+b=dr=06"dx.
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Assim,

1
q _ q 59(N—2s)/2 cq(2s—N) N
[ olde = N [

dz

N—25)/2
= CQ5Q(N—28)/2+q(2s—N)+N/ 1 al )/
ry |14 ’2’2

| a2
faEd

(1§9(2s=N) /2N / dz.

RN

Agora, para R > 0, observemos

| qaN-292 | qeN-29/2 | qaN-292
/ {—2} dz —/ l 2] dz—l—/ l 2] dz.
gy |1+ ]2 RM\Br(0) L1+ 2| Br(o) L1+ 2]

| a9
e

1 q(N—-2s)/2
/ {—1 n |Z|2} dz < +o0.
Br(0)

Como a fungao h : RY — R dada por h(z) = [ é continua e Bg(0) é

compacto, segue que

Por outro lado, temos

L qav2s)2 | qaN-29)/2
—_ dz §/ [—] dz.
/RN\BR(O) L + \ZP] RN\ B (0) LI2[?

Mudando para coordenadas esféricas, obtemos

| qav-2s)2 | =292
1 i < / [_} 0z
/]RN\BR(O) {1 + |Z|2} RN\ Br(0) LI2]?
+o00 1 q(N—2s)/2 No1
R
R P

+oo /1 (qg(N—2s) Nl
= / (;) P ap
R

w

_ 1; q(2s—
Jm oo

Entretanto, temos
w

EI}} pq(2s—N)+N—1dp< +00
w o Jp
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se, e somente se,

q(2s = N)+ N —1< —1

que por sua vez ¢ equivalente a

N — 2s

Portant - N * ta
ortanto, se ———, 27|, entao
4 N —2s

/ || dw = cq5Q(2s—N)/2+N/
RN .

e dai concluimos que ([1.137)) de fato ocorre.

Lema 1.10. Para cada b € RY fizado, temos

(i) [[Pspllwco@ay = 0 quando § — +o0,

g N .
(11) |®spl; = 0 quando § — 0, Vq € (N—QS’QS)’

N
(1it) |Psplg = +00 quando § — +oo0, Vq € (N 23’2:)'

Demonstracao: Pela definicao de ®;; temos

6 (N_QS)/2 N-2 212 2 N—-2s)/2
voil) = e(Grpmg) O e bR

Calculando a i-ésima derivada parcial de ®5;, com relacao a variével x, encontramos que

Waale) - _ 05(N25)/2(2S — )2<xi—bi>[52+\x_b\2]<w”/2
T

= c0W22(25 — N) (x5 — b)[0% + |& — b|?] @~ N=2/2,

logo,

V®s(z)] = (é(ac}g,_gifx))z)l/z

_ Ca(N_QS)/Q(N . 28)|ZE . b|[52 + |£L‘ o b|2](25—N—2)/2

_ K(5<N_2S)/2|l’ . b|[52 + |Z‘ . b|2](25—N—2)/27
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onde K = ¢(N — 2s).

Seja g : RT™ — R a funcao definida por
g(t) — Ké(N_QS)/Qt[(S2 +t2](25_N_2)/2.

Observe que ¢g ¢ uma fungao nao negativa, g(0) = 0 e g(t) — 0 quando t — +o00. Além
disso, uma vez que a funcao g é continua, concluimos que g admite valor maximo. No

que segue, nosso objetivo sera calcular o valor maximo de g. Para isto, note que
g’(t) — K§(N=25)/2 ({52 + t2](2s—N—2)/2 —(N+2-— 28)t2 [52 + t2](25—N—4)/2)‘

Dessa forma, para calcular o ponto de méximo de g precisamos resolver a equacao ¢'(t) =

0, que por sua vez ¢ equivalente a resolver
K s(N=29)/2 ([52 2] @N2 (N 12— 25)2[62 + tQ](Qs—N—z,L)/z) —0.
Entretanto, a igualdade acima ocorre se, e somente se,

[52 + t2](25—N—2)/2 _ (N +2— 2S)t2[52 + t2](2S_N_4)/2,

t=|———— .
<N+1 —23)

Aplicando g no ponto de maximo encontrado acima, por um célculo direto vemos que

de onde deduzimos que

g<< g ) — K(S(QS_N_2)/2,

N +1—2s5)l/2
onde
i 1 N +2 — 25\ ZN-2/2
- K |
(N+ L= 23)1/2 (N +1-— 23)
Assim, temos
HCI)(S,bHWLoo(RN) — f(5(28—N—2)/2'
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~ 2s — N — 2
Desde que K >0 e ST < 0, segue-se que

H‘I)cs,bHWl,oo(RN) — 0 quando 6 — +oo,

mostrando que (i) ocorre.

Para provar os itens (ii) e (iii), recordemos que na demonstragao de ([1.137]), vimos

que
q(N—2s)/2
|Pspld = cq5Q(QS_N)/2+N/ L dz
e RN 1 + ’Z|2 ’
onde (N—25)2
1 A= N
—_— dz < , Yge | ——, 2 ).
I R A )
2s — N
Desde que % + N > 0 para todo g < 2%, segue que
®spl, — 0 quando 6 — 0
[Psplg q
e
Dspls — +o0 quando 6 — 400
| ; ’q q
mostrando que (ii) e (ii7) de fato ocorrem. |

Lema 1.11. Para cada € > 0,

/N |(=A)*20s0?dz — 0 quando § — 0.
RN\ B,(0)

Demonstragao: De |33, Proposigao 2.2|, inferimos que

/ (—A)2, o[2de < C Vs o|2da. (1.138)
RN\ B.(0) RN\ B(0)

Por outro lado, vimos na demonstragao do item (i) do Lema que

N-—2s

|V(I)5,b(l‘)| =K§ 2

2s—N—-2

|z —b|[0* + |z —b]*]” 2 , onde K =c(N —2s).
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Em particular, temos

2]
[52 + |$|2]N+272s/2 ’

Vso()| = Ko 2

Combinando (1.138]) e (1.139)), resulta que

_ ElS
[(=A)* 2052 dz < CK25Y 28/ dz.
/RN\Be(O) RN\ B, (0) [02 + |z ||V +22s

Mudando para coordenadas esféricas, encontramos

2

+o0
/RN\B o |(—A)S/2(I>5,g|2dx < CK25N—25/ [ p N Ldp

02 + p2]N+2723

+o0 ,02
S CK25N23/ —prldp

p2N+4—4s

“+oo
— CK26N—25 / p4S_N_3dp.
+0o0
Desde que / p* N 3dp < o0, segue que

+o00
C’K25N_2S/ p* N 3dp — 0 quando § — 0.

Juntando (1.140) e (1.141)), concluimos que

/N |(—=A)*2s[*dz — 0 quando & — 0,
RN\B.(0)

como queriamos mostrar.

(1.139)

(1.140)

(1.141)

Lema 1.12. Assuma que a satisfaz (as). Entdo, para cada € > 0, existem § = d(€) > 0

e =0(e) >0 tais que

sup f(®s) < S+e€, € (0,8] U0, 0).
beRN
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N 1 1
Demonstracao: Fixando b € RV, ¢ € (2—,p2] ete(1,+00) com — + 7= 1. Temos
S q

<2t < 2. 1.142
N — 2s s ( )

De fato, primeiramente observemos que se q € (2—, pQ} , entao ¢ > 0 e consequentemente
s

1

->0. (1.143)
q
Como — < qe —+ — =1, temos
S q
| = +1<23+ 1 23<1:>N—25<1 N—28<1
g t Nt N "t N t 2N 2t
e portanto,
2N
2t < =27 1.144
N _ 28 S ( )
Suponhamos, por contradicao, que
N
2t <
N —2s
Dai, obtemos
2(N —2s) 1
< )
N —t
e dessa forma,
1 2(N -2 1 1
L2029 11,
q N q t
de onde resulta
1 <1— 2(N — 2s)
q N
Logo,
1 N-2N+4s 4s—N
< — ) 1.145
q N N ( )
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Agora, temos dois casos a considerar: N > 4s ou N < 4s.

Se N > 4s, temos por ([1.145)) que

1 4s— N
- < <0
- N
e isso contradiz (|1.143)).
Se N < 4s, por hipotese, temos
- N
b2 4s — N
e de (|1.145)) obtemos
< N <
Prss—n =1

N
o que contradiz o fato de ¢ € (2—, pg} . Concluimos, entao que
s

mostrando que ((1.142]) de fato ocorre.
Desde que ®5;, € LYRY),Vd € (

N —2s"7°
aplicando a desigualdade de Holder com expoentes g e ¢, obtemos

1/t
[ o < |a|q( / |<I>a,b|”da:)
RN RN

c5(N—25)/2
- ""‘I(/RN ‘ RSP ECEST

Fazendo a mudanga de variavel z = x — b, segue que dxr = dz e dai,

2*), segue que |®s,|> € LI(RY). Portanto,

2t 1/t
dm) .

cs(N—2s)/2

2t 1/t
2
/RN a(x)|Psp| dr < Mq(/RN ’[52+ |z — b2](N-29)/2 dx)
c5(N=25)/2 2t 1/t
ey | [02 + |2[2](N-29)/2

1/t
— ya\q(/ |<I>5,0|2tdz)
RN

= |a‘(I|q)5,0’gt7 Vb e RV,
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Pelo item (i7) do Lema segue que dado € > 0, existe § = §(€) > 0, tal que

|Ds0l3 < V6 € (0,4].

€
2hﬂq’
Assim,

/ a(z)|®sp*dx < |al,|Psol3; < % Vo € (0,0] e VbeRY,
]RN

de onde deduzimos que

sup / a(7)|®s*dr < %, Vo € (0, 4.
RN

beRN

Logo,

f((l)57b) = / |(—A)S/2(I)57b|2d$+/ a(x)|(I>57b|2d:v
RN RN
= S—i—/ a(x)|®sp)*dr
RN

< S+ sup/ a(x)|®sp|*dx
RN

beRN

< S+§, Vb eRY ¢ V5 e (0,4],

e portanto,

sup f(Psp) < S+ £ < S+e Voe(0,9]
beRN 2

1
Agora, fixemos novamente b € RY e assuma ¢ € {pl, 5. ) e t € (1,400) com — + 7=
S q

1. Afirmamos que sob estas condicoes, tem-se 2t — 2% > 0. De fato,

S N = < !
q p172$ N q

Dalf,
23_{_1<1+1_1:>1<1 28_N—28:>1<N—28_1
N t ¢ t t N N 2t 2N 2
=2, <2t=2t—-2,>0.
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Além disso, observe também que
|B55] € LZ(RY), (1.146)

pois pela definicao de ®5;, vemos que

cSN—2s)/2 c§(N—2s)/2

[02 + |z — b2](V-29)/2 < SN—2s

|Dsp(7)] = = 0@ N2 v e RV, (1.147)

mostrando (|1.146]). Uma vez que (|1.146]) ocorre e que |5,

/ "I’a,b!%d%:/ |Ds5
]RN ]RN

consequentemente, |®s,/* € LY(RY). Assim, aplicando a desigualdade de Holder com

% e LY(RY), segue que

% %dx < oo,

By 2 d < |y 2% / @
RN

expoentes g e t, temos que

1/t
/ a(x)]@a,bﬁdx < ]a\q(/ \CI>57O|2tdz)
RN RN
1/t
= |a\q( / @50 <1>5,0|2t—2sdz)
RN

1/t
|a|q|@5,o|gt_2*)/t(/ |(I>5,02*dz) )
RN

2 = 1, segue que

23

IN

Recordando que |
[ s < ol o2
R

e de (|1.147)

(2t—2%)/t
/ a(@)|[spl*de < faly|@sol S < \ayq<ca<N28>/2<N2s>)
RN
= JafcB/E§(@s=ND(@=2DM - yp e RY
de onde resulta que
bs%)v /RN a(z)|®sp|2dx < |a] P2/ N2/, (1.148)
€
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Visto que 2t — 27 > 0 e 2s — N < 0, segue que

(QSQN) (27522:) <0. (1.149)

Assim, dado € > 0 existe § = 0(e) > 0, tal que

((25—N)/2)/2)((2t—2%)/t) € 5
5 < S Y€ 6, 00).

De (|1.148]), temos

sup / a(z)|®s 4| 2dr < ||, P2)/e(2sm N2/ %, Vo € [0, 00).
beRN JRN

Assim,

f(@57b) = / |(—A)S/2(I)57b|2d1‘+/ a(m)|(I>57b|2d:v
RN

RN

< S+ sup/ a(x)|®sp|*dx
RN

beRN

< S+§<S+e, Vb e RY e V6 € [§,00).

Lema 1.13. Suponhamos que |a|n/2s < S(2%/N —1). Entdo

sup  f(5,) < 21N,
beRN
6€(0,400)

Demonstragao: Temos

F(@5s) = / (= A)20,,Pdz + / o) |y 2z
RN RN

= S+/ a(z)|®sp|*dx, Vb€ RN e V6> 0.
RN

Aplicando desigualdade de Hoélder com expoentes N/2s e N/(N — 2s) e usando que
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|Ds s

o« = 1, obtemos
s )

f(®sp)

(N—2s)/N
S +/ a(a:)|<I>5,b\2dx < S+ \a|N/25(/ Z:dm)
RN RN

= S+ |(I|N/25, Vb € RN e Vo> 0.
Lembrando que por hipotese
|a|njos < S22 — 1),

concluimos que

sup f(®sp) < S+ 52N —1) = 2N/2g,
beRN
§€(0,00)

Consideremos a funcao

e definamos a : D*?(RY) — R¥*! por

) =5 [ (5560 Iy ubis = (0,2,

|z]

onde

B =5 [ TlCA s ¢ ow) = 5 [ @A) Fubd

v [z|

A funcao « definida acima é conhecida na literatura como func¢ao baricentro. Além

disso, a ¢ continua (veja Apéndice A, Teorema [A.2]).

1 b
Lema 1.14. Se |b| > 3 temos B(Psp) = ] + 05(1) quando 6 — 0.
Demonstragao: Fixando ¢ > 0 temos
/ (= A2, 2de = / (= A)25d
RN\ B (b) RN\B,(0)
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e pelo Lema , existe & > 0, tal que

1 .
—/ [(—A)*2®s,|%dz <€, V6 € (0,0). (1.150)
S JrM\B.(b)

Entao,

1 T
‘5(‘1’6,1)) - —/ (= AP0 A da
B

1
_ ]— [ Ziay s
R

S Jp.w 7| S Jrn ||
1 T
2 Eeaylay,rd
S/Be(b) || (FA) s, d
1
= —/ (= A) 2Dy P da
S Jem\g,w) |7 ’

1 x
< —/ u|(—A)S/2(I)5yb|2dZL‘
S Jrv\p. ) |7

e de (|1.150)), segue que

1
< = [(—A)*2 D42 da

S Je\B.(b)
< € Yie(0,0). (1.151)

1 T
Dsp) — — Z(=A) 2Dy, 2d
‘B( 55) S/Bea,) |x|l( )7 P | du

1
Agora, notemos que se € > 0 é suficientemente pequeno e |b| > 3> entao

T b

— < 4de, Vx € B.(b).
ol

1 1
De fato, se z € B(b) entdo |z — b| < € e, além disso, se |b| > 2 entao S < 2. Dali,

- mw e w =l
E | bl !b\ !l’\ 0] Ib\ |b]
___'| I+ b!’ ||| — |b||| I+ |z — ]
14 !b\ ][] |b]
B L G S U
0] b [0l 0]
< 2e+4 2
= Je.
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Temos entao que,

b 1 x s
\m = RGN

Sb 1 T
|22 2 —a) g,
'S|b| S/BE@ A el ),

e recordando que / [(=A)2®;,°dx = S, segue que
RN

B %/Be(b) !i_\ (—A)* 205, da
_ ‘%/RN%‘(—A)SQ@&dex

Observando que

1/ b 1 b
- —|(=A) 2Dy, [2d = —/ — (=22 Dy, 2da
5 Jon Tol1¢ ! S Janm o ) Pl

1/ b

+ = —I[(=A 8/2(13575, QdQJ,
5 Be(b)‘b|’< ) |
obtemos

(—A)3/2<I>57b|2d;1:

b 1 x 1/ (b x)
b1 X - |= — — ) (=AY, 2da
'|b| S Joo Tl ‘S oy N Jap 1A Pl

1 b
+ = — (= A) 2D, 2d
S JrN\B.(b) |b||< ) |
< 1/ bz [(—A) 205, |2d
< 5 = (= spl dx
S Jpw 16l |7l
1 10|
+ = —|(=A 8/251)5’17 2dI
S JrN\B.(b) |b||< ) |
4
< —6 |(—A)S/2<I)5,b|2dx
S JB.w)
1
+ —/ |(—A)S/2¢)57b|2d$.
S JRN\B. (b)
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Lembrando que

4 1
< —ES—I— —/ |(—A)5/2<I>5,b|2dx
S S RN\BE(b)

1
~ gyt / (= A)/2Dy, [2dz,
RN\ Bc(b)

b 1 x s
‘m = RGN

obtemos de ([1.150) que
b 1 T 5/2 9 A
m — § 5.0 m (—A) @57b| dr| < 4e +e= CE, Vo € (O,(S) (1152)
De (1.151)) e (1.152)), temos
b 1 x <
1 / x b
+ = (=AY 2D, 2dr — —
S Jp.w || (=A) sl Id
1 x
< ‘B(CI)M) — E/B(b) m|(—A)S/2‘I’6,b|2dx
1 / x 9 9 b
+ |= — (—A)S/ (1)5,b| dr — —
‘S B.) 17| 0]

< e+Ce=Ke, ¥5e(0,0).

[ |
Lema 1.15. Assuma que a satisfaz (ag). Entdo, para qualquer § > 0 fizado temos
lim f(q)é,b) =S
|b|—00
Demonstracgao: Desde que
[(®sp) = / |(—A)S/2<I>5,y]2dw +/ a(r)|®sp|*dz = S —i—/ a(x)|®sy)*de,
RN RN RN
é suficiente provar que
lim a(z)|®sp*dx = 0, V5 > 0. (1.153)

‘b‘—ﬂ)o RN
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Afirmamos que dado € > 0, existe k; > 0, tal que

2s/N
(/ a(a:)N/Qsdx> <€ Vp>k.
RN\ B, (0)

De fato, para cada p > 0, temos

S ’CL|N/2S,

a<x>N/2XRN\B,J(O)
onde |a|V/?* € LY(RY). Além disso, se p — +00, temos
a(x)N/zsxRN\Bp(o) () -0 qtp em RY.
Entao, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que
lim a(z)V*dr = lim a(z)N/? dr =0
pr+oo Jgn 5, (0) ( ) p=rtoo Jan ( ) XRN\B,(0)

e portanto dado € > 0, existe k; > 0, tal que

2s/N
(/ a(x)N/Qsdx) <€ Vp> k.
RN\B,(0)

De modo anélogo, mostra-se também que dado € > 0, existe ky > 0 tal que

1/2% 1/2%
/ |55 da = / |®s0|% dz <e Vp> ko
RN\B,(0) RN\B,(0)

Seja ko = max{ky, ko} e consideremos

ko <2p < |b] (p fixado).

Observe que nessas condigoes, temos

B,(0) N B, (b) = 0,

(1.154)

(1.155)

(1.156)

(1.157)

pois, caso contrario, se existisse x € B,(0) N B,(b) terfamos |z| < p, |z —b| < p e entao,
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|b| < 2p, o que contradiz ([1.156)). Assim,

/ a(m)|<1>57b|2dm = / a(x)|<1>57b|2da7—l—/ a(:v)|<l>57b|2dx
RN RN\ (B, (0)UB,(b)) (Bp(0)UB, (b))

a(x)| sy dr + / a(r)|Psy|*da

/]R;N\(BP(O)UBp(b)) B, (0)

+ / a(x)|®s ) dr.
By (b)

Aplicando a desigualdade de Holder com expoentes N/2s e N/(N — 2s), obtemos

2s/N
| ollenias < ( / N/%dx) ( /
RN RN\ (B, (0)UB, (b)) RN\ (B, (0)UB, (b))
2s/N (N—-2s)/N
+ ( N/zsdx) ( |CI>57b|23dx)
2s/N (N—-2s)/N
+ ( N/2Sdac) ( 2§dx) .

(N—2s)/N
% daz)

Observemos que RV \ (B,(0)UB,(b)) € RV\ B,(0), RN\ (B,(0)UB,(b)) C RN\ B,(b),
B,(0) € RY e B,(b) C RY. Além disso, de (1.157) segue que B,(0) C RN \ B,(b) e

B,(b) Cc RN\ B,(0) e portanto,

2s/N
| ololenia < ( / N/%) ( /
RN RN\ (B,(0)UB, (b)) RN\(B,(0)UB,(b))

2s/N (N-2s)/N
+ ( N/Qsdx) (/ |(I>57b|23dx)
B,(0)
2s/N (N-2s)/N
+ (/ N/2Sdac> (/ dx)
B, (b) B, (b)
2s/N (N=2s)/N
< ( N/Qsdm) (/ 2:dx>
RN\B,(0) RN\B,(b)
2s/N (N=2s)/N
+ ( aN/2Sd:U) (/ D5 2§d:1;)
RN RN\ B, (b)
2s/N i (N-2s)/N
+ ( / N/stx) ( / D5 st:c) .
RN\ B, (0) RN

Recordando que

|Ds.p

2:21?
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segue que

2s/N (N=2s)/N
/ a(x)|®sp|*dr < (/ aN/Zde) (/ |Dsp Qde)
RN RN\B,(0) RN\B, (b)
2s/N (N-2s)/N
+ (/ aN/zsdx> (/ D5 2:d$)
RN RN\B, (b)
2s/N
+ < / a/ 23dm)
RN\B, (0)

e de (1.154) e (1.155)), obtemos

/ a(z)|Pspl’dr < e€® + |a|nyas€” + €.
RN
Assim,
0< / a(z)|Psp|’dr < €€® + |a|njos€” + €
RN

e passando ao limite de ¢ — 0 , temos

lim a(x)|®sp)*dr = 0

e—0 RN

como queriamos demonstrar. [ |

Consideremos o seguinte conjunto

%:{UGM;Q(U): (0%)}

Antes de irmos ao proximo resultado, notemos que o conjunto & definido acima é nao-
vazio. De fato, inicialmente observemos que ®;, € M para todo § > 0. Além do mais,

temos também

1 / €Z; 9 2 . 1 ZT; 2 2
L[ 2 Ay 20,240 = lim —/ Li | AY 202
S Jrn || 0 R+ S [0 || 0
Desde que a funcdo ¢; : RY — R dada por
€T; 2
gi(x) = HW‘I’&O(CL’N
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¢ uma funcdo fmpar e Br(0) é simétrico, temos

/ %K—A)S/Qcpmﬁdx =0, VR>0,
BRr(0)

e portanto,

1 T 1 T
Dso) == [ —|(=A)Ds0)%dx = i —/ (= A) 2P| dz =0, V3 > 0.
30s0) = g [ Tl e = im g [ AP =0, 6>

Além disso, pela defini¢ao de v e £, obtemos

1 1
M®s0) = & T)\— 50| AT = 3 - 50| 4T
(Bi0) = & [ E@I-A)" 0s0Pdr = IR
RN RN\ B (0)
e do Lema [1.11], segue que
Y(Ps0) = 0 quando & — 0. (1.158)
Por outro lado,
1 s/2 2 1 s/2 2
WPs0) = o [ E@)(=A) sl "du = & [(—=A)* @5 0| da
RN RN\ B (0)
1 1
- 1 / ()2 P — / (= A) 202
RN B (0)
1 1
= =§—= —N) P57
55 [, 1A gl
1
= 1- 5/ [(=A) 2D [%de,
B1(0)
que juntamente com [33], Proposigao 2.2| nos da
1
[7(Ps0) — 1] = g [(—A)*2s0[°dz < C [V ®s0[*da
B1(0) B1(0)

IN

C/ 195.0l[31. vy dz = C1B1 (O] Psollys.e vy
B1(0)
Aplicando o item (i) do Lema na desigualdade acima, obtemos

Y(Ps0) — 1 quando § — +oo. (1.159)
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Desde que v é continua, usando o Teorema do Valor Intermediario, segue de (1.158) e

(1.159) que existe 6; > 0, tal que

1
’}/(q)gl’o) = 5 (1160)

Assim, de (1.158) e ((1.160), segue que ®s, o € S.

Lema 1.16. O numero real co = inf f(u) satisfaz a desigualdade co > S.
UEY

Demonstragao: Desde que & C M, segue que
S S Co.

Suponhamos, por contradi¢ao, que S = ¢yg. Entao, pelo Principio Variacional de Ekeland

(ver Apéndice B, Proposicio |B.1)), existe (u,) C D**(RY) tal que

[Un|2: = 1, alu,) — (O, %) (1.161)
e
flun) =S, flm(un) = 0. (1.162)

Dai, segue que (u,) é limitada em D*2(R") e portanto, a menos de subsequéncia, u, — g
em D*?(RY).
Definindo v, = SW=2)/45y, e vy = SN=2)/45 temos v, — vy em D>*(RY). Além

disso, de (|1.162) e Lema , obtemos
I(v,) — %SN/QS e I'(vy) — 0.
Agora, mostraremos que vy = 0. Para isto, note que
U, -+ ug em D**(RY), (1.163)

pois caso contrario, do fato de que M é fechado teriamos uy € M e, portanto, ug # 0.
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Assim, da continuidade de f terfamos f(uy) = S e dai,

/N |(—A)5/2u0|2d:£
R

2/27
2*
sd
([ i)

< / |(—A)s/2u0|2dm+/ a(z)|ug|*dr = S,
RN RN

_ /N (=)0 2
R

o que é um absurdo. Portanto, v,, -+ vy em D*?*(RY) e, desde que (v,) é uma sequéncia

(PS). para I, segue do Teorema [1.2] que

k

I(v) = I(vo) + Y Io(2])

J=1

e da unicidade do limite .

I(vo) + Zloo(zé) = %SN/%.

Jj=1

Desde que zg é solugao nao-trivial do problema (Ps,), temos

I(vg) =0, (1.164)
k=1 (1.165)

[§
25 > 0. (1.166)

Do fato de que v, — vo em D**(RY), temos que vy é solugao fraca do problema (P) e

por calculos feitos na demonstragao do Corolario [I.1], temos que

M) = (55 )l

e de (1.164) concluimos que vy = 0. Assim, (v,) é uma sequéncia (PS). para I tal que

23
2*

S
D=yl

23
23

v, = 0ev, =» 0.
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Argumentando da mesma forma que fizemos no inicio da demonstracao do Teorema

, usando o Lema de Brezis-Lieb, mostra-se que / a(x)|v,|*dxr = 0,(1), e assim,
RN

%SN/QS +0n(1) = I(vy) = Lo(vn) + /RN a(@)|vn2dz = Lo(v,) + 0p(1).  (1.167)

Além disso, para todo ¢ € D**(RY) com |[|¢|| < 1, temos

|I</>o(vn)30| =

I'(va)p — /R ale)unpda

< |1'<vn>so|+\ [ atwypis
RN

= el +| [ e unale) s

< |I'(on)el + / a(2)2|vnla(z) |l da.
RN

Aplicando a desigualdade de Holder, vem que

el < 1o+ ([ o) ([ awiorar)

Aplicando novamente a desigualdade de Holder com expoentes N/2s e N/(N — 2s) na

")
)"

ultima integral da desigualdade acima, obtemos

el < o+ ([ a@rarar) ([ awrma) ([
= gl ([ o) ([ o N%)ﬁ( [ ot

1
< |f’<vn>so|+( / a<x>|vn|2dx) a2,
]RN

@l + ([ atolods) alVhCllel < 1@+ on(1)

2

]_\f = }1/2

ol
b

N

IN

e, portanto,

1% (0n) o < (1 (vn) | + 0n(1). (1.168)

97



De (1.167) e (1.168]) concluimos que (v,) é uma sequéncia (PS). para I, e do Lema

, segue que existem sequéncias (R,) C R, (x,) C RY, uma solugao nao-trivial 2} do

problema (P, ) e uma sequéncia (w,) o qual é (PS), para I, tais que
wa(w) = va(2) = RV 222(Ra(z — 24)) + 04(1),
e assim,
On () = w,(w) + RV"22N R (2 — 2,)) + 0n(1). (1.169)
Agora notemos que, para cada n € N, a fungao

zn(x) = R(N’QS)/Qzé(Rn(x —z,))

n

¢ solugao positiva de (Py). De fato, para todo ¢ € D%*(R"), definindo a sequéncia

pn(z) = RZN12p (Ri T xn)

e analogamente ao que fizemos na demonstragao do Lema [1.7, mostra-se que

/R (D) (A Ppds = / (—A)220(—A) 20 da

RN

[ e s = [ (A s
R R

e portanto, para todo n € N,
I (2)¢ = I (%)¢n =0, Vo€ D**RY), VneN,

ou seja, z, € solugao de (P,,) para todo n € N.

Além disso, da definicao de z, e de ((1.166|), temos z, > 0 para todo n € N. Assim,

zp € da forma

5 (N—2s)/2
i)

o) =<
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De (|1.169)), segue que

v () wy () 1 On (N=25)/2
GIN—25)/ds  G(N-25)/ds T QN 28)/As 02 1 |z — byl + 0a(1),

e lembrando que

(N—25)/4 5 (N—2s)/2
Un(l’) = S Up € @5713(.%) = C(m) s
obtemos

Un () = Wy () + Ps,, 5, (%) + 0n(1),
onde

~ 1

Podemos supor que w,, — 0, pois caso contrario existiria £ > 2, tal que

e isso contradiz ([1.165). Portanto, w, — 0 em D*?*(R"). Temos entao de (1.161)) que

<O, %) +0,(1) = a(uy,) = a(, + s, b, + 0n(1)) = (Ps, p,)

e, portanto,

(1) B(Ps,p,) =0

(1) Y(Ps,p,) =

N —

Passando a uma subsequéncia se necessario, um desses casos podem ocorrer:
(a) 0, — +o0 quando n — +o0;
(b) 6, — & # 0 quando n — +o0;
- -1
(¢) 0, — 0 e b, = b quando n — +o0 com |b] < =;

2
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1
(d) 6, — 0 quando n — 4o e |b,| > 5 paran suficientemente grande.

Para concluir a demonstracao do lema, provaremos que supondo validas as possi-

bilidades listadas acima, chegamos a uma contradi¢ao, e portanto, dessa contradicao
deduzimos o nosso resutado.

Suponhamos que (a) ocorre. Temos entao

1 1
Y Psp) = 5 (@) |(=A)*2®s, 5, [*da = _/ (—A)25, 4, [*dx
S RN S RN\Bl(O)

1 1
_ ! / (A0, , [Pde — ~ / (A28, , [Pda
S RN S Bl(o)
1
— 1o / (~A) 205, [,
S J i) ’

que juntamente com [33, Proposigao 2.2| nos da

L 1
Y ®Pspn) =11 = 5 [(=A) 2D 4 |*de < C_/ IV ®s,, 5, [2da
S B1(0) S B.(0)
< Cl ® 2 do — C B o ,
>~ § B1(0) || (5n,bn||W1,oo(]RN) Xr = §| 1(0)||| 5n,bn||W1,oo(RN),

Desde que d,, — +00 quando n — +00, segue do item (i) do Lema que || Ps,, b, [ wieo@myy —

0 quando n — +o0 e, consequentemente,

Y(Ps,p,) = 1, quando n — o0,

contradizendo (ii).
Suponha que (b) ocorre. Neste caso, podemos supor que |b,| — 400, porque caso

contrario, se b, — b, segue que para cada i =1,2,..., N,

(i) )"
[0 + |2 — by |?] 02 + |y — ba|?]
|I’-y|N+2S -
c( 5 )N22s C( g )NQQS
S _ 72 N o _ 712

|I’ _ y|N+25
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Logo,

) z)— O — (Ps:(x) — D5 2
(5,00 (2) = @i (0) = (B3ge) = DasE |
|z — y|N+2s

Além disso, temos também

(P50, () = @i, 5, () — (P55(2) — s 5(y))]?

|IL‘ _ y|N+2$
2
(125.0.0) = a0, ()] + [03500) = 25,001 )
< |z — y|N+2s
< 1S 150, (2) — D5, 0, (y)? N @55(2) — P55(y)]?
< |z — y| VT2 |z — y[V+2s
Agora, observando que
N-—2s N—2s
‘ 05n 2 65n 2 2
(@5, () = Ps, 00 ()] 02+ |z — b2 2 [0+ |y —ba2
|x_y|N+25 |x_y|N+28
2
c c
N— N-—2s
bn e bn 2 2
e B e
523—N 511 5n
n |z — y[N+2s
—b, — b,
e fazendo z = T 5 ew = 4 , obtemos
2
c c
|56, () — s, 0, (W) _ 52N [1+[221% 1+ w2 ="

|z — y|N+2s |z — w|N+2s

Desde que 6, — & # 0, segue que 0.2V < K para todo n € N, e portanto,

D5, 0, (2) — Dy, 0, ()] [®10(2) — Py o(w)]?
|$_y|N+2S SK |Z_w|N+25 ) vneN’

onde

[®10(2) — Py o(w)]?

K e e L'(RY x R").
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Assim, de ((1.170]) temos

(@5, (%) = 5,5, () — (Pg5(7) — P55(y))I

|z —y|V2
Do(2) — @p(w)? | Ps5(2) — P55(y)|?
§4{K’ 1Ti_w|N1+25 C pvheEr € L'(RY x RY).

Logo, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos
95,5, = Bl = [ 1(=8)@s,,(2) = Big(a)) Pz =0,

e portanto,

D5, 4, — P55 em D*?(RM).

Dai, desde que w, — 0 em D**(RY) e u, = w, + ®s,4, + on(1), segue que (u,) é
convergente em D*?(R™) e isso contradiz (1.163)). Assim,

1 1 \
RN\B1(0)
1
= = \(—A)S/Z%mbnﬁd:c— / A)2d;s , [Pdx
S Jr B1(0)
1
= 1- —/ [(=A)*2Ds | da. (1.171)
S JBi(=by) 7

Temos também

[(=A)* @5, o(x)PX By (<b)(¥) = 0 q.t.p em RY
[(=A)2®s, o(2)*X B,y (o) (T)] < [(—A)2D;5, 0(z)|* < K|(—A)2®y4(2)|* € L'(RY).

Logo, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

/ |(—A)S/2q)5mo|2d$ —0
Bi(—by)
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e de (1.171)), encontramos

Y(Ps,p,) = 1 quando n — +oo,

contradizendo (i1).

Suponha que (¢) ocorre. Temos entao

1 1
Y @op) = 5 [ @A)y, dr = —/ (= A) 2@, 5, [da

S S JEN\B1(0)
1 1

- —/"K Af”¢%%|m%——/° (-2, o[z
S S JBi (b '

= 1- —/ A)2ds o|2dz. (1.172)

Bi(—
Agora, nosso objetivo é mostrar que
lim [(—A)*2®s, o|*dz = S, (1.173)

n—-+oo Bl(_bn)

porque supondo que (|1.173)) ocorre, teremos de (|1.172)) que
7(¢5n7bn) - 07

contradizendo (i7). Para nosso propésito, observemos que

/ |(—A)s/2‘p5 o?dz = / [®s.0(2) ®5"’0(w>|2dzdw
Bi(—bn) v [B1(=bn)]? |z — w|N+2s
N-—2s N-—2s 9
cop, 2 cop, 2
[ IR e,
[B1(~bn)]2 |2 — w|V*2
2
N-—2s N—2s
cop, 2 cop, 2
2 N22s 2 N225
6N—23 |:]_ + - :| 5N—25 |:1 + _ :|
/[Bl(—bn)}z |Z _ w|N+23 zaw
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z w
Fazendo v = 5 et = 5 segue que

2= 0,0 = dz = 0Y dv,

w = 0,t = dw = 5 dt.

Além disso, notemos também que 6,v = z = z — (=b,) — b,, e dai

(-

2 — (=by) bn:MJ_(—bn> 2 — (=by)

5 )T o

e desde que z € By(—b,), obtemos
—bp\|  |z—=(=ba)| 1
“‘(%)W‘ A
—by,

portanto, v € B% (T) De modo analogo, mostra-se também que t € B (—)

n

Temos entao

/' (—A)2®; oPdz
B1(—bn)

N—2s N—2s
cop 2 con 2
9 N225 - 9 N525

ov-2s(1 4 | = o214 |2
—/ On On dzdw
= [Bl(_bn)P |Z w|N+25

' c c 2
-/ e
iy o — £

B (0)C Ba <_b”). (1.174)

- 1 1
De fato, desde que b, — b e |b] < 2 temos |b,| < 5 paran suficientemente grande e dai,
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se o € B%(O), entao

(b <H+|bn|<1+1_1
g P A e R ST ST S S

logo o € B% <_6in) Segue entao de (|1.174) que

/ [(=A)*20 |2dv < / [(—A)*2®, o) 2dv
B_1 (0) B, (;51;")
25 n

_ / (—A) 205, o d2
Bi(—bn)

IA

/ (—A)2d, o[2dz = S. (1.175)
]RN
Para todo n € N temos

(=A)2®1 /x5 , ()] < [(—A)72® 0,

1
20n

onde [(—A)*2®, o|? € LY(RYN). Além disso, se n — +00, entdao

(=)@ 0(w)]*Xx5 | (©(w) = [(—A)*P1(w)]* qtp em RY.

1
20n

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

lim ~AP2d, o Pdv = lim —A)2d, |2
dm [ o[l Jim AP
20n

(o)dv

= / |(—A)3/2<I>170\2dv =5,
RN
e usando o Teorema do Sanduiche em (1.175)), concluimos que existe o limite

lim [(=A)*2Ds o|*dz,

n—-+oo B (_bn)
e que

lim [(=A)*2ds o|*dz = S,

105



mostrando que ((1.173]) de fato ocorre.

1
Suponhamos que (d) ocorre. Desde que |b,| > 5 para n grande, entao b, - 0 em

RY. Do Lema [1.14] temos que

B(®s.0.) = 75 +0u(1)

logo,
/8(®5n7bn) - O’

contradizendo (7). Portanto, destas contradiges, concluimos que S < ¢y, como queriamos

mostrar. |

Lema 1.17. Eziste 6; € (0,1/2) tal que

() F(@5,0) < 220 wew,
1 N 1
(b) v(®s,5) < 2 Vb € RY tal que |b| < 3
bl 1 N 1
(c) |B(Ps, ) Tl <7 Vb € RY tal que |b| > 3"

Demonstragao: Do Lema temos que dado € > 0, existe § = d(e) > 0 tal que

sup f(®sp) < S+e€, Vo€ (0,9].

beRN

Dai, tomando € = ¢ > 0 e escolhendo dy < min{J, 1/2} temos

[(@s,5) < sup f(Psp) < S+ @5 _ St

vbh e RY, 1.176
e 2 2 0 " ()

Recordando que

1®ss) = 5 [ €@l=A)P05fdr

segue da defini¢ao de & que

1 1
WOss) = 5 [ IR P oL =g [ ()P e
RN\B1(0)
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e desde que

/ |(—A)S/2(I)57b|2dl' = / |<—A)S/2(I)57b|2dl' — / |(—A)8/2¢57b|2d$,
RN\ B (0) RN

B1(0)
obtemos
1
@) = 5 [ 1D P g [ |(-a) e s
RN B1(0)
_ ls_l/ (—A) /205, e
S S JBy(0)

Para alcancar nosso objetivo, precisamos mostrar que

lim [(—A)2®50|°dz = S.

De fato, temos que

/ (—A)g50/2dz
Bi(—b)

o —d 2
:/ |Ds0(2) so(w)] dedw
[B1(=b)]

|Z_wn+28

N-—2s N-—2s

cd 2 o 2

N—2s N—-2s

S R R AT
= [Bl(_b)}g ‘Z o w|N+25

05¥ cé%
T A
= / 0 d dzdw.
[B1 (<) |2 — w|¥r2
Fazendo v = %, t= %, segue que

2 =6v=dz = 6"dv,

w = 0t = dw = dNdt.
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Além disso, notemos que

w=z=z—(=b)—b

e dai,

) )
e desde que z € Bi(—b), obtemos
b |z—(=b) _1
_ _ — < =
= (5|
e portanto,
b
De modo anélogo, mostra-se que
b
Temos entao
[ lay ol
Bi(-b)
2
CéNEQS 65N525
= EE
5N—2$ 1+ E 5N—2$ 1+ E
) )
- N+2s dzdw
[B1(—b)]? |2 — wl

2

R
|U _ t|N+28

’ [ c c

1+ [v]?]

dudt
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Notemos agora que

B, (0)C B, < - g) (1.177)

De fato, se o € B%(O), entao

~(-2)| <l + g
o 5 <o 5

1
Por hipoétese, temos que |b| < 3 logo

A D U N
4 5 %575 S22 w5

<1+|b|
20 0

edai,aEBl(—é).
5 )

Segue entao de ((1.177)) que

/ |(_A)S/2‘I)1,0\2dv < /
B (0) B

< / [(—A)*P050[*dz = S. (1.178)
RN

(—A)2D, oo = / (—A)2,[2d

(=% Bi(=b)

o=

Por outro lado, para cada 6 > 0 temos

“(—A)S/z¢1,o|2><3216(0) < ’(—A)S/Q(I)LOP,

onde |(—A)*/2®, o|? € L*(RY). Além disso, se § — 0 entdo

(=A)2010(0)Pxp, (V) = [(=A)2®1o(v)* qtp em RY.

1
20

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos
lim (=AY 20, o’ dv = lim [ [(—A)72®, 0%\, odv
25

6—0 B (0) 0—0 RN

_ / (—A)20, o[2dv = S.
RN
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Tento em conta essa tltima convergéncia, podemos aplicar o Teorema do Sanduiche em

(1.178) para concluir que existe o limite

lim [(—A)*2Ds o |%dz,
e que
lim [(=A)*2®50|°dz = S.
6—0 Bl(—b)
Assim,
Y(Psp) —1——/ S/2CI>50| dz — 0 quando 0 — 0
Bi(— b)

. 1 .
e portanto, existe § > 0 tal que y(®s;) < 5 para todo 6 € (0,0). Escolhendo d3 <
min{4,1/2} temos que

1
Vb e RY; |b| < = (1.179)

7(®53»b) < 2

N —

Agora, pelo Lema [I.14] temos

b 1
B(Psp) = ol +0s5(1) quando 0 —0, VbeRY; [p > 3
Assim, existe 6 > 0, tal que
- 1
‘ﬁ(q)(;b W‘ 7 Vo € (0,0) e VbeRY; |b > 3
Escolhendo &; < min{0,1/2}, temos
N 1
B(®5,4) — |b| —, Ve RY; o] > <. (1.180)
Para finalizar a demonstragao do lema, basta escolher §; = min{ds, d3,d4} que o
resultado segue de (|1.176)), (1.179) e (1.180). n

1
Lema 1.18. Eziste 65 > 5 tal que
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Vb e RY.

(b) v(®s,5) > %,

Demonstragao: Do Lema [1.12] temos que dado € > 0, existe § = §(¢) > 0, tal que

sup f(®sp) < S+e, Vo €[5, +00).
beRN

Co—S

Dai, tomando € = > 0 e escolhendo &3 > max{d,1/2}, temos

F(®sy0) < sup f(Ds,4) < S+ 2 S_S+a

vbh e RY, 1.181
R 2 2 F (118)

Além disso, na demonstragdo do Lema [I.16], argumentamos que
Y(®sp) _1——/ A 2D ) 2dz. (1.182)
Bi(—

Dessa forma, para todo b € RY aplicando a Proposicio 2.2 de [33], encontramos

IA

C IV ®s0|2dz
Bi(—b)

c/B( ) 1950][71.00 vy d = C|B1(=b)|[| P01 (-
(-

0< / [(—A)*2Ds0|%dz
Bi(—b)

IN

Do item (i) do Lema [1.10, temos
| @s0llwree@yy = 0 quando 0 — o0,
e portanto, para todo b € RV temos
/ - |(=A)*2®50[’°dz — 0 quando § — +oo.
Bi(—b

Dessa tltima convergéncia juntamente com ([1.182)), resulta que para cada b € RY,
v(Ps5) — 1 quando & — +oo. Logo, existe 6 > 0 tal que

~

((1)5 b) Vo € (5, ‘f‘OO)

l\DI»—t
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Escolhendo 8, > max{,1/2} temos

Y(Ps, ) > =, Vbe RN, (1.183)

N | —

Agora, escolhendo d; = max{ds, d4} o resultado segue de ((1.181)) e (|1.183)). n

Lema 1.19. Existe R > 0 tal que

S+Co
2

(b) (B(Psp)[b)ry >0 Vb; [b] > R e d € [d1,02].

(CL) f((I)(;,b) < , Vb, |b| >Rede [51,52],

- S
> 0, existe Ry > 0 tal que

Demonstracao: Segue do Lema |1.15 que dado € = €

CO—S_S+CO
2 2

f(®s55) < S+ , V6 €[01,0] e Ve RY; |b| > Ry (1.184)

Agora, para cada b € R consideremos os conjuntos (RY)} = {z € RY; (z]|b)gy > 0},
(RY); = RN\ (RM) e também b € RN tal que [b—b| = 1/2 e € (0,1/4).
Afirmamos que existe Ry > 0 tal que, para todo b € RN com [b| > R, temos B, (b) C

(RM),. De fato, note que
| = bf* = |2* — 2(x[b)gx + [B]*,

ou seja,

N e S L S e N
— - LIS e N o
(x|b)rn 5 5 + 5 = 5 + 5

Se x € B,.(b), entao

- ~ ~ 1 1 1 3
N NI O _bl < |y — — <4 == 1.185
lt—bl=]xr—b+b—0 <|z—0b+|b b|<7‘—i—2<4+2 7 ( )
e portanto,
9 b|?
(SU|b)RN > —§ + %

Dai, tomando Ry > 3/4, segue que se b € RY & tal que |b| > Ry, entdo

9 R}
(2lb)ey > =25 + 72 >0,
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e portanto, z € (RV);. Além disso, observe que se b € RN ¢ tal que |b| > R, entdo

([b)rx e S e ) R e O
|b] 2|b| 2|b| 2 - 2|b| 2
9 o 9 R, -
> ——— 4+ — > ——+ — >0, Vxe B,(). 1.186
32|b| 2 32R, 2 (b) ( )
Mostraremos agora que existe uma constante H; > 0, tal que
| Ds(2) — Psp(y)| 7
v — g > Hy, Va,y € B,.(b). (1.187)
De fato, temos que
C(SNEQS C(SN;ZS 2
[@s0() = Pop()? _ 1[0+ [z —bP)" = [P+ ly—b
| — y| N2 |z — y|VHee ’
assim, se r € Br(g), entao por (1.185)) temos |z — b|] < 3/4 e, além disso,
- -1 1 1 1
—b|>b—=0b—|xr—0>=— ———-=-.
=82 =B~ — B> 5 —r> =7
Da mesma forma, mostra-se que se y € Br(l;), entao
~ ~ 1 1 1 1
—b|>b—=0b—|y—>5>=— ———=-.
y=bl2o—bl=ly=b>5-r>5—-7=7
Portanto,
6T ot 2
[sp(®) = Pap()* _ 1102+ |e — b7 [8 4|y — b T
|z — y| Nt |z — y| N
ot ot 2
N—2s N—2s
N i A
= (2r)N+2s
c25N—2s 1 1 2
IR R [T N e L
25N—2S 1 1 2
<C2>1N+2$ 9 91N=2 [ 1 1N-2s = H; > 0.
" [03 + 1) 2 07 + 1¢]
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Afirmamos que existe uma constante Hy > 0 tal que

|Psp(r) — Pop(y)? H,
<

N\ —
e S e e R (1.188)
De fato, temos
|[Psp(r) — Pop(y)* _ [Psp(x)] _ 20N 1 Py > 1
< < <
’Qf _ y’NJrQs - dé\7+2s — déV—i—Zs |l’ _ b|2N725 - dé\f+2s |ZB _ b‘2N725’
25N—25
onde dy = min{|z — b|, 1}. Dai, basta tomar Hy = ﬁ Portanto,
0

G = (5 [ SICAr ok

)
RN

N |£L“’
1 (l’|b)RN
— [ ERYCAys2g,, 124
SAN‘M|<> soldr

S (RN)F || S RN, ||

e de (|1.187)), segue que

sz g [

para todo b € R tal que |y| > Ry e para todo 0 € [01, 0a].

.T|b RNHld 4+ 1 (x’b)RN

S |

Pela desigualdade de Schwarz, temos

—(z|b)py < |[(x|b)r~]| < |2||b :>(x|b)RN > —|bl.
||
Dai,

1 x b N 1
(B(Psp)|b)ry > g/ ) (/) H1d$+§/ —[b|[(—A)** Dy d,
B |7l ®Y),

e de (|1.188) obtemos

ZL’|b N
(B(Psp)|b)ry > §/ R ————Hidz __/(]RN b|2N YDy

x\b RN / Hy
= Hidx — — |b| ——————dx.
/ g ), |z — b2V -2
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9 R
Fazendo C = ———— + —=2 > 0, segue de (|1.186)) que

2R, 2

1 b 1 C
—/ @Oz gy > —/ = Hyde = Hy > 0.
S Je.@ 170l S /B, |7l

Portanto,

1 Hy
) N > Hs — = T 1 9N_9<
B 2 s bl [ s

1 H,
= [P H;— = 2 g
| |{ 3 S/(RN) |:L‘—b|2N_28 :)3}

b

para todo b € R tal que |b| > Rj e para todo & € [0y, ds].
Agora, nosso objetivo é mostrar que existe Ry > 0, tal que, para todo b € RY com

b| > Ry, temos
1 H,

- ——— —dz < Hj.
S (RN); |I’— b|2N—28 v 3

De fato, fazendo z = z — b, segue que dz = dz. Além disso, se z € (RY), , entdo
|2]* = |z = 0] = |2* = 2(z|b)r~ + [b]* > [B]%,

e portanto, z € Bﬁ)‘(O). Assim,

1 HQ 1 H2
- S E— ——2 g
S RN, ‘x _ b|2N—2s S be|(0) |Z|2N—25

e mudando para coordenadas esféricas, obtemos

1 H. 1 [t H
_/ ZNfQde = _/ 2N323pN_1dp
S (RN, |z — D] S P

1 l
< 1 2s—N—1
- S lk-rl—noo o] H2p dp
H, 1 :
— =2 2s—N
S l—g-ri-noo |:25 — Np :| o]
— E;‘M%—N
S N —2s ’
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Sendo assim, tomando

1
- H2]_ 1 N—2s
Ry= (=22 >0
? (HgSN—Qs) ’

segue que para todo b € RV tal que |b| > R,, encontramos que

1 H H 1
5| et < gy
S (RN)b— ‘.’L’ — b‘ T8 S N —2s

_ M1 Hy1l 1 \v=z]>N
S N—2s|\H3 SN —2s

 Hy 1 (Hy1 1 ‘LH
~ S N-2s\H;SN-2s) 7%

Fazendo Ry = max{]-?g, Rg}, tem-se que

1 H,
&) b)eny > bl He — = ——d
(B(Psp)D)ry > | |{ 3 S/(RN)b lz — bV x}

1 H.
> RQ{H3 — = —de} >0 (1.189)

S (]RN); |ZL’ — b|2N—28

para todo b € R tal que |b| > R, e para todo § € [0, ). Agora, escolhendo R >
max{ R, Ra}, o resultado segue de ((1.184]) e ((1.189). [

Consideremos o conjunto

V={(b,6) € RY x (0,00);[b| <R e §€ (61,0)},

onde 401,09 e R sao dados pelo Lemas [1.17], [1.18| e [1.19] respectivamente.

Seja Q : RY x (0, +00) — D*?(RY) dada por

Q(b,0) = sy

Notemos que ) é continua.

Consideremos ainda os seguintes conjuntos:

0 = {Q(b,0); (b,6) € V},
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H:{hec@“ﬂ“E”M%MM=uNue@mﬂﬂﬁww<S;%}

r={ACc(XNM);A=h(O©),hecH}.

Notemos que © C (X N M). Além disso, © = Q(V) é compacta, pois ) é continua e
VY c RY & compacto.

Temos também que H # (), pois denotando por ¢ a funcao identidade temos que
1€ H.

Finalmente, para todo A € I' temos que A é compacto, pois para todo A € I' temos

A = h(©), onde h € H é uma func¢do continua.
Lema 1.20. Seja F : V — RN+ dada por

T

F0) = (@0 Q0.0 = [ (560 I-2)" 0

|z]

Entao,

d(F,V,(0,1/2)) = 1,

onde d(F,V,(0,1/2)) denota o grau topoldgico de Brower da aplicacio F em relag¢io a
V no ponto (0,1/2).

Demonstragao: Desde que ) e a sao fungoes continuas, segue que F = ao() é continua.

Notemos também que V C RN+,

Consideremos a homotopia
Z:[0,1] xV — RN

dada por
Z(t,(b,0)) =tF(b,6) + (1 —t)ip(b,0),

onde iy ¢ a projegio de V em RV*L.

Provaremos primeiramente que (0,1/2) ¢ Z([0,1] x (9V)), ou seja, que para todo
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t €10,1] e para todo (b,d) € IV temos

tao@Q)(b,0)+ (1 —1t)(b,0) = ta(Q(b,0))+ (1 —1t)(b,0)
= ta(Dsp) + (1 —t)(b,9) # (0, —),

ou ainda, que
t5(Psp) + (1 —t)b#0, Vte[0,1] e V(b,0) € OV (1.190)
ou
t%%y+u—w5¢; Ve [0.1] e V(b5 € oV. (1.191)
Notemos que 0V = A; U Ay UA3 U Ay, onde
Ay = {(b,01);[b] < 1/2},

Ay ={(b,01);1/2 < [b] < R},

Az = {(b,0); |b| < R}

Ay ={(b,8); b =R e &§€[6,8]}.

1
Se (b,0) € Ay, entdo (b,d) = (b,91). Além disso, do Lema [1.17], temos que 07 < 3¢

1
do item (b) do Lema [1.17| segue que y(Ps,5) < 3 Dali,

ty(Psp) + (1 =1)5 = t7(Ps,0) + (1 =)0

vt e[0,1] e W(b,0) € Ay

< triaopiol
2 2 2

Logo, (1.191)) ocorre e portanto (0,1/2) ¢ Z([0,1] x Ay).
1
Se (b,9) € Ay, entdo (b,6) = (b,d1) e |b] > 5 Assim,

[t8(Psp) + (1 —1)b| = [tB(Ps, ) + (1 —2)b). (1.192)
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Usando desigualdade triangular, vem que

5(sn) + (=00l = |10 ]~ |~ (@)
= 0=l - po
= (1—t)b|+t- t‘% — B(®s,4)]. (1.193)
Além disso, do ftem (¢) do Lema [1.17] temos também
‘ﬁ(‘bél,b) - %’ < i (1.194)

Combinando ((1.192)), (1.193)) e (1.194)), obtemos

[t8(Psp) + (1 —2)b] > (L—1t)|b| +1t— t'|_l;| — B(Ps, )

t 1 t
> (L=t +t—g=54+7>0, VEel01] e V(b0) € Ao,

Logo, (1.190)) ocorre e portanto (0,1/2) ¢ Z([0,1] x Ag).
1
Se (b,0) € Az, entdo (b,9) = (b,d2). Além disso, do Lema [1.18 temos d > 5 € do

1
item (b) do Lema |1.18 segue que v(®Ps, ) > 3 Dali,

1 1 1
£/(Ps0) + (1=1)8 = 17(P5,0) + (1= > 5+ (1=t)5 = 5, V€ [0,1] e V(b,6) € As.

Logo, ocorre e, portanto, (0,1/2) ¢ Z([0,1] x Aj3).
Se (b, 0) € A4, entdo [b| = R. Além disso, do ftem (b) do Lemal[l.19|temos (3(®s)[b)gn >
0. Dali,
(t6(Psp) + (1 = 1)b|b)rr = t(B(Psp)[b)rr 4 (1 — 1) (b]b)rx

Se t = 0, entao

(tB(Psp) + (1 = 1)blb)rr = t(B(Psp)[D)rx + (1 — ) (B]b)an = (b]b)ry = [b* = R* >0,
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enquanto que, se t € (0, 1], vem que

(tB(Psp) + (1 = )b[b)ry = t(B(Psp)|0)ry + (1 —1)(b]b)rN
o (= )by = (1 — )2 = (1 — )R > 0.

Assim, temos que ([1.190]) ocorre e portanto (0,1/2) ¢ Z([0,1] x Ay).
Concluimos entao que (0,1/2) ¢ Z([0, 1]x0V) e dai, d(F,V,(0,1/2)), d(iy, V, (0,1/2))
ed(Z(t,-),V,(0,1/2)) estdo bem definidos. Da invariancia do grau por homotopia temos

d(Z(0,-),V,(0,1/2)) = d(Z(1,0),V,(0,1/2)),

ou seja,

d(F, V., (0,1/2)) = d(ip, V, (0,1/2)).

Desde que (0,1/2) € V, concluimos que

d(F,V,(0,1/2)) = d(ip, V, (0,1/2)) = 1.

Lema 1.21. Se A€ T, entio ANS # 0.

Demonstracgao: Primeiramente recordemos que

S = {u e M;a(u) = (0,1/2)}.

Se A €T, entao A C (X NM) e dai basta provar que para todo A € I, existe u € A
tal que a(u) = (0,1/2). Desde que, para todo A € I" temos A = h(©) com h € H e

© = Q(V), ¢é suficiente provar que para todo h € H, existe (by,do) € V tal que

(avoH o Q)(bo, do) = (O, %)
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Dada arbitrariamente h € H, consideremos a funcio F, : ¥ — RV¥*! dada por
Fn(b,0) = (aohoQ)(b,0).

Desde que a, h e Q sao continuas, segue que JFj, também é continua.

Afirmamos que F;, = F em 9dV. De fato, temos

onde

Hl = {(b7 61)5 |b| < R}7

[y = {(b, d2); |0] < R}

IIs = {(b,0);|b| =R e 0 € [01,09]}.
Se (b,4) € 11y, entdo (b,d) = (b,61) e do item (a) do Lema[I.17] segue que

S+Co

F(Q(b,0)) = F(Q(b, 01)) = [(Pa10) < —

. Y(b,6) € 11,. (1.196)

Se (b,9) € Iy, entao (b,9) = (b, d3) e do item (a) do Lema [1.18] segue que

S+Co

F(Q(b,0)) = f(Q(b, 62)) = f(Psy) < , V(b,0) € I, (1.197)

Se (b,0) € 113, entao |b] = R e 0 € [01, 0] e aplicando o item (a) do Lema [1.19] segue
que

S+C0

F(Q,8)) = F(@5) < =

. V(b,6) € 5. (1.198)

Segue entao de (|1.195)), (1.196)), (1.197)) e (1.198]) que

S+C(]

f(Q(b,0)) < . Y(b,0) € OV
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e portanto, da definicao de H, temos para todo h € H,
BQ(b,5)) = Q(b,6), V(b,5) € V.
Assim,

Fn(b,0) = (aoho@Q)(b,0) = (aoh)Q(b,d)

= a(h(Q(b,9))) = a(Q(b,0))
— (aoQ)(b,8) = F(b,5), Y(b,6) € V.

Agora, desde que Fj,, F € C(V,RN¥*!) e F, = F em 0V, segue da propriedade de
dependéncia da fronteira da Teoria do Grau que para todo e ¢ F(9V) tem-se

d(F,V,e) =d(Fn,V,e)
e desde que (0,1/2) ¢ F(9V), concluimos que
d(F,V,(0,1/2)) = d(Fpn, V,(0,1/2)).
Do Lema [1.20} segue que
d(Fn,V,(0,1/2)) = d(F,V,(0,1/2)) =1,
e portanto, existe (b, dg) € V, tal que

1

Fi(bo,d0) = (a o hoQ)(bo,d0) = (O, 5)

e o Lema esta provado. [ |
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1.3.2 Prova do Teorema 1.1

Primeiramente, consideremos

c= }\Iéfr max f(u) (1.199)

e para cada g € R,
fr=A{ue (EnM); f(u) <q}.

Observemos que ¢ definido em de fato existe, pois para cada A € I' temos
que A é compacto, por ser imagem de compacto por uma funcao continua, e desde que
f € CHD**(RY),R), segue que existe max,c4 f(u) para todo A € I'. Agora, desde que
f é uma funcao nao-negativa, segue que para todo A € I" temos rgea} f(u) > 0 e portanto,

existe inf max f(u).
Ael ue A f( )

Verificaremos agora que ¢ definido em ([1.199)) satisfaz
S <c<2¥/Ns. (1.200)

De fato, temos que

max f(u) =sup f(u) = sup (foQ)(b,0) = sup f(Pss),

ued ued (b,8)eV (b,5)eV

onde na primeira igualdade usamos o fato de © ser um fechado, na segunda igualdade

usamos a definicao de © e na terceira usamos a defini¢ao de Q.

Desde que V C RY x (0, +00), obtemos

max f(u) = sup f(®s5) < sup f(Psp)

u€d (b,6)eV berN
0€(0,+00)

e do Lema [1.13] segue que

max f(u) < sup f(Psy) < 22N S.

uE@ bERN
6€(0,400)
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Temos também que © € I', poisi € H, © C (XN M) e O =i(0). Assim,

— inf < < Psp) < 22/N 8.
o= jpfmaS(0) Smaxf(W < sup S(D)

0€(0,+00)

Por outro lado, do Lema [1.21], temos que A N S # () para todo A C I" e, portanto, para
todo A € T, existe 1 € ANS. Dali,

co = inf f(u) < f(u) < Teaj(f(u), VAeT,

UES

e com isso, obtemos

< 2s/N ) .
o <c itlg“ Tg}l{f(u) < 2/ 8 (1.201)

Do Lema temos que S < ¢y e de ([1.201)) concluimos que ([1.200]) de fato ocorre.

Da definicao de ¢, segue que existe uma sequéncia A,, C I tal que
max f(u) — c.

UE.An

Da definigao de méaximo, segue que para cada n € N, existe u,, € A, C (XN M) tal que

F (1) = max f(u).

’U,E.An

Portanto, existe uma sequéncia (u,) C (X N M) tal que

fuy) — c. (1.202)
Agora, mostraremos que a sequéncia (u,) dada em ([1.202) satisfaz

f/|/\/l(un> — 0.

Suponhamos, por contradi¢ao, que

I m(uy) = 0.
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Entao, existe (u,;) C (u,) tal que

£/t (unj)|l« > K >0, VjeN.

Usando o Lema de Deformagao (ver apéndice B, Lema B.2), segue que existe uma apli-

cagao n: [0,1] x (XN M) — (XN M) continua e ¢ > 0 tais que:
(1) (0, u) = u;
(2) n(t,u) =u, Vu e foU{(ENM)\ freo}, Vi e [0,1];
(3) n(L, f+3) c fo 7

De (|1.199)), segue que existe A eT tal que

¢ <max f(u) < c+ <
ueA 2

Afirmamos que o conjunto A encontrado acima satisfaz

5 @

AcC fete.

De fato, note que

uE.Az>f(u)Smagf(u)<c+%0:>u€fc+%o.

ueA

Desde que A € T, temos que A C (XN M) e existe h € H tal que
hoe) = A
Da definigao de 7, segue que

n(1, A) c (TN M).

(1.203)

(1.204)

(1.205)

Agora, consideremos h : (£ N M) — (2N M) dada por h(u) = 5(1, h(u)). Uma vez
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que h € C(ENM, LN M), temos que h € C(X N M, N M). Mostraremos que
fc+6o \ feeo f?QS/NS \ f(S+co)/2. (1.206)
De fato, para todo u € fe\ f<=< temos que
c—e < f(u) <c+e
e de (|1.200)) segue que
c—e < f(u) <c+e <228 (1.207)
para €, suficientemente pequeno. Além disso, sabemos do Lema que S < ¢p. Dad,

S<S—|—Co

< ¢y

e de (|1.201)) segue que

S+Co
2

<cp—e€<c—ey<2¥NS
para ¢ suficientemente pequeno. Sendo assim, lembrando que u € fet \ fe=< gegue
que

S+CO
2

<cp—€elc—eg< f(U) (1208)

De (1.207)) e (1.208]), obtemos

= f22S/NS' \ f(S+co)/2

mostrando que ([1.206)) de fato ocorre.

Consideremos u € (¥ N M) tal que

Flu) < S;CO. (1.200)
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Lembrando que h € H, segue que
h(u) = u.

Além disso, de ((1.209)) temos que u ¢ f225/NS \ f(5+)/2 ¢ portanto, de (1.206)), vem que

ug [N foe.

Consequentemente,

ue fOouU{(EnM)\ fereo}
e do Lema de Deformagao, obtemos
n(l,u) = u.

Logo,
h(u) = n(L, h(u)) = n(1l,u) = u

de onde concluimos que heH.

Temos entao que

e de (|1.204),

h(©) = n(1, h(©)) = n(1, A). (1.210)

De ([1.205) e (1.210), obtemos 7(1, A) € T' e de segue que

¢ = inf max f(u) < max_ f(u). (1.211)

Ael’ ueA uen(1,.A)

Do Lema de Deformacao, temos

n(1, ) C feE

e de ((1.203))

€0

(1, A) C (1, fr2) C oot
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Segue entao que

fw) <=3, Vuen(l,A).

Portanto,

max_ f(u) <c— —
uen(1,A) 2

e de (1.211)) concluimos que

c< max f(u)<c——
uen(1,4) 2

o que é um absurdo.

Concluimos entad que existem (u,) C (X NM) e c € (S,2%/NS) tais que

flun) = c e fla(u,) =0

e sob estas condicoes, segue do Lema que, a menos de subsequéncia, u, — Uy em
D%%(RY). Desde que (XN M) é fechado, temos que @y € (X NM) e, portanto, iy é uma
fungao nao negativa. Aplicando Principio de Maximo (veja [67, Proposigao 2.17]) segue
que %y > 0 em RV,

Do fato de f € CY(D*?(RY),R) e da unicidade do limite

flio) =c e f'lm(t) =0

e de ({1.200))
S < f(ug) < 2%/N s

e o Teorema esta provado. [ |
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Capitulo 2

Solucao positiva para um problema nao

local em dominio exterior

Neste capitulo, estamos interessados em provar resultados de existéncia de solugao

positiva para o seguinte problema eliptico fracionario:

(—A)*u+ M = |uP~%u em Q,
(2.1)

u e Hg(2),

onde  C RN é um dominio nao limitado, 9 # @ é limitada, A\ € RY, N > 2s ¢
2N

N —2s’
Destacamos que este problema nao havia sido estudado até entao no caso do laplaciano

2<p< 2=

fracionario. V. Benci e G. Cerami [I1], estudaram um problema analogo considerando o
operador laplaciano usual em vez do laplaciano fracionario. Motivado por [11], provamos
resultados semelhantes aos obtido no mesmo considerando aqui o problema . Mais
precisamente, este capitulo é uma versao de [I1] para o Laplaciano fracionario. Ressal-
tamos ainda que, as idéias ultilizadas por Benci e Cerami [I1] ndo sdo imediatamente
aplicaveis ao nosso problema devido ao fato de que o operador Laplaciano fracionério é
nao-local. Algumas estimativas refinadas foram necessarias. Por exemplo, veja Proposi-
¢ao 2.1} Teorema Além disso, como feito no Capitulo 1, aqui também provamos uma

variante do resultado de Compacidade Global de Struwe [69], que também pode ser ttil
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em outro contexto diferente.

Com o objetivo de usar argumentos semelhantes aos utilizados por V. Benci e G.
Cerami em [11]], para obtencao dos resultados la contidos, aqui precisaremos de alguns

resultados referentes ao problema limite

(—A)*u + M = |[ulP~%u em RV,
(2.2)
u € H(RY),

onde N > 2s e 2 < p < 2*. Destacamos aqui, os trabalhos de FranK e Lenzmann [42] e
Frank, Lenzmann e Silvestre [43|, onde os autores provaram resultados de unicidade (a

menos de simetrias) de solu¢do ground state positiva para o problema (12.2)).

Para obtencao dos resultados desejados para o problema ([2.1)), em alguns momentos

faremos uso de propriedades da solucao do problema limite dado em ([2.2)).

Os dois teoremas a seguir contém os principais resultados deste capitulo.

Teorema 2.1. Assuma N > 25, 2 < p < 2% e xg € RN\ Q. Entdo, para todo \ existe

um o = o(\) tal que se
RY\ Q C B, (xy) = {z € RY; |z — x| < o},

o problema (2.1)) possui pelo menos uma solugao positiva.

Teorema 2.2. Assuma N > 2s, 2 < p < 2%, Entao, existe \, = \(Q) tal que para

qualquer X € (0, \,) o problema (2.1]) possui pelo menos uma solugao positiva.

2.1 Observacoes preliminares e um resultado de nao
existéncia

Apresentaremos a seguir os espagos onde buscaremos por solugoes para nosso pro-

blema. Comecamos relembrando que, para toda funcao u : RY — R, a seminorma de
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que por sua vez, em vista de [33, Proposigao 3.4 e Proposigao 3.6] pode ser identificada

como

o = -8 Pulipemy = [ 1(=8)uPds,

Dessa forma, podemos definir o espaco de Sobolev fracionario W*2(RY) por
W2(RY) := {u € L*(RV); (-A)"*u € L*(R)},

o qual é um espaco de Hilbert equipado com a norma

1
- (/ |(—A)s/2u]2dx+/ \u|2da:> , (2.3)
RN RN

proveniente do produto interno

(—A)s/2u(—A)s/2vd1:+/ uvdzx.

< U,V Zyys2RN)= /
RN

RN

No decorrer do texto, usaremos a notagao
W3RN .= H5(RY).

Uma vez que nosso problema envolve um dominio ilimitado 2 C RY, vamos introduzir o

espago de Sobolev fracionario Hj(€2) dado por
Hy(Q):={ue H\RY);u=0 qtp em RY\Q}.

Este espaco é Hilbert equipado com a norma

|ul[s2 = </ |(—A)5/2u|2dx+/ |u|2d9§) , (2.4)
Q Q

proveniente do produto interno

< U,V >g01= /(—A)S/zu(—A)s/deast/uvd:z:.
Q )
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Para o nosso propoésito, trabalharemos nos espacgos de Sobolev fracionario H*(RY) e

H§(€2), munido com as respectivas normas:

[l

oy = ([ 102 + NuPlas

e = ( AT +A|u|21dx) |

que sao equivalentes as normas || - [|ys2@®y) € || - [[s,2, respectivamente. Para o leitor inte-

|

ressado em um estudo mais detalhado a respeito dos espacos definidos acima, indicamos

a referéncia [33].

Ao longo deste capitulo, denotaremos por

1/p
ol = ([ luvae)
Q
1/p
] oy — ( / |u|pdx)
IRN

a norma em LP(Q2) e LP(RY), respectivamente. Consideremos também M)y, e py as cons-

tantes definidas por

M, = inf {||u||lzgs(RN);u € HS(]RN);/ |u|Pdx = 1} (2.5)
RN
(§]
v = it { oy € 25090 [ fupao =1}, (26)

Observagao 2.1. Uma vez que ||u|?{5(]RN) > 0 para toda fun¢io v € H*(RYN) com

/ |ulPdz =1, temos que o conjunto
RN

i

¢ limitado inferiormente. Portanto, a constante M)y fica bem definida. Argumentando de

i]S(RN);u € HS(RN)5/

RN

|ulPdx = 1}

132



maneira andloga, concluimos também que py estd bem definido.

Observe que a constante M) definida em é positiva. De fato, uma vez que H*(R")

estd imerso continuamente em LP(RY) para 2 < p < 2%, existe C' > 0 tal que
|u|Lp(RN) < C'||u||Hs(RN), Yu € HS(RN>
Portanto, para |u|.»g~) = 1, obtemos

1
||u||H5(]RN) > Il > 0,

de onde concluimos que M), > 0.

A proposicao que apresentaremos a seguir é de fundamental importancia no decorrer
deste trabalho. Os resultados nela contidos serao ultilizados como ferramenta na demons-
tracao de outros resultados que virao. Ressaltamos que na prova da proposicao abaixo,

argumentamos como Alves, Figueiredo e Siciliano em [4] (veja também [34]).

Proposigao 2.1. O infimo em (2.5)) € atingido e para qualquer u tal que ||ul|? S(®N) = M,
e |ulpp@ny = 1 corresponde uma solugdo positiva reqular de (2.2). Além disso, qualquer
solugdo positiva reqular de (2.2)) € radialmente simétrica sobre algum ponto em RY , u, < 0

para r > 0, r sendo a coordenada radial sobre esse ponto.

Demonstracao: Seja (u,) uma sequéncia minimizante para (2.5). Sem perda de gene-
ralidade, podemos supor que w,, > 0 para todo n € N. Além disso, pelo Teorema

(veja Apéndice B),

/}RN [(—A)* 20 |Pda < /}RN |(—A)?u,2dz, ¥n e N, (2.7)

Por outro lado, consideremos G : R — R* a funcao dada por
G(t) = M*, A>0.

Por célculos diretos vemos que a funcao G é crescente. E, dessa forma, pelo Teorema
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(veja Apéndice B) obtemos

/ G(u:;)dx:/ G(up)dz, ¥YneN
RN RN

ou seja,

)\/ (uZ)Qdm:)\/ uldr, ¥n €N, (2.8)
RN RN

onde u; denota a simetriza¢ao de Schwarz (veja definigao e propriedades em [53, Se¢ao

3] ou [50]) de uy,.
Combinando (2.7)) e (2.8]), encontramos

2
Hs(RN)-

o ey = [ A0+ A < [ =) + Natlde =

RN

Argumentando de modo analogo ao que fizemos pra mostrar (2.8]), mostra-se que
/ \ur [Pdx = / |up[Pdz, para p>1 e Vn €N,
RN RN
ou seja, para cadan € Ne p > 1 vale
|u;|Lp(RN) = "L[,nle(RN) =1.
Além do mais, temos também

My < lug|

?{S(RN) < Jlual ?{S(RN)'

Assim, passando ao limite de n — 400 na tltima desigualdade e tendo em conta que
| ||7 S®Ny T M, obtemos

”u;;H%IS(RN) — M.

Portanto, a sequéncia (u*) também é minimizante para (2.5)). Estas observag¢oes implicam
que podemos escolher a sequéncia (u,) de tal forma, que para cada n € N, u, é nao-

negativa, radialmente simétrica e decrescente em r = |z.

134



Desde que que u,, € L2(RY) é uma sequéncia de funcgdes nao-negativas, radial decres-

cente, podemos aplicar |6, Lema 1] para obter

1
N 2 w
@) < (o ) bl and

WN-1

Observe que por imersio continua (u,) é limitada em L2(RY): entdo |u,(z)] < C|z|~*,

com C' independente de n. Isto implica que
up(x) — 0 quando |z| — +o0

uniformemente em relagao a n. Agora, ja que u,, é limitada em H*(RY), podemos extrair

uma subsequéncia de u,,, a qual ainda denotaremos por u,,, de modo que
u, = u em H(RY) e wu,(z) = u(z) qtp em RV,

Uma vez que a imersao

HS

rad

(RY) = LP(RY)

¢ compacta para 2 < p < (veja [50, Teorema II1.3]), obtemos

N —2s
u, —u em LP(RY).

Por outro lado, temos

HuH?FJS(]RN) < limninf HunH%’S(RN)'

E, passando ao limite de n — +o0 na ultima desigualdade, encontramos

mostrando que u é uma solu¢do do problema de minimizacao (2.5)). Além disso, por
contrugio, u € H*(RY) é ndao-negativa, radialmente simétrica e decrescente com relacao

ao raio r.

A fim de mostrar existéncia de solu¢do para o problema (2.2)), denotamos por S, 7 :
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H*(RY) — R os funcionais definidos por

S(v) = /RNH(—A)S/QM2 + \vldz, v e H¥(RY),

T(v) = / vPdz, e HYRY),
]RN

e por V a variedade

V= {v € H¥(RY); T(v) = 1}.
Mostraremos que, para todo v € V', T"(v) # 0. De fato, para toda v € V,

T (v)v = p/ lv|Pdx = p # 0,
RN

assim,

T'(v) #£0, YoeV.

Além disso, pela primeira parte da demonstracao, tem-se que
M), = S(u) = inf S(v).

veV

Sendo assim, existe um Multiplicador de Lagrange A € R (veja Apéndice B, Teorema

), tal que S’(u) = 6T"(u). Portanto,
S'(u)p = 6T (u)p, Vi € H'(RY),
o qual é equivalente a
/RN[(—A)S/QU(—A)S/ZQO + Augp|dx = %/RN lu|P2updr, Yo € HS(RN)

Considerando u como fungao teste na tultima desigualdade, segue que

/RN[|(_A)S/2U|2 + \u?]dr = (%p |ulPdz,

RN
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ou seja,

S(u) = %T(u)

)
Tendo em conta que S(u) = My e T'(u) = 1, obtemos Ep = M,. E, consequentemente

/ [(—A)*2u(=A)%p + \uy)dr = M,\/ lulP~2updr, Yo € HS(RY).
RN RN

Uma vez que u é o limite de uma sequéncia nao negativa em H*(RY), temos u > 0 em

H*(RY). Portanto, u é solugio fraca do problema

(—A)u+ du = MyuP~! em RY,

u € H*(RY).

Vamos agora construir a solugao de ([2.2)). Para isto, consideremos v = au, com « a

ser escolhido posteriormente. Por calculos diretos, obtemos

M
/N[(—A)S/gv(—A)s/Qw + \vp|dr = ozpj; /N lv[P~2vedz, VYo € H(RY).
R R
M 1 1
Escolhendo «, tal que, ij = 1, obtemos a = M/{’*"’ > 0. Portanto, v = Mf”u é
o

solugao do problema ([2.2). Pelo Principio do Maximo (veja [67, Proposigao 2.17|) temos

u > 0 e, consequentemente, v também é positiva. |

Antes de seguirmos para o préximo resultado, recordemos a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.1. Dizemos que uma func¢ao u € solucao ground state de um problema elip-
tico, quando esta solucao é de menor energia dentre todas as solucoes nao triviais do

problema.

Tendo em conta a defini¢ao acima, temos a seguinte observacao:

Observacao 2.2. Se v € uma solugdo ground state de 1' isto €, v = Mi/(pﬂ)u onde u
¢ uma solugao do problema de minimizagao (2.5)), entdo v € a solugao com menor energia

dentre todas as solucoes do problema.
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De fato,

1 A 22 o2 x_l vIPdx
F0) = 5 [ AR+ AePlde = [ ol

2 RN
MZ/(p—Q) Mp/(p—2)
_ A—/ [|(—A)s/2u]2+)\]u|2]dac—’\—/ ufdz
2 RN p RN
_ Mi/(P—Q) M/\ B Mf/(P—2)
2 P

_ (Lo
2 p A
Seja v outra solugao de ([2.2)). Entao
/ [(—A)5] + Mo]dz :/ 5P da. (2.9)
RN RN

Por outro lado, por definicao de M)

2/p
/ [[(=A)*"%6)? + No|*]dz > MA(/ |@\de) : (2.10)
RN RN
Assim, combinando ([2.9) e (2.10]), obtemos

2/(p—2)
[ =8y 7e + xpfias > MA( / [|<—A>S/2@|2+A|@|2de)
RN RN

_ M}\Mf/(p—Q) _ Mi’/(p—Q)‘
Portanto,

16) = 5 [ AR+ NoYe— [ ol
_ (L_1 C AV .

= (5-5) [ 1200+ loPlas

1 1 _

(5 - 2—7) MY = f(v).

Observagao 2.3. Pelo Teorema 4 de [43], a solugdo obtida pela Proposigdo € unica.

Para finalizar esta secao estabelecemos um resultado de nao existéncia. Mostraremos

que o problema ([2.1)) ndo possui solugao ground state, isto é, mostraremos que p definido
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em ([2.6)) nao é atingido.

Teorema 2.3. Assuma que N > 2s. Entao, o problema (2.1|) ndo possui solu¢ao ground

state.

Demonstragao: Comegamos mostrando que

Observemos que, qualquer v € H{(Q2) pode ser estendido por zero fora de . Logo,

podemos considerar Hg(€2) como um subespago de H*(RY), assim
Agora, consideremos a sequéncia ¢,, € H§(2) definida por

Cbn(x) = Cng(f’t)a(z - yn)7

onde (y,) C Q é uma sequéncia de pontos tal que |y,| = +o0o quando n — +o00, u é uma
minimizante para (2.5 radialmente simétrica em torno da origem (tal escolha é possivel

pela Proposicao , ¢:RY —[0,1] ¢ uma funcio C* definida por

cw=¢(1),

0 0 menor nimero positiva tal que
RY\QC B, ={zeR";|z| <0}
e (:RTU{0} = [0,1] é uma funcio C™ nao negativa decrescente tal que

. 0, Vt<1,
((t
1, Vt>2,
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¢, € uma constante de normalizacao, dada por
-1
e = (160t~ plise )

Inicialmente mostraremos que ||gbn||§{(m — M) quando n — +o0.
0

Fazendo a mudanca de variavel z = x — y,,, obtemos

Cwate =) = ale = ey = ([ 6@t - ate - i)

- (éuawumw@—uwww);

Seja gn(2) = [({(z + yn) — 1)u(z)[P. Como |y,| — +o00 quando n — +o0 e |z + y,| >
lyn| — |z, para cada z € R existe ny € N tal que |z + y,| > 20 para todo n > ny.

Portanto, da defini¢ao de (, temos que ((z + y,,) = 1 para todo n > ng, logo
gn(2) = 0 qt.p em RY.
Além disso, observemos que

9o ()] = 1(C(z +yn) = Dul2)[" = [C(z + yn) — 1[[a(z)]”

< (62 +wn) + D)7u(z) [P < 2%lu(2)]",

onde 27|u|P € LY(RY). Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

temos

/|%@uw»a
RN

ou seja,

C(-+yn)u —u em LP(RY).

Notemos que por defini¢do, ((z) = 0 em RY \ Q e pela convergéncia mostrada acima,
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deduzimos

[C(@)alz = yn)lr@) = (/Q C(z)u(z — yn)|pdx); = (/RN [C(@)u(z — yn)l”dx)p

_ (/RN yg(z+yn>a(z)v’dz)’l’ - </RN \ﬁ(z)|pdz>p +on(1).

Desde que @ ¢ uma minimizante de ([2.5)), entao
|C(x) (@ = yn)|Lr() = 1+ 0n(1)

e assim,

¢, — 1, quando n — +oc.

Por outro lado,

1(¢(@) = Dal@ = ya) Iz @)

(2.13)
= /RN[I(—A)S/Q((C(:E) = Dz — o) + N (C(2) — Dz — yn)[*)da.

De maneira inteiramente anédloga ao que fizmos na primeira parte da demonstracao,

mostra-se também que
3 [ Iotate =) = ata = p)Pds = ou(0) (2.14)
Portanto, falta mostrar apenas que
[ 8 @it = ) = e = o)) P = 0,(1).
Fazendo a mudanca de variavel z = x — y,,, obtemos

[ NEA B @it =) = e = ) e
- / =AY yiz) — () Pz = / (—A)2((C(= + ) — Da(2) .

RN
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Agora, consideremos a sequéncia

Gn(2) = 1(=A)2((¢(z +ya) — Da(2)) .

Argumentando de forma analoga ao que fizemos anteriormente, temos para n suficiente-
mente grande que

Gn(2) = 0 q.t.p em RV,

Além disso, somando e subtraindo ((z + y,)u(w) na expressao de g, e pela definigao de
¢, encontramos

|G (2)] < C1|(—A)al* + Cylul?,

onde Cy|(—A)*2u|? 4+ Cylu|? € LY(RY). Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada

de Lebesgue, obtemos
[ la@ldz >0,
RN

ou seja,

/RN (=AY (¢ (x)a(e — ya) — Az — ya))[Pdz = 0,(1). (2.15)

De ([2.13), (2.14) e (2.15), concluimos que

IC(@)t(x — yn) — @@ = yo) ey = (@ = yu) s er) + on(1)

= gl

%IS(RN) + On(l) = M)\ + On(1>
Desde que ¢(z) = 0 para todo z € RY \ ©, vem que

e

oy = lenC (@)@ = yn) s vy = llenC(@)a(z = yn) 73 00) = 00l Tr500)-

Além disso, como ¢, = 1 + 0,(1), deduzimos que

16nl

?15(9) = cll¢(z)u(z — yn)] %{g(m = M + on(1).
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Recordando que para todo n € N, tem-se

|Onlri) = lenC(@)u(r = yn)lLr() = enlC(2)0(z = yn)|r) = 1,

segue da definicao de py que

pix < |onlltis ), V€N
Portanto, passando ao limite de n — +o0, concluimos que

pr < M. (2.16)

De (2.12)) e ([2.16]), obtemos que (2.11]) de fato ocorre.

Agora, vamos supor que existe vy € H§(€2) com vy > 0 tal que

[[vol 127{3(9) =M, e |ulp =1.

Colocando vy = 0 em RN \ ©, vemos que ele pode ser considerado como um elemento de

H*(RY); entao v, seria uma minimizante para (2.5) e uma solugao da equagao

(—A)u+ du = MyuP~! em RY,

u € H*(RY).

Pelo principio do méaximo (veja [67), Proposigao 2.17|) temos que vy € estritamente positiva
em RY, contradizendo o fato de vy = 0 em R \ Q. Dessa contradicao, concluimos que o

problema ([2.1) nao possui solucao ground state. [ |

2.2 Resultado de Compacidade

Nesta se¢ao, estabelecemos um resultado de compacidade que serd fundamentel para
garantirmos existéncia de solugdo para o problema (2.1). O Lema que daremos mais

adiante, analisa o comportamento de uma sequéncia que satisfaz a condi¢ao Palais-Smale,
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e afirma que tal sequéncia converge fortemente para o limite fraco ou difere-se dele por
uma ou mais sequéncias que apds uma translacao adequada converge para uma solugao

de (2.2). Assim, as tnicas obstrugoes a compacidaade global no sentido usual sao as

solugoes de ([2.1)).

Sejam I e I, os funcionais definidos em H () e H*(RY), respectivamente, por

1

1
I(u) = 5 /Q[|(—A)S/2u|2 + /\u2]dx — I_? /Q |u|Pdz,

1 . 1
L@ =5 [ I8P Naflde = [ jupds

onde A > 0. Observe que os funcionais I e I, sao os funcionais energia associados as

equagoes (2.1 e (2.2]), respectivamente.

Antes de enunciarmos o principal resultado desta se¢ao, precisamos do seguinte lema:

Lema 2.1. Seja (u,,) C HE(2) uma sequéncia Palais-Smale para o funcional I. Se (u,y,)

¢ limitada em H(QY), entdao existe u® € HF(Q) tal que I'(u®) = 0.

Demonstracao: Por hipotese temos (u,,) limitada em H(2). Sendo assim, existe

u’ € H3(Q) tal que, a menos de subsequéncia,
U, — u’ em HE(R),

U (1) = u’(2) qt.p Q.

Além disso, pela imersdo continua H§(€2) < LP(2) para 2 < p < 2%, existe C' > 0 tal que
‘um‘L”(Q) < CHumHHS(Q)7 vm e N,

de onde concluimos que (u,,) também é limitada em LP(2). Assim, pelo Lema de Brezis-

Lieb (ver Apéndice B, Lema |B.2)), obtemos
Uy — u’ em LP(Q).

Queremos mostrar que I'(u°) = 0, isto é, que u° é solucao fraca de (2.1)). De fato,
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temos
I'up)e = /Q[(—A)Sﬂum(—A)s/ng + A pldx — /Q [ [P 2uipdz, Vo € H3(Q).

Para cada ¢ € Hj(£2), considere o funcional F, em H(€2), dado por

Folu) = [ [(=8)u(=8)" + Nugld.
Note que F,, é um funcional linear e continuo para cada ¢ € Hj(€2), entao

Fyu) = Fy(a®), Yo € (),
ou seja, para toda ¢ € HF(Q2), temos
/Q[(—A)S/Qum(—A)s/2g0 + A plde — /Q[(—A)S/2u0(—A)S/2g0 + 2 lldr.  (2.17)
Resta mostrar que
/Q |t [P 2 0d s — /Q [P 2ul pdw, Vo € HE(Q).
Uma vez que (u,,) C LP(2), entdo
/||um|p_2um|pp1dx:/ |t |[Pda < o0,
Q Q
de onde decorre que (|uy, [P u,,) C L7 7(9). Desde que
U (7) — u’(z) qt.p em €,

entao
p—1
_ _ _p_ p 1
||um|p 2um|LP%I(Q) - (/ﬂ||um|p 2um|pldx> = |um|§,p(g)>

e sendo |up, |1» (o) limitada, temos Hum|p_2um|L%(Q) limitada. Logo, pelo Lema de Brezis-
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Lieb (ver Apéndice B, Lema |B.2)), temos
[ [P 2y, — [P P 2u® em L%(Q),

ou seja,

/|um]p_2umgodx—>/]u0|p_2uogoda:, Vo € LP(Q).
Q Q

Em particular, vale que
/Q U [P 2 0d s — /Q [l P2l pdr, Vo € Hi(Q). (2.18)
De e , obtemos
I'(um) o — /Q[(—A)S/2u0(—A)S/2<,0 + Ml )dr — /Q [ P2l pdr, Vo € Hi(Q).
Lembrando que (u,,) é uma sequéncia (PS) para I, da unicidade do limite resulta que

/Q[(—A)S/Quo(—A)s/Qcp + Ml p)dz — /Q [l P 2ulpdr = 0, Vo € HE(S).

Portanto, u® é solugao de (2.1)). [

0 encontrada no

Por falta de imersao compacta, nao é possivel afirmar que a solugao u
Lemal[2.1]é nao-trivial. Por isso, precisamos continuar nosso estudo. O proximo resultado

val nos auxiliar a contornar essa dificuldade.

Lema 2.2. Seja (u,,) C H{() uma sequéncia Palais-Smale para o funcional I. Assuma
que u, - u® em HE(Q). Entao, existe um nimero k € N, k sequéncias de pontos
(Y2 )men tal que |y? | — +00 quando m — +oo para 1 < j < k, k + 1 sequéncias de
fungoes (ud )men € HS(RY) com 0 < j < k tal que para alguma subsequéncia de (uy,),
que ainda denotaremos por (u,,), tem-se

(i) () = ty, (z) + Z (2 = ),

(ii) u® (z) — u’(x) quando m — oo em H§ (),

(iii) vl () — v/ (x) quando m — +oo em H*(RYN),
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onde u® é uma solugao de (2.1) e v/, 1 < j < k, sdo solugoes de (2.2). Além disso,

quando m — +00

k
I 0y = N gy + D 1 5o gy, (2.19)
j=1
e
k
I(up) = T(u) + ) L(w). (2.20)
j=1

Demonstracao: Seja (u,,) C H§(2) satisfazendo as hipoteses do enunciado. Temos
entao que

I(uy) — ¢ e I'(uy) = 0, quando m — +oo.

Dai, deduzimos que existem constantes positivas C7, Cy tais que

1 1 1
I(ty,) — ;I/(um)um < |I(um) — I_?[I(um)um’ < [ (um)| + 5“1/(um)H(H5(Q))’Hum’

H5(©)
1

< Ci+ 502||Um‘ HE(9)- (2.21)

Por outro lado,
1 1 1
Portanto, de (2.21)) e (2.22), segue-se que
1 1 1
(53 ) lunligen < €1+ >Callomlagen

Dai, concluimos que (u,,) ¢ limitada em H{(€2).

Agora, consideremos a seguinte fungao

um —u®)(z), se x€Q,
T (2) = ( )(z)
0, se x€RV\Q.
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Desde que
Uy = u’ em H(Q) e LP(R),

segue-se que W1 — 0 em H*(RY) e LP(RY).
Afirmamos que

L(UL ) = I(up) — I(u®) + 0,(1).

De fato, observemos que

1,117

f5() = Im — w5 0) = [l

2 0 0112
Hy(2) — 2 < Um, H ()

wo@y = [ Wollz

ou seja,

1717

Hs(RN) = = ||, ‘HS = [|uml JZLIS(Q) - ; @ T om(1). (2.23)

Desde que (u,,) ¢ limitada em LP(2) e u,, — u® q.t.p em €2, pelo Teorema de Brezis-Lieb

(ver Apéndice B, Teorema |B.8)), temos

|um|§p(Q) = |u0 ip(Q) + |um - u0|z£p(Q) + Om(l)y
portanto,
|um|ip(RN) = |um’ip(9) = |u + \Ill ]ZP(Q) ’u() Izp(Q + |\];[1 iP(Q) + 0(1>
= W a0y + 1Ty + (1), (2.24)

De (2.23) e (2.24), temos

1
[*(\Ilrrln) = —H\IJ ’HS(RN) - ]_9’ m’Lp RN)
1
_ 2 0,072 L0
= §||Um||Hg(Q) 2““ ||Hg( |Um|Lp(Q p|u Lp(Q)+0m(1)

= () — 1(u®) + om(1).

Com isto provamos nossa afirmacao.
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Agora, mostraremos que

LUy = T'(UL )+ 0, (1) = I'(uy,) — I'(u?) 4 0,,(1).

Para isto, para cada ¢ € Hg(Q) com |[¢| g @) < 1, temos pela definigao de ¥, que

e I o i A P e L L S A

= [P Ay W glds — [ 10w
Q Q

assim,

L(¥,,) = I'(¥y,) + om(1).

Resta mostrar que

I'(0L) =1I'(um) — I'(u®) 4 0 (1).
Para isto, observemos que
7 (W,) = I' () + I' ()] o]
‘/ A0 ( —A)s/2¢+w}n<p]dx—/ W, [P0 odx
/Q[( A 2, (= A)* %0 + Nt o] dx—l—/ (U [P~ 21 00

+/[(—A)s/2u0(—A)s/2<p+)\u old /|u P~2ul pdx|.
Q

Desde que V! = u,, —u" € , podemos escrever

0 = ')+ 7] = | [ a2 = =200 = 20
Q

e fazendo uso da desigualdade de Hélder com expoentes p/(p — 1) e p, obtemos

p—1

(L7 (Wy) =1 (1) +1 (u”)Jop| < (/ |Ium!”_Qum—\uol”_Quo—I%!”_2%!’11)1déf) " el
Q

Recordando que ¢ € H{(S2) e ||| gz ) < 1, usando imersao continua de Sobolev, resulta
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que

7 (W,) = I' () + I' ()] o] < C(/ [ e T L I‘Ifiml””\l%lfldx) p
Q

Dai, aplicando [I, Lema 3|, tem-se

([ ot = 7200 = ol 20 e
Q

mostrando que de fato

I'(Py) = I' () = I'(0”) + 0 (1),

p—1

Além disso, observemos que por hipotese I’(u,,) — 0 quando m — +oc e como pelo

Lema , u® solugdo da equagao ({2.1)), temos também I'(u°) = 0. Consequentemente,

LWL =T (W) 4+ 0, (1) = I'(u) — I'(u®) + 01, (1) = 0 (1).

Suponha agora que a sequéncia Wl - 0 em H(2) (caso contrario, o teorema estaria

provado). Queremos mostrar que existe uma sequéncia (y! ) C RN tal que |y} | — +oo e

Wl (e + yl,) = ul em Hj(RY).

Inicialmente, observemos que

L(¥l)>a>0.

De fato, desde que

(

1
L(W}) = 5|

m]

| (®3,) = 0(1),

temos

L(,,)P,, =¥,
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2 1p
s __@
Hs(RN) p‘

m Lp(]RN)?

Ul limitada em H*(RY) e

1p

%IS(]RN) - ‘\Ijm Lr(RN) — Om(l)v

(2.25)



ou seja,

Uy = 12017

mlLp(RN) — Hs(RN) +OM<1)

Logo,

1
LWL) = SO e - |\v1 P )

= —H‘I’ I

Hs(RN) — ”\I’ [ ®v) + om(1)

1 1
= (53 ) Il + om0
Uma vez que ¥l — 0 em H*(RY), entdo existe C' > 0 tal que para m suficientemente

grande

19717

oy 2 C.

Dessa forma,

(s = (- 1)C+ond)

p

mostrando que para m suficientemente grande ([2.25)) de fato ocorre.

Agora, vamos decompor o RY em hipercubos unitarios N-dimensionais ); com vértices

tendo coordenadas inteiras e considere
d,, = max |\I/in|Lp(Qi).
Mostraremos que existe v > 0 tal que
dpy > v >0, YmeN. (2.26)
De fato, desde que I (V! ) — 0, temos
[ (RN) = = |0,[7 Lp RN)"’Om(l)

e, portanto,
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2p -
sendo assim, fazendo K = m, usando a decomposicao mencionada anteriormente e
p —
imersao continua de Sobolev, obtemos

1 _ 1
KL ton() = [ L= 318

< (maxluil, )(me mm)
a0y / (A0 25 A, s

IN

onde C > 0 independe de 7. Assim,

KIL(¥}) +o(1) < a2 2C||v! |3

Te@ny = A PCKLL(,,).

Da tltima desigualdade e de ([2.25)) deduzimos ([2.26)).

Agora, denotemos y,,, o centro de um hipercubo Q; em que |V}, |1r(g,) = dy. Queremos
mostrar que a sequéncia (y.) ¢ ilimitada. Para isto, suponhamos por contradigao, que

(yl )m € limitada. Assim, existe R > 0 tal que

/ Wl [Pdx > / |U! |Pdx = &, > +* > 0. (2.27)
Br(0) Qi(yh)

Por outro lado,

Ul —0 em H(RY)

e dai, usando imersao compacta, obtemos

‘I! —0 em I?

loc

(RN)7

ou seja,

/ |W! |Pdr — 0 quando m — +o0
Br(0)

o que é uma contradigao por (2.27). Portanto, (y. ),, nao ¢ limitada.

Consideremos a sequéncia (U} (- +y!)). Note que para cada m, usando mudanga de
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varidvel temos

197+ 4|

HS(RN) — H\IJ;LHHS(RN)

Dessa forma, a sequéncia (W) (-4l )) ¢ limitada em H*(R"Y). Logo, existe u' € H*(R"),
tal que
(- +y) —u' em H*(RY)

Ul +yl)y = ul em LP (RY).

loc

Afirmamos que u' é uma solucao nao trivial de (2.2)). Comecemos mostrando que
u! # 0. Para isto, consideremos () um hipercubo unitério centrado na origem, novamente

fazendo mudancga de variavel, temos

[ WL (g4 gl )Py = / W P
Q Qi(yl,)

Por outro lado,

[ whpasz a0
Qi(yt,)

Supondo que u! = 0, entao

[ 1, (y + yp)[Pdy — 0
Q

implicando em v = 0, o que é absurdo. Portanto, u! # 0. Agora, iremos mostrar que u' é
solugao da equagdo (2.2)). Notemos que, sendo Wl € H§(Q) entao ) (- +yl) € H5 (),
onde

Qm:{xERN;x—i-yinGQ}.

Consideremos ¢ € C°(RY) com |||

@~y < 1, e portanto, desde que |y, | — +oo,
temos que existe my € N tal que o suporte de ¢ esta contido em (2, para todo m > my.

Observemos também que

1 1
LW+ 0)) = S+ 00 By = W e
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LW (- +ym))e = /RN[(—A)S/Q%(-+y3n)(—A)S/2<P+WiZ(-+y3n)90]d33

= [ TG PO+ e
R

Assim, fazendo a mudanca de varidvel z = z + y? | temos

LG = [ AP A) oz = yh) + AT (e sl
= [ e~ s,
ou seja,
L(W3,(- + Y))9 = L(T,) @, onde G = o(- = y,).

Observemos que, para m suficientemente grande, o suporte de ¢,, estd contido em §2,
ou seja, existe my € N tal que ¢, € Hi(Q2) para todo m > my. Logo, para cada

p € CF(RY) com ||

@y < 1, tem-se

1@l = 0 = Yl mrs@ny = llepll s vy < 1.
Assim, desde que I’(¥! ) = 0,,(1), concluimos que

LU (-4 ym))p = 0, Vo e C(RM).

Por outro lado, pela convergéncia fraca e pelo Lema de Brezis-Lieb (ver Apéndice B,

Lema [B.2)), temos que para todo ¢ € H*(RY)

/RN[(—A)S”‘P(+y3n)(—A)s/290+Wi@('+y3n)<ﬂ]dl‘ = [ [(=A) Pl (=A) 2+ Mt glde

RN

/ (W5 (- U ) P20, (- )pda — | [ut P Putpde
RN RN
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Pela unicidade do limite, obtemos
/ [(=A) 2 (= A)* 2o 4 Autp|dr — / [ut [P 2utpdr = 0, Vo € C°(RY)
RN RN
e por densidade, concluimos que

/ (—A) 20 (— )2 + Ml glda — / P2l pde, Y € HY(RY),
RN RN

1

mostrando que u' ¢ solugao da equagao (2.2)).

Vemos ent@o que repetindo este procedimento, encontramos sequéncias da forma:
U (2) =0 oty ) —w T (@), =2
e sequéncias de pontos (yJ)) tais que |yJ | — +00 quando m — 400 e
W+ ) ' (2) em HS(RY), (2.28)

onde cada v’ ¢é solucao da equacao ([2.2).

Agora, nosso objetivo serd mostrar que

1My = 195,

?{S(RN) — [l ?{s(RN) + 0 (1)

7j—1
= umllg ) = 1@ — D 1]
i—1

T @ny 1 om(1). (2.29)

L(V)) = L(W-1) 1, (ujil) + 0 (1)

= I(up)— ZI* ) 4 0m(1). (2.30)

Para isto, usaremos indugao matemaética. Inicialmente observemos que para cada j > 2,
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temos

197 @y = 195+ ym) — @

= %+ y)

ey — 2 < Wyl D), W T > T R gy

Além disso, temos também que
W7 (- +y11n)||H5(RN) = ||\II%LHHS(RN)
e de (2.28)), obtemos

197,

Ho@ny = 100 ey — [0 s @y + 0m (1)

Disso, decorre que

J |p
mlLp(RN)

. 1 . 1
L(V],) = §||‘1’%1|12L18(RN)—5|‘1’

1, . 1. . 1, . i i
= 5”‘1’371 1||§-IS(RN) - §||Uj 1||?LIS(RN) - ]—)|‘I’7]n oty ) —w ’Ep(m + om(1),
e aplicando Brezis-Lieb, obtemos
; L1 Lo L it J=1y|P
]*(\I]m) - §||\Pm ||H5(RN) - 5“’& ||HS(]RN) - ]_)|\Ijm ( + Ym ) LP(RN)
| S
+ Z;‘\Ijin ! ]Zp(RN) + 0 (1)

= LU — L") + on(1).

Para o caso em que j = 1, ja vimos anteriormente que

°|

||\II7171||§-IS(RN) = [|um] %{g(ﬂ) — Jlu %{g(g) + 0 (1)

L(V! ) = I(up) — I(u°) + 0, (1).
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Supondo que vale para j — 1, entao

190y = 199 e vy — 7™ e vy + 0 (1)
-2
= Nlumll@ = 1l = D el @y = 107 1y + om (1)

i=1

7j—1
= Nuallirze) — el — D 'l
=1

s () + Om(1).
Da mesma forma, tem-se

L) = LW - L™

= I(uy,) — I(u°) if*(ul)—l(uj1)+om(1)

Portanto, por indugao fica provado que (2.29)) e (2.30)) de fato ocorre.

Para concluir a demonstracao do lema, resta-nos apenas mostrar que existe um nu-

mero finito de procedimentos. Caminhando nesse sentido, observemos que para cada j,

uw é solucao da equacao 1’ Logo, ||u/]

/.

Sendo assim, segue da defini¢ao de M, que

qu(Rn) = ]uj\ip(RN) =: b;, e portanto,

p

J
Y der = 1.

1

b

12
u]

1
P
bj

> M,

Hs(RN)

de onde deduzimos que

”uj”?{S(RN) > Mxpj (2.31)
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De (2.29) e ([2.31]), obtemos

197,

%JS(]RN) = Hum”ilg ‘ OHHS ZHU |HS (RN) —|—0m( )

2 2
<l ZM” + om(1)
= Numlp@) — @ — (- 1)Mf_2 + om(1).

Desde que (u,,) é limitada em H§(£2), entao existe C' > 0 tal que

1750y = 10750y + om(1) < €, ¥m €N.

Assim, de (2.32]), obtemos

0 < W [[Fpe@ny C — (=M, Vm e RY.

Uma vez que existe que 7 € N, tal que
_pP_
C—(j—-DM <0,
segue que existe k € N, tal que

lim sup || W% +|2
m—»+o00

Hs(RN) _O

mostrando que

k

o+ ]

=1

%S(RN) quando m — 4o00.

Desde que ||Wk+||2

e ey) = Om(1), segue que L(¥F) = 0,,(1), e assim
k
I(ty) — I(u®) + ZI*(UZ) quando m — +o0.

=1

Com isto finalizamos a demonstragao do lema.
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A conclusao do Lema nos permite dar algumas estimativas do nivel de energia

onde a condicao Palais-smale pode falhar. Mais precisamente, temos o seguinte resultado:

Corolario 2.1. Assuma que (u,,) € uma sequéncia que satisfaz as mesmas condi¢oes

1 1 _
do Lema € que ¢ < (5 — —) Mf/(p 2 Entao, (u,,) possui uma subsequéncia que
p

converge forte.

Demonstracao: Desde que a sequéncia (u,,) satisfaz as mesmas condigdes do Lema ,
entao

I(uy) = ¢ e I'(up) — 0.

Na demonstracao do Lema[2.2] vimos que sob essas condigoes (u,,) ¢ limitada em Hg(Q)

e portanto, a menos de subsequéncia, existe u’ € H$(), tal que
U, — u’ em HS(Q).

Suponhamos, por contradigao, que u,, - u’ em H()). Segue do Lema que existe

k € N, tal que
k

e T D 1]

J=1

’|

||| JZLIS(Q) = [Ju ?{s(RN) + 0 (1)

k
I(um) = I(u°) + Z L(w) + o (1).

Vimos também, na demonstracao do Lema [2.2] que
112 =
”u]”HS(RN) > My,

e desde que para cada j, u/ é solucao da equagao (2.2)), segue da desigualdade anterior

que

) 1 )
L(w) = S|

9 1 1P 1 1 2 1 1 -2
Hs(RN) — Z_?‘u ‘LP(RN) = § — 1—? Hu ’ Hs(RN) Z 5 - Z_j M)\ . (233)
Além disso, desde que u° & solugao de (2.1)), temos também

1 1 1
2 0 0
b — 51y = (5= 3 )1

1
I(u®) = 5HuD| Hs) = 0. (2.34)
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Logo, da unicidade do limite, (2.33) e (2.34]), obtemos

1 1 o
contradizendo o fato de que ¢ < (5 - —) M7?~?. Portanto, u,, — u® em H§(2) e isso
D

conclui a demostragao do corolério. [ |

Corolario 2.2. Seja P o cone de fungoes nao negativas em HS(Q) e (uy,) C P satisfa-

zendo as hipdteses do Lema 2.2 Entao se

11 . 11 .
(_ _ _) MY < oo 2(_ _ _) M),
2 p 2 p

(Um) possui uma subsequéncia que converge forte.

Demonstragao: Desde que (u,,) satisfaz as condigoes do Lemal[2.2] entao (u,,) € limitada

em HE(Q) e portanto, existe u® € H(Q) tal que
Uy — u’ em HS(Q).

Suponhamos por contradi¢ao que u,, - u® em H(). Entao, segue do Lema que

existe k > 1 tal que

k

”um”l%lg(ﬂ) = HUOHJ%IS(Q) + Z [ |
j=1

?JS(]RN) + om(1)

k

I(up) = T(u®) + Y L(u) + op(1).

J=1

De forma analoga ao que fizemos na demonstracao do Corolario mostra-se que

I(uy,) = I(u®) + Z[*(uj) +om(l) > k(% - 1)]\4{52 + 0, (1).

j=1 p
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Logo, para k > 2, temos

1 1 p_ 1 1 P
Iup) s c>k(z—=|MJ>>2( = — =M,
2 p 2 p

contadizendo a hipotese sobre o nivel c¢. Portanto, £ nao pode ser maior do que 1.

Por outro lado, combinando a Proposicao [2.1, Observagao e Observacao 2.3 a
solucao de energia minima de 1| ¢ da forma ut = M ;/ P25 onde @ ¢ um minimizador

de (2.5)). Disso decorre que

Assim,

Se u® = 0, entdo

() = (% - %) M7+ on(1),

contradizendo a hipoétese sobre o nivel c. Portanto, u® # 0 e assim, devemos ter

11\, -2
I(u®) > (— - —) M.
2 p

Dali,

I(uy) = I(u)+ (1 _ 219) M 1 on(1)

1 1\ = /1 1\ -2
Mt Vi m(1
(2 p) A +(2 p) L on(l)

1 1\, =
= 2(5—1—))]\4—; +0m<1),

N}

contradizendo novamente a hipotese sobre o nivel ¢ e portanto, nao podemos ter k = 1.
Assim, podemos concluir que u,, — u® em HS(€). Além disso, veja que pela escolha do

nivel ¢, tem-se que u’ # 0. [ |
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Daqui em diante, consideraremos o funcional f : H3(22) — R dado por

f(u) = / (= A)2uf? + ]z

ou equivalentemente,

fw) = |lu|

2
H5 ()

Consideremos também a variedade V C Hg(2), dada por

Y= {u € HS(Q);/Q|u|pdx - 1}.

Lema 2.3. Seja (u,) CV uma sequéncia satisfazendo

f(un) —C € f/|V(un) — 0.
Entao, a sequéncia (v,) C H§(SY), onde v, = cP—2u,,, verifica os sequintes limites:

1 1 p
I(v,) — (5 — ]—))CN e I'(v,) — 0.

Demonstracao: Pela definicao do funcional 7, temos

1 1
o) = 3 120+ edle = [ oo

que juntamente com a defini¢ao de v,,, nos da

1 1
I(v,) = 50%2 Q[|(—A)S/2un|2dx+)\ui]d:p—};cpp? /Q |, [P
1 A 1
= 561}32]0(”71)_501)22
S — i 4 0,(1)
= —CcP—2 — —(CP— Op,
2 p

1 1 p
= (373)7 o

Dai, concluimos que
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Além disso, temos também

71 R £ . / . ,
£ ()l = min [| £7(ee) = AT () | gy

onde || - ||+ ¢ a norma da derivada da restricao de f a V em u e

J(u) = /Q lulPdz.

O funcional J é de classe C! e

J'(u)gpz/9|u|p_2ug0dx.

Agora, para cada n € N, consideremos \, € R, tal que

1 ()l = 1F () = AT ()l gy

Para todo ¢ € H§(Q2) com |||

() < 1, temos

[ (vn)@] = /Q[(—A)S/Qvn(—A)S/QWrAvnw]dx—/Q!vn!”2vnwdw

= |2 (8)Pun(=8) + dunplda — ch2 /Q [ unipdic

11

= o5 (2 [100 =800+ gl ) =52 ([ o) ]
2 QO p Q

Desde que
]El(un)so =2 / [<_A)S/2un( A)S/290 + Aupplde
Q
e
I (un)p —p/ [un " unpdz,
Q
segue que
, a1y LS
[ (va)pl = |er=2 5 flun)p — e ) (un )
a1y, a1 S p=11
= |cr? §f (un)p — c»=2 5)‘7%] (un)ip + cv=2 5)‘7%] (un)ip — cr=2=J"(un)ep|-
p
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Pela desigualdade triangular, segue-se que

7' (va)p]
1] 4 1 -11
< 23| o = M e + |67 3 = )l
p
a1l , 1] p—11 ,
< CH§||f (un) = And" (wn) a3y |0l 230 + €72 5 An = e | (wn )l (13 2y 10| £25.92)-
Como |¢llrg) < 1 e |l f'(un) = And (un)llmg)y = If'(un)l]+, segue que
a1 ] p=11
Pl < I+ #2501 ) g
] p=11
f— On(l) —|— cp—2 5)\77, — Cp2]_)‘”J’(un)“(HS(Q))/
e, portanto,
/ a1 p=t 1|
1 (oa) [y < 0n(1) + |72 50 = e 1" (un) | a2 (2.35)
Para concluir a demonstragao, basta mostrarmos que
HJ/(U/n)H(HS(Q))/ <pC, VneN (2.36)
e
1 p=11
cp%z—)\n — cp—;—‘ — 0. (2.37)
2 p
Temos que (2.36) de fato ocorre, pois para cada ¢ € Hi(Q2) com |||z < 1,
obtemos

<p [ JuaP unllelds =p [ funl?olds
Q Q

()| = \p / P2 o

Usando a desigualdade de Holder com expoentes p/(p — 1) e p, obtemos

T () o] gp(/glun]pd:c)y(/ﬂ]@]pdx);.
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Recordando que (u,) C V, segue que

|J’<un>¢|s2:( / |un|pdx) ( / lepd:r> < plely < Cllo

e, portanto,

a3 < pC

1" (un) s )y < pC, Vn € N.

Notemos agora que
£ (ua)llx = 0 <= || f'(un) — )‘nJ/(Un)H(HS(Q))’ — 0.
Desde que (u,,) ¢ limitada em H§(€2) e que

|f/(un>un = A () | < ||f/(un) - /\nJ/(UN)H(HS(Q))’Hunl

H§(Q)
resulta que
| () tn — A (1)1t | — 0
e dai, decorre que
‘2/[|(—A)5/2un|2dx + \uZldr — )\np/ |u, |Pdx| — 0.
Q Q
Assim,
. . 9 .
de onde concluimos que
2
A = —c+o0,(1).
p
Portanto,
07121)\” — 05_51‘ = cﬁlgc - 0%1 - on(l)‘ = 0%1 — cgl +o0,(1)] = 0,(1),
2 p 2p p p
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mostrando que (2.37)) de fato ocorre. De (2.35)), (2.36]) e (2.37)) segue que

17 (vl ez 2y — 0,

e isto conclui a prova do lema. [ |

Corolario 2.3. Suponha que existe (u,) CVNP ece (M,\,QPJ'%QM)\) tais que
flup) = ¢ e fy(un) = 0.

Entao, a menos de subsequéncia, u, — u em H(Q).

Demonstragao: Vimos no Lema que a sequéncia (u,) C HE(Q), dada por v, =

1
cﬁun ¢é Palais-Smale de nivel (5 — —) = para o funcional I.

Uma vez que ¢ € (M), ZPT?M,\), temos

1 1\ » 1 1 » /1 1 p_
—— e ez )M 2( = — = )M
2 p 2 p 2 p

edo Corolériosegue que, a menos de subsequéncia, v, — v em H{(€2). Assim, fazendo

U = cp%?v, temos
1 1 1
=2 [lun — ull gy @) = le7=2un — 2 ull gy @) = llvn — vllag2) = 0.

Portanto, u, — u em H{(£2). [

Consideremos o operador @, : RN — H*(RY) definido por

vy ()
q)g — o — Y
() = wjle) = b =

onde
_ 1T\ -
() = c@ate =) = (2 Yate -
¢, ¢ e @ sendo escolhidos como na prova do Teorema .

g

o se anulam fora de (), podemos olhar para estas

Observagao 2.4. Uma vez que @, ev

166



fungoes como elementos de Hi(SY) e LP(QY). Além disso, temos também que

19|

H3@) = | Pollzs @y, |Polir@) = Poloo@yy, v llaz) = vy | s@yy € [vy|re@) =

|"UZ |LP(RN)-
Lema 2.4. As sequintes afirmagoes sao verdadeiras:
(i) ®,(y) € continuo em y para qualquer o;

(ii) ®,(y) — u(- —y) em HS(RYN) uniformemente em y, quando o — 0;

(iti) ||[®+(y)]

ms@Ny — My quando |y| — +oo uniformemente, para qualquer o.

Demonstracao: (i) E imediato, pois ®,(-) é composicio de funcdes continuas.

Para provarmos (i) e (i7), antes devemos mostrar que:

vy |Lp@yy — 1 uniformemente em y quando o — 0 (2.38)

||UZ||12LIS(RN) — ||ﬂ||§{S(RN) = M, uniformemente em y quando o — 0. (2.39)

Iniciaremos provando ([2.38)). Pela definicao de (, temos

[vy — Wz — y)|Lr@y) = (/
RN

e, além disso, pela definicao de f

()t -9 - ata =)

o

b\
dm)

§<M> =1 para |z|>20
o

logo,

vy — W — yY)|p@y) = (/
Bao (0)
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Agora, usando o fato que ¢ ¢ limitada, deduzimos

1
|UZ—U(3?—?J)\LP(RN)§K1( / |u<x—y>rpda:) |
B

20(0)

e desde que u radialmente simétrica com relacao a origem e decresce com o aumento do

raio, resulta que

|a<o>|pdx>” — Kya(0)| Bay (0)].

=

WZ—M%—WMWMSJG(/ (2.40)
B

20(0)

Passando ao limite de 0 — 0 em ([2.40)), obtemos
lvg — (r —y)|Lp@yy — 0 uniformemente em y,

mostrando que (2.38)) de fato ocorre.

Agora, nosso objetivo é mostrar ([2.39)). Para isto, observemos que

loy — alz —y)|

by = [ 18P - )~ ale — )P
Nl —y) — (e — )l

Lo ((6)-ee)
LRI

De modo inteiramente analogo ao que fizemos para mostrar ([2.38]), mostra-se que

ORI

Sendo assim, para concluir a prova de ([2.39)), resta-nos mostrar que a convergéncia
abaixo é verdadeira:

fulear=((6() =)o)

Para tanto, seguiremos as ideias encontradas em [59, Lema 2.12|. Consideremos a fungao

2

+ A

2
dr < MK?1(0)?| By (0)| = Ky, (2.41)

Qda: = 0,(1). (2.42)
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K :R¥\ {0} — (0, +0c0), dada por

satisfazendo a propriedade que
mK € LY(R"), onde m(z) = min{|z|* 1}.
Além disso, aqui usaremos a seguinte notacao:

Gl =¢(1)

dessa forma, pela definiciao de ¢, teremos

0<((x) <1, Vo eRY,

((x) =0, Ve B,(0)

(o (x) =1, Vx e B (0).

Observemos que para mostrar (2.42)) é suficiente provar que

/R2N 1Co(z)i(x —y) — u(x —y) — G (2)u(z —y) +u(z — y)PK(z — 2)dxdz.

No entanto, temos

Co(@)ale —y) — a(zr — y) — G (2)a(z — y) + alz — y)|*

= |(Go(2) = D(ale —y) —alz —y)) — (G (2) — G (@))ulz — y)I*
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assim,

/RQN G (@)u(z —y) —ul —y) = G(2)ulz —y) + u(z — y)" K (2 — 2)dzdz
< 4/RQN ¢ (z) — 1)|a(z — y) — a(z — y)PK (x — 2)dxdz (2.47)

4 [ 16olo) =GPl ~ PR = )dod
Desde que 7 € H*(RY) e (2.44) vale, entao
[Co@) = 1PJa(z — y) — a(z — y)*K (¢ = 2) < dla(zr —y) —a(z — y)|* € L'([RY x RY)
enquanto, pela definicao de (,, deduzimos
¢ () — 1 a(z —y) — a(z — y)PK(z — 2) = 0 qt.p em RY xRY

quando o — 0. Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

/RQN ¢ (2) — 1P Ja(z — y) — (2 — y)PK(z — 2)dedz — 0, quando o — 0. (2.48)
Por outro lado, pela definigao de 5 e por , encontramos

Go(@) = G (2)P|a(z = y)PK(z = 2) < 4|¢o |5 min{|z — 2%, 1}Ha(z — )P K (z - 2)

< 4(C+ VDm(z — 2)|u(z —y)PK(z — 2), (2.49)

onde m é a funcao definida em ([2.43)). Assim, por mudanca de variavel, por ([2.43)) e pelo
fato de u € H*(RY),

/RQN m(x — 2)K(z — 2)|u(z — y)|*dedz < /

RN

m(w) K (w)dw /RN [u(z — y)|*dz < oo

uma vez que a aplicacao

RY x RY 3 (z,2) — m(z — 2)K(z — 2)|a(z — y)|? (2.50)
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pertence a L'(RY x RY). Logo, disso, (2.49) e o fato que
6(@) = GPa( — PE(@ —2) 5 0 qtp em RY x RY

quando ¢ — 0 e novamente, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

obtemos

/RQN 16 () — G (2))P|a(z — 9) P K (x — 2)dwdz — 0 (2.51)

quando o — 0. Por (2.47)), (2.48) e (2.51)), concluimos que (2.42)) de fato ocorre.

Portanto, passando ao limite de 0 — 0 em (2.41)) e (2.42)), segue que independente-

mente de y

lvg — @z — y)lle@n) — 0,

ou seja, quando ¢ — 0

||UZ|I%IS(]RN) — ||ﬁ(x — y)”?{g(RN) = ||ﬂ||%IQ(RN) — M}\

uniformemente em y, mostrando que (2.39)) de fato ocorre.
Agora, observe que de (2.38) e (2.39)), extraimos que

D, (y) = ——~+— —a(- —y) em H*(RY)
05| Lo (m)

uniformemente em y, quando ¢ — 0. Com isto, fica provado o item (i7).

Para mostrarmos (7iz), observemos que para cada o fixado, considerando uma sequén-
cia arbitraria (y,) C RY tal que |y,| — 400, e argumentando da mesma forma que

fizemos na demonstragdo do Teorema [2.3] mostra-se que

0§ — e — )y = 0 e ([0 — 8z — )3 gey = 0
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quando |y,| — +00. Desde que (y,) é uma sequéncia arbitraria, para cada o temos

Do = | —2— || o =)y _ Wiy _
oWy = || 775 - == =
gl lgeery (e = )loag) [al 7 @)
quando |y| — 4o00. Com isto, mostramos (ii7) e finalizamos a prova do lema. |

Corolario 2.4. Existe 6 = a(\) tal que, para todo o < &

sup ||CI>U(y)| i]s(RN) < 2(p—2)/pM)\'

yeRN

~ .. ~ p=2
Demonstracao: Inicialmente, observemos que sendo p > 2 entao 2 » > 1, de onde

deduzimos que

M, < 21)?’%2M)\.

Pelo item (i7) do Lema [2.4] temos
HCIDU(y)H%{S(RN) — M, uniformemente em y, quando o — 0.
Pela definicao de limite, dado 0 < € < ZPTTQMA — M,, existe @ = a()\), tal que

HCID,,(y)HzS(RN) <My+e Yo<ieycRY

Portanto,
—2 —2
Slﬂlgz)v Hq)g(y)l ?{s(RN) < My +e< M+ 2PTM/\ — M, < ZPTM)\
ye
como queriamos provar. [

2.3 Lemas técnicos

Nesta secao, estabeleceremos alguns lemas técnicos. Tais lemas serao de suma impor-

tancia na demonstragao do Teorema que faremos na proxima secao.

No que segue, fixamos €2 de tal maneira que ¢ < @, onde ¢ é o menor nimero positivo
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tal que
RN\ Q C B,(0).

Definamos a funcao 3 : H¥(RY) — R¥ da seguinte forma

8w = [ lu@)Px(lel)ads,
RN
onde x € C(RT,R) é uma fungao nao crescente tal que

0 1, se 0<t<R,
x(t)=9 R
7 se t> R,

onde R € RY satisfaz RV \Q C Br(0). Cosideremos também o subespago de H§(§2) dado

por

Bo={u € V;B(u) =0}.

Lema 2.5. Seja ¢y = ulggo Hquqg(Q). Entao
co > My, (2.52)

Demonstragao: Desde que ¢y = inf HUH?LIS(QP py = inf Hquqs(Q) e por defini¢ao By C V,
u€Bo 0 uey 0
entao claramente

i < Co.

Entretanto, no inicio da demonstragao do Teorema vimos que M) < puy. Disso,

resulta que
M, < cp. (2.53)

Nosso objetivo é mostrar que a igualdade em nao pode ocorrer. Porqué supondo
provado isto, necessariamente teremos cqg > M) e o lema estard provado. Caminhando
nesse sentido, suponhamos por contradicao, que ¢y = M). Entao, existe uma v, C V, tal
que

[Vp|ey =1 VneN, B(v,) =0, YneN
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||Vl %{8(9) — M, quando n — +oc.

Assim, usando o Principio Variacional de Ekeland (veja Apéndice B, Proposicao |B.1)),

existe uma sequéncia (7, ), tal que

1
M, < G(v,) < G(v,) + —; (2.54)
n
- 1
Ty — Vs Hy(Q) < —n; (2.55)

G(tn) < G(u) + —=[0n — ul

Hy(Q), Yu €V, (2.56)

onde G ¢ um funcional em H{(2) definido por G(u) = ||u| 125’8(9)'

Para cada n € N, seja a,(t) = 0, + tw um caminho diferenciavel em V. Assim, de

(2.56|), vem que

G(0n) < G(an(t)) +%Hﬁn_an(t)”H§(Q) = _%Hﬁn_an(t)”Hg(Q) < Glan(t)) — G(0y).

Uma vez que «,(t) = 0, + tw, segue que

G (0, + tw) — G(By)
=l < t

/\

e passando ao limite de ¢ — 0, obtemos

\/—||w||HS(Q> < G'(tn)w.

Note que na desigualdade acima podemos trocar w por —w. Dessa forma, encontramos

G (Un)w < —HwHHs

vn
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o que implica em

|G ()] <

ik

Considerando a norma do espago (H§(€2))’ definida na demonstragio do Lema 2.3} temos

IG" ()]« < —=. (2.57)

Bl

Sendo assim, de (2.54) e (2.57)), resulta que

G(0,) = My e ||G'(0,)]]s = 0 quando n — +oo0.
Seja f : H5(2) — R o funcional definido por

u) = — —A)%/22 ul? x—l ulPdx
f(u) /Q[|<A> 2 4 Aul)d p/ﬂud

1
e consideremos a sequéncia u, = M /{’_2 Up. Usando os mesmos argumentos utilizados na

prova do Lema [2.3] mostra-se que
f'(@n) = on(1) em (Hg(2))".

Além disso, usando a definicao de u,, e a convergéncia anterior, temos também

1 1 1

) = [0+ Mot = [ fanpde = (5= ) ME7 40,00 (255)

Denotando por (u,) a sequéncia (a,), segue do Lema [2.2] que

k

[ qug(sz) - HUOH%g(Q) + Z [/ | ?qs(RN)
j=1
€
k
fun) = f() + ) fuled),
j=1
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onde f, : H*(RY) — R ¢ o funcional definido por

R =5 [ I8 NoPlde = [ s

Consequentemente,

k yd
Fun) = 700 + 3 L) = f() + k(1 - l)M;”-

j=1

Desde que f(u") > 0, entdo k nao pode ser maior do que 1, pois se fosse esse o caso,

teriamos
) = J60)+ L0082 £ + (5= 3 )01
e entao,
Flun) # (5= 3 JME7 )
n 2 A On\l),

contradizendo ([2.58)). Logo, devemos ter k =0 ou k = 1. Se k = 0, entao
2 012
||un||Hg(Q) = lu ||Hg(9)‘
Além disso, uma vez que u,, — u® em H(), resulta que
u, — u em H(Q).

Porém isto contradiz o fato de que M) nao é atingido na variedade V), pois terfamos

Logo, k # 0. Para k = 1, devemos fazer u° = 0, pois caso contréario, nao teriamos

) = (5= 3 )M+ on(0),

p

o que novamente contraria (2.58)). Portanto, temos

'l

||un||%rg(9)—> [u %IS(]RN) e fo(u')

I
—
N | —

|
SR
N

=

i
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onde na tltima igualdade usamos o fato de que u! deve ser solucao ground state para o

problema (2.2)) juntamente com a unicidade.
Desde que u,, = u® = 0, fazendo V) (z + y}) = u,(z +y.) onde (y.) é uma sequéncia

tal que |y;.| — +o0, obtemos
U, (2 + yn) = un(z +y,) = u'(2).
Além do mais, usando mudanca de variavel, mostra-se que

197 (2 + )|

'l

?JS(IRN) = [Jun(z + yp)] JZLIS(]RN) = [|un| ?LIS(RN) = [|un| %{5(9) — [lu ?JS(RN)

de onde concluimos que

u,(z+yl) —u' em H(RY).

Denotando u!' = u, y! =y, e w,(z +y!) = u,(x + y}) — u'(x), obtemos
wy(2) = up(z) — u(z —yn), Ve RY,
Observando que
o 2rs vy = (@ + ) s @y = llttn (2 + yn) = ullfrs @y,
da convergeéncia forte de u,(z + y,), deduzimos que
w, — 0 em H*(RY).
Agora, consideremos os seguintes conjuntos:
RN ={z eRY;<z,y, >pv>0} e (RY), =RV \ (RV)}.

Desde que |y,| — +00 quando n — 400, queremos mostrar que para n suficientemente
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grande, existe uma bola B:(y,) = {z € RY;|z — y,| < 7} < (RY)], tal que

n

1
u(r — yn) > iu(()) >0, Vze Bi(y,)

e
Klu
ulw — o) < @) o Ry
‘I_yn|p

onde K é uma constante positiva.

1
Inicialmente, observemos que u(0) ¢ o méximo valor de u no RY e que §u(0) > 0.
Além disso, uma vez que u é radialmente simétrica e u(z) decresce com o crescimento de

|z| (veja Proposic¢ao de tal modo que
u(z) - 0 quando |z| — 400
entao, pelo Teorema do Valor Intermediario, existe 7 > 0 tal que
1 N -
u(z) = Qu(()) >0, VzeR"Y, com |z| =T.
Fazendo z = = — vy, vem que
1 N -
u(r — yp) > §u(0) >0, Ve e RY com |z—y,| =T,
consequéntemente,

1
u(r — yp) > Eu(O) >0, Va € Bi(yn).

Desde que
|ZB —Yn 2= |{E’2 —2< T, Yn >RN _Hynlz
Fixando 7, temos
2 o 2 2 2 _ =2 2 _ 2
2 =12 = yu" + [yul” _ |2 =7 4 [yl Jyal =7 |
2 2 - 2

< Z,Yn >RN=
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e sendo (y,) uma sequéncia tal que |y,| — +0o quando n — 400, existe ny € N tal que
|yn|2 > 7:27 vn Z Ny,

de onde segue que

< X, Y, >pv> 0, Vn > nyg.

Com isto, mostramos que para n suficientemente grande B;(y,) C (RY)!. Agora, devido

a um resultado de V. Ambrosio em [6, Lema 1|, temos

1

N PN

ule) < (—) 2l Vo € RY\ {0},
WN-1
Em particular, vale
Klulrp
w( — o) < % Ve e RV, (2.59)

T — yn P

onde K = ( ) e wy_1 ¢ a medida de Lebesgue da esfera unitaria em RY.

WN-1
Portanto, temos

(B(u(r = Yn)), Yn)rn

= [ lute = ) Pxllel) < 2,0 > d (2.60)

= [ = )Pl <z ey dot [ Jue = )P < 0 >y do.
(RN)E (RN)

Desde que
u(z =y, x(|2]), <@,y0 >pv>0, Vo e (RY)S
e
Bi(y,) € (RY)F,
obtemos

/ [u(z — ya) "x(J2]) < @,y > do > / [u(z — o) "x(|2]) < @,y > da. (2.61)
@)% By (yn)

179



Como

u(0
w(r — yn) > %, Va € Br(yn)
< x,Yn >py=|2||yn| cos b,
onde 6 é o angulo entre x e y,, segue que

|u(0)]”

/ lu(z — yn)|I*x(|2]) < 2, yp >r~ do > / 7
Bi(yn)

B (yn)

Observando que para todo x € Bz(yy,), vale
Yl = lyn — @+ 2 < |y — 2| + [2] <7+ [2|

entao
|z| > R, quando |y,| — +oo.

Dessa forma, usando a defini¢ao de x, temos para n suficientemente grande que

R
x(lz])|z| = mlﬂ =R,

consequentemente

2 2
/ [«(O)l X(|x|)\x||yn|cosedx2/ [OF 1) | cos b
Bi(yn) 4 B (yn) 4

X(|z])|2||yn| cos Odz.

(2.62)

(2.63)

Para cada n € N, afirmamos que o maior angulo entre z e y,, é¢ dado pela seguinte relacao

[ —— arctg(ﬁ).
Yn

(2.64)

De fato, desde que 0,,,, é 0 maior angulo entre x e y,,, sendo que ¥, é fixo, pois é o centro

da bola, entao para obter o 6,,,, 0 vetor  que varia na bola tem que ser tangente a bola

de raio 7. Logo,

t2(Omaz) = \yr_| & Omar = arctg(ﬁ),
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comprovando a relacdo dada em (2.64]). Portanto, de (2.64]) deduzimos que
Omaz — 0 quando n — +o00,

1
ou seja, para n suficientemente grande temos cosf > 2 logo

0 2 0 2 0 2
/ [+(0)] Rly,| cos Odx > RlU( ) / ‘?Jn‘dﬂszlu( ) | Bi(yn)||ynl|.  (2.65)
Br(yn) 4 8 Bi(yn) 8
De ([2.61)), (2.62), (2.63) e (2.65)), obtemos
e (01
u(@ = yu)["x(2]) < 2,y >ry dv = R | B (yn)||yn - (2.66)
®N)E 8

Por outro lado, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

— < Z,Yp >rN S ’ < Z,Yn >RN ‘ < ’$||yn| =< T,Yp >SRN > _|I||yn|

logo,
/ [u(z — ya) Px(|2]) < 2,y >py dv > / —lu(z — yu) Px(J2])|2[|ynldz (2.67)
(RN)7 (RN )
e de (2.59)), obtemos
fﬂ“&p(]}@)

[ tule = mPx(ablellpaide = [ I (faplallyaldz. (2:68)
RN)7 (RN), |x — yn| )

Pela definicao de y, extraimos que:

de onde segue que
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Portanto,

K’u&p RN f(‘uﬁp RN

)

[ e llde > [ R (269
BNy |r —yp| ®N)y |z —yn|?

Combinando ([2.67)), (2.68]) e (2.69), obtemos

2 f(‘u’%p(ﬂgl\’)
. u(z = yn)"x(l2]) < 2,40 >pv do > — L Rly|dze. (2.70)

®N)y |z —y| 7

Dessa forma, combinando ([2.60)), (2.66) e (2.70]), encontramos

Yn |u(0)[? 2 1
(e =m0 = R B~ Rl [ —— e
|yn| RN (RN)Y, qj—yn| P
Considerando a sequéncia de fungoes integraveis
1
\DrlL(x) = 2N
T — Yn|
e observando que por defini¢ao
<z, yp >ev< 0, Vo€ (RY),
vem que,
’l’ - yn‘2 - |Z‘|2 —-2< T, Yn >RN +|yn|2 > |yn|27

de onde deduzimos que para cada x € (RY)>, |2 — y,| > |yn| €, sendo a sequéncia (y,,)

tal que |y,| — +o00 quando n — 400, obtemos
Ul(x) =0 qtp em (RY) .

Logo, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

1
/ Ul (z)dr = / —————dx = 0,(1).
®Y)a ®Y)n 2 —yn| 7
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Portanto,
|u(0)[?

In ; -0 .
(Buta = 2 > RN ) 0n0) > 0

Desde que w,, — 0 em H*(RY) e B(u,) = 0, deduzimos que

Alu(z —yn)) = on(1),

o que é uma contradi¢ao. Portanto, a suposicao de que ¢y = M, nao pode ocorrer e assim

co > M), como queriamos provar. [ |

Lema 2.6. Exniste Ry > o tal que

)

(a) sely| = Ro, entdo || 04 (y)]

9 Co —|—M>\
(@) € (MM T)

(b) se |yl = Ry, entdo (50 D,(y),y)pn > 0.

Demonstragao: Comecemos provando o item (a). Desde que ®,(y) € Hi(Q2) e | (y)|rr0) =
1, segue do Teorema que nao existe solugao ground state para (2.1]), ou seja,

(]

(@) 7 M

Assim,

16 ()15 ) > My, Yy € RY.

Pelo item (iii) do Lema [2.4) para cada o fixado,

2

|P,(v)] Hs(e) — My, quando ly| = +o0.

Como (2 foi fixado anteriormente, temos também que o esté fixado. Agora, usando a

definicao do limite acima, temos que dado € > 0, existe Ry > 0 tal que, se

[yl = Ro = 126 (1) [[7130) — Mal < €

C R
0 ’\, existe Ry > 0 tal

Uma vez que ¢ > M, (pelo Lema [2.5), considerando € <
que, se

lyl = Ro = [[[®5(y)]|

2
HS(Q) — M)\| < €,
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e portanto,
Co — M)\ Co + M)\
14 (y)] — 7t —

ou seja,

125 (y)]

co + M,y
%IS(Q) € <MA,OT), vy € RY tal que |y| > Ro.

Com isto concluimos a prova do item (a).

Provaremos agora o item (b). Temos

(a0 = [ 10 Px() < a1y >

Pela definigao de ®,(y), obtemos

2
x(|z|) <,y > dx,

E(t e

1
B = L.

assim,

2
x(|z]) < x,y > dx

P = /() ()t -0

1
T k( ) (z—y)
|U ’Lp (RN) (RN

Argumentando de maneira analoga ao que fizemos na demonstra¢ao do Lema [2.5] con-

2
x(|z]) < z,y > da.

cluimos que para |y| suficientemente grande temos

)

—5(@)\ KIiom) (ool gl 271)

o -y 7

*Ju(0)?
4

x(|z])|x||y| cos Odx

1
Qo) Yy 2 o
B®s (), v > ) /B »

|U§ | Lr (RN

—
|UU|Lp(RN) (RN)—

Além disso, para todo x € B;(y), temos |y| < 7+ |z| e dessa forma, podemos escolher

ly| = Ry de modo que

1
|z| > 20 e cosf > = (2.72)

l\D
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Entretanto, se |z| > 20, pela defini¢do de ¢ e y, temos

c(’a—‘) —1 e (e = (2.73)

assim, de ([2.72)) e (2.73)), encontramos

(el P (o) WOP 1
((— x(|z))|z||y| cos fdz > RRo=da
[ () et [ O
u(0)]?
> 1RO B () > 0
€
- |£L‘| 2f<|u|%p(RN) fﬂulip(RN)
/ -1 g x(|x|)|x||y|dx2/ ———— " RRydx.
(RN)— g ‘x_y‘ P (RN~ ‘x_y‘ »

Note que pela escolha de Ry é possivel obter

Klul? g 1u(0)]?
[ < M B
®N)~ |z —y|»

Portanto, existe Ry tal que se |y| = Ry, segue de (2.71)) e da desigualdaade acima que

RR 0)/2
(B(2:(v)): Yy = o 0 ’“(16” |B:(y)| > 0.
y ILP(RN)

Com isto provamos o item (b) e, consequentemente finalizamos a demonstragao do lema.

Agora, vamos considerar o conjunto ¥ C H{(2) definido por

Y ={P:(y); lyl < Ro},

e observemos que ¥ C P (o conjunto das fungoes nao-negativas de Hg(2)).

Definamos também os seguintes conjuntos

M
H:{heC(PnV,PmV);h(u)zu,VuePﬂV;llul or A}

2
Q) S T 5
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T={ACPNV;A=h(S),heH}.

Lema 2.7. Seja g : Bg,(0) — RY dada por

g(y) = (Bo ®,)(y) = /N 1D, (y)*x (|y])ydy.

R

Entao
d<g> BRO (0)7 O) = 17

onde d(g, Bg,(0),0) denota o grau topoldgico de Brower da aplicacdo g em relagio a

Bpg,(0) em 0.

Demonstragao: Desde que 8 e &, sao funcgoes continuas, segue que a composicao

g = o ®, também é continua.

Consideremos a homotopia
Z :[0,1] x Bg,(0) = RY

dada por

Z(t,y) =tg(y) + (1 — t)ig, (v),

onde ig, denota a projecdo de Bpg, em RY.
Provaremos que 0 ¢ Z([0,1] x 0Bg,), ou seja, que para todo t € [0, 1] e para todo

y € 0Bp, tem-se
tg(y) + (L =ty #0, Vte[0,1] e y € OBp,. (2.74)

Para isto, suponha que y € 0Bg,. Entao |y| = Ry e do item (b) do Lema [2.6] temos
(B o Py (y)|y)gy > 0 e assim

(tg(y) + (1 =yly)gn = {B(Ps(y)) + (1 — )yly)gn

= t(B(P (W) ypn + (1 —1) <yly > .
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Se t = 0, entao

{tg(y) + (L = t)yly)an > Wly)pn = lyI> = RS > 0,

enquanto que se t € (0, 1], obtemos

(tg(y) + (L =tly)en = t{B(Po(¥)y)pn + (1 —1) <yly >rv

> (1=t) <yly >av= (L= By = 1 DR > 0.

Assim, temos que ([2.74]) ocorre e, portanto, 0 ¢ Z([0, 1] x dBg,). Concluimos entao que
d(ips, Bro,0) e d(Z(t,-), Bry,0) estao bem definidos. Além disso, da invariancia do grau
por homotopia (veja Apéndice C, Teorema(C'.2)) temos

d(Z(0,-), Br,,0) =d(Z(1,-), Br,,0),

ou seja,

d(ga BR()J O) = d(iBRov BRm 0)

Desde que 0 € Bg,, segue do Teorema (veja Apéndice C) que

d(9, Br,,0) = d(ip,, , Bry,0) = L.

Lema 2.8. Se A€ T, entio AN By # 0.

Demonstracao: Se A € I', entao A C P N V. Dai, basta provar que para todo A € T,
existe u € A tal que A = h(X) com h € H e ¥ = ®,(y) para algum P,(y) com |y| < Ry.

Portanto, é suficiente provar que para todo h € H, existe g com |y| < Ry tal que
(Bohod,)(y) =0. (2.75)

Dado arbitrariamente h € H, consideremos g,(y) = (50 ho ®,)(y). Desde que S, h,

e ®, sao continuas, segue que g, também é continua.
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Observemos também que g, = g em 0Bpg,, pois sendo
0Br, = {y € R"; |y| = Ro},

entdo do item (a) do Lema [2.6] obtemos

9 Co—l—M)\

@0 () 715() < — Vy € OBg,.

Assim, da defini¢ao de H, temos para todo h € H,
h(q)a(y)) = (I)U(y)a vy € 8BRO
e dai,

g(y) = (Boho®,)(y) = B(h(Ps(y)))
= B(P,(y)) = (BoP,(y)) = 9(y), Yy € IBg,.

Desde que gp,, g € C(Bg,, RY) e g5 = g em 0Bg,, segue da propriedade de dependéncia da
fronteira da teoria do grau (veja Apéndice C, Teorema |C.7)), que para todo b ¢ ¢g(0Bg,),

tem-se

d(97 BRo? b) = d(gfu BR07 b)

e sabendo que 0 ¢ g(0Bg,), concluimos que
d(ga BRm O) = d(gha BRO’ O)

Do Lema [2.7] segue que
d(gh7 BR07 b) - d<g7 BRm b) - ]-7

e portanto, usando o Teorema (veja Apéndice C), existe § € Bg, tal que

gn(y) = (Boho®;) =0

e o lema esta provado. [ |
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2.4 Prova dos Teoremas

Nesta secao mostraremos os principais resultados deste capitulo.

Aqui, consideraremos

240 (2.76)

— inf
o= Rl

He={ue VP fu) = [ulliye =c e flv(w) =0}

Além disso, para v € R, definimos o conjunto £” por
L= {u € V; f(u) Sv}'

Note que o ntimero ¢ dado por estd bem definido. De fato, para cada A € I’
temos que A é compacto, por ser imagem de compacto por uma fungao continua, e desde
que f é uma funcdo continua, existe max f para todo A € I'. Como f (u) > 0, segue que
max f(u) > 0 para todo A € T e, portanto, existe }xréfr max flu).

Prova do Teoremal[2.1; Escolha o(\) = o como encontrado no Corolario[2.4] Iremos
provar o teorema mostrando que o nivel ¢ definido em ¢ um nivel critico, isto é,

He # 0.

Inicialmente, verificaremos que
—2
M, < c<2% M. (2.77)

De fato, do Lema 2.8 temos AN By # () para todo A C T e, portanto, qualquer que seja
A CT, existe u € AN Py. Disso, decorre que

co = inf f(u) < f(@) <sup f(u), VAET,

u€fo u€A

e juntamente com o Lema [2.5 nos da

M, < ¢o = inf f(u) <sup f(u), VAeT,

u€fBo ucEA
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donde vemos que

M, < ¢o < inf sup f(u) = c. (2.78)

€l yea

Por outro lado, note que para todo A € T', ¢ < sup f(u), que pela definicao de I" e X é
u€eA

equivalente a dizer que

c< sup f(h(®,(y)), VheH.

Cbo' (y)eZ

Além do mais, note que X € I, pois a identidade i € H, ¥ € VNP e X = i(X).

Assim, temos

c< swp f(Po(y)).

‘Pa(y)EE

Portanto,

c< sup f(@,(y) < sup F(@,(y)) < sup f¢y(y))

Q5 (y)EX ly|<Ro yERN

que pela escolha de o (), definigao de f e Coroléario nos da

~ p=2
e < sup f(®, () = sup [|84(1)][F50) < 27 M. (279)

yeRN yeRN

Logo, de (2.78) e ([2.79)), segue que (2.77)) de fato ocorre.

Dessa forma, pelo Corolério temos a garantia de que o funcinal f satisfaz a

condicao Palais-Smale no nivel ¢ para o subconjunto
; p=2
VﬂPﬂ{uE HE(Q); My < f(u) < 2% MA}.

Suponhamos por contradigdo, que H. = (. Entao, pelo Lema de Deformacao (veja
Apéndice B, Lema[B.3]), encontramos uma aplicac¢ao continua 7 : [0,1] x VAP — VNP
e um namero positivo €g, tal que

fc0+21W>\

ferao femeo ¢ fz"TTQMA \

n(0,u) = u,
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n(t,u) =u, Yue fou{ynp\ ftol vielo,1],

(L, fH2) C fot

Da definicao de ¢, vemos que existe A T tal que

¢ < sup f(u) < c+ 2.
u€A 2

Além disso, note que
Ac fers, (2.80)
pois

~ ~ € A €
uEA:>f(u)§sup<c+§0:>u€fC+?o.
ucA

Desde que A € T, temos A C VNP e existe h € H, tal que
h(x) = A. (2.81)
Da definigao de 7, segue-se que

n(1,A) cVNP. (2.82)

Agora, consideremos h : (VNP) — (VN P) definida por h(u) = n(1, h(u)). Uma vez que
heC(YVNP,VNP), resulta que h € C(VNP,VNP).

Afirmamos que

ACO+IW/\

R . =
feronfeoc AT AN T (2.83)
De fato, para todo u € for® \ fe=® tem-se ¢ — ey < f < ¢+ € e de (2.77)), resulta que

c—en < fu) < cte <2 M, (2.84)
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para ¢, suficientemente pequeno. Além disso, sabemos do Lema [2.5] que M) < ¢y. Con-

sequentemente,
M, < w < ¢
2
e assim,
ﬂ<co—eo<c—eo<2pp2]\/[)\

para ¢ suficientemente pequeno. Dai, lembrando que u € f‘3+€° \ fC_EO, segue que

co + M,y

5 <cg—€lc—e < f(u) (285)

De ([2.84) e ([2.85]), obtemos
~co+My

. p=2
we fr7n fUER

e portanto, (2.83)) de fato ocorre.

Consideremos u € VNP tal que
(2.86)

Lembrando que h € H, segue que

Além disso, de (2.86) temos
A Ac0+IW>\

p=2
we f21MN
e portanto, de (2.83)), vem que

w oo oo
Assim, segue que
ue frou{(ynp)\ foroy

e do Lema de Deformacao, temos

Logo,
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de onde concluimos que h € H.

Temos entao

e de (2.81)),

A(Z) = n(LA(E)) = (1, A). (2.87)

De ([2.82) e (2.87), resulta que 7(1, A) € T e da definicio de ¢, obtemos

A~

c= ilnf sup flu) < sup  f(uw). (2.88)

€l uei uen(1,A)

Do Lema de Deformacao, temos
n(1, fre) c fo

e de (2.80),
n(1,A) C (1, fo+5) C fos.

Segue entao que

flu) <e—=, Yuen(l,A)
Portanto,
sup flu) <e— 2
uen(1,A) 2

e de (2.88) concluimos que

o que é um absurdo.

Com isto, deduzimos que H. # () e que ¢ é um valor critico do funcional f restrito ao
conjunto ¥V NP. Portanto, existe pelo menos uma solugao nao negativa para o problema
(2-1). Aplicando o Principio do Maximos (veja [67, Proposi¢ao 2.17]) concluimos que a

solugao ¢é positiva. Isto finaliza a prova do teorema. [ |
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Prova do Teorema : No problema , facamos a seguinte mudanca de variavel
v(z) = u(bx).
Dessa forma, obtemos o seguinte:
(—A)v(z) = 0% (=A)*u(fz) = 602 (= u(fz) + |u(0z)[P*u (b)),

ou seja,

(=A)*v = =00 + 0% |v|P 2.

Desde que 0z € (2, entao

1
-Q.
xee

1
Denotando por €2y o dominio 59, vemos que

(—A)*v 4+ A0%v = 6% |v|P~2v em (y,

v E HS(Q@)

Fazendo \0% = 1, obtemos

Agora, denotemos por 2, o dominio (v/A)*€2. Deste modo, temos

1
(—A)Yv+v= X|U|p_2v em (Q,,

v E HS(Q)\)

Este tdltimo problema é equivalente a

(—A)*(av) + av =

lav[P2av em Qy,

Aap—2
av € HE(2)),
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isto é, fazendo a mudanca de variavel w = awv, obtemos

(—A)Yw+w= o SJwP?w em Qy,
=

w € HS(Q)\)

Considerando =t 1, vem que
o
o 1 1 1 1
Fr=—=sa=—F=F00=—FV=>W=—770
A V= = =

e dai, chegamos ao seguinte problema:

(—A)Yw+w = |wP?w em Q,
(2.89)
w e HS(Q)\)

Agora, considerando 2y € RY \ Q, e aplicando o Teorema existe o = (1) tal que se
RY\ Q) C By(z0) = {z € RY; |z — 20| < 0}

o problema ([2.89) possui pelo menos uma solugao positiva.
Seja
A = sup {)\ > 0;RY\ Q) C B,(zy) com zy € RV \ Q)\} )
Entao, temos que existe A\, dependendo de 2 tal que para cada A € (0, \,) o problema
(2.89) possui pelo menos uma solugao positiva. Sendo assim, de acordo com as mudancas

de variaveis que foram realizadas, concluimos que existe A, = A\,(€2) de modo que para

cada X\ € (0, \,), o problema (2.2)) possui pelo menos uma solugao positiva. [ |
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Apéndice A

Continuidade da funcao concentracao

de Levy e da funcao baricentro

Nesta secao mostraremos dois resultados de continuidade. Iniciaremos mostrando que

a funcao concentracao de Levy é continua.

Lema A.1. A funcao concentracao de Levy, dada por

z€RN

Q) = sup [ (-a) P, P
B (2)
€ continua.

Demonstragao: Provaremos primeiramente que dado f € L'(R") a funcao

QM) = sup /B s

z€RN

é continua.

Inicialmente consideremos o caso em que f € C(RY). Seja (\,) uma sequéncia
de ntimeros positivos tais que A, — Ao para algum )q fixado. Consideremos também
(An;) C (M) e (Any,) C (M) tais que A, < Ag e Ay, > Ao, para todo n; € N e para todo
ng € N.

Iremos provar que,

Q(/\TLJ> — Q(AO)7 Vf S CE)X)(RN)
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Desde que Ap; < Ao para todo n; € N, temos que B, (2) C By, (2), para todo z € RY.

Assim,
/ |f|dx < / |fldx < / |fldx < 400, Vz€RY, ¥n; € N.
B, (2) Bjy () RV

Portanto,

/ | fldx < sup/ |fldx = Q(X\o), Vz€RY, Vn; €N
By, (2) By (2)

2€RN

e daf, Q(\n;) < Q(No), para todo n; € N. Logo,

limsup Q(Ar,) < Q(No). (A1)

n;—00

Observe que, desde que By, (2) C By (2) para todo z € R, podemos considerar
Qn, = Bx(2) \ B)\nj (2) e com isso obtemos que, dado € > 0, existe n; € N tal que, para

todo n; > ny, tem-se [€2,,| < e. Assim,

[t [ igae= @u%@—mmMmﬁx
By (2) EN® RN I

— /RN |f| <XB>\O(z) - XBAnj(Z))dJ] = /RN |f|XBA0(Z)\B/\nj (z)dl‘
:/ |fIxo,, de < K|Qn| <, VzeRY, ¥n; >ny.
RN

Dai,
/ |f|d:p<e+/ |flde, Vze RN, Vn; >ny,
By (2) Bin, (2)

logo,
Q(/\[)) S € —I— Q()\nj)7 V’I’Lj Z ni.

Obtemos entao que para todo € > 0, existe n; € N tal que

Qo) =€ < Q(\,), Yn; >ny,
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e portanto

liminf Q(An,) > Q(Ao)- (A.2)

n;—00

Temos entao de (A.1) e (A.2) que (Q(\,,;)) converge e

lim Q(M,,) = Q). (A.3)

n; —00

Por um raciocinio anélogo, mostra-se que

lim Q(\,) = Q). (A4)

N —>00

De (|A.3)) e (A.4) obtemos que, dado € > 0, existem ny,ny € N tais que

|Q(An;) — Qo) <€, Vnj; >my

QM) — Q(No)| <€, Vng > no.

Fazendo ng = max{nj,ny}, temos

[Q(An) — Q)| <€, Vn=>ng

0 que prova que

Q) = sup /B s

2€RN
¢ continua com f € CZ°(RY).
Usnado o fato de C5°(RY) ser denso em L!(RY), provaremos a continuidade de Q
com f € LY(RY).
Tomemos arbitrariamente f € L'Y(RY). Desde que C5°(RY) ¢ denso em L'(RY),

segue que dado € > 0, existe f € Cs°(RY) tal que

/ |f — fldz < e.
RN
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Assim,

Q) — Q) = sup /B e = sup /B s

z€RN z€RN

< sup( [ e | rf|da:>
2€RN By, (2) B,\nj (2)

< swp | [ flde= [ glde],
z€RN B, (2) B)\nj (2)

Recordando que Q(M,;) < Q(Ao) para todo n; € N, temos

Qo) = @A) = @(Ao) = Q(An))

e dai,

Qo) = Q(An))| < sup

2€RN

/ flde — / Fldz + / (Flde / \flde
By (2) By (2) By (2) Ban; (2)

+/ Fldz — / fldz
B, (2) By, (2)

< sup / (1] = IF)dz| + sup / (Flde / \flda
z€RN By, (2) zERN By, (2) B)‘nj (2)

+ sup / (IF) = 1f)dz
2€RN Bknj(z)

<

2€RN z€RN 2€ERN

sup [ |f = fldo sup KIO, |+ sup [ |7~ flas
By (2) Ban, (2)
RN RN
de onde concluimos que Q(A,,) = Q(Xo) com f € L'(RY).
De maneira andloga ao que fizemos para mostrar que Q(A,;) — @Q(Xo) para todo
f € LYRY), mostra-se que Q(\,,) — Q(Xg) com f € L'(RY). Portanto, obtemos que
QM) — Q(X\g) e com isso concluimos que @ é continua com f € L'(RY). Dai, para

cada n € N, a fungao

On()) = sup / (= AY2, [2da
Bx(2)

2ERN

¢é continua. ]
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O proximo resultado nos diz que a fungao baricentro é continua.

Lema A.2. A fungio o : DS*(RY) — RY*! dada por

o) =5 [ (5500 ) I-a)oPds = (302 (0)

onde

80) = 5 [ lCA e, 50) = 5 [ o@l=a) s

€ continua.

Demonstracao: De fato, temos que § é continua, pois caso contrario, existiria (v,) C

D3(RY) tal que

v, = vy em D¥*(RY)

e (vp,;) C (v,) tal que

|B(vn,) — B(vg)| > K >0, VjeN.

De (A.5), terfamos que v,, — vy em D**(RY) e dai |(—A)*2v,,| = [(=A)*?vg| em

L*(RY). Segue entdo que existiria (v, ) C (vn;) tal que

[(=2) 20, (@) = [(=A)?vo(2)| a.tp em RY

|(_A)Un | < h, vk € Na
Ik

com h € L*(RY). Assim, para cada i = 1,2, ..., N, terfamos

(=A)0,, (@) = |(=A)vp(@)]* qtp em RY

] ]
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X

(=2)" vy, ()

Jz]
onde h? € L*(RY).

Entao do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

/ &K A)S/zvnjkz 2d$_>/ ] \‘ A y|*dz, para i=1,..,N
R x

v |zl
e portanto,

1 T 1 x
. — Z(=A s/2 - 2 _/ ZH=A s/2 2 _
B(U ch) S/RN |£L'|’( ) ng’ d$—>S R ’.CE“( ) UO‘ dx B(UO)

e isto contradiz (A.6)). Portanto, 8 é continua.

Temos também que v é continua, pois caso contrério, existiria (v,) C D%*(R") tal

que

v, = vg em  D¥(RY) (A7)

e (vy,) C (v,) tal que

[v(vn;) = v(vo)| 2 K >0, VjeN. (A.8)

Argumentando de forma analoga ao que fizemos anteriormente, usando ({A.7)), obteriamos

(n;, ) C (vn;) tal que

(=A) vy, ()] = [(=2)"*vo(2)] a.t.p em RY

[(=A)*"?v,, | <h, VkEN,
Ik
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com h € L*(RY). Assim,

o (2)|(=2)" vy, (2)]* = o(2)|(=A)*vo(2)* atp em RY

o (@)[(=2) 20, ] < [(=A)2v,,, [* < h?, Vk €N,

onde h? € L*(RY).

Entao do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que

1
Won) =5 [ oA, e = 5 [ ol (=8) i = (o)
Tk S RN Tk S ]RN

e isso contradiz ((A.8). Portanto, v é continua.

Desde que a(v) = (B(v),(v)), concluimos que « é continua.
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Apéndice B

Resultados Gerais

Neste apéndice enunciaremos alguns resultados que foram utilizados no decorrer desse

trabalho.

Teorema B.1. (Regra da Cadeia) Sejam U C RM, V C RY abertos, f : U — V uma
aplicacao cujas fungoes coordenadas fi, ..., fn possuem derivadas parciais no ponto a € U
e g:V — R uma fungao diferencidvel no ponto b = f(a). Entdo go f : U — R possui

derivadas parciais no ponto a e vale

onde as derivadas parciais relativas aos x; sao calculados no ponto a e as relativas aos
yr sdo calculadas no ponto b = f(a). Além disso, se f e g sio de classe C* entio go f

é de classe C'.

REFERENCIA. Lima [54].

Teorema B.2. (Regra de Leibniz) Dado U € RY aberto, seja f : U x [a,b] — R continua,
tal que a i ésima derivada parcial Of /0xz;(x,t) existe para todo ponto (x,t) € U X [a,b] e
a fungao Of [0x; : U X [a,b] — R, assim definida, é continua. Entao a fungdo ¢ : U — R,
dada por

b
o(z) = / f(xtydt,
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possui a i ésima deriwada parcial em cada ponto x € U, sendo

dp
0@-

* 0
(x) = 8—£(x,t)dt.

Em suma: pode-se derivar sobre o sinal da integral desde que o integrando resultante seja

uma fun¢ao continua.

REFERENCIA. Lima [54].

Teorema B.3. (Valor Intermedidrio) Seja M um espago métrico conexo e f : M — R

¢ uma funcgao continua, entao f(M) € uma intervalo.

REFERENCIA. Lima [55).

Teorema B.4. (Coordenadas polares) Seja f € L'(RY). Entdo

+oo
fdx—/ (/ de)dr,
RN 0 OBy (x0)

para todo xo € RY.

REFERENCIA. Evans [37].

Teorema B.5. Seja f uma funcdo mensurdvel sobre R, nao negativa ou integrdvel, tal

que f(z) = g(|z|) para alguma funcio g : (0,+00) — R. Entao

+oo
flz)de = wn_q / g(r)yrNtar,
RN 0
onde wy_1 denota a medida de Lebesgue da esfera unitdria no RY.

REFERENCIA. Folland [41].

1 1
Teorema B.6. (Desigualdade de Holder) Seja f € LP eg € L9, ondep >1 e —+—=1.
p g

Entao fg € L* e vale
1fglly < [1f1pllgllq-

REFERENCIA. Bartle [12].
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Lema B.1. Para qualquer s > 0, o espago C°(RY) € denso em W*P(RY) para todo

1 <p<+o0.

REFERENCIA. Di Nezza [33).

B.0.1 Resultados de Convergéncia

Teorema B.7. (Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (f,) uma sequéncia de fun-

coes em L' que satisfaz:
(a) fo(x)— f(z) ¢.5. em £,
(b) existe uma fungio g € L' tal que para todo n, |f.(z)| < g(z) ¢.s. em Q.
Entio f € L' e ||f, — fll1 — 0.
REFERENCIA. Brezis [19].
Lema B.2. (de Brezis-Lieb) Sejam 2 um subconjunto aberto do RN, (f,) C LP(Q) e
f C LP(QY) com p > 1. Suponha que f,(x) — f(z) q.t.p. em Q e que ezista C > 0 tal que

/ fuPdz < C, WneN.
Q

Entao
/fngbdx—>/f¢dx, Vo € LY(Q),
Q Q

1 1
onde — + — = 1.
p g

REFERENCIA. Kavian [50].

Para apresentar o proximo resultado, antes precisamos definir para cada 1 < p < oo

a fungdo monotona J, : RN — R por

(&) == ¢, € eRY,
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onde J, satisfaz:

|J <€>_J(n) < |§_n|p71a Se 1<p§27
p P =
Cp(l€] + [mN)P21E —nl,  se p>2.

Teorema B.8. (de Brezis-Lieb) Seja (2) um subconjunto aberto do RN e seja (f,) C
LP(Q2) com 1 <p < oo. Se

(a) (fu)nen € limitada em LP(Q);

(b) fn— [ qt.p. em Q, entao

i (16— 16— 117) = 17

Além disso,

T | 1 Tp(fa) = Tplfu = ) = S ) da = 0.
REFERENCIA. Brezis e Lieb [21].
O resultado anterior implica nas seguintes propriedades.

Teorema B.9. Seja (uy,)neny € WHP(RY) tal que u, — u em WP(RY) e u,, — u q.t.p

quando n — co. Entao:

(il) [un]gvs,p(RN) - [un - U]I;Vs,p(RN) = [u]ivs,p(RN) + On(1>i

(iz) Jyp(tn) = Jp(un — ) = Jy(u), em L¥(RY);

(i3) também vale que

Jp(n(@) — unly))  Jpl(un(@) — u(@)) — (ualy) —u(y))) , Jyu(z) — u(y))

N+sp - N+sp

|z —y| ¥ |z —y| v

N+4sp Y

lz —y| ¥

em LP (R?V),

REFERENCIA. Brasco [18].
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B.0.2 Resultados de Imersoes

Teorema B.10. Sejam s € (0,1) e p € [1,400) tais que sp < N. FEntao, existe uma
constante positiva C = C(N, s, p) tal que para cada funcio [ : RY — R, mensurdvel com

suporte compacto, temos que

v @) = Fw)l”
||f||Lp*(RN) S C/RQN |.I . y|N+Sp dxdy’

onde p* € o Expoente Fraciondrio Critico de Sobolev.
Em particular, o espago WP (RYN) estd imerso continuamente em L4(RYN), para todo

q € [p.p].
REFERENCIA. Di Nezza [33).

Teorema B.11. Sejam s € (0,1), p € [1,+0) e Q C RY um dominio de extensio
limitado para W*P(). Se B é um subconjunto limitado do espaco W*P(Q), entdo para
qualquer q € [1,p], o conjunto B € pré-compacto em L1(QY). Isto é, W*P(Q) estd compac-

tamente imerso em L((2).

REFERENCIA. Di Nezza [33).

Como consequéncia do teorema anterior, temos o seguinte corolario.

Corolério B.1. Sejam s € (0,1), p € [1,+00) tais que sp < N. Se Q C RN € um
dominio de extensao limitado para W*P(Q), entao para qualquer q € [1,p*), temos que

W*P(Q) estd compactamente imerso no espago LI(S).

REFERENCIA. Di Nezza [33).

B.0.3 Resultados sobre Simetrizacao de Schwarz

Teorema B.12. Seja f € LY(RY). Ewiste uma funcao f* € L*(RY), denominada de

simetrizagao de Schwarz de f, que € radial e nao crescente em rela¢do ao raio e satisfaz

[{z e RY; f*(z) > a}| = |{z e RY;|f(z)| = a}|, Va>0.
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Além disso, para todo G € C(R,R),

/RN G(f)dz = /RN G(f*)dx.

REFERENCIA. Kavian [50] (veja também [53, Secio 3]).

Teorema B.13. Sejam 0 < s <1 e f € H*(RY). Entao f* € H*(RY) e temos

/I(—A)S/Qf*Fd:cg/ [(—A)2 f2d.
RN

RN

REFERENCIA. J. Y. Park [62].

B.0.4 Multiplicadores de Lagrange

Teorema B.14. (dos Multiplicadores de Lagrange) Sejam X um espa¢o de Banach,

J,F € CY(X,R) e zg € X um extremo local de J restrito ao conjunto
V={xeX;F(x)=F(zxo)}.

Se F'(xg) # 0, entao existe A € R tal que
J' (zo)v = ANF'(zo)v, Vv € X.

O nimero real A é chamado Multiplicador de Lagrange.

REFERENCIA. Kavian [50].

B.0.5 Lema de Deformagao

Definigao B.1. Seja X um espago de Banach, p € C*(X,R) e V = {v € X;¢(v) =1}

tal que, para todo v € V, tem-se ¢'(v) # 0. Entao, temos:

(i) O espaga tangente a V' no ponto v € definido por

T,V ={ye X;<¢(v),y >=0}.
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(11) Sejam ¢ € CH(X,R) ev € V. A norma da derivada da restri¢io de ¢ a V em v é
dada por

l' ()]l = sup < ¢'(v),y >
it

(i1i) O ponto v é um ponto critico de ¢ restrito a 'V se
l¢'ll« = 0.

() ¢ ={v e V;pv) <c} comceR.

Lema B.3. (Lema de Deformagio) Sejam X um espago de Banach e I € C'(X,R).

Suponha que S C X, c€ R ee€,0 >0 sdo tais que

4e
I > —
17l = 5

para todo u € I ([c —2¢, c+ 2¢]) N Sas, onde Ss = {u € X;dist(u,S) < §}. Entao, existe
n € ([0,1] x X, X) satisfazendo

(i) n(0,u) = u, para todo u € X;

(11) n(t,u) =u, se u & I"1([c — 2¢,c+ 2¢]) N Ses para todo t € [0, 1];
(111) n(1,I°tN.S) C I N Sy,
(iv) n(t,-) € um homeomorfismo para todo t € [0, 1].

REFERENCIA. Willem [74].

B.0.6 Principio Variacional de Ekeland

Proposicao B.1. (Principio Variacional de Ekeland) Sejam X um espago de Banach e
G € C*(X,R) tal que para todo v € V = {v € X;G(u) = 1}, tem-se G'(v) # 0. Sejam

F € CY(X,R) limitado inferiormente em V, v € V e €,8 > 0 tais que

Fv) < iI‘}fF—f— €.
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Entao, existe uc € V' tal que
(i) F(u.) < ing + 2¢;
(1) [lue — v]| < 26;
(i) min | F(u.) — AG/ ()| <
111 I){lelﬂg Ue U || < 5
REFERENCIA. Willem [74].

Proposicao B.2. Seja E um espaco de Hilbert. Dados f,g € E’, entao

< >=mi — Aqll.
ygﬁlgg f;9 >=min 1f — Al
y||=1

Demonstragao: A prova pode ser encontrada em [74].

Proposigao B.3. Sejam 1, p € CL(X,R) eu eV ={v e X;v(v) = 1}. Entao,
/ o / . /
l¥' ()]s = min je'(u) = A ()]
Demonstracgao: Com efeito,

I¢/ @l = sup < ¢/(w)y>= sup < /(u),y >=mine(u) — W'(u)].
fof e )

Nas mesmas condi¢oes da proposicao acima, temos o seguinte resultado.

Corolario B.2. u € ponto critico de |y se, e somente se, existe \g € R tal que
' (u) = Aot/ (u).

Demonstragao: Se u ¢ ponto critico de p|y, pelo item (iii) da Defini¢ao[B.1] [|¢' (v« =
0. Assim, pela Proposi¢ao

min [[¢'(u) = A’ (u)]| = 0,
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consequentemente

' (u) = Aot (u),

para algum \g € R. Reciprocamente, se ¢'(u) = A\’ (u), para algum Ay € R, entéo

min [|¢(u) — M (u)]| = 0,

de onde obtemos pela Proposicao que

I ()l = 0,

isto é, u é ponto critico de |y, 0 que prova o resultado desejado.
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Apéndice C

(GGrau de Brouwer

Nesta secao, definiremos uma fun¢ao que nos dara informagos quanto a existéncia e
unicidade de solugdo da equagao f(z) = b, onde f € C(,RY), @ C RY ¢ um aberto e
limitado e b ¢ um ponto fixado em R¥. Tal funcao é denotada por d, que a cada terna
(f,,b) associa a um numero natural d(f, (2, b) que ¢ denominado de grau de f sobre 2
com respeito a b. Para um estudo mais detalhado dos resultados desta secao, indicamos

o trabalho de Berestycki em [13] e Deimling em [32].

Definigao C.1. Sejam Q C RY aberto e limitado, f € C(,RY) N C%(Q,RY) tal que
b € RN ¢ valor regular da restricio fl|a, ou seja, se x € f~1{b}, entdao f' € invertivel.
Pelo Teorema da Aplicagio Inversa f~1{b} ¢ finito. O grau de f sobre Q com respeito a

b ¢ definido por

0, se f7H{b} =10,
S sgn(gy(@), se f{b} #0,

zef~1{b}

d(f,Q,b) =

onde sgn € a func¢ao sinal que é definida por

1, se t>0,
sgn(t) =
—1, se t<0

e Jy representa a matriz jacobiana de f.
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Abaixo, listamos algumas propriedades da teoria do grau.

Proposigao C.1. Seja f € C(Q,RY) e b ¢ f(09Q). Entao,

d(f,,b) = d(f — b,Q,0).

Teorema C.1. (Continuidade): Sejam f € C(Q,RY) e b & f(0Q). Ewxiste uma vizi-
nhanca U de f na topologia de C(Q,RY) tal que, para toda g € U,

d(g,Q,0) =d(f,Q,b).

Teorema C.2. (Invaridncia do grau por homotopia): Seja H € C(Q x [0, 1], RY) tal que
b¢ H(0Q2 x [0,1]). Entao, d(H(-,t),Q,b) € independente de t.

Teorema C.3. O grau € constante, com relacdo a b em cada componente conexa de

RN\ f(09).

Teorema C.4. (Aditividade): Seja Q2 = Q1UQy com Qq, Qs abertos, disjuntos e limitados
e seja f € C(Q,RN). Seb¢ f(OQ)U f(99), entdo temos que

d(f,Q,b) =d(f,Q,b) +d(f,,b).

Teorema C.5. (Normalizacdo): Seja I a projecio canénica de Q em RN, isto é, I :

Q — RN ¢ dada por I(x) = x. Entdo,

1, se be,
d(1,§2,0) =

0, se b¢ Q.

Teorema C.6. (Ezisténcia de Solugdo): Sejam f € C(Q,RN) eb & f(0Q). Sed(f,,b) #

0, entao existe xo € Q) tal que f(xg) = b.

Teorema C.7. (Dependéncia na Fronteira): Suponhamos que f = g em 0Q e f,g €
C(Q,RY). Entdo, tem-se que

d(f,Q,b) =d(g,Q,b), Vb¢ f(O02) = g(0N).
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