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"Se fui capaz de ver mais longe, é por-

que me apoiei em ombros de gigantes".
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Resumo

Neste trabalho provamos alguns resultados de existência de solução positiva para equações

do tipo

(−∆)su+ a(x)u = f(u) em Ω ⊆ RN ,

onde 0 < s < 1, N > 2s e (−∆)s denota o Laplaciano fracionário. Consideramos dois

casos distintos: no primeiro caso consideramos Ω = RN , a não linearidade f(t) = |t|2∗s−2t

e a : RN → R+ uma função tal que a ∈ LN/2s(RN) e satisfaz outras condições adequadas

a serem apresentadas ao longo do trabalho; no segundo caso, consideramos Ω ⊂ RN

um domínio não limitado, ∂Ω 6= ∅ limitada, a(x) ≡ λ uma constante positiva e a não

linearidade f(t) = |t|p−2t com 2 < p < 2∗s. A fim de obter nossos resultados usamos

métodos variacionais combinados com argumentos topológicos.

Palavras-chave: Laplaciano fracionário; resultado de Compacidade Global; método

variacional; grau topológico de Brouwer.
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Abstract

In this work we prove some results of existence of positive solutions for equations of the

type

(−∆)su+ a(x)u = f(u) em Ω ⊆ RN ,

where 0 < s < 1, N > 2s and (−∆)s denotes the fractional Laplacian. We consider

two cases: in the first case we consider Ω = RN , the nonlinearity f(t) = |t|2∗s−2t and

a : RN → R+ is a function with a ∈ LN/2s(RN) and satisfying suitable conditions that

will be presented throughout the work; in the second case we consider Ω ⊂ RN an

unbounded domain, ∂Ω 6= ∅ bounded, a(x) ≡ λ positive constant and the nonlinearity

f(t) = |t|p−2t with 2 < p < 2∗s. In order to obtain our results we use variational methods

combined with topological arguments.

Key-Words: Fractional Laplacian; Global Compactness result; variational methods;

Brouwer’s topological degree.
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Notação e Terminologia

Neste trabalho, faremos uso das seguintes notações e terminologias:

• C,C0, C1, ... denotam constantes positivas (possivelmente distintas);

• �, denota o fim de uma demonstração;

• Br(x), denota a bola aberta de centro x e raio r;

• A,B ⊂ RN , então A \B = {x ∈ A;x /∈ B};

• supp(f), denota o suporte da função f ;

• →, denota convergência forte em um espaço normado X;

• ⇀, denota convergência fraca em um espaço normado X;

• on(1), denota uma sequência tal que lim
n→∞

on(1) = 0;

• 2∗s =
2N

N − 2s
, denota o expoente crítico de Sobolev;

• χΩ, denota a função característica do conjunto Ω;

• q.t.p, significará em quase toda parte;

• |Ω|, denota a medida de Lebesgue de um conjunto Ω em RN , N ≥ 1;

• Seja E um espaço de Banach e I ∈ C1(E,R). Diremos que uma sequência (un)n∈N

é uma sequência Palais-Smale no nível c para I, ou de forma resumida, (un)N é uma

sequência (PS)c para I, se I(un)→ c e I ′(un)→ 0;
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• Seja E um espaço de Banach e I ∈ C1(E,R). Diremos que I satisfaz a condição

de Palais-Smale em c, ou de forma resumida, I satisfaz a condição (PS)c, se toda

sequência Palais-Smale possui uma subsequência convergente em E;

• Dada uma função f : RN → R e x ∈ RN ,
∂f

∂xi
(x) indicará a i_ésima derivada

parcial de f no ponto x, quando esta derivada existir.

• ∇u =

(
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, ...,
∂u

∂xN

)
, denota o gradiente da função u;

• ∆u =
N∑
i=1

∂u2

∂x2
i

, denota o operador laplaciano de u;

• Lp(Ω) =

{
u : Ω→ R mensurvel;

∫
Ω

|u|pdx <∞
}
, em que 1 ≤ p ≤ +∞, denotará

o espaço de Lebesgue munido com a norma

|u|p =

(∫
RN
|u|pdx

)1/p

, 0 < p <∞;

• L∞(Ω), denota o espaço das funções mensuráveis que são limitadas quase sempre

em RN com norma dada por

|u|∞ = inf{C; |u(x)| ≤ C, quase sempre em Ω}, se p =∞.

• C(Ω), denota o espaço das funções contínuas em Ω e C0(Ω) são as funções de

suporte compacto em Ω;

• Ck(Ω), k ≥ 1 inteiro, denota o espaço das funções k vezes continuamente diferen-

ciáveis sobre Ω e C∞(Ω) = ∩k≥1C
k(Ω);

• Ck
0 (Ω) = Ck(Ω) ∩ C0(Ω) e C∞0 (Ω) = C∞(Ω) ∩ C0(Ω);

• Para 1 ≤ p <∞ e 0 < s < 1, W s,p(RN), denotará o espaço de Sobolev fracionário

dado por

W s,p(Ω) =

{
u : Ω→ R;u ∈ Lp(Ω) e (−∆)s/2u ∈ Lp(Ω)

}
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munido da norma

‖u‖s,p =

[ ∫
Ω

(|(−∆)s/2u|p + |u|p)dx
]1/p

• Para o caso particular em que p = 2, denotaremos W s,2(RN) = Hs(RN). Além

disso, se Ω ⊂ RN , então

Hs
0(Ω) =

{
u ∈ Hs(RN);u = 0 q.t.p em RN \ Ω

}
;

• Ds,2(Ω) =

{
u : Ω → R;u ∈ L2∗(Ω) e (−∆)s/2u ∈ L2(Ω)

}
, denotará o espaço de

Sobolev munido com a norma

‖u‖ =

(∫
Ω

|(−∆)s/2u|2dx
)1/2

;

• (Ds,2(RN))′, denotará o dual topológico do espaço Ds,2(RN) e ‖ · ‖D′ representa a

norma do dual.
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Introdução

Neste trabalho, estudamos questões relacionadas à existência de solução positiva para

equações do tipo

(−∆)su+ a(x)u = f(u) em RN , (1)

onde 0 < s < 1, N > 2s e a : RN → R é uma função potêncial que satisfaz condições

adequadas a serem apresentadas posteriormente. A não linearidade f é uma função

do tipo potência pura que tem crescimento subcritico ou crítico e (−∆)s é o operador

Laplaciano fracionário que é definido por

(−∆)su(x) = C(N, s)P.V

∫
RN

u(x)− u(y)

|x− y|N+2s
dy, ∀x ∈ RN ,

onde P.V representa o valor principal de Cauchy e C(N, s) é a constante de normalização;

para um estudo mais detalhado sobre o operador Laplaciano fracionário, sugerimos os

trabalhos [33, 59].

Soluções da equação (1) estão relacionadas com soluções de ondas estacionárias da

seguinte equação de Schrödinger fracionária que depende do tempo:

i
∂ψ

∂t
= (−∆)sψ + a(x)ψ − f(x, ψ), (x, t) ∈ RN × R, (2)

onde a : RN → R é uma função potencial, f : RN × R → R é uma função contínua e

0 < s < 1 é um parâmetro fixo. Soluções de ondas estacionárias para a equação (2) são

soluções da forma

ψ(x, t) = u(x) exp(−ict),
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onde u resolve a equação elíptica (1).

A equação de Schrödinger fracionária (2) foi introduzida por Laskin [51, 52] e é usada

na mecânica quântica fracionária para estudo de partículas em campos estacionários

modelados por processos de Lévy. Além disso, o operador Laplaciano fracionário também

surge naturalmente em várias áreas diferentes, como Probabilidade, Finanças, Física,

Química e Biologia, veja por exemplo [7, 8, 14, 29, 57, 71, 72]. O operador (−∆)s pode

ser visto como os geradores infinitesimais do processo de difusão estável, chamado de

processo de Lévy, veja [51].

Quando s = 1, a equação (2) se reduz a equação clássica de Schrödinger

i
∂ψ

∂t
= −∆ψ + a(x)ψ − f(x, ψ), (x, t) ∈ RN × R,

que tem sido amplamente investigada em relação a existência e multiplicidade de solu-

ção de ondas estacionárias nas últimas décadas, veja [1, 2, 10, 11, 16, 17, 35, 47, 70]

e suas referências. O estudo da equação de Schrödinger fracionária quando s ∈ (0, 1),

recentemente tem atraido a atenção de vários pesquisadores, tanto pelo ponto de vista

de sua aplicabilidade em diferentes contextos como também pelo interesse puramente

matemático, veja por exemplo [9, 18, 22, 23, 28, 30, 39, 40, 60, 61, 66] e suas referências.

Considerando o caso do Laplaciano clássico, isto é, o caso em que s = 1, assumindo

a não linearidade do tipo potência pura com crescimento crítico, citamos os trabalhos

[1, 3, 10, 15, 20, 24, 45, 46, 48], onde os autores estudaram a equação

−∆pu+ a(x)|u|p−2u = |u|p∗−2u, em Ω ⊆ RN , (3)

onde a : RN → R+ é uma função potencial tal que a ∈ LN/2(Ω), N > p ≥ 2 e p∗ =

Np/(N − p) é o expoente crítico de Sobolev. Em [20], Brezis e Nirenberg, considerando

o caso em que p = 2 e a(x) ≡ −λ constante, Ω um domínio limitado, mostraram que

a equação (3) possui uma solução positiva quando N ≥ 4 e λ ∈ (0, λ1) ou N = 3 e λ

é grande, onde λ1 é o primeiro autovalor do operador laplaciano −∆ com as condições

de fronteira de Dirichlet. Cerami, Fortunato e Struwe [24], estudaram a equação (3) e

provaram resultados de multiplicidade de solução (mas não de solução positiva) usando

2



o fato que a condição (PS)c ocorre para o funcional energia associado ao problema (3)

abaixo de certo nível. Benci e Cerami [10] , considerando Ω = RN , mostraram que

a equação (3) tem uma solução positiva se a é uma função não negativa, estritamente

positiva em algum ponto do RN , com |a|LN/2(RN ) < S(22/N − 1) e a ∈ Ls(RN) para

todo p1 ≤ s ≤ p2 e p1 < N/2 < p2. Para o caso em que Ω é um domínio limitado

e a(x) ≡ −λ constante, sugerimos os trabalhos [45, 46, 48]. Além desses, Ben-Naoum,

Troestler e Willem [15], mostraram existência de solução positiva para a equação (3)

com hipóteses distintas das mencionadas acima na não linearidade e na função potencial

a(x). Citamos também o trabalho de C. O. Alves [1], onde considerando Ω = RN e

hipótese semelhantes as utilizadas por Benci e Cerami [10], generalizou os resultados

obtido pelos autores no referido artigo para o operador p-Laplaciano −∆p. Assumindo

hipóteses semelhantes com as utilizadas por Benci e Cerami [10], sobre o potencial a(x),

citamos também o trabalho de C. O. Alves, Angelo R. F. de Holanda e José A. Fernandes

[3], onde os autores mostraram resultado de existência de solução positiva para a Equação

(3) considerando o semiplano Ω = RN
+ e condições de fronteira de Neumann.

Assumindo a não linearidade com crescimento do tipo subcrítico, citamos [2, 10, 16,

17, 35], onde os autore estudaram equações da forma

−∆u+ λu = |u|p−2u em Ω, (4)

onde N ≥ 3, 2 < p < 2∗ e Ω um subconjunto do RN . Berestycki e Lions [16, 17]

mostraram existência de infinitas soluções para a Equação (4) quando Ω = RN . Esteban

e Lions [35], obtiveram resultados análogos considerando Ω como sendo o complementar

de uma bola e, Benci e Cerami [11], provaram resultados de existência e não existência

de solução ground state para a equação (4) em domínio exterior.

Considerando o Laplaciano fracionário, Felmer, Quass e Tan [38] estudaram questões

relacionadas à existência e regularidade de solução positiva para equação (1), onde a(x) ≡

1 e f tem crescimento subcrítico e satisfaz a bem conhecida condição de Ambrosetti-

Rabinowitz, isto é, existe θ > 2 tal que:

0 < θF (u) ≤ f(u)u, u > 0,

3



onde F (u) =

∫ u

0

f(t)dt. Secchi [64], obteve existência de solução ground state para a

equação (1) assumindo que a(x) é uma função coerciva (isto é, a(x)→∞ quando |x| →

∞) e que f satisfaz a condição de Ambrosetti-Rabinowitz. Para resultados à respeito da

equação (1), onde a não linearidade f é uma função geral com crescimento subcrítico e

não satisfaz a condição de Ambrosetti-Rabinowitz; veja, por exemplo, [25, 26, 63, 75].

Além desses, em [36], Évéquoz e Fall obtiveram resultado de existência de solução positiva

para a equação (1) considerando f(x, u) = Q(x)|u|p−2u e assumindo que:

(a) a ∈ L∞(RN), inf
x∈RN

a(x) > 0 e a(x)→ 1 quando |x| → ∞;

(Q) Q ∈ L∞(RN), Q ≥ 0 q.t.p em RN e Q(x)→ 1 quando |x| → ∞.

Chang e Wang [27] estudaram uma classe de problemas do tipo (1). Eles mostraram

existência de solução radial ground state assumindo a conhecida condição de Berestycki-

Lions. Alves, Figueiredo e Siciliano em [4] também considerando condições do tipo

Berestycki-Lions, obtiveram existência de solução ground state para equação do tipo (1).

Também assumindo condições do tipo Berestychi-Lions, a(x) ≡ 1 e f(t) = −t+|t|p−1t, em

[34], Dipierro, Palatucci e Valdinoci provaram existência de solução positiva radialmente

simétrica e monótona para equação (1). É importante ressaltar, que tanto em [4] quanto

em [34] os autores consideram o caso crítico.

Para não linearidade envolvendo uma pertubação na potência crítica, citamos o Tra-

balho de Gabert e Rodrigues [44], onde eles mostraram resultado de existência de soluções

nodais para a equação

(−∆)su = |u|2∗s−2u+ λf(x, u) em Ω, (5)

onde Ω ⊂ RN é um domínio limitado e suave, s ∈ (0, 1), N > 2s, λ > 0 e 2∗s =

2N/(N −2s) é o exponte crítico de Sobolev. Em [58], Mosconi, Perera, Squassina e Yang

provaram resultados de existência de solução do problema de Brezis-Nirenberg para o

p-Laplaciano fracionário

(−∆)spu = λ|u|p−2u+ |u|P ∗s −2u em Ω, (6)
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onde Ω é um domínio limitado do RN com fronteira Lipschitz e λ > 0. Ainda considerando

a equação (6), com λ = 0 e p = 2 (problema de Coron para o Laplaciano fracionário),

citamos o estudo feito por Secchi, Shionji e Squassina em [65].

Motivado por todos esses trabalhos, principalmente por [1], [10] e [11], nesta tese

estudaremos a equação (1). Mais detalhadamente, esse estudo será realizado da seguinte

forma:

No Capítulo 1, motivado pelo trabalho de Alves em [1], onde foi estudado a equação

(3), estudamos a equação de Schrödinger fracionária

(−∆)su+ a(x)u = |u|2∗s−2u em RN ,

u ∈ Ds,2(RN),

(7)

em que N > 2s, s ∈ (0, 1) e 2∗s = 2N/(N − 2s) é o expoente crítico do espaço de Sobolev

fracionário. O potencial a : RN → R é contínuo, a ∈ LN/2s(RN) e satisfaz as seguintes

hipóteses:

(a1) a(x0) > 0 para algum x0 ∈ RN ;

(a2) a ∈ Lq(RN) ∀q ∈ [p1, p2], onde 1 < p1 <
N

2s
< p2 com p2 <

N

4s−N
se N < 4s e

(a3) |a|N/2s < S(22s/N − 1),

onde S representa a melhor constante da imersão de Sobolev do espaço Ds,2(RN) em

L2∗s(RN) e será definida em um momento oportuno.

Inspirado nas idéias de Alves [1] e Benci e Cerami em [10], onde foi mostrado resultado

de existência de solução positiva para a equação (3) usando métodos variaconais com-

binados com argumentos topológicos, mostramos resultados semelhantes para a equação

de Schrödinger fracionária dada em (7), a saber, o principal resultado do Capítulo 1 é o

seguinte:

Teorema 0.1. Assuma que N > 2s e (a1)− (a3) ocorrem. Então, a equação (7) possui

uma solução positiva u0 ∈ Ds,2(RN), tal que
s

N
SN/2s < I(u0) <

2s

N
SN/2s.

Uma vez que estamos trabalhando no RN e a não linearidade tem crescimento crí-

tico, nossa principal dificuldade está relacionada com a falta da imersão compacta do
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Ds,2(RN) em L2∗s(RN). Quando isto ocorre, em geral, a condição Palais-Smale não é

válida. Portanto, a fim de provarmos o Teorema 0.1, devemos contornar essas e outras

dificuldades. Nesse sentido, fizemos uma versão do resultado de "Compacidade Glo-

bal"devido a Struwe [69] para o espaço de Sobolev fracionário Ds,2(RN). A partir deste

resultado de compacidade, encontramos as faixas onde a condição Palais-Smale é válida

e, aplicando uma variante do Lema de Deformação (veja Apêndice B, Teorema B.0.5)

juntamente com resultados da Teoria do Grau de Brouwer, garantimos a validade do

Teorema 0.1.

No Capítulo 2, motivado pelo trabalho de Benci e Cerami [11], onde os autores mos-

traram resultado de existência de solução positiva e resultado de não existência de solução

ground state para a equação (4), consideramos a equação de Schrödinger fracionária

(−∆)su+ λu = |u|p−2u em Ω,

u ∈ Hs
0(Ω),

(8)

onde Ω ⊂ RN é um domínio ilimitado, ∂Ω 6= ∅ é limitado, λ ∈ R+, N > 2s e 2 < p <

2∗s = 2N/(N − 2s).

Inspirado nas idéias de Benci e Cerami [11], estudamos a equação (8) e mostramos

resultados análogos aos obtidos pelos autores para o caso do Laplaciano clássico. Ressal-

tamos que, para obter os resultados desejados, usamos os mesmos argumentos ultilizados

em [11], a saber, fizemos uso de método variacional juntamente com argumentos topoló-

gicos. Os dois teoremas a seguir contém os principais resultados do Capítulo 2.

Teorema 0.2. Assuma N > 2s, 2 < p < 2∗s e x0 ∈ RN \ Ω. Então, para todo λ existe

um σ = σ(λ), tal que se

RN \ Ω ⊂ Bσ(x0) =
{
x ∈ RN ; |x− x0| ≤ σ

}
,

o problema (8) possui pelo menos uma solução positiva.

Teorema 0.3. Assuma N > 2s, 2 < p < 2∗s. Então, existe λ∗ = λ∗(Ω), tal que para

qualquer λ ∈ (0, λ∗) o problema (8) possui pelo menos uma solução positiva.

Uma vez que estamos trabalhando em domínio ilimitado, sabemos que de um modo
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geral não valem as imersões compactas de Sobolev. Portanto, a fim de provarmos o

Teorema 0.2, recorremos a um "Lema de Compacidade global", cuja versão original foi

provado por Struwe [69] (veja também [68]). Este Lema é ferramenta fundamental para

garantirmo o nosso resultado de existência de solução para a equação (8), pois a partir

deste Lema, mostramos que sob condições adequadas, o funcional energia associado a

equação (8) satisfaz a condição Palais-Smale. Resultado como deste lema somam-se a

outros, como estudos feitos sobre soluções positivas simétricas para equações elípticas no

RN , as propriedades básicas do grau topológico de Brouwer e uma variante do Lema de

Deformação devido a Hofer [49], garantimos a validade do Teorema 0.2. A fim de provar

o Teorema 0.3, fazemos uma mudança de variável na equação (8) e o resultado segue do

Teorema 0.2.

Concluimos nosso trabalho com um apêndice que contém alguns resultados que foram

usados no decorrer do texto.

No Apêndice A, provamos a continuidade da função concentração de levy e da função

baricentro.

No Apêndice B, colocamos alguns resultados de análise no RN , medida e integra-

ção, análise funcional, convergência e imersão. Além disso, enunciamos resultados de

Simetrização de Schwarz, bem como, Lema de Deformação e o Princípio Variacional de

Ekeland.

Finalmente, no Apêndice C, enunciamos os principais resultados da Teoria do Grau

de Brouwer.
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Capítulo 1

Equação elíptica envolvendo o operador

Laplaciano fracionário com crescimento

crítico em RN

Neste capítulo, estamos interessados em mostrar existência de solução positiva para

a seguinte equação elíptica fracionária:

(−∆)su+ a(x)u = |u|2∗s−2u em RN , (P )

onde 2∗s =
2N

N − 2s
, N > 2s, s ∈ (0, 1), a : RN → R+ é uma função tal que a ∈ LN/2s(RN)

e (−∆)s é o operador Laplaciano fracionário definido por

(−∆)su(x) = C(N, s)P.V.

∫
RN

u(x)− u(y)

|x− y|N+2s
dy

= C(N, s) lim
ε→0+

∫
RN\Bε(x)

u(x)− u(y)

|x− y|N+2s
dy, ∀x ∈ RN , (1.1)

onde P.V. é entendido como o valor principal da integral e

C(N, s) =

(∫
RN

1− cos(ζ1)

|ζ|N+2s
dζ

)−1

, ζ = (ζ1, ..., ζN).

Ao longo do trabalho, omitiremos a constante C(N, s) > 0. Esta constante de nor-

malização é sempre usada quando se deseja recuperar o Laplaciano usual quando s→ 1,
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para detalhes veja [33].

Denotaremos por S a melhor constante para a imersão de Sobolev Ds,2(RN) ↪→

L2∗s(RN), isto é,

S = inf
u∈Ds,2(RN )

u6=0

∫
RN
|(−∆)s/2u|2dx(∫

RN
|u|2∗sdx

)2/2∗s
= inf

u∈Ds,2(RN )

u6=0

‖u‖2

|u|22∗s
. (1.2)

Assumimos também que a função a satisfaz as seguintes hipóteses:

(a1) a(x0) > 0 para algum x0 ∈ RN ;

(a2) a ∈ Lq(RN) ∀q ∈ [p1, p2], onde 1 < p1 <
N

2s
< p2 com p2 <

N

4s−N
se N < 4s e

(a3) |a|N/2s < S(22s/N − 1).

Antes de enunciarmos nosso resultado, vamos introduzir algumas notações básicas.

Para uma função mensurável u : RN → R seja

[u]2Ds,2(RN ) =

∫
R2N

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

a seminorma de Gagliardo de u.

Definimos o espaço de Hilbert

Ds,2(RN) =

{
u ∈ L2∗s(RN);

∫
R2N

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy < +∞

}
,

o qual está imerso continuamente em L2∗s(RN).

Dizemos que uma função u : RN → R é solução fraca de (P ) se u ∈ Ds,2(RN) e para

todo ϕ ∈ Ds,2(RN) vale

∫
RN

(−∆)s/2u(−∆)s/2ϕdx+

∫
RN
a(x)uϕdx =

∫
RN
|u|2∗s−2uϕdx.

Assim, para obtermos uma solução fraca de (P ) é suficiente encontrarmos pontos críticos
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do funcional I : Ds,2(RN)→ R, dado por

I(u) =
1

2

∫
RN
|(−∆)s/2u|2dx+

1

2

∫
RN
a(x)u2dx− 1

2∗s

∫
RN
|u|2∗sdx, (1.3)

o qual está bem definido em Ds,2(RN), é de classe C1 e sua derivada é dada por

I ′(u)ϕ =

∫
RN

(−∆)s/2u(−∆)s/2ϕdx+

∫
RN
a(x)uϕdx−

∫
RN
|u|2∗s−2uϕdx, ∀ϕ ∈ Ds,2(RN).

Neste texto, em vista [33, Proposição 3.4 e Proposição 3.6], usaremos a seguinte

relação

‖u‖2 = |(−∆)s/2u|22 = [u]2.

O teorema a seguir contém o principal resultado deste capítulo:

Teorema 1.1. Assuma que N > 2s e (a1)− (a3) vale. Então a equação (P ) possui uma

solução positiva u0 ∈ Ds,2(RN) tal que
s

N
SN/2s < I(u0) <

2s

N
SN/2s.

Os resultados obtidos neste capítulo, é versão de [10] e [1] para o operador Laplaciano

fracionário. Destacamos que as idéias ultilizadas por Benci e Cerami [10] e Alves [1]

não são imediatamente aplicáveis ao nosso problema devido ao fato de que o operador

Laplaciano fracionário é não-local. Algumas estimativas refinadas foram necessárias.

Por exemplo, veja Lema 1.7 e Teorema 1.2, onde provamos uma versão do resultado de

Compacidade Global de Struwe [69] para o operador Laplaciano fracionário, que também

pode ser útil em contextos diferentes. Ao menos dos nossos conhecimentos, este resultado

ainda não havia sido provado no contexto do operador Laplaciano fracionário.

1.1 Resultados preliminares

Nesta seção, mostraremos um resultado que será de suma importância para a prova

do "Lema Principal" e do Teorema 1.2 que apresentaremos na próxima seção. Este

resultado estuda o comportamento das sequências Palais-Smale do funcional energia I∞ :
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Ds,2(RN)→ R, dado por

I∞(u) =
1

2

∫
RN
|(−∆)s/2u|2dx− 1

2∗s

∫
RN
|u|2∗sdx, ∀u ∈ Ds,2(RN), (1.4)

associado ao problema limite

(−∆)su = |u|2∗s−2u em RN , (P∞)

onde 2∗s =
2N

N − 2s
, N > 2s, s ∈ (0, 1) e (−∆)s é o operador laplaciano fracionário.

Para resultado de existência de solução do problema (P∞), indicamos o trabalho de R.

Servadei e E. Valdinoci [66, Seção 4, Afirmação 6].

Lema 1.1. Sejam (un) uma sequência (PS)c para I∞. Então:

(a) (un) é uma sequência limitada em Ds,2(RN);

(b) Existe u ∈ Ds,2(RN), tal que I ′∞(u) = 0;

(c) Se c <
s

N
SN/2s, onde S é a constante definida em (1.2), então, a menos de sub-

sequência, un → u em Ds,2(RN), mostrado que I∞ satisfaz a condição (PS)c.

Demonstração: (a) Desde que (un) é uma sequência (PS)c para I∞, temos que

I∞(un)→ c (1.5)

e

‖I ′∞(un)‖D′ → 0. (1.6)

De (1.5), (I∞(un)) é uma sequência limitada de números reais. Logo podemos tomar

K = sup
n∈N

I∞(un). De (1.6), segue que tomando ε = 2∗s > 0, existe n0 ∈ N tal que

‖I ′∞(un)‖D′ < 2∗s,∀n ≥ n0.

Daí,

− 1

2∗s
I ′∞(un)vn ≤

1

2∗s
|I ′∞(un)un| ≤

1

2∗s
‖I ′∞(un)‖D′‖un‖ <

1

2∗s
2∗s‖un‖ = ‖un‖, ∀n ≥ n0.
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Assim,

I∞(un)− 1

2∗s
I ′∞(un)un < K + ‖un‖,∀n ≥ n0. (1.7)

Agora, observando que

I∞(un)− 1

2∗s
I ′∞(un)un =

(
1

2
− 1

2∗s

)∫
RN
|(−∆)s/2un|2dx =

s

N
‖un‖2. (1.8)

Segue de (1.7) e (1.8) que

s

N
‖un‖2 = I∞(un)− 1

2∗s
I ′∞(un)un < K + ‖un‖,∀n ≥ n0. (1.9)

Portanto, (un) é uma sequência limitada em Ds,2(RN).

Demonstração: (b) Mostramos no ítem anterior que (un) é limitada em Ds,2(RN).

Desde que Ds,2(RN) é um espaço reflexivo, existe u ∈ Ds,2(RN) tal que, a menos de

subsequência, un ⇀ u em Ds,2(RN). Argumentando como em [2, Lema A.1], segue que,

a menos de subsequência, un(x)→ u(x) q.t.p. em RN .

Queremos mostrar que o limite fraco de un é ponto crítico do funcional I∞. Para isto,

devemos provar que

∫
RN
|un|2

∗
s−2unϕdx→

∫
RN
|u|2∗s−2uϕdx, ∀ϕ ∈ Ds,2(RN).

Com efeito, consideremos as sequências de funções gn(x) = |un(x)|2∗s−2un(x) e g(x) =

|u(x)|2∗s−2u(x). Então, a menos de subsequência,

gn(x)→ g(x) q.t.p. em RN

além disso,

∫
RN
|gn|2

∗
s/(2

∗
s−1)dx =

∫
RN
||un|2

∗
s−2un|2

∗
s/(2

∗
s−1)dx =

∫
RN
|un|2

∗
sdx = |un|2

∗
s

2∗s
.

Uma vez que (un) é limitada em L2∗s(RN), existe M > 0 tal que

∫
RN
|gn|2

∗
s/(2

∗
s−1)dx = |un|2

∗
s

2∗s
≤M, ∀n ∈ N,
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de onde deduzimos também que (gn) ⊂ L2∗s/(2
∗
s−1)(RN). Além do mais, g ∈ L2∗s/(2

∗
s−1)(RN),

pois ∫
RN
|g|2∗s/(2∗s−1)dx =

∫
RN
|u|2∗sdx,

e desde que u ∈ Ds,2(RN), segue que

∫
RN
|g|2∗s/(2∗s−1)dx < +∞.

Como 2∗s/(2
∗
s − 1) > 1, então aplicando o Lema de Brezis-Lieb (ver Apêndice B, Lema

B.2), obtemos

∫
RN
|un|2

∗
s−2unϕdx→

∫
RN
|u|2∗s−2uϕdx, ∀ϕ ∈ Ds,2(RN). (1.10)

Por outro lado,

∫
RN

(−∆)s/2un(−∆)s/2ϕdx→
∫
RN

(−∆)s/2u(−∆)s/2ϕdx, ∀ϕ ∈ D1,2(RN). (1.11)

Desde que (un) é uma sequência (PS)c para I∞, temos em particular, que

I ′∞(un)ϕ→ 0 em (Ds,2(RN))′,

onde

I ′∞(un)ϕ =

∫
RN

(−∆)s/2un(−∆)s/2ϕdx−
∫
RN
|un|2

∗
s−2unϕdx, ∀ϕ ∈ Ds,2(RN).

Fazendo n→∞, de (1.10), (1.11) e da unicidade do limite, obtemos

0 =

∫
RN

(−∆)s/2u(−∆)s/2ϕdx−
∫
RN
|u|2∗s−2uϕdx = I ′∞(u)ϕ, ∀ϕ ∈ Ds,2(RN)

e portanto, I ′∞(u) = 0 como queriamos mostrar.

Demonstração: (c) Façamos vn = un − u e observemos que

on(1) = I ′∞(un)un = ‖un‖2 − |un|2
∗
s

2∗s
.
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Aplicando o Teorema de Brezies-Lieb (ver Apêndice B, Teorema B.9), segue que

on(1) = I ′∞(un)un = ‖un‖2 − |un|2
∗
s

2∗s
= ‖vn‖2 + ‖u‖2 − |vn|2

∗
s

2∗s
− |u|2

∗
s

2∗s
+ on(1). (1.12)

Desde que u é solução fraca de (P∞),

∫
RN

(−∆)s/2u(−∆)s/2ϕdx =

∫
RN
|u|2∗s−2uϕdx, ∀ϕ ∈ Ds,2(RN)

e visto que u ∈ Ds,2(RN), tomando ϕ = u na igualdade acima, temos

‖u‖2 = |u|2
∗
s

2∗s
.

Logo, de (1.12) e da última igualdade, decorre que

on(1) = I ′∞(un)un = ‖vn‖2 − |vn|2
∗
s

2∗s
+ on(1). (1.13)

Como as sequências (‖vn‖2) e (|vn|2
∗
s

2∗s
) são limitadas, passando a uma subsequência se

necessário, temos de (1.13) que

lim
n→∞

(‖vn‖2 − |vn|2
∗
s

2∗s
) = 0,

implicando que

lim
n→∞

‖vn‖2 = lim
n→∞

|vn|2
∗
s

2∗s
.

Consideremos

ρ = lim
n→∞

‖vn‖2 = lim
n→∞

|vn|2
∗
s

2∗s
. (1.14)

Desde que ‖vn‖2 ≥ 0 e |vn|2
∗
s

2∗s
≥ 0 para todo n ∈ N, temos ρ ≥ 0. Nosso objetivo é provar

que ρ = 0. Para isto, assuma que ρ > 0. Pela definição de melhor constante de Sobolev

na imersão Ds,2(RN) ↪→ L2∗s(RN), temos que S|vn|22∗s ≤ ‖vn‖
2. Passando ao limite de

n→ +∞ na última desigualdade e tendo em conta (1.14), resulta que

ρ ≥ Sρ2/2∗s ⇒ ρ ≥ SN/2s. (1.15)
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De (1.13) e do fato que (un) é uma sequência (PS)c para I∞, encontramos

c = I∞(un) + on(1) = I∞(un)− 1

2∗s
I ′∞(un)un + on(1)

=
1

2
‖un‖2 − 1

2∗s
|un|2

∗
s

2∗s
− 1

2∗s
‖vn‖2 +

1

2∗s
|vn|2

∗
s

2∗s
+ on(1)

=
1

2
‖vn‖2 +

1

2
‖u‖2 − 1

2∗s
|vn|2

∗
s

2∗s
− 1

2∗s
|u|2

∗
s

2∗s
− 1

2∗s
‖vn‖2 +

1

2∗s
|vn|2

∗
s

2∗s
+ on(1)

=
s

N
‖vn‖2 + I∞(u) + on(1). (1.16)

Lembrando que ‖u‖2 = |u|2
∗
s

2∗s
, temos também

I∞(u) =
1

2
‖u‖2 − 1

2∗s
|u|2

∗
s

2∗s
=

(
1

2
− 1

2∗s

)
‖u‖2 =

s

N
‖u‖2 ≥ 0.

Portanto, de (1.16), obtemos

c =
s

N
‖vn‖2 + I∞(u) + on(1) ≥ s

N
‖vn‖2 + on(1) =

s

N
ρ

e de (1.15)

c ≥ s

N
ρ ≥ s

N
SN/2s,

o que é uma contradição. Logo ρ = 0 e portanto

‖vn‖2 = ‖un − u‖2 → 0.

Concluimos então que, a menos de subsequência, un → u em Ds,2(RN).

1.2 Resultado de compacidade global

Nesta seção, apresentaremos um "Teorema de Compacidade Global"para problemas

não locais. Este resultado é uma extensão do resultado de compacidade global de Struwe

(veja [69, Lema 3.3 e Teorema 3.1]) para o caso fracionário. Uma versão deste resultado

para domínio limitado evolvendo o operador Laplaciano fracionário pode ser encontrada

em [18], veja também [60, 61].
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Antes de seguirmos para o principal teorema desta seção, provaremos alguns lemas

que serão ferramenta fundamentel, tanto na demonstração do "Lema Principal" que

apresentaremos mais adiante, como também na prova de outros resultados que virão.

No próximo resultado seguiremos as ideias de V. Ambrosio em [5, Lema 2.3], (veja

também X. Zhang, B. Zhang e D. Repovs [75, Lema 3.3]).

Lema 1.2. Seja (un) ⊂ Ds,2(RN) uma sequência limitada e ψ ∈ C∞0 (RN) tal que 0 ≤

ψ ≤ 1 em RN , ψ = 1 em B1/2(0), ψ = 0 em Bc
1(0) e |∇ψ|∞ ≤ 2. Para cada ε > 0

definamos ψε(x) = ψ

(
x− xi
ε

)
, onde xi ∈ RN é um ponto fixado. Então, o seguinte

resultado é verdadeiro:

lim
ε→0

lim sup
n→∞

∫
R2N

|un(x)|2 |ψε(x)− ψε(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy = 0.

Demonstração: Inicialmente, observemos que usando a definição de ψ, encontramos

que

ψε(x) =

1, se x ∈ B ε
2
(xi),

0, se x ∈ Bc
ε(xi).

Notemos também que podemos ver o espaço R2N da seguinte forma:

R2N = ((RN \Bε(xi))× (RN \Bε(xi)))∪ (Bε(xi)×RN)∪ (RN \Bε(xi)) =: Ω1,ε∪Ω2,ε∪Ω3,ε.

Assim,

∫
R2N

|un(x)|2 |ψε(x)− ψε(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

=

∫
Ω1,ε

|un(x)|2 |ψε(x)− ψε(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy +

∫
Ω2,ε

|un(x)|2 |ψε(x)− ψε(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

+

∫
Ω3,ε

|un(x)|2 |ψε(x)− ψε(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy.

(1.17)

No que segue, iremos estimar cada uma das integrais em (1.17). Desde que ψ(x) = 0 em

RN \Bε(xi), temos

∫
Ω1,ε

|un(x)|2 |ψε(x)− ψε(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy = 0. (1.18)
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Por outro lado,

∫
Ω2,ε

|un(x)|2 |ψε(x)− ψε(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy =

∫
Bε(xi)

dx

∫
{y∈RN ;|x−y|≤ε}

|un(x)|2 |ψε(x)− ψε(y)|2

|x− y|N+2s
dy

+

∫
Bε(xi)

dx

∫
{y∈RN ;|x−y|>ε}

|un(x)|2 |ψε(x)− ψε(y)|2

|x− y|N+2s
dy

e desde que 0 ≤ ψ(x) ≤ 1 em RN , aplicando o Teorema do Valor Médio, encontramos

que

∫
Ω2,ε

|un(x)|2 |ψε(x)− ψε(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy = ε−2‖∇ψ‖2

∞

∫
Bε(xi)

dx

∫
{y∈RN ;|x−y|≤ε}

|un(x)|2

|x− y|N+2s−2
dy

+ 4

∫
Bε(xi)

dx

∫
{y∈RN ;|x−y|>ε}

|un(x)|2

|x− y|N+2s
dy.

Mudando para coordenadas esféricas, obtemos

∫
Ω2,ε

|un(x)|2 |ψε(x)− ψε(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy ≤ C1ε

−2s

∫
Bε(xi)

|un(x)|2dx+ C2ε
−2s

∫
Bε(xi)

|un(x)|2dx

= C3ε
−2s

∫
Bε(xi)

|un(x)|2dx, (1.19)

onde C3 é uma constante positiva que independe de ε e de n. Para estimar a integral em

Ω3,ε, note que

∫
Ω3,ε

|un(x)|2 |ψε(x)− ψε(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

=

∫
RN\Bε(xi)

dx

∫
{y∈Bε(xi);|x−y|≤ε}

|un(x)| |ψε(x)− ψε(y)|2

|x− y|N+2s
dy

+

∫
RN\Bε(xi)

dx

∫
{y∈Bε(xi);|x−y|>ε}

|un(x)| |ψε(x)− ψε(y)|2

|x− y|N+2s
dy =: Pε,n +Qε,n.

(1.20)

Observemos ainda que, se

|x− y| < ε e |y − xi| < ε,

então |x− xi| < 2ε, pois

|x− xi| = |x− y + y − xi| ≤ |x− y|+ |y − xi| < ε+ ε = 2ε.
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Portanto, argumentando como anteriormante, encontramos que

Pε,n ≤ ε−2‖∇ψ‖2
∞

∫
B2ε(xi)

dx

∫
{y∈Bε(xi);|x−y|≤ε}

|un(x)|2

|x− y|N+2s−2
dy

≤ ε−2‖∇ψ‖2
∞

∫
B2ε(xi)

|un(x)|2dx
∫
{z∈RN ;|x−y|≤ε}

1

|z|N+2s−2
dz

= C4ε
−2s

∫
B2ε(xi)

|un(x)|2dx, (1.21)

onde C4 é uma constante positiva que independe de ε e n. Observe que para todo k > 2,

vale

(RN \Bε(xi))×Bε(xi) ⊂ (Bkε(xi)×Bε(xi)) ∪ ((RN \Bkε(xi))×Bε(xi)).

Daí,

∫
Bkε(xi)

dx

∫
{y∈Bε(xi);|x−y|>ε}

|un(x)|2 |ψε(x)− ψε(y)|2

|x− y|N+2s
dy

≤ 4

∫
Bkε(xi)

dx

∫
{y∈Bε(xi);|x−y|>ε}

|un(x)|2 1

|x− y|N+2s
dy

≤ 4

∫
Bkε(xi)

dx

∫
{z∈Bε(xi);|z|>ε}

|un(x)|2 1

|z|N+2s
dy

= C5ε
−2s

∫
Bkε(xi)

|un(x)|2dx,

(1.22)

onde C5 é uma constante positiva que independe de ε e n. Por outro lado, se |x−xi| ≥ kε

e |y − xi| < ε, então

|x− y| ≥ |x− xi| − |y − xi| > |x− xi| − ε. (1.23)

Observe também que sendo k > 2 e |x− xi| ≥ kε, então

|x− xi| ≥ kε > 2ε⇒ |x− xi|
2

> ε

e assim,

|x− xi| −
|x− xi|

2
− ε =

|x− xi|
2

− ε > 0⇒ |x− xi| − ε >
|x− xi|

2
. (1.24)
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Combinando (1.23) e (1.24), segue que

|x− y| > |x− xi| − ε >
|x− xi|

2
,

e consequentemente

∫
RN\Bkε(xi)

dx

∫
{y∈Bε(xi);|x−y|>ε}

|un(x)|2 |ψε(x)− ψε(y)|2

|x− y|N+2s
dy

≤ 2N+2s4

∫
RN\Bkε(xi)

dx

∫
{y∈Bε(xi);|x−y|>ε}

|un(x)|2 1

|x− xi|N+2s
dy

≤ 2N+2s+2εN
∫
RN\Bkε(xi)

|un(x)|2 1

|x− xi|N+2s
dx.

(1.25)

Usando desigualdade de Hölder com expoentes 2∗s/(2
∗
s − 2) e 2∗s/2, temos

∫
RN\Bkε(xi)

|un(x)|2

|x− xi|N+2s
dx

≤
(∫

RN\Bkε(xi)
|un(x)|2∗sdx

) 2
2∗s
(∫

RN\Bkε(xi)
|x− xi|−

(N+2s)N
2s dx

) 2s
N

e mudando para coordenadas esféricas, obtemos

∫
RN\Bkε(xi)

|un(x)|2

|x− xi|N+2s
dx ≤ (kε)−N

(∫
RN\Bkε(xi)

|un(x)|2∗s
) 2

2∗s
. (1.26)

Combinando (1.25) e (1.26), tem-se

∫
RN\Bkε(xi)

dx

∫
{y∈Bε(xi);|x−y|>ε}

|un(x)|2 |ψε(x)− ψε(y)|2

|x− y|N+2s
dy

≤ C6k
−N
(∫

RN\Bkε(xi)
|un(x)|2∗s

) 2
2∗s
,

(1.27)

onde C6 é uma constante positiva que independe de ε e n. Juntando (1.22) com (1.27) e o

fato que (un) é uma sequência limitada em L2∗s(RN), encontramos uma constante C7 > 0

independente de ε e n tal que

Qε,n ≤ C5ε
−2s

∫
Bkε(xi)

|un(x)|2dx+ C7k
−N (1.28)
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Tento em conta (1.17), (1.18), (1.19), (1.20), (1.21) e (1.28), encontramos que

∫
R2N

|un(x)|2 |ψε(x)− ψε(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy ≤ C8ε

−2s

∫
Bkε(xi)

|un(x)|2dx+ C9k
−N , (1.29)

onde C8 e C9 são constantes positivas que independem de ε e n. Recordando que (un)

é limitada em Ds,2(RN), que por sua vez é um espaço reflexivo, segue que un ⇀ u em

Ds,2(RN). Usando imersão compacta de Sobolev para os espaços fracionários, obtemos

que un → u em L2
loc(RN). Consequentemente,

lim
n→∞

C8ε
−2s

∫
Bkε(xi)

|un(x)|2dx+ C9k
−N = C8ε

−2s

∫
Bkε(xi)

|u(x)|2dx+ C9k
−N .

Usando desigualdade de Hölder com expoentes 2∗s/(2
∗
s − 2) e 2∗s/2, resulta que

C8ε
−2s

∫
Bkε(xi)

|u(x)|2dx ≤ C8ε
−2s

(∫
Bkε(xi)

|u(x)|2∗sdx
) 2

2∗s
|Bkε(xi)|

2s
N

≤ C10ε
−2s(kε)2s

(∫
Bkε(xi)

|u(x)|2∗sdx
) 2

2∗s

= C10k
2s

(∫
Bkε(xi)

|u(x)|2∗sdx
) 2

2∗s
.

e pelo Teorema da Convergência dominada de Lebesgue, tem-se

∫
Bkε(xi)

|u(x)|2∗sdx→ 0, quando ε→ 0.

Logo,

C8ε
−2s

∫
Bkε(xi)

|u(x)|2dx+ C9k
−N ≤ C10k

2s

(∫
Bkε(xi)

|u(x)|2∗sdx
) 2

2∗s
+ C9k

−N → C9k
−N

quando ε→ 0. Decorre daí que

lim
ε→0

lim sup
n→∞

∫
R2N

|un(x)|2 |ψε(x)− ψε(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

= lim
k→∞

lim
ε→0

lim sup
n→∞

∫
R2N

|un(x)|2 |ψε(x)− ψε(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy = 0,

como queríamos demonstrar.
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Lema 1.3. Seja (un) uma sequência limitada em Ds,2(RN) e ϕ ∈ C∞0 (RN). Então a

sequência (ϕun) é limitada em Ds,2(RN).

Demonstração: Temos

‖ϕun‖2 =

∫
R2N

|ϕ(x)un(x)− ϕ(y)un(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

=

∫
R2N

|ϕ(x)un(x)− ϕ(y)un(x) + ϕ(y)un(x)− ϕ(y)un(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

≤ 4

∫
R2N

|un(x)|2 |ψ(x)− ψ(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy + 4

∫
R2N

|ψ(y)|2 |un(x)− un(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

≤ 4

∫
R2N

|un(x)|2 |ψ(x)− ψ(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy + C1

∫
R2N

|un(x)− un(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

= 4

∫
R2N

|un(x)|2 |ψ(x)− ψ(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy + C1‖un‖2.

Usando a desigualdade de Hölder com expoentes N/(N −2s) e N/2s na primeira parcela

da desigualdade acima, obtemos

‖ϕun‖2 ≤ |un|22∗s‖ϕ‖
N/s + C2‖un‖2,

e pela imersão contínua de Sobolev dos espaços fracionário, temos

‖ϕun‖2 ≤ C1‖un‖2 + C2‖un‖2.

Assim, a limitação de (ϕun) em Ds,2(RN) segue da limitação de (un) em Ds,2(RN).

O próximo resultado é uma versão do Princípio de Concentração e Compacidade de

Lions para o laplaciano fracionário. Para um estudo mais detalhado à respeito do referido

resultado, consulte [5] e suas referências.

Lema 1.4. Seja (un) uma sequência limitada em Ds,2(RN), tal que un ⇀ u em Ds,2(RN).

Suponhamos que

|(−∆)s/2un|p ⇀ µ

e

|un|p
∗
s ⇀ ν
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no sentido das medidas, onde µ e ν são duas medidas não-negativas em RN . Então,

existe um conjunto de índices J , enumerável, uma família de pontos (xj)j∈J ⊂ RN e

(µj)j∈J , (νj)j∈J ⊂ (0,∞) tais que

ν = |u|p∗s +
∑
j∈J

νjδxj (1.30)

e

µ ≥ |(−∆)s/2u|p +
∑
j∈J

µjδxj . (1.31)

Além disso, vale a seguinte relação

µj ≥ Sν
p
p∗s
j , ∀j ∈ J.

No próximo resultado usaremos as ideias de C. Alves em [2, Lema 2.5] com as devidas

adaptações.

Lema 1.5. Seja J o conjunto de índices dado no Lema 1.4 e (un) ⊂ Ds,2(RN) uma

sequência (PS) para o funcional I∞. Então, vale a seguinte relação Sν2/2∗s
j ≤ νj. Em

particular,
∞∑
j=1

ν
2/2∗s
j <∞ e consequentemente J é finito.

Demonstração: Seja (un) uma sequência (PS) para I∞ e ψρ ∈ C∞0 (RN) a função dada

no enunciado do Lema 1.2. Segue do Lema 1.3 que (ψρun) é limitada em Ds,2(RN) e

como (un) é uma sequência (PS) para I∞, temos

I ′∞(un)(ψρun)→ 0 quando n→∞. (1.32)

Por outro lado, temos que

I ′∞(un)(ψρun) =

∫
R2N

un(x)
(un(x)− un(y))(ψρ(x)− ψρ(y))

|x− y|N+2s
dxdy

+

∫
R2N

ψρ(y)
(un(x)− un(y))2

|x− y|N+2s
dxdy −

∫
RN
|un|2

∗
sψρdx,
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que por sua vez é equivalente a

I ′∞(un)(ψρun) =

∫
R2N

un(x)
(un(x)− un(y))(ψρ(x)− ψρ(y))

|x− y|N+2s
dxdy

+

∫
RN
|(−∆)s/2un|2ψρdx−

∫
RN
|un|2

∗
sψρdx,

ou seja,

∫
R2N

un(x)
(un(x)− un(y))(ψρ(x)− ψρ(y))

|x− y|N+2s
dxdy = I ′∞(un)(ψρun) +

∫
RN
|un|2

∗
sψρdx

−
∫
RN
|(−∆)s/2un|2ψρdx. (1.33)

Desde que (un) é limitada em Ds,2(RN), temos (|un|2
∗
s) limitada em L1(RN) e assim,

a menos de identificação, (|un|2
∗
s) é uma sequência limitada em M(RN), onde M(RN)

denota o conjunto das medidas de Radon. Daí, a menos de subsequência,

|un|2
∗
s ⇀ ν̂ em M(RN),

ou seja, ∫
RN
|un|2

∗
swdx→

∫
RN
ν̂wdx, ∀w ∈ C0(RN).

Analogamente, justifica-se que

∫
RN
|(−∆)s/2un|2wdx→

∫
RN
µ̂wdx, ∀w ∈ C0(RN).

Do Lema 1.4, as medidas ν̂, µ̂ são da seguinte forma:

ν̂ = |u|2∗s + ν e µ̂ ≥ |(−∆)s/2u|2 + µ,

onde ν =
∑
j∈J

νjδxj , µ =
∑
j∈J

µjδxj e νj, µj > 0, com J no máximo enumerável. Temos

então, ∫
RN
|un|2

∗
swdx→

∫
RN
|u|2∗swdx+

∫
RN
wdν,∫

RN
|(−∆)s/2un|2wdx→

∫
RN
µ̂wdx ≥

∫
RN
|(−∆)s/2u|2wdx+

∫
RN
wdµ.
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Desde que ψρ ∈ C0(RM), então existem medidas ν e µ, tais que

∫
RN
|un|2

∗
sψρdx→

∫
RN
|u|2∗sψρdx+

∫
RN
ψρdν (1.34)

e

∫
RN
|(−∆)s/2un|2ψρdx→

∫
RN
µ̂ψρdx ≥

∫
RN
|(−∆)s/2u|2ψρdx+

∫
RN
ψρdµ. (1.35)

Então, de (1.32), (1.33), (1.34) e (1.35), obtemos

lim sup
n→∞

∫
R2N

un(x)
(un(x)− un(y))(ψρ(x)− ψρ(y))

|x− y|N+2s
dxdy

≤
∫
RN
|u|2∗sψρdx+

∫
RN
ψρdν −

∫
RN
|(−∆)s/2u|2ψρdx−

∫
RN
ψρdµ

e lembrando que supp(ψρ) ⊂ Bρ(xj), temos

lim sup
n→∞

∫
R2N

un(x)
(un(x)− un(y))(ψρ(x)− ψρ(y))

|x− y|N+2s
dxdy

≤
∫
Bρ(xj)

|u|2∗sψρdx+

∫
Bρ(xj)

ψρdν −
∫
Bρ(xj)

|(−∆)s/2u|2ψρdx−
∫
Bρ(xj)

ψρdµ.
(1.36)

Observemos que para cada ρ > 0,

∫
Bρ(xj)

|u|2∗sψρdx =

∫
RN
|u|2∗sψρχBρ(xj)dx

e ∣∣∣∣|u(x)|2∗sψρ(x)χBρ(xj)(x)

∣∣∣∣ ≤ |u(x)|2∗s ∈ L1(RN).

Além disso, se ρ→ 0, temos

|u(x)|2∗sψρ(x)χBρ(xj)(x)→ 0 q.t.p em RN .

Logo, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, obtemos

lim
ρ→0

∫
Bρ(xj)

|u|2∗sψρdx = 0. (1.37)
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De maneira análoga ao que fizemos anteriormente, mostra-se que

lim
ρ→0

∫
Bρ(xj)

|(−∆)s/2u|2ψρdx = 0. (1.38)

Notemos ainda que, para cada ρ > 0, tem-se |ψρ(x)χBρ(xj)(x)| ≤ 1 e que

ψρ(x)χBρ(xj)(x)→ χ{xj} quando ρ→ 0.

Desde que as medidas de Radon são finitas, temos que 1 é integrável com relação a ν.

Portanto, do Teorema da convergência Dominada de Lebesgue, tem-se

lim
ρ→0

∫
Bρ(xj)

ψρdν = lim
ρ→0

∫
RN
ψρχBρ(xj)dν =

∫
RN
χ{xj}dν =

∫
{xj}

dν. (1.39)

De maneira análoga, mostra-se também que

lim
ρ→0

∫
Bρ(xj)

ψρdµ = lim
ρ→0

∫
RN
ψρχBρ(xj)dµ =

∫
RN
χ{xj}dµ =

∫
{xj}

dµ. (1.40)

Agora, nosso objetivo será mostrar que

lim
ρ→0

[
lim sup
n→∞

∫
R2N

un(x)
(un(x)− un(y))(ψρ(x)− ψρ(y))

|x− y|N+2s
dxdy

]
= 0. (1.41)

De fato, escrevendo T =

∫
R2N

un(x)
(un(x)− un(y))(ψρ(x)− ψρ(y))

|x− y|N+2s
dxdy, temos

|T | ≤
∫
R2N

|un(x)− un(y)||un(x)||ψρ(x)− ψρ(y)|
|x− y|N+2s

dxdy.

Logo, fazendo uso da desigualdade de Hölder, encontramos

|T | ≤
(∫

R2N

|un(x)− un(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

) 1
2
(∫

R2N

|un(x)|2 |ψρ(x)− ψρ(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

) 1
2

= ‖un‖
(∫

R2N

|un(x)|2 |ψρ(x)− ψρ(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

) 1
2

.

Desde que (un) é limitada em Ds,2(RN), existe C > 0 tal que ‖un‖ ≤ C para todo n ∈ N.
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Daí, decorre que

|T | ≤ C

(∫
R2N

|un(x)|2 |ψρ(x)− ψρ(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

) 1
2

,

e aplicando o Lema 1.2, temos que lim
ρ→0

lim sup
n→∞

|T | = 0, ou seja,

lim
ρ→0

[
lim sup
n→∞

∫
R2N

un(x)
(un(x)− un(y))(ψρ(x)− ψρ(y))

|x− y|N+2s
dxdy

]
= 0,

mostrando que (1.41) de fato ocorre. Assim, passando ao limite de ρ→ 0 em (1.36), de

(1.37), (1.38), (1.39), (1.40) e (1.41), segue que

0 ≤
∫
{xj}

dν −
∫
{xj}

dµ,

ou seja,

µ({xj}) ≤ ν({xj}). (1.42)

Além disso, temos

ν({xj}) =

∫
{xj}

dν =

∫
{xj}

ψρdν = νjψρ(xj) = νj (1.43)

e da mesma forma

µ({xj}) =

∫
{xj}

dµ =

∫
{xj}

ψρdµ = µjψρ(xj) = µj.

Do Lema 1.4, sabemos que Sν2/2∗s
j ≤ µj e por (1.42), obtemos

Sν
2/2∗s
j ≤ µj ≤ νj.

Sendo νj > 0, obtemos SN/2s ≤ νj, implicando que νj 9 0. Como por (1.30) e (1.43)

tem-se que
∞∑
j=1

ν
2/2∗s
j <∞, concluimos que J é finito.

Na demonstração do resultado a seguir, seguiremos as mesmas ideias do Lema 1.2.
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Lema 1.6. Seja v0 ∈ Ds,2(RN) e ψ ∈ C∞0 (RN) tal que 0 ≤ ψ ≤ 1, ψ = 1 em B1(0) e

ψ = 0 em Bc
2(0). Definamos a função ψn(x) = ψ

(
x

R̃n

)
. Então

lim
n→∞

∫
R2N

|v0(x)|2 |ψn(x)− ψn(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy = 0, (1.44)

onde R̃n →∞ quando n→∞.

Demonstração: Inicialmente, notemos que pela definição de ψ, temos ψn = 1 em BR̃n
(0)

e ψn = 0 em Bc
2R̃n

(0). Além disso, observe que podemos escrever R2N como:

R2N = ((RN \B2R̃n
(0))× (RN \B2R̃n

(0))) ∪ (B2R̃n
(0)× RN) ∪ ((RN \B2R̃n

(0))×B2R̃n
(0))

= Ω1,n ∪ Ω2,n ∪ Ω3,n.

Assim,

∫
R2N

|v0(x)|2 |ψn(x)− ψn(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

=

∫
Ω1,n

|v0(x)|2 |ψn(x)− ψn(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy +

∫
Ω2,n

|v0(x)|2 |ψn(x)− ψn(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

+

∫
Ω3,n

|v0(x)|2 |ψn(x)− ψn(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy.

(1.45)

No que segue, iremos estimar cada uma das integrais em (1.45). Desde que ψn = 0

em RN \B2R̃n
(0), temos

∫
Ω1,n

|v0(x)|2 |ψn(x)− ψn(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy = 0. (1.46)

Pela definição de Ω2,n, temos

∫
Ω2,n

|v0(x)|2 |ψn(x)− ψn(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

=

∫
B2R̃n

(0)

∫
{y∈RN ;|x−y|≤R̃n}

|v0(x)|2 |ψn(x)− ψn(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

+

∫
B2R̃n

(0)

∫
{y∈RN ;|x−y|>R̃n}

|v0(x)|2 |ψn(x)− ψn(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy,
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e sendo 0 ≤ ψn ≤ 1 e |∇ψn| ≤
C

R̃n

, segue que

∫
Ω2,n

|v0(x)|2 |ψn(x)− ψn(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

≤ CR̃−2
n

∫
B2R̃n

(0)

∫
{y∈RN ;|x−y|≤R̃n}

|v0(x)|2

|x− y|N+2s−2
dxdy

+ 4

∫
B2R̃n

(0)

∫
{y∈RN ;|x−y|>R̃n}

|v0(x)|2

|x− y|N+2s
dxdy

≤ C1R̃
−2s
n

∫
B2R̃n

(0)

|v0(x)|2dx+ C2R̃
−2s
n

∫
B2R̃n

(0)

|v0(x)|2dx

= C3R̃
−2s
n

∫
B2R̃n

(0)

|v0(x)|2dx,

(1.47)

onde C3 > 0 independe de n. Por outro lado,

∫
Ω3,n

|v0(x)|2 |ψn(x)− ψn(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

=

∫
RN\B2R̃n

(0)

∫
{y∈BR̃n(0);|x−y|≤R̃n}

|v0(x)|2 |ψn(x)− ψn(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

+

∫
RN\B2R̃n

(0)

∫
{y∈BR̃n ;|x−y|>R̃n}

|v0(x)|2 |ψn(x)− ψn(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy =: An +Bn.

(1.48)

Agora, observemos que se |x − y| ≤ R̃n e |y| < 2R̃n, então |x| < 3R̃n. Assim, argumen-

tando como anteriormente, encontramos que

An ≤ CR̃−2
n

∫
B3R̃n

(0)

∫
{y∈B2R̃n

(0);|x−y|≤R̃n}

|v0(x)|2

|x− y|N+2s−2
dxdy

≤ CR̃−2
n

∫
B3R̃n

(0)

∫
{z∈RN ;|z|≤R̃n}

|v0(x)|2

|x− y|N+2s−2
dzdx

= C4R̃
−2s
n

∫
B3R̃n

(0)

|v0(x)|2dx, (1.49)

onde C4 > 0 não depende de n. Observemos também que para todo k > 4, vele:

((RN \B2R̃n(0))×B2R̃n
(0)) ⊂ (BkR̃n

(0)×B2R̃n
(0)) ∪ ((RN \BkR̃n

(0))×B2R̃n
(0)).
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Daí,

∫
BkR̃n (0)

∫
{y∈B2R̃n

(0);|x−y|>R̃n}
|v0(x)|2 |ψn(x)− ψn(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

≤ 4

∫
BkR̃n (0)

∫
{y∈B2R̃n

(0);|x−y|>R̃n}

|v0(x)|2

|x− y|N+2s
dxdy

≤ 4

∫
BkR̃n (0)

∫
{z∈RN ;|z|>R̃n}

|v0(x)|2

|z|N+2s
dxdy

= C5R̃
−2s
n

∫
BkR̃n (0)

|v0(x)|2dx,

(1.50)

onde C5 > 0 não depende de n. Por outro lado, se |x| > kR̃n e |y| < 2R̃n, então

|x− y| ≥ |x| − |y| = |x|
2

+
|x|
2
− |y| ≥ |x|

2
+ kR̃n − 2R̃n

>
|x|
2

+ 4R̃n − 2R̃n =
|x|
2

+ 2R̃n >
|x|
2
.

Como consequência,

∫
RN\BkR̃n (0)

∫
{y∈B2R̃n

(0);|x−y|>R̃n}
|v0(x)|2 |ψn(x)− ψn(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

≤ 2N+2s+2

∫
RN\BkR̃n (0)

∫
{y∈B2R̃n

(0);|x−y|>R̃n}

|v0(x)|2

|x|N+2s
dxdy

= 2N+2s+2(2R̃n)N
∫
RN\BkR̃n (0)

∫
{y∈B2R̃n

(0);|x−y|>R̃n}

|v0(x)|2

|x|N+2s
dxdy

e usando desigualdade de Hölder com expoentes 2∗s/(2
∗
s − 2) e 2∗s/2, obtemos

∫
RN\BkR̃n (0)

∫
{y∈B2R̃n

(0);|x−y|>R̃n}
|v0(x)|2 |ψn(x)− ψn(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

≤ 22N+2s+2R̃N
n

(∫
RN\BkR̃n (0)

|v0(x)|2∗sdx
) 2

2∗s
(∫

RN\BkR̃n (0)

|x|−
(N+2s)N

2s dx

) 2s
N

= C6R̃
N
n (kR̃n)−N

(∫
RN\BkR̃n (0)

|v0(x)|2∗sdx
) 2

2∗s

= C6k
−N
(∫

RN\BkR̃(0)

|v0(x)|2∗sdx
) 2

2∗s
,

(1.51)

onde C6 > 0 não depende de n. Combinando (1.50) e (1.51) e o fato que v0 ∈ Ds,2(RN),
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encontramos C7 > 0 independente de n tal que

Bn ≤ C5R̃
−2s
n

∫
BkR̃n (0)

|v0(x)|2dx+ C7k
−N . (1.52)

Tendo em conta (1.45), (1.46), (1.47), (1.48), (1.49) e (1.52), temos

∫
R2N

|v0(x)|2 |ψn(x)− ψn(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy ≤ C8R̃

−2s
n

∫
BkR̃n (0)

|v0(x)|2dx+ C9k
−N , (1.53)

onde C8, C9 > 0 não depende de n.

Agora, observemos que

C8R̃
−2s
n

∫
BkR̃n (0)

|v0(x)|2dx+ C9k
−N → C8R̃

−2s
n

∫
RN
|v0(x)|2dx ≤ C10R̃

−2s
n ‖v0‖2

quando k →∞. Disso decorre que

0 ≤ lim
n→∞

∫
R2N

|v0(x)|2 |ψn(x)− ψn(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy ≤ lim

k→∞
lim sup
n→∞

C10R̃
−2s
n ‖v0‖2 = 0,

ou seja,

lim
n→∞

∫
R2N

|v0(x)|2 |ψn(x)− ψn(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy = 0

como queríamos mostrar.

Lema 1.7. (Lema Principal) Seja (un) uma sequência (PS)c para o funcional I∞ com

un ⇀ 0 e un 9 0. Então, existem sequências (Rn) ⊂ R, (xn) ⊂ RN , v0 ∈ Ds,2(RN)

solução não-trivial para o problema (P∞) e uma sequência (wn) o qual é (PS)c̃ para I∞

tais que, para uma subsequência de (un), temos

wn(x) = un(x)−R(N−2s)/2
n v0(Rn(x− xn)) + on(1).

Demonstração: Seja (un) ⊂ Ds,2(RN) uma sequência (PS)c para o funcional I∞, ou

seja,

I∞(un)→ c e I ′∞(un)→ 0. (1.54)
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Do Lema 1.1 (a), temos (un) limitada em Ds,2(RN). Desde que un ⇀ 0 e un 9 0, segue

do ítem (c) do Lema 1.1 que

c ≥ s

N
SN/2s.

Uma vez que

I∞(un)− 1

2∗s
I ′∞(un)un =

1

2

∫
RN
|(−∆)s/2un|2dx−

1

2∗s

∫
RN
|un|2

∗
sdx

− 1

2∗s

(∫
RN
|(−∆)s/2un|2dx−

∫
RN
|un|2

∗
sdx

)
=

(
1

2
− 1

2∗s

)∫
RN
|(−∆)s/2un|2dx =

s

N

∫
RN
|(−∆)s/2un|2dx,

tendo em conta (1.54), encontramos

lim
n→∞

s

N

∫
RN
|(−∆)s/2un|2dx = c,

de onde segue que

lim
n→

∫
RN
|(−∆)s/2un|2dx =

N

s
c ≥ SN/2s. (1.55)

Desde que B̄2(0) ⊂ RN é compacto e
⋃

y∈B̄2(0)

B1(y) é uma cobertura aberta para B̄2(0),

então existe L ∈ N, tal que

B̄2(0) ⊂
L⋃
k=1

B1(yk)

e, em particular,

B2(0) ⊂
L⋃
k=1

B1(yk).

Nosso próximo objetivo é mostrar que

sup
y∈RN

∫
B
R−1
n

(y)

|(−∆)s/2un|2dx =

∫
B
R−1
n

(xn)

|(−∆)s/2un|2dx =
SN/2s

2L
,

onde (Rn) ⊂ R+ e (xn) ⊂ RN . Para isto, fixemos n ∈ N e consideremos a função
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concentração de Levy

Qn(λ) = sup
y∈RN

∫
Bλ(y)

|(−∆)s/2un|2dx.

Para cada n ∈ N, a função Qn(λ) é contínua (veja Apêndice A, Lema A.1). Além disso,

obsevemos também que

lim
λ→0

Qn(λ) = 0, ∀n ∈ N

e da definição de limite, existe δ > 0, tal que

Qn(λ) <
SN/2s

2L
, ∀λ ∈ (0, δ), ∀n ∈ N. (1.56)

Por outro lado, observando que 2L > 1, obtemos de (1.55) que

lim
n→∞

∫
RN
|(−∆)s/2un|2dx ≥ SN/2s >

SN/2s

2L
,

e portanto, existe n0 ∈ N, tal que

∫
RN
|(−∆)s/2un|2dx >

SN/2s

2L
, ∀n ≥ n0.

Tomando arbitrariamente y ∈ RN , temos

lim
λ→∞

∫
Bλ(y)

|(−∆)s/2un|2dx =

∫
RN
|(−∆)s/2un|2dx >

SN/2s

2L
, ∀n ≥ n0,

ou seja, existe k > 0, tal que

∫
Bλ(y)

|(−∆)s/2un|2dx >
SN/2s

2L
, ∀λ > k, ∀n ≥ n0.

Assim,

Qn(λ) = sup
y∈RN

∫
Bλ(y)

|(−∆)s/2un|2dx ≥
∫
Bλ(y)

|(−∆)s/2un|2dx >
SN/2s

2L
, ∀λ > k, ∀n ≥ n0
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e, sem perda de generalidade, podemos assumir que

Qn(λ) >
SN/2s

2L
, ∀λ > k, ∀n ∈ N. (1.57)

Segue de (1.56), (1.57) e do Teorema do Valor Intermediário que, para cada n ∈ N, existe

Rn ∈ R+, tal que

Qn(R−1
n ) = sup

y∈RN

∫
B
R−1
n

(y)

|(−∆)s/2un|2dx =
SN/2s

2L
.

Da definição de supremo podemos considerar, para cada n ∈ N fixado, uma sequência

(yn,k)k∈N em RN , tal que

lim
k→∞

∫
B
R−1
n

(yn,k)

|(−∆)s/2un|2dx =
SN/2s

2L
. (1.58)

Assim, para cada n ∈ N temos que (yn,k)k∈N é limitada, pois supondo o contrário, a

menos de subsequência teriamos

lim
k→∞
|yn,k| =∞.

Dessa forma, definindo a sequência

fn,k(x) = |(−∆)s/2un(x)|2χB
R−1
n

(yn,k)(x),

encontramos

fn,k(x)→ 0 quando k →∞

e

|fn,k| ≤ |(−∆)s/2un|2, ∀k ∈ N,

onde |(−∆)s/2un|2 ∈ L1(RN). Então, aplicando o Teorema da Convergência Dominada

de Lebesgue, obtemos

lim
k→∞

∫
B
R−1
n

(yn,k)

|(−∆)s/2un|2dx = lim
k→∞

∫
RN
|fn,k|2dx = 0,
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o que contradiz (1.58).

Desde que (yn,k)k∈N é limitada em RN , passando a uma subsequência se necessário,

temos para cada n ∈ N, yn,k → xn em RN . Assim, decorre que

|(−∆)s/2un(x)|2χB
R−1
n

(yn,k)(x)→ |(−∆)s/2un(x)|2χR−1
n (xn)(x) quando k →∞

e ∣∣∣∣|(−∆)s/2un|2χB
R−1
n

(yn,k)

∣∣∣∣ ≤ |(−∆)s/2un|2, ∀k ∈ N,

onde |(−∆)s/2un|2 ∈ L1(RN). Então, aplicando o Teorema da Convergência Dominada

de Lebesgue, obtemos para cada n ∈ N,

lim
k→∞

∫
B
R−1
n

(yn,k)

|(−∆)s/2un|2dx =

∫
B
R−1
n

(xn)

|(−∆)s/2un|2dx

e de (1.58) juntamente com a unicidade do limite, concluimos que

∫
B
R−1
n

(xn)

|(−∆)s/2un|2dx =
SN/2s

2L
= sup

y∈RN

∫
B
R−1
n

(y)

|(−∆)s/2un|2dx, ∀n ∈ N,

onde (Rn) ⊂ R+ e (xn) ⊂ RN .

Agora, para cada n ∈ N, consideremos a função

vn(x) = R(2s−N)/2
n un

(
x

Rn

+ xn

)
.

Provaremos que

∫
B1(0)

|(−∆)s/2vn|2dx =
SN/2s

2L
= sup

y∈RN

∫
B1(y)

|(−∆)s/2vn|2dx.

De fato, tomando arbitrariamente y ∈ RN e fazendo mudança de variável, temos

∫
B1(y)

|(−∆)s/2vn|2dx = R2s−N
n

∫
B1(y)

∣∣∣∣(−∆)s/2un

(
x

Rn

+ xn

)∣∣∣∣2dx
=

∫
B
R−1
n

(y′)

|(−∆)s/2un(z)|2dz, ∀y ∈ RN , y′ = xn +
y

Rn

,
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e daí,

SN/2s

2L
= sup

y′∈RN

∫
B
R−1
n

(y′)

|(−∆)s/2un|2dx = sup
y∈RN

∫
B
R−1
n

(xn+ y
Rn

)

|(−∆)s/2un|2dx

= sup
y∈RN

∫
B1(y)

|(−∆)s/2vn|2dx.

Por outro lado, fazendo z =
x

Rn

+ xn e observando que para todo x ∈ B1(0) temos

z ∈ BR−1
n

(xn), obtemos

∫
B1(0)

|(−∆)s/2vn(x)|2dx = R2s−N
n

∫
B1(0)

∣∣∣∣(−∆)s/2un

(
x

Rn

+ xn

)∣∣∣∣2dx
= R2s−N

n

∫
B
R−1
n

(xn)

R−2s
n |(−∆)N/2sun(z)|2RN

n dz

=

∫
B
R−1
n

(xn)

|(−∆)s/2un(z)|2dz.

Daí,

SN/2s

2L
=

∫
B
R−1
n

(xn)

|(−∆)s/2un|2dx =

∫
B1(0)

|(−∆)s/2vn|2dx. (1.59)

Agora, para cada Φ ∈ Ds,2(RN), definamos a seguinte sequência

Φ̃n(x) = R(N−2s)/2
n Φ(Rn(x− xn)).

Fazendo mudança de variável, por um cálculo direto, obtemos ‖Φ̃n‖ = ‖Φ‖, ∀n ∈ N, e

com isso concluimos também que (Φ̃n) é limitada em Ds,2(RN).

Nosso próximo objetivo será verificar a validade das seguintes identidades:

∫
RN

(−∆)s/2un(−∆)s/2Φ̃ndx =

∫
RN

(−∆)s/2vn(−∆)s/2Φdx (1.60)

e

∫
RN
|un|2

∗
s−2unΦ̃ndx =

∫
RN
|vn|2

∗
s−2vnΦdx. (1.61)
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Para verificar a primeira identidade, observemos que pela definição de Φ̃n e por mudança

de variável, temos

∫
RN

(−∆)s/2un(−∆)s/2Φ̃n(x)dx = R(N−2s)/2
n

∫
RN

(−∆)s/2un(x)(−∆)s/2Φ(Rn(x− xn))dx

= R(2s−N)/2
n

∫
RN

(−∆)s/2un

(
z

Rn

+ xn

)
(−∆)s/2Φ(z)dz

=

∫
RN

(−∆)s/2vn(z)(−∆)s/2Φ(z)dz,

e portanto (60) é válida.

Para verificar a validade da segunda identidade, notemos que pela definição de Φ̃n,

temos

∫
RN
|un(x)|2∗s−2un(x)Φ̃n(x)dx = R(N−2s)/2

n

∫
RN
|un(x)|2∗s−2un(x)Φ(Rn(x− xn))dx.

Fazendo z = Rn(x− xn) e usando a definição de vn, obtemos∫
RN
|un(x)|2∗s−2un(x)Φ̃n(x)dx

= R(N−2s)/2
n

∫
RN

∣∣∣∣un( z

Rn

+ xn

)∣∣∣∣2∗s−2

un

(
z

Rn

+ xn

)
Φ(z)R−Nn dz

= R(N−2s)/2
n

∫
RN
R2s|vn(z)|2∗s−2R(N−2s)/2

n vn(z)Φ(z)R−Nn dz

=

∫
RN
|vn(z)|2∗s−2vn(z)Φ(z)dz,

e portanto (61) também é verdadeira.

Já mostramos que

∫
B1(y)

|(−∆)s/2vn|2dx =

∫
B
R−1
n

(y′)

|(−∆)s/2un|2dx, ∀y ∈ RN ,

onde y′ =
y

Rn

+ xn, e desde que RN é invariante por translação e dilatação, segue que

∫
RN
|(−∆)s/2vn|2dx =

∫
RN
|(−∆)s/2un|2dx.
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Da mesma forma concluimos que

∫
RN
|vn|2

∗
sdx =

∫
RN
|un|2

∗
sdx.

Portanto,

I∞(vn) =
1

2

∫
RN
|(−∆)s/2vn|2dx−

1

2∗s

∫
RN
|vn|2

∗
sdx

=
1

2

∫
RN
|(−∆)s/2un|2dx−

1

2∗s

∫
RN
|un|2

∗
sdx = I∞(un)

e de (1.54), segue que

I∞(vn)→ c quando n→ +∞.

Além disso, por (60) e (61), temos

I ′∞(un)Φ̃n =

∫
RN

(−∆)s/2un(−∆)s/2Φ̃ndx−
∫
RN
|un|2

∗
s−2unΦ̃ndx

=

∫
RN

(−∆)s/2vn(−∆)s/2Φdx−
∫
RN
|vn|2

∗
s−2vnΦdx = I ′∞(vn)Φ,

logo, para todo Φ ∈ Ds,2(RN) com ‖Φ‖ ≤ 1, obtemos

|I ′∞(vn)Φ| = |I ′∞(un)Φ̃n| ≤ ‖I ′∞(un)‖D′‖Φ̃n‖ = ‖I ′∞(un)‖D′‖Φ‖ ≤ ‖I ′∞(un)‖D′ .

Daí,

0 ≤ ‖I ′∞(vn)‖D′ = sup
Φ∈Ds,2(RN )

‖Φ‖≤1

|I ′∞(vn)Φ| ≤ ‖I ′∞(un)‖D′

e passando ao limite de n→ +∞, segue que

‖I ′∞(vn)‖D′ → 0.

Do que foi exposto até aqui, (vn) é uma sequência (PS)c para I∞ e, portanto, do ítem

(a) do Lema 1.1, segue que (vn) é limitada em Ds,2(RN). Desde que Ds,2(RN) é reflexivo,

existe v0 ∈ Ds,2(RN) tal que, a menos de subsequência, vn ⇀ v0 em Ds,2(RN) e pelo ítem

(c) do Lema 1.1, segue que v0 é ponto crítico do funcional I∞.
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Como consequência do Lema 1.4, temos

∫
RN
|vn|2

∗
sφdx→

∫
RN
|v0|2

∗
sφdx+

∑
j∈J

φ(xj)νj, ∀φ ∈ C∞0 (RN) (1.62)

para alguma família {xj}j∈J ⊂ RN e para alguma família {νj}j∈J ⊂ R+. Do Lema 1.5,

sabemos que J é finito. Daqui em diante, denotemos por J = {1, 2, ...,m} e Γ ⊂ RN o

conjunto definido por

Γ = {xj ∈ {xj}j∈J ; |xj| > 1} (xj dado por (1.62)).

Observe que podemos considerar xj, j = 1, ...,m, pertencentes a Γ, pois caso contrário,

escolhemos o ponto de menor distância para zero neste conjunto. Nosso objetivo é mostrar

que v0 6= 0. Para isto, suponhamos por contradição que v0 = 0. Assim, de (1.62) temos

∫
RN
|vn|2

∗
sφdx→ 0, ∀φ ∈ C∞0 (RN \ {x1, x2, ..., xm}). (1.63)

Consideremos a sequência φn = φvn com φ ∈ C∞0 (RN \ {x1, x2, ..., xm}). Do Lema 1.18,

segue-se que (φn) é limitada em Ds,2(RN). Disso, decorre que I ′∞(vn)φn = on(1), isto é,

∫
R2N

(vn(x)− vn(y))(φn(x)− φn(y))

|x− y|N+2s
dxdy −

∫
RN
|vn|2

∗
s−2vnφndx = on(1)

que por sua vez é equivalente a

∫
R2N

(vn(x)− vn(y))(φ(x)vn(x)− φ(y)vn(y))

|x− y|N+2s
dxdy −

∫
RN
|vn|2

∗
s−2vn(φvn)dx = on(1).

Somando e subtraindo o termo φ(y)vn(x) na primeira parcela da igualdade acima, segue-

se que∫
R2N

(vn(x)− vn(y))[φ(x)vn(x)− φ(y)vn(x) + φ(y)vn(x)− φ(y)vn(y)]

|x− y|N+2s
dxdy

−
∫
RN
|vn|2

∗
sφdx = on(1),
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ou ainda,

∫
R2N

vn(x)
(vn(x)− vn(y))(φ(x)− φ(y))

|x− y|N+2s
dxdy +

∫
R2N

φ(y)
(vn(x)− vn(y))2

|x− y|N+2s
dxdy

−
∫
RN
|vn|2

∗
sφdx = on(1)

e portanto,∣∣∣∣ ∫
R2N

φ(y)
|vn(x)− vn(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫
RN
|vn|2

∗
sφdx−

∫
R2N

vn(x)
(vn(x)− vn(y))(φ(x)− φ(y))

|x− y|N+2s
dxdy + on(1)

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ ∫

RN
|vn|2

∗
sφdx

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∫
R2N

vn(x)
(vn(x)− vn(y))(φ(x)− φ(y))

|x− y|N+2s
dxdy

∣∣∣∣+ on(1)

≤
∣∣∣∣ ∫

RN
|vn|2

∗
sφdx

∣∣∣∣+ ‖vn‖
(∫

R2N

|vn(x)|2 |φ(x)− φ(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

) 1
2

+ on(1).

(1.64)

Agora, focaremos nossa atenção para a última parcela da desigualdade acima. Nosso

objetivo é mostrar que

∫
R2N

|vn(x)|2 |φ(x)− φ(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy = on(1). (1.65)

Porque supondo que (1.65) ocorre, teremos de (1.63), (1.64) e do fato de (vn) ser limitada

em Ds,2(RN), que

∫
R2N

φ(y)
|vn(x)− vn(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy → 0, ∀φ ∈ C∞0 (RN \ {x1, ..., xm}). (1.66)

Para esta finalidade, consideremos R > 0, tal que supp(φ) ⊂ BR(0). Temos

∫
R2N

|vn(x)|2 |φ(x)− φ(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy ≤

∫
[BR(0)]2

|vn(x)|2 |φ(x)− φ(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

=

∫
BR(0)

∫
BR(0)

|vn(x)|2 |φ(x)− φ(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

≤ C

∫
BR(0)

∫
BR(0)

|vn(x)|2

|x− y|N+2s
dxdy

≤ CRN−2s

∫
BR(0)

|vn(x)|2dx. (1.67)
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Desde que (vn) é limitada em Ds,2(RN), segue que (vn) é limitada em Ds,2(BR(0)) e

usando a imersão compacta Ds,2(BR(0)) ↪→ L2(BR(0)) segue que, a menos de subsequên-

cia, vn → 0 em L2(BR(0)). Assim, passando a uma subsequência se necessário, temos

∫
BR(0)

|vn(x)|2dx→ 0, quando n→∞. (1.68)

Logo, de (1.67) e (1.68), obtemos que (1.65) de fato ocorre.

Seja ρ ∈ R verificando a desigualdade 0 < ρ < min{dist(Γ, B̄1(0), 1)}. Mostraremos

que

∫
B1+ρ(0)\B1+

ρ
3

(0)

|(−∆)s/2vn|2dx→ 0. (1.69)

Consideremos φ ∈ C∞0 (RN), tal que 0 ≤ φ(x) ≤ 1 e φ(x) = 1 se x ∈ B1+ρ(0). Fazendo

φ̃ = φ|RN\{x1,...,xm}, segue de (1.66) que

∫
RN
|(−∆)s/2vn|2φ̃dx→ 0.

Desde que

0 ≤
∫
B1+ρ(0)\B1+

ρ
3

(0)

|(−∆)s/2vn|2dx ≤
∫
B1+ρ(0)

|(−∆)s/2vn|2dxdt

=

∫
B1+ρ(0)

|(−∆)s/2vn|2φ̃dx

≤
∫
RN
|(−∆)s/2vn|2φ̃dx,

segue que (1.69) ocorre.

Agora, consideremos a função Φ ∈ C∞0 (RN) com 0 ≤ Φ(x) ≤ 1 para todo x ∈ RN e

tal que

Φ(x) =


1, x ∈ B1+ ρ

3
(0),

0, x ∈ Bc
1+ 2ρ

3

(0).
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Consideremos também a sequência (Φn) dada por Φn(x) = Φ(x)vn(x) e observemos que

∫
B1+ρ(0)\B1+

ρ
3

(0)

|(−∆)s/2Φn|2dx =

∫
B1+ρ(0)\B1+

ρ
3

(0)

|(−∆)s/2(Φvn)|2dx

≤ 4

∫
[B1+ρ(0)\B1+

ρ
3

(0)]2
v2
n(x)

(Φ(x)− Φ(y))2

|x− y|N+2s
dxdy

+ 4

∫
[B1+ρ(0)\B1+

ρ
3

(0)]2
Φ2(x)

(vn(x)− vn(y))2

|x− y|N+2s
dxdy.

Uma vez que 0 ≤ Φ(x) ≤ 1, segue que |Φ|2 ≤ 1. Assim, decorre que∫
B1+ρ(0)\B1+

ρ
3

(0)

|(−∆)s/2Φn|2dx

≤ 4

∫
[B1+ρ(0)\B1+

ρ
3

(0)]2
v2
n(x)

(Φ(x)− Φ(y))2

|x− y|N+2s
dxdy + 4

∫
[B1+ρ(0)\B1+

ρ
3

(0)]2

(Φ(x)− Φ(x))2

|x− y|N+2s
dxdy

= 4

∫
[B1+ρ(0)]2

v2
n(x)

(Φ(x)− Φ(y))2

|x− y|N+2s
dxdy − 4

∫
[B1+

ρ
3

(0)]2
v2
n(x)

(Φ(x)− Φ(y))2

|x− y|N+2s
dxdy

+ 4

∫
B1+ρ(0)\B1+

ρ
3

(0)

|(−∆)s/2vn|2dx.

Se (x, y) ∈ B1+ ρ
3
(0)× B1+ ρ

3
(0), então Φ(x) = 1 e Φ(y) = 1. Daí, temos Φ(x)− Φ(y) = 0

e consequentemente

∫
[B1+

ρ
3

(0)]2
v2
n(x)

(Φ(x)− φ(y))2

|x− y|N+2s
dxdy = 0.

Além disso,

∫
[B1+ρ(0)]2

v2
n(x)

(Φ(x)− Φ(y))2

|x− y|N+2s
dxdy ≤ C

∫
B1+ρ(0)

dx

∫
B1+ρ(0)

v2
n(x)

1

|x− y|N+2s
dy

≤ C̃

∫
B1+ρ(0)

v2
n(x)dx.

Recordando que vn ⇀ 0 em Ds,2(RN) e usando a imersão compacta Ds,2(B1+ρ(0)) ↪→

L2(B1+ρ(0)) segue que, a menos de subsequência, vn → 0 em L2(B1+ρ(0)), ou seja,

∫
B1+ρ(0)

v2
n(x)dx→ 0
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e consequentemente,

∫
[B1+ρ(0)]2

v2
n(x)

(Φ(x)− Φ(y))2

|x− y|N+2s
dxdy → 0. (1.70)

Portanto,

0 ≤
∫
B1+ρ(0)\B1+

ρ
3

(0)

|(−∆)s/2Φn|2dx ≤ 4

∫
[B1+ρ(0)]2

v2
n(x)

(Φ(x)− Φ(y))2

|x− y|N+2s
dxdy

+ 4

∫
B1+ρ(0)\B1+

ρ
3

(0)

|(−∆)s/2vn|2dx.

Assim, passando ao limite de n→∞ na desigualdade acima, segue de (1.69) e (1.70) que

∫
B1+ρ(0)\B1+

ρ
3

(0)

|(−∆)s/2Φn|2dx→ 0. (1.71)

Agora, note que sendo (vn) limitada em Ds,2(RN), tem-se do Lema 1.3 que (Φn) é

limitada em Ds,2(RN) e disso, segue que

I ′∞(vn)Φn = on(1)

e assim, ∫
RN

(−∆)s/2vn(−∆)s/2Φndx−
∫
RN
|vn|2

∗
s−2vnΦndx = on(1).

Da definição de Φ temos

∫
B1+ρ(0)

(−∆)s/2vn(−∆)2/sΦndx−
∫
B1+ρ(0)

|vn|2
∗
s−2vnΦndx = on(1),

ou ainda,∫
B1+ρ(0)\B1+

ρ
3

(0)

(−∆)s/2vn(−∆)s/2Φndx+

∫
B1+

ρ
3

(0)

(−∆)s/2vn(−∆)s/2Φndx

−
∫
B1+ρ(0)\B1+

ρ
3

(0)

|vn|2
∗
sΦdx−

∫
B1+

ρ
3

(0)

|vn|2
∗
sΦdx = on(1).
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Entretanto, em B1+ ρ
3
(0) temos que Φ = 1 e assim, Φn = vn. Disso, resulta que

∫
B1+ρ(0)\B1+

ρ
3

(0)

(−∆)s/2vn(−∆)s/2Φndx+

∫
B1+

ρ
3

(0)

|(−∆)s/2vn|2dx

−
∫
B1+ρ(0)\B1+

ρ
3

(0)

|vn|2
∗
sΦdx−

∫
B1+

ρ
3

(0)

|vn|2
∗
sΦdx = on(1).

(1.72)

Afirmamos que

∫
B1+ρ(0)\B1+

ρ
3

(0)

(−∆)s/2vn(−∆)s/2Φndx = on(1). (1.73)

Com efeito, temos∣∣∣∣ ∫
B1+ρ(0)\B1+

ρ
3

(0)

(−∆)s/2vn(−∆)s/2Φndx

∣∣∣∣ ≤ ∫
B1+ρ(0)\B1+

ρ
3

(0)

|(−∆)s/2vn||(−∆)s/2Φn|dx

e usando desigualdade de Hölder, obtemos

0 ≤
∣∣∣∣ ∫

B1+ρ(0)\B1+
ρ
3

(0)

(−∆)s/2vn(−∆)s/2Φndx

∣∣∣∣
≤

(∫
B1+ρ(0)\B1+

ρ
3

(0)

|(−∆)s/2vn|2dx
)1/2(∫

B1+ρ(0)\B1+
ρ
3

(0)

|(−∆)s/2Φn|2dx
)1/2

.

Desde que (vn) é limitada em Ds,2(RN) e (1.71) ocorre, segue da desigualdade acima que

∫
B1+ρ(0)\B1+

ρ
3

(0)

(−∆)s/2vn(−∆)s/2Φndx→ 0 quando n→ +∞.

Além disso, observemos também que

∫
B1+ρ(0)\B1+

ρ
3

(0)

|vn|2
∗
sΦdx = on(1). (1.74)

De fato, considerando Φ̄ = Φ|RN\{x1,...,xm}, vemos claramente que Φ̄ ∈ C∞0 (RN\{x1, ..., xm})

e, além disso,

Φ̄(x) = Φ(x) se x ∈ B1+ρ(0) \B1+ ρ
3
(0).
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Dessas considerações, inferimos que

0 ≤
∫
B1+ρ(0)\B1+

ρ
3

(0)

|vn|2
∗
sΦdx =

∫
B1+ρ(0)\B1+

ρ
3

(0)

|vn|2
∗
s Φ̄dx ≤

∫
RN
|vn|2

∗
s Φ̄dx.

De (1.63) temos ∫
RN
|vn|2

∗
s Φ̄dx→ 0,

e portanto, ∫
B1+ρ(0)\B1+

ρ
3

(0)

|vn|2
∗
sΦdx→ 0 quando n→ +∞.

Voltando a igualdade (1.72), segue de (1.73) e (1.74) que

∫
B1+

ρ
3

(0)

|(−∆)s/2Φn|2dx−
∫
B1+

ρ
3

(0)

|Φn|2
∗
sdx = on(1). (1.75)

Agora, observemos que

∫
RN
|(−∆)s/2Φn|2dx =

∫
B1+

ρ
3

(0)

|(−∆)s/2Φn|2dx

=

∫
B1+ρ(0)\B1+

ρ
3

(0)

|(−∆)s/2Φn|2dx+

∫
B1+

ρ
3

(0)

|(−∆)s/2Φn|2dx

= on(1) +

∫
B1+

ρ
3

(0)

|(−∆)s/2Φn|2dx,

e da mesma forma

∫
RN
|Φn|2

∗
sdx =

∫
B1+ρ(0)

|Φn|2
∗
sdx

=

∫
B1+ρ(0)\B1+

ρ
3

(0)

|Φn|2
∗
sdx+

∫
B1+

ρ
3

(0)

|Φn|2
∗
sdx

=

∫
B1+ρ(0)\B1+

ρ
3

(0)

|vn|2
∗
s |Φ|2∗sdx+

∫
B1+

ρ
3

(0)

|Φn|2
∗
sdx.

De forma análoga ao que fizemos para provar (1.74), mostra-se também que

∫
B1+ρ(0)\B1+

ρ
3

(0)

|vn|2
∗
s |Φ|2∗sdx = on(1)
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e assim, encontramos

∫
RN
|Φn|2

∗
sdx = on(1) +

∫
B1+

ρ
3

(0)

|Φn|2
∗
sdx.

Então, da igualdade (1.75) segue que

∫
RN
|(−∆)s/2Φn|2dx−

∫
RN
|Φn|2

∗
ndx = on(1),

ou ainda, ‖Φn‖2 − |Φn|2
∗
s

2∗s
= on(1). Da definição de melhor constante de Sobolev na

imersão Ds,2(RN) ↪→ L2∗s(RN), obtemos

|Φn|22∗sS ≤ ‖Φn‖2 ⇔ |Φn|2
∗
s

2∗s
S2∗s/2 ≤ ‖Φn‖2∗s ⇔ − 1

S2∗s/2
‖Φn‖2∗s ≤ −|Φn|2

∗
s

2∗s
.

Portanto,

‖Φn‖2

[
1−

(
1

S2∗s/2

)
‖Φn‖2∗s−2

]
= ‖Φn‖2 − 1

S2∗s/2
‖Φn‖2∗s ≤ ‖Φn‖2 − |Φn|2

∗
s

2∗s
= on(1).(1.76)

Agora, notemos que

‖Φn‖2 =

∫
B1+ρ(0)\B1+

ρ
3

(0)

|(−∆)s/2Φn|2dx+

∫
B1+

ρ
3

(0)

|(−∆)s/2Φn|2dx

= on(1) +

∫
B1+

ρ
3

(0)

|(−∆)s/2Φn|2dx.

Recordando que Φn = vn em B1+ ρ
3

(0) e observando que B1+ ρ
3

(0) ⊂ B2(0), obtemos

‖Φn‖2 ≤ on(1) +

∫
B2(0)

|(−∆)s/2vn|2dx.

Recordando também que B2(0) ⊂
⋃L
k=1B1(yk), segue que

‖Φn‖2 ≤ on(1) +

∫
⋃L
k=1 B1(yk)

|(−∆)s/2vn|2dx ≤ on(1) +
L∑
k=1

∫
B1(yk)

|(−∆)s/2vn|2dx

≤ on(1) + L sup
y∈RN

∫
B1(y)

|(−∆)s/2vn|2dx,
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e desde que

sup
y∈RN

∫
B1(y)

|(−∆)s/2vn|2dx =
SN/2s

2L
,

temos

‖Φn‖2 ≤ on(1) + L
SN/2s

2L
= on(1) +

SN/2s

2
,

assim,

‖Φn‖2 ≤ on(1) +
SN/4s

21/2
⇒ ‖Φn‖2∗s−2 ≤ on(1) +

(
SN/4s

21/2

)2∗s−2

⇒ on(1)−
(
SN/4s

21/2

)
≤ −‖Φn‖2∗s−2. (1.77)

Combinando (1.76) e (1.77), temos

‖Φn‖2

[
1 + on(1)− 1

S2∗s/2

(
SN/4s

21/2

)2∗s−2]
= ‖Φn‖2

{
1 +

1

S2∗s/2

[
on(1)−

(
SN/4s

21/2

)2∗s−2]}
≤ ‖Φn‖2

[
1− 1

S2∗s/2
‖Φn‖2∗s−2

]
= on(1),

e portanto,

‖Φn‖2

[
1− 1

S2∗s/2

(
SN/4s

21/2

)2∗s−2]
≤ on(1).

Observando que

N

4s
(2∗s − 2)− 2∗s

2
=
N

4s

(
4s

N − 2s

)
− N

N − 2s
= 0,

segue que

‖Φn‖2

[
1−

(
1

2

)(2∗s−2)/2]
≤ on(1).

Uma vez que 1−
(

1

2

)(2∗s−2)/2

> 0, decorre que

0 ≤ ‖Φn‖2

[
1−

(
1

2

)(2∗s−2)/2]
≤ on(1),

e passando ao limite de n→ +∞, concluimos que Φn → 0 em Ds,2(RN). Como vn = Φn
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em B1(0), segue que

0 ≤
∫
B1(0)

|(−∆)s/2vn|2dx =

∫
B1(0)

|(−∆)s/2Φn|2dx ≤
∫
RN
|(−∆)s/2Φn|2dx.

Daí, ∫
B1(0)

|(−∆)s/2vn|2dx→ 0 quando n→ +∞,

contradizendo (1.59). Logo, v0 6= 0.

Agora só nos resta provar a existência de (wn) emDs,2(RN) onde (wn) é uma sequência

(PS)c̃ para I∞ verificando

wn(x) = un(x)−R(N−2s)/2
n v0(Rn(x− xn)) + on(1)

para alguma subsequência de (un) que ainda denotaremos por (un). Para isto, conside-

remos ψ ∈ C∞0 (RN) tal que 0 ≤ ψ(x) ≤ 1 para todo x ∈ RN e

ψ(x) =

1, se x ∈ B1(0),

0, se x ∈ Bc
2(0)

e seja

wn(x) = un(x)−R(N−2s)/2
n v0(Rn(x− xn))ψ(R̄n(x− xn)), (1.78)

onde a sequência (R̄n) é escolhido verificando R̃n =
Rn

R̄n

→ +∞. De (1.78) obtemos

R(2s−N)/2
n wn(x) = R(2s−N)/2

n un(x)− v0(Rn(x− xn))ψ(R̄n(x− xn)).

Fazendo z = Rn(x− xn), segue que

R(2s−N)/2
n wn

(
z

Rn

+ xn

)
= R(2s−N)/2

n un

(
z

Rn

+ xn

)
− v0ψ

(
z

R̃n

)
.

Definindo

w̃n = R(2s−N)/2
n wn

(
z

Rn

+ xn

)
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e recordando que vn(x) = R
(2s−N)/2
n un

(
x

Rn

+ xn

)
, obtemos

w̃n(z) = vn(z)− v0(z)ψ

(
z

R̃n

)
. (1.79)

Definindo também

ψn(z) = ψ

(
z

R̃n

)
(1.80)

e observando que, 0 ≤ ψn(z) ≤ 1 para todo z ∈ RN , e que

ψn(z) =

1, se z ∈ BR̃n
(0),

0, se z ∈ Bc
2R̃n

(0).

De (1.79) e (1.80), resulta que w̃n(z) = vn(z)− v0(z)ψn(z).

O lema estará provado se provarmos que v0ψn → v0 em Ds,2(RN) e que (wn) é uma

sequência (PS)c̃ para I∞. Para isto, notemos que

‖v0ψn − v0‖2 =

∫
RN
|(−∆)s/2(v0ψn − v0)|2dx

=

∫
R2N

|v0(x)ψn(x)− v0(x)− v0(y)ψn(y) + v0(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

=

∫
R2N

|v0(x)(ψn(x)− ψn(y)) + (ψn(y)− 1)(v0(x)− v0(y))|2

|x− y|N+2s
dxdy

≤ 4

∫
R2N

|v0(x)|2|ψn(x)− ψn(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy + 4

∫
R2N

|ψn(y)− 1|2|v0(x)− v0(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy.

(1.81)

Nosso objetivo é mostrar que as duas parcelas do lado direito da desigualdade em (1.81)

convergem para zero. Para isto, observemos que pela definição de ψn e o fato que 0 ≤

ψn ≤ 1 em RN , temos

∫
R2N

|ψn(y)− 1|2 |v0(x)− v0(y)|2

|x− y|2
dxdy =

∫
[RN\BR̃n ]2

(ψn(y)− 1)2 |v0(x)− v0(y)|2

|x− y|2
dxdy

≤
∫

[RN\BR̃n ]2

|v0(x)− v0(y)|2

|x− y|2
dxdy =

∫
RN\BR̃n

|(−∆)s/2v0(x)|2dx.
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Agora, para cada n ∈ RN , temos∣∣∣∣|(−∆)s/2v0|2χRN\BR̃n (0)

∣∣∣∣ ≤ |(−∆)s/2v0|2,

onde |(−∆)s/2v0|2 ∈ L1(RN). Além disso, sabemos que R̃n → +∞ quando n → +∞,

logo

|(−∆)s/2v0(z)|2χRN\BR̃n (0)(z)→ 0 q.t.p em RN .

Então, do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, segue que

∫
RN\BR̃n (0)

|(−∆)s/2v0|2dx→ 0 quando n→ +∞

e como consequência, temos

∫
R2N

|ψn(y)− 1|2 |v0(x)− v0(y)

|x− y|N+2s
dxdy → 0 quando n→ +∞. (1.82)

Voltando a desigualdede (1.81), segue de (1.82) e Lema 1.6 que

v0ψn → v0 em Ds,2(RN)

e portanto,

w̃n = vn − v0 + on(1).

Mostraremos agora que, a menos de subsequência, (wn) é uma sequência (PS)c̃ para

I∞.

De forma análoga ao que fizemos para mostrar que I∞(un) = I∞(vn), mostra-se que

I∞(wn) = I∞(w̃n). Daí,

I∞(wn) = I∞(vn − v0 + on(1)) = I∞(vn − v0) + on(1).

Agora, notando que (vn) é limitada em L2∗s(RN), argumentando como em [2, Lema

A.1], temos

vn(x)→ v0(x) q.t.p em RN

49



e que

(−∆)s/2vn(x)→ (−∆)s/2v0(x) q.t.p em RN

e ((−∆)s/2vn) é limitada em L2(RN). Segue então do Teorema de Brezis-Lieb (ver Apên-

dice B, Teorema B.9) que

∫
RN
|(−∆)s/2vn|2dx =

∫
RN
|(∆)s/2v0|2dx+

∫
RN
|(−∆)s/2(vn − v0)|2dx+ on(1),

∫
RN
|vn|2

∗
sdx =

∫
RN
|v0|2

∗
sdx+

∫
RN
|vn − v0|2dx+ on(1),

e portanto,

I∞(wn) =
1

2

∫
RN
|(−∆)s/2wn|2dx−

1

2∗s

∫
RN
|wn|2

∗
sdx

=
1

2

∫
RN
|(−∆)s/2vn|2dx−

1

2

∫
RN
|(−∆)s/2v0|2dx−

1

2∗s

∫
RN
|vn|2

∗
sdx

+
1

2∗s

∫
RN
|v0|2

∗
sdx+ on(1)

= I∞(vn)− I∞(v0) + on(1).

Desde que (vn) é uma sequência (PS)c para I∞, segue que

I∞(wn) = c− I∞(v0) + on(1),

e fazendo c̃ = c− I∞(v0) concluimos que

I∞(wn)→ c̃ quando n→ +∞.

Agora, estamos interessados em mostrar que ‖I ′∞(wn)‖D′ → 0. Para isto, provaremos

que

‖I ′∞(w̃n)‖D′ → 0, (1.83)

porque supondo provado que (1.83) ocorre, para cada Φ ∈ Ds,2(RN) podemos definir a
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sequência Φ̃n(x) = R
(2s−N)/2
n Φ

(
x

Rn

+ xn

)
, que satisfaz ‖Φ̃n‖ = ‖Φ‖ para todo n ∈ N e

I ′∞(wn)Φ = I ′∞(w̃n)Φ̃n.

Daí, tomando Φ ∈ Ds,2(RN) com ‖Φ‖ ≤ 1, temos

|I ′∞(wn)Φ| = |I ′∞(w̃nΦ̃n)| ≤ ‖I ′∞(w̃n)‖D′‖Φ̃n‖ = ‖I ′∞(w̃n)‖D′‖Φ‖ ≤ ‖I ′∞(w̃n)‖D′ ,

e portanto,

0 ≤ ‖I ′∞(wn)‖D′ ≤ ‖I ′∞(w̃n)‖D′ .

Passando ao limite de n → +∞ na última desigualdade e tendo em conta (1.83), segue

que

‖I ′∞(wn)‖D′ → 0,

como desejamos.

Afirmamos que

‖I ′∞(w̃n)− I ′∞(vn) + I ′∞(v0)‖D′ → 0. (1.84)

De fato, para todo Φ ∈ Ds,2(RN) com ‖Φ‖ ≤ 1, temos

|[I ′∞(w̃n)− I ′∞(vn) + I ′∞(v0)]Φ| =

∣∣∣∣ ∫
RN

(−∆)s/2w̃n(−∆)s/2Φdx−
∫
RN
|w̃n|2

∗
s−2w̃nΦdx

−
∫
RN

(−∆)s/2vn(−∆)s/2φdx+

∫
RN
|vn|2

∗
s−2vnΦdx

+

∫
RN

(−∆)s/2v0(−∆)s/2Φdx−
∫
RN
|v0|2

∗
s−2v0Φdx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫
RN

[(−∆)s/2w̃n − (−∆)s/2vn + (−∆)s/2v0](−∆)s/2Φdx

−
∫
RN

[|w̃n|2
∗
s−2w̃n − |vn|2

∗
s−2vn + |v0|2

∗
s−2v0]φdx

∣∣∣∣
≤

∫
RN
|(−∆)s/2w̃n − (−∆)s/2vn + (−∆)s/2v0||(−∆)s/2Φ|dx

+

∫
RN
||w̃n|2

∗
s−2w̃n − |vn|2

∗
s−2vn + |v0|2

∗
s−2v0||φ|dx.
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Usando desigualdade de Hölder com expoentes 2 e 2 na primeira parcela e 2∗s/(2
∗
s − 1) e

2∗s na segunda parcela da última expressão, encontramos

|[I ′∞(w̃n)− I ′∞(vn) + I ′∞(v0)]Φ| ≤
(∫

RN
|(−∆)s/2w̃n − (−∆)s/2vn + (−∆)s/2v0|2dx

) 1
2

‖Φ‖

+

(∫
RN
||w̃n|2

∗
s−2w̃n − |vn|2

∗
s−2vn

+ |v0|2
∗
s−2v0|

2∗s
(2∗s−1)dx

) 2∗s−1

2∗s
|φ|2∗s .

Pela imersão contínua de Ds,2(RN) ↪→ L2∗s(RN) e do fato que ‖Φ‖ ≤ 1, segue que

|[I ′∞(w̃n)− I ′∞(vn) + I ′∞(v0)]Φ| ≤
(∫

RN
|(−∆)s/2w̃n − (−∆)s/2vn + (−∆)s/2v0|2dx

) 1
2

‖Φ‖

+ C

(∫
RN
||w̃n|2

∗
s−2w̃n − |vn|2

∗
s−2vn

+ |v0|2
∗
s−2v0|

2∗s
(2∗s−1)dx

) 2∗s−1

2∗s
‖φ‖

≤
(∫

RN
|(−∆)s/2w̃n − (−∆)s/2vn + (−∆)s/2v0|2dx

) 1
2

+ C

(∫
RN
||w̃n|2

∗
s−2w̃n − |vn|2

∗
s−2vn

+ |v0|2
∗
s−2v0|

2∗s
(2∗s−1)dx

) 2∗s−1

2∗s
. (1.85)

Pela definição de w̃n, é imediato que

∫
RN
|(−∆)s/2w̃n − (−∆)s/2vn + (−∆)s/2v0|2dx = on(1). (1.86)

Além disso, fazendo A(y) = |y|2∗s−2y, ηn = vn − v0 e w = v0, temos

∫
RN
||w̃n|2

∗
s−2w̃n − |vn|2

∗
s−2vn + |v0|2

∗
s−2v0|

2∗s
2∗s−1dx =

∫
RN
|A(ηn)− A(ηn + w) + A(w)|

2∗s
2∗s−1dx.

Desde que

ηn, w ∈ L2∗s(RN),

ηn(x)→ 0 q.t.p em RN
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e

|ηn|2∗s ≤ C, ∀n ∈ N,

segue de [1, Lema 3] que

∫
RN
|A(ηn)− A(ηn + w) + A(w)|2∗s/(2∗s−1)dx = on(1). (1.87)

Portanto, de (1.85), (1.86) e (1.87), a relação (1.84) ocorre. Daí,

I ′∞(w̃n) = I ′∞(vn)− I ′∞(v0) + on(1).

Desde que v0 é ponto crítico do funcional I∞, segue que

I ′∞(w̃n) = I ′∞(vn) + on(1),

e portanto,

‖I ′∞(w̃n)‖D′ = ‖I ′∞(vn) + on(1)‖D′ ≤ ‖I ′∞(vn)‖D′ + ‖on(1)‖D′ .

Como (vn) é uma sequência (PS)c para I∞, concluimos que

‖I ′∞(w̃n)‖D′ → 0 quando n→ +∞

e a prava está concluida.

Finalmente, com o auxílio dos lemas anteriores estamos prontos para demonstração

do teorema principal desta seção. Como veremos, obtemos um crítério para estabelecer

os intervalos nos quais o funcional I satisfaz a condição Palais-Smale.

Teorema 1.2. (Teorema de Compacidade Global) Seja (un) uma sequência (PS)c para

I com un ⇀ u0 em Ds,2(RN). Então, a menos de subsequência, (un) verifica uma, e

somente uma, das afirmações abaixo:

(a) un → u0 em Ds,2(RN) ou,
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(b) existe k ∈ N e soluções não-triviais z1
0 , z

2
0 , ..., z

k
0 para o problema (P∞), tais que

‖un‖2 → ‖u0‖2 +
k∑
j=1

‖zj0‖2

e

I(un)→ I(u0) +
k∑
j=1

I∞(zj0).

Demonstração: Inicialmente, notemos que

∫
RN

(−∆)s/2un(−∆)s/2ϕdx→
∫
RN

(−∆)s/2u0(−∆)s/2ϕdx, ∀ϕ ∈ Ds,2(RN) (1.88)

e

∫
RN
|un|2

∗
s−2unϕdx→

∫
RN
|u0|2

∗
s−2u0ϕdx, ∀ϕ ∈ Ds,2(RN). (1.89)

Observemos também que aunϕ = a1/2una
1/2ϕ para toda ϕ ∈ Ds,2(RN), onde pela

desigualdade de Hölder a1/2un ∈ L2(RN) e a1/2ϕ ∈ L2(RN). Agora, considerando a

sequência de funções fn(x) = a(x)1/2un(x) e f(x) = a(x)1/2u0(x), temos a menos de

subsequência, fn(x)→ f(x) q.t.p em RN e, uma vez que |un|2
∗
s , |u0|2

∗
s ∈ L1(RN), obtemos

∫
RN
|fn|2dx =

∫
RN
|a||un|2dx ≤ |a|N/2s|un|22∗s < C, ∀n ∈ N.

e ∫
RN
|f |2dx =

∫
RN
|a||u0|2dx ≤ |a|N/2s|u0|22∗s < +∞.

Assim, pelo Lema de Brezis-Lieb (ver Apêndice B, Lema B.2), obtemos

∫
RN
fnϕdx→

∫
RN
fϕdx, ∀ϕ ∈ L2(RN)

e sabendo que a1/2ϕ ∈ L2(RN) para todo ϕ ∈ Ds,2(RN), temos

∫
RN
a1/2una

1/2ϕdx→
∫
RN
a1/2u0a

1/2ϕdx,
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ou seja,

∫
RN
aunϕdx→

∫
RN
au0ϕdx, ∀ϕ ∈ Ds,2(RN). (1.90)

Como por hipótese (un) é uma sequência (PS)c para o funcional I, temos I ′(un)→ 0 em

(Ds,2(RN))
′ , onde

I ′(un)ϕ =

∫
RN

(−∆)s/2un(−∆)s/2ϕdx+

∫
RN
aunϕdx−

∫
RN
|un|2

∗
s−2unϕdx,

para toda ϕ ∈ Ds,2(RN).

Passando ao limite de n → ∞ na igualdade acima, segue de (1.88), (1.89), (1.90) e

da unicidade do limite que

∫
RN

(−∆)s/2u0(−∆)s/2ϕdx+

∫
RN
au0ϕdx−

∫
RN
|u0|2

∗
s−2u0ϕdx = 0,

para toda ϕ ∈ Ds,2(RN). Portanto, u0 é ponto crítico do funcional I.

Suponhamos que un 9 u0 em Ds,2(RN) e seja (z1
n) ⊂ Ds,2(RN) dada por z1

n = un−u0.

Então, z1
n ⇀ 0 em Ds,2(RN) e z1

n 9 0 em Ds,2(RN). Provaremos que (z1
n) é uma sequência

(PS) para I∞. De fato, do Teorema de Brezis-Lieb (ver Apêndice B, Teorema B.9),

encontramos

∫
RN
|(−∆)s/2z1

n|2dx =

∫
RN
|(−∆)s/2(un − u0)|2dx =

∫
RN
|(−∆)s/2un|2dx

−
∫
RN
|(−∆)s/2u0|2dx+ on(1) (1.91)

e

∫
RN
|z1
n|2
∗
sdx =

∫
RN
|un − u0|2

∗
sdx =

∫
RN
|un|2

∗
sdx−

∫
RN
|u0|2

∗
sdx+ on(1). (1.92)

Por outro lado, a menos de subsequência, temos

|un(x)|2 → |u0(x)|2 q.t.p em RN
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e que ∫
RN

(|un|2)N/(N−2s)dx =

∫
RN
|un|2

∗
sdx ≤ C, ∀n ∈ N.

Além disso, como |u0|2 ∈ LN/(N−2s)(RN), aplicando o Lema de Brezis-Lieb (ver Apêndice

B, Lema B.2), obtemos

∫
RN
|un|2ϕdx→

∫
RN
|u0|2ϕdx, ∀ϕ ∈ LN/2s(RN)

e desde que a ∈ LN/2s(RN), obtemos

∫
RN
a|un|2dx→

∫
RN
a|u0|2dx,

logo

∫
RN
a|un|2dx−

∫
RN
a|u0|2dx = on(1). (1.93)

Assim, de (1.91), (1.92) e (1.93), obtemos

I∞(z1
n) = I∞(un − u0) =

1

2

∫
RN
|(−∆)s/2(un − u0)|2dx− 1

2∗s

∫
RN
|un − u0|2

∗
sdx

=
1

2

∫
RN
|(−∆)s/2un|2dx−

1

2

∫
RN
|(−∆)s/2u0|2dx−

1

2∗s

∫
RN
|un|2

∗
sdx

+
1

2∗s

∫
RN
|u0|2

∗
sdx+ on(1)

=
1

2

∫
RN
|(−∆)s/2un|2dx+

1

2

∫
RN
a|un|2dx−

1

2

∫
RN
|(−∆)s/2u0|2dx

− 1

2

∫
RN
a|u0|2dx−

1

2∗s

∫
RN
|un|2

∗
sdx+

1

2∗s

∫
RN
|u0|2

∗
sdx+ on(1),

ou seja,

I∞(z1
n) = I(un)− I(u0) + on(1). (1.94)

Agora, nosso objetivo é mostrar que ‖I ′∞(z1
n)− I ′(un) + I ′(u0)‖D′ → 0 quando n→ +∞.
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Para isto, para cada ϕ ∈ Ds,2(RN) com ‖ϕ‖ ≤ 1, temos

|[I ′∞(z1
n)− I ′(un) + I ′(u0)]ϕ| =

∣∣∣∣ ∫
RN

[(−∆)s/2z1
n − (−∆)s/2un + (−∆)s/2u0](−∆)s/2ϕdx

−
∫
RN

[|z1
n|2
∗
s−2z1

n − |un|2
∗
s−2un + |u0|2

∗
s−2u0]ϕdx

+

∫
RN
a|un − u0|ϕdx

∣∣∣∣
≤

∫
RN
|(−∆)s/2z1

n − (−∆)s/2un + (−∆)s/2u0||(−∆)s/2ϕ|dx

+

∫
RN
||z1

n|2
∗
s−2z1

n − |un|2
∗
s−2un + |u0|2

∗
s−2u0||ϕ|dx

+

∫
RN
a|un − u0|ϕdx.

Usando desigualdade de Hölder com expoentes 2 e 2 na primeira e na última parcela da

desigualdade acima e expoentes 2∗s/(2
∗
s − 1) e 2∗s na segunda parcela, juntamente com

imersão contínua de Sobolev e o fato que ‖ϕ‖ ≤ 1, vem que

|[I ′∞(z1
n)− I ′(un) + I ′(u0)]ϕ| ≤

(∫
RN
|(−∆)s/2z1

n − (−∆)s/2un + (−∆)s/2u0|2dx
) 1

2

+ C

(∫
RN
||z1

n|2
∗
s−2z1

n − |un|2
∗
s−2un + |u0|2

∗
s−2u0|

2∗s
2∗s−1dx

) 2∗s−1

2∗s

+ C

(∫
RN
a|un − u0|2dx

) 1
2

. (1.95)

Como z1
n = un − u0, por um cálculo direto podemos concluir que

∫
RN
|(−∆)s/2z1

n − (−∆)s/2un + (−∆)s/2u0|2dx = on(1). (1.96)

Além disso, considereando A(t) = |t|2∗s−2t, ηn = z1
n e w = u0, temos

ηn, w ∈ L2∗s(RN),

ηn(x)→ 0 q.t.p em RN ,

|ηn|2∗s ≤ C, ∀n ∈ N,
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portanto, de [1, Lema 3] obtemos

∫
RN
||z1

n|2
∗
s−2z1

n − |un|2
∗
s−2un + |u0|2

∗
s−2u0|2

∗
s/(2

∗
s−1)dx = on(1). (1.97)

Temos também, a menos de subsequência,

|un(x)− u0(x)|2 → 0 q.t.p em RN

e

∫
RN

(|un − u0|2)2∗s/2dx =

∫
RN
|un − u0|2

∗
sdx ≤ C|un|2

∗
s

2∗s
+ C|u0|2

∗
s

2∗s
< K, ∀n ∈ N.

Logo, do Lema de Brezis-Lieb (ver Apêndice B, Lema B.2), obtemos

∫
RN
|un − u0|2ϕdx→ 0, ∀ϕ ∈ LN/2s(RN),

e desde que a ∈ LN/2s(RN), temos

∫
RN
a|un − u0|2dx→ 0. (1.98)

De (1.95), (1.96), (1.97) e (1.98) concluimos que

‖I ′∞(z1
n)− I ′(un) + I ′(u0)‖D′ → 0 quando n→ +∞

e daí,

I ′∞(z1
n) = I ′(un)− I ′(u0) + on(1). (1.99)

Concluimos então de (1.94) e (1.99) que (z1
n) é uma sequência (PS)c1 para I∞. Por-

tanto, do Lema 1.7, existem sequências (Rn,1) ⊂ R, (xn,1) ⊂ RN , z1
0 ∈ Ds,2(RN) solução

não-trivial para o problema (P∞) e uma sequência (z2
n) ⊂ Ds,2(RN) o qual é (PS)c2 para

I∞ e tais que

z2
n(x) = z1

n(x)−R(N−2s)/2
n,1 z1

0(Rn,1(x− xn,1)) + on(1).
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Se definirmos

v1
n(x) = R

(2s−N)/2
n,1 z1

n

(
x

Rn,1

+ xn,1

)
(1.100)

e

z̃2
n(x) = R

(2s−N)/2
n,1 z2

n

(
x

Rn,1

+ xn,1

)
,

segue que

z̃2
n(x) = v1

n(x)− z1
0(x) + on(1). (1.101)

De modo análogo ao que fizemos na prova do Lema 1.7, usando mudança de variável,

mostra-se que

‖v1
n‖ = ‖z1

n‖ e |v1
n|2∗s = |z1

n|2∗s , (1.102)

logo,

I∞(v1
n) = I∞(z1

n). (1.103)

Agora, para cada Φ ∈ Ds,2(RN), definimos a sequência

Φ̃n(x) = R
(N−2s)/2
n,1 Φ(Rn,1(x− xn,1))

e de modo inteiramente análogo ao que fizemos na prova do Lema 1.7, mostra-se que

‖Φ‖ = ‖Φ̃n‖, ∀n ∈ N,

∫
RN

(−∆)s/2z1
n(−∆)s/2Φ̃ndx =

∫
RN

(−∆)s/2v1
n(−∆)s/2Φdx

e ∫
RN
|z1
n|2
∗
s−2z1

nΦ̃ndx =

∫
RN
|v1
n|2
∗
s−2v1

nΦdx.

Disso, decorre que I ′∞(z1
n)Φ̃n = I ′∞(v1

n)Φ, e então, para todo Φ ∈ Ds,2(RN) com ‖Φ‖ ≤ 1,
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temos

|I ′∞(v1
n)Φ| = |I ′∞(z1

n)Φ̃n| ≤ ‖I ′∞(z1
n)‖D′‖Φ̃n‖ = ‖I ′∞(z1

n)‖D′‖Φ‖ ≤ ‖I ′∞(z1
n)‖D′ ,

e portanto,

0 ≤ ‖I ′∞(v1
n)‖D′ ≤ ‖I ′∞(z1

n)‖D′ .

Passando ao limite de n→ +∞ na desigualdade acima, encontramos que

I ′∞(v1
n)→ 0 em (Ds,2(RN))′. (1.104)

De (1.103), (1.104) e do ítem (a) do Lema 1.1, temos que (v1
n) é uma sequência

limitada em Ds,2(RN) e, portanto, a menos de subsequência,

v1
n ⇀ z1

0 em Ds,2(RN). (1.105)

De (1.101), aplicando o Teorema de Brezis-Lieb (ver Apêndice B, Teorema B.9), obtemos

‖z̃2
n‖2 = ‖v1

n‖2 − ‖z1
0‖2 + on(1), (1.106)

|z̃2
n|

2∗s
2∗s

= |v1
n|

2∗s
2∗s
− |z1

0 |
2∗s
2∗s

+ on(1)

e daí, resulta que

I∞(z̃2
n) = I∞(v1

n)− I∞(z1
0) + on(1). (1.107)

Por outro lado, para cada Φ ∈ Ds,2(RN) com ‖Φ‖ ≤ 1, novamente fazendo uso de [1,

Lema 3], mostra-se que

‖I ′∞(z̃2
n)− I ′∞(v1

n) + I ′∞(z1
0)‖D′ = on(1),
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ou seja,

I ′∞(z̃2
n) = I ′∞(v1

n)− I ′∞(z1
0) + on(1). (1.108)

Combinando (1.102) com (1.106), obtemos

‖z̃2
n‖2 = ‖z1

n‖2 − ‖z1
0‖2 + on(1)

e de (1.91) segue que

‖z̃2
n‖2 = ‖un‖2 − ‖u0‖2 − ‖z1

0‖2 + on(1). (1.109)

De (1.103) e (1.107), temos

I∞(z̃2
n) = I∞(z1

n)− I∞(z1
0) + on(1)

e de (1.94), vem que

I∞(z̃2
n) = I(un)− I(u0)− I∞(z1

0) + on(1). (1.110)

Se z̃2
n → 0 em Ds,2(RN), o teorema fica provado com k = 1, pois neste caso ‖z̃2

n‖2 → 0

e de (1.109), obtemos

‖un‖2 → ‖u0‖2 + ‖z1
0‖2.

Além disso, da continuidade de I∞, temos I∞(z̃2
n)→ 0 e de (1.110), vem que

I(un)→ I(u0) + I∞(z1
0).

Se z̃2
n 9 0 em Ds,2(RN), desde que temos por (1.101) e (1.105) que z̃2

n ⇀ 0 em

Ds,2(RN) e por (1.107) e (1.108) que (z̃2
n) é (PS)c2 para I∞, aplicando o Lema 1.7 en-

contramos (Rn,2) ⊂ R, (xn,2) ⊂ RN , z2
0 ∈ Ds,2(RN) solução não-trivial para o problema
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(P∞) e uma sequência (z3
n) ⊂ Ds,2(RN) o qual é (PS)c3 para I∞ e tais que

z3
n(x) = z̃2

n(x)−R(N−2s)/2
n,2 z2

0(Rn,2(x− xn,2)) + on(1).

Se definirmos

v2
n(x) = R

(2s−N)/2
n,2 z̃2

n

(
x

Rn,2

+ xn,2

)
e

z̃3
n(x) = R

(2s−N)/2
n,2 z3

n

(
x

Rn,2

+ xn,2

)
,

segue que

z̃3
n(x) = v2

n(x)− z2
0(x) + on(1). (1.111)

Argumentando de forma inteiramente análoga ao que fizemos anteriormente, encon-

tramos os seguintes resultados:

‖v2
n‖ = ‖z̃2

n‖, (1.112)

I∞(v2
n) = I∞(z̃2

n), (1.113)

I ′∞(v2
n)→ 0 em (Ds,2(RN))′, (1.114)

v2
n ⇀ z2

0 em Ds,2(RN), (1.115)

‖z̃3
n‖2 = ‖v2

n‖2 − ‖z2
0‖2 + on(1), (1.116)

I∞(z̃3
n) = I∞(v2

n)− I∞(z2
0) + on(1) (1.117)
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e

I ′∞(z̃3
n) = I ′∞(v2

n)− I ′∞(z2
0) + on(1). (1.118)

Combinando (1.112) e (1.116), obtemos

‖z̃3
n‖2 = ‖z̃2

n‖2 − ‖z2
0‖2 + on(1)

e de (1.109), segue que

‖z̃3
n‖2 = ‖un‖2 − ‖u0‖2 − ‖z1

0‖2 − ‖z2
0‖2 + on(1). (1.119)

De (1.113) e (1.117), obtemos

I∞(z̃3
n) = I∞(z̃2

n)− I∞(z2
0) = on(1)

e de (1.110), segue que

I∞(z̃3
n) = I(un)− I(u0)− I∞(z1

0)− I∞(z2
0) + on(1). (1.120)

Se z̃3
n → 0 em Ds,2(RN), o teorema fica provado com k = 2, pois neste caso ‖z̃3

n‖2 → 0

e de (1.119), obtemos

‖un‖2 → ‖u0‖2 +
2∑
j=1

‖zj0‖2.

Além disso, da continuidade de I∞, temos I∞(z̃3
n)→ 0, que juntamente com (1.120) nos

dá

I(un)→ I(u0) +
2∑
j=1

I∞(zj0).

Se z̃3
n 9 0 em Ds,2(RN), repetimos os mesmos argumentos anteriores e encontramos

z1
0 , z

2
0 , ..., z

k−1
0 soluções não-triviais para o problema (P∞) satisfazendo

‖z̃kn‖2 = ‖un‖2 − ‖u0‖2 −
k−1∑
j=1

‖zj0‖2 + on(1) (1.121)
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e

I∞(z̃kn) = I(un)− I(u0)−
k−1∑
j=1

I∞(zj0) + on(1). (1.122)

Da definição de melhor constante de Sobolev na imersão Ds,2(RN) ↪→ L2∗s(RN), temos

|zj0|22∗sS ≤ ‖z
j
0‖2, j = 1, 2, ..., k − 1. (1.123)

Desde que zj0 é solução fraca do problema (P∞) para todo j = 1, 2, ..., k − 1, temos

∫
RN

(−∆)s/2zj0(−∆)s/2ϕdx =

∫
RN
|zj0|2

∗
s−2zj0ϕdx, ∀ϕ ∈ Ds,2(RN),

e desde que zj0 ∈ Ds,2(RN) para todo j = 1, 2, ..., k − 1, em particular vale que

‖zj0‖2 = |zj0|
2∗s
2∗s

e portanto,

‖zj0‖2/2∗s = |zj0|2∗s , j = 1, 2, ..., k − 1. (1.124)

Substituindo (1.124) em (1.123), obtemos

(
‖zj0‖2/2∗s

)2

S ≤ |zj0|22∗sS ≤ ‖z
j
0‖2, j = 1, 2, ..., k − 1.

Logo,

(
‖zj0‖2/2∗s

)2

S ≤ ‖zj0‖2 ⇔ S ≤
(
‖zj0‖2

)1−2/2∗s

=

(
‖zj0‖2

)2s/N

⇔ SN/2s ≤ ‖zj0‖2

e, portanto,

−‖zj0‖2 ≤ −SN/2s, j = 1, 2, ..., k − 1. (1.125)
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De (1.121) e (1.125), obtemos

‖z̃kn‖2 = ‖un‖2 − ‖u0‖2 −
k−1∑
j=1

‖zj0‖2 + on(1) (1.126)

≤ ‖un‖2 − ‖u0‖2 −
k−1∑
j=1

SN/2s + on(1) (1.127)

= ‖un‖2 − ‖u0‖2 − (k − 1)SN/2s + on(1). (1.128)

Desde que (un) é limitada em Ds,2(RN), temos

‖un‖2 − ‖u0‖2 + on(1) ≤ C, ∀n ∈ N.

Assim, de (1.126), vem que

0 ≤ ‖z̃kn‖2 ≤ C − (k − 1)SN/2s, ∀n ∈ N.

Desde que existe k ∈ N, tal que

C − (k − 1)SN/2s ≤ 0,

segue que existe k ∈ N, tal que

lim sup
n→∞

‖z̃kn‖ = 0.

Assim, z̃kn → 0 em Ds,2(RN) e o teorema está provado.

Como consequência do Teorema 1.2, temos os seguintes resultados:

Corolário 1.1. Seja (un) uma sequência (PS)c para I com c ∈ (0, s
N
SN/2s). Então, (un)

possui uma subsequência que converge forte em Ds,2(RN).

Demonstração: Desde que (un) é uma sequência (PS)c para I, temos que (un) é li-

mitada em Ds,2(RN). Como Ds,2(RN) é um espaço reflexivo segue que, a menos de

subsequência,

un ⇀ u0 em Ds,2(RN).
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Suponhamos, por contradição, que

un 9 u0 em Ds,2(RN).

Então, do Teorema 1.2, existem k ∈ N e soluções não-triviais z1
0 , z

2
0 , ..., z

k
0 do problema

(P∞) tais que, a menos de subsequência,

‖un‖2 → ‖u0‖2 +
k∑
j=1

‖zj0‖2

e

I(un)→ I(u0) +
k∑
j=1

I∞(zj0).

Na prova do Teorema 1.2, mostramos que nessas condições u0 é ponto crítico do

funcional I. Isto nos diz que

I ′(u0)u0 = 0,

ou seja,

‖u0‖2 +

∫
RN
a(x)u2

0dx− |u0|2
∗
s

2∗s
= 0

e portanto,

∫
RN
a(x)u2

0dx = |u0|2
∗
s

2∗s
− ‖v0‖2. (1.129)

Agora, mostraremos que I(u0) ≥ 0. Para tanto, observe que

I(u0) =
1

2
‖u0‖2 +

1

2

∫
RN
a(x)u2

0dx−
1

2∗s
|u0|2

∗
s

2∗s
.

A última igualdade juntamente com (1.129), nos dá

I(u0) =
1

2
‖u0‖2 +

1

2

∫
RN
a(x)u2

0dx−
1

2∗s
|u0|2

∗
s

2∗s

=
1

2
‖u0‖2 +

1

2

(
|u0|2

∗
s

2∗s
− ‖u0‖2

)
− 1

2∗s
|u0|2

∗
s

2∗s

=

(
1

2
− 1

2∗s

)
|u0|2

∗
s

2∗s
=

s

N
|u0|2

∗
s

2∗s
≥ 0.
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Da unicidade do limite

c = I(u0) +
k∑
j=1

I∞(zj0)

e daí, temos

c = I(u0) +
k∑
j=1

I∞(zj0) ≥
k∑
j=1

I∞(zj0) ≥ ks

N
SN/2s ≥ s

N
SN/2s.

Logo, c /∈ (0, s
N
SN/2s), o que é uma contradição.

Corolário 1.2. O funcional I : Ds,2(RN) → R satisfaz a condição Palais-Smale no

intervalo ( s
N
SN/2s, 2s

N
SN/2).

Demonstração: Seja (un) uma sequência em Ds,2(RN) satisfazendo

I(un)→ c e I ′(un)→ 0.

Vimos que (un) é uma sequência limitada em Ds,2(RN) que é um espaço reflexivo. Logo,

a menos de subsequência,

un ⇀ u0 em Ds,2(RN).

Suponhamos, por contradição, que

un 9 u0 em Ds,2(RN).

Então, do Teorema 1.2, existem k ∈ N e soluções não-triviais z1
0 , z

2
0 , ..., z

k
0 do problema

(P∞) tais que, a menos de subsequência,

‖un‖2 → ‖u0‖2 +
k∑
j=1

‖zj0‖2

e

I(un)→ I(u0) +
k∑
j=1

I∞(zj0).
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Da unicidade do limite temos

c = I(u0) +
k∑
j=1

I∞(zj0).

Na prova do Corolário 1.1 mostramos que I(u0) ≥ 0 e daí, segue que k não pode

ser maior do que 1 e z1
0 não pode mudar de sinal, pois caso contrário, teríamos c /∈

( s
N
SN/2s, 2s

N
SN/2s) e então já teríamos uma contradição.

Então, temos

c = I(u0) + I∞(z1
0) = I(z1

0) +
s

N
SN/2s.

Da definição de melhor constante de Sobolev na imersão Ds,2(RN) ↪→ L2∗s(RN), temos

S|u|22∗s ≤ ‖u‖
2, ∀u ∈ Ds,2(RN). (1.130)

Temos também, por argumentos usados na prova do Teorema 1.2 que, u0 é ponto crítico

do funcional I. Logo,

I ′(u0)u0 = ‖u0‖2 +

∫
RN
a(x)u2

0dx− |u0|2
∗
s

2∗s
= 0

e daí,

0 ≤
∫
RN
a(x)u2

0dx = |u0|2
∗
s

2∗s
− ‖u0‖2,

logo,

‖u0‖2 ≤ |u0|2
∗
s

2∗s
.

Combinando esta desigualdade com (1.130), encontramos

S|u0|22∗s ≤ ‖u0‖2 ≤ |u0|2
∗
s

2∗s
.

Daí,

S ≤ |u0|2
∗
s−2

2∗s
⇒ SN/2s ≤ |u0|2

∗
s

2∗s
⇒ s

N
SN/2s ≤ s

N
|u0|2

∗
s

2∗s
,

logo,
2s

N
SN/2s =

s

N
SN/2s +

s

N
SN/2s ≤ s

N
|u0|2

∗
s

2∗s
+

s

N
SN/2s.
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Na prova do Corolário 1.1, mostramos que

I(u0) =
s

N
|u0|2

∗
s

2∗s
,

e assim,
2s

N
SN/2s ≤ I(u0) +

s

N
SN/2s = c,

o que contradiz o fato de que c ∈ ( s
N
SN/2s, 2s

N
SN/2s).

Corolário 1.3. Seja (un) ⊂ Ds,2(RN) uma sequência (PS)c para I com c ∈ (ks
N
SN/2, (k+1)s

N
SN/2),

onde k ∈ N. Então o limite fraco u0 de (un) é não nulo.

Demonstração: Suponhamos, por contradição, que u0 ≡ 0. Então un → 0 ou un 9 0

em Ds,2(RN).

Se un → 0 em Ds,2(RN), então da continuidade de I e da unicidade do limite, temos

que c = 0, o que contradiz o fato de que c ∈ (ks
N
SN/2s, (k+1)s

N
SN/2s).

Se un 9 0 em Ds,2(RN), então do Teorema 1.2, a menos de subsequência, vale

‖un‖2 → ‖u0‖2 +
k∑
j=1

‖zj0‖2 =
k∑
j=1

‖zj0‖2

e

I(un)→ I(u0) +
k∑
j=1

I∞(zj0) =
k∑
j=1

I∞(zj0).

Da unicidade do limite, obtemos c =
k∑
j=1

I∞(zj0).

Se para todo j = 1, 2, ..., k, zj0 é solução positiva do problema limite (P∞), então

c = ks
N
SN/2s. Se para algum j, zj0 é uma solução que muda de sinal, então

c =
k∑
j=1

I∞(zj0) =
2ks

N
SN/2s >

(k + 1)s

N
SN/2s.

Ambos os casos contradizem o fato de c ∈ (ks
N
SN/2s, (k+1)s

N
SN/2s). Portanto, u0 6= 0, como

queríamos mostrar.
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Daqui em diante, consideraremos o funcional f : Ds,2(RN)→ R dado por

f(u) =

∫
RN

(
|(−∆)s/2u|2 + a(x)u2

)
dx

ou equivalentemente,

f(u) = ‖u‖2 +

∫
RN
a(x)u2dx.

Consideremos também a variedadeM⊂ Ds,2(RN), dada por

M =

{
u ∈ Ds,2(RN);

∫
RN
|u|2∗sdx = 1

}
.

Lema 1.8. Seja (un) ⊂M uma sequência satisfazendo

f(un)→ c e f ′|M(un)→ 0.

Então, a sequência (vn) ⊂ Ds,2(RN), onde vn = c(N−2s)/4sun, verifica os seguintes limites

I(vn)→ s

N
cN/2s e I ′(vn)→ 0.

Demonstração: Pela definição do funional I, temos

I(vn) =
1

2

∫
RN
|(−∆)s/2vn|2dx+

1

2

∫
RN
a(x)v2

ndx−
1

2∗s
|vn|2

∗
sdx

e juntamente com a definição de vn, obtemos

I(vn) =
1

2
c(N−2s)/2s

(∫
RN
|(−∆)s/2un|2dx+

∫
RN
a(x)u2

ndx

)
− 1

2∗s
c2∗s(N−2s)/4s

∫
RN
|un|2

∗
sdx

=
1

2
c(N−2s)/2sf(un)− 1

2∗s
cN/2s

=
1

2
cN/2s − 1

2∗s
cN/2s + on(1)

=
s

N
cN/2s + on(1).
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Daí, concluimos que

I(vn)→ s

N
cN/2s.

Além disso, temos também

‖f ′(u)‖∗ = min
λ∈R
‖f ′(u)− λJ ′(u)‖D′ ,

onde ‖ · ‖∗ é a norma da derivada da restrição de f aM em u e

J(u) =

∫
RN
|u|2∗sdx.

O funcional J é de classe C1 e

J ′(u)ϕ =

∫
RN
|u|2∗s−2uϕdx.

Agora, para cada n ∈ N, consideremos λn ∈ R, tal que

‖f ′(un)‖∗ = ‖f ′(un)− λnJ ′(un)‖D′ .

Para todo ϕ ∈ Ds,2(RN) com ‖ϕ‖ ≤ 1, temos

|I ′(vn)ϕ| =

∣∣∣∣ ∫
RN

(−∆)s/2vn(−∆)s/2ϕdx+

∫
RN
a(x)vnϕdx−

∫
RN
|vn|2

∗
s−2vnϕdx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣c(N−2s)/4s

(∫
RN

(−∆)s/2un(−∆)s/2ϕdx+

∫
RN
a(x)unϕdx

)
− c(N+2s)/4s

∫
RN
|un|2

∗
s−2unϕdx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣c(N−2s)/4s1

2

(
2

∫
RN

(−∆)s/2un(−∆)s/2ϕdx+ 2

∫
RN
a(x)vnϕdx

)
− c(N+2s)/4s 1

2∗s

(
2∗s

∫
RN
|un|2

∗
s−2unϕdx

)∣∣∣∣.
Desde que

f ′(un)ϕ = 2

∫
RN

(−∆)s/2un(−∆)s/2ϕdx+ 2

∫
RN
a(x)unϕdx
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e

J ′(un)ϕ = 2∗s

∫
RN
|un|2

∗
s−2unϕdx,

segue que

|I ′(vn)ϕ| =

∣∣∣∣c(N−2s)/4s1

2
f ′(un)ϕ− c(N+2s)/4s 1

2∗s
J ′(un)ϕ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣c(N−2s)/4s1

2
f ′(un)ϕ− c(N−2s)/4s1

2
λnJ

′(un)ϕ

+ c(N−2s)/4s1

2
λnJ

′(un)ϕ− c(N+2s)/4s 1

2∗s
J ′(un)ϕ

∣∣∣∣.
Pela desigualdade triangular, segue-se que

|I ′(vn)ϕ| ≤ c(N−2s)/4s1

2

∣∣∣∣f ′(un)ϕ− λnJ ′(un)ϕ

∣∣∣∣+

∣∣∣∣c(N−2s)/4s1

2
λn − c(N+2s)/4s 1

2∗s

∣∣∣∣|J ′(un)ϕ|

≤ c(N−2s)/4s1

2
‖f ′(un)− λnJ ′(un)‖D′‖ϕ‖

+

∣∣∣∣c(N−2s)/4s1

2
λn − c(N+2s)/4s 1

2∗s

∣∣∣∣‖J ′(un)‖D′‖ϕ‖.

Como ‖ϕ‖ ≤ 1 e ‖f ′(un)− λnJ ′(un)‖D′ = ‖f ′(un)‖∗, segue que

|I ′(vn)ϕ| ≤ c(N−2s)/4s1

2
‖f ′(un)‖∗ +

∣∣∣∣c(N−2s)/4s1

2
λn − c(N+2s)/4s 1

2∗s

∣∣∣∣‖J ′(un)‖D′

= on(1) +

∣∣∣∣c(N−2s)/4s1

2
λn − c(N+2s)/4s 1

2∗s

∣∣∣∣‖J ′(un)‖D′

e, portanto,

‖I ′(vn)‖D′ ≤ on(1) +

∣∣∣∣c(N−2s)/4s1

2
λn − c(N+2s)/4s 1

2∗s

∣∣∣∣‖J ′(un)‖D′ . (1.131)

Para concluir a demonstração, basta mostrarmos que

‖J ′(un)‖D′ ≤ 2∗sC, ∀n ∈ N (1.132)

e ∣∣∣∣c(N−2s)/4s1

2
λn − c(N+2s)/4s 1

2∗s

∣∣∣∣→ 0. (1.133)
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Temos que (1.132) de fato ocorre, pois para cada ϕ ∈ Ds,2(RN) com ‖ϕ‖ ≤ 1, vem

que

|J ′(un)ϕ| ≤
∣∣∣∣2∗s ∫

RN
|un|2

∗
s−2unϕdx

∣∣∣∣ ≤ 2∗s

∫
RN
|un|2

∗
s−2|un||ϕ|dx

= 2∗s

∫
RN
|un|2

∗
s−1|ϕ|dx.

Usando a desigualdade de Hölder com expoentes 2∗s/(2
∗
s − 1) e 2∗s, obtemos

|J ′(un)ϕ| ≤ 2∗s

(∫
RN
|un|2

∗
sdx

) (2∗s−1)

2∗s
(∫

RN
|ϕ|2∗sdx

) 1
2∗s
.

Recordando que (un) ⊂M, segue que

|J ′(un)ϕ| ≤ 2∗s

(∫
RN
|un|2

∗
sdx

) (2∗s−1)

2∗s
(∫

RN
|ϕ|2∗sdx

) 1
2∗s
≤ 2∗s|ϕ|2∗s ≤ 2∗sC‖ϕ‖ ≤ 2∗sC

e, portanto,

‖J ′(un)‖D′ ≤ 2∗sC, ∀n ∈ N.

Notemos agora que

‖f ′(un)‖∗ → 0⇐⇒ ‖f ′(un)− λnJ ′(un)‖D′ → 0.

Desde que (un) é limitada em Ds,2(RN) e que

|f ′(un)un − λnJ ′(un)un| ≤ ‖f ′(un)− λnJ ′(un)‖D′‖un‖

segue que

|f ′(un)un − λnJ ′(un)un| → 0

e daí, ∣∣∣∣2(∫
RN
|(−∆)s/2un|2dx+

∫
RN
a(x)u2

ndx

)
− λn2∗s

∫
RN
|un|2

∗
sdx

∣∣∣∣→ 0.
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Assim,

|2f(un)− λn2∗s| → 0⇒ 2f(un)− λn2∗s = on(1)⇒ λn =
2

2∗s
f(un) + on(1),

de onde concluimos que

λn =
2

2∗s
c+ on(1).

Portanto,∣∣∣∣c(N−2s)/4s1

2
λn − c(N+2s)/4s 1

2∗s

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣c(N−2s)/4s1

2

2

2∗s
c− c(N+2s)/4s 1

2∗s
+ on(1)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣c(N+2s)/4s 1

2∗s
− c(N+2s)/4s 1

2∗s
+ on(1)

∣∣∣∣
= on(1),

mostrando que (1.133) de fato ocorre. De (1.131), (1.132) e (1.133) segue que ‖I ′(vn)‖D′ →

0, e isto conclui a prova.

Lema 1.9. Suponha que existe uma sequência (un) ⊂M e c ∈ (S, 22s/NS) tais que

f(un)→ c e f ′|M(un)→ 0.

Então, a menos de subsequência, un → u em Ds,2(RN).

Demonstração: Vimos no lema 1.8 que a sequência (vn) ⊂ Ds,2(RN), dada por vn =

c(N−2s)/4sun é Palais-Smale de nível
s

N
cN/2s para o funcional I.

Desde que c ∈ (S, 22s/NS), temos

s

N
c2s/N ∈

(
2

N
SN/2s,

2s

N
SN/2s

)

e do Corolario 1.2 segue que, a menos de subsequência, vn → v em Ds,2(RN). Daí,

fazendo u = c(2s−N)/4sv, temos

c(N−2s)/4s‖un − u‖ = ‖c(N−2s)/4sun − c(N−2s)/4su‖ = ‖vn − v‖ → 0.

Portanto, un → u em Ds,2(RN).
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Corolário 1.4. Suponha que existem (un) ⊂M e c ∈ (S, 22s/NS) satisfazendo

f(un)→ c e f ′(un)→ 0.

Então, I tem um ponto crítico v0 ∈ Ds,2(RN) com I(v0) =
s

N
cN/2s.

Demonstração: Do lema 1.9, a sequência (vn) ⊂ Ds,2(RN) dada por vn = c(N−2s)/4sun

verifia os seguintes limites

I(vn)→ s

N
cN/2s e I ′(vn)→ 0.

Desde que c ∈ (S, 22s/NS), segue que

s

N
cN/2s ∈

(
s

N
SN/2s,

2s

N
SN/2s

)

e do Corolário 1.2 temos, a menos de subsequência,

vn → v0 em Ds,2(RN).

Da continuidade de I e da unicidade do limite, obtemos que v0 é ponto crítico do funcional

I e que I(v0) =
s

N
cN/2s, como queríamos mostrar.

1.3 Existência de solução positiva para (P )

Nesta seção, mostraremos um resultado de existência de solução positiva para o pro-

blema (P ). Para este propósito, usaremos os mesmos argumentos utilizados por C. O.

Alves em [1]. Para isto, daqui em diante, consideraremos a função Φδ,b ∈ Ds,2(RN) dada

por

Φδ,b(x) = c

(
δ

δ2 + |x− b|2

)(N−2s)/2

, x, b ∈ RN e δ > 0, (1.134)

onde c é uma constante. A função Φδ,b definida acima é conhecida na literatura como

função Talenti. É sabido (veja, por exemplo [28]) que qualquer solução de (P∞) é da
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forma (1.134). Além disso, temos também

‖Φδ,b‖2 = S e |Φδ,b|2∗s = 1, (1.135)

onde S é a melhor constante de Sobolev na imersão Ds,2(RN) ↪→ L2∗s(RN). Para mais

detalhes sobre a constante de Sobolev S, veja [30, 31, 73]. No decorrer desta seção,

usaremos as igualdades em (1.135) sempre que necessário sem fazer referência.

1.3.1 Lemas técnicos

Nesta subseção, listamos algumas propriedades referentes a função Talenti Φδ,b dada

em (1.134). Tais propriedades serão de essencial importancia na demonstração do Teo-

rema 1.1.

Começamos observando que Φδ,b satisfaz

Φδ,b ∈ Σ =
{
u ∈ Ds,2(RN);u ≥ 0

}
(1.136)

e

Φδ,b ∈ Lq(RN) para q ∈
(

N

N − 2s
, 2∗s

]
, ∀δ > 0 e ∀b ∈ RN . (1.137)

A veracidade de (1.136) segue diretamente da definição de Φδ,b. Para verificar (1.137),

observemos que

∫
RN
|Φδ,b|qdx =

∫
RN
cq
∣∣∣∣ δ(N−2s)/2

[δ2 + |x− b|2](N−2s)/2

∣∣∣∣qdx
= cqδq(N−2s)/2

∫
RN

1{
δ2

[
1 +

∣∣∣∣x− bδ
∣∣∣∣2]}q(N−2s)/2

dx.

Fazendo a mudança de variável z =
x− b
δ

, segue que

x = δz + b⇒ dx = δNdx.

76



Assim,

∫
RN
|Φδ,b|qdx = cqδq(N−2s)/2δq(2s−N)

∫
RN

1

[1 + |z|2]q(N−2s)/2
δNdz

= cqδq(N−2s)/2+q(2s−N)+N

∫
RN

[
1

1 + |z|2

]q(N−2s)/2

dz

= cqδq(2s−N)/2+N

∫
RN

[
1

1 + |z|2

]q(N−2s)/2

dz.

Agora, para R > 0, observemos

∫
RN

[
1

1 + |z|2

]q(N−2s)/2

dz =

∫
RN\B̄R(0)

[
1

1 + |z|2

]q(N−2s)/2

dz+

∫
B̄R(0)

[
1

1 + |z|2

]q(N−2s)/2

dz.

Como a função h : RN → R dada por h(z) =

[
1

1 + |z|2

]q(N−2s)/2

é contínua e B̄R(0) é

compacto, segue que ∫
B̄R(0)

[
1

1 + |z|2

]q(N−2s)/2

dz < +∞.

Por outro lado, temos

∫
RN\B̄R(0)

[
1

1 + |z|2

]q(N−2s)/2

dz ≤
∫
RN\B̄R(0)

[
1

|z|2

]q(N−2s)/2

dz.

Mudando para coordenadas esféricas, obtemos

∫
RN\B̄R(0)

[
1

1 + |z|2

]q(N−2s)/2

dz ≤
∫
RN\B̄R(0)

[
1

|z|2

]q(N−2s)/2

dz

=

∫ +∞

R

[
1

ρ2

]q(N−2s)/2

ρN−1dρ

=

∫ +∞

R

(
1

ρ

)(q(N−2s)

ρN−1dρ

= lim
w→+∞

∫ w

R

ρq(2s−N)+N−1dρ.

Entretanto, temos

lim
w→+∞

∫ w

R

ρq(2s−N)+N−1dρ < +∞
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se, e somente se,

q(2s−N) +N − 1 < −1

que por sua vez é equivalente a
N

N − 2s
< q.

Portanto, se q ∈
(

N

N − 2s
, 2∗s

]
, então

∫
RN
|Φδ,b|qdx = cqδq(2s−N)/2+N

∫
RN

[
1

1 + |z|2

]q(N−2s)/2

dz < +∞,

e daí concluimos que (1.137) de fato ocorre.

Lema 1.10. Para cada b ∈ RN fixado, temos

(i) ‖Φδ,b‖W 1,∞(RN ) → 0 quando δ → +∞,

(ii) |Φδ,b|q → 0 quando δ → 0, ∀q ∈
(

N

N − 2s
, 2∗s

)
,

(iii) |Φδ,b|q → +∞ quando δ → +∞, ∀q ∈
(

N

N − 2s
, 2∗s

)
.

Demonstração: Pela definição de Φδ,b temos

Φδ,b(x) = c

(
δ

δ2 + |x− b|2

)(N−2s)/2

= cδ(N−2s)/2[δ2 + |x− b|2]−(N−2s)/2.

Calculando a i-ésima derivada parcial de Φδ,b com relação a variável x, encontramos que

∂Φδ,b(x)

∂xi
= cδ(N−2s)/2

(
2s−N

2

)
2(xi − bi)[δ2 + |x− b|2](2s−N−2)/2

= cδ(N−2s)/2(2s−N)(xi − bi)[δ2 + |x− b|2](2s−N−2)/2,

logo,

|∇Φδ,b(x)| =

( N∑
i=1

(
∂Φδ,b(x)

∂xi

)2)1/2

= cδ(N−2s)/2(N − 2s)|x− b|[δ2 + |x− b|2](2s−N−2)/2

= Kδ(N−2s)/2|x− b|[δ2 + |x− b|2](2s−N−2)/2,
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onde K = c(N − 2s).

Seja g : R+ → R a função definida por

g(t) = Kδ(N−2s)/2t[δ2 + t2](2s−N−2)/2.

Observe que g é uma função não negativa, g(0) = 0 e g(t) → 0 quando t → +∞. Além

disso, uma vez que a função g é contínua, concluimos que g admite valor máximo. No

que segue, nosso objetivo será calcular o valor máximo de g. Para isto, note que

g′(t) = Kδ(N−2s)/2

(
[δ2 + t2](2s−N−2)/2 − (N + 2− 2s)t2[δ2 + t2](2s−N−4)/2

)
.

Dessa forma, para calcular o ponto de máximo de g precisamos resolver a equação g′(t) =

0, que por sua vez é equivalente a resolver

Kδ(N−2s)/2

(
[δ2 + t2](2s−N−2)/2 − (N + 2− 2s)t2[δ2 + t2](2s−N−4)/2

)
= 0.

Entretanto, a igualdade acima ocorre se, e somente se,

[δ2 + t2](2s−N−2)/2 = (N + 2− 2s)t2[δ2 + t2](2s−N−4)/2,

de onde deduzimos que

t =

(
δ2

N + 1− 2s

)1/2

.

Aplicando g no ponto de máximo encontrado acima, por um cálculo direto vemos que

g

(
δ

(N + 1− 2s)1/2

)
= K̃δ(2s−N−2)/2,

onde

K̃ = K
1

(N + 1− 2s)1/2

(
N + 2− 2s

N + 1− 2s

)(2s−N−2)/2

.

Assim, temos

‖Φδ,b‖W 1,∞(RN ) = K̃δ(2s−N−2)/2.
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Desde que K̃ > 0 e
2s−N − 2

2
< 0, segue-se que

‖Φδ,b‖W 1,∞(RN ) → 0 quando δ → +∞,

mostrando que (i) ocorre.

Para provar os ítens (ii) e (iii), recordemos que na demonstração de (1.137), vimos

que

|Φδ,b|qq = cqδq(2s−N)/2+N

∫
RN

[
1

1 + |z|2

]q(N−2s)/2

dz,

onde ∫
RN

[
1

1 + |z|2

]q(N−2s)/2

dz < +∞, ∀q ∈
(

N

N − 2s
, 2∗s

)
.

Desde que
q(2s−N)

2
+N > 0 para todo q < 2∗s, segue que

|Φδ,b|q → 0 quando δ → 0

e

|Φδ,b|q → +∞ quando δ → +∞

mostrando que (ii) e (iii) de fato ocorrem.

Lema 1.11. Para cada ε > 0,

∫
RN\Bε(0)

|(−∆)s/2Φδ,0|2dx→ 0 quando δ → 0.

Demonstração: De [33, Proposição 2.2], inferimos que

∫
RN\Bε(0)

|(−∆)s/2Φδ,0|2dx ≤ C

∫
RN\Bε(0)

|∇Φδ,0|2dx. (1.138)

Por outro lado, vimos na demonstração do ítem (i) do Lema 1.10 que

|∇Φδ,b(x)| = Kδ
N−2s

2 |x− b|[δ2 + |x− b|2]
2s−N−2

2 , onde K = c(N − 2s).
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Em particular, temos

|∇Φδ,0(x)| = Kδ
N−2s

2
|x|

[δ2 + |x|2]N+2−2s/2
. (1.139)

Combinando (1.138) e (1.139), resulta que

∫
RN\Bε(0)

|(−∆)s/2Φδ,0|2dx ≤ CK2δN−2s

∫
RN\Bε(0)

|x|2

[δ2 + |x|2]N+2−2s
dx.

Mudando para coordenadas esféricas, encontramos

∫
RN\Bε(0)

|(−∆)s/2Φδ,0|2dx ≤ CK2δN−2s

∫ +∞

ε

ρ2

[δ2 + ρ2]N+2−2s
ρN−1dρ

≤ CK2δN−2s

∫ +∞

ε

ρ2

ρ2N+4−4s
ρN−1dρ

= CK2δN−2s

∫ +∞

ε

ρ4s−N−3dρ. (1.140)

Desde que
∫ +∞

ε

ρ4s−N−3dρ < +∞, segue que

CK2δN−2s

∫ +∞

ε

ρ4s−N−3dρ→ 0 quando δ → 0. (1.141)

Juntando (1.140) e (1.141), concluimos que

∫
RN\Bε(0)

|(−∆)s/2Φδ,0|2dx→ 0 quando δ → 0,

como queríamos mostrar.

Lema 1.12. Assuma que a satisfaz (a2). Então, para cada ε > 0, existem δ = δ(ε) > 0

e δ̄ = δ̄(ε) > 0 tais que

sup
b∈RN

f(Φδ,b) < S + ε, δ ∈ (0, δ] ∪ [δ̄,∞).
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Demonstração: Fixando b ∈ RN , q ∈
(
N

2s
, p2

]
e t ∈ (1,+∞) com

1

q
+

1

t
= 1. Temos

N

N − 2s
< 2t < 2∗s. (1.142)

De fato, primeiramente observemos que se q ∈
(
N

2s
, p2

]
, então q > 0 e consequentemente

1

q
> 0. (1.143)

Como
N

2s
< q e

1

q
+

1

t
= 1, temos

1 =
1

q
+

1

t
<

2s

N
+

1

t
⇒ 1− 2s

N
<

1

t
⇒ N − 2s

N
<

1

t
⇒ N − 2s

2N
<

1

2t

e portanto,

2t <
2N

N − 2s
= 2∗s. (1.144)

Suponhamos, por contradição, que

2t ≤ N

N − 2s
.

Daí, obtemos
2(N − 2s)

N
≤ 1

t
,

e dessa forma,
1

q
+

2(N − 2s)

N
≤ 1

q
+

1

t
= 1

de onde resulta
1

q
≤ 1− 2(N − 2s)

N
.

Logo,

1

q
≤ N − 2N + 4s

N
=

4s−N
N

. (1.145)
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Agora, temos dois casos a considerar: N ≥ 4s ou N < 4s.

Se N ≥ 4s, temos por (1.145) que

1

q
≤ 4s−N

N
≤ 0

e isso contradiz (1.143).

Se N < 4s, por hipótese, temos

p2 <
N

4s−N

e de (1.145) obtemos

p2 <
N

4s−N
≤ q

o que contradiz o fato de q ∈
(
N

2s
, p2

]
. Concluimos, então que

N

N − 2s
< 2t,

mostrando que (1.142) de fato ocorre.

Desde que Φδ,b ∈ Ld(RN), ∀d ∈
(

N

N − 2s
, 2∗s

)
, segue que |Φδ,b|2 ∈ Lt(RN). Portanto,

aplicando a desigualdade de Hölder com expoentes q e t, obtemos

∫
RN
a(x)|Φδ,b|2dx ≤ |a|q

(∫
RN
|Φδ,b|2tdx

)1/t

= |a|q
(∫

RN

∣∣∣∣ cδ(N−2s)/2

[δ2 + |x− b|2](N−2s)/2

∣∣∣∣2tdx)1/t

.

Fazendo a mudança de variável z = x− b, segue que dx = dz e daí,

∫
RN
a(x)|Φδ,b|2dx ≤ |a|q

(∫
RN

∣∣∣∣ cδ(N−2s)/2

[δ2 + |x− b|2](N−2s)/2

∣∣∣∣2tdx)1/t

= |a|q
(∫

RN

∣∣∣∣ cδ(N−2s)/2

[δ2 + |z|2](N−2s)/2

∣∣∣∣2tdz)1/t

= |a|q
(∫

RN
|Φδ,0|2tdz

)1/t

= |a|q|Φδ,0|22t, ∀b ∈ RN .
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Pelo ítem (ii) do Lema 1.10 segue que dado ε > 0, existe δ = δ(ε) > 0, tal que

|Φδ,0|22t <
ε

2|a|q
, ∀δ ∈ (0, δ].

Assim, ∫
RN
a(x)|Φδ,b|2dx ≤ |a|q|Φδ,0|22t <

ε

2
, ∀δ ∈ (0, δ] e ∀b ∈ RN ,

de onde deduzimos que

sup
b∈RN

∫
RN
a(x)|Φδ,b|2dx <

ε

2
, ∀δ ∈ (0, δ].

Logo,

f(Φδ,b) =

∫
RN
|(−∆)s/2Φδ,b|2dx+

∫
RN
a(x)|Φδ,b|2dx

= S +

∫
RN
a(x)|Φδ,b|2dx

≤ S + sup
b∈RN

∫
RN
a(x)|Φδ,b|2dx

≤ S +
ε

2
, ∀b ∈ RN e ∀δ ∈ (0, δ],

e portanto,

sup
b∈RN

f(Φδ,b) ≤ S +
ε

2
< S + ε, ∀δ ∈ (0, δ].

Agora, fixemos novamente b ∈ RN e assuma q ∈
[
p1,

N

2s

)
e t ∈ (1,+∞) com

1

q
+

1

t
=

1. Afirmamos que sob estas condições, tem-se 2t− 2∗s > 0. De fato,

q ∈
[
p1,

N

2s

)
⇒ 2s

N
<

1

q
.

Daí,

2s

N
+

1

t
<

1

q
+

1

t
= 1⇒ 1

t
< 1− 2s

N
=
N − 2s

N
⇒ 1

2t
<
N − 2s

2N
=

1

2∗s

⇒ 2∗s < 2t⇒ 2t− 2∗s > 0.
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Além disso, observe também que

|Φδ,b| ∈ L∞(RN), (1.146)

pois pela definição de Φδ,b, vemos que

|Φδ,b(x)| = cδ(N−2s)/2

[δ2 + |x− b|2](N−2s)/2
≤ cδ(N−2s)/2

δN−2s
= cδ(2s−N)/2, ∀x ∈ RN , (1.147)

mostrando (1.146). Uma vez que (1.146) ocorre e que |Φδ,b|2
∗
s ∈ L1(RN), segue que

∫
RN
|Φδ,b|2tdx =

∫
RN
|Φδ,b|2

∗
s |Φδ,b|2t−2∗sdx ≤ |Φδ,b|2t−2∗s

∞

∫
RN
|Φδ,b|2

∗
sdx <∞,

consequentemente, |Φδ,b|2 ∈ Lt(RN). Assim, aplicando a desigualdade de Hölder com

expoentes q e t, temos que

∫
RN
a(x)|Φδ,b|2dx ≤ |a|q

(∫
RN
|Φδ,0|2tdz

)1/t

= |a|q
(∫

RN
|Φδ,0|2

∗
s |Φδ,0|2t−2∗sdz

)1/t

≤ |a|q|Φδ,0|(2t−2∗)/t
∞

(∫
RN
|Φδ,0|2

∗
dz

)1/t

.

Recordando que |Φδ,0|2∗s = 1, segue que

∫
RN
a(x)|f(Φδ,b)|2dx ≤ |a|q|Φδ,0|(2t−2∗s)/t

∞

e de (1.147)

∫
RN
a(x)|Φδ,b|2dx ≤ |a|q|Φδ,0|(2t−2∗s)/t

∞ ≤ |a|q
(
cδ(N−2s)/2−(N−2s)

)(2t−2∗s)/t

= |a|qc(2t−2∗s)/tδ((2s−N)/2)((2t−2∗s)/t), ∀b ∈ RN ,

de onde resulta que

sup
b∈RN

∫
RN
a(x)|Φδ,b|2dx ≤ |a|qc(2t−2∗s)/tδ((2s−N)/2)((2t−2∗)/t). (1.148)
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Visto que 2t− 2∗s > 0 e 2s−N < 0, segue que

(
2s−N

2

)(
2t− 2∗s

t

)
< 0. (1.149)

Assim, dado ε > 0 existe δ̄ = δ̄(ε) > 0, tal que

δ((2s−N)/2)/2)((2t−2∗s)/t) <
ε

2|a|qc(2t−2∗s)/t
, ∀δ ∈ [δ̄,∞).

De (1.148), temos

sup
b∈RN

∫
RN
a(x)|Φδ,b|2dx ≤ |a|qc(2t−2∗s)/tδ((2s−N)/2)((2t−2∗s)/t) <

ε

2
, ∀δ ∈ [δ̄,∞).

Assim,

f(Φδ,b) =

∫
RN
|(−∆)s/2Φδ,b|2dx+

∫
RN
a(x)|Φδ,b|2dx

≤ S + sup
b∈RN

∫
RN
a(x)|Φδ,b|2dx

< S +
ε

2
< S + ε, ∀b ∈ RN e ∀δ ∈ [δ̄,∞).

Lema 1.13. Suponhamos que |a|N/2s < S(22s/N − 1). Então

sup
b∈RN

δ∈(0,+∞)

f(Φδ,b) < 22s/NS.

Demonstração: Temos

f(Φδ,b) =

∫
RN
|(−∆)s/2Φδ,b|2dx+

∫
RN
a(x)|Φδ,b|2dx

= S +

∫
RN
a(x)|Φδ,b|2dx, ∀b ∈ RN e ∀δ > 0.

Aplicando desigualdade de Hölder com expoentes N/2s e N/(N − 2s) e usando que

86



|Φδ,b|2∗s = 1, obtemos

f(Φδ,b) = S +

∫
RN
a(x)|Φδ,b|2dx ≤ S + |a|N/2s

(∫
RN
|Φδ,b|2

∗
sdx

)(N−2s)/N

= S + |a|N/2s, ∀b ∈ RN e ∀δ > 0.

Lembrando que por hipótese

|a|N/2s < S(2N/2s − 1),

concluimos que

sup
b∈RN

δ∈(0,∞)

f(Φδ,b) ≤ S + S(2N/2s − 1) = 2N/2sS.

Consideremos a função

ξ(x) =

 0, se |x| < 1

1, se |x| ≥ 1

e definamos α : Ds,2(RN)→ RN+1 por

α(u) =
1

S

∫
RN

(
x

|x|
, ξ(x)

)
|(−∆)s/2u|2dx = (β(u), γ(u)),

onde

β(u) =
1

S

∫
RN

x

|x|
|(−∆)s/2u|2dx e γ(x) =

1

S

∫
RN
ξ(x)|(−∆)s/2u|2dx.

A função α definida acima é conhecida na literatura como função baricentro. Além

disso, α é contínua (veja Apêndice A, Teorema A.2).

Lema 1.14. Se |b| ≥ 1

2
, temos β(Φδ,b) =

b

|b|
+ oδ(1) quando δ → 0.

Demonstração: Fixando ε > 0 temos

∫
RN\Bε(b)

|(−∆)s/2Φδ,b|2dx =

∫
RN\Bε(0)

|(−∆)s/2Φδ,0|2dz
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e pelo Lema 1.11, existe δ̂ > 0, tal que

1

S

∫
RN\Bε(b)

|(−∆)s/2Φδ,b|2dx < ε, ∀δ ∈ (0, δ̂). (1.150)

Então,∣∣∣∣β(Φδ,b)−
1

S

∫
Bε(b)

x

|x|
|(−∆)s/2Φδ,b|2dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1S
∫
RN

x

|x|
|(−∆)s/2Φδ,b|2dx

− 1

S

∫
Bε(b)

x

|x|
|(−∆)s/2Φδ,b|2dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1S
∫
RN\Bε(b)

x

|x|
|(−∆)s/2Φδ,b|2dx

∣∣∣∣
≤ 1

S

∫
RN\Bε(b)

|x|
|x|
|(−∆)s/2Φδ,b|2dx

e de (1.150), segue que∣∣∣∣β(Φδ,b)−
1

S

∫
Bε(b)

x

|x|
|(−∆)s/2Φδ,b|2dx

∣∣∣∣ ≤ 1

S

∫
RN\Bε(b)

|(−∆)s/2Φδ,b|2dx

< ε, ∀δ ∈ (0, δ̂). (1.151)

Agora, notemos que se ε > 0 é suficientemente pequeno e |b| > 1

2
, então

∣∣∣∣ x|x| − b

|b|

∣∣∣∣ < 4ε, ∀x ∈ Bε(b).

De fato, se x ∈ Bε(b) então |x− b| < ε e, além disso, se |b| ≥ 1

2
, então

1

|b|
≤ 2. Daí,

∣∣∣∣ x|x| − b

|b|

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ x|x| − x

|b|
+

x

|b|
− b

|b|

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ x|x| − x

|b|

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ x|b| − y

|b|

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1

|x|
− 1

|b|

∣∣∣∣|x|+ |x− b||b|

∣∣∣∣ =
||x| − |b||
|x||b|

|x|+ |x− b|
|b|

=
||x| − |b||
|b|

+
|x− b|
|b|

≤ |x− b|
|b|

+
|x− b|
|b|

< 2ε+ 2ε

= 4ε.
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Temos então que,∣∣∣∣ b|b| − 1

S

∫
Bε(b)

x

|x|
|(−∆)s/2Φδ,b|2dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ SbS|b| − 1

S

∫
Bε(b)

x

|x|
|(−∆)s/2Φδ,b|2dx

∣∣∣∣,
e recordando que

∫
RN
|(−∆)s/2Φδ,b|2dx = S, segue que

∣∣∣∣ b|b| − 1

S

∫
Bε(b)

x

|x|
|(−∆)s/2Φδ,b|2dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ b

S|b|

∫
RN
|(−∆)s/2Φδ,b|2dx

− 1

S

∫
Bε(b)

x

|x|
|(−∆)s/2Φδ,b|2dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1S
∫
RN

b

|b|
|(−∆)s/2Φδ,b|2dx

− 1

S

∫
Bε(b)

x

|x|
|(−∆)s/2Φδ,b|2dx

∣∣∣∣.
Observando que

1

S

∫
RN

b

|b|
|(−∆)s/2Φδ,b|2dx =

1

S

∫
RN\Bε(b)

b

|b|
|(−∆)s/2Φδ,b|2dx

+
1

S

∫
Bε(b)

b

|b|
|(−∆)s/2Φδ,b|2dx,

obtemos∣∣∣∣ b|b| − 1

S

∫
Bε(b)

x

|x|
|(−∆)s/2Φδ,b|2dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1S
∫
Bε(b)

(
b

|b|
− x

|x|

)
|(−∆)s/2Φδ,b|2dx

+
1

S

∫
RN\Bε(b)

b

|b|
|(−∆)s/2Φδ,b|2dx

∣∣∣∣
≤ 1

S

∫
Bε(b)

∣∣∣∣ b|b| − x

|x|

∣∣∣∣|(−∆)s/2Φδ,b|2dx

+
1

S

∫
RN\Bε(b)

|b|
|b|
|(−∆)s/2Φδ,b|2dx

≤ 4ε

S

∫
Bε(b)

|(−∆)s/2Φδ,b|2dx

+
1

S

∫
RN\Bε(b)

|(−∆)s/2Φδ,b|2dx.
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Lembrando que∣∣∣∣ b|b| − 1

S

∫
Bε(b)

x

|x|
|(−∆)s/2Φδ,b|2dx

∣∣∣∣ <
4ε

S
S +

1

S

∫
RN\Bε(b)

|(−∆)s/2Φδ,b|2dx

= 4ε+
1

S

∫
RN\Bε(b)

|(−∆)s/2Φδ,b|2dx,

obtemos de (1.150) que∣∣∣∣ b|b| − 1

S

∫
Bε(b)

x

|x|
|(−∆)s/2Φδ,b|2dx

∣∣∣∣ < 4ε+ ε = Cε, ∀δ ∈ (0, δ̂). (1.152)

De (1.151) e (1.152), temos∣∣∣∣β(Φδ,b)−
b

|b|

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣β(Φδ,b)−
1

S

∫
Bε(b)

x

|x|
|(−∆)s/2Φδ,b|2dx

+
1

S

∫
Bε(b)

x

|x|
|(−∆)s/2Φδ,b|2dx−

b

|b|

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣β(Φδ,b)−
1

S

∫
Bε(b)

x

|x|
|(−∆)s/2Φδ,b|2dx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ 1S
∫
Bε(b)

x

|x|
|(−∆)s/2Φδ,b|2dx−

b

|b|

∣∣∣∣
< ε+ Cε = Kε, ∀δ ∈ (0, δ̂).

Lema 1.15. Assuma que a satisfaz (a2). Então, para qualquer δ > 0 fixado temos

lim
|b|→∞

f(Φδ,b) = S.

Demonstração: Desde que

f(Φδ,b) =

∫
RN
|(−∆)s/2Φδ,y|2dx+

∫
RN
a(x)|Φδ,b|2dx = S +

∫
RN
a(x)|Φδ,b|2dx,

é suficiente provar que

lim
|b|→∞

∫
RN
a(x)|Φδ,b|2dx = 0, ∀δ > 0. (1.153)
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Afirmamos que dado ε > 0, existe k1 > 0, tal que

(∫
RN\Bρ(0)

a(x)N/2sdx

)2s/N

< ε, ∀ρ > k1.

De fato, para cada ρ > 0, temos∣∣∣∣a(x)N/2χRN\Bρ(0)

∣∣∣∣ ≤ |a|N/2s,
onde |a|N/2s ∈ L1(RN). Além disso, se ρ→ +∞, temos

a(x)N/2sχRN\Bρ(0)(x)→ 0 q.t.p em RN .

Então, do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, segue que

lim
ρ→+∞

∫
RN\Bρ(0)

a(x)N/2sdx = lim
ρ→+∞

∫
RN
a(x)N/2sχRN\Bρ(0)dx = 0

e portanto dado ε > 0, existe k1 > 0, tal que

(∫
RN\Bρ(0)

a(x)N/2sdx

)2s/N

< ε, ∀ρ > k1. (1.154)

De modo análogo, mostra-se também que dado ε > 0, existe k2 > 0 tal que

(∫
RN\Bρ(0)

|Φδ,b|2
∗
sdx

)1/2∗s

=

(∫
RN\Bρ(0)

|Φδ,0|2
∗
sdz

)1/2∗s

< ε, ∀ρ > k2. (1.155)

Seja k0 = max{k1, k2} e consideremos

k0 < 2ρ < |b| (ρ fixado). (1.156)

Observe que nessas condições, temos

Bρ(0) ∩Bρ(b) = ∅, (1.157)

pois, caso contrário, se existisse x ∈ Bρ(0)∩Bρ(b) teríamos |x| < ρ, |x− b| < ρ e então,
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|b| < 2ρ, o que contradiz (1.156). Assim,

∫
RN
a(x)|Φδ,b|2dx =

∫
RN\(Bρ(0)∪Bρ(b))

a(x)|Φδ,b|2dx+

∫
(Bρ(0)∪Bρ(b))

a(x)|Φδ,b|2dx

=

∫
RN\(Bρ(0)∪Bρ(b))

a(x)|Φδ,b|2dx+

∫
Bρ(0)

a(x)|Φδ,b|2dx

+

∫
Bρ(b)

a(x)|Φδ,b|2dx.

Aplicando a desigualdade de Hölder com expoentes N/2s e N/(N − 2s), obtemos

∫
RN
a(x)|Φδ,b|2dx ≤

(∫
RN\(Bρ(0)∪Bρ(b))

aN/2sdx

)2s/N(∫
RN\(Bρ(0)∪Bρ(b))

|Φδ,b|2
∗
sdx

)(N−2s)/N

+

(∫
Bρ(0)

aN/2sdx

)2s/N(∫
Bρ(0)

|Φδ,b|2
∗
sdx

)(N−2s)/N

+

(∫
Bρ(b)

aN/2sdx

)2s/N(∫
Bρ(b)

|Φδ,b|2
∗
sdx

)(N−2s)/N

.

Observemos que RN \(Bρ(0)∪Bρ(b)) ⊂ RN \Bρ(0), RN \(Bρ(0)∪Bρ(b)) ⊂ RN \Bρ(b),

Bρ(0) ⊂ RN e Bρ(b) ⊂ RN . Além disso, de (1.157) segue que Bρ(0) ⊂ RN \ Bρ(b) e

Bρ(b) ⊂ RN \Bρ(0) e portanto,

∫
RN
a(x)|Φδ,b|2dx ≤

(∫
RN\(Bρ(0)∪Bρ(b))

aN/2sdx

)2s/N(∫
RN\(Bρ(0)∪Bρ(b))

|Φδ,b|2
∗
sdx

)(N−2s)/N

+

(∫
Bρ(0)

aN/2sdx

)2s/N(∫
Bρ(0)

|Φδ,b|2
∗
sdx

)(N−2s)/N

+

(∫
Bρ(b)

aN/2sdx

)2s/N(∫
Bρ(b)

|Φδ,b|2
∗
sdx

)(N−2s)/N

≤
(∫

RN\Bρ(0)

aN/2sdx

)2s/N(∫
RN\Bρ(b)

|Φδ,b|2
∗
sdx

)(N−2s)/N

+

(∫
RN
aN/2sdx

)2s/N(∫
RN\Bρ(b)

|Φδ,b|2
∗
sdx

)(N−2s)/N

+

(∫
RN\Bρ(0)

aN/2sdx

)2s/N(∫
RN
|Φδ,b|2

∗
sdx

)(N−2s)/N

.

Recordando que

|Φδ,b|2∗s = 1,
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segue que

∫
RN
a(x)|Φδ,b|2dx ≤

(∫
RN\Bρ(0)

aN/2sdx

)2s/N(∫
RN\Bρ(b)

|Φδ,b|2
∗
sdx

)(N−2s)/N

+

(∫
RN
aN/2sdx

)2s/N(∫
RN\Bρ(b)

|Φδ,b|2
∗
sdx

)(N−2s)/N

+

(∫
RN\Bρ(0)

aN/2sdx

)2s/N

e de (1.154) e (1.155), obtemos

∫
RN
a(x)|Φδ,b|2dx < εε2 + |a|N/2sε2 + ε.

Assim,

0 ≤
∫
RN
a(x)|Φδ,b|2dx < εε2 + |a|N/2sε2 + ε

e passando ao limite de ε→ 0 , temos

lim
ε→0

∫
RN
a(x)|Φδ,b|2dx = 0

como queríamos demonstrar.

Consideremos o seguinte conjunto

= =

{
u ∈M;α(u) =

(
0,

1

2

)}
.

Antes de irmos ao próximo resultado, notemos que o conjunto = definido acima é não-

vazio. De fato, inicialmente observemos que Φδ,0 ∈ M para todo δ > 0. Além do mais,

temos também

1

S

∫
RN

xi
|x|
|(−∆)s/2Φδ,0|2dx = lim

R→+∞

1

S

∫
BR(0)

xi
|x|
|(−∆)s/2Φδ,0|2dx.

Desde que a função gi : RN → R dada por

gi(x) =
xi
|x|
|∇Φδ,0(x)|2
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é uma função ímpar e BR(0) é simétrico, temos

∫
BR(0)

xi
|x|
|(−∆)s/2Φδ,0|2dx = 0, ∀R > 0,

e portanto,

β(Φδ,0) =
1

S

∫
RN

xi
|x|
|(−∆)s/2Φδ,0|2dx = lim

R→+∞

1

S

∫
BR(0)

xi
|x|
|(−∆)s/2Φδ,0|2dx = 0, ∀δ > 0.

Além disso, pela definição de γ e ξ, obtemos

γ(Φδ,0) =
1

S

∫
RN
ξ(x)|(−∆)s/2Φδ,0|2dx =

1

S

∫
RN\B1(0)

|(−∆)s/2Φδ,0|2dx

e do Lema 1.11, segue que

γ(Φδ,0)→ 0 quando δ → 0. (1.158)

Por outro lado,

γ(Φδ,0) =
1

S

∫
RN
ξ(x)|(−∆)s/2Φδ,0|2dx =

1

S

∫
RN\B1(0)

|(−∆)s/2Φδ,0|2dx

=
1

S

∫
RN
|(−∆)s/2Φδ,0|2dx−

1

S

∫
B1(0)

|(−∆)s/2Φδ,0|2dx

=
1

S
S − 1

S

∫
B1(0)

|(−∆)s/2Φδ,0|2dx

= 1− 1

S

∫
B1(0)

|(−∆)s/2Φδ,0|2dx,

que juntamente com [33, Proposição 2.2] nos dá

|γ(Φδ,0)− 1| =
1

S

∫
B1(0)

|(−∆)s/2Φδ,0|2dx ≤ C

∫
B1(0)

|∇Φδ,0|2dx

≤ C

∫
B1(0)

‖Φδ,0‖2
W 1,∞(RN )dx = C|B1(0)|‖Φδ,0‖2

W 1,∞(RN ).

Aplicando o ítem (i) do Lema 1.10 na desigualdade acima, obtemos

γ(Φδ,0)→ 1 quando δ → +∞. (1.159)
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Desde que γ é contínua, usando o Teorema do Valor Intermediário, segue de (1.158) e

(1.159) que existe δ1 > 0, tal que

γ(Φδ1,0) =
1

2
. (1.160)

Assim, de (1.158) e (1.160), segue que Φδ1,0 ∈ =.

Lema 1.16. O número real c0 = inf
u∈=

f(u) satisfaz a desigualdade c0 > S.

Demonstração: Desde que = ⊂M, segue que

S ≤ c0.

Suponhamos, por contradição, que S = c0. Então, pelo Princípio Variacional de Ekeland

(ver Apêndice B, Proposição B.1), existe (un) ⊂ Ds,2(RN) tal que

|un|2∗s = 1, α(un)→
(

0,
1

2

)
(1.161)

e

f(un)→ S, f ′|M(un)→ 0. (1.162)

Daí, segue que (un) é limitada emDs,2(RN) e portanto, a menos de subsequência, un ⇀ u0

em Ds,2(RN).

Definindo vn = S(N−2s)/4sun e v0 = S(N−2s)/4su0, temos vn ⇀ v0 em Ds,2(RN). Além

disso, de (1.162) e Lema 1.8, obtemos

I(vn)→ s

N
SN/2s e I ′(vn)→ 0.

Agora, mostraremos que v0 ≡ 0. Para isto, note que

un 9 u0 em Ds,2(RN), (1.163)

pois caso contrário, do fato de queM é fechado teríamos u0 ∈ M e, portanto, u0 6= 0.
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Assim, da continuidade de f teríamos f(u0) = S e daí,

S ≤

∫
RN
|(−∆)s/2u0|2dx(∫

RN
|u0|2

∗
sdx

)2/2∗s
=

∫
RN
|(−∆)s/2u0|2dx

<

∫
RN
|(−∆)s/2u0|2dx+

∫
RN
a(x)|u0|2

∗
sdx = S,

o que é um absurdo. Portanto, vn 9 v0 em Ds,2(RN) e, desde que (vn) é uma sequência

(PS)c para I, segue do Teorema 1.2 que

I(vn)→ I(v0) +
k∑
j=1

I∞(zj0)

e da unicidade do limite

I(v0) +
k∑
j=1

I∞(zj0) =
s

N
SN/2s.

Desde que zj0 é solução não-trivial do problema (P∞), temos

I(v0) = 0, (1.164)

k = 1 (1.165)

e

z1
0 > 0. (1.166)

Do fato de que vn ⇀ v0 em Ds,2(RN), temos que v0 é solução fraca do problema (P ) e

por cálculos feitos na demonstração do Corolário 1.1, temos que

I(v0) =

(
1

2
− 1

2∗s

)
|v0|2

∗
s

2∗s
=

s

N
|v0|2

∗
s

2∗s

e de (1.164) concluimos que v0 ≡ 0. Assim, (vn) é uma sequência (PS)c para I tal que

vn ⇀ 0 e vn 9 0.
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Argumentando da mesma forma que fizemos no início da demonstração do Teorema

1.2, usando o Lema de Brezis-Lieb, mostra-se que
∫
RN
a(x)|vn|2dx = on(1), e assim,

s

N
SN/2s + on(1) = I(vn) = I∞(vn) +

∫
RN
a(x)|vn|2dx = I∞(vn) + on(1). (1.167)

Além disso, para todo ϕ ∈ Ds,2(RN) com ‖ϕ‖ ≤ 1, temos

|I ′∞(vn)ϕ| =

∣∣∣∣I ′(vn)ϕ−
∫
RN
a(x)vnϕdx

∣∣∣∣
≤ |I ′(vn)ϕ|+

∣∣∣∣ ∫
RN
a(x)vnϕdx

∣∣∣∣
= |I ′(vn)ϕ|+

∣∣∣∣ ∫
RN
a(x)1/2vna(x)1/2ϕdx

∣∣∣∣
≤ |I ′(vn)ϕ|+

∫
RN
a(x)1/2|vn|a(x)1/2|ϕ|dx.

Aplicando a desigualdade de Hölder, vem que

|I ′∞(vn)ϕ| ≤ |I ′(vn)ϕ|+
(∫

RN
a(x)|vn|2dx

)1/2(∫
RN
a(x)|ϕ|2dx

)1/2

.

Aplicando novamente a desigualdade de Hölder com expoentes N/2s e N/(N − 2s) na

última integral da desigualdade acima, obtemos

|I ′∞(vn)ϕ| ≤ |I ′(vn)ϕ|+
(∫

RN
a(x)|vn|2dx

) 1
2
{(∫

RN
a(x)N/2sdx

) 2s
N
(∫

RN
|ϕ|2∗sdx

)N−2s
N
}1/2

= |I ′(vn)ϕ|+
(∫

RN
a(x)|vn|2dx

) 1
2
(∫

RN
a(x)N/2sdx

) s
N
(∫

RN
|ϕ|2∗sdx

) 1
2∗s

≤ |I ′(vn)ϕ|+
(∫

RN
a(x)|vn|2dx

) 1
2

|a|1/2N/2s|ϕ|2∗s

≤ ‖I ′(vn)‖D′‖ϕ‖+

(∫
RN
a(x)|vn|2dx

) 1
2

|a|1/2N/2sC‖ϕ‖ ≤ ‖I
′(vn)‖D′ + on(1)

e, portanto,

‖I ′∞(vn)‖D′ ≤ ‖I ′(vn)‖D′ + on(1). (1.168)
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De (1.167) e (1.168) concluimos que (vn) é uma sequência (PS)c para I∞ e do Lema

1.7, segue que existem sequências (Rn) ⊂ R, (xn) ⊂ RN , uma solução não-trivial z1
0 do

problema (P∞) e uma sequência (wn) o qual é (PS)c para I∞ tais que

wn(x) = vn(x)−R(N−2s)/2
n z1

0(Rn(x− xn)) + on(1),

e assim,

vn(x) = wn(w) +R(N−2s)/2
n z1

0(Rn(x− xn)) + on(1). (1.169)

Agora notemos que, para cada n ∈ N, a função

zn(x) = R(N−2s)/2
n z1

0(Rn(x− xn))

é solução positiva de (P∞). De fato, para todo ϕ ∈ Ds,2(RN), definindo a sequência

ϕn(x) = R(2s−N)/2
n ϕ

(
x

Rn

+ xn

)

e analogamente ao que fizemos na demonstração do Lema 1.7, mostra-se que

∫
RN

(−∆)s/2zn(−∆)s/2ϕdx =

∫
RN

(−∆)s/2z0(−∆)s/2ϕndx

e ∫
RN
|zn|2

∗
s−2znϕdx =

∫
RN
|z1

0 |2
∗
s−2z1

0ϕndx,

e portanto, para todo n ∈ N,

I ′∞(zn)ϕ = I ′∞(z1
0)ϕn = 0, ∀ϕ ∈ Ds,2(RN), ∀n ∈ N,

ou seja, zn é solução de (P∞) para todo n ∈ N.

Além disso, da definição de zn e de (1.166), temos zn > 0 para todo n ∈ N. Assim,

zn é da forma

zn(x) = c

(
δn

δ2
n + |x− bn|2

)(N−2s)/2

.
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De (1.169), segue que

vn(x)

S(N−2s)/4s
=

wn(x)

S(N−2s)/4s
+

1

S(N−2s)/4s
c

(
δn

δ2
n + |x− bn|2

)(N−2s)/2

+ on(1),

e lembrando que

vn(x) = S(N−2s)/4sun e Φδ,b(x) = c̄

(
δ

δ2 + |x− bn|2

)(N−2s)/2

,

obtemos

un(x) = w̃n(x) + Φδn,bn(x) + on(1),

onde

w̃n(x) =
1

S(N−2s)/4s
wn(x).

Podemos supor que wn → 0, pois caso contrário existiria k ≥ 2, tal que

I(vn)→
k∑
j=1

I∞(zj0)

e isso contradiz (1.165). Portanto, w̃n → 0 em Ds,2(RN). Temos então de (1.161) que

(
0,

1

2

)
+ on(1) = α(un) = α(w̃n + Φδn,bn + on(1)) = α(Φδn,bn)

e, portanto,

(i) β(Φδn,bn)→ 0

e

(ii) γ(Φδn,bn)→ 1

2
.

Passando a uma subsequência se necessário, um desses casos podem ocorrer:

(a) δn → +∞ quando n→ +∞;

(b) δn → δ̃ 6= 0 quando n→ +∞;

(c) δn → 0 e bn → b̃ quando n→ +∞ com |b̃| < 1

2
;
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(d) δn → 0 quando n→ +∞ e |bn| ≥
1

2
para n suficientemente grande.

Para concluir a demonstração do lema, provaremos que supondo válidas as possi-

bilidades listadas acima, chegamos a uma contradição, e portanto, dessa contradição

deduzimos o nosso resutado.

Suponhamos que (a) ocorre. Temos então

γ(Φδn,bn) =
1

S

∫
RN
ξ(x)|(−∆)s/2Φδn,bn|2dx =

1

S

∫
RN\B1(0)

|(−∆)s/2Φδn,bn|2dx

=
1

S

∫
RN
|(−∆)s/2Φδn,bn|2dx−

1

S

∫
B1(0)

|(−∆)s/2Φδn,bn|2dx

= 1− 1

S

∫
B1(0)

|(−∆)s/2Φδn,bn|2dx,

que juntamente com [33, Proposição 2.2] nos dá

|γ(Φδn,bn)− 1| =
1

S

∫
B1(0)

|(−∆)s/2Φδn,bn|2dx ≤ C
1

S

∫
B1(0)

|∇Φδn,bn|2dx

≤ C
1

S

∫
B1(0)

‖Φδn,bn‖2
W 1,∞(RN )dx =

C

S
|B1(0)|‖Φδn,bn‖2

W 1,∞(RN ).

Desde que δn → +∞ quando n→ +∞, segue do ítem (i) do Lema 1.10 que ‖Φδn,bn‖W 1,∞(RN ) →

0 quando n→ +∞ e, consequentemente,

γ(Φδn,bn)→ 1, quando n→ +∞,

contradizendo (ii).

Suponha que (b) ocorre. Neste caso, podemos supor que |bn| → +∞, porque caso

contrário, se bn → b̃, segue que para cada i = 1, 2, ..., N ,

c

(
δn

[δ2
n + |x− bn|2]

)N−2s
2

− c
(

δn
[δ2
n + |y − bn|2]

)N−2s
2

|x− y|N+2s
→

c

(
δ̃

[δ̃2 + |x− b̃|2]

)N−2s
2

− c
(

δ̃

[δ̃2 + |y − b̃|2]

)N−2s
2

|x− y|N+2s
q.t.p em RN × RN .
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Logo,

|(Φδn,bn(x)− Φδn,bn(y))− (Φδ̃,b̃(x)− Φδ̃,b̃(y))|2

|x− y|N+2s
→ 0 q.t.p em RN × RN .

Além disso, temos também

|(Φδn,bn(x)− Φδn,bn(y))− (Φδ̃,b̃(x)− Φδ̃,b̃(y))|2

|x− y|N+2s

≤

(
|Φδn,bn(x)− Φδn,bn(y)|+ |Φδ̃,b̃(x)− Φδ̃,b̃(y)|

)2

|x− y|N+2s

≤ 4

{
|Φδn,bn(x)− Φδn,bn(y)|2

|x− y|N+2s
+
|Φδ̃,b̃(x)− Φδ̃,b̃(y)|2

|x− y|N+2s

}
.

(1.170)

Agora, observando que

|Φδn,bn(x)− Φδn,bn(y)|2

|x− y|N+2s
=

∣∣∣∣ cδ
N−2s

2
n

[δ2
n + |x− bn|2]

N−2s
2

− cδ
N−2s

2
n

[δ2
n + |y − bn|2]

N−2s
2

∣∣∣∣2
|x− y|N+2s

= δ2s−N
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c[

1 +

∣∣∣∣x− bnδn

∣∣∣∣2]N−2s
2

− c[
1 +

∣∣∣∣y − bnδn

∣∣∣∣2]N−2s
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2

|x− y|N+2s

e fazendo z =
x− bn
δn

e w =
y − bn
δn

, obtemos

|Φδn,bn(x)− Φδn,bn(y)|2

|x− y|N+2s
= δ−2N

n

∣∣∣∣ c

[1 + |z|2]
N−2s

2

− c

[1 + |w|2]
N−2s

2

∣∣∣∣2
|z − w|N+2s

.

Desde que δn → δ̃ 6= 0, segue que δ−2N
n ≤ K para todo n ∈ N, e portanto,

|Φδn,bn(x)− Φδn,bn(y)|2

|x− y|N+2s
≤ K

|Φ1,0(z)− Φ1,0(w)|2

|z − w|N+2s
, ∀n ∈ N,

onde

K
|Φ1,0(z)− Φ1,0(w)|2

|z − w|N+2s
∈ L1(RN × RN).
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Assim, de (1.170) temos

|(Φδn,bn(x)− Φδn,bn(y))− (Φδ̃,b̃(x)− Φδ̃,b̃(y))|2

|x− y|N+2s

≤ 4

{
K
|Φ1,0(z)− Φ1,b(w)|2

|z − w|N+2s
+
|Φδ̃,b̃(x)− Φδ̃,b̃(y)|2

|x− y|N+2s

}
∈ L1(RN × RN).

Logo, do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, temos

‖Φδn,bn − Φδ̃,b̃‖
2 =

∫
RN
|(−∆)s/2(Φδn,bn(x)− Φδ̃,b̃(x))|2dx→ 0,

e portanto,

Φδn,bn → Φδ̃,b̃ em Ds,2(RN).

Daí, desde que w̃n → 0 em Ds,2(RN) e un = w̃n + Φδn,bn + on(1), segue que (un) é

convergente em Ds,2(RN) e isso contradiz (1.163). Assim,

γ(Φδn,bn) =
1

S

∫
RN
ξ(x)|(−∆)s/2Φδn,bn|2dx =

1

S

∫
RN\B1(0)

|(−∆)s/2Φδn,bn|2dx

=
1

S

∫
RN
|(−∆)s/2Φδn,bn|2dx−

1

S

∫
B1(0)

|(−∆)s/2Φδn,bn|2dx

= 1− 1

S

∫
B1(−bn)

|(−∆)s/2Φδn,0|2dx. (1.171)

Temos também

|(−∆)s/2Φδn,0(x)|2χB1(−bn)(x)→ 0 q.t.p em RN

e

||(−∆)s/2Φδn,0(x)|2χB1(−bn)(x)| ≤ |(−∆)s/2Φδn,0(x)|2 ≤ K|(−∆)s/2Φ1,0(x)|2 ∈ L1(RN).

Logo, do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, obtemos

∫
B1(−bn)

|(−∆)s/2Φδn,0|2dx→ 0
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e de (1.171), encontramos

γ(Φδn,bn)→ 1 quando n→ +∞,

contradizendo (ii).

Suponha que (c) ocorre. Temos então

γ(Φδn,bn) =
1

S

∫
RN
ξ(x)|(−∆)s/2Φδn,bn|2dx =

1

S

∫
RN\B1(0)

|(−∆)s/2Φδn,bn|2dx

=
1

S

∫
RN
|(−∆)s/2Φδn,bn|2dx−

1

S

∫
B1(−bn)

|(−∆)s/2Φδn,0|2dz

= 1− 1

S

∫
B1(−bn)

|(−∆)s/2Φδn,0|2dz. (1.172)

Agora, nosso objetivo é mostrar que

lim
n→+∞

∫
B1(−bn)

|(−∆)s/2Φδn,0|2dz = S, (1.173)

porque supondo que (1.173) ocorre, teremos de (1.172) que

γ(Φδn,bn)→ 0,

contradizendo (ii). Para nosso propósito, observemos que

∫
B1(−bn)

|(−∆)s/2Φδn,0|2dz =

∫
[B1(−bn)]2

|Φδn,0(z)− Φδn,0(w)|2

|z − w|N+2s
dzdw

=

∫
[B1(−bn)]2

∣∣∣∣ cδ
N−2s

2
n

[δ2
n + |z|2]

N−2s
2

− cδ
N−2s

2
n

[δ2
n + |w|2]

N−2s
2

∣∣∣∣2
|z − w|N+2s

dzdw

=

∫
[B1(−bn)]2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cδ

N−2s
2

n

δN−2s
n

[
1 +

∣∣∣∣ zδn
∣∣∣∣2]N−2s

2

− cδ
N−2s

2
n

δN−2s
n

[
1 +

∣∣∣∣wδn
∣∣∣∣2]N−2s

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2

|z − w|N+2s
dzdw.
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Fazendo v =
z

δn
e t =

w

δn
, segue que

z = δnv ⇒ dz = δNn dv,

w = δnt⇒ dw = δNn dt.

Além disso, notemos também que δnv = z = z − (−bn)− bn, e daí

v =
z − (−bn)

δn
− bn
δn
⇒ v −

(
−bn
δn

)
=
z − (−bn)

δn
⇒
∣∣∣∣v − (−bnδn

)∣∣∣∣ =
|z − (−bn)|

δn

e desde que z ∈ B1(−bn), obtemos∣∣∣∣v − (−bnδn
)∣∣∣∣ =

|z − (−bn)|
δn

<
1

δn
,

portanto, v ∈ B 1
δn

(
−bn
δn

)
. De modo análogo, mostra-se também que t ∈ B 1

δn

(
bn
δn

)
.

Temos então∫
B1(−bn)

|(−∆)s/2Φδn,0|2dz

=

∫
[B1(−bn)]2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cδ

N−2s
2

n

δN−2s
n

[
1 +

∣∣∣∣ zδn
∣∣∣∣2]N−2s

2

− cδ
N−2s

2
n

δN−2s
n

[
1 +

∣∣∣∣wδn
∣∣∣∣2]N−2s

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2

|z − w|N+2s
dzdw

=

∫
[B 1

δn

(− bn
δn

)]2

∣∣∣∣ c

[1 + |v|2]
N−2s

2

− c

[1 + |t|2]
N−2s

2

∣∣∣∣2
|v − t|N+2s

dvdt

=

∫
[B 1

δn

(− bn
δn

)]2
|(−∆)s/2Φ1,0|2dv.

Agora, para cada n suficientemente grande, vale

B 1
2δn

(0) ⊂ B 1
δn

(
−bn
δn

)
. (1.174)

De fato, desde que bn → b̃ e |b̃| < 1

2
, temos |bn| <

1

2
para n suficientemente grande e daí,
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se σ ∈ B 1
2δn

(0), então

∣∣∣∣σ − (−bnδn
)∣∣∣∣ ≤ |σ|+ |bn|δn <

1

2δn
+

1

2δn
=

1

δn
,

logo σ ∈ B 1
δn

(
−bn
δn

)
. Segue então de (1.174) que

∫
B 1

2δn

(0)

|(−∆)s/2Φ1,0|2dv ≤
∫
B 1
δn

(−bn
δn

)

|(−∆)s/2Φ1,0|2dv

=

∫
B1(−bn)

|(−∆)s/2Φδn,0|2dz

≤
∫
RN
|(−∆)s/2Φδn,0|2dz = S. (1.175)

Para todo n ∈ N temos

||(−∆)s/2Φ1,0|2χB 1
2δn

(0)| ≤ |(−∆)s/2Φ1,0|2,

onde |(−∆)s/2Φ1,0|2 ∈ L1(RN). Além disso, se n→ +∞, então

|(−∆)s/2Φ1,0(w)|2χB 1
2δn

(0)(w)→ |(−∆)s/2Φ1,0(w)|2 q.t.p em RN .

Portanto, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, obtemos

lim
n→+∞

∫
B 1

2δn

(0)

|(−∆)s/2Φ1,0|2dv = lim
n→+∞

∫
RN
|(−∆)s/2Φ1,0|2χB 1

2δn

(0)dv

=

∫
RN
|(−∆)s/2Φ1,0|2dv = S,

e usando o Teorema do Sanduíche em (1.175), concluimos que existe o limite

lim
n→+∞

∫
B1(−bn)

|(−∆)s/2Φδn,0|2dz,

e que

lim
n→+∞

∫
B1(−bn)

|(−∆)s/2Φδn,0|2dz = S,
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mostrando que (1.173) de fato ocorre.

Suponhamos que (d) ocorre. Desde que |bn| ≥
1

2
para n grande, então bn 9 0 em

RN . Do Lema 1.14, temos que

β(Φδn,bn) =
bn
|bn|

+ on(1)

logo,

β(Φδn,bn) 9 0,

contradizendo (i). Portanto, destas contradições, concluimos que S < c0, como queríamos

mostrar.

Lema 1.17. Existe δ1 ∈ (0, 1/2) tal que

(a) f(Φδ1,b) <
S + c0

2
, ∀b ∈ RN ;

(b) γ(Φδ1,b) <
1

2
, ∀b ∈ RN tal que |b| < 1

2
;

(c)
∣∣∣∣β(Φδ1,b)−

b

|b|

∣∣∣∣ < 1

4
, ∀b ∈ RN tal que |b| ≥ 1

2
.

Demonstração: Do Lema 1.12 temos que dado ε > 0, existe δ = δ(ε) > 0 tal que

sup
b∈RN

f(Φδ,b) < S + ε, ∀δ ∈ (0, δ].

Daí, tomando ε =
c0 − S

2
> 0 e escolhendo δ2 < min{δ, 1/2} temos

f(Φδ2,b) ≤ sup
b∈RN

f(Φδ,b) < S +
c0 − S

2
=
S + c0

2
, ∀b ∈ RN . (1.176)

Recordando que

γ(Φδ,b) =
1

S

∫
RN
ξ(x)|(−∆)s/2Φδ,b|2dx,

segue da definição de ξ que

γ(Φδ,b) =
1

S

∫
RN
ξ(x)|(−∆)s/2Φδ,b|2dx =

1

S

∫
RN\B1(0)

|(−∆)s/2Φδ,b|2dx,
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e desde que

∫
RN\B1(0)

|(−∆)s/2Φδ,b|2dx =

∫
RN
|(−∆)s/2Φδ,b|2dx−

∫
B1(0)

|(−∆)s/2Φδ,b|2dx,

obtemos

γ(Φδ,b) =
1

S

∫
RN
|(−∆)s/2Φδ,b|2dx−

1

S

∫
B1(0)

|(−∆)s/2Φδ,b|2dx

=
1

S
S − 1

S

∫
B1(0)

|(−∆)s/2Φδ,b|2dx

= 1− 1

S

∫
B1(−b)

|(−∆)s/2Φδ,0|2dz.

Para alcançar nosso objetivo, precisamos mostrar que

lim
δ→0

∫
B1(−b)

|(−∆)s/2Φδ,0|2dz = S.

De fato, temos que∫
B1(−b)

|(−∆)s/2φδ,0|2dz

=

∫
[B1(−b)]2

|Φδ,0(z)− Φδ,0(w)|2

|z − w|n+2s
dzdw

=

∫
[B1(−b)]2

∣∣∣∣ cδ
N−2s

2

[δ2 + |z|2]
N−2s

2

− cδ
N−2s

2

[δ2 + |w|2]
N−2s

2

∣∣∣∣2
|z − w|N+2s

dzdw

=

∫
[B1(−b)]2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cδ

N−2s
2

δN−2s

[
1 +

∣∣∣∣zδ
∣∣∣∣2]N−2s

2

− cδ
N−2s

2

δN−2s

[
1 +

∣∣∣∣wδ
∣∣∣∣2]N−2s

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2

|z − w|N+2s
dzdw.

Fazendo v =
z

δ
, t =

w

δ
, segue que

z = δv ⇒ dz = δNdv,

w = δt⇒ dw = δNdt.
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Além disso, notemos que

δv = z = z − (−b)− b

e daí,

v =
z − (−b)

δ
− b

δ
⇒ v −

(
− b

δ

)
=
z − (−b)

δ

⇒
∣∣∣∣v − (− b

δ

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣z − (−b)
δ

∣∣∣∣ =
|z − (−b)|

δ

e desde que z ∈ B1(−b), obtemos∣∣∣∣v − (− b

δ

)∣∣∣∣ =
|z − (−b)|

δ
<

1

δ

e portanto,

v ∈ B 1
δ

(
− b

δ

)
.

De modo análogo, mostra-se que

t ∈ B 1
δ

(
− b

δ

)
.

Temos então∫
B1(−b)

|(−∆)s/2φδ,0|2dz

=

∫
[B1(−b)]2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cδ

N−2s
2

δN−2s

[
1 +

∣∣∣∣zδ
∣∣∣∣2]N−2s

2

− cδ
N−2s

2

δN−2s

[
1 +

∣∣∣∣wδ
∣∣∣∣2]N−2s

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2

|z − w|N+2s
dzdw

=

∫
[B 1

δ
(− b

δ
)]2

∣∣∣∣ c

[1 + |v|2]
N−2s

2

− c

[1 + |t|2]
N−2s

2

∣∣∣∣2
|v − t|N+2s

dvdt

=

∫
[B 1

δ
(− b

δ
)]2
|(−∆)s/2Φ1,0|2dv.
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Notemos agora que

B 1
2δ

(0) ⊂ B 1
δ

(
− b

δ

)
. (1.177)

De fato, se σ ∈ B 1
2δ

(0), então

∣∣∣∣σ − (− b

δ

)∣∣∣∣ ≤ |σ|+ ∣∣∣∣ bδ
∣∣∣∣ < 1

2δ
+
|b|
δ
.

Por hipótese, temos que |b| < 1

2
, logo

∣∣∣∣σ − (− b

δ

)∣∣∣∣ < 1

2δ
+
|b|
δ
<

1

2δ
+

1

2δ
=

1

δ

e daí, σ ∈ B 1
δ

(
− b

δ

)
.

Segue então de (1.177) que

∫
B 1

2δ
(0)

|(−∆)s/2Φ1,0|2dv ≤
∫
B 1
δ

(− b
δ

)

|(−∆)s/2Φ1,0|2dv =

∫
B1(−b)

|(−∆)s/2Φδ,0|2dz

≤
∫
RN
|(−∆)s/2Φδ,0|2dz = S. (1.178)

Por outro lado, para cada δ > 0 temos∣∣∣∣|(−∆)s/2Φ1,0|2χB 1
2δ

(0)

∣∣∣∣ ≤ |(−∆)s/2Φ1,0|2,

onde |(−∆)s/2Φ1,0|2 ∈ L1(RN). Além disso, se δ → 0 então

|(−∆)s/2Φ1,0(v)|2χB 1
2δ

(v)→ |(−∆)s/2Φ1,0(v)|2 q.t.p em RN .

Logo, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, obtemos

lim
δ→0

∫
B 1

2δ
(0)

|(−∆)s/2Φ1,0|2dv = lim
δ→0

∫
RN
|(−∆)s/2Φ1,0|2χB 1

2δ
(0)dv

=

∫
RN
|(−∆)s/2Φ1,0|2dv = S.
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Tento em conta essa última convergência, podemos aplicar o Teorema do Sanduiche em

(1.178) para concluir que existe o limite

lim
δ→0

∫
B1(−b)

|(−∆)s/2Φδ,0|2dz,

e que

lim
δ→0

∫
B1(−b)

|(−∆)s/2Φδ,0|2dz = S.

Assim,

γ(Φδ,b) = 1− 1

S

∫
B1(−b)

|(−∆)s/2Φδ,0|2dz → 0 quando δ → 0

e portanto, existe δ̂ > 0 tal que γ(Φδ,b) <
1

2
para todo δ ∈ (0, δ̂). Escolhendo δ3 <

min{δ̂, 1/2} temos que

γ(Φδ3,b) <
1

2
, ∀b ∈ RN ; |b| < 1

2
. (1.179)

Agora, pelo Lema 1.14, temos

β(Φδ,b) =
b

|b|
+ oδ(1) quando δ → 0, ∀b ∈ RN ; |b| ≥ 1

2
.

Assim, existe δ̃ > 0, tal que∣∣∣∣β(Φδ,b)−
b

|b|

∣∣∣∣ < 1

4
, ∀δ ∈ (0, δ̂) e ∀b ∈ RN ; |b| ≥ 1

2
.

Escolhendo δ4 < min{δ̃, 1/2}, temos∣∣∣∣β(Φδ4,b)−
b

|b|

∣∣∣∣ < 1

4
, ∀b ∈ RN ; |b| ≥ 1

2
. (1.180)

Para finalizar a demonstração do lema, basta escolher δ1 = min{δ2, δ3, δ4} que o

resultado segue de (1.176), (1.179) e (1.180).

Lema 1.18. Existe δ2 >
1

2
tal que

(a) f(Φδ2,b) <
S + c0

2
, ∀b ∈ RN ,
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(b) γ(Φδ2,b) >
1

2
, ∀b ∈ RN .

Demonstração: Do Lema 1.12, temos que dado ε > 0, existe δ̄ = δ̄(ε) > 0, tal que

sup
b∈RN

f(Φδ,b) < S + ε, ∀δ ∈ [δ̄,+∞).

Daí, tomando ε =
c0 − S

2
> 0 e escolhendo δ3 > max{δ̄, 1/2}, temos

f(Φδ3,b) ≤ sup
b∈RN

f(Φδ3,b) < S +
c0 − S

2
=
S + c0

2
, ∀b ∈ RN . (1.181)

Além disso, na demonstração do Lema 1.16, argumentamos que

γ(Φδ,b) = 1− 1

S

∫
B1(−b)

|(−∆)s/2Φδ,0|2dz. (1.182)

Dessa forma, para todo b ∈ RN , aplicando a Proposição 2.2 de [33], encontramos

0 ≤
∫
B1(−b)

|(−∆)s/2Φδ,0|2dz ≤ C

∫
B1(−b)

|∇Φδ,0|2dz

≤ C

∫
B1(−b)

‖Φδ,0‖2
W 1,∞(RN )dx = C|B1(−b)|‖Φδ,0‖2

W 1,∞(RN ).

Do ítem (i) do Lema 1.10, temos

‖Φδ,0‖W 1,∞(RN ) → 0 quando δ → +∞,

e portanto, para todo b ∈ RN temos

∫
B1(−b)

|(−∆)s/2Φδ,0|2dz → 0 quando δ → +∞.

Dessa última convergência juntamente com (1.182), resulta que para cada b ∈ RN ,

γ(Φδ,b)→ 1 quando δ → +∞. Logo, existe δ̂ > 0 tal que

γ(Φδ,b) >
1

2
, ∀δ ∈ (δ̂,+∞).
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Escolhendo δ4 > max{δ̂, 1/2} temos

γ(Φδ4,b) >
1

2
, ∀b ∈ RN . (1.183)

Agora, escolhendo δ2 = max{δ3, δ4} o resultado segue de (1.181) e (1.183).

Lema 1.19. Existe R > 0 tal que

(a) f(Φδ,b) <
S + c0

2
, ∀b; |b| ≥ R e δ ∈ [δ1, δ2],

(b) (β(Φδ,b)|b)RN > 0 ∀b; |b| ≥ R e δ ∈ [δ1, δ2].

Demonstração: Segue do Lema 1.15, que dado ε =
c0 − S

2
> 0, existe R1 > 0 tal que

f(Φδ,b) < S +
c0 − S

2
=
S + c0

2
, ∀δ ∈ [δ1, δ2] e ∀b ∈ RN ; |b| > R1. (1.184)

Agora, para cada b ∈ RN , consideremos os conjuntos (RN)+
b = {x ∈ RN ; (x|b)RN > 0},

(RN)−b = RN \ (RN)+
b e também b̃ ∈ RN tal que |b− b̃| = 1/2 e r ∈ (0, 1/4).

Afirmamos que existe R̂2 > 0 tal que, para todo b ∈ RN com |b| > R̂2 temos Br(b̃) ⊂

(RN)+
b . De fato, note que

|x− b|2 = |x|2 − 2(x|b)RN + |b|2,

ou seja,

(x|b)RN =
|x|2

2
− |x− b|

2

2
+
|b|2

2
≥ −|x− b|

2

2
+
|b|2

2
.

Se x ∈ Br(b̃), então

|x− b| = |x− b̃+ b̃− b| ≤ |x− b̃|+ |b− b̃| < r +
1

2
<

1

4
+

1

2
=

3

4
, (1.185)

e portanto,

(x|b)RN > − 9

32
+
|b|2

2
.

Daí, tomando R̂2 > 3/4, segue que se b ∈ RN é tal que |b| > R̂2, então

(x|b)RN > − 9

32
+
R̂2

2

2
> 0,
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e portanto, x ∈ (RN)+
b . Além disso, observe que se b ∈ RN é tal que |b| > R̂2, então

(x|b)RN
|b|

=
|x|2

2|b|
− |x− b|

2

2|b|
+
|b|
2
≥ −|x− b|

2

2|b|
+
|b|
2

> − 9

32|b|
+
|b|
2
> − 9

32R̂2

+
R̂2

2
> 0, ∀x ∈ Br(b̃). (1.186)

Mostraremos agora que existe uma constante H1 > 0, tal que

|Φδ,b(x)− Φδ,b(y)|2

|x− y|N+2s
> H1, ∀x, y ∈ Br(b̃). (1.187)

De fato, temos que

|φδ,b(x)− Φδ,b(y)|2

|x− y|N+2s
=

∣∣∣∣ cδ
N−2s

2

[δ2 + |x− b|2]
N−2s

2

− cδ
N−2s

2

[δ2 + |y − b|2]
N−2s

2

∣∣∣∣2
|x− y|N+2s

,

assim, se x ∈ Br(b̃), então por (1.185) temos |x− b| < 3/4 e, além disso,

|x− b| ≥ |b− b̃| − |x− b̃| > 1

2
− r > 1

2
− 1

4
=

1

4
.

Da mesma forma, mostra-se que se y ∈ Br(b̃), então

|y − b| ≥ |b− b̃| − |y − b̃| > 1

2
− r > 1

2
− 1

4
=

1

4
.

Portanto,

|φδ,b(x)− Φδ,b(y)|2

|x− y|N+2s
=

∣∣∣∣ cδ
N−2s

2

[δ2 + |x− b|2]
N−2s

2

− cδ
N−2s

2

[δ2 + |y − b|2]
N−2s

2

∣∣∣∣2
|x− y|N+2s

≥

∣∣∣∣ cδ
N−2s

2

[δ2 + (3
4
)2]

N−2s
2

− cδ
N−2s

2

[δ2 + (1
4
)2]

N−2s
2

∣∣∣∣2
(2r)N+2s

=
c2δN−2s

(2r)N+2s

∣∣∣∣ 1

[δ2 + 9
16

]
N−2

2

− 1

[δ2 + 1
16

]
N−2s

2

∣∣∣∣2
≥ c2δN−2s

1

(2r)N+2s

∣∣∣∣ 1

[δ2
2 + 9

16
]
N−2

2

− 1

[δ2
1 + 1

16
]
N−2s

2

∣∣∣∣2 = H1 > 0.
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Afirmamos que existe uma constante H2 > 0 tal que

|Φδ,b(x)− Φδ,b(y)|2

|x− y|N+2s
≤ H2

|x− b|2N−2s
, ∀x ∈ (RN)−b . (1.188)

De fato, temos

|Φδ,b(x)− Φδ,b(y)|2

|x− y|N+2s
≤ |Φδ,b(x)|2

dN+2s
0

≤ c2δN−2s

dN+2s
0

1

|x− b|2N−2s
≤ c2δN−2s

2

dN+2s
0

1

|x− b|2N−2s
,

onde d0 = min{|x− b|, 1}. Daí, basta tomar H2 =
c2δN−2s

2

dN+2s
0

. Portanto,

(β(Φδ,b)|b)RN =

(
1

S

∫
RN

x

|x|
|(−∆)s/2Φδ,b(x)|2dx

∣∣∣∣b)
RN

=
1

S

∫
RN

(x|b)RN
|x|

|(−∆)s/2Φδ,b|2dx

=
1

S

∫
(RN )+

b

(x|b)RN
|x|

|(−∆)s/2Φδ,b|2dx+
1

S

∫
(RN )−b

(x|b)RN
|x|

|(−∆)s/2Φδ,b|2dx

e de (1.187), segue que

(β(Φδ,b)|b)RN ≥
1

S

∫
Br(b̃)

(x|b)RN
|x|

H1dx+
1

S

∫
(RN )−b

(x|b)RN
|x|

|(−∆)s/2Φδ,b|2dx

para todo b ∈ RN tal que |y| > R̂2 e para todo δ ∈ [δ1, δ2].

Pela desigualdade de Schwarz, temos

−(x|b)RN ≤ |(x|b)RN | ≤ |x||b| ⇒
(x|b)RN
|x|

≥ −|b|.

Daí,

(β(Φδ,b)|b)RN ≥
1

S

∫
Br(b̃)

(x|b)RN
|x|

H1dx+
1

S

∫
(RN )−b

−|b||(−∆)s/2Φδ,b|2dx,

e de (1.188) obtemos

(β(Φδ,b)|b)RN ≥ 1

S

∫
Br(b̃)

(x|b)RN
|x|

H1dx−
1

S

∫
(RN )−b

|b| H2

|x− b|2N−2s
dx

=
|b|
S

∫
Br(b̃)

(x|b)RN
|x||b|

H1dx−
1

S

∫
(RN )−b

|b| H2

|x− b|2N−2s
dx.
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Fazendo C = − 9

32R̂2

+
R̂2

2
> 0, segue de (1.186) que

1

S

∫
Br(b̃)

(x|b)RN
|x||b|

H1dx ≥
1

S

∫
Br(b̃)

C

|x|
H1dx = H3 > 0.

Portanto,

(β(Φδ,b)|b)RN ≥ |b|H3 − |b|
1

S

∫
(RN )−b

H2

|x− b|2N−2s
dx

= |b|
{
H3 −

1

S

∫
(RN )−b

H2

|x− b|2N−2s
dx

}

para todo b ∈ RN tal que |b| > R̂2 e para todo δ ∈ [δ1, δ2].

Agora, nosso objetivo é mostrar que existe R̃2 > 0, tal que, para todo b ∈ RN com

|b| > R̃2, temos
1

S

∫
(RN )−b

H2

|x− b|2N−2s
dx < H3.

De fato, fazendo z = x− b, segue que dx = dz. Além disso, se x ∈ (RN)−b , então

|z|2 = |x− b|2 = |x|2 − 2(x|b)RN + |b|2 ≥ |b|2,

e portanto, z ∈ Bc
|b|(0). Assim,

1

S

∫
(RN )−b

H2

|x− b|2N−2s
dx ≤ 1

S

∫
Bc|b|(0)

H2

|z|2N−2s
dz,

e mudando para coordenadas esféricas, obtemos

1

S

∫
(RN )−b

H2

|x− b|2N−2s
dx ≤ 1

S

∫ +∞

|b|

H2

ρ2N−2s
ρN−1dρ

≤ 1

S
lim
l→+∞

∫ l

|b|
H2ρ

2s−N−1dρ

=
H2

S
lim
l→+∞

[
1

2s−N
ρ2s−N

]l
|b|

=
H2

S

1

N − 2s
|b|2s−N .

115



Sendo assim, tomando

R̃2 =

(
H2

H3

1

S

1

N − 2s

) 1
N−2s

> 0,

segue que para todo b ∈ RN tal que |b| > R̃2, encontramos que

1

S

∫
(RN )−b

H2

|x− b|2N−2s
dx ≤ H2

S

1

N − 2s
|b|2s−N

<
H2

S

1

N − 2s

[(
H2

H3

1

S

1

N − 2s

) 1
N−2s

]2s−N

=
H2

S

1

N − 2s

(
H2

H3

1

S

1

N − 2s

)−1

= H3.

Fazendo R2 = max{R̂2, R̃2}, tem-se que

(β(Φδ,b)|b)RN ≥ |b|
{
H3 −

1

S

∫
(RN )−b

H2

|x− b|2N−2s
dx

}
> R2

{
H3 −

1

S

∫
(RN )−b

H2

|x− b|2N−2s
dx

}
> 0 (1.189)

para todo b ∈ RN tal que |b| > R2 e para todo δ ∈ [δ1, δ2]. Agora, escolhendo R >

max{R1, R2}, o resultado segue de (1.184) e (1.189).

Consideremos o conjunto

V =
{

(b, δ) ∈ RN × (0,∞); |b| < R e δ ∈ (δ1, δ2)
}
,

onde δ1, δ2 e R são dados pelo Lemas 1.17, 1.18 e 1.19, respectivamente.

Seja Q : RN × (0,+∞)→ Ds,2(RN) dada por

Q(b, δ) = Φδ,b.

Notemos que Q é contínua.

Consideremos ainda os seguintes conjuntos:

Θ =
{
Q(b, δ); (b, δ) ∈ V

}
,
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H =

{
h ∈ C(Σ ∩M,Σ ∩M);h(u) = u,∀u ∈ (Σ ∩M); f(u) <

S + c0

2

}
e

Γ = {A ⊂ (Σ ∩M);A = h(Θ), h ∈ H} .

Notemos que Θ ⊂ (Σ ∩M). Além disso, Θ = Q(V) é compacta, pois Q é contínua e

V ⊂ RN é compacto.

Temos também que H 6= ∅, pois denotando por i a função identidade temos que

i ∈ H.

Finalmente, para todo A ∈ Γ temos que A é compacto, pois para todo A ∈ Γ temos

A = h(Θ), onde h ∈ H é uma função contínua.

Lema 1.20. Seja F : V → RN+1 dada por

F(b, δ) = (α ◦Q)(b, δ) =
1

S

∫
RN

(
x

|x|
, ξ(x)

)
|(−∆)s/2Φδ,b|2dx.

Então,

d(F ,V , (0, 1/2)) = 1,

onde d(F ,V , (0, 1/2)) denota o grau topológico de Brower da aplicação F em relação a

V no ponto (0, 1/2).

Demonstração: Desde que Q e α são funções contínuas, segue que F = α◦Q é contínua.

Notemos também que V ⊂ RN+1.

Consideremos a homotopia

Z : [0, 1]× V → RN+1

dada por

Z(t, (b, δ)) = tF(b, δ) + (1− t)iV(b, δ),

onde iV é a projeção de V em RN+1.

Provaremos primeiramente que (0, 1/2) /∈ Z([0, 1] × (∂V)), ou seja, que para todo
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t ∈ [0, 1] e para todo (b, δ) ∈ ∂V temos

t(α ◦Q)(b, δ) + (1− t)(b, δ) = tα(Q(b, δ)) + (1− t)(b, δ)

= tα(Φδ,b) + (1− t)(b, δ) 6=
(

0,
1

2

)
,

ou ainda, que

tβ(Φδ,b) + (1− t)b 6= 0, ∀t ∈ [0, 1] e ∀(b, δ) ∈ ∂V (1.190)

ou

tγ(Φδ,b) + (1− t)δ 6= 1

2
, ∀t ∈ [0, 1] e ∀(b, δ) ∈ ∂V . (1.191)

Notemos que ∂V = Λ1 ∪ Λ2 ∪ Λ3 ∪ Λ4, onde

Λ1 = {(b, δ1); |b| < 1/2},

Λ2 = {(b, δ1); 1/2 ≤ |b| ≤ R},

Λ3 = {(b, δ); |b| ≤ R}

e

Λ4 = {(b, δ); |b| = R e δ ∈ [δ1, δ2]}.

Se (b, δ) ∈ Λ1, então (b, δ) = (b, δ1). Além disso, do Lema 1.17, temos que δ1 <
1

2
e

do ítem (b) do Lema 1.17 segue que γ(Φδ,b) <
1

2
. Daí,

tγ(Φδ,b) + (1− t)δ = tγ(Φδ1,b) + (1− t)δ1

< t
1

2
+ (1− t)1

2
=

1

2
, ∀t ∈ [0, 1] e ∀(b, δ) ∈ Λ1.

Logo, (1.191) ocorre e portanto (0, 1/2) /∈ Z([0, 1]× Λ1).

Se (b, δ) ∈ Λ2, então (b, δ) = (b, δ1) e |b| ≥ 1

2
. Assim,

|tβ(Φδ,b) + (1− t)b| = |tβ(Φδ1,b) + (1− t)b|. (1.192)
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Usando desigualdade triangular, vem que

|tβ(Φδ,b) + (1− t)b| ≥
∣∣∣∣(1− t)b+

tb

|b|

∣∣∣∣− ∣∣∣∣ tb|b| − tβ(Φδ1,b)

∣∣∣∣
=
|(1− t)|b|+ t|

|b|
|b| − t

∣∣∣∣ b|b| − β(Φδ1,b)

∣∣∣∣
= (1− t)|b|+ t− t

∣∣∣∣ b|b| − β(Φδ1,b)

∣∣∣∣. (1.193)

Além disso, do ítem (c) do Lema 1.17, temos também∣∣∣∣β(Φδ1,b)−
b

|b|

∣∣∣∣ < 1

4
. (1.194)

Combinando (1.192), (1.193) e (1.194), obtemos

|tβ(Φδ,b) + (1− t)b| ≥ (1− t)|b|+ t− t
∣∣∣∣ b|b| − β(Φδ1,b)

∣∣∣∣
> (1− t)|b|+ t− t

4
≥ 1

2
+
t

4
> 0, ∀t ∈ [0, 1] e ∀(b, δ) ∈ Λ2.

Logo, (1.190) ocorre e portanto (0, 1/2) /∈ Z([0, 1]× Λ2).

Se (b, δ) ∈ Λ3, então (b, δ) = (b, δ2). Além disso, do Lema 1.18, temos δ2 >
1

2
e do

ítem (b) do Lema 1.18 segue que γ(Φδ2,b) >
1

2
. Daí,

tγ(Φδ,b) + (1− t)δ = tγ(Φδ2,b) + (1− t)δ2 > t
1

2
+ (1− t)1

2
=

1

2
, ∀t ∈ [0, 1] e ∀(b, δ) ∈ Λ3.

Logo, (1.191) ocorre e, portanto, (0, 1/2) /∈ Z([0, 1]× Λ3).

Se (b, δ) ∈ Λ4, então |b| = R. Além disso, do ítem (b) do Lema 1.19 temos (β(Φδ,b)|b)RN >

0. Daí,

(tβ(Φδ,b) + (1− t)b|b)RN = t(β(Φδ,b)|b)RN + (1− t)(b|b)RN .

Se t = 0, então

(tβ(Φδ,b) + (1− t)b|b)RN = t(β(Φδ,b)|b)RN + (1− t)(b|b)RN = (b|b)RN = |b|2 = R2 > 0,
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enquanto que, se t ∈ (0, 1], vem que

(tβ(Φδ,b) + (1− t)b|b)RN = t(β(Φδ,b)|b)RN + (1− t)(b|b)RN

> (1− t)(b|b)RN = (1− t)|b|2 = (1− t)R2 ≥ 0.

Assim, temos que (1.190) ocorre e portanto (0, 1/2) /∈ Z([0, 1]× Λ4).

Concluimos então que (0, 1/2) /∈ Z([0, 1]×∂V) e daí, d(F ,V , (0, 1/2)), d(iV ,V , (0, 1/2))

e d(Z(t, ·),V , (0, 1/2)) estão bem definidos. Da invariância do grau por homotopia temos

d(Z(0, ·),V , (0, 1/2)) = d(Z(1, 0),V , (0, 1/2)),

ou seja,

d(F ,V , (0, 1/2)) = d(iV ,V , (0, 1/2)).

Desde que (0, 1/2) ∈ V , concluimos que

d(F ,V , (0, 1/2)) = d(iV ,V , (0, 1/2)) = 1.

Lema 1.21. Se A ∈ Γ, então A ∩ = 6= ∅.

Demonstração: Primeiramente recordemos que

= =

{
u ∈M;α(u) = (0, 1/2)

}
.

Se A ∈ Γ, então A ⊂ (Σ ∩M) e daí basta provar que para todo A ∈ Γ, existe u ∈ A

tal que α(u) = (0, 1/2). Desde que, para todo A ∈ Γ temos A = h(Θ) com h ∈ H e

Θ = Q(V), é suficiente provar que para todo h ∈ H, existe (b0, δ0) ∈ V tal que

(α ◦ H ◦Q)(b0, δ0) =

(
0,

1

2

)
.
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Dada arbitrariamente h ∈ H, consideremos a função Fh : V → RN+1 dada por

Fh(b, δ) = (α ◦ h ◦Q)(b, δ).

Desde que α, h e Q são contínuas, segue que Fh também é contínua.

Afirmamos que Fh = F em ∂V . De fato, temos

∂V = Π1 ∪ Π2 ∪ Π3, (1.195)

onde

Π1 = {(b, δ1); |b| ≤ R},

Π2 = {(b, δ2); |b| ≤ R}

e

Π3 = {(b, δ); |b| = R e δ ∈ [δ1, δ2]}.

Se (b, δ) ∈ Π1, então (b, δ) = (b, δ1) e do ítem (a) do Lema 1.17, segue que

f(Q(b, δ)) = f(Q(b, δ1)) = f(Φδ1,b) <
S + c0

2
, ∀(b, δ) ∈ Π1. (1.196)

Se (b, δ) ∈ Π2, então (b, δ) = (b, δ2) e do ítem (a) do Lema 1.18, segue que

f(Q(b, δ)) = f(Q(b, δ2)) = f(Φδ2,b) <
S + c0

2
, ∀(b, δ) ∈ Π2. (1.197)

Se (b, δ) ∈ Π3, então |b| = R e δ ∈ [δ1, δ2] e aplicando o ítem (a) do Lema 1.19, segue

que

f(Q(b, δ)) = f(Φδ,b) <
S + c0

2
, ∀(b, δ) ∈ Π3. (1.198)

Segue então de (1.195), (1.196), (1.197) e (1.198) que

f(Q(b, δ)) <
S + c0

2
, ∀(b, δ) ∈ ∂V
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e portanto, da definição de H, temos para todo h ∈ H,

h(Q(b, δ)) = Q(b, δ), ∀(b, δ) ∈ ∂V .

Assim,

Fh(b, δ) = (α ◦ h ◦Q)(b, δ) = (α ◦ h)Q(b, δ)

= α(h(Q(b, δ))) = α(Q(b, δ))

= (α ◦Q)(b, δ) = F(b, δ), ∀(b, δ) ∈ ∂V .

Agora, desde que Fh,F ∈ C(V ,RN+1) e Fh = F em ∂V , segue da propriedade de

dependência da fronteira da Teoria do Grau que para todo e /∈ F(∂V) tem-se

d(F ,V , e) = d(Fh,V , e)

e desde que (0, 1/2) /∈ F(∂V), concluimos que

d(F ,V , (0, 1/2)) = d(Fh,V , (0, 1/2)).

Do Lema 1.20, segue que

d(Fh,V , (0, 1/2)) = d(F ,V , (0, 1/2)) = 1,

e portanto, existe (b0, δ0) ∈ V , tal que

Fh(b0, δ0) = (α ◦ h ◦Q)(b0, δ0) =

(
0,

1

2

)

e o Lema está provado.
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1.3.2 Prova do Teorema 1.1

Primeiramente, consideremos

c = inf
A∈Γ

max
u∈A

f(u) (1.199)

e para cada q ∈ R,

f q = {u ∈ (Σ ∩M); f(u) ≤ q}.

Observemos que c definido em (1.199) de fato existe, pois para cada A ∈ Γ temos

que A é compacto, por ser imagem de compacto por uma função contínua, e desde que

f ∈ C1(Ds,2(RN),R), segue que existe maxu∈A f(u) para todo A ∈ Γ. Agora, desde que

f é uma função não-negativa, segue que para todo A ∈ Γ temos max
u∈A

f(u) ≥ 0 e portanto,

existe inf
A∈Γ

max
u∈A

f(u).

Verificaremos agora que c definido em (1.199) satisfaz

S < c < 22s/NS. (1.200)

De fato, temos que

max
u∈Θ

f(u) = sup
u∈Θ

f(u) = sup
(b,δ)∈V

(f ◦Q)(b, δ) = sup
(b,δ)∈V

f(Φδ,b),

onde na primeira igualdade usamos o fato de Θ ser um fechado, na segunda igualdade

usamos a definição de Θ e na terceira usamos a definição de Q.

Desde que V ⊂ RN × (0,+∞), obtemos

max
u∈Θ

f(u) = sup
(b,δ)∈V

f(Φδ,b) ≤ sup
b∈RN

δ∈(0,+∞)

f(Φδ,b)

e do Lema 1.13, segue que

max
u∈Θ

f(u) ≤ sup
b∈RN

δ∈(0,+∞)

f(Φδ,b) < 22s/NS.
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Temos também que Θ ∈ Γ, pois i ∈ H, Θ ⊂ (Σ ∩M) e Θ = i(Θ). Assim,

c = inf
A∈Γ

max
u∈A

f(u) ≤ max
u∈Θ

f(u) ≤ sup
b∈RN

δ∈(0,+∞)

f(Φδ,b) < 22s/NS.

Por outro lado, do Lema 1.21, temos que A ∩ = 6= ∅ para todo A ⊂ Γ e, portanto, para

todo A ∈ Γ, existe ū ∈ A ∩ =. Daí,

c0 = inf
u∈=

f(u) ≤ f(ū) ≤ max
u∈A

f(u), ∀A ∈ Γ,

e com isso, obtemos

c0 ≤ c = inf
A∈Γ

max
u∈A

f(u) < 22s/NS. (1.201)

Do Lema 1.16 temos que S < c0 e de (1.201) concluimos que (1.200) de fato ocorre.

Da definição de c, segue que existe uma sequência An ⊂ Γ tal que

max
u∈An

f(u)→ c.

Da definição de máximo, segue que para cada n ∈ N, existe un ∈ An ⊂ (Σ ∩M) tal que

f(un) = max
u∈An

f(u).

Portanto, existe uma sequência (un) ⊂ (Σ ∩M) tal que

f(un)→ c. (1.202)

Agora, mostraremos que a sequência (un) dada em (1.202) satisfaz

f ′|M(un)→ 0.

Suponhamos, por contradição, que

f ′|M(un) 9 0.
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Então, existe (unj) ⊂ (un) tal que

‖f ′|M(unj)‖∗ ≥ K > 0, ∀j ∈ N.

Usando o Lema de Deformação (ver apêndice B, Lema B.2), segue que existe uma apli-

cação η : [0, 1]× (Σ ∩M)→ (Σ ∩M) contínua e ε0 > 0 tais que:

(1) η(0, u) = u;

(2) η(t, u) = u, ∀u ∈ f c−ε0 ∪ {(Σ ∩M) \ f c+ε0}, ∀t ∈ [0, 1];

(3) η(1, f c+
ε0
2 ) ⊂ f c−

ε0
2 .

De (1.199), segue que existe Ã ∈ Γ tal que

c ≤ max
u∈Ã

f(u) < c+
ε0
2
.

Afirmamos que o conjunto Ã encontrado acima satisfaz

Ã ⊂ f c+
ε0
2 . (1.203)

De fato, note que

u ∈ Ã ⇒ f(u) ≤ max
u∈Ã

f(u) < c+
ε0
2
⇒ u ∈ f c+

ε0
2 .

Desde que Ã ∈ Γ, temos que Ã ⊂ (Σ ∩M) e existe h̄ ∈ H tal que

h̄(Θ) = Ã. (1.204)

Da definição de η, segue que

η(1, Ã) ⊂ (Σ ∩M). (1.205)

Agora, consideremos ĥ : (Σ ∩M) → (Σ ∩M) dada por ĥ(u) = η(1, h̄(u)). Uma vez
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que h̄ ∈ C(Σ ∩M,Σ ∩M), temos que ĥ ∈ C(Σ ∩M,Σ ∩M). Mostraremos que

f c+ε0 \ f c−ε0 ⊂ f 22s/NS \ f (S+c0)/2. (1.206)

De fato, para todo u ∈ f c+ε0 \ f c−ε0 , temos que

c− ε0 < f(u) ≤ c+ ε0

e de (1.200) segue que

c− ε0 < f(u) ≤ c+ ε0 < 22s/NS (1.207)

para ε0 suficientemente pequeno. Além disso, sabemos do Lema 1.16 que S < c0. Daí,

S <
S + c0

2
< c0

e de (1.201) segue que

S + c0

2
< c0 − ε0 < c− ε0 < 22s/NS

para ε0 suficientemente pequeno. Sendo assim, lembrando que u ∈ f c+ε0 \ f c−ε0 , segue

que

S + c0

2
< c0 − ε0 ≤ c− ε0 < f(u). (1.208)

De (1.207) e (1.208), obtemos

u ∈ f 22s/NS \ f (S+c0)/2

mostrando que (1.206) de fato ocorre.

Consideremos u ∈ (Σ ∩M) tal que

f(u) <
S + c0

2
. (1.209)
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Lembrando que h̄ ∈ H, segue que

h̄(u) = u.

Além disso, de (1.209) temos que u /∈ f 22s/NS \ f (S+c0)/2 e portanto, de (1.206), vem que

u /∈ f c+ε0 \ f c−ε0 .

Consequentemente,

u ∈ f c−ε0 ∪ {(Σ ∩M) \ f c+ε0}

e do Lema de Deformação, obtemos

η(1, u) = u.

Logo,

ĥ(u) = η(1, h̄(u)) = η(1, u) = u

de onde concluimos que ĥ ∈ H.

Temos então que

ĥ(Θ) = η(1, h̄(Θ))

e de (1.204),

ĥ(Θ) = η(1, h̄(Θ)) = η(1, Ã). (1.210)

De (1.205) e (1.210), obtemos η(1, Ã) ∈ Γ e de (1.199) segue que

c = inf
A∈Γ

max
u∈A

f(u) ≤ max
u∈η(1,Ã)

f(u). (1.211)

Do Lema de Deformação, temos

η(1, f c+
ε0
2 ) ⊂ f c−

ε0
2

e de (1.203)

η(1, Ã) ⊂ η(1, f c+
ε0
2 ) ⊂ f c−

ε0
2 .
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Segue então que

f(u) ≤ c− ε0
2
, ∀u ∈ η(1, Ã).

Portanto,

max
u∈η(1,Ã)

f(u) ≤ c− ε0
2

e de (1.211) concluimos que

c ≤ max
u∈η(1,Ã)

f(u) ≤ c− ε0
2

o que é um absurdo.

Concluimos entaõ que existem (un) ⊂ (Σ ∩M) e c ∈ (S, 22s/NS) tais que

f(un)→ c e f ′|N (un)→ 0

e sob estas condições, segue do Lema 1.9 que, a menos de subsequência, un → ũ0 em

Ds,2(RN). Desde que (Σ∩M) é fechado, temos que ũ0 ∈ (Σ∩M) e, portanto, ũ0 é uma

função não negativa. Aplicando Princípio de Máximo (veja [67, Proposição 2.17]) segue

que ũ0 > 0 em RN .

Do fato de f ∈ C1(Ds,2(RN),R) e da unicidade do limite

f(ũ0) = c e f ′|M(ũ0) = 0

e de (1.200)

S < f(ũ0) < 22s/NS

e o Teorema está provado.
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Capítulo 2

Solução positiva para um problema não

local em domínio exterior

Neste capítulo, estamos interessados em provar resultados de existência de solução

positiva para o seguinte problema elíptico fracionário:(−∆)su+ λu = |u|p−2u em Ω,

u ∈ Hs
0(Ω),

(2.1)

onde Ω ⊂ RN é um domínio não limitado, ∂Ω 6= ∅ é limitada, λ ∈ R+, N > 2s e

2 < p < 2∗s =
2N

N − 2s
.

Destacamos que este problema não havia sido estudado até então no caso do laplaciano

fracionário. V. Benci e G. Cerami [11], estudaram um problema análogo considerando o

operador laplaciano usual em vez do laplaciano fracionário. Motivado por [11], provamos

resultados semelhantes aos obtido no mesmo considerando aqui o problema (2.1). Mais

precisamente, este cápitulo é uma versão de [11] para o Laplaciano fracionário. Ressal-

tamos ainda que, as idéias ultilizadas por Benci e Cerami [11] não são imediatamente

aplicáveis ao nosso problema devido ao fato de que o operador Laplaciano fracionário é

não-local. Algumas estimativas refinadas foram necessárias. Por exemplo, veja Proposi-

ção 2.1, Teorema 2.3. Além disso, como feito no Capítulo 1, aqui também provamos uma

variante do resultado de Compacidade Global de Struwe [69], que também pode ser útil
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em outro contexto diferente.

Com o objetivo de usar argumentos semelhantes aos utilizados por V. Benci e G.

Cerami em [11], para obtenção dos resultados lá contidos, aqui precisaremos de alguns

resultados referentes ao problema limite(−∆)su+ λu = |u|p−2u em RN ,

u ∈ Hs(RN),

(2.2)

onde N > 2s e 2 < p < 2∗s. Destacamos aqui, os trabalhos de FranK e Lenzmann [42] e

Frank, Lenzmann e Silvestre [43], onde os autores provaram resultados de unicidade (a

menos de simetrias) de solução ground state positiva para o problema (2.2).

Para obtenção dos resultados desejados para o problema (2.1), em alguns momentos

faremos uso de propriedades da solução do problema limite dado em (2.2).

Os dois teoremas a seguir contém os principais resultados deste capítulo.

Teorema 2.1. Assuma N > 2s, 2 < p < 2∗s e x0 ∈ RN \ Ω. Então, para todo λ existe

um σ = σ(λ) tal que se

RN \ Ω ⊂ Bσ(x0) = {x ∈ RN ; |x− x0| ≤ σ},

o problema (2.1) possui pelo menos uma solução positiva.

Teorema 2.2. Assuma N > 2s, 2 < p < 2∗s. Então, existe λ∗ = λ∗(Ω) tal que para

qualquer λ ∈ (0, λ∗) o problema (2.1) possui pelo menos uma solução positiva.

2.1 Observações preliminares e um resultado de não

existência

Apresentaremos a seguir os espaços onde buscaremos por soluções para nosso pro-

blema. Começamos relembrando que, para toda função u : RN → R, a seminorma de

Gagliardo é dada por

[u] :=

(∫
R2N

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

) 1
2

,

130



que por sua vez, em vista de [33, Proposição 3.4 e Proposição 3.6] pode ser identificada

como

[u] = |(−∆)s/2u|L2(RN ) =

∫
RN
|(−∆)s/2u|2dx.

Dessa forma, podemos definir o espaço de Sobolev fracionário W s,2(RN) por

W s,2(RN) :=
{
u ∈ L2(RN); (−∆)s/2u ∈ L2(RN)

}
,

o qual é um espaço de Hilbert equipado com a norma

‖u‖W s,2(RN ) :=

(∫
RN
|(−∆)s/2u|2dx+

∫
RN
|u|2dx

) 1
2

, (2.3)

proveniente do produto interno

< u, v >W s,2(RN ):=

∫
RN

(−∆)s/2u(−∆)s/2vdx+

∫
RN
uvdx.

No decorrer do texto, usaremos a notação

W s,2(RN) := Hs(RN).

Uma vez que nosso problema envolve um domínio ilimitado Ω ⊂ RN , vamos introduzir o

espaço de Sobolev fracionário Hs
0(Ω) dado por

Hs
0(Ω) :=

{
u ∈ Hs(RN);u = 0 q.t.p em RN \ Ω

}
.

Este espaço é Hilbert equipado com a norma

‖u‖s,2 :=

(∫
Ω

|(−∆)s/2u|2dx+

∫
Ω

|u|2dx
) 1

2

, (2.4)

proveniente do produto interno

< u, v >s,2:=

∫
Ω

(−∆)s/2u(−∆)s/2vdx+

∫
Ω

uvdx.
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Para o nosso propósito, trabalharemos nos espaços de Sobolev fracionário Hs(RN) e

Hs
0(Ω), munido com as respectivas normas:

‖u‖Hs(RN ) =

(∫
RN

[|(−∆)s/2u|2 + λ|u|2]dx

) 1
2

e

‖u‖Hs
0(Ω) =

(∫
Ω

[|(−∆)s/2u|2 + λ|u|2]dx

) 1
2

,

que são equivalentes as normas ‖ · ‖W s,2(RN ) e ‖ · ‖s,2, respectivamente. Para o leitor inte-

ressado em um estudo mais detalhado a respeito dos espaços definidos acima, indicamos

a referência [33].

Ao longo deste capítulo, denotaremos por

|u|Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u|pdx
)1/p

e

|u|Lp(RN ) =

(∫
RN
|u|pdx

)1/p

a norma em Lp(Ω) e Lp(RN), respectivamente. Consideremos também Mλ e µλ as cons-

tantes definidas por

Mλ = inf

{
‖u‖2

Hs(RN );u ∈ H
s(RN);

∫
RN
|u|pdx = 1

}
(2.5)

e

µλ = inf

{
‖u‖2

Hs
0(Ω);u ∈ Hs

0(Ω);

∫
Ω

|u|pdx = 1

}
. (2.6)

Observação 2.1. Uma vez que ‖u‖2
Hs(RN ) ≥ 0 para toda função u ∈ Hs(RN) com∫

RN
|u|pdx = 1, temos que o conjunto

{
‖u‖2

Hs(RN );u ∈ H
s(RN);

∫
RN
|u|pdx = 1

}

é limitado inferiormente. Portanto, a constante Mλ fica bem definida. Argumentando de
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maneira análoga, concluimos também que µλ está bem definido.

Observe que a constanteMλ definida em 2.5 é positiva. De fato, uma vez que Hs(RN)

está imerso continuamente em Lp(RN) para 2 ≤ p ≤ 2∗s, existe C > 0 tal que

|u|Lp(RN ) ≤ C‖u‖Hs(RN ), ∀u ∈ Hs(RN).

Portanto, para |u|Lp(RN ) = 1, obtemos

‖u‖Hs(RN ) ≥
1

C
> 0,

de onde concluimos que Mλ > 0.

A proposição que apresentaremos a seguir é de fundamental importância no decorrer

deste trabalho. Os resultados nela contidos serão ultilizados como ferramenta na demons-

tração de outros resultados que virão. Ressaltamos que na prova da proposição abaixo,

argumentamos como Alves, Figueiredo e Siciliano em [4] (veja também [34]).

Proposição 2.1. O ínfimo em (2.5) é atingido e para qualquer u tal que ‖u‖2
Hs(RN ) = Mλ

e |u|Lp(RN ) = 1 corresponde uma solução positiva regular de (2.2). Além disso, qualquer

solução positiva regular de (2.2) é radialmente simétrica sobre algum ponto em RN , ur < 0

para r > 0, r sendo a coordenada radial sobre esse ponto.

Demonstração: Seja (un) uma sequência minimizante para (2.5). Sem perda de gene-

ralidade, podemos supor que un ≥ 0 para todo n ∈ N. Além disso, pelo Teorema B.13

(veja Apêndice B),

∫
RN
|(−∆)s/2u∗n|2dx ≤

∫
RN
|(−∆)s/2un|2dx, ∀n ∈ N. (2.7)

Por outro lado, consideremos G : R+ → R+ a função dada por

G(t) = λt2, λ > 0.

Por cálculos diretos vemos que a função G é crescente. E, dessa forma, pelo Teorema
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B.12 (veja Apêndice B) obtemos

∫
RN
G(u∗n)dx =

∫
RN
G(un)dx, ∀n ∈ N

ou seja,

λ

∫
RN

(u∗n)2dx = λ

∫
RN
u2
ndx, ∀n ∈ N, (2.8)

onde u∗n denota a simetrização de Schwarz (veja definição e propriedades em [53, Seção

3] ou [50]) de un.

Combinando (2.7) e (2.8), encontramos

‖u∗n‖2
Hs(RN ) =

∫
RN

[|(−∆)s/2u∗n|2 + λ(u∗n)2]dx ≤
∫
RN

[|(−∆)s/2un|2 + λu2
n]dx = ‖un‖2

Hs(RN ).

Argumentando de modo análogo ao que fizemos pra mostrar (2.8), mostra-se que

∫
RN
|u∗n|pdx =

∫
RN
|un|pdx, para p ≥ 1 e ∀n ∈ N,

ou seja, para cada n ∈ N e p ≥ 1 vale

|u∗n|Lp(RN ) = |un|Lp(RN ) = 1.

Além do mais, temos também

Mλ ≤ ‖u∗n‖2
Hs(RN ) ≤ ‖un‖

2
Hs(RN ).

Assim, passando ao limite de n → +∞ na última desigualdade e tendo em conta que

‖un‖2
Hs(RN ) →Mλ, obtemos

‖u∗n‖2
Hs(RN ) →Mλ.

Portanto, a sequência (u∗n) também é minimizante para (2.5). Estas observações implicam

que podemos escolher a sequência (un) de tal forma, que para cada n ∈ N, un é não-

negativa, radialmente simétrica e decrescente em r = |x|.
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Desde que que un ∈ L2(RN) é uma sequência de funções não-negativas, radial decres-

cente, podemos aplicar [6, Lema 1] para obter

|un(x)| ≤
(

N

ωN−1

) 1
2

|x|−
N
2 |un|L2(RN ).

Observe que por imersão contínua (un) é limitada em L2(RN); então |un(x)| ≤ C|x|−N2 ,

com C independente de n. Isto implica que

un(x)→ 0 quando |x| → +∞

uniformemente em relação a n. Agora, já que un é limitada em Hs(RN), podemos extrair

uma subsequência de un, a qual ainda denotaremos por un, de modo que

un ⇀ u em Hs(RN) e un(x)→ u(x) q.t.p em RN .

Uma vez que a imersão

Hs
rad(RN) ↪→ Lp(RN)

é compacta para 2 < p <
2N

N − 2s
(veja [56, Teorema III.3]), obtemos

un → u em Lp(RN).

Por outro lado, temos

‖u‖2
Hs(RN ) ≤ lim inf

n
‖un‖2

Hs(RN ).

E, passando ao limite de n→ +∞ na última desigualdade, encontramos

|u|Lp(RN ) = 1 e ‖u‖2
Hs(RN ) ≤Mλ,

mostrando que u é uma solução do problema de minimização (2.5). Além disso, por

contrução, u ∈ Hs(RN) é não-negativa, radialmente simétrica e decrescente com relação

ao raio r.

A fim de mostrar existência de solução para o problema (2.2), denotamos por S, T :
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Hs(RN)→ R os funcionais definidos por

S(v) =

∫
RN

[|(−∆)s/2v|2 + λv]dx, v ∈ Hs(RN),

T (v) =

∫
RN
|v|pdx, v ∈ Hs(RN),

e por V a variedade

V =

{
v ∈ Hs(RN);T (v) = 1

}
.

Mostraremos que, para todo v ∈ V , T ′(v) 6= 0. De fato, para toda v ∈ V ,

T ′(v)v = p

∫
RN
|v|pdx = p 6= 0,

assim,

T ′(v) 6= 0, ∀v ∈ V.

Além disso, pela primeira parte da demonstração, tem-se que

Mλ = S(u) = inf
v∈V

S(v).

Sendo assim, existe um Multiplicador de Lagrange λ ∈ R (veja Apêndice B, Teorema

B.14 ), tal que S ′(u) = δT ′(u). Portanto,

S ′(u)ϕ = δT ′(u)ϕ, ∀ϕ ∈ Hs(RN),

o qual é equivalente a

∫
RN

[(−∆)s/2u(−∆)s/2ϕ+ λuϕ]dx =
δp

2

∫
RN
|u|p−2uϕdx, ∀ϕ ∈ Hs(RN)

Considerando u como função teste na última desigualdade, segue que

∫
RN

[|(−∆)s/2u|2 + λu2]dx =
δp

2

∫
RN
|u|pdx,
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ou seja,

S(u) =
δp

2
T (u).

Tendo em conta que S(u) = Mλ e T (u) = 1, obtemos
δp

2
= Mλ. E, consequentemente

∫
RN

[(−∆)s/2u(−∆)s/2ϕ+ λuϕ]dx = Mλ

∫
RN
|u|p−2uϕdx, ∀ϕ ∈ Hs(RN).

Uma vez que u é o limite de uma sequência não negativa em Hs(RN), temos u ≥ 0 em

Hs(RN). Portanto, u é solução fraca do problema

(−∆)su+ λu = Mλu
p−1 em RN ,

u ∈ Hs(RN).

Vamos agora construir a solução de (2.2). Para isto, consideremos v = αu, com α a

ser escolhido posteriormente. Por cálculos diretos, obtemos

∫
RN

[(−∆)s/2v(−∆)s/2ϕ+ λvϕ]dx =
Mλ

αp−2

∫
RN
|v|p−2vϕdx, ∀ϕ ∈ Hs(RN).

Escolhendo α, tal que,
Mλ

αp−2
= 1, obtemos α = M

1
p−2

λ > 0. Portanto, v = M
1
p−2

λ u é

solução do problema (2.2). Pelo Princípio do Máximo (veja [67, Proposição 2.17]) temos

u > 0 e, consequentemente, v também é positiva.

Antes de seguirmos para o próximo resultado, recordemos a seguinte definição:

Definição 2.1. Dizemos que uma função u é solução ground state de um problema elíp-

tico, quando esta solução é de menor energia dentre todas as soluções não triviais do

problema.

Tendo em conta a definição acima, temos a seguinte observação:

Observação 2.2. Se v é uma solução ground state de (2.2), isto é, v = M
1/(p−2)
λ u onde u

é uma solução do problema de minimização (2.5), então v é a solução com menor energia

dentre todas as soluções do problema.
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De fato,

f(v) =
1

2

∫
RN

[|(−∆)s/2v|2 + λ|v|2]dx− 1

p

∫
RN
|v|pdx

=
M

2/(p−2)
λ

2

∫
RN

[|(−∆)s/2u|2 + λ|u|2]dx− M
p/(p−2)
λ

p

∫
RN
|u|2dx

=
M

2/(p−2)
λ

2
Mλ −

M
p/(p−2)
λ

p

=

(
1

2
− 1

p

)
M

p/(p−2)
λ .

Seja v̄ outra solução de (2.2). Então

∫
RN

[|(−∆)s/2v̄|2 + λ|v̄|2]dx =

∫
RN
|v̄|pdx. (2.9)

Por outro lado, por definição de Mλ

∫
RN

[|(−∆)s/2v̄|2 + λ|v̄|2]dx ≥Mλ

(∫
RN
|v̄|pdx

)2/p

. (2.10)

Assim, combinando (2.9) e (2.10), obtemos

∫
RN

[|(−∆)s/2v̄|2 + λ|v̄|2]dx ≥ Mλ

(∫
RN

[|(−∆)s/2v̄|2 + λ|v̄|2]dx

)2/(p−2)

= MλM
2/(p−2)
λ = M

p/(p−2)
λ .

Portanto,

f(v̄) =
1

2

∫
RN

[|(−∆)s/2v̄|2 + λ|v̄|2]dx− 1

p

∫
RN
|v̄|pdx

=

(
1

2
− 1

p

)∫
RN

[|(−∆)s/2v̄|2 + λ|v̄|2]dx

≥
(

1

2
− 1

p

)
M

p/(p−2)
λ = f(v).

Observação 2.3. Pelo Teorema 4 de [43], a solução obtida pela Proposição 2.1 é única.

Para finalizar esta seção estabelecemos um resultado de não existência. Mostraremos

que o problema (2.1) não possui solução ground state, isto é, mostraremos que µλ definido
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em (2.6) não é atingido.

Teorema 2.3. Assuma que N > 2s. Então, o problema (2.1) não possui solução ground

state.

Demonstração: Começamos mostrando que

µλ = Mλ. (2.11)

Observemos que, qualquer u ∈ Hs
0(Ω) pode ser estendido por zero fora de Ω. Logo,

podemos considerar Hs
0(Ω) como um subespaço de Hs(RN), assim

µλ ≥Mλ. (2.12)

Agora, consideremos a sequência φn ∈ Hs
0(Ω) definida por

φn(x) = cnζ(x)ū(x− yn),

onde (yn) ⊂ Ω é uma sequência de pontos tal que |yn| → +∞ quando n→ +∞, ū é uma

minimizante para (2.5) radialmente simétrica em torno da origem (tal escolha é possível

pela Proposição 2.1), ζ : RN → [0, 1] é uma função C∞ definida por

ζ(x) = ζ̃

(
|x|
σ

)
,

σ o menor número positiva tal que

RN \ Ω ⊂ Bσ =
{
x ∈ RN ; |x| < σ

}
e ζ̃ : R+ ∪ {0} → [0, 1] é uma função C∞ não negativa decrescente tal que

ζ̃(t) =

 0, ∀t ≤ 1,

1, ∀t ≥ 2,
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cn é uma constante de normalização, dada por

cn =

(
|ζ(x)ū(x− yn)|Lp(Ω)

)−1

.

Inicialmente mostraremos que ‖φn‖2
Hs

0(Ω) →Mλ quando n→ +∞.

Fazendo a mudança de variável z = x− yn, obtemos

|ζ(x)ū(x− y)− ū(x− y)|Lp(RN ) =

(∫
RN
|ζ(x)ū(x− y)− ū(x− y)|pdx

) 1
p

=

(∫
RN
|ζ(z + yn)ū(z)− ū(z)|pdz

) 1
p

.

Seja gn(z) = |(ζ(z + yn)− 1)ū(z)|p. Como |yn| → +∞ quando n→ +∞ e |z + yn| ≥

|yn| − |z|, para cada z ∈ RN existe n0 ∈ N tal que |z + yn| ≥ 2σ para todo n ≥ n0.

Portanto, da definição de ζ, temos que ζ(z + yn) = 1 para todo n ≥ n0, logo

gn(z)→ 0 q.t.p em RN .

Além disso, observemos que

|gn(z)| = |(ζ(z + yn)− 1)ū(z)|p = |ζ(z + yn)− 1|p|ū(z)|p

≤ (|ζ(z + yn) + 1)p|ū(z)|p ≤ 2p|ū(z)|p,

onde 2p|ū|p ∈ L1(RN). Aplicando o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,

temos ∫
RN
|gn(z)|dz → 0,

ou seja,

ζ(·+ yn)ū→ ū em Lp(RN).

Notemos que por definição, ζ(x) = 0 em RN \ Ω e pela convergência mostrada acima,
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deduzimos

|ζ(x)ū(x− yn)|Lp(Ω) =

(∫
Ω

|ζ(x)ū(x− yn)|pdx
) 1

p

=

(∫
RN
|ζ(x)ū(x− yn)|pdx

) 1
p

=

(∫
RN
|ζ(z + yn)ū(z)|pdz

) 1
p

=

(∫
RN
|ū(z)|pdz

) 1
p

+ on(1).

Desde que ū é uma minimizante de (2.5), então

|ζ(x)ū(x− yn)|Lp(Ω) = 1 + on(1)

e assim,

cn → 1, quando n→ +∞.

Por outro lado,

‖(ζ(x)− 1)ū(x− yn)‖2
Hs(RN )

=

∫
RN

[|(−∆)s/2((ζ(x)− 1)ū(x− yn))|2 + λ|(ζ(x)− 1)ū(x− yn)|2]dx.
(2.13)

De maneira inteiramente análoga ao que fizmos na primeira parte da demonstração,

mostra-se também que

λ

∫
RN
|ζ(x)ū(x− yn)− ū(x− yn)|2dx = on(1). (2.14)

Portanto, falta mostrar apenas que

∫
RN
|(−∆)s/2(ζ(x)ū(x− yn)− ū(x− yn))|2dx = on(1).

Fazendo a mudança de variável z = x− yn, obtemos∫
RN
|(−∆)s/2(ζ(x)ū(x− yn)− ū(x− yn))|2dx

=

∫
RN
|(−∆)s/2(ζ(z + yn)ū(z)− ū(z))|2dz =

∫
RN
|(−∆)s/2((ζ(z + yn)− 1)ū(z))|2dz.
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Agora, consideremos a sequência

ĝn(z) = |(−∆)s/2((ζ(z + yn)− 1)ū(z))|2.

Argumentando de forma análoga ao que fizemos anteriormente, temos para n suficiente-

mente grande que

ĝn(z)→ 0 q.t.p em RN .

Além disso, somando e subtraindo ζ(z + yn)ū(w) na expressão de ĝn e pela definição de

ζ, encontramos

|ĝn(z)| ≤ C1|(−∆)s/2ū|2 + C2|ū|2,

onde C1|(−∆)s/2ū|2 +C2|ū|2 ∈ L1(RN). Logo, pelo Teorema da Convergência Dominada

de Lebesgue, obtemos ∫
RN
|ĝn(z)|dz → 0,

ou seja,

∫
RN
|(−∆)s/2(ζ(x)ū(x− yn)− ū(x− yn))|2dx = on(1). (2.15)

De (2.13), (2.14) e (2.15), concluimos que

‖ζ(x)ū(x− yn)− ū(x− yn)‖2
Hs(RN ) = ‖ū(x− yn)‖2

Hs(RN ) + on(1)

= ‖ū‖2
Hs(RN ) + on(1) = Mλ + on(1).

Desde que ζ(x) = 0 para todo x ∈ RN \ Ω, vem que

‖φn‖2
Hs(RN ) = ‖cnζ(x)ū(x− yn)‖2

Hs(RN ) = ‖cnζ(x)ū(x− yn)‖2
Hs

0(Ω) = ‖φn‖2
Hs

0(Ω).

Além disso, como cn = 1 + on(1), deduzimos que

‖φn‖2
Hs

0(Ω) = c2
n‖ζ(x)ū(x− yn)‖2

Hs
0(Ω) = Mλ + on(1).
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Recordando que para todo n ∈ N, tem-se

|φn|Lp(Ω) = |cnζ(x)ū(x− yn)|Lp(Ω) = cn|ζ(x)ū(x− yn)|Lp(Ω) = 1,

segue da definição de µλ que

µλ ≤ ‖φn‖2
Hs

0(Ω), ∀n ∈ N.

Portanto, passando ao limite de n→ +∞, concluimos que

µλ ≤Mλ. (2.16)

De (2.12) e (2.16), obtemos que (2.11) de fato ocorre.

Agora, vamos supor que existe v0 ∈ Hs
0(Ω) com v0 ≥ 0 tal que

‖v0‖2
Hs

0(Ω) = Mλ e |v0|p = 1.

Colocando v0 = 0 em RN \Ω, vemos que ele pode ser considerado como um elemento de

Hs(RN); então v0 seria uma minimizante para (2.5) e uma solução da equação

(−∆)su+ λu = Mλu
p−1 em RN ,

u ∈ Hs(RN).

Pelo princípio do máximo (veja [67, Proposição 2.17]) temos que v0 é estritamente positiva

em RN , contradizendo o fato de v0 = 0 em RN \Ω. Dessa contradição, concluimos que o

problema (2.1) não possui solução ground state.

2.2 Resultado de Compacidade

Nesta seção, estabelecemos um resultado de compacidade que será fundamentel para

garantirmos existência de solução para o problema (2.1). O Lema 2.2 que daremos mais

adiante, analisa o comportamento de uma sequência que satisfaz a condição Palais-Smale,
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e afirma que tal sequência converge fortemente para o limite fraco ou difere-se dele por

uma ou mais sequências que após uma translação adequada converge para uma solução

de (2.2). Assim, as únicas obstruções à compacidaade global no sentido usual são as

soluções de (2.1).

Sejam I e I∗ os funcionais definidos em Hs
0(Ω) e Hs(RN), respectivamente, por

I(u) =
1

2

∫
Ω

[|(−∆)s/2u|2 + λu2]dx− 1

p

∫
Ω

|u|pdx,

e

I∗(u) =
1

2

∫
RN

[|(−∆)s/2u|2 + λ|u|2]dx− 1

p

∫
RN
|u|pdx,

onde λ > 0. Observe que os funcionais I e I∗ são os funcionais energia associados as

equações (2.1) e (2.2), respectivamente.

Antes de enunciarmos o principal resultado desta seção, precisamos do seguinte lema:

Lema 2.1. Seja (um) ⊂ Hs
0(Ω) uma sequência Palais-Smale para o funcional I. Se (um)

é limitada em Hs
0(Ω), então existe u0 ∈ Hs

0(Ω) tal que I ′(u0) = 0.

Demonstração: Por hipótese temos (um) limitada em Hs
0(Ω). Sendo assim, existe

u0 ∈ Hs
0(Ω) tal que, a menos de subsequência,

um ⇀ u0 em Hs
0(Ω),

um(x)→ u0(x) q.t.p Ω.

Além disso, pela imersão contínua Hs
0(Ω) ↪→ Lp(Ω) para 2 < p < 2∗s, existe C > 0 tal que

|um|Lp(Ω) ≤ C‖um‖Hs
0(Ω), ∀m ∈ N,

de onde concluimos que (um) também é limitada em Lp(Ω). Assim, pelo Lema de Brezis-

Lieb (ver Apêndice B, Lema B.2), obtemos

um ⇀ u0 em Lp(Ω).

Queremos mostrar que I ′(u0) = 0, isto é, que u0 é solução fraca de (2.1). De fato,
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temos

I ′(um)ϕ =

∫
Ω

[(−∆)s/2um(−∆)s/2ϕ+ λumϕ]dx−
∫

Ω

|um|p−2umϕdx, ∀ϕ ∈ Hs
0(Ω).

Para cada ϕ ∈ Hs
0(Ω), considere o funcional Fϕ em Hs

0(Ω), dado por

Fϕ(u) =

∫
Ω

[(−∆)s/2u(−∆)s/2ϕ+ λuϕ]dx.

Note que Fϕ é um funcional linear e contínuo para cada ϕ ∈ Hs
0(Ω), então

Fϕ(um)→ Fϕ(u0), ∀ϕ ∈ Hs
0(Ω),

ou seja, para toda ϕ ∈ Hs
0(Ω), temos

∫
Ω

[(−∆)s/2um(−∆)s/2ϕ+ λumϕ]dx→
∫

Ω

[(−∆)s/2u0(−∆)s/2ϕ+ λu0ϕ]dx. (2.17)

Resta mostrar que

∫
Ω

|um|p−2umϕdx→
∫

Ω

|u0|p−2u0ϕdx, ∀ϕ ∈ Hs
0(Ω).

Uma vez que (um) ⊂ Lp(Ω), então

∫
Ω

||um|p−2um|
p
p−1dx =

∫
Ω

|um|pdx <∞,

de onde decorre que (|um|p−2um) ⊂ L
p
p−1 (Ω). Desde que

um(x)→ u0(x) q.t.p em Ω,

então

||um|p−2um|
L

p
p−1 (Ω)

=

(∫
Ω

||um|p−2um|
p
p−1dx

) p−1
p

= |um|p−1
Lp(Ω),

e sendo |um|Lp(Ω) limitada, temos ||um|p−2um|
L

p
p−1 (Ω)

limitada. Logo, pelo Lema de Brezis-

145



Lieb (ver Apêndice B, Lema B.2), temos

|um|p−2um ⇀ |u0|p−2u0 em L
p
p−1 (Ω),

ou seja, ∫
Ω

|um|p−2umϕdx→
∫

Ω

|u0|p−2u0ϕdx, ∀ϕ ∈ Lp(Ω).

Em particular, vale que

∫
Ω

|um|p−2umϕdx→
∫

Ω

|u0|p−2u0ϕdx, ∀ϕ ∈ Hs
0(Ω). (2.18)

De (2.17) e (2.18), obtemos

I ′(um)ϕ→
∫

Ω

[(−∆)s/2u0(−∆)s/2ϕ+ λu0ϕ]dx−
∫

Ω

|u0|p−2u0ϕdx, ∀ϕ ∈ Hs
0(Ω).

Lembrando que (um) é uma sequência (PS) para I, da unicidade do limite resulta que

∫
Ω

[(−∆)s/2u0(−∆)s/2ϕ+ λu0ϕ]dx−
∫

Ω

|u0|p−2u0ϕdx = 0, ∀ϕ ∈ Hs
0(Ω).

Portanto, u0 é solução de (2.1).

Por falta de imersão compacta, não é possível afirmar que a solução u0 encontrada no

Lema 2.1 é não-trivial. Por isso, precisamos continuar nosso estudo. O próximo resultado

vai nos auxiliar a contornar essa dificuldade.

Lema 2.2. Seja (um) ⊂ Hs
0(Ω) uma sequência Palais-Smale para o funcional I. Assuma

que um 9 u0 em Hs
0(Ω). Então, existe um número k ∈ N, k sequências de pontos

(yjm)m∈N tal que |yjm| → +∞ quando m → +∞ para 1 ≤ j ≤ k, k + 1 sequências de

funções (ujm)m∈N ∈ Hs(RN) com 0 ≤ j ≤ k tal que para alguma subsequência de (um),

que ainda denotaremos por (um), tem-se

(i) um(x) = u0
m(x) +

k∑
j=1

ujm(x− yjm),

(ii) u0
m(x)→ u0(x) quando m→ +∞ em Hs

0(Ω),

(iii) ujm(x)→ uj(x) quando m→ +∞ em Hs(RN),
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onde u0 é uma solução de (2.1) e uj, 1 ≤ j ≤ k, são soluções de (2.2). Além disso,

quando m→ +∞

‖um‖2
Hs

0(Ω) → ‖u0‖2
Hs

0(Ω) +
k∑
j=1

‖uj‖2
Hs(RN ), (2.19)

e

I(um)→ I(u0) +
k∑
j=1

I∗(u
j). (2.20)

Demonstração: Seja (um) ⊂ Hs
0(Ω) satisfazendo as hipóteses do enunciado. Temos

então que

I(um)→ c e I ′(um)→ 0, quando m→ +∞.

Daí, deduzimos que existem constantes positivas C1, C2 tais que

I(um)− 1

p
I ′(um)um ≤ |I(um)− 1

p
I ′(um)um| ≤ |I(um)|+ 1

p
‖I ′(um)‖(Hs

0(Ω))′‖um‖Hs
0(Ω)

≤ C1 +
1

p
C2‖um‖Hs

0(Ω). (2.21)

Por outro lado,

I(um)− 1

p
I ′(um)um =

(
1

2
− 1

p

)
‖um‖2

Hs
0(Ω). (2.22)

Portanto, de (2.21) e (2.22), segue-se que

(
1

2
− 1

p

)
‖um‖2

Hs
0(Ω) ≤ C1 +

1

p
C2‖um‖Hs

0(Ω).

Daí, concluimos que (um) é limitada em Hs
0(Ω).

Agora, consideremos a seguinte função

Ψ1
m(x) =

(um − u0)(x), se x ∈ Ω,

0, se x ∈ RN \ Ω.
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Desde que

um ⇀ u0 em Hs
0(Ω) e Lp(Ω),

segue-se que Ψ1
m ⇀ 0 em Hs(RN) e Lp(RN).

Afirmamos que

I∗(Ψ
1
m) = I(um)− I(u0) + om(1).

De fato, observemos que

‖Ψ1
m‖2

Hs(RN ) = ‖Ψ1
m‖2

Hs
0(Ω) = ‖um − u0‖2

Hs
0(Ω) = ‖um‖2

Hs
0(Ω) − 2 < um, u

0 > +‖u0‖2
Hs

0(Ω),

ou seja,

‖Ψ1
m‖2

Hs(RN ) = ‖Ψ1
m‖2

Hs
0(Ω) = ‖um‖2

Hs
0(Ω) − ‖u0‖2

Hs
0(Ω) + om(1). (2.23)

Desde que (um) é limitada em Lp(Ω) e um ⇀ u0 q.t.p em Ω, pelo Teorema de Brezis-Lieb

(ver Apêndice B, Teorema B.8), temos

|um|pLp(Ω) = |u0|pLp(Ω) + |um − u0|pLp(Ω) + om(1),

portanto,

|um|pLp(RN )
= |um|pLp(Ω) = |u0 + Ψ1

m|
p
Lp(Ω) = |u0|pLp(Ω) + |Ψ1

m|
p
Lp(Ω) + o(1)

= |u0|pLp(Ω) + |Ψ1
m|

p
Lp(RN )

+ o(1). (2.24)

De (2.23) e (2.24), temos

I∗(Ψ
1
m) =

1

2
‖Ψ1

m‖2
Hs(RN ) −

1

p
|Ψ1

m|
p
Lp(RN )

=
1

2
‖um‖2

Hs
0(Ω) −

1

2
‖u0‖2

Hs
0(Ω) −

1

p
|um|pLp(Ω) +

1

p
|u0|pLp(Ω) + om(1)

= I(um)− I(u0) + om(1).

Com isto provamos nossa afirmação.
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Agora, mostraremos que

I ′∗(Ψ
1
m) = I ′(Ψ1

m) + om(1) = I ′(um)− I ′(u0) + om(1).

Para isto, para cada ϕ ∈ Hs
0(Ω) com ‖ϕ‖Hs

0(Ω) ≤ 1, temos pela definição de Ψ1
m que

I ′∗(Ψ
1
m)ϕ =

∫
RN

[(−∆)s/2Ψ1
m(−∆)s/2ϕ+ λΨ1

mϕ]dx−
∫
RN
|Ψ1

m|p−2Ψ1
mϕdx

=

∫
Ω

[(−∆)s/2Ψ1
m(−∆)s/2ϕ+ λΨ1

mϕ]dx−
∫

Ω

|Ψ1
m|p−2Ψ1

mϕdx

assim,

I ′∗(Ψ
1
m) = I ′(Ψ1

m) + om(1).

Resta mostrar que

I ′(Ψ1
m) = I ′(um)− I ′(u0) + om(1).

Para isto, observemos que

|[I ′(Ψ1
m)− I ′(um) + I ′(u0)]ϕ|

=

∣∣∣∣ ∫
Ω

[(−∆)s/2Ψ1
m(−∆)s/2ϕ+ λΨ1

mϕ]dx−
∫

Ω

|Ψ1
m|p−2Ψ1

mϕdx

−
∫

Ω

[(−∆)s/2um(−∆)s/2ϕ+ λumϕ]dx+

∫
Ω

|um|p−2umϕdx

+

∫
Ω

[(−∆)s/2u0(−∆)s/2ϕ+ λu0ϕ]dx−
∫

Ω

|u0|p−2u0ϕdx

∣∣∣∣.
Desde que Ψ1

m = um − u0 ∈ Ω, podemos escrever

|[I ′(Ψ1
m)− I ′(um) + I ′(u0)]ϕ| =

∣∣∣∣ ∫
Ω

[|um|p−2um − |u0|p−2u0 − |Ψ1
m|p−2Ψ1

m]ϕdx

∣∣∣∣
e fazendo uso da desigualdade de Hölder com expoentes p/(p− 1) e p, obtemos

|[I ′(Ψ1
m)−I ′(um)+I ′(u0)]ϕ| ≤

(∫
Ω

||um|p−2um−|u0|p−2u0−|Ψ1
m|p−2Ψ1

m|
p
p−1dx

) p−1
p

|ϕ|Lp(Ω).

Recordando que ϕ ∈ Hs
0(Ω) e ‖ϕ‖Hs

0(Ω) ≤ 1, usando imersão contínua de Sobolev, resulta
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que

|[I ′(Ψ1
m)− I ′(um) + I ′(u0)]ϕ| ≤ C

(∫
Ω

||um|p−2um − |u0|p−2u0 − |Ψ1
m|p−2Ψ1

m|
p
p−1dx

) p−1
p

.

Daí, aplicando [1, Lema 3], tem-se

(∫
Ω

||um|p−2um − |u0|p−2u0 − |Ψ1
m|p−2Ψ1

m|
p
p−1dx

) p−1
p

= om(1),

mostrando que de fato

I ′(Ψ1
m) = I ′(um)− I ′(u0) + om(1).

Além disso, observemos que por hipótese I ′(um) → 0 quando m → +∞ e como pelo

Lema 2.1, u0 solução da equação (2.1), temos também I ′(u0) = 0. Consequentemente,

I ′∗(Ψ
1
m) = I ′(Ψ1

m) + om(1) = I ′(um)− I ′(u0) + om(1) = om(1).

Suponha agora que a sequência Ψ1
m 9 0 em Hs

0(Ω) (caso contrário, o teorema estaria

provado). Queremos mostrar que existe uma sequência (y1
m) ⊂ RN tal que |y1

m| → +∞ e

Ψ1
m(x+ y1

m) ⇀ u1 em Hs
0(RN).

Inicialmente, observemos que

I∗(Ψ
1
m) ≥ α > 0. (2.25)

De fato, desde que 
I∗(Ψ

1
m) =

1

2
‖Ψ1

m‖2
Hs(RN ) −

1

p
|Ψ1

m|
p
Lp(RN )

,

Ψ1
m limitada em Hs(RN) e

I ′∗(Ψ
1
m) = om(1),

temos

I ′∗(Ψ
1
m)Ψ1

m = ‖Ψ1
m‖2

Hs(RN ) − |Ψ
1
m|

p
Lp(RN )

= om(1),
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ou seja,

|Ψ1
m|

p
Lp(RN )

= ‖Ψ1
m‖2

Hs(RN ) + om(1).

Logo,

I∗(Ψ
1
m) =

1

2
‖Ψ1

m‖2
Hs(RN ) −

1

p
|Ψ1

m|
p
Lp(RN )

=
1

2
‖Ψ1

m‖2
Hs(RN ) −

1

p
‖Ψ1

m‖2
Hs(RN ) + om(1)

=

(
1

2
− 1

p

)
‖Ψ1

m‖2
Hs(RN ) + om(1).

Uma vez que Ψ1
m 9 0 em Hs(RN), então existe C > 0 tal que para m suficientemente

grande

‖Ψ1
m‖2

Hs(RN ) ≥ C.

Dessa forma,

I ′∗(Ψ
1
m) ≥

(
1

2
− 1

p

)
C + om(1),

mostrando que para m suficientemente grande (2.25) de fato ocorre.

Agora, vamos decompor o RN em hipercubos unitários N-dimensionaisQi com vértices

tendo coordenadas inteiras e considere

dm = max
i
|Ψ1

m|Lp(Qi).

Mostraremos que existe γ > 0 tal que

dm ≥ γ > 0, ∀m ∈ N. (2.26)

De fato, desde que I ′∗(Ψ1
m)→ 0, temos

‖Ψ1
m‖2

Hs(RN ) = |Ψ1
m|

p
Lp(RN )

+ om(1)

e, portanto,

I∗(Ψ
1
m) =

(
1

2
− 1

p

)∫
RN
|Ψ1

m|pdx+ om(1);
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sendo assim, fazendo K =
2p

(p− 2)
, usando a decomposição mencionada anteriormente e

imersão contínua de Sobolev, obtemos

KI∗(Ψ
1
m) + om(1) =

∫
RN
|Ψ1

m|pdx =
∑
i

|Ψ1
m|

p
Lp(Qi)

≤
(

max
i
|Ψ1

m|
p−2
Lp(Qi)

)(∑
i

|Ψ1
m|2Lp(Qi)

)
≤ dp−2

m C
∑
i

∫
Qi

[|(−∆)s/2Ψ1
m|2 + λ|Ψ1

m|2]dx,

onde C > 0 independe de i. Assim,

KI∗(Ψ
1
m) + o(1) ≤ dp−2

m C‖Ψ1
m‖2

Hs(RN ) = dp−2
m CKI∗(Ψ

1
m).

Da última desigualdade e de (2.25) deduzimos (2.26).

Agora, denotemos y1
m o centro de um hipercuboQi em que |Ψ1

m|Lp(Qi) = dm. Queremos

mostrar que a sequência (y1
m) é ilimitada. Para isto, suponhamos por contradição, que

(y1
m)m é limitada. Assim, existe R > 0 tal que

∫
BR(0)

|Ψ1
m|pdx ≥

∫
Qi(y1

m)

|Ψ1
m|pdx = dpm > γp > 0. (2.27)

Por outro lado,

Ψ1
m ⇀ 0 em Hs(RN)

e daí, usando imersão compacta, obtemos

Ψ1
m → 0 em Lploc(R

N),

ou seja, ∫
BR(0)

|Ψ1
m|pdx→ 0 quando m→ +∞

o que é uma contradição por (2.27). Portanto, (y1
m)m não é limitada.

Consideremos a sequência (Ψ1
m(·+ y1

m)). Note que para cada m, usando mudança de
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variável temos

‖Ψ1
m(·+ y1

m)‖Hs(RN ) = ‖Ψ1
m‖Hs(RN ).

Dessa forma, a sequência (Ψ1
m(·+y1

m)) é limitada em Hs(RN). Logo, existe u1 ∈ Hs(RN),

tal que

Ψ1
m(·+ y1

m) ⇀ u1 em Hs(RN)

e

Ψ1
m(·+ y1

m)→ u1 em Lploc(R
N).

Afirmamos que u1 é uma solução não trivial de (2.2). Comecemos mostrando que

u1 6= 0. Para isto, consideremos Q̃ um hipercubo unitário centrado na origem, novamente

fazendo mudança de variável, temos

∫
Q̃

|Ψ1
m(y + y1

m)|pdy =

∫
Qi(y1

m)

|Ψ1
m|pdx.

Por outro lado, ∫
Qi(y1

m)

|Ψ1
m|pdx ≥ dpm ≥ γp > 0.

Supondo que u1 = 0, então ∫
Q̃

|Ψ1
m(y + y1

m)|pdy → 0

implicando em γ = 0, o que é absurdo. Portanto, u1 6= 0. Agora, iremos mostrar que u1 é

solução da equação (2.2). Notemos que, sendo Ψ1
m ∈ Hs

0(Ω) então ψ1
m(·+ y1

m) ∈ Hs
0(Ωm),

onde

Ωm =
{
x ∈ RN ;x+ y1

m ∈ Ω
}
.

Consideremos ϕ ∈ C∞0 (RN) com ‖ϕ‖Hs(RN ) ≤ 1, e portanto, desde que |y1
m| → +∞,

temos que existe m0 ∈ N tal que o suporte de ϕ está contido em Ωm para todo m ≥ m0.

Observemos também que

I∗(Ψ
1
m(·+ y1

m)) =
1

2
‖Ψ1

m(·+ y1
m)‖2

Hs(RN ) −
1

p
|Ψ1

m|
p
Lp(RN )

,
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e

I ′∗(Ψ
1
m(·+ y1

m))ϕ =

∫
RN

[(−∆)s/2Ψ1
m(·+ y1

m)(−∆)s/2ϕ+ λΨ1
m(·+ y1

m)ϕ]dx

−
∫
RN
|Ψ1

m(·+ y1
m)|p−2ψ1

m(·+ y1
m)ϕdx.

Assim, fazendo a mudança de variável z = x+ y1
m, temos

I ′∗(Ψ
1
m(·+ y1

m))ϕ =

∫
RN

[(−∆)s/2Ψ1
m(z)(−∆)s/2ϕ(z − y1

m) + λΨ1
m(z)ϕ(z − y1

m)]dz

−
∫
RN
|Ψ1

m(z)|p−2ψ1
m(z)ϕ(z − y1

m)dz,

ou seja,

I ′∗(Ψ
1
m(·+ y1

m))ϕ = I ′∗(Ψ
1
m)ϕ̃m, onde ϕ̃m = ϕ(· − y1

m).

Observemos que, para m suficientemente grande, o suporte de ϕ̃m está contido em Ω,

ou seja, existe m0 ∈ N tal que ϕ̃m ∈ Hs
0(Ω) para todo m ≥ m0. Logo, para cada

ϕ ∈ C∞0 (RN) com ‖ϕ‖Hs(RN ) ≤ 1, tem-se

‖ϕ̃m‖ = ‖ϕ(· − y1
m)‖Hs(RN ) = ‖ϕ‖Hs(RN ) ≤ 1.

Assim, desde que I ′∗(Ψ1
m) = om(1), concluimos que

I ′∗(Ψ
1
m(·+ y1

m))ϕ→ 0, ∀ϕ ∈ C∞0 (RN).

Por outro lado, pela convergência fraca e pelo Lema de Brezis-Lieb (ver Apêndice B,

Lema B.2), temos que para todo ϕ ∈ Hs(RN)

∫
RN

[(−∆)s/2Ψ(·+ y1
m)(−∆)s/2ϕ+λΨ1

m(·+ y1
m)ϕ]dx→

∫
RN

[(−∆)s/2u1(−∆)s/2 +λu1ϕ]dx

e ∫
RN
|Ψ1

m(·+ y1
m)|p−2Ψ1

m(·+ y1
m)ϕdx→

∫
RN
|u1|p−2u1ϕdx.
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Pela unicidade do limite, obtemos

∫
RN

[(−∆)s/2u1(−∆)s/2ϕ+ λu1ϕ]dx−
∫
RN
|u1|p−2u1ϕdx = 0, ∀ϕ ∈ C∞0 (RN)

e por densidade, concluimos que

∫
RN

[(−∆)s/2u1(−∆)s/2ϕ+ λu1ϕ]dx−
∫
RN
|u1|p−2u1ϕdx, ∀ϕ ∈ Hs(RN),

mostrando que u1 é solução da equação (2.2).

Vemos então que repetindo este procedimento, encontramos sequências da forma:

Ψj
m(x) = Ψj−1

m (x+ yj−1
m )− uj−1(x), j ≥ 2

e sequências de pontos (yjm) tais que |yjm| → +∞ quando m→ +∞ e

Ψj−1
m (x+ yj−1

m ) ⇀ uj−1(x) em Hs(RN), (2.28)

onde cada uj é solução da equação (2.2).

Agora, nosso objetivo será mostrar que

‖Ψj
m‖2

Hs(RN ) = ‖Ψj−1
m ‖2

Hs(RN ) − ‖u
j−1
m ‖2

Hs(RN ) + om(1)

= ‖um‖2
Hs

0(Ω) − ‖u0‖2
Hs

0(Ω) −
j−1∑
i−1

‖ui‖2
Hs(RN ) + om(1). (2.29)

e

I∗(Ψ
j
m) = I∗(Ψ

j−1
m )− I∗(uj−1) + om(1)

= I(um)− I(u0)−
j−1∑
i=1

I∗(u
i) + om(1). (2.30)

Para isto, usaremos indução matemática. Inicialmente observemos que para cada j ≥ 2,
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temos

‖Ψj
m‖2

Hs(RN ) = ‖Ψj−1
m (·+ y1

m)− uj−1‖2
Hs(RN )

= ‖Ψj−1
m (·+ y1

m)‖2
Hs(RN ) − 2 < Ψj−1

m (·+ yj−1
m ), uj−1 > +‖uj−1‖2

Hs(RN ).

Além disso, temos também que

‖Ψj
m(·+ y1

m)‖Hs(RN ) = ‖Ψj
m‖Hs(RN )

e de (2.28), obtemos

‖Ψj
m‖2

Hs(RN ) = ‖Ψj−1
m ‖2

Hs(RN ) − ‖u
j−1‖2

Hs(RN ) + om(1).

Disso, decorre que

I∗(Ψ
j
m) =

1

2
‖Ψj

m‖2
Hs(RN ) −

1

p
|Ψj

m|
p
Lp(RN )

=
1

2
‖Ψj−1

m ‖2
Hs(RN ) −

1

2
‖uj−1‖2

Hs(RN ) −
1

p
|Ψj−1

m (·+ yj−1
m )− uj−1|p

Lp(RN )
+ om(1),

e aplicando Brezis-Lieb, obtemos

I∗(Ψ
j
m) =

1

2
‖Ψj−1

m ‖2
Hs(RN ) −

1

2
‖uj−1‖2

Hs(RN ) −
1

p
|Ψj−1

m (·+ yj−1
m )|p

Lp(RN )

+
1

p
|Ψj−1

m |
p
Lp(RN )

+ om(1)

= I∗(Ψ
j−1
m )− I∗(uj−1) + om(1).

Para o caso em que j = 1, já vimos anteriormente que

‖Ψ1
m‖2

Hs(RN ) = ‖um‖2
Hs

0(Ω) − ‖u0‖2
Hs

0(Ω) + om(1)

e

I∗(Ψ
1
m) = I(um)− I(u0) + om(1).
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Supondo que vale para j − 1, então

‖Ψj
m‖2

Hs(RN ) = ‖Ψj−1
m ‖2

Hs(RN ) − ‖u
j−1‖2

Hs(RN ) + om(1)

= ‖um‖2
Hs

0(Ω) − ‖u0‖2
Hs

0(Ω) −
j−2∑
i=1

‖ui‖2
Hs(RN ) − ‖u

j−1‖2
Hs(RN ) + om(1)

= ‖un‖2
Hs

0(Ω) − ‖u0‖2
Hs

0(Ω) −
j−1∑
i=1

‖ui‖2
Hs(RN ) + om(1).

Da mesma forma, tem-se

I∗(Ψ
j
m) = I∗(Ψ

j−1
m )− I∗(uj−1)

= I(um)− I(u0)−
j−2∑
i=1

I∗(u
i)− I∗(uj−1) + om(1)

= I(um)− I(u0)−
j−1∑
i=1

I∗(u
i) + om(1).

Portanto, por indução fica provado que (2.29) e (2.30) de fato ocorre.

Para concluir a demonstração do lema, resta-nos apenas mostrar que existe um nú-

mero finito de procedimentos. Caminhando nesse sentido, observemos que para cada j,

uj é solução da equação (2.2). Logo, ‖uj‖2
Hs(Rn) = |uj|p

Lp(RN )
=: bj, e portanto,

∫
RN

∣∣∣∣uj
b

1
p

j

∣∣∣∣pdx = 1.

Sendo assim, segue da definição de Mλ que∥∥∥∥uj
b

1
p

j

∥∥∥∥2

Hs(RN )

≥Mλ

de onde deduzimos que

‖uj‖2
Hs(RN ) ≥M

p
p−2

λ . (2.31)
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De (2.29) e (2.31), obtemos

‖Ψj
m‖2

Hs(RN ) = ‖um‖2
Hs

0(Ω) − ‖u0‖2
Hs

0(Ω) −
j−1∑
i=1

‖ui‖2
Hs(RN ) + om(1)

≤ ‖um‖2
Hs

0(Ω) − ‖u0‖2
Hs

0(Ω) −
j−1∑
i=1

M
p
p−2

λ + om(1)

= ‖um‖2
Hs

0(Ω) − ‖u0‖2
Hs

0(Ω) − (j − 1)M
p
p−2

λ + om(1). (2.32)

Desde que (um) é limitada em Hs
0(Ω), então existe C > 0 tal que

‖um‖2
Hs

0(Ω) − ‖u0‖2
Hs

0(Ω) + om(1) ≤ C, ∀m ∈ N.

Assim, de (2.32), obtemos

0 ≤ ‖Ψj
m‖2

Hs(RN ) ≤ C − (j − 1)M
p
p−2

λ , ∀m ∈ RN .

Uma vez que existe que j ∈ N, tal que

C − (j − 1)M
p
p−2

λ ≤ 0,

segue que existe k ∈ N, tal que

lim sup
m→+∞

‖Ψk+1
m ‖2

Hs(RN ) = 0,

mostrando que

‖um‖2
Hs

0(Ω) → ‖u0‖2
Hs

0(Ω) +
k∑
i=1

‖ui‖2
Hs(RN ) quando m→ +∞.

Desde que ‖Ψk+1
m ‖2

Hs(RN ) = om(1), segue que I∗(Ψk+1
m ) = om(1), e assim

I(um)→ I(u0) +
k∑
i=1

I∗(u
i) quando m→ +∞.

Com isto finalizamos a demonstração do lema.
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A conclusão do Lema 2.2 nos permite dar algumas estimativas do nível de energia

onde a condição Palais-smale pode falhar. Mais precisamente, temos o seguinte resultado:

Corolário 2.1. Assuma que (um) é uma sequência que satisfaz as mesmas condições

do Lema 2.2 e que c <
(

1

2
− 1

p

)
M

p/(p−2)
λ . Então, (um) possui uma subsequência que

converge forte.

Demonstração: Desde que a sequência (um) satisfaz as mesmas condições do Lema 2.2,

então

I(um)→ c e I ′(um)→ 0.

Na demonstração do Lema 2.2, vimos que sob essas condições (um) é limitada em Hs
0(Ω)

e portanto, a menos de subsequência, existe u0 ∈ Hs
0(Ω), tal que

um ⇀ u0 em Hs
0(Ω).

Suponhamos, por contradição, que um 9 u0 em Hs
0(Ω). Segue do Lema 2.2 que existe

k ∈ N, tal que

‖um‖2
Hs

0(Ω) = ‖u0‖2
Hs

0(Ω) +
k∑
j=1

‖uj‖2
Hs(RN ) + om(1)

e

I(um) = I(u0) +
k∑
j=1

I∗(u
j) + om(1).

Vimos também, na demonstração do Lema 2.2 que

‖uj‖2
Hs(RN ) ≥M

p
p−2

λ ,

e desde que para cada j, uj é solução da equação (2.2), segue da desigualdade anterior

que

I∗(u
j) =

1

2
‖uj‖2

Hs(RN ) −
1

p
|uj|p

Lp(RN )
=

(
1

2
− 1

p

)
‖uj‖2

Hs(RN ) ≥
(

1

2
− 1

p

)
M

p
p−2

λ . (2.33)

Além disso, desde que u0 é solução de (2.1), temos também

I(u0) =
1

2
‖u0‖2

Hs
0(Ω) −

1

p
|u0|pLp(Ω) =

(
1

2
− 1

p

)
‖u0‖2

Hs
0(Ω) ≥ 0. (2.34)
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Logo, da unicidade do limite, (2.33) e (2.34), obtemos

c = I(u0) +
k∑
j=1

I∗(u
j) ≥

k∑
j=1

I∗(u
j) ≥

(
1

2
− 1

p

)
M

p
p−2

λ ,

contradizendo o fato de que c <
(

1

2
− 1

p

)
M

p
p−2

λ . Portanto, um → u0 em Hs
0(Ω) e isso

conclui a demostração do corolário.

Corolário 2.2. Seja P o cone de funções não negativas em Hs
0(Ω) e (um) ⊂ P satisfa-

zendo as hipóteses do Lema 2.2. Então se

(
1

2
− 1

p

)
M

p/(p−2)
λ < c < 2

(
1

2
− 1

p

)
M

p/(p−2)
λ ,

(um) possui uma subsequência que converge forte.

Demonstração: Desde que (um) satisfaz as condições do Lema 2.2, então (um) é limitada

em Hs
0(Ω) e portanto, existe u0 ∈ Hs

0(Ω) tal que

um ⇀ u0 em Hs
0(Ω).

Suponhamos por contradição que um 9 u0 em Hs
0(Ω). Então, segue do Lema 2.2 que

existe k ≥ 1 tal que

‖um‖2
Hs

0(Ω) = ‖u0‖2
Hs

0(Ω) +
k∑
j=1

‖uj‖2
Hs(RN ) + om(1)

e

I(um) = I(u0) +
k∑
j=1

I∗(u
j) + om(1).

De forma análoga ao que fizemos na demonstração do Corolário 2.1, mostra-se que

I(um) = I(u0) +
k∑
j=1

I∗(u
j) + om(1) ≥ k

(
1

2
− 1

p

)
M

p
p−2

λ + om(1).
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Logo, para k ≥ 2, temos

I(um)→ c ≥ k

(
1

2
− 1

p

)
M

p
p−2

λ ≥ 2

(
1

2
− 1

p

)
M

p
p−2

λ ,

contadizendo a hipótese sobre o nível c. Portanto, k não pode ser maior do que 1.

Por outro lado, combinando a Proposição 2.1, Observação 2.2 e Observação 2.3, a

solução de energia mínima de (2.2) é da forma u1 = M
1/(p−2)
λ ũ, onde ũ é um minimizador

de (2.5). Disso decorre que

I∗(u
1) =

(
1

2
− 1

p

)
M

p
p−2

λ .

Assim,

I(um) = I(u0) + I∗(u
1) + om(1) = I(u0) +

(
1

2
− 1

p

)
M

p
p−2

λ + om(1).

Se u0 = 0, então

I(um) =

(
1

2
− 1

p

)
M

p
p−2

λ + om(1),

contradizendo a hipótese sobre o nível c. Portanto, u0 6= 0 e assim, devemos ter

I(u0) ≥
(

1

2
− 1

p

)
M

p
p−2

λ .

Daí,

I(um) = I(u0) +

(
1

2
− 1

p

)
M

p
p−2

λ + om(1)

≥
(

1

2
− 1

p

)
M

p
p−2

λ +

(
1

2
− 1

p

)
M

p
p−2

λ + om(1)

= 2

(
1

2
− 1

p

)
M

p
p−2

λ + om(1),

contradizendo novamente a hipótese sobre o nível c e portanto, não podemos ter k = 1.

Assim, podemos concluir que um → u0 em Hs
0(Ω). Além disso, veja que pela escolha do

nível c, tem-se que u0 6= 0.
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Daqui em diante, consideraremos o funcional f̂ : Hs
0(Ω)→ R dado por

f̂(u) =

∫
Ω

[|(−∆)s/2u|2 + λu2]dx

ou equivalentemente,

f̂(u) = ‖u‖2
Hs

0(Ω).

Consideremos também a variedade V ⊂ Hs
0(Ω), dada por

V =

{
u ∈ Hs

0(Ω);

∫
Ω

|u|pdx = 1

}
.

Lema 2.3. Seja (un) ⊂ V uma sequência satisfazendo

f̂(un)→ c e f̂ ′|V(un)→ 0.

Então, a sequência (vn) ⊂ Hs
0(Ω), onde vn = c

1
p−2un, verifica os seguintes limites:

I(vn)→
(

1

2
− 1

p

)
c

p
p−2 e I ′(vn)→ 0.

Demonstração: Pela definição do funcional I, temos

I(vn) =
1

2

∫
Ω

[|(−∆)s/2vn|2 + λv2
n]dx− 1

p

∫
Ω

|vn|pdx

que juntamente com a definição de vn, nos dá

I(vn) =
1

2
c

2
p−2

∫
Ω

[|(−∆)s/2un|2dx+ λu2
n]dx− 1

p
c

p
p−2

∫
Ω

|un|pdx

=
1

2
c

2
p−2 f̂(un)− 1

p
c

p
p−2

=
1

2
c

p
p−2 − 1

p
c

p
p−2 + on(1)

=

(
1

2
− 1

p

)
c

p
p−2 + on(1).

Daí, concluimos que

I(vn)→
(

1

2
− 1

p

)
c

p
p−2 .
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Além disso, temos também

‖f̂ ′(u)‖∗ = min
λ∈R
‖f̂ ′(u)− λJ ′(u)‖(Hs

0(Ω))′ ,

onde ‖ · ‖∗ é a norma da derivada da restrição de f̂ a V em u e

J(u) =

∫
Ω

|u|pdx.

O funcional J é de classe C1 e

J ′(u)ϕ =

∫
Ω

|u|p−2uϕdx.

Agora, para cada n ∈ N, consideremos λn ∈ R, tal que

‖f̂ ′(un)‖∗ = ‖f̂ ′(un)− λnJ ′(un)‖(Hs
0(Ω))′ .

Para todo ϕ ∈ Hs
0(Ω) com ‖ϕ‖Hs

0(Ω) ≤ 1, temos

|I ′(vn)ϕ| =

∣∣∣∣ ∫
Ω

[(−∆)s/2vn(−∆)s/2ϕ+ λvnϕ]dx−
∫

Ω

|vn|p−2vnϕdx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣c 1
p−2

∫
Ω

[(−∆)s/2un(−∆)s/2ϕ+ λunϕ]dx− c
p−1
p−2

∫
Ω

|un|p−2unϕdx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣c 1
p−2

1

2

(
2

∫
Ω

[(−∆)s/2un(−∆)s/2ϕ+ λunϕ]dx

)
− c

p−1
p−2

1

p

(
p

∫
Ω

|un|p−2unϕdx

)∣∣∣∣.
Desde que

f̂ ′(un)ϕ = 2

∫
Ω

[(−∆)s/2un(−∆)s/2ϕ+ λunϕ]dx

e

J ′(un)ϕ = p

∫
Ω

|un|p−2unϕdx,

segue que

|I ′(vn)ϕ| =

∣∣∣∣c 1
p−2

1

2
f̂ ′(un)ϕ− c

p−1
p−2

1

p
J ′(un)ϕ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣c 1
p−2

1

2
f̂ ′(un)ϕ− c

1
p−2

1

2
λnJ

′(un)ϕ+ c
1
p−2

1

2
λnJ

′(un)ϕ− c
p−1
p−2

1

p
J ′(un)ϕ

∣∣∣∣.
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Pela desigualdade triangular, segue-se que

|I ′(vn)ϕ|

≤ c
1
p−2

1

2

∣∣∣∣f̂ ′(un)ϕ− λnJ ′(un)ϕ

∣∣∣∣+

∣∣∣∣c 1
p−2

1

2
λn − c

p−1
p−2

1

p

∣∣∣∣|J ′(un)ϕ|

≤ c
1
p−2

1

2
‖f̂ ′(un)− λnJ ′(un)‖(Hs

0(Ω))′‖ϕ‖Hs
0(Ω) +

∣∣∣∣c 1
p−2

1

2
λn − c

p−1
p−2

1

p

∣∣∣∣‖J ′(un)‖(Hs
0(Ω))′‖ϕ‖Hs

0(Ω).

Como ‖ϕ‖Hs
0(Ω) ≤ 1 e ‖f̂ ′(un)− λnJ ′(un)‖(Hs

0(Ω))′ = ‖f̂ ′(un)‖∗, segue que

|I ′(vn)ϕ| ≤ c
1
p−2

1

2
‖f̂ ′(un)‖∗ +

∣∣∣∣c 1
p−2

1

2
λn − c

p−1
p−2

1

p

∣∣∣∣‖J ′(un)‖(Hs
0(Ω))′

= on(1) +

∣∣∣∣c 1
p−2

1

2
λn − c

p−1
p−2

1

p

∣∣∣∣‖J ′(un)‖(Hs
0(Ω))′

e, portanto,

‖I ′(vn)‖(Hs
0(Ω))′ ≤ on(1) +

∣∣∣∣c 1
p−2

1

2
λn − c

p−1
p−2

1

p

∣∣∣∣‖J ′(un)‖(Hs
0(Ω))′ . (2.35)

Para concluir a demonstração, basta mostrarmos que

‖J ′(un)‖(Hs
0(Ω))′ ≤ pC, ∀n ∈ N (2.36)

e ∣∣∣∣c 1
p−2

1

2
λn − c

p−1
p−2

1

p

∣∣∣∣→ 0. (2.37)

Temos que (2.36) de fato ocorre, pois para cada ϕ ∈ Hs
0(Ω) com ‖ϕ‖Hs

0(Ω) ≤ 1,

obtemos

|J ′(un)ϕ| =
∣∣∣∣p ∫

Ω

|un|p−2unϕdx

∣∣∣∣ ≤ p

∫
Ω

|un|p−2|un||ϕ|dx = p

∫
Ω

|un|p−1|ϕ|dx.

Usando a desigualdade de Hölder com expoentes p/(p− 1) e p, obtemos

|J ′(un)ϕ| ≤ p

(∫
Ω

|un|pdx
) p−1

p
(∫

Ω

|ϕ|pdx
) 1

p

.

164



Recordando que (un) ⊂ V , segue que

|J ′(un)ϕ| ≤ 2∗s

(∫
Ω

|un|pdx
) p−1

p
(∫

Ω

|ϕ|pdx
) 1

p

≤ p|ϕ|p ≤ C‖ϕ‖Hs
0(Ω) ≤ pC

e, portanto,

‖J ′(un)‖(Hs
0(Ω))′ ≤ pC, ∀n ∈ N.

Notemos agora que

‖f̂ ′(un)‖∗ → 0⇐⇒ ‖f̂ ′(un)− λnJ ′(un)‖(Hs
0(Ω))′ → 0.

Desde que (un) é limitada em Hs
0(Ω) e que

|f̂ ′(un)un − λnJ ′(un)un| ≤ ‖f̂ ′(un)− λnJ ′(un)‖(Hs
0(Ω))′‖un‖Hs

0(Ω)

resulta que

|f̂ ′(un)un − λnJ ′(un)un| → 0

e daí, decorre que∣∣∣∣2 ∫
Ω

[|(−∆)s/2un|2dx+ λu2
n]dx− λnp

∫
Ω

|un|pdx
∣∣∣∣→ 0.

Assim,

|2f̂(un)− λnp| → 0⇒ 2f̂(un)− λnp = on(1)⇒ λn =
2

p
f̂(un) + on(1),

de onde concluimos que

λn =
2

p
c+ on(1).

Portanto,∣∣∣∣c 1
p−2

1

2
λn − c

p−1
p−2

1

p

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣c 1
p−2

1

2

2

p
c− c

p−1
p−2

1

p
+ on(1)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣c p−1
p−2

1

p
− c

p−1
p−2

1

p
+ on(1)

∣∣∣∣ = on(1),
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mostrando que (2.37) de fato ocorre. De (2.35), (2.36) e (2.37) segue que

‖I ′(vn)‖(Hs
0(Ω))′ → 0,

e isto conclui a prova do lema.

Corolário 2.3. Suponha que existe (un) ⊂ V ∩ P e c ∈ (Mλ, 2
p−2
p Mλ) tais que

f̂(un)→ c e f̂ ′|V(un)→ 0.

Então, a menos de subsequência, un → u em Hs
0(Ω).

Demonstração: Vimos no Lema 2.3 que a sequência (un) ⊂ Hs
0(Ω), dada por vn =

c
1
p−2un é Palais-Smale de nível

(
1

2
− 1

p

)
c

p
p−2 para o funcional I.

Uma vez que c ∈ (Mλ, 2
p−2
p Mλ), temos

(
1

2
− 1

p

)
c

p
p−2 ∈

((
1

2
− 1

p

)
M

p
p−2

λ , 2

(
1

2
− 1

p

)
M

p
p−2

λ

)

e do Corolário 2.2 segue que, a menos de subsequência, vn → v emHs
0(Ω). Assim, fazendo

u = c
1
p−2v, temos

c
1
p−2‖un − u‖Hs

0(Ω) = ‖c
1
p−2un − c

1
p−2u‖Hs

0(Ω) = ‖vn − v‖Hs
0(Ω) → 0.

Portanto, un → u em Hs
0(Ω).

Consideremos o operador Φσ : RN → Hs(RN) definido por

Φσ(y) = wσy (x) =
vσy (x)

|vσy |Lp(RN )

,

onde

vσy (x) = ζ(x)ū(x− y) = ζ̃

(
|x|
σ

)
ū(x− y)

ζ, ζ̃ e ū sendo escolhidos como na prova do Teorema 2.3.

Observação 2.4. Uma vez que Φσ e vσy se anulam fora de Ω, podemos olhar para estas
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funções como elementos de Hs
0(Ω) e Lp(Ω). Além disso, temos também que

‖Φσ‖Hs
0(Ω) = ‖Φσ‖Hs(RN ), |Φσ|Lp(Ω) = |Φσ|Lp(RN ), ‖vσy ‖Hs

0(Ω) = ‖vσy ‖Hs(RN ) e |vσy |Lp(Ω) =

|vσy |Lp(RN ).

Lema 2.4. As seguintes afirmações são verdadeiras:

(i) Φσ(y) é contínuo em y para qualquer σ;

(ii) Φσ(y)→ ū(· − y) em Hs
0(RN) uniformemente em y, quando σ → 0;

(iii) ‖Φσ(y)‖Hs(RN ) →Mλ quando |y| → +∞ uniformemente, para qualquer σ.

Demonstração: (i) É imediato, pois Φσ(·) é composição de funções contínuas.

Para provarmos (i) e (ii), antes devemos mostrar que:

|vσy |Lp(RN ) → 1 uniformemente em y quando σ → 0 (2.38)

e

‖vσy ‖2
Hs(RN ) → ‖ū‖

2
Hs(RN ) = Mλ uniformemente em y quando σ → 0. (2.39)

Iniciaremos provando (2.38). Pela definição de ζ, temos

|vσy − ū(x− y)|Lp(RN ) =

(∫
RN

∣∣∣∣ζ̃( |x|σ
)
ū(x− y)− ū(x− y)

∣∣∣∣pdx) 1
p

e, além disso, pela definição de ζ̃

ζ̃

(
|x|
σ

)
= 1 para |x| ≥ 2σ

logo,

|vσy − ū(x− y)|Lp(RN ) =

(∫
B2σ(0)

∣∣∣∣(ζ̃( |x|σ − 1

)
ū(x− y)

∣∣∣∣pdx) 1
p
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Agora, usando o fato que ζ̃ é limitada, deduzimos

|vσy − ū(x− y)|Lp(RN ) ≤ K1

(∫
B2σ(0)

|ū(x− y)|pdx
) 1

p

,

e desde que ū radialmente simétrica com relação a origem e decresce com o aumento do

raio, resulta que

|vσy − ū(x− y)|Lp(RN ) ≤ K1

(∫
B2σ(0)

|ū(0)|pdx
) 1

p

= K1ū(0)p|B2σ(0)|
1
p . (2.40)

Passando ao limite de σ → 0 em (2.40), obtemos

|vσy − ū(x− y)|Lp(RN ) → 0 uniformemente em y,

mostrando que (2.38) de fato ocorre.

Agora, nosso objetivo é mostrar (2.39). Para isto, observemos que

‖vσy − ū(x− y)‖2
Hs(RN ) =

∫
RN

[|(−∆)s/2(ζ(x)ū(x− y)− ū(x− y))|2

+ λ|ζ(x)ū(x− y)− ū(x− y)|2]dx

=

∫
RN

[∣∣∣∣(−∆)s/2
((

ζ̃

(
x

σ

)
− 1

)
ū(x− y)

)∣∣∣∣2
+ λ

∣∣∣∣(ζ̃(xσ
)
− 1

)
ū(x− y)

∣∣∣∣2]dx.
De modo inteiramente análogo ao que fizemos para mostrar (2.38), mostra-se que

λ

∫
RN

∣∣∣∣(ζ̃(xσ
)
− 1

)
ū(x− y)

∣∣∣∣2dx ≤ λK2
1 ū(0)2|B2σ(0)| = K2σ

N . (2.41)

Sendo assim, para concluir a prova de (2.39), resta-nos mostrar que a convergência

abaixo é verdadeira:

∫
RN

∣∣∣∣(−∆)s/2
((

ζ̃

(
x

σ

)
− 1

)
ū(x− y)

)∣∣∣∣2dx = oσ(1). (2.42)

Para tanto, seguiremos as ideias encontradas em [59, Lema 2.12]. Consideremos a função
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K : RN \ {0} → (0,+∞), dada por

K(x) =
1

|x|N+2s

satisfazendo a propriedade que

mK ∈ L1(RN), onde m(x) = min{|x|2, 1}. (2.43)

Além disso, aqui usaremos a seguinte notação:

ζσ(x) = ζ̃

(
|x|
σ

)
;

dessa forma, pela definição de ζ̃, teremos

0 ≤ ζσ(x) ≤ 1, ∀x ∈ RN , (2.44)

ζσ(x) = 0, ∀x ∈ Bσ(0) (2.45)

e

ζσ(x) = 1, ∀x ∈ Bc
2σ(0). (2.46)

Observemos que para mostrar (2.42) é suficiente provar que

∫
R2N

|ζσ(x)ū(x− y)− ū(x− y)− ζσ(z)ū(z − y) + ū(z − y)|2K(x− z)dxdz.

No entanto, temos

|ζσ(x)ū(x− y)− ū(x− y)− ζσ(z)ū(z − y) + ū(z − y)|2

= |(ζσ(x)− 1)(ū(x− y)− ū(z − y))− (ζσ(z)− ζσ(x))ū(z − y)|2;
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assim,∫
R2N

|ζσ(x)ū(x− y)− ū(x− y)− ζσ(z)ū(z − y) + ū(z − y)|2K(x− z)dxdz

≤ 4

∫
R2N

|ζσ(x)− 1|2|ū(x− y)− ū(z − y)|2K(x− z)dxdz

+ 4

∫
R2N

|ζσ(x)− ζσ(z)|2|ū(z − y)|2K(x− z)dxdz.

(2.47)

Desde que ū ∈ Hs(RN) e (2.44) vale, então

|ζσ(x)− 1|2|ū(x− y)− ū(z − y)|2K(x− z) ≤ 4|ū(x− y)− ū(z − y)|2 ∈ L1(RN × RN)

enquanto, pela definição de ζσ, deduzimos

|ζσ(x)− 1|2|ū(x− y)− ū(z − y)|2K(x− z)→ 0 q.t.p em RN × RN

quando σ → 0. Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, obtemos

∫
R2N

|ζσ(x)− 1|2|ū(x− y)− ū(z − y)|2K(x− z)dxdz → 0, quando σ → 0. (2.48)

Por outro lado, pela definição de ζ̃ e por (2.44), encontramos

|ζσ(x)− ζσ(z)|2|ū(z − y)|2K(x− z) ≤ 4|ζσ|2∞min{|x− z|2, 1}|ū(z − y)|2K(x− z)

≤ 4(C + 1)m(x− z)|ū(z − y)|2K(x− z), (2.49)

onde m é a função definida em (2.43). Assim, por mudança de variável, por (2.43) e pelo

fato de ū ∈ Hs(RN),

∫
R2N

m(x− z)K(x− z)|ū(z − y)|2dxdz ≤
∫
RN
m(w)K(w)dw

∫
RN
|ū(z − y)|2dz <∞

uma vez que a aplicação

RN × RN 3 (x, z) 7−→ m(x− z)K(x− z)|ū(z − y)|2 (2.50)
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pertence a L1(RN × RN). Logo, disso, (2.49) e o fato que

|ζσ(x)− ζσ(z)|2|ū(z − y)|2K(x− z)→ 0 q.t.p em RN × RN

quando σ → 0 e novamente, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,

obtemos

∫
R2N

|ζσ(x)− ζσ(z)|2|ū(z − y)|2K(x− z)dxdz → 0 (2.51)

quando σ → 0. Por (2.47), (2.48) e (2.51), concluimos que (2.42) de fato ocorre.

Portanto, passando ao limite de σ → 0 em (2.41) e (2.42), segue que independente-

mente de y

‖vσy − ū(x− y)‖2
Hs(RN ) → 0,

ou seja, quando σ → 0

‖vσy ‖2
Hs(RN ) → ‖ū(x− y)‖2

Hs(RN ) = ‖ū‖2
Hs(RN ) = Mλ

uniformemente em y, mostrando que (2.39) de fato ocorre.

Agora, observe que de (2.38) e (2.39), extraimos que

Φσ(y) =
vσy

|vσy |Lp(RN )

→ ū(· − y) em Hs(RN)

uniformemente em y, quando σ → 0. Com isto, fica provado o ítem (ii).

Para mostrarmos (iii), observemos que para cada σ fixado, considerando uma sequên-

cia arbitrária (yn) ⊂ RN tal que |yn| → +∞, e argumentando da mesma forma que

fizemos na demonstração do Teorema 2.3, mostra-se que

|vσy − ū(x− yn)|Lp(RN ) → 0 e ‖vσy − ū(x− yn)‖2
Hs(RN ) → 0
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quando |yn| → +∞. Desde que (yn) é uma sequência arbitrária, para cada σ temos

‖Φσ(y)‖2
Hs(RN ) =

∥∥∥∥ vσy
|vσy |Lp(RN )

∥∥∥∥2

Hs(RN )

→
‖ū(x− y)‖2

Hs(RN )

|ū(x− y)|Lp(RN )

=
‖ū‖2

Hs(RN )

|ū|2
Lp(RN )

= Mλ

quando |y| → +∞. Com isto, mostramos (iii) e finalizamos a prova do lema.

Corolário 2.4. Existe σ̄ ≡ σ̄(λ) tal que, para todo σ ≤ σ̄

sup
y∈RN

‖Φσ(y)‖2
Hs(RN ) < 2(p−2)/pMλ.

Demonstração: Inicialmente, observemos que sendo p > 2 então 2
p−2
p > 1, de onde

deduzimos que

Mλ < 2
p−2
p Mλ.

Pelo ítem (ii) do Lema 2.4, temos

‖Φσ(y)‖2
Hs(RN ) →Mλ uniformemente em y, quando σ → 0.

Pela definição de limite, dado 0 < ε < 2
p−2
p Mλ −Mλ, existe σ̄ = σ̄(λ), tal que

‖Φσ(y)‖2
Hs(RN ) ≤Mλ + ε, ∀σ ≤ σ̄ e y ∈ RN .

Portanto,

sup
y∈RN

‖Φσ(y)‖2
Hs(RN ) < Mλ + ε < Mλ + 2

p−2
p Mλ −Mλ < 2

p−2
p Mλ

como queríamos provar.

2.3 Lemas técnicos

Nesta seção, estabeleceremos alguns lemas técnicos. Tais lemas serão de suma impor-

tância na demonstração do Teorema 2.1 que faremos na próxima seção.

No que segue, fixamos Ω de tal maneira que σ < σ̄, onde σ é o menor número positivo
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tal que

RN \ Ω ⊂ Bσ(0).

Definamos a função β : Hs(RN)→ RN da seguinte forma

β(u) =

∫
RN
|u(x)|2χ(|x|)xdx,

onde χ ∈ C(R+,R) é uma função não crescente tal que

χ(t) =

 1, se 0 < t ≤ R,
R

t
, se t > R,

onde R ∈ R+ satisfaz RN \Ω ⊂ BR(0). Cosideremos também o subespaço de Hs
0(Ω) dado

por

β0 ≡ {u ∈ V ; β(u) = 0} .

Lema 2.5. Seja c0 = inf
u∈β0

‖u‖2
Hs

0(Ω). Então

c0 > Mλ. (2.52)

Demonstração: Desde que c0 = inf
u∈β0

‖u‖2
Hs

0(Ω), µλ = inf
u∈V
‖u‖2

Hs
0(Ω) e por definição β0 ⊂ V ,

então claramente

µλ ≤ c0.

Entretanto, no início da demonstração do Teorema 2.3, vimos que Mλ ≤ µλ. Disso,

resulta que

Mλ ≤ c0. (2.53)

Nosso objetivo é mostrar que a igualdade em (2.53) não pode ocorrer. Porquê supondo

provado isto, necessariamente teremos c0 > Mλ e o lema estará provado. Caminhando

nesse sentido, suponhamos por contradição, que c0 = Mλ. Então, existe uma vn ⊂ V , tal

que

|vn|Lp(Ω) = 1 ∀n ∈ N, β(vn) = 0, ∀n ∈ N
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e

‖vn‖2
Hs

0(Ω) →Mλ quando n→ +∞.

Assim, usando o Princípio Variacional de Ekeland (veja Apêndice B, Proposição B.1),

existe uma sequência (ṽn), tal que

Mλ ≤ G(ṽn) ≤ G(vn) +
1

n
; (2.54)

‖ṽn − vn‖Hs
0(Ω) ≤

1√
n

; (2.55)

G(ṽn) ≤ G(u) +
1√
n
‖ṽn − u‖Hs

0(Ω), ∀u ∈ V , (2.56)

onde G é um funcional em Hs
0(Ω) definido por G(u) = ‖u‖2

Hs
0(Ω).

Para cada n ∈ N, seja αn(t) = ṽn + tw um caminho diferenciável em V . Assim, de

(2.56), vem que

G(ṽn) ≤ G(αn(t)) +
1√
n
‖ṽn−αn(t)‖Hs

0(Ω) ⇒ −
1√
n
‖ṽn−αn(t)‖Hs

0(Ω) ≤ G(αn(t))−G(ṽn).

Uma vez que αn(t) = ṽn + tw, segue que

− 1√
n
‖w‖Hs

0(Ω) ≤
G(ṽn + tw)−G(ṽn)

t

e passando ao limite de t→ 0, obtemos

− 1√
n
‖w‖Hs

0(Ω) ≤ G′(ṽn)w.

Note que na desigualdade acima podemos trocar w por −w. Dessa forma, encontramos

G′(ṽn)w ≤ 1√
n
‖w‖Hs

0(Ω)
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o que implica em

|G′(ṽn)w| ≤ 1√
n
.

Considerando a norma do espaço (Hs
0(Ω))′ definida na demonstração do Lema 2.3, temos

‖G′(ṽn)‖∗ ≤
1√
n
. (2.57)

Sendo assim, de (2.54) e (2.57), resulta que

G(ṽn)→Mλ e ‖G′(ṽn)‖∗ → 0 quando n→ +∞.

Seja f : Hs
0(Ω)→ R o funcional definido por

f(u) =
1

2

∫
Ω

[|(−∆)s/2u|2 + λ|u|2]dx− 1

p

∫
Ω

|u|pdx

e consideremos a sequência ũn = M
1
p−2

λ ṽn. Usando os mesmos argumentos utilizados na

prova do Lema 2.3, mostra-se que

f ′(ũn) = on(1) em (Hs
0(Ω))′.

Além disso, usando a definição de ũn e a convergência anterior, temos também

f(ũn) =
1

2

∫
Ω

[|(−∆)s/2ũn|2 + λ|ũn|2]dx− 1

p

∫
Ω

|ũn|pdx =

(
1

2
− 1

p

)
M

p
p−2

λ + on(1).(2.58)

Denotando por (un) a sequência (ũn), segue do Lema 2.2 que

‖un‖2
Hs

0(Ω) → ‖u0‖2
Hs

0(Ω) +
k∑
j=1

‖uj‖2
Hs(RN )

e

f(un)→ f(u0) +
k∑
j=1

f∗(u
j),
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onde f∗ : Hs(RN)→ R é o funcional definido por

f∗(u) =
1

2

∫
RN

[|(−∆)s/2u|2 + λ|u|2]dx− 1

p

∫
RN
|u|pdx.

Consequentemente,

f(un)→ f(u0) +
k∑
j=1

f∗(u
j) ≥ f(u0) + k

(
1

2
− 1

p

)
M

p
p−2

λ .

Desde que f(u0) ≥ 0, então k não pode ser maior do que 1, pois se fosse esse o caso,

teriamos

f(un)→ f(u0) + f∗(u
1) ≥ f(u0) +

(
1

2
− 1

p

)
M

p
p−2

λ

e então,

f(un) 6=
(

1

2
− 1

p

)
M

p
p−2

λ + on(1),

contradizendo (2.58). Logo, devemos ter k = 0 ou k = 1. Se k = 0, então

‖un‖2
Hs

0(Ω) → ‖u0‖2
Hs

0(Ω).

Além disso, uma vez que un ⇀ u0 em Hs
0(Ω), resulta que

un → u0 em Hs
0(Ω).

Porém isto contradiz o fato de que Mλ não é atingido na variedade V , pois teríamos

‖u0‖2
Hs

0(Ω) = M
p
p−2

λ .

Logo, k 6= 0. Para k = 1, devemos fazer u0 = 0, pois caso contrário, não teríamos

f(un) =

(
1

2
− 1

p

)
M

p
p−2

λ + on(1),

o que novamente contraria (2.58). Portanto, temos

‖un‖2
Hs

0(Ω) → ‖u1‖2
Hs(RN ) e f∗(u

1) =

(
1

2
− 1

p

)
M

p
p−2

λ ,
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onde na última igualdade usamos o fato de que u1 deve ser solução ground state para o

problema (2.2) juntamente com a unicidade.

Desde que un ⇀ u0 = 0, fazendo Ψ1
n(x+ y1

n) = un(x+ y1
n) onde (y1

n) é uma sequência

tal que |y1
n| → +∞, obtemos

Ψ1
n(x+ y1

n) = un(x+ y1
n) ⇀ u1(x).

Além do mais, usando mudança de variável, mostra-se que

‖Ψ1
n(x+ y1

n)‖2
Hs(RN ) = ‖un(x+ y1

n)‖2
Hs(RN ) = ‖un‖2

Hs(RN ) = ‖un‖2
Hs

0(Ω) → ‖u1‖2
Hs(RN )

de onde concluimos que

un(x+ y1
n)→ u1 em Hs(RN).

Denotando u1 = u, y1
n = yn e wn(x+ y1

n) = un(x+ y1
n)− u1(x), obtemos

wn(x) = un(x)− u(x− yn), ∀x ∈ RN .

Observando que

‖wn‖2
Hs(RN ) = ‖wn(x+ yn)‖2

Hs(RN ) = ‖un(x+ yn)− u‖2
Hs(RN ),

da convergência forte de un(x+ yn), deduzimos que

wn → 0 em Hs(RN).

Agora, consideremos os seguintes conjuntos:

(RN)+
n =

{
x ∈ RN ;< x, yn >RN> 0

}
e (RN)−n = RN \ (RN)+

n .

Desde que |yn| → +∞ quando n → +∞, queremos mostrar que para n suficientemente
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grande, existe uma bola Br̃(yn) =
{
x ∈ RN ; |x− yn| < r̃

}
⊂ (RN)+

n , tal que

u(x− yn) ≥ 1

2
u(0) > 0, ∀x ∈ Br̃(yn)

e

u(x− yn) ≤
K|u|Lp(RN )

|x− yn|
N
p

, ∀x ∈ (RN)−n ,

onde K é uma constante positiva.

Inicialmente, observemos que u(0) é o máximo valor de u no RN e que
1

2
u(0) > 0.

Além disso, uma vez que u é radialmente simétrica e u(z) decresce com o crescimento de

|z| (veja Proposição 2.1) de tal modo que

u(z)→ 0 quando |z| → +∞

então, pelo Teorema do Valor Intermediário, existe r̃ > 0 tal que

u(z) =
1

2
u(0) > 0, ∀z ∈ RN , com |z| = r̃.

Fazendo z = x− yn, vem que

u(x− yn) ≥ 1

2
u(0) > 0, ∀x ∈ RN com |x− yn| = r̃,

consequêntemente,

u(x− yn) ≥ 1

2
u(0) > 0, ∀x ∈ Br̃(yn).

Desde que

|x− yn|2 = |x|2 − 2 < x, yn >RN +|yn|2.

Fixando r̃, temos

< x, yn >RN=
|x|2 − |x− yn|2 + |yn|2

2
>
|x|2 − r̃2 + |yn|2

2
≥ |yn| − r̃

2

2
,
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e sendo (yn) uma sequência tal que |yn| → +∞ quando n→ +∞, existe n0 ∈ N tal que

|yn|2 > r̃2, ∀n ≥ n0,

de onde segue que

< x, yn >RN> 0, ∀n ≥ n0.

Com isto, mostramos que para n suficientemente grande Br̃(yn) ⊂ (RN)+
n . Agora, devido

a um resultado de V. Ambrosio em [6, Lema 1], temos

u(x) ≤
(

N

ωN−1

) 1
p

|x|−
N
p |u|Lp(RN ), ∀x ∈ RN \ {0}.

Em particular, vale

u(x− yn) ≤
K|u|Lp(RN )

|x− yn|
N
p

, ∀x ∈ (RN)−n , (2.59)

onde K =

(
N

ωN−1

) 1
p

e ωN−1 é a medida de Lebesgue da esfera unitária em RN .

Portanto, temos

〈β(u(x− yn)), yn〉RN

=

∫
RN
|u(x− yn)|2χ(|x|) < x, yn >RN dx

=

∫
(RN )+

n

|u(x− yn)|2χ(|x|) < x, yn >RN dx+

∫
(RN )−n

|u(x− yn)|2χ(|x|) < x, yn >RN dx.

(2.60)

Desde que

|u(x− yn)|2, χ(|x|), < x, yn >RN> 0, ∀x ∈ (RN)+
n

e

Br̃(yn) ⊂ (RN)+
n ,

obtemos

∫
(RN )+

n

|u(x− yn)|2χ(|x|) < x, yn > dx ≥
∫
Br̃(yn)

|u(x− yn)|2χ(|x|) < x, yn > dx. (2.61)
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Como

u(x− yn) ≥ u(0)

2
, ∀x ∈ Br̃(yn)

e

< x, yn >RN= |x||yn| cos θ,

onde θ é o angulo entre x e yn, segue que

∫
Br̃(yn)

|u(x− yn)|2χ(|x|) < x, yn >RN dx ≥
∫
Br̃(yn)

|u(0)|2

4
χ(|x|)|x||yn| cos θdx. (2.62)

Observando que para todo x ∈ Br̃(yn), vale

|yn| = |yn − x+ x| ≤ |yn − x|+ |x| ≤ r̃ + |x|

então

|x| > R, quando |yn| → +∞.

Dessa forma, usando a definição de χ, temos para n suficientemente grande que

χ(|x|)|x| = R

|x|
|x| = R,

consequentemente

∫
Br̃(yn)

|u(0)|2

4
χ(|x|)|x||yn| cos θdx ≥

∫
Br̃(yn)

|u(0)|2

4
R|yn| cos θdx. (2.63)

Para cada n ∈ N, afirmamos que o maior ângulo entre x e yn é dado pela seguinte relação

θmax = arctg

(
r̃

|yn|

)
. (2.64)

De fato, desde que θmax é o maior ângulo entre x e yn, sendo que yn é fixo, pois é o centro

da bola, então para obter o θmax o vetor x que varia na bola tem que ser tangente a bola

de raio r̃. Logo,

tg(θmax) =
r̃

|yn|
⇔ θmax = arctg

(
r̃

|yn|

)
,
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comprovando a relação dada em (2.64). Portanto, de (2.64) deduzimos que

θmax → 0 quando n→ +∞,

ou seja, para n suficientemente grande temos cos θ ≥ 1

2
, logo

∫
Br̃(yn)

|u(0)|2

4
R|yn| cos θdx ≥ R

|u(0)|2

8

∫
Br̃(yn)

|yn|dx = R
|u(0)|2

8
|Br̃(yn)||yn|. (2.65)

De (2.61), (2.62), (2.63) e (2.65), obtemos

∫
(RN )+

n

|u(x− yn)|2χ(|x|) < x, yn >RN dx ≥ R
|u(0)|2

8
|Br̃(yn)||yn|. (2.66)

Por outro lado, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

− < x, yn >RN≤ | < x, yn >RN | ≤ |x||yn| ⇒< x, yn >RN≥ −|x||yn|

logo,

∫
(RN )−n

|u(x− yn)|2χ(|x|) < x, yn >RN dx ≥
∫

(RN )−n

−|u(x− yn)|2χ(|x|)|x||yn|dx (2.67)

e de (2.59), obtemos

∫
(RN )−n

−|u(x− yn)|2χ(|x|)|x||yn|dx ≥
∫

(RN )−n

−
K̃|u|2Lp(RN )

|x− yn|
2N
p

χ(|x|)|x||yn|dx. (2.68)

Pela definição de χ, extraimos que:

χ(|x|)|x| ≤ R, se |x| ≤ R

e

χ(|x|)|x| = R

|x|
|x| = R, |x| > R,

de onde segue que

χ(|x|)|x| ≤ R.
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Portanto,

∫
(RN )−n

−
K̃|u|2Lp(RN )

|x− yn|
2N
p

χ(|x|)|x||yn|dx ≥
∫

(RN )−n

−
K̃|u|2Lp(RN )

|x− yn|
2N
p

R|yn|dx. (2.69)

Combinando (2.67), (2.68) e (2.69), obtemos

∫
(RN )−n

|u(x− yn)|2χ(|x|) < x, yn >RN dx ≥
∫

(RN )−n

−
K̃|u|2Lp(RN )

|x− yn|
2N
p

R|yn|dx. (2.70)

Dessa forma, combinando (2.60), (2.66) e (2.70), encontramos

〈
β(u(x− yn)),

yn
|yn|

〉
RN
≥ R
|u(0)|2

8
|Br̃(yn)| − K̃R|u|2Lp(RN )

∫
(RN )−n

1

|x− yn|
2N
p

dx.

Considerando a sequência de funções integráveis

Ψ1
n(x) =

1

|x− yn|
2N
p

e observando que por definição

< x, yn >RN≤ 0, ∀x ∈ (RN)−n ,

vem que,

|x− yn|2 = |x|2 − 2 < x, yn >RN +|yn|2 ≥ |yn|2,

de onde deduzimos que para cada x ∈ (RN)−n , |x − yn| ≥ |yn| e, sendo a sequência (yn)

tal que |yn| → +∞ quando n→ +∞, obtemos

Ψ1
n(x)→ 0 q.t.p em (RN)−n .

Logo, do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, obtemos

∫
(RN )−n

Ψ1
n(x)dx =

∫
(RN )−n

1

|x− yn|
2N
p

dx = on(1).
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Portanto, 〈
β(u(x− yn)),

yn
|yn|

〉
RN
≥ R
|u(0)|2

8
|Br̃(yn)| − on(1) > 0.

Desde que wn → 0 em Hs(RN) e β(un) = 0, deduzimos que

β(u(x− yn)) = on(1),

o que é uma contradição. Portanto, a suposição de que c0 = Mλ não pode ocorrer e assim

c0 > Mλ, como queríamos provar.

Lema 2.6. Existe R0 > σ tal que

(a) se |y| ≥ R0, então ‖Φσ(y)‖2
Hs

0(Ω) ∈
(
Mλ,

c0 +Mλ

2

)
;

(b) se |y| = R0, então 〈β ◦ Φσ(y), y〉RN > 0.

Demonstração: Comecemos provando o ítem (a). Desde que Φσ(y) ∈ Hs
0(Ω) e |Φσ(y)|Lp(Ω) =

1, segue do Teorema 2.3 que não existe solução ground state para (2.1), ou seja,

‖Φσ(y)‖2
Hs

0(Ω) 6= Mλ.

Assim,

‖Φσ(y)‖2
Hs

0(Ω) > Mλ, ∀y ∈ RN .

Pelo ítem (iii) do Lema 2.4, para cada σ fixado,

‖Φσ(y)‖2
Hs

0(Ω) →Mλ, quando |y| → +∞.

Como Ω foi fixado anteriormente, temos também que σ está fixado. Agora, usando a

definição do limite acima, temos que dado ε > 0, existe R0 > 0 tal que, se

|y| ≥ R0 ⇒ |‖Φσ(y)‖2
Hs

0(Ω) −Mλ| < ε.

Uma vez que c0 > Mλ (pelo Lema 2.5), considerando ε <
c0 −Mλ

2
, existe R0 > 0 tal

que, se

|y| ≥ R0 ⇒ |‖Φσ(y)‖2
Hs

0(Ω) −Mλ| < ε,
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e portanto,

‖Φσ(y)‖2
Hs

0(Ω) < ε+Mλ <
c0 −Mλ

2
+Mλ =

c0 +Mλ

2
,

ou seja,

‖Φσ(y)‖2
Hs

0(Ω) ∈
(
Mλ,

c0 +Mλ

2

)
, ∀y ∈ RN tal que |y| ≥ R0.

Com isto concluimos a prova do ítem (a).

Provaremos agora o ítem (b). Temos

〈β(Φσ(y)), y〉RN =

∫
RN
|Φσ(y)|2χ(|x|) < x, y > dx.

Pela definição de Φσ(y), obtemos

〈β(Φσ(y)), y〉RN =
1

|vσy |2Lp(RN )

∫
RN

∣∣∣∣ζ̃( |x|σ
)
u(x− y)

∣∣∣∣2χ(|x|) < x, y > dx,

assim,

〈β(Φσ(y)), y〉RN =
1

|vσy |2Lp(RN )

∫
(RN )+

∣∣∣∣ζ̃( |x|σ
)
u(x− y)

∣∣∣∣2χ(|x|) < x, y > dx

+
1

|vσy |2Lp(RN )

∫
(RN )−

∣∣∣∣ζ̃( |x|σ
)
u(x− y)

∣∣∣∣2χ(|x|) < x, y > dx.

Argumentando de maneira análoga ao que fizemos na demonstração do Lema 2.5, con-

cluimos que para |y| suficientemente grande temos

〈β(Φσ(y)), y〉RN ≥ 1

|vσy |2Lp(RN )

∫
Br̃(y)

∣∣∣∣ζ̃( |x|σ
)∣∣∣∣2 |u(0)|2

4
χ(|x|)|x||y| cos θdx

+
1

|vσy |2Lp(RN )

∫
(RN )−

−
∣∣∣∣ζ̃( |x|σ

)∣∣∣∣2 K̃|u|2Lp(RN )

|x− y|
2N
p

χ(|x|)|x||y|dx. (2.71)

Além disso, para todo x ∈ Br̃(y), temos |y| ≤ r̃ + |x| e dessa forma, podemos escolher

|y| = R0 de modo que

|x| > 2σ e cos θ ≥ 1

2
. (2.72)
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Entretanto, se |x| > 2σ, pela definição de ζ̃ e χ, temos

ζ̃

(
|x|
σ

)
= 1 e χ(|x|) =

R

|x|
(2.73)

assim, de (2.72) e (2.73), encontramos

∫
Br̃(y)

∣∣∣∣ζ̃( |x|σ
)∣∣∣∣2 |u(0)|2

4
χ(|x|)|x||y| cos θdx ≥

∫
Br̃(y)

|u(0)|2

4
RR0

1

2
dx

≥ RR0
|u(0)|2

8
|Br̃(y)| > 0

e

∫
(RN )−

−
∣∣∣∣ζ̃( |x|σ

)∣∣∣∣2 K̃|u|2Lp(RN )

|x− y|
2N
p

χ(|x|)|x||y|dx ≥
∫

(RN )−
−
K̃|u|2Lp(RN )

|x− y|
2N
p

RR0dx.

Note que pela escolha de R0 é possível obter

∫
(RN )−

K̃|u|2Lp(RN )

|x− y|
2N
p

dx <
|u(0)|2

16
|Br̃(y)|.

Portanto, existe R0 tal que se |y| = R0, segue de (2.71) e da desigualdaade acima que

〈β(Φσ(y)), y〉RN ≥
RR0

|vσy |2Lp(RN )

|u(0)|2

16
|Br̃(y)| > 0.

Com isto provamos o ítem (b) e, consequentemente finalizamos a demonstração do lema.

Agora, vamos considerar o conjunto Σ ⊂ Hs
0(Ω) definido por

Σ = {Φσ(y); |y| ≤ R0} ,

e observemos que Σ ⊂ P (o conjunto das funções não-negativas de Hs
0(Ω)).

Definamos também os seguintes conjuntos

H =

{
h ∈ C(P ∩ V ,P ∩ V);h(u) = u,∀u ∈ P ∩ V ; ‖u‖2

Hs
0(Ω) <

c0 +Mλ

2

}
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e

Γ = {A ⊂ P ∩ V ;A = h(Σ), h ∈ H} .

Lema 2.7. Seja g : B̄R0(0)→ RN dada por

g(y) = (β ◦ Φσ)(y) =

∫
RN
|Φσ(y)|2χ(|y|)ydy.

Então

d(g, B̄R0(0), 0) = 1,

onde d(g, B̄R0(0), 0) denota o grau topológico de Brower da aplicação g em relação a

B̄R0(0) em 0.

Demonstração: Desde que β e Φσ são funções contínuas, segue que a composição

g = β ◦ Φσ também é contínua.

Consideremos a homotopia

Z : [0, 1]× B̄R0(0)→ RN

dada por

Z(t, y) = tg(y) + (1− t)iB̄R0
(y),

onde iB̄R0
denota a projeção de B̄R0 em RN .

Provaremos que 0 /∈ Z([0, 1] × ∂BR0), ou seja, que para todo t ∈ [0, 1] e para todo

y ∈ ∂BR0 tem-se

tg(y) + (1− t)y 6= 0, ∀t ∈ [0, 1] e y ∈ ∂BR0 . (2.74)

Para isto, suponha que y ∈ ∂BR0 . Então |y| = R0 e do ítem (b) do Lema 2.6, temos

〈β ◦ Φσ(y)|y〉RN > 0 e assim

〈tg(y) + (1− t)y|y〉RN = 〈tβ(Φσ(y)) + (1− t)y|y〉RN

= t 〈β(Φσ(y))|y〉RN + (1− t) < y|y >RN .
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Se t = 0, então

〈tg(y) + (1− t)y|y〉RN > 〈y|y〉RN = |y|2 = R2
0 > 0,

enquanto que se t ∈ (0, 1], obtemos

〈tg(y) + (1− t)y|y〉RN = t 〈β(Φσ(y))|y〉RN + (1− t) < y|y >RN

> (1− t) < y|y >RN= (1− t)|y|2 = (1− t)R2
0 ≥ 0.

Assim, temos que (2.74) ocorre e, portanto, 0 /∈ Z([0, 1]× ∂BR0). Concluimos então que

d(iB̄R0
, BR0 , 0) e d(Z(t, ·), BR0 , 0) estão bem definidos. Além disso, da invariância do grau

por homotopia (veja Apêndice C, TeoremaC.2) temos

d(Z(0, ·), BR0 , 0) = d(Z(1, ·), BR0 , 0),

ou seja,

d(g,BR0 , 0) = d(iB̄R0
, BR0 , 0).

Desde que 0 ∈ BR0 , segue do Teorema C.5 (veja Apêndice C) que

d(g,BR0 , 0) = d(iB̄R0
, BR0 , 0) = 1.

Lema 2.8. Se A ∈ Γ, então A ∩ β0 6= ∅.

Demonstração: Se A ∈ Γ, então A ⊂ P ∩ V . Daí, basta provar que para todo A ∈ Γ,

existe u ∈ A tal que A = h(Σ) com h ∈ H e Σ = Φσ(y) para algum Φσ(y) com |y| ≤ R0.

Portanto, é suficiente provar que para todo h ∈ H, existe ỹ com |ỹ| ≤ R0 tal que

(β ◦ h ◦ Φσ)(ỹ) = 0. (2.75)

Dado arbitrariamente h ∈ H, consideremos gh(y) = (β ◦ h ◦ Φσ)(y). Desde que β, h,

e Φσ são contínuas, segue que gh também é contínua.

187



Observemos também que gh = g em ∂BR0 , pois sendo

∂BR0 = {y ∈ RN ; |y| = R0},

então do ítem (a) do Lema 2.6, obtemos

‖Φσ(y)‖2
Hs

0(Ω) <
c0 +Mλ

2
, ∀y ∈ ∂BR0 .

Assim, da definição de H, temos para todo h ∈ H,

h(Φσ(y)) = Φσ(y), ∀y ∈ ∂BR0

e daí,

gh(y) = (β ◦ h ◦ Φσ)(y) = β(h(Φσ(y)))

= β(Φσ(y)) = (β ◦ Φσ(y)) = g(y), ∀y ∈ ∂BR0 .

Desde que gh, g ∈ C(BR0 ,RN) e gh = g em ∂BR0 , segue da propriedade de dependência da

fronteira da teoria do grau (veja Apêndice C, Teorema C.7), que para todo b /∈ g(∂BR0),

tem-se

d(g,BR0 , b) = d(gh, BR0 , b)

e sabendo que 0 /∈ g(∂BR0), concluimos que

d(g,BR0 , 0) = d(gh, BR0 , 0).

Do Lema 2.7, segue que

d(gh, BR0 , b) = d(g,BR0 , b) = 1,

e portanto, usando o Teorema C.6 (veja Apêndice C), existe ỹ ∈ BR0 tal que

gh(ỹ) = (β ◦ h ◦ Φσ) = 0

e o lema está provado.
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2.4 Prova dos Teoremas

Nesta seção mostraremos os principais resultados deste capítulo.

Aqui, consideraremos

c = inf
A∈Γ

sup
u∈A
‖u‖2

Hs
0(Ω) (2.76)

e

Hc =
{
u ∈ V ∩ P ; f̂(u) = ‖u‖2

Hs
0(Ω) = c e f̂ ′|V(u) = 0

}
.

Além disso, para γ ∈ R, definimos o conjunto Lγ por

Lγ =
{
u ∈ V ; f̂(u) ≤ γ

}
.

Note que o número c dado por (2.76) está bem definido. De fato, para cada A ∈ Γ

temos que A é compacto, por ser imagem de compacto por uma função contínua, e desde

que f̂ é uma função contínua, existe max
u∈A

f̂ para todo A ∈ Γ. Como f̂(u) ≥ 0, segue que

max
u∈A

f̂(u) ≥ 0 para todo A ∈ Γ e, portanto, existe inf
A∈Γ

max
u∈A

f̂(u).

Prova do Teorema 2.1: Escolha σ(λ) = σ como encontrado no Corolário 2.4. Iremos

provar o teorema mostrando que o nível c definido em (2.76) é um nível crítico, isto é,

Hc 6= ∅.

Inicialmente, verificaremos que

Mλ < c < 2
p−2
p Mλ. (2.77)

De fato, do Lema 2.8, temos A ∩ β0 6= ∅ para todo A ⊂ Γ e, portanto, qualquer que seja

A ⊂ Γ, existe ū ∈ A ∩ β0. Disso, decorre que

c0 = inf
u∈β0

f̂(u) ≤ f̂(ū) ≤ sup
u∈A

f̂(u), ∀A ∈ Γ,

e juntamente com o Lema 2.5 nos dá

Mλ < c0 = inf
u∈β0

f̂(u) ≤ sup
u∈A

f̂(u), ∀A ∈ Γ,
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donde vemos que

Mλ < c0 ≤ inf
A∈Γ

sup
u∈A

f̂(u) = c. (2.78)

Por outro lado, note que para todo A ∈ Γ, c ≤ sup
u∈A

f̂(u), que pela definição de Γ e Σ é

equivalente a dizer que

c ≤ sup
Φσ(y)∈Σ

f̂(h(Φσ(y))), ∀h ∈ H.

Além do mais, note que Σ ∈ Γ, pois a identidade i ∈ H, Σ ∈ V ∩ P e Σ = i(Σ).

Assim, temos

c ≤ sup
Φσ(y)∈Σ

f̂(Φσ(y)).

Portanto,

c ≤ sup
Φσ(y)∈Σ

f̂(Φσ(y)) ≤ sup
|y|≤R0

f̂(Φσ(y)) ≤ sup
y∈RN

f̂(φσ(y))

que pela escolha de σ(λ), definição de f̂ e Corolário 2.4, nos dá

c ≤ sup
y∈RN

f̂(Φσ(y)) = sup
y∈RN

‖Φσ(y)‖2
Hs

0(Ω) < 2
p−2
p Mλ. (2.79)

Logo, de (2.78) e (2.79), segue que (2.77) de fato ocorre.

Dessa forma, pelo Corolário 2.3, temos a garantia de que o funcinal f̂ satisfaz a

condição Palais-Smale no nível c para o subconjunto

V ∩ P ∩
{
u ∈ Hs

0(Ω);Mλ < f̂(u) < 2
p−2
p Mλ

}
.

Suponhamos por contradição, que Hc = ∅. Então, pelo Lema de Deformação (veja

Apêndice B, Lema B.3 ), encontramos uma aplicação contínua η : [0, 1]×V ∩P → V ∩P

e um número positivo ε0, tal que

f̂ c+ε0 \ f̂ c−ε0 ⊂ f̂ 2
p−2
p Mλ \ f̂

c0+Mλ
2 ,

η(0, u) = u,
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η(t, u) = u, ∀u ∈ f̂ c−ε0 ∪ {V ∩ P \ f̂ c+ε0} ∀t ∈ [0, 1],

e

η(1, f̂ c+
ε0
2 ) ⊂ f̂ c−

ε0
2 .

Da definição de c, vemos que existe Ã ⊂ Γ tal que

c ≤ sup
u∈Ã

f̂(u) < c+
ε0
2
.

Além disso, note que

Ã ⊂ f̂ c+
ε0
2 , (2.80)

pois

u ∈ Ã⇒ f̂(u) ≤ sup
u∈Ã

< c+
ε0
2
⇒ u ∈ f̂ c+

ε0
2 .

Desde que Ã ∈ Γ, temos Ã ⊂ V ∩ P e existe h̄ ∈ H, tal que

h̄(Σ) = Ã. (2.81)

Da definição de η, segue-se que

η(1, Ã) ⊂ V ∩ P . (2.82)

Agora, consideremos h̃ : (V ∩P)→ (V ∩P) definida por h̃(u) = η(1, h̄(u)). Uma vez que

h̄ ∈ C(V ∩ P ,V ∩ P), resulta que h̃ ∈ C(V ∩ P ,V ∩ P).

Afirmamos que

f̂ c+ε0 \ f̂ c−ε0 ⊂ f̂ 2
p−2
p Mλ \ f̂

c0+Mλ
2 . (2.83)

De fato, para todo u ∈ f̂ c+ε0 \ f̂ c−ε0 , tem-se c− ε0 < f̂ ≤ c+ ε0 e de (2.77), resulta que

c− ε0 < f̂(u) ≤ c+ ε0 < 2
p−2
p Mλ (2.84)
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para ε0 suficientemente pequeno. Além disso, sabemos do Lema 2.5 que Mλ < c0. Con-

sequentemente,

Mλ <
c0 +Mλ

2
< c0

e assim,
c0 +Mλ

2
< c0 − ε0 < c− ε0 < 2

p−2
p Mλ

para ε0 suficientemente pequeno. Daí, lembrando que u ∈ f̂ c+ε0 \ f̂ c−ε0 , segue que

c0 +Mλ

2
< c0 − ε0 ≤ c− ε0 < f̂(u). (2.85)

De (2.84) e (2.85), obtemos

u ∈ f̂ 2
p−2
p Mλ \ f̂

c0+Mλ
2

e portanto, (2.83) de fato ocorre.

Consideremos u ∈ V ∩ P tal que

f̂(u) <
c0 +Mλ

2
. (2.86)

Lembrando que h̄ ∈ H, segue que

h̄(u) = u.

Além disso, de (2.86) temos

u /∈ f̂ 2
p−2
p Mλ \ f̂

c0+Mλ
2

e portanto, de (2.83), vem que

u /∈ f̂ c+ε0 \ f̂ c−ε0 .

Assim, segue que

u ∈ f̂ c−ε0 ∪ {(V ∩ P) \ f̂ c+ε0}

e do Lema de Deformação, temos

η(1, u) = u.

Logo,

h̃(u) = η(1, h̄(u)) = η(1, u) = u
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de onde concluimos que h̃ ∈ H.

Temos então

h̃(Σ) = η(1, h̄(Σ))

e de (2.81),

h̃(Σ) = η(1, h̄(Σ)) = η(1, Ã). (2.87)

De (2.82) e (2.87), resulta que η(1, Ã) ∈ Γ e da definição de c, obtemos

c = inf
A∈Γ

sup
u∈Ã

f̂(u) ≤ sup
u∈η(1,Ã)

f̂(u). (2.88)

Do Lema de Deformação, temos

η(1, f̂ c+
ε
2 ) ⊂ f̂ c−

ε
2

e de (2.80),

η(1, Ã) ⊂ η(1, f̂ c+
ε
2 ) ⊂ f̂ c−

ε
2 .

Segue então que

f̂(u) ≤ c− ε

2
, ∀u ∈ η(1, Ã).

Portanto,

sup
u∈η(1,Ã)

f̂(u) ≤ c− ε0
2

e de (2.88) concluimos que

c ≤ sup
u∈η(1,Ã)

f̂(u) ≤ c− ε0
2

o que é um absurdo.

Com isto, deduzimos que Hc 6= ∅ e que c é um valor crítico do funcional f̂ restrito ao

conjunto V ∩P . Portanto, existe pelo menos uma solução não negativa para o problema

(2.1). Aplicando o Princípio do Máximos (veja [67, Proposição 2.17]) concluimos que a

solução é positiva. Isto finaliza a prova do teorema.
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Prova do Teorema 2.2: No problema (2.1), façamos a seguinte mudança de variável

v(x) = u(θx).

Dessa forma, obtemos o seguinte:

(−∆)sv(x) = θ2s(−∆)su(θx) = θ2s(−λu(θx) + |u(θx)|p−2u(θx)),

ou seja,

(−∆)sv = −λθ2sv + θ2s|v|p−2v.

Desde que θx ∈ Ω, então

x ∈ 1

θ
Ω.

Denotando por Ωθ o domínio
1

θ
Ω, vemos que

(−∆)sv + λθ2sv = θ2s|v|p−2v em Ωθ,

v ∈ Hs
0(Ωθ).

Fazendo λθ2s = 1, obtemos

Ωθ =
1

θ
Ω = (

√
λ)sΩ.

Agora, denotemos por Ωλ o domínio (
√
λ)sΩ. Deste modo, temos


(−∆)sv + v =

1

λ
|v|p−2v em Ωλ,

v ∈ Hs
0(Ωλ).

Este último problema é equivalente a


(−∆)s(αv) + αv =

1

λαp−2
|αv|p−2αv em Ωλ,

αv ∈ Hs
0(Ωλ),
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isto é, fazendo a mudança de variável w = αv, obtemos


(−∆)sw + w =

1

λαp−2
|w|p−2w em Ωλ,

w ∈ Hs
0(Ωλ).

Considerando
1

λαp−2
= 1, vem que

αp−2 =
1

λ
⇒ α =

1

λ
1
p−2

⇒ αv =
1

λ
1
p−2

v ⇒ w =
1

λ
1
p−2

v

e daí, chegamos ao seguinte problema:(−∆)sw + w = |w|p−2w em Ωλ,

w ∈ Hs
0(Ωλ).

(2.89)

Agora, considerando x0 ∈ RN \Ωλ e aplicando o Teorema 2.1, existe σ = σ(1) tal que se

RN \ Ωλ ⊂ Bσ(x0) =
{
x ∈ RN ; |x− x0| ≤ σ

}
o problema (2.89) possui pelo menos uma solução positiva.

Seja

λ∗ = sup
{
λ > 0;RN \ Ωλ ⊂ Bσ(x0) com x0 ∈ RN \ Ωλ

}
.

Então, temos que existe λ∗ dependendo de Ω tal que para cada λ ∈ (0, λ∗) o problema

(2.89) possui pelo menos uma solução positiva. Sendo assim, de acordo com as mudanças

de variáveis que foram realizadas, concluimos que existe λ∗ = λ∗(Ω) de modo que para

cada λ ∈ (0, λ∗), o problema (2.2) possui pelo menos uma solução positiva.
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Apêndice A

Continuidade da função concentração

de Levy e da função baricentro

Nesta seção mostraremos dois resultados de continuidade. Iniciaremos mostrando que

a função concentração de Levy é contínua.

Lema A.1. A função concentração de Levy, dada por

Qn(λ) = sup
z∈RN

∫
Bλ(z)

|(−∆)s/2vn|2dx

é contínua.

Demonstração: Provaremos primeiramente que dado f ∈ L1(RN) a função

Q(λ) = sup
z∈RN

∫
Bλ(z)

|f |dx

é contínua.

Inicialmente consideremos o caso em que f ∈ C∞0 (RN). Seja (λn) uma sequência

de números positivos tais que λn → λ0 para algum λ0 fixado. Consideremos também

(λnj) ⊂ (λn) e (λnk) ⊂ (λn) tais que λnj < λ0 e λnk ≥ λ0, para todo nj ∈ N e para todo

nk ∈ N.

Iremos provar que,

Q(λnj)→ Q(λ0), ∀f ∈ C∞0 (RN).
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Desde que λnj < λ0 para todo nj ∈ N, temos que Bλnj
(z) ⊂ Bλ0(z), para todo z ∈ RN .

Assim,

∫
Bλnj

(z)

|f |dx ≤
∫
Bλ0

(z)

|f |dx ≤
∫
RN
|f |dx < +∞, ∀z ∈ RN , ∀nj ∈ N.

Portanto,

∫
Bλnj

(z)

|f |dx ≤ sup
z∈RN

∫
Bλ0

(z)

|f |dx = Q(λ0), ∀z ∈ RN , ∀nj ∈ N

e daí, Q(λnj) ≤ Q(λ0), para todo nj ∈ N. Logo,

lim sup
nj→∞

Q(λnj) ≤ Q(λ0). (A.1)

Observe que, desde que Bλnj
(z) ⊂ Bλ0(z) para todo z ∈ RN , podemos considerar

Ωnj = Bλ0(z) \ Bλnj
(z) e com isso obtemos que, dado ε > 0, existe n1 ∈ N tal que, para

todo nj ≥ n1, tem-se |Ωnj | < ε. Assim,

∫
Bλ0

(z)

|f |dx−
∫
Bλnj

(z)

|f |dx =

∫
RN

(
|f |χBλ0

(z) − |f |χBλnj (z)

)
dx

=

∫
RN
|f |
(
χBλ0

(z) − χBλnj (z)

)
dx =

∫
RN
|f |χBλ0

(z)\Bλnj (z)dx

=

∫
RN
|f |χΩnj

dx ≤ K|Ωnj | < ε, ∀z ∈ RN , ∀nj ≥ n1.

Daí, ∫
Bλ0

(z)

|f |dx < ε+

∫
Bλnj

(z)

|f |dx, ∀z ∈ RN , ∀nj ≥ n1,

logo,

Q(λ0) ≤ ε+Q(λnj), ∀nj ≥ n1.

Obtemos então que para todo ε > 0, existe n1 ∈ N tal que

Q(λ0)− ε ≤ Q(λnj), ∀nj ≥ n1,
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e portanto

lim inf
nj→∞

Q(λnj) ≥ Q(λ0). (A.2)

Temos então de (A.1) e (A.2) que (Q(λnj)) converge e

lim
nj→∞

Q(λnj) = Q(λ0). (A.3)

Por um raciocínio análogo, mostra-se que

lim
nk→∞

Q(λnj) = Q(λ0). (A.4)

De (A.3) e (A.4) obtemos que, dado ε > 0, existem n1, n2 ∈ N tais que

|Q(λnj)−Q(λ0)| < ε, ∀nj ≥ n1

e

|Q(λnk)−Q(λ0)| < ε, ∀nk ≥ n2.

Fazendo n0 = max{n1, n2}, temos

|Q(λn)−Q(λ0)| < ε, ∀n ≥ n0

o que prova que

Q(λ) = sup
z∈RN

∫
Bλ(z)

|f |dx

é contínua com f ∈ C∞0 (RN).

Usnado o fato de C∞0 (RN) ser denso em L1(RN), provaremos a continuidade de Q

com f ∈ L1(RN).

Tomemos arbitrariamente f ∈ L1(RN). Desde que C∞0 (RN) é denso em L1(RN),

segue que dado ε > 0, existe f̃ ∈ C∞0 (RN) tal que

∫
RN
|f − f̃ |dx < ε.
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Assim,

Q(λ0)−Q(λnj) = sup
z∈RN

∫
Bλ0

(z)

|f |dx− sup
z∈RN

∫
Bλnj

(z)

|f |dx

≤ sup
z∈RN

(∫
Bλ0

(z)

|f |dx−
∫
Bλnj

(z)

|f |dx
)

≤ sup
z∈RN

∣∣∣∣ ∫
Bλ0

(z)

|f |dx−
∫
Bλnj

(z)

|f |dx
∣∣∣∣.

Recordando que Q(λnj) ≤ Q(λ0) para todo nj ∈ N, temos

|Q(λ0)−Q(λnj)| = Q(λ0)−Q(λnj)

e daí,

|Q(λ0)−Q(λnj)| ≤ sup
z∈RN

∣∣∣∣ ∫
Bλ0

(z)

|f |dx−
∫
Bλ0

(z)

|f̃ |dx+

∫
Bλ0

(z)

|f̃ |dx−
∫
Bλnj

(z)

|f̃ |dx

+

∫
Bλnj

(z)

|f̃ |dx−
∫
Bλnj

(z)

|f |dx
∣∣∣∣

≤ sup
z∈RN

∣∣∣∣ ∫
Bλ0

(z)

(|f | − |f̃ |)dx
∣∣∣∣+ sup

z∈RN

∣∣∣∣ ∫
Bλ0

(z)

|f̃ |dx−
∫
Bλnj

(z)

|f̃ |dx
∣∣∣∣

+ sup
z∈RN

∣∣∣∣ ∫
Bλnj

(z)

(|f̃ | − |f |)dx
∣∣∣∣

≤ sup
z∈RN

∫
Bλ0

(z)

|f − f̃ |dx+ sup
z∈RN

K|Ωnj |+ sup
z∈RN

∫
Bλnj

(z)

|f − f̃ |dx

≤
∫
RN
|f − f̃ |dx+K|Ωnj |+

∫
RN
|f − f̃ |dx < ε, ∀nj ≥ n1,

de onde concluimos que Q(λnj)→ Q(λ0) com f ∈ L1(RN).

De maneira análoga ao que fizemos para mostrar que Q(λnj) → Q(λ0) para todo

f ∈ L1(RN), mostra-se que Q(λnk) → Q(λ0) com f ∈ L1(RN). Portanto, obtemos que

Q(λn) → Q(λ0) e com isso concluimos que Q é contínua com f ∈ L1(RN). Daí, para

cada n ∈ N, a função

Qn(λ) = sup
z∈RN

∫
Bλ(z)

|(−∆)s/2vn|2dx

é contínua.
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O próximo resultado nos diz que a função baricentro é contínua.

Lema A.2. A função α : Ds,2(RN)→ RN+1, dada por

α(v) =
1

S

∫
RN

(
x

|x|
, σ(x)

)
|(−∆)s/2v|2dx = (β(v), γ(v)),

onde

β(v) =
1

S

∫
RN

x

|x|
|(−∆)s/2v|2dx, γ(v) =

1

S

∫
RN
σ(x)|(−∆)s/2v|2dx

e

σ(x) =

 0, se |x| < 1,

1, se |x| ≥ 1,

é contínua.

Demonstração: De fato, temos que β é contínua, pois caso contrário, existiria (vn) ⊂

Ds,2(RN) tal que

vn → v0 em Ds,2(RN) (A.5)

e (vnj) ⊂ (vn) tal que

|β(vnj)− β(v0)| ≥ K > 0, ∀j ∈ N. (A.6)

De (A.5), teríamos que vnj → v0 em Ds,2(RN) e daí |(−∆)s/2vnj | → |(−∆)s/2v0| em

L2(RN). Segue então que existiria (vnjk ) ⊂ (vnj) tal que

|(−∆)s/2vnjk (x)| → |(−∆)s/2v0(x)| q.t.p em RN

e

|(−∆)vnjk | ≤ h, ∀k ∈ N,

com h ∈ L2(RN). Assim, para cada i = 1, 2, ..., N , teríamos

xi
|x|
|(−∆)s/2vnjk (x)|2 → xi

|x|
|(−∆)s/2v0(x)|2 q.t.p em RN
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e ∣∣∣∣ xi|x| |(−∆)s/2vnjk (x)|2
∣∣∣∣ =

xi
|x|
|(−∆)s/2vnjk (x)|2 ≤ |(−∆)s/2vnjk (x)|2 ≤ h2, ∀k ∈ N,

onde h2 ∈ L1(RN).

Então do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,

∫
RN

xi
|x|
|(−∆)s/2vnjk |

2dx→
∫
RN

xi
|x|
|(−∆)s/2v0|2dx, para i = 1, ..., N

e portanto,

β(vnjk ) =
1

S

∫
RN

x

|x|
|(−∆)s/2vnjk |

2dx→ 1

S

∫
RN

x

|x|
|(−∆)s/2v0|2dx = β(v0)

e isto contradiz (A.6). Portanto, β é contínua.

Temos também que γ é contínua, pois caso contrário, existiria (vn) ⊂ Ds,2(RN) tal

que

vn → v0 em Ds,2(RN) (A.7)

e (vnj) ⊂ (vn) tal que

|γ(vnj)− γ(v0)| ≥ K > 0, ∀j ∈ N. (A.8)

Argumentando de forma análoga ao que fizemos anteriormente, usando (A.7), obteríamos

(vnjk ) ⊂ (vnj) tal que

|(−∆)s/2vnjk (x)| → |(−∆)s/2v0(x)| q.t.p em RN

e

|(−∆)s/2vnjk | ≤ h, ∀k ∈ N,
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com h ∈ L2(RN). Assim,

σ(x)|(−∆)s/2vnjk (x)|2 → σ(x)|(−∆)s/2v0(x)|2 q.t.p em RN

e

|σ(x)|(−∆)s/2vnjk |
2| ≤ |(−∆)s/2vnjk |

2 ≤ h2, ∀k ∈ N,

onde h2 ∈ L1(RN).

Então do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, segue que

γ(vnjk ) =
1

S

∫
RN
σ(x)|(−∆)s/2vnjk |

2dx→ 1

S

∫
RN
σ(x)|(−∆)s/2v0|2dx = γ(v0)

e isso contradiz (A.8). Portanto, γ é contínua.

Desde que α(v) = (β(v), γ(v)), concluimos que α é contínua.
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Apêndice B

Resultados Gerais

Neste apêndice enunciaremos alguns resultados que foram utilizados no decorrer desse

trabalho.

Teorema B.1. (Regra da Cadeia) Sejam U ⊂ RM , V ⊂ RN abertos, f : U → V uma

aplicação cujas funções coordenadas f1, ..., fN possuem derivadas parciais no ponto a ∈ U

e g : V → R uma função diferenciável no ponto b = f(a). Então g ◦ f : U → R possui

derivadas parciais no ponto a e vale

∂g ◦ f
∂xi

=
N∑
k=1

∂f

∂yk
· ∂fk
∂xi

, i = 1, ...,m,

onde as derivadas parciais relativas aos xi são calculados no ponto a e as relativas aos

yk são calculadas no ponto b = f(a). Além disso, se f e g são de classe C1 então g ◦ f

é de classe C1.

REFERÊNCIA. Lima [54].

Teorema B.2. (Regra de Leibniz) Dado U ∈ RN aberto, seja f : U×[a, b]→ R contínua,

tal que a i_ésima derivada parcial ∂f/∂xi(x, t) existe para todo ponto (x, t) ∈ U × [a, b] e

a função ∂f/∂xi : U× [a, b]→ R, assim definida, é contínua. Então a função ϕ : U → R,

dada por

ϕ(x) =

∫ b

a

f(x, t)dt,
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possui a i_ésima derivada parcial em cada ponto x ∈ U , sendo

∂ϕ

∂xi
(x) =

∫ b

a

∂f

∂xi
(x, t)dt.

Em suma: pode-se derivar sobre o sinal da integral desde que o integrando resultante seja

uma função contínua.

REFERÊNCIA. Lima [54].

Teorema B.3. (Valor Intermediário) Seja M um espaço métrico conexo e f : M → R

é uma função contínua, então f(M) é uma intervalo.

REFERÊNCIA. Lima [55].

Teorema B.4. (Coordenadas polares) Seja f ∈ L1(RN). Então

∫
RN
fdx =

∫ +∞

0

(∫
∂Br(x0)

fdS

)
dr,

para todo x0 ∈ RN .

REFERÊNCIA. Evans [37].

Teorema B.5. Seja f uma função mensurável sobre RN , não negativa ou integrável, tal

que f(x) = g(|x|) para alguma função g : (0,+∞)→ R. Então

∫
RN
f(x)dx = ωN−1

∫ +∞

0

g(r)rN−1dr,

onde ωN−1 denota a medida de Lebesgue da esfera unitária no RN .

REFERÊNCIA. Folland [41].

Teorema B.6. (Desigualdade de Holder) Seja f ∈ Lp e g ∈ Lq, onde p > 1 e
1

p
+

1

q
= 1.

Então fg ∈ L1 e vale

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p‖g‖q.

REFERÊNCIA. Bartle [12].
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Lema B.1. Para qualquer s > 0, o espaço C∞0 (RN) é denso em W s,p(RN) para todo

1 ≤ p < +∞.

REFERÊNCIA. Di Nezza [33].

B.0.1 Resultados de Convergência

Teorema B.7. (Convergência Dominada de Lebesgue) Seja (fn) uma sequência de fun-

ções em L1 que satisfaz:

(a) fn(x)→ f(x) q.s. em Ω,

(b) existe uma função g ∈ L1 tal que para todo n, |fn(x)| ≤ g(x) q.s. em Ω.

Então f ∈ L1 e ‖fn − f‖1 → 0.

REFERÊNCIA. Brezis [19].

Lema B.2. (de Brezis-Lieb) Sejam Ω um subconjunto aberto do RN , (fn) ⊂ Lp(Ω) e

f ⊂ Lp(Ω) com p > 1. Suponha que fn(x)→ f(x) q.t.p. em Ω e que exista C > 0 tal que

∫
Ω

|fn|pdx ≤ C, ∀n ∈ N.

Então ∫
Ω

fnφdx→
∫

Ω

fφdx, ∀φ ∈ Lq(Ω),

onde
1

p
+

1

q
= 1.

REFERÊNCIA. Kavian [50].

Para apresentar o próximo resultado, antes precisamos definir para cada 1 < p < ∞

a função monótona Jp : RN → RN por

Jp(ξ) := |ξ|p−2ξ, ξ ∈ RN ,
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onde Jp satisfaz:

|Jp(ξ)− Jp(η)| ≤

 |ξ − η|p−1, se 1 < p ≤ 2,

Cp(|ξ|+ |η|)p−2|ξ − η|, se p > 2.

Teorema B.8. (de Brezis-Lieb) Seja (Ω) um subconjunto aberto do RN e seja (fn) ⊂

Lp(Ω) com 1 ≤ p <∞. Se

(a) (fn)n∈N é limitada em Lp(Ω);

(b) fn → f q.t.p. em Ω, então

lim
n→∞

(
|fn|pp − |fn − f |pp

)
= |f |pp.

Além disso,

lim
n→∞

∫
Ω

|Jp(fn)− Jp(fn − f)− Jp(f)|p′dx = 0.

REFERÊNCIA. Brezis e Lieb [21].

O resultado anterior implica nas seguintes propriedades.

Teorema B.9. Seja (un)n∈N ⊂ W s,p(RN) tal que un ⇀ u em W s,p(RN) e un → u q.t.p

quando n→∞. Então:

(i1) [un]p
W s,p(RN )

− [un − u]p
W s,p(RN )

= [u]p
W s,p(RN )

+ on(1);

(i2) Jp(un)− Jp(un − u)→ Jp(u), em Lp
′
(RN);

(i3) também vale que

Jp(un(x)− un(y))

|x− y|
N+sp
p′

− Jp((un(x)− u(x))− (un(y)− u(y)))

|x− y|
N+sp
p′

→ Jp(u(x)− u(y))

|x− y|
N+sp
p′

,

em Lp
′
(R2N).

REFERÊNCIA. Brasco [18].
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B.0.2 Resultados de Imersões

Teorema B.10. Sejam s ∈ (0, 1) e p ∈ [1,+∞) tais que sp < N . Então, existe uma

constante positiva C = C(N, s, p) tal que para cada função f : RN → R, mensurável com

suporte compacto, temos que

‖f‖p
Lp∗ (RN )

≤ C

∫
R2N

|f(x)− f(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy,

onde p∗ é o Expoente Fracionário Crítico de Sobolev.

Em particular, o espaço W s,p(RN) está imerso continuamente em Lq(RN), para todo

q ∈ [p, p∗].

REFERÊNCIA. Di Nezza [33].

Teorema B.11. Sejam s ∈ (0, 1), p ∈ [1,+∞) e Ω ⊂ RN um domínio de extensão

limitado para W s,p(Ω). Se B é um subconjunto limitado do espaço W s,p(Ω), então para

qualquer q ∈ [1, p], o conjunto B é pré-compacto em Lq(Ω). Isto é, W s,p(Ω) está compac-

tamente imerso em Lq(Ω).

REFERÊNCIA. Di Nezza [33].

Como consequência do teorema anterior, temos o seguinte corolário.

Corolário B.1. Sejam s ∈ (0, 1), p ∈ [1,+∞) tais que sp < N . Se Ω ⊂ RN é um

domínio de extensão limitado para W s,p(Ω), então para qualquer q ∈ [1, p∗), temos que

W s,p(Ω) está compactamente imerso no espaço Lq(Ω).

REFERÊNCIA. Di Nezza [33].

B.0.3 Resultados sobre Simetrização de Schwarz

Teorema B.12. Seja f ∈ L1(RN). Existe uma função f ∗ ∈ L1(RN), denominada de

simetrização de Schwarz de f , que é radial e não crescente em relação ao raio e satisfaz

∣∣{x ∈ RN ; f ∗(x) ≥ α
}∣∣ =

∣∣{x ∈ RN ; |f(x)| ≥ α
}∣∣ , ∀α > 0.
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Além disso, para todo G ∈ C(R,R),

∫
RN
G(f)dx =

∫
RN
G(f ∗)dx.

REFERÊNCIA. Kavian [50] (veja também [53, Seção 3]).

Teorema B.13. Sejam 0 < s < 1 e f ∈ Hs(RN). Então f ∗ ∈ Hs(RN) e temos

∫
RN
|(−∆)s/2f ∗|2dx ≤

∫
RN
|(−∆)s/2f |2dx.

REFERÊNCIA. J. Y. Park [62].

B.0.4 Multiplicadores de Lagrange

Teorema B.14. (dos Multiplicadores de Lagrange) Sejam X um espaço de Banach,

J, F ∈ C1(X,R) e x0 ∈ X um extremo local de J restrito ao conjunto

V = {x ∈ X;F (x) = F (x0)}.

Se F ′(x0) 6= 0, então existe λ ∈ R tal que

J ′(x0)v = λF ′(x0)v, ∀v ∈ X.

O número real λ é chamado Multiplicador de Lagrange.

REFERÊNCIA. Kavian [50].

B.0.5 Lema de Deformação

Definição B.1. Seja X um espaço de Banach, ϕ ∈ C2(X,R) e V = {v ∈ X;ϕ(v) = 1}

tal que, para todo v ∈ V , tem-se ϕ′(v) 6= 0. Então, temos:

(i) O espaça tangente a V no ponto v é definido por

TvV = {y ∈ X;< ϕ′(v), y >= 0}.
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(ii) Sejam ϕ ∈ C1(X,R) e v ∈ V . A norma da derivada da restrição de ϕ a V em v é

dada por

‖ϕ′(v)‖∗ = sup
y∈TvV
‖y‖=1

< ϕ′(v), y > .

(iii) O ponto v é um ponto crítico de ϕ restrito a V se

‖ϕ′‖∗ = 0.

(iv) ϕc = {v ∈ V ;ϕ(v) ≤ c} com c ∈ R.

Lema B.3. (Lema de Deformação) Sejam X um espaço de Banach e I ∈ C1(X,R).

Suponha que S ⊂ X, c ∈ R e ε, δ > 0 são tais que

‖I ′(u)‖ ≥ 4ε

δ

para todo u ∈ I−1([c−2ε, c+2ε])∩S2δ, onde Sδ = {u ∈ X; dist(u, S) ≤ δ}. Então, existe

η ∈ ([0, 1]×X,X) satisfazendo

(i) η(0, u) = u, para todo u ∈ X;

(ii) η(t, u) = u, se u /∈ I−1([c− 2ε, c+ 2ε]) ∩ S2δ para todo t ∈ [0, 1];

(iii) η(1, Ic+ε ∩ S) ⊂ Ic−ε ∩ Sδ;

(iv) η(t, ·) é um homeomorfismo para todo t ∈ [0, 1].

REFERÊNCIA. Willem [74].

B.0.6 Princípio Variacional de Ekeland

Proposição B.1. (Princípio Variacional de Ekeland) Sejam X um espaço de Banach e

G ∈ C2(X,R) tal que para todo v ∈ V = {v ∈ X;G(u) = 1}, tem-se G′(v) 6= 0. Sejam

F ∈ C1(X,R) limitado inferiormente em V , v ∈ V e ε, δ > 0 tais que

F (v) ≤ inf
V
F + ε.
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Então, existe uε ∈ V tal que

(i) F (uε) ≤ inf
V
F + 2ε;

(ii) ‖uε − v‖ ≤ 2δ;

(iii) min
λ∈R
‖F ′(uε)− λG′(uε)‖ ≤

8ε

δ
.

REFERÊNCIA. Willem [74].

Proposição B.2. Seja E um espaço de Hilbert. Dados f, g ∈ E ′, então

sup
y∈Kerg
‖y‖=1

< f, g >= min
λ∈R
‖f − λg‖.

Demonstração: A prova pode ser encontrada em [74].

Proposição B.3. Sejam ψ, ϕ ∈ C1(X,R) e u ∈ V = {v ∈ X;ψ(v) = 1}. Então,

‖ϕ′(u)‖∗ = min
λ∈R
‖ϕ′(u)− λψ′(u)‖.

Demonstração: Com efeito,

‖ϕ′(u)‖∗ = sup
y∈TvV
‖y‖=1

< ϕ′(u), y >= sup
y∈Kerψ′(u)

‖y‖=1

< ϕ′(u), y >= min
λ∈R
‖ϕ′(u)− λψ′(u)‖.

Nas mesmas condições da proposição acima, temos o seguinte resultado.

Corolário B.2. u é ponto crítico de ϕ|V se, e somente se, existe λ0 ∈ R tal que

ϕ′(u) = λ0ψ
′(u).

Demonstração: Se u é ponto crítico de ϕ|V , pelo ítem (iii) da Definição B.1, ‖ϕ′(u)‖∗ =

0. Assim, pela Proposição B.3

min
λR
‖ϕ′(u)− λψ′(u)‖ = 0,
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consequentemente

ϕ′(u) = λ0ψ
′(u),

para algum λ0 ∈ R. Reciprocamente, se ϕ′(u) = λ0ψ
′(u), para algum λ0 ∈ R, então

min
λ∈R
‖ϕ′(u)− λψ′(u)‖ = 0,

de onde obtemos pela Proposição B.3 que

‖ϕ′(u)‖∗ = 0,

isto é, u é ponto crítico de ϕ|V , o que prova o resultado desejado.
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Apêndice C

Grau de Brouwer

Nesta seção, definiremos uma função que nos dará informaçõs quanto a existência e

unicidade de solução da equação f(x) = b, onde f ∈ C(Ω,RN), Ω ⊂ RN é um aberto e

limitado e b é um ponto fixado em RN . Tal função é denotada por d, que a cada terna

(f,Ω, b) associa a um número natural d(f,Ω, b) que é denominado de grau de f sobre Ω

com respeito a b. Para um estudo mais detalhado dos resultados desta seção, indicamos

o trabalho de Berestycki em [13] e Deimling em [32].

Definição C.1. Sejam Ω ⊂ RN aberto e limitado, f ∈ C(Ω,RN) ∩ C2(Ω,RN) tal que

b ∈ RN é valor regular da restrição f |Ω, ou seja, se x ∈ f−1{b}, então f ′ é invertível.

Pelo Teorema da Aplicação Inversa f−1{b} é finito. O grau de f sobre Ω com respeito a

b é definido por

d(f,Ω, b) =


0, se f−1{b} = ∅,∑
x∈f−1{b}

sgn(Jf (x)), se f−1{b} 6= ∅,

onde sgn é a função sinal que é definida por

sgn(t) =

1, se t > 0,

−1, se t < 0

e Jf representa a matriz jacobiana de f .
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Abaixo, listamos algumas propriedades da teoria do grau.

Proposição C.1. Seja f ∈ C(Ω̄,RN) e b /∈ f(∂Ω). Então,

d(f,Ω, b) = d(f − b,Ω, 0).

Teorema C.1. (Continuidade): Sejam f ∈ C(Ω̄,RN) e b /∈ f(∂Ω). Existe uma vizi-

nhança U de f na topologia de C(Ω̄,RN) tal que, para toda g ∈ U ,

d(g,Ω, b) = d(f,Ω, b).

Teorema C.2. (Invariância do grau por homotopia): Seja H ∈ C(Ω̄× [0, 1],RN) tal que

b /∈ H(∂Ω× [0, 1]). Então, d(H(·, t),Ω, b) é independente de t.

Teorema C.3. O grau é constante, com relação a b em cada componente conexa de

RN \ f(∂Ω).

Teorema C.4. (Aditividade): Seja Ω = Ω1∪Ω2 com Ω1,Ω2 abertos, disjuntos e limitados

e seja f ∈ C(Ω̄,RN). Se b /∈ f(∂Ω) ∪ f(∂Ω), então temos que

d(f,Ω, b) = d(f,Ω1, b) + d(f,Ω2, b).

Teorema C.5. (Normalização): Seja I a projeção canônica de Ω̄ em RN , isto é, I :

Ω̄→ RN é dada por I(x) = x. Então,

d(I,Ω, b) =

1, se b ∈ Ω,

0, se b /∈ Ω̄.

Teorema C.6. (Existência de Solução): Sejam f ∈ C(Ω̄,RN) e b /∈ f(∂Ω). Se d(f,Ω, b) 6=

0, então existe x0 ∈ Ω tal que f(x0) = b.

Teorema C.7. (Dependência na Fronteira): Suponhamos que f = g em ∂Ω e f, g ∈

C(Ω̄,RN). Então, tem-se que

d(f,Ω, b) = d(g,Ω, b), ∀b /∈ f(∂Ω) = g(∂Ω).
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