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Resumo

Neste trabalho, estudamos existéncia e multiplicidade de solucoes fracas positivas para a

seguinte classe de sistemas elipticos

([ Au= Ag(z)u + %f(x)Hu(u, v) em RY,

(Paw)§ —Av = ph(z)v + %f(m)[—[v(u, v) em RY,

u,v>0em RY

onde N > 4, 2" .= ¥ 5
da fungdo homogénea H € C'(R%,R), com R = [0,00) x [0,00), g" # 0,h" £ 0, fT £ 0 e

A, 1 > 0 sao parametros reais, onde ¢ (z) = max{¢(z),0} indica a parte positiva da fungao

é o expoente critico de Sobolev, H, e H, sao derivadas parciais

¢. A fim de mostrar a existéncia de solugoes usaremos o Teorema do Passo da Montanha e
para multiplicidade utilizaremos minimizacao sobre subconjuntos da variedade de Nehari.

Estudamos também, multiplicidade de m pares de solucoes para a equacao critica
—Au = Ag(x)u + h(x)|u|%u + pf(2)|ul* u em RY

onde A\, > 0,0 < f € C(RY), g™ # 0,h™ # 0,2 < ¢ < 2" e os pesos satisfazendo outras
condicoes adicionais. Aqui fazemos uso de uma versao do Teorema do Passo da Montanha
com simetria assumindo o parametro u suficientemente pequeno e A € (0,A]) onde \{ é o

autovalor principal do problema (1.6).

Palavras-chave: sistema eliptico; crescimento critico; método variacional.
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Abstract

In this work, we study existence and multiplicity of positive weak solutions for the

following class of elliptical systems

([ Au= Ag(z)u + %f(x)Hu(u, v) em RY,

(Paw)§ —Av = ph(z)v + lf(m)[—[v(u, v) em RY,

2*
L u,v>0em RY
where N > 4, 2" = NQJif2 is the critical Sobolev exponent, H, and H, are partial
derivatives of the homogeneous function H € C'(R%,R), with RZ = [0,00) x [0,00),

gt £ 0,ht £ 0,f" £ 0 and \,u > 0 are real parameters, where ¢*(z) = max{¢(x),0}
indicates the positive part of the function ¢. In order to show the existence of solutions we
use Mountain Pass Theorem and for multplicity we will use minimization on subsets of the
Nehari manifold.

We stud also, multiplicity of m pairs of solutions for the critical equation
—Au = \g(x)u + h(2)|u|*%u + pf(z)|ul* 2w em RY

where A\, i, 0 < f € C(RY), g™ # 0,h" # 0,2 < ¢ < 2 and weights satisfying others
additional conditions. Here we make use of a version of the Mountain Pass Theorem with
symmetry assuming the parameter ; small enough and A € (0, A]") where A\]" be the principal

eigenvalue of the problem (1.6).

Key-words: elliptic system; critical growth ; variational method.
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Notacoes

Q) ¢ um dominio aberto e suave do RY, podendo ser o proprio RY;

| - | & a norma euclidiana em R";

e C() ={g:Q2—R; g écontinua}l;

e CP(RY) = {g € C(RY); g tem suporte compacto};

e M(RY) é o0 espaco das medidas de Radon finitas com sinal em R";

o [’(RY) = {u RY - R: /RN lulPdz < —1—00} é o espago de Lebesgue;
o DV*(RY) = {u€ L* (RY) : |[Vu| € L2(R™)};

o |- |lp ¢ a norma em D"*(RY);

oY, = {u e DR : [Jul? = / (IVul? + w,(v)u®)dz < —I—oo} ;
RN

o X, = {u € Hy : I(dn)nen C CSO(RN)a |fn — ull, = On(l)} ;
e (-,-), € produto interno em Y;

e X & o espaco de Hilbert X, x Xp;

e g =0,(1) quando n — 400 significa que nl_igloog = 0;

e g =0(1) quando € — 0 tem-se |g(¢)| < C para todo ¢ suficientemente proximo de 0 e

para algum C' > 0;

g = O(¢e) quando € — 0 tem-se |g(c)| < C|e| para todo ¢ suficientemente proximo de 0

e para algum C > 0;

e g =o0(e) quando £ — 0 tem-se lim @ = 0;
e—=0 €

— convergéncia forte;

e — convergéncia fraca;
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Introducao

Embora o célculo das variacoes seja o estudo de minimizacao de funcionais, o mesmo
pode ser visto como um desdobramento do calculo diferencial em espacos euclidianos. No
caso unidimensional, o problema central do célculo das variacoes é, justamente, determinar

uma funcao y(+), com valores fixos em x; e x5, que faca o funcional

Jiy) = / Y (@), (@), o).

atingir um valor maximo ou minimo.

O desenvolvimento do Calculo Variacional comecou em junho de 1696, quando o
matematico sti¢o Jean Bernoulli(1667-1748) publicou no jornal cientifico Acta Eruditorum
um problema que chamou a atencao dos maiores matematicos e fisicos da época. O problema
consistia em encontrar a forma que deveria ter uma trajetéria sobre a qual uma particula
deslizaria, partindo do repouso e sob acao apenas da gravidade, levando o menor tempo
possivel para atingir um outro ponto mais abaixo nessa trajetoria(consulte [38, 39]).

Este famoso problema ¢é conhecido como o problema da Braquistécrona. Os mateméticos
Isaac Newton, Gottfried Wilhelm Leibniz e Jackob Bernoulli apresentaram relevantes solucoes
para o problema(veja [14]). E de conhecimento da comunidade Matemética que a resposta
esse problema vem a ser uma cicloide, mas a sua dedu¢ao nao é uma tarefa tao simples (veja
e.g. Troutman [42]).

A abordagem de tais questoes iniciou-se em 1750 por Leonhard Euler(para mais detalhes
[39]), ao descobrir, que em diversas situagoes, para que uma fungao fosse um minimo para um
funcional, era necessario que a mesma satisfizesse uma certa equacao diferencial ordinaria: a
dita “equacao de Euler”.

Em meados do século XIX, notou-se que se substituir um problema de minimizacao em
dimensao infinita por uma equagao diferencial, algo em geral mais bem compreendido, era
um caminho viavel e a reciproca também era possivel e significativa. Um exemplo concreto
disso foi o chamado “método de Dirichlet'”(c.f [23]) em homenagem a Peter Gustav Lejeune
Dirichlet.

'Este método foi usado por Bernhand Riemann em seus importantes trabalhos sobre funcoes holomorfas,
superficies de Riemann e integrais abelianas. A ele se deve a nomenclatura "Principio de Dirichlet”.



O método consistia em resolver o problema de fronteira para a equacao de Laplace

—Au(x) =0se z €,
u(z) = p(x) se z € 99,

(GPLD) {
minimizando o funcional energia
1 2
O(u) == | |Vu(z)|“dx
2 Jo

no conjunto das fungoes reais u € C*(Q) e que sdo iguais a o sobre 99, onde Q é um dominio

"L 9%u
limitado suave em RY, Au = g 92 é o operador de Laplace e ¢ : 92 — R é continua.
o

i=1 i
Se u fosse solugao deste problema de minimizacao, terfamos

B(u) < B(u+ t))

para t > 0 e qualquer funcao ¢ : Q — R de classe C? e com suporte compacto. Assim, usando

integracao por partes e o Teorema da Divergéncia tem-se
d(u) < P(u) + 20 () — t/ U(x)Au(x)dz.
Q

Subtraindo ®(u) a ambos os lados da ultima desigualdade, dividindo-a por ¢ e passando o

limite quando ¢ — 0 segue

/Ql/)(x)Au(x)dx < 0.

Se trocarmos ¢ por —1 a desigualdade acima inverte, o que nos da
/ U(z)Au(z)dr = 0.
Q

Portanto, como 1 é arbitraria, um argumento classico de densidade acarreta que Au(x) =0
para todo z € €2, 0 que mostra que u é a solugdo de (GPLD) (a unicidade segue do principio
do maximo(veja [12]). Na nomenclatura tradicional do Calculo de Variagoes, diz-se que
Au(z) =0 é a “equagao de Euler” de ®.

Gauss, Green e Dirichlet justificavam que o minimizador u sempre existia, uma vez que
tal equacao modela (dentre outros fenémenos) o potencial eletrostatico em uma regido e,
por argumentos metafisicos (como o “principio da minima agao de Maupertuis”), a natureza

sempre minimizaria o funcional energia .



Karl Weierstrass(1815-1897) esteve entre os primeiros matematicos a levantar davidas
sobre a validade do método de Dirichlet, que notou que problemas matematicos de
minimizacao, mesmo limitados inferiormente, podiam ser insoliveis, e de J. Hadamard, que
exibiu em Q = B;(0) C R? uma g continua para a qual a solucio u de (GPLD) tinha

|Vu(z)|[*dz = +o0o (ou seja, estava fora do dominio de ®), fizeram com que o método de
DgilI‘iChlet, nas palavras de Carl Neumann, “afundasse e saisse de vista”, para maiores detalhes,
consulte Figueiredo [23].

No entanto, na virada do século XX o método variacional “ressuscitou”, através do trabalho
seminal de David Hilbert. O seu procedimento consistia de duas etapas: primeiro, se
estendia a nocao de solugao para um contexto em que o método variacional se aplicava
de modo simples, mas rigoroso; e, por fim, se deduzia que tal solu¢ao generalizada, sob
ligeiras condi¢oes de regularidade, era também uma solucdo classica (isto é, no sentido usual).
Apesar de tal argumento nao produzir resultados 6timos para a equacao de Laplace, podia
ser facilmente generalizado e usado para estudar problemas de natureza nao-linear.

Nesta tese, estudamos usando método variacional, mais especificamente: Teorema do
Passo da Montanha, minimizacao sobre subconjuntos da variedade de Nehari e uma versao
do Teorema do Passo da Montanha com simetria, existéncia e multiplicidade de solucoes
fracas positivas, bem como multiplicidade de m pares de solucdes para os seguinte problemas

elipticos com pesos indefinidos, estudamos o problema

1
([ Au= Ag(x)u + gf(x)Hu(u, v) em RY,

(Paw) § —Av = ph(z)v + %f(x)Hv(u, v) em RY,

u,v >0 em RY

—Au = M\g(2)u + h(z)|u|"%u + f(z)|u/* *u em RV,

respectivamente.
No Capitulo 1, estamos interessados em estudar existéncia de solugoes fracas positivas

para o sistema (P,,) onde N > 4, 2" := ¢ o expoente critico de Sobolev, H, ¢ H,

N -2
sdo derivadas parciais da fungdo homogénea H € C'(R%,R), onde R? = [0,00) x [0, 00),

ft# 0,97 £ 0,ht £ 0 e A\,u > 0, estamos denotando por u'(x) = max{u(z),0} e

u” (z) = max{—u(z),0} as partes positiva e negativa da func¢do u, respectivamente.



Nosso interesse é no caso em que H tem crescimento critico. Mas especificamente, as hipoteses
sobre a fun¢do H = H(-,+) s@o as seguintes:

(Hp) H é 2"— homogénea, ou seja
H(0s,0t) = 6* H(s,t), para cada 6 >0, V(s,t) € R%;

(Hy) Hs(0,1) = Hy(0,1) =0, H,(1,0) = Hy(1,0) = 0;

(Hy) H(s,t) > 0 para cada s,t > 0;

(Hs) Hy(s,t) >0, Hy(s,t) > 0 para cada (s,t) € R%;

(Hy) a fungio 1—homogenea W(s,t) = H(s/? ¢'/*") é concava’ em R2.

Para referéncias futuras, da 2*— homogeneidade de H temos a identidade de Euller, a saber

(u,v) - VH(u,v) = 2"H(u,v).

OH OH
onde VH denota o gradiente da funcao H, ou seja, o vetor dado por VH := <8_’ 8_)
u’ v
Seja S a melhor constante de Sobolev para a imersao D'*(RY) < L*" (RY), isto &,
/ |Vul*dz
S:= inf RY

ueDL2(RN) i 2/2"
(/ |u 2 dx>
RN

Como em Morais Filho e Souto [17], definimos

Sp = inf {/ [Vul® + | Vol : / H(u",v")de = 1}
u,veDL:2(RN) RN RN

e de (Hp) tem-se
/ (|Vul® + |[Vv|?)dz > Sy H(u™, v )dz, u,ve DY*(RY).
RN RN

De acordo com o Lema 1 em [17] existem constantes A, B > 0 tal que

A2—|—B2
SH = ms

2Uma funcéo real ¢ definida num subconjunto convexo U de RY & concava, se para quaisquer z,y € U e
para todo ¢ € [0, 1] tem-se ¢(tx + (1 —1t)y) = tP(x) + (1 — t)P(y).



Os pesos f, g e h satisfazem
(Po) f.g:h € L¥(RY), 0% f£,0# g, 0% h* e g" 1" € L (RY);
(Py) Para algum x5 € RY, f(20) = | f|s € existe r > 0 tal que

ap = 1inf{f(x) : x € B,(x0)} > 0;

(Py) Assuma que f(zo) — f(x) = o(|x — 2o|*);
(Ps) zeirrlfwo)[min{)\Ag(yc) + puBh(x)}] = mo > 0.

Sejam \{ e uj os autovalores principais de

—Au = \p(x)u em RY,

(qu) . ¢(x)u2 <~ 0

quando ¢(z) = g(z) e ¢(xr) = h(zr) respectivamente, e denotaremos por uj e v; suas

respectivas autofungoes, para mais detalhes veja [1, 21]. Nosso primeiro resultado é

Teorema 0.1 Suponha que 0 < A\ <\ e 0 < p < pf, H satisfaz (Ho) — (Hy) e (Py) — (Ps)
verdadeira, entdo o sistema (Py,) tem ao menos um par de solugées (u,v), tais que u > 0 e

v >0 emRY.

Este resultado é uma versdo do problema estudado em [2](veja também [17]), para
dominios ilimitados, com potenciais mudando de sinal e H(u,v) sendo uma nao-linearidade
com crescimento critico mais geral(veja [17, 25]). Na prova deste teorema, usamos métodos
variacionais e uma técnica introduzida por Brezis e Nirenberg [9], que consiste em localizar
o nivel critico para o qual temos a condigdo de Palais-Smale(PS) satisfeita, e usando
funcoes de corte apropriadas, mostra-se que o nivel minimax do Teorema do Passo da
Montanha estd abaixo do nivel critico. Além disso, devido a presenca de potenciais mudando
de sinal em um dominio ilimitado e pelo fato dos potenciais nao pertencerem ao espago
LN Q(RN ), & necessario a escolha de um espaco adequado para o funcional energia, tais
espacos foram introduzidos por Drabek e Huang [18, 19]. Neste trabalho, este espaco satisfaz
H'(RY) x HY(RY) ¢ X c D"*(RY) x D"*(R"). A estrutura variacional do problema (Py,,)
é diferente de [17], e além dos problemas como falta de compacidade devido o crescimento
critico, algumas complicagoes acontecem, como por exemplo, o fato da norma nao aparecer
no funcional I,, e a falta de compacidade uma vez que o pontencial ¢~ (z) nao pertence

necessariamente a LY/?(RY).



No Capitulo 2, voltamos a estudar o sistema (P,,) mas agora nosso interesse é¢ em
multiplicidade de solugoes. Noés investigamos como o nimero de solucoes positivas é
influenciado pelo ntimero de pontos criticos isolados de f. Para ser mais especifico, obtemos

o seguinte resultado.

Teorema 0.2 Suponha que f € C(RY R), 0 < A<\ e0 < p < puf, H satisfaz (Hy) — (H,)
e (Py) — (P3) ocorre, suponha que existem pontos ay, as, ...,a; € RY, tal que

(f1) flaj) = |flooy 1 <G <K

(f2) a; é ponto de mdzimo local estrito para 1 < j < k;

(

)

o(|x — a;|*) se N > 5,

flag) = fle) = { O(|lz — a;|*) se N = 4

entio existem N* € (0,A]) e pu* € (0,u]) tal que o problema (Py,) tem k pares (u,v) de
solugoes positivas para todo 0 < A< X" e 0 < pu < p*.

O Teorema 0.2 estende o Teorema 1.1 em [15] para sistemas em dominio ilimitado e
potenciais mudando de sinal. A técnica empregrada no presente trabalho é a mesma usada
por estes autores, mas a estrutura do espaco X gera dificuldades e algumas adaptacoes
necéssarias. A técnica consiste em considerar o infimo do funcional energia sobre k&
subconjuntos disjuntos da variedade de Nehari e entao mostra-se que esses infimos estao
abaixo do nivel critico para o qual a condi¢ao de Palais-Smale é valida. Quando os parametros
A e p estao proximos de zero essas sequéncias podem ser consideradas como sequéncias de
Palais-Smale de modo que obtemos k pontos criticos.

Em um trabalho pioneiro, Brezis e Nirenberg [9], estudaram existéncia de solugoes

positivas para o problema

(BN) —Au =M+ |[ul* 2u em ©,
u =0 sobre 02

onde ) é um dominio limitado. Desde entao tem havido grande interesse em problemas
com expoente critico, a lista de trabalhos tratando de tais problemas é extensa de modo que
vamos referenciar somente aqueles relacionados com o presente trabalho.

Cao e Noussair em [15] consideraram o seguinte problema, com um peso acoplado no



termo com crescimento critico em (BN), a saber

(CN) —Au = M+ Q(x)|ul* *u em Q
u =0 sobre 0f2

onde 0 < Q(x) € C(RY)N L>®(RY), os autores mostraram um resultado de multiplicidade de
solugoes positivas baseado no nimero de pontos criticos isolados de ().

Por outro lado, Drabek e Huang [19] estudaram a equacio critica em RY

p*—2

(DH) —Apu= g () |[ulP~?u + f(x)

onde —A, é o operador p—laplaciano, os autores impuseram para os pesos f e g as mesmas
hipoteses que (Fy) e (Py), e obtiveram dentre outros resultados a existéncia de solugao positiva

quando 0 < A < Af onde \{ é o primeiro autovalor principal do problema de autovalor

—Apu = Ag(2)|ulP2u em RY,

/ g(x)|u|Pdz > 0.
RN

De Morais Filho, Souto e Alves [2, 17] considerarem a versdao para sistemas da equacao

de (BN). Mas especificamente, estudaram a existéncia de solugdes positivas do problema

—Ayu = Qy(u,v) + Hy(u,v) em (2,
(AMS) $ —Apv = Q,(u,v) + H,(u,v) em €,
u=1v =0 sobre 01,

onde Q é um dominio limitado de RY, Q,, H, e Q,, H, sdo as derivadas parciais das funcées
de duas variaveis homogéneas @, H de classe C' com respeito a u e v, respectivamente.

No presente trabalho, consideramos a versao para sistemas do problema (DH ), embora o
caso 1 < p < N possa ser tratado da mesma maneira, consideraremos somente o caso p = 2 e
desde que as fungoes g~ e h™ nao pertencem necessariamente ao espaco LN/? (]RN), o funcional
energia [, cujos pontos criticos sao solugdes fracas do problema (P,,) ndo pode ser definido
em DM (RY) x DY?(RY). Assim, seguimos as ideias de [19]. A fim de definir corretamente
a estrutura variacional para lidar com o problema precisamos trabalhar em outro espaco, o
espaco natural esta relacionado ao que foi usado no trabalho de Drabek e Huang [19], a saber,
o espaco X, X X} que estd definido no inicio da Secao 2. Comumente, para superar a falta

de compacidade devido o crescimento critico de H(-,-), o qual esta relacionado ao fato da



imersio DM?(RY) — L¥ (RY) nao ser compacta,adaptamos as ideias presente no Lema 1.2
de [9](consulte também Lema 1.44 em [43]). Desde que g~ (z) € L®(RY), entdo se u,, — u
em X, o conjunto {g~ (z)u2} nio é necessariamente pré-compacto® em L'(R™)(o mesmo
acontece se trocarmos g por h), isto e a estrutura de X, x X}, fazem varias estimativas
relacionadas a compacidade, presentes nos trabalhos [2, 15], diferente no presente trabalho.
Gostariamos de mencionar que a hipotese (P) é mais fraca do que a hipotese (f3) de [19],

por exemplo se § > 0 é suficientemente pequeno, co = f(0) = || fllo € f(z) = co— |z|**°

numa
vizinhanga da origem, o resultado de existéncia de Drabek e Huang [19] nao se aplica, visto
que f nao satisfaz a condicao requerida, entretanto o Teorema 0.1 ainda é valido. Quanto a
multiplicidade, o peso @ acoplado a parte critica de (C'N) ndo pode mudar de sinal, enquanto
que no presente trabalho o Teorema 2.1 ainda é valido quando f muda de sinal.

No Capitulo 3, investigamos multiplicidade de solugoes via Teorema do Passo da
Montanha com simetria. Estudamos a seguinte equagao com expoente critico e com um

termo subcritico:
—Au = \g(2)u + h(2)|u|*%u + pf(2)|u* 2u em RY (1)

com N >4, g7 20, hTZ0, \,u>0e2<q<2".

As funcoes pesos f, g e h satisfazem

(M) f,9.h € L®(RY), g* € LT (RY),h* € L®(R") onde gy = 2°/(2" — q);
(M) f é continua e nao negativa.

(Ms) Assuma xeigrf(o)[min{f(a:),g(x)}] =a >0, para B,(0) C Qp+ ={z € B,(0) : h(z) > 0};

: g (x)
M) Para algum Ry, 0 < dp. = inf h o\,
(M3) Para algum Ry, 0 < dg, Igﬁﬁg%{ ) (z) > }

A equacdo (1) foi estudada por Binding, Drabek e Huang [7] para o operador

—Ayu =div(|Vul[P"?Vu) com pu = 1 e o termo subcritico do tipo ah(z)u|?*u com a > 0
pequeno. Quando p = 2 os pesos satisfazem as seguintes condicoes:

(DHy) g+ 2 0,h" £0;

(DHy) f*#0e f e C(RY) N L¥RY);

(DHz) g >0, g* € LNP(RY) N L5, (RY);

(DH,) h € L®(RY) N L2 (RY), onde ¢o = 27 /(2% — q).

Os autores estudaram existéncia de ao menos uma solucao positiva para tal equacao e

assumindo a hipétese h(z) > 0 em algum conjunto aberto de R e com f necessariamente

*Dizemos que G C C(K, F) & pré-compacto se toda sequéncia em G tem subsequéncia convergente. E
C(K,F) ¢é o espago de todas as fungbes continuas de K em F.



trocando de sinal, eles mostraram a existéncia de um minimizador local nao nulo do funcional
associado.

As solugoes fracas do problema (1) sao pontos criticos do funcional energia associado

S () = %/RN(|VU|2dx — Ag(z)u?)dr — é/ﬂw h(z)|u|?dz — %/RN f(x)|u|2*dx

Como o funcional Jy, é par podemos esperar que sua simetria nos garanta multiplicidade
de pontos criticos. Provaremos que isso ¢ verdadeiro, desde que o parametro u seja

suficientemente pequeno. Assim nosso principal resultado do Capitulo 3 é o teorema a seguir.

Teorema 0.3 Suponha que (My) — (M3) ocorre e A € (0,\)). Entao, dado m € N, existe

p' = pr(A,m) > 0 tal que (3.1) possui ao menos m pares de solugées nao triviais para todo
€ (0, 1").

A inspiracao para este estudo vem do trabalho de Silva e Xavier em [35], que estudaram

o problema

(5x)4 A= plul” u+ a(z,u) em Q
u =0 sobre 0f),

os autores usaram método variacional e teoria dos pontos criticos minimax para obter
existéncia de multiplas solu¢oes quando o termo subcritico a(-, -) € impar na segunda entrada.

Nosso problema é uma versao de (SX) em dominios ilimitados quando p = 2 e a(z,u)
tem um termo linear e subcritico com pesos indefinidos. Tal qual nos problemas anteriores
o problema requer um espago adequado, conforme ja citado para os problemas envolvendo
sistemas.

Umas das motivagoes para o estudo de (1) é também o seguinte problema

(Py) —Apu = |ulP" "u 4+ AMulP"?u 4 BlulT*u em Q
’ u =0 sobre 01,

onde A € Re 8 > 0. O problema (P3) com A = 0 foi estudado por Garcia Azorero e
Peral Alonso em [5]. No trabalho, os autores provaram a existéncia de infinitas solugoes para
(Pg) quando A =0, 1 < ¢ < pe > 0 é suficientemente pequeno. Ainda estabeleceram a
existéncia de uma solugao nao-trivial quando A = 0, p < ¢ < p* e f > 0 é suficientemente
grande.

Ainda nessa dire¢ao, em [35] os autores também estudaram uma versao de (Pg) para um



termo mais geral que |u]q_2u. Sendo mais especifico, estudaram o problema

(Pl THT ul? w4+ AuP*u+ Bg(z,u) em ©
! u =0 sobre 0f),

onde 8 >0, A€ Reg: QxR — R é&uma fungao Caratheodory e satisfaz algumas hipoteses
adicionais.

Swanson e Yu em [37] estudaram (1) para o operador p—laplaciano com A\ € (0,\]) e
p < q < p*, e mostraram que se 0 < g(z) € LYP(RM), f(z) > 0 e h(z) > hy > 0 em
RY | entdo (1) tem uma solucdo positiva.

Nossa contribui¢ao ¢ mostrar multiplicidade de soluges sob a luz das hipoteses (My) —
(M,) abordando o problema em um dominio nao-limitado com a presenga de pesos indefinidos,
uma das dificuldades presentes é a falta de compacidade gerada pela parte negativa dos termos
linear e subcritico. Ressaltamos que o fato de somente a parte positiva de h(x) pertencer
a L®(RY) nao conseguimos garantir que o funcional energia estd bem definido, para isso
usamos (M3).

Esta tese esta assim dividida: no Capitulo 1, definimos o espago adequado para o funcional
energia associado ao nosso problema e provamos o teorema de existéncia de solugoes via
Teorema do Passo da Montanha. No Capitulo 2, estudamos multiplicidade de solucao do
sistema (Py,) e provamos o Teorema 0.2. Por fim, no Capitulo 3, nos ocupamos em mostrar
um resultado de multiplicidade de solugoes para a equacao eliptica (1) usando uma versao do
Teorema do Passo da Montanha com simetria. Apresentamos ainda o Apéndice A no qual
mostramos a regularidade dos funcionais I, e Jy,, bem como o Apéndice B onde enunciamos

os resultados usados neste trabalho.
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Capitulo 1

Existéncia de solucao positiva para um

sistema eliptico critico com peso
indefinido em R

1.1 Introducao

Neste capitulo, estamos interessados em estudar a existéncia solucoes positivas para o

seguinte sistema eliptico

1
([ Au= Ag(x)u + gf(x)Hu(u, v) em RY,

(Pa) § —Av = ph(z)v + %f(x)Hv(u, v) em RY, (1.1)

(| u,v >0 em RN

2N
COH]N>472*:N7

uma fungao homogénea H € C'(R%,R), onde R? = [0,00) x [0,00), fT #0,g" £ 0, h" £0e

A, it > 0. Nosso interesse é no caso em que H tem crescimento critico. Mais especificamente,

5 é o expoente critico de Sobolev, H, e H, sao as derivadas parciais de

as hipotese sobre H sao as seguintes:

(Hpy) H é 2" —homogeénea, que é

H(0s,0t) = 0* H(s,t) para cada 6 > 0 e V(s,t) € R%;
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(H,) H,(0,1) = 0, Hy(1,0) = 0
(Hy) H(s,t) > 0 para cada s,t > 0;
(Hj) Hy(s,t) > 0, H(s,t) > 0 para cada (s, t) € R%;
(Hy) a funcdo 1—homogeénea W(s,t) = H(s"/?" /%) & concava em R,
Como um exemplo de uma func¢do que satisfaz as hipoteses (Hy) — (Hy) temos a fungao

2%
Y

H(u,v) = alul* + Z bi|u|®|v|% + clv

o+ =2*

onde a,b;,c € R, a; + 5; = 2", a3, 5; > 1, i € Z, com Z um subconjunto finito de N.
Desde que a funcdo H é 2*—homogénea e de classe C*(Apéndice B, Teorema B.1), temos a

relacao de Euler
sHg(s,t) + tHy(s,t) = 2"H(s,t). (1.2)

Seja S a melhor constante de Sobolev para a imersio D'?(RY) < L2 (RY), a saber

/ |Vul?dzx
S:= inf RY

ueDH2(RN) .\
(/ |u 2 dx)
RN

onde D?(RY) = {u € L* (RY) : |Vu| € L*(R")} equipado com a norma

1/2
\|u|yD1,2(RN)—</ |vu\2dx> |
RN

Como em [17], definimos

Spo= inf {/ (|Vu|2—|—]Vv\2)d:c:/ H(u+,v+)dx:1} (1.3)
(RN) RN RN

u,peD1:2

e de (Hp) segue que

RN

/ (|Vul* + |Vv|*)dz > Sy H(u",v")dz, Yu,v € DY*(RY). (1.4)
RN

Podemos relacionar as constantes S e Sy. Para tanto, para cada ¢ > 0 definimos a

12



seguinte familia de fungoes
N-—2
CcNE T

(e + o)™

(x) =

N—-2
4

onde ¢y := [N(N — 2)]
Segue de Aubin e Tallenti [4, 41] que ||[VU.|3 = ||U.||3 = S%. Do Lema 1 em [17] e usando

a homogeneidade de H, existem constantes A, B > 0 tal que

[(AU, BU,)|”
(fRN H(AUE> BUE))Q/z*
(A2 4+ B?) S%
H(A, B)?/? ||U.

Su =

2
2*
de onde segue que

A2 + B?

51 = (A BT

S. (1.5)

Os potenciais f, g e h satisfazem
(Po) frg:h € L*(BRY), 0% f*,0# g* 0% b e g* h" € L* (RY);
(Py) Para algum xo € RY, f(z0) = |f|so € existe r > 0 tal que

ap :=1inf {f(z) : x € B.(x9)} > 0;

onde | flo := sup [f(z)|.
zeRN
(P) Assuma que f(zo) — f(2) = o(|z — @o|*);
(Ps) jignf )min{)\Ag(x) +puBh(z)} = mo > 0 onde A e B sao constantes positivas em (1.5).
rxebr (o
Nosso problema (P,,) esta relacionado com o seguinte problema de autovalor

—Au = \p(x)u em RY,

(Po) ¢(z)u*dr > 0.
RN

onde ¢(z) = g(z) e ¢(xr) = h(x), respectivamente.

Definicao 1.1 Dizemos que A € R é um autovalor do problema (P,) se existe u € Xy, u # 0
tal que

/ VuVodr = A o(z)updr
RN RN

para todo ¢ € X,, onde o espago Xy € definido na Secao 1.2. Entao u é chamada uma
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autofuncao correspondente ao autovalor . Dizemos que X € um autovalor principal de (1.6),
se existe uma autofuncdo associada a \ que é estritamente positiva em RY e X é um autovalor
stmples se o autoespaco associado a \ tem dimensao 1.

Sejam A] e pi os autovalores principais de (P;), quando ¢(z) = g(z) e ¢(z) = h(z)
respectivamente, denotamos por uf e vf suas respectivas autofuncoes, para mais detalhes
consulte Allegreto e Huang em [1] e Edelson [21].

Nosso principal resultado neste capitulo é

Teorema 1.1 Suponha que 0 < A\ < \[ e 0 < p < pf, H satisfaz (Ho) — (Hy) e (Py) — (Ps)
ocorrem, entdo o sistema (Py,) tem ao menos um par (u,v) de solugao, tal quew >0 ev >0

em RY.

1.2 A estrutura variacional

Conforme citamos na introducao, as funcoes g~ e h™ nao pertencem necessariamente ao
espaco L%(RN) e com isso o funcional energia Iy, associado a (P,,) ndo pode ser definido
em DLQ(RN ). Diante disso, somos levados a trabalhar em um espaco adequado a procurar
as solugdes fracas para (P,,), para isso utilizaremos os espacos introduzidos em Drabek e
Huang [19].

Seja ¢ (x) = max{(x), 0}, ¢~ (z) = max{—p(),0} e wy(x) = max{p™ (), (1 + |=]) 2},
Definamos o espaco

Y, = {u e DY2(RY) : [|ul|? := / (IVul? + wy(2)u?)dr < +oo}
RN

e
Xy = {u € Xy : I(dn)nen € CZ(RY), [l6n — ull, = 0n(1)}

entao (X, | - |l,) é um espaco vetorial normado e X, = CgO(RN)HA”W munido do produto

interno

(u,v), = /RN (VuVv + w,(x)uv)de

¢ um espago ¢ um espaco de Hilbert. Observamos ainda que pela definicao do espaco X,
temos a imersdao X, — D"*(R").

A proposi¢io a seguir nos garante que o problema (P,) tem um autovalor A} > 0 com
autofungao postiva associada u; satisfazendo algumas condigoes. Para mais detalhes consulte
Drabek, Kufner e Nicolosi [20] e o Lema 2.3 em [18].
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Proposicdo 1.1 Suponha que ¢ € L¥RY) e 0 # ¢+ € L%(RN), entdo existe um unico
autovalor simples e isolado 6] > 0, tal que (Py) tem uma autofungao positiva ¢ € X,

associada com 6. Além disso, para qualquer § € (0,5]], temos
/ (|Vul|? — 6p(z)u?)dx > 0, Yu € X,
RN

A igualdade ocorre somente se, ouu =0, ou § = 6] e u= pp! para algum p € R.

Para referéncias futuras, temos a Desigualdade de Hardy (veja [10, 20]), a saber

up
———dzx < C Pd A (RN,
/RN ATy x N,p/RN\Vu\ z, Yu € Cy°(RY)

onde Cy,, = (p/(N — p))P. Nosso interesse em tal desigualdade é quando p = 2, ou seja,

u2
Y <c Vul2de, Yu e C®(RY).
fo s < One [, 19ud, € R
onde Cyo = 4/(N —2)%

Observacao 1.1 Observe que, em vista da Desigualdade de Hardy (caso p = 2), para todo

c1 > 0 tem-se

lim (|Vun|? + c16™ (2)u?)dr = 0 <= lirf [unll3 =0,  Vu, € X, (1.7)
n—-—+0o0

n—-+4o0o RN

De fato, suponhamos que / (|Vun|® + c1¢™ (z)u2)dx — 0. Logo,
RN

/ YV, Pz g/ (Vanl? + er6~ (2)2)dz — 0
RN RN

o que implica

/ IV, Pz — 0. (1.8)
RN

Pela Desigualdade de Hardy, temos

u2
— " dr— 0.
“a / (a2 ™
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Assim,

. /RN (qb_(x) + m) Wdz — 0.

Dai, tem-se

. /RN rnax{¢(x), m} dr < e /RN ((b(w) + m) wdz — 0

isto é,

c1 /RN max {qb(a:), %} uldr — 0. (1.9)

L+ Jz])?

De (1.8) e (1.9) obtemos

/RN (!wnF + max {qb_(x), m} u2> e,

o que nos dara

[un |5 — 0.

Agora, suponhamos que |[u, |7 — 0. Entdo,

/ |Vu,|*dz — 0 (1.10)
RN

/RN maX{¢($%ﬁ}u2d:p—>o. (1.11)

Por (1.11) segue

¢ /RN ¢~ (2)uldr < ¢ /RN max{qﬁ(x), M} u*dr — 0

ou seja,

/ c1¢” (z)uZdr — 0. (1.12)
RN
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De (1.10) e (1.12) vem
/ (IVunf? + c16- (2)u2)dz — 0.
RN
provando assim (1.7).

Neste trabalho, consideramos o espaco de Hilbert X := X, x X}, munido do produto

interno

((u1,v1), (ug, v2)) = (U1, ug)g + (v1,v2)n

e cuja a norma induzida ¢ dada por ||(u,v)||* = (u,u), + (v, V).

Definig¢ao 1.2 Dizemos que o par (u,v) € X € uma solugdo fraca do problema (Py,) quando

1

[ (Ve Vovs = Aglaug = whta)ov)ds = 5o [ @0+ Hw )] =0

para todo (p, 1) € X.

Assim, as solugdes fracas de (Py,) sdo os pontos criticos do funcional energia I, : X - R

definido por

Dufu0) =5 [ (VP +[oP)da—5 [ oty +uhaptiio =5 [ f@m o)

e em vista de (Py) — (Ps), Iy, estda bem definido e I,, € C'(X,R)(veja Lema 2.1 em
[18] e Apéndice A).

Observacio 1.2 Seja F uma funcio g— homogénea de classe C* com q > 1, entdo
(F1) |F(s,t)] < Mp(|s|? + |t|?) onde Mp = max{|F(s,t)| : |s|? + [t|? = 1};
(Fy) Fy(s,t) e Fi(s,t) sao (¢ — 1)—homogéneas.

Com efeito, desde que F' é g—homogénea, temos

1 S t
— | F(s.t)| = |F <M
s T e ‘ (<|s|q+|t|q>1/q’<|s|q+|t|q>1/q)‘\ P
pois
S q t q 5 1
T
G| | sl e PIESTTRERTETT

= 1.
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Logo,
[F'(s,8)] < Mp(|s[" + [t]).

Por outro lado, como F' ¢ g—homogénea, entao
F(0s,0t) = 07F(s,1).

Derivando ambos os lados da tultima igualdade com relacao a s e usando a regra da cadeia,

tem-se
0 - Fy(0s,0t) = 07F(s,t). (1.13)

Portanto,
F,(0s,0t) = 09 Fy(s,1).

Em outras palavras, Fy é (¢ — 1)—homogénea. De maneira analoga, mostra-se que F; é

também (¢ — 1)—homogénea.

1.3 Existéncia de um par de solucoes positivas

Nesta seccao, demonstraremos o resultado de existéncia no Teorema 1.1. Usamos
o Teorema do Passo da Montanha para obter um ponto critico nao trivial para I,.
Primeiramente, demonstramos uma desigualdade contida no Lema 1.2, que desempenha um
papel importante em varias estimativas ao longo do trabalho, visto que a norma do espago
nao aparece diretamente no funcional energia Iy,.

Apresentamos a geometria do Teorema do Passo da Montanha contida na Proposicao
1.2, enquanto na Proposicao 1.3 nés estimamos o nivel critico, abaixo do qual temos que a
condi¢ao(PS). é valida. Por fim, na Proposicdo 1.4, mostraremos que o nivel do passo da
montanha é menor do que o nivel critico, e por fim, mostramos a positividade do par de
solucoes.

Antes de demonstrar o Lema 1.2, vamos mostrar um resultado de compacidade dado pelo
Lema 1.1 a seguir, cuja a demonstragao esta contida em Huang [18], a qual sera incluida no

presente trabalho para facilitar sua leitura.
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Lema 1.1 O operador G : Xy — X} dado por (G*(u),¢) = / gt (x)up é compacto'.
RN

Demonstracao: Vamos iniciar, afirmando que, para todo € > 0 e u € Xy, existe R > 0 tal

que

sup / g (@)lullpldz < ellullx,. (1.14)
lellx, <1 Jlal>R

De fato, usando duas vezes a desigualdade de Holder temos

[, a8 Ml < (/ |>R9+(x)|U|2)1/2 ( / |>Rg+<x)|@|2)” :

entao

1

* 2%
2 dw)

QL*
de)

1
£

2
lellx,

L

N N
/‘ MW2@> (/ 1%
|z|>R |z|>R
N % *
<(/ |g+|2dx) (/ |u|2dx)
|z[>R |z|>R

[ g @lielas < (/ |g+|¥dx) (/ u
lz|>R |z|>R |z|>R

desde que g* € L> (RY).

Assim,
%
N
oo [ gl < (/ |g+|2da:) (/ u
lellxy <t J]z[>R |z|>R |z|>R

< ellullx,

1

* 2%
2 dm)

Agora, suponhamos que u, — uy em X,. Estimando

1G*(un) — Gt (uo)llx, = sup |G (un) — GT(u0), )|
llellx, <1
= sup / g7 (z)(un — up)pdax
lellx, <1 1/RY
< sup / 9" () (un — uo)p| + sup / 9" (@) (un — uo)gp)| -
lellx,<1|/|zI<R lellx,<1|/|z[>R

!Sejam E e F espacos normados. Dizemos que um operdor linear T : E — F é compacto se para toda
sequéncia limitada (z,)neny em E, a sequéncia (Tz,,),en tem subsequéncia convergente em F.

19



Observe que, para qualquer € > 0, podemos escolher R > 0 de modo que

sup

g
<=, VYneN~
lellx,, <1 2

&/“ 6 (@) (ttn — o) pdl
|z|>R

enquanto fixando R > 0, da convergéncia u, — uo em L?(Bg(0)), existe ng € N tal que

€
o | [ g @) —wlpde| < 5.z o
lellx, <1 1/ |z|<R 2
Portanto,
1G* () — G (uo)lx, <& Yn = n
ou ainda,

G*(un) — G*(up), em XJ.
o que prova que o operador Gt é compacto.
Lema 1.2 Suponha que ¢ € L®(RY), o™ £ 0,5 € [0,0]) entio eviste ¢ = £(6) > 0 tal que
/RN(|VU|2 — Sp(x)u?)dx > 5||u||i, Ve X,. (1.15)
Demonstracao: Suponhamos, por contradi¢do, entao existe u,, € X, tal que

1
/ |V, |*dr — 5/ o(x)uide < —||u 2.
RN RN n

Unp

[n ]

Seja v, = e da Proposicao 1.1 temos

1
0< / |V, |*dx — 5/ o(r)vidr < —. (1.16)
RN RN

n

Desde que X, ¢ reflexivo(visto ser Hilbert), a menos de subsequéncia existe vy € X, tal

que v, — vg em X,. Pelo Lema 1.1, temos

/RN ot (z)vidr — ot (z)vide. (1.17)

RN
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De (1.16), (1.17) e do Lema de Fatou(Apéndice B, Teorema B.3) segue

0< / |Vvol2dz — 5/ o(r)vidr < liminf {/ |V, |*dr — 5/ gp(m)vidm} = 0.
RN RN N—+00 RN RN

Agora, novamente da Proposi¢cao 1.1 tem-se vy = 0 e entao

/ ot (x)v2dr — 0.
RN

Por (1.16), temos

/ |V, [*dr — 5/ ot (z)vidr + 5/ ¢ (z)vidr — 0.
RN RN

RN
Dali,
/ |V, |*dx + (5/ ¢ (z)vidr — 0
RN

RN

e tendo em vista as desigualdades

/ |an|2dx</ |an|2dx+5/ ¢ (z)vidx
RN RN RN

/ ¢ (z)vidr </ |an|2dx+5/ ¢ (z)vidx
RN RN RN
tem-se

/ |V, |*dx — 0
RN

/ ¢ (z)vidr — 0.
RN

Usando a desigualdade de Hardy, obtemos

U2
[ il o
e (1 [2])?

Logo,

2

0= li 12d ~(2)v2d /“—" > o, |2 =1
niTm{AN|V”| ”H/Rﬂ (z)vnde + v (1+ |2))2 Ionll;

onde usamos o fato de ¢ (z) + (1 + |z]) ™ > w,(z), 0 que ¢ uma contradigdo.
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Proposigao 1.2 Suponha que (\,u) € (0,A7) x (0, ), (Ho) — (Hy), (Py) e (P3) ocorre,

entao existe r,p > 0 tal que

inf I,(u,v) = p>0. (1.18)

[ (u0)[|=r

Além disso, se (Py) ocorre e o € C2(B,(x0)) € tal que ¢+ # 0, entdo
lim I,,(tp,ty) = —oo. (1.19)
t——+o00

Demonstracao: De (1.15) e da defini¢do de Sg, temos

2% /2

£ floo o
Do) > S0+ ol = 5=, [ (19 4 19oPe

€ | floo c—27/2 *
> Sl )P = 528w 0)

Considerando ||(u,v)|| = r, com r a ser escolhido posteriormente, segue que

€ - .
Ly (u,v) > =r* — [fleo L
2 2
. 1
527 2% —2
€
Para r < = , teremos
2| floo

€ 5 |floog=Z& o+ _ € 4
—rt— =—=8,%r" > —r-.
2 2 4

Para tal escolha de r, segue

2

Ly(u,v) = —r.

I

Agora, escolhendo p = Zrz > (, obtemos

inf Iy, (u,v) = p>0.

[ (w,0)[|=r

De (Hy) — (H3) temos
H(p", ¢1)dx > 0.

RN
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De fato, se

0= [ A e =1L [ (@7 s

teriamos

/ (o) de = 0= (") =0
RN

o que ¢ um absurdo.

Por (P;) teremos

t2 2%
Ly(te, to) = (IVel* + Vel = Ag(x)@? — ph(x)p*)de — — [ f(x)H(p", ¢")dx
2 RN 2 ]RN
t? 2 2 2 - 2 cot”” +
< (IVol" + [Vol" + Ag™ (z)¢” + ph™ (2)¢”)dr — — H(o",0")d
2 ]RN 2 RN
isto é,
£ - _ cot?
Dyu(te, te) < 2/ (IVel® + [Vel* + Ag™ (z)¢” + ph™ (x)¢”)dx — 02 H(p", ¢")de. (1.20)
RN RN
Da definicao da norma tem-se
| o @eds <ol (1.21)
RN
e
[ h@gds < el (1.2
]RN
Por (1.20), (1.21) e (1.22) segue
2 ) , t?*
Dou(te, te) < (HSDH + lolli + AllollZ + ullell?) / H(o", ¢")dx.
Logo,
t2 %
lim 1, (te, ty) < hm COH( )H2 - ao* / H(90+790+)dx} = —00,
t——+o0 2 RN
onde ¢ = max{1,\, u}. |
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A seguir, demonstraremos que sequéncias de Palais-Smale sao limitadas. Usaremos esse
fato para mostrar que o funcional I,, satisfaz a condigao de Palais-Smale local abaixo de um
certo nivel critico. Ressaltamos ainda que a demonstracao da limitacao da sequéncia segue
uma abordagem diferente de Drabek e Huang [19].

Agora, vamos definir Sequéncia de Palais-Smale e Condigao de Palais-Smale para Jy,.

Defini¢ao 1.3 (Sequéncia de Palais-Smale) Dizemos que uma sequéncia (u,,v,) € uma
sequéncia (PS). para o funcional Iy, se In(tn,v,) — ¢ em R e I (un,v,) — 0 em X',

quando n — —+o00.

Definigao 1.4 (Condicao de Palais-Smale) Dizemos que o funcional I, satisfaz a
condi¢@o de Palais-Smale no nivel c € R, se toda sequéncia (u,,v,) C X tal que Iy, (u,, v,) —

ce [j\u(un,'un) — 0 admite uma subsequéncia convergente.

Lema 1.3 Suponha que 0 < XA < X e 0 < p < pf. Se Lu(up,v,) = ¢+

on(1) € I3, (tn, vy) = 0n(1) em X~ entio (tun, vp)nen € limitada em X.
Demonstragao: Suponha, por contradigao, que ||(un,v,)|| = +o0o para n suficientemente
grande. Como I} ,(un, v,) = 0,(1) entdo, dado 0 < e < 1, existe ng € N de modo que
113 (s v )| xr < 1, V= g,
isto é,
113, (U, Un) (i, 00) | < | (i, 00) ], V' = g

Além disso,

1 1 1
Ly (tn, vy) — §I§\#(un,vn)(un,vn) = <§ — §> /RN(|Vun|2 + Vo, |* — Agu? — pho?)dz

1
= ¥ /N(]Vun\2 + Vo, |? = Ag(2)u2 — ph(x)v?)dz.
R
Pelo Lema 1.2 existe uma constante v > 0 de modo que

1 gl
I)\,u(urw Un) - ?IAH(U/TLJ Un)(una Un) 2 N”(unu Un)”Q- (123)

Agora, desde que Iy, (up,v,) = ¢+ 0,(1), existe ng € N tal que

1 1
Ly (tn, v,) — ;[&M(un,vn)(un,vn) <c+ gH(un,vn)H, Vn > ng. (1.24)
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Por (1.23) e (1.24) obtemos

1
e+ 5l vl > - a0 2

Dividindo a tltima desigualdade por ||(uy,,v,)||?, obtemos

c 1

_l’_
[ Cms o) 12 2% (i, o)

> 1
N

Passando o limite na tdltima desigualdade quando n — +o00 chegamos a uma contradicao.
Logo, a sequéncia (u,, v, )nen € limitada em X. [ |
O Lema 1.5 que segue é uma versao do Lema de Brezis-Lieb (Apéndice B, Teorema B.6)

e nos sera util na prova da Proposicao 1.3 . Antes de prova-lo, precisamos do seguinte lema.

Lema 1.4 Dado € > 0, existe uma constante C. > 0 tal que

|H(s+ a,t +b) — H(s,t)] <el|s 74 |t 2*) + C.(|a ¥4 |b\2*).

Demonstracgao: Pelo Teorema do Valor Médio segue
|H(s+a,t+b) — H(s,t)|=|VH(s+0a,t+ 0b)(a,b)| (1.25)

para algum 0 € (0, 1).

Usando a Observacao 1.2 e a desigualdade padrao

lu+0v* ' < Coe 1 (Ju* P+ oY), Vu,veR

temos

|H(8+a'7t+b) _H(87t>|

laHs(s + Oa,t + 0b) + bH,(s + Oa,t + 6b)|

< a||Hs(s + Oa,t + 60b)| + |b||Hy(s + Oa, t + 6D)]

< Mgy(la||s + 0al* 7' + |a||t + 6071

+  My(|b||s + 0al* ~* + |b||t + 60> 1)

< MyCoe_[|al|s)* = + |a||fal* =L + |a||t)* ~ + |a||6b]* 7}

+ MyCoe _1[|b][s|* 1 4 []|0al® ~ + |b|[t]* ~* + [b]|6b]* ]

< C(IslF Hal + s Yo + |82 Hal 4 [¢F b + |al* + |B]F
+ [al” B + (B al).
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Usando a Desigualdade de Young(Apéndice B, Teorema B.4) para os expoentes conjugados
2°/(2* — 1) e 2" o lema esta provado. |
O proximo Lema estd provado em [17] para o caso f(z) = 1. Aqui provamos o mesmo

seguindo as ideias de [17] com a f mais geral.

Lema 1.5 Suponhamos que v é uma medida sobre D C RY ( nédo necessariamente limitado)
um dominio suave. Se u,(r) — u(x),v,(x) = v(z) q.t.p sobre D e as sequéncias (uy), (vy,)

sdo limitadas em L* (D, dv), entio

/Df(x)H(un,vn)dy—/Df(x)H(un dy—/f H(u, v)dv + on(1).

Demonstracao: Fixemos algum ¢ > 0 e seja C. > 0 dado no Lema 1.4. Defina a funcao
O (2) = |f(2)H (un, vn) — f(2)H(un — u,vn —v) — f(2)H (u,v)|.
Observe que
O, < |f(2)H (tn, vn) — (@) H(un — u, v — v)| + f(2)|H (4, v)].
Usando o Lema 1.4 para s =u, —u,t =v, —v, a =u e b= v temos

®, < |f(@)H (un, vn) = f(2) H (un — v, 00 = 0)| + f(2)[H(u, v)]
< f@)elun = uf + g = o) + f@)Co(luf® + [vf*") + f (@) H (u, v)].

Dali,
O, — f(@)e(|un —ul* + v, —v*") < f(@)|H(u,0)| + f(2)Ce(|uf* +[v]*).

Chamando W, (z) = ®,(z) — f(z)e(|un — u[* + v, — v|*) e usando a Observacio
1.2 (Condicao Fy), tem-se

Wae(z) < fl@)My(lul® + o) + f(@)C(|ul* + |v
= f(z)(Mg + C)(Jul* + [v|*) € LY(D, dv).

2*)

Desde que u,(x) — u(z) e v,(z) — v(z) q.t.p em D, segue que W, .(x) — 0 q.t.p em D

quando n — +00.
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Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue tem-se

lim Wm( Ydv = 0. (1.26)

n—o0

Além disso, desde que
O, (1) = Wy o(2) + f(2)e(|un — ul* + v, —v|*),

a limitagao das sequéncias (u,) e (v,) implicam em

limsup/@n(:v)dy < &?limsup/f(m Y[t — ul* + v, — o) du—i—hmsup/T/Vn6 dv.
D D

n—oo n—o0 n—oo

Por (1.26) teremos

limsup/ O, (z)drv < slimsup/ F(@)(up — u* + v, — v|*)dv
D D

n—oo n—oo

< Ce.

Como ¢ é arbritario, segue o lema. ]

Proposigao 1.3 Suponha que O < A< A e0 < pu<pf, Lu(up,v,) = ¢ € (0,¢) e
I, (un, vn) = 0 onde ¢* = ]f]cxf 7, entao existem 0 % ug € X, e 0 # vy € X, tal que, a

menos de subsequéncia (un, vn) — (ug,v9) em X e ],,\H(Umvo) =0.

Demonstracao: Pelo Lema 1.3 a sequéncia (uy,,v,) é limitada em X. Desde que X é um

espaco reflexivo, a menos de subsequéncia, existe (ug,vo) € X tal que
(U, Uy) = (ug,vo) em X.

Fazendo w, = u, — ug € z, = v, — vy, da convergéncia fraca e do Lema de Brezis-Lieb (veja

[8] e Lema 5 em [17]), temos

Iy (wn, 20) — D (Un, vn) + In(uo, vo) = 0 (1.27)

I (W 20) (Wi, 200) — 13, (U, 0n) (U, 0n) 4 1), (20, v0) (10, v0) — 0. (1.28)
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1

Provaremos (1.27) e (1.28). De fato, vamos denotar Yy(u,v) := — f(z)H(u,v)dx e

2% RN

1
Uy, (u,v) = 5 /RN(\VUF + |Voul* = Ag(x)u? — ph(x)v*)dz.

Observe que

I)\,u(wna zn) - I)\u(unavn> + IAy(”Oa”O) = \Il)\u(wna Zn) - Tf(wna Zn) - \Ij)\,u(unavn)

Entao,

[Au<wna Zn) - [/\,u(un7 vn) + IAu(“Oa UO)

ou ainda

I/\u(wna Zn) - I)\u(una Un) + [)\u(u07 UO)

Assim,

I)\u(wna Zn) - I)\,u(una vn) + I)\u(an UO)

+ Tou(tn, vy) + Uau(uo, vo) — Tau(uo, vo).

1
- / 1Vl Vel — Agla — b))
Vu,Vugdx — Vv, Vugdx
RN RN
1
[ (9wl + 190 = Agla)u - ph(o)i)da
]RN

2
)\/ g(x)unuodx—i-,u/ h(x)v,vedx
RN

RN

/ (Vatal? 4+ [Vo]? = Agla)i — ph(a)e2)de
R

(|Vuo)? + [Vuo|? — Ag(2)ud — ph(z)vd)de

T f(un — o, vy — Vo) + T f(tn, v,) — T f(uo, vo)

1 1 1

5\1’])\;1(“71’ Un) + 5\11/\u(u07 UO) - élpku(una Un)

1

—Wy,(up, vo) — Vu, Vugdxr — / Vv, Vuydx
2 RN RN

)\/ g(x)upuodr + u/ h(z)v,vodx
RN RN
T ¢ (un — ug, vy — o) + L (Un, v5) — Y p(uo, o).

= U, (uo,vo) — Vu, Vugdr — Vv, Vuydx

RN RN

+ )\/ g(a:')unuodx+u/ h(x)v,vodx
RN RN

Ty (tn — w0, Vp — Vo) + Y f(tn, vy) — L y(ug, vo).
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Usando as convergéncias abaixo

Vu, Vugdx

RN

Vv, Vugdx

RN

/ g(x)u,upde

RN

/ h(z)v,vodx
RN

tem-se

[)\u<wna Zn) - [/\,u(un7 Un) + IA#(“O) UO) =

_|_
_|_
+
+
Agora,
W s (Un, 0n) = W p(wn, 2n) — Vp(ug,v9) =
Dai e do Lema 1.5, temos
\Ilf(um Un) - \ij(wm Zn) - \ij<u07 UO) =
_|_
+

— / VugVugdzx
RN

— Vg Vugdx

RN

— / g(a:)u%dx
RN

— / h(z)vidz
RN

\IIAH(UO,UO)—/ ]Vu0|2dx—/ (Vo *da
RN RN

)\/ g(x)u%dx%—u/ h($)v§dx

RN RN

WU ¢ (g, — Ug, Uy — Vo) + Vg (tn, v5) — Vs (ug, vo)
on(1)

Wi (U, v0) — Wau(uo, vo) — Vg (un — o, vn, — Vo)
U ¢ (U, vn) — U s (1, vo) + 0n(1)

— W (wn — g, Uy — Vo) + W (un, v,) — ¥r(ug, vo)
on(1). (1.29)

- f(x)H(wn, Zn>d:17 + f(a:)H(un, Un)dx
RN RN

f(z)H (ug, vo)dx + 0,(1).

RN

— f(z)H (up, vy,)dx + f(z)H (ug, vo)dx
RN RN

- f(z)H (up, vy,)dx — . f(x)H (ug, vo)dx
on(1)
on(1).
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Da tltima igualdade e de (1.29) segue a convergéncia (1.27). Seguindo passos analogos ao

mostrado anteriormente tem-se a convergéncia (1.28).

Pelo Lema 1.1, obtemos

/ gt (2)uidr — gt (z)uidx
RN RN

/ Rt (2)vidr — ht (x)vgdr.
RN

RN

Segue de (1.27),(1.28),(1.30) e (1.31) que

) 1 1

bem como
nl—1>I—Poo(An - Bn) = —[ﬁ\u(um UO)(“O? UO)
onde
A, = / (|Vwn|* + V2, |* + Ag~ (2)w? + ph™ (2)22)dx
RN
e

B, = f(z)H (wp, z,)dz.

Afirmamos que
];\H(Uo, UQ) = 0.
donde segue

lim (A, — B,) =0.

n—-+o0o

(1.30)

(1.31)

(1.32)

(1.33)

(1.34)

Como (uy,v,) é limitada em X, entdo A, e B, sdo limitadas, e a menos de subsequéncia,

podemos escrever
lim A,= lim B,=/¢>0,

n—-+o00 n—-+00

e (1.32) nos fornece

Né = C— [)\M<U0, UQ).
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Por (1.4) obtemos

2-N N-2
An 2 SH’f|ooN BnN

e assim
2-N 2/2*

Nosso proximo objetivo é provar que ¢ = 0. Com efeito, se £ > 0 a tltima desigualdade

implica que

|2

(3 |flod SE = Ne. (1.36)

De (1.35) e (1.36) tem-se

C* < c— ])\;4<u0a UO)a
e por (1.2), (3.30) e (1.33) concluimos que

1

Iy (o, vo) = Inu(uo, vo) — EI;M(UO,UO)(UO,UO) = 0.

Combinando as duas tltimas desigualdades temos ¢* < ¢, o que contradiz nossa hipotese,
logo £ = 0 e entao A, — 0, e de (1.7) temos ||(wn, z,)|| = 0, ou seja, (un,v,) — (uo,vo)
em X. Além disso, desde que ¢ # 0 segue, por continuidade, que (ug,v9) # (0,0). Agora,
provaremos (1.33) e que ug Z 0 e vy #Z 0. Com efeito, seja (p,¢) € C(RY) x C(RY), e

como (U, v,) — (ug, vo) em X entao

((um Un)? (‘pa (b)) — ((uov UO)? (907 ¢))

Seja .
Jr(u,v) = > f(x)H (u,v)dx.
RN

Da Observacao 1.2 existe ¢; > 0 tal que

maX{|Hu(un7vn)|a |Hv(unvvn)|} < Cl(|un|2*_1 + [vn 2*_1)

Y

assim pela imersio de Sobolev H'(Q) — L* (), onde Q é um dominio limitado com

{z € RN : ¢(x) # 0} C Q, concluimos que

lim f(@)p(z)Hy(up, vy)dr = RNf(x)@(x)Hu(uo,vo)dx, (1.37)

n—oo RN
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lim [ (@0 Hwv)de = | F@)6()Hy (o, v0)de: (1.38)

n—oo RN

Usando novamente as imersoes de Sobolev em dominios limitados temos

i (I, + ) (s 0)) (2, 8) = (I + 7). 1)) (0, ) (1.39)

e segue de (1.37) e (1.38) que

lim J]/”(urw Un)(@? ¢) = J]/”(u07 Uo)(@, (b) (140)

n—-+00

Desde que I} ,(un,v,) — 0, de (1.39) e (1.40) tem-se

[/I\u(u07 UO)((P, (b) = 07 V(QO, ¢) S C§O<RN) X CEO(RN)

S sis

e como o funcional I, ¢ de classe C' e X = CSO(RN)MQ x C*(RN)"™ entao I, (uo, vo) = 0.
Agora, provaremos que ambas as fungoes satisfazem wg Z 0 e vy # 0. De fato, sendo
(ug,v0) #Z (0,0), entdo ug # 0 ou vy # 0, suponhamos que uy # 0 e vy = 0, por (H;) temos

que H,(up,0) = 0, entao calculamos

0 = I}, (uo,0)(uo, 0) = / (|Vuo|? = Ag(x)ug)da

RN

desde que 0 < X\ < A], invocando a Proposigao 1.1 segue que ug = 0, o que é uma contradigao.

Por outro lado, suponha ug = 0 e vy Z 0, de (H;) segue que H,(0,v9) = 0 e entdo

0= 5, 0.0)(0.0) = [ (Fof = puh(z)ud)ds

RN

e mais uma vez usando a Proposigao 1.1, visto que 0 < p < uj” obtemos que vy = 0, gerando

uma contradi¢ao. Sendo assim, ug Z 0 e vy Z 0. |
A fim de estimarmos o nivel critico do Teorema do Passo da Montanha vamos introduzir

as seguintes funcoes de corte.

Seja ¢ € C°(RY,[0,1]) tal que

1 se |z| < p,
¢(x) = b
0 se |z| = 2p.
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Definamos s
Cye™ 2 ¢(x —a
Us,a(x) = ( N—)2
(& e —a) s

onde Cy = [N(N — 2)]¥, de [9](veja também Lema 1.46 em [43]) temos

/ lucol* de = SN2+ 0O@EN), N>2, (1.41)
B2p(a)

/ Ve o|?de = SN2+ 0(V7?), N>2, (1.42)
ng(a)

e para todo d > 0 segue

S — 0de?|Ineg| + O(e?) se N =4,

1.43
S —0de? +0(N"?) se N =5 (143)

Qs(Ue,a) < {

onde

/ (|Vu5,a|2 — 5|u57a|2)dx
Bap(a)

2/2+
/ ]ugya\z*dx
BQP(“)

Proposicao 1.4 Sejam A, B > 0 constantes dadas em (1.5), entdo para € > 0 pequeno temos

Q(S (Ue,a) =

L5 oy
max I (tAue o, tBu. 4) < N|f|°o Sg.
Além disso, eziste t. > 0 tal que
(Atetie o, Bteuea) € Ny i= {(u,v) € X\{(0,0)} : I, (u, v)(u,v) = 0}

onde J\f,\u € a variedade de Nehari.

Demonstracao: Seja u., definida como antes, defina o.(t) := I,,(tAu. 4, tBu.,). Entao,
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onde
o= A [ (Ve < Aoy )do + B [ (Ve - ph(a)id s
RN R

N
e
Cy = H(A, B)f(x)ug*adx
RN
Como 0.(0) = 0, tE+moo o.(t) = —o0 e 0. & continua, temo que o, admite um ponto de maximo.
De fato, veja que
N2
(1) = 0 = t, = C—;) '

ou seja, t. € um ponto critico de o., sendo assim candidato a ponto de maximo. Como

a(t.) = ¢ — (2" — 1)cztz*_2

el (@) 7]

1
= —(2* =1 L=
C1 ( )CQ 02
= C1 — (2* — 1)01
= 01(2 — 2*) <0

uma vez que 2 < 2* e como (\, i) € (0, A\]) x (0, u7) pela Proposicao 1.1 tem-se que ¢; > 0.

Seja o.(t.) = max o.(t) entao

1 1) 2 C [
€ ts = - — =\
elte) (62) 2 02)
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e fazendo 0 = mo(A% + B?)™!, de (Ps) teremos

_ 4N
L L BV () B s
Bo,(a
c(te = X7 * . 2
oc(te) N | H(A, B)?/? o
[t
L Bap(a) -
_ 4N
2
Ve |* — ou? )dx
N B S /sz(a)H i ol
S N |H(A, B)¥? 3
J (@), de
L BQp(a) .
entao
[[Vueq|* — 6u? |dx
1 A? + B2 /32 (a) ’ =
< = z . 1.44
[ e
L Bap(a) .
Levando em conta que
[t =i [ o= [ (- )
ng(a) B2p(a) BQP(a)
e usando (P,), tem-se
| tendr=fle [ dstalo (1.4)
BZp(a) BQP(“)

onde a(g) nao é uma funcao que tem sido fixada, a(e) é uma das duas seguintes expressoes,

a qual depende da dimensao considerada

O(e®) se N =4,
ale) = { 5
o(e®) se N > 5.
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De (1.45) tem-se

—2/2* —2/2*
/ f(a)uZ da = |f]so / uZ  d + ofe) : (1.46)
B2p(a) sz(a)

Definamos a funcao ® : R — R dada por ®(t) = 77 . Observe que ® é continua e derivével
no intervalo de extremos t. e s. onde t. = | f] u da e s. = \f\oo/ uzjadij&(e).

Bap(a) Bap(a)
Logo, pelo Teorema do Valor Médio(Apéndice B, Teorema B.7) existe 6 € (0,1) tal que

? <|f\oo / ( )uij;+a<e>> — <|f|oo / ( )u?L) — <|f|oo / ( )uij;wa(e)) a(2)

assim
—2/2* —2/2" ) -232
<|f|oo / uZ, +a(e>> - (floo / u) =5 <|f|oo / uZ, +9a<e>> ale).
ng(a) sz(a) sz(a)
Dai,
—2/2* —2/2* _2;*2
o o 2 o
| floo uz o + ofe) = | Ifl~ uz o — o | Ml uz , + a(e) a(e)
Ba,(a) B2, (a) Bap(a)

~ 9 N 2/N
- <|foo / u> T <|f|oo [ +9a<e>) a(e).
Bay(a) Bay(a)

Da tltima igualdade e (1.46) obtém-se

—2/2* —2/2*
2—N «
/ fapZde) = / de| +ae).
Bap(a) Bay(a)

Portanto,

/ [|vua7a’2 - 5“? a]dx 72%
) 2—-N *
Bap(a) 22 | flo (/ U§a> + a(e) </ |Vu£,a|2 - 5|Ua7a|2)
/ f(x)u?,d Bap(a) Bzp(a)
r)uZ dv
BQp(a)
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ou ainda,

/ [V q|® — 5uia]dx
sz(a)

( / f(x)uifad:r>
Bap(a)

e em vista de (1.42) e das imersdes de Sobolev obtemos

/ (IVateal? — 62 )dz = O(1).
Bap(a)

Entao

/ HVUMF — (5ug7a]d;ﬂ
Bap(a)

7 S |f|:TNQ5(U5,a) + a(e).
( / f<x>u§;dx)
sz(a)

2-N
Assim por (1.43) para dy = d|f| temos

Ve > = o0uZ )d 2-N
/ng(a)H tea Ueald o |flod S — 6die?|Ine| + O(e?) se N =4,

2/2¢ = = 2 N—2 2
. flot S —ddie” + O(e +o0(e?) se N >5
(] ) L5 o
Bap(a)

pela dltima desigualdade acima para € > 0 suficientemente pequeno segue

/ [Veal? — 60 Jda
Bap(a)

2-N
T <Ifl S N4
([ o)
Bap(a)

De (1.44) e (1.47), temos

1/ z=x A2+ B2 N\
— N
o.(t.) = max I (tAu, o, tBue ) < N (|f|OO AA D™ S)

e por (1.5), obtemos
L i o
I?;LOXI)\#(tAUg,mtBUE,a) < N|f‘00 SH .
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Observe que o.(t.) = 0, entao (At u. 4, Bt.u.,) € N,,. Com efeito,
[/’\M(Azfeugya7 Bt.u. o) (Atte o, Btou. 5) = ot? — cgtg* =0

onde substituimos t. = (cl/cg)(N_Q)/4 na tltima igualdade. [ |

1.4 Prova do Teorema 1.1

Demonstragao: Pelo Teorema do Passo da Montanha(veja [43]) existe uma sequéncia

(tUn,vn) tal que Iy, (tn,vn) = ce I} ,(un,v,) — 0 com

= inf Iy, (v(t
¢ 1= inf max L (v(t))

I':={yeC(0,1],H) : v(0) = 0,7(1) = to(Au., Bu.)}

para algum t, de modo que Iy, (toAu., toBu.) < 0. Pela Proposi¢do 1.4, segue para ¢ > 0

suficientemente pequeno que
1 2-N N
¢ < I?fgc(tAus, tBu.) < N|f|oo2 Sg.

Desse modo, usando a Proposicao 1.3 obtemos (ug,vg) € X com ug Z 0 e vg Z 0 tal que

I}, (g, v9) = 0. Da condicao (Hy), obtemos que

/RN(\V%!Q — Ag(@)|ug [*)dx = I}, (uo, v0) (o, 0) = 0 (1.48)

e desde que A € (0, \]), da Proposi¢ao 1.1 temos u; = 0. Do mesmo modo, segue que v, = 0

e assim ug, vo = 0 em RY. Como

[;\u(um UO)(()? 90) = I//\,u(u(bUO)(QS) 0) = 07 v¢7 Y e CSO(RN)

entdo uy e vy sao solugdes fracas de (Py,). Por teoria padrao de regularidade eliptica, a
solucdo fraca (ug,vy) € CH(RY) x C'(RY), esta regularidade nos permite escrever uy como

uma solucao fraca do problema

divA(z,u, Vu) = B(z,u, Vu) = d(z,Q)u, © € Q
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onde A(z,u,Vu) = Vu, Q é um dominio limitado suave em RY e B é o operador dado em
Serrin [36], este problema satisfaz todas as condi¢des do Teorema B.16 (veja também [36]),

e entao obtemos C' > 0 tal que

max ug(z) < C (min wo(@) + k)

zEBR rEBR

com k = 0, onde Br = Bg(zg) é qualquer bola aberta tal que Bsg = Bsg(ro) C €2, logo

uo > 0 em RY. Analogamente, tem-se vy > 0 em RY. [
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Capitulo 2

Multiplicidade de solucoes positivas para

um sistema eliptico critico com peso em
RN

Este capitulo ¢ dedicado a prova do Teorema 2.1, consideraremos o infimo de Iy,
sobre certos subconjuntos disjuntos da variedade de Nehari. Veremos que o nivel critico
¢* na Proposi¢ao 1.3 é um limite superior para este infimo e sob algumas condigoes
obtemos sequéncias minimizantes, as quais satisfazem a condicao de Palais-Smale e usando

a Proposi¢ao 1.3 o minimo ¢é atingido nos pontos criticos de Iy,.

2.1 Introducao

Neste capitulo, nosso interesse é estudar multiplicidade solugoes positivas para o sistema

eliptico
( 1 N
—Au = \g(x)u + ;f(x)Hu(u,v) em RY,
(P} —A ! N (2.1)
1 —Av = ph(z)v+ gf(x)Hv(u,v) em R7, :
[ uv,v >0 em RY
onde N > 4, 2¥ = %, H, e H, sao as derivadas parciais da funcao homogénea

H € C'(R%,R), onde RZ = [0,00) x [0,00), fT # 0, g" £ 0, h" £ 0e A\, u > 0. Aqui
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ainda estamos interessados no caso em que H tem crescimento critico. As hipoteses sobre H
sao as seguintes:

(Hoy) H é 2*—homogénea, que é

H(0s,0t) = 6* H(s,t) para cada 6 > 0 e V(s,t) € R%;
(Hl) HS(O, 1) = 0, Ht<1, O) = O,
(Ho) H
(H3) Hy(s,t) >0, Hy(s,t) > 0 para cada (s,t) € Ri;
(Hy)

H,) a funcio 1—homogénea W(s,t) = H(s'/?" t'/*") & concava em R,

(s,t) > 0 para cada s,t > 0;

Os potenciais f, g e h satisfazem
(Po) f,9,h € L*(RY), f* 0,67 £0,h" #£0e g* h* € L7 (RY);
(Py) Para algum x5 € RY, f(20) = | f|s € existe r > 0 tal que

ap :=1inf {f(z) : x € B.(x9)} > 0;

() Assuma que f(zo) — f(x) = o|z — 350‘2);

(Ps) ]ignf min{\Ag(z) + pBh(x)} = my > 0.
rxEbr(To

Nosso principal resultado nesse capitulo é

Teorema 2.1 Suponha que f € C'(RY,R), 0 < A < A\ e0 < pu < pf, H satisfaz (Ho)—(Hy)
e (Py) — (P3) ocorrem, suponha que existem pontos ay,as, ..., ar € RY, tal que

(f1) flag) = |fle, 1 <J < Fk;
(f2) aj € ponto de mdximo local estrito para 1 < j < k;
(

f3)

o(|r — a;*) se N > 5,

f(aj) - f(x) = { O(|ZE o Clj|2) se N = 4.

Entao existem \* € (0,\)) e u* € (0,u)) tal que o problema (Py,) tem k pares (u,v) de
solugoes positivas para todo 0 < X\ < A" e 0 < p < u*.
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2.2 Minimizacao sobre subconjuntos da variedade de
Nehari

Vamos inciar considerando a funcio baricentro B : X — R definida por

/ xH(u,v)dx
RN '
H(u,v)dz

RN

B(u,v) :=

Das hipoteses (f1) e (f2), podemos escolher r > 0, que satisfaz B,(a;) N B,(a;) = 0 e
0 < f(z) < |f|eo para todo z € B,(a;)\{a;} com 1 <i,j <k.

Agora, para A, > 0 definiremos a variedade de Nehari e provaremos alguns resultados a
partir do funcional I, restrito a subconjuntos de Ny,.

Para obtermos resultado de multiplicidade neste caso, definimos a variedade de Nehari
N = {(u,v) € X = (u,v) # (0,0), (I},,(u, v), (u,v)) = 0}

onde (, ) é o par de dualidade usual entre X e X* em que X* é o espaco dual ao espago X
correspondente.

Apesar de na literatura N,, ser chamada de variedade, em alguns casos este conjunto
pode ndo ser uma variedade de fato, e pode ser consultado em [28]. Aqui N,, ¢ de fato
uma variedade!, e mostraremos isso, provando que N A € @ imagem inversa do zero por uma
aplicacdo ¢ € C' e que zero é um valor regular para ¢.

Lembre-se que 0 é um valor regular para uma aplicacao diferenciavel o : U C X — R
quando, para todo u € U tal que p(u) = 0 tem-se que ¢'(u) ¢ uma aplicagio linear sobrejetora,
ou ainda que, ¢'(u) # 0. Quando tal condicio é satisfeita, obtemos que ¢ '(0) é uma
variedade em X. Além disso, se ¢ € C* entdo a variedade ¢ ~'(0) & de classe C*.

Definamos também os seguintes subconjuntos da variedade de Nehari, a saber

Oi# = {(u,v) € N\, : B(u,v) € B,(a;)}

ij\ﬁ = {(u,v) € Ny, : B(u,v) € 0B,(a;)}.

! Uma variedade diferenciavel, de dimenséo m e classe C* é um par ordenado (M, A) onde M & um espago
topologico de Hausdorff, com base enumerével e 4 é um atlas maximo de dimensdo m e classe C* sobre M.
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A proxima proposi¢ao nos mostra que a variedade de Nehari ), é nao vazia.

Proposicao 2.1 A variedade de Nehari Ny, € nao vazia e € uma subvariedade de X .

Demonstragao: Definamos a aplicagao ¢ : X\{(0,0)} — R dada por

¢(u7v) ::<]&“(u,v),(u,v))

Assim,
o(u,v) = /RN(|VU|2 + | Vo|?)dz — /RN()\g(:L‘)u2 + ph(z)v?)dz — - f(x)H (u,v)dzx.

Temos que o ¢é de classe C' e além disso

o)) =2

(Vqu+Vva)—2/
RN

(Ag(x)uz+ph(x)vw)— (@) [Hu(u, v)z+Hy (u, v)w].
RN RN

Seja (z,w) € X\{(0,0)}, e considere a fungio x(t) = p(tz,tw),t € R e ¢t > 0. Logo,

x(t) =t (/RN(|V2\2 + Vuwl* — A\g(z)2* — uh(:c)wQ)dx> — 1 f(@)H(z,w)dz. (2.2)

RN

Afirmacgao: N,, # 0.
Com efeito, temos de (2.2) que

lim x(t) = —o0

t—+o00

e colocando * em evidéncia em (2.2) temos

0= ([ (9 Vult 2w — ity 2 [

RN

flz)H(z, w)dx) (2.3)

de onde concluimos que

lim x(¢) = 0.

t—0t+

Assim, para algum ¢ > 0 a funcido x(f) é igual a zero. Entao,

_1
2% 2

. /RN(|VZ|2 + Vwl|? — Mg(z)2* — ph(z)w?)dx
7=

. f(z)H(z,w)dx
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Desse modo, (tz,tw) € N,,. Com isso mostramos que N, # ), e concluimos nossa afirmagcao.
Mostraremos agora que zero ¢ um valor regular de ¢, o que é equivalente a provar que ¢

nao possui ponto critico em N, ,. Note que
o' (u,v)(u,v) = Q/RN(|VU|2 +|Vo)? — Ag(2)u® — ph(z)v?)dr — 2* . f(z)H (u,v)dx. (2.4)
Para todo (u,v) € N,, temos
/RN(]VU|2 + |Vo]? — Ag(2)u? + ph(z)v?)ds — - f(x)H (u,v)dx =0
ou seja
/RN(|Vu\2 + | Vo]? — Ag(2)u® + ph(z)v?)de = - f(x)H (u,v)dx. (2.5)
Usando (2.5) em (2.4), obtemos
' (u,v)(u,v) = (2 —2%) /RN(|VU\2 + | Vol? = Ag(2)u? + ph(x)v?)ds < 0. (2.6)

Dai, obtemos que ¢'(u, v)(u,v) # 0 para toda (u,v) € N,,. Considere M := X\{(0,0)}. De
(2.6) vemos que (0,0) ¢ o inico ponto critico de ¢ '(0,0) e (0,0) ¢ Ny,. Assim, (0,0) é valor
regular de ¢ restrito a M. Pelo Teorema B.15, segue que ¢ '(0,0) é uma subvariedade de
M. Portanto, N, ¢ uma subvariedade de classe C' de X.

No Lema 2.1 a seguir, estimamos o infimo de I,, sobre o subconjunto Of\u e temos como

1 2-N N
. . . - 2 2
limitante superior o niimero N| flo S5 -

Lema 2.1 Para todos \, ;> 0 tem-se

2

=z
Tl

S (2.7)

4

, 1
m} = inf I, (u,v) < —=|f
A (u,”U)EOiu M( ) N| |

Demonstracao: Pela Proposi¢ao 1.4 com a = a; e 2p < r, temos

N

1 2-N N
(Atoue o, Btoue o) € Ny e Iy (Ateue o, Btoue,) < N|f\002 Sg.
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Desde que

/ (:E - a)H(Atgug’a, Btt?ue,a)dx
’B(Ateug,a, Bt!:‘“e,a) _ al — Ba,(a)

<2p <,

/ H(At.u.q, Btoue)dx
BQP(“)

assim (At.ue ,, Btoue o) € Og\u e entao

N

j 1 2-N N
m&u < IA#(AtEUE’a, Btgueja) < N|f|oo2 Shzr

|
O proximo lema é uma ferramenta crucial na prova do Lema 2.3, ¢ uma versao de um resultado

conhecido devido a Lions [31].

Lema 2.2 Suponha que as sequéncias (uy,), (v,) € DV?(RY) satisfazem

H(up, v)dz =1 ¢ / (IVaal? + [Von[2)dz —s Si (2.8)

RN RN

entio existe o € RY tal que

lim V() H (U, vy)dx = 1)(20) Vap € C.(RY).

n—4o0o RN

Demonstracao: Pelo Teorema de Banach Alaoglu(Apéndice B, Teorema B.9), existem duas
medidas o, € M(RY) tal que

H(ty,vy) — 0 em M(RY)

|Vup|? + [V |> = v em M(RY),

e por (2.8) temos ||o|| = 1 ¢ ||v|| = Sy, assim ||v||**" = S5*||v||, do Lema 1.2 e da Observacio
3.2 em [26] concluimos que o é a medida delta de Dirac, desse modo existe gy tal que o = d,,.

No que segue, definimos

Py, (u,v) = / (|Vul* + |Vu|* = Ag(z)u® — ph(z)v?)dx
RN
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e ®o(u,v) quando X\ = p = 0, também definiremos

Jr(u,v) = - f@)H(u,v)dx e J(u,v) = H(u,v)dz.

RN

O lema a seguir, serve para mostrar que o infimo de I, sobre (’)ﬁ\u ¢ o mesmo sobre Oﬁ\u
quando A e u estao suficientemente proximos de 0. Este é o motivo pelo qual nao conseguimos

estender o resultado para todo parametro entre 0 e \{ .

Lema 2.3 Suponha f € C(RY R) e (f1) — (fs) ocorre, entio eviste € > 0 e A, pe > 0 tal

que

. 1 2-N N
my, = inf Iy (u,v) > N|f|002 Sg +e¢ (2.9)

(u,v)EUﬁH
para todo 1 <7<k, 0 <A< A el < p< pe.

Demonstragao: Suponha, por contradigdo, que (2.9) ndo ocorre. Assim, para algum

J € [1, k], existem sequéncias A\, — 0 e p, — 0 tal que
N L ety
c:= n1—1>I-1-noom>‘"“” < N|f‘oo Sg.
Segue da definigdo de infimo que existe (u,,v,) € Uf\lnun satisfazendo
I)\n,un (unavn> — C € (I))\nun (Um Un) = Jf(“n; Un)a (210)
e como na prova da Proposi¢ao 1.4, concluimos que (u,,v,) é limitada. Tomando

. An fin
wmmnf(1-3). (- 32))

temos que

pois

— 1—A—_ﬁ / |Vuy,|*ds (2.11)
/\1 RN
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e analogamente, temos
/ |an|2dx—,un/ h(z)vide > (1 - u—i)/ |V, |*dz. (2.12)
RN RN M1 RN
De (2.11) e (2.12) segue

an®o(tn,v,) = an/ |Vun|2d:p+an/ Vo, [2dz
RN RN

A p
< ([1-2 Vu,|*d 1 - = Vou,|?d
( Af)/w' tl “( ur)/w' vl de
< / (Vatal? + [Voul? = Agla)i — ph(z)ed)de
RN

= (I))\nun (una Un)-

Usando a definicao de Sy, vemos que

< | lood (i, v)
< ]Sy PP (1, va))> 2.

LOgO,
o, ® <P =.J < f S 2/2 d 2 /2
n 0(“1171)71) X )\n,un(unavn> f(unavn) S | ’oo H [ 0(un7vn>] .

Desde que a,, — 1 da ultima desigualdade, podemos supor que in£I Do (U, v,) > 0, assim
ne

existe v > 0 tal que

| flood (tny V) = Ty (Un, vn) = Py, (Uny Un) 2 - (2.13)
Agora, seja
N2
tn = |:—¢)\nlln (un’ /Un_):| ) .
| flood (tn, V)
Note que

B (1t 00) = / (Vatal? + V0l — Mg — pah()o2)de
RN

e uma vez que

[ 1 <
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/R IVouldr < ol

temos
o (i vn) < [t + 02 — A / g (@)dde + A, / g (2)lde
RN RN
— ,un/ hﬂaz)vidm—{—un/ h™(z)vide
RN RN
< uall el + 2 [ g @dde 4 [0 @k
RN RN
Desde que
/ g (@) u2da < g2 < ||t )]
RN
e
[ @i <l < )P
]RN
segue
(I)Anun(umvn) < ”(umvn)HQ+)‘n||(unavn)||2+:un||(umvn)||2
= (L o) (s o)
isto é,

0<~y< (I)/\nun(umvn) <1+ + NN)H(UWUN)HQ

e (Un,vy,) € limitada. De (2.13) e da tltima desigualdade acima, obtemos

N-2 _
<1+An+un>||<un,vn>||2] T (C_l)“v o
Y S\

tTL ~

ou seja, a sequéncia t, é limitada, e a menos de subsequéncia t, — ty > 0, ainda de (2.13)
segue ty < 1. Provaremos que ty = 1, a fim de fazer isto, vamos definir (z,, w,) = (tyun, t,v,),

e fazendo alguns calculos tem-se
Do (20, i) = | flood (Zn, wn). (2.14)

Usando a definicao de Sy temos

(I)O(Znawn)
Syp < ———7o,
S 1T (2w )22
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entao,

1 2-N N 1
N‘fIOOQ SI? < N(I)O(men)

2

t
= qu)O(una Un)
t2

= t?’LI)\nun (um Un) + 0n(1)
= toC + On(l)

1 2-N N
to (112753 ) +on)

N

Assim, da dltima desigualdade temos ty > 1 e consequentemente ty = 1. Além disso, outras

duas consequéncias da tltima desigualdade sao

1 2-N N . 2-N N
¢=§lld S e lm @o(an,wa) = [l S (2.15)
Tomando (Z,,w,) = [J(zn,wn)]’l/z*(zn,wn), desde que Po(z,, w,) = |flood (20, wy) € de
(2.15), temos que
. ~ AN _2/2
nETOOQDO(Zn?wn) — n1—1>I—Poo[J(Zn7wn>] (I)O(vawn)
. —9/2 2/N
= i [ @z, wa)N].
Dali,
2
i Bo(00) = (27| lim @)
nggloo@o(zn,wn) = |flx Jm oz, wy
= Sy (2.16)
e

I @) = /R H (1wl [ )] ) d

= [J(zn, wn)]_l v H (2, wy,)dx
= L (2.17)
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Utilizando o Lema 2.2, (2.16) e (2.17) fornecem x( tal que

lim U(x)H (2, ©,)dr = V(zq), VU € C.(RY,R) (2.18)

n—4o00o RN

e desde que B(u,,v,) € 0B,(a;) passando a uma subsequéncia, se necessario, existe 7, tal

que
By, v,) = / xH(Z,,w,)dx = Ty + 0,(1).
RN

Por (2.18), concluimos que, existe Ry satisfazendo

lim xH(Z,,w,)dx = x9, VR > Ry

e fazendo R — +o0o juntamente com um argumento diagonal(como na prova do Lema 3.2 no
Capitulo 3) segue que Ty = zy.
Desde que (un,v,) € Uinun entdao B(uy,v,) € 0B, (a;), e de (f1) e (f2) teremos f(zo) < | f]oo-

Uma vez que t, — 1 segue

e assim
1
c= NJf<Znawn)+0n(]-)- (2.19)

De (2.18) temos para algum R, que

lim F(2)H(Z, @n)da = f(ao), VR = Ry

e como antes, fazendo R — 400 e mais uma vez usando argunto diagonal tem-se

lm Jy(zn, w,) = f(zo) Hm J(z, wy). (2.20)

n—-+o0o n—-+o0o
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Por (2.14),(2.15), (2.19) e (2.20) implica em

e usando que f(zg) < |f|e, Obtemos

o que contradiz (2.15) e assim o lema esté provado. |
O lema a seguir nos ajudard a estimar a norma da derivada de sequéncias minimizantes
relacionadas com mg\#, a prova é baseada no Lema 2.4 de [40] com devidas modificagoes.

Vale observar que o argumento s6 é possivel porque a; ¢ um ponto de maximo local estrito.

Lema 2.4 Suponha que
(i) (u,0) € O,,;

A’
(17) 0 < a < |[(u,v)]| < b, onde a=a(\, pn) eb=>b\pn);

(i41) Para todo (z,w) € O)

Ao temos

Du(z,w) 2 Dy(u, v) = el|(z = u,w = v)].

Entao existe uma constante positiva C' = C(\, ) tal que

H[&M(u,v)H < Ce. (2.21)
- I'(u,v)
Demonstracao: Vamos escrever I = I,,, ® = ®,,, J = J; e tomando (ug,v) = m,
U, v
definimos ¢(6) de modo que
t(8)(u — dug, v — dvg) € Ny, (2.22)
e podemos explicitar ¢(J) por
2-2g) = O (u — dug, v — 51}0).
J(u — dug, v — dvg)
Obtem-se
P(0) = P’ (u, v) (uo, vo) + J'(u, v) (U, vo) (2.23)

(2* = 2)J(u,v)

o1



Afim de estimar ||I} || primeiro precisamos estimar [t'(0)|, comegando com |®'(u, v)(uo, vo)|

observamos que

@' (u, v)(uo, vo)| < 2max{1, A, (/| (w, v) || + [[(uo, v0)[1*)
< 2max{1,\, u}(b* + 1)

entao,
|’ (u, v) (g, vo)| < 2max{1, \, u}(b? + 1). (2.24)
Da Observacido 1.2, existe constante ¢; = ¢y (H (-, -)) tal que

|J' (u, v)(ug, vo)| = |uoJu(u,v) + vody(u,v)|

ex (] B = 1P ) el 1o )
R

)

2*)

/N

4 vol3 + JulE + v
4er S (|| (u,v)

o*

46,877 (b +1)

c1[2(|ug

>+ ||(uo, vo)

NN N

assim

o*

| T (u, ) (g, vo)| < 41577 (b +1). (2.25)

Por outro lado, desde que (u,v) € N, temos J(u,v) = ®(u,v), de (1.15) existe ¢y, > 0 tal
que
®(u,v) > el (u,v)|?

entao,
J(u,v) > a*cy, > 0, (2.26)

e finalmente, podemos estimar [¢'(0)], usando (2.23), (2.24), (2.25) e (2.26), temos

o 2max{1,\, u}(b* + 1) + 4015_%(172* +1)

(2% — 2)a%cy, (2.27)

|#'(0))]
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Agora, usaremos (2.27) para estimar ||} ,(u,v)||. A fim de fazer isso, definimos
(25, ws) == t(6)(u — dug, v — dvg) € Ny,

como lim #(§) =1 entdo lim B(z;, ws) = B(u,v) € B,(a’), portanto, para § pequeno temos
d—0+ d—0+

(25, ws) € (’)iu, assim de (i77) e pelo Teorema do Valor Médio segue

ell(zs —u,ws —v)|| = I(u,v) — I(z5,ws)

= (1 —t(6)) ' (25, ws)(u,v) + 5t(6) ' (25, ws) (ug, vo) + 0(9). (2.28)

Além disso,

= [[#'(0) (i, v) = (o, vo) - (2.29)

Dividindo (2.28) por d, usando (2.29) e passando o limite de § — 0 obteremos

(IO (w, v)l[+1) = el[t'(0)(u, v) — (uo, vo)l
> —t'(0)I"(u,v)(u, v) + | I'(w, v)]|
1 (u, o)

entao

e([t' (Ol (w, ) + 1) = 1" (, v)].

Por (2.27) basta considerarmos

b |2max{1,\, u}(b*+ 1) + 4015_§(62* +1)

= 1
C()\7 /’L) (2* _ 2)@6)\# +

isso prova o lema. [ |
A proposicao seguinte nos assegura que, sob certas condicoes, as sequéncias minimizantes

para my, podem ser trocado por sequéncia de Palais-Smale.

Proposicio 2.2 Suponha que f € C(RY,R), H satisfaz (Hy)— (Hy), (Py)—(P3) e (f1) —(fs)
ocorrem, entao existem N*,u* > 0, tal que para todo 0 < X < X" e 0 < pu < u* existe
(u? vj)E(Qiu, 1<j<ktal quev! v/ >0 e

n)» “n n’ -'n

Ly (!, vl) — miu, If\u(uj v)) — 0.

n)» “n n’» - n
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Demonstracao: Nao ¢ dificil ver que
O, =05, U, e 003, =U5,. (2.30)
Agora, vamos verificar que para A. > 0 e . > 0 obtidos no Lema 2.3, temos

mf\ inf I, (u,v) < m/\ = inf I),(u,v), se 0 <A<\, 0 <p<p’ (2.31)

OJ dOM

Com efeito, sob as condi¢oes do Lema 2.3, por (2.7) e (2.9) segue miu < my,. Usando a
defini¢ao de my , e (2.30) teremos (2.31).

Seja (2, wl) € (9&“ uma sequéncia minimizante, ou seja, Iy, (2, w) — mi\“, por simplicidade
vamos escrever (z,,w,) = (z),wy,), my, = mj}, e I(zn, w,) = Iy (2, w),).

Aplicando o Principio Variacional de Ekeland em [22], podemos construir uma nova sequéncia

(U, vp) € (9 ., tal que

1
) My S (una Un) < I<Zm wn) < My + EE

(@
) = 20,00 = w)[| < 7
(

¢) Para todo (z,w) € O ., temos
1
I(z,w) = I(uy, w,) — —||(z2 = Up, w — v,) ]|
n

Observe que (u,, v,) é uma sequéncia minimizante para my,,, e em virtude de (2.31) podemos

supor que
(ttn, v) € O3, (2.32)
Afirmamos que existem ay, > 0 e by, > 0 tal que
0 < axny < ||(tn, vn)|| < by, Vne N (2.33)

Perceba que o item (c), (2.32) e (2.33), nos fornecem todas as condi¢oes do Lema 2.4, desse
modo existe constante positiva Cy, tal que
C
1T (n, vp)|| < 222, Vi € N*, (2.34)
n

e assim, por (a) e (2.34) segue que I(u,,v,) = my, € I'(up, v,) — 0.
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Justificaremos agora a afirmacao feita antes, invocando o Lema 1.2 obtemos constante positiva
¢y > 0 de modo que
Enpll (tny ) |2 < Py, v,) VR € N¥

Uma vez que (uy,,v,) € Ny, entdo

C)\MH(U,TL,UH)HQ < CD(UTMUH) = J(unavn) (235)
< S5 ams o) 2 (2.36)

Logo,
[ty )] > (SH) . (2.37)

Por outro lado, como (uy,,v,) € Ny, e de (a) temos

Eaull (i, va) 1P < @, vn)
= NI(up,v,)
< N(l —|— m,\u)

ou seja
N(1+my)\ "
O e (2.39)
C)W
e a afirmacao segue de (2.37) e (2.38) tomando
2\ T
)y = (C,\”Sﬁ )
¢ 1/2
(N(l + m,\u))
by =
C)\M
|
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2.3 Demonstracao do Teorema 2.1

Demonstracao: Seja \* > 0 e p* > 0 obtidos na Proposi¢do 2.2, para 0 < A < A" e
0 < p < p* tem-se

Ly (ul,vl) — miﬂ e Iy, (ul,v}) =0

n»-n n’-n

para 1 < j < k. Segue da Proposicio 1.3 e do Lema 2.1 que existem 0 < v/ Z0e 0 < v/ # 0,
tal que ]f\u(uj,vj) = 0. Como na prova do Teorema 1.1 temos que (u?,v’) é uma solucio
fraca de (Py,). Além disso, temos B(u’,v’) € B,.(a’) e desde que B,(a;) N B,.(a;) = 0 para
i # j segue (u/,v7) # (u',v") para i # j. Portanto, temos k pares de solugdes fracas de (Py,,).
[
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Capitulo 3

Multiplicidade de solucoes para uma

equacao eliptica com expoente critico de
Sobolev em RY

Nosso objetivo neste capitulo é estudar multiplicidade de solucoes para uma equacao
eliptica em RY envolvendo o expoente critico de Sobolev e pesos indefinidos. Para isso,

usaremos uma versao do Teorema do Passo da Montanha com simetria.

3.1 Introducao

Nosso interesse neste capitulo é o de obter multiplicidade de solugoes para a seguinte

equacao eliptica, a saber

(My,) — Au = Ag(x)u + h(@)[ul"?u + pf(2)|u/* u em RY, (3.1)

. 2N
onde N > 3, 2 =%

5 é o expoente critico de Sobolev e A, u sao parametros reais positivos.
Os pesos f, g e h satisfazem as seguintes hipoteses:

(M) f,9,h € L*(RN), gt #£0,h" #£0, g* € L= (RV) e h* € L®(RY) onde ¢y = 2*/(2* —q);
(M) f é continua e ndo-negativa;

(M) Assuma xeilrglrf(o)[min{f(x),g(x)}] =a >0, para B.(0) C Q+ = {x € B,(0) : h(z) > 0};

N G . }
Ms) Para algum Ry > 0, 0 < dg, := inf ch™(z)>0p.
(Ms) & 0 f lll|>Ro {h— (z) (=)
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O probelma (M,,,) esta relacionado com o seguinte problema de autovalor

—Au = M\g(z)u em RY,

(Po) /RN g(x)udx > 0.

(3.2)

Conforme a Proposicdo 1.1 da Se¢ao 1.2 o problema de autovalor (P,) admite um autovalor
principal A\] cuja autofungao associada u; tem sinal definido.

O nosso principal resultado deste capitulo é o seguinte teorema

Teorema 3.1 Suponha que (My) — (M3) ocorrem e A € (0, \]) e u > 0. Entao, dado m € N,
existe * = p* (A, m) > 0 tal que (3.1) possui ao menos m pares de solugoes nao triviais para
todo p € (0, ).

3.2 A geometria do Teorema do Passo da Montanha com

simetria

Vamos usar para provar o Teorema 3.1 a seguinte versao abstrata do Teorema do Passo

da Montanha com simetria no caso em que V' = {0}.

Teorema 3.2 Seja E =V @X, onde B ¢ um espaco de Banach real e dimV < +o00. Suponha
que J € CY(E,R) é um funcional par satisfazendo J(0) =0 e
(J1) Eziste uma constante p > 0 tal que J|op,0)nx = 0;
(Jo) Existe um subsepaco W de E com dim V < dim W < oo e M > 0 tal que
max J(u) < M,

ueWw

(J5) Considere M > 0 dado em (J2), J satisfaz (PS). para 0 < ¢ < M.

Entao J possui ao menos dim W—dim V' pares de pontos criticos nao trivial.

A desigualdade (3.3) que segue nos ajudara a concluir que o funcional energia associado a
(M),) esta bem definido e também a garantir a geometria do Teorema do Passo da Montanha

com simetria.
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De (My) e usando a Desigualdade de Holder, obtem-se

L g
2

/RN W @)lulide < (/RN yh+(x)yq0dx> " (/RN(\umfdx) *

a9
3

< Wl ([ o)
RN

< |h+|q0|u

q
2*
e usando a imersdo X, < D"*(RY) «— L* (R") temos

/ W (@)ultde < ellul? (3.3)
RN

onde ¢; = ¢|[h™|,, e X, é 0 espago introduzido na Se¢do 1.2 do Capitulo 1.

Associado ao problema (M,,) temos o funcional energia Jy, : X, — R definido por

D) =5 [ (9uPde=dg@yao == [ b@lupras =2 [ f@lufdo

e de (My) — (M3) e (3.3), Jy, estd bem definido e Jy, € C'(X,,, R)(consulte Apéndice A), e

é sabido que pontos criticos de Jy, sdo solugdes fracas do problema (3.1).

Definigao 3.1 (Solucao Fraca) Dizemos que uma fungao u € X, € dita uma solugdo fraca

de (3.1) quando satisfaz a identidade integral

/ (VuVe — Ag(x)up)dx — / h(x)|u|" 2upds — ,u/ f(@)|u)* Pupdz =0
RN RN RN

para todo ¢ € X,,.

3.3 A condicao de Palais-Smale para J),

Comegaremos esta secao mostrando que se (u,) C X, é uma sequéncia de Palais-Smale
entao ela ¢ limitada, e em seguida mostramos a condi¢ao Palais-Smale para um determinado
nivel ¢ satisfazendo a desigualdade 0 < ¢ < M para pu suficientemente pequeno. Agora,

vamos definir Sequéncia de Palais-Smale e Condi¢ao de Palais-Smale para Jy,.

Defini¢ao 3.2 (Sequéncia de Palais-Smale) Dizemos que uma sequéncia (u,) € uma
sequéncia (PS). para o funcional Jx, se Jy,(un) = ¢ em R e Jy,(up) — 0 em Y, quando

n — +0o0.
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Defini¢ao 3.3 (Condicao de Palais-Smale) Dizemos que o funcional Jy, satsifaz a
condi¢ao de Palais-Smale no nivel ¢ € R, se toda sequéncia (u,) C X, tal que Jy,(u,) — ¢

e J/'\u(un) — 0 admite uma subsequéncia convergente.

Lema 3.1 Seja A € (0,\]) e u >0, e assuma (My) — (Mz) verdadeiro. Se (u,) C X, € tal

que Jyu(up) = c em Re J3 ,(u,) — 0 em X, entio (uy) ¢ limitada em X,.
Demonstragao: Suponhamos, por contradigao, que ||u,| — +oo. Observe que J;u(un) — 0
implica que, dado 0 < € < 1, existe ng € N de modo que

[ T3 (n)lly; <1, ¥Vn = mn,
isto é,
Além disso,

1
Jku(un) - 5J//\u(un)un =

L~ N

1 q 13 «
Vi =sgtanian =1 [ wpsar— L [ g
/]RN(|Vun|2 — Ag(z)u?)dw + 3/}1& h(x)uldx + r /]RN flz)u®

z
)

de onde tem-se

1 1 1 1 1 .
Taplun) = =T, () = (5 — = V| = Ag(a)u2)dw + ( - — = W2 de.
i) = = (5 2) [ (090 < xgide s (35 ) [l de
Pelo Lema 1.2 existe uma constante § > 0 e da hipotese (M;) segue
1 1 1
Iaa(tn) = = T3 (g = | = — = ) 8l jun . 3.4
(i) = Sy > (5 = 2 Sl (3.4
Usando que Jy,(u,) — ¢, existe ny € N tal que
1, 1
J,\u(un)—gJAu(un)un<d+5\|un|\, Vn = ng. (3.5)
De (3.4) e (3.5) segue
1 1 1
d+ ~|lup|| = | 5 — = ) llunl®, V7 = no. 3.6
b olll > (5= ) ol ¥z (36)
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1 1 1
Fixando ¢; = — > 0,¢0 = (5 — —) § > 0 e dividindo a tltima desigualdade por ||u,|*
q q

d c
m = ca, Vn z=ng.
n

teremos

[[un]|?
e passando o limite de n — 400 na ultima desigualdade chegamos a um absurdo. Logo,

(Un)nen € limitada em X, [ ]

Lema 3.2 Seja A € (0,\) e assuma (My) — (M) verdadeiro. Entdo, dado M > 0, existe
py = pi(q, N, M, S, | fleo) > 0 tal que Jy, satisfaz a condi¢do (PS). para todo nivel ¢ < M,
desde que 0 < p < pj.

Demonstragao: Vamos provar a existéncia de uma subsequéncia de (u,),eny que converge
forte em X,. Pelo Lema 3.1 a sequéncia (u,)nen ¢ limitada e sendo X, um espaco Banach

reflexivo (visto ser Hilbert), a menos de subsequéncia existe ug € X, tal que
U, — uy em X,

Considere a funcio ¢ € C;°(R™) dada por

(2) 1 se |z| <R,
x ==
v 0 se |z| > 2R.

Defina pgr(x) = ¢ (%) e observe que @ru, € Hy(Bagr(0)), pois u, € DV*(RY). Note que

or(T)un(x) = or(r)ug(xz) em X,.

De fato, como u,, — g entao para todo funcional linear e continuo 7" tem-se T'(u,,) — T'(up).
Defina o funcional Ty : X, — R por Ty(u) = T'(¢u). Claramente, Ty é linear e continuo.

De fato, sejam wy, wy € X, e 8 € R entao

Ty(wr +wz) = T(op(wr +ws))
= T(pw; + dws)
= T(¢w:) + T(pws)
= Ty(wr) + Ty(w2).
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Além disso,

T¢>(5w1) = T(5¢w1)
= BT (pw:)
= BTy(wr).

A continuidade de Ty segue da continuidade de 7.

Por outro lado, uma vez u,, — ug segue
Ty(un) — Ty(up). (3.7)
Pela definicdo de T}, e por (3.7) vem
T(pun) = Ty(un) — Ty(uo) = T(¢uo) (3.8)
e tomando ¢ = pgr(z) em (3.8) teremos
T(pr(@)un(z)) — T(pr(z)uo(z)).

Vamos mostrar usando argumento diagonal que a sequéncia (ugx)ren converge q.t.p para ug
em RV,

Além disso,

lewullyy = [ Fenuolir
z|<

— / lu,Vor + @rVu,|2dz
|z|<2R

< 2/ ui|V<pR|2dx+2/ lor|?|Vu, |*dx
|z|<2R |z|<2R
2
< —2\V¢R\§o/ uid:c+2/ |V, |*dx
R |z|<2R |z|<2R
2C,
< ﬁ|Vgo|go|un|§ +2/ |V, |*dx
lz|<2R

< 2( L Vel +1 / V2
R v

= OQ,R,@HUTLHQ < +00.

Assim, a sequéncia (Qguy,)ney é limitada em Hj(Byr(0)). Entdo, a menos de subsequéncia
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tem-se

ORU, — QRUY em Hé(BQR(O)).

Da imersdo Hy(Bagr(0)) < L*(Baz(0)), como (u,) converge forte em L?(Byr(0)) entdo
Un(x) = up(x) q.t.p em Bog(0).

A fim de simplificar os célculos, vamos considerar a convergéncia pontual, em vez de q.t.p.

Seja (u1x)ren a subsequéncia de (u,),en que converge pontualmente em B;(0), ou seja,
(u1k)ken = (U1, U1z, U3, ...) —> up para [z| < 1.

Seja (ugk)ken a subsequéncia de (uiy)keny que converge pontualmente em By(0), ou seja,
(ugk)ken = (U1, Ug, Ugs, . ..) — up para |z < 2.

Seja (usk)ren a subsequéncia de (ug)keny que converge pontualmente em Bs3(0), ou seja,
(usk)keny = (us1, use, Uss, ...) —> ug para |z| < 3.

De modo indutivo, definimos a sequéncia,
(Ut ) ken = (U1, Um2, Uma, - - ) — Ug para |z| < m.

Usando argumento diagonal, a sequéncia (ug)ren ¢ subsequéncia de (uy,)nen. Seja z € RY
entao existe m € N suficientemente grande de modo que |z| < m. Como (ugk)ken € (Umk)ken
tem os mesmos limites, pois a partir de k& > m os elementos (uyx)ren €stao em (Upk)ken, €
como o limite de () € uo(x) entdo wup(x) — uo(z) pontualmente em RY.

Tomando v, = u, — ug, da convergéncia fraca e Lema de Brezis-Lieb(consulte Apéndice

B, Teorema B.6), tem-se

Inu(Vn) = Iau(n) + Jap(ug) = 0 (3.9)

J/’\M(vn)vn — J/’\M(un)un + J;M(uo)uo — 0. (3.10)
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De fato, por um calculo simples

/ \an]2dx:/ ]Vun\zda:—/ |Vug|*dx + 0,(1) (3.11)
RN RN RN

/RN g(x)uide = /RN g(z)uidr — /RN g(z)ugdr + 0,(1) (3.12)

e novamente usando Brezis-Lieb tem-se

/RN h(z)vide = /RN h(x)uldx — /RN h(z)ufdz + on(1) (3.13)

/ F@) ol de = /RN F@)|unl? dz — /RN F@luol? de +0p(1).  (3.14)
Por (3.11), (3.12), (3.13) e (3.14) implica

1 1 «
c—pulug) = c— / (|Vuo\2 — )\g(x)ug)da: + / h(z)uddz + 'li/ f(:c)]u0|2 dx
2 RN q RN 2 RN
1 1 1
= c+ / ([Vun|? = Ag(z)v?)dx — / (|Vun|* = Ag(z)u?)dz + / h(z)ud dz
2 2 q JrRN

— 1/ qux+/ f(z |un|2 :c—/ f(z |vn|2d:§+on()
q JrN

= c+ un(vn) J)\“(un) + On

donde segue (3.9). Além disso, de (3.9), obtemos
Iau(vn) = ¢ — Iru(ug) + 0, (1). (3.15)
Por outro lado, note que
Ju(Vn)vn = /RN(]VUTL\2 — Ag(2)v2)dx — /RN h(x)vldr — u/RN f(x)w? do (3.16)

De (3.11), (3.12), (3.13) e (3.14) segue

Sy (vn)on = / (|Vu,|* — / h(z)uldx — / fz)u? da
RN RN RN
- / (|Vuo|* — / h(z)uldr — / f(@)ud dz + 0,(1)
RN RN RN
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entao,

J//\M(’Un>’l}n = J;\,u(un)un - J:\N(UO)UO + On(1>

0 que mostra que a convergéncia (3.10) ocorre.

Usando o Lema 1.1 implica que

/ gt (z)vide — gt (z)vid. (3.17)
RN RN
Do Lema 1.2 tem-se
/ gt (z)vidr — 0. (3.18)
RN
Afirmamos que
/ W (@) va|7dz — 0. (3.19)
RN

Com efeito, vamos escrever

/ h+(x)|vn]qu—/ h+(a:)|vn|qu—|—/ B (@) o d
RN lz|>R

|z|<R

desde que At € L®(R") e usando Holder, temos

/ h* () o) tdz < (/ |h+(a:)\q°dx)qo (/ o
|z|>R |z|>R |z|>R

Uma vez que
|z|>R

[ w@ras <atol ([ o)
|z|>R |z|>R

/ h* (z) v, 1dz < C </ |h+(:p)|q0d:p) "
|z|>R |z|>R

g
E3

2Akcl:v) .

Ydr < / v, |* dz < 5/ |V, |*dr < ¢|v,||?
RN RN

entao )

0

ou ainda

onde C' = ¢||v,||*.
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Dado € > 0, podemos escolher R grande tal que

£\
ht(x)|Pdx < (—
[ @re < (5)
donde temos
/ B (@) |oa|dz < .
o[> R 2

Vamos mostrar agora que
g
/ W (@)l dz < <.
jal <R 2

Com efeito, desde que u, — uy em D“?(RY), note que
sy = gy + [Vl
Br
como L* (Bg) < L*(Bg) e H'(Bg) < LY(Bg), temos
|U’”|L2(BR) < C’1|un|L2*(BR)-
Por (3.21) e (3.22) segue
HUHH%P(BR) < 03 + Cl|un|§12*(BR)
e usando a desigualdade de Sobolev
|un\%2*(BR) < S_l/ |V, |*dz
Br

tem-se

“unH%Il(BR) < Cg+(715‘1/ Vuy,|*dx

Br

< C3+ 01870y
- C

(3.20)

(3.21)

(3.22)

de onde concluimos que (u,) ¢ limitada em H'(Bg), desse modo a menos de subsequéncia

vem

u, — uy em H'(Bg).
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Usando a imersdo compacta H'(Bg) — L%(Bg) segue
up, — ug em L(Bg).
Assim, fixado R > 0, dado ¢ > 0 existe ng € N, tal que
/ WY () |vn|?dz < P ool [tn — vo| T,y < 27 Vn > no. (3.23)
lz|<R
Por (3.20) e (3.23) segue
e €
/ ht(z)|vp|%dz < = + = =&, Vn = nyg.
RN 2 2

De (3.15),(3.18) e (3.19) segue

1 1 .
—/ (IVva)? + Ag~ (z)v2)dx + —/ h™(x)vidr — 2 (z)v2 dx — ¢ — Jyu(ug) (3.24)
2 JrN q JrN 2% Jpn
1 1
e subtraindo ¢, := (5 = —) / (|Vun|* + Ag~ (z)v2)dx em ambos os lados de (3.24) tem-se
4/ JrN
1 *
§/RN(W“"’2 + g~ (2)v2 + b~ (2)vl)dr — % . ()2 dx — ¢ — Jyu(ug) — t,.  (3.25)

Usando argumentos andalogos, como na prova da Proposicao 1.3 podemos concluir que
J\u (o) = 0. Assim

T (o) = (% — é) /RN(|VUO|2 — Ag(2)ud)dx + (é — 2—1*) 1 » f(x)ug*dm

visto que Jy, (o) = Jau (o) — ¢~ I3, (uo)uo.

Do Lema 1.2 e da condigdo (M), segue

1 1

Taulug) = (5 - 5) ellug||* > 0. (3.26)

De (3.25), (3.26), (3.19) e (3.10) obtemos

1 1 1
lim (—An ﬁBn) =c— Jy(uo) — (5 — —) lim ¢, (3.27)

n—-+4o0o q B 2*
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lim (A, —puB,) = —J),(uo)ug (3.28)

n—oo

onde
fLL:l/‘QthF—%Agtwvi+—h@ngdx
RN
B, = f(x)w? da.
RN

Usando novamente que J} ,(ug) = 0 em (3.28) implica em

lim (A, —uB,) =0 (3.29)

n—-+0o00

desde que (uy)nen € limitada, a menos de subsequéncia

lim A, = lim uB,=¢>0

n—-+oo n—-+oo
’ ¢
lim B, = —.
n—-+00 %
De (3.27) tem-se
t  pt 1 1 1 1
S B e ) — (52 ¢ - )<
q 9 1 ¢ )\;L(UO) (2 q) 1 (q 2*) ¢
ou seja
P —— (3.30)

Agora, note que

/ (Vv )? + Mg~ (z)v2 + b (2)v))de > / |V, |*dx
RN RN

2/2*
S (/ ]vn|2*dx)
RN

S A\
= — z)|vp|* dx .
o ([ @)

WV
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Assim, passando o limite de n — +o00 na tltima desigualdade acima, vem

S 2/2*

0> ———7r
(1] floo)?/

Dai, tem-se ¢ = 0. De fato, assumindo que ¢ > 0 e por (3.30), teremos

c SN/Q
2l2 ———x—
(1l flos) =

1 1\~
q 2

2
L (1 1)55 e
H = T Al a5 =

flo |\ 2¢) M '

o que contradiz nossa hipotese, visto que 0 < p < uj. Portanto,

asim

/ (|Va)? + Mg~ (z)v2)dz — 0.
RN

De (1.7) e (3.32) tem-se

|un —uol| = 0 em X,.

3.4 Demonstracao do Teorema 3.1

(3.31)

(3.32)

Definamos W = [ip1, ..., ], onde ¢; sdo fungdes tais que supp ¢; C B,(0) C RY tal que

sup p; Nsupp p; = () para i # j. Afirmamos que dim W = m. Com efeito, vamos mostrar que

as funcoes ¢; sao linearmente independente. Para isso, devemos provar que existem 71, ..., v,

tal que

comy; =Y =... =Yy =0.

Seja x € suppy , entdo p,(z) = 0 para j # 1, assim

Np1(r) =0 Ve supppi(x)
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e como @1 (z) # 0 para todo = € supp p;(x) entdo vy, = 0.
Seja x € suppy, , entdo p,(x) = 0 para j # 2, assim

Yopa(x) =0, YV € suppps(x)

e como () # 0 para todo = € supp ps(z) entdo v, = 0.
Seguindo esse raciocinio, temos y; = ¥ = ... = 7, = 0. Logo, o conjunto 8 = {®1, p2, ..., om }

¢ LI e pela definicao de W toda ¢(z) € W pode ser escrito por

T) = Z%‘%‘(x)

Assim, tem-se que 5 = {1, Y2, ..., om} € uma base para W, ou seja, dim W = m.
O proximo lema garante que o funcional J,, saftisfaz o item (J;) do Teorema do Passo da

Montanha com Simetria.

Lema 3.3 Suponha que X € (0, \]) e (My) — (M>) verdadeiro. Entao, existe i >0 e p,3 >0
tal que

f > B, D).
Jnf () > B, Vi€ (0.70)

Demonstracao: Do Lema 1.2, (3.3) e pela desigualdade de Sobolev, temos que

€ 1
D) = Sl =0 [ bt = 21122
q JrN
1 1
= P2 [ W@l [ n @l - 2112
2 q JrN q JrN
1 .
> Sl = o [ wt el = 2l
2 q RN 2*

= Sl =l = Ll

*

Logo,

Taulew) 2 Sl = Nl = G £ 2l

Assumindo que ||u|| = p, para algum p > 0 a ser escolhido posteriormente, tem-se

g C]_ *
Tau(u) = 5p° T LA

[\]
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Agora, escolhemos p > 0 de modo que

E 2 _ 2 q > é 2
ou seja,
_1
ge \ "7
< -
p<(£)
Assim,
6 //l/ — * *
Tan(u) = 2p* = I 207
Além disso, definindo § = Z_L ]f] 2°/2 %" ¢ escolhendo i > 0 tal que 8 > 0 para todo
i < p. Logo, escolhendo
- e2* _ogx
i = ——5750"
8| £l
temos
R
4
8 * *
> S By
_ Ee_ f 2
VU1
€
= §p2
Portanto,
f J N 0, 11).
R (w) = B, Ve (0, 1)

Lema 3.4 Suponha que (My) — (M) ocorre e X € (0,\]). Entao, dado ¢ € N, existe um
subespaco W C X, e uma constante M > 0 tal que dimW =m e max Sau(uw) < M.
ue

Demonstracao: Seja W = span{epy, ..., ¢ } um espaco de funcoes tais que supp ¢; C B,(0)

e supp p; N supp p; = (. Pela condigao (M), existem constantes ag, a; e as tais que

Iu(u) < / vl dx——/ ) dm——/ e =52 [ e
RN

Haz
uld — ?’

2%
2*

= Sl — g - 2
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Desde que W tem dimensao finita m, existe a; = a;(W) > 0 tal que
luly > aj|lul|, YueW

onde |u|, é a norma no espaco de Lebesgue L'(R™).

(3.34)

Usando o fato da imersio X, — D“?(RY) ser continua e de (3.34) para t = 2,¢,2" e

j = ay,as, as teremos

2%

Tau(u) < @llull® = Sof|ull® — Ellull” — pal|u
<

(@ — ) [Jull® — &]lull?

aoa1 —~ a1as

onde ¢; = 1/2,¢; = ,C3 = —— e ¢y = [1aaas.

Defina a funcao ¢ : R — R por

Y(t) = Ct? — ctl.

Observe que (0) =0 e tligrn Y(t) = —oo, e sendo 1 continua segue que existe to € R tal
—r+00

que ¥(t) < Y(to), ou seja, ty € um ponto de maximo local.

De fato, note que '(t) = 2¢1t — gcst? ' assim

Y(t)=0 <= 26t— gt =0

<~ 2/C\1t = q/C\gtq_l

qcs
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1

o\ 72
O ponto ty = (é) ¢ um ponto de méaximo local para ¥. Logo, ¥(t) < ¥(t9) o que nos
qcs
leva a
e\ 2] 2 \72 |
N ¢\ N ¢\
1/1(t) x C [(T) ] — Q2 [(T) ]
qaz qaz
() -]
= —_ T — —
qcs q
& (20\ 72
1 1
= — T) (¢ —2)
q \4Cs3
entao
Jauw) < 0(lull) < M
onde

2

e

M:ﬁ(é) (4—2) > 0.
q \qcs

[ |
Demonstracao do Teorema 3.1: Pelo Lema 3.3, encontramos p tal que Jy, satisfaz (J)
para todo 0 < pu < . Agora, pelo Lema 3.4 obtemos W C X com dim W = m satisfazendo
(J2). Pelo Lema 3.2, tomando p] pequeno se necessario, temos que Jy, satisfaz (Js) para
0 < g < pj. Desde que Jy,(0) = 0 e Jy, é par, podemos definir ;" = min{uj, 1} e usar
o Teorema 3.2 para concluimos que J,, admite m pares de solugoes nao triviais para g

suficientemente pequeno. [ |
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Apéndice A
Regularidade dos Funcionais /), e Jy,

O objetivo deste apéndice é unicamente mostrar que os funcionais I, e J,, sao de classe

C!, tendo em vista que usamos tal condicdo no decorrer do trabalho.

1.1 Funcionais Diferenciaveis

Seja 2 um espaco de Banach. Dizemos que o funcional ® : ' — R é Frechet diferencidvel
em u € F se existe uma fungao L € E’ satisfazendo: para todo e > 0 existe § = d(g,u) > 0
tal que

|P(u+ w) — P(u) — Lw| < el|w||g, para todo ||w|g < 9.

Diante disso, a fungao L ¢ dita a derivada de Fréchet de @ em u, e é denotada por ®'(u).
Dizemos que ® é de classe C' quando ® é Fréchet diferenciavel em cada ponto u € E e
@' : EF — E' & continua.

Dizemos que o funcional ® é Gateaux diferencidvel em u € E se, se para todo h € E existe

uma aplicacao T' € E’ tal que

lim O(u+th) — ®(u) — tTh _
t—0 t

0.

Tal aplicagao T' é chamada derivada de Gateaux em u, e é denotada por D®(u). Dai, notamos

que
DO (u)h = Tim T = @)

t—0 t

Além disso, todo funcional Fréchet diferenciavel é Gateaux diferenciavel, mas a reciproca nao

é verdadeira. Entao vale o seguinte resultado
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Proposicao A.1 Se ® : E — R tem derivada de Gdteaur D® : E — E’ continua entdo
P =D e ® é de classe C'.

Proposicao A.2 O funcional I : X — R dado por
1 2 2
Ii(u,v) = = (IVul* + |Vv|7)dz
2 RN
é de classe C'(X,R) com

T, 0) (i, ) = / (VuVe + VoVe)dz, ¥(o,0) € X.

RN

Demonstracao: Calculando a derivada de Gateaux de 7, temos

]l(u +1ip, v+ tl/}) — Il<u7v)

Ii(u,v)(¢,¥) = lim

t—0 t
1 2 2 1 2 2
5 RN(|V(u+tgo)| +|V(v+ty)]*)dx — 5 RN(|VU| + |Vo|*)dx
= lim ¢

= lim [ (VuVy+ VoVy)de + t/ (IVel? + |V [*)da
RN

t—0 RN

= / (VuVp + VoVi)dz.
RN

Observe que I7(u,v) : X — R ¢ linear. Além disso, ¢ continua, pois usando a desigualdade

de Holder tem-se
117 (u, v) (@, 9)] < ||u||D1a2(]RN)||90||D1v2(RN) + HUHDW(RN)||¢||D1!2(]RN)-
Desde que X, — D"*(RY) segue

(1 (uw,0)(0, )| < allullpre@mllolln + csllvllpregm 14U a
< allullpreem el + csllvllpre@y) 1]l

= c(llulliz + vl (e, )17

onde ¢ = max{cy, 2 }.

Pela Proposi¢ao A.1, a fim de concluir a prova, ¢ suficiente mostrar que I; ¢ continua. Com
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efeito, ainda usando Holder, temos

‘I{(Ulwl)(%w —[{(U27U2)(%¢)| <

para todos uy, vi, us, Va2, 9, ¥ € Y,. Assim,

117 (uy, v1) — I1(ug, va)||xr = sup

c(|lus —U2HL2

+[lvr = vall12) (0, ) I

cll(ur, v1) = (uz, v2) [l (0, )|

|11 (ur, v1) (0, 90) — I (ug, v2) (@, 90)] — 0

(P)eX, [[(p)lI<t

quando [[(u1,v1) — (ug, v2)|| = 0.

Proposicao A.3 O funcional I, : X — R dado por

1

L(u,v) = = /}RN()\g(:I:)u2 + ph(x)v?)dz

2

é de classe C*(X,R) com

Iy(u, 0) (0, ) = / (Ag(@)up + ph(z)op)dz, ¥ (1) € X.

RN

Prova: Calculando a derivada de Gateaux, teremos

]2<u +1p, v+ tlb) — [2<u7 U)

Iy(u,v)(¢,) = lim

t—0 t

2
= lim

1 VRN Ag()(u + to)® + ph(x) (v + t)* — /

- Ag(z)u? + ,uh(x)vQ]

t—0

t—0

t
~ i l /R (g(a)up + b))z + ¢ /

RN

= [ Olhup + (oo

(gla)e® + uh(xwz)dx}

Note que I, é linear, além disso I(u,v) é continua, pois usando Holder teremos

B < A [ g@ldiel+ [ Gl

< (Nglolul g+ plhlolel 2= ) I, )]

De maneira aniloga ao mostrado na A.2 concluimos que I ¢ continua.
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Proposicao A.4 O funcional I3 : X — R dado por

1

I3(u,v) = > |y f(x)H (u,v)dx

¢ de classe C*(X,R) com

1

o f( Hu(u, v)p + Hy(u, v)¢ldr, V(e,¢) € X.

Ly(u,v)(p, ¥) =

Prova: A derivada de Gateaux de I3 é dada por

. L(u+te,v+tY) — I3(u,v
Bl o)) = lim ™ )~ hwo)

f(x)H (u—irt(p,v—l—twd:c——/ f(z

- gk [ s [Hetee - (“’”)} i

t

Seja h : [0,1] — R dada por h(t) = H(u + te,v + t)), onde u, v, p, 9 € H. Pelo Teorema do
Valor Médio, existe um 6 € (0,1) tal que

h(t) — h(0) H(u+to,v+ty) — H(u,v)
t t
= Hy(u+0to, v+ 0t))p + Hy(u+ thp, v + 0t))ih.

Dai,

N

| Hu(u + 0tp, v+ 0t))|| o] + [Hy(u + t0p, v + 0t4)[[¢]

< o [Jutt0p| 7 + v+ toy
< allul + 1ol el + el + [0 el

2*—1}

Pela Desigualdade de Hélder segue

*

[ el < ([ i) ([

= llul +lelllz-Hlllor < +o00

1
2%
2*)
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ou seja, (Ju] + [¢])> || € L'(RY).

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, teremos

L) (o) = —tlim [ @) Ha(u+ 0t v+ 000)0 + Hy(u+ 00, v+ 0t) ] da

2* t—0 RN

1

- ? . f(ZL’)[Hu(U,U)(,D—i—HU(U,U)QMdl’

Para finalizar, provaremos que I é continuo. Com efeito, seja z, = (un, v) — 20 = (uo, Vo)

em X. Note que

|[L5(2n) — I3(20)) (0, )] =

[ H@l )~ e+ [ Sl - Gl

N

[ F@IH) - Huole] +

[ F@H) - HGly

N\

LML) = Huealliel+ [ 171 ) = ol
< ’fﬂ% ([Hu(zn) — Hu(20) 2 [@lox + [Hy(20) — Hy(20) |24 [9]2+) -

2% 2%

Novamente usando o fato de Yy < L* (RY) vem

I[Z5(20) = Li(20)l(0, )] < 1 Loy (1 Hu () — Hul20)[| + [ Ho(20) = Ho(20) DIl (0,9

Logo,
113(2n) = Ii(z0)llmrr - < 1f Ty (HHu(2n) = Hu(20) | + | Ho(20) — Ho(20)]]) = 0

uma vez que H, e H, sdo continuas. Portanto, I} é continuo.

Diante disso, combinando as Proposi¢oes A.2, A.3 e A.4 temos que o funcional Iy, é de classe
C'(X,R).

Proposicao A.5 Os funcional Ji, Js, J3 : X, — R dados por

Ji(u) = %/RNg(:E)ugdx

D) = 1/Nh(:c)yu\qczx

q Jr
1
3 | f@le

.
Y dx
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sio de classe C'(X,,R) com

Ji(upy = /IRN g(x)uvdx

Jy(u)y = / h(z)|u|? uvdx
RN

Ji(u)v = /]RN f(@)|ul* 2uvds

para todo v € X,,.

Prova: Vamos mostrar que o funcional J, é de classe C', os outros seguem de modo anélogo.
Calculemos a derivada de Gateaux de .J,. Para isso, defina a funcdo h : [0,1] — R dada por
h(s) = f(z)|s|? e entdo R'(s) = qf(x)|s|? ?s. Assim, pelo Teorema do Valor Médio, dados
te(0,1) e a,peR, existe v € (o, + t3) tal que

ha+t8) — h(a) = W(HB.
Desde que v € (a, a + t3), implica que v = « + t§5 para algum ¢ € (0,1). Logo,
h(a+tB) — h(a) = h'(a + top)t3

isto &,

h(a +tB) — h(a)
t

= qf(z)|a + 63| *(a + o) 3.

Além disso, sejam u,v € X, e fixemos = € RY. Assim,

’h(u+t1;)—h(v) = qf (2)|u+ t6v]T2|u + tov||v|

< af @) (Jul + [o))*72 (ful + [v])]v].
Usando Hélder, obtém-se

-2
* 2% [|U]]| 2%

/RN q(ful + )" (lul + [o) ] < alflooll(ful + [v])

= qlfloll (] + Jv])

| (ful + [ol)

q
2

qg—1
2*

[v|2+ < 4o00.
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Logo, qf (z)(|u| + [v])T2(Ju| + [v])|v] € L*(RY) e pelo Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue segue que
J tv) — J
Ji(u)v = lim 1(ut ) = S
t—0 t

= lim E / f(@)|u+ tév]|? 2 (u + tov)vdx
RN

t—0 q

= / f(z)|u|" *uvdz.
RN

A continuidade de J; segue usando argumentos anélogos ao que fizemos em I} acima. Assim,

a Proposigao A.5 garante que J, € C'(X,,R).
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Apéndice B
Resultados Auxiliares

Neste apéndice apresentamos os principais resultados usados nas demonstracoes

envolvendo os resultados desta tese.

Definicao B.1 Seja ¢ : M — R wma funcao, definimos a parte positiva e negativa de
¢ por o' (x) = max{p(x),0} e ¢ (x) = max{—p(z),0}, respectivamente. E ainda que
o) =T (z)— ¢ (z) e|p(x)] =T +¢~. Além disso, o (x) =0 e p (x) = 0 para todo z.

Definicdo B.2 Considere a funcio f : RY — R. Dizemos que f ¢ homogénea de grau p se
fAz1, Axg, ..., Aey) = N f(xy, 29, ..., TN)
para todo A € R.

Teorema B.1 (Teorema de Euler) Seja f(x1,x2,...,xx) uma fun¢ao homogénea de grau

k em Rf e de classe C'. Entdo, para qualquer x vale

eV f(z) =z f(z).
Prova: Ver [13].

Teorema B.2 Suponha que E seja um espaco de Banach reflexivo entao toda sequéncia

limitada em E possui uma subsequéncia convergente.

Prova: Ver [12].
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Teorema B.3 (Lema de Fatou) Seja M um espa¢o mensurdvel onde encontra-se definida

uma medida . Seja (f,) uma sequéncia de fungoes nao negativas. Entao

|, tmint )i < it |
Prova: Ver [34].

1

Teorema B.4 (Desigualdade de Young) Sejam 1 <p,g<ococcomp '+q¢'=1ee>0
qualquer. Entao,
ab < ead? + C(e)b?, a,b>0
onde C(g) = (ep) " rqg "
Prova: Ver [24].
1 1

Teorema B.5 (Desigualdade de Hoéder) Sejam f € LP(Q) e g € LY(Q2) com — + — = 1.
p q
Entio fg € L*'(Q) e
IFall < 1A ller gl o

Prova: Ver [24].

Teorema B.6 (Brezis-Lieb) Sejam Q C RY aberto e (u,) C LP(), 1 < p < +oo. Se (u,)
é limitada em LP(Q) e u, — u ¢.s em Q. Entao, u € LP(Q) e

Jim (el = o = wll) = ulf.

Prova: Ver [8].

Teorema B.7 (Valor Médio) Seja f : [a,a + h] — R continua e derivivel em (a,a + h).

FEntao, existe um numero 0 € (0,1) tal que

fla+h)— f(a) = f'(a+6h)h.
Prova: Ver [30].

Teorema B.8 Seja X um espago métrico completo e ¢ : X — (—oo,+00) um funcional
semicontinuo inferiormente. Suponha que ¢ seja limitado inferiormente e sejame > 0, A > 0

eu € X dados tais que

¢(u) < inf ¢(v) +
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Entao, existe v. € X tal que

a) ¢(ve) < d(u);
b) d(u,ve) < 1/X\;
¢) Para todo w # v, tem-se ¢p(v.) < p(w) — Aed(w, ve).

Prova: Ver [22].

Teorema B.9 (Banach Alaouglu) A bola fechada unitaria Bg: é compacta na topologia

fraca estrela.

Prova: Ver [12].

Teorema B.10 (Milman-Pettis) Todo espaco de Banach uniformemente convero €

reflexivo.

Prova: Ver [12].

Teorema B.11 (Imersdes continuas) Sejam Q um dominio limitado de RY (N > 2), Q
de classe C™ e 1 < p < 00, entdo

WP (Q Li(Q),1 =
@) W (Q) < L9(9), —
b) WmP(Q) — LI(Q),1 < g<oosemp=N;
c) W™P(Q) — C*(Q) se mp > N.

. Np

Sqg<p semp < N;

Prova: Ver [12].

Teorema B.12 (Passo da Montanha) Seja E um espaco de Banach real e & € E
um funcional de classe C'(E,R) satisfazendo a condi¢io Palais-Smale(PS). Suponha que
®(0) = 0 e que as sequintes condi¢oes sejam satisfeitas:

(G1) Existem constantes o, p > 0 tais que ®(u) > o> 0;
2B,
(Go) Ewiste um e € E\B, tal que ®(e) < 0.

Entao, ® possui um valor critico ¢ > «, com

— inf PO(~(t
¢ = Inf max (v(1))

onde I' ={y € C([0,1, E) : v(0) =0 e y(1) = e}.
Prova: Ver [43].

Teorema B.13 (Dominada Lebesgue) Sejam (¢,) uma sequéncia de funcoes em L'(§2)

satisfazendo
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a) pn(z) = @(x) ¢t.p em Q;
b) Eziste g(x) € L'(Q) tal que |on(z)] < g(x) q.t.p em Q para todo n.
Entio p € L'(Q) e

lim Qgpn(x)dx:/ggo(z)dz.

n—-4o0o

Prova: Ver [6].
Teorema B.14 Se a funcao H satisfaz a hipdtese (Hy). Entao,
Sy =M,'S

onde Mp € dado no item (Fy) da Observagao 1.2. Além disso, se S € atingido em wy, entao

Sy € atigindo em (Sowo, towo),para todo (so,ty) € Ri satisfazendo
H(SQ, t0)2/2* = 8(2) + t%

Prova: Ver [15].

Teorema B.15 Todo conjunto de nivel reqular de uma aplicacao diferencidvel é uma

subvariedade fechada imersa cuja condimensdo € igual a dimensao do contradominio.

Prova: Ver [29].
Teorema B.16 (Desigualdade de Harnack) Seja u uma solucao fraca da equagao
(AB) A(z,u,Vu) = B(z,u, Vu)

em alguma bola B3r(0) C €. Assuma que o < n e que as sequintes desigualdades sejam

satisfeitas

Al < alp|*™" + blu|*" + e
<

B < clpl*™" +dJul]*™" + f

p-AZ>|p|* —dlul” —g

para x € §) e todos os valores de u e p. Aqui o > 1 € um expoente fizado, a € uma constante

positiva, e b até g sao fungoes mensurdveis sobre Q. Assuma ainda que
bee La1(Q), ceLa1(Q) d,f,ge La=(Q)
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onde € € algum numero positivo menor do que ou igual a 1.

Entao
max u < C'(min u + k),
Br(0) Br(0)

onde C' e k sao constantes que dependen somente da estrutura de (AB).

Prova: Ver [36].
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