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Resumo

Neste trabalho estudamos o comportamento assint6tico de solu¢des das equagdes de fluido
Oldroyd e de uma equagdo unidimensional de mistura de sélidos com damping nio linear
usando teoria de sistemas dindmicos ndo autdbnomos e estocdsticos em espagos de dimensao
infinita. Mais precisamente, mostramos a existéncia de um atrator pullback (com universo de
atracdo ndo autdbnomo) para uma equagdo nao autonoma de fluido Oldroyd e apresentamos
uma estimativa para a dimensao fractal do atrator. Consideramos também a equacdo de fluido
Oldroyd estocastica onde a fungao for¢a externa € perturbada por ruido aleatério branco aditivo.
Mostramos a existéncia de um atrator D-pullback aleatdrio para o sistema correspondente. Para
a equacao de mistura de s6lidos, mostramos a existéncia de atrator D-pullback e apresentamos
também um resultado de semicontinuidade do atrator pullback quando consideramos as forcgas

externas como perturbacdes ndo autdbnomas.

Palavras-chave: sistemas dindmicos ndo autdbnomos, atratores pullback, equagdes diferenciais

parciais.



Abstract

In this work we study the asymptotic behavior of solutions of Oldroyd fluid equations and a
one-dimensional solids mixture equation with nonlinear damping using non-autonomous and
stochastic dynamic systems theory in infinite dimensional spaces. More precisely, we show
the existence of a pullback attractor (with non-autonomous attraction universe) for a non-
autonomous Oldroyd fluid equation and we present an estimate for the fractal dimension of
the attractor. We also consider the Oldroyd stochastic fluid equation where the external force
function is perturbed by additive white random noise. We show the existence of an D-random
pullback attractor to the corresponding system. For the solids mixture equation, we show the
existence of D-pullback attractor and we also present a semicontinuous result of the pullback

attractor when we consider the external forces as non-autonomous perturbations.

Key-words: non-autonomous dynamical systems, pullback attractors, partial Differential Equa-

tions.
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Introducao

Nos mais variados ramos das ciéncias aplicadas, muitos fendmenos que evoluem com o
tempo sdo modelados na forma de Equacdes Diferenciais Parciais (EDP’s) de evolugdo cuja
questdo central é, na grande maioria dos casos, obter informacdes qualitativas sobre o pro-
blema, por exemplo, existéncia de solucdes, unicidade, dependéncia continua e comportamento
assintotico de tais solucdes. Nos ultimos cinquenta anos, as técnicas de sistemas dindmicos em
espacos de dimensao infinita vém sendo amplamente utilizadas para entender o comportamento
assintéticos de solucdes de EDP’s. Nessa abordagem, a no¢@o fundamental gira em torno do
conceito de atrator. A abordagem envolvendo semigrupos e os conceitos de atratores tais como
conhecemos e que hoje sdo vastamente utilizados, surgiram nos trabalhos pioneiros de Oliva
no inicio de 1970 (veja [45]), onde introduziu-se o conceito de atrator global compacto e de
Ladyzenskaya [54, 55] onde se mostrou a existéncia de atrator global para o semigrupo gerado
pela equacdo de Navier-Stokes em duas dimensdes, € que marcaram o comeco de uma vasta

area de pesquisa no estudo do comportamento de longo prazo de solucdes de EDP’s.

A teoria de semigrupo e atratores globais (veja [68, 74, 56, 28] e suas referéncias) lida com
problemas ditos autdbnomos (as EDP’s em questdo sdo autdnomas), isto é, podem ser escritas
como

u' = F(u), u(0)=ug

em um espaco de fase adequado de dimensao infinita. A nocdo de dissipatividade (isto &,
as trajetorias das solugdes com condi¢do inicial uy em um conjunto limitado D se tornam
uniformemente limitadas a partir de um certo tempo tp), desempenha um papel fundamental
na teoria. No entanto, a grande maioria dos fendmenos sdo mais fidedignamente modelados
por EDP’s ndo autbnomas

u = F(u,t), u(r)=u,.

a grande maioria, as s ndo auténomas (mesmo algumas autdnomas) nao possuem essa
N d EDP’ t 1 t
propriedade de dissipatividade. Fez-se necessdrio entdo, desenvolver uma teoria de atratores

que ajudasse a entender o comportamento das solugdes para essa classe mais vasta de EDP’s.

Nas ultimas duas décadas e meia, a teoria de atratores para sistemas dindmicos ndo auto-



nomos vem sendo vastamente desenvolvida. A primeira tentativa de se estender a nocdo de
atrator global para o caso ndao autdbnomo € a noc¢ao de atrator uniforme [23]. Os atratores uni-
formes apresentam uma estrutura rica, isto €, possuem uma familia de conjuntos dependentes
do tempo, compactos e de dimensao finita chamados de "kernel sections"(veja [23], VIII. 4.4).
Uma das desvantagens em se trabalhar com o conceito de atrator uniforme, € que apesar de
ainda se manter algumas caracteristicas boas da teoria de atrator global, perde-se a invariancia
do atrator. Outra nocdo de atrator € o conceito de atrator pullback, que mostrou-se uma exce-
lente ferramenta para tais propdsitos. O atrator pullback é definido como sendo uma familia
de conjuntos dependentes do tempo cuja nocao de invariancia € definida de maneira natural
como uma extensao da nocdo de invariincia exigida para o atrator global. Conceitos centrais
na teoria de atratores globais como o de continuidade de tais atratores sob perturbacdes deter-
ministicas atuando sobre o modelo, que auxilia no estudo da estabilidade desses atratores com
relacdo essas perturbagdes, e o de dimensionlidade finita que auxilia na compreensao da estru-
tura do atrator em termos de um ndmero finito de pardmetros, sdo satisfatoriamente estendidos
para o caso pullback. Uma apresentacdo completa da teoria de atratores pullback para sistemas

dindmicos ndo autdbnomos pode ser encontrada em [50, 22].

Ocorre ainda que tais problemas apresentados acima podem sofrer perturbacdes aleatorias,
sendo as EDP’s ndo autdonomas associadas, equacdes apresentando termos aleatdrios, para as
quais a teoria de atratores para sistema dindmicos determinisitcos ndo se aplica. Em paralelo
a teoria de sistemas dindmicos deterministicos, a partir dos primeiros trabalhos de Brzezniak
[14], de Crauel e Flandoli [31], a teoria de sistemas dindmicos aleatérios e seus atratores, tam-
bém vem sendo amplamente difundida nas duas dltimas décadas com o objetivo de se entender
o comportamento dessas equacdes estocdsticas, a no¢ao de conjunto aleatério desempenha um
papel central nessa abordagem (veja [30, 29, 17, 13,7, 16, 8, 75, 15]). Em seu trabalho recente
[76], Wang estabeleceu o conceito de sistema dindmico aleatério ndo autonomo (SDAN) como
generalizacdo das nocdes de sistema dinamico deterministico ndo autdonomo (SDN) e sistema
dinamico aleatério (SDA), onde a noc¢ado de atracdo pullback desempenha papel fundamental.
O conceito de atrator pullback aleatério se mostra como um generalizacdo natural para estes
casos estocastico ndo autonomos. Mais recentemente Cui et al. [32] estudam atratores cociclo
aleatdrios para os quais 0s universos de atragdo sdo autonomos. Em [33], Cui et al. generalizam

o conceito de propriedade squeezing para sistemas dindmicos aleatérios ndo autdbnomos.

A noc¢do de universo de atracdo é uma questdo importante na teoria ndo autdbnoma, en-
quanto na teoria de atratores globais considerou-se primordialmente a no¢do de atracdo de
conjuntos limitados, a idéia de atragdo D-pullback lida com atragdo de conjuntos que evoluem

com o tempo (em geral com uma certa condicdo de crescimento), o que influencia de maneira



significativa a estrutura dos atratores.

Neste presente texto, estudamos o comportamento assintético de solugdes de algumas equa-
¢cOes deterministicas e estocdsticas via sistemas dindmicos ndo autdbnomos (SDN) e sistemas

dindmicos aleatdrios ndo autobnomos (SDAN), respectivamente.
O presente texto estd organizado da seguinte forma:

No Capitulo 1, introduzimos alguns conceitos bdsicos e resultados envolvendo a teoria de
atratores para sistemas dindmicos ndo autdbnomos (processos de evolucao) e sistemas dindmicos
aleatorios nao autdonomos (cociclos aleatdrios), e seus atratores com universos de atracdo nao

autdbnomos, que serdo uteis para descrever os resultados obtidos ao longo deste trabalho.

No Capitulo 2, estudamos o comportamento assintético de solugdes de uma equacio de
fluido do tipo Oldroyd no espago de fase H definido mais adiante. Mais precisamente, in-
vestigamos a existéncia de um D-atrator pullback para um sistema bidimensional associado
ao problema em questdo. Primeiramente consideramos um problema equivalente no espaco
de fase H x V cujas solugdes geram um processo de evolugdo, € mostramos a existéncia de
D-atrator pullback para esse processo usando o conceito de compacidade assintética. Estabe-

lecemos uma estimativa para a dimensao fractal do D-atrator pullback.

No Capitulo 3, estudamos a equacdo bidimensional ndo autdbnoma de fluido Oldroyd per-
turbada por um ruido aditivo branco. Provamos a existéncia de D-atrator pullback aleatério

para o SDAN gerado pelo sistema dinamico aleatério ndo auténomo associado.

No Capitulo 4, estudamos uma equacdo unidimensional de mistura de s6lidos com for-
cas externas nao autbnomas e damping ndo linear. Provamos a existéncia de um D-atrator
pullback minimal para o qual o universo de atragdo é formado por conjuntos temperados. Pro-
vamos também a semicontinuidade superior da familia de atratores quando as perturbacdes
ndo autdbnomas tendem a zero. E importante ressaltar que os resultados obtidos nesse capitulo
deram origem a um artigo intitulado “Pullback dynamics of a non-autonomous mixture pro-
blem in one dimensional solids with nonlinear damping” feito em colaboragdo por Mirelson M.
Freitas, Alberto L. C. Costa e Geraldo M. Aradjo, o qual foi aceito para publica¢do na revista

“Communications on Pure and Applied Analysis” (veja [38]).



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo, introduzimos alguns conceitos bésicos e resultados que serdo utilizados ao

longo dos capitulos seguintes.

1.1 Atratores para sistemas dinamicos nao autonomos

Nesta secao apresentamos algums conceitos basicos sobre sistemas dindmicos ndo autono-

mos € seus atratores, para uma leitura detalhada recomendamos [21-23, 40, 50, 61].

Seja X um espago métrico munido com uma métrica d : X x X — R*.

Definicao 1.1. Um processo de evolugao (ou simplesmente um processo) em X é uma familia
de aplicagoes {S(t,7) : X — X : t > 7 € R} satisfazendo

(a) S(t,t) =1, (aplicacdo identidade),
(b) S(t,7) = S(t,s)S(s,7), paratodot > s > .

Um processo S(-, -) é dito fechado se para toda sequéncia z, — zem X e S(¢,7)z, — y
em X, entdo S(t,7)x = y. Além disso, S(-, -) € dito continuo se o operador S(t,7) : X — X

€ continuo para cada t > 7 fixado.

Observagdo 1.1. E claro que todo processo continuo é fechado.

Um processo de evolugdo {S(t,7) : t > 7 € R} em X para o qual S(¢t,7) = S(t — 7,0)
para todo ¢t > 7 é chamado auténomo. Se escrevemos 7'(t) := S(¢,0) parat > 0 entdo a
0} é um
T € R}

familia {7°(¢t) : t > 0} define um semigrupo em X. Reciprocamente, se {7°(t) : t >
semigrupo em X e definimos S(t,7) = T'(t — 7) paratodo ¢t > 7, entdo {S(t,7) : t >

€ um processo de evolucdo em X.



Definicao 1.2. Uma aplicacdo ¢ : R — X é chamada uma solugdo global para o processo
{S(t,7):t =71 €R}seS(t,7)o(r) = ¢(t) paratodot > 1.

Chamamos de conjunto ndo autbnomo a uma familia parametrizada de subconjuntos ndo-
vazios D = {D(t);t € R} C 2%, onde 2% denota a familia de todos os subconjuntos de X .
Considere a semi-distancia de Hausdorff: para A, B C X, dist(A, B) = sup,¢4 distx(a, B) =
SUP,e 4 infpe g d(a, b). A seguir introduzimos a nogdo de atragdo no sentido pullback e invari-

ancia de familias.

Definiciio 1.3. Sejam {S(t,7) : t > 7 € R} um processo de evolugdo e A = {A(t) : t € R}
uma familia de subconjuntos de X. Dizemos que A atrai pullback um conjunto ndo autbnomo
D={D{#t)C X:teR}sob{S(t,7):t>7¢cR]}se

lim dist(S(¢t,7)D(1), A(t)) =0, VteR.

T——00

Definiciio 1.4. Um universo em X é uma classe D de elementos D = {D(t) : t € R} tal
que cada secdo D(t) é ndo um subconjunto ndo-vazio de X para todo t € R. Dizemos que o
universo D é inclusdo fechada se dado D € D e C tais que C(t) C D(t) para todo t € R,
entdo C € D.

Nesse sentido, dizemos que D é um universo de atra¢do para S(-, -).

Definicdo 1.5. Uma familia A = {A(t) : t € R} de subconjuntos de X é dita invariante sob
{S(t,7) :t > 1 € R} se

S(t,T)A(T) = A(t), VYt=T1e€eR

Agora introduzimos o conceito de D-atrator pullback para um processo de evolucao.

Definicio 1.6. Uma familia A = {A(t) : t € R} de subconjuntos de X é chamada um D-

atrator pullback para o processo {S(t,T) : t > 7 € R} se satisfaz as seguintes condigdes:
(i) A(t) é compacto para cadat € R;
(ii) A atrai pullback cada De D,
(iii) A é invariante.

Observe que a defini¢do acima nao garante unicidade do atrator D-pullback (veja [19] para

esta discussdo). Para garantir a unicidade do atrator, precisamos de condi¢des adicionais, como



a de que o atrator pertenca ao dominio de atragdo D, ou uma condi¢do de minimalidade: um D-
atrator pullback A é dito ser minimal se dada uma familia B = {B(t) : t € R} de subconjuntos
fechados de X satisfazendo (ii), entdo A(t) C B(t) paratodo ¢t € R.

Notemos que se S(¢,7) = T(t — 7) é o processo de evolugdo associado a um semigrupo
T(t), entdo o conceito de atrator pullback coincide com o cldssico de atrator global (para mais

detalhes sobre essa discussdo indicamos o livro de Carvalho, Langa e Robinson [22]).

Definicao 1.7. Dizemos que B\O é uma familia pullback D-absorvente para o processo S(-,-)

se para todo t € R e todo D € D, existe um tempo Ty(t, ZA?) < t tal que

~

S(t,7)D(r) C B(t) paratodo T < 19(t,D).

Observe que a familia B, ndo necessariamente pertence a classe D.

Definicao 1.8. O processo S(-,-) é dito ser pullback D-assintoticamente compacto se para
todo t € R, toda sequéncia 1, — —o0, e toda sequéncia ,, € D(T,), o conjunto {S(t, 1,,)x,}
é precompacto em X. Se S(-,-) é D-assintoticamente compacto para todo D € D, dizemos

que S(-,-) é pullback D-assintoticamente compacto.

Agora, relembremos um critério, que € muito ttil para verificar a D-compacidade assintd-
tica de processos de evolucio gerados por equacdes ndo autdonomas do tipo hiperbolica (veja
[26, 27] para sistemas autonomos e [72, 78, 58, 60] para sistemas ndo autdbnomos) que sera

usado no Capitulo 4.

Definicao 1.9. Seja X um espaco métrico e B um subcontjunto limitado de X. Uma fungdo
U : X x X — R édita ser contrativa em B se para toda sequéncia {x,} C B existe uma
subsequéncia {x,, } tal que
30, g W Cone ) = 0
A demonstrac@o do seguinte resultado pode ser encontrada em [58, Theorem 3.2] e [60,
Teorema 3.2].

Teorema 1.2. Seja S(-,-) um processo de evolucdo em um espago de Banach X. Suponha que
S(-,-) possui uma familia pullback D-absorvente Eo eparatodot € Ree > Qexistet. <te

uma fungdo contrativa V. : By(1.) X By(1.) — R tal que
|S(t, 7e)z1 — S(t, 7e)22|] < €+ Ve(21,22), V21,29 € By(7e).

Entdo o processo S(-,-) € pullback D-assintoticamente compacto.



O seguinte resultado garante a existéncia de um atrator pullback minimal (veja [41, Theo-
rem 3.11]).

Teorema 1.3. Seja S(-,-) um processo de evolucdo fechado em um espagco métrico X. Consi-
dere um universo D em X e suponha que S(-, -) possui uma familia pullback D-absorvente BD
e que S(-,-) é pullback By-assintoticamente compacto. Entdo, a familia Ap = {A(t) : t € R}
definida por
At) = | AD.1),
bep

onde denota-se o omega-limite pullback

é o D-atrator pullback minimal para o processo S(-,-). Se E(] € D, entdo
A(t) = A(By,t) C Bo(t), VteR.

Além disso, se By(t) € fechado para todo t € R e o universo D é inclusdo fechada, entdo o

atrator pullback A\D eD.

1.2 Semicontinuidade superior

Um dos conceitos relacionados a estabilidade dos atratores sob perturbacdes, € o conceito

de semicontinuidade superior (veja [44, 20, 19]).

Definicao 1.10. Seja {A. : € € [0, 1]} uma familia de subconjuntos X dizemos que {A. : € €

0, 1]} € semicontinua superiormente em ¢ = 0 se

lim dist(A,, Ag) = 0.

e—0

A Definicdo 1.10 pode ser estendida naturalmente a conjuntos ndo auténomos, ou seja, a
familia { A.(t) }er, € € [0, 1] de conjuntos ndo auténomos de X é semicontinua superiormente

em € = (0 se for semicontinua superiormente para cada t € R fixo.

Usaremos o seguinte resultado sobre a semicontinuidade superior de atratores pullback
(Veja [22, Proposicao 1.20]).

Teorema 1.4. Suponha que paran € (0,1), S,(-,-) é uma familia de processos tais que

(i) Sy(-,-) possui um atrator pullback A, para cadan € [0, 1),



(ii) Paratodot € R, todoT" > 0 e todo conjunto limitados D C X

sup  d(S,(t + s, t)ug, So(t + s,t)up) 220
s€[0,T],up€D

(iii) Existe um 6 > 0 ety € R tal que
U Uam (1.1)

é limitado em X.

Entdo a familia de atratores pullback é semicontinua superiormente quando n — 0, i.e.,
para cadat € R
lim dist(A, (t), A(t)) = 0.

n—0

1.3 Dimensao fractal

Introduzimos agora o conceito de dimensao fractal para o atrator. Para isso, seguiremos os

passos em [57, 22].

Considere H um espaco de Hilbert separdvel. Dados um compacto KX C X e ¢ > 0, denote

N.(K') o menor niimero de bolas abertas em X de raio €, que sdo necessarias para cobrir K.

Definicao 1.11 ([57]). Seja K C H um conjunto compacto. Definimos a dimensdo fractal dp
de K por

: log N, (K)
dr(K) =limsup ———=.
F( ) o0 p log(l/&?)

Seja V' um espaco de Hilbert separdvel, densamente e continuamente imerso em /7.

Seja F' : V x R — V' um familia de operadores nao lineares tais que, paratodo 7 € Re

todo uy € H, existe uma unica funco u(t, 7, ug) satisfazendo

we LX(r, T,V)NC([r,T]; H) F(u(t),t) € L"(r,T,V"), ~NT >t

du
i F(u(t),t), t>r, (1.2)
u(T) = ug

Definimos S(t, 7)ug = u(t, 7, up) parat > 7, uy € H.
Seja T™ fixado. Assumiremos que existe uma familia de subconjuntos compactos de H,

{K(t) : t < T*} satisfazendo a propriedade de invariancia

S(t,T)K(r) C K(t), Vr<t<Tr, (1.3)



e tal que, paratodo 7 < t < T* e toda uy € K(7), existe um operador linear continuo
L(t,7,up) € L(H) tal que

‘S(t,T)UO — S(t, T)UO — L(t,T, UQ)(EO — UQ)’ é g(t - T, ‘EQ — Uo‘)’ﬂo — U()’, (14)

paratoda @y € K(7),onde g : Ry x Ry — R, é uma fungio tal que g(s, -) é uma fungdo ndo

decrescente paratodo s > O e
limg(s,7) =0, Vs>0. (1.5)
r—0

Assumiremos que, para todo 7' < T*, a aplicagdo F'(-,t) é diferencidvel em V' no sentido de
Gateaux, isto é, para cada u € V/, existe um operador linear continuo F"(u,t) € L(V, V') tal
que

1
lim —(F(u+ev,t) — F(u,t) —eF'(u,t)v) =0 em V'
e—0 &

Além disso, suporemos que a aplicagdo F : (u,t) € V x (—o0,T*) — F'(u,t) € L(V; V') é
continuo (assim, em particular, para cada ¢t < 7™, a aplicagdo F'(-,t) é continuamente diferen-

ciavel em V no sentido de Frechet).

Entdo, para todo 7 < 7™, todo ug, vy € H, existe uma tnica v(t, 7, ug, vo) que € solugio de

ve LlX(r,T,V)NC(r,T|;H) Vr<T<T*

d

d—: = F'(S(t, T)up,t), 7<t<T", (1.6)
v(T) = v

Faremos a hipétese de que
v(t; T, ug,v9) = L(t, T,up)vg, paratodo 7 <t < T" etodo ug,vy € K(7). (1.7)

Denotando, paraj = 1,2,...,

1 T
¢; = limsup sup  sup (—/ Tr; (F'(S(s, 7 — T)uy, s))d5> , (1.8)
T—4o00 7<T* uoeK (7—T) =T
onde
J
Tr; (F'(S(s, 7 — T)ug, 8)) = sup Z(F’(S(S,T)uo, s)ei.ej) |,
vo€H, |vo|<1 i<y i1
sendo ey, .. ., e; uma base ortonormal do subespago gerado por v(s, 7, ug, v3), - . . , v(s, T, ug, v)).

Usaremos o seguinte teorema apresentado em [57] o qual € uma adaptagdo para o caso ndo

autdnomo de teorema correspondente em [23] (veja também [22, lemma 2.40]).



Teorema 1.5. Suponha que as hipoteses acima sejam vdlidas, em particular, (1.3)-(1.5) e (1.7),
suponha que

U K(7) é relativamente compacto em H,

T<T*

e que existe q;, j = 1,2, ..., tais que

¢; < q;, paratodo j =1,

Gno 2 07 Gno+1 < 07
para algumng > 1, e
QJ gqn0+<qno_qno+1>(n0_j)7 para tOdO ]: 1727""
Entdo,

Qny

dpK (1) < do = ng + — L0
QHO - Qn0+1

T<T".

1.4 Atratores para sistemas dinimicos aleatdrios nao auto-

nomos

Nesta secdo, introduzimos alguns conceitos basicos da teoria de atratores pullback aleat6-

rios que serdo usados no Capitulo 3. Para mais detalhes veja [76, 32, 77] e suas referéncias.

Sejam ¥ um espaco topoldgico e {6} g um grupo de operadores agindo em X satisfazendo

e Oy = operador identidade em ¥;
o O3 =Y paratodot € R;
® 0, =0 00,paratodot,s € R;

e 0 — 0,0 é continua para todo ¢ € R fixado.

Para um espaco métrico M, denotemos por B(M) a sigma-dlgebra de Borel em M.

Seja (2, F,P) um espago de probabilidade ndo necessariamente P-completo, com um

grupo {¥},cr satisfazendo

e )y = operador identidade sobre (2;
o 1,00=0Q; VieR;

o Y, 00 =V, Vi seER,
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o (t,w)— Ywis (B(R) x F,F)-mensuravel;
o P(V,F)=P(F), Vt<0,F¢€F.
Os dois grupos acima sdo chamados de fluxos de base.

Definicao 1.12. Um sistema dindmico aleatorio ndo-autonomo (SDAN) em X com fluxos de
base {0}icr e {0} ier € uma aplicagdo ¢(t,o,w,x) : Ry x X x Q x X — X satisfazendo as

seguintes propriedades
(i) ¢ é (B(Ry) x B(X) x F x B(X), B(X))-mensurdvel;
(ii) ¢(0,0,w,-) € o operador identidade em X para cada w e o fixados;
(iii) ¢ satisfaz a propriedade do cociclo, isto é,

Ot + s,0,w,x) = ¢(t,0,0,9w,2), Vt,seR" o€l wel.

Além disso, um SDAN ¢ é dito continuo se a aplicagdo ¢(t, o, w,-) é continua para cada
t, o, w fixados.
Em seguida, introduzimos o conceito de conjunto aleatério, que desempenha um papel

central no estudo de sistemas dindmicos aleatorios.

Definicao 1.13. Uma aplicacdo D: ¥ x Q +— 2X\ 0, (o,w) — D,(w) é chamada um
conjunto aleatorio ndo auténomo de X se é mensurdvel no sentido de que a aplicacdo
w — dist(x, Dy(w)) € (F,B(R))-mensurdvel para cada 0 € ¥ e x € X. Se cada D,(w)
é um conjunto fechado (ou limitado, compacto, etc.) em X, entdo D é chamado um conjunto

aleatorio ndo auténomo fechado (limitado, compacto, etc.) em X.

Dado dois conjuntos aleatérios ndo autdénomos D', D? de X, escrevemos D' C D? se, e
somente se, D! (w) C D?(w) para todo o € X, w € Q. Neste caso dizemos que D' é menor
que D?.

Dado um conjunto aleatério ndo autdbnomo B de X, denotamos por N (B) o conjunto

aleatorio nao autdonomo de X definido pela e-vizinhanca fechada de B, isto é,
Ne(By(w)) = {z € X : dist(z, By(w)) < €}.

No que se segue denotamos por D uma classe de conjuntos aleatérios nio autdbnomos em

X satisfazendo as seguintes condi¢des

e D ¢ vizinhanga fechada, isto é, para cada D € D existe um € > 0 tal que a e-vizinhanca
fechada V(D) pertence a D;

11



e D ¢ inclusdo fechada, isto €, se D € D entdo cada conjunto aleatério ndo autdbnomo

menor que D pertence a D.

Definicdo 1.14. Um conjunto aleatdrio ndo auténomo B = {B,(w) : 0 € 3, w € Q} € dito
ser um conjunto D-pullback atraente sob o SDAN ¢ se para cada D € D

lim dist (¢(t, 0_i0,0_w, Dy_,o(V_4w)), Bg(w)) =0, VoeX we

t——+o0

O conjunto aleatério ndo-autonomo B é dito ser um conjunto D-pullback absorvente se para

cada D € D, 0 € ¥ e w € ), existe um tempo Tp(o,w) > 0 tal que
o(t,0_10,9_4w, Dy_,,(V_w) C By(w), ¥Vt =Tp(o,w).

Definicdo 1.15. Um conjunto aleatério A = {A,(w) : 0 € ¥, w € Q} é um D-atrator pullback
para o SDAN ¢ se

(i) A é compacto;

(ii) A é D-pullback atraente;

(iii) A é invariante sobre ¢, isto é,
o(t,o,w, Ag(w)) = Ag,o (W), Vit e R Y 0 e X, we.

(iv) A é o minimal entre todos os conjuntos aleatorios ndo-autonomos fechados que satis-

fazem (ii).

Definicao 1.16. Um SDAN em um espago de Banach X é dito D-pullback assintoticamente
compacto se para cada o € ¥, w € Q, D € D, cada sequéncia t, — +oo, e cada sequén-
cia v, € Dy_, -(V_y,w), a sequéncia {¢(t,,0_;,0,0_1,w,Ty) tnen possui um subsequéncia

convergente em X.

Teorema 1.6. [76] Seja ¢ um SDAN continuo em X. Entdo ¢ possui um D-atrator pullback

= {A4A,(w) : 0 € X,w € Q} € D se, e somente se, ¢p é D-pullback assintoticamente
compacto em X e ¢ possui um conjunto D-pullback absorvente fechado e mensurdvel (com
respeito ao P-completamento de F) B = {B,(w) : 0 € ¥, w € Q} € D. Além disso, o atrator

A éiinico e para cada o € ¥ e w € () temos

Ay (w) =W(w,0,B) = (| J é(t. 0_10,9_1w, By_,o(9_w)).

T20t>T
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Capitulo 2

Atrator pullback para a equacao de fluido

Oldroyd nao autonoma

2.1 Equacao de fluido Oldroyd

2

E sabido que o escaomento de um fluido incompressivel € modelado pela seguintes de
equagdes
v+ (u-Vu+Vp=V-o+f, V-u=0, (2.1)

onde u = (uy(x,t),us(x,t)) é a velocidade do fluido, p € a pressdo no fluido, f é a densidade
de forcgas externas e o € o tensor de stress.
A relacdo entre o tensor de deformacdo &, e o tensor de stress o determina as propriedades

fisicas do fluido. Tal relacdo é chamada equacdo reolégica ou equagdo de estado do fluido.

No caso 2D, £ é a matriz 2 x 2 de entradas &;; = % (g;‘? + %).
7 7

O modelo de escoamento viscoeldstico bidimensional de um fluido Oldroyd considerado

neste trabalho resulta da equagdo reoldgica proposta por Oldroyd [64, 63]

o\ L0
(1 + )\a) o=2v (1 + kv a) E. (2.2)

onde )\, v, k sdo constantes positivas, com v — 3 > (. A constante A\ é chamada de tempo de

relaxamento, s € o tempo de retardamento e v a viscosidade cinematica.

Essas equagodes diferenciais de estado foram introduzidas (nesta notacdo) por Oldroyd em
seu trabalho [64] baseadas no trabalho de Frohlich & Sack [39], no qual os autores obtiveram
estas equagdes baseados no estudo de uma suspensdo coloidal, no qual particulas esféricas
elasticas Hookeanas estavam suspensas e distribuidas em um fluido newtoniano viscoso. O

material € essencialmente um liquido, e o modelo fisico € tal que A > & e tal que, quando A\ e s
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tendem a ser iguais, o material deve se tornar cada vez mais um fluido liquido newtoniano com
viscosidade v. Analisando o trabalho original, observa-se que a equacao (2.2) foi modelada
considerando o que deve ser considerado como um dnico elemento macroscépico estaciona-
rio do material, e que foi feita uma suposi¢ido que efetivamente restringe a tensdo e taxas de

deformacio a serem pequenas.

Em um trabalho posterior [63], Oldroyd diz que obteve o mesmo modelo para uma emul-
sao diluida, onde as particulas suspensas sdo goticulas de liquido; a tensdo interfacial fornece
a for¢a de restauracdo que faz com que as goticulas individuais resistam a mudangas na sua
forma, dando aos sistema a propriedade de que a energia eldstica energia de tensdo é arma-
zenada durante o escoamento. Nestes dois trabalhos, o autor observa que a equacio (2.2) é
apropriada, e que baseado em evidéncias experimentais, alguns liquidos (solucdes poliméricas
diluidas) se comportam aproximadamente de acordo com esta equacdo. Portanto, a equacdo
(2.2) pode ser usada para definir um protétipo de fluido viscoelastico para um estudo tedrico

detalhado. A vantagem desta equacdo € a sua simplicidade.

No entanto, como observado pelo préprio autor, a equagdo (2.2) ndo se aplica no estudo
geral de fluidos viscoelasticos, e o problema imediato é generalizar a equacao de modo que
possa ser aplicada de forma geral, nos quais as taxas de deformagdo nio sejam necessaria-
mente pequenas. No intuito de generalizar este tipo de modelo para um classe maior de fluidos

viscoeldsticos, o autor introduziu o seguinte modelo mais geral

d d

onde do /dt deve ser entendido como uma derivada acompanhando o escoamento do material.
Nao existe um modo tnico de derivacdo para esse fim, mas para muitos casos existe uma di-
ferenca muito pequena na escolha de um ou outro. Resumindo, existem varias possibilidades
de generalizacdo para (2.2), nenhuma delas simples; a diferenca entre elas desaparece quando
estamos lidando com pequenas taxas de deformagdo. (Tudo isto parece desnecessariamente
complicado, mas apesar da equagdo (2.2) ser mais “tratdvel”, mas é importante perceber que
as equacdes matematicamente simples podem ser fisicamente insignificantes: se as derivadas
temporais na equagao de estado forem inadmissiveis ao modelo fisico, como a derivada parcial
usual 0/0t, essas equagdes estdo, de fato, descrevendo diferentes propriedades fisicas em dife-
rentes partes do material). Mesmo a derivada total mais simples em (2.3) requer a consideragao
de componentes de vorticidade e a equacdo que modela o fluxo requer outra funcio varidvel
descrevendo as trajetdrias das particulas do movimento do fluido. Nao vamos abordar essas

generalizagdes neste trabalho.
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Da equacgao reoldgica (2.2) com condigdes iniciais de Cauchy o(7) = £(7) = 0 encontra-
mos .
atat)::QﬁA15($,0—%2A1@/——5A5t/‘e“SVA5(xgﬂds. 2.4)

Consideremos  C R? um dominio no qual vale a desigualdade de Poincaré. De (2.4) e

(2.1), segue o seguinte problema de valor inicial e fronteira (veja [65]):

(

u — pAu+ (u-V)u — /tﬁ(t —s)Au(s)ds+Vp = f(t) em [r,+00) x

Vou=0 em [r,+00) %€, 2.5)

u=0 sobre [r,400) x 0%,

(u(T) =up em €.

Aqui, = kA7t > 0e B(t) = ve %, onde v = A7! (v — kA~1) com § = \~!. Para mais

detalhes e modelagem fisicas, indicamos ao leitor os trabalhos [10, 48, 63-65].

Muitos trabalhos foram dedicados ao estudo do problema (2.5). A existéncia, unicidade e
dependéncia continua nos dados iniciais foram estudados em [1, 18, 66, 49, 52, 65]. Em [35]
os autores investigaram a desigualdade variational associada ao problema (2.5). Um estudo
de atratores globais para o caso autdbnomo com f(t,z) = f(z) foi feito em [49, 51], mas
infelizmente existem 14 algumas estimativas que ndo estdo bem claras (como observado em
[43]), além disso ndo esta claro que o conjunto de solu¢des do sistema geram de fato um

semigrupo.

A dificuldade em se analisar diretamente o problema (2.5) de modo andlogo ao caso Navier-
Stokes se deve a presenca do termo integral chamado na literatura de termo de memoria, devido
a esse fato, o (2.5) ndo gera um processo de evolu¢do em H. Muitos autores lidam com o termo
de memoria fazendo uma mudanga de varidveis e utilizando os espagos chamados espacos de
memoria seguindo a abordagem de [34]. Para estudarmos o problema (2.5), consideremos
um problema equivalente no espago de fase H x V, cujas solucdes sdo casos particulares das
solucdes de um problema que gera um processo de evoluc@o nesse espaco. Investigaremos a
existéncia de atratores pullback (com universo de atracao ndao autobnomo formado por conjuntos

temperados) para tal problema sob a hipétese usual de que

loc

t
FELZ(RV) e /)emmmﬂw@@<+m Vi€ R, 2.6)

—00

onde & = min{uA;,20} e, como é usual, A\; denota o primeiro autovalor do operador de

Stokes. Fazemos também a hipdtese técnica de que 2 — kA; > 0.
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Para estimarmos a dimensao fractal do atrator suporemos que

feL®(—o0, T*, V') paraalgum T* € R. 2.7)

2.2 Espacos de funcoes e algumas estimativas

Nesta se¢do relembramos algumas defini¢cdes e notacdes sobre espacos de Sobolev.

Usaremos a notagdo usual L?(Q), LP(Q2), W™P(Q) e C?(f2) para fungdes definidas em
tomando valores em R, € a notagdo L.2(2), LP(Q), W™P(Q) e CP(2) para fungdes tomando va-
lores em R". Além disso, consideraremos os espacos LF(s,T; H™(2)) ou LP(s, T; H™(2))".

Também consideraremos os seguintes espagos
V={peD )" divy=0}

V = V() que é o fecho de V em H} ()" com produto interno e norma definidos respectiva-

mente por

((u, 2)) = i/gﬁ;(x)(g;;(x dz, |ul* = Z/ (Quz x)

H = H(Q) que é o fecho de V em L*(2)" com produto interno e norma definidos respectiva-

mente por
(u,v) = Z/ ui(z)vi(x) dz,  |ul* = Z/ |u; (z)]? da.
i=1 /& i=1 /&

Os espagos V' e H sao espagos de Hilbert, V' < H < V' com imersao densa e continua.

Consideremos a seguinte forma trilinear

b(u, v, w) Z/ul gv] w;(z) d.
z;

Em particular, mostra-se que b é continuaem V' x V' x V' e vale as seguintes estimativas:

1b(ut, v, w)| < V2l 2 V2ol w2 ]2, (2.8)

b(u,v,v) =0, Yu,v e V. (2.9)
Consideremos o operador bilinear B : V' x V' — V' por

(B(u,u),v) = b(u,u,v), Yu,v e V.
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Temos a seguinte estimativa
|Bu,w)llys < Klulull,  VueV. (2.10)

Para mais detalhes veja [73, 68, 74].
t

Usando a histéria relativa de u, definida por v(t) = B(t — s)u(s)ds introduzida por
Dafermos [34], o problema (2.5) pode ser reescrito no segui;te problema equivalente

(

W —pAu+ (u-Viu—Av+Vp= f(t) em [1,400) X,

v+ dv=7u em [r,+00) X Q,

(V-u,V-v)=1(0,0) em [r,+00) X, (2.11)
(u,v) = (0,0) sobre [7,+00) x 0L,

u(T) = ug, v(r) =0 em Q.

Se em vez de v(7) = 0, consideramos a condi¢do inicial v(7) = vy € V. O sistema (2.11)
gera um processo de evolugdo, para o qual estudaremos a existéncia de atrator. Tal atrator nos

permitird estudar o comportamento assintético do sistema original.

Para descrever nossos resultados, introduzimos a seguir, o sentido de solu¢do fraca para o
problema (2.11).

Definicdo 2.1. Seja f € L2 (R; V'), ug € H e vy € V. Um par de funcédes (u,v) é dito uma

loc
solugdo fraca para o problema (2.11) se (u,v) € L>®(r,T; H) N L*(1,T;V) x L*(1,T,V)
paratodoT > T e

& 0) () Do, ) + ((0,9)) = (0. 0) Vo€ Vit e [1.T),

.00+ 8((0,0)) = ((w,0)) Vo€ Vit € T) @.12)

u(r) = ug, (1) =0,
d :
onde 7 ¢ tomado no sentido de D'(1,T).

A existéncia de solucdo fraca para o problema (2.11) para todo ¢ > 7 € mostrada aplicando-

se o método de Galerkin, fazendo-se uso das seguintes estimativas:

1 1 1 t
u(t)]” + =[lo(@)[> < e (|uol* + —|lvol*) + —/ eI f(9)Fds. (2.13)
v v pA S,
2 ! 2 o, 1 9 1 ! 2
[u@)]"+p | u(s)|*ds < [uol +;Hvo\| + m £ ()7 ds, (2.14)
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e o fato de que , ' € L*(r,T, H) (isto segue das estimativas acima, do fato de A ser um
operador limitado e B satisfazer a estimativa 2.8)). Além disso, u € C([r,4+00); H),e v €
C([r, +00); V) (veja (2.13), (2.36) e [68, Proposition 7.1]).

Unicidade e a propriedade de ser Lipschitz continua em (ug, vg) seguem de

L0l < (e + 2l e (a [ nolias). @is)

onde (w, z) = (u; —ug, v1 —v9) com (uy, v1) € (ug, v2) duas solugdes fracas do sistema (2.11).

w(t)|* +

Consideremos o espaco de Hilbert H = H x V munido com a norma
1
HWWM%ZWF+;MW

que € equivalente a norma usual de ‘H. Gragas as observacdes acima, podemos considerar o
processo de evolugdo continuo definido pelo operador solu¢do do problema (2.11) no espago

de fase #, isto é, o operador S(t,7) : H — H definido por

S(t, 7)(ug,vo) = (S1(t, 7)(ug, vo), Sa(t, 7)(ug, vo))
= (u(t; 7, (ug, vo)), v(t; T, (ug, v9))), t =T,
onde o par (u(t; T, (ug,vo), v(t; T, (ug,vo)) € a tnica solugdo fraca de (2.11) com condigdo
inicial (ug, v9) € H.
Consideremos a classe D de todas as familias temperadas D = {D(t); ¢ € R} em H dadas

por

lim em( sup H(u,v)”%)-()
(

T——0 u,v)€D(T)

Observemos que D € inclusao fechada.

O seguinte teorema € o principal resultado deste capitulo.

Teorema 2.1. Suponha que a hipétese (2.6) seja satisfeita.

(i) Entdo o processo de evolugcdo gerado pelas solugdes fracas do problema (2.11) possui um
D-atrator pullback minimal ﬁp € D,
(ii) Se ainda f € L>°(—o0, T*; V') para algum T* € R, entdo a dimensdo fractal do atrator
é finita
dr(K (7)) < max <1, max <4L, l) ff%”fHLoo(_o(j,T*;V/)) , VT eR,
pAA T pd

onde % ¢ a constante da desigualdade de Lieb-Thirring.

A prova serd apresentada nas secdes seguintes deste capitulo. Primeiro, na Se¢do 2.3 veri-
ficamos as hipéteses do Teorema 1.3 e provamos (i). Em seguida, na Sec¢do 2.4 provamos (ii)

usando o Teorema 1.5.
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2.3 Existéncia de atratores pullback

Esta secdo € dedicada a prova da existéncia de atratores pullback para o processo de evolu-

¢do gerado pelo problema (2.11). Mais precisamente, provaremos o Teorema 2.1 (i).

No que se segue vamos verificar as hipéteses do Teorema 1.3.

Lema 2.1. Suponha que a hipdtese (2.6) seja satisfeita, entio a familia By = {By(t) : t € R}
de bolas fechadas By(t) = By (0, po(t)) em H onde

t

po(t) =1+ 5 e | £ (s)[[Tds. (2.16)

é pullback D-absorvente. Além disso, EO e D.

Demonstragdo. Primeiro observe que a hipdtese (2.6) implica que po(t) é bem definido. Dados
DeDeteR, segue de (2.13) que

15 (¢, 7) (o, vo)lI3, < ™[ (o, vo) H;ﬁ—/ A ()15 ds. (2.17)

para todo (ug,vo) € D(7) e 7 < t. Como D € D, existe 7o(D, t) < t tal que

~

e O‘(t_T)H(uo,vo)H?_[ <1, Vr<71(D,t), (ug,vo) € D(7). (2.18)

Combinando as estimativas (2.17) e (2.18), obtemos

~

IS(t, 7)(uo, vo)ll3; < p5(t), V7 < 10(D, 1), (uo,v0) € D(7),

ou seja,
S(t,7)D(1) C Bo(t), ¥t < 7o(D,1).

Isso mostra que §0 ¢ uma familia pullback D-absorvente. Falta mostrar que EO € D, isto é,

lim e p5(7) = 0. (2.19)

T——00

aTt aTt e’ T —a(T—s
i) = e+ ([ el

Notemos que

Usando a tltima igualdade e a hipétese (2.6) vemos que (2.19) € satisfeito, e portanto EO e D.

A prova estd completa. ]

O seguinte lema ser4 ttil para verificar a compacidade assintética do processo S(-, ). Sua

prova segue as idéias de [69].
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Lema 2.2. Seja (ug,, vo,) uma sequéncia convergindo fracamente para (ug, vo) em H. Entdo

temos que
S1(t, 7)(uon, von) — S1(t, 7)(ug,v9) fracoem H, ¥t >,
So(t, 7)(Uon, Von) — Sa(t, 7)(ug,v0) fracoem V, Nt =T,
S1(+, 7) (von, vorn) — S1(+, 7)(ug, vo)  fraco em L2(7'7 T:V), VT >
Sa(+, 7) (ton, vorn) — Sa2(+, 7)(uo, vo)  fraco em LZ(T, T;V), ¥T >

Em particular, temos

S(t, 7)(uon, von) = S(t,7)(ug,v0) fracoem H, Vt>=rT

S(t, ) (twon, von) = S(t,7)(ug,ve) fraco em LQ(T, T:VxV), ¥YT>r.

(2.20)
(2.21)
(2.22)
(2.23)

(2.24)

(2.25)

Demonstragdo. Seja u,(t) = Si(t,7)(uon, Von) € u(t) = Si(t,7)(ug,vo) parat > 7. Da

estimativa (2.13) temos que
(u,) é limitada em L>°(7,T; H) N L*(7,T;V) VT > .

Assim, como
ul, = f(t) — pAu, — B(tun, u,) — vy,

e como A é um operador limitado de V em V' e B satisfaz (2.10), segue que
(ul) é limitada em L*(7, T; V') VT > 7.
Logo, paratodo p € VerT <t <t+a < T temos que
t+a
(unlt +0) = walt)y) = [ ((5) )
t
t+a
| 1Ol lelds
t

N

liplla’

< ([t | L2 (rv7)
< C(,T)¢lla'?.

(2.26)

(2.27)

(2.28)

Em particular, para ¢ = u,(t + a) — u,(t) que pertence a V' para quase todo ¢t € [r,T],

encontramos
[un(t + a) = un (D) < C(7, T)a 2 un (t + a) — u,(1)])-
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Logo, integrando de 7 a " e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos
T-a T—a
/ |t (t 4 @) — u, () |2dt < C(7, T)al/Q/ lwn(t + a) — u,(t)||dt
< C(T, T)al/Q(T —a— T)l/z“unHIﬂ(ﬂT;v).
De (2.26) encontramos
T—a .
/ |t (t + a) — u, (t))?dt < C(7, T)al/?.

Logo
T—a
liH(l) Sup/ lun(t + a) — un(zf)||%2(Q ydt =0, (2.29)
a=0 5 o P

para todo p > 0, onde Q, = {z € R? |z| < p}. Considere a fun¢do de truncamento 6 €
Clr,+o0) tal que §(s) = 1 paras € [1,7 + 1], 0(s) = O paras € [T +2,+0) e |0(s)| < 1

para todo s € [7, +00). Definamos
Unp(x, ) = 0(|2]*/p*)un(x,t), Vo € Q.

Segue de (2.29) que

T—a
(lli_r)r(l) s%p/T |t (t + @) — wn,(t) H%Q(QQP)CZIS = 0. (2.30)
De (2.26), temos
Un, €limitadaem L*(7,T; Hy(Qs,)) N L®(7, T; L*(2,)). (2.31)

Combinando (2.30), (2.31) e o teorema de compacidade, [73, Theorem 13.3], para X =
L*(Q9,), Y = H(Q2,) € p = 2, temos que

{u,,} é relativamente compacto em L*(7,T; L*(,)) VT > 7. (2.32)

Portanto

{un|a,} € relativamente compacto em L*(7, T; L*(€2,)).

Da estimativa (2.26) e de (2.32), encontramos uma subsequéncia u,,, € uma funcao
ue L>®(r,T; H) N L*(1,T; V) tal que

Uy — 1 fraco-estrelaem L°°(7, 4o0; H), (2.33)
Uy —u fracoem L (7, 4+00;V), (2.34)
u, — u forteem L; (7,+00; L*(2,)). (2.35)
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Agora, seja v, (t) = Sa(t, 7)(uon, von) v(t) = Sa2(t, T)ve. Tomando o produto interno em V'

na segunda equagio do sistema (2.11) com v’ obtemos
d
O lvall® + lnll* < 2 llua

Integrando de 7 a ¢, encontramos

t t
6MAMP+/n%wm%s<¢/1waw&w+MAﬂW7 (2.36)
paratodoT <t < T.
De (2.13) e (2.36) temos v,, € W12(7, T, V). Entdo

t
dvy,
Un(t) = vp(a) + / %(s)ds paratodo 7T<a<t<T, (2.37)

ev € C%[r,T]; V) (veja [68, Proposition 7.1]).
Portanto, paracada p € V, 7 < t < t+ a < T, tomando o produto interno em V' da

equacao (2.37) com ¢, encontramos

(wnte+ )=o) = ([ G2 ss) )

[(Eode e
= [ o)) = ltants) s

onde usamos [53, Corollary 2.19.11] na segunda linha.

Pelas estimativas (2.13)—(2.14), encontramos
u, €limitadaem L*(1,T;V), (2.39)
v, ¢élimitadaem L>(7,T;V). (2.40)

Entao

t+a
((0n(t + @) = va(t), ) = /t V((un(s), ) = 0((vals), ¢))ds

t+a
<cl“<mm@m+u%wmwwus 2.41)

< Cllella' (lunll 2wy + llonllz2errny)
<O, T)a"?|loll.

Aplicando o mesmo argumento usado para u, encontramos que

Uy T fraco-estrelaem L®(7,T;V), (2.42)
vy =0 fracoem L*(1,T;V), (2.43)
v — 0 forteem L2(1,T; H). (2.44)
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Com as convergéncias (2.33)-(2.35) e (2.42)-(2.44), podemos passar ao limite na equacao e

encontrar que (u, v) € solugdo do problema (2.5) com (u(7),v(7)) = (ug, vo). Pela unicidade
de solugido, temos (u,v) = (u,v). Por um argumento de contradi¢do, mostra-se que a sequén-

cia inteira (u,, v,) converge para (u, v) no sentido de (2.33)-(2.44). Isto mostra (2.22) e (2.23).

Agora, da convergéncia (2.35), segue que u,(t) — u(t) em L?(£2,) para quase todo t > 7.
Logo, para todo ¢ € V temos que

(un(t), ) = (u(t),) paraquasetodo ¢ =>T.

Além disso, de (2.26) e (2.28), a sequéncia {(u,(t), ¢) }» € equilimitada e equicontinua em

[7,T], para todo T > 7. Portanto,
(un(t), ) = (u(t),p) Vt=1, YoeVl. (2.45)
Usando (2.26), (2.45) e o fato de V ser denso em H obtemos (2.20).

Para provarmos (2.21) observemos que, de (2.13), segue que v,, é limitada em L>([7, 00); V).
Logo, para quase todo ¢ > 7, a sequéncia v, (t) é limitadaem V', e entdo, existe uma subsequén-

cia v, (t) tal que
Uy (t) — 2(t) fracoem V, paraquasetodo ¢ > T.
Como V € continuamente imerso em /, encontramos que

U (t) — z(t) fracoem H paraquasetodo t > 7.

Pela convergéncia (2.44) juntamente com a unicidade do limite, temos que z(t) = v(t).
Usando um argumento de contradi¢do, mostra-se que a sequéncia inteira v, (t) — v(t). De
fato, suponha o contrdrio, entdo existe uma subsequéncia v,,(¢) e uma vizinhanga O de v(¢) na
topologia fraca de V' tal que v,/ (t) ¢ O para todo n’. Como v, é limitada em V, v, possui
uma subsequéncia v, que converge em V para um certo w em V. Logo, v,» converge para
w em H. Novamente, de (2.44) e da unicidade do limite fraco w = v(t) em H, o que é uma

contradicao.

Portanto, temos que
((vn(t), ) = ((v(t),)) Ve €V, paraquasetodo ¢ > 7.
De (2.40) e (2.41), temos que a sequéncia ((v,(t), ¢)) é equilimitada e equicontinua. Logo

((nlt),0)) = ((v(t), ) YoeV, Vix>r (2.46)
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De (2.46), de (2.40) e da densidade de V em V| podemos estender o resultado acima para todo
¢ € V e concluir que
v, (t) = v(t) fracoem V, Vt>r7

A prova estd completa. ]

Lema 2.3. O processo S(-,-) é pullback D-assintoticamente compacto.

Demonstragdo. Consideremos a equagdo de energia

d 20
2 (1P + 200l ) 2?22 = 27,0, 47)

1
Somando e subtraindo z\; (Ju|? + =||v||*), obtemos
Y

d 1
Qm2 |WW>+HM<WF+—MW)+2MWW—NMMF

# () o = 2,

Suponha que % > 0, isto é, 2 — kA; > 0L,

Seja (u1,v1) e (ug,v9) € V x V, definimos o produto interno em V' x V' por

(o, 00)s 1)) = gl 02)) = 5 ) + 22 (). 248)
Temos que
[0 ol = sl = 252+ (2522 o, 249

define umanormaem V x V.

Observe que
pAL % M
pllell? = pllull? = 2l > gl = Sl = £l
logo
min {£,22520 F ([lull® + [Jv]|*) < [[(uw, 0)]]* < max {n2520} (JJul® + [Jo]*).

Isto mostra que [[-]] € uma norma equivalente a norma usual no produto cartesiano V' x V.

Com esta notagdo, a equacdo de energia se torna

%HS(ET)(%’UO)H% + | S (¢, 7) (uo, vo) I3,
=2{(f(t), S1(t,7)(uo,v0)) — [S(t, T)(uo, v0)]]* } -

'Esta é uma hipétese técnica para garantir que as expressoes (2.48) e (2.49) de fato, definem respectivamente

(2.50)

um produto interno € uma normaem V' x V.
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De (2.50) e da férmula de variacdo de constantes, encontramos

t
15 (t, 7) (w0, wo) 13, = Nl (uo, vo) [[3e ™7 + 2/ e MM (f(s), Su(s, 7) (uo, vo))
4 (2.51)

—2/ e_“’\l(t_s)[[S(s,T)(uo,vo)]]st.

Observe que de (2.16), temos que EO e D.

Considere D € D temperado, ¢t € R, a sequéncia 7, — —oo e (ur,,v.,) € D(7,).
Como existe uma familia D-pullback absorvente EO em #H, para 7, < (¢, ﬁ) temos que
{S(t, ) (tr,,v:,)} C éo(t). Assim, {S(t, 7,)(u,, v, )} € fracamente precompacto em H,
isto é

S(t, 7w ) (s, v, ) = (w,2) fracoem H. (2.52)

para alguma subsequéncia (7,/) e (w, z) € B(t) (ja que B(t) é fechado e convexo). Analoga-

mente, novamente pela estimativa (2.13) para cada k£ < ¢ temos também que
S(k, 7o) (ur, v ,) € B(k) Y1 < 7(k, D),

assim {S(k, 7)(ur,,vr )} € precompacto em H.

Usando um argumento de diagonal encontramos uma subsequéncia
Sk, ) (ur ,,vr,) = (wy, 2) fracoem H, (2.53)

paratodo k € Z_, k < t,com (wy, z) € B(k).

Pela continuidade fraca de S(t, k), dada no Lema 2.2 (convergéncia (2.24)), denotando

lim,, o limite relativo a topologia fraca em H, temos que

(w, z) = 1lim,S(t, 7 ) (ur,,, vy ) = lim,S(t, k)S(k, 1) (ur ,, vz ,)
= S(t, k)lim,S(k, 1) (ur ,, vr )
= S(t, k;)(wk, Zk),

isto é,
(w, z) = S(t, k) (wy, zx).
Agora, de (2.52), encontramos
|(w, 2)|13, < liminf ||S(¢, 7)) (ur,, v ) |3, (2.54)
n'/—+o00 " "

Iremos entdo mostrar que

limsup [[S(t, 7 (s, 0, )E, < (w0, 2)]2 (2.55)

n’—+o00
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De fato, parat > k > 7, temos

1S (¢, 7) (tr,, UTn)H’ZH = [|S(t, k)S(k, Tn)(Ur,, Um)”?{

= 1Sk, 7) (tr v, )32

+2 / eI (£(5), 51 (5, )Su (ks 7, ) (2.56)
k
9 /k N[5 s, RSk, 1) (1 v, )] 2.
Como EO ¢ uma familia pullbackD-absorvente, temos
lim iup e MM k)| Sk, 7o) (Ur 07 ) ||5 < p(k)e PR, (2.57)
n/—+00
De (2.53) e da continuidade fraca (2.22), encontramos também que
S1(-,k)S(k, 7)) (ur 07 ) = S1(- k) (wy, z1;)  fracoem  L*(k,t; V). (2.58)
Levando em conta que s +— e/*1(7=%) f € [2(k,t; V"), encontramos
lim t eI (£ (), S (5, k)S (K, Tor) (U v, ,))ds
Mok (2.59)
:/k e MM T=9)(£(5). Sy (s, k) (wg, 2;))ds.
Como a norma [[-]] é equivalente a norma usual do produto cartesiano V x V e 0 < e #Mt

e~PM(t=9) 1, para todo s € [k, t], encontramos que

([ emenras) "

é uma norma equivalente a norma usual de L?(k,¢; V x V). Logo, de (2.53) € (2.25) no Lema

2.2, obtemos
t
[ eisto k), wlPas
k

t
< liminf/ e_“’\l(t_s)[[s(&k)S(kaTn)(umaUTn)HQdS7
k

n’—+o0o

o que implica que

t
lim sup —2 / NS (5, k) S (ky 7o) (1, 05, )]s
k

n/—4o00

¢
= —lim inf2/ e_’“l(t_s)[[S(s,k)S(k,Tn/)(uTn,,an,)]]st (2.60)
k

n/—4o00

<2 /k eI [S(s, k) (wp, 24)]|2ds.
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De (2.57), (2.59) e (2.60), obtemos

lim sup ||S(t,7n,)(uTn”an/)||§_[ < p(t)e k)

n'——+o00
+2/ e MU= (£(5), Sy (s, k) (wk, 21))ds (2.61)
k
2/ “HME1G (s, k) (wp, 21,)]]2ds.
k
Por outro lado, aplicando (2.51) a (w, z) = S(t, k) (wy, zx) temos que

1w, 2)117, = 1S (¢, k) (w, z0) |13

t
= e M0 (wy, 2) 17, + 2/ e M (f(s), Su(s, k) (w, 2))ds
k

-2 /kt 6_’“1“_5)[[5(3, k) (wy, 2)])ds.

Combinando esta tltima equacdo e (2.61), encontramos

limsup || S(t, 7 ) (ur,, 0 )3 < N (w, 2) |13, + (p(8) = || (wi, 28) |3 )e 21 )
o (2.62)

< l(w, 2) |5, + p(t)e #E=),
paratodok € Z_, k < t.

Fazendo k — —oo na desigualdade acima, obtemos
lim sup |5 (8, 7r) (07, )3 < (0, 2) 3 (2.63)
n'——+o0

como queriamos mostrar. Como H é um espago de Hilbert, de (2.54) e (2.63) concluimos que
S(t, 7 )(ur,, vz ,) = (w,2z) forteem H. (2.64)

Isto mostra que {S(t, k,,)u,, } é precompacto a entdo, o processo {S(t,7);t > 7} é pullback

D-assintoticamente compacto em H. 0

Demonstracdo do Teorema 2.1 (i). Como S(-, -) admite uma familia pullback D-absorvente
Eo € D e € pullback D-assintoticamente compacto, podemos usar o Teorema 1.3 para concluir

a existéncia de um atrator pullback minimal fAlp € D. A prova estd completa.

Observacao 2.1. Observando que o dominio de atracdo D contém todas as familias auténo-
mas D = {D(t) = D : t € R}, se consideramos o dominio de atracdo sendo auténomo, isto
é, o universo de atracdo consistindo apenas de familias autonomas, com o mesmo argumento
exposto acima, encontramos um atrator pullback A(-) para o processo (note que neste caso o
atrator em geral ndo pertence ao universo de atracdo, pois este ndo é inclusdo fechada). De
(2.16) temos que |J,, Bo(s) € limitado para todo t. Logo A(:) = A(-) (para mais detalhes
veja [61], [22, Lemma 2.51]).
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2.4 Dimensao fractal do atrator pullback

Para estimarmos a dimensao fractal do atrator, usaremos o resultado do Teorema 1.5.

O sistema (2.11) pode ser escrito como

()= C0)-(n) em

. < ~pA() = B() —A ) .\ ( o ) | 2.66)
o —61 0

Consideremos o espago de Hilbert H = H x V' com norma definida na secdo anterior,

2
loc

onde

fazendo w = (u,v), e supondo que f € Li (R;V’), dos resultados apresentados nas se¢des

anteriores, temos que o problema (2.65) estd nas condi¢des de (1.2) da Secao 1.3 do Capitulo

1 e gera um processo de evolugdo
S(t, T)wy = w(t, ,we) = (u(t, T, (ug,v0)), v(t, 7, (ug, vo)))- (2.67)
Consideremos o problema linearizado

w'(t) = F(S(t, 7)wo, t)w(t),

(2.68)
w(t) =& €H,
onde
—uA() = B(u.-) — B(- —A
g . [ A0 = B =BG |
vl -0l
De agora em diante, suporemos que
f e L®(—o0, T* V') paraalgum T* € R. (2.69)

Para o problema (2.68), mostra-se que: dado 7 € R, £ = (£,&) € H, existe uma dnica
solugao
w(t,7,&) € L®(r, T, H)NL*(1,T;V) x L>=(1,T;V) VT > 1.

além disso, w € C([r,T];H) para todo " > 7 e w(t) depende continuamente da condi¢do

inicial ¢ paratodot > 7.

Entdo, podemos definir um operador linear limitado L(¢, 7,§) : H — H por L(t, 7, w, )& =

w(t, 7, w,, &), que satisfaz a propriedade de diferenciabilidade uniforme de S(-,-) em A(-):
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Proposicao 2.1. Suponha que f € L3 (R; V') e satisfaz (2.69). Seja {K(7);7 < T*} uma

familia de conjuntos ndo-vazios de ‘H tais que

U K(7) élimitado em H. (2.70)

T<T*

Entdo, para qualquer wy € K(7), o processo S(-, ) definido em (2.67) satisfaz
1S (¢, 7)wo — S(t, T)wo — L(t, 7, w- ) (Wo — wo) [ < g(t — 7, |[Wo — woll3) [wo — woll,

para todo T < t < T* e todo Wy € K(7). Onde L(t, 7;w)¢ = w(t) é a solugdo de (2.68), e

g(s,-) € uma fungcdo ndo-decrescente para todo s > 0 e lim,_o g(s,r) = 0.

Demonstracdo. Seja T < T* fixado, denotemos S(t,7)wy = w(t), S(t,7)wy = w(t) e
L(t, 7,wo) (W — wp) = w(t). Seja z(t) definido por

2(t) =w(t) —w(t) —w(t), for t=>r.

Denotando w = (4, v), w = (u,v) e w = (u,v). Entdo, temos que z(t) = (21(¢), 22(t)) €
LA(1, T; V) x L=(7,T; V)N C([r, T); H) para todo 7 < T e é solugdo fraca de

(24(t) + pAz () + B((t), 7)) — Blu(t), u(t)) — B(u(t), u(t)),
—B(u(t), u(t)) + Az(t) = 0,
2(t) = vz1(t) — 0z,
[ (21(7), 22(7)) = (0,0).
Denotemos z(t) = (z1(t),22(t)) = (u(t) — u(t),v(t) — v(t)), depois de alguns cdlculos,

encontramos

(2.71)

24 4+ pAz + B(u, z1) + B(z1,u) + B(Z1,21) + Av = 0. (2.72)
Tomando o produto interno em H da equagdo (2.72) com z; e o produto interno em V' da
segunda equacdo em (2.71) com z,, € usando a estimativa (2.8), encontramos

1d

5 e
o7 (! al’ + —HZzH2> +pllz® + ;H@H2 <V2lzlzalllull + V2IEZ N 2.

Usando a desigualdade de Young, desprezando o termo %HzQHQ e somando —HuH || 22||* a0

segundo membro, segue que

1d 9, 1 2) 2 2< 9 1 2 2 20~ 2
—— | [z21]” T —||*2 < —|lu 21|+ —|lzll” | + =z 12"
sap (1 Tl ) < 2l (1 + el + 2
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Como z(7) = 0 e 25(7) = 0, pelo lema de Gronwall, temos que
1 t Lo
AP + )] < [ e ( / fnwon%) f(s) w(s)|%ds
! ! Cl 2 2 2
< [ew ( / Z o) ds) w(s)Plo(s)|Pds. @73)

De (2.69) e (2.70), temos que existe uma constante C' > 1 tal que

”fH%OO(foo,T*;V/) < CM37 € Hong-l g C:u27 va S U K<T> (274)

T<T*

Assim, por (2.14) e (2.74) segue que

t
/ lu(s)||?ds < Cu(l +t—7) Vr<t<T" (2.75)
E imediato que 2 = (2, Zo) satisfaz
d [ . 1, .. ~ O - 2 o~
pr (|Z1\2 + —H22H2> +ul BN+ =2 < AP (2.76)
8 Y 2

Descartando o termo p|Z1||* + %HE} 2

, somando $||wg||2||u||2 no lado direito, e usando a

desigualdade de Gronwall, encontramos
2 t
AR < EPes (2 [ ulids),
agora, de (2.75), segue que
210 < [2(7)Pexp(2C(1 + ¢ — 7). (2.77)

Temos também que de (2.76), encontramos

" / IE@E < |’za<f>|2+% / 5:() 21 (5) | 2ds
< 2P+ CA+t —7)explapC(l+t — 1)), (2.78)

paratodo 7 < t < T™. Como C' > 1, por (2.73), (2.75), (2.77) e (2.78), temos que
1 6C'
|z () + = |22 < —2|w(7')|4exp(60(1 +t—71)), Vr<t<Tx.
8l M

Relembrando a defini¢do da norma || - ||y em 7, acabamos de mostrar que

12115 < 7H5(T)Hiexp(60(1 +1 7))

Verifica-se facilmente que

rVBC p(20(1 + 5))

g(S,T) =

satisfaz as condi¢cao desejadas. A demonstragdo estd completa. [
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Teorema 2.2. Suponha que f € L: (R;V’) e satisfaz (2.69). Seja {K(7);7 < T*} uma

loc

familia de subconjuntos compactos ndao-vazios de H tal que

U K(1) € relativamente compacto em H, (2.79)

T<T*

St,")K(r)=K() Vr<t<T" (2.80)
onde S(t,T) é o processo definido por (2.67). Entdo,
dp (K (7)) < max (1 )R vr < T
7)) < max ymax | ——,—5 | K o0 (=00, T*;V") | » Tx )
F oy Lo (—00,T%;V")

onde k é a constante da desigualdade de Lieb-Thirring.

Demonstragdo. Sejam wy = (up,vy) € &' = (&,&1),...,6m = (€r,&m), e < T* fi-
xado. Seja X, C H o subespaco gerado por wy(s) = (uy(s, 7, wo, &), 01 (s, 7, we, EY)), .. .,
Win(8) = (U (s, T, w0, &™), U (S, T, wo, ™)) solugdes do problema (2.68). Tomando as pro-
jecdes Pi(u,v) = uwde H em H, e Py(u,v) = v de H em V, obtemos dois subespagos
para os quais encontramos (usando o processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt) bases

ortonormais em /{ e em V, que denotaremos respectivamente por {e;(s)}j_; e {f;(s)}}

i=1>
p + ¢ = m. Temos entdo que p;i(s) = (€1(5),0),..., @u(s) = (ey(s),0), Ypi1(s) =
(0, 2f1(8))s -+ om(s) = (0, fy(s)) é uma base para o subespago X, ortonormal em H.

Como w;(s) € V x V para quase todo s > 7, temos que ¢;(s) pertence a V' x V' para quase

todo s > 7. Temos entdo, para F'(u,t) definido em (2.66), que

p

Z<F’(S(S, Twr, 8)o,05) = ) [—nlles(s)IP = ble(s), uls, 7 wy), e5(5))]

j=1
1

—Z—Hfj(S)HQ,
=17

para quase todo ¢ > 7. Usando a desigualdade de Lieb-Thirring (veja [42] e suas referéncias),

obtemos a seguinte estimativa
» 1/2
[b(ej(s), uls, 7, wr), e5(s))] < Jluls)] <7%Z ||s0j||2>
j=1

~ P
k H 2

< S lluGIP+5 ) lles(s)l”
20 2 ; !
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Assim, tomando o = min{ " 1} temos

Trp(F'(S(t,T)uo 1)) < ) = Mll e;” + —IIU(S 7w )||* = Z 1£51*

Jj+1 j=1
I W R R TR
< = (" 2a) + ol
< —am+%||u<s)|\2. 2.81)

Da estimativa (2.14) temos

¢ 2 1 2 1 2 1 2
[ o) <;(|u<f>\ + el )7 156 as. 282)

Denotemos M = || f|| Lo (—o0,7+;v7). De (2.81) e (2.82) e de (2.79), temos, a seguinte estimativa
para ¢, definido em (1.8),

K 1 [
Gn < —am + s— limsu / )%, (2.83
q o0 mswp 7 | 1f(s)v )
kM
< —am+ -2 (2.84)
23

Existem duas possibilidades:

Se KM < a2p3, observe que de (2.69), temos que existe uma constante C' > 1 tal que

203
| f1l oo (—o0,7;21) < C?,

tomando
Gm =—a(m—1), m=1,2 ...,

ny = 1, podemos aplicar o Teorema 1.5, para obter
dpK (1) <1, paratodor < T".

Se, KM > o243, tomamos

enyg =1+ |:a2 7 — 1} , onde [r]| denota a parte inteira do nimero real . Aplicando o Teorema
1.5, encontramos

kM

a2u3’

0 que completa a demonstra¢do do Teorema. [

drK(7) <
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Tomando como hipétese (2.6), o atrator pullback obtido na se¢do acima nos dd uma familia
de subconjuntos compactos ndo-vazios { K (1) = A(7)} de H satisfazendo (2.80). Assim, resta
mostrar (2.79).

Definicio 2.2. Dizemos que um processo S(t,7) : X — X é (uniformemente no passado) pull-
back assintoticamente compacto se existe um T* tal que, para qualquer sequéncia {t,,, 7, }n>1 C
R? satisfazendo

Tp <t, <T*,  lim (t, —7,) = +00, (2.85)

n—-+0o
e qualquer sequéncia limitada {xo, },>1 C X, a sequéncia
S(tna Tn)xOn

possui uma subsequéncia convergente em X.

Proposi¢ao 2.2. Suponha que f € L (R;V') e satisfaz (2.69). Entdo S(t,T) é (uniforme-

loc

mente no passado) pullback assintoticamente compacto em H.

Demonstragdo. Para cadan > 1 definimos

flt+m,) ift<T*—m,

falt) =
0 ift >71" —7,.
Entdo, temos f,, € L2¥(R; V") e
1 fnllzoe vy < A1l poe (oo ey, W > 1. (2.86)

Considere Sy, (£, 0)wo,, t = 0, onde wy,, = (Ugn, Vo, ), a Gnica solu¢do do problema

(

w = (u,v) € L0, T; V)N L=(0,T; H) x L*(0,T;V) YT >0,

< u'(s) = —pAu(s) — B(u(s), u(s)) — Av(s) + fu(s). 2.87)
V'(s) = yu(s) — dv(s),

[ (1n(0),,(0)) = (uon, von) € H.

Observemos que

S(s+ Tn, Tn)Won = Sy, (s5,0)wp,, para s e [0,7" —7,].
De fato, denotando w(s) = S(s + 7y, Tn)Wo, a Unica solugdo de
(w e L2(0,T;V) N L®(0,T; H) x L*(0,T;V) YT >0,
w'(s) = —pAu(s) — B(u(s),u(s)) — Av(s) + f(s + 7a),
v'(s) = yu(s) — 0v(s),
| (1n(0),v,(0)) = (won, von) € H.

(2.88)
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e observando que f,(s) = f(s+ 7,) paratodo s € (0,7* — 7,), concluimos que w(s) = w(s)
para todo s € [0, 1™ — 7,].

Entdo, tomando s = t,, — 7,,, temos
S(t+ Sn, Sp)tion = Sn(t,0)ug,, Vn > 1. (2.89)

De (2.86) e (2.89) e um resultado andlogo obtido para a equacdo Navier-Stokes em [46,

Lemma 3.3], concluimos a prova. L]

Daqui em diante, a demonstracio do item (iii) do Teorema 2.1 é essencialmente o que foi

feito em [57]. Repetiremos para fim de completude.

Teorema 2.3. Suponha que f € L2 _(R;V’) satisfaz (2.69). Entdo o atrator pullback A(-)

loc

obtido na segcdo anterior satisfaz

U A(T) € relativamente compacto em H (2.90)

T<T*

1 ~
drA(T) < max (1, max ( J ) /<;HfHLoo(_oo’T*;V,)> , VreR.

wN B
Demonstragdo. Denotemos M = || f| poc(—oo+;v7). Assim, para py(t) definido em (2.16),
temos . .
pa(t) <1+ o ) e =) ds =1+ o

para todo t < T*. Assim, para By (t) = {(u,v) € H; ||(u,v)||3, < po(t)}, temos que

B* = | By(r) élimitado em .
T<T*
Denotemos por M o conjunto de todos os y € H para os quais existe uma sequéncia { (t,,, 7,) }n>1 C
R? satisfazendo (2.85), e uma sequéncia {won} C B*, tais que

limy, 00 ||S(t, 7n)won — y||2 = 0. Observe primeiramente que
At)C M, Ve < T (2.91)

De fato, pode defini¢do de A(-), set < T* ey € A(t), existe uma sequéncia 7, < ¢ e uma
sequéncia wy, € B(7,) C B*, tais que lim,,_, ||S(¢, 7 )won — y|l2 = 0. Consequentemente,
tomando ¢,, = t para todo n > 1, obtemos que y € M. Por outro lado, M é um subconjunto
relativamente compacto de H. De fato, se {yx}r>1 C M é uma dada sequéncia, para cada

k > 1 podemos tomar um par (3, 7:) € R? e um elemento wo, € B* tal que t 1%, 1), — 73, >
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e ||S(tk, Tk)wor — Ykl < 1/k. Entdo, pela Proposi¢do 2.2, posemos extrair um subsequéncia
que converge em .

Como M ¢é um subconjunto relativamente compacto de , levando em conta (2.91), con-
cluimos que U, <7+ A(7) € relativamente compacto.

Agora, do Teorema 2.2 desta secdo, do item (i) do Teorema 2.1 Secdo 2.2 e do fato de

S(t, ) ser Lipschitz em A(7), segue ([68, Proposition 13.9]) o item (ii) do Teorema 2.1. [
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Capitulo 3

Atrator pullback aleatorio para a equacao
estocastica de fluido Oldroyd nao

autonoma

Neste capitulo, estudamos atratores pullback aleatérios para o sistema dinamico gerado
pela equagdo de fluido Odroyd com termos estocdsticos e nao autdnomos. Esta nova equagao
€ estuda pela recente teoria de sistemas dindmicos aleatérios ndo autdbnomos (SDAN) que foi

introduzida por Wang [76, 77].

3.1 Equacao estocastica de fluido Oldroyd

Seja O um aberto de R? onde vale a desigualdade de Poincaré. Considere equacdo estocds-
tica de fluido Oldroyd

(du + <—,uAu + (u-V)u — /t Bt — S)Au(s)ds) dt = f(t)dt + pdw(t),
V- u(z,t) =0, 3.1
u(x,t) |ao = 0,

L u(T,z) = u (),

2
loc

onde f é uma forga externa ndo autébnoma f € Ly (R; V). Assumiremos que
Y € Wh2(O N D(A)).

O termo w(t) € um movimento Browniano em um espago de probabilidade (£2, F; P), onde

Q={we CR,R); w(0) =0},
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a o-dlgebra F € a o-dlgebra de Borel induzida pela topologia compacto-aberta de €2, e seja
P a medida de Wiener correspondente em (€2, F). Definamos um grupo {9, };cr agindo em
(Q, F,P) por

Yw =w(-+1t) —w(t), teR, we. (3.2)

Dado w € (2, seja
¢

2(w) = —/ e dW (t)dr, Yw € €,

—0oQ

uma solucgdo estaciondria da equac@o unidimensional de Ornstein-Uhlenbeck
dz 4+ azdt = dw.

Em outras palavras, temos

dz(hw) + az(thw)dt = dw(t). (3.3)

Além disso, existe um subconjunto ¥-invariante Q) C  de medida completa tal que z(thw)
é continua em ¢ para todo w € () e a varidvel aleatéria |z(-)| é temperada (veja [4, 24, 36]), isto

€, para cada € > ( tem-se que

tlim e 2(9_w)| = 0, Yw € Q. (3.4)
—00
Além disso, temos
9 1 [
m [2(0w)] =0 e lim —/ 2(Ysw)ds = 0. (3.5)
t—=4oo |t’ t—doco ¢ 0

Daqui em diante, ndo faremos distin¢do entre Q) e €.

Analogamente ao que foi feito no capitulo anterior, consideremos o problema equivalente
a(3.1):

(
du —
dv =

V-u(z,t),V-v(x,t)) = (0,0), (3.6)

pAU~+ (u - V)u — Av) dt = f(t)dt + dw(t),
yu — ov)dt,

(
(

\

Para estudar o comportamento dindmico do problema (3.6), precisamos transformar o sistema

estocdstico em um deterministico com parametros aleatérios. Para este fim, introduzimos a
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variavel u(t) = u(t) — z(Jw)1 e substituindo em (3.6) obtemos

W + pAu+ B(u + z(Vw) ), u + 2(w)) + Av = f(t) + az(dw) — pz(dw) A,
v =7 (u— z(Yw)h) — ov,
(a(r), v(7)) = (1o, vo)-
(3.7)
onde 1y = uy + z(w).
Levando em conta (3.3) temos que (u, u) é uma solucéo formal para o problema (3.1).

Vejamos a defini¢do de solucdo fraca para o problema (3.7).

Definicdo 3.1. Sejam f € L2 (7,+00; V') e (g, v0) € H x V. Um par de fungées (u,v) €

L®(r,7+T;H)N L*(1,7 + T;V) x L>®(1,7 + T; V) é uma solucéo fraca para a equagdo

3.7 se e somente se (u(7),v(T)) = (ur,v,) e

d - - ~
2 (Ult), ) + p((ult), ) + (B(a(t) + 2(0w)ty, u(t) + 2(0w)th, )
+((v,¢)) = (f (1) + az(Jw) — pz(w) A, ¢),
d -
5 ((0(t),9)) = 7((@(t), 0)) = 1((z(dw)¥, 9)) = 6((v, 9)),
para todo ¢ € V, no sentido de D'(O).
De modo completamente andlogo ao feito em [23, 16], obtemos o seguinte resultado de

existéncia e unicidade.

Lema 3.1. Suponha f € L2 (7,+00;V'). Para cada w € Q, 7 € R e (ug,v9) € H %
V, o problema (3.7) possui uma tinica solugdo fraca (u(t, T, w, (tg, vo), u(t, T,w, (g, vg)) €
C(r,+00,H) N L} (1,+00,V) x C(7,+00,V). Além disso, a aplicagdo (7, (ug,vo)) +

(u(t, -, w,),v(t,,w,-) é (R x (H x V))-continua.

Lema 3.2. Seja o par (u(-, (ug,v9)),v(+, (ur,v0))) a solugdo fraca do problema (3.7) e seja

(Urn, Vrn) uma sequéncia convergindo fraco em H para (ug,vo). Entdo, para todo T > 0,

tem-se
w(t, (Urn, Vrn)) — lt, (Uo,v0)) fracoem H, Vte |[r,7+T)| (3.8)
V(t, (Urp, Vrp)) = v(t, (Ug,v0)) fracoem 'V, Vte [r,7+T)| (3.9)
U(+, (Urny, Vrn)) — (-, (U, v0))  fracoem L*(t,7+T;V) (3.10)
V(-, (Urn, Ven)) = v(-, (o, v0)) fracoem L*(r,7+T;V). (3.11)

A demonstracdo deste lema é essencialmente o que foi feito no Lema 2.2 do capitulo ante-

rior.
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3.2 Existéncia de atrator pullback aleatério

A seguir, definimos os fluxos de base e o cociclo para o problema (3.6). Definimos > = R
e {0s }ser dado por 05(7) = 7+ s. O fluxo {1} scr em Q2 € definido por (3.2) na se¢do anterior.
Para fins de simplicidade, denotemos H = H X V, com a norma ||(u,v)||3, := |ul?} + %HUH%/
para (u,v) € H. Um SDAN ¢ = (p1,¢2) : Ry x R x Q x H — H associado ao problema
(3.6), é definido por

o1(t, T, w, (ug,v0)) = u(t+7,7,9_rw, (ug,vp))
= u(t+ 7,717,909 5w, (ug — 2(W),vy)) — z(Vw)p;  (3.12)
oa(t, T, w, (ug,v0)) = wv(t+7,7,9_;w, (ug,vy)). (3.13)

onde (u,v) € a solugdo fraca do problema (3.7). Levando em conta (3.3) e que ¢ € D(A),

vemos que u(t) é uma solugéo do problema (3.1). Além disso, ¢ é um SDAN continuo.

Seja D = {D,(w); 7 € R,w € 2} uma familia de subconjuntos limitados ndo vazios de H

satisfazendo, paratodo 7 € Re w € (),
lim e 2| Dy (0_w)||? = 0, (3.14)
—00

onde || BJ| = sup |[¢]|3:
peB
Denotemos por D a cole¢ao de todas as familias de subconjuntos limitados nao vazios de
‘H que satisfazem (3.14). Temos que D € vizinhanca fechada.

Uma varidvel aleatéria R , isto é, uma aplicacdo R : 2 x ¥ — R € dita temperada se para
todo € > 0, tem-se
lim e " R(1 — t,9_w) = 0.

t—o00

Assumiremos que

/ | f(s)|Bods < 400 VT ER, (3.15)
onde kg = min{\;,2d} e que
W — 5/)\1 > 0.

O resultado principal deste capitulo é:

Teorema 3.1. O SDAN ¢ definido em (3.12), gerado pela equagdo estocdstica de fluido Ol-
droyd (3.1) com forca externa satisfazendo (3.15), possui um D-atrator pullback aleatério

A={A (w):TeRweQ}emH.
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Comecamos a demonstragdo com a obtencdo de um conjunto aleatério D-pullback absor-

vente em H para ¢.

Lema 3.3. Suponha que (3.15) € satisfeita. Entdo paratodoT € R,w € Qe D ={D,.(w);T €
R,w € Q} € Dexiste T = T(r,w,D) > 0 tal que para todo t > T, a solu¢do (u,v) da

equagdo (3.7) com w substituido por Y_,w satisfaz
- 1
[a(r, 7 —t,0_rw, 2, )2+ = |Jv(r, 7 — t,9_rw, 2,_)) > < 1+ R(7,w), (3.16)
g

onde .
R(tT,w) = / eJ? _"“)J“C”‘Zr(w)ldr(01|z(19sou)|4 + cal2(Vw)|[*)ds

I Tl

para todo v,y = (Ur_4,v,4) € D (w) et > T.

Demonstracdo. Tomando o produto interno em H, da primeira equag@o em (3.7) com u(t) e

da segunda com Aw(t), usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

1d (i, 1. ., T ~ ~
il - Z <
o (1724 200l ) 2 + ol < @+ 20+ (001 D)
1 ~ - -
+F @Ol llull + ;IZ(ﬁtw)HWHHUH + alz(Pw)| [l [u] + plz(Pwo)|[[¢][[u]l-
Levando em conta que b(£,7,7) = 0 ey € WH>(0O), segue que

B(E(t) + 2(Dw)eb, () + 2(Dw) ), T)| = [b(T + 2(Dw)b, 2(Vew)1), W)
< IVl z(@)l[l® + W[ Vllee [2(90) [

Denotando ¢y = max (1, [¢]) || V||, temos

ld [y 1 _a 20 B N ~

éﬁ(W”%Wwﬁ+MWW+—MW<%w@wmw+%wmwmm+wwmww
v g

1 _ B B

@)l + al =) 9]l + plu) -

Usando as desigualdades de Young e de Poincaré, encontramos

d » 1 _ 20 _ -
—(WF+;MW)+wwm%w7MW<zm4mmww+qvaw

4
+eal2(w)|* + ;Hf(t)H%/,

4c2 1 a?
ondec; = —Lec :4w2(—+—+ )
1= e T AP
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Tomando rg = min {1, 20}. Lembrando a defini¢do da norma || - ||, da equagdo acima

encontramos

% 1G@(@), o ()3, < (ko0 + col2 (W)} [|(@(1), v(£) 13, + 1 2(F(w)[*

4
+ealz(Yw)|? + ;Hf(t)H%/“ (3.17)

Denotando N (7,7 — t,w,x,—;) = ||(u(7, 7 — t,w, 2, —¢), v(T, T — t,w, 2,_4))||3,, € aplicando a

desigualdade de Gronwall em (3.17), encontramos
N(r, 7 —t,w,v,4) < g7t —roteolz(drw Hdr] g =I5
b [ el s (Gl al O+ SIS ds
T—t
Substituindo w por ¥_,w, temos que
N(r,7—t,0_;w,v,4) < g7 —roteolzr— |dr]$ 5

+c/ efsT _I€0+CO|ZT—7—(UJ)|dr(Cl ‘209577_“) ‘4 + 02’2(19377-@”2
T—t

+ﬁu@mww

ef—ot —/10+co|z,« )|dr

N

Tt |2
0
*”/ el el ()2 (9w)[! + 2] 2(D0) ) s
—00
-
w [ eltmals ) ()
—00
Como o processo z(¥w) € estaciondrio e ergddico, pelo Teorema ergédico, temos que

10
lim / |2(0w)|ds = E(|2(w)]),

t—o00

e portanto existe to(w) > 0 tal que

/t |z(Dsw)|ds < (E(|z(w)]) + 1)t < <\/% + 1) t Yt > ty(w). (3.18)

Daqui em diante, fixaremos o > 0 de modo que

1
4=

V2« 2¢q
assim, (3.18) implica
el —roteolzr@)ldr < H vy S g (), (3.19)
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Como z,_; € D(1 —t,9_,w) temos que

lim sup ||z, |3, < limsup || D(7 — ¢,9_w)]||* = 0.
t—+o00 t—+o00

Portanto, existe 7' = T'(7,w, D) > 0 tal que, paratodo t > T, e Bt < 1. Pelo mesmo motivo,

temos que
0
/ el? —roteolz (WIAr ()| 2 (9,w)|* + o] 2(9w)|?)ds < +oo,
e T
/ elimr el £ (5) 3 ds < oo,
Isto completa a demonstracao. [

O lema acima fornece uma estimativa para a solugio (u, v) definida em (3.12)-(3.13).

Corolario 3.1. Para cada D € D, 7 € R e w € ), existe um tempo T'(D,w) > 1, tal que,

para todo t > T(D,w) o sistema dindmico aleatdrio ndo autéonomo ¢ gerado pelo problema
(3.6), satisfaz
H¢(7_7 T = ta 1977_(*}, (UT,t, Efft))Hg-[ < R(T7 w) + C’Z(W)P

onde ¢ = |[¢||* e R(T,w) dado no Lema 3.3 é uma varidvel aleatéria ndo-auténoma tempe-

rada.

Agora provaremos a compacidade assintética do cociclo ¢.

Proposicao 3.1. O sistema dindmico aleatorio ndo auténomo ¢ gerado pelo problema (3.6) é

D-pullback assintoticamente compacto.

Demonstracdo. Observe que o Corolério 3.1 implica que o conjunto aleatério B = {B,(w) :
7 € Rw € Q} dado por B.(w) = {y = (u,v) € H : |lyl|lu < R(T,w) + c|z(w)[*} é
D-pullback absorvente em H. Assim, paracada D € D, 7 € R e w € (), cada sequéncia
t, — 400, e cada sequéncia x, € D, (V_,w) temos que ¢(t,,, T — b, V¢, w, x,) € By (w)
para n suficientemente grande. Como B, (w) é limitado em #, é fracamente precompacto em

. Entdo existe uma subsequéncia ¢(t,/, 7 — t,, U ,w,T,) € yo € H tal que
Gty , T —tw, Uy ,w, ) = yo fracoem H.
Provaremos que

At , T —tw, Uy ,w, L) = yo forteem H.

42



Como z(w)y € H, entdo
At , T =t Uy ,w, x0) — (2(w),0) = yo — (2(w)y,0) fracoem H.
Em particular, temos
1yo — (2(w)t), 0)|l3 < limvinf [|(tnr, T — tnr, 0, @, Znr) — (2(w)1), 0) |32
Como H € um espaco de Hilbert, precisamos apenas provar que
i sup [|(tn, 7 = tnr, 0, w0, 2 ) — (2(w), 0)|l2e < [lgo — (2(w)¥), 0) | (3.20)
para concluir que
Pt , T —tn, Uy ,w, Tnr) — (2(w)1h, 0) = yo — (2(w)1p,0) forteem H,

e entao

Aty , T =t Uy ,w, L) — yo forteem H.

Comecemos observando que B, _1(_;(w)) absorve D, _1(¢_1(w)), isto é, existe
Tp(r —1,9_1(w)) tal que

O(tn — 1,7 —ty, 01, 0 _qw, Dry, (01,0 1w)) C Br_1(V_w) Vi, > Tp(t —1,9_1(w)).
Logo,
{o(t, — 1,7 — by, 4,0 qw, )} € Br1(0_1(w)) Vi, >Tp(r — 1,91 (w)).
Assim, existe uma subsequéncia (n') e y_1 € B,_1(J_1(w)) tais que
At — 1,7 —tp, Uy ,w,2y) = y_1 fracoem H.
Da propriedade de cociclo temos
Pt T =t Uy W, Tny) = A1, 7 = L0 1w, (=1 + tp, T — b, 0y w0, 2)).
Logo, pelo Lema 3.2 temos que
o1, 7 — 1,9 3w, 9) = y_1.
Analogamente para todo k € N, existe uma subsequéncia (n*)) e y_;, € B,_,(9_w) tais que

gb(tn(k) - k, T — tn(k),ﬁ_tn(k)w, xn(k)) — Y—k- (321)
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Portanto, da propriedade de colciclo e do Lema 3.2, denotando lim,, o limite fraco em H,

obtemos
Yo = limy @t,m, 7 — thw, Vot o w, Tpm)
= limy, ¢(k, 7 — k,V_w, ¢(t, ;) — k, T — tn<k),19_tn<k)w, k)
= ok, 7 — k,9_pw,limy, ¢(t,, ) — k, 7 — tn(k),/ﬁ_tn(k)w, Tp))
= ok, 7 —k,0_pw,y ),
isto €,

Yo = ok, 7 — Kk, 0_pw,y_p). (3.22)

Antes de prosseguirmos, € importante observarmos que da equacdo acima (3.22) e da defi-
nicdo (3.12)-(3.13),

yo = (u(t, 7 — k,9_rw, yg), u(m, 7 — k,0_rw, yx)).
Nesse sentido temos o seguinte lema que fornece estimativas para a solugéo (v, u).

Lema 3.4. Suponha que (u,v) é uma solu¢do do problema (3.7) no intervalo [t,+00). De-
notando g(t) = az(w)p — pAz(0w)y — B(z(w), 2(0w)), h(t) = —z(0(w)Ay e

[u)? := pllul|? — d|ul®. Entdo temos que, para todot >

- 1 _ 1
W@F+ﬂMmP<OMﬂF+%MﬂW)€WH”MﬁWWW
Y Y

t 9 (3.23)
+ [ et e [; (LI + a2 + LI(s) ] ds
e
TP + Lo)? = (mw n 1Hv(7)!|2> ¢290-")
Y Y
t
—2/ e BE=p(1(s), 2(9,w)0, u(s))ds (3.24)

42 [P () 4 9199, 0() ~ @ + (h(s)os) d.

Demonstra¢do. Multiplicando a primeira equagdo em (3.7) por u(t) e a segunda por Av(t) e
usando a notag¢ao acima, temos

d (Iﬂ(lt)l2 + %Ilv(t)IIQ) +plla)|” + %Ilv(lt)ll2 = —(B(u(t), z(w)v), u(t))

+(f(t),u(t)) + (az(hw)y — pAz(Dw)p — B(z(Pw), 2(diw)y, ult))
—(Az(w)ip, v(1))
= —(B(u(t), z(w)), u(t)) + (f(2), u(t)) + (g(t), u(t)) + (h(t),v(t)).
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Usando as desigualdades Cauchy-Schwarz, de Holder e de Young, encontramos

d ~ 2 11) 2 a 2 é?} 2
& (10 21l )+ ol + 2

- 2 Y
< 2colz(Ww)[[a(t)]* + ;(Hf(t)H%/’ + g5 + gllh(t)HQw-
Pela desigualdade de Poincaré, e levando em conta que ko = min{uA, 2}, temos

% (IR + ZIO1?) < (o4 2alst)) (ROP + Zotol)

= (SO + lo(OlF) + FIAO 1}

Entdo a desigualdade (3.23) segue da desigualdade de Gronwall.

Suponhamos p — §/A; > 0. Motivados por [69], definimos o produto escalar [-, -] em V

por
[u,v] == p((u,v)) — 6(u,v).

12 que é uma norma equivalente 2 norma usual || - || de V.

eanorma |- := [+, ]
Tomando novamente o produto inteno no sistema (3.7), somando e subtraindo 6|v(¢)|? ao

primeiro membro, encontramos

% (10 + Zpe) +25 (1R + 2ool?)

= —2b(u(t), 2(Viw)ep, u(t))
+2 ((f(8) + g(t), a(t)) = 2[u(®)]* + (h(t), v(t)) -

Pela férmula de variacdo de constantes, encontramos (3.24). L]

Considere agora, £ € N fixo (porém arbitrario), e considere o problema (3.1) com tempo

inicial 7 — k. Da propriedade de cociclo e da definicao de ¢, temos
|‘¢(tn’7 T = tn’? ﬂ*tn/u‘“ .flfn/) - (Z(M)w, 0)”3—[
= |’¢(k7 T = ka ﬁ—kw7 ¢(tn’ - k) T = tn’7 ﬁ—tn/wa xn’)) - (Z(W)q/’v 0) H'?—L
= (r, 7 =k, 0w, ¢t — k, T — b,V ,w,2) — (2(V_pw)7, 0))[?
1
—|—;Hﬂ(7’, T—kV_w, ¢ty — k7 =ty Uy w, Tn) — (2(V_gw)t), 0))[]%. (3.25)
Seja (u(s),v(s)) a solugdo de (3.7) no intervalo [T — k, +00) com tempo inicial 7 — k e
com condigdo inicial ¢(t, — k, 7 — ty, Uy ,w, L) — (2(V_pw)1,0). Isto é, para s > 7 — k,
seja
u(s) = u(s, 7 =k, _rw, d(ty —k, 7 —tw, 0w, z0) — (2(0_xw)¥,0)),
v(s) =v(s, 7 =k, V_rw, ¢t — Kk, 7 —ty, 0w, zy) — (2(V_w)1,0)).
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De (3.25) e (3.24) temos

H(b(tn’a T — lw, 7977&”/@7 xn’) - (Z(w)wa O)H?—t
= e |Gty — kT — b, Uy, w, Tr) — (2(9_4w)00, 0)]|3,
i / 2= p(i1(s), 2(9, ), TU(5))ds
T—k

+ /ik e 20(7=9) ((f(s) +g(s),u(s)) — [u(s)]* + (h(s),v(s)>) ds.  (3.26)

Para finalizar a prova € suficiente encontrar uma fungfio y € L'(—o0,0) ndo negativa tal

que

hfn) sup ||¢(tn(k) y T — tn(k> ) ﬁ—tn(k)w7 xn““)) - (Z(W)QZJ, O) ||3‘l
n(k) —o00

L (3.27)
< / h(s)ds + Ilyo — (2(w)e, 013

De fato, se definirmos um processo diagonal (mj);-";l por m; = 47, 4 € N, entdo para cada k,
a sequéncia (m;)32, € uma subsequéncia da sequéncia (n*)) e portanto, por (3.27),
—k
i Sup (| @ (s T = oy Oy, ;) — (2(w)1), 0) I3, < / h(s)ds + [lyo — (z(w)e, 0)[[3;

J —00

e tomando k£ — 0o, temos
Hmsup | @(tmy 7 — tings Oy w, T, ) = (2(w0)1, 0)[15, < [lyo — (2(w)e, 0)[[3,
J

0 que prova a afirmacdo (3.20).

Provemos entdo a desigualdade (3.27) comecando por estimar o primeiro termo da igual-
dade (3.26). Com efeito, se —t,,x < —k, da definicdo (3.12)-(3.13) e da estimativa (3.23),

temos

PGt = kT — b, Oy w0y Taw) = (2(94w0) 1, 0) |13,

— e (H?j(T —k,7— tn(k)ﬂ?*ﬂ'w? L) — (Z(ﬁ*tn(k)w)qﬁu O))||2
oty — b7 - nwhﬁ_ﬂma%w)—<z@%%ﬂmao¢xnnﬁ)

(1 —
— —ro(t k)+-co fT |2(0s—7w)|ds
26k{ k)~ t (k) |z,m — (2 (ﬁ—tn(m“’w’o)”g{
k

T Tk kot r—rw)|dr v
b [ e o Wﬂ)WAWM@%J+yW$%J@}
Tftn(k)
2
<Ly + 11w + N(I]I n® + IV00) + 5Vn(’“)7
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onde

_Hotn(k)+00 f::k |z(193_7-w)|ds

—k
- —rot, (k) +co Ltnw |2(9sw)|ds

Lo = |z,m|3e = |z,me :

—rot, (e teo [Z] 12(Bsw)lds

I_ln(k) = |(Z<19_tn(k)w)1/}70)|’?-le ) ’

T—k
]Ifn<k) = / Hf(s) ||%/,e_”0(3_7)+fsff co\z(19,~w)|drd87
T )

—t (k

n

T—k ;
‘[Vn(k) == / ||g(8)||%/,67110(877)+fs—7— CO|Z(19TW)‘deS’

—t.(k)

v

n

T—k
o= [ et g

—t (k)

7L(

Provemos primeiramente que existe uma fung¢do ndo-negativa y € L'(—o0, 0) tal que
—k
6_26k ||¢(tn(k> - k? T = tn(’“) > ﬁtn(k) 5 xtn(k) ) - (Z(ﬁ—kw)¢a O) H?—[ < / X(S)dé‘ (328)

—00
Isto serd obtido pelos seguintes lemas:

Lema 3.5. limsup [,y = 0.

n(k) 500

Demonstragdo. Segue da desigualdade (3.19). [

Lema 3.6. limsup /1, = 0.

n(k) 500

Demonstracdo. Segue de (3.19) e de (3.4). ]

Lema 3.7. T
lim Sup/ Hf(S>H%//€_RO(T_S)+f;—kT colz(ﬁrw)|drd8 < .

n(k) 500 _tn(k)
Demonstragdo. Segue de (3.15) e (3.19). [

Lema 3.8. .
limsup/ Hg(3>|’%ﬂ€f£"“wo+co\z(mw)|drd8 < oo

n(k) 500 —tn(k)
Demonstragdo. Observe que
lg()IY < do®[z(srw)V i + 4p? | Az(Is—rw) V|V

+2|| B(2(Vs—rw) ), 2(9s—rw)¥) [V
< 40 |2(05 ) P14 42| 2(05 )0 |9[|* + 2C (05 —w) 10|
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Assim, de (3.4)

[ gttt g,

k)
T |Z(1987Tw) ‘26—50(7—8)—1—]5:7:_ colz(ﬂrw)‘dsds

<l + 2l [

—00

e B N
< +00.
Lema 3.9. .
llm Sup/ ||h($)||%//€f‘:_k _HO+COIZ(19TW)‘deS < 00.
n(k>—)oo T_tn(k)

Demonstragcdo. De fato, para s < 7 temos
1R(s)llv = || = 2(Ps—rw) AT
< C‘z(ﬁszw)‘Q‘WHQ'

Logo, o lema segue de (3.4).

Assim, concluimos a prova de (3.28).
Para finalizar a demonstragéo, denotemos g = yx — (2(V_jw)y,0) e

" (s) =
v (8) = (8,7 = k0, Gt — Ky T — by, Vot W, B) — (2(V4w)e), 0)),
e também,
ﬁkz(8> - ﬂk(sv T — k) 19—7'("}’ Y-k — (Z(W)¢a O))u
vg(s) = vp(s, 7 — k, 9w,y — (2(w),0)),

paras € (T — k, 7).
De (3.21) e do Lema 3.2, temos que

()= () em LA —k,m V).
Como e~ 2 " f(-),e=2 "h(-),e 2 g(-) € L*(T — k, 7, V"), temos

m [ eI p(s), 7 (s))ds = / T e (£(s), (),
T—k

n<k)—>OO —k
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(3.29)

(3.30)



lim e 2T (g(s), T (s))ds = / e 20=9)(g(s), Ty (s))ds, (3.31)
nk) oo J ok T—k
lim 6_25(7_3)(h(s),U"(k)(s»ds:/ e B (h(s), vp(s))ds. (3.32)
nth o0 Jr_f T—k

Provemos agora que

T

lim e 20T (5), 2(9,_rw)ib, T (s))ds

nk) —oo Jr_k

= /Tk e PT=Ib( (), 2(9s_rw)ih, Ur(s))ds. (3.33)
Tendo em vista (3.29), basta entdo mostrar que
e PTIBEY (), 2(0_w)) = e T B(T(-), 2(0_w)t)  em L*(0,T; V).
De fato, usando a desigualdade de Holder, para toda ¢ € V), temos

(B@™ (s) = (s), 2(9s—rw)¥), )2 = 6@ (5) — U(5), 2(Js—rw)), )2
< A2 (Wsrw) Pl Pa™ (5) — ()22 suppp)-

onde suppy € o suporte de . E fécil ver que a"" — @, forte em L2(7 — k, 7: L2(suppy)).

Logo, ||a™" (s) — Uk (s) ||12L2(Supp(p) — 0 quase sempre em [T — k, 7], e assim,

(B@"" (s) — t(s), 2(Fs_rw))), ©)|> — 0, para quase todo s € [7 — k, 7].

Pela densidade de V em V e pela continuidade da forma trilinear b, 0 mesmo vale para toda
¢ € V. Novamente, pela desigualdade de Holder, e pelo fato de "™ — U ser limitada em

L*>(t — k,T; H), segue do Teorema da convergéncia dominada que

| UBE@ 6 = a(s) 20 r)i) A 50, V€ Lr = kiTiV),

E assim estd provado (3.33).

Como a norma [-] e || - || sdo equivalentes em V e e=27 < ¢=2(7=%) < 1 para todo s €

. 1/2
(/ 6—25(7—8)[‘]2> ds
T—k

¢ uma norma equivalente a norma usual de L?(7 — k, 7; V). Logo, de (3.29) segue que

[T — k, 7], temos que

/ eI (s)]Pds < lim inf / eI () ds.
T—k Tk
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Assim,

limsup{—/ 625(75)[17"(k)(s)]2ds} < —/ e~ 8=, (s)]%ds. (3.34)
T—k T—k

n(k) 500

Portanto, de (3.26), (3.28), (3.31), (3.32), (3.33) e (3.34), encontramos
”Qb(tn’a T — lus ﬁ—tn/wa xn’) - (Z(w)¢a 0)”3—[

-k T
< / x(s)ds + /}c 6_25(T_8)b(ﬁk(s), 2(Vs_rw), ug(s))ds

o

4 (3.35)
[N g(s) () — ()

+/ e B0 (h(s), vp(s))ds.

T—k

Por outro lado, de (3.22) e (3.24), encontramos
lyo — 2(@W)0l3 = lo(k, T — k9, 1) — 2(w)) |13,
= |Ja(r, 7 — kO _rw, y i — 2(w)¥)|I3,

= Iy — 2(W))[[Fe"* — 2 /Tik BT (5), 2(Ds_rw) ), Ui (s))ds 33O
2 [ (6] 4 9060 Tl + {AG5) () T (5)1) s
Combinando (3.35) e (3.36) obtemos
67— D 10, 50) — 20

—k
</’xmw+mwwWWM—m%—4mwﬁfm

o0

—k
</ x(5)ds + lyo — 2(@)Bl,

o0

0 que prova a afirmacdo (3.27) e assim finalizamos a demonstracdo da Proposicdo 3.1. U

Claramente, para cada 7 € R, R(7,-) : 2 — R é mensurdvel (F, B(R))-mensurdvel, e

como

. . T—t 0
65WM%mﬂMW:eﬁ/ Iy ool el £ 5) 2l

o0
T

< ezot/ efso—-r —H0+CO|Z(19T—tW)|dT’Hf(8)H2 t—00 O,

—0o0

temos que B € D. Portanto, a demonstragdo do Teorema 3.1 segue do Lema 3.3, da proposigado

3.1 e do Teorema 1.6.
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Capitulo 4

Atrator pullback para um problema de
mistura de sélidos ndo autonomo com

damping nao linear

Neste capitulo, estudamos o comportamento assintético de um problema unidimensional
de mistura de sélidos com forcas externas dependentes do tempo. Estabelecemos a existéncia
de um atrator pullback minimal com relacdo a um universo de atra¢do formado por conjuntos
temperados definido pela condi¢do de crescimento dos termos de fonte. Além disso, estuda-
mos o comportamento semicontinuo superior dos atratores pullback quando as forcas externas

tendem a zero.

4.1 Sobre o modelo

A teoria de mistura de s6lidos tem sido amplamente investigada nas dltimas décadas, veja
por exemplo, as referéncias [5, 9, 11, 12] para uma introducdo detalhada. Neste capitulo,
0 nosso interesse € direcionado a um caso especial da teoria de mistura bindria de sélidos
com damping ndo linear, termos de fontes e forcas externas ndo-autonomas. As propriedades
qualitativas das solu¢des do problema definindo o tipo de material tem sido o escopo de muitas
investigacoes. Em particular, vérios resultados envolvendo existéncia, unicidade, dependéncia

continua e estabilidade assintética podem ser encontrados na literatura [2, 3, 47, 62].

Recentemente, Santos e Freitas em [70] estudaram o problema unidimensional de mistura
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bindria de s6lidos com damping nao linear e termos de fonte dado por

Pl — 11Uy — Q12Way + g1(w) + fi(u,w) =0, em (0,L) x (0,7, @1
P2Wy — 12Uy — A22Way + go(wy) + fo(u,w) =0, em (0,L) x (0,7,

com condig¢des de fronteira de Dirichlet e condi¢des iniciais
u(0,t) =u(L,t) = w(0,t) =w(L,t) =0, t >0,
u(0) = ug € H}(0, L), w(0) =uy € L*(0, L), (4.2)
w(0) = wg € HY(0,L), w;(0) = wy € L*(0, L).

As incégnitas u e w sdo, respectivamente, deslocamento do fluido e do material sélido eléstico,

g1(uy), g2(w;) sdo damping ndo lineares e f1(u, w), fo(u, w) sdo termos de fonte ndo lineares.

Finalmente, a1, a12, ase sdo constantes satisfazendo a realacao
a;1 >0 and  ajjagg — ai, > 0. (4.3)

Fazendo o uso a teoria de quase-estabilidade de Chueshov e Lasiecka [27], os autores mostra-
ram que o sistema dindmico gerado pelo problema (4.1)-(4.2) possui um atrator global regular
com dimensao fractal finita. Além disso, foi provada a existéncia de um atrator exponencial

generalizado.

Estamos interessados no comportamento assintético do problema unidimensional de mis-

tura de s6lidos com damping nao linear e forcas externas nao autobnomas dado por

P1ULE — A1 Uz — Q12Was + g1 () + fi(u,w) = hy, em (0,L), t > T,

\

“4.4)
PoWit — A12Uzy — A20Way + Go(we) + fo(u,w) = hy, em (0,L), t > T,

com condi¢do de fronteira de Dirichlet e condi¢des iniciais
u(0,t) = u(L,t) = w(0,t) =w(L,t) =0, t > T,
u(t) =u] € H}(0,L), uy(r) = uj € L*(0, L), 4.5)
w(t) = ¢ € H}(0,L), wy(7) = w] € L*(0, L).
Aqui, consideramos as fungdes h; = h;(x,t), 7 = 1,2, como perturbagdes que dependem do
tempo, o que torna o sistema ndo-autdnomo, cujas hipéteses serdo dadas na proxima secao.
O nosso principal objetivo € provar a existéncia de um D-atrator pullback minimal para
o processo de evolucdo gerado pelo problema (4.4)-(4.5) com respeito ao universo de atracdo
dos conjuntos temperados definidos pelo crescimento dos termos de fonte f(u, w), fo(u,w).
Provaremos também a semicontinuidade superior do atrator pullback quando as perturbacdes
ndo-autdonomas tendem a zero. Em verdade, provaremos que a familia de atratores pullback

associados ao problema (4.4)-(4.5) com h; substituido por eh; converge para o correspondente

atrator global compacto associado ao problema limite autbnomo (4.1)-(4.2) quando € — 0.
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4.2 Preliminares e boa colocacao

Nesta secdo, estabelecemos a existéncia e unicidade de solucdes fracas e fortes para o
problema (4.4)-(4.5).

4.2.1 Hipoteses consideradas e notacoes
Inicialmente, apresentamos algumas notag¢des e hipdteses. Usaremos as seguintes notacdes
Jully = lullery, p 21, (u,v)2 = (4, 0)r20,1)-
Relembremos a desigualdade de Poincaré
Mollells < llgallz, Vo € Hy(0, L), (4.6)

onde \g = 72/ L.

Nossa anélise é dada no seguinte espaco de fase
H =V xH onde V= (H;(0,L))* e H=(L*0,L))> (4.7)
Este é um espago de Hilbert munido do produto interno: Dados 2!, 22 € H podemos escrever
=" p)€H com v' = (v, w') €V p'= (0, 0")€EH, i=1,2,

entdo definimos

(2, 2% = (v, 0")v + (', P, (4.8)
com
L
(v', vy = (GQQ—G%Q/G11>/ wlw? dz
0
Ll ) (4.9)
12 1 1 12 2 2
+/ w, + /a1 u, w; ++/anu, | do
e

L L
(0" )m = m / @'a’ dz + po / whi? d.
0 0
A norma induzida por este produto é entdo dada por

2

a
\/%U}m + \V a11Uy

(s, @)1, = pullallg + pallidl3 + (az2 — adp/an ) w3 +
2

Lema 4.1. Existe uma constante ry > 0 tal que

2

12

—a Wy + v a11Ug
11

(4.10)
N

o (el § + [uzl3) < (a2 — ady /) o +

2
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Demonstragdo. De fato, observe que

a3 + llws I3
2

= [luall3 +

12 12
- —Wz T 1— x T
\/ﬁw + Va11Uy + < \/CL_H)U) Va1

2

Segue-se que
2

a
\/Cllillwx + Va11Uy

a12
1 - x x
( F>w vt

luall3 + llwellz < llusllz +2

+2

2

Q12
—— Wz + 1/A11U

VAL
2
+4(1 = a/van) w3

2

2

2
a 2
=2 12 Wy + A/A11Ug +4(1—CL12/\/(111> ||U}w||§
V a11 )
2
1 + 4&11 a12 Q12
an ,—all Wy + \Y A11Uy ,—allwx y
isto é,
2
2 2 a2 2 2
il + e < 2{| A=, + V|| +4(1 = an/van) w3
a1 9
2
1 =+ 4@11 a19 a2
T | Van VI |
€ consequentemente
a

a3 + llwa 13 < 2

2
2
+4(1 = aw/van) lw.l
2

2
2
aig 2
+ 22 ||wm|\2>.

2

12
—a Wy + \V A11Uy
11

=
| 21+ 4ay) <|

a11

(4.11)

a
\/;inwx + /11Uy

Agrupando os termos em (4.11) temos

2
2(1 + 5ay1)

11

Q12
Wy + 4/ A11Uyg
vV a11 )

2
4(1%1 <1 — alg/,/an) + 2@%2(1 + 4a11)

2
an

+ wa”g
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Escolhendo

¢ := max { 2(1+ 5ay) 4af, (1 — ar/y/a11)* + 203 (1 + dan) }

an ’ a%l(aﬂ - a%z/an)

concluimos que

2
a2

—a Wy + v/ Q11U
11

N

A prova estd completa. 0

1
(a3 + ) < (az2 = adpfar)lfws 3 +

2

Observagdo 4.1. Combinando (4.6) e (4.10), obtemos a seguinte desigualdade do tipo Poincaré

2

a
\/;illwx + \ A11Uy

lull + [lwlls < v | (a22 — afy/au) |Jwall3 +

, (4.12)

2

onde v = (KkoAg) L.

Motivados por [59] consideraremos a seguinte hipdtese sobre os termos ndo lineares e

forgas externas.

Hipoétese 4.2 (Damping, fontes e forgas externas).

(i) Damping: g, g, € C*(R) sdo funcdes crescentes com g1(0) = go(0) = 0. Além disso,
existem My, My > 0 tais que, para 7 = 1,2

My < gi(s) < My, VYseR 4.13)
(ii) Fontes: Existe uma funcdo F € C*(R?) tal que

VF = (f1, f2). (4.14)

o Existemp > 1e C > 0 tais que, para j = 1,2

IV fi(u,w)| < C (Ju~™ + JwP~ +1). (4.15)
e FExistem 3, mp > 0 com )
0< B <o, (4.16)
2y
tais que
Flu,w) = =B (Ju]* + [w[*) — mp. (4.17)

Além disso, assumiremos que

VF(u,w) - (u,w) — Flu,w) = =B (Ju]* + [w|*) — mp. (4.18)
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(iii) Forgas externas: Para as forcas externas, assumiremos que hy, hy € LE (R; L*(0, L))

e
t
[ e () + (o)) ds <o, vieR @19)

—00
com oy € (0,01], onde o1 > 0 é uma constante dependendo apenas dos pardmetros do

modelo especificado mais adiante no Lema 4.6.
Observagdo 4.3. Observe que a hipdtese (4.13) implica a propriedade de monotonicidade, isto
€,
(gj(u) — gj(v))(u —v) = My|lu—v]*, Vu,v€R, j=1,2. (4.20)
4.2.2 Existéncia e unicidade de solu¢oes

Com o objetivo de descrevermos os resultados, introduzimos a defini¢do de solucdo gene-

ralizada para o problema (4.4)-(4.5).

Definicio 4.1. Uma fun¢do z = (u, w, u;, w;) é chamada de solugdo generalizada (ou fraca)
para (4.4)-(4.5) se

z€ C([r,00)i M), 2(7) = (ug, wg, ui, wi) € H,

e satisfaz a seguinte identidade no sentido das distribuicoes

d d a?
dt( )2 + pzdt (ut,¢)2 + <a22 - a—i) (wzal/)a:)Q
+ a_12 Wy + /a11u 2 —1, + \ane
an T B /—all x Eg ) (421)

( ) ) (gQ(wt) ¢)2 + (fl(uvw>790)2 + (fQ(u> w)>w>2
= (h1, )2 + (ha,¥0)2, Ve, € Hy(0,L).

Se além disso uma solugdo fraca satisfizer

z € C([r,00): Hi) N WL ([, 00); H),

loc

onde
Hy = (H?(0,L) N Hy(0, L))* x (Hy(0, L))?,

entdo ela é chamada de solucdo forte.

Definimos a energia total do sistema por

E(t) = E(t) + /OL F(u(t),w(t))de, (4.22)
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onde E/(t) é a energia linear dada por
1 2
E(t) = §H (U, w, U, wt)”?—l'

Lema 4.2. Seja z = (u,w,us, w;) uma solugdo forte de (4.4)-(4.5), entdo a energia total

satisfaz
d L L
Eg(t) = — / (91 (ut)ut + g2(wt)wt) dx + / (hlut + hQIUt) dx
]\/0[ 0 (4.23)
< = lllz + lewll3) + 57 (A (13 + 192 (0)13)

Demonstragdo. Multiplicando a primeira equacao em (4.4) por u; e integrando por partes sobre
0, L], obtemos

d P1 2 -
9 ]ut| dx —1-57 | o da 4 agy Wylyy A
LY (4.24)
+ / g(ug)uy do + / fi(u, w)uy = / hyu, dz.
0 0
Multiplicando agora por w;, a segunda equagdo em (4.4), encontramos
d L L
&% |wt|2dx+/ uxwa;tdx—l-&T/ lw,|* dz
0 (4.25)

L
+/ g2 (wy)wy dx—i—/ fo(u, w)w, = / how; dz.
0 0

Somando (4.24) e (4.25), e usando (4.14), obtemos

d1 [*
&5/0 (p1luel® da + pofuw|?) dﬂ”‘&?/ [ua|” dz
d1 [~ 2
+ a3/, (2a12wpu, + age|w,|?) da + VF(U, w) - (ug, wy) dow
0

L L
== / (g1 (ue)uy + g2(wy)w,) dao + / (hyuy + howy) d.
0 0

Segue entdo que

ALl do o+ (aza— G2 ) 2+
a2 J, Pr|Ut|” AT P2|We Qg2 an Wy 0

L L
== / (91 (ue)ug + ga(wy)wy) do + / (hiu + howy) dz.
0 0

2

a1

+2F (u, w)) dz

Isto prova que

560 == [+ gtwgwds+ [ (bt b a
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De (4.13) e da desigualdade de Young, concluimos que

d L L
gc‘f(t) = —/ (g1 (w)uy + go(wy)wy) da —I—/ (hiuy + howy) dz
0 0
L
<=Ml + ual) + | (s + hywr) da
0
M, 1
< =S5l + ) + s ()13 + a6}
A demonstragdo esta completa. [

4.2.3 Formulacao de semigrupos

Nesta subsecdo, mostraremos que o sistema (4.4)-(4.5) é bem posto usando a teoria de

semigrupos nao lineares e operadores monétonos (veja por exemplo [25, 6]).

O problema (4.4)-(4.5) pode ser escrito como um problema de Cauchy da forma

dz(t) B
7 + Az(t) = F(t, 2(t)), t > T, 4.26)

2(1) =z € H,

onde

com H definido em (4.7), e
zr = (uf, wj,u],w]) € H,
¢ a condigdo inicial, e A : D(A) C H — H é o operador ndo linear definido por
—1u
—W

Az =

_ann _ a2 1.7
p1 Uz p1 Wag + p1 9 (u)

_ a1z _ a2 1 7
P2 Uzz p2 Wag + p2 gQ(w)'

O dominio de .4 ¢ dado por
D(A) = (H*(0,L) N Hy (0, L))* x (Hy(0, L)),

e F :[r,00) x H — H é definido por

F(t,2) = . (4.27)
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Lema 4.3. O operador A é maximal mondtono no espaco de fase H.

Demonstracdo. A prova € motivada por [67] e também por [37]. Dividimos a demonstragao

em alguns passos.
Passo 1. Adotamos a notacio
z=(v,p) €H, v=(u,w)eV, p=(u,w)e€ H.

Entdo podemos escrever .4 como

Az = ( P > , (4.28)
B(v) + G(p)

onde B: D(B) CV — HeG : H— H sdo dados por

_an, _ ap 1 (5
By = p1 Uzz p1 Wz 7 gp — p1 91 (u> ’
a1 _ a2 1 1y
T2 Uzz p2 Waz p2 92 (w)
com dominio

D(B) = (H?*(0,L) N H(0, L))*.

Observe que por defini¢do do produto interno (4.8), e o fatoque V C H = H' C V’, temos
(B(u),v) = (u,v)y, Vu,v eV e (u,v) = (u,v)g, Vue H,veV. (4.29)

Passo 2: A é maximal monétono . De fato, por (4.28) e pela defini¢ao do produto interno

(4.8), para todo z' = (v',p'), 2% = (v?,p*) € D(A), encontramos

(A2 — A2 21— ) = — (0t — P20t — o)y + (o) — 0%, pt — PPy
+(Gp' = Gp" —p' = p)u
= (Gp' =GP’ —p' =" )u 20,
e assim .4 é mon6tono. Para provar que .4 é maximal monétono, precisamos provar que R(A-+

I) = H. Seja h = (hy,hs) € H. Provaremos que existe z = (v,p) € D(A) tal que
(A+ 1)z = h,isto é,

—p+v=h,
hee 1 (4.30)
B(v) +G(p) +p = he.
Observe que (4.30) € equivalente a
(B+p+G(p) = hy — B(hy) € V. (4.31)
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Portanto, precisamos provar que o operador S : V' — V"’ dado por

Sp=(B+1)p+G(p)

¢ sobrejetivo. Tendo em vista [6, Corollary 2.2] é suficiente mostrar que S € maximal monétono

€ COEercivo.

Passo 3: (B + I) é maximal monétono e coercivo. Gragas a [6, Theorem 2.4] precisamos

somente provar que G é maximal mondtono e hemicontinuo.

Sejam v!,v? € V. Entdo por (4.29) segue-se que

(B+I)(v! —v?),v" =0 0! —v?)
= (B(v' —v?),v' =) + (o' — v v —0?) (4.32)

1

= [lo" = IV + [lv" = v*

Portanto (B + I) é mondtono.

Agora, provaremos que (B + I) é hemicontinuo. De fato, sejam v, p,1) € V, then

[{(B+D)(v+ip),¢) = (B+ 1)(v), L) <[tl|(p, )y + ()l

Portanto
lim((B+ I)(v + tp),v) = (B4 1I)(v), ),

t—0

provando que (B + I) : V' — V' é hemicontinuo.

Passo 4: G é maximal monétono. Dado v' € V, temos que G(v') € H, i = 1,2 . Entdo, pela

monotonicidade de G, vemos que
(G(") — G(v?), 0" —v?) = (G(v') — G(v?), 0! —v?), >0,

e assim G é monatono.

Agora, provaremos que G é hemicontinuo. Dados v = (ul,w'),p = (u? w?),¢ =
(u?,w?®) € V. Entdo

L L
(Gv+tp), ) = / g1 (u* + tu?)u® do + / g2 (w' + tw?*)w? dz. (4.33)
0 0

Pela continuidade de g; temos

3

g1 (u' +tu*)u® — g1 (u')u® quandot — 0 q.s. em (0, L).

Além disso, pela hipétese sobre o damping e pela imersdo continua HJ(0,L) < L>(0, L),

para |t| < 1 obtemos

lg1(u' + tu?)u?] < My(Ju' + ] + D’ < My([lu' oo + [|u?[loe + 1)l .
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Entdo, pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue obtemos

L L
lim g1 (ut + tu)u? doe = / g1 (uh)u? d. (4.34)
=0 Jo 0
Analogamente temos
L L
lim [ go(w' + tw*)w’ dz = / go(wh)w? da. (4.35)
=0 J, 0

Combinando (4.33), (4.34) e (4.35) concluimos que

m(G(v +tp),¥) = (G(v), V),

li
t—0
e assim G € hemicontinuo; a maximal monotonicidade entdo segue.

Step 5: Conclusao que .4 é maximal monétono. Como (B + I) e G sdo ambos maximais
mon6tonos e int(D(B+1))ND(G) # (), por [6, Theorem 2.6], concluimos que S = (B+1)+G
€ maximal monétono. A coercivity de S segue imediatamente de (4.32). Portanto, S € maximal
mondtono e coercivo, 0 que mostra a sobrejetividade de S, isto é, existe p € D(S) = V

satisfazendo a equacdo (4.31). Consequentemente
v=p+h €V

Por outro lado, pela segunda equacido em (4.30) e devido a hipétese de crescimento sobre

o damping teremos
B(v) = hy = G(p) —p € H,
e assimv € D(B) = (Hy(0, L) N H}(0,L))?. Portanto concluimos que existe z = (v,p) €
D(A) tal que
(A+1)z=h,

0 que mostra que A é maximal mondétono. A prova esta completa. [

Lema 4.4. Para cada t € [1,0) fixado, o operador F(t,-) : H — H € localmente Lipschitz

continuo.

Demonstragdo. Seja z = (u,w,u’,w'), Z = (4, w,u',0") € H tal que ||z]|x, ||Z||x < R, onde

R > 0 é uma constante. Pela defini¢do de F e da norma || - ||3;, temos

1 L
|F(t,2) - Flt. )5 = — / () — fu(ad)P d
prlo (4.36)
1 L
+— | |falu,w) — fol@, w)|* dx.
P2 Jo
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Usando (4.15) e o Teorema do Valor Médio, temos para algum 6 € (0, 1) que

|fj(u7 w) - fj(av @)’2

<O (Juf +afP~ + jwPt + o~ + 1)2 (Ju—af* + jw —w)?).

(4.37)

Segue de (4.37) e da imersdo H} (0, L) — L>(0, L) que existe uma constante Lr > 0 tal que

L
/ | fi(u,w) — f;(@,®)|*de < Lgllz — 2|3, j=1,2
0

Substituindo esta dltima estimativa em (4.36), concluimos que existe C'r > 0 tal que

[ F (¢, 2) = F(t, 2)lln < Crllz = Zln-

Isto prova que F € localmente Lipschitz continuo. A prova estd completa.

4.2.4 Solucao local e solucao global

Esta subsecdo é dedicada a provar a existéncia de solu¢d@o local e solugdo global para o

problema (4.4)-(4.5). Comecamos provando um resultado auxiliar que serd usado a seguir.

Lema 4.5. Suponha que z = (u,w,u;, w;) é uma solugdo fraca para (4.4)-(4.5). Entdo,

existem constantes 3y, Cr > 0 tais que

Et) = Bolzllz — Cr, Vt=T,

EH L Cr (215 +1), vt=T

Demonstragdo. De (4.17) e (4.12) segue que

L
A Flu,w)de > —B(lul3 + [w]) — Lmp

2
a
> —fBy (G22 — a%g/all) |w |5 + 2w, + Va1l — Lmp.
V a11 )
Escolhendo Cr = Lmy encontramos
1 2
E(t) = 5l (w, w, up, w3,
2
2 2 a2
- - x - —Wg T - C
By (a22 a1z/a11) |ws |5 + \/a_nw + Vanu 2 F

1
> (5-57) ww,w)lf, - Cr
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Usando (4.16), obtemos (4.38) com

1

Por outro lado, pela hipétese (4.15) e pelo fato de que H} (0, L) < LP(0, L) obtemos

L
/ F(u,w) dz < O (Jlualls™ + [lws [57 + 1) < O((lluallz + Jwsll2)" +1).
0

Assim, usando a ultima estimativa e (4.10) vemos que

1 L
E(t) = §||(U,w,u1s,wt)||3{ +/ F(u,w)dx
0
1
< 5w,y w) [ + O (sl + w127+ + 1)

1
< §||(u,w,ut,wt)||$_[+C(||(u,w,ut,wt)||§_[+1 1)7
donde concluimos que existe C'r > 0 satisfazendo (4.39). A prova esta completa. [

Teorema 4.4 (Boa colocacdo). Suponha que a Hipotese 4.2 é satisfeita. Entdo para qual-
quer condi¢do inicial z; € H, o problema (4.4)-(4.5) possui uma tinica solugcdo fraca z =

(u, w, ug, wy) satisfazendo
z€ C([r,00); H), 2(7)= 2,

Se z. € D(A), a solucdo é forte. Além disso, as solugdes fracas dependem continuamente da

condigdo inicial z; no espago de fase H.

Demonstracdo. A demonstracao do teorema serd feita em alguns passos.

Passo 1: Solugdes locais. Como .4 é monétono maximal e, para cada t € [1,00) fixado,
F(t,-) : H — H é localmente Lipschitz. Entdo, por Chueshov, Eller e Lasiecka [25, Theorem
7.2] para todo z, € D(A) existe tax < 00 € uma tnica solugdo forte z para (4.26) definida
no intervalo [7,¢,.x). Além disso, se z, € H entdo (4.26) possui uma unica solugdo fraca

z € O([T, tmax); H) e tais solugdes satisfazem lim sup, . ,-

max

|z(t)]|22 = oo, desde que se tenha

tax < OO.

Passo 2: Solucoes globais. Pelo Lema 4.2 temos que

d M 1
O < =S5l )+ gy (s (I3 + At 13)
Integrando de 7 a t obtemos
1 ' 2 2
E) <EM) + o | h(s)llz + llha(s)ll2) ds.
2M; /.
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Usando (4.38) e observando que 1 < ¢7°(*~7) para s € (7,t) temos
t
1203, < CE(T) + C/ (1ha($)1I5 + lh2(s)]13) ds

t
< 05(T)+06_(’”/ ™ ([ha ()12 + hz(s)]I2) ds

t

< CS(THC@‘W/ e ([[ha(s)1I3 + [lha(s)][3) ds.

—00

Logo, por (4.19) concluimos que existe uma constante C'(E(7),7) > 0 tal que
[2(t) [l < C(E(T),7), VEt=T,

o que implica que ¢, = 0.
Parte 3: Dependéncia continua. Sejam z' = (u',w', u},w}) e 22 = (v*, w? u?, w?) so-

lugdes fracas do problema (4.4)-(4.5) com a condigdes inicias z!,2? € H respectivamente.

Denotemos
u:ul—uQ, w=w' — w?
Entdo (u, w, u;, wy) é a solugdo de
P1U — A1 Ugy — A12Wese + 91(“%) - 91(“?) = fl(u27w2) - fl(ula wl), 4.41)

P2Wy — Q12U — A22Wae + Go(w)) — g2(w]) = fo(u?, w?) — fo(u', w?),

com condig¢des de fronteira de Dirichlet e condico inicial

(u(T),w(T), ue(7), wy (7)) = Zi — zz

Multiplicando a primeira equagio em (4.41) por u,, a segunda por w; e integrando sobre [0, L],

obtemos
1d

L
3 il w e I = = [ (o) = g1(u)usda
0

L
~ [ (antu) - gt
; (4.42)

L
+A(Muw)—mumeM

L
+A(Mumﬁ—ﬁWWﬁmﬂx

De (4.15), da desigualdade de Holder e da imersdo H} (0, L) < L*°(0, L), encontramos que

/ (fi(v?, w?®) — fi(u', wh))u, do

0
<O (1M 1B + 12205+ 1) (lullz + [lwll2) e da

< Co([[ull + llwll2) + Miflue3,

(4.43)
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onde
Co=C (I~ + 112715~ +1)
e C' > 0 é uma constante independente de 2!, 22.

De modo similar, obtemos que

L
/O (folu®, w?) = folu', wh))we da < So([lullz + l[wll2) + Miflwl2-

Segue de (4.43), (4.44) e (4.12) que

/0 (e, 0?) — folu! "))y da + / (ol w?) — folu" ')y da

< 2Co([lullz + lwll2) + Ma([luell3 + [lwel3)
< 29Coll(u, w, e, w3 + M ([Juells + [lwell).

De (4.20), concluimos que

L
/ (91 (u)) — g1 (u))us da > M 2
0

L
| (2w = g yuede > M
0
Substituindo as estimativas (4.45) e (4.46) em (4.42), encontramos

%II(U(t),w@)ﬂt@)%(ﬂ)ll% < AyCo(t)]| (u(t), w(t), ue(t)wi (1))

Aplicando a desigualdade de Gronwall em (4.47), concluimos que

12 () = @) 3 < e PO = 203, te 7T,

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)

para todo 7" > 7. Como f: Co(r)dr < oo parat € [1,T], a dependéncia continua segue de

(4.48). A prova do Teorema 4.4 esta completa.

4.3 ‘D-atratores pullback

O

Nesta secdo, provamos a existéncia de D-atratores pullback para o processo de evolugao

gerado pelo problema (4.4)-(4.5).

4.3.1 Conjunto pullback D-absorvente

Provaremos agora a existéncia de uma familia pullback D-absorvente. O Teorema 4.4

indica que o problema (4.4)-(4.5) define um processo de evolugdo continuo S(¢,7) : H — H

dado por
S(t,7)zr = (u(t), w(t), w(t), we(t)), t=7,
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com (u(t), w(t), us(t), we(t)) sendo a solugdo fraca de (4.4)-(4.5) com condigdo inicial 2, € H.

Para definirmos um universo de atracdo em H adequado aos nossos propdsitos, primeiro

estabelecemos a seguinte desigualdade de estabilidade.

Lema 4.6. Suponha que a Hipotese 4.2 é satisfeita. Entdo, para todo z € H existem constantes

o1 > 0eCy,Cy, C3 > 0 tais que
|S(t,7)z ||7-[ C (H |p+1 ) —or(=T)

t (4.49)
G [ A (s) B + ha(s) B ds + CoCr, ¥

—0o0

Demonstragdo. Para cada e > 0, definimos a energia perturbada por
E(t)=E(t) +eN(t), t=>r,

onde £(t) é definida em (4.22) e

L L
N(t) = pl/ uuy da + pg/ ww, dz.
0 0

Primeiramente, provemos que existe ¢, > 0 tal que

e - << e+ L

De fato, pela desigualdade de Young, por (4.12) e (4.38) temos que

Vi1, 0<e<e. (4.50)

INOI < pullullzlludlz + pallwllaffw:]s

1 1
<3 (Pilluell3 + p3llwell3) + 5 (lell3 + flwll3)
1
<3 (Pilluell3 + p3llwel3)
2
Y 2 2 a2
+ 9 (a22 - a12/a11) [|we |5 + N Wy + /011U
11

2

1
< 3 max {1, P1, P2, 7} | (w, w, uy, wt)”it

1
2 maX{l plapQJ’y} +CF)
260
Escolhendo
. 1 11
eozﬁomm{l —, — —} 4.51)
,01 P2 7

temos que (4.50) € satisfeita.
Agora, afirmamos que existem constantes Cy, C5s > 0 independentes de ¢ tais que

d

T N@) < =€) + Cu (lwllz + llwellz) + Cs(Ia @)l + 1h2(O)]13) + Cp. - (452)
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De fato, pela defini¢do de NV e (4.4), encontramos
d L

L
GNO = ol + o1 [ e g+ pe [ wwnds
0 0

L
N /0 (alluzx + a19Wae — g1 (ue) — f1(u, w) + hl)de (4.53)

L

+ / (a12um + a2Wer — g2(wi) — fo(u, w) + h2)w dx
0

+ pulluel3 + p2llwl3-

Integrando por partes sobre [0, L] e usando (4.14), obtemos

L
/ (anum + a19Wae — g1 (ue) — fr(u, w) + hl)de
0

L
+/ (a12Uzs + a2oWey — go(wy) — fo(u, w) + ho)w dz
0

L L
= —/ (auui + 2019w Uy + aggwi) do — / VF(u,v) - (u,v)dz
0 0

— /OL(gl(ut)u + go(wy)w) do + /OL(hlu + how) dz.

Notando que

L
2 2
/ (a1l + 2a12w U, + apw?) do
0

2
a

\/;iwm + v A11Uy
11

= (a2 — aiy/an)[lw.|5 +

2
temos

L
/ (a11Use + a12Wee — g1 () — fi(u, w) + hy)uda
0

L
+ / (a12Uss + A22Wye — go(wy) — fo(u, w) + ho)w dz
0

2
a2

\/a_wm + v a11Ug
11

= — (agg—aig/a11)||wx||%+

(4.54)

- [ vre @ [ g

L
—I—/ (hiu + how) dz.
0
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Substituindo (4.54) em (4.53) e subtraindo e adicionando &(t) vemos que

d 3 3 L
—N@=—&ﬂ+ﬁwmﬁ+i%wm—/<mwm+mwmwm
dt 2 2 ;
. 2
2 2 12
-3 (CL22 — Cllz/an)waHQ + Wy + y/A11Ug (4.55)
2 V a11 )
L L
+ / (F(u,w) = VF(u,w) - (u,w))dz + / (hiu + how) dz.
0 0
Gracas a (4.12) e (4.18) segue que
L
/ (F(u,w) — VF(u,w) - (u,w))dz
0
2 (4.56)
a
< By (a22 - aﬁ/an)llwa% + \/%wx + Va1, 2 +Cp.
Usando (4.13), (4.12) e a desigualdade de Young, temos que
L
- [ o+ glwiw) ds
0
L
<M [ (ol + furl ) do
0
< Mallugloflulle + Maljwe|[2][wl]2
YMZ oy, Boy o 2 (4.57)
< s
ST (luellz + [[well2) + 2,Y(||U||2 + [wl2)
’YM22 2 2
<
25 (llaell2 + llwell3)
8 2
a
+§(m—%MMM%+7%w+ﬁ@z
Similarmente
L g
/ (v + how) dz < o= ([l (t)]]5 + [|h2(8) I3)
0 250
5 2 (4.58)
a
+ 3 ( (e — abyfan) sl + || s + Vi, 2

Substituindo as estimativas (4.56)-(4.58) em (4.53) e usando o fato de que By + 8y = 1/2 (cf.
(4.40)), concluimos que

d 3 M?2 3 M?2
—N@<—&ﬂ+(ﬁ+”2)@@+Q£+”?)WM

dt 2 26 2 280
+ (I (@13 + [ ha(8)]2) + Cr.
280
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Entao, tomando

1 v M3 v M3 vy
C,== 3 .3 d O;=— 4.59
4 2max{ p1+ — By’ p2 + B an 5= 96, (4.59)
concluimos que (4.52) € satisfeita.
Finalmente, mostremos a desigualdade (4.49). Seja Cs = 537 + Cs, escolhendo
M
¢ = min {60, ﬁ} . (4.60)
De (4.52), (4.23) e da escolha de ¢, temos
d
&) < —e€(t) + Co(lm D)5 + h2()][3) + €Clr.
Usando a segunda desigualdade em (4.50), conclimos que
d 2€ 4e
&0 < =5 E() + Co(lm (@)1l + [[h2(D12) + 5 Cr- (4.61)

Multiplicando (4.61) por e%te integrando de 7 a ¢, encontramos
Edt) < e FUTE(T) + Gy / eIy (3) B+ a(o) ) ds + 2.
Escolhendo o; = % e usando novamente (4.50), obtemos
E(t) < 3e ' TE(T) + 205 / t e~ (|| e ()12 + ||Ra(s)]2) ds + 6C, (4.62)
Combinando as desigualdades (4.38)—7(4.39) com (4.62), segue que, para todo z € H,

30 —o1(t—T1
15(t,7)z||2, < F<|| 5+ 1) et

(4.63)
2(] 7C
i _6/ e I (|[ha (s)|[3 + [|ha(s)[3) ds + —=, V=7
BO —00 60
e assim, (4.49) vale, com C; = 3CF NGRS 206 e C5 = +. O que finaliza a demonstra¢do. [

Gracas ao Lema 4.6, podemos definir um universo de atragao temperado adequado D em
H.
Definicdo 4.2. Dada uma fun¢do R : R — R™, considere a familia de bolas fechadas em H
B0, R(t) = {z € H: |z|u < R()}
satisfazendo
lim RFFY(7)e”™ = 0. (4.64)
T——00

onde o1 > 0 é uma constante dada no Lema 4.6. Entdo, definimos o universo de atracdo por

D= {ZA) :D(t) #0 e D(t) C By(0,R5(t)) com R5(t) satisfazendo (4.64)} . (4.65)
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Lema 4.7. Suponha que a Hipotese 4.2 ¢ satisfeita. Entdo, a familia EO = {By(t) }+cr definida

por By = By (0, Ry(t)), de bolas fechadas em H de centro zero e raio Ry(t), onde

t
Ri(t) = Cz/ e I ([[ha(s)]13 + [lh2(s)[3) ds + C5Cr + 1,

—0o0

é pullback D-absorvente.

(4.66)

Demonstragdo. Primeiramente, observe que a hipétese (4.19) implica que (4.66) € bem defi-

nido. Agora, seja D € Det e R. Como o( < 01, concluimos que
e o1t=9) L emoolt=s) -yt > g
Portanto, de (4.49) temos que
(72l < o (R 7) +1) )
+Cy [ )8 + Wha(o)IE) ds + O

< Cre (R%H(T) + 1) e+ R3(t) — 1,
para todo z, € D(7). Como D € D segue-se que

(R%+1(T) + 1) e”7 — 0, quando T — —o0.
Entdo, existe um 7o(D, t) < t tal que

1S(t, 7)z |12, < R3(t), Vr < 7o(D,t), z € D(7),

isto é,
S(t,7)D(1) C Bo(t), V7 < 7o(D,1).

Isto prova que LA?O € uma familia pullback D-absorvente. O que finaliza a demonstragao.

4.3.2 pullback D-compacidade assintética

(4.67)

O

Nesta parte do trabalho, provaremos que o processo de evolugdo gerado pelo problema

(4.4)-(4.5) é pullback D-assintoticamente compacto. Primeiramente, mostremos a seguinte

desigualdade de estabilizacao.

Lema 4.8. Suponha que a Hipotese 4.2 é satisfeita. Seja BO a familia pullback D-absorvente

dano Lema4.7 e seja S(t,7)2 = (u/,w?, ul, w)) solugdes fracas de (4.4)-(4.5) com condi¢des
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iniciais 27 € By(1), j = 1,2. Entdo, existe uma constante oy > o1, e uma constante Cy; > 0

dependendo de T < t tal que
15(t,7)z" = S(t,7)2°|[3, < 3R§(r)e 727

t ) (4.68)
+Cm/ (Ju(s)7s1 + lw(s)l5sy) ds
onde u = u' —u?ew = w' —w?
Demonstracdo. As diferengas u = u' — u? e w = w! — w? sdo solugdes do problema
PLUt — Q11U — Q12Wey = F1(u,w) — Gi(uy), (4.69)

P2oWt — A12Uzy — A22Wey = F2(u7 w) - GZ(“t)a
onde
Gi(u) = g1(u;) — g1(uf), Ga(w) = ga(wy) — ga(wy),
Fj(u,w):fj(u,w)—fj(u,w), ]:172

com condi¢des de fronteira de Dirichlet e condi¢des iniciais

(u(7)7w(7)7ut(7)7wt(7)) = Zl - 22‘
Multiplicando a primeira equagdo em (4.69) por u; e a segunda por w;, respectivamente, €
integrando sobre (0, L), obtemos que

d

th( )= /o (Fy(u, w)u + Fo(u, w)w;) do

L 4.70)
_/ (G1(ue)uy + Go(wy)wy) da.
0

2(p+1)

Usando (4.15), a desigualdade de Holder com expoentes p; = p—

pp=p+leps =2
obtemos que

L L

/ Fl(u,w)utdac:/ (fi(w® w?) = fi(u',w")) u da

0 0
C (ISt 7)2 5 + 1S )22 +1) (lullpr + el e
C (I8N + 18 )20 +1) (lulz + w2

M,
+ THUtH%-

4.71)

De modo similar, obtemos

L
/ Fy(u, w)w; dz
0
<C (IS B+ ISE D215 +1) (lulz + o)) 72)

+ - [lwl
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Segue de (4.71) e (4.72) que

/OL(Fl (u, w)uy + Fo(u, w)w,) dz
<C (I8 )10 + 18 D250 +1) (luly + lwll2,.)
+ Sl el
Como 27 € B(r), de (4.67) temos
15(t,7)27 I < Cu (RE™ (1) +1) €707 + R3(1) -

Entdo, por (4.73) e (4.74) existe uma constante k1 (¢, 7) > 0 tal que
L
| v+ Pt wp) o
0

M,
< w1t )l + lwlip) + == luells + llwd)-

2
De (4.13) sabemos que

L L
| Gt oz i3 [ Gatuw) de > 3w
0 0

Substituindo as estimativas (4.73) e (4.76) em (4.70), obtemos

d M,

T 20 < == (ludllz + wel2) + 1, ) (lullyrr + lwllpen).

Para cada § > 0, consideremos o funcional
Es(t) = E(t) + 0Y (1),
onde
L L
Y(t) = pl/ Uy d:U—i—,Og/ ww, dz.
0 0

Primeiramente, provemos que existe o > 0 tal que

| 3
SE(t) < Bs(t) <

De fato, pela desigualdade de Young e por (4.12) temos que

Y (O] < pllullzllullz + pallwllaffwe]2

1
< 5 (Prlluells + pallwnll2)

+

B |2

a
\/%wx + A/a11Uy

(a22 — aly/an) well +

2

< max {1, p1, p2, 7} E(t)
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Entao, tomando
1 1 11
50:—min{1 —, — —}, (4.80)
temos que (4.78) € satisfeita.

Agora, derivando Y e usando (4.69), obtemos

d . 3p1 2 | 3p2 2 t
Sy (0) = B + Pl + P23~ [ (G Galwu) d
0
2
1 (a2 — a2y /ans)|[wel 2 + ||~ w, + /@it (4.81)
2 V a11 9
L
+/ (F1(u, w)u + Fy(u, w)w) dz.
0
De (4.13), (4.12) e da desigualdade de Young, temos que
L
/ (Gh(u)u + Go(wy)w) do
0
L
<M [ (ol + furl o do
0

< Mal|ulofJullz + Ma||we[2]|w]2 (4.82)

vy M?2 1
< (lell3 + flw13) + g(HuH% + Jwl)3)

2

M? 1 a

<l )+ 5 | (o — o) el + || 7 |

Usando (4.15), a desigualdade de Holder com expoentes p; = %, po=p+1leps =2,

obtemos

/OL Fi(u,w)udx = /OL (fi(u®, w?) — fi(u', wh)) udz

<O (IS )M 5+ 1S 22157 + 1) Ul + lwllpe) ullz
<O (ISt m)= 5 + 1S )25 + 1) (lull + llwllfa).

(4.83)

De modo similar, temos
L 1 1
/0 Fy(u,wywde < C (St 7)2 5 + 1S 7)2% 5 + 1) (Jullps + wlps). 4.84)

Combinando (4.83), (4.84) e (4.74) concluimos que existe uma constante ko(t, 7) > 0 tal que

L
/ (Fu(u, w)u + Fa(u, wyw) dz < ra(t, 7)(Jullp + [wlpa)- (4.85)
0
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Substituindo as estimativas (4.82) e (4.85) em (4.81), obtemos

d 3p1 | YM3 3/92 M3
—Y(t —E(t
GO <50+ (34 58 o+ (22 4 152

+ kot 7) (ullpsr + l[wllpe)-

Definindo a constante C'; > 0 por
1
Cr = imax{3pl +yM;, 3ps + M} (4.86)

obtemos

d

7V 0 < —E@) + Cr (luells + llwell3) + o, ) (lullpen + lwle)- (4.87)

Seja k(t, 7) = k1(t, 7) + ko(t, 7) e definimos

§ = min {50, ]‘é} . (4.88)

Usando (4.77) e (4.87) observamos que, uma vez que § < 1

d
7 Bo(t) < —0B() + k(6 7)([ulfper + llwllpsn)- (4.89)

Usando a segunda desigualdade em (4.78) concluimos que

d 20
g Po() < =5 Bs(t) + s(t, T)([[ullpsr + lwllps). (4.90)

Multiplicando (4.90) por e e integrando sobre [7,t] obtemos

Esft) < e FOIE() 4 sup w(ts) [ FOI(Julo) + ful)]20) ds

s€[r,t]

d

Escolhendo o3 = 2 , e usando (4.78) novamente, obtemos

E(t) < 3¢7"7E(r) + 2 sup &(t, S)/ ()1 + llw(s)ll4) ds

s€[T,t]

Além disso, da defini¢do de E(t) temos E(7) < R(7), e assim, segue (4.68) com C; =
4supge, g k(t, s). Agora, provemos que 0 > oy. De fato, como 3 < 1, de (4.51) e (4.80)
temos que €y < dy. Logo, de (4.59), (4.60), (4.86) e (4.88), concluimos que € < ¢. Isto prova
que oy > 0. ]

Lema 4.9. Suponha que a Hipdtese 4.2 € satisfeita. Entdo o processo de evolucdo {S(t,7) }i=r

é pullback D-assintoticamente compacto.
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Demonstragdo. Para provarmos este resultado, usaremos o Teorema 1.2.

Dadoe > 0et € R, de (4.66) temos que

Ri(1) = (Cg/ e (|ha(s)[5 + [[h2(8)]13) ds) e "+ CCrp+1, t>1. (491

—00

Como a integral em (4.91) sdo cresce quando 7 decresce, e 0y < 03, encontramos

lim_R3(r)e =) = lim_clo2-0" (cz / eCOS(Hh1<s)H§+Hh2(s)H§)ds) e =0,

T——00 T——00 oo

Entdo, existe um 7. = 7.(t,¢) < ¢ tal que
BRS(Te)e*OQ(FTﬁ) < €.

Defina U, : By(7.) x By(1.) — R por

V(2 2%)" = Cr / (llu' (s) = w? ()51 + 1w (s) — w?(s)[[5,1) ds
onde (', ; > 0 € dado em (4.68). Entdo, pelo Lema 4.8 obtemos que
1S(t, 7o)zt = S(t,7)2° | < e + V(21 27),  V2', 2% € Bo(7e).

Agora, mostraremos que U (z', 2?) € contrativa em By(7.). Seja 2" € By(7.), denotemos
S(s, 1)z = (u™(s),w"(s), ui(s), wy(s)). Entdo, de (4.49) segue que

1S(s,7)2" |5 < Cropy Vs € [1o,1].
Portanto, existe uma constante Cg > 0 tal que
(" W) | L2 smpo,nyy2) < Cs - and - [|(u', wi') || 22(reisz2(0,0))2) < Cs. (4.92)
Gracas ao Teorema de compacidade de Aubin-Simon [71] existe uma subsequéncia tal que
(u",w") = (u,w) forteem L* (7, t; (LP*1(0, L))?). (4.93)
Finalmente, de (4.93) concluimos que
liminf lim inf ¥ (2™, 2") = 0.
m—00  n—00

Entdo a D-compacidade assintética pullback segue do Teorema 1.2. O que finaliza a demons-

tracdo. 0
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4.3.3 Existéncia de D-atratores pullback

Como consequéncia dos resultados anteriores, obtemos o seguinte teorema, que € o princi-

pal resultados desta secao.

Teorema 4.5. Suponha que a condigcdo 4.2 seja satisfeita. Entdo o processo de evolugdo
associado ao problema (4.4)-(4.5) possui um D-atrator pullback minimal, onde D é definido

em (4.65). Se além disso, o9 < z%’ tentdo o D-atrator pullback pertence a D.

Demonstracdo. Os Lemas 4.7 e 4.9 mostram que o processo de evolucdo gerado pelo pro-
blema (4.4)-(4.5) possui uma familia pullback D-absorvente e € pullback D-assintoticamente

compacto. Entdo, o Teorema 1.3 garante a existéncia de um D-atrator pullback minimal.

Agora, mostraremos que o atrator pertence ao universo de atracdo D sob a hipétese de que

oo < I%. Claramente, D ¢ inclusao fechada. Entdo precisamos mostrar que §0 € D, isto é,
lim_ R (1)e”™ = 0. (4.94)

De (4.66) encontramos que

: 2 —oa(t—7)
TEIEloo RO <T> ©

= lim o707 (02/ e (lha(s)3 + IIhz(S)H%)dS) e 7 = 0.

T——00 oo

(4.95)

201

Como a integral em (4.95) ndo cresce quando 7 decresce e oy < o

concluimos que

. 9 20'17_
lim R§(7)er+i” =0.
T——00

Logo, (4.94) vale e, consequentemente EO € D. Entdo, do Teorema 1.3 o atrator pullback

pertence a D. Como queriamos mostrar. O

4.4 Semicontinuidade superior

Nesta se¢do, assumiremos que as forgas externas hy, hy € L2 (R; L*(0, L)) e que

t
/ e (I ()13 + l1ha(s)I13) ds < oo, V¢ € (—oc, 0] (+:90)

—00

Consideramos o problema (4.4)-(4.5) com hy, ho substituido por €hy, ehs

WV
R

P1U — A1 Ugy — A12Wes + gl(ut) + f1(U7 w) =e¢chy, em (07 L)7 t

P2Wiy — A12Ugy — A20Way + go(wy) + fo(u, w) = €hy, em (0,L), t > T,
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com condig¢des de fronteira de Dirichlet e condi¢des iniciais

u(0,t) = u(L,t) = w(0,t) = w(L,t) =0, t > T,
uw(t) =uf € HYO,L), u(7) = u] € L*(0, L), (4.98)
w(r) = ¢§ € Hy(0, L), wy(7) = wi € L*(0, L).
O principal objetivo € estudar o sistema (4.97) quando € — 0. Em toda esta se¢@o, assumiremos
e € (0,1]. Para indicar a dependéncia em relagdo ao pardmetro €, denotaremos o processo

gerado pelo problema (4.97)-(4.98) por {S.(t,7)}+>,. Para cada ¢ € (0, 1] fixado, o Teorema

4.5 implica a existéncia de um atrator D-pullback minimal A, = {A,(t) },cx.

Quando € = 0 o problema nao-autdonomo (4.97)-(4.98) se reduz a um problema auténomo.
A existéncia de um atrator global A, para o problema autdénomo foi provado em [70]. Agora

formulamos e provamos o resultado sobre a semicontinuidade superior de atratores pullback.

Teorema 4.6. A familia de D-atratores pullback gﬁ é semicontinua superiormente em € = 0,
isto é,
lim dist(Ac(t), Ag) =0, VteR.

e—0

Demonstracdo. Em vista do Teorema 1.4, precisamos apenas provar que

(i) Existem o > 0 ety € R tais que

é limitado em H.
(i1) Paratodot € R, todo T' > 0 e todo conjunto limitado D C H,
e—0

sup  ||Se(t, )z — So(t,7)z||g — 0. (4.99)

Tet—T,t),2€D

Para provar (1), observe que o raio da bola absorvente dado por (4.66) pode ser estimado a partir

de um tempo inicial fixado. De fato, seja ¢y € R fixado. Entdo por (4.66) e (4.96) obtemos

Ri(t) < Cysup (/ e~ (|[h ()13 + [lha(s)113) dS) + G0 +1

7o —00

=: R*(ty) < 0o, Vt€ (—o0,t0], €€ (0,1].
Assim, pela invariancia de A\E temos

A(t) € Bu(0,R(t)), ¥t € (—oo,to], Ve e (0,1].
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Consequentemente

U U Ac(s) € Bx(0, R(ty)).

e€(0,1) s<to

e assim (i) é satisfeita.

Para provarmos (i1), dado z € D et > 7, denotemos por

Sé(tv 7')2 = (ue(t)ﬂ we(t)’ ui@)v w;@))a

v=u"—u’, w=w"—u
Entdo, (u, w, us, w;) é solugdo da equagio

P1U — A1 1 Uge — A12Wae + g1 (u ) g1 (ut) fl (u w ) N fl (u67 uf) * €h1’ (4-100)

Py — A12Uyy — A2aWay + go(WE) — ga(wf) = fo(u®, w®) — fo(us, w) + ehy,

com condig¢des de fronteira de Dirichlet e condi¢des iniciais

(u(r), w(T), w(T), we(7)) = 0.

Multiplicando a primeira equacdo em (4.100) por u;, a segunda por w;, e integrando sobre
0, L], obtemos

1d

L
il v el == [ o) - ez
0

L
- [ (@) - galwdyusda
—/L(fl(uiwe)—fl(u”,wo))utdx (4.101)
0

—/0 (fo(us, we) — fo(u®, w®))w, do

L L
+ e/ hyuy dox + e/ how; dz.
0 0

De (4.13) temos que

L L
/(m(%)—m(w))mdx M]3, /(ga(wf)—gz(wt))wtdw M [Jwl3- (4.102)
0 0

De (4.15), da desigualdade de Holder e da imersdo Hj (0, L) < L°°(0, L), encontramos

L
/ (fi(us,w) — fi(u®, w®))u, do
0
C (JluslBot + [lu®llz + w5t + JwC Bt + 1) (Julle + [lwll2) Juellz dz (4-103)

M,
< O, T, ) (flullz + llwllz) + == lludlz,
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Analogamente,

L
M
/O (falu,w) = fou”, w”))we de < O(D, T, ) (|lull3 + [Jwll2) + fllwtllg-

Portanto,

L L
/ (fl(uea we) - fl(u07 wo))ut dz + / (fg(?f, we) - fQ(uoa wo))wt dw
0 0 (4.104)

M,
<20(D, T 4)((Jullz + lwll3) + == (ludll3 + [lwe)-

Observe também que

L L
e/ hiuy dx + 6/ how; dx
0 0 (4.105)

€ 2 2 M, 2 2
([ @)z + [[h2(®)[|2) + 7(Ilut||2 + [Jwe|3)-

<
= 2M,

Substituindo as estimativas (4.102), (4.104) e (4.105) em (4.101), obtemos

d €2
EH(u,w,utth)Hi <A4AC(D, T, t)(||lull3 + [[wll3) + M(th(t)!@ + [|h2(8)]3).  (4.106)

Combinando (4.12) e (4.106), temos

2

d €
E||(u,w,ut,wt)||3{ < AC(D, T, )| (u, w, ue, wy) 13, + M(llhl(t)llg + [[ha(2)]13).  (4.107)

Aplicando a desigualdade de Gronwall em (4.107), concluimos que

2t o
||(u(t),w(t),ut(t),wt(t))ﬂi < M/ et J; C(DTH)(t=s)d (||h1(s)||§ + ||h2(s)||§)ds, (4.108)
€ assim
2t .
1800702 = So(t: )=l < g [ DTN o)+ o)) s
1 Ji-T

paratodo 7 € [t — T, t] e z € D. Como hy, hy € L}, (R; L*(0, L)), segue que

loc

e—0
sup  [|Se(t, 7)z — So(t, 7)z |l = 0, (4.109)
Tet—T,t),2€D

e assim, segue (ii). A demonstracdo estd completa. 0
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Capitulo 5
Conclusoes e trabalhos futuros

Neste trabalho estudamos o comportamento assint6tico de solu¢des das equagdes de fluido
Oldroyd deterministica e estocdstica usando a teoria de sistemas dinamicos deterministas e
estocasticos respectivamente. Usando a teoria deterministica, estudamos também o comporta-
mento assintético de uma equagdo de mistura de sélidos com fontes e damping ndo linear. Mais
precisamente, para a equagdo de fluido Oldroyd desterministica, provamos a existéncia de um
D-atrator pullback para um problema que nos permite estudar variagdo de longo prazo da so-
lucdo no espacgo de fase H em termos desse D-atrator pullback, e apresentamos um estimativa
para a dimensdo fractal do atrator. Para a equacdo estocdstica, provamos a existéncia de um
D-atrator pullback aleatério, que nos permite investigar a dinamica de longo prazo da solucdo
da equacdo estocastica original. Para a equacdo de mistura de s6lidos com fontes e damping
ndo linear, provamos a existéncia de um D-atrator pullback, e provamos um resultado de se-
micontinuidade quando as perturbacdes ndo autdbnomas tendem a zero, a semicontinuidade foi

considerada em relac@o ao atrator global para a equacao autdonoma.

E importante notar que para provamos a existéncia do atrator no capitulo 2, usamos a hip6-

tese bastante razodvel de que
t

fel*)R V) e / e~ £(t)|lyds < +oo, VtER, (5.1)

—00

Enquanto que para estimarmos a dimensao fractal do atrator, exigimos a condi¢ao
f e L*®(—o00, T* V') paraalgum T* € R.

Isto é, f é uniformemente limitada no passado para algum 7 € R. Vale ressaltar que esta
¢ uma hipétese bastante forte. Uma hipétese bastante conhecida na literatura é a de que [ €

L?(R; V") é translacgdo limitada, isto &,

n(f) = sup / 1£()[2 < +oo. (5.2)

TER Jr—1
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Em trabalhos mais recentes observa-se uma hipétese intermedidria a (5.1) e (5.2) onde exige-se
que f € Ly(R_; V"), isto é,

sup / 1£(3)[2 < +oc.

<0 —1

vem sendo investigada na teoria de atratores pullback.

O nosso objetivo futuro € estudar a dimensao fractal para o atrator com tais hip6teses sobre

a fungdo f. Também pretendemos investigar a seguinte equacdo de fluido Oldroyd Fracionaria

( t

'+ p(— AV Fut(u - Vut [ Bt—s)(—A) T u(s)ds+Vp= f(t) em [, +00) x Q,
V-u=0 em [r,+00) x €,

u=0 em [r,+00) x 0,

(w(T) =up em €.

(5.3)
Quando o = 0, obtemos a equacao de fluido Oldroyd considerada neste trabalho
/ t
u — pAu+ (u-V)u — / Bt —s)Au(s)ds +Vp = f(t) em [r,+00) X (2,
V-u=0 em [r,+00) X, (5.4)

u=0 em [r,+00) X 01,

(u(T) =up em Q.

Portanto seria interessante estudar o problema (5.3) e generalizar sos resultados aqui apresen-

tados. Consideraremos 0s seguintes pontos:

1. Provaremos a existéncia de um atrator pullback (aleatdrio) para cada o € (0, 1).

2. Analisaremos a relacdo entre o atrator do problema (5.3) e o atrator do problema (5.4)
quando o — 0. Mais precisamente, estabeleceremos um resultado de semicontinuidade

superior de atratores.

3. Estudaremos a estrutura dos atratores pullback.
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