
UNIVERSIDADE FEDERAL DO PAR Á
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Num lindo dia de verão, Santo Agostinho andava sozinho pelapraia. O sol brilhava no

oceano e na areia branca. De vez em quando uma gaivota voava nocéu ou tirava um rasante

das ondas. Pequenos flocos de nuvens macias flutuavam no azul do céu e o marulho das águas

era o único barulho. O solitário homem refletia profundamente sobre um assunto que nem ele

podia entender, embora fosse um homem inteligente e culto. Ponderava sobre os atos de Deus,

tentando ver o seu significado oculto. Lutava para compreender o plano divino por trás dos

acontecimentos. E seu coração se enchia de frustração eangústia por não conseguir encontrar

explicações claras. De repente, ele se aproximou de um menino que cavara um buraco na

areia. Ele enchia de água um pequeno balde na beira da praia.Corria e o esvaziava no buraco.

Retornava para buscar mais água do mar. Balde após balde, ele derramava no buraco. - O que

estás fazendo, menino? - perguntou o sábio. A criança não mostrou nenhuma surpresa com

a pergunta, nem mesmo ergueu a cabeça. - Vou esvaziar a águado mar e pôr neste buraco?

respondeu ela. - Isto é impossı́vel, meu pequeno!? exclamou o sábio com um sorriso. O

menino olhou para ele e disse: - Mas impossı́vel ainda é compreender os mistérios e a grandeza

de Deus. O santo homem foi atingido pela verdade das palavrasdo menino. Seu coração

estava humilhado. A frustração deixou sua mente. Ele cobriu os olhos com as mãos e sentiu-se

agradecido, pois a fé pode preencher o vazio onde o entendimento não basta. Ao levantar a

cabeça, depois de alguns instantes, deu-se conta de que estava só com o céu e o mar.”felizes
aqueles crer̃ao sem v̂e”. JESUS

Santo Agostinho
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Uma região tão carente de tudo e, em especial de conhecimentos e possibilidades, um con-

tra ponto, quando comparada com regiões mais aquinhoadas em tudo, como são as regiões

sul e sudeste de nosso paı́s. E acredito, em particular, que uma das metas da Universi-
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Resumo
Instituto de Ciências Exatas e Naturais

Programa de Doutorado em Matemática

Problemas de Transmiss̃ao para os Modelos de Timoshenko e Bresse

por Gesson José Mendes Lima

Neste trabalho analisamos o problema de transmissão para omodelo de vigas curvas governa-

das pelas hipóteses Bresse. Neste caso, o material considerado é misto, mais especificamente,

materiais constituı́dos por dois diferentes tipos de componentes. O material é formado por dois

componentes elásticos, sendo apenas um deles dissipativocom dissipação do tipo friccional. A

existência de solução é mostrada através do Método deGalerkin. Através de técnicas multipli-

cativas e multiplicadores convenientes, mostramos o decaimento exponencial da solução, com

isso concluı́mos que, apesar da dissipação está em apenas uma parte do domı́nio, o decaimento

da solução é estendido a todo seu domı́mio. Em paralelo analisamos, também, um problema de

transmissão para vigas de Timoshenko, mostrando que o modelo é exponencialmente estável,

sendo utilizado o método da energia e técnicas especı́ficas da teoria de semigrupo linear. [1]

Palavras-chave:Equações Diferenciais Parciais, Transmissão, Bresse,Timoshenko, Decai-

mento exponencial e Funções Exponenciais.
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Abstract
Instituto de Ciências Exatas e Naturais

Programa de Doutorado em Matemática

Problemas de Transmiss̃ao para os Modelos de Timoshenko e Bresse

by Gesson José Mendes Lima

In this work we analyze the transmission problem for the model of curved beams governed

by the assumptions Bresse. In this case, the material that constitute the beam is composed

by two elastic components, in which we introduce a frictional damping only one of them. To

prove the existence of solution we used Galerkin method. Using multiplicative techniques and

convenient multiplier, we showed the exponential decay of the solution, this way we concluded

that, although the dissipation is acting only part of domain, the decay of the solution is extended

to all domain. in parallel we study the existence, uniqueness and exponential decay of solutions

to a transmission problem for Timoshenko beams. The method being used for energy and

specific techniques theory of linear semigroup.
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CAPÍTULO 1

Introdução

Vivemos num mundo de ondas. Nossos ouvidos detectam ondas decompressão no ar como o

som, e os nossos olhos detectam as ondas de luz. Quando um terremoto atinge uma cidade, a

destruição é causada por ondas sı́smicas que se deslocamatravés da Terra.

Matemáticos e cientistas não podiam deixar de pensar sobre as ondas, mas o seu ponto de

partida veio das artes: como é que uma corda de violino cria um som? A questão remonta

ao antigo culto grego dos pitagóricos, que descobriram queduas sequências do mesmo tipo e

tensão teriam comprimentos numa relação simples, tais como 2:1 ou 3:2, e produziam notas

que juntas criavam um som extraordinariamente harmonioso.Relações mais complexas eram

discordantes e desagradáveis ao ouvido.

O matemático suı́ço Johann Bernoulli, começou a encontrar o sentido dessas observações.

Em 1727, ele considerou que uma corda de violino é um modelo com um grande número de mas-

sas pontuais muito próximas e espaçadas, ligadas entre sipor molas. Ele usou as leis de Newton

para escrever as equações do movimento do sistema, e resolvê-las. A partir das soluções, ele

concluiu que a forma mais simples para uma corda vibrante é uma curva sinusoidal. Há ou-

tros modos de vibração, bem como curvas sinusoidais em quemais de uma onda se encaixa no

comprimento da corda, conhecidos pelos músicos como harmˆonicos.

1



1.1. Estabilização da Equação da Onda 2

Quase 20 anos depois, Jean Le Rond d’Alembert seguiu um procedimento semelhante, mas

focou-se na simplificação das equações de movimento ao invés das suas soluções. O resultado

foi uma equação elegante descrevendo como o formato da corda se altera ao longo do tempo

[2].

A equação abaixo é conhecida, na literatura, como equação da onda e, modela a vibração de

um corpo num meio homogêneo, isotrópico e não-dissipativo. Além disso, torna-se um sistema

conservativo, quando acrescentamos as condições de contorno. Isto é, a energia total

E(t) = E(0) para todot > 0. O significado fı́sico para isso, é que o sistema é dito oscilante.

Esta é a equação de onda, e estabelece que a aceleração de qualquer pequeno segmento da

corda é proporcional à tensão agindo sobre ela. Isso implica que as ondas cujas frequências não

estão em razões simples produzem um ruı́do desagradávelconhecido como “batidas”. Esta é

uma razão pela qual as relações numéricas simples dão notas que soam harmoniosamente.

utt − c2∆u = 0, em Ω× (0,∞), (1.1)

ondeΩ ⊂ Rn e∆ é o operador Laplaciano. A funçãou = u(x, t) representa o deslocamento

transversal no ponto x, no instante t. A constantec representa a velocidade de propagação da

onda, definida porc =
√

T
ρ

, T é a tensão eρ é a massa por unidade de tempo.

1.1 Estabilizaç̃ao da Equaç̃ao da Onda

Tivemos contribuições importantes, de diversos autores, no sentido de estabilização da oscilação

da equação (1.1), através de mecanismos dissipativos, dentre eles destacamos: friccional,

térmica e viscoelásticos, com seus respectivos autores:E. Zuazua [3], obteve a taxa de decai-

mento da solução para uma larga classe de equação da ondacom dissipação friccional. Nos

trabalhos de Kim [4] e J. E. Muñoz Rivera [5], temos o decaimento exponencial das soluções,

quandot −→ ∞ em função da dissipação ser do tipo termoelástica e produzir uma diferença

de temperatura suficientemente forte; veja, também, o trabalho de Z. Liu e S. Zheng, [6] onde

a dissipação é do tipo, termo-elástico e visco-elástico. Os autores obtiveram, uma taxa de de-

caimento das soluções em função da taxa de decaimento das funções relaxação. Isto ocorre,

porque o termo integral produz uma dissipação extra.

Lima Mendes, G. J PDM - UFPA



Capı́tulo 1. Introdução 3

1.2 Problema de Transmiss̃ao na Equaç̃ao da Onda

Nos trabalhos mencionados até aqui, a dissipação age sobre todo o domı́nio. Então, surge uma

pergunta natural - será que o resultado permanece válido quando a dissipação ocorre sobre

materiais mistos e em apenas uma parte do domı́nio? Para essetipo de questionamento, existem

trabalhos que corroboram para validação dessa resposta no sentido afirmativo; e esse tipo de

trabalho é conhecido na literatura como problema de transmissão e é caracterizado por um

sistema de E.D.P’s com coeficientes descontı́nuos.

1.2.1 Estabilizaç̃ao para Problemas de Transmiss̃ao na Equaç̃ao da Onda

Autores que contribuı́ram nessa direção, com dois tipos de dissipação, temos: J. E. Muñuoz

Rivera e H. P. Oquendo [7] com problema de transmissão para cordas viscoelásticas; Fatori.

L. H., E. Lueders. e J. E. Muñoz Rivera [8] estudaram o problema de transmissão para um

modelo termoelástico fracamente hiperbólico; D. Andrade, L. H. Fatori e J. E. Muñoz Rivera

[9] estudaram o problema de transmissão na fronteira tipo memória.

No trabalho de Carolina Lupifierio Antonio [10], foi estudado o problema de transmissão

em materiais constituı́dos por três diferentes tipos de componentes. Inicialmente o material é

formado por três componentes elásticas, sendo duas delasdissipativas com dissipação do tipo

friccional. Em seguida, substitui uma das dissipações por uma dissipação térmica. Quanto ao

decaimento, a técnica utilizada foi a multiplicativa com multiplicadores convenientes, obtendo

dessa forma o decaimento exponencial.

Tivemos contribuições mais recente, no trabalho, de Margareth Alves, Jaime Muñoz Rivera,

Maurı́cio Sepúlveda, Octávio Vera Villagrán e Marı́a Zegarra Garay [11], os autores, considera-

ram um problema de transmissão com dissipação localizada do tipo visco-elástica Kelvin-Voigt.

E o principal resultado foi mostrar que o semigrupo correspondenteS(t) não é exponencial-

mente estável. Contudo a solução do sistema decai polinomialmente para zero com taxa1/t2

quando os dados iniciais são tomados sobre o domı́nioD(A). Além disso, provaram que esta

taxa é ótima. Por fim, usando um esquema de segunda ordem quegarantiu o decaimento da

energia (Método Newmark-beta). Em seguida apresentaram alguns exemplos numéricos nos

quais demonstram este comportamento polinomial assintótico.

Lima Mendes, G. J PDM - UFPA
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1.3 Estruturas Elásticas do Tipo Viga

Pode-se dizer que as vigas foram um elemento de sustentação criado pelo homem, ainda que

inconscientemente. Viga é uma estrutura linear que trabalha em posição horizontal ou inclinada,

assentada em um ou mais apoios e que tem a função de suportaros carregamentos normais à

sua direção.

A viga é um dos modelos fundamentais das estruturas elásticas e, é utilidade em uma vari-

edade de aplicações como, por exemplo, em hélices de helicópteros, satélites flexı́veis, asas de

aviões, braços robóticos, trilhos de trens e subsistemas de estruturas mais complexas. Pode-se

dizer que o astrônomo italiano Galileo Galilei (1564-1642), iniciou a idade da razão em análise

estrutural, sendo, aparentemente, o primeiro a estudar a resistência dos sólidos dando origem

a Mecânica dos Materiais. Em sua última publicação, Duas Novas Ciências (1638), discutia o

problema da viga engastada carregada com seu peso próprio com peso adicional, este problema

se conhece como o “Problema de Galileo”, no qual sua análiseobteve resultados incorretos e

não foi resolvido de maneira apropriada até 1855.

Robert Hooke (1635-1703) estudou a elasticidade dos materiais e formulou em 1660 a lei

que todos conhecem e leva seu nome, a ”Lei de Hooke”, publicada em 1676. Como resultado

de seus estudos, inventou a mola espiral que substituiu o pêndulo dos mecanismos dos relógios.

Em 1680, Edme Mariotte (1654-1684) desenvolveu, independentemente, essa mesma lei e a

aplicou às fibras de uma viga; observando que umas fibras se encurtavam e outras se esticavam,

desenvolvendo o conceito de ”linha neutra”.

O Problema de Galileo voltou a ser estudado por James Bernoulli (1654-1705), que supôs

que uma secção plana de uma viga, permanece plana durante aflexão, mas não chegou a uma

solução satisfatória porque não deu importância ao que hoje conhecemos como “linha neutra”.

Em 1717, Johann Bernoulli (1667-1748), irmão de James, enunciou o ”Princı́pio dos Des-

locamentos Virtuais”, que é o método que ainda hoje aplicamos na determinação das deflexões

elásticas em estruturas. Posteriormente, seu filho DanielBernoulli (1700-1782), estudou o pro-

blema da determinação da curva elástica de barras flexionadas, e inspirou seu amigo Leonhard

Eüler (1707-1783), na determinação das curvas elásticas em vigas e colunas, contribuições ainda

utilizadas na atualidade.

Lima Mendes, G. J PDM - UFPA
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Após estes primeiros estudiosos, vários pesquisadores como: Charles Coulomb (1736-1806),

Lamè (1795-1870), B.P.E. Clapeyron (1799-1864), Barrè de Saint-Venant (1797-1886), Agustı́n

Louis Cauchy (1789-1857), William John Macquorn Rankine (1820-1872), Otto Christian Mohr

(1835-1918), Jacques Antonie Charles Bresse (1822-1833),Sthepen Prokofievich Timoshenko

(1878-1972) dentre outros, desenvolveram ou aperfeiçoaram formulações aplicadas na análise

estrutural, sobretudo no estudo de vigas.

1.4 Vigas Regidas pelas hiṕoteses Timoshenko

Descrevemos, de modo geral, as equações unidimensionaisque regem a teoria de Timoshenko

para o estiramento de viga por:

ρAϕtt(x, t) = Sx(x, t) (1.2)

ρIψtt(x, t) = Mx(x, t) + s(x, t), (1.3)

ondet é o tempo,x a distância ao longo da linha central da viga,ϕ é o deslocamento transversal,

ψ a rotação nas secções transversais,ρ a densidade da massa do material do qual a viga é

composta,M o momento de curvatura,S o esforço cortante,A a área da secção transversal eI

o momento de inércia da área da secção.

As relações de tensão-estiramento para o comportamentoelástico da viga são dadas por:

Mx(x, t) = EIψx(x, t) (1.4)

Sx(x, t) = kAG(ϕx(x, t)− ψ(x, t)), (1.5)

ondeE é o módulo de elasticidade de Young,G o módulo de rigidez do cortante ek o fator de

correção do cortante. Dessa forma Timoshenko estabeleceu as seguintes equações diferenciais

parciais hiperbólicas e acopladas:

ρAϕtt − (kAG(ϕx − ψ))x = 0 em (0, L) × (0, T ) (1.6)

ρIψtt − (EIψx)x − kAG(ϕx − ψ) = 0 em (0, L) × (0, T ). (1.7)
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Sistemas que envolvem as equações de Timoshenko, com mecanismos dissipativos são am-

plos na literatura. Em seus estudos, os pesquisadores em matemática, estão interessado em

verificar o comportamento assintótico das soluções a partir desses mecanismos. Isto é, verifi-

car se esses mecanismos são suficientemente fortes para estabilizar o sistema. Se verificado a

estabilização, qual será a taxa de decaimento para isso?. Nessa direção, estuda-se o compor-

tamento assintótico das soluções visando um o controle sobre as mesmas. Controle esse, que

pode ser do tipo exponencial ou polinomial. Em busca da estabilização do sistema, utiliza-

mos o método da energia, técnicas multiplicativas com multiplicadores convenientes e técnicas

especı́ficas da teoria de semigrupos de operadores linearesPazy [1].

Um sistema é exponencialmente estável, quando existiremconstantes positivasC eω tal que

‖U(t)‖ 6 Ce−ωt‖U(0)‖, ∀t > 0, (1.8)

ondeU(t) associado ao modelo resolve um problema de valor inicial em E.D.P’s. Assim, se

o sistema for exponencialmente estável, então teremos o decaimento exponencial das soluções.

Caso contrário, teremos o decaimento “fraco”ou decaimento polinomial.

1.5 Estabilizaç̃ao em Vigas de Tomoshenko

Para ilustrar o decaimento exponencial das soluções, comalguns mecanismos dissipativos, des-

tacamos alguns trabalhos, autores e suas contribuições relevantes no que concerne ao paradigma,

vigas de Timoshenko.

Kim e Renardy [12] investigaram a estabilização uniforme para equações(1.6) - (1.7) com

mecanismo de controle tipo atrito atuando somente nos termos de fronteira, como mostra as

equações abaixo:

κϕx(L, t)− κψ(L, t) = −α
∂ϕ

∂t
(L, t)∀t > 0 (1.9)

EIψx(L, t) = −β
∂ψ

∂t
(L, t)∀t > 0, (1.10)

ondeκ = kGA, EI, α e β constantes positiva. Os autores mostraram através das técnicas

multiplicativas que o decaimento das soluções é exponencial.
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Soufyane [13], considerou o modelo abaixo, com um único amortecimento do tipo atrito e

provou que a energia das soluções decrescem exponencialmente se, e somente se, as velocidades

associadas ao sistema são iguais. Para a estabilização desse modelo usou as técnicas desenvol-

vidas por Neves [14]. Soufyane, também, foi considerado o primeiro a identificar as condições

das velocidades iguais para se obter a propriedade de estabilidade exponencial.

ρϕtt − κ(ϕx − ψ)x = 0 em (0, L)× (0, T ) (1.11)

Iρψtt −EIψxx − κ(ϕx − ψ) + b(x)ψt = 0 em (0, L)× (0, T ). (1.12)

com as condições de contorno:

ϕ(0, t) = ϕ(L, t) = ψ(0, t) = ψ(L, t)∀t > 0, (1.13)

onde,Iρ = ρI, ρ = ρA, κ = kGA e b(x) uma função contı́nua e positiva tal que

0 < b0 6 b(x) 6 b1.

Jaime Muñoz Rivera e Reinhard Racke [15] estudaram o modelo Linear abaixo, com a cons-

tante de proporcionalidade do termo de amortecimentod > 0. Além disso, provaram, assim

como Soufyane, que o decaimento exponencial das soluçõesocorre se, e somente se, as veloci-

dades associadas ao sistema são iguais:

ρ1ϕtt − κ(ϕx − ψ)x = 0 em (0, L)× (0, T ) (1.14)

ρ2ψtt − bψxx + κ(ϕx − ψ) + dψt = 0 em (0, L)× (0, T ) (1.15)

com as condições de contorno:

ϕ(0, t) = ϕ(L, t) = ψx(0, t) = ψx(L, t)∀t > 0, (1.16)

onde,ρ1 = ρA, ρ2 = ρI, κ = kGA e b = EI.

Mauro de Lima santos [16] estudou taxas de decaimento para soluções de um sistema de Ti-

moshenko com condições de “memória”agindo sobre a fronteira, provando que a energia decai

exponencialmente ou polinomialmente, desde que as funções de relaxações também possuam

decaimento exponencial e polinomial, respectivamente. Nesse trabalho o autor não usou ne-

nhuma hipótese sobre as velocidades de propagações de ondas.
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C. A. Raposo, J. Ferreira, M. L. Santos, e N. N. O. Castro [17], contribuı́ram através do

sistema linear com o mecanismo dissipativo do tipo atrito nas duas equações. Para mostrar o

decaimento exponencial, utilizaram o método de Z. Liu e S. Zheng [18] e seus colaboradores.

Método este, que difere de alguns métodos existente na literatura como, por exemplo, o método

da energia.

ρ1ϕtt − κ(ϕx + ψ)x + ϕt = 0 em (0, L)× (0, T ) (1.17)

ρ2ψtt − bψxx + κ(ϕx + ψ) + ψt = 0 em (0, L)× (0, T ). (1.18)

com as condições de contorno:

ϕ(0, t) = ϕ(L, t) = ψ(0, t) = ψ(L, t)∀t > 0. (1.19)

D. S. Almeida Júnior, M. L. Santos e J. E. Muñoz Rivera [19], analisaram o sistema Ti-

moshenko, abaixo, com um único mecanismos dissipativo do tipo atrito na oscilação vertical.

Mostraram que o modelo é exponencialmente estável se, e somente se, as velocidades associa-

das ao sistema são iguais. Para isso, utilizaram teorema deestabilização uniforme de Gearhart-

Herbst-Huang-Pruss ([20],[21],[22],[23]). Caso contrário, os autores mostram, usando resul-

tado recente de Borichev e Tomilov [24], que o sistema Timoshenko é polinomialmente estável,

exibindo a taxa ótima.

ρ1ϕtt − κ(ϕx + ψ)x + ϕt = 0 em (0, L)× (0, T ) (1.20)

ρ2ψtt − bψxx + κ(ϕx + ψ) = 0 em (0, L)× (0, T ) (1.21)

com as condições de contorno,

ϕ(0, t) = ϕ(L, t) = ψ(0, t) = ψ(L, t)∀t > 0, (1.22)

condições de dados iniciais,

ϕ(., 0) = ϕ0;ϕt(., 0) = ϕ1;ψ(., 0) = ψ0;ψt(., 0) = ψ1 ∀x ∈ (0, L). (1.23)
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1.6 Problema de Transmiss̃ao para Vigas de Timoshenko

Novamente, observa-se, como na equação da onda, que as dissipações agem sobre todo domı́nio.

Então surge um questionamento, também de forma natural: Será que os resultados permanecem

válidos, com as dissipações agindo em apenas uma parte dodomı́nio, assim como ocorreu para

equação da onda?. Em outras palavras, será possı́vel estender o problema de transmissão que

ocorre na equação da onda, para vigas do tipo Timoshenko?.A resposta é:- sim, novamente;

podemos estender o problema de transmissão para o sistema de Timoshenko e nessa direção,

temos trabalhos importantes que sinalizam para esse fato.

1.6.1 Problema de Transmiss̃ao: Estabilizaç̃ao em Vigas de Timoshenko

Carlos Alberto Raposo [25]. Neste trabalho, o autor, estudou o problema de transmiss˜ao, abaixo,

em materiais constituı́dos por dois diferentes tipos de componentes. O material é formado por

duas componentes, uma elástica e a outra com viscosidade, com dissipação do tipo memória.

Quanto ao decaimento, mostrou que as soluções do sistema decaem exponencia para zero, desde

que as funções de relaxamento decaiam exponencial.

ρ11φ
1
tt − κ1(φ

1
x + ψ1)x = 0 em (0, L0)× (0, T ) (1.24)

ρ12ψ
1
tt − b1ψ

1
xx + κ1(φ

1
x + ψ1) + g ∗ ψ1

xx = 0 em (0, L0)× (0, T ) (1.25)

ρ21φ
2
tt − κ2(φ

2
x + ψ2)x = 0 em (L0, L)× (0, T ) (1.26)

ρ22ψ
2
tt − b2ψ

2
xx + κ2(φ

2
x + φ2) = 0 em (L0, L)× (0, T ) (1.27)

com as condições de contorno:

φ1(0, t) = φ2(L, t) = ψ1(0, t) = φ2(L, t)∀t > 0, (1.28)

condições de dados iniciais:

φ1(., 0) = φ1
0;φ

1
t (., 0) = φ1

1;ψ
1(., 0) = ψ1

0 ;ψ
1
t (., 0) = ψ1

1 ∀x ∈ (0, L0). (1.29)

φ2(., 0) = φ2
0;φ

2
t (., 0) = φ2

1;ψ
2(., 0) = ψ2

0;ψ
2
t (., 0) = ψ2

1 ∀x ∈ (L0, L). (1.30)
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Condições de transmissão:

φ1(L0, t) = φ2(L0, t);φ
1
x(L0, t) = φ2

x(L0, t)

b2ψ
2
x(L0, t) = b1ψ

1
x − g ∗ ψ1

x(L0, t)

ψ1(L0, t) = ψ2(L0, t). (1.31)

C. A. Raposo, W. D. Bastos e M. L. Santos [26] Neste artigo, os autores analisaram um

problema de transmissão para o modelo de viga do tipo Timoshenko, como mostra o sistema

abaixo: um material misto, sendo uma parte com atrito e outrapuramente elástica, com dois

mecanismo dissipativo do tipo atrito na oscilação vertical e ângulo de rotação, ambos, em apenas

uma parte da viga. Quanto ao decaimento, utilizaram o método da energia, juntamente com a

técnica multiplicativa e multiplicadores convenientes.

ρ11utt − κ1(ux + ψ)x + ut = 0 em (0, L0)× (0, T ) (1.32)

ρ12ψtt − b1ψxx + κ1(ϕx + ψ) + ψt = 0 em (0, L0)× (0, T ) (1.33)

ρ21vtt − κ2(vx + φ)x = 0 em (L0, L)× (0, T ) (1.34)

ρ22φtt − b2φxx + κ2(vx + φ) = 0 em (L0, L)× (0, T ) (1.35)

com as condições de contorno:

u(0, t) = v(L, t) = ψ(0, t) = φ(L, t)∀t > 0, (1.36)

condições de dados iniciais:

u(., 0) = u0; ut(., 0) = u1;ψ(., 0) = ψ0;ψt(., 0) = ψ1 ∀x ∈ (0, L0). (1.37)

v(., 0) = v0; vt(., 0) = v1;φ(., 0) = φ0;φt(., 0) = φ1 ∀x ∈ (L0, L). (1.38)

Condições de transmissão:

κ1u(L0, t) = κ2v(L0, t); κ1ux(L0, t) = κ2vx(L0, t).

ρ11ut(L0, t) = ρ21vt(L0, t); κ1ψ(L0, t) = κ2φ(L0, t)

κ1ψx(L0, t) = κ2φx(L0, t); ρ
1
1ψt(L0, t) = ρ21φt(L0, t). (1.39)
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1.7 Vigas Regidas pelas hiṕoteses de Bresse

Estruturas elásticas do tipo arcos, são objetos de estudos e amplamente exploradas por diversos

profissionais, entre eles podemos destacar engenheiros civis, engenheiros navais, arquitetos e

outros. As vibrações sobre estruturas elásticas e sua propriedades são de grande interesse de

estudo tanto para engenheiros, quanto para os matemáticos.

Basicamente, as hipóteses para o modelo dinâmico de vigascurvas são realizadas conside-

rando uma curvatura no plano de um arco circular de comprimentoL, raioR, secção transversal

A, momento de inerciaI, módulo de YoungE, módulo do cortanteG e fator de correçãok, no

esforço cortante da estrutura.

As equações diferenciais que governam o estiramento de uma viga curva, são expressas pelas

seguintes leis:

ρAϕtt = Qx +R−1N (1.40)

ρIψtt = Mx −Q (1.41)

ρAωtt = Nx −R−1Q (1.42)

Equações de Tensão-Estiramentoε, γ e k̂:

ε = ωx − R−1ω (1.43)

γ = ϕx +R−1ω + ψ (1.44)

k̂ = ψx (1.45)

Equações Elásticas ConstitutivasN , Q eM :

N = EAε (1.46)

Q = κGAγ (1.47)

M = EIk̂ (1.48)

em quet é o tempo ex a distância ao longo da linha central da viga curva. No primeiro conjunto

de equações, as forças internas são a força axialN , a força cortanteQ e o momento da curvatura

M . O deslocamento total da linha central da viga curva possui um deslocamento tangencialω,

um deslocamento transversal/normalϕ e a rotação das secções transversais denotado porψ.
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Das equações (1.40) - (1.48), segue as seguintes equações hiperbólicas e acopladas, conhe-

cidas como equações de Bresse [27]:

ρ1ϕtt − κ (ϕx + ψ + ω)x + κ0l (ωx − lϕ) = 0 (1.49)

ρ2ψtt − bψxx + κ (ϕx + ψ + lω) = 0 (1.50)

ρ1ωtt − κ0 (ωx − lϕ)x + κl (ϕx + ψ + lω) = 0. (1.51)

Onde,ρ1 = ρ.A, ρ2 = ρ.I, κ = κ.GA, κ0 = EA, b = EI, l = R−1.

Temos diversos trabalhos que abordam o decaimento exponencial, em vigas curvas, com meca-

nismos dissipativos. Entre eles destacamos:

Almeida Junior, D. S. [28], estudou o sistema, abaixo, com o objetivo inicial de assegurar

quais mecanismos dissipativos são suficientes para estabilizar o modelo, sem a necessidade da

igualdade entre as velocidades de propagação de onda. Em seguida, considera poucos mecanis-

mos dissipativos e a parti daı́, constrói o decaimento exponencial com a hipótese de igualdade

entre as velocidades. Para isso, usou método da energia e t´ecnicas de simigrupos de operadores

lineares.

Sistema de Bresse, com termo dissipativo é modelado por:

ρ1ϕtt − κ (ϕx + ψ + ω)x + κ0l(ωx − lϕ) + γ1ϕt = 0 em (0, L)× (0,∞) (1.52)

ρ2ψtt − bψxx + κ (ϕx + ψ + lω) + γ2ψt = 0 em (0, L)× (0,∞) (1.53)

ρ1ωtt − κ0 (ωx − lϕ)x + κl (ϕx + ψ + lω) + γ3ωt = 0 em (0, L)× (0,∞), (1.54)

com0 < γi(i = 1, 2, 3) eρ1, κ, ρ2, b, l, κ0 positivas e constantes.

As condiç̃oes iniciais s̃ao dadas por:

ϕ(., 0) = ϕ0(., 0), ψ(., 0) = ψ0(., 0), ω(., 0) = ω0(., 0);

ϕt(., 0) = ϕ1(., 0), ψt(., 0) = ψ1(., 0);ωt(., 0) = ω1(., 0); ∀x ∈ (0, L) (1.55)

Estão sujeitasàs condiç̃oes contorno:

ϕ(0, t) = ϕ(L, t) = ψx(0, t) = ψx(L, t) = ωx(0, t) = ωx(L, t) = 0 parat > 0 (1.56)
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Mauro de L. Santos e Dilberto da S. Almeida Júnior [29], analisaram o modelo abaixo, usando

mecanismos dissipativos do tipo atrito, nas três equações. E provaram o decaimento exponencial

das soluções, utilizando o método desenvolvido por Z. Liu e S. Zeng e seus colaboradores [18].

Por fim, usaram o método de diferenças finitas para validar os resultados teórico feitos para o

caso analı́tico.

ρ1ϕtt − κ (ϕx + ψ + ω)x + κ0l(ωx − lϕ) + γ1ϕt = 0 em (0, L)× (0,∞) (1.57)

ρ2ψtt − bψxx + κ (ϕx + ψ + lω) + γ2ψt = 0 em (0, L)× (0,∞) (1.58)

ρ1ωtt − κ0 (ωx − lϕ)x + κl (ϕx + ψ + lω) + γ3ωt = 0 em (0, L)× (0,∞), (1.59)

com0 < γi(i = 1, 2, 3) eρ1, κ, ρ2, b, l, κ0 positivas e constantes.

As condiç̃oes iniciais s̃ao dadas por:

ϕ(., 0) = ϕ0(., 0), ψ(., 0) = ψ0(., 0), ω(., 0) = ω0(., 0);

ϕt(., 0) = ϕ1(., 0), ψt(., 0) = ψ1(., 0);ωt(., 0) = ω1(., 0), ∀x ∈ (0, L) (1.60)

Estão sujeitasàs condiç̃oes contorno de Dirichlet:

ϕ(0, t) = ϕ(L, t) = ψ(0, t) = ψ(L, t) = ω(0, t) = ω(L, t) = 0 parat > 0. (1.61)

Fatiha Alabau Boussouira, Jaime E. Muñoz Rivera, e Dilberto da S. Almeida Júnior [30], tra-

balharam no modelo abaixo, com o mecanismo dissipativo tipofriccional, somente no ângulo

deslocamento. Provaram que esse mecanismo dissipativo é suficiente para estabilizar exponen-

cialmente todo o sistema, desde que as velocidades de propagação de ondas sejam iguais. Caso

contrário, provam que a solução decai polinomialmente para zero, com taxas que podem ser

melhoradas, desde que os dados inicias sejam mais regulares. Por último, obtiveram resultados

numéricos para validar os resultados analı́ticos.

ρ1ϕtt − κ (ϕx + ψ + ω)x + κ0l(ωx − lϕ) = F1 em (0, L)× (0,∞) (1.62)

ρ2ψtt − bψxx + κ (ϕx + ψ + lω) = F2 em (0, L)× (0,∞) (1.63)

ρ1ωtt − κ0 (ωx − lϕ)x + κl (ϕx + ψ + lω) = F3 em (0, L)× (0,∞), (1.64)

com 0 < γ, ρ1, κ, ρ2, b, l, κ0 positivas e constantes. Consideram tambémF1 = F3 = 0 e

F2 = −γψt
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As condiç̃oes iniciais s̃ao dadas por:

ϕ(., 0) = ϕ0(., 0), ψ(., 0) = ψ0(., 0), ω(., 0) = ω0(., 0),

ϕt(., 0) = ϕ1(., 0), ψt(., 0) = ψ1(., 0), ωt(., 0) = ω1(., 0), ∀x ∈ (0, L) (1.65)

Estão sujeitasàs condiç̃oes contorno de Dirichlet:

ϕ(0, t) = ϕ(L, t) = ψ(0, t) = ψ(L, t) = ω(0, t) = ω(L, t) = 0 t ∈ (0,∞). (1.66)

Ou est̃ao sujeitasàs condiç̃oes contorno de Dirichlet - Neumann:

ϕ(0, t) = ϕ(L, t) = ψx(0, t) = ψx(L, t) = ωx(0, t) = ωx(L, t) = 0 t ∈ (0,∞). (1.67)

Fatori L. H. e Muñoz Rivera J. E. [8], fizeram a análise do sistema abaixo, considerando

o mecanismo dissipativo do tipo térmico somente na segundaequação e mostraram que existe

estabilidade exponencial se, e somente se, as velocidades de propagação da onda são iguais.

Mostraram que em geral o sistema não é exponencialmente estável, mas existe a estabilidade

polinomial com taxas que dependem da propagação da onda e da regularidade dos dados inici-

ais.

ρ1ϕtt − κ (ϕx + ψ + ω)x + κ0l(ωx − lϕ) = 0 em (0, L)× (0,∞) (1.68)

ρ2ψtt − bψxx + κ (ϕx + ψ + lω) + γθx = 0 em (0, L)× (0,∞) (1.69)

ρ1ωtt − κ0 (ωx − lϕ)x + κl (ϕx + ψ + lω) = 0 em (0, L)× (0,∞), (1.70)

θt − κ1θxx +mψxt = 0 em (0, L)× (0,∞) (1.71)

com0 < γ, ρ1, κ, ρ2, b, l, κ0 em positivas e constantes.

As condiç̃oes iniciais s̃ao dadas por:

ϕ(., 0) = ϕ0(., 0), ψ(., 0) = ψ0(., 0);ω(., 0) = ω0(., 0); θ(., 0) = θ0,

ϕt(., 0) = ϕ1(., 0), ψt(., 0) = ψ1(., 0), ωt(., 0) = ω1(., 0);∀x ∈ (0, L) (1.72)

Estão sujeitasàs condiç̃oes contorno de Dirichlet:

ϕ(0, t) = ϕ(L, t) = ψ(0, t) = ψ(L, t) = ω(0, t) = ω(L, t) = 0; θ(0, t) = θ(L, t); t ∈ (0,∞). (1.73)
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Ou est̃ao sujeitasàs condiç̃oes contorno de Dirichlet - Neumann:

ϕ(0, t) = ϕ(L, t) = ψx(0, t) = ψx(L, t) = ω1
x(0, t) = ωx(L, t) = 0; θ(0, t) = θ(L, t); t ∈ (0,∞).

(1.74)

M. L. Santos, A. Soufyane, e D. S. A. Júnior, mostraram que existe estabilidade exponencial se, e

somente se, as velocidades de propagação da onda são iguais. Caso contrário, o decaimento é polinomial

e exibiram uma taxa ótima.

ρ1ϕtt − κ (ϕx + ψ + ω)x + κ0l(ωx − lϕ) = 0 em (0, L)× (0,∞)

ρ2ψtt − bψxx +

∞∫

0

g(s)ψxx(t− s) + κ (ϕx + ψ + lω) = 0 em (0, L) × (0,∞)

ρ1ωtt − κ0 (ωx − lϕ)x + κl (ϕx + ψ + lω) = 0 em (0, L) × (0,∞),

com0 < γi(i = 1, 2, 3) eρ1, κ, ρ2, b, l, κ0 positivas e constantes.

As condições iniciais s̃ao dadas por:

ϕ(., 0) = ϕ0(., 0), ψ(., 0) = ψ0(., 0), ω(., 0) = ω0(., 0);

ϕt(., 0) = ϕ1(., 0), ψt(., 0) = ψ1(., 0);ωt(., 0) = ω1(., 0),∀x ∈ (0, L)

1.8 Objetivo da Tese

Até o momento tivemos uma resposta afirmativa para os questionamentos feitos, tanto para equação

da onda, quanto para vigas do tipo Timoshenko sobre a possibilidade do decaimento da energia que,

apesar da dissipação está ocorrendo, apenas, em uma parte de seu domı́nio, o decaimento das soluções

é estendido para todo seu domı́nio. Sendo, ainda, mostradoque esses decaimentos podem ser do tipo

exponencial ou polinomial.

Problemas desse tipo são caracterizados na literatura como problema de transmissão. E usando

a mesma linha de raciocı́nio, o objetivo desta tese consisteem analisar o decaimento exponencial,

existência e unicidade de soluções no caso unidimensional, para o problema de transmissão, abaixo,

para vigas curvas regidas pelas hipóteses de Bresse.

Em paralelo analisamos, também, um problema de transmiss˜ao para vigas de Timoshenko, mostrando

que o modelo é exponencialmente estável. Sendo utilizadoo método da energia e técnicas especı́ficas da

teoria de semigrupo linear. [1]
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1.9 Problema de Transmiss̃ao: Vigas Regidas pelas Hiṕoteses

de Bresse

A partir do sistema de Bresse Homogêneo, abaixo:

ρ1ϕtt − κ (ϕx + ψ + ω)x + κ0l(ωx − lϕ) = 0 em (0, L) × (0,∞) (1.75)

ρ2ψtt − bψxx + κ (ϕx + ψ + lω) em (0, L) × (0,∞) (1.76)

ρ1ωtt − κ0 (ωx − lϕ)x + κl (ϕx + ψ + lω) = 0 em (0, L)× (0,∞), (1.77)

com suas, respectivas, condições de dados iniciais e contorno,

Estão sujeitasàs condiç̃oes de dados:

ϕ(., 0) = ϕ0(., 0), ψ(., 0) = ψ0(., 0), ω(., 0) = ω0(., 0),

ϕt(., 0) = ϕ1(., 0), ψt(., 0) = ψ1(., 0), ωt(., 0) = ω1(., 0),∀x ∈ (0, L) (1.78)

Estão sujeitasàs condiç̃oes contorno de Dirichlet:

ϕ(0, t) = ϕ(L, t) = ψ(0, t) = ψ(L, t) = ω(0, t) = ω(L, t) = 0 t ∈ (0,∞). (1.79)

Considerando, respectivamente, as seguintes variaçõese notações:

Variações

Quandoi = 1, 2 teremos os respectivos intervalos:(0, L0) e (L0, L).

Notações:

ρj (x) =

{
ρ1j , se x ∈ [0, L0]

ρ2j , se x ∈ [L0, L]
, κ (x) =

{
κ1, se x ∈ [0, L0]

κ2, se x ∈ [L0, L]
,

b (x) =

{
b1, se x ∈ [0, L0]

b2, se x ∈ [L0, L]
e κ0 (x) =

{
κ10, se x ∈ [0, L0]

κ21, se x ∈ [L0, L]

ϕ(x, t) =

{
ϕ1(x, t), se x ∈ (0, L0)× (0,∞)

ϕ2(x, t), se x ∈ (L0, L)× (0,∞)
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ψ(x, t) =

{
ψ1(x, t), se x ∈ (0, L0)× (0,∞)

ψ2(x, t), se x ∈ (L0, L)× (0,∞)

ω(x, t) =

{
ω1(x, t), se x ∈ (0, L0)× (0,∞)

ω2(x, t), se x ∈ (L0, L)× (0,∞).

Teremos o Problema de transmissão para o sistema de Bresse,modelado por:

ρ11ϕ
1
tt − κ1(ϕ

1
x + ψ1 + lω1)x − κl0l(ω

1
x − lϕ1) + γ1ϕ

1
t = 0 em (0, L0)× (0,∞) (1.80)

ρ12ψ
1
tt − b1ψ

1
xx + κ1(ϕ

1
x + ψ1 + lω1) + γ2ψ

1
t = 0 em(0, L0)× (0,∞) (1.81)

ρ11ω
1
tt − κ10(ω

1
x − lϕ1)x + κ1l(ϕ

1
x + ψ1 + lω1) + γ3ω

1
t = 0 em(0, L0)× (0,∞) (1.82)

ρ21ϕ
2
tt − κ2

(
ϕ2
x + ψ2 + lω2

)
x
− κ20l(ω

2
x − lϕ2) = 0 em(L0, L)× (0,∞) (1.83)

ρ22ψ
1
tt − b2ψ

2
xx + κ2

(
ϕ2
x + ψ2 + lω2

)
= 0 em(L0, L)× (0,∞) (1.84)

ρ21ω
2
tt − κ20

(
ω2
x − lϕ2

)
x
+ κ2l(ϕ

2
x + ψ2 + lω2) = 0 em(L0, L)× (0,∞) (1.85)

est̃ao sujeitasàs condiç̃oes contorno:

ϕ1(0, t) = ϕ2(L, t) = ψ1(0, t) = ψ2(L, t) = ω1(0, t) = ω2(L, t) = 0 parat > 0 (1.86)

às condiç̃oes de transmiss̃ao:

κ1ϕ
1(L0, t) = κ2ϕ

2(L0, t), κ1ϕ
1
x(L0, t) = κ2ϕ

2
x(L0, t), ρ

1
1ϕ

1
t (L0, t) = ρ21ϕ

2
t (L0, t) (1.87)

κ1ψ
1(L0, t) = κ2ψ

2(L0, t), b1ψ
1
x(L0, t) = b2ψ

2
x(L0, t), ρ

1
1ψ

1
t (L0, t) = ρ22ψ

2
t (L0, t) (1.88)

κ1ω
1(L0, t) = κ2ω2(L0, t), κ

1
0ω

1
x(L0, t) = κ20ϕ

2
x(L0, t), ρ

1
1ω

1
t (L0, t) = ρ21ω

2
t (L0, t) (1.89)

κ10ω
1(L0, t) = κ2ω2

0(L0, t), κ
1
0ϕ

1(L0, t) = κ2ϕ2
0(L0, t). (1.90)

e às condiç̃oes iniciais:

ϕi(., 0) = ϕi
0(., 0), ψ

i(., 0) = ψi
0(., 0), ω

i(., 0) = ωi
0(., 0), i = 1, 2 (1.91)

ϕi
t(., 0) = ϕi

1(., 0), ψ
i
t(., 0) = ψi

1(., 0), ω
i
t(., 0) = ωi

1(., 0), i = 1, 2. (1.92)

Aqui, ρ1 = ρ.A, ρ2 = ρ.I, κ = κ.GA, κ0 = EA, b = EI, l = R−1, ondeρ denota a densidade,E o

módulo de elasticidade Young,G o módulo de rigidez do cortante,K o fator de correção do cortante,A

representa a área transversal,I o segundo momento de área da secção transversal,R o raio de curvatura.
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1.10 Organizaç̃ao da Tese

No capı́tulo2 analisamos a existência de solução fraca, regularidadee a unicidade de solução no pro-

blema de transmissão para o modelo de Bresse. Levando em consideração a dissipação atuando na

oscilação verticalϕ , longitudinalω e no ângulo de rotaçãoψ da secção transversal, somente nas três

primeiras equações.

No capı́tulo3 analisamos o decaimento exponencial para zero quandot −→ ∞ para problema de

transmissão com o sistema de Bresse. Para isso utilizamos um problema de transmissão com sistema

equivalente. A partir desse novo problema, construı́mos o funcional de Lyapunov e através da técnicas

multiplicativas, com multiplicadores convenientes mostramos o decaimento exponencial para zero desse

novo sistema, o que implicou, também, no decaimento exponencial para o sistema original de nosso

estudo.

No capitulo4 analisamos a existência de solução, regularidade e a unicidade de solução no problema

de transmissão para o modelo de Timoshenko, utilizando para isso a técnica de semigrupo [1], além de

mostrarmos que o sistema é exponencialmente estável, através do método da energia.
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CAPÍTULO 2

Problema de Transmissão para o Sistema Elástico

Neste capı́tulo mostraremos existência de solução fraca, regularidade e unicidade de solução para o

problema de transmissão para o sistema de Bresse com termosdissipativos atuando na oscilação vertical

ϕ, longitudinalω e no ângulo de rotação da secção transversalψ, isto é, analisaremos o modelo abaixo,

com dissipação do tipo friccional nas três primeiras equações.

2.1 Exist̂encia de Soluç̃ao

O Problema de transmissão para o sistema de Bresse, é modelado por:

ρ11ϕ
1
tt − κ1(ϕ

1
x + ψ1 + lω1)x − κl0l(ω

1
x − lϕ1) + γ1ϕ

1
t = 0 em(0, L0)× (0,∞) (2.1)

ρ12ψ
1
tt − b1ψ

1
xx + κ1(ϕ

1
x + ψ1 + lω1) + γ2ψ

1
t = 0 em (0, L0)× (0,∞) (2.2)

ρ11ω
1
tt − κ10(ω

1
x − lϕ1)x + κ1l(ϕ

1
x + ψ1 + lω1) + γ3ω

1
t = 0 em (0, L0)× (0,∞) (2.3)

ρ21ϕ
2
tt − κ2

(
ϕ2
x + ψ2 + lω2

)
x
− κ20l(ω

2
x − lϕ2) = 0 em (L0, L)× (0,∞) (2.4)

ρ22ψ
1
tt − b2ψ

2
xx + κ2

(
ϕ2
x + ψ2 + lω2

)
= 0 em(L0, L)× (0,∞) (2.5)

ρ21ω
2
tt − κ20

(
ω2
x − lϕ2

)
x
+ κ2l(ϕ

2
x + ψ2 + lω2) = 0 em (L0, L)× (0,∞) (2.6)

19
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est̃ao sujeitasàs condiç̃oes contorno:

ϕ1(0, t) = ϕ2(L, t) = ψ1(0, t) = ψ2(L, t) = ω1(0, t) = ω2(L, t) = 0 parat > 0 (2.7)

(2.8)

às condiç̃oes de transmiss̃ao:

κ1ϕ
1(L0, t) = κ2ϕ

2(L0, t), κ1ϕ
1
x(L0, t) = κ2ϕ

2
x(L0, t), ρ

1
1ϕ

1
t (L0, t) = ρ21ϕ

2
t (L0, t) (2.9)

κ1ψ
1(L0, t) = κ2ψ

2(L0, t), b1ψ
1
x(L0, t) = b2ψ

2
x(L0, t), ρ

1
1ψ

1
t (L0, t) = ρ22ψ

2
t (L0, t) (2.10)

κ1ω
1(L0, t) = κ2ω2(L0, t), κ

1
0ω

1
x(L0, t) = κ20ϕ

2
x(L0, t), ρ

1
1ω

1
t (L0, t) = ρ21ω

2
t (L0, t) (2.11)

κ10ω
1(L0, t) = κ2ω2

0(L0, t), κ
1
0ϕ

1(L0, t) = κ2ϕ2
0(L0, t). (2.12)

e às condiç̃oes iniciais:

ϕi(., 0) = ϕi
0(., 0), ψ

i(., 0) = ψi
0(., 0), ω

i(., 0) = ωi
0(., 0), i = 1, 2 (2.13)

ϕi
t(., 0) = ϕi

1(., 0), ψ
i
t(., 0) = ψi

1(., 0), ω
i
t(., 0) = ωi

1(., 0), i = 1, 2. (2.14)

Aqui, ρ1 = ρ.A, ρ2 = ρ.I, κ = κ.GA, κ0 = EA, b = EI, l = R−1, ondeρ denota a densidade,E o

módulo de elasticidade Young,G o módulo de rigidez do cortante,K o fator de correção do cortante,A

representa a área transversal,I o segundo momento de área da secção transversal,R o raio de curvatura.

Para demonstrarmos o Teorema a seguir e facilitar o entendimento de nosso estudo, dividiremos nosso

último sistema em dois,P1 e P2. OndeP1 é constituı́do pelas três primeiras equações eP2 pelas três

últimas, com suas respectivas energias.

E1(t) =
1

2

L0∫

0

{ρ11|ϕ
1
t |
2 + ρ12|ψ

1
t |

2 + ρ11|ω
1
t |

2 + b1|ψ
1
x|

2 + |ϕ1
x + ψ1 + ω1|2 + κ10|ω

1
x − lϕ1|2}dx

E2(t) =
1

2

L∫

L0

{ρ21|ϕ
2
t |
2 + ρ22|ψ

2
t |

2 + ρ21|ω
2
t |

2 + b2|ψ
2
x|

2 + |ϕ2
x + ψ2 + ω2|2 + κ20|ω

2
x − lϕ2|2}dx.

Portanto, a energia total do sistema é dada por:

ET (t) = E1(t) + E2(t)

Definição 2.1. SejamV, Hm eL2 espaços definidos por

V = {(u, u) ∈ H1(0, L0)×H1(L0, L);u(0) = u(L) = 0, u(L0) = u(L0)}

Hm = Hm(0, L0)×Hm(L0, L) e L2 = L2(0, L0)× L2(L0, L).
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Dizemos que(ϕ1, ψ1, ω1, ϕ2, ψ2, ω2) é solução fraca para o problema (2.1) à (2.14) se para todo((u, u),

(h, z), (v,w)) ∈ H1
0 (0, T ;H

2 ∩ V) satisfaz as equações:

[

L0∫

0

ρ11ϕ
1
tu(x, t)dx]

T
0 −

T∫

0

L0∫

0

ρ11ϕ
1
tut(x, t)dxdt +

[

L∫

L0

ρ21ϕ
2
tu(x, t)dx]

T
0 −

T∫

0

L∫

L0

ρ21ϕ
2
tut(x, t)dxdt +

T∫

0

L0∫

0

κ1(ϕ
1
x + ψ1 + lω1)ux(x, t)dxdt+

T∫

0

L∫

L0

κ2(ϕ
2
x + ψ2 + lω2)ux(x, t)dxdt−

T∫

0

L0∫

0

κ10l(ω
1
x − lϕ1)u(x, t)dxdt −

T∫

0

L∫

L0

κ20l(ω
2
x − lϕ2)u(x, t)dxdt +

T∫

0

L0∫

0

γ1ϕ
1
tu(x, t)dxdt = 0;

[

L0∫

0

ρ11ω
1
t h(x, t)dx]

T
0 −

T∫

0

L0∫

0

ρ11ω
1
t ht(x, t)dxdt +

[

L∫

L0

ρ21ω
2
t z(x, t)dx]

T
0 −

T∫

0

L∫

L0

ρ21ω
2
t + zt(x, t)dxdt +

T∫

0

L0∫

0

κ10(ω
1
x − lϕ1)hx(x, t)dxdt −

T∫

0

L∫

L0

κ20(ω
2
x − lϕ2)zx(x, t)dxdt+

T∫

0

L0∫

0

κ1l(ϕ
1
x + ψ1 + lω1)h(x, t)dxdt −

T∫

0

L∫

L0

κ2l(ϕ
2
x + ψ2 + lω2)z(x, t)dxdt +

T∫

0

l0∫

0

γ3ω
1
t h(x, t)dxdt = 0;
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[

L0∫

0

ρ11ψ
1
t v(x, t)dx]

T
0 −

T∫

0

L0∫

0

ρ11ψ
1
t vt(x, t)dxdt +

[

L∫

L0

ρ21ψ
2
tw(x, t)dx]

T
0 −

T∫

0

L∫

L0

ρ21ψ
2
t + wt(x, t)dxdt +

T∫

0

L0∫

0

b1ψ
1
xvx(x, t)dxdt+

T∫

0

L∫

L0

b2ψ
2
xwx(x, t)dxdt +

T∫

0

L0∫

0

κ1(ϕ
1
x + ψ1 + lω1)v(x, t)dxdt +

T∫

0

L∫

L0

κ2(ϕ
2
x + ψ2 + lω2)w(x, t)dxdt +

T∫

0

l0∫

0

γ2ψ
1
t v(x, t)dxdt = 0,

temos o seguinte resultado:

Teorema 2.2.Se (ϕ1
0, ψ

1
0 , ω

1
0, ϕ

2
0, ψ

2
0 , ω

2
0) ∈ H2 ∩ V e (ϕ1

1, ψ
1
1 , ω

1
1 , ϕ

2
1, ψ

2
1 , ω

2
1) ∈ L2, satisfazendo as

condiç̃oes de transmissão. Ent̃ao existe umáunica soluç̃ao fraca(ϕ1, ψ1, ω1, ϕ2, ψ2, ω2) para o sistema

(2.1) à (2.14), satisfazendo

(ϕ1, ϕ2), (ψ1, ψ2), (ω1, ω2) ∈ C(0,∞,V) ∩ C1(0,∞,L2).

Além disso, se(ϕ1
0, ϕ

2
0), (ψ

1
0 , ψ

2
0), (ω

1
0 , ω

2
0) ∈ H2 ∩ V e (ϕ1

1, ϕ
2
1), (ψ

1
1 , ψ

2
1), (ω

1
1 , ω

2
1) ∈ V. Ent̃ao a

soluç̃ao fracaé uma soluç̃ao forte e satisfaz

(ϕ1, ϕ2), (ψ1, ψ2), (ω1, ω2) ∈ C(0,∞,H2 ∩ V) ∩ C1(0,∞,V) ∩ C2(0,∞,L2).

Prova. O método utilizado para mostrar a existência de soluçãoé o de Faedo-Galerkin que garante a

uma sequência de soluções aproximadas do nosso problema. Em seguida, mostraremos que a sequencia

em questão convergirá para solução do problema numa topologia conveniente e isso será demonstrado

através de estimativas a priori e que, por conveniência será dividida em etapas como segue abaixo.

(I) Problema aproximado;

(II) Estimativa a priori e passagem ao limite;

(III) Regularidade de solução;

(IV) Unicidade de soluç̃ao.

Consideramos um sistema ortonormal completo deH constituı́do de vetores próprios do operadorA

e{λν}ν∈N a correspondente sequencia de valores próprios. Além disso, o subespaço[Vm] gerado pela a

Base:{(u0, u0, v0, w0, h0, z0),(u1, u1, v1, w1, h1, z1),....,(um, vm, wm, hm, zm)},
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onde(ui, ui) ∈ V, (vi, wi) ∈ V e (hi, zi) ∈ V. Para cadaµ ∈ N denotamos:

ϕ1,µ(x, t) =

µ∑

i=1

ai,µ(t)u
i(x) ∈ Vm;ϕ2,µ(x, t) =

µ∑

i=1

ai,µ(t)u
i(x) ∈ Vm;

ψ1,µ(x, t) =

µ∑

i=1

ai,µ(t)v
i(x) ∈ Vm;ψ2,µ(x, t) =

µ∑

i=1

ai,µ(t)w
i(x) ∈ Vm;

ω1,µ(x, t) =

µ∑

i=1

ai,µ(t)h
i(x) ∈ Vm;ω2,µ(x, t) =

µ∑

i=1

ai,µ(t)z
i(x) ∈ Vm.

Ondeai,µ(t) são de classeC2.

Fazendoi = 1, 2, ...., j, em seguidaj, µ = 1, 2, ....,m. Obtemos,m equações no sistema aproximado.

Que por sua vez, são equivalentes a Equações Diferenciais Ordinárias. Estas ultimas, satisfazendo as

condições de Carathéodory. Portanto, possuindo solução

(ϕ1,µ, ψ1,µ, ω1,µ, ϕ2,µ, ψ2,µ, ω2,µ) para o sistema aproximado, abaixo, num intervalo(0, T µ), T µ < T .

As estimativas a priori e a regularidade de solução, nos permitirão prolongar a solução ao intervalo [0,T].

L0∫

0

ρ11ϕ
1,µ
tt u

idx+

L∫

L0

ρ21ϕ
2,µ
tt u

idx+

L0∫

0

κ1(ϕ
1,µ
x + ψ1,µ + lω1,µ)uixdx+

L∫

L0

κ2(ϕ
2,µ
x + ψ2,µ + lω2,µ)uixdx+

L0∫

0

κ10l(ω
1,µ
x − lϕ1,µ)uixdx−

L∫

L0

κ20l(ω
2,µ
x − lϕ2,µ)uixdx+

L0∫

0

γ1ϕ
1,µ
t uidx = 0 (2.15)

L0∫

0

ρ12ψ
1,µ
tt v

idx+

L∫

L0

ρ22ψ
2,µ
tt w

idx+

L0∫

0

κ1(ϕ
1,µ
x + ψ1,µ + lω1,µ)vixdx+

L∫

L0

κ2(ϕ
2,µ
x + ψ2,µ + lω2,µ)wi

xdx+

L0∫

0

b1ψ
1,µ
x vixdx+

L∫

L0

b2ψ
1,µ
x wi

xdx

L0∫

0

γ2ϕ
1,µ
t vidx = 0 (2.16)
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L0∫

0

ρ11ω
1,µ
tt h

idx+

L∫

L0

ρ21ω
2,µ
tt z

idx+

L0∫

0

κ1l(ϕ
1,µ
x + ψ1,µ + lω1,µ)hixdx−

L∫

L0

κ2(ϕ
2,µ
x + ψ2,µ + lω2,µ)zixdx+

L0∫

0

κ10(ω
1,µ
x − lϕ1,µ)hixdx+

L∫

L0

κ20(ω
2,µ
x − lϕ2,µ)zixdx+

L0∫

0

γ3ϕ
1,µ
t hidx = 0 (2.17)

(ϕ1,µ(0, x), ϕ2,µ(0, x), ψ1,µ(0, x), ψ2,µ(0, x), ω1,µ(0, x), ω2,µ(0, x)) = (ϕ1
0, ϕ

2
0, ψ

1
0 , ψ

2
0 , ω

1
0, ω

2
0)

(2.18)

(ϕ1,µ
t (0, x), ϕ2,µ

t (0, x), ψ1,µ
t (0, x), ψ2,µ

t (0, x), ω1,µ
t (0, x), ω2,µ

t (0, x)) = (ϕ1
1, ϕ

2
1, ψ

1
1 , ψ

2
1 , ω

1
1, ω

2
1)

(2.19)

2.2 Estimativa e Passagem ao Limite.

Multiplicando (2.15) pora‘i,µ(t), em seguida somando comi = 1, 2, ..., µ, obtemos:

L0∫

0

ρ11ϕ
1,µ
tt

µ∑

i=1

a
,
i,µ(t)u

idx+

L∫

L0

ρ21ϕ
2,µ
tt

µ∑

i=1

a
,
i,µ(t)u

idx+

L0∫

0

κ1(ϕ
1,µ
x + ψ1,µ + lω1,µ)

µ∑

i=1

a
,
i,µ(t)u

i
xdx+

L∫

L0

κ2(ϕ
2,µ
x + ψ2,µ + lω2,µ)

µ∑

i=1

a
,
i,µ(t)u

i
xdx+

L0∫

0

κ10l(ω
1,µ
x − lϕ1,µ)

µ∑

i=1

a
,
i,µ(t)u

i
xdx−

L∫

L0

κ20l(ω
2,µ
x − lϕ2,µ)

µ∑

i=1

a
,
i,µ(t)u

i
xdx+

L0∫

0

γ1ϕ
1,µ
t

µ∑

i=1

a
,
i,µ(t)u

idx = 0. (2.20)

Note que derivandoϕ1,µ(x, t) em relação at e em seguida em reação ax, obtemos:

ϕ
1,µ
t (x, t) = (

µ∑

i=1

ai,µ(t)u
i), =

µ∑

i=1

(a,i,µ(t)u
i + ai,µ(t).0) =

µ∑

i=1

a
,
i,µ(t)u

i.

ϕ
1,µ
tx (x, t) = (

µ∑

i=1

ai,µ(t)u
i), =

µ∑

i=1

(a,i,µ(t)u
i
x + ui(x)0.) =

µ∑

i=1

a
,
i,µ(t)u

i
x.
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De maneira análogo, para seguintes funções:

ϕ
2,µ
t (x, t), ψ1,µ

t (x, t), ψ2,µ
t (x, t), ω1,µ

t (x, t), ω2,µ
t (x, t).

Daı́,

L0∫

0

ρ11ϕ
1,µ
tt ϕ

1,µ
t dx+

L∫

L0

ρ21ϕ
2,µ
tt ϕ

2,µ
t dx+

L0∫

0

κ1(ϕ
1,µ
x + ψ1,µ + lω1,µ)ϕ1,µ

tx dx+

L∫

L0

κ2(ϕ
2,µ
x + ψ2,µ + lω2,µ)ϕ2,µ

tx dx+

L0∫

0

κ10l(ω
1,µ
x − lϕ1,µ)ϕ1,µ

t dx−

L∫

L0

κ20l(ω
2,µ
x − lϕ2,µ)ϕ2,µ

t dx+

L0∫

0

γ1ϕ
1,µ
t ϕ

1,µ
t dx = 0,

donde segue,

ρ11
2

d

dt

L0∫

0

|ϕ1,µ
t |2dx+

ρ21
2

d

dt

L∫

L0

|ϕ2,µ
t |2dx+

L0∫

0

κ1(ϕ
1,µ
x + ψ1,µ + lω1,µ)ϕ1,µ

tx dx+

L∫

L0

κ2(ϕ
2,µ
x + ψ2,µ + lω2,µ)ϕ2,µ

tx dx+

L0∫

0

κ10l(ω
1,µ
x − lϕ1,µ)ϕ1,µ

t dx−

L∫

L0

κ20l(ω
2,µ
x − lϕ2,µ)ϕ2,µ

t dx+

L0∫

0

γ1|ϕ
1,µ
t |2dx = 0. (2.21)
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Multiplicando (2.16) pora‘i,µ(t), em seguida somando comi = 1, 2, ..., µ, obtemos:

L0∫

0

ρ12ψ
1,µ
tt

µ∑

i=1

a
,
i,µ(t)v

idx+

L∫

L0

ρ22ψ
2,µ
tt

µ∑

i=1

a
,
i,µ(t)w

idx+

L0∫

0

κ1(ϕ
1,µ
x + ψ1,µ + lω1,µ)

µ∑

i=1

a
,
i,µ(t)v

i
xdx+

L∫

L0

κ2(ϕ
2,µ
x + ψ2,µ + lω2,µ)

µ∑

i=1

a
,
i,µ(t)w

i
xdx+

L0∫

0

b1ψ
1,µ
x

µ∑

i=1

a
,
i,µ(t)v

i
xdx+

L∫

L0

b2ψ
1,µ
x

µ∑

i=1

a
,
i,µ(t)w

i
xdx+

L0∫

0

γ2ϕ
1,µ
t

µ∑

i=1

a
,
i,µ(t)v

idx = 0.

Ou ainda,

L0∫

0

ρ12ψ
1,µ
tt ψ

1,µ
t dx+

L∫

L0

ρ22ψ
2,µ
tt ψ

2,µ
t dx+

L0∫

0

κ1(ϕ
1,µ
x + ψ1,µ + lω1,µ)ψ1,µ

t dx+

L∫

L0

κ2(ϕ
2,µ
x + ψ2,µ + lω2,µ)ψ2,µ

t dx+

L0∫

0

b1ψ
1,µ
x ψ

1,µ
tx dx+

L∫

L0

b2ψ
2,µ
x ψ

2,µ
tx dx

L0∫

0

γ2(ψ
1,µ
t )2dx = 0.

Donde segue,

ρ12
2

d

dt

L0∫

0

|ψ1,µ
t |2dx+

ρ22
2

d

dt

L∫

L0

|ψ2,µ
t |2dx+

b1

2

d

dt

L0∫

0

|ψ1,µ
x |2dx+

b2

2

d

dt

L∫

L0

|ψ2,µ
x |2dx+

L∫

L0

κ2(ϕ
2,µ
x + ψ2,µ + lω2,µ)ψ2,µ

t dx+

L0∫

0

κ1(ϕ
1,µ
x + ψ1,µ + lω1,µ)ψ1,µ

t dx

L0∫

0

γ2(ψ
1,µ
t )2dx = 0. (2.22)
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E finalmente multiplicando(2.17) pora‘i,µ(t), em seguida somando comi = 1, 2, ..., µ, obtemos:

L0∫

0

ρ11ω
1,µ
tt

µ∑

i=1

a
,
i,µ(t)h

idx+

L∫

L0

ρ21ω
2,µ
tt

µ∑

i=1

a
,
i,µ(t)z

idx+

L0∫

0

κ1l(ϕ
1,µ
x + ψ1,µ + lω1,µ)

µ∑

i=1

a
,
i,µ(t)h

i
xdx−

L∫

L0

κ2l(ϕ
2,µ
x + ψ2,µ + lω2,µ)

µ∑

i=1

a
,
i,µ(t)z

i
xdx+

L0∫

0

κ10(ω
1,µ
x − lϕ1,µ)

µ∑

i=1

a
,
i,µ(t)h

i
xdx+

L∫

L0

κ20(ω
2,µ
x − lϕ2,µ)

µ∑

i=1

a
,
i,µ(t)z

i
xdx+

L0∫

0

γ3ϕ
1,µ
t

µ∑

i=1

a
,
i,µ(t)h

idx = 0, (2.23)

donde segue,

L0∫

0

ρ11ω
1,µ
tt ω

1,µ
t dx+

L∫

L0

ρ21ω
2,µ
tt ω

2,µ
t dx+

L0∫

0

κ1l(ϕ
1,µ
x + ψ1,µ + lω1,µ)ω1,µ

t dx−

L∫

L0

κ2l(ϕ
2,µ
x + ψ2,µ + lω2,µ)ω1,µ

t dx+

L0∫

0

κ10(ω
1,µ
x − lϕ1,µ)ω1,µ

tx dx+

L∫

L0

κ20(ω
2,µ
x − lϕ2,µ)ω1,µ

tx dx+

L0∫

0

γ3(ω
1,µ
t )2dx = 0, (2.24)

isto é,

ρ11
2

d

dt

L0∫

0

|ω1,µ
t |2dx+

ρ21
2

d

dt

L∫

L0

|ω2,µ
t |2dx+

L0∫

0

κ1l(ϕ
1,µ
x + ψ1,µ + lω1,µ)ω1,µ

t dx−

L∫

L0

κ2l(ϕ
2,µ
x + ψ2,µ + lω2,µ)ω1,µ

t dx+

L0∫

0

κ10(ω
1,µ
x − lϕ1,µ)ω1,µ

tx dx+

L∫

L0

κ20(ω
2,µ
x − lϕ2,µ)ω1,µ

tx dx+

L0∫

0

γ3(ω
1,µ
t )2dx = 0. (2.25)
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Segue de(2.21), (2.22) e (2.25)

ρ11
2

d

dt

L0∫

0

|ϕ1,µ
t |2dx+

ρ21
2

d

dt

L∫

L0

|ϕ2,µ
t |2dx+

ρ12
2

d

dt

L0∫

0

|ψ1,µ
t |2dx+

ρ22
2

d

dt

L∫

L0

|ψ2,µ
t |2dx+

b1

2

d

dt

L0∫

0

|ψ1,µ
x |2dx+

b2

2

d

dt

L∫

L0

|ψ2,µ
x |2dx+

L0∫

0

κ1(ϕ
1,µ
x + ψ1,µ + lω1,µ)(ϕ1,µ

tx + ψ1,µ + lω1,µ)dx+

L∫

L0

κ2(ϕ
2,µ
x + ψ2,µ + lω2,µ)(ϕ2,µ

tx + ψ2,µ + lω2,µ)dx+

L0∫

0

κ10(ω
1,µ
x − lϕ1,µ)(ω1,µ

tx − lϕ1,µ)dx+

L∫

L0

κ20(ω
2,µ
x − lϕ2,µ)(ω2,µ

tx − lϕ2,µ)dx+

L0∫

0

γ1(ϕ
1,µ
t )2dx+

L0∫

0

ψ2(ω
1,µ
t )2dx+

L0∫

0

γ3(ω
1,µ
t )2dx = 0, (2.26)

mas lembrando que:

L0∫

0

κ1(ϕ
1,µ
x + ψ1,µ + lω1,µ)(ϕ1,µ

x + ψ1,µ + lω1,µ)tdx =
κ1

2

d

dt

L0∫

0

|(ϕ1,µ
x + ψ1,µ + lω1,µ)|2dx;

L∫

L0

κ2(ϕ
2,µ
x + ψ2,µ + lω2,µ)(ϕ2,µ

x + ψ2,µ + lω2,µ)tdx =
κ2

2

d

dt

P∫

L0

|(ϕ2,µ
x + ψ2,µ + lω2,µ)|2dx;

L0∫

0

κ10(ω
1,µ
x − lϕ1,µ)(ω1,µ

x − lϕ1,µ)tdx =
κ10
2

d

dt

L0∫

0

|(ω1,µ
x − lϕ1,µ|2dx;

L∫

L0

κ20(ω
2,µ
x − lϕ2,µ)(ω2,µ

x − lϕ2,µ)tdx =
κ20
2

d

dt

L∫

L0

|(ω2,µ
x − lϕ2,µ)|2dx. (2.27)
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Obtemos:

d

dt
{
1

2

L0∫

0

{ρ11|ϕ
1,µ
t |2 + ρ12|ψ

1,µ
t |2 + ρ11|ω

1,µ
t |2 + b1|ψ

1,µ
x |2

|ϕ1,µ
x + ψ1,µ + lω1,µ|2 + κ10|ω

1,µ
x − lϕ1,µ|2}dx+

1

2

L∫

L0

{ρ21|ϕ
2,µ
t |2 + ρ22|ψ

2,µ
t |2 + ρ21|ω

2,µ
t |2 + b2|ψ

2,µ
x |2 +

|ϕ2,µ
x + ψ2,µ + lω2,µ|2 + κ20|ω

2,µ
x − lϕ2,µ|2}dx}+

L0∫

0

γ1|ϕ
1,µ
t |2 + γ2|ψ

1,µ
t |2 + γ3|ω

1,µ
t |2dx = 0. (2.28)

Definindo a energia,

Eµ(t) =
1

2

L0∫

0

{ρ11|ϕ
1,µ
t |2 + ρ12|ψ

1,µ
t |2 + ρ11|ω

1,µ
t |2 + b1|ψ

1,µ
x |2

|ϕ1,µ
x + ψ1,µ + lω1,µ|2 + κ10|ω

1,µ
x − lϕ1,µ|2}dx+

1

2

L∫

L0

{ρ21|ϕ
2,µ
t |2 + ρ22|ψ

2,µ
t |2 + ρ21|ω

2,µ
t |2 + b2|ψ

2,µ
x |2 +

|ϕ2,µ
x + ψ2,µ + lω2,µ|2 + κ20|ω

2,µ
x − lϕ2,µ|2}dx. (2.29)

Utilizando(2.28), segue:

d

dt
Eµ(t) = −

L0∫

0

γ1|ϕ
1,µ
t |2 + γ2|ψ

1,µ
t |2 + γ3|ω

1,µ
t |2dx, (2.30)

de onde concluı́mos que,

d

dt
Eµ(t) ≤ 0.

Logo, integrando em(0, T0) a última desigualdade, obtemos

Eµ ≤ Eµ(0).
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Donde, segue:

Eµ ≤ C, onde C independe de µ e t.

Utilizando o teorema de prolongamento de Caratheodory, na ´ultima desigualdade, podemos estende a

solução para o intervalo todo, isto é, para[0, T ] comT > 0. Além disso, Obtemos pela desigualdade de

Poincaré, que todos os termos da energia são limitados.

Destarte, obtemos

(ϕ1,µ, ϕ2,µ), (ψ1,µ, ψ2,µ), (ω1,µ, ω2,µ) e limitada em L∞(0, T ;V) (2.31)

(ϕ1,µ
t , ϕ

2,µ
t ), (ψ1,µ

t , ψ
2,µ
t ), (ω1,µ

t , ω
2,µ
t ) e limitada em L∞(0, T ;L2). (2.32)

Agora utilizaremos o teorema de Banach-Alouglu-Bourbaki,pois os espaços onde as sequências são

limitadas são, na pior das hipóteses são, espaços de Banach, dessa forma, podemos extrair uma sub-

sequência convergente de(ϕ1,µ, ϕ2,µ), (ψ1,µ, ψ2,µ), (ω1,µ, ω2,µ) que continuaremos a denotar(ϕ1,µ, ϕ2,µ), (ψ1,µ, ψ2,µ

tal que,

ϕ1,µ ∗
⇀ ϕ1 em L∞(0, T ;H1

0 (0, L0)), (2.33)

ϕ2,µ ∗
⇀ ϕ2 em L∞(0, T ;H1

0 (L0, L)), (2.34)

ψ1,µ ∗
⇀ ψ1 em L∞(0, T ;H1

0 (0, L0)), (2.35)

ψ2,µ ∗
⇀ ψ2 em L∞(0, T ;H1

0 (L0, L)) (2.36)

ω1,µ ∗
⇀ ω1 em L∞(0, T ;H1

0 (0, L0)), (2.37)

ω2,µ ∗
⇀ ω2 em L∞(0, T ;H1

0 (L0, L)). (2.38)

ϕ
1,µ
t

∗
⇀ ϕ1

t em L∞(0, T ;L2(0, L0)), (2.39)

ϕ
2,µ
t

∗
⇀ ϕ2

t em L∞(0, T ;L2(L0, L)), (2.40)

ψ
1,µ
t

∗
⇀ ψ1

t em L∞(0, T ;L2(0, L0)), (2.41)

ψ
2,µ
t

∗
⇀ ψ2

t em L∞(0, T ;L2(L0, L)), (2.42)

ω
1,µ
t

∗
⇀ ω1

t em L∞(0, T ;L2(0, L0)), (2.43)

ω
2,µ
t

∗
⇀ ω2

t em L∞(0, T ;L2(L0, L)). (2.44)

Usando o fato de que

L∞(0, T ;X) →֒ L2(0, T ;X),
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segue de (2.33) - (2.44),

ϕ1,µ ⇀ ϕ1 em L2(0, T ;H1
0 (0, L0)), (2.45)

ϕ2,µ ⇀ ϕ2 em L2(0, T ;H1
0 (L0, L)), (2.46)

ψ1,µ ⇀ ψ1 em L2(0, T ;H1
0 (0, L0)), (2.47)

ψ2,µ ⇀ ψ2 em L2(0, T ;H1
0 (L0, L)), (2.48)

ω1,µ ⇀ ω1 em L2(0, T ;H1
0 (0, L0)), (2.49)

ω2,µ ⇀ ω2 em L2(0, T ;H1
0 (L0, L)). (2.50)

ϕ
1,µ
t ⇀ ϕ1

t em L2(0, T ;L2(0, L0)), (2.51)

ϕ
2,µ
t ⇀ ϕ2

t em L2(0, T ;L2(L0, L)), (2.52)

ψ
1,µ
t ⇀ ψ1

t em L2(0, T ;L2(0, L0)), (2.53)

ψ
2,µ
t ⇀ ψ2

t em L2(0, T ;L2(L0, L)), (2.54)

ω
1,µ
t ⇀ ω1

t em L2(0, T ;L2(0, L0)), (2.55)

ω
2,µ
t ⇀ ω2

t em L2(0, T ;L2(L0, L)). (2.56)

2.3 Regularidade de soluç̃ao

Derivando (2.15), (2.16) e (2.17) em relação ao tempo, temos

L0∫

0

ρ11ϕ
1,µ
ttt u

idx+

L∫

L0

ρ21ϕ
2,µ
ttt u

idx+

L0∫

0

κ1(ϕ
1,µ
x + ψ1,µ + lω1,µ)tu

i
xdx+

L∫

L0

κ2(ϕ
2,µ
x + ψ2,µ + lω2,µ)tu

i
xdx+

L0∫

0

κ10l(ω
1,µ
x − lϕ1,µ)tu

i
xdx−

L∫

L0

κ20l(ω
2,µ
x − lϕ2,µ)tu

i
xdx+

L0∫

0

γ1ϕ
1,µ
tt u

idx = 0 (2.57)
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L0∫

0

ρ12ψ
1,µ
ttt v

idx+

L∫

L0

ρ22ψ
2,µ
ttt w

idx+

L0∫

0

κ1(ϕ
1,µ
x + ψ1,µ + lω1,µ)tv

i
xdx+

L∫

L0

κ2(ϕ
2,µ
x + ψ2,µ + lω2,µ)tw

i
xdx+

L0∫

0

b1ψ
1,µ
tx v

i
xdx+

L∫

L0

b2ψ
1,µ
tx w

i
xdx

L0∫

0

γ2ϕ
1,µ
tt v

idx = 0 (2.58)

L0∫

0

ρ11ω
1,µ
ttt h

idx+

L∫

L0

ρ21ω
2,µ
ttt z

idx+

L0∫

0

κ1l(ϕ
1,µ
x + ψ1,µ + lω1,µ)th

i
xdx−

L∫

L0

κ2(ϕ
2,µ
x + ψ2,µ + lω2,µ)tz

i
xdx+

L0∫

0

κ10(ω
1,µ
x − lϕ1,µ)th

i
xdx+

L∫

L0

κ20(ω
2,µ
x − lϕ2,µ)tz

i
xdx+

L0∫

0

γ3ϕ
1,µ
tt h

idx = 0. (2.59)

Multiplicando (2.57) pora,,i,µ e somandoi = 1, 2, ...., µ, obtemos:

L0∫

0

ρ11ϕ
1,µ
ttt

µ∑

i=1

a
,,
i,µ(t)u

idx+

L∫

L0

ρ21ϕ
2,µ
ttt

µ∑

i=1

a
,,
i,µ(t)u

idx+

L0∫

0

κ1(ϕ
1,µ
x + ψ1,µ + lω1,µ)t

µ∑

i=1

a
,,
i,µ(t)u

i
xdx+

L∫

L0

κ2(ϕ
2,µ
x + ψ2,µ + lω2,µ)t

µ∑

i=1

a
,,
i,µ(t)u

i
xdx+

L0∫

0

κ10l(ω
1,µ
x − lϕ1,µ)t

µ∑

i=1

a
,,
i,µ(t)u

i
xdx−

L∫

L0

κ20l(ω
2,µ
x − lϕ2,µ)t

µ∑

i=1

a
,,
i,µ(t)u

i
xdx+

L0∫

0

γ1ϕ
1,µ
tt

µ∑

i=1

a
,,
i,µ(t)u

idx = 0.
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Donde segue,

ρ11
2

d

dt

L0∫

0

|ϕ1,µ
tt |2dx+

ρ21
2

d

dt

L∫

L0

|ϕ2,µ
tt |2dx+

L0∫

0

κ1(ϕ
1,µ
x + ψ1,µ + lω1,µ)tϕ

1,µ
ttxdx+

L∫

L0

κ2(ϕ
2,µ
x + ψ2,µ + lω2,µ)tϕ

2,µ
ttxdx+

L0∫

0

κ10l(ω
1,µ
x − lϕ1,µ)tϕ

1,µ
tt dx−

L∫

L0

κ20l(ω
2,µ
x − lϕ2,µ)tϕ

2,µ
tt dx+

L0∫

0

γ1|ϕ
1,µ
tt |2dx = 0. (2.60)

Multiplicando (2.58) pora,,i,µ(t), em seguida somando comi = 1, 2, ..., µ, obtemos:

L0∫

0

ρ12ψ
1,µ
ttt

µ∑

i=1

a
,,
i,µ(t)v

idx+

L∫

L0

ρ22ψ
2,µ
ttt

µ∑

i=1

a
,,
i,µ(t)w

idx+

L0∫

0

κ1(ϕ
1,µ
x + ψ1,µ + lω1,µ)t

µ∑

i=1

a
,,
i,µ(t)v

i
xdx+

L∫

L0

κ2(ϕ
2,µ
x + ψ2,µ + lω2,µ)t

µ∑

i=1

a
,,
i,µ(t)w

i
xdx+

L0∫

0

b1ψ
1,µ
tx

µ∑

i=1

a
,,
i,µ(t)v

i
xdx+

L∫

L0

b2ψ
1,µ
tx

µ∑

i=1

a
,,
i,µ(t)w

i
xdx+

L0∫

0

γ2ϕ
1,µ
tt

µ∑

i=1

a
,,
i,µ(t)v

idx = 0.

Donde segue,

ρ12
2

d

dt

L0∫

0

|ψ1,µ
tt |2dx+

ρ22
2

d

dt

L∫

L0

|ψ2,µ
tt |2dx+

b1

2

d

dt

L0∫

0

|ψ1,µ
tx |2dx+

b2

2

d

dt

L∫

L0

|ψ2,µ
tx |2dx+

L∫

L0

κ2(ϕ
2,µ
x + ψ2,µ + lω2,µ)tψ

2,µ
tt dx+

L0∫

0

κ1(ϕ
1,µ
x + ψ1,µ + lω1,µ)tψ

1,µ
tt dx+

L0∫

0

γ2|ψ
1,µ
tt |2dx = 0. (2.61)
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Multiplicando (2.59) pora,,i,µ(t), em seguida somando comi = 1, 2, ..., µ, obtemos:

L0∫

0

ρ11ω
1,µ
ttt

µ∑

i=1

a
,,
i,µ(t)h

idx+

L∫

L0

ρ21ω
2,µ
ttt

µ∑

i=1

a
,,
i,µ(t)z

idx+

L0∫

0

κ1l(ϕ
1,µ
x + ψ1,µ + lω1,µ)t

µ∑

i=1

a
,,
i,µ(t)h

i
xdx

−

L∫

L0

κ2(ϕ
2,µ
x + ψ2,µ + lω2,µ)t

µ∑

i=1

a
,,
i,µ(t)z

i
xdx+

L0∫

0

κ10(ω
1,µ
x − lϕ1,µ)t

µ∑

i=1

a
,,
i,µ(t)h

i
xdx

+

L∫

L0

κ20(ω
2,µ
x − lϕ2,µ)t

µ∑

i=1

a
,,
i,µ(t)z

i
xdx+

L0∫

0

γ3ϕ
1,µ
tt

µ∑

i=1

a
,,
i,µ(t)h

idx = 0,

daı́,

ρ11
2

d

dt

L0∫

0

|ω1,µ
tt |2dx+

ρ21
2

d

dt

L∫

L0

|ω2,µ
tt |2dx+

L0∫

0

κ1l(ϕ
1,µ
x + ψ1,µ + lω1,µ)tω

1,µ
tt dx

−

L∫

L0

κ2l(ϕ
2,µ
x + ψ2,µ + lω2,µ)tω

1,µ
tt dx+

L0∫

0

κ10(ω
1,µ
x − lϕ1,µ)tω

1,µ
ttx dx

+

L∫

L0

κ20(ω
2,µ
x − lϕ2,µ)tω

1,µ
ttx dx+

L0∫

0

γ3|ω
1,µ
tt |2dx = 0. (2.62)

Do fato de:

L0∫

0

κ1(ϕ
1,µ
tx + ψ

1,µ
t + lω

1,µ
t )(ϕ1,µ

tx + ψ
1,µ
t + lω

1,µ
t )t =

κ1

2

d

dt

L0∫

0

|(ϕ1,µ
tx + ψ

1,µ
t + lω

1,µ
t )|2

L∫

L0

κ2(ϕ
2,µ
tx + ψ

2,µ
t + lω

2,µ
t )(ϕ2,µ

tx + ψ
2,µ
t + lω

2,µ
t )t =

κ2

2

d

dt

L∫

L0

|(ϕ2,µ
tx + ψ

2,µ
t + lω

2,µ
t )|2

L0∫

0

κ10(ω
1,µ
tx − lϕ

1,µ
t )(ω1,µ

tx − lϕ
1,µ
t )tdx = −

κ10
2

d

dt

L0∫

0

|(ω1,µ
tx − lϕ

1,µ
t |2dx

L∫

L0

κ20(ω
2,µ
tx − lϕ

2,µ
t )(ω2,µ

tx − lϕ
2,µ
t )tdx = −

κ20
2

d

dt

L∫

L0

|(ω2,µ
tx − lϕ

2,µ
t |2dx,
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e das equações(2.60), (2.61) e (2.62), obtemos,

d

dt

1

2

L0∫

0

[ρ11|ϕ
1,µ
tt |2 + ρ12|ψ

1,µ
tt |2 + b1|ψ

1,µ
tx |2 + ρ11|ω

1,µ
tt |2

+κ1|(ϕ
1,µ
tx + ψ

1,µ
t + lω

1,µ
t )|2 − κ10|(ω

1,µ
tx − lϕ

1,µ
t |2]dx

+
d

dt

1

2

L∫

L0

[ρ21|ϕ
2,µ
tt |2 + ρ22|ψ

2,µ
tt |2 + b2|ψ

2,µ
tx |2 + ρ21|ω

2,µ
tt |2

+κ2|(ϕ
2,µ
tx + ψ

2,µ
t + lω

2,µ
t )|2 − κ20|(ω

2,µ
tx − lϕ

2,µ
t |2]dx

+

L0∫

0

{
γ1|ϕ

1
tt|

2 + γ2|ψ
1
tt|

2 + γ3|ω
1
tt|

2
}
dx = 0.

Definindo a energia de segunda ordem, da seguinte maneira

εµ(t) =
1

2

L∫

0

[ρ11|ϕ
1,µ
tt |2 + ρ12|ψ

1,µ
tt |2 + b1|ψ

1,µ
tx |2 + ρ11|ω

1,µ
tt |2

+κ1|(ϕ
1,µ
tx + ψ

1,µ
t + lω

1,µ
t )|2 − κ10|(ω

1,µ
tx − lϕ

1,µ
t )|2]dx

+
1

2

L∫

L0

[ρ21|ϕ
2,µ
tt |2 + ρ22|ψ

2,µ
tt |2 + b2|ψ

2,µ
tx |2 + ρ21|ω

2,µ
tt |2

+κ2|(ϕ
2,µ
tx + ψ

2,µ
t + lω

2,µ
t )|2 − κ20|(ω

2,µ
tx − lϕ

2,µ
t )|2]dx.

Das duas últimas igualdades, temos

d

dt
εµ(t) = −

L0∫

0

{
γ1|ϕ

1
tt|

2 + γ2|ψ
1
tt|

2 + γ3|ω
1
tt|

2
}
dx,

donde segue,

d

dt
εµ(t) < 0.

Agora integrando(0, T ) a última desigualdade, obtemos

εµ(t) < ε(0),
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desde que sejam limitadas,

ϕ
1,µ
tt (0), ϕ2,µ

tt (0), ψ1,µ
tt (0), ψ2,µ

tt (0), ω1,µ
tt (0) e ω2,µ

tt (0),

temos

1

2

L∫

0

[ρ11|ϕ
1,µ
tt |2 + ρ12|ψ

1,µ
tt |2 + b1|ψ

1,µ
tx |2 + ρ11|ω

1,µ
tt |2

+κ1|(ϕ
1,µ
tx + ψ

1,µ
t + lω

1,µ
t )|2 − κ10|(ω

1,µ
tx − lϕ

1,µ
t |2]dx

+
1

2

L∫

L0

[ρ21|ϕ
2,µ
tt |2 + ρ22|ψ

2,µ
tt |2 + b2|ψ

2,µ
tx |2 + ρ21|ω

2,µ
tt |2

+κ2|(ϕ
2,µ
tx + ψ

2,µ
t + lω

2,µ
t )|2 − κ20|(ω

2,µ
tx − lϕ

2,µ
t |2]dx ≤ C,

onde C independe deµ e t∈ [T,0].

Portanto,

(ϕ1,µ
tt (t), ϕ2,µ

tt (t)) e limitada em L∞(0, T ;L2);

(ψ1,µ
tt (t), ψ2,µ

tt (t)) e limitada em L∞(0, T ;L2);

(ω1,µ
tt (t), ω2,µ

tt (t)) e limitada em L∞(0, T ;L2).

De fato, consideremos as seguintes equações aproximadasdo sistema:





ρ11(ϕ
1,µ
tt , u)− κ1((ϕ

1,µ
x + ψ1,µ + lω1,µ)x, u)− κl0l((ω

1,µ
x − lϕ1,µ), u) + γ1(ϕ

1,µ
t , u) = 0

ρ12(ψ
1,µ
tt , v)− b1(ψ

1,µ
xx , v) + κ1((ϕ

1,µ
x + ψ1,µ + lω1,µ), v) + γ2(ψ

1,µ
t , v) = 0

ρ11(ω
1,µ
tt , h)− κ10((ω

1,µ
x − lϕ1,µ)x, h) + κ1l((ϕ

1,µ
x + ψ1,µ + lω1,µ), h) + γ3(ω

1,µ
t , h) = 0

ρ21(ϕ
2,µ
tt , u)− κ2(ϕ

2,µ
x + ψ2,µ + lω2,µ)x, u)− κ20l((ω

2,µ
x − lϕ2,µ), u) = 0

ρ22(ψ
2,µ
tt , w) − b2(ψ

2,µ
xx , w) + κ2((ϕ

2,µ
x + ψ2,µ + lω2,µ), w) = 0

ρ21(ω
2,µ
tt , z)− κ20((ω

2,µ
x − lϕ2,µ)x, z) + κ2l((ϕ

2,µ
x + ψ2,µ + lω2,µ), z) = 0

Fazendo respectivamente na primeira e terceira equação do último sistema:

t −→ 0+, u = ϕ
1,µ
tt , integrando de0 atéL0 eu = ϕ

2,µ
tt , integrandoL0 atéL,
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em seguida, somando-as obtemos:

L0∫

0

ρ11|ϕ
1,µ
tt (0)|2dx+

L∫

L0

ρ21|ϕ
2,µ
tt (0)|2dx ≤

L0∫

0

|κ1(ϕ
1,µ
x (0) + ψ1,µ(0) + lω1,µ(0))x||ϕ

1,µ
tt (0)|dx +

L∫

L0

|κ2(ϕ
2,µ
x (0) + ψ2,µ(0) + lω2,µ(0))x||ϕ

2,µ
tt (0)|dx +

L0∫

0

|κ10l((ω
1,µ
x (0)− lϕ1,µ(0))||ϕ1,µ

tt (0)|dx +

L∫

L0

|κ20l((ω
2,µ
x (0)− lϕ2,µ(0))||ϕ2,µ

tt (0)|dx

L0∫

0

|γ1(ϕ
1,µ
t (0)||ϕ1,µ

tt (0)|dx, (2.63)

agora, usando a desigualdade de Young em (2.63) obtemos:

ρ11

L0∫

0

|ϕ1,µ
tt (0)|2dx+ ρ21

L∫

L0

|ϕ2,µ
tt (0)|2dx ≤

κ1ǫ1

2

L0∫

0

|(ϕ1,µ
x (0) + ψ1,µ(0) + lω1,µ(0))x|

+
κ2ǫ2

2

L∫

L0

|(ϕ2,µ
x (0) + ψ2,µ(0) + lω2,µ(0))x|

+
κl0lǫ3

2

L0∫

0

|((ω1,µ
x (0)− lϕ1,µ(0))| +

κl0l

2ǫ3

L0∫

0

|ϕ1,µ
tt (0)|dx

+
κ20lǫ4

2

L∫

L0

|((ω2,µ
x (0)− lϕ2,µ(0))| +

κ20l

2ǫ4

L∫

L0

|ϕ2,µ
tt (0)|dx

+
γ1ǫ5

2

L0∫

0

|(ϕ1,µ
t (0)|+

γ1

2ǫ5

L0∫

0

|ϕ1,µ
tt (0))|dx,

+
κ1

2ǫ1

L0∫

0

|ϕ1,µ
tt (0))|dx +

κ2

2ǫ2

L∫

L0

|ϕ2,µ
tt (0))|dx.
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Destarte, segue

ρ11
4

L0∫

0

|ϕ1,µ
tt (0)|2dx+

3ρ21
4

L∫

L0

|ϕ2,µ
tt (0)|2dx ≤ C{

L0∫

0

|κ1(ϕ
1,µ
x (0) + ψ1,µ(0) + lω1,µ(0))x|

+

L∫

L0

|κ2(ϕ
2,µ
x (0) + ψ2,µ(0) + lω2,µ(0))x|

+

L0∫

0

|κl0l((ω
1,µ
x (0)− lϕ1,µ(0))|

+

L∫

L0

|κ20l((ω
2,µ
x (0)− lϕ2,µ(0))|}dx

+C{

L0∫

0

|γ1(ϕ
1,µ
t (0)|}dx.

Consequentemente, segue

|ϕ1,µ
tt (0)| ≤ C1 e |ϕ2,µ

tt (0)| ≤ C2.

OndeC1 eC2 independem deµ e t.

De modo análogo, tem-se:

|ψ1,µ
tt (0)| ≤ C3, |ψ

2,µ
tt (0)| ≤ C4, |ω

1,µ
tt (0)| ≤ C5 e |ω2,µ

tt (0)| ≤ C6.

Mais uma vez utilizaremos o teorema de Banach-Alouglu-Bourbaki, pois os espaços onde as sequências

são limitadas, continuam sendo, na pior das hipóteses, espaços de Banach, dessa forma, podemos extrair

uma subsequência convergente de(ϕ1,µ
tt , ϕ

2,µ
tt ), (ψ1,µ

tt , ψ
2,µ
tt ), (ω1,µ

tt , ω
2,µ
tt ) que continuaremos a denotar

(ϕ1,µ
tt , ϕ

2,µ
tt ), (ψ1,µ

tt , ψ
2,µ
tt ), (ω1,µ

tt , ω
2,µ
tt ) tal que,

ϕ
1,µ
tt

∗
⇀ ϕ1

tt em L∞(0, T ;L2(0, L0)), (2.64)

ϕ
2,µ
tt

∗
⇀ ϕ2

tt em L∞(0, T ;L2(L0, L)), (2.65)

ψ
1,µ
tt

∗
⇀ ψ1

tt em L∞(0, T ;L2(0, L0)), (2.66)

ψ
2,µ
tt

∗
⇀ ψ2

tt em L∞(0, T ;L2(L0, L)), (2.67)

ω
1,µ
tt

∗
⇀ ω1

tt em L∞(0, T ;L2(0, L0)), (2.68)

ω
2,µ
tt

∗
⇀ ω2

tt em L∞(0, T ;L2(L0, L)). (2.69)
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Pelo fato de que

L∞(0, T ;X) →֒ L2(0, T ;X),

segue de (2.64) - (2.69),

ϕ
1,µ
tt ⇀ ϕ1

tt em L2(0, T ;L2(0, L0)), (2.70)

ϕ
2,µ
tt ⇀ ϕ2

tt em L2(0, T ;L2(L0, L)), (2.71)

ψ
1,µ
tt ⇀ ψ1

tt em L2(0, T ;L2(0, L0)), (2.72)

ψ
2,µ
tt ⇀ ψ2

tt em L2(0, T ;L2(L0, L)), (2.73)

ω
1,µ
tt ⇀ ω1

tt em L2(0, T ;L2(0, L0)), (2.74)

ω
2,µ
tt ⇀ ω2

tt em L2(0, T ;L2(L0, L)). (2.75)

De (2.31) e (2.32), segue

(ϕ1,µ, ϕ2,µ), (ψ1,µ, ψ2,µ), (ω1,µ, ω2,µ) e limitada em L2(0, T ;V)

(ϕ1,µ
t , ϕ

2,µ
t ), (ψ1,µ

t , ψ
2,µ
t ), (ω1,µ

t , ω
2,µ
t ) e limitada em L2(0, T ;L2).

De modo que usando o Lema de compacidade de Aubin-Lions, comB0 = V, B = B1 = L2, pode-

mos extrair novamente uma subsequência de(ϕ1,µ, ϕ2,µ), (ψ1,µ, ψ2,µ), (ω1,µ, ω2,µ) que continuaremos

a denotar por(ϕ1,µ, ϕ2,µ), (ψ1,µ, ψ2,µ), (ω1,µ, ω2,µ) tal que

(ϕ1,µ, ϕ2,µ) −→ (ϕ1, ϕ2) forte em L2(0, T ;L2) (2.76)

(ψ1,µ, ψ2,µ) −→ (ψ1, ψ2) forte em L2(0, T ;L2) (2.77)

(ω1,µ, ω2,µ) −→ (ω1, ω2) forte em L2(0, T ;L2). (2.78)
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2.4 Unicidade de soluç̃ao

Sejam(ϕ1, ϕ2, ψ1, ψ2, ω1, ω2) e (ϕ̂1, ϕ̂2, ψ̂1, ψ̂2, ω̂1, ω̂2) soluções forte do problema(2.1) − (2.6) nas

condições do teorema (2.2) e considere,

ϕ1 = ϕ1 − ϕ̂1

ϕ2 = ϕ2 − ϕ̂2

ψ1 = ψ1 − ψ̂1

ψ2 = ψ2 − ψ̂2

ω1 = ω1 − ω̂1

ω2 = ω2 − ω̂2,

e satisfaça

(ϕ1(0, x), ϕ1
t (0, x), ϕ

1
x(0, x)) = (0, 0, 0) (2.79)

(ψ1(0, x), ψ1
t (0, x), ψ

1
x(0, x)) = (0, 0, 0) (2.80)

(ω1(0, x), ω1
t (0, x), ω

1
x(0, x)) = (0, 0, 0), (2.81)

agora denina a energiaE(x, t) como segue,

E(x, t) =
1

2

L0∫

0

{ρ11|ϕ
1
t |
2 + ρ12|ψ

1
t |

2 + ρ11|ω
1
t |

2 + b1|ψ
1
x|

2

|ϕ1
x + ψ1 + lω1|2 + κ10|ω

1
x − lϕ1|2}dx+

1

2

L∫

L0

{ρ21|ϕ
2
t |
2 + ρ22|ψ

2
t |

2 + ρ21|ω
2
t |

2 + b2|ψ
2
x|

2 +

|ϕ2
x + ψ2 + lω2|2 + κ20|ω

2
x − lϕ2|2}dx.
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Multiplicando, cada uma das equações (2.1) - (2.3) respectivamente porϕ1
t , ψ1

t e ω1
t . Em seguida

integrarmos de(0, L0), obtemos:





L0∫

0

ρ11ϕ
1
ttϕ

1
t dx

︸ ︷︷ ︸
:=I1

−

L0∫

0

κ1(ϕ
1
x + ψ1 + lω1)xϕ

1
t dx

︸ ︷︷ ︸
:=I2

+

L0∫

0

κ10l(ω
1
x − lϕ1)ϕ1

t dx

︸ ︷︷ ︸
:=I3

+

L0∫

0

γ1ϕtϕ
1
t

︸ ︷︷ ︸
I:=4

= 0

L0∫

0

ρ12ψ
1
ttψ

1
t dx

︸ ︷︷ ︸
:=I5

−

L0∫

0

b1ψ
1
xxψ

1
t dx

︸ ︷︷ ︸
:=I6

+

L0∫

0

κ1(ϕ
1
x + ψ1 + lω1)ψ1

t dx

︸ ︷︷ ︸
:=I7

+

L0∫

0

γ2ψ
1
tψ

1
t dx

︸ ︷︷ ︸
:=I8

= 0

L0∫

0

ρ11ω
1
ttω

1
t dx

︸ ︷︷ ︸
:=I9

−

L0∫

0

κ10(ω
1
x − lϕ1)xω

1
t dx

︸ ︷︷ ︸
:=I10

+

L0∫

0

κ1l(ϕ
1
x + ψ1 + lω1)ω1

t dx

︸ ︷︷ ︸
:=I11

+

l0∫

0

γ3ω
1
t ω

1
t dx

︸ ︷︷ ︸
:=I12

= 0

(2.82)

De (I1), (I5) e (I9) segue:

L0∫

0

ρ11ϕ
1
ttϕ

1
t dx =

1

2

d

dt

L0∫

0

ρ11‖ϕ
1
t ‖

2dx.

L0∫

0

ρ12ψ
1
ttψ

1
t dx =

1

2

d

dt

L0∫

0

ρ12‖ψ
1
t ‖

2dx.

L0∫

0

ρ11ω
1
ttω

1
t dx =

1

2

d

dt

L0∫

0

ρ11‖ω
1
t ‖

2dx.

Além disso, integrando por parteI6, segue:

L0∫

0

b1ψ
1
xxψ

1
t dx = [b1ψ

1
xψ

1
t ]

L0
0 −

L0∫

0

b1ψ
1
xψ

1
txdx

= b1ψ
1
x(L0)ψ

1
t (L0)− ψ1

x(0)ψ
1
t (0)−

L0∫

0

b1ψ
1
xψ

1
txdx,

mas note que

L0∫

0

b1ψ
1
xxψ

1
t dx = −

L0∫

0

1

2

d

dt
|ψ1

x|
2dx+ b1ψ

1
x(L0)ψ

1
t (L0).
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DeI4, I8 e I12, temos:

L0∫

0

γ1ϕ
1
tϕ

1
t dx =

L0∫

0

γ1|ϕ
1
t |
2dx

L0∫

0

γ2ψ
1
tψ

1
t dx =

L0∫

0

γ2|ψ
1
t |

2dx

L0∫

0

γ3ω
1
tω

1
t dx =

L0∫

0

γ3|ω
1
t |

2dx.

Integrando por parteI2, obtemos:

−

L0∫

0

κ1(ϕ
1
x + ψ1 + lω1)ϕ1

t dx = [−κ1(ϕ
1
x + ψ1 + lω1)ϕ1

t ]
L0
0

+

L0∫

0

κ1(ϕ
1
x + ψ1 + lω1)ϕ1

txdx

ou ainda,

−

L0∫

0

κ1(ϕ
1
x + ψ1 + lω1)xϕ

1
t dx = −κ1(ϕ

1
x(L0) + ψ1(L0) + lω1(L0))ϕ

1
t

+

L0∫

0

κ1(ϕ
1
x + ψ1 + lω1)ϕ1

txdx.
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SomandoI2, I7 e I11, segue:

− κ1(ϕ
1
x(L0) + ψ1(L0) + lω1(L0))ϕ

1
t +

L0∫

0

κ1(ϕ
1
x + ψ1 + lω1)ϕ1

txdx

+

L0∫

0

κ1(ϕ
1
x + ψ1 + lω1)ψ1

t dx+

L0∫

0

κ1l(ϕ
1
x + ψ1 + lω1)ω1

t dx

=

L0∫

0

κ1(ϕ
1
x(L0) + ψ1(L0) + lω1(L0)(ϕ

1
tx + ψ1

t + lω1
t )dx− κ1(ϕ

1
x(L0) + ψ1(L0) + lω1(L0))ϕ

1
t

= −κ1(ϕ
1
x(L0) + ψ1(L0) + lω1(L0))ϕ

1
t +

L0∫

0

κ1(ϕ
1
x + ψ1 + lω1)(ϕ1

x + ψ1 + lω1)tdx

= −κ1(ϕ
1
x(L0) + ψ1(L0) + lω1(L0))ϕ

1
t +

1

2

d

dt
κ1

L0∫

0

|(ϕ1
x + ψ1 + lω1)|2.

Agora, integrando por parteI10 e somando aI3, obtemos:

−

L0∫

0

κ10l(ω
1
x − lϕ1)ϕ1

t − κ10(ω
1
x(L0)− lϕ1(L0))ω

1
t +

L0∫

0

κ10(ω
1
x − lϕ1)ω1

txdx

=

L0∫

0

κ10(ω
1
x − lϕ1)(ω1

x − lϕ1)tdx− κ10(ω
1
x(L0)− lϕ1(L0))ω

1
t

= −κ10(ω
1
x(L0)− lϕ1(L0))ω

1
t +

1

2

d

dt

L0∫

0

κ10|ω
1
x − lϕ1|2dx.

Somando deI7 atéI15, segue:

1

2

d

dt

L0∫

0

ρ11|ϕ
1
t |
2dx+

1

2

d

dt

L0∫

0

ρ12|ψ
1
t |

2dx+
1

2

d

dt

L0∫

0

ρ11|ω
1
t |

2dx

+
1

2

d

dt

L0∫

0

b1|ψ
1
x|

2dx+
1

2

d

dt

L0∫

0

|ϕ1
x + ψ1 + lω1|2dx+

1

2

d

dt

L0∫

0

κ10|ω
1
x − lϕ1|2dx

+b1ψ
1
x(L0)ψ

1
t (L0)− κ1(ϕ

1
x(L0) + ψ1(L0) + lω1(L0)ϕ

1
t (L0))− κ10(ω

1
x(L0)− lϕ1(L0))ω

1
t

+

L0∫

0

γ1|ϕ
1
t |
2dx+

L0∫

0

γ2|ψ
1
t |

2dx+

L0∫

0

γ3|ω
1
t |

2dx = 0. (2.83)
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Multiplicando, cada uma das equações (2.4) - (2.6) respectivamente porϕ2
t , ψ2

t e ω2
t . Em seguida

integrarmos de(L0, L), obtemos:

L∫

L0

ρ21ϕ
2
ttϕ

2
t dx

︸ ︷︷ ︸
:=I13

−

L∫

L0

κ2
(
ϕ2
x + ψ2 + lω2

)
x
ϕ2
tdx

︸ ︷︷ ︸
:=I14

+

L∫

L0

κ20l
(
ω2
x − lϕ2

)
ϕ2
tdx

︸ ︷︷ ︸
:=I15

= 0

L∫

L0

ρ22ψ
2
ttψ

2
t dx

︸ ︷︷ ︸
:=I16

−

L∫

L0

b2ψ
2
xxψ

2
t dx

︸ ︷︷ ︸
:=I17

+

L∫

L0

κ2
(
ϕ2
x + ψ2 + lω2

)
ψ2
t

︸ ︷︷ ︸
:=I18

= 0

L∫

L0

ρ21ω
2
ttω

2
t dx

︸ ︷︷ ︸
:=I19

−

L∫

L0

κ20
(
ω2
x − lϕ2

)
x
ω2
t dx

︸ ︷︷ ︸
:=I20

+

L∫

L0

κ2l
(
ϕ2
x + ψ2 + lω2

)
ω2
t dx

︸ ︷︷ ︸
:=I21

= 0.

De modo análogo ao sistema(2.82), tem-se que:

1

2

d

dt

L∫

L0

ρ21|ϕ
2
t |
2dx+

1

2

d

dt

L∫

L0

ρ22|ψ
2
t |

2dx+
1

2

d

dt

L∫

L0

ρ21|ω
2
t |

2dx+

1

2

d

dt

L∫

L0

b2|ψ
2
x|

2dx+
1

2

d

dt

L∫

L0

|ϕ2
x + ψ2 + lω2|2dx+

1

2

d

dt

L∫

L0

κ20|ω
2
x − lϕ2|2dx+

b2ψ
2
x(L0)ψ

2
t (L0) + κ2(ϕ

2
x(L0) + ψ2(L0) + lω2(L0)ϕ

2
t (L0)) +

κ20(ω
2
x(L0)− lϕ2(L0))ω

2
t = 0. (2.84)
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De (2.83) e (2.84), obtemos

1

2

d

dt

L0∫

0

{ρ11|ϕ
1
t |
2 + ρ12|ψ

1
t |

2 + ρ11|ω
1
t |

2 +

b1|ψ
1
x|

2 + |ϕ1
x + ψ1 + lω1|2 + κ10|ω

1
x − lϕ1|2}dx+

1

2

d

dt

L∫

L0

{ρ21|ϕ
2
t |
2 + ρ22|ψ

2
t |

2 + ρ21|ω
2
t |

2 +

b2|ψ
2
x|

2 + |ϕ2
x + ψ2 + lω2|2 + κ20|ω

2
x − lϕ2|2}dx+

L0∫

0

{γ1|ϕ
1
t |
2 + γ2|ψ

1
t |

2 + γ3(ω
1
t )

2}dx−

b1ψ
1
x(L0)ψ

1
t (L0)− κ1(ϕ

1
x(L0) + ψ1(L0) + lω1(L0))ϕ

1
t (L0)−

κ10(ω
1
x(L0)− lϕ1(L0))ω

1
t (L0) + κ20(ω

2
x(L0)− lϕ2(L0))ω

2
t (L0)

b2ψ
2
x(L0)ψ

2
t (L0) + κ2(ϕ

2
x(L0) + ψ2(L0) + lω2(L0))ϕ

2
t (L0) = 0.

Logo, segue pelas condições de transmissão que:

d

dt
{
1

2

L0∫

0

{ρ11|ϕ
1
t |
2 + ρ12|ψ

1
t |

2 + ρ11|ω
1
t |

2 + b1|ψ
1
x|

2

|ϕ1
x + ψ1 + lω1|2 + κ10|ω

1
x − lϕ1|2}dx+

1

2

L∫

L0

{ρ21|ϕ
2
t |
2 + ρ22|ψ

2
t |

2 + ρ21|ω
2
t |

2 + b2|ψ
2
x|

2 +

|ϕ2
x + ψ2 + lω2|2 + κ20|ω

2
x − lϕ2|2}dx} = −

L0∫

0

{γ1|ϕ
1
t |
2 + γ2|ψ

1
t |

2 + γ3|ω
1
t |

2}dx.

de onde concluı́mos,

d

dt
E(t) = −

L0∫

0

{γ1|ϕ
1
t |
2 + γ2|ψ

1
t |

2 + γ3|ω
1
t |

2}dx.

ou ainda que,

d

dt
E(t) ≤ 0,
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e finalmente integrando de0 atét, obtemos:

E(t) ≤ E(0) ∀t.

Segue de (2.79), (2.80) e (2.81) queE(0, x) = 0, dessa forma obtemos queE(x, t) = 0. Utilizando

a desigualdade de Poincaré, obtemos a unicidade para nossoproblema, isto é,

ϕ1 = ϕ̂1

ϕ2 = ϕ̂2

ψ1 = ψ̂1

ψ2 = ψ̂2

ω1 = ω̂1

ω2 = ω̂2.

�

Lima Mendes, G. J PDM - UFPA



CAPÍTULO 3

Decaimento Exponencial

3.1 Decaimento Exponencial

Um dos resultados mais importante, é o decaimento exponencial das soluções com relação a dependência

da variável temporal t. Em função disso, analisaremos emnosso modelo, esse tipo de estudo que, é o

objeto de investigação para muitos pesquisadores em diversas parte do mundo.

Os sistemas fı́sicos possuem em si, de modo natural, fenômenos de dissipação de energia. Mas, por

outro lado temos mecanismos de liberação de energia que, são de grande interesse para os matemáticos

e engenheiros. Dentre eles destacamos, por exemplo: dissipações friccionais, viscosas, viscoelásticas e

efeito memória.

SeE(t) representa a energia das soluções de modelos dissipativos, então nosso objetivo é encontrar

constantes positivasC0 eC1, ondeC1 = 2γ, de modo que:

ε(t) 6 C0E(0)e−C1tt ≥ 0. (3.1)

47
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A desigualdade (3.1), nos indica que a energia das soluções pode ser controlada por uma função expo-

nencial decrescente. Dessa forma, estabilizando rapidamente as soluções. Esse tipo de comportamento,

é de grande interesse para muitos pesquisadores.

Para alcançar o resultado acima, algumas técnicas e métodos tem sido utilizas com bastante sucesso.

O método consiste em construir um funcional que na literatura é conhecido, como funcional de Lya-

punov, tal que,

N1E(t) 6 L(t) 6 N2E(t), t ≥ 0 (3.2)

ondeL(t) é equivalenteE(t) eN1,N2 são constantes positivas.

Para obtermos exito em nosso estudo, devemos encontrar a seguinte desigualdade:

d

dt
L(t) 6 −N0E(t) t ≥ 0 (3.3)

comN0 > 0. De fato, usando a equivalência (3.2) obtemos:

d

dt
L(t) 6 −

N0

N2
L(t) t ≥ 0, (3.4)

cuja a solução é:

L(t) 6 L(0)e−αt t ≥ 0, (3.5)

comα = N0
N2

. Recorrendo novamente a equivalência (3.2), obtemos o decaimento exponencial da energia

ε(t), isto é,

ε(t) 6 C0E(0)e−2γt. (3.6)

Para mostraremos que a solução do problema (2.1) - (2.14) decai exponencialmente para zero quando

o tempo vai para o infinito, utilizaremos um Modelo equivalente. Em seguida construiremos o funcional,

L(t), de Lyapunov. E a técnica utilizada, será a técnica multiplicativa, que consiste obter funções adequa-

das que multiplicadas pelas equações do modelo nos permita a construção das equivalências necessárias.

Denotemos porU1(x, t) = ϕ1(x, t)eγt, V 1(x, t) = ψ1(x, t)eγt, W 1(x, t) = ω1(x, t)eγt, sendo

γ > 0. Então,

U1
t = ϕ1

teγt + γU1, U1
tt = ϕ1

tte
γt + 2γU1

t − γ2U1,

V 1
t = ψ1

t eγt + γV 1, V 1
tt = ψ1

tte
γt + 2γV 1

t − γ2V 1,

W 1
t = ω1

t eγt + γW 1, W 1
tt = ω1

tte
γt + 2γW 1

t − γ2W 1
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U2
t = ϕ2

teγt + γU2, U2
tt = ϕ2

tte
γt + 2γU2

t − γ2U2,

V 2
t = ψ2

t eγt + γV 2, V 2
tt = ψ2

tte
γt + 2γV 2

t − γ2V 2,

W 2
t = ω2

t eγt + γW 2, W 2
tt = ω2

tte
γt + 2γW 2

t − γ2W 2.

Observe que introduzindo a notaç̃ao:

ρj (x) =

{
ρ1j , se x ∈ [0, L0]

ρ2j , se x ∈ [L0, L]
, κ (x) =

{
κ1, se x ∈ [0, L0]

κ2, se x ∈ [L0, L]
,

b (x) =

{
b1, se x ∈ [0, L0]

b2, se x ∈ [L0, L]
e κ0 (x) =

{
κ10, se x ∈ [0, L0]

κ21, se x ∈ [L0, L]

U(x, t) =

{
U1(x, t), se x ∈ (0, L0)× (0,∞)

U2(x, t), se x ∈ (L0, L)× (0,∞)

V (x, t) =

{
V 1(x, t), se x ∈ (0, L0)× (0,∞)

V 2(x, t), se x ∈ (L0, L)× (0,∞)

W (x, t) =

{
W 1(x, t), se x ∈ (0, L0)× (0,∞)

W 2(x, t), se x ∈ (L0, L)× (0,∞).

Em seguida, multiplicarmos as equações (2.1) - (2.6) por eγt e usando as igualdades acima, teremos

(U1, V 1,W 1, U2, V 2,W 2) que satisfaz o Modelo equivalente,

ρ11U
1
tt − κ1(U

1
x + V 1 + lW 1)x − κl0l(W

1
x − lU1) + γ1U

1
t = Q1, em(0, L0)× (0,∞), (3.7)

ρ12V
1
tt − b1V

1
xx + κ1(U

1
x + V 1 + lW 1) + γ2V

1
t = R1, em(0, L0)× (0,∞), (3.8)

ρ11W
1
tt − κ10(W

1
x − lU1)x + κ1l(U

1
x + V 1 + lW 1) + γ3W

1
t = S1, em(0, L0)× (0,∞), (3.9)

ρ21U
2
tt − κ2

(
U2
x + V 2 + lW 2

)
x
− κ20l(W

2
x − lU2) = Q2, em (L0, L)× (0,∞), (3.10)

ρ22V
1
tt − b2V

2
xx + κ2

(
U2
x + V 2 + lW 2

)
= R2, em (L0, L)× (0,∞), (3.11)

ρ21W
2
tt − κ20

(
W 2

x − lU2
)
x
+ κ2l(U

2
x + V 2 + lW 2) = S2, em(L0, L)×, (0,∞), (3.12)
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onde

Q1 = 2ρ11γU
1
t + (γ1 − ρ11γ)γU

1, (3.13)

R1 = 2ρ12γV
1
t + (γ2 − ρ12γ)γV

1, (3.14)

S1 = 2ρ11γW
1
t + (γ3 − ρ11γ)γW

1, (3.15)

Q2 = 2ρ21γU
2
t − ρ21γ

2U2, (3.16)

R2 = 2ρ22γV
2
t − ρ22γ

2V 2, (3.17)

S2 = 2ρ21γW
2
t − ρ21γ

2W 2, (3.18)

e além disso, com(U1, V 1,W 1, U2, V 2,W 2) satisfazendo as condições de fronteiras

U1(0, t) = U2(L, t) = V 1(0, t) = V 2(L, t) =W 1(0, t) =W 2(L, t) = 0 (3.19)

às condiç̃oes de transmiss̃ao:

κ1U(L0, t) = κ2U
2(L0, t), κ1U

1
x(L0, t) = κ2U

2
x(L0, t), ρ

1
1U

1
t (L0, t) = ρ21U

2
t (L0, t) (3.20)

κ1V
1(L0, t) = κ2V

2(L0, t), b1V
1
x (L0, t) = b2V

2
x (L0, t), ρ

1
1V

1
t (L0, t) = ρ22V

2
t (L0, t) (3.21)

κ1W
1(L0, t) = κ2W 2(L0, t), κ

1
0W

1
x (L0, t) = κ20U

2
x(L0, t), ρ

1
1W

1
t (L0, t) = ρ21W

2
t (L0, t) (3.22)

κ10W
1(L0, t) = κ2W 2

0 (L0, t), κ
1
0U

1(L0, t) = κ2U2
0 (L0, t). (3.23)

e às condiç̃oes iniciais:

U i(x, 0) = U i
0(x, 0), U

i
t (x, 0) = U i

1(x, 0) + γU i
0(x, 0), i = 1, 2 (3.24)

V i(x, 0) = V i
0 (x, 0), V

i
t (x, 0) = V i

1 (x, 0) + γV i
0 (x, 0), i = 1, 2 (3.25)

W i(x, 0) =W i
0(x, 0), W

i
t (x, 0) =W i

1(x, 0) + γW i
0(x, 0). i = 1, 2. (3.26)

Para demonstrarmos o lema a seguir e facilitar o entendimento de nosso estudo, dividiremos nosso

último sistema em dois,P1 e P2. OndeP1 é constituı́do pelas três primeiras equações eP2 pelas três

Lima Mendes, G. J PDM - UFPA



Capı́tulo 3. Decaimento Exponencial 51

últimas, com suas respectivas energias.

E1(t) =
1

2

L0∫

0

{ρ11|U
1
t |

2 + ρ12|V
1
t |

2 + ρ11|W
1
t |

2 + b1|V
1
x |

2 + |U1
x + V 1 +W 1|2 + κ10|W

1
x − lU1|2}dx

E2(t) =
1

2

L∫

L0

{ρ21|U
2
t |

2 + ρ22|V
2
t |

2 + ρ21|W
2
t |

2 + b2|V
2
x |

2 + |U2
x + V 2 +W 2|2 + κ20|W

2
x − lU2|2}dx

Lema 3.1. Existe uma constanteC > 0 tal que

d

dt
E(t) 6 −

L0∫

0

{γ1|U
1
t |

2 + γ2|V
1
t |

2 + γ3|W
1
t |

2}+ CγE(t)

Prova. Multiplicando cada uma das equações (3.7) - (3.9) que, constituem o sistemaP1, respectivamente

porU1
t ,V 1

t e W 1
t . Em seguida integrarmos de(0, L0), obtemos:

L0∫

0

ρ11U
1
ttU

1
t dx

︸ ︷︷ ︸
:=I1

−

L0∫

0

κ1(U
1
x + V 1 + lW 1)xU

1
t dx

︸ ︷︷ ︸
:=I2

+

L0∫

0

κ10l(W
1
x − lU1)U1

t dx

︸ ︷︷ ︸
:=I3

+

L0∫

0

γ1UtU
1
t

︸ ︷︷ ︸
:=4

=

L0∫

0

QUt

︸ ︷︷ ︸
I

L0∫

0

ρ12V
1
ttV

1
t dx

︸ ︷︷ ︸
:=I5

−

L0∫

0

b1V
1
xxV

1
t dx

︸ ︷︷ ︸
:=I6

+

L0∫

0

κ1(U
1
x + V 1 + lW 1)V 1

t dx

︸ ︷︷ ︸
:=I7

+

L0∫

0

γ2V
1
t V

1
t dx

︸ ︷︷ ︸
:=I8

=

L0∫

0

RVt

︸ ︷︷ ︸
II

L0∫

0

ρ11W
1
ttW

1
t dx

︸ ︷︷ ︸
:=I9

−

L0∫

0

κ10(W
1
x − lU1)xW

1
t dx

︸ ︷︷ ︸
:=I10

+

L0∫

0

κ1l(U
1
x + V 1 + lW 1)W 1

t dx

︸ ︷︷ ︸
:=I11

+

l0∫

0

γ3W
1
t W

1
t dx

︸ ︷︷ ︸
:=I12

=

L0∫

0

SWt

︸ ︷︷ ︸
III

.

DeI1, I2, I9, segue

L0∫

0

ρ11U
1
ttU

1
t dx =

1

2

d

dt

L0∫

0

ρ11|U
1
t |

2dx. (3.27)

L0∫

0

ρ12V
1
ttV

1
t dx =

1

2

d

dt

L0∫

0

ρ12|V
1
t |

2dx. (3.28)

L0∫

0

ρ11W
1
ttW

1
t dx =

1

2

d

dt

L0∫

0

ρ11|W
1
t |

2dx. (3.29)
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Além disso, intregrando por parteI6, temos

L0∫

0

b1V
1
xxV

1
t dx = [b1V

1
x V

1
t ]

L0
0 −

L0∫

0

b1V
1
x V

1
txdx

= b1V
1
x (L0)V

1
t (L0)− V 1

x (0)V
1
t (0)−

L0∫

0

b1V
1
x V

1
txdx,

donde segue,

L0∫

0

b1V
1
xxV

1
t dx = b1V

1
x (L0)V

1
t (L0)−

1

2

d

dt

L0∫

0

|V 1
x |

2dx. (3.30)

DeI4, I8 e I12, temos:

L0∫

0

γ1U
1
t U

1
t dx =

L0∫

0

γ1|U
1
t |

2dx (3.31)

L0∫

0

γ2V
1
t V

1
t dx =

L0∫

0

γ2|V
1
t |

2dx (3.32)

L0∫

0

γ3W
1
t W

1
t dx =

L0∫

0

γ3|W
1
t |

2dx. (3.33)

integrando por parteI2, obtemos:

−

L0∫

0

κ1(U
1
x + V 1 + lW 1)xU

1
t dx = −κ1(U

1
x(L0) + V 1(L0) + lW 1(L0))U

1
t

+

L0∫

0

κ1(U
1
x + V 1 + lW 1)U1

txdx.
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SomandoI2, I7 e I11, segue:

−κ1(U
1
x(L0) + V 1(L0) + lW 1(L0))U

1
t +

L0∫

0

κ1(U
1
x + V 1 + lW 1)U1

txdx

+

L0∫

0

κ1(U
1
x + V 1 + lW 1)V 1

t dx+

L0∫

0

κ1l(U
1
x + V 1 + lW 1)W 1

t dx

= −κ1(U
1
x(L0) + V 1(L0) + lW 1(L0))U

1
t +

1

2

d

dt
κ1

L0∫

0

|(U1
x + V 1 + lW 1)|2. (3.34)

integrando por parteI10 e somando aI3, obtemos:

−

L0∫

0

κ10l(W
1
x − lU1)U1

t − κ10(W
1
x (L0)− lU1(L0))W

1
t +

L0∫

0

κ10(W
1
x − lU1)W 1

txdx

=

L0∫

0

κ10(W
1
x − lU1)(W 1

x − lU1)tdx− κ10(W
1
x (L0)− lU1(L0))W

1
t

= −κ10(W
1
x (L0)− lU1(L0))W

1
t +

1

2

d

dt

L0∫

0

κ10|W
1
x − lU1|2dx. (3.35)

Somando (3.27) - (3.35) e (I) - (III), obtemos

1

2

d

dt

L0∫

0

{ρ11|U
1
t |

2 + ρ12|V
1
t |

2 + ρ11|W
1
t |

2 + b1|V
1
x |

2 + |U1
x + V 1 +W 1|2 + κ10|W

1
x − lU1|2}dx

− b1V
1
x (L0)V

1
t (L0)− κ1(U

1
x(L0) + V 1(L0) + lW 1(L0)U

1
t (L0))− κ10(W

1
x (L0)− lU1(L0))W

1
t =

−

L0∫

0

{γ1|U
1
t |

2 + γ2|V
1
t |

2 + γ3|W
1
t |

2}dx+

L0∫

0

Q1U1
t +

L0∫

0

R1V 1
t +

L0∫

0

S1W 1
t . (3.36)
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De modo análogo para sistemaP2. Se multiplicarmos cada uma das equações (3.10) - (3.12), respec-

tivamente, porU2
t ,V 2

t eW 2
t . Em seguida integrarmos de(L0, L), obtemos:

1

2

d

dt

L0∫

0

{ρ21|U
2
t |

2 + ρ22|V
2
t |

2 + ρ21|W
2
t |

2 + b2|V
2
x |

2 + κ20|W
2
x − lU2|2

|U2
x + V 2 +W 2|2}dx− b2V

2
x (L0)V

2
t (L0)− κ20(W

2
x (L0)− lU2(L0))W

1
t −

κ2(U
2
x(L0) + V 2(L0) + lW 2(L0)U

2
t (L0)) =

L0∫

0

Q2U
2
t +

L0∫

0

R2V
2
t +

L0∫

0

S2W
2
t .

de (3.36) e (3.37), obtemos

1

2

d

dt

L0∫

0

{ρ11|U
1
t |

2 + ρ12|V
1
t |

2 + ρ11|W
1
t |

2 + b1|V
1
x |

2 + |U1
x + V 1 +W 1|2 + κ10|W

1
x − lU1|2}dx

1

2

d

dt

L0∫

0

{ρ21|U
2
t |

2 + ρ22|V
2
t |

2 + ρ21|W
2
t |

2 + b2|V
2
x |

2 + κ20|W
2
x − lU2|2 + |U2

x + V 2 +W 2|2}dx

− b1V
1
x (L0)V

1
t (L0)− κ1(U

1
x(L0) + V 1(L0) + lW 1(L0)U

1
t (L0))− κ10(W

1
x (L0)− lU1(L0))W

1
t

+ b2V
2
x (L0)V

2
t (L0) + κ20(W

2
x (L0)− lU2(L0))W

1
t + κ2(U

2
x(L0) + V 2(L0) + lW 2(L0)U

2
t (L0)) =

−

L0∫

0

{γ1|U
1
t |

2 + γ2|V
1
t |

2 + γ3|W
1
t |

2}dx+

L0∫

0

Q1U1
t +

L0∫

0

R1V 1
t +

L0∫

0

S1W 1
t

L0∫

0

Q2U
2
t +

L0∫

0

R2V
2
t

+

L0∫

0

S2W
2
t . (3.37)

e pelas condições de transmissão, segue:

d

dt

1

2

L0∫

0

{ρ11|U
1
t |

2 + ρ12|V
1
t |

2 + ρ11|W
1
t |

2 + b1|V
1
x |

2 + |U1
x + V 1 +W 1|2 + κ10|W

1
x − lU1|2}dx

d

dt

1

2

L0∫

0

{ρ21|U
2
t |

2 + ρ22|V
2
t |

2 + ρ21|W
2
t |

2 + b2|V
2
x |

2 + κ20|W
2
x − lU2|2 + |U2

x + V 2 +W 2|2}dx =

−

L0∫

0

{γ1|U
1
t |

2 + γ2|V
1
t |

2 + γ3|W
1
t |

2}dx+

L0∫

0

Q1U1
t dx+

L0∫

0

R1V 1
t dx+

L0∫

0

S1W 1
t dx

L0∫

0

Q2U
2
t dx+

L0∫

0

R2V
2
t dx+

L0∫

0

S2W
2
t dx.
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ou ainda,

d

dt
E(t) = −

L0∫

0

{γ1|U
1
t |

2 + γ2|V
1
t |

2 + γ3|W
1
t |

2}dx+

L0∫

0

[Q1U
1
t +R1V

1
t + S1W

1
t ]dx

+

L0∫

0

[Q2U
2
t dx+R2V

2
t + S2W

2
t ]dx. (3.38)

Usando (3.13), temos que

L0∫

0

Q1U
1
t dx =

L0∫

0

2ρ11γU
1
t U

1
t dx+

L0∫

0

(γ1 − ρ11γ)γU
1U1

t dx. (3.39)

Assim, pela desigualdade de Hölder, obtemos:

L0∫

0

Q1U
1
t dx 6 2ρ11γ

L0∫

0

|U1
t |

2 + [(γ1 − ρ11γ)
2γ2]

1
2 (

L0∫

0

|φ1|2dx)
1
2 (

L0∫

0

|φ1t |
2dx)

1
2 ,

e aplicando a desigualdade de Young, segue

L0∫

0

Q1U
1
t dx 6

(4ρ11 + 1)γ

2

L0∫

0

|U1
t |

2 +
(γ1 − ρ11γ)

2γ

2

L0∫

0

|φ1|2dx.

Usando a desigualdade de Poincaré, resulta

L0∫

0

Q1U
1
t dx 6

(4ρ11 + 1)γ

2

L0∫

0

|U1
t |

2 +
(γ1 − ρ11γ)

2γcp

2

L0∫

0

|φ1x|
2dx,

mas, por outro lado

L0∫

0

|U1
x |

2
6 2

L0∫

0

|U1
x + V 1 + lW 1|2 + 4

L0∫

0

|V 1|2 + 4l2
L0∫

0

|W 1|2,
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assim temos,

L0∫

0

Q1U
1
t dx 6

(4ρ11 + 1)γ

2

L0∫

0

|U1
t |

2 + (γ1 − ρ11γ)
2γcp

L0∫

0

|φ1x + V 1 + lW 1|2dx+

+2(γ1 − ρ11γ)
2γcp

L0∫

0

|V 1|2 + 2l2(γ1 − ρ11γ)
2γcp

L0∫

0

|W 1|2. (3.40)

Usando (3.14), temos que

L0∫

0

R1V
1
t dx = 2ρ12γ

L0∫

0

V 1
t V

1
t dx+ (γ2 − ρ12γ)γ

L0∫

0

V 1V 1
t dx.

Assim, pela desigualdade de Hölder, obtemos

L0∫

0

R1V
1
t dx 6 2ρ12γ

L0∫

0

|V 1
t |

2 + [(γ1 − ρ12γ)
2γ2]

1
2 (

L0∫

0

|V 1|2dx)
1
2 (

L0∫

0

|V 1
t |

2dx)
1
2 ,

e aplicando a desigualdade de Young, segue

L0∫

0

R1V
1
t dx 6

(4ρ12 + 1)γ

2

L0∫

0

|V 1
t |

2 +
(γ2 − ρ12γ)

2γ

2

L0∫

0

|V 1|2dx.

Usando a desigualdade de Poincaré, resulta

L0∫

0

R1V
1
t dx 6

(4ρ12 + 1)γ

2

L0∫

0

|V 1
t |

2 +
(γ2 − ρ12γ)

2γcp

2

L0∫

0

|V 1
x |

2dx. (3.41)

Segue de (3.15),

L0∫

0

S1W
1
t dx = 2ρ11γ

L0∫

0

W 1
t W

1
t dx+ (γ3 − ρ11γ)γ

L0∫

0

W 1W 1
t dx,

assim, pela desigualdade de Hölder, obtemos

L0∫

0

S1W
1
t dx 6 2ρ11γ

L0∫

0

|W 1
t |

2 + [(γ3 − ρ11γ)
2γ2]

1
2 (

L0∫

0

|W 1|2dx)
1
2 (

L0∫

0

|W 1
t |

2dx)
1
2 ,
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e aplicando a desigualdade de Young, segue

L0∫

0

S1W
1
t dx 6

(4ρ11 + 1)γ

2

L0∫

0

|U1
t |

2 +
(γ3 − ρ11γ)

2γ

2

L0∫

0

|W 1|2dx.

Usando a desigualdade de Poincaré, resulta

L0∫

0

S1W
1
t dx 6

(4ρ11 + 1)γ

2

L0∫

0

|W 1
t |

2 +
(γ3 − ρ11γ)

2γcp

2

L0∫

0

|W 1
x |

2dx,

mas, por outro lado

L0∫

0

|W 1
x |

2
6 2

L0∫

0

|W 1
x − lU1|2 + 2l2

L0∫

0

|U1|2,

assim temos,

L0∫

0

S1W
1
t dx 6

(4ρ11 + 1)γ

2

L0∫

0

|W 1
t |

2 + (γ3 − ρ11γ)
2γcp

L0∫

0

|W 1
x − lU1|2dx+

+l2(γ3 − ρ11γ)
2γcp

L0∫

0

|U1|2, (3.42)

e da soma das desigualdades (3.40), (3.41) e (3.42), segue

L0∫

0

[Q1Ut +R1Vt + S1W
1
t ]dx 6

(4ρ11 + 1)γ

2

L0∫

0

|U1
t |

2 + (γ1 − ρ11γ)
2γcp

L0∫

0

|φ1x + V 1 + lW 1|2dx+

+2(γ1 − ρ11γ)
2γcp

L0∫

0

|V 1|2 + 2l2(γ1 − ρ11γ)
2γcp

L0∫

0

|W 1|2

+
(4ρ12 + 1)γ

2

L0∫

0

|V 1
t |

2 +
(γ2 − ρ12γ)

2γcp

2

L0∫

0

|V 1
x |

2dx

+l2(γ3 − ρ11γ)
2γcp

L0∫

0

|U1|2 +
(4ρ11 + 1)γ

2

L0∫

0

|W 1
t |

2

+(γ3 − ρ11γ)
2γcp

L0∫

0

|W 1
x − lU1|2dx.
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Ou ainda,

L0∫

0

[Q1Ut +R1Vt + S1W
1
t ]dx 6

(4ρ11 + 1)γ

2

L0∫

0

|U1
t |

2 +
(4ρ12 + 1)γ

2

L0∫

0

|V 1
t |

2 +
(4ρ11 + 1)γ

2

L0∫

0

|W 1
t |

2 +

+C1

L0∫

0

[|U1|2 + |V 1|2 + |W 1|2] +
(γ2 − ρ12γ)

2γcp

2

L0∫

0

|V 1
x |

2dx

+(γ1 − ρ11γ)
2γcp

L0∫

0

|φ1x + V 1 + lW 1|2dx

+(γ3 − ρ11γ)
2γcp

L0∫

0

|W 1
x − lU1|2dx.

OndeC1 = max{(2γ1 − ρ11γ)
2γcp, 2l2(γ1 − ρ11γ)

2γcp, l2(γ3 − ρ11γ)
2γcp}. E pela equivalência entre as

normas, obtemos

L0∫

0

[Q1Ut +R1Vt + S1W
1
t ]dx 6

(4ρ11 + 1)γ

2

L0∫

0

|U1
t |

2dx+
(4ρ12 + 1)γ

2

L0∫

0

|V 1
t |

2dx+
(4ρ11 + 1)γ

2

L0∫

0

|W 1
t |

2dx

(γ2 − ρ12γ)
2γcp

2

L0∫

0

|V 1
x |

2dx+ (γ1 − ρ11γ)
2γcp

L0∫

0

|φ1x + V 1 + lW 1|2dx

+(γ3 − ρ11γ)
2γcp

L0∫

0

|W 1
x − lU1|2dx+ C1b1

L0∫

0

|V 1
x |

2dx

+C1κ1

L0∫

0

|φ1x + V 1 + lW 1|2dx+ C1κ
1
0

L0∫

0

|W 1
x − lU1|2dx.

(3.43)

De onde podemos concluir que,

L0∫

0

[Q1U
1
t +R1V

1
t + S1W

1
t ]dx 6 C2γE1(t). (3.44)

De modo análogo para (3.16), (3.17) e (3.18), obtemos

L∫

L0

Q2U
2
t dx = 2ρ21γ

L∫

L0

U2
t U

2
t dx− ρ21γ

2

L∫

L0

U2U2
t dx. (3.45)
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L∫

L0

R2V
2
t dx = 2ρ22γ

L∫

L0

V 2
t V

2
t dx− ρ12γ

2

L∫

L0

V 1V 1
t dx. (3.46)

L∫

L0

S2W
2
t dx = 2ρ21γ

L∫

L0

W 2
t W

2
t dx− ρ21γ

2

L∫

L0

W 2W 2
t dx, (3.47)

e assim, pelas desigualdades Young, Poincaré e a equivalência entre as normas, temos que

L∫

L0

[Q2U
2
t +R2V

2
t + S2W

2
t ]dx 6

5ρ11γ
2

2

L∫

L0

[|U2
t |

2 + |V 2
t |

2 +W 2
t |

2]dx

+(Ĉ6κ2 + ρ21γ
2cp)γ

L0∫

0

|V 2
x |

2dx

+(Ĉ6κ
2
0 + ρ21γ

2cp)γ

L∫

L0

|W 2 − lU2|2

+(Ĉ6κ2 + ρ21γ
2cp)γ

L0∫

0

||U2
x + V 2 + lW 2|2dx.

De onde concluı́mos que,

L0∫

0

[Q2U
2
t +R1V

2
t + S1W

2
t ]dx 6 C7γE2(t). (3.48)

OndeC7 é uma constante positiva. Logo, de (3.44) e (3.48), segue

L0∫

0

[Q1U
1
t +R1V

1
t + S1W

1
t ]dx+

L0∫

0

[Q2U
2
t +R1V

2
t + S1W

2
t ]dx 6 CγE(t). (3.49)

Onde C é uma constante positiva. Portanto, segue de (3.38) e (3.49) que

d

dt
E(t) 6 −

L0∫

0

{γ1|U
1
t |

2 + γ2|V
1
t |

2 + γ3|W
1
t |

2}dx+ CγE(t).

�
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Lema 3.2. Seja o funcionalL(t)=
∫ L0

0 ρ11[U
1
t xκ1(U

1
x + V 1 + lW 1) + xW 1

t κ
1
0(Wx − lU1)]dx.

Então existem as constantesĈ19 e C1 positivas tal que

d

dt
L(t) 6

ρ11L0κ
1
0|W

1
t (L0)|

2

2
+
ρ11L0κ1|U

1
t (L0)|

2

2
+
L0(κ1)

2|Ux(L0) + V 1(L0) + lW 1(L0)|
2

2
+

κ10L0|W
1
t (L0)|

2

2
−
κ1

4

L0∫

0

|U1
x + V 1 + lW 1|2dx−

κ10
4

L0∫

0

|W 1
x − lU1|2dx+

Ĉ1

L0∫

0

[|U1
t |+ |V 1

t |+ |W 1
t |

2]dx+ Ĉ19γE1(t),

ondeĈ1 = max{ρ11l
2(L0)

2κ10 + γ21γL0 −
κ1ρ21
2 , 3ρ11(L0)

2κ1, ρ
1
1l

2(L0)
2κ10}.

Prova. Multiplicando as equaç̃oes (3.7) e (3.9), respectivamente porσ7(x)κ1(U1
x + V 1 + lW 1)dx e

σ8(x)κ
1
0(W

1
x − lU1), em seguida integrarmos em(0, L0), temos

L0∫

0

ρ11U
1
ttσ7(x)κ1(U

1
x + V 1 + lW 1)dx−

L0∫

0

κ1(U
1
x + V 1 + lW 1)xσ7(x)κ1(U

1
x + V 1 + lW 1)dx−

L0∫

0

κ10l(W
1
x − lU1)σ7(x)κ1(U

1
x + V 1 + lW 1)dx+

L0∫

0

γ1Utσ7(x)κ1(U
1
x + V 1 + lW 1) =

L0∫

0

Qσ7(x)κ1(U
1
x + V 1 + lW 1)dx

L0∫

0

ρ11W
1
ttσ8(x)κ

1
0(Wx − lU1)dx−

L0∫

0

κ10(W
1
x − lU1)xσ8(x)κ

1
0(Wx − lU1)dx+

L0∫

0

κ1l(U
1
x + V 1 + lW 1)σ8(x)κ

1
0(Wx − lU1)dx+

l0∫

0

γ3W
1
t σ8(x)κ

1
0(Wx − lU1)dx =

L0∫

0

S1σ8(x)κ
1
0(Wx − lU1)dx,
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de onde segue que,

d

dt

L0∫

0

ρ11U
1
t σ7(x)κ1(U

1
x + V 1 + lW 1)dx =

L0∫

0

ρ11U
1
t σ7(x)κ1(U

1
x + V 1 + lW 1)tdx

+

L0∫

0

κ1(U
1
x + V 1 + lW 1)xσ7(x)κ1(U

1
x + V 1 + lW 1)dx

+

L0∫

0

κ10l(W
1
x − lU1)σ7(x)κ1(U

1
x + V 1 + lW 1)dx

−

L0∫

0

γ1Utσ7(x)κ1(U
1
x + V 1 + lW 1)

+

L0∫

0

Qσ7(x)κ1(U
1
x + V 1 + lW 1)dx.

d

dt

L0∫

0

ρ11W
1
t σ8(x)κ

1
0(Wx − lU1)dx =

L0∫

0

ρ11W
1
t σ8(x)κ

1
0(Wx − lU1)tdx

+

L0∫

0

κ10(W
1
x − lU1)xσ8(x)κ

1
0(Wx − lU1)dx

−

L0∫

0

κ1l(U
1
x + V 1 + lW 1)σ8(x)κ

1
0(Wx − lU1)dx

−

l0∫

0

γ3W
1
t σ8(x)κ

1
0(Wx − lU1)dx

+

L0∫

0

S1σ8(x)κ
1
0(Wx − lU1)dx.
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Logo, integrando por parte, temos que

d

dt

L0∫

0

ρ11U
1
t σ7(x)κ1(U

1
x + V 1 + lW 1)dx =

ρ11σ7(L0)κ1|U
1
t (L0)|

2

2
−
ρ11κ1

2

L0∫

0

σ′7(x)|U
1
t |

2dx

+

L0∫

0

ρ11σ7(x)κ1V
1
t U

1
t dx+

L0∫

0

ρ11σ7(x)κ1lW
1
t U

1
t dx

+
σ7(L0)κ

2
1|U

1
x(L0) + V 1(L0) + lW 1(L0)|

2

2

−
κ21
2

L0∫

0

|U1
x + V 1 + lW 1|2dx

+

L0∫

0

κ10l(W
1
x − lU1)σ7(x)κ1(U

1
x + V 1 + lW 1)dx

−

L0∫

0

γ1Utσ7(x)κ1(U
1
x + V 1 + lW 1)

+

L0∫

0

Qσ7(x)κ1(U
1
x + V 1 + lW 1)dx.

d

dt

L0∫

0

ρ11W
1
t σ8(x)κ

1
0(Wx − lU1)dx =

ρ11σ8(L0)κ
1
0|W

1
t (L0)|

2

2
−
ρ11κ

1
0

2

L0∫

0

σ′8(x)|W
1
t |

2dx

−

L0∫

0

ρ11σ8(x)κ
1
0lW

1
t U

1
t dx+

l0∫

0

γ3W
1
t σ8(x)κ

1
0(Wx − lU1)dx

+
σ8(L0)(κ

1
0)

2|W 1
x (L0)− lU1(L0)|

2

2
−

(κ10)
2

2

L0∫

0

|Wx − lU1|2dx

−

L0∫

0

κ1(U
1
x + V 1 + lW 1)σ8(x)κ

1
0(Wx − lU1)dx

+

L0∫

0

S1σ8(x)κ
1
0(Wx − lU1)dx.
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Considerandoσ7(x) = σ8(x) = x e aplicando a desigualdade de Young, temos que

d

dt

L0∫

0

ρ11U
1
t xκ1(U

1
x + V 1 + lW 1)dx 6

ρ11L0κ1|U
1
t (L0)|

2

2
+ (γ21L

2
0 −

ρ11κ1

8
)

L0∫

0

|U1
t |

2dx

+ρ11L
2
0κ1

L0∫

0

|V 1
t |

2dx+ 2ρ11L
2
0l

2κ1

L0∫

0

|W 1
t |

2dx

+
L0κ

2
1|U

1
x(L0) + V 1(L0) + lW 1(L0)|

2

2

−
κ21
4

L0∫

0

|U1
x + V 1 + lW 1|2dx

+

L0∫

0

κ10(W
1
x − lU1)xκ1(U

1
x + V 1 + lW 1)dx

+κ1L0

L0∫

0

|QU1
x + V 1 + lW 1|dx.

d

dt

L0∫

0

ρ11W
1
t σ8(x)κ

1
0(Wx − lU1)dx 6

ρ11L0κ
1
0|W

1
t (L0)|

2

2
+ (γ23L

2
0 −

ρ11κ
1
0

4
)

L0∫

0

|W 1
t |

2dx

+ρ11L
2
0κ

1
0l

2

L0∫

0

|U1
t |

2dx+ κ10L0

L0∫

0

|S1Wx − lU1|dx

+
L0κ

1
0|W

1
x (L0)− lU1(L0)|

2

2
−

(κ10)
2

4

L0∫

0

|Wx − lU1|2dx

−

L0∫

0

κ1(U
1
x + V 1 + lW 1)xκ10(Wx − lU1)dx,
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de onde conclúımos,

d

dt

L0∫

0

L(t) 6
ρ11L0κ1|U

1
t (L0)|

2

2
+
ρ11L0κ

1
0|W

1
t (L0)|

2

2
+ Ĉ1

L0∫

0

[|U1
t |

2 + |V 1
t |

2 + |W 1
t |

2]dx

+
L0κ

2
1|U

1
x(L0) + V 1(L0) + lW 1(L0)|

2

2
−
κ21
4

L0∫

0

|U1
x + V 1 + lW 1|2dx

L0κ
1
0|W

1
x (L0)− lU1(L0)|

2

2
−

(κ10)
2

4

L0∫

0

|Wx − lU1|2dx

+κ1L0

L0∫

0

|QU1
x + V 1 + lW 1|dx+ κ10L0

L0∫

0

|S1Wx − lU1|dx, (3.50)

ondeĈ1 =max{(ρ11L
2
0κ

1
0l

2 + γ21L
2
0 −

ρ11κ1

2 ), 2ρ11L
2
0κ1, (ρ

1
1L

2
0l

2κ1 + γ23L
2
0 −

ρ11κ
1
0

4 )}.

Por outro lado, temos que

L0∫

0

|Q1U
1
x + V 1 + lW 1|dx =

L0∫

0

|2ρ11γU
1
t (U

1
x + V 1 + lW 1) + (γ1 − ρ11γ)γU

1(U1
x + V 1 + lW 1)|dx

6

L0∫

0

|2ρ11γU
1
t (U

1
x + V 1 + lW 1)|dx+

+

L0∫

0

|(γ1 − ρ11γ)γU
1(U1

x + V 1 + lW 1)|dx,

ent̃ao, novamente, pela desigualdade de Young e Poincaré, segue que

L0∫

0

|Q1U
1
x + V 1 + lW 1|dx 6 ρ11γ

L0∫

0

|U1
t |

2 + ρ11γ

L0∫

0

|(U1
x + V 1 + lW 1)|2dx

+
(γ1 − ρ11γ)γcp

2

L0∫

0

|U1
x |

2 +
(γ1 − ρ11γ)γ

2

L0∫

0

|U1
x + V 1 + lW 1|2dx,

mas pelo fato,

L0∫

0

|U1
x |

2dx 6 2

L0∫

0

|U1
x + V 1 + lW 1|2dx+ 4

L0∫

0

|V 1|2dx+ 4l2
L0∫

0

|W 1|2dx,
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de onde obtemos,

L0∫

0

|Q1U
1
x + V 1 + lW 1|dx 6 ρ11γ

L0∫

0

|U1
t |

2 + ρ11γ

L0∫

0

|(U1
x + V 1 + lW 1)|2dx

+
(2cp + 1)(γ1 − ρ11γ)γ

2

L0∫

0

|U1
x + V 1 + lω1|2dx

+
(γ1 − ρ11γ)l

2γcp

2

L0∫

0

|W 1|2dx

+
(γ1 − ρ11γ)γcp

2

L0∫

0

|V 1|2dx. (3.51)

De modo similar, temos

L0∫

0

|S1W
1
x − lU1|dx =

L0∫

0

|2ρ11γW
1
t (W

1
x − lU1) + (γ3 − ρ11γ)γW

1(W 1
x − lU1)|dx

6

L0∫

0

2ρ11γ|W
1
t (W

1
x − lU1)|dx+

L0∫

0

(γ3 − ρ11γ)γ|W
1(W 1

x − lU1)|dx,

segue da desigualdade de Young,

L0∫

0

|S1W
1
x − lU1|dx 6 ρ11γ

L0∫

0

|W 1
t |

2 + ρ11γ

L0∫

0

|(W 1
x − lU1)|2dx

+
(γ3 − ρ11γ)γ

2

L0∫

0

|W 1|2 +
(γ3 − ρ11γ)γ

2

L0∫

0

|(W 1
x − lU1)|2dx,

e pela desigualdade de Poincaré, obtemos:

L0∫

0

|S1W
1
x − lU1|dx 6 ρ11γ

L0∫

0

|W 1
t |

2 + ρ11γ

L0∫

0

|(W 1
x − lU1)|2dx

+
(γ3 − ρ11γ)γCp

2

L0∫

0

|W 1
x |

2 +
(γ3 − ρ11γ)γ

2

L0∫

0

|W 1
x − lU1|2dx.
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Pelo fato,

L0∫

0

|W 1
x |

2dx 6 2

L0∫

0

|W 1
x − lU1|2dx+ 2l2

L0∫

0

|U1|2dx

conclúımos que,

L0∫

0

|S1W
1
x − lU1|dx 6 ρ11γ

L0∫

0

|W 1
t |

2 +
2l2(γ3 − ρ11γ)γ

2

L0∫

0

|U1|2dx

+
2ρ11γ + (1 + cp)(γ3 − ρ11γ)γ

2

L0∫

0

|(W 1
x − lU1)|2dx. (3.52)

Logo, segue das desigualdades (3.51) e (3.52) que,

L0∫

0

|QU1
x + V 1 + lW 1|+ |S1W

1
x − lU1|dx 6 ρ11γ

L0∫

0

[|U1
t |

2 + |W 1
t |

2]dx+ C̃γ

L0∫

0

[|U1|2 + |V 1|2 + |W 1|2]dx

+
[2ρ11 + (cp + 1)− ρ11γ)])γ

2

L0∫

0

|U1
x + V 1 +W 1|2dx

+
2ρ11γ + (1 + cp)(γ3 − ρ11γ)γ

2

L0∫

0

|(W 1
x − lU1)|2dx,

ondeC̃ = max{
(γ1−ρ11γ)l

2cp)
2 ,

2l2(γ1−ρ11γ)l
2cp)

2 ,
2l2(γ3−ρ11γ)

2 }.

Donde conclúımos, pela equivalência entre as normas,

L0∫

0

|QU1
x + V 1 + lW 1|+ |S1W

1
x − lU1|dx 6 ρ11γ

L0∫

0

[|U1
t |

2 + |W 1
t |

2]dx+ C̃2b1γ

L0∫

0

|V 1
x |

2dx

+C̃2κ
1
0γ

L0∫

0

|U1 + V 1 + lW 1|2dx+ C̃2κ
1
0γ

L0∫

0

|W 1
x − lU1|2dx

+
[2ρ11 + (cp + 1)− ρ11γ)])γ

2

L0∫

0

|U1
x + V 1 +W 1|2dx

+
2ρ11γ + (1 + cp)(γ3 − ρ11γ)γ

2

L0∫

0

|(W 1
x − lU1)|2dx.
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L0∫

0

|QU1
x + V 1 + lW 1|+ |S1W

1
x − lU1|dx 6 C̃3γE1(t), (3.53)

ondeC̃3 é uma constante positiva.

Portanto, usando a desigualdade (3.53) em (3.50), conclúımos que

d

dt
L(t) 6

ρ11L0κ
1
0|W

1
t (L0)|

2

2
+
ρ11L0κ1|U

1
t (L0)|

2

2
+
L0(κ1)

2|Ux(L0) + V 1(L0) + lW 1(L0)|
2

2
+

κ10L0|W
1
x (L0)− lU1(L0)|

2

2
−
κ1

4

L0∫

0

|U1
x + V 1 + lW 1| −

κ10
4

L0∫

0

|W 1
x − lU1|2 +

Ĉ1

L0∫

0

[|U1
t |+ |V 1

t |+ |W 1
t |

2]dx+ Ĉ19γE1(t),

ondeĈ19 é uma constante positiva. �

Lema 3.3. Seja o funcionalM(t)=
∫ L
L0
ρ21(x− L)[U2

t κ2(U
2
x + V 2 + lW 2) +W 2

t κ
2
0(Wx − lU2)]dx.

Então existem as constantesĈ25 e Ĉ4 positivas tal que

d

dt
M(t) 6

ρ21(L− L0)κ
2
0|W

2
t (L0)|

2

2
+
ρ21(L− L0)κ2|U

2
t (L0)|

2

2

+
(L− L0)(κ2)

2|Ux(L0) + V 2(L0) + lW 2(L0)|
2

2

+
κ20(L− L0)|W

2
x (L0)− lU2(L0)|

2

2
−
κ1

2

L∫

L0

|U2
x + V 2 + lW 2|2dx

−
κ20
2

L∫

L0

|W 2
x − lU2|2dx+ Ĉ4

L∫

L0

[|U2
t |+ |V 2

t |+ |W 2
t |

2]dx+ Ĉ25γE2(t),

Prova. Multiplicando as equaç̃oes (3.10) e (3.12), respectivamente porσ9(x)κ2(U2
x + V 2 + lW 2)dx e

σ10(x)κ
2
0(W

2
x − lU2), em seguida integrarmos em(L0, L), temos

L∫

L0

ρ21U
2
ttσ9(x)κ2(U

2
x + V 2 + lW 2)dx−

L∫

L0

κ2(U
2
x + V 2 + lW 2)xσ9(x)κ2(U

2
x + V 2 + lW 2)dx−

L∫

L0

κ20l(W
2
x − lU1)σ9(x)κ2(U

2
x + V 2 + lW 2)dx =

L∫

L0

Q2σ9(x)κ2(U
2
x + V 2 + lW 2)dx
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L∫

L0

ρ21W
2
ttσ10(x)κ

2
0(W

2
x − lU2)dx−

L∫

L0

κ20(W
2
x − lU2)xσ10(x)κ

2
0(W

2
x − lU2)dx+

L∫

L0

κ2l(U
2
x + V 2 + lW 2)σ10(x)κ

2
0(W

2
x − lU2)dx =

L∫

L0

S2σ10(x)κ
2
0(W

2
x − lU2)dx,

de onde segue, da integração por parte

d

dt

L∫

L0

ρ21U
2
t σ9(x)κ2(U

2
x + V 2 + lW 2)dx = −

ρ21σ9(L0)κ2|U
2
t (L0)|

2

2
−
ρ21κ2

2

L∫

L0

σ′9(x)|U
2
t |

2dx

+

L∫

L0

ρ21σ9(x)κ2V
2
t U

2
t dx+

L∫

L0

ρ21σ9(x)κ1lW
2
t U

2
t dx

−
σ9(L0)κ

2
2|U

2
x(L0) + V 2(L0) + lW 2(L0)|

2

2

−
κ22
2

L∫

L0

|U2
x + V 2 + lW 2|2dx

+

L∫

L0

κ20l(W
2
x − lU2)σ9(x)κ2(U

2
x + V 2 + lW 2)dx

+

L∫

L0

Qσ9(x)κ2(U
2
x + V 2 + lW 2)dx

+
σ9(L)κ

2
2|U

2
x(L) + V 2(L) + lW 2(L)|2

2

+
ρ21σ9(L)κ2|U

2
t (L)|

2

2
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d

dt

L∫

L0

ρ21W
2
t σ10(x)κ

2
0(W

2
x − lU2)dx = −

ρ21σ10(L0)κ
2
0|W

2
t (L0)|

2

2
−
ρ21κ

2
0

2

L∫

L0

σ′10(x)|W
2
t |

2dx

−
σ10(L0)(κ

2
0)

2|W 2
x (L0)− lU2(L0)|

2

2
−

(κ20)
2

2

L∫

0

|W 2
x − lU2|2dx

−

L0∫

0

κ2(U
2
x + V 2 + lW 2)σ10(x)κ

2
0(W

2
x − lU2)dx

−

L∫

L0

ρ21σ10(x)κ
2
0lW

2
t U

2
t dx+

L∫

L0

S2σ10(x)κ
2
0(W

2
x − lU2)dx

+
σ10(L)(κ

2
0)

2|W 2
x (L)− lU2(L)|2

2
+
ρ21σ10(L)κ

2
0|W

2
t (L)|

2

2
.

Considerandoσ9(x) = σ10(x) = x−L, aplicando a desigualdade de Young e as condições de contorno,

temos que

d

dt

L∫

L0

ρ21U
2
t (x− L)κ2(U

2
x + V 2 + lW 2)dx 6

ρ21(L− L0)κ2|U
2
t (L0)|

2

2
−
ρ21κ2

2

L∫

L0

|U2
t |

2dx

+ρ21L
2
0κ2

L∫

L0

|V 2
t |

2dx+ 2ρ21L
2
0l

2κ2

L∫

L0

|W 2
t |

2dx

+
(L− L0)κ

2
2|U

2
x(L0) + V 2(L0) + lW 2(L0)|

2

2

−
κ22
2

L∫

L0

|U2
x + V 2 + lW 2|2dx

+

L∫

L0

κ20(W
2
x − lU2)(x− L)κ2(U

2
x + V 2 + lW 2)dx

+κ2L

L0∫

0

|Q2(U2
x + V 2 + lW 2)|dx.
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d

dt

L0∫

0

ρ21W
2
t (x− L)κ20(W

2
x − lU2)dx 6

ρ21(L− L0)κ
2
0|W

2
t (L0)|

2

2
−
ρ21κ

2
0

4

L0∫

0

|W 2
t |

2dx

+ρ21L
2κ20l

2

L0∫

0

|U2
t |

2dx+ κ20L

L0∫

0

|S2W
2
x − lU2|dx

−

L0∫

0

κ2(U
2
x + V 2 + lW 1)(x− L)κ20(W

2
x − lU2)dx

+
(L− L0)κ

2
0|W

2
x (L0)− lU2(L0)|

2

2

−
(κ20)

2

2

L0∫

0

|W 2
x − lU2|2dx. (3.54)

De onde conclúımos,

d

dt

L∫

L0

M(t) 6
ρ11(L− L0)κ2|U

2
t (L0)|

2

2
+
ρ21(L− L0)κ

2
0|W

2
t (L0)|

2

2

+Ĉ3

L∫

L0

[|U2
t |

2 + |V 2
t |

2 + |W 2
t |

2]dx

+
(L− L0)κ

2
2|U

2
x(L0) + V 2(L0) + lW 2(L0)|

2

2
−
κ22
2

L∫

L0

|U2
x + V 2 + lW 2|2dx

+
(L− L0)κ

2
0|W

2
x (L0)− lU2(L0)|

2

2
−

(κ20)
2

2

L∫

L0

|W 2
x − lU2|2dx

+κ2L

L0∫

0

|Q2U2
x + V 2 + lW 2|dx+ κ20L

L∫

L0

|S2W 2
x − lU2|dx. (3.55)

OndeĈ1 =max{(ρ11L
2
0κ

1
0l

2 + γ21L
2
0 −

ρ11κ1

2 ), 2ρ11L
2
0κ1, (ρ

1
1L

2
0l

2κ1 + γ23L
2
0 −

ρ11κ
1
0

4 )}.
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Por outro lado, de (3.16) e (3.18) temos que

L∫

L0

|Q2U
2
x + V 2 + lW 2|dx =

L∫

L0

|2ρ21γU
2
t (U

2
x + V 2 + lW 2)− ρ21γ

2U2(U2
x + V 2 + lW 1)|dx

6 2ρ21γ

L0∫

0

|U2
t (U

2
x + V 2 + lW 2)|dx+

+ρ21γ
2

L0∫

0

|U2(U2
x + V 2 + lW 2)|dx,

L∫

L0

|S2W
2
x − lW 2|dx =

L∫

L0

|2ρ21γW
2
t (W

2
x − lU2)− ρ21γ

2W 2(W 2
x − lU2)|dx

6 2ρ21γ

L0∫

0

|W 2
t (W

2
x − lW 2)|dx+

+ρ21γ
2

L0∫

0

|W 2(W 2
x − lU2)|dx,

e assim, pelas desigualdades de Young, Poincaré, temos que

L∫

L0

|Q2U
2
x + V 2 + lW 2|dx 6 ρ21γ

2

L0∫

0

|U2
t |

2dx+ ρ21γ
2

L0∫

0

|(U2
x + V 2 + lW 2)|2dx+

+
ρ21γcp

2

L0∫

0

|U2
x |

2 +
ρ21γ

2

L0∫

0

|(U2
x + V 2 + lW 2)|dx,

L∫

L0

|S2W
2
x − lW 2|dx 6 ρ21γ

2

L0∫

0

|W 2
t |

2dx+ ρ21γ
2

L0∫

0

|(W 2
x − lU2)|2dx+

+
ρ21γcp

2

L∫

L0

|W 2
x |

2 +
ρ21γ

2

L∫

L0

|(W 2
x − lU2)|2dx,
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pelo fato de,

L∫

L0

|U2
x |

2dx 6 2

L∫

L0

|U2
x + V 2 + lW 2|2dx+ 4

L0∫

0

|V 2|2dx+ 4l2
L0∫

0

|W 2|2dx.

L∫

L0

|W 2
x |

2dx 6 2

L∫

L0

|W 2
x − lU2|2dx+ 2l2

L0∫

0

|U2|2dx

e a equival̂encia entre as normas, concluı́mos que

L0∫

0

|(U2
x + V 2 + lW 2)|2 + |S2W

2
x − lW 2|dx 6 Ĉ5γE2(t). (3.56)

OndeĈ25 é uma constante positiva.

Portanto usando as desigualdades (3.54) e (3.56), obtemos

d

dt
M(t) 6

ρ21(L− L0)κ
2
0|W

2
t (L0)|

2

2
+
ρ21(L− L0)κ2|U

2
t (L0)|

2

2

+
(L− L0)(κ2)

2|Ux(L0) + V 2(L0) + lW 2(L0)|
2

2
+

κ20(L− L0)|W
2
x (L0)− lU2(L0)|

2

2
−
κ1

2

L∫

L0

|U2
x + V 2 + lW 2|

−
κ20
2

L∫

L0

|W 2
x − lU2|2 + Ĉ4

L∫

L0

[|U2
t |+ |V 2

t |+ |W 2
t |

2]dx+ Ĉ25γE2(t),

�

Lema 3.4. Seja o funcionalP (t) definido por

P (t) = H1(t) +H2(t).

Onde,

H1(t) =

L0∫

0

γx[ρ11U
1
t U

1
x + ρ12V

1
t V

1
x + ρ11W

1W 1
x ]dx (3.57)
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e

H2(t) =

L∫

L0

γx[ρ21U
2
t U

2
x + ρ22V

2
t V

2
x + ρ21W

2
t W

2
x ]dx. (3.58)

Então existem as constantesĈ26, Ĉ6 e Ĉ13 positivas tal que

d

dt
P (t) 6 −

γ

4

L∫

0

[κ1|U
1
x |

2 + b1|V
1
x |

2 + κ10|W
1
x |

2]dx−
γ

4

L∫

L0

[κ2|U
2
x |

2 + b2|V
2
x |

2 + κ20|W
2
x |

2]dx

−
γ

4

L∫

L0

[ρ21|U
2
t |

2 + ρ22|V
2
t |

2 + ρ21|W
2
t |

2]dx+ Ĉ26

L∫

L0

[|U2
t |+ |V 2

t |+ |W 2
t |

2]dx

+Ĉ6γE1(t) + Ĉ13γE2(t),

Prova. Multiplicando as equaç̃oes (3.7), (3.8) e (3.9), respectivamente porσ1(x)U1
x , σ2(x)V 1

x eσ3(x)W 1
x ,

em seguida integrarmos de(0, L0), obtemos

L0∫

0

ρ11U
1
ttσ1(x)U

1
xdx−

L0∫

0

κ1(U
1
x + V 1 + lW 1)xσ1(x)U

1
xdx+

L0∫

0

κ10l(W
1
x − lU1)σ1(x)U

1
xdx+

+

L0∫

0

γ1U
1
t σ1(x)U

1
x =

L0∫

0

Q1σ1(x)U
1
x .

L0∫

0

ρ12V
1
ttσ2(x)V

1
x dx−

L0∫

0

b1V
1
xxσ2(x)V

1
x dx+

L0∫

0

κ1(U
1
x + V 1 + lW 1)σ2(x)V

1
x dx+

+

L0∫

0

γ2V
1
t σ1(x)V

1
x dx =

L0∫

0

R1σ2(x)V
1
x .

L0∫

0

ρ11W
1
ttσ1(x)W

1
xdx−

L0∫

0

κ10(W
1
x − lU1)xσ1(x)W

1
xdx+

L0∫

0

κ1l(U
1
x + V 1 + lW 1)σ1(x)W

1
xdx+

+

L0∫

0

γ3W
1
t σ1(x)W

1
x =

L0∫

0

S1σ1(x)W
1
x .
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Logo, considerandoσ1(x) = σ2(x) = σ3(x) = γx e, em seguida, integrarmos por parte, teremos

d

dt

L0∫

0

ρ11U
1
t γxU

1
x =

ρ11γL0|U
1
t (L0)|

2

2
−
γρ11
2

L0∫

0

|U1
t |

2dx+
κ1γL0|U

1
x(L0)|

2

2
−
γκ1

2

L0∫

0

|U1
x |

2dx

−
κ10l

2γL0|U
1(L0)|

2

2
+
γκ10l

2

2

L0∫

0

|U1|2dx+ κ1γ

L0∫

0

V 1
x xU

1
x + κ1lγ

L0∫

0

W 1
xxU

1
x

+κ10lγ

L0∫

0

W 1
xxU

1
x − γ1γ

L0∫

0

U1
t xU

1
x + γ

L0∫

0

Q1xU1
x

d

dt

L0∫

0

ρ12V
1
t γxV

1
x =

ρ12γL0|V
1
t (L0)|

2

2
−
γρ12
2

L0∫

0

|V 1
t |

2dx+
b1γL0|V

1
x (L0)|

2

2
−
γb1

2

L0∫

0

|V 1
x |

2dx

−
κ1γL0|V

1(L0)|
2

2
+
γκ1

2

L0∫

0

|V 1|2dx− κ1γ

L0∫

0

V 1
x xU

1
x − κ1lγ

L0∫

0

W 1xU1
x

−γ1γ

L0∫

0

V 1
t xV

1
x + γ

L0∫

0

R1xV
1
x .

d

dt

L0∫

0

ρ11W
1
t γxW

1
x =

ρ11γL0|W
1
t (L0)|

2

2
−
γρ11
2

L0∫

0

|W 1
t |

2dx+
κ10γL0|W

1
x (L0)|

2

2
−
γκ10
2

L0∫

0

|W 1
x |

2dx

−
κ1l

2γL0|W
1(L0)|

2

2
+
γκ1l

2

2

L0∫

0

|W 1|2dx− κ1γl

L0∫

0

V 1xW 1
x − κ1lγ

L0∫

0

W 1
xxU

1
x

−κ10lγ

L0∫

0

W 1
xxU

1
x + γ1γ

L0∫

0

W 1
t xWx + γ

L0∫

0

S1xU
1
x ,
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de onde podemos concluir que,

d

dt
H1(t) =

d

dt

L0∫

0

γx[ρ11U
1
t U

1
x + ρ12V

1
t V

1
x + ρ11W

1
t W

1
x ]dx = −

γρ11
2

L0∫

0

|U1
t |

2dx−
γκ1

2

L0∫

0

|U1
x |

2dx

+
ρ11γL0|U

1
t (L0)|

2

2
+
κ1γL0|U

1
x(L0)|

2

2
−
κ10l

2γL0|U
1(L0)|

2

2
+
γκ10l

2

2

L0∫

0

|U1|2dx

+γ1γ

L0∫

0

U1
t xU

1
x + γ

L0∫

0

Q1xU1
x +

ρ12γL0|V
1
t (L0)|

2

2
−
γρ12
2

L0∫

0

|V 1
t |

2dx

+
b1γL0|V

1
x (L0)|

2

2
−
γb1

2

L0∫

0

|V 1
x |

2dx−
κ1γL0|V

1(L0)|
2

2
+
γκ1

2

L0∫

0

|V 1|2dx

−κ1lγ

L0∫

0

W 1V 1 − γ1γ

L0∫

0

V 1
t xV

1
x + γ

L0∫

0

R1xV
1
x − κ1γlV

1(L0)W
1(L0)

+
ρ11γL0|W

1
t (L0)|

2

2
−
γρ11
2

L0∫

0

|W 1
t |

2dx+
κ10γL0|W

1
x (L0)|

2

2
−
γκ10
2

L0∫

0

|W 1
x |

2dx

−
κ1l

2γL0|W
1(L0)|

2

2
+
γκ1l

2

2

L0∫

0

|W 1|2dx+ γ1γ

L0∫

0

W 1
t xW

1
x + γ

L0∫

0

S1xU
1
x .
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Aplicando a desigualdade de Young, temos

d

dt
H1(t) 6

ρ11γL0|U
1
t (L0)|

2

2
+
ρ12γL0|V

1
t (L0)|

2

2
+
ρ11γL0|W

1
t (L0)|

2

2

+(
γγ21L

2
0

2κ1
−
γρ11
2

)

L0∫

0

|U1
t |

2dx+ (
γγ22L

2
0

b1
−
γρ12
2

)

L0∫

0

|V 1
t |

2dx+ (
γγ23L

2
0

2κ10
−
γρ11
2

)

L0∫

0

|W 1
t |

2dx

+
κ1γL0|U

1
x(L0)|

2

2
+
b1γL0|V

1
x (L0)|

2

2
+
κ10γL0|W

1
x (L0)|

2

2

−
κ1γ

4

L0∫

0

|U1
x |

2dx−
b1γ

4

L0∫

0

|V 1
x |

2dx−
κ10γ

4

L0∫

0

|W 1
x |

2dx

−
κ10l

2γL0|U
1(L0)|

2

2
−
κ1γL0|V

1(L0)|
2

2
−
κll

2γL0|W
1(L0)|

2

2

+
κ10 l

2γ

2

L0∫

0

|U1|2dx+ κ1γ

L0∫

0

|V 1|2 +
κ1l

2γ

2

L0∫

0

|W 1|2dx

γL0

L0∫

0

|Q1U
1
x |dx+ γL0

L0∫

0

|R1V
1
x |dx+ γL0

L0∫

0

|S1W
1
x |dx

−κ1γlV
1(L0)W

1(L0). (3.59)

OndeC̄=max{κ1, κ1l
2, κ10l

2}. Mas, Por outro lado, usando (3.13), temos

κ10l
2γ

2

L0∫

0

|U1|2dx+ γL0

L0∫

0

|Q1U
1
x |dx 6

κ10l
2γ

2

L0∫

0

|U1|2dx+ 2L0ρ
1
1γ

2

L0∫

0

|U1
t U

1
x |dx

+L0ρ
1
1(γ1 − ρ11γ)γ

2

L0∫

0

|U1U1
x |dx,

e assim pela desigualdade de Young,

κ10l
2γ

2

L0∫

0

|U1|2dx+ γL0

L0∫

0

|Q1U
1
x |dx 6 ρ11l

2γ

L0∫

0

|U1
t |

2dx+
[ρ11 + γ(γ11 − ρ11γ)]γL0

2

L0∫

0

|U1
x |

2dx

+
[κ10l

2 + γ(γ − ρ11γ)]γ

2

L0∫

0

|U1|2dx

Lima Mendes, G. J PDM - UFPA



Capı́tulo 3. Decaimento Exponencial 77

e pelo fato,

L0∫

0

|U1
x |

2dx 6 2

L0∫

0

|U1
x + V 1 + lW 1|2dx+ 4

L0∫

0

|V 1|2dx+ 4l2
L0∫

0

|W 1|2dx, (3.60)

obtemos,

κ10l
2γ

2

L0∫

0

|U1|2dx+ γL0

L0∫

0

|Q1U
1
x |dx 6 ρ11l

2γ

L0∫

0

|U1
t |

2dx+ [ρ11 + C̄1κ1γ

L0∫

0

|U1
x + V 1 + lW 1|2dx

+[ρ11 + γ(γ − ρ11γ)]γ

L0∫

0

|U1
x + V 1 + lW 1|2dx

+C̄1b1γ

L0∫

0

|V 1|2dx+ C̄1κ1γ

L0∫

0

|W 1
x − lU1|2dx,

ondeC̄1=max{
[κ1

0l
2+γ(γ−ρ11γ)]

2 , 2[ρ11 + γ(γ1 − ρ1γ)], 2l
2[ρ11 + γ(γ1 − ρ1γ)]}.

Logo, podemos concluir que,

κ10l
2γ

2

L0∫

0

|U1|2dx+ γL0

L0∫

0

|Q1U
1
x |dx 6 C̄2γE1(t). (3.61)

Por outro lado temos,

κ1γ

L0∫

0

|V 1|2dx+ γL0

L0∫

0

|R1V
1
x |dx 6 κlγ

L0∫

0

|V 1|2dx+ 2L0ρ
1
2γ

2

L0∫

0

|V 1
t V

1
x |dx

+L0(γ2 − ρ12γ)γ
2

L0∫

0

|V 1V 1
x |dx,
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e assim pela desigualdade de Young,

κ1γ

L0∫

0

|V 1|2dx+ γL0

L0∫

0

|R1V
1
x |dx 6 κlγ

L0∫

0

|V 1|2dx+ ρ12L0γ
2

L0∫

0

|V 1
t |

2dx

+ρ12L0γ
2

L0∫

0

|V 1
x |

2dx

+
L0(γ2 + ρ12γ)γ

2

2

L0∫

0

|V 1
x |

2dx

+
L0(γ2 + ρ12γ)γ

2

2

L0∫

0

|V 1|2dx.

Logo, aplicando a desigualdade de Poincaré,

κ1γ

L0∫

0

|V 1|2dx+ γL0

L0∫

0

|R1V
1
x |dx 6 ρ12γ

L0∫

0

|V 1
t |

2dx+ C̄3

L0∫

0

|V 1
x |

2dx.

OndeC̄3 = max{κ1Cp, γL0ρ
1
2,

L0(γ2+ρ12γ)γ
2 ,

L0(γ2+ρ12γ)γCp

2 }. Dáı conclúımos que,

κ1γ

L0∫

0

|V 1|2dx+ γL0

L0∫

0

|R1V
1
x |dx 6 C̄4γE1(t), (3.62)

ondeC̄4 é uma constante positiva.

Por outro lado, temos

κ1l
2γ

2

L0∫

0

|W 1|2dx+ γL0

L0∫

0

|S1W
1
x |dx 6

κ1l
2γ

2

L0∫

0

|W 1|2dx+ 2L0ρ
1
1γ

2

L0∫

0

|W 1
t W

1
x |dx

+L0ρ
1
1(γ3 − ρ11γ)γ

2

L0∫

0

|W 1W 1
x |dx,
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e assim pela desigualdade de Young,

κ1l
2γ

2

L0∫

0

|W 1|2dx+ γL0

L0∫

0

|S1U
1
x |dx 6 ρ11l

2γ

L0∫

0

|W 1
t |

2dx+
[ρ11 + γ(γ3 − ρ11γ)]γL0

2

L0∫

0

|W 1
x |

2dx

+
[κ1l

2 + γ(γ − ρ11γ)]γ

2

L0∫

0

|W 1|2dx.

Logo, pela desigualdade de Poincaré temos que

κ1l
2γ

2

L0∫

0

|W 1|2dx+ γL0

L0∫

0

|S1U
1
x |dx 6 C̄5γ

L0∫

0

|W 1
x |

2dx+ ρ11l
2γ

L0∫

0

|W 1
t |

2dx

C̄1=max{
[κ1l2+γ(γ−ρ11γ)]

2 , 2[ρ11 + γ(γ3 − ρ1γ)], 2l
2[ρ11 + γ(γ3 − ρ1γ)]}

e pelo fato,

L0∫

0

|W 1
x |

2dx 6 2

L0∫

0

|W 1
x − lU1|2dx+ 2l2

L0∫

0

|U1|2dx, (3.63)

e

L0∫

0

|U1
x |

2dx 6 2

L0∫

0

|U1
x + V 1 + lW 1|2dx+ 4

L0∫

0

|V 1|2dx+ 4l2
L0∫

0

|W 1|2dx,

obtemos,

κ1l
2γ

2

L0∫

0

|W 1|2dx+ γL0

L0∫

0

|S1U
1
x |dx 6 2C̄5γ

L0∫

0

|W 1
x − lU1|2dx+ C̄5γl

2

L0∫

0

|U1|2dx

2C̄5γ

L0∫

0

|U1
x + V 1 + lW 1|2dx+ 4C̄5γ

L0∫

0

|V 1|2dx

+4l2C̄5γ

L0∫

0

|W 1|2dx,
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de onde obtemos pela equivalência,

κ1l
2γ

2

L0∫

0

|W 1|2dx+ γL0

L0∫

0

|S1U
1
x |dx 6 2C̄5γ

L0∫

0

|W 1
x − lU1|2dx+ C̄6κ

1
0γ

L0∫

0

|W 1
x − lU1|2dx

2C̄5γ

L0∫

0

|U1
x + V 1 + lW 1|2dx+ C̄6γ

L0∫

0

|V 1
x |

2dx

C̄6γ

L0∫

0

|U1
x + V 1 + lW 1|2dx.

Logo conclúımos que,

κ1l
2γ

2

L0∫

0

|W 1|2dx+ γL0

L0∫

0

|S1U
1
x |dx 6 C̄7γE1(t). (3.64)

OndeC̄7 é uma constante positiva.

Portanto, podemos concluir das inequações (3.61), (3.62) e (3.64) que,

d

dt
H1(t) 6

ρ11γL0|U
1
t (L0)|

2

2
+
ρ12γL0|V

1
t (L0)|

2

2
+
ρ11γL0|W

1
t (L0)|

2

2

+(
γγ21L

2
0

2κ1
−
γρ11
2

)

L0∫

0

|U1
t |

2dx+ (
γγ22L

2
0

b1
−
γρ12
2

)

L0∫

0

|V 1
t |

2dx+ (
γγ23L

2
0

2κ10
−
γρ11
2

)

L0∫

0

|W 1
t |

2dx

+
κ1γL0|U

1
x(L0)|

2

2
+
b1γL0|V

1
x (L0)|

2

2
+
κ10γL0|W

1
x (L0)|

2

2

−
κ1γ

4

L0∫

0

|U1
x |

2dx−
b1γ

4

L0∫

0

|V 1
x |

2dx−
κ10γ

4

L0∫

0

|W 1
x |

2dx− κ1γlV
1(L0)W

1(L0). (3.65)

De modo ańalogo, quando multiplicarmos as equações (3.10), (3.11) e (3.12), respectivamente por

σ4(x)U
2
x , σ5(x)V 2

x eσ6(x)W 2
x , em seguida integrarmos de(L0, L), obteremos

L∫

L0

ρ21U
2
ttσ4(x)U

2
xdx−

L∫

L0

κ2(U
2
x + V 2 + lW 2)xσ4(x)U

2
xdx−

L∫

L0

κ20l(W
2
x − lU2)σ4(x)U

2
xdx =

L∫

L0

Q2σ4(x)U
2
x .

L∫

L0

ρ21V
2
ttσ5(x)V

2
x dx−

L∫

L0

b2V
2
xxσ5(x)V

2
x dx+

L∫

L0

κ2(U
2
x + V 2 + lW 2)σ5(x)V

2
x dx =

L∫

L0

S2σ5(x)V
2
x .
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L∫

L0

ρ21W
2
ttσ6(x)W

2
xdx−

L∫

L0

κ20(W
2
x − lU2)xσ6(x)W

2
xdx+

L∫

L0

κ2l(U
2
x+ V 2+ lW 2)σ6(x)W

2
xdx =

L∫

L0

S2σ6(x)W
1
x .

Logo,considerandoσ4(x) = σ5(x) = σ6(x) = γx e, em seguida, integrarmos por parte e aplicando as

condiç̃oes de contorno, teremos

d

dt

L∫

L0

ρ21U
2
t γxU

2
x = −

ρ21γL0|U
2
t (L0)|

2

2
−
γρ21
2

L∫

L0

|U2
t |

2dx−
κ2γL0|U

2
x(L0)|

2

2
−
γκ2

2

L∫

L0

|U2
x |

2dx

+
κ20l

2γL0|U
2(L0)|

2

2
+
γκ20l

2

2

L∫

L0

|U2|2dx+ κ2γ

L∫

L0

V 1
x xU

1
x + κ1lγ

L∫

L0

W 2
xxU

2
x

+κ20lγ

L∫

L0

W 2
xxU

2
x + γ

L0∫

0

Q2xU2
x

d

dt

L∫

L0

ρ22V
2
t γxV

2
x = −

ρ12γL0|V
2
t (L0)|

2

2
−
γρ12
2

L∫

L0

|V 2
t |

2dx−
b2γL0|V

2
x (L0)|

2

2
−
γb2

2

L∫

L0

|V 2
x |

2dx

+
κ1γL0|V

2(L0)|
2

2
+
γκ1

2

L∫

L0

|V 2|2dx− κ2γ

L∫

L0

V 2
x xU

2
x − κ1lγ

L0∫

0

W 1xV 1
x

+γ

L0∫

0

R2xV
2
x .

d

dt

L∫

L0

ρ21W
2
t γxW

2
x = −

ρ21γL0|W
2
t (L0)|

2

2
−
γρ21
2

L∫

L0

|W 2
t |

2dx−
κ20γL0|W

2
x (L0)|

2

2
−
γκ20
2

L∫

L0

|W 1
x |

2dx

+
κ1l

2γL0|W
1(L0)|

2

2
+
γκ2l

2

2

L∫

L0

|W 2|2dx− κ2γl

L∫

L0

V 2xW 2
x − κ2lγ

L∫

L0

W 2
xxU

2
x

− κ20lγ

L∫

L0

W 2
xxU

2
x + γ

L∫

L0

S2xU
2
x ,
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de onde podemos concluir que,

d

dt
H2(t) =

d

dt

L∫

L0

γx[ρ21U
2
t U

2
x + ρ22V

2
t V

2
x + ρ21W

2
t W

2
x ]dx = −

γρ11
2

L0∫

0

|U1
t |

2dx−
γκ1

2

L0∫

0

|U1
x |

2dx

−
ρ21γL0|U

2
t (L0)|

2

2
−
κ2γL0|U

2
x(L0)|

2

2
+
κ20l

2γL0|U
2(L0)|

2

2
+
γκ20l

2

2

L∫

L0

|U2|2dx

+γ

L∫

L0

Q2xU
2
x + γ

L0∫

0

S2xU
2
x −

ρ12γL0|V
2
t (L0)|

2

2
−
γρ12
2

L∫

L0

|V 2
t |

2dx

−
b2γL0|V

2
x (L0)|

2

2
−
γb2

2

L0∫

0

|V 2
x |

2dx+
κ2γL0|V

2(L0)|
2

2
+
γκ2

2

L∫

L0

|V 2|2dx

+κ2lγ

L∫

L0

W 2V 2 + γ

L∫

L0

R2xV
2
x −

ρ21γL0|W
2
t (L0)|

2

2
−
γρ12
2

L∫

L0

|W 2
t |

2dx

−
κ20γL0|W

2
x (L0)|

2

2
−
γκ20
2

L∫

L0

|W 2
x |

2dx+
κ2l

2γL0|W
2(L0)|

2

2
+
γκ2l

2

2

L∫

L0

|W 1|2dx

+κ2γlV
2(L0)W

2(L0).
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Aplicando a desigualdade de Young, temos

d

dt
H2(t) 6 −

ρ21γL0|U
2
t (L0)|

2

2
−
κ2γL0|U

2
x(L0)|

2

2
−
γρ11
2

L0∫

0

|U1
t |

2dx−
γκ1

2

L0∫

0

|U1
x |

2dx

+
κ20l

2γL0|U
2(L0)|

2

2
+
γκ20l

2

2

L∫

L0

|U2|2dx−
ρ12γL0|V

2
t (L0)|

2

2
−
γρ12
2

L∫

L0

|V 2
t |

2dx

−
b2γL0|V

2
x (L0)|

2

2
−
γb2

2

L0∫

0

|V 2
x |

2dx+
κ2γL0|V

2(L0)|
2

2
+ γκ2

L∫

L0

|V 2|2dx

−
ρ21γL0|W

2
t (L0)|

2

2
−
γρ12
2

L∫

L0

|W 2
t |

2dx−
κ20γL0|W

2
x (L0)|

2

2
−
γκ20
2

L∫

L0

|W 2
x |

2dx

+
κ2l

2γL0|W
2(L0)|

2

2
+ γκ2l

2

L∫

L0

|W 1|2dx+ γL

L∫

L0

|Q2U
2
x |dx+ γL

L0∫

0

|S2W
2
x |dx

+γL

L∫

L0

|R2V
2
x |dx+ κ2γlV

2(L0)W
2(L0).

Por outro lado, temos

κ20l
2γ

2

L∫

L0

|U2|2dx+ γL

L∫

L0

|Q2U
2
x |dx 6

κ20l
2γ

2

L∫

L0

|U2|2dx+ 2Lρ12γ
2

L∫

L0

|U2
t U

2
x |dx

+Lρ21γ
3

L∫

L0

|U2U2
x |dx,

κ2l
2γ

L∫

L0

|V 2|2dx+ γL

L∫

L0

|R2V
2
x |dx 6 κ2l

2γ

L∫

L0

|V 2|2dx+ 2Lρ22γ
2

L∫

L0

|V 2
t V

2
x |dx

+Lρ22γ
3

L∫

L0

|V 2V 2
x |dx,
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κ2l
2γ

L∫

L0

|W 2|2dx+ γL

L∫

L0

|S2W
2
x |dx 6 κ2l

2γ

L∫

L0

|W 2|2dx+ 2Lρ12γ
2

L∫

L0

|W 2
t W

2
x |dx

+Lρ21γ
3

L∫

L0

|W 2W 2
x |dx.

Usando nas tr̂esúltimas desigualdades, as desigualdades de Young, Poincaré e o fato de,

L∫

L0

|W 2
x |

2dx 6 2

L∫

L0

|W 2
x − lU2|2dx+ 2l2

L∫

L0

|U2|2dx,

e

L∫

L0

|U2
x |

2dx 6 2

L∫

L0

|U2
x + V 2 + lW 2|2dx+ 4

L∫

L0

|V 2|2dx+ 4l2
L∫

L0

|W 2|2dx,

Logo, obtemos que,

κ20l
2γ

2

L∫

L0

|U2|2dx+ γL

L∫

L0

|Q2U
2
x |dx 6 C̆1γE2(t) (3.66)

κ2l
2γ

L∫

L0

|V 2|2dx+ γL

L∫

L0

|R2V
2
x |dx 6 C̆2γE2(t),

κ2l
2γ

L∫

L0

|W 2|2dx+ γL

L∫

L0

|S2W
2
x |dx 6 C̆3γE2(t).

OndeC̆1, C̆2 e C̆3 são constantes positivas.
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Portanto, podemos concluir

d

dt
H2(t) 6 −

ρ21γL0|U
2
t (L0)|

2

2
−
γρ21
2

L∫

L0

|U2
t |

2dx−
ρ12γL0|V

2
t (L0)|

2

2
−
γρ22
2

L∫

L0

|V 2
t |

2dx

−
ρ21γL0|W

2
t (L0)|

2

2
−
γρ21
2

L∫

L0

|W 2
t |

2dx−
κ2γL0|U

2
x(L0)|

2

2
−
γκ2

2

L∫

L0

|U2
x |

2dx

−
b2γL0|V

2
x (L0)|

2

2
−
γb2

2

L0∫

0

|V 2
x |

2dx−
κ20γL0|W

2
x (L0)|

2

2
−
γκ20
2

L∫

L0

|W 2
x |

2dx

+
κ20l

2γL0|U
2(L0)|

2

2
+
κ2γL0|V

2(L0)|
2

2
+
κ2l

2γL0|W
2(L0)|

2

2

+κ2γlV
2(L0)W

2(L0) + C̆4γE2(t). (3.67)

OndeC̆5 é uma constante positiva.

Somando as inequações (3.65) e (3.67), as condiç̃oes de transmissão, obtemos

d

dt
P (t) 6 −

γ

4

L∫

0

[κ1|U
1
x |

2 + b1|V
1
x |

2 + κ10|W
1
x |

2]dx−
γ

4

L∫

L0

[κ2|U
2
x |

2 + b2|V
2
x |

2 + κ20|W
2
x |

2]dx

−
γ

4

L∫

L0

[ρ21|U
2
t |

2 + ρ22|V
2
t |

2 + ρ21|W
2
t |

2]dx+ Ĉ26

L0∫

0

[|U1
t |

2 + |V 1
t |

2 + |W 1
t |

2]dx

+Ĉ6γE1(t) + Ĉ13γE2(t),

Ĉ26=max{(
γγ2

1L
2
0

2κ1
−

γρ11
2 ), (

γγ2
2L

2
0

b1
−

γρ12
2 ), (

γγ2
3L

2
0

2κ1
0

−
γρ11
2 )} �

Lema 3.5. O funcionalV (t) é definido por

V (t) = NE(t) + (P (t) + L(t)),
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satisfaz

d

dt
V (t) 6 N̈1γE(t)− Ĉ28

L0∫

0

[|U1
t |

2 + |V 1
t |

2 + |W 1
t |

2]dx+
ρ11L0κ

1
0|W

1
t (L0)|

2

2
+
ρ11L0κ

1
0|U

1
t (L0)|

2

2

κ21L0|U
1
x(L0) + V 1(L0) + lW 1(L0)|

2

2
+
κ10L0|W

1
x (L0)− lU1(L0)|

2

2

−
κ1

4

L0∫

0

[|U1
x + V 1 + lW 1|2]dx−

κ10
4

L0∫

0

[|W 1
x − lU1|2]dx

−
γ

4

L∫

0

[κ1|U
1
x |

2 + b1|V
1
x |

2 + κ10|W
1
x |

2]dx−
γ

4

L∫

L0

[κ2|U
2
x |

2 + b2|V
2
x |

2 + κ20|W
2
x |

2]dx,

ondeN̈1=max{NC, Ĉ27}

Prova. Usando os Lemas (3.2) e (3.4)

d

dt
V (t) 6 NCγE(t) + Ĉ27γE(t) + Ĉ26

L0∫

0

[|U1
t |

2 + |V 1
t |

2 + |W 1
t |

2]dx

−N

L0∫

0

[γ1|U
1
t |

2 + γ2|V
1
t |

2 + γ3|W
1
t |

2]dx+
ρ11L0κ

1
0|W

1
t (L0)|

2

2
+
ρ11L0κ

1
0|U

1
t (L0)|

2

2

κ21L0|U
1
x(L0) + V 1(L0) + lW 1(L0)|

2

2
+
κ10L0|W

1
x (L0)− lU1(L0)|

2

2

−
κ1

4

L0∫

0

[|U1
x + V 1 + lW 1|2]dx−

κ10
4

L0∫

0

[|W 1
x − lU1|2]dx

−
γ

4

L∫

0

[κ1|U
1
x |

2 + b1|V
1
x |

2 + κ10|W
1
x |

2]dx−
γ

2

L∫

L0

[κ2|U
2
x |

2 + b2|V
2
x |

2 + κ20|W
2
x |

2]dx,

ondeĈ27=max{(Ĉ19 + Ĉ6), Ĉ13}.
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De onde segue que,

d

dt
V (t) 6 NCγE(t) + Ĉ27γE(t) + (Ĉ27 −Nγ1)

L0∫

0

|U1
t |

2 + (Ĉ27 −Nγ1)

L0∫

0

|V 1
t |

2

+(Ĉ27 −Nγ1)

L0∫

0

|W 1
t |

2dx+
ρ11L0κ

1
0|W

1
t (L0)|

2

2
+
ρ11L0κ

1
0|U

1
t (L0)|

2

2

+
κ21L0|U

1
x(L0) + V 1(L0) + lW 1(L0)|

2

2
+
κ10L0|W

1
x (L0)− lU1(L0)|

2

2

−
κ1

4

L0∫

0

[|U1
x + V 1 + lW 1|2]dx−

κ10
4

L0∫

0

[|W 1
x − lU1|2]dx

−
γ

4

L∫

0

[κ1|U
1
x |

2 + b1|V
1
x |

2 + κ10|W
1
x |

2]dx−
γ

2

L∫

L0

[κ2|U
2
x |

2 + b2|V
2
x |

2 + κ20|W
2
x |

2]dx,

escolhendoN ≫ Ĉ27, ondeNγi > Ĉ27, para i = 1, 2, 3. Ent̃ao existe uma constante positivâC28 tal

que,

d

dt
V (t) 6 N̈1γE(t)− Ĉ28

L0∫

0

[|U1
t |

2 + |V 1
t |

2 + |W 1
t |

2]dx+
ρ11L0κ

1
0|W

1
t (L0)|

2

2
+
ρ11L0κ

1
0|U

1
t (L0)|

2

2

+
κ21L0|U

1
x(L0) + V 1(L0) + lW 1(L0)|

2

2
+
κ10L0|W

1
x (L0)− lU1(L0)|

2

2

−
κ1

4

L0∫

0

[|U1
x + V 1 + lW 1|2]dx−

κ10
4

L0∫

0

[|W 1
x − lU1|2]dx

−
γ

4

L∫

0

[κ1|U
1
x |

2 + b1|V
1
x |

2 + κ10|W
1
x |

2]dx−
γ

2

L∫

L0

[κ2|U
2
x |

2 + b2|V
2
x |

2 + κ20|W
2
x |

2]dx.

OndeN̈1=max{NC, Ĉ27}. �

Lema 3.6. Seja o funcional G(t) definido por

G(t) = N2H2(t) +M(t)
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satisfaz

d

dt
G(t) 6

N̈2κ
2
0l

2γ|U2(L0)|
2

2
+
N̈2(κ2 + κ20l)γL0)|V

2(L0)|
2

2

+
N̈2(κ2l

2 + κ20l)γL0)|W
2(L0)|

2

2
+
ρ21(L− L0)|U

2
t (L0)|

2

2

+
κ20ρ

2
1(L− L0)W

2
t (L0)|

2

2
+
κ2(L− L0)|U

2
x(L0) + V 2(L0) + lW 2(L0)|

2

2

−N̈3

L∫

L0

[|U2
t |

2 + |V 2
t |

2 + |W 2
t |

2 + |U2
x + V 2 + lW 2|2 + |W 2

x − lU2|2]dx

+
κ2(L− L0)|W

2
x (L0)− lU2(L0)|

2

2
+ N̈4γE2(t),

ondeN̈3 é uma constante positiva.

Prova. Usando o lema(4.3) e inequaç̃ao (3.67), obtemos

d

dt
G(t) 6

N̈2κ
2
0l

2γ|U2(L0)|
2

2
+
N̈2(κ2 + κ20l)γL0)|V

2(L0)|
2

2

+
N̈2(κ2l

2 + κ20l)γL0)|W
2(L0)|

2

2
+
ρ21(L− L0)|U

2
t (L0)|

2

2

+
κ20ρ

2
1(L− L0)W

2
t (L0)|

2

2
+
κ2(L− L0)|U

2
x(L0) + V 2(L0) + lW 2(L0)|

2

2

(Ĉ − N̈2γρ
2
1)

L∫

L0

|U2
t |

2dx+ (Ĉ − N̈2γρ
2
2)

L∫

L0

|V 2
t |

2dx+ (Ĉ − N̈2γρ
2
1)

L∫

L0

|W 2
t |

2dx

−
κ2

2

L∫

L0

|U2
x + V 2 + lW 2|2 −

κ20
2

L∫

L0

|W 2
x − lU2|2dx

+
κ2(L− L0)|W

2
x (L0)− lU2(L0)|

2

2
+ N̈4γE2(t),
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escolhendoN̈2 ≫ γ, tal queN̈2γρ
2
i ≫ Ĉ para i = 1, 2. Podemos concluir que existe uma constante

positivaN̈3 tal que

d

dt
G(t) 6

N̈2κ
2
0l

2γ|U2(L0)|
2

2
+
N̈2(κ2 + κ20l)γL0)|V

2(L0)|
2

2

+
N̈2(κ2l

2 + κ20l)γL0)|W
2(L0)|

2

2
+
ρ21(L− L0)|U

2
t (L0)|

2

2

+
κ20ρ

2
1(L− L0)W

2
t (L0)|

2

2
+
κ2(L− L0)|U

2
x(L0) + V 2(L0) + lW 2(L0)|

2

2

−N̈3

L∫

L0

[|U2
t |

2 + |V 2
t |

2 + |W 2
t |

2 + |U2
x + V 2 + lW 2|2 + |W 2

x − lU2|2]dx

+
κ2(L− L0)|W

2
x (L0)− lU2(L0)|

2

2
+ N̈4γE2(t).

�

Lema 3.7. Para todoδ > 0, existe uma constanteCδ > 0 independente dos dados iniciais, tal que

T∫

0

|U2(L0)|
2dt+

T∫

0

|V 2(L0)|
2dt+

T∫

0

|W 2(L0)|
2 +

T∫

0

|U1
t (L0)|

2dt+

T∫

0

|W 1
t (L0)|

2

+

T∫

0

|U2
t (L0)|

2dt+

T∫

0

|W 2
t (L0)|

2 +

T∫

0

|U1
x(L0) + V 1(L0) + lW 1(L0)|

2dt

+

T∫

0

|W 1
x (L0)− lU1(L0)|

2dt+

T∫

0

|U2
x(L0) + V 2(L0) + lW 2(L0)|

2dt

+

T∫

0

|W 2
x (L0)− lU2(L0)|

2dt 6 δ

T∫

0

E(t) + Cδ{

T∫

0

L0∫

0

[|U1
x |

2 + |V 1
x |

2 + |W 1
x |

2]dxdt

+

T∫

0

L∫

L0

[|U2
x |

2 + |V 2
x |

2 + |W 2
x |

2]dxdt}

Para toda soluç̃ao forte(U1, V 1,W 1, U2, V 2,W 2) do sistema (3.7) - (3.26) e,T suficientemente grande.

Prova. Provemos por contradiç̃ao. Suponha que exista uma sequência de valores iniciais(U1
0,ν , V

1
0,ν ,

W 1
0,ν , U

2
0,ν , V

2
0,ν ,W

2
0,ν) ∈ H2 ∩ V e (U1

1,ν , V
1
1,ν ,W

1
1,ν , U

2
1,ν , V

2
1,ν ,W

2
1,ν) ∈ V e, uma constante positiva
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δ0 > 0 tal que a soluç̃ao correspondente(U1, V 1,W 1, U2, V 2,W 2) do sistema (3.7) - (3.26) satisfaça:

T∫

0

|U2,ν(L0)|
2dt+

T∫

0

|V 2,ν(L0)|
2dt+

T∫

0

|W 2,ν(L0)|
2 +

T∫

0

|U1,ν
t (L0)|

2dt+

T∫

0

|W 1,ν
t (L0)|

2

+

T∫

0

|U2,ν
t (L0)|

2dt+

T∫

0

|W 2,ν
t (L0)|

2 +

T∫

0

|U1,ν
x (L0) + V 1,ν(L0) + lW 2,ν(L0)|

2dt

+

T∫

0

|W 1,ν
x (L0)− lU1,ν(L0)|

2dt+

T∫

0

|U2,ν
x (L0) + V 2,ν(L0) + lW 2,ν(L0)|

2dt

+

T∫

0

|W 2,ν
x (L0)− lU2,ν(L0)|

2dt = 1 (3.68)

e verifica a desigualdade

1 > δ0

T∫

0

Eν(t) + ν{

T∫

0

L0∫

0

[|U1,ν
x |2 + |V 1,ν

x |2 + |W 1,ν
x |2]dxdt+

T∫

0

L∫

L0

[|U2,ν
x |2 + |V 2,ν

x |2 + |W 2,ν
x |2]dxdt}

para cadaν, ondeEν(t) = E(t, U1,ν , V 1,ν ,W 1,ν , U2,ν , V 2,ν ,W 2,ν). Assim, da desigualdade anterior

temos que

T∫

0

Eν(t) é limitada para cada ν, (3.69)

e tamb́em

T∫

0

L0∫

0

[|U1,ν
x |2 + |V 1,ν

x |2 + |W 1,ν
x |2]dxdt → 0 quando ν → ∞ (3.70)

T∫

0

L0∫

0

[|U2,ν
x |2 + |V 2,ν

x |2 + |W 2,ν
x |2]dxdt → 0 quando ν → ∞. (3.71)

Logo,

(U1,ν , V 1,ν ,W 1,ν) é limitada em L∞(0, T ;H2 ∩ V),

(U2,ν , V 2,ν ,W 2,ν) é limitada em L∞(0, T ;H2 ∩ V),

Lima Mendes, G. J PDM - UFPA



Capı́tulo 3. Decaimento Exponencial 91

(U1,ν
t , V

1,ν
t ,W

1,ν
t ) é limitada em L∞(0, T ;V),

(U2,ν
t , V

2,ν
t ,W

2,ν
t ) é limitada em L∞(0, T ;V).

Portanto existe uma subsequência de(U1,ν , V 1,ν ,W 1,ν) e (U2,ν , V 2,ν ,W 2,ν), que seŕa denotada da

mesma forma, tal que

(U1,ν , V 1,ν ,W 1,ν) ∗
⇀ (U1, V 1,W 1) em L∞(0, T ;H2 ∩ V);

(U2,ν , V 2,ν ,W 2,ν) ∗
⇀ (U2, V 2,W 2) em L∞(0, T ;H2 ∩ V);

(U1,ν
t , V

1,ν
t ,W

1,ν
t ) ⇀ (U1

t , V
1
t ,W

1
t ) em L2(0, T ;V);

(U2,ν
t , V

2,ν
t ,W

2,ν
t ) ⇀ (U2

t , V
2
t ,W

2
t ) em L2(0, T ;V).

Então aplicando o lema de Kim, temos que

(U1,ν , V 1,ν ,W 1,ν) → (U1, V 1,W 1) em C(0, T ;Hr(0, L0));

(U2,ν , V 2,ν ,W 2,ν) → (U2, V 2,W 2) em C(0, T ;Hr(L0, L).

Onder < 1. Assim, usando (3.68), temos

T∫

0

|U2(L0)|
2dt+

T∫

0

|V 2(L0)|
2dt+

T∫

0

|W 2(L0)|
2 +

T∫

0

|U1
t (L0)|

2dt+

T∫

0

|W 1
t (L0)|

2

+

T∫

0

|U2
t (L0)|

2dt+

T∫

0

|W 2
t (L0)|

2 +

T∫

0

|U1
x(L0) + V 1(L0) + lW 1(L0)|

2dt

+

T∫

0

|W 1
x (L0)− lU1(L0)|

2dt+

T∫

0

|U2
x(L0) + V 2(L0) + lW 2(L0)|

2dt

+

T∫

0

|W 2
x (L0)− lU2(L0)|

2dt = 1. (3.72)
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Segue das convergências (3.70) e (3.71) que,

U1
x = 0 em quase todo (0, L0)× (0, T );

V 1
x = 0 em quase todo (0, L0)× (0, T );

W 1
x = 0 em quase todo (0, L0)× (0, T );

U2
x = 0 em quase todo (0, L0)× (0, T );

V 2
x = 0 em quase todo (0, L0)× (0, T );

W 2
x = 0 em quase todo (0, L0)× (0, T ).

Agora, usando as condições de contorno temos que

L0∫

0

d

dx
(U1)2(x)dx = |U1(L0)|

2,

por outro lado,

L0∫

0

d

dx
(U1)2(x)dx =

L0∫

0

2U1(x)U1
x(x) 6

L0∫

0

2|U1(x)||U1
x(x)|dx,

de onde conclúımos, aplicando a desigualdade de Poincaré

L0∫

0

d

dx
(U1)2(x)dx 6 2Cp

L0∫

0

|U1
x(x)|

2dx.

Portanto,

T∫

0

|U1(L0)|
2dt 6 2Cp

T∫

0

L0∫

0

|U1
x(x)|

2dxdt = 0.

De modo ańalogo, segue que

T∫

0

|U1
x(L0)|

2dt 6 2Cp

T∫

0

L0∫

0

|U1
xx(x)|

2dxdt = 0,
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T∫

0

|V 1(L0)|
2dt 6 2Cp

T∫

0

L0∫

0

|V 1
x (x)|

2dxdt = 0,

T∫

0

|W 1(L0)|
2dt 6 2Cp

T∫

0

L0∫

0

|W 1
x (x)|

2dxdt = 0,

T∫

0

|W 1
x (L0)|

2dt 6 2Cp

T∫

0

L0∫

0

|W 1
xx(x)|

2dxdt = 0,

T∫

0

|U2(L0)|
2dt 6 2Cp

T∫

0

L0∫

0

|U2
x(x)|

2dxdt = 0,

T∫

0

|U2
x(L0)|

2dt 6 2Cp

T∫

0

L0∫

0

|U2
xx(x)|

2dxdt = 0,

T∫

0

|V 2(L0)|
2dt 6 2Cp

T∫

0

L0∫

0

|V 2
x (x)|

2dxdt = 0,

T∫

0

|W 2(L0)|
2dt 6 2Cp

T∫

0

L0∫

0

|W 2
x (x)|

2dxdt = 0,

T∫

0

|W 2
x (L0)|

2dt 6 2Cp

T∫

0

L0∫

0

|W 2
xx(x)|

2dxdt = 0.
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Logo,

T∫

0

|U2(L0)|
2dt+

T∫

0

|V 2(L0)|
2dt+

T∫

0

|W 2(L0)|
2 +

T∫

0

|U1
t (L0)|

2dt+

T∫

0

|W 1
t (L0)|

2

+

T∫

0

|U2
t (L0)|

2dt+

T∫

0

|W 2
t (L0)|

2 +

T∫

0

|U1
x(L0) + V 1(L0) + lW 1(L0)|

2dt

+

T∫

0

|W 1
x (L0)− lU1(L0)|

2dt+

T∫

0

|U2
x(L0) + V 2(L0) + lW 2(L0)|

2dt

+

T∫

0

|W 2
x (L0)− lU2(L0)|

2dt 6 0.

O que contradiz (3.72). Portanto, para qualquerδ > 0, existeCδ > 0 tal que,

T∫

0

|U2(L0)|
2dt+

T∫

0

|V 2(L0)|
2dt+

T∫

0

|W 2(L0)|
2 +

T∫

0

|U1
t (L0)|

2dt+

T∫

0

|W 1
t (L0)|

2

+

T∫

0

|U2
t (L0)|

2dt+

T∫

0

|W 2
t (L0)|

2 +

T∫

0

|U1
x(L0) + V 1(L0) + lW 1(L0)|

2dt

+

T∫

0

|W 1
x (L0)− lU1(L0)|

2dt+

T∫

0

|U2
x(L0) + V 2(L0) + lW 2(L0)|

2dt

+

T∫

0

|W 2
x (L0)− lU2(L0)|

2dt 6 δ

T∫

0

E(t) + Cδ{

T∫

0

L0∫

0

[|U1
x |

2 + |V 1
x |

2 + |W 1
x |

2]dxdt

+

T∫

0

L∫

L0

[|U2
x |

2 + |V 2
x |

2 + |W 2
x |

2]dxdt}.

�

No próximo teorema, definimosε(t) := E(t, ϕ1, ψ1, ω1, φ2, ψ2, ω2), ondeE(t, ϕ1, ψ1, ω1, ϕ2, ψ2, ω2)

é dado por (??).

Teorema 3.8. Seja(ϕ1, ψ1, ω1, ϕ2, ψ2, ω2) uma soluç̃ao forte para o problema de transmissão (2.1)-

(2.14). Ent̃ao existe uma constante positivaC0

ε(t) ≤ C0E(0)e−2γt (3.73)
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Prova. Considere o seguinte funcional

L(t) = NE(t) + (N0P (t) + L(t)) +N2H2(t) +M(t).

Pelos lemas (3.5) e (3.6), temos que existe uma constante positiva C tal que

d

dt
L(t) ≤

ρ11L0κ
1
0|W

1
t (L0)|

2

2
+
ρ11L0κ

1
0|U

1
t (L0)|

2

2
+
κ20L0|U

1
x(L0) + V 1(L0) + lW 1(L0)|

2

2

+
L0κ

1
0|W

1
x (L0)− lU1(L0)|

2

2
+
N̄2(L0)

3l2γκ10|U
2(L0)|

2

2
+
N2(κ2 + κ20l)γL0|V

2(L0)|
2

2

+
N2(κ2 + κ20l)γL0|W

2(L0)|
2

2
+
ρ21(L− L0)|U

2
t (L0)|

2

2
+
ρ21(L− L0)κ

2
0|W

2
t (L0)|

2

2

+
κ2(L− L0)|U

2
x(L0) + V 2(L0) + lW 2(L0)|

2

2
+
κ20(L− L0)|W

2
x (L0)− lU2(L0)|

2

2

−Ĉ

L0∫

0

[|U1
t |

2 + |V 1
t |

2 + |W 1
t |

2 + |U1
x + V 1 + lW 1|2 + |W 1

x − lU1|2]dx−
N̂3

2

L0∫

0

|V 1
x |

2dx

−Ĉ

L∫

L0

[|U2
t |

2 + |V 2
t |

2 + |W 2
t |

2 + |U2
x + V 2 + lW 2|2 + |W 2

x − lU2|2]dx− N̂3

L∫

L0

|V 2
x |

2dx

−N̂3

L0∫

0

[|U1
x |

2 + |V 1
x |

2 + |W 1
x |

2]dx− N̂3

L0∫

L

[|U2
x |

2 + |V 2
x |

2 + |W 2
x |

2]dx+ CγE(t).

Integrando aúltima desigualdade de0 atéT e,aplicando o lema de compacidade, obtemos

d

dt
L(t) ≤ −Ĉ

T∫

0

L0∫

0

[|U1
t |

2 + |V 1
t |

2 + |W 1
t |

2 + |U1
x + V 1 + lW 1|2 + |W 1

x − lU1|2]dxdt

−
N̂3

2

T∫

0

L0∫

0

|V 1
x |

2dxdt− Ĉ

T∫

0

L∫

L0

[|U2
t |

2 + |V 2
t |

2 + |W 2
t |

2 + |U2
x + V 2 + lW 2|2 + |W 2

x − lU2|2]dxdt

−N̂3

T∫

0

L∫

L0

|V 2
x |

2dxdt− N̂3

T∫

0

L0∫

0

[|U1
x |

2 + |V 1
x |

2 + |W 1
x |

2]dx− N̂3

T∫

0

L0∫

0

[|U2
x |

2 + |V 2
x |

2 + |W 2
x |

2]dxdt

+Cγ

T∫

0

E(t)dtδ

T∫

0

E(t) + Cδ{

T∫

0

L0∫

0

[|U1
x |

2 + |V 1
x |

2 + |W 1
x |

2]dxdt

+

T∫

0

L∫

L0

[|U2
x |

2 + |V 2
x |

2 + |W 2
x |

2]dxdt}.
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OndeĈ6=max{ρ11L0κ
1
0, κ

1
0L0, κ

2
1L0, N̄2l

2L0γ,N2(κ2+κ
2
0l)γL0, (N̄2(κ2l

2+κ20l)γL0, ρ
2
1(L−L0),

κ20ρ
2
1(L− L0), κ2(L− L0, κ

2
0(L− L0))} eN ≫ γ tal queN.γ > 1.

Tomandoγ e δ suficientemente pequeno. Concluı́mos que existe uma constante positivaN0 tal que

L(t)− L(0) 6 −N0

T∫

0

E(t)dt,

ou ainda

L(t) 6 L(0). (3.74)

Agora, observe que existem constantes positivasN1 eN2 tais que

N1E(t) 6 L(t) 6 N2E(t). (3.75)

De fato, utilizando a desigualdade de Young, obtemos

L(t) =

L0∫

0

ρ11U
1
t xκ1(U

1
x + V 1 + lW 1)dx+

L0∫

0

ρ11U
1
t xκ

1
0(W

1
x − lU1)dx

6
ρ11κ1L0

2

L0∫

0

|U1
t |

2dx+
ρ11κ1L0

2

L0∫

0

|U1
x + V 1 + lW 1|2dx

+
ρ11κ1L0

2

L0∫

0

|U1
t |

2dx+
ρ11κ

1
0L0

2

L0∫

0

|W 1
x − lU1|2dx

6 C1E(t).

Sabendo que

P (t) = H1(t) +H2(t),
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ent̃ao

H1 =

L0∫

0

ρ11U
1
t xγU

1
xdx+

L0∫

0

ρ12V
1
t xγV

1
x dx+

L0∫

0

ρ11W
1
t xγW

1
xdx

6
ρ11γL0

2

L0∫

0

|U1
t |

2dx+
ρ11γL0

2

L0∫

0

|U1
x |

2dx

+
ρ12γL0

2

L0∫

0

|V 1
t |

2dx+
ρ12γL0

2

L0∫

0

|V 1
x |

2dx+

+
ρ11γL0

2

L0∫

0

|W 1
t |

2dx+
ρ11γL0

2

L0∫

0

|W 1
x |

2dx,

pelo fato de

L0∫

0

|U1
x |

2dx 6 2

L0∫

0

|U1
x + V 1 + lW 1|2dx+ 4

L0∫

0

|V 1|2dx+ 4l

L0∫

0

|W 1|2dx (3.76)

e

L0∫

0

|W 1
x |

2dx 6 2

L0∫

0

|W 1
x − lU1|2dx+ 2l2

L0∫

0

|U1|2dx (3.77)

temos,

H1(t) 6 C1

L0∫

0

[|U1
t |

2 + |V 1
t |

2 + |W 1
t |

2]dx+ C1

L0∫

0

[|U1
x + V 1 + lW 1|2 + |W 1

x − lU1|2]dx

+4C1

L0∫

0

|U1|2dx+ 4l2C1

L0∫

0

|V 1|2dx+ 2l2C1

L0∫

0

|W 1|2dx,

ondeC1=max{
ρ11γL0

2 ,
ρ12γL0

2 } e, usando o fato das normas serem equivalentes, segue que

H1(t) 6 C1

L0∫

0

[|U1
t |

2 + |V 1
t |

2 + |W 1
t |

2]dx+

+C3

L0∫

0

[|U1
x + V 1 + lW 1|2 + |V 1

x |
2 + |W 1

x − lU1|2]dx,
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C3=max{c2κ,C2b1, C2κ
1
0}.

Portanto, podemos concluir que

H1(t) 6 C4E(t).

OndeC4 é uma constante positiva.

De modo ańalogo paraH2, temos

H2 =

L∫

L0

ρ21U
2
t xγU

2
xdx+

L∫

L0

ρ22V
2
t xγV

2
x dx+

L∫

L0

ρ21W
2
t xγW

2
xdx (3.78)

de onde segue,

H2(t) 6 C5

L∫

L0

[|U2
t |

2 + |V 2
t |

2 + |W 2
t |

2]dx+

+C7

L∫

L0

[|U2
x + V 2 + lW 2|2 + |V 2

x |
2 + |W 2

x − lU2|2]dx,

C7=max{c6κ2, C6b1, C6κ
2
0}.

Donde conclúımos,

H2(t) 6 C8E(t).

SendoC8 uma constante positiva.

Portanto,

P (t) 6 C9E(t). (3.79)
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OndeC9 é uma constante positiva.

M(t) =

L∫

L0

ρ21U
2
t (x− L)κ2(U

2
x + V 2 + lW 2)dx+

L∫

L0

ρ21W
2
t (x− L)κ20(W

2
x − lU2)dx

6
ρ21κ2L

2

L∫

L0

|U2
t |

2dx+
ρ21κ2L

2

L∫

L0

|U2
x + V 2 + lW 2|2dx

+
ρ11κ1L

2

L∫

L0

|W 2
t |

2dx+
ρ21κ

1
0L

2

L∫

L0

|W 1
x − lU1|2dx

6 C10E(t),

ondeC10 é uma constante positiva.

Note que,

NE(t) +N2P (t) + L(t) 6 C10E(t)

ondeémax{N,C1, C9}.

Além disso,

G(t) = N2H2(t) +M(t) 6 C11E(t),

ondeC11 = max{N2C8, C10}.

Assim, segue que existe uma constanteN2 tal que

L(t) 6 N2E(t). (3.80)

Por outro lado temos também que

L(t) > NE(t)− C10E(t)− C11E(t), (3.81)

ou ainda,

L(t) > N1E(t), (3.82)

ondeN1 é uma constante positiva.
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Logo, existem constantes positivasN1 eN2 tais que

N1E(t) 6 L(t) 6 N2E(t). (3.83)

Logo, das desigualdades (3.74) e (3.75), segue que

N1E(t) 6 L(t) 6 L(0) 6 N2E(t),

o que implica

E(t) 6 N3E(0). (3.84)

OndeN3= N2
N1

. Assim para completarmos a prova basta mostrarmos que

ε(t)e2γt 6 N4E(t),

ondeN4 > 0 é constante, para obtermos o decaimento exponencial.

De fato, note que

L0∫

0

|U1
x + V 1 + lW 1|2dx =

L0∫

0

|ϕ1
xe

γt + ψ1eγt + lω1eγt|2dx

=

L0∫

0

|ϕ1
x + ψ1 + lω1|2e2γtdx. (3.85)

L0∫

0

|W 1
x − lU1|2dx =

L0∫

0

|ω1
xe

γt − lϕ1eγt|2dx

=

L0∫

0

|ω1
x − lφ1|2e2γtdx (3.86)

L0∫

0

|V 1
x |

2dx =

L0∫

0

|ψ1
xe

γt|2dx

=

L0∫

0

|ψ1
x|

2e2γtdx (3.87)
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L0∫

0

|ϕ1
t |
2e2γt =

L0∫

0

|U1
t − γU1|2 6

L0∫

0

(|U1
t |+ γ|U1|)2

6 2

L0∫

0

|U1
t |

2dx+ 2γ

L0∫

0

|U1|2dx

6 2

L0∫

0

|U1
t |

2dx+ 2γCp

L0∫

0

|U1
x |

2dx,

mas pela desigualdade (3.76), conclúımos

L0∫

0

|ϕ1
t |
2e2γt 6 2

L0∫

0

|U1
t |dx+ 4γCp

L0∫

0

|U1
x + V 1 + lW 1|2dx

+8γCp

L0∫

0

|V 1|2dx+ 8l2Cp

L0∫

0

|W 1|2dx (3.88)

L0∫

0

|ω1
t |

2e2γt =

L0∫

0

|W 1
t − γW 1|2 6

L0∫

0

(|W 1
t |+ γ|W 1|)2

6 2

L0∫

0

|W 1
t |

2dx+ 2γ

L0∫

0

|W 1|2dx

6 2

L0∫

0

|W 1
t |

2dx+ 2γCp

L0∫

0

|W 1
x |

2dx, (3.89)

de onde obtemos pela desigualdade (3.77),

L0∫

0

|ω1
t |

2e2γt 6 2

L0∫

0

|W 1
t |

2dx+ 4γCp

L0∫

0

|W 1
x − lU1|2dx+ 4γCpl

2

L0∫

0

|U1|2dx.

Podemos concluir usando, novamente, a equivalência que entre as normas que

L0∫

0

|ϕ1
t |
2e2γt +

L0∫

0

|ω1
t |

2e2γt 6 2

L0∫

0

[|U1
t |+ |W 1

t |
2]dx+ C̆1

L0∫

0

[|U1
x + V 1 + lW 1|2]dx

+C̆1

L0∫

0

[|ψ1
x|

2 + |W 1
x − lU1|2]dx. (3.90)
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OndeC̆1=max{4γl2Cp, C̆κ1, C̆b1,
˘Cκ10}.

E finalmente,

L0∫

0

|ψ1
t |

2e2γt =

L0∫

0

|V 1
t − γV 1|2 6

L0∫

0

(|V 1
t |+ γ|V 1|)2

6 2

L0∫

0

|V 1
t |

2dx+ 2γ

L0∫

0

|V 1|2dx

6 2

L0∫

0

|V 1
t |

2dx+ 2γCp

L0∫

0

|V 1
x |

2dx, (3.91)

assim, podemos concluir das desigualdades (3.85)-(3.91) que existe uma constante positiva,C̆2 tal que

E1(t, ϕ
1, ψ1, ω1)e2γt 6 C̆2E1(t, U

1, V 1,W 1). (3.92)

De modo ańalogo, existe uma constante positivaC̆3 tal que

E2(t, ϕ
2, ψ2, ω2)e2γt 6 C̆3E2(t, U

2, V 2,W 2). (3.93)

Portando de (3.92) e (3.93), segue que existe uma constanteN4 > 0 tal que

ε(t)e2γt 6 N4E(t). (3.94)

Logo, pelaúltima desigualdade e de (3.84) conclúımos que

ε(t)e2γt 6 C0E(0), (3.95)

ondeC0=N4.N3. Portanto

ε(t) 6 C0E(0)e−2γt, (3.96)

concluindo dessa forma nossa prova. �
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CAPÍTULO 4

Problema de transmissão para o sistema de Timoshenko

4.1 Introdução

Seguindo a idéia principal sobre deformação em estruturas elásticas, considerarmos o sistema de Ti-

moshenko dado pelas equações de movimento

ρAϕtt(x, t) = Sx(x, t), (4.1)

ρIψtt(x, t) = Mx(x, t)− S(x, t), (4.2)

onde

S = κ(ϕx + ψ), (4.3)

M = bψx (4.4)

são as relações de tensão-deformação para o comportamento elástico. Aqui,t é o tempo,x é a distância

ao longo da linha central da viga,ϕ o deslocamento transversal,ψ a rotação nas secções transversais

devido a curvatura,ρ a densidade de massa do material do qual a viga é composta,M o momento de

curvatura,S a força de cisalhamento transversal,A a área da secção transversal eI o momento de
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inércia da área da secção transversal. Além disso, usamosκ = k′GA, b = EI ondeE é o módulo de

elasticidade,G é o módulo de cisalhamento ek′ é o fator cisalhamento. Portanto, a partir das equações

acopladas (4.1)–(4.4) obtemos o seguinte sistema de Timoshenko

ρ1ϕtt − κ(ϕx + ψ)x = 0, em(0, L) × (0,∞), (4.5)

ρ2ψtt − bψxx + κ(ϕx + ψ) = 0, em(0, L) × (0,∞) (4.6)

Ondeρ1 = ρA eρ2 = ρI.

Nos últimos anos, desde o trabalho pioneiro de Soufyane [13], vários estudos foram feitos no contexto

de estabilização dos sistemas Timoshenko, considerandoo mı́nimo possı́vel de mecanismo de dissipação.

Citemos alguns resultados nesse sentido. Soufyane [13] foi o primeiro a provar o decaimento exponen-

cial para o sistema de Timoshenko com um amortecimento do tipo atrito, distribuı́do localmente, se, e

somente se suas velocidades são iguais.

Denotemos porχ a diferença entre as velocidades,

χ =
ρ1

κ
−
ρ2

b
. (4.7)

Um grande número de resultados interessantes sobre decaimento exponencial para o sistema de Ti-

moshenko com dissipação somente em uma equação foram estabelecidas, desde queχ = 0. Ammar

Khodja et al. [31] considera o efeito memória. Rivera e Fernández [32] estudaram os sistema de Ti-

moshenko com uma parte historia sujeita as condições adequadas nas funções relaxamento. Veja também

as referências [11, 19, 31, 33, 34]

O que existe de novo aqui? O novo aqui é estudar o problema de transmissão para o modelo de viga

do tipo Timoshenko, isto é, uma viga composta por dois componentes, elástico e viscoelástico. Nas

vibrações transversais da barra,ϕ1 eϕ2, a dissipação é ocasionada pelo amortecimento friccional. No

ângulo de rotação do filamento da barraψ1 eψ2 não temos dissipação e o sistema é puramente elástico.

Uma vez que a barra é composta por dois materiais diferentes, a densidade não necessariamente é uma

função contı́nua e desde que tensão-deformação mude da parte elástico para viscoelástico, o modelo

correspondente não é um modelo continuo. Isso produz uma série de dificuldades na regularidade do

resultado. Isto é, não podemos esperar regularidade em todo domı́nio. Mostramos para esse tipo de viga

que o sistema é exponencialmente estável (veja afigura abaixo)
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✛ ✲✛ ✲L0 L−L0

Parte Viscoeĺastica

ϕ1(x), ψ1(x) ϕ2(x), ψ2(x)

Parte Eĺastica

Nossa abordagem para este problema é importante não só doponto de vista matemático, mas princi-

palmente do ponto de vista fı́sico, com aplicações em Mecˆanica, entre outros ramos da ciência.

O trabalho está organizado da seguinte forma: a Seção 2, descreve brevemente as notações e uma

visão geral na literatura. Seção 3. nós provamos a existência, regularidade e unicidade de soluções para

o sistema (4.1)–(4.11). Usamos a técnica semigrupo (see [1]). Na seção 4, mostramos que o sistema

(4.1)–(4.11) é exponencial estável. Para fazer isso, usamos o métodode energia.

4.2 O problema de Transmiss̃ao

Nesta seção, vamos descrever com precisão o problema de transmissão tratados neste trabalho e estabe-

lecer a existência e regularidade da solução. Para comec¸ar, vamos introduzir algumas notações

ρj(x) =

{
ρ1j , para 0 ≤ x ≤ L0, j = 1, 2,

ρ2j , para L0 ≤ x ≤ L, j = 1, 2.

}

k(x) =

{
k1, para 0 ≤ x ≤ L0,

k2, para L0 ≤ x ≤ L.

}

b(x) =

{
b1, para 0 ≤ x ≤ L0,

b2, para L0 ≤ x ≤ L.

}

γ(x) =

{
γ1, para 0 ≤ x ≤ L0,

γ2, para L0 ≤ x ≤ L.

}
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ϕ(x, t) =

{
ϕ1(x, t), para (x, t) ∈]0, L0[×]0,∞[,

ϕ2(x, t), para (x, t) ∈]L0, L[×[0,∞[.

}

ψ(x, t) =

{
ψ1(x, t), para (x, t) ∈]0, L0[×]0,∞[,

ψ2(x, t), para (x, t) ∈]L0, L[×[0,∞[.

}

Com esta notação, vamos considerar o problema de transmissão para o sistema de Timoshenko com

amortecimento do tipo atrito que atua nas vibrações transversais

ρ11ϕ
1
tt − κ1(ϕ

1
x + ψ1)x + γ1ϕ

1
t = 0, em (0, L0)× (0,∞) (4.1)

ρ21ϕ
2
tt − κ2(ϕ

2
x + ψ2)x + γ2ϕ

2
t = 0, em (L0, L)× (0,∞) (4.2)

ρ12ψ
1
tt − b1ψ

1
xx + κ1(ϕ

1
x + ψ1) = 0, em (0, L0)× (0,∞) (4.3)

ρ22ψ
2
tt − b2ψ

2
xx + κ2(ϕ

2
x + ψ2) = 0, em (L0, L)× (0,∞) (4.4)

com condições de contorno

ϕ1(0, t) = ϕ2(L, t) = ψ1
x(0, t) = ψ2

x(L, t) = 0, (4.5)

para todot > 0. As condições de transmissão são dadas por

ϕ1(L0, t) = ϕ2(L0, t), (4.6)

ψ1(L0, t) = ψ2(L0, t), (4.7)

κ1(ϕ
1
x(L0, t) + ψ1(L0, t)) = κ2(ϕ

2
x(L0, t) + ψ2(L0, t)), (4.8)

b1ψ
1
x(L0, t) = b2ψ

2
x(L0, t), (4.9)

Para todot > 0 as condições iniciais são

(ϕ1(x, 0), ψ1(x, 0)) = (ϕ1
0(x), ψ

1
0(x)), (ϕ

1
t (x, 0), ψ

1
t (x, 0)) = (ϕ1

1(x), ψ
1
1(x)),em (0, L0), (4.10)

(ϕ2(x, 0), ψ2(x, 0)) = (ϕ2
0(x), ψ

2
0(x)), (ϕ

2
t (x, 0), ψ

2
t (x, 0)) = (ϕ2

1(x), ψ
2
1(x)),em (L0, L). (4.11)

O problema de transmissão têm sido objeto de intensos estudos de diferentes pontos de vista matemático.

O problema de transmissão de equações hiperbólicas foiestudada por Dautray e Lions [35] que provou a

existência e regularidade das soluções para o problema linear. Enquanto em Lions [36] provou a controla-

bilidade exata. Mais tarde, Lagnese [37] estende este resultado: ele mostrou a controlabilidade exata para
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uma classe de sistemas hiperbólicos que incluem o problemade transmissão para materiais anisotrópico

homogêneo. em [? ] Hugo D. Fernandez Sare e Jaime E. Muhoz Rivera estudaram um problema de

transmissão de placas termoelásticos. Eles provaram queo semigrupo correspondente associado a este

problema é do tipo anaĺıtico. Em [? ]. M. Alves et. al. Considerou o problema de transmissão com

amortecimento localizado viscoelástico do tipo Kelvin-Voigt. Eles mostraram que o semigrupo corres-

pondente(SA(t))t≥0, não é exponencialmente estável, porém a solução decai polinomialmente para zero

com taxa de1
t2

e com os dados iniciais no domı́nioD(A). Além disso, eles mostraram que a taxa de

decaimento é ótima.

Em relação ao objetivo do presente trabalho, Raposo et. al. [26] estudou o seguinte problema de

transmissão para o sistema de Timoshenko

ρ11ϕ
1
tt − κ1(ϕ

1
x + ψ1)x + αϕ1

t = 0, em (0, L0)× (0,∞) (4.12)

ρ21ϕ
2
tt − κ2(ϕ

2
x + ψ2)x = 0, em (L0, L)× (0,∞) (4.13)

ρ12ψ
1
tt − b1ψ

1
xx + κ1(ϕ

1
x + ψ1) + βψ1

t = 0, em (0, L0)× (0,∞) (4.14)

ρ22ψ
2
tt − b2ψ

2
xx + κ2(ϕ

2
x + ψ2) = 0, em (L0, L)× (0,∞) (4.15)

com condições de contorno

ϕ1(0, t) = ϕ2(L, t) = ψ1(0, t) = ψ2(L, t) = 0 (4.16)

e as condições de transmissão como em (4.6)-(4.9). Mostraram que o sistema é exponencialmente estável

sem impor qualquer restrição sobre os coeficientes de velocidade de onda do modelo. Em [11], M. S.

Alves et. al. foi estudado o problema de transmissão do sistema de Timoshenko com memória dada pelo

ρ11ϕ
1
tt − κ1(ϕ

1
x + ψ1)x = 0, em (0, L0)× (0,∞) (4.17)

ρ21ϕ
2
tt − κ2(ϕ

2
x + ψ2)x = 0, em (L0, L)× (0,∞) (4.18)

ρ12ψ
1
tt − b1ψ

1
xx + κ1(ϕ

1
x + ψ1) + g1 ∗ ψ

1
xx = 0, em(0, L0)× (0,∞) (4.19)

ρ22ψ
2
tt − b2ψ

2
xx + κ2(ϕ

2
x + ψ2) + g2 ∗ ψ

1
xx = 0, em(L0, L)× (0,∞) (4.20)

Com condições de contorno

ϕ1(0, t) = ϕ2(L, t) = ψ1(0, t) = ψ2(L, t) = 0 (4.21)
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e condições de transmissão

ϕ1(L0, t) = ϕ2(L0, t), (4.22)

ψ1(L0, t) = ψ2(L0, t), (4.23)

κ1(ϕ
1
x(L0, t) + ψ1(L0, t)) = κ2(ϕ

2
x(L0, t) + ψ2(L0, t)), (4.24)

b1ψ
1
x(L0, t)− g1 ∗ ψ

1
x(L0, t) = b2ψ

2
x(L0, t)− g2 ∗ ψ

2
x(L0, t), (4.25)

Eles provaram a estabilização uniforme, no sentido que a taxa de decaimento do sistema tem relação

direta com a velocidade das funções de relaxamento, dado por

ρ11
κ1

=
ρ12
b1
,

ρ21
κ2

=
ρ22
b2

e ρ12κ1 = ρ22κ2.

O sistema aqui estudado é um modelo para vigas submetidas a vibração de amortecimento de fricção

agindo apenas sobre as vibrações transversais da viga,ϕ1 e ϕ2. Mais precisamente, provamos que a

presença do amortecimento friccional em uma parte do domı́nio é o suficiente para estabilizar a energia

em todo domı́nio da viga. Além disso, estabiliza rapidamente(em ritmo exponencial). Em nossos estudos,

percebemos que este problema não tem sido estudado com frequência na literatura.

4.3 Notaç̃oes e formulaç̃ao de semigrupo

Aqui vamos estabelecer as notações e principal ferramenta que serão utilizados nas próximas seções.

Primeiro, vamos definir os espaços de Hilbert.

H
m(0, L) = Hm(0, L0)×Hm(L0, L), (m ≥ 1), (4.1)

H
m
0 (0, L) = {(w1, w2) ∈ H

m(0, L) : w1(0) = w2(L) = 0, w1(L0) = w2(L0)}, (4.2)

L
2(0, L) = L2(0, L0)× L2(L0, L), (4.3)

L
2
∗(0, L) = {(φ1, φ2) ∈ L

2(0, L) :

L0∫

0

φ1(x) dx =

L∫

L0

φ2(x) dx = 0} (4.4)

e

H
1
∗(0, L) = {(φ1, φ2) ∈ H

1(0, L) ∩ L
2
∗(0, L) : φ

1
x(0) = φ2x(L) = 0, φ1(L0) = φ2(L0)}. (4.5)
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usando estas notações, vamos definir um espaço adequado de Hilbert onde o semigrupo será definido,

por:

H = H
1
0(0, L) × L

2(0, L)×H
1
∗(0, L) × L

2
∗(0, L) (4.6)

com produto interno dado por:

〈U, V 〉H := ρ11

L0∫

0

u3v3 dx+ κ1

L0∫

0

(u1x + u5)(v1x + v5) dx+ ρ12

L0∫

0

u7v7 dx

+ b1

L0∫

0

u5xv
5
x dx+ ρ21

L∫

L0

u4v4 dx+ κ2

L∫

L0

(u2x + u6)(v2x + v6) dx

+ ρ22

L∫

L0

u8v8 dx+ b2

L∫

L0

u6xv
6
x dx (4.7)

ondeU = (u1, u2, . . . , u8)′, V = (v1, v2, . . . , v8)′ ∈ H, com a norma associada

U = (ϕ1, ϕ2, z1, z2, ψ1, ψ2, w1, w2)′ ∈ H

definido por

||U ||H := ρ11

L0∫

0

|z1|2 dx+ κ1

L0∫

0

|ϕ1
x + ψ1|2 dx+ ρ12

L0∫

0

|w1|2 dx

+ b1

L0∫

0

|ψ1
x|

2 dx+ ρ21

L∫

L0

|z2|2 dx+ κ2

L∫

L0

|ϕ2
x + ψ2|2 dx

+ ρ22

L∫

L0

|w2|2 dx+ b2

L∫

L0

|ψ2
x|

2 dx. (4.8)
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Também, paraU = (ϕ1, ϕ2, z1, z2, ψ1, ψ2, w1, w2)′ definimos o operador linear

AU =




z1

z2

κ1

ρ11
(ϕ1

x + ψ1)x −
γ1
ρ11
z1

κ2

ρ21
(ϕ2

x + ψ2)x −
γ2
ρ21
z2

w1

w2

b1
ρ12
ψ1
xx −

κ1

ρ12
(ϕ1

x + ψ1)

b2
ρ22
ψ2
xx −

κ2

ρ22
(ϕ2

x + ψ2)




,

sobre o domı́nioD(A) ⊂ H dado por

D(A) :=
{
U = (ϕ1, ϕ2, z1, z2, ψ1, ψ2, w1, w2)′ ∈ H : (ϕ1, ϕ2) ∈ H

2(0, L) ∩H
1
0(0, L),

(ψ1, ψ2) ∈ H
2(0, L) ∩H

1
∗(0, L), (z

1, z2) ∈ H
1
0(0, L), (w

1, w2) ∈ H
1
∗(0, L),

κ1(ϕ
1
x(L0) + ψ1(L0)) = κ2(ϕ

2
x(L0) + ψ2(L0)), b1ψ

1
x(L0) = b2ψ

2
x(L0)

}

que está a associado ao sistema (4.1)-(4.11) com a notações clássicasz1 := ϕ1
t , z

2 := ϕ2
t , w

1 :=

ψ1
t ew2 := ψ2

t .

Portanto, o problema de valor inicial (4.1)-(4.11) é equivalente a

Ut = AU, U(0) = U0 (4.9)

ondeU0 = (ϕ1
0, ϕ

2
0, ϕ

1
1, ϕ

2
1, ψ

1
0 , ψ

2
0 , ψ

1
1 , ψ

2
1)

′.

A existência de solução é estabelecida pelo seguinte teorema.

Teorema 4.1.O opreradorA gera um C0-semigrupoS(t) de contraç̃ao sobreH. Assim, para qual quer

dado inicialU0 ∈ H, o problema (4.9) tem umaúnica soluç̃ao fracaU(t) ∈ C0([0,∞[; H). Além

disso, seU0 ∈ D(A), ent̃ao U(t) é soluç̃ao forte de (4.9), e satisfazU(t) ∈ C0([0,∞[; D(A)) ∩

C1([0,∞[; H).

Prova. É fácil ver queD(A) é denso emH. Agora, paraU = (ϕ1, ϕ2, z1, z2, ψ1, ψ2, w1, w2)′ ∈ D(A)

e usando o produto interno (4.7), obtemos

Re〈AU,U〉H = −γ1

L0∫

0

|z1|2 dx− γ2

L∫

L0

|z2|2 dx ≤ 0. (4.10)
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Portanto,A é um operador dissipativo.

Para mostrarmo que0 ∈ ̺(A) (conjunto resolventeA), tomemosF ∈ H. Vamos mostrar que existe

uma única soluçãoU ∈ D(A) tal queAU = F , ondeF = (f1, f2, . . . , f8)′. sob esta condição espectral

o sistema pode ser escrito como

z1 = f1, (4.11)

z2 = f2, (4.12)

κ1(ϕ
1
x + ψ1)x − γ1z

1 = ρ11f
3, (4.13)

κ2(ϕ
2
x + ψ2)x − γ2z

2 = ρ21f
4, (4.14)

w1 = f5, (4.15)

w2 = f6, (4.16)

b1ψ
1
xx − κ1(ϕ

1
x + ψ1) = ρ12f

7, (4.17)

b2ψ
2
xx − κ2(ϕ

2
x + ψ2) = ρ22f

8, (4.18)

Substituindoz1, z2, w1 e w2 dados por (4.11), (4.12), (4.15) e (4.16), respectivamente, em (4.13),

(4.14), (4.17) e (4.18), respectivamente, temos

κ1(ϕ
1
x + ψ1)x = γ1f

1 + ρ11f
3, (4.19)

κ2(ϕ
2
x + ψ2)x = γ2f

2 + ρ21f
4, (4.20)

b1ψ
1
xx − κ1(ϕ

1
x + ψ1) = ρ12f

7, (4.21)

b2ψ
2
xx − κ2(ϕ

2
x + ψ2) = ρ22f

8. (4.22)

Além disso, pela definição deD(A) devemos ter

ϕ1(0) = ϕ2(L) = 0,

ψ1
x(0) = ψ2

x(L) = 0,

ϕ1(L0) = ϕ2(L0),

ψ1(L0) = ψ2(L0),

κ1(ϕ
1
x(L0) + ψ1

x(L0)) = κ2(ϕ
2
x(L0) + ψ2

x(L0)),

b1ψ
1
x(L0) = b2ψ

2
x(L0).

Vamos considerar um mapeamento

X : H1
0(0, L)×H

1
∗(0, L)×H

1
0(0, L) ×H

1
∗(0, L) → C
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e um funcional

M : H1
0(0, L) ×H

1
∗(0, L) → C

por

X
(
((ϕ1, ϕ2), (ψ1, ψ2)), ((φ1, φ2), (θ1, θ2))

)
= κ1

L0∫

0

(ϕ1
x + ψ1)(φ1x + θ1) dx

+b1

L0∫

0

ψ1
xθ

1
x dx+ κ2

L∫

L0

(ϕ2
x + ψ2)(φ2x + θ2) dx+ b2

L∫

L0

ψ2
xθ

2
x dx

e

M
(
(φ1, φ2), (θ1, θ2)

)
=

L0∫

0

(γ1f
1 + ρ11f

3)φ1 dx+

L∫

L0

(γ2f
2 + ρ21f

4)φ2 dx

+

L0∫

0

(f5 + ρ12f
7)θ1 dx+

L∫

L0

(f6 + ρ22f
8)θ2 dx.

Não é difı́cil mostrar queX (·, ·) é coercivo, continuo e sesquilinear. Em virtude do teoremade Lax-

Milgram, existe uma única
(
(ϕ1, ϕ2), (ψ1, ψ2)

)
∈ H

1
0(0, L)×H

1
∗(0, L) tal que

X
(
((ϕ1, ϕ2), (ψ1, ψ2), ((φ1, φ2), (θ1, θ2))

)
= M

(
(φ1, φ2), (θ1, θ2))

)

para todo(φ1, φ2), (θ1, θ2) ∈ H
1
0(0, L)×H

1
∗(0, L).

Usando argumentos padrão, concluı́mos que(ϕ1, ϕ2), (ψ1, ψ2) ∈ H
2(0, L) × H

2(0, L). Portanto,

0 ∈ ̺(A). �

4.4 Decaimento Exponencial

O ponto principal para mostramos o decaimento exponencial ´e a construção de um funcional de Lyapunov

L satisfazendo

C1E(t) ≤ L(t) ≤ C2E(t),
d

dt
L(t) ≤ −C3E(t),
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para todot ≥ 0 e para algumas constantes positivasC1, C2, C3, ondeE(t) é a energia do sistema

(4.1)-(4.11), dada por

E(t) :=
ρ11
2

L0∫

0

|ϕ1
t |
2 dx+

κ1

2

L0∫

0

|ϕ1
x + ψ1|2 dx+

ρ12
2

L0∫

0

|ψ1
t |

2 dx

+
b1

2

L0∫

0

|ψ1
x|

2 dx+
ρ21
2

L∫

L0

|ϕ2
t |
2 dx+

κ2

2

L∫

L0

|ϕ2
x + ψ2|2 dx

+
ρ22
2

L∫

L0

|ψ2
t |

2 dx+
b2

2

L∫

L0

|ψ2
x|

2 dx. (4.1)

Para começarmos, vamos mostrar queiR ⊂ ̺(A).

Lema 4.2. SejaS(t) = eAt um C0-semigrupo de contraç̃ao sobre um espaço de HilbertH. Ent̃ao

iR ≡ {iλ : λ ∈ R} ⊂ ̺(A).

Prova. SendoA Um operador fechado eD(A) tem uma imersão compacta sobre o espaço de faseH, o

conjunto do espectro deA denotado comoσ(A) é constituı́do somente de valores próprios. Assim, para

provar que os eixos imaginários estão contidos no conjunto resolvente deA é suficientes provarmos que

não existem valores próprios imaginários. Para ver isso, vamos raciocinar por contradição. Vamos supor

que existe um valor próprio imaginárioiλ comλ ∈ R tal que

iλU −AU = 0

comU = (ϕ1, ϕ2, z1, z2, ψ1, ψ2, w1, w2)′. Em termos de componentes, temos

iλϕ1 − z1 = 0, (4.2)

iλϕ2 − z2 = 0, (4.3)

iλρ12z
1 − κ1(ϕ

1
x + ψ1)x + γ1z

1 = 0, (4.4)

iλρ21z
2 − κ2(ϕ

2
x + ψ2)x + γ2z

2 = 0, (4.5)

iλψ1 − w1 = 0, (4.6)

iλψ2 − w2 = 0, (4.7)

iλρ12w
1 − b1ψ

1
xx + κ1(ϕ

1
x + ψ1) = 0, (4.8)

iλρ22w
2 − b2ψ

2
xx + κ2(ϕ

2
x + ψ2) = 0. (4.9)
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Uma vez que,

iλ||U ||2H − 〈AU,U〉H = 0,

em seguida, tendo a parte real e usando (4.10), obtemos

γ1

L0∫

0

|z1|2 dx+ γ2

L∫

L0

|z2|2 dx = 0.

De onde segue quez1 = z2 = 0, o que implicaϕ1 = ϕ2 = 0. A partir de (4.4) e (4.5), podemos concluir

queψ1 = ψ2 = 0. Consequentemente, a partir de (4.6) e (4.7), obtemosw1 = w2 = 0. Portanto,U = 0.

Mas, isso é uma contradição, e, portanto, não existem valores próprios imaginários. Assim,iR ⊂ ̺(A).

�

Observaç̃ao 4.3. Em particular este resultado sugere que o semigrupo é fortemente estável, que é

S(t)U0 → 0, quando t→ ∞

ondeS(t) := eAt é o C0-semigrupo de contração sobre o espaço de HilbertH eU0 são os dados iniciais.

Os seguintes lemas vão ser usados no teorema principal a partir de agora.

Lema 4.4. A energiaE(t) associada as soluções forte do sistema (4.1)-(4.11) satisfaz

d

dt
E(t) = −γ1

L0∫

0

|ϕ1|2 dx− γ2

L∫

L0

|ϕ2|2 dx.

Prova. Multiplicando as equações (4.1)-(4.4) por ϕ1
t , ϕ

2
t , ψ

1
t e ψ2

t , respectivamente, integrando por

partes e usando as condições de transmissões (4.6)-(4.9), segue nossa conclusão. �

Vamos considerar o seguinte funcional

F1(t) := ρ11

L0∫

0

ϕ1
t (x, t)p

1(x, t) dx+ ρ21

L∫

L0

ϕ2
t (x, t)p

2(x, t) dx

onde

p1(x, t) = ϕ1(x, t) +

x∫

0

ψ1(s, t) ds e p2(x, t) = ϕ2(x, t) +

x∫

L0

ψ2(s, t) ds.
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Lema 4.5. dadoδ > 0, existem constantes positivasC1,δ, C2,δ, tal que

d

dt
F1(t) ≤ −

κ1

2

L0∫

0

|ϕ1
x + ψ1|2 dx−

κ1

2

L∫

L0

|ϕ2
x + ψ2|2 dx

+ C1,δ

L0∫

0

|ϕ1
t |
2 dx+ C2,δ

L∫

L0

|ϕ2
t |
2 dx

+
L0δ

2

L0∫

0

|ψ1
t |

2 dx+
(L− L0)δ

2

L∫

L0

|ψ2
t |

2 dx.

Prova. Multiplicando a equação (4.1) porp1(x, t) e integrando por partes sobre(0, L0), obtemos

ρ11

L0∫

0

ϕ1
ttp

1 dx− κ1(ϕ
1
x + ψ1)p1|L0

0 + κ1

L0∫

0

|ϕ1
x + ψ|2 dx+ γ1

L0∫

0

ϕ1
tp

1 dx = 0.

Uma vez que,

κ1(ϕ
1
x + ψ1)p1|L0

0 = κ1(ϕ
1(L0, t) + ψ1(L0, t))ϕ

1(L0, t)

e

ρ11

L0∫

0

ϕ1
ttp

1 dx =
d

dt
ρ11

L0∫

0

ϕ1
tp

1 dx− ρ11

L0∫

0

ϕ1
t p

1
t dx

a igualdade acima torna-se

d

dt
ρ11

L0∫

0

ϕ1
t p

1 dx = κ1(ϕ
1(L0, t) + ψ1(L0, t))ϕ

1(L0, t) + ρ11

L0∫

0

ϕ1
t p

1
t dx

− κ1

L0∫

0

|ϕ1
x + ψ1|2 dx− γ1

L0∫

0

ϕ1
t p

1 dx.

A partir das desigualdades de Cauchy-Schwarz e Poincaré, obtemos

d

dt
ρ11

L0∫

0

ϕ1
t p

1 dx ≤ κ1(ϕ
1(L0, t) + ψ1(L0, t))ϕ

1(L0, t) + ρ11

L0∫

0

ϕ1
t p

1
t dx

− κ1

L0∫

0

|ϕ1
x + ψ1|2 dx+ γ1Cp




L0∫

0

|ϕ1
t |
2 dx




1
2



L0∫

0

|p1x|
2 dx




1
2
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ondeCp é a constante de Poincaré. Usando a desigualdade de Young’s, obtemos

d

dt
ρ11

L0∫

0

ϕ1
t p

1 dx ≤ κ1(ϕ
1(L0, t) + ψ1(L0, t))ϕ

1(L0, t)−
κ1

2

L0∫

0

|ϕ1
x + ψ1|2 dx

+

(
ρ11 +

γ21C
2
p

2κ1

) L0∫

0

|ϕ1
t |
2 dx+ ρ11

L0∫

0

ϕ1
t




x∫

0

ψ1
t ds


 dx.

Agora, observando que

ρ11

L0∫

0

ϕ1
t




x∫

0

ψ1
t ds


 dx ≤

ρ11
2δ

L0∫

0

|ϕ1
t |
2 dx+

ρ11L0δ

2

L0∫

0

|ψ1
t |

2 dx

ondeδ é uma constante positiva, chegamos a

d

dt
ρ11

L0∫

0

ϕ1
t p

1 dx ≤ κ1(ϕ
1(L0, t) + ψ1(L0, t))ϕ

1(L0, t)−
κ1

2

L0∫

0

|ϕ1
x + ψ1|2 dx

+ C1,δ

L0∫

0

|ϕ1
t |
2 dx+

ρ11L0δ

2

L0∫

0

|ψ1
t |

2 dx (4.10)

ondeC1,δ :=
(
ρ11 +

γ2
1C

2
p

2κ1
+

ρ11
2δ

)
.

por outro lado, multiplicando a equação (4.2) por p2(x, t), integrando sobre(L0, L) e utilizando

argumentos similares como acima, obtemos, obtemos

d

dt
ρ21

L∫

L0

ϕ2
t p

2 dx ≤ −κ2(ϕ
2(L0, t) + ψ2(L0, t))ϕ

2(L0, t)−
κ2

2

L∫

L0

|ϕ2
x + ψ2|2 dx

+ C2,δ

L∫

L0

|ϕ2
t |
2 dx+

ρ21(L− L0)δ

2

L∫

L0

|ψ2
t |

2 dx (4.11)

ondeC2,δ :=
(
ρ21 +

γ2
2C

2
p

2κ2
+

ρ21
2δ

)
.
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Somando as desigualdades (4.10) e (4.11), obtemos

d

dt
F1(t) ≤ κ1(ϕ

1(L0, t) + ψ1(L0, t))ϕ
1(L0, t)−

κ1

2

L0∫

0

|ϕ1
x + ψ1|2 dx

+ C1,δ

L0∫

0

|ϕ1
t |
2 dx+

ρ11L0δ

2

L0∫

0

|ψ1
t |

2 dx

− κ2(ϕ
2(L0, t) + ψ2(L0, t))ϕ

2(L0, t)−
κ2

2

L∫

L0

|ϕ2
x + ψ2|2 dx

+ C2,δ

L∫

L0

|ϕ2
t |
2 dx+

ρ21(L− L0)δ

2

L∫

L0

|ψ2
t |

2 dx.

Usando as condições de transmissão, segue a conclusão do lema. �

Vamos considerar o funcional

F2(t) := −ρ12

L0∫

0

(ψ1
t (ϕ

1
x + ψ1) +

b1ρ
1
2

κ1
ψ1
xϕ

1
t ) dx

− ρ22

L∫

L0

(ψ2
t (ϕ

2
x + ψ2) +

b2ρ
2
2

κ2
ψ2
xϕ

2
t ) dx.

Lema 4.6. Seja(ϕ1, ϕ2, ψ1, ψ2) uma soluç̃ao forte de (4.1)-(4.11). Ent̃ao

d

dt
F2(t) =

(
b1ρ

1
1

κ1
− ρ12

) L0∫

0

ψ1
tϕ

1
tx dx+

(
b2ρ

2
1

κ2
− ρ22

) L∫

L0

ψ2
tϕ

2
tx dx− ρ12

L0∫

0

|ψ1
t |

2 dx

− ρ22

L∫

L0

|ψ2
t |

2 dx+
b1

κ1

L0∫

0

ψ1
xϕ

1
t dx+

b2

κ2

L∫

L0

ψ2
xϕ

2
t dx

+ κ1

L0∫

0

|ϕ1
x + ψ1|2 dx+ κ2

L∫

L0

|ϕ2
x + ψ2|2 dx

− b1ψ
1
x(L0, t)(ϕ

1
x(L0, t) + ψ1(L0, t)) + b2ψ

2
x(L0, t)(ϕ

2
x(L0, t) + ψ2(L0, t))

+
b1ρ

1
1

κ1
ψ1
t (L0, t)ϕ

1
t (L0, t)−

b2ρ
2
1

κ2
ψ2
t (L0, t)ϕ

2
t (L0, t).
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Prova. Multiplicando a equação (4.2) porp1x = ϕ1
x + ψ1, obtemos

ρ12

L0∫

0

ψ1
ttϕ

1
x dx+ ρ12

L0∫

0

ψ1
ttψ

1 dx

−b1

L0∫

0

ψ1
xx(ϕ

1
x + ψ1) dx+ κ1

L0∫

0

|ϕ1
x + ψ1|2 dx = 0

de onde resulta que

d

dt

L0∫

0

ρ12ψ
1
tϕ

1
x dx− ρ12

L0∫

0

ψ1
tϕ

1
tx dx+

d

dt

L0∫

0

ρ12ψ
1
tψ

1 dx

−ρ12

L0∫

0

|ψ1
t |

2 dx− b1

L0∫

0

ψ1
xx(ϕ

1
x + ψ1) dx+ κ1

L0∫

0

|ϕ1
x + ψ1|2 dx = 0.

Uma vez que

−b1

L0∫

0

ψ1
xx(ϕ

1
x + ψ1) dx = b1

L0∫

0

ψ1
x(ϕ

1
x + ψ1)x dx

− b1ψ
1
x(L0, t)(ϕ

1
x(L0, t) + ψ1(L0, t))

a igualdade acima torna-se

d

dt

L0∫

0

(ρ12ψ
1
t (ϕ

1
x + ψ1)) dx = ρ12

L0∫

0

ψ1
tϕ

1
tx dx+ ρ12

L0∫

0

|ψ1
t |

2 dx

−b1

L0∫

0

ψ1
x(ϕ

1
x + ψ1)x dx+ b1ψ

1
x(L0, t)(ϕ

1
x(L0, t) + ψ1(L0, t))

−κ1

L0∫

0

|ϕ1
x + ψ1|2 dx. (4.12)

a partir da equação (4.1), obtemos

−(ϕ1
x + ψ1)x = −

ρ11
κ1
ϕ1
tt −

1

κ1
ϕ1
t

e, em seguida, (4.12) pode ser reescrita como
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d

dt

L0∫

0

(ρ12ψ
1
t (ϕ

1
x + ψ1)) dx = ρ12

L0∫

0

ψ1
tϕ

1
tx dx+ ρ12

L0∫

0

|ψ1
t |

2 dx

−
b1ρ

1
1

κ1

L0∫

0

ψ1
xϕ

1
tt dx+ b1ψ

1
x(L0, t)(ϕ

1
x(L0, t) + ψ1(L0, t))

−κ1

L0∫

0

|ϕ1
x + ψ1|2 dx−

b1

κ1

L0∫

0

ψ1
xϕ

1
t dx. (4.13)

Observando que

ψ1
xϕ

1
tt =

d

dt
(ψ1

xϕ
1
t )− ψ1

txϕ
1
t ,

chegamos a

d

dt

L0∫

0

(ρ12ψ
1
t (ϕ

1
x + ψ1) +

b1ρ
1
1

κ1
ψ1
xϕ

1
t ) dx =

(
ρ12 −

b1ρ
1
1

κ1

) L0∫

0

ψ1
tϕ

1
tx dx

+ρ12

L0∫

0

|ψ1
t |

2 dx−
b1ρ

1
1

κ1
ψ1
t (L0, t)ϕ

1
t (L0, t)

+b1ψ
1
x(L0, t)(ϕ

1
x(L0, t) + ψ1(L0, t))

−κ1

L0∫

0

|ϕ1
x + ψ1|2 dx−

b1

κ1

L0∫

0

ψ1
xϕ

1
t dx. (4.14)

Agora, multiplicando a equação (4.4) porp2x = ϕ2
x+ψ

2 e usando argumentos similares tal como utilizado

para obter (4.14), obtemos

d

dt

L∫

L0

(ρ22ψ
2
t (ϕ

2
x + ψ2) +

b2ρ
2
1

κ2
ψ2
xϕ

2
t ) dx =

(
ρ22 −

b2ρ
2
1

κ2

) L∫

L0

ψ2
tϕ

2
tx dx

+ρ22

L∫

L0

|ψ2
t |

2 dx+
b2ρ

2
1

κ2
ψ2
t (L0, t)ϕ

2
t (L0, t)

−b2ψ
2
x(L0, t)(ϕ

2
x(L0, t) + ψ2(L0, t))

−κ2

L∫

L0

|ϕ2
x + ψ2|2 dx−

b2

κ2

L∫

L0

ψ2
xϕ

2
t dx. (4.15)

Somando as igualdades (4.14) e (4.15) segue a conclusão do lema. �
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Vamos considerar o seguinte funcional

F3(t) = ρ12

L0∫

0

ψ1
tψ

2 dx+ ρ22

L∫

L0

ψ2
tψ

2 dx.

Lema 4.7. Seja(ϕ1, ϕ2, ψ1, ψ2) uma soluç̃ao forte de (4.1)-(4.11). Ent̃ao

d

dt
F3(t) ≤ −

b1

2

L0∫

0

|ψ1
x|

2 dx−
b2

2

L∫

0

|ψ2
x|

2 dx

+ ρ12

L0∫

0

|ψ1
t |

2 dx+ ρ22

L∫

L0

|ψ2
t |

2 dx

+
κ21
2b1

L0∫

0

|ϕ1
x + ψ1|2 dx+

κ22
2b2

L∫

L0

|ϕ2
x + ψ2|2 dx.

Prova. Multiplicando a equação (4.2) porψ1 e integrando sobre(0, L0), obtemos

d

dt
ρ12

L0∫

0

ψ1
tψ

1 dx = −b1

L0∫

0

|ψ1
x|

2 dx+ ρ12

L0∫

0

|ψ1
t |

2 dx

+ b1ψ
1
x(L0, t)ψ

1(L0, t)− κ1

L0∫

0

(ϕ1
x + ψ1)ψ1 dx.

De onde resulta que

d

dt
ρ12

L0∫

0

ψ1
tψ

1 dx ≤ −
b1

2

L0∫

0

|ψ1
x|

2 dx+ ρ12

L0∫

0

|ψ1
t |

2 dx

+ b1ψ
1
x(L0, t)ψ

1(L0, t) +
κ21
2b1

L0∫

0

|ϕ1
x + ψ1|2 dx. (4.16)

Multiplicando a equação (4.4) porψ2 e utilizando argumentos similares acima, obtemos

d

dt
ρ22

L∫

L0

ψ2
tψ

2 dx ≤ −
b2

2

L∫

L0

|ψ2
x|

2 dx+ ρ22

L∫

L0

|ψ2
t |

2 dx

− b2ψ
2
x(L0, t)ψ

2(L0, t) +
κ22
2b2

L∫

L0

|ϕ2
x + ψ2|2 dx. (4.17)
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Somando as inequações (4.16) e (4.17), usando as condições de transmissões segue a conclusão do lema.

�

Vamos definir o funcional

L(t) = N1E(t) +N2F1(t) + F2(t) + ǫF3(t)

ondeN1, N2 e ǫ são constantes positivas.

Não é difı́cil ver que existem constantes positivasC1 eC2, tal que

C1E(t) ≤ L(t) ≤ C2E(t).

Finalmente, nós constatamos o decaimento exponencial da energia.

Teorema 4.8.Seja(ϕ1, ϕ2, ψ1, ψ2) uma soluç̃ao forte de (4.1)-(4.11). Se

ρ11
κ1

=
ρ12
b1
,

ρ21
κ2

=
ρ22
b2

e κ2b1ρ
1
1 = κ1b2ρ

2
1,

ent̃ao existe uma constante positivaα0 eα1 sendo independente dos dados iniciais, de tal modo que

E(t) ≤ α0E(0)e−α1t, ∀t ≥ 0.
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Prova. Dos lemas (4.4), (4.5), (4.6), (4.7) e usando as condições transmissão, obtemos

d

dt
L(t) ≤ −

(
N1γ1 −N2C1,δ −

b1

2κ21δ

) L0∫

0

|ϕ1
t |
2 dx

−

(
N1γ2 −N2C2,δ −

b2

2κ22δ

) L∫

L0

|ϕ2
t |
2 dx

−

(
N2κ1

2
− κ1 −

ǫκ21
2b1

) L0∫

0

|ϕ1
x + ψ1|2 dx

−

(
N2κ2

2
− κ2 −

ǫκ22
2b2

) L∫

L0

|ϕ2
x + ψ2|2 dx

−

(
ρ12 −N2

L0δ

2
− ǫρ12

) L0∫

0

|ψ1
t |

2 dx

−

(
ρ22 −N2

(L− L0)δ

2
− ǫρ22

) L∫

L0

|ψ2
t |

2 dx

−
b1

2
(ǫ− δ)

L0∫

0

|ψ1
x|

2 dx−
b2

2
(ǫ− δ)

L∫

L0

|ψ2
x|

2 dx.

Agora, escolhendoN1, N2 suficientemente grande, comN1 > N2, e ǫ, δ suficientemente pequeno,

comǫ > δ, podemos concluir que existe uma constante positivaC0 tal que

d

dt
L(t) ≤ −C0E(t).

De onde segue a conclusão do teorema. �
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Considerações Finais

Para melhor entendimento do problema de transmissão, seja, na equação da onda ou vigas de Timoshenko,

analisamos, primeiramente, artigos que nos remeteram a estabilização na equação da onda e seus meca-

nismos dissipativos agindo sobre todo domı́nio. Além, dastécnicas para obtenção da mesma por seus

autores. Dentre eles, destacamos: E. Zuazua [3], Kim [4], J. E. Muñoz Rivera [5], Z. Liu e S. Zheng, [6].

Nos deparamos com o seguinte problema: se tivermos o mecanismo dissipativo, agora, em apenas

uma parte do domı́nio e o material for composto de dois ou maismateriais diferentes, ou seja, se o

material for misto, existe estabilização para o problemana equação da onda, nessas condições?

Esse tipo de problema é conhecido na literatura como problema de transmissão e é caracterizado

por um sistema de E.D.P’s com coeficientes descontı́nuos. Destacamos autores e seus artigos que con-

tribuı́ram para resolução desse tipo de problemas, dentre eles: J. E. Muñuoz Rivera e H. P. Oquendo [7],

D. Andrade, L. H. Fatori e J. E. Muñoz Rivera [9], Carolina Lupifierio Antonio [10], Margareth Alves,

Jaime Muñoz Rivera, Maurı́cio Sepúlveda, Octávio Vera Villagrán e Marı́a Zegarra Garay [11]

De modo análogo a equação da onda, nos detemos em estudar artigos que tratavam da estabilização,

agora, em vigas de Timoshenko, com mecanismo dissipativo emtodo seu domı́nio, bem como as técnicas

para sua estabilização. Sem no entanto, deixarmos de salientar que o grau de dificuldade para obter a

estabilização do sistema é bem maior. Não só em função do número de equações que compõe o sistema,
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mas também pelas funções que o constituiϕ = ϕ(x, t) eψ = ψ(x, t), respectivamente, oscilação vertical

e ângulo de rotação e os coeficientes positivosρ1 = ρA, ρ2 = ρI, b = EI, κ = K ′GA, ondeρ denota a

densidade,E é o módulo de elasticidade,G o módulo de cisalhamento,K ‘ o fator cortante,A representa

a área secção transversal,I o segundo momento de área da secção transversal. Neste sentido, destacamos

os trabalhos: Kim e Renardy [12], Soufyane [13], Jaime Muñoz Rivera e Reinhard Racke [15], Mauro de

Lima santos [16], C. A. Raposo, J. Ferreira, M. L. Santos, e N. N. O. Castro [17] e D. S. Almeida Júnior,

M. L. Santos e J. E. Muñoz Rivera [19].

Constatamos, também, que podemos estender o problema de transmissão que ocorre na equação da

onda, para o sistema de Timoshenko. Novamente ressaltamos que o grau de dificuldade para obter a

estabilização para o problema é bem mais complexo e interessante. Agora o sistema é composto pelas

funçõesϕ1 = ϕ1(x, t), ϕ2 = ϕ2(x, t), ψ1 = ψ1(x, t) eψ2 = ψ2(x, t), além dos coeficientesρ11, ρ12, ρ21,

ρ21, b1, b2, κ1 eκ2.

Também destacamos alguns artigos que nos auxiliaram em nossa pesquisa: Carlos Alberto Raposo

[25], C. A. Raposo, W. D. Bastos e M. L. Santos [26].

Para completar, preliminarmente, nosso entendimento paraposterior e principal objetivo desta tese.

Analisamos, ainda, artigos sobre estabilização em vigas, agora, regidas pelas hipóteses de Bresse.

O sistema de Bresse é composto pelas funções, oscilação vertical, ângulo de rotação da secção trans-

versal e oscilação longitudinal, respectivamente,ϕ = ϕ(x, t), ψ = ψ(x, t) e ω = ω(x, t), bem como

pelas constantes positivasρ1 = ρA, ρ2 = ρI, κ = K ′GA, κ0 = EA, b = EI e l = R−1, ondeρ

denota a densidade,E é o módulo de elasticidade,G o módulo de cisalhamento,K ′ o fator cortante,A

representa a área secção transversal,I o segundo momento de área da secção transversal eR o raio de

curvatura.

Autores que com diferentes tipos de mecanismos dissipativocontribuı́ram para estabilização do mo-

delo de Bresse: Mauro de L. Santos e Dilberto da S. Almeida Júnior [29], Fatiha Alabau Boussouira,

Jaime E. Muñoz Rivera e Dilberto da S. Almeida Júnior [30],

Estimulado pelos resultados de estabilização tanto parao problema de transmissão na equação da

onda, quanto para transmissão em vigas de Timoshenko, considerando-se diferentes tipos de mecanismos

dissipativo, iniciamos uma pesquisa que envolvessem estruturas flexı́veis, agora, regidas pelas hipóteses

de Bresse. Isto é, será possı́vel estender o problema de transmissão para vigas de Bresse?

Em nossa pesquisa, para o problema de transmissão em vigas de Bresse, no primeiro momento, o

sistema é homogêneo, dissipativo e condições de contorno de Dirichlet. O mecanismo empregado para

estabilizar as oscilações na estrutura foi tipo atrito oufriccional, nas três primeiras equações, isto é, na
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primeira parte da viga. A existência e unicidade de soluç˜ao para o modelo é obtida através do método

de Faedo-Galerkin, nas condições da Teoria Espectral. Para obtermos o decaimento exponencial, a par-

tir do mecanismo dissipativo, nosso modelo é transformadonum sistema equivalente, não homogêneo

e condições de Dirichlet na fonteira. A técnica aplicadaé conhecida na literatura, como técnica multi-

plicativa e seus multiplicadores são convenientes. Dessaforma, concluı́mos que as dissipações do tipo

friccional foram suficientes para determinar o decaimento eque a estabilidade da oscilação ocorre inde-

pendente da parte dissipativa.

Em para paralelo, analisamos a existência de solução, regularidade e a unicidade de solução no pro-

blema de transmissão para o modelo de Timoshenko, utilizando para isso a técnica de semigrupo [1],

além de mostrarmos que o sistema é exponencialmente estável, através do método da energia.

Uma das aplicações para o problema de transmissão em vigas pode ser encontrado nos Estados Uni-

dos, na Califórnia, uma ponte que liga as Cidades de São Francisco a Oakland. Os constantes abalos

sı́smicos produzidos pelas falhas tectônicas de San Andreas e Hayward comprometeram as estruturas

de sua antiga ponte, sendo necessário a construção de umanova ponte, onde a mesma, apresenta três

inovações da engenharia para pontes. O que contribuiu, demodo efetivo, para estabilização das ondas

sı́smica sobre sua estrutura. Neste sentido vem validar a pesquisa desenvolvida, em nosso trabalho, para

o problema de transmissão em relação a estabilização da oscilação em vigas.

Imagens da ponte constrúıda entre San Francisco e Oakland:

FIGURA 5.1: Ponte sobre a baia de San francisco, Califórnia
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FIGURA 5.2: Ponte sobre a baia de San francisco, Califórnia

Em anexo a tese, temos um vı́deo que mostra as inovações na ponte Bay Bridge na Califórnia. O que

vai ao encontro de nossa pesquisa, ratificando, dessa forma,na prática, todo nosso estudo teórico.
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APÊNDICE A

Teorias das Distribuições Escalares e Análise Funcional

1.1 Teoria das Distribuições Escalares

1.1.1 Espaços Funç̃oes Testes

SejamΩ ⊂ Rn um aberto limitado eϕ : Ω → R, uma função contı́nua. Denominamos suporte

deϕ, ao fecho, emΩ, do conjunto dos pontosx pertencentes aΩ ondeϕ não se anula. Denota-se

o suporte deϕ porsupp (ϕ). Simbolicamente, tem-se:

supp (ϕ) = {x ∈ Ω;ϕ (x) 6= 0} em Ω.

Usando a definição conclui-se que osupp (ϕ) é o menor fechado fora do qualϕ se anula, e

vale as seguintes relações:

1. supp (ϕ + ψ) ⊂ supp (ϕ) ∪ supp (ψ)

2. supp (ϕψ) ⊂ supp (ϕ) ∩ supp (ψ)
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3. supp (λϕ) = λ supp (ϕ), λ ∈ R− {0}.

Exemplo 1.1.Sejaϕ : (0, 1) → R tal queϕ(x) = 1, ∀x ∈ (0, 1): Verifica-se que osupp (ϕ) =

(0, 1), não é um conjunto compacto.

Neste nosso estudo, damos um destaque especial às funções ϕ : Ω −→ R, com suporte com-

pacto contido emΩ que, sejam infinitamente diferenciáveis. Com esse intuitodefiniremos o

espaçosC∞
0 (Ω), como sendo o espaço vetorial das funções indefinidamente diferenciáveis e

suporte compacto contido emΩ. Os elementos deC∞
0 (Ω) são denominados funções testes em

Ω.

Exemplo 1.2.Sejaϕ : (0, 1) → R tal queϕ(x) = 1, ∀x ∈ (0, 1): Verifica-se que osupp (ϕ) =

(0, 1), não é um conjunto compacto

Neste nosso estudo, damos um destaque especial às funções ϕ : Ω −→ R, com suporte

compacto contido emΩ que, sejam infinitamente diferenciáveis. Com esse intuitodefiniremos

o espaçosC∞
0 (Ω), como sendo o espaço vetorial das funções indefinidamente diferenciáveis e

suporte compacto contido emΩ. Os elementos deC∞
0 (Ω) são denominados funções testes em

Ω.

Exemplo 1.3. Dadosx0 ∈ Rn, r > 0, denotamos porBr (x0) a bola aberta de centrox0 de

raio r, istoé,Br (x0) = {x ∈ Rn; ‖x− x0‖ < r} . SeBr (x0) ⊂ Ω , define-se

ϕ : Ω −→ R

por

ϕ (x) =





exp
(

r2

‖x−x0‖
2−r2

)
se ‖x− x0‖ < r

0 se ‖x− x0‖ ≥ r.

Neste exemplo, verificamos quesupp (ϕ) = Br(x0) é um compacto e queC∞
0 (Ω) é ñao vazio.

O espaçoC∞
0 (Ω) é de grande importância para o nosso estudo, visto que estamos interessados

em estudar funcionais lineares contı́nuos definidos emC∞
0 (Ω).

Observaç̃ao 1.1. Por um multi-ı́ndice, entendemos, uma n-uplaα = (α1, . . . , αn) de números

inteiros não negativos. Denotamos por|α| = α1 + · · ·+ αn a ordem do multi-ı́ndice e porDα
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o operador derivação parcial, de ordem|α|,

Dα =
∂|α|

∂α1
x1 . . . ∂αn

xn

.

Paraα = (0, . . . , 0), temos por definiçãoD0ϕ = ϕ.

A seguir daremos noções de convergência emC∞
0 (Ω), tornando-o um espaço vetorial to-

pológico.

1.1.2 Converĝencia emC∞
0 (Ω)

Dizemos que uma sucessão(ϕn)n∈N de funções emC∞
0 (Ω) converge paraϕ emC∞

0 (Ω) quando

forem satisfeitas as seguintes condições:

( i ) Existe um conjunto compactoK ⊂ Ω tal que:

supp (ϕ) ⊂ K e supp(ϕn) ⊂ K, ∀n ∈ N

( ii ) Dαϕn −→ Dαϕ uniformemente emK para todo multi-ı́ndiceα.

O espaço vetorialC∞
0 (Ω), junto com a noção de convergência definida acima é um espaço

vetorial topológico que denotamos porD(Ω), e é denominado espaços das funções testes.

SendoΩ limitado, obtemosD(Ω) →֒ Lp(Ω), para todop, tal que1 ≤ p < ∞, com imersão

contı́nua e densa. De fato, dadoϕ ∈ D(Ω), temos que:

∫

Ω

|ϕ (x)|p dx ≤ sup
x∈Ω

|ϕ (x)|pm (Ω) <∞.

Isto prova a inclusão algébrica. Para a continuidade, sejaϕn → ϕ emD(Ω). Mostraremos que

∫

Ω

|ϕn (x)− ϕ (x)|p dx→ 0.

Lima Mendes, G. J PDM - UFPA



Teorias das Distribuições Escalares e Análise Funcional 130

note que,

∫

Ω

|ϕn (x)− ϕ (x)|p dx =

∫

K

|ϕn (x)− ϕ (x)|p dx.

Logo pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,

lim
n→∞

∫

Ω

|ϕn (x)− ϕ (x)|p dx = lim
n→∞

∫

K

|ϕn (x)− ϕ (x)|p dx

=

∫

K

lim
n→∞

|ϕn (x)− ϕ (x)|p dx = 0.

Podemos ainda mostrar que a imersão anterior é densa. Paraisso ver [? ]

1.1.3 Distribuições Escalares

Com o intuito de generalizar o conceito de funções sobreΩ, introduz-se o conceito de distribuições

escalares.

Denomina-se distribuição escalar sobreΩ a toda forma linear e contı́nua sobreD(Ω), isto é,

uma funçãoT : D(Ω) −→ R que satisfaz as seguintes condições:

( i ) T (αϕ+ βψ) = αT (ϕ) + βT (ψ),∀ϕ, ψ ∈ D (Ω) , ∀α, β ∈ R.

( ii ) T é contı́nua, isto é, se(ϕν)ν∈N converge paraϕ, emD (Ω), então

T (ϕν) −→ T (ϕ) em R.

O valor da distribuiçãoT na função testeϕ, é denotado por〈T, ϕ〉. Muniremos o espaço vetorial

das distribuições escalares da seguinte noção de convergência:

Considera-se o espaço de todas as distribuições sobreΩ. Neste espaço, diz-se que a sucessão

(Tν)ν∈N, converge paraT , quando a sucessão(〈Tν , ϕ〉)ν∈N converge para〈T, ϕ〉 emR para toda

ϕ ∈ D(Ω). O espaço das distribuições sobreΩ, com esta noção de convergência é denotado por

D′(Ω).
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As distribuições que aparecem com mais freqüência sãoaquelas definidas a partir de funções

localmente integráveis.

Definição 1.2. .

Dizemos que uma funçãou : Ω −→ R é localmente integrável emΩ.quandou é integrável á

Lebesgue em todo compactoK ⊂ Ω. O espaço das funções localmente integráveis é denotado

porL1
loc (Ω). Em sı́mbolo temos:

u ∈ L1
loc (Ω) ⇐⇒

∫

K

|u(x)| dx <∞

para todo compactoK ⊂ Ω.

Exemplo 1.4.Sejau ∈ L1
loc (Ω) e definamosTu : D(Ω) −→ R por

< Tu, ϕ >=

∫

Ω

u(x)ϕ (x) dx.

Nestas condiç̃oesTu é uma distribuiç̃ao escalar sobreΩ.

De fato, ñao é dif́ıcil mostrar a linearidade deTu, pois segue da linearidade da integral.

Resta-nos mostrar queTu é cont́ınua; seja dada uma seqüência(ϕν)ν∈N de funç̃oes testes sobre

Ω convergindo emD (Ω) para uma funç̃ao testeϕ. Ent̃ao

|〈Tu, ϕν〉 − 〈Tu, ϕ〉| = |〈Tu, ϕν − ϕ〉| =

∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

u(x) (ϕν − ϕ) (x) dx

∣∣∣∣∣∣
≤

∫

Ω

|u(x) (ϕν − ϕ) (x)| dx

≤ sup |ϕν − ϕ|

∫

Ω

|u (x)| dx→ 0,

pois,ϕν → ϕ uniformemente.

A distribuiçãoTu assim definida é ditagerada pela funç̃ao localmente integŕavelu e, usando

o Lema Du Bois Raymond, tem-se queTu é univocamente determinada poru, no seguinte sen-

tido: Tu = Tv se, e somente se,u = v quase sempre emΩ. Neste sentido identificamosu com

a distribuiçãoTu e o espaçoL1
loc (Ω) das funções localmente integráveis pode ser visto como

parte do espaço das distribuiçõesD
′

(Ω) .

Lima Mendes, G. J PDM - UFPA



Teorias das Distribuições Escalares e Análise Funcional 132

Lema 1.3 (de Du Bois Raymond). Sejau ∈ L1
loc(Ω). Ent̃ao Tu = 0 se, e somente se,u = 0

quase sempre emΩ.

Demonstração: ver [36]

Vale ressaltar que existem distribuições não definidas por funções deL1
loc(Ω), como pode

ser visto no exemplo a seguir.

Exemplo 1.5.Sejax0 um ponto deΩ e definamos a função δx0 : D (Ω) → R dada por

< δx0, ϕ >= ϕ(x0).

É fácil vereficarδx0 queé uma distribuiç̃ao, conhecida porDistribuição de Dirac, em homena-

gem ao f́ısico ingl̂es Paul A.M. Dirac(1902-1984). Entretanto, mostra-se que adistribuição δx0

não é definida por uma função u ∈ L1
loc (Ω), istoé, ñao existeu ∈ L1

loc (Ω) tal que

∫

Ω

u(x)ϕ(x)dx = ϕ(x0), ∀ϕ ∈ D (Ω) .

De fato, suponhamos que a distribuição δx0 é definida por alguma função

u ∈ L1
loc(Ω). Ent̃ao tem-se:

< δx0 , ϕ >=

∫

Ω

u(x)ϕ(x)dx = ϕ(x0), ∀ϕ ∈ D (Ω) .

Tomandoξ ∈ D (Ω) definida por

ξ(x) = ‖x− x0‖
2 ϕ(x)

dáı,

ξ(x0) =< δx0 , ξ >=

∫

Ω

u(x) ‖x− x0‖
2 ϕ(x)dx = 0, ∀ξ ∈ D (Ω) .

Pela proposiç̃oes (1.1), segue que‖x− x0‖
2 u(x) = 0 quase sempre emΩ, logou(x) = 0 quase

sempre emΩ, istoé,< δx0 , ϕ >= 0, ∀ϕ ∈ D (Ω), ou seja,ϕ(x0) = 0, ∀ ϕ ∈ D (Ω), queé uma

contradiç̃ao.
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Com essa noção de convergência,D
′

(Ω) passa a ser um espaço vetorial topológico e temos

a seguinte cadeia de injeções contı́nuas e densas

D (Ω) →֒ LP (Ω) →֒ L1
loc (Ω) →֒ D

′

(Ω) , 1 ≤ p <∞.

1.1.4 Converĝencia e Derivada Distribucional

Com o intuito de estudar os espaços de Sobolev, introduz-seo conceito de derivada distribucio-

nal para objetos deD′(Ω).

A motivação no conceito de derivada fraca e, posteriormente, o conceito de derivada distri-

bucional, dado porSobolev,se deve a fórmula de integração por partes do Cálculo, sendo este

conceito generalizado para distribuições quaisquer emD′ (Ω).

SejaT uma distribuição sobreΩ eα um multi-ı́ndice. A derivada no sentido das distribuições

de ordemα deT é definida como sendo o funcional linear

DαT : D (Ω) → R,

tal que

〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α| 〈T,Dαϕ〉 , ϕ ∈ D (Ω) .

Segue da definição acima que cada distribuiçãoT sobreΩ possui derivadas de todas as

ordens. Assim as funções deL1
loc (Ω) possuem derivadas de todas as ordens no sentido das

distribuições. Observe que a aplicação

Dα : D′ (Ω) → D′ (Ω)

é linear e contı́nua no sentido da convergência definida emD′ (Ω). Isto significa que:

lim
v−→∞

Tv = T em D′ (Ω) então lim
v−→∞

DαTv = DαT em D′ (Ω) .

Observaç̃ao1.4. Outro resultado interessante a ser mercionado é que a derivada de uma função

L1
loc (Ω), não é em geral, uma funçãoL1

loc (Ω), como mostra o exemplo a seguir.
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Exemplo1.6. Sejau a funç̃ao de Heaviside, istóe,u é definida emR e tem a seguinte forma:

u(x) =

{
1 se x > 0

0 se x < 0
,

assumindo qualquer valor emx = 0.

Esta funç̃aou pertence aL1
loc (Ω) mas sua derivadau′ não pertence aL1

loc (Ω). Com efeito,

basta verificar queu′ = δ0.

De fato:

< u
′

, ϕ >= − < u, ϕ
′

>= −

∞∫

0

ϕ
′

(x)dx =

0∫

∞

ϕ
′

(x)dx = ϕ(0) =< δ0, ϕ >, ∀ϕ ∈ D (Ω) .

Tal fato, motivará a definição de uma classe significativade espaços de Banach de funções,

conhecidos sob a denominação deEspaços de Sobolev.

Observaç̃ao 1.5. Seu ∈ Ck(Rn), para cada|α| ≤ k , então a noção de derivada no sentido

clássico coincide com a noção de derivada no sentido das distribuições, isto é

DαTu = TDαu∀ |α| ≤ k.

é uma conseqüência simples da fórmula de integração de Gauss.

1.2 Espaços de Sobolev

Apresentaremos nesta seção uma classe de espaços fundamentais para o estudo das Equações

Diferenciais Parciais, que são osespaços de Sobolev.

1.2.1 O espaçoHm (Ω)

SejaΩ um aberto doRn com fronteira regularΓ. Foi observado na seção anterior que seu ∈

Lp (Ω), u possui derivadas de todas as ordens no sentido das distribuições. Vimos queDαu

não é, em geral, uma distribuição definida por uma funç˜ao deLp (Ω). Estamos interessados em
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espaços de distribuiçõesu ∈ Lp (Ω) cujas derivadas distribucionais permaneçam emLp (Ω).

Tais espaços serão denominadosEspaços de Sobolev.

O espaço vetorialLp (Ω), 1 ≤ p < ∞, é o espaço das (classes de) funções reaisv : Ω → R,

mensuráveis, tais que|v|p é integrável aLebesgueemΩ.

Este espaço quando munido da norma

|v|Lp(Ω) =



∫

Ω

|v(x)|p dx




1/p

é espaço deBanachVer [13].

O conjunto de todas as funções mensuráveisv essencialmente limitadas emΩ é denotado

porL∞ (Ω), define-se a norma dev por

‖v‖
L∞(Ω)

= supess |v (x)| , ∀v ∈ L∞ (Ω) .

O espaçoL∞ (Ω) é também um espaço deBanachVer [38].

No caso particular ondep = 2, temos queL2 (Ω) é um espaço deHilbert. Neste caso o

produto interno é dado por

(u, v)
L2(Ω)

=

∫

Ω

u (x) v (x) dx,

cuja norma induzida é:

|u|
L2(Ω)

=



∫

Ω

|u|2 dx




1/2

.

Dados um inteiro m > 0 e 1 ≤ p ≤ ∞, o espaço de Sobolev de ordemm sobreΩ, é

o espaço vetorial denotado porWm,p (Ω), constituı́do das funçõesu ∈ Lp (Ω) para as quais

Dαu ∈ Lp (Ω), para todo multi-ı́ndiceα, com|α| ≤ m. Em sı́mbolo temos

Wm,p (Ω) = {u ∈ Lp (Ω) : Dαu ∈ Lp (Ω) , ∀α,multi-ı́ndice, com |α| ≤ m} .
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O espaçoWm,p (Ω) será munido da norma

‖u‖Wm,p(Ω) =


∑

|α|≤m

‖Dαu‖pLp(Ω)




1/p

, 1 ≤ p <∞

e sep = ∞

‖u‖Wm,∞(Ω) =
∑

|α|≤m

‖Dαu‖L∞(Ω) .

Em ambos os casosWm,p (Ω) é umespaço de Banach.

O espaçoWm,p (Ω) é um espaço reflexivo se1 < p <∞ e separável se1 ≤ p <∞.

No caso particular em quep = 2, o espaçoWm,2 (Ω) é um espaço deHilbert, denotamos por

Hm (Ω), isto é,

Hm (Ω) =
{
u ∈ L2 (Ω) ;Dαu ∈ L2 (Ω) , ∀α, |α| ≤ m

}
,

as derivadasDα, evidentemente, no sentido das distribuições.

Define-se emHm (Ω) o produto escalar

((u, v))Hm(Ω) =
∑

|α|≤m

∫

Ω

(Dαu,Dαv)
L2(Ω)

dx, ∀u, v ∈ Hm (Ω)

com norma induzida por este produto escalar dada por

‖u‖Hm(Ω) =


∑

|α|≤m

∫

Ω

(Dαu)2
L2(Ω)

dx




1/2

.

Mostra-se queHm (Ω) é espaço deHilbert sepaŕavel.Ver [? ]

Para se ter uma idéia mais apurada dos espaços de Sobolev, descrevemos alguns casos parti-

culares.

Em dimensãon = 1, temos,
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H1 (a, b) =
{
u ∈ L2 (a, b) ; u

′

∈ L2 (a, b)
}
, u

′

=
du

dt
.

Neste caso

‖u‖2H1(a,b) =

b∫

a

[u (t)]2 dt+

b∫

a

[u′ (t)]
2
dt.

Em dimensãon ≥ 2, teremos

H1 (Ω) =

{
u ∈ L2 (Ω) ;

∂u

∂xi
∈ L2 (Ω) , i = 1, . . . , n

}

e neste caso,

‖u‖2H1(Ω) =

∫

Ω

[u (x1, x2, . . . , xn)]
2 dx1dx2 . . . dxn

+
n∑

i=1

∫

Ω

(
∂u

∂xi
(x1, x2, . . . , xn)

)2

dx1dx2 . . . dxn,

ou, de modo mais conciso, escrevemos

‖u‖2H1(Ω) =

∫

Ω

|u|2dx+

∫

Ω

|∇u|2 dx.

É oportuno observar que, embora o espaço vetorial das funções testesD (Ω) seja denso em

Lp (Ω), 1 ≤ p < ∞, em geral ele não é denso emWm,p (Ω). Isto ocorre porque a norma de

Wm,p (Ω) é bem maiorque a norma deLp (Ω) e por issoWm,p (Ω) possui menos seqüências

convergentes. Isto motivou a definição dos espaçosWm,p
0 (Ω) como sendo a aderência deD (Ω)

emWm,p (Ω). No casop = 2 denotaremos esta aderência porHm
0 (Ω).

Os espaçosWm,p
0 (Ω) e, em particular os espaçosHm

0 (Ω), desempenham papel fundamental

na Teoria dosEspaços de Soboleve por conseguinte, na Teoria das EDP’s.

O Traço emH1 (Ω)
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Demonstra-se em [? ] que as funções deHm (Ω) podem ser aproximadas na norma de

Hm (Ω), por função deD
(
Ω
)
, ondeD

(
Ω
)

é o conjunto{ϕ|Ω
;ϕ ∈ D (Rn)} que se pode definir

a restrição à fronteiraΓ deΩ. Dadaϕ ∈ H1 (Ω), consideremos uma seqüência(ϕν)ν∈N em

D
(
Ω
)

com

ϕν −→ ϕ em H1 (Ω) .

Definimos o operadorγ0 : H1 (Ω) −→ L2 (Γ) por

γ0 (ϕ) = lim
k→∞

ϕk|Γ ,

sendo o limite considerado na norma deL2 (Γ) ..

O operadorγ0, denominado operador de traço, é contı́nuo, linear e seu núcleo éH1
0 (Ω).

De forma mais simples escrevemosϕ|Γ em vez deγ0ϕ assim podemos caracterizar o espaço

H1
0 (Ω) por: H1

0 (Ω) =
{
ϕ ∈ H1 (Ω) ; ϕ|Γ = 0

}
. A generalização do operador de traço para

os espaçosHm (Ω) ocorre de forma natural e, no casom = 2, temos:

H2
0 (Ω) =

{
ϕ ∈ H2 (Ω) ;ϕ|Γ = 0,

∂ϕ

∂ν
|Γ = 0

}
.

O dual topológico do espaçoWm,p
0 (Ω) representamos porW−m,q (Ω) se1 ≤ p <∞ comp e q

ı́ndices conjugados. Seϕ ∈ W−m,q (Ω), entãoϕ|D(Ω)
∈ D

′

(Ω).

Quandop = 2,Wm,2
0 (Ω) é denotado porHm

0 (Ω), cujo dual recebe a notaçãoH−m (Ω).

A seguir anunciaremos sem demonstrar o teorema que caracteriza oW−m,p (Ω) .

Teorema 1.6.SejaT ∈ D′ (Ω). Ent̃ao,T ∈ W−m,p (Ω) se, e somente se, existemgα ∈ Lq (Ω)

tais queT =
∑

|α|≤m

Dαgα.

Demonstraç̃ao: ver [15] .

Proposiç̃ao 1.7(Caracterização deH−1 (Ω)). Se T for uma forma linear contı́nua sobreH1
0 (Ω),

ent̃ao existemn+ 1 funç̃oesu0, u1, . . . , un deL2 (Ω), tais que:

T = u0 +

n∑

i=1

∂ui
∂xi

.
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Demonstraç̃ao: ver [36]

De posse destes dois resultados podemos concluir que seu ∈ H1
0 (Ω), então∆u ∈ H−1 (Ω),

sendo o operador∆ : H1
0 (Ω) → H−1 (Ω), linear, contı́nuo e isométrico.

Lema 1.8 (Desigualdade de Poincaré). SejaΩ ⊂ Rn um aberto limitado em alguma direção.

Seu ∈ H1
0 (Ω), ent̃ao existe uma constanteC > 0 tal que

|u|2L2(Ω) ≤ C |∇u|2L2(Ω) .

Demonstraç̃ao: SuponhamosΩ ⊂ Rn, limitado na direção do eixox1. Sendov ∈ H1
0 (Ω),

existe uma sucessão(ϕν)ν∈N de funções deD(Ω) tal queϕν → v emH1
0 (Ω), isto é,

ϕν → v em L2(Ω) e
∂ϕν

∂xi
→

∂v

∂xi
em L2(Ω), i = 1, 2, . . . , n.

ComoΩ é limitado, existema e b ∈ R tais que∀x ∈ Ω a < proj x < b onde aproj x é

a projeção dex sobre o eixo coordenadox1, agora dadoϕ ∈ D (Ω), eϕ (a, x1, . . . , xn) = 0.

Temos:

ϕ (x1, x2, . . . , xn) =

x1∫

a

∂ϕ

∂ξ
(ξ, x2, . . . , xn) dξ.

E da desigualdade deSchwartz, obtemos:

|ϕ (x1, x2, . . . , xn)|
2 =




b∫

a

∂ϕ

∂ξ
(ξ, x2, . . . , xn) dξ




2

≤ (b− a)

b∫

a

∣∣∣∣
∂ϕ

∂ξ
(ξ, x2, . . . , xn)

∣∣∣∣
2

dξ.

Aplicando oTeorema de Fubinitemos:

∫

Ω

|ϕ (x1, x2, . . . , xn)|
2 dx ≤ (b− a)

∫

Ω

b∫

a

∣∣∣∣
∂ϕ

∂ξ
(ξ, x2, . . . , xn)

∣∣∣∣
2

dξdx ≤

≤ (b− a)2
∫

Ω

∣∣∣∣
∂ϕ

∂ξ
(ξ, x2, . . . , xn)

∣∣∣∣
2

dx.
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Portanto,

|ϕ|L2(Ω) ≤ (b− a)

[
n∑

j=1

∣∣∣∣
∂ϕ

∂xj

∣∣∣∣
2

L2(Ω)

]1/2
.

Logo,

|u|2L2(Ω) ≤ C |∇u|2L2(Ω) .

Observaç̃aoUtilizando desigualdade de Poincaré podemos concluir queemH1
0 (Ω), as nor-

mas‖u‖H1(Ω) e |∇u|L2(Ω) são equivalentes.

De fato; Consideremos a norma emH1
0 (Ω). Sev ∈ H1

0 (Ω), tem-se:

‖v‖2H1(Ω) = |v|2L2(Ω) + |∇v|2L2(Ω) ≥ |∇v|2L2(Ω) .

Da desigualdade de Poincaré-Friedrichs, obtém-se:

‖v‖2H1(Ω) ≤ (1 + C) |∇v|2L2(Ω) .

Conclui-se das desigualdades acima que emH1
0 (Ω), as normas‖v‖H1(Ω) e |∇v|L2(Ω) são equi-

valentes.

1.2.2 EspaçosLp (0, T ;X) e Distribuições Vetoriais

SejamX um espaço de Banach real, com a norma‖.‖X , T um número real positivo eχE a

função caracterı́stica do conjuntoE. Uma função vetorialϕ : ]0, T [ → X, é dita simples quando

assume apenas um número finito de valores distintos. Dada uma função simplesϕ : (0, T ) −→

X com representação canônica

ϕ (t) =

k∑

i=1

χEi
ϕi(t),

onde cadaEi ⊂ (0, T ) é mensurável,i = 1, 2, . . . , k, e os conjuntosEi são dois a dois disjuntos,

m (Ei) < ∞ eϕi(t) ∈ X, i = 1, 2, . . . , k, definimos a integral deϕ como sendo o vetor deX
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dado por

T∫

0

ϕ (t) dt =

k∑

i=1

m (Ei)ϕi.

Dizemos que uma função vetorialu : (0, T ) −→ X é Bochner integrável(B − integrável) se

existir uma seqüência(ϕν)ν∈N de funções simples tal que:

(i) ϕν −→ u emX, q.s em(0, T );

(ii) lim
k,m−→∞

∫ T

0
‖ϕk (t)− ϕm (t)‖X dt = 0.

Neste caso, a integral deBochnerVer [? ] deu, é por definição, o vetor deX dado por

T∫

0

u (t) dt = lim
n→∞

T∫

0

ϕν (t) dt,

onde o limite é considerado na norma deX.

Uma função vetorialu : (0, T ) ⊂ R −→ X é fracamente mensurável quando a função

numéricat 7→ 〈Φ, u (t)〉 for mensurável,∀Φ ∈ X ′, ondeX ′ é o dual topológico deX. Dizemos

queu é fortemente mensurável quandou for limite quase sempre de uma seqüência(ϕν)ν∈N

de funções simples. Em particular, quandou for fortemente mensurável, então a aplicação

t 7→ ‖u (t)‖X é mensurávelLebesgue.

Denotaremos porLp (0, T ;X) , 1 ≤ p < ∞, o espaço vetorial das (classes de) funções

u : (0, T ) −→ X fortemente mensuráveis e tais que a funçãot 7→ ‖u (t)‖pX é integrável à

Lesbegueem(0, T ), munido da norma

‖u‖Lp(0,T ;X) =




T∫

0

‖u (t)‖pX dt




1/p

.

Quandop = 2 eX = H é um espaço deHilbert, o espaçoL2 (0, T ;H) é também um espaço

deHilbert cujo produto interno é dado por

(u, v)L2(0,T ;H) =

T∫

0

(u (s) , v (s))H ds.
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PorL∞ (0, T ;X) representaremos o espaço deBanachdas (classes de) funçõesu : (0, T ) ⊂

R −→ X que são fortemente mensuráveis e tais quet 7→ ‖u (t)‖X ∈ L∞ (0, T ). A norma em

L∞ (0, T ;X) é definida por

||u||L∞(0,T ;X) = supesst∈]0,T [ ||u(t)||X .

QuandoX é reflexivo e separável e1 < p < ∞, entãoLp (0, T ;X) é um espaço reflexivo e

separável, cujo dual topológico se identifica ao espaço de BanachLq (0, T ;X ′), ondep e q são

ı́ndices conjugados, isto é,1
p
+ 1

q
= 1. No caso,p = 1, o dual topológico do espaçoL1 (0, T ;X)

se identifica ao espaçoL∞ (0, T ;X ′). A dualidade entre esses espaços é dada na forma :

〈u, v〉(Lp(0,T ;X))′×Lp(0,T ;X) = 〈u, v〉Lq(0,T ;X′)×Lp(0,T ;X)

Definição 1.9.f : [0, T ] → X é integrável se existe uma seqüência{Sk}k de funções vetoriais

simples, tal que,

T∫

0

||Sk(t)− f(t)||Xdt→ 0, com k → ∞.

Sef é integrável, define-se

T∫

0

f(t)dµ = lim
k→∞

T∫

0

Sk(t)dt.

A expressão
∫ T

0
f(t)dµ é dita integral de Bochner def , em relação aµ.

Exemplo 1.7. Sejamu ∈ Lp (0, T ;X), 1 ≤ p < ∞, eϕ ∈ D (0, T ). Consideremos a função

Tu : D (0, T ) −→ X, definida por

Tu (ϕ) =

T∫

0

u (s)ϕ (s) ds,

onde a integraĺe calculada no sentido deBochneremX. A aplicaç̃ao Tu é linear e cont́ınua

deD (0, T ) emX e por esta raz̃ao é denominada distribuiç̃ao vetorial. A distribuiç̃ao Tu é

univocamente determinada poru e, neste sentido, podemos identificaru com a distribuiç̃ao

Tu por ela definida e, portanto,Lp (0, T ;X) →֒ D′ (0, T ;X) com injeç̃ao cont́ınua e densa,
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ondeD′ (0, T ;X) é espaço das aplicações lineares e contı́nuas deD (0, T ) emX é denominado

espaço das distribuiç̃oes vetoriais sobre(0, T ) com valores emX.

Definição 1.10. SejaT ∈ D′ (0, T ;X). A derivada de ordemn é definida como sendo a

distribuição vetorial sobre(0, T ) com valores emX dada por

〈
dnT

dtn
, ϕ

〉
= (−1)n

〈
T,
dnϕ

dtn

〉
∀ϕ ∈ D (0, T ) .

Por C0 ([0, T ] ;X), 0 < T < ∞, estamos representando o espaço deBanachdas funções

contı́nuasu : [0, T ] −→ X munido da norma da convergência uniforme

‖u‖C0([0,T ];X) = max
t∈[0,T ]

‖u (t)‖X ..

PorC0
w ([0, T ] ;X), denotaremos o espaço das funçõesu : [0, T ] −→ X fracamentecont́ınuas,

isto é, a aplicaçãot 7→ 〈v, u (t)〉X′,X é contı́nua em[0, T ] , ∀v ∈ X ′.

QuandoX = H é um espaço deHilbert, a continuidade fraca deu é equivalente a continui-

dade da aplicaçãot 7−→ (u (t) , v)H , v ∈ H.

1.3 O Teorema Espectral

SejamV eH espaços de Hilbert reais, cujas normas e produtos internosserão representados,

respectivamente, por,‖.‖, ((, )) e |.|, (, ). Suponhamos queV ⊂ H, V denso emH e a injeção

deV emH é contı́nua.

A terna{V,H, ((, ))} determina um operador linearA caracterizado por: o domı́nio do ope-

radorA é o subespaço vetorialD (A) deV dado por

D (A) = {u ∈ V ; ∃f ∈ H tal que ((u, v)) = (f, v) , ∀v ∈ V }

eAu = f.

Temos então que

((u, v)) = (Au, v) , ∀u ∈ D (A) e v ∈ V.
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Demonstra-se em M. Mianda[13], queA é um operador auto-adjunto não limitado deH e

D (A) →֒ V →֒ H, com injeções contı́nuas e densas, além dissoA tem espectro discreto.

Supondo que a imersão deV emH é compacta, segue-se da Teoria Espectral, que existe

um sistema ortonormal completo deH, enumerável,(wj)j∈N, constituı́do de autovetores deA,

cujos autovalores correspondentes(λj)j∈N. satisfazem à

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λj ≤ · · · , λj → ∞ quandoj → ∞.

Para cadaα real, o operadorAα é caracterizado por

D (Aα) =

{
u ∈ H ;

∞∑

ν=1

λ2αν |(u, wν)|
2 <∞

}

e

Aαu =

∞∑

ν=1

λαν (u, wν)wν ∈ H, u ∈ D (Aα) .

Dadou ∈ H, então

u =

∞∑

ν=1

(u, wν)wν .

EmD (Aα) consideremos o produto interno e a norma definidos, respectivamente, por

(u, v)D(Aα) = (Aαu,Aαv)

e

|u|D(Aα) = |Aαu| .

Temos queD (Aα) munido do produto interno(u, v)D(Aα) é um espaço de Hilbert e dadosα1,

α2 ∈ R, α1 > α2 ≥ 0, a imersão deD (Aα1) emD (Aα2) é compacta.

SendoA um operador positivo, então o operadorS = A
1
2 está bem definido, é denominado

raiz quadrada positiva deA e é caracterizado por

D
(
A

1
2

)
= V,

∣∣∣A 1
2

∣∣∣ = ‖u‖ , ∀u ∈ V.
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No que se segue o operadorA será definido pelo terno{V,H, ((u, v))} nas condições do Teo-

rema Espectral.

1.4 Semigrupos

Definição 1.11.SejaX um espaço de Banach. Uma famı́lia parametrizada de operadores line-

ares limitadosT (t) : X −→ X, onde0 ≤< ∞, é chamada Semigrupo de Operadores Lineares

Limitados emX se:

(i) T (0) = I (I é o operador identidade emX);

(ii) T (s+ t) = T (s)T (t), para todot, s > 0 (propriedade de semigrupos).

Um semigrupo de operadores lineares limitados,T (t), é dito Uniformemente Contı́nuo se:

lim
t→0+

||T (t)− I|| = 0

O operador linearA com domnio

D(A) =

{
x ∈ X ; lim

t→0+

T (t)x− x

t
existe

}

e definido por:

Ax = lim
t→0+

T (t)x− x

t
=

d

dt
T (t)x

∣∣∣∣
t=0

∀ x ∈ D(A),

é chamado degerador infinitesinal do semigrupoT (t).

Definição 1.12.Um semigrupoT (t), 0 ≤ t <∞ de operadores lineares limitados emX é dito

Semigrupo Fortemente Contı́nuo de operadores lineares limitados se

lim
t→0+

T (t)x = x ∀ x ∈ X.

Todo Semigrupo fortemente contı́nuo Será chamado Semigrupo de ClasseC0..
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Definição 1.13.Um semigrupoT (t), 0 ≤ t <∞ de operadores lineares limitados emX é dito

Semigrupo Contrações se

||T (t)|| ≤ 1, ∀ t ≥ 0.

Teorema 1.14(Hille-Yosida). Um operador linear (ñao-limitado)A é o gerador in

nitesimal de um semigrupo de contraçõesT (t), t > 0, se e somente se,

(i) A é um operador fechado eD(A) = X.

(ii) O conjunto resolventeρ(A) deA cont́emR+ e para todoλ > 0

||R(λ;A)|| ≥
1

λ
.

Prova: Ver [1].

Considere, o problema de valor inicial não homogêneo:

{
Ut = AU

U (0) = U0

(1.1)

onde,A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de classeC0, denotado porT (t).

Definição 1.15.Uma funçãoU : [0;T ) → X é uma solução clássica de(??) sobre[0;T ), seU

é contı́nua no inrervalo[0;T ), continuamente diferenciável em(0;T ), U(t) ∈ D(A) ,e satisfaz

(1.1), ∀ t ∈ [0;T ).

Definição 1.16.Uma funçãoU : [0;T ) → X é uma solução Fraca de(??) sobre[0;T ), seU é

contı́nua no inrervalo[0;T ), continuamente diferenciável em(0;T ),U(t) ∈ X ,e satisfaz(1.1),

∀ t ∈ [0;T ).

Teorema 1.17(Lummer Phillips). SejaA um operador linear, dissipativo e com domı́nio denso.

Se0 ∈ ρ (A), ent̃aoA é gerador infinitesimal de um semigrupoC0 de contraç̃oes.

Prova: Ver [1].
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Lema 1.18(Lax-Milgran). Sejaa (·, ·) uma forma bilinear, contı́nua e coerciva. Então, para

toda aplicaç̃ao linearϕ : H → R, existe umáunicau ∈ H tal que

a (u, v) = 〈ϕ, v〉, ∀v ∈ H.

Prova: Ver [38].
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