UNIVERSIDADE FEDERAL DO PAR A
INSTITUTO DE CI ENCIAS EXATAS E NATURAIS
PROGRAMA DE DOUTORADO EM MATEM ATICA

Problemas de Transmisao para 0s
Modelos de Timoshenko e Bresse

Gesson JasMendes Lima

Belem
2015


http://www.portal.ufpa.br/
Department or School Web Site URL Here (include http://)
http://www.ppgme.ufpa.br

Gesson JasMendes Lima

Problemas de Transmisao para os Modelos de Timoshenko e
Bresse

Tese submetida ao corpo docente
do Programa de Doutorado em Ma-
tematica - UFPA, como parte dos re-
guisitos necessios para a obte@p do
grau de Doutor em Mateatica.

Area de Concentrép: Equagdes Diferenciais Parciais

Orientador:Prof. Dr. Mauro de Lima Santos

Belem

2015



Dados | nternaci onai s de Catal ogagcao- na-Publicacédo (ClP)
Si stema de Bibliotecas da UFPA

Li ma, Gesson José Mendes, 1968-
Probl emas de transm ssdo para os nodel os de
ti noshenko e bresse / Gesson José Mendes Lima. - 2015.

Ori entador: Mauro de Linma Santos.

Tese (Doutorado) - Universidade Federal do
Para, Instituto de G éncias Exatas e Naturais,
Programa de POs- Graduacdo em Matematica
(Dout orado), Bel ém 2015.

1. Equacdes diferenciais parciais. 2.
Probl emas de transm ssdo em vi gas de Ti noshenko
e Bresse. 3. Decainento exponencial. 4. Funcdes
exponenciais. |I. Titulo.

CDD 22. ed. 515.353




Problemas de Transmissao Para os Modelos de

Timoshenko e Bresse
por

Gesson José Mendes Lima

TESE SUBMETIDA AO CORPO DOCENTE DO PROGRAMA DE DOUTORADO EM MA-
TEMATICA - UFPA, COMO PARTE DOS REQUISITOS NECESSARIOS PARA OBTENCAO
DO GRAU DE DOUTOR EM MATEMATICA.

Aprovada em 13 de margo de 2015 por:

Prof.

e

. Maurdee Lima Santos (UFPA)

Prof. Dﬁmida Junior (UFPA)

a

N

Prof. Dr. C\ai’f}os\AJbe)o da Cunha Raposo (UFSJ)

( z/i 1\/ q/g/——\‘_;

Prof. Dr. Valcir Jodo da Cunha Farias (UFPA)
Rl

Prof. Dr. Anderson David|{Souza Campelo (UFPA)
/—3 =

—

Prof. Dr. Sebastifo Martins Siqueira Cordeiro (UFPA)



Num lindo dia de verao, Santo Agostinho andava sozinho ped@. O sol brilhava no
oceano e na areia branca. De vez em quando uma gaivota vo@éal il tirava um rasante
das ondas. Pequenos flocos de nuvens macias flutuavam naazu @ o marulho das aguas
era o Unico barulho. O solitario homem refletia profundarm@esobre um assunto que nem ele
podia entender, embora fosse um homem inteligente e cutaddPava sobre os atos de Deus,
tentando ver o seu significado oculto. Lutava para comperemgblano divino por tras dos
acontecimentos. E seu coracao se enchia de frustrag@iglstia por nao conseguir encontrar
explicacOes claras. De repente, ele se aproximou de unmmee cavara um buraco na
areia. Ele enchia de agua um pequeno balde na beira da §@ida e o esvaziava no buraco.
Retornava para buscar mais agua do mar. Balde apos beddisreamava no buraco. - O que
estas fazendo, menino? - perguntou o sabio. A criangam@strou nenhuma surpresa com
a pergunta, nem mesmo ergueu a cabeca. - Vou esvaziar alaguar e por neste buraco?
respondeu ela. - Isto & impossivel, meu pequeno!? exdamsabio com um sorriso. O
menino olhou para ele e disse: - Mas impossivel ainda & msnder os mistérios e a grandeza
de Deus. O santo homem foi atingido pela verdade das palderasenino. Seu coracao
estava humilhado. A frustragao deixou sua mente. Elewolsrolhos com as maos e sentiu-se
agradecido, pois a fé pode preencher o vazio onde o ententbnmao basta. Ao levantar a
cabeca, depois de alguns instantes, deu-se conta de gue sstcom o céu e o maffelizes
aqueles credio sem @”. JESUS

Santo Agostinho
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Resumo

Instituto de Ciéncias Exatas e Naturais
Programa de Doutorado em Matematica

Problemas de Transmis&o para os Modelos de Timoshenko e Bresse

por Gesson José Mendes Lima

Neste trabalho analisamos o problema de transmissao pacaelo de vigas curvas governa-
das pelas hip6teses Bresse. Neste caso, 0 material caukidemisto, mais especificamente,
materiais constituidos por dois diferentes tipos de coraptes. O material &€ formado por dois
componentes elasticos, sendo apenas um deles dissipativdissipacao do tipo friccional. A
existéncia de solucao & mostrada atravées do Métodaadierkin. Através de técnicas multipli-
cativas e multiplicadores convenientes, mostramos o oerdao exponencial da solugao, com
isso concluimos que, apesar da dissipacao esta emsapereparte do dominio, o decaimento
da solucao é estendido a todo seu domimio. Em paralelssamos, também, um problema de
transmissao para vigas de Timoshenko, mostrando que olon@@dxponencialmente estavel,
sendo utilizado o método da energia e técnicas espextfaeeoria de semigrupo lineat] [

Palavras-chave:Equacdes Diferenciais Parciais, Transmissao, Bra@ssmshenko, Decai-
mento exponencial e Fungdes Exponenciais.


http://www.portal.ufpa.br/
Department or School Web Site URL Here (include http://)
http://www.ppgme.ufpa.br)

UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA

Abstract

Instituto de Ciéncias Exatas e Naturais
Programa de Doutorado em Matematica

Problemas de Transmis&o para os Modelos de Timoshenko e Bresse

by Gesson José Mendes Lima

In this work we analyze the transmission problem for the rhofeurved beams governed
by the assumptions Bresse. In this case, the material tmetitde the beam is composed
by two elastic components, in which we introduce a fricticste@mping only one of them. To
prove the existence of solution we used Galerkin methodndJsiultiplicative techniques and
convenient multiplier, we showed the exponential decayefsplution, this way we concluded
that, although the dissipation is acting only part of domtie decay of the solution is extended
to all domain. in parallel we study the existence, uniqustaesl exponential decay of solutions
to a transmission problem for Timoshenko beams. The metleatjlused for energy and
specific techniques theory of linear semigroup.
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CAPITULO 1

Introducao

Vivemos num mundo de ondas. Nossos ouvidos detectam ondasg@gessao no ar como 0
som, e 0s nossos olhos detectam as ondas de luz. Quando emdermatinge uma cidade, a
destruicao & causada por ondas sismicas que se destreas da Terra.

Matematicos e cientistas nao podiam deixar de pensae ssbondas, mas 0 seu ponto de
partida veio das artes: como &€ que uma corda de violino ena@m? A questao remonta
ao antigo culto grego dos pitagoricos, que descobriramdgas sequéncias do mesmo tipo e
tensao teriam comprimentos numa relacao simples, te@2:1 ou 3:2, e produziam notas
que juntas criavam um som extraordinariamente harmoni@stacdes mais complexas eram
discordantes e desagradaveis ao ouvido.

O matematico suico Johann Bernoulli, comecou a enappotsentido dessas observacoes.
Em 1727, ele considerou que uma corda de violino € um modehaen grande nUmero de mas-
sas pontuais muito proximas e espacadas, ligadas epweriolas. Ele usou as leis de Newton
para escrever as equacoes do movimento do sistema, eédgel A partir das solucdes, ele
concluiu que a forma mais simples para uma corda vibrantea@ aurva sinusoidal. Ha ou-
tros modos de vibragao, bem como curvas sinusoidais emrmgiszde uma onda se encaixa no
comprimento da corda, conhecidos pelos mlsicos comodracos.

1



1.1. Estabilizacao da Equacao da Onda 2

Quase 20 anos depois, Jean Le Rond d’Alembert seguiu umdinoeeto semelhante, mas
focou-se na simplificacao das equacdes de movimentovés das suas solucdes. O resultado
foi uma equacao elegante descrevendo como o formato da seraltera ao longo do tempo

[2].

A equacao abaixo & conhecida, na literatura, como €qudg onda e, modela a vibracao de
um corpo num meio homogéneo, isotropico e nao-dissipasilém disso, torna-se um sistema
conservativo, quando acrescentamos as condi¢cdes d&montsto €, a energia total
E(t) = E(0) para toda > 0. O significado fisico para isso, & que o sistema é ditdarge.

Esta & a equacao de onda, e estabelece que a aceleeag@alguer pequeno segmento da
corda é proporcional a tensao agindo sobre ela. Issadenglie as ondas cujas frequéncias nao
estao em razdes simples produzem um ruido desagractavetécido como “batidas”. Esta €
uma razao pela qual as relagcdes numéricas simplesalas que soam harmoniosamente.

uy — EAu =0, em Qx (0,00), (1.1)

onde(2 C R" e A & o operador Laplaciano. A funcao= u(zx,t) representa o deslocamento
transversal no ponto x, no instante t. A constantepresenta a velocidade de propagacao da
onda, definida pot = \/% , T & atensao g & a massa por unidade de tempo.

1.1 Estabilizag@o da Equago da Onda

Tivemos contribui¢cOes importantes, de diversos aufoesentido de estabilizacao da oscilagao
da equacaol(l), através de mecanismos dissipativos, dentre eles destac friccional,
térmica e viscoelasticos, com seus respectivos aut&esuazua 8|, obteve a taxa de decai-
mento da solugcao para uma larga classe de equacao daomddissipacao friccional. Nos
trabalhos de Kim4] e J. E. Muiioz Riveraq], temos o decaimento exponencial das solucoes,
quandot — oo em funcao da dissipacao ser do tipo termoelastica @yziouma diferenca

de temperatura suficientemente forte; veja, também, altraltle Z. Liu e S. Zhengg] onde

a dissipacao é do tipo, termo-elastico e visco-atastDs autores obtiveram, uma taxa de de-
caimento das solu¢cdes em fungcao da taxa de decaimestiugdes relaxacao. Isto ocorre,
porque o termo integral produz uma dissipacao extra.

Lima Mendes, G. J PDM - UFPA



Capitulo 1. Introducao 3

1.2 Problema de Transmisao na Equa@o da Onda

Nos trabalhos mencionados até aqui, a dissipacao age o o dominio. Entdo, surge uma
pergunta natural - sera que o resultado permanece validndp a dissipacao ocorre sobre
materiais mistos e em apenas uma parte do dominio? Par#pesde questionamento, existem
trabalhos que corroboram para validacao dessa respostentido afirmativo; e esse tipo de
trabalho & conhecido na literatura como problema de tressé&m e € caracterizado por um
sistema de E.D.P’s com coeficientes descontinuos.

1.2.1 Estabiliza@o para Problemas de Transmis&o na Equago da Onda

Autores que contribuiram nessa direcao, com dois tigodissipacao, temos: J. E. Mufiuoz
Rivera e H. P. Oquendd@] com problema de transmissao para cordas viscoelasteasri.

L. H., E. Lueders. e J. E. Muioz River8] [estudaram o problema de transmissao para um
modelo termoelastico fracamente hiperbélico; D. Andtdd H. Fatori e J. E. Mufioz Rivera
[9] estudaram o problema de transmissao na fronteira tipoariam

No trabalho de Carolina Lupifierio Antonid.()], foi estudado o problema de transmissao
em materiais constituidos por trés diferentes tipos aepamentes. Inicialmente o material &
formado por trés componentes elasticas, sendo duasdistsativas com dissipacao do tipo
friccional. Em seguida, substitui uma das dissipacoesipt dissipacao termica. Quanto ao
decaimento, a técnica utilizada foi a multiplicativa comltiplicadores convenientes, obtendo
dessa forma o decaimento exponencial.

Tivemos contribuicdes mais recente, no trabalho, de Btet Alves, Jaime Mufoz Rivera,
Mauricio Sepulveda, Octavio Vera Villagran e Mariaydea Garay11], os autores, considera-
ram um problema de transmissao com dissipacao localidadipo visco-elastica Kelvin-\Voigt.
E o principal resultado foi mostrar que o semigrupo corredpateS(t) ndo & exponencial-
mente estavel. Contudo a solugao do sistema decai polahmente para zero com taxat?
quando os dados iniciais sao tomados sobre o doniiib). Além disso, provaram que esta
taxa & 6tima. Por fim, usando um esquema de segunda ordegarpr@iu o decaimento da
energia (Método Newmark-beta). Em seguida apresentalgumsaexemplos numeéricos nos
quais demonstram este comportamento polinomial asgiotot

Lima Mendes, G. J PDM - UFPA



1.3. Estruturas Elasticas do Tipo Viga 4

1.3 Estruturas Elasticas do Tipo Viga

Pode-se dizer que as vigas foram um elemento de susterdagdo pelo homem, ainda que
inconscientemente. Viga & uma estrutura linear que thaleh posicao horizontal ou inclinada,
assentada em um ou mais apoios e que tem a funcao de sugdamregamentos normais a
sua direcao.

A viga & um dos modelos fundamentais das estruturasadasti & utilidade em uma vari-
edade de aplicacdes como, por exemplo, em hélices deptdros, satélites flexiveis, asas de
avioes, bracos roboticos, trilhos de trens e subsigataastruturas mais complexas. Pode-se
dizer que o astronomo italiano Galileo Galilei (1564-164iciou a idade da razao em analise
estrutural, sendo, aparentemente, o primeiro a estudaistémrecia dos soélidos dando origem
a Mecanica dos Materiais. Em sua tltima publicagao,dNavas Ciéncias (1638), discutia o
problema da viga engastada carregada com seu peso propripaso adicional, este problema
se conhece como o “Problema de Galileo”, no qual sua andliiteve resultados incorretos e
nao foi resolvido de maneira apropriada até 1855.

Robert Hooke (1635-1703) estudou a elasticidade dos rasteriformulou em 1660 a lei
gue todos conhecem e leva seu nome, a "Lei de Hooke”, publiead1676. Como resultado
de seus estudos, inventou a mola espiral que substituindupdos mecanismos dos relogios.

Em 1680, Edme Mariotte (1654-1684) desenvolveu, indepdrdeente, essa mesma lei e a
aplicou as fibras de uma viga; observando que umas fibragggaram e outras se esticavam,
desenvolvendo o conceito de "linha neutra”.

O Problema de Galileo voltou a ser estudado por James Bér(iaB4-1705), que supds
gue uma secc¢ao plana de uma viga, permanece plana durideXé@ mas nao chegou a uma
solucao satisfatoria porque nao deu importancia aohmje conhecemos como “linha neutra”.

Em 1717, Johann Bernoulli (1667-1748), irmao de James)aou o "Principio dos Des-
locamentos Virtuais”, que & o método que ainda hoje aplacsana determinagao das deflexdes
elasticas em estruturas. Posteriormente, seu filho DBareloulli (1700-1782), estudou o pro-
blema da determinacao da curva elastica de barras flEas) e inspirou seu amigo Leonhard
Euler (1707-1783), na determinacao das curvas etastin vigas e colunas, contribuicdes ainda
utilizadas na atualidade.

Lima Mendes, G. J PDM - UFPA



Capitulo 1. Introducao 5

Apos estes primeiros estudiosos, varios pesquisadones:dCharles Coulomb (1736-1806),
Lame (1795-1870), B.P.E. Clapeyron (1799-1864), Baer8aint-Venant (1797-1886), Agustin
Louis Cauchy (1789-1857), William John Macquorn Rankir@2(-1872), Otto Christian Mohr
(1835-1918), Jacques Antonie Charles Bresse (1822-188%pen Prokofievich Timoshenko
(1878-1972) dentre outros, desenvolveram ou aperfegodormulacdes aplicadas na analise
estrutural, sobretudo no estudo de vigas.

1.4 Vigas Regidas pelas hipteses Timoshenko

Descrevemos, de modo geral, as equacdes unidimenstraregem a teoria de Timoshenko
para o estiramento de viga por:

pA()Ott(xaw - Sm(x7t> (12)
plpy(x,t) = My(x,t)+ s(x,t), (1.3)

ondet € o tempoy a distancia ao longo da linha central da vig# o deslocamento transversal,

1) a rotacao nas seccoes transversaig, densidade da massa do material do qual a viga &
composta)/ o momento de curvatur, o esforco cortanted a area da seccao transversdl e

0 momento de inércia da area da seccao.

As relacdes de tensao-estiramento para o comportarak&stiico da viga sao dadas por:

M,y(z,t) = El,(z,t) (1.4)
Se(x,t) = kAG(pu(2,t) —b(x,1)), (1.5)

ondeFE & o modulo de elasticidade de Yourigpo modulo de rigidez do cortantekeo fator de
correcao do cortante. Dessa forma Timoshenko estaletecseguintes equacoes diferenciais
parciais hiperbolicas e acopladas:

pApy — (kAG(pr — ). = 0 em (0,L) x (0,7) (1.6)
plwtt - (E[¢z)x _kAG(QDI _d]) = 0 em (O’L) X (OaT) (17)

Lima Mendes, G. J PDM - UFPA



1.5. Estabilizacao em Vigas de Tomoshenko 6

Sistemas que envolvem as equacgdes de Timoshenko, comisraoa dissipativos sao am-
plos na literatura. Em seus estudos, os pesquisadores eemaiata, estao interessado em
verificar o0 comportamento assintotico das solucdes tir passes mecanismos. Isto €&, verifi-
car se esses mecanismos sao suficientemente fortes Ebdizsto sistema. Se verificado a
estabilizacao, qual sera a taxa de decaimento para id&ssa direcao, estuda-se o compor-
tamento assintoético das solu¢des visando um o contodleesas mesmas. Controle esse, que
pode ser do tipo exponencial ou polinomial. Em busca da digttfio do sistema, utiliza-
mos o0 método da energia, técnicas multiplicativas contipligadores convenientes e técnicas
especificas da teoria de semigrupos de operadores lirfeargdl].

Um sistema é exponencialmente estavel, quando existioastantes positivas ew tal que
IU@)] < Ce™||U(0)]|, vt >0, (1.8)

ondeU (t) associado ao modelo resolve um problema de valor inicial gJFES. Assim, se
o sistema for exponencialmente estavel, entao teremesardento exponencial das solucdes.
Caso contrario, teremos o decaimento “fraco’ou decaimpolinomial.

1.5 Estabilizag@o em Vigas de Tomoshenko

Para ilustrar o decaimento exponencial das solu¢cdesatgums mecanismos dissipativos, des-
tacamos alguns trabalhos, autores e suas contribuigi@@antes no que concerne ao paradigma,
vigas de Timoshenko.

Kim e Renardy 12] investigaram a estabilizacao uniforme para equa¢d&;s - (1.7) com
mecanismo de controle tipo atrito atuando somente nos tedadronteira, como mostra as
equacodes abaixo:

kpz(L,t) — kp(L,t) = —ozaa—f(L,t)Vt >0 (1.9)
EIV.(L,t) = —5%—%@, 1Vt > 0, (1.10)

ondex = kGA, EI, a e [ constantes positiva. Os autores mostraram através daisdé
multiplicativas que o decaimento das solucdes é expnaken
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Soufyane 13], considerou o modelo abaixo, com um Gnico amortecimenttipb atrito e
provou que a energia das solucdes decrescem exponeeantalse, e somente se, as velocidades
associadas ao sistema sao iguais. Para a estabilizagde thodelo usou as técnicas desenvol-
vidas por Nevesl4]. Soufyane, também, foi considerado o primeiro a idemtifacs condigdes
das velocidades iguais para se obter a propriedade delielstdbiexponencial.

PPt — K’(SOSC - d])z =0 em (07 L) X (O>T) (111)
Iaby — Bl — k(0 — ) + b(@)y, =0 em (0,L) x (0,7T). (1.12)

com as condi¢cOes de contorno:
©(0,1) = ¢(L,t) = ¢(0,1) = ¥ (L, t)vE > 0, (1.13)

onde,l, = pl, p = pA, k = kGA eb(x) uma fungéo continua e positiva tal que
0< b(] < b(ﬂf) < by

Jaime Mufioz Rivera e Reinhard Racké]|[estudaram o modelo Linear abaixo, com a cons-
tante de proporcionalidade do termo de amorteciménto 0. Além disso, provaram, assim
como Soufyane, que o decaimento exponencial das solocoe® se, e somente se, as veloci-
dades associadas ao sistema sao iguais:

P1Ptt — K’(SOSC - w)ﬂﬁ =0 em (07 L) X (O>T) (114)
P2y — bibyy + K(0r — ) +diyy =0 em (0,L) x (0,7T) (1.15)

com as condi¢des de contorno:
p(0,) = (L, t) = . (0,1) = (L, 1)Vt > 0, (1.16)

onde,p; = pA, po =pl,k = kGAeb= FEI.

Mauro de Lima santoslp] estudou taxas de decaimento para solu¢des de um sistefia d
moshenko com condicdes de “memaoria”agindo sobre adimatprovando que a energia decai
exponencialmente ou polinomialmente, desde que as &sngé relaxacdes também possuam
decaimento exponencial e polinomial, respectivamentess&lérabalho o autor nao usou ne-
nhuma hipbtese sobre as velocidades de propagacdesids on
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C. A. Raposo, J. Ferreira, M. L. Santos, e N. N. O. Castrd, [contribuiram através do
sistema linear com o mecanismo dissipativo do tipo atrisodwas equacoes. Para mostrar o
decaimento exponencial, utilizaram o método de Z. Liu et#®ng [L8] e seus colaboradores.
Método este, que difere de alguns métodos existenteanatlita como, por exemplo, o método
da energia.

prp — k(e + 1)+ =0 em (0,L) x (0,7T) (1.17)
p2¢tt - wa:c + K(pr + ¢) + d]t - 0 em (07 L) X (Oa T) (118)

com as condi¢cOes de contorno:

0(0,8) = (L, t) = (0,1) = (L, )Vt > 0. (1.19)

D. S. Almeida Janior, M. L. Santos e J. E. Mufioz Rivet8][ analisaram o sistema Ti-
moshenko, abaixo, com um Unico mecanismos dissipativ@pdaatrito na oscilagao vertical.
Mostraram que o modelo & exponencialmente estavel sepenge se, as velocidades associa-
das ao sistema sao iguais. Para isso, utilizaram teoremstalgilizacao uniforme de Gearhart-
Herbst-Huang-Pruss4()],[21],[22],[23]). Caso contrario, 0s autores mostram, usando resul-
tado recente de Borichev e Tomil®4], que o sistema Timoshenko & polinomialmente estavel,
exibindo a taxa 6tima.

prpw — k(e + 1)+ =0 em (0,L) x (0,7T) (1.20)
p2¢tt - wa:c + K(pr + ¢) = O em (Oa L) X (O7T) (121)

com as condi¢cOes de contorno,
©(0,7) = ¢(L,t) = ¢(0,1) = ¥ (L, t)vE > 0, (1.22)
condicdes de dados iniciais,

©(-,0) = 905 (-, 0) = p1;9(.,0) = tho; ¥ (., 0) = ¢y Va € (0, L). (1.23)
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1.6 Problema de Transmisao para Vigas de Timoshenko

Novamente, observa-se, como nha equac¢ao da onda, qusipaciies agem sobre todo dominio.
Entdo surge um questionamento, também de forma natwee:dbie os resultados permanecem
validos, com as dissipacdes agindo em apenas uma pad@ntiaio, assim como ocorreu para
equacao da onda?. Em outras palavras, sera possieetiesio problema de transmissao que
ocorre na equacao da onda, para vigas do tipo Timoshe#ko@sposta é:- sim, novamente;
podemos estender o problema de transmissao para o sistemandshenko e nessa direcao,
temos trabalhos importantes que sinalizam para esse fato.

1.6.1 Problema de Transmisdo: Estabilizagdo em Vigas de Timoshenko

Carlos Alberto Rapos@p]. Neste trabalho, o autor, estudou o problema de tranamis®aixo,
em materiais constituidos por dois diferentes tipos depammantes. O material € formado por
duas componentes, uma elastica e a outra com viscosidamejissipacao do tipo memoéria.
Quanto ao decaimento, mostrou que as solugdes do sisezraard exponencia para zero, desde
que as funcdes de relaxamento decaiam exponencial.

proy — Fi(dp +¢")e =0 em (0, L) x (0,7) (1.24)
patlyy — b, + Ra(@y +01) + g x by, =0 em (0,Lo) x (0,T) (1.25)
iy — kia(¢7 + %) =0 em (Lo, L) x (0,T) (1.26)
pgw?t - waix + ’%2(¢:20 + ¢2) =0 em (L07 L) X (07 T) (127)
com as condi¢Bes de contorno:
¢'(0,t) = ¢*(L,t) = ¢ (0,t) = ¢*(L, 1)¥t > 0, (1.28)

condicdes de dados iniciais:

¢l(‘70> - gzﬁ(l),(ﬁ%(,(]) = (ﬁﬂvbl(?(]) = 1?3,%1(70) - 1?% Vo e (0> LO)‘ (129)
¢*(.,0) = 95 97(-, 0) = ¢1;9%(.,0) = ¥ ¥7 (., 0) = ¥f Va € (Lo, L). (1.30)
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Condicdes de transmissao:

¢ (Lo, t) = ¢*(Lo, t); ¢p (Lo, t) = ¢2(Lo, )
ba2 (Lo, t) = bihs — g * YL (Lo, t)
¢1(L07 t) = ¢2(L07 t) (131)

C. A. Raposo, W. D. Bastos e M. L. Sant@&f] Neste artigo, os autores analisaram um
problema de transmissao para o modelo de viga do tipo Tiemd&h como mostra o sistema
abaixo: um material misto, sendo uma parte com atrito e qutramente elastica, com dois
mecanismo dissipativo do tipo atrito na oscilacao vatec@ngulo de rotacao, ambos, em apenas
uma parte da viga. Quanto ao decaimento, utilizaram o mé&lacenergia, juntamente com a
técnica multiplicativa e multiplicadores convenientes.

pruge — k1 (U + ) +us =0 em (0,Lo) x (0,7T) (1.32)
PYbre — D1ty + K1 (9 + ) + 1 = 0 em (0, Lo) x (0,T) (1.33)
P20y — ko(vy + @)e =0 em (Lo, L) x (0,7T) (1.34)
P5b1 — badur + Ka(ve + @) =0 em (Lo, L) x (0,T) (1.35)
com as condi¢cdes de contorno:
u(0,t) =v(L,t) =1(0,t) = ¢(L,t)Vt > 0, (1.36)
condicdes de dados iniciais:
u(.,0) = uo; u(-, 0) = ur; ¥(.,0) = vo; (., 0) = ¢y Var € (0, Lo). (1.37)
U('? 0) = o; Ut(‘a 0) = U1; ¢(7 0) = ¢07 ¢t(‘7 0) = ¢1 V€ (L07 L) (138)
Condi¢Bes de transmissao:
Riu( Lo, t) = kov(Lo, t); k1ug (Lo, t) = kavy(Lo, t).
piue(Lo, t) = pive(Lo, t); k1 (Lo, t) = ka¢(Lo, 1)
k1tba (Lo, t) = Kkaa(Lo, t); p1ibe(Lo, t) = pide(Lo, ). (1.39)
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1.7 Vigas Regidas pelas hipteses de Bresse

Estruturas elasticas do tipo arcos, sao objetos de estudmplamente exploradas por diversos
profissionais, entre eles podemos destacar engenheiissangenheiros navais, arquitetos e
outros. As vibracdes sobre estruturas elasticas e saymipdades sao de grande interesse de
estudo tanto para engenheiros, quanto para 0os matematicos

Basicamente, as hipoteses para o0 modelo dinamico de sigeas sao realizadas conside-
rando uma curvatura no plano de um arco circular de comptorigmaioR, sec¢ao transversal
A, momento de inercid, modulo de Young¥, modulo do cortanté e fator de corre¢ab, no
esforco cortante da estrutura.

As equacoes diferenciais que governam o estiramento deviga curva, Sao expressas pelas
seguintes leis:

pApy = Q.+R'N (1.40)
plyy = M, —Q (1.41)
pAwtt == Nm - R_IQ (142)

Equactes de Tensao-Estirament e k:

e = w,— R lw (1.43)
v = .+ R 'w+y (1.44)
ko= 1, (1.45)

Equactes Elasticas Constitutivdls Q) e M:

N = EAe (1.46)
Q = rGAy (1.47)
M = FEIk (1.48)

em que € o tempo e a distancia ao longo da linha central da viga curva. No grim@mnjunto
de equacdes, as forcas internas sao a forca &xialforca cortant€) e o momento da curvatura
M. O deslocamento total da linha central da viga curva posaudeslocamento tangencial
um deslocamento transversal/normad a rotacao das secc¢oes transversais denotada por
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Das equacgded (40 - (1.48, segue as seguintes equacgdes hiperbblicas e acoptatae-
cidas como equacoes de Bresag]

p1ow — K (pz + ¢ +w), + Kol (wy —lp) =0 (1.49)
P2 — bbyy + K (z + 0 +lw) =0 (1.50)
prwy — Ko (we — 1), + Kl (e + 1 + lw) = 0. (1.51)

onde,p; = p.A, po =p.I, kK =rK.GA, kg=FEA, b=FEI, | = R,
Temos diversos trabalhos que abordam o decaimento expgahe&me vigas curvas, com meca-
nismos dissipativos. Entre eles destacamos:

Almeida Junior, D. S.28], estudou o sistema, abaixo, com o objetivo inicial de asseg
quais mecanismos dissipativos sao suficientes para lesdabi modelo, sem a necessidade da
igualdade entre as velocidades de propagacao de ondaedtmaa, considera poucos mecanis-
mos dissipativos e a parti dai, constrbi o decaimento mepoial com a hipotese de igualdade
entre as velocidades. Para isso, usou método da enegrginied$ de simigrupos de operadores
lineares.

Sistema de Bresse, com termo dissipativo &€ modelado por:

p1ow — K (pr + ¢ +w), + Kol(w, —lp) + 71900 =0 em (0,L) x (0, 00) (1.52)
P2y — bibyy + K (@ + 0 + lw) + 20, =0 em (0, L) x (0,00) (1.53)
prwy — Ko (W — lp), + Kl (pzr + 9 + lw) + y3w, =0 em (0, L) x (0, 00), (1.54)

com0 < v;(i = 1,2,3) ep1, Kk, p2, b, 1, Ko pOSIitivas e constantes.

As condigdes iniciais §0 dadas por

90('70) - 900('70)7 ¢(70) = ¢0(‘70)> w(.,O) = wO(wO);
th(.,O) = 901('70)a d]t(wo) = ¢1(-,0);wt(-,0) = wl(.,O);VQE € (O’L) (1.55)

Estao sujeitasas condiges contorno

0(0,t) = (L, 1) = 1p2(0,1) = ¢ (L, 1) = wa(0,1) = we(L, ) = 0 parat >0 (1.56)
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Mauro de L. Santos e Dilberto da S. Almeida JuniZ8][ analisaram o modelo abaixo, usando
mecanismos dissipativos do tipo atrito, nas trés eqggdd provaram o decaimento exponencial
das solucdes, utilizando o método desenvolvido por 4€L.8. Zeng e seus colaboradoreg]
Por fim, usaram o método de diferencas finitas para valisl@esultados tebrico feitos para o
caso analitico.

p1ow — K (pr + ¢ +w), + Kol(w, —lp) + 71900 =0 em (0,L) x (0, 00) (1.57)
p2¢tt - bw:c:c + K (pr + ¢ + ZCU) + 72¢t =0 em (07 L) X (Oa OO) (158)
prwy — Ko (W — L), + Kl (pzr + 9 + lw) + y3w, =0 em (0, L) x (0, 00), (1.59)

com0 < (i = 1,2,3) ep1, Kk, p2, b, 1, Ko poSitivas e constantes.

As condigdes iniciais §0 dadas por

90('70) - 900('70)7 ¢(70) = ¢0(‘70)> w(.,O) = wO(wO);
©i(,0) = p1(,,0), e(.,0) = Y1 (.,0);w(.,0) = wq(.,0), ¥z € (0, L) (1.60)

Estao sujeitasas condi@es contorno de Dirichlet
©(0,t) = p(L,t) =(0,t) = Y(L,t) = w(0,t) = w(L,t) = 0 parat > 0. (1.61)

Fatiha Alabau Boussouira, Jaime E. Muiioz Rivera, e Ditbdat S. Almeida Junior3Q], tra-
balharam no modelo abaixo, com 0 mecanismo dissipativdftipgonal, somente no angulo
deslocamento. Provaram que esse mecanismo dissipatiNizieste para estabilizar exponen-
cialmente todo o sistema, desde que as velocidades de pggmade ondas sejam iguais. Caso
contrario, provam que a solucao decai polinomialmeni@ zero, com taxas que podem ser
melhoradas, desde que os dados inicias sejam mais reguargdtimo, obtiveram resultados
numeéricos para validar os resultados analiticos.

p1ou — k(Y + ¢ +w), + Kol(w, —lp) = Fy em (0,L) x (0,00) (1.62)
P2y — bibyy + K (@p + 0 + lw) = Fy em (0, L) x (0,00) (1.63)
prwy — Ko (we — ), + Kl (s + ¢ + lw) = F5 em (0,L) x (0,00), (1.64)

com0 < =, p1,k, p2, b, 1, Ky pOSitivas e constantes. Consideram tamlk@m= F3 = 0 e
Fy = =iy
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As condigdes iniciais §i0 dadas por

90('70) = 900('70)’ ¢(>0) = d]O(wO)’ w(.,O) = WO('>0)a
th(.,O) = 901('70)a d]t(wo) = ¢1(-,0)> wt("o) = Wl(-a0)7vx € (O’L) (1.65)

Estao sujeitasas condiges contorno de Dirichlet
©(0,1) = (L, t) =(0,1) = ¢(L, 1) = w(0,t) = w(L, 1) =0t € (0,00). (1.66)
Ou esfio sujeitasas condiges contorno de Dirichlet - Neumann

30(0’ t) = QD(L’ t) = %(0, t) = ¢I(L7t) = w:c(O?t) = wz(La t) =0te (07 OO) (1.67)

Fatori L. H. e Mufoz Rivera J. E8], fizeram a analise do sistema abaixo, considerando
0 mecanismo dissipativo do tipo térmico somente na segeqdacao e mostraram que existe
estabilidade exponencial se, e somente se, as velocidade®pagacao da onda sao iguais.
Mostraram que em geral 0 sistema nao & exponencialmetaieebsnas existe a estabilidade
polinomial com taxas que dependem da propagacao da oraleeguaridade dos dados inici-
ais.

p1ow — K (Yr + ¢ +w), + Kol(wy —lp) =0 em (0,L) x (0,00) (1.68)
pothi — by + K (pr + 0 + lw) + 70, =0 em (0, L) x (0, 00) (1.69)
prwy — ko (We — 1@), + Kl (0 + 9 +1w) =0 em (0,L) x (0,00), (1.70)
0 — K104 + mibyy =0 em (0, L) x (0,00) (1.712)

comO0 < v, p1, K, p2, b, [, kg € m positivas e constantes.

As condigdes iniciais §.0 dadas por

90('70) = 900('70)7 ¢(-70) = %(-70)%@(-70) = WO('>0);9('70) = 0o,
th('vo) = 901('70)7 ¢t(-70) = wl('vo)v wt('vo) = Wl(wo);vx € (0>L) (1-72)

Estao sujeitasas condi@es contorno de Dirichlet

0(0,8) = (L, t) = 1(0,t) = ¥(L,t) = w(0,t) = w(L,t) = 0;0(0,t) = O(L,t); ¢ € (0,00). (1.73)

Lima Mendes, G. J PDM - UFPA



Capitulo 1. Introducao 15

Ou esfio sujeitasas condi@es contorno de Dirichlet - Neumann

gO(O,t) = 90(L>t) = %(Oat) = wm(lht) = w;(ovt) = wx(Lvt) = 0;9(0>t) = H(Lvt)?t € (0700)'
(1.74)

M. L. Santos, A. Soufyane, e D. S. A. Janior, mostraram qusteestabilidade exponencial se, e
somente se, as velocidades de propagacao da onda s&o @aso contrario, o decaimento & polinomial
e exibiram uma taxa 6tima.

prow — K (e + ¥ +w), + kol(wy —lp) =0 em (0,L) x (0,00)

Pty — Dy + /g(s)wm(t —8)+ k(o +¥+1lw)=0 em (0,L) x (0,00)
0
P1Wit — Ko (wz - l@)x + Kl (QOI + 1/} + lCU) =0em (07L) X (07 00)7

com0 < ~;(i = 1,2,3) ep1, Kk, p2,b, 1, Ko positivas e constantes.

As condigdes iniciais §io dadas por

90('70) = 900('70)7 w(vo) = 1/}0('70)7 w(.,O) = WO('vo);
©1(,0), Y(.,0) = 1(.,0);w¢(.,0) = wy(.,0),Vx € (0, L)

1.8 Objetivo da Tese

Até 0 momento tivemos uma resposta afirmativa para os questientos feitos, tanto para equacao
da onda, quanto para vigas do tipo Timoshenko sobre a pladasite do decaimento da energia que,

apesar da dissipacao esta ocorrendo, apenas, em uraeatu dominio, o decaimento das solugdes
& estendido para todo seu dominio. Sendo, ainda, mosfael@sses decaimentos podem ser do tipo
exponencial ou polinomial.

Problemas desse tipo sao caracterizados na literatura pooblema de transmissao. E usando
a mesma linha de raciocinio, o objetivo desta tese consisteanalisar 0 decaimento exponencial,
existéncia e unicidade de solu¢des no caso unidimesisipara o problema de transmissao, abaixo,
para vigas curvas regidas pelas hipoteses de Bresse.

Em paralelo analisamos, também, um problema de transessa vigas de Timoshenko, mostrando
que o modelo & exponencialmente estavel. Sendo utilizadétodo da energia e técnicas especificas da
teoria de semigrupo linearl][
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1.9 Problemade Transmisao: Vigas Regidas pelas Hipteses
de Bresse

A partir do sistema de Bresse Homogéneo, abaixo:

prpw — k(e + ¥ +w), + kol(wy —lp) =0 em (0,L) x (0,00) (1.75)
P2t — bbyy + K (pr + 1 + lw) em (0,L) x (0,00) (1.76)
P1Wit — Ko (wz - lga)x + Kl (sz + ZZJ + lw) =0 em (07 L) X (07 OO), (177)

com suas, respectivas, condi¢cdes de dados iniciais eroont

Estao sujeitasas condi@es de dados

SO('?O) = 900('70)7 1/}(70) = wO('ao)ﬂ w(.,O) = wo(.,O),
@t(‘ao) = @1('70)7 wt(ao) = wl('ﬂo)a wt(‘ao) = wl(wo)?vx € (07L) (1.78)

Estao sujeitasas condi@es contorno de Dirichlet
©(0,t) = @(L,t) = 1(0,t) = Y(L,t) = w(0,t) = w(L,t) =0t € (0,00). (1.79)
Considerando, respectivamente, as seguintes variagi@scoes:
Variacdes
Quando: = 1, 2 teremos o0s respectivos interval@8; Ly) e (Lo, L).

Notacbes

pj, se x € [0, Lo k1, se x € [0, Lo]
pi@ =4 " , w(z) = ,
p;, se x € [Lo, L] Ko, se x € [Lo, L]

b1, se x € [0, Lo] kg, se x € [0, Lo]
b(r) = e ro()=1 "
by, se x € [Log, L] ki, se x € [Lg, L]

o(z,t) = { @' (x,t), se x e (0,Lg) x (0,00)

©*(x,t), se v € (Lg,L) x (0,00)
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- Pl(x,t), se x € (0,Lg) x (0,00)
vt = { Y2(x,t), se x € (Lo, L) x (0,00)

w(a,t) = wl(x,t), se v € (0,Lgy) x (0,00)
) w?(x,t), se x € (Lg,L) x (0,00).

Teremos o Problema de transmissao para o sistema de Bresselado por:

prol — k1 (oh + 9 4+ 1wh), — khl(w! — 1Y) +y10) = 0em (0, Lo) x (0,00) (1.80)
3ty — bita, + Ry + 0" 4 1wh) + 21 = 0 em (0, Lo) x (0,00) (1.81)
prwy — kp(wh — Lot + Kl (ph + ' + lw') + yawf = 0 em(0, L) x (0,00) (1.82)
i — k2 (93 + 9% +1w?), — Kgl(ws — 1p%) = 0 em (Lo, L) x (0,00) (1.83)
Py — ba2, + ka2 (2 + P2 +1w?) = 0 em(Lg, L) x (0,00) (1.84)
piwi — kg (w2 — 197) _ + kol (02 + ¢ + 1w®) = 0 em (Lo, L) x (0, 00) (1.85)

esfo sujeitasas condi@es contorno
0'(0,t) = ¢*(L,t) = (0, 1) = *(L,t) = w'(0,t) = w*(L,t) = 0 parat > 0 (1.86)

as condi@es de transmisaa;

"11801([/07t) - ﬁ2802(L07t)7 Hl@;(LO,t) - ’%QQOi(LOat)a p%gotl(L(]at) - p%@%(LO,t) (187)
/{lqpl(LOvt) = /{21/}2(1;0725)7 bl :}:(L())t) = bQQzZJ:%(LO)t)) p%?,[)tl(Lo,t) = P%%Q(Lo,t) (188)
k1w (Lo, t) = £*w? (Lo, t), kjwy(Lo,t) = kgwa(Lo,t), piwi(Lo,t) = piwi(Lo,t) (1.89)
/@(l)wl(Lo,t) = m2w8(Lo,t), m(l)gpl(Lo,t) = ngog(Lo,t). (1.90)

eas condi@es iniciais
©'(.,0) = ©h(.,0), ¥'(.,0) =¥5(.,0), w'(.,0) = wj(.,0), i=1,2 (1.91)
©i(.,0) = ¢ (.,0), Yi(.,0) = ¥i(.,0), wi(.,0) =wi(.,0), i=1,2. (1.92)

Aqui, p1 = p.A, po = p.I, Kk =Kk.GA, kg =FEA, b= FEI, | = R~!, ondep denota a densidad&, o
modulo de elasticidade Young;, o modulo de rigidez do cortant&; o fator de correcao do cortantd,
representa a area transverdab, segundo momento de area da seccao transvé&sataio de curvatura.
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1.10. Organizacao da Tese 18

1.10 Organiza@o da Tese

No capitulo2 analisamos a existéncia de solugao fraca, regularidaa@nicidade de solucao no pro-
blema de transmissao para o modelo de Bresse. Levando eside@tao a dissipacao atuando na
oscilacao verticalp , longitudinalw e no angulo de rotacap da seccao transversal, somente nas trés
primeiras equacoes.

No capitulo3 analisamos o decaimento exponencial para zero quande oo para problema de
transmissao com o sistema de Bresse. Para isso utilizamgeablema de transmissao com sistema
equivalente. A partir desse novo problema, construimasoiénal de Lyapunov e através da técnicas
multiplicativas, com multiplicadores convenientes masios o decaimento exponencial para zero desse
novo sistema, o que implicou, também, no decaimento exmimepara o0 sistema original de nosso
estudo.

No capitulo4 analisamos a existéncia de solucao, regularidade ecalade de solu¢cao no problema
de transmissao para o modelo de Timoshenko, utilizand® ipao a técnica de semigrupt],[além de
mostrarmos que o sistema & exponencialmente estawléatdo método da energia.
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CAPITULO 2

Problema de Transmissao para o Sistema Elastico

Neste capitulo mostraremos existéncia de soluca@ fragularidade e unicidade de solugcao para o
problema de transmissao para o sistema de Bresse com t@igaipativos atuando na oscilagao vertical
¢, longitudinalw e no angulo de rotacdo da seccao transvefrsato &, analisaremos o0 modelo abaixo,
com dissipacao do tipo friccional nas trés primeirasaedes.

2.1 Exisencia de Soluao

O Problema de transmissao para o sistema de Bresse, éanogelr:

prot — iy + 0" +1wh)e — Kol(wy — lp") + 7108 = 0 em(0, Lo) x (0,00) (2.1)
pav — b1k, + mi(@h + '+ lwh) + y20f = 0em (0, L) x (0,00) (2.2)
piwty — kg(wy — 1p")e + k() + %' + 1w') +3wf = 0em (0, Ly) x (0,00) (2.3)
pron — k2 (03 + 97 + 1w?) | — sil(w; — 1p®) = 0 em (Lo, L) x (0,00) (2.4)
Py — a2y + ka2 (2 + ¥ +1w?®) = 0 em(Lg, L) x (0,00) (2.5)
plwi, — kg (wi — 1)+ rol(@s + ¢ + lw?) = 0 em (Lo, L) x (0,00) (2.6)

19



2.1. Existéncia de Solucao 20

esfio sujeitasas condi@es contorno

0 (0,t) = p*(L,t) = ¢1(0,t) = ¥*(L,t) = w'(0,t) = w?(L,t) = 0 parat > 0 (2.7)

(2.8)

as condi@es de transmisaa;
1 L 2 L 1 L _ 2 L 1 1 L 2 2 L 29
k1p (Lo, t) = ko™ (Lo, t), K19, (Lo,t) = kawy(Lo,t), p1wy(Lost) = piw; (Lo,t) (2.9)
/{lﬂ) (L()vt) 1/’2(110715)7 bl :}:(L()?t) b21/) (L0>t)> p%ﬂ)tl(Lo,t) :P§¢§(L0>t) (210)
k1w (Lo, t) = K*w?(Lo,t), kowy(Lo,t) = Ko@r(Lo,t), piw; (Lo,t) = piw; (Lo, t)  (2.11)
/{Ow (Lo,t) m2w8(Lo,t), m(l)gol(Lo,t) = /{24,0(2)(L0,t). (2.12)

eas condi@es iniciais

©'(.,0) = ©h(.,0), ¥'(.,0) = ¥4(.,0), w'(.,0) = wj(.,0), i=1,2 (2.13)
©i(.,0) = ¢ (.,0), Yi(.,0) = ¥i(.,0), wi(.,0) =wi(.,0), i=1,2. (2.14)

Aqui, p1 = p.A, po = p.I, Kk =Kk.GA, kg = FEA, b= FEI, | = R~!, ondep denota a densidad&, o
modulo de elasticidade Young;, o modulo de rigidez do cortant&; o fator de correcao do cortantd,
representa a area transverdab, segundo momento de area da seccao transvé&sataio de curvatura.
Para demonstrarmos o Teorema a seguir e facilitar o ententtinde nosso estudo, dividiremos nosso
Ultimo sistema em doisP’, e P,. OndeP; € constituido pelas trés primeiras equacdés pelas trés
Ultimas, com suas respectivas energias.

Lo
1
Ei(t) =5 ﬁpilwiﬁ + ool P+ prlwr |+ balwa® + lp + 90! + WP+ hglwy — 1o}
0
1 L
By(t) = 5 ﬁpllthQ + oBIE 1+ Tl 4 Dol + 07 + 9% + W+ kgl — 16? P
Lo

Portanto, a energia total do sistema & dada por:
Erp(t) = Ei(t) + Ex(1)
Definicdo 2.1. SejamV, H™ e L? espacos definidos por

V= {(@u) € H'(0,Lo) x H' (Lo, L); u(0) = u(L) = 0,%(Lo) = u(Lo)}
H™ = H™(0, Ly) x H™(Lo,L) e £* = L*(0, Ly) x L*(Lo, L).
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Capitulo 2. Problema de Transmissao para o Sistemadglast 21

Dizemos que !, ¥, w!, p?, 1%, w?) & solucao fraca para o problental] a (2.14) se para todo(u, @),
(h,2), (v,w)) € H}(0,T;H? NV) satisfaz as equagdes:

Lo

L/d%ﬂ%ﬂwﬁ—

0

prottg (o, t)dodt +

Ct— 5 TT—
S — " —r

L
[ etute.tyaall - [ [ photute, st +
Lo
TLo
///11 oL+t 1w, (z, t)dzdt + // Ko (92 + % 4 1w ug (z, t)dodt —
0Lo
TLo
//molw — lpY)u(z, t)dzdt — // 21(w? — 1% u(z, t)dxdt +
0Lo
TLo
//wﬁm%ﬂwﬁz&
00
Lo T Lo
[/plwt h(x,t)dx] //,olwt hi(z, t)dzdt +
0 00
L T L
[/p%wt (z,t)dz)] //p%wt—l—ztxtda:dt+
0 Lo
TL() TL
// rg(wh — 1" hy (, t)dadt — // ke (W2 — 19?) 2 (, t)dadt +
0Lg
TLg
//mlg&%—d) + lwhh(z, t)dzdt — //&2l¢x+w + 1w?)z(z, t)dodt +
0Lg
Tly

//fygwtha: t)dzdt = 0;
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2.1. Existéncia de Solucao 22

Lo T Lo
[/p%wt v(z, t)dz)d // piaptvy(z, t)dadt +
0 00

L T

[/ p2p2w(x, t)dz)d //Pﬂ/’t + wy(x, t)dxdt +

0
TLO

//blw vg(x,t) da:dt+//b2w2wx x, t)dzdt +

0Lo
TLo

///11 (or + ¢! + lwh)v (a:tdmdt—i—//ﬁz (0% + 92 + lw)w(z, t)dzdt +

0Lg
Tlg

[ [tttz o
00

temos o seguinte resultado:

Teorema 2.2. Se (ph, v, wi, 03, V3, wd) € H2NV e (o}, ¥, wi, 93, ¢? w?) € L2, satisfazendo as
condiges de transmig®. Enfio existe umdnica solu@o fraca(p!, ¢!, wt, p?, 1% w?) para o sistema
(2.1 a (2.149), satisfazendo

(0" 9?), (W1, 9?), (W', w?) € C(0,00,V) N CH(0, 00, L?).

Alem disso, sépg, ¢3), (V6 ¥5), (wh,wg) € H2NV e (o1, ¢1), (¥1,97), (wi,wi) € V. Endo a
solucdo fracaé uma solugo forte e satisfaz

(o, 02), (W1, 12), (W', w?) € C(0, 00, H2 N V) N CH0, 00, V) N C2(0, 00, L2).

Prova. O método utilizado para mostrar a existéncia de solicaale Faedo-Galerkin que garante a

uma sequéncia de solu¢Bes aproximadas do nosso prokgmseguida, mostraremos que a sequencia
em questao convergira para solucao do problema nunwdotgip conveniente e isso sera demonstrado
através de estimativas a priori e que, por conveniénci@dieidida em etapas como segue abaixo.

(I) Problema aproximado;

(1) Estimativa a priori € passagem ao limite

(1) Regularidade de solucao;

(IV) Unicidade de solug@o.

Consideramos um sistema ortonormal completdideonstituido de vetores proprios do operador
e {\, }.en acorrespondente sequencia de valores proprios. Al&o,dissubespadd;,,] gerado pela a

Base:{(@", u’,v?, w® h, 20),(@", ul, vt wh, A, 2Y),. (@™, o™, w™, R 2™ )
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Capitulo 2. Problema de Transmissao para o Sistemadglast 23

onde(w!,u') € V, (v',w') € Ve (h',2") € V. Paracada € N denotamos:

VM (x,t) Zaw z) € Vi *H(x,t) = Zaw € Vin;
PP (x,t) Zaw ) € Vs p®H(x, 1) Zaw € Vs
’“xt Zaw h’ ) €V w’“ajt Zaw € V.

Ondea; ,(t) sao de class€?.

Fazenda = 1,2, ...., j, em seguidd, ;. = 1, 2, ...., m. Obtemosin equacdes no sistema aproximado.
Que por sua vez, sao equivalentes a Equacdes Diferer@idinarias. Estas ultimas, satisfazendo as
condi¢des de Carathéodory. Portanto, possuindo &oluc
(@l bt bk o2 i i) para o sistema aproximado, abaixo, num intervald™), T+ < T.

As estimativas a priori e a regularidade de solucao, nowifggo prolongar a solugao ao intervalo [0, T].

Lo L Lo
/plcpt,g”uzdm + /plcptt’”uzdm + /ml(goglﬂ’“ + plH 4 lwl’“)ﬂidm +
Lo 0

Lo
/12(@%“ + p2H 4 lw2’“)uidm + /mél(w}c’“ — lcpl’“)ﬂidm —
0
Lo

t~ t~
O\h O\h

KW — 1* M ul dx + / o utdr = 0 (2.15)
0
Lo L Lo
110 2 12,0, 4 L L 1Ly,
/p21/}tt de"‘//)ﬂ/’tt w dm"‘/"fl(% + Yt +lw P )vlde +
0 Lo 0
L Lo L
/ Ko (2t + 2 4 lw*Mwhdr + / bipy vl de + / bythywlda
Lo 0 LO
Lo
/ Yo Hotda = 0 (2.16)
0
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2.2. Estimativa e Passagem ao Limite. 24

Lo L Lo
/ lwtt“hzdaj_’_/plwtt’uzld:c—l—/ml( ’“—1—1/)1’”—|—lw ’”)h’dac—
Lo 0
Lo

/{2(@%“ + P 4 lw2’”)z;da: + //@é(w;’” — IV M) b dx +
0
Lo

KE(WEH — 1* M) 2t da + /WS%IMhid:E =0 (2.17)
0

=~ =~
St — o T—x °

("0, 2), p*"(0,2), (0, 2), ¥** (0, ), w (0, ), w?(0, 7)) = (¥4, 5, V0, V5, wh, W)

(2.18)
(00" (0,2), 0™ (0, ), 4 (0, ), 9 (0, 2), w3 #(0,2), (0, 2)) = (1, 08, 91, 0, wi )
(2.19)
2.2 Estimativa e Passagem ao Limite.
Multiplicando (2.15) por a;#(t), em seguida somando cam= 1,2, ..., u, obtemos:
L
/Pl@tt’uzaw Zda:—i—//)l%@tiuzaw Ju'dz +
Lo
Lo u L m
/m(go}c’“ + bt It Cay () de + /@(go?c’“ PP 1P Cay (tulde +
0 i=1 Lo =1
LO m L I
/mél(w;’“ — lp'H) Z am(t)ﬂ;dm — /mgl(wg’“ — lpBH) Z a;’u(t)u;daz +
0 =1 L i=1
0
Lo "
/’ylgo%’“ Z am(t)ﬂidm = 0. (2.20)

0 i=1

Note que derivandg!*(z,t) em relacdo & e em seguida em reacaa aobtemos:

z,u ’LL +al#( ) 0) Z ;,p,(t)ﬂi‘

M=1 M‘:

t) = (Z @it

I
Pra'( Z i p(t (a;,u(t)ﬂi +T(2)0.) = Y 4, (0T

1 i=1

.
Il
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Capitulo 2. Problema de Transmissao para o Sistemadglast 25
De maneira analogo, para seguintes funcoes:
2, 1, 2, 1, 2,
Pt H(x’ t)> 1[)16 “(337 t)> 1[)16 “(l‘v t)v Wy H(x’ t)> Wy “(337 t)'
Dai,
Lo L
o 1, o2,
/Pl%pttu%@t Fdr + /Pl@tt“@t Mo +
0 Lo
Lo L
/m( LA b byt da + /&g(gox’“ + PP 4 WPt dr +
0 Lo
Lo L
/nol( L Jph#) tl’“da:— //@OZ( pu Il tz’“dx—l—
0 Lo
Lo
/%90 Hoptdr = 0,
0
donde segue,
s 2d Y d
m/m | x+2dt/|sot e+
Lo L
/m(cpglc’“ + b 4 LYo P da + //1 (21 P 4 lwPH) ot da +
0 Lo
Lo L
[ b —1ptmbds — [ i - 1 +
0 Lo
Lo
[ let# s =o. (2.21)

0
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2.2. Estimativa e Passagem ao Limite. 26

Multiplicando (2.16) por a;“(t), em seguida somando cam= 1,2, ..., u, obtemos:

Lo L
/P2¢tt’u Z a; “ Yo'dx + /P2¢tt’u Z a; p w'da +
0 Lo
Lo " L L
/ R1(op™ + Y 4 1w )y Cay (Hokde + / 2(2H + PP+ 1) " ay  (Hwhdr +
0 i=1 L i=1
0
Lo " ' L w '
/ by > " ay, (tvlde + / byt > ay, (Hwhd +
0 =1 I =1
0
Lo "
[l Y aonds =0,
0 i=1
Ou ainda,

Lo L Lo

10,1, 21,2, 1,
/p%¢ttu¢t Hdx + /P%‘/’ttu% Hda + / “1(4%15’” + bk 4 lwl’”)% Pdx +
0

Lo 0
Lo L

L
/ Ko (Q2H + pPH 4 L)t d + / biyptapt de + / botp2Hpt da

0 Lo

Y2y ") de = 0.

Donde segue,

2 o 12 o B2 Hled
2dt/\w +2dt/\wt| +2dt/m| +2dt/m|x+

—

Lo
Ko (P21 4 PF 4 L) d + / k1 (pbH + YU 4 b ) da
Lo 0
Lo

Yo (y*)2da = 0. (2.22)

o
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E finalmente multiplicand@2.17) por a;“(t), em seguida somando care= 1,2, ..., u, obtemos:

Lo L Lo I
/lettu Z a; ,(t t)h'dz + /lettu Z a; ,(t )z'dx + / ral(pp +hF + lwhH) Z a;#(t)hédac -
4 i=1 o o i=1
L m LO I
/ Ral (P2 + P 4 10™) Y ay (8 2hda + / Ro(wyt — 1o Y ay (ki d +
L i=1 0 i=1
0
L " Lo
/n%(wfc’“ — lp*H) Z a;#(t)zfcda: + /’ygcp i Z a; ,(t t)hidx = 0, (2.23)
7 i=1 o i=1
0
donde segue,
Lo L Lo
/p%wtt’“ 1’“da: + /pzwft’“wf’“da: + /ml(@i’“ + b 4 lwl’“)wtl’“dx —
Lo 0
Lo

Ral (P2F + PH 4 LMY da + / K (Wi — LM w it da +
0

— °

Lo

L Lo

[ Rz —ipntar s [t =o (2.24)
Lo 0

isto &,
1 J Lo Lo
&_ 7“ S SH s s 7/’Ld —
2dt/ [*dx —|—2dt/|wt |da:+//<1l(<px + PbE 4l w, H da
0 Lo 0

Lo

kol (P2 4+ P2+ + lwz’“)wtl’”da: + //@(l)(w}ﬂ’“ — lgol’“)wtlg’c”dﬂc +

[e=]

t~ t~

Lo
K2 (WEH — [*MYw P da + /’yg(wg’”)zdm =0. (2.25)
0
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Segue d€2.21), (2.22) e (2.25)

L

Lo
p_i H 7# /,M
2d/sot|d+ / o+ 22 [y ¢
0

M e N
Mt/wt 2dz +2dt/|ww|d +2dt/|ww|d+

Lo
/ R (pbH 4+ PP+ LB (ot + Y+ lwh ) de +

0
L
/ Ko (P2H 4 pPF 4 L) (il P 1w dx +

Lo
Lo

1,
Ko (we — L) (wigh — lphH)da +

o

L
/ K20 (W2H — PP (WBH — 1P +

Lo
Lo Lo Lo
[yt [P+ [ ds=o (2.26)
0 0 0
mas lembrando que:
Lo d Lo
Ki(pp® + b 4 lwb ) (it + phF + lwh ) de = %E [(pi# + pbH + lw' M) [ du;

0

2 dt
Lo

Ko d
ﬁz(g@?c’” + 1/,2,# + le”‘)(go?c’” + 1/,2,# + le”‘)tdm _ 2 / \(%%’M + wlu + lw2’”)|2dx;
[(wit — Lo da;

Ko(wp — L") (wpt — L") yda =

Ko (Wit — 1p™H) (wph — lp*!)yda = (w2t — lp™H)Pda. (2.27)

t~ =
S S~ O\go\ho
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Obtemos:

Lo

d 1 1 1 1

G5 [t P+ AL P + ol P + bl
0

"+t Lt + plwg? — Lot Py da +

L

1 2 2 2

2 /{P%\W”P + o3l P+ pFwp P + balypi P +
Lo

|Q2H 4 P 4 I 4 kgwot — lp™H*}da} +
Lo

1, 1, 1,
/’Yl|90t M|2 + Yelthy u|2 + v3|w, “|2daj =0.
0

Definindo a energia,

Lo
1 1 1 1
Bt (t) = 9 /{Pﬂ%ﬂz + P%W’t ,u|2 + Pﬂwt 7H|2 + b1|¢alc’u|2
0
|opt + P1H 4 L + K lwi — 1M} +
L
1 { 2| 2,u|2+ 2|¢2,u‘2+ 2‘ 2’M|2—|—b |¢2,u|2+
5 P11P¢ P2|V¢ P11t 2|V

Lo
|2+ p?H + L2+ K|t — 1P }da.

Utilizando (2.28), segue:

Lo
d 1 1 1
GEAO == [ nle P + ley P,
0

de onde concluimos que,
d

—EBE*(t) <0.
2 () =<0

Logo, integrando enf0, 7y) a Gltima desigualdade, obtemos

BE" < BH(0).

(2.28)

(2.29)

(2.30)
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Donde, segue:

E" < C,onde C independe de p e t.

Utilizando o teorema de prolongamento de Caratheodonyltimaa desigualdade, podemos estende a
solugao para o intervalo todo, isto &, p&rdl’] comT" > 0. Alem disso, Obtemos pela desigualdade de
Poincaré, que todos os termos da energia sao limitados.

Destarte, obtemos

(@11, @21, (1 >1), (W, WPH) e limitada em L(0,T;V) (2.31)
(@™ @0, (W 0", (wit wit) e limitada em L(0,T; £%). (2.:32)

Agora utilizaremos o teorema de Banach-Alouglu-Bourbpgis 0s espagos onde as sequéncias sao
limitadas sao, na pior das hipbteses sao, espacos decBadessa forma, podemos extrair uma sub-
sequéncia convergente de"*, p>*), (PpLH p2H), (whH, w?H) que continuaremos a denofart -, > H), (P1H, >+
tal que,

eVt * ol em L(0,T; HJ (0, L)), (2.33)
e * p* em L™(0,T; HY(Lo, L)), (2.34)
Ybr x ot em L°(0,T; HE(0, L)), (2.35)
P2 ? em L(0,T; HY (Lo, L)) (2.36)
wht * Wl em L0, T; HY (0, L)), (2.37)
Wbt w? em L®(0,T; Hi (Lo, L)). (2.38)
ot ol em L®(0,T; L*(0, Lo)), (2.39)
P 02 em L®(0,T; L*(Lo, L)), (2.40)
Yt ot em L(0,T; L2(0, L)), (2.41)
Y2 * g2 em L®(0,T; L? (Lo, L)), (2.42)

Wit o wh em L(0,T; L0, Ly)), (2.43)

Wil w2 em L°(0,T; L*(Lo, L)). (2.44)

Usando o fato de que

L>(0,T; X) = L*(0,T; X),
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segue ded.33 - (2.44),
@t — o' em L*(0,T; Hy(0, Lo)), (2.45)
™t = * em L*(0,T; Hy (Lo, L)), (2.46)
bt — ¢l em L*(0,T; Hy (0, L)), (2.47)
P = em L*(0,T; Hy(Lo, L)), (2.48)
wht —~ Wl em L?(0,T; H(0, L)), (2.49)
Wit =~ w? em L*(0,T; H} (Lo, L)). (2.50)
1, PN L2 T2
Qot SOt em (07T7L (07L0))7 (251)
wpt = o} em L*(0,T;L*(Lo, L)), (2.52)
Ut =l em L*(0,T;L*(0, Ly)), (2.53)
Yt —F em L*(0,T;L*(Lo, L)), (2.54)
wy ™ = wl em L2(0,T;L*(0, Ly)), (2.55)
wit = w? em L*(0,T;L*(Lg, L)). (2.56)
2.3 Regularidade de solugo
Derivando 2.19), (2.16 e (2.17) em relagao ao tempo, temos
Lo L Lo
1 Lp—i 2 2,0 1, 1,0 1\ =
/Pl‘Pttt u'dr + /Pl‘Pttt u'dzr + / k1(ppt + ot +lws! ) de +
0 Lo 0
L Lo
//12(%25’” + >+ lw2’“)tu;dx + / H(l)l(wi”‘ - lgol’“)m;dx —
Lo 0
L Lo
/ligl(wg’“ — 1lp*M)ul da + /Wlwtlt’“ﬂidx =0 (2.57)
Lo 0
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Lo L Lo

/ pyytvide + / Pl wide + / k1(pg" + M 4 lwh)vpde +
0 Lo 0
L Lo L
/H ( 2,1 2,1 20N o0 / NI / L, i
o (921 + P2H WPt wide 4+ | byt oide + [ boyy it wlde
Lo 0 Lo
Lo

/ngptlt’“vidac =0 (2.58)

[en]

Lo L Lo

/plwttt“hldx + /plwtt’ledm + /mll( R I AL 1Y A L
0 Lo 0
Lo

L
/mg(gou%’“ + P 4 lw2’“)tz;dm + /mé(w;’” — I )bl dx +
Lo 0

L Lo

/m%(w%“ — lp*M) 2 da + /7390tlt’uhidac = 0. (2.59)

Lo 0

Multiplicando .57 pora; e somando = 1,2, ...., u, obtemos:

/ plwtgfza o + / pl%fza ude +

Lo L L u
[ b o 1t 3 g e+ [ a0 Y ap, (e +
0 i=1 Lo i=1

Lo u L u |

/nél(wi’“ —lp"H), Z a;,(t )aldx — /mgl(wg’“ — IpPHy, Z ap,(Hugde +

0 i=1 Lo i=1

Lo 1z
/ 18015 Z )a'dr = 0.
0 =1
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Donde segue,

e
Qﬁ/u|d+2ﬁ/mmm+

Lo L
/m( L g bl by o d + //%2(90;,;’” + PP 4 L) o2 da 4
0 Lo

Lo

L
/%&m&“—w%wW#Wx—/kam%“—M%WWQWx+
0 Lo
Lo

[leit s = (2.60)
0

Multiplicando (2.58) pora; ,(¢), em seguida somando cam= 1,2, ..., u, obtemos:

/ mMZa vido + / pwtgfza wide +
Lo
Lo

L
Iz e
/ Ra(opt 4 Y 4+ 1w, > " ay, (tolkde + / Ra (2! + P+ 1w, > " ap, (Hwhde +
=1
Lo

0 i=1

Lo L
/blwt Za vdm—k/bmﬁt Za tywtdx +
0 Lo

/’yggott’”Za vda:—O

Donde segue,

2 d e d M d M d
2ﬁ/mﬁ +2ﬁ/MH +2ﬁ/M| +2ﬁ/M| +

Lo

/ o (@2H 4 P2H [P 2 d + / (L ap bk 4 LB ) bl das +

Lo 0

Lo

/ Yol P = 0. (2.61)

0
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Multiplicando (2.59) pora; ,(t), em seguida somando cam- 1,2, ..., 1, obtemos:

Lo L Lo

o
/,o%wtlnga t)h'dx +/p1wttf2a )2 dx +/ﬁll( Lipap bt Jbi), Za;:u(t)h;da:
0 Lo 0 =1
L B Lo

- / Ra(P2H 4+ 92 4 1™, Y ap (1) zide + / ro(wp® = L") ) ay, (6 hda
Lo =1 0 =1
L u Lo

—l—//ig(w%“ — lgpQ"‘)t Za;:“(t)z;dm + /’YBSOttu Z a; hzdm =0,
Lo =1 0
dai,

Lo

Lo
py d , ,
7d_/‘ tt“\ dr + = 5 dt/|wttu‘ dm+/ﬁll(cpz’“+¢l’“+lw Y pw “dm
0 Lo 0
Lo

//igl( 2k 4 w? ’”)tw Hda —|—/ Swhr — lgol’“)twtt“dm
Lo 0
L Lo

—I—/&%(w%“ - lgpQ’“)twtt“daz + /73|wt H2dz = 0. (2.62)
Lo 0

Do fato de:

Lo Lo
Rl + 9t +lwd ™) (o + Pt + lwp™)e =

"12(801&95 + 7”"‘1‘*} 7”)(% +¢t,u+lwt,u) =7 /‘ ""‘bt’u‘i‘lwt’u”

R (W — o) (Wt — oM = — 0 L / (ol — L P

&~ ~
ot~ O\gO\ho
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e das equacgd€8.60), (2.61) e (2.62), obtemos,

Lo
9 17
/[Pl|90ttu|2 + p2|¢ttu|2 + le’t |2 + P%|thu|2
0
b b 17
+"fl|(80t + T/Jt aes lwt P - "10‘(%:(: — lpy "] da
L

) np: 2 )
JIR IR P+ B P+ balo2 P + i
Lo
+“2|(90tx + 1/% M lwt P — “0|(Wtz

d1
dt 2

a1
dt 2

— lpp "] da

+ / {7ilenl? + v2lvh? + vslwh |} dz = 0.

Definindo a energia de segunda ordem, da seguinte maneira

L

9 17
/meP+@wgV+mth+AWJP
0

3’ I’ 17
+rl(pa + "+l ")P = Rol(wy!* — Loy Plde
L

1
by RGP + I3 + balu2 P + P

Lo
ol (@l + VP + lwp) P — kEl(wid — Lop™) Pd.

ei(t) =

[\7|b—‘

Das duas Ultimas igualdades, temos

d
GO = = [ Ol + ldhP + ik} da,
0

donde segue,

—el'(t) < 0.

Agora integrandd0, 7') a Gltima desigualdade, obtemos

e (t) < e(0),
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desde que sejam limitadas,

1, 2, 1, 2, 1, 2,
thtu(o)>90ttu(0)> tt“(0)> tt“(o) thu(o) € thu(o)a

temos

N =

L
9 17
/ OS2 + YL + a2 + pl w2
0

) ) 1, ]_7
+"fl|(80t + T/Jt aes lwt u)‘ ﬂé‘(wt:cu — lpy M|2]d33
L

1
+2 /[pl‘SOtt’uP + P2‘¢t£u|2 + 52\% |2 + Pl|wtt’u‘2
Lo

+”2|(<Pt:c + e lwy 7“)| “%)K‘*’tz l%‘?tﬂ Jdz < C,
onde C independe gee te [T,0].

Portanto,

(i (1), sott “(1)) e limitada em L(0,T;L2);
(1" (1), (t)) e limitada em L°°(0,T;L?):;
(w,}g“(t) wft’”(t)) e limitada em L*®(0,T;L?).

De fato, consideremos as seguintes equacdes aproxidadgastema:

;

Pl ) — %1((901’“ e + lw“‘)w,ﬂ) — shl((ws™ — lp"), ) + 71 (9", W) = 0
Py (hy" ) = by (Yt v )+H1((¢z’”+¢1’“+lw ), v) + 29 tl’”ﬂ)) =0

pHw® h) — K (wet = 1pY)g, h) + mal((px™ + U + L), h) + y3(wy ™ h) = 0
PR’ u) — @(W +w2’“ + w1, u) — k(W3 — lp?#),u) = 0

102( i w) — b2( o, W) + ”2((905# + F + lwBH),w) =0

PAwit, 2) = KB((wi = 1p®H)y, 2) + mal (92" + Y2 + ), 2) = 0

Fazendo respectivamente na primeira e terceira equac@ldimio sistema:
t — 0%, w = ;" integrando dé até L e u = ¢2;*, integrandaL ate L,
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em seguida, somando-as obtemos:

Lo

0

L Lo
/ Pl (0) Pz + / RleZP (O)Pdr < / 1 (91#(0) + P19 (0) + 1w (0)) [ (0) | der +
Lo 0

L
/ o (214(0) + #(0) + 1P (0)) |2 (0)]dex +

Lo

Lo

/ RAI((wh (0) — 1914 (0)) | (0) da: +
0L

[ 112 - 12 )l (0)lda
Lo

Lo
/ I (1 (0)] [0 (0) iz, (2.63)
0

agora, usando a desigualdade de Young 2883 obtemos:

Lo

Lo L
KR1€
ol ol OPdo+ 6t [l P < B2 fiob ) + 0120 + (0
Lo

0

0
L
2 2000 +022(0) + P40,

Lo
ll Lo ll Lo
Kkoles K
T [ (0) ~ 1 o)+ 52 [t (0)ldz
€3
0 0
L L
K2ley K2l
1 fotes ﬁ«w;ﬁv“(m 120y + 2ot Mﬂondx
2 2€e4
Lo Lo
Lo Lo
Y1€5 , 71 ,
$ 2 fib () + 2 ok (0)lds,
€5
0 0
Lo L
K1 1 K2 2,
— 0))ld — 0))|d
dob fletronide + 22 flet 0)lda
Lo
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Destarte, segue

3p
/|t 0)[2dz + 1/\t 0)[2dz

IN

Lo

of / 1 (274(0) + (0) + Lo (0)), |
.

T / 2 (027 (0) + 02 (0) + 1w (0)), |
Lo

+ / Rb1((wb(0) — 1p1#(0))]
0L

+ / 212 (0) — 1g2(0)) [}

Lo
Loy / I (o (0)]}
0

Consequentemente, segue

e (0)] < C1 e ley"(0)] < Ca.

Onde( e Cy independem dg et.

De modo analogo, tem-se:

[ (0)] < Cs, |45 (0)] < O, |wy" (0)] < Cs e |wiz"(0)] < C.

Mais uma vez utilizaremos o teorema de Banach-Alouglu-Bakir pois 0s espacos onde as sequéncias
sao limitadas, continuam sendo, na pior das hip()tespages de Banach, dessa forma, podemos extrair
uma subsequéncia convergente (B&H 21, (™ ™), (wi™, wi*) que continuaremos a denotar

1, 2,1 1,
(‘ptt“>90tt ), W’tt ) tt “), (wttutht ) tal que,

@tt’u e em L=(0,T; L*(0, L)), (2.64)
@tt’u ¢ em L®(0,T;L*(Lo, L)), (2.65)
Gk em L°(0,T; L2(0, L)), (2.66)
2o g2 em L°(0,T; L? (Lo, L)), (2.67)
wtl,;“ . wh em L®(0,T; L2(0, L)), (2.68)
Wit ¥ wd em L°°(0,T;L2(Lo, L)). (2.69)
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Pelo fato de que
L0, T; X) = L*(0, T3 X),

segue ded.64) - (2.69),

pi" = gty em L*0,T; L*(0, Lo)), (2.70)
ol — 2 em L2(0,T;L(Lo, L)), (2.71)
4" =l em L*(0,T;L*(0, L)), 2.72)
o =W em L*(0,T; L*(Lo, L)), (2.73)
wi = wiy em L*(0,T; L%(0, L)), (2.74)
Wit = Wl em L*(0,T;L%(Lo, L)). (2.75)

De (2.3) e (2.32), segue

(hH, %), (B, ), (WhH, W) e limitada em L*(0,T;V)
(o™, or™), (W PH), (w, wit) e limitada em L*(0,T; £).

De modo que usando o Lema de compacidade de Aubin-Lions&pom V, B = B; = L2, pode-
mos extrair novamente uma subsequéncidyde, p?#), (1, P>H), (Wi, w?*) que continuaremos
a denotar pofip#, ), (11, Y2m), (w2 tal que

(M, @*1) — (91, 9%) forte em L*(0,T;L?) (2.76)
(HH 21— (Y1, 9%) forte em L*(0,T;L?) (2.77)
(whH*, wPH) — (Wh w?) forte em L*(0,T;L2). (2.78)
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2.4 Unicidade de solugo

- - - - o~~~ o~~~

Sejam(pl, 2, Pl 2wl w?) e (!, 2,9t 2, wl w?) solugdes forte do problem@.1) — (2.6) nas
condicdes do teorema.Q) e considere,

o' =pl—p
PP
gh= gt -yt
¥ =32 -y
B
- S}
e satisfaca
(¢ (0,2), ¢ (0, 2), 9,(0,2)) = (0,0,0) (2.79)
(1(0,2),9; (0, 2),4,(0,2)) = (0,0,0) (2.80)
(w'(0,2),w} (0,2),wk(0,2)) = (0,0,0), (2.81)

agora denina a energig(x, t) como segue,

Lo
1
E(a.t) = 5 [(pHIotP + oot + ot P + brfutP
0
lor + ! + 1w 2 + kf|wp — L' Pz +
L
1
3 [1RIGE + BIuER + IR + blg?? +
Lo

|9052,; + % + lu}2|2 + H%|w§ — l<p2|2}dx.
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Multiplicando, cada uma das equagdsl) - (2.9 respectivamente pas;, ) e w;. Em seguida

integrarmos d€0, L), obtemos:

Lo Lo Lo Lo
[ rletetin= [ mael 4w +1tpldn+ [ mitod = 1e)elde+ [ ol = 0
0 0 0 0
=1 =1 =13 I:=4
Lo LO LO LO
[ oot~ [wottao s e+ ot woheldo s [awvtuldo =0
0 0 0 0 (2.82)
=I5 =Ig =17 =g
Lo Lo Lo lo
/p%wtltwtlda: - / kg (wk — 1Y) pwida + / ral(pl + ot + lwl)wgd:r+/73wtlwgda: =0
0 0 0 0
=1y =10 =111 =112

De(11), (I5) e (I9) segue:

Lo

Lo
1d
1.1 14,  +@ 1y, 102
/plsatt%dw— 5 /mllwtll dx.
0 0
Lo 1L d Lo
11,91 _ + @ 1,112
[ oivhtas =35 [ sl Pz,
0 0
Lo L d Lo
J e R
0 0
Além disso, integrando por parfg, segue:
Lo LO
[owkide = potelife - [bivlda
0 0
Lo

= b (Lol (Lo) — v (0)1 (0) — / byl d,

0

mas note que

Lo Lo

1d
[okstde = = [ S0tPdo + bk Loy Lo).
0 0
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De Iy, I8 e [15, temos:

Lo

/ Y1y prda

0
Lo

/ Yorby ) da
0
Lo

/ Yawiwy da
0

Integrando por parté,, obtemos:

Lo
—/m(cpi + o+ lwh)plde
0

ou ainda,

Lo

—/m(wiwl +lw)ppide =

o

Lo

/’Yl|<ﬂtl|2d$

0
Lo

/72|1/1§\2d33

0
Lo

JREI

0

[—r1 (0} + 9! + lwh )l ko

Lo
+//11(g031ﬂ + ot + lwl)cptlmda;
0

—rk1 (s (Lo) + 9 (Lo) + lw' (Lo)) et

Lo

+//11(cp}c + ! + lwl)gotlwda;.

0
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Somanddls, I e I11, segue:

Lo

~ k(@b (Lo) + 9 (L) + 1 (Lo))g} + / i1 (o) + ot + ol gl da
0

L() LO

+ /ml(goi + ot + lwl)wgdm + / ﬁll(cpglc + ! + lwl)wtlda;
0 0
Lo

= /ﬁl(%@i(Lo) + 9 (Lo) + w' (Lo) (1 + ¥ + lwy)dx — k(g3 (Lo) + ' (Lo) + lw' (Lo)) i

0
Lo

= —r1(py(Lo) + 9" (Lo) + lw' (Lo)); + / ki(ey + 0! + 1w (op + ¢! + lw' )yda

Lo

= r(9h(Lo) + 9 (Lo) + 1 (Lo)) / (oL + 0!+ L)
0

Agora, integrando por partg, e somando ds, obtemos:

Lo LO
kbl(wh — 1Yol — mb(wh(Lo) — 10" (Lo))w} + / kb (wh — I whde
0

ko (wy — lp") (W — lp)ede — rg(wi(Lo) — Ip' (Lo))wp

0

Lo

0
Lo

rolwl — 1ot 2d.

1
2dt
0

= —rg(wh(Lo) — lp" (Lo))wi +

Somando dd; atély5, segue:

a'f 1d f 1a f
d—/ pleifis 535 [ il s 53 [ P
0

N =

Lo Lo
1d
1 1,1 7,12
/b1|1/}|da:+2dt/|<px+w —|—lw|da:—|—2d Kolwy — Lo |“dx
0 0
+b1tpy (Lo)wt (Lo) — fil(%(Lo) + " (Lo) + lw' (Lo)e; (Lo)) — kg(wa(Lo) — 1 (Lo))wy
Lo Lo Lo
+/”yl|cp%|2dac+ /72|1/1§\2dx+/73\w,}\2dx =0. (2.83)

0 0 0

a4

+dt

N —
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Multiplicando, cada uma das equagd2sy - (2.6) respectivamente pas?, ¢? e w?. Em seguida

integrarmos d¢ Ly, L), obtemos:

L L L
/P%@%t@%dw - / ko (@3 + 0 + lw?) pide +//1(2)l (w2 —1p?) pidz =0
LO LO

Lo
i=I13 i=I14 =I15
L L L
/ paiide — / bot)? Wpidx + / Ko (02 +¢% +1w?) Y7 =0
Lo Lo Lo
=I16 :=‘Irl7 ::718

L L L
/p%wftwfd:r — / ke (wi — lg02)xwt2da: + / Kal (goi +? + lwz) widz = 0.
Lo Lo Lo

:=‘Irl9 =120 2=721
De modo analogo ao sistena82), tem-se que:
p L p L p L

1 1 1

55 [ Alettde s 55 [ Bl + 3 5 [ At +
Lo Lo Lo

1d ‘ 1d / 1d [

5 bo |12 |2dx + ST / |02 + ¢ + lw?Pdz + ST K|w? — 1p?|?dx +
Lo Lo Lo

bah (Lo) Y7 (Lo) + k2(2(Lo) + ¥ (Lo) + lw?(Lo )7 (Lo)) +

kg (w2(Lo) — 1p*(Lo))wi = 0. (2.84)
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De (2.83 e (2.84), obtemos

5 / (oLl + phlul P+ phll P+
bllwl + g + 9!+ 1 + glwy — 1o [*}da +
= / (ARG + IR + oAl +

Lo
bolwal” + 93 + ¥° + 1w + wlwl — 19* Yz +
Lo

/ (nlob P+ 7ol 2 + (el e —

0

b1y (Lo); (Lo) — k1 (ep(Lo) + ' (Lo) + lw' (Lo))e; (Lo) —
ko (wy(Lo) — lp' (Lo))wi (Lo) + kg (wi(Lo) — I (Lo))wi (Lo)
bath3(Lo)7 (Lo) + k2(02(Lo) + ¥ (Lo) + lw?(Lo))g7 (Lo) = 0.

Logo, segue pelas condi¢des de transmissao que:

< 2/{p1|sot|2+p2|¢t|2+p1|wt|2+b1|w ?
oz + zpl + I + Kdlwh — 1o P}z +

1
3 J1RIGE + uRR + AR + bl +
Lo

|03 + % + 1?? + Kglwi — 10°*hda} = — /{71\80%\2 + 20ty 2 + slwy [P .

de onde concluimos,
Lo
= [ CaletP + ald? + ol P
0

ou ainda que,
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e finalmente integrando deatét, obtemos:

E(t) < E(0) V.

Segue deZ.79, (2.80 e (2.81) que E(0,z) = 0, dessa forma obtemos qi&x, t) = 0. Utilizando
a desigualdade de Poincaré, obtemos a unicidade paraprotdema, isto &,

| &l &
ol

g <
Il [l
) &) %) %) %) 6

H
|

| €

S
[No}
Il

S
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CAPITULO 3

Decaimento Exponencial

3.1 Decaimento Exponencial

Um dos resultados mais importante, € o decaimento expiahelas solucdes com relagao a dependéncia
da variavel temporal t. Em funcao disso, analisaremosi@sso modelo, esse tipo de estudo que, € 0
objeto de investigacao para muitos pesquisadores emsd&/parte do mundo.

Os sistemas fisicos possuem em si, de modo natural, ferdde dissipacao de energia. Mas, por
outro lado temos mecanismos de liberacao de energia go€lesgrande interesse para 0os matematicos
e engenheiros. Dentre eles destacamos, por exemplo: ai8eip friccionais, viscosas, viscoelasticas e
efeito memoria.

Se E(t) representa a energia das solucdes de modelos dissgatividio nosso objetivo & encontrar
constantes positivas, e C1, ondeC; = 2+, de modo que:

e(t) < CoE(0)e~“tt > 0. (3.1)

a7
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A desigualdade3.1), nos indica que a energia das solu¢cdes pode ser corgnptadima fun¢ao expo-
nencial decrescente. Dessa forma, estabilizando rapitaras solucdes. Esse tipo de comportamento,
& de grande interesse para muitos pesquisadores.

Para alcancar o resultado acima, algumas técnicas elagtem sido utilizas com bastante sucesso.

O método consiste em construir um funcional que na liteaaéuconhecido, como funcional de Lya-
punov, tal que,
NE(t) < L(t) < NoE(t), >0 (3.2)

ondeL(t) & equivalente”(t) e N1, N, sao constantes positivas.

Para obtermos exito em nosso estudo, devemos encontrasiateegesigualdade:

%ﬁ(t) < _NoE() t>0 (3.3)

com N, > 0. De fato, usando a equivalénci&a2) obtemos:

d No
- < - > .
L) < Nzﬁ(t) t=>0, (3.4)
cuja a solugao é:
L(t) < LO0)e ™ ¢t >0, (3.5)

coma = %} Recorrendo novamente a equivalén82), obtemos o decaimento exponencial da energia

e(t), isto &,

e(t) < CoE(0)e 2. (3.6)

Para mostraremos que a solucao do probletri { (2.14) decai exponencialmente para zero quando
0 tempo vai para o infinito, utilizaremos um Modelo equivéderm seguida construiremos o funcional,
L(t), de Lyapunov. E atécnica utilizada, sera a técnica plidétiva, que consiste obter funcdes adequa-
das que multiplicadas pelas equa¢des do modelo nos pearo@nstrucao das equivaléncias necessarias.

Denotemos pot/!(z,t) = p!(x,t)e"t, Vi(z,t) = pl(z,t)e?, Wl(x,t) = w!(x,t)e", sendo
~ > 0. Entao,

Ut]L = ‘P%ewt +4U", Utlt = @%tewt + 2’YUt1 - ¥2UY,
Vi =@Vl Vi =€ + 209V -2V
Wl =wle AW, Wl =wle + 29w}t — 2w
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U = g{€" +qU?, Uj; = g€ + 20U7 = °U?,
VP =gi@t + 9V Vi = gt + 29V =47V,
Wt2 - wgefyt + 7W2, Wt% - thte"{t + 2’7Wt2 - ’}/2W2

Observe que introduzindo a nota@o:

|

by, se x € [0, L]
b, se x € [Lg, L]

pj (z)

b(x)

Vi(x,t),
Vx,t) = { V2 t),
W(z,t),
VEDZ W,

p;, se x € [0, Lo
p?, se x € [Lo, L]’

k1, se x € [0, Lo]

R(IL’):{

e ko ()

Ko, se x € [Lo, L]’

kg, se x € [0, Lo]
k3, se x € [Lo, L]

se z € (0,Ly) x (0,00)
se x € (Lg,L) x (0,00)

se x € (0,Ly) x (0,00)
se x € (Lg,L) x (0,00)

se x € (0,Lgp) x (0,00)
se x € (Lg,L) x (0,00).

Em seguida, multiplicarmos as equacd@sl)(- (2.6) por €' e usando as igualdades acima, teremos
(UL, vt wt U2, v? W?) que satisfaz o Modelo equivalente,

UL — k(UL + V2w, — kLI(WE — 10N + UL = Q1, em (0, Lg) x (0, 00),
sVt — b1Vl + k(UL + V4 IW) + %V = Ry, em (0, Lg) x (0, 00),

piWig — k(W — 10Uy + wal(Ug + VE+IWY) + W = 51, em(0, Lo) x (0,00),
KE(W2 —1U?) = Qo, em(Lg, L) x (0, 00),

p3Vis — boVi2, + ko (U2 + V? +IW?) = Ry, em (Lo, L) x (0,00),

PiWg — kg (W7 = 1U?)  + kol (U7 + VZ +IW?) = Sy, em (Lo, L)%, (0,00),

pUE — kg (Ugc2 + V%4 lW2)x —

(3.7)
(3.8)
(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)
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3.1. Decaimento Exponencial 50

onde
Q1 = 2p17U; + (m — piy U, (3.13)
Ry = 2p7 V' + (72 — p3y )7V, (3.14)
S1 = 2019W/ + (33 = pryY W, (3.15)
Q2 = 2p17U} — pir*U?, (3.16)
Ry = 2057V — p37° V>, (3.17)
Sy = 2019W — pir? W2, (3.18)

e alem disso, cortU/!, V1, W, U2, V2, W?) satisfazendo as condi¢des de fronteiras
UN0,t) = UX(L,t) = VY0,t) = VA(L,t) = WH0,t) = W(L,t) = 0 (3.19)

as condi@es de transmis&a;

kaU (Lo, t) = kU (Lo, t), 51Uy (Lo, t) = k2Uz (Lo, t), piU/ (Lo, t) = piU7 (Lo, 1) (3.20)
r1V! (Lo, t) = raV?(Lo,t), b1Vy (Lo,t) = baVi2 (Lo, 1), p1Vi' (Lost) = p3V;* (Lo, t) (3.21)
riW' (Lo, t) = &*W?(Lo, t), koW (Lost) = w3Us (Lo, t), piWy' (Lo, t) = piW7 (Lo, t)  (3.22)
koW (Lo, t) = K2WE (Lo, t), kdU (Lo, t) = £2UZ (Lo, t). (3.23)

eas condi@es iniciais

U'(x,0) = Ug(x,0), Uf(x,0) = Uj(x,0) +yUs(x,0), i=1,2 (3.24)
Vi(z,0) = Vi(z,0), Vi(z,0) = Vi(z,0) +yVi(x,0), i=1,2 (3.25)
W (z,0) = Wi(x,0), Wi(x,0) = Wi(x,0) +~+Wi(z,0). i=1,2. (3.26)

Para demonstrarmos o lema a seguir e facilitar o entendimdnnosso estudo, dividiremos nosso
tltimo sistema em doisiy e P,. OndeP; € constituido pelas trés primeiras equacoés pelas trés
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Capitulo 3. Decaimento Exponencial 51

Ultimas, com suas respectivas energias.

Lo

1
Bi(t) = 5 ﬁpﬂUle + 03[V P+ ot WP + 0V P+ U+ VE+ WP+ g Wy — U Y da
0
L
1
By(t) = 5 %P%lUflz + 03| VAP 4 pRIWEP + bl V2P + U + V2 + W22+ k5| W7 — U
Lo

Lema 3.1. Existe uma constant€ > 0 tal que

Lo
- /{71|U3|2 + 72l Vi + 3| WP + CyE(t)

Prova. Multiplicando cada uma das equacded) - (3.9) que, constituem o sistenty, respectivamente
porUL,V,! e W}. Em seguida integrarmos de, L), obtemos:

Lo Lo Lo Lo
/piUtltUtldx—/m(U; + Vi +ZW1)mUtldx+//<0l(W —whut dw+/71UtUt /QUt
0 0 0 0
~ W
=1 =1 =13 :—4 I
LO LO LO LO
/p;vt,{vtlda;—/blvl |74 dm+/n1(Ul + Vi why, dm—i—/fyth Vide = /th
0 0 0 0
H,_/
=I5 =g =17 =1y II

Lo Lo Lo lo
/;ﬁwgtwgda; — //-;})(W; — Y, wldz + /mz(U; + Vi iwhwlde + /73Wt1Wt1d:c = /SWt.
0

0 0 0 0
v~ H’-J
=19y =119 =111 =119 117

De I, I», Iy, segue

Lo Lo

1
/ pULU o = §di / WU Pde. (3.27)
0 0
Lo Lo

1
[ ovivias =34 / Vi 2de. (3.28)
0 0
Lo d Lo

1
/p%Wéthdx: EE/PHWSPCZW (3.29)
0 0
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Além disso, intregrando por parfg, temos
Lo LO
Juvivias = v - [nvivid
0 0
Lo
= VAV (L) - VAOVIO) - [0V} Vids
0
donde segue,
Lo LO
1
[mvivids =wvH LoV L) - 55 [ Vi (3:30)
0 0
De 14, 18 e [15, temos:
Lo Lo
/ nUlUtde = / 1 |UL Pdz (3.31)
0 0
Lo Lo
[oaviviae = [ulvipas (3:32)
0 0
L() L(J
/ v WiWkde = / v3| Wi dz. (3.33)

0
integrando por parté,, obtemos:

Lo
—/nl(U; +Viriwh,Ulde =
0

[en]

—k1(UN(Lo) + VY(Lo) 4+ IW(Lo)) U}

Lo
+//11(U§ + VI IwhHulde.
0
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Somanddls, I e I11, segue:

Lo
—k (UM Lo) + VY (Lo) + IWH(Lo))U! + /ml(U; + VI iwhul.dx
0

Lo LO
+/ k1 (Up +VE+IWH Ve + /mlz(U; + Vi whwlde
0 0
1a f
= —k1(UNLo) + V! (Lo) + W (Lo))U} + 57 / (UL +VI+IWwhH2  (3.34)
0
integrando por parté;; € somando ds, obtemos:

Lo LO
— /m})z(wml —WwhHu! — kWHLe) — UM (Lo) )W} + /m})(wg —WUHWLda

0 0

Lo
- / WL WU W) — 10 di — (W (Lo) — U (Lo)) W}

[e=]

Lo

1d
= —kg(WH(Lo) — IUN(Lo))W} + ST ro| W — 10U da. (3.35)
0

Somando3.27) - (3.39 e(I) - (I1I), obtemos

Lo
1
5% /‘{pﬂUtl‘? _|_p%‘vtl‘2 _i_pHthP + bl‘vm1‘2 + ‘U% + I7e + W1|2 4 :‘i(1)|Wm1 B lU1|2}dx
0
— bV (Lo)ViH(Lo) — k(UL (Lo) + V' (Lo) + IW (L) UL (Lo)) — Ky (W (Lo) — IU (L)) Wy =

Lo Lo Lo Lo
- / NIV + 3ol VAP + sl W2 de + / QU + / RV + / S, (3.36)
0 0 0 0
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De modo analogo para sister®a. Se multiplicarmos cada uma das equa¢8eB] - (3.12, respec-
tivamente, pol/2,V,? e W2. Em seguida integrarmos dé, L), obtemos:

Qﬁ/MWﬁ+@mF+mwﬁ+wWW+%mﬂZWF

Uz + V2 + W2 Ydz — b2V (Lo) Vi (Lo) — Ho(WQ(Lo) —U*(Lo))W; —

Lo
ro(U2(Lo) + V2(Lo) + IW?(Lo)U?(Lg)) /QgUt /R2Vt2+/Sth2.

de 3.36 e (3.37), obtemos
th /{mI P+ pal Vi P+ ot WP 4 ba Vo [P 4 [U + V4 WP 4 g | W — 10 P

th /{mI [*+ 3l VEP + oL WEP + bo| Vo* o+ g We — WU 4 U7 + V2 + W2

— 01V, (Lo)V;! (Lo) — k1 (Uy (Lo) + V' (Lo) + IW' (Lo)U; (Lo)) — #ig (W (Lo) — LU (Lo)) W}
+ 0oV (Lo) Vi (Lo) + kg (W2 (Lo) — WU (Lo) )W} + k2(UZ (Lo) + VZ(Lo) + IW?(Lo)U7 (Lo)) =

Lo Lo Lo Lo Lo Lo
—/MWW+me+%Mﬂ%Mf/@W+/FW+/€W¢/%W+/Rm?
0 0 0 0 0 0
Lo
+/&w3 (3.37)
0

e pelas condi¢des de transmissao, segue:

Q‘|Q‘

LﬂmMF+@MF+mWﬁ+hWW+W“H”+WW+%Wﬂ—WWMx

Q‘|Q‘

Lﬂmmﬁ+@mﬁ+mwﬁ+wWW+%mﬂIWFHW+v%anm—

Lo
—/{71|Ut1|2+72|th|2+73|Wt1|2}da3+/Q1Ut1d:c+/lelda:Jr/Sthlda:
0

0
Lo

Lo Lo
/ QoUldx + / RoV2dx + / SoWida.
0 0

0
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ou ainda,
d T
GEO = = [OulUP 4l VP 4l WP + [1@uUL+ B!+ 510
0
- / (QoUZdx + RoVE + SoW2da. (3.38)
0
Usando 8.13, temos que
Lo Lo
/ QUldx = / 20U LU d + / (11 — piy)U' U} dz. (3.39)
0 0

Assim, pela desigualdade de Holder, obtemos:
Lo Lo Lo Lo
[tz <2ty [101F + 101 = plap2t ([ 1o Pant ([ Jot ok,
0 0 0 0
e aplicando a desigualdade de Young, segue

Lo

(4 —|—1
/QlUtlde pl /|U plfy /|¢1‘2dl’
0

Usando a desigualdade de Poincaré, resulta

Lo
(4 +1 1v)2ve
/QlUt i 210 /|Ut|2 TRl p;””/wdx,
0

mas, por outro lado

Lo Lo Lo Lo
/|U;\2 <2/\U;+v1+1W1|2+4/|v1|2+4z2/\W1|2,
0 0 0 0
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assim temos,
o+ 1y [ i
P Y
/QlUtlda: < lf/IUQIQH% —ph)2vcp/|¢i+‘/l+lW1|2d:v+

0 0
+2(m — p17)*ep / V2 + 20 ( — pﬁ)zvcp/ W, (3.40)

Usando 8.14), temos que

Lo Lo
[ Vs =2y [Vivide + 0z - plo)y [ ViVide
0 0

Assim, pela desigualdade de Holder, obtemos
Lo Lo Lo Lo
[ Eavids <2y [ WP+l = st [ WRan ([ VP,
0 0 0 0

e aplicando a desigualdade de Young, segue

Lo Lo
\/Rl‘/; p2 ) /‘%1‘2 W/|Vl|2dm
0 0

Usando a desigualdade de Poincaré, resulta

Lo Lo Lo
4 1 1 _ 102
/Rlvtld:c < W/WJF + %/H@ﬂzd:& (3.41)
0
Segue de3.15,

0 0 0
/SIthdw = 2P%V/thwtld$ + (13— PiW)’Y/Wthld%
0

assim, pela desigualdade de Holder, obtemos

Lo Lo Lo Lo

1 1 1
/ S,Wdz < 2pl / WP + (s — ph)22 )5 ( / W Pdr)b( / W Pde)3,
0 0 0 0
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e aplicando a desigualdade de Young, segue

Lo 4 1 1 Lo 1 9 Lo
/Slwtldx < ( m;r )7/‘Utl|2+ (73 —gn) v/‘W1|2dm_
0 0 0

Usando a desigualdade de Poincaré, resulta

Lo

(4 1)y
/SthIdm p1+ /| p21'7 ch/|wl‘2dx
0

mas, por outro lado

Lo Lo Lo
/|W;|2 <2/|W;—IU1|2+2Z2/|U1|2,
0 0 0

assim temos,
i (4 +1 d
/Sthldw < Untly /I 73—ph)270p/|W£ — U d +
0

+1(v3 — p17v) vcp/lU1 ? (3.42)

e da soma das desigualdadasiQ), (3.41 e (3.42, segue

Lo
4pt + 1)y
/[QlUt+R1W+51Wt1]da: < (/)17/|Ut 2+ (1 — piv) ycp/|¢1 + VW 2da +

0
Lo Lo

+2(m —ph)chp/lVll2 +20%(n —ph)chp/IW1I2
0 0
1 Lo 132 Lo
4 1 —
+( /72; )W/|%1|2+%/|V;|2dm
0

LO LO
4pt +1
(= pl ey [ 007+ B [
0 0

0
s — p)Pyes / WL - U 2de.
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Ou ainda,
7 oty fone . b+ 0y s (bt [
/Q1Ut+R1Vt+S1Wt1]d$ < Pl2 WﬁUt1|2+ Pz2 WﬁVfIQ—I- Pl2 WﬁWtIIQ—I-
0 0 0 0
Lo 1.\2 Lo
+01/|U1|2+|v1|2+|W1|2]+%ﬁv;|2dx
0 0

Lo
o by flok+ v W s
0
Lo
+(13 = p17)* 76 ﬁWQ — W' da.
0

OndeC = max{(2v1 — p}v)2ycp, 212(71 — pi7)?vep, P (73 — piv)?yc, ). E pela equivaléncia entre as
normas, obtemos

Lo Lo Lo Lo
4pl +1 4p3 +1 4pi +1

/QlUt +R1‘/t +Sth1]d33 < ( £1 5 )fy ﬁUtl|2dx+ ( p22 )fy ﬁml|2dx+ ( p12 )fy ﬁth|2dx
0 0 0 0

Lo Lo

1.2
(’72 p22’7) VCp ﬁvxl|2dx + (,71 o p%,y)2,ycp |¢; + Vl + lW1|2d$
0 0

Lo

Lo
+(93 = pi7)*ep ﬁW; - U Pds + ity ﬁV;'Qdaj
0 0

Lo Lo
+C1Ky ﬁgzs; + V4 W 2de + CRp ﬁw; — U2 da.
0 0

(3.43)
De onde podemos concluir que,
Lo
/leUtl + RV, + S\ W dx < CoyEL(t). (3.44)
0
De modo analogo par&(16), (3.17) e (3.18, obtemos
L L L
/ Q2Ukdx = 2p%y / U2U2dx — pivy? / U?UZdz. (3.45)
Lo Lo Lo

Lima Mendes, G. J PDM - UFPA



Capitulo 3. Decaimento Exponencial 59

L L L
/ RoVi2da = 2p3y / VAV2dr — pivy? / Vivide. (3.46)
Lo Lo Lo
L L L
/ SoWidx = 2p3y / W2EW2dz — p3~? / W2Widz, (3.47)
Lo Lo Lo

e assim, pelas desigualdades Young, Poincaré e a equiiakéntre as normas, temos que

L L
5 1.2
/fQ2UE 4R V2 4 SWPdr < p;” /ﬁUEF VAR + W2Pde

Lo Lo

Lo
+(Cora + chp)v/ V2 |2dw
0
L
H(Cord + pirPe,)y ﬁw? —
Lo

Lo
(Coria+ P2 o)y / D2 4+ V2 £ W2 2.
0

De onde concluimos que,

Lo
/fQ2UE + R1V2 + SiWidx < CryEs(t). (3.48)
0

OndeC'; & uma constante positiva. Logo, @44 e (3.48, segue

Lo Lo
/QlUtl + RV, + SiWdx + /(Q2UE + R V2 + S\ W2dx < CyE(t). (3.49)
0 0

Onde C & uma constante positiva. Portanto, segu8.d8 ¢ (3.49 que

Lo

d

GEO <= [OulUlP + VAP +2alW Phde + C1E ().
0
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Lema 3.2. Seja o funcional(t)= OLO pHU ek (UL +VE+IW) + 2 Wl s{(W, — 1U))da.
Entio existem as constante€’,y e positivas tal que

iL(t) < piLokg|Wi (Lo)[? +P%LoﬂllUt1(Lo)|2 JrLo(f11)2|U:c(Lo)+V1(Lo)JerI(Lo)l2 n
dt 2 2 2
LWL k1 [ W
S —Zl/\U;+v1+zwl\2dx—zo/\W;—ZU1|2dx+
0 0

Lo
¢ / (U] + [V + W de + CrovBa (),
0

~ 2
ondeC' = max{pil*(Lo)*kp +vivLo — 5+, 3p1 (Lo)* k1, pil*(Lo) kg -

Prova. Multiplicando as equates 8.7) e (3.9), respectivamente pary;(z)ri (U} + V! + IW)dx e
os(z)k{ (W)L — 1U'), em seguida integrarmos ef®, L), temos

Lo LO
1 Ukor(x)ry (UL + V' +1Whdr — /nl(U; + VWY por (@) kg (UL + V- 1W Y de —
0 0
Lo LO
/ggz(wg —1UYor(2)ky (U + VE 4+ IWda + /lem(x)m(U; + VWt =
0 0

Lo
/Qm(x)m(U; + V4 iwhdz
0

Lo Lo

/p%Wéag(x)H(l)(Wx —UYYdx — /mg(W; —UY)po8(2) k(W — U Y dx +

0 0

Lo lO

/mz(U; + V4 W hog(z)ky (W, — 1UY)da + /’ngtlag(x)ﬁ(l)(Wx —UYYdx =
0 0

Lo
/Slo'g(x)li(l)(wx —1UYdz,
0
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de onde segue que,

Lo Lo

d
pr /p%Utlow(x)m(U% + Vi whds = /p%Utlow(x)m(U% + V4w da
0 0

Lo
+ /m(U; + V4 WY o7 (2)k (UL + V' + 1Whde

0
Lo

+ //%(l)l(Wml — WY or(2)ky (UL + VE+1W ) da

0
Lo

_ /letm(:c)m(U% VL
0

Lo
+ /Qow(x)m(U% + V4w hdae.
0

Lo LO

d

at piW og(a)ro(Wy — WU )de = /p%thag(m)/ié(Wz — WU )dz
0 0

Lo
+ / ko (Wy — U zos(2) kg (Wy — LU da

0
Lo

— /mz(U; + VI W hog(z) kg (W, — U da
0
lo

—/'73Wt108(a:)/£(1)(Wx —UY)dz
0

Lo
+/5108($)/€(1)(Wm —WUYYda.
0
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Logo, integrando por parte, temos que

Lo Lo
d Lo (Lo)k1|UMNLo)|? 1k
& vt @m @+ vt = AT A8 by i pa.
0 0
Lo Lo
Ly 1771 1 1771
pio7(x)ki Vi Upde + [pro7(x)si W, Uy dx
0 0
+07(L0)’<%|U§(L0) + V1(Lo) + W (L)

2
Lo
2
—% ﬁUj + V4wt Pde
0

Lo

+ /m(l)z(W; — UMY or(2)ky (Uy + VE+IW ) da
0
Lo

— fletm(a;)m(U; + V1wt
0

Lo
+ /Qm(x)m(U; + VI iwhda.
0

Lo LO
d Yos(Lo)kb W (Lo)|? 1kg
& [ Ao, —whar = AEGIEIL 2 ) pa
0 0
Lo lo
_ Lyt 1 1 _ 7l
pios(x)kglW, U dx + | v3Wyog(z)kg(Wy — U )dx
0 0
L) (kD2 IW (L 1Y (L) |2 12 I
PP ~ W EF (6 fy, g,
2 2
0
Lo
— /m(U; + V4 W hog(z)ky (W, — 11U da
0

Lo
+/Slo'8(x)/£(l)(wx —1UYYda.
0
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Considerandw(z) = os(z) = z e aplicando a desigualdade de Young, temos que

Lo Lo

d 1 Lok1|UMNLg)|? 1k
%/Yp%Utlxﬁl(U%‘i‘Vl‘i‘lWl)dw < pP1L0 1|2t( 0)| +(7%L(2)_p181)ﬁUt1|2d$
0 0

Lo Lo
+p1 L3k ﬁvﬂ%zx + 201 L3k, [|WHPda
0 0
+L0H%|U§(Lo) + V(Lo) +IW(Lo)|?
2

Lo
2
—% ﬁUj + V4wt Pde
0

Lo
+ /ﬂé(ng — WUk (UL + V' 4+ IW Y )da
0

Lo
+r1Lg ﬁQU; + VWl de.
0

Lo

g piWikog(2)k§(Wy — IUNdz <

piLoro Wi (Lo)l®
2

Lo
1.1
+ 038 - 2% fiwPda
0

Lo LO
+prLERi? ﬁU}Pdaz + m(l)Lo/ |S1W,, — U da
0 0

Lo
Lok§|Wi(Lo) — WU (Lo)|? 5)
+ 0'%0| :c( 0) ( 0)| _ ("{0) /|Wx—lU1|2dl‘
2 4
0
Lo
—/m(U; + V4w ekl (W, —1UY)dz,

0
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de onde conclinos,

d VLor1|UL(Lo)[?  ptLok WAL
_/L(t) < P1 0k1|U; (Lo)| + 0"10‘ t( 0) —I-C /‘Ut |2_’_|Vvt |2+|Wl‘]
dt 2 2
0
L YL VYL IWHL
OKI‘U ( 0)+ 2( 0)+ w ( 0) "11 /Ul+vl+lwl‘ dx
L 1 1 Lo) —1 1 L 2 1\2
OKO‘Wx( 0) U ( 0)‘ . (RO) /|Wx o lU1|2dl’
2 4
0
+#1Lo ﬁQU; + V4wt de + méLo/\SlI/Vz — U |d, (3.50)
ondeCy =max{(p} L2k3I2 + 1212 — LU0) 91 [25) (pt L2312k +A2L2 — LU0}

Por outro lado, temos que

0 Lo
/QlU; + Vi iWlde = ﬁzphUg(Ug + VWY + (v — pIy)y UL UL + VE 4+ 1W)|de
0

Lo
< ﬁzphUgw; + VP Iwh|dz +

0
Lo

4 ﬁ (1 — Pl UM UL + VW) d,
0

enfio, novamente, pela desigualdade de Young e Painsague que

Lo Lo
Jovtavicmwtias < by lUP by flod+ v P
0 0
1 Lo 1 Lo
+(% _21'7)'7017 ﬁU$I2 n (m —2017)7 ﬁUi SV e,
0 0
mas pelo fato,
LO L LO
ﬁU1|2d:v < 2ﬁU1 + V4 WP de + 4ﬁV1|2doc + 412 /W1|2dac
0 0 0
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de onde obtemos,

Lo

ﬁQlU;+v1+zwl|dx < m/Ut |2+mﬁ(U1+v1+zw )2 dx
0 0

2 1 —pt
Lo+ )(;1 Y)Y ﬁU;+v1+zw1|2dm

Lo
1 12
_’_(’Yl p;f}/) YCp ﬁwl‘2dw

Lo

1
L= e ’;1”)761” ﬁvl 2da. (3.51)
0

De modo similar, temos

Lo

ﬁslws—wlwx - ﬁ2phW£<W£—1U1>+<73—ph>vwl<wé—lU1>|dx
0

Lo Lo
< /2ph|WtI<W; Y da + /73 P W W 10 de,
0 0

segue da desigualdade de Young,
0
Jiswi—whids < oy / 21 ply / (W2 — 0 Pda
0

017 /Wl 2 017 / Wl 1)|2d:v,

0

e pela desigualdade de Poinérobtemos:
0
Jiswi-whids < oy / 24 ply / (W} =)

Lo
_ ol C 1
+(73 p2ﬂ)7 pﬁWm1|2+ (73 2p17)7 ﬁW;_lUszw
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Pelo fato,

0 0 Lo
ﬁW;Fdx < 2ﬁW; — WU Pdx + 217 /U1|2dac
0

conclimos que,

Lo Lo

ﬁslwg _WwYdr < pw/ = 2508 — i)y ﬁU1|2dx
0
201 + (1 L)y

L2t (1+ 6217)(73 — P ﬁ(Wi U P, (3.52)
0
Logo, segue das desigualdad8sx(]) e (3.52 que,
Lo
/ QUL+ VI 4+ IWY 4+ [$iWE — 10 de < ply j( WP + O (U1 + VP 4 WPl

0

Lo
201 1) — pt
+[ p1+ (¢ +2) p1Y))Y /U;+v1+wl\2dx

Lo
2 1 1 A1
N P17y + ( +C2p)('73 P1Y)Y ﬁ(Wé_lUl)Fdx’

0

~ _ .1 12 2l2 _ 1 12 2l2 o—nl
OndECZmaX{(Vl P12’Y) cp) 25(m—p11)lZcp) (’752 Pl’Y)}_

) 2 )

Donde conclimos, pela equivéhcia entre as normas,

Lo Lo
ﬁQU; + VW 4+ Sy W — U de < phjﬁU}F + |[Wldz + Coby ﬁVxl|2dx
0 0

Lo
+Cordy ﬁUl + VP IW ! Pde + Corly ﬁW; — U dx
0

Lot (o)) -
2

Lo

Lo

2pt 1 —pl

N P17+ ( +c§)(73 P1IV)Y ﬁ(W;_lUlﬂgdm_
0
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Lo
ﬁQU; + VWY + 1S, W) — U de < CyyEL(2), (3.53)
0

ondeC; & uma constante positiva.

Portanto, usando a desigualdad@ %3 em 3.50, concliumos que

iL(t) < piLokg| Wi (Lo)|? n piLok1|U} (Lo)[® n Lo(k1)*|Us(Lo) + V' (Lo) + W' (Lo)[? N
dt 2 2 2
kg Lo|Wy (Lo) — 1U* (Lo)

LO LO
—ﬁ/|U1+v1+ZW1\—"‘—‘1)/|W1—1U1\2+
2 g ) e 4 @
0 0

Lo
¢ / (U7 + [V + W de + CroBa (),
0

onde(f*lg & uma constante positiva. [ |

Lema 3.3. Seja o funcionaM(t)szLO p3(x — L)[UZko(U2 + V2 + IW?) + WEK3 (W, — 1U?)]da.
Entio existem as constanteé‘}g) e Oy positivas tal que

iM(t) _ PHL = Lo)rg|WE(Lo)I” N pi(L — Lo)r2|UE (Lo)[?
dt b 2 2
n (L — Lo)(k2)*|Us(Lo) + V?(Lo) + IW?(Lo)|?
2
2(L — Lo)|[W23(L U?(Ly)|? 7
_‘_"10( B 0)‘ z(2 0)_ ( 0)| _%/|Uz2+v2+lw2|2dx
Lo
9 L L
K, ~ N
0 [ W2 - 0P Rda + o [ [UR) 4+ 1V + [WPRde + CasyEa(t),
LO LO

Prova. Multiplicando as equages @8.10 e (3.12), respectivamente pary(z)rz (U2 + V2 + IW?)dx e
o10(7)kE (W2 — 1U?), em seguida integrarmos effg, L), temos

L L

p2URoy(2) ko (U2 + V2 + IW?)dx — /@(Uﬁ + V2 W) pog(x)ke(U2 + V2 +IW?)dx —
LO LO

L L
/<3Z(W§ —1UYog(2)ke (U2 + V? +1IW?)dx = /Q%g(x)@(Ug + V2 4 IW?)dx
Lo Lo

Lima Mendes, G. J PDM - UFPA



3.1. Decaimento Exponencial 68

L L
/p%Wt%alo(x)ﬁ%(Wg —U?)dx — /mg(wg —1U?)o10(z)Rka (W2 — 1U?)dx +
Lo LO

L L
/@Z(Uﬁ + V24 IWHoo(2)kE(W2E - 1U?)de = /52010(:3)/4(2)(1/1/5 —U?)dx,
Lo Lo

de onde segue, da integi@g por parte

L L

2 L 2 L 2 2
%/;)%Ufag(x)@wﬁ+v2+zw2)dz S 0)“22|Ut( o) — /f’g(a:)lUEde
Lo LO

L L
- /p%ag(x)n2m2Ut2dx+ /p%ag(x)szEUde
Lo Lo
_a9(Lo)k3|UZ (Lo) + V*(Lo) + IW?(Lo)[?
2

L
2

—% ﬁUﬁ V2 4 IW2de
Lo
L
4 /ngz(wg U)oy () k(U2 + V2 + IW?)da

Lo

L
+ /Qag(x)@(Ug + V2 +1IW?)dx
Lo
+cfg(L)ff%IUg?(L) +V2(L) +IW3(L)
2
piog(L)ka|UF (L)
2

+
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L L
d 2010(Lo) k3| WE(Lo)|? K2
% p%Wt2010(a:)ﬁ(2)(W§—lU2)dx _ P 10( 0) 20| t( 0)| _p120 aio(x)|Wt2|2da:
LO LO
L
_Ulo(LO)(’{g)2|W§(L0) —IU*(Lo)[? _ (k5)” ﬁW2 U 2dz
2 2 v
0
Lo

— / ko(U2 + V2 +IW?) o1 (z) kg (W2 — 1U?)dx
0

L L
- /p%alo(a;)ﬁgzwade + [ Syoi0(z)kE(WE — 1U?)dx
LO LO
+010(L)(ﬂ%)2|W§(L) —W*(L)P n pioto(L)rg| W7 (L)

2 2

Considerandwy(z) = o10(z) = « — L, aplicando a desigualdade de Young e as cobeligde contorno,

temos que
d L2 2 2 2 2 P%(L — Lo)#ra|Uf (Lo)|? P%@ f 22
E/plUt (x — L)ko(U; + V= + W )dx < 5 —=3 ﬁUt |“dx
Lo Lo
L L
+p2 2Ky ﬁvﬂ%zx + 203 L1 ko ﬁWdew
Lo Lo
(L — Lo)k3|UZ(Lo) + V*(Lo) + IW?(Lo)[?

* 2

L

2

—% ﬁUﬁ F V24 IW? e

Lo
L

+ /f@%(Wﬁ — U (z — L)ke(U2 + V? +1W?)dx

Lo

Lo
+ro L ﬁQQ(Ug + V24 1W?)|d.
0
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Lo

Lo
d 2 L—1 2 2 L 2 2.2
i AW - LW~ 1wde < PEZLOSITRIE  pikg ﬁWt2|2da:

Lo
+p2L2K31% ﬁUt| dﬂc+/~aOL/|SQW2 —U?|dx

0
Lo

—/@(Ug + V2 IWY (@ — L)R2(W2 — 1U?)dx
0

(L = Lo)rg[ Wi (Lo) = WU (Lo)

2
/{2
g /\W2 1U%2da. (3.54)
De onde conclimos,
L
4y < PHL — Lo)ralUR(Lo)* | pH(L — Lo)s3|WA(Lo)
dt 2 2
Lo
L
+Cy [JU2P + V2R + WEP
Lo

(L LO)HQ‘U2(L0) + V2(L0) + ZW2(L0)
2

_ /U2+V2+ZW2\ dz

Lo

L
+(L - LO)/{(Q]|Wx2(2L0) B lU2(L0)|2 . (HE)Q / |W;E2 o lU2‘2d.’E

Lo

+roL /Q2U2 + V24 IW?dr + mgL/ |S?W2 — 1U?|dx. (3.55)

Lo

N 1
OndeC' =max{(p]Lgkpl® +1L§ — “5+). 2p1 L1, (p1 L§l* k1 + 23 LG — plﬁo)}-
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Por outro lado, de 3.16 e (3.18 temos que

L L
ﬁQQUg + V2 IW2de = [12039U2(U2 + V2 +IW?) — p272U (U2 + V24 IWY)|da
Lo Lo
Lo
< 2027 ﬁUE(Uﬁ + V2 IW?)|dz +

0
Lo

+p3y? ﬁU2(U§ + V2 +1W?)|dz,
0

L L
ﬁsgwg —IW3|dz = ﬁm%wf(wg —U?) — P2 WHW2 - 1U?)|dx
Lo Lo

Lo
< 203y /WE(Wﬁ —IW?)|dx +
0
Lo
e ﬁW%Wﬁ )\,
0

e assim, pelas desigualdades de Young, Podamos que

L Lo Lo
/@Ui VR WA < g ﬁUEFdx e /(Uﬁ V2 W) e+
Lo 0 0
2 Lo g Lo
+¥ ﬁUﬁF n ”;—7 ﬁ(Uﬁ V2 W) da,
0 0

L Lo Lo
ﬁ&wg —IW?|dz < piy? ﬁWt2|2da: + P32 ﬁ(Wf —U%)?dx +
Lo 0 0

L L
2 2
+A ﬁwﬁﬁ + 2 ﬁ(Wg — 0% de,
Lo Lo
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pelo fato de,

L L Lo Lo
ﬁU§|2dx <2 ﬁUﬁ + V2 IW? 2 de + 4ﬁV2|2da: + 472 /W2|2dx.
Lo Lo 0 0

L L Lo
ﬁWdeaz < 2ﬁW§ —U?Pdx + 217 /U2|2dac
Lo Lo 0

e a equivadncia entre as normas, conghoos que

Lo
ﬁ(Uﬁ + V2 IW?)|2 + |SoW2 — W2 da < CsyEs(t). (3.56)
0

OndeC5; & uma constante positiva.

Portanto usando as desigualdad&s54) e (3.56), obtemos

%M(t) < pi(L— Lo);%IWE(Lo)P n pi(L— L0)§2|UE(L0)|2
(L — Lo)(k2)?|Us(Lo) + V*(Lo) 4+ IW?(Lo)|?
+ 5 +
2(L — Lo)|W2(L IU?(Lo)|? ‘
"10( B 0)| :E(2 0)_ ( 0)| _%/|U§+v2+lw2|
Lo
9 L L
K, ~ ~
= [ W2 0P 4 Co [UF 4 VA + WEPld + Cos Ea)
LO LO
|
Lema 3.4. Seja o funcionalP(t) definido por
P(t) = Hi(t) + Ha(t).
Onde,
Lo
H1(t) = [ 2alplULUL + VRV + ol W W do 357)

0
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L
Hoft) = [ 1algfUPU2 + GRVEVE + phWEW2 . (3.58)
Lo

Entio existem as constante€yg, Cs € Cis positivas tal que

L L
d
GPO < =3 [lalUlP 4 oVAE + i wiPlds = [alU2P + blV2E + WP
0 Lo
L L
"}/ ~
=3 [V + GV + RPN + Cas [ 1071+ V2 + WEPlda
Lo Lo

+CevEL (t) + Ci37Ex(t),

Prova. Multiplicando as equales @8.7), (3.8) e 3.9), respectivamente por (z)U., oo(x) V! eos(z) W1,
em seguida integrarmos d8é, L), obtemos

Lo Lo Lo

o1 ULoy(2)Ulde — /m(U; + V4w oy (@)Ul de + /mgz(W; —UYYoy (2)ULdx +
0 0 0
Lo Lo
+ /le,}al (2)U} = |Q1o1(x)U}.
0 0
Lo Lo Lo
/ pVitoo (z)Vide — / b VL oo (x)V, de + / k1 (UL 4+ VE+ 1W Yoo (2)V,Ede +
0 0 0
Lo Lo

- / Yo Viloy(x)Vide = / Ryoa(z) V).
0 0

Lo Lo Lo
/p%wgtal(x)wgda; _ /mg)(wg U oy ()W hda + /mz(U; VY I o ()W +
0 0 0
Lo Lo
+ /’73Wt101(a:)Wm1 = [Si0q (l‘)W;
0 0
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Logo, considerande (z) = o2(z) = o3(x) = yx €, em seguida, integrarmos por parte, teremos

Lo Lo Lo
d IyLo|UM (L) |? 1 Lo|UMNL
a p%UtIWJU% _ P 0lU; (Lo)| 0P |Ut1|2dx+/{w 0|Uz (Lo)[? it |U1|2da:
dt 2 2 2 2

0 0 0

1l2 L Ul L 2 1l2 Lo Lo Lo
By 0|2 (Lo)l +W{20 /U1|2dx+/£17/VxIxU%—I—mlv/Wéa;U%
0 0

0 Lo 0
+rgly /Wéa:U% — Y1y /Utla:U% +7/Q1xU%
0

Lo

Lo Lo
d pv LoV (Lo) > ~p3 bivLolV (Lo)l* 7D
0 0 0
LolV (Lo)/? ' i
_ 0‘2 (o)l + W;l ﬁV1| da:—/ﬂ'y/VlacUl —ml'y/I/leUl
0 0
0
1 1/1 1
—v17Y /Vt xV, —i—’y/Rla:Vz.
" Lo| W} (L) Lo W (L) md
'Yp KoV Lo W Lo YK
& P = AR L2 foe
0 0
2 1 l Lo
L L
_hly 0|2W (Lo)l” + 7”“ /W1\2daz— K1yl /lewl —mm/wlel

0

0
—kily /W;xU; + 71y /thxWx + /Slem,
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de onde podemos concluir que,

Lo Lo Lo
d

d 1 K
G = 5 falptUlul+ Vv pwiwhiae = =228 fuipde - 52 folfas
0 0 0

Lo
pivLolUL (Lo)* | kivLolUg (o) wglP*vLolU (Lo)[* | vkol® [ 112
+ 5 + 5 - 5 + 5 |U"|“dx

0
Lo

Lo
1 77l 1771
+71Y /Ut xU, —I—W/Q xU, +
0 0

0
byLolVA(LO)[E b f Lo|VY(Lo)J? "
Lo 0V (Lo)| —uﬁV;Fdx—%w o[V (Lo)| +mﬁvl|2dx
2 2 2 2
0 0

Lo Lo

Lo
—ryly /le1 — "y /thxV; + 5 /Rle; — kY IVH (L)W (Lo)
0 0 0

1 L Wl L 2 1 Lo 1 L Wl L 2 1 Lo
L P1vLo W (Lo)l _mﬁwtl|2dx+ﬂov 0[Wz (Lo)| —mﬁWQIde
2 2 2 2
0 0

Lo Lo Lo

l2 " 1 ) 2 l2

_kilTy 0\;‘/( o)l _1_7”21 ﬁW1|2dx+717/thxW§—1—7/5133[];-
0 0 0
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Aplicando a desigualdade de Young, temos

dH ) < p1vLo|Ut (Lo)|? n p3vLo| Vit (Lo)|? N p1vLo| Wi (Lo)[?
dt 2 2 2
2L2 2L2 2L2
+(/Y/Yl /Ypl /Ut‘ d _’_(772 0 ’Yp2 /‘/,f ‘ d _'_(773 0 ’Ypl /Wt| d.T
2/11 b
+/€17LOIU§(L0)\ n b1y Lo|V,} (Lo)? n ﬁovLo\Wé(Lo)l
2 2 2
Lo b Lo 1 Lo
’{4117 ﬁUIPd oy ﬁvlﬁd HZW /Wéﬁdm
0 0 0
oy LolUN (Lo)|* w1y LolV! (Lo)[*  mil*yLo|W! (Lo)[?
2 2 2
Lo Lo Lo
1 l2 12
+0 ﬁU1|2daz + K1Y ﬁvlﬁ + 2 ﬁW1|2dx
0 0
Lo

Lo /Q1U1|doc+7L0 ﬁR1V1|dx+7Lo /51W1|d:c
0

—mlylvl(Lo)Wl(Lo). (3.59)

OndeC=max{x1, k112, kI*}. Mas, Por outro lado, usand@®(13, temos

Lo Lo Lo Lo
Kol KA12
027ﬁ Y24z + v Lo /QlU;ux < OTVﬁUlﬁdxmLopw ﬁUgUydaz
0 0 0
Lo

+Lopt(m — p17)7° /UlUildw,
0

e assim pela desigualdade de Young,

Lo Lo Lo
2 2
0 0 0
ey ) ey
- 5 1 ﬁU [dx
0
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e pelo fato,
Lo Lo Lo Lo
ﬁUQﬂzdx <2 ﬁU; + Vw2 de + 4ﬁV1|2daz + 412 [|[W?de, (3.60)
0 0 0 0

obtemos,

Lo Lo Lo Lo
1[2 )
mOQ’YﬁUlpdgg—i—fyLo ﬁQlU:ﬂdx < p%ZQ"YﬁUtIPd‘T"’_[p%‘i‘Cl/il’Y/“U;—l-Vl—l—lWlde
0 0 0 0
Lo
+pi (v = piv)y ﬁUé + VW Pda
0
LO Lo
+C’1b17ﬁvl\2dm + C1K17 ﬁW; — U Pde,
0 0

_ ’{l 2 _ .1
ondeC; =max{ 10210 o1pt 4 (5, — p17)], 202 [0} + (71 — p1)]}-

Logo, podemos concluir que,

Lo LO
1l2 B
% ﬁU1|2da;+yL0 ﬁQlUgm < CyyEq(t). (3.61)
0 0
Por outro lado temos,
Lo Lo Lo Lo
mvﬁV1|2dx+'yL0 ﬁmv;ux < /@wﬁV1|2dx+2Lop%72 /thmdag
0 0 0 0

Lo
+Lo(y2 — pyy)Y? ﬁVlelldw,
0
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e assim pela desigualdade de Young,

Lo Lo Lo
/{wﬁvl|2dx+%0 /RlV jdo < f*@lvﬁVll2dw+p§Lov2 ﬁthPdaz
0 ) )
Lo

+p3Lo7? ﬁ V! Pdx
0

Lo
Lo(y2 + 037)72 ﬁV1|2da:
X

* 2

0

Lo
L 1 2
N 0(72—;027)7 ﬁvl|2dx‘

0
Logo, aplicando a desigualdade de Poingar

Lo Lo Lo Lo

mvﬁV1|2dx+'yL0 ﬁR1V;|dx < p%vﬁVﬂzdx%—C?,ﬁleFdx.
0 0 0 0

S 1 Lo(v2+piv)y Lo(v2+ps)C " ‘
OndeC's = max{x1Cp, vLop3, T 5-——=}. Dai conclimos que,

Lo

Iﬂ’YﬁV | dx + vLg /R1V1|dl‘ < C’4’7E1(t), (3.62)
0

ondeC, & uma constante positiva.

Por outro lado, temos

Iill ’}/

Lo
l
5 ﬁW1|2dx+yL0/51W dr < ”127/W1|2dx+2L0p17 /WtW \dz

0 0

+Lopi (3 — piv)Y° ﬁWlWQIdw,
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e assim pela desigualdade de Young,

12 Lo Lo Lo 1 1 I Lo
“127ﬁW1|2d$+7L0/51U%|d$ < p%l27ﬁWt1|2d$+ [Pl +7(732—017)]7 0 /Wﬂzdaz
0 0 0 0
12 1 Lo
+[m +7(27—p17)h /W1|2d$.

0

Logo, pela desigualdade de Poinéalemos que
2 Lo Lo Lo Lo
%_WﬁwlPda:—l-WLoﬁ&Uﬂdx < C57ﬁWz1|2d$+pil27/W£|2da:
0 0 ) /

_ ror 2 _ 1
Cr=max{ = 9lpk 1 (35 — pry)], 202 [p} + (33 — p17)]}

e pelo fato,

Lo Lo Lo
ﬁw;ﬁdx < 2ﬁW; — WU dx + 217 ﬁU1|2dx, (3.63)
0 0 0

Lo Lo Lo Lo
ﬁUQﬂzdx < 2ﬁU; + VWt de + 4ﬁV1|2daz + 472 /W1|2dx,
0 0 0 0

obtemos,

l2 Lo Lo Lo Lo
:‘i12 Y ﬁW1|2daz + Lo ﬁS1U;|dIL’ < 26’57 ﬁw; _ lUl‘2dx + 65712 ﬁUl|2dx
0 0 0 )
Lo

Lo
2C5y ﬁU; + V4 W 2de + 405y ﬁVl|2da:
0 0

Lo
+412C5y ﬁWl\2daz,
0
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de onde obtemos pela equigatia,

Lo 0 0 0
g _ _
BT W 2de +yLo [|S1UMde < 205y [|[WE — 1UY2de + Corly [|WE — U 2dx
2 0
0

Lo Lo
2C5 ﬁU; + V4 W 2de + Coy ﬁv;ﬁda;
0 0

Lo
Cey ﬁU; + V4wl Pde.
0

Logo conclimos que,

Lo 0
2
”1é7ﬁwl|2dx+7Lo /51U$|d:c < CryBr(t). (3.64)

OndeC; & uma constante positiva.

Portanto, podemos concluir das ineqades @.61), (3.62 e (3.64 que,

d pivLolUL (Lo)|? | psvLolViH(Lo)|? | pivLolWi (Lo)?
g < 2 + 2 + 2
2L2 1 Lo L 1 Lo L
vy vp vy vp vy vp
+ 10——1>ﬁUt|d+< 216 _ 2>ﬁvt|d+< 36 _ 1/Wt|da:
2/11 2 bl 2
0 0
k17Lo|Uz (Lo)|>  bivLo|Vy (Lo)? | k§vLolW, (Lo)|?
+ + + .
Lo b Lo 1 Lo
—%ﬁ@%—%ﬁvﬁdm—%ﬁw;ﬁdx—ﬁwzvl(Lo)Wl(Lo). (3.65)
0 0

De modo aalogo, quando multiplicarmos as equs G.10, (3.11) e (3.12, respectivamente por
o4(z)U2, 05(2) V2 e og(x)W2, em seguida integrarmos dé, L), obteremos

L L L
/;)%Ut%a4(x)U§dm — /@(Ug + V2 HIW?) 04 (x)U2dx — /mgz(wg — U)oy (2)U2dx = /Q204(a:)U
Lo Lo Lo Lo

L L L
/p%%%ag—)(x)Vfdx - /bgixag—)(x)Vfdx + / ko(U2 + V2 + IW?)o5(x)V2dx :/ Soos(z) V2.
Lo Lo Lo Lo
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L L L L
/piwgaﬁ(m)wgdx _ /%(Wg IU2) 06 ()W 2 + /@z(U§+ V24 1) ()W 2da = [Saorg(2) W2
Lo Lo Lo Lo

Logo,considerande,(x) = o5(z) = og(x) = v €, em seguida, integrarmos por parte e aplicando as
condigdes de contorno, teremos

L L L
d 2~ LolUZ(Lo)|? 2 Lo|lU?(Lo)|?
_/p%Utzijg _ P 0lU¢ (Lo)| —mﬁUdea:—ﬂﬂ 0|Us (Lo)| _ﬂﬁUiFdx
dt 2 2 2 2
Lo Lo Lo
212 L U2 L 2 212 L L L
+/10 7 0‘2 (Lo)l +7ﬂ2() ﬁU2|2da:+/12’Y/Vzle§+ml’}'/W§xU§
Lo Lo Lo
L Lo
+r3ly /ngUﬁ + /Q%;Ug
Lo 0
d 7 Y Lol V2 (Lo) |2 L7 boy Lol V2(Lo)|? b i
a p%V;gz’YﬂCVf _ _p27 0|2t( 0)| _%ﬁ‘/tzpdx_ 2,}/ 0| 25!2( 0)| _%ﬁv{fﬁdw
Lo Lo Lo
LolV2(Lo)[2 r i "
+27 °|2 (Lo)l +%ﬁV2|2dx—/€27/Vm2xU§—/{1l7 Wiyl
Lo Lo 0
Lo
+7/R2:UV$2.
0
L 2 L W2 L 2 2 L 2 L W2 L 2 2 L
a p%Wffyngf:—pﬂ ol Wi (Lo)| —MﬁWﬂzdm—%w ol Wz (Lo)| —ﬂﬁwydm
dt 2 2 2 2
Lo Lo Lo
12~ Lol W1 (Lg)|? 12 L 7 T
SR °|2 (Lo) +7”22 ﬁW2|2dx—/€2’yl V2eW? — kol [W2aU2
Lo Lo Lo

L L
— K2ly /ngUg + /Sga;Ug,
Lo Lo
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de onde podemos concluir que,

L Lo Lo

d d 1 K
GHat) = 5 fralgtURU2 + AVRVE 4+ AWRWHde =220 flUtPae - B2 [l
Lo 0 0
L
_ PvLolUP(Lo)[*  wayLolUZ (Lo)[? +ﬂ312vL0\U2(L0)|2 +W312 ﬁU2|2dac
2 2 2 2
Lo

L Lo L
1 L V2 L 2 1
—i—y/QQxU:?—i—y/ngUg—pﬂ 0\21:( 0)| _’Y;)Q ﬁVﬂzdﬂc
Lo

boyLo|VE(Lo)* b ﬁvz| de +K2VL0|V (Lo)|? %2/|V2| e

2 2 2
0

p17L0|Wt (LO ’YPQ /W | dr
t

L
+koly /W2V2 45 /Rngg 5

L L
o H%7L0|W£(L0)|2 _ ’7_'%%) |W2|2daj‘ + H212’7L0|W2(L0)|2 + 7"12[2 |W1|2dl‘
2 2 v 2 2
LO LO

+roYIVE(Lo)W?2(Ly).
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Aplicando a desigualdade de Young, temos

Lo Lo
d Py Lo|lUZ(Lo)|>  koyLolUZ(Lo)>  ~pi YR1
g < _ _ z P 2 g, _/ 12
@ H) : g 2 foipas - B2 fuifas
0

212~ Lo|U?(Lo)|? 212 L (Lo)
_’_RO v O‘ZU( 0)‘ _’_’Y’%O /U2| dx p2fy 0“3 0 ’YPQ /‘/,f ‘ dx

Lo

Lo
LV by ﬁV2I i LIV (L)

2
5 5 5 +7/<2/|V|da:

0

L L
2 L W2 L 2 1 2 L W2 L 2 2
P o/ Wi (Lo)| —Mﬁwﬂzdl’—%w 0| Wz (Lo)| —mﬁWﬂzdaz
2 2 2 2
Lo
Kal?yLo|[W?(Lo)|*
+ 2

0
+ yrol? ﬁW1\2daz+fyLﬁQ2U§|dm+7LﬁSQW§|dm
0

+~L /Rgvﬁux + KoYV (Lo)W?(Ly).
Lo

Por outro lado, temos

N

2 2
Lo Lo Lo Lo

L L L
272 272
MﬁU2\2dx+vLﬁQ2U§\dx MﬁU2\2dx+2Lp%fy2 ﬁUEUgm
L
+Lpiy° ﬁU2U§Idaz,
Lo

L
nglzfyﬁV2|2dm+’yLﬁR2Vx2\dx < mgl27ﬁvz\2dm+2Lp%72 ﬁvﬁvg\da;
Lo Lo Lo

L
+Lp3y* ﬁ V2VZ|da,
Lo

Lima Mendes, G. J PDM - UFPA



3.1. Decaimento Exponencial 84

L L L L
ﬁglzfyﬁW2\2dx+fyLﬁSQW§|dm < @z%ﬁwﬂwxmmw ﬁwﬁwﬂdx
Lo Lo Lo Lo

L
+Lp3y3 ﬁW2W§|daz.
Lo

Usando nas &sultimas desigualdades, as desigualdades de Young, Pé&rcarfato de,

L L L
ﬁwgﬁdx < 2ﬁw§ —U?dx + 217 ﬁU2|2dx,
Lo

Lo Lo
e
L L L L
ﬁUﬁde <2 ﬁvg + V2 4 IW?Pdx + 4ﬁV2|2d:v + 412 |W? 2 de,
Lo Lo Lo Lo
Logo, obtemos que,
L L
212 .
% ﬁU2|2dm + 9L ﬁQng\da; < CiyBEs(t) (3.66)
Lo Lo

L L
Kal?y ﬁV2|2dx+7L ﬁRWfIdw < CovBn(t),
Lo Lo

L L
Kol ﬁW2|2daz+’yL ﬁsgwg\dx < C3yEs(t).
LO LO

OndeC,Cs e Cs s30 constantes positivas.
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Portanto, podemos concluir

d 20 Lo|U2(L Lo|V2(Lo)
L) < PO olUF (Lo) > o} /Ut 2z — pvLolVA(Lo)l*  vp3 /mdm

dt = 2 2
9 L
 piyLolWE(Lo)[? 701/ 2020, ravLolUZ (Lo)|* k2 ﬁU2|2daz
2 2 2
Lo
b LolV2(Lo) b AL WAL w3 [
— ﬁv2|2d 0 z — —Oﬁwgﬁdx
2 2 2 2
0 Lo
/1(2)Z27L0|U2(L0)|2 /iQ’yL0|V2(LQ)‘2 /1212’}/L0‘W2(L0)|2
+ +
2 2 2
+roYIV2(Lo)W?(Lo) + CyyEs(t). (3.67)

OndeC; & uma constante positiva.

Somando as inequaes B.65 e (3.67), as condifes de transmig®, obtemos

L L
d
aP(lt) < —%/m\U%P+b1|V;|2+m(1)\W1|2]dx—%j(ng|U2\2+b2\V2\2+/1(2)\W§|2]dx
0
L
=3[R + AVEE + W dm+026/ 24 V2 + W Plda
Lo
+CsvE (1) + Cr3vEa(t),
L 1 2L2 1 2L2 1
Co=max{ (L2 — 201), (=0 -5, (5t = ) m

Lema 3.5. O funcionalV/(¢) & definido por

V(t) = NE(t) + (P(t) + L(t)),
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satisfaz

Lo
Ly@y < NyB() - Cog /|U£|2 VR 4 W +
0
K3 Lo|UL(Lo) + VY(Lo) + IWL(Lo)|? n kg Lo|W(Lo) — LU (Lo)|?
2 2

PALoIWH L) | phLortU} (Lo
2 2

[W+thww] ’%[lede
L L
%ﬁ@uﬂ2+mnﬂﬁ+mdwdm¢c D JralU2? + bl V2P + 3IW2 Pl
Lo

ondeN;=max{NC, Cy;}

Prova. Usando os Lemas(2) e (3.4)

Lo
Dty < NOvE(®) + ComB(t) + Cag /ﬂU3|2+|v;1|2+|W3|21dx
0
Lo
N UM 4 Vi s W2l +
0
H%LQ|U%(LO) + VI(LQ) + ZWI(LQ)|2 n ﬁ(l)Lo‘W%(LQ) — lUl(L0)|2
2 2

/W+vhHWW] ’%/Wl W ?)dz

piLorg| Wi (Lo)l® | piLors|Ui (Lo)I?
2 2

L L
=3 Rl + VI 4 WPl = T fralU2P 4+ bl V2 + w3 iW2 lda
0 Lo

ondeC‘27=max{(C‘19 + é@), élg}.
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De onde segue que,

Lo Lo

d N A .

SV(t) < NOVE(D) + CoryB(D) + (Cor — N) ﬁU&F + (Car — N) ﬁV#F
0 0

PALoIWAH L) | phLomtU (Lo
2 2

0
+(é27 — Nm) ﬁWtI|2dx +

K3Lo|UX(Lo) + V(Lo) + IW(Lg)|? . ko Lo|W2(Lo) — WU (Lo)|?
2 2

Lo
_le( Ul + V' + W /Wl ikl
0
L

—}/mwl 2+ ba VA2 + bl P 2/@|U£|2+b2|v5|2+n%|wi|21dx
Lo

escolhendaV > Ca7, ondeN~; > Cor, parai = 1,2,3. Enflo existe uma constante positi¢as tal

que,
L
d . b o s e PALoRIWA(L)? | piLord|UL(Lo)J?
EV(t) < NwE(t)—C28/|Ut| + Vi )2+ (W 7 ]de + 5 + 5
0
K3Lo|UL(Lo) + VH(Lo) + IW(Lg)|? + kg Lo|WH(Lo) — U (Ly)|?
2 2
/fU1+v1+zwlu ”0/W1 10 2)da
L L
— RO + bV 4 W P — %[@M§F+@u§8+mawﬁﬂw
0 Lo
OndeN;=max{NC, Ca7}. ]

Lema 3.6. Seja o funcional G(t) definido por

G(t) = NoHa(t) + M (1)
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satisfaz

d daw < Now312y|U?(Lo) > N Ny (ko + k31)YLo)|V2(Lo)|?
dt h 2 2
Jer(fizl2 + kg1)vLo)|[W?(Lo)|? n pi(L — Lo)|UZ(Lo)|?
2 2
+’€(2)P%(L — Lo)W72(Lo)? N ka(L — Lo)|UZ(Lo) + V?(Lo) + IW?(Ly)/|?
2 2

L
— N3 /HUEP +VEP + [WEP+ U2 + V2 + W2 P+ W2 = IU?P]dw
Lo
+ﬂ2(L — Lo)|[W2(Lo) — WU?(Lo)/|?
2

+ NyvEs(t),

onde N3 & uma constante positiva.

Prova. Usando o lemd4.3) e inequaéo (3.67), obtemos

d Law < Nor312H|U?(Lo) > n Na(ro + k31)vLo)|V2(Lo)[?
dt = 2 2
Jer(fizl2 + kgl)yLo) W2 (Lo)|? . p1(L — Lo)|UZ(Lo)|?
2 2
+"@(%P%(L — Lo)W¢ (Lo)|? n K2 (L — Lo)|UZ (Lo) + V?(Lo) +IW?(Lo)[?
2 2

(C — Nomp?) / U2 2da + (€ — Noyyod) / V2 da + (C — Nyyo?) / W2Pda

/|U2+V2+ZW22 /|W2 1022 dx

Lo Lo

+"€2(L — Lo)|[W2(Lo) — IU?(Lo)|?
2

+ NyyEs(t),
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escolhendaV, > ~, tal queNzW)Z2 > (' parai = 1,2. Podemos concluir que existe uma constante
positiva N5 tal que

dG( H < Now2?y|U?(Lo)|? N No(ka + w31)yLo) |V (Lo)|?
dt h 2 2
Jer(fizl2 + kgl)yLo)[W?(Lo) |? N pH(L — Lo)|UZ (Lo)|?
2 2
KgpT(L — Lo)Wi(Lo)|? N ka(L = Lo)|UZ(Lo) + V*(Lo) + IW?(Lo)|?
2 2

+

L

—Ns /[IUEI2 FVEP A+ W2+ (U7 + V2 W22 4 (W — U2 d
Lo

+"€2(L — Lo)|W2(Lo) — IU*(Lo)|?

5 + NyyEa(t).

Lema 3.7. Para todod > 0, existe uma constanté; > 0 independente dos dados iniciais, tal que

/|U2L0|dt+/|V2L0|dt+/|W2 o) + /|UtL0|dt+/|Wt Lo)?

/\U2(LO)\ dt+/|Wt (Lo)2 + /\U (Lo) + VY(Lo) + IW (Ly) 2dt
0 0

/|W (Lo) — IUY(Lp)| dt+/|U2 Lo) + V(L) +IW?(Lo)|*dt

T T Lo
/|W2 (Lo) — WU (Lo)|?dt < 5/E +05{// (UL? + |V + |WE 2] dedt
0

¥ / / U2 + V22 + W2 dedt)
0 Lo
Para toda solugo forte(U*, V1, W, U2 V2 W?) do sistemag.7) - (3.26 e, T suficientemente grande.

. : . | 1
Prova. Provemos por contradd@p. Suponha que exista uma senqcia de valores iniciaigUy . V.,
Wo,. U3, Vi, Ws,) € H2nVe(U!, Vi, W, U, V2, WE,) € Ve, uma constante positiva

Lima Mendes, G. J PDM - UFPA



3.1. Decaimento Exponencial 90

5o > 0 tal que a soluéo correspondentéU/!, V1, W, U2 V2 W?) do sistemad.7) - (3.26) satisfaca:

/|U2VL0|dt+/|v2uL0|dt+/|W2u |2 /|U1VL0|dt+/|W1V

/| 21/ ‘dt—l—/|W2V ‘2 /‘UIV Vlu(L0)+lW2y( 0)‘ dt

T
+ / WE(Lo) — U (Lo) Pdt + / U2 (L) + V¥ (Lo) + W (Lo)dt

0 0
+/|W§’”(L0) —U%Y(Lo)|?dt = 1 (3.68)

e verifica a desigualdade

T Lo T L
1><50/E” +y{// (U2 4 (V22 4 (WP dmdt+//[|U§’”\2+\Vf’”|2+\W§’”\2]dmdt}
0 Lo

para cadav, ondeE" (t) = E(t, U, Viv Wlv U2 v2v 1y2v), Assim, da desigualdade anterior

temos que
T
/E”(t) ¢ limitada para cada v, (3.69)
0
e tamlém
T Lo
// U2+ VI 2+ (W Hdedt — 0 quando v — oo (3.70)
0 0
T Lo
/ (| UZY 2 4 [V2Y 2 4 [W2Y|?|dedt — 0 quando v — co. (3.71)
0 0
Logo,

(UB, vy why ¢ limitada em L>®(0,T;H?*NV),

(U, V2 W) ¢ limitada em L®(0,T;H*NV),
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(Utl’V,th’V,th’V) ¢ limitada em L*°(0,T;V),

UPY VY WYY é limitada em L=(0,T;V).
t t t

Portanto existe uma subsencia de(U, V¥ WV e (U?Y, V¥, W2Y), que sed denotada da
mesma forma, tal que

orv, vty wtyy (o vE W em L0, T H? NV);

(U, V2 W) (U, VW) em L0, T;H? N V);

(Ut17y7‘/tLV7Wt1’y) - (Utla‘/tl7th) em LQ(O,T,V),

(Ut27u7‘/t27V7Wt27V) - (Ut27‘/;27Wt2) em LQ(O,T,V)

Entio aplicando o lema de Kim, temos que

Ut vty wtry - (U VE WY em C0,T;HT(0, Lo));

(U, V2 W) — (U V2, W?) em C(0,T;H" (Lo, L).

Onder < 1. Assim, usando3(69, temos

T T T T T
/ﬁﬂmwﬁ+/wﬂmwﬁ+/mﬂmw+/ﬁﬂmwﬁ+/mﬁmw
0 0 0 0 0

T T T
T / U2 (Lo)2dt + / W2(Lo)P + / UML) + V1 (Lo) + IW (Lo) Pt
0 0 0
T T
T / W(Lo) — U (Lo) [2dt + / U2(Lo) + V2(Lo) + IW2(Lo) Pt
0 0
T
+/|W§(L0) —IU%(Lo)|dt = 1. (3.72)
0
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Segue das conveggcias 8.70 e (3.7 que,

Ul =0 em quase todo (0, Ly
V=0 em quase todo (0, Lg
Wl =0 em quase todo (0, L
U:? =0 em quase todo (0, Ly

X
~ o~ o~ o~
o o o o o
NG R

VI2 =0 em quase todo (0, Ly
W2 =0 em quase todo (0,Lg

~—
X

A
v

Agora, usando as condigs de contorno temos que

Lo
d
[ e = U L)
0
por outro lado,

L()d Lo Lo
[ 2w e = [wieuie < [20 @k,
0 0 0

de onde conclunos, aplicando a desigualdade de Poiriear

Lo
[ 2w @ <26, [ k@)
0

0

Portanto,

T Lo

T
/I Y(Lo)[Pdt < 2Cp//|U )2dzdt = 0.
0 0 0

De modo aalogo, segue que

T T
/ UL(Lo) 2dt < 2C, /
0 0

\UL (z)>dzdt = 0,
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93

T
/| (Lo)Pdt < 2C,
0

\

/T| whzofde<2c, [ [k
0 00

T Lo

| Y(Lo)|Pdt <

T T Lo
/|U2(L0)| dt < 2Op//|
0 0 0

T Lo

o
o
§

x)|2dxdt = 0,
)[2dadt = 0,
2)[2dadt = 0,
(z)]2dzdt = 0,

T
/Wﬂ%Wﬁéﬂ%//m@@Wmmzq
0 00

T T Lo
/\V2(Lo)\2dt< 2cp//|
0 00

T Lo

T
/nﬂu@ﬁﬁgm%//ﬂ
0 0 0

T
(/Mﬂ%\ﬁ m%/
0

z)|2dzdt = 0,

x)|2dzdt = 0,

2)[2dzdt = 0.
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Logo,

T T T T T
/ U(Lo) [2dt + / V(L) [2dt + / W2(Lo) [ + / UL (Lo)dt + / Wi (Lo) 2
0 0 0 0 0
T

T
T / U2 (Lo)Pdt + / W2(Lo)P + / U (Lo) + V(L) + W (Lo) [2dt
0 0
T

+ / W(Lo) — U (Lo) 2dt + / U2(Lo) + V2(Lo) + IW?(Lo) Pt

T

+/\W§(L0) —U?(Lo)|?dt <0
0

O que contradiz3.72. Portanto, para qualques > 0, existeC's > 0 tal que,

T T T T T
/ U(Lo) [2dt + / V(L) [2dt + / W2(Lo) [ + / UL (Lo)dt + / Wi (Lo) 2
0 0 0
T

T
+ [ JUZ(Lo)PPdt + | W2 (Lo)[> + | |Us(Lo) + V' (Lo) + W' (Lo)|*dt
Jrreres 3!

/\Wl Lo) — U (Lo)| dt+/|U2 (Lo) + V*(Lo) + IW?(Lo)|*dt
T T Lo

/\W2 (Lo) — IU%(Lo)|dt < 5/E +05{// UL + [V + (WL dedt
0

T L
+//[|U§|2 + V21 + (W2 A dxdt}.
0 Lo

No proximo teorema, definimast) := E(t, o', !, wl, ¢? 1%, w?), ondeE(t, o', !, wl, ?, 12, w?)
& dado por??).

Teorema 3.8. Seja(p!, ¥!, w!, ¢? ¥? w?) uma solugo forte para o problema de transmiss (2.1)-
(2.14. Ento existe uma constante posititg

e(t) < CoE(0)e~ 21t (3.73)
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Prova. Considere o seguinte funcional

L(t) = NE(t) + (NoP(t) + L(t)) + NoHy(t) + M(t).

Pelos lemas3.5) e (3.6), temos que existe uma constante positiva C tal que

d p1Lokg|WH(Lo)? | p1Lokg|UE(Lo)l? | k§Lo|lUL(Lo) + V! (Lo) + IW(Lo)|?
%ﬁ(t) < 5 + 5 + 5
Lok§|WE(Lo) — WU (Lo)[> | No(Lo)3Pyk§|U(Lo)|* | Na(ka + 631)vLo|V?(Lo)?
+ 2 * 2 * 2
UZ(Lo)|? n pi(L — Lo)r3|WZE(Lo)|?
_|_

2

NQ(/@ %%Z)VLOH[ 2(L0)|2 p%(L L0)|
L ﬁ%(L—L0)|W2( )—“JQ(L())‘2

2
ko(L — LO)|U$(LO) + VQ(LQ) + le( 0)|2

2

—0/| P+ VA2 + (WP + UL+ Vw2 + W — 0P de /|V1|2d

L
—é/[|UE\2+\VEP+|Wt2|2+\U§+V2+lW2|2+|W§—ZU2|2]da;—N3/|V§|2dx

Lo
Lo LO
Ny / (UL + [V 4+ W2 2da — Ny / U2 + (V2 + [W2PJde + CrE(L).
0 L

Integrando alltima desigualdade de até T e,aplicando o lema de compacidade, obtemos

TLo
d
L) < / U2 + [V + (WP + U+ Ve w2 4wt — 10 2] daedt
N
3//V1\2da;dt C//{ 2 V22 + (W22 + U2+ V24 IW?? + W2 — 10?2 dadt
0Lo
TLo TLo
—Ng//v2| dmdt—Ng/ U2+ |[VH2 + (W2 ]da:—N;;/ |U2? + V2|2 + |W2[*|dxdt

0Lo

T Lo
—l—ny/E dté/E +05{// UL+ VL2 + (WL dadt

T L
+// UZ? + |V2|? + |W2|?|dxdt}.
0 Lo
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ondeCs=max{p} Lok}, kLo, K2 Lo, Nol?> Loy, Na(ka + k31)y Lo, (Na(rol? + £21)y Lo, p3(L — Lo),
k2p3(L — Lo), ka(L — Lo, k3(L — Lg))} € N > y tal que N.y > 1.

Tomandoy e § suficientemente pequeno. Conolos que existe uma constante positNatal que

ou ainda

L(t) < L(0). (3.74)

Agora, observe que existem constantes positivas IV, tais que
N E(t) < L(t) < NaE(t). (3.75)

De fato, utilizando a desigualdade de Young, obtemos

Lo Lo
Lt) = /p%Utlxm(U; + VI iWhde + /p%Utlx/-e})(W; —UY)dx
0

[e=]

Lo
L L L
pl“l °/| L2y +p1“21 °/|U;+V1+ZW1|2dx

0
1.1, LO 117 Lo
S0 [ tpgp o 000 [t o

< ClE(t).

Sabendo que

P(t) = Hi(t) + Ha(t),
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entio

Lo Lo Lo
H = /p%UtI:mUldx+/péthawV;da:+/p%thawW;dx
0

0
Lo
< an /
0
Lo

| dx +
i L
Pﬂ 0/ th|2d _I_Pﬂ 0/|Vz1|2da:—|—
0

0

L
Pl’Y 0/|U1|2dx

L
pw 0/ 112 +p17 0/|W1|2d
0

pelo fato de

Lo Lo Lo Lo
/|U;|2dx < 2/|U;+V1+1W1|2d:c+4/|V1|2dx+4z/|wl|2dx (3.76)
0 0 0 0

Lo Lo Lo
/|W;\2da; < 2/\W; - lU1|2dx+212/|U1|2dm (3.77)
0 0 0

temos,

Lo Lo
Hi(t) < 01/[|Ut1|2 + V2 + |Wt1|2]dx+01/[|U; + Vi w2+ \wl — Ut ?)da

0 0
Lo Lo Lo

+4Cl/|U1|2dac—|—4l201/|V1|2d:v—|—2l201/|W1|2dx,
0 0 0

Lo phyL .
ondeC;=max{&1=2 22120} e, usando o fato das normas serem equivalentes, segue que

Lo
H(t) < G / UL + VAP + (WPl +

0
Lo

+03/[|U; + VW2 (VR (W — Ut ?)de,
0
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Cs=max{car, Caby, Card}.
Portanto, podemos concluir que
Hy(t) < C4LE(t).
OndeC, & uma constante positiva.
De modo aalogo paraH,, temos
L L L
Hy = / p2UReyU2dx + / p3ViayVide + / PIWEayW2da (3.78)
Lo Lo Lo
de onde segue,
L
Hoft) < Cs [[UPP+ V2P + W2Pldo +
Lo
L
+07/[|U§ + V2 HIW2P + V2 + W2 - 1U?*)da,
Lo
C’7=max{06/{2, Cﬁbl, 0616(2)}.
Donde conclimos,
Hy(t) < C3E(t).
SendaC's uma constante positiva.
Portanto,
P(t) < CoE(t). (3.79)
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OndeCy & uma constante positiva.

L L
M@t) = [pPU2(x — L)ko(U? + V2 +1W?)dx +/p%WE(a: — L)r3(W2 = 1U?%)dx
Lo Lo
9 L
< pl’”L/\ 22 dee +p1’;2 /|U2+V2+ZW2|2dm
Lo
1 L
+p121L/|WE|2daz+pl 0L/|W1 Ut 2dz
Lo
< CoE(1),

ondeC( € uma constante positiva.

Note que,
NE(t) + NoP(t) + L(t) < CroE(t)

ondeémax{N, C1,Cy}.
Além disso,

G(t) = NoHo(t) + M(t) < CuE(b),

ondeCq; = maX{NQC& CIO}-

Assim, segue que existe uma constavit¢al que

L(t) < N2E(t). (3.80)
Por outro lado temos tan@m que
L(t) > NE(t) — C1oE(t) — C11 E(), (3.81)
ou ainda,
L(t) = ME(t), (3.82)

ondeN; &€ uma constante positiva.
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Logo, existem constantes positivids e N, tais que
N E(t) < L(t) < NaE(t). (3.83)
Logo, das desigualdade8.74) e (3.75, segue que
N E(t) < L(t) < L(0) < NaE(t),
0 que implica
E(t) < N3E(0). (3.84)
OndeN3= % Assim para completarmos a prova basta mostrarmos que
e(t)e® < N4E(2),
ondeN, > 0 & constante, para obtermos o decaimento exponencial.
De fato, note que
Lo Lo
/ UL+ v iwtPde = /|g0ie”t 4l 4 lwle dx
0 0
Lo
= / lol + b 4 1wt e da. (3.85)
0
LO LO
/\W§ — WU Pdz = /|w;67t — It da
0 0
Lo
= / lwl — 1P dx (3.86)
0
Lo Lo
[vipa = [jpierpas
0 0
Lo
= / [l |2e® da (3.87)
0
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Lo Lo Lo
/ISD%I%M - /|U3—wl|2</<|U§|+v|Ul|>2
0 0 0

Lo Lo

< 2/|Ut1|2da:—|—27/|U1|2dx
0 0
Lo Lo

< 2/|Ut1|2dx+2ycp/|U;|2dx,
0 0

mas pela desigualdad@&.(/6, conclimos

Lo Lo Lo
ﬁm?em < 2/|Ut1|d:c+4ycpﬁU;+V1+1W1|2dx
0 0 0

Lo Lo
+8vC, ﬁVl|2dﬂc +8I12C, ﬁW1|2dx (3.88)
0 0

Lo Lo Lo
/ WPt = / W)W < / (W] + W12
0 0

0
Lo LO

< 2/|Wt1\2dx+2’y/\wl|2dx
0 0
L

0 Lo
< 2/|Wt1\2dx+2ycp/\wg\2dm, (3.89)
0 0

de onde obtemos pela desigualdader(),

LO LO LO LO
/\wgﬁew < 2/|Wt1\2dx+470p/|Wm1 —lU1|2dm+4fprl2/\U1|2da:.
0 0 0 0

Podemos concluir usando, novamente, a eqgéiveih que entre as normas que

LO LO LO LO
ﬁgo%\?e%w/q;,}\?ew < 2/\U§|+\Wt1|2]da;+(i‘1/ﬁU§+V1+ZW1\2]dx
0 0 0 0

Lo
+C4 /\w;P + Wl — Ut Plde. (3.90)
0
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Ondeé‘1=max{4vl20p, Cky,Chy, C’;a(l)}.

E finalmente,

Lo
/ Wl 2et = / VAV < / (V] + V)2
0

/|Vt 2d:r+27/|V |dx

/|Vt |2d:r+2'pr/|Vx1| dz, (3.91)
0 0

assim, podemos concluir das desigualdad85)-(3.91) que existe uma constante positi@, tal que

Bt o', ot wh)e?t < CoBy (8, U, VI, W, (3.92)

De modo aalogo, existe uma constante positig tal que
EQ(t7 @27 ¢27 w2)e27t < é3E2(t7 U27 V27 Wz) (393)
Portando de 8.92 e (3.93, segue que existe uma constanie> 0 tal que

e(t)e?t < NLE(t). (3.94)

Logo, pelaltltima desigualdade e d&.84) conclumos que

(1) < CoE(0), (3.95)
ondeCy=N,.N3. Portanto

e(t) < CoE(0)e™ 2, (3.96)
concluindo dessa forma nossa prova. |
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CAPITULO 4

Problema de transmissao para o sistema de Timoshenko

4.1 Introducao

Seguindo a idéia principal sobre deformacao em estsitefasticas, considerarmos o sistema de Ti-
moshenko dado pelas equacdes de movimento

pApy(x,t) = Si(z,t), 4.1)
plpy(z,t) = My(z,t) — S(x,t), 4.2)
onde
S = k(pe +1), (4.3)
M = b, (4.4)

sao as relacdes de tensao-deformacao para o commantia elastico. Aqui; € o tempo;z € a distancia
ao longo da linha central da viga, 0 deslocamento transversal,a rotacao nas sec¢des transversais
devido a curvaturay a densidade de massa do material do qual a viga &€ compgdstamomento de
curvatura,S a forca de cisalhamento transversal,a area da seccao transversal @ momento de
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inércia da area da secg¢ao transversal. Alem dissmasa = k'GA, b = EI ondeFE & o modulo de
elasticidade(= & o modulo de cisalhamentokéé o fator cisalhamento. Portanto, a partir das equacdes
acopladas4.1)—(4.4) obtemos o seguinte sistema de Timoshenko

P1Ptt — R(sz + w)x - 07 em (07 L) X (07 OO)? (45)
p2bie — b + K(pz + 1) 0, em(0,L) x (0,00) (4.6)

Ondep; = pAepy = pl.

Nos Ultimos anos, desde o trabalho pioneiro de SoufyBBje\arios estudos foram feitos no contexto
de estabilizagao dos sistemas Timoshenko, considemminimo possivel de mecanismo de dissipagao.
Citemos alguns resultados nesse sentido. Soufyk8jédi o primeiro a provar o decaimento exponen-
cial para o sistema de Timoshenko com um amortecimento daatito, distribuido localmente, se, e
somente se suas velocidades sao iguais.

Denotemos poy a diferenca entre as velocidades,

y=2_Fr (4.7)

Um grande nimero de resultados interessantes sobre dstaigxponencial para o sistema de Ti-
moshenko com dissipacao somente em uma equacao fotabelesidas, desde que= 0. Ammar
Khodja et al. B1] considera o efeito meméria. Rivera e Fernand® gstudaram os sistema de Ti-
moshenko com uma parte historia sujeita as condicdesiadag nas funcdes relaxamento. Veja também
as referénciaslfl, 19, 31, 33, 34]

O que existe de novo aqui? O novo aqui & estudar o problenramissao para o modelo de viga
do tipo Timoshenko, isto &€, uma viga composta por dois coraptes, elastico e viscoelastico. Nas
vibracdes transversais da barga, e ©?, a dissipacao & ocasionada pelo amortecimento friatiddo
angulo de rotagao do filamento da bafrae »? nao temos dissipacao e o sistema & puramente elastico.
Uma vez que a barra & composta por dois materiais diferemdsnsidade ndao necessariamente &€ uma
funcao continua e desde que tensao-deformacao magarte elastico para viscoelastico, o modelo
correspondente ndao & um modelo continuo. Isso produz énade dificuldades na regularidade do
resultado. Isto &, nao podemos esperar regularidadedadtaminio. Mostramos para esse tipo de viga
que o sistema é exponencialmente estavel (veja afigureodba
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Parte Viscodlstica Parte Ehstica

pl(@), vi(z) (@), ()

Nossa abordagem para este problema & importante naominttode vista matematico, mas princi-
palmente do ponto de vista fisico, com aplicacdes emdiiea; entre outros ramos da ciéncia.

O trabalho esta organizado da seguinte forma: a Secaes2rale brevemente as notacdes e uma
visao geral na literatura. Secao 3. nds provamos agexiit, regularidade e unicidade de solucdes para
o sistema4.1)—(4.11). Usamos a técnica semigrupo (sé&d.[ Na secao 4, mostramos que o sistema
(4.)—(4.1)) & exponencial estavel. Para fazer isso, usamos o0 médtdoergia.

4.2 O problema de Transmisao

Nesta secao, vamos descrever com precisao o problemangenissao tratados neste trabalho e estabe-
lecer a existéncia e regularidade da solucao. Para @meanos introduzir algumas notacdes

() pj, para 0 <z <Ly j=1,2,
pj(x) =
’ P2, para Loy<z<L,j=12

ki, para 0<zx< Lg,
k(z) =
ko, para Lo <z < L.

b, para 0<zx< Ly,
b(x) =
ba, para Lo<x<L.

1, para 0 <z < L07
V(z) =
Y2, para LO <x<L.
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(x,t) = 4,01(:5,15), para (z,t) €]0, Lo[x]0, 00,
o ¢*(z,t), para (,t) €]Lo, L[x[0, o0.

oy = | @D para (@.0) €0, Lo[x]0, oo,
| V*(z,t), para (z,t) €]Lo, L[x[0, co.

Com esta notagao, vamos considerar o problema de tras@mmra o sistema de Timoshenko com
amortecimento do tipo atrito que atua nas vibracOes\veanais

piet — mi(py + )z + el =0, em (0, Lo) x (0,00) (4.1)
pien — ra(ps +9%)s + 7207 =0, em (Lo, L) x (0,00) (4.2)
patiy — b1y, + mi(py + ') =0, em (0,Lo) x (0,00) (4.3)
3 — batz, + k2(9f +4%) =0, em (Lo, L) x (0,00) (4.4)
com condi¢des de contorno

0! (0,) = *(L,1) = 43(0,8) = Y3(L,t) = 0, (4.5)

para toda > 0. As condi¢cdes de transmissao sao dadas por
¢'(Lost) = ¢*(Lost), (4.6)
U (Lost) = ¥*(Lo,t), (4.7)
ki (wz(Lo,t) + 9 (Lost)) = ra(93(Lost) + (Lo, 1)), (4.8)
bﬂ/’ (L07 ) = 1/’ (L07 )7 (49)

Para toda > 0 as condi¢des iniciais sao

0 : 1(2),¢1 (), em (0, L), (4.10)
(¥*(2,0),9*(x,0)) = (p5(2), 95 (x)), (¥} (x,0),97(x,0)) = (#3(x),¢7(x)),em (Lo, L). (4.11)

O problema de transmissao tém sido objeto de intensodaesstie diferentes pontos de vista matematico.
O problema de transmissao de equacdes hiperbolicastiaiada por Dautray e Lion3g] que provou a
existéncia e regularidade das solu¢des para o probiaegs.| Enquanto em Lion8§] provou a controla-
bilidade exata. Mais tarde, Lagne8&]estende este resultado: ele mostrou a controlabilidasla gara
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uma classe de sistemas hiperbélicos que incluem o proldenransmissao para materiais anisotropico
homogéneo. em?[ ] Hugo D. Fernandez Sare e Jaime E. Muhoz Rivera estudaranrabtema de
transmissao de placas termoelasticos. Eles provaram gamigrupo correspondente associado a este
problema & do tipo analitico. En?[]. M. Alves et. al. Considerou o problema de transmissao com
amortecimento localizado viscoelastico do tipo Kelvimigf. Eles mostraram que o semigrupo corres-
pondent§ S A(t)):>0, NAo & exponencialmente estavel, porém a soluca delinomialmente para zero
com taxa det% e com os dados iniciais no domiri®.A). Alem disso, eles mostraram que a taxa de
decaimento é Gtima.

Em relacao ao objetivo do presente trabalho, Raposo et[26] estudou o seguinte problema de
transmissao para o sistema de Timoshenko

p%‘»ptlt - "il(soclc + wl)x + O“ptl = 07 em (07 LO) X (07 OO) (412)
Pt — kas + %), =0, em (Lo, L) x (0,00) (4.13)
Pyl — bk, + ki(eh + 01 + By =0, em (0,Lg) x (0,00) (4.14)
Py — batbl, + Kooz +14%) =0, em (Lo, L) x (0,00) (4.15)
com condi¢des de contorno
©'(0,t) = p*(L,t) = ' (0,t) = ¢¥*(L,t) =0 (4.16)

e as condi¢cOes de transmissao como418)+(4.9). Mostraram que o sistema & exponencialmente estavel
sem impor qualquer restricao sobre os coeficientes deidelde de onda do modelo. Erl], M. S.
Alves et. al. foi estudado o problema de transmissao demnsestle Timoshenko com memoria dada pelo

piow — ri(epp + 9z =0, em (0, Lg) x (0,00) (4.17)
pion — 2@y +¢%)z =0, em (Lo, L) x (0,00) (4.18)
pythiy — b1k, + K1(ey + 1) + g1 1y, = 0, em(0, Lg) x (0, 00) (4.19)
P3G — bat2, + ko (9% + ¥?) + g2 %y, = 0, em(Lg, L) x (0, 00) (4.20)

Com condi¢des de contorno

SOI(Oﬂt) = 902(L?t) = 1/}1(07t) = w2(L7t) =0 (4.21)
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e condi¢cBes de transmissao

©'(Lo,t) = ¢*(Lo,t), (4.22)

(Lo t) = ¢*(Lo,t), (4.23)

k1(p(Lost) + 01 (Lost)) = ra(@3(Lost) +9*(Lo,t)), (4.24)
b1ty (Lo, t) — g1 * ¢y (Lo, t) = bat3(Lo,t) — ga * 93 (Lo, t), (4.25)

Eles provaram a estabilizacao uniforme, no sentido quea de decaimento do sistema tem relacao
direta com a velocidade das fungdes de relaxamento, dado p

1 1 2 2
P1 P2 P1 P2 1 2
—_ === — === e K1 = p5Ka.
K1 bl ) Ko b2 P2 P2

O sistema aqui estudado &€ um modelo para vigas submetidasagao de amortecimento de friccao

agindo apenas sobre as vibracdes transversais dagigap?. Mais precisamente, provamos que a
presenca do amortecimento friccional em uma parte domiorgio suficiente para estabilizar a energia
em todo dominio da viga. Aléem disso, estabiliza rapidae@m ritmo exponencial). Em nossos estudos,
percebemos que este problema nao tem sido estudado cararfoig na literatura.

4.3 Notapes e formula@o de semigrupo

Aqui vamos estabelecer as notacdes e principal ferrargune serdao utilizados nas proximas secoes.
Primeiro, vamos definir os espacos de Hilbert.

H™(0,L) = H™(0, Ly) x H™(Lo, L), (m >1), (4.1)

HE (0, L) = {(w',w?) € H™(0, L) : w'(0) = w?*(L) = 0, w'(Lo) = w*(Lo)}, (4.2)

L%(0, L) = L*(0, Lo) x L*(Ly, L), (4.3)
Lo L

L30.L) = {(0". %) € L2(0,1) s [ 6' (o) do = [ (@) do=0) (4.4)
0 Lo

H,(0,L) = {(¢",¢*) € H'(0,L) NLZ(0,L) : ¢1(0) = ¢2(L) =0, ¢'(Lo) = ¢°(Lo)}.  (4.5)

Lima Mendes, G. J PDM - UFPA



Capitulo 4. Problema de transmissao para o sistema deshignéo 109

usando estas notacOes, vamos definir um espaco adeqgedditbert onde o semigrupo sera definido,

por:

H = H}(0,L) x L2(0, L) x H(0, L) x L2(0, L) (4.6)

com produto interno dado por:

Lo

Lo
w3 dr + Ky /(u1 +u) (vl + ) dx + p3 /u7ﬁ dx
0

UVy = p

L L
udvd de + p? /u v4da:+/£2/(ui+u6)(v§+v6)dx
0

+ b
Lo
L
+ pgfu v8 da:+b2/uwv da 4.7
Lo Lo
ondeU = (ul,u?, ... ,u®), V = (vt v2,...,v8) € H, com a norma associada

U = ((le(p27zl7z27w171/}27w17w2)/ E 7-[

definido por
Lo 0 0
Ul = p%/|z1|2 da:m/w;ww? dw+p5/|wl|2 dz
0 0 0
Lo L L
+ b1/|¢;|2 d:c+p%/|z2|2 dx+m2/|go§+ap2|2 dx
L

+ p2/|w2 ? da:+b2/|1/12 ? da. (4.8)
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Também, pard/ = (¢!, 92, 21, 22, 9!, %, wh, w?)’ definimos o operador linear

z
22
’;_%(90:113+w1)x Z_?Zl
K2 (42 2 72 .2
pv) + 5z
av— | A ¢1)w o,
w
,w2
b
ﬁ ;m_n_%(soi—i_wl)
2 P3
b 2 2 2
2 2

sobre o dominid(A) C ‘H dado por

D(A) :={U = (¢", ¢, 2", 2%, 0" % wh w?) € H: (o',9%) € H*(0,L) NH(0, L),
(¥t 9% € H2(0,L) NHL(0, L), (1,2%) € H{(0,L), (w',w?) € HL(0,L),
k1(en(Lo) + 9" (Lo)) = ka(92(Lo) + ¢ (Lo)), bty (Lo) = batha(Lo)}

que esta a associado ao sistemd){(4.11) com a notacgdes classicas := ¢}, 22 = 7, w! =

b} ew? = 7.
Portanto, o problema de valor iniciat.()-(4.11) & equivalente a
U, = AU, U(0) = Uy (4.9)
ondelo = (¢4, 98, o1, 9%, Yo, ¥, ¥1, i)'

A existéncia de solucéo & estabelecida pelo seguiatertea.

Teorema 4.1.0 oprerador.A gera um G-semigrupaS(t) de contra@o sobre. Assim, para qual quer
dado inicial Uy € H, o problema 4.9 tem umalnica solu@o fracalU(t) € C°([0,00[; H). Alem
disso, sel/y € D(A), enfio U(t) & solugio forte de 4.9), e satisfazl/(t) € C°([0,00[; D(A)) N
CL([0, 00[; H).

Prova. E facil ver queD(A) & denso en. Agora, pard)/ = (¢!, 2, 21, 22, 41, 9%, wl, w?) € D(A)
e usando o produto internd.{), obtemos

Lo L
Re(AU,U)y = —mn / |22 da — s / |22|% dz < 0. (4.10)
0 Lo
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Portanto,4 & um operador dissipativo.

Para mostrarmo que € o(.A) (conjunto resolventel), tomemost' € H. Vamos mostrar que existe

uma Gnica solugat € D(A) tal que AU = F, ondeF = (f!, f2,...

0 sistema pode ser escrito como

, f®)". sob esta condigao espectral

A = fl (4.11)
2 = f2 (4.12)
ki(py + e —mzt = pif? (4.13)
Ra(h +0%)e — 22 = pift (4.14)
w' = 2, (4.15)
w? = fS, (4.16)
b1y, — kalpy +0") = paf”, (4.17)
baty, — ra(r +4°) = p3f% (4.18)

Substituindoz!, 22, w' e w? dados por 4.11), (4.12,
(4.14), (4.17) e (4.18, respectivamente, temos

(4.19 e 4.16, respectivamente, end.(L3),

ri(oh + 9. = mft+plf?, (4.19)
ka3 + 0% = yaf?+pif*, (4.20)
by, — kilex +9Y) = pyfT, (4.21)
botY, — k2(n +0°) = i3S (4.22)
Além disso, pela definicao de(.4) devemos ter
p'(0) = Y}L)=0,
Up(0) = ¥3(L) =0,
¢'(Lo) = #*(Lo),
' (Lo) = ¢*(Lo),
r1((Lo) + ¥3(Lo)) = ra(@3(Lo) + ¥3(Lo)),
bihy(Lo) = batpl(Lo)
Vamos considerar um mapeamento
X HY(0,L) x HL(0,L) x H{(0,L) x HL(0,L) — C
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e um funcional
M :H(0,L) x HE(0,L) — C

por
Lo
X (02, (0, 0%), (8, 67). (6,6%))) = iy / (o} + )@ 0T) do
0
by / PYT di + iy / (&2 + 0%) (G 1 09) da + by / 2 da
e
Lo L
M ((8',8%).(6".6%) = / (nf' + ol )3T de + / (f? + P2 da
0 Lo
Lo L
+ [ (P pa N0 do+ [ (fO+ p3f%)02 da.
/ /

Nao é dificil mostrar queY’ (-, -) & coercivo, continuo e sesquilinear. Em virtude do teordméax-
Milgram, existe uma tnicd(', ©?), (¥',4?)) € Hj(0, L) x HL(0, L) tal que

X (05 @), @' 92), (81, 67), (6',0%)) = M ((¢",6%), (6",6%)))
para toda(¢!, ¢2), (0,60%) € H(0, L) x HL(0, L).

Usando argumentos padrao, concluimos @ele ¢?), (¢!, v?) € H?(0,L) x H?(0, L). Portanto,
0€ o(A). [

4.4 Decaimento Exponencial

O ponto principal para mostramos o decaimento exponeaeaiabnstrucao de um funcional de Lyapunov

L satisfazendo

CLE(1) < L(t) < CE(1), %E(t) < _C4E(),
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para todot > 0 e para algumas constantes posititas Co, Cs, ondeE(t) &€ a energia do sistema
(4.1-(4.11), dada por

Lo Lo Lo
pi 12 k1 1 12 P3 142
Bt) = 5 [letlde+ o [ leg + o7 P do+ 55 [ fiy]" de
0 0 0
b Lo 9 L L
1 K2
v 2 ip e 2 [P dos 2 [1g 40P do
0 Lo Lo
L L
P3 212 by 22
Lo Lo
Para comecarmos, vamos mostrar ¢Re- o(.A).

Lema 4.2. SejaS(t) = e um Gy-semigrupo de contrém sobre um espaco de Hilbekt. Entio

iR={ix: A€R} C o(A).

Prova. SendaA Um operador fechado B(.A) tem uma imersao compacta sobre o espaco deHase
conjunto do espectro dé denotado come (.A) & constituido somente de valores proprios. Assim, para
provar que os eixos imaginarios estao contidos no comjugsolvente ded é suficientes provarmos que
nao existem valores proprios imaginarios. Para ver, \amos raciocinar por contradicao. Vamos supor
gue existe um valor proéprio imaginaria com\ € R tal que

iAU - AU =0

comU = (o', 2, 24, 22,4 9?2 w', w?)'. Em termos de componentes, temos

ixpl — 28 = 0, (4.2)
i — 22 = 0, (4.3)
iApyz' — kilpy + ) + 2t = 0, (4.4)
AT 2 — ka(Ph + Y%)e + 12 = 0, (4.5)
it —wt = 0, (4.6)
ixp? —w? = 0, (4.7
iApyw' = by, + K1y +9) = 0, (4.8)
ixp3w? — bat?, + ka2 + ) = 0. (4.9)
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Uma vez que,
iN[U3, — (AU, U)y = 0,

em seguida, tendo a parte real e usardb(, obtemos
Lo L
" / |21 |? dx —|—72/|z2|2 dx = 0.
0 Lo

De onde segue que = 22 = 0, o que implicap! = ¢? = 0. A partir de é.4) e (4.5), podemos concluir
quey! = ¢? = 0. Consequentemente, a partir degf e (4.7), obtemosw! = w? = 0. Portanto]/ = 0.
Mas, isso &€ uma contradi¢cao, e, portanto, nao existéonesaproprios imaginarios. AssiniR C o(A).
[

Observa@o 4.3 Em particular este resultado sugere que o semigrupo &ferte estavel, que &
S(t)Up — 0, quando t — oo
ondeS(t) := e** & 0 Gy-semigrupo de contracZo sobre o espago de Hilder{/, sao os dados iniciais.

Os seguintes lemas vao ser usados no teorema principdiradgsagora.

Lema 4.4. A energiaFE(t) associada as soldgs forte do sistemat(1)-(4.11) satisfaz
d Lo L
GE® = [ 16 dz = [ 1P do
0 Lo

Prova. Multiplicando as equacgted.()-(4.4) por o}, 7, ¥} e ?, respectivamente, integrando por
partes e usando as condi¢des de transmisgdd®s(4.9), segue nossa conclusao. |

Vamos considerar o seguinte funcional

Lo L
Filt) = p} / ol (@, Op @, 1) da + 9 / P2z, (2, 1) da
0 Lo

onde

xT

p(z,t) = oz, t) + /wl(s,t) ds e p*(z,t) = (z,t) + /wz(s,t) ds.
Lo

0
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Lema 4.5. dadod > 0, existem constantes positivas s, Cs s, tal que

Lo L

d K1 1 112 K1 2 212

el < _

20 < -2 [ldre a3 1@ Pd
0 Lo

Lo L
L O / 0L do + Cay / 2P da
0 Lo

Lo L

L6 L — Lg)o

+ B0 e o+ B0 oz .
0 Lo

Prova. Multiplicando a equacgaa¥(l) por p'(z,t) e integrando por partes soli® L), obtemos

Lo LO

Lo
p%/so%tpl dz — k1 (oh + 9 )pH o + my / oL+ 92 do +m/so%pl dz = 0.
0 0 0

Uma vez que,
1 1\, 11Lo __ 1 1 1
'%1(9050 + 1/’ )p |0 - '%1(80 (L()vt) + 1/’ (L07t))90 (L()vt)

Lo d Lo Lo
p1 / poupt de = @pi / orpt dx — p} / oipy dx
0 0 0

a igualdade acima torna-se

Lo Lo

d

api/wipl do = /“fl(@l(Lo’t)+¢1(L07t))901(L07t)+P%/90%p% dx
0 0

Lo Lo
- m/lwiJﬂ/}llz dl‘—vl/@%pl dz.
0 0

A partir das desigualdades de Cauchy-Schwarz e Poindatémos

LO LO

d

ot [el de < Lot + 0! (Lo, 06 (Lot) + o} [ old da
0 0

1
2

N

Lo Lo Lo
- m/\so; L de 4G /w d /\pw dz
0 0 0
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ondeC), € a constante de Poincaré. Usando a desigualdade de ¥pahtgmos

Lo

Lo
d K
Got [ elntdn < k(e Lost) + 0! (Lo, )6 (Lo t) — 5 / o +'? de
0
+ (pi+

Agora, observando que

xT

Lo Lo

"G

%1 /|<P d$+ﬂ1/ /ﬂ’tds dz.
0 0

Lo

T 1 Lo 1L 5 Lo
p piLo
p%/wi /d}i ds dw§2—(§/|90t1|2 du + =5 /|¢§I2d
0 0 0

0

onded &€ uma constante positiva, chegamos a

Lo

Lo
K
Gt [elr de < Lot + 6! (Do)t (Lot) = 5 [lob 4wl do
0

0

d
dt

Lo 1L 5 Lo
+ Cup [IotP do+ P20 [l o (@.10)
0 0

ondeC s := <p1 + 25 + )

por outro lado, multiplicando a equaca®.3) por p?(z,t), integrando sobréZy, L) e utilizando
argumentos similares como acima, obtemos, obtemos

L L
Gt [P i < k(L) + Lo ) Lo ) - / 24 g2 do
Lo
L 9 L
+ Cag [ 1620 do 4 BEZIOE [l g, @11)
Lo Lo

2
ondeCy 5 := (pl + 2,{ + )
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Somando as desigualdaddsl( e (4.11), obtemos
d
SR < s Lot) + 9 (Lo 0)e (Lo,1) / ok + ' do
7 1 Lo6
+ s [ 16l dw+’”70/w%|2d
0 0
— R (Lo, t) + V2 (Lo, )P (Lo, ) / 2+ 42 do
i 2(L — Lo)d
+ Cag [ 163 do+ LS TR / V2P o
Usando as condi¢des de transmissao, segue a conclos@mal |

Vamos considerar o funcional

Lo
Ft) = —pb /wéw;w% 1% Y de
LO
- A e e+ B a

Lo

Lema 4.6. Seja(p!, ©%, 1!, 4?) uma soluéo forte de 4.1)-(4.11). Enfio

d b
5.7:2() = <1_p1_ >/¢t¢tzd +<2_p1_ >/¢t¢tzdw 02/|¢t‘2d$

- P2/|¢t|2daz+ /z/wtd +—/wxsot

+ /11/|cpz+w \2dm+ﬁ2/\g0x+1/12|2da:

- blwx(Loa )(SO:E(Loa )+1/} (L07 )) +b21/}x(L07t)(SO:%(LO7t) +¢2(L07t))

bipy bap?
(Lo Der (Lo, t) = = (Lo, 02 (Lo ).
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Prova. Multiplicando a equagaa¥(2) porp. = ¢! + 1!, obtemos
Lo LO
pé/wtﬂs@i dx +P%/¢tlt1/}1 dx
0 0
Lo LO
by [kttt et do v [ ok + vl do =0
0 0
de onde resulta que
Lo Lo
d d 1,11
ﬁ P3¢y dr — p3 %wmd$+dt paY ¥ du
—Pz/|¢t|2 dw—bl/wm oL+ o) dw+%1/|<ﬁz+¢ 2 da = o.
Uma vez que
Lo LO
by [ultetr e de = by [uleb+ ) do
0 0
— b1ta(Lo,t)(wa(Lost) + ¥' (Lo, 1))
a igualdade acima torna-se
d Lo Lo Lo
< [+ vty do= b [utol drt b [ 102 ao
0 0 0
Lo
by [ ke + 0 do -+ broH(Lo (e (Lo t) + ! (Lo D)
0
Lo
—K1 / lpt + 2 da. (4.12)
0

a partir da equacad (1), obtemos

o1 1
%%+Wb=—i% —p;

R1

e, em seguida4(12 pode ser reescrita como

Lima Mendes, G. J PDM - UFPA



Capitulo 4. Problema de transmissao para o sistema deshignéo 119

Lo

d
- /(pgwt«oﬁw ) dz—pzjwtsom dmm/wtﬁ dr

b”” / Bk dz + bigl (Lo, 1) (01 (Lo t) + 0 (Lo.t))

- / L+ da / YLt da. (4.13)

0

Observando que

d
Yoty = @(1/&90%) — VPt

chegamos a
it b bipt\ [
1p 1P
& [tk v oty + 2By o = (- 221 [l ds
0 0

0
b
o / W22 de — 1% (Lo, )0} (Lo, )

+b1y (Lo, 1) (0 (Lo, t) + ¢1(L0> t))

Lo
. / oL+ 2 da — / Wit d (4.14)
0

Agora, multiplicando a equagaé.4) porp? = 2 +1? e usando argumentos similares tal como utilizado

para obter4.14), obtemos

L L
d p? bop?
dt/(pzwt«oﬁw) & ., vagt) dr (p%——2 1)/1/)3%2 da
k2
Lo Lo

L
bap?
4} [ W do + 2253 (Lo, ) (Lov )

~b23 (Lo, ) (3 (Lo, t) + 1/12(Lo, t)

L
e [ 162+ 0P do / Wik d (4.15)
Lo
Somando as igualdade$.14 e (4.19 segue a conclusao do lema. |
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Vamos considerar o seguinte funcional
Lo L
Ft) = ph [ o o+ g3 [ o a
0 Lo
Lema 4.7. Seja(p!, ¢%, 1!, 4?) uma soluéo forte de 4.1)-(4.11). Enfio
d b [ by [
1 12 2 212
_ < _= _ =
2F0) < 2 [P ao-2 [P do
0 0
Lo L
bk [l e [0 e
0 Lo
Lo L
b o v wPart 2[4
2b1 v 2by m ’
0 Lo

Prova. Multiplicando a equacgaa¥(2) por ! e integrando sobrg), L), obtemos

g Lo Lo Lo
oo [utotae = b [tP b [ 101 ao
0 0 0
Lo

+ mwﬁ%JWNLmﬂ—m{/Wi+¢Wwdw
0

De onde resulta que
J Lo b Lo Lo
oo [uivtae < =2 [10ip ao+ob (103 ao
0 0 0
o Lo
K
4 bvd(Lo Wt Lo t) + ok [ Ik 0! e
0
Multiplicando a equacgaai(4) por? e utilizando argumentos similares acima, obtemos
J L b L L
G [rvrde < =2 [P dos g} [P ao
Lo Lo Lo

L
:‘i2
— b0 0 Ln ) + 52 [ 16+ 7P do.
Lo

(4.16)

(4.17)
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Somando as inequacdes6 e @.17), usando as condi¢des de transmisstes segue a candlugEma.
[

Vamos definir o funcional
L(t) = N1E(t) + NoFi(t) + Fa(t) + eF3(t)

ondeN;, N, e e sao constantes positivas.

Nao é dificil ver que existem constantes positiggse C-, tal que
C1E(t) < L(t) < CLE(t).

Finalmente, nds constatamos o decaimento exponencialedgia.

Teorema 4.8. Seja(p', 2, 4!, 1?) uma soludo forte de 4.1)-(4.11). Se

1 1 2 2

P1 P2 P1 P2 1 2
= = —=-= e b = K1b

K1 bla oy by R20101 R102071,

en@o existe uma constante positiug € o; sendo independente dos dados iniciais, de tal modo que

E(t) < agE(0)e” ™ vt >0.
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Prova. Dos lemas4.4), (4.9), (4.6), (4.7) e usando as condi¢des transmissao, obtemos

Lo
d by 112
< — (N — N- - — d
G2 < = (Nin- s 57 [letP a
0
- N172—N2025—b—2 /|90t2|2 dx
° 2K36
Lo
N. 2\ f
2k1 €RT 1 12
- — ki — L d
0
N- 2 7
2K2 €Ky 2 22
- — g — =2 d
(T2 - 52) [12 40P o
Lo
Lob n
_ <p;—N27°_e )/thzdx
0
L — Ly)
_ <p%—N2( 0 >/|1/}§2d$

b b
- §<e—6>/|w;|2 dx—§<6—5>/w§\2 .
0 Lo

Agora, escolhenddv,, N, suficientemente grande, coivy > Ns, € ¢, § suficientemente pequeno,
come > §, podemos concluir que existe uma constante poditjvtal que

%qwg—%E@.

De onde segue a conclusao do teorema. |
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CAPITULO 5

Consideracgoes Finais

Para melhor entendimento do problema de transmissapnsegguacao da onda ou vigas de Timoshenko,
analisamos, primeiramente, artigos que nos remeteranalilesticao na equacao da onda e seus meca-
nismos dissipativos agindo sobre todo dominio. Além,t8asicas para obtencao da mesma por seus
autores. Dentre eles, destacamos: E. Zuagl&[m [4], J. E. Mufoz Riveraq], Z. Liu e S. Zheng, §].

Nos deparamos com o seguinte problema: se tivermos o metawissipativo, agora, em apenas
uma parte do dominio e o material for composto de dois ou mai®riais diferentes, ou seja, se 0
material for misto, existe estabilizacao para o problemaquacao da onda, nessas condi¢cdes?

Esse tipo de problema & conhecido na literatura como preblée transmissao e é caracterizado
por um sistema de E.D.P’s com coeficientes descontinuostalamos autores e seus artigos que con-
tribuiram para resolucao desse tipo de problemas,alefes: J. E. Muiiuoz Rivera e H. P. Oquendp [

D. Andrade, L. H. Fatori e J. E. Muiioz River@|[Carolina Lupifierio Antonio 10], Margareth Alves,
Jaime Mufoz Rivera, Mauricio Sepulveda, Octavio Veillayran e Maria Zegarra Garag]]

De modo analogo a equac¢ao da onda, nos detemos em egtigizs que tratavam da estabilizacao,
agora, em vigas de Timoshenko, com mecanismo dissipatitodmseu dominio, bem como as técnicas
para sua estabilizacdo. Sem no entanto, deixarmos @atselique o grau de dificuldade para obter a
estabilizacao do sistema & bem maior. Nao s6 em tudoatumero de equacgdes que compde o sistema,

123



124

mas também pelas fungdes que o constitei p(z,t) ey = ¥(x,t), respectivamente, oscilagao vertical
e angulo de rotacao e os coeficientes positpmos: pA, po = pI, b = EI, k = K'GA, ondep denota a
densidadeF & o modulo de elasticidadé; o modulo de cisalhamentds o fator cortante A representa
a area seccao transversaf segundo momento de area da sec¢ao transversal. Nesti® sdestacamos
os trabalhos: Kim e Renardg?], Soufyane 13], Jaime Mufoz Rivera e Reinhard Rack&]j Mauro de
Lima santos 16], C. A. Raposo, J. Ferreira, M. L. Santos, e N. N. O. Casti¢ D. S. Almeida Junior,
M. L. Santos e J. E. Mufioz Riveraq).

Constatamos, também, que podemos estender o problemandmissao que ocorre na equacao da
onda, para o sistema de Timoshenko. Novamente ressaltamos grau de dificuldade para obter a
estabilizacao para o problema & bem mais complexo eesgante. Agora 0 sistema & composto pelas
fungdesp; = o1 (z,t), Yo = pa(x,t), Y1 = P1(x,t) €9 = ho(x, t), alem dos coeficientes , p3, p?,

p%, b1, ba, K1 € K.

Também destacamos alguns artigos que nos auxiliaram esa pesquisa: Carlos Alberto Raposo
[25], C. A. Raposo, W. D. Bastos e M. L. Sant@§].

Para completar, preliminarmente, nosso entendimentopguesterior e principal objetivo desta tese.
Analisamos, ainda, artigos sobre estabilizacao em yagwa, regidas pelas hipbteses de Bresse.

O sistema de Bresse & composto pelas funcdes, ostiacical, angulo de rotacao da seccao trans-
versal e oscilacao longitudinal, respectivamentes ¢(z,t), ¥ = (z,t) ew = w(z,t), bem como
pelas constantes positivas = pA, ps = pl, k = K'GA, kg = EA, b = EIl el = R!, ondep
denota a densidadé&; € o modulo de elasticidadé; o modulo de cisalhamentds’ o fator cortante A
representa a area secc¢ao transversalsegundo momento de area da secgao transverda gio de
curvatura.

Autores que com diferentes tipos de mecanismos dissipadintribuiram para estabilizacao do mo-
delo de Bresse: Mauro de L. Santos e Dilberto da S. Almeidaod{29], Fatiha Alabau Boussouira,
Jaime E. Mufoz Rivera e Dilberto da S. Almeida JUn&j[

Estimulado pelos resultados de estabilizacao tanto pameblema de transmissao na equacao da
onda, quanto para transmissao em vigas de Timoshenkadewarzdo-se diferentes tipos de mecanismos
dissipativo, iniciamos uma pesquisa que envolvessemtestsuflexiveis, agora, regidas pelas hipoteses
de Bresse. Isto &, sera possivel estender o problemardartissao para vigas de Bresse?

Em nossa pesquisa, para o problema de transmissao em eigagsbe, no primeiro momento, o
sistema & homogéneo, dissipativo e condi¢cdes de ecumtie Dirichlet. O mecanismo empregado para
estabilizar as oscilacdes na estrutura foi tipo atritdrimeional, nas trés primeiras equacodes, isto &, na
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primeira parte da viga. A existéncia e unicidade de smygdra o modelo é obtida através do método
de Faedo-Galerkin, nas condicOes da Teoria Espectred. dbdermos o decaimento exponencial, a par-
tir do mecanismo dissipativo, nosso modelo é transformmadn sistema equivalente, nao homogéneo
e condicdes de Dirichlet na fonteira. A técnica aplicadsonhecida na literatura, como técnica multi-
plicativa e seus multiplicadores sao convenientes. Diessaa, concluimos que as dissipacdes do tipo
friccional foram suficientes para determinar o decaimergoeesa estabilidade da oscilacao ocorre inde-
pendente da parte dissipativa.

Em para paralelo, analisamos a existéncia de solucgolarédade e a unicidade de solu¢ao no pro-
blema de transmissao para o modelo de Timoshenko, utilizgara isso a técnica de semigrugd [
alem de mostrarmos que o sistema & exponencialmentekstiiavés do método da energia.

Uma das aplicacdes para o problema de transmissao esipigie ser encontrado nos Estados Uni-
dos, na California, uma ponte que liga as Cidades de Sawica a Oakland. Os constantes abalos
sismicos produzidos pelas falhas tectdnicas de San AsdréHayward comprometeram as estruturas
de sua antiga ponte, sendo necessario a construcao daawagonte, onde a mesma, apresenta trés
inovacoes da engenharia para pontes. O que contribuibnode efetivo, para estabilizacdo das ondas
sismica sobre sua estrutura. Neste sentido vem validascuisa desenvolvida, em nosso trabalho, para
o problema de transmissao em relacao a estabilizagasalacao em vigas.

Imagens da ponte constrida entre San Francisco e Oakland:

FIGURA 5.1: Ponte sobre a baia de San francisco, California
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FIGURA 5.2: Ponte sobre a baia de San francisco, California

Em anexo a tese, temos um video que mostra as inovacoesteBay Bridge na Califérnia. O que
vai ao encontro de nossa pesquisa, ratificando, dessa foanpaatica, todo nosso estudo teorico.

PDM - UFPA
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APENDICE A

Teorias das Distribuicdes Escalares e Analise Funcional

1.1 Teoria das Distribuigdes Escalares

1.1.1 Espacos Funges Testes

Sejam() ¢ R" um aberto limitado & : 2 — R, uma fun¢ao continua. Denominamos suporte
dep, ao fecho, eni2, do conjunto dos pontaspertencentes@ ondey nao se anula. Denota-se
0 suporte de» por supp (¢). Simbolicamente, tem-se:

supp (p) = {z € Q¢ (z) #0} em Q.

Usando a definicao conclui-se quewp () € o menor fechado fora do qualse anula, e
vale as seguintes relacoes:

1. supp (¢ + 1) C supp (@) U supp (¢)

2. supp (p1p) C supp (@) N supp (¥)
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3. supp (Ap) = X supp (¢), A € R —{0}.

Exemplo 1.1.Sejap : (0,1) — R tal quep(z) = 1,V € (0,1): Verifica-se que Gupp (p) =
(0,1), ndo & um conjunto compacto.

Neste nosso estudo, damos um destaque especial asfuncde — R, com suporte com-
pacto contido enf2 que, sejam infinitamente diferenciaveis. Com esse intlgfiremos o
espacos’;°(£2), como sendo o espago vetorial das fun¢des indefinidandifdrenciaveis e
suporte compacto contido efh Os elementos d€;°(€2) sdo denominados fun¢des testes em
Q.

Exemplo 1.2.Sejay : (0,1) — R tal queyp(z) = 1,Vz € (0,1): Verifica-se que aGupp (p) =
(0,1), ndo & um conjunto compacto

Neste nosso estudo, damos um destaque especial asumcd@ — R, com suporte
compacto contido erf® que, sejam infinitamente diferenciaveis. Com esse intléfmiremos
0 espaco£’3°(2), como sendo o espago vetorial das fungdes indefinidantiferenciaveis e
suporte compacto contido e Os elementos d€§°({2) sdo denominados fungdes testes em
Q.

Exemplo 1.3.Dadosz, € R, r > 0, denotamos poB, (zy) a bola aberta de centre, de
raio r, istoé, B, (x¢) = {x € R™; ||z — xo|| < 7} . SeB, (zy) C Q, define-se

p:Q—R
por

2
exp <7"7> se ||z — x| <7

p(2) = fa—zol[*r2
0 se ||z — x| >

Neste exemplo, verificamos quep (¢) = B,(xy) & um compacto e qu&>°({2) & rio vazio.
O espaca’s°(f2) é de grande impoéncia para 0 nosso estudo, visto que estamos interessados
em estudar funcionais lineares camios definidos ent’g°(£2).

Observado 1.1 Por um multi-indice, entendemos, uma n-upla- (as, ..., a,) de nUlmeros
inteiros ndo negativos. Denotamos fof = a; + - - - + «,, @ ordem do multi-indice e pdp®
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o operador derivagao parcial, de ordem

olal
D= .
Oz ...0Mm
Parac = (0, .. .,0), temos por definica®’p = ¢.
A seguir daremos noc¢des de convergéncia €fi(€2), tornando-o um espago vetorial to-

pologico.

1.1.2 Converg@ncia emCy©(€2)

Dizemos que uma sucess@s, ),«n de funcdes emi's°(§2) converge parg emC§°(£2) quando
forem satisfeitas as seguintes condicoes:

(1) Existe um conjunto compacte C ) tal que:

supp (p) C K e supp(p,) C K,¥n € N

(ii) D%p, — D*p uniformemente enk para todo multi-indicex.

O espagco vetorials°® (€2), junto com a nogao de convergéncia definida acima & uatesp
vetorial topoldgico que denotamos [#((2), e € denominado espacos das fungdes testes.

Sendof limitado, obtemoD(£2) — LP(Q2), para tod, tal quel < p < oo, com imersao
continua e densa. De fato, dade D(£2), temos que:

/|90 (z)]P dz < sup |¢ (z)[P m (Q) < oco.

€
Q

Isto prova a incluséo algébrica. Para a continuidadeysej—> ¢ emD(£2). Mostraremos que

/ on (2) — @ ()" dz — 0.
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note que,

[len@ = e @Pds= [lon@) - o @) ds

Logo pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
i [ lon(2) = p@Pde = lim [ lon(s) = o @) do

= [ Jim lpu (@)~ ¢ @ dz =0,

Podemos ainda mostrar que a imersao anterior &€ densass@seer [? |

1.1.3 DistribuicOes Escalares

Com o intuito de generalizar o conceito de fungdes s@bmetroduz-se o conceito de distribuicdes
escalares.

Denomina-se distribuicdo escalar sofra toda forma linear e continua solipg(?), isto €,
uma func¢ad’ : D(2) — R que satisfaz as seguintes condicdes:

(1) T(ap+ pv) = aT(p) + BT () Ve, ¢ € D(Q) ,Va, B €R.

(ii) T & continua, isto &, s&, ), .y COnverge parg, emD (), entao

T(p,) — T(p) em R.

O valor da distribuicad@’ na fungao teste, & denotado pofT’, ¢). Muniremos o espaco vetorial
das distribuicOes escalares da seguinte nocao de rg@amaa:

Considera-se o espaco de todas as distribuicoes SolNeste espaco, diz-se que a sucessao
(T,)ven, converge pard’, quando a sucessadl,, ¢)), . converge pardl’, ¢) emR para toda
¢ € D(Q). O espacgo das distribuicdes sobrecom esta no¢éo de convergéncia & denotado por
D'(Q).
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As distribuicOes que aparecem com mais frequénciagéelas definidas a partir de funcdes
localmente integraveis.

Definicao 1.2..

Dizemos que uma funcao: 0 — R & localmente integravel efd.quandau € integravel a
Lebesgue em todo compadto C 2. O espago das fungdes localmente integraveis é démota
por L; (). Em simbolo temos:

loc

u€ L}, (Q) <= / lu(z)| dz < oo
K

para todo compacté’ C ).

Exemplo 1.4.Sejau € L} (Q2) e definamoq’, : D(Q2) — R por

loc
< Ty, p >= /u(x)@(x) dx.
Q

Nestas condigesT, & uma distribuigo escalar sobré?.

De fato, réo € dificil mostrar a linearidade d€’,, pois segue da linearidade da integral.
Resta-nos mostrar quE, & contnua; seja dada uma ségncia(y, )
() convergindo enD (2) para uma fungo testep. Enfio

Leny de fun@es testes sobre

(T 00) — (T )] = (T 00 — 0] = / ul(@) (o — ) (x) da| < / () (9 — o) ()] da

Q Q

<suplp, — ol [ fu(a)ldo -0
Q
pois,p, — ¢ uniformemente.

A distribuicaoT’, assim definida & ditgerada pela fungo localmente integvelu e, usando
o Lema Du Bois Raymontem-se qué,, & univocamente determinada pgmo seguinte sen-
tido: T,, = T, se, e somente se,= v quase sempre efd. Neste sentido identificamascom
a distribuicaar’, e o espagd.;,. () das fungdes localmente integraveis pode ser visto como
parte do espaco das distribuictis((?) .
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Lema 1.3(de Du Bois Raymond)Sejau € L} .(Q2). Enio T, = 0 se, e somente se,= 0

loc

guase sempre ef.
Demonstracao: veBp]

Vale ressaltar que existem distribuicdes nao definidaduncdes dd.;. .(£2), como pode

loc

ser visto no exemplo a seguir.

Exemplo 1.5. Sejar, um ponto dé) e definamos a fudp J,, : D (2) — R dada por

< gy p >= p(x0).

E facil vereficard,, queé uma distribuigo, conhecida poDistribuicao de Diracem homena-
gem aofsico ingks Paul A.M. Dirac(1902-1984). Entretanto, mostra-se qdes#ibuicao ¢,
nao é definida por uma fuldp « € L (), istoé, rho existeu € L} () tal que

loc loc

/u(x)gp(x)dx = @(x0),Yo € D(Q).
Q

De fato, suponhamos que a distrib&@y,., & definida por alguma fuldo

u € Lj,.(2). Enfio tem-se:

< gy p >= /u(x)gp(x)dx = ¢(xg),Yp € D(Q).

Tomandcd € D (Q2) definida por
E(@) = Jlo — o] ()
dai,

E(2g) =< 8y, € > /u(x) 2 — zo|® o(x)dz = 0,Y¢ € D (Q).
Q

Pela proposides (1.1), segue quie: — 2||* u(z) = 0 quase sempre ef, logou(x) = 0 quase
sempre en, istoé, < d,,, ¢ >= 0,Vy € D (Q2), ou sejap(zg) =0,V ¢ € D (), queé uma
contradi@o.
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Com essa noc¢ao de convergén@a()) passa a ser um espaco vetorial topologico e temos
a seguinte cadeia de injecdes continuas e densas

D(Q)— LY (Q)— L., () = D (Q),1<p < .

1.1.4 Convergncia e Derivada Distribucional
Com o intuito de estudar os espacos de Sobolev, introdozzeaceito de derivada distribucio-
nal para objetos d®’((2).

A motivacao no conceito de derivada fraca e, posterioteyanconceito de derivada distri-
bucional, dado poBobolevse deve a formula de integracao por partes do Calcuholoseste
conceito generalizado para distribuicdes quaisquebé(t).

Sejal’ uma distribuicao sobre e o um multi-indice. A derivada no sentido das distribuigde
de ordem deT" & definida como sendo o funcional linear

DT :D(Q) —» R,
tal que

<DQT7 SO> = (_1>|a‘ <T7 Dago> N2S D(Q) :

Segue da definicao acima que cada distribuifasobre(2 possui derivadas de todas as
ordens. Assim as funcdes de () possuem derivadas de todas as ordens no sentido das
distribuicdes. Observe que a aplicacao

D*:D'(Q) — D' (Q)
é linear e continua no sentido da convergéncia definid®¥gf?). Isto significa que:

lim 7, =T em D' () entao lim DT, = DT em D’ (Q).

vV—>00 V—>00

Observaéo 1.4. Outro resultado interessante a ser mercionado & que adarile uma funcao
Ll

loc

(€2), ndo & em geral, uma funcdg _ (€2), como mostra o exemplo a seguir.
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Exemplol.6. Sejau a fun@o de Heaviside, isté, u & definida eniR e tem a seguinte forma:

1 se x>0
u(z) =
0 se =<0

assumindo qualquer valor em= 0.

Esta funéio u pertence al} . () mas sua derivada’ ndo pertence d ) . (2). Com efeito,

loc loc

basta verificar que)’ = ;.

De fato:

0o 0

<u,p>=—<up >= —/(pl(x)dx = /go/(x)dx = p(0) =< by, p >,V € D(Q).
0 00

Tal fato, motivara a definicao de uma classe significaiv&spacos de Banach de func¢oes,
conhecidos sob a denominacaokipacos de Sobolev

Observaéo 1.5 Seu € C*(R"), para cadda| < k , entdo a nogao de derivada no sentido
classico coincide com a nocao de derivada no sentidoidagbdicoes, isto &

D°T, = Tpay¥ || < k.

€ uma consequéncia simples da formula de integrag6-diss.

1.2 Espacos de Sobolev

Apresentaremos nesta secao uma classe de espacos &mdsnpara o estudo das Equacoes
Diferenciais Parciais, que sao espacos de Sobolev

1.2.1 O espacdi™ (Q)

Seja2 um aberto daR™ com fronteira regulaf’. Foi observado na secao anterior que.se
L? (), u possui derivadas de todas as ordens no sentido das digbeisui Vimos queD*u
nao é, em geral, uma distribuicado definida por umadordgL? ((2). Estamos interessados em
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espacos de distribuicdes € L* (2) cujas derivadas distribucionais permanecamiemnx?).
Tais espacos serao denominaigpacos de Sobolev.

O espaco vetorial? (2), 1 < p < oo, &€ 0 espago das (classes de) fungdes reaid — R,
mensuraveis, tais quye|” € integravel d ebesguemQ.

Este espaco quando munido da norma

1/p

iy = | [ ol do
Q

é espaco dBanachVer [13].

O conjunto de todas as fun¢des mensuraveessencialmente limitadas emé denotado
por L= (£2), define-se a norma depor

||UHLOO(Q) = supess |v (z)|,Yv € L= (Q).

O espacd.™ (2) & também um espaco &anachVer [38].

No caso particular ondg = 2, temos quel? (©2) &€ um espaco delilbert. Neste caso o
produto interno & dado por

cuja norma induzida é:

1/2
= / uf? da
L2()
Q

Dados um inteiro m > 0 el < p < oo, 0 espacgo de Sobolev de ordemsobre(?, &
0 espaco vetorial denotado p@r™? (Q2), constituido das fungdes € L? (Q2) para as quais
D>y € LP (Q2), para todo multi-indicer, com|a| < m. Em simbolo temos

WmP(Q) ={ue LP () : D e LP(Q), Vo, multi-indice, com |a| < m}.
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O espacdV ™ ((2) sera munido da norma

1/p

||u||Wm,p(Q) = Z ||DauHLP(Q 1 <p<oo

|a|<m

e sep = oo

[l () D% u]l oo )
@

|a|<m

Em ambos os casda§™” (1) & umespaco de Banach
O espacdV ™ () & um espaco reflexivo de< p < oo e separavel se< p < oc.

No caso particular em que= 2, 0 espagd?’ ™2 () € um espagco ddilbert, denotamos por
H™ (), isto &,

H™(Q) ={ue L*(Q); D e L*(Q),Va, |a] <m},

as derivada®”, evidentemente, no sentido das distribuigdes.

Define-se enf{™ (£2) o produto escalar

((U7U))HW(Q) = Z (Daua Dav)L2<Q) da?,Vuw en” (Q)

la|<m

com norma induzida por este produto escalar dada por

1/2

[ DO K

|a|§mQ

Mostra-se quéi™ (2) & espaco delilbert sepaével. Ver [? ]

Para se ter uma idéia mais apurada dos espacos de Solesleng\cemos alguns casos parti-
culares.

Em dimensam = 1, temos,
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H' (a,b) = {u€L2(a,b);u/ ELQ(a,b)}, u = %

Neste caso

o = [ T dt+ [ 1 @) ar

Em dimensam > 2, teremos

H'(Q) = {u e L2(Q); Ou

o, cL?(Q), izl,...,n}

€ neste caso,

HUH?LP(Q) = [u(z1, o, . .., 20)]° dardas . . . day,

2
+ /(gu (xl,xg,...,xn)) dxidxy . .. dx,,
1y Li

|
s Ot —

2

ou, de modo mais conciso, escrevemos

HW%mjﬂWM+/WWm.

Q Q

E oportuno observar que, embora o espaco vetorial dagésrteste® (Q) seja denso em
LP(92),1 < p < oo, em geral ele ndo & denso ém"? (Q2). Isto ocorre porque a norma de
WP (€)) & bem maiorque a norma dé.* (2) e por issoll/™? (€2) possui menos sequéncias
convergentes. Isto motivou a definicdo dos esp&ighs (2) como sendo a aderéncia Be(?)
emIV™? (). No casg = 2 denotaremos esta aderéncia pgt (€2).

Os espacoB/;"” (2) e, em particular os espacég” ({2), desempenham papel fundamental
na Teoria dogkspacos de Sobol@vpor conseguinte, na Teoria das EDP’s.

O Tragoem H' ()
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Demonstra-se en?[ ] que as func¢Bes dé/™ (2) podem ser aproximadas na norma de
H™ (2), por fungao dé&> (Q2), ondeD () & o conjunto{y,_; ¢ € D (R™)} que se pode definir
a restricao a fronteirfl de2. Daday € H' (), consideremos uma sequéngja.), ., em
D (€2) com

0, — p em H' (Q).

Definimos o operadoy, : H' (2) — L*(T") por

%0 (p) = lim @ifp,
sendo o limite considerado na normalde(T) ..

O operadory,, denominado operador de trago, & continuo, linear e Gelem e H] (Q).
De forma mais simples escrevemg§. em vez dey,p assim podemos caracterizar o espaco
Hi (Q) por: Hj () = {pe H' (Q); ¢, =0}. Ageneralizacao do operador de traco para
0s espaco#/™ (§2) ocorre de forma natural e, no caso= 2, temos:

d
H2(Q) = {¢€H2(Q);go|r:0, a—f|pzo}.

O dual topoldgico do espadd;"” (2) representamos pd¥ ™ (Q2) sel < p < co comp eq
indices conjugados. See W~ (Q), entaop,, € D' (Q).

Quandaop = 2, W"* () & denotado poH}" (2), cujo dual recebe a notacdb ™ ().
A seguir anunciaremos sem demonstrar o teorema que cézaciéy —"? (Q) .
Teorema 1.6.Sejal” € D' (Q2). Entio, T € WP (Q2) se, e somente se, existeme L7 ()

taisquel’ = > D%,.

la<m

Demonstrago: ver[15].

Proposigdo 1.7(Caracterizacao d& ! (©2)). Se T for uma forma linear coimua sobreH (2),
enio existenm + 1 fungdesug, uy, . . ., u, de L* (Q), tais que:

T:’LLO—FZn:an

=1
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Demonstra@o: ver [36]

De posse destes dois resultados podemos concluir que 9é; (€2), entdoAu € H™' (),
sendo o operadak : H} () — H~'(Q), linear, continuo e isométrico.

Lema 1.8 (Desigualdade de Poincaré&ejal? ¢ R™ um aberto limitado em alguma dirag.
Seu € H} (Q2), enfio existe uma constan€é > 0 tal que

2 2
|ulf2 ) £ CVulsq) -

Demonstragio. Suponhamo$) C R™, limitado na direcao do eixo,. Sendov € H{ (),
existe uma sucess@®, ),y de fungdes d®(92) tal quep, — v em Hy (), isto &,

0, . ov

” em L?(Q) e

em L*(Q), i=1,2,...,n.

Como(? & limitado, existenu e b € R tais queVx € Q a < proj x < b onde aproj x €
a projecao de: sobre o eixo coordenadq, agora dada € D (2), ep (a,z1,...,2,) = 0.
Temos:

x18
o (1, T, ..., xy,) = 8—?(§,x2,...,xn)df.
E da desigualdade d&chwartzobtemos:
b 5 2 b 5 )
lo (@1, 22, ..., 20)|° = a—?(g,@,...,xn)dg §(b—a)/’a—§(§,x2,...,xn) dg.

Aplicando oTeorema de Fubirtemos:

b
(%% ?
|Q0(.T1,.Z'2,...,£En)|2dx < (b_a') ‘_(gax%"wxn) dgd.fl?g
Op 2
< (b_a>2 '_(gax%"'axn) dx.
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9 1/2
LQ(Q)] ‘

2 2
ulz2i0) < C1VUll2q) -

Portanto,

n

‘@‘m(g) < (b—a) [Z

J=1

9y
0xj

Logo,

Observago Utilizando desigualdade de Poincaré podemos concluiequ& (), as nor-
mas||u| ;1) €[Vl S@0 equivalentes.

De fato; Consideremos a norma €#j(12). Sev € H; (), tem-se:
0] 7r1 ) = [v]F20) + |Vv|i2(9) > \VU@?(Q)'
Da desigualdade de Poincaré-Friedrichs, obtém-se:
ol @) < (14 C) [Voliaq)-
Conclui-se das desigualdades acima queZ&fft2), as normagiv|| g (o) € |Vo|.2 ) S&0 equi-
valentes.
1.2.2 Espacgod” (0,7T; X) e Distribuigcdes Vetoriais

SejamX um espaco de Banach real, com a noifrjg. , 77 um namero real positivo € a
funcao caracteristica do conjuno Uma fungao vetoriap : |0, 7 — X, & dita simples quando
assume apenas um numero finito de valores distintos. Daddunmgéo simples : (0,7') —
X com representacao canodnica

o(t) = Z X5 2i(t),

onde cad&’; C (0,7) @ mensuravel,= 1,2, ..., k, e os conjunto®; sao dois a dois disjuntos,
m(E;) < coeg(t) e X,i=1,2,...,k, definimos a integral dg como sendo o vetor d&
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dado por

[ewit=3mE)e

Dizemos que uma fungao vetorial: (0,7') — X & Bochner integravels — integravel) se

existir uma sequéncig, ) . de fun¢des simples tal que:

veN
(1) ¢, — uemX, q.sem(0,7T);

.. . T
(i), m_fo llox () = om ()] dt = 0.

Neste caso, a integral @ochnerVer [? ] deu, € por definicao, o vetor d& dado por

T

T
/u(t) dt = lim [ ¢, (t)dt,
0

n—00
0

onde o limite & considerado na normaXle

Uma fungao vetoriak : (0,7) ¢ R — X & fracamente mensével quando a funcao
numeérica — (@, u (t)) for mensuravely® € X', ondeX’ & o dual topologico d& . Dizemos
quew & fortemente mensavel quandou for limite quase sempre de uma sequeérngig), .
de funcdes simples. Em particular, quanddor fortemente mensuravel, entdo a aplicacao

t = |lu(t)||x € mensuravelebesgue

Denotaremos pof? (0,7;X),1 < p < oo, 0 espago vetorial das (classes de) fungdes
uw : (0,7) — X fortemente mensuraveis e tais que a fungae |u (t)|/% & integravel &
Lesbeguem (0, 7"), munido da norma

1/p

[ — / o (8%

Quandop = 2 e X = H & um espagco delilbert, o espagcd.? (0,7; H) & também um espaco
deHilbert cujo produto interno & dado por

T
(u, V) 20,710y = /  ds.
0
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Por > (0, T'; X) representaremos o espaco Banachdas (classes de) fun¢des (0,7) C
R — X que s&o fortemente mensuraveis e taisique ||u (t)|| € L (0,7). Anormaem
L>(0,T; X) & definida por

||“HL<><>(0,T;X) = SUPESSic)o,1] u()|]x -

QuandoX é reflexivo e separavel B < p < oo, entdol? (0,7; X)) &€ um espaco reflexivo e
separavel, cujo dual topologico se identifica ao espagdashachL? (0, 7; X'), ondep e ¢ S&o
indices conjugados, isto ga,+ % = 1. No casop = 1, o dual topologico do espadd (0, 7T’; X)
se identifica ao espado™ (0, 7'; X'). A dualidade entre esses espacos & dada na forma :

(u, U>(LP(0,T;X))’><LP(0,T;X) = (u, U>Lq(o,T;X')pr(o,T;X)

Definicao 1.9. f : [0,7] — X & integravel se existe uma sequénicia }, de funcdes vetoriais
simples, tal que,

T
/\\Sk(t) — f()||xdt — 0, com k — co.
0

Sef € integravel, define-se

T

T
/ F(@)dp = lim [ Sy(t)d.
0

0
A expresséqu f(t)du & dita integral de Bochner d& em relacao a.

Exemplo 1.7. Sejamu € LP (0,7;X),1 < p < oo, ep € D(0,7). Consideremos a fudo
T.:D(0,T) — X, definida por

T, (o) = / w(s) e (s) ds,

onde a integrak calculada no sentido d8ochnerem X. A aplicag@o 7, € linear e corinua
deD (0,7) em X e por esta rado & denominada distribuéip vetorial. A distribuiéo 7, é
univocamente determinada pare, neste sentido, podemos identificacom a distribui@o
T, por ela definida e, portanta,” (0,7; X) — D’ (0,7; X) com inje@o contnua e densa,
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ondeD’ (0,T; X) & espaco das aplicées lineares e comuas deD (0, 7)) emX & denominado
espaco das distribu@ies vetoriais sobré), 7') com valores enX'.

Definicdo 1.10.SejaT” € D' (0,7;X). A derivada de ordem é definida como sendo a
distribuicao vetorial sobr@), 7") com valores enX dada por

AT R
— = (-1 T, — )V D(0,T).
(Ge) = (1.9 e e PO

Por C°([0,7];X), 0 < T < oo, estamos representando o espacdBdaachdas fungdes
continuas: : [0, 7] — X munido da norma da convergéncia uniforme

||u||CO([O7T};X) = tgﬁ%(] [Ju ()]l -

PorC? ([0, T]; X), denotaremos o espaco das fungdes0, 7] — X fracamené confnuas

isto &, a aplicacao— (v, u (1)) x x € continua enf, 77, Vo € X".

QuandoX = H & um espaco dHlilbert, a continuidade fraca deé equivalente a continui-
dade da aplicagado— (u (t) ,v),, v € H.

1.3 O Teorema Espectral

SejamV e H espacos de Hilbert reais, cujas normas e produtos intserés representados,
respectivamente, pol, ||, ((,)) el.], (,). Suponhamos qu& C H, V denso en¥ e a injecao
deV em H €& continua.

Aterna{V, H, ((,))} determina um operador linedrcaracterizado por: o dominio do ope-
rador A & o subespaco vetoriél (A) deV dado por

D(A)={ueV;3f € H talque ((u,v)) = (f,v),Yv eV}

eAu=f.

Temos entao que

((u,v)) = (Au,v),Yu € D(A) ev e V.
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Demonstra-se em M. Mianda3], que A & um operador auto-adjunto nao limitado Hee
D (A) — V — H, com inje¢Oes continuas e densas, além disgem espectro discreto.

Supondo que a imersao déem H & compacta, segue-se da Teoria Espectral, que existe

um sistema ortonormal completo d& enumeravel(w;) constituido de autovetores de

JEN?
cujos autovalores correspondent&s), . satisfazem a

D<A <A< < A <+ \; = o0 quandoj — oo.

Para cada real, o operadoA® & caracterizado por

D(4%) = {u e H;> 2| (u,w,)* < oo}
v=1

Aau:Z)\‘j(u,wy)wV € Hue D(AY).

v=1
Dadou € H, entao
o0
u= Z (u, w,) w,.
v=1

Em D (A®) consideremos o produto interno e a norma definidos, respagtnte, por

(U, U)D(Aa) = (Aaua Aav)

|U|D(Aa) = [A%].

Temos queD (A%) munido do produto interntu, v) 4., € um espaco de Hilbert e dades
as € R, a3 > as >0, aimersao dé (A**) em D (A*?) &€ compacta.

SendoA um operador positivo, entao o operadbr Az esta bem definido, & denominado
raiz quadrada positiva dé e € caracterizado por

D (A%) —V,|A}| = |lu|| ,Vue V.
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No que se segue o operadbrsera definido pelo ternpV, H, ((u,v))} nas condi¢des do Teo-
rema Espectral.

1.4 Semigrupos

Definicdo 1.11.SejaX um espac¢o de Banach. Uma familia parametrizada de opesalitve-
ares limitadog'(¢) : X — X, onde0 << oo, & chamada Semigrupo de Operadores Lineares
Limitados emX se:

(1) T(0) = I (I &o operador identidade eR);

(i) T(s+t)=T(s)T(t), paratoda,s > 0 (propriedade de semigrupos).

Um semigrupo de operadores lineares limitadds), & dito Uniformemente Continuo se:

lim [|T'(¢t) —I|| =0
O operador linearl com domnio

T(t)r —
D(A) = {x € X; lim # €$i8t€}

t—0t
e definido por:

Tz —z d
Ar = 1im LT Ayl v e Day,
t—0+ t dt

t=0

€ chamado deerador infinitesinal do semigrupd’(t).

Definicao 1.12.Um semigrupdl'(¢), 0 < ¢t < oo de operadores lineares limitados éfe dito
Semigrupo Fortemente Continuo de operadores linearéadios se

lim T'(t)x =2 V z € X.

t—0t

Todo Semigrupo fortemente continuo Sera chamado Sepugle Class€..
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Definicdo 1.13.Um semigrupd/'(¢), 0 < ¢t < oo de operadores lineares limitados éfré dito
Semigrupo Contracdes se

ITH)|| <1, ¥ t>0.

Teorema 1.14(Hille-Yosida) Um operador linear (Ao-limitado) A & o gerador in

nitesimal de um semigrupo de contées7'(t), t > 0, Se e somente se,

(1) A & um operador fechadoB(A) = X.
(74) O conjunto resolventg(A) de A conémR™ e para todo\ > 0

1
. > —.
IR )] > 5

Prova Ver [1].

Considere, o problema de valor inicial nAo homogéneo:

{ Ur=AU (1.1)

U (0) = Uy
onde,A & o gerador infinitesimal de um semigrupo de classelenotado pot’(¢).

Definicdo 1.15.Uma funcad’ : [0; 7)) — X & uma solucao classica (#&?) sobre[0; T'), seU
é continua no inrerval®; 7"), continuamente diferenciavel efty, 7'), U(t) € D(A) ,e satisfaz
(1.1),V t € [0; 7).

Definicdo 1.16.Uma funcad’ : [0;7') — X & uma solugdo Fraca ¢@?) sobre|0;T), seU &
continua no inrerval@; T), continuamente diferenciavel €itx 7'), U(t) € X ,e satisfaZ1.1),
vV tel0;T).

Teorema 1.17(Lummer Phillips) SejaA um operador linear, dissipativo e com domo denso.
Se0 € p(A), enio A é gerador infinitesimal de um semigrupp de contrades.

Prova Ver [1].
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Lema 1.18(Lax-Milgran). Sejaa (-, -) uma forma bilinear, conbua e coerciva. E@dio, para
toda aplicago lineary : H — R, existe umdinicau € H tal que

a(u,v) = {p,v), Yv € H.

Prova Ver [3§].
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