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Resumo

Neste trabalho investigamos dois sistemas acoplados de fluidos micropolares nao-
Newtonianos. Os problemas sao considerados em um dominio suave e limitado do
R?, d € N, com condicoes de Dirichlet na fronteira. O tensor de estresse é dado por
T(e(u)) = M(Je(u)]%)e(u). Usamos o método de Faedo-Galerkin e alguns argumentos
de compacidade para provar existéncia de solucoes fracas. Também consideramos a
analise da unicidade, regularidade e periodicidade de solugoes. Estudamos também

para os dois sistemas a existéncia de solugoes, usando o método de Cauchy-Kowaleska.

Palavras-chave: Equacoes Diferenciais Parciais, Fluido Micropolar, Fluido Nao-

Newtoniano, Método de Galerkin.
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Abstract

In this work we study two coupled systems of non-Newtonian micropolar fluids.
The problems are considered in a bounded, smooth domain of R? d € N, with
Dirichlet boundary conditions. The operator stress tensor is given by 7(e(u)) =
M(le(u)|3)e(u). To prove existence of weak solutions we use the Faedo-Galerkin’s
method and compactness arguments. Uniqueness, regularity and periodicity of so-
lutions are also considered. We also study the existence of solutions by using the

Cauchy-Kowaleska’s method to both systems considered in this work.

Key words: Partial Differential Equations, Micropolar Fluid, Non-Newtonian

Fluid, Method of Galerkin.
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Introducao

Sejam  um dominio do R? com fronteira suave 9 e o ntimero real T > 0.
Denotamos por Q7 o cilindro espaco-temporal I x €2, cuja fronteira lateral é dada por
Y =1x09,em que I =(0,7) C R é um intervalo de tempo. O comportamento de
um fluido incompressivel confinado em {2 pode ser descrito pelo seguinte sistema de
equagcoes
pop ~ Vorle) tpu-V)yu = —Vp+pf emQr,

Veu = 0 emQr,

u = 0 sobre X7,

u(0) = wup em

no qual u = (uq, ug, u3) é a velocidade linear do fluido, p representa a pressao, p é uma
constante positiva que determina a densidade do fluido, f = (fi, fo, f3) representa a
resultante das forcas externas e 7 : R¥ — R¥ denota o tensor extra de estresse.

sym sym

. ~ 2 . , .
A aplicagao e : R® — R?  leva cada vetor u = (uy,up,u3) € R® na parte simétrica

do gradiente da velocidade, ou seja
1 T
e(u) = 5 [Vu+ (Vu)']. (2)

2 . . . , . .
]Rz’ym representa o conjunto de todas matrizes simétricas de ordem 3 x 3, ou seja,

R¥ ={DeR¥;D;=Dj, i,j=1,23}

sym

O tensor de estresse 7 permite classificar o fluido estudado. Temos a chamada



Lei de Stokes, quando o tensor 7 depende linearmente da matriz e = e(u), ou seja,

quando
T(e) =2ve, v >0. (3)

Nesse caso o sistema (1) se transforma no sistema de Navier-Stokes. Um fluido in-
compressivel, cujo comportamento é caracterizado pela lei de Stokes (3), é chamado
fluido Newtoniano. Por outro lado, fluidos que ndo podem ser descritos por (3) séo
chamados fluidos nao-Newtonianos. A area da ciéncia que estuda o comportamento
dos fluido nao-Newtonianos é uma parte da Mecanica dos Fluidos chamada Reolo-
gia. Apenas com o intuito de ilustracdao, damos a seguir alguns exemplos de fluidos

nao-newtonianos com sua classificacao segundo a Reologia.

(a) Fluido Pseudo-Plastico. Nesse caso a viscosidade aparente diminui conforme o

aumento da tensao. Por exemplo, temos tintas a base de latex e o Catchup.

(b) Pldstico de Bingham. Estes fluidos requerem a aplica¢ao de uma tensao 7 além de
um limiar inicial 7, especifico do fluido em questao, para que ocorra escoamento.
Quando submetidos a tensoes menores que 7y, eles se comportam como sélidos.

Um exemplo desse tipo de fluido é o creme dental.

(c) Dilatante. Nesse caso a viscosidade aparente aumenta com o aumento da tensao
7. E o0 caso, por exemplo, de suspensoes concentradas de amido. Para o escoa-

mento, usam-se bombas de deslocamento lento.

Para mais informagoes sobre Reologia veja, por exemplo, G. K. Batchelor [5], [1967].
De acordo com K. R. Rajagopal [30], [1993], o comportamento de um fluido nao-

Newtoniano pode ter uma ou mais caracteristica entre as seguintes:

(a) a capacidade do fluido de aumentar a viscosidade ou diminui-la durante o cisa-

lhamento;
(b) a presenga de diferenca de tensoes normais nao-nulas durante o cisalhamento;
(c) a capacidade do fluido de possuir um limite de elasticidade aparente;

(d) a capacidade do fluido de apresentar relaxamento de tensao;



(e) a capacidade do fluido de deslizar lentamente ao escorrer ("to creep”).

O modelo de tensao de estresse que vamos considerar nesse trabalho se refere a um
fluido que possui predominantemente a primeira caracteristica.
Um modelo bastante estudado para o tensor de estresse, é a chamada Lei Poténcia

(Power-Law fluids). A qual, em uma de suas variantes, é dada por

7(e(w) = 2u0(1 + [e(w) [ *)e(u), (4)
em que o simbolo |e(u)|g representa norma euclidiana usual de matrizes definida por
le(u)|% = Z e?j(u), com 7,j = 1,...,d. Notemos que quando p = 2 em (4), temos um
fluido new’égniano dado pela lei de Stokes (3). Nesse trabalho vamos considerar um

fluido sujeito a Lei Poténcia. Trabalharemos com uma generalizacao de (4), dada por

T(e(u)) = M (le(u)l%) e(w), (5)
em que M : (0,400) — (0,+00), M € C'(0,+00) é a funcdio de viscosidade gene-
ralizada. O tensor dado em (5), com p # 2 é o modelo para os chamados fluidos
Newtonianos generalizados (apesar de serem fluidos nao-Newtonianos). Mais especi-
ficamente vamos considerar o caso p = 4. Nessas condicoes, temos um fluido do tipo
dilatante, cuja viscosidade aparente cresce com o aumento da tensao de cisalhamento.
Para mais informagoes, veja J. Mdlek, J. Necas, M. Rokyta e M. RuzZicka [14], [1996].

Fluidos nao-Newtonianos sao frequentemente usados nas mais diversas areas de
pesquisas cientificas e da industria como por exemplo em Quimica, Glaciologia, Bio-
logia e Geologia. Algumas aplicagoes sao discutidas em J. Malek, K. R. Rajagopal, e
M. Ruzicka [16], [1995].

A primeira investiga¢ao matematica do problema (1) foi feita por O. A. Ladyzhens-
kaya [25], [1963], onde ela propos, entre outras coisas, estudar o sistema (1) com o
tensor dado em (4) e p = 4. Combinando a teoria dos operadores mondtonos e argu-
mentos de compacidade, ela provou existéncia de solugdes fracas para o modelo (1)

: . d—+2
assim como unicidade quando p > — Outros

2
d+2’
resultados conhecidos a respeito do problema (1) foram obtidos em uma série de ar-

no caso em que p > 1+

tigos, entre os quais citamos J. Malek, K. R. Rajagopal, e M. RiZicka [16], [1995], J.
Malek, J. Necas e M. Ruzicka [15], [2001] e Frehse J. e J. Mdlek [4], [2003].

O sistema de equagoes a seguir descreve o movimento de um fluido micropolar.



0
8—1;—(1/+yr)Au+(u-V)u+Vp = 2,VXxw+f emQr,
ow
n —aAw+ (u-Vw —pV(V-w)+4dv,w = 21bVxu+g em Qr,
V-u = 0 em Qr,
(6)
u = 0  sobre X7,
w = 0  sobre X7,
u(0) = uy  em
w(0) = we  em §

no qual u(z,t),w(x,t) € R? e p(z,t) € R, denotam, respectivamente, as velocidades
linear, microrotacional e a pressao hidrostatica do fluido. Os simbolos « e ( sao
constantes positivas. As constantes positivas v e v, sao, respectivamente, a viscosidade
newtoniana e a viscosidade microrrotacional.

A principal diferenga entre o modelo (6) e o de Navier-Stokes é que a rotacao das
particulas é considerada. A abordagem acima foi introduzida por A. C. Eringen [1],
[1966]. O sistema acoplado (6) pode ser usado para modelar o comportamento de
cristal liquido, fluido polimérico e sangue sob certas circunstancias (veja por exemplo
C. Calmelet-Eluhu e D. R. Majundar [2], [1998]). Esse sistema foi analizado em
detalhes no livro de G. Lukaszewicz [6], [1999].

Existem diversos artigos que tratam da andlise matematica de fluidos micropo-
lares. Trata-se de um campo de pesquisa relativamente recente e em evidéncia na
Matematica. Podemos citar por exemplo J. L. Boldrini, M. Durdn e M. A. Rojas-
Medar [11], [2010]; P. Szopa [26], [2007]; N. Yamaguchi [24], [2005]; N. Kishan e S.
Jagadha [23], [2013]; bem como R. Ellahi, S. U. Rahman, M. Mudassar Gulzar, S.
Nadeem e K. Vafai [27], [2014].

Neste texto propomos o estudo de fluidos micropolares nao-Newtonianos. O pro-
blema estudado no segundo capitulo consiste em supor que no sitema (6) o fluido é
do tipo (4), com p = 4 (fluido dilatante). Ou seja, um fluido micropolar com vis-
cosidade variavel. Mais precisamente, nds investigamos o seguinte problema: sejam

0,00 T >0, Qr, X el = (0,T) conforme definidos anteriormente. Procuramos



por funcoes v, w : Qr — R3 e p : Qr — R que sdo solucoes do seguinte sistema de

equagoes

u' =V [+ + M(le(u)[p))e(w)] + (u-V)u+Vp
= 2v,Vxw+ fem Qr,

w —unnV-ew) + (u-Vw+idvw = 21,V xXu+g em Qr,

Vou = 0 em Qr, (1)
u = 0  sobre X7,
wo = 0  sobre X7,

u(0) = up  em

w(0) = wy  em

em que e(u) é dado como em (2), v, v; e v, sdo constantes positivas, u = (uq, ug, us3)

e V x u é dado por

V% u— 8U3 . 8uQ 8u1 _ 6U3 8u2 aul
N 8302 8953’ 8x3 a.Tl, 8%1 8952 ’

A aplicacao real M : (0, +o00) — (0,400), deve satisfazer certas hipdteses que serao
explicitadas no capitulo de preliminares. Notamos que quando M é uma func¢ao cons-
tante, o problema (7) se reduz ao problema (6). No estudo do sistema (7) obtivemos
existéncia de solucoes fracas no caso d < 3, unicidade de solugoes quando d = 2, regu-
laridade de solugoes e existéncia de solucoes peridédicas. Os resultados desse capitulo
deram origem a um artigo intitulado ”On a System of Equations of a Non-Newtonian
Micropolar Fluid”, feito em colaboragao por G. M. de Araijo, M. A. F. de Araijo
e E. F. L. Lucena, o qual foi aceito para publicacao na revista Journal of Applied
Mathematics em novembro de 2014.

O terceiro capitulo é dedicado ao estudo do seguinte sistema



u' =V [(v+ v+ M(le(u)[g))e(w)] + (u.V)u +  Vp
= 2v,VXxw+ f em Qr,

w — V- [M(le(w)|%)e(w)] + (u.VYw+ 4w = 20,V xu+g em Qr,

V-u = 0 em Qr, (8)
U = 0  sobre X,
w = 0  sobre X7,

u(0) = up em €,

w(0) = wy  em

no qual consideramos uma nao-linearidade do tipo V - [M(|e(w)|%)e(w)] na segunda
equagao, andloga ao tensor de estresse da primeira equagao (por esse motivo deci-
dimos chamar esse fluido de micropolar fortemente dilatante). Isso nos permite, em
certo sentido, melhorar os resultados obtidos para o primeiro sistema. E importante
ressaltar que, quando M é uma funcao constante, retomamos o sistema micropolar
(6). No estudo do sistema (8) obtivemos existéncia e unicidade de solugdes para
d < 3, bem como resultados de periodicidade e regularidade de solucoes.

No tltimo capitulo estudamos novamente o sistema (7), mas dessa vez usando o

método de Cauchy-Kowaleska. Para tanto, consideramos o seguinte sistema



W=V [+ M E)e)] + (ue P+ 5V - uue + Vi,

= 2,V Xw.+f emQr,

1
w! —inV-e(w) + (ue- Viwe + E(V U)W, + dvpw,

= 21,V Xu.+g em Qr,

epl. + V- u, = 0 em Qrp, (9)
Ue = 0 sobre X,
We = 0 sobre X,
ue(0) = ugp em £,
we(0) = wg em ),
pe(0) = po em L*(Q),

Empregando aproximagdes de Galerkin, mostramos que (9) tem uma tnica solug¢ao
{te, we, pe} para cada € > 0, a qual converge para a solugao do problema (7) quando
e — 0. A vantagem em usar esse método, é que desse modo obtemos as solucoes
em espagos sem divergéncia nula. J. L. Lions usou esse método em [12], [1969] para
obter solugoes do sistema de Navier-Stokes com viscosidade constante. Recentemente
G. M. de Araijo, S. B. de Menezes e R. B. Guzman [7], [2008] também usaram esse
método para estudar um sistema similar ao sistema (7), com uma viscosidade varidvel

dada por
V- 7(e(u) = (v + wnllu(®)]*) Au.

Os resultados obtidos nos capitulos 3 e 4 encontram-se em processo de publicacao.

Os sistemas citados nesta introdugao serao repetidos nos capitulos correspondentes.



Lista de Simbolos

I:= [0,T] intervalo da reta para algum nimero real 7' > 0;

Q) := aberto do espaco eulidiano R?, com ponto arbitrario z = (z1, ..., 24);

Q2] := medida de Lebesgue de um conjunto mensuravel ) C R

D(Q) := espago das fungoes infinitamente diferencidveis com suporte compacto sobre

2 munido da topologia indutiva de L. Schwartz [21], [1957];
D'(Q2) := dual de D(£2) = espago das distribuigoes sobre €2;
LP(Q)) := {u : Q — R, mensurdvel em (; / |u(z)|Pdr < oo} , 1 <p < oo;
Q
C*(2) := funcdes k vezes continuamente diferencidveis em €2, k > 0;
Wmr(Q), WyP(Q), H™(Q), H () := espagos de Sobolev;
1/p
LP(I;X) = Swu; u:I— X émensurdvel e (/Hu(t)H%) <oop,sel<p<oo;
I
LP(I; X) = {u; u: I — X é mensurdvel e sup ess|lu(t)|x < oo}, se p = 00;
te(0,7)

Vu := gradiente da funcao u;

V -u:= divergente da funcao u;



V X u := rotacional da funcao u;

Au := laplaciano da funcao u;
|A|p ;= norma euclidiana da matriz real A;
/ u := integral de Lebesgue de uma fun¢ao u sobre o conjunto €2;
Q
[]:= fim da demonstracao de um teorema, proposicao, lema ou corolario;

|u||x := norma de u em X;

A — B := imersao continua de A em B;

A — B := imersao compacta de A em B;

u, — u = convergéncia forte de u, para u;

u, — u := convergencia fraca de u,, para u;

U, = u:= convergéncia fraco estrela de u, para u;

C e C, := constantes positivas cujo valor exato nao é relevante.



Capitulo 1

Preliminares

Nesse capitulo fixaremos os espagos funcionais e algumas notagdes que serao
usadas no texto. Também aproveitamos esse espago, para citar alguns dos principais

lemas que serao usados nas demonstragoes.

1.1 Notacoes e Resultados

Em toda a discussdo feita neste texto, consideramos um dominio €2 contido em R?,
d € {1,2,3,4}, com fronteira suave 0. Dado o nimero real 7' > 0, denotamos por
Q7 o cilindro espaco-temporal I x €2, cuja fronteira lateral é dada por ¥ = I x 051,
em que I = (0,7) C R é um intervalo de tempo. Nesse contexto, os vetores u =
(U1, ...,uq) € w = (wy,...,wy) representam, respectivamente, a velocidade linear e a
velocidade microrrotacional de um fluido confinado em 2. A pressao desse fluido
serd representada por p, p é uma constante positiva que determina sua densidade e
f = (f1,..., fa) serd a resultante das forcas externas aplicadas a esse fluido. Denotando

R  — {D € Rd2;Dij =Dy, 1,5 =1,....d},

sym

definimos a aplicacao e : R? — Rg@m que leva cada vetor u € R? na parte simétrica
do gradiente da velocidade e(u) definido pela expressao dada em (2). Também con-
sideramos uma aplicagao real M : (0, +o0c) — (0, +0c), M € C'(0, +00) satisfazendo

as seguintes hipoteses
Oy (1+72)° < M) < Cy (1+72)°, (1.1)

10



Cs (1+t1/2)

0 < M(t)< Y

(1.2)

em que C4, Cy e (3 sao constantes positivas.

Além disso, usamos as notagoes usuais para os espagos de sobolev como LP(€),
Wm™P(Q) e CP(Q)) para fungoes que sao definidas em € com valores em R, bem como
LP(Q), W™P(Q) e CP(Q) para funcoes, definidas em  com valores em RY. Também
consideramos os espagos LP([; X) e LP(Qr) = L? (I; LP(Q2)). Para informagoes deta-

lhadas sobre esses espagos, veja, por exemplo, J. L. Lions [12], [1969].

Sejam os espagos X e X', em que X’ é o dual topolégico de X. Representaremos

por (.,.) a dualidade entre X e X’. Também definimos os seguintes espagos

V={peD(Q); V-p=0},

V, = V,(Q) como o fecho de V no espaco W'?(Q2), p € (1,00), com a norma do

gradiente em V), dada por

Ivall, = | [ 1vuopas v

Em particular V' = V5. O produto interno e a norma em V' sao dados respectivamente

por

) =3 [ 2o 2 yan, =Y [ (2ow) ae

H = H(Q) é o fecho de V em L?(€2), com produto interno e norma definidos respecti-

vamente por

mm:géwmmmmw:gémm%;

Observacao 1.1. Notamos que Hy(Q) e L*(Q) sdo espacos de Hilbert. Além disso,
as imersoes HE(Q) < L*(Q) — HY(Q) sdo continuas, sendo a primeira delas com-

pacta.

A seguir, elencamos alguns dos principais lemas que serao usados no texto.
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Lema 1.1. (Desigualdade de Korn) Seja 1 < p < co. Entao, existe uma constante

K, = K,(2), tal que a inequagdo

Kpl[ollwrre) < lle(v)]le@) (1.3)

¢ vdlida qualquer que seja v € Wol’p(Q), em que Q C R? é um aberto limitado com

o0 c Ct.

Demonstracao. Veja o apéndice B.1. Outras demonstracoes podem ser encontra-

das em J. Necas [17], [1966] e R. Temam [28], [1985].

Lema 1.2. Sejam p > 2, um tensor 7 : Rﬁ;m — Rg;m e uma funcgao potencial para

2 . . . ~ . . .
7, dada por ® : Rg’ym — R tais que as sequintes assertivas sao satisfeitas quaisquer

d2

que sejam as matrizes B, D € RY ., e quaisquer que sejam 1, j, k,l =1,...,d

o0(D)
aDij = le(D)7 (1 4)
0®(0
o) = 20—y w5)
ij
5°0(D) -
el Sy -7 > p '
aDwaDleUBkl el 03(1+|D|E> |B|E7 (1 6)
(92<I>(D) b2
’m < Cy(1+4|D|g)P~. (1.7)

Nessas condicoes existem constantes positivas C,,, v = 5,6, 7 tais que

Cs(1+ D )ID; < ®(D) < Ce(1+|D|p), (1.8)
(7(B) = 7(D)).(B~D) = C4|B~ Dlj. (1.9)

Demonstracao. Veja o apéndice B.2.

Lema 1.3. (Teorema da Convergéncia de Vitali) Seja Q@ um dominio limitado em R?

e f™: Q — R integrdvel qualquer que seja m € N. Supondo que

1. lim f™(x) existe e € finito quase sempre em €);
m—0o0

12



2. Para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que

sup/ lf"(z)|dxe <e, VYHe€Q, |H| <0
H

meN

entao

lim /fm(x)dx:/ lim f™(z)dx.

Demonstragao. Para uma demonstracao desse resultado veja G. Vitali [8], [1907];
J. R. Choksi [19], [2001]; N. Dunford e J. Schwartz [22], [1958] ou ainda em H. W.
Alt [10], [1992] , p. 63.

Lema 1.4. Supondo d = 2, existe uma constante C, tal que

ull agy < Clul™?ul|
Yu € Hy(9).
Demonstracao. Veja o apéndice B.3.
Lema 1.5. Consideremos d > 3, s,r € R, com s > 2, r > d, verificando § + o= 1.

Seja também a forma trilinear b:V x V x V — R dada por

b(u, v, w) = /Quz(a:)gijZ (x)w;(x) de.

Nessas condigoes, se u € L"(£2), entao

[b(u, v, w)| < eflull ooy o] ] [Jw]| 7
Yuo,w e V. Em que c > 0 é uma constante.

Demonstracao. Veja o apéndice B.4.

Observacao 1.2. Notamos que o Lema 1.5 continua vdlido para as formas trilineares

bi,b: H}(Q) x HE(Q) x HY(Q) — R dadas, respectivamente, por

bi(u,v,w) = /g)uz(x)g—?z(x)w](x)dx
b(u,v,w) = %/Qul(x)(Vv(x))wz(x)dx

13



. ~ . 2 2
Para finalizar essa secao, definiremos o tensor de estresse 7 : ]Rglym — ]ngm e seu
d2

sym — R que serao utilizados no texto. Definimos

correspondente potencial ¢ : R

esses objetos pondo

+(D) = M(IDJ)D, (1.10)
DE
»(D) - %/O M(s)ds. (1.11)

No apéndice A, mostramos que o tensor 7 e o potencial ¢ satisfazem as hipoteses

(1.4)-(1.7) do Lema 1.2 para p = 4.
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Capitulo 2

Sobre um Fluido Micropolar

Dilatante

Neste capitulo vamos estudar o seguinte sistema
u =V [(v+uv,+ M(le(u)l%))e(w)] + (u-V)u+ Vp
= 2v,Vxw+ fem Qr,

w—unV-e(w) + (v-Vw+drv,w = 20,V Xu+g em Qr,

Vou = 0 em Qr, (2.1)
u = 0  sobre X7,
wo = 0  sobre X7,

u(0) = uy  em

w(0) = we  em

No qual os simbolos v, v; e v, sao constantes positivas. Nosso objetivo é estabelecer

existéncia, unicidade, regularidade e um resultado de periodicidade.

2.1 Definicoes e Resultados

A fim de simplificar algumas notagoes introduzimos as seguinte formas bilinear e

trilinear: a : V XV - Reb:V xV xV — R, respectivamente dadas por

15



8uz~ 8vz~
ofuv) = | G g @) 22)

b, v, w) = / e )giz(x)w (z) dz. (2.3)

Chamamos a atengao do leitor para o uso da convencao de somacao de Einstein
d
segundo a qual «;8; substitui g a;3;. Essa notagao serd usada quase sempre no

ij=1
texto. Notamos que (veja J. L. Lions [12], [1969])

a(u,v) = ((u,v)), (2.4)

bu,v,w) = —b(u,w,v), (2.5)

Yu eV eVu,w € H(l)(Q) Também usaremos as seguintes notagoes

Au = —Au, (2.6)
B, = (u-V)v, (2.7)

Yu,v eV, e
Ku=—V-M(le(u)|3)e(u), (2.8)

Yu € V N Vy. Assim, podemos escrever

(Au,v) = a(u,v) Yu,v €V, (2.9)

By, w) = blu,v,w) YueV eVu,weH\(Q), 2.10
0

(Ku,v) = /M u)|5)ei;(we;(v)de  Yu,v € VNV (2.11)

Observacao 2.1. Observamos que devido a desigualdade (1.9) do Lema 1.2, temos
que

<ICU1 — IC'LL27U1 — U2> Z O,

quaisquer uy,us € V.. Logo K : VNV, — (VN V) € um operador mondtono.
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A seguir definimos o sentido de solucao fraca considerado neste capitulo.

Definigao 2.1. Sejam uy € H,wy € L*(Q), f € L*3(I,V') e g € L*(I; H '(Q)).

Uma solugao fraca para o sistema (2.1) é um par de fungoes {u,w}, tal que
u € L™(I;H)NLYIL; V) N LY V),
w e L(I IAQ) N LA HYQ)),

satisfazendo as sequintes identidades

/0 W'(t), ) dt + (v +v,) /0 a(u(t),p)dt + /0 b(u(t), u(t), )dt
/ / M (le(u(t))[2)es; (u(t) sy () ddt = 20, / (V x w(t), o)dt
0 Q 0

+ T
+A<ﬂmwwt Vi € D(I;V),

| worarn [ awo.oden [ (w0, 0 (212)
+ /O b(u(t), wit), 8)dt + v, /0 (w(t), )dt = 2, /0 (V x u(t), o)dt

+/0 (g(t), d)dt Yo € D(I; D(Q)),

Usando os Lemas 1.1, 1.2, 1.3 e 1.5 obtivemos os seguintes resultados:

Teorema 2.1. Se d <3, up € H, wy € L*(0), f € LY3(I; V') e g € L*(I; H '(Q)),

entao existe uma solugao fraca do sistema (2.1), no sentido da defini¢io 2.1.

Teorema 2.2. Supondo as condi¢oes do teorema 2.1 com d = 2, o sistema (2.1)

possui uma unica solucao fraca no sentido da defini¢cao 2.1.

Teorema 2.3. Supondo d < 3, ug € VNVy, wy € Hy(Q) e f,g € L*(Qr), existe uma

tnica solugdo fraca do sistema (2.1), no sentido da defini¢ao 2.1 tal que
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u € L*(I;H), (2.13)

u e L=(I;Vy), (2.14)
u € L¥(V), (2.15)
w € L™ (I; Hy(Q)), (2.16)
w € L*(I;L*(Q)). (2.17)

Teorema 2.4. (Solugées Periddicas) Se d < 3, ug € H, wy € L*(Q), f € L*(I;V') e
g € L*(I; H (), entdo existe um par de fun¢ées (u,w) tal que

w € L H)NLYI;Vy) N LYI; V),

woe LRI IAQ) N L1 HYQ)),

satisfazendo o sequinte sistema
(W'(t), ) + (v + vr)a(u(t), ¢) + (Ku(t), ¢) + (Buu(t), ¢)
= 2v(V xw(t), o) + (f (1), ¢),

(w'(t), ) + ria(w(t), ¢) + (V- w(t),V - )

+(Buw(t), d) + 4v,(w(t), @) = 2v,.(V x u(t), @) + (9(t), d),
(2.18)

Vo €V, Vo € H(Q)

no sentido de D'(0,T).

2.2 Existéncia de Solucoes

Demonstracao do teorema 2.1.
Para demonstrar o teorema 2.1 usaremos aproximagoes de Galerkin. Para esse

propdsito tomemos uma base de autovetores do operador de Stokes dada por (¢, ),en C
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H, bem como uma base de autovetores de Lamé dada por (¢,).en C L*(Q). Repre-
sentamos por V,, = [@1,...,om] C H o subespago gerado por {¢1,...,om}, € por
Wi = @1, ..., 0m] C L*(Q) o subespaco gerado por {¢i, ..., ¢, }. Consideremos o

sistema aproximado com r =1,...,m

(U (8), 0r) + (v +ve)(Aum(t), 0r) + (Ktm(t), 0r) + (Buy, tim (1), 1)

= 2.V X wn(t), @) + (f(t), 0r),

<w;n<t>7 ¢r> - V1<v ’ 6(11])7 ¢r> + <Bumwm(t)7 ¢r> + 4Vr<wm(t)7 ¢r>

= 2V7«<V X Um(t)7¢r> + <g(t)= ¢7‘>7

(2.19)

U, (0) = Ugm — Uy, forteem V NV,

W (0) = W, — wp, forte em H(Q).

Sabemos que o sistema de equagoes diferenciais ordinérias (2.19) possui uma solugao
local (ty,, wy,) definida sobre um intervalo [0, ¢,,,[, 0 < t,, < T (veja E. A. Coddington
e N. Levinson [3], [1955]), tal que

U (2,8) =Y g (Dr(@) € wa(2,8) = o (£ (). (2.20)

r=1 r=1

A primeira estimativa feita a seguir nos permitira estender essa solucao a todo inter-

valo [0, T7.
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Primeira Estimativa

Por simplicidade vamos omitir o parametro ¢ em alguns momentos. Comecamos
multiplicando ambos os membros da equagio (2.19); por g, . A seguir, multiplicamos
ambos os membros de (2.19), por h,, . Por fim, somamos as equagoes obtidas de r = 1

até r = m para obter

ld 2 2 2Vle- (u 2l
§%|um(t)l + (v + v [[um (2 +/QM(|6(um(t))lE)I6u( m(t))|°d (2.21)
< 20, [ W ()| Jumn @) | + [Lf @) [y [ (D]

Ld )2 |7 \V, O+ 4 )%

§@|wm()| + vi||wn@)]]° + 11|V - wn (87 + 4 [win () 720 (2.22)

< 20 [t () [ |wm ()] + g () L1 [lwm ()],

pois b(u,u,u) = b(u,w,w) = 0, Yu(t) € V, Yw(t) € Hy(Q) (veja J. L. Lions [12],
[1969]). Temos também |V X ty,| = [V = [|[um|l € (V X W, ) = (W, V X Uy,)
(veja G. Lukaszewicz [6], [1999] p. 116). Agora usamos a desigualdade de Young para
obter de (2.21) e (2.22), respectivamente

1d 1K
=N um ()]* + (v + 1) lum () |* + [t (B) [V, + V2l (£)]|*
2dt 2
(2.23)
Uy V9
< 3llum(t)H2 + 20w (1) * + glluvn(?f)H4 + el FO,
ld 2 2 2 _ Ur 2 2
S |wn ()7 + viflwn (O + 4vr|wn ()7 < < lum(@)]]° + 20 [0 (2))]

%1
5 lwn @1 + cullg®) -0

Isso ocorre pois, devido a desigualdade de Korn (1.3), a propriedade (1.1) da fungao

M e a imersao L*(2) < L?(2), temos

) C1K

1 ) ) ) o A (1.3 A
3 | Mt BlestunPe = PHetunlia = 5Nl
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1 SRINNoA
s [ artetulesnPar S el
Q
> O|€(um)|4
(1.3)
> vpl|uml|*.

Somando as inequagoes (2.23) e (2.24) e integrando de 0 a ¢, com 0 < ¢t < T, con-

cluimos

t t
|t ()] + [ (8)]* + ClK/ [t ()7, ds + V2/ [ (5)||*ds
’ ’ (2.25)

t
+V1/ |, (8)]]2ds < C.
0

Portanto, seguem de (2.25) as seguintes estimativas

(t,) 6 limitada em L®(1; H), (2.26)
(up) & limitada em LY(I;V3), (2.27)
() € limitada em L*(1; V), (2.28)
(wy) 6 limitada em L®(1; L3(12)), (2.29)
(w,,) é limitada em L*(I; Hy()). (2.30)

Segunda Estimativa

Consideremos agora a projecao ortogonal P, : V' — V,, dada por

m

Prnu= Z(ua 907")90r7

r=1

assim como sua adjunta P, : V' — V’. Notamos que P}u, = u,,. Além disso,

devido a escolha da base especial (), temos que

|Pollzovyy <1 e NP lleevr vy < 1. (2.31)

Desse modo, obtemos de (2.19)1, (2.9), (2.10) e (2.11) a seguinte igualdade

w, = =V + v,) P5 Ay, — P Kty — P2 By, i + 20, PEV X w,, + P . (2.32)

m

21



A seguir, vamos obter limitagdes para os termos do segundo membro de (2.32).
Primeiramente notamos que |(Auy,, v)| < |luml|/||v|l, Yun(t),v(t) € V. Portanto,

(2.28) implica que
(Au,,) é limitada em L(I; V') < LY3(1; (V. N Vy)). (2.33)

Tomando u,,(t),v(t) € V, obtemos de (2.11) e da desigualdade de Holder o seguinte

(K, v)| < C/(1+\Vum]E)2\Vum]E\Vv|de
Q

IA

C/ (14 |Vum|g)? | Vo|pdz
Q

IN

C (1 + lumlly,) lvlva

< C (1 [lumlly,) lollvav,

Portanto, a limitacao (2.27) assegura que

(Ku,,) é limitada em LY3(I; (V N V,)). (2.34)

Sabemos que d < 3 implica em H}(Q) < L*(9). Logo usando (2.10) e a desigualdade

de Holder podemos concluir

(2.10)

(B thns V)| =" bt i, 0)] < et | gyl [0l a2y < elluml 0]

Yun,(t),v(t) € V. Portanto, devido a (2.28) obtemos

(B, um) ¢ limitada em L2(I; V') < LY3(1;(V N V,)"). (2.35)

Temos que

[{V X wm, 0)| = [{w, V x 0)| < Jw|[[0]] < cfwn ][]

Ywn,(t) € HY(Q), e Vo(t) € V (veja G. Lukaszewicz [6], [1999] p.116). Portanto, segue
de (2.30) que

(V X wy,) é limitada em L2(1; V') < LY3(I; (V N V4)"). (2.36)

Finalmente, devido a (2.31)-(2.36) e as hipdteses sobre f temos que
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(u,) é limitada em L*3(I; (V NV)). (2.37)

De um modo anélogo, consideremos a projecao ortogonal R,, : Hy(Q) — W,

definida por

m

Ryw =) (w,¢;)¢;
=1
e sua adjunta R*, : H-1(Q) — H~1(Q2). Temos R} w! = w/
[Bonllcmr ey <1 e [Ryllea-r@.m-10) <1 (2.38)

devido a escolha da base especial (¢,). Notamos que (2.19)q, (2.9), (2.10) e (2.11)

implicam que

w, = - RV - e(wy,) — R Bu,, W — 40, R Wy, + 20, RN X Uy, + RE g, (2:39)

A fim de limitar o segundo membro de (2.39), observamos inicialmente que

(V- e(wn), v)] = [e(wm), VU | < [V |[Vo] < Jlwn|[o]

Y, (t), v(t) € H(Q). Desse modo, (2.30) implica que

(V- e(wy)) é limitada em L? (I; H'(2)). (2.40)

Por outro lado, considerando a imersao H}(2) < L*(€2), obtemos de (2.30) a seguinte

limitacao
(wy,) ¢ limitada em L* (I;H'(Q)) — L? (I;H1(Q)) . (2.41)

Em seguida, notamos que
(VX w0} | < [0,
Y, (1), v(t) € Hy(Q). Desse modo, usando (2.28) obtemos
(V X ) 6 limitada em L? (I; H'(Q2)) . (2.42)
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Com a finalidade de obter uma limitagao para (B,,, w,,), vamos considerar dois casos:
d = 2 e d = 3. Primeiramente, supondo d = 2, obtemos da propriedade (2.5), de
(2.10) e da Desigualdade de Holder o seguinte

(2.10) (2.5)
(B Win, V)| =" 10(tm, Wi, 0)| =" [0t v, Wi )| < el || gy 10l wm | s

Yy, Wi, v € H(Q). Logo devido ao Lema 1.4 podemos escrever
1Buwinll -1y < €ltwm||tmll[wpl|lwn |-
Agora aplicamos a desigualdade de Young para obter

1B w10y < elttm | mll® + clwm|*lwm|*

Portanto, (2.26) e (2.28)-(2.30) nos permitem obter

(Bu,, W) 6 limitada em L* (I; H™'(Q)),  no caso d = 2.

Usando um raciocinio analogo e supondo d = 3 obtemos do Lema 1.5 a seguinte
inequacao

1/2 1/2

| Bu Wil -10) < [tm]| Lo [wm |~ wnm |

A seguir notamos que no caso d = 3 vale a imersao H}(Q) — L5(Q). Segue-se da

desigualdade de Young que a inequacao anterior pode ser reescrita do seguinte modo

1By w310y < elltim|* ] [wimll < ellm]|* + clwn ||| wnl|*.

Portanto, (2.28)-(2.30) nos fornecem

(Bu,, W) 6 limitada em L? (I; H™'(Q)),  no caso d = 3. (2.43)

Desse modo, obtemos de (2.39)-(2.43) e das hipdteses sobre g que
(w},) ¢é limitada em L* (I;H™'(2)) . (2.44)
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Devido as limitagoes (2.26)-(2.30), (2.37), (2.44) e ao Lema de compacidade de
Aubin-Lions, temos que existem subsequéncias de (uy,) e (w,,), as quais ainda deno-

tamos por (u,) e (wy,), tais que

U, — u forteem L*(I;H) eq. s. em Qr, (2.45)
Um — u  fraco estrela em L>®(I; H), (2.46)
U, — u fracoem L*(I;V), (2.47)
U, — u fraco em L*(I;V}), (2.48)
w, — ' fraco em L*3(I;(V NVL)), (2.49)
w, — w forte em L*(I;L*(Q)) e q. s. em Qr, (2.50)
w,, — w fraco estrela em L>(I;L*(Q2)), (2.51)
w, — w fraco em L*(I;H}(Q)), (2.52)
w,  — w'  fraco em L*(I; H'(Q)), (2.53)
Ku, — x  fraco em LY3(I;(V N V,)). (2.54)

Além disso, notamos que (2.27) e (2.28) implicam que (u,,) ¢ limitada em L* (I;V N V}).
Isso juntamente com (2.37) implica em v € C°(I;H). De modo similar, (2.30) e
(2.44) implicam em w € C°(I; L*(2)). Portanto, faz sentido considerar u(0) = ug e
w(0) = wo.

Agora vamos obter (2.12). A fim de provar que

T T
/ Dt tm, ) — / b u, ), V€ DI V), (2.55)
0 0

consideremos ¢ € D(I;V). Temos

0, 0p;
U s — Uslos drdt = R ) dadt
/T(umzum] u;u;) Bz, T /T(umZ Ui ) U Bz, x

0p;
+ / Wi (U — uj)=Ldxdt
. J J 61’1
= -[1+IQ7

Vo € D(I;V). Além disso, notamos que devido a estimativa (2.26), temos que
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L] < C'/ m — U |y |dt

(2.26)
< C/ |t — ul|dt.
0

Agora notando que temos uma convergéncia forte (2.45), resulta que |I;| — 0, quando
m — 00. Por outro lado, novamente devido a (2.45), temos |I5| — 0, quando m — oo.

Portanto,
/ Ui U a]dxdt—>/ Ui jd:r;dt Vo € D(I;V) (2.56)
Tmlmjaxz T@jax ; . .
Por fim, usando a propriedade (2.5) e a convergéncia (2.56) obtemos

2.5)

T ( T
/ b(Upy U, p)dEt = —/ b(Up, @, Uy, )di
0 0

(2.56) T
- - b(u,p, uydt
0

@5 [T
= / b(u,u,p)dt,
0

qualquer que seja ¢ € D(I; V). Isso assegura a convergéncia (2.55). Para provar que

/Ob<um,wm,¢>—>/0 b, w, ), VoD (D)), (2.57)

procedemos de modo andlogo usando a convergéncia (2.50) e as estimativas (2.29) e

(2.30). Por outro lado, notamos que

/ eij(wm)ei;(¢)drdt — g e;j(w)e;;(¢)dxdt, (2.58)

ou de modo equivalente,

T T
/ (V- e(wn), d)dt —>/ (V- e(w), d)dt. (2.59)
0 0
resulta de (2.52). Para provar que
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: M (le(um)|B)ei; (tm )i () dadt — g M (le(u)l)ei;(w)ei;(p)dadt,  (2.60)

Vo € D(I;V), usaremos o Lema 1.3. Primeiramente usamos o fato Vu,, — Vu q. s.

em Qr, (veja Frehse J. e J. Malek [4], [2003] p. 565-566). Logo

Vs — [Vul% q. s. em Qr.

Ou ainda,

le(um)% — le(u)]% q. s. em Qr. (2.61)

Além disso, como M € C(0,+00) segue de (2.61) que

M (le(um)li) — M(le(u)E) a. s. em  Qr, (2.62)

Portanto,
M (le(um)|3)eij(um)eii () — M(|e(u)|F)es;(w)eq; (@) (2.63)

q. s. em Qr, Vo € D(I;V). Em outra dire¢do, usando a estimativa (2.27) e (1.1)

obtemos

| M etunlt) estumen(@ldadt < © [ @ fetumli) el dads

3/4 1/4
< C (/ (1+ |Vitmlp)* d$dt> (/ |V<,0|4dedt)
(2.27)
Segue-se que
M (le(um)[5) eij(um)ei(9) € LN(Qr), (2.64)

Vo € D(I;V). Agora se H C Qr é um conjunto mensuravel, obtemos de (1.1), (2.27)
e da desigualdade de Holder que
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/H M () [B) o5y (e (@) ddt < /H (L + [e(um) 2)* ()| pddt

3/4 1/4
< c</ (1+|e(um)|E)4dmdt) (/ |e(<p)|4dedt)
T H
3/4
< c(/ (1+]e(um)\E)4d:cdt) |H|1/4
T
(2.27)
< o HV*

Logo

sup / M (letm) e (tm ey () dexdt < | HIVA,
H

meN

Supondo que |H| é suficientemente pequeno, obtemos

sap [ Ml )y )y (o) < (2.65)

meN

Ve > 0. Por fim, usando (2.63)-(2.65) e o Teorema da Convergéncia de Vitali (Lema
1.3), obtemos (2.60). Portanto, x = Ku em L*3(I;(V NV,)). O sistema (2.12) e as

limitagoes obtidas anteriormente em (2.33)-(2.37) e (2.40)-(2.44) implicam que

' + (v+v)Au+ Ku+ By = 20,V xw+ f em L*3(I;(V NV,)), (2.66)

w' — 1V -e(w)+ Bw+4v,w = 2, Vxu+gem L* (LH Q). (2.67)

Concluimos assim a prova do teorema 2.1. O

2.3 Unicidade de Solucao

Demonstracao do Teorema 2.2.
Consideremos (uy,w;) e (ug, wsy), solugdes fracas do sistema (2.1) no sentido da

definicao 2.1 e d = 2. Nessas condicoes,
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up,uy € L¥(I;H)NLYI; V)N LY, Vy),
wy,wy € L™ (I;L*(Q)) N L* (I;H()) .

Sejam u = u; — uy e w = wy — wy. Logo, (u,w) verifica

u 4+ (v +v)Au+ (Kuy — Kug) + (Byu1 — Byyus) = 21,V X w,
w + v Aw +1nV(V - w) 4+ (B, wy — By,ws) + 4w = 21,V X u, (2.68)
u(0) = w(0) = 0.

em que a primeira equacdo é considerada em L*3(I;(V NV,)) e a segunda em
L* (I; H7'(2)). A seguir, tomamos as dualidades nas equacdes (2.68); e (2.68)s
com u e w, respectivamente. Isso faz sentido, pois u € LA(I; V) e w € L2(I; Hy(S2)).

Assim,

1d
§£|ul2 + (v 4 v |Jull? + (Kuy — Kug, u) + (By,uy — Buyus, u)
=2u,(V x w, u),
1d 2.69
§E|w|2+V1||w||2+V1|V-w]2+ (B, w1 — By,ws, w) (2.69)
+4v, | w]? = 2v,(V X u,w),
u(0) = w(0) = 0.
Observacao 2.2. Notamos que
(Bu,up — Byyug,u) = b(u,uy,u),
(2.70)
(By,w1 — By,wy,w) = blu,wy,w).

De fato, temos

<Bu1U1 - Buz“?a U,> = <Bu1u17u> - <Bu2U2,U>

= b(ul, ul,u) — b(UQ, UQ,U> — b(UQ, ul,u) + b(UQ,Ul,U)
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- b<u7 Uy, U) + b(u27 u, U)
= b(u,up,u).

Analogamente

(By, w1 — By,ws,w) = (B, w,w)— (By,ws,w)
= b(uh Wi, w) - b(“?a Wa, w) - b(u27 Wi, U}) + b(UQ, Wi, ’LU)
= b(u,wy,w) + b(uz, w,w)

= b(u,w,w).

Observacao 2.3. Também notamos que a monotonia de IC, nos permite escrever a

sequinte desigualdade (Kuy — Kug,u) > 0.

Usando as observagoes 2.2 e 2.3, obtemos de (2.69) o seguinte

——ul® + (v + v)||ul|® + b(w, ur, u) < 20, (V x w,u),

1d
§E|w|2 + vy ||w]|? + 4vpw|* 4 b(u, wy, w) < 20, (V X u,w) .

Somando membro a membro as inequacgoes acima concluimos que

S (lul* + [w]?) + (v + w)llull* + wa|w]|* + vy |w]®
< 2w fwllfull + 2. lul[w] + b, w1, w)| + [b(u, wi, w)].

Usando a desigualdade de Young temos

(el + [wl?) + (v + vo) Jull* + v [lw]]* + 4w, [w]*

DO =
==

V’l" I/T
< 20w + 2l + Ll + 2wl + (e, wr, )| + b, w0, w)]

Ou ainda,
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d
77 ([l [wP) + vl +nflwl® < [b(u, w1, w)] + b(u, wy, w)]. (2.71)

N —

Sendo d = 2, temos H}(Q) — L*(Q). Devido a definigao da forma trilinear (2.3), as

desigualdades de Holder e Young e o Lema 1.4 obtemos

[b(u, 1, w)| + (6w, wr, w)| < JJullZaqyllun | + llullzsy llwilllw] zae)

1/2 1/2(,,,11/2 1/2

< cllullfullfull + elfwal[ful={lull=fwl=lwl]

v

< Sl + cllw Pl + Vilulvanlwll + culfwl v |
14 14

< Sl + el |Plul + el + v flwl®

+ cllwnl*ul® + cllwy | |w]?.

Dai e de (2.71) segue que

5= ([l + [w) < e (Jlul* + wd[1*) (jul* + [w]?) -

Integrando essa inequacgao de 0 a ¢, com 0 <t < T, obtemos

[u(®)]* + [w(®)]* < C/o (lur($)II* + llwr ()% (Juls)[* + [w(s)[*)ds. (2.72)

Finalmente, aplicando a desigualdade de Gronwall em (2.72), deduzimos, usando as

estimativas (2.28) e (2.30), que

ur(t) = ua(t) e wi(t) =ws(t) Vte|0,T].

Concluimos assim a demonstracao do teorema 2.2. [l

2.4 Regularidade de Solucoes

Demonstragao do Teorema 2.3.

d2

Na demonstragao do Teorema 2.3 vamos considerar o tensor de estresse 7 : R

—
d2

sym

R e seu correspondente potencial ® : RS~ — R satisfazendo

sym
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(D) = M(|D[s) D,

1

IDI%
® (D) = 5/0 M (s)ds,

ja definidos no final do capitulo de preliminares em (1.10) e (1.11). Lembramos que
7 e ¢ satisfazem as hipoteses do Lema 1.2, conforme feito no apéndice A.
A seguir vamos obter uma estimativa para u,,. Para isso, facamos ¢, = u,, no

problema aproximado (2.19);, e apliquemos a desigualdade de Schwarz para obter

o2+ (v + ) / e (um)ess (i) d + / i (€(tm)) 5 () i

Q
(2.73)
aum‘ / / /
< | Nl || [t |+ 200 1 | 19 % ] 4+ 1.
Q Ox; !
Observacao 2.4. Devido a hipdtese (1.4) do Lema 1.2, temos que
, d
75 (e(v)) ey (V) de = — [ ©(e(v))de. (2.74)
Q dt Jo

Agora, aplicamos a desigualdade de Young, a estimativa (2.30) e a observagao (2.74)

em (2.73) para obter

1
B |U;n|2+

V+ U,
2

i/ |e(um)|2dx+i O (e(Uy,))dr <
dt /g dt /g
(2.75)
c+c/ |t | |Vt | di.

0

Notamos que a estimativa (2.27) implica em u,,(t) € V4 — L>(), pois d < 3. Por
outro lado, (2.28) impica que Vu,,(t) € L*(Q). Portanto, aplicando a desigualdade de
Holder em (2.75), em seguida integrando sobre (0,t), com t < T', e depois aplicando

a desigualdade de Korn, obtemos
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[ P s v+ 2 [ @)
S04—2/(ID(e(um(())))dx#-(1/—%—I/T)K||um(0)||2 (2.76)

t
2 2
te / et () ey Nt () .
0

Observamos que a estimativa (2.27) implica que [|um(t)[[7q) € L*(0,T). Temos
também ||u,,(t)||*> € L?(0,T), devido a estimativa (2.28). Entao usando a desigual-

dade de Hoélder em (2.76), concluimos que

/0 [ul,(8)2ds + (v + vp) K ||t || + 2/Q<I>(e(um))d:v <e, (2.77)

pois ug € VNV, e vale (1.8). Agora notamos que (1.8) e a desigualdade de Korn

implicam que

(1.8) A (1.3) A
2 / (e(un))dz > Cllelum)lliay > Cok lumllh,

Logo obtemos de (2.77) que

t
/0 [ () *ds + (v + vo) K ||um |* + C3 K [Jum|ly, < ¢, (2.78)

A inequacao (2.78) nos permite obter as seguintes estimativas

(u,,) é limitada em L*(I; H),

() € limitada em L*>®(I;V), (2.79)

() é limitada em L*(I;V}).

Agora vamos obter uma estimativa para w!/,. Fagamos ¢, = w,, no problema

aproximado (2.19), para obter

d
lw! |* + 1 /Q e (W) e (w!, ) dx + 2I/T£ |wm|2
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ow,,

8@-

J

< / |Un,
Q

Aplicando a desigualdade de Young e usando a estimativa (2.28) resulta

[, |de + 20w [, | + |g] ey,

1 d d

é\w;n\z - %% e(wm) > + 21/7»% lw|” < e+ C/Q |t |* | VW, |2 (2.80)
Notamos que a estimativa (2.27) implica que u,,(t) € V4 — L*(Q2), pois d < 3. Por
outro lado, (2.30) implica que Vuw,,(t) € L*(Q2). Desse modo, aplicando a desigual-
dade de Hoélder em (2.80), integrando sobre (0,t), com ¢ < T, e depois aplicando a

desigualdade de Korn, obtemos

t t
/ ! (3)Pds + K |wnl < ¢+ ¢ / () 2o () [P, (281)
0 0

pois wy € Hy(R). Notamos também que (2.27) implica que ||um(t)||200(9) e L*0,7)
e (2.30) implica que ||w,,(t)|] € L*(0,T). Portanto, usando a desigualdade de Holder

em (2.81) podemos concluir que

(w!)) ¢ limitada em L*(I;L*(9)), (2.82)
(w,,)  é limitada em L>(I; H§(S2)). (2.83)

Por fim, vamos estabelecer a unicidade de solugoes no caso em que d = 3. Primei-
ramente notamos que supondo d = 3, temos H} < L%(2). Agora usamos o Lema 1.5

com s =4, r = 6, bem como a desigualdade de Young para obter

1/2((,,111/2

[b(u, ur,u)| + [b(u, wi, w)| < eflul psollu|[[ul™=ul

1/2 1/2

+ cllullzs@llwa[[w]™w]]

1/2 1/2 1/2

IN

’3/2

clfun [l =l + efwn [[[w] =l lw]

IN

14 v
S llull® + eullualul® + S llull* + e fwn Plel[lw]

IN

14 14
Ml + e lluallul® + S llull® + wllwl® + e, flon el
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Segue da inequagao (2.71) obtida na demonstracao do teorema de unicidade que
ld o 2) 4 4 2 2
52 (10l + ) < e (hnll + Janll®) (jul? + fof?)

Integrando de 0 a ¢ obtemos

[u(®)]* + [w(®)]* < C/O (lua ()" + [lor()IIF) (Juls)[* + [w(s)[*)ds. (2.84)

Aplicando a desigualdade de Gronwall em (2.84), deduzimos, devido as estimativas

(2.28) e (2.83), que

ur(t) = uo(t) e wi(t) =wq(t) Vtel0,T], parad=3.

Com isso concluimos a demonstragao do teorema 2.3. 0

2.5 Existéncia de Solucoes Periddicas

Demonstracao do teorema 2.4.

Sabemos que o sistema aproximado (2.19) possui uma solugao qualquer que seja o
dado inicial (u,,(0),w,,(0)) € V,, x W,,,. Com a finalidade de demonstrar o Teorema
2.4, primeiramente vamos mostrar que existe uma solugao aproximada para o sistema

(2.19), tal que

(tm (0), wn(0)) = (unm(T), wn(T)) - (2.85)

Tomemos ¢ = U, € ¢ = w,, em (2.19). Temos

1d
3 gl o)l [ MGGl ess ()P da
Q (2.86)
< 2wl |+ 17 e
1d 2 2 2
§E|wm| + v | ej(wn)|Pde + 4vy|wy,|
s (2.87)

< 2| |[[wm| + ([l 1@ lwmll;
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visto que b(u,u,u) = 0 (veja J. L. Lions [12], [1969]), |V X up| = |Vum| = ||un|
e (V X Wy, Up) = (W, V X uy,) (veja G. Lukaszewicz [6], [1999] p. 116). Agora,
usando a hipétese (1.1) sobre a fungao M, a desigualdade de Korn (1.3) e o fato
LY(Q) = L?(2), obtemos de (2.86) e (2.87), respectivamente

1d

5 g7l + v uml* + MoK |e(um)[* < 20w lfuml| + | fllv ]l (2:88)
1d 9 ) )
§E|wm| + VlKme” +4VT|wm| < 2Vr||um|||wm| + HQHH—l(Q)meH. (289)

Apés alguns célculos obtemos de (2.88) e (2.89) a seguinte inequagao

& (Juml? + [wnl) + vl + K ol < € (171 + gl ) -

Considerando que V < H e H{() — L*(£2), existe uma constante ¢, tal que

d
& (luml? + [wnl?) + lum? + calwml® < € (£ + lgllie ) -

Multiplicando essa inequagao por e’ e integrando sobre o intervalo [0, ), obtemos

[ (O + [wn (@] < €™ (Jum (0)* + [wn(0)*) + C,

qualquer que seja t € [0, T]. Tomando 0(t) = e~ ', temos que 0 < §(¢) < 1. Portanto,

|t (T) 2 + [win (T)|? < 0 (|um (0)* + [wm(0)]) + C, (2.90)

em que § = 0(T) é uma constante positiva satisfazendo 0 < 1 — 6 < 1. Segue que,
C < 1—5 Agora consideremos uma constante positiva R > 0, tal que =4 < R%.
Temos C' < (1 — 0)R%. Escolhendo o dado inicial (u,,(0), w,,(0)) € V,, x W,,, tal que



obtemos de (2.90)

[t (T))? + (Wi (T < 0(|ti (0)|? + |0 (0)[?) + C < 0R* 4 (1 — ) R* = R2.

Portanto, [u,,(0)]* + |w,(0)|* < R? implica em |u,,(T)* + |w,(T)|* < R2.

A seguir, definimos o : Br(0) N (V,,, x W,,,) — Br(0) N (V,,, x W,,,), por

0 (um(0), wn(0)) = (um(T), wn(T)),

em que Br(0) = {(u,w) € HxL*(Q); |u|>+|w|?> < R}. Notamos que o é uma funcio
continua, pois a solucao do sistema aproximado (2.19) depende continuamente dos
dados iniciais. Também notamos que (2.90) implica que o(Bg(0)) C Bg(0). Portanto,

obtemos do Teorema do ponto fixo de Brower que ¢ possui um ponto fixo

(Wom, Wom) € Br(0) C Vy x W,.

Dito de outro modo, o (uom, Wom) = (Uom, Wom). Tomando o dado inicial (ugy,, wom)

no sistema aproximado (2.19), isto é, (u,(0), w,(0)) = (uom, Wom) obtemos

(U (0), wm(0)) = (Unm(T), wm(T)).

Portanto, (2.19) possui uma solugao periddica para dados ” pequenos” contidos na bola
Br(0) C Vi, x W,,. A seguir, obtemos as estimativas para o sistema (2.19) com o
dado inicial (ugm, wom), do mesmo modo que foi feito na demonstragdo do Teorema

2.1. Segue-se que

Uy — u fraco em LY(I; V), (2.91)
Un — u fraco em L*(I;V}), (2.92)
u' = o/ fraco em L3(I: V'), (2.93)
w, — w fraco em L*(I;H}(Q)), (2.94)
w, — w'  fraco em L*(I;H(Q)), (2.95)
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em que (u,w) é uma solu¢ao do sistema (2.1) no sentido da defini¢ao 2.1. As con-

vergéncias (2.91) e (2.93) nos permitem concluir que

/0 % [(um(s),v)0(s)] ds — /0 % [(u(s),v)0(s)] ds, (2.96)
Yo eV ebeC0,T), com §(T) = 0. Dai concluimos que,
(um(0),v) = (u(0),v), Yo € V. (2.97)

Usando o mesmo argumento com 6 € C'(0,7T) e 6(0) = 0 concluimos que

(U (T),v) = (w(T),v), Yv € V. (2.98)

Segue das convergéncias (2.97) e (2.98) que u(0) = u(7"). De modo andlogo, a partir
de (2.94) e (2.95) obtemos

(wn(0),7) — (w(0),v), Vo € LQ(Q),
(2.99)
(W (T),0) — (w(T),v), Yo € L*(Q).

Portanto, w(0) = w(T"). Com isso concluimos a demonstragao do teorema 2.4. O
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Capitulo 3

Sobre um Fluido Micropolar

Fortemente Dilatante

Motivados pelos resultados obtidos com o sistema 2.1, consideraremos neste

capitulo a andlise do seguinte sistema

u =V [(v+v, + M(le(uw)|%))e(w)] + (w.V)u + Vp
= 2,V Xw+ f em Qr,
w — 1 V- [M(le(w)|%)e(w)] + (u.Vw+4v,w = 20,V xu+g em Qr,
V-u = 0 em Qr, (3.1)
U = 0  sobre X7,
w = 0  sobre X,
u(0) = up  em €,
w(0) = wy  em €,

em que v, 11 e I, sao constantes positivas. Notamos que nesse sistema consideramos
uma nao-linearidade na segunda equacao analoga ao tensor de estresse da primeira

equacao.
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3.1 Definicoes e Resultados

Neste capitulo vamos considerar as mesmas formas a : V xV — Reb: V xV x
V' — R definidas no capitulo anterior em (2.2) e (2.3), respectivamente. Chamamos
a atengao do leitor para as propriedades dessas formas dadas em (2.4) e (2.5). Também

consideraremos

Au=—-Au, Byw=(u-V)v VYuvelV.
Assim como,

Ku=—V-M(le(u)|p)e(u) YuecV NV,

definido em (2.8). Notamos a validade de (2.9)-(2.11), bem como a monotonia de K

conforme a observagao 2.1. A seguir, definimos solucao fraca para o sistema 3.1

Defini¢ao 3.1. Sejam ug € H,wy € L*(Q), f € L3I, V') e g € L3 (I, H'(Q)).

Uma solugao fraca para o sistema (3.1) é um par de fungoes {u,w}, tal que
w € LYL;V)NLYI; V) N L>®(I; H),
w € L*(I; Hy(Q)) N L* (I; Wyt (Q)) N L™ (I; L*(Q)) ,
satisfazendo as seguintes identidades
T T T
[ e ) [t [ ot a0, e
0 0 0
T
b [ M (elule)) e (ult) ep)dadt =20, [ (9 % w(e), o)
0
T
+ [ oo veepuv),
0

[ o [ (o)) e ) e )

+/0 b(ut), w(t), o) dt+4yT/0 (w(t),(b)dt:QVT/O (V x u(t), ¢)dt

+/0 (9(t),9)dt Yo e D(I; D)),

u(0) = ug, w(0) = wy.

Usando os Lemas (1.1)-(1.5) obtivemos os seguintes resultados
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Teorema 3.1. Supondo que d < 4, ug € H, wy € L*(Q), f € LY3(L;V') e
g € L3 (I; H'(2)), existe uma solu¢do fraca para o sistema (3.1) no sentido da
Definicao 3.1.

Teorema 3.2. Sob as mesmas condi¢éoes do teorema 3.1, com d < 3, o sistema (3.1)

possui uma unica solugao fraca, no sentido da Defini¢ao 3.1.

Teorema 3.3. Se d < 3, ug € VNV, wy € H(Q) N W Q) e f,g € L*Qr),
entao existe um par de fungoes {u,w}, solu¢ao fraca do sistema (3.1) no sentido da

definicao 3.1 satisfazendo as sequintes propriedades

u e L¥(IV), (3.3)
u € L¥(I;Vy), (3.4)
u € LA H), (3.5)
w € L™ (I; Hy(Q)), (3.6)
w € L™ (I, wy*(Q)), (3.7)
w' e L*(I;L*9Q)). (3.8)

Teorema 3.4. (Solugoes Periddicas) Supondo que d < 4, ug € H, wy € L*(Q),
fel*;V)ege L? (I; Hfl(Q)), existe um par de fungoes (u,w) tal que

u € LYL;V)NLYI; V)N L®(I; H),

w € L*(I; Hy(Q)) N L* (I; W' (Q)) N L™ (I; L*(Q)) ,

satisfazendo
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(' (t), ) + (v + vr)a(u(t), ) + (Ku(t), ) + (Bu(t), ¢)

=20, (V x w(t), ) + (f(1), ¢),

(w'(), @) + 11 (Kw(t), ) + (Bw(t), ¢) + dvr(w(t), ¢)

= 2u, (v X u(t)a ¢) + (g(t)’ gb)? (39)

Vo eV, Yo e D)

no sentido de D'(0,T).

3.2 Existéncia de Solucoes

Demonstragao do Teorema 3.1.

Para mostrar a existéncia de solugdes fracas para o sistema (3.1), usaremos o
método de Faedo-Galerkin. Para isso, consideremos uma base de autovetores do
operador de Stokes dada por (¢,),ey C H, bem como uma base de autovetores de
Lamé dada por (¢,).en C L*(). Sejam V,, = [p1, ..., pm] C H o subespaco gerado
por {o1,...,om} € Wy = [b1, ..., 6m] C L*(Q) o subespaco gerado por {¢y, ..., o}

Consideremos agora o sistema aproximado, com r = 1,...,m

(g (£), r) + (v + v2) (At (t), or) + (Kum (1), 07) + (Bu,, i (1), or)

=20, (V X wp (1), ¢,) + (f(1), 0r),

(wy, (1), @) + 1 (Kwm (), 1) + (Bu,,wm(t), r) + 4vp(wim(t), ¢1)

= 2, (V X up(t), &) + (9(t), by,

(3.10)

Um (0) = ugym — up, forte em V NV,

Wi (0) = Wom — wp, forte em HL(Q) N W(Q).

Sabemos que (3.10) possui uma solugao local (uy,, w,,), definida no intervalo [0, t,,],

0<t, <T, em que
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=) gmer(r) e wale,t) =) hen(t)r(z). (3.11)

r=1

A primeira estimativa, feita a seguir, nos permite estender essa solugao a todo inter-

valo [0, 7]

Primeira Estimativa
Multiplicamos ambos os membros da equagao (3.10); por g,,, e de (3.10), por h,.

Em seguida somamos de r = 1 até r = m para obter

1d
—Jum (D] + (v + ) lum O + [ M (Je(um(t)]3) lei (um(D)]* dz
2dt / (3.12)
< 203 Wi ()| [ () | + [ OV [ ()],
1d
—Jwn (O + 11 | M (le(wn(t))|E) les (wm(8)*dz + 4v, [w, (£)]?
2dt / (3.13)

< 2| () [[[wm ()] + lg (O [lwm ()]],

visto que b(u,u,u) = b(u, w,w) = 0, Yu(t) € V e Yw(t) € Hy() (veja J. L. Lions
[12], [1969]). Além disso, |V X tuy| = |Vum| = [|[um]] € (V X Wi, ) = (Wi, V X Up,)
(veja G. Lukaszewicz [6], [1999] p.116). Agora usamos a desigualdade de Young e
obtemos de (3.12) e (3.13), respectivamente

1d
5 77|t OF + (v + v [[um () * + vallum (O] + vsllumlly,

(3.14)
T 1%
< 5!\um(t)H2 + 20w (8P + f\lum(t)HA‘ +enllF B

5 7 wm@F + vallwn @O + vslwmly1 ) + e lwm )]
(3.15)

Vy

Vp 4/3
< 5llum(1t)ll2+2vr\wm<t)l2 5 lwm( W+ eullgt)l3s

De fato, devido a desigualdade de Korn (1.3), a imersao L*(2) < L?(2) e a hipétese
(1.1) sobre M, temos
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1 Ly

3 | M (el ®P) estun)Pde = SHletwn)lag
(1.3)
> Cle(un)l!
Z V2||um||47

1 2 2 (1) 4

3 | M (ewn) B esslun) do =" valfunl

De modo analogo obtemos

3 / M (Je(wm()?) leij (wm (1)) Pdz > wal|wnl|",

1%
" / M (e(wn(t) ) lesy(wn(0)* dz 2 valltmllty 100

Somamos as inequagoes (3.14) e (3.15) e integramos de 0 a ¢, com 0 < ¢t < 7', para

concluir

(i ()2 + [ (1) 2) + 12 / et (3)] s + 207 / et (3)]%, s
’ ’ (3.16)

t t
4 4
+V4/O [0 (s)]] d3‘|‘27/5/0 me(S)HWOl"‘(Q)dS <C.
Portanto, seguem da inequagao (3.16) as seguintes limitagoes

é limitada em L>([; H),
é limitada em L*(I; V),

é limitada em L* (I;V}),

(ttm) (3.17)
(tm) (3.18)
(tm) (3.19)
(W) € limitada em L™ (I;L*(Q)) , (3.20)
(wn) ¢ limitada em L* (1;Hy(Q2)). (3.21)
(wm) (3.22)

é limitada em L* (I; W(I)A(Q)) .
Segunda Estimativa
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Sejam P, : V — V,, a projecao ortogonal de V' em V,,,, dada por

Pou=y (u,9;)¢;,

=1

/

assim como sua adjunta P : V' — V'. Notamos que Piul, = u/,. Além disso,

devido a escolha da base especial (¢, ), temos que

| Pollcovy <1 e |[Pylleqryy < 1 (3.23)

No que segue, omitiremos o parametro ¢ em alguns momentos. Segue de (3.10)q, e

das propriedades (2.9), (2.10) e (2.11)

wl, = —(v+ v,) Pt Aty — Pi Kty — Pr By, tm + 20, PEV X wy, + P f. (3.24)

m

Agora vamos limitar cada termo do segundo membro de (3.24). Primeiramente, da

estimativa (3.18) obtemos
(Au,,) é limitada em LA(1; V') < LY (I; (V N V,)"). (3.25)

Agora tomemos u,,(t),v(t) € V. Devido a (2.11), a desigualdade de Hélder e a (3.19),

obtemos do mesmo modo feito no capitulo anterior a seguinte estimativa

(Kty,) é limitada em L3 (I; (V N V,)). (3.26)

Supondo d < 4, temos que H}(2) < L*(Q2). Consequentemente, tomando u,,(t),v(t) €

V', obtemos a partir da propriedade (2.10) e da desigualdade de Holder
(2.10)

|<Bumum7v>| < |b(umaumav)| < ||um||L4(Q)||Um||||U”L4(Q) < C”umHQHUH

Portanto, a estimativa (3.18) nos permite escrever

(Bu,,um) ¢ limitada em L2 (I; V') < LY3 (I; (V. N V,)'). (3.27)

Por outro lado, sejam w,,(t) € Hy(2), e v(t) € V. Temos que

[V X wm, )] = [(wm, V X 0)| < Jwnl[[o]] < cllwn]|]|v]
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(veja G. Lukaszewicz [6], [1999] p.116). Segue da limitacao (3.21) que

(V X wy,) é limitada em LA(1; V') < LY3 (I; (V NV,)"). (3.28)

As estimativas (3.25)-(3.28), (3.23), (3.24) e as hipdteses sobre f nos permitem con-

cluir que
(u)) é limitada em LY (I;(V NV,)'). (3.29)

A seguir vamos considerar a projecao ortogonal R, : Hi(Q2) — W,, dada por

Ryw = (w,9;)¢,
j=1
bem como sua adjunta R, : H-1(Q) — H'(Q). Novamente temos que R} w!, = w, .

Também notamos que a escolha da base especial (¢, ), nos permite escrever

||Rch(Hg(Q),H3(Q)) <1 [RLlle-1m—1) < 1. (3.30)

Segue da equagao (3.10),, bem como das propriedades (2.9), (2.10) e (2.11) que

w!, = v R Kw,, — R By, Wy — 40, R Wy, + 20, RNV X u,, + Rig. (3.31)

Para obter uma limita¢do de w/, , primeiro notamos que tomando w,, (t), v(t) € Hy(9),

obtemos da desigualdade de Holder e da propriedade (2.11) que
[(Kwp,,v)| < C’/Q (14 |Vwn|g)? |Vo|gdz
< (C+ Vel ) V0l )
< (Ot lwnliygam) Iolhwpe
)

< <C+||wm||314m 101l 73 @)rwi2

Segue de (3.22) que

(Kwy,) é limitada em L*/3 <(H(1)(Q) N W(l)’4(Q)),> : (3.32)
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Como estamos supondo d < 4, temos que HJ(Q2) < L*(Q2). Logo da propriedade
(2.10) e da desigualdade de Hoélder concluimos que

(2.10)
| (Buy Wi, )| < (U, Wi, 0)| < [t || 2@ [[wm[[[0]| 24@) < ellwm || [lwm [[[v]];

Y, (t) €V, Yw,(t),v(t) € Hy(). Portanto, de (3.18) e (3.21) obtemos

(Buy,w) 6 limitada em L? (I; H'(Q)) — LY/3 (1; (Hy(2) N Wé’”‘(Q))') . (3.33)

Temos também, devido a (3.21) que

(w,,) é limitada em L4 (I; HY(Q)) — LY/3 (1; (HH(Q) N ng4(9))’) L (3.34)

Finalmente, de (3.18) concluimos que

(V X uy,) é limitada em L* (I;L%(Q)) < LY/3 ([; (Hy(Q) N W})A(Q))’) . (3.35)
Portanto, segue de (3.30)-(3.35), e das hipéteses sobre g que
(w!) é limitada em LY? (I; (HH(Q) N Wé"‘(Q))/) . (3.36)

As limitagoes (3.17)-(3.22), (3.29), (3.36) e o Lema de Compacidade de Aubin-Lions
implicam que existem subsequéncias de (u,,) e (w,,), as quais ainda denotamos por

(Um) € (wy,), tais que

U, — u forteem L*(I;H)eq. s. em Qr, (3.37)
U, — u  fraco estrela em L>®(I; H), (3.38)
Un — u fraco em L*(I;V), (3.39)
w  — ' fraco em L*3(I;(V NVy)), (3.40)
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w, — w forte em L* (I;L*(Q)) eq. s. em Qr, (3.41)

w, — w fraco estrela em L>(I;L*(1)), (3.42)
w, — w fraco em L*(I; H(l)(Q)) ) (3.43)
w, — w'  fraco em LY3 (T < ) NW(Q)) ) : (3.44)
Kun, — x  fracoem L*3(I;(V NVy)), (3.45)
Kw, — ¢ fracoem L3 (1, )N Wé"*(Q))') . (3.46)

Finalmente, notamos que faz sentido considerar u(0) = ug e w(0) = wy, pois, (3.18),
(3.29) implicam que u € C°(I;H). Analogamente, (3.21) e (3.36) implicam que
w e C° ([ ; L2(Q)). A seguir usaremos as convergéncias obtidas acima para obter
(3.2).

Para provar que

/Ob(um,um,gp) — /0 b(u,u,p), Vo€ D(I;V), (3.47)
/O bt Wy 8)  — /0 b, w, ), VoD (D)), (3.48)

usamos (3.37) e (3.41) (de modo andlogo ao que foi feito no capitulo anterior). A fim

de mostrar que
g M (le(um) %) (um)eis(0)dzdt — : M (le(u)[i)ei;(u)ei;(0)dwdt, — (3.49)

usamos o Teorema da Convergéncia de Vitali (Lema 1.3) analogamente ao que foi
feito no capitulo anterior. Assim obtemos y = Ku em L*3(I;(V N V})). De modo

inteiramente andlogo, e considerando (3.21) obtemos

. M (le(wn)[E)ei;(wi)ei;(9)dxdt — ; M (Je(w)[E)es;(w)es;(¢)dadt.  (3.50)

Dito de outro modo, ¢ = Kw em LY/3 <[; (Hp(€2) N Wé’4(Q))/>. As convergéncias
(3.37)-(3.50) nos permitem obter
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U + (v + ) Au + Ku + Byu = 20,V x w + f em L*3(1;(V N V,)), (3.51)

W' + v Kw+ Byw + 4v,w = 2, V X u+ g em L*/3 (I; (Hy(2) N Wé’4(Q))/> . (3.52)

Isso conclui a demonstracao do teorema 3.1. O

3.3 Unicidade de Solucao

Demonstragao do teorema 3.2.
Para demonstrar o teorema 3.2, tomemos (uy,w;) e (ug,wy) solugdes fracas do

sistema (3.1), no sentido da Defini¢ao 3.1. Temos que

up,uy € LY V)N LYI;Vy) N L>*(1; H),
wi,we € LY (LHYQ) N L (L;W'(Q) N L™ (I;L*(Q)) .

Sejam u = u; — ug € w = wy — wy. Logo (u,w) é tal que

u 4+ (v +v)Au + (Kuy — Kug) + (By,u1 — Byyus) = 21,V X w,

w 4 v (Kwy — Kwsy) + (By,wy — By,ws) +4v,w = 21,V X u, (3.53)

u(0) = w(0) = 0.

Com a primeira igualdade em L¥3([;(VNV,)), e a segunda em
L3 (I; (Hy(Q) N W(l)’4(Q))’). A seguir, tomamos as dualidades nas equagoes (3.53),
e (3.53)y com respeito a u e w, respectivamente. Isso faz sentido, pois u € L(I; V) e

w € LA(1; Hj()). Desse modo, obtemos
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1d
57U+ @ vl + (Ku = Kus, ) + (Bu,wr = Buyua, u)
= 2v, (V X w,u),
1d .
§%|w|2 + v (Kwy — Kwy, w) + (By, w1 — By, ws, w) + 4v,|w|? (3.54)
=21, (V x u,w),
u(0) = w(0) = 0.
Observacao 3.1. Notamos que (veja a Observagao 2.2).
<Bu1u1 - Bu2u27u> = b(uy Uy, U’))
(3.55)
(B, w1 — By,ws,w) = blu,wy,w).

Também notamos que devido a desigualdade (1.9), obtemos

(Kuy — Kug,u) > Cle(uy) — e(uy)]* > 0,

(Kwy — Kwy,w) > Cle(wy) — e(w2)|2 > C||w||2.

Segue-se que

Sl + (v vo)llull® + b(u(t), wi(t), u(t)) < 20V xw,u),

1d
5 770+ Cllwll + bu(), wi (), w(t) + dwefwl* < 20 (V x w,w)

Somando, membro a membro, as inequagoes acima, obtemos

(Il + [wl*) + (v + wo) ull* + Cllwl]® + v fw]* < 2uJw][[ul] + 2vy[|ullw]

N | —
SIS

+‘b<u7u17u)’ + |b<u7w17w)"

Agora devido a desigualdade de Young concluimos que
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1d

5 [l + ) +vlulP + Cllwl® < [b(u, w1, u)] + by, wi, w)]. (3.56)

Supondo d = 2, temos que H}(Q2) — L*(Q). Usando o Lema 1.4, a propriedade (2.3)

e as desigualdades de Holder e de Young obtemos

[b(u ur, w)| + [b(u, wi, w)| - <l Ly luall + lJull s lwi 1wl s

< cllunlulllull + ellws a2 ful| 2wl 2wl
v
< Sllull® +eflualPlef®
+ VVIullV2C|wl]| + clulw] [[w: |
v v
< Gl + ellun |Plul® + Sllull® + Cllwl?
+ clhwol*ul® + eflwi || |w].
desse modo, concluimos de (3.56) que
li ul?> + [wl?) < e Uq 24 W1 A (Ju]? + |wl|?) .
2 dt
Integrando de 0 a t temos
t
[u(®)]* + [w(t)]* < C/O (lua()I* + llws () 1) (Ju(s)[* + [w(s)[*)ds. (3.57)

Por fim, aplicamos a desigualdade de Gronwall em (3.57), para concluir, considerando

(3.19) e (3.21), que

ur(t) = us(t) e wi(t) =ws(t) Vte[0,T], mno casod=2.

Supondo agora d = 3 temos que H < L%(Q). Usando o Lema (1.5) com s =4 e

r = 6, bem como a desigualdade de Young, obtemos

1/24,,111/2

[b(u, ur, w)| + [b(u, wy, w)| - < eful| Loy l[un[ful=[lu]

1/2 1/2

+ cllull Lo llwa[fw] = [lwl]
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< eflun|fulV?ul P + efw | fw] 2l [lw] /2

< Y2 .12 L Y2 2

< Sllull® +elulllal® + S llull” + e flw Pl fjw]
<

14 14
Ml + e el lul® + Sull® + Cllwll* + efwnl*lwl*

Segue de (3.56) que

5= (Jul? +1wl®) < e (Jludll* + flunl|*) (Jul* + w]?) .

Integrando de 0 a ¢ obtemos

[u(®)]* + [w(®)]* < C/o (lur()I* + llwr ()1 (Juls)[* + [w(s)[*)ds. (3.58)

Agora aplicamos a desigualdade de Gronwall em (3.58), para deduzir, considerando

as estimativas (3.18) e (3.21), que

ur(t) = ua(t) e wi(t) =ws(t) Vte[0,T], mno casod=3.

Desse modo, o Teorema 3.2 fica demonstrado. [

3.4 Regularidade de Solucoes

Demonstragao do teorema 3.3.

Para demonstrar (3.3)-(3.8) precisamos obter mais estimativas para w,, u,,, Wy,
a2

sym

e w, . Para esse propésito consideremos novamente o tensor de estresse 7 : R% ~— —

d2
sym

R% e seu potencial ® : RL ~— R conforme (1.10) e (1.11), respectivamente. Fa-

sym

zendo ¢, = u, em (3.10); e aplicando a desigualdade de Schwarz, obtemos

P+ (v + ) / 625 (tm)ess (t )+ / i (etm) sy () i

Q
< / |tm,
Q

(3.59)

Oy,

J
8@-

[ty A+ 202 [, [V X wi | + [ f [, ]
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Observagao 3.2. Lembramos que devido a (1.4) do Lema 1.2, temos

/Q roe@))ey@)dz = L [ @ (e(v)) da. (3.60)

dt /g
Aplicando a desigualdade de Young e usando a estimativa (3.21) em (3.59), resulta

que

1
§|Uﬁn|2+

V+ U,
2

d d
—/]e(um)\de—l—— O (e(up,))dx
dt o, dt o,
(3.61)
gc+c/ i 2|Vt Pl
Q

Notamos que a estimativa (3.19) implica que u,,(t) € V4 — L*(Q), pois d < 3.
Notamos também que, (3.18) implica que Vu,,(t) € L*(Q2). Em seguida, aplicamos
a desigualdade de Holder em (3.61), integramos em (0,¢), com t < T, e aplicamos a

desigualdade de Korn para obter

/O \u;n(s)|2d5+<u+u,,)z<||um|12+2/Qq>(e(um))dx
< C+2/@(e(um(O)))dx—i-(V—i—Vr)KHum(O)HQ (3.62)

t
2
w [ (5] oy len(9) s,
Observamos que da estimativa (3.19), resulta que ||um(t)||ioo(m € L*(0,T). Por

outro lado, a estimativa (3.18) implica que |jun,(¢)||* € L*(0,T). Entéo, aplicando a
desigualdade de Hélder em (3.62) obtemos

/0 () s + (v + 1) K [P + 2 / B(e(un))de < c. (3.63)

devido a propriedade (1.8) e a hipétese up € V N V,. Notamos agora que (1.8) e a

desigualdade de Korn implicam que

(1.8) (1.3)
/be(e(um))dﬂf > Cslle(um)tay > CsKllumlly,- (3.64)
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Segue da estimativa (3.63) que

t
/o |l (8))2ds + v1 K |[um]]* + C5 K |||, < ¢, (3.65)

Essa desigualdade nos permite obter as seguintes estimativas

(u),) é limitada em L*(I; H),
() é limitada em L>°(I; V), (3.66)

(up,) € limitada em L>(I;V}).

As estimativas (3.66) asseguram a validade de (3.3)-(3.5). Agora tomemos ¢, = w/,

em (3.10), para obter

d
! 2+ o1 / (e ey (W) + 20, o ?

dt
< / | Um;
Q

Aplicando em (3.67) a Desigualdade de Young, a Observagao 3.2 e a estimativa (3.18),

(3.67)

0wy,

(9@-

“[[wn,da + 200 |V X [, + gy, |-

obtemos

1
—|w! |*+ Vli O (e(wy,))dr + 2V,,i|wm|2 <c+ c/ |t || VW, | dx. (3.68)
2 i ), i 0

Notamos que (3.19) implica que u,,(t) € V4 — L*(Q), pois estamos supondo d < 3.
Em vista da estimativa (3.21), temos também Vw,,(t) € L*(Q2). Desse modo, segue
de (3.68) apds aplicar a desigualdade de Hélder, integrar em (0,¢), com ¢ < T, e usar

a desigualdade de Korn que

/0 lw! (s)|*ds + 21, /Q ®(e(w))dr + 4v,|w,,|?
<ec+2m / D (e(wm(0)))dz + 4vy|wy, (0))? (3.69)

t
te / et ()12 10 () 2.
0
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Notamos que ||um(t)||%oo(m e L2(0,T), pois vale (3.19). Mais ainda, temos ||w,, (t)||* €

L*(0,T), devido a (3.21). Agora aplicamos a desigualdade de Holder em (3.69) para

concluir

t
/ ! (s)Pds + 2, / B(e(wn))dz + 4vr w2 < . (3.70)
0 Q

pois vale a propriedade (1.8) e estamos supondo wy € HS(Q) "W§*(Q). Finalmente,

notamos que (1.8), a imersao L*(Q2) — L?(2) e a desigualdade de Korn implicam que

(1.8)
/ O(e(wy,))de >
Q

(1.3)
O3||6<wm)||i4(ﬂ) > C3K||wm||?%1,4(ﬂ)

/Q B(e(w,))ds >

(1.3)
Cslle(wm)l7a() = Cale(wn)|* = CaK|lwal*
Desse modo, obtemos de (3.70) o seguinte

t
[ 9P+ Calt |+ Ca g < (3.71)
0 0

A desigualdade (3.71) nos fornece as seguintes estimativas

(w},) é limitada em L* (I;L*(12)), (3.72)
(wy) ¢ limitada em L (I;Hy(€2)), (3.73)
(wp,) é limitada em L™ (I; Wé’4(Q)) (3.74)

As estimativas (3.72)-(3.74) garantem a validade de (3.6)-(3.8). Concluimos assim a

demonstracao do Teorema 3.3. U

3.5 Solucoes Periédicas

Demonstracao do teorema 3.4.
Consideremos o sistema aproximado (3.10). Sabemos que esse sistema possui

uma tnica solugao local, qualquer que seja o dado inicial (u,,(0), w,(0)) € Vi, X Wi,.
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Mostraremos primeiro que o sistema aproximado (3.10) possui uma solugao local

(Um (1), wy,(t)) periddica, ou seja,

(tm(0), wn(0)) = (Um(T), wm(T)) .- (3.75)

Para isso, facamos ¢ = u,, € ¢ = w,, em (3.10) para obter

g gplnl? O vl [ M () ) ey P
(3.76)

< 20w [ + ([ fllv[[m]],

2dt\wm\2+V1/M (w3 leis () P + 41, 1w,
(3.77)

< 2vp[[um|lfwm| + (gl a1 @llwml],

visto que b(u,u,u) = b(u,w,w) = 0, Yu(t) € V, Vw(t) € Hy(Q) (veja J. L. Lions
[12], [1969]). Além disso, |V X ty| = |Vum| = [|[um]] € (V X Wi, ) = (Wi, V X Up,)
(veja G. Lukaszewicz, [6] p. 116). Devido a (1.1), a imersao L*(Q)) — L*(Q) e a
desigualdade de Korn (1.3), obtemos de (3.76) e (3.77), respectivamente

= lunl* + (v + v Jum | + MoK Jumll* < 20wl llwm ] + £ v llumll,

5 g7 Wml” + MoK [[wnll* + v wn* - < 20 || + gl @) llwml-

Aplicando a desigualdade de Young obtemos

|um|2 (V+VT)||um||2 + ]\40Kv||um||2

IN

VT‘
5 lmll” + 20 fwm ] + MoK Jum|* + ¢ f[[5

1d

2dt|wm| —|—V1M0KH’me2 + 41/T]wm]2

l/lMQ

IN

1%
5 N + 20 fwn[* + [wmll* + cllglz
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Somando essas inequacoes concluimos que

d
7 ([uml” + |wn?) + 20 |* + 1 MoK wm | < C (ILf 1[5 + llgll7-1) -

Considerando que V < H e H}(Q) «— L*(€2), existe uma constante cs tal que

d
& (uml + lom ) + cslunl? + sl < € (113 + lol@) - (378)

Multiplicando essa desigualdade por e®! e em seguida integrando em [0, ), obtemos

|t (B2 + |wim ()2 < €73 (Jun (0)] + |wim (0)]?) + C, (3.79)

—cs3t

qualquer que seja t € [0,7]. Agora consideremos 0(t) = e “'. Notamos que vale

0 <6(t) <1. Logo

|t (T))2 =+ [ (T2 < 0 (|t (0)]2 + 0 (0)]2) + C, (3.80)

em que § = 6(T) é uma constante positiva, tal que 0 < 1 — 6 < 1. Segue-se que,

C
C' < ——. Tomando R > 0, tal que < R? obtemos C < (1 — §)R?. Portanto,

C
1—6 1-0
escolhendo um dado inicial (u,(0), w,(0)) € V,, x W,,,, com a propriedade

R? R?
[um(O) < - e |wn(0)f* < =,

obtemos de (3.80) que

|t (T)? 4 [ (T)* < 0 (Jum(0)]? + [0, (0)?) + C < OR? + (1 — ) R* = R

Concluimos que, |, (0)|?> + |w,,,(0)]*> < R? implica em |u,,(T)|* + |w,(T)|*> < R?. A
seguir, definimos uma aplicagao o : Bg(0) N (V,, x W) — Br(0) N (V,,, x W,,,), tal

que
0 (tm(0), wn(0)) = (um(T), wn(T)) -
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em que Bg(0) = {(u,w) € H x L*(Q); |u|*+ |w|*> < R}. Notamos que ¢ é continua,
pois a solugao do problema aproximado (3.10) depende continuamente dos dados
iniciais. Também notamos que (3.80) implica que o (Bg(0)) C Bg(0). Desse modo,

obtemos do teorema do ponto fixo de Brower que o tem um ponto fixo

(Uom,IUQm) € BR(O) C Vi, x W,

Em outras palavras, o(uom, Wom) = (Uom, Worm ). Tomando o dado inicial (ugm, Wom)

em (3.10), ou seja, (U, (0), wm,(0)) = (wom, Wom) obtemos

(Um(0), wn(0)) = (un(T), wn(T)) .

Isso mostra que o problema aproximado (3.10) tem uma solucao periédica para dados
pequenos. Em seguida, fazemos estimativas para o sistema (3.10) com o referido dado
inicial (uom, wom) €, obtemos de forma andloga ao que foi feito na demonstragao do

Teorema 3.1 que

Uy — u  fraco em LY(I; V), (3.81)
w, — ' fraco em L3 (I; (VN VL)), (3.82)
Wy — w fraco em L* (I;H(Q)), (3.83)
wl, — w' fraco em L*? (I;L*(Q)), (3.84)

em que u é uma solucao do sistema (3.1) no sentido da definigao 3.1. As convergéncias

(3.81) e (3.82) nos permitem escrever
Td Td
| (006 ds > [ 5 u(s).0)605)) s, (3.9
0 dt 0 dt
Yo(t) eV, 0 € C10,T), com §(T) = 0. Em outras palavras,

(um(0),v) = (u(0),v), Yo €V, (3.86)

Usando o mesmo argumento, dessa vez com 6 € C*(0,7T) e 6(0) = 0 obtemos
(U (T),v) = (w(T),v), Yv € V. (3.87)
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Segue de (3.86) e (3.87) que u(0) = u(T). Analogamente e usando (3.83) e (3.84)

obtemos
(wm(O),E) — (’UJ(O),@% VE S L2(Q)7
(3.88)
(wn(T),0) = (w(T),), Vo € L*(Q).
Portanto, w(0) = w(T'). Isso conclui essa demonstracao. O
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Capitulo 4

Existéncia de Solucoes via

Cauchy-Kowaleska

Neste capitulo estudaremos novamente o sistema (2.1) ja discutido no segundo
capitulo. Nosso objetivo é estabelecer a existéncia de solucoes para esse sistema
aproximando-o por um sistema do tipo Cauchy-Kowaleska. De um modo mais preciso,

vamos considerar o seguinte sistema

u. =V [(v+v,+ M(le(u)|)) e(us)] + (uec- V)ue + %(V U )ue + Ve

= 2,V Xw.+f emQr,

1
wl — 1V - (e(we)) + (ue - V)w, + E(v “Ue)We + Avpw,

= 21,V X Ue + g em QT)

(4.1)
epl + V - u, = 0 em Qr,
U = w,=0 sobre Xp,
ue(0) = wuyn em
w,(0) = wg em
p(0) = po em L*(Q),

Empregando o método de Faedo-Galerking, mostramos que o sistema (4.1) possui
uma solugao fraca {ue,we,p}, para cada € > 0 (em um sentido a ser definido).

Quando fazemos € — 0, essa solugao converge para uma solugao fraca do problema
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(2.1) (em um sentido a ser definido).
A principal vantagem desse método é que os resultados sao obtidos sobre os espagos

L*(Q) e Hy(2). Portanto, mais gerais que aqueles obtidos no segundo capitulo.

4.1 Definicoes e Resultados

Comecamos essa se¢ao advertindo o leitor para o fato de que nesse capitulo nao
trabalharemos com o espago V', considerado nos capitulos anteriores. Aqui tudo ocorre
nos espacos L*(Q) e Hj(Q), bem como em seus analogos vetoriais. Posto isso, e, para
evitar confusio, consideremos as formas bilinear e trilinear a; : Hj(Q) x Hy(Q2) — R

e by : H{(Q) x H(Q) x H{(Q) — R dadas, respectivamente por

aui 8vi
ar(u,v) = N x o, (x) dx, (4.2)
bi(u,v,w) = /Qul(x)g—:i(x)w](a:) dzx. (4.3)

Além dessas, também vamos considerar as seguintes formas trilineares

b(u,v,w) = %/Quz(x)(Vv(x))wl(a:) dr Vu,v,w € Hy(9). (4.4)
b(u,v,w) = by(u,v,w)+ b(v,u, w) Yu,v,w € Hy(Q). (4.5)

Introduzimos também as seguintes notagoes

— 1 ~ —
B, = §(V ~u)v, By = B+ By Yu,v e Hy(Q).

Relembramos as notagoes Au = —Au, B,v = (u- V)v ji usadas anteriormente, e
definimos o operador K; : Hy(2) — H'(Q) usando a mesma expressio dada no

segundo capitulo em (2.8), qual seja:

Kiu=—-V-M (le(w)|}) e(u)

Notamos a validade das propriedades (2.9)-(2.11), bem como a monotonia de K4

conforme a observacgao 2.1. Além disso, temos
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(Byv,w) = b(v,u,w) Yu, v, w € Hy(Q). (4.6)
Observagao 4.1. Notamos que g(u, v,v) =0, Yu,v € Hy(S).

De fato, Yu,v,w € Hy(f2) temos que

ov; Ou, ow;
b — il dr = — i_ﬂ dr — Z._z dr.
1(u, v, w) /Qujﬁxjw x /Qv 8xjw x /Qv axju] x

Dito de outro modo,

by (u, v, w) = —2b(v, u,w) — by (u,w,v) Yu,v,w € Hy(£). (4.7)
Fazendo w = v nessa tltima expressio obtemos by (u, v, v) = —2b(v, u, v) — by (u, v, v).
Segue-se que by(u,v,v) = —b(v,u,v), Vu,v € Hy(). Portanto, quaisquer que

sejam u,v € Hy(Q), temos

b(u,v,v) = by (u,v,v) + b(v, u,v) = —b(v, u,v) + b(v, u,v) =0

O

A desigualdade a seguir sera de fundamental importancia e pode ser obtida sem
dificuldade usando a definigao dada em (4.5) e a igualdade (4.7) obtida na observagao

acima.

Observacao 4.2. Quaisquer que sejam u,v,w € Hy(Q), temos que

|b(uawav)| < |b1(u,v,w)| + |B(U7uaw)|'

De fato,

|g(u,w,v)| (L b1 (u, w, v) —I—l_)(w,u, v)|

) _ _
< = 2B, v)  ba (v, ) + Bw, w,v)
= |b1(U,'U,U))| + V_)(’UJ,U,U”

- |b1(u,v,w)| + |B(U7u7w)|'
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A seguir, definimos o sentido de solucao fraca que vamos considerar nesse capitulo

para os sistemas (2.1) e (4.1).

Definicao 4.1. Sejam ug,wo € L*(Q), f € L3 (I, H () eg € L* (I, H '(Q)).

Uma solugao fraca para o sistema (2.1) é um par de fungoes {u,w} tal que
w € L* (I3 Hy(Q)) N L* (I; Wy'(Q)) N L™ (I; I*(Q))
w € L?(I; Hy(Q)) N L™ (I; L*())

satisfazendo as seguintes identidades

(W' (t),v) + (v + vp)ay (u(t),v) + (Kyu(t),v) + (Byu(t),v)

=2u,(V xw(t),v) + (f(t),v) Yve D)

(W'(t),z) —v1(V -e(w(t)), z) + (Byw(t), z) + dv.(w(t), z) s
=20, (V x u(t), z) + (g(t),z) Vze D) '

V.-u=0,

u(0) = ug, w(0) = wy.

Definicao 4.2. Sejam u., weo € L*(Q), po € L*(Q), f € LY3 (I, H () eg €
LA*(I; H (). Uma solugdo fraca para o sistema (4.1) é uma terna de fungoes
Ue, We, Pe, tal que

ue € L*(I; Hy(Q) N L* (I; Wy (Q)) N L™ (I; L*(Q))

we € L*(I; Hy(Q)) N L™ (I; L*(Q)),

pe € L= (I;LQ(Q)),

satisfazendo as seguintes identidades
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(u (1), v) + (v + vr)as (uc(t), v) + (Kiue(t), v) + (Buuc(t), v) + (Vpe(t), v)

=2v,(V x w(t),v) + (f(t),v) Vve D),

(Wi(t),z) — 11 (V - e(we)(t), z) + (Euewe(t), z) + 4v.(we, 2)

€

=2v,(V X uc(t),z) + (g(t),z) Vze D),
(4.9)

€(pe(t), @) + (V- uc(t),q) =0 Vg € D(Q),

Ue(o) = U0,
we(0) = Ueo,
pe(o) = Pe0-

Nosso objetivo é demonstrar os seguintes resultados.

Teorema 4.1. Se d < 3, ug,wo € L*(Q), f € L3 (I; H '(Q)) eg € L* (I; H '(Q)),

entdo existe uma solug¢ao fraca para o sistema (2.1) no sentido da defini¢do 4.1.

Teorema 4.2. Se d < 3, uq,wo € L*(Q), po € L*(Q), f € L3 (L, H '(Q)) e
g € L? ([; H_l(Q)), entdo para cada € > 0, existe uma solucao fraca para o sistema
(4.1) no sentido da defini¢ao 4.2, dada por {ue,we,pc}. Além disso, se d = 2, essa

solucao € unica.

4.2 Solucoes Para o Problema Penalizado

Demonstracao do teorema 4.2.
Empregamos o método de Faedo-Galerkin. Sejam {p,,\,} e {¢,\}, v € N

solugoes do seguinte problema espectral

((p,0)) = Aep,v) YoeL(Q),
(4.10)

((¢.9)) = Mg.v) Vo€ L Q)
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Consideremos V,,, = [0y, ..., o] C L*(Q) o subespaco gerado por {1, ..., o} € W), =
[q1, ..., @] C L*(2) o subespago gerado por {qi,...,¢n}. Seja também o seguinte

problema aproximado, com r =1,...,m

(Ul (), 00) + (v + 1) (At (), 1) + (Kitiem (1), 1) + (Bue,, Uem (t), or)

H(VDem, 0r) = 20,(V X Wen (), 1) + (f (1), ¢r),

(wém(t)a or) = 1(V - e(wem(?)), r) + <§uemw5m(t)7 ©r)
+4v (Wen (), or) = 20 (V X uem(t), 0r) + (9(1), ¢r)

(4.11)
e(pém(t), QT) + (v ' uem<t>7 QT') = 07

Uem (0) = Ueom — Ueo, forte em H (),

Wern (0) = Weom — Weo, forte em H(l)(Q),

Pem(0) = Peom — Peo,  forte em L2(9).

Sabemos que o sistema de equacoes diferenciais e ordindrias (4.11) possui uma solugao

local no intervalo [0,t,,[, 0 < t,, < T dada pela terna {tey,, Wem, Pem }, €M que

m

U (2, 8) = Y FronOer(2),  Wan(@,8) = Y G (D)or(2), (4.12)

r=1

m

Pem(,1) = Z e (t)gr(2), (4.13)

r=1
A primeira estimativa a seguir nos permitira estender essa solu¢ao a todo o intervalo
[0,T7.
Primeira Estimativa
Por simplicidade de escrita vamos omitir o parametro ¢ em algumas expressoes.
Comegamos multiplicando ambos os lados das igualdades (4.11), (4.11)2 e (4.11)3

por f, .G, € h.,, respectivamente. Em seguida somamos de r = 1 até r = m

para obter
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Ld —|Uem (t )|2 + (v + v |[ttem (t) ||2 /M (e (t ))|E) |€%J(uem( >>| dx

24t (4.14)
—(Pem (t), V - tem (t)) < 20 [wem (O)[[[tem ()| + [[f O] 5-1(0) ltem ()],
1d 2 2 2 2
L s + 01 ()P + 11 (O 4 0]
(4.15)
< 20 ||t (8) [[|wem (£) | + Hg(t)HH—I(Q)Hwemu)uj
\pem( )P 4 (V- e (1), e () = 0, (4.16)

5 at

pois, b(u,v,v) = 0, Yu,v € H5(Q) (veja a observagio 4.1). Além disso, |V X Uen| <
|tem|| € (VX Wy Uern) = (Wem, V X Ue) (Veja G. Lukaszewicz [6], [1999] p. 116).
Agora notamos que devido a desigualdade de Korn (1.3), a imersao L*(Q2) — L?*(Q)
e a propriedade (1.1), temos que

) 1K

NN
/M e(Uem |E |€Z](u€m)| dx > 7“ (uem)||L4 Q) Z 9 ||u€m||W14(Q)

1 ) (L) O (1.3)
§/QM(|€(uem)!E) leij(tem)Pdz > 7H€(uem)|l‘i4<m > Cle(uen)|* > valltem|*.

Segue-se dessa observacao e da desigualdade de Young aplicada a (4.14) a seguinte

desigualdade
1d C1K
§E|u6m|2 + (v + Vv")HuemHQ + 12 ||Uem||?/v01,4(g) + I/2||u€m||4
(4.17)
Vr vV 4/3
—(Pems V + Uem) < §||uem(t)||2 + 20, |wem |* + E||uem||4 + CV2||f”f;*1(Q)7
Em seguida aplicamos a desigualdade de Young em (4.15) e obtemos
1d vy,
5%‘wem|2 + VleemH2 + 4Vr|wem|2 < EHUem(t)HQ + 2VT’wem|2
(4.18)

141
+5Hwem“2 + "g"%*1(9)7
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Por fim, somamos, membro a membro, as desigualdades (4.16), (4.17) e (4.18) e

integramos de 0 a ¢, com 0 < ¢ < T para obter

(luem(t)|2 + |wem(t>|2 + 6|pem(t)‘2)

¢ ¢ ¢ (4.19)

—1—01[(/ ||u€m]|évl,4(9) +V2/ Huem(3)|]4d8+1/1/ | wWem (5)||?ds < C
0 0 0 0

Em que C é uma constante positiva que independe de m e t. Desse modo obtemos
de (4.19) as seguintes limitagoes

é limitada em L>(I;L*(1)),

uem

(ttem)

(Uem) 6 limitada em L*(I; H(Q)),
(Uem) 6 limitada em L*(I; Wy™*(Q)),
(Wery) ¢ limitada em L°°(I;L*(Q)),
(Wery) ¢ limitada em L?(1; Hy(S2)),

Segunda Estimativa

Sejam P, : Hy(2) — V,, o operador projecio ortogonal dado por

Pou = Z(u> ('pj)goj’
j=1

e seu adjunto P* : H~1(Q) — H~1(Q). Notamos que P*u. =u. e P‘w. = w!

mem m-Tem em:”

Vemos também que devido a escolha da base especial (¢, ), temos

| Pollcmrymey <1 e [Pyllea—1@)m-10) < 1. (4.26)

A partir da primeira equagao do sistema aproximado (4.11), das propriedades (2.9)-

(2.11), bem como (4.6) obtemos

ul,, = —+ )Pt Aue, — PE K Ue, — Pl B, Uem — PN Dem

(4.27)
+20, Pr NV X We, + Py f.
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A seguir vamos limitar cada termo do segundo membro da igualdade (4.27). Pri-
meiramente temos que |{Auem, V)| < |[uenl||0]l, Vuen(t),v(t) € Hg(Q2). Portanto,

devido a (4.21) concluimos que

(Atey) é limitada em L*(I; H™1(Q)) < L*/? (1; (H)(Q) N Wé"‘(Q))/) o (4.28)

A seguir, sejam e, (t),v(t) € Hy(S2). Devido a desigualdade de Hélder e a proprie-
dade (2.11), temos que

(Kattom, v)| < C/(1+|Vu6m|E)3|Vv|Eda:
Q
< (CH+ IVumlliag ) IVl sge)

< (CH Tuenlynagy ) Nl o

< (O luamlyagy ) 1ol
Portanto, a estimativa (4.22) nos assegura que
(Kttem) ¢ limitada em L*/3 (1; (H)(Q) N Wé’4(Q))/) . (4.29)

Para estimar o termo correspondente a forma trilinear, usamos (4.5) e a desigualdade

de Holder para obter

{(Buo ttem, V)| < b1 (tem, Uem, ©)| 4 [B(tems Uem, V)]

< 2fjuenlla@lluem|l[oll s

IA

cllueml* 1]

Ve (1), v(t) € Hy(S2). Portanto, devido a estimativa (4.21) concluimos que

(Bu. ttem) ¢ limitada em L2(1; HL(Q)) < LY? (1; (HA(Q) N Wﬁ;“(@))’) . (4.30)

Por outro lado, notamos que
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[(VPem, )] = [(Pems V- 0)] < [pem] [ 0]

Vit (1), v(t) € Hy(£2). Desse modo, devido a (4.25) concluimos que

(Vpem) 6 limitada em LY3(I; HH(Q)) < L3 (1; (HA(Q) N Wé"‘(Q)),) .

Finalmente notamos que

(VX Wem, v)] < cf|weml[[v]

YwWem, v € Hy(Q). Portanto, a partir de (4.24) obtemos

(V X Wen) ¢ limitada em L2(1; H™Y(Q)) — LY? (1; (HA(Q) N ng‘*(m)’) .

Segue-se de (4.26)-(4.32) e das hipdteses sobre f que

() 6 limitada em LY/? (1; (H) () N Wé’4(Q))/> .
A seguir obtemos de (4.11)3 a seguinte desigualdade
| (Pt V)| = (V- ttem, v)| < [luem |l |01,
Vo(t) € L*(). Portanto, (4.21) implica que

(epl,,) é limitada em L4([; LQ(Q)) SN LQ([; LQ(Q»'

/
em)

Com a finalidade de obter uma limitagao para w

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

notamos que a segunda equagao

do sistema aproximado (4.11), as propriedades (2.9)-(2.11), bem como (4.6) nos per-

mitem obter

. -
wl, = =PV - e(Wen) — P By, Wemn — 40 Pl wWe,

Uem

2, Py V X U, + P g.
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Para limitar o segundo membro de (4.35), primeiramente notamos que

(V- e(wem), )| = [{e(wem), VO)| < [Vwen||Vo] < [lweml|[|v]],

Ywen (1), v(t) € Hy(Q). Portanto, devido a (4.24) concluimos que
(V- e(wWep)) é limitada em L2(I; H(Q)). (4.36)

Por outro lado, considerando a estimativa (4.24) e a imersao Hj () < L?*(f2), obte-

mos

(Wer,) ¢ limitada em L2(1; H™1(Q)). (4.37)

A seguir, sejam U, (1), v(t) € Hy(£2). Temos que

(VX them, 0} < [ttem [ [[0]]

Desse modo, (4.21) nos permite escrever

(V X Ue) € limitada em L2(1; H'(Q)). (4.38)

Agora vamos limitar o termo B,_ w.,. Para isso, vamos considerar dois casos:

d =2 e d = 3. Vamos supor primeiro d = 2. Considerando a Definigao (4.5), a
igualdade (4.7) obtida na Observagao 4.1 e a Desigualdade de Holder, vemos que

(45 -

(Buop Wer v>‘ : |01 (e W, V) + b(Wen, e, V)|

(g) ‘_21_)(11}6’”“ Uem, U) - bl(uem; v, me) + Z_)(w€m’ Uem, U)‘

< cllwenllzalluemll|v]]
Ve (1), We (1), v(t) € Hy(£2), pois H5(Q) — L*(Q). Logo

|2

2
oy < el
H

)

Wem

Uem
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e como estamos supondo d = 2, vale o Lema 1.4. Aplicando a Desigualdade de Young

na ultima desigualdade obtida, concluimos que

~ 2
| B, g < ellven* + el e

Desse modo, as limitagdes (4.21)-(4.24) nos fornecem

(By., W) 6 limitada em L2(I; H™'(2)) para d = 2. (4.39)

Supondo agora d = 3, obtemos do Lema 1.5 e da Observacao 4.2 que

[(Buo wems 0)| < Callttem | 5(6 [0 [wem| 2 | wem [ + Col ]| (@[ trem | [werm] e |2
Como d = 3, temos H(Q2) — L%(Q), logo
1Bucrs el -1y < lltteml*[weml [weml| < ellttem* + elwan|*|weml [
As limitagoes (4.21)-(4.24) nos fornecem
(B, Wen) ¢ limitada em L2(I; H™'(Q)) para d = 3. (4.40)
Segue das limitagoes (4.35)-(4.40), de (4.26) e das hipdteses sobre g que
(w’, ) é limitada em L?(1; H'(Q)). (4.41)

As limitagoes (4.20)-(4.25), (4.33), (4.34), (4.41) juntamente com o Lema de Compa-
cidade de Aubin-Lions implicam que existem subsequéncias de (Uey), (Wem) € (Pem),

ainda denotadas por (tey), (Wem) € (Pem), tais que

Uem — ue forte em L (I;L*(Q)) e q. s. em Qr, (4.42)

Uem — ue  fraco estrela em L™ (I;L*(Q)), (4.43)
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pem

/
6pem

—  Pe

/
—\ EpE

fraco em L*(1; Hy(S2)),
fraco em L* (I; W(l)’4(Q)) )
fraco em L*/3 (I; (Hy() N Wé’4(Q))/> ;
forte em L* (I;L*(Q)) e q. s. em Qr,
fraco estrela em L (I; LQ(Q)) ,
fraco em L* (I; Hy(€2)),
fraco em L2 (I; H_l(Q)) ,
fraco em L*/3 (I; (Hé(Q) N W(l)’4(Q))/> .
fraco estrela em L (I : L2(Q)) ,

fraco em L* (I; L*(Q)) .

(4.44)
(4.45)
(4.46)
(4.47)
(4.48)
(4.49)
(4.50)
(4.51)
(4.52)

(4.53)

Para finalizar essa segunda estimativa, notamos que faz sentido considerar u.(0) =

Ueo, we(o) = We € pe(o)

= Peo-

Pois, por um lado, as estimativas (4.21) e (4.33)

implicam que u, € C°(I; L*()) e por outro lado, (4.24) e (4.41) implicam que w, €

CO(I;L*(Q)). Mais ainda, (4.25) e (4.34) asseguram que p, € C°(I; L*(Q)).

A seguir, vamos mostrar que podemos passar o limite, com m — oo, no sistema

aproximado (4.11). Primeiramente, para provar que

T T
/ Dt e, ) — / b, ues0), Ve € DI D(Q)),
0 0

TN TN
/ b(Uems Wern, @) —>/ b(ue, we, @), Vo € D(I1;D(Q)),
0 0

(4.54)

(4.55)

usamos (4.42) e (4.47) do mesmo modo feito no capitulo 2 (veja também J. Mdlek,

J. Necas, M. Rokyta e M. Ruzicka [14], [1996], p.210). Por outro lado, para mostrar

que

T

/ €ij (Wem )45 () dadt — eij(we)ei;(p)dzdt,

Qr
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ou equivalentemente,

/0 (V- e(wep), p)ydt — /0 (V- e(w,), )dt, (4.57)

usamos (4.49). Para estabelecer a convergéncia

g M (le(tiem)|B)ei; (tem )€ (p)dadt — g M (le(ue)|B)ei;(uc)eij()dudt, — (4.58)

usamos o Lema de Vitali, analogamente ao que foi feito no segundo capitulo.
Segue-se que podemos escrever x = Kju em L/? ([; (Hy(Q) N W(l)’A‘(Q)),). Os
demais termos em (4.9) sao obtidos de maneira usual. Portanto, podemos concluir

de (4.9) que

u. + (v + v) Aue + Kyue + Eueue = 21,V X w, + [, (4.59)
w — 1 V- e(w) + Euewe +4dv,w. = 20,V X u, + g, (4.60)
ep. +V-u. = 0. (4.61)

Sendo a primeira igualdade em L*/3 (I; (Hé(Q)ﬂWéA(Q))/), a segunda em
L? (I; H(Q)), e a terceira em L* (I; L*(9)).
A fim de estabelecer a unidade de solugdo para o sistema (4.1), consideremos

(Uet, Wer, Pe1) € (Uez, Wea, Pea), SOlugoes fracas do sistema (4.1). Temos

U, Uy € LY (IHH(Q)) N L (I, Wt (Q)) N L™= (I; L),
we,we € L*(I,H(Q)) N L™ (I;L*()),

DPe1; Pe2 € LOO (I>L2(Q))

Sejam u = Ue — Uez, W = Wel — Wez € P = Pe1 — Pea- Nessas condigdes a terna (u, w, p)

é tal que
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W+ (v + ) Au+ (Kiua — Kitie) + (B, ey — Buue) + Vp = 20,V X w,

w4+ 1 Aw+1nV(V-w) + (Eudwd — By,Wwe) + 4v,w = 21,V X u,
(4.62)
e +V-u = 0,
u(0) = w(0) = p(0) = 0,

sendo a primeira igualdade em L*/3 (I; (Hy(Q) N Wé’4(Q))/>, a segunda em
L* (I; H7'(2)), e a terceira em L? (I; L*(Q2)). Em seguida, tomamos as dualidades
nas equagoes (4.62);, (4.62)5 e (4.62)3 com u, w e p, respectivamente. Isso faz sentido,

pois u. € L* (I;HY(Q)), we € L* (I; H()) e pe € L? (I; L*(12)). Desse modo,

1d ~ -
§E‘u|2 + (V + VT)||U||2 + <}C1u51 - K1Ue2, u> + <Budud — Bu52u527U>
+(Vp,u) = 2v,.(V X w,u),
Ld, 2 2, D ~ )
5%\w| + v ||w]]® + 11|V - w]? + (Bu,we — Bu,We, w) + 4v,|w|
(4.63)
=2u,(V x u,w),
1d, ,
—_— . — O
2 P+ (V- up) =0,
u(0) = w(0) =p(0) =0
Observagao 4.3. Notamos que (veja a observag¢ao 2.2)
<§u51u61 - éuezue% U> - Z(u, Uet, U), (464)
<§uslw51 - §U62w627 w) - g(u, We1, w) (465)

Observacgao 4.4. Notamos que K1 € monaotono por um argumento andlogo ao que fot
usado para estabelecer a monotonia de IC (veja observagdo 2.1). Devido a monotonia

de KCi temos que

<K1u€1 - ’Clue%a) 2 0.
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Agora somamos, membro a membro, as equagoes (4.63);, (4.63)2 e (4.63)3 para obter

1d

57 ([l + [wl® + €lpl?) + (v + o) [ul|* + ]fw]|* + 4vp w]?
2 dt (4.66)
< 4VrHUH’w’ + ’b<u>u617u)‘ + ’b(uawd?w”?

visto que (Vp,u) = —(p, V-u). Aplicando a desigualdade de Young em (4.66) obtemos

d
= ([ul® + 1wl +elpP?) + (v + v [lull® + v [lw]]* + dvy ol

N | —

< vpljul]? + 4y |w]? + |g(u,u61,u)| + |g(u,w€1,w)|.

Segue-se que

577 ([ul® + [wl® + elpl?) + vllul* + vl < [blu, ua, w)| + by, wa, w)].  (4.67)

Por outro lado, supondo d = 2, temos que H}(Q2) < L*(Q). Além disso vale o
Lema 1.4. Portanto, devido a defini¢ao (4.5), a desigualdade de Holder e a desigual-

dade de Young, temos que
[b(u er )| + [b(u, wer, w)| - < by (w, ter, w)| + [Buer, u,w)]
+ b1 (u, war, )| 4 [b(we, u, w))|
< cllullFaolluall + clluall allull lullzaw)
+ cllullpy@) |l wa ll|lw] L1

+ cllwallp@llullllwl iz

IN

clululllluc |l + el [[Jul*/2 |2

+ cllwelllul?ull 2 |w] 2 w2

IN

14 14
Slull® + eulluall®lulf + S lull* + e llua [ *ul®

2v
+ gHUH\ﬂmeH+CIUI|w|HwaH2

IN

vlull® + v lwl]f?

+ e ([luall® + lluall® + llwall®) (luf® + wf® + €lpl?)

75



Portanto, usando (4.67) obtemos

1d
5 [l + [l +elpP) < e (fluall® + fual* + lwall®) (jul® + [wl® + €lpl*) . (4.68)

Aplicando a desigualdade de Gronwall na inequacao (4.68) e considerando as estima-

tivas (4.21) e (4.24), obtemos

Uer (1) = uea(t), we(t) = wea(t) € pa(t) = pea(t) YVt € [0,T).

Isso conclui a demonstracao do teorema 4.2. 0

4.3 Passagem ao Limite no Problema Penalizado

Demonstracao do teorema 4.1.
Usando o teorema da limitagao uniforme de Banach-Steinhauss (veja por exem-
plo H. Brézis [9], [1983]) e um argumento similar ao que foi usado para obter as

estimativas na demonstragao anterior, concluimos que, quando € — 0 temos

(u;) 6 limitada em L™®(I;L*()), (4.69)
(u;) 6 limitada em L*(I; Hy(Q)), (4.70)
(u) ¢ limitada em L*(I; W™(Q)), (4.71)
(w.)  élimitada em L>®(I;L*(9)), (4.72)
(w.) ¢ limitada em L*(I; Hy(Q2)), (4.73)
(Vep.) ¢ limitada em L™ (I; L*(Q)). (4.74)

A seguir, vamos obter convergéncias forte e quase sempre para u. usando derivada
fracionaria. Para mais detalhes sobre os objetos e resultados usados aqui, veja o
apéndice C.2. Vamos denotar por 12 a transformada de Fourier da funcao 1. Deno-
tamos por u., W, e p. as extensoes por zero fora do intervalo [0, T] das fungoes u., w,
e pe, respectivamente. Desse modo, obtemos do sistema aproximado (4.11); e (4.11)3

o seguinte
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d

E(ae’ or) + (v +v)alte, o) + (Kite, o) + <§aea6’ or) — (De, V - 1)

— W, (V X W, 1) + (F, 00) + (U0, 00)00 — (ue(T), )07, (4.75)

d -
EE(I)H QT) + (V * Ue, QT) = 6(]7607 QT)(SO - €<pe<T)7 QT>5T-

Agora tomamos a transformada de Fourier em cada equagao de (4.75), em seguida
fazemos ¢, = u. e ¢, = p. e, por fim, somamos as igualdades obtidas para concluir

que

-~

27-‘-2.7_|1/Ie|2 + 27Ti76|1/9\6 2= QVT(V/X\’UJ&@J + <f7ae> - (V + Vr)(@yae)
—(Kyue, i) — (Bue, @) + (ueo, Ge) — (ue(T), G)e2mT (4.76)
+€(peos Pe) — €(pe(T), Pe)e 2™ T,

em que denotamos, por simplicidade de notacdo, © = 4 e §; = e~ ?™"*, Chamamos a
atencao para o fato de que B nao significa extensao de B, mas sim a forma trilinear

definida em (4.5). Tomando o valor absoluto em (4.76), obtemos

7l[@e* + el7|[pe]* <

o (HV X wella=ri) + 1f = + [ Aucll - + [ Coruel [ + HéueHH—l) la)  (477)

+37 (lucol[ue] + [ue(T)|[tie| + €|peol[Pe| + €lpe(T)[|Pel) -

Agora vamos majorar o segundo membro da desigualdade acima. Primeiro notamos

que devido as hipdteses sobre f, temos

T
| 1 l-sonds <
0

Portanto, ||}\‘||H71(Q) < C. Por outro lado, vemos que

[{(Aue, v)| < Jucllllv]l;
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Vue(t),v(t) € Hy(2). Desse modo, a estimativa (4.70) nos assegura que

(Au,) é limitada em LA(I; H™(Q)) < L' (1; (HH(Q) N Wé"‘(Q))’) L (4T8)

Portanto, ||Zu\€|| g1y < C. Notamos também que usando a desigualdade de Holder

e a propriedade (2.11), temos que

[(Kyue,v)| < C/(1+|VUE|E)3|VU|ECZI
0

< (CH+IVullig) 190la)
< (O ueliynagy) ol
< (O ludlagy ) 10l my@pmwisco
Portanto, a estimativa (4.71) nos assegura que
(K1u.) 6 limitada em L*? (1; (HA(Q) N W};‘*(Q))’) . (4.79)

Entretanto,

L (1 () n W(@)) = 2 (1 (B Q) n WE(©)).

Portanto, ||@H -1 < C. Agora notamos que (4.73) é suficiente para garantir que
(V x w,) é limitada em L2(I;H1(Q)) — L' (I; (H(2) N Wé"‘(Q))/) . (4.80)
Segue-se que ||V/><\wg|| g1 < C. Finalmente, usando (4.5) e a desigualdade de

Holder, concluimos que

~ (4.5) _
|<Buévv>’ < |bl(u67u6>v)|_'_‘b(ué?uﬂv”

< 2fuel oo lluelll[oll a

< dluel*llv]-

Logo |(Bue, v)| < ¢|luc||?||v]|. Essa desigualdade, juntamente com (4.70) nos permitem

obter
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(Bu,) é limitada em L*(I; H™(Q)) — L! (I; (H)(Q) N Wé"‘(ﬂ))') L 481

—

Segue-se que || Bu,|| -1 < C. Levando as limitagoes obtidas em (4.77), concluimos

que
I7l[te]* + €l Tl[Pe* < ([Tl + e[Pe]). (4.82)
1
Observacao 4.5. Sejay € R com 0 < v < 1 Entao, existe uma constante positiva

C, tal que

1+ |7

27 < C— 1

V7T e R.

Usando a observagao 4.5 e (4.82) obtemos

JARRERT
R

IA

1
C/ utd | [*dt

T+

‘ue / |7—Hue
< ¢ LS _dat+C
= / e A e P

s o [ IR,
< e [aipa e [ R

Desse modo, obtemos

/|T|27|u6 24t < c/ G| dt+c/ Nl + €lbl (4.83)

T o

A fim de limitar o segundo membro de (4.83), primeiro usamos a identidade de Par-

seval para obter

/||a€||2d7'=/||ﬂe||2dt§c. (4.84)
R R

Em seguida, usamos a desigualdade de Holder’s e a estimativa (4.70) para escrever

/1+H|7f||1| = (/ e | dt) [/R (ﬁ)%t] " <ec (4.85)
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Por fim, notamos que com esse mesmo argumento e a estimativa (4.72) obtemos

lp.
——F———dt <c. 4.86
[ 0

Segue-se de (4.82), (4.84), (4.85) e (4.86) que

~ 1
/ I[P a?dt <c, 0<y<-. (4.87)
R 4
Em outras palavras
1
", € LA(R;LA(Q)), 0<~vy< -. 4.88
4

Combinando (4.70) e (4.88), concluimos que u. ¢é limitada no subespaco
17, (R H(), L2(Q)) de
W (R HY(9), LA(Q) = {u;u € LR HYQ)), |77 € LR T2(0))}.

Portanto, u. é limitada em Hg, (1; Hy(2), L*(2)). Entretanto, a imersao

H, (1 HY(Q), L2(Q) — L1 1(9)
¢é compacta (veja o apéndice C.2). A partir desse argumento e das limitagoes (4.69)-

(4.74), concluimos que existem subsequéncias de (ue), (w.) e (pc), as quais ainda

denotamos por (uc), (w.) e (pe), respectivamente, tais que

ue — u forteem L* (I;L*(Q)) eq. s. em Qr, (4.89)
ue = u fraco estrela em L™ (I;L*(2)), (4.90)
ue — wu fraco em L* (I; W(1)4(Q)) (4.91)
ue — u fraco em L* (I;Hy(Q)), (4.92)
K, — x fraco em LY/? (1; (H)(Q) N W}JA(Q))’) , (4.93)
we = w fraco estrela em L™ (I;L*(2)), (4.94)
we — w fraco em L* (I; Hy(Q)) . (4.95)

Além disso, devido a (4.74), temos que ep. — 0 em D'(Q). Portanto, V - u, =
—ep. — 0 em D'(Q). Combinando isso com (4.91), obtemos V - u = 0. Portanto, as

convergencias acima nos permitem escrever
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!/

(', v) + (v + vp)ar(u,v) + (x, v) + (Buu, v) = 2v,.(V x w,v) + (f,v),

(W', z) + 11(V - e(w), 2) + (Byw, z) = (V X u, z) + (g, ), (4.96)

V.-u=0,

Y,z € D(Q), pois V - u = 0 implica E(u,u,v) = by (u,u,v) e g(u,w,v) = by(u,w,v).
Para finalizar, notamos que podemos obter Kju = x em L*/? (I; (Hy() N Wé’4(Q))/)
de modo analogo ao que foi feito na demonstragao do Teorema 4.1. O

Encerramos esse capitulo observando que podemos repetir essa mesma técnica a

fim de obter existéncia de solugoes fracas para o sistema (3.1).
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Apeéendice A

Sobre o Tensor de Estresse

A . 2 2 .
Nesse apéndice vamos mostrar que o tensor 7 : R — R% e seu potencial

® : R” — R definidos no capitulo de preliminares em (1.10) e (1.11) satisfazem

as hipdteses do Lema 1.2 para p = 4.

Lema A.1. Seja M : (0,4+00) — (0,+00) uma aplicagio real de classe C' sobre

(0,400) satisfazendo as sequintes hipdteses

Oy (1+672)° < M@t) < ¢ (1+77)°,

Cs (1+t1/2)

0<M(t) < i :

~ . .~ 2
em que Cy, Cy e Cy sdo constantes positivas. Nessas condigoes, o tensor T : R?

e o potencial O : RY — R dados respectivamente por
7(D) = M(|D[y) D,

IDI%
o (D) = %/0 M (s)ds,

Satisfazem as sequintes condi¢oes para p = 4

99(D)

9Dy 7ij (D),
25(0)
@ f— f—
(0) oD, 0,
920(D)
B..B > 1 D|:)P2|B|?
IDL0Dy DD 2 C(1+|D|g)"*|Blg,
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‘m C(1+|D|g)" 2. (A.8)

8Dij6Dkl

Demonstracao. Primeiro derivamos diretamente o potencial ® e obtemos

o) 1 5, O 9
oD, = §M<|D|E)(9Dij (ZDM

Isso prova a validade de (A.5). Em vista de (A.5), temos imediatamente a validade

de (A.6). Para estabelecer (A.7) usamos (A.5) para escrever

*®(D) (a5 0

8DklaDij N (‘)Dkl
0

0Dy

_ 9 2 . 2 a(Dij>
= gpp [MUDIE)] Dy + M(DJ) 55

= 2M'(|D|%)DuDij + M(|D|3)6:0;.

7i;(D)

(M(|D|%) D)

Agora usando a hipdtese (A.1) sobre M, temos que

820(D)

————-BuBy = [2M'(|D[},)DuD;; + M(|D[})610;1] BuBi;

0D 0Dy M= [2M'(|D|%) D Dij + M(|D|5)0id] BBy
> 2M'(|D[3) (D - B)* + M(|D|},)Bi; B;;

(A1) -
>’ € (1+|Dls)? B
Logo vale (A.7). Por fim, para verificar (A.8), tomamos o mddulo da expressao obtida

acima para a segunda derivada de ® e concluimos que

0?®(D
‘ (D) < 2|M"(|D|3) D Dij| + |M(|D[%)0i6;]-

8DklaDZ-j

Supondo i = k e j = [, usamos as hipéteses (A.1) e (A.2) sobre M para obter
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820(D ,
\# QM (DD + [M(D2)5.46,0

0Dkl8Dij

< 2M'(|D|%) D%+ C (1+ |D[3)

(A2) C(1+1|D D|?
|D|g
< C(1+4|Dlp).

Isso conclui essa demonstragao.
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Apeéendice B

Sobre algumas Estimativas

Importantes

Neste apéndice vamos apresentar as demonstragoes dos Lemas 1.1, 1.2, 1.4 e 1.5.

Os enunciados desses lemas serao repetidos por conveniéncia.

B.1 Desigualdade de Korn

Lema B.1. (Desigualdade de Korn) Seja 1 < p < oo. Entdo, existe uma constante

K, = K,(Q), tal que a inequagao

Kpl[vflwir@) < [le(v)lLr@

¢ vdlida qualquer que seja v € Wol’p(ﬂ), em que  C R? € um aberto limitado com

o0 c C.

Demonstracao do Lema B.1. A demonstracao feita a seguir foi adaptada de
J. Mdlek, J. Necas, M. Rokyta e M. RuZicka [14], [1996], p. 196. Sejam 2 conforme
o enunciado e T' € D'(§2). Afirmamos que se

T
T, g— € (WOI’Q(Q))/ (dual topolégico de Wy 9(Q)),
T

para algum ¢ € (1,00) e para todo ¢ = 1, ...,d, entdo existe uma funcdo u € Lq/(Q),

com ¢ = L, tal que
qg—1
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Mais ainda, existe uma constante C' tal que

lullg <C (IITIIZqu

(B.1)
6331 w-1l.d (Q))

orT

o0x;
W™ (Q). Disso segue (B.1). A seguir passamos a demonstracio da desigualdade de

De fato, supondo que m € Z, T € W™ 14 (Q) e e W (Q), entdo T €

Korn. Seja o espaco
EQ) = {u € LP(Q); e(u) € LP(Q)dQ} ,
com ||ul| pya = ||ul|Lr()+|le(w)||r)- Nesses termos, E(Q2)4 ¢ um espago de Banach.
Seja agora
T -whr(Q)?* — B(Q)*
definida pela aplicacao identidade. E claro que Z é uma aplicacao continua. Queremos

mostrar que Z é injetiva. Para esse propésito, tomemos v € E(Q2)%. Assim obtemos,

no sentido das distribuicoes e para quaisquer i, j,k = 1, ..., d a seguinte igualdade

v Oe(v) N deij(v)  Oeji(v)
axj(?xk N 3xj 8xk 6@ '

Como e(v) € LP(Q)%, a igualdade (B.2) implica que

(B.2)

82/0 1.0/ /
i (wie Q) ,
Ox;j0xy, ( D
/4 1 1 d
em que p’ é tal que — + - = 1. Portanto, segue de v € LP(2)* que
p D
arv 1.0 /
Le (wpr Q) .
= (We” ()

Logo desigualdade (B.1) obtida acima nos garante que

(%i
8xj

€ IP(Q), Vi,j=1,..d
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Segue-se que v € WP(Q)9 e Z é injetiva. Isso nos diz que WH?(Q2)% e E(Q)? coincidem
(em certo sentido). Usando o teorema da aplicagao aberta (veja por exemplo H. Brézis

9], [1983]) obtemos

[vllwrr@) < Cp, Q) (vl o) + lle()]re@)) - (B.3)

Resta mostrar que [|v]|zr@) < C1(p, Q)]le(v)|| o), qualquer que seja v € WP ()%,
Faremos isso por contradi¢do. Suponhamos que exista uma sequéncia (v,,) C Wy ()4,

tal que ||vm||Lr@) = 1 € m|le(vn)||zr@) < 1. Teremos
e(vm) — 0 forte em LP(Q)%.

Usando (B.3), construimos uma subsequéncia de (v,,), ainda denotada por (v,,), tal

que as seguintes convergencias sao asseguradas

Uy — v fraco em WHP(Q)4,

U — v fraco em LP(Q)<.

Segue-se que ||v|[zr@) = 1 e v|go = 0 e e(v) = 0. E possivel demonstrar que um
campo de vetores v, tais que e(v) = 0 tem a forma v = a + b x x (veja em J. Necas e
Hlavdcek [18], [1981]). Devido as condigoes de contorno sobre v, devemos ter v = 0.

Contradi¢ao com [|v|| sy = 1. O

B.2 Lema Algébrico

Lema B.2. Sejam p > 2, 7 : RZ S RY ¢ d:RY 5 R tais que as sequintes

sym sym sym

assertivas sao satisfeitas VB, D € R ¢ 1,7,k 1=1,..d

sym

99(D)

AL = 7(D) (B.4)

09(0
w0) = T B5)

ij

920(D)
> 7 B.. > p—2 2 '
SBospBuBu = Ca(1+ DIy B (B.6)
0?®(D) b2
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Nessas condigoes existem constantes positivas C,, v = 5,6, 7 tais que

Cs(1+ DD < @(D) < Co(1+ D), (B.8)
(r(B) —7(D)).(B—D) > C:|B—-DJ. (B.9)

Demonstracao do Lema B.2. Essa demonstragao foi feita seguindo as ideias
apresentadas em J. Mdlek, J. Necas, M. Rokyta e M. RuZicka [14], [1996], p. 198-202.

Primeiro vamos estabelecer a validade de (B.9). Devido a (B.4), temos

(7 B) = (D)) (B = D) = | 4 (WD *83“9 - D>>) ds(By; — D)

B /1 0?®(D + s(B — D))(Bij — Dij) (B — Dy)ds

8Bij 8Bkl

Usando agora (B.6), temos que

/1 0*®(D + s(B— D)) (Bij — Di;) (B — Dii)ds

8Bij88kl

1
> 0313_012/ (14D + s(B — D)|)"2ds
0

Desse modo obtemos

(735(B) — 73;(D))(Bij — Dij) > C3|B — D|2/0 (1+|D+s(B—D)|)’ds (B.10)

Por outro lado, notamos que

1+ z® -
sup ————
z€[0,00) (1 + x)a

qualquer que seja o numero real & > 0. Como estamos supondo p > 2, podemos

2, (B.11)

escrever

(14 2P > (1 +2P72). (B.12)

N | —

Vr € R. Segue-se que
1 1 1
/ (1+|D+ s(B—D)|)'*ds > 3 (1 +/ |D + s(B — D)|p_2ds) :
0 0
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Portanto, resta apenas mostrar que

1
/ D + s(B — D)[P~2ds > C|B — D|P2.
0

(B.13)

A fim de provar a validade de (B.13) vamos considerar dois casos: |D| > |B — D|

e |D| < |B—D|. Supondo |D| > |B— D|, temos |D+s(B—D)| > ||D|—s|B —
D] < | p ,

(1 —s)|B — D|. Logo vale (B.13). No caso em que |D| < |B — D|, temos

1 1 _ 2\p/2
/ |D+8(B_D)‘p72d8 — / (|D+3(B D)| ) ds
0 0

|D + s(B — D)|?
1 1 , p/2
0
1 1 /2
— g (BF+ (5.D) ¢ DY
1 1

(1B +|D*)"2.

>

= B_DEG®
Entretanto, |B — D|* < 2(|B|> — |D|?). Logo obtemos (B.13). A seguir
demonstrar (B.8).

Inicialmente notamos que devido a hipétese (B.5) temos que

L L9 (sD) 1
(D)= | Lo(sD)ds = Dids = | =7,;(sD)sDs;ds.
(D) /0 P (sD)ds /0 aD, s /0 STZJ(S )sD;;ds

Agora considerando as hipéteses (B.4) e (B.5) podemos escrever

b [ 9*02(sD)
ds GDU N 0 0DZ]8DM

DkldS.

_09(D)  99(0) ' d 0®(sD)
R el

Em seguida, considerando (B.15) e (B.6), temos que
1
TZ](D)D” Z 03/ (1 + S|D|)p_2dS|D|2.
0
Por fim, usando (B.12) e (B.16), temos que

C 1
w(D)Dy = G [ [+ (AP sl D = oo+ [P0

Cs
2(p—1)
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Essa ultima desigualdade, juntamente com (B.14) nos assegura a validade de uma
parte de (1.8). Para a desigualdade a direita em (B.8) usamos a hipétese (B.7),

juntamente com (B.15) para obtermos

1 2 2
Cad Caud
7(D)] < Cad? / (L+ 5Dy *Dlds = = [(1+s|D)) 1]y < == (1+ D).
0 _ _
Usando essa ultima desigualdade em (B.14) obtemos o resultado esperado. U

B.3 Estimativa em L*(Q)

Lema B.3. Supondo d = 2, existe uma constante C, tal que

lull 2y < Clul'?|luf >

Yu € Hy(9).

Demonstracao. No que segue apresentamos um esbogo das ideias discutidas em J.
L. Lions [12], [1969], p. 70. Vamos considerar ¢ € D(2). Comegamos prolongando

@ por zero fora de ). Dai obtemos

1 a T1 a
O (z1, 7o) = / E» [902(57,%2)} ds = 2/ gp(s,xg)a—f(s,xg)ds.

—0o0 —00

Segue-se que

+oo

dp

lo(s, x2)| ‘g(s,:@) ds. (B.17)

o, ) < 2 /

—0o0

De modo analogo obtemos

+oo

0

(1, 5] ‘a—f(ml, s)|ds. (B.18)

(e, ) < 2 /

—0o0

Multiplicando membro a membro as desigualdades (B.17) e (B.18) ficamos com

i) ([ hetw) i),

em que denotamos x = (xy,1,) € R% Integrando em R?, obtemos

90 ()

i
. ——(z)

ol <1 ([ leta )

[e.9]
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e (el 2ofe) (a2

Usando as desigualdades de Holder e Young, obtemos

[etr i<z ([ o) (/

Ou ainda,

3s0

i
() PR

61'1

2
d:)s+/
R2

ol ez < 2M0llio@e) ol @), Yo € DR?).

Por fim usando a densidade de D(R?) em H'(R?) obtemos o resultado procurado. [J

B.4 Estimativa Para a Forma Trilinear b(u, v, w)

2 d
Lema B.4. Consideremosd > 3 e s,r € R, com s > 2, r > d, verificando —+ — = 1.
s r

Seja também a forma trilinear b:V x V x V — R dada por

b(u, v, w) = / w;(x )22 (x)w;(x) de.

Nessas condigoes, se u € L"(£2), entdo

[b(u, v, w)] < ellull oy o]l [[w] "

Yo,w e V. Em que c > 0 é uma constante.

Demonstracao. A prova dada a seguir é uma adaptagao do que consta em J. L.
1 1 1
Lions [12], [1969], p. 84. Seja p > 0, tal que — + — = 3 Devido a desigualdade de
p T

Holder, obtemos

[b(w, v, w)| < Jull r@ 0]l [[w] Lo (@) (B.19)
1 1
Por outro lado, devido as hipdteses do enunciado, temos — + o = 3 Segue da
s r
escolha de p que
1 1 1 d

p r s 2r
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Apoés algumas manipulacoes algébricas obtemos

Além disso, como Hj(Q) < LC%(Q), resulta que w; € LC%(Q). Logo devido a

desigualdade de interpolagao, temos

d/r

Jwil| o) < Jwil 2wl 5
L2 ()

Desse modo,

2d
lwill o) < Clwi**[lwil| ™

A seguir somamos de i = 1 até i = d e aplicamos a desigualdade de Holder para obter

lw]lzog@) < Clul*||w]".

Substituindo essa desigualdade em (B.19) obtemos o resultado do lema. U
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Apendice C

Lemas de Compacidade

C.1 Teorema de Compacidade de Aubin-Lions

Nessa secao vamos apresentar uma demonstracao teorema de Aubin-Lions enunciado
a seguir. A demonstracao apresentada é baseada nas ideias apresentadas em L. A.

Medeiros [20], [2001], p. 36-40. Vamos comegar com um lema auxiliar.

Lema C.1. Seja By < B <+ By nas condi¢oes do enunciado. Para cada € > 0 existe

c(e€), tal que

lulls < ellulls, + c(e)lulls,,

qualquer que seja u € By.

Demonstracao do Lema C.1: Suponhamos que para algum € > 0 existe u,, €

B, satisfazendo

[ulls > €llull, + c(€)]ull5,- (C.1)
Tomando u,, # 0, definimos
1

~ luallz,

Em vista de (C.1), obtemos de (C.2) a seguinte desigualdade

un- (C.Z)

Wn,
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||,w ||B_ HunHB >€+nHunHBl
Wls =
[n | 5, [[un| 5,
Segue-se que
[wnl|p > €+ nllwnl| 5, (C.3)

Por outro lado, devido a imersao By — B, temos que

_ s

lwnlls = <c (©.4)

[unllBy

Agora devido a (C.3) e (C.4), temos que

€ Wy, C
— + lwalls, < lwnlls €
n n n
Logo
T [l 15, =0 (©5)

Notamos agora que B ¢ reflexivo. Além disso, concluimos de (C.2) que ||w,|/p, =
1. Logo existe uma subsequéncia de (w,) que converge fracamente em Bjy. Além
disso, como a imersao By < B é compacta, existe uma subsequéncia de (w,), ainda
denotada por (w,), que converge forte para w em B. No entanto, devido a imersao
B — By e (C.5), concluimos que (w,) converge fortemente para zero em B. Portanto,
w = 0. Contradi¢do com (C.3). Isso conclui a demonstracao do Lema auxiliar.

Passamos agora ao principal objetivo desta secao.

Lema C.2. (Compacidade de Aubin-Lions) Sejam 1 < po,p1 < 0o, bem como 0s
espacos de Banach By, B, B, tais que By e By sdo reflexivos. Além disso, as
imersées By < B <> By sdo continuas, sendo a primeira delas compacta. Dado

o numero real T > 0, consideremos o espago

W ={u;u € LP(I; By) eu' € L (I; By)},

com a norma ||ullw = ||u|tror;Bo) + |0llzrir;8,)- Nessas condi¢oes, W € um

espaco de Banach. Além disso, W < L»(I; B).
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Demonstra¢ao. Mostraremos que dada uma sequéncia (v,,) limitada em W, po-
demos obter uma subsequéncia de (v,) que converge forte para v em LP°(I, B). Sem
perda de generalidade, vamos provar o caso v = 0.

Seja (v,) C W uma sequéncia limitada. Devido ao Lema auxiliar, dado € > 0,

existe c(e€), tal que

[onllB < €llonllBo + c(€)l[vnll5:-

Desse modo, para cada n > 0, existe d(n), tal que

[vallzeo ) < llvallLeor0) + d)|[vallro 1, By)- (C.6)

Sabemos que (v,) é limitada em W logo

|vnl oo (1,B0) < llvnllw < C.

Levando essa desigualdade em (C.6), obtemos

vnllzro 1,8y < Cn + d(n)||vnllLro1,8,)- (C.7)

Notamos que W é reflexivo, pois By e B; o sao. Logo podemos obter uma sub-
sequéncia de (v,), ainda denotada por (v,), tal que v, — 0 em W. Para concluir a
demonstragao, afirmamos que é suficiente mostrar que (v,) converge fortemente para
zero em LP(I, By). De fato, sabemos que W tem imersao continua em C°([; By) veja

J. L. Lions, E. Magenes [13], [1969]. Logo

[on(s)l[By < l[onlloozmy < Collonllw < C (C.8)

Se mostrarmos que ||v,(s)||p, converge para zero quase sempre em (0,7"), conclui-
remos de (C.8) que [[vn(s)||5, ¢ limitada e converge para zero em (0,7"). Logo pelo
teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, teremos que ||v, |5, converge para
zero em LP°(I; B;y). De volta a (C.7), concluimos que (v,) converge para zero em
LP(I; B), o que conclui a prova da compacidade da imersao de W em LP°(I; B).

Portanto, resta-nos mostrar que ||v,(s)||s, converge para zero em (0,7). O que

faremos para o caso s = 0. Seja w, dada por
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wy(t) = v, (AE), A >0,

em que A é uma constante a determinar. Temos
wn(O) = Un(0)7
Hwn(t)”LPO([;BO) < Cl)\*l/po,

_ 1
1w}, (D) Lro(r;3,) < CoN! "o

Agora tomemos § € C*(I;R), tal que 6(0) = —1 e §(T) = 0. Temos que

T T T
w,(0) = / (Ow,,)'dt = / Ow, dt + / 0w, dt = B, + Yn
0 0 0

Segue-se que

1—L
[wn (O3, < 1Bull By + Imllm < CsA™ %0 + [lyall 3,

1
Agora para cada € > 0, tomemos \ > 0, tal que O\ 70 < % Por outro lado, seja a

integral em Bj dada por

T
fyn:/ 0w, dt.
0

Dada ¢ € By, temos que

V() = /0 0'y(wy)dt

converge para zero. Logo 7, converge fracamente para zero em By. Como a imersao
By — B é compacta, resulta que -, converge fortemente para zero em B. Notando
que v, converge fracamente para zero em W e que W — LP°(I; By), vemos que v,
converge fracamente para zero em LFO(I; By). Segue-se que para A > 0 fixo, w,
converge fracamente para zero em LP°(I; By). Desse modo, v,(0) = w,(0) converge

fortemente para zero em Bj. Isso conclui a demonstragao. U
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C.2 Derivada Fracionaria

Nessa secao vamos definir os objetos relacionados com a transformada de Fourier e
que foram usados na ultima se¢ao do capitulo 4. Nosso principal objetivo é demonstrar
um resultado de compacidade para derivada fracionéria devido a J. L. Lions [12],
[1969]. Seguimos as ideias apresentadas em L. A. Medeiros [20], [2001], p. 54-58.

Sejam os espacos de Hilbert By, B e Bj, tais que By < B < B;. Dada uma

funcao u : R — By, definimos sua transformada de Fourier por

u(r) = /R e 2y (t)dt.

A transformada inversa é dada por

u(t) = / 2T d
R
Dado um ntmero real «, definimos a derivada fraciondria D] de ordem ~ da funcao

u(t) por

—

Diu(t) = (2mit) u(r).

Supondo v positivo, definimos

HY(R; By, B1) = {u; u € L*(R, By) e |7|"u(7) € L*(R, By)}.

Definimos uma norma em nesse espaco dada por

vl 250,51y = Nl 22 50y + M7 A(T) 228,51

Podemos mostrar que o espago H?(R; By, By) com essa norma é um espago de Hilbert.
Dado K C R, representemos por Hj. o subespago de H" cujas fungdes tém suporte

contido em K. Temos o seguinte resultado de compacidade.

Teorema C.1. Sejam By, B e By, espacos de Hilbert, tais que By < B By Se

v>0e K CR € limitado, entao
H}.(R; By, B)) < L*(R, B).
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Demonstragao. Seja (u,,) uma sequéncia limitada em H}(R; By, By). Vamos
mostrar que (u,,) possui uma subsequéncia que converge fortemente em L*(R, B).
Primeiramente notamos que, como HY(R; By, By) é um espaco de Hilbert, existe
uma subsequéncia de (u,,), ainda denotada por (u,,), que converge fracamente para
u € HY'(R; By, By). Logo a sequéncia (v,,) dada por v, = u,, —u converge fracamente

para zero em H7(R; By, By). Segue-se que

Uy — 0 fraco em L*(R, By),

U — 0 fraco em L*(R, By).

Resta mostrar que (v,,) converge fortemente para zero em L?(R, B).

Observacao C.1. Devido ao Lema auxiliar C.1, para cada € > 0, eziste c(e€) > 0, tal

que
||U||L2(R,B) < 6||U||L2(R,Bo) + C(€)||U||L2(R7Bl)-

Sabemos que (v,,) é limitada em H”(R; By, By). Logo (v,,) é limitada em L*(R, By).
Se mostrarmos que (v,,) converge para zero em L?(R, By ), devido a observagao acima,

teremos
lim ||Um||L2(]R,B) S KE,
m—00

para cada ¢ > 0. Isso implicaria que (v,,) converge para zero em L*(R, B). Portanto,

basta mostrarmos que v, — 0 em L*(R, B;). Ou ainda,

lim ||Um||L2(]R,B1) = 0.
m—00

Usando a identidade de Parseval, temos

%szmm@ﬁz/mam&m
R R

Devemos mostrar que lim J,, = 0. Temos:
m—0o0

%:/MN%M@w+/E<memwm&0+MW%T

|7|>M
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C
< O (T) I, d7 + ———5=
< [ VOl +

em que usamos o fato de (v,) ser limitada em H7(R; By, B;). Dado € > 0, escolhemos

M de modo que

C

1+ M2 <

€
5
Desse modo obtemos

T < (7|3, dr + =

w< [ I+
[7|<M

Agora vamos mostrar que a integral no segundo membro da desigualdade acima con-
verge para zero quando m — co. Usaremos o teorema da convergéncia dominada de
Lebesgue.

Seja y funcao caracteristica de K. Temos v,, = XV, pois v,, tem suporte com-

pacto em K. Temos por hipotese

Logo

—2miTt

[om () |8, < [[om | 2.0y 6™ Xl 2R -
Além disso, como By < B < By e (v,) ¢ limitada em L%(R, By), temos que

|0m(7)||B, < C. Agora dada w € By, temos

(0(r), w)p, = / (0 (), 2 (£))

em que v,, — 0 em L?(R; By). Logo

lim (0,,(7),w)p, =0 Vw € By.

m—0o0
. ~ . ~ c 7/ z
Ou ainda, U,,(7) — 0 em By. Como a imersdao By < B é compacta, concluimos que
Uy — 0 em B. Logo v, — 0 em Bj;. Portanto, ||0,,(7)||p, ¢ limitada e convergente.

Segue do teorema da convergéncia dominada de Lebesgue que
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/ [0 (7)[| 5, d7 — 0.
R
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