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Analise Numérica em Diferencas Finitas da Desigualdade de Observabilidade de

Sistemas Hiperbdlicos Conservativos

por Anderson de Jesus Araujo Ramos

Neste trabalho, analisamos a desigualdade de observabilidade ao nivel do continuo para um
sistema de ondas acopladas e posteriormente para o sistema de Timoshenko. Em seguida, prova-
mos que tal desigualdade nao é valida no limite de h (parametro de malha) tendendo a zero em
um dominio semidiscretizado pelo método de diferencas finitas, devido a presenca de solugdes
espurias introduzida pelo método. Para resolvermos esse problema identificamos as solug¢des
espurias e a partir dai, construimos uma subclasse de solu¢des numéricas filtradas que sao uni-
formemente observéveis tanto para o sistema de ondas acopladas quanto para o sistema de

Timoshenko.

Palavras-Chave: equacdes acopladas, desigualdade de observabilidade, diferencas finitas,

semidiscretizacao.
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Numerical Analysis in Finite-Diference Method of Observability Inequality of the

Conservative Hyperbolic Systems

by Anderson de Jesus Aratijo Ramos

In this work, we analizied the observability inequality at the continuum-level for a coupled
wave and to Timoshenko system. Next, we proved that inequality is not valid on A limit (mesh
parameter) tend to zero in a semi-discretizated domain by finite-diference method, due to spu-
rious solutions presented for the method. For answer that problem, we identified the spurious
solutions and from this we created a subclass of numerical solutions filtered, which are uni-

formly observables as to coupled wave system much as to Timoshenko system.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

O objetivo principal desta tese diz respeito a andlise numérica de modelos matematicos hi-
perbdlicos e conservativos em estruturas do tipo cordas acopladas pelas hipéteses de Winkler

[1] e do tipo vigas planas governadas pelas hip6teses de Timoshenko [2, 3].

1.1 Consideracoes Gerais e Motivacoes

Os modelos matemaéticos envolvendo sistemas continuos unidimensionais e bidimensionais de
vibragao sdo muito importantes tanto do ponto de vista teérico, quanto do ponto de vista técnico.
Muitas estruturas modernas de engenharia fazem uso de elementos continuos unidimensionais
resistentes a tensdo, mas nao a flexdo (por exemplo: cordas, cabos, correntes, etc) [4—10]. Uma
corda, sendo o modelo mais simples de um sistema continuo unidimensional tem sido um as-
sunto de grande interesse cientifico. Este facto € confirmado pelo grande ntimero de referéncias
que encontramos na literatura. Os diferentes aspectos da dindmica de cordas sdo tratados por
diversos pesquisadores e muitos estudos recentes sao dedicados aos problemas de vibracao de

cordas.
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Em 2000, Z. Oniszczuk [11] investigou as vibragdes transversais de um sistema de cordas pa-
ralelas continuamente unidas por um elemento elastico do tipo Winkler. As cordas sdo esticadas
sob tensdes constantes adequadas e submetidas a cargas continuas arbitrariamente distribuidas.

O sistema € constituido de duas equagdes diferenciais parciais nao homogéneas acopladas

mlwl — Slwlll + k:(w1 — U)Q) = f1 (11)
Moty — Sywy + k(wy —wy) = fo, (1.2)

onde w; = w;(x,t) é o deslocamento transversal da corda, f; = f;(x,y,t) é a excitagdo da carga
distribuida, as varidveis z, ¢ sdo as coordenadas espacial e temporal, F; é a drea da se¢ao trans-
versal da corda, h € a altura de um elemento eléstico, k£ € o médulo de rigidez de um elemento
eldstico de Winkler, [ é o comprimento da corda, .S; € a tensdo da corda, p; € a densidade de

massa e m; = p; F;.

—_h
@ Sf< /I,Tﬂ’ \l | m 2. z,
h k
® % =
l L Ly
W .f2

FIGURA 1.1: Modelo fisico de cordas acopladas elasticamente

As condi¢des de fronteira e as condic¢des iniciais para este problema tem a forma

wi(0,8) =w;(1,t) =0, 0<t<T (1.3)

Neste trabalho o autor desenvolve a teoria de vibragdo de ondas livres exibindo a solucdo do

sistema em séries de Fourier e determinando as frequéncias e modos de vibracdes naturais.

Nao menos citados, s@o os trabalhos que abordam as estruturas flexiveis do tipo vigas pla-
nas, bem estabelecidas na literatura matemdtica e em engenharia mecanica. Em 1946, Hetenyi
[12], realizou um estudo amplo de vigas apoiadas considerando diferentes teorias em fundagdes

elasticas de comprimento infinito e finito com diversas condi¢des de contorno, submetidas a

A.J. A. Ramos PDM - UFPA



Capitulo 1. INTRODUCAO 3

cargas estaticas. Dentre as teorias mais conhecidas destacamos: a de Euler-Bernoulli, Winkler,

Rayleigh, Vlasov (também conhecida como teoria de corte) e a de Timoshenko.

A dindmica do modelo de Euler-Bernoulli para vigas, leva em consideracido a energia de
estiramento ou potencial em fun¢do da flexdo da estrutura e a energia cinética em funcao do
deslocamento lateral. Por outro lado, a hip6tese fundamental da teoria de Winkler € a de que
as forgas reativas da base, em um ponto da viga, sdo proporcionais a flexdo daquele ponto, isto
¢, o modelo da base eldstica segue a Lei de Hooke. O estudo dessa teoria teve inicio em 1867,
quando Winkler modelou os trilhos de uma estrada de ferro como viga eldstica continuamente
apoiada e sujeita a aplicacao de for¢cas concentradas. Neste modelo o solo € assimilado por uma
série de molas independentes com comportamento eldstico e linear. A rigidez dessas molas
¢ assim caracterizada por uma constante de proporcionalidade entre a pressdo aplicada ¢ e o

deslocamento do solo ¥, constante essa designada pelo coeficiente de reacao k.

Vi -
SasmI TR aEs

—
VN
WA

FIGURA 1.2: Modelo de Winkler - Fundacdes superficiais

A constante k € assim definida como sendo a pressdo necessdria para provocar um desloca-
mento unitario. Este modelo também pode ser utilizado para a andlise de fundacdes de estacas

sob agdes laterais.

FIGURA 1.3: Modelo de Winkler - Fundacdes laterais

Inicialmente, os campos de aplicagdo dessa teoria eram muito restritos. Apdos 0s primeiros
investigadores terem afirmado que o solo era o tnico meio de suporte, descobriram que haviam

outros campos onde as condi¢cdes de Winkler, para a andlise de flexdo de vigas sobre base

A.J. A. Ramos PDM - UFPA



1.1. Consideragdes Gerais e Motivagdes 4

eldstica, eram mais rigorosamente satisfeitas. Dois exemplos de campos de aplicacdo sdo de
particular importancia: um € a aplicagdo em malhas de vigas, as quais sdo caracteristicas na
construcdo de assoalhos de embarcagdes, edificios e pontes; o outro, na aplicacdo de cascas de

revolugdo, que incluem objetos como recipientes, caldeiras, containers e etc [12].

Em melhoria a teoria de vigas proposta e desenvolvida por Euler-Bernoulli que leva em
consideragdo a energia de estiramento ou potencial em funcao da flexdo da estrutura e a energia
cinética em fun¢do do deslocamento lateral, Rayleigh considera o fato de que as se¢des trans-
versais da estrutura sofrem rotacdes em relagdo ao seu eixo central. Vlasov, por sua vez, foi o
primeiro a adicionar sobre as hipdteses de Euler-Bernoulli o efeito de distor¢ado cisalhante, co-
mumente conhecida como tensdo de corte nas secdes transversais. Timoshenko [2, 3], foi mais
além ao propor uma teoria de vigas que adiciona o efeito potencial devido ao esfor¢o cortante

bem como o efeito de rotagc@o nas secoes.

De um modo geral, descrevemos as equacdes unidimensionais que governam a teoria de

Timoshenko para o estiramento de vigas de acordo com as seguintes equagoes:

pApyu(x,t) = Si(x,t), (1.5)
plpy(z,t) = My(z,t) —S(x,t), (1.6)

em que ¢t € o tempo, x a distancia ao longo da linha central da viga, ¢ o deslocamento trans-
versal, 1 a rotacdo nas secdes transversais, p a densidade de massa do material do qual a viga é
composta, M o momento de curvatura, S o esforco cortante, A a drea da secdo transversal e [ o

momento de inércia da drea da secdo.

FIGURA 1.4: Modelo de vigas de Timosheko

As relagdes de tensdo-estiramento para o comportamento eldstico da viga sdo dadas por:

M(z,t) = EIy,(x,t), (1.7)
S(x,t) = KkAG(p, + ) (x,t), (1.8)

A.J. A. Ramos PDM - UFPA



Capitulo 1. INTRODUCAO 5

em que £ é o médulo de elasticidade de Young, G o médulo de rigidez do cortante e k o fator de
correcdo do cortante. Dessa forma Timoshenko estabeleceu as seguintes equacdes diferenciais

parciais hiperbdlicas e acopladas:

pA(Ptt - kAG(SOx + ¢)x = O, cm (Oa L) X (07 T)v (19)
pIy — Eyy + kAG(0, + 1) = 0, em (0,L) x (0,T). (1.10)

Sistemas do tipo (1.9) — (1.10) surgem em muitas aplicagdes em engenharia. Em particular,
podem ser visto como um modelo simplificado de vibracdo quando as dimensdes da secdo
transversal da viga ndo sao depreziveis em comparacao com o seu comprimento e € necessario

considerar o efeito da inércia rotativa (ver [13-15]).

Podemos afirmar que uma questido fundamental que surge em todas as equacdes diferenci-
ais parciais vistas até o presente momento € o estudo do problema de controle. Pois controlar
oscilagdes em problemas traduzidos em termos de uma equacdo diferencial parcial de evolucao
tem despertado o interesse de muitos pesquisadores nos ultimos anos. Até onde se tem conhe-
cimento, tudo teria comegado no inicio da década de 60, quando R.E. Kalman introduziu dois
conceitos (controlabilidade e observabilidade) que, desde entdo, tornaram-se a espinha dorsal
da teoria de controle moderno (ver [16-19]). Com a Controlabilidade e a Observabilidade,
pode-se classificar um sistema de controle sem precisar primeiro encontrar a solu¢do na forma
fechada. Um sistema linear € dito ser controldvel, se existe, pelo menos, uma entrada que con-
duz o vetor de estado a origem. Por outro lado, um sistema linear € observével se existe, pelo

menos, uma saida de tal modo que o estado inicial pode ser determinado.

A controlabilidade € uma das propriedades mais estudadas em EDP, provavelmente porque
uma EDP controlavel também € estabilizavel, e a reciproca também € valida para uma ampla
classe de EDP’s. Observamos que, para uma EDP, temos a nossa disposicao trés conceitos de
controlabilidade, ou seja, a controlabilidade exata (qualquer par de vetores de estado pode ser
ligado por uma trajetoria), a controlabilidade nula (qualquer vetor de estado pode ser dirigido a
0) e a controlabilidade aproximada (qualquer vetor de estado pode ser dirigido arbitrariamente

proximo de um outro vetor de estado) .

Mesmo que esses conceitos (controlabilidade e observabilidade) possam ser de certa forma
equivalentes e que este dltimo se resuma a encontrar uma desigualdade indireta, a construcao de
tal desigualdade usa sofisticadas ferramentas adaptadas a EDP sob investiga¢do, como exemplo

pode-se mencionar a andlise microlocal dando resultados afiados para a equacao de ondas, ou

A.J. A. Ramos PDM - UFPA



1.1. Consideragdes Gerais e Motivagdes 6

as estimativas de Carleman para a controlabilidade nula da equacdo do calor. Outros métodos
tém sido desenvolvidos para o controle de equacdes de onda, por exemplo, o método das séries
de Fourier nao harmonicas bem adaptado para a EDP unidimensional, o método multiplica-
tivo, entre outros. Estas propriedades t€m sido estudadas em profundidade, tanto no continuo
quanto em casos discretos, onde se pode ver semelhancas impressionante, se nao idénticas aos

resultados continuos.

Controle em Equacoes Diferenciais Parciais

Retomando a discussao levantada acima, cabe mencionar que pesquisadores da drea de ma-
tematica tém investido muito tempo e esfor¢co no desenvolvimento de diversos métodos e es-
quemas numéricos para resolucdo numérica de EDP’s. Importantes contribuicdes nesse sentido

foram alcancadas nos trabalhos de Glowinski et al.. [20-22] onde foi estudado o problema

2
%—Au:o em Q =Q x (0,7),
=9 ule0) =), 20D )

u=g em L =1Ix(0,7T),

com 2 C RY um dominio limitado e suave, I' sendo a fronteira, g € L*(X) o controle, u° €
L*(Q) e u' € H1(Q) as condigdes iniciais. Além disso, Lions [23] provou que a solugio do

problema P satisfaz o problema de controlabilidade exata na fronteira, isto é:

Dado T > 0 e condigdes iniciais (u’, u') € L*(Q2) x H~1(Q), existe um controle g € L*(3)
tal que
ou(z,T)

u(e, T) = =2

=0, Vz € Q. (1.11)

Isto foi demonstrado, usando a implementacdo do Método de Unicidade Hilbertiana (HUM),
descrito nos trabalhos de Lions [23-25]. Por questdes didaticas nomearemos alguns passos do

método HUM que nos auxiliardo no bom entendimento.

A.J. A. Ramos PDM - UFPA



Capitulo 1. INTRODUCAO 7

1¢ Passo: Problema homogéneo adjunto

Dado {¢°, ¢'} € D(Q2) x D(Q) consideramos

¢ —Ap=0em Q=Qx(0,7),
¢»=0 sobre ¥ =1 x(0,T), (1.12)
gb(l’,O) = ¢0(I)7 ¢/($,O> - ¢l(x)7 Vo € Qa

o qual possui uma tinica solugdo. Aqui, usamos ’ para denotar a derivagao em relagio ao tempo.
2° Passo: Problema de controlabilidade exata na fronteira

Uma vez calculada a solugdo de (1.12), passamos a resolver o seguinte problema:

W —Au=0em Q=Qx(0,7),
w(z, T)=u'(z,T) =0 Vx €,
u:% sobre ¥g=Tq x (0,7,
u=0 sobre ¥ =17 x(0,7),

(1.13)

onde v = v(z) denota o vetor normal unitdrio exterior & 2 no ponto z € I'e 42 € L2(%,) é a

derivada de ¢ nesta direcdo. O problema (1.13) possui novamente uma dnica solugio regular.
3° Passo: Operador A{-, -}

Definimos o operador

AM¢°, o'} = {u', —u"}, (1.14)

e multiplicamos a primeira equagao de (1.13) por § = 6(z,t), uma solugdo do problema ho-
mogéneo (1.12) com dados iniciais {6°, §'} para entdo obtermos
0¢ 00
A{¢®, ¢}, {6°, 0" >::/( 160 — 9" )dz = [ Z22ax 115
(M{6"0'}.40".6') uf =0 )dw = [ SESdy, (1.15)
Q 2o
onde dX = dI'dt representa a medida sobre a superficie lateral do cilindro (). Definimos a

norma

2
ax, (1.16)

0, - /i

A.J. A. Ramos PDM - UFPA



1.1. Consideragdes Gerais e Motivagdes 8

sobre o espago D(Q2) x D(2), que induz o produto interno

96 90

<{¢0’¢1}7{00791}>F = [ 5, 5,05 (1.17)

Yo

Considerando a estrutura algébrica (1.16) — (1.17) definimos o espaco de Hilbert

F=DQ) xD)"". (1.18)

Gragas a (1.17), o operador A se estende a um operador linear e continuo de F' em F”. Por

outro lado, de (1.16) deduzimos que
A: F — F’' éum isomorfismo. (1.19)

Em particular, se queremos mostra a controlabilidade exata em L?(Q2) x H (), precisamos

provar que I’ = H=1(Q) x L*(Q) ou equivalentemente
F=Hj(Q) x L*(Q).

De fato, a inclusdo H}(Q) x L?(2) C F € imediata, haja visto (1.18) e a densidade de D() x
D(Q2) em H(Q) x L*(Q). Resta entdo provar a inclusio

F C H}(Q) x L*(),
que € garantida mediante a desigualdade indireta

{0°, & Ml moyxrzy < CDI{¢", ¢ HIp, com  C(T) >0, (1.20)

também chamada de Desigualdade de Observabilidade do problema homogéneo (1.12).

Analisando o problema de controlabilidade exata na fronteira (1.13) através do método
HUM, fica evidente sua equivaléncia com o problema de observabilidade na fronteira, dado
por (1.12) e (1.20).

Para avancos mais recentes no que diz respeito ao problema de observabilidade numérica na
fronteira, podem ser citados, por exemplo, os trabalhos de Infante e Zuazua [26], Zuazua [27] e
Miinch [28].

A.J. A. Ramos PDM - UFPA
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Em [26] os autores estudaram a versdo semidiscreta do problema de vibragdes de ondas, ou

seja, o esquema numérico do tipo

(D) — 2 (1) + s (1
u;.'(t)_uﬂ“() “éz(H““():o, j=1,2,.,J,0<t<T,

up(t) = uga(t) =0, 0<t<T,
ui(0) =ul, wi(0) =uj, j=0,1,2,..,J+1,

7

onde conseguiram obter expressivos resultados sobre a perda de observabilidade das solu¢des
numéricas e posteriormente mostraram a subclasse C,(y) de solu¢des que sdo observaveis,

desde que obedecida a relacdo 0 < v < 4.
Miinch [28] estudou o problema totalmente discreto dado por

w? Tt — oy 4t
(1+ GhQAh)( J h2j J

> — Ay, (ozu?+1 + (1 = 2a0)u} + au?_l) =0, 7=1,2,...,J,
uy =uy,, =0, n=0,1,..., N,
—u; )20t =y, j=0,1,..,0+1.

0o_ . 1
u; = uj0, (uj

No problema acima o autor mostra a desigualdade de observabilidade no Teorema 3.2 e conse-
quentemente uma perda de observabilidade no Teorema 3.4, desde que 6§ € [0,1/4), a = 1/4
ouf >0ea>1/4.

A caracteristica principal desses trabalhos € a utilizacdo do método multiplicativo introdu-
zido por Lions (ver [25, 29]) inicialmente para uso em modelos continuo mas que vem sendo
aplicado com sucesso em problemas discretizados por métodos de diferencas finitas e elementos
finitos para se provar importantes resultados de controlabilidade, observabilidade, conservacao

e decaimento de energia em sistemas evolutivos.

No entanto, uma questao fundamental que permanece ainda em aberto € como criar esquemas
numéricos capazes de preservar as propriedades de energia tais como: leis de conservacao,
positividade, decaimento exponencial entre outros e conseguir evitar as anomalias decorrentes
dos esquemas numéricas aplicados a problemas acoplados, como por exemplo: sistemas de

ondas acopladas e sistemas de Timoshenko.

Em Almeida Jr. [30], encontramos importantes contribui¢des nesse sentido para uma familia
parametrizada de esquemas numéricos em diferencas finitas onde se analisa as propriedades da
energia do sistema de Timoshenko. Mostra-se também como evitar uma anomalia numérica

A.J. A. Ramos PDM - UFPA
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conhecida como shear locking para o esquema numérico do tipo

z Yjt1 — 295 + @1 Yip1 — Y1
piej — R h2 o 2h
Yip1 — 25 + 1 ©jr1 — Pj-1 Vi1 + 295+
h2 R T 4

=0, j=12..,J,0<t<T,

pﬂ,;f_b =0, j=12,..,J,0<t<T,

associado a diferentes condi¢des de contorno, tais como:
(i) livre-livre

H|:801_900 +¢1+¢0} ~0, H[(PJ—H ¢J+1+¢J] 0.
h 2 h
S vito| o Yun — Yy j Y1 — P | Vi tdg|
St b ] g e e b ]
(11) fixa-livre
po =0, 90J+1—90J+¢J+1+¢J — 0,
h 2
_ o pu Yy 1/&1 Cir1 — Qg ¢J+1 +vs]
=0 by h 2 =0

(1i1) apoiada-apoiada

B Y1 —o  kKhlpr—wo  Y1+o|
po =0, b 2 h TS| =0
Vi1 =Yg 7/)J Ci+1—9s |, Yir1+Yg
PJ+1 07 h 2 h + 9 0

(1v) fixa-apoiada

wo =0, ¢s41 =0,
o =0, b¢J+1 1/&1+ [SOJ+1 J+¢J+1+¢J] _o.

h 2 h 2

(v) fixa-fixa

0o =0, oj41 =0, ¢g=0, ¢yp1=0.

Por outro lado, no que diz respeito a observabilidade semidiscreta, vale mencionar que desde

A.J. A. Ramos PDM - UFPA
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a publicagdo do primeiro artigo que trata sobre o assunto por Infante e Zuazua [26], até o pre-
sente trabalho, ndo se encontra na literatura nenhum trabalho que venha usar as técnicas desen-
volvidas em [26] para estudar a perda de observabilidade das solu¢des numéricas em diferencas
finitas semidiscretas, aplicadas a sistemas de ondas acopladas e muito menos para sistemas de
Timoshenko. Sendo assim, além de ser um problema em aberto, nunca antes estudado na litera-
tura, os resultados alcancados neste trabalho proporcionam meios para que outro problemas de

mesma complexidade possam também ser estudados.

1.2 Objetivo da Tese

Movido pelos resultados apresentados anteriormente, que tratam da perda de observabilidade
numérica para o problema de ondas livres, o principal objetivo desta tese € analisar o compor-
tamento assintético da constante de observabilidade, provando o blow-up e consequentemente
encontrar uma subclasse de solucdes filtradas onde o problema de observabilidade € valido uni-
formemente com h tendendo a zero, tanto para o sistema de ondas acopladas quanto para o

sistema de Timoshenko.

1.3 Organizacao da Tese

No capitulo 2 deste trabalho fazemos um breve resumo dos resultados alcancados em [26] e
depois entramos com o primeiro problema objeto de nosso estudo, a saber o sistema de equagdes

de ondas acopladas em 1 — d, dado por:

Up — Uy +(u—v) =0, em (0,L)x (0,7),
Uyt — Vg + (v —u) =0, em (0,L) x (0,7),
u(0,t) = u(L,t) = 0,v(0,t) =v(L,t) =0
uw(z,0) = ug(x), u(z,0) = ui(x), v(x,0) = vo(z), vi(z,0) =vi(x), Ve (0,L),

) O0<t<T,

onde estabelecemos uma desigualdade de observabilidade ao nivel do continuo, valida para

todo 7" > 2L e consequentemente no Capitulo 3, analisamos a versdo semidiscreta dada pelo

A.J. A. Ramos PDM - UFPA
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esquema numérico

ui(t) — Apuy(t) + a(u; —v)(t) =0,  j=1,2,..,J,0<t<T,
Vi (t) — Dpuy(t) + alv; —uy)(t) =0,  j=1,2,..,J, 0<t<T,
up(t) = uy1(t) =0, vo(t) =vy41(t) =0
u;(0) = ul, ui(0) = uj, v;(0) =), Vj(0) =wv}, j=0,1,2,...,J+1,

R - Y

, 0<t<T,

que diferente do continuo ndo vale para todo 7' > 2L e sim para uma subclasse de solugdes fil-
tradas em 7, (7). Vale ressaltar que os resultados obtidos nos Capitulos 2 e 3 desta tese origina-
ram um artigo intitulado “Observability inequality for the finite-difference semi-discretization
of the 1 — d coupled wave equations”, o qual foi publicado em Advances in Computational
Mathematics [31].

No Capitulo 4, estudamos o sistema de Timoshenko dado por:

prow — k(pe + ). =0, em (0,L) x (0,T),
pothy — by + Ky +9) =0, em (0,L) x (0,7),
0(0,t) = (L, t) =(0,t) = (L,t) =0, 0<t<T,
©(x,0) = o, pu(x,0) =1, ¥(@,0)=vo t(z,0) =41, Vre(0,L),

onde na primeira se¢ao mostramos uma desigualdade de observabilidade para o sistema continuo
seguido da solugdo e do problema de autovalor. No Capitulo 5, passamos a estudar a sua versao
semidiscreta que de acordo com Almeida Jr. [30] € dada por

” Vj+1 — 205 + Q-1 Yjr1 — Y1
pres =" 02 o
v i — 205+ ©j+1 — Pj—1 Vi1 + 295+
P2ty =0 02 AT 1
wo=pj1 =% =0, 0<t<T,
b‘l/fJH —Yy  kh|prpi—wr Y +Y;

B 2 e =0, 0<t<T,

0i(0) = ¢%,9;(0) = ¥2, 0;(0) =}, 0 (0) =¥}, j=0,1,...,J+1,

=0, i=12..,J,0<t<T,

=0, j=12..J,0<t<T,

onde iniciamos construindo alguns resultados preliminares na intencdo de mostrarmos uma
perda de observabilidade das solu¢cdes numéricas. Na sequéncia, provamos a observabilidade
uniforme (Teorema 5.10), um dos principais resultados desta tese e no Capitulo 6 fazemos um
cometario sobre alguns problemas em aberto. Os resultados obtidos nos Capitulos 4 € 5 desta

tese deram origem a um trabalho que foi submetido para publicacao.

A.J. A. Ramos PDM - UFPA



CAPITULO 2

SISTEMA DE ONDAS ACOPLADAS

2.1 Introducao dos Principais Resultados

Neste capitulo abordamos um problema importante de andlise numérica tedrica: a andlise de
uma desigualdade de observabilidade de um esquema numérico espacial de diferencas finitas
aplicadas a um sistema conservativo de duas equacoes de ondas acopladas. Para uma melhor
compreensao do problema que temos em mente, descrevemos brevemente os resultados de ob-

servabilidade na fronteira para uma Unica equagao de onda.

E bem conhecido que a equagio de onda 1 — d dada por

Ut — Ugpy = O, em (0, L) X (O, T), (21)
u(0,t) =u(L,t) =0, 0<t<T, (2.2)
U(l’, 0) - UO(I)7 ut(xa O) - ul(x)v Vo € (07 L)a (2.3)

tem a energia total de suas solucdes estimada uniformemente através da energia concentrada no

extremo x = L. Mais precisamente, para qualquer 7" > 2L existe uma constante positiva C'(T")

13



2.1. Introducao dos Principais Resultados 14

satisfazendo
T
E(0) < C(T) / |ua (L, 1| dt, (2.4)
0

para cada soluc@o de energia finita de (2.1) — (2.3) onde a energia E/(t) é dada por

L
/ufdx +
0

A estimativa (2.4) € conhecida como problema de observabilidade na fronteira (desigualdade

L

/ dz. 2.5)

0

E(t) :=

N
N —

de observabilidade / desigualdade inversa) e a melhor constante C'(7") > 0 é chamada de cons-
tante de observabilidade. Indicamos aos leitores interessados as seguintes referéncias: Lions
[25] e Komornik [29], para uma andlise da equivaléncia entre controlabilidade e observabili-
dade através do Método de Unicidade Hibertiana (HUM).

Por outro lado, os esquemas semidiscretos geram a alta frequéncia, oscilagdes numéricas
espurias. Essas oscilacOes espurias fracamente convergem para zero quanto h — 0 e este fato é
perfeitamente compativel com a propriedade de convergéncia. Além disso, uma constante C'(T")
uniforme para a estimativa (2.4) é necessdria e isso ndo € o caso apenas de esquemas numéricos
elementares, tais como: diferencas finitas e elementos finitos padrao. As evidéncias numéricas
sobre a perda de observabilidade numérica para o problema de observabilidade na fronteira foi
observado pela primeira vez por R. Glowinski ef al. [20—22] em conex@o com a controlabilidade
exata na fronteira da equagao de onda e a implementacdo numérica do chamado método HUM.
A desigualdade de observabilidade para versdes semidiscretas de (2.4) foi notada pela primeira
vez por Infante e Zuazua [26]. Eles identificaram que o problema de estimar a energia numérica
total em termos da energia numérica concentrada na fronteira nao € uniforme quanto h — 0
para a semidiscretizacao em diferencas finitas dada por

Wl(t) — U1 (t) = 212-2@) tua®) g i _q0 . 0<i<T (2.6)
up(t) = uyp1(t) =0, 0<t<T, (2.7)
u;(0) = ud, u}(0) = u; j=0,1,2,...,J+1. (2.8)

Jo Jo
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A energia total de (2.6) — (2.8) é conservada ao longo do tempo ¢, isto &,

wia(t) = uy(t)
h

Eh(t) =

| >

J 2
{|u;(t)|2 + } =FE,(0),VO<t<T. (2.9)
=0

J

Mais precisamente, em [26] foi analisada uma versdo discreta de (2.4), isto é,
T
Eu(0) < C(T, h) / lus(t)/h|?dt, (2.10)
0

desde que u 41 (t) = 0, para todo t € [0, T].

O problema consiste em saber se a constante positiva C (T, h) sofre um blow-up com h —
0. O resultado negativo dado pelo Teorema 1.1 em [26] mostra que esta anomalia numérica

realmente ocorre, ou seja,

E
sup T& — 0o com h — 0. (2.11)
u resolve (2.6)—(2.8) uy(t)?
dt
/1%
0

Caso contrdrio, existe uma contrapartida positiva de (2.11) em um subespago de solucdes
geradas por baixas frequéncias. Veja Teorema 1.2 em [26] e também resultados para métodos

de elementos finitos padrao.

A nossa contribuicio na primeira parte desta tese € em relacdo a andlise numérica tedrica e
sobre a desigualdade de observabilidade de um esquema numérico em diferencas finitas apli-
cadas a um sistema de equacdes de ondas acopladas. As provas dos nossos resultados sao
obtidas usando técnicas multiplicativas discretas tais como as realizadas em [26]. Nas pala-
vras dos autores em [26]: “ ... pensamos que o desenvolvimento que apresentamos aqui, das
técnicas multiplicativas discretas é de interesse independente tendo em vista as suas potenciais
aplicacoes na andlise de problemas semelhantes...”. Portanto este trabalho € inspirado no de

Infante e Zuazua [26].
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2.2 Modelo de Ondas Acopladas

Consideramos o sistema conservativo 1 — d de duas equagdes de ondas acopladas dado por

U — Ugy + @(u—v) =0, em (0,L) x (0,7)2.12)

Vg — Vgr + (v —u) =0, em (0,L) x (0,T)2.13)

u(0,t) = u(L,t) =v(0,t) =v(L,t) =0, 0<t<T, (2.14)

u(z,0) = up(x), u(z,0) = ui(z), v(z,0) =vo(z), vi(x,0) =vi(x), Vze (0,L), (2.15)

onde o > ( € a constante de acoplamento. Aqui, ¢ e x sdo as varidveis do tempo e do espago,
respectivamente. As fungdes u(z,t) e v(x,t) sdo os deslocamentos de duas cordas vibrantes,
medidas a partir de suas posi¢des de equilibrio. As molas distribuidas que ligam as duas cordas
vibrantes sdo os termos de acoplamento, ou seja: +«(u — v). Para mais detalhes a respeito da

modelagem desse sistema consulte [11].

O sistema (2.12) — (2.15) estd bem posto no espago de energia H}(0,L) x L?(0,L) x

H(0,L) x L*(0, L). Isso quer dizer que denotando U = (u, us, v, v;), temos que para qualquer
Up € Hy(0,L) x L*(0, L) x Hy(0,L) x L*(0, L),
existe uma unica solugdo

U € C([0,T]; Hy(0, L)) N C*([0,T]; L*(0, L)) N C([0, T}; Hy (0, L)) N C*([0, T]; L*(0, L))

Este sistema € motivado por um problema andlogo em equagdes diferenciais ordindrias para

osciladores harmdnicos acoplados e suas aplicacdes em varias engenharias (ver [32]).

A energia das solugdes do sistema (2.12) — (2.15) é dada por

L L L L L

1 1 1 1
Et) = 5/ufdx+§/uidx+§/vfdx+§/vidx—l—%/(U—U)Qdm (2.16)

0 0 0 0 0

De fato, podemos observar que se multiplicarmos formalmente as equagdes (2.12) e (2.13)

por u; e vy respectivamente e se somarmos as duas equagdes resultantes, considerando as

A.J. A. Ramos PDM - UFPA
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condi¢des de contorno (2.14) obtemos
d
Eé’(t) =0, Vt € [0,7T], (2.17)

e, em seguida,
E(t) =&(0), vt € [0,T], (2.18)

mostrando que a energia de cada solucao € conservada para todo tempo .

Resultados de estabilidade, considerando a inclusdo de termos de amortecimento para o sis-
tema (2.12) — (2.15) foram determinados nas obras de Najafi [32, 33]. Resultados sobre con-
trolabilidade exata de um sistema de duas equacdes de ondas acopladas ndo conservativas de

dimensdao N > 2 podem ser encontrados em [34].

Por outro lado, € bem conhecido que as desigualdades de observabilidade sao importantes
para a teoria de controlabilidade e de estabilizacdo (ver [29]). Aqui estabelecemos uma desi-
gualdade de observabilidade para o sistema (2.12) — (2.15) e analisamos a contrapartida semi-
discreta em diferencgas finitas. Ao melhor de nosso conhecimento, este problema para equagdes

de onda acopladas nunca foi considerado antes na literatura.

2.3 Desigualdade de Observabilidade

Nesta secdo, estabelecemos uma desigualdade de observabilidade para o sistema conservativo

de equacdes de ondas acopladas (2.12) — (2.15) em 1 — d, usando técnicas multiplicativas.
Nosso resultado sobre a desigualdade de observabilidade é dado pelo seguinte Teorema:

Teorema 2.1. Para todo T’ > 2L temos

T L T T
E(0) < C(T) {a// u — v)3dwdt + /ui(L,t) dt+§/ (L,t) dt} (2.1)
00 0 0

para toda solugdo de (2.12) — (2.15) em que C(T') = 1/(T — 2L).

no|
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Prova. Multiplicamos a equagéo (2.12) por xu, e integramos em (0, L) x (0,7") para obtermos

T L
// (Uy — Ugy + (u — v)) zu, dedt = 0. (2.2)
00

L

T L
1d
I, = /utuxx dx //—— ut Yo dxdt = /utuxx de| —+
2dx
0 0

0

DO | —

T L
//u dxdt. (2.3)
0 0

Denotemos [5 := — Uz drxdt. Dai resulta que

T L T
/ //u dxdt——/( 20)|5 dt (2.4)
0 0 0
/L T

u d:zcdt——/ u?(L,t)dt.

Tt~
Tt~

~

4 2

da:' Vo dxdt =

DN | —
N)I»—l

\ﬂ O\ﬂ

N | —

Combinando (2.2), (2.3) e (2.4), obtemos

T L T L T L
//ufdxdt—i— //uidxdt—i—a//u—v U, drdt =
0 0 0 0 0 0

L
onde X, (t) = /xuxutdx.

0

+ W2(L, t)dt(2.5)

wlh
D\ﬂ

N —
N —

Analogamente, multiplicando a equag@o (2.13) por zv, obtemos

T T L . T L T L
+§//dexdt+§//v d:vdtJroz//v—uwid:cdt
0 0

A.J. A. Ramos PDM - UFPA
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L
onde X, (t) = / xv,vdz. Adicionando (2.5) e (2.6) podemos escrever
0
r 1 1 [ 1 [ 1 [
(X () + +/[§/ 5/vfdm+§/v§d:c+§/vid:c]dt
0 0 0 0
T L T T
L 2 L 2
+ « (u—v)x(u, —v,) dedt = 5 uz (L, t) dt + 3 vy (L, t) dt. (2.7)
00 0 0

Por outro lado, tem-se

L L

T T p
a//u—v e — Uy) drdt = //:E—u—v )dxdt =
dx
0 0

Tomando (2.7) e (2.8) em considera¢do deduzimos que

L

wl@
wl@

L L L

ou

0
I T
+ E/vi(L,t)dt,
0

onde £(t) é dado em (2.16). Além disso, é facil verificar que

L L
| Xu(t) + X, (1) < | Xu()] +|X,(t /xuzut]dx+/]xvzvt|dx.
0

T T L . T
+/5(t)dt = a//(u—vyd:ﬂdt—l— §/ui(L,t)dt
0
0 0

T
/ / (u — v)?dxdt. (2.8)
0 0

(2.9)
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E assim,

L L L L
L L L L
| X () + X, ()] < §/|ua¢]2das+§/|ut\2dx—|—§/|vx|2daj+§/|vt\2dfv
0 0 0 0
<
T

> _2LE(0).
0

e tendo em vista que £(t) = £(0), paratodo t € [0, T, obtemos [ X, (¢) + X, (t)]

Portanto de (2.9) e para T > 2L obtemos o resultado desejado, isto €,

T L T T
E(0) <C(T) {a// (u — v)*dwdt + /ui(L,t) dt+§/ (L,t) dt} (2.10)
00 0 0

onde C(T) =1/(T —2L). |

no|

Observacgao: Note que para o = 0 a desigualdade de observabilidade (2.10) é

L L ' L X L T
/ufdx—i— /uidx+§/vfdx+§/ vidr < C’ /[ (L,t) +v2(L,t)|dt(2.11)
0 0 0

0 0
a qual é equivalente a desigualdade (2.4). Através deste trabalho, podemos recuperar todos os

N —
N | —

resultados em [26] se a constante « for nula.
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CAPITULO 3

SEMIDISCRETIZAGAO DO SISTEMA DE ONDAS
ACOPLADAS

3.1 Semidiscretizacao em Diferencas Finitas

Nesta se¢do, investigamos o problema da desigualdade de observabilidade uniforme de um es-
quema numérico de diferengas finitas aplicadas ao sistema conservativo (2.12) — (2.15). Nés
estamos interessados em saber se a versao semidiscreta da desigualdade de observabilidade

(2.1) é uniforme em rela¢do ao tamanho do pardmetro de malha h.

L
Para nossos propositos, consideramos .J um inteiro nao negativo, h = T € uma particao
de (0, L) dada por
O=29<a <..<x5<x541 =1L, ondex; =jh, Vj=0,.,J+1 (3.1)

21
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Agora consideramos as seguintes aproximacoes em diferencas finitas do sistema conserva-

tivo de duas equagdes de ondas acopladas (2.12) — (2.15):

wf(t) — Apuy(t) 4+ auy — v;)( 0, Jj=12,.,J,0<t<T, (3.2

vi (t) — Apvj(t) +alv; —uy)(t) =0,  j=1,2,...J, 0<t<T, (3.3)

up(t) = us1(t) =0, vo(t) = vyga( 0, 0<t<T, (3.4)

ui(0) = u! u5(0) = uj, v;(0) = ?, v(0) = v} j=0,1,2,...,J+1, (3.5)

R
onde " denota deriva¢do em relagio ao tempo ¢ e usamos Ay (-) para denotar

wji1(t) — 2u(t) +uja(t)

vj1(t) — 20;(t) + v (¢)
h? '

Apu;(t) == 12

(3.6)

e Apv;(t) :=

As fungdes u;(t) e v;(t) sdo aproximagdes para u(x;,t) e v(x;,t) respectivamente, sendo u
e v as solugdes de (2.12) — (2.15). O sistema (3.2) — (3.5) consiste de 2.J equacdes diferenciais
lineares com 2.J incégnitas uy, us, ..., Uy, vy, Vs, ..., vy desde que sejam vélidas as condicoes de
contorno de Dirichlet homogéneas. Verificamos que a energia de (3.2) — (3.5) é dada por

2
+ S OF +

2

ujea(t) — (1) +alui(t) — (|, G

h

vj41(t) —v;(t)

Enlt) = -

| >

J
[|u;-<t>|2 n
7=0

e € um funcional conservativo no tempo ¢ para o sistema (3.2) — (3.5). Na verdade, vejamos a

proposi¢do abaixo.

Proposicao 3.1 (Conservagdo de Energia). Para qualquer h > 0 a energia total &, (+) definida

em (3.7) satisfaz a taxa de variagdo

d
ZE(H) =0, Vie[o,T) (3.8)

para toda (u;,v;) solugdo de (3.2) — (3.5).
Prova. Multiplicando a equagdo (3.2) por hu; e adicionando para j = 1,2, ..., J, obtemos

J J J

dh

EE Z |U;|2 — hZ(AhU])U; + ah Z(u] — Uj)U; = 0. (3.9)
Jj=1 7=1 j=1
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Consideramos a simplicacao
J J
Ujr1 — 2U; + Uj—
Py = 13 (R
j=1 j=1
J
B dh ujH up — U\
= a1 ( I )“0
7=0
Ujp1 — U
+ ( J+1h J)uf”_l. (3'10)
e as condic¢des de contorno (3.4) na equagdo acima para obtermos
Z| 2+ Z M +ahz —0. (3.11)
dt 2 dt 2
Procedendo de modo andlogo para a equag@o (3.3) temos
v . |2 J
AL J+1 = Y
dt22| 7+ dtzz Th +O‘hjzo(“f_uﬁ>%—0 (3.12)
Somamos (3.11) e (3.12) para obtermos o resultado,
d
Egh(t) =0,vt €[0,T], (3.13)
onde &, (+) estd definida em (3.7). |

A energia total &,(-) é uma versdo semidiscreta da energia total £(-). Notamos que assu-

mindo a decomposic¢do dada por ¢;(t) := u,;(t) 4+ v;(t) no sistema (3.2) — (3.5), obtemos a

equacdo de onda semidiscreta

J
Go(t) = dy1(t) =0, 0<t<T,
9;(0) = @), ¢5(0) =¢;, j=0,1,2,...J+1

OI(t) — Appi(t) =0, j=1,2,...,J,0<t<T,
(

(3.14)
(3.15)
(3.16)
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Consequentemente, tendo 1;(t) := u;(t) — v;(t) obtemos

Vi (t) — Apahi(t) + 2a05(t) =0,  j=1,2,...,J,0<t <T, (3.17)
Yo(t) =vya(t) =0, 0<t<T, (3.18)
i (0) =7, 5(0) =4pj,  j=0,1,2,..,J +1. (3.19)

E claro que para u;(t) = (6;() + 5(£))/2 e v;(t) == (6;(t) — v;(t));2 recuperamos as
equagdes (3.2) — (3.3). Além disso, a energia total do sistema (3.14) — (3.16) é dada por

AW bii(t) = 6,(1)|
Fu(t) =5 ]ZO {!ebj(t)lQ + | } , (3.20)
e a energia total do sistema (3.17) — (3.19) é dada por
J 2
Ga(t) = g [w;(t)y? + w”'“(t)h_ 10 Qa\wj(t)ﬁ]. (3.21)
=0

E ficil ver que &£,(t) = (G(t) + Fi(t))/2, para todo ¢t € [0,7]. Notamos que o sistema
(3.14) — (3.16) é do tipo dado por (2.6) — (2.8) e, em seguida, todos os resultados na auséncia de
observabilidade numérica bem como a observabilidade numérica de solugdes filtradas mantem-
se para o sistema (3.14) — (3.16). Portanto, usando os resultados de perda de observabilidade

numérica em [26], temos o seguinte Teorema:

Teorema 3.2. Para qualquer T’ > ( temos

F(0

sup - w(0) — 00 com h — 0. (3.22)

¢ resolve (3.14) — (3.16) 1| ¢,(t) 2d

t

/1%
0
Observamos que
| —

Pr,j = sin ( 7;%), g k=1 ..J (3.23)
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correspondem aos autovetores de (3.14) — (3.16) e a seguinte identidade é verdadeira:

7 |y of 0,2
j+1 J
g = —|—/—| ,Vk=1,...,J 3.24
4 _ A(h)h2 h ) ? Y 9 ( )
=0
onde A(h) sdo os autovalores dados por
4 kmh
Ai(h) = ﬁsm ( 5T > Vk=1,..,J. (3.25)

A identidade (3.24) é a chave para questdes sobre a observabilidade numérica em dimensao
finita. De fato, pode-se verificar que para o autovalor \;(h) é verdade que \;(h)h? — 4 com
h — 0. Isto significa que ocorre um blow-up no lado direito de (3.24) o que produz um resultado

negativo de acordo com o Teorema 3.2 acima.

Nosso objetivo € construir uma contrapartida semidiscreta da desigualdade de observabili-

dade (2.1). Mais precisamente, estamos interessados na seguinte questéo: Serd que temos

LT

dt + —

+5 [
0

com uma constante C' = C'(T") > 0 independentemente das condi¢des iniciais e do tamanho do

vy
h

UJ(t
h

T
<C’[ah2/!uj —v;(t \dt—l—%/
0

dt] . (3.26)

pardmetro de malha h, onde as solugdes u; e v; resolvem o sistema (3.2) — (3.5)? A resposta é

um categorico nao.

Como ja foi mencionado, estimas como (3.26) ndo sdo uniformes em relagdo ao tamanho
do parametro de malha h, para dindmicas numéricas tais como diferencas finitas e elementos
finitos padrao (ver [26] para uma unica equacao de onda). Na verdade, este fendmeno é bem
conhecido e é devido ao efeito das solu¢des numéricas de alta frequéncia (solucdes espurias). E
claro que outros métodos foram concebidos e analisados durante os dltimos anos, o que permite

evitar o blow-up da constante de observabilidade (ver [35]).

3.1.1 Observabilidade Espectral Nao Uniforme

Nesta se¢@o, vamos nos concentrar na desigualdade (3.26) onde u; e v, resolvem (3.2) — (3.5).

Vamos provar que C' = C(T', h) sofre um blow-up com h — 0.
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Primeiro, estabelecemos duas proposicoes referentes as solugdes dos esquemas numéricos
(3.17) — (3.19) e (3.2) — (3.5).

Proposicao 3.3. A solucdo do sistema (3.17) — (3.19) é dada pelo desenvolvimento da série de

Fourier
4 4 krh 4 krh
_ . .9 .9 k
U, (t) = 521 {ak sin (\/_h2 sin (_QL ) + 2« t) + by, cos (\/_h2 sin (_ZL ) + 2« t)} ©",

onde ay,, by, sdo os coeficientes de Fourier e ©* = (Pk1s-os Pr,g) OS autovetores associados,

onde cada componente @y, ; € dada por (3.23).

Prova. Assumindo que
() = o T(t), VE >0, Vj =1,2, ..., J, (3.27)
e substituindo (3.27) em (3.17) obtemos

"(¢) Pj+1 — 205 + P 1
2000 i 3.28
T(t) h? 1 ’ (28

Para solucdes ndo triviais tomamos v > 0. Em seguida, obtém-se o problema de autovalores

para o sistema (3.17) — (3.19) dado por

Py — 2905 + 91
h2

+20p; = vy;, j=1,..J, (3.29)
wo=ws1 = 0. (3.30)

Levando-se em conta as condigdes de contorno homogéneas (3.30) podemos supor que 0s

autovetores ©* = (g1, ..., pr.7) sdo dados em (3.23).

Portanto os autovalores sao dados por

4 krh
ve(h) = — sin® (%) 2aVk=1,...,J (3.31)
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Retornando a (3.28) obtemos a equacdo 7"(t) + vT'(t) = 0, para todo t € [0,7], que

resolvendo obtemos

Ti(t) = ag sin (\/l/k(h)t) + by, cos (\/uk(h)t), k=1,..,J, vVt >0, (3.32)

onde ay, by, s@o os coeficientes Fourier. Assim, o resultado é estabelecido. |

Outra proposi¢ao importante € dada por:

Proposicao 3.4. A solucdo do sistema (3.2) — (3.5) é dada pelo desenvolvimento da série de

Fourier
1
Uh(t):§ Z {ak sin(/ Ag(h)t) + by cos(v/ Ak (h)t) + cx sin(y/vi(h)t) + dy cos( Vk(h)t)]gpk,
k=1
1
Vh(t):§ Z {ak sin(v/Ax(h)t) 4 by cos(v/ Ak (h)t) — g sin(y/vk(h)t) — dj, cos( Vk(h)t)}gok,
k=1
~ . . 4 .9 k’ﬂ-h
onde ay, by, ¢y, dy, sd@o os coeficientes de Fourier, \p(h) = s (o) e vp(h) = Ae(h) +

2a, k = 1,...,J s@o os autovalores e ©* = (py.1, ..., pr.;) 0s autovetores associados, onde

cada componente y, ; é dada por (3.23).

Prova. A prova é imediata, basta considerarmos a solu¢do dos sistemas (3.14) — (3.16) e
(3.17) — (3.19) e a mudanga de varidve: u; = 1(¢; + ¢;) e v; = 3(¢; — V). |

Antes de entrarmos na discussao sobre a desigualdade de observabilidade do problema (3.17)—
(3.19) e consequentemente na desigualdade de observabilidade do problema (3.2) — (3.5), é ne-

cessario analisarmos a observabilidade dos autovetores do problema (3.29) — (3.30).

Lema 3.5. Para qualquer autovetor o* = (o1, ..., pr.y) de (3.29) — (3.30), vale a seguinte
identidade:
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Prova. Nos nos concentramos na equagio espectral (3.29)—(3.30). Em seguida, multiplicamos

a equacdo (3.29) por jh(v;+1 — ¢j—1)/2, adicionamos para j = 1, ..., J e obtemos

J J

V41 — 205+ Yjc1 Pjt1 — Pt P+l T Pyt
_hz 7 j 5 + QQhZ%’J 5
j=1

J=1

J
— thgpjj%. (3.34)

Jj=1

E bem conhecido as seguintes identidades:

J L]
Z Vjt1 — 2p; + @j—lj%ﬂ —Pi-r _i 902- + ﬂ L) :
2 2 h? 4 J 2 h
j=1 J=1
L
T o Z Pj+1$;- (3.35)
j=1
S © B
Pj+1 — P-4 .y
JZI e i ]Zl 0415 (3.36)

Assim, substituindo (3.35) e (3.36) em (3.34) e, além disso, normalizando os autovetores

obtemos
J J
1 J+1 goJQ v o 1 vh? — ah? — 2
BT R T a2t T g 2 e (33D
j=1 Jj=1

Por outro lado, usamos o multiplicador discreto hy; em (3.29) e depois de alguns célculos,

resulta que

J

hd

J=0

Pi+1 — @5

2 J J
- +2ahY Pt =vhy ¢l (3.38)

J=0 J=0

Além disso, podemos escrever a identidade (3.38) como

2 &, A vh? — 2ah? — 2
5D — i) =V =20) ) g =) e = : . (339)
. p

Jj=0 J=0
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L
Substituindo (3.39) em (3.37) e considerando que J + 1 = > obtemos

Lles[° 1 vh?—2ah? —2vh® — 2ah? — 2
il LA < Y a , (3.40)
2| h| 2 2h? 2h
e depois de alguns calculos, obtemos
20 + 2L o (3.41)
v =2« — . .
4—(v—2a)h?| h

Portanto, a partir (3.38) e considerando a normalizagao dos autovetores obtemos o resultado

desejado, isto é,

2L
4 — (v —2a)h?

903—&-1 - 903

(3.42)

3

A identidade (3.33) fornece uma relagdo explicita entre a energia total dos autovetores e a
energia concentrada em z = L de acordo com a quantidade medida por |p;/h|?. Além disso,

ela sugere a presenca de blow-up, se

[v;(h) —2a]h® — 4, com h — 0.

Nosso primeiro resultado negativo € dado de acordo com o seguinte Teorema:

Teorema 3.6. Para qualquer T’ > (0 temos

sup Gn(0) — o0 com h— 0. (3.43)

¥ resolve (3.17 (3.19) "k
(3.17) - 2ah2/\wj| dt+ ‘%T() dt

Prova. Seja ¢ a solugdo de (3.17) — (3.19) associado ao J-ésimo autovetor dado por

P = eVt (3.44)
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Para esta solugéo, temos
r [ by (t) | ! 2, s
2
2ah2/|¢j| dt+/‘T dt = T{Qahz loas|” + | = } (3.45)
Jj=0 0 0 7=0
e de acordo com o Lema 3.5 podemos escrever
Jg T A 2 J J 2
Pu(t) 2 4—=As(h)h? Prit1 =PI
2ahZ/|wj|2dt+/ "h‘ dt:T[Qahzyw,jy + 2JL hz ‘”“h Lil 1 (3.46)
Jj=07 0 7=0 7=0
Por outro lado, note que
< o o 2
Jj+1 — PJj
- 52{ ) +20) oy | 4 PN ] (347)
7=0
Agora multiplicamos a equagéo espectral (3.29) por hy; e depois de alguns cdlculos, obte-
mos
J o o 2 J
J+1 T ¥ 2
h; e (V—Qa)hZ\goj\ . (3.48)

Combinando (3.48) e (3.47) reescrevemos G, (0) como

2
Pij+1 — PJj
h

Prj+1 — PJj
h

Gr(0) = g > [VJ(h) t

.

Q]

2
Pri+1 — P

‘ N (3.49)
=0
J
Portanto, substituindo (3.49) em (3.46) e considerando que h Z |90J,j|2 = 1 obtemos
=0
. e ®) |2 4 — [vy(h) — 2a]h2 vy (h) — 2a
2ah |2dt L) dt = T2 R A A A (3.50
on 3 [t [ |58 - o G G0 oo
=00 0
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Depois de alguns cdlculos realizados em (3.50), segue-se que

Gh(O) . 1 20T
| AERCIT R AL
gt gt
2ahZ/ ;| 2dt +/ .| dt 2ahZ/ ;) 2dt +/ | dt
=079 0 7=07% 0
% 2L VJ(h)
T[4 — (vs(h) —2a)h?| vs(h) — 2a°
J
Levando-se em conta (3.45) e considerando novamente que h Z ‘(p J.j }2 = 1, a identidade
=0
acima torna-se
Gh(O) _ ‘QOJJP 2L )\J(h) + 2«
70 . 2 20h% + |92 T(4 = As(R)R?)  As(h)
2ahZ/|¢~|th+/ YO g
, ! h
=079 0
3 4 ., (Jrh )
Nota-se também que \;(h) = 72507 | 57 — oo para h suficientemente pequeno e, em
seguida,
)\J(h)—i-QOé_l 2a 1
As(h) As(h)
Finalmente, para concluir, segue-se que
G
h(o) — 0OQ,
i [ s
J
2ahZ/ ;| dt +/ — = dt
J=07 0

devido termos

As(h)h? = 4sin® (JiLh) = 4sin’ (f - hl) = 4 cos? (;’—Z) — 4, com h — 0.
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Agora estamos em condicdes de estabelecermos o principal resultado desta se¢do: a desi-

gualdade de observabilidade nao uniforme para o sistema acoplado (3.2) — (3.5).

Teorema 3.7. Para qualquer T’ > (0 temos

sup €n(0) — 00
u,v) resolve (3.2) — (3. 7 T u 2 A v 2 ’
(u,) resolve (3.2) = (3.5) ahZ/Wj(t)—vj(t)‘th—i-/ "h(t)‘ dt+/ Jh(t) dt
J=079 0 0

com h — 0.

Prova. A prova é imediata. De fato, tendo em conta o Teorema 3.2 (devido a Infante e Zuazua
em [26]), nosso Teorema 3.6 e considerando que &,(0) = (F(0) + G(0))/2 temos

2
dt

T
_ 2L os(1)
260(0) = T(4— Ash2) 0/ h

T T
0112 2L v, (h) [ Sy ‘w)
T 20k + o P T = Ay (W)R2) (s () — 20) QO‘h;O/W d”o/ h
2
dt},

9 T
dt+/
0

2
i

v

b (t) Yy(t)
h h

J T T
C(h,T) {zahz b |2dt +
x ]

onde

2L
T =0, ()h?)

~ 2
C(h,T) = min [1 00,4 My (h) + Qa}

“20h% + |@ga?2 As(h)

Lembrando que ¢;(t) = w;(t) + v;(t) e 1;(t) = u;(t) — v;(t), concluimos que

- Sh(O; - > C(h,T) — oo com h — 0.
J 2 2
uy(t vy(T
O‘hZ/Wj(t) —vj(t)|2dt+/ Jff )‘ dt+/ J}E) dt
=07 0 0

O Teorema 3.7 mostra que a constante na desigualdade observabilidade sofre um blow-up
com o parametro de malha A tendendo a zero. Este resultado estd de acordo com os resultados

negativos estabelecidos em [26, 36, 37].
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3.2 Observabilidade Uniforme: Filtragem Numérica

Esta secdo € dedicada a provar a contrapartida positiva do Teorema 3.7 usando o método mul-
tiplicativo. Para isso, analisamos a contrapartida positiva do Teorema 3.6 relativo as solugdes
filtradas do sistema (3.17) — (3.19).

A fim de obtermos uma contrapartida positiva do Teorema 3.6, usamos a técnica de filtra-
gem para gerar subclasses adequadas de solu¢des numericamente observaveis. Estas solugdes
numéricas sdo as solugdes filtradas geradas por autovetores do problema de autovalor (3.29) —
(3.30) que satisfagcam Ah? < ~, quando verificamos a identidade de observabilidade do autove-

tores do Lema 3.5.

Dado qualquer 0 < 7 < 4 introduzimos a seguinte classe de solugdes filtradas para o sistema
(3.17) — (3.19):

an={v = % exsin /o At) + dhcos(y )| 3

Ak (h)<vh=2

onde ¢, d;, € R e também a classe de solugdes filtradas para sistema (3.2) — (3.5) dada por

Up,=1 Z [ak sin(y/Ait) + bi cos(v/Art) + cx sin(y/ve (h)t) + dy cos( l/k(h)t):| "

Ak (h)<vh—?

/Hh('Y) = )
V=1 Z {ak sin(y/Axt) + by cos(v/Art) — cx sin(y/vg (h)t) — dy, cos( I/k(h)t)] "

Ak (h)<yh=2
onde Vk(h) = )\k(h) + 2 e ay, bk, Ck, d, € R.

Teorema 3.8. Suponha que 0 < v < 4. Entdo, existe T'(y) > 2L tal que para todo T > T ()

existe uma constante positiva C(T,~) tal que a desigualdade

T 2
Gy(0) < C(T, ) lzahZ/ylijng/‘% dt], (3.1)
0

é verdadeira para toda solugdo de (3.17) — (3.19) na classe G(vy) com h — 0 uniformemente.

Além disso,

(a) T(7) /oo com v /4 e T(y)\2L com 7\ 0;

(b) C(T, ) \« 7255 com ~ 0.
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E imediato do Teorema 3.8 nosso principal teorema:

Teorema 3.9. Suponha que 0 < v < 4. Entdo, existe T'(y) > 2L tal que para todo T > T(7)

existe uma constante positiva C(T,~) tal que a desigualdade

w(t) 2

u
+ B

dt} , (3.2)

En(0) < C(T, ) {ahi]mj—vjﬁdw/

é verdadeira para toda solugao de (3.2) — (3.5) na classe Hy(7y) com h — 0 uniformemente.

Além disso,

(a) T(y) /oo com v 74 e T(y) (2L com ~ ™\ 0;

(b) C(T,7) \ 7755 com ~\,0.

Estes teoremas garantem que os esquemas semidiscretos sao uniformemente observéveis
como h — 0, desde que as ondas de alta frequéncias sejam filtradas. Para as respectivas pro-
vas construimos um conjunto de lemas para o sistema (3.17) — (3.19) usando multiplicadores

discretos.

Lema 3.10 (Conservagao de Energia). Para qualquer h > 0 a energia total Gy (-) definida em

(3.21) satisfaz a taxa de variagdo

d
EG}Z( ) Oa vt € [OuT]7 (33)

para toda 1 solugdo de (3.17) — (3.19) e consequentemente
Gi(t) = G,(0), Vte[0,T]. (34

Prova. Multiplicamos a equagdo (3.17) por hi)}(t) e adicionamos para j = 1,2, ..., J.

hd e,y : 2 _
m;’%’ —h;mhijjm hle%l 0. (3.5)

Considerando as condic¢des contorno de Dirichlet homogéneas temos

%“ v’ (3.6)

J hd J
—h > (Apthy)v; = P >
=1 j=0
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d
Combinando (3.6) e (3.5) concluimos que %Gh(t) = 0 e, em seguida, G (t) = G1,(0), para
todo t € [0, 7] onde Gj(t) é dada em (3.21). |

Lema 3.11. Para qualquer h > 0 e ¢ solugdo de (3.17) — (3.19) temos

g T
> [ v+
0

J=0

J

T
+2a|¢j|ﬂdt - st + vyl + v

=0
T
0

T

¢J+1 wﬂ
h

o>

0

0
s
h

no |

onde

_hz (%H V- 1)

Prova. Multiplicamos (3.17) por jh(v;+1 — ¢;_1)/2, adicionamos para j = 1,2, ..., J e inte-
gramos em (0, 7") para obtermos

Jg T g T
W Vg1 — % 1) i — 2% + 1 (%‘H - %‘1)
h — h d
% fao(ego 5 )
J T
+ 20k /ﬂ%(%) dt = 0. 3.7)

J=1 0

Denotamos

g T J T
(Vi — Vi Vjy1 — Vi1
T = hZ/m;'( o Jdt=h) v 5 0
=1y J=1
g T / ’ T h g T
. i+1 i—1
_ hZ/ﬂpg( i+ > J )dt:xh(t) +§Z/¢}w;+ldt,
j=173 0 7=07%
onde
d Y1 —
. i1 -1
it =i ()
7=1
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Por outro lado, denotamos
! 2054y = L
1= LVjt1 = Wiy
Ton hZ/] J+ J Jj—1 ¥+ 5 J Z/ |¢]+1| dt
=17 =17
B |
SEE / 1y Pt — hij / Pyt + h 5 / b ith5adt
Jj=1 Jj=1 0
g hos | (J+Dh r
. +
= TZ/ | Pdt — @Z/(JJFUWJ‘PCZ“FT/Wﬂ?dt
J=07 J=07 0
T ;T
h h ,
- ﬁ Vjjpdt + ) Z (J + Dojihjiadt
=00 =07
A no 7 g T
= o> [t =5 [P 5> [
7=0"7% 7=07% 7=07%
(J+1)h [ hs |
+
+ 2—W/|¢J|2dt+ﬁ2/¢ Yjdt.
7=07%
Agora, tendo em mente as condi¢des de contorno (3.18), temos a seguinte identidade:
g T g T
ny [lofa = b3 [l
jZO 0 jZO 0
) T T h T
§Z/J|wj+l|2dt——2/g|wj e = — /w it
Jj=0 0 Jj= 0
Dai resulta que Z,;, pode ser reescrito como
T T
hm [ =), L[]
Top = —= ) dt —/—dt.
2h 2 2 / ‘ h N
7=07% 0
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Além disso, denotamos também

7 T
Ty = zahZ/wJ(%ﬂ — P 1)dt —ahZ/Qpﬁledt
=)

J

Substituindo Z;,, Zoy, € Z3, em (3.7) obtemos

J T
2> [ |t P22
=0

} ahZ/%%Hdeh()

_ ‘wj

Portanto, podemos concluir que

b A y o2 g T T
1~
3>/ {w;-wgﬂ =+ 2a|wj|ﬂ @ = ahd, S0P+ 0+ )
7=0 7 =0 0
T
_ L / vl
2 h
0
|
Nosso proximo lema diz respeito a equiparticao da energia G, (t)
Lema 3.12 (Equiparticdo de energia). Para qualquer h > 0 e v solugcdo de (3.17) — (3.19)
temos
A g T Vint — | T
hZ/W | dt+hZ/ H% +2a|¢j|2} dt + Y, (t)| =0, (3.8)
j=0 0 J= 0 0
onde
J
t)=hY vy
j=0
A.J. A. Ramos
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Prova. Multiplicamos (3.17) por hi);, adicionamos para j = 1,2, ..., J e integramos em (0, 7")

para obtermos

7 T
hZ/w”%dt hZ/w]%ﬂ 2z/fg+z/zj Ldt + 2a hZ/W dt=0. (3.9)
0

j=1 jlo 310

Denotamos

hz/wmt Vit

Jg T J
Tun ::hz/w;'wjdt=h2w;wj —hZ/wwt
=19 j=1

Jj=1 0
Além disso,
T L e
+1 — 2P + Y51 41—
= n Y [P Ry [Pt
Jj=1 0 j:O
Portanto, substituindo 71, € Jo; em (3.9) provamos esse lema. [ |

Corolario 3.13. Para qualquer h > 0 e ¢ solugdo de (3.17) — (3.19) temos

T

) (3.10)
0

g T 1
n [ P = TG0 + 370

. 2
j=0 0

onde Gy (t) é dada em (3.21).

Prova. A prova ¢ imediata, basta adicionarmos o termo 2/ Z / |@/} |?dt em ambos os lados
7=0
do lema anterior e considerarmos a energia total G, (t) dada em (3 21). |

Proposiciio 3.14 (Ortogonalidade dos autovetores). Sejam ©*, o' dois autovetores associados

a autovalores distintos, isto é, \;, # \; respectivamente, entdo

J

hz <80k7j+1 - S%j) <901,j+1 - @l,j) = 0. (3.11)

j=0
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Prova. Multiplicamos a equagdo (3.29) por hy, ; e adicionamos para j = 1, ..., J para obtermos

a equacao seguinte

J J 4
Ok j+1 — 20k 5 + Prj-1
—h Z ( N h? : : )9% +2ah Z PrjPri = Vkh Z Phj Pl
j=1

=1 j=1
No espaco das sequéncias quadrado soméveis dado por

J
B(J) = {p N R Y o < o0},

J=1

definimos o produto interno

(90 90> —hzwkg%g,

de modo que possamos escrever

Apt z) _ <k7 z)
( w8 ) by =)

onde ©* = (Yr1, Pr2, -, Pr.)! €amatriz A, é dada por

2 -1 0 0
-1 2 -1
Av=11 0 0
h — h :
-1 2 -1
0 0 -1 2

Procedendo de forma analoga para ¢; ; obtemos

J J
— 2015 +
_hz (90““ 90” Pl 1><pk,j + 2ozhz DLk = Vzhz L Pk,
j=1 J=1

€ consequentemete,

A & k) _ <l k:) .
( P, ¥ 2(J) viWwe,e 2(J)

(3.12)

(3.13)

(3.14)
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Levando em consideragio que A;, é uma matriz real e simétrica, decorre que A, = Al e por-

tanto,

oL Adt) =l et) (3.15)
12(.J) 12(J)

Em seguida, subtraimos (3.13) e (3.15) para obtermos que

(Vk—yl)<gpk,gpl>l2u) = 0. (3.16)

Desde que v, # v, decorre que {¢*, '} é ortogonal e A,-ortogonal. Sendo assim, podemos
escrever

J J
hz (ka,j—&—l _ ZSOk,] + @k,j—l)%pl,j = hz <<pk’j+1gpl,j - 290k,j%01,j + gpk,j—l@l,j) = 07

j=1 j=1

donde vem que

J
hz <90k,j+1901,j + @k,jl@l,j) =0.

J=1

Devido as condi¢des de contorno ¢y = ;.1 = 0 podemos escrever:

J
h Z (‘:Ok,j+190l,j + SOk,jSOl,jH) = 0. (3.17)

=0
E agora mostramos que
J

hy (sﬁk,jﬂ - <Pk,j> (SOZ,J'H - Spl,j) = h

J
(‘Pk,j+1‘Pl,j+1 — Pk j+1PL; — Pk,jPLi+1 T SDk,jSDl,j>7
j=0 7=0

e das condicdes de contorno ¢y = ¢ 11 = 0, segue que

J J
h Z Prjpr; =h Z Pk j+1P0j+1-
=0

J=0
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Portanto, tendo em mente as equagdes (3.16) e (3.17) decorre que

h

J

<90k7j+1 - S%j) <90l,j+1 - S%’) = th Prjprs —h (@k,jﬂwl,j + Spk,j()phj—&—l) =0.

J J J
=0 j=0 j=0

Para provar os Teoremas 3.8 € 3.9 usamos os Lemas 3.11 e 3.12. Vamos precisar de algumas
J

. . . . / 112
estimativas, principalmente para o termo h E [y — il
3=0

Lema 3.15. Para qualquer h > 0, 0 <t < T e 1) solugdo de (3.17) — (3.19) vale

J J
RY W5 — e < ARPY P,

J=0 Jj=0

onde A\ é o limite superior dos autovalores introduzidos no desenvolvimento de Fourier.

Prova. Inicialmente consideramos a série de Fourier para (3.17) — (3.19) dada por

p= ) apegh, (3.18)
ITAESVAN

4 kmh
onde i = /U, k > 0, pi_y = — g, v = — sin’ (%

% ) + 2a. Temos que

P =i Z apfupetoF. (3.19)
k| <VA

Na sequéncia temos

J J >
WY Wi =5 = Y | Y anpke™ (kg1 — Phy)
i=0 720 <A

J

= 0| T o - el

J=0 " || <VA

+ > agaume N or 1 — on ) (P — ei) | (3:20)
| VA | <VA
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Devido a ortogonalidade dos autovetores y, € ; para ji;, 7 1 temos

D (rger — eri)prin — o15) =0,
e s e <V | <VA

(ver Proposi¢do 3.14) e, em seguida, tendo em vista a identidade (3.48), e a identidade (3.20)

podemos escrever

J J
WY W =P = b Y (e = 20007 fonl?
J=0 0

k| <VA i=
J J
_ 2,2y 12 2 3 112
= h E |ax | g Arh E lor41° < Ah E 5],
|| <VA =0 =0
e assim, podemos concluir a prova. |

Lema 3.16. Para qualquer h > 0, 0 <t < T e ¢ solugdo de (3.17) — (3.19) vale

ARt 3AR2
|21 (t)] < \/L2 ~ S5 T G0 (3.21)

onde \i > 0 é o primeiro autovalor do Laplaciano discreto, A é o limite superior sobre os

autovalores introduzidos no desenvolvimento de Fourier e além disso,
J T P—p
Zn(t) = h Z i {j (%) + 77%} , 1 =—Ah"/8. (3.22)
j=1

Prova. Tomemos

€ consequentemente
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Aplicando a versao semidiscreta da desigualdade de Holder temos

ZJ: (1/13—&—1 1/}] 1> "‘nwj

J=1

E [hz v |

2
] : (3.23)

comn = —Ah?/8.

Por outro lado, temos:

(7/}]-%1 5 ¢j 1> + w]

oyl

7j=1

—hZ[ N T R O )
J

'2
= hz[ (Wj41=15) + (V) = i) P+ 0?11 + i (1 — 1)y

.
Il
—_

|
ﬁ&

> [ Sl + 2001—05) s = y-0) + 15— 1)

.
Il
-

02057 + nj(j41 — Yj-1)Y;

J ;2
< Z[ 210 01=0i* + 2085 — i1 P+ 105+ nd (Vi1 — ¥j-1)u4 ),

€ consequentemente,

| =Y ’ 7
hy 3<]+12J1> +my < Z { i1 — 51 + 5|1/1j — i1 + Pl
j=1
+13(Pj+1 — %’—1)%}
2
< Z { i1 — 5]° + (Jz ) — i + 0?7 + niiia

-n(j + 1)¢j¢j+1}

= Z{ 41 = 951% + G+ )W’J+1 b2+ 0P * — i

-
- Z[ e — sl T 2 s

nllgy P — nijm]
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Como j2h? < (5 + 1)?h* < (J + 1)?h? = L* temos

J ) ) 2 J ) 12 J
N e R I D e BT (T ety
j=1 j=1 j=1
J
+ (P DR il (3.24)

j=1

Usando as condigdes de contorno de Dirichlet homogéneas obtemos

J
hZ(WjP ¢J¢J+1 Z W’JH - 1/’]

J=1

Dai segue que

J 2 J
hz j<¢j+1 ;%’—1) I (Lz |77|h2) Z ¢;+1
i=1 =
+ (n2+|n|)h2|¢j|2- (3.25)
j=1

E por tltimo aplicamos a desigualdade abaixo (versdo discreta da desigualdade de Poincaré)

J 1 Win1 — 5 |
DIIEESIIE=IN (3.26
=0 L =0
para o primeiro autovalor \; e obtemos
: Vit — P ’ nlh*  (* + [nl) Vi — |
th(%)ﬂm g[LQ— 5t } Z - z 21 (3.27)
—0 1 —0
J J
Substituindo (3.27) em (3.23) temos
AR 3Ah2 Vi — ;|
< 2 7 2 i+l T ¥y )
IZh<t)|_\/L 5 T Ton { le |} [h; - , (3.28)

onde |n| = Ah?/8 < 1/2en? + |n| < 3AR?/16.
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Aplicamos a desigualdade de Young para obtermos

1 Ah* 3Ah2 Vi1 — Ui
Zn(t)] < =4[ L2 — — o+ | 3.2
€ consequentemente
Ah* 3Ah?
Zn(t)] <y L? — — .
12 ()| _\/ 5 1o 0
|

Agora estamos em condicdes de estabelecer o principal resultado desta secdo. Provamos os

Teoremas 3.8 e 3.9.

3.2.1 Prova da Observabilidade Uniforme: Teorema 3.8

Consideramos a identidade do Lema 3.11 e reescrevemos como

T

=
po|

vl
h

Fp

T
/G (t)dt + xn(t)
0

Jg T Jg T
—any / 6512 + yibyldt — S / Wy — o 2dt =
0

Jj=0 J=079

Jlife

Levando-se em conta as condi¢gdes de contorno homogéneas (3.18), podemos escrever
J J
—hy 7+ il = —h Y [0F + (WF +05,)/2] > ~2h Z v,
7=0 7=0 7=0

dai, segue-se que

T

0 =0

T B J T J T I Tw

/ 112 2
/G()dt+xh —ZZ/WM—W dt§2ah;/]wj| OZHE/‘T
0 0 -0 0
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Do Lema 3.15, temos

w|@

T
/Gh dt+Xh
0

T A 7 T LT
-0 W) 7dt < 2ah |2t + = ‘
oy > | 7

0 ]00

e do Corolario 3.13, obtemos

T
AR? AR?
— —TGh(t) — = Yi(t)

/Gh(t)dt + xa(t) 1

0

ou

onde

Do Lema 3.16, segue que

dt.

T T
AR? A 3A L [|v;
= 2 pAg T p2 < |2 - I
/G ()it — 2CTG (1) - \/L G T i Gn(0) < 20n > :/w = /‘ 4
0

0 =07

Da conservacao de energia do sistema (3.17) — (3.19), temos

Pyl gt

AR? A 3A
T (1—— L? — —h*+ h? ) < 2ah dt
(1= 2 )0 -2/ - h o+ G az/w +2 /
0

Para Ah? = , na classe de solugdes Gy,(7) de (3.17) — (3.19) deduzimos a desigualdade

observabilidade dada por

g T T
Gy (0) < C(T,7) [2ah2/y¢j|2dt+§/‘%
=0 4 J

1 (3.30)
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onde

1
T(1-7/4) = 2,/17 = Fh2 + 37

C(T,v) =

Note que (3.30) vale, desde que

2\/L2 2h2 4 By
1—~/4

Tendo em conta que \; > 7%/2L? para h suficientemente pequeno, escolhemos 7' como

20/ L2(1+ 3y/872) — b2

1= ~/4 , (3.31)

T(y) =

e, em seguida, C'(T', y) é reescrita como

1

T(1—~/4) — 2\/L2(1 + 8%7) — Lh?

de onde segue a instru¢do do Teorema 3.8.

: (3.32)

C(T’ 7) =

3.2.2 Prova da Observabilidade Uniforme: Teorema 3.9

Levando-se em conta o resultado de observabilidade na fronteira para as solugdes filtradas em
[26], temos

(3.33)

LT
F,(0) 5/
0

para toda solucdo ¢ de (3.14) — (3.16).
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Combinando as desigualdades (3.30) e (3.33) e considerando que 2&,(0) = F},(0) + G1(0)
e ¢; = u; +v;, ¥; =u; —v;paratodo j =0,1,..., J, J + 1, obtemos que
2
dt]

T
L ¢
26,(0) < 5/‘7
0

T
L [,
dt + C(T,~ {2%2/;%\ dt + 5/‘7
0

T
L [|¢s wJ
< C(T,7) 2ah2/|w]| dt + 5/‘7 dt+ ‘ ]
- I= 00 0
_ i 2 ¢J ¢J
= C(T,7) QQhZ lu; — vl dt—l— dt—l—
ou ;T T ) T
/ 2 L/ el dt+L/ =
< (T _— e =y el
=00 0 0

e a conclusdo neste caso é andlogo ao caso anterior.

3.3 Observabilidade Uniforme: Via Desigualdade de Ingham

Existem outras técnicas de regularizagao do problema da perda de observabilidade numérica.
Nas secoes anteriores, usamos as técnicas multiplicativas e o processo de filtragem numérica
para construirmos a observabilidade uniforme. Uma outra técnica bastante utilizada consiste
no uso da Desigualdade de Ingham [38]. Por questdes didaticas, demonstraremos o resultado

devido a Ingham.

Teorema 3.17 (Desigualdade de Ingham). Seja { ).}, ., uma sequéncia de niimeros reais tais
que
)\k+1_)\k27>07 Vk € Z.

2
Entdo, para qualquer T’ > T existem constantes positivas C;(T,~v) > 0, i = 1,2 tal que

T Y Janf? < / 3 e

keZ I kez

dt < 02 Z |ak|2

kEZ

para toda sequéncias de niimeros complexos {a} € I°.
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Prova. Primeiro reduzimos o problema para o caso em que 7' = 27 e v > 1. Com efeito, se T’
e -y sdo tais que Ty > 27, entdo multiplicamos o intervalo —7" < ¢t < T por 27 /T e passamos

a considerar o intervalo —27 < s < 27, onde s = 27t /T Dai temos

/

2
ds, (3.1)

E anez/\nt

neL

2dt— T 21
27
2

g apetn’
nez

onde p, = 22, Segue que i1 — fin = = (A1 + o) > % =y > 1. Agora mostraremos

21
T
-T

A desigualdade (3.2), conhecida como desigualdade indireta, é a chave principal para provar-

que existe C; > 0 tal que:

2
dt > Cy ) an)*. (3.2)

nel

§ a, ez)mt

ne”L

mos a desigualdade de observabilidade.

Definimos o funcional 4 : R — R, tal que

h(s) = { cos(s/2), se |s| <

] o, se |s| > .

Aplicamos a transformada de Fourier e obtemos

H(O) = 5(h(s) = [ hs)eds. (33)

Consequentemente,

H(E) = / h(s)e'sds = / cos (g)aﬁscis: / cos G)ei&ds
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e assim,
H(&) = 4cos(n€) — sz/sen( ) e ds. (3.4)
Por outro lado, temos
/sen(Q) e®ds = —2cos (g) e +2@§/cos( ) e ds
= 2iEH(). (5-2)
Combinando (3.4) e (3.5) temos
HE) = 1 g cos(nt) 3.6
= ——— cos(m§). .
1 4¢2
Por outro lado, desde que 0 < h(s) < 1, para qualquer s € [—m, 7|, decorre que
T 9 e 2w 9
/ Z ane™s| ds > Py / h(s) Z anen| ds. (3.7)
T nez P nez
E além disso,
27 9 27
/ h(s) Zanewnt ds = / h(s) Z an €8, ethmsds
on nez “or n,mez
2w 27
= / h(s) Z an €T e " HmS ds = / h(s) Zan@ei(“"_“m)sds
—or n,me”Z on nez
2
= Z Gy / Z(“" Hm)s s = Z anam/ Upn=pm)s g
n,me”z or n,me”z
= Z an@H(ﬂn - ,Um = 0 Z |an‘2 + Z G H - ,Um)
n,me”L ne”Z n#MEZL
> H(0)Y anl* = Y |an@ml[H(pn — ).
neZ n#MEZ
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Usamos a versao discreta da desigualdade de Holder para obtermos

2

/ hs)

—27

E a, et

nez

s > HOY ol - |l W[Z = )P )

nez n#Em n#m

€ consequentemente

2

[ v

ds = HO)S Janf = 3 lawtl S 1H (gt = po)|

g a,etnt

“on nez nez n#m n#m
Como
] < 2 Sl = Sl = = S a4 2 S ff = 3 Jal?
: 2 2 2 2
#m nez meZ nez nez nez
decorre que
27

ds = HO)S Janf =S laul S [Hpn = )]

nez nez n#meZ

E a, et

nez

e

—27

Resta encontrarmos uma estimativa para ) ., . |H (ttn — pm)|- De fato,

Z | H (pn — pim)| = Z

4 cos|(pn — pm)7]

_ _ 2 _ 2
n#meZ n#meZ 1 4(’un ’um) n#EMEZL Hn ’um) |
4
< E .
> — 2

Por outro lado, temos fi,+1 > p, + v1. ApOs fazermos iteracoes em n € N temos p,, >

p1 + (n — 1)7, consequentemente para n > m temos i, > fi,, € dai vem que

fin = fm = (0 —m)71.

Sendo assim,

4 4 1
H n — Mm < < — .
O R S T B I B e

n#meZ n#meZ #meZ v
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Consequentemente,

8 1
H n - m S ) -1 0 4
> H(ptn = )| 5 Y Tn—m =1

n#EmeZ i n#EmMEZ

Escolhendo r € Z tal que, r = |n — m| temos

8 1 81 1 1
Hip — )] < 55— =51 ( _ )
n;%ez 7%;4742_1 71227"21 2r —1 2r + 1

Com isso obtemos

2m
/ h(s) Za ehnt ds > 4Z|an|2— —Z|an|2 < ) Z|an|2 3.8)
o nez nez L nez nez

Substituindo a desigualdade (3.8) em (3.7) temos

[l

7,/\nt

T 4 , 2T 1 )
wz L) S =2 (- L) S
2

nEZ nez nez
2T 4 ) ,  Ar )
- () Sl = (1) e
nez nez

Desde que T > 27/ existe C1(T,7) = —~ (T2 — ‘:r—;) > 0, tal que vale a desigualdade

Tr
T
-T

Mostraremos agora que existe uma constante Co(7",y) > 0 tal que,
T
-7
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indireta

2
E anez)\nt

nel

dt > Ci(T, 7)) lan|*. (3.9)

neZ

2/\n

dt < G(T7)) ] lanl* (3.10)

nel

nEZ
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Para este caso consideraremos o funcional / : R — R definido por

h(s) = { cos(s/2), sels| <m/2

0, se |s| > /2.

Procedendo de forma anéloga ao caso anterior temos

H(E) = %wcos(wg). 3.11)

Por outro lado, desde que v/2/2 < h(s) < 1 temos

T ) -
/ Zanei’\"t dtg—/h(s)

77
ez —2

2

ds. (3.12)

E anezﬂ'ns

nez

Consequentemente, seguindo os mesmos passos da demonstracao anterior encontramos

2

/ h(s)‘ > aget

2

ds = H(O)Z|an|2+ Z an@H(Mn_Mm)

ke = nez n#mez
< HO)Y anl+ Y an@ml | H(ptn — pon),
nez n#meL
€
2

/ E anen?

_op | MEL

2
4 4
ds < 42]%]2—}—?2]%]2:(4—1——2)2]@”]2. (3.13)
1

nez nez L/ nez

Substituindo (3.13) em (3.12) temos

/

2
AT 1 , AT 4m? )
s (i) Zer = () S

nez

4 ,  Am? 9
)

§ a, ezAnt

nez
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Segue dai, que para todo 7" > 0 existe a constante Cy(7',7y) := %r (T 2+ 47%2) > 0, tal que

/

2
dt < Cy(T, %)Y |an . (3.15)

2 a, el)\nt

nez

Este resultado mostra que a sequéncia de exponenciais {¢**"'} forma uma base de Riesz no

intervalo simétrico [—7", 7] em relagdo a origem.

Segundo Infante e Zuazua [26], a observabilidade na fronteira dos autovetores e o gap entre
as raizes de dois autovalores consecutivos desempenham um papel importante para se alcancar
uma observabilidade uniforme, usando o Teorema 3.17 (ver sec¢do 2.5 em [26]). Entdo, preci-
samos de uma estimativa entre as raizes de dois autovalores consecutivos introduzidos no de-
senvolvimento de Fourier das solugdes do sistema (3.17) — (3.19) na classe de solugdes filtradas
dadas por G, (7).

Lema 3.18. Suponha que

~ = 4sin? (%) e a<%), (3.16)

para algum 0 < ¢ < 1. Entdo

Vi) = Jvs(h) > %cos (%) (3.17)

para todos os autovalores de (3.31) tal que \h* < 7.

Prova. Vamos agora calcular a diferenca entre a raiz quadrada de dois autovalores consecutivos.

Considerando que v;(h) = A;(h) + 2a temos

VA () +2a = /3,

Portanto
VA (B) + 20— /() + 20 ~ (wﬁl(h) - \/)\j(h)> (1 - )\jﬂ(ah))\j(h)) (3.19)
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)vj 1,...J.  (3.18)
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paratodo j = 1, ..., J. Agora, levando em consideragdo que \;(h) < A;j11(h),paraj =1,.... J,

podemos escrever

VA () + 20— /3 (h) + 20 > (\/ sa(h) = /A (h) )( m>
(Pvos = 30) (1= g

Vv

Vram2a =y +za = (P - yam) (1- )
(et = ) (1- 25,
Escolhendo o = 7(g)/2h* < ~y(g) /h? obtemos

VAaa(h) + 20— /A (0) + 20> - <\/AHl - \/Aj(h)). (3.20)

v

4 ih
Por outro lado, tendo em conta que A;(h) = 72 sin? (%) paratodo j = 1, ..., J, temos

\/ ia(h \/A - %[ (W) _ sin (%hﬂ 3.21)

wjh w(j+1)h
2L 2L

[sin (W) — sin <7;LL}L>] = W—; cos(T). (3.22)

Combinando (3.22), (3.21) e (3.20) temos

) TE
e para algum 7 € { } satisfazendo 0 < 7 < > obtemos

\/>\j+1(h) + 200 — \/)\j(h) + 200 > %COS(T) > %cos (%6), (3.23)

e assim, podemos concluir a prova. |
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Dividimos o restante desta se¢do em duas partes, onde damos duas diferentes provas da
desigualdade de observabilidade para as solu¢des dos sistemas (3.17) — (3.19) e (3.2) — (3.5).

3.3.1 Prova da Observabilidade Uniforme: Teorema 3.8

Agora estamos em condi¢des de provar o Teorema 3.8, usando a desigualdade de Ingham. Dife-
rentemente da técnica de filtragem (ver se¢d@o 3.2), podemos obter um resultado melhor usando
a desigualdade de Ingham, no sentido de que o termo com « nido € ttil. Em seguida, vamos

provar isso.

Teorema 3.19. Existe uma constante positiva C > 0, dependendo T e € € [0, 1], de tal modo

que para alguma solucdo do sistema (3.17) — (3.19) na classe Gy (y(¢)) vale

T
<3
2

0

Prova. De acordo com a desigualdade de Ingham e tendo em vista o Lema 3.18, segue-se que

Y
7 (3.24)

para qualquer 0 < ¢ < leTl > existe uma constante Cy(T,¢) > 0, i = 1,2

cos(me/2)
satisfazendo

2

Ci(Te) Y W?g/ S e dt < Cy(Toe) > al?, (325)
l1klh<q/7(e) 0 |puklh<q/7(e) l1klh<q/7(e)

onde () = 4 sin? (7;5) De acordo com a identidade do Lema 3.5, segue-se que
th: ‘Pj+l_90j2: 2L ﬂ: 2L ﬂ2<7 2(326)
= 4 — (v(h) —2a)h?| h 4—Xh)h2| h 2cos? (me/2) | h |’

para qualquer autovetor ¢ associado a um autovalor \ satisfazendo A\h? < ~y(e). Notamos que
(3.26) é idéntica a desigualdade (2.65) em [26]. Entdo, vamos agora considerar uma solugao v
de (3.17) — (3.19) na classe G, ((¢)). Ela pode ser escrita como

Y= Z akei“’“(h)tgok. (3.27)
|k (R)[R<A/ ()
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2L
Levando-se em conta (3.25) e (3.26) podemos deduzir que, para 7' > ————,
cos(me/2)
I L[]
2 J
QO‘hZ/W’J’ dt“‘ ‘ > 2/‘h
0
L/ 2
= 53 Z akei“’f(h)tgok,J dt.
0 [uklh<y/7(e)
Consequentemente,
L/ Wy L 2
2| Pk,J
QQhZ/Wﬂ dt + 2/‘}1 > Ci(T¢) 3 > Jaxl ‘h ]
7=07 0 Tk h<y/~(2)
- J 2
> C1(T,¢)| cos? (me/2) Z \ak\QhZ w ],
i luglh<y /() 70
e podemos escrever o seguinte:
L r iy
2 2 Pkj+1 — ‘Pkg
2ah2/|¢J dt + 2/‘h dt > Cy(T,e) cos® (me/2) Y |ak| hz L (3.28)
=00 0 lklh<y/Ae) =0
Por outro lado, tendo em mente a identidade criada em (3.49), temos
vs(h) | Prir = |
G, (0) = — Y 2y, Thitl = ¥k 3.29
R D S RO M (3.29)
|k |h<~/7(e) 7=0
de onde obtemos
| orgr = oni '] _ valh) - 2a As(h)
2 kj+l — Pk.j J\n) — J
h = Gr(0) = ————=Gx(0). (3.30
S |l | P ] < MG 0) = o G0, (330

i |h< /() =0
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Portanto, substituindo (3.30) em (3.28) obtemos a desigualdade observabilidade dada por

T

)\J(h) + 20( L ¢J
Gn(0) < As(h)  2cos? (me/2)Ci(T,¢) 0/ ‘7

2
dt, (3.31)

valida para qualquer 7" > e para qualquer ¢ € Gp((g)). Além disso, levando em

cos(me/2)
2L
consideragdo que 7' > —————, notamos que o Teorema 3.8 vale com
cos(me/2)
T(y)=—7— e C(T,7) = , (3.32)
W="T=a ¢ ‘=T m amaa
sendo que v = 7y(¢). Portanto, concluimos a prova. [

3.3.2 Prova da Observabilidade Uniforme: Teorema 3.9

Notamos que um resultado semelhante de observabilidade uniforme € vélido para o sistema
conservativo (3.14) — (3.16). Na verdade, é o suficiente para ver que, para « = 0 em (3.31),

pOdeOS escrever

1 o,
F,(0) < dt, 3.33
w0) < cos? (me/2) D(T, ¢) 2 / h (3.33)
0
2L ~
para qualquer 7' > ————— e para qualquer ¢ em uma classe adequada de solugdes filtradas
cos(me/2)

onde F},(-) é a energia de (3.14) — (3.16). Agora estamos em condi¢des de estabelecermos o

principal resultado desta secdo.

Teorema 3.20. Existe uma constante positiva C >0, dependendo de T' e ¢ € [0, 1], tal que
para qualquer solugdo do sistema (3.2) — (3.5) na classe Hy(y(¢)) vale

cg[of

dt +

h

2
n dt] . (3.34)
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Prova. A prova é imediata. Com efeito, tendo em conta as estimativas (3.31) e (3.33), temos

- 1 As(h) + 2a 1
24(0) = Fiul0)+ Gu(0) < max [ (re/2)D(Te) Mlh)  cos? (xe/2)Cu(T,0))

L]l J 2]

Para finalizarmos, lembramos das decomposicdes ¢; = u; + v; € ¥; = u; — v;, para obtermos

Dot~

I T ) T )
&0) < 05 U % dt + / %‘] dt] , (3.35)
0 0
onde
¢ = max cos? (7r5/12)D(T, g)’ )\J()\}?(:L—)Qa cos? (775/;) Cy (T, 5)} (5-36)
e a conclusdo € andloga ao caso anterior. |
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CAPITULO 4

SISTEMA DE VIGAS DE TIMOSHENKO

4.1 Introducao

Vimos no Capitulo 1 que a teoria de Timoshenko para estiramento de vigas é dada pelas

equacoes:

pApyu(z,t) = Si(x,t), 4.1)
pI"vbtt(ajat) - Mx($,t)—5($,t), 4.2)

com as seguintes relacdes de tensdo-estiramento
M(z,t) = ElYy(z,t) e S(x,t) = kAG(po + ) (2, 1), (4.3)
para o comportamento eldstico da viga. Dessa forma Timoshenko [2, 3] estabeleceu as equagdes

pApy — kAG(or + ), = 0,em (0,L) x (0,7, (4.4)
pltvy — Ely, + kAG(p, +1) = 0, em (0,L) x (0,7). 4.5)

60



Capitulo 4. SISTEMA DE VIGAS DE TIMOSHENKO 61

Analisamos o sistema de Timoshenko conservativo em 1 — d dado por

prw — K(pz + 1) =0, em (0,L) x (0,T), (4.6)

P2y — bibae + k(e + 1) =0, em (0,L) x (0,T), (4.7)

0(0,t) = p(L,t) =9(0,t) =, (L,t) =0, 0<t<T, (4.8)

o(x,0) = o, pi(@,0) =1, P(x,0) =1, P(z,0) =11, Vo€ (0,L), (4.9)

onde p; = pA, py = pl,k = kGA e b= EI sao constantes positivas.

4.2 Conservacao de Energia

A energia total das solugdes do sistema (4.6) — (4.9) é dada por

E(t) =

| —

L
/{pl\sot|2+p2wt!2+blwx!2+m\soz+w!2 dr, Yt>0, (4.10)
0

e ela é conservada ao longo do tempo, isto é:

Essa propriedade é garantida na seguinte proposi¢ao:

Proposicao 4.1 (Conservacgio de energia). A energia total E(t) definida em (4.10) satisfaz a
taxa de variagcdo
d
—FE(t)=0, Vt>0
dt =0, -

para toda (@, ) solugdo do sistema (4.6) — (4.9).

Prova. Multiplicamos a equagio (4.6) por ¢, e integramos por partes em (0, L) para obtermos

L L

L
/p1|90t|2dx — k(s + 1/))%‘0 + Fu/(% + ) pgdr = 0. 4.11)
0 0

d1
dt 2
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Procedendo de modo andlogo para a equag@o (4.7) temos

==

L L

1 L

3 / [mlwt!? + blwﬂ do = bpeth| + s / (2 + V)ydx = 0. (4.12)
0 0

Somamos as equagdes acima e usamos as condi¢des de contorno (4.8) para chegarmos ao re-

sultado esperado, isto €,

d
—E(t)=0, Vt>0
dt () Y —

onde F(t) estd definida em (4.10). |

A energia F(t) nos sugere fortemente que o sistema (4.6) —(4.9) estd bem posto no espago de
energia H := Hj (0, L) x L*(0, L) x W.(0, L) x L%(0, L), onde W, (0, L) := W (0, L)NL?(0, L)
e W(0,L) := {u € HY(0,L); u(0) = u,(L) = 0}. Isso quer dizer que denotando ® =
(i, ¢, 1, 1), temos que para qualquer

o € Hy(0, L) x L*(0,L) x W,(0,L) x L0, L),
existe uma unica solugdo
® € C([0,T]; Hy(0, L)) N C'([0,T]; L*(0, L)) N C([0, T]; W.(0, L)) N ([0, T}; L(0, L)).

Essa questdo ficard evidente na sec¢do seguinte, onde usamos a teoria de Semigrupos de Ope-

radores Lineares [39] para mostrar a existéncia e unicidade de solugao.

4.3 Cenario de Semigrupos de Operadores Lineares

Escrevemos as equagdes (4.6) — (4.7) juntamente com a condi¢des iniciais (4.9) como um
problema de valor inicial. Para tanto, consideramos a varidvel vetorial U = (¢, s, 1, ;).

Desse modo, U satisfaz o seguinte problema de Cauchy:

U, = AU, (4.13)
U(0) = Uy, (4.14)
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onde Uy = (o, ¢1,%0,¢1)" e A: D(A) C H — H corresponde ao operador diferencial, dado

formalmente por

0 I 0 0
A= pl(O) 0 plé) e (4.15)
—E(), 0 ()= ET 0

emque (), e (-),, indicam os operadores derivadas de primeira e de segunda ordem na variavel

x e I é o operador identidade.

Para que possamos dizer que as fungdes em H'(0, L) sdo continuas em C°([0, L]), assumi-

mos que a condig¢do inicial ¢ : [0, L] — IR é tal que

/ olz)da = 0.

0

Dessa forma, consideramos os seguintes espacos
L
£2(0.1) = {u € 170, L) /u b WL0.L) = W(0.2) N 200, D),
0

onde W (0, L) := {u € H'(0,L); u(0) = u,(L) = 0}.

Com isso, definimos o espago vetorial
H := H(0,L) x L*(0, L) x W,(0,L) x L(0, L),

que naturalmente € um espacgo de Hilbert para o produto interno

L

<U, V>H = / [P1U2U2 + patlgVy + bus U3 5 + k(U1 e + us) (V1. + v3) | de,
0

em que U = (uy, us, u3, ug)?, V = (v1,v2,v3,v4)7 € H. ParalU = V construimos a respectiva

norma

10115 = palluallz> + palluall7e + bl us| [ + #llure + usl[7..
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Dessa forma, o dominio de .4 dado por:
D(A) = {U € H; up € HX0,L) N HL0, L), us € HE(0,L), us € H(0,L) N W,(0,L), ug € W*(O,L)}

¢ denso em H. Além disso, tomando o produto interno
L
»AU U / [ ULz + U3) U2 + DU pptts — K(U1 o + U3)Us + bus 2Us o + K(U1 e + u3) (U2 2 + U4)] )
0

integrando por partes e usando as condi¢des de contorno, obtemos que
(av,v) =o.
H

Logo A é um operador dissipativo. Para o problema de existéncia e unicidade de solugdes,

utilizamos a teoria de Semigrupo de Operadores Lineares [39].

Lema4.2. O operador A em (4.15) é o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de contragdes

sobre o espaco de Hilbert H.

Prova. Pelo Teorema de Lumer-Phillips (ver [39]) basta mostrarmos que 0 € p(.A), onde o

conjunto resolvente de .4 é definido por:
p(A) = {A TN —A) e E(’H)}.

Devemos portanto assegurar que A~! é um operador limitado em 7. Primeiramente, mos-
tramos que Im(A) = H. Assim, dado F' = (fy, fo, f3, f1)7 € H devemos determinar
U = (u1,ug,u3,us)’ € D(A) tal que —AU = F. Desse modo, reescrevemos esta dltima

equagdo componente a componente, resultando no seguinte sistema:

—uy = f, € Hy(0,L) (4.16)

—%(me tug)y = fo€L%0,1) 4.17)

—u; = f3€ W, (0,L) (4.18)

—p%ug,m + %(um +us) = fi€ L30,L). (4.19)

De (4.16) e (4.18) é imediato que temos uma tnica uy € H} (0, L) e ug € W,(0, L).
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Por outro lado, segue de (4.17) que

T

Uy gz + Us = —% / f2(y)dy € L*(0,L). (4.20)
0

Substituindo (4.20) em (4.19) temos que

Uz.0e = g(x) € L0, L), 4.21)

T

onde g(x) = —% / fa(y)dy — % f4. Portanto concluimos que existe uma tnica
0

uz € H*(0, L) N W, (0, L).
De (4.17) segue que
U ge = — U3z — %f2 € L2(07 L)a

isso implica que uy,u;, € L?(0,L) e portanto u; € H?(0,L). Além disso, como u;(0) =
u1(L) = 0 decorre que u; € HJ(0,L). Assim, concluimos que existe uma dnica u; €
H?*(0, L) N H(0, L). Portanto a solugdo de (4.13) com U = (uy,us, uz,uqs)’ € D(A) estd

provada. Além disso fica 6bvio que existe uma constante /X > 0 independente de U tal que
U3 < KI[F[3.

Isso implica que 0 € p(A) e que ||A7!||% < K. Portanto A~! é limitado e pelo Teorema de
Lumer-Phillips ([39]), A é o gerador infinitesimal de um semigrupo C de contra¢des sobre H.
|

Segue nosso resultado de existéncia e unicidade de solugdes:

Teorema 4.3 (Existéncia e Unicidade de Solu¢do). Existe uma tinica solucdo para o problema
dado em (4.6) — (4.9) tal que

U= (p,0,0,0)" € C([O,T];D(A)) N Cl([07T]§H)
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para Uy = (o, p1,%0,%1)T € D(A), T > 0 e também

U= (p,00.0,¢)" € C([0,T]; H)

para Uy = (o, p1, %0, 1)t € HeT > 0.

Na tese de Youssef [40] é considerado as equagdes de Timoshenko (4.6)—(4.7) com condi¢oes

de contorno do tipo:
2(0.1) = @(Lyt) = ¥(0,4) = (L) = 0, (Dirichiet),

©(0,t) = p(L,t) = 1(0,t) = (L, t) =0, (Dirichlet — Neumann).
Para cada caso, o autor demonstra uma desigualdade de observabilidade que € do tipo

T

L
/] |w|2dxdtzf<[|so° 2 om 11 oy + 1° %2<0,L>+||¢1||i,-l(o,m] (4.22)
0 0

para a condi¢do de contorno de Dirichlet e do tipo

T L
/ / [2dedt > K, [|¢0|%2<0,L>+||sol||z-l(o,m+|¢° %2(0,L>+||w1||%m,w] (4.23)
0 0

para a condicdo de contorno de Dirichlet - Neumann. Nas duas desigualdade acima, foram as-
sumidas a relag@o de identidade entre as velocidades, isto é: k/p; = b/ps e as constantes K, K
sdo dependentes de 7', L, p1, p2, b, € k. E consequentemente, mostrou-se um resultado de con-
trolabilidade para os dois casos, desde que a identidade entre as velocidades sejam satisfeitas,

ou seja,

4.4 Problema Espectral

Para que possamos aplicar o método da separacdo de varidveis e posteriormente desenvolver a
solucdo do problema em séries de Fourier € necessario analisarmos o conjunto de autovalores.

Portanto € nesse contexto que ressaltamos a necessidade de formularmos o problema espectral.
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Consideramos o problema espectral associado ao sistema (4.6) — (4.9) dado por

At + k(W +3) = 0 em (0,L), (4.24)
Ap20 + b0" — k(' +0) = 0 em (0,L), (4.25)
w(0) = a(L) =v(0) =v(L) = 0, (4.26)

onde ' denota a derivacdo na varidvel x. Estamos interessados em saber sob que condi¢des o

problema espectral (4.24) — (4.26), possui solu¢@o nao trivial. Temos o seguinte resultado:
Teorema 4.4. A solugdo ndo trivial do problema espectral (4.24) — (4.26) € dada por

nmwx nmwx

a(r) = Asin <T) e v(x) =B ll — CoS <T)}7 onde B/A = Lk/nmb  (4.27)

se, e somente se,

22
s o Kk b nfm°b
v Uy = —+ — = —. (4.28)
! 2 P P2 L* p

Prova. De fato, é facil ver que as solugdes em (4.27) satisfazem as condi¢des de contorno

(4.26). Entao substituimos as solugdes em (4.24) para obtermos

2.2
usin (M2 ) < el sin (U0 ) s (M5) <o

de onde obtemos

n?m? nm
A()\pl — K ) +/<BT = 0.
Desde que B/A = Lk /nwb obtemos
k (n*m? K
A= — —— ). 4.29
Pl( L? b) 429

De forma andloga para a equacdo (4.25) temos

nmT n?m2bh LkA nmTT
(Ap2 — K)B [1 — cos (T)] + I <B — mrb) cos (T) = 0.
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Consequentemente, para obtermos solugdes nao nulas devemos impor que:
A= e 2o (4:30)
Das equagdes (4.29) e (4.30), obtemos a condi¢@o de compatibilidade
ryb_mmb (4.31)

pr op2 L2 pr

Reciprocamente, substituindo (4.30) em (4.25) e levando em conta as condi¢des de contorno

(4.26) temos que

bo" — k' = 0.

Por inspecdo, afirmamos que u(x) = Asin(nma/L) satisfaz as condi¢des de contorno (4.26)

€ consequentemente temos
nmK

= ——Acos(nmx/L
o Acos(nma/L),

~ 1

kLA

de onde obtemos v(z) = 24 [1 — cos(nmz/L)], o que conclui a demonstrago.

Em virtude das equagdes (4.29), (4.30) e (4.31) podemos escrever

)\pl n27T2 2.2

K
K L? b

e assim os autovalores sao dados explicitamente por
-1
S
L2 \k b '

Denotamos a seguir a classe de autovetores

>
3

(@, 0) solugdo do problema (4.24) — (4.26) tal que
C:=1 u(x)= Asin (”—zf’f), U(z) =B [1 — COS <ﬂLx>} :

_ kL K b _ n?m% b
=I5 e p1+p2 = 3 pl,VneN.

BS[s

(4.32)

A.J. A. Ramos
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que satisfazem o problema (4.24) — (4.26) para qualquer que seja a paridade de n. Portanto
podemos escrever
C:= an Uc2n+1, Vne N,

e isso nos permite afirmar que tanto Cy,, quanto Cy, 11 se constituem em subclasses de solugdes

que satisfazem o problema (4.24) — (4.26),Vn € N.

O fato de termos dividido as solucdes C em duas subclasses Co, € Cy, 11 ficard evidente no
Capitulo 5 ao estudarmos o caso numérico, pois neste caso, apenas solugdes na subclasse Cs,,

satisfazem o esquema numérico correspondente a (4.24) — (4.26).

A proposi¢ao seguinte trata das solugdes do sistema (4.6) — (4.9) em séries de Fourier.

Teorema 4.5. A solucdo do sistema (4.6) — (4.9) € dada por:

Z {a,mos( (pﬁl + pb )71 > + b, sin ( 7 (p; + pb )11?)} sin (n—zx), (4.33)

w(x,t):i:ii[ancos (nL77 (%—i—%) ) + by, sm( 7 (pﬁl —l—pb)lt)][l—cos (T)}(AS@
n=1

onde a,, e b, sdo os coeficientes de Fourier.

Prova. Consideramos p(z,t) = S(t)u(z) e ¥(z,t) = S(t)o(x) e as equagdes (4.6) — (4.7)

para obtemos

SO - pale) - N (435
S'(t) bo" (z) — k(4 (z) + 0(z)) -
S0 () = (330

Como conhecemos a solu¢ao do problema espectral (ver Teorema 4.4), voltamos nossa atencao
para a equacao
S"()+AS(t) =0, Yt >0,

cuja solugdo € dada por

P11, P2 p1 o p2\ 1
i = >
Sp(t) = ancos< </<+b> >+b sm( </<a+b> t),nEN,vt 0,

onde a,, b, sao os coeficientes Fourier. Assim, o resultado esta estabelecido. [ |
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Lema 4.6. Para toda (p, ) solugdo de (4.6) — (4.9) vale

L L b L L
K
o [letdstpn [fopde =5 [ fafde+ 5 [ 1o+ opde
0 0 0 0

Prova. Multiplicamos a equacao (4.24) por @, integramos em (0, L) e consideramos as condi¢oes

de contorno (4.26) para obtermos

L L
A1 / R n/(a’ +0)u'dr = 0. (4.37)

0 0

Analogamente, multiplicamos a equacgao (4.25) por © e obtemos

L
/|v| da:—b/| |dx—n/1l’+®)17dx=0. (4.38)
0

Somando as duas equagdes acima obtemos

L L L L
)\pl/|11]2d:c+)\p2/|@\2dx:b/]1§’|2dx+/f/]u’+ (439)
0 0 0 0
Consequentemente
L L b L L
p1/|a]2da:+p2/]17|2d$: X/|f[/|2das+§/|a’—l—i)|2da:, (4.40)
0 0 0 0
Para concluir, multiplicando a equagdo acima por |S(¢)|? e considerando que (p,?) =
(S(t)a, S(t)v) segue o resultado. u

Corolario 4.7. Para toda (p, ) solu¢do de (4.6) — (4.9), vale a seguinte desigualdade

pl/m\ dx<(’“ ”) /w dx+( ”2) /\wzm dr.
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Prova. Considerando na equagdo (4.24) a solugdo v temos

Aprt+ ki + %Bm sin (n_z:v) = 0.

Tendo em vista que & = Asin (“22) e B/A = Lk/nxb, decorre que

)\p1 " k
~ ~ _V:O
- u+u + Y ’
ou
A
gl‘a+a”+;%ﬁ:0, com K/py = X

Dai, podemos considerar o seguinte problema

—" = p(\)a em (0, L), (4.41)
w(0) = a(L) =0, (4.42)

onde p(\) = A (& +

®|S

).

Multiplicando a equagdo (4.41) por 1, integrando em (0, L) e usando as condi¢oes de con-

torno (4.42) segue que

L L
p(V) / if2ds = / 2. (4.43)
0 0

Consequentemente, multiplicando a equagdo acima por |S(¢)|? e considerando que p = S(t)u(z)

obtemos

L L
() / oPde = / oaPde. (4.44)
0 0

Combinando o Lema 4.6 com a equagio (4.44) e considerando a relagdo p(A)/\ = 22 + £2

2

segue o resultado, isto €,

L L L
p1/|cpx|2dx§ Ly b/]l/}x|2dx+ e &/|tpx+¢|2dx.
K b K b

0 0 0
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4.5 Desigualdade de Observabilidade

Nesta subsecdo estabelecemos uma desigualdade de observabilidade para o sistema de Ti-
moshenko (4.6) — (4.9) em 1 — d, usando técnicas multiplicativas. Mas antes disso precisamos

de alguns resultados auxiliares.

Lema 4.8. Para toda (p,1) solugdo de (4.6) — (4.9), vale a seguinte desigualdade

L L L
T
|:p1/thQOx.le’+p2/2/}thxdx+p2/¢tl/}dl’:| > —2LME(0), (4.45)
0 0 0 0
onde
I p1 2p2  p2 p1 p2 . P2
- R T e G - Y SR ) . 4.4
M rnax{ +T /<a+b+/<;L’r<c+b+/£L < 00 (4.46)

Prova. Usando a desigualdade de Young, juntamente com o Lema 4.6 e o Corolario 4.7, segue

que

L

L L L
p1L
p1/@thxdw%—m/%wzxdﬂf‘i‘pz/ r| < %/’%‘ dr + 12 /|<Px‘2d$
0 0

0
+%/L|¢t|2d$+ /|wz|d+ /wt?dm /|w|dw
0

Consequentemente, obtemos

L L
L 1 L
ne /’¢t|2d$ + (1 + L) 7[)22 /|¢t|2dfﬂ
0

2 bL L
+<p1+,22+> /wxyd +<p1+pb2+>“ /]z+¢]dx

L L L
o / rpurds + pa / Prbadz + p / Gbdar| <
0

A.J. A. Ramos PDM - UFPA



Capitulo 4. SISTEMA DE VIGAS DE TIMOSHENKO 73

Substituindo A\ = k/ps na equagdo acima obtemos

L L L
p1 / Prpzrdr + po / Yigxdr + pa / Yipdr| <
0

L L
L 1\ pol
28 /’¢t|2d$+ (1+L) LZ /|¢t|2d$
0
2 bL L
+< +Z2+) /\Wd +<p1+b+>ﬁ /\x—i-w\da:

e escolhendo

I pr 200 p2 p1 p2 p2
- O O NPT e R G T 4.47
M max{, to ottt oty T 00, (4.47)

segue que

< LME(t).

L L L
p1 / Prpzxdr + po / Yy xdr + po / Ypdx
0 0 0

Portanto, temos o resultado, isto é,

0

L L L
T
{pl/gptgoxxquLpg/@bt@bmxdm—|—p2/@/}tgbdx} > —2LME(0).
0 0 0

Agora estamos em condicdes de provarmos o principal resultado desta secao.

Teorema 4.9. Para todo T' > 2LM vale a seguinte desigualdade de observabilidade
T L
£0) <)o [ [ et + 5 / L Ofal]
0 0
para toda solugdo de (4.6) — (4.9) onde C(T) = 1/(T — 2LM) e

L p1 200 p2 p1 p2 . P2
_ TR R R e M OO A 2 Y
M max{ R A SR A i
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Prova. Multiplicamos a equacéo (4.6) por zp, e integramos em (0, L) x

T L
// [plgott — k(ps + w)x] xpdrdt = 0.
00

(0,T") para obtermos

(4.48)

T L
Denotemos /7 := p; / / w2 drdt. Realizando uma integracdo por partes e tendo em vista
0 0

as condicoes de contorno em (4.8), temos

- L 17 T 1L ;
I = p1/90tgoxxdx —//&—]got\zxdxdt.
2 dx
| 0 do 0 O
- L 17 T L
_ P1 2
= pl/gotgozxdx +§//| ©i|” dxdt. (4.49)
L0 i 0 0
Substituindo (4.49) em (4.48) resulta que
T L T L
+%//|g0t]2 da:dt—/i// Or + V) pppx dedt =0, (4.50)
0 0 0 0
L
onde X, ( pl/xgpxgotdx.
0
Analogamente, multiplicando a equacdo (4.7) por x), obtemos
P2 2 2
Xw(t) +3 //thl dxdt— /th (L, t)]dt + = //wa dxdt
0
T T L
+L/<¢/ 0 (L, t) + (L, t) (L, t)dt — Iﬁ//(%: + )Y dudt
0
T L
—n// ©r + V)dxdt = 0, (4.51)
0 0
onde X, (t) := pQ/xwmz/ztdx.
0
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Finalmente, multiplicamos a equacdo (4.7) por v, integramos por partes e tendo em vista as

condicdes de contorno em (4.8), temos

T L

. T L L T
) —P2//Wt|2dxdt+b//Wx\zd:z:dt—l—/f// ©e + V)Ydrdt =0, (4.52)
0

00 0

0 0

Yy (t

onde Y, () / Yypdx. Adicionando (4.50), (4.51) e (4.52) podemos escrever

[Xw(t)+Xw()+Y¢ ] +

N —

T L
//[Pl‘S"t’QWLPth’Q+b|1/1x|2}da:dt
00

L

K/T/cpx—i-iﬂ (pz + 1) a:dwdt—{—Lﬁ/T gprt +th)]w(L,t)dt
0 0 0

T
Lpz/wt (L, )] dt—pg//|¢t| da:dt+b//|¢x| dxdt = 0. (4.53)

Por outro lado, temos que

T L

T L
/io/o/sogﬂ-?/f 2 (P + V) xdrdt = /|9%Lt)—|—1,b(L t)] dt—//|<,0x+w| dxzdt. (4.54)

0

Levando em conta (4.53) e (4.54) deduzimos que

Xl0) + Xol0) + Yol } ¥

N | —

T L L
//[Pl’%P+P2Wt\2+b|wx|2+/€/\gox—l—wﬂdxdt
00

L T
|| dedt + L (L, 1) + (L, 1) [ (L t—— e (L, t))dt
0/ . / ; ] /
T T
| 0a (L, t) + (L, t)*dt — | dadt = 0.
[rssaranf [t

0 0
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Por outro lado, considerando que

L [ [ealLot) + w(L0 ot = 57 [ loa(Lt) + oL 0)de =

T

T

L L

o [weopa -5 [ e op
0

0

decorre que

T T L T
[Xso(t)+X¢( + Yy (t ] +/E dt+b//\z/1x]2dxdt+L;/|¢(L,t)]2dt
0 0 0

T L
L
_pQ//y Pdzdt + p2/|1/tht]dt+ /\%Lﬂdt
0 0

onde E(t) é dada em (4.10).

De um modo geral, considerando a estimativa construida no Lema 4.8, temos a desigualdade

de observabilidade dada por

T L T T
L
T) [Pz / / P + 2 / (L)t + 222 / (L, 1)t + 5 / |¢x<L,t>|2dt],
0 0 0 0

onde C(T) depende de T, L, p1, pa, k,b. Cabe ressaltar que devido (u,v) € Ca, segue que
Y(L,t) = (L, t) = 0 (ver 4.34). Portanto consideramos a seguinte estimativa

E(0) < C(T) {pQ/T/Lwt 2d;r:dt+—/|% (L,1)| dt]

onde C(T) = 1/(T — 2LM). |
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CAPITULO 5

SEMIDISCRETIZACAO DO SISTEMA DE VIGAS DE
TIMOSHENKO

Neste capitulo analisamos do ponto de vista numérico das equacdes semidiscretas em diferencas
finitas o equivalente semidiscreto da propriedade de observabilidade (Teorema 4.9) do sistema
de Timoshenko (4.6) — (4.9).

O principal resultado deste capitulo versa sobre a perda de observabilidade numérica para a

dinamica semidiscreta em diferencas finitas aplicadas ao sistema de Timoshenko.

5.1 Dinamica Numérica Semidiscreta

Nesta subse¢do analisamos o andlogo de (4.6) — (4.9) para semidiscretizacdes em diferengas
finitas do sistema de Timoshenko. Vamos considerar a semidiscretizacdo para ilustrar o tipo
de problema que temos em mente. Dado J € N definimos h = L/(J + 1) e introduzimos a
particao

O=zo<m<..<z;<..<wzy<z541 =L, com x;=jh

7
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Consideramos o seguinte sistema semidiscreto para o problema conservativo (4.6) — (4.9).

" Pj+1 — 205 + Pt Vi1 — Y

pro; — e —RE T =0, )
" ¢j+1 Qw] + ¢] 1 Spj-‘rl B ij—l ¢j+1 + 277Z}] + 77Z}j_1
"y = 5.2
wo=@j1 =%y = 0, (5.3)
¢J+1 wJ Cre1— 01 Vi1t g
= 4
ot z - 5 0, G4

0;(0) = ¢9,1;(0) = ¥?,¢3(0) = ¢}, 3(0) = ¥I. (5.5)

Em (5.1) — (5.5) " denota a derivada com relagdo ao tempo e (¢;, ;) = (¢;(t),1;(t)) para todo
j=12,...,.Je0<t<T.

A energia numérica das solugdes de (5.1) — (5.5) é dada por

¢J+1 ¢]

2
WPt 85 Vi1 + 5
h

h 2

l\le‘

J
O [mw;f T ol b

j=0

} , (5.6

para todo ¢t > 0.

Proposicao 5.1 (Conservacdo de Energia). Para qualquer h > 0 a energia total Ey,(+) definida

em (5.6) satisfaz a taxa de variagdo

d
ZEn(t) =0, Vte[0,T]. (5.7)

para toda (@, 1) solugdo de (5.1) — (5.5) e consequentemente temos

En(t) = E,(0), vt e[0,T). (5.8)

Prova. Multiplicando a equagdo (5.1) por hy'(t) e adicionando para j = 1,2, ..., J, obtemos

J
© 2@ + ¢; Vi1 — Y-
dtQZISOJ’z /ihZ( j+1l T ] Jj— 1)30;—/#12 j+12h j 1()03:0. (5.9)
j=1
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Considerando as condi¢des contorno (5.3) temos

J

Pj+1 — 290j+90j 1 ; 90]+1 90]
z( )é - Mz\

_ 801 ®o /
T %o

+ (W)gpfjﬂ. (5.10)
Além disso,
") L\ i1 + U Ohr — @
i Y- i1V Pia1 T
hZ on Y h;o 2 h
+ +
_ (¢12¢0)@6+(¢J+12 wJ>SO/J+1' (511)

Combinando (5.9), (5.10) e (5.11) concluimos que

iﬁ o2 — 80J+1—<PJ+1/1J+1+¢J P <P1—900_|_¢1+7/10 /
dt2 plgp‘j h 2 (IOJ—FI h 2 (100

J ! /
©ir1 —@j Vi1 H 0\ i T P
h =0. (5.12
+rh Y ( T+ ) - 0. (5.12)

J=0

De forma andloga, multiplicamos a equagdo (4.7) por hy); e obtemos

()52

Pi+1 — L5 wJJrl + w‘] j+1 + @Z)/
+Kh JZO ( n 5 5

_/{_h [(901 . ¢1 + ¢0>¢0 (SOJHh_ pJ I wJ+12‘|’ wJ)wf]H] =0. (5.13)

¢J+1 wﬂ
h

dh < {
— = el + b
dt2 & i

2
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E assim, somando as equagdes (5.12) e (5.13) obtemos

J 2
752 [Pllw§|2+pzl¢}|2 +b } - bkw)d] _ (wl wo)%]
7=0

J / ! /
Vit1 — @5 i1 Y5\ (P — ¥ i1+
h E
" =0 ( h * 2 h " 2

h _
_%[(901 . ¢1+%>¢0 (SOJ+1h 0 +¢J+12+¢J)¢f]+1] 0,

ou equivalentemente

&l&
l\3|3‘

Vi1 — Y,
h

J
dh /12 n2 i — Yy

B / B / h +
_b[(%ﬂh wJ)%H _b<¢1 h¢0)¢0] _ % (801 - 1?1 ¢0)¢0

+(90J+1 i Vi +¢J>w3+1] _0

2 2
N H‘ Pt — P | Vi T Y

h 2

d
Usando as condigdes de contorno (5.3) — (5.4) obtemos EEh(t) = 0 e em seguida, Fj(t) =
E}(0), para todo ¢ € [0, 7] onde Ej,(t) é dada em (5.6). |

5.1.1 Problema Espectral Semidiscreto

Para tornar precisa nossas afirmagdes consideramos o problema espectral semidiscreto associ-

ado ao sistema (5.1) — (5.5), o qual é dado por

ot — il - T D1 — D
v + /{u3+1 }ZL; + Ui n KUJH QhU] o 0. (5.14)
L LR RS RERE)

Uy =1y =0 = 0, (5.16)

Ujp1 — 0y Kh Uy — Uy Ogp1+ 05
b—— =+ — = 0. 17
R n T 2 0. GIn
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Vamos denotar por \;(h), A2(h), ..., \;(h), os J autovalores de (5.14) — (5.17), satisfazendo
0 < Ai(h) < Xa(h) <...<An(h), com N =J/2.
Estes autovalores sdo dados por

() = = sin? (”ih> (2~ @a(h))_l, (5.18)

onde

4
b cos? (mrh

- —) 51, com h—0 (h#2b/k). (5.19)

o(h) f

Teorema 5.2. A solugdo ndo trivial do problema espectral (5.14) — (5.17) é dada por

u; = Asin <2n7rxj) e v; = B|1— cos <2n7rxj> , (5.20)
L L
onde
B 2kh nmh
Z = m cot (T) com h 7£ 2\/ b//‘d, (521)
se, e somente se,
K b 4 nmh\ b
o)+ 2 = = gin? <—>— 5.22
>+ =1 7)o (5.22)

Prova. E ficil ver que a solugdo (i;, ;) satisfaz as condigdes de contorno (5.16). Agora mos-

tramos que ela também satisfaz as condi¢des de contorno (5.17) e daf obtemos relagdo (5.21).

Levando em consideragdo que @, = 0, podemos reescrever (5.17) como
b n kh\ _ b kh)\._ K .
— 4 — |0y — | = — — |V = =uy.
)V ) T g

Agora substituindo @, 0y € U1 segue que

<4b 1—:]12)3[1 o <2n7rzj+1)] B <4b ;h/ih2>B[1  cos <2nz$J)] _ %Sin (27’L7[T/$J>’
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2
€ COMO COS (%) = 1 obtemos

_<4b zhffhz)B{l  eos <2nsz>] _ %sin <2n7mc{])‘

L

Considerando as identidades dadas por

L

nrwx g 2nmh . [2nwxy . /2nmh
cos( 7 >:cos< 7 > e sm( ):—sm( >,

podemos escrever

4b — /ihQB 1 (2n7rh> B ﬁ o <2n7rh>
ah SN ) B R N A
4b — kh? h 2nth
T Bt () =54 (577),
Consequentemente,

(4b — h?) B sin? (#) — khAsin (2"L7T h). (5.23)

De onde obtemos a seguinte relacao

B 2kh

Z = mCOt (n%h) com h 7é 2\/()//{.

E importante ressaltar aqui a convergéncia de B/A para o caso continuo na classe Cs, no limite
de A tendendo a zero, ou seja,

B 2xL

sin (nwh/L)] ™ kL
A (4b— kh?)nm cos (nh/L) { nmh/L } 7 b’

com h — 0.

Agora que conhecemos os autovetores (i;,v;) e a relagio B/A podemos aplici-los nas
equacdes de (5.14) — (5.15).
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Para a equagdo (5.14) temos

. . A
Ao Asin <2n7rxj> B 2k A sin <2n7racj> K

2N . (2nTxi )
I 72 AN {Sm< ) i (5
kB 2n7rxj+1> B (2n7rxj_1) B
o7 {cos ( 7 cos 7 = 0.

Usando relagdes trigonométricas elementares, reescrevemos

AprA — ﬁA + h2Acos <2n£rh> + %B sin <2ngh> —

desde que sin(2n7z; /L) # 0.

Simplificando convenientemente, obtemos

Ap1A — 2:—;4(1 — COoS <2n7rh>) —sin ( ngh) =0,
Ap1A— 42—;4 sin? (%h> + % sin <2n£h> =0.

E dai, obtemos a sequéncia os autovalores

N :Zz sin? <n2h> - kB sin <2n7rh>.

T T (5.24)
1
Para a equacdo (5.15) temos
D — D D e — 5 2. 4 T
oo + bvj+1 hU; + U1 B K',UJJrl Qhu] 1 KVUJH + Z] + 01 _0 (5.25)

Em seguida, usamos a identidade dada por

’ZV}J'+1 + 2'17] + 'lv}j,1
4 -

TV}jJrl — Qﬁj + 1V)j,1
4 )

para reescrevermos a equagdo (5.25) da seguinte forma:

- 4b — kh?\ /. L
()\Pz - fi) vj + W (Uj+1 — QUj + Uj—l) — 2h (uj—l—l uj—l) =0.
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Substituindo os autovetores (1, ;) temos

2 ; A 2 ; 2 i
)1 (5] 1 (25 ()
4b — Kh? 2nmr; 2nma; 2nma;
‘B(W){COS(T)—ZCOS( L) e ()] =0

Em seguida, usamos relagdes trigonométricas na adigdo e subtragdo do sin(-) e cos(-).

B()\pQ — /f) [1 — cos (2712’56])] — % sin <2nL7rh> oS (271;3}]')

+2B (—4b ;h’;hz) cos <2nzxj> [1 — Cos (2n£rh>] =

E assim,
2B ()\pz — KJ) sin? (_m;xj> — % sin (2n£rh> cos <2nzxj)
4b — Kh? 2nmwx;\ . o (nmh
+B(T> cos (=) s () =0
ou

2B <)\p2 — H) sin’ <n7;xj>

—l—% [(41) - :%hQ)Bsin2 (%h) — rkhAsin <2n£rh)] COoS <2n7rxj> =0.

Consequentemente resulta que

A= (5.26)
P2

pois como sabemos (ver 5.23), (4b - Hh2)B sin? (%) — khAsin (@) =0.

Igualando (5.24) e (5.26) obtemos a rela¢ao dada por

o(h)

k b 4 ., (nzh) b (5.27)

—+ — = -—<sln —,
pr o p2 P1

onde o (h) = 4b/(4b — kh?) cos? (nwh/L).
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A reciproca segue de modo andlogo ao que € feito no Teorema 4.4 e portanto encerramos a

demonstracao. |

Devido as equagdes (5.24), (5.26) e (5.27) podemos afirmar que

Apr 4, /nTh B . /2nmh
= et () e (5
B 4 ., /nmh 4K o (mTh
- ot ( L >_4b—/<;h2cos < L )
Escolhendo n )
nm
o(h) = e COS( L )
temos
Ap1 4 o (nTh K 4 o (nTh Ap2
=g (Fp) et = g (L) - e

Seguindo o andlogo continuo em (4.32) denotamos a seguinte classe de autovetores com

modo de vibragao par, isto €:

p

(@, v;) solugdo do problema (5.14)-(5.17) tal que
;= Asin (2"2%'), b = 3[1 — cos (”‘%)}
B = 2 cot (%) com h#2./b/k e

a(h)2- + % = 7% sin’ (%)pﬂl com limj,_oo(h) = 1.

(5.28)

Diferentemente do que ocorre no continuo, afirmamos que apenas essa subclasse de solugdes
numéricas satisfazem o problema (5.14) — (5.17). Ou seja, autovetores na classe Co;,+1(h) ndo
o satisfazem. Isto fica evidente quando substituimos (;, 0;) € Coy,+1(h) nas equagdes (5.15) e

(5.17), pois resulta numa contradi¢iio que pode ser vista na proposi¢ao seguinte.

Proposicao 5.3. Afirmamos que as solugées (i, Uj) € Cony1(h) ndo satisfazem o problema
(5.14) — (5.17).
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Prova. De fato, consideramos solugdes (i, ¥;) € Copny1(h), isto é:

ﬁj = Asin (M) e T)j = B1|1 — cos (M)], (529)

e em seguida, substituimos na equacdo (5.15) para obtermos

B .o [ (2n+ 1)mx;
2B<)\p2 I-i) sin (L

+% [(4(; — wh?) Bsin? (W) _ khAsin (W)] cos <(2"+1)W%> o,

Dai, decorre que

B < sin ((2n—21)7rh>

Z_ 5 . |

A 4b— Kkh? g2 <(2n+1)7rh> , com h 7 2y/b/k (5.30)
2L

Por outro lado, substituindo na equagéo (5.17) obtemos

4b + kh? (2n+ 1)ww y4q 4b — kh?
( P >B 1—COS(L — P B

2n+1
€ Como cos (“LH#) = —1, segue que

2 1 2 1
(46 + wh?) B — (b — xh?) B sin? (%) — khAsin <—< L W").

Tendo em vista que

[ @n+Drzy) 1y (2n + 1)wh [ @Cn4+Drzy\ . [ (2n+1)7h
Sin | = (—1)"cos | e sin|———F | =sin| ——F— |,

decorre que

2 Drh 2 Drh
<4b + /@h2>B — <4b - /ih2>B cos? (%) = rhAsin (%)
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o @Cn+1)wh\| . [ @Cn+1)mh
1 —sin (T)] = khAsin (T)

el sin ( (2n+1)7rh>

e por conseguinte

<4b++dﬁ)£3—»¢%——mh2>B

O que implica em

B L
— = : (5.31)
A 2w + (4 - kh?) sin? (2P

Comparando (5.30) e (5.31) vemos a contradicao. [

De agora em diante, quando falarmos em solucdao numérica ficard implicito que estamos

considerando a classe de autovetores Ca, (h).

O principal objetivo desta secdo € analisar a versdo semidiscreta da desigualdade de obser-
vabilidade (4.48), ou seja:

E(0) < C(T, h)

T
P2hZ/W |dt+7

2
dt] . (5.32)

O resultado seguinte afirma que isso € falso, ou seja, a constante C'(7’, h) ndo é limitada.

Teorema 5.4. Para qualquer T’ > 0, temos

E
sup »(0) — — 00, (5.33)

(¢,9) resolve (5.1) — (5.5) J ) I
P2hzo/|¢§(t)| dt + =
=0

com h — 0.

Como foi visto na introdugio, este fato se deve a introducdo de solucdes numéricas espurias

proprias do esquema numérico em diferengas finitas.

Para provar o Teorema (5.4) utilizamos o mesmo procedimento usado por Infante e Zuazua
[26], que consiste em analisarmos o espectro de (5.1) — (5.5) e usarmos as técnicas multiplicati-
vas para obtermos a identidade de observabilidade e concluir a respeito da perda de observabili-

dade numérica. Para provar a contrapartida positiva do Teorema (5.4), isto €, a desigualdade da
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forma (5.32) que seja uniforme quando h — 0, usamos também as técnicas multiplicativas dis-
cretas. Como mencionado acima, para que essas desigualdades sejam uniformes com respeito
ao parametro de malha h, temos que descartar as solu¢des numéricas espurias introduzidas pelo

esquema numérico sob consideracgao.

A solugdo explicita do problema (5.1) — (5.5) pode ser encontrada utilizando o Método da

Separacdo de Varidveis como segue na proposi¢ao abaixo em séries de Fourier.

Proposicao 5.5. A solugdo do sistema (5.1) — (5.5) é dada pelo desenvolvimento da série de

Fourier
o(xj,t) = i_o: {an Ccos <\/T(h)t> + by, sin (\/T(h)tﬂ a", (5.34)
Y(xj,t) = i [an oS <\/T(h)t> + by, sin (\/T(h)tﬂ ", (5.35)
onde
An(h) = % sin (ﬂLh) (% - prQ"(m)_l’ oh) =7 ilbmﬂ cos’ (ﬂLh>

e a,,by, sdo os coeficientes de Fourier, 0" = (Up 1, ..., Un,s), V" = (Op1y ..., Upy) OS autove-

. . . . 2nmx; .
tores associados, onde cada componente é dada por 1, ; = Asin (—3) evy,; = B (1 —

L
cos <2n%>) com a relagdo B/A = (2kh/(4b — kh?)) cot(nmh/L).

Prova. Assumimos que
QOJ(t) = S(t)’LVLJ c ¢J<t) = S(t)?vjj7 Vit > O, \V/] = 1,2, ceey J, (536)

e substituimos (5.36) em (5.1) — (5.5) para obtermos

S”(t) Ujp1 — 205 +Uj—1  Vjy1 —0j-1] 1
_ = -\ (537
s " h? BT 1 ) (5.37)
S”(t) Dig1 — 205 + Vi1 Ujy1 — Uiy Vil + 20+ 0] 1
— |pH J j—1 Y j—1 Yj J J — )\ (538
S(t) h2 " on " 4 P27 (5.38)
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Para solugdes nio triviais tomamos A > 0. Em seguida, obtemos o problema espectral dado
pelo sistema (5.14) — (5.17). Levando em conta as condi¢des de contorno (5.16), (5.17) e o

Teorema 5.2, sabemos que os autovetores 4" = (U1, ..., U y), 0" = (Un1, ..., Un,y) sdo dados

2 ; 2 ;
ﬁnﬁj:Asin< nz:@) e {ij:B(l—cos( nzx]>)7

com a relagio B/A = (2rkh/(4b — kh?)) cot(nmh/L).

por

Consequentemente, os autovalores sao dados por

An(h) = % sin? (nLLh> <ﬂ + %U(h)),londe o(h) = zl[)il—b,{}ﬂ cos® (n%h>, Vn=1,..,J.

K

Retornando a (5.37) e (5.38) obtemos a equagdo S”(t) + AS(t) = 0, para todo t € [0, 7.

Resolvendo obtemos

Sp(t) = a, sin (\/)\n(h)t> + b,, cos <\/)\n(h)t>, n=1,..,J, Vt >0, (5.39)

onde a,, b, sdo os coeficientes de Fourier. Assim o resultado é estabelecido. |

Verifica-se sem muita dificuldade que as solucdes as quais se referem a proposi¢do anterior

satisfazem pontualmente as equacdes (5.1) — (5.5) e no limite de A — 0, temos que
u(z;,t) = u(z,t) e wv(x;,t) — v(z,t) (5.40)

em que u(x,t) e v(x,t) sdo as solugdes (4.33) e (4.34) do sistema (4.6) — (4.9).

Nosso préximo resultado versa sobre a perda de observabilidade numérica para o sistema es-
pectral (5.14) — (5.17). Esse resultado é fundamental para que possamos demonstrar o resultado

mais importante deste capitulo, que € o Teorema 5.4.

5.1.2 Observabilidade dos Autovetores

Aqui mostramos que o problema espectral € acometido de uma perda de observabilidade. Para

isto, precisamos de alguns resultados preliminares.
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Lema 5.6. Para qualquer solugdo (1, v;) do problema espectral (5.14) — (5.17), vale

J -~
Ua+1 u; Uj+1+vj

2

UJ‘H Uj

2 J J
= Apth > Ji P + Apah Y |05

J=0 J=0

—|—th

=0

Prova. Multiplicamos a equagdo (5.14) por hi; e efetuamos o somatério para 1 < j < J. Dali,

segue que

J J J
e — Ol i B 1 — e
)\pth|aj|2+l€hZUJ+l }Z’;]+u] 1aj+lihzvj+12—hvjlaj = 0.

j=1 j=1 j=1
Ap06s simplificagdes, podemos escrever

Uj+1 — Uy

J J
)\plhz Jii;|* — ﬂhz

h 2

2 J U U; VU + 0
j+1 — Wy Uj41 j
— kh E J J J

u Ujpr — Uy . U1 + Vg Uo Vg1 + Uy Uy
—Ap1h|tg|” — /ih % Kh——5—1 kh — + kh =0.
prhliol? Uns h2 i > h 2 h
Consequentemente, levando em conta as condi¢des de contorno (5.16) obtemos
4 L iy — iy | L gy — it Ty + 0
-~ |2 J+1 T Y g+l — Yy Y+l Jj _
)\plhz |i;|% — f@hz S mhz - =0 (5.41)
Jj=0 Jj=0 j=0
Analogamente, multiplicamos a equagdo (5.15) por ht; e obtemos
4 T 540 — 05 NP AL Ty — ity g+ 0
=12 J+L— Y J+ J| J+1 — Y% Y5+ J
/\pth\v]\ bhz R RS nhz nhz 5
= = 7=0 7=0
—Apahlii|? — T Sk R VALYES Bk 2 a1 = 0g)0s41 o (D541 4 00)0041 0.
h? h? 2 4
e devido as condi¢des de contorno (5.16) e (5.17) temos que
d L i1 — 05| NI
-2 j+1 — Y5 g+l J
YD TS B I i
7=0 7=0 7=0
g — U Oy +
—khy I IH ), 5.42
whd T (542)

J=0
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Somando as equagdes (5.41) e (5.42) obtemos o resultado

J

—nhz

J=0

2

- -2 . . - -
Vjtr1 — U5 Ujr1 — Uj Vi1 + Uy
J+ J J+ J o4 it 7 —o.

h 2

J J J
Aprh > liig|* + Apah Y [55* = bh Y
j=0 j=0 j=0
[ |

Lema 5.7 (Observabilidade dos Autovetores). Para qualquer solugdo (;,v;) do problema es-
pectral (5.14) — (5.17), vale

J 2

+ Ap2(1 - ga(h)).

uj+1 i vj+1 + v; 2 B 2kL ay
2 4 —p(MNR2| h

UJ—H

+/€hz

Jj=0

Prova. Consideramos a normaliza¢do unitdria dos autovetores (,;,?;) no Lema 5.6, isto &,

J J
assumimos h E |4,|* = h E |9;|* = 1. Portanto obtemos
=0 j=0

2

= Ap1 + Aps. (5.43)

U;H U Uj+1 + v
2

UJ+1 T)J

+/<hz

Notemos que

2 - 2 i
=iyt = BJ1 = cos (2T < 1pcos (2720

2 ; 2 -
_ _B[COS (%>  eos (%ﬂ

— 2Bsin (2"; h) sin (2"”7 )

L
B 2nmh
~ 27 sin ( ”g )uj (5.44)
Substituindo (5.44) em (5.14) temos a equagdo
it — 20 4 s
Py + LI (5.45)
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Passamos a analisar o seguinte problema espectral:

Dot — Qs+ T
_ Ujgr :;%—u] 1 p()\)ftj, (5.46)

120:12]+1 = 0 (547)

Note que substituindo a relagdo B/A dada em 5.21 no autovalor p(\), obtemos a seguinte

identidade
4 h
p(\) = A(” Ly %a(h)) = sin? <ﬂ> (5.48)

onde o(h) é dado em (5.19).

Tendo em mente o problema espectral (5.46) — (5.47), multiplicamos a primeira equagio por
hii;, efetuamos o somatério para 1 < j < J e usamos as condi¢gdes de contorno de Dirichlet

homogéneas para obtermos

hz i), (5.49)

Em seguida multiplicamos a equacao espectral (5.46) por jh(i;q — %j_1)/2, efetuamos o

somatoério para 1 < 5 < J e obtemos

J

_ hzu]""l +u] 1j u]+1 uJ 1 _’_thujj u]+1 U’J 1) _p(A)hZa]](a]"rl;a]_l)

j=1

Usamos a identidade dada por,

hE :]uj Ujy1 — Uj—1) hE :u]qu
j=1

e as condi¢des de contorno de Dirichlet homogéneas (5.47) para obtermos,

1
h? 2

h < h <
— ﬁ Z ij,j+112j = —p<)\)§ Z lvl,j_,_lﬂj.
j=0 Jj=0
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Considerando a identidade acima na identidade 5.49 e assumindo a normaliza¢ao unitaria,

J
isto é, h Z ||* = 1 temos:

7=0
1 Ljwf 1 ey pO) (R
h? 2| h h? 2 2 2
PO PO (| PR _ Lfasf
2 2 2 2| h
PO (4—p(R2\ _ L|u,|
2 2 21 h
p(\) (4 —p(N)h? Lla;|?
= —|= 5.50
2 ( 2 2| h (5:50)
Consequentemente,
oL uy|®
A= ———|F— 5.51
Para mais detalhes da demonstracdo consulte a se¢do 2.2 em [26].
Por outro lado, sabemos de (5.24) que
4K nmh kB 2nmh
o () - 2B (25
P sin” { — AR sin { —
e de 5.48 que
4 h
P = v (7).
e assim podemos escrever
A WL ik (h) (5.52)
= ————|—| —Ap2-o(h). .
P 2| h e
Combinando (5.43) e (5.52) obtemos o resultado
bth: ’Dj+1_f}j2+ th: ﬂj+1—ﬂj+@j+1+@j2_ 2kL @24_}\ (1_E (h)) (5.53)
par =1 2 | T d—pooRz|n| TP T )
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A identidade acima nos mostra que a energia total dos autovetores pode ser obtida de forma

explicita por meio da quantidade expressa no lado direito da equacdo acima.

Por outro lado, € facil verificar que
p(A) < 4, (5.54)

para todo h > 0 e todo autovalor do sistema (5.14) — (5.17). Mas, obviamente, (5.54) ndo

exclui o blow-up da constante no lado direito de (5.53). Na verdade, pode-se verificar que
p(An)h? =4, N = J/2, com J par e h — 0.

Portanto um blow-up ocorre. ]

Agora estamos em condi¢des de demonstrarmos o Teorema 5.4, um dos principais resultados

deste capitulo.
Prova do Teorema 5.4 - Perda de Observabilidade

Para mostrarmos a perda de observabilidade das solugdes de (5.1) — (5.5), da qual trata o
Teorema 5.4, vamos considerar 1;(t) e que ¢ x(t) seja uma solugdo particular associada ao

N —ésimo autovalor, isto é,
Pi(t) = VM e p(t) = VW) com N =J/2€Z, (5.55)
onde lembramos que A, = p(\,) (2 + %a(h))_l.

O lado direito da desigualdade de observabilidade 5.32 pode ser expresso por

[ w(t)
h

kL
2

gy
h

2
] . (5.56)

Jg L 2 J
’ 2 /ﬁ:L .12
pghg/\%(tﬂ dt + —- dt:T[Apgh;W +
07 , _
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Do Lema 5.7 obtemos que,

(t)] dt+“L/‘¢"

T(4 — p(An)h?)
n ( p(N hZ{b
j=0

J
dt = TApsh Y |y

J=0

UNj+1 — @N] UN,j+1 — UN,j L UN,j+1 — UN,j

h 2
74— pOw)h?)

+ K

2]

(5.57)

4

T4 —pAn)h?) Bk . /2nmh
+ 4 Zﬁsm< L >_Ap2

Por outro lado, considerando o funcional de energia (5.6), para t = 0 e usando o Lema 5.6,
temos:
]

. . 2
U1j+1 — Vg5

h

Ugjt1 — U n V15+1 — Vg

+ K A 5

l\ﬂ:‘

J
A [Ammﬁ Al b
7=0

De onde vem,

J=0

UJJ-H V5

Uyjt1 — Uy n Vjj+1 — Vg

+ K A 5

} = E,(0). (5.58)

Por conseguinte, substituindo a expressdo anterior em (5.57), obtemos:

. J
st | A= pOw)R2
pth/wj )| dt+7 | dt = T )\pth|vj| + — B (0)
=07 0 =
_ 2
LT (R
4 b
J
eparahz |9;|> = 1 resulta em,
=0
Er(0) _ - TAp2 4
LT 2 T(4— pOn)h?)
T kL [|es(t) on(t
"2";}0/‘%“” dt + — T‘ dt pth/Iw ®)|dt + = /' ‘ dt
+ L Ap2 (1 - Ea(h)),

J T
pth/w )| dt+—/"pN ‘ dt
Jj=07
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€ consequentemente

Ep(0) _ 1— Ap2 4
g T T 2 kL T(4 — p(An)h?)
‘o2 4 BE [ 220 po AR S o2+ 2
pgh;)(]/zbj(t” dt + 5 / B ‘ dt P2 ]z%| J| + h
1 K
+ T ¥ P Apg(l—ga(h))
( )
J
Usando novamente a normalizagdo h Z |0, ]2 = 1, temos
=0
Eh(O) . ffL|'[LN’J|2 4
T AR By 2 T(4 — p(An)h?
hi/W’.(t)!thJrﬂ ert)fy, T T
P2 ' i 5 h
3=0"7 0

2
T(p2>\h2 + %IQN,JP) b

Como h = T +1’ resulta que

Jrh h h
p(An)h? = 4sin? (L) = 4sin? (z — —W) = 4 cos? (—F) — 4, com h — 0. (5.59)

2 2L 2L

Finalmente, combinando esses dois tltimos obtemos,

E(0)
T
MZ/W )[Fdt + %O/

e portanto segue imediatamente o Teorema 5.4.

— 00, com h — 0,

SON
h

(5.60)
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5.2 Observabilidade Uniforme em Diferencas Finitas

Esta secdo € dedicada a provar a contrapartida positiva do Teorema 5.4 usando o método multi-
plicativo. Para isso, analisamos as solugdes filtradas do sistema (5.1) — (5.5) usando a técnica de
filtragem para gerar uma subclasses adequadas de solu¢des numericamente observdveis. Estas
solucdes numéricas sao as solucdes filtradas geradas por autovetores do problema de autovalor

que satisfagam p(A\)h? < v < 4.

Dado qualquer 0 < v < 4, introduzimos a seguinte classe de solucdes filtradas para o sistema
(5.1) — (5.5):

Oy, = Z [ancos(\/mt) + bnsen(\/mt)] "

P(An(h))<yh—2

’Dh('y) = )
Uy = Z {ancos(\/v(h)t) + bnsen(\/T(h)t)]f)”

p(An(h))<vh—2

-1
onde A = p(\,) (% + %a(h)) e a,, b, € R sdo os coeficientes de Fourier.

5.2.1 Resultados Preliminares

Antes de enunciarmos o Teorema 5.10, que trata da observabilidade na classe Dj,(~y) de solucdes

filtradas, apresentamos alguns resultados preliminares que nos auxiliardo na sua demonstracao.

Lema 5.8. Para toda (y;, ;) solugdo de (5.1) — (5.5) vale

2
Pit1 = 5 Vit Y

w]—&-l %
h h 2

J
i

J=0

th ;1" dz +p2hz [y de = ihz_;

Prova. A prova é imediata, basta multiplicarmos a identidade do Lema 5.6 por |S(t)|* e consi-

derarmos a solugdo da forma (y;, ;) = S(t)(4;, ;). |
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Corolario 5.9. Para toda (i, ;) solugdo de (5.1) — (5.5) vale

J 2
Dit1 — Pj p1 o, P2 Yiv1 — U ¥y |?
Rt ) P )
ph = —(n+ b“<h>)bh2 D
Jj=0 7=0
pr P e — ¢, i+
1, P2 j+1 =95 Vil T Y
7y re . (.61
+(K+ ba(h))mh; = (5.61)
Prova. Considerando o sistema (5.46) — (5.47) temos
T g Q|2 J
L )
hz % )\)hz it | (5.62)
Jj=0 7=0
Consequentemente, multiplicamos por |S(¢)|? e obtemos
’ o, |2 J
=
L = (VR el (5.63)
=0

Combinando o Lema 5.8 com a equagio (5.63) e considerando que p(\)/\ = £ + £25(h)

temos o resultado. ]

Teorema 5.10. Suponha que 0 < ~ < 4. Entdo, existe T(v) > 2LM tal que para todo
T > T(v) existe uma constante positiva C (T, ) tal que a desigualdade

es(t)|?
h

dt} ; (5.64)

En(0) < C(T,7) {pzhif\w}(tﬂ?dHffL/T

é verdadeira para toda solugdo de (5.1) — (5.5) na classe Dy (y) com h — 0 uniformemente.

Além disso,

(a) T(y) /oo com v /4 e M(y)\M, T(y) \2LM com v\, 0;

(b) C(T,7) N\« 7= com ¥\ 0.

ondeM:maX{l, 1+ 1, %—l—ggﬁ—i—%, %+%+J"—2}<oo.
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Esse Teorema garante que o sistema semidiscreto € uniformemente observavel como i — 0
desde que as solucdes de alta frequéncias sejam filtradas. Para as respectivas provas construimos

um conjunto de lemas usando multiplicadores discretos.
Temos os seguintes resultados nesta direcao:

Lema 5.11 (Conservacdo de Energia). Para qualquer h > 0 a energia total Ey,(-) definida em

(5.6) satisfaz a taxa de variagdo

%Eh( t)y=0, Vtelo,T). (5.65)

para toda (@, 1) solucdo de (5.1) — (5.5).

Prova. Multiplicamos a equagdo (5.1) por hy'i(t) e adicionamos para j = 1,2,...,.J, para

obtermos

J
| |2 h 90]+1 290] + 80] 1 / _ h w]"l‘l - wj_l /o O (5 66)
dt 2 Z 7 Z D

j=1
Considerando as condi¢des de contorno (5.3) e (5.4), temos

90]+1 - QDJ

(5.67)

Z@j—&—l 2@]‘*‘9031 ;:_di_z];

Yiv1— i1, Pi — @b by
I R M e (5.68)

Combinando (5.66), (5.67) e (5.68) concluimos que

2
Pi+1 — @5
h

J / — ol .
4 kb Z %Hh ¥j ¢J+12+ ¥j =0. (5.69
j=0

J
dtzzwz dtQZ
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Analogamente, multiplicando a equagéo (5.2) por hy; (t) e considerando as condi¢des de

contorno (5.3) e (5.4) obtemos

J

J
dh / 2 wj—l-l ¢g+1 + %
pZdt2;|wj’ dtQZ ”dtzzo 2
o
+/<;hz “Ofﬂh L %*12 Yy, (5.70)

J=0

d
Adicionando as equagdes (5.69) e (5.70) podemos escrever EEh(t) = 0 e entdo E,(t) =
E}(0), para todo t € [0,7] onde Ej,(t) é dado em (5.6). |

Lema 5.12. Para qualquer h > 2\/b/r e (¢, ) solugdo de (5.1) — (5.5) temos

g T 2 2
h ;o ;o w _w (p _()0 w +’l/}
52/[01@j¢j+1+,02¢j¢j+1+b‘% ~|—/~€‘ Jﬂh L+ JHZ L1l dt
j=00
! kL SOJ
+Xp(t) +Xw() + Yy (1) <P2hz |¢|dt+ ool dt, (5.71)
0
0

onde

—thJso](w) X (t —pzhzﬂl) <%“2¢]1> Yy(t —pthdJ ;.

Jj=1 Jj=1

Prova. Multiplicamos (5.1) por jh(p;+1 —pj_1)/2, adicionamos para j = 1,2, ..., J e integra-

mos em (0, 7") para obtermos

g T g T 9
Pi+1 — Pj-1 Pji+1 — SOJ Pji—1 Pj+1 — Pj-1
hE / ( 5 ) — kh /]( 7 )dt
1

j=1 0 Jj= 0

; T
_th/j<¢y+1 Yj-1 Pt — > (’Dj_l)dt —0.(5.72)
0

j=1
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O restante da prova segue literalmente como € feito no Lema 3.11, exceto pelo ultimo somatorio.

Portanto podemos concluir que

SOJJrl (pj
h

Jj=1

W~ [ [l w P
+1 — 1 +1 — —1
52 /{Pl%%ﬂ"’“ } t—ﬁhg /]( ’ = 5 ’ )dt
0 0

dt. (5.73)

Analogamente, multiplicando a equagdo (5.2) por jh(vj+1 — j_1)/2 e considerando as

condi¢des de contorno (5.3) e (5.4) obtemos

A
}t‘ﬁzz/
JZU()

T J T
©jt1 — <Pj71 Vi1 — i1 bL ¢J+1 Py |?
h dt — e s
REOWEICS )
0

J=1

¢]+1 1/’]

T 2
L ‘lﬁJH +1y it
h

K
dt + —
+2/

| >

Vit + ;)
2

J T
> [ |peivia+o
0

J=0

dt=0. (5.74)

+X¢

Multiplicamos a equagdo (5.2) por hi); e adicionamos para j = 1,2, ..., J.

J
p 1 — 20 + 41— O 1+ 205+
by (pzwj _plin = ;ﬁf Vict | i Qh% Ly it Z’J & 1>¢:o.(5.75)

Considerando as condi¢des de contorno (5.3) e (5.4) obtemos

;T
_thZ/W !2dt+bh2/ dt—i—,.th/ <901+1 ©j ¢j+12_|_¢j>dt
7=07%

Jj=1 0
dt =0, (5.76)

2
+ Kkh Z / ‘wjﬂ; Y,

¢J+1 %

+Yy (1)

onde Y, (1) = thzw ;.
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Adicionando as equacdes (5.73), (5.74) e (5.76) temos

Vi — ;| N
h

ﬁ‘ Pir1 = P Vi1 + Y

{pﬂ;@ﬁpjﬂ + /02¢j¢j+1 +b A 5

v >
M“
St~

<.
I
o

T

+ Xw(t)

dt+_/‘¢J+1 |

T

l/JJ +1 1/}J + YI/)

- dt + X, (t)

+
=
B

o\'ﬂ

—chZ/W ‘ dt

T 2
kL ‘wmwj

<.

w0y
h

| &

St~ L

dt. (5.77)

+

Além disso, tendo em conta que ;.1 = 0, podemos escrever

T 2
b_L/Mdt
2 h

0

bL
2
0

(b kR @z)J
gy

T 2
B ﬂ/ Vi1 + 0y dt
2 2

/’%

kh?
€ uma vez que tomamos 3 8 < 0, segue que

T
h J ! ’ ’ ! w y - ¥ y +¢ 2
2 Z/ [pl%‘%"jﬂ + P29 Y540 +0 ]+1h ul %Hh = wﬁl? J ]dt
j=0 0
A ” o, T T
+bhy / J“ J dt+xg,(t) +Xw(t) + Yy (1) <p2hZ/|w 2dt + == d
Jj=07% 0
[ |

Lema 5.13 (Equiparticao de energia). Para qualquer h > 0 e (p,1)) solugcdo de (5.1) — (5.5)

temos
Jg I Jg I T T
Y / Pt — poh S / 2t + V()| + Yo(t)
=07 =07 0 0
1 s — 2 Vi1 + ¥,
+
h b g+1 j <l Pij+1 — 90] i+1 j _ 7
+ / { + Z - 5 —0, (5.78)

J=07 J=0
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onde

Yo (t) —pth%%, e Yyt —thwaj
7=0

Prova. Primeiramente multiplicamos a equagdo (5.1) por h¢;, efetuamos o somatério para

1 < j < Jeintegramos em (0, 7).

j=1 j=1

g T g T Jg T
1 - 2(,0 + ©j— 1 w]'i‘l Q/JJ 1
nhy / Gt — k'S / Pit1 = 205 dt = by / ot = 0. (5.79)
0 0 Jj=1 0

Agora facamos as seguintes simplificacdes. De Z;;, temos,

T
goj 2dt.

O\H

;T
Ly, = Pth/SO pjdt = Pth%%
0

j=1 Jj=1

Usamos as condi¢des de contorno de Dirichlet homogéneas para obtermos

pth/M |t

.700

T, = mhz 233

onde tomamos

J
Y,(t) = pih Y o5
=0

E dai,

De Z,;, temos

Jg T ; T , T
90+1—2s0 + i1 Pj+1 — Pj ©j ®
IQh = HhZ/(p] : j J dt:ﬁhZ/@]Wdt—i_K‘hZ/@jh?Jdt
jzlo 0 0
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Usando as condi¢des de contorno de Dirichlet homogéneas, temos

2
Pi+1 — @5 dt

7 T
Lo = -y |
Jj=0 0

De 73, segue que

Igh =

J
_ ©jr1 — P Vi1 T U5 Vi1 — U7\ Qi1
= —kh ; ( - 5 ) - mh( - ;

~——
=0

S i (“0”'“}; 2 Vi1 + wj). (5.80)

/@hi %12;}11%177@] — i wﬂ+1 +1/}j (wj +¢j 1>wj

2

Substituindo as simplificagdes Z;,, Zop, € Zg;, em (5.79) temos

£y T
/ { — 0,(5.81)
0

0

‘Pﬁ—l Py

Vjr1 — @i Yi+1 + P
+nh;:)( J - 12 5 7>}dt+Y()

J

i=07 =0

onde tomamos

J
t)=ph> ;.
=0

Levando em conta que ¢ ;.1 = 0 (ver 5.35), segue analogamente que

g T 7 T 2 J
*p2h2/|¢;|2dt+h2/ [ ?/JJ+1 JH{ w _—s (S0j+1h ©; Z/1j+12+ ¢j>}dt
J=07p J=07 Jj=0
+Y,(t)| =0, (5.82)
0
onde tomamos §
Volt) = peh Y s
§=0
PDM - UFPA
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Somando as equagdes (5.81) e (5.82) obtemos

T

g T g T
—plhz/|¢;|2dt—p2hz/|¢;|2dt+3@,(t)
0 7=07% 0

J

=0
T

oy / ol
00

4-}@(t)T

0

¢J+1 % 903+1 ] ¢J+1 TV 1 -0
5 :
j=
|
Corolario 5.14. Para qualquer h > 0 e (p, ) solugcdo de (5.1) — (5.5) temos
g T g T 1 Ty T
ap 12
oY [ 16t 3 [ =T + 3Y.0| 4 5ot
Jj=0 0 Jj=0 0
onde E(t) é dado em (5.6).
T
Prova. A prova € imediata, basta adicionarmos o termo 2h |g0] ? + |1/1 | dt em ambos
]
os lados do lema anterior e considerarmos a energia total Eh(t) ada em (5.6). [

Para provar o Teorema 5.10 usamos os Lemas 5.12 e 5.13. Vamos precisar de algumas
J

: : . : / /12 / /12
estimativas, principalmente para os termos h g i — 51" e h E T U
Jj=0 J=0

Lema 5.15. Para qualquer h > 0,0 <t < T e (p, ) solugcdo de (5.1) — (5.5) vale

J J J J
DY e —@F <pRP Y Teil* e bYW — i < p(MR*Y W),
=0 =0 =0

Jj=0

onde p(A) = p(\j/2) com J par, é um autovalor inserindo no desenvolvimento Fourier.

Prova. Inicialmente, consideramos as solugdes em séries de Fourier do problema (5.1) — (5.5)

et = D @i e ()= D0 b,
[n]<4/p(A) ltn|</p(A)
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com i, ; = Asen(2nmx;) e v, ; = B [1 — cos(2mrxj)} .
Dai temos

pit) = > ane™ iy,
ln|<A/p(A)

com pi,, = \/p(\,) paran > 0e p_, = —pu,. Portanto,

Qi(t) = i Z A€ 1l .
|Nn|§\/p(A)

Dai segue que

J 2
P = FOF =13 E e e )
3=0 J=0 lun|</p(A)

J
B[R lonPlinPlingen — o
I=0 7 pn | <0/p(A)

Z gl 1€ T (g, gy — T ) (41 — fbl,j)]

ln|#|m1<+/P(A)

J
= hz Z ||| i) T g1 — 5]
I=0 1< /p(A)

J
Y D anaupue T g i — ) (d g — ).
T=0 | #1 <A/p(A)

_|_

Devido a ortogonalidade de autovetores i, e ;, para p,, # p; (ver Proposic¢do 3.14), temos

> (gt — ) (fig g1 — t) = 0.
o |10 < /D (A)
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E assim obtemos

J
hZ!%H — i) = hz Z ||| )T g1 — 5]
I=0 |l <y /p(A)

J
= by > anllpaPp V)R i,
I=0 |l < /p(A)

onde p(\) € um autovalor associado ao autovetor ,, (ver 5.46).

Portanto temos

J
h2|90]+1 o) = p(A)hSZ Z |an || |t 5.
T=0 |n|</p(A)

Agora tomamos p(A) suficientemente grande, tal que p(\) < p(A) e obtemos

J

J
> 16— eilF < p(RP> | (g, 1)
7=0

Jj=0

E como temos ¢ (z;,1) = ¢, segue que

Z|90]+1 ‘P] 2 <p(A hBZWJ 2.

7=0
Resta-nos provar que
J J
D W =P <pA)R* Y P (5.83)
Jj=0 j=0

De fato, temos que
J J J J
A e N A e ) R e S (O &
J=0 3=0 j=0 =0
J J
2) WP +2) )
j=0 j=0

IA
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Desde que 9, = 0 (ver 5.35), decorre que z;fzo i = Z}]:o |4%|* e assim temos
J J
oW =l < 4> W (5.84)
=0 =0
Agora suponhamos por absurdo que

J J
> W — P > )R . (5.85)
=0 7=0

A passagem ao limite com 2 — (0 nos mostra que

J J J
lim ) oy — 9P > mp(A)R? Y [y =4 i), (5.86)
=0 =0 =0
o que é um absurdo de acordo com (5.84). Isso encerra a demonstragao. n

Lema 5.16. Para qualquer h > 0,0 <t < T e (p,v) solugdo de (5.1) — (5.5) vale

J 2
p(A)h4 X PNE| P41 — 5 | i + Yy
Z.(0)| < /12—
|“”(t)‘—\/ 16 16p h; 2\ T 2
POy =y
2 h
e
p(A)h? 3pAh2b p p Y ;|
Zu0)] < \/LQ 56; Z S+ 5
J:

SOJ—H (2 ¢J+1 + 1;

}

Pj+1 — Py ¢g+1 + ¢j
h
N

J
3p(A P2, 112
h
+ 4/ 16& Z 2P+
jO
J b

P2 112
~n : —

+

Y

1 — ;]
h
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onde p(\1) > 0 € o primeiro autovalor do Laplaciano discreto, p(A) = p(X;/2) € um autovalor

-1
introduzido no desenvolvimento de Fourier, \y = p(\;) <p L2 a(h)) e

Pth%[ (80]+19031> _,_77%}7 Zy(t) _thZd}][ (%H%—l) +(1+,7)1/,j]7

onde n = —p(\)h?/8.

Prova. Tomemos

— Ah?
Z,(t) = pth%{ (90"“ i 1)— 3 %}

€ consequentemente

Z,(1)] < m

PYi+1 — Pj-1 AR?
5 7R @il

Aplicando a versao semidiscreta da desigualdade de Holder temos

Pi+1 — Pj-1
<]+ J— >+77%0j

21
} : (5.87)

Z,(t)| < [hz mﬂ [

comn = —Ah?/8.

Por outro lado temos:

oyt

1

2 .2

J
= Z [ 041 = wi1l? + 12 |ei” + ni (i1 — 0j-1)@)

P+l — Pi—1
(J 5 >+7790j

<.
Il

-2
j .
[ 1 (@i—9) + (o5 — ei—1)* + n’le;i 2 + i@ — vi-1)e;

I
Fq&

<.
I
—

EZ&

J
5 [Lllern—wil? +2pm1-e3)(es — 01-1) + s — o312

.
Il
—_

+0%1051* + nj(ej+1 — @j—1)¢;

IN

hZ[ 2lj+1—251% + 2105 — w51l + nPles” + ni(eian — vi-1)@; |,

A.J. A. Ramos PDM - UFPA



5.2. Observabilidade Uniforme em Diferengas Finitas 110

€ consequentemente,

J

2 -2
S Pi+1 — Pi—1 J
hy J<J2j> +np;| < hZ[ lpjr1 — @j|2+5|@j—90j—1|2+772|90j|2
j=1
+nj(pj+1 — %’—1)%}
(+1)° .
< hz [ (P51 — @5l + = lesen — 9P + 0Pl + niesesn

—n(j + 1)<Pj90j+1]

- (j+1)? 222

= § |§0J+1 2+ B lej+1 — @517 + 17 les] NY;Pj+1
(G +1)°

- h§j[ epn — ol + T o s Pl

—[nlle;|* - nwg‘ﬂ].

Como j2h? < (5 + 1)?h? < (J + 1)?h% = L? temos

J 2 J 2 J
¥ Pj— ©; —©;
)i <M)+’7‘Pﬂ' < LPh)y [P =ik (esl® = eiee0)
j=1 j=1 =1
J
+ P+ DY el (5.88)
j=1

Usando as condig¢des de contorno de Dirichlet homogéneas obtemos

J
R (eil* = eipi) Z 041 — s
j=1
Dai segue que
| (i — @i ’ R, =i — o[
j=1 Jj=1
J
+ (4 DR el (5.89)
=1
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E por ultimo aplicamos a desigualdade abaixo (versao discreta da desigualdade de Poincaré)

J 2
Ry gl < LEER . 2X (5.90)
=0
para o primeiro autovalor p(\;) (ver 5.48) e obtemos
J 2 ) 2 J 2
Pi+1 — Qi1 O U1 LU +!n|)} P+l — 5
+np;| < |L°— + h —— . (591
D R S el D i e B
Substituindo (5.91) em (5.87) temos
9 p(A)h4 317 2 : ! ‘P]+1 gk
Zo(0)] <4 [ L2 = = hZW Z . (5.92)
=0

onde [n| = p(A)h?/8 < 1/2en? + |n| < 3p(A)h?/16.

Aplicamos a desigualdade de Young em (5.92) e em seguida usamos o Corolario 5.9 para

obtermos
A)hA Mh2 |2
1Z,()] < \/L2—p<1é 16p hZ[ + LA 1 (5.93)
J=
c consequentemente
J 2
p(A)h4 h2 /01 ' 2 ) ¢J+1 1/’]'
< 2 __
2, 0)] < \/L 16 16p h; )\ h

+

p(A) i1 — i | Y1+
A“‘ n T 2

|

[\

De forma andloga temos para Z,(t), ou seja,

w]‘f‘l ) + mp

211/2
|Zy(t)] < [PQhZW |2} [ }
+ {pthI%IQ} {pzhzw} : (5.94)
j=0 J=0
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Por outro lado,

¢]+1 ) Qb]—i-l %

+ nw] N

2 |77|h2

Jj=0

J
+ p2(n® + DR by
=0

Levando em consideracdo o Lema 5.8 para o primeiro autovalor \; obtemos

2
h*(n? + Db
> < 9 /\1p2 P2 jzo

2
Pir1 =P | Vi T Y
h 2

¢]+1 )

+ 7]77ZJJ ¢j+1h %

(5.95)

9 J

n (n J;|U|)ffhz
1 X

7=0

Combinando as equagdes 5.94 e 5.95 deduzimos que

J

Zu(1)] < \/Lz—p(ﬁéh + 16)\ Z%{ jZI%D |2] [m ;

\/ 16)\ [2h2|¢l2} l’ih;

1/2
o[]St
j=0 J=0

%H %
h

2} 1/2
2:| 1/2

Pit1 = i | Vi1 + ¢y
2

Usamos a desigualdade de Young na tultima parcela acima e novamente aplicamos o Lema 5.8

para obtermos o resultado. |

Agora estamos em condicdes de estabelecermos o principal resultado deste capitulo.

5.2.2 Prova da Observabilidade Uniforme: Teorema 5.10

Fazemos notoério que os cdlculos necessdrios para a prova, sdao os mesmos usados no Capitulo

3 com excegao de alguns termos. Em primeiro lugar, consideramos a identidade do Lema 5.12
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para obtermos

T

+ xu (1)
0

T
/ Eu(t)dt + xo(t) - m—z / 1 — Pt
0

—P2— Z/W’]H 1/’ ’ dt+Yw

0

T
/@L
0

Agora, do Lema 5.15 e do Corolario 5.14 temos que

A T T 2
)h2 kL ©J
En(t)dt — L TE,I()+Z¢() + Zy(t) <p2hz \zp|dt+ >
0 0
onde
p(A)R? p(A)R?

Z,(t) = X () = B0 e Zult) = xult) - ELYe(t) + V()
Aplicando o Lema 5.16 e o Lema 5.11, levando em conta que

2 b } 2
H(v) :=max<{ ——,—— 7, onde vy =p(A)h* e H(y) — 0,
() {p()q) Mo 7 =p(A) ()

com v — 0, segue que
v vh? 3
T(1—-—|E — 2/ L[?——+ —H
( 4) +(0) \/ 6 60
J

J
x[% ;' Ol + Ay p2h2|w2+3 Z

=0

2 il 7 0,2
} SthZ/‘ij—i_?/’T dt
=070 0

2

ijrl

P =0 | Vi Y
h 2

J
K
+C(7)§hz
=0

onde

3y 1
16X
A(vy) =1+ - + ,

2 2
VIZ -2 L BH(y) /12 -2 4 3H(y)
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p 14+0o(h))p p
B(y) = £ G0 0Dn 5
m\/LQ—%+T6H(7)
[ 3y
Cly) =22 Po(n) + = o2

+ .
Roob VIZ =M L3 H(y) k12— 4 B H(y)
Prosseguimos como no Capitulo 3, para p(A)h? = ~ na classe de solu¢des Dy () de (5.1) —
(5.5) e escolhendo M () := max {1, A(y), B(v),C(7)} deduzimos que a desigualdade de

observabilidade uniforme € dada por

g

g T 7
L

Eh(o) < C’(T/y) {p2h2/|¢j|2dt—l—ﬁ_/ -
0

, 2
Jj=0 0

2
dt] , (5.96)

onde

1

C(T,v) = '
T(1—7/4) = 2M()\ /12 = b+ 5 H ()

Portanto para

. 2M(9)y12 — b2+ S H ()
~ 1—~/4 ’

concluimos as afimac¢des do Teorema 5.10.
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CAPITULO 6

ALGUNS COMENTARIOS E PROBLEMAS EM ABERTO

Nesta tese apresentamos a andlise de observabilidade uniforme para a semidiscretizagdo em
diferencas finitas de um sistema de equagdes de ondas acopladas e também para o sistema
de Timoshenko utilizando multiplicadores discretos e resultados da teoria de séries de Fourier
nao harmonicas. Abordamos o problema de saber se as estimativas de observabilidade dadas
em 3.26 e 5.32 sdo uniformes, quando o tamanho do pardmetro de malha h tende a zero. Na

verdade, a resposta a este problema é negativa.

Mais precisamente, é bem conhecido que esta anomalia numérica da falta de uniformidade
na estimativa de observabilidade obtidas via semidiscretiza¢ao se deve ao comportamento se-
midiscreto das aproximagdes de ondas de alta frequéncia. Estas questdes numéricas foram
inicialmente consideradas nas obras de Glowinski et al. ([21], [22]) e resolvido por Infante e
Zuazua [26].

Provamos os seguintes resultados, com relacao a desigualdade de observabilidade do sistema
(2.12) — (2.15):

e A observabilidade uniforme nao vale para qualquer 7" > 0;
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e A observabilidade uniforme vale para 7' > 7™ desde que filtremos adequadamente as

solugdes de alta frequéncia.

Virios problemas podem ser discutidos em anélises futuras. Destacamos alguns deles para o

sistema de ondas acopladas (2.12) — (2.15).

6.1 Sobre o Sistema de Ondas Acopladas

Na configuracdo semidiscreta, os resultados apresentados neste trabalho podem ser facilmente
estendidos para elementos finitos, bem como o modelo semidiscreto baseado em um método
de elementos finitos mistos com duas fun¢des de bases diferentes para a posicao e velocidade.
Estas abordagens sdo casos particulares bem conhecidos como Método-6 (veja [28, 30, 41, 42]).

Assim, pode-se aplicar ao sistema (2.12) — (2.15) o seguinte esquema parametrizado por 6 €
[0, 1/4):

59u;’(t) — Apu;(t) + adg(u; — vy)(t

() = 0,j=1,2..J,0<t<T, (6.1)
6911;-'(15) — Apv;(t) + adg(v; — uj)(
(

)
t)y = 0,j=1,2..,J,0<t<T, (62)
Uo(t) = UJJrl(t) =0, Uo(t) = VJj4+1 t) = 0,0<t< T'7 (6.3)
u;(0) = ud, ui(0) = uj, v;(0) =07, Vi(0) = vj, j=0,1,2,...,J+1, (6.4)

onde ¢y € uma combinacio linear convexa definida como

douj(t) == (1 — 20)u;(t) + O(ujr1 + uj_1)(t), (6.5)

com a mesma discretizagdo para v;(t),u/(t) e vj(t). Em particular, para ¢ = 0 obtemos
o sistema (3.2) — (3.5) analisados neste trabalho. Outros casos a serem analisados sdo a
semidiscretizagdo padrdo de elemento finito obtida para 6 = 1/6 e o método misto de ele-
mentos finitos obtidos para § = 1/4. Neste dltimo caso, tal como comprovado por Castro e
Micu [35] para a equacdo de uma tnica onda, as equagdes semidiscretas sdo uniformemente
observdveis para todas as solu¢des. Assim, pode-se esperar que para qualquer 6 € [0,1/4[ a

observabilidade uniforme ndo vale para qualquer 7' > 0.
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Em geral, a respeito da observabilidade uniforme (3.26), muitos outros recursos podem
ser desenvolvidos e analisados para superar as dificuldades impostas pelas solu¢cdes numéricas

espurias (solugdes de alta frequéncia) e citamos alguns deles para andlise futura.

e O método two-grid. A observabilidade uniforme (3.26) pode ser recuperada escolhendo
dados iniciais em um subespaco especifico. Ela € composta por dados iniciais lentamente
oscilantes obtidos por interpolagdo a partir de dados fornecidos em uma malha grossa.

Foi proposto por Glowinski et al. [20].

e Abordagem multiplicativa . O método two-grid foi analisado em primeiro lugar por
Negreanu e em Zuazua [43]. Eles usaram multiplicadores discretos e provaram um ob-
servabilidade uniforme para uma tnica equagao de onda com 7' > 4 num subespaco de

dados iniciais lentamente oscilantes.

e Abordagem tipo Ingham. Neste trabalho utilizamos a abordagem do tipo Ingham para
obter uma observabilidade uniforme em um subespaco de solucdes filtradas. Ela também

pode ser usada no método two-grid.

6.2 Sobre o Sistema de Vigas de Timoshenko

Os resultados apresentados nesta tese para o esquema numérico de Timoshenko (5.1) — (5.5)
foram baseados em autovetores cujo modo de vibragdo € par, ou seja, consideramos apenas

autovetores na classe Co, (h) € como vimos somente essa subclasse satisfaz o problema.

Para entendermos melhor esse fenomeno numérico fizemos um répido comentéario compa-
rando o caso numérico ao caso continuo, analisando principalmente as condi¢des de contorno
do problema continuo (4.8) e do problema semidiscreto (5.3) — (5.4). Essa andlise serd feita
através do método da energia analisando os termos semidiscretos adicionais que figuram para os
contornos no processo de construcdo da energia semidiscreta, devidamente adaptado para esse

ambiente numeérico.
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6.2. Sobre o Sistema de Vigas de Timoshenko 118

Usando o método multiplicativo no sistema (4.6) — (4.9) e na sua versdo semidiscreta em

(5.1) — (5.5) obtemos a equagdo

L L

0

d1
dt2

seguido do anédlogo semidiscreto

Cit1—@s Vi + Yy 01— Yo Y1+
dwzmmr? [( e )w&ﬂ—( )%

J / /
Civ1 —P; . Vi F Y\ Pip — ¢
h —0.(6.7
i g ( iy Vi —5 0 67

A comparacdo entre as duas equagdes mostram uma identifica¢do exata entre o continuo e o

semidiscreto. O mesmo nio se verifica para as equagdo (4.7) e (5.2), pois temos

L

/ [pzw + b!wx\ﬂ z — bty OL + K / (02 + V)pdz =0 (6.8)

0 0

d1
dt?2

R B e
EpS o o] s

T ) (252

+mh2(%+l j+¢j+1+¢j) i1 T U
i=

2 2

khi(er—¢o  itdo ,  (Pra—%s Yot
_2!< thO+ 12 O>U(/)+< ]+1} J+ l+12 J /l/}f]+l —0. (6.9)

E notdrio que o termo de contorno

h + - + ,
%[( . ¢1 1/10)¢0 (SOJHh 90J+1/1J+12 ¢J)wJ+1]’

nao faz parte do andlogo continuo (6.8 ), mas foi introduzido naturalmente pelo esquema numérico

sob consideragdo. Além disso observamos que na equagdo (6.8) as condi¢des de contorno

¥(0,t) = ¢, (L,t) = 0, sdo suficientes para anular os termos pontuais, portanto esperavamos
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que na equagdo (6.9) as condi¢des de contorno também fossem os correspondentes numéricos:
Yo = 0e ;i1 —1; = 0, mas a dltima condi¢io de contorno ndo é suficiente e por isso devemos

considerar a condi¢do de contorno

b(¢J+1—¢J) +/€_h(90J+1—90J+¢J+1+¢J) —0,

h 2 h 2

ao invés de ©;,1 — ¥y = 0, o que nao reflete o caso continuo. Mas essa discrepancia numérica

¢ facilmente solucionada assumindo autovetores na subclasse Co,, (h).

Algumas questdes ainda estdo em aberto.

e Questao da paridade. Vimos no Capitulo 5 e no pardgrafo acima que hd uma necessi-
dade de considerarmos autovetores na subclasse Cy, (h). Uma questdo interessante seria
encontrar solu¢des numéricas que nao dependessem da paridade, tal como acontece no

caso continuo.

e Observabilidade dos autovetores. Na secao 5.1.2 mostramos uma desigualdade de ob-
servabilidade para os autovetores, gracas ao desacoplamento da equag@o (5.14) resultando
no problema (5.46) — (5.47). Uma outra alternativa seria encontrar uma desigualdade de

observabilidade sem a necessidade de um desacoplamento.

e Métodos totalmente discretos. No Capitulo 5 estudamos métodos numéricos semidis-
cretos aplicados na resolu¢do do problema de perda de observabilidade das solugdes.
Qualquer resultado nesse sentido onde tanto o tempo quanto o espago estao discretizados

¢ algo inédito.
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