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Resumo

Esta tese é composta de duas partes. Inicialmente apresentamos uma forma aberta
do principio do maximo fraco para uma classe especifica de operadores elipticos com
aplicagoes em estimativas de altura de hipersuperficies imersas com k-curvatura média
constante em produtos warped, cuja base é um intervalo da reta. Posteriormente, exi-
bimos estimativas envolvendo autovalores de um operador na forma 7-divergente em
dominios limitados, com condi¢oes de bordo de Dirichlet, de uma variedade riemanni-
ana completa e encontramos uma estimativa sharp, em relacao a formula assintética de

Weyl, para os autovalores do operador n-laplaciano.

Palavras-chave: Principio do maximo fraco, Estimativas de altura, Autovalores, Pro-

blema de Dirichlet.



Abstract

This thesis is composed of two parts. Initially we present an open form of the weak
maximum principle for a specific class of elliptic operators, with applications in height
estimates of hypersurfaces with constant k-curvature immersed in it products warped,
whose the base is an interval. Subsequently, we show estimates involving eigenvalues of
Dirichlet problem for an operator in the n-divergent form defined in a bounded domain
of a complete Riemannian manifold, and we found a sharp estimate, in relation to Weyl

asymptotic formula, for the eigenvalues of the operator n-laplaciano.

Keywords: Weak maximum principle, Height estimates, Dirichlet problem, Eigenvalue.
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Introducao

Na primeira parte desta tese exibimos uma forma aberta do principio do maximo fraco
e fizemos algumas aplicacoes. O principio do maximo foi inicialmente demostrado para
o operador laplaciano definido em dominios do R™. Posteriormente surgiram principios
do maximo para varios tipos de operadores definidos em muitos outros dominios. Suas
varias formas tém sido amplamente utilizadas em areas distintas da matematica, e no

caso da geometria diferencial as aplicagoes sao intimeras.

Sabemos que uma fun¢ao continua v : [a,b] — R assume o méximo em um ponto xg

de [a,b]. Se u tem segunda derivada continua e se tiver um méaximo entre a e b, entao

' (xg) =0 e 4i)u"(xg) <0

Substituindo [a, b] C R por uma variedade riemanniana compacta (M, (,)) sem bordo,

para u € C*(M) existe o € M tal que
ut =wu(zg), i1)|Vu(xg)| =0 e dit)Au(xy) <0,

em que u* é o valor maximo atingido por u em M. Este é o que podemos chamar de
“Principio do Maximo usual” ou “Principio do Méaximo finito”. Se M nao é compacta,
ainda que u € C?(M) e u* < +o0, é fato que a existéncia de zo nio é garantida, portanto

precisaremos de alguma hipdtese adicional.

Comecemos analisando o caso do espaco euclidiano. E possivel mostrar, ver por
exemplo [47], que para u : R® — R de classe C* e u* < +oo, existe uma sequéncia

{z;} C R™ satisfazendo

1 1
Du(zg) > u* — T i) | Vu(xyg)| < 7 ¢ i19) Au(zy,) <

Y

| =

para cada k € N.



Nesta diregdo, Omori [41] provou que se (M, (,)) é completa, com curvatura seccional
limitada inferiormente, entao dada uma fungao u € C*(M) limitada superiormente,
existe uma sequéncia {x;} C M tal que

Dule) > ' — o )|V < 1 e i)V () < 1)

Posteriormente Yau [53] melhorou o resultado de Omori substutuindo a hipétese sob

a curvatura seccional pela mesma hipdtese sob a curvatura de Ricci obtendo
1 1 1

Du(zg) > u* — A i) | Vu(xyg)| < 7 © 119) Au) (xg) < T

Anos mais tarde, Pigola, Rigoli e Setti [47] definiram que uma variedade riemanniana
(M, (,)), nao necessariamente completa, satisfaz o “Principio do Méximo de Omori-Yau”
ou “Principio do Maximo no infinito” se dada uma fungao v € C?(M), u* < +oo, existe

uma sequéncia {zy} C M tal que

Du(zs) > u — % i) [Vu(zy)| < % e i) Aw)(2) <

| =

Além disso, eles mostraram que a validade do principio do maximo pode ser expressa

através de condigoes que nao envolvem necessariamente limitacao sob as curvaturas.

Na mesma linha de Grigor’yan [30], os mesmos autores de [47] apresentaram uma
equivaléncia de M ser estocasticamente completa com a validade das seguintes proprie-

dades:
(Py) Para cada u € C*(M), u* < +oo e cada € > 0

ingugo, Qe={x e M :u(z) >u" — e}

(P) Para cada u € C*(M), u* < +00, existe uma sequéncia {zy} C M tal que
1 1

Du(xg) > u* — 7 © i) A(u)(zx) < T

(P3) Para cada u € C*(M), u* < 400 e toda f € C°(R), se Au > f(u) entao
f(ur) <0.

Desse modo eles estabeleceram que M, nao necessariamente completa, satisfaz o
principio do méximo fraco (WMP) se para toda fungao u € C*(M) limitada superior-
mente, existir uma sequéncia {x;} C M tal que

1

Du(zrg) > u* — z© 1) A(u)(xg) <

| =



Observaram ainda que toda variedade parabdlica satisfaz o principio do maximo

fraco.

O principio do maximo e o principio do maximo fraco foram estendidos a outros
operadores e sob condicoes de diferenciabilidade mais fracas nas funcoes definidas em

M, ver por exemplo [1, 4, 7, 47]. Nesta diregio, definimos para u € C*(M) o operador
Lu = Lyrxu = div (|Vu| " ¢(z, |Vu|)T(Vu,)*) — (X, Vu),

no sentido fraco, em que 7' é um campo de 2-tensores simétricos definido em (M, (,))
satisfazendo
0<T (r)<TY,)Y)<T,(r),
para cada Y € T, M, |Y| =1, e todo € 0B,, em que B, denota a bola geodésica de
raio r centrada na origem o, p : M x R — R satisfazendo
i) ¢(z,0) = 0 para todo x € M
i) p(z,t) >0 em M x Rt
i) p(z,t) < A(z)t’ em M x Rt
para algum 6 > 0, A(z) >0e X € X(M).
Ademais definimos que para ¢(z) € C°(M), q(x) > 0, o WMP se verifica em M

para o operador L se para cada u € C'(M) com u* = sup,, u < +0o e cada v € R com

v < u*, temos
igrzlf{q(x)Lu} <0 (no sentido fraco), Q,={x e M :u(z) >~}
Y
Nosso primeiro teorema é descrito como segue

Teorema 1 O q-WMP é vdlido em M para o operador L se, e somente se, o q-WMP
aberto € vdlido em M, ou seja, para cada f € C°(R), cada aberto Q@ C M com OS2 # 0,
e cada v € C°(Q) NCYHQ) satisfazendo

i) q(x)Lv > f(v) em Q

ii) Supg v < 400

temos que ou supg v = Supgn v ou f(supgv) < 0.

Como consequeéncia obtemos algumas aplicagoes em estimativas de altura de hipersu-

perficies nao compactas com k-curvatura média constante imersas em produtos warped.

Os trés resultados a seguir sao aplicagoes a graficos em produtos warped.



Teorema 2 Seja (P", (,)p) uma variedade riemanniana n-dimensional e assuma que o
WMP ¢ vdlido em P"™ para o operador curvatura média. Seja M = I x,P" e, para uma
fungio suave u : P — I C R, seja X(u) um grdfico em M com H* = supp H < 0.
Assuma que u e |Dulp sao limitadas superiormente. Entdo ou ¥(u) € um slice Py, com

H(ug) = H* = H, ou H(u*) < H*, com u* = supp u.

Teorema 3 Seja (P", (,)p) uma variedade riemanniana n-dimensional e assuma que o
WMP € vdlido em P™ para o operador curvatura média. Considere U C P um aberto
com OU # 0 e M =1 x,P". Parau € CO(U)NC®U) com u(lUd) C I, seja S(u) um
grdfico em M com supy, H < 0. Assuma que u e |Dulp sio limitadas superiormente. Se

supy, u > supgy u entdo H(sup, u) < sup, H.

Nos dois teoremas anteriores assumimos a validade do WMP para o operador cur-
vatura média. Exibimos uma condicao suficiente para a ocorréncia deste fato conforme

Teorema 1.9 bem como o0s comentarios acerca dele.

A seguir precisamos considerar a funcao altura h, bem como a fun¢ao angulo © =
t : .. . - v 1
N, 0;), ambas sobre uma hipersuperficie X" com curvatura média e k-curvatura média,

respectivamente, constantes em produtos warped.

Teorema 4 Seja F : X" — I X ,P" uma hipersuperficie de curvatura média H constante,
estocasticamente completa, tal que, para uma orientacao adequada do normal N, H > 0.
Suponha que a funcdo altura h € limitada superiormente em ¥". Se 7 € R € tal que

H(r) > H, H >0 parat > 1, entao h(x) <1 em X",

Teorema 5 Seja F' : X" — I x,P" uma hipersuperficie completa com k-curvatura
média constante para algum 2 < k < n e sups. |Hi| < 4+00. Assuma a ezisténcia de
um ponto eliptico em X" tal que, para uma orientacao adequada do normal N, Hy > 0.
Suponha

Kso(z) > —G*(r(z))
para alguma G € C*(R") satisfazendo

i)G(0) > 0; ii)G'(t) > 0; zzz)% ¢ L'(+00).

Assuma que existe T € R tal que H(T) > H,i/k, com H' > 0 para t > 7, e seja Q, =
{z € ¥ : h(xz) > 7}. Se a funcdo altura h € limitada superiormente em X", entdo ou

supg. © >0 ou Q; =0, ou seja, h(z) < 7 em X"



Para os préximos resultados consideramos €2 C X" um aberto e exibimos o slab em
que F(£2) estda contido. Novamente consideramos os casos em que a curvatura média
e k-curvatura média, respectivamente, sao constantes, e agora »" estd imersa em um

produto riemanniano.

Teorema 6 Seja F': X" — R x P" uma hipersuperficie estocasticamente completa com
curvatura média constante H > 0. Suponha que para algum o > 0, Ricp > —na e
H? > a. Seja Q C X" um aberto com 92 # O tal que F(Q) estd contida em um slab e
F(oQ) C Py ={0} x P". Se

B =supBO <0
Q
entao
A+BHH|  on

Em particular, isto acontece para todo conjunto relativamente compacto 2 C X™ com

00 # 0 tal que F(OQ) C Py = {0} x P" e 8 = supy © < 0.

Quando consideramos a existéncia de um ponto eliptico sobre X" temos o préximo

resultado.

Teorema 7 Seja F' : X" — R X P* uma hipersuperficie imersa com k-curvatura média
Hy. constante, nao nula, para algum k = 2,...,n, e com um ponto eliptico. Escolha o
normal N tal que Hy, > 0 e suponha que Kp > —a para algum o > 0. Suponha ainda
que
k41
H.* >aH]_ |, em que H;_ | = s;p Hy 1(z),
e que o WMP seja vdlido em X™ para o operador Ly_1. Seja €2 C X" um aberto com

00 #£ 0 tal que F(QQ) estd contido em um slab e F(0Q) C Py = {0} x P™. Se

B =supB <0
Q
entao
1 H
F(Q) c |o, ;Jrﬁ) P
H* —aH} |

Finalizamos o primeiro capitulo com uma belissima aplicacao a uma hipersuperficie

dada por um grafico de Killing.



Teorema 8 Sejam M"™' uma variedade riemanniana completa munida de um campo
de Killing completo Y e P uma folha integral da folheacao de Killing. Considere F' =
F, : P — M™" um grdfico de Killing com curvatura média constante H > 0. Assuma

que

log Y
sup |Y] < 400 e lminfM < 00,
P

i

R—4-00 R2
em que Br = Bgr(0) € a bola geodésica em P centrada em uma origem fiza o e com raio
geodésico R. Se existe um wvalor reqular T de u tal que u é limitada superiormente em

alguma componete conexa do conjunto
Q ={zreX ulx)>r}
entdo o grdfico de Killing € minimo.

Na segunda parte desta tese fizemos estimativas envolvendo os autovalores de uma
classe de operadores elipticos, conforme equagao (15), que contém o n-laplaciano e por
sua vez o laplaciano. Em todos os casos assumimos a condi¢ao de bordo de Dirichlet. A

seguir algumas consideracgoes sobre este assunto.

O problema de Dirichlet para o operador laplaciano em um dominio 2 C R? ¢ dado

por

Au = —Xdu em £,

1
@ u = 0 em Of).

A constante A que satisfaz (1) é chamada de autovalor e a solucao u € C%(2) a autofuncao
correspondente. A existéncia ou nao de solugoes para (1) é conhecida como “problema
da membrana”, em que a membrana fixa é a pele de um tambor, ao tocarmos o tambor
a pele vibra e as frequéncias da vibragao sao os autovalores do laplaciano que dependem

da sua forma, do material entre outros.

Encontramos aplicagoes do estudo de autovalores de operadores diferenciais em mui-
tas areas como por exemplo, na mecanica quantica, em que as quantidades, como energia,
impulso, posicao, sao representadas por operadores hermitianos em um espaco de Hil-
bert. Os autovalores do operador correspondente a energia sao interpretados como os
possiveis valores da energia que um sistema pode atingir, e a diferenca entre eles significa

a diferenca entre niveis de energia.



H.Weyl em 1911 estudou o problema (1) e foi o primeiro a publicar uma prova do
comportamento assintético dos autovalores do laplaciano (cf.[50]), comportamento este
ja estudado anos antes por Rayleigh, e conjecturado por Sommerfeld e Lorentz no ano
anterior. A expansao assintotica de Weyl é dada por

472

(wpvol§2)=

3o

(2) A ~ (k — 00),

em que w, ¢ o volume da bola unitaria do R"™. A descoberta de Weyl tornou-se uma
ferramenta importante de comparacao e estimativas relacionadas a autovalores, nao sé
do laplaciano mas também de operadores mais gerais: os elipticos; e mais ainda, os
dominios do R™ puderam ser substituidos por dominios em variedades riemannianas.

Notamos que dessa expansao assintética podemos obter

k

1 n 4’/T2 2
3 — A~ ~kn
( ) k zz—; n+2 (wnvolﬂ)ﬁ
e
1 b n 167* 4
4 -N N~ k.
(4) k ; "on+4 (wnvolQ)%

Estimativas boas portanto sao aquelas que nos fornecem as melhores cotas levando
em consideracao as relagoes (2), (3) e (4). Surgiram entdo as inequagdes universais
para o laplaciano em dominios do R", como por exemplo a inequacao de Payne-Pdlya-
Weinberger [42, 43] que com o método das fungoes testes provaram

k
4
(5) Mer1 — A < o Z Ai

=1

Hile-Protter [31] relacionaram de forma mais precisa a equagao (5) como segue

k A, nk
P
pry Akl — A 4

Posteriormente Yang [52] obteve a primeira inequagao de Yang

k

(6) Z()‘kJrl —\i)? < Z()‘kJrl — AN

i=1 =1

S|

e a segunda inequacao de Yang

1 4\ &
(7) Akg1 < T (1 + E) Z)\z



Além disso ele obteve

R RLAA A\ 1 LA :

8 Mgl — e <2 ([ == by 1 i — = :
o s (HE) (IS (-5

A formula assintética de Weyl garante que a estimativa obtida por Yang é me-
lhor do que a obtida por Payne-Pdélya-Weinberger. Outro fato utilizado para o calculo
de estimativas de autovalores do laplaciano em dominios do R" é a férmula recursiva
de Cheng-Yang [17]. Apresentamos uma generalizagao desta féormula no Apéndice do
Capitulo 2. Fazendo uso de tal formula, Cheng e Yang ainda em [17] obtiveram para €2

um dominio do R™ o seguinte resultado
(9) st < Cln, k)R

em que C(n, k) é uma constante. Mais uma vez a expansao de Weyl garante que esta

cota é a melhor possivel em relagao a ordem de k.

Uma outra desigualdade que envolve os autovalores do problema de Dirichlet do
operador laplaciano é a conjectura de Pdlya a qual afirma que em um dominio 2 C R"
temos

A = 4—7T22k?%
(wpvolQ2)n
para k € {1,2,...}. Em torno da conjectura de Pélya, Li-Yau [39] provaram ser vélida

a desigualdade

(10)

?vlr—l

k 2
Sz et
Py n+ 2 (w,volQ)n
para k =1,2
Para o caso do operador laplaciano em uma variedade M compacta com bordo,
foi provada por Cheng-Yang [20] um tipo de inequacao ainda mais geral envolvendo o

problema (1). Eles obtiveram,

k

(11) Z(Ak+1—>\-) /M uf|Vh2dM < ZAW— -/M(2(Vh,Vui>—|—uiAh)2dM

i=1
em que u; é a autofungao associada ao autovalor \;, h € C3(M) N C?*(OM) e k inteiro.
Pouco tempo depois, aplicando a equagao (11) em um dominio 2 de uma variedade

riemanniana completa M e usando o fato dado pelo Teorema de Nash [40] de que toda



variedade riemanniana completa M pode ser vista como subvariedade isometricamente
imersa no R™, para algum m > n, Chen-Cheng [15] obtiveram inequagoes do tipo Yang,
a saber: do tipo primeira-Yang

k

2 _ 4 . n?
(12) Zo\k+1 - )" < - Z()‘kJrl - A) ()\i + ZHO) )

i=1 i=1
e do tipo segunda-Yang
Mot 2 < (14 BT 4 P
w1+ Ho < (1+5)EZ( it 0);

i=1
em que Hy = supg ||H|| e ||H]| é a norma do vetor curvatura média da imersao. Ademais,
fazendo uso da férmula recursiva de Cheng-Yang, obtiveram

n? ., = 5 n?
Akt1 + ZHO < C(n, k)kn (>\1 + ZHO)’

em que C(n, k) é constante.

Mais tarde Cheng-Yang [19], usando também a referida férmula recursiva, encontra-
ram também uma relagao para a média dos k primeiros autovalores do laplaciano definido
em um dominio limitado de uma variedade riemanniana isometricamente imersa em um

espaco euclidiano, a saber

1o n 472
k Z o= V(n+2)(n+4) (wavolQ) = v
para k =1,2,....

Trabalhando com o operador 7-laplaciano que também denotaremos por L (sem
confundir com L do Capitulo 1), Xia-Xu [51] estenderam, sob as mesmas hipdteses, a
inequagao (11) obtendo

k

k
(13) D (s — X))’ / u?|Vh|?dm < Z Aki1 — / (2(Vh, Vu;) + u;Lh)*dm
M i—1 M

i=1

em que dm = e "dM. Além disso, eles também consideraram um dominio €2 de uma
variedade riemanniana completa M isometricamente imersa em um espaco euclidiano
para provar que

k k
(14) D et = A2 < =D (Nt — A (AN + Ano/ N + n? HE + )

i=1 i=1

SEES



em que 1y = maxg |Vn| e Hy = supg || H||.
Escrevemos esta formula em outro formato o que nos permitiu obter a extensao das
inequacoes apresentadas anteriormente para variedades riemannianas.

Consideramos 2 um dominio de uma variedade completa M e o problema de auto-

valores com condicao de bordo de Dirichlet para o operador
(15) L(u) := div,(T(Vu)) = div(T(Vu)) — (Vn, T (Vu))
em que 7" é um (0, 2)—tensor simétrico em M definido positivo, ou seja,

Lu) = —Au em €

16
(16) U = 0 em Of).

Este operador é uma extensao do n-laplaciano uma vez que fazendo T' = I temos o

operador L.

Escrevemos o teorema da divergéncia para L e, por conseguinte, sua férmula de
integracao por partes para observar que este operador é formalmente auto-adjunto no
espago de todas as fungoes em L?(2,dm) que se anulam em 9. Assim, da teoria

espectral podemos escrever 0 < A\ < Ag... < A\p... — 00, em que
A= — / u; Lu;dm = / T(Vu;, Vu;)dm.
Q Q

Recentemente, Alencar-Neto-Zhou [2] provaram uma férmula generalizada tipo Bo-

chner para o operador que foi introduzido por Cheng-Yau [21] a saber
Of = u(V2f o T) = (V2£,T),

em que f € C*°(M) e T é um (1,1)-tensor simétrico. A férmula generalizada tipo

Bochner para o operador [ é dada por
1
§D(Wf\2) = (VL,V(@f) + Re(VE V) + (V2 V2 foT) = (V2f,Ve,T),

em que Rp(X,Y) =tr(T o (Z — R(X,Z)Y)) e R é o tensor curvatura de M. Para
o caso em que M é orientavel e compacta, Cheng-Yau provaram que o operador [] é

auto-adjunto se, e somente se, divl’ = 0.

Relacionamos os operadores £ e [J. Assim, obtemos a férmula tipo Bochner:

SLVIP) = (VAV(ED) + Ryx(VE V) + (V2. V2 o T) — (V*f, V,T),

10



em que R, 7 := Ry — V(div,T)".

De posse da férmula tipo Bocnher para £, o mais natural agora é estudarmos hiper-
superficies com k-curvatura média constante através das propriedades do operador L,
bem como obtermos algumas generalizagoes dos teoremas de Lichnerowicz e Obata, ou
até mesmo das recentes generalizagoes obtidas por Alencar-Neto-Zhou [2]. Além disso,
podemos obter algumas generalizagoes dos trabalhos de Uhlenbeck [49], Berger [11],
Soulf [48] e Mesquita [35]. A seguir apresentamos os principais resultados que provamos

envolvendo estimativas de autovalores do operador L.

Lema 1 Sejam Lu = div,(T(Vu)), A o i-ésimo autovalor do problema (16) e u; a
autofungdo correspondente a ;. Entio para h € C3(2) NC3(0N), e k inteiro, temos

k

k
> O = A2 [ a2T(VR, V) <30 - 5) [ (wih-+ 22(Vh, V) P
— 0

i=1 Q

Lema 2 Sejam Q um dominio de uma variedade riemanniana n-dimensional M isome-
tricamente imersa no R™, Lu = div,(T(Vu)), A 0 i-ésimo autovalor do problema (16)

e u; a autofuncdo correspondente a ;. Entdo

k k
7)Y kst =207 < D O = A0 /Q a?(|lex(@(T (), DI + [6:(VT) = T(V) ) dm
=1

i=1

+4 /Q ui(<tr(VT),T(Vui)> - (T(Vn),T(Vui)))dm + 4Ai]

Proposicao 1 Sejam 2 um dominio de uma variedade riemanniana n-dimensional M
isometricamente imersa no R™, Lu = div,(T'(Vu)), A; 0 i-ésimo autovalor do problema

(16) e w; a autofuncao correspondente a ;. Entdo
k k
2 2 422 2 3
i=1 i=1

em que Ay = max{supg |A.,. |,k = n+1,...,m}, A, o operador de Weingarten da
imersdo na dire¢ao ey, 1My = supg |Vn|, T = supg |T'| e Ty = supg |tr(VT)|.

A préxima proposicao é uma importante ferramenta para a obtengao das genera-

lizagoes que discutiremos a seguir.
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Proposicao 2 Sejam 2 um dominio de uma variedade riemanniana n-dimensional M
isometricamente tmersa no R™ com vetor curvatura média H e \; o i-ésimo autovalor

do problema (16) para T = I. Entdo

(17) D e — ) < - D Mk —A) 1 :

i=1 =1

k k _
4 [/\‘+n2H§+77§+2770

em que ny = supg |Vn|, Hy = supq ||H|| e 7o = supg Ln sdo constantes.

. p . n2H2+n242m
Um fato interessante ¢ quando consideramos v; := \; + —%%—=, de modo que

(17) é equivalente a
k k

4
Z(UkJrl —v;)? < - Z(Ukﬂ — Vi)V,

i=1 i=1
que tem o mesmo formato da equacgao (6) para o caso do espaco euclidiano. As inequagdes

a seguir estendem os resultados de Cheng e Yang, [18] e [20], obtidos para dominios da

esfera unitaria S"(1) e para dominios do espago projetivo CP"(4) .

Teorema 9 Nas hipdteses da Proposicao 2 temos as trés equacoes sequintes

k A .
Uk41 — Uk §2[<%2w>2—%(1—1—%)2(%—%21%)2]2

1= = =1

Teorema 10 Nas hipoteses da Proposicao 2 temos

1< n Ar?
7 (% Z ;7
k Z V(£ 2)(n + 4) (wavolQ) =

para k=1,2,. ...

Finalmente, provamos a desejada estimativa que estda de acordo com a expansao

assintotica de Weyl.

Teorema 11 Nas hipoteses da Proposicao 2 temos

4
Vg1 < (1 + —>k%vl
n

12



Capitulo 1
Sobre o Principio do Maximo Fraco

Ressaltamos ao leitor que, apesar desta tese constar de dois temas distintos e com
notacoes adequadas aos assuntos abordados em cada um deles, alguns fatos prelimina-
res do presente capitulo podem ser melhor esclarecidos no Capitulo 2 a frente. Neste
capitulo exibiremos uma outra forma do principio do maximo fraco e mostraremos al-

gumas aplicacoes.

1.1 Uma forma equivalente ao Principio do Maximo

Fraco

Seja (M, (,)) uma variedade riemanniana nao necessariamente completa e consideremos
o operador Laplace-Beltrami A. Dizemos que M satisfaz o principio do méximo fraco
(WMP) para A se para cada fungao v € C? em M tal que u* = sup,; u < 400 e cada
v < u* temos

inf Au <0,
Qy
com
Q, ={reM:ulx) >~}

E bem conhecido que o WMP é equivalente a completude estocastica do movimento
browniano associado a A (ver [46]) e a validade do teste Khasminskii (ver [34, 47]). Nesta
secao apresentaremos outra forma do Principio do Méximo fraco que nos serd 1til para

aplicacOes geométricas; nao nos restringiremos ao caso do operador A. Primeiramente

13



1.1 Uma forma equivalente ao Principio do Maximo Fraco

iremos definir uma classe de operadores conforme equagao (1.3) abaixo, para maiores

detalhes ver [1, 3].

Seja T" um campo de 2-tensores simétricos definido em uma variedade riemanniana
(M, (,)). Consideremos que, para fungoes continuas 7 e Ty em Ry = [0, +00), o tensor

T satisfaca
(1.1) 0<T (r)<T(Y,Y)<T(r)

para cada Y € T,M, |Y| =1, e todo = € 9B,, em que B, denota a bola geodésica de
raio 7 centrada na origem o. Seja ¢ : M x Rf — R{ tal que o(-,t) € C°(M) para cada
te Ry, p(x,-) € CO(RY) NCHRT) para cada z € M, e denotando RT = (0, +00),

i) ¢(z,0) =0 para todo x € M,
(1.2) i) o(z,t) >0 em M x RT;

i) p(x,t) < A(z)t’ em M x RY
para algum § > 0 e A € C°(M), A > 0. Seja X um campo de vetores em M. Para
u € C*(M) definimos

(1.3) Lu= Lyrxu=div (|Vu| " o(z, |[Vu|)T(Vu,)*) — (X, Vu)

no sentido fraco, em que # : T*M — T'M denota o isomorfismo musical, ou seja, a inversa
da aplicacao canonica * : TM — TM* que associa cada campo X € T'M ao seu dual

X*.

Observacao 1.1 Notemos que a inequagdo (1.1) e o item ii) em (1.2) sao as condigoes
de elipticidade do operador L. E bom destacar que as propriedades (1.1) e (1.2) nao
serao usadas na demonstracao do Teorema 1.1 a sequir, no entanto, elas sao a base na
busca de condicoes suficientes para garantir que a propriedade expressa na Defini¢ao 1.1
abaizo seja vdlida na variedade que estamos considerando. Ver por exemplo em [1, 3],

ou vdrios outros resultados apresentados em [47].
No que segue tomamos ¢(z) € C°(M), q(z) > 0.

Definicao 1.1 Dizemos que o g-WMP (o Principio do Mdazimo q-Fraco) se verifica em
M para o operador L em (1.3) se, para cada w € C*(M) com u* = sup,,; u < +oo e cada

v e R com vy < u*, temos

(1.4) i&f{q(a:)Lu} <0

14



1.1 Uma forma equivalente ao Principio do Maximo Fraco

no sentido fraco, em que

Q, ={reM:ulx) >~}

No caso em que q(x) é uma constante positiva simplesmente diremos que L satisfaz o

WMP (Principio do Mdzimo Fraco).

Ressaltamos que quando ¢(z) é limitada entre duas constantes positivas a validade
de WMP ¢ equivalente a validade de ¢-WMP. De fato, é facil ver que quando ¢(z)
¢ limitada por baixo por uma constante positiva, entao o ¢-WMP implica o WMP,

enquanto a reciproca ocorre quando ¢(z) é limitada por cima.
Observemos que (1.4) no sentido fraco é expresso como segue: para todo € > 0
€
= [ (9 ele [FuDT (V0 V) + (X, V00 < [
Q, Q, q(z)

para toda ¢ € C°(€2,), ¥ > 0, ¢ # 0. Por outro lado, a inequagao estrita
igrllf{q(m)Lu} <0,

no sentido fraco significa que para algum € > 0

£
— [ 9 el DTV V) + (X0 < - [
Q, Q, q(z)
para toda ¢ € C°(2,), ¥ > 0, ¢ # 0.
O fato seguinte merece ser mencionado, visto que estende a Proposicao 3.4 em [47]

para o operador (1.3).

Proposicao 1.1 Sejam (M, (,),,) e (N, (,)y) variedades riemannianas ndao compactas,
e assuma que existam compactos A C M e B C N, e uma isometria riemanniana
F: M\ A— N\ B que preserva sequéncias divergentes nos espagos ambientes, ou seja,
{zx} diverge em M se, e somente se, {F(xg)} diverge em N. Seja X um campo de
vetores em M, T um campo de 2-tensores simétricos em M satisfazendo (1.1) e ¢ como
em (1.2) que define o operador diferencial L, x em M; sejam Y, S, com as mesmas

propriedades em N e defina o operador diferencial Ly sy em N. Assuma que
Y =FEX, S=FT, ¥(y,t) = p(F(y),1)

em N\ B. Entio o WMP ¢ vdlido em M para o operador L, 1 x se, e somente se, o

WMP ¢ vdlido em N para o operador Ly sy .
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1.1 Uma forma equivalente ao Principio do Maximo Fraco

Observemos que a condi¢ao: “{x;} diverge em M se, e somente se, {F(zg)} di-
verge em N7 faz sentido para qualquer sequéncia divergente mesmo que F' nao esteja

globalmente definida em M pois a sequéncia pode eventualmente sair do compacto A.

Demonstracao: Suponhamos que WMP ¢ valido em M para o operador L, 7 x. Seja
v € CY(N) com v* < +o00. Sem perda de generalidade podemos assumir que v* nao
¢é atingido e é estritamente positivo. Consideremos Ky, Ky dois dominios relativamente
compactos em M tais que A C K; C K; C K. Escolhemos uma funcéo de corte (cut-off

function) suave A : M — [0, 1] satisfazendo

OemKl;
1 emM\KQ,

>
Il

e defina uma funcio u € C'(M) por

Avo F), em M\ A;
0, em A.

Afirmamos que v* = u* e que u* nao é atingido. Por construgao u* < v*. Por outro
lado, seja {7, } uma sequéncia em N tal que v(y,) ,* v*. Como v nao atinge v* a
sequéncia {7, } ¢é divergente, portanto para k suficientemente grande 7, nao pertence
a B. Pela hipétese sobre F, {7} = {F'(y,)} ¢é uma sequéncia divergente em M.
Assim u(Ty) = MTg)(v o F(Tx)) = v(7,) para k suficientemente grande, mostrando que
w(Ty) S v* e vt = u*. Além disso, u* nao é atingido, de fato, u(z) = 0 em A, e
u(z) <v(F(x)) <v*=u*em M\ A, logo u ndo atinge u*, como afirmado. Desta forma

podemos fixar v < v* suficientemente préximo de v* tal que
S, ={yeN:v(y) >7} C N\ (BUF(K:\ A4))

e considerar F1(3,) = {x € M\ A: (vo F)(x) > ~v}. Como v* = u* > 0 podemos

supor que 7y > 0 e segue que
Q,={reM:ux)>y}={re M\ A: XNz)(voF)(z) >~}

Em particular (vo F)(z) > v e entao Q, C F~1(X,).
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1.1 Uma forma equivalente ao Principio do Maximo Fraco

A validade do WMP em M resulta que para cada € > 0 existe algum ) € Ce (),
&20,&¢0talque

/F—lm s /ﬂ v

>~ [ (196l el V) (V0 V) + (X, V)

Qy

_ /F . (19l e, VU T(Vu, V) + (X, V)

= — | Vo F ) o(F(y),[V(uo FTH)T(u, 714, FY)

2y

- [ XeF Ve Fior
Xy

onde T'(u, F~1,4, F~') = T(V(uoF ), V(o F1)). Masparay € %, F~'(y) € M\ K,
e portanto
u(FH(y)) = (vo F)(F(y)) = v(y);
p=1PoF T ECT(D,), $20, §#£0;
XoF'=YeT(V(uoF™Y), V) =S(Vu, V).
Logo, sendo F' uma isometria

l;aﬁz‘i/ (19" (y, [V S(Tv, V) + (Y, Vo)g)

E"/
Isto prova que o WMP ¢ valido para o operador L, sy em N. Repetindo o mesmo
argumento trocando M por N se prova que se WMP ¢é valido em N, entao também o é
em M (note que F~!': N\ B — M\ A é uma isometria riemanniana que leva sequéncias

divergentes em sequéncias divergentes). 0

Teorema 1.1 O q-WMP € vdlido em M para o operador L se, e somente se, o - WMP
aberto € vdlido em M, ou seja, para cada f € C°(R), cada aberto Q@ C M com OS2 # 0,
e cada v € C°(Q) N CL(Q) satisfazendo

i) g(x)Lo > f(v) em 9

(1.5)
i) supg v < 400,

temos que, ou

(1.6) SuUp v = sup v
Q 09
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1.1 Uma forma equivalente ao Principio do Maximo Fraco

ou

(1.7) f(sgpv) <0.

Observacao 1.2 Observemos que o q-WMP em M para o operador L é também equi-
valente a sequinte dupla afirmacao: O q-WMP € vdlido em M para o operador L se,
e somente se, para cada f € C°(R), para cada aberto @ C M com 9Q # 0, e cada
v e C(Q)NCHR) satisfazendo

1) q(z)Lv < f(v) em ©Q,

i) infov > —o0,

temos que, ou

infv =info
Q E9)

ou

f(ilglzf v) > 0.

Demonstracgao: Consideremos que o ¢-WMP ¢é valido para o operador L em M e sejam

f, v e Q como nas hipdteses do teorema. Suponhamos que (1.6) nédo é satisfeita, ou seja

(1.8) Sup v > sup v.
Q 00

Fixemos € > 0 suficientemente pequeno tal que

(1.9) supv — 2e > supv + 2¢
Q o0
e definimos
(1.10) Uy ={z € Q:v(x) >supv — 2},
Q

Notemos que Us. # (). Além disso, para todo x € Uy, temos de (1.9)
v(x) > supwv — 2¢ > supwv + 2 > sup v,
Q o9 o9

entdo x € Q por (1.8), ou seja, Uy C €, e portanto

U. C Uy C Uy CQ,
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1.1 Uma forma equivalente ao Principio do Maximo Fraco

em que U, é definido de maneira similar a (1.10). Somando, se necessario, uma constante
positiva a v, podemos supor que supg v > 2¢ e seja vy = supo v — € > 0. Escolhemos

uma fungao corte suave ¢ : M — [0, 1] tal que

1 em U,
Y=

0em M\ Uy,

e definimos
Q,

(1.11) u(z) = | V@) em

0em M\ Q.
Temos que u € CH(M), u* < +oo e
(1.12) Lu=Lv em U..

Afirmamos que
Q,={reM:ulx)>v}=U.={xr e Q:v(r) >y =supv—¢c}.
Q

Como v(z) = u(z) em U,, é suficiente mostrar que €, C U,. Para todo z € €2, tem-se

u(z) >~ > 0. Em particular, por (1.11), e para € Q e v(z) > 0, segue que

v(z) > YP(r)v(x) =u(r) >~y = sgpv —€

e isto significa que x € U..

Como para qualquer constante o € R, L(v+«) = Lv, usando (1.12) e (1.5) deduzimos
que

Lu:L(v—i—a):LvZﬁ (v) em €2,

ou equivalentemente

q(x)Lu > f(v) em Q,.

Aplicando o ¢-WMP para u inferimos que
0> igrzlf{q(x)Lu} > igrzlff(v).

Mas €, = U, e assim, fazendo ¢ — 0" e usando a continuidade de f obtemos (1.7).
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1.1 Uma forma equivalente ao Principio do Maximo Fraco

Para a reciproca, assumimos a validade do ¢-WMP aberto para L. Suponhamos por
absurdo que o ¢-WMP néo é vélido. Entao, existe u € C'(M) com u* < 400, e v < u*

tais que
(1.13) p= i{r;f{q(x)Lu} > 0.

Isto implica que u é nao constante e portanto, como [ estd aumentando com =, escolhe-

mos 7 suficientemente proximo a u*, e podemos supor que
00, ={reM:ulx)=~}#0.
Sejam 2 = (2, e v = u|g. Por (1.13) e pelo fato de u* < 400 temos

g(x)Lv > on Q,

Supq v = u* < +00.

Como f(v) = f > 0, a alternativa (1.7) ndo pode ocorrer; e a alternativa (1.6) também
nao, porque

supv = u* >y = supuv,
Q o0

o que resulta na contradicao desejada. O

Uma leitura cuidadosa desta prova nos permite reescrever o teorema acima como

segue.

Teorema 1.2 O q-WMP € vdlido em M para o operador L se, e somente se, para cada

B € R*, cada aberto  C M com 0Q # 0, e cada v € C°(2) N CH(Q) satisfazendo
i) q(z)Lv > 3 em Q;
i) supg v < 400,

temos

Supv = supv.
Q a0

1.1.1 Parabolicidade e o Principio do Maximo Fraco

A discussdo acima e o fato de que, como explicado com alguns detalhes em [47], a
parabolicidade para o operador Laplace-Beltrami A é equivalente a uma certa forma

mais forte do WMP, sugerem introduzir a seguinte
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1.1 Uma forma equivalente ao Principio do Maximo Fraco

Definicao 1.2 Dizemos que o operador L como em (1.3) € fortemente parabdlico (SP)
em M se para cada uw € C*(M) ndo constante com u* < +oo e para cada v € R com
v < u* temos

inf{Lu} < 0.
QW
E imediato comparar esta definicao com a mais familiar

Definigao 1.3 Dizemos que o operador L € parabdlico em M se para cada u € C1(M)

com u* < 400 e Lu > 0 implicar em u constante.

E claro que a parabolicidade forte de L implica a parabolicidade de L. Para a
reciproca, se L é parabdlico e satisfaz a Propriedade 1.1 abaixo, entao L também sera
fortemente parabdlico. Observamos que ampliamos a classe funcional para Lip,..(M) ou

CO(M) N WL (M),

loc

Propriedade 1.1 Para cada aberto @ € M, se u € Lip,,.() ou C°(Q) N W21H(Q)
satisfaz Lu > 0 em Q entdo, para cada o € R fizado, a func¢do v(x) = max{u(x),a}

também satisfaz Lv > 0 em €.

De fato, assumindo a validade da Propriedade 1.1 e da Definigao 1.3 com u € C°(M)N
VVJ)’CH‘S(M ). Para ver a validade da Definicdo 1.2 argumentamos por contradigdo e
supomos que existe v nao constante com u* < 400, e v € Re v < u* tais que Lu > 0
em (2.

Incrementando y podemos assumir 02, # ), porque caso contrario Q, = M e o

resultado é imediato. Consideremos a funcao

maxc{u(z). 7+ 57} om Q.

v+ Y52 em M\ Q.

v(x) =

Entao v* = u* < +o0 e pela Propriedade 1.1 em €2, temos que Lv > 0 em (2., implicando
que Lv > 0 em M. Pela Definicao 1.3 v é constante e entao v = v+ “5= < u* = v* = v,

o que é uma contradigao.

Notemos que a Propriedade 1.1 é conhecida e valida, por exemplo, para o laplaciano e
para operadores da forma Lu = div(T(Vu, -)*)— (X, Vu). Em particular, se X = (divT)?
temos o operador do tipo traco Lu = tr(T o V2u) = div(T(Vu, -)*) — ((divT)#, Vu). Para

maiores esclarecimentos recomendamos ao leitor verificar a Defini¢ao 2.1 no Capitulo 2.
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1.1 Uma forma equivalente ao Principio do Maximo Fraco

Além disso, a Propriedade 1.1 também ¢é valida para a classe de operadores da forma
Lyqu =: div(|VulP72Vu) — (VQ,Vu) com p € (1,4+00) e Q € C®(M) uma fungao
potencial (ver Proposi¢ao 7.2 de [12] para resultados mais gerais).

Assim, a Propriedade 1.1 é uma condicao suficiente para a equivaléncia entre para-
bolicidade forte e parabolicidade para o operador L na classe Lip,.(M) ou na classe
CO(M) N WS (M). Uma questiio interessante é saber se também ¢é uma condicdo

necessaria.

Como era de se esperar temos a seguinte versao aberta da parabolicidade forte para

o operador L.

Teorema 1.3 A parabolicidade forte para o operador L como na Definicao 1.2 € equi-
valente a sequinte SP aberta: para cada f € C°(R), cada aberto Q@ C M com 0Q # () e
cada v € C°(Q) N CH(Q), ndo constante, satisfazendo

Lv > f(v) em €,

Supg v < +00

temos que, ou

SUpv = supv
Q a0

ou, para cada € > ()
(1.14) i(rjlff(v) <0

em que

U.={x € Q:v(x) >supv —e}.
Q

A prova do teorema acima é analoga a do Teorema 1.1, bastando ressaltar que a
minima, mas essencial, diferenga entre eles estd nas conclusoes (1.14) do Teorema 1.3 e

(1.7) do Teorema 1.1.

Definigcao 1.4 O operador L é Ahlfors parabdlico em M se para cada aberto 2 C M
com 0Q # () e cada v € C°(Q) NCH(Q), ndo constante, satisfazendo

Lv >0 em (Q,
(1.15)

Supq v < +00,
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1.1 Uma forma equivalente ao Principio do Maximo Fraco

temos que

(1.16) Sup v = sup v.
Q o0

Como consequéncia do Teorema 1.3 concluimos que, se L é SP entao L é Ahlfors
parabolico. Interessantemente, em estrita analogia com o Teorema 1.2, temos que a

reciproca também ¢ verdadeira.
Teorema 1.4 O operador L ¢ SP em M se, e somente se, ¢ Ahlfors parabdlico.

Demonstracao: Basta-nos provar que Ahlfors parabolicidade implica em SP. Supo-
nhamos por absurdo a existéncia de uma u € C*(M), nao constante e u* < +oo, e de

v € Revy <u” tais que infg Lu > 0, ou seja,
Lu>0 em (,.

Como u é nao constante, pela possibilidade de aumentar v podemos supor 92, # (.
Seja v = ulg entdo, para Q =Q,, v € C’(Q)NCHN), v é ndo constante em () e satisfaz

(1.15). Portanto, por (1.16),

u* =supv =supv =y
Q o9

o que é uma contradigao. 0

J& provamos um numero suficiente de condicoes que garantem a parabolicidade forte
para o operador geral L em (1.3). Entretanto, uma vez que no que segue vamos con-
siderar somente o caso ¢(x,t) = t apresentamos aqui o resultado valido para o caso

linear.

Teorema 1.5 Seja (M, (,)) uma variedade riemanniana nao compacta e L = Ly 1 x

como em (1.3), com @(x,t) =t. Assuma a existéncia de v € C*(M) tal que
v(z) = +o0 para x — oo,
L~ < 0 fora de um conjunto compacto de M.

Entdo o operador L € fortemente parabdolico.
A demonstragao deste fato é andloga a prova do Teorema A em [1], com uma mo-

dificacao no mesmo sentido da observada entre as demonstracoes do Teorema 1.1 e do

Teorema 1.3. Ver também [14].

Se Ly < 0 no sentido fraco fora de um compacto para v € C'(M) precisamos que T'

seja positivo definido.

23



1.2 Aplicacoes a hipersuperficies em produtos warped

1.2 Aplicacoes a hipersuperficies em produtos war-

ped

Seja M =1 X o P"uma variedade produto warped, em que I C R ¢é um intervalo aberto,
(P, (,)p) é uma variedade riemanniana n-dimensional e ¢ : I — R* é uma funcdo

continua. A variedade produto I x,P" estd munida com métrica

<7> = dt? + Q(t>2<7 >IP"

Cada folha P, = {t} x P, que chamaremos de um slice da folheagao t € I — P, de M, ¢
uma hipersuperficie totalmente umbilica com curvatura média constante. O campo de

vetores curvatura média H; é dado por

Ht = —H(t)at, com H(t) =

1.2.1 Graficos em produtos warped

Dada uma funcao suave v : P* — I C R, consideremos a imersdo F : P* — M = [ x P
dada pelo gréfico de u, ou seja, F'(x) = (u(x), x), e denotemos por ¥(u) a imagem F'(P™).

A métrica induzida em P" da métrica do produto warped no espaco ambiente é dada por

<7> = du® + Q<u>2<> >IP’

e o campo de vetores

B o(u) 1
N= o(u)? 4+ |Dul? (Q(u)2D 875)

define o normal unitdrio ao grafico ¥(u) satisfazendo —1 < (N,0;) < 0. A funcao

curvatura média H de 3(u) com respeito a essa orientagao é dada por

_ ¢ (u)

Du
divp =no(u —H|.
(\/ o(u)? + !Dulé) o) (\/ o(u)? + |Duf} )

Note que divp, D e | - |p sd@o tomadas com respeito a métrica original (,), de P".

Fixamos uma origem o € P" e para uy = u(0) seja
t
ds
o) = |
uo 0(8)
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1.2 Aplicacoes a hipersuperficies em produtos warped

Definindo

(1.17) w(z) = ¢(u(x)),

um calculo direto mostra que w satisfaz

oo (Do N iy [T W)
(1.18) d1Vp<\/m>— (6 ())(m H).

Nos referimos ao operador em (1.18) de operador curvatura média em (P", (,)p).

Observemos que a mudanga de varidvel em (1.17) tem uma interpretacao geométrica.
Neste caso, olhamos a métrica do produto warped como uma métrica conforme a métrica

produto em J x P em que J C R é um intervalo aberto, para maiores detalhes ver [6].

Teorema 1.6 Seja (P, (,)p) uma variedade riemanniana n-dimensional e assuma que
o WMP ¢ vdlido em P" para o operador curvatura média. Seja M = I x,P" e, para
uma fungao suave u : P — I C R, seja X(u) um grdfico em M com H* = supp H < 0.
Assuma que u e |Dulp sao limitadas superiormente. Entdo ou ¥(u) € um slice P, com

H(ug) = H* = H, ou H(u*) < H*, com u* = supp u.

Demonstragao: Assuma que X (u) nao é um slice, ou seja, que u é ndo constante, e,
por contradigao, supomos que H(u*) > H*. Por continuidade de H(t) podemos escolher
um valor regular de u, v < u*, suficientemente préximo de u* tal que H(t) > H* para

t € [y,u*]. Definimos entao w como em (1.17) e observamos que w* = suppw = ¢(u*), e
Q={zeP:ul)>v}=0={zecP:w(x) > o)}

Temos que 9 # ) pois v é um valor regular de u. Além disso, a funcao w satisfaz a

equacao

D
divp (ﬁ) = no(u) (\/%gwh% - H(x)) em ),
com
u=¢"(w).
Como por hipétese H(z) < 0 temos

H(z)

———= > H(z),
V 1+ [Dwlp
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1.2 Aplicacoes a hipersuperficies em produtos warped

entao

V1+|Duwlz 1+ [Dwp?

Por outro lado, observemos que em () temos

no(u) (ﬂ H(x)) > nQ(u)M.

H(u) > H* > H(z).

Como )
D
|Dw|I2P = | U|IP7

o(u)

|Dul? e o(u) sdo limitadas em ), entdo existe uma constante positiva C' tal que

ne(u) >C em )

V14 |Dwl|p

divp (\/%Thﬁ) > C(H(u) — H(x)) > C(H(u) — H*) > 0 em €,

SuUpo w = w* < 400.
Agora, aplicando o Teorema 1.1, como H(u*) — H* > 0, a alternativa (1.7) ndo pode
ocorrer. Temos ainda que

supw = w* > ¢(y) = supw,
Q o0

e entao a outra alternativa também nao pode ocorrer, nos dando a contradi¢ao desejada.
O

O corolario seguinte é uma consequéncia imediata do Teorema 1.6.

Corolario 1.1 Seja (P", (,)p) uma variedade riemanniana n-dimensional e assuma que
o WMP € vdlido em P" para o operador curvatura média. Seja M = I x,P" e para
uma funcdo suave u: P — I C R seja X(u) um grdfico minimo em M. Assuma que u e
|Dulp sdo limitadas superiormente. Entao ou 3(u) € um slice Py, com ¢ (ug) = 0, ou

o (u*) <0, com u* = supp u.

No proximo resultado estimamos H inferiormente.
Teorema 1.7 Seja (P", (,)p) uma variedade riemanniana n-dimensional e assuma que
o WMP ¢ vdlido em P™ para o operador curvatura média. Considere U C P um aberto
comOU # 0 e M =1 x,P". Parau € CO(U)NC®U) com u(lUd) C I, seja S(u) um

grdfico em M com supy, H < 0. Assuma que u e |Dulp sio limitadas superiormente. Se

supy, u > Supgy, u entdo H(sup, u) < sup, H.
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1.2 Aplicacoes a hipersuperficies em produtos warped

Demonstracao: Como sup;,u > supg, v temos que v é nao constante. Suponhamos
por absurdo que H(sup, u) > sup,, H. Escolhemos v < sup,, u, suficientemente préximo

de supy, u tal que H(t) > sup, H para t € [y,supy u, e Q, C U, em que
Q, ={r el :u(x) >~}
Agora procedemos como na prova do Teorema 1.6 e obtemos a contradicao desejada. [J

Corolario 1.2 Seja (P", (,)p) uma variedade riemanniana n-dimensional e assuma que
o WMP ¢ vdlido em P™ para o operador curvatura média. Considere U C P um aberto
com U # D e M =1x,P" com ¢ >0. Parau e CO(U)NC®U) com uU) C I, seja
Y(u) um grdfico minimo em M. Assuma que u e |Dulp sdo limitadas superiormente.

Entao sup, u = supgy, u.

Nos resultados acima assumimos a validade do WMP para o operador curvatura
média. Uma condicao suficiente para isso é dada pela completude da variedade rieman-
niana (P", (,)p) em conjunto com a seguinte condi¢ao de crescimento do volume
log vol B, -

lim inf

2 +OO’
r—-+00 'S

em que B, é a bola geodésica em P centrada em o e de raio r. Mais precisamente,

Teorema 1.8 ([47]) Seja (M, (,)) uma variedade completa. Assuma que

1 IB,
(1.19) lim inf —> 2 < oo,
r—+00 r
Seja v € C*(M) tal que u* = supy, u < +00, € 0 campo 3: B seja Ct. Entdo, dado

v € R tal que
Q,={zecld:ulx)>~}#0

temos infq div< Du ) <0

V1 ul?
Sendo assim, podemos escrever o Teoremal.6 na seguinte versao, cuja demonstracao é

imediata.

Teorema 1.9 Seja (P", (,)p) uma variedade riemanniana n-dimensional completa. Fize
uma origem o € P e suponha que a condi¢do (1.19) € satisfeita. Seja M = R x,P" e
para u € C®°(P) considere ¥(u) um grdfico em M com H* = supp H < 0. Assuma que
uw e |Dulp sdo limitadas superiormente. Entao ou X(u) € um slice Py, com H(ug) =

H*=H, ouH(u*) < H*, com u* = supp u.
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1.2 Aplicacoes a hipersuperficies em produtos warped

1.2.2 Hipersuperficies com curvatura média de ordem superior

constante

Comecamos com o caso em que a curvatura média é constante. Primeiramente precisa-

mos de algumas defini¢oes. Dada uma hipersuperficie isometricamente imersa
F:Y"— M=1x,P"

sua fungao altura h € C*(X") é definida como h = 7y o F', em que 7; denota a projegao

no fator / C R. Em [ introduzimos a funcao

(1.20) o(t) = /t ofr)dr

para algum ¢, € [ fixo, e, quando a hipersuperficie é orientavel, denotaremos © a funcao

angulo © : ¥" — [—1, 1] dada por
@ — <N, (9t>

em que N denota a escolha de um campo de vetores unitarios normais a ¥". Um calculo

simples mostra que

IVh]?=1-6% em X"

Lembramos que uma variedade riemanniana M é estocasticamente completa se para
algum (z,t) € M x (0, +00)

plz,y,t)dy =1,
M

em que p: M x M x Rt — R é o nicleo do calor do operador Laplace-Beltrami.

Pigola, Rigoli e Setti em [46] demonstraram que a completude estocdstica de uma
variedade riemanniana ¢ equivalente a validade do WMP para operador Laplace-Beltrami
A. E neste sentido que utilizaremos a completude estocastica da variedade. Para maiores

detalhes ver [46].

Teorema 1.10 Seja F' : X" — I x, P" wma hipersuperficie de curvatura média H
constante, estocasticamente completa, tal que, para uma orientacao adequada do normal
N, H > 0. Suponha que a funcao altura h € limitada superiormente em ¥X". Se 7 € R

¢ tal que H(t) > H, H' > 0 para t > 7, entao h(x) <71 em X".
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1.2 Aplicacoes a hipersuperficies em produtos warped

Demonstracao: Por contradigao suponhamos que sups. h = h* > 7. Observemos que
h nao pode ser constante em X", caso contrario h = h* e F'(X") seria um slice {h*} x P"
com curvatura média constante H = H(h*), mas H é nao decrescente para t > 7, e
h* > 7 o que implicaria H = H(h*) > H(7), contradizendo a hipdtese de H < H(r).
Logo h é nao constante e podemos escolher um valor regular 75, com 7 < 79 < h*, de

modo que o bordo de €2, é nao vazio, em que
Q, ={reX":h(x) >}
Da Proposigao 6 em [7] temos
Ao o h) =no(h)(H(h) + OH).

Pelas hip6teses sobre H(7) e H' conclui-se para t > 7 que H(t) > H(r) > H > 0.
Assim, em Q. temos o(h) > o(19) > 0 e H(h) > H(rp) > H(r) > H. Como H >0 e
-1 <O <0entao OH > —H ¢

H(h) +OH > H(h) — H > H(r) — H > 0,

assim

A(o o h) = no(mo)(H(ro) — H) em Q.
De (1.20), o(t) é uma funcao crescente e portanto
Aoy ={z € X" s o(h(x)) > o(10)} = Q€ ONg(ry) = 08y
Tomemos 2 = Ay e v = o(h)|g, entdo
Av > no(19)(H(mg) — H) > 0 em €,
supn v = o(h*) < 4o0.

Aplicando o Teorema 1.1 devemos ter ou H(7) — H < 0 ou supgv = supygv. Mas
H(m9) > H > H e supgv = a(h*) > o(79) = supyq v, obtendo assim uma contradigao.
0

Agora vamos focar nossa atengao nas curvaturas de maior grau. Novamente neces-
sitamos de algumas definigoes e alguns fatos tteis. Seja A o operador Weingarten na

direcao de N. Seus autovalores ki,...,k, sao chamados de curvaturas principais na
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1.2 Aplicacoes a hipersuperficies em produtos warped

direcao de N da hipersuperficie orientavel ¥". Suas funcoes simétricas elementares S,

k=0,...,n, Sy =1, definem a k-curvatura média da hipersuperficie pela férmula

—1
n
n (1) s

Assim, H; = H é a curvatura média, H, é a curvatura de Gauss-Kronecker. Os tensores

de Newton associados a imersao sao definidos indutivamente por
Py=1, P, =5y — Ao P4,
em que [ é a identidade em T'>". Para uso posterior, note que
trPy = (n — k)Sk, trAo P, = (k4 1)Ski1.

Associado a cada tensor de Newton definido globalmente P : TS"™ — T'3", consideramos

o operador diferencial de segunda ordem Ly : C*(¥X") — C*>(X") dado por
(1.21) Liu = tr(Py o V2u).

Em particular, Lo é o operador Laplace-Beltrami. E imediato da Definicao 2.1 e da

equagao (2.3), ambas do Capitulo 2, que
Lyu = div(Py(Vu)) — ((div P )¥, Vu).

Isto implica que L é eliptico se, e somente se, P, é positivo definido.

Note que a elipticidade do operador L, é garantida assumindo que Hs > 0. De fato,
se isso acontece a curvatura média nao se anula em 3", pela inequagao basica Hi > Hy.

Portanto, a imersao é automaticamente orientavel. Ademais

n?H? = Z/{? +n(n—1)Hy > K2

j=1
para todo ¢ = 1,...,n, e assim os autovalores (1, de P satisfazem p1; = nHy — r; > 0
para todo ¢, escolhendo N para que H; > 0. Isto mostra a elipticidade de L;. Em
relacao a L; quando j > 2, assumiremos a existéncia de um ponto eliptico em X", ou
seja, um ponto p € X" no qual o operador de Weingarten A tem autovalores positivos
com respeito a uma orientacao apropriada. Pelo Lema 1 em [36], a existéncia de p
implica que se H; > 0 em toda X" entao o mesmo acontece para H;, j =1,...,k—1,¢

aplicando as inequagoes de Garding [26], temos

H>HY?>. . >H/Y > g% >0 em o,
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1.2 Aplicacoes a hipersuperficies em produtos warped

com igualdade em qualquer nivel somente nos pontos umbilicos. Em particular, a hiper-
superficie é orientdvel. Além disso, pela Proposi¢ao 3.2 em [8] também sabemos que cada
operador L; ¢ eliptico para j < k—1. Observemos que a existéncia de um ponto eliptico
nao ¢ garantida, em geral, mesmo no caso compacto; esferas totalmente geodésicas e o
toro de Clifford em S™*! sao exemplos de hipersuperficies isoparamétricas, compactas
sem pontos elipticos. No entanto, nao é dificil ver que toda hipersuperficie compacta em

um hemisfério aberto tem pontos elipticos.

No que segue indicaremos por K, a curvatura seccional da variedade riemanniana M.
A fim de garantir a validade do WMP para o tipo de operadores que usaremos no préximo
resultado, ou seja, operadores do tipo traco que nao podem ser colocados na forma
divergente, utilizaremos a forma do principio do maximo forte para tais operadores, isto
¢, assumiremos um limite inferior para Ky» (ver [7]). Isso poderia ter sido feito também
no Teorema 1.10 relaxando a hip6tese sobre Kyn para a curvatura de Ricci de X" (ver

[47])-

Teorema 1.11 Seja F': X" — I X, P" uma hipersuperficie completa com k-curvatura
média constante para algum 2 < k < n e sups. |Hy| < +00. Assuma a ezisténcia de
um ponto eliptico em X" tal que, para uma orientacao adequada do normal N, Hy > 0.
Suponha

Ky (z) > =G*(r(z))

para alguma G € C'(R™) satisfazendo

HNG0)>0;  W)G'(t)>0; i) Gtt) ¢ L'(+00).

Assuma que existe T € R tal que H(T) > H,i/k, com H' > 0 para t > 7, e seja 2, =
{r € ¥ : h(z) > 7}. Se a fungdo altura h € limitada superiormente em X", entao ou

supg, © >0 ou Q; =0, ou seja, h(z) < 7 em X"

Demonstragao: Assuma que 2, # () e por contradicao suponha que © < 0 em €.

Consideremos que o WMP seja valido em X" para o operador Lj_; definido na equacgao

(1.21), em fungoes C?*(X™), por

Lk_lu = tI’(Pk_l o VZU),

31



1.2 Aplicacoes a hipersuperficies em produtos warped

em que, pela equacdo (34) em [7],

k—1
Py = (=1) C’;flﬂ(h)’f—l—j@jzaj.
=0 ’

com ¢ = (n—k)(}) = (k+1)(,},)-

Como 2, # 0, entdo h* > 7. Se h é constante em X", entdo h = h* e F(X") é um
slice {h*} x P com k-curvatura média Hy = H(h*)*. Mas H é ndo decrescente para
t > 7, o que implica

HE = H(h*) > H(r),

o que contradiz a hipdtese H(7) > H k% Desta maneira podemos supor que h é nao
constante e assim podemos fixar um valor regular 7 < 79 < h* para o qual 99, # 0.
Note que como €, C €2, entdo © < 0 em €),,. Novamente, pela equacdo (34) em [7],
temos

Li_1(0oh) = ci_ro(h) (H(h)* + (—1)F 'O Hy) em Q.

Pelas hipéteses sobre H(7) e H' conclui-se que para t > 7 que H(t) > H(r) > HF > 0.
Assim, em Q. temos o(h) > o(79) > 0 e H(h)F > H(79)* > H(7)* > Hy. Como Hy > 0,
entao (—1)*'O*H, > —Hj, e

H(h)" + (1) 10" Hy, > H(h)* — Hy > H(r)" — Hi >0,

implicando que

Li_1(coh) > cp10(m0)(H(10)" — Hp) em Q.
De (1.20), o(t) ¢ uma funcado crescente e consequentemente
Aoy ={z € X" s o(h(x)) > 0(10)} = Qry € ONj(ry) = 08,
Tomamos Q2 = A,(-,) e v = o(h)|g, de modo que

Lk,1’0 > Ck,1Q<To>(%(To)k — Hk) >0 em Q,

supo v = o(h*) < 4o0.

Aplicando o Teorema 1.1 devemos ter ou H(79)* — Hy, < 0, que é impossivel, ou supg v =
Supyq v, que também nao é possivel porque sup,, v = o(h*) > o(19) = supyg v, 0 que nos

da a contradigao.
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Nos resta provar a validade do WMP em X" para L;_;. Nas hipdteses do teorema

sabemos que
(1.22) Ho>HP >8>0 j=1,.. k1

Assim temos H(h) > 0 em X" e P,_; é positivo definido

k—1

tr(Peo1) = o1 Y |OPH () H,
j=0

> Ck717‘[<h)k71 >0 em X"

Além disso,

e usando (1.22) obtemos
(1.23) 0 < tr(Pe1)(x) <A

em X", para alguma constante positiva A.

Pela hipétese sobre a curvatura seccional de £" e usando o Teorema 3 em [4], temos

m—WMP é valido em X" para o operador L;_;. Como, de (1.23), m é

limitada inferiormente por uma constante positiva e entao o WMP ¢é valido para Lj_;.
O

que

Observacao 1.3 O Teorema 1.11 complementa o Teorema 21 de [7] e estende a pri-

meira parte da Proposi¢ao 4 de [25] para o caso nao compacto.

1.3 Aplicacoes a hipersuperficies em espacos produ-

tos

No que segue consideraremos o caso de um produto riemanniano R x P"”. De agora em

diante, se a fungao angulo © de uma hipersuperficie orientavel nao muda de sinal, a
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orientacao de N sera escolhida de tal forma que ©® < 0. Observemos que se a hipersu-
perficie é um gréfico local sobre P" entao ou © > 0 ou © < 0. Assim, pedir que © nao
mude de sinal é uma hipdtese mais fraca que pedir que a hipersuperficie seja um grafico

local.

1.3.1 Hipersuperficies com curvatura média de ordem superior

constante

Comegamos considerando o caso de curvatura média costante. A equagao (3.8) do
Teorema 3.1 de [5] mostra que se F': ¥ — R x P" é uma hipersuperficie orientavel com
curvatura média constante e

¢ =hH+0
entao
(1.24) Ap=—0 <|A|2 — nH? + Rics(N, N)) .

Aqui A é o operador de Weingarten da hipersuperficie e N denota a projecao de N sobre
o fibrado P", ou seja,

N = (N,8,)0, + N.

Em particular,

(1.25) IN|2 = |VA]> < 1.
Também temos

(1.26) Ah =nH®O.

Lembrando que o WMP para A em X" é equivalente a completude estocéstica de

(X", (,)), temos

Teorema 1.12 Seja F : X" — R x P™ uma hipersuperficie estocasticamente completa

com curvatura média constante H > 0. Suponha que para algum o > 0

(1.27) Ricp > —na
€
(1.28) H? > a.
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Seja Q C X" um aberto com 9 # () tal que F () estd contida em um slab e F(9) C
]PO = {O} x P, Se

(1.29) B=supO® <0
Q
entao
A+BHH|  on

Em particular, isto acontece para todo conjunto relativamente compacto 2 C X™ com

00 # 0 tal que F(OQ) C Py = {0} x P" e 8 = sup, © < 0.
Demonstragao: Seja § > 0 tal que
0 2
a<a+-—< HY
n

e consideremos a funcao

2 _ 4 —
oz—|—5/nh:@+H « 5/nh.

v=9-—pg H

Usando (1.24) e (1.26) obtemos
A = —O(JA]> — nH? + Ricp(N, N) + na + 6).
De (1.27), (1.25) e pelo fato de que a > 0, temos
Ricp(N, N) > —na|N|2 = —na|Vh|? > —na em 2.
Como |A|* > nH?, resulta que A > —0O4 em X", e por (1.29) temos
AY > —06 > —p5>0 em Q.
Definimos v = ¢|g. Como F(Q2) estd contido em um slab temos

Av > —£6 >0 em
(1.31) 25
Supqg v < +00.
Como X" é estocasticamente completa e a alternativa (1.7) do Teorema 1.1 nao pode

ocorrer, obtemos

SuUp v = sup v.
Q o0
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1.3 Aplicacoes a hipersuperficies em espacos produtos

Mas F(092) C {0} x P" entdao h =0 em 0f2 e assim v = ¢ = O < [ em 052, entao

b > supv = supwv.

o9 Q
Assim, podemos concluir que
H?> —a—9§ H?> —a—9§
5zu—¢—@++/”hz—1++/"h em €,
ou seja,
1 H
(1+5) em Q.

W) < H?—a—4§/n

para cada d > 0 tal que a < a + §/n < H?. Fazendo § — 0 concluimos

(1+pB)H

(1.32) W) < S

em ).
Por outro lado, de (1.26) e (1.29)
Ah <nHf <0 em ,

e como F'(Q2) esta contido em um slab, a fungdo w = h|g ¢ limitada inferiormente. Assim

podemos escrever
Aw <nHp <0, em §;

info w > +o00.

Com o raciocinio andlogo ao acima, usando agora os dois fatos descritos na Ob-
servacao 1.2, obtemos

infw = infw =0,
Q EI9)

ou seja,

(1.33) w=h(z)>0 em .

Colocando (1.32) e (1.33) juntas obtemos (1.30).

A dltima afirmagao segue do fato que sendo (2 relativamente compacto, F'(2) esta

contido em um slab. O

Observacao 1.4 No Teorema 1.12 se assumirmos " parabdlica para o operador Laplace-

Beltrami A, entao (1.29) pode ser relaxada a

O <0 em €,
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1.3 Aplicacoes a hipersuperficies em espacos produtos

concluindo (1.30) sem nenhuma mudanca. Para ver isto, observemos simplesmente que

como 3 poderia ser 0, em vez de (1.31) terfamos

Av >0 em §;

Supq v < +00.

Da parabolicidade Ahlfors ou
(1.34) SuUp v = sup v
Q o9
ou v é constante em (2, e neste ltimo caso (1.34) ainda é valida. O resto da demostracao

¢ como no Teorema 1.12. O mesmo raciocinio se aplica para o limite inferior h(z) > 0.

Observamos também que no caso “limite” o = 0, em outras palavras, o caso Ricp > 0,
pode ser facilmente obtido. De fato, fixemos & > 0 suficientemente pequeno de tal
maneira que (1.28) seja vélida. Entao (1.27) é obviamente verdade com & no lugar de
«. Aplicando o Teorema 1.12 e fazendo & | 07, no lugar de (1.30) obtemos uma melhor

estimativa da altura
1
F(Q) C [0, (1+ 6)—} x P,
H
Assim, juntando as observagoes acima, temos que se fortalecemos a hipotese, de estocas-

ticamente completa para a parabolicidade do operador A e exigimos Ricp > 0 podemos

eliminar (1.28) e relaxar (1.29) para © < 0 em (2 e obter a estimativa de altura

F(Q) C {0,%} x P,

Em outras palavras temos

Coroldario 1.3 Seja ' : X" — R X P uma hipersuperficie parabdlica com curvatura
média constante H > 0 e assuma Ricp > 0. Seja Q C X" um aberto com 02 # () tal que
F(Q) estd contido em um slab e F(02) C Py = {0} x P". Se © <0 em Q) entdo

F(Q) C {o,l} x P,

H

Este resultado estd de acordo com as estimativas de altura obtidas por Rosenberg e

Cheng para ™ compacta, conforme [16] (ver também [32]).

O proximo resultado estende o Teorema 1.12 para curvatura média de ordem superior.
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1.3 Aplicacoes a hipersuperficies em espacos produtos

Teorema 1.13 Seja F' : X" — R x P" uma hipersuperficie imersa com k-curvatura
média Hy constante, nao nula, para algum k = 2,...,n, e com um ponto eliptico. Esco-

lha o normal N tal que Hy > 0 e suponha que para algum o > 0
(1.35) Kp > —a.
Suponha ainda que

k41

(1.36) H,* > aH; |, em que H{_; = sup Hy_1(z),
»n

e que o WMP seja vdlido em X" para o operador Ly_1. Seja 2 C X" um aberto com

00 #£ 0 tal que F(QQ) estd contido em um slab e F(0Q) C Py = {0} x P™. Se

(1.37) B =supO <0
Q
entao
(1+ B)Hy
(1.38) F(Q)c |0, —— x P".
H* —aH;

Demonstracao: Consideremos a fungao
¢=H/'"h+0.

Sabemos de (21) da Proposi¢ao 6 em [7] que

(1.39) Ly 1h = ¢,_1H}0,

em que cp_1 = k(’;) Por outro lado, como Hj, é constante, do Lema 27 em [7] também

temos

n | 712
(140)  Ly1© = =0 ) (nH1 Hy — (n — k) i) @Zﬂk i Kp(E;, N)|E; A N|2.
Aqui os p—1,'s sao os autovalores de Py, {E1, ..., E,} é um referencial ortonormal

local em " que diagonaliza A, e o simbolo “ ~” denota a projecao na fibra P* de um

campo de vetores do espaco produto R x P™, ou seja,

N: (N,at>8t—|—N (§] E,L: <Ei,at>at+Ei, ?::1,...,”
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1.3 Aplicacoes a hipersuperficies em espacos produtos

Lembramos que Lj_; é eliptico ou, equivalentemente, que os autovalores 1 ; sao todos

positivos. Segue de (1.39) e (1.40) que

n

Ly =-0 (k

k1 - A
)(nHlHk — (n = k)Hppr — kH," ) = O ppy ;Kp(Ei, N)|E; ANP.

i=1
Usando as inequagoes de Garding,

k+1 k+1 k+1 k+1

nH\H, — kH,* >nH,* —kH,* =(n—-k)H," ,

portanto
A kt1
nHyHy, — kH,* — (n—k)He > (n— k)(H,* — Hiyy) >0,
logo
(1.41) Li¢ > =0 1 Ke(Ey, N)|E; A NP,

=1

Para algum 6 > 0 tal que
w
oy | <aH; | +0<H.”
consideremos a funcao

aHj_ ;496 _o4
Hy, Hy,

b=0¢-

Entao usando (1.39) e (1.41) obtemos

(1.42) Lyt > =0 1 Kp(Ey, N)|E; AN|* = Ocy_y (aHj_y +6).

i=1

Observemos que
(1.43) |E; AN? = |Vh|? = (B, VA < |VA[> < 1.

De (1.35), (1.43), do fato de que o > 0 e que cada py_1,; > 0, temos

Z 1 Kp(Ey, N|E; AN > —a Z fe—1:|Vh]* > —atr(Py_y)
i—1 i—1
= —acg_1Hy 1 > —ac,1 Hj_,
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1.3 Aplicacoes a hipersuperficies em espacos produtos

ou seja,
(1.44) > n—1iKe(Ei, N)|E; AN* > —acy_1 Hy .
=1

Finalmente, de (1.42), (1.44) e (1.37) obtemos
L1 > =100 > —cp_130 em ().
Definimos v = ¢|g. como F(2) esta contido em um slab podemos escrever

Ly v > —Ck,1ﬁ5 >0 em Q,

Supg v < +00.

Assim, como o WMP é vélido em X" para L;_; e a alternativa (1.7) do Teorema 1.1 nao
pode ocorrer temos

SUp v = sup v.
Q o0

Mas F(092) C {0} x P" o que implica que h = 0 em 0f2 entdo v =9 = © < § em 0,
implicando que

£ > supwv = supw.

[2)9] Q
Segue dai
H' —aHi  —6 H —aH  —6
Boo=gp=0+k "I T 0 > g Tk T 70 o)
Hk Hk
ou seja,
1 H
M) < — PO g

k
Tk * -
H, aH} | —9

k41

para cada ¢ > 0 tal que aH;_; < aH; 4+ < H.* . Fazendo 6 — 0% obtemos

1+ 8)H,
(1.45) By < —SEDH g
H,* —aH;

Por outro lado, de (1.37) e (1.39)

Li_1h <c,_1H,p <0 em ),
e concluimos como no Teorema 1.12 que
(1.46) h(z) >0 em €.

De (1.45) e (1.46) concluimos (1.38). O
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1.3 Aplicacoes a hipersuperficies em espacos produtos

Observacao 1.5 A seguinte versao do Teorema 1.13 para o caso “limite” a = 0 pode ser
obtida raciocinando de maneira similar a Observacao 1.4, usada para provar o Corolério

1.3.

Corolario 1.4 Seja F : X" — R x P™ uma hipersuperficie imersa com k-curvatura
média Hj, constante, para algum k = 2,... n, com um ponto eliptico (em particular,
Hy #0), e assuma Kp > 0. Escolha o normal N tal que Hy > 0, e assuma que 3™ €
Ly_1 parabdlica. Seja Q@ C X" um aberto com 9Q # 0 tal que F () estd contido em um
slab e F(0Q2) C Py ={0} x P*. Se © <0 em 2 entdo

F(Q) C

Hy;

1
O, —1] x P,

1.3.2 Hipdteses alternativas para os Teoremas 1.12 e 1.13

Em relacao ao Teorema 1.12, é importante ressaltar que existem condigoes geométricas
que implicam a completude estocastica de ¥™ ou, de forma equivalente, a validade do
WMP para o operador laplaciano. Por exemplo, como comprovado por Grigor'yan em

[29] (ver também [30]), a completude de X" e a condigao de crescimento de volume

r

(1.47) ¢ L'(+00),

log vol B,

em que B, é a bola geodésica em " centrada em uma origem fixa e de raio r, implicam

a validade de WMP para o A em ™. A condigao (1.47) é vélida, em particular, se

log vol B
(1.48) lim inf 285"

+00.
r—-+00 7“2

Portanto, o Teorema 1.12 continua valido se trocarmos a completude estocastica pela

completude e, ou a condigao (1.47) ou a condigao (1.48).

Por outro lado, se no Teorema 1.12 em vez de Ricp > —na, assumirmos que

para algum a > 0, entao obviamente Ricp > —na. Além disso, pela equacao de Gauss

para a hipersuperficie X" temos

Ken(X)Y) = K(X,Y)+ (AX, X)(AY,Y) — (AX,Y)?
> K(X,Y)-2[AP,
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1.3 Aplicacoes a hipersuperficies em espacos produtos

em que {X,Y} é uma base ortonormal para algum 2-dimensional plano tangente a X",
Aqui K(X,Y) denota a curvatura seccional no espaco ambiente R x P* do 2-dimensional

plano gerado por {X,Y}. Observemos que
K(X,Y) = Kp(X, V)X AY]%,
em que X e Y denotam as projecoes de X e Y no fibrado P", respectivamente, ou seja,
X =(X,0)0,+X ¢ Y ={(Y,0)0,+Y.

Entao, usando que

IXAYP<|XAY]P=1
obtemos que K(X,Y) > —a e portanto
(1.50) Ksn(X,Y) > —a —2|A]%

Logo, fixando uma origem o € ¥" e denotando por r(z) a func¢do distancia a o em X",

se
(1.51) |A(z)] < G(r(z))
concluimos de (1.50) que a curvatura seccional radial de o satisfaz
Ksn(x) > —a — 2G(r(x))?.
Assim, se X" é completa e assumimos G € C'([0, +00)) satisfazendo
(i) G(0) >0, (ii) G'(t) > 0 e (iii) 1/G(t) & L*(+o0),

pelo Teorema 3 em [4] o Principio do Maximo de Omori-Yau (portanto o WMP) é
valido em ¥" para o A. Como consequéncia, o Teorema 1.12 continua verdadeiro se
trocarmos a completude estocéstica e a condigao (1.27) sobre curvatura de Ricci de
P pela completude, a condigao (1.49) sobre a curvatura seccional de P"; e a condigao
(1.51) sobre o crescimento da segunda forma fundamental de X", em que G satisfaz as

condicoes acima.

Finalmente, um outro caminho para se obter a completude estocastica de X™ no
Teorema 1.12 é aplicar o teste de Khas'minskii [33], no qual afirma que uma variedade

riemanniana é estocasticamente completa se admite uma funcao v € C?, tal que

v(z) = +o0 quando x — o0;

A~y < My, fora de um subconjunto compacto,
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1.3 Aplicacoes a hipersuperficies em espacos produtos

para alguma constante positiva A > 0. Segue daqui, que o Teorema 1.12 continua valido
se substituirmos a completude estocastica pela condicao de h : ¥X* — R tenda ao +oo
quando z — oo, sem precisar da hipotese da variedade ser completa. Na verdade, como

H > 0 é constante, segue de (1.26) que
Ah <nH < +o0.

Logo, pelo teste de Khas'minskii com v = h, obtemos a completude estocéastica de 2.

Como no caso do Teorema 1.12, podemos forcecer hipéteses alternativas do Teorema
1.13, ou seja, sob condigoes geométricas apropriadas, temos a validade do WMP em X"
para o operador L;_;. Por exemplo, assuma que X" é completa e que para uma origem

fixada o € X",

(1.52) |A(z)| < G(r(z)),

em que r(z) denota a fungao distancia a 0 em X" e G € C1([0, +00)) satisfaz
(i) G(0) > 0, (ii) G'(t) > 0 e (iii) 1/G(t) € L*(4+00).

Segue, como anteriormente (ver a prova de (1.50)), que as curvaturas seccionais radiais

de o satisfazem
(1.53) Ksn(z) > —a — 2G(r(z))%

Agora observemos que (1.53), a completude de X" e o fato que Hy_i(z) > 0 em X"
implicam, pelo Teorema 3 em [4], a validade do ¢-principio do maximo de Omori-Yau

em X" para Lp_q, com
1

Ck—lHk—l(l’).
Em particular, a validade do ¢-WMP em " para L,_;. Entretanto, como Hy_i(zx) é

q(z) =

limitada superiormente em X" por (1.36), entao ¢(x) é limitada inferiormente por uma
constante positiva, e pela observacao depois da Definigao 1.1 isso implica na validade
do WMP para Ly em ¥". Como consequéncia, o Teorema 1.13 continua vélido se
substituirmos a validade do WMP em X" para o operador L;_; pela completude de >"

e a condicao (1.52) sobre crescimento da sua segunda forma fundamental.

Por outro lado, uma maneira de fornecer outra hipétese alternativa do Teorema 1.12

foi o de aplicar o critério de Khas'minskii para a completude estocastica de X". No

43



1.4 Aplicagoes a graficos de Killing

Teorema A de [1] temos que um teste similar resulta na validade do WMP para uma
classe ampla de operadores incluindo os operadores do tipo L,_; considerados acima.
Em particular, o Teorema A em [1] com ¢(z) =1 e L = Ly_; diz que o WMP é valido

em X" para o operador L;_; se X" admite uma funcao v € C? tal que

v(z) — 400 quando z — o0;

Ly_1v < B, fora de um subconjunto compacto,

para alguma constante B > 0. Segue daqui que o Teorema 1.13 continua verdadeiro se
mudarmos a validade do WMP em " para o operador L;_; pela condi¢ao que h : X" —
R se aproxime do 400 quando z — oo (sem exigir que a variedade seja completa). De

fato, como Hy > 0 é constante, segue de (1.39) que
Li_1h < ¢ Hy < +00.

Portanto, escolhendo v = h obtemos a validade do WMP em X" para o operador Lj_;.

1.4 Aplicacoes a graficos de Killing

Trataremos agora o caso em que a variedade M"*! estd munida de um campo de vetores
Killing Y, nao singular, com linhas de fluxo completo e distribui¢iao ortogonal § = (Y )+
integravel, ou seja, de acordo com o Teorema de Frobenius, [U, V] € ¢ para todo U,V € .
Seja P uma folha integral fixa. Note que as folhas da folheagao sao hipersuperficies
totalmente geodésicas de M™1. O fluxo ® : R x P — M"*! gerado por Y aplica
isometricamente P = Py na folha Py = ®(IP) para qualquer s € R, em que &5 = P(s, ).

Consideremos a imersao F : P — M"*! dada por

para alguma funcao suave u : P — R. Neste caso a hipersuperficie F'(P) é chamada de
grafico de Killing de u (ver [24]). Como Y é ndo singular podemos definir v = |Y|~2 > 0.
O normal unitario ao grafico é dado por

1
V(@) + [Dul?(x)

em que D denota a derivada covariante em P e, por simplicidade de notacao, denotamos

N(x) = (v(@)Y (2) = @y, (Du())) |

por v e Y as restricoes de v e Y em P ao longo de F. O gréfico de Killing F' tem

44



1.4 Aplicagoes a graficos de Killing

curvatura média constante H, na dire¢ao do normal N, se, e somente se, (ver [3])
D
(1.54) Lu = divieg 5 ( V[;L) =nH em P,

em que,
W = /v + |Dul?

e L é o operador

. Du Du Du D~y Du
(1.55) Lu = div (W) — <V(logﬂ),W> = div (W) — <g,w>7
conforme definido em (2.2). Aqui div é a divergéncia em P. Temos entao o seguinte

Teorema 1.14 Sejam M"*' uma variedade riemanniana completa munida de wm campo
de Killing completo Y e P uma folha integral da folheacao de Killing. Considere F' =

F, : P — M™" um grdfico de Killing com curvatura média constante H > 0. Assuma

que
(1.56) sup |Y] < +o0
P
e
.. log fBR Y]
(1.57) 1}1{2&%7 < +o00,

em que Br = Bgr(0) € a bola geodésica em P centrada em uma origem fiza o e com raio
geodésico R. Se existe um valor reqular T de u tal que u € limitada superiormente em

alguma componete conexa do conjunto
Q ={zreX ulx)>r}
entao o grdfico de Killing é minimo.

Demonstracao: Primeiramente, verificamos a validade do WMP para o operador L
(1.55) definido em P aplicando o Teorema 6 de [3]. Para aplicar o Teorema 6 de [3]
observamos que P é completa e, seguindo a notagao do Teorema 6 de [3]|, tomamos

= log \/y(z) = —log Y ()], e escolhemos h a métrica em P, tal que h_ e h, sdo

ambas identicamente iguais a 1. Definimos

t

oz, t) = W
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Entao ¢ claramente satisfaz i), ii) e iii) em (19) de [3] com

Observemos que as condigoes de estrutura (19) de [3] sdo as condigoes em (1.2). Temos
que a hipdtese (20) de [3] é garantida por (1.56). Seguindo ainda a notagao do Teorema
6 de [3], escolhemos ¢ = 0 e u = 0, tais que 7 = —2. Entao, a hipdtese (24) de [3]
corresponde a nossa condi¢ao (1.57). Assim, segue do Teorema 6 de [3] que para cada
fungao u € C*(P) tal que u* = suppu < +00 e cada v < u* temos

iélfLu <0, com Q,={zeP:u(zr)>n~}
Em outras palavras, obtemos a validade do WMP para o operador L de (1.55) em P.

Seja {2 uma componente conexa de ), em que u é limitada superiormente. Note que
0 #00 C{xeP:ulr)=r7} Sejav = ulg. Por contradi¢do, suponha H > 0. De
(1.54)
Lv=nH >0 em §;

Supg v < +00.

Aplicando o Teorema 1.1, como H > 0 a alternativa (1.7) ndo pode ocorrer, entao
concluimos que

SUpv = supv = T,
Q o0

isto é, u =7 em Qe F,(x) = &(r,2) C P, em Q. Assim, 2 com a métrica induzida
¢ isométrico a um aberto de P, que é totalmente geodésico em M™*!, implicando que
H = 0, o que é uma contradicao. Do teorema acima deduzimos o corolério a seguir

relacionado com os resultados apresentados em [3].

Corolario 1.5 Nas hipoteses do Teorema 1.14 se u € limitada superiormente entao o

grdfico de Killing F, : P — M™' é minimo.
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Capitulo 2

Estimativas com autovalores

Nosso objetivo aqui serd provar os Teoremas 2.1, 2.2 e 2.3. O primeiro é uma gene-
ralizacao de resultados decorrentes da primeira inequacao de Yang, como por exemplo
de (7), o segundo generaliza o limite inferior para a média dos k primeiros autovalores
baseado na Conjectura de Pdlya (10), enquanto que o terceiro estende a estimativa (9)
que nos fornece um limite superior para o k-ésimo autovalor em funcao do primeiro
autovalor. Para isso comecaremos definindo um operador que nos remete a resultados
bem gerais bem como aplicar um céalculo tensorial livre de contas em coordenadas. Além
disso, espera-se que este operador seja 1til para a obtencao de ferramentas de rigidez ou

caracterizagao de objetos geométricos conhecidos.

Ressaltamos que por motivos convencionais a notacao utilizada neste capitulo sera

um pouco diversa da notacao do capitulo anterior.

2.1 Motivando a definicao do operador L

Relembremos que um (1, 1)-tensor em uma variedade riemanniana (M, (, )) é uma aplicagao
C>°(M)-linear
T x(M) — X(M).

Enquanto que, num (0, 2)-tensor, o dominio é X(M) x X(M) e o contradominio é o anel
C>(M) das fungoes diferencidveis em M. Além disso, dados X,Y € X(U), pede-se que
T(X,Y) seja uma fungao diferencidvel em um aberto U C M e T é C*°(U)-linear em

cada variavel. Também é conveniente se referir a ' como um campo de 2-tensores.
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2.1 Motivando a definicao do operador L

Dado um (0, 2)-tensor 7', podemos identificad-lo com um (1, 1)-tensor 7" mediante a

métrica riemanniana (, ), fazendo
(T(X),Y) = T(X, ).

Em particular, o tensor métrico (,) serd identificado com o (1, 1)-tensor identidade I em

Seja (z1, ..., x,) um sistema de coordenadas locais em M", {1, ..., 0,} o referencial
coordenado e {ey, ..., e, } um referencial ortonormal. Utilizando a conveng¢do de Einstein
da soma, segundo a qual estard implicita uma soma sempre que houver indices repetidos

e em posigoes invertidas, temos que o tra¢o de um (0, 2)-tensor 7' é dado por
(2.1) tr(T) = ¢”T(0;,9;) = g”(T(9;), 9;)-

Observemos que T(9;) = ¢g"(T(8;),0,)0, = ¢*(0;, T*(0r))0;, em que T* é o operador
adjunto de T. Consideremos outro (0,2)-tensor S para relembrarmos que o produto

interno de Hilbert-Schmidt é dado por

(2.1)

(T,S) :=te(TS*) =" g7{(TS*)(9,),0;) = g”(T(S*()), D)
= gUT(g"(0;, S(Or))Dr), 0;)
97g"(S(0r), 0:)(T(D)),8;) = 9" ¢"' Sk Ti;.

A simetria da matriz (g*) e uma renumeragao nos indices permite-nos escrever
ik gl
(T,5) =9"¢" T;;5u.
Assim, em {ey, ..., e,},

ZTUSU =D (T(es),e)(S(er),e5) = Y (T(es), S(es)),

1,J %
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2.1 Motivando a definicao do operador L

Definicao 2.1 A divergéncia de um (1, 1)-tensorT em (M, (,)) € definida como o (0,1)-
tensor dado por

(divT)(v)(p) = tr(w = (Vo T)(v)(p)),
em quep € M, v,w € T,M, V denota a derivada covariante de T' e tr o trago calculado

na métrica (, ).

Se T éum (1,1)-tensor e f € C*°(M) entdo (divD)(Vf) = (divT,df) = ((divT)*, V f).
Ao se escrever esta relagao para um (0, 2)-tensor, fica implicito que se estd trabalhando
com o (1,1)-tensor correspondente. Ademais, quando nao houver perigo de confusao,
omitiremos por simplicidade o “ # .

Para cada campo de vetores X € X(M) podemos considerar o (1, 1)-tensor VX dado
por VX (V) = Vy X, para todo Y € X(M). Desta maneira, a divergéncia de X é dada
por divX = tr(VX). Além disso, vamos fixar uma func¢ao n € C*°(M), para definirmos

a n-divergéncia de X como segue
div, X = divX — (Vn, X).

E imediato das propriedades usuais da divergéncia de campos de vetores que, para

fecC>(M)eX,Y € X(M) teremos
div, (X +Y) = div, X + div,)Y

div, (fX) = fdiv, X + (V [, X)
div(e™"X) = e "div, X.
Quando (M, (,)) é uma variedade riemanniana orientada, tais propriedades nos levam a
considerar um peso em sua forma volume dM, bem como na forma volume dOM de seu
bordo, como segue: dm = e¢™"dM e du = e~"dOM . Portanto, se v é um campo de vetores
normais unitarios exterior ao M e X é um campo de vetores tangentes compactamente
suportado em M, teremos

/ div,Xdm = / e div, XdM = / div(e " X)dM = [ (X, v)dp,
M M M oM

que é a expressao do teorema da divergéncia (ou Teorema de Stokes) para variedades

com pPeso.
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2.1 Motivando a definicao do operador L

Para o caso em que X = V[, para alguma f € C*(M), o operador n-laplaciano L é
dado por

(2.2) L(f) == div, V{.

E imediato que L satisfaz propriedades andlogas as do laplaciano. Por exemplo, para

f 0 € C®(M) teremos
L(f€) = fL(€) + (L(f) + 2(V [, V),
ou ainda uma extensao natural da conhecida férmula de Bochner, a saber:
SLIVIP = Ricy(VS,V )+ V[P + (VLS V),

em que se dd origem a uma extensdo do tensor de Ricci, Ric, := Ric + V*n, o qual
é conhecido como tensor de Bakry—Emery—Ricci. Atualmente, esse tensor tem sido es-
pecialmente estudado na teoria de solitos e quase solitons de Ricci, uma vez que um
soliton de Ricci gradiente (M, (,), Vn, A) é caracterizado por Ric, = A(,) para alguma
constante A\, enquanto que num quase séliton de Ricci gradiente, A é uma funcao real

suave em M. Para maiores detalhes ver por exemplo [10, 13, 27, 44, 45].

Agora vamos considerar um (0, 2)-tensor simétrico 7' em M positivo definido, de
modo que o seu (1, 1)-tensor correspondente seja simétrico e positivo definido. Assim,

vamos definir um operador que é uma extensao do n-laplaciano (2.2).

Definicao 2.2 Seja T um (1,1)-tensor simétrico, positivo definido em (M, (,)). Defi-

nimos o operador (n,T)-divergente por
L(f) = divy(T(V[)) = div(T(V f)) = (T(Vn), V.f)

para toda f € C*(M).

E imediato das propriedade de div,, e da simetria de T" que
L(f0) = L) +LL(f) + 2T( 1, V0)
para f, ¢ € C*(M). Além disso, associado ao operador (7, T)-divergente temos.

Definigao 2.3 Definimos o n-divergente de um (1,1)-tensor T em (M,{(,)) como o
(0, 1)-tensor dado por
div, T := divl' —dnoT.
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2.1 Motivando a definicao do operador L

Novamente pela simetria de 7" temos

div(T(X)) = Z(V&T(X),eﬁ:Z((VQT)X,BD+<T(Ve,~X),€i>

%

- (glivT) (X) + (VX,T)

(VIX,T) = Z< o (fX), T ZT [VX +ei( )X )
= fZT Ve X, ) —I—ZTXeZ fe:)
= f(VX T) +T (X, Vf)

A relagao a seguir, cuja versao para 7 constante foi empregada como ferramenta por
Barros e Gomes [9], por Barros, Gomes e Ribeiro [10], por Gomes [27] e em seguida,
para 1 nao necessariamente constante, por Mesquita [35], relaciona o operador (1, T)-

divergente com o (0, 1)-tensor div, 7.

Lema 2.1 ([35]) Sejam n, f : M — R funcoes suaves, T um (0, 2)-tensor simétrico e
Z € X(M). Entao vale

div,(T(f2)) = f(div, T, Z) + f(NZ,T) + T(Vf, 2).
Em particular, se Z = Vh para alguma h € C*°(M), entdo
(2.3) div,(T(fVh)) = f(div, T, Vh) + f(V?R,T) +T(Vf Vh).

Recentemente Alencar-Neto-Zhou [2] provaram uma férmula generalizada tipo Bo-

chner e aplicaram ao operador que foi introduzido por Cheng-Yau [21] a saber
Of = u(V2f o T) = (V£ T),

em que f € C®°(M) e T é um (1,1)-tensor simétrico. A férmula generalizada tipo

Bochner para o operador [J é dada por
SOV = (VEVO)) + Re(VE V) + (V2 V2 f o T) = (V2 f,Vy,T),

em que Rp(X,Y) =tr(T o (Z — R(X,Z)Y)) e R é o tensor curvatura de M. Para o
caso em que M é orientavel e compacta, Cheng-Yau provaram que o operador [J é auto-

adjunto se, e somente se, divl’ = 0. De fato, sendo M orientavel (ndo necessariamente
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2.1 Motivando a definicao do operador L

compacta) é imediato da equagao (2.3), do teorema da divergéncia e da simetria de T
que

/ (FOh — hOIf)AM = / (W(AVT, V ) — F(divT, VA))M,

para toda f,h € C3°(M), donde podemos concluir o fato afirmado anteriormente provado

por Cheng-Yau. Por exemplo, denotando R = tr(Ric), é bem conhecido que divRic =

% e div(RI) = dR, logo o tensor G := Ric — %(,} tem divergente nulo, e portanto

Of = (V%f,G) é auto-adjunto.

Observemos que £, div, T e O se relacionam por (2.3), isto é
(2.4) Lf = (div, T,V f)+0Of.
Em particular, se o operador [ é auto-adjunto, tal relacao se resume a
Lf=—(VnVf)+0f.
A relagao (2.4) nos fornece a seguinte férmula
LAV ) = (div, T, V(IVF*) + 00V ).
Mais precisamente, a formula tipo Bochner para o operador £ é dada por
SLUVIP) = (VE VLN + Ry (VF, V) + (V2 VF o T) — (Y21, V),

em que R, 7 := Ry — V(div,T)".

De fato, observemos inicialmente que pela equagao (2.4) podemos deduzir

(VLIVS) = (VepdivyT, V) + (div, T, Vo V) + (V(Of), Vf)
= Vv, TV, V) + 5 {div, T, V() + (V(O), V)

= V(v TV V) + S L(9FP) ~ 0092 + (V). V1),
isto é,
SLUVIP) = (VLS V) = Vidi TV L) + 500V ) ~ (V(OF), 95),

donde vamos concluir nossa afirmacao imediatamente através da formula tipo Bochner

para o operador [] de Cheng-Yau.
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2.2 O problema de Dirichlet

2.2 O problema de Dirichlet

Para o que segue denotaremos por (M, (,)) uma variedade riemanniana completa e 2 C
M um dominio, ou seja, um aberto conexo e limitado em M. Além disso, observemos que
o teorema da divergéncia continua valido da seguinte forma [, £fdm = |, o T(Vf,v)du,
em que dpy = e~ "dodS2 é a forma volume com peso no 0f2 induzida pelo campo de vetores
normais unitarios p exterior a €2 ao longo de 9€). Assim, a férmula de integracao por

partes é dada por

/Eﬁfdm:—/T(Vé, Vf)dm—i—/ (T(V f,v)du,
Q Q 20

para toda f,¢ € C*(£2). Portanto, o operador £ é formalmente auto-adjunto no espago
de todas as fungoes em L?*(€2,dm) que se anulam em 02. Desse modo o problema de

autovalores

Lu = —du em €

(2.5)
v = 0 em 00

possui um espectro real e discreto 0 < Ay < Ay... < \p... — 00, em que cada autovalor
é repetido de acordo com sua multiplicidade. Em particular, para as autofungoes wu;

temos
A= —/uiﬁuidm = / T(Vu;, Vu;)dm.
Q Q

Destacamos que o problema (2.5), para o caso em que £ é o n-laplaciano, estd
intimamente relacionado a problemas de autovalores em espacos com produto warped

(ver [22, 37, 38]). Por exemplo, quando 2 C R", associado & func¢ao n definimos

() = 5280~ [V9P).

Assim f(z) é a curvatura escalar da métrica gy + e~"7d#* no produto Q x S! com gy sendo
a métrica euclidiana no dominio 2. Observamos que a curvatura escalar modificada de
uma métrica g e uma fungao dilatagdo 7, como introduzido por Perelman em [44], é

R™ =R +4f, em que R é a curvatura escalar de g e f = f(z) como definida acima.

Conforme ja esclarecemos na introducao a busca de limites superiores e inferiores
para os autovalores do problema (2.5) e também diferengas entre eles, teve inicio e mo-

tivacao no caso particular em que £ é o operador laplaciano e  um dominio de R?, o
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2.3 Estimativas com autovalores para o operador L

conhecido problema da membrana, que teve origem na musica. A expansao assintética
de Weyl dada por (2) e suas consequéncias imediatas (3) e (4) serdo a base para ob-
termos nossas estimativas. Além disso tomaremos como referéncia as inequagoes de
Payne-Pdélya-Weinberger, Hile-Protter, Yang, Cheng-Yang, Li-Yau e Xia-Xu, todas elas

comentadas na introdugdo. Uma ressalva imediata de (3) é que

k
4 Z 472 2
s 2
nk 1 n —+ 2 (wnvolﬂ)
e por conseguinte de (5)

4 4
A1 — A ~ k.
L 2 (wavolQ)n

Enquanto que um raciocinio andlogo nos permite deduzir a partir de (3), (4) e (8) que

Mep1 — Ap < 2 (%%iA)Q (1+ ) (Z/\Q__ (3" ‘)2> ;NO’

7j=1
Portanto, a estimativa (8) é melhor que (5).

Na Segao 2.4 faremos extensoes dos resultados (9) e (10) para o caso particular em

que o operador L é o n-laplaciano.

2.3 Estimativas com autovalores para o operador L

De acordo com a motivagao discutida na introducao, passamos agora a prova dos princi-
pais resultados deste capitulo. Inicialmente demonstraremos o lema abaixo que estende
para o operador L os resultados obtidos nas equagoes (11) e (13). Para o que segue assu-

miremos que as autofungoes associadas ao problema (2.5) sao ortonormais em L*(€2, dm).

Lema 2.2 Sejam Lu = div,(T'(Vu)), A; o i-ésimo autovalor do problema (2.5) e u; a
autofuncgdo correspondente a ;. Entio para h € C3(2) NC*(0N), e k inteiro, temos

k

k
> O = A [ T, Thyd m < (e = %) [ (wih-+ 22(Vh, V) P
— Q

i=1 Q

Demonstracao: A inequagao de Rayleigh-Ritz nos diz que

Jo ¥LYdm
Apy1 < _WJ



2.3 Estimativas com autovalores para o operador L

para qualquer funcao nao nula ¢ : 2 — R satisfazendo
Ploa =0 and/ Yu;dm =0,Vi=1,..., k.
)

Parai,j € {1,...,k}, e h € C}(2) N C?(09), consideraremos

k
o; = hu; — Z ciju;  entao ¢;lag =0

Jj=1

e para que

k k
0:/¢iu1dm:/hUiUde_ZCij/UjUIdm:/hUiUde_ZCij(Sjl
Q Q o= Q Q o=

¢ suficiente considerar ¢;; = fﬂ hu;u;dm. Entao podemos escrever
(2.6) Aos1 < —
Como

k k
‘C(bz = E(huz) — Z cl-jﬁuj = —)\lhul + Ulﬁh —+ 2T(Vh, VUZ) -+ Z cl-j)\juj,
j=1

j=1

entao
k

—¢ild; = —¢i(w, Lh + 2T (Vh, V) + didihu; — Y _ cijhju;o;

j=1
ou equivalentemente

k

k

j=1 J=1
Substituindo (2.7) em (2.6)

Jo #7dm

A1 < —
o que resulta em
(2.8) e — M)l < — /Q b1(usLh + 2T(Th, Vaus))dm,
Agora, vamos estimar

Q
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2.3 Estimativas com autovalores para o operador L

Seja

como fQ ¢iujdm = 0, podemos escrever

k
_ / 6s(uLh + 2T(Vh, Vu;) — 3 byuy)dm
Q =
Portanto

k
P, = _/¢i<ui£h+2T(Vh,vui)_Zbijuj)dm
0 :

< |éil|us Lh 4+ 2T (Vh, Vu;) — Zb”uﬂ|
e assim temos
(2.9) M1 — AP < Megs — M)|oiP|uillh + 2T(Vh, V) — wau]|2.
De (2.8) e (2.9) obtemos
(Aks1 — M) P < [u;,Lh 4 2T (Vh, Vu,) — Zb”u]|2

o que implica em

(2.10) i(ml —\)*P, < Z Aks1 — A)|uLh 4 2T(Vh, V) meu]|2
i=1
Além disso
Aicij = —/ hu;Lu;dm = — / w; L(huj)dm
Q Q
_ / (= Nhut; 4w £h + 2T(Vh, Vay))dim = Ay + by,
portanto, )
(2.11) bi; = (A — A\j)cij, e observamos que b;; = —bj;.

Por outro lado,

k
lu; Lh 4 2T (Vh, Vu;) — Z bijus|* = |wilh+2T(Vh, Vu,)[* + ) b},
j=1

k

= |(wLh+2T(Vh, Vu,)|? Zb
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2.3 Estimativas com autovalores para o operador L

logo, usando (2.11)

k k
(2.12) |(wLh+2T(Vh, V) = byjugl® = |[(wiLh + 2T (Vh, Vi) [* = Y (A = N)*c,
j=1 j=1
e temos também que
k
P = — /Q (ha; =Y~ cijug) (w;Lh + 2T (Vh, Vug))dm
j=1
k
Q =
— /T(V(huf),w)dm—z/ huT(Vh, Vu,) dm—l—z Aj)ed.
9) =1
Assim
k
(2.13) P, = /Q uT(Vh, Vh)dm + (A = Aj)c;
j=1
Substituindo (2.12) e (2.13) em (2.10)
k k
> (k1 = Ni)? / w!T(Vh, Vh)dm + > (A1 — Mi)* (A = A))c; <
i=1 Q ij=1
k k
> (1 = ) / (wiLh + 2T (Vh, Vu))?dm — Y~ (Appr — A) (A — Ap)’c]
i=1 Q i,j=1
Observemos que
k k
D it = M2 = A =D i = M) Pk — A+ X5 = ) (i — Ay,
i,j=1 ,j=1
k
= D e = ) i = A) (i = X)) + Z (M1 = )y = M)A = M)
i,j=1 ,j=1
k
= =) (k=)= N
ij=1
Finalmente concluimos que
k k
D> (k1 = Ni)? / w2T(Vh,Vh)d Z (Aps1 — / (u;Lh + 2T(Vh, Vu;))*dm
i=1 Q i—1 Q



2.3 Estimativas com autovalores para o operador L

Os préximos dois resultados nos permitem estender as inequagoes (12) e (14) para o
operador L. Destacamos que, apesar da estreita relacao entre eles, o primeiro, para o
caso em que T = I, nos remete a inequacgoes mais precisas que o segundo. Além disso,
a partir do Lema 2.3 escreveremos a inequagao (14) em um formato que possibilitou

estendermos também outros resultados ja conhecidos para o operador laplaciano.

Lema 2.3 Sejam Q) um dominio de uma variedade riemanniana n-dimensional M iso-
metricamente imersa no R™, Lu = div,(T'(Vu)), A\; o i-ésimo autovalor do problema

(2.5) e u; a autofuncdo correspondente a \;. Entdo

k k
)Y e =2 < 30w =) [ (a0, DIP + (9T) = T(7) )
=1

=1

4 /Q i ({6r(VT), T(Vu)) — (T(n). T(T)) )dm + 47

Demonstragao: Seja x = (x1,...,2,) 0 vetor posigdo da imersdao de M em R™.

Considere h = z, no Lema 2.2 e tome a soma em ¢. Assim temos, para A} = A\gy; — N

k m
Z(A})Q/uZZZT(vxZ,VW)dm < ZAl/ Z (uiLxy + 2T (Vy, Vu,))2dm
=1 € =

Qo

= ZAl/Z w;divy, (T V$4))+2T(Vw,vui))2dma

Q=1
portanto
k m
> (A} / u} ¥ T(Vag, Vrg)dm < ZAl / w2 (div, (T(Va,))?
=1 Q /=1 —1
(2.14) Hugdivy (T(V))T(Vag, Vi) +4T(Va?g,Vui)2)dm.
Denotando por VY a conexdo canonica do R™ e sendo {ey,...,e,} um referencial

ortonormal local geodésico em p € M e adaptado a M, podemos escrever

n

Vo, = Zei($€>ei+ Z ei(we)ei,

=1 i=n+1

€y = VSCg—F(V.Tg)J'.

Assim
ZT(V@,VU,}Q = Z(ng, (V) Z ng T (V)2
(=1 (=1 (=1

(2.15) = ) (ee. T(Vuy))* = |T(Vu,) P,
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2.3 Estimativas com autovalores para o operador L

N TV, V) = Y (Va, T(Va)) =Y (e — (Va)', T(Vay))
(=1 /=1 (=1
= Y (en, T(Vao)) = > (T(er), Vary)
/=1 /=1
(2.16) = Y (e, T(e)) = tx(T).
=1

Temos também que

div,(T'(Vz)) = (div,(T(Vz1)),..., div, (T (Vz,,)))
= (div(T'(Vx1)) —(Vn, T(Vzx1)),..., div(T(Va,,)) — (Vn, T(Va,))).

Donde vamos escrever
(2.17) div,(T(Vz)) = div(T'(Vz)) —dn o T(Vz).

Dessa maneira temos que

div(T'(Vz)) = (div(T(Vzy)),..., div(T(Vz,,)))
= (Y elr(Van), e, ..,Zel(<T(me)7ez))>
= D (@UTQei(@ey) ), ei(T(Y ej(wmes), e:)))
= Z(ez(eg(%NT(@j),ez)) ,,,,, ei(ej(@m)(T(e5), €:)))

derivando, obtemos

dv(T(Ve)) = an<ez-<ej<x1>><T<ej>7ei> ..... exles(@m)) (T(ey), 1)
4 Zn:l(e] (21)(Ve,T(€j), ), e (@) (Ve T(e), €:))
_ Z:<T<e]>,ei><ei<e]<x1>> ..... exles(on)
+ Z:weiT(ej), )(es(@1), - €5(om).
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2.3 Estimativas com autovalores para o operador L

Logo
div(T(Vz)) = Z:(T(ej),e»(vi’iej)(@ﬂilWeiT(ea’)’@ﬁej(@
- Mi:lmej),eiwgiej+Mi:1<veiT(ej>,ei>ej
— ijz:(T(ej), ei)(Vee; +ales,e;)) + Mz:WeiT(ej)a €i)e;j
— i(T(ej),ei>a(ei,€j) + ilweiT(ej), €:)€;
(2.18) = Ea(T(ej),ejHZn:lWeiT(ej)a@J@j-

Como T é simétrico temos que (T'(e;), e;) = (e;,T(e;)), o que implica
<v€iT(€j)7 ei) = <€j’ veiT(ei»a

que substituindo em (2.18) temos

n

div(T(Vz)) = Z a(T(e;), ;) + Z Ve T(e;)

— Z a(T(ei), 62‘) + Z(V&T) (61)

=1

= Z a(T(e;),e;) + Z(VT)@%& €)
= tr(a(T(-),-) 4 tr(VT),

n n

em que tr(a(T(-),-)) := Za(T(ei), e;) € X(M)* e tr(VT) := Z(VT)(GZ-, ei) € X(M).
Por outro lado, = -

dnoT(Vz) := ((Vn, T(Vxy)),...,(Vn, T(Va:m)>)

= (V0. T exlw)e), (V. T exlwm)en)
_ Z<V7]’T(ei)>(el(m’1) ..... ei(xm))
(2.19) = D (U T(e))eilw) = 3 _(T(Va),ei)e; = T(Va).
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2.3 Estimativas com autovalores para o operador L

Substituindo (2.18) e (2.19) em (2.17)
(2.20) div, (T (Vz)) = tr(a(T(-), ) + tr(VT) — T(Vn).

Agora podemos calcular

> (divy(T(Var) = ||divy(T(Va))|?

(2.21) = [te(a(TC), DI + [tx(VT) = T(Vi)[?

> divy (T(Va)T(Vay, V) = Y divy(T(Vae))T (V) (x0)
(div,y(T(V)), T(Vus))

= (r(VT) =T(Vn), T(Vu))
{

(2.22) = (tr(VT), T(Vu,)) — (T'(Vn), T(Vu,)).

Substituindo (2.15)-(2.22) em (2.14)

(D) 30 ZAI( [ (iwtare. e

=1

(VD) — T(Vn) ) don +4 /Q IT(Vaug)dm

+4 /Q i <<tr(VT), T(Vaw)) — (T(Vn), T(Vui))>dm>.

Finalmente obtemos
k k

(1) D (e = A2 < 3wt = M) | /Q a? (I (@(T(), )2 + (V) = T(V) ) dim

i=1 i=1

4 /Q i ({6r(VT), T(Vu) — (T(n), T(V)) )dm + 47

Como consequéncia do lema acima obtemos a

Proposicao 2.1 Sejam €2 um dominio de uma variedade riemanniana n-dimensional M
isometricamente imersa no R™, Lu = div,(T(Vu)), A; o i-ésimo autovalor do problema

(2.5) e u; a autofungao correspondente a X;. Entdo

k k
T) Y =2 < 3 st =A) ((m=n)ASTZ+(Ty+ Lo P+4(To+ Tea) AP +4 ).
i=1 =1
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2.3 Estimativas com autovalores para o operador L

em que Ay = max{supg |A., |,k = n+1,...,m}, A., o operador de Weingarten da
imersao na dire¢ao eg, My = supg |Vn|, T = supg |T| e Ty = supgq |tr(VT)].

Demonstracao: Para a demonstracao faremos uso do Lema 2.3, bem como de suas

notacoes pré-fixadas. Notemos inicialmente que
[ex(a(TC), DI+ [6x(VT) — = | Z ) e + [tr(VT)[?
(2.23) —Q(tr(VT),T( n) + |T(Vn).

Temos que

n n

TV = Y (T(Vn),e)* =) (V. T(e:)?

=1 =1

< VoY (e = [Vl
assim, para T, = supg |T'| e ny = supg | V1|
(2.24) T(Vn)|* < Ting.
Além disso, para Ty = supg [tr(VT)| temos

9 /Q E{e(VT), T(Vn)dm < 2 /Q Ll (VT)||T(Vn)|dm

VAN

2T0T*770/u?dm
Q

Temos ainda

n

1Y a(T(e),e)l® = HZ Z T(e:), i), ex)erl

i=1 =1 k=n+1
= 1> > (Agei, T(e)exl
i=1 k=n+1
= | Z Z etis T(e))) x|
k=n+1 =1
(2.26) = | Z e e
k=n+1
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2.4 Aplicagoes ao operador 7-laplaciano

Estimando o lado direito vamos obter

Yo KA Y el

[ Z e)|? <
k=n-+1 k=n-+1
< mem) YD 1AL PITP
k=n-+1
(2.27) < (m—n)?AJT?,
em que Ay = max{supg |4, |,k =n+1,...,m}, ecada A, ooperador de Weingarten da

imersao na direcao e;. Ressaltamos que o carater tensorial do operador de Weingarten
e a orientacdo de M nos permite assumir que {ex}, kK = n+1,...,m é um referencial

ortonormal global de vetores normais a M.

Para o que falta precisamos estimar
4/ w;i(tr(VT), T(Vu,;))dm < 4/ |u; | [tr (V)| T (V) |dm
Q Q

< a( [ atam)( [ jo(v)PIT(T) )

1
(2.28) < ATHA?

~4 [ wlT(Tn).T(Tudm < 4( [ (TTDPIT(Tu)dm)’

(2.29) < ATmA?.

Desse modo, substituindo (2.23)-(2.29) no Lema 2.3 concluimos

k
t - - 22 2 % .
(1)) (k1 —Ai)* < Z Abi1 (m—n)2A2T2 4+ (Ty+Tono )2 +4(To+Tuno ) A2 +4N;
=1

O

2.4 Aplicacoes ao operador n-laplaciano

Nesta se¢ao aplicaremos os resultados da secao anterior e obteremos um limite superior
para os autovalores do problema (2.5) no caso em que 7' = I, ou seja, quando o operador

L é o operador n-laplaciano.
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2.4 Aplicagoes ao operador 7-laplaciano

Proposicao 2.2 Seja 2 C M um dominio de uma variedade riemanniana n-dimensional
M isometricamente imersa no R™ com vetor curvatura média H e \; o i-éstmo autovalor

do problema (2.5) para T = 1. Entado

i k 27172 2 _
E H, 2
()\k+1 — )\1)2 < E ()\k+1 _ )\Z) |:)\z + ny +ny + 7]0‘|

: : 4
=1 =1

S|

em que 1y = supg |Vn|, 1o = supg Ln e Hy = supg || H|| sdo constantes.

Demonstracgao: Pelo Lema 2.3, para T' = I temos

k

k
n > =\ < Z(ml—&)[/u? <n2|]H||2+|Vn|2)dm—4/ui<V77, Vui>dm+4)\i].
i=1 Q &

=1

Assim, para 1y = supg |Vn| e Hy = supg || H|| obtemos

k k
nZ(AkH —N)?2 < Z<>\k+1 - \i) (nzHg + 03 4N — 4/ u; (Vn, Vui>dm>.
i=1 i=1 Q
Mas
—4/ i {Vn, Vu)dm = —2/ (Vn, Vu?)dm
Q Q
= 2/ ui Lndm
Q
S 27707

em que 7y = supg L£n. Substituindo este resultado na inequagao anterior obtemos

i k 27172 2 _
§ Z H 2
()\k+1 — )\1)2 < ()\k+1 — )\Z) |:)\z + n iy + 1y + 2no

, , 4
=1 =1

S|

0 que completa a prova. 0

Observemos que no caso da existéncia de uma familia de imersoes isométricas que
preservam a curvatura média H, obtemos as mesmas inequacgoes envolvendo os auto-
valores para todas as variedades, como ocorre por exemplo na familia associada que

transforma o catendide no helicéide.

n2HZ+n2+2m

7 . Sendo assim,

Outro fato interessante é quando consideramos v; := \; +
a inequacao da Proposicao 2.2 é equivalente a

k k

(2.30) > (ks —v)* < %Z(vkﬂ — vy

i=1 =1
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2.4 Aplicagoes ao operador 7-laplaciano

Em particular, quando 7y é constante temos a inequacao (12) para o operador laplaciano,
e a equagao (2.30) tem o mesmo formato da equagdo para o caso do espago euclidiano,
conforme equagao (6). De agora em diante quando nos referirmos ao i-ésimo autovalor
Ai do problema (2.5) sempre consideraremos

n?HE + ng + 21

i = Ai
v + 1

A seguir demonstraremos algumas inequagoes que sao consequéncias da Proposicao
2.2. Tais resultados estendem os resultados de Cheng e Yang, [18] e [20], obtidos para

dominios da esfera unitaria S"(1) e para dominios do espago projetivo CP"(4) .

Teorema 2.1 Nas hipoteses da Proposicao 2.2 temos as trés equagoes sequintes

(2.31) Urir < %(1 + %) Zlu,-

03w w2 (G 30) - (14 ) D (- )]

Demonstragao: Da equagao (2.30) podemos escrever

k k

4
D (Wrrr = v (U1 — 0y) = - > (Vhr = vi)u; <0,

i=1 i=1

o que implica

4
Z(Uk—H — ;) U1 < <1 + ﬁ)

=1 %

(Uk—H - Uz‘)vi~

k k
=1

Afirmamos que

4
(2.34) U1 < (1 + —>Ui,
n

para todo i=1,... k. Com efeito, caso contrario existiria iy tal que

4 4 4
Vg1 > <]_ + _>Uio > <1 + —>Ui0_1 >0 > <1 + —>U1
n n n
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2.4 Aplicagoes ao operador 7-laplaciano

o que implicaria
20 4 10
D (Vigs1 — Vi) Vigp1 > <1 + E> > (vig — vi)v;

=1 =1

que seria uma contradigao a inequagao (2.30). Somando em i a equagao (2.34) obtemos

1 4\ &
U1 < E(1+ﬁ) ;Ui

o que prova (2.31). Para provar (2.32), notemos que (2.30) é equivalente a

P(visr) = (o) — v (24 %) zk:v (1t %) zk]m)? <0

entdao podemos afirmar que o discriminante de P (v, 1) satisfaz

(2.35) D= (2+%)2<ivi)2—4k<1+%) i(mz > 0.

1= 1=

n n n n ooz :
Como P (vg41) < 0 temos Thp1 < U1 < Ry, em quer, e R, sao, respectivamente,

a menor e a maior raiz de P. Entao
1 4\ &
(2'36) Uk+41 < RZ—H = % [(2 + ﬁ) Zvi + \/Z_)]
i=1

Substituindo (2.35) em (2.36) obtemos

v S %<1+%>2“i+[(%+%)2(i%)2— (1+ 5]’
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2.4 Aplicagoes ao operador 7-laplaciano

ou equivalentemente

Ve < %<1+%) gvi+ [(%gviy_ %<1+%><g(vi)2_ %(lzi;vl)?)]é
- e (a3

ou seja,
k

T (D OLEE () MO (T D SICER S DO R

=1 7j=1 i=1
Finalmente para provar (2.33), como (2.30) é verdade para qualquer k, segue que

k k

Z(Uk —;)? < %Z(Uk — V;)U;,

i=1 =1

isto é, podemos novamente observar que o polinomio P(vy) < 0. Analogamente temos

0sn w2 =11 D) S u- (G 5o 10
i=1 ;

=1 ]:1 =1

Portanto de (2.32) e (2.37)
k k k 1
2 2 1 4 1 212
B (o0 I (O ) O
Vgt — Vg < kn;v 3 +n ; v k;z)
O
Observemos que (2.31) é uma inequagao tipo segunda-Yang e (2.33) generaliza a
inequagao (8).
Temos ainda um limite inferior para a média dos k primeiros autovalores estendendo

assim a inequagao (10), ou seja
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2.4 Aplicagoes ao operador 7-laplaciano

Teorema 2.2 Nas hipdteses da Proposicio 2.2 temos

. n 472
- U; > 5 k
k ; V(n+2)(n+4) (w,volQ)w

para k=1,2,. ...

Demonstragao: Utilizando a inequagao (2.30)

k

4
Z(Uk—i-l — ;)% < - Z(Ukﬂ — V;)V;

i=1 =1

a (2.47) do Corolério 2.4 obtemos

4 4
k+1\" k+1\"
Frp1 <C(n, k) (—k: ) F. < <—I<: )

2
n
)

Fka
ou seja,
Fi1 £y
(k+1)s ~ k=
Podemos escrever entao
F, F
(2.38) o<
(k+Dn k=
para qualquer inteiro positivo [.
Além disso, usando (2.48) temos
k 2 k k
F, (1 + %) A2 — Ty %(% >in1 Uz‘) - %Ziﬂ(“i - % i=1 Vi
Kt = - .
2 (; S )2
n\ k Lui=1"i
(2.39) < P
e
ket
(2.40) Feq o (1+ ><k+l Zz 1“1) B k+l > e L vy
. — =
(k+10)= n (k+1) (k+ 1)
Por outro lado, da férmula assintética de Weyl temos que
1 k
DY 4mr?
(2.41) lim 2ot _ " LR
k—oo  fm n+ 2 (w,volQ)n
e
k
(2.42) i Eim X 16m
koo ko n+4 (w,volQd)w
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2.4 Aplicagoes ao operador 7-laplaciano

entdo (2.41) implica

<l SOk )\.) 4 n2HGHng 42

1\k .
lim E=i=t LiiA — lim i !
k—00 k% k—o0 ]{;%
— i % Zf:l()‘i + w)
- 1m 2 )
k—00 kn
e portanto
1Nk 2
= S i 4
(2.43) lim B2tV _ " LI
k—oo [k n+ 2 (w,volQ)n
Analogamente de (2.42) temos
1 k n2H2+¢2+4¢ 2 n2H2 4+ b2 44
lim Ezz':l </\i + 4%1+<20) 0) B n 1674 gt 2%% le A
k—o0 ]{;% n n+4 (wnvolﬂ)% k—o0 k’% k»%
(mEHG o5t ado )2
+ lim 4(1+f0)
k—00 kn
Portanto
15k 2 4
T i U 16
(2.44) li B2l % _ " LI
k—o0 kn n+4 (wnyolQ)E
Desse modo, de (2.40), (2.43) e (2.44) concluimos que
k+l k+1 2
F 1= Z 1= Z
lim — = lim (1_|_ )(kHZ 1 > lim k+lz L
l—00 (]{;4_[)5 l—00 n (k;+l) l—00 (k_|_l>
2 167
(2.45) - n T

(n+2)(n +4) (w,vol)=
Finalmente, de (2.38), (2.39) e (2.45) concluimos que para qualquer inteiro positivo k

2
k
HEa ) y om 1674
kn ~ (n+2)(n+4) (w,volQ)x

ou seja,

1 n 471’2 2

7. U5 Z 2 k.

k Z V(n+2)(n+4) (w,volQ)w

0J

E imediato de (2.30) e do Corolario 2.1 o seguinte resultado que estende para o

operador 7-laplaciano a estimativa (9).

Teorema 2.3 Nas hipoteses da Proposicao 2.2 temos

4
Vg1 < (1 + —)k%vl.
n

69



Apeéndice

Neste apéndice provaremos os resultados técnicos utilizados no Capitulo 2.

Lema 2.4 Sejam 1 < ny < ... < Mky1, numeros reais nao negativos e ¢,n numeros
reais positivos. Se

k k
4c

(2.46) Z(nk+1 —n;)* < - > (s — i),

entao
1\ "
(247) Fk+1 < C(n,k,c) (%) Fk,
em que
1< 1
A==, T=-3 22
k k;n7 k k;nz?
2c\ o
(2.48) Fe= (14> )AL= T,
c( k \"(1+%2)(1+%)
0<C(nk,c)=1— — (L n 1.
¢ 0<Cln.kc) Bn(k—i-l) k+1p

Demonstracao: Considere

2¢ 1
=N —[1+——— A
Pr+1 k+1 ( + - k+1) ks

como

M1 = (k4 1)App — kA

2¢ 1

2
= (k4 Dppgr + (K +1)Ax + f/\k — kA
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2.4 Aplicagoes ao operador 7-laplaciano

temos

(2.49) Ney1 = (K +1) (karl + (1 + %) ! Ak) -
n)k+1

Além disso,

2c 2c 1
Frp = (1+E> Ay = T = (1+ )Ai—&-l k+177k+1 k—i—l an

2c 9 9
Fk:(l—Fg)Ak—Tk:( )A——Zm,

2¢ k 2c 1 k
Fiyn = (1+=)A2 1 A? F
k1 (+n) k+1 T k+1(+ ) b~ k_'_177k+1+k+1k

2c 2¢ 1 2 k 2c\ o

—(k+1) TR T T
Pk+1 P k ol k-

entao

Portanto, obtemos
(1+%) (_k_)(_)k_%(_)]
o [(02) 1 22)-(+2)
- (k—%) pi+1+kL+1Fk
) Phi1 + kL_HFk + 2P 1\ (1 + %) (%%ﬂ)
2
A Kl * %) (1 * n(k4fr 0t n2(ijc+ 02 ki1 - n(kzi 0 k-kuﬂ

2¢ k 2¢ (1 + %)
2.50 F; = — (k=292 — . +2— n
(2.50) k+1 ( n>Pk+1+k+1 r+ 0Tl

20(145) o 4 (14 5)

_ n

LT y) 2
n o k+1 " F 0 p2 (k+1)20F

Fon = A}

Pr+1 Mk

Por (2.46) temos

k k k k
Z(Ukﬂ —n:)? = ki —2 Z%ﬁkﬂ + Z ;= kit — 2 Zﬁmkﬂ + KTy,

i1 i=1 i=1 =1

4c
— > MiMk+1 — _ka
n

=1

IN
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2.4 Aplicagoes ao operador 7-laplaciano

Ademais

k
(4c +2n)
ke — . Zmnk+1 <
i=1
k
2 2c
U T (1 + g) > N
i=1

2 2\ 2\
Mesr — 2 <1 + g) D i + (1 + g) A
=1

portanto,

IN

IN

2c 2 2\ 9

Substituindo (2.49) em (2.51) resulta

(k+1) i) a] - (112 < 142 2A2— 1+ 29 7
Dk+1 0 k+1kz 0 k(g > 0 k o k

o que implica
2c\
ket < (14 2) - (

Da inequacdo acima e de (2.48) inferimos

2 2 2
0 < —(k:+1)2p§+1+(1+§>Ai+f(1+f)Ai+(1+

2 4 2
—<1+—C>A§——C<1+—C>Ai
n n n

entao

2 2
(2.52) 0< —(k+1)%p2,, — Ec (1 + 5) A2 4 <
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2.4 Aplicagoes ao operador 7-laplaciano

2
Multiplicando (2.52) por [k%l + % ((,ﬁll)Q + (kfll)i(gk)ﬂ))] e adicionando a (2.50), te-

mos
de 1 +2c(1+%) 20 (1+%) 1+ %)
nk+1 nk+1)2  n (k+1)%2(2k+1)

2 (14 2 4¢2 (1 + 2)?
—(2k+1)pi+1+25( n) ( n>

AL —
k+1 DR T e 1)2(2k + 1)
2(1+ %)
n(2k + 1) Pie+1

Fk+1 < [1+ Fk

A

L de 1 +2c(1+%) 2e(14+5) (1+5) |
nk+1 nk+12  n(k+120@k+1)| "
2
2c (1—1—%6)
—(2k 4 1) (pkﬂ—mkﬂ)(%ﬂ)/\k) :
donde
de 1 2e(1+58)  2e(142%) (1+ )
e B E RN VAR e Et]
Como
dc —4c
RS A
( k > B ( k:+1>
Soppde L Me(1ed) () (14 5)
- nk+1 2n(k+1> 3n (k+1)3
Je(1+%) (14 %)
dn  (k+1% 7
temos
EINT e (45) (4%) 1de(Le ) (14%) ) de 1 20 (14 5)
k n (k+1) 3n (k+1)3 = k1l n(k+ 1)

2c 4c
.. 20 (1+2%) (145
adicionando = NESEN obtemos

n (k+1)% 3n(k+1)3(2k+ 1)
el L 20(48) w3 (1)
- nk+1 n(k+1)° n (k+1)22k+1)

(2.54) (%) e (A% 2e(h-1)(1+32)(1475)
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2.4 Aplicagoes ao operador 7-laplaciano

Substituindo (2.54) em

~—~

2.53)

[+ 1\"  c(1+%)(1+2) 2k —1)(1+2)(1+ %)
Fryr < — ] == — F,
k n (k+1)* 3n(k+1)3(2k+1)
_ [y D) (43 (1+5)
N k 2k+1) n(k + 1)3 -
ORI Be@h 1) F2e(k? - D) (1+ %) (1+ %)
B k 302k +1)(k + 1) n(k +1)3
] k+1 % c(k2+6k+1)\ (1+%) (1+7)
B k 3(2k>+3k+1) n(k+1)3
B 4c
k+1\ " c(1+%)(1+%)
< () -k s
Consequentemente
4c
(2.55) F@ichmk¢g(E%1) A

em que

< 1.

k=1 () RS

3\k+1 n(k+ 1)

Além disso, observamos de (2.52) que F}, é positivo, assim de (2.55), C(n, k, c¢) também

é positivo. O
Corolario 2.1 Nas hipoteses do Lema 2.4 temos
4c 2c
M1 < (1 + ﬁ) k.

Demonstragao: Pela férmula (2.47) do Lema 2.4 temos

S

k 1 c
Fy < C(nk—1,¢) (—) Fi < (—) k' Fy

k—1
1 n 4c
< J— n
< (k;—2> kn Fi_o

IA
T~
3|
S

Mas Fy = %2, entao

c2
(2.56) F <k —077%, para todo k > 1.
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2.4 Aplicagoes ao operador 7-laplaciano

De (2.51) e (2.48) deduzimos que
2 2 2¢\ 4
[n;m— <1+—C) Ak] < <1+—C) A2 - <1+—C) T
n n n
2
= <1+§) A7+ <1+g)Fk— (1+§) (1+%)Ai
n n n n

4 2 2
< <1+—C)F ——C(1+—C)Ai.
n n n
Portanto,

9 2c 2¢\ 5 2 2c\ 5 4c
Mey1 — 2 14’? Mk+1 Ak + 1+E Ak‘i‘g 1+ —JA; < 1+g Fy,

n

ou equivalentemente

2 4 2 4
n,2+1—2<1+—c)nk+1Ak+<1+—c> (1+—6)Az§ <1+—C)Fk
n n n n

2 1—1——20 4e 2 4c
2
—r n +—n N1 — 1+— A < 1+— F
1—1—4‘c k1 1—1——3:3[/%1 ( n> k] _( n> k

n

ou ainda

Assim, da tltima equagao e de (2.56) temos

2 (4 2nF < (142 2# 2
Finalmente,
4dc\ | 2
M1 < (1 + —) k’2"771-
n
[

Observemos que os dois resultados acima para o caso ¢ = 1 sao os obtidos por

Cheng-Yang [17].
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