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Resumo

Neste trabalho, estudaremos a existéncia de solugao positiva para o problema eliptico

nao local envolvendo o espaco generalizado de Lebesgue

—./4(.1', |u|LT<I))Au = fﬂx,u)]u\i%% + f2(x7 u)’u zgﬂ(ﬁi) em Q,

(P) B
u =0 sobre 0f2,

e o sistema

Al [ol rao) A = fo(ar,w,0)[o[ 20 + folewo)le[ 20, em Q0
(S)  { A ful ) Av = g1 (2,0 >\u|zz§2>+gz<x,u,v>\uzzg(i) em 0,

u=v=0 sobre 01,

onde 2 é um dominio limitado do RY com fronteira 9 suave, N > 1, |.|ym(,) ¢ a norma de
Luxemburg no espaco generalizado de Lebesgue L™®)(Q), r,q, s, o, 7, 74, Gi, Si, i, i - @ — R
sao funcdes continuas. No caso escalar, as funcoes A, fi, fo,: @ x R — R sdo continuas. No
caso do sistema fi, f2, g1, g2 : @ x R x R — R também sdo continuas.

Um outro problema que nods estudaremos a existéncia de solugao positiva é

—Au+V(ex)u = H(u— B)f(u) em RY,
P
(Fe) we W (RN) N HY(RY),
ondee,$>0,1<p<i*2 se N>3oupe(l,0)se N=12V:RY 5Ref:R—-R

sao fungoes continuas, H é a funcao de Heaviside, dada por

1 se s >0,

0 se s<0.

H(s) =

Palavras-chaves: Problemas nao locais, Método de sub e supersolucao, Método
variacional, localmente Lipischitz continuo, Método de iteracao de Moser, Método de

penalizacao.



Abstract

In this work, we will study existence of positive solutions for the following class of

nonlocal problems involving Lebesgue generalized spaces

—A(z, |u

) Au = fi (@, u)|ul 85+ fola,u)
u=0 on 0f),

(x) in €,

(P)

and the system

A(:E’ |/U|Lr1(x))Au = fl(ﬂ?, )|U|Lq1(ac) + f2< )|U Ls(l(Z:) n Q?
(S) —A(, |[u]pra@ ) Av = gi1(z, u )‘u’ﬁzz) + ga(z, u, v)[u 225(2(9)0 in €,

u=v=0 on 09,

where 2 is a bounded domain of RY, N > 1 |.|mw is the Luxemburg norm of Lebesgue
generalized space Lm(m)(Q), T q, S, 0, Tiy @, Sis Y - 0 — R are continuous functions.
In the scalar case we have fi,f» : © x R — R continuous and in the system case
fi, f2, 91,92 : @ x R x R = R continuous too.

A other problem that we will study the existence of positive solutions is

—Au+V(ex)u = H(u — B)f(u) in RY,
P
(Fe) we W (RN N HY(RY),
where ¢, 5 > 0 are positive parameters, 1 < p < N+2, if N>3orpe (l,00)if N =1,2,
V:RYN - Re f:R — R are positives and continuous functions and H is the Heaviside

function given by

1 se s> 0,

0 se s<0.

H(s) =

Key word: Nonlocal problems, sub-supersolution Method, variational Methods,

Moser’s iteration Method, locally Lipischitz continuous.
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Introducao

Os estudos das questoes relacionadas com existéncia, nao existéncia e positividade
de solucoes para algumas classes de problemas de fronteira, envolvendo equagoes diferenciais
parciais elipticas nao lineares, modelam problemas que interessam as varias areas das ciéncias
bésicas, tais como: Biologia (dinamica de popula¢do), Quimica (Fenémenos Glaciais), Fisica
(Fluidos nao-Newtonianos). Além disso, tal estudo desenvolveu, e ainda desenvolve, diversas
areas da Matematica, como a Analise e a Geometria.

Os problemas que estudaremos nesse trabalho sao temas que tém sido, nos tltimos
anos, objetos de investigacao por diversos pesquisadores e podem ser caracterizados por:

i) Investigar a existéncia de solugoes (fracas, fortes, cldssicas, radiais, etc) para
problemas nao lineares locais e nao locais em dominios limitados e nao limitados, via teoremas
da Analise Funcional Nao Linear.

ii) Investigar questoes de existéncia de solugoes positivas, via Teoria dos pontos criticos,
Técnica de sub e supersolucao, teorema de ponto fixo, etc.

iii) Investigar questoes de existéncia e concentragao de solucdo, via argumentos de
penalizacao del Pino e Felmer.

Neste trabalho, estudaremos no Capitulo 1 um problema nao local, no Capitulo
2 estudaremos um sistema nao local associado ao problema estudado no Capitulo 1 e
finalizaremos com o estudo do Capitulo 3 sobre um problema local envolvendo uma nao
linearidade descontinua.

No Capitulo 1, estudaremos a existéncia de solucao positiva para a seguinte classe de

problemas elipticos nao locais

—./4(.1', |u‘LT(I))Au = fl(.’K,U)IU‘z((ZTj) + f2(x7 u)’ulzgg(ﬁi) em Q,

(P) _
u =0 sobre 0€2,



onde © é um dominio limitado do RY com fronteira 992 suave, N > 1, |.| me é a norma de
Luxemburg no espaco generalizado de Lebesgue L™®)(Q), as funcoes A, fi, fo : @ x R =+ R
er,qs, oy Q— Rsio continuas.

Mostraremos um resultado de existéncia de solu¢ao positiva para o problema (P)
envolvendo a técnica de sub e supersolucao associada a um argumento de ponto fixo. Além
disso, faremos trés aplicagoes desse resultado. Mais precisamente, mostraremos a existéncia

de solucao positiva para os seguintes problemas

Az, |u] o) ) Au = 0P ]u\Lq oy em

(P), !
u =0 sobre 0,
—A(z, |u|prw)Au = A|u|5® u|u|Lq(m) + plu|"®) 1e I) em (),
(P)A,u o
u =0 sobre 0,
e
A, Jul o) Au = A (u)lulie) em Q,
(P)x

u = 0 sobre 0f).

O problema (P) ¢ chamado nao local devido as presencas dos termos nao locais

A | pre ), \u|Lq(z), \u Lsm A expressao || m (termo nao local) é definida por

m(z)
U] ) = U] pme) () = inf {)\ > O;/ dr < 1} .
Q

Nas ultimas décadas muitos fenomenos da Fisica, Quimica, Biologia e de Engenharia

A

foram formulados por intermédio de modelos matemdticos nao locais, veja [18], [19], [23],
28], [29], [30], [32], [33], [35], [57], [58], [60], [74] e suas referéncias. Citamos alguns desses
fenomenos relacionados ao problema (P). Quando A(z, [u|;r@) = a([, |u|dz), o problema
(P) estd relacionado a fenomenos biolégicos. A solucao u de (P) pode descrever a densidade

(concentragao) de uma populagdo (de uma bactéria, por exemplo) sujeita a disseminagao.



Neste caso, o coeficiente a é suposto depender da populacao total em €, veja [32] e [35].
Em [28], [29], [30] e [42] encontramos outros problemas nao locais semelhantes a (P), onde
a solugao u pode ser interpretada como a densidade da populagao de uma espécie, mas com
outras condigoes de fronteira. A solugao u também tem outras interpretagoes. Por exemplo,
quando A(z, |u|p@) = a( [, |u|*dz), o problema (P) esta associado & chamada equacao de
Carrier que modela vibragoes de uma corda eldstica quando as mudangas nas tensoes nao sao

pequenas. A equacgao de Carrier,

PUt — 1+ L_j—b/ |U| dl‘ ul‘x = 7

foi deduzida em [23] por G.F. Carrier, onde u(z,t) é o deslocamento do ponto x no instante
t, Ty é a tensao axial inicial, ' é o modulo de Young de um material, B é a secao transversal
de uma corda, L é o comprimento da corda e p é a densidade do material. Quando as

propriedades do material variam com x e t, temos a equacao hiperbdlica quase-linear
2
Pl — a(x, t, |u|L2>Au = 0.

Motivados pelas aplicagoes e pelo interesse matematico, varios pesquisadores vém
estudando problemas nao locais. Relacionado ao problema (P) citamos alguns trabalhos,
veja [10], [23], [28], [29], [30], [31], [32], [33], [34], [35], [36], [42] [45], [46], [47], [48], [49], etc.
Outros trabalhos nao locais interessantes sao [37], [38], [39], [40], [41].

No Capitulo 2, estudaremos um sistema associado ao problema (P). Mais

precisamente, estudaremos o sistema eliptico nao local

71 ()

A(x7 ’U|Lrl(z))Au = fl(x )‘U’qu(z + fQ( )’U Ls1(x) €1 Q?
() 4 —A@ ) A0 = g )l + ol ) uf2D, em
u=v=0 sobre 01,
onde © é um dominio limitado do RY com fronteira 9Q suave, N > 1, |.|pm@ é a norma

de Luxemburg no espaco generalizado de Lebesgue L™ () e as funcoes A : Q x R — R,

fiofo. 01,02 : QxRZ > Rery, g, 8, 05,7 - Q — R sdio continuas.



Aqui também mostraremos um resultado de existéncia de solucao positiva para o
sistema (S) usando a técnica de sub e supersolucao associada a um argumento de ponto fixo.

Como aplicagao, mostraremos a existéncia de solugao positiva para os seguintes sistemas

- ( ’U|LT1(E)>AU = (uﬁl(ﬂf) + le(x )‘U’qu(z) €ml Q7

(SS) _A(.ZU, |u|LT2(»'C))AU = (UIB2( ) + /U’YQ )|u’Lq2(x) €m Q7

u=v=0 sobre 01,

( ‘/U‘LH(Z))AU = \ufr@)- 1u|f0‘a1(‘r _|_Iuvm(x) 11}’1}

le z) em ),

()
Ls2(z

(5)a — A, || oo ) Av = AP Ly 2260 @ =Ty |2
K

Laa( , em €,

u,v =0 sobre 0f),

€
— Az, [0 i) A = Ay (u)[o] 7357, em Q,
(S)ap —A(2, [t] o)) A0 = prfo(v)|u]?27) em Q,

u=1v =0 sobre 0.

Finalizaremos o nosso trabalho com o Capitulo 3. Nesse capitulo estudaremos a

existéncia de solucao para a seguinte classe de problemas elipticos locais com nao linearidade

descontinua
—?Au+V(z)u= H(u—B)f(u) em RY,
<Plﬁ) u>0 em RV,

we W (RY) N HY(RY),



que por uma mudanca de variavel é equivalente ao problema

—Au+V(ex)u = H(u— B)f(u) em RN,
(P.5) u>0 em RV,

p+1

we W7 (RV) N HY(RYN),
onde €, B sao parametros positivos, H é a funcao de Heaviside, isto é,

1 set>0,
H(t) =
0 se t <0,

1<p<%,seN230up€(l,oo) se N=1,2,V:RYN 2 Re f:R — R sao funcoes
continuas.

O estudo desse tipo de problema é importante por varios motivos. Citaremos alguns:
muitos problemas de fronteira livre, que surgem na Fisica Matematica, podem ser reduzidos
a problemas de fronteira com nao linearidade descontinua. Tais classes de problemas
representam uma variedade de situacoes fisicas relevantes. Alguns problemas representam
modelos de solugoes estacionarias para fenomenos quimicos e bioldgicos e é bem conhecido
que varios problemas relacionados a Fisica de Plasma originam equagcoes com nao-linearidade
descontinua.

Aqui, usaremos técnicas variacionais, mais precisamente, usaremos o Teorema do Passo
da Montanha para funcionais Lipy.(X,R), associado a uma adaptagao dos argumentos de
del Pino e Felmer, veja [50].

No Capitulo 3, estudaremos o problema (P, 5), seu equivalente (P, ), para a classe de

fungoes f e duas classes novas de potenciais V' introduzida por Alves em [3]. Neste trabalho

o autor estudou o problema

—e2Au+V(z)u = f(u) em RV,

(P). u>0 em RV,

u e H' (RY),



onde € é um parametro positivo, V : R¥ — Re f : R — R sdo funcoes continuas. Alves
introduziu as seguintes classes de potenciais.

Classe 1: O potencial V satisfazendo a condigao Palais-Smale.

(Ag) Existe Vo > 0, tal que V(z) > V,, Vo € RV,

(A) VeC*(RN) eV, 2L, 89‘328‘;0_ sao limitadas em RV, 4,5 =1,2..., N.
i 10T

(A) V satisfaz a condi¢do Palais-Smale, isto ¢, se (x,) C RY, é tal que
(V(xy)) ¢élimitada e VV(z,) — 0,

entao (x,) possui uma subsequencia convergente.
Classe 2: O potencial V nao possui ponto critico na fronteira de algum dominio
limitado.
Nesta classe de potenciais, V' satisfaz (Ap), (A1) e a hip6tese adicional
(A3) Existe um dominio A C RY tal que, VV (x) #£ 0, V z € OA.
A nao linearidade f é continua satisfazendo
(f1) limsup,_,, @ = 0.
(f2) Existe p € (1,2* — 1), tal que, limsup,_, % = 0.
(f3) Existe 8 > 2, tal que 0 < 0F(s) < sf(s), Vs> 0.
Em [3], Alves provou que se o potencial V' pertence a Classe 1 ou 2 e f satisfaz
(f1) — (f3), o problema (P), possui uma solugao positiva para ¢ > 0 pequeno. Para provar
este resultado Alves usou o Teorema do Passo da Montanha (para funcionais de classe C*),
o método de penalizagao de del Pino e Felmer e explorou as hipdteses sobre o potencial V.
Motivados por esses trabalhos, principalmente por [3], [8], [11] e [50], estudaremos, no

Capitulo 3, o problema (P, 5) com as duas classes de potencias V' introduzida por Alves.

Nossos resultados relativos ao problema (P, g) sdo os seguintes teoremas

Teorema 0.1 Suponha que V' satisfaz (Ao), (A1), (A2) e f satisfaz (f1) — (f3). Entao, existe
a >0, tal que, para cada € (0,a), obtemos ey > 0, tal que, (P.g) possui uma solugao fraca
Ue g para cada € € (0,¢€p). Além disso, se a fungdo s — @ ¢ nao decrescente em [0, al, temos
(i) O conjunto T.g = {z € RN : u g(z) = B} tem medida de Lebesgue nula.

(ii) —Auc g + V(ex)ues = H(uep — ) f(ucp(z)) q.t.p em RV,



a

(iii) O conjunto T 3 = {x € RN : ucg(x) > a} tem medida de Lebesgue positiva.

Teorema 0.2 Suponha que V' satisfaz (Ao), (A1), (A3) e f satisfaz (f1) — (f3). Entao, existe
a >0, tal que, para cada 5 € (0,a), obtemos €y > 0, tal que, (P.g) possui uma solugao fraca
ue g para cada € € (0,¢€p). Além disso, se a fungdo s — @ ¢ nao decrescente em [0, a|, temos
(i) O conjunto T.g = {z € RN : u g(x) = B} tem medida de Lebesgue nula.

(i) —Aues + Vierhuos = Hlues — B)f(up(®) a.tp em RY.

a

(iii) O conjunto T'? 53 = {x € RN : ucg(x) > a} tem medida de Lebesgue positiva.

Para finalizar, no Apéndice A faremos uma revisao dos espacos generalizados
de Lebesgue LP@®)(Q) e apresentaremos algumas de suas propriedades. No Apéndice B
enunciaremos alguns resultados importantes utilizados ao longo deste trabalho e indicaremos
suas referéncias para as consultas das demonstragoes. No Apéndice C faremos um pequeno

resumo da teoria dos funcionais Lip;..(X, R).



Notacoes

O : fim de uma demonstracao,

— : convergéncia forte,

—: convergencia fraca,

e = [-|ee(),

|- Lo = |~|Lq<x)(Q)a

|A| é a medida de Lebesgue de um conjunto A,

/f : denota / f(z) dx,
Q 0
(.,.): par de dualidade.



Capitulo

1

Solucao positiva para uma classe de
problemas elipticos nao locais envolvendo os
espacos generalizados de Lebesgue: caso

escalar

Neste capitulo, estudaremos a existéncia de solucao positiva para a seguinte classe de

problemas elipticos nao locais

v(z)

P — Az, |u|pre) ) Au = fl(x7u)|u|zgfz) + fa(z,u)lul ey em Q,
u =0 sobre 02,

onde ¢ um dominio limitado do RY com fronteira 92 suave, N > 1, |/| Lm(z) ¢ a norma de
Luxemburg no espaco generalizado de Lebesgue L™® (), as funcdes A, fi, fo: @ x R = R
er,qs, oy Q— Rsio continuas.

O problema (P) é chamado nao local devido as presengas dos termos nao locais

7()
Ls(@)*

A expressao |.|pme (termo nao local) é definida por

de <153.

A Jul o) [ul S [

u(x)

x
A

U] ) = |u]Lm(z)(Q) = inf {)\ > O;/
Q

Para mais informacdes sobre os espacos L™®)(Q) e propriedades da norma |.|pmw) veja



o Apéndice A. Ressaltamos que apesar das notagoes, os termos |u|pr), |t]a@) € |u|ps@ s@o
os tnicos no problema (P) que nao dependem pontualmente de z, pois eles sdo termos nao
locais.

Problemas nao locais sao interessantes do ponto de vista matematico por apresentarem

algumas dificuldades técnicas. As presencas dos termos nao locais A(., |u|r@)), ]u\zg?@, lu 2(3@
fazem com que o problema (P) seja, em geral, ndo variacional. Assim, nao é possivel associar
um funcional ao problema e tentar obter, diretamente, solucao deste problema via ponto
critico de um funcional. Nesse caso, para resolvermos o problema (P) podemos usar outras
técnicas da Andlise Funcional Nao Linear como sub e supersolugao, teoremas de ponto fixo,
teoria do grau, o método de Galerkin, etc. Ressaltamos que o método variacional pode ser
aplicado de modo indireto para resolver problemas semelhantes a (P), veja [36].

Motivados pelas aplicacoes e pelo interesse matematico varios pesquisadores vem
estudando problemas nao locais. Relacionado ao problema (P) citamos alguns trabalhos,
veja [10], [23], [28], [29], [30], [31], [32], [33], [34], [35], [36], [42] [45], [46], [47], [48], [49], etc.
Outros trabalhos nao locais interessantes sao [37], [38], [39], [40], [41].

Em [45], Corréa estudou o problema

—a(Jq [ul")Au = H(x)f(u) em Q,
u =0 sobre 0f,

onde as funcées a : [0,00) — (0,00) e f: Q x (0,00) — R sdo continuas e satisfazem certas
hipéteses. O autor usou o teorema do ponto fixo de Krasnoselskii no caso unidimensional
e o teorema do ponto fixo de Schaefer no caso multidimensional para obter a existéncia de
solugao positiva.

Ja em [48], Corréa-Menezes utilizando o método de Galerkin, obtiveram a existéncia

de solucao positiva para o problema

—Au = a(z,u)|ulf, em €,

u =0 sobre 0f).
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Recentemente, Yan-Wang em [76], estudaram o problema

—a( [, [ul")Au = Af(u) em Q,

(Y.W)
u =0 sobre 0f2,

onde v € (0, 00). Os autores mostraram multiplicidade de solugao positiva para (Y.W) quando
a é limitada e multiplicidade de solugao radial positivas quando f(|z|, ) é continua em v = 0
e multiplicidade de solugao radial positiva quando f(|z|,u) tem uma singularidade arbitréria
em u = 0. A principal ferramenta utilizada por eles foi a Teoria do Grau (teorema envolvendo
o indice).

Além da motivagao gerada pelas aplicacoes e pelos problemas citados anteriormente,
trés problemas nos motivaram a estudar o problema (P).

O primeiro problema é

_ (x)
(P) —Apu = ’u‘zqu em {2,
P u =0 sobre 02,
estudado em [46] por Corréa-Figueiredo-Lopes. Usando a técnica de sub e supersolucao,
combinado com a iteracao monotonica, eles mostraram a existéncia de solucao positiva para
o problema (P),.

O segundo problema é

—a( [ [ul)Au = hy(z,u) f( [ [ulP) + ho(z,w)g( [, [u]") em Q,

P
(P)g u =0 sobre 0f),

onde h; : QxR+ — R sio funcdes continuas, ¢, p,” € [1,00) e as funcoes a, f, g : [0,00) — RF

satisfazem f,g € L>([0,00)) e

(ap) a(t), f(t),g(t) > ag >0, Vt € [0,00),

estudado em [10] por Alves-Covei. Usando a técnica de sub e supersolu¢ao combinada
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com uma versao do teorema de Minty—Browder para Operadores Pseudomonotonicos, eles
provaram dois teoremas de sub e supersolucao relacionados ao problema (P),, em seguida
fizeram uma aplicacao para cada teorema.

O terceiro problema é

—A(z,u)Au= Af(u) em €,
(P)A
u =0 sobre 0,
estudado em [31] por Chipot-Corréa, em que f € C*([0,60],R), f(0) = 0= f(6), f'(0) > 0,
f(t) > 0em (0,0), a fungdo A : Q@ x LP(2) — R é tal que a fungao  — A(x,u) é mensurdvel,

a fungao u — A(x,u) é continua e existem constantes ag, ao, > 0, tais que

(Ao,00) ag < Az, u) < axo q.t.p. em Q, YV u € LP(Q).

Neste trabalho, os autores usaram o teorema do ponto fixo de Schauder, aplicado a
um conjunto convexo adequado, para mostrar a existéncia de solugao positiva para (P),.

O problema (P), foi estudado novamente em [36] por Chipot-Roy, onde os autores
estudaram a questao de multiplicidade de solugao para (P),. Eles provaram que se f possui n
zeros distintos, entao (P), possui n solugoes positivas distintas. Nesse trabalho eles usaram
o método variacional (de modo indireto), o teorema do ponto fixo de Schauder, simples
argumentos de comparagao e alguns argumentos contidos em [31]. Nos dois trabalhos os
autores também estudaram o comportamento assintotico da solucao quando A tende a oo.

Motivados por esses problemas e pelas aplica¢oes nds estudaremos o problema (P).

Destacamos algumas diferencas entre o problema (P) e o nosso trabalho para os trés
citados anteriormente. Em primeiro lugar, notamos que na maioria dos trabalhos sobre

problemas nao locais aparece a limitacao

(Ap) ap < A(x,t) < as em Q x [0,00) com oo, ag > 0
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ou a limitacao inferior glabal

(Ao) Az, t) > a9 >0 em Q x [0,00),

veja, por exemplo, [10], [31], [36] e [46].

A limitacao em (Ap) nao permite estudar problemas em que ocorrem as situagoes

A(z,0) =0, lim A(z,t) = +o0,

t—0t

e no caso de (Aj), além dessas situagoes nao podemos estudar problemas em que

lim A(z,t) = £oo.

t—o00

Do ponto de vista matemadtico, o problema (P) torna-se também interessante quando
a fungao A satisfaz uma das situagoes anteriores, pois surgem dificuldades técnicas adicionais
no estudo de tais problemas.

Nossa proposta é estudar o problema (P) sem exigir a limitacao inferior global acima,
isto é, em Q x [0,00). Isso nos permite estudar o problema (P) para classes de funcoes A
em que (Ag) ocorre e também para classes de fungoes A que satisfazem as outras situagoes

acima.

7()

o(x) € das

E claro que a presenca em (P) dos termos nao locais A(., |u| - ), ]u|zg'<)z), lu
fungoes fi e fo mostram que o problema (P) generaliza os problemas (P), (com p = 2) e (P),

(quando A(z,u) = A(z, |u

r@)). Outra diferenca do problema (P) para o (P), é que nds
estudaremos o problema (P) sem a limitacdo (Ap ) € com o termo nao local A(., |u|;r@)),
enquanto que em [31], Chipot-Corréa estudaram (P), com a limitagao (Ap ), mas com o
termo nao local 2A(z, u).

Em [10], Alves-Covei assumem que f,g € L>([0,00)) e f(t),g(t) > ap >0, V¢ > 0.
No problema (P) nao ha essa limitagdo. Por exemplo, no caso particular de a(z) = a e
B(z) = B serem constantes, as funcoes f(t) = t* e g(t) = t* nao verificam essas condicoes.
Também nao exigiremos a limitagao inferior global (af) para A como em [10]. Além disso,

no problema (P) aparece a norma de Luxemburg |.|;»w do espaco de Lebesgue LP®)(Q), em
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vez da norma |.|r» do espago LP(£2). A defini¢cdo da norma |.|;p) de Luxemburg é diferente
da norma |.|r» do espaco LP()), mas se p(z) = p é constante |.|» = |.| 0@, Veja 0 Apéndice
A.

Nossa contribuigao ao estudo do problema (P) é um teorema de sub e supersolucao
em que a condigao (Ap) nao é necessaria. Também faremos trés aplicagoes deste teorema. Na
demonstracao desse teorema usaremos técnicas de truncamento e o teorema do ponto fixo de
Schaefer. Nossa defini¢ao de sub e supersolucao (veja a se¢ao 1.1) foi inspirada na defini¢ao
feita em [73] por Figueiredo-Sudrez quando estudaram um outro problema nao local, a saber,
um problema de Kirchhoff.

Nosso teorema de sub e supersolucao, que esta na Secao 1.1, é

Teorema 1.1 Suponha que 7(z),q(z),s(x) € C (), 0 < a(z),v(z) € C°Q), (u, 1) é um
par de sub e supersolugao para o problema (P) com u > 0 em Q e fi(x,t), fa(x,t) > 0 em

Q x [0, |u|z]. Suponha ainda que a fungdo A : Q x (0,00) — R seja continua e
Az, t) >0 em Qx [|u] ), [@pw].
Entao, o problema (P) possui uma solucao fraca positiva u com
u<u<u.

Veja a Secao 1.1 para a definicao de subsolucao, supersolucao e solucao fraca positiva
para o problema (P).

Faremos trés aplicacoes do Teorema 1.1 que estao nas Segoes 1.2, 1.3 e 1.4. Para
facilitar a leitura do nosso trabalho resumiremos essas aplicagoes.

Para simplificar o enunciado dos préximos teoremas, usaremos as seguintes notacoes

que aparecerao ao longo deste capitulo

w” =minw(x) e w’" =maxw(x),

Q Q
onde w(r) € C°(Q).

Na Secao 1.2 faremos a primeira aplicacao do Teorema 1.1. Estudaremos o problema
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nao local

—A(z, [u|pr@ ) Au = uﬁ(x)|u|zgﬂ) em ()

(Ps)
u =0 sobre 0f),

para duas classes distintas de fungoes A. Na primeira classe supomos que ocorre a condicao
Az, t) > ag >0 em Q x [0,00) que aparece em [10], [31] e [46]. Note que nesta classe
a fungao A(z,t) nao se aproxima de zero quando ¢t — 0. Na segunda classe de fungoes,

estudaremos um caso em que A(z,0) = 0. Mostraremos o seguinte

Teorema 1.2 Suponha que (), q(z) € C(Q) e 0 < a(z), B(x) € C°(Q) tais que
0<at+87<1.

Suponha ainda que a funcio A : Q x [0,00) — R seja continua e pelo menos uma das
condicoes abairo ocorra:

(A1) Eziste uma constante ag > 0, tal que
A(z,t) > ag >0 em Qx[0,00).
(Ag) Existem constantes a1, as > 0, tais que

A(z,0) =0 < A(z,t) < a; em Qx (0,00) e lim A(z,t) = as uniformemente em €.

t—o0
Entao, o problema (Ps) possui uma soluc¢ao fraca positiva.

O Teorema 1.2 acima, generaliza o Teoremas 4.1 em [46] de Corréa-Figueiredo-Lopes
(associado ao problema (P),). Ressaltamos que o problema (P), estudado em [46], foi uma
das principais motivagoes do nosso estudo do problema (P).

Na Secao 1.3 faremos a segunda aplicacao do Teorema 1.1. Estudaremos o problema
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nao local concavo e convexo

— A, [ul o) A = M@ Vufu| 250 + plul™@ ulu

v()
La(x) ,s(
u =0 sobre 09,

x

, em £
(P)Mb

para duas classes distintas de fungoes A. Para a primeira classe de fungoes A supomos que
A(z,t) > a9 >0 em Q x [0,b], para alguma constante by > 0.

Na segunda classe estudamos um caso em que A(z,0) = 0.

A versao local de (P),, foi estudada em [15] por Ambrosseti-Brezis-Cerami e em [17]
por Bartsch-Willem. J& um variante de (P),, que combina um termo local com um nao
local foi estudada em [49] por Corréa-Sudrez. Para mais informacao destes estudos veja a
secao 1.3.

Nosso resultado relativo ao problema (P), , é o seguinte

Teorema 1.3 Suponha que (), q(z), s(z) € CL(Q) e 0 < a(z), y(x), B(z), n(z) € C°(Q)
tais que

0<a +8 <a"+p7<1.

Suponha ainda que a funcdo A : Qx[0,00) — R seja continua. Temos as sequintes situacoes:

(A1) Suponha que 1 < n~ +~~ e existem constantes ag, by > 0, tais que
Az, t) > ag >0 em Q x [0,bg].

Entao, dado p1 > 0 existe \g > 0, tal que para cada X € (0, ) o problema (P)y,, possui uma
solugdo fraca positiva uy .

(As) Suponha que 1 < nt™ +~T e existem constantes a, as > 0, tais que

A(7,0) =0 < A(z,t) < a; em Qx (0,00) e lim A(z,t) = as uniformemente em €.

t—o00

Entao, dado A\ > 0 existe j1g > 0, tal que para cada p € (0, p19) o problema (P)y,, possui uma

solugdo fraca positiva uy .

Na Secao 1.4 faremos a terceira e ultima aplicacao do Teorema 1.1. Nesta aplicacao
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podemos ter

A(z,0) >0, lim A(z,t) =00 e lim A(z,t) = £oo.

t—0t t—o00

Nesta segao estudaremos o problema (P) com uma classe de fungoes f que nos fornece
uma generalizacao da equacao logistica classica. A classe de funcoes f é a estudada em
[31], mas sem exigir a limitagdo (Ag ) para a fungao A e que f € C!' como em [31]. Mais

precisamente estudaremos o problema

— Az, [u] o) Au = Af(W)]ult) em Q,

Pl
(F u =0 sobre 0€2,

que generaliza a equacao logistica classica

—Au=u(y—u) em €,
u =0 sobre 0f).

Assumiremos que existe uma constante § > 0 tal que a fungao f : [0,00) — R satisfaz:
(fl) f S CO([Ou 0]7R)7
(f2) f(0)=f(0) =0, f'(0)>0(f(0) eRouf(0)=00) e f(s)>0Vse(0,0)
Mostraremos o seguinte
Teorema 1.4 Suponha quer(x),q(x) € C,(Q),0 < a(z) € C°Q) e a fungdo f : [0,00) — R

satisfaz (f1) e (f2). Suponha ainda que a fung¢io A : Q x (0,00) — R seja continua e

Entao, existe Ao > 0, tal que, para cada A\ > Xg, o problema (P')\ possui uma solugao fraca
positiva uy com

0<uy<8 em €.
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1.1 Teorema de sub e supersolucao para o caso escalar

Nesta segao, enunciaremos e demonstraremos um teorema de sub e supersolugao,
relacionado ao problema nao local (P). Neste teorema nao ha a necessidade da condicao
Az, t) > ap >0 em Q x [0,00) que frequentemente aparece no estudo de problemas nao
locais, como, por exemplo, em [10] e [31]. Este teorema nos permitird estudar o problema
(P) para classes de fungoes A com a limitacao inferior acima e também para outras classes
de fungoes A, por exemplo, para classes de fungdes A em que A(z,0) = 0, que gera uma
dificuldade adicional no estudo de problemas nao locais.

Em cada uma das trés secoes seguintes faremos uma aplicacao deste teorema.
Comecamos com algumas definigoes para enunciarmos o nosso teorema de sub e

supersolucao para o caso escalar.

Definigao 1.1 Dizemos que uma fungio u € H}(Q)(L®(Q) é uma solugao fraca positiva

do problema (P) quando u >0 em ) e
V(z)

a(x)
/QVuVQO — /Q (fl(x’u”u'““) + fal@,u)lu LS(”) ¢, Ve H\(Q).

Al fulpe) Al ful )

Definigao 1.2 Dizemos que um par (u,u) é uma sub e uma supersolug¢do para o problema
(P), respectivamente, quando u € Hy(Q) (N L>*(Q), w € H(Q) (N L>(Q) com
a)u<u e u=0<u sobre ON.

b) Para cada p € Hy(Q2) com ¢ >0

Az, wlul$0  fole,w)ul}$),

VuVp < LeY 4 L .,V we [uu 1.1

AL S”—/Q<A<x,rwrm>> Al ) ) 7 S D
¢ () +(z)
fl (ZL’, ﬂ)|a|a Q(Em) fg(l‘,ﬂ”ﬂ sg(cw)

VuVe > LT 4 L , ¥V w € [u,), 1.2

A% S0—/Q<A<aa|w|m> Al o) ) & 7S (12

onde [u,u] := {w € L*(Q) : u(z) < w(z) <u(x) ¢.t.p em Q}.
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Neste capitulo usaremos as notacoes

w™ =minw(r) e w'=maxw(x),

Q Q
onde w(z) € C°(Q).

Observacao 1.1 Para facilitar a leitura, vamos enunciar novamente o Teorema 1.1 jd
enunciado na introducdo. Agora, ele passard a ser chamado de Teorema 1.5. Também

vamos enunciar novamente os outros teoremas nas respectivas secoes.

Observagao 1.2 Na defini¢cdo acima, podemos ter A(x,t) =1 e a = v = 0. Neste caso,

temos a definicao usual de sub e supersolucao para um problema local.

Nosso principal resultado neste capitulo é o

Teorema 1.5 Suponha que r(x),q(z),s(z) € CL(Q), 0 < a(z),y(x) € C°(Q), (u,u) é um
par de sub e supersolugdo para o problema (P) com u > 0 em Q e fi(x,t), fa(x,t) > 0 em

Q x [0, [@|p]. Suponha ainda que a fun¢io A : Q x (0,00) — R seja continua e
Az, t) >0 em Qx [|u]prw, [@pw].
Entao, o problema (P) possui uma solug¢ao fraca positiva u com
u<u<7u.
Demonstracgao: Considere o operador truncamento associado a u e w, isto é,

T L2(Q) — L®(Q)
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Agora, considere o operador
H : [u,u] — L*()

Sz v@) s falev(@) o)
B = e ) T A ol )

onde |.|;m@ denota a norma de Luxemburg do espaco L™ (Q), veja o Apéndice A.
Note que |.| m@ é um termo nao local que, apesar da notacao, nao depende de x.

Note também que dada v € [u, ], estao definidas as fungoes

Al Jolre)s 0125 [0, @ — R

y(z)
Ls(z)"

z e Al o] e ), [958 v
Afirmamos que H estd bem definido e o operador u +— H(Tw); u € L*(Q) é continuo
de L?(Q) em L*(Q).
De fato, dada u € L*(Q2), como Tu € [u,u] C L>=(2) e u > 0 em ©,
Ju| oo < |Tu|pe < [Ulpe, Yu€ L*(Q).
Além disso, usando a definigdo da norma |.|pme), temos

Como A(z,t) é positiva e continua no compacto Q X [|u|pre), [@]prw], existem

constantes k, K > 0 tais que
Desde que |Tu|pr@ € [|u]pre), [T ], temos

0<k<Alx,|Tu|prw) <K em Q, Vue L*(9).
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Pela continuidade das fungoes fi(z,t) e fo(x,t) em Q x [O, ™ Loo}, existem constantes

c1,co > 0 tais que

y(z)
Ls(x)

()

< ’ em §, Vv € [u,1,

logo,
v(z)
Ls(x)

e[l 5, + el

2 em Q, Vo € [u,u).

[H(v)] <

Desde que [U];m= é um nidmero real positivo (que nao depende de x), temos

T <Ny F [Ty, ¥ m(x) € CL(Q), T(x) € CO(8). Assim,

|u

4
ZS(CL‘) )

ZZ@ + [@

)| < c1([T% oy + (T2 1) + ca(|@

< ’ em , Vv € [u,m]

Definindo a constante

o ot TV iyt
([T g + UG ow)) + cal[Tl] o) + U7 0)

K(]: k )

temos

|H(v)| < Ko em Q, ¥ v € [u,].

Como € é um dominio limitado de RY, o operador H estd bem definido.

Desde que Tu € [u,d], temos
|H(Tu)| < Ko em Q, Vue L*Q). (1.3)

A seguir, provaremos a continuidade do operador u +— H(Tu) de L?(Q2) em L*(Q).

Seja u,, — u em L?(Q), entao, a menos de subsequéncia,
Up(z) = u(z) q.t.p. em £,

logo,
Tu,(x) = Tu(x) q.t.p. em €.
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Assim, dada m(z) € C.(Q),

|Tu () — Tu(z)|™™ — 0 q.t.p. em €

Tu, () — Tu(e)|™® < 20uf < 2(|afe + [@lfs) q.tp. em Q,

— - — + , . . . A~ .
como 2(|a|7% + [u|T~) € R e Q é um dominio limitado, pelo Teorema da Convergéncia
Dominada

/ T, — Tu|™® — 0.
Q

Pela Proposi¢ao A.3, item v), veja o Apéndice A,
Tu, — Tu em L™(Q), ¥ m(z) € CL(Q).
Pela continuidade das fungoes fi(x,t), fa(x,t) e A(z,t) obtemos
H(Tu,)(z) = H(Tu)(x) q.t.p. em €.
Usando (1.3) e o Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos
H(Tuy,) — H(Tu) em L*(Q),

o que mostra a continuidade do operador u — H(Tu) de L*(Q2) em L?*(Q).
Agora, dada v € L*(Q2), como H(Twv) € L*(Q)), segue do teorema de Riesz-Fréchet,

veja o Teorema B.2 no Apéndice B, que o problema linear

—Au=H(Tv) em €,

P,
(Fr) u =0 sobre 0f,

possui uma unica solugao fraca u € H{(£2). Assim, estd bem definido o operador
S L*(Q) — L*(Q)
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v S) =u,

onde u € H} () é solugao fraca de (Pr).

Note que um ponto fixo u do operador S é solucao fraca do problema truncado

—Au = H(Tu) em €,
u = 0 sobre 0f).

Provaremos que .S possui um ponto fixo usando o Teorema do ponto fixo de Schaefer.
O operador S tem as seguintes propriedades
i) S é compacto.

De fato, sejam (v,) C L*(€) limitada e u,, = S(v,). Pela definicao do operador S,
/Vuanp = / H(Tv,)p, ¥V € Hy(S2).
0 Q
Fazendo ¢ = u,, e usando (1.3) temos
HunH2 < KO’un|L17 Vne N7
o que mostra que (u,) C H}() é limitada. Logo, a menos de subsequéncia,
U, — u em Hy(Q).
Pelas imersoes compactas dos Espacos de Sobolev, a menos de subsequéncia,
S(vn) = up — uem L*(9),
o que mostra que S é compacto.
ii) S é continuo.

De fato, sejam v,, — v em L*(Q), u, = S(v,) e u = S(v). Pela definigao de S,

/Vunvw = / H(Tv,)p, ¥V ¢ € Hy()
Q Q
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/Vquo = / H(Tv)p, ¥ p € Hy(Q).
Q Q

Fazendo ¢ = u,, em ambas as equagoes e usando a desigualdade de Holder, temos

‘/VunV(un—u)‘ = ‘/VunVun—/VuVun
Q
‘/HT% ", /HTvun

H(Tw)l[un)|

IA
5
m
'ﬂ
§

< |H Tv,) — H(Tv)|p2|un| Lz

Como no caso anterior (u,) é limitada em H}(£2), logo, também ¢ limitada em L?((2).

Usando a continuidade do operador u +— H(Tu) e o fato de v,, — v em L?*(f2), temos

/ Vu,V(u, —u) — 0.
Q

Da mesma forma, fazendo ¢ = u, obtemos

/VunVu—>/|Vu|2.

Q Q

Jm 2 = / Vi Vit — / ViV (uy — 1) + / Vi, Vi,
Q Q QO

obtemos das duas ultimas convergéncias que

Como

el = ]l

Desde que
Hun—uH2:/|Vun|2—2/VunVu—l—/ |Vul?
Q Q Q

S(vn) = up, — u = S(v) em Hy(€),

temos
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logo,

S(vy) — S(v) em L*(€2),

o que mostra que S é continuo.
iii) Existe R > 0 tal que se u = 0S(u), com 6 € [0, 1], temos |u|;2 < R.

De fato, se # = 0, temos u = 0. Se 6 # 0, temos
u
S(u) = —
(u) 0 Y
pela definicao do operador S

/Qv(%)w - /QH(TU)cp, Ve HY(Q).

Fazendo ¢ = u e usando (1.3), temos
||U||2 S 9K0|U|L1.

Pela desigualdade de Poincaré e a imersao continua de L*(2) em L'(2), existe R > 0
tal que

‘U|L2 < R.

Portanto, pelo Teorema do ponto fixo de Schaefer, veja o Teorema B.6 no Apéndice

B, existe u € L?(Q2) com u = S(u). Logo,

/Vquz/H(Tu)go, V p € Hy(Q).
Q )

ou seja,
/ VUVQO _ / (f1($,TU)|TU|zg2) + fg(l’,TU)’TU 2(552)>SO % @€ Hl(Q> (1 4)
Q a\ Az, [Tu|prw) Az, |Tu| ) ’ ’ . ‘
Afirmacao:

IS
IA
S
IA
£

25



De fato, como Tu € [u,u], usando w = Tw em (1.1) (defini¢ao da subsolucdo u) e

subtraindo (1.4), para cada ¢ € Hj(Q2) com ¢ > 0,

/QV(@—u)W - /Q<f1(x,g(x))lu!§§°’2)—fl(.x,Tu( ))|Tu|Lq(I)>(p

( Tuf )
f2($7u(x))|u
n /Q (

Como w,u € H(Q), pelo Coroldrio B.1, veja o Apéndice B, (v — u); = max{(u —
u),0} € H}(R2). Tomando ¢ = (u — u), e recordando que f;(z,t) > 0 em [0, |u]z], Tu = u

em {z € Q:u(x) > u(z)} e Tu € [u, ], temos

2wz, — fi(z, Tu ul %o
/QV(g—u)V(g—u)jL < /Q<f1( s u(x))|uf g |T{L|(LT<I)T) (x)|T |L< )(g—u)+

Alz,
. <f2<x,u<x>>|g|zifz> ~ o, Tu(w) [Tl ) Y
Q A(z, \TU\UM) -
(|U| q(z) — |[Tul; qu))
= fila,u(r))— L (1 — )
/{xeﬂ:u(z)>u(m)} ' Az, [Tulpr@)
(|u|vsg(ca)c) |TU| s(x))
fala,u(r)) = L (1 — )
/{xeﬂzu(z)>u(x)} ’ Az, [Tul @)
0,

pelo Lema B.1, veja o Apéndice B, ||(u — u)4||* <0, logo, (u — u); = 0. Assim, u < u.
Agora, usando w = Tu em (1.2) (defini¢ao da supersolu¢ao %) e combinando com

(1.4), para cada p € Hj(Q2) com ¢ > 0,

~ filw, Tu(@))| Tul?S)) — fiz,a(2)) @),
/QW“‘“)W s /Q( Al Tl )¢

fol, Tu(@)) [T, — folw, w()) a1,
" /Q< A, | Tul o) )¢

Como u > 0 em Q e u € Hj(R), pelo Lema B.2, veja o Apéndice A, (u — u); =
max{(u—1u),0} € H}(Q). Tomando ¢ = (u—71u), e recordando que f;(z,t) > 0 em [0, [u]z=],
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Tu=7uem {z €Q:u(z)>u(x)} e Tu € [u,ul, temos

_ _ A, Tu(@)|Tul5sd) — fiz,a(z))[al5e) ~
/QV(U_U)V(U_U)+ < /Q < Az, |Tu|Lr(ac)) )(u—u)+
Fo, Tu(a))| Tull)) — folz,a(z))[a])%) _
N /n< Az ,|(T)UL7-<1->) <)><U_u)+

(ITulys - wl730))

= fi(z, u(z)) L L2 (u — )
/{meﬂ u(z)>(z)} Alz, |TU|LT<I )

<|TU’ ’U LS(I)) _

folz,u(x)) —£ B (u =)
/{xEQ u(z)>u(x)} ( €, |Tu|LT(I))
0,

pelo Lema B.1, veja o Apéndice B, ||(u —u)4||* <0, logo, (v —u); = 0, de onde concluimos
que u < .
Portanto, pela definicdo do operador T, Tu = w. Como u satisfaz (1.4), concluimos

que u é uma solugao fraca positiva do problema (P). O

Observagao 1.3 A solugdo fraca positiva u € H(2) N L>®(Q) do problema (P) encontrada
no teorema anterior é uma solugdo forte. Além disso, u € C1A(Q), 0 < B < 1.
De fato, por (1.3), H(Tu) € L*(Q2). Como Tu = u, H(u) € L*(Q) e u € solugao
fraca de
—Au = H(u) em €,
u=0 sobre 0N.

Pelo Teorema de Agmon-Douglas-Nirenberg, veja o Teorema B.7 no Apéndice B,
u € W2P(Q), ¥V p > 1. Tomando p > N, W?P(Q) — C15(Q), 0< 3 <1, logo, u € CHA(Q).

Usando a formula de Green, veja o Teorema B.11 no Apéndice B,

/ [—Au— HW)]p=0,¥ pe H\Q).
Q
Pelo Teorema B.10, veja o Apéndice B,

—Au = H(u) g.tpem €,
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ou seja, u € HF(Q)NW?P(Q), Vp>1 eu satisfaz

v(z)

—A(z, |u]pr@ ) Au = fl(x,u)|u|zt(ﬂ) + fo(@,w)|ul 5oy qt.p em
u>0 em €,
u=0 sobre 0S2.
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1.2 Aplicagao 1.1 do Teorema 1.5: O problema sublinear

Nesta secao, faremos nossa primeira aplicacao do Teorema 1.5. Estudaremos o problema

— Az, [u] o)) A = wP@|u|7) em Q,

La(=)

(P)s B

u =0 sobre 0Of).
O problema (P), é uma generaliza¢ao (a menos de operador) do problema
—Ayu = |u|a(z) em )
P ra(x) ’
(P)p

u =0 sobre Of).

estudado em [46]. Utilizando o método de sub e supersolugdo combinado com a iteragao
monotonica os autores mostraram a existéncia de solucao positiva para o problema (P),,.
Estudaremos (P)s para duas classes de fungoes .A. Na primeira classe vamos considerar
A(z,t) > ag > 0. Na segunda classe vamos estudar um caso em que A(z,0) = 0.
Na demonstracio dos dois préximos teoremas denotaremos por e € HE(Q) N C>7(9)

a unica solucao de
—Ae =1 em (),

(1.5)
e = (0 sobre 0Of).

Pelo principio do Méximo e > 0 em €2, veja [61], Teorema 3.1.
O préximo teorema generaliza o Teorema 4.1 em [46] para (P),, pois, trabalharmos

com o termo A(z, |u|;~= ) e ndo exigimos a restrigao 1 < ¢(z) < NN—_’; = p* de [46].

Teorema 1.6 Suponha que r(x),q(z) € C,(Q) e 0 < a(x), B(x) € C°(Q) tais que
0<at+ BT <1

Suponha ainda que a funcio A : Q x [0,00) — R seja continua e pelo menos uma das

condigoes abaixo ocorra:
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(A1) Existe uma constante ag > 0, tal que
A(x,t) > a9 >0 em Q x [0,00).
(Ag) Existem constantes ay, a~ > 0, tais que

A(2,0) =0 < A(z,t) < ay em Qx (0,00) e lim A(x,t) = as uniformemente em €.

t—o00

Entao, o problema (P)s possui uma solugao fraca positiva.

Demonstragao: Supondo inicialmente que (A;) ocorre, demonstraremos este teorema
aplicando o Teorema 1.5. A demonstracao sera dividida em trés etapas que sao necessarias
para aplicarmos o Teorema 1.5.
12 Etapa: Construcao de .
Seja e € HH(Q) N C?7(Q) a tinica solugdo do problema (1.5). Como e € L>(2) \ {0},
le| o) € |e| 1~ sdo niimeros reais positivos. Desde que a(x), 8(z) € C°(Q), as funcoes
el lelf @ —» R

a(z) B(z)
z = |€|Lq(z)7 ‘6|L°° ’
sao continuas. Logo, existem constantes C7, Cy > 0, tais que
|e|zg2) <Oy e |e|[£g) <Cy Y zeq.

Por hipétese 0 < at + 31 < 1. Escolhendo uma constante

|
R > max { (0102) 1—(at+5T) ,1} |
Qo

1

(@ [w]pr@)

obtemos

(Re)ﬁ(x)|Re|(z(x) em Q, V we L®(Q). (1.6)

q(z)

—A(Re) > "
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De fato, basta notar que para essa escolha de R,

o) B(x)
Ri-(af+pt) 5 2172 ] [l em Q, V we L*(Q).
ap Az, |w|prw)

Assim,
o Bl B e(a)™
- Al fulpe)
como R >1 e —Ae =1 em (2, obtemos (1.6).

Definindo @ = Re, para cada w € L>(2),

em ), V we L>(Q),

( 1

AT @@ em Q,
Z Ay e

uw>0 em

u =0 sobre 0.

\

22 Etapa: Construcao de u.
Seja. K = max{A(z,t) : (z,t) € Q x [0,[u]z=]}. Dada w € [0,u], onde

[0,u]:={we L*(Q): 0 <w(z) <u(z) q.t.pem Q}, temos |w|prw < [U|prw), € assim,
agp < Az, |w|pre) < K em Q, Vw € [0,u].

Seja 1 € HL(Q) N C?**(Q) uma autofuncio associado ao primeiro autovalor \; de
(—A, H}(€)). Como \; é simples e isolado podemos supor que ¢; > 0 em Q, |p1]|r~ < 1 e

|o1] e < 1. Escolhendo

1
+ 1—(at+8F)
. 0117 ae
0 < e <min ("#<> ,1 3,
K

Al ;ow
teremos
1
—A(e < €01)?@ e, 9P em Q, V wel0,qu. 1.7
( 301) = A(l’, ‘w‘Lr(z))( ()01) | 901|Lq(ac) [ ] ( )
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De fato, para essa escolha de ¢,
(a8t _g+ 1 ot
ApeleTHo )!wl\imﬁ < ?Wl‘mm em 2.
Para obter (1.7), observemos que para cada w € [0,7],

1 + + oot +
Meoi(z) < ———— ¢ ) e &
1 901( ) = A(Z‘, |w|L'r(z)) 901( ) ’901‘[/1()
1

—_ B(x) a(x)
Az, [w] o) (€01 ()" €1 oy -

Definindo u = ey, para cada w € [0, 4]

( 1
—Au < W@ |u|*®) em Q,
T A w| @) [l
u>0 em (),
u =0 sobre 0f).

3% Etapa: u <.
Diminuindo € se necessério, tal que A\j€|¢i|r~ < R, temos —A(ep;) < —A(Re) em 2

e, pelo Principio de Comparacao,

u = ep; < Re = .

Portanto, (u, @) é um par de sub e supersolucao para o problema (P),. Pelo Teorema

1.5, o problema (Ps) possui uma solugao fraca positiva u € Hj(Q2) () L=(Q) com

u<u<7u.

Demonstracao do Teorema 1.6 no caso em que (A;) ocorre
Suponhamos que (As) ocorra. Seguiremos um argumento analogo ao caso (A;). Mas
trocaremos a 1* etapa pela 2% etapa, ou seja, primeiro construiremos uma subsolucgao e depois
uma supersolucao.

12 Etapa: Construcao de u.
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Seja 1 € HH(Q) N C?**(Q) a autofuncio associado a A; como na 2* etapa do caso

(A1). Seja € > 0, tal que

1
+ I—(aT+67T)
. 1011 ge
0 < e <min +(Bjr , 1
)\1|901 e 1

Como em (1.7),

1

e (e01)’@ e [4%)) em Q, Vw e L¥(Q). (1.8)

—Alepr) < 1

LT'W)

De fato, para essa escolha de ¢,
_ 1
M@0 [T < — o[ em Q.
aq

Para obter (1.8), basta notar que para cada w € L*((2),

1

Bt Bt at at
€ z)” € . em §2.
z, [w o1(z) |901|Lq<>

Aepr(x) < a0

L7'(Z))

Definindo u = €py, para cada w € L*>(2),

( 1
Au < — PO em Q,
u>0 em
u =0 sobre 0.
\
22 Etapa: Construcao de w.
Como limy s A(z,t) = as uniformemente em Q, tomando 7 = %o, existe M =

M (1) > 0 suficientemente grande, tal que
|A(z, 1) — o] < %O em Q x [M,o0)

e assim

Az, t) > ‘%“ em O x [M, o0).
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Seja m = min{ A(z,t) : (z,t) € Q X [[u|prw), M]}> 0. Tomando k = min {m, %=},
Az, t) > k>0 em Qx [|ulprw),00).

Sejam e(z), C e Cy como na 1* etapa do caso (A;1). Definindo @ = Re, com

1
R > max { (C’;{C’g) =(aF+57) ’1} |

(Re)’@|Re|?%) em Q, Y w e L¥(Q); u<w

“A(Re) > —— —
(Be) 2 A ol

ou seja, para cada w € L>(Q); u <w

( 1
AT > 7@ |771%@) 0O
U2 A Tl M o €

uw>0 em

=0 sobre 0Of).

3% Etapa: u <.
Escolhendo R > 0, tal que A\i€e|¢1|r~ < R, obtemos —A(ep;) < —A(Re) em 2. Pelo
Principio de Comparacao

u = ep; < Re =: .

Portanto, (u, %) é um par de sub e supersolugao para (Ps). Pelo Teorema 1.5, (P)s

possui uma solugao fraca positiva u € Hy(Q) () L>(2) com

u<u<u.
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1.3 Aplicagao 1.2 do Teorema 1.5: O problema concavo e convexo

Nesta secao faremos nossa segunda aplicagao do Teorema 1.5. Estudaremos o problema

nao local concavo e convexo

v(z)

—A(z, |u|prw ) Au = A|u|5@ u|u|Lq(T) + plu|"@ uful ] em Q,
(P)Mb
u =0 sobre 0f2.

Um caso particular e importante do problema (P),, é o problema

—Au = MulfYu + plu["tu em Q,

P,
(Fo)xu u =0 sobre 0f),

onde A\, p, B,n €ER e 0< B <1<n Quando 1 <n < F£2 o funcional associado a (Py)x,, 6

L, Hy(Q) =R

|Vul? )\|u|5 Lo gt
I — dz.
aalw) = /Q[ 2 B+1 77+1]x

O problema (Fp)»,, foi estudado por varios pesquisadores, veja por exemplo [15], [17].
Em [15], Ambrosetti-Brezis-Cerami mostraram que existe uma constante A > 0, tal
que (Fp)x1 (com g = 1) possui solucdo positiva se, e somente se, A € (0, A]. Para encontrar
uma solucao positiva eles usaram a técnica de sub e supersolucao, via iteragao monotonica.
Neste caso, os parametros 0 < § < 1 < 7 sao arbitrarios. Uma segunda solugao positiva foi
obtida por argumentos variacionais (via Teorema do Passo da Montanha), mas com a restri¢ao

N +2 existe

1<n< % Ambrosetti-Brezis-Cerami também mostraram que quando 1 < n <
uma constante \* > 0 suficientemente pequeno (0 < A << pu = 1) tal que para cada
A € (0,A*), (Py)a1 possui infinitas solugdes (ndo necessariamente positivas) com energia
negativa. E quando 1 < n < %*g, eles também provaram que existe \* > 0 tal que para cada
A€ (0,A%), (Po)a possui infinitas solugoes com energia positiva.

Em [17], Bartsch-Willem mostraram que para cada A > 0 e p € R, (Fp),, possul uma

sequéncia de solucoes (uy) tal que I, ,(ux) — oo quando k — oco. E para cada A € Re pp > 0,
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(Po)a, possul uma sequéncia de solucoes (vy) tal que I ,(v;) < 0 quando k& — oo.

Outro caso particular e interessante de (P), , é o problema

—Au =\’ + fQ u® em (),

P
(P1)aa u =0 sobre 09,

onde A € R, > 1e s > 0, que combina um termo local e um nao local. Este problema
foi estudado em alguns trabalhos, veja por exemplo [49] e algumas de suas referéncias. Em
[49], os autores fizeram uma revisao dos estudos anteriores de (P;),1 ¢ apresentaram novos
resultados relativos a existéncia de solucao positiva para (Py), 1 fazendo varias hipéteses sobre
os parametros A, 8 e s. Nesse trabalho, eles utilizaram basicamente argumento de ponto fixo,
sub e supersolucao e teoria de bifurcacao.

Note que (P),, nao é, em geral, variacional. Vamos estudar (P), , para duas classes
distintas de funcdes A. Na primeira classe A(z,t) > ag > 0 em Q x [0,by], para alguma
constante by > 0. Na segunda classe estudaremos um caso em que A(z,0) = 0.

Nosso resultado relativo ao problema (P), , é o seguinte

Teorema 1.7 Suponha que (), q(z), s(x) € C1(Q) e 0 < a(x), v(z), B(z), n(z) € CO(Q)
tais que

O<a +p <at+87<1.

Suponha ainda que a funcdo A : Qx[0,00) — R seja continua. Temos as sequintes situacoes:

(A1) Suponha que 1 < n~ +~~ e existem constantes ag, by > 0, tais que
A(z,t) > ag >0 em Q x [0,bg].

Entao, dado p1 > 0 eziste \g > 0, tal que para cada A € (0, \g) o problema (P)y,, possui uma
solugdo fraca positiva uy .

(As) Suponha que 1 <n™ +~T e existem constantes a,as > 0, tais que

A(z,0) =0 < A(z,t) < a; em Qx (0,00) e lim A(z,t) = as uniformemente em €.

t—o00
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Entao, dado A > 0 existe p1g > 0, tal que para cada p € (0, p19) o problema (P)y,, possui uma

solugdo fraca positiva uy .

Demonstragao: Suponha inicialmente que (A;) ocorre. A demonstracgao sera feita usando
o Teorema 1.5. Para isso, dividiremos a demonstragao em trés etapas.
1* Etapa: Construcao de u.

Seja e € H(Q) (N C?*(2) a tinica solucdo de (1.5). Para cada constante M > 0
—A(Me) =M em (.

Vamos obter M > 0, tal que

1
M>— (A(Me)ﬁ(‘”)|Me|§§f2) + u(Me)"@ | Me'®) ) em Q. (1.9)
Qo

Ls(x)

Para 0 < M < 1, a relagao (1.9) ocorre quando

1 —da~ x (1€ - - x
M 2 o (AN el el 4+ b el e

z(;f;) em €. (1.10)

Agora, observe que tomando

R:max{|e|Loo, le] Lo |e|ps@, 1}, (1.11)

a relacao (1.10) ocorre quando

ML <>\M5_+Q_R”++7+ + M R’“W)
i ao )

ou ainda,

1> L </\]\4B*+oﬁ—anﬂrv+ + MMUHW’—IRU*JW*) ) (1.12)
Qg

Logo, se (1.12) ocorre para 0 < M < 1, a relagao (1.9) também ocorre. Provaremos

que a relagao (1.12) ocorre.
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De fato, defina a fungao ¢ : (0,00) — R, dada por

+ 4t + 4t
w(A{)::fﬁlii_iﬂ4ﬂ*+a’—1+—fyliz—ﬁﬂ4”*+7*—1
Qo Qo ’

como ¢ é de classe C! e por hipétese 0 < o~ + 3~ <1 <n~ +v~, entdo
lim (M) = lim ¢(M) = occ.

M—0+ M—o0

Assim, ¢ possui um ponto de minimo My , = M (A, i) > 0, que satisfaz ¢'(M) ,) = 0. Mas
1
A = +77)=(B7+a™)
()0/<M)\,,u> =0& M)\,,u =C E 5

1
onde ¢; = (—Z,(i;f‘){l) ) (7))

Recorde que desejamos obter 0 < M < 1 que satisfaca (1.10). Observe que

(1.13)

- )1
O<MM§1(:)O<)\§M{(77 +77) }

1—(B+a)

Também precisamos que M satisfaga (M) < 1 para obtermos (1.12). Note que

) ARNADY A\ Ty A e ! Ry W\ T !
90<M)\,u) = — 1| — +—— e[ = 7
ao ol ao L

ou seja,
v R4 ey [ A0+ 1] ey e )
90( AJL) - ao M(/37+a7)_1 )
onde ¢y = AT )T
Assim,

<1. (1.14)

Rt ¢, [ A0 +97)-1] T
M(B_Jra_)*l

Como 0 < o~ +f~ <1<n +7,dado pu > 0, segue das relagoes (1.13) e (1.14),
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que existe A\g = Ag(p) > 0, tal que para cada A € (0, A\g] o par (\, p) satisfaz
O<M)\”u§1 e @(M)\,M)SL A )\E(O,)\()].

Portanto, pelos argumentos anteriores, M) , satisfaz (1.12). Assim, M), , satisfaz (1.9).
Desde que
A(x,t) >apg>0 em Q x [O, bo],

podemos escolher Ag > 0 pequeno, tal que para cada A € (0, Ag),

onde [0, M) e]:={w € L*(Q) : 0 < w(z) < My e(z) q.t.pem Q}.
De fato, como M)y, — 0 quando A — 0, existe \g > 0 tal que | My, €|z < by. Desde

que a fungao A — M, , ¢é crescente,
’M/\”ue|Lr(z) S |M>\07N€’LT(Z) S b07 V )\ G (O,)\Q)

Assim, dado w € [0, M,\#e], temos |w|;r@ < bg. Logo, A(x, |w|r@) > ag > 0.

Usando esse fato e (1.9) com M = M, ,, obtemos para cada w € [O, MA’He},

My, > a Ls(@)

(MM ) DM el + (M) Mo e[, ) em .

(@, [w]|Lr)
Portanto, definindo w = w(\, ) := M, ,e, temos para cada w € [0,7],

( 1
N ] A S—

S u>0 em

pa@ a1 em Q,

u = (0 sobre 0f).

\

22 Etapa: Construcao de u.
Seja. K = max {A(z,t): (z,t) € Qx [0, [U]rw]}. Para cada w € [0,u], temos
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|w|pr@) < ||pre), logo,
ap < Az, |w|prw) < K em Q, Yw € [0,7].

Seja o1 € HL(Q) N C?¥(Q) uma autofuncio associado ao primeiro autovalor \; de
(—A, H(Q)). Como A; é simples e isolado podemos supor que ¢; > 0 em Q, |p1|p= < 1 e
|©1] e < 1. Por hipdtese 0 < a™ + 7 < 1. Seja e = €(\) > 0, tal que

1
)\ 1 a+ac 1= (eT+AT)
0 <e<min #ﬁg: 1
K

)\1|901 Loo

Como em (1.7),

1 a(z —
_A(Egpl) < A A(egpl)ﬁ(x)‘egpl‘p(z(; em (), V we [Ovu]

(z, |w| )

Assim, definindo u = u(\) = ey, para cada w € [0, 7,

( 1 1

—Au < )\uﬂ z) |y (z) T un(z) u ~(x) em Q,
T A(x7 ‘w‘LT(Z)> |—|L¢Z(I) ./4.(3:, "LU‘LT(Z))’UJ_ ‘—|Lq(z)

u>0 em (.

u =0 sobre 0.

3% Etapa: u <.
Dado A € (0, \o|, diminuindo € = €(\), se necessario, de modo que Aj€|py|p < M),

temos —A(epy) < —A(M, ,e) em Q. Pelo Principio de Comparacao
u = epy < My e =:u.

Portanto, (u,u) é um par de sub e supersolucao para (P),,. Pelo Teorema 1.5, para

cada A € (0, \o], existe uma solugao fraca positiva u, , € Hg(Q) () L>®(Q) para (P),,, com

QS U, S u.
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Demonstracao do Teorema 1.7 no caso em que (A4y) ocorre
Agora, suponha que (A;) ocorre. Neste caso, como A(x,0) = 0, ndo temos a limitagao
da funcao A préximo de 0, isso requer uma atencao a mais quando tentarmos construir uma
supersolucdo para (P),,. Vamos adaptar os argumentos anteriores e usar o parametro p
para construirmos uma supersolucao. Primeiro vamos construir a subsolugao.
1* Etapa: Construgao de u.
Seja 1 € H () (N C?**(Q) uma autofuncdo associado a A; como na 2% etapa do caso

(A;1). Dado A > 0, escolhendo € = ¢(A\) > 0, tal que

1
A% et
0 < e<min % 15,
Mlpilp a1

obtemos

1

_A < -
(01) < A ol

)‘(6901)6(36”6901@&2) em €, Ywe L®(Q).

Definindo u = u(A) := ey, para cada w € L>®(1),

( 1

Ay < —————— PO @1 em Q)
L= A(I, ‘w‘Lr(z)) = |—|Lq(1) A(CE, ‘w‘LT(E))M_ |—|Lq(ac)
u>0 em
u =0 sobre 0f).
\
22 Etapa: Construcao de w.
= Ooo .
Como limy .o A(x,t) = as uniformemente em €2, tomando 7 = - existe M =

M (1) > 0 suficientemente grande, tal que
JA(z, 1) — as] < %"’ em (1 x [M,00),

assim,

Az, t) > %” em O x [M, o0).

Seja my = min{A(z,t) : (z,t) € QX [|u|pr@), M]}> 0. Tomando ky = min {m,, %=},
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temos

Az, t) > ky >0 em Q x [|u|prw),00).

Sejam e(x) € HE(Q)NC?*%(Q) a tinica solucdo de (1.5). Desejamos obter uma constante

T > 0, tal que, para cada w € L*(2) com u < w,

1 x alx T T
T2 el (M) Tl + p(Tey | Tel[2) ) em . (1.15)
Esta relagao ocorre quando 7" > 1 e
1ZZ}<Xpﬁﬁﬁ”W+“++NT“*”1R“*¢>7 (1.16)
A

Ls(x), 1}
Defina a fungao ¢ : (0,00) — R, dada por

onde R = max{|e|.~, || aw), |

+ ot + 4t
nt 4y nt+y
_ R A gtyator R Ntn++w+—1

V) == 1 R

Por hipdtese 0 < at + 8 < 1 < nt +~T. Seguindo 0s mesmos argumentos feitos no

caso (A;) para a funca@o ¢, concluimos que 1 possui um ponto de minimo 7} , dado por

1
T+ H)—(BT+at)
A
T)\,,u =C3| — )

L

1
onde c3 = (%) =T Recorde que neste caso, por (1.16), desejamos obter

T>1e (T)<1.

Note que
(" +97) -1
T, >1sA> 1.17
pu Z Z M 1_(6++a+) ( )
¢ 1
R " Ca )\(n“‘—i-'y‘*‘)—l T+ )= (BT +aT)
Y(Thy) <1le = T FaT) <1 (1.18)
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Pelas relagoes (1.17) e (1.18) concluimos que dado A > 0 existe py = po(A) > 0, tal
que para cada pu € (0, 119), 0 par (A, ) satisfaz

T)\,,u Z 1le ’lﬂ(T)\’!J S 1.

Pelos argumentos anteriores, T} , satisfaz (1.15). Logo, dada w € L*(Q) com uy, < w

1

JI, |w|Lr(z))

(AT T e ls0) + Do) T e }5 ) em 2.

Definindo @ = (A, pt) := T) 4e, para cada w € L>(§2) com u < w,

( 1 1
—Aﬂz—)\uﬁuaffl%—— Ul ;o em €
Az, [w] o) g .A(x,\w\mz))’u lalii,

uw>0 em (,
7 =0 sobre 0Of).

3% Etapa: u<u
Como Ty, — oo quando g — 07, podemos escolher pyg = po(A) > 0, tal que,

A€lpr|pee < T g, logo, —A(epr) < —A(T) 0e) em Q. Pelo Principio de Comparagao
u = epp < T e
Desde que a funcao p — T, é decrescente, temos
u<T e <The:=a, Vpue(0,u).

Portanto, (u, ) é um par de sub e supersolucao para (P), ,. Pelo Teorema 1.5, existe

uma solugao fraca positiva uy , € Hg(Q) () L>(S2) para (P)y ,, com

u<u

IN

0 que prova o teorema no caso em que (Ay) ocorre. a
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Observacao 1.4 Na relagdo (1.14), como ag nao depende de X\, dado pn > 0 existe Ay > 0, tal
que para cada A € (0, \g] o par (A, p) satisfaz (1.14). Jd na relagao (1.18), como ky depende
de X\, nao podemos garantir a existéncia de tal Ao, com o par (A, u) satisfazendo (1.18). Mas
dado \ > 0 existe o > 0, tal que para cada p € (0, o] o par (A, p) satisfaz (1.18).

No caso (Ay) a limitagdo A(x,t) > ag > 0 em Q x [0,by], nos permite diminuir

€ = €(A\) de modo que u = ep; < M, e =: U, mas, erige que a supersolu¢do T verifique

[t|rey < bo, jd que podemos ter A(z,t) = 0 para t > 0 suficientemente grande. Por esse
motivo encontramos My, € (0,1]. Como My, — 0 quando A — 0, temos a solugdo uy, de
(P)p satisfaz |uy | — 0 quando A — 0 como acontece no caso local, veja [15].

No caso (As) para X > 0 pequeno, como € = €(\) e A(x,0) = 0, nao podemos diminuir
€ de modo u = epy < T) e =: 7, pois Az, t) > k) em Qx (|| rw, 00) e Ty, depende de A
como mostra a relagao (1.18). Para conseguirmos a comparagao entre a sub e a supersolugdao
tomamos T, suficientemente grande.

Os argumentos das demonstragoes dos casos (Ay) e (As) do Teorema 1.7, mostram
que se tivermos A(x,t) > ag >0 em Qx [0,00) e 1 < nt ++F, entdo, dado X > 0 emiste
po > 0 suficientemente pequeno, tal que, para cada pu € (0, pi9) o problema (P)y,, possui uma

solucao fraca positiva uy,. Note que nessa situagdo, podemos ter 0 < n~ +~v~ < 1.
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1.4 Aplicacao 1.3 do Teorema 1.5: Uma generalizacao da equacao
logistica classica

Nas duas aplicagoes anteriores do nosso Teorema 1.5, consideramos pelo menos uma das
condigoes A(z,t) > ag > 0 ou 0 < A(x,t) < as. Nesta segao faremos a terceira e tltima
aplicacao do Teorema 1.5 em que nao ha a necessidade da limitagao inferior ou superior para
a funcao A(z,t). Nesta aplicagdo podemos ter

A(z,0) >0, lim A(z,t) =00 e lim A(z,t) = +oo.

t—0t t—00

Além disso, estudaremos uma versao de (P) que generaliza a equacao logistica classica

—Au=u(y—u) em €,

P
(P) u = (0 sobre 0f).

Mais precisamente, estudaremos o problema nao local

—A(z, |u] g ) Au = Af () |ul%)) em

(F7)a
u =0 sobre 02,
com a classe de fungoes f estudada em [31], mas sem exigir a limitagao global para a funcao
A e que f e C! como em [31].

Assumiremos que existe uma constante 6 > 0 tal que a fungao f : [0, 00) — R satisfaz
(fl) f € CO([Ou 0]7R)
(f2) f(0)=f(8) =0, f(0)>0(f'(0) €(0,00] e f(s)>0Vse(0,0).

Exemplo 1.1 As funcgoes fi(t) =t(y—1t) e folt) = ut? —t*; 0 <g<1l<p e v,u>0
pertencem a classe de fungoes f considerada acima e fornecem equagoes logisticas. Para f;

temos 0 =~y e f{(0) =~. Para fy temos 0 = /Lﬁ e f5(0) = oo.

E conhecido, veja por exemplo [20] ou [27] (Teorema 11.3) que o problema (P); possui
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uma solucao positiva u se, e somente se, v > A;. Além disso, u é tnica e

0<u<~yem

onde \; é o primeiro autovalor de (—A, Hj(Q2)).

Em [31], Chipot-Corréa estudaram o seguinte problema nao local

—A(z,u)Au = Af(u) em €,
(P)x
u =0 sobre 0f,

assumindo que existem constantes ag, a,, > 0, tais que

ap < Wz, u) < ao, Vu € LP(Q) q.t.p em

onde a fungao =z — A(z,u);x € 2, é mensurdvel e a funcio u — A(z,u);u € LP(Q), é
)\laoo
f'(0)

problema (P), possui uma solugao positiva 0 < u(z) < 6 em €2, veja o Teorema 2.1 em [31].

continua. Eles mostraram, usando o Teorema do ponto fixo de Schauder, que se A > 0

Nosso resultado relativo ao problema (P'), é o seguinte

Teorema 1.8 Suponha que (), q(z) € C(Q), 0 < a(x) € C°(Q) e a funcdo f : [0,00) — R

satisfaz (f1) e (f2). Suponha ainda que a fung¢io A : Q x (0,00) — R seja continua e

Entao, existe Ao > 0, tal que, para cada X\ > Xg, o problema (P')\ possui uma solugao fraca
positiva uy com

0<uy <6.

Demonstragao: Faremos a demonstracao aplicando o Teorema 1.5. Assim, precisamos
construir u e u e, em seguida, ordena-las.
1* Etapa: Construcao de u.

Provaremos que um problema local possui solugcao positiva aplicando o Teorema 1.5.

Em seguida, usaremos a solucao deste problema local para construirmos a subsolucao do
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problema nao local (P’),.
A
Dado 0 > 0 defina A := WIO) + ¢ quando f'(0) € R e A := ¢ quando f'(0) = oc.
Afirmamos que o problema
—Au = Af(u) em €,
P
(Fo)a u =0 sobre 012,

possui uma solugao fraca ¢ = ¢,, tal que

0<p<fem (1.19)

De fato, observe que 6§ > 0 é uma supersolugdo de (P),, pois f(#) = 0. Observe

A
também que como f'(0) > Tl e f(0) =0, existe 7 > 0, tal que

f(t)

—_ 2

; L Vite(0,7].

I~ >

Tomando € > 0 tal que €|~ < 7, onde ¢, é a autofungao associada a A;, temos

logo,
—A(ep1) = Aifepr) < Af(epr) em €,

assim, ey ¢ uma subsolugao de (P),.

Portanto, diminuindo € se necesséario de modo que ep; < 6, podemos aplicar o Teorema
1.5 no caso particular em que A(x,u) =1, a(x) =0, fo =0 e fi = Af para obtermos uma
solugao fraca ¢ = @, de (FP2), verificando (1.19).

Agora, como ||« é um nimero real positivo e a fungio a(x) € C°(Q), a funcio

|g0|zl(1'()z): Q — R

a(z)
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é continua. Logo, existe uma constante C' > 0, tal que

2% > ¢ em Q.
Sejam K = max {A(a:,t) C(z,t) € QX [|¢]rw, \H\Lr@)]}, W= % e ¢ = p, a solugdo
de (P,),. Note que
Af@)lelne, K
K N|90|z<(13<2>

—Ap =Af(p) =

Como pu = %, temos —X —— < 1. Logo,

a(zx)

“leq(z)

o)
g < 2SO

Assim, para cada A > Au, temos

o(z)
g < 2 SO

———, YweE |p,0.
=G ol

Definindo u := ¢ = @), a fun¢do u é uma subsolugao de (P’),, para cada A\ > Apu.
22 Etapa: Construcao de w.
Como f(0) = 0 segue que u := 6 é uma supersolucao de (P’),, pois

f(@)

~AT=0=)\ al*) Y w € [p,0].
“ A(x,!w[er)‘u’LQ(z)’ we e 0

32 Etapa: u <w.
Por (1.19),

—~

ui= ) < 0=

Portanto, (u, %) é um par de sub e supersolugao para o problema (P’),. Pelo Teorema
1.5, para cada A > Ay := Au, existe uma solugdo fraca positiva uy € H}(Q) () L>*(Q2) do
problema (P’), com

oxr <uy < 0.
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Capitulo

2

Solucao positiva para uma classe de
problemas elipticos nao locais envolvendo os
espacos generalizados de Lebesgue: O

sistema

Neste capitulo, estudaremos a existéncia de solucao positiva para a seguinte classe de

sistemas elipticos nao locais associado ao problema (P)

ai(z) 71(%)

—A(z, | pr @) Au = fl(x,u,v)|v|m(x) + fa(z,u,v)|v Lo em Q,
(S) —A(@, [u] pra0) A0 = g1 (2w, 0)|ul 7o), + g, w, 0)[ul 250, em
u=v=0 sobre 01,
onde  é um dominio limitado do RY com fronteira dQ suave, N > 1, |.|zm(;) é a norma

de Luxemburg no espaco generalizado de Lebesgue L™®)(Q) e as funcoes A : Q x R — R,
fif2,01,02 : QX RZ = Rery,q;, 8, 5,7 : 8 — R sdio continuas.

Como comentamos no Capitulo I, nas ultimas décadas, muitos fenomenos da Fisica,
Biologia, Quimica e da Engenharia foram formuladas em modelos matematicos nao locais,
veja [18], [19], [23], [32], [33], [35], [57], [58], [60], [74] e suas referéncias.

Assim como o caso escalar (uma simples equagao), os sistemas nao locais vem sendo

bastante estudados, veja [22], [26], [46], [47] e [58]. Por exemplo, o seguinte sistema parabdlico

49



nao local
u = Au™ +aly|f, em  Qx(0,7),

vy = Avt +blulf, em  Qx(0,T),
u(z,t) = v(z,t) =0 sobre 0N x (0,00),

u(z,0) = ug(x),v(x,0) = vy sobre 09,

\
onde m,n > 1, p,g > 1, a,B,a,b > 0 e ug,vg sao fungoes nao negativas e limitadas, foi

estudado em [58] por Deng-Lie-Xie. A versao estaciondria desse sistema, isto é, o sistema

—Au™ =alv|}, em €

—Av* =blulf, em Q,

u=v=0 sobre 01,

foi estudado em [47] por Corréa-Lopes, via um teorema de Rabinowitz, veja o Teorema B.12
no Apeéndice B.
Em [26], Chen-Gao estudaram, via método de Galerkin e sub e supersolugao com a

iteragao monotonica, o sistema
—Au = fi(z,u)|v[fa, em €,
—Av = folx,v)|ulfa, em

u=v=0 sobre 01,

onde 0 < p;, <1l << % quando N >3 el < o; < oo quando N = 1,2. Eles também
estudaram o caso em que p; = a; = 1, 1 =1, 2.

Uma da motivagoes para estudarmos o sistema (.5) foi o sistema nao local

—Aplu:]v]‘;;ff3> em Q)
(S)/pl,p2 _APQU:‘U’|§?I§:€;) em (),

u=v=0 sobre 01,
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que esta associado ao problema escalar

—Aju=lulyit) em

u =0 sobre Of).

Ambos, (P,) e (S)p,p,, foram estudados em [46] por Corréa-Figueiredo-Lopes, onde
eles utilizaram o método de sub e supersolucao com a iteragao monotonica, para provar um
resultado de existéncia para o caso escalar e um teorema de Rabinowitz, veja o Teorema B.12
no Apéndice B, para o sistema (5),, p,.

Neste capitulo vamos enunciar e demonstrar um teorema de sub e supersolucao para o
sistema (.9) que nos fornece solugao positiva para (.5). Faremos trés aplica¢oes desse teorema.

Para enunciarmos o principal resultado deste capitulo, precisamos definir solugao
positiva para o sistema (.5).

Diremos que um par de fungoes (u, v) é uma solugao fraca positiva para o sistema (5)

quando u,v € Hg () (N L>*(Q) com u,v >0 em Qe

ai(x) x)
T, u,v)|v T, u,v)|v
/Vquo:/ (fl( Nl @) Jrfz( )|
Q Q

Lw)) ¢, Ve H)Q)

Az, [v| @) Az, [v| @)
¢ (z)
91 T, u,v |U| g (:1:) 92(%”;””“ 723 fx)
VoV L= 4 L . Y e H Q).
/ vy = / ( T, [ulpra@) A(, [u|pro@)) v Ve Hol®)

Nosso principal resultado neste capitulo é o teorema

Teorema 2.1 Suponha que 7;(x), ¢i(x),s:(x) € CL(Q), 0 < ay(x),vi(x) € C°Q), os pares
(u,v), (wW,v) formam um par de sub e supersolu¢io para o sistema (S) com u,v > 0 em
e fi(z,t,5),gi(z,t,8) > 0 em Q x [0, [d|p~] x [0,|0|z~]. Suponha ainda que a funcdo

A:Q x (0,00) = R seja continua e

A(z,t) > 0emQ x [0,7],

onde g = min{|w L), W L"2(°”)} eT = max{m L@, [W L7»2<I>}. Entao, o sistema (S)
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possui uma solugao fraca positiva (u,v) com
u<u<u e v<v<.

Para a definigdo de subsolugao e supersolugao para o sistema (.5) veja a Segao 2.1.
Faremos trés aplicagoes do teorema 2.1 que estao nas Segoes 2.2, 2.3 e 2.4. Para facilitar
a leitura do nosso trabalho faremos um pequeno resumo dessas aplicagoes do Teorema 2.1.

Para simplificar o enunciado dos préximos teoremas usaremos as seguintes natacoes

w™ =minw(z) e w’ =maxw(x),

Q Q
onde w(zr) € C°(Q).
Na Secao 2.2 faremos nossa primeira aplicacao do Teorema 2.1. Estudaremos um

sistema que estd associado ao sistema (.5),, p, estudado em [46]. Nés estudaremos o sistema

— Az, [V] o) Au = (@@ 4@ g0 em Q,

(55) Al ) A0 = (@5 D om0,

u=v=0 sobre 01,

para duas classes distintas de fungoes A.

Nosso resultado relativo ao sistema (Ss) é o seguinte

Teorema 2.2 Suponha que 7;(x), ¢;(z) € CL(Q) e 0 < a;(x), Bi(x), vi(x) € COQ) tais que
0<af+85of +74 <1, i=1,2

Suponha ainda que a funcio A : Q x [0,00) — R seja continua e que pelos menos uma das
condicoes abairo ocorra:

(A1) Existe uma constante ag > 0, tal que

Az, t) > ag >0 em Qx[0,00).
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(Ag) Existem constantes ay, a~, > 0, tais que

A(2,0) =0 < A(z,t) < ay em Qx (0,00) e lim A(x,t) = as uniformemente em €.

t—o0
Entao, o sistema (Ss) possui uma solucao fraca positiva (u,v).

Na Secao 2.3 faremos nossa segunda aplicacao do Teorema 2.1. Estudaremos um

sistema associado ao problema (P),, estudado na Segdo 1.3. Estudaremos o sistema

(z)

( ‘U‘LTI(I))AU— AP (@)= luyv‘(zzfx) +Mvn1(w) I’U’U 7 em 0,
(S)au — A2, [u] proer ) Av = M@ |u| 2268 4 @ =Ty 20 em

u,v =0 sobre 0f2,

também para duas classes distintas de fungoes A.

Nosso resultado relativo ao sistema (.5)y , é o seguinte

Teorema 2.3 Suponha que r;(z), ¢;(x), si(r) € C(Q) e 0 < ay(x), vi(z), Bi(x), mi(x) €
C%(Q), tais que
0<a; +67 <af +6F <1.

Suponha ainda que a funcdo A : Qx [0,00) — R seja continua. Temos as sequintes situacoes:

(A1) Suponha que 1 <mn; +~; e existem constantes ag, by > 0, tais que
Az, t) > a9 >0 em Q x [0, bg].

Entao, dado pp > 0 existe \g > 0, tal que para cada A € (0, \g) o sistema (S)y, possui uma
solugdo fraca positiva (uy ,, Ua ).

(Ag) Suponha que 1 < (ny +~7)(ny +735) e existem constantes ay, as > 0, tais que

A(z,0) =0 < A(z,t) < a; em Qx (0,00) e lim A(z,t) = as uniformemente em €.

t—o00

Entao, dado A > 0 existe p19 > 0, tal que para cada pv € (0, 1) o sistema (S)y, possui uma

solugdo fraca positiva (uy,, Ua,).
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Na Secao 2.4 faremos nossa terceira e ultima aplicacao do Teorema 2.1. Estudaremos
um sistema associado ao problema (P’),, estudado na Se¢ao 1.4. Estudaremos o sistema de

equacoes logisticas

— Az, [0 grao) A = Ay (u)[o] 5357, em Q,
(S —A(@, lul ) Av = pufa(0)ul32 ) em Q,

u=v =0 sobre 0Of).
Nesta aplicagao podemos ter

A(x,0) >0, Pr%A(x,t) =00 e limA(x,t) = £o0.

t—0

Assumiremos que existem constantes ; > 0, tais que as fungoes f; : [0,00) — R,i =
1, 2 satisfazem
(H1) fi € C°([0,6,], R)
(Hz) fi(0) = fi(0) = 0, f{(0) >0 (£;(0) € Rou f{(0) = 00) e fi(s) >0Vs € (0,6:),
onde i =1, 2.

Nosso resultado relativo ao sistema (S”),,, é o seguinte

Teorema 2.4 Suponha que r;(z), ¢;(x) € C(Q) 0 < a; € C°Q), as funcgdes fi : [0,00) — R

satisfazem (Hy) e (Hy). Suponha ainda que a fung¢do A : Q x (0,00) — R seja continua e
A(x,t) >0 em Qx (0,7,

onde @ = max{|0;|;~w : 1= 1,2}. Entao, existem Ag, 1o > 0 tais que, para cada X > Ay e

p > o o sistema ("), possui uma solugdao fraca positiva (uy,, vx,), tal que

O0<ur, <6 e 0<vy, <0 em Q.
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2.1 Teorema de sub e supersolucao para o sistema

Nesta secao, enunciaremos e demonstraremos um teorema de sub e supersolucao para o
sistema (.5). Na demonstragao desse teorema, usaremos novamente o Teorema do ponto fixo
de Schaefer adaptando os argumentos da demonstragao do Teorema 1.5 para o sistema. Para
isso, definiremos um operador adequado associado a um sistema linear, de modo que ponto
fixo desse operador seja solugao fraca do sistema (5).

Iniciaremos com algumas definigoes.

Definigao 2.1 Dizemos que o par de fungoes (u,v) € uma solugao fraca positiva para o
sistema (S) quando u,v € H}(Q) (N L®(Q) com u,v >0 em Q e
ai(z) 7(z)

filz,u,0)ol o ol u,v) ol G
VuVp = In= + L . Yoe HNQ
AL /( A tlpe) T Aol )07 E RO

x,u,v)|ul?27 2, u, v)|u2")
[wove=[ (% Mty | 2 DS s o
s |ulpra@) Az, [ulpr@)

Definigao 2.2 Dadas z,0 € L>*(2), com z < 0, definimos

[2,6] .= {w e L®(Q) : 2z(z) <w(z) <O(z) gtpem Q}

[2,00) :={w € L™(Q) : z(z) <w(z) ¢.t.p em Q}.

Definicao 2.3 Dizemos que [( v), (u, )} € um par de sub e supersolucao para o sistema
(), respectivamente, quando uw,v € H} () N L®(Q), w,v € H'(Q) (N L>*(QY) com
aA)u<u, v<T e u=0<u, v=0<7T sobre 09,

b) Dadas p,v € H}(2) com ¢,¢ > 0, temos

( ay ()

fi(zu w)\v|Lq1<z> fg(x,u,w)‘v"h( )

= le ) —
fQ VUVSO < fQ ( ‘w‘LT1<I>) + A(I7\W‘Lr1(z)) ) ®, Ywe [Q; U]a

(2.1)
g1 (z,w,v)|ul 3;2) g2 (z,w v)|u\72(z)

L52(x) —
fQ V'UV’I/J < fQ ( ‘w‘LTQ(I)) + Az ‘w‘LT2<I>) > w7 Y w < [ﬂ; U/]
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( fi xuw)|v|a1<z)

faa o)
191(z) Ls1(@)
fﬂ VUVSO > fQ ( |w|LT1 z)) + -A(x7|w|LT1(l)) 4

Vw e [v,7],

(2.2)

g1(z,w v)\u| ag(@)

(@)
L | R@wnE ) -
fQ VoV > fQ ( ATy + yYENTTR—=y v, Yw € [u,al.

Observacao 2.1 Para facilitar a leitura, vamos enunciar novamente o Teorema 2.1 jd
enunciado na introducdo. Agora ele passard a ser chamado de Teorema 2.5. Também vamos

enunciar novamente os outros teoremas nas respectivas secoes.

Neste capitulo usaremos as notacoes

w™ =minw(r) e w" =maxw(z),

Q Q

onde w(x) € C°(Q). E denotaremos por

w(z) = min{u(z),v(z)} e w(x) = max{u(z),v(x)}.

Nosso principal resultado neste capitulo é o seguinte

Teorema 2.5 Suponha que 4(z), q;(z), si(x) € C(Q), 0 < ay(z),vi(z) € C°Q), os pares
(u,v), (w,v) formam um par de sub e supersolu¢io para o sistema (S) com u,v > 0 em
e fi(z,t,5),g:(x,t,8) > 0 em Q x [0, [u|p~] x [0,|0|p=]. Suponha ainda que a funcdo

A:Q x (0,00) = R seja continua e
Az, t) >0 em Q x [Q,E},

onde ¢ = min {|w| @, 0| e} e T = max {|W] nw, W] mew }. Entdo, o sistema (S)

possui uma solugao fraca positiva (u,v) com

1S
VAN
<
VAN
S|
Q]
S
VAN
<
VAN
<
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Demonstragao: Consideremos os operadores truncamentos

T,S: L*(Q) — L=(Q)

(u@)  se 2(z) < u(x),

Ta(z) = { #(@)  se u(r) < z(z) <u(w),

) se () 2()

e [ u@)  se w(z) < v(z),
Sw(z) = { w)  se @) <w(r) <v(2),

\ u(z)  se w(r) > ()

Pela definicao de T' e S,
u<Tz<u e v<Sw<v emQ, Vzwec L*Q).
Como w = min{u, v} e w = max{w, v}, entdo,
w< Tz, Sw<w emQ, Vzwe L*(Q)

e desde que w,w € L*(N), temos Tz, Sw € L>*(Q2). Logo, os operadores T e S estdao bem

definidos. Como w > 0 em )
lw|pe < |Tz2|pee, |Sw]pe < [W]1e, ¥ 2z,w € L*(N).
Além disso, usando a definigdo da norma |.|pme), temos
W] me) < |T2| gy, | SW] ) < [0]pmer, ¥ z,w € L*(Q), m(x) € CL(Q).

Sejam os operadores Hy, Hy : [u, 1] x [v,0] — L?*(2) definidos por

71()
Ls1(x)

filz,u(@), v(@)o[S0) folz, u(z), v(z))|v

Az, |[v]pri@)) Az, [v| @)

Hi(u,v)(z) =
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g1, u(@), (@) |ulfegt | galr, u(@), v(@)ul 20
H(u,v)(z) = +
A(z, |[u|pr@) A(z, [u] pra)
Afirmamos que os operadores H;,i = 1,2 estao bem definidos e os operadores

(z,w) = Hy(Tz, Sw); (z,w) € L?(Q) x L*(N2) sao continuos de L3(2) x L*() em L*(Q).
De fato, como A(z,t) > 0 no compacto 2 x [¢,7] e a funcdo A é continua, existem

constantes k, K > 0, tais que
kE<A(z,t) < K,V (2,t) € Qx [o,7]

Dado (u,v) € [u,u] x [v,7], temos u,v € [w,w|, logo, |u|.r@, |V| @ € [g,7], onde

na hipétese do teorema ¢ := min{|w|;rw :i = 1,2} e 7 := max{|wW|»w : 7= 1,2}. Assim,

0 <k <Az, |ulprnw), Az, [v]nw) < K em Q, V (u,v) € [u,u] X [v,7],i=1,2.

Pela continuidade das funcdes f;(z,t,s), gi(z,t, ) em Qx [0, || ] x [0, || ], existem

constantes cq, co, c3,cq4 > 0, tais que

(z)

+ co|v] T} _
(@)
L1 em Q

k )

v ai(z)
|H1(u,v)| S 1| |Ltz1(x)

V (u,v) € [u, 7] x [v,7]

e
cslul®29) 4 cy|u| ™) _
UﬂwwégHW”kdL“>mﬂlvmw€mmxmw
logo,
71 ()
cr|w »n T CW| —
\mmmml‘m“kﬂ L0 o TV (0,0) € 7] X [0,7]
¢ 1(a)
cs|w T Ca|W| —
)] < T AT g 0) € ) x
Como ]w]z(j(z) <7 ey + [0]7 ey ¥ () € C1(Q), 7(2) € CO(Q), obtemos
CE_I—I—w o) Tl T W s —
|H1(u,v)| < 1(| |Lq1() | |Lq1( )) 2(' |L 1(z) | |L 1.( )) em Q, V(U,U) c [Q,ﬂ] % [Q,i]

k
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)+ [w

(|w|Lq2(z) + |w|Lq2(z)) + 04(’“)
k

Ls2(z

Hau, )| < F0) o 0 () € DTl 7]

Definindo as constantes

Cl(| |Lq1(x) + |w|Lq1(a:)) + 62(|w|zlsl(a:) + |w|le(x))

K, = 2
e
K, — (|w|Lq2(Z) + |w‘Lq2(2)) + C4(|w Ls2(x) + |w Lsz(z))
2 k? )
temos
|Hy(u,0)] < Ky em Q, ¥ (u,v) € [u,a] x [v,7]
e
|H2(U7U)| S K2 €ml ﬁ? v (U,U) S [Q7ﬂ] X [Q7ﬁ]
Como €2 é um dominio limitado de R¥, os operadores H; estao bem definidos.
Dado (z,w) € L*(Q) x L*(2), como Tz € [u,u] e Sw € [v, 7], temos
|Hy(Tu, Sw)| < K, em Q, V (u,v) € L*(2) x L*() (2.3)
e
|Hy(Tu, Sw)| < Ky em Q, V (u,v) € L*(Q) x L*(Q). (2.4)

Agora, provaremos a continuidade dos operadores (z,w) — H;(Tz,Sw) de L*(Q) x
L*(Q) em L*(Q).
Vamos considerar o espago L*(Q) x L*(Q) munido da norma

|(u, )| L2x e = ulL2 + |v] L2,

com a qual ele é um espaco de Banach separavel e reflexivo.

Sejam (z,,w,) — (z,w) em L3*(Q) x L*), entdo 2, — z em L*Q) e
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w, — w em L?*(2). Assim, a menos de subsequéncia

zp(x) = 2(x) e wy(z) - w(z) q.t.p. em .

Logo,
Tzp(x) = T2(z) e Swy(x) — Sw(x) q.t.p. em Q.

Dada m(z) € C(Q), temos

T2, () — T2(z)|™ @, |Swn(2) — Sw(z)[™® =0 q.t.p. em Q

T2, (x) — T2(2)[™ < 207 < C qt.p. em 9,
wy () — Sw(x < 20|’ <C q.t.p. em ()

pelo Teorema da Convergéncia Dominada
/ Tz, — Tz|™@, / |Sw,, — Sw|™ — 0.
Q Q
Pela Proposi¢ao A.3 item v), veja o Apéndice A, temos
Tz, = Tz e Sw, = Sw em L™(Q), V m(z) e CL(Q).
Pela continuidade das funcoes f;(z,t), g;(x,t) e A(x,t), i =1,2,
Hi(Tz,, Sw,) = H;(Tz,Sw) q.t.p. em Q.
Usando (2.3), (2.4) e o Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos
H;(Tuy,, Sw,) — H;(Tu, Sw) em L*(Q),

o que mostra a continuidade dos operadores H;(Tu, Sw) de L*(Q) x L*(Q2) em L*(Q).
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Agora, dados (z,w) € L*(Q) x L*(2), considere o problema linear truncado

—Au = H,(Tz,Sw) em (Q,
(S1) —Av = Hy(Tz,Sw) em €,
u=v =0 sobre 0f.

Para cada (z,w) € L*(Q)x L?(Q2), por (2.3) e (2.4), H;(Tz, Sw) € L*(9). Pelo Teorema
de Riesz—Fréchet, veja o Teorema B.2 no Apéndice B, cada equagao de (S7) possui uma tnica

solugao fraca em H{(£2). Assim, esta bem definido o operador
D L*(Q) x L*(Q) — L*(Q) x L*(Q)

(z,w) = ®(z,w) = (u,v),
onde (u,v) € H}(Q) x H}(Q) é solugao fraca de (Sr).

Note que um ponto fixo (u,v) do operador ® é solugao fraca do sistema truncado

—Au = H(Tu, Sv) em €,
(Sr) —Av = Hy(Tu, Sv) em Q,
u=1v =0 sobre Jf.

Provaremos que ® possui um ponto fixo usando o teorema do ponto fixo de Schaefer.
O operador ® tem as seguintes propriedades:

i) O operador ® é compacto.
De fato, sejam (z,,w,) C L?(Q)x L?(Q) uma sequéncia limitada e (u,, v,) = ®(z,, wy,).

Pela definicao de P,

/Vuan0:/H1(Tzn,Swn)g0, Ve Hy(Q)
Q Q

/ Vo, Vi — / Hy (T2, Sw)b, ¥ o € HL(S).
Q Q

Tomando ¢ = u,, e ¥ = v,, concluimos das estimativas de H; e Hy, isto é, de (2.3) e
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(2.4), respectivamente, que
lunll?* < Kilualzr e [Joall® < Kalva|rs, ¥n €N,
logo, as sequéncias (u,) e (v,) sao limitadas em H}(€). Assim a menos de subsequéncia
u, —uem Hy(Q) e v, —vem Hy(N).
Por imersao compacta,
u, = wem L*(Q) e v, = vem L*(Q).

Logo,
D (2, wp) = (Un,vy) = (u,v) em L*(Q) x L*(),

o que mostra que ¢ é compacto.
ii) O operador ® é continuo.

De fato, sejam (2, w,) — (z,w) em L*(Q) x L*(Q), (tn,vn) = ®(2p, w,) € (u,v) =
®(z,w), entao,

Zn — zem L*(Q) e w, — wem L*(Q).

Pela definicao do operador &,

/Vuanpz/Hl(Tzn,Swn)go, Yo € HiRQ),
Q Q

/Vqupz/Hl(Tz, Sw)p, Vo € Hy(Q)
Q Q

/anV@/):/HQ(Tzn,Swn)zb, Vi € Hi(Q),
Q Q

/Vvvw:/Hg(Tz,Sw)w, Vo € HQ).
Q Q

Como na demonstragao do Teorema 1.5, fazendo ¢ = wu,, ¥ = v, e usando a
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desigualdade de Holder, obtemos

‘/ Vu,V(u, — u)‘ < |Hy(Tzp, Swy) — Hi(Tz, Sw)|p2|un| L2
Q

‘ / Vu,V (v, — U)‘ < |Ho(Tzp, Swy) — Ho(Tz, Sw)|p2|vn| 2.
0

Como no caso anterior (uy,) e (v,) sdo limitadas em H{(£2), logo, também sao limitadas
em L?((2). Pela continuidade dos operadores (z,w) — H;(Tz, Sw) de L*(2) x L*(Q2) em L?*(Q)

e as convergéncias de z, — z e w, — w em L*(),
/ Vu,V(u, —u) -0 e / Vu,V(v, —u) = 0.
Q Q
Da mesma forma, fazendo ¢y =u e ¢ = v,
/ Vu,Vu =0 e / Vv,Vu — 0.
Q Q
Como
l[un||? = / Vu,V(u, —u)+ / Vu,Vu e ||v,||* = / Vo,V (v, —v) + / Vv,V
Q Q Q Q

obtemos

[lunl [ = [[ull® e [loall* = [|v][*.

Portanto, concluimos que
u, —uem Hy(Q) e v, — vem H)(Q).
Assim,
D (2, Un) = (Un, vn) = (u,0) = ®(2,u) em L*(Q) x L*(Q),
o que mostra que ¢ é continuo.
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iii) Existe R > 0 tal que se

(u,v) = 0P(u,v) com @ € [0,1],

temos
|(u,v)|2xr2 < R.

De fato, se # = 0, temos (u,v) = (0,0), se 6 # 0, temos

w=(5:3)

pela definicao do operador @,

/QV(%)Vgo:/QHl(Su,TU)gp, Vo € Hy()

Av(g)w:/gm(su,nm, Vo e HLQ).

Tomando ¢ = u e 1) = v, obtemos
lull* < 0K fulps e [ol* < 0K |v]ps,
usando a desigualdade de Poincaré, concluimos que existe R > 0, tal que
|u|rz + |v|2 < R.

Portanto, pelo teorema do ponto fixo de Schaefer, veja o Teorema B.6 no Apéndice

B, existe (u,v) € L2(Q2) x L*(Q), tal que

O(u,v) = (u,v) e |(u,v)|rzxrz < R.
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Pela definigao do operador @, o par (u,v) satisfaz

—Au = H(Tu, Sv) em €,
—Av = Hy(Tu, Sv) em ,
u=1v =0 sobre 0f2,

ou seja,
fl(.’L' Tu S'U)’S'U’(zl ?2) f2($ TU S/U)‘S/U '[Y/ls 9(330
_ o 1 v HY Q) (25
/QVqup /( Az 1500 + Az, [S0],00) o, Yo e Hy(Q) (2.5)
e

(z)

g1 (2, Tu, S0)|Tul*2%) gy(x, Tu, Sv)|Tul?%),
ey / L@ L2 , V€ Hy(). (2.6
froos = [ (M + SR ) v e, o

Afirmacao:

u<u<u e v<v<Uv

Para provar que u € [u, ], vamos usar (2.5) e as definigoes de sub e supersolucdo para
o sistema (.5). De fato, como Sv € [v,7], usando (2.5) e a primeira desigualdade na defini¢ao

de subsolugao com w = Sv, veja as relagoes em (2.1), para cada p € Hy(2); 0 > 0,

/QV(Q_U)VQO < /Q<f1(ﬂ3,g($)aSU(JI))‘UquI(z) fl(l’,Tu(a:) ( ))|Sv|iéffw)>gp

Az, [Sv] @)
fa(z, u(z), Sv(x))|v
n /Q (

71 (2)
Ls1(®)

1 fol, Tu(z), So(x))[Sv
A(z,]S0] o)

Como u,u € H}(Q), pelo Coroldrio B.1, veja o Apéndice B, (v — u); := max{(u —
u),0} € H}(Q). Tomando ¢ = (u — u),, recordando que fi(z,t,5) > 0 em Q x [0, [u]p~] X
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0, [0]p<], Tu =uem {z € Q:u(r) >u(zr)} e Sv € [v,7], temos

ay(z) a1 (x)
U 1 xT SU q xT
(= w)4 |12 st/ ﬁ@@@%%@»&h“’ "““Nu—m
(29 u(z)>u(z)} Az, [Sv]pr@)
U S €T SU .51 x
- ot ), ot P 1)
(€9 u(z)>u(x)} Az, [Sv| @)
< 0,
logo, (u — u)y+ = 0. Assim,
u<u

Novamente, como Sv € [v,7], usando (2.5) e a primeira desigualdade da definigao de

supersolugao, com w = Sv, veja as relagoes em (2.2), para cada ¢ € H}(2); 0 > 0,

[vu-nvs < /<ﬁ@TM@ﬂM@WMﬁﬁ—ﬁ@ﬂ@%%@Mﬂﬁﬁﬁj
Q Q

Az, |Sv| @)
fole, Tu(z), Su(x))[Su[)) — folz,a(x), Sv(@) |07,
" ]Q< Az, [S0] ) )¢

Como W > 0 em Q e u € H(Q), pelo Lema B.2, veja o Apéndice B, (u — 1), =
max{(u — w),0} € Hy(Q). Tomando ¢ = (u — u),, recordando que f;(z,t,s) > 0 em

Q x [0, [@|p<] x [0,|0|p~], Tu =7 em {x € Q:u(z) >u(z)} e Sv € [v,7], temos

SU a1 a;z) T a1 ast)
o-a < [ fu(a, (), So(ay) U2 W) (o
{zeQ: u(z)>u(x)} ( |SU|LT1<””))
(|SU| s (x) |5 715(:1(:1))
+ /" folw,w(x), So(a)) oL 1), )
{zeQ: u(z)>u(z)} Az, [Sv] @)
< 0,

com isso, (u—u)4 = 0. Logo,

Portanto,

u<u

IN

De modo anélogo, usando (2.6) e as definigdes de sub e supersolucdo para o sistema
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(S), mostra-se que

v<v<T.

Pelas definigoes dos operadores T' e S, Tu = u e Sv = v. Portanto, o par (u,v) é

solugao fraca positiva do sistema (.S) com

u<u<uev<v<.

Observacgao 2.2 Os mesmos arqumentos feitos na Observag¢ao 1.3, relativa ao problema
(P) (uma simples equagdo), mostram que a solugdo fraca positiva (u,v) do sistema (S),

encontrada no Teorema 2.5, é uma solugdo forte e que u,v € CH#(Q).
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2.2 Aplicacao 2.1 do Teorema 2.5: O sistema sublinear

Neste secao, faremos nossa primeira aplicagao do Teorema 2.5. Estudaremos o sistema

— Az, V] o)A = (@@ 4@ g0 em Q,

Lot ) AV = (2@ ?ﬂ?(x))|u|z§§f2) em €,

(Ss) —A(x, |u

u=v=0 sobre 0f).

Este sistema é uma generalizacao, para o operador Laplaciano —A, do sistema

ay(z)

_Aplu:|U|Lq1(.7:) em
() Ay =20 em  Q

u=v=0 sobre 01,

estudado em [46]. Usando um teorema de Rabinowitz, veja o Teorema B.12 no Apéndice B,
os autores mostraram a existéncia de solugao positiva para (Sz), veja o Teorema 5.2 em [46].
Em [73], os autores estudaram, via sub e supersolugao, um sistema de Kirchhoff
semelhante a (Ss), com «a; =0 e §;(x),;(x) constantes.
Nas demonstragoes dos dois teoremas a seguir, vamos denotar por e € H} () (| C*(Q)

a Unica solucao de
—Ae=1 em €,

(2.7)
e = (0 sobre 0Of).

Note que pelo Principio do Méximo e > 0 em 2, veja [61], Teorema 3.1.

Nosso resultado relativo ao sistema (Ss) é o seguinte
Teorema 2.6 Suponha que 7;(x),q;(z) € C(Q) e 0 < ay(x), Bi(x), vi(x) € COQ) tais que
0<aof +85af +9 <1, i=1,2

Suponha ainda que a func¢do A : Q x [0,00) — R seja continua e que pelos menos uma das

condigoes abaixo ocorra:
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(A1) Existe uma constante ag > 0, tal que
A(x,t) > a9 >0 em Q x [0,00).
(Ag) Existem constantes ay, a~ > 0, tais que

A(2,0) =0 < A(z,t) < a3 emQ x (0,00) e lim A(z,t) = as uniformemente em 2.

t—o00

Entao, o sistema (Ss) possui uma solucao fraca positiva (u,v).

Demonstragao: Supondo inicialmente que (A;) ocorra, demonstraremos este teorema
aplicando o Teorema 2.5. A demonstracao sera dividida em trés etapas.
1* Etapa: Construgao de (u, 7).

Seja e € H ()N C**(Q) a tinica solugdo de (2.7). Como e € L%®)(Q), L>(Q),i =

1,2, |e]par), |€] faz) € |€|re s@0 nimeros reais positivos. Como as fungoes

a;(.) Bi(.)

AL, |6%‘(~): QO — Rt

e e

Lai(@) L>®
ai(z) Bi(x) % x)
x = ’6|Lqi(:c)? | |L°° ’ |
sao continuas, existem constantes C, Cy, C3 > 0, tais que
ai(z) 71(37) 0O 5 _
|6|qu(x) < (Y, | | < Cy e |6|L°° <C3 Vze 1=1,2

Como por hipétese 0 < o + 3, af + v <1, comi=1,2,

lim R 4 1 =0 = lim R™ ™% 1 i=1,2.

R—o0 R—o0
Assim, podemos escolher R > 0, suficientemente grande, tal que

0102Raj+5i+ . CiCs

Qo Qo

1> IS Rl = 1,2,
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com isso, para cada w € L>(€2),

1

R2 o (R + (R @) Rl em 0,
1
z X a9 x)
R e (R + (Re)™ @) [Rel(3(7, om @
Definindo @ = Re e T = Re, temos

(AT > 1 —B1@) 1 (@) |1 (@) Qv o
AT Tl T G em 2, Y w € (0,7,
Av > 1 B2(x) —ya( 0 v 0
AT 2 ey WO A TG em Q. Ve 0.1)
u, v >0 em §,
u=v=0 sobre Of2.

22 Etapa: Construgao de (u,v).
Note que w = Re, onde nas hipéteses do Teorema 2.5 w = max{u,v}. Seja

K = max {A(z,t) : (z,t) € Q x [0, 7]}, onde & = max{|w] e :i=1,2}. Dado w € [0,w],

temos |w|, @ < @. Logo,
ap < Az, |w|rw) < K em Q, Yw € [0,w], i=1,2.

Seja p € HL(Q)NC**(Q) uma autofuncio associado ao primeiro autovalor \; de

(—A, H(Q)), tal que, o >0 em Q, |¢|z~ < 1 e |p|w < 1. Escolhendo

1 1
It et e )
0 < e <min # , % A2 10=1,2,
- -7
)\1‘90’L°°1K Al‘@‘szK
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para cada w € [0, W],

1
A < Au@) Q
16§0<£L‘) — A(.T, |w’L’l‘1<fL‘)) (EQO(Z')) ‘6(10’[;11@ em )

1
Arep(r) < m(ﬂﬂ( ) |€90|Lq2<z> em €.

Definindo u = ep e v = €p, temos

( 1 e _
—hus Az, lwlp, <))(g51( Db @70 em Q, YV w e (0,7
) iz
1 B2(z) Y2(z 77
—AQ S m(w +U )|U|Lq2(9c) em Q, Y w & [O,U],
) r2(z
u,v >0 em (),
u,v = 0 sobre 0f).

Note que neste caso w = ep, onde nas hipdteses do Teorema 2.5, w = min{u, v}.
32 Etapa: u<u e v <.

Diminuindo € se necessério, tal que, \j€|p|r~ < R, temos, —A(ep) < —A(Re) em €.
Pelo Principio de Comparacao u :=€p < Re =:u e v:=¢€p < Re =: V.

Portanto, no caso (A;), (u,v) e (@, v) formam um par de sub e supersolugao para (Ss).

Pelo Teorema 2.5, existe uma solugao fraca positiva (u,v) para (Ss) com

IN
A
o

IN
N

Demonstragao do Teorema 2.6 no caso em que (4,) ocorre.
No caso (Ay) seguiremos o mesmo argumento do (A;), mas trocaremos a 1 e 2% etapas.
1* Etapa: Construgao de (u,v).

Seja ¢ a autofungao associado a A\ considerada na 2* etapa do caso (A;). Escolhamos

1 1
1—(af +87) T 1—(ad +7)
0 < ¢ < min |90|Lq1<z> s AT 1V 0212
= 9 ot 9 ) D
/\1|§0|Loo ai )\1|90|}:<>°72 ai
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Definindo u = €p e v = €p, temos

¢ 1
—Aus Az, |w]pn >)<umx) ) )|U|Lq1(9c) em 2, Vuw € [, 00),
) 1T
1
—Ay < W(wﬁl(l’) + UFYQ(CE )‘Urz?mzz) em Q, Vwe [Q, OO),
; ro(x
u,v >0 em €,
\ u,v =0 sobre 0,

Note que neste caso w = ey, onde nas hipdteses do Teorema 2.5, w = min{u, v}.
22 Etapa: Construcao de (, 7).

Seja ¢ := min{|w|,, : i = 1,2}. Pelas condi¢oes sobre a fun¢ao A no caso (As),
k= min {A(z,t) : (z,t) € QX [g,00)} > 0.

Escolhendo R > 0 tal que

Ra++'y+ -1

0102 + g+ C(1613
1> 2R~ +8; 1
-k ki k

» =12,

e definindo @ = ¥ := Re, onde e(z), C1, Cy e C5 sdo como na 1* etapa do caso (A;), obtemos

( 1

—AE Z m(ﬂﬁl( )+w71(‘” )|U|qu($) cem Q, Vw S [Q,EL
) ri(x
- L Ba(a) 4 (@)
—Av > m(ﬂ) +v )|u|L‘12(T) em Q YVwe [U U]
; ro(x
u,v >0 em (2,
u,v =0 sobre 0f).

Note que W = Re, onde nas hip6tese do Teorema 2.5 w = max{u, v}. Assim, usando
o Teorema 2.5, o teorema estara provado, no caso (As), se provarmos a proxima etapa.
32 Etapa: u<u e v <.

De fato, escolhendo R > 0, tal que \ie|p|r~ < R, temos —A(ep) < —A(Re) em (.

Pelo Principio de Comparacao u :=ep < Re =:u e v:=€p < Re=:v. O
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2.3 Aplicacao 2.2 do Teorema 2.5: O sistema concavo e convexo
Para a segunda aplicacao do Teorema 2.5, estudaremos o sistema concavo convexo

(z)

— A, [v] i) A = M@ ufo] 50 4 pom @7 tofo| 2D em @,
(S)au —A(z, || pry@) ) Av = M2 w)’1v|u|zz£2) + pum®)- u|u|L32m em (),

u,v =0 sobre 0f).

Este sistema estd associado ao problema (P), , estudado na Segao 1.3.

Teorema 2.7 Suponha que r;(z), ¢;(x), si(z) € CL(Q) e 0 < ay(x), vi(z), Bi(x), mi(x) €
C%(Q), tais que
0<a; +0;7 <af +5 <1.

Suponha ainda que a funcdo A : Qx[0,00) — R seja continua. Temos as sequintes situacoes:

(A1) Suponha que 1 < n; +; e existem constantes ag, by > 0, tais que
Az, t) > ag >0 em Q x [0,bg].

Entao, dado p > 0 existe \g > 0, tal que para cada A € (0, \g) o sistema (S)y, possui uma
solugao fraca positiva (uy,, vx ).

(Ay) Suponha que 1 < (ni +~7)(ny +75) e existem constantes ay, as > 0, tais que
A(z,0) =0 < A(z,t) < a; em Qx (0,00) e tlim A(z,t) = as uniformemente em Q.
—»00

Entao, dado X > 0 eziste pio > 0, tal que para cada p € (0, po) o sistema (S)y, possui uma

solugdo fraca positiva (uy ,, va,).-

Demonstracao: Supondo inicialmente que (A;) ocorre. A demonstracao sera feita usando
o Teorema 2.5. Dividiremos a demonstracao em trés etapas.
1* Etapa: Construgao de (u, ).

Para a construgao de (@, 7) seguiremos argumentos semelhantes ao da construgao de

7 na segunda aplicacdo do Teorema 1.5 presente na Secdo 1.3. Seja e € H ()N C**(Q) a
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tnica solugao de (2.7).
Mostraremos que podemos tomar u = M) ,e e v = M, e, para uma constante
M = M, , adequada.

De fato, para cada constante M > 0, observe que
—A(Me) =M em .
Afirmamos que existe uma constante M > 0, tal que, M é solucao do sistema

]' al1\x
M>— (A(Me)@ﬂwwMeyL;l(Q 4 p(Me)n@®|Me
Qo

7196)) em €

Ls1(=)

1 o2
M>— ()\(Me)52 o Me|®) 4 p(Me)@)| Me
Qo

72(2) ) em €.

Ls2(=)

De fato, observe que para 0 < M < 1, o sistema (5),, tem solu¢do quando

M > = <)\M By +or) R +70) 4 MM(nf+vf)R(n1++vl+)> :
ag

M>— </\M By +ag) Rlng +73) 4 1y N (m2 +72) R(n;ﬂ;)) ,
Qg

onde

Sejam o = min{(5; + «;) : ¢ = 1,2}, 7 = min{(n; +7,) : i = 1,2} e
p=max{(n +~;") :i=1,2}. Segue da hipStese que 0 < p < 1 < 7.

Notamos que como R > 1 e desejamos 0 < M < 1, o ultimo sistema tem solugao
quando M satisfaz

1
M>— (MR +uM™RP) e 0< M <1,
Qo

ou seja,

1
1> — (AM°'RP+uM™'RP) e 0<M <1.
Qo

Como 0 < p < 1 < 7, podemos usar os mesmos argumentos da prova da relagao

(1.12) para concluir que dado p > 0 existe A\g > 0, tal que, para cada X\ € (0, \g), existe uma
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constante M) , > 0, dada por

1

A\ 72
e =a(2)™
H 1M

tal que

1
0< My, <1el>—(AM{ 'R+ M 'R).
ag ’

Assim, M), é solucao do sistema (S),,. Agora, como M), — 0 quando A — 0,

podemos escolher Ay > 0, tal que
oo = max{|M,, se| @ 11 =1,2} <.

Como a funcao A — M, , é crescente, | My ,e|pri@ < 09 < by, Ve (0,N).

Por hipétese A(z,t) > ag >0 em Q x [0, bg], logo,

Dessa relacao e do fato de M) , ser solugdo do sistema (5),,, obtemos, para cada

€ [0, M) .e], que M), é solugao do sistema

1 ) )
M 2 s (PO, 4 a7 ) emo
1
M > m </\<Me)52 |M6‘Lq2(2) + ,U(Me)”? )|M€ LS2(Z)> em Q.

Portanto, definindo w = v := M, ,e, temos

( 1
—Au > m ()\uﬁl $)|’U‘qu( + Mwnl(l‘)‘v")’l ) emQ, Ve [0,6]7
9 iz
Av L (GEOEE), + R ) en 0, Ve 0
V= A(:U, |'lU|L72(I)) v u L‘ZQ(I) pw U LSQ(E) (& , w , ),
u,v >0 em ()
u,v =0 sobre 0f)

Note que neste caso, W = M), ,e, onde nas hipdteses do Teorema 2.5, W = max{u,v}.
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22 Etapa: Construcao de (u,v).
Sejam & = max{|W|, nw : i = 1,2}, K = max{A(z,t): (z,t) € 2 x [0,7]}, e
¢ € HY Q)N C**(Q) uma autofuncio associado ao primeiro autovalor A\; de (—A, H}(2)).

Podemos supor que ¢ > 0 em €, |p|r~ <1 e |p|rqw < 1. Escolhendo

1
Ml el
Pt 1V =12
9 ) - g~

0<e S min T
Alplpet K

temos para cada w € [0, My €],

1
AleSD(x) S )(690( ))Bl x)|€S0|Lq1(ac) €m Qv

A(.CE, ‘w‘Lrl(z)

1

eo(2))2@ |2 om Q.
e |w|m(x>)( p(x))2 @ ep

La2()

Aep(z) <

Definindo u = ep e v = ep, temos

( 1 )
s W(W o3+ pem @l 25)) em Q, Vw € [0,7],
) r1(x
D dpc b (0P ¢ m@ 2@ Y em 0. Ve 0.a
oEs A($ |w|Lr2(z)) ( v ‘U|Lq2( ) + pw ’U Lsz(z)) e1m ) w e [O,UL
u,v >0 em Q’
) u,v =0 sobre 0f).

Note que neste caso w = ep, onde nas hipéteses do Teorema 2.5, w = min{u, v}.

32 Etapa: u<wu e v <7.

Dado A € (0, \g], podemos diminuir € se necessério, de modo que Aj€|lp|p < M),
assim, —A(ep) < —A(M, ,e) em Q. Pelo Principio de Comparagao u = v := ep < M, e =:
U =u.

Portanto, (u,v) e (u,7) formam um par de sub e supersolucao para o sistema (S) ,.
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Pelo Teorema 2.5, para cada A € (0, \g), existe uma solucao fraca (uy,, vy ,) para (5), com

u < uy

IN
o

QSU)\,NSE

o que demonstra o teorema no caso em que (A;) ocorre.
Demonstracao do Teorema 2.7 no caso em que (A,) ocorre
1* Etapa: Construcao de (u,v).

Seja p a autofuncao associado a A; considerada na 2* etapa do caso (A;). Escolhamos

1
1—(at+p8t)

+
Ael%
Ml Lpri=1,2

0 < e <min -
Ml a1

Definindo u = u(\) := €p ¢ v = v(\) =: €p temos

( A 1
— AU
- A(.I‘, ’w’Lrl(z)

IN

(M@ [p] 1D 4 @ o) em Q, Y w € [v, 00),

qu(

1

()
em €, Yw € |u, ),
Ao o) ) 00)

Ls2(z)

|
>
IS
IA

()\U52(z ‘u|Lq2(z) —|—,uw”2 ’U

w,v >0 em €
u=uv =0 sobre 0f2.

Note que neste caso w = ep, onde nas hipdteses do Teorema 2.5, w = min{u, v}.
22 Etapa: Construcao de (u,v)

Como A(x,t) > 0em  x [g,00) e lim;_, A(z,t) = as uniformemente em Q, temos
ky :=min{A(z,t) : (z,t) € Q x [g,00)}> 0,

onde ¢ := min{|w|,, : i = 1,2}.
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Desejamos obter uma constante 7' > 1, tal que para cada w € [ep, 00), T satisfaga

1 z ag(x)
T> m ()\(Te)ﬂl( )‘T6|L;1<z> + /L(Te)”l |Te LS1(I ) em €,
(S)aoo
1 x az(x)
T> m ()\(T@)52 )|T6|L‘212(Z> + ,LL(T@)W |T€ Lsz(w)> em .
Note que para T' > 1, o sistema (), tem solugdo quando
T> B ()\T(ﬁfmf)R(nHﬁ) + MT(WT+WT)R(W?'+7?')> ’
A
T> k:i ( NT(Bs +a3) R(n3 +33) - MT(n;ﬂ;) R H;)) ’
onde

Sejam ¢ = max{(8;" + ;) :i = 1,2} e p = max{(n]” +~;") : i = 1,2}. Segue da nossa
hipdtese que 0 < ( < 1 < p.
Observe que como R > 1 e desejamos T' > 1, o ultimo sistema tem solucao quando T’

satisfaz

T> ki (ATRP + uTPR?) e T >1,

ou seja,

1>— (AT'RP + TP 'RP) e T >1.

1

~ ki
Como 0 < ¢ < 1 < p, podemos usar os mesmos argumentos da prova da relacao

(1.15) para concluir que dado A > 0 existe po > 0, tal que para cada p € (0, po), existe uma

constante T) , > 0, dada por

tal que

1
D21 e 12— (AR 4 Ty, RY).
’ k,)\ “U,

Além disso, a fungao p — T, 1 € (0, o] é decrescente com T) , — oo quando p — 0F.
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Assim, T) ,, é solugao do sistema (.5),_ . Como consequéncia podemos tomar u = v :=

T €, ou seja, o par (u,v) satisfaz

( 1
—AU > B1(x) m (@) || 1) > —
A2 A Tl i) (A OIE + pun @D, ) em QY € fu.3]
AT > 1 T B2 (x —1(2) 0. v .
—AT > m v |U|LQQ(x) + pv |u|LS2(9”) em {), w E [Q, u])
u, v >0 em (2,
. u,v =0 sobre 0.

Note que neste caso, w = T) ,e, onde nas hipteses do Teorema 2.5, W = max{w, v}.
32 Etapa: u<u e v <.

Como T}, — oo quando p — 07, podemos escolher iy > 0, tal que, Aje|p|ree < T -
Logo, —A(ep) < —A(T) €) em Q. Pelo Principio de Comparacao ep < Tj €.

Desde que a fungao y — T) , é decrescente, para cada p € (0, o), €p < Th o€ < Ty e,
logo,

U= €p S T)\’Me =:Uu e V= €p S T)\7M6 =: .

Portanto, (u,v) e (@, 7) formam um par de sub e supersolucao para o sistema (5) .

Pelo Teorema 2.5, existe uma solucao fraca positiva (uy,, v ,) para (), com

u<u

IN

v S /U)\,p S v
0 que prova O teorema no caso em que (AQ) ocorre. O

Observacao 2.3 Os argumentos das demonstragoes dos casos (A1) e (Az) do Teorema 2.7,
mostram que se tivermos A(z,t) > ag >0 em Q x [0,00) e 1 < (n| +77)(n3 +75), entdo,
dado A > 0 existe g > 0 suficientemente pequeno, tal que, para cada p € (0, po) o sistema
(S)au possui uma solucdo fraca positiva (uy,,vy,). Note que nesta situagdo, podemos ter

em uma das equacoes do sistema que (n] +7) <1 ou (ny +5) < 1.
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2.4 Aplicacao 1.3 do Teorema 2.5: Uma generalizacao do sistema
de equagoes logisticas

Nesta secao faremos uma aplicagao do Teorema 2.5 em que nao ha a necessidade da
limitagdo inferior A(z,t) > ag > 0 ou superior 0 < A(z,t) < as em Q x [0, 00) para a fungio
A. Nessa aplicacao podemos ter

A(z,0) >0, lim A(z,t) =00 e tlim A(z,t) = foo.

t—0t

Para esse propdsito estudaremos um sistema associado ao problema (F5), estudado

na Secao 1.4. Mais precisamente, estudaremos o sistema

—A(2, [0] 1 0) Au = Afi (w)[o]77) em Q,

La1(z)

az(z)

(S —A@, [u] o) Av = pfo(v)lul 7,0 em €,

u=1v =0 sobre 0.

Assumiremos que existem 6; € (0,00), com f; : [0,00) — R, = 1,2 satisfazendo
(Hl) fl € CO([anzLR)
(H2) fi(0) = fi(0) =0, f/(0)>0(f/(0)€Rouf/(0)=00) e fi(s)>0Vse(0,0).

Nosso resultado relativo ao sistema (S”),,, é o seguinte

Teorema 2.8 Suponha que r;(z), ¢i(z) € C1(Q) 0 < ay(x) € C°RQ), as fungoes f; satisfazem
(H,) e (Hy). Suponha ainda que a funcio A : Q x (0,00) — R seja continua e

A(z,t) >0 em Q x (0,7,

onde & = max{|0;| nw : i = 1,2}. Entao, existem X\, o > 0 tais que, para cada X > Ao e

[ > o, 0 sistema (S")x, possui uma solugdo fraca positiva (uy ., vy ,), tal que

O<ur, <6 e 0<vy, <0 em Q.
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Demonstracao: Aplicaremos o Teorema 2.5, para isso seguiremos trés etapas.
1* Etapa: Construgao de (u,v).
Como f;(0) = fi(0;) =0e f/(0) > 0, pelo Teorema 1.8 (ou sua demonstragao) existem

Mo, Vo > 0, tais que, para cada n > 1y e v > vy os problemas

—Au =nfi(u) em Q,

P
(B u =0 sobre 02,
e

—Av =vfy(v) em €,
(P)y

v =10 sobre 012,
possuem solugoes ¢, e ¢,, respectivamente, com
0<p, <l e 0<p, <Oy em Q. (2.8)
Definamos 1 := @, € 2 1= @, como as solugdes de (P),, e (P),,, respectivamente.
Sejam W := max{#; : i = 1,2}, w :=min{y; : i = 1,2} e K := max {A(z,1) : (z,t) €

Q x [0,7]}, onde 0 = min{|w|,r, : i = 1,2} e 7 = max{[w| rw i =1,2}.

Como |p1] a2, |p2] a1x) $80 nimeros reais positivos as funcoes

|()01|Lq2(z)7 |902|Lq1(z) . ﬁ — R+

T lwl\m @) 1902\”1(1)

sao continuas. Logo, existe uma constante C' > 0, verificando

01320 o] 226 > € em QU
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Agora, considere 7 = % Note que

w7 filen)l el ot K mrhln o1)l 2l o)

—Apr =mofi(p1) = )
. % K
pois como 7 = &, o S < 1. Agora, pela definicao de K,
T|902|Lq1<z>
x)
T x
_A801 < Mo fl(%pl)‘(-;OZ'qu( )’ V owe [w’w]

— A wlpne)

Da mesma forma,

_A()DQ < 1/07_f2(902)|901|[/12(1)

< . YV ow e [w,w)].
A, [w]prae)

Definindo u := @1 e v := 9, para cada A > \g := 17 e cada p > py := vy,

( x)
oy o Pl

u < m Q, V we |[w,w,
Az, |w] @)

Fow)]u] 227
—Av < —ng em Q, V w e [w,w],
© = A T ) .

u,v >0 em €,
u,v = 0 sobre 0f).

22 Etapa: Construcao de (u,v).
Como f;(0;) = 0 segue que o par (@, 7), onde T := ¢ e T := 0, é uma supersolugao para
h@ELT

. , A
o sistema (S”), .. De fato, observe por exemplo que —AT = 0 = /\A(x,lwlLrl(z))’

vV ow e [w,w].
32 Etapa: u<wu e v <7.

Desde que u 1= @1 1= @y, € vV := @9 := @, por (2.8), u <u e v <. Pelo Teorema
2.5, para cada A > \g e p > fi9, existe uma solugao fraca positiva (uy ,,vy,) para o sistema
(S")a com

o1 S un, <0 e oy <y, <Oy em Q.
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Capitulo

3

Solucao positiva para uma classe de
problemas elipticos envolvendo nao

linearidade descontinua

Neste capitulo, estudaremos a existéncia de solucao para a seguinte classe de problemas

—Au+V(z)u= H(u—B)f(u) em RY,
u>0 em RY,

we W (RY) N H'(RY),

que por uma mudanca de variavel é equivalente ao problema

—Au+V(ex)u = H(u— B)f(u) em RV,
u>0 em RY,

p+1

we W7 (RV) N HY(RYN),

onde €, B sao parametros positivos, H é a funcao de Heaviside, isto é,

1 se s> 0,
H(S){

0 se s <0,
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1<p<%,seNE?)oupe(1,00)seN:1,2,V:RN%Ref:R—)Rséofungées
continuas.

Em [69], Rabinowitz estudou o problema

—2Au+V(z)u = f(u) em RV,

(P,) u >0 em RN,

u e HY(RY),
com a classe de potencial V satisfazendo a condicao
(Vo) Vie = liminfp, o V(2) > infyepn V(z) = 7 > 0.

Rabinowitz usou a forca do parametro € e as geometrias do potencial V' combinada com
argumentos envolvendo o nivel minimax do Teorema do Passo da Montanha para mostrar que
o problema (P!) possui solugao u.. Posteriormente Wang em [77], provou que essas solugdes
concentram em um ponto de minimo global de V' quando ¢ — 0.

Em [50], del Pino e Felmer também estudaram (P!), com V satisfazendo
(V1) 0 < v =inf,cpny V(x) <V =infq V(z) < mingg V (z).

Neste trabalho eles introduziram um novo método, que hoje é conhecido como ”método
de penalizagao de del Pino e Felmer”, e provaram que se V satisfaz (V}), o problema (P/)

possui solucao u. que concentram em um minimo de V.

De modo geral, nas tltimas décadas, o problema (P!/) tem atraido o interesse de

Miyagaki [7], Alves, do O e Souto [12], Bartsch, Pankov e Wang [16], Coti-Zelati e Rabinowitz
[44], del Pino e Felmer [50] e [51], del Pino, Felmer e Miyagaki [52], do O e Souto [54], Floer
e Weinstein [55], Oh [56], Kryszewski e Szulkin [64], Pankov [67], Pankov e Pflger [68],

)

varios pesquisadores, como, por exemplo, Ackermann e Szulkin [1], Alves [3], Alves, Carrido e
[
[

Rabinowitz [69], Wang [77] e suas referéncias.
Motivados pelo trabalho de del Pino e Felmer [50], Alves, do O e Souto [12] e do O e

Souto [54], estudaram o mesmo tipo de problema estudado em [50] com f tendo crescimento
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critico para N > 3 e crescimento exponencial critico para N = 2, respectivamente.

Em [44], [64], [67] e [68], os autores estudaram (P!/) com V periddico. O caso em que
V' ¢é assintoticamente periddico foi estudado em [7].

Em [52], del Pino, Felmer e Miyagaki consideraram o caso onde o potencial V possui
a geometria do ponto de sela, essencialmente eles asssumem a seguinte condig¢ao sobre V.
Primeiro, eles consideram a existéncia de dois subespacos X,Y C R tal que RY = X @Y,

o potencial V' ¢ limitado e existem cgy, ¢c; > 0, satisfazendo

co = zigr&fj\{ V(iz) e = ;ch; V(z),

além disso, eles assumem que o potencial V € C?(RY) e satisfaz as seguintes hipétese

(V1)
co=inf sup V(z) < inf V(y).

R>0 9B (0)nx yey

(Vo) Ve C*(RN) eV, g—;/;, 6ng§;j sdo limitadas em RY, i,j € {1,2..., N}.

(V3) V satisfaz a condicio Palais-Smale, isto ¢, se (x,) < RY §é tal que
(V(zy,)) élimitada e VV(x,) — 0, entao, (z,) possui uma subsequéncia convergente.
2(p—1) _
Assumindo essas hipoteses sobre V e supondo que ¢; < O NT2 BN D) o, del Pino, Felmer

e Miyagaki usaram método variacional para mostrar a existéncia de solugao positiva para

—e2Au+V(z)u = |ulP72u em RY,

u e HYRYN),

onde p € (2,2*) se N >3, p € (2,00) se N =1,2, e e > 0 pequeno.
Em todos os trabalhos citados anteriormente a nao linearidade f envolvida é continua.
A versao de (P!), com V satisfazendo (V4) e a nao linearidade descontinua, aparece em [11].

Mais precisamente, em [11] Alves e Nascimento estudaram a existéncia e concentragao de
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solucao para o problema

—Au+ V(ex)u = H(u — B)uP em RV,
N
(P.s), u >0 em RY,

p+1

we W (RV) N HY(RY),

para V satisfazendo (V) e p € (1,5%2) se N > 3 ou p € (1,400) se N = 1,2. Em [11] os
autores provaram o mesmo resultado de [69] e [77], isto é, (P, ), possui uma solucao positiva
u.p para €, 3 > 0 pequenos. Além disso, se €,, 3, — 0 e 2, denota o ponto de maximo de
Ue, 3, , entao

lim V(e z,) = Vo.

n—oo

Em [8], Alves, Figueiredo e Nascimento estudaram a existéncia e concentragao de
solucdo para (P, g),. Mas com V satisfazendo (V). Eles provaram o mesmo resultado de [11].
A versao de [7] para o caso de nao linearidade descontinua foi estudado em [9].

Outras trabalhos interessantes envolvendo a nao linearidade descontinua sao [4] e [5],
6], [13], [14] e suas referéncias.

Neste capitulo, estudaremos (P 3) com a nao linearidade f e as duas classes novas
de potenciais V' consideradas por Alves [3]. Neste trabalho o autor estudou (FP!). Alves
introduziu as seguintes classes de potenciais.

Classe 1: O potencial V satisfazendo a condicao Palais-Smale.
(Ap) Existe Vy > 0, tal que V(z) > Vp, Vx € RV,

(A) Ve C*RN) eV, 2¥, 83;‘; sao limitadas em RY, i, j = 1,2..., N.

(Ay) V satisfaz a condicao Palais-Smale, isto é, se (z,,) C RY, é tal que

(V(z,)) é limitadae VV(x,) — 0,

entao (z,) possui uma subsequéncia convergente.
Classe 2: O potencial V nao possui ponto critico na fronteira de algum dominio
limitado.

Nesta classe de potenciais, V satisfaz (Ag), (A1) e a hipétese adicional
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(A3) Existe um dominio A C RY tal que, VV (x) # 0, V z € OA.
A nao linearidade f é continua satisfazendo

(fl) lim SUPs_0 @ = 0.

(f2) Existe p € (1,2* — 1), tal que, limsup,_, % =
(f3) Existe 0 > 2, tal que 0 < 0F(s) := int{ f(t)dt < sf(s), Vs> 0.

Em [3], Alves provou que se V' pertence a Classe 1 ou 2 e f satisfaz (f;) — (f3), entao,
(P). possui uma solugdo positiva para € > 0 pequeno. Para provar este resultado Alves usou
o Teorema do Passo da Montanha (para funcionais de classe C'!), uma adaptacao do Método
de penalizacao de del Pino e Felmer [50] e explorou as hipdteses sobre o potencial V.

Motivados por esses trabalhos, principalmente por [3], [8], [11] e [50], estudaremos

(P.p) com a classe de fungdes f e as duas classes de potencias V' introduzida por Alves.

Exemplo 3.1 A funcdio f(s) = sP satisfaz as condigoes (f1) — (fs) e a condi¢do adicional
que aparece nos teoremas a sequir. Portanto, o problema (P.g) que estudaremos € mais geral

que o caso poténcia f(u) = uP estudados em [8] e [11].

Nossos resultados relativos ao problema (P, g) sdo os seguintes:

Teorema 3.1 Suponha que V' satisfaz (Ao), (A1), (A2) e f satisfaz (f1) — (f3). Entao, existe
a >0, tal que, para cada € (0,a), obtemos ey > 0, tal que, (P.g) possui uma solucao fraca
Ue g para cada € € (0,¢€p). Além disso, se a fungao s — @ ¢ nao decrescente em [0, a|, temos
(i) O conjunto T3 = {x € RN : u.5(x) = B} tem medida de Lebesque nula.

(i) — At () + Verhuos(z) = Hlup(z) — B)f(ues(®) a.tp em BV,

(iii) O conjunto I'! 3 = {x € RN : ucp(x) > a} tem medida de Lebesgue positiva.

Teorema 3.2 Suponha que V' satisfaz (Ao), (A1), (As) e [ satisfaz (f1) — (f3). Entao, eziste
a > 0, tal que, para cada € (0,a), obtemos €y > 0, tal que, (P.g) possui uma solugao fraca
ueg para cada € € (0,€p). Além disso, se a fungdo s — @ ¢ nao decrescente em [0, al, temos
(i) O conjunto T3 = {x € RN : u.s(x) = B} tem medida de Lebesque nula.

(i) —Aues(e) + V(e@)us(a) = Hluep(w) — 8)f(ua(@) a.tp em BY.

(iii) O conjunto T’ 3 = {x € RN : ucp(x) > a} tem medida de Lebesgue positiva.
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Em alguns trabalhos que tratam de problemas envolvendo uma nao linearidade
descontinua, encontra-se uma solugao ug, tal que o conjunto 'y = {z € RN : ug(x) > B}, tem
medida de Lebesgue positiva, veja, por exemplo, [4] e [5]. Nos teoremas anteriores é imediato
que quando (i) ocorre temos |Ff,6| > 0, onde Ffﬁ = {z € RY : u.4(z) > B}. De fato, seja
ue g uma solugao de (P, g) verificando (i7). Suponha, por contradi¢do, que \Ff 5l = 0, entdo,

uep(x) < B q.t.p em RY. Por (i7), temos

sl = [ Hles = 8)5 (wp)ues =

assim, u g = 0, contradizendo o fato de u. s > 0. Agora, o fato de o conjunto I'? ; ter medida
positiva nao é imediato. Isso serd obtido com o método de penalizacao.
Para facilitar a leitura, vamos enunciar novamente os dois teoremas acima nas suas

respectivas secoes.

3.1 Definigao de solucao para (P.3) e o T.P.M para funcionais
Liploc(Xa R)

Nesta se¢ao definiremos solugao fraca e forte para o problema (P, g) e apresentaremos o
Teorema do Passo da Montanha para funcionais Lip;..(X,R) que nos permitird provar um
resultado de existéncia de solugao positiva (fraca e forte) para um problema auxiliar. O
passo seguinte é provar que a solugao deste problema auxiliar é solu¢gao do problema original
(P.p). Note que como a nossa nao linearidade é descontinua, ndo podemos usar a teoria
de pontos criticos para funcionais de classe C''. Neste caso, vamos usar a teoria de pontos
criticos para funcionais localmente Lipschitz continuo desenvolvida por Chang [25], Clarke
[43] e Grossinho e Tersian [63]. Para mais detalhes veja o Apéndice C. Uma excelente fonte
de informagao sobre aplicacao e teoria dos funcionais Lip;,.(X,R) é a dissertacao de Santos

[72], que seguiu o livro de Grossinho e Tersian, veja [63] e o artigo do Chang, veja [25].

Definicao 3.1 Uma solucao fraca para (P.g) é uma funcdo u € w5 (RY) 0 HY(RY ,
75
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satisfazendo u > 0 em RN e

—Au(z) + V(ex)u(z) € MH(u(x)),fH(u(:E))} g.t.p em RY,
onde fy(s)=H(s— p)f(s),

£,5) = tmin fu(t) ¢ Fls) = limsup fun(t). 31)

t—s t—s

Definicao 3.2 Uma solugao forte para (P.z) € uma fungio u € Wz’pTng(RN) N HY(RY),

satisfazendo u > 0 em RY ¢
—Au(z) + V(ex)u(r) = H(u(x) — B) f(u(z)) qt.p em RY,

E claro que toda solucdo forte é uma solucio fraca para (P. ).

Teorema 3.3 (Teorema do Passo da Montanha) (Veja [65] e [71])
Sejam X um espago de Banach e I € Lipi.(X,R), satisfazendo 1(0) =0,
(i) exzistem r,p > 0, tais que I(u) > p, ||[ul]] =7, u € X,
(ii) existe e € B,(0)¢ com I(e) < 0.
Seja

— inf T(~(t
¢ = Inf max (v(1)),

onde I' = { € C([0,1], X) : v(0) = 0 e I(y(1)) < 0}.

Suponha que o funcional I satisfaz a condi¢ao (PS), entao ¢ > p e existe u € X, tal que
I(u)=c e 0 € 0I(u),

ou seja, o nivel do passo da montanha € valor critico do funcional I.

Para a defini¢ao de um funcional I € Lip;,.(X,R), da condigao (PS) e de ponto critico

de um funcional Lip;,.(X,R), veja o Apéndice C.
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Vamos considerar H!(R") munido da norma

full = | [ (92 + Vi) s w e RN

que provém de produto interno

(u,v)= /RN(VUVU + V(ex)uv).

Esta norma é equivalente a norma usual de H'(R") pois, por (A1) e (Asy), existem
constantes Vi, Vo > 0 tais que Vo < V(z) < V., Vo € RY. Note que as constantes de

equivaléncia das normas nao dependem de €, s6 dependem de Vg e V.

3.2  Um problema auxiliar

Para mostrar que (P.3) possui solugdo vamos adaptar ao nosso caso, como foi feito em
[8], 0 Método de penalizacao de del Pino & Felmer [50], que consiste em estudar inicialmente
um problema auxiliar, o problema penalizado, e depois mostrar que a solucao deste problema
auxiliar é solu¢ao do problema original. A principal ferramenta utilizada para provar que
o problema auxiliar possui solucao é o Torema do Passo da Montanha para funcionais
Lipioe(X,R). Em seguida, vamos usar algumas estimativas envolvendo o nivel minimax do
Teorema do Passo da Montanha associado ao problema auxiliar e um lema técnico, a saber
Lema 3.9, quando V pertence a Classe 1 e o Lema 3.10, quando V' pertence a Classe 2, para
mostrar que a solugao do problema auxiliar é solucao do problema original (P, 3).

Vamos fixar mais algumas notagoes para usarmos o Método de penalizacao de del

Pino e Felmer. Fixemos as constantes (3, a, k > 0 satisfazendo

k>1, a>p( e = —

onde a é a constante que serd usada na definigdo de f, veja (3.2) abaixo, e que apareceu nos
enunciados dos Teoremas 3.1 e 3.2.

Note que as condigoes (f1) e (f3) combinadas com o Teorema do Valor Intermediario
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garantem a existéncia da constante a. De fato, basta notar que por (f3), F(s) > F(1)s’ Vs >
1. Novamente por (f3), £ > F(1)0s°2,¥s > 1. Assim, por (fy) existe s; € (0,1) e por (f3)
existe sy € (1,00), tais que %‘T) < % < %822)

Como nosso interesse é obter solugao positiva para (P g) vamos assumir que f(s) =
0, Vs<0.

Usando as constantes k,a e Vj definamos a funcao truncada

f(s) _ f(s) se s <a, (3.2)

%S se s >a

e a funcao penalizada

g(z,8) = xa(@)f(s) + (1 — xa(@)f(s), ¥ (z,5) € RN xR,

onde

1 se z€Q
Xa(z) =
0 se x € QF°,

para algum conjunto mensuravel Q C RV,
Seja a fungao gy (z,s) = H(s—B)g(z, s), V (x,s) € RY x R. Estudaremos o problema

auxiliar penalizado

—Au+ V(ex)u = gy(ex,u) em RY,
(P.5)a u>0 em RY,

u € HY(RM).
As hipéteses (f1) — (f3) mostram que a funcao g estd bem definida, é uma funcao de

Caratheodory e satisfaz

(91) g(z,5) =0, ¥s<0.

(92) limsupyg o g(|x,|s) = 0, uniformemente em z € R".
s

(93) imsup o gix";) = 0, uniformemente em z € RY.
s

(94)i 0 < O0G(x,5) =0 [; g(a,t)dt < g(x,s)s, VaeQs>0.
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(94)ii 0 < 2G(x,s) < g(x,s)s < $Vols]?, Ve Qs> 0.
Definiremos soluc¢ao para o problema auxiliar penalizado (P. ), e veremos a rela¢ao

desta solucao com a solucao do problema original (P, ).

P+

Defini¢ao 3.3 Uma solugio fraca de (P.g)a ¢ uma fungio u € W> PI(RN) N HY(RY),

satisfazendo u > 0 em RN e

—Au(x) + V(ex)u(z) € @H(ex,u(x)),ﬁH(ex,u(x))} g.t.p em RY,
onde

g, (ex,s) = lirtn inf gy (ex,t) e gy(ex,s) = limsup gy (ex,t). (3.3)
- —s t—s
Definicao 3.4 Uma solugio forte de (P.g)a € uma fungio u € WZPTTl(RN) N HY(RY),

satisfazendo u > 0 em RY ¢
—Au(z) + Viex)u(r) = gy(ex,u(z)) qt.p em RY.

Observacao 3.1 E claro que se u € solucao forte de (P, p)a, entdo u é solucao fraca.

Observagao 3.2 Usando as defini¢oes das fungoes fve g, concluimos que g(ex, s) e f(s) sdo
iquais quando x € Q. ou s < a. Como consequéncia, pelas definicoes de iH’?H’gH e gy,
temos f, (ex,s) =g, (ex,s) e fuler,s) = Gylex,s) quando v € Q. ou s < a. Assim, se u é
solugdo fraca (forte) do problema truncado (P.5)q com u(z) < a em RN\ Q, onde Q. = 1Q,
entdo, u € solugdo fraca (forte) de (P.p).

Portanto, o nosso objetivo é mostar que o problema auziliar (P. g), possui uma solu¢do
fraca u e que u(z) < a em RN \ Q.. Para mostrar que (P.g), possui solugio fraca, vamos
usar o Teorema do Passo da Montanha para funcionais Lip,.(X,R) e para mostrar que
u(r) < a, v € RV \ Q., vamos usar algumas estimativas sobre o nivel minimax e um lema
técnico, a saber, Lema 3.9 quando V pertence a Classe 1 e Lema 3.10 quando V' pertence a

Classe 2.
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3.3 Existéncia de Solucao para (P ), com V satisfazendo (Ay) e
(Ay).

Nesta secao provaremos que (P g), possui uma solucao fraca positiva quando V' satisfaz
(Ao) e (A1) e f satisfaz (f1) — (f3). Além disso, se a funcao @ ¢ nao decrescente em [0, al,
mostraremos que, como consequéncia do método de penalizacao, essa solucao fraca é forte.
Em toda essa se¢ao admitiremos que V satisfaz somente (Ap) e (Ay).

Antes de tratarmos do funcional associado a (F. )., vamos enunciar e demonstrar a
Proposigao 3.1, que é uma versao do Teorema 2.1 de Chang em [25] no caso em que 2 = RY
e ¢(z,s) = gu(ex,s). Em [25], Q@ um dominio limitado de RY. Essa proposigao nos ajudard
a provar que o funcional associado a (P ), esta bem definido e nos dara informacoes sobre
o gradiente generalizado deste funcional.

Primeiro, vamos enunciar e demonstrar alguns lemas que serao utilizados na

demonstracao da proposicao citada acima. Nosso proximo lema nos fornece informacgao sobre

a derivada direcional de Gy, onde
Gru(z,s) :/ gu(z,t)dt, (z,5) € RN x R.
0
Recorde que

g, (ex,s) = lirtn inf gy (ex,t) e gy(ex,s) = limsup gy (ex,t).
- —s t—s

Lema 3.1 Sejam as funcoes Gy, gu, Gy € 9y definidas anteriormente, temos

G ((ex.1),0) < gy lex,t)v se v >0,
g, (e, t)v se v <0,

onde
GO ((ex,t),v) := lim sup Guler,t +h+ X v) = Gu(ew,t +h)
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Demonstragao: Definamos as fungées g, . € gy 45, onde
9, s(€x,t) = inf{gn(ex,s) : [s —t] < I} e Gp,(ex,t) = sup{gn(ezr,s) : [s —t] <}

Note que

g, (ex,t) = lim gH’é(ex,t) e gylex,t) = 5&%&?1{,5(6%@-

§—0t

Agora, observe que pela definicao de Gy,

1 t+h+v t+h
G%((ex,t),v) = lim sup ~ [/ gu(ex, s)ds — / gu(ex, s)ds} :
0 0

h=0 -0

Para v > 0,

t+h+Xv 1 t+h+Mw
GY((ex,t),v) = limsup —/ gu(ex, s)ds < lim sup —§H5(ex,t)/ ds
=050 A Jein h=0 x50 A7 t+h

< Gusler,t)v, V>0,
fazendo 0 — 07, obtemos
(e 1), ) < (e, Byo, ¥ o > 0.

Agora, observe que para v < 0,

1 [th 1 [t+h
G%((ex,t),v) = lim Sup——/ gu(ex, s)ds = — lim inf —/ gu(ex, s)ds
h—0 x50 t+htAv h=02=0 A Jiphtn
1 t+h
< —lim inf < d
< -t seenn) [ s
= =g, ez, t)(-v), V>0,
fazendo 6 — 07, temos
G%((ex,t),v) < g, (ex, t)v, Vv <0,
O
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Observacao 3.3 Como estamos trabalhando com uma nao linearidade f mais geral que o
caso poténcia f(t) = tP e estamos trabalhando no RN no lugar de um dominio limitado €,
precisamos, adaptar os argumentos de alguns resultados do artigo do Chang [25] e do artigo de
Alves, Figueiredo e Nascimento [8]. O proximo lema tem essa finalidade. Antes de enuncid-
lo, vamos verificar que as func¢oes gH(ex, s) e gy(ex,s) sio N-mensurdveis. Recorde que uma
fungao h: Q2 x R — R € chamada de N-mensurdvel quando a composi¢io h(.,v(.)): Q@ — R

¢ mensurdvel, para cada fun¢ao v : Q@ — R mensurdvel, veja [24).

Desde que gg(ex,s) é uma fun¢do de Caratheodory, as fungoes gH(ex, s) e gylex,s)
também sdo. Assim, g (e, s) e gy(ex, s) sdo fungdes N-mensurdveis.
No préximo lema, para simplificar a notacao e enfatizar a dependéncia com relagao a

B, designaremos por Cz uma constante que depende de 3, V), k, e p.

Lema 3.2 (i) Dado § € (0,a) existe uma constante Cg = C(B, Vy, k,p) > 0, tal que

B < Oplsp e 1F(s)] < Colsl?, Vs 2 B

(ii) Ezistem constantes Cy,Cy > 0, tais que

F(s) > Cy|s|” — Cy, V5 >0.

Demonstragao:  Pela condicao (fs), tomando & = 1, existe uma constante M > 0,

suficientemente grande, tal que
1f(s)] < s, Vs> M.

Como [3, M] é compacto e a fungao f continua, existe Mz = maxg s f(s). Escolhendo

uma constante 55, tal que 5gﬁp > 1, temos
|f(s)] < CsB" Mg, V s € [B, M].
Desde que 77! < 77!, V s > . Tomando a constante Cg = max{1, CsMj, kﬁ‘f,%l},
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temos

< GhlsP e |(3)] < ClsP, s >

o que prova o item (7).

Agora, observe que por (f)s, temos

<

integrando de 1 a s, temos

como a funcao In é crescente

F(s) > F(1)s’, Vs> 1.

Usando a continuidade de F' no compacto [0,1], temos o item (ii). O

Proposicao 3.1 O funcional

U p: PPYRY) - R

\IJE"B(U):/RN Gu(ex,u)dx, onde GH(E.Z',S):/O gu(ex, t)dt

estd bem definido e satisfaz
(i) V.5 € Lipioe( LFTHRY), R)
(ii) Dada v € LPTHRY), 0¥, 5(u) C L%(RN) e se p €V, z(u), temos

p(2) € [g,, (2, u(@)), Tar(ew, u(z))] ¢.6p emRY.
Demonstracao: Como consequéncia do Lema 3.2, item (i), a fungao g(z, s) satisfaz
9(2, ) < ColslP, ¥ (,5) € RY x R; 5> f. (3.4

De fato, seja s > 3, entdo se x € Q, temos g(z,s) = f(s). E se x € RV \ Q, temos
gu(z,s) = f(s). Neste dltimo caso, pela definicao de f, se s € [8,a], temos g(z,s) = f(s).

Nesses dois casos (3.4) segue do Lema 3.2. Agora, se s > a, temos g(z,s) = %3. Como
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a constante Cjz foi tomada no Lema 3.2 de modo que % < CgsP™, ¥V s > B temos
Kkls < CpsP, Vs > 5. Assim, (3.4) esta provada.

Desde que gy (z,s) = H(s — f)g(z, s), usando o fato de gy (z,s) =0, Vs < S e (3.4),
temos

g (w, )| < Calsl?, ¥ (x,5) € RY x R,

Assim,

Gl s)| < ~Zolsl? ™, ¥ (2, 5) € RY xR, (3.5)
p

o que mostra que o funcional ¥, g estd bem definido.

Dada w € LPT(RY), fixemos R > 0. Dados u,v € Br(w) C LPT(RY),

u(z) v(z) 0(z)
|Wep(u)—V.5(0)] = ’/ / gH(ex,s)dsdx—/ / gH(ex,s)dsdac’g/ / lgr (ex, s)|dsdzx,
RN JO RN JO RN Jn(x)

onde 0(x) = max{u(z),v(x)} e n(x) = min{u(x),v(z)}.
Por (3.4),

0(x)
[Wep(u) = Pep(v)| < Cg/ / |s|Pdsdzx.
RN J ()

— slsl?

Para cada p > 1, a funcdo L : R — R, dada por L(s) = ¢ de classe C' com

p+1
L'(s) = |s|P. Como

0(x)
U, 5(u) — U 5(0)] < Ci / / L/(s)dsdz,
RN Jn(z)

pelo Teorema Fundamental do Calculo

W) = Vosw)| < Cp [ L(6) = Linda,

RN

agora, pelo Teorema do Valor Médio, existe £(x) € (n(x),(z)), tal que

¥op() — Ves(0)] < C [ L0~

Como 0(z) — n(z) = |u(x) — v(x)|,

W5 (0)— T (0)] < C / EPlu—vlde < Cj / (Jul+ o] lu—vldz < Cs, / (lulP+lol)u—vld
RN RN RN
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ou seja,

W) = Vep(0)| < iy [ fullu—vlde + Cy [ o=l
RN RN

Como u € LPH(RY), |ulP € Lthl(]RN ). Aplicando a desigualdade de Holder com os

expoentes ’%1 ep—+1,
[Weps(u) = Uep(v)] < Cpplulfp|u = vlpen + Caplvffpmfu — v]res.
Desde que u,v € Br(w), pela desigualdade triangular,
[Wep(u) = Uep(v)] < 205, (R + [w]Lee)Plu — v] e
Definindo a constante Kz, = 2C3,(R + |w]|pp+1)P,
Wes(u) = Veps(v)] < Kpwlu — vl

o que mostra que W, 5 € Lip;.(LPT(RY), R).

Agora, provaremos o item (ii). Seja u € LPTH(RY) e p € 0¥ 5(u), vamos provar que

p(x) € lg,,(ex,u(x)),gu(ex, u(@))] a.t.p em RY.

De fato, observe inicialmente que dado u € LPTH(RY), 0¥ 5(u) C L%(RN), pois pela

defini¢ao do gradiente generalizado e o Teorema de Representacao de Riesz,

€

OV, g(u) = {g € (PR = LP%(RN) W0 4(u,v) > (&), Y e L”“(RN)},

onde W? 5(u,v) é a derivada direcional generalizada de ¥, no ponto u na diregao de v, isto

¢,
v, h+ Av) — ¥, h
02 5(u,v) = lim sup slutht ) slut )
’ h=0 -0 A

Seja (h,) C LPHL(RY) e (\,) C RY, tais que h, — 0 em LPTY(RY) e )\, — 0 em R,
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entao, a menos de subsequéncia,
ho(z) = 0 qtpem RY e |h,(2)| < k(z) € LPPHRY).

Observe que

\Ife’g(’u, + h, + )\n’l}) - ‘I’E,g(u + hn)

U2 4(u,v) = limsup iy
n—oo n
— limsa / Gu(ex,u+ hy, + \0) —GH(ex,u—i-hn)dx
N n~>oop RN /\n .

Por simplicidade de notagao, definindo

Gylex,u(z) + hp(x) + M\v(x)) — Gyler, u(x) + hn(x))

Gun(v(x)) = "
Observe que
WP 4(u,v) = limsup Gun(v)dr e GY((ex,v),u) = limsup Gy, (v). (3.6)
’ n—s00 RN ’ n—00 7
Afirmamos que por (3.6) e o Lema da Fatou
WP 5(u,v) < GY ((ex,u),v)dx, Yv € LPFT(RY). (3.7)

RN

De fato, dado x € {v > 0} := {z € RY : v(z) > 0}, pela definigao de G, e Gy,

1 Uuthn+Anv u+thn 1 Uuthn+Anv
Gan(v) = " {/ gu(ex, s)ds —/ gH(e:E,s)ds} = —/ gu(ex, s)ds
n 0 0 U

n Juthn,
C U+hnp+Anv C Uthn+Anv
< )\—/B |s|Pds = )\—6 L'(s)ds,
n u+hnp n u+hp
onde a funcao L(s) = Iﬁs|5]”, s € R. Usando o fato de L ser de classe C' e

argumentando como no item (i) obtemos pelo Teorema do Valor Médio, a existéncia de
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0, € (u+ hy,u+ h, + \yv), tal que

C
Gunv) < )\—B|9n]p)\nv < Og(|u+ | + [t + hy + M) 0]
< Cﬁ7p(|u|p|v| + KP|v| + |v|p+1) q.t.p em {v > 0}.

Seguindo um argumento anélogo, obtemos
Grn(v) < Csp(JulP|v] + K |v] + |v]P™) q.t.p em {v < 0}
Pela defini¢do de G, temos Gy, (v(x)) = 0 quando v(x) = 0. Logo
Grn(v) < Cpp(ul?|v] + K |v] + |v]P™) g.t.p em RY.

Pela desigualdade de Holder Cg, (Jul?|v| + kP|v] + |[v[P*t) € LY(RY). Assim, pelo Lema

de Fatou

limsup/ Gun(v)de g/ limsup G, (v)dw, Vv e LPTHRY),
RN RN

n—oo n—oo

usando este fato e (3.6), temos a nossa afirmacdo em (3.7).

Pelo Lema 3.1, sabemos que

GO (e u).0) < gul(ex,u)v se v >0,
g, (ex,u)v se v <O0.

Usando (3.7), obtemos
Wy < [ g lermdet [ gulenwn we TR, @9
{v<0} {v>0}

Recorde que o nosso objetivo é provar que dada p € OV, g(u), temos

g, (ex,u(z)) < p(x) < Gy(er,u(r)) qt.p em RY.
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Suponha, por contradigao, que existe um conjunto A C RY, tal que, |A| >0 e
p(z) < g,(ex,u(x)) q.t.p em A.
Assim, existe um ny € N, tal que o conjunto Ay = AN B,,(0), satisfaz
0 <[Ag| <00 e p(x) <g,(ex,u(r)) q.t.p em Ay. (3.9)

A fungao w(x) = —xa,(x) € LPT(RY), onde ya,(z) é a fungao caracteristica do

conjunto Ag. Assim,

—/A pd&? = /]RN p<—XA0(3?))dﬂ7 = <p7 (_XA0>>§ \IJS”B(’U,, <_XA0))7

por (3.8), temos

[ e < [ gytenmxatenis = = [ g, fenvas

ou seja,

/pde/ g, (ex, u)dz
Ao Ao

o que contradiz (3.9). Assim,
g, (ex,u(z)) < p(z) q.t.p em RV,
De modo analogo, prova-se que
p(x) < gyler,u(z)) q.t.p em RY,
o que conclui a demonstracao do item (ii). O

Observagao 3.4 Segue do Teorema 2.2 de [25], veja o Teorema C.1 no Apéndice C, que se
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Vg =W,z HIRN)? temos

OV 5(u) C OV g(u), ue H'(RY),
além disso, se p € OV, g(u),
p(x) € mH(ex,u(x)),gH(ex,u(x))] g.t.p emRY Vuec H'(RY).

Por simplicidade de notacao continuaremos a denotar Y. g por @6,5.

Consideremos o funcional penalizado associado ao problema (P, g),
Jog: H'(RY) - R

1
Jep(u) = 5/ |Vu|2+/ V(er)lul* = | Gulew,u),
RN RN RN

onde Gy (x,t) = [} gu(,s)ds.

Denotando

Qu(u) = %/RN(MP L V(e@)uP), ue H'RY),

temos Q. € C'(H*(RY),R). Portanto, J. 5 estd bem definido e J.5 € Lip.(H'(RY),R).
Como J, g(u) = Qc(u) — ¥, g(u), temos

0J.5(u) = {QL(w)} — O, 5(u), ¥ u € H'(RY).

Veremos que uma das vantagens de trabalharmos com o funcional penalizado é que ele
satisfaz a condicao (PS). Além disso, veremos que pelo Lema 3.2, item (ii), J, s satisfaz as

geometrias do Teorema do Passo da Montanha o que nos permitird obter uma solucao para

(Pep)a

Lema 3.3 O funcional J.pz satisfaz
(i) Ezistem r,p > 0, tais que J.g(u) > p >0 Vu e H(RY); ||lul| =
(ii) Ewiste e € B.(0) com J.g(e) <O.
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Demonstracao: Note que J.3(0) =0e

1
Jos(w) = 3l = [ Guler.w).

Por (3.5), sabemos que

|Gr(z,8)| < %ISPH, V (7,5) € RY x R.
p
Assim,
1 Cs
J.g(u) > =llull* = —=||ul|[PT.

p(u) = Slull p+1H |
Logo, tomando r = rg > 0, tal que

11“2 _ G Pt =p>0

2 p+1 ’

temos

Jop(u)>p>0 VYue HRY); |lul| =r

Agora, para cada ¢, 3 > 0, considere uma funcio ¢ = (e, 8) € C°(RY), isto é, 1 é

uma funcao teste que depende de € e (3, tal que ¥ > 0 e K =: supp 1, com
KcQ e Kn{y>pt#£0,
onde Q. :={z eRY :ex € Q} e {¢ > 0}:= {2z € RY : ¢(z) > 0}, com 6 € R. Temos
Joot)) < SIIP = [ e, t0)

Kn{y>pB}

Note que se s >0e x € K C ().,

Guter.s) = [ auter.s)ts = [ (s = 5)1(s)as,
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logo,
0 se s<p

Gpler,s) =
nler.s) F(s)—F(B) se s> e z €.

Note que dado z € K N{yY > B} et > 1, temos ty(x) > (5. Logo, Gy(ex,ty)) =
F(ty) — F(f) em K N{yY > [}. Assim,

/ GH(ex,t@/J)dx:/ F(t@Z))dx—F(ﬂ)‘Kﬂ{@Z) >5}‘
Kn{y>p}

Kn{y>p}

Pelo Lema 3.2, item (ii),

/ Gylex, ty)dr > Clta/ Wdz—Co| KN{t) > B} —F(B)|Kn{y > B}], Vit > 1.
Kn{y>B} Kn{y>p}

Assim,

2
Tostw) < Sl - 01t9/ Wz + (F(B) + Co)|[K N {w > B}, V> 1.

Kn{y>p}

Como # > 2, tomando ty = t(€, ) > 0 suficientemente grande e e = ty1, J. g(e) < 0.

Com o objetivo de mostrar que J. g satisfaz a condi¢ao (PS), vamos provar dois lemas.
Lema 3.4 Seja (u,) C HY(RY) uma sequéncia (PS)y para J.g, entio (u,) é limitada em

H'(RV).

Demonstragao: Seja (u,) C H'(RY) uma sequéncia (PS)4 para J. g, isto 6,
Jep(un) = d e A g(u,) — 0.

Seja (w,) C H YRY), tal que, Aep(un) = ||wnlls = on(1). Como w, € 0Jc5(uy),
existe p, € OV, g(u,,), tal que

Wyp = Q/E(un) — Pn;

logo,

(wn, )= (Qlun), ) —=(pn, ), Vo € H'(RY). (3.10)
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Note que a sequéncia (J.g(u,)) é limitada e
1 1
_§<wn>un>§ guwnH*”unH < Cllugll, ¥n e N.
Agora, observe que como
1
Jep(u,) <C e — 5<wn,un>§ Cllun|l, Vn €N,

fazendo ¢ = u, em (3.10), temos

C+ Cllu, ||

V
A
=
N

3

Como p,, € 0V, 3(u,), pela Proposigao 3.1,

pul) € [g,, (€2 u,(2)). Tug (e, un (2))].

Sendo gu, 9, =0,

/ Pty > / 9, (€, up)u, = / g (€x, uy)uy, > / g (€x, Uy ) Uy,
RN RN ™ {un>B} {un>B3N02
por (ga)ii,

1 2
_/ PrnlUn Z _/ GH(Exaun)a
0 RN 0 {un>B}NOE

assim,

0—2 2—-40
C+Clluyl| > | —— un2—|——/ Glex, uy).
Junll 2 (55~ ) el + == | Glemyu)

Novamente, por (g4)i,

1 1
Glex,u) < — / V(e)funl? < =l
/{un>ﬂ}ﬂﬂs 2k {un>B}INQE 2k
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Como 0 > 2, tem-se (¥>< 0. Assim,

¢+ Ol = (P2l + o (252 )

ou seja,
1) 0—2

C+ Cllunl = (1= ) 7 luall®.

Como k > 1 e 6 > 2 concluimos que (u,) é limitada em H*(RY). O

A demonstragao do préximo lema usa a Proposicao 3.1 e os argumentos do Lema 3.3

em [8]. Para a comodidade do leitor faremos a demonstragao.

Lema 3.5 Seja (u,) uma sequéncia (PS)q para J.g. Entdo, dado & > 0, existe R = R(§) > 0,

tal que

n—oo

limsup/ |Vun|? + V(ex)|u,|* < €.

RN\BR(0)

Demonstragao: Seja (u,) C H'(RY) uma sequéncia (PS)4 para J. g, isto &,
Jep(un) = d e Ag(u,) — 0.

Seja (wy,) C 0Jec g(uy), tal que A g(uy,) = ||wy||« = 0,(1). Como w,, € 0J. g(u,), existe

pn € 0D, 5(uy), tal que

(wn, 0)= (Qulun), ) —(pp), V€ H'RY). (3.11)

Seja ng € C°(RY), tal que

0 em Br(0)
Nr(T) = : (3.12)
1 em Bg(0)¢,
com
¢ N
0<nr(z) <1 e |Vip(z)l < 5, Vo €RT,
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onde C' > 0 é uma constante que nao depende de R.

Observe que (ngu,) ¢ limitada em H'(RY), pois pelo lema anterior (u,) é limitada
em HY(RYN) e V(nrun) = nrVu, + u, Vg,

Por (3.11),

<Q;(un)> (nRun)>: <wn + Pn, 77Run>: <pna 77R“n>+0n(1)7

logo,

/N nR]Vun\z + ?73V(€$)ui = /
R

PnTRUn + / UnVnRVUn + On(l)
RN RN

Pela Proposicao 3.1,

pu(x) € [g,, (ex, un(x)), Gy (ex, un(2))],
usando este fato e as definigoes de g ;€ Gu, temos p, > 0. Assim,
/ PrllRUn = / Prl)RUR < / Gu(er, up)unnp = / g(€x, un)unnr

S / g(EZL‘, un)unnRa
RN

onde a tltima desigualdade segue do fato de g(z,s) =0,V s < 0. Logo,

[ iV Ve <
R

962, wn)unmp + / | VRV 1] + 0 (1).
RN ]RN

Fixemos R > 0, tal que Q¢ C Br (0) e usando (g4)s;, temos

1
/ ([ Vunl? + V(exh) < / V(ca)lunnm + / 1 [Vt V3] + 0(1),
RN kf Bg(o)c RN

logo,

1
| ¥l + V) < 3 [ nalVanf eV @il + [ ol V0 91a] + on(1),
RN RN RN
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pela desigualdade de Holder

1

(1-7) [ eVl +viend) < [l Vil +ou(0)
RN RN

|un|Lz|VunVnR|L2 + On(l)-

N

Pelo Lema 3.4, (u,) é limitada em H'(R"), logo também ¢ limitada em L*(R") e pela

desigualdade de Cauchy-Schwarz

(1 - %)/RN (| Vi |? + V(ex)u?) < MTF + 0n(1).

Fixado ¢ > 0 e fazendo n — o0,

C
1imsup/ (|Vun|? + V(er)u?) < = <&,
n—voo JRN\BR(0) R
para R > 0 suficientemente grande. a

Combinando o Lema 3.2 com a Proposicao 3.1 e adaptando o argumento utilizado na

prova da Proposi¢ao 3.1 em [8] provaremos a seguinte proposi¢ao.
Proposicao 3.2 O funcional J.g satisfaz a condigio (PS) em H*(RY).

Demonstragao: Seja (u,) C H'(R") uma sequéncia (PS), para J. g, isto é,
Jep(un) = d e A g(u,) — 0.

Sejam w,, € 0J.p(u,) € p, € OV, g(uy) tais que |[wyll« = Aeg(un) = o0n(l) e w, =

Qc(un) = pn, ou seja,

<wn, <p>: Vu, Vo + V(ex)u,p — /

RN R

pnp, ¥ € HY(RY). (3.13)

Como [lw, . = 0,(1).

(W, U )| < [Jwn|]|un|| e pelo Lema 3.4, (u,) é limitada em

HY(RY), entéo, (wn, u,)= 0,(1). Assim,

||Un||2 - /RN Pnln = <wn7un>: On(1>
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ou seja,

HunH2=/ Prtin 4 0n(1). (3.14)
RN

pn() € (g, (ex,un(2)), Gy (€x, un())] g.t.p em RY. (3.15)

Usando (3.4) e a imersao continua de LPY(RY) em H'(RY),

ptl _ ptl ptl
Lot < [ antenw)® = [ gt F <0 [ Jup < Gl
RN RN {un>B} {un>B}

ou seja,

oal w1 < Gl

Pela limitacao de (u,) em HY(RY), (p,) ¢é limitada em Lprl(RN). Logo, a menos de

subsequeéncia,

ptl

pn—pem L» (RY) e wu, ~u em H'(RY). (3.16)

Afirmacao:

Julf? = [ o (3.17)
RN

De fato, como [[w,||« = 0,(1) € [{wn, w)|< [lwy ||« [|ull, entdo, (w,, u)= 0,(1). Note que
por (3.16),
/ Pt — pu e / Vu,Vu+ V(ex)u,u — ||ul|?.
RN RN RN

Assim, tomando ¢ = u em (3.13) e fazendo n — oo, obtemos (3.17).

Agora, afirmamos que

= og(1). (3.18)

‘/ Prnln
RN\Br(0)
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De fato, observe que por (3.15) e o fato de p,, > 0,

RN\ Br(0) {RN\BRr(0)}n{un>p} {un>p} RN

como (ngu,) é limitada em H'(RY), (w,, (ngu,))= 0,(1). Por (3.13)

‘ / P,
RN\ Br(0)

< / Vu,V(nru,) + V(ex)u,(npu,) + o, (1)
RN

< / Ne(|Vu,|? + V(ex)u?) + / U Vu, Vg + op(1)
RN RN

< / Nr(|Vun|? + V(ex)u) + [un| 2|V, Vng| 2 + on(1),
RN\BRr(0))

onde a funcao ng ¢ a fungao definida na demonstragao do lema anterior.

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e a limitagao de (u,) em L*(RY),

’ / Prlin
RN\ BR(0)

para R > 0 suficientemente grande.

M
g/ (Va2 + V(ex)un2) + 2 1 0,(1),
RN\ B (0) R

Assim, pelo Lema 3.5, segue nossa afirmagao em (3.18).

Agora, observe que

RN RN Br(0) Br(0) RN\BR(0)

Usando o fato de que pu é integravel e (3.18), obtemos

‘/ pnun—/ pu‘g ‘/ pnun—/ pu‘+oR(1). (3.19)
RN RN BRr(0) Br(0)

Note que para cada R > 0,

/ Py — pU. (3.20)
Br(0) Br(0)

—i—‘/ pu’.
RN\BR(0)
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De fato, observe que como u,, — u em H!(RY), por imersdo compacta,

p+1

u, —u em L # (Bg(0)),

desde que

pt+1 pt+1

u, —u em L » (Bg(0)) e po—"pem LPTY(BR(0)) = (L* (Bg(0)))"

obtemos dessas duas convergéncias a relagao (3.20).

Por (3.19) e (3.20),

/ Pty — pu. (3.21)
RN RN

Por (3.21) e (3.17),

/ ptn = I[u]2 + on(1). (3.22)
]RN

Por (3.14) e (3.22),
lunl® = [lull* + 0a(1).

Assim,

u, — u em H'(RY).

O

Os itens (i) e (i7) do préximo teorema é uma versao, para a nao linearidade f, do
Teorema 3.1 de [8], onde f(s) = sP. Nosso proximo teorema fornece a existéncia de solugao

para (P g), e traz propriedades dos conjuntos I'c5 e I'? 5.

Teorema 3.4 Suponha que V' satisfaz (Ao), (A1) e f satisfaz (f1) — (f3). Para cada € > 0
e B €(0,a), o problema auxiliar (P.g), possui uma solu¢do fraca ueg, onde a é a constante
usada na definicdo de f Além disso, se a fun¢ao s — @ ¢ nao decrescente em [0, al, temos

(i) O conjunto Teg:={z € RN :u.g(x) = B} tem medida de Lebesgue nula.
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(i) —Aucg(x) + V(ex)ues(x) = H(ucp(z) — B)glex, ucp(x)) g.t.p em RY.
i1i) O conjunto I'* 5 := {x € RY 1w g(x) > a} tem medida de Lebesque positiva.
676 718

Demonstracao: Pelo Lema 3.3 e a Proposigao 3.2 o funcional J, g satisfaz as hipdteses do

Teorema do Passo da Montanha. Portanto, existe u. sz € H*(RY), tal que
Jﬁﬁ(ue,g) = Cep > 0e0€e 8J€75(u6,5),

onde

cep = inf max J 5(y(t)) e T = {y € C([0,1], H*(RY)) : 7(0) =0 e J 5(7(1)) < 0}.

v€T t€[0,1]

Assim, existe p. g € OV, g(uc ), tal que
0 = Q5(tes) = pes;
ou seja, Uz € solugao fraca do problema

—Auc g+ V(ex)ucp = pes em RY,
Ueg € HI(RN).

Recorde que pela Proposicao 3.1,

pes(®) € g, (e, uep(@)), Gu(ew, uep(@))] a.t.pem RY. (3.23)
Como p. 3 € LPTTI(RN), por regularidade eliptica u. 5 € WQ’%I(RN) NHYRY) e
—Aueg(x) + V(ex)ues(z) € [g,,(ex, ues(x)), Gu(ex, ues(x))] q.t-p em RY. (3.24)
Desde que

Vit 5V + / V(ex)uesp = / pese, Vo€ H'(RY),
N

RN RN R
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tomando ¢ = u_, = min{u.g,0} e lembrando que u. g = u_; + u_g, temos

ol = [ Fues¥usy+ [ Vi = [ pucy <0
RN RN RN

assim, u_gz = 0, 10go, ue 5 = “:B > 0. Pela desigualdade de Harnack, veja [61], Teorema 8.20,
Ueg >0 em RY.

Portanto, u. g é solugao fraca do problema auxiliar truncado (P 3),.

50 G qnia 3 ;
Agora, supondo que a fungao <> seja nao decrescente em [0, a], o conjunto

Fepgi={xe RV . uep(x) = B}

tem medida de Lebesgue nula, Ve > 0e 3 € (0,a).
De fato, suponha por contradigao que |I'c g| > 0, pelo Teorema de Stampacchia, veja

[65], temos —Au. 3 =0 q.t.p em I'cg. Por (3.24), segue que

V(ex)uep(z) € (g, (ex,ucp(x)), Gy ez, uep(z))] q.t-p em T'eg. (3.25)

Como g(z, s) = xa(x)f(s) + (1 — xa(@))f(s), ¥ (z,5) ERY xRe

~ f(s), se s<a,

ORI
=S, se s2=>a,

ondea>ﬁ>0ek>1séotaisque@:%.En’céo,paras:ﬁ

glex, ) = xa(ex) f(B) + (1 — xalex)) f(8) = f(B) em R™.

Usando as defini¢ées de g, e gy, veja (3.3), temos para s = f3,

gy (e, 5), G (ex, s)] = [0, F(B)].
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Assim, por (3.25),

V(ex)B € [0, f(5)] q.t.pem T p.

f(s)

~ ¢ nao decrescente em [0, al,

Desde que 0 < 5 < a, 1 < k e a fungao

<

f(B) _ fla) 0

< —= = <Vo qtpem TI'cg,

Vi) s == < == =7

o que contradiz o fato de V' (z) > Vj. Logo,
‘Fe,ﬁ‘ =0,

onde |A| denota a medida de Lebesgue de um conjunto mensuravel A.

Como para cada z € RY fixado, a funcio s — gg(ex,s) é continua quando s # 3,
usando as definicoes de g, e Gy, veja (3.3), temos g, (ex,s) = gy(ex, s) quando s # . Pela
relacao em (3.24) e o fato de |['c 5| = 0, concluimos que u. g é uma solugao forte de (P, g)q,

isto é,
—Aug(z) + V(ex)ucp(z) = H(ueg(x) — B)g(ex, ucp(z)) q.t.p em RY.

Agora, considere o conjunto I'¢ 5 := {x eRY tu p(x) > a}. Suponha, por contradicao,
que |I'? 4] = 0, entao,

ucs(r) <a qt.pem RY.

Observe que

€T, Ue, €T, Uk,
lucsl> = | gu(er, ues)ucs = g(ex, Uep) 6%3 _ uug ,
7/6 76
RY {ucp>By  Uep {B<ucg<a}  Uep

Desde que g(ex, s) e f(s) sao iguais quando s < a, f(:) é ndo decrescente em [0, a] e
f@ _ v
a k>’

f(ues) f@) , 1 1
fucall = [ i, < o= Vou2y < s
{ﬂ<u‘é,6§a} U/E’ﬁ {6<ue,ﬁga} a {ﬂ<ue,ﬁga’}
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ou seja,

1
(1 7)ol <0,

como k > 1, concluimos que ucg = 0, o que gera uma contradigao. Portanto, \Fgﬁ\ >0. O

Observacgao 3.5 Como feito na introdugao, um simples argumento de contradi¢do e o item
(i7) mostram que |F§5\ > 0, onde Ffﬁ = {x € RY : u4(x) > B}. Mas o item (iii), do
Teorema 3.4, mostra que além de |F£B| > 0, também |U'¢ 5] > 0. Um fato importante é que

como consequéncia do Lema 5.9 e 5.10 veremos que uc g < a em RV \ Q.. Portanto, ['¢s C Q..

O préximo lema é importante para garantirmos a limitacdo da solugao fraca (u.g)
de (P.p)a, obtida no Teorema 3.4. Isso nos ajudard a provar que (ucg) é solugao fraca do

problema original (P, g) para € > 0 pequeno e § € (0,a).

Lema 3.6 Suponha que V satisfaz (Ao), (A1) e f satisfaz (fi) — (f3). Entao, a solugdo fraca

ue g do problema auxiliar (P.g),, obtida no Teorema 3.4, satisfaz

1\0-2 .,
S I < )
<1 QK) 50 uesll” < cep, Ye>0ep € (0,a)

Demonstracao: Seja u.g a solucdo fraca de (P, ), obtida no teorema anterior. Como

vimos na demonstracao do Teorema 3.4, u. g ¢ solucao fraca do problema

—Au. g+ V(ex)uep = pes em RY,
Uep € HI(RN),

onde
pes(x) € [gH(ex,ue’g(x)),gH(ex,ueﬁ(x))] q.t.p em RY. (3.26)
Como g, > 0, por (3.26),

/Ng(ex, Uep)p < /N Vue sV + Viex)uepp, VO < e Hl(RN).
R R
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Tomando ¢ = u, 3 e usando a defini¢ao de g, veja (3.3), obtemos

0 < lucsll® - / g€z, e s)ues
{ue,ﬁ>5}

Assim,

v

Cep = Jep(tcp)

1
Totoes) = (sl = [ gterucspucs)
Ue, B>

1 1 1
> (g )lualP g [ [olenau — 06t v,
{ue,ﬁ>5}

por (94)1‘7
1 1 1
o 2 (5 - 5) Jucall+ 5 [ g€, s )ues = 0G (e ucy)|.
{ue,ﬂ>5}mgg
por (94)“‘7
1 1 1
Cop > (5 - 5) Jucall+ 5 [ 2G(er,uep) = 0G(ex, )]
{u€75>ﬁ}ﬂﬂg
ou seja,
0 —2 Py
Cep 2 e sll* + =~ G(ex, uep).-

0 Jiues>mnae

Novamente por (g4),

1 1
Gler,uep) < — / V(er) el < = lues|®
/{ue,ﬂ>5}092 2k J fu, 5> pyn0c 2k

Como 6 > 2, obtemos

> T 2 el + 227 L sl
Cep = Ue 57 || Ue 9
= og 1P 0 2k’
ou seja,
1\60-2
l— = | —=+ € 2 < €,05

(1- 5 ) Sl < s

o que conclui a demonstracao do lema. a
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Lema 3.7 Suponha que V' satisfaz (Ao), (A1) e f satisfaz (f1)—(fs). Seja uep a solugio fraca
de (P.p)a obtida pelo Teorema 3.4. Dado ¢y > 0, eziste uma constante M = M(a,€p) > 0,
tal que,

lluesl] <M, Vee (0,6, V B€(0,a),

onde a € a constante usada na definicao da func¢ao fv, veja (3.2).

Demonstracao: Dados ¢g > 0 e 8 € (0,a), fixemos um ponto zy € 2. Considere uma

fungao teste ¢ = (a), isto é, ¢ depende somente a, tal que, p € C°(RY,[0,2a]) e

2a em B,(xz)
0 em Bgr(.%o)c,

p(r) =

onde By, (xg) C S
Note que

t2 t2
Jatte) = 5 [ e+ L [ VienleP - [ Gulerte)
RN RN RN
t2
C (Ve ValeP) — [ Guler.te).
RN RN

IA

Seja a constante

Ao= [ (196 + ValoP)

Observe que como Gy > 0,

1
Jes(tp) < Ao, V1 € [0,1] (3.27)

t2
Jep(ty) < —Ao —/ Gplex,tp), Yt >1.
2 {<p>a}ﬂB%(zo)

Como gu(ex,s) = H(s — B)g(ex,s) e glex, s) = xa(ex) f(s) + (1 — yaler)) f(s), entdio,

0 se s<p,

F(s)—F(B) se s> e z €9,

GH(GJ:?S) =

117



Para cada ¢ > 0, {¢ >a}N Br(xg) # 0, pois ¢ = 2a em B,(xg). Dado z €
{¢ > a} N Bz (), temos ex € B,(xo) C €2, logo, {¢ > a} N Br(xp) C Q. Desde que a > [ e

@ = 2a em B,(zg), temos
Gulex,tp) = F(tp) — F(B) em {p >a} N Br(zg), Vt=>1.

Assim,
t2
Jep(tp) < —Ag — / F(tp)dz + F(B){e > a} N Bz(xo)|, V=1
2 fg>alnBe (z0)
Pela definigao da fungao ¢, o conjunto {p > a} C Q, logo,
t2
Talte) < 5o~ | Fltg)de + F(B)|0, ¥t> 1
2 {p>a}NBx (20)
Agora, fixado ¢y > 0,

B (x0) C Br(zo), V€€ (0,e,

logo,
t2
Jep(ty) < —Ag— / F(tp)dz + F(B)|Q, YVt >1,e € (0,¢).
2 {¢>a}nB x (a0)
Agora, como F(t) > Cit? — Cy e F é crescente, pois f(t) > 0,
t? 0 0
Jep(te) < —=Ag— Cit [pl"dz + Col{y > a} N B (x)| + F(a)|Q], Vt>1,e€(0,e),
2 {p>a)nB 2 (x0) °
assim,

t2
Joalte) < S ag - cltf’/ (oldz+ (Cy + F(a))|Q, V> 1,e€ (0, (3.28)
2 {g>a}nB 1 (20)
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Defina a fungao
t2
h(t) = 5 Ao — CltO/ lp|?dzx 4 (Cy + F(a))|Q|, t > 0.
2 {<P>(Z}OB% (z0)

Como h(t) — —oo, quando t — 0o, existe um ty = to(a, €g) > 1, tal que
Je”g(to@) < h(to) <0, Vee (0,60], 6 S (O,CL).
Defina a curva
% :[0,1] = H'(RY)

Yo(s) = stow,

a curva 7y, ¢ continua e
7%(0) =0 e Jeg(1(1)) <0, Vee(0,e),

logo, 7 € I' = {y € C([0, 1], H'(RY)) : 7(0) =0 e Jep(70(1)) < 0}.

Pela definicao do nivel minimax c, g, obtemos
Ces < max J. g(st = max J.g(tp). 3.29
s < max Jep(stop) = max Jes(te) (3.29)

Por (3.27), (3.28) e a definigao de h(t), temos

A
70 se t€0,1],

Jep(ty) <
h(t) se t € [1,to).

Sendo h continua e [1,ty] compacto, existe Ky = Ko(a,€9) = maxsep g h(t). Seja a

constante

A
K = K(a,e) = maX{TO,Ko},

entao,

Js,ﬁ(t‘p) S K7 Vi S [O,to],ﬁ € (0760]aﬁ € (O,Q),
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assim,

max J.g(ty) < K, Vee (0,66 € (0,a).

te(0,to]
Por (3.29),
ces <K, YVee (0,6),8 € (0,a).

Pelo Lema 3.6,

1\N0—2,
_ = <
(1 2k> 50 lluesll” < K, Yee (0,60 € (0,a),

como 0 > 2 e k > 1, concluimos que existe uma constante M = M(a, €), tal que
[uesll < M, Ve€ (0,68 € (0,a)

O

O préximo lema ¢ importante para provarmos que o problema (P 3) possui solugao.

Lema 3.8 Suponha que V' satisfaz (Ao), (A1) e f satisfaz (fi) — (f3). Sejam B € (0,a),

(€n) C (0,00), tal que €, — 0, (x,) CRY e

() = 0np(2) = Ue, 5T + ),

onde u., 3 € solucdo fraca do problema auziliar (P, g), obtida no Teorema 3.4.
Entdo, (v,) € C(RY) N L®(RY) e (v,) possui uma subsequéncia que converge

uniformemente sobre compactos de RY para uma fungio v € C(RY) N L*(RY).

Demonstracgao: Para mostrarmos esse resultado vamos usar o Método de iteragao de Moser,
veja [66], que nos permitird mostrar que (v,,) é limitada em L>®(R"), em seguida usaremos
este fato, as imersoes de Sobolev e as de Schauder para concluir a demonstragao do lema.

Sejam € (0,a) e u,, s a solucdo fraca do problema truncado (P,

€n,

3)a, obtida pelo
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Teorema 3.4, entdo, u., 5 >0 em RY e como na demonstracio do Teorema 3.4,

_Auenaﬁ(z) + V(Enz>u€naﬂ(z) = pEn:B(Z) qtp em IRZ\77

P€ p+1
(Pev.s) U, 5 € H'(RY) N WZ%(RN),

pt1

onde p,, s € L» (RV)e

Pens(2) € 9, (€n% e, 5(2)), T (€n2, e, 5(2))] a.t.p em RY.

Fazendo a mudanca de variavel z = = + x, e definindo v,(z) = u., s(xr + z,) e

pn(2) = pe, s(x + 1) temos v, >0 em RV e

—Av,(7) + V(enr + €u20)n(2) = pp(z + 2,) q.t.p em RY,

P’VL p+1
() ve € HY(RN) N W25 (RY),

onde

pu( + 20) € [g,,(nT + €320, 00 (7)), T (€nT + €220, V()] g.t.p em RY.
Para cada n € N e cada L > 0 defina a fungao

Up, S€ U, <L

Upn =
L, se v,>1L,

-1
1n ’

2(y—1) v
ZLn =VL, Un € WLp=UnUp

com v > 1 a ser escolhido posteriormente.

Usando zp,,, como fungao teste em (F,),

/ Vu,Vzp, +/ V(enT + €,00)Un2L . = / Pn(T + T0) 2L -
RN RN

RN

Observe que

Vapn =2(y — 1)v%7JSUnVUL,n + Ui(l_l)an,
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logo,
Vu,Vzr, = / an |an]2 +2(y—1) / vi”n 3vanL,ann,
RN RN RN

assim,
/ an \anP = —2(y-— 1)/ v?n_?’vanLvan + / Pz + T0) 200
RN RN RN
- V(e,r + enxn)vzvi(z b,
RN
Observe que
2(y — 1)/ 0730, Vur Vo, = 2(y — 1)/ an v 2P >0
RN {on<L}
e
/ Pn(ff + wn)zL,n S / EH(Gn{L‘ + €EnLn, Un)ZL,n-
RN RN
Pelo Lema 3.2, sabemos que
0<9gpy(z,s) < Cplsl’, (z,5) e R" xR,
assim,

/ VTV, 2 < CCp / AR (3.30)
]RN

RN

onde C' é uma constante positiva.

Por outro lado, pelas imersoes continuas de Sobolev,

il <C [ [Vwial=C [ 190l

logo,
wiafie <C [ 0070+ 000 =17 [ otV
RN RN
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Observe que

[t = [ owup = [ o
RN {vn<L} RN

assim,
2 < CC 2 2(771) V 2 3 31
il < OO [ 2307V (331)
Combinando (3.30) e (3.31),
waffe < CCR? [ otz
RN
assim,
\wLm\%Q* < C’Cg'yQ/ vﬁ_l(vnvz;l)Q — 00572/ vﬁ_lwin.
RN RN
Usando a desigualdade de Holder com os expoentes 1;2%1 e ﬁ, temos
p—1 2¥—(p—1)
2% 20% 2%
i zeenr( [ ) (L)
RN RN
22* «

onde 2 < (o) < 2%,

Pelo Lema 3.7, fazendo ¢ = 1 e €, = %, existe uma constante M = M (e, a) > 0, tal
que

Hun,,BH S M7 ‘v’n € N7 6 € (O7a)'

Assim, a sequéncia (u, ) é limitada em H'(RY™). Como v,(z) = u,s(r + x,) segue da

invariancia do R por translacio que (v,) também é limitada em H*(RY). Logo,

2
2 < CO 2 a*
’wLJL'LZ* — BY N wL,n )
R
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ou ainda,

|wL,n|iZ* S Ccﬁq/z’w[/,n’%a*7

Observe que se v € L (RY), tem-se

2 2
]wL’n@Q* < CCsy° </N[vnvzm1]a*> < CCsy? (/N vg“*> < 00.
R R

Pelo Lema de Fatou na variavel L, obtemos

2 2
5% o
</ v22*> < OCg’YQ (/ vg"‘*) ,
RN RN

isto é,
1 a1

</ UZQ*) SCC[W</ 'U,Yf”) )
RN RN

Portanto,

|Vn]]20e < CCY|n ] 0

ou seja,

11
[On] g2 < (CCp)7 7y [n] e (3.32)

Além disso, considerando A = i—i, temos 2* = \a* e YAa® = 2%, V v > 1 verificando
v) € LY (RN).
1° Passo: Considere v = 2.. Como 2* = ya*, entdo, v, € L7 (RY), logo, v) € L*" (RY).

Note que como v = A, v2* = 2)° ya* = 2% por (3.32),

a*
1 1
oul_ap < (CC) 37 ol
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o que implica
11
[vn] gazz < (CC) 7y [nl o

ou seja,

>
>l

[0n] pr2as < (CCB)IAX vy 2 < (CC) XA

onde a tltima desigualdade segue da limitagao de (v,) em H*(RY).

Assim,
vl ) L* (RM).
2° Passo: Considere v = (i—)2 Observe que pela relagao acima,
vl € L™ (RY).

Como 72* = ((2); e ya* ((2(;3)2,

usando (3.32), temos

|| <(2*>)3 < (CCB)W”’%’ @2
L(a*)?

sendo 2* = a* )\, obtemos

‘Un‘ Aa*)2 (CCB)’YV’Y|IU”|L>\2 *
L (a*)

por (3.33),
|0n] prtar < (CCp)777 (C5C)XASK, ¥V n €N.
Como v = A2, temos

1

[0n] prsar < (CCp)3 (N2)32 (CC3)ANK, Y eN,
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ou seja,

>

m‘w
+

>

|0n] psar < (CCR)RFINEIRK, V€N, (3.34)

com

2% 43 «
o e L(RY)

por (3.33) e (3.34).

Por recorréncia, obtemos
|Un|L>\(m+l)a* S (CCﬁ)Zﬁl )\_i)\zﬁl i)\_iK, VnéeN.

/o 00 \—j 00y —i
Note que com X > 1, as séries » > A™" e >~ iA™" convergem. Fazendo m — oo,

temos
V| ooy < Cp, V€ N. (3.35)

Agora, para cada n fixado, definindo a funcao

gn(z) = po(x + x,) — V(enx + €420) v + Un,

temos

—Av, + v, = gn(r) q.t.p em RY.

Pelo Lema 3.2, temos
1Pu + )] < [Gur(ent + entin )] < Colnl? qut.p em RY,

logo,
1Gn(2)] < (Voo + 1)v, + CpvP q.t.p em RY.

Como v, € L2(RY) N L*(RY), pela desigualdade de interpolacio, veja o Apéndice
B, Teorema B.5, v, € LIRYN), V ¢ > 2, logo, gn(z) € LI(RY). Pela Teorema B.S8,
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v, € W24(RN),V ¢q > 2. Para ¢ suficientemente grande, W24(RY) — CL2(RY), logo,
v, € CHY(RY), para algum « € (0,1). Além disso, pelo Teorema B.9 e (3.35), concluimos que

|Vn]| o1, (M) ¢ limitada. Pelas imersoes compactas de Schauder, a menos de subsequéncia,
loc
v, — v uniformemente sobre K

para cada compacto K C RY.

Desse fato e (3.35) temos
v e C(RY)N L®(RY)
o que demonstra o lema. O

Observacao 3.6 Usando os argumentos da demonstragao do lema anterior, mais
precisamente a limitagao de (u.g) dada pelo Lema 3.7, a relagio em (3.35), a desigualdade

de interpolacao e as imersoes de Sobolev e Schauder, concluimos que a solugao fraca u. g de

—Auc g+ V(ex)uep = H(ucp — B)g(ex,ucg) em RY,

P, p
(Fes) ueg € HY(RM)N W25 (RN . U >0 em RV,
7ﬁ yﬁ

satisfaz uc g € C(RYN) N L®(RY).
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3.4 Existéncia de solucao para (P, g) com V satisfazendo (Ay), (A1)
e (AQ)

Nesta sec@o, usaremos a condic¢ao (As) sobre V' para provarmos um lema que é uma versao
do Lema 3.1 de Alves, veja [3]. Esse lema nos ajudard a provar que a solugao fraca u.g do
problema auxiliar (P )., obtida pelo Teorema 3.4, é solugao fraca do problema original

(Pe,ﬁ)'

Assumiremos que

1
Q= Bg(0), onde R, =~—

€

e u. 3 ¢ a solugdo fraca do problema auxiliar truncado (P, ), obtida no Teorema 3.4.

Nosso objetivo é provar que dado § € (0, a), existe ¢y > 0, tal que
tep(r) <aem RY\ Br (0), V €€ (0,¢),

pois isso mostra que u, g é solugao fraca do problema original (P, ).
Para alcancar esse objetivo iniciaremos com um lema que nos formece uma informacao

do comportamento de u. g em OS)..

Lema 3.9 Suponha que V' satisfaz (Ao), (A1), (A2) e f satisfaz (f1) — (f3). Definindo

me.s = max U.g(x)>0
o8 = o max () >0,

temos, para cada B € (0,a) fixado,

mes — 0 quando € — 0.

Demonstragao: Suponha, por contradi¢do, que o lema seja falso. Entao, existiriam

1

Bo € (0,a),60 > 0, tal que, para cada €, = -, existiria ¢, € (0,¢,), tais que

Men gy > 00 >0 e €, —0,

128



ou seja,

max  up(x) > dp > 0,
anBRen (0)

€n

onde u, = u, g, € WQ’pTTl(]RN) N HY(RY).
Pela Observacao 3.6, u,, € C(RY), logo, existe z,, € Bz, (0) tal que
Up(Tn) = max  u,(x),

x€0B Rey, (0)

€n

assim, u,(z,) > do > 0. Definindo a fungao
Wy (z) = up (T + ),

temos w, € C(RY) N HY(RY). Pelo Lema 3.7, fazendo €, = 1, existe uma constante

M = M(€,,a) > 0, tal que
luesl < M, Vee(0,6), B€(0,a),

fazendo € = % e 8 = [, concluimos que a sequéncia (u,) é limitada em H'(R"). Usando

a invariancia do RY por translagao e a limitagao de (u,) concluimos que (w,) também é

limitada em H'(RY). Como H*(RY) é reflexivo, a menos de subsequéncia,
w, = w em H'(RY).

Pelo Lema 3.8, w,, € C(RY)NL>*(RY) e (w,) converge uniformemente sobre conjuntos

compactos de R para uma fungao w € C(RY) N L=(RY). Assim,
w(()) > 50 > 0,

o que fornece
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Como na demonstracao do Teorema 3.4, u,, := u,, g, ¢ solucao de

—Aue, 5y (2) + V(en2)tie, 5, (2) = pe,po(2) at.pem RY,
Ue, g, € H(RY) N WQ’pTTl(RN), Upp, >0 em RN

p+1

onde p,, 5 € L » (RV) e

Pen.fo(2) € [g(ez,uemgo(z)),g(ez,uemﬂo(z))] q.t.p em RY.

Usando a limitagao de (ue, g,), a relagdo acima e seguindo o argumento feito na prova
pt1
da Proposicao 3.2, concluimos que p., g, ¢ limitada em L% (RM).
Fazendo a mudanga de varidvel z = x + x,, as fungdes w,(x) = wu,(z + z,) e

Pn(T) = Pen.po (T + x,) satisfazem

—Aw,(z) + V(ent + €nn)wn(r) = pp(z) q.t.p em RV,

2’P+1

w, € HIRM)NnW=7% (RY), w, >0 em RY.

Pela limitacdo de p,, 5, e a invariancia do RY por translagio, p, ¢ limitada em

+1 +1
L' (RY). Assim, existe p € L' (RY), tal que, a menos de subsequéncia

P+l

pn—p em Lv (RY),

ou seja,

/ pup = | po, V€ LPPHRY).
RN RN

Por (A;), a sequéncia (V(enxn)) é limitada em R, logo, existe uma subsequéncia de

(€nTn), que ainda denotaremos por (€,x,), tal que
V(enzn) = o

para algum a; > 0.

130



Para cada o € HY(RY),

Vw,Vp + /

RN RN RN

Fazendo n — oo, tem-se que w é solucao nao trivial de

Au—au+p=0 em RY
u e H'(RY).

Para cada j € N fixado, existe ¢; € C5°(RY), tal que

| =

lp; —wll < =,

<

ou seja,

s — wll = 0;(1).

Usando % como funcao teste em (3.36), temos

‘ 9o 9o
anV(%)~l—/ V(€T + €,1)wy, L] —/ p 7 = 0,(1).
RN R

n
RN 8.1'1 al’l N 3:15,

Agora, usando argumentos bem conhecidos, temos

0pjy _ 9p;
o anV(axi )— o VwV(axi

)+0n(1)

dp; dpj
= 1).

Afirmamos que

dp;

n = 0.

lim sup‘/ (V(entn + €,2) — V(entn))
RN

n—oo
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De fato, observe que

dpj  _ / 0,
/RN (V(enxn + Enx) - V(Enxn))wn a]}l - /RN V(Enxn + epx ) a - V(ﬁnxn)wn awl
_ / I,
RN axz
0
- / QW aiz + 0,(1).
Como w é solugao do problema (3.37), entao,
Op; _ 9p; / 0p;
/ e or;  Jan V¥l Ox; ) - 8:1:1
logo,
/RN (V(enwn + €u) — V(enxn))wng—ij =/, anV(gij)wL/RN VwV(gij)

dg; dp;
n — n(1).
- /RNp O; /ﬂpra$i+O<)
Usando essa igualdade, (3.38) e (3.39), temos a nossa afirmagao em (3.40).

Agora, observe que como ¢; tem suporte compacto e w = (w — wy,) + w,, segue de

(3.40) que
=0.

lim Sup‘/ (V(enzn + €nz) — V(enan))w 0p;
RN

n—00 0@

Observe também que, como ¢; = (p; — w) + w, desta ultima igualdade obtemos

Oy
‘/RN (V(Enxn + Enl') - V(enmn))(zpj 8:171 <

Assim,

9o
lim sup‘/ (V(enzn + €a2) — V(enzn)) s e
RN

n—oo

= 0;(1). (3.41)
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De (3.41) e usando a férmula de integragao por partes,

hmsup}/ (enn + €a3) 05 |= 0;(1). (3.42)
ry OT;

n—oo

De fato, recordemos a férmula de integracao por partes

/ gldx—/muvuida—éug—;idx, Vu,ve H(Q),

onde v; é a i-ésima componente do vetor normal exterior a 0f2.

Desde que supp ¢; é compacto, existe r > 0, tal que

supp ¢; C B,(0),

logo,

V(enxn + €,7) ?d:c :/ gV

0
rY 0% X (€nn + en) ?d:c - _/ V(enzy, + €,7)2p, = L —=dx,

+(0) Iz

usando (3.41), segue o resultado.

Combinando (A;) com (3.42), temos

hmsup‘ enxn)/ ](ijQ
RN

n—oo

(1). (3.43)

De fato, observe que

oV
o (Enxn |90J

ov ov
‘/ S (€an + €p7) — Ers (enﬁn)] |‘:0j|2 - /RN a_xl(enzn + Enx)|§0j|2
Por (A;), a sequéncia (%(enxn)) ¢ limitada em R, assim, existe o} € R, tal que, a

menos de subsegéncia,
oV
o) = lim

' oo Oy

(En‘rn)7
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logo,

ov

a—a:i(Gn.fEn + EniL') —

v
%(en:cn)] lo;(2)]> = 0 qt.pem RY quando n — oo.

Como % é limitada em RY, segue pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
3

que

lim [g;/ (enxn + €xx ) - a_v(enxn):| |()0j|2 =0.

n—oo RN al’z

Usando este limite e (3.42) obtemos (3.43).

/ o, ﬁ/ w2 > 0,
RN RN

Como w > 0 em RV,

assim, existe jo € N, tal que

1
Lo =g [ vz
RN

Desde que
oV 1 oV / 9
— €Ty, €Enln j )
o, 0on) = o (g ) | oof)
temos
oV oV
lim sup|—(€,x,,) lim su €Enln 12, V>3 ,
n%oop axz( fRN |UJ| n~>oop z( )/IRN |90]| J 70
por (3.43),
)|=0;(1). (3.44)
n—oo
Por (3.44),
VV(enz,) = 0 e Vieyx,) — . (3.45)

Assim, (e,7,) C RY é uma sequéncia (PS),, para V, o que é um absurdo, pois por
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(As) a sequéncia (e,z,) deveria ter uma subsequéncia convergente, mas

1
= — — o0 quando n — .
€n

lenzn| = R

€n

Portanto, o lema é verdadeiro. O

Teorema 3.5 Suponha que V' satisfaz (Ao), (A1), (A2) e f satisfaz (f1) — (f3). Entao, existe
a >0, tal que, para cada 3 € (0,a), obtemos ey > 0, tal que, (P.g) possui uma solugao fraca
ueg para cada € € (0,€p). Além disso, se a fungdo s — @ é nao decrescente em [0, a|, temos
(i) O conjunto T g = {z € RN : u.g(z) = B} tem medida de Lebesgue nula.

(i1) —Aug(z) + V(ex)uc g(z) = H(uep(x) — B) f(ueps(x)) g.t.p em RY.

(iii) O conjunto I'* 3 = {x € RN : ucp(z) > a} tem medida de Lebesgue positiva.

Demonstragao: Seja a constante a > 0 usada no método de penalizagao de del Pino e
Felmer, veja (3.2). Supondo que V satisfaz (Ap), (A1) e f satisfaz (f1) — (f3), dado 5 € (0, a)
e € > 0, pelo Teorema 3.4 existe uma solucao fraca u. g do problema auxiliar (7, g),. Supondo

que V também satisfaz (Ay), pelo Lema 3.9, existe €y = €o(f3) > 0, tal que

xeggz}z((o) uep(x) <a, Vee (0,6).

Definindo a funcao

0 em Br(0),
Uep(r) = :

(e — a)+(x) em RN\ B (0),

temos . 5 € H'(RY).

Como na demonstracao do Teorema 3.4,

V(Ex>ue,590 = /N Pe,P5 v p e H1<RN)7

R

VUEﬁVQO + /

RN RN

onde p. 3 € LPTTl(RN) e

pes(r) € [g,(€x, uep(x)), Gr(ex, uep(w))]-
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Tomando ¢ = 1. g, temos

/ VuesV(ueg —a)y + / V(ex)uep(ues — a)y = / Pep(tes — @)y,
RN\B g, (0) RN\B g, (0) RN\B g, (0)

como

Vieg se Ueg > a
V(e —a)s(z) = 6 R

0 se uep < a,
entao,
[ Vegpa-ae< [ puatus-a). (3.10)
RN\B g, (0) RM\B g (0)
Desde que, fixado z € RY, a funcao s — g(x,s) é continua, exceto quando s = 3, por
(3.3)
_ 0 se s<pf,
gH(GZE, S) =
g(ex,s) ses > f.
Como g, > 0, peg > 0. Desde que g > 0, da expressao de Gy, gy(ex,s) < g(ex, s).
Por (g4)ii,
1
0 < pep < Grlex, uep) < 7Voues em RY\ Bi.(0),
por (3.46),

/ V(ex) — % Uep(ties —a)y <0,
RN\B g, (0) k)

como <V(ex) - %) >0 e ueg >0, temos
(tep —a)s(x) =0 em RY\ Br (0),

assim,

ucp(r) < a em RY\ Bg (0).
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Pelo do Teorema 3.4 sabemos que

—Auep(x) + V(ex)uep(z) € [g,,(ex,ucp(x)), Gy (ex, ues(x))] q.t.p em RV,

Recorde que g(ex,s) e f(s) s@o iguais quando z € €2, ou s < a. Como consequéncia,
usando as definigoes de gH,gH,iH,TH, veja (3.3) e (3.1), temos g, (ex,s) = f, (ex,s) e
Gy lex,s) = fy(er,s) quando z € Q. ou s < a.

Como u5(z) <a em RY\ Bg(0), concluimos que

—Aueg(x) + V(ex)uep(z) € [, (ex,uep(@)), frex, uep(r))] g.t.p em RY.

Assim, u, g é uma solucdo fraca para o problema (P, g).

Os itens (i) e (iii) seguem dos itens (i) e (i7i) do Teorema 3.4 e dos comentérios
anteriores sobre g e f.

Portanto, a solugao u. g do problema auxiliar truncado (. g),, obtida pelo Teorema

3.4, é solugao do problema original (P 3), para cada € € (0,¢) e 8 € (0,a). O

Observacao 3.7 Como observamos no final da demonstracio do Teorema 3.4, o conjunto

I 5 C Qo pois ucg < a em R\ Q..

3.5 Existéncia de solugao para (P, g) com V satisfazendo (Ay), (A1)
€ (Ag)

Na secao anterior, verificamos que se V' satisfaz (Ay), (A1), (Az) e f satisfaz (f1) — (fs).
a solucao fraca u. g do problema auxiliar (P. 3),, obtida no Teorema 3.4, é solugao fraca do
problema original (P. ). Além disso, se a fungdo s +— @ é nao decrescente em [0, al, essa
solucao fraca é uma solucao forte. Nesta secao, vamos mostrar o mesmo resultado quando V'

satisfaz (Ap), (A1) e (A3). Para tal iniciamos com uma versao do Lema 4.1 em [3].

Seja o dominio A da condigao (Ajz). Assumiremos que

Q=A
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e ue 3 ¢ a solugdo do problema auxiliar (P, g), obtida no Teorema 3.4.
Como na se¢ao anterior, nosso objetivo é provar que dado § € (0, a), existe ¢y > 0, tal
que

ucp(r) <aem RV \ A, V €€ (0,¢),

pois isso mostra que u. g € solucao de (P. ). Esse objetivo serd alcangado com o seguinte

lema.

Lema 3.10 Suponha que V' satisfaz (Ag), (A1), (As) e f satisfaz (f1) — (f3). Definindo

Mep = Max uep(x) >0,

temos, para cada B € (0,a) firado,

meg — 0 quando € — 0.

Demonstragao: Suponha, por contradicao, que o lema seja falso. Entao, existiriam

Bo € (0,a),d0 > 0 e uma sequéncia (e,) C (0, 1), tais que
Me, gy =00 >0 e € —0,

ou seja,

DX e, (x) > dp > 0,

ptl

onde u, = u, g, € W> v (RNY) N HY{(RY).

Pela Observacao 3.2, u, € C(RY). Sendo dA., compacto, existe z,, € OA, tal que

U () = max un ().

Seguindo os mesmos argumentos da demonstracao do Lema 3.9, obtemos, assim como

na relagao (3.45), uma sequéncia (e,z,) C JA, tal que

VV(e,xy,) — 0.
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Como OA é compacto em RY, existe o € JA, tal que, a menos de subsequéncia,
€nln — To em RY.
Sendo V de classe C*(RY,R), temos
xzg € ON e VV(xg) =0,

o que contradiz a condigao (As), isto é, o fato de V nao possui ponto critico em JA. a

Teorema 3.6 Suponha que V' satisfaz (Ao), (A1), (As) e [ satisfaz (f1) — (f3). Entao, existe
a >0, tal que, para cada € (0,a), obtemos ey > 0, tal que, (P.g) possui uma solugao fraca
ue s para cada € € (0,€). Além disso, se a fungao s — @ ¢ nao decrescente em [0, a|, temos
(i) O conjunto 'z = {x € RN : u.g(x) = B} tem medida de Lebesque nula.

(i) —Ates(@) + V(e)uep(e) = H(ua(x) — B)f (uesl@)) atp em RY.

(iii) O conjunto I'! 3 = {x € RN : ucp(x) > a} tem medida de Lebesgue positiva.

Demonstracao: Segue os mesmos argumentos da demonstracao do Teorema 3.5. Por
comodidade do leitor faremos um resumo. Seja a constante a > 0 usada no método de
penalizagao de del Pino e Felmer, veja (3.2). Supondo (A;) e (42), (f1)—(f3), dado 5 € (0,a)
e € > 0, pelo Teorema 3.4 existe uma solugao fraca u. g de (P 3),. Supondo que (V3) também
ocorre, pelo Lema 3.10, existe ¢y = ¢y(5) > 0, tal que

max ues(z) < a, Vee(0,6).

Definindo a fungao

0 em A,
(tep —a)y(x) em RY \ A,

Uep(T) =

temos u.p € H'(RY). Seguindo os argumentos da demonstracio do teorema anterior

concluimos que U 5 = 0. Assim, u.s(r) < a em R\ A,.
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Pelo do Teorema 3.4 sabemos que

—Auep(x) + V(ex)uep(z) € [g,,(ex,ucp(x)), Gy (ex, ues(x))] q.t.p em RV,

Como ug(z) <a em RY\ Bg. (0), concluimos que 9,=f,ednu= f - Logo,

—Auep(x) + V(ex)uep(z) € [, (ex,uep(@)), frlex, uep(r))] g.t.p em RV,

Os itens (i) e (ii7) seguem dos itens (i) e (¢ii) do Teorema 3.4.
Portanto, a solugao . do problema auxiliar truncado (P, )., obtida pelo Teorema

3.4, é solucao do problema original (P, ), para cada € € (0,¢y) e f € (0,a). O

Observagao 3.8 Novamente, como o teorema anterior o conjunto I't 5 C A, pois uep < a

em RN\ A..
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Apéndice

A

APENDICE

Neste Apéndice, faremos um pequeno resumo sobre os espacos LP(® (). Para mais

informagoes consulte Fan-Zhang [59] e suas referéncias.

1.1 O espaco generalizado de Lebesgue LP(®)(Q)

Apresentaremos a definicao e propriedades basicas dos espacos Lp(“")(Q).

Seja 2 C IRYN um aberto. Definimos
C+(Q) = {h(z): h € C°(Q), h(z) > 1 para cada z € Q} .
Dada h(z) € C°(Q), definimos
ht = sup h(z) e h™ = inf h(x).
Dado p(x) € C, () e definimos o espaco
LPO(Q) = {u : 2 — R : u é uma fungdo mensuravel e /Q |u(z)|P@dz < oo} :

Introduzimos a seguinte norma no espaco Lp(x)(Q)
p(z)
\u|p(x) =inf ¢ A\ > 0; / dr <1,
Q
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chamada de norma de Luxemburg. O espaco (LP®)(Q),|.|;») é um espaco de Banach que

¢ chamado de espaco generalizado de Lebesgue.

Proposicao A.1 Se a fun¢ao p(x) = p € constante, entdo
1
i = lalor = ([ Ju(@)Pde)" ¥ u e 29(@).
Q

Demonstracao: Se u = 0 é imediato. Suponha que u # 0, entao

p(x) 1
[u|pzy = inf {)\ > 0; /Q dr < 1} = inf {)\ > 0; E /Q |u(x)|Pdx < 1}

1
= inf{)\ >0; —Julf, < 1} =inf{\ > 0; |u|re < A} = |u|Le.

u(z)

x
A

AP

O

Proposigao A.2 (i) O espaco (LP®(Q),|.|;sw) € Banach, separdvel, uniformemente
convero e seu conjugado € 0 eSpaco (LQ(m)(Q),].\p(w)), onde - 4+ - = 1. Para cada

q(z) * p(x)
u € LP@(Q) e v € LI®(Q), temos

1 1
wodz| < [ — + — | |u| @ V] Lo -
Q b q

(ii) Se p1,p2 € C1(Q), pi(x) < pao(2), para cada x € Q, entdo, LP*®)(Q) — LP@)(Q).

Demonstracao: Veja [59]. O

Proposicao A.3 Seja p(u) = [, |u|®dz. Para todo u,w, € LP™(S), temos
(i) Para u # 0 temos |u|ppw) = A < p(§) = 1.
(ii) Se |u|ppe) <1 (=1; > 1), entao p(u) <1 (=1; > 1).

+
< p(u) < ul

(iii) Se |ulppw > 1, entdo [uf?, Lo

p
Lr(=@)
R ~ + _
(iv) Se |u|pow <1, entdo [ul?,., < p(u) < |ul?,.,.
(V) |tn| o — 0 < p(uy) — 0.

(Vi) |un|ppe@ — 00 < p(u,) — .

Demonstracao: Veja [59]. O
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Apéndice

B

APENDICE

2.1 Resultados usados ao longo do trabalho
Neste Apéndice, vamos enunciar os principais resultados usados ao longo deste trabalho.

Teorema B.1 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lesbegue) Seja (f,) uma
sequéncia de funcoes integrdaveis que convergem em quase todo ponto para fun¢ao mensurdvel

f. Se existe uma fungdo integravel g tal que

ful <gV neN

/ fdu = lim / fm

Demonstracao: Veja [21], Teorema 4.2. O

entdo f € integrdvel e

Teorema B.2 (Teorema de representacao de Riesz-Fréchet) Seja (H,|.|) um espago

de Hilbert. Dada p € H*, existe uma unica funcao u € H, tal que

p(f)=(u.f), ¥V [eH.

Além disso,

ol = Jula
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Demonstracao: Veja [21], Teorema 5.5. O

Teorema B.3 Seja X um espaco de Banach reflexivo. Se (x,) € uma sequéncia limitada

em X, entdo existem uma subsequéncia (v,;) C (z,) e v € X tais que

T, = em X.

Demonstracao: Veja [21], Teorama 3.18. O

Teorema B.4 Sejam (f,) uma sequéncia em LP(2) e f € LP(Q), tais que

fo — f em LP(Q).

Entao, a menos de subsequéncia,

(1) fu(z) = f(x) g.t.p em Q

(2) | fu(2)| < g(z) g.t.p em Q,onde g € LP(2).

Demonstracao: Veja [21], Teorema 4.9. O
Teorema B.5 (Desigualdade de Interpolagao) Seja u € LP(2) N LY(S2), com 1 < p <
q < 00. Para todo r, tal que, p < r < q, tem-se u € L"(Q) e se % == g + %9, temos
[ul e < fulgsJul "
Demonstragao: Veja [21]. O

Teorema B.6 (Teorema de Schaefer) Sejam (E,||.||) um espago de Banach reflexivo e

S : E — E um operador continuo e compacto. Suponha que exista R > 0, tal que

u=~0S(u); 8 €[0,1] = |ju|| <R,

entao, S possui um ponto fixo na bola Br(0), isto €, existe u € E, tal que

S(u) =u e |Jul| <R.
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Demonstracao: Veja [61]. O

Teorema B.7 (Teorema de Agmon-Douglas-Nirenberg) Sejam Q C RY um dominio
limitado com fronteira 9 suave, f € L™(Q) com r > 1 e u € H}(Q) solugdo fraca do

problema
—Au = f(x) em Q,
u = 0 sobre 0.

Entao, u € W?"(Q) e existe uma constante C' > 0 (independente de u) tal que
|u|pr2r < C|f|Lr
Demonstracao: Veja [2]. O
Teorema B.8 Sejam 1 <p < oo, f € LP(RY) e u € L,.(RY) verifica
~Au+u=f em D'RY),
entao, existe uma constante C' > 0 independente de f, tal que
ullw2r@yy < CLf| L@y

Demonstracao: Veja [62], Teorema 11.1. O

Teorema B.9 Sejam Q um aberto de RN e u € WQ’p(Q) NLP(), 1 < p < oo, uma solugao

loc

forte da equag¢ao —Au = f em Q, onde f € LP(S2). Entdo, para cada ' CC Q, temos

ull2p < Cllulpa + [flpe),
onde C' € uma constante dependendo de N,p, Y, €.

Demonstracao: Veja [61], Teorema 9.11 com L = —A. O
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Teorema B.10 (Du Bois-Reymond) Sejam Q2 C RY um dominio limitado e f € L, .(S2),

loc

tal que

/Qf90=0, V @ e CyP(Q),

entdo f =0 q.t.p em €.

Demonstracao: Veja [21], Corolario 4.24. O

Teorema B.11 (Férmula de Green) Sejam Q2 C RY um dominio limitado com fronteira

OQ localmente lipschitziana. Entao, para cada u € H?*(Q2) e v € HY(Q), temos

ou
—Au)v = / VuVv — v—,
/Q( ) Q oo Ov

onde v € a normal exterior a §).
Demonstragao: Veja [75]. O

Teorema B.12 Sejam E um espaco de Banach e T : Rt x E — E um operador continuo e

compacto, tal que T(0,u) = 0. Entdo, a equagao
u="T(\u)
possui um continuo ilimitado C C R x E de solugdes com (0,0) € C.
Demonstracao: veja [70] O
Defini¢ao B.1 (Veja [61]) Definimos a parte positiva e negativa de uma fun¢ao u por
uy = max{u,0} e wu_ =max{—u,0}.

Temos u =uy —u_ e |u| =uy +u_.
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Lema B.1 Sejau € H'(Q), 1 < p < oo, entdo uy,u_,|u| € H(Q) e suas derivadas fracas

500
Ouy g—;‘i(x), se u(x) >0
Oz 0, se u(z) <0,
ou_ 0, se u(x) >0
Oz; —g—;(x), se u(x) <0
e
Du(z), se u(z)>0
G S 0
0z, : se u(zr) =
—g—;(x), se u(z) <0
Demonstracao: Veja [61] O

Corolério B.1 Sejau € H}(Q), 1 < p < oo, entdo uy € HL(Q).
Demonstracao: Veja [27], Corolario 2.14. O
Lema B.2 Sejam u € H}(Q) ev e HY(Q) tal que v > 0 em Q, entdo (u — v)y € Hy ().
Demonstracao: Veja [27]. O
Definigao B.2 (Veja [61]) Sejam v € H' (), dizemos que

uw <0 sobre OS2

quando u, € H(Q). Quando u € continua em uma vizinhanca de OS), entdo u satisfaz a
desigualdade u < 0 sobre OS2 no sentido cldssico. As outras definicoes de desigualdades na
fronteira sequem naturalmente. Por exemplo, u > 0 sobre 02 se —u < 0 sobre 0. E

u<wv sobre 0 se (u—v) <0 sobre OS.
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Apéndice

C

APENDICE

3.1 Resumo de Funcionais Lip,.(X,R)

Neste Apéndice, faremos um pequeno resumo da teoria dos funcinais Lip;..(X, R).

Definicao C.1 Seja X um espag¢o de Banach. Um funcional I : X — R é chamado de
localmente Lipschitz continuo, denotado por I € Lip,,.(X,R), quando dado uw € X, existe

uma vizinhanca aberta V :=V, C X e alguma constante Ky > 0, tal que,
’](’02) — I(Ul)’ S Kvl|’02 — ’UlH, Vvl,vg eV.

Definigao C.2 A derivada direcional de um funcional I € Lip,,.(X,R) em u na dire¢ao v

¢ definida por
I h —1 h
I°(u,v) = lim sup (uthtov) = Hut )
h—0 al0 g

Portanto, I°(u,.) é continuo, convexo e sua subdiferencial em 2z € X é dada por
oI (u,z) = {p e X*: I'(u,v) > I(u,2) + (p,v — z), v € X},

onde <., > ¢ o par de dualidade entre X* e X.

Definicao C.3 O gradiente generalizado de I em uw é o conjunto
OI(u) = {p e X*: {p,v)< I’(u,v), v e X}.
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Desde que I°(u,0) = 0, 9I(u) é uma subvariedade de I°(u,0).

Recordemos também algumas propriedades
O0I(u) C X* é convexo, nao vazio e fraco* compacto,

a funcao

A X — R,

Ar(w) == A(u) = min{||pl|x- : p € 0 (u)}
esta bem definida e

0I(u) = {I'(u)} quando I € C'(X,R).
Proposigao C.1 (Veja [25] e [43]) Seja (u,) C X e (p,) C X* com p, € 0l (uy). Suponha
que

U, >u em X e p, =" p em X"

entio p € 0I(u).

Definigao C.4 Um ponto critico de um funcional I € Lip,,.(X,R) € um elemento ug € X,
tal que 0 € 01 (ug). E um valor critico de I € um nimero real ¢ € R, tal que I(ug) = ¢, para

algum ponto critico ug € X de 1.

Definicao C.5 Um funcional I € Lip,,.(X,R) satisfaz a condi¢ao de Palais Smale (PS), se

para cada sequéncia (u,) C X, tal que
I(uy,) seja convergente e A(uy,) — 0;

existe uma subsequéncia de (u,) que converge forte em X.

Teorema C.1 Suponha que X,Y sao dois espacos de Banach, X € reflexizo, X — Y,
isto €, X estd imerso continuamente em Y e assuma que X € denso em Y. Suponha que

f € Lipioc.(Y,R) e seja f: flx, entao,

~

Of () C Of(x), Vo e X.
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