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Resumo

Neste trabalho estudamos a dindmica assintética de algumas EDPs por meio de sistemas
dindmicos deterministas, ndo autonomos e estdcasticos, mais especificamente, estudamos o
atrator global para o sistema dinamico gerado pelo fluxo bidimensional de um fluido micropo-
lar ndo-Newtoniano, em seguida, estudamos o sistema dindmico ndo autdbnomo dado por uma
equacao hiperbdlica singularmente perturbada, provamos a continuidade de atratores pullback,
uniforme e cociclo, também estudamos atratores cociclo para sistemas dindmicos aleatérios
ndo autobnomos (SDAN) com universos de atragdo autdnomos, estabelecemos resultados ted-
ricos e aplicamos as equagoes estocdsticas de Navier-Stokes 2D com ruido branco aditivo es-
calar e forca externa ndo autonoma de translagcdo limitada, finalmente, introduzimos as nog¢des
de flattening e contracdo para SDAN, mostramos que a propriedade de contracdo generalizada
implica um resultado de modos determinantes e dimensao fractal finita de atratores cociclo

aleatdrios, aplicamos esta andlise tedrica as equagdes estocasticas de Navier-Stokes 2D.

Palavras-chave: Sistemas dinamicos, Atratores, Equagdes diferenciais parciais.



Abstract

In this work we study the asymptotic dynamics of some PDEs by deterministic, non-autonomous
and stochastic dynamical systems, more specifically, we study the global attractor for the dy-
namical system generated by two-dimensional flow of a non-Newtonian micropolar fluid, and
then we study the non-autonomous dynamical system given by a singularly perturbed hyper-
bolic equation, we prove the continuity of pullback, uniform and cocycle attractors, we also
study cocycle attractors for non-autonomous random dynamical systems (NRDS) with auto-
nomous attraction universes, we establish theoretical results and application to stochastic 2D
Navier-Stokes equations with additive white noise and translation bounded non-autonomous
external force, finally, we introduce the notions of flattening and squeezing for NRDS, we
show that the generalized squeezing property implies a result of determining modes and finite
fractal dimension of random cocycle attractors, we apply this theoretical analysis to stochastic

2D Navier-Stokes equations.

Key-words: Dynamical systems, Attractors, Partial differential equations.
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Introducao

Sistemas dindmicos em dimensao infinita sio modelos para numerosos problemas que apa-
recem na fisica, biologia, economia, engenharia entre outros. Estes sistemas dindmicos sdao
frequentemente gerados por uma equacgdo diferencial parcial ou uma equacao diferencial fun-
cional. Analisar as propriedades assintdticas de um sistema dindmico significa compreender
seu comportamento no futuro, a existéncia de um atrator nos proporciona informagao precisa
sobre a dinamica assintética destes sistemas dinamicos. Neste trabalho estudamos a dindmica

assintdtica de sistemas dinamicos associados as equagdes diferenciais parciais (EDPs).

Quando uma equacdo diferencial possui somente termos auténomos (independentes do
tempo) estudamos seu comportamento assintético por meio da teoria de semigrupos (sistemas
dindmicos autonomos). Neste caso existem inimeras referéncias sobre a teoria de atratores
globais para semigrupos, por exemplo [5, 39, 4, 69, 47, 66]. Quando tal equacdo possui termos
ndo autdonomos (dependentes do tempo) analisamos seu comportamento assintético através da
teoria de sistemas dindmicos ndo autdbnomos. O estudo de atratores pullback para sistema

dindmicos nao autonomos foi abordado em [13, 43, 46, 9].

Por outro lado, um sistema dinamico aleatorio (SDA) é geralmente associado a uma equa-
¢do que leva em consideragdo uma pertubagdo estocdstica. Quando tal equagdo possui termos
dependentes do tempo, chamado o simbolo determinista (ndo autdbnomo) da equagdo é con-
veniente estudar seu comportamento dinAmico por sistemas dindmicos aleatorios ndo autono-
mos (SDAN). Recentemente, Wang [72, 73], estabeleceu uma estrutura, em que o conceito
de SDAN foi introduzido como uma generalizacdo de sistemas dindmicos deterministicos ndo

autdbnomos e SDA autdnomos, pela qual a teoria de atrator pullback abrange agora SDAN.

Neste presente texto, em um primeiro momento, estudamos a dinidmica assintotica de duas
EDPs. Mais precisamente, estudamos a dindmica assintética do semigrupo dado pelo fluxo
bidimensional de um fluido micropolar ndo-Newtoniano. Usamos a equacdo da energia para
provar a existéncia e semicontinuidade superior de atratores globais. Além disso, mostramos
a finitude da dimensdo fractal destes atratores usando o método das trajetdrias curtas. Em

seguida, estudamos o sistema dindmico nio autdonomo dado por uma equacdo hiperbdlica sin-



gularmente perturbada, provamos um resultado importante sobre semicontinuidade superior
e inferior de atratores cociclo, pullback e uniforme associados a este sistema dindmico ndo

autdbnomo. Estes dois problemas constituem a parte determinista deste trabalho.

Por ouro lado, em um segundo momento, para SDAN, estudamos o atrator cociclo para o
qual o universo de atracdo contém apenas conjuntos aleatorios auténomos. Aqui, por conjun-
tos aleatdrios autobnomos queremos dizer conjuntos aleatdrios independentes de simbolos ndo
autdbnomos, e por atrator cociclo, enfatizamos que o espaco de simbolo nao € a reta real. Cla-
ramente, uma vez que o atrator cociclo aleatério estudado neste trabalho ndo mais pertence ao
universo de atracao, este é em geral diferente do estudado em [72], onde o universo de atracdo
¢ ndo autdbnomo. Além disso, notando que no estudo de atratores cociclo ndo aleatdrios € mais
frequente considerar a colecao de conjuntos limitados/compactos como universo de atragdo, ou
seja, os universos de atragdo para atratores cociclo nio aleatdrios sao muitas vezes autbnomos,
concluimos que vale a pena ter um estudo independente sobre atratores cociclo aleatérios com
universo de atracdo autdbnomo. A diferenca e a relagdo entre universos de atracdo autobnomos e

nio autdnomos sio destacadas neste texto.

Inspirado nos trabalhos de [28, 36, 44, 72], para um SDAN definimos a pullback flattening
e a propriedade de contracdo cociclo aleatoria (PCCA) como uma generalizacao da proprie-
dade de contracdo aleatoria (do inglés random squeezing property) para um SDA introduzida
por Flandoli e Langa em [36]. Mostramos que em espagos de Banach uniformemente conve-
xos a pullback flattening é equivalente as compacidades assintética e omega limite do SDAN,
e que sob certas hipdteses esses conceitos implicam a existéncia de atrator cociclo aleatério.
Similarmente a Flandoli e Langa [36] e Langa [49] aqui mostramos que a PCCA ¢é uma condi-
¢do suficiente para provar um resultado de modos determinantes e a dimensionalidade finita de

atratores cociclo aleatdrios.
O presente texto estd organizado da seguinte forma:

No Capitulo 1, introduzimos alguns conceitos basicos e resultados que serdo uteis para
a compreensdo deste texto. Mais precisamente, fizemos um resumo das teorias de atratores
globais e ndo autonomos. Além disso, enunciamos alguns resultados importantes que serao

utilizados nas demonstracdes dos resultados presentes nos demais capitulos.

No Capitulo 2, investigamos a existéncia, semicontinuidade superior e dimensionalidade
fractal de atratores globais para um sistema bidimensional de equacdes que modela o movi-

mento de um fluido micropolar nao-Newtoniano.

No Capitulo 3, estudamos uma equagdo hiperbdlica ndo autdbnoma singularmente pertur-
bada. Provamos que os atratores nao autdbnomos gerado por essa equagdo, isto €, os atratores

pullback, cociclo e uniforme sdo semicontinuos superiormente e inferiormente com relacio a



semidistancia de Hausdorff. A semicontinuidade superior € provada usando estimativas a priori
sobre as solucdes e resultados de composi¢do do processo em dois componentes, 0 que decai
para zero exponencialmente e o suave. A prova da semicontinuidade inferior é mais fina, uma
vez que partimos de pressupostos estruturais do atrator global para o problema ndo perturbado,
primeiro mostramos que perto de uma solucdo de equilibrio hiperbdlica do problema ndo per-
turbado existe uma solug@o global limitada do problema perturbado. Entdo provamos que as
variedades instdveis destas solu¢des globais sdo dadas por graficos de funcdes Lipschitz. Além
disso, provamos que estas variedades instdveis sdo continuas relativamente a perturbacoes. Fi-

nalmente, concluimos a semicontinuidade inferior destes atratores.

No Capitulo 4, estudamos atratores cociclo para SDAN com universos de atracdo autono-
mos, isto €, atraindo pullback conjuntos aleatérios autbnomos, em vez de 0os ndo autobnomos.
Iniciamos este capitulo introduzindo alguns conceitos basicos da recente teoria de SDAN intro-
duzida em [72, 6], e depois comparamos atratores cociclo com universos de atracdo autdonomos
e ndo autonomos, em seguida para os autdbnomos estabelecemos alguns critérios de existéncia
e caracterizacdo. Estudamos também para atratores cociclo a continuidade das secdes indexa-
das por simbolos ndo autbnomos, mostramos que a semicontinuidade superior é equivalente
a compacidade uniforme do atrator, enquanto que a semicontinuidade inferior é equivalente a
uma propriedade de equi-atragdo sob algumas condi¢des. Aplicamos estes resultados tedricos
as equagdes estocdsticas de Navier-Stokes bidimensional com ruido aditivo branco e forca ex-
terna ndo autdbnoma de translacdo limitada. Os resultados desse capitulo deram origem a um
artigo intitulado “On random cocycle attractors with autonomous attraction universes” feito em
colaboracdo por H. Cui, M. M. Freitas e José A. Langa, o qual foi aceito para publicacdo na

revista “Discrete and Continuous Dynamical Systems” (veja [25]).

No Capitulo 5, inspirado nos trabalhos de [28, 36, 44, 72], estendemos a idéia de pro-
priedade flattening e de contracdo para um SDAN. As propriedades flattening e de contracdo
generalizadas sdo chamadas pullback flattening e propriedade de contracdo cociclo aleatdria
(PCCA), respectivamente. Mostramos que em espacos de Banach uniformemente convexos
a pullback flattening € equivalente as compacidades assintética e dmega-limite do SDAN, e
todos esses conceitos implicam a existéncia de atrator cociclo. Além disso, provamos que a
PCCA € uma condicao suficiente para provar um resultado de modos determinantes e a dimen-
sionalidade fractal finita de conjuntos aleatérios nao autonomos invariantes sob um SDAN.
Também provamos que a PCCA é uma condic@o mais fraca que pullback flattening em espagos
de Banach uniformemente convexos. Finalmente, aplicamos estes resultados tedricos as es-
quagdes estocdsticas de Navier-Stokes bidimensional com ruido aditivo branco e forca externa

ndo autdonoma de translacdo limitada.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo, introduzimos alguns conceitos bésicos e resultados que serdo utilizados ao

longo deste trabalho.

1.1 Atratores globais para sistemas dinamicos autonomos

Nesta secdo, introduzimos alguns conceitos bésicos e resultados da teoria de atratores glo-

bais para semigrupos. Para mais detalhes indicamos as referéncias [5, 39, 4, 69, 47, 66, 9].

Seja X um espaco métrico com métrica d : X x X — RT. Denotaremos por C(X) o

espaco das aplicagdes continuas de X em si mesmo.

Definicao 1.1. Uma familia de aplicagoes {T'(t) : t > 0} em C(X) ¢é dita um semigrupo

(sistema dindmico autonomo) em X quando verificam-se as seguintes condicoes:
(i) T(0) = I (a aplicacdo identidade em X),
(ii) T(t)T (1) =T(t + 7) para todo t, T > 0,
(iii) A aplicagdo [0, +00) x X > (t,ug) — T(t)up € X é continua.

Neste contexto o espaco métrico X também é chamado espaco de fase do semigrupo.

A nocdo de invaridncia, dada a seguir, desempenha um papel importante no estudo da

dindmica assintética de semigrupos.

Definicdo 1.2. Um subconjunto A de X ¢é invariante pelo semigrupo {T'(t) : t > 0}, se
T(t)A = A para todo t > 0.



Para definir um atrator global € necessdrio dar um significado para o termo atracao. Isso é

feito definindo-se semidistancia de Hausdorff entre dois conjuntos.

Dados A e B dois subconjuntos ndo vazios de X, a semidistancia de Hausdorff entre A e

B ¢ definida por

dist(A, B) = supdist(a, B), com dist(a, B) = gng d(a,b).
S

a€A

Pode-se facilmente verificar que dist(A, B) = 0 se, somente se, A C B.
Dado um subconjunto B de X, denotamos por N, (B) e N.(B) as e-vizinhangas aberta e

fechada de B, respectivamente, isto €,

N(B) = {z € X : dist(z, B) < €},
Ni(B) = {z € X : dist(z, B) < ¢}.
A distancia de Hausdorff entre dois subconjuntos A e B de X é definida por

disty (A, B) = max {dist(A, B),dist(B, A)}.

Definicao 1.3. Sejam A e B subconjuntos de X. Dizemos que A atrai B sob a agdo do

semigrupo {T'(t) : t > 0}, quando

lim dist(7(¢t)B, A) = 0,

t—o00

ou equivalentemente, quando para todo € > 0 existe T = T(B, €) > 0 tal que
T(t)B C N(A), Vt>T.

Definicdo 1.4. Um conjunto A C X ¢ dito atraente sob {T'(t) : t > 0} se A atrai cada

conjunto limitado de X.

Para um semigrupo gerado por uma equacao de evolucdo, as solugdes que comecam em

conjuntos limitados estdo a partir de um certo tempo préximas (isto €, numa vizinhanga) de A.

A nocgdo de dissipacdo permite reduzir o estudo da dindmica de um semigrupo em um sub-
conjunto do espaco de fase. O conceito matematico que traduz a idéia dissipacao € a absorcao,

a qual definiremos a seguir.

Definicao 1.5. Um conjunto B C X é chamado absorvente se para cada conjunto D C X

limitado existe um T'= T (D) > 0 tal que
T()Dc B, Vt>T.

Um semigrupo {T(t) : t > 0} é chamado dissipativo, quando possui um conjunto absorvente.



Se tomarmos como exemplo semigrupos que sdo gerados por equacdes diferenciais, a dis-
sipacdo significa que as solu¢gdes que comegam em conjuntos limitados do espacgo de fase estio
a partir de um certo tempo no interior do conjunto B. Portanto, a dindmica serd concentrada
em torno deste conjunto e a dindmica no exterior 3 € transitéria. Na verdade, existe um con-
junto menor em que ocorre a dinAmica assintética dos semigrupos, este conjunto é chamado

um atrator global.

Definicio 1.6. Um subconjunto A de X é chamado um atrator global para o semigrupo {T (t) :
t >0} se

(i) A é compacto,
(ii) A é atraente,
(iii) A é invariante.
Claramente, se existe um atrator global para o semigrupo {7'(¢) : t > 0}, € tnico.

Definicao 1.7. O conjunto w-limite de um conjunto B C X é definido por

w(B)=(JT(s)B.

t>0 s>t

Conjuntos dmega-limites s@o importantes na teoria de atratores. E facil ver a seguinte

caracterizacao.
Lema 1.1. Seja B um subconjunto de X. Entdo, w(B) é fechado e

w(B) = {z € X : existem sequéncias t,, — o0 e x, € Bcomx = lim T(t,)z,}.
n—oo

O teorema a seguir nos diz que a existéncia de um conjunto compacto absorvente ¢ uma

condicdo suficiente para a existéncia de um atrator global (consulte [66]).

Teorema 1.1. Seja {T'(t) : t > 0} um semigrupo em X possuindo um conjunto compacto

absorvente B . Entdo {T(t) : t > 0} possui um tinico atrator global A dado por
A = w(B).

Objetos importantes para a dinamica de semigrupos sao as solucdes globais que definimos

a seguir.



Definicao 1.8. Uma aplicagdo continua & : R — X é uma solugdo global para o semigrupo
{T(t) :t >0} seT(t)(r) =&+ 1) paratodot > 0 et € R Uma solugdo global
¢ R — X é chamada uma solugdo estaciondria ou um ponto (ou solucdo) de equilibrio de
{T'(t) : t > 0}, quando é uma aplicacdo constante, ou seja, quando &(t) = e* para todo t € R
ealgume* € X.

Atratores globais para semigrupos gradientes (veja [40]) podem ser caracterizados por meio
das variedades instaveis das solug¢des de equilibrio hiperbdlicas. O conhecimento dessa estru-

tura nos permite obter a semicontinuidade inferior de atratores como veremos mais adiante.

1.2 Atratores para sistemas dinamicos nao autonomos

Nesta se¢do introduzimos algums conceitos basicos sobre sistemas dindmicos nao autono-

mos e seus atratores (veja [16, 9, 7]).

Definicao 1.9. Um processo de evolugao (ou simplesmente um processo) em X é uma familia
de aplicagoes {S(t, ) : t > 7 € R} em C(X) satisfazendo

(a) S(t,t) = I, (aplicagdo identidade),
(b) S(t,7) = S(t,s)S(s,T), paratodot > s > T e
(c) (t,7,x) — S(t,T)x é continua parat > 7, x € X,

Quando X é um espago vetorial normado e S(t,7) € linear para cada t > T, dizemos que

{S(t,7) :t > 1 € R} é um processo linear.

Um processo de evolugdo {S(t,7) : t > 7 € R} em X para o qual S(t,7) = S(t — 7,0)
para todo ¢t > 7 é chamado auténomo. Se escrevemos 7'(t) := S(t,0) parat > 0 entdo a
familia {7°(t) : t > 0} define um semigrupo em X. Reciprocamente, se {7'(¢) : ¢ > 0} é um
semigrupo em X e definimos S(t,7) = T'(t — 7) paratodo t > 7, entdo {S(¢t,7) : t > 7 € R}

€ um processo de evolucdo em X.

Definicao 1.10. Uma aplicacdo ¢ : R — X é chamada uma solugdo global para o processo
{S(t,7) :t > 71 €R}seS(t,7)o(r) = ¢(t) paratodot > 1.

A seguir introduzimos a no¢ao de atracdo no sentido pullback e invariancia de familias.



Definicdo 1.11. Sejam {S(t,7) : t > 7 € R} um processo de evolugdo e A={A(t) : t € R}
uma familia de subconjuntos de X. Dizemos que A atrai pullback um conjunto B C X sob
{S(t,7) :t > 1 € R} se

lim dist(S(t,7)B, A(t)) =0, VteR.

T——00

Definicao 1.12. Uma familia {A(t) : t € R} de subconjuntos de X ¢é dita invariante sob
{S(t,7) :t > 1 € R} se

S(t,T)A(T) = A(t), Vt>T1eR.

Agora introduzimos o conceito de atrator pullback para um processo de evolugao.

Definicdo 1.13. Uma familia {A(t) : t € R} de subconjuntos de X é chamada um atrator

pullback para o processo {S(t,7) : t > 7 € R} se satisfaz as seguintes condigoes:
(i) A(t) é compacto para cada t € R,
(ii) {A(t) : t € R} atrai pullback cada conjunto limitado de X e
(iii) {A(t) : t € R} é invariante.

(iv) Se {B(t) : t € R} é uma familia de subconjuntos fechados de X que atrai pullback cada
conjunto limitado de X, entdo A(t) C B(t) para todo t € R.

A condi¢do de minimalidade (iv) € para garantir a unicidade do atrator pullback. Notemos
também que se {S(¢,7) : t > 7 € R} é o processo de evolugdo associado a um semigrupo, en-
tao o conceito de atrator pullback coincide com o cldssico de atrator global (para mais detalhes

indicamos o excelente livro de Carvalho Langa e Robinson [9]).

Definimos agora o conceito de sistema dinamico nao autdnomo e seus atratores uniforme e

cociclo.

Definicdo 1.14. Sejam (X, d) e (X, p) espagos métricos. Um sistema dindmico ndo autonomo

(SDN), denotado por (,0)x x), consiste de dois ingredientes:

(a) Um grupo diretor {0, : t € R} de aplicacdes continuas de Y. em si mesmo.

(b) Um cociclo sobre 0,, isto é, uma aplicacdo ¢ : Rt x ¥ x X — X satisfazendo as

seguintes propriedades:

(1) ¢(0,p) = I, para todo p € %,

(2) a aplicagdo R™ x ¥ 5 (t,p) — @(t,p)x € X é continua para cada x € X,



(3)  satisfaz a propriedade do cociclo, isto é,

o(t+s,p) = ¢(t,0p)p(s,p), Vt,seR" pel.

Definicdo 1.15. Um atrator uniforme A C X para o SDN (¢, 0)x x) € 0 conjunto compacto
minimal de X tal que

lim sup dist(¢(t, p) B, A) =0,

t—o0 peEY

para cada subconjunto limitado B de X.

Definicdo 1.16. Um conjunto ndo autéonomo é uma familia { D(p)},ex de subconjuntos de X
indexados em . Dizemos que {D(p)},ex € um aberto (fechado, compacto, ndo vazio) se cada

fibra D(p) é aberta (fechada, compacta, ndo vazia), respectivamente.

Definicdo 1.17. Um conjunto ndo auténomo compacto { A(p) }pex. é chamado um atrator co-

ciclo para o SDN (¢,0)xx) se
(a) {A(p)}pes € invariante sob o SDN (¢,0)x 5, isto é,

o(t,p)A(p) = A(0p), Vpe X, t>0,

(b) {A(p)}pex atrai pullback cada limitado de X, isto é, para cada B C X limitado, temos
lim dist(¢(t,0-p) B, A(p)) = 0.
—00

Definicdo 1.18. Um SDN (p,0)x x) € uniformemente assintoticamente compacto se existe

um conjunto compacto K C X tal que

lim sup dist(p(t,p)B, K) =0,

t—o00 peY

para todo subconjunto limitado B de X.

Claramente, se (¢, 0)(x ) é uniformemente assintoticamente compacto, entdo A C K. O
resultado seguinte (veja [7, Teorema 3.12]) estabelece a relacao entre atrator uniforme e atrator

cociclo.

Teorema 1.2. Suponha que o SDN (¢, 0)(x ) € uniformemente assintoticamente compacto.

Entdo (i, 0)(x,x) possui um atrator uniforme A e um atrator cociclo { A(p)},ex e vale

A={JA®p).

peEX



Também usaremos a propriedade de invariancia levantada do atrator uniforme dada na pré-

xima definicdo.

Definicao 1.19. Seja (¢, 0)xx)y um SDN. Um conjunto M C X ¢é dito levantado invariante

se para cada x € M existe p € Y e uma solugdo global ¢ : R — X passando por x e p em
M, isto é, {(t) € M paratodot € R, £(0) =z, e

p(t, 0sp)€(s) = (s + 1)

paratodo s € Ret > 0.

Se existe um € > 0 tal que M é o conjunto levantado invariante maximal em N.(M), entdo

dizemos que M é um conjunto levantado invariante isolado.

Teorema 1.3. [7, Proposi¢do 3.21] O atrator uniforme A para o SDN (¢, 0)x x € 0 conjunto

levantado invariante limitado maximal de X .

Tipicamente, para um problema governado por uma EDP nao auténoma, o espaco > € o
fecho numa métrica apropriada p do conjunto de todos os tempos transladados da expressao
dependente do tempo que aparece na defini¢do do problema. Se denotarmos essa expressao por
f, o espago X € formado por todas as fungdes f(- + ¢), onde t € R, e os operadores 0; sdo os
operadores de translagdo definidos por 0;(f) = f(-+t). Supomos normalmente que a expressao
f € uma fung¢do de translacdo compacta , isto é, as sequéncias f(- + t,) sdo relativamente
compactas em p para t, — Fo0o. Entdo tomamos ¥ = a(f) U {f(t + ) }rer Uw(f), em que
a(f) é o conjunto de todos os pontos de acumulacdo de f(- + t,,) onde t,, - —oo e w(f) é
o conjunto de todos os pontos de acumulagdo de f(- + t,) onde ¢, — +oo. Nesse caso, 0
espaco X € compacto e invariante, sendo ele préprio um atrator global para o semigrupo diretor
{0:}+>0. Se existir um atrator cociclo {A(p)},ex, entdo também existe um atrator pullback
{A(t)}1er e podemos recupera-lo tomando as fibras do atrator cociclo que sdo dados pelas

translacdes do termo original f, isto é,
A(f(-+1) = A(D).

Para estudarmos a estabilidade sob pertubagdes dos atratores € necessdrio introduzir os

conceitos de semicontinuidade superior e inferior.

Definicao 1.20. Seja { A, : € € [0, 1]} uma familia de subconjuntos X dizemos que

1. {A.: €€ 0,1]} é semicontinua superiormente em ¢ = 0 se

lim diSt(AE, A()) =0.

e—0
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2. {A.: € €[0,1]} é semicontinua inferiormente em ¢ = () se

lim dist(A, A.) = 0. (1.1)
e—0

3. {A.: € €]0,1]} € continua em ¢ = 0 se é semicontinua superiormente e inferiormente
em e = 0, ou seja,
lim diSt’H(AE, A()) =0.
e—0

A Defini¢do 1.20 pode ser estendida naturalmente a conjuntos ndo autébnomos, ou seja, a
familia {Ac(p) }pex, € € [0, 1] de conjuntos ndo auténomos de X é semicontinua superiormente
(resp. inferiormente) em € = (0 se for semicontinua superiormente (resp. inferiormenet) para
cada p € X fixo. A definigdo é vdlida para os atratores cociclo ou para atratores pullback se

tomarmos R em vez de Y. e o conjunto ndo autéonomo é indexado pelo tempo t.

A semicontinuidade superior € tipicamente mais facil de obter do que a semicontinuidade
inferior e o ingrediente chave da prova sdo as estimativas a priori no atrator, nenhum conheci-
mento da estrutura do atrator € necessario. Por outro lado, a semicontinuidade inferior € mais
dificil, uma vez que € necessdrio partir de pressupostos estruturais sobre o processo nio per-
turbado e seu atrator, portanto devemos ter um conhecimento detalhado da estrutura do atrator

ndo perturbado.
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Capitulo 2

Sobre atratores globais para um sistema
de equacoes 2D de um fluido micropolar

nao-Newtoniano

Neste capitulo investigamos a existéncia , semicontinuidade superior e dimensao fractal de

atratores globais para a seguinte equacao de um fluido micropolar nao-Newtoniano
Ou—V -7(e(u)) + (u-V)u+ Vp =2, rot w + f,
V-u=0, (2.1)
Ow — v Aw + (u.V)w + 4v,w = 2v,. ot u + g,

associado a condig¢do inicial

u(z,0) = uo(z), v € O, (2.2)

w(z,0) = wo(z), € O,

e a condicao de fronteira
u(z,t) =0, (x,t) € 00 x (0,7,
(z,1) (z,1) (0,T) 2.3
w(z,t) =0, (z,t) € 00 x (0,T),

sobre um dominio suave @ C RZ2, em que T > 0, u = (uy,uz) é o campo velocidade, p é
a pressdo, e w é o campo microrotacional escalar, geralmente interpretado como o campo de
velocidade angular de rotagdo das particulas, os campos f = (f1, f2) e g s@o as forcas externas

€ momentos, respectivamente. Aqui

rot u = Oy, Uy — Opytty, V-4 = Op Uy + Opyun, Totw = (Op,w, —0p,w),
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2

aaplicagdo 7 : R — Rfym denota o tensor extra de estresse do fluido dado por

T(e(u) =2 (v + v + M(le(u)]?)) e(uw), (2.4)

922
sym

em que RZ ~ representa o conjunto de todas a matrizes simétricas 2 x 2 , isto é,

2 2 ..
ngm = {77 € R2 s g = MNyay 1, ] = 172}7

v, 1, I, SA0 constantes positivas, v e v, representa os coeficientes de viscosidade, a saber, v €
a viscosidade Newtoniana e v, € a viscosidade microrotacional . Aqui, assume-se que a densi-
dade do fluido é constante e igual a 1, M : (0, 4+00) — (0, +00) é uma fungdo continuamente
diferencidvel que denota a funcdo viscosidade generalizada, e ¢ : R? — ]Rg;m denota a parte

simétrica do gradiente da velocidade, isto €, a matriz 2 x 2 dada por

e(u) = = (Vu+ (Vu)"),

1
2
cujas componentes sdo definidas como em [59] por
1 . .
e;ij(u) = E(é%ui + 8miuj)7 i,j=1,2,

e |e(u)| denota a norma usual de matrix, ou seja,

() =) ley(u)l.

ij=1

Assumimos que existem constantes positivas ¢y, cs € cg tais que

e (1+ \/¥)2 <Mt) <o (1+ \/%)2, 2.5)

< cgw, (2.6)

0< M'(t) < 7i

para todo ¢ € (0, 00).

Em geral, se 7(e(u)) depende linearmente de e(u) entdo dizemos que o fluido correspon-
dente é um fluido Newtoniano. De um modo geral, os gases, dgua, 6leos, dlcoois e compostos
de hidrocarbonetos simples tendem a ser fluidos Newtonianos e os seus movimentos podem
ser descrito pelas equagdes de Navier-Stokes. Se a relagdo entre 7(e(u)) e e(u) é ndo linear,
entdo o fluido é chamado ndo-Newtoniano, por exemplo, o fluxo de sangue, tintas, produtos

fundidos de polimeros, solu¢des bioldgicas e colas tendem a ser fluidos nao-Newtonianos.

No caso particular em que M é uma fun¢do constante, o sistema (2.1) reduz-se a um sistema

de fluido micropolar, o qual foi introduzido por Eringen em [33]. Neste caso hd uma vasta
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literatura sobre a teoria matematica para o modelo autdnomo, ndo-autdbnomo e estocdstico , no
sentido de existéncia, unicidade, a regularidade e estabilidade de solu¢des, veja, por exemplo
[8, 14, 30, 33, 37, 47] e [54], e no sentido de atratores, veja, por exemplo [8, 14, 30, 47, 54, 58]
e [67].

O sistema (2.1) foi investigado em [1] sobre um dominio suave de R?, os autores provaram
a existéncia de solugdo fraca para d < 3 e unicidade para d = 2 nas mesmas condi¢des de M.

Em certo sentido, a nossa andlise aqui completa o estudo iniciado em [1].

2.1 Formulacao do problema

Para melhor apresentar nossos resultados introduzimos algumas terminologias. Para cada

p = 1, denotamos por LP(O) os espacos de Lebesgue das fun¢des de O em R com norma dada

1/p
lll o) = ( / |u<x>rpdx) .

A norma dos espagos de Sobolev W'?(Q) é denotada por || - ||y1.(0). O conjunto Wol’p((’))

por

representa o subespago das fungdes de W1?(O) com trago zero.

A seguinte desigualdade de Korn é provada em [64] ela serd utilizada vérias vezes neste

capitulo: seja ¢ € (W, *(0))?, entdo

1/p
([rteras) "= Klelwop. >0 @
o
Também usaremos as seguintes notacdes

V={p=(p1,92) € (C(0))*: V-9 =0}.

O espago V,, é o fecho de V no espago (W'?(0))? com a norma do gradiente, isto é,

1/p
||VUHLP(O) = (/ |Vu|pdx> s 1< P < 0.
o

Para p = 2, denotamos V' = V5 e o produto interno e norma em V' sdo denotados respectiva-
mente por
2
()= 3 [ Bud el = (@)
ij=170
O espago H € o fecho de V no espago (L?(0))? com produto interno € norma definidos res-

pectivamente por

2
(u,v) = Z/ wiv;dz,  |u| = (u, u)'2.
i=1 7O
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Note que V' e H sdo espagos de Hilbert, e temos as seguintes imersdes V' — H <— 1, sendo

a primeira delas compacta.

De agora em diante, também denotamos 7 = H x L*(O)e ¥ =V x H}(O) com as

normas produtos standard.

Sejam (X, | - ||x) um espago de Banach e 1 < p < oo, denotamos por L?(0,7; X) o
espago das fungdes fortemente mensuraveis sobre o intervalo (0, 7") com valores em X, com a

seguinte norma

T 1/p
(/ Hu(t)||§<dt) Cl<peoo
HUHLP(O,T;X) = 0

ess sup, (o, [ut)llx, p= o0,
e C(0,T; X) é o espago das fungdes continuas sobre o intervalo (0,7") com valores no espago

de Banach X, com a norma

[ullcorx) = sup [lu(®)]x-
te[0,T]

Defini¢do 2.1. Seja & a projecdo ortogonal & : (L*(0))?> — H. O operador de Stokes
A: D(A) C H — H édefinido por A = — PN, com dominio D(A) = (H*(0))>?NV C H.
2
Por conveniéncia de notacdo, substituiremos o somatorio Z «; 3; simplesmente por o;3;.
ij=1
Introduzimos as seguintes formas bilinear e trilineares
a:VxV =R,

(u,v) — alu,v) = / O, ;O v A,
0

b:VxV xV =R,

(u,v,w) — b(u,v,w) = / u; (0,0 )w; d,

o
e
by :V x H}(O) x Hy(O) — R,
(1) =+ b a08) = [ (@) d,
Temos as seguintes propriedades
a(u,v) = ((u,v)), w,veV,
e

b(u,v,w) = —b(u,w,v), Yu € V,v,w € (Hy(0))?
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bl(u,w,¢):—b1(u,¢,w), VUEMw,i/}GHé(O),

donde resulta que
bu,v,v) =0, bi(u,w,w)=0, YueV,ve (Hj(O))?*we HO). (2.8)
Também introduzimos as seguintes notagdes

B:VxV oV,
(u,v) = B(u,v) = (u- V)v = 4;0y,v,

B,V x H}(O) = H(0),

(u,w) — Bi(u,w) = (u- V)w = u;0y,w,

e
K:Vy— V],
ur Ku= -V - (2M(le(u)|*)e(u)).
Consequentemente,
(B(u,v),w) = b(u,v,w), Yu,v,w €V, (2.9)
(Bi(u,w),¥) = bi(u,w,v), Vu€ V,w, e Hy(O), (2.10)
(Ku,v) = / 2M (le(u)?)es;(w)ey(v) dz,  Vu,v € Vj. (2.11)
Q

Observacao 2.1. Usando as condicdes sobre a funcdo M podemos verificar que o operador

K : Vy — V] é mondtono, isto é,
(Ku —Kv,u—v) >0, Yu,velV,.

A seguir introduzimos a noc¢ao de solugdo fraca para o problema (2.1)-(2.3).

Defini¢do 2.2. Sejam f € L*(0,T; H), g € L*(0,T;L*(0)), uy € H e wy € L*(O). Uma
solugdo fraca do problema (2.1)-(2.3) é um par de fungdes (u,w) tal que

u e L>(0,T; H) N LY0,T;V,),
w e L=(0,T; L*(0)) N L*(0,T; Hy(0)),

com

o' e LY3(0,T; V), o' e L*0,T; H1(0)), (2.12)
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e u(0) = up, w(0) = wy satisfazendo as seguintes igualdades:

d
(W0 9) + (v + wa(u(t), ¢) + (Ku, @) + (B(u(t), u(t), ¢) (2.13)
= 2u,(rotw(t), ) + (f(1), )
¢ d
7 (W(0),9) + 1 (Vw(t), Vo) + (Bi(ult), w(t), §) + dvp(w(t), 9) (2.14)

= 2u,(Totu(t), ) + (g(t), )

paratodo ¢ € Vy e ¢ € H}(O) no sentido das distribuicdes escalares em (0, o).

Temos o seguinte resultado de existéncia e unicidade de solucdes fracas ( veja [1]).

Teorema 2.1. Existe uma tinica solucdo para o problema (2.1)-(2.3) no sentido da Defini¢do
2.2. Além disso, para cada t > 0 a aplicagdo (ug, wo) — (u(t),w(t)) é continua como uma

aplicagcdo em F.

2.2 Existéncia de atrator global

Nesta sec@o, mostraremos a existéncia de atrator global para o semigrupo {T'(¢) : t > 0}

associado ao problema (2.1)-(2.3) no espago de fase 7.

Pelo Teorema 2.1, podemos definir um semigrupo {7(¢) : ¢t > 0} em .7 como
T(t)(ug, wo) = (u(t),w(t)), t >0, (2.15)

em que (u(t),w(t)) é a dnica solugdo fraca do problema (2.1)-(2.3) com condi¢go inicial
(ug, wo) € e (f,g) € H.
Agora, lembramos o Lema de Gronwall, que serd utilizado na sequéncia, a sua prova pode

ser encontrada em [69].

d
Lema 2.1. Sejam &, 3,0 trés funcdes localmente integrdveis em (ty, 00) tais que d_f é local-

mente integrdvel em (to, 00) e satisfaz

dg
o SOEt B,

Entdo .
£(t) < f(to)eﬁo o +/ Bs)els (DT s Wt > ¢,
to

A partir de agora, assumiremos que as for¢as externas e momentos independem do tempo.
Sejam X um espago de Banach e 7y € X, denotamos por B:X () uma bola em X centrada
em z, com raio . Em seguida, provaremos a existéncia de bolas absorventes para o semigrupo
{T'(t) : t > 0} em 5 e ¥, respectivamente.
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Teorema 2.2. Suponhamos que (f,g) € €, entdo existe um conjunto limitado absorvente em
€ para o semigrupo {T'(t) : t > 0} definido por (2.15).

Demonstracao: Observemos que por (2.13)-(2.14) com ¢ = u e ¢ = w e levando em conta
(2.8) temos

]u|2 (1/—|—VT)HU||2+2/ M (le(u)] )\eij(u)|2dx:2ur(rotw,u)+(f,u), (2.16)

2dt
ld, 2 2
2dt’w’ +u1||w]|*+4v | w|® =2v,(rot u, w)+ (g, w). (2.17)
Usando que
/rotu-wdx:/u- rotwdr e /|rotu|2dx:||u||2, (2.18)
o @ @

paratodou € V ew € H}(O) e a desigualdade de Schwarz, também deduzimos que
2u,(Tot w, u) = 2u,.(w, rotu) < 2w, w|* + %Hu”2
De (2.5) e (2.7) segue-se que
/M 1?)|es; (w)|? do > cl/| (w)]* dz > e K l[ull o2 (2.19)
e pela desigualdade de Poincaré

1
(f;u) < |fllu] < —== —IIUI|2 + mlflz, (2.20)

[ul[lf] <
\/_
em que A\; > 0 é o primeiro autovalor do operador Stokes A. Assim, de (2.16), (2.19) e (2.20)

obtemos
d o 2 Ay, 114 2 1 2
- |ul” + (v + v)lJull” + de K flullwiaone < dvplw]” + —[f]". (2.21)
dt I/)\l
Por outro lado, temos que
20, (ot u, w) < 20, Julllw] < 20 fuf? + 2l (222)
Usando novamente a desigualdade de Poincaré obtemos
1
! 2 2
< < ——1q?, 2.23
(9.0) < o] < —=lallol < 5 wl? + 1o (2.23)

em que A > 0 € o primeiro autovalor do operador —A em L*(O) com dominio D(—A) =

H?*(O) N H}(O). Usando as estimativas acima em (2.17) concluimos que

d 1
3wl ullwll® + v fwl* < velul” + —gl” (2.24)
dt V1
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De (2.21) e (2.24) resulta que

d 1
3 (el” + [wl®) + vl + nllw]® + der K [[ullfyaoye < —If!2 1A|9|2- (2.25)

Definindo
in{ ) in(\r, ) 1 1
o1 = min{v, v Qg = vy Min a3 =max | —, —
1 y V1o 2 1 1, ’ 3 V)\17V1)\ ;
e levando em conta (2.25) seque-se que
d
el + [wl) + ar(lull + o) + der K Julliwraope < as([fI* +1gP). (2.26)

e pela desigualdade de Poincaré resulta que

d
7 ([l + ) + as(ful” + [w]) < as(|fI” + |gI)- (2.27)

Aplicando o Lema 2.1 em (2.27) obtemos

()P + [ < oo {<|uo\2 )+ [ (R + rg<s>12>ds} )

Se as forgas externas e momentos independem do tempo (f, g) € 7, entdo pela desigualdade

(2.28) segue-se que

u(®)]” + lw(t)]* < e {(Iuo|2 +[wol?) + Z—z(lf!2 +1g*) (e — 1)} : (2.29)
Portanto,
(@) + [w(®)* < e (Juo|* + [wol*) + Z—z(lﬂ2 +191%), (2.30)
para todo t > 0, assim

lim sup(Ju(t)[> + |w(t)]?) < j—j<|f|2 +1g).

t—o00

Denotando ¢ = \/ %(| fI? + 19/?), podemos facilmente ver que para cada r > 7, fixo a bola
&%)

BY(0) = {(u,v) € 7 : [u(t)]* + [w(t)]* < r*}

em ¢ é um conjunto absorvente para o semigrupo {7'(¢) : ¢ > 0}. Mais precisamente, para
cada B C J limitado existe ty = to(B) > 0 tal que para todo (ug, vg) € B

lu(@®)|]” + [wt)|? < r?, Yt >t
A prova estd completa. |

Agora, relembremos o lema uniforme de Gronwall que utilizaremos na sequéncia, a sua

prova pode ser encontrada em [69].
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d
Lema 2.2. Sejam g, h e y trés fungdes localmente integrdveis em (to, 00) tais que d_?i é local-

mente integrdvel em (to, 00)e satisfaz a desigualdade diferencial

dy
Y - h.
at =Wt

Além disso, se

t+r t+r t+r
/ o(s)ds < €., / h(s)ds < &, / y(s)ds < &, VI > o,
t t t

em que r, &1, &9, &3 sdo constantes positivas. Entdo

y(t+r) < <% +§2> e, Yt > ty.

Teorema 2.3. Suponhamos que (f, g) € F, entdo existe um conjunto absorvente em ¥ para
o semigrupo {T'(t) : t > 0} definido por (2.15).

Demonstracao: Usaremos formalmente 0,u como uma fungao teste em (2.13). (Como 0;u
ndo € regular o suficiente para ser usada como uma fungao teste em (2.13) devemos trabalhar
com as derivadas da aproximacdo de Galerkin J;u,,. Notemos que para a solugio (u,,, w,,) a
mesma desigualdade (2.29) € vélida. Portanto, usando a semicontinuidade inferior sequencial
fraca da norma obtemos a mesma desigualdade de antes). Entdo usando d,u como uma fungio

teste em (2.13), obtemos

v+uv,d
ool + L5 Ll + [ (e (@) do
© (2.31)
= —/ i (Oy,uj)Opuj dz + 2v,(rot w, Ou) + (f, Opu).
o
em que 7;; € um tensor dado por
7ij(e) = 2M (le*)ey;.
Usando o potencial correspondente, isto €,
le|?
d(e) = M (t) dt, (2.32)
0
segue-se que
d
— [ P(e(u))dx = / 7;5(e(u))e;; (Opu) d. (2.33)
Usando (2.18) e a desigualdade de Young temos que
1
2u,(rot w, dyu) < 4vt||w|* + Z\ﬁtu\z, (2.34)

20



1
(f, Quu) < |f|* + Z|8tu|2-
De (2.33)-(2.35) e (2.31), obtemos

gloat+ 5 (52l + [ atetw) az)

< [ w105 do + av2wl? + |
o

Note que
1
[ om0l de < e ol + 7100
Como W14(0) — L*>°(O) para ¢ > n = 2, existe uma constante ¢ > 0 tal que
1
| lionaslonlde < clulfononsllul? + 10,
segue-se de (2.36) e (2.38) que

foa + 5 (Z52 e+ [ o(etw) ar)

< C||"¢L||(le4(c9))2||U||2 + 42 ||lwl® + | fI.

De (2.5), (2.32) e (2.7) temos

/O(I)(e(u))dx > cl/o|e(u)| dz > o1 K5 ||u||*.

JolP < ko (25l + [ @etw)as)

em que ko = (c;K2)". Usando (2.41) em (2.39) obtemos

G (55 + [ ot ar)

v+
< chollulPon ( 7"

Assim,

Sejam

V—l—l/T
y(t) = 2 ) + / le(w) dr,  gt) = chollulZysop

h(t) = 4wl + ||

concluimos de (2.42) que

WO < ytyy(e) + hir).

21

ol + | (<U))dx)+4V3HwH2+|f|2-

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)



Agora, usaremos o Lema 2.2 em (2.43). Integrando a desigualdade (2.26) com relacdo a ¢ no
intervalo (¢, + 1), e com ¢ > ty , temos que
t+1 t+1
on [ ()P + )P ds +4eakct [ (o) onone o
< (IS + |gl*) + (lu(®)]* + [w(®)])
< ag(|f1* +1g*) +7* = p.

(2.44)

Usando (2.32) e (2.5) vemos que
le(u)[?
D(e(u)) < 02/ (1+Vt)2dt
0

Je(w)|
< 2c / (1+¢t)*dt
? J; (2.45)

= 2 (1 + le(w))* — 1)

< = (14 le(u)])?,

donde resulta
/ dle(w)de < 2 [ (1 + |e(w)]) da
o 2 Jo

k
<20 [ (1 4 Je(w)]*) dz (2.46)
2 Jo
coky coky
< =01+ Z lullfwnsope:

em que |O| denota a medida de Lebesgue do conjunto O. Assim, para todo ¢ > ¢, levando em

conta (2.44) e (2.46) temos

t+1 (v+uv)p ek cokip
ds < 4 O =
/t y(s)ds < ==+ =~ |+8C1K;§ &

t+1 t+1 1/2 cko F;
4 _
/t g(s)ds < cky (/t ||U(3)”(le‘*(o))2 ds) < 2_](5 o0 &

i 41/
ARG TS
t

1

Pelo Lema 2.2 e as consideragdes acima segue que

o) =TSNl 4 [ Bew)dr < (G r ) Wzl @4
o

Como (2.40) implica
|ul|? < ko/ d(e(u)) de, (2.48)
o
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entdo, de (2.47) concluimos que

lu@)|* < ko (& + &) e =12, VE> 1o+ 1. (2.49)
Agora, usando 0;w como uma fungao teste em (2.14), obtemos
vy d d
Ol + 5 ]l + 20— fwf?
(2.50)
= — / u; 0y, wOpw dx + 2v,.(rot u, dyw) + (g, dyw).
16)
Pela desigualdade de Young temos
1
2u,(rot u, dyw) < 4v2|ul]* + Z|8tw]2, (2.51)
1
(9, 0rw) < 19l + J 10w, (2.52)
© 1
/ [uil 0w wl|Ow] do < Jlull{ e lwl® + Z 10w ]?
o 1 (2.53)
< cllulltwraopzllwl® + 710w,
Usando (2.51)-(2.53) em (2.50) segue-se que
1 d
Z0mf? + = (Sl + 20 wf?)
< cllullfwragope lwll® + 407 |ul® + |g]?
< clfull? ool + 22 wf? + 42 ull? + g
= (W14(0))? " (W14(0))? r g
2c 2
= Zlullrsop (5ol + 20, wl?) + 492l + gl
Assim,
d
&y(t) <V(G(t) + H(t), (2.54)
em que
P2 o 2 _ 2P — 42| + |g2. 255
Y(t) = Sllwl” +2v|wl*,  G(t) = ” lulliwraoye e H(E) =4 ]lull”+ [g]". (2.55)

Usando (2.44) com t > t; temos

o vip
/ V(s)ds < — + 2,12 = (3,
t 20&1

t+1 41 1/2
2c c P
ds < = 4 d < ==
/t G(s)ds < = ( /t DB s> < e=a
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t+1 2
4v,
[ s < gp=g
t ay
Pelo Lema 2.2 obtemos
2 _ 2 G o— .2
lw(t)]]* < V—(C3+C2)e =ry, Vt>ty+ 1 (2.56)
1
Entdo, de (2.49) e (2.56) concluimos que
B” = BY.(0) x BL©)(0) c ¥ (2.57)
¢ um conjunto absorvente para o semigrupo {7°(t) : t > 0} em 7. |
Podemos resumir os resultados acima no seguinte teorema

Teorema 2.4. O semigrupo {T(t) : t > 0} gerado pelo sistema de equagées 2D de um fluido

micropolar ndo-Newtoniano (2.15) possui um tinico atrator global A em ¢ dado por
A=w(B"), (2.58)
em que B” é definido em (2.57).

Demonstracio: Como o conjunto B” definido em (2.57) é limitado em ¥, e ¥ é compacta-
mente imerso em .7#, segue que B” é um conjunto compacto de .7#. Além disso, pela prova
do Teorema 2.3 o conjunto B” é de fato um conjunto absorvente de .. Portanto, B” é um
conjunto compacto absorvente de .7, pelo Teorema 1.1 o semigrupo {7'(¢) : ¢ > 0} definido
em (2.15) possui um unico atrator global A em .7 dado pela caracterizag¢do (2.58). A prova

esta completa. [

2.3 Semicontinuidade superior

Nesta se¢do, provaremos a semicontinuidade superior dos atratores globais em v, = 0 .
Inicialmente, estimamos a diferenga entre as solu¢des (u, w) e (v, z) dos seguintes problemas,

respectivamente, em termos de v,

(u’—V-T(e(u))—l—(u-V)u—i-Vp:21/rr0tw+f, em O,

V-u=0, em O,
(2.59)

w' — v Aw + (u.V)w + 4v,w = 2u,. rotu + g, em O,

L u(7,0) = uo(z), w(z,0) = wo(z), em O,
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(' =V 7)) + (v V)u+ Vg =f, em O,

V-v=0, em O,
(2.60)

2= Az+ (v.V)z =g, em O,

L v(z,0) = vo(z), 2(z,0) = 2(x), em O,

ambos com condic¢des de fronteira (2.3).

O sistema (2.60) é obtido através do sistema (2.59) fazendo v, = 0. Se a viscosidade
microrotacional v, tende a zero entdo o sistema (2.59) reduz-se a um sistema de equagdes
de fluidos ndo-Newtonianos (veja [58, 59]) e o campo velocidade u torna-se independente da
microrotagido w. E conhecido (veja [61, 60, 58]) que o problema (2.60) possui um atrator

global.

Teorema 2.5. Sejam (ug,wy), (f,g) € F e v suficientemente grande. Seja (u,w) uma solu-
¢do do problema (2.59), e seja (v, z) uma solugcdo do problema (2.60), ambas com condi¢des

iniciais ug, wo. Entdo, existe uma constante ¢ > ( independente de t, tal que
u(t) —v(t)] < e e fw(t) — 2(1)] < c(vr +1,7?)

para todot > 0.

Em particular, a solu¢do do problema (2.59) converge para a solug¢do do problema (2.60)

em J€, uniformemente com relagdo a t € [0, 00) quando v, — 0.

Demonstracao: Primeiro, estimamos a diferenca entre as velocidades em termos de v,.. Seja
U(t) = u(t) — v(t), entdo
U'—w+v,) AU —v,Av+Ku—Kv+(u - V)u—(v- V)o+V(p — q) =2v,rotw, em O,
V-U=0, em O,
assim

1d

2dt|U\2+(1/+VT)HU||2—|—(ICU—ICU,U):2ur(rotw,U)—VT(VU,VU)—I)(U,U,U).

Como K € um operador mondtono temos que
(Ku — Kov,U) >0,

portanto

1d

2dt|U’2 + W+ v)||U|? < 2v,(rot w,U) — v,.(Vv, VU) — b(U,v,U).
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Estimamos os termos do lado direito da seguinte forma:

20, (totw, U) = 2u, (w, tot U) < 2u,|w|? + %HUHQ,

(2.61)
v (Yo, VO)| < ol + S U
e
Coonzigrne LY 2
(U, 0, 0)] < <[Pl + S0P,
Assim, obtemos que
d 2c
P +vUIP < —[olP|UF + dvp(jwl” + [lv]),
d o 2c, 1o 2 2 2
U+ v = —ollP U < v (fw]” + o). (2.62)
Sejam
2c
0(t) = \v = — @I, (1) = [w(®)* + [lv®)]*
Pelos resultados da Secdo 2.2, existem constantes positivas c; , ¢o € t1 tais que
lo@)* < i, Vt=t,
BAt) <k, Vt>t.
Seja v suficientemente grande, de modo que parat > t;
2c ,
O(t) > v ——c; =9 >0.
v
Entdo, de (2.62) temos
2 —5(t—t1) o | dunch —5(t—t1)
UMP < e U n)P + —2 {1—e?tY >y, (2.63)

Vamos estimar |U (t)| sobre o intervalo [0, ¢;]. Como
d o 2 2
FIUF+HOOIUF <4 5°(1), 0<t<t,
com U(0) = 0, e as fungdes 0 e 3% sdo integraveis em [0, ¢1], pelo Lema de Gronwall obtemos
t
\Ut)]* < 41/T/ B3(s)e” Jo 0w dn qg < cs3(ty)v., Yt €10,t]. (2.64)
0
Segue-se de (2.63) e (2.64) que existe uma constante c3 > 0 tal que

\U(t)] < esvp,  VE>0. (2.65)
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Agora estimamos a diferencga entre as microrotagdes w € z em termos de v,. Seja W =

w — z, entao
W' — vy AW = 2u,rotu — dv,w + (v - V)z — (u - V)w. (2.66)

Multiplicando a equagdo (2.66) por W e integrando sobre O obtemos

1d
§&|W\2 +u||[W|)? = 2v,(rot u, W) — 4v,.(w, W) 4 by (U, W, 2). (2.67)

Estimamos os termos do lado direito. Note que

)
T W 2
el + W

2u,(rot u, W) = 2v,.(u, rot W) <

4v, 1612

A )\Vl

Finalmente, da desigualdade de Holder e da seguinte desigualdade

151
v, (w, W) < —|w|[|W]| < Jw|?* + ZIIWIP-

1/2

lull oy < exulP|[ull?, Vu € Hy(O) (2.68)
(veja [47]), segue-se que

b1 (U, W, 2) < [|U ]|y IW Ill| 2 3 0)
< U2 U 2w 122211

141
< S IWIF+alul=Nuii=|l.

Usando as estimativas acima em (2.67) concluimos que
d
TP+ 2 WP < s (ful’ + [w]) + e Ul [A1T]1=]] (2.69)

Para estimar o lado direito de (2.69), usaremos (2.65) e os resultados da Se¢do 2.2. Em parti-
cular, temos

|2(t)] < ¢, VE>0,

e paraalgumt¢; > 0ec; >0
TN+ 120l < e VE= 10
Aplicando as estimativas acima em (2.69) obtemos
d
ZIWE 4+ 2 WP < esv(ful? + wl?) + csvp 2|0 12], (2.70)
€ assim,

d
&ywﬁ A W < est(|uf® + [w]?) + covt/?, Yt > 1. (2.71)
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Como |ul? 4 |w|? < ¢o para algum ¢y > 0, concluimos de (2.71) que
W@))? < e ™EINW ) + e (v +1/2) (L—e ) v > 1. (2.72)

Agora estimamos |V ()| sobre o intervalo [0, ¢;]. Temos

t1
/ 1U ) [llz(s)] ds < [[U] 20,50 121 220,151 0)) < 00
0

Aplicando o Lema de Gronwall em (2.70), obtemos

WP <o [ R U ) 0 ds e (12407 £ € [0.8]. @T)
0
Combinando (2.72) e (2.73) concluimos que existe uma constante c;3 > 0, tal que
(W ()] < ez (V7 + Vﬁ/Z) , VYt >0,
e a prova estd completa. |

Agora, provaremos a semicontinuidade superior de atratores. Para cada v, > 0 denotamos
por A, o atrator global para o problema (2.59), e por A, o atrator global gerado pelo problema
(2.60).

Teorema 2.6. Sob as hipdtes do Teorema 2.5, a familia de atratores globais { A,, : v, € [0, 1]}

é semicontinua superiormente em v, = (), isto é,
lim dist(A,,, Ag) = 0.
vr—0

Demonstracao: Sejam {7, (¢);t > 0} e {Tp(t);t > 0} os semigrupos associados aos sistemas

(2.59) e (2.60), respectivamente. Tendo em vista [12] € suficiente provar que

(i) Paracadat > 0, T, (t)(ug, wo) — To(t)(ug, wo), quando v, — 0, uniformemente sobre

subconjuntos limitados de .77,

(11) U A, é um subconjunto compacto de 7.
vr€[0,1]
A propriedade (i) segue-se pelo Teorema 2.5. Como A4,, é o conjunto fechado atraente mini-

mal, entdo
U A, cB”

vr€[0,1]

Portanto, U A,, € um conjunto limitado em ¥, e como ¥ € compactamente imerso em .57’
vr€[0,1]
concluimos (ii). A prova esta completa. [
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2.4 Dimensao fractal

Sabemos que todas as solucdes do problema (2.1)-(2.3) s@o atraidas para um conjunto in-
variante compacto A, é razoavel perguntar se o comportamento dessas solu¢des, no infinito,
pode ser caracterizado por um niimero finito de graus de liberdade. E conhecido na literatura

que a resposta € sim se a dimensdo fractal de A, denotada por d;(.A) € finita.

Definicao 2.3. Sejam X um espaco de Banach e K um subconjunto compacto de X. A dimen-
sdo fractal de K é definida por

_ In N.(K)
d;(K)=limsup ——————,
r(K) = lmsup =

sendo N (K) o niimero minimo de bolas de raio € necessdrio para cobrir K.

Existem dois métodos cldssicos para a estimativa da dimensao fractal. A teoria dos expo-
entes de Lyapunov, esse método baseia-se na regularidade das solugdes fracas para um sistema
linearizado (veja [19]). No entanto, em nosso caso esta regularidade necesséria da solu¢cdo nao

¢ conhecida. Consequentemente, ndo conseguimos controlar a diferenca
|T(t)Uo — T(t)Vo — T'(t) (Vo) (Uo — Vo)l

em que 77 (t)(Vy) (Up— Vp) representa a solugdo do sistema linearizado de (2.1) condi¢@o inicial
Uo — V.

O outro método para estimar a dimensao de conjuntos invariantes foi desenvolvido em [48]
e baseia-se no teorema que diz que um conjunto invariante .4 tem dimensao fractal (Hausdorff)

finita se para todo Uy, Vy € A existem k > 0e d € (0, 1) tais que

I T(¢)Uo — T(¢) Vol < kl|Uo — Volloe, (2.74)
(1 = Pa)(T(t)Uo — T(t)Vo)|lor < 0l|Uo — Volloe, (2.75)

em que / denota a aplicacdo identidade e F,, denota a projecdo ortogonal sobre o espago ge-
rado pelos n primeiros autovalores do operador de Stokes. Em nosso caso, infelizmente ndo
conseguimos estabelecer a condi¢ado (2.75), por este motivo utilizamos o método das trajetérias

curtas desenvolvido em [58].

Definicio 2.4. Sejam § > 0 e A o atrator global para o semigrupo {T'(t) : t > 0} definido em

(2.15), entdo o conjunto
As ={x :[0,0] = A : x resolve (2.1) em (0,0) e x(0) € A}

é chamado o conjunto das trajetorias curtas.
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Observe que essas defini¢des fazem sentido, uma vez que solugdes fracas possuem repre-

sentantes continuos.

O seguinte lema € provado em [58, Lema 3.21].

Lema 2.3. O conjunto As é invariante com relacdo ao semigrupo {T'(t) : t > 0}, isto é,
T(t)As = As paratodot > Q.

Para a conveniéncia do leitor formulamos o lema de Aubin-Lions, uma vez que desempenha
um papel fundamental na prova dos préoximos teoremas deste capitulo, a sua prova pode ser

encontrada em [57].

Lema 2.4. Sejam p; € (1,00]| e py € [1,00). Sejam 2~ um espago de Banach e %', % espagos
de Banach separdveis e reflexivos de tal forma que % —— 2 — 2. Entdo para todo
T € (0,00)

{ue LP0,7%),u € LP*0,7;,2)} > LP(0,7; 2.

Agora estimaremos a dimensdo fractal de A5 no espago X5 = L*(0,8; H)x L?*(0,d; L*(0)).
Seja X =V N (W32(0))?, entdo pelo Lema 2.4 temos

Wit = {ue L¥0,6;V) :u' € L}0,8; X")} <> L*(0,6; H),

W3 = {w e L*0,6; Hy(O)) : w' € L'(0,6; H'(O))} == L*(0,6; L*(O)).
Denotando #5 = #5' x W3 temos

Ws —— Xs. (2.76)

O resultado a seguir nos d4 uma estimativa sobre a diferenca das solugdes.

Proposicao 2.1. Sejam (uy,w;) e (ug, wy) duas solugdes fracas para o problema (2.1)-(2.3),

definimos u = u; — ugy e w = wy — ws. Entdo, existe uma constante k3 > 0 tal que

d
3 ([l + [wP) + aa([[ull” + wl)

+ /Q 2(rij(e(ur)) — mij(e(ug))) (s (ur) — eij(uz)) dx (2.77)
< K ([ ]* + lws [IP) (Jul® + [w]?).

Demonstracao: Como (uj,us) e (wy,wy) sdo solugdes fracas para o problema (2.1)-(2.3).
Entdo u e w satisfazem as seguintes identidades

d

—(u, ) + (v + vr)alu, ) + (Kuy — Kug, ) + (B(ur, ur) — Blug, uz), ¢)

dt (2.78)
= 2v,(rotw, ),
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%(w, é) + 11 (Vw, Vo) + (By(ur,wr) — By(ug, ws), d) + 4v,w = 2v,.(rot u, ), (2.79)

paratodo ¢ € Vye ¢ € Hi(O). Assim, por (2.78) € (2.79) com ¢ = u e ¢ = w, temos

1d
§&|U|2 + (V + VT)HU’||2 + (ICUl - ICUQ,U) + (B(ulﬁul) - B<U’27u2)7u> = QVT(TOtw,U),
1d
§a|w|2 + v ||w||® 4 (By(u1, wy) — Bi(ug, wy), w) + 4, |w|? = 2v,(rot u, w).
Note que
(B(uy,u1) — B(ug, ug),u) = b(u, uy,u),
(B1(ur, wy) — By(ug, we),w) = by (u, wy,w).
Assim,
1d
5@(|u|2 + [wl?) + (v + v [Jul]® + v [Jw||* + v, [w]?
+ /O(Tij(e(ul)) — Tij(e(u2)))(ei(ur) — eij(uz)) dz
< 2w, |wllul| + 2v ||ul[|w] + |b(u, ur, w)| + [by (u, wy, w),
logo

1d
5 el + [wl) + vlul® + ol

+ /O(Tij<€(u1)) — mij(e(uz)))(eij(ur) — eij(ug)) dx
< |b(u, ug, w)| + b1 (w, wy, w)

< cllulltps oy luall + cllull zsopellwilllwl zso)-

Usando (5.47) e a desigualdade de Young obtemos

1d
5&(|U\2+\w\2)+’/HUHQ+V1HwHQJF/O(TiJ(e(Ul))—Tij(e(u2)))(€ij(ul) — eij(ug)) dz
< cllua|[ulllull + ellws |2 (]2 w] 2 w]|

14 14
< el + ellen [Pl + \/;IIUH\/VTHwH + clul[wl||w;||*

v v 2
< el + ellen |Pful® + Zllull + ke l® + el P ul® + elfws [,
Portanto d
(el + [wl) + ax(flull” + wl?)
+ /OQ(Tz‘j(e(Ul)) — 7ij(e(u2)))(eij(ur) — eij(uz)) dz
< Ka([luall® + [l ) (fuf® + w]?),
com «; = min(v, 1) e a prova estd completa. |

31



Corolario 2.1. Sob as hipdteses da Proposicdo 2.1, temos para ) < s <t < T,
()] + [w(®)* < collu(s)]” + hw(s)[), (2.80)

com ¢y uma constante dependendo da norma de (uy,w,) em L*(0,T,¥). Em particular, o
semigrupo {T(t) : t > 0} € uniformemente Lipschitz em t € [0,T] sobre o atrator global A,
isto é, para todo Uy, Wy € Aet € [0,T] existe ¢, > 0, tal que

|T(6)Uo — T(t)Wo e < c1||Ug — Wo || e (2.81)

Demonstracao: Aplicando o lema de Gronwall em (2.77), para 0 < s < t < 7' temos que
[u®)? + w() < el Bl @I OB |y (5) 2 4 Ju(s)?)
eJo kallur@IP+w P d (13, (5)]2 4w (s)[?) (2.82)

= bl malizon (fus) + fu(s) ).

<
<

Isto mostra (2.80).

Agora, para mostrar (2.81) tomamos (u;(0),w;(0)) = (uf,w?) € A. Como A € limitado e

invariante existe uma constante M, > 0 tal que

lur (DI + wr (7)]I* < Mo, Y7 > 0.
Assim, levando em conta (2.82) vemos que

u(®)]” + [w(t)]* < erluls)]” + [w(s)]*,

ksMoT

comc; =e . A prova estd completa. [

As seguintes desigualdades (veja [59, p. 198-199]) serdo utilizadas na sequéncia.
(r(e(w)) = 7(e(v))) - (e(u) — e(v))

1 (2.83)
> hyle(u) — e(v) / (1+ [e(w) + (1 — Ae(w)])? dA

7(e(w) — T(e(v)] < kale(u) - e(v)| / (L4 () + (1= Ne())?dA. (2.84)

Teorema 2.7. Sejam x' = (u1,w1), X* = (uz, w3) € As, 4 = uy — ug e w = wy; — wy. Se

1/2

0 > 0 satisfaz (2.93), entdo existem constantes c, ¢ > 0, tais que para todot > ¢
5 1/2
<c ( / (lu(s)[* + [w(s)P*) ds) , (2.85)
0

(/ " (e + I + e+ 2I?) ) )

5 5
/0 (W' (t+7)||x + W't + 7)|[g-1(0)) ds < ¢ (/0 (Ju(s)]* + w(s)]?) ds) . (2.86)

32



Demonstracdo: Integrando (2.77) entre t — set +r, s € [0,6/2], r € [0,0] com t > 0,

obtemos

r

[u(t +)]* + Jw(t + )" + o / (lult + )7 + [lw(t +7)]1*) dr

—S

+/S/OQ(TZ-j(e(ul))—nj(e(uQ)))(eM(ul)_eij(uQ))dxdT

= / (e (84 T+ llwa (8 + 7)) (fult + 1)

—S

(2.87)

+ [w(t + 7)) dr + (Ju(t — ) + [w(t — s)|).

Definimos

Z(uy,ug) == 2k /(9 |e(u)|2/0 (14 [Xe(ur) + (1 — Ne(uz)])? dAda.

Entdo de (2.83) segue que
| 2mtetn)) = s (etu))es ) = eis(ua)) da

> 2’61/0|6(U)|2/01(1+ INe(ur) + (1 — Ne(ug)|)? dNdz (2.88)

= I(U1, U,Q).
Usando (2.87) e (2.88) tem-se

r

u(t + 1) + |w(t + )2 + oy / (lult + )2 + [[w(t + 7)|2) dr

—S

+ /T Z(uy(t+7),us(t + 7)) dr
—s (2.89)

= / (e (84 T+ llwa (8 + 7)) (fult + 1)

—S

+ [w(t + 7)) dr + (Ju(t — 5)]* + |w(t — s)|?).

Denotando

)= sup (lu(t+r)*+[w(t+r)P),
re[—4§/2,4]

e tomando o supremo sobre r, obtemos

5 s
((t)+0z1/ (]|u(t+T)H2+Hw(t+7)||2)d7+/ Z(uy(t+7),us(t + 7)) dr
0 0 (2.90)
5 .

< 2ks((t) /_6/2(Hul(t + )1+ wi(t +7)1%) dr + 2(Jult — s)” + [w(t — 5)[).

Além disso, usando (2.49), (2.56) e o fato que o atrator global A é um conjunto limitado

invariante, obtemos

lur(t + )|+ |Jwi (t+ 7)) < r? +r2 = a. (2.91)
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Portanto, de (2.90) e (2.91), concluimos que
5

O+ o [+ I+ ote 4 ) dr [ Tes )y

< BksadC(t) + 2(|ult — 8)[* + |w(t — s)[*).

Agora, se
1 — 3ksad > 0, (2.93)
entdo segue-se de (2.92) a seguinte estimativa
s

6
) R L L A O AR L

< 2(Jult — 5)|* + [w(t - 5)|*),

e integrando (2.94) com relacdo a s entre 0 e §/2, concluimos que

5 5
al/ (Jlu(t 4+ 7)1 + |Jw(t + 7)) dT~|—/ Z(ui(t + 7),us(t + 7)) dr
0 0 (2.95)

< ky / (lu(s) + [w(s)P) ds,

e assim, (2.85) é provado.
A fim de provar (2.86), tomamos ¢ € L®(t,t 4 6; X) = (L'(t,t + 6; X’)) em (2.78) tal
que
[l oo t,t46:x) < 1,

e integrando (2.78) entre ¢ e t + 9, obtemos

/06 (%u(t +7),p(t+ 7')> dr

5 5
§2VT/0 |(rotw(t + 7),(t +7))| dT—i—(l/—l—l/r)/o la(u(t +7),0(t+ 7)) dr

5 (2.96)
" / /O ris(e(un (¢ + 7)) — 73 (e(ualt + 7))l ess(p(t + 7)] da dr

5
+/0 |b(ur(t +7),ur(t+7), 0t + 7)) — bug(t + 7), us(t + 7), p(t + 7))| dr.

Vamos estimar os termos a direita de (2.96). Usando (2.84) e o fato que Vo € (W22(0))? e a
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imersdo W%2(0) < L>°(0O), temos que
)
/O /O 7y (e (7)) =735 (elualt + 7)) (o (t+7))] dadr
)
ng/ / 735 ey (t7))) =735 (e(un (£ + 7)) da dr
I ) (2.97)
Skﬁ/o /O|6(u(t—|—7'))|/0 (1| Xe(ur (t+7)+(1—Ne(us(t +7))])* dA dz dr
5 1/2, .5 1/2
<k ( /0 (s (#47), un (7)) dT) ( /O /O (1 Vg (7)Y (647) ) 2l dT) .
Usando (2.97), (2.91) e (2.95) obtemos
)
| ettt + 7)) = misfetunte + ) ess (ot + 7)) do
nee ”» (2.98)
< ks ( JRICIEETS ds)
Como H}(O) — L*(0), segue-se que
)
/0 [b(ur(t+7),ur(t+7), 0(t+ 7)) — bua(t + 7), u2(t + 7),p(t + 7))| dr
)
_/0 B(u(t + 7), s (t -+ 7), 0t + 7)) + blua(t + 7), u(t + 7), o(t + 7))| dr
)
Sk‘9/0(||U(t+7)||||U1(t+7)||||90(t+7)||+||uz(t+7)||||U(t+7)||||90(t+7)||)dT (2.99)
)
< klO/O ([Jut+7)[wa (E+7)[[p(E+7) | x + uE+7) [JuE+7) [l e(E+7)]x) dT

gkn</§(Hu1(t+7)H—|—Hu2t+TH ) (/ lut + 7)1 d7>

Entdo, de (2.49), (2.85), (2.99) e pelo fato do atrator global .4 ser um conjunto limitado invari-

1/2

ante, obtemos

/0 b(ug(+ 7)1 (E+ 7), 0(E + 7)) — bt + ), us(t + 7), ot + 7))| dr

< b (/06(|u(s)|2 + |w(s)?) ds) " (2100
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Usando (2.18) e (2.85), temos
) )
2%/ (vt w(t + 1), ot + 7)) dr = 2%/ (w(t + 7, Tt ot + 7)) dr
0 0
)
< g / it + 7)lo(t +7)]] dr
0

)
< ks / lw(t +Dlllet +)lxdr @100
0

< ki ( / e + T)HQdT) "
<o [ () + Ju()?) ) "

Finalmente, de (2.85) obtém-se

§ 0
(V+Vr)/0 la(u(t +7),0(t 7)) d7<k17/0 [u(t +7)[[l[o(t + 7)[| dT

)
< s / lut + )t +7)lx dr
0

5 1/2 (2.102)
< kg </ ||u(t + T)H2d7)
0
5 1/2
< ko (/ (Jw(s)]* + |u(s)|2)ds>
0
Tomando o supremo sobre toda ¢, concluimos que
5 1/2
'l Loy < ko ( / (lu(s)? + \w(s)\Q)ds> . (2.103)
0

Analogamente, tomando ¢ € L>®(t,t + §; H}(O)) = (L'(¢,t + 6; H1(O))) em (2.79) com

1| oo (t,453 (0)) < 1,

concluimos que existe k9o > 0 tal que

5 1/2
o assnsion < b [ WP + o) ds)
0

e a prova estd completa. [

Teorema 2.8. Seja & > 0 satisfazendo (2.93), entdo o conjunto das trajetoria curtas Az possui

dimensdo fractal finita.
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Demonstracao: Como 4; é limitado existe R > 0 tal que
As C Bp%(0).
Note que, pelo Teorema 2.7 existe uma constante k = k(c, ¢) > 0 tal que

IT@OX" = TNl < kIX = Xllx,s V' x® € As. (2.104)

Pelo Lema 2.3 e (2.104), obtemos
As = T(t)As € T(t)Bx?(0) € B/A(T(t)0), (2.105)

Mas devido (2.76), este dltimo conjunto € relativamente compacto em X, e consequentemente,

pode ser coberto por um nimero finito N de bolas de raio R/2 centradas em z;. Assim

ko
As € | By (2.106)

=1

Agora, usando (2.104), (2.106) e o Lema 2.3, obtemos

ko
As =T(t)As C UT Bj;;Q ;) C U B,{JR/2

=1

Usando novamente (2.76) cada bola B”, (T'(t)x;) pode ser coberta por N bolas de raio R/4,

kR/2
assim
.A(; C U BR/4 .CEZJ) Tij € X(;,
i,0=1

e continuamos este processo iterativamente com €, = R /2", entdo segue-se que

L In N.(As) . In(ky)  In(ko)
dy(As) =limsup = 5% < I 2o 8 ~ o

A prova estd completa. u

Como as trajetérias em A sdo .7#’-continuas, podemos definir a aplicag@o
F ./45 —
X = F(x) = x(9).
Proposicao 2.2. A aplicacdo ¥ possui as seguintes propriedades:
(i) F(As) = A

(ii) .F é Lipschitz continua.
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Demonstracao: Dado y € Aj; temos que x(0) € A, entdo da invariincia de 4 segue que
F(x) = x(6) = T(6)x(0) € A. Reciprocamente, seja x € A, pela invarincia de A temos
T(6)A = A, portanto existe u € A tal que T'(§)u = x, assim x(¢) = T'(t)u é uma trajetdria
curta tal que z = .# (), donde segue que x € % (As), provando (i).

Para provar (ii) escolhemos x', x? € @ et € (0,6). Usando (2.81), temos

17 (") = Z 05 = X () = x*(0) 1%
= |IT(6 — D' (1) — TS — x> (@) 1% (2.107)
<allx () = x5
Integrando (2.107) com relagdo a ¢ entre 0 e ¢, obtemos
1706 - F0 < 2 [ N0 - Ol
= ng =XM%,
e a prova estd completa . |

Como ds(As) < oo e a dimensdo fractal ndo cresce sob aplicagdes Lipschitz continuas,
(veja [66, Proposigdo 13.2]) concluimos que d;(A) < oco. Podemos resumir o resultado no

seguinte teorema.

Teorema 2.9. O atrator global A gerado pelo sistema (2.1) possui dimensdo fractal finita.

Agora, analisemos o caso particular quando a fun¢do M é constante. Neste caso, o sistema
(2.1) é reduzido ao cléssico sistema 2D de fluido micropolar introduzido por Eringen em [33].
Em [55] a dimensdo fractal do atrator global para essa equacio € estimada usando a teoria
dos expoentes de Lyapunov. Portanto, chegamos ao mesmo resultado, mas por um método

diferente, o método das trajetdrias curtas. Assim, também estd provado o seguinte resultado.

Corolario 2.2. O atrator global gerado pelo sistema 2D de fluido micropolar possui dimensdo
fractal finita.
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Capitulo 3

Continuidade de atratores para uma
equacao hiperbolica ndo autonoma

singularmente perturbada

Neste capitulo, estudamos o sistema dinamico ndo autdbnomo dado pela equagao hiperbdlica

sobre um dominio limitado © C R3
euy + up — Au = fo(t,u). (3.1

Este sistema dinmico possui atratores pullback, uniforme e cociclo em H](O) x L?(O). Para

e = 0 a equagdo parabdlica limite
u — Au = fo(u) (3.2)

possui um atrator global Ay em H}(O) que pode ser naturalmente imerso em um conjunto
compacto Agy de H}(O) x L*(O). Provamos que estes trés tipos de atratores no autdnomos

convergem, tanto superiormente quanto inferiormente para .4, quando € — 0.

3.1 Motivacao do problema

Nossa anélise é motivada pela observacdo de que a lei cldssica de conducdo de calor de

Fourier
q=—KVu,

em que ¢ € o fluxo térmico, u € a temperatura e /{ € a constante de condutividade térmica, leva

ao paradoxo (que talvez tenha sido observado pela primeira vez por Nernst em 1917, ver [17]),
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que os sinais térmicos se propagam com velocidade infinita. Para corrigir esta caracteristica

irrealista a seguinte lei Maxwell-Cattaneo foi proposta, ver [17].

0
l+e=—)qg=—-KVu.
< +€0t>q Vu

Esta lei acrescenta efeitos de relaxamento no fluxo de calor. Tomando a divergéncia em ambas

as leis acima e substituindo nelas a equagao de conservacao
ou
c,— +divg = 0,
p P at q

em que p € a densidade do material e ¢, seu calor especifico, obtemos, respectivamente, as duas

equagdes
0 K
S Au=o,
ot pcy
Pu  ou K
— 4+ = - —Au=0.
“or2 * ot pe, "

Experimentos fisicos demonstram que, embora para alguns materiais (como areia ou tecido
humano) o parametro € pode ser grande, para metais € € muito pequeno, tem ordem de picose-
gundos [17]. E, portanto, uma questio natural perguntar se a dindmica dos problemas descritos
pela lei de Maxwell-Cattaneo estd proxima da dinamica descrita pela lei de Fourier quando o
parAmetro € é pequeno. Para casos autbnomos, com o termo semilinear extra f(u), a resposta
positiva, dada em termos da convergéncia de atratores globais com relacdo a distancia de Haus-
dorff para ambos os problemas, foi dada por Hale e Raugel em seus dois artigos [41, 42]. O
trabalho de Hale e Raugel foi posteriormente estendido em [10, 32, 34, 63], no entanto, resul-
tados correspondentes para versdes nao autdonomas de problemas governados pelas equagdes
do tipo acima estdao segundo nosso conhecimento, ausentes. Este presente texto visa preencher

esta lacuna.

3.2 Formulacao do problema e resultado principal

Seja || - ||12(0) @ norma usual de L*(0O) e definimos a norma em H;(O) por
lull iz o) = IVullz20), v € Hy(O).
Denotamos Z = H}(O) x L?(O) com a norma produto

1w, )% = llollZ20) + lullip o)y (u,0) € 2.
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A seguir fornecemos hipdteses necessarias sobre o termo nao autdénomo f, . Listamos estas
hipéteses e provamos algumas propriedades adicionais de f..
Assumimos que f. : R? — R é continuamente diferencidvel em relagio a primeira varidvel

t e duas vezes diferencidvel na segunda varidvel u e satisfaz as seguintes condigdes:

Ofe
—f :R? - R ¢é uma funcio continua,
U
0% f.
oz (bw)| Sc(l+[ul), VhueR, (3.3)

para alguma constante ¢ > 0 independente de ¢ € [0, 1] (no caso de f, assumimos que
[fo ()] < e(1+ [ul)),

a € / €E—
sup (1100 - sl + | S0 - i) S0, weer o
teR u
afe /
sup supsup (1£,) = fo)] + ]8—@, u) - fo(U)D <o, (3.5)
e€[0,1] teR ueR u
c
Jim sup 2 Oiw <60 < A, (3.6)

|u| =00
em que \; € o primeiro autovalor do operador de Dirichlet estritamente positivo —A com
dominio D(—A) = H*(O) N H}(O) C L*(O).
Além disso, assumimos que

' ofe

g (t,u)‘ < (1 +|u*®?) VtueR, (3.7)

sendo que a constante ¢ ndo depende de ¢, e

Ofe )
Ra>t— a—“];(t, u) € R € uniformemente continua, Vu € R. (3.8)
2
Também assumimos que a aplicacdo v — 5 ; (t,u) é uniformemente continua seja qual for
u
t € R, isto €,
0 fe 0 fe
lim |u, —ul=0 = lim sup|—=(¢,u,) — t,u)| =0. 3.9
n—)oo| ’ n— 00 te]g 8’&2 ( ) aug ( ) ( )

A dltima hipétese que precisamos fazer € que todos os equilibrios da equacao parabdlica se-
jam hiperbélicos. Em nosso caso, isto significa que para todas as solugdes e¢* € H}(O) (na

verdade, elas pertencem a H?(Q), uma vez que pertencem ao atrator Ay) do problema

—Au = fo(u), (3.10)
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o espectro do operador linearizado A + f/(e*)] nao contém zero.

Ao longo deste capitulo denotamos por C' vdrias constantes que dependem apenas dos
dados do problema (isto é, o conjunto O e as constantes presentes nas hipdteses sobre f).

Observamos que a condicado de crescimento (3.3) implica

|[felt,u+v) = felt,u)| < C(L+ [ul + o) o], Vu,0,t € R,e € [0,1], (3.11)
%(t,u—l—v) - %Ze (t,u)| < C(1+ |u|l+ |v|)|v], VYu,v,t €R,ee€]0,1]. (3.12)

Trataremos f. como uma fungdo que associa a cada tempo ¢ uma fungdo real na varidvel
u € R. Entéo temos f. € Cioc(R; Cioc(R)), sendo este dltimo um espago métrico com a métrica

da convergéncia uniforme em conjuntos compactos dada por

olf,9) =) 1 mamEPfTﬂﬂf@%iﬁn

520 1+ maxee—ry d(f (1), 9(1))

sendo d(¢, 1)) uma métrica em Cy,.(R) dada por

1 maxeerm lo(u) — v(u)
A6 0) = sryr max,e g p |6(w) — P(u)]’

ReN

Para e € (0, 1], definimos X, = {0, f. : t € R}g, em que 6, : ¥, — X, é operador de translacdo
Ope )
definido por 0, f(-) = f(t+-). Note que se p. € X, entdo 8£(t’ u) existe. De fato, para s # 0
U
temos
fet+ty,u+ ) — fe(t+tn,u)

Y

pe(t7u+ S) _pe(tuu) — lim

S n—oo S

sendo {t,,} C R uma sequéncia, e

dfe
ou

@+tu%ﬂmﬂ@+MW+@_ﬂ@+%m
w s—0 S )

Por (3.12) este limite € uniforme com relagao a n. Assim

Ipe .
—(t, existe, e
9 (t,u) ex

OPe (1 ) = tim e

. 1
51 Jim - (t+tn,u) (3.13)

Um argumento similar que usa a hipétese (3.9) implica que

0*p. ,
a—:; (t,u) existe, e

2 2
OPe(; uy = lim 2

i3 Tim S (). (3.14)

Seque-se que (3.11) e (3.12) sao satisfeitas para p. substituindo f., e que

9?pe
ou?

(t,u)’ < c(1+ Jul). (3.15)
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Observamos também que a hipétese (3.4) permanece vélida se substituirmos f, por p. € ..

Notemos que (3.7) implica que
|fo(ti,u) — fo(ta,u)] < C(1+ [u|P)|ty —to], Vi1, to,u €R, (3.16)

donde segue que f. é uniformemente continua em relagfio a ¢ para u pertencente a conjuntos
limitados, e assim, por [16, Proposi¢ao V.2.5] segue-se que f, é uma funcdo de translagdo com-
pacta em Cjoc(R; Cioe(R)). Concluimos que 3. é compacto neste espago métrico e invariante

em relacdo ao grupo de translagdo.

A continuidade uniforme de a—J; em relacdo ao tempo na condi¢do (3.8) € necessdria para

que (3.7) continue valendo se substituirmos f, por qualquer p, € ¥.. De fato, seja p. € ¥, 0

que significa que para uma certa sequéncia t,, temos

i Jel F it 85u) = [t 4t w) _ pelt + 5,u) = pe(t, u)

n—oo S S ’

Sttt s, u) = f(t+tn,u)  Of
lim = =<
5s—0 S 815
Este ultimo limite é uniforme com relacdo a n. De fato, usando o Teorema do valor médio

(t+ tn,u).

temos
fe(t+tn+3au)_fe(t+tnau) afe afe afe
- t tn; = t tn 0 ) - t tna )
. 8t(+ ) 8t(+ +0s,u) E)t(+ u)
o . Ofc. . s ~ .
e a continuidade uniforme de en implica que esta ultima expressdo converge uniformemente
para zero com relacdo a n quando s — 0. Segue-se que, p. € diferencidvel com relagdo a t, e
dfe Ipe
li t tTL? = 4, t? )
A8, g U o) =T (1)

portanto (3.7) continua valendo para p..

Finalmente, é claro que em (3.5) f. pode ser substituido por qualquer p. € 3. e de fato

pode-se substituir o supremo sobre o tempo em (3.5) pelo supremo sobre ...

No préximo corolario obtemos uma propriedade util de p..

Corolario 3.1. Para todo R > 0 e todo p. € %, temos

. Ip. /
i s sup (11:5) = ()] + 209 = i
€20 |5|<R teR §

)-o

Demonstracao: Suponha que a afirmacio ndo seja correta, entdo existem o > ( e uma sequén-

)=

cia ¢, — 0 tais que

Ipe,, /
sup sup (I, (69 = o)+ | 52(0.9) = 745
|s|<R teR S
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Assim existe uma sequéncia s, com |s,| < R tal que

Ope ,
sup (1pet,50) = sl + | B2 0.5) = i)

teR

> 4
> .
-2

Portanto para uma subsequéncia de s,,, a qual denotaremos novamente por s,, temos s,, — Sg

com |sp| < R. Além disso, existe uma sequéncia t,, tal que

o Ope,, ,
Z < |p€n(t7 Sn) - fO(Sn)| + ‘ Os (tmsn) - f()(sn)
Ope,, Ope,,
< s 50) = sl | 25 ) = 25150

+ [ fo(s0) = fo(sn)|+ [fo(s0) — fo(sn)]

)

onde usamos (3.11) e (3.12). De (3.4) resulta que a tultima expressdo tende a zero quando

O0s

oy (tas 50) — folso)|+ \ Pew (4. s0)— i (s0)

< 40— o1+ 5up (e o0) = o) + | %0 50) = f)

n — 00, uma contradi¢do. [ |
A equagido (3.1) define um processo ndo linear {S(¢,7) : t > 7 € R} em Z, com
Se(t, 7)(uo, ur) = (u(t), w(t)), t >,

sendo (u(t),u,(t)) a solugdo do problema (3.1) tal que u(7) = ug e u,(7) = u;. E conhecido
(veja [3]) que {S.(t,7) : t > 7 € R} possui um atrator pullback {A.(t) : t € R} em Z. Se
{To(t) : t > 0} € um semigrupo em H}(O), definido por Ty (t)ug = u(t), onde u(t) é solugio
de (3.1), denotamos por Ay seu atrator global. Para comparar esses dois atratores devemos
encontrar uma maneira de ver A, como um subconjunto de Z. Isso € feito simplesmente

definindo a imersdo natural do atrator global Ay C H& (O) em Z, isto é,

AO - {(¢7¢) €Zz: Q/} - A¢+f0<¢)7¢ € AO}

Pela propriedade de regularidade de Ay, a saber, Ay C H?*(O) N H(O) seque-se que Aj é
bem definido. Além disso, este conjunto € limitado em H?(O) N H}(O) x H}(O) (veja [41])
e portanto compacto em Z.

Sabe-se, (veja, por exemplo, [41, Teorema 3.8.5]) que o fato de que todos os equilibrios

de (3.2) sdo hiperbdlicos implica que o nimero desses equilibrios € finito, podemos denota-los

por & = {ej,..., e’} e o atrator global possui a caracterizagio
Ao = JW"(e), (3.17)
i=1
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em que W"(ef) é a variedade instavel do ponto de equilibrio e dado por
W (er) ={y € Hy(O) : existe uma solugdo global £ : R — H;(O) de (3.2) tal que
£(0) =ye&(t) = ¢}
O seguinte teorema € o resultado principal desse capitulo.

Teorema 3.1. Os atratores uniformes, pullback e cociclo sdo continuos em ¢ = 0. Mais

precisamente, temos
lim disty (.Ae, .Ao) =0,
e—0

lim sup disty (Ac(t), Ag) = 0,

e—0 teR

lim sup disty(Ac(pe), Ag) = 0.

=0 p.es.

A prova serd apresentada na parte seguinte do capitulo. Primeiro, na Secao 3.3 demonstra-
mos a semicontinuidade superior usando as estimativas a priori do Apéndice A. Em seguida,
na Sec¢do 3.7, provamos a semicontinuidade inferior usando as estimativas da Secdo A.4.1 e os

resultados auxiliares das Sec¢des 3.4, 3.5 e 3.6.

3.3 Semicontinuidade superior

Nesta secdo provamos a semicontinuidade superior de atratores. Para isso, usaremos as es-
timativas a priori e os resultados da decomposi¢do do processo em dois componentes, o suave,
e o que decai a zero. Esses resultados auxiliares sdo provados no Apéndice A. Claramente, o
atrator uniforme contém todas as fibras dos atratores cociclo (e pullback) e, portanto, € sufi-
ciente obter o resultado de semicontinuidade superior para atratores uniformes e o resultado
correspondente para os atratores pullback e cociclo seguira trivialmente.

Primeiro observamos que o problema (3.1) define um SDN (¢, 0)(z x.) em Z, em que 6,

sdo os operadores de translagdo em X, e o, : RT x ¥, x Z — Z é a aplicacdo dada por

Sp(t’pf)(u()?ul) = (u(t)7ut(t))7 t >0, pe € X,

em que (u(t), u(t)) é a solugdo da equagdo (3.1) com f. substituida por p, e condic¢o inicial

(up,u1) € 2.

Lema 3.1. Para todo € € (0,1] o SDN definido pelas solugcdes de (3.1) é uniformemente

assintoticamente compacto.
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Demonstracao: A afirmacdo resulta da decomposicao do SDN no termo que decai a zero € o
que é compacto, veja (A.9)—(A.10) e (A.11)—(A.12) abaixo, e Lemas A.1, A.4, Corolério A.l
abaixo. A uniformidade com relacdo a Y. segue-se do fato de que as estimativas dos Lemas
A.1, A4, e Coroldrio A.1 possuem constantes inalteradas quando substituimos f, por todo

Pe € Y, veja Observagdes A.1 e A.3. [ ]

O préximo resultado resume as estimativas a priori do Apéndice A.

Lema 3.2. O conjunto B := .|y ,) Ae € limitado em (H?(O)N HL(O)) x H{(O). Para todo
e € (0, 1] as trajetorias completas (u(-),us(+)) em A, satisfazem u € Cy(R; H*(O) N Hy(0O)),
u; € Cy(R; HY(0)) e uy € Cyp(R; L*(O)). Além disso, temos a estimativa

EHUtt<3)H%2(O) < C, Vs € R,
com a constante C' independente de e.
Demonstracao: As estimativas sdo obtidas dos Lemas A.11 e A.12 no Apéndice A. [

Tendo em vista as estimativas do Lema 3.2, podemos provar o resultado de semicontinui-

dade superior de atratores uniformes. A prova € inspirada nos argumentos de [41, Secao 3].

Teorema 3.2. A familia de atratores uniformes { A : € € [0, 1]} é semicontinua superiormente
em e = 0, isto é,

lim dist (A, Ag) = 0.

e—0

Demonstracdo: Com efeito, seja (ug, u}) € A., come¢, — 0. E suficiente mostrar que existe
uma subsequéncia de (ug, u}'), a qual denotaremos novamente por (ug, u}) e um (ug, u1) € Ap
tal que

(ug, uf) = (uo, ua),

sendo que a convergéncia é em Z, isto €, ufl — ug em H}(O) e u} — uy; em L?(O). Como
(ug,uy) € A.,, pela invaridncia levantada de A., existem p., € X, e fungdes (u"(-),uy(-))
com (u™(t),up(t)) € A, paratodo t € R tais que (u™(0),u}(0)) = (uf,ul) e

entiyy(t) + ui (t) — Au”(t) = pe, (t,u"(t)). (3.18)

Passaremos o limite com 7 tendendo ao infinito na equacgdo (3.18) e mostraremos que, para
uma subsequéncia,
(W' (1), uy (1)) = (a(t), w(t)), VteR,

com ||t(t)|| g0y < C paratodo t € R, u resolve a equagdo parabdlica (3.2). O resultado

seguird, pois teremos @(t) € Ag paratodo t € R e u,(t) = Au(t) + fo(u(t)).
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Seja J C R um intervalo compacto. As estimativas do Lema 3.2 e o Teorema de Arzela—
Ascoli implicam que existe © € C(J; H}(O)) tal que para uma subsequéncia, u" — @ em
C(J; H}(0)). Como J € arbitrario, usando um argumento diagonal podemos construir % €
C(R; Hy(0)) tal que

sup |u(?)||gio) <C e u"—u em C(J; Hy(0)), (3.19)
teR
para todo intervalo compacto J C R. Além disso, o Lema 3.2 implica que

lim sup <6n ||uZt(t)HL2(O)> =0.

Passaremos o limite no termo nao autdonomo. Para todo n existe uma sequéncia t;, tal que
0(04, fesPe,) = 0, quando k — oo.

Seja J C R um intervalo compacto, temos

sup [|pe, (¢, w"(t)) = fo(u" (1)l 20y < sup [|pe, (8, w" (1)) = feu (¢ + o, " (1)) [ 20)
teJ teJ (320)

o sup [ fe, (¢ 4+t 0" (0) = folw" () llzz0) + 50 [ folw"(8)) = fo(@®) 2o

O Lema 3.2 implica a limitagdo do termo u"(t) em H?(O), o qual nos d4 uma limita¢do
uniforme de |u"(z,t)|. Assim, para todo > 0 podemos encontrar k (dependendo de n e 9) tal

que

SUp [, (£ (1)) = Fo (£ + 0" (1)) 12(0) <
€

Wl >

Para passar para o limite no segundo termo de (3.20), note que (3.11) implica

|[fen (& 4, u™ (2, 1)) = fo(u"(z,1))] < Sup sup [fen (8, 0) = fo(v)],

em que R é uma limitacdo uniforme de |u"(x,t)|. Pelo Coroldrio 3.1 esta dltima expressdo
tende a zero, e logo, podemos encontrar Ny tal que o segundo termo em (3.20) € menor ou
igual a § /3 para todo n > Ny, onde N, depende de 0, mas independe de k. Para o dltimo termo

em (3.20) usamos (3.11), o qual implica
I fo(u™(t)) = fo(@®)llr2o) < C(L+ ™ (O)l70) + 180 700 1" (1) = @Bl o)
e a convergéncia exigida segue de (3.19). Assim, provamos que

sup [[pe, (. u" (1)) = fo(u(t))2©) = 0, quando 7 — oo,
te
E por um argumento diagonal podemos construir uma subsequéncia tal que a convergéncia se

mantenha em todos os intervalos compactos J C R.
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Reescrevemos (3.18) como
uy (t) = pe, (6, u"(t)) + Au”(t) — enuy(t).

O lado direito converge para fo(u(-))+Auem C(J; H~'(O)) sobre cada intervalo compacto ./,
e assim, u;’ também converge para esta fungdo que deve ser igual a @;. Como sup [|uy' ()| g2 (o)
é limitado, segue-se que u} — @; em C(J; L?*(0)) para cada intervalo corile;{acto J. Pode-
mos passar o limite em todos os termos em (3.18) resultando que % € uma trajetéria completa

limitada para a equacdo parabdlica (3.2). A prova estd completa. [

Como uma simples consequéncia, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.3. As familias de atratores cociclo e pullback {Ac(pe) }p.ex., € {Ae(t) }rer para o
processo definido por (3.1) sdo semicontinuas superiomente em € = 0, isto é,

lim sup dist(A.(p.),.Ag) =0,

0 peex.

lim sup dist (Ac(t), Ag) = 0.

3.4 Existéncia e continuidade de solucoes globais limitadas

Nesta secdo, provamos que perto de um ponto de equilibrio hiperbdlico de (3.2) existe
uma Unica solugdo global limitada de (3.1). Em todas as demonstra¢des C' e D representardo
constantes positivas e K (¢) para € € (0, 1] denotard uma fung¢io positiva, monétona e continua
tal que 11_1)1% K(e)=0.

Seja e* um ponto de equilibrio hiperbdlico de (3.2). Por (3.3) segue que f)(e*) estd bem
definido, pertence a L(H}(O); L*(O)) e é auto-adjunto.

Denotamos A = A + f{(e*), o espectro o(—A), consiste em autovalores reais o(—A) =
{A\1, A2, ...}. Se os ordenarmos de maneira ndo decrescente, os primeiros autovalores podem
ser negativos, 0 ndo € um autovalor, e os restantes devem ser positivos. Considere a seguinte
equagdo linear em Z.

€Wyt + Wy — Aw = 0,

que pode ser reescrita equivalentemente como

z = Aez

) )
29 €Wy A —I/e
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Podemos facilmente verificar que o espectro o(A,) de A, é dado por

14 /T e
U(Ae):{ ; 6J:j:1,2,...}

€

11— T4, .
J /'L; = % ’ io)—OO

Denotamos por p(A.) o conjunto resolvente do operador A.. Seja N, o maior indice i para o

w = 1 \/Qﬁ 8
qual 4e\; < 1. Denotamos S = {uf, ..., uk , puy, ..., puy, } (se 4eX; > 1 para todo \;, entdo
o conjunto S € vazio). Todos os autovalores em S sdo reais, dividimos S em dois conjuntos
disjuntos S; e Soemque S = {u € S :pu > 0}e Sy = S\ 5. Também denotamos
S3 = o(A) \'S. Se A = 1/4e é autovalor de —A, entdo o correspondente yf = p; =
—1/2¢ é assumido pertencer a S3. O resultado seguinte fornece as propriedades assintdticas

do semigrupo governado pela equagdo acima em trés subespacos de Z (veja [4, Capitulo 4,
Secoes 2 e 4] e [42, Secdo 4.1]).

Lema 3.3. Existem ¢y, My, 5 > 0, tais que para 0 < € < ¢, temos

HeAEthHL(Z) < e,Bt’ tSO, (321)
2 Rel|cz) < Moe ™, >0, (3.22)
My .
647 = Qe = Rollez) < —2e™®, 20, (323
em que
1
c=— [\ = AN ),
Q=5 7( )
1
R.=— [ (M — A)~td),
27T2 5

e y é uma curva suave fechada simples com trago em p(A.) N{\ € C : Re X > 0} orientada
no sentido anti-hordrio contendo S, e 6 é uma curva suave fechada simples com traco em

p(A)N{X € C : —1/2¢ < Re A < 0} orientada no sentido anti-hordrio contendo Ss.

Demonstracio: Verifiquemos como o semigrupo e“<* age sobre o espaco gerado pelas auto-
fungdes do operador — A. Denotamos por u; 0 autovetor unitdrio (em L?(0)) de — A associado

com J)\;. Consideramos trés casos separadamente.

Caso 1. 1 — 4e)\; > 0. Neste caso p; e u; pertencem a S. Como o sinal de y; é sempre
negativo, devemos ter y; € S, e o sinal de ;" pode ser positivo ou negativo, dependendo do

sinal de \;. Se \; < 0 entdo o correspondente 4i; € positivo, portanto ;€ S;, por outro lado,
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se \; > 0 entdo u; € negativo e consequentemente y; € S, . Os autovetores associados a j1;

e u; sao dados respectivamente, por

. 1+ VT —4e), ) —1— T —4eX,
u;, =\ Uy, U; e u, =\ u, U; | -
2\/€ 2\/€

(2 (2
O operador Q. é a projegdo sobre o espaco gerado pelos v, para os quais p;” € positivo R, € a

projecdo sobre o espago gerado pelos u; e aqueles u;” para os quais 4 é negativo.

Notemos que

+ _ -+ _
Adyt = etityl e ey = ety

€ K3 K3 K3

assim

]

et

+ - —
et u ||z = e Huf ||z e |z = e Hlu; || =

Se \; < 0et <0,entdo € facil verificar que
eujt < e%(\/174)\,‘71)t < e%(\/174)\K71)t
— J— )

em que \x € o maior autovalor negativo (proximo de zero) de —A. Se, por sua vez, \; > 0 e

t > 0, entdo, da mesma forma

+
/J,vt — At —>\K 1t
efim <e < e KA

em que Ak € o menor autovalor positivo de —A. Para i, todas as direcdes u,; sdo instaveis

e temos parat > 0 e todo \;
it < o7t/(26) < —t/2

Caso 2. 1 — 4e)\; = 0. Esta situacdo pode ocorrer somente para ¢ num conjunto discreto, isto

é, e = 7. Depois de alguns cdlculos obtemos

t t
U, e 2 (14 L 0 Lemaet
el = 1( _ﬁﬁ) up e et = Y | i
0 AR U; e 2e( _Z)
Usando a desigualdade e e % < %, obtemos
Act Wi _t t t ¢
€ 0 <e <1+ 2—€> Hui”H(}(O) + 4_56 2e Uz’HLZ(O)
Z
_t t Ct _+ _t U;
Se (1 + Z) [will 50y + el Uil a0y < Ce™ 3 0 :
z
Como u; € um autovetor de — A e o correspondente \; € positivo, temos
C
luillzz0) £ —=lluillmoy e luillmo) < (VA + O)luillz20), (3.24)

Vi
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portanto

t
< 626

oAt 0
Us

t
i % 1 o i
uill o) + € ( + 26) luill z2o)

Z

< e fuil| g1 o) + Ce™ 5 ||uil| 2(0)

1 t

< 1+ — T e
_C'< +\/E>e
C 0
E U;

Caso 3. 1 — 4¢e); < 0. Como no caso 2 analisamos como e“'<! age sobre os vetores (0, ;) e

Uy HL2(O)

_L
4e

<

z
A prova estd completa para o caso 2.

(u;, 0). Novamente, depois de alguns célculos obtemos

pAct up | e 2 (COS (—\/Lkg’\sﬁt) + \/46}\i_1sen (‘/462’\677175)) .
0 )\ e (VIR T k) sen (Y57 )
e At 0 - —4Eii_1€’isen (@t) .
Uy e <cos (\/TQ o \/zieiﬁsen (\/TO) i

Usando (3.24) e as propriedades das fungdes sen e cos, bem como a desigualdade e e 2% <2

Y ! t
<t (1 5 ) Il + 5o (VIR =T+ ) Jullo
zZ
Us
0

t
lodngor + ¢ (14 52 ) lullzo

obtemos

U;
€A€t
0
_t Ct C ,L 46/\Z —1 _t
<e (1+ 5 ) luill g o) + 5 QET”WHHol(O) < Ce™

Z

Finalmente, temos

U;
z

n 46/\1 — 1
Se —25
< 2V +2C .«

3 46)\1 — 1

clsen | ——
o V 46)\1 -1 2¢

Consideramos dois casos. Se 4e\; — 1 < 1, entdo

2N +2C ¢ (\/46)\i—1 ) 2V +2C ¢ C ¢t T
—————e 2 |sen| ———t || < ———e 2 .
vV 46)\2 —1 € 2€

Caso contrario

2v/\; +2C i
vV 46/\1 —1

t
HUZHL2 —|—€ 25 (1 + 2—6) ||ulHL2(@)

2¢e

(_mtﬂg (L Lw) k<
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Portanto, obtemos

(o)l =a e =)

e a prova estd completa. [

_t
4e

<
z

Y

Z

Z

Teorema 3.4. Seja e* uma solucdo de equilibrio hiperbolica para (3.2) e suponhamos que
(3.4) seja satisfeita. Entdo, existe €y > 0 tal que para cada 0 < € < €y e p. € Y. existe uma

solugdo global limitada de (3.1) com p. substituindo f,.
R>t— & ()€ 2.
Além disso,

lim sup|I¢}, (¢) = (¢", 0)lz = 0.

Demonstracao: O argumento segue as idéias da prova do Teorema 2.1 em [11]. Se u € uma

solugdo para (3.1), entdo w = u — e* satisfaz a equacao
ewy + wy — Aw = hy (t, w), (3.25)

em que
he(t,w) = pe(t, € + w) — fo(e") = fo(e)w.

Podemos reescrever a equacdo (3.25) equivalentemente ao seguinte sistema

2 =Acz+ Hep (t,2), (3.26)

= L H ) ! (3.27)
z= = e (t,2) = ) )
29 ew, ) he(t, z1)

Denotamos por z(t) a solucdo de (3.26), que pode ser expressa pela seguinte formula da varia-

com

¢do das constantes
t
o) = MOs(r) 4 [ OIH (5, 5(9) ds (3.28)

Aplicando as projegdes ). e [ — (). na tltima expressdo e tomando os limites quando 7 — 400

e T — —00, respectivamente, obtemos

Qez(t) = / t M QH, (5, 2(5)) ds,

[e.e]
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(I —Q)z(t) = / eAE(t_S)(RE +1—Q.— R)H.p (s,2(s))ds.

—0oQ
Consequentemente, uma solugdo para (3.26) existe em uma vizinhanga pequena de z = 0 se, e

somente se, a aplicacdo

t

t
S()(t) = / Q. , (5, 2(s)) ds + / AR, , (5, 2(5)) ds

o0 —0o0

t
N / A1 — Q. — R)H. . (s,2(s))ds

—0o0

possui um unico ponto fixo no conjunto

X, = {z ceCR;2): suﬂg 12(t)]|z < 77}
te

com 7) pequeno adequadamente escolhido. Este conjunto é um espago métrico completo com
a topologia uniforme. Mostraremos que a aplicacdo S € uma contragdo que leva X, em si

mesmo, e portanto, possui um tnico ponto fixo em X;,.

A hipétese (3.12) escrita para p, implica
[He(t, 2]z = [he(t, 21(8) |2 (0)
|he(t, 21(x, )] < [pe(t, € (x)) = fole"(2))]

| Lt et () = fife (@) I, O] + €O+ e @)+ aa Dlaa )

De (3.4) escrita para p, segue-se que

[ Hep. (¢, 2(2) |z < K(e) + K(e)|21(t) [l 22(0) + Clllz1(D)ILs0) + 121016 (0))-

em que K (€) é uma func¢@o continua e monétona com lir% K(e) =0, logo
e—

[ Hep (t, 2(t) |z < K(€) + K(e)n + Cn* (1 +1).
Pelo Lema 3.3 temos
ISE)@)]z < /too I Hep, (5, 2(5))]| 2 ds
+ M,y /t e‘ﬁ(t_s)Hnge(s,z( )|z ds+ —/

—00

(3.29)

Hep (s, 2(5))]| 2 ds

sup [|S(2)(t)]|z <

teR

(Moﬁ-l- ! + 4M0\/E) (K(e) + K(e)n+ Cn*(1+n))

< K(e) + K(e)n + Cn*(1 +n).
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Precisamos também que S seja uma contragdo. Nao € dificil verificar que
|hPe (t7 Zl(xv t)) - hpe (t,Z_1<I, t))| < K(6)|Zl(x7 t) - Z_l([E, t>|
+ D1+ |z1(z, )| + [Z1(z, ) ) (|21 (2, )| + [ (2, O)]) |21 (2, 8) — Z1(, 1),
donde segue que

[Hep (t, 2(1)) = Hep (8,2()) |z < (K (€) + D(1 +n)n) ||2(t) = Z(1)]| 2,

sup [S(:)(1) = SOz < (252 + 40ave) (K(6) + DL+ mim)sup |:(6) — ()]

teR

< (K0 + D(1 -+ ) sup [2(t) - 20)] =
S
Escolhemos ¢y > 0 suficientemente pequeno tal que

1 1 1
K(e) < min{

- - < €.
3’180’12D}’ ves e

Assim, se escolhermos 17 = 3K (€) com € < ¢, é fécil verificar que para tal escolha de 1 a
aplicagdo S leva X,, em si mesmo e ¢ uma contragio sobre X,. Assim, obtemos que £’(-) é

uniformemente préximo de (e*, 0) e tende para (e*,0) quando ¢ — 0. |

Seja & (t) = (¢P<(t),¢r"(t)) a solugdo do problema (3.1) com p, € X substituindo f que

¢ uniformemente préxima de (e*,0). Fazendo w(t) = u(t) — 1*<(t), reescrevemos (3.1) como
€Wy + Wy = Aw + 9p. <t7 U)), (330)

em que gy (¢, w) = pe(t, P7<(t) + w) = pe(t, (1)) = fole")w.

A equacio (3.30) é equivalente ao sistema

Z=Az+ Gy (t,2) (3.31)

-(2)-(2): ()

Assim, 0 € uma solucao limitada globalmente definida para (3.31).

com

3.5 Existéncia de variedades instaveis como grafico

Nesta secdo mostraremos a existéncia de variedades instdveis locais para a solugdo global
limitada & (-) de (3.30).

Comecamos citando uma versdo do lema de Gronwall que serd usada nesta secao.
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Lema 3.4. [31, Teorema 15] Seja x(t) uma funcdo real, continua e ndo negativa tal que para

t >t

z(t) <c+ /tk(t, s)x(s)ds, ¢>0

to
em que k(t, s) é uma fungdo continuamente diferencidvel em t e continua em s com k(t, s) > 0

parat > s > t,. Entdo
x(t) < Ceftto (k’(s,s)—i—ftz %(s,r) dr)ds

Lembramos o conceito de variedade instdvel de uma solugdo global.

Definicdo 3.1. Sejam {S(t,7) : t > 7 € R} um processo de evolugdo em um espago de
Banach (X, || - ||) e & : R — X uma solugdo global de {S(t,7) : t > 7 € R} . A variedade
instavel W*"(£*) de £* : R — X € definida por

W& )={(t,¢) € R x X : existe uma solugdo global§ 'R — X de
{S(t,7): t > 7} 1al que &(t) = C e [|§(s) — € (s)l| == 0}

A O-variedade instdvel local de ¢* ¢ definida por

Wi (€5,6)={(t,¢) e Rx X :||[¢ — & (t)|| < 6, existe uma solugdo globalf ‘R — X de
{S(t,7): t > 7} com&(t) = (,E(s) = € (s)|| < 6, Vs <relE(s) — € (s)] "= 0}

A secao da variedade instavel de £* no instante ¢ é definida por
WH(E)(t) ={Ce X : (t,¢) e W"(£")}-
Finalmente, definimos a se¢do da J-variedade instavel local de £* no instante ¢ por
Wige(§7,0)(t) = {C € X : (t,¢) € Wi (&7, 0)}.

Note que, escrevendo (3.1) como em (3.31), € suficiente concentrar-se na existéncia de

variedades instdveis em torno da solugdo zero, isto €, consideramos solu¢des da equagdo
Z=Az+ Gep (t,2). (3.32)

Podemos facilmente verificar que dado p > 0 existe 6 > 0 independente de ¢, €, p. tal que

se ||z]|z < 4, entdo

1Gepc(t,2)llz < p,

- . (3.33)
1Gep(t,2) = Gep(t,2) | 2 < (p+ K(€))l]z = 2|z
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De fato,

2%%(7wpf<t>+el<w—ws<t>>>‘w ‘%( tyr) = fi(e)

< C((1 A+ |whw] + Dlwl,

|w]

Gep (t.10)] <\

|ge,pe (t w) — Ge,p. (t’ IZJ)|

2
‘a Pe (1,47 (t) + byi0)id +

n ( OO 1, ye0) — 1)) + |t 1)) - fé(e*)!) jw — )

< (COAH+ w| + [@])(Jw] + |w]) + K(€))|w — ],

1 0%p,
2 Ju?

(t, P (t) + w + O3(0 — w))(w + u?)’ |w — |

em que 0, 0,,03 € (0, 1), e a afirmagdo segue.

Observaciio 3.1. E possivel estender a funcdo G p. fora de uma bola de raio ) de tal forma que
a condi¢do (3.33) continue valendo para todo z € Z. De fato, definimos GQPE RxZ—Z

G ( ) Gﬁpe(ta Z), HZ”Z < 4

ep (2

’ Gep. (t,ai) . 2llz > 6.
12|z

A extensdo C;’e’ps é globalmente Lipschitz e sua constante Lipschitz é a de G, restrita a

bola de raio 6.

Sob a hipétese de que (3.33) € satisfeita para todo z € Z com algum p > 0 adequadamente
escolhido, nesta secdo provamos que a variedade instdvel de uma solucao global hiperbdlica
limitada £*(-) é dada como um grafico de uma fungéo apropriada. Usando este fato, provare-
mos na proxima secdo a continuidade das variedades instdveis locais para o caso quando G .

satisfaz (3.33) apenas para ||z||z < § com § > 0 adequadamente pequeno.

Portanto, daqui em diante substituimos G, em (3.32) por G.,. que se supde satisfazer

(3.33) para todo z e para um p apropriado (que serd especificado abaixo), isto &,
i= Az 4 Gep (L, 2). (3.34)

Seja W, (0) a variedade instdvel da solugdo 0 de (3.34). Mostraremos que existe uma fun-
¢do limitada e Lipschitz continua X377 (¢,-) : Z — (I —Qc)Z tal que X7 (¢, 2) = X750 (, Qc2)
e

w (0) = {(t, 2) 1 2=Qz+ Y (1,Qz), z € Z}

€,De
A continuidade das variedades instdveis seguird da continuidade das fungdes 77! (¢, -) quando

e — 0.
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Observacio 3.2. Se z(t) é uma solugdo de (3.34) definida para t > t,, escrevemos z*(t) =
Qz(t) ez~ (t) = z(t) — 27 (t). Entdo

t
2T (t) = et Q 2F (t0) +/ A 0Q Gy (5,27 (s) + 27 (s)) ds,
to

. (3.35)
) = M= QU (1) + [ N = QG (5,27(5) 4 2 (5) .

to
Observe que estamos procurando uma fungdo ¥**(¢) talque se 7 € Re ¢ € R(Q.), entdo
a solugdo z(t) de (3.34) com Q.z(7) = ¢, (I —Q)z(7) = X% () € tal que z(t) estd no grafico
de X% (t,-) para todo t. Isto significa que, 2™ () = X} (f, 27 (t)) para todo t, assim (3.35)
torna-se
t

2H(t) = eAE(t_tO)Qeer(to) +/ eAe(t_s)Qeéape(s, 2H(s) + 25" (s,27(s)))ds,  (3.36)

67p€
to

t
27 (t) = eAe(ttO)(I—QE)z(to)jL/ eI (1-Q)Gep. (5, 2T (SHEDY (5,21 (s))) ds. (3.37)

to

Além disso a solugdo, z(t) deve tender a zero quando ¢ — —oo (em particular, deve ficar
limitada quando ¢ — —o0). Fazendo ¢, — —oco em (3.37) temos
t
(1) = S5 (8, 2 (1)) = / AT — Q)G (5,24 (s) + 0 (5, 24(s))) ds,

€7p5 €7p6
—00

em particular, parat = 7,
Sipn0) == (1) = [ NI = Q)G (5127(5) 4 Zig (5.2 (9) s,
em que 2zt : R — Z é uma solugido global de (3.36) tal que 27 (7) = (.
Observe que a equagdo para z em (3.36) é desacoplada da equagdo para 2~ e que a tltima
equagdo integral acima pode ser vista como problema de ponto fixo para 377 (7, -).
Para mostrar a existéncia da fungdo >**(7, ), usaremos o principio da contragdo de Ba-

nach. Para isto fixemos D > 0, L > 0,0 < ¥/ < 1 e escolhemos p > 0 tal que

MgD, p(1+L)<é,
B 2
pMo(L+L)(1+48) _ L 2oMo(1+45) _ v (3.38)
E -2 B T2

pMo(3 +45) <

N
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Também escolhemos ¢, tal que ¢y < ﬁ e para todo € € (0, ¢] temos

K(OMo(1+L)(1+45) _ L 2K () My(1+45) _ 0
5 -2 o} -2
(3.39)
K()(1+ L) < g, K () Mo(3+ 48) < g.

Definicdo 3.2. Dado ¢ > 0, denotaremos por BL(D, L) o espaco métrico completo das fun-

coes continuas Y. : R X Z — Z satisfazendo

Y(t,2) = X(t,Q.z), paratodo (t,z) € R x Z,

YX(r,2) € (I —Q.2)Z, paratodo (7,2) € Rx Z,

Sup(T,z)GRXZ HE(Ta QEZ)”Z < D7

|12(7,Qcz) — X(7,Q2)||z < L||Qe(7)z — Qc(7)Z]| z, paratodo (7,2,2) ERX Zx Z

e a distancia entre ¥ ¢ 3 € BL(D, L) ¢ definida por

IZC) =20 )le = sup  [[B(7,Qez) — (7, Qe2)|z

(1,2)ERX Z
O resultado seguinte € provado de forma semelhante a [11].

Teorema 3.5. Suponhamos que as condi¢des acima sdo satisfeitas e ¢ € (0, o), entdo existe
uma fungdo 7% (-, ) € BL(D, L), tal que a variedade instdvel W, (0) de (3.34) é dada por
W (0)={(r,w) ERx Z:w=Qw+ X7 (7,Qw)}.

€,Pe

Demonstracdo: Para 7 € R e arbitrdrio ( € Q.2 e ¥ € BL(D, L) denotamos por z*(t) =
Y(t,7,¢,2) asolugdo de

t
2H(t) = eAt=T)¢ +/ eA=Q. Gy (5,27 (s) + B(s,2%(s)))ds para te€R. (3.40)

T

Em seguida, definimos

O(X)(1,¢) = / eAT=)(] — Qe)ée,pe(s,zJ’(s) + (s, 27(s))) ds. (3.41)
Mostraremos que, para p > 0 satisfazendo (3.38), a aplicacdo ® leva BL(D, L) em si mesmo,

¢ uma contragdo e, portanto possui um unico ponto fixo em BL(D, L).
Primeiro note que, pelo Lema 3.3, segue que

T

My, - M,
p (MOG_B(T_S) + 706_46) ds <p (—0 + 4MO) (3.42)

o)l < | : .

—0o0
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e de (3.38) temos que

sup ||P(X)(7,2)]|z < D.
(1,2)ERX Z

A seguir, suponhamos que X e ¥ sdo fungdes em BL(D, L), (,¢ € Q.(7)Z e denotemos
2H(t) = (t, 7, ¢, %), 21 (t) = (t, 7,(, X) como em (3.40). Entdo

(1) - 30 = QU -
[ MG 5, 775) + 5o, 7)) ~ Gl 36) + Bl T s,
usando o Lema 3.3 e (3.33) obtemos
I = 2* 0l < e~z

b [ NG (5,5 (5) + £, (9) = G (5,57(6) + (o, 27 (5D ds
< Mg =z + o+ KN =Sl [ s
o+ KA+ D) [ It - 2792 ds.

Se ¢(t) = e =) 2*(t) — ¥ (t)||z, entdo para t < T, temos

(p+ K(e))
B

Pela desigualdade de Gronwall, para ¢ < 7, obtemos

ot) < I — Cllz + IS = Sl + (p+ K()(1+ L) / " b(s) ds.

1) — 2+ (0))1z < {uc e+ Wuz - ium} LF-EHRO+DNT) (3 43)

Assim
9(2)(7.C) — #(E)(r. 0z
<ty [ (4 T ) Gl (0) + 59
— 5,5 (5) + (o 2 (5) | ds
< [ (e 2@ ) 14Dl 0= Gl - S] ds
Agora usando (3.43), (3.38) e (3.39) obtemos
9(2)(7.C) ~ S0z

< (K () [1+4/3+<p+K<e>><1+L> (4+m)] 125

144 R (3.44)
5 B¢ =&l

1= = Sfloe + (p + K () Mo(1 + L)

+(p+ K () My(1+ L)
14483

14483
B

< (p+ K(€))2Mp I¢—<lle-
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Segue-se de (3.38) e (3.39) que
12(2)(7,¢) = 2(2)(r,O)llz < LIIC = Cllz + 9IS — 5. (3.45)

A desigualdade (3.45) com X = )y juntamente com (3.42) implicam que ¢ leva BL(D, L) em
BL(D, L). De (3.38) a estimativa (3.45) com ¢ = C~ mostra que ¢ € uma contragdo. Portanto,
existe um tnico ponto fixo X7 = &(31 ) em BL(D, L).

No que se segue provaremos que, se z(t) = z1(t) + 27 (¢), t € R, é uma solugéo global de
(3.34) que fica limitada quando ¢t — —o0, entdo existem constantes M > 1 e v > 0 tais que

paratodo ty <t
27 () = Sop (£, 27 (1) || 2 < Me" 1127 (t) — Sip (¢, 27 (t0)) || = (3.46)

Fazendo ty — —oc em (3.46) obtemos que 2~ (t) = X} (t, 27 (t)), para cada t € R. Isto
também garante que ¥} (¢,0) = 0, pois 0 € solugdo de (3.34).

Sejam z(t) solugdo de (3.34), ((t) = 2~ (t)—X5" (t, 21 (t)), e y™ (s,t), para s < t asolugdo

€,De
de
yT(s,t) = e Q2T (1)
+ [ M0G0, 0.0 + 225 0 0.0)) 0.
t

Assim,

ly™(s,t) — =" (s)llz

= ‘ /t s et<=0Q, [ée,pew,ywe,t) F X5 (0,y7(0,1))) — Gep (0,27(0) + z—(e))] 6
< (p+K(0) / [+ Dlly*(0.8) — 2 (O)l|z + 116(0) 2] a9

Se Y(s) = e Pyt (s,t) — 27 (s)||z, entdo

Z

¥(s) < (p+K(€))(1+L)/tw(ﬁ)d9+(p+K(€))/t€ﬁell((@llzd@’ s <t

s

Usando a desigualdade de Gronwall segue-se que

t
ly™(s,t) =27 (s)]|z < (p+K(6))/ e” T HRDMOFINO=) | C(9) ]| 2B, (3.47)
Se s <ty <t,entdo
ly* (s, t) =yt (s.to)lz < ||le* Qe [y (to, t) — 2" (to)]|| 5

| [ e DQ Gy (0,57 (0,1) + S5 (8,57 (6,1)))

to

— Gep (0,47 (0,t0) + S22 (0, y7(0,0)))] O

zZ
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De (3.47) obtemos

t
ly*(s.8) = y* (s, t0)llz < (p + K (€)™ / e~ (PN 0| ¢(9)]| 2 df

to

to
+ (p + K()) / L+ L)ly*(6,) — v (6, t0) | 2 6.
Pelo Lema de Gronwall segue-se que, para s <ty < ¢,

t
ly™ (s, 8) =y " (s.to)llz < (p + K(€)) / e RPHREOHNO= | (9) ]|z do.  (3.48)

to

Usaremos isto para estimar ((t). Notemos que

((t) — e (T — Q)¢ (to)
=2 (t) = S (27 (1) — eI — Qo) [z (to) — T2k (¢, 2™ (t0)))]

_ / A — Q)Cep, (5,27(s) +27(5)) ds

to
= X (2T (1) + eI = Q)T (to, 2 (1))
t
= / NI = Qo) [Gep.(5,27(5) + 27(5)) = Gep (5,47 (5,8) + S0 (5,57 (5, 1)))] ds

to

to ~
_ / eI = Qo) [Gep(5,y™ (,1) + B20 (5,47 (5, 1))

—00

— Gep. (3, yt(s,to) + Z:,’;fe(s, yt(s, to))) } ds.

Assim, de (3.47) e (3.48), obtemos que
1¢(t) — et (T — Q)¢ (to) | 2
t 1 e
< (p+ K@M, | <e—ﬂ<t—s> b ) 9

to

< [ (s) —y* (s, 0)llz + ll27(s) = B (s, 97 (s, 0)) | 2] ds

to 1 t—s
e ) 4 —ze 5 )y (s, t) — y*(s.to) ||z ds
Ve

+(p+ K(€)Mo(1 + L) /

< (p+ K(e) Mo / t (e‘ﬁ“i) + %e‘t

to

¢ 1 s !
+ (p+K(e))2M0(1+L)/ (e—ﬁ(t—8)+7e— Te ) / e—(ﬁ—(erK(e))(HL))(@—S)HC(Q)HZdeS

to €

“ ) Igto)lzds

to

]_ t—s t
+ (p+K(e))2Mo(1+L)/ (eﬁ(ts)—i—%e Tc > / e*(ﬁf(/)JrK(E))(lJrL))((FS)HC(@)HZdeS7
—0o0 to
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e levando em conta (p + K(¢))(1 + L) < /3 segue que

1C(t) — A1 — QUC(to)l=
€ t e Alt=s) Le’tf s)||z ds
< (p+ K >>Mo/to( - )H<< )z d

+ (p+ K(€))>Mo(1+ L) / %e5<t9>||g<e>||z + 4™ T C(0)]| 2 dO

to

1 -t ¢
P+ E) (e e / R KO ERY

¢ 1 + 4
< 2(p+ K()My [ H Iz ds+ (o K(O) Mo )z ds
to
t
+(p+ K(e ))Mo( Blt=to) 4 4Be o )/ e*(Bf(p+K(e))(1+L))(sfto)Hqs)HZds’
to
portanto, tendo em vista que € < B’ obtemos
—B(t—to) 1 tto
1C()]|z < My +—=e = | I¢(to)l 2
Ve
! 1 + 4
+2(p+ K(©) My / ()2 s+ (p+ K ()Mo 9z ds
to
t—t, t
+ (p+ K(e)) M (efﬂ(tfto) + 456*1()) / e~ (B=(p+K(e))(1+L))( S*tO)HC(s)Hgds
oM, 1 + 46
< 7606 PEC (o) |2 + (p+ K () s)|z ds
+ (p + K (€) My (3 + 48) =71 / 6’3(8‘“>Hc<s>||z ds.
to
Seja w(t) = ||¢(t)]|ze?*1), entdo
2M 1 —|— 4 1 46[3 s)
wlt) < 21z + o+ K(e) o= u(s) ds
(ot K ()Mo (3 + 48) / w(s) ds.
to
Estamos em condi¢des de usar o Lema 3.4 para obter a limitacao
G0z < e 22 (1) el DI D) B
portanto
IK@®llz < o)l zCe ), (3.49)

em que C' = C(My, 5,¢,p) e

v =B~ (p+ K(c)) My(3+ 48).
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Levando em conta (3.38) e (3.39) obtemos (3.46) e consequentemente

W (0) C{(r,w) ERX Z:w=Qw+ Xy (7,Qw)}.

€;Pe

Devemos provar a reciproca, isto €, que
{(,w) ER X Z:w=Qw+ N (T Qw)} C we, (0).

Consideremos z; € Q.Z e 2 (t) satisfazendo
t
() = et +/ QG (5,27 (5) + 50 (s,27(s))) ds  para t € R.

A equagdo acima define uma curva zf (f) + ¥ (t,2](t)), t € R. Lembrando (3.41)

pode-se verificar que

t

Dy (t,zF () = / eAe(t_s)(I — Qe)éepe(s, zH(s) + Z:,’;fe(s, 25 (s)))ds para teR.

—0o0

Assim ¥ (t, 2 (t)) é igual a 2™ (1), a solugdo de
2 (t) = )T — Q)2 (to)

t
+/ eAet=9) (] — Q)Geyp. (5,25 (s) + N (s, z5(s)))ds para t>ty;eR
to

e concluimos que z(t) + ¥ (¢, 2 (t)) para t € R é uma solugio global de (3.34), pas-
sando por zg5 + X" (7, 25 ) no instante 7 com X% (¢, 2 (t)) — 0 quando t — —oco. Como
Yon(t,0) = 0, o argumento que nos levou a (3.43) (com > =3 = Yo e ¢ =0) pode ser

usado para garantir que
15 (0)]l2 < Nz || e PHEDEFRIE, (3.50)

Assim, z}(t) — 0 quando ¢ — —oo e a prova estd completa. [

3.6 Continuidade de variedades instaveis

Nesta secao, analizamos a continuidade de variedades instdveis em relacido ao parametro e.

Recordemos que podemos decompor uma solug@o z(t) de (3.34) como 2z (t) = Q.z.(t) e
z2-(t) = (I — Q.)z(t), entdo

t
2 (1) =:eA4*%0M96z+<u»~+u/qeA{“‘@6949@@<s,z:<s>+—z;<s>>ds
to

. (3.51)
z<w=e&“mMI—Qaz<m>+/7¢“ﬂNf—Qaéwxa4ww+zz@»d&

to
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Consideramos a seguinte equagdo em Z

b= Az + Gol2), (3.52)

G0(2)2< hofz ) )

e Gy € construida como na Observagdo 3.1.

em que

Seja z.0(t) uma solugdo de (3.52), portanto se escrevermos z.7(t) = Qczeo(t) € z_(t) =
(I — Qe)zep(t) temos

t
(1) = eAQ 2t (1) + / A0, Gy (5 (5) + 25(5)) ds,

to

2eo(t) = e TOT — Qo) (to) +/ AT = Q)G (s) + 229(5)) ds,

to

E%«%:/ eI = Qo)Go(zly(s) + Sip (240(s))) ds,

— 00

com { € Q.Z, em que zo(t) = 21 (t) + X7 (254(t)) parat € R ¢ a solugdo de (3.52) tal que
Z:,_O(T) = Qeze,0(7> = (.

Teorema 3.6. Suponhamos que as condigcdes acima e (3.38) sejam satisfeitas, entdo existe uma
fungdo X7 € BL(D; L), tal que a variedade instdvel W, (0) da solugdo de equilibrio 0 de
(3.34) ¢ dada por

W2, (0) = {(r,w) €R x Z :w = Qaw + T2 (1, Quw)},

€,Pe

também, para todo ( € Q.Z e € € [0, €],
S0 = [ I = Q)G 5,24 + S (5,57 () s
Além disso,
sup sup || 575 (1, Qez) — B2 (Qex)|z =2 0.

€
t<T z2€Z Pe
llzllz<r

Demonstracdo: Seja z € Z com ||z||z < r, entdo
Sep (T, Qez) = X5 (Qez)

= / ' AN I=Q0)[Gep (5. 27 ()4 B2 (5,25 (5))) = Gepe (5, 250 () +570 (2o ()1 ds

—0o0

+ / AT = Q) G (s, 225 (5) + Syt (5, 250(9))) = Gol=f(s) + E25 (2o(s)))] ds

—00

=L(z, 7€) + I(z,7,¢€).
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Primeiro estimamos I(z,7,€). Podemos repetir o argumento usado na prova do Teorema
3.5 para o sistema autbnomo com Go, que em particular implica que a trajetdria z.o(s) =
zto(s) + X0 (s,204(s)) para s < 7 ¢ limitada em Z por uma constante dependente de 7 e,
portanto, sua primeira componente denotada por 251,0(5) é limitada em H}(O) pela mesma

constante.

Notemos que

Gt 2ze0()) = Golze0(t))ll2
< Ipe(t, P (8) + 29, (8)) = fo(WP (1) + 29 ()| z2(0)
+ {1 fo(¥™ (1) + 20..(1)) — fole + 2. (1))l 22(0)
Fpe(t, 97<(1)) = fo(@™ ()20 + [ fo(¥? (1)) = fole)llz2(0)
Um cdlculo simples que usa (3.4) e (3.5) para p., (3.11) para f,, Corolario 3.1, Lema 3.3,

Teorema 3.4 e o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue nos permite concluir que

Sup sup ”[2(Z7t7 E)HZ = 0(1)7
t<t 2€Z
l=llz<r

em que o(1) represente a expressdo que tende a zero quando € — 0 e pode depender de r
e constantes que aparecem em nossos argumentos (enquanto que K (¢) também tende a zero

quando € — 0, mas depende apenas de ¢).

A seguir, estimaremos [;(z, T, €). Recordemos que

t
2H(t) = e () + / e =Q .G (5,27 (s) + 27 (s)) ds. (3.53)

Procedendo como no caso de (3.43) pode-se obter a expressdao andloga para (3.50)
I ()| 2 < P PHRDEDED | H (1) 2, <, (3.54)

em que [ é a constante dada no Lema 3.3 e p, L, K (¢) sdo dadas no Teorema 3.5. As mesmas

estimativas permanecem validas para z_(t), em particular temos ||z, (¢)[|z < ||z0o(7)||z para

t < 7. Temos
|11 (2, 7€) 2

< (p+ K () My /

T

1 T—S
(6—5(7—8) + %e_u) [Hz:‘(s) — Z;_O(S)HZ

B2 (2 () = T2 (ols)lz ] ds (3.55)
<+ KW+ 1) [ (e“”) +%) [25(s) — 22 (8)]]z ds
1+46

+(p + K(€)) My

*,U
H‘Ee De 2570 r’
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em que

H‘Z:;Le - sup ‘|Zsp€(S7Z::O) - E:g( )HZ
s<T + 0EQeZ
IIZ o||z<7‘

Em seguida, temos
Iz (8) = 220Dl 2
/ QG (5,25 (5) + Ti (5,25 (5))) = Golzdo(s) + T (s, 25 ()))]ds

<

zZ

/ eAUIQ[Gep (5, 200(5)) — Golzeo(s))]ds

<

Z

[ QUG 5500 4 328 (560 = G, 58000) + S s (s

zZ

< 0(1)6”3“t’+(p+K(6))/Teﬁ(tS)[HZJ(S) co(z+11225, (s, 25 () =25 (20 (5)) [ 2]ds

b+ K(O)
5 I,

L+ K@)(1+ 1) / T B (5) — 2y (s)]| zds,

< 0(1)e—ﬁ(T—t) + e—ﬁ(T—t)mZé:;i _ E:g

e a desigualdade de Gronwall implica que

+ K (e -
|25 (8) — 21z < (0(1) 4 ’)Tmze o s ) KO+ (3 56)
Aplicando (3.56) em (3.55) obtemos que
1+ 46

11:(z, 7€)z < (p+ K(€)) My

*,U
1=, ==,

+@+K@M@ﬂ+m<d p+K mm;_zxm)x

" / ’ (6—5(7—@ n Le—ts) B=(p+K()(A+L)(s=7) i,
Ve

L+48  (p+ K(e))?Mo(1+ L) 1
g " p (4+2ﬁ—(p+K(€))(1+L)>}'

De (3.38) e (3.39) segue-se que (p+ K(€))(1+L) < fe2(p+ K(e))MO# <9 < 1, assim
1445 _

ﬁ Hr

Hr < o(1). A prova esta completa. [

IL(z,76)llz < o(1) + ||| — %

€,Pe

(€)) Mo

1)+ 9|28y -5y

*,U *U
Donde resulta que H‘Ze e = 20

Agora estamos preparados para enunciar o seguinte resultado.
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Teorema 3.7. Assumimos as mesmas hipoteses do Teorema 3.4. Entdo, existem €y, > 0,
tais que para todo 0 < € < €y e p. € X, existe uma d-variedade instdvel local W} (&5, )
para (3.32) e uma 0-variedade instdvel local W}!.((e*,0), ) para (3.52). Além disso, estas
0-variedades instdveis locais se comportam continuamente em Z quando ¢ — 0, isto é, dado
TeR

sup distyy (Wi (€7, 0) (1), Wis.((¢7,0),6)) =5 0.

t<r
Demonstracao: O Teorema 3.6 garante que o resultado € valido para as d-variedades instaveis
locais das equacdes (3.34) e (3.52), ambas transladadas de modo que zero seja seu equilibrio.
Uma vez que, pelo Teorema 3.4 (e*,0) e &,. sdo uniformemente préximos uns dos outros,
os resultados permanecem validos para d-variedades instdveis locais dos problemas originais
transladados. De acordo com a Observagdo 3.1, s6 precisamos garantir que, dado 6 > 0, existe
0 < ¢ < 0 tal que para toda solugdo =T (¢) + X% (¢, 2 (t)) sobre a variedade instdvel de (3.34)
que satisfaz

127 (t0) + X2 (to, 27 (t0)) |z < 0

para algun ¢, € R, satisfaz
[27(t) + 00 (27 (1)|lz <6, VWt <to.

Como 27 (t) é a solugdo de

¢
2 (t) = eA0IQ 2 (1) + / A DQ G p (5,27 (5) + 550 (5,27 (s))) ds, t < to,

E’pf
to
segue-se por (3.50) que
l2*(t)]]z < @ PHROUEIE L (1) |5, ¢ <t

Assim, usando que X7 € Lipschitz continua (com uma constante de Lipschitz L independente
de €) e ¥ (£,0) = 0, temos que
1525 (8, 27 (D)2 < LelPmwHROUFIITOF (4g) || ;- para ¢ < to,

€,Pe

e a prova segue-se facilmente. [

3.7 Semicontinuidade inferior de atratores

Nesta secdo, provamos a semicontinuidade inferior de atratores cociclo. Como consequén-
cia, segue-se também a semicontinuidade inferior de atratores pullback e uniformes. Partimos

de um lema que fornece a condicao suficiente.
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Lema 3.5. Suponhamos que para todo u € Ay, toda sequéncia €, — 0 e p., € X, existe uma

sequéncia (z,,y,) € A, (p.,) tal que x, — v em H}(O). Entdo

lim sup dist(.Ap, Ac(pe)) =0,

e=0p.ex.

isto é, a familia { Ac(pe) }p.cx. € semicontinua inferiormente em € = (.

Demonstracao: Como A, é um conjunto compacto em Z denotamos por

b(67p6) = <C<€7p6)7 d(€7p€>> € AO

os elementos tais que
dist(Ag, Ac(pe)) = dist(b(e, pe), Ac(pe))-

Pela definicdo de Ay temos d(¢, p.) = Ac(e, pe) + fo(c(e, pe)). Seja €, — 0, para todo § > 0
existe ¢, € X, tal que

sup dist(Ag, A, (pe,)) < dist(Ag, A, (q.,)) + 0 (3.57)

Pen Ezen

Denotamos b(¢,, ¢, ) := b, = (cu, d,). Pela compacidade de Ay existem subsequéncias de ¢,

e d,, as quais representaremos novamente por ¢, e d,, tais que
cpn—c em HYO) e d,—d em L*0),

e pela unicidade do limite devemos ter d = Ac + fy(c). Como ¢ € Ay, pela hipétese existe
(20, yn) € Ae,(qe,), tal que z,, — c em HJ(O). O argumento usado na prova do Teorema 3.2

mostra também que temos a convergéncia y,, — Ac + fo(c) em L?(0O). Assim

. 2
[dlSt(bnvAen(qsn))} < an - (xnayn)H%{ = ch - xn”?—[&(@) + Hdn - ynH%Z’(O) — 0. (3.58)

Como ¢,, € uma sequéncia arbitrdria convergindo para zero entdo de (3.57) e (3.58) obtemos o

resultado, pois 9 € arbitrario. [ |
Considere o problema auxiliar governado pela equacao
euy + up — Au = fo(u). (3.59)

Seja £ = {(e*,0) : e* € £}, em que £ é o conjunto finito dos equilibrios da equacéo parabdlica

(3.2), entdo Eéo conjunto dos equilibrios da equacao (3.59) e

A=Y W 0)),

e*ckE
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em que W*((e*,0)) é a variedade instdvel local do equilibrio (e*,0) no sistema dindmico ge-

rado pelas solucdes de (3.59) (confira [42, Secdo 5]). Além disso, temos

Ag= > W(e),
e*ck
em que W*"(e*) é a variedade instavel do equilibrio ¢* no sistema dindmico gerado pelas solu-
¢oes do problema parabdlico (3.2) (confira [42, Secdo 5]). Estamos em condi¢do de formular
e provar o resultado de semicontinuidade inferior de atratores cociclo. O argumento segue as

linhas da prova de [50, Teorema 3.3], veja também [9, Teorema 3.8].

Teorema 3.8. A familia de atratores cociclo {Ac(pe)}p.es.. € € [0, 1] € semicontinua inferior
eme =0, isto é,

lim sup dist(Ag, Ac(pe)) = 0.

=0 p.ex.

Demonstracao: Usaremos o Lema 3.5. Para isto, tomamos w € Aj, uma sequéncia de niime-
ros positivos €, — 0 e uma sequéncia p., € X, . Devemos provar que existe uma sequéncia
(Tn:yn) € A, (pn) tal que ||z, — w1 (o) "% 0. Como w € W*(e*) para algum equili-
brio ¢* € &, entdo para todo p > 0 existe t > 0 e u € W*(e*) com [[u — €*||g10) < p
(isto é, u € W (e, pu) == W*(e*) N B(e*, u)) tal que w = To(t)u. Usando [42, Coroldrio
4.9] segue-se que se tomarmos p suficientemente pequeno existe uma sequéncia (u,, ) na
n-variedade instdvel local W} ((e*,0),n) := W"((e*,0)) N B((e*,0),n) do equilibrio (e*,0)
de (3.59) tal que ||u, — ul g (o) =% 0, em que 1 depende de ; mas ndo de € e podemos
fazé-lo tdo pequeno quanto queremos, tomando j. apropriadamente pequeno. Podemos assu-
mir sem perda de generalidade que n = ¢, em que 0 é o raio da variedade instavel dado no
Teorema 3.7. Os Teoremas 3.4 e 3.7 nos garante que para cada n existe uma trajetéria com-
pleta & de (3.1) com €, e p, substituindo f. e um elemento (u,,, v,) € W.(&:, n)(—t) tal que
n—sqo

[tn — Unl g2y — 0. Definindo (2, Yn) = @e, (t, 0—1pn)(un, vs), pela invarincia do atrator

cociclo temos (2, yn) € A, (p,). Além disso, usando o Lema A.13 obtemos

20 — wl[gy0) < llzn = To()unll g o) + 1 To(H)un — To(t)ull my o)
< nen)te” + | To(t)un — To(t)ull my(0)-

Assim, dado v > 0 existe um N suficientemente grande tal que 7n(e,)te“’ < ~/2 e pela
continuidade de To(t), [|7o(t)un — To(t)ullgio) < /2 para todo n > No. A prova estd

completa. [

A semicontinuidade inferior de atratores uniformes e pullback segue pelo Teorema 3.8.
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Teorema 3.9. As familias de atratores uniformes {Ac}ecio,1) e pullback {A(t)}icr geradas
pela equagdo (3.1) sdo semicontinuas inferiormente em € = (), isto é,

lim dist(Ao, A.) = 0,

e—0

lim sup dist(.Ap, Ac(t)) = 0.

Demonstracao: Note que

sup dist(Ag, Ac(t)) < sup dist(Ag, Ac(pe)),

teR Pe€Xe

portanto a semicontinuidade inferior de atratores pullback segue-se pelo Teorema 3.8. Além
disso,
diSt(Ao, AE> < diSt(.Ao, Ae(pe)), Vpe € X,

e o Teorema 3.8 também implica a semicontinuidade inferior de atratores uniformes. A prova

esta completa. [
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Capitulo 4

Sobre atratores cociclo aleatorios com

universos de atracao autonomos

Neste capitulo, estudamos atratores cociclo para SDAN com universos de atracao autono-
mos, isto é, atraindo pullback alguns conjuntos aleatérios autbnomos, em vez de os ndo autd-
nomos. Em primeiro lugar, comparamos atratores cociclo com universos de atracdo autdonomos
e ndo autdbnomos, e depois para os autdnomos estabelecemos alguns critérios de existéncia e
caracterizacdo. Também estudamos para atratores cociclo a continuidade das se¢des indexa-
das por simbolos ndo autbnomos e mostramos que a semicontinuidade superior € equivalente
a compacidade uniforme do atrator, enquanto que a semicontinuidade inferior é equivalente a
uma propriedade de equi-atracdo sob algumas condicdes. Finalmente, aplicamos estes resul-
tados tedricos as equagdes estocasticas de Navier-Stokes 2D com ruido branco aditivo e forca

externa ndao autonoma de translacdo limitada.

4.1 Sistemas dindmicos aleatérios nao autonomos (SDAN)

Nesta sec¢ao, introduzimos alguns conceitos e resultados basicos sobre sistemas dindmicos
aleatdrios ndo autbnomos que serao utilizados ao longo deste texto. O conceito de sistema dina-
mico aleatdério ndo autdonomo € bem recente [72, 73]. Estes sistemas dindmicos sdo geralmente
associados as equagdes que possuem termos deterministicos ndo autdnomos e estocasticos.

Sejam (X, d) um espago métrico completo separdvel e ¥ um espago topoldgico. De modo
geral, ndo exigiremos compacidade ou limitagdo (sob alguma métrica) de > exceto quando

indicado, mas sempre supomos que existe um grupo {6, };cr de operadores em 3 satisfazendo

e 0y = operador identidade sobre Y;
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e =% VteR;
° Qsogt :0t+sa \V/t,S ER,
e 0 +— 6,0 é continua para cada ¢ fixo.

Em aplicacdes, > é chamado o espaco de simbolo de uma equacdo de evolucdo. Um
exemplo bem conhecido é o espago ¥ = {g(- + s) : s € R} ou de seu fecho sob alguma
topologia para alguma funcdo g dependente do tempo que toma valores em algum espaco
topoldgico, e 0; é o operador de translagdo 6,g = g(- + t) sobre X.

Ao longo deste trabalho, para qualquer espago métrico M denotamos por B(M) a sigma-
algebra de Borel de M.

Para definir sistemas dindmicos aleatorios ndo autonomos estudados neste trabalho, consi-
deramos (2, F,P) um espago de probabilidade ndo necessariamente P-completo, dotado com

um fluxo {¥, };cr satisfazendo

e vy = operador identidade sobre ();

9,02 =Q; VieR;

193 o) ﬁt = ﬁt«#sa Vt, S € R,

(t,w) — thwis (B(R) x F, F)-mensuravel,

P(0,F) =P(F), Vt<O0,F¢cF.

Os dois grupos {0, }icr € { }1er em X e Q respectivamente sdo chamados fluxos de base.
Para a facilidade de notag¢des, muitas vezes usamos 6 (ou ¢#), em vez de 6; (ou v;), ao descrever

propriedades gerais validas para cadat € R.

Definicao 4.1. Um sistema dindmico aleatorio nao autonomo (SDAN) em X com fluxos de

base {0, }icr € {V: }ier € definido como uma aplicagcdo
P RFXxOAxIUx X=X
satisfazendo as seguintes propriedades:
(1) ¢ é (B(RT) x F x B(X) x B(X), B(X))-mensurdvel,

(2) ¢(0,w,0,-) é aidentidade sobre X para cadaw € Qe o € %,
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(3) ¢ satisfaz a propriedade do cociclo, isto é,

t+s,w,0,7) = ¢,V w,0,0)0d(s,w,0,x), Vt,scE R, weN oeck.
9( ) = o(

Além disso, um SDAN ¢ é dito continuo se a aplicacdo ¢(t,w,o,-) é continua para
cada t, w, o fixos. Diz-se que ¢ é conjuntamente continuo (em o e x) se a aplicacdo

¢(t,w,-, ") é continua para cada t e w fixos.

Para simplificar, a seguir falaremos de um SDAN sem mencionar os seus fluxos de base.
Em seguida, definimos o assim chamado conjunto aleatério, que desempenha um papel central

no estudo de sistemas dinamicos aleatorios.

Defini¢do 4.2. Uma aplicagcdo D: Q +— 2% \ (), w — D(w) é chamada um conjunto alea-
torio de X se é mensurdvel no sentido de que a aplica¢do w — dist(z, D(w)) é (F, B(R))-
mensurdvel para cada x € X. Se cada D(w) é um conjunto fechado (ou limitado, compacto,

etc.) em X, entdo D é chamado um conjunto aleatério fechado (limitado, compacto, etc.) em
X.

O seguinte lema sobre mensurabilidade sera util.

Lema 4.1. [23, Capitulo 2] (1) Uma aplicacdo D : Q s 2% é um conjunto mensurdvel se, e

somente se, seu fecho w — D(w) é um conjunto aleatdrio fechado.

(2) Uma aplicagio D : Q + 2% tomando valores em subconjuntos fechados de X é

mensurdvel se, e somente se, satisfaz uma das seguintes afirmagoes:

e para cada € > 0, Graph(N (D)) é um subconjunto mensurdvel de X x ), em que
Graph(N(D)) denota o grdfico da e-vizinhanga aberta w — N, (w) de D;

e Graph(D) é um subconjunto mensurdvel de X x ).

Definiciio 4.3. Uma aplicacdo D: ¥ x Q — 2X\ 0, (0,w) — D, (w) é chamada um conjunto
aleatorio ndo autonomo de X se para cada o € %, ﬁg(-) é um conjunto aleatorio no sentido
da Defini¢do 4.2. Um conjunto aleatdrio ndo autonomo é dito fechado (ou limitado, compacto,

etc) se cada D, é um conjunto fechado (ou limitado, compacto, etc).

Note que cada conjunto aleatério pode ser considerado como um conjunto aleatério nao
autdbnomo. Quando necessdrio enfatizar a independéncia de o, um conjunto aleatdrio satisfa-
zendo a Definicdo 4.2 serd dito autdénomo. Dado dois conjuntos aleatérios ndo autdnomos DY,
D?, escrevemos D' C D? se, e somente se, D! (w) C D2(w) paratodo o € ¥, w € ©, e entiio
dizemos que 151 ¢ menor que 152.

Denotamos por D alguma classe de conjuntos aleatorios autonomos em X satisfazendo
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e D ¢ vizinhanga fechada, isto €, para cada D € D existe um € > 0 tal que a e-vizinhanga
fechada NV, (D) pertence a D;

e D ¢ inclusdo fechada, isto é, se D € D entdo cada conjunto aleatorio menor que [

pertence a D.

Denotamos por D alguma classe de conjuntos aleatérios nao autonomos em X que tam-
bém € vizinhanca fechada e inclusdo fechada e tal que D C D. Aqui, enfatizamos que Dé
somente alguma classe de conjuntos aleatérios ndo autdbnomos. Assim quando um conjunto
aleatério ndo autdbnomo é mencionado ndo necessariamente pertence a D. Da mesma forma,

um conjunto aleatério autdbnomo pode ndo pertencer a D.

A seguir introduzimos o conceito de D-atrator cociclo aleatdrio para um SDAN.

Definiciio 4.4. Um conjunto aleatério ndo autonomo K = {K,(-)}oex € dito D-pullback

atraente sob ¢ se para cada D € D,
1tlim dist ((b(t, V_w, 00, D(V_w)), K,(w)) =0, VoeX we,
—00

e este conjunto é dito D-pullback absorvente se para cada D € D, o € ¥ e w € (), existe um

tempo Tp(w, o) > 0 tal que

U ot 9w, 00, DW_w)) C K,(w).

t>Tp (wva)

Definicdo 4.5. Um conjunto aleatdrio ndo autonomo A = { A, (+) }yex chama-se um D-atrator

cociclo aleatorio (ou D-atrator pullback) para o SDAN ¢ se
(1) A é compacto,
(2) A é D-pullback atraente,
(3) A éinvariante sob ¢, isto é,

o(t,w,0,Ar(w)) = Ao (Viw), VEER  we N o€,

(4) A é o minimal entre todos os conjuntos aleatorios ndo autonomos fechados que satisfa-
zem (2).

Além disso, o atrator A é dito uniformemente compacto se U A, (w) é compacto para cada

oEY
w e .
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Note que em geral um D-atrator cociclo aleatério nio pertence a D, e assim, a condi¢do de
minimalidade aqui € necessdria para garantir a unicidade do atrator.
Para cada conjunto aleatério ndo autdonomo nao vazio D e o € X, definimos o conjunto

omega-limite aleatério W(-, o, D) de D por

W(w, o, D ﬂUgé t,9_w,0_40, Dy w(Uw)),  Yw e Q.

s>0t>s

Em particular, para um conjunto aleatério autbnomo D € De o € X,

W(w,0,D) = (| Jé(t, 0w, 0_10, D(V_w)), Vw € Q.

s>0t>s

Conjuntos dmega-limites s@o importantes na teoria de atratores. E facil ver a seguinte

caracterizacao.

Lema 4.2. Para cada w € ), 0 € Y e D¢ ﬁ, Yy € W(w,a,f)) se, e somente se, existem

sequéncias t, — 00 e x, € ﬁgftng(ﬁ_tnw) tais que ¢(tn, ¥y, w,0_y 0,1,) = ¥.
Analogamente temos a seguinte caracterizagao

Lema 4.3. Para cada w € ), 0 € X e D € D,y € W(w,0, D) se, e somente se, existem

sequéncias t, — oo e x,, € D(V_; w) tais que P(t,,, 94, w,0 4 0,2,) = .

4.2 Equivaléncia das definicées © = 7{(g) e ¥ =R

Na secdo anterior introduzimos o conceito de SDAN sobre os fluxos de base {6, };cr sobre
o espaco de simbolo X e {1, };cr sobre o espaco de probabilidade 2. Um exemplo comum
de {6, }cr € a familia de operadores de translac@o na reta real, isto é, 0.r = r + - e ¥ =
R. Outro exemplo comum € a translagdo de uma funcdo dependente do tempo g(-), isto é,
0,9(-) = g(- + t), formando um espago de simbolo & = H(g) := {f,g : t € R}, onde g denota
todos os termos deterministicos ndo autbnomos em uma equacao de evolugao , chamado de
simbolo (deterministico) ndo autonomo da equacdo. Estes dois exemplos foram mostrados
ser equivalentes no trabalho de Wang [72], desde que a fun¢do g ndo seja periddica. Nesta
secdo mostraremos que quando o universo de atracdo D é auténomo, os dois exemplos sdo

equivalentes mesmo para g periddica.

A seguir, denotamos os operadores translagdes sobre R e sobre #(g) com a mesma nota¢do
6., o que nio ird causar quaisquer confusdes. Seja g uma funcio dependente do tempo tomando

valores em algum espacgo topoldgico de tal forma que os operadores transla¢do 6. formam um
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fluxo sobre ?—[(g) A fim de distinguir, particularmente nesta secdo, chamamos de cociclo o
SDAN ¢ satisfazendo a Defini¢do 4.1 com ¥ = 7—?(9), e por processo-cociclo o SDAN 1) satis-
fazendo a Definicdo 4.1 com X = R, e seus D-atratores aleatérios satisfazendo a Defini¢cdo 4.5

sdo chamados de D-atrator cociclo aleatorio e D-atrator pullback aleatorio, respectivamente.

O seguinte argumento de equivaléncia € simples de provar.

Teorema 4.1. Se ¢ é um cociclo, entdo a aplicagdo 1, : RT™ x R x Q x X — X definida por
Yyt 7w, 2) = ¢(t,w,0,9,2), VtERT reRweQxeX, 4.1)
é um processo-cociclo. Reciprocamente, se 1), é um processo-cociclo (com simbolo g), entdo
P(t,w, 0.9, ) = ,(t, 7, w,x), ViER " weNhgel xeX, 4.2)
define um cociclo com ¥ = ’H(g)

Um cociclo ¢ e um processo-cociclo ¢ sdo ditos equivalentes se (4.1) e (4.2) sao satisfeitos.

Teorema 4.2. Suponha que o cociclo ¢ e o processo-cociclo i) sdo equivalentes. Entdo ¢
possui um D-atrator cociclo aleatério A se, e somente se, 1 possui um D-atrator pullback

aleatorio *A. Além disso, eles possuem a seguinte relacdo
At,w) = Agy(w), VteR, well (4.3)

Demonstracao: Provaremos apenas a condi¢do necessaria, uma vez que a reciproca € total-
mente andlogo. Dado um D-atrator cociclo aleatério A de ¢, provaremos que o conjunto 2
dado por (4.3) € o D-atrator pullback aleatério de ). De fato, a compacidade e mensurabili-

dade de 2 segue-se diretamente de .A. Pela atracao D-pullback de A para cada D € D temos

dist (¢, (t, 7 — ¢, 9w, D(V_w)), A(T,w))
= dist (01,010, 0-107g, D(I_112)). Ao, o) =5 0,

donde segue a atracdo D-pullback de 2. Similarmente, temos a invariancia de 2(. Para pro-

4.4)

var a minimalidade, suponha que é dado outro conjunto aleatério ndo autdbnomo ', o qual
¢ D-pullback atraente sob 1),. Entdo por (4.3) podemos definir um D-conjunto aleatério nio
auténomo A’ que devido a (4.4) é D-pullback atraente sob ¢. Assim pela propriedade minimal

de A segue que A C A’, e portanto 2l C 2’ como desejado. [

O teorema acima estabelece ndo somente a equivaléncia entre os dois atratores, mas tam-
bém uma relagdo direta entre a dependéncia do tempo de um atrator e do simbolo ndo autd-
nomo, tal como a seguinte periodicidade de D-atratores pullback aleatérios para processo-

cociclos, que também foi estudado por Wang [72].
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Corolario 4.1. Suponha que 1) é um processo-cociclo com simbolo ndo auténomo g, e 2 seu
D-atrator cociclo aleatorio. Se g é tempo periodico, entdo 2 é tempo periodico, isto é, para
algum T’ > (),

At,w)=At+T,w), VteR, well

Embora tenhamos mostrado a equivaléncia entre cociclo e processo-cociclo e entre seus
atratores, aqui observamos que € mais intuitivo usar cociclos em aplica¢des. De fato, dada uma
equacgdo de evolucdo o cociclo é geralmente definido como a solug¢do da equagdo com tempo
inicial fixado em 0, enquanto a definicdo de um processo-cociclo € um pouco mais confusa.
Isto pode ser visto a partir do exemplo da equacdo estocdstica de Navier-Stokes com simbolo
ndo autdbnomo g estudado na Secdo 4.6: se denotarmos por u, (¢, T,w, z) a solu¢do da equagio
emt, o € H(g) e w € (2 com dado inicial z tomado em 7, em seguida, o cociclo associado ¢

e 0 processo-cociclo v, sdo (comumente mas ndo unicamente) definidos por

Ot w,0,1) = uy(t,0,w,2), Vt>0,weQoecH),zeX,

Yy(s, Tyw, ) = uy(s+7,7,0_w,x), VseR" TeRweNzeX,

respectivamente, a partir dos quais fica claro que cociclo ¢ tem uma ligacdo mais direta com

as solugdes.

4.3 Uma comparacido com D-atratores cociclo aleatorios

Nesta se¢ao, comparamos atratores cociclo aleatérios com universos de atracdo autdbnomos
e ndo autdnomos D e D, respectivamente. Tal assunto para atratores pullback de sistemas dina-
micos deterministas ndo autonomos foi estudado por Marin-Rubio e Real [62]. Note que para
SDA auténomos, Crauel em [22] compara atratores aleatérios com deterministicos € universos

de atracdo aleatdrios.

Para comecar, definimos D-atratores cociclo aleatérios como se segue. Veja a Defini¢do

4.5 para comparar com D-atratores cociclo aleatorios.

Definiciio 4.6. Um conjunto aleatério ndo autonomo K = {K,(-)}yes é chamado positiva-

mente invariante sob ¢ se para cada 0 € ¥ e w € (),
o(t,w, 0, Ky(w)) C Ky,o(Dw), ¥Vt >0,
e este conjunto é chamado invariante sob ¢ se para cada 0 € ¥ e w € (),

o(t,w, 0, K, (w)) = Kpo(Dw), Vit >0.
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Definiciio 4.7. Um conjunto aleatério ndo autonomo K = {K,(-)}yes, chamado D-pullback

atraente sob ¢ se para cada DeD,
Tim dist <gz5(t,19,tw, 0,0, Dy 0 (V_w)), K,(w)) —0, YoeSweQ,
—00

e este conjunto é chamado ﬁ-pullback absorvente se, para cada D € f) o€ XYew € ()

existe um tempo Ty, (w, o) > 0 tal que

U ¢(t7 ﬁ*twa G,tO', DH_tU(ﬁftw)) - f(g (CL))

t>Tp(w,0)

Definiciio 4.8. Um conjunto aleatério ndo autonomo A = {A,(-)}sex € D é chamado um

D-atrator cociclo aleatério (ou D-atrator pullback aleatorio) para o SDAN ¢ se
(1) cada A, (-) é um conjunto aleatdrio compacto,
(2) Aé¢ @—pullback atraente,
(3) A é invariante sob .

Como A atrai pullback a si mesmo, pois pertence a D, a propriedade minimal segue-se

diretamente da invariancia de A, e assim, um D-atrator quando existe € tnico.

Para D-atratores cociclo aleatdrios, Wang [72, 73] estudou a existéncia e caracteriza¢ao por

trajetorias completas. O seguinte resultado de existéncia é bem conhecido.

Lemad.4. [72, 73] Seja ¢ um SDAN continuo com um conjunto compacto f?—pullback atraente
K eDeum conjunto fechado ﬁ—pullback absorvente B € D. Entdo ¢ possui um tunico D-

atrator cociclo aleatério A € D dado por

Para critério de existéncia, temos o seguinte teorema, o qual melhora o Lema 4.4 e € con-

veniente para a andlise da relagdo entre atratores com universos de atragdes diferentes.

Teorema 4.3. Seja ¢ um SDAN continuo com um conjunto compacto ﬁ-pullback atraente

K € D. Entdo ¢ possui um unico D-atrator cociclo aleatério A € D dado por
Ag(w) = W(w, 0, K). (4.5)

Demonstracao: Como K éum conjunto compacto @—pullback atraente , entdo a e-vizinhanga
fechada K¢ de K , isto €,

KS(w) = {z € X : dist(z, K,(w)) <€}, VoeXwe,
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para algum ¢ > 0, € um conjunto mensurdvel fechado f)—pullback absorvente para ¢ perten-

cente a D. Assim, pelo Lema 4.4 ¢ possui um tnico D-atrator cociclo aleatério A dado por
Ag(w) = W(w,0, K°).

Como K C K*, segue-se que W(w, 0, K) C A,(w), assim para mostrar (4.5) provaremos que
A,(w) € W(w, 0, K). Pela propriedade minimal de A temos A ¢ K, logo W(w, 0, A) C
W(w, o, ). Portanto, pela invarifncia de A temos que

A, (w) = (U Ae(w) = M ot 9w, 0_10, Ay_,, (9_1w))

s>0t>s s>0t>s

= W(w,0,4) € W(w, 0, K),

0 que completa a prova. |

Agora estamos em condi¢des de provar a relacdo entre D- e D-atratores cociclo aleatd-
rios. Notemos que sem condicdes adicionais, os dois atratores nao sao idénticos, mesmo para

sistemas dindmicos deterministas nao autdonomos, consulte [62, Exemplo 11].

Proposicao 4.1. Sejam A e A respectivamente D- e D-atratores cociclo aleatérios para um
SDAN . Se A € D, entdo

~

As(w) C Ap(w), VoeX,we.

Além disso, se existir algum conjunto aleatorio (autonomo) E € D tal que para cada o € Y. e

w € Q existe um tempo T, = T, (o,w) € R com
1219_,50'(1977&00) - E(ﬁftUJ), vt > T, 4.6)

entdo
As(w) = A,(w), VoeX,we.

Demonstracao: Como A € D ¢ atraido por A, pela invariancia de A segue que

A

dist(A, (w), fla(w)) = lim dist(o(t, V_yw, 0_10, Ap_,o(V_w), As(w)) = 0.

t—o0

Portanto, A, (w) C A, (w).
ComoD C D segue que A éum conjunto D-pullback atraente bem definido. O Teorema

4.5 (o qual ndo ird causar prova recorrente) garante que

A (w) =W(w,0,F), VYoeX well
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Por outro lado, pelo Teorema 4.3 e (4.6) temos

~

Ay(w) = W(w,0,A) C W(w,0,E) = A,(w), Yo eX,we

>

Portanto, A,(w) = A,(w) como desejado. [

A Proposicao 4.1 estabelece que D-atratores cociclo aleatdrios podem ser determinados

pela atracao de conjuntos aleatérios autonomos em D.

4.4 Critérios de existéncia e caracterizacao por trajetorias

completas

Nesta secdo, estabelecemos alguns critérios de existéncia e caracterizacao para D-atratores.
Embora o estudo andlogo para D-atratores cociclo aleatdrios foi feito por Wang [72, 73], D-
atratores merece um estudo independente desde que nds vimos que um D-atrator ndo é em

geral um D-atrator embora D C D.

4.4.1 Critério de existéncia

A seguinte proposi¢do mostra a importancia dos conjuntos dmega-limites no estudo de atra-
tores. Observe que o resultado de invariancia melhora [72, Lemma 2.17], onde é exigido que
o conjunto aleatério D absorva a si mesmo. Inspirado no trabalho de Crauel [22], removemos

esta condi¢do aqui.

Proposicao 4.2. Seja K um conjunto aleatorio ndo auténomo compacto D-pullback atraente
para um SDAN continuo ¢. Entdo para cada D € D, w € Q) e 0 € ¥ 0 conjunto démega-limite

W(w, o, D) é ndo vazio, compacto e atrai pullback D, isto é,
tlgglo dist(o(t, 94w, 0_0, D(Y_w)), W(w, o, D)) = 0.
Além disso, o conjunto omega-limite é invariante sob ¢ no seguinte sentido
W(hw,0i0,D) = ¢(t,w, 0, W(w,0,D)), Vt>0,we N oei.
Também, para cada conjunto aleatorio ndo autonomo fechado B atraindo pullback D temos

W(w,0,D) C By(w), YweQoel.
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(Note que o conjunto dmega-limite nao € necessariamente mensurdvel, e portanto, ndo é

necessariamente um conjunto aleatério.)

Demonstracdo: Sejam ¢, — oo e z,, € D(¥_;, w), como Ké D-pullback atraente temos
dist (¢ (tn, V_, w, 0_y, 0, 22), Ko(w)) < dist(d(tn, 0_y,w,0_,0, D(O_y w)), K,(w)) = 0.

Usando isto e a compacidade de K, (w) podemos facilmente ver que existe uma subsequéncia
de {p(tn, V4, w,0 4, 0,2,) tnen convergente e 0 Lema 4.3 garante que este limite pertence a
W(w, o, D), portanto W(w, o, D) é ndo vazio.

Seja {z;, }nen uma sequéncia em W(w, o, D). Pelo Lema 4.3 existem sequéncias ¢,, — 0o

ey, € D(¥_;,w) tais que

(T, (tn, 0y, w, 04, 0,y,)) < —. 4.7

S|

Pela atracdo pullback e a compacidade de K deve existir um z € X e uma subsequéncia de
{o(tn, Vs, w,0_+,0,yn) tnen, aqual denotaremos novamente por {¢(t,,, V¢, w, 0_1, 0, Yn) }nen
tal que

O(tn, 04, w,0_4, 0,Yyn) — . (4.8)

Combinando (4.7), (4.8) e o Lema 4.3 segue-se que + € W(w, o, D) e x, — x. Portanto
W(w, o, D) é compacto.

Agora provaremos a atra¢do pullback de W(w, o, D), isto é, que

lim dist(¢(¢,¥_yw,0_s0, D(V_4w)), W(w, o, D)) = 0.

t—o00

Suponhamos que isto ndo seja satisfeito. Entdo existem w € Q, 0 € X, ¢ > 0¢, = ocoe

T, € D(V_4,w) tais que
dist(p(t,, 0y, w, 0, 0,2,), W(w,0,D)) >¢€, ¥neN. 4.9)

Usando novamente a atracao pullback, Lema 4.3 e a compacidade de K segue que existe xr €
W(w, 0, D) e uma subsequéncia de {4(t,, 0 _¢,w, 04,0, 2,)}nen, @ qual é denotada também

por {¢(tn, Vs, w,0_4,0,2,) }nen tal que
¢(tn7 ﬁ—tnwa H—tngy xn) — X.

Por outro lado, usando esta convergéncia e (4.9) obtemos que dist(z, W(w, o, D)) > €, 0 que

¢ uma contradi¢do pois z € W(w, g, D).
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Agora provaremos a propriedade de invariancia. Notemos que

¢(t,w,0,W(w,0,D)) = ¢(t,w, 0, NszoUy>s0(1, )y, 0_y0, D(I_yw)))
C Nez09(t,w, 0,Upss0(n, I_yw, 0_,0, D(I_,w)))
C ﬂszoun28¢(t w, o, ¢(n, nw,e,na,D(ﬁ,nw)))
= (U ot 71,0 0, D))

(
= ﬂsZOUn25¢(t + 7],/19 (t+n) o) ﬁtw 0 (t+n) e} Qta D</19—(t+77) o} ’1915(,(}))
= Ns>tUn>s0(n, V_y 0 hw, 0_, 0 6,0, D(V_, 0 Yw))
= W(Ww,b0,D), VteRT,we oex,

onde usamos f(NaAs) C Naf(As) para f arbitrdria e f(A) C f(A) para f continua. Reci-
procamente, seja y € W(J,w, 6,0, D). Entdo pelo Lema 4.3 existem sequéncias t,, — oo e
xn € D(4_,w) tais que

P(tn, Uy, 0w, 0 4, 0,0,7,) = ¢(t,w,0,0(ty —t, 04,0, 00 ,0,2,)) =y

Comot, —t — oo ex, € D(V¥_4,w), pela atragdo pullback e compacidade de K existe um
z € K,(w) e uma subsequéncia de {¢(t,, — t, 94—y, w, 0;_s, 0, 2y) tnen, a qual denotaremos
novamente por {¢(t, — t, 0y, w, 04+, 0, Tp) }nen tal que
Pty —t, V1, w,0i4,0,7,) — 2,
o que implica que z € W(w, o, D) pelo Lema 4.3. Entdo da continuidade de ¢ segue-se que
O(t,w,o,0(t, —t, 0y, w, 0,4, 0,2,)) = o(t,w, 0, 2).

Assim, pela unicidade do limite, temos que y = ¢(t,w, 0, z) € ¢(t,w, 0, W(w, o, D)), portanto
W(hw, b0, D) C ¢(t,w, o, W(w, o, D)), e concluimos a invariancia.

Suponha que existe um conjunto aleatério ndo autonomo fechado B atraindo pullback D.
Entdo para caday € W(w, 0, D), Vw € ), 0 € X, pelo Lema 4.3 existem sequéncias t,, — 00

e, € D(V_;, w) tais que
O(tn, Vg, w,0_y, 0,2,) = y.

Por outro lado, pela atracao pullback de B segue-se que
dist (G (tn, O, w, 01,0, ), By (w)) < dist(d(tn, Vs, w, 0,0, D(I_4,w)), By(w)) — 0,

o que implica que y € B, (w), pois B é fechado. Portanto W(w, 7, D) C B,(w) e a prova estd

completa. |

Agora estamos em condi¢des de estabelecer o seguinte resultado de existéncia para D-

atratores cociclo.
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Teorema 4.4. Seja ¢ um SDAN continuo com um conjunto compacto D-pullback atraente K
e um conjunto fechado D-pullback absorvente B. Se existe um conjunto aleatorio (autonomo)

E € D tal que para cada o € ¥ e w € Q existe um Ty, = T, (0,w) € R com
By ,»(V_w) C E(W_w), Vt>T., (4.10)
entdo ¢ possui um tinico D-atrator cociclo aleatério A = { A, (+)}sex, dado por
As(w) =W(w,0,E), YoeXweQ. (4.11)

Demonstracao: Pela Proposicdo 4.2 segue-se que o conjunto aleatdrio ndo autonomo A defi-
nido por (4.11) é ndo vazio, compacto e invariante. Para ver a mensurabilidade, tendo em vista

[73, Teorema 2.14] é suficiente provar que

A,w) = on. V_pw,0 0, EW_w)), VYw e Q. (4.12)

seNn=s

Pela defini¢do de W(w, 0, E') segue-se que

(U é(n. 9w, 0_no, E@W_w)) C As(w).

seNn=s

Reciprocamente, como B é um conjunto fechado D-pullback absorvente, pela invariancia de

A, Proposicao 4.2 e (4.10) segue-se que

Ay (w)

¢(n7 19an7 0,na, Aa_na(ﬁfnw))
C ¢(n,9_,w,0_,0, Bgfng(ﬁ_nw))
C o(n,¥_pw,0_no, E(V_,w)), Yn>T,.

Portanto,

Ag(w) C ﬂ U d(n,V_pw,0_,o, E(V_,w)),

seNn=s

donde resulta (4.12).

Agora provaremos que A atrai pullback cada D € D. Como Bé D-pullback absorvente,
entdo paracada D € Dew € (), 0 € X existe um Tp(w, o) > T, tal que

U ot 9-w,0-0,Dy_o(9_w)) C By(w).

t>Tp(w,o)

Por outro lado, pela Proposicdo 4.2 A atrai pullback F, entdo paracadaec > 0,0 € Yew € Q)

fixos, existe um § = sp(w, o) > Tp(w, o) > T, tal que

dist (¢<§, 9w, 00, B(9_w)), A(,(w)) <e
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Portanto,

dist

VRS

Ot + 5,015,050, D(_5w), Ap(w) )
dist <¢(§, 9,050, S(t, 0050, 04050, D(D_1_s0)), Ay (w))
< dist (¢(§, 9,050, By_o(9_sw)), Ag(w)>
dist (qs(g, 9,050, B(0_sw)), Ag(w)>
<e, Vt>Tp(¥ sw,0 z0),
assim A atrai pullback D. A propriedade minimal segue da Proposicdo 4.2. [
O seguinte teorema estabelece que o conjunto D-absorvente ndo € essencial para garantir a
existéncia de um D-atrator. Os leitores podem compard-lo com o Teorema 4.3 para D-atratores.

Teorema 4.5. Seja ¢ um SDAN com um conjunto compacto D-pullback atraente K. Se existe
um conjunto aleatorio (autonomo) E € D tal que para cada 0 € ¥ e w € (2 existe um
T, =T,(o,w) € R com

f(e,to(&tw) C E(0_w), Vt>T,, (4.13)
entdo ¢ possui um tinico D-atrator cociclo aleatério A = { A, (+)}sex dado por
Ay (w) =W(w,0,F), VYoeX well 4.14)

Demonstracao: Como D e D sido ambos vizinhanca fechada e inclusdo fechada, existe € > 0
tal que a e-vizinhanga fechada de NV (E) de E é um conjunto aleatério fechado pertencente a
D e que N.(K) de K pertence a D. Além disso, segue de (4.13) que

NA((Ky_,o(V_w)) € No(E(I_w)), Vt>T,.

Assim, N, (f( ) € D é um conjunto D-pullback absorvente e o Teorema 4.4 implica que ¢

possui um unico D-atrator cociclo aleatério A dado por
Ay (w) = W(w, 0, NL(E)).

Agora provaremos que A,(w) = W(w,0,E). Como E C N.(E) entio W(w,0,E) C
A,(w). Reciprocamente, pela Proposicdo 4.2, A é o conjunto ndo auténomo fechado mini-
mal D-pullback atraente, entio A C K. Consequentemente, W(w, o, A) € W(w,0,K) C
W(w, 0, E), onde a segunda ¢ a inclusdo devido a propriedade (4.13) de K. Portanto, pela

invariancia de A temos

A,(w) = (U Aew) = ot 91w, 0_10, Ag_,s (9_1w))

s>0t>s s>0t>s

=W(w,o0,A) C W(w,0o, E),
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0 que completa a prova. [

Observacao 4.1. O Teorema 4.5 mostra uma relagdo direta entre atratores e conjuntos com-
pactos atraentes (veja também Teorema 4.3). No entanto, a existéncia de um conjunto com-
pacto atraente é muitas vezes um problema em aberto. Assim, existem outras compacidades
dindmicas na literatura, como a compacidade assintotica, as propriedades flattening e squee-
zing [56, 45, 27, 21], o que garante que o conjunto émega-limite de um conjunto D-pullback
absorvente é um conjunto compacto D-pullback atraente. Trataremos destas propriedades no

proximo capitulo.

4.4.2 Caracterizacao por trajetorias completas
Nesta secdo, caracterizamos D-atratores cociclo aleatérios por trajetérias D-completas.

Definicao 4.9. Dado o € %, uma aplicacdo & : () X R — X é dita uma trajetoria completa
(aleatoria) para o SDAN ¢ se (Vw,t) = o(t — s, 05w, 050,£(Vsw, s)) para todo t > s e
w € . Se existe um conjunto aleatério B € D tal que Uycr(-,t) C B(-), entdo & chama-se

uma trajetoria D-completa (aleatoria) para ¢.

O seguinte resultado mostra que trajetorias D-completas estdo contidas em D-atratores

cociclo.
Teorema 4.6. Seja A = {A,(-)},ex 0 D-atrator cociclo aleatdrio para um SDAN ¢, entdo
{§(w, 0) : & é uma trajetéria D-completa para gb} C Ay(w), Vo € ¥,w € Q.

Demonstracao: Seja & uma trajetéria D-completa para ¢, suponha que B € D € um conjunto

aleatorio tal que Ucré(+, ) C B(-). Entdo pela atragdo pullback de A temos

dist (£(w, 0), A, (w)) = dist (¢(t, 90,040, (0w, —1)), Ag(w))
(

< dist ((t, 00,010, Uyer€ (90, 5)), Ao(w)
< dist<¢(t,19_tw,9_ta, B(Y_w)) Aa(w)) toop

Assim, (w,0) € A,(w) e a prova esta completa. [

Lema 4.5. Seja A = {A,(-) }sex 0 D-atrator cociclo aleatério para um SDAN ¢, entdo

A, (w) C {f(w, 0) : £ € uma trajetoria completa para gb}, Vo € X,w € Q.
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Demonstracao: Seja y € A,(w), entdo devemos mostrar que existe uma trajetéria completa

£ :Q xR — X para ¢ tal que £(w,0) = y. Pela invaridncia de A temos
A5 (@) = St 94,010, Ag_5(0_10)), WV >0,0€Q,6€X. (4.15)
Como y € A,(w), entdo de (4.15) com ¢ = 1 segue que existe um z; € Ay_,,(V_w) tal que
y=0o(1,91w,0_10,2),
e além disso, pela propriedade do cociclo obtemos
O(t, 0 qw, 0 10,21) = ¢t — 1,w,0,d(1,0_1w,0_10,2)) = o(t — 1,w,0,y), Vt>1.
Note também que pela invaridncia de A temos ¢ (¢, 1w, 0_10,21) € Ag,_,5(;_1w).
Substituindo w por ¥_jw e ¢ por _10 em (4.15) obtemos
Ag_o(Vqw) = o(t,9 4 qw,0 4 10, A0, oV 1w)), Vit >0. (4.16)
Como 2, € Ay ,,(V_1w), entdo usando (4.16) com t = 1 existe 25 € Ay ,,(V_ow) tal que
21 = ¢(1,9 2w, 0 50, 29),
e, além disso, pela a propriedade do cociclo segue que
O(t, 0 _ow,0_90,29) = P(t — 1,9 _qw,0_40,2), Vt>1.

Usando novamente a invariancia de A temos que ¢(t, 9 _ow, 0_20, 29) € Ap, o (V1_ow).

Continuando esse processo, obteremos uma sequéncia {2, },eny com z, € Ay ,(V_,w) tal
que

Y= gb(n, U _pw, 0,0, Zn), Vn €N,
O(t, 0 _pw,0_,0,2,) € Ap,_, o(V1_nw), ¥Vt >0,
e com
(,ZS(t, ﬁ—nwa 9_n0', Zn) = ¢(t - 1a '191_71&), 91—710-7 Zn—1)> Vi Z 1. (417)
Defina a aplicagdo {(Y.w,-) : R — X tal que para todo ¢ € R, £(¢w,t) é o valor comum
de ¢(t + n,¥_,w,0_,0,z,) para todo n > —t. Entdo {(w,0) = y, e (4.17) implica que
E(Viw, t) € Apo(Viw), além disso, £ € uma trajetéria completa para ¢. De fato, para todo
t>seRen > —s > —tvemos que
(b(t — 8,5, 0,0, £<ﬁswa 5)) = ¢(t — s, Yw, 050, ¢(5 +n,0_pw, 0,0, Zn))
= P(t +n,V_pw,0_,0,2,) = {(Dhw,t).

A prova estd completa. u
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Corolario 4.2. Seja A = {A, (") }sex 0 D-atrator cociclo aleatério para um SDAN ¢. Se existe
um conjunto aleatorio B € D tal que U, A, (-) C B(-). Entdo

Ay (w) = {f(w, 0) : & é uma trajetéria D-completa para ¢}, Vo e X, w e .

Demonstracdo: Sejay € A,(w), pelo Lema 4.5 existe uma trajetéria completa & de ¢ tal que
£(w,0) =yel(dw,t) € Ag,o(w). Como

&t = @, t) € | Agolw) € B(w).

teR teR teR

entdo £ € uma trajetéria D-completa, logo
Ay (w) C {ﬁ(w, 0) : £ é uma trajetéria D-completa para gzﬁ}, Vo € ¥,w € .

A inclusdo inversa segue-se pelo Teorema 4.6. |

Na verdade, provamos o seguinte resultado um pouco mais forte.

Teorema 4.7. Seja A = {A,(-) }sex 0 D-atrator cociclo aleatério para um SDAN continuo ¢.

Se existe um conjunto aleatério B € D tal que U,ex A, (-) C B(+). Entdo
Ag,o (V) = {5(19tw, t) : & é uma trajetoria D-completa para d)}, VteR,0€X,we.

Demonstracao: ParacadaT € R, 0 € Y e w € () fixos, seja 0’ = Oro e w' = Yrw. Entdo

pelo Coraldrio 4.2,
Apro(Vrw) = Ay (w') = {€'(',0) : £ é uma trajetéria D-completa para ¢ }.
Como &' é uma trajetéria D-completa para ¢ se, e somente se, £ definida por
E(w,t) =W qw,t —T), YweQteR,
¢ uma trajetdria D-completa para ¢, temos
Agpo(Vrw) = {E(Wrw, T) : £ é uma trajetéria D-completa para ¢ }.

A prova estd completa. u

4.5 Continuidade em simbolos deterministicos nao autono-

mos

A caracteristica ndo autdbnoma de um atrator cociclo para um SDAN ¢ representada pela o-
dependéncia. Neste secdo, estudamos a continuidade em o para D-atratores cociclo aleatorios,

isto é, a continuidade da aplicagdo o — A, (w), w € Q.
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4.5.1 Semicontinuidade superior em simbolos

Definicdo 4.10. Um D-atrator cociclo aleatério A = {A,(-)}sex € semicontinuo superior-

mente em simbolos (deterministicos) se para cada w € (),
dist(A, (w), Agy(w)) — 0,  sempre que o — oy em 3.
Teorema 4.8. Seja A = {A,(w)}sex um D-atrator cociclo aleatério para um SDAN . Entdo

(1) Se a aplicacdo ¢(t,w,-,-) é conjuntamente continua para cada t e w fixos, além disso,
se existe um conjunto aleatério compacto D € D tal que Uyex A, (-) C D(+), entdo A é

semicontinuo superiormente.

(2) Se A é semicontinuo superiormente e Y. é compacto, entdo U,cx A, (w) é compacto para

cada w.

Demonstracao: (1) Provaremos por contradi¢do. Se a aplicagdo 0 — A, (w) ndo é semiconti-

nua superiormente em o, deve existir um 6 > 0 e uma sequéncia o,, — o tal que
dist(A,, (w), Ay (w)) >0, VneN.
Pela compacidade do atrator existe uma sequéncia z,, € A, (w) tal que
dist(x,,, Ay(w)) = dist(A,, (w), Ay (w)) >0, Vn eN. (4.18)
Por outro lado, pela atracio pullback de A existe um 7" > 0 tal que
dist (¢(T, 9_rw, 0_r0, D(0_1w)), Ag(w)> < 5/3.

Além disso, pela invaridncia de A existe uma sequéncia y,, € Ap_,.0, (V_rw) C D(V_qw) tal
que
Tp = ¢(T7 19—Tw7 9—T0n7 yn)7 Vin € Na

Como D é compacto existe uma subsequéncia de y,,, a qual denotaremos também por y,, tal
que y, — y para algum y € D(J_rw). Assim, como as aplicacdes (o, x) — ¢(T,w,0,x) e

o+ O_po sio ambas continuas, existe um N suficientemente grande tal que
dist <¢(T, 91w, 0_100, yn), (T, 0_rw, 0_r0, y)> <§/3, VYn>N.
Logo,
dist (2, Ay (w)) = dist (gb(T, 910, 0_10 2, ). Ao.(w)>
< dist (¢(T, 91w, 0_100,yn), 6 (T,9_w, 0_r0, y))
+ dist (¢(T, I_gw,0_70, D(0_1w)), A, (w))

<2§/3, ¥Vn>N,
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o que contradiz (4.18).

(2) Para provar a compacidade do conjunto U,ex A, (w) tomamos uma sequéncia {2, }nen C
Usex Ay (w) e, sem perda de generalidade seja x,, € A,, (w). Como ¥ é compacto, existe uma
subsequéncia de o, a qual denotaremos ainda por o,, tal que o,, — ¢ para algum o € .

Portanto, pela semicontinuidade superior de A temos
dist(z,,, Ay(w)) < dist(A,, (w), As(w)) — 0, quando n — oo.

Como A, (w) é compacto, existe uma subsequéncia de z,,, a qual denotaremos novamente por
x, tal que x, — x para algum x € A,(w). Portanto, Uyex A, (w) é um conjunto compacto e a

prova estd completa. [

Observaciio 4.2. E importante observar que, embora sob a semicontinuidade superior de
A termos provado a compacidade de U,cxA,(w), no entanto, ndo podemos considerar a
aplicacdo w — U,exAy(w) como um conjunto aleatdrio compacto, visto que a (F,B(X))-

mensurabilidade em geral ndo é vdlida.

Quando 2 é um singleton, (isto €, {2 contém apenas um elemento) entdo o SDAN ¢ reduz-
se a um sistema dindmico deterministico ndo auténomo . Para este caso deterministico, temos

o seguinte coroldrio que melhora [46, Teorema 3.34].

Corolario 4.3. Suponhamos que . é compacto, ) é um singleton e A = {A,},ex € 0 D-
atrator cociclo para um sistema dindmico (deterministico) ndo autonomo continuo ¢, o qual
também é continuo em simbolos. Entdo A é semicontinuo superiormente em o se, e somente

se, Uyex A, € compacto.

4.5.2 Semicontinuidade inferior em simbolos

Relembramos pelo Teorema 4.7 que um atrator cociclo A para um SDAN pode ser carac-

terizado por trajetérias completas
Ap,o (Vi) = {5(19,@, t) : £ é uma trajetéria D-completa para d)}, VteR, 0 € X,we .

Assim, quando o SDAN gera trajetdrias completas continuas (isto ocorre quando o SDAN
¢ continuo com relagéio ao tempo), isto é, cada aplicagdo t — &(Jyw,t) é continua, a semi-
continuidade da aplicagdo t — Ay,,(J;w) torna-se simples. Agora estamos interessados na

semicomtinuidade inferior da aplicagdo o — A, (w).
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Definiciio 4.11. Um conjunto aleatério ndo autonomo D = {Dy(-)},ex, é semicontinuo

inferiormente em simbolos se para toda sequéncia {o, }nen C X com o, — 0g tivermos

~

lim dist (D, (w), Dy, (w)) =0, Yw € Q.

n—o0
Lembramos que dado o € ¥ e € > 0, NZ(c) denota a e-vizinhanga fechada de o em ..

Definicao 4.12. [26] Um conjunto aleatorio auténomo B é dito uniformemente D-pullback
atraente sob ¢ se para cada D € D

lim sup dist(¢(t, V_yw, 0_s0, D(V_4w)), B(w)) =0, VYw € €.

t—o0 ceY

Note-se que pela propriedade minimal de um D-atrator cociclo aleatério vemos que, para

qualquer conjunto aleatério autdbnomo fechado uniformemente D-pullback atraente

U 40(w) € Bw), YweQ.
oES
Além disso, se B é compacto, entdo pelo Teorema 4.8 segue-se que o atrator cociclo A
de um SDAN conjuntamente continuo € semicontinuo superiormente. Portanto, neste caso a
semicontinuidade inferior em simbolos, na verdade, significa a continuidade com relacio a
distancia de Hausdorff.
A seguir veremos a relac@o entre a semicontinuidade inferior em simbolos e a propriedade
equi-atraente do atrator cociclo. A idéia de equi-atragdo € inspirada por [26, 51-53], no qual a

semicontinuidade inferior de uma sequéncia de atratores foi estudada.

Teorema 4.9. Suponhamos que um SDAN ¢ é conjuntamente continuo em 3. e X, e que ¢
possui um conjunto compacto uniformemente D-pullback atraente B € D e um D-atrator

cociclo A. Entéo para todo r > 0, o conjunto Al'l = {Ag ] (W) }oes wea definido por

Alw):= | Ar(w), VoeSweq,
o' N (o)

possui a propriedade D-equi-atraente: para todo D € D, w € Qec > 0, existe T =
T(D,w,e) > 0 tal que

sup dist (p(t, 9w, 00, D(Y_w)), All(w)) <&, VE>T. 4.19)

cEY

Demonstracao: Sejac < r, e seja X = X x X munido com a métrica dx dada por

dx((0, ), (o', 2")) = d(z, ") + ds(0,0").
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Entdo (X, dx) é um espaco métrico completo. Considere a aplicagdo 7 : R x O x X — X (a

qual é chamada cociclo skew-product) dada por
7(t,w, (o,2)) = (Gta,gb(t,w,a, x)), Vte RT,weQ, (o,2) eX.

Usando o fato de que ¢ € um SDAN conjuntamente continuo em o e x segue-se que 7 define
um SDA em X.

Como B € D é um conjunto compacto uniformemente D-pullback atraente, pela proprie-
dade de inclusdo fechada do universo D, existe um § > 0 tal que a §-vizinhanga fechada Ns(B)
pertence a D e € um conjunto uniformemente D-pullback absorvente, isto é, para cada D € D

ew € Qexiste Ty = Tp(D,w) > 0 tal que
o(t, 0 w,0_0,D(V_w)) C N5(B(w)), Vt>Tp, o€ . (4.20)

Além disso, segue-se de [26, Teorema 4.16] que o0 SDAN ¢ possui um D-atrator uniforme

aleatdrio, e de [26, Proposicdes 4.3 e 4.14] o conjunto aleatério compacto A em X dado por

Aw) = | J{o} x 4,(w), WweQ,

oeEY

atrai pullback D := ¥ x N3(B) sob 7. (Na verdade, A é o atrator aleatério para 7 que atrai
pullback todos os conjuntos aleatérios préprios de X [26].) Assim, paraw € 2 e ¢ > 0 fixos,

existe 77 = T1(D,w, ) > 0 tal que
distx(w(t, ﬁ,tw,D(ﬁ,tw)),A(w)) <e/2, t>T. 4.21)

Dado o € ¥, podemos escrever A(w) como

A(w) = ( U {0} x AU,(w>> U ( U {0} x Aa/(w)> —=: A(w) U AF(w).

o' €N (o) o' &N (o)

Tomamos arbitrariamente x € Ns(B(w)) e o € X. De (4.21) segue-se que
distx (7 (¢, 9w, (00, 2)), Aw)) < /2, Vt>Ti.
Portanto existe um x = (¢”,y) € Al(w) U A¥(w) (dependendo de z e o) tal que
dx ((0,9(t,9_w,0_40,)),Xx) < 3e/4, Vt>Ti. (4.22)
Note que se y € A (w) entdo pela definigdo de dx

dx (0, §(t, V_w,0_10,7)),X) > dn(0,0") 27 >, Vi =T, (4.23)
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contradizendo (4.22), donde resulta que y € All(w), e consequentemente temos o’ € N, (o) e
y € Ag(w) C Al (w). Portanto, de (4.22) segue-se que
dist (gb(t, I_yw,0_0, {E)) LAl (w)) < dist (gb(z; I_yw, 0_s0, x)) , y)
< dX((O-’ ¢(t7 ﬁ—tw7 e—to-’ ZL’)), X)
< 33/4, \% > T1~

Como z e o sdo arbitrarios segue-se que
dist (¢ (¢, V_w, 0_10, N5(B(_w))), AT (w)) < 3e/d <&, Vt>Ty,0€ 3.

Combinando isto com (4.20) obtemos (4.19). A prova estd completa. |

Teorema 4.10. Seja > compacto e suponhamos que um SDAN ¢ é conjuntamente continuo em
Y. e X, e que ¢ possui um conjunto compacto uniformemente D-pullback atraente B € D e
um D-atrator cociclo A. Se o atrator cociclo A é continuo em simbolos, entdo A é D-equi-

atraente, isto é, para todo D € D, w € Qeec > 0, existeum T = T(D,w,e) > 0 tal que

sup dist (¢(¢, V_w, 0_y0, D(V_w)), A, (w)) <&, Vt>T. (4.24)

D>

Demonstracao: Como ¥ é compacto, a aplicagdo 0 — A, (w) é uniformemente continua.

Portanto, para todo w € (2 e € > 0 existe um r > 0 suficientemente pequeno tal que
disty (A (w), A,(w)) < /2, Vo',o € X, ds(o’,0) <,

o que implica que
disty (Al (w), A, (W) < €/2, Vo€ X (4.25)

Por outro lado, para todo D € D, pelo Teorema 4.9 vemos que {At[: ) (W) }oen wen equi-atrai

D. Portanto, existe um 7" = T'(D,w, ) > 0 tal que

sup dist(A(t, 0_w, 0_0, D(I_w)), AN (w)) < /2, Vt>T. (4.26)

oey

Assim, de (4.25) e (4.26) concluimos que

dist <¢(t> ﬂ—twa 9_t0, D(ﬁ—tw))v Aa<w))
< dist(¢(t, 9w, 040, D(Y_w)), AT (w)) + dist (AT (w), A5 (w))
<e, Vt>T,oceX.

A prova estd completa. u

92



Definicao 4.13. Um SDAN ¢ é dito uniformemente fortemente continuo em simbolos se para

todo conjunto compacto B C X, t >0, w € Q ec > 0 existe um 6 > 0 tal que

sup d(¢(t,w, 01,2), (t,w, og, x)) <e, sempre que ds(oy1,09) <.
z€eB

Teorema 4.11. Seja 3> compacto e suponhamos que um SDAN ¢ é conjuntamente continuo em
Y. e X, e que ¢ possui um conjunto compacto uniformemente D-pullback atraente B € D e um
D-atrator cociclo A. Se o SDAN ¢ é uniformemente fortemente continuo em simbolos, entdo
A € D-equi-atraente (isto é, satisfazendo (4.24)) se, e somente se, a aplica¢do o — A,(w) é

continua com relacdo a distancia de Hausdorff.

Demonstracao: Pelo Teorema 4.10 precisamos somente para provar a condicdo suficiente.
Suponhamos que o atrator cociclo A é D-equi-atraente, como B € D € um conjunto compacto

uniformemente D-pullback atraente, entdo a minimalidade de atrator cociclo A implica que

U 4 (w) € Blw), VweQ.

oeX

Assim, como A equi-atrai B, para cadac > 0, w € , existeum 7" = T(B,w, ) > 0 tal que

sup dist (¢ (¢, V_yw, 0_s0, B(¥_w)), As(w)) < /2, Vt>T,

oeY

donde resulta que

sup dist (§(T, 01w, 010, Ag_o (V-10)), As(w)) <2/2, Vo' €S @27)

ceX
Por outro lado, levando em conta que ¢ é uniformemente fortemente continuo, existe um

0 > 0 tal que

sup  d(A(T,9_qw,0_r0', x), ¢(T,9_rw,0_r0,z)) <e/2, Vo' ,ocomds(c',0) <.
z€B(Y_rw)

Assim, para todo ¢’, 0 € ¥ com dx(0’,0) < § segue-se que
dist (¢(T, V_rw, 0 70’ Ay o (0_7Ww)), (T, _1w,0_r0, Ag_Ta/(Q,Tw))) <e/2. (4.28)
Portanto, de (4.27) e (4.28), para todo ¢’, 0 € ¥ com dx(0’,0) < § temos
dist(Ay (w), As(w)) = dist(A(T, 9w, 0_70", Ap_ro(0_1w)), Ay(w))
< dist(¢(T, 01w, 0_70", Ag_ro(0-1w)), (T, 01w, 070, Ag_10r(0-7w)))  (4.29)
+ dist(¢(T, V1w, O-70, Ag 0 (0_7w)), As(w)) <,

e assim

disty (As (w), Ay (w)) = max{dist(A, (w), Ay (w)), dist(Ays(w), Ay (w))} < €

como desejado. A prova estd completa. [
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Observacao 4.3. Nos teoremas 4.9-4.11 usamos a hipdtese de um conjunto compacto unifor-
memente D-pullback atraente. Podemos modificar ligeiramente a prova substituindo essa hi-
potese assumindo um conjunto uniformemente D-absorvente D € D e um conjunto compacto
uniformemente D-atraente K (ndo necessariamente pertence a D). Além disso, seguindo a
mesma idéia como na Observagdo 4.1, a hipotese sobre o compacto uniformemente D-atraente
K pode ser substituido pela compacidade assintotica, flattening e squeezing uniforme , etc, de
¢. Veja também [26, Teorema 3.11].

4.6 Aplicacao as equacoes de Navier-Stokes 2D

Neste capitulo, estudamos uma equagio de Navier-Stokes 2D como um exemplo concreto
para aplicar nossa andlise tedrica. Primeiro, introduzimos as fun¢des de translagcdo compacta
e limitada, as quais desempenham um papel fundamental no estudo de atratores uniformes
[16, 26].

4.6.1 Forcas externas de translacao limitada e espaco de simbolo

Seja O um conjunto aberto limitado de R? com fronteira suave 9O. Tomamos uma fungio

g € L} (R; (L*(0))?), e definimos o espago de simbolo 3 como o envoltério fraco da forca

loc

externa g, isto €,

Y =H(g) ={9(- +s) : s € R},

onde o fecho acima é tomado sob a topologia da convergéncia fraca local, isto é, o,, — o em

Y. se, e somente se, para todo (¢1,t2) C R limitado,

[2)
/ <v(3), on(s) — 0(s)>(L2(O))2ds —0, Yve Ll (R;(L*0))%.
t1
Definimos um fluxo {f;}scg em X por

Os0(-) :=o(-+ s).

2
loc

Defini¢do 4.14. Dizemos que g € L2, (R; (L*(0))?) é uma funcéo de translagdo limitada se

n(g) := sup/ lg(s)|* ds < oo. (4.30)

T€R Jr—1

Para as funcdes de translagcdo limitada temos a seguinte proposi¢ao.

Proposicao 4.3. [26, Proposicoes 6.1 e 6.2]. Suponha que g € L} (R;(L*(0))?) é uma

loc

funcdo de translagdo limitada. Entdo
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(i) g € uma fungdo de translagdo compacta, isto é, o espago de simbolo ¥ definido acima é

compacto;
(ii) X é invariante sob 0,, isto é, 0,2 = XVt € R ;
(iii) toda o € H(qg) € uma funcdo de translagdo limitada, e n(c) < n(g);

(iv) para toda constante positiva € tem-se que

0
sup/ eflo(s)]* ds < n(i) : (4.31)

oEX —00 1 - ¢

A partir de agora, assumiremos que g € L? (R;(L*(0))?) é uma fungio de translagio
limitada. Pela proposi¢do acima segue-se que a familia {6, };cr define um fluxo de base sobre
o compacto 2. Além disso, similarmente a [26, Secdo 6.1] podemos ver que 3. € de fato um

espago métrico completo separdvel, e a aplicagdo t — 6,0 é (R, X)-continua.

4.6.2 Preliminares sobre equacoes de Navier-Stokes 2D

Sejam (H,|-|) e (V|| - ||) espagos de Hilbert definidos na Se¢do 2.1 (para mais detalhes
sobre esses espacos consulte Temam [68] e suas referéncias).
Consideramos a equacgdo estocdstica de Navier-Stokes bidimensional sobre O com forca

externa de translacdo limitada e ruido aditivo escalar

gu _ vAu+ (u-V)u+ Vp=o(t) + @Z)aw(t)

ot ot ’ (4.32)
V-u=0,
com a condic¢do inicial-fronteira
U(t, x)|=0 = uo(x),
(t, )] i=0 = uo(x) “433)

u(t,z)|oo = 0,

em que v > 0 € uma constante positiva, o € X e X € o espago de simbolo definido previamente
como o envoltdrio fraco da fungdo de translagdo limitada g. O termo W (¢) é um movimento

Browniano escalar em um espago de probabilidade (€2, F, P) especificado mais adiante.

Definimos o operador de Stokes A : D(A) C H — H como Au = —ZAu, sendo &
a projegdo ortogonal em (L*(0))? sobre H e D(A) = (H*(0))> N V. O operator A é um
operador positivo auto-adjunto em H com inversa compacta (veja Temam [70]), é conhecido

pela teoria espectral que existe uma sequéncia {\;}52, satisfazendo

O<)\1§/\2§"'—>OO
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e uma sequéncia de vetores {e;}32; C D(A), a qual é ortonormal em H e tal que
A€j:)\j€j, j:1,2

Observamos que
lll> = Mio]?, Ve V. (4.34)

Além disso, definimos o operador bilinear B como
(B(u,v),w) = / w(x) - (u-V)vde
o

2
O

zg /uiﬁwjdx, Vue HveV,we H.
o Ox

ij=1
Pela condi¢do de incompressibilidade, temos que
(B(u,v),v) =0, (B(u,v),w) =—(B(u,w),v), YuecV,v,we (HyO))>
Assumimos que
Y € (WH(0))* N D(A).

Com estas preliminares, a equacao (4.32) pode ser escrita na seguinte forma abstrata

du B dWw(t)
T +vAu+ B(u,u) = o(t) + @D—dt : (4.35)

Para descrever o espaco de probabilidade que sera utilizado neste trabalho, escrevemos
Q={we CR,R):w(0)=0}.

Seja F a o-dlgebra de Borel induzida pela topologia compacto-aberta de €2, e P a medida de

Wiener correspondente em (€2, F). Definimos um grupo {v; };cr agindo sobre (2, F, P) por
Vw(-) =w(-+1t) —w(t), teR, wel. (4.36)
Inspirado por [24], para algum « > 0 (especificado mais adiante), consideremos

() = —/0 AW (7), Y € Q.

—00

Entdo z(w) é uma solucdo estaciondria da equagdo unidimensional de Ornstein-Uhlenbeck
dz(Viw) + az(Yw)dt = dW(1). (4.37)

Sabe-se a partir de [2, 18, 35] que existe um subconjunto J-invariante Q C Q de medida

completa tal que z(¢w) é continua em ¢ para todo w € Q) e, além disso,

im EO 0 i et a9 W) =0, vw e 9, (4.38)

t—+oo |t| t—o00
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E<eff§“ 'Z@W'd’“) <evE, VYseR,Vad > e >0,V >0, (4.39)

E(|z(Ww)]") = 22 Vr>0,VseR, (4.40)

em que [ denota a esperanga e I' é a funcdo Gamma. Daqui em diante, ndo distinguiremos Q
e (2.

Considere o seguinte problema deterministico com coeficientes aleatorios

% +vAv + B(v + z(9w), v + 2(Fw))) = o(t) + az(w)p — vz(w)Ay  (4.41)

com condig¢do inicial

v(0) = vy, (4.42)

O seguinte resultado € standard, veja [16, Capitulo VI.1] e suas referéncias.

Lema 4.6. Para cada w € (), 0 € X, e vy € H, 0 problema (4.41)-(4.42) possui uma tinica su-
lugdo v(t,w,o,v9) € C(RT; H)N L2 (RT; V) e Oy € L2 (RT; V). Além disso, a aplicagdo

loc loc
v(t,w,-, ) é (X x H, H)-continua.

Agora, definimos um SDAN ¢ : RT x Q x ¥ x H — H para o problema estocéstico (4.32).
Dadost > 0,w € Q,0 € Y e uy € H, definimos

(t,w, o,up) = u(t,w,o,ug) = v(t,w,o,ug — z(w)Y) + z(Fw)1p, (4.43)

em que v é a solucdo de (4.41)-(4.42). Entdo, levando em conta (4.37) e » € D(A) vemos
que u(t) é uma solugdo de (4.32)-(4.33). Além disso, a aplicacio ¢ define um SDAN conjun-

tamente continuo.

A seguir, estudamos atratores cociclo aleatérios temperados para a equacdo de Navier-
Stokes. Lembramos que um conjunto aleatério ndo autbnomo D de H ¢ dito temperado,

quando € limitado e para todo € > 0

lim e |Dy_,,(d_w)> =0, VoeX we (4.44)

t—o00

Da mesma forma, para uma varidvel aleatéria ndo autbnoma r, ou seja, um conjuntos aleatério

ndo autonomos com valor real de {2 x > em R € dita temperada, se para todo € > 0

lim e |ry_,,(V_w)| =0, Vo€ X,we.

t—o00

97



Conjuntos aleatorios temperados autdbnomos e variaveis aleatorias temperadas sdo definidos de

forma andloga. Sejam

D= {D : D € um conjunto aleatdrio autbnomo temperado de H },

D= {f) : D éum conjunto aleatério nao autonomo temperado de H }

Entdo os dois universos D e D sdo ambos vizinhanga e inclusao fechada.

4.6.3 Estimativas uniformes de solucoes

Nesta se¢do, estabelecemos estimativas uniformes para as solu¢des da equacdo de Navier-
Stokes. Observe que, como D C D, todas as estimativas contidas nesta se¢do sdo validas para

solucdes com dados iniciais em D, embora trabalhamos somente em D.

Lema 4.7. Para cada D € D e w € €, existe um tempo T = T(ﬁ, w) > 0, tal que para todo

o € Y, a estimativa
[v(t, 9w, 0_y0,v0)|* < Ry(w,0)

o (4.45)
=1+ c/ els (vhatelz@raldr (59 G)[1 4 |o(s)]? + 1)ds

—0o0

¢ uniforme emvy € D et > T, em que co = (1| + 1)|| V)| (o) € ¢ é uma constante positiva.

Demonstracao: Tomando o produto interno da equacdo (4.41) e v em H obtemos

1d
5&'”'2 +ullvl* SUB(v + 2(0w), v + 2(9w)i), v)| + o (t)]v]

+alz(Gw)[¢[|v] + viz(@w)l[[]l[[0]-
Como (B(&,n),n) =0e v € (Wh*(0))?, temos

[(B(v + 2(diw)h, v + 2(w)ih), v)| = [(B(v + 2(dw) ), 2(diw)v), v)]
< 190l e 2010 + [Tl e 2 0) o,
Denotamos ¢y = (|1 4 1)[|V1)||(1)2. Entdo
1d 2 2 2 2
il <
50 T PIvIE = col2(Bu)llvl” + col2(Fuw) Plol + lo (@) o] (4.46)
+ acolz(Fw)|[v] + clz(dw)][v],

sendo que daqui em diante ¢ denotard uma constante positiva que depende somente de 1) e v e

pode mudar seu valor caso necessdrio. Usando (4.34) e a desigualdade de Young, temos

d
&]1112 +v|[v]|? < eolz(w)]|v]* + c]z(ﬂtw)\4 +clo(t)]* +c, (4.47)
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€ assim,

o + bl < colz@)]of? + elz(Be)|* + o (O +c. (4.48)
Aplicando o lema de Gronwall em (4.48) obtemos
0(t,w, 0, 0)|? < eo(Fvhteolz@w)dryy, 2
+ c/t els Crxteolz@ra)Ndr (|9 )4 4 | (s)[2 + 1) ds.
0
Substituindo w por ¥_,w e o por #_;0, respectivamente, temos
|v(t, 9w, 0 0, UO)‘Z < efot(fzz)\1+co\z(19,«_tw)|)dr‘vo‘2
+ c/t efst(”’M*CO‘z(ﬁ’“—t”)')d’"(!z(ﬂs,tw)|4 +lo(s —t)>+1)ds
0

0
—VA1+colz(9rw)]) d 2
< el =t (=vAiteolz(9rw))) any

0
+ C/ eff(—mﬁco\dﬁrw)l)dr(|Z(198w)|4 + |o(s)[* + 1) ds.
- (4.49)

Como |z(%w)| é um processo estaciondrio e ergddico, pelo Teorema ergddico tem-se que

o1
lim —
§—00 §

0
| Eowlat= ().
Portanto, existe so(w) > 0 tal que
L e an < om(a) £ =) ¥ 2 s (450
- z2(hw 2(w —, Vs> s0(w). .
S . t = = \/% 0
Seja a > 0 suficientemente grande para que

A
<A (4.51)
200

5

o
de modo que (4.50) implica

vA

effs(—VA1+COIZ(19rw)\)dT < 67718, Vs > so(w). (4.52)

Como vy € ﬁgftg(ﬁ_tw) eDé temperado, levando em conta (4.52), (4.44) e (4.49) segue-se

que existe 7' = T'(w, D) > 0 tal que
0 0
v(t, 9w, 0_40,v0)]° < 1+ c/ els (Crateolz@rldr (|, W)t 4 |o(s)|? + 1) ds,

paratodot > T'. A prova estd completa. |
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Lema 4.8. Para cada D € D e w € €, existe um tempo T = T(ﬁ, w) > 0 dado pelo Lema

4.7 tal que para todo o € %, a estimativa
t
/ [0(5, 910,040, v00) |2 ds < cRa(w, o) 4.53)
t—1

é uniforme para vy € D et > T + 1, em que ¢ é uma constante positiva e Ry(w, o) é uma

varidvel aleatoria ndo autonoma dada por (4.54).

Demonstracao: Integrando (4.47) sobre o intervalo (f — 1,¢) obtemos
t t
[ Iswomifas<e [ a@wlloseom) ds
t—1 t—1
t
+ c/ (20" + |0(s)]2 + 1) ds + [v(t — 1,w, 0, 9) 2
t—1
Substituindo w por ¥_,w e o por #_;0, temos que
t t
/ [0(5, 910,040, 00)|[2ds < ¢ / 2054 [[0(5, 9w, B_y07, v0) 2 dis
t—1 i—1
t
+c/ (J2(Ps—sw)|* + |o(s = O)]*) ds + |v(t — 1,9_4w,0_s0,v0)|* + c.
t—1
Assim, para todot > T'+ 1, e levando em conta o Lema 4.7, concluimos que

¢
/ lv(s,9 1w, 0_40,1v0)||* ds < cRy(w, o)
t—1

com .
Ry(w, o) ::/ |2(Ysw)| Ry (Vsw, Os0) ds
- (4.54)
[ @ + o)) ds + Ra(0-1.6-10)
—1
A prova estd completa. u

Lema 4.9. Para cada D € D e w € Q, existe um T = T(ﬁ, w) > 0 dado pelo Lema 4.7 e uma

varidvel aleatéria ndo autonoma Rs(w, o) tal que para todo o € ¥, a estimativa
|v(t, ¥ _w, 0_i0,v0)|]* < R3(w, o)

€ uniforme em vy € D et > T + 1, em que c é uma constante positiva.
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Demonstracao: Tomando o produto interno de (4.41) com Av em H e usando a desigualdade

de Young obtemos

L 4 wlAvf2 = (0(0). Av) + a(x(04(e0) Av) — (=004 (w)) A0, Av)
I—/ (B(v + z(Yw)h, v + z(hw)), Av) (4.55)
< 1Al 4 clo () + el (D)0 + el=(01) AV

+ [(B(v + z(9w)h, v 4+ z(Fw)1)), Av)|.

Como [(B(n,&, 0)) < |n||An|*/2||€|||o| para cadan € D(A), & € Ve o € H, (veja [70, p.
106]), temos
[(B(v 4 2(Dw)tp, v + 2(w)y), Av)
<|v+ z(ﬂtw)wl/z\Av + z(ﬁtw)Aw|1/2Hv + z(Yhw) ||| Av|
v
< Z|AU|2 + clv + 2(w) || Av + 2(Dw) AV [|v + 2(w) | (4.56)

[N

g\Avl2 + v+ 20wy Flloll* + clv + 2 (9w) Pz ()|
+ v + 2(w) ¥l |2(Dw) AP|[[v + 2 ()|

Portanto,
ot 0,0, w) [ < eM(t,0,0,0) + N (1, 0,0,0) o,
com
M1, 0, 0) = elo (D) + o) + cl=(0) AV + clo + 20 p (D)
+ o+ 20 ll0) Av o+ 2001

N(t,w,0,v0) = clv + 2(Juw)y[*||v].
(4.57)

Pela desigualdade de Gronwall para s € (¢ — 1,t), obtemos
t
[v(t,w, o, v0)||? < celia Nrwovo)dr (Hv(s,w,a, o) ||? +/ M(r,w, o, v) dr) . (4.58)
t—1

Agora integrando (4.58) com respeito a s sobre (¢t — 1,t) e substituindo w e ¢ por ¥_w e 0_,;0,

respectivamente, temos

[0(t, 01w, 040, v0)||> < celimr N b-iowo)dr o

t t (4.59)
X (/ |v(s, 051w, Os_y0,v0)||* ds +/ M(r, 9w, 0_40, vg)dr) :
t—1 t—1
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Notamos que pelos Lemas 4.7 € 4.8, paratodot > T+ 1

t
/ N(r, 9 4w, 0_0,v0) dr
-1

t
<c / (R1(Vs—iw, 05-40) + [2(F1-s)y[*) [[v(s, I, 040, vo) ||* ds
t—1

<c sup (Ri(9yw,0,0) + |2(05w)¥[*) Ra(w, o), (4.60)

s€(—1,0)
c
t 0
/ M(r 010,610, v0) dr < ¢ / (o() + 2@} + |2(0u) A P?) ds
t—1 —1
+c sup (Ri(Vsw,050) + |2(9sw)]*) ||z (dsw) o [|* (4.61)

s€(—1,0)

+e sup  (VERI(Vw,050) + [2(0sw)V]) |2(9sw) AY| (Ra(w, 0) + [l2(Wsw)¥]]?).

s€(—1,0)
Levando em conta (4.59)-(4.61) tem-se que
lv(t, 9w, 0_0,v0)||* < Rs(w,0), t>T+1, (4.62)

com Rs(w, o) dado por

R3(w7 0') = ecsupse(fl,o)(Rl(ﬂsw7930)+|2("9sw)'¢’|2)R2(wvg) (RQ(W, O')

e / (o) + |=(00)0 + |=(0.0) A0 ds

(4.63)
T sup (Ri(0w,0,0) + 2(0,w)d ) |20 .w)e]
s€(—1,0)
e sup )(\/Rl(ﬁswﬁsa) + |2(9sw)d]) [2(Dsw) A | (Ra(w, o) + HZ(ﬁstIIZ))-
se(—1,0
A prova estd completa. [

Tendo em vista (4.43) e os Lemas 4.7 e 4.9 temos as seguintes estimativas para as solucdes
de (4.43).

Corolario 4.4. Para cada D € D e w € Q, existe um tempo T = T(D,w) > 1 tal que para

todo o € %, a solugcdo u da equagdo estocdstica de Navier-Stokes (4.35) satisfaz
lu(t, 9w, 0_,0,up)|* < cRi(w, o) + clz(w)|?
llw(t, 9w, 0_0,u)||* < cRs(w, o) + c|z(w)]?,

uniformemente em ugy € Det>T, em que Ry(w, o) é dado por (4.45), isto é,

0
Ri(w,0) =1+ c/ el (Cvhiteolz@r)Ddr (19 )[4 + [o(s)]? + 1)ds, (4.64)

—00
é uma varidvel aleatéria ndo auténoma temperada, R3(w, o) é uma varidvel aleatéria ndo

autonoma dada por (4.63) e c é uma constante positiva.

102



4.6.4 Atratores cociclo temperados

Paracadaw € Q2 e o € X, definimos
By(w ={ue H: |u* <cRi(w,0)+cz(w)]’},

. (4.65)
Ko(w)={ueV:|ul’ <cRs(w, o)+ clz(w)]*},

sendo que as varidveis aleatdrias ndo auténomas R;(w, o) e R3(w, o) e a constante positiva
c sdo especificadas no Coroldrio 4.4. Claramente, B é um conjunto aleatério ndo autdnomo
temperado pertencente a D, e como V é compactamente imerso em H, entdo K éum conjunto
aleatorio ndo autdbnomo compacto de . O Corolario 4.4 estabelece que B e K sdo ambos
conjuntos @—pullback absorventes. Mas, ndo é claro que R3 € temperada, e assim K possi-
velmente ndo pertence a D. Este fato faz com que seja complexo de analisar a existéncia do
D-atrator cociclo aleatério para a equacao de Navier-stokes. No entanto, para D-atrator cociclo

aleatorio, € simples obter o seguinte resultado de existéncia pelo Lema 4.4.

Teorema 4.12. O SDAN ¢ gerado pela equacdo estocdstica de Navier-Stokes (4.43) com forca
externa de translagdo limitada possui um D-atrator cociclo aleatério A = {AU(')}UGE em H

dado por
Ay(w) =W(w,0,B), Yoex, we (4.66)

Para ver a existéncia de um atrator de D-atrator cociclo, considere o termo dependente de

o envolvido em R, (w, o) dado por (4.64)

0 o 0 —S0
/ Gfs (—1/>\1+co\z(19rw)|)dr|o_(8)’2 ds = / _,_/ 7
—00 —80 —00

o qual foi dividido em duas partes em sy = so(w) > 0 dado por (4.50). Por (4.52) e pela

Proposicdo 4.3 (iv), As duas partes sdo limitadas respectivamente por

0 v
/ efso(qu1+c0|z(z9rw)\)dr’(j(S)|2 ds < efESO( A 4 eolz(9 rw)|)d7"/ e -fox 1dT’U<S)|2 ds
s —s0

0
< o0 (-2 o (0] / 0o ()2 ds
—00

< oo (—E Hcolz(9rw))dr n(g) _
B 1—e" V41

—80 —s0
/ efs( vA1+co|z(0rw) \)dr|a( )|2 ds S/ 6%8|0'(3)|2 ds < 77(9)

o0 —00 1 — e 2

em que 77(g) é uma constante positiva dada em (4.30). Portanto, se definirmos

3v
Gl) = el 9y 09 (4.67)
1l—e 4 1—e 2
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entdo GG é uma varidvel aleatdria (autdnoma) temperada tal que

0
sup/ 6f80(—y)\1+co|z(19rw)\)d'r'|0_(S)|2 ds < G(w).

o€ J—00

Portanto, para a varidvel aleatéria ndo autobnoma 2, definida por (4.64), obtemos que

0
sup Ry (w, 0) < cG(w) + c/ eff(_”’\”c(’lzw*w)‘)dr(|z(198w)|4 + 1)ds

oEY (4.68)
=: R(w).
Isto significa que o conjunto aleatério autdnomo F definido por
BE(w) = {ue H:|u* < Rw) + c|z(w)|"} (4.69)

é temperado, e portanto, pertence a D, e é tal que Uyex By (w) C E(w).

Desta forma, podemos provar o seguinte resultado de existéncia sobre D-tratores cociclo

para a equacdo de Navier-Stokes.

Teorema 4.13. O SDAN ¢ gerado pela equacdo estocdstica de Navier-Stokes (4.43) com forca
externa de translacdo limitada possui um D-atrator cociclo aleatorio A = {A,(+) }oex em H

dado por

A, (w) =W(w,0,E) (4.70)
= {é(w, 0) : & é uma trajetéria D-completa para <;§}, Vo e ¥,w € Q. 4.71)

Além disso, o D-atrator A e o D-atrator A dado pelo Teorema 5.6 sdo iguais, isto é,
As(w) = A,(w), Yoexn, we

Demonstracdo: Uma vez que temos mostrado que E(w) é um conjunto aleatdrio fechado
temperado pertencente a D e U,exB,(-) C E(-), pelo Teorema 4.5 segue-se que o SDAN ¢
gerado pela equagdo (4.43) possui um D-atrator cociclo aleatério A = {A,(-)},ex com a ca-
racterizagao (4.70). Como o D-atrator cociclo aleatério A é menor que o conjunto f)—pullback
absorvente B, entio A é tal que Uyex Ay (-) C Uyex By (+) C E(-), portanto pelo Corolario 4.2
obtemos a caracterizagdo (4.71). Finalmente, pela Proposicdo 4.1 os dois atratores sdo iguais.

A prova esta completa. [

Observacao 4.4. O resultado A = A mostra que o atrator cociclo temperado é completamente

determinado pela atracdo pullback de conjuntos aleatorios autonomos temperados.
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Para provar outras propriedades do D-atrator cociclo A, fazemos uso da teoria de atratores
uniformes aleatdrios estabelecida em [26]. Primeiro, observe que o conjunto aleatério tem-
perado E definido por (4.69) é um conjunto uniformemente D-absorvente, isto €, para todo
weQNeD e Dexisteum T = T(w, D) > 0 (aqui pode ser escolhido como aquele dado no
Lema 4.7) tal que

| o(t. 0w, 0 40, D(W_w)) C E(w), Vt=>T.

oeX
Note-se também que, sup, .y, R3(w, o) é limitado por R; e Ry, assim, ¢ simples ver que existe
um conjunto aleatério autobnomo K de V' contendo Uaegf( »(w) (em que K é dado por (4.65)).
Além disso, pela imersd@o compacta de Sobolev e pela propriedade de absorcao de K, segue
que K é um conjunto aleatério compacto (mas ndo temperado) o qual é uniformemente D-
absorbing, e portanto, uniformemente D-atraente, isto é, paracada D € Dew € (2,

lim sup dist(¢(t, ¥ _yw, 0_0, D(V_w)), K(w)) = 0. (4.72)

t—o00 r=>))
Portanto, o seguinte lema € aplicéavel.

Lema 4.10. /26, Teoremas 3.5 e 4.15] Sejam 3> um espaco métrico compacto separdvel e ¢ um
SDAN conjuntamente continuo em . e X. Se ¢ possui um conjunto compacto uniformemente
D-atraente K e um conjunto fechado uniformemente D-absorvente E € D, entdo ¢ possui um
tinico atrator uniforme aleatério A € D, o qual é o conjunto aleatdrio compacto (autdnomo)
minimal de H uniformemente D-pullback atraente. Além disso, o atrator uniforme aleatorio

A e o D-atrator cociclo A = {A,(+) }oex. possuem a relagdo

Aw) =] 4o(w), Yweq

ceX

Teorema 4.14. O atrator cociclo A = {A,(-)}sex dado no Teorema 4.13 para o SDAN ¢
gerado pela equacdo estocdstica de Navier-Stokes (4.43) com forca externa de translagdo li-

mitada possui as seguintes propriedades:

(i) a aplicacdo w — Uyex Ay (w) é mensurdvel, e é um conjunto aleatdrio compacto de H;
(ii) aaplicagdo w — Uyex A, (w) € uniformemente D-pullback atraente no sentido de (4.72);

(iii) A é semicontinuo superiormente em o € %, isto é, para cada w € (),

dist(Ay(w), Ag,(w)) — 0,  sempre que o — o em %;

105



(iv) paratodow € Qer > 0, o conjunto {Ag} (W) }oes definido por Al (w) =
d

U Acr’ (w>

s(o’,0)<r

possui a propriedade equi-atraente

tlim sup dist (¢(¢, V_yw, 0_y0, D(V_w)), Al (w)) =0, VDeD.
—0 gen
Demonstracao: Os itens (i) e (i1) seguem do Lema 4.10, (iii) segue-se pelo Teorema 4.8,

finalmente (iv) segue-se pelo Teorema 4.9 e observacido 4.3. [

Observacao 4.5. As propriedades do D-atrator cociclo A no Teorema 4.14 sdo vdlidas para o

D-atrator cociclo A dado por (4.66), uma vez que sdo iguais pelo Teorema 4.13.

Observacao 4.6. Através da teoria de atrator uniforme aleatorio, provamos a mensurabilidade
e compacidade da unido U,cx A, (+) de todas as se¢des de um atrator cociclo, o que parece
novo na literatura. Na verdade, uma vez que Y é um espaco métrico completo separdvel,
essas propriedades seriam diretas se tivéssemos a semicontinuidade inferior de o — A, (w).
No entanto, embora na Secdo 4.5.2 termos uma condi¢do equi-atraente equivalente a essa

semicontinuidade inferior, parece ainda ser dificil de verificar em aplicagcoes usuais.
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Capitulo 5

Propriedades flattening e de contracao
para um SDAN

Neste capitulo, introduzimos a no¢ao de propriedade flattening e de contragcdo (do inglés
“squeezing” property) para um SDAN. Tais propriedades sdo chamadas pullback flattening e
propriedade de contracdo cociclo aleatéria (PCCA), respectivamente. Provamos que a PCCA
¢ uma condicdo suficiente para provar um resultado de modos determinantes e a dimensio-
nalidade finita de conjuntos aleatdrios invariantes de um SDAN. Também provamos que em
espacos de Banach uniformemente convexos a pullback flattening € equivalente as compacida-
des assintdtica e Omega-limite de um SDAN. Além disso, provamos que a pullback flattening
¢ implicada pela PCCA nestes espagos. Finalmente, aplicamos estes resultados tedricos as

equagodes de Navier-Stokes 2D.

5.1 Flattening para SDAN

Iniciamos esta se¢@o definindo a medida de ndo-compacidade que serd utilizada neste texto.

Definicio 5.1. Sejam (X, d) um espagco métrico e B um subconjunto limitado de X. A medida

de ndo-compacidade de Kuratowski r(B) de B é definida por
k(B) = inf{d > 0 : B possui uma cobertura finita por conjuntos de didmetro < §}.

O seguinte lema resume algumas das propriedades bésicas desta medida de ndo-compacidade

que serdo utilizadas neste trabalho (veja [29]).

Lema 5.1. A medida de ndo-compacidade de Kuratowski k em um espago de Banach (X, || -||)

satisfaz as seguintes propriedades:
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(i) k(B) = 0 se, e somente se, B é compacto;
(ii) K(B1+ By) < k(B1) + k(By);
(iii) Se By C By, entdo k(B;) < k(Bs3);
(iv) k(B U Bsy) < max{x(B1),k(Bs)};

(v) K(B) = k(B);

(vi) Se Iy D Fy D,... sdo subconjuntos ndo vazios, fechados e limitados de X tais que
o0
lim k(F,) =0, entdo ﬂ F,, é um conjunto ndo vazio e compacto de X.
n—oo
n=1

Além disso, se X admite a decomposicdo X = X1 @ Xo comdim X; < occe P: X — Xj,
Q : X — X, projecoes. Entdo

(vii) k(B(¢€)) = 2¢, em que B(€) € uma bola de raio €;

(viii) k(B) < € para todo subconjunto B de X para o qual o didmetro de QQ(B) é menor que

€.

2

Definicdo 5.2. Um conjunto aleatério ndo autonomo D de um espago de Banach (X, | - ||) é

dito temperado, quando é limitado e para todo € > 0,

lim e~ Dy_,,(9_w)|| = 0,Yw € Q0 € %,

t—o00

em que || Dy(w)[| = sup |z].
€D (w)

Definicao 5.3. Uma varidvel aleatoria ndo autonoma v, a saber, um conjunto aleatério ndo

auténomo com valores em R é dita temperada, se para todo ¢ > 0,

lim e”“|fg_,,(V_w)| =0, Vwe Qo€

t—o0
Conjuntos aleatdrios temperados autonomos e varidveis aleatérias sdo definidos de forma
andloga. Seja (X, || - ||) um espago de Banach, neste capitulo consideramos a seguinte classe

D= {f) : D éum conjunto aleatério ndo autonomo temperado de X }

Portanto, D é vizinhanca fechada e inclusdo fechada.

Sabemos que a existéncia de um conjunto fechado @—pullback absorvente e de um conjunto
compacto ﬁ-pullbaek atraente garante a existéncia de um atrator cociclo aleatério (veja Teo-

rema 4.4). No entanto, para sistemas dindmicos em dimensao infinita € tarefa dificil mostrar
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a existéncia de um conjunto compacto atraente. Este motivo nos leva a definir outros tipos de

compacidades.

Inspirados nas idéias de Kloeden e Langa em [45] introduzimos o conceito de flattening
para um SDAN.

Definiciio 5.4. Um SDAN ¢ em um espago de Banach (X, || - ||) é chamado D-pullback flatte-
ning se para cada € > 0, w € §Q, 0 € ¥ e para todo conjunto aleatorio nao autonomo BeD,

existe Ty = Ty(€, w, o, B) > 0 e um subespago de dimensdo finita X, de X tal que

(i) U Po(t,9_yw,0_,0, By_,o(0_w)) é limitado, e

t>To
(i) H(I _P) (UQTO Ot 01w, 010, Bg_m(ﬁ,tw))) H <6
em que P : X — X, é uma projecdo limitada.

Definicdo 5.5. Um SDAN ¢ em um espago de Banach (X, ||-||) é dito D-pullback émega-limite
compacto se para cada ¢ > 0, w € €), 0 € () e para todo conjunto aleatorio ndo autonomo

B € D, existe T, = T (e, w, o, B) > 0 tal que

K (U o(t,9_w,0_,0, Bem(ﬁ_tw))> <e

t>T)

Definiciio 5.6. Um SDAN ¢ em um espago de Banach (X, || - ||) € dito D-pullback assintoti-
camente compacto se para cada w € ), 0 € 3, D¢ 15, cada sequéncia t, — oo, e cada
sequéncia x, € Dy_ oo (U, w) asequéncia {p(t,, V_,w,0_,0,x,) }nen possui subsequéncia

convergente em X.

O seguinte teorema mostra a equivaléncia entre esses conceitos.

Teorema 5.1. Seja (X, || - ||) um espago de Banach uniformemente convexo. As seguintes

propriedades de um SDAN ¢ em X sdo equivalentes
(i) ﬁ-pullback flattening;
(ii) ﬁ-pullback omega-limite compacto;
(iii) f)—pullback assintoticamente compacto,

sendo que a convexidade uniforme de X é somente para a relagdo (iii)=(i).
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Demonstracao: Mostraremos que (i)=>(ii), entao (i1)=>(iii) e finalmente que (ii1)=>(1).
(D)=(i1)
Suponhamos que o SDAN ¢ é f)-pullback flattening. Tomemos B e Dee > 0. Entio para
cadaw € Qe o € Q) existe um Ty(€,w, 0, B) > 0 tal que

K (U o(t, 9w, 00, Betaw—tw))>

t>To

< ﬁ( U Pot, 9_w,60_0, Bg_tg(ﬁtw))>+m< U =P)é(t, 9_w,60_i0, Bg_tg(ﬁtw))>

t>To

< 0+k(B(0,€)) = 2e.

em que B(0, €) € abola aberta em X com centro em 0 e raio €. Assim, 0 SDAN ¢ é f)—pullback
Omega-limite compacto.

(i)=(iii)

Suponhamos que o SDAN ¢ é ﬁ—pullback Omega-limite compacto e seja BeD, para cada
we N oe€Xee>0existe Ti(e,w, o, B) > 0 tal que

K (U o(t, V4w, 0_40, Bgta(ﬁ_tw))> < e.
T

Portanto, se escolhermos ¢, := 1/n e definir 7, := T1(1/n,w, o, B) paran = 1,2,... com

0 <71 <7 <...temos que

A 1
_ _0, B _ — =1,2,...
K (U ¢(t,19 twye t0, 97t0'(19 tw))> < na n )

t>Tn

Pelo Lema 5.1 (v) segue-se que

- 1
K <U ¢(t, ﬁ_tw, Q_ta, Bg_to—('ﬁ_tW))> < E’ n — 1, 2, e

t>1n

Os conjuntos fechados e limitados

An(w,0,B) = | o(t,9_w,0_10, By_,s(9_1w))
t>Tn
sdo encaixados, isto é, A, 1(w, o, B) C Ap(w, o, 3) paran = 1,2,..., assim pelo Lema 5.1
(vi) sua interse¢do € um subconjunto ndo vazio e compacto de X e é o conjunto dmega-limite
W(w, 0, B) de B, isto é,

0 #W(w,o,B) =[] Au( = () U ¢t,0-1w,0-00, By o(V-w)). (5.1

n>1 n>1t>r,
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Agora consideremos sequéncias arbitrarias ¢, — co e xy € Bgftkg(ﬁ_tkw). Seja
Fi(w,0) = {o(tk, V_p,w,0_y,0,21), k > j}
e (descartando um nimero finito de k se necessario) definimos
n; :=max{n € N: 7, <t,},

assim n; — oo quando j — co. Como

A

(b(tk? ﬂftk(“-)? G,tka, .’L'k) € (b(tlm ﬁ*tkwa eftk0'7 Be_tka(ﬁ—tk(«d)) - Anj (wu g, B)?

paratodo k > je j=1,2,.... Entdo, Fj(w,0) C Fj(w,0) C Ay, (w,0, B) paratodo j > ke

7 =1,2,..., assim
S 1
K (Fj(w,a)> < =%,
n
Mas, Fji1(w,0) C Fj(w,0) para j = 1,2,..., isto é os conjuntos sdo encaixados, portanto

sua interse¢ao € um subconjunto nao vazio € compacto

0 Fa.) = (o) € Wiw.0. B).
Jj=1

Dessa forma, concluimos que o conjunto Fy(w, o) = {¢(tg, V_t,w,0_s,0,25),k > 1} €
precompacto, portanto o0 SDAN ¢ é D-pullback assintoticamente compacto.

(iil)=(1)

Suponhamos que o SDAN ¢ é f?—pullback assintoticamente compacto e seja B e D. Pri-
meiro provaremos que para todo w € 2 e o € ¥ o conjunto 6mega-limite W(w, o, B) ¢ ndo
vazio.

De fato, sejam ¢, — oo e z, € Bg_tna(ﬁ,tnw). Entdo a compacidade assintética D-
pullback de ¢ implica que {¢(t,,, 94, w, 0, 0, T,) }nen possui uma subsequéncia convergente
e 0 Lema 4.2 garante que este limite pertence a W(w, o, B), e portanto, W(w, o, B) é ndo vazio
paratodow € Qe o € (.

Agora mostraremos que W (w, o, B) é compacto. De fato, seja {y/, tnen uma sequéncia em
W(w, o, B). Entdo existem sequéncias t, — oo e x, € Begftna(ﬁ_tnw), tais que para todo
neN

1
|(tn, Vs, w,0_¢,0,T,) — ynl| < o (5.2)

Pela compacidade assintética @—pullback de ¢, existem y € X e uma subsequéncia de

{¢(tn> ﬁ—tnwa 9_tna, xn)}nENa
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a qual denotaremos também por {¢(t,,,9_; w,0_; 0, 7,) hnen tal que
O(tn, _t,w,0_,0,2,) = y.

O Lema 4.2 e a desigualdade (5.2) implicam que y € W(w, o, B) e y,, — y. Assim, W(w, o, B)
€ compacto paratodow € Qe o € 2.

Agora provaremos que o conjunto 6mega-limite WW(w, o, B ) atrai B, isto é, que
tlim dist (ng(t, 0 _yw,0_0, By_,o(0_w)), W(w, 0, é))) =0, VoeX well
—00

Suponhamos que isto nao é satisfeito. Entdo existem w € Q, 0 € Q, ¢ > 0,1, — ocoe

Ty € Be,tna(ﬁ—tnw), tais que
dist(¢(tn, I_t,w,0_,0,2,), W(w, 0, B)) > €, ¥neN. (5.3)

Pela compacidade assintética de ¢ e Lema 4.2, existem y € W(w, o, E) e uma subsequéncia de
{b(tn, V4, w, 04,0, 2,)}nen, @ qual denotaremos novamente por {p(t,,, 0y, w, 04, 0, 2,) bnen
tais que

¢<tn> ﬁftnwa eftno'a xn) — Y.

Mas isto contradiz (5.3), assim W(w, o, B ) atrai B. Em particular para todo € > (0 existe um

To(e,w, 0, B) > 0 tal que

dist(G(t, V_yw, 0_40, By_,o(V_1w)), W(w, 0, B)) < /4, Yt > Ty,
em termos de e-vizinhanca isto significa que

0L, 0w, 040, By_ o)) € Nojs (W(w, 0, B)), > Th,

Como W(w, o, E) ¢ um subconjunto compacto de X, existe um ndmero finito de pontos

x1, Ty, ..., T, em X tais que
W(w, o, B UN/4
do qual resulta que
S(t, 910,040, By_,0(9_1)) C/\/’E/4< w, 0, B) UN/2 w), V>Ty,  (5.4)
assim

U ¢(t,19_ta), Q_tO', B@itg(ﬁ_t(x))) C U./\/'E/Q(.x )

t>To =1
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Seja X; = span{zy,...,z,}, como X é uniformemente convexo, existe uma projecio

P: X — X talque paratodo x € X, ||z — Px| = dist(z, X;). Assim,

<e€/2 <e.

(I —P) < U P(t, 0 _yw,0_0, B9t0(ﬁ—tw>>>

t>To

Além disso,

P ( U 6(t.0-10. 610, Bamw_tw»)

t>To
€ um subconjunto limitado de X, pois

U ot 9w, 0_10, By_,s (9_1w))
t>Tp
¢ um subconjunto limitado de X . Portanto, o SDAN ¢ é f)—pullback flattening.
Na verdade, podemos facilmente provar que (iii)=-(ii), isto é, se 0 SDAN ¢ ¢ f)—pullback
assintoticamente compacto, entdo ele é @-pullback Omega-limite compacto. De fato, por (5.4)

temos que

K <U B(t,0_yw, 0_,0, ég_t(,@sltw))) <k (N (Wiw,0,B))) <.

t>To

que significa que o SDAN ¢ é ﬁ—pullbaok Omega-limite compacto. [

Note que, de fato usamos somente a convexidade uniforme do espaco de Banach X para
provar que (i7i) = (7). Portanto, se X é um espaga de Banach geral, entdo também provamos

que

ﬁ-pullback Omega-limite compacto <= ﬁ-pullback assintoticamente compacto

ﬁ—pullback flattening —- ﬁ—pullback assintoticamente compacto.

Teorema 5.2. Seja ¢ um SDAN ﬁ—pullback flattening com um conjunto ﬁ—pullback absorvente

B € D. Entdo @ possui um tnico D-atrator cociclo aleatério A € D dado por

~

As(w) = W(w, 0, B). (5.5)

Demonstraciao: Como o SDAN ¢ é f)—pullback flattening, entdo o Teorema 5.1 implica que ¢ €
ﬁ-pullbaok assintoticamente compacto. Assim, por [72, Lema 2.21] existe um tnico D-atrator

cociclo aleatério A € D para ¢ com a caracterizacdo (5.5). [

Observemos também, que a D-pullback flattening é uma condi¢io necessdria para a exis-
téncia de um D-atrator cociclo aleatério. Porque, se A é um D-atrator cociclo aleatério, entao

a e-vizinhanca de A éum conjunto @—pullback absorvente, e temos a relacdo (5.4).
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Corolario 5.1. Seja ¢ um SDAN em um espaco de Banach uniformemente convexo X. Se ¢

possui um D-atrator cociclo aleatério A, entdo o SDAN é f)-pullback flattening.

Observacao 5.1. O Teorema 4.3 mostra que um atrator cociclo aleatorio existe se, e somente
se, existe um conjunto compacto pullback atraente. Note que o coroldrio anterior ndo dd a
equivaléncia entre pullback flattening e existéncia de atrator, pois no Teorema 5.2 também

precisamos assumir a existéncia de um conjunto pullback absorvente.

5.2 A propriedade de contracao cociclo aleatéria (PCCA)

Nesta secdo, inspirado nas idéias de Flandoli e Langa em [36] introduzimos a importante
propriedade de contrac@o para um SDAN. Mostramos, que essa € uma condi¢do suficiente para
provar um resultado de modos determinantes e a dimensao fractal finita de conjunto aleatérios
invariantes. Também mostramos que em espagos de Banach uniformemente convexo a PCCA

implica a pullback flattening.

Definicio 5.7. Seja ¢ um SDAN em um espago de Banach (X, || - ||) possuindo um conjunto
invariante B € D. Diremos que ¢ satisfaz a propriedade de contracdo cociclo aleatoria
(PCCA) sobre B se existe um & € (0,1/2), um projetor ortogonal m-dimensional P : X —
PX (dim PX = m) e uma varidvel aleatoria autonoma C : 2 — R com esperanca finita
E(C(w)) < In(1/20), tal que para cada w € Qe o € ¥

1P(6(1,w,0,2) — ¢(1,w,0,9))|| < el T ||z —y|

||Q(¢(17w707 JT) - ¢(17wa07 y))” S 66]0 C’(ﬁsw)dsHl, - yH7

para todo x,y € B,(w) com Q =1 — P.

Observaciio 5.2. E importante notar que a PCCA nos dd a seguinte alternativa: ou os modos

superiores sdo limitados pelos modos inferiores

||Q(¢(1,W,O',ZE) - ¢<1awaav y))” < ||P(¢(17w70-7$) - gb(l,w,a, y))”

ou existe uma contragdo (squeezing) na diferenga de duas trajetorias
l6(1,w,0.2) = $(1,w, 0, )I| < 26k O ¥ .

A contragdo das trajetdrias é devido a condi¢do na esperanca de C(w), a qual é importante

para provar a propriedade de modos determinantes.
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Teorema 5.3 (Modos determinantes). Seja ¢ um SDAN em um espago de Banach (X, || - ||)

Lipschitz na varidvel © € X, uniformemente em t € [0, 1] sobre o D-atrator cociclo aleatdrio

A, isto é, para cada w € ), 0 € X temos

l6(t,w, 0,2) = d(t,w,0,9)|| < L(w)l|lz —yll, Va,y € As(w), (5.6)
com L(w) > 0 satisfazendo
lim 1 In L(¥,,w) = 0. (5.7)
m—o0 1M

Suponhamos que ¢ satisfaz a PCCA sobre A. Entao, para cada w € () e o € ¥ temos o

seguinte resultado de modos determinantes: Seja k € R satisfazendo
E(C(w)) < k < In(1/26),
e sejam x,y € A, (w) tais que

lim eM||P(¢(t,w,0,2) — ¢(t,w,o,y))| = 0.

t—+o0
Entdo

lim ™| p(t,w, 0, 2) — d(t,w, 0, y)|| =0,

t——+00

para 0 < k < k —E(C(w)).

Demonstracao: Devida a condi¢do de Lipschitz do SDAN, € suficiente provar que o resultado

para o caso discreto, isto é, que

i g(m, w, 0,2) = d(m,w, 0, y)| =0

De fato, se t = m + s, s € [0, 1), pela propriedade do cociclo temos
Mt w, 0,7) = 6(t,w,0,y)|
= G (s5, V0, 0100, B(m, 0,0, 7)) = D5, Do, 00, S, 0, 0,y)|

< FF L) d(m, w, 0, 1) — d(m,w, 7, y)|.

Agora podemos escrever para €, > 0 suficientemente pequeno

e’;e’;mL(ﬂmw)H(b(m,w, o,x) — dp(m,w,o,y)|

= e%e(’;”*m)me’eomL(ﬁmw)H¢(m,w, o,x) — p(m,w,o,y)].

e para e~ ™ L(v,,w) obtemos por (5.7) e para todo m suficientemente grande e ¢ > 0 suficien-

temente pequeno tal que € — ¢y < 0

e OML(0w)| < elemeolm,
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e isto implica que

m—o0

" e L(0yw)||p(m, w, 0, 1) — ¢p(m,w,0,y)|| = 0.

Voltando ao caso discreto, argumentamos por contradi¢io como em Flandoli e Langa [36].

Suponhamos que existe € > 0 e uma sequéncia m; — oo tal que
e’émﬂ'Hq&(mj,w,J, z) — p(mj,w,o,y)|| >e>0, VjeN (5.8)
Denotamos () = [ — P, afirmamos que existe um j, € N tal que para todo j > j, temos
FNQ(B(my,w, 0, 7)—(my,w,0,9) | = | P($(my,w,0,2) ~d(my,w,0,))]. (5.9)
De fato, suponhamos que isto ndo € verdade, por hipétese temos que

lim || P(¢(t,w, 0,2) — §(t,w, 0,y))|| = 0,

t——+o0

e assim, se (5.9) ndo é verdade, podemos usar a desigualdade triangular para mostrar que que

existe uma subsequéncia de {m; };en, a qual denotaremos novamente por {m; },cn, tal que
ek ||¢(m], w, o, {B) - qb(mjv w, g, y)” < 2¢km ||P(¢(mj, w,a, $) - ¢(mjv w, g, y)) “7

e o ultimo termo tende a zero quanto ;7 — oo, o que contradiz (5.8). Assim, por (5.9) e pela
PCCA,

||¢(mj7w70-7 x)—gb(mj,w,a, y)” < CY(ﬁmj—lw)Hgb(mj - ].,W,O', I>_¢(mj - 17“70-7 y)“v

com
C(w) = 20k COm s,

Agora consideramos, ¢(m; — 1,w, 0,x), ¢(m; — 1,w, 0, y). Usando novamente a PCCA,

ou estes satisfazem
||Q ((b(mj - 1,&),0’, 'T) - ¢(m] - 1,0),0’, y)) H
S HP<¢<mJ - 170'-]70_7 .CC) - ¢(m] - 17(*}70—7 y)) H

ou
||¢(m] - 17(‘*}70’7 Qf) - ¢(mj - 17(“070-7 y)”

S é(ﬁm]‘—2w)||¢<mj - 27 w,ao, ZL’) - ¢<mj - 27 w, o, y)”u
Continuamos assim até chegar a M; com M; = m; ou para o qual (M; < m;)

HQ ((b(mj - Mj,w,O', .Z') - (b(m] o Mj7w707 y)) H
< 1P (¢(m; — Mj,w,0,2) — ¢(m; — Mj,w,0,9)) ||
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Aplicando a PCCA M vezes, temos
H¢(mja w, g, :E) - gb(mja W, g, y)”
< ﬂé(ﬁmj—lw) s é<19mj_Mjw)||P (gb(mj_ij w,a, [E)—Qb(mj - Mj7w7 g, y)) ||
— \/§<2(S>Mj€fmjj_1\4j C(ﬁs&l) ds‘|P(¢(mJ o M]’ w’ 0_’ x)
- ¢<mj - Mjawa g, y)) H

(5.10)

Observemos que agora temos duas possibilidades para a sequéncia M.

Caso 1: Suponha que {M,} ;e € limitada, isto &,

sup M; = M < oo.
JEN

Entdo, multiplicando ambos os lados da desigualdade (5.10) por efmi e levando em conta que
20 < 1, podemos facilmente obter que
|| p(my,w, 0, x) — p(my,w, 0,y) |

S \/ieiémjefmj],Mj C(’&sw) ds 1<Su1<)M ||P <¢(mj _ m7 W, 0-7 x) J— d)(m‘] — m, w, 0-, y)) H

N m; (5.11)
< ﬂe_(k_k)mjefmj*’”j CWsw)ds ke sup ek(mﬂ'_m)HP(qb(mj —m,w,o,x)
1<m<M
- ¢(mj —m,w,da, y)) ||
Por outro lado, sabemos que pela ergodicidade do operador shift v, segue-se que
t
lim [ C(Yw)ds =E(C(w)),
t—o0 0
e portanto, para todo € > 0 existe j, € N tal que
mj
/ C(Wsw)ds < (e + E(C(w)))m;, VY5 > jo.
0
Assim, usando este fato e (5.11) obtemos
ekmj ’(b(m]’ w,ao, .CC) - (b(m]v w,a, y)|
< ﬁe—(k—k)mje(sm(c(w)))mjek:M sup ek(mj—m)||P(¢(mj —m,w,0,x) (5.12)

1<m<M

- Qb(m] - m,w,0, y)) H

Mas como, para e suficientemente pequeno k < k — (€ + E(C(w))), isto é, k — k >
(e + E(C(w))) e por hipdtese temos a convergéncia exponencial (com expoente k) dos m
primeiros modos da solucdo, é claro que esta dltima expressao tende a zero quando j — o0, 0

que contradiz (5.8).
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Caso 2: Suponha que existe uma subsequéncia de M;, a qual denotaremos novamente por M,

tal que lim M; = oo. Nesta situag@o, temos novamente duas possibilidades:
Jj—00

Caso 2.1: Suponhamos que lim (m; — M;) é limitado. Entdo, por (5.10)
j—o0

||¢(mja w, o, ZL’) - ¢(mja w, o, y)”
< V2(28)mieh” COL| P (p(m; — My, w,0,2) — d(my; — My, w,0,9)) || (5:13)
< V/2(28)"5 el HECEm; f¢

em que K € uma limitacdo para o ultimo termo em (5.13). Entdo, multiplicando ambos os

lados de (5.13) por ehms , temos

ekmj H¢(m]7 w, o, l’) - ¢(mj7 w, o, y)H
< V/2(28)™ bmi (HE(C@NIm; f¢ (5.14)
— \/_6 (e4+E(C(w))+k— 1n(1/26))m]K

e levando em conta que para € > (0 suficientemente pequeno
e+E(CW)) +k < k < In(1/26)

obtemos a convergéncia para zero da expressao direita em (5.14).

Caso 2.2: Se lim (m; — M;) = oo entdo
j—o0

6kmj||¢(mjawa g, [L') - gb(mj’w’ g5 y)H
< \/E(Qé)MJ l::mje(e-‘rE(C(w)))mj”P( ( - M ,W, o, g(;) — gb(m] — Mj,W,O-a y)) “
— /2 HB(C W) +h—k)m; o (k=In(1/26))Mj HP( (mj — Mj,w,0,)

— ¢(m; — Mj,w,0,9))||

e note que esta ultima expressao tende a zero pelas condi¢des que temos para as constantes k e
k.

Isto termina todos os casos possiveis, € assim, a prova estd completa. [

5.3 Dimensao finita de conjuntos aleatdrios invariantes

E bem conhecido que a finito dimensionalidade € um dos tdpicos mais importantes no

estudo do comportamento assintético de sistemas dindmicos em dimensao infinita.

Nesta secao, mostraremos que a PCCA € uma condi¢do suficiente para mostrar a dimensao

fractal finita de conjuntos invariantes aleatorios.
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Teorema 5.4. Suponhamos que um SDAN continuo ¢ em um espago de Banach (X, | - ||)
possui um conjunto invariante B € D. Além disso, suponha que existe uma varidvel aleatoria
temperada auténoma R(w) tal que || B,(w)| < R(w). Se ¢ satisfaz a PCCA sobre B, entdo
paracadaw € Q0,0 € &

ds(B,(w)) < o0.

Demonstracao: Por conveniéncia de notacdo, escrevemos ¢(1,w, o)z para ¢(1,w, o, z). Seja
w € Neo e X, por hipdtese existe um uy € B, (w) tal que

By(w) € B(ug, R(w)). (5.15)
Para todo u € B,(w) = B,(w) N B(uo, R°(w)), pela PCCA temos

IP(6(1,w, 0)u = 6(1,w, 0)ug)|| < e €)1 R(w),

1Q(3(1,w, 0)u — ¢(1,w, 0)up)|| < delo CP=)ds R,

Como dim PX = m, entdo pelo Lema 1.2 em [28] existem ¢}, . . . ,y’fo € PX tais que

ko
BPX (P¢(17 w, 0)“07 efol C0sw) dSR(w)) g U BPX (yia 5ef01 C0s) dSR(w)) ;
j=1

com .
e ()"
)
em que Bpx (v, r) denota a bola em PX de raio r e centro v. Para j = 1, ..., ko, definimos

2} =y} + Qé(1,0,w)uo.
Entdo existe um j tal que
H¢(17 w, U)u - x?lH < HP¢<17 w, O')U - y{H + HQ¢(17W7 U)u - Q¢(17w7 O-)UOH
< §elo C0w) ER(w) + Sedo Cs) 4 R(w) (5.16)
= 2§eJo CWs) 4 R(w).
De (5.16) resulta que
A k?() . 1
6(1,w,0)(B,(w) N B(ug, R(w))) C | J B (a:i, el Cws“)dSR(w)) : (5.17)
j=1
Em particular, para n € N fixado
1,9_w,0_n0)By_ o (9_pw
3 Bt (0] (5.18)
= ¢(1,9_pw, 0_,0) (Bo_,.0(V_nw) N B(ug, R(V_,w)))

119



pode ser coberto por k( bolas de raio
28eh O R(Y_ 1) = 25l CO B RY_ 1),

Pela invariancia de B, temos que para todon € N

A A

o(n,9_pw,0_,0)By_ - (0_pw) = By(w),
por outro lado, temos
G(n,9_pw, 0_0)By_ - (9_pw)
= ¢(L,0_1w,0_10) 0 p(1,9_5w,0_50) 0+ - 0 ¢(1,9_w, 0_,0) By, (_pw).
Em seguida, aplicando interativamente as coberturas acima, obtemos que B, (w) pode ser co-
berto por £ bolas de raio
(26)mel2n COWIds Ry ),

Assim, por ergodicidade de v, e tendo em vista que R(w) é temperada, obtemos para n sufici-
entemente grande que

(26)"el2n CO)ds Ry )

< (25)ne(E(C(w))+v)nR(197nw)

(5.19)
— (ECE@) o=/ 2)n (/e (~PIIRR (Y )
< 6(—0/2)71’
em que 7y e p sdo tomadas tais que
E(C(w)) + 7+ p < In(1/26).
Entdo segue-se que
. , InN.(By(w)) _ .. In(k}) 21n (ko)
ds(B, =1 —= <1 = :
7(Bo(w)) = limsup (1)) = il a(ew/n) , =%
A prova estd completa. u

O seguinte teorema estabelece que a PCCA € uma condicdo suficiente para a compaci-
dade dmega-limite de um SDAN. Assim, para espacos de Banach uniformemente convexos

ﬁ-pullback flattening é um conceito mais fraco do que a PCCA.

Teorema 5.5. Suponhamos que um SDAN ¢ continuo em um espaco de Banach (X, | - ||)
possui um conjunto positivamente invariante ﬁ—pullback absorvente B € D. Suponha ainda
que existe uma varidvel aleatéria temperada autonoma R(w) tal que || B, (w)|| < R(w). Se ¢
satisfaz a PCCA , entdo é f)-pullback omega-limite compacto, portanto possui um D-atrator
cociclo aleatorio. Além disso, se X é um espaco de Banach uniformemente convexo, entdo ¢ é

~

D-pullback flattening.
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Demonstraciio: Seguindo a prova do Teorema 5.4 temos que ¢(n,9_,w, 0_,0)By_, o (1 _pw)

pode ser coberto por kg bolas de raio
(26)mel2n COWIds Ry ),
Levando em conta (5.19), dado € > 0 podemos encontrar um ny € N tal que

(25)”ef2n COWBRW_w) <€, Yn>ng,

~

portanto ¢(n,¥_,w,0_,0)By_, -(¥_,w) pode ser coberto por um nimero finito de bolas de

raio menor que e.

Mas, parat = n + 7, 7 > 0, pela invariancia positiva de Bg (w) e a propriedade do cociclo
segue-se que

D(t,9_10,0_10) By _,0(9_10) = (0,0 _pw, 0_p,0) 0 ¢(7,0_yw,0_,0)By_ o ()
C o(n,V_pw,0_,0)By_, o (V_pw),
para todo t > ngy. Assim
K (U o(t, 9_w, Hta)Bg_tg(ﬁtw)> <e, (5.20)
t>ng

e portanto o SDAN ¢é ﬁ—pullback Omega-limite compacto.

Finalmente, se X € um espaco de Banach uniformemente convexo, entdo o Teorema 5.1

implica que o SDAN é D-pullback flattening. |

5.4 Aplicacao as equacoes de Navier-Stokes

Nesta secao aplicamos os resultados tedricos desenvolvido neste capitulo as equacdes de
Navier-Stokes introduzida na Se¢@o 4.6. Primeiro, provamos que o raio aleatério ndo autbnomo

do atrator cociclo € limitado por um raio aleatério autbnomo com esperanga finita.

5.4.1 Limitacao do raio do atrator cociclo aleatério

Aqui estabelecemos uma limitagd@o para o raio do D-atrator cociclo aleatério A gerado pela

equagdo estocdsticas de Navier-Stokes (4.32).

Lema 5.2. Para cada w € (), existe uma varidvel aleatéria auténoma temperada R°(w) tal

que

sup R (w,0) < Ro(w),
oEY
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em que Ry(w, o) € a varidvel aleatdria ndo auténoma temperada definida em (4.64).
q ) D

Além disso, para todo p > 1 satisfazendo
a > (2pc)*?, (5.21)

a esperanga
E(R°(w)?) < oco.

Demonstracdo: Primeiro limitamos o termo dependente de o em R;(w, o). Escrevemos

0 o 0 —S0
/ efs (—V>\1+co\z(19rw)|)dr|o_(8)’2 ds = / _,_/ :
—00 —50 —00

sendo sy = so(w) > 0 dado em (4.50). Levando em conta (4.52), temos

3vq

. 0
/ efso(—uA1+Co\Z(19rw)|)d7"|g(5)|2 ds < ef_oso(* T tcolz(Prw)|)dr / e I %drw(s)l? ds
—S0 o

0
0 1251 0 _ 123
< effg() =+ dreffso( vA1+co|z(Frw)|)dr / 6441 S‘O’(S)F ds

< oo _10)
1—e""1
. _ ) i
> o
1—e =2

—S0 —s0
/ Sl 5 ()12 s < / 3o (s) 2 ds < 19
e —o© 1—e"7=2
em que 7)(¢g) é uma constante positiva dada em (4.30). Portanto, se definirmos

p— 77(9)ﬂ n ?7(9)ma (5.22)

1l—e" l1—e"2

entdo p € uma constante tal que
0 0
sup/ Gfs (—V>\1+co|z(19rw)|)d7‘|0_(8)|2 ds < p.
ce¥X J -0
Portanto, para a varidvel aleatéria ndo autonoma £, definida por (4.64), obtemos que

0
sup Ry(w,0) < cp+ c/ efso(_”’\ﬁco‘zwr”)')d’"(|z(195w)|4 +1)ds
ocEX —0

(5.23)
= R%(w).
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Usando a desigualdade de Holder temos

E(RO(W)p) < C(p)pp+c(p)E<</0+ooef05(V)\1+CO|Z(79TM)|)dr(|Z(195W)|4+1) ds) )

T b 1 p—1 400 pUA
<l et [0 ) B [[ S L (s ap
0 0

2(p_1) ! +Oo—pu>‘15 peo [°|z(9pw)|dr 4 D
—clprelp) () [ (e L x(0,0) 1)) ds

)
(5.24)

1/2

+00 N o
<clppretp) [ e (B ) T (R 0)) s
0

De (4.39), (4.40) e (5.21) segue-se que

E((|2(0s0)[* + 1)) < ci(E(|2(9sw)[*) + e1(p)
I (L) (5.25)

= Cl(p)W +ci(p),

E (€2pco fES \z(ﬂrw)|dr> —F (BQPCU f:ss+s |z(19rw)|dr> S 62\1;203 Vs Z 0. (526)

I

Aplicando (5.25) e (5.26) em (5.24) obtemos que

1+8p a4p 1/2 00 facy
E(R’(w)?) < c(p)p” + &(p)er(p) (F<+T)+ﬁ ) /0+ SR g 5.27)

Vratp

Como « > 0 satisfaz (4.51), entdo

2
20\ <. (5.28)

Ja

Portanto, de (5.27) e (5.28) resulta que

L)+ 7\ oy
/ratr prAiva — 2pey

A prova estd completa. [

E(R°(w)?) < c(p)p” + é(p)ci(p) ( ) = ko < 00.

Lema 5.3. Para cada w € (), existe uma varidvel aleatéria autbnoma temperada RY)(w) tal

que

sup Ba(w, 0) < B(w),
ceY

em que Ry(w, o) € a varidvel aleatdria ndo autébnoma temperada definida em (4.54).

Além disso, para todo p > 1 satisfazendo
o > (4peg)?/?, (5.29)

a esperanga

E(R)(w)?) < oco.
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Demonstragio: Como sup, .y, Ri(0,w) < R%(w), entdo € simples ver que

sup Ra(o,w) < /1 |2(94w)| R°(V,w) ds + / (|z(9s)[* + |o(s)|*) ds + R (Y_1w),

oY -1

€ assim,

0 0
sup Ry(o,w) < e () +/ |2(9w)|R° (Y ,w) ds +/ |2(Fsw)[* ds + RO(J_yw)
—1 -1

ceEX 1—e@
= RY(w).

Na dltima desigualdade utilizamos a relagdo f£)1 lo(s)]?ds < e~ fi)l e*|o(s)|?

¢do0 4.3 (iv).

ds e a Proposi-

Agora, pela desigualdade de Holder, obtemos

B(Rwr) < cpe 1 c(p)E( ([ i) )

(5.30)

¥ c<p>E( (f |z<vsw>|4)p) + pE(R(9_w))

o) s +elp) | @) @R @) ds

(1—e@ 1

+ ¢(p) / E(|2(9w)[*) ds + c(p)E(R°(Y_1w)?).

-1

< c(p)er”

Usando a condicdo (5.29) e o Lema 5.2 obtemos que
E(R°(w)*) < oo.

Como v, preserva medida e é ergddica sobre o espago de probabilidade (2, F,P), pelo Teo-

rema ergddico de Birkhoff [71], temos que
E(R°(Y;w)*?) =E(R"(w)*) < 0o, (independente de s e w). (5.31)
Agora, usando (4.40) segue-se que

E(|z(¥sw)[*?) = ¢35 < 00, (independente de s e w) (5.32)

E(|z(Jsw)|*) = ¢4 < 0o, (independente de s e w). (5.33)

Assim, aplicando (5.31)-(5.33) em (5.30), concluimos que
E(R}(w)?) < oco.

A prova estd completa. u
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Lema 5.4. Para cada D € D e w € €, existe um tempo T = T(ﬁ, w) > 0 dado pelo Lema

4.7 e uma varidvel aleatdria ndo autonoma Ry(w, o), tal que para todo o € %,
|v(t, ¥ _w, 0_10,v0)||* < Ra(w, o) (5.34)

uniformemente em vy € Det > T + 1, em que c é uma constante positiva. Além disso, existe

uma varidvel aleatéria auténoma RY(w) tal que

sup Ry(w, o) < Rg(w),
oEY

com esperanga
E(R3(w)?) < oo,
para todo p > 1 satisfazendo (5.29).

Demonstracao: Seja u solucdo de (4.32)-(4.33), denotamos & = rotu = 0,,u; — O, Us.

Usando a condi¢do dive = 0 temos que
rot ((u- V)u) = (u- V)E.

Assim, ¢ satisfaz a equagao

o€ B oW (t)
o VAL (u-V)E = roto+ rotp—s-,

com condi¢@o de fronteira (4.33). Podemos provar que a seminorma | rot ¢| 720y € equivalente

a norma classica ||¢|| g1 (o).
Seja v = rotv = £ — z(thw) rot 1, entdo v satisfaz a equagdo
4@
S UAG A+ (u- V)T
dt (5.35)
= rot o + az(tw)rotp — z(Jyw)(u - V) rot ¢ + vz(dw)Arot .

Usando as condi¢des de fronteira, segue-se que

d . .
&’U@?(O) + QVHUqul(O)

= 2(rot 0 + az(thw)roty — z(Yyw)(u - V) rot ¢ + vz(dw)Arot ¢, 0)
< VHﬁH%{l(O) + C(| rot 0"121171(0) + |Z(19tCU)|2| rot 'lp|%{71(@) + |z(19tw)|2|(v . V) rot wﬁ{*l(O)
+2(w) [ (¥ - V) 10t {31 (0) + [2(00) PJATOt Y [3 1 (00))-
Assim,
10(t, w, o, U0)|%2(O) < |o(s,w, o, vo)ﬁ;z(o)
t
+ c/ (| rot 0|§{_1(O)+|z(197w)|2| rot 1/1|§{_1(O)+|z(197w)|2\(v(7',w,a, V) - V) rot ¢|12q_1(@)

+ 12(0:w) (¢ - V) 1ot Yl 1) + [2(9rw) F|Arot 1[5 o)) dT.
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Integrando a desigualdade acima com relagdo a s sobre (f — 1,t) e usando algumas desigual-

dades elementares, obtemos
t
ittty < [ 105,00, 0oy ds
t—1

+C/t (Io(s)* + [z (sw) P + [2(0w) [*[o(s, w, 0, v0) [ ][y

-1

+ 2 (0w) [P ¢ + |2(0w) Pl ot Y17 o)) ds

Substituindo w por ¥_;w e o por 6_,0, vemos que
t
|'Ij}(t, ﬁ_tw, 9_,50', U())l%;(@) S /14L , |T)(S, ﬁ_tw, 9_t0, UO) |%2(0) dS

t
+ C/ (’0(3 — t)’2 —+ ‘Z(ﬁs_tw)‘zwj‘z + ’Z(ﬁs—tw)|2|v<s,ﬂ—t0), 9_,50, UO)lew”%}VLoo (536)
t

-1

+ 2 (s UL [0 ][51.00 + [2(Ismi) [P T0t ¥ 71 ) s

Como |rot p|r2(0) € equivalente a norma cldssica ||o|| 1 (o), existem constantes ¢; > 0 e

co > () tais que
t
crl|o(t, ¥ _yw, 0_40, ’Uo)H2 < cg/ (s, d_w,0_0, vo)szs
t—1

t
+ C/ (|U<S — t)’2 + |Z("§57tw)‘2|¢‘2 + |Z(1987tw)|2|1}(5,19,tw, 0_,0, U0>|2Hw”%/[/lyoo (5.37)
t

-1
+ |2 (o) [P [0 100 + [2(Fsmaw) ]| 0t 72 0)) s

Para todo ¢ > T' + 1, levando em conta os Lemas 4.7 e 4.8, concluimos que

lv(t, 9 1w, 0_s0,v0)|]* < Ry(o,w),

com
R4(07 w) = %R2(07 w)
C1
0
C
+ 2 [0 + H0)FVF + )P RO bl 53D

+2(w) '[P ¢ + [2(0w) Pl xot ¢ 17 o)) ds.

Como sup,c5, Ri(0,w) < R%(w) e sup,ex, Ra(o,w) < RY(w), obtemos

sup Ry(o,w) < Rg(w) = @R(l)(w) + eaiLg)_
oED ¢ o {_ oo
0
C

+ 2 (o) [Py + [2(0sw) [ vot ¢l71 o)) ds.
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Na desigualdade acima utilizamos a relagio f?l lo(s)]?>ds < e~ ffl e**|o(s)|* ds e a Propo-
sicdo 4.3 (iv). E claro que pela defini¢do de R)(w) e pelos Lemas 5.2 e 5.3, temos para todo
p > 1 satisfazendo (5.29) que

E(R3(w)?) < oco. (5.40)

Aprova esta completa. [

Corolario 5.2. Para cada D € D e w € ), existe um tempo T’ = T(ﬁ, w) > 1, tal que para

todo o € %, a solugcdo u da equacdo de Navier-stokes (4.35) satisfaz
lw(t, 9_w,0_0,up)||* < cRY(w) + c|z(w)]|?,

uniformemente em uy € D et > T, em que c é uma constante positiva e R3(w) é uma varidvel

aleatoria dada por (5.39).
Agora, para cadaw € 2 e o € X, definimos
Ho(w) = {u €V :|jul? < cRYw) + c|z(w)[*} . (5.41)
O Corolario 5.2 indica que 2 éum conjunto @—pullback absorvente.

Teorema 5.6. Seja A o D-atrator cociclo aleatério gerado pela equacdo de Navier-Stokes,

entdo existe uma varidvel aleatéria autonoma R}(w) tal que
[As(@)I* = sup Jluoll* < R3(w). (5.42)
up€EAq(w)
Além disso, para todo p > 1 satisfazendo (5.29), a esperanca

E(R3(w)?) < oco. (5.43)

Demonstraciao: Como o D-atrator cociclo aleatério A é menor que o conjunto ﬁ-pullbaok

atraente %, entdo A, (w) C #,(w). Assim, pela definicio de % temos
1o (@)* < eRy(w) + ¢|2(w)? := R(w).
Além disso, usando o Lema 5.4 e (4.40), obtemos
E(RY(W)’) < cp)E(RY(W)") + c(p)E(|2()[*") < oc.

A prova estd completa. |
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5.5 Propriedade de contracio cociclo aleatoria

Nesta secdo, provamos que o SDAN gerado pela equagdo estocdstica de Navier-Stokes
satisfaz a PCCA sobre o D-atrator cociclo aleatério A. Finalizamos, provando um resultado de

modos determinantes e a dimensio fractal finita de atratores.

Teorema 5.7. Suponhamos que
a > (8¢)*?, (5.44)

entdo o SDAN ¢ gerado pela equagdo estocdstica de Navier-Stokes (4.32) com forca externa

de translacdo limitada satisfaz a PCCA sobre o D-atrator cociclo aleatério A = {A,(-)}ges.

Demonstracao: Sejam u e v solugdes de (4.35), entdo

d(u —

%+1/A(u—v)+B(u,u—v)+B(u—v,v):0. (5.45)
Denotamos P o projetor ortogonal sobre o subespaco de H gerado pelas m primeiras autofun-
¢oes associadas ao operador de Stokes A e () = [ — P. Tomando o produto interno de (5.45)

com Q(u — v), obtemos

40— o) + v Qu—v)|?

2dt
< (B(u,u —v),Q(u —v))| + [(B(u —v,v), Q(u—v))|
< lull 2202 [|Q(u — v)[[llu — vll(z1oy2 + V]2 |Q(u — v)[[|lu — v| 1oy

= (Jlullzaoyz + lvllzaoy2) 1Q(w — v)|[[lu — vl (3o

IN

1%
QG =)l + ¢ (lullzaone + IWlaoye ) e = vl oz
e assim
d 2 2 2 2 2
—1Q(u = v + Q=) < e (Jlullzsoye + IWlEzsope ) e = vlizaonye-
Como H}(O) — L*(O) paran =2e¢ ||Q(u — v)||* > A\ps1]|Q(u — v)|?, segue-se que
d
Q=) + v A Qu — )P < e (llul® + [|o]”) flu— o]*
Pelo lema de Gronwall temos
Q(ult) — v(t))]* < e |Q(ug — vo)|®

t (5.46)
; / e A1) ([lus)|2 + [o(s)]) [luls) — os) [2ds.
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Agora, estimamos a norma ||u—v/||? por | rot (u—v)|?, e esta dltima por |uy—wvo|?. Tomando
o produto interno de (5.45) com u — v em H, obtemos

5ol = o+ vl — o] < [(Blu v, 0),u—v)|

< u=vlEaopellvll-
Utilizando a seguinte desigualdade (veja Temam [70])

12 1/2
oy lull o

[ullzacoy < elfullf Vu € Hy(0), (5.47)

oy

e a desigualdade de Young temos

d
5 gl = vl vl = ol* < clu = ollju = v]fo]

v
Syw—vw+du—MWﬂ?
Assim,

d
lu— ol +vllu—of” < clu— vl (5.48)

Aplicando o lema de Gronwall em (5.48), vemos que
|u(t) . U(t>|2 < efot C|\U(S)||2ds|u0 . U0|2. (5.49)

Assim integrando (5.48) com relagdo a ¢ no intervalo (¢t — 1,¢), com ¢ > 1 e usando (5.49) ,

temos que

v [ s = o(@lFds < =1 =o(t=1)F +e [ (o) Pluts)—o()Pds

1

t
(fo v T)Qdmrc/ ”v(s)H?eﬁfc”(T)”Qd’“ds) lug—vo|* (5.50)
t—1

t
< efotd\v(r)H?dr (1 +C/ ||U(8)||2d8) |u0_vo|2.
t—1

Escrevendo &, = rotu e &, = rotwv, resulta

(fudt gv) ((u - U) ' v)ﬁu + (U : V)(fu - 5@) = VA(SU - gv)’ (551)

Tomando o produto interno de (5.51) com &, — &, em H e usando a desigualdade de Agmon,

(veja Temam [70]) obtemos que

1 d 2 2
5& _gv‘ +VH€U_5’UH

1%

< Dl — &) + cléul'le — &P
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portanto

d

E|§u - 511’2 + VHfu - 511”2 S C|§u|4|§u - §v|2‘
Pelo lema de Gronwall obtém-se

€u(t) — & ()2 < el Al () — g, (s)2, Vit > 5.

Integrando a desigualdade acima com relagdo a s sobre (¢ — 1,¢) com ¢ > 1 resulta

) =& < el O [ ) ) s

t
Assim, para todo ¢ > 1, levando em conta (5.50) e (5.52), segue-se que
[€u(t) — &)
t
< elideOrt [ g ) - g (s)Pds
t—1

t
< celiadgumltdr (1 +/ ||U(S>||2d5) elia o IPdsyy gy 12
t—1
t
<ec (1 +/ ||U(S)||2d$) 6fot C(HU(T)||4+HU(T)||2)dr|UO . U0|2.
t—1
Usando essa desigualdade em (5.46) obtemos
t
|Q(u(t) — v(1))]* < e ug — vl + / e~ A=) (flu(s) )
0

t
+ [Jo(s)||*)e (1 +/ ||U(r)||2dr) eJo e(lu@IHR@I)dry o 12d,
t—1

Levando em conta (5.49), para cada w € €2, 0 € X e para todo ug, vy € AU (w) temos

’P(¢(t7wv g, UO) - ¢(t7w7 g, UO))|2 S efot CHU(S)HQdS|u0 - UO‘Q‘

(5.52)

(5.53)

(5.54)

Pela invariancia de A vemos que v(s,w,0,1v9) = ¢(s,w,0,v9) € Agsg(ﬁsw), e por (5.42)

concluimos que

|P(¢(t7 w,a, UO) - ¢(t7 w,a, UO))| S ef(f %Rg(ﬂsw) d5|u0 — Vol-
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Agora, levando em conta (5.54) e (5.42) temos
Q(u(t) —v(t))]* < e ug — vyl
t

+

S—

1/2

t
< et ug — vl + (/ e~ 2 Am+1(t=s) ds) X
0

t
e”)‘m“(ts)Rg(ﬁsw)ds/ lc(l—i-Rg(ﬁSw)) dselo (RS(0sw)*+RE(Wsw)) 95 g — g2
t_

t /2 . . (5.56)
X (/ RY(V,w)? ds) / c(1+ Ry(Wsw)) dselo (BS(Ws)* +R5 (D) V48|01 — wg)? '
0

0

<1Q(ult) — v()* < e |ug — ol

t 1/2
+ L (/ RY(Vw)? ds) / c(1+ Ry(Y,w)) ds x
A/ 2V)\m+1 0 0

RY(Wsw)?+RY(Vsw)) ds

x elo (A3 lup — vo)?.

Como
Vo <e®, Va >0,

entdo de (5.56) segue-se que

’Q(¢(t7 w, o, uO) - ¢(t7 w, o, uO))P

t (o 2, po
< efo c(R3(Vsw)?+RY(Isw)+1) ds |U0

e*l/)\erlt + 1
V 2V)‘m—I—l

donde resulta que
|Q(¢<t7 w, o, UO) - ¢(t7 W, g, u0)>|

2V)‘Trz—|—1)1/4

Definindo
T VARY, 0
C(w) = S(RBw)? + RYw) + 1)

Entdo, paracadaw € Q2 e o € X, segue-se de (5.55) e (5.57) com ¢t = 1 que

1P(6(1,w,0,10) — ¢(1,w, 0, v0))| < edo OOy — 4y

< (G—W;“t + ( 1 )e ¥ £ (RY(Vsw)?+RY(Vsw)+1) ds|u — |

0l

)

(5.57)

(5.58)

VA1 1
1Q(op(1,w,0,up) — P(1,w, 0,19))] < (e_ P4 —> el C0sw ds\u — vp|

@A 1)1/
para todo ug, vy € A, (w). Utilizando (5.43) concluimos que

E(C(w)) < oo
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para « satisfazendo (5.44).

Escolhemos m suficientemente grande tal que

5= (e—“’?“ + m) < % (5.60)
e
E(C(w)) < In(1/26).
A prova estd completa. u

5.5.1 Modos determinantes e dimensao finita de atratores cociclo aleato-
rios

Nesta parte, mostramos um resultado de modos determinantes e a dimensdo fractal finita

do D-atrator cociclo aleatério para a equacao de Navier-Stokes.

Teorema 5.8 (Modos determinantes). Suponhamos que o > 0 satisfaz (5.44). Seja k € R
satisfazendo
E(C(w)) < k <1In(1/26), (5.61)

e para cada w € ), 0 € X sejam ugy, vy € fl(,(w) tais que

lim e |P(¢(t,w, o, u0) — d(t,w,0,v0))| = 0.

t—o0

Entdo
tlim ektw(t,w, o, Uo) — ¢(t>w> o, UO)’ =0,
—00

para 0 < k < k — E(C(w)).

Demonstraciio: Pela invaridncia de A temos que v(s,w, o, vy) = ¢(s,w, o, v0) € Ag.o(Dsw),

assim levando em conta (5.42) e (5.49) concluimos que
lp(t, o, w,up) — d(t, 0,w, 1) < elo SO ds |yl Vug, vp € Ag(w), t € [0, 1].

Definimos
L( ) o efl £RY(Ysw)ds

Y

entdo L satisfaz (5.7). De fato, pela ergodicidade do shift ¥);, temos para uma varidvel aleatéria

mensurdvel geral Cp(w)

t
lim Co(Vsw) ds = E(Co(w)), (5.62)

t—oo ¢ 0
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€ assim,

lim 1 In(L(9,w))

m—s00 M, 1
= lim_ % mm+ gngsw) ds
m41 m
= oy [ ot i [ S0
L ORC
=0.
Portanto, o resultado segue do Teorema 5.3. [ |

Teorema 5.9. Suponhamos que o« > 0 satisfaz (5.44). Entdo o D-atrator cociclo aleatério
A= {AU(-)}U@ dado no Teorema 5.6 para o SDAN ¢ gerado pela equacdo estocdstica de
Navier-Stokes (4.43) com forcas externas de translacdo limitada possui dimensdo fractal finita,
isto é, para cada w € 2,0 € X

4y (A (w)) < oo.

Demonstraciio: E simples ver que pela definicio de Bg(w), Lema 4.7 e propriedade minimal

do atrator A, que existe uma varidvel aleatéria temperada autdnoma R(w) tal que
Ao ()] < R(w).

Entdo o resultado segue pelo Teorema 5.4. |
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Capitulo 6
Conclusoes e problemas em aberto

Neste trabalho, estudamos o comportamento assintético de algumas EDPs usando teoria
de sistemas dinamicos deterministas, nao autdonomos e estocasticos em dimensao infinita, mais
precisamente, estabelecemos a existéncia de atrator global para o sistema dindmico autbnomo
associado ao sistema bidimensional de equagdes que modela o movimento um fluido micropo-
lar ndo-Newtoniano, além disso provamos a semicontinuidade destes atratores com relagao ao
parametro que representa a viscosidade microrotacional do fluido, também provamos a dimen-
sdo fractal finita de atratores. Outro resultado importante que estabelecemos foi a continuidade
de atratores pullback, cociclo e uniforme (Teorema 3.1) para uma equagdo hiperbdlica ndo
autdbnoma singularmente perturbada, que é a generalizacdo do resultado de Hale e Raugel em
[41, 42]. E importante ressaltar que o ponto crucial para resolvermos este problema em aberto
ha 30 anos foi gragas ao desenvolvimento da recente teoria de atratores pullback para sistemas
dindmicos ndo autdbnomos cujas referéncias principais utilizadas aqui foram [7, 9]. Estes dois

problemas constituem a parte determinista de sistemas dindmicos abordados neste trabalho.

Em relacdo ao caso estocdstico abordado neste trabalho, primeiro desenvolvamos a teoria
de atratores cociclo aleatorios para um SDAN com universos de atragdo autbnomos e compa-
ramos com atratores cociclo aleatérios com universos de atracdo niao autdbnomos introduzido
recentemente por Wang em [72], estabelecemos resultados de existéncia e caracteriza¢do por
trajetorias completas, também abordamos a continuidade de atratores cociclo aleatérios, es-
tabelecemos a equivaléncia entre o conceito de semicontinuidade superior e a compacidade
uniforme do atrator dada no Teorema 4.8 e usando resultados da teoria de atratores uniformes
aleatorios desenvolvida em [26] estabelecemos a equivaléncia entre o conceito de semiconti-
nuidade inferior e uma propriedade de equi-atracdo através do Teorema 4.9. Aplicamos estes

resultados abstratos as equacdes estocasticas de Navier-Stokes 2D.

Também introduzimos as propriedades de contracdo (do inglés “squeezing property”) e
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flattening para um SDAN, o primeira chamamos de propriedade de contragdo cociclo aleatdria
(PCCA) e a segunda de pullback flattening, provamos as equivaléncias entres as compacidades
assintdtica, dOmega-limite e pullback flattening, além disso estabelecemos que em espacgos de
Banach uniformemente convexo a pullback flattening € um conceito mais fraco que a PCCA,
também provamos que a PCCA € uma condig¢ao suficiente para a provar um resultado de modos
determinantes e a finito dimensionalidade de conjuntos aleatdrios invariantes. Aplicamos estes

resultados tedricos as equacdes estocdsticas de Navier-Stokes 2D.

Algumas questdes ainda se encontram em aberto, como as versdes nao autdnoma e esto-
castica do problema (2.1)-(2.2). Para um estudo futuro pretendemos também considerar uma
perturbacao do sistema (2.1) por ruido multiplicativo, ou seja, consideramos a seguinte equa-
cdo:

du+ ((u-V)u+Vp =V -7(e(u)) — 2v, rotw) dt = f(t,x)dt + eu o dWy(t),

V- -u=0, 6.1)

dw + ((u.V)w + dv,w — vy Aw — 2v, rot uw) dt = g(t, z)dt + ew o dWs (1),
em que W (t) e Ws(t) sdo processos de Winner sobre um espago de probabilidade (€2, F,P),
e € [0, 1] e os termos euodW () e ewodWs(t) sdo no sentido de Stratonovich. Neste caso seria
interessante provar a existéncia de um atrator pullback aleatério A, = {A(t,w) : t € Rjw €

)} para a equagdo (6.1), bem como a existéncia de um atrator pullback A = {A(t) : t € R}

para o problema limite (¢ = 0) e estabelecer a semicontinidade superior de atratores, isto &,

limdist(A(t,w), A(t)) =0, VteR,wel.

e—0

Enfim, podemos lidar com problemas em abertos das trés grandes dreas dos sistemas dina-
micos, nesse sentido concluimos que esta tese de doutorado atendeu aos objetivos e certamente

abrird caminhos para varios trabalhos futuros.
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Apéndice A
Estimativas a priori

Neste apéndice estabelecemos as estimativas necessarias no Lema 3.2. Ao longo das de-

monstracdes C' denotard uma constante independente de u, €, ¢.

A.1 A primeira estimativa

s) = /05 fo(r)dr

As hipoteses (3.3), (3.5) e (3.6) implicam que existem 0 < v < 1 e ¢; > 0 tais que

Definamos

(folw),u) < (1= v)[|ullfp o) + 1, (A1)
2(Fp(u), 1) < (1= v)|lullfy o) + (A2)
[(Fo(t,u), )] < er(1+ [[ullye)).  paratodo  u € Hy(O), (A.3)

veja, por exemplo [20, Lema 8.2].

Lema A.1l. Existe uma constante K > 0 e um conjunto By C H com eHvHLQ + HuHHI(O

K para todo (u,v) € By tal que para todo B C H com e||v0\|%2(0) + ||u0HH 1oy < C para
0

todo (ug,vo) € B, existe um T = T(B) tal que S(7 + T,7)B C By para todo ¢ € (0,1] e

TeR

Demonstracdo: Seja (u(t),u:(t)) = Se(t,7)(up,vy). Multiplicando a equagéo (3.1) por u;
obtemos

1d 1d
5 g Olzz0) + lu®zz0) + 5 1O o)

= (Jtu(0) ~ fo(u(0), w(0) + S (Fo(u(t)) 1)
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Segue que

d

a (€||Ut(t)||2L2(O) + ||u(t)||§13(0) — 2(Fo(u(t)), 1)) + ||Ut(t)||2L?(O) <C. (A.4)
Se, por sua vez, multiplicarmos (3.1) por u, temos

d 1d
2 ((6),0(1)) = ellun(®) o) + 57O (o) + () o
= (fe(t,u(t)) = folu(t)), u(t)) + (fo(u(t)), u(t)).

Logo

d

T <2€(ut(t) u(t)) + ||U(t)||%z(0)> = 2ellue(t)[IZ20) + vu®) Iy 0) < C- (A.5)

Multiplicando (A.5) por uma constante positiva § < 1/(v + 2) e somando com (A.4), resulta

que
d

3 P(®), u(®) + dv(elw@®)llz o) + lu®liyo) +1) < C (A.6)

em que
E(v,u) = €l|v]li20) + [ullfn o) — 2(Fo(u), 1) + 20¢(v, u) + 8][ullz2 o)-
A seguir, estimamos £. Usando (A.2) temos que
E(v,u) > €llvllZz0) + vlulfo) — e = 0€lvlZa0)-
Como § < 1/2¢, segue-se que
E(v,u) = —Hvl\m(o +llvliz o) — @
Devemos estimar a energia acima. Temos
0 < B(v,u)+c1 < ClelvlZao)+ull o)1+l o) < CENvIIz20)ullt o) +1),
portanto
VE@,u) + e < Clefvlleo) + HuH?{g(@ +1).

Usando esta desigualdade em (A.6) e denotando V' (t) = E(u¢(t), u(t)) + c1, temos

d

dt )+ C\/V(t) <C.

Analogamente a [41, Teorema 2.2] segue-se que existe uma constante / tal que para todo

B C H limitado no sentido de que €[[v||72 ) + [[V]1}1 o) < C para todo (u, v) € B existe um
0

instante 7' = T'(B) talque se t > 7+ T e (u(7),w (7)) € B, entdo

€
SluOlzz0) + vllu® 0 < V(E) < K.

A prova esta completa. [

Observacio A.l. E fidcil verificar que o Lema A.l continua valendo se substituirmos f. por

Pe € 2e. O conjunto By independe de p. e e.
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A.2 A segunda estimativa

Nesta secdo, obtemos as estimativas uniformes em relagdo a € sobre os atratores unifor-
mes em certos espagos de Sobolev fraciondrios. Essas estimativas sdo necessarias como um
passo intermedidrio, uma vez que a regularidade de atratores uniformes em espacos fraciona-
rios € necessdria para obter mais resultados de regularidade e estimativas, veja [3, 4, 16, 74].
Introduzimos uma escala de espacos de Hilbert gerada pelo operador de Laplace com condi-
¢des de contorno de Dirichlet homogéneas £ = D((—A)®/?) para o € R dotado com a
norma |[ufl, = [[(—A)*?ul|r2(0). Com esta notagdo E? = H*(O) N H}(0), E' = H(O),
e E° = L*(0), veja [3, 74]. A norma em E* também pode ser definida por meio do produto
escalar (u,v)q = ((—A)*2u, (—A)*/2p).

O argumento deste secdo funciona para qualquer o € (0,1/2). Embora necessitamos
somente para o caso particular em que o = 1/3. Assumiremos que a condi¢do inicial (ug, vo)
tomada no instante T pertence ao conjunto B; encontrado no Lema A.1 e que (u(t), u(t)) =
Se(t, 7)(ug, vo) € By para T > t.

Precisaremos da seguinte versdo do lema de Gronwall, que € uma extensao do resultado de
Graselli e Pata, veja [38, Lema 2.2], [65, Lema 3].

Lema A.2. Seja U uma funcdo absolutamente continua ndo negativa em |1, 00) satisfazendo

a desigualdade

d\I;_it) +2AU(t) < B(t)¥(t) + C(t), qs.em t€ (1,00), (A7)

emque A >0, e B,C :[r,00) = R sdo tais que

¢
/ |B(r)|dr < A(t —s) + k, paratodo 7 < s <t, (A.8)

t+1
sup / () dr <,
t

t>1

para alguns k,n > 0. Entdo
U(t) < O U(r)e 77 4 Oy,

sendo C1, Cy > 0 constantes dependendo somente de 1, k, A.

Demonstracio: Apresentamos um esbogo da prova. Multiplicando (A.7) por e/r 24-B()dr

obtemos
d

el JP2A-B(r)dr\ ~ JL2A-B(r)dr
& (\I/(s)e ) < C(s)e )
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Integrando com relagdo a s sobre o intervalo (7, ) e usando (A.8) temos que
t
(t) < ey(r)e A 4 e“/ C(s)e~4=9) ds.

O resultado segue da seguinte desigualdade, veja [15, Lema 2.1],

t 1 0+1
/ C(s)e =) ds < — sup/e C(s)ds.

l1—e 0>T

Também precisaremos do seguinte resultado de Zelik, veja [74, Lema 1.2].

Lema A.3. Seja a € [0,1/2), entdo

Jug - (=) usl| 20y < Cllu|l1talluz a1,

lus - (=2)* | 320y < Cllusllalluzlla-1,

para todo uy; € E°T, uy € E*7' e uz € E® com uma constante C' = C(«) independente de

Uy, Uz, U3.

Seguindo as idéias de [4, 16, 74] decompomos o processo na soma de dois componentes:
o para o qual provaremos o decaimento exponencial para zero, denotaremos por v, € 0 suave,
denotaremos por w. Mais precisamente, representamos u(t) = v(t) + w(t), em que as fungdes

v, w resolvem os dois problemas a seguir

ev(t) + ve(t) — Av(t) + Lo(t) = fo(v(t)) — fo(0), (A.9)
(T) =ug, v(T) = p. (A.10)
cwn(t) + wnlt) — Aw(t) = Lo(t) + £.(t,u(t) — folo(®) + fo(0),  (ALD)
v(1) =0, wu(r)=0. (A.12)

No problema acima L > 0 € uma constante suficientemente grande.

Partimos do estudo do problema auténomo (A.9)—(A.10).
Lema A.4. Se (u(t),u(t)) € By para todot > T, entdo

ello(t) 1720y + Hv(t)Hi,é(O) < Ce =7 paratodo t>T, (A.13)

/ lex(3)|220y ds = C < ox, (A.14)

com C uma constante positiva independente de €, ug, vg.
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Demonstraciio: Defina Fio(s) = Fy(s) — fo(0)s, entdo Fy(s) = fo(s) — fo(0). Multiplicando
(A.9) por v; temos

d —
7 (el @Nz20)+ 0Oy 0) + LD @) 17200y =2(Fo(v(8)), 1)) + 2[00 [12(0) =0, (A-15)

g.s. parat > 7. De (A.2) e (A.3) tem-se

QGMMJszawxn—ahmewmdxsa—umm&mn+uwﬁmn+a

(Fo(), Dl € a1(1+ [vlly0)),  para v € Hy(O),
portanto
ﬁmwh@HMm%@+/IM@ﬁwﬂw&lpmm®t2m (A.16)

isto €, a integral de dissipagdo para o problema autonomo para v € finita. Agora, multiplicando

(A.9) por v obtemos

d 1
37 (€000 + 310000, ) = Ol + IolEyo, + IOl

= (fo(v(t)) — fo(0),v(t)), q.s. para t>T.

Tendo em vista (3.11), a imersdo H}(O) — L5(0), a imersdo compacta H} (O) —— L3(0),

a desigualdade de Ehrling e a limitagdo sobre [[v(?)|| g1 (o) em (A.16) segue-se que

(Fov(®) = ol0). v(®)] < Ko(0)]2 0,
[(Fow(t). D] < MlJo(0)]2 o paratodo t>7, (A7)
1

2(Fo(v(t)), D] < gllv(®) 10y + Nlv®)720)

em que as constantes positivas K, M, N dependem somente de By e O. A constante L é

escolhida tal que L > max{ K, N}, donde resulta que

7 (€000 + 51000 ) = Ol + 10Ol 0

—I—(L—K)||v()||L2 <0, qs.para t>T.

Dividindo esta estimativa por dois e somamos com (A.15), segue que

S, ul) + (2= 5) Ol + 310y 0

1
+ =(L — K)||v(t )H%Q(O) <0, gqs.para t>T,

[\]
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em que

1

1 _
By(vv0) = il + ol + (5 +2) ol + 5e(orv) = 2(Fu(o), 1,

E facil verificar que

%El(v(t), v (1)) + CE(v(t), v (1)) <O.

Usando a desigualdade de Gronwall temos
Er(v(t),ve(t)) < Ey(ug, vo)e ¢,
Aplicando esta ultima estimativa em (A.17) obtemos que

Ey(v(t), ve(t)) = 5(ellv' ()1 20y + 03 0)):

N —

e a prova estd completa. [

O estudo de (A.11)-(A.12) € mais fino. Mostramos que as solucdes sdo mais suaves, a
saber, (w(t), w;(t)) € E'® x E®, mas a estimativa nas normas E'™® x E* diverge para
t crescente. Para obter a estimativa ndo divergente usaremos o artificio de Zelik [74]. O
argumento abaixo € semelhante a prova das Proposi¢cdes 1.3 e 1.5 em [74], mas, além disso, o

tratamento cuidadoso da dependéncia de € é necessario.

Derivando (A.11) com relagdo ao tempo e denotando z = w, obtemos que

czalt)  2e0) = A2(t) = Dunlt) + P01 (1)) + Lt u(t))ualt) — Fow()oats). (A18)

A funcdo z satisfaz a condi¢do inicial
1
2(1) =wi(1) =0 e z(7) =wu(r) = E(Luo + fe(T,u0) — folug) + f0(0)).  (A.19)

No seguinte lema estabelecemos a estimativa auxiliar que ndo € uniforme no tempo, veja
[74, Proposi¢ao 1.3].

Lema A.5. Suponhamos que (u(t),u:(t)) € By para todot > 1. Se z resolve (A.18)—(A.19),
entao

Ellz®ay +ellzON5 + 2@)laoy < O+t =7)e, vt > 1,

com C' > 0 uma constante independente de t, T, €, z.
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Demonstragio: Multiplicando (A.18) por (—A)*~!(z; + 3z), com 3 um nimero apropriada-

mente escolhido, o qual serd especificado mais adiante, obtemos

d /1 1 1
& (el Ul + 38112+ Bela s ) + (1 = BNl + 8112

dt
9/

< (L= B0 (A1 ot 52 + (S, (~8) e+ 52))

+ ((%(t, w) = folu) + fé(O)) w, (—0)* (2 + ﬂz>)

+ (folw +w) = fow))ug, (=) (2 + B82)) + ((fo(v) — f5(0))2, (=A)* (2 + B2))
=L+ Lyt L+ I+ Is.

Precisamos estimar todas as integrais do lado direito. Em todas as estimativas abaixo § > 0

denotard uma constante positiva suficientemente pequena. Primeiro estimamos /;.
I < Cllvellzzoy(zella-r + Bllzlla) < Cllvellza (o) + dllzela—1 + CBllvellz20) + 98125
Para estimar o termo [, note que
[(=A)* )| o) < Cllulla-r,

em que, veja [74],

1 1-a 1
P 3 2
Portanto
afe
L<Cll5 () (Izella—1 + Bllzlla-1)-
1 (0)
Como p' = =%, segue-se de (3.7) que

p/

0 dz

Ofe
' — o (t,u(z,t))

r (t,u(z,t))

p/
L' (0) _/(’)
g/aumm@mm
O
< C(L+ Jlu®) o)

donde resulta que
I < C+d|zllay + OB+ 38|12

Passamos ao termo /3. Usando (3.5) temos
Iy < Cllull 20y (I2ella—1 + Bll2lla-1) < Clludllfzo) + dll2ella—1 + CBlluell72(0y + IBII21[5-
O termo 1, € estimado usando (3.12) e a desigualdade de Holder.

Iy < Cllugl 200y (1 + lull ooy + vl o)) lw - (—=A)*~ (2t + B2)|| 13 (0)-
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Usando o Lema A.3 obtemos

Iy < Clluell 2o llwllasi(lzella-1 + Bllzlla-1)-
Expressando Aw por (A.11) temos
[wllarr = [Awlja—r < C+ €llwiglla-r + [[willa—1 = C + ellzilla-1 + [[2lla-1,  (A.20)
assim

It < C+ Celudllio o) lzella-y + Clluellzo o) 12151 + dllzellas
+ CB + CBe||urll 72 o)l 2ela-1 + CBIuellL20) | 2l1a-1 + 3BlI]1G

Finalmente estimamos [5. Usando o Lema A.3 e (3.12) temos

Is < || fo(v) = fo(O)llzzoyllz - (=2)* (2 + B2)l| sr2(0)
< O+ ollzs)llvlliso llzllalllzellar + Bllzlla-1)-

Segue-se que
Is < Cllvll7 o 12115 + dllzella—s + CBIvIIG o) I2lla—s + 3BII2]13-

Escolhendo ¢ suficientemente pequeno, combinamos as estimativas para os termos [, ..., I5

para obter

d /1 1 1 1 1
7 (el b Gl G0l + Bt 2ot ) + (5 = B) D + 581412

<C(1+p)(1+ ||Ut||%2(0) + ||Ut||%2(0) + 62||ut||%2(0)||zt||i_1 + ||Ut||%2(0)||2||i—1)
+ Cllvllz o) (1215 + Blizlla=)-

Escolhemos 5 = 1/4¢ e multiplicando esta dltima estimativa por e, resulta que

d /1 1 1 1 1 1
7 (30l + G124 el + el ot ) + el + G412

< O+ w220y + el 220y + oIl + oo 12120)
Ol o (€212 + 1212)
Definamos
Bleu,2) = 5@l + gellalld + gl + e 2ot (A21)

Usando (A.16) obtemos

TG0, 2(0) < OO+ oD)z20) + lu@)llz0) + C(L+ e (DN 720) E(z:(8), 2(1)).
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Usando o lema de Gronwall, as condi¢Ges iniciais (A.19) a limitacdo sobre a integral de

dissipag¢do em (A.16) e (A.4) temos

t
/ ||ut(s)||%2(0) ds < C(1+t—1), (A.22)

donde resulta que

E(z(t),2(t)) < C(1+t —7)eft,

A prova estd completa. u

Observacao A.2. Podemos verificar que (3.5) e (3.7) sdo verdadeiras quando substituimos
fe por cada p. € ¥. com as mesmas constantes. Assim, as estimativas do lema acima sdo

uniformes em relacdo a ...

O préximo resultado € a contrapartida de [74, Proposi¢ao 1.4].

Lema A.6. Suponhamos que (u(t),u;(t)) € By para todo t > T, entdo para todo i > 0

existem constantes positivas C,, e K,, e uma decomposigdo
u(t) =o(t) +w(t), para t>T,
tal que
lo(O)l5g1 + ell@e(®)lls + o ()5 < Ky paratodo ¢ >, (A.23)
t
/ |6 2oy dr < gt — 5) + C,, paratodo 35> 7. (A.24)

Demonstracao: A prova segue as idéias de [74, Proposicao 1.4], nés a esbogamos brevemente.

Fixamos um 7' > 0 suficientemente grande e definimos
o(t)=v(t) e w(t)=w(t) para te€[r+ (n—1)T,7+nT),
em que v, w resolvem as equacoes (A.9) e (A.11), respectivamente com condic¢des iniciais

viT+m=1T)=ult+(n—-1T), v(t+n—1T)=u(r+ (n—1)T),
w(it+n—1T)=0, w(r+n-1T)=0.

A limitagdo sobre a integral de dissipagdo em (A.16) implica (A.24) com p ~ 1/T, e (A.23)
segue pelos Lemas A.5 e (A.20). |

A decomposicdo acima permite obter a contrapartida uniforme no tempo do Lema A.5.
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Lema A.7. Suponhamos que (u(t),u:(t)) € By para todot > 7. Se z resolve (A.18)—(A.19),
entdo
Ellz®lla +elz®lla + z®ller <C, VE=T,

sendo C' > 0 uma constante independente de t, T, €, 2.

Demonstracao: A idéia da prova é a mesma usada no Lema A.5, mas aplicamos a decom-
posicdo do Lema A.6 no termo /4. Usamos as representacdes u; = vy + 2, Uy = U + W €

z = U; + w; — vy Bscrevemos I, em quatro termos.

L= ((folv +w) = fo(0)0e, (=A)* z) + ((folv +w) = fo(v))wy, (=A)* 1 2)
+ B((fo(v+w) = fo(0))ve, (=A)*12) +B((fo(v+w) = fy (v)) 2, (=) (B 410, —vr))
= Iya + Isp + Lic + Lip.
Estimamos os termos acima usando a desigualdade de Holder, propriedade (3.12), a imersdo

de Sobolev, estimativas dos Lemas A.1 e A4 em [Ju| g1 (0, [|v]
as estimativas (A.20), (A.23).

Hi(0) © HwHHg(o), Lema A.3, ¢

230

Lia < C([lullzso) + [vllLso)[Pel 20 lw - (=A)
< Cllod 2oy lwllatillzella—1 < Cllvel| 20y (C + €llztlla—1 + |2[la=1)[[2t][a—1
< llzel5oy + Cllodl a0y + CENlO T2 0y 2oy + Cllodl Z2o) 121151
Lip < C(|lulls(oy + vl s llwllsoyll@e - (=A)* 2l a2 o)
< Cllagllallztlla—r < dllzll2-1 + Cllwel|2 < 6llz)l2-, + Ce.
Lo < CB(|[ullso) + ol s lvell 2oy l[w - (=A)* 7 2] s 0y
< Bllvell zzoylwllasillzlla=1 < Bllvellz20) (C + €llztlla—1 + [[2[la=1)[[2]la-1
< 8612012 + CBllvill 720y + CBE il 2oy l2ellas + CBIlvell 720y lI2 o1
Lp < CB([[ullsoy + Ivllsop) lwllzso) |2 - (=A)* 70 + @ — ve) | 220
< CBIzllalll7e]l 2(0) + 1@t llamr + vell72(0))
< 6B1zlI% + CB + CBlluelz20) + CBITIZ2 0

Procedendo como na prova do Lema A.5, mas usando as novas estimativas em [, e escolhendo

0 > 0 apropriado suficientemente pequeno, obtemos

d /1 1 1 1 1
5 (el + G112 4 3P0+ et Dot ) + (5 = B ) a2 + 511

< C(L+B+1/e)+ CL+ B)luillia o) + lluellizio) + 17:22(0)
+ O 2o (1 + B) (vl L2 0) + 1elI20)) + CllzlE 010y

+ 12181 (L4 B)lvellLa0) + 17l 22(0) + 1V 0))-
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Como no Lema A.5, definimos 3 = i multiplicamos a estimativa acima por € € obtemos que

7 (5l Gl G0+ e don ) + il + 12
<C(1+ ||Ut||%2(0) + ||Ut||L2(o + ||17t||L2(o )
+ Ol laey + [T g0) + CelllElo Ny o
+ el ol + 1oy + ol o)

Usando a energia (A.21) reescrevemos as desigualdades acima

S B(at), 2(0)) + 2AB(4(1), =(1)

<CO(l+ ||UtH%2(O) + ||Ut’|%2(0) + ||17t’|%2(0))
+CE(z(t), 2(1) (vl 2200y + 101 Z2(0) + V1171 (0))-

com as constantes positivas A, C'.

De (A.14), (A.22) e (A.24) segue-se que

t+1
C/ (1 + [lve($) 17200y + l[ue($) 17200y + [0:(5)][72(0)) ds <,  paratodo t > T,
t

com uma constante 1 > 0. Além disso, de (A.13), (A.14) e (A.24) obtemos que

¢
C/ (||vt(r)||2L2(O)-|—||17t(7")||12qé(0)+||v(r)||§{é(o)) dr < A(t—s)+k, paratodo t>s>T,

em que £ > 0 € uma constante. Estamos nas condi¢des de usar o Lema A.2, de onde, usando

as expressoes para as condicdes iniciais (A.19) o resultado segue. |
Reescrevemos o lema acima em termos de w temos, veja (A.20).

Corolario A.1. Suponhamos que (u(t),u(t)) € By para todot > 1. Se w resolve (A.11)—
(A.12), entdo

elw @®)]5 + we®)5o + w®) oy < C, paratodo ¢ >,
com uma constante C' > .

Observacao A.3. Analogamente como na Observacdo A.2 é fdcil verificar que para um dado

€ > 0, as estimativas do lema acima sdo uniformes em relagdo a ...
Seja C' > 0 a constante no Coroldrio A.1. Segue-se que o conjunto

Ko = {(wi,w) € B x B* ¢ ellwallg + w25y + lwillay, < C} (A.25)
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¢ uniformemente atraente com relagdo a Y. para todo € € (0,1]. Como este é compacto em
H}(O) x L*(0) = E' x E°, devemos ter A, C K. Isto nos d4 a limitagdo uniforme com
relagio a e do atrator uniforme A, em E*t! x B! = E*3 x E~%/3 (note que fixamos

= 1/3). Na préxima sec@o, usaremos a limitacdo obtida para v = 1/3 para obter uma
limitagdo para o = 1.

Finalizamos esta secado com uma estimativa auxiliar.

Lema A.8. Seja (u(t),u(t)) parat > T uma trajetéria sobre o trator uniforme A., entdo

t+1
sup [ ) ds = 0 < o
t

t>1

em que a constante C' independe de e.

Demonstracio: Sabemos que para as trajetérias no atrator uniforme, temos u(t) € E°*! e

u(t) € E%, assim, podemos derivar a equagdo (3.1) e denotar y = w; para obter

Ipe Ipe
e+ — Ay = ZE(t ult) + F (L u(D)y,

com condig¢do inicial

Y(r) = wlr), wlr) = (et u(r) — wlr) + Au(r).

Multiplicando esta equagdo por (—A)*~!(y; + By) e procedendo como nas provas dos Lemas
A5 e A7 resulta

d

1 1
1 (Gl 00 + GBI+ Bl o ) + (1= Bl + Bl

Ope _ Ope _
< (et (-0 s ) )+ (Pt (25 + ) )
1 1
<O+ 8) + OBl + Cllyl2 + Sl + S8l

Tomando = 1/4€ e multiplicando a estimativa acima por ¢ obtemos

d

1 1
1 (3N 4 el G+ vy ) + Jellulls + i

<O+ lylla-y +ellyllz) < €

sendo que a tltima limitacdo segue do fato de que sobre um atrator uniforme ||y||2 | +¢||y||2 =
luel|2_; + €]|ue||? € uniformemente limitada. Como a expressdo sob derivada temporal é ndo-

negativa, obtemos

t+1 1 1
/ [ue(s) ]2 ds < C'+ §€2||utt( Moy + €Hut( )z + g llue(t ]| + €(uge(t), ur(t))a-1-
t
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A limitagoes de ||us(¢)||2_; e €|lus(t)||? resultam do fato que (u(t),us(t)) € A, e (A.25). A

expressao ||eu (t)||o—1 € limitada devido a estimativa

lewer (Bl < llus(@)lla—1 + Clipe(t, w()) | 2(0) + [[u()llata,

e a prova estd completa. [

A.3 A terceira estimativa

Neste se¢do, assumiremos que a trajetéria (u(t), u;(t)) pertence ao atrator uniforme A, e
usaremos as estimativas para & = 1/3 para provar a limitacdo no Corolédrio A.l para o =
1. Para isto, precisamos de uma decomposi¢do mais simples do que (A.9)—(A.11), a saber,

representamos u(t) = v(t) + w(t), em que as fungdes v, w sdo as solugdes dos seguintes

problemas
EUtt(t) + Ut(t) — Av(t) = 0, (A26)
(1) =ug, (1) = vp. (A.27)
cwy (t) + wi(t) — Aw(t) = pe(t, u(t)), (A.28)
w(T) =0, w(r)=0. (A.29)

As solucdes de (A.26)—(A.27) decaem para zero exponencialmente, enquanto que para
as solugdes de (A.28)—(A.29) sabemos que w € C([r,T|; E?),w; € C([r,T]; E"),wy €
C([r,T); E®) parar todo T' > 7. De fato, p.(-,u(-)) € H(r,T; E°), veja as estimativas abaixo
na prova do Lema A.10. Omitimos a prova do lema abaixo uma vez que é andloga ao Lema
A4,

Lema A.9. Seja (u(t),u(t)) parat > T uma trajetéria sobre o atrator uniforme A., entdo
—C(t—7
ellod(®)]1 20y + ”U(t)H?qg(o) < Ce 7 paratodo t>T. (A.30)
em que C' denota uma constante positiva independente de €, ug, vo.

Derivando (A.28) com relacdo ao tempo e denotando z = wy, entdo 2 satisfaz o seguinte

problema de valor inicial e de fronteira

ezu(t) + z:(t) — Az(t) = %(t, u(t)) + %(t, u(t))u(t), (A.31)
1

2(1) =0, z(r)= Epe(T, up), (A.32)

z(t) =0, sobre 0O. (A.33)
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Lema A.10. Seja (u(t), u(t)) parat > T uma trajetdria sobre o atrator uniforme A., entdo

elz®)120) + ellz® 0y + 120l 120) < €, paratodo &>, (A.34)

|lw(t)|l < C, paratodo t >, (A.35)

em que C denota uma constante independente de ¢, ug, vg.

Demonstracao: Os cilculos sao semelhantes aos da prova do Lema A.5. Multiplicando (A.31)
por z; + [z, obtemos que

d /1 1 1
in <§ellzt\li2<0) + Be(zt, 2) + 55”Z”%2(0) + 5”»’5“?{5(0))

+ (1= Bzl 20y + B2l o) (A.36)
= (aa]j: (t,’LL(t));Zt +52) -+ (21;6 (t,U(t))ut(t),zt —|—ﬂz) = [1 _|_[2

Como (u(t),u(t)) € A, segue-se que ||u(t)|s3 < C e pelo teorema de imersdo de Sobolev

|w(t)||p1s0) < C, levando em conta esta limitagdo e o fato de L'¥(0) — L?/3(O) segue

também que ||u(t)]|26/30) < C, assim de (3.7) obtemos

| %t ute)

2

< c/ (1 Ju(@) ) do < € (14 [u®) 2% ) < C:
L2(0) @

Op. :
Como o crescimento de 8£ € quadrético, de (3.3) e (3.13) segue-se que
Uu

| ruto)

9

o < O/O(l +Ju(z)]®) de < C (1 +[lu(®) | s o )

Além disso, uy(t) € EY* C L*¥7(0) e [luy(t)| 1370y < Cllue(t)]|1/3. Estamos em condigdes

de limitar [; e I.
2

Ope
I < E(h%(t)) (2l 20y + Bl 2|l 2 o>)_—HZt||L2 + 5|| ||H1 +C+Cp.
12(0)
Ope
I < (t, u(t)) [ (®)[] 1s/7 0y ([ 2el| 220y + Bl 2l 22(0))
L9<O)

_1
lzllzz ) + BH 30y + Cllue@®Ili /s + CBlIu(B)17)5-

Usando estas estimativas em (A.36) obtemos

d /1 1
i (5l + 51400 + 59110 + e, )

1
+ (5= 5) Il + 5014l 0

< C+CR+Cllu(®)i /s + CBllue(B)]135-
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Escolhemos 5 = 1/4¢ e multiplicando a estimativa acima por € temos

d (14, . 1 1. 1 1 1.
in <§€ HthL2(O)+§EHZHH3(0)+§HZHL2(O)+Z€<%2) +Z_leHzt”LQ(O)—i_g”ZHH(%(O)

< O(1+ Jlue(B)]33)-

Definindo
_ 1 1 1 1
E(z,2) = 562“%“%2(0) + §6HZH§{&(O) + g”zH%%O) + Zﬁ(zta z),
obtemos 4
EE% 2)+ CE(z,2) < C(1+ lue(t)]7/3)-
Como

1
E(z(r), 2(7)) = 5llpe(r, u(m)llz20) < €,
a afirmacdo (A.34) segue-se pelos Lemas A.8 e A.2. A afirmagdo (A.35) segue-se pela estima-
tiva
lw(®)ll2 < €llze(B)[L20) + 2Dl L2(0) + [[Pe(t; u@)ll z2(0),

e a prova estd completa. |

Estamos em condicdes de obter o tltimo resultado desta secdo.
Lema A.11. Seja (ug,u1) € A, entdo (ug,u;) € E* x E' e
ellurllz o) + llunllz2o) + lluollz < €

sendo que C' > 0 independente de e.

Demonstracdo: Como (ug,u;) € A, pela propriedade de invariincia levantada existe uma
trajetoria (u(-),u:(-)) em A, tal que (u(t),u:(t)) = (ug,u1) par algum ¢t € R. Por v" e w"
denotamos as decomposi¢cdes (A.26)—(A.27) e (A.28)—(A.29) com os dados iniciais tomados
no instante ¢ — n. O Lema A.9 implica que ||vf'(¢)[|z20) — 0 € [[v"(t)| m3(0) — 0 quando
n — oo, € 0 Lema A.10 implica a limitagcdo
lw™ @115 + ellwy Ol 0) + e B)ll20) < C.
Assim,
w"(t) — a fracoem FE?

w(t) — b fracoem FE'

coma € E*eb € E'. Mas, como u(t) = v™(t) + w"(t) segue-se que a = u(t) e b = uy(t). A

estimativa segue pela semicontinuidade inferior fraca sequencial da norma. [
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A.4 A quarta estimativa

A estimativa desta secdo € inspirada pela prova de [41, Teorema 2.5]. A diferencga entre o
argumento de [41] e a estimativa a seguir consiste no fato de que, em vez da finitude da integral
de dissipacdo, usamos as estimativas da etapa anterior. Formulamos e provamos o seguinte

lema.

Lema A.12. Para todo (ug,uy) € A, temos ||u, || Hi(0) < C, com a constante C' independente

de €. Além disso, se (u(+),u()) € uma trajetéria completa em A., entdo
eHutt(t)H%g(o) < (C, paratodo teR,
com a constante C' independente de e.

Demonstracao: Seja (u(-), u.(-)) uma trajetoria completa em A, tal que (u(t), u(t)) = (uo, u1).

Pelo Lema A.11 temos (u(s),us(s)) € E? x E' paratodo s € Re

ellue(s) 70y + llue(9)l72(0) + lu(s)]2 < €, paratodo s € R, (A.37)
com constante independente de €. Derivando (3.1) com relagdo ao tempo segue-se que z = uy
satisfaz

Ope Ope
€z + 2 — Nz = 8—];(15, u) + a—i(t, w)uy, (A.38)
z=0, sobre 00, (A.39)
1
2(7) = u(7), 2z(7) = Z(pE(T’ uw(T)) — ue (1) + Au(T)), (A.40)

em que 7 < t € arbitrario (mais adiante tomaremos 7 = ¢ — n). Multiplicando (A.38) por z;

resulta que

d /1 1
& (el + 3eligor ) + o

2 2

1 Ipe Ipe
<slalo + [ e 4| pulier
. - 1o —= - . Ope Ope . ..
A imersdo H*(O) — C(O) e a condicao de crescimento sobre 2 9n implicam que
u
d
= (ellziZz o+ 12135 0)) + N2elEo) < (A1)
Se, por sua vez, multiplicarmos (A.38) por z, vemos que
d L2 2 2
in e(z, 2) + §HZHL2(0) — ellztllz20) + 1121730
1 ape 2 apﬁ ?
<l + [T v P el
2 ©) ot £2(0) ou Lo (0) ©
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donde segue que

d
— (2621, 2) + 121720y ) = 2€ll 26l 720y + 21211 1 0y < C-
dt 0( )

Agora multiplicando esta estimativa por 1/4 e somando a (A.41). Obtemos

d 1 |
" <6H2tlliz(0) + 12l 0) + 6(202) + 1||Z”%2<O>)

1 1
+ (1 - 56) l22ll720) + §||Z||12L16(O) =G

Somando a ambos os lados 1/ 8||z||%2(0), o qual é limitado por (A.37), e denotando
3 2 2 1 L2
E(z, 2) = el 220y + 121730y + 56(% z) + §||Z||L2((9)7

obtemos

d -~ 1.
EE(ZI‘/’Z) + ZE<Zt’ Z) < C.

Usando o Lema de Gronwall concluimos que
A T—1

E(z(t), 2(t)) < E(z(1), 2(1))e T +4C.

Escolhemos 7 = t — n. Como (u:(t — n),u(t —n)) € A, usando (A.37) e (A.40) podemos
ver que E(z(7), (7)) < C(1 + 1/¢), enquanto que

E(z(t),2(t)) < C (1 + %) e”1 4+ 4C.

Uma vez que esta ultima desigualdade € valida para todo n, entdo para n suficientemente

grande (dependendo de ¢), resulta
E(z(t), 2(t)) < 4C + 1,

com a limita¢do independente de €. A prova estd completa. [

A.4.1 Comparacao das trajetorias

Provamos que o conjunto (J, o,y Ac € limitado em H*(O) N Hg(O) x Hy(O). Mostra-
remos um resultado sobre a comparagdo das trajetorias de (3.1) e (3.2) para os dados iniciais
pertencentes a este conjunto. O argumento do proximo lema € semelhante a prova do Lema 1
em [32].
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Lema A.13. Seja (uo,u1) € U (o) Ae- Denotaremos por u(t) e ue(t) as solugdes de (3.2) e
(3.1), respectivamente, com condi¢do inicial (ug, uy) tomada no instante t,, entdo
Jue(t) — u(t)| 1oy < nle)(t — to)eCt%)  paratodo t > t,
em que 1)(€) converge para zero quando € — 0 uniformemente com relagdo a ty,t e a condi¢do
inicial em |J ¢ g 1 Ae-
Demonstracdo: Definimos v(t) = u(t) — u(t) parat > tg, entdo v satisfaz a equagio
v — Av = fe(t7ue> - fo(u) — E€Ugyt-

O lado direito da equagdo acima pertence a L2 ([tg, 00); L*(O)), e além disso, v(ty) = 0,
)

loc
enquanto que v € L? ([to, 00); H*(O))NL52.([to, 00); Hy(O)) com v, € LE ([to, o0); L*(O)).

loc

Multiplicando a equacao acima por v;, obtemos apds alguns cdlculos simples que

d
2 2
le()Iz20) + 10O 0)

< O fe(t,ue(®)) = folue®)Iz2i0) + [foluet)) = folw)IZ20) + € lluee(t) [ 72(0))-

Como (ue(+), ue(+)) € uma trajetéria completa em A., o Lema A.12 assegura que
€l|tters (1) | 720y < C.
Além disso,

1fe(t, uc(t)) = foluc®))ll20) <C sup |fe(t,s) = fo(s)]

[s|<R,teR
em que
R = sup |U(l‘)|7
(“’U)EUEG(O,I] Ae
z€eO

o qual é finito por imersio H?(0) — C(O) e o fato que u,(t) pertence a um conjunto limitado
de H?*(O). Assim, pelo Corolério 3.1,

[fe(t ue(t)) — folue(®))llz20) < nle).
De (3.11) e da imersdo Hi(O) — L%(O) segue-se que

1 fo(ue(®)) = fo(u(®)lr20) < CA+ u®)llzy0) + ez o)) llue(t) = u®)l o)

Por [42, Proposi¢ao 2.2] temos a limitago uniforme |[u(t)|| g1 0y < C comrelagdo a escolha da
condigdo inicial em |, ;) Ae da solugdo da equagao parabélica. Além disso, (ue(t), ue(t)) €
A, assim [[ue(t) || g3 0y < C. Logo

d
T IO < C0e) + [0l 0)):

E o resultado segue-se pelo Lema de Gronwall. [
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