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Resumo

Neste trabalho consideramos uma famı́lia anaĺıtica de estruturas riemanni-

anas em uma variedade diferenciável M com bordo. Impomos a condição

de bordo de Dirichlet ao η-laplaciano e mostramos a existência de curvas

anaĺıticas de seus autovalores e autofunções. Deduzimos fórmulas variacionais

tipo Hadamard. Como primeira aplicação mostramos que existe um subcon-

junto residual do conjunto das métricas, para o qual todos os autovalores do

η-laplaciano são genericamente simples. Consideramos ainda um domı́nio li-

mitado em M, e então mostramos que o subconjunto de difeomorfismos do

domı́nio onde os autovalores do η-laplaciano são simples, é residual. Em uma

segunda aplicação obtemos, para o η-laplaciano, expressões variacionais para

os autovalores quando a variação da métrica é conforme. Por fim, é feita uma

análise do comportamento dos autovalores do η-laplaciano ao longo do fluxo

de Ricci, onde eventualmente se tem a suavidade da respectiva autofunção.

Palavras-chave: η-laplaciano, fórmula tipo Hadamard, fluxo de Ricci,

problema de Dirichlet, volume com peso.



Abstract

In this thesis we consider an analytic family of Riemannian structures

on a compact smooth manifold M with boundary. We impose the Dirichlet

condition to the η-Laplacian and proof the existence of analytic curves of

its eigenfunctions and eigenvalues. We next derive Hadamard type variation

formulas. As a first application of these formulas we obtain that there is a

residual subset of the set of metrics where all eigenvalues of the η-Laplacian

operator are generically simple. We consider a bounded domain Ω in M.

Then we show that the subset of diffeomorphisms in Ω is residual provided the

eigenvalues of the η-laplacian are simple. As another application we obtain

variational expressions of the eigenvalues in the case when the metric varies

conformally. We conclude our work with analysis of the behaviour of the

eigenvalues of η-laplacian along the Ricci flow.

Keywords: η-laplacian, Hadamard-type formula, Ricci flow, Dirichlet

problem, weighted volume.
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2 Fórmulas tipo Hadamard 24

2.1 A primeira variação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
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Introdução

Em um trabalho seminal, Uhlenbeck [25] provou importantes resultados acerca

de propriedades genéricas de autovalores e autofunções do operador de Laplace-

Beltrami ∆g em uma variedade riemanniana compacta (M, g) sem bordo e, no

intuito de prová-los, usou o teorema da transversalidade de Thom. Em [6],

Berger considerou uma famı́lia a um parâmetro de métricas riemannianas g(t)

em M e obteve fórmulas tipo Hadamard para o operador ∆g(t). Nosso tra-

balho aqui será com o η-laplaciano, que é definido por L := ∆ − ∇η, que

também é conhecido como laplaciano drifting, onde η ∈ C∞(M) é a chamada

função drifting. Diferentemente de Uhlenbeck, ao invés de aplicarmos teore-

mas topológicos obtemos nossos resultados usando fórmulas variacionais tipo

Hadamard.

Uma das motivações ao focalizar o η-laplaciano é a seguinte. Ao estender-

mos a fórmula de Bochner para este operador, naturalmente damos origem a

uma extensão do tensor curvatura de Ricci, o tensor de Bakry-Émery-Ricci,

dado por Ricη = Ric + ∇2η. Este tensor aparece naturalmente no estudo

de fluxo de Ricci [8, 21], sólitons de Ricci [16], quase sólitons de Ricci [3, 4],

métricas CPE [5] e métricas quase Einstein [2, 7]. Para mais aplicações, ver

por exemplo [20]. Assim, é natural procurar por extensões das fórmulas de

Berger para o η-laplaciano. Desta forma, nosso objetivo principal aqui é de-

duzir fórmulas variacionais tipo Hadamard para o η-laplaciano e apresentar

algumas aplicações. Um importante passo nessa direção é o Lema 1 abaixo,

que relaciona o η-divergente de um tensor com o produto interno de Hilbert-

Schmidt. O η-divergente de um (1, r)-tensor T é definido como o (0, r)-tensor

dado por divηT = divT − dη ◦ T .
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O primeiro caṕıtulo estabelece a notação e usa o produto de Hilbert-

Schmidt para expressar a variação de alguns tensores mediante uma variação

suave na métrica de uma variedade. A partir de então, tais variações tensoriais

serão usadas sistematicamente ao longo deste texto.

Nesta tese, todas as variedades serão consideradas orientáveis e, salvo

menção contrária, as compactas serão admitidas com bordo. Cabe lembrar

que, para o caso de variedades não orientáveis, podemos efetuar os cálculos no

recobrimento duplo orientável, via métrica do recobrimento, desde que o resul-

tado obtido não dependa da orientação, vamos obter por isometria o mesmo

resultado para a variedade.

A versão para η constante, da relação abaixo, foi usada por Gomes em [13]

e em alguns outros trabalhos.

Lema 1 Sejam η, f : M → R funções suaves, T um (0, 2)-tensor simétrico e

Z ∈ X(M). Então vale

(1) divη(T (fZ)) = f〈divηT, Z〉+ f〈∇Z, T 〉+ T (∇f, Z).

Em particular, se Z = ∇h para alguma h ∈ C∞(M), então

(2) divη(T (f∇h)) = f〈divηT,∇h〉+ f〈∇2h, T 〉+ T (∇f,∇h).

Este lema será usado para encontrar as fórmulas variacionais mencionadas.

Primeiramente precisamos garantir a existência das curvas de autovalores e

autofunções para o η-laplaciano. Para isto, consideraremos uma variedade

riemanniana compacta (M, g) munida de uma medida com peso da forma

dm = e−ηdM, onde dM é a forma volume original de M . Observando que o

η-laplaciano Lg é formalmente auto-adjunto no espaço de Hilbert L2(M, dm)

quando consideramos as funções em C2
0(M), temos o primeiro passo para po-

dermos usar a teoria da perturbação para operadores lineares [18]. Desta

forma, iniciamos o Caṕıtulo 2 com o resultado seguinte.

Proposição 1 Seja (M, g) uma variedade riemanniana compacta. Considere

uma famı́lia anaĺıtica real a um parâmetro de estruturas riemannianas g(t) em

M com g = g(0). Se λ é um autovalor de multiplicidade m para o η-laplaciano
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Lg, então existem ε > 0, escalares λi (i = 1, . . . ,m) e funções φi, variando

analiticamente em t tais que, para todo |t| < ε, valem as seguintes relações:

1. Lg(t)φi(t) = λi(t)φi(t);

2. λi(0) = λ;

3. {φi(t)} é ortonormal em L2(M, dmt).

O ińıcio do trabalho de obtenção das fórmulas variacionais é através do

lema abaixo, que calcula a taxa de variação do η-laplaciano com respeito à

variação da métrica. Embora esse lema seja essencialmente uma extensão

de um resultado de Berger, a demonstração aqui oferecida é diferente, cuja

ferramenta principal é o Lema 1.

Lema 2 Sejam (M, g) uma variedade riemanniana e gt uma variação dife-

renciável da métrica g. Então para toda f ∈ C∞c (M) temos

(3) L′f = 〈1
2
dh− divηH, df〉 − 〈H,∇2f〉,

onde L′ := d
dt
|t=0Lg(t), H é o (0, 2)-tensor dado por Hij := d

dt

∣∣
t=0
gij(t) e h =

tr(H).

Logo em seguida obtém-se uma versão do lema acima para o caso em

que η varia com o parâmetro t, caso este que aparece necessariamente ao

tratarmos de deformação de domı́nio. Para isso, consideremos a função drift

η : M × I → R variando também com o parâmetro e escreveremos, por

simplicidade, η̇ = d
dt

∣∣
t=0
η(t). Para cada f ∈ C∞c (M), definimos

L̄tf := ∆tf − gt(∇η(t),∇f).

Desta maneira, podemos deduzir o resultado seguinte.

Corolário 1 Sob as condições do Lema 2 temos

L̄′f = L′f − g(∇η̇,∇f).

De posse dessas ferramentas passa-se em seguida ao problema de Dirichlet

propriamente dito, onde obtemos uma fórmula variacional tipo Hadamard para

autovalores de L.
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Proposição 2 Sejam (M, g) uma variedade riemanniana compacta, g(t) uma

variação diferenciável da métrica g, {φi(t)} ⊂ C∞(M) uma famı́lia dife-

renciável de funções e λi(t) uma famı́lia diferenciável de números reais tais

que λi(0) = λ para cada i = 1, . . . ,m e, para todo |t| < ε, −L̄g(t)φi(t) = λi(t)φi(t) em M

φi(t) = 0 em ∂M,

onde 〈φi(t), φj(t)〉L2(M,dmt) = δji . Então a derivada da função t 7→ (λi + λj)(t)

é dada por

(4) (λi+λj)
′δij =

∫
M

〈1
2
L(φiφj)g−2dφi⊗dφj, H〉dm+

∫
M

g(∇η̇,∇(φiφj))dm.

Os resultados anteriores versam apenas sobre variação na métrica. Com o

fim de passarmos ao caso da variação de domı́nio, assumimos que Ω ⊂ (M, g)

é um domı́nio limitado com fronteira suave, onde (M, g) é uma variedade

riemanniana (não necessariamente compacta). Seja ft : Ω → (M, g) uma

famı́lia anaĺıtica de difeomorfismos tal que f0 é a identidade, e seja λ um

autovalor de multiplicidade m para o η-laplaciano.

Ao considerarmos a famı́lia de métricas gt = f ∗t g em Ω, poderemos trans-

por um problema de variação de domı́nio para o caso familiar de variação de

métrica. Nesse sentido o Corolário 1 acima ainda versa sobre variação métrica.

Para o que segue denotaremos Ωt = ft(Ω).

Proposição 3 Sejam (M, g) uma variedade real anaĺıtica, Ω ⊂M um domı́nio

limitado, ft : Ω→ (M, g) uma famı́lia anaĺıtica de difeomorfismos e λ um au-

tovalor de multiplicidade m > 1. Então existem uma famı́lia anaĺıtica de

funções {φi(t)} ∈ C∞(Ωt) com 〈φi(t), φj(t)〉L2(Ω,g(t)) = δij, e números reais

λi(t) com λi(0) = λ, que são soluções para o problema de Dirichlet −Lφi(t) = λi(t)φi(t) Ωt

φi(t) = 0 ∂Ωt,

para todo |t| < ε, i = 1, . . . ,m. Além disso, temos que a derivada da aplicação

t 7→ (λi + λj)(t) é dada por

(λi + λj)
′δij = −2

∫
∂Ω

g(V, ν)
∂φi
∂ν

∂φj
∂ν

dµ,
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onde V = d
dt

∣∣
t=0
ft e ν é o campo de vetores normais unitários exterior ao

bordo de Ω.

Em [24] observamos uma versão para η constante da relação acima obtida.

Após a obtenção de relações para a primeira variação de autovalores de L,

estaremos agora procurando saber como é a segunda variação dos autovalores

desse operador. O processo aqui é análogo ao usado acima. Assim como o

Lema 2 foi usado na obtenção de λ′, acharemos primeiro L′′ para com aux́ılio

disto encontrar λ′′.

Lema 3 Sejam (M, g) uma variedade riemanniana e g(t) uma variação dife-

renciável da métrica g. Então para toda f ∈ C∞c (M) temos

(5) L′′f = 〈1
2
dh′ − divηH

′, df〉 − 〈H ′,∇2f〉+ 2divη(H
2(∇f))−H(∇f,∇h).

Proposição 4 Sejam (M, g) uma variedade riemanniana compacta, g(t) uma

variação diferenciável da métrica g, {φi(t)} ⊂ C∞(M) uma famı́lia dife-

renciável de funções e λi(t) uma famı́lia diferenciável de números reais tais

que λi(0) = λ para cada i = 1, . . . ,m e, para todo t, −Lg(t)φi(t) = λi(t)φi(t) em M

φi(t) = 0 em ∂M,

onde 〈φi(t), φj(t)〉L2(M,dmt) = δji . Então

λ′′i = −1

4

∫
M
〈dh′, d(φ2

i )〉dm−
∫
M
〈dh, φidφ′i〉dm +

∫
M
H(φi∇h− 2∇φ′i,∇φi)dm

+

∫
M
(2H2 −H ′)(∇φi,∇φi)dm− λ′i

∫
M
(φ2
i )
′dm.(6)

A seguir obtemos o análogo à relação (5) para o caso da variação de

domı́nio. Voltamos a lembrar que a famı́lia de difeomorfismos acima men-

cionada nos permite transpor esse caso para a situação de variação de métrica.

Lema 4 Seja f ∈ C∞c (M). Nas condições do Lema 3, vale

L̄′′f = L′′f − g (∇η̈,∇f)− g(∇η̇, ˙(∇f)) +H(∇η̇,∇f).
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Proposição 5 Sejam (M, g) uma variedade riemanniana e g(t) uma variação

diferenciável da métrica g. Então, para toda f ∈ C∞c (M), temos

L̄′′f =
1

2
〈dh′, df〉+ divη((2H

2 −H ′)(∇f))− g(∇η̈,∇f)

−g(∇η̇, ˙(∇f)) +H(∇(η̇ − h),∇f).

O caṕıtulo seguinte trata das aplicações. A primeira delas nos fornece

condições suficientes para obtermos autovalores simples.

Teorema 1 Sejam (M, g0) uma variedade riemanniana compacta e λ um au-

tovalor para o η-laplaciano para o problema de Dirichlet, com multiplicidade

m > 1. Então existe g em uma vizinhança Cr de g0, 1 ≤ r < ∞, tal que os

autovalores λ(g) próximos a λ são todos simples.

Denotando por Mr o conjunto de todas as métricas riemannianas Cr em

M , temos:

Corolário 2 Dada uma variedade riemanniana compacta (M, g), existe um

conjunto residual das métricas Γ ⊂Mr tal que, para todo g ∈ Γ, os autovalores

para o problema de Dirichlet para o operador Lg são simples.

No caso de perturbações de domı́nios por difeomorfismos temos o seguinte

resultado.

Teorema 2 Sejam (M, g) uma variedade riemanniana, Ω ⊂ M um domı́nio

limitado e λ um autovalor do η-laplaciano para o problema de Dirichlet com

multiplicidade m > 1. Então existe um difeomorfismo f em uma vizinhança

Cr da identidade idΩ, 1 ≤ r < ∞, tal que os autovalores λ(f) próximos a λ

são todos simples.

Denotando por Diffr(Ω) o conjunto dos Cr-diffeomorfismos de um domı́nio

limitado Ω em uma variedade riemanniana (M, g), temos também o seguinte

resultado:

Corolário 3 Dado um domı́nio limitado Ω em uma variedade riemanniana

(M, g), o subconjunto dos difeomorfismos D ⊂ Diffr(Ω) tais que todos os au-

tovalores do operador η-laplaciano são simples, é residual.
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Em [16] Hamilton provou que para qualquer métrica diferenciável g0 em

uma variedade Riemanniana compacta sem bordoMn, existe uma única solução

g(t) para a equação do fluxo de Ricci

(7)
d

dt
g(t) = −2Ricg(t),

definida em algum intervalo maximal [0, T ), T > 0.

Simultaneamente, Hamilton mostrou ainda que uma variedade compacta

sem bordo M , de dimensão três, que admite uma métrica riemanniana com

curvatura de Ricci estritamente positiva, admitirá uma métrica de curvatura

constante positiva. Segue dáı que se M for simplesmente conexa então ela será

difeomorfa à esfera S3.

Para provar este resultado, Hamilton considerou o fluxo de Ricci numa

variedade compacta sem bordo com uma métrica com curvatura de Ricci es-

tritamente positiva. Ao longo desse fluxo, essa métrica irá se tornando cada

vez mais próxima da métrica de curvatura constante positiva numa esfera. Por

outro lado, enquanto isso ocorre o volume irá decrescer, e num tempo finito a

variedade (cuja métrica se aproximará da esfera) tenderá a um ponto.

Para sanar esse problema, é posśıvel reescalonar a variedade (e também o

parâmetro t), de forma que o volume permaneça constante ao longo do fluxo.

Desta forma, na métrica reescalonada a variedade não mais se reduzirá a um

ponto, a solução para o fluxo existirá para todo t finito e (pode-se mostrar

que) convergirá suavemente para uma métrica limite de curvatura seccional

constante positiva.

De acordo com tal reescalonamento, a variação será dada mediante o fluxo

de Ricci normalizado

d

dt
g(t) =

2r

n
g(t)− 2Ricg(t),

onde r = r(t) (que para cada t é uma constante em M) é tomado de tal forma

que o volume se mantenha fixo.

Relembremos que um sóliton de Ricci é um fluxo de Ricci (Mn, g(t)),

0 ≤ t < T ≤ +∞, com a propriedade que, para cada t ∈ [0, T ), existe um difeo-

morfismo ft : Mn → Mn e uma constante σ(t) > 0 tal que σ(t)f ∗t g(0) = g(t).
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Seguindo esta mesma linha de racioćınio, consideremos τ : M × [0, T ) → R+

suave satisfazendo τ(x, 0) = 1 ∀x ∈M , e a variação

(8) g(t)(x) = τ(x, t)f ∗t g0(x).

Se essa variação da métrica também se dá mediante o fluxo de Ricci, ou

seja, se são satisfeitas simultaneamente as condições (7) e (8), então um cálculo

direto mostra que a variedade (M, g0) terá a propriedade seguinte:

(9) Ricg0 +
1

2
LXg0 = α(x)g0,

onde α(x) = −1
2
d
dt

∣∣
t=0
τ(x, t) e X(x) = d

dt

∣∣
t=0
ft(x).

Nos próximos resultados passaremos a considerar o intervalo maximal [0, T ),

no qual existe o fluxo de Ricci numa variedade compacta sem bordo, bem

como a existência das curvas de autofunções e autovalores do η-laplaciano.

Além disso iremos supor que, ao longo do fluxo de Ricci, o autovalor λ(t) e

sua respectiva autofunção u(t) variam diferenciavelmente com o parâmetro t.

O propósito do resultado a seguir é obter aplicações num quase sóliton de

Ricci ou até mesmo num sóliton de Ricci.

Proposição 6 Consideremos (M, g) uma variedade riemanniana compacta

sem bordo, ft uma famı́lia de difeomorfismos de M , τ(x, t) uma função real di-

ferenciável e positiva em M × [0, T ) com τ(x, 0) = 1 e g(t)(x) = τ(x, t)f ∗t g(x).

Se λ(t) denota a evolução de um autovalor do η-laplaciano segundo g(t) com

autofunção associada u(t) = u ◦ ft. Se X = d
dt

∣∣
t=0
ft e τ(x, t) = e2ϕ(t), com

ϕ ∈ C∞(M × [0, T )), então

1. λ′(0) =
∫
M
ϕ′(0) (−nλu2 + (n− 2)|∇u|2) dm.

2.
∫
M

(−λu2 + |∇u|2)divXdm− 2
∫
M
g (∇∇uX,∇u) dm = 0.

Em particular, se X é conforme, isto é, LXg = 2ρg, teremos∫
M

(
− λu2 +

n− 2

n
|∇u|2

)
divXdm = 0.

É importante salientar que estamos considerando, no caso anterior bem

como nos casos seguintes, que a autofunção u associada ao autovalor λ está
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normalizada, ou seja, que
∫
M
u2dm = 1. Para não carregar a notação estare-

mos também omitindo t nas fórmulas, embora as relações obtidas expressem

as quantidades em um instante t arbitrário.

O último grupo de aplicações aborda fórmulas variacionais e monotonici-

dade dos autovalores de L mediante o fluxo de Ricci, para os eventuais casos

em que se possa ter diferenciabilidade na autofunção. O primeiro de tais re-

sultados é simplesmente a primeira fórmula variacional para o autovalor:

Proposição 7 Se λ(t) denota a evolução de um autovalor do η-laplaciano

segundo o fluxo de Ricci normalizado numa variedade riemanniana compacta

sem bordo (Mn, g), então

λ′ = − 2

n
rλ+ λ

∫
M

u2Rdm−
∫
M

R|∇u|2dm + 2

∫
M

Ric(∇u,∇u)dm,

onde u = u(t, p), p ∈ M , denota uma autofunção associada ao autovalor

λ = λ(t), e R = R(t, p) é a curvatura escalar.

Relembrando que em dimensão dois temos Ric = R
2
g obtemos o próximo

corolário.

Corolário 4 Seja λ(t) a evolução de um autovalor do η-laplaciano segundo o

fluxo de Ricci normalizado numa superf́ıcie riemanniana compacta sem bordo

(M2, g). Então

λ′ = λ

(
−r +

∫
M

u2Rdm

)
.

Quando a variedade inicial é homogênea obteremos que a curvatura escalar

em cada instante t será constante em M e a expressão para a variação será

dada de acordo com o resultado seguinte:

Corolário 5 Se λ(t) denota a evolução de um autovalor do η-laplaciano se-

gundo o fluxo de Ricci normalizado numa variedade riemanniana homogênea

compacta sem bordo (Mn, g), então

λ′ = −2R

n
λ+ 2

∫
M

Ric(∇u,∇u)dm.

Em particular, se µ(t) = e
2R
n
tλ(t) então

dµ

dt
= 2e

2R
n
t

∫
M

Ric(∇u,∇u)dm
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e desta forma uma hipótese sobre o sinal da curvatura de Ricci nos fornecerá

o tipo de monotonicidade da função µ.

Ainda no caso de variedades homogêneas, considerando o primeiro au-

tovalor não nulo λ1 do laplaciano, se existir uma constante κ > 0 tal que

Ric(∇u,∇u) ≥ κ|∇u|2 então vamos provar que λ′1 ≥ 2κ2 n
n−1

. Em particular,

o caso de dimensão três nos fornece a proposição a seguir.

Proposição 8 Seja g(t) a solução do fluxo de Ricci em uma variedade rie-

manniana homogênea compacta sem bordo (M3, g) com curvatura de Ricci

não negativa. Então o autovalor do η-laplaciano é não decrescente ao longo

do fluxo de Ricci. Em particular, se a curvatura de Ricci é positiva e λ1(t)

denota a evolução do primeiro autovalor não nulo do laplaciano ao longo do

fluxo de Ricci, então λ′1 ≥ 2nε2R2

n−1
, para algum ε > 0.

Ainda em dimensão três, agora sem fazer exigências quanto à homogenei-

dade, obtemos também uma monotonicidade a partir de determinado valor do

parâmetro t. Em outras palavras, considerando o intervalo maximal [0, T ) de

existência de solução para o fluxo de Ricci, obtemos também, para o caso de

dimensão três, um t0 ∈ [0, T ) a partir do qual o autovalor de L é crescente:

Proposição 9 Seja g(t) a solução do fluxo de Ricci em uma variedade rie-

manniana compacta sem bordo (M3, g) com curvatura de Ricci positiva. Então

existe t0 ∈ [0, T ) tal que o autovalor λ(t) do η-laplaciano é crescente para

t ∈ [t0, T ).

Em [14], Hamilton provou que em qualquer dimensão a não negatividade

do operador curvatura é preservada ao longo do fluxo de Ricci. Como a não

negatividade desse operador implica na mesma propriedade do tensor de Ricci,

é imediato o resultado seguinte.

Proposição 10 Seja g(t) a solução do fluxo de Ricci em uma variedade rie-

manniana homogênea compacta sem bordo (Mn, g) com operador curvatura

não negativo. Então o autovalor do η-laplaciano é não decrescente ao longo

do fluxo de Ricci.
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Proposição 11 Seja g(t) a solução do fluxo de Ricci em uma variedade rie-

manniana homogênea compacta sem bordo (Mn, g). Então o autovalor do η-

laplaciano satisfaz

λ′ ≤ 2(n− 1)

n
λ2 +

2

n
λ

∫
M

g(∇η,∇u2)dm− 2

n

∫
M

g(∇η,∇u)2dm

−2

∫
M

∇2η(∇u,∇u)dm.

Combinando o resultado acima com o Corolário 5, obtemos (para o caso do

laplaciano) uma estimativa para o valor mı́nimo assumido por R, num instante

t qualquer do fluxo de Ricci.

Corolário 6 Seja g(t) a solução do fluxo de Ricci em uma variedade rieman-

niana homogênea compacta sem bordo (M3, g) com curvatura escalar R não

negativa. Se λ = λ(t) é um autovalor do laplaciano e Rmin(t) é o menor valor

assumido pela curvatura escalar em M no instante t, então

Rmin(t) ≤ (n− 1)

nε
λ,

onde ε > 0 é tal que Ric ≥ εRg ao longo do fluxo de Ricci.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo estabeleceremos as notações e alguns preliminares que serão

utilizados para provarmos os resultados desta tese.

1.1 Tensores em variedades riemannianas

Relembremos que um (1, r)-tensor em uma variedade riemanniana (M, g) é

uma aplicação multilinear

T : X(M)× . . .× X(M)︸ ︷︷ ︸
(r)

−→ X(M).

Enquanto que, num (0, r)-tensor, o contradomı́nio é o anel C∞(M) das funções

diferenciáveis em M. Dado um (0, r)-tensor T , podemos identificá-lo com um

(1, r − 1)-tensor T̃ mediante a métrica riemanniana g, fazendo

(1.1) g(T̃ (X1, . . . , Xr−1), Xr) := T (X1, . . . , Xr).

Por razões que se tornarão óbvias durante a exposição deste trabalho omi-

tiremos o “ ã ”no (1, r − 1)-tensor correspondente ao (0, r)-tensor T . Em

particular, o tensor métrico g será identificado com o (1, 1)-tensor identidade

I em X(M).

Com o objetivo de esclarecer criteriosamente as identificações que utilizare-

mos durante nossas contas, vamos agora trabalhar para definir um importante

produto interno entre tensores. Seja (x1, . . . , xn) um sistema de coordenadas
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locais em Mn, {∂1, . . . , ∂n} o referencial coordenado e {e1, . . . , en} um referen-

cial ortonormal. O traço de um (0, 2)-tensor T é dado por

tr(T ) =
∑
i

T (ei, ei),

ou ainda, utilizando a convenção de Einstein da soma, segundo a qual es-

tará impĺıcita uma soma sempre que houver ı́ndices repetidos e em posições

invertidas, temos

(1.2) tr(T ) = gijT (∂i, ∂j) = gijg(T (∂i), ∂j).

Observemos que T (∂i) = gklg(T (∂i), ∂k)∂l = gklg(∂i, T
∗(∂k))∂l, onde T ∗ é o

operador adjunto de T. Consideremos outro (0, 2)-tensor S. Vamos procurar

uma expressão para1 tr(TS∗). Vejamos:

tr(TS∗)
(1.2)
= gijg ((TS∗)(∂i), ∂j) = gijg (T (S∗(∂i)) , ∂j)

= gijg(T (gklg(∂i, S(∂k))∂l), ∂j)

= gijgklg(S(∂k), ∂i)g(T (∂l), ∂j) = gijgklSkiTlj.

A simetria da matriz (gij) e uma renumeração nos ı́ndices permite-nos escrever

(1.3) tr(TS∗) = gikgjlTijSkl.

Assim, em {e1, . . . , en},

tr(TS∗) =
∑
i,j

TijSij =
∑
i,j

g(T (ei), ej)g(S(ei), ej)

=
∑
i

g(T (ei),
∑
j

g(S(ei), ej)ej) =
∑
i

g(T (ei), S(ei)),

(1.4) tr(TT ∗) =
∑
i

g(T (ei), T (ei)) =
∑
i

|T (ei)|2

e

tr(Tg∗) =
∑
i

g (T (ei), I(ei)) =
∑
i

g (T (ei), ei) = tr(T ).(1.5)

1Em tr(TS∗), T e S∗ são os (1, 1)-tensores associados a T e S∗, respectivamente.
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As relações (1.3) e (1.4) nos mostram que podemos definir um produto

interno entre os (0, 2)-tensores T e S, fazendo

(1.6) 〈T, S〉 := tr(TS∗).

Este é conhecido como produto interno de Hilbert-Schmidt.

Consideremos para cada X ∈ X(M), I(X) : X(M)→ C∞(M) a aplicação

que, a cada Y ∈ X(M), associa I(X)(Y ) = g(X, Y ). Cabe aqui assinalar que

é comum também representarmos I(X) por X∗ ou por ωX .

Exemplo 1.1 Seja f ∈ C∞(M). Se X = ∇f então para todo Y ∈ X(M)

temos

I(X)(Y ) = I(∇f)(Y ) = g(∇f, Y ) = Y (f) = dfY,

ou seja, I(∇f) = df .

A partir da próxima seção omitiremos I(X) e faremos (por exemplo) a

identificação de ∇f com df.

Convém definirmos um produto interno no dual X∗(M) de X(M) da maneira

natural, fazendo

(1.7) 〈X∗, Y ∗〉 := g(X, Y ),

onde X∗ = I(X) e Y ∗ = I(Y ).

Observação 1.1 Para J ∈ X∗(M) e X ∈ X(M), identificaremos J(X) com

o produto interno 〈J,X∗〉. Desta forma, se f ∈ C∞(M) e Y ∈ X(M), então

J(fX + Y ) = fJ(X) + J(Y ).

Definição 1.1 A divergência de um (1, r)-tensor T em (M, g) é definida como

o (0, r)-tensor dado por

(divT )(v1, . . . , vr)(p) = tr(w 7→ (∇wT )(v1, . . . , vr)(p)),

onde p ∈M , (v1, . . . , vr) ∈ TpM × . . .× TpM, ∇ denota a derivada covariante

de T e tr o traço calculado na métrica g.
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Exemplo 1.2 Se T é um (1, 1)-tensor e f ∈ C∞(M) então (divT )(∇f) =

〈divT, df〉. Ao se escrever esta relação para um (0, 2)-tensor, fica impĺıcito

que se está trabalhando com o (1, 1)-tensor correspondente.

Para cada campo de vetores X ∈ X(M) podemos considerar o (1, 1)-tensor

∇X dado por ∇X(Y ) = ∇YX, para todo Y ∈ X(M). Desta maneira, a

divergência de X é dada por divX = tr(∇X). Além disso, vamos fixar uma

função η ∈ C∞(M), para definirmos o operador η-divergente em X(M) como

segue

divη := div − dη,

onde dη denota a diferencial de η. É imediato da linearidade de dη e das

propriedades usuais da divergência de campos de vetores que, para f ∈ C∞(M)

e X, Y ∈ X(M) teremos

divη(X + Y ) = divηX + divηY

divη(fX) = fdivηX + g(∇f,X)

div(e−ηX) = e−ηdivηX.

Quando (M, g) é uma variedade riemanniana orientada, tais propriedades nos

levam a considerar um peso em sua forma volume dM, bem como na forma

volume d∂M de seu bordo, como segue: dm = e−ηdM e dµ = e−ηd∂M .

Portanto, se ν é um campo de vetores normais unitários exterior ao ∂M e X é

um campo de vetores tangentes compactamente suportado em (M, g), teremos∫
M

divηXdm =

∫
M
e−ηdivηXdM =

∫
M

div(e−ηX)dM =

∫
∂M

g(X, ν)dµ,(1.8)

que é a expressão do Teorema de Stokes para variedades com peso.

Para o caso em que X = ∇f , para alguma f ∈ C∞(M), vamos chamar de

η-laplaciano o operador L dado por

(1.9) L(f) := divη∇f.

É imediato que L satisfaz propriedades análogas às do laplaciano. Por exemplo,

para f, ` ∈ C∞(M) teremos

L(f`) = fL(`) + `L(f) + 2g(∇f,∇`),
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ou ainda uma extensão natural da conhecida fórmula de Bochner, a saber:

1

2
L|∇f |2 = Ricη(∇f,∇f) + |∇2f |2 + g(∇Lf,∇f),

onde se dá origem a uma extensão do tensor de Ricci, Ricη := Ric+∇2η, que

é conhecido como tensor de Bakry-Émery-Ricci.

Para que nossas contas funcionem em perfeita sintonia com os entes relem-

brados acima, precisamos agregar a esta teoria um novo tensor, como segue:

Definimos o η-divergente de um (1, r)-tensor T em (M, g) como o (0, r)-tensor

dado por

divηT := divT − dη ◦ T.

O caso mais interessante acontece quando trabalhamos com um (0, 2)-

tensor simétrico T , para o qual teremos

div(T (X)) =
∑
i

g(∇eiT (X), ei) =
∑
i

[g((∇eiT )X, ei) + g(T (∇eiX), ei)]

= (divT )(X) + 〈∇X,T 〉(1.10)

e

〈∇fX, T 〉 =
∑
i

g (∇eifX, T (ei)) =
∑
i

T (f∇eiX + ei(f)X, ei)

= f
∑
i

T (∇eiX, ei) +
∑
i

T (X, ei(f)ei)

= f〈∇X,T 〉+ T (X,∇f) .(1.11)

A relação a seguir, cuja versão para η constante foi empregada como fer-

ramenta por Gomes em [13], é rica em aplicações.

Lema 1.1 Sejam η, f : M → R funções suaves, T um (0, 2)-tensor simétrico

e Z ∈ X(M). Então vale

(1.12) divη(T (fZ)) = f〈divηT, Z〉+ f〈∇Z, T 〉+ T (∇f, Z).

Em particular, se Z = ∇h para alguma h ∈ C∞(M), então

(1.13) divη(T (f∇h)) = f〈divηT,∇h〉+ f〈∇2h, T 〉+ T (∇f,∇h).
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Demonstração:

divη(T (fZ)) := div(T (fZ))− (dη ◦ T )(fZ)

(1.10)
= (divT )(fZ) + 〈∇fZ, T 〉 − (dη ◦ T )(fZ)

(1.11)
= f(divT )(Z) + f〈∇Z, T 〉+ T (Z,∇f)− f(dη ◦ T )(Z)

= f((divT )(Z)− (dη ◦ T )(Z)) + f〈∇Z, T 〉+ T (Z,∇f)

= f(divηT )(Z) + f〈∇Z, T 〉+ T (Z,∇f).

�

Lema 1.2 Sejam f, η ∈ C∞(M) e seja T um (0, 2)-tensor simétrico. Então:

(1.14) dη ◦ T = I(T (∇η));

(1.15) 〈T, dη ⊗ df〉 = T (∇η,∇f) = 〈dη ◦ T, df〉;

(1.16) 〈divT, df〉 − T (∇η,∇f) = 〈divηT, df〉.

(1.17) div(fT ) = fdivT + T (∇f, ·)

(1.18) ∇(fT ) = f∇T + df ⊗ T.

Demonstração: Para provar a relação (1.14) considere X ∈ X(M) e observe

que

(dη ◦ T )(X) = dη(T (X)) = g(∇η, T (X)) = g(T (∇η), X) = I(T (∇η))(X).

Para a relação (1.15) considere ∇η = gikηi∂k e ∇f = gj`fj∂` para ver que

T (∇η,∇f) = gikgj`ηifjTk` = gikgj`(dη ⊗ df)ijTk` = 〈dη ⊗ df, T 〉

= 〈T, dη ⊗ df〉.

A relação (1.16) segue imediatamente de (1.14), enquanto que as relações (1.17)

e (1.18) seguem diretamente da definição de divergência e derivada covariante

de tensores. Note-se que nestes dois últimos casos não é necessário que o tensor

seja simétrico. �
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Um adendo sobre a notação: não é incomum, na literatura, encontrarmos [

e ] para representar I e I−1, respectivamente. Costuma-se usar X[ (ou [(X))

no lugar de I(X) e, se ω ∈ X∗(M), também ω] (ou ](ω)) no lugar de I−1(ω).

Também ocorre, vez por outra, o abuso de notação 〈divηT, Z〉 onde Z é

um campo e T é um (1, 1)-tensor (donde segue que divηT é um (0, 1)-tensor).

Neste caso, está-se fazendo referência ao produto interno 〈divηT, I(Z)〉.

Uma vez que, pelo Observação 1.1 temos 〈divηT, I(Z)〉 = (divηT )(Z), isso

acarreta em podermos escrever

〈divηT, Z〉 = (divηT )(Z).

Relembremos a seguinte propriedade da derivada de Lie para um (0, 2)-

tensor em (M, g)

(LXT )(Y, Z) = X(T (Y, Z))− T ([X, Y ], Z)− T (Y, [X,Z]).

Em particular,

(LXg)(Y, Z) = g(∇YX,Z) + g(∇ZX, Y ).

Lema 1.3 Sejam X, Y ∈ X(M) e seja T um (0, 2)-tensor simétrico. Então

T (T (X), Y ) = T (X,T (Y )).

Demonstração: De fato,

T (T (∂i), ∂j) = T (gk`g(T (∂i), ∂k)∂`, ∂j)

= T (gk`T (∂i, ∂k)∂`, ∂j)

= gk`TikTj`.

Analogamente, usando a simetria de T vamos verificar que T (∂i, T (∂j)) resul-

tará exatamente na mesma expressão, o que permite concluir a prova do lema.

�
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1.2 Famı́lia suave de métricas

Sejam T um (0, 2)-tensor e X e Y campos em uma variedade riemanniana

(M, g).

Suponhamos também que M é munida de uma famı́lia diferenciável {gt} de

métricas riemannianas (aqui, t varia num aberto I da reta que contém o zero)

satisfazendo g0 = g. Para cada t, denoteremos por Mt a variedade (M, gt).

Ao dizermos que um tensor T varia (suavemente) com o tempo - quando

então denotaremo-lo por Tt - estaremos querendo dizer que, para cada i e j,

(Tt)ij é uma função diferenciável do tempo.

A fim de estudar variações dos autovalores do laplaciano, temos de intro-

duzir alguma notação que permitirá maior fluência na obtenção das relações.

Teŕıamos a priori que os campos X = Xt e Y = Yt em X(M) iriam

também variar diferenciavelmente com o tempo segundo as expressões naturais

(1.19)

Xt = gij(t)gt(Xt, ∂i)∂j = gij(t)xi(t)∂j e Yt = gk`(t)gt(Yt, ∂k)∂` = gk`(t)yk(t)∂`.

Ao usarmos simplesmente a notação T e X para tensor e campo respec-

tivamente, estaremos indicando o tensor T0 = (T0)ijdx
i ⊗ dxj e o campo

X0 = gij(0)g0(X0, ∂i)∂j = gijg(X, ∂i)∂j, que é um elemento de X(M).

Iremos denotar por H o (0, 2)-tensor dado por Hij = d
dt
|t=0gij(t) e escrever

h := 〈H, g〉.

Seja também H ′ o (0, 2)-tensor dado por H ′ij := d
dt

∣∣
t=0

(Ht)ij, onde Ht é o

(0, 2)-tensor dado por Hij(t) = d
ds

∣∣
s=t
gij(s). Usaremos ainda h(t) := 〈Ht, g(t)〉

e h′ := d
dt

∣∣
t=0
h(t). Observe-se que teremos H0 = H e h(0) = h e que

h′ =
d

dt

∣∣∣
t=0
〈Ht, g(t)〉 =

d

dt

∣∣∣
t=0
gij(t)(Ht)ij =

(
d

dt

∣∣∣
t=0
gij(t)

)
Hij + gijH ′ij

= −gikgjsHijHks + 〈H ′, g〉 = −|H|2 + 〈H ′, g〉.(1.20)

Estabeleçamos também a notação

X ′ :=
d

dt

∣∣∣
t=0
Xt =

d

dt

∣∣∣
t=0

(gij(t)xi(t)∂j) =

(
d

dt

∣∣∣
t=0
gij(t)

)
xi∂j + gijx′i(0)∂j

= −gikgj`Hk`xi∂j + Ẋ = −g`jH(gikxi∂k, ∂`)∂jẊ

= −g`jH(X, ∂`)∂jẊ = −g`jg(H(X), ∂`)∂jẊ = −H(X) + Ẋ

19



e

Ẋ := gijx′i(0)∂j, gij = gij(0).

Observemos que se X = X0 e Y = Y0 forem simplesmente campos em

X(M) então teremos trivialmente que X ′ = Y ′ = 0. De qualquer modo é

simples obter isso em detalhes. De fato, se g(t) é uma variação suave qualquer

da métrica g então

xi(t) = gt(X, ∂i) = gt(λ
k∂k, ∂i) = λkgki(t)

e, portanto,

Xt = gij(t)λkgki(t)∂j = δjkλ
k∂j = λj∂j = X.

Desta maneira, para uma famı́lia Tt diferenciável de (0, 2)-tensores, temos:

d

dt

∣∣∣
t=0
Tt(Xt, Yt) = T (Ẋ, Y ) + T (X, Ẏ )− T (H(X), Y )(1.21)

−T (X,H(Y )) + T ′(X, Y ).

De fato,

d

dt

∣∣∣
t=0
Tt(Xt, Yt) =

d

dt

∣∣∣
t=0

(gij(t)gk`(t)xi(t)yk(t)(Tt)j`)

=

(
d

dt

∣∣∣
t=0

(gij(t)xi(t))

)
gk`ykTj`

+gijxi

(
d

dt

∣∣∣
t=0

(gk`(t)yk(t))

)
Tj` + gijgk`xiykT

′
j`

= T

(
d

dt

∣∣∣
t=0

(gij(t)xi(t))∂j, g
k`yk∂`

)
+T

(
gijxi∂j,

d

dt

∣∣∣
t=0

(gk`(t)yk(t))∂`

)
+T ′(gijxi∂j, g

k`yk∂`)

= T (X ′, Y ) + T (X, Y ′) + T ′(X, Y ).(1.22)

Agora é só aplicar X ′ = −H(X) + Ẋ e Y ′ = −H(Y ) + Ẏ na relação (1.22).

Tratemos agora com o campo ∇tf , isto é, o gradiente da f segundo gt. A

relação (1.19) nos diz que nesse caso teremos

(1.23) xi(t) = gt(∇tf, ∂i) = fi,

que de fato não varia com o tempo.
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Veja que relação (1.23) também já nos informa que ˙(∇f) = 0, dáı obtemos

(1.24) (∇f)′ = −H(∇f).

Ademais, teremos

∇tf = gij(t)xi(t)∂j
(1.23)
= gij(t)fi∂j.(1.25)

Sejam f e ` funções suaves em M . De acordo com a equação (1.21), obteremos

(1.26)
d

dt

∣∣∣
t=0
Tt(∇tf,∇t`) = −T (H(∇f),∇`)− T (∇f,H(∇`)) + T ′(∇f,∇`)

e

(1.27)
d

dt

∣∣∣
t=0
gt(∇tf,∇t`) = −H(∇f,∇`) = −H(∇f,∇`).

Em prol da limpeza de notação, estaremos doravante omitindo o sub-́ındice

t em gt e também no gradiente de f segundo gt. Queremos crer que, nos

parágrafos seguintes, deixamos claro pelo contexto quando a métrica está va-

riando ou não, bem como quando se trata do gradiente segundo gt ou apenas

do gradiente segundo g.

Por exemplo: na relação (1.27) acima, passaremos a escrever

d

dt

∣∣∣
t=0
g(∇f,∇`) = −H(∇f,∇`)

ou, de acordo com o Exemplo 1.1 e a relação (1.7),

d

dt

∣∣∣
t=0
〈df, d`〉 = −H(∇f,∇`),

casos em que estaremos interpretando que, no primeiro membro, tanto a

métrica quanto os gradientes (ou as diferenciais df e d`) estão variando com

o tempo, ao passo que o tensor e os gradientes do segundo membro estão ex-

pressos em t = 0. Em particular, esses gradientes do segundo membro são

considerados na métrica g. Isso é precisamente o que foi feito, por exemplo,

na obtenção da relação (2.7) (pág. 28).

Relembremos agora o fato de que, se A = A(s) é um caminho suave de

matrizes n× n sobre R, tal que A(t0) é invert́ıvel, então

(1.28)
d

ds

∣∣∣
s=t0

det(A(s)) = det(A(t0))tr(A−1(t0)A′(t0)).
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Quando (M, g(s)) é uma variedade riemanniana orientável, onde {g(s)} é uma

famı́lia diferenciável de métricas, então

(1.29)
d

ds

∣∣∣
s=t

dMs =
1

2
h(t)dMt,

onde dMs é a forma-volume de (M, g(s)) e h(t) = tr(g′ij(t)). Em particular, se

η : M → R é suave e dmt := e−ηdMt, então d
ds

∣∣
s=t

dmt = 1
2
h(t)dmt. De fato,

como localmente dMs =
√
det(gij(s))dRn, onde dRn é a forma-volume em Rn,

então

d

ds

∣∣∣
s=t

dMs =
1

2

1√
det(gij(t))

(
d

dt

∣∣∣
s=t

(
det(gij(s))

))
dRn

(1.28)
=

1

2

1√
det(gij(t))

(
det(gij(t))

)
tr(g−1(t)g′(t))dRn

=
1

2

√
det(gij(t))tr(g

−1(t)g′(t))dRn.

O elemento genérico bij(t) da matriz g−1(t)g′(t) é dado por bij(t) = gik(t)Hkj(t).

Desta forma, tr(g−1(t)g′(t)) = gik(t)Hki(t). Como Ht é simétrico, teremos

tr(g−1(t)g′(t)) = gik(t)Hik(t) = 〈Ht, gt〉 = h(t).

Assim,

d

dt

∣∣∣
s=t

dMt =
1

2

√
det(gij(t))tr(g

−1(t)g′(t))dRn

=
1

2
h
√
det(gij(t))dRn =

1

2
h(t)dMt.

Eventualmente precisaremos também da derivada segunda d2

dt2

∣∣∣
t=0

dmt. Trata-

se simplesmente de derivarmos a equação (1.29) em t = 0, obtendo

(1.30)
d

dt

∣∣∣
t=0

1

2
h(t)dmt =

d2

dt2

∣∣∣
t=0

dmt =
1

2

(
h′ +

h2

2

)
dm

ou, equivalentemente,

(1.31)
d2

dt2

∣∣∣
t=0

dmt =
1

2

(
−|H|2 + 〈H ′, g〉+

h2

2

)
dm.

Quanto à relação (1.31) bastará usarmos (1.20), que já nos fornece h′ em função

de g e de suas derivadas.

22



Observação 1.2 Observemos que o conjunto das métricas riemannianas em

M é um cone no espaço dos (0, 2)-tensores simétricos, isto é, se λ > 0 e g é

métrica riemanniana em M , então λg ainda é métrica riemanniana em M .

Segue então que existirá ε > 0 de forma que para todo (0, 2)-tensor T simétrico

satisfazendo |T | < ε, g0 + T ainda será métrica riemanniana em M .

Finalizando este caṕıtulo, consideremos em uma variedade diferenciável

Mn as métricas riemannianas g e ḡ = τg, onde τ : Mn → R+ é uma função

diferenciável. Denotando por ¯ os respectivos entes geométricos calculados na

métrica ḡ e escrevendo τ = e2ϕ, relembremos as fórmulas seguintes:

(1.32) ∇̄` = e−2ϕ∇`

(1.33) ∆̄` = e−2ϕ(∆`+ (n− 2)g(∇`,∇ϕ)).

Ademais, se (M, g0) é uma variedade riemanniana e f é um difeomorfismo de

M , podemos considerar uma métrica riemanniana em M dada por g = f ∗g0 e

então ∇g(` ◦ f) = ∇g0`, bem como ∆g(` ◦ f) = ∆g0`, ∀ ` ∈ C∞(M). Assim,

(1.34) Lg(` ◦ f) = ∆g(` ◦ f)−∇g(η ◦ f)(` ◦ f) = ∆g0`−∇g0η(`) = Lg0(`).
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Caṕıtulo 2

Fórmulas tipo Hadamard

Consideremos uma variedade riemanniana compacta (M, g) munida de uma

medida com peso da forma dm = e−ηdM, onde η : M → R é uma função

suave. Relembremos que o η-laplaciano é dado por Lg(·) = ∆g − g(∇η,∇),

que é formalmente auto-adjunto no espaço de Hilbert L2(M, dm), quando con-

sideramos as funções em C2
0(M). Essa observação nos permite usar a teoria

da perturbação para operadores lineares [18]. Para fazer isso, consideremos o

conjuntoMr de todas as métricas riemannianas Cr em M . Então cada g ∈Mr

determina a sequência

(2.1) 0 = µ0(g) < µ1(g) ≤ µ2(g) ≤ · · · ≤ µk(g) ≤ . . .

dos autovalores de Lg contando com suas multiplicidades. Consideramos cada

autovalor µk(g) como uma função de g em Mr. As funções g → µk(g) são

cont́ınuas mas não diferenciáveis em geral, com exceção do caso onde µk é

simples. De ińıcio provaremos a seguinte proposição, como aplicação da teoria

de perturbação para operadores lineares na obra acima citada.

Definição 2.1 Seja C(X, Y ) o espaço dos operadores fechados entre os espaços

de Banach X e Y . Uma famı́lia T (x) ∈ C(X, Y ), definida em um domı́nio D0

do plano complexo, é dita holomorfa do tipo A se:

• D(T (x)) = D é independente de x e

• T (x)u é holomorfa para todo x ∈ D0 e para todo u ∈ D.
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Proposição 2.1 Seja (M, g) uma variedade riemanniana compacta. Con-

sidere uma famı́lia anaĺıtica real a um parâmetro de estruturas riemannianas

g(t) em M com g = g(0). Se λ é um autovalor de multiplicidade m > 1 para

o η-laplaciano Lg, então existem ε > 0, escalares λi (i = 1, . . . ,m) e funções

φi variando analiticamente em t tais que, para todo |t| < ε, valem as seguintes

relações:

1. Lg(t)φi(t) = λi(t)φi(t);

2. λi(0) = λ;

3. {φi(t)} é ortonormal em L2(M, dmt).

Demonstração: Primeiramente, consideremos uma extensão g(z) de g(t) a

um domı́nio D0 do plano complexo C. Desta forma, denotando por C∞(M,C)

o espaço das funções C∞ f : M → C, podemos considerar

Lg(z) : C∞(M ;C)→ C∞(M ;C),

que em um sistema de coordenadas locais é dado por

(2.2) Lg(z)f = gij(z)

(
∂2f

∂xi∂xj
− Γkij(z)

∂f

∂xk
− ∂η

∂xi

∂f

∂xj

)
,

para toda f ∈ C∞(M ;C), com

Γkij =
1

2
gk`
(
∂gi`
∂xj

+
∂gj`
∂xi
− ∂gij
∂x`

)
.

Agora observemos que o domı́nio D = H2(M) ∩ H1
0 (M) do operador Lg(z)

não depende de z, uma vez que, sendo M compacta, duas métricas quaisquer

são equivalentes. Observe ainda que a aplicação z 7→ Lg(z)f é holomorfa para

z ∈ D0 e para toda f ∈ D. Assim, de acordo com a Definição 2.1 concluimos

que Lg(z) é uma famı́lia holomorfa do tipo (A).

Precisamos agora provar a auto-adjunção de Lg(z)f sob um produto interno

fixo, e para tanto construiremos, para cada t, uma isometria

P : L2(M, dm)→ L2(M, dmt)
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tomando, para cada u, P (u) = 1
4
√
det(gij(t))

u. De fato,

∫
M

P (u)P (v)dmt =

∫
M

1√
det(gij(t))

uvdmt =

∫
M

uvdm.

Assim, o operador L̃t := P−1 ◦ Lt ◦ P terá exatamente os mesmos autovalores

que Lt : H2(M, dmt)∩H1
0 (M, dmt)→ L2(M, dmt). Além disso, a compacidade

de M nos dará a auto-adjunção de L̃t, pois∫
M

vL̃tudm
(isom.)

=

∫
M

P (v)LtP (u)dmt =

∫
M

P (u)LtP (v)dmt

(isom.)
=

∫
M

P−1P (u)P−1LtP (v)dm =

∫
M

uL̃tvdm.

Sob estas condições podemos aplicar um teorema devido a Rellich [23] ou

o Teorema 3.9 de [18] para concluir o resultado desta proposição. �

2.1 A primeira variação

Seja (M, g) uma variedade riemanniana compacta orientada com bordo ∂M .

Se d∂M é a forma de volume induzida em ∂M , escrevemos dµ = e−ηd∂M ,

onde η é uma função suave em M. Com esta notação, o teorema da divergência

permanece válido sob a forma
∫
M
L(f)dm =

∫
∂M

g(∇f, ν)dµ (ver relação (1.8),

p. 15). Assim, a fórmula de integração por partes é dada por

(2.3)

∫
M

`Lfdm = −
∫
M

g(∇`,∇f)dm +

∫
∂M

`g(∇f, ν)dµ,

sejam quais forem f, ` ∈ C∞(M).

Este operador torna-se formalmente auto-adjunto no espaço de Hilbert

L2(M, dm), quando todas as funções desse espaço se anulam em ∂M .

Observe-se que esse fato nos permite usar a teoria das perturbações de

operadores lineares [18], como mencionado à página 24.

Consideremos o produto interno 〈T, S〉 = tr(TS∗) induzido por g no espaço

dos (0, 2)-tensores em M, onde S∗ denota o tensor adjunto de S (ver relação

1.3, p. 13). Claramente, em coordenadas locais temos

〈T, S〉 = gikgj`TijSk`.
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Além disso, temos ∆gf = 〈∇2f, g〉 onde ∇2f = ∇df é o hessiano de f .

Lembremo-nos também de que cada (0, 2)-tensor T em (M, g) pode ser

associado a um único (1, 1)−tensor por g(T (Z), Y ) := T (Z, Y ) para todos

Y, Z ∈ X(M). Aqui cometemos um leve abuso de notação denotando também

por T seu correspondente (1, 1)− tensor.

Começaremos usando o Lema 1.1 (p. 16) que, junto com a identificação da

equação 1.16 (p. 17), nos fornece que, para cada (0, 2)-tensor simétrico T,

(2.4) divη(T (ϕZ)) = ϕ〈divηT, Z〉+ ϕ〈∇Z, T 〉+ T (∇ϕ,Z),

sejam quais forem ϕ, η ∈ C∞(M) e Z ∈ X(M).

2.1.1 Fórmulas variacionais tipo Hadamard

Consideremos agora uma variação suave gt da métrica g, de maneira que

(M, gt, dmt) é uma variedade riemanniana com medida suave. Lembremo-nos

de que estamos denotando por H o (0, 2)-tensor dado por Hij = d
dt
|t=0gij(t) e

que, escrevendo h = 〈H, g〉, temos (1.29) d
dt
|t=0dmt = 1

2
hdm.

Lembrando a relação (2.2) (para variação em t ∈ R), observemos que

L(f) = [gij(∂i∂j − Γkij∂k − ηi∂j)](f),

e, portanto, L é o operador

L = gij(∂i∂j − Γkij∂k − ηi∂j).

Considerando o caso geral em que L, f e η variam com o tempo, podemos

verificar que

[L(f)]′ = (gij)′
(
∂i∂jf − Γkij∂kf − ∂iη∂jf

)
+gij

(
∂i∂jf

′ − (Γkij)
′∂kf − Γkij∂kf

′ − ∂iη′∂jf − ∂iη∂jf ′
)

= (gij)′(∂i∂j − Γkij∂k − ηi∂j)(f) + gij(∂i∂j − Γkij∂k − ηi∂j)(f ′)

−gij((Γkij)′∂k + η′i∂j)(f)

=
[
(gij)′(∂i∂j − Γkij∂k − ηi∂j)− gij((Γkij)′∂k + η′i∂j)

]
(f)

+gij(∂i∂j − Γkij∂k − ηi∂j)(f ′)

=
[
gij(∂i∂j − Γkij∂k − ηi∂j)

]′
(f) + gij(∂i∂j − Γkij∂k − ηi∂j)(f ′)

= L′(f) + L(f ′).(2.5)
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No resultado a seguir (e enquanto estivermos considerando variação na métrica,

e não no domı́nio) não há necessidade alguma em se fazer η variar com o

tempo, assim como a função f lá adotada também só varia em M . É evidente,

entretanto, que a relação (2.5) vale para ambos os casos.

Lema 2.1 Seja (M, g) uma variedade riemanniana e seja gt uma variação

diferenciável da métrica g. Então para toda f ∈ C∞c (M) temos

(2.6) L′f = 〈1
2
dh− divηH, df〉 − 〈H,∇2f〉,

onde L′ := d
dt
|t=0Lg(t).

Demonstração: Como 〈df, d`〉 = gij(t)fi`j e d
dt
|t=0g

ij = −gikgjsHks, temos

(2.7)
d

dt
|t=0〈df, d`〉 = −gikgjsHksfi`j = −H(gikfi∂k, g

js`j∂s) = −H(∇f,∇`).

Pela fórmula de integração por partes temos

(2.8)

∫
M

`Lg(t)fdmt = −
∫
M

〈df, d`〉dmt,

onde ` é também um elemento qualquer de C∞c (M). Assim, pela equação (2.7)

teremos em t = 0 que

(2.9)

∫
M

`L′fdm +
1

2

∫
M

`hLfdm =

∫
M

H(∇f,∇`)dm− 1

2

∫
M

h〈df, d`〉dm.

Agora, aplicando a relação (2.4) para T = H, f = ` e Z = ∇f teremos

(2.10) divη(H(`∇f)) = `〈divηH, df〉+ `〈H,∇2f〉+H(∇f,∇`).

Além disso,

(2.11) divη(`h∇f) = `hLf + `〈dh, df〉+ h〈df, d`〉.

Logo, substituindo (2.10) e (2.11) em (2.9), obtemos

(2.12)

∫
M

`L′fdm =

∫
M

`

(
1

2
〈dh, df〉 − 〈divηH, df〉 − 〈H,∇2f〉

)
dm,

o que conclui a prova do lema. �

Consideraremos agora uma função suave η : I ×M → R e escreveremos,

por simplicidade, η̇ = d
dt

∣∣
t=0
η(t). Então para cada f ∈ C∞c (M) definimos

L̄tf := ∆tf − gt(∇η(t),∇f).
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Corolário 2.1 Sob as condições do Lema (2.1) temos

(2.13) L̄′f = L′f − g(∇η̇,∇f)

Demonstração:

d

dt

∣∣∣
t=0
L̄tf = ∆′f − d

dt

∣∣∣
t=0
gij(t)ηi(t)fj(2.14)

= ∆′f −
( d
dt

∣∣∣
t=0
gij(t)

)
ηifj − gij∂i

(
d

dt

∣∣∣
t=0
η(t)

)
fj

= ∆′f + gikgjsHksηifj − g(∇η̇,∇f)

= ∆′f +H(∇η,∇f)− g(∇η̇,∇f)

= L′f − g(∇η̇,∇f).

�

2.1.2 O problema de Dirichlet

Nesta seção, obteremos fórmulas variacionais tipo Hadamard que generalizam

aquelas do artigo de Berger [6].

Proposição 2.2 Sejam (M, g) uma variedade riemanniana compacta, g(t)

uma variação diferenciável da métrica g, {φi(t)} ⊂ C∞(M) uma famı́lia di-

ferenciável de funções e λi(t) uma famı́lia diferenciável de números reais tais

que λi(0) = λ para cada i = 1, . . . ,m e, para todo t, −Lg(t)φi(t) = λi(t)φi(t) em M

φi(t) = 0 em ∂M,

onde 〈φi(t), φj(t)〉L2(M,dmt) = δji . Então a derivada da função t→ (λi + λj)(t)

é dada por

(2.15)

(λi + λj)
′δij =

∫
M

〈1
2
L(φiφj)g − 2dφi ⊗ dφj, H〉dm +

∫
M

g(∇η̇,∇(φiφj))dm.

Demonstração: Verifiquemos primeiro o caso em que η não depende de t.

Derivando a equação −Lg(t)φi(t) = λ(t)φi(t) iremos obter, em t = 0, que

−L′φi − Lφ′i = λ′φi + λφ′i, e desse modo

−
∫
M

(φjL
′φi + φjLφ

′
i)dm =

∫
M

(λ′iφiφj + λjφjφ
′
i)dm

= λ′i

∫
M

φjφi −
∫
M

φ′iLφjdm.
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Usando integração por partes e o fato de que φi = 0 em ∂M , deduzimos que

λ′iδij = −
∫
M

φjL
′φidm.

Escrevendo sij = (λ′i + λ′j) teremos, pelo Lema 2.1, que

−sijδij =

∫
M

φjL
′φidm +

∫
M

φiL
′φjdm

=

∫
M

(〈1
2
dh− divηH,φjdφi + φidφj〉 − 〈H,φj∇2φi + φi∇2φj〉)dm

=

∫
M

〈1
2
dh, d(φiφj)〉dm−

∫
M

φj
(
〈divηH, dφi〉+ 〈H,∇2φi〉

)
dm

−
∫
M

φi
(
〈divηH, dφj〉+ 〈H,∇2φj〉

)
dm.

Usaremos agora o teorema da divergência e a equação (2.4) para deduzir

− sijδij = −
∫
M

h

2
L(φiφj)dm + 2

∫
M

H(∇φi,∇φj)dm(2.16)

ou, equivalentemente,

−sijδij =

∫
M

〈1

2
L(φiφj)g − 2dφi ⊗ dφj, H

〉
dm.

No caso geral, diferenciamos a equação −Lg(t)φi(t) = λ(t)φi(t) obtendo, em

t = 0, que −L̄′φi − Lφ′i = λ′iφi + λiφ
′
i, e, portanto,

−L′φi − Lφ′i = λ′iφi + λjφ
′
i − g(∇η̇,∇φi).

Desta forma,

λ′iδij = −
∫
M

φjL
′φidm +

∫
M

φjg(∇η̇,∇φi)dm

e um cálculo análogo ao feito acima completa a prova. �

2.1.3 Variação do domı́nio

Para o que se segue, consideraremos uma variedade riemanniana (N, g) e duas

aplicações suaves f : M → N e ϕ : N → R, onde M é uma variedade com

a mesma dimensão de N , e cuja métrica ḡ = f ∗g será herdada via a métrica

induzida.
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Vamos supor, a partir de agora, que f também é um difeomorfismo. Então

f : (M, ḡ) → (N, g) é uma isometria. Em particular, preserva conexões e

ortonormalidade. Dessa forma, se por exemplo {ei} for um referencial ḡ-

geodésico em um ponto p ∈M , então {dfei} será g-geodésico em f(p) ∈ N .

Além disso

ek(ϕ ◦ f)(p) = (dfek)(ϕ)(f(p))

e

(2.17) ekek(ϕ ◦ f)(p) = dfek((dfek)(ϕ))(f(p)).

Isso porque, em cada p ∈M e X ∈ X(M),

X(ϕ ◦ f)p = df(X)(ϕ)f(p)

X(X(ϕ ◦ f))p = df(X)(X(ϕ ◦ f))f(p)

= df(X)(df(X)(ϕ))f(p).

Definindo ϕ̄ := ϕ ◦ f e denotando por ∇̄ e por ∇ os gradientes de funções em

M e N , respectivamente, então

g(df∇̄ϕ̄, dfei)f(p) = g(df(∇̄(ϕ ◦ f), dfei))f(p) = (f ∗g)(∇̄(ϕ ◦ f), ei)p

= ḡ(∇̄(ϕ ◦ f), ei)p = ei(ϕ ◦ f)p = dfp(ei)(ϕ)

= df(ei)(ϕ)f(p) = g(∇ϕ, df(ei))f(p).

Ou seja:

(2.18) df(∇̄ϕ̄) = ∇ϕ.

Se, analogamente, denotarmos por ∆̄ e por ∆ os laplacianos de funções em

M e N , respectivamente, então a relação (2.17) nos fornecerá

(2.19) ∆̄ϕ̄p = ∆ϕf(p).

Vamos agora, à luz dos comentários acima, atentar para o caso que nos

interessa.

Assumamos que Ω ⊂M é um domı́nio limitado com fronteira suave, onde

(M, g) é uma variedade riemanniana completa. Seja ft uma famı́lia anaĺıtica
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de difeomorfismos de Ω, que preserva orientação e tal que f0 é a identidade, e

seja λ um autovalor de multiplicidade m para o η-laplaciano.

Consideremos a famı́lia de métricas gt = f ∗t g em Ω. Seguindo os co-

mentários acima, se {ek} é um referencial gt-geodésico em p ∈ Ω, então {dftek}
é um referencial g-geodésico em ft(p) ∈ Ωt e também poderemos escrever

ek(η ◦ ft)(p) = (dftek)(η)(ft(p))

e, analogamente à relação (2.17),

(2.20) ekek(φi(t) ◦ ft)(p) = dftek((dftek)(φi(t))(ft(p))).

Para cada i = 1, . . . , k, sejam φi(t) e λi(t) como obtidos na Proposição 2.2.

Definamos φ̄i(t) := φi(t) ◦ ft, η(t) := η ◦ ft e

(2.21) L̄t(φ̄i(t)) := ∆t(φ̄i(t))− gt(∇(η(t)),∇(φ̄i(t))).

Como η(t, p) = η ◦ f(t, p), obtemos

(2.22) η̇ =
d

dt

∣∣∣
t=0
η(t, p) = dη

∣∣∣
f(0,p)

· d
dt

∣∣∣
t=0
ft(p) = dη

∣∣∣
p
(V ) = g(∇η, V ).

Observe-se que estamos tratando da famı́lia de difeomorfismos

(Ω, gt)
ft→ (Ωt, g),

onde na variedade da esquerda o que varia é a métrica, enquanto que na

variedade da direita o que varia é o domı́nio.

De forma semelhante ao que fizemos acima, vamos denotar por ∇̄ e por ∇
os gradientes de funções em (Ω, gt) e em (Ωt, g), respectivamente.

Atente-se para o fato de que agora, assim como a relação (2.17) implica em

(2.19), a relação (2.20) implicará em

(2.23) ∆̄(φ̄i(t))p = ∆(φi(t))ft(p).

Vamos avaliar o que a relação (2.21) nos fornece.

L̄t(φ̄i(t))p := ∆̄t(φ̄i(t))p − gt(∇̄(η(t)), ∇̄(φ̄i(t)))p
(2.23)
= ∆(φi(t))ft(p) − (f ∗t g)(∇̄(η(t)), ∇̄(φ̄i(t)))p

= ∆(φi(t))ft(p) − g(dft∇̄(η(t)), dft∇̄(φ̄i(t)))ft(p)
(2.18)
= ∆(φi(t))ft(p) − g(∇η,∇φi(t))ft(p) := L(φi(t))ft(p)

= (−λi(t)φi(t))ft(p) = −λi(t)(φi(t) ◦ ff )p = −λi(t)φ̄i(t)p.
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Além disso, se p ∈ ∂Ω então ft(p) ∈ ∂Ωt para todo t e portanto

φ̄i(t)p = (φi(t) ◦ ft)(p) = (φi(t))(ft(p)) = 0

pois, pela hipótese da Proposição 2.2, φi(t) = 0 em ∂Ω.

Por outro lado,

〈φ̄i(t), φ̄j(t)〉L2(Ω,gt) =

∫
Ω

φ̄i(t)φ̄j(t)dm ◦ dft =

∫
Ω

(φi(t)φj(t))(ft)det(dft)dm

=

∫
ft(Ω)

φi(t).φj(t)dmg = 〈φi(t), φj(t)〉L2(Ωt,g) = δij

e assim em nosso caso, para φ̄i(t) = φi(t)◦ft teremos 〈φ̄i(t), φ̄j(t)〉L2(Ω,g(t)) = δij

para todo t, e

(2.24)

 −L̄tφ̄i(t) = λi(t)φ̄i(t) em Ω

φ̄i(t) = 0 em ∂Ω.

Ou seja: os λi(t), autovalores de Lt associados às autofunções φi(t) em Ωt, são

também autovalores de L̄t associados às autofunções φ̄i(t) em Ω, no problema

de Dirichlet. Dessa forma, podemos reduzir um problema envolvendo variação

de domı́nio ao problema familiar que trata de variação na métrica.

Seja V o campo em Ω definido por p 7→ Vp :=
(
d
dt

∣∣∣
t=0
ft

)
(p). Segue-se que

ft é seu fluxo e que, para cada p ∈ Ω,

(2.25) (LV g)p := lim
t→0

f ∗t (gft(p))− gp
t

=

(
lim
t→0

gt − g0

t

)
p

=

(
d

dt

∣∣∣
t=0
gt

)
p

= Hp,

ou seja, que LV g = H e, portanto,

(2.26)
1

2
〈H, g〉 =

1

2
LV g = divV.

Lembrando que φi se anula no bordo, segue que

(2.27) ∇φi = g(∇φi, ν)ν =
∂φi
∂ν

ν.

No resultado a seguir, provaremos uma fórmula geral que generaliza um resul-

tado de Soulf e Ilias [24].

Proposição 2.3 Sejam (M, g) uma variedade real anaĺıtica, Ω ⊂ M um

domı́nio limitado, ft : Ω → (M, g) uma famı́lia anaĺıtica de difeomorfismos
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(Ωt = ft(Ω)) e λ um autovalor de multiplicidade m > 1. Então existem uma

famı́lia anaĺıtica de funções {φi(t)} ∈ C∞(Ωt) com 〈φi(t), φj(t)〉L2(Ω,g(t)) = δij,

e números reais λi(t) com λi(0) = λ, que são soluções para o problema de

Dirichlet  −Lφi(t) = λi(t)φi(t) Ωt

φi(t) = 0 ∂Ωt,

para todo t, i = 1, . . . ,m. Além disso, a derivada da aplicação t 7→ (λi +λj)(t)

é dada por

(λi + λj)
′δij = −2

∫
∂Ω

g(V, ν)
∂φi
∂ν

∂φj
∂ν

dµ,

onde V = d
dt

∣∣
t=0
ft.

Demonstração: Consideremos em Ω a famı́lia de métricas gt = f ∗t g . Tomemos

um referencial g(t)-geodésico {ei} em p ∈ Ω. Segue então, das considerações

acima, que para φ̄i(t) = φi(t)◦ ft teremos 〈φ̄i(t), φ̄j(t)〉L2(Ω,g(t)) = δij para todo

t, e é válida a relação (2.24).

Como φi,0 ◦ f0(p) = φi(p) e η(t) = η ◦ ft, teremos pela Proposição 2.2 que

sijδij =

∫
Ω

h

2
L(φiφj)dm− 2

∫
Ω

H(∇φi,∇φj)dm +

∫
Ω

g(∇η̇,∇(φiφj))dm,

onde sij = (λi + λj)
′. Então

sijδij
(2.25)
=

∫
Ω

1

2
L(φiφj)〈g,H〉dm− 2

∫
Ω

( d
dt

∣∣∣
t=0
f ∗t g
)

(∇φi,∇φj)dm

+

∫
Ω

g(∇η̇,∇(φiφj))dm

(2.26)
=

∫
Ω

L(φiφj)divV dm− 2

∫
Ω

g(∇∇φiV,∇φj)dm

−2

∫
Ω

g(∇∇φjV,∇φi)dm +

∫
Ω

g(∇η̇,∇(φiφj))dm.

Mas

g(∇∇φiV,∇φj) = divη(g(V,∇φj)∇φi) + λg(V,∇φj)φi −∇2φj(V,∇φi).
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Como λ = λi(0) = λj(0), então fazendo
sij
2
δij = aij poderemos escrever

aij = −λ
∫

Ω

φiφjdivV dm +

∫
Ω

g(∇φi,∇φj)divV dm−
∫

Ω

divη(g(V,∇φj)∇φi)dm

−λ
∫

Ω

g(V,∇φj)φidm +

∫
Ω

∇2φj(V,∇φi)dm−
∫

Ω

divη(g(V,∇φi)∇φj)dm

−λ
∫

Ω

g(V,∇φi)φjdm +

∫
Ω

∇2φi(V,∇φj)dm +
1

2

∫
Ω

g(∇η̇,∇(φiφj))dm

= −λ
∫

Ω

(
φiφjdivV + g(V,∇(φiφj))

)
dm−

∫
∂Ω

g(V,∇φj)g(∇φi, ν)dµ

−
∫
∂Ω

g(V,∇φi)g(∇φj, ν)dµ+

∫
Ω

g(∇φi,∇φj)divV dm +

∫
Ω

∇2φj(V,∇φi)dm

+

∫
Ω

∇2φi(V,∇φj)dm +
1

2

∫
Ω

g(∇η̇,∇(φiφj))dm.

Ademais, temos que

divη(g(∇φi,∇φj)V ) + g(∇φi,∇φj)g(∇η, V ) = div(g(∇φi,∇φj)V )

= g(∇φi,∇φj)divV +∇2φj(V,∇φi)

+∇2φi(V,∇φj).

Logo

aij
(2.27)
= −λ

∫
Ω

div(φiφjV )dm− 2

∫
∂Ω

g(V, ν)
∂φi
∂ν

∂φj
∂ν

dµ

+

∫
Ω

divη(g(∇φi,∇φj)V )dm +

∫
Ω

g(∇φi,∇φj)g(∇η, V )dm

+
1

2

∫
Ω

g(∇η̇,∇(φiφj))dm.

Segue que

aij = −λ
∫

Ω

div(φiφjV )dm− 2

∫
∂Ω

〈V, ν〉∂φi
∂ν

∂φj
∂ν

dµ+

∫
∂Ω

〈V, ν〉∂φi
∂ν

∂φj
∂ν

dµ

+

∫
Ω

g(∇φi,∇φj)g(∇η, V )dm +
1

2

∫
Ω

g(∇η̇,∇(φiφj))dm

= −
∫
∂Ω

g(V, ν)
∂φi
∂ν

∂φj
∂ν

dµ− λ
∫

Ω

div(φiφjV )dm

+

∫
Ω

g(∇φi,∇φj)g(∇η, V )dm +
1

2

∫
Ω

g(∇η̇,∇(φiφj))dm.

Por outro lado,

0 =

∫
Ω

divη(φiφjV )dm =

∫
Ω

div(φiφjV )dm−
∫

Ω

φiφjg(∇η, V )dm.
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Portanto

aij = −
∫
∂Ω

g(V, ν)
∂φi
∂ν

∂φj
∂ν

dµ+

∫
Ω

(
g(∇φi,∇φj)− λφiφj

)
g(∇η, V )dm

+
1

2

∫
Ω

g(∇η̇,∇(φiφj))dm.(2.28)

Usando agora integração por partes e o fato de que λi(0) = λj(0) = λ,

chegamos a

1

2

∫
Ω

g(∇η̇,∇(φiφj))dm = −1

2

∫
Ω

η̇L(φiφj)dm +
1

2

∫
∂Ω

η̇g(ν,∇(φiφj))dµ

= −1

2

∫
Ω

η̇
(
φiLφj + φjLφi + 2g(∇φi,∇φj)

)
dm

(2.22)
=

∫
Ω

g(∇η, V )
(
λφiφj − g(∇φi,∇φj)

)
dm.

Estes cálculos nos dizem que os últimos dois termos em (2.28) se cancelam

mutuamente, o que nos permite concluir a prova do teorema. �

2.2 Segunda variação

2.2.1 Segunda variação do η-laplaciano

No lema a seguir o tensor H ′ é definido como na Seção 1.2, onde também

fornecemos a relação (1.20), para h′.

Lema 2.2 Sejam (M, g) uma variedade riemanniana e g(t) uma variação di-

ferenciável da métrica g. Então, para toda f ∈ C∞c (M), temos

(2.29) L′′f = 〈1
2
dh′−divηH

′, df〉−〈H ′,∇2f〉+2divη(H
2(∇f))−H(∇f,∇h).

Demonstração: Inicialmente vamos derivar a relação∫
M

`Lg(t)fdmt = −
∫
M

〈d`, df〉dmt(2.30)

em um t arbitrário (ver relação (1.29)). Chegaremos à equação∫
M
`L′g(t)fdmt +

∫
M
`
h(t)

2
Lg(t)fdmt =

∫
M
Ht(∇tf,∇t`)dmt −

∫
M
〈d`, df〉h(t)

2
dmt.
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Observemos agora que H0 = H, h(0) = h, dm0 = dm e que Lg(0) = L.

Então, usando (1.24), (2.40), (1.27) e (1.30) obteremos, ao derivar a relação

acima em t = 0,∫
M
`L′′fdm = −

∫
M
`hL′fdm−

∫
M
H(H(∇f),∇`)dm−

∫
M
H(∇f,H(∇`))dm

−1

2

[∫
M
`h′Lfdm +

∫
M
h′〈d`, df〉dm

]
−1

4

[∫
M
`h2Lfdm +

∫
M
h2〈d`, df〉dm

]
+

∫
M
H ′(∇f,∇`)dm +

∫
M
hH(∇f,∇`)dm.

Assim, usando o Lema 1.3 podemos escrever∫
M
`L′′fdm = −

∫
M
`hL′fdm− 2

∫
M
H(H(∇f),∇`)dm(2.31)

−1

2

[∫
M
`h′Lfdm +

∫
M
h′〈d`, df〉dm

]
−1

4

[∫
M
`h2Lfdm +

∫
M
h2〈d`, df〉dm

]
+

∫
M
H ′(∇f,∇`)dm +

∫
M
hH(∇f,∇`)dm.

Nosso objetivo agora será tirar as derivadas de `. Para isso, basta usarmos a

relação (1.12), o teorema da divergência e o fato de ` ∈ C∞c (M). O que nos

remete a∫
M

H(H(∇f),∇`)dm
(1.12)
= −

∫
M

`(divηH)(H(∇f))dm−
∫
M

`〈∇(H(∇f)), H〉dm

(1.12)
= −

∫
M

`divη(H
2(∇f))dm(2.32)

(2.33)

∫
M

`h′Lfdm +

∫
M

h′〈df, d`〉dm = −
∫
M

`〈df, dh′〉dm.

(2.34)

∫
M

`h2Lfdm +

∫
M

h2〈df, d`〉dm = −
∫
M

`〈dh2, df〉dm.

(2.35)

∫
M

H ′(∇`,∇f)dm = −
∫
M

`(divηH
′)(∇f)dm−

∫
M

`〈∇2f,H ′〉dm

(2.36)∫
M

hH(∇f,∇`)dm = −
∫
M

`(divηH)(h∇f)dm−
∫
M

`〈∇(h∇f), H〉dm.
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Substituindo (2.32), (2.33), (2.34), (2.35) e (2.36) em (2.31), chegaremos a

L′′f = −hL′f + 2divη(H
2(∇f)) +

1

2
〈dh′, df〉+

1

4
〈dh2, df〉

−〈divηH
′, df〉 − 〈H ′,∇2f〉 − 〈divηH, hdf〉 − 〈∇(h∇f), H〉.

Observando agora que a expressão (2.6) nos fornece

hL′f =
1

4
〈dh2, df〉 − 〈divηH, hdf〉 − h〈H,∇2f〉,

ficaremos com

L′′f = 〈1
2
dh′ − divηH

′, df〉 − 〈H ′,∇2f〉+ 2divη(H
2(∇f))

+h〈∇2f,H〉 − 〈∇(h∇f), H〉.

Por outro lado,

〈∇(h∇f), H〉 = h〈∇2f,H〉+H(∇f,∇h)

e portanto

L′′f = 〈1
2
dh′ − divηH

′, df〉 − 〈H ′,∇2f〉+ 2divη(H
2(∇f))−H(∇f,∇h).

�

Lembrando que 〈H ′,∇2f〉 = −〈divηH
′, df〉 + divη(H

′(∇f)), podeŕıamos

também escrever a relação (2.29) como

(2.37) L′′f =
1

2
〈dh′, df〉+ divη((2H

2 −H ′)(∇f))−H(∇h,∇f).

Como fdivη(T (∇f)) = divη(fT (∇f))−T (∇f,∇f) para todo (0, 2)-tensor

simétrico T , a equação (2.37) nos dará

fL′′f =
1

4
〈dh′, df 2〉+ divη(f(2H2 −H ′)(∇f))− (2H2 −H ′)(∇f,∇f)

−1

2
H(∇h,∇f 2)

e portanto, se φi ∈ C∞c (M),

(2.38)∫
M

φiL
′′φidm =

1

4

∫
M

〈dh′, dφ2
i 〉−
∫
M

(2H2−H ′)(∇φi,∇φi)dm−1

2

∫
M

H(∇h,∇φ2
i ).

De maneira análoga obteremos que se φi ∈ C∞c (M) então

(2.39)

∫
M

φiL
′φ′idm =

1

2

∫
M

〈dh, φidφ′i〉dm +

∫
M

H(∇φ′i,∇φi)dm.
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Proposição 2.4 Sejam (M, g) uma variedade riemanniana compacta, g(t)

uma variação diferenciável da métrica g, {φi(t)} ⊂ C∞(M) uma famı́lia di-

ferenciável de funções e λi(t) uma famı́lia diferenciável de números reais tais

que λi(0) = λ para cada i = 1, . . . ,m e, para todo t, −Lg(t)φi(t) = λi(t)φi(t) em M

φi(t) = 0 em ∂M,

onde 〈φi(t), φj(t)〉L2(M,dmt) = δji . Então

λ′′i = −1

4

∫
M
〈dh′, d(φ2

i )〉dm−
∫
M
〈dh, φidφ′i〉dm +

∫
M
H(φi∇h− 2∇φ′i,∇φi)dm

+

∫
M
(2H2 −H ′)(∇φi,∇φi)dm− λ′i

∫
M
(φ2
i )
′dm.(2.40)

Demonstração: Derivando a equação −Lg(s)φi(s) = λi(s)φi(s) em s = t,

obtemos

− L′g(t)φi(t)− Lg(t)φ′i(t) = λ′i(t)φi(t) + λi(t)φ
′
i(t).

Derivando agora em t = 0 e multiplicando por φj, chegaremos a

− φjL′′φi − 2φjL
′φ′i − φjLφ′′i = λ′′i φiφj + 2λ′iφ

′
iφj + λiφ

′′
i φj

ou, lembrando que λi(0) = λj(0),

−φjL′′φi − 2φjL
′φ′i − φjLφ′′i = λ′′i φiφj + 2λ′iφ

′
iφj + λjφ

′′
i φj

e, portanto,

−φjL′′φi − 2φjL
′φ′i − φjLφ′′i = λ′′i φiφj + 2λ′iφ

′
iφj − φ′′iLφj.

Usando integração por partes chegamos a

λ′′i δij = −
∫
M

φjL
′′φidm− 2

∫
M

φjL
′φ′idm− 2λ′i

∫
M

φ′iφjdm,

ou seja,

λ′′i = −
∫
M

φiL
′′φidm− 2

∫
M

φiL
′φ′idm− λ′i

∫
M

(φ2
i )
′dm.

Aplicando as relações (2.38) e (2.39) obtemos

λ′′i = −1

4

∫
M

〈dh′, dφ2
i 〉dm−

∫
M

〈dh, φidφ′i〉dm +
1

2

∫
M

H(∇h,∇φ2
i )dm

−2

∫
M

H(∇φ′i,∇φi)dm +

∫
M

(2H2 −H ′)(∇φi,∇φi)dm− λ′i
∫
M

(φ2
i )
′dm,

o que nos leva diretamente à relação (2.40). �
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2.2.2 Variação do domı́nio

Lema 2.3 Se f ∈ C∞c (M), então

L̄′′f = L′′f − g (∇η̈,∇f)− g(∇η̇, ˙(∇f)) +H(∇η̇,∇f).(2.41)

Demonstração: Como L̄′tf = L′tf−gt(∇η̇(t),∇f) teremos, usando (1.21) (p.

20), que

L̄′′f = L′′f − d

dt
|t=0gt(∇η′(t),∇f)

= L′′f − g
(

˙(∇η′(t)),∇f
)
− g(∇η′(0), ˙(∇f)) +H(∇η′(0),∇f)

= L′′f − g
(
gij

d

dt
|t=0(∂i(η

′(t))∂j,∇f
)
− g(∇η̇, ˙(∇f)) +H(∇η̇,∇f)

= L′′f − g
(
gij∂i(

d

dt
|t=0η

′(t))∂j,∇f
)
− g(∇η̇, ˙(∇f)) +H(∇η̇,∇f)

= L′′f − g
(
gij∂i(η̈)∂j,∇f

)
− g(∇η̇, ˙(∇f)) +H(∇η̇,∇f)

= L′′f − g (∇η̈,∇f)− g(∇η̇, ˙(∇f)) +H(∇η̇,∇f).

Proposição 2.5 Sejam (M, g) uma variedade riemanniana e gt uma variação

diferenciável da métrica g. Então, para toda f ∈ C∞c (M), temos

L̄′′f =
1

2
〈dh′, df〉+ divη((2H

2 −H ′)(∇f))− g(∇η̈,∇f)(2.42)

−g(∇η̇, ˙(∇f)) +H(∇(η̇ − h),∇f).

Demonstração: Basta usarmos o Lema 2.3 e a relação (2.37). �
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Caṕıtulo 3

Aplicações

3.1 Autovalores simples

Voltemos agora nossa atenção para duas aplicações das fórmulas tipo Hadamard

obtidas na seção anterior. Provemos primeiro o seguinte teorema.

Teorema 3.1 Sejam (M, g0) uma variedade riemanniana compacta e λ um

autovalor do η-laplaciano para o problema de Dirichlet, com multiplicidade

m > 1. Então existe g em uma vizinhança Cr, 1 ≤ r < ∞, de g0, tal que os

autovalores λ(g) próximos a λ são todos simples.

Demonstração: Consideremos g(t) = g + tT, onde T é um (0, 2)-tensor

simétrico T qualquer em (Mn, g). Podemos escolher t suficientemente pequeno

para que g(t) seja uma métrica riemanniana e o autovalor λ(t) satisfaça −Lg(t)φi(t) = λ(t)φi(t) em M

φi(t) = 0 em ∂M.

Como H = d
dt
g(t) = T e L = Lg, teremos pela Proposição 2.2 que

(3.1) λ′δij =

∫
M

〈1

4
L(φiφj)g − dφi ⊗ dφj, T

〉
dm.

Agora, considerando o simetrizador S =
dφi⊗dφj+dφj⊗dφi

2
e usando o fato de que

〈dφi ⊗ dφj, T 〉 = 〈dφj ⊗ dφi, T 〉
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nós deduzimos a próxima identidade:

(3.2) λ′δij =

∫
M

〈1

4
L(φiφj)g − S, T

〉
dm.

Se i 6= j, tem-se

(3.3)
1

4
L(φiφj)g = S.

Além disso, tomando o traço na equação (3.3) chegamos a

g(∇φi,∇φj) =
n

4
L(φiφj)

=
n

4
(φiLφj + φjLφi + 2g(∇φi,∇φj))

=
n

2
(−λφiφj + g(∇φi,∇φj)).(3.4)

Para n 6= 2 podemos escrever

(3.5)
nλ

n− 2
φiφj = g(∇φi,∇φj).

A partir desta identidade vamos utilizar um argumento usado por Uhlenbeck

[25].

Fixando p ∈M , consideremos a curva integral α em M tal que α(0) = p e

α′(s) = ∇φi(α(s)). Definindo β(s) := φj(α(s)), encontramos

β′(s) = g(∇φj(α(s)), α′(s)) = g(∇φj,∇φi)(α(s))

=
nλ

n− 2
φiφj(α(s))

=
nλ

n− 2
φi(α(s))β(s),

o que é um absurdo, pois M é compacta. Para o caso n = 2, obteremos da

equação (3.4) que φiφj = 0. Segue então do prinćıpio da continuação única

[17] que pelo menos uma das autofunções se anula, o que novamente constitui

um absurdo. Isso completa a prova do Teorema 3.1.

Corolário 3.1 Dada uma variedade riemanniana compacta (M, g) com bordo,

existe um conjunto residual das métricas Γ ⊂Mr tal que, para todo g ∈ Γ, os

autovalores para o problema de Dirichlet relativo ao operador Lg são simples.
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Demonstração: Seja Cm o conjunto das métricas emMr tais que os primeiros

m autovalores de Lg são simples. É sabido que se esses autovalores dependem

continuamente da métrica (veja [1]), então para cada m o conjunto Cm é aberto

em Mr. Por outro lado, segue do Teorema 3.1 que o conjunto Cm é denso em

Mr. Como Mr é um espaço métrico completo na topologia Cr, o conjunto

Γ = ∩∞m=1Cm é denso, e isso prova o Corolário 3.1.

Teorema 3.2 Sejam (M, g) uma variedade riemanniana e Ω um domı́nio li-

mitado em M . Seja λ um autovalor do η-laplaciano para o problema de Dirich-

let com multiplicidade m > 1. Então existe um difeomorfismo f em uma vizi-

nhança Cr, 1 ≤ r <∞, da identidade idΩ, tal que os autovalores λ(g) próximos

a λ são todos simples.

Demonstração: Observemos primeiro que, uma vez que a multiplicidade dos

autovalores não muda com a famı́lia de difeomorfismos, a existência das cur-

vas diferenciáveis de autofunções e autovalores é garantida. Note-se também

que neste caso a Proposição 2.3 ainda é válida sem a suposição da analiti-

cidade. Seja λ um autovalor de multiplicidade m > 1. Suponha que, para

toda perturbação de Ω por difeomorfismos, a multiplicidade de λ não pode ser

reduzida para chegarmos a uma contradição. De fato, sejam φi e φj duas au-

tofunções distintas associadas ao autovalor λ. Segue então da fórmula obtida

na Proposição 2.3 que ∂φi
∂ν

∂φj
∂ν

= 0 em ∂Ω. A generalidade da perturbação

− e portanto a generalidade de V na citada fórmula − nos permite concluir

que ∂φi
∂ν

∂φj
∂ν

= 0 em ∂Ω. Desta forma, teremos ∂φi
∂ν

= 0 ou
∂φj
∂ν

= 0 em algum

conjunto aberto U de ∂Ω. De fato, se por exemplo p ∈ ∂M é tal que ∂φi
∂ν
6= 0

em p então existirá uma vizinhança de p em ∂M na qual ∂φi
∂ν
6= 0. Como

∂φi
∂ν

∂φj
∂ν

= 0 em ∂Ω, então nessa vizinhança teremos
∂φj
∂ν

= 0. Se por exemplo

∂φi
∂ν

= 0 em U , como φi = 0 em ∂Ω, segue do prinćıpio da continuação única

[17] que φi = 0 em Ω.

Além disso, é conhecido que o conjunto Diffr(Ω) dos Cr-diffeomorfismos de

Ω é uma variedade afim de um espaço de Banach (veja [11]). Então, argumen-

tos similares àqueles acima nos permitem enunciar o Corolário 3.2.
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Corolário 3.2 Dado um domı́nio limitado Ω em uma variedade riemanni-

ana (M, g), o subconjunto dos difeomorfismos D ⊂ Diffr(Ω) tais que todos os

autovalores do operador η-laplaciano são simples, é residual.

3.2 Variação do autovalor pelo fluxo de Ricci

Usando uma fórmula variacional para os autovalores do laplaciano, Luca Fa-

brizio [12] estudou o espectro desse operador, quando a deformação da métrica

se dá mediante o fluxo de Ricci. Nesta seção vamos aproveitar as ferramentas

aqui desenvolvidas para estudar o espectro do η−laplaciano quando defor-

mamos a métrica inicial pelo fluxo de Ricci, além de obtermos mais algumas

estimativas e alguns resultados em sólitons de Ricci.

Consideremos uma famı́lia a 1-parâmetro de métricas g(t) em uma varie-

dade riemanniana Mn, definida em um intervalo I ⊂ R, de modo que

(3.6)
d

dt
g(t) = −2Ricg(t),

onde Ricg(t) denota o tensor de Ricci na métrica g(t). Em [16] Hamilton provou

que para qualquer métrica diferenciável g0 em uma variedade Riemanniana

compacta sem bordo Mn, existe uma única solução g(t) para a equação (3.6)

definida em algum intervalo [0, ε), ε > 0, com g(0) = g0.

Um sóliton de Ricci é um fluxo de Ricci (Mn, g(t)), 0 ≤ t < T ≤ +∞, com a

propriedade que, para cada t ∈ [0, T ), existe um difeomorfismo ft : Mn →Mn

e uma constante σ(t) > 0 tal que σ(t)f ∗t g(0) = g(t). Uma maneira para

gerar sólitons de Ricci é a seguinte: consideremos uma variedade riemanniana

(Mn, g0), com um campo de vetores X e uma constante α satisfazendo

(3.7) Ricg0 +
1

2
LXg0 = αg0.

Em seguida, vamos definir a constante σ(t) = −2αt+ 1, para cada t ∈ [0, T ),

com T := +∞, se α ≤ 0, e T := 1
2α
, se α > 0. Finalmente, basta considerarmos

ft como a famı́lia a 1-parâmetro de difeomorfismos gerados pelo campo Yt(x) =
X(x)
σ(t)

, para todo x ∈ Mn. Para maiores detalhes sobre o fluxo de Ricci, duas

boas referências são [9] e [10].
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Consideremos agora que g(t)(x) = τ(x, t)f ∗t g0(x) seja uma solução de (3.6),

para todo x ∈ Mn, onde τ(x, t) é uma função real diferenciável e positiva em

Mn× [0, ε), de modo que τ(x, 0) = 1 (por exemplo τ(x, t) = −2α(x)t+ 1 para

alguma função α ∈ C∞(M)). Então,

d

dt
g(t)(x) =

d

dt
τ(x, t)f ∗t g0(x) + τ(x, t)

d

dt
f ∗t g0(x),

que em t = 0, fica

(3.8) − 2Ricg0 = −2α(x)g0 + LXg0,

onde α(x) = −1
2
d
dt

∣∣
t=0
τ(x, t) e X(x) = d

dt

∣∣
t=0
ft(x).

Definição 3.1 Um quase sóliton de Ricci é uma variedade diferenciável Mn

munida com uma métrica riemanniana g0, um campo de vetores X e uma

função sóliton α : M → R satisfazendo à equação (3.8).

Exemplo 3.1 Para cada vetor unitário a ∈ Rn+1, considere a famı́lia de

métricas dada por g(t)(x) = τ(x, t)f ∗t g0(x), onde τ(x, t) = 2(la(x)+1−n)t+1,

la(x) = 〈x, a〉, x = (x1, . . . , xn+1) ∈ Sn ⊂ Rn+1 é o vetor posição, g0 é a métrica

canônica de Sn (isto é g0 = 〈, 〉|Sn onde 〈, 〉 é a métrica canônica de Rn+1),

ft é o fluxo de ∇la em Sn e t é escolhido de modo que τ(x, t) > 0. Como

Ricg0 = (n− 1)g0 e ∇2la = −lag0, é imediato que a equação (3.8) é satisfeita

para α(x) = −la(x) + n− 1 e X = ∇la.

Um caso não compacto e análogo ao exemplo anterior é quando considera-

mos o mergulho canônico Hn(−1) no espaço de Lorentz Rn+1
1 , onde novamente

consideramos a função la(x) = 〈x, a〉, mas agora a ∈ Rn+1
1 é um vetor tipo

tempo. Para maiores detalhes sobre a geometria dos quase sólions de Ricci

recomendamos [3, 4, 13, 22].

Motivados pela discussão acima, vamos provar nosso próximo resultado.

Primeiramente vamos observar que estaremos considerando o intervalo maxi-

mal [0, T ), no qual existe o fluxo de Ricci numa variedade compacta sem bordo,

bem como a existência das curvas de autofunções e autovalores do η-laplaciano.

Além disso, iremos supor que, ao longo do fluxo de Ricci, o autovalor λ(t) e

sua respectiva autofunção u(t) variam diferenciavelmente com o parâmetro t.
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Proposição 3.1 Consideremos (M, g) uma variedade riemanniana compacta

sem bordo, ft uma famı́lia de difeomorfismos de M , τ(x, t) uma função real

diferenciável e positiva em M×[0, T ) com τ(x, 0) = 1 e g(t)(x) = τ(x, t)f ∗t g(x).

Se λ(t) denota a evolução de um autovalor do η-laplaciano segundo g(t) com

autofunção associada u(t) = u ◦ ft. Se X = d
dt

∣∣
t=0
ft e τ(x, t) = e2ϕ(t), com

ϕ ∈ C∞(M × [0, T )), então

1. λ′(0) =
∫
M
ϕ′(0) (−nλu2 + (n− 2)|∇u|2) dm.

2.
∫
M

(−λu2 + |∇u|2)divXdm− 2
∫
M
g (∇∇uX,∇u) dm = 0.

Em particular, se X é conforme, isto é, LXg = 2ρg, teremos∫
M

(
− λu2 +

n− 2

n
|∇u|2

)
divXdm = 0.

Demonstração: Sendo g(t)(x) = τ(x, t)f ∗t g(x) = e2ϕ(t)f ∗t g(x), segue das

equações (1.32), (1.33) e (1.34) que

Lg(t)(u ◦ ft) = e−2ϕ(t)
(
Lgu+ (n− 2)g(∇ϕ(t),∇u)

)
.

Então,

−λ(t)u(t) = Lg(t)(u(t)) = e−2ϕ(t)
(
Lgu+ (n− 2)g(∇ϕ(t),∇u)

)
e portanto

−λu = Lgu = −λ(t)e2ϕ(t)u(t)− (n− 2)g(∇ϕ(t),∇u).

Derivando em t = 0,

0 =
(
−λ′(0)e2ϕ(0) − 2ϕ′(0)λ(0)e2ϕ(0)

)
u(0)− λ(0)e2ϕ(0)u′(0)

−(n− 2)g(∇ϕ′(0),∇u)

= (−λ′(0)− 2ϕ′(0)λ)u− λu′(0)− (n− 2)g(∇ϕ′(0),∇u),

o que implica

0 = (−λ′(0)− 2ϕ′(0)λ)u2 − λu′(0)u− (n− 2)

2
g(∇ϕ′(0),∇u2).
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Logo

λ′(0) =

∫
M

−2λϕ′(0)u2dm− (n− 2)

2

∫
M

g(∇ϕ′(0),∇u2)dm

=

∫
M

−2λϕ′(0)u2dm +
(n− 2)

2

∫
M

ϕ′(0)L(u2)dm

=

∫
M

−2λϕ′(0)u2dm + (n− 2)

∫
M

ϕ′(0)(−λu2 + |∇u|2)dm

=

∫
M

ϕ′(0)
(
−nλu2 + (n− 2)|∇u|2

)
dm,

o que prova o primeiro item. Para o segundo item, vamos derivar em t = 0

a expressão g(t)(x) = τ(x, t)f ∗t g(x) para obter H = 2ϕ′(0)g + LXg. Assim,

pelas equações (2.15) e (1.15), teremos

λ′(0) =

∫
M
〈1
4
L(u2)g − du⊗ du , ϕg + LXg〉dm

=

∫
M

[
2ϕ′(0)

(n
4
L(u2)− |∇u|2

)
+

(
1

2
L(u2)divX − LXg(∇u,∇u)

)]
dm

=

∫
M
ϕ′(0)

(
−nλu2 + (n− 2)|∇u|2

)
dm +

∫
M

(
−λu2 + |∇u|2

)
divXdm

−2
∫
M
g(∇∇uX,∇u)dm.

O que nos permite concluir o segundo item imediatamente. Para o caso em

que X é conforme basta lembrar que ρ = divX
n
. �

Para o caso em que g(t) é uma solução do fluxo de Ricci será mais fácil

analisarmos essa conta de outro ponto de vista. Contudo, para fins mais gerais,

vamos considerar que g(t) é o fluxo de Ricci normalizado em uma variedade

riemanniana compacta sem bordo (M, g), isto é,

(3.9)
d

dt
g(t) =

2r

n
g(t)− 2Ricg(t),

onde g(0) = g e r = r(t) =
∫
M R(t)dmt∫

M dmt
, de modo que se tenha preservação de

volume com peso. De fato, neste caso

d

dt

∫
M

dmt =

∫
M

d

dt
dmt =

∫
M

〈Ht, g(t)〉dmt

=

∫
M

〈2r

n
g(t)− 2Ricg(t), g(t)

〉
dmt = 2

∫
M

(r(t)−R(t))dmt = 0,

logo o volume com peso de M é preservado ao longo do fluxo de Ricci norma-

lizado.
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Antes de prosseguirmos convém considerar, para a autofunção u, sua res-

pectiva autofunção normalizada, isto é, a função

ũ :=
u√∫

M
u2dm

.

Neste caso é claro que ũ ainda é autofunção de L relativa ao mesmo autovalor

λ, e ainda teremos
∫
M
ũdm = 0 e

∫
M

(ũ)2dm = 1. Essa última relação é o

motivo de fazermos a normalização. No que segue, já estaremos considerando

a autofunção normalizada. Além disso, para não carregar demais a notação

estaremos também omitindo t nas fórmulas, embora as relações obtidas ex-

pressem as quantidades em um instante t arbitrário.

Proposição 3.2 Se λ(t) denota a evolução de um autovalor do η-laplaciano

segundo o fluxo de Ricci normalizado numa variedade riemanniana compacta

sem bordo (Mn, g), então

(3.10) λ′ = − 2

n
rλ+ λ

∫
M

u2Rdm−
∫
M

R|∇u|2dm + 2

∫
M

Ric(∇u,∇u)dm,

onde u = u(t, p), p ∈ M , denota uma autofunção associada ao autovalor

λ = λ(t) e R = R(t, p) é a curvatura escalar.

Demonstração: Trabalhando com o integrando na relação (2.15), e obser-

vando que H = 2r
n
g − 2Ric (e portanto h = 2(r −R)), obteremos

h

4
L(u2)−H(∇u,∇u) = (−λu2 + |∇u|2)(r −R)− 2r

n
|∇u|2 + 2Ric(∇u,∇u)

=
1

2
L(u2)r −R(λu+ |∇u|2)− 2r

n
(
1

2
L(u2) + λu2)

+2Ric(∇u,∇u)

=
r(n− 2)

2n
L(u2)− 2λr

n
u2 + λu2R−R|∇u|2

+2Ric(∇u,∇u).

�

Corolário 3.3 Se λ(t) denota a evolução de um autovalor do η-laplaciano

segundo o fluxo de Ricci normalizado numa superf́ıcie riemanniana compacta

sem bordo (M2, g), então

(3.11) λ′ = λ

(
−r +

∫
M

u2Rdm

)
.
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Demonstração: Basta lembrar que para o caso bidimensional iremos ter

Ric = R
2
g e portanto 2Ric(∇u,∇u) = R|∇u|2. Agora é só aplicar esse resul-

tado na equação (3.10). �

Uma conclusão imediata se pode tomar a partir da equação (3.10) quando

se impõe que M seja homogênea na métrica g0. Do fato de que o fluxo de Ricci

preserva as isometrias da variedade inicial [16], e que, portanto, a métrica

permanece homogênea ao longo do fluxo (ou seja, para cada t a curvatura

escalar R será constante em M), verificamos que

r =

∫
M
Rdm∫

M
dm

= R

e então teremos o seguinte resultado para variedades homogêneas:

Corolário 3.4 Se λ(t) denota a evolução de um autovalor do η-laplaciano

segundo o fluxo de Ricci normalizado numa variedade riemanniana homogênea

compacta sem bordo (Mn, g), então

λ′ = −2R

n
λ+ 2

∫
M

Ric(∇u,∇u)dm.

Observação 3.1 Sob as hipóteses do Corolário 3.4 podemos observar que, ao

derivarmos a função t 7→ e
2R
n
tλ(t), obteremos

d

dt

(
e

2R
n
tλ(t)

)
= 2e

2R
n
t

∫
M

Ric(∇u,∇u)dm

e uma hipótese sobre o sinal da curvatura de Ricci nos fornecerá então o tipo

de monotonicidade da função t 7→ e
2R
n
tλ(t).

Observação 3.2 Para o caso de variedades homogêneas, ao considerarmos o

primeiro autovalor não nulo λ1 do laplaciano, se u é uma autofunção norma-

lizada associada a λ1 e Ric(∇u,∇u) ≥ κ|∇u|2 para alguma constante κ > 0,

então pelo teorema de Lichnerowicz [19], λ1 ≥ nκ
n−1

. Assim,

λ′1 = 2

∫
M

Ric(∇u,∇u)dM ≥ 2κ

∫
M

|∇u|2dM ≥ 2κ2 n

n− 1
.

Observação 3.3 No caso do fluxo de Ricci (não normalizado), para obtermos

λ′ na Proposição 3.2 e no Corolário 3.3 bastará fazermos r = 0 (quanto ao

Corolário 3.4, isso será evidentemente o mesmo que se tomar R = 0).
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Outro fato digno de nota é que podemos “reescalonar” a métrica inicial

fazendo por exemplo g̃ = αg, onde α =
(∫

M
dm
)− 2

n e dm é o elemento de

volume com peso na métrica g original. Isso nos permite então encontrar que

o elemento de volume dM̃ , na nova métrica, será α
n
2 dM (onde dM era o

elemento de volume na métrica original) e, portanto, na nova métrica o ele-

mento de volume com peso dm̃ será dado por dm̃ = α
n
2 dm. Desta forma temos∫

M
dm̃ = 1 e então r =

∫
M
Rdm̃. Neste caso, se supusermos por exemplo que

no Corolário 3.3 a métrica já está escalonada, poderemos reescrever a relação

(3.11) como

λ′(0) = λ

∫
M

R(u2 − 1)dm.

Precisaremos agora do seguinte fato provado por Hamilton em [16]: se

R ≥ 0 e Ric ≥ εRg para algum ε > 0 em t = 0, então ambas as condições

continuam valendo ao longo do fluxo de Ricci para 0 ≤ t < T .

Proposição 3.3 Seja g(t) a solução do fluxo de Ricci em uma variedade rie-

manniana homogênea compacta sem bordo (M3, g) com curvatura de Ricci

não negativa. Então o autovalor do η-laplaciano é não decrescente ao longo

do fluxo de Ricci. Em particular, se a curvatura de Ricci é positiva e λ1(t)

denota a evolução do primeiro autovalor não nulo do laplaciano ao longo do

fluxo de Ricci, então λ′1 ≥ 2nε2R2

n−1
, para algum ε > 0.

Demonstração: Em dimensão três o fluxo de Ricci preserva a não negativi-

dade do tensor de Ricci (ver [15]). Por outro lado, pelo Corolário 3.4 temos

λ′ = 2
∫
M
Ric(∇u,∇u)dm, o que nos fornece imediatamente a monotonici-

dade. Em particluar, em dimensão três Ric ≥ εRg ao longo do fluxo, para

algum ε > 0, o que implica Ric(∇u,∇u) ≥ εR|∇u|2, onde u é uma autofução

normalizada do primeiro autovalor não nulo λ1 do laplaciano em (M, g). O

resultado segue então da Observação 3.2. �

Proposição 3.4 Seja g(t) a solução do fluxo de Ricci em uma variedade rie-

manniana compacta sem bordo (M3, g) com curvatura de Ricci positiva. Então

existe t0 ∈ [0, T ) tal que o autovalor λ(t) do η-laplaciano é crescente para

t ∈ [t0, T ).
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Demonstração: Seja ε > 0 tal que Ric ≥ εRg. Então necessariamente

ε ≤ 1
3
, o que nos fornece 2ε− 1 ≤ −1

3
. A existência de um tal ε, bem como a

necessidade da desigualdade, estão garantidas em [16], onde também se prova

que Ric ≥ εRg ao longo de todo o fluxo de Ricci.

Por outro lado,
∫
M
R|∇u|2dm ≤ (Rmax)t

∫
M
|∇u|2dm e assim

(3.12) (2ε− 1)

∫
M

R|∇u|2dm ≥ −(Rmax)t
3

∫
M

|∇u|2dm =
−λ(Rmax)t

3
.

Temos

λ′(t)
(3.10)
= λ

∫
M

u2Rdm−
∫
M

R|∇u|2dm + 2

∫
M

Ric(∇u,∇u)dm

≥ λ

∫
M

u2Rdm−
∫
M

R|∇u|2dm + 2ε

∫
M

R|∇u|2dm

= λ

∫
M

u2Rdm + (2ε− 1)

∫
M

R|∇u|2dm

(3.12)

≥ λ

∫
M

u2Rdm− λ(Rmax)t
3

≥ λ(Rmin)t − λ
(Rmax)t

3
= λ

(
(Rmin)t −

(Rmax)t
3

)
.

Agora, de t→ T ⇒ (Rmax)t
(Rmin)t

→ 1 (ver [16]), o resultado segue. �

Em [14], Hamilton provou que em qualquer dimensão a não negatividade

do operador curvatura é preservada ao longo do fluxo de Ricci. Como a não

negatividade desse operador implica na não negatividade do tensor de Ricci,

é imediato o resultado seguinte.

Proposição 3.5 Seja g(t) a solução do fluxo de Ricci em uma variedade rie-

manniana homogênea compacta sem bordo (Mn, g) com operador curvatura

não negativo. Então o autovalor do η-laplaciano é não decrescente ao longo

do fluxo de Ricci.

O resultado obtido na próxima proposição fornece uma estimativa para a

primeira variação de um autovalor do η-laplaciano em uma variedade rieman-

niana homogênea compacta sem bordo (Mn, g).

Proposição 3.6 Seja g(t) a solução do fluxo de Ricci em uma variedade rie-

manniana homogênea compacta sem bordo (Mn, g). Então o autovalor do η-
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laplaciano satisfaz

λ′ ≤ 2(n− 1)

n
λ2 +

2

n
λ

∫
M

g(∇η,∇u2)dm− 2

n

∫
M

g(∇η,∇u)2dm

−2

∫
M

∇2η(∇u,∇u)dm.

Demonstração: Integrando a fórmula de Bochner para o η-laplaciano, tere-

mos ∫
M

|∇2u|2dm +

∫
M

Ricη(∇u,∇u)dm =

∫
M

(L(u))2dm.

Por outro lado |∇2u|2 ≥ 1
n
(∆u)2 = 1

n
(L(u) + g(∇η,∇u))2 e portanto∫

M

Ricη(∇u,∇u)dm ≤
∫
M

(L(u))2dm− 1

n

∫
M

(L(u))2dm

− 2

n

∫
M

L(u)g(∇η,∇u)dm− 1

n

∫
M

g(∇η,∇u)2dm

=
n− 1

n

∫
M

(L(u))2dm− 2

n

∫
M

L(u)g(∇η,∇u)dm

− 1

n

∫
M

g(∇η,∇u)2dm.

Agora, de Ricη = Ric+∇2η e da equação do Corolário 3.4 obtemos∫
M

Ricη(∇u,∇u)dm =
1

2
λ′ +

∫
M

∇2η(∇u,∇u)dm.

Usando que L(u) = −λu, obtemos a relação mencionada. �

Corolário 3.5 Seja g(t) a solução do fluxo de Ricci em uma variedade rie-

manniana homogênea compacta sem bordo (M3, g) com curvatura escalar R

não negativa. Se λ = λ(t) é um autovalor do laplaciano e Rmin(t) é o menor

valor assumido pela curvatura escalar em M no instante t, então

Rmin(t) ≤ (n− 1)

nε
λ,

onde ε > 0 é tal que Ric ≥ εRg ao longo do fluxo de Ricci.

Demonstração: Pelo Corolário 3.4 e pela Proposição 3.6 deduzimos que∫
M

Ric(∇u,∇u)dM ≤ (n− 1)

n
λ2.

Por outro lado, já observamos que Hamilton provou a existência de um ε > 0

satisfazendo

Ricg(t) ≥ εR(t)g(t) ≥ εRmin(t)g(t)
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e, portanto,

εRmin(t)λ = εRmin(t)

∫
M

g(t)(∇u,∇u)dM ≤ (n− 1)

n
λ2,

o que nos fornece a tese. �

Finalizaremos este trabalho calculando a segunda derivada da curva de

autovalores para o caso de variação conforme da métrica.

Proposição 3.7 Seja (M, g) uma variedade riemanniana compacta. Con-

sidere, para cada parâmetro t, o número real σ(t) de modo que gt = σ(t)g

é uma variação diferenciável da métrica g. Sejam {φi(t)} ⊂ C∞(M) uma

famı́lia diferenciável de funções e λi(t) uma famı́lia diferenciável de números

reais tais que λi(0) = λ para cada i = 1, . . . ,m e, para todo t, −Lg(t)φi(t) = λi(t)φi(t) em M

φi(t) = 0 em ∂M,

onde 〈φi(t), φj(t)〉L2(M,dmt) = δji . Se ϕ = d
dt
|t=0σ(t) então:

λ′′i = −2ϕ

∫
M

g(∇φ′i,∇φi)dm + (2ϕ2 − ϕ′)λi − λ′i
∫
M

(φ2
i )
′dm.

Demonstração: Derivando a expressão g(t) = σ(t)g conclúımos imediata-

mente que H = ϕg e, portanto, h = nϕ e H ′ = ϕ′g. Vamos avaliar algu-

mas parcelas da relação (2.40). Como dh = ndϕ = 0, dh′ = ndϕ′ = 0 e

∇h = n∇ϕ = 0, essa relação se reduzirá a

λ′′i = −2ϕ

∫
M

g(∇φ′i,∇φi)dm +

∫
M

(2H2 −H ′)(∇φi,∇φi)dm− λ′i
∫
M

(φ2
i )
′dm.

Mas

(2H2 −H ′)(∇φi,∇φi) = 2g(H2(∇φi),∇φi)−H ′(∇φi,∇φi)

= 2H(H(∇φi),∇φi)−H ′(∇φi,∇φi)

= 2ϕg(ϕ∇φi,∇φi)− ϕ′g(∇φi,∇φi)

= (2ϕ2 − ϕ′)|∇φi|2.

Observando agora que
∫
M
|∇φi|2dm = λi, obtemos a relação mencionada. �
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