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Resumo

Neste trabalho consideramos uma familia analitica de estruturas riemanni-
anas em uma variedade diferenciavel M com bordo. Impomos a condigao
de bordo de Dirichlet ao n-laplaciano e mostramos a existéncia de curvas
analiticas de seus autovalores e autofungoes. Deduzimos férmulas variacionais
tipo Hadamard. Como primeira aplicacao mostramos que existe um subcon-
junto residual do conjunto das métricas, para o qual todos os autovalores do
n-laplaciano sao genericamente simples. Consideramos ainda um dominio li-
mitado em M, e entao mostramos que o subconjunto de difeomorfismos do
dominio onde os autovalores do n-laplaciano sao simples, ¢ residual. Em uma
segunda aplicagao obtemos, para o n-laplaciano, expressoes variacionais para
os autovalores quando a variacao da métrica é conforme. Por fim, é feita uma
andlise do comportamento dos autovalores do n-laplaciano ao longo do fluxo

de Ricci, onde eventualmente se tem a suavidade da respectiva autofuncao.

Palavras-chave: n-laplaciano, férmula tipo Hadamard, fluxo de Ricci,

problema de Dirichlet, volume com peso.



Abstract

In this thesis we consider an analytic family of Riemannian structures
on a compact smooth manifold M with boundary. We impose the Dirichlet
condition to the n-Laplacian and proof the existence of analytic curves of
its eigenfunctions and eigenvalues. We next derive Hadamard type variation
formulas. As a first application of these formulas we obtain that there is a
residual subset of the set of metrics where all eigenvalues of the n-Laplacian
operator are generically simple. We consider a bounded domain €2 in M.
Then we show that the subset of diffeomorphisms in €2 is residual provided the
eigenvalues of the n-laplacian are simple. As another application we obtain
variational expressions of the eigenvalues in the case when the metric varies
conformally. We conclude our work with analysis of the behaviour of the

eigenvalues of n-laplacian along the Ricci flow.

Keywords: 7n-laplacian, Hadamard-type formula, Ricci flow, Dirichlet

problem, weighted volume.
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Introducao

Em um trabalho seminal, Uhlenbeck [25] provou importantes resultados acerca
de propriedades genéricas de autovalores e autofungoes do operador de Laplace-
Beltrami A, em uma variedade riemanniana compacta (M, g) sem bordo e, no
intuito de prové-los, usou o teorema da transversalidade de Thom. Em [6],
Berger considerou uma familia a um parametro de métricas riemannianas g(t)
em M e obteve féormulas tipo Hadamard para o operador Ayy. Nosso tra-
balho aqui serd com o n-laplaciano, que é definido por L := A — Vn, que
também é conhecido como laplaciano drifting, onde n € C*°(M) é a chamada
funcao drifting. Diferentemente de Uhlenbeck, ao invés de aplicarmos teore-
mas topologicos obtemos nossos resultados usando férmulas variacionais tipo

Hadamard.

Uma das motivagoes ao focalizar o n-laplaciano é a seguinte. Ao estender-
mos a férmula de Bochner para este operador, naturalmente damos origem a
uma extensao do tensor curvatura de Ricci, o tensor de Bakry—Emery—Ricci,
dado por Ric, = Ric + V?p. Este tensor aparece naturalmente no estudo
de fluxo de Ricci 8] 21], sélitons de Ricci [16], quase sélitons de Ricei [3], [4],
métricas CPE [5] e métricas quase Einstein [2], [7]. Para mais aplicagoes, ver
por exemplo [20]. Assim, é natural procurar por extensoes das férmulas de
Berger para o n-laplaciano. Desta forma, nosso objetivo principal aqui é de-
duzir férmulas variacionais tipo Hadamard para o n-laplaciano e apresentar
algumas aplicacoes. Um importante passo nessa direcao ¢ o Lema [1| abaixo,
que relaciona o n-divergente de um tensor com o produto interno de Hilbert-
Schmidt. O n-divergente de um (1, r)-tensor 7" ¢é definido como o (0, r)-tensor

dado por div,T' = divI'—dnoT.



O primeiro capitulo estabelece a notacao e usa o produto de Hilbert-
Schmidt para expressar a variacao de alguns tensores mediante uma variacao
suave na métrica de uma variedade. A partir de entao, tais variacoes tensoriais

serao usadas sistematicamente ao longo deste texto.

Nesta tese, todas as variedades serao consideradas orientaveis e, salvo
mengao contraria, as compactas serao admitidas com bordo. Cabe lembrar
que, para o caso de variedades nao orientaveis, podemos efetuar os calculos no
recobrimento duplo orientavel, via métrica do recobrimento, desde que o resul-
tado obtido nao dependa da orientagao, vamos obter por isometria o mesmo

resultado para a variedade.

A versao para n constante, da relagao abaixo, foi usada por Gomes em [13]

e em alguns outros trabalhos.

Lema 1 Sejam n, f: M — R fungdes suaves, T um (0,2)-tensor simétrico e

Z € (M). Entdo vale

(1) div,(T(fZ)) = f(div,T, Z) + f(VZ,T) + T(Vf, Z).
Em particular, se Z = Vh para alguma h € C™(M), entdo

(2) div,(T(fVh)) = f{div,T,Vh) + f(V?h,T) + T(Vf, Vh).

Este lema sera usado para encontrar as formulas variacionais mencionadas.
Primeiramente precisamos garantir a existéncia das curvas de autovalores e
autofungoes para o n-laplaciano. Para isto, consideraremos uma variedade
riemanniana compacta (M, g) munida de uma medida com peso da forma
dm = e 7dM, onde dM ¢ a forma volume original de M. Observando que o
n-laplaciano L, é formalmente auto-adjunto no espago de Hilbert L?*(M, dm)
quando consideramos as fungoes em CZ(M), temos o primeiro passo para po-
dermos usar a teoria da perturbacao para operadores lineares [I8]. Desta

forma, iniciamos o Capitulo 2 com o resultado seguinte.

Proposicao 1 Seja (M, g) uma variedade riemanniana compacta. Considere
uma familia analitica real a um parametro de estruturas riemannianas g(t) em

M com g = g(0). Se X é um autovalor de multiplicidade m para o n-laplaciano



L,, entio existem ¢ > 0, escalares \; (1 = 1,...,m) e fungdes ¢;, variando

analiticamente em t tais que, para todo |t| < €, valem as sequintes relagoes:

1. Lg(t)¢i<t) - )\z(t)qbz(t)’

3. {pi(t)} € ortonormal em L?(M,dmy).

O inicio do trabalho de obtencao das férmulas variacionais é através do
lema abaixo, que calcula a taxa de variacao do n-laplaciano com respeito a
variagao da métrica. Embora esse lema seja essencialmente uma extensao
de um resultado de Berger, a demonstragao aqui oferecida é diferente, cuja

ferramenta principal é o Lema

Lema 2 Sejam (M, g) uma variedade riemanniana e g; uma varia¢ao dife-

rencidvel da métrica g. Entdo para toda f € C°(M) temos
1
(3) L'f= <§dh —div, H,df) — (H,V*f),
onde L' := 4L|,—gLyw), H € 0 (0,2)-tensor dado por H;; = %!tzogij(t) eh =

tr(H).

Logo em seguida obtém-se uma versao do lema acima para o caso em
que 7 varia com o parametro t, caso este que aparece necessariamente ao
tratarmos de deformacao de dominio. Para isso, consideremos a funcao drift
n : M x I — R variando também com o parametro e escreveremos, por

simplicidade, n = %L:On(t). Para cada f € C2°(M), definimos
Lif = Af = g:(Vn(t), V).
Desta maneira, podemos deduzir o resultado seguinte.
Corolario 1 Sob as condigoes do Lema[9 temos
Lf=Lf—g(V, V),

De posse dessas ferramentas passa-se em seguida ao problema de Dirichlet
propriamente dito, onde obtemos uma férmula variacional tipo Hadamard para

autovalores de L.



Proposicao 2 Sejam (M, g) uma variedade riemanniana compacta, g(t) uma
variagdo diferencidvel da métrica g, {¢;(t)} C C*(M) uma famiia dife-
rencidvel de fungoes e A\;(t) uma familia diferencidvel de nimeros reais tais

que \;(0) = X para cada i =1,...,m e, para todo |t| < e,

—Lypydi(t) = N(t)oi(t) em M
i(t) = 0 em OM,

onde (¢;(t), 6;(t)) 2(ar.ame) = 0. Entdo a derivada da funcdo t — (N + \;)(t)
¢ dada por

(@) (err)s; = [

(3L10x6,)9~20rd6, Hydm+ | 9(Vi, V(016,))dm.
M

M

Os resultados anteriores versam apenas sobre variagao na métrica. Com o
fim de passarmos ao caso da variagdo de dominio, assumimos que Q2 C (M, g)
¢ um dominio limitado com fronteira suave, onde (M, g) é uma variedade
riemanniana (nao necessariamente compacta). Seja f; : Q@ — (M,g) uma
familia analitica de difeomorfismos tal que fp é a identidade, e seja A um
autovalor de multiplicidade m para o n-laplaciano.

Ao considerarmos a familia de métricas g; = f;g em (2, poderemos trans-
por um problema de variacao de dominio para o caso familiar de variacao de
métrica. Nesse sentido o Coroldrio [Ifacima ainda versa sobre variagao métrica.

Para o que segue denotaremos ; = f;(2).

Proposicao 3 Sejam (M, g) uma variedade real analitica, 2 C M um dominio
limitado, f;: Q — (M, g) uma familia analitica de difeomorfismos e A um au-
tovalor de multiplicidade m > 1. FEntdo existem uma familia analitica de
fungoes {;i(t)} € C®() com (9i(t), 9;(t)) r2(90)) = 0ij; € numeros reais

Ai(t) com N (0) = A, que sao solugdes para o problema de Dirichlet
—Loi(t) = N(t)oi(t)
oi(t) = 0 o8,

para todo |t| < e, i =1,...,m. Além disso, temos que a derivada da aplica¢ao

t—= (N + \j)(t) € dada por

e _ 0¢; 0¢;
()‘%+/\J) 5%3 = 2/{999(%”) v o du,



onde V = %‘tfoft e v é o campo de vetores normais unitdarios exterior ao

bordo de ().

Em [24] observamos uma versao para n constante da relagdo acima obtida.

Apds a obtencao de relacoes para a primeira variacao de autovalores de L,
estaremos agora procurando saber como ¢ a segunda variacao dos autovalores
desse operador. O processo aqui é analogo ao usado acima. Assim como o
Lema [2| foi usado na obtencao de X, acharemos primeiro L” para com auxilio

disto encontrar \’.

Lema 3 Sejam (M, g) uma variedade riemanniana e g(t) uma variagdo dife-

rencidvel da métrica g. Entdo para toda f € C°(M) temos
1
(5) L"f = (§dh’ —div, H', df) — (H',V*f) + 2div,(H*(V f)) — H(V f,Vh).

Proposicao 4 Sejam (M, g) uma variedade riemanniana compacta, g(t) uma
variacao diferencidvel da métrica g, {¢;(t)} C C®(M) uma famiia dife-
rencidvel de fungoes e \;(t) uma familia diferencidvel de nimeros reais tais

que A\;(0) = X para cada i =1,...,m e, para todo t,

—Lyy9i(t) = Xi(t)gi(t) em M
¢i(t) = 0 em OM,

onde <¢z (t), ¢j (t»LQ(M,dmt) = (Sf . Entdo
"o _1 / 2 _ A . _ / .

(6) - /M(2H2 — H')(Véi, Vi)dm — X /M<¢?>’dm-

A seguir obtemos o andlogo a relacao para o caso da variagao de
dominio. Voltamos a lembrar que a familia de difeomorfismos acima men-

cionada nos permite transpor esse caso para a situacao de variagao de métrica.

Lema 4 Seja f € C>°(M). Nas condigdes do Lema/[3, vale

L'f=L"f—g(Vi, V) —g(Vi, (V) + H(Vi, Vf).



Proposicao 5 Sejam (M, g) uma variedade riemanniana e g(t) uma varia¢ao

diferencidvel da métrica g. Entdo, para toda f € C2(M), temos

Lrf = S{dM,df) + div,(2H? — H)(V)) — o(Vi, V)
—g(Vi, (V) + HV () = h), V).

O capitulo seguinte trata das aplicacoes. A primeira delas nos fornece

condicoes suficientes para obtermos autovalores simples.

Teorema 1 Sejam (M, go) uma variedade riemanniana compacta e X um au-
tovalor para o n-laplaciano para o problema de Dirichlet, com multiplicidade
m > 1. Entdo existe g em uma vizinhanca C" de gg, 1 < r < oo, tal que os

autovalores A(g) prozimos a A sao todos simples.

Denotando por M" o conjunto de todas as métricas riemannianas C" em

M, temos:

Corolario 2 Dada uma variedade riemanniana compacta (M, g), existe um
conjunto residual das métricas ' C M" tal que, para todo g € I, os autovalores

para o problema de Dirichlet para o operador Ly sao simples.

No caso de perturbacoes de dominios por difeomorfismos temos o seguinte

resultado.

Teorema 2 Sejam (M, g) uma variedade riemanniana, @ C M um dominio
limitado e A um autovalor do n-laplaciano para o problema de Dirichlet com
multiplicidade m > 1. Entao existe um difeomorfismo f em wma vizinhanca
C" da identidade idg, 1 < r < oo, tal que os autovalores \(f) prozimos a A

sao todos simples.

Denotando por Diff"(€2) o conjunto dos C"-diffeomorfismos de um dominio
limitado 2 em uma variedade riemanniana (M, g), temos também o seguinte

resultado:

Corolario 3 Dado um dominio limitado €2 em uma variedade riemanniana
(M, g), o subconjunto dos difeomorfismos © C Diff"(2) tais que todos os au-

tovalores do operador n-laplaciano sao simples, é residual.



Em [16] Hamilton provou que para qualquer métrica diferencidvel gg em
uma variedade Riemanniana compacta sem bordo M", existe uma tinica solucao

g(t) para a equagao do fluxo de Ricci

d .
(7) 59(8) = —2Ricyq),

definida em algum intervalo maximal [0,7"), T" > 0.

Simultaneamente, Hamilton mostrou ainda que uma variedade compacta
sem bordo M, de dimensao trés, que admite uma métrica riemanniana com
curvatura de Ricci estritamente positiva, admitird uma métrica de curvatura
constante positiva. Segue dai que se M for simplesmente conexa entao ela sera

difeomorfa a esfera S3.

Para provar este resultado, Hamilton considerou o fluxo de Ricci numa
variedade compacta sem bordo com uma métrica com curvatura de Ricci es-
tritamente positiva. Ao longo desse fluxo, essa métrica ira se tornando cada
vez mais proxima da métrica de curvatura constante positiva numa esfera. Por
outro lado, enquanto isso ocorre o volume ira decrescer, e num tempo finito a

variedade (cuja métrica se aproximara da esfera) tendera a um ponto.

Para sanar esse problema, é possivel reescalonar a variedade (e também o
parametro t), de forma que o volume permanega constante ao longo do fluxo.
Desta forma, na métrica reescalonada a variedade nao mais se reduzira a um
ponto, a solugdo para o fluxo existird para todo ¢ finito e (pode-se mostrar
que) convergird suavemente para uma métrica limite de curvatura seccional

constante positiva.

De acordo com tal reescalonamento, a variagao sera dada mediante o fluxo

de Riccl normalizado

d 2r .
pr (t) = gg(t) — 2Ricyy),
onde r = r(t) (que para cada t é uma constante em M) é tomado de tal forma

que o volume se mantenha fixo.

Relembremos que um séliton de Ricci é um fluxo de Ricei (M™, ¢(t)),
0 <t <T < +o0,com a propriedade que, para cada t € [0,T), existe um difeo-
morfismo f; : M™ — M™ e uma constante o(t) > 0 tal que o(t) ffg(0) = g(t).



Seguindo esta mesma linha de raciocinio, consideremos 7 : M x [0,T) — R

suave satisfazendo 7(x,0) = 1 Vo € M, e a variagao
(8) 9(t)(x) = 7(z,1) [} go().

Se essa variagao da métrica também se d4 mediante o fluxo de Ricci, ou
seja, se sao satisfeitas simultaneamente as condicoes ([7)) e , entao um calculo

direto mostra que a variedade (M, go) terd a propriedade seguinte:
) 1
(9) Ricy, + §£Xg0 = a(x)go,

onde a(r) = =1 4| _ 7(x,1) e X(z) = &|_ fil2).

Nos préximos resultados passaremos a considerar o intervalo maximal [0, T'),
no qual existe o fluxo de Ricci numa variedade compacta sem bordo, bem
como a existéncia das curvas de autofuncoes e autovalores do n-laplaciano.
Além disso iremos supor que, ao longo do fluxo de Ricci, o autovalor A(t) e

sua respectiva autofungao wu(t) variam diferenciavelmente com o parametro t.

O propdsito do resultado a seguir é obter aplicacoes num quase séliton de

Ricci ou até mesmo num sdliton de Ricei.

Proposicao 6 Consideremos (M,g) uma variedade riemanniana compacta
sem bordo, f, uma famdlia de difeomorfismos de M, 7(x,t) uma fung¢do real di-
ferencidvel e positiva em M x [0,T) com 7(x,0) =1 e g(t)(z) = 7(z,t) f{ g(x).
Se A(t) denota a evolucao de um autovalor do n-laplaciano sequndo g(t) com
autofuncgdo associada u(t) = uwo f;. Se X = %‘t:ofﬁ e 7(z,t) = 2™ com

p € C®(M x[0,T)), entao

1. X(0) = [,, ¢ (0) (—nAu® + (n — 2)|Vul?) dm.

2. [ (=2 + [Vul*)divXdm — 2 [, ¢ (Vv X, Vu) dm = 0.
Em particular, se X € conforme, isto é, Lxg = 2pg, teremos

-2
/ (—®+ n—|Vu|2)didem = 0.
M n

E importante salientar que estamos considerando, no caso anterior bem

como nos casos seguintes, que a autofuncao u associada ao autovalor A esta



normalizada, ou seja, que f M u?dm = 1. Para nao carregar a notacao estare-
mos também omitindo ¢ nas formulas, embora as relagoes obtidas expressem

as quantidades em um instante ¢ arbitrario.

O ultimo grupo de aplicagoes aborda férmulas variacionais e monotonici-
dade dos autovalores de L mediante o fluxo de Ricci, para os eventuais casos
em que se possa ter diferenciabilidade na autofuncao. O primeiro de tais re-

sultados é simplesmente a primeira férmula variacional para o autovalor:

Proposicao 7 Se A(t) denota a evolugao de um autovalor do m-laplaciano
sequndo o fluxo de Ricci normalizado numa variedade riemanniana compacta

sem bordo (M™,g), entdo

2
N = ——7“/\—1—)\/ w?Rdm —/ R|Vu|2dm—|—2/ Ric(Vu, Vu)dm,
M M M

n
onde uw = u(t,p), p € M, denota uma autofuncao associada ao autovalor

A= A(t), e R=R(t,p) € a curvatura escalar.

Relembrando que em dimensao dois temos Ric = % g obtemos o préximo

coroldrio.

Corolario 4 Seja A(t) a evolugdo de um autovalor do n-laplaciano seqgundo o

fluxo de Ricci normalizado numa superficie riemanniana compacta sem bordo

(M2, g). Entdo
N =\ (—T +/ uQRdm) .
M

Quando a variedade inicial é homogénea obteremos que a curvatura escalar
em cada instante ¢ serd constante em M e a expressao para a variagao sera

dada de acordo com o resultado seguinte:

Corolario 5 Se A(t) denota a evolu¢ao de um autovalor do n-laplaciano se-
gundo o fluxo de Ricci normalizado numa variedade riemanniana homogénea
compacta sem bordo (M™,g), entdo
2R
N=—-—"\+ 2/ Ric(Vu, Vu)dmn.
n M
Em particular, se zi(t) = e 'A(t) entdo

i _

—2627%/ Ric(Vu, Vu)dm
dt M



e desta forma uma hipdtese sobre o sinal da curvatura de Ricci nos fornecera

o tipo de monotonicidade da fungao pu.

Ainda no caso de variedades homogeéneas, considerando o primeiro au-
tovalor nao nulo A\; do laplaciano, se existir uma constante x > 0 tal que
Ric(Vu,Vu) > k|Vul? entdo vamos provar que \; > 2x?-L=. Em particular,

o caso de dimensao trés nos fornece a proposicao a seguir.

Proposicao 8 Seja g(t) a solugio do fluro de Ricci em uma variedade rie-
manniana homogénea compacta sem bordo (M3, g) com curvatura de Ricci
nao negativa. Entao o autovalor do n-laplaciano é nao decrescente ao longo
do fluxo de Ricci. Em particular, se a curvatura de Ricci € positiva e Ai(t)

denota a evolugao do primeiro autovalor nao nulo do laplaciano ao longo do

. . ~ 2 p2
fluxo de Ricci, entao N} > 2’;5_11% , para algum € > 0.

Ainda em dimensao trés, agora sem fazer exigéncias quanto a homogenei-
dade, obtemos também uma monotonicidade a partir de determinado valor do
parametro ¢t. Em outras palavras, considerando o intervalo maximal [0,7) de
existéncia de solugao para o fluxo de Ricci, obtemos também, para o caso de

dimensao trés, um ty € [0,7) a partir do qual o autovalor de L é crescente:

Proposicao 9 Seja g(t) a solugao do fluro de Ricci em uma variedade rie-
manniana compacta sem bordo (M3, g) com curvatura de Ricci positiva. Entdo
existe to € [0,T) tal que o autovalor \(t) do n-laplaciano é crescente para

t € ty,T).

Em [I4], Hamilton provou que em qualquer dimensao a nao negatividade
do operador curvatura é preservada ao longo do fluxo de Ricci. Como a nao
negatividade desse operador implica na mesma propriedade do tensor de Ricci,

¢ imediato o resultado seguinte.

Proposicao 10 Seja g(t) a solugdo do fluzo de Ricci em uma variedade rie-
manniana homogénea compacta sem bordo (M™,g) com operador curvatura

nao negativo. Entao o autovalor do n-laplaciano é nao decrescente ao longo

do fluxo de Ricci.

10



Proposicao 11 Seja g(t) a solu¢ao do fluxo de Ricci em uma variedade rie-
manniana homogénea compacta sem bordo (M", g). Entdo o autovalor do n-
laplaciano satisfaz
2(n—1 2 2
No< L)\2—|-—>\/ g(Vn, VuQ)dm——/ g(Vn, Vu)*dm
n n Ju n Ju

—2 / V2 (Vu, Vu)dm.
M

Combinando o resultado acima com o Corolario , obtemos (para o caso do
laplaciano) uma estimativa para o valor minimo assumido por R, num instante

t qualquer do fluxo de Ricci.

Corolario 6 Seja g(t) a solu¢ao do fluxo de Ricci em uma variedade rieman-
niana homogénea compacta sem bordo (M3, g) com curvatura escalar R nao
negativa. Se A = \(t) € um autovalor do laplaciano e Ry, (t) é o menor valor

assumido pela curvatura escalar em M no instante t, entao

onde € > 0 € tal que Ric > eRg ao longo do fluzo de Ricci.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo estabeleceremos as notagoes e alguns preliminares que serao

utilizados para provarmos os resultados desta tese.

1.1 Tensores em variedades riemannianas

Relembremos que um (1,7)-tensor em uma variedade riemanniana (M, g) é

uma aplicacao multilinear

T:X(M)x...xX(M) — X(M).

[\ ~/

")
Enquanto que, num (0, r)-tensor, o contradominio é o anel C*° (M) das fungdes

diferencidveis em M. Dado um (0, r)-tensor 7', podemos identificid-lo com um

(1,7 — 1)-tensor T' mediante a métrica riemanniana g, fazendo

(1.1) g(T(X1,. .., Xo1), X,) = T(X1, ..., X,).

Por razoes que se tornarao 6bvias durante a exposicao deste trabalho omi-

44

tiremos o "no (1,7 — 1)-tensor correspondente ao (0,7)-tensor 7. Em

particular, o tensor métrico g serd identificado com o (1, 1)-tensor identidade
Iem X(M).

Com o objetivo de esclarecer criteriosamente as identificagoes que utilizare-
mos durante nossas contas, vamos agora trabalhar para definir um importante

produto interno entre tensores. Seja (z1,...,x,) um sistema de coordenadas
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locais em M"™, {1, ...,0,} o referencial coordenado e {ey,...,e,} um referen-

cial ortonormal. O tragco de um (0, 2)-tensor 7" é dado por
tr(T) = Z T(@i, Bi),

ou ainda, utilizando a convencao de Einstein da soma, segundo a qual es-
tard implicita uma soma sempre que houver indices repetidos e em posigoes

invertidas, temos
(1.2) tr(T) = ¢7T(0,,9;) = 9" 9(T(9:), 0)-

Observemos que T(0;) = ¢g*g(T(0;),0%)0 = g*g(0;, T*(0))0;, onde T™* é o
operador adjunto de 7. Consideremos outro (0,2)-tensor S. Vamos procurar

uma expressio pardl] tr(7°.5*). Vejamos:

(TS5 2 Gig(TS7)(,),0;) = ¢7g (T (S7(0))) , ;)
= g99(T(g"9(9;,S(0k))Dr), 0;)
= g7¢"g(S(0%),0:)9(T(,),0;) = g7 " Sk Ty;.

A simetria da matriz (¢”/) e uma renumeragao nos indices permite-nos escrever
(1.3) tr(TS*) = g™ ¢/'T; S
Assim, em {eq,...,e,},
w(TS*) = D TSy =Y 9(T(e:), e)g(S(ei), e5)
0,J 0,J
= Y g(T(e:), Y g(S(ei),e5)e;) = Y g(T(er), S(er)),
i j i

(14 (TT") = 3 g(T(e). T(e) = 3 [T

(1.5)  t(Tg") = Zg (T'(e:), I(e:)) = Zg (T'(ei), e3) = te(T).

'Em tr(TS*), T e S* sao os (1,1)-tensores associados a T' e S*, respectivamente.

13



As relagoes ([1.3)) e (1.4) nos mostram que podemos definir um produto

interno entre os (0, 2)-tensores T e S, fazendo
(1.6) (T,S) :=tr(TS").

Este é conhecido como produto interno de Hilbert-Schmidt.
Consideremos para cada X € X(M), Z(X) : X(M) — C*(M) a aplicagao
que, a cada Y € X(M), associa Z(X)(Y) = g(X,Y). Cabe aqui assinalar que

¢ comum também representarmos Z(X) por X* ou por wx.

Exemplo 1.1 Seja f € C®(M). Se X = V[ entao para todo Y € X(M)
temos
IX)Y) =ZL(VHY) =g(VfY) =Y (f) = dfY,

ou seja, Z(V f) = df.

A partir da préxima se¢ao omitiremos Z(X) e faremos (por exemplo) a

identificagao de V f com df.

Convém definirmos um produto interno no dual X*(M) de X(M ) da maneira

natural, fazendo
(1.7) (X", V") =g(X,Y),
onde X* =7(X) e Y*=Z(Y).

Observagao 1.1 Para J € X*(M) e X € X(M), identificaremos J(X) com
o produto interno (J, X*). Desta forma, se f € C*(M) eY € X(M), entao
J(fX +Y) = fJ(X)+ J(Y).

Definigao 1.1 A divergéncia de um (1,7)-tensor T em (M, g) € definida como

o (0,7)-tensor dado por

(divT)(vy, ..., v.)(p) = tr(w — (V,T)(v1,...,v.)(p)),

ondep e M, (v1,...,v,) € T,M x...xT,M, V denota a derivada covariante

de T e tr o trago calculado na métrica g.
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Exemplo 1.2 Se T é um (1,1)-tensor e f € C°(M) entao (divI)(Vf) =
(divT,df). Ao se escrever esta relagdo para um (0,2)-tensor, fica implicito

que se estd trabalhando com o (1,1)-tensor correspondente.

Para cada campo de vetores X € X(M) podemos considerar o (1, 1)-tensor
VX dado por VX(Y) = VyX, para todo Y € X(M). Desta maneira, a
divergéncia de X é dada por divX = tr(VX). Além disso, vamos fixar uma
fungao n € C*°(M), para definirmos o operador n-divergente em X(M) como
segue

div,, := div — d»,

onde dn denota a diferencial de 7. E imediato da linearidade de dn e das
propriedades usuais da divergéncia de campos de vetores que, para f € C*°(M)

e X,Y € X(M) teremos
div, (X +Y) = div, X +div,)Y

div, (fX) = fdiv, X + ¢(Vf, X)
div(e™"X) = e "div, X.
Quando (M, g) é uma variedade riemanniana orientada, tais propriedades nos
levam a considerar um peso em sua forma volume dM, bem como na forma
volume dOM de seu bordo, como segue: dm = e "dM e dy = e "dOM.

Portanto, se ¥ é um campo de vetores normais unitarios exterior ao OM e X é

um campo de vetores tangentes compactamente suportado em (M, g), teremos

(1.8)/ div,Xdm = /e”diVnXdM:/ div(e "X)dM = 9(X,v)du,
M M M oM

que ¢ a expressao do Teorema de Stokes para variedades com peso.

Para o caso em que X = Vf, para alguma f € C*°(M), vamos chamar de

n-laplaciano o operador L dado por
(1.9) L(f) :=div, Vf.

E imediato que L satisfaz propriedades analogas as do laplaciano. Por exemplo,

para f,¢ € C*(M) teremos

L(f€) = fL(€) + (L(f) + 29(V £, VL),
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ou ainda uma extensao natural da conhecida férmula de Bochner, a saber:
1 .
§L|Vf|2 = Ric,(VF,V )+ |V f* +g(VLf, V),

onde se dd origem a uma extensao do tensor de Ricci, Ric, := Ric+ V?1, que

¢ conhecido como tensor de Bakry—Emery—Ricci.

Para que nossas contas funcionem em perfeita sintonia com os entes relem-
brados acima, precisamos agregar a esta teoria um novo tensor, como segue:
Definimos o n-divergente de um (1, 7)-tensor 1" em (M, g) como o (0, r)-tensor
dado por

div, T := divl' —dnoT.

O caso mais interessante acontece quando trabalhamos com um (0,2)-

tensor simétrico T', para o qual teremos

le(T(X)) = Zg<vezT(X)7 6i) = Z[g((vezT)X> ei) + g(T(Ver)a ez)]

(1.10) = (divT)(X) + (VX,T)

(VIX,T) = Zg(veifx,ﬂei))=ZT<fveiX+ei<f>X,ei>

= fZT(Veixaei)+ZT<X7ei(f)ei)
(1.11) = f(VZX,T)%—T(X,VfZ).

A relagao a seguir, cuja versao para 7 constante foi empregada como fer-

ramenta por Gomes em [13], é rica em aplicacoes.

Lema 1.1 Sejamn, f: M — R fungées suaves, T um (0,2)-tensor simétrico

e Z € X(M). Entdo vale
(1.12) div,(T(fZ2)) = f({div, T, Z) + f(VZ,T) +T(Vf, 2).
Em particular, se Z = Vh para alguma h € C*(M), entdo

(1.13) div, (T(fVh)) = f(div,T,Vh) + f(V2h,T) + T(Vf,Vh).
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Demonstragao:

div, (T'(fZ)) div(T(fZ)) = (dn o T)(f2)
(divT)(f2) +(VfZ,T) = (dnoT)(f2)

fAVT)Z)+ [(VZ,T)+T(Z,NVf)— f(dnoT)(Z)
= JUAWT)(Z2) = (dn o T)(2)) + (VZ,T) + T(Z,V )

f(div, T)(Z) + f[(VZ,T)+T(Z,Vf).

=y
IIQ I

=
[|=
o

O

Lema 1.2 Sejam f,n € C®(M) e seja T um (0,2)-tensor simétrico. Entdo:

(1.14) dnoT = I(T(Vn));

(1.15) (T,dn@df) = T(Vn, V) = (dnoT,df);
(1.16) (divT, df) — T(Vn, Vf) = (div,T, df).
(1.17) div(fT) = fdivT + T(V f,")

(1.18) V(fT) = fVT+df&T.

Demonstragao: Para provar a relagao ([1.14)) considere X € X(M) e observe

que
(dnoT)(X) =dn(T(X)) = g(Vn,T(X))=g(T(Vn),X) =Z(T(Vn))(X).
Para a relacdo (1.15]) considere Vi = ¢g*n;0y e Vf = ¢’ f;0, para ver que

TV, V) = ¢%¢nifiTe = ¢" ¢’ (dn @ df)ijThe = (dn @ df, T)
(T,dn® df).

A relacao (|1.16)) segue imediatamente de ([1.14]), enquanto que as relagoes (|1.17))

e (1.18)) seguem diretamente da definicao de divergéncia e derivada covariante
de tensores. Note-se que nestes dois tltimos casos nao é necessario que o tensor

seja simétrico. 0

17



Um adendo sobre a notagao: nao é incomum, na literatura, encontrarmos b
e # para representar Z e Z~!, respectivamente. Costuma-se usar X’ (ou b(X))
no lugar de Z(X) e, se w € X*(M), também w* (ou #(w)) no lugar de Z~(w).

Também ocorre, vez por outra, o abuso de notagao (div,T’,Z) onde Z é
um campo e 7" é um (1, 1)-tensor (donde segue que div, 7" é um (0, 1)-tensor).
Neste caso, esté-se fazendo referéncia ao produto interno (div, T, Z(Z2)).

Uma vez que, pelo Observagao [1.1{temos (div,T’,Z(Z)) = (div,T)(Z), isso

acarreta em podermos escrever
(div, T, Z) = (div,,T)(Z).

Relembremos a seguinte propriedade da derivada de Lie para um (0, 2)-

tensor em (M, g)
(LxT)(Y, Z2) = X(T(Y, 2)) = T([X, Y], Z2) = T(Y, [X, Z]).
Em particular,

(EXg)(Ya Z) = Q(VyX, Z) + g(VZX, Y)

Lema 1.3 Sejam XY € X(M) e seja T um (0,2)-tensor simétrico. Entao
T(T(X),Y) = T(X,T(V)).
Demonstracao: De fato,

T(T(8:),0;) = T(¢*g(T(9,), )0, ;)
= T(ngT(ala ak‘)afv 8])
= g"TuTy.

Analogamente, usando a simetria de 7" vamos verificar que 7'(9;, T(9;)) resul-

tara exatamente na mesma expressao, o que permite concluir a prova do lema.

OJ
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1.2 Familia suave de métricas

Sejam T um (0,2)-tensor e X e Y campos em uma variedade riemanniana
(M, g).

Suponhamos também que M é munida de uma familia diferenciavel {g;} de
métricas riemannianas (aqui, ¢ varia num aberto I da reta que contém o zero)
satisfazendo go = g. Para cada t, denoteremos por M; a variedade (M, g;).

Ao dizermos que um tensor T' varia (suavemente) com o tempo - quando
entao denotaremo-lo por T; - estaremos querendo dizer que, para cada i e j,
(T3);; ¢ uma fungao diferencidvel do tempo.

A fim de estudar variacoes dos autovalores do laplaciano, temos de intro-
duzir alguma notacao que permitira maior fluéncia na obtencao das relagoes.

Teriamos a priori que os campos X = X; e Y =Y, em X(M) iriam
também variar diferenciavelmente com o tempo segundo as expressoes naturais

(1.19)
Xi = g9 (t)ge(Xt,0:)0; = g ()wi(1)0; e Yy = g"(1)ge (Y, 0k) e = g"* (t)yn(t)0y.

Ao usarmos simplesmente a notacdo 7" e X para tensor e campo respec-
tivamente, estaremos indicando o tensor Ty = (To)ijdazi ® dz? e o campo
Xo = ¢"(0)go(Xo,2:)0; = g7 g(X, 0;)d;, que é um elemento de X(M).

Iremos denotar por H o (0, 2)-tensor dado por H;; = 4|,_qg;;(t) e escrever
h:=(H,g).
Seja também H' o (0,2)-tensor dado por Hj; := %’t:O(Ht)ij, onde H; é o

(0, 2)-tensor dado por H;;(t) = 4| _ gi;(s). Usaremos ainda h(t) := (Hy, g(t))
e h = %‘t:oh(t)‘ Observe-se que teremos Hy = H e h(0) = h e que

d d 3 d 3 3

W= (H,gt) = —| ¢i(H)y=(~| ¢9@))Hy;+¢iH.

o t:0< 1 9(t)) A (t)(Hy)i (dt 9 ()) j+ 97 H;;
(1.20) = —g¢"¢*H;jHs + (H',g) = —|H|> + (H', g).

Estabelecamos também a notacao
d d g d g g

_ - Utit-:—‘ (¢ 0; 17 ol .
o= @000 = (5], o70) 50, + %2l 000
= —gikgszkgmiﬁj + X = —ngH(gik:Ei@k,@g)an

= —¢H(X,8)0;X = —¢"g(H(X),000;X = —H(X) + X

t=0
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X = g72(0)0;, ¢” = g"(0).

Observemos que se X = Xy e Y =Y, forem simplesmente campos em
X(M) entao teremos trivialmente que X' =Y’ = 0. De qualquer modo é
simples obter isso em detalhes. De fato, se g(t) é uma variacao suave qualquer

da métrica g entao
zi(t) = (X, ;) = gt(/\kakv 9) = Akgki(t)

e, portanto,
X; = g7 ()N gri(t)0; = 6INk0; = N9, =

Desta maneira, para uma familia 7} diferencidvel de (0, 2)-tensores, temos:
121 S mOGY) = TOLY)+TOGY) - T(H(X),Y)
=0
~T(X,HY))+T'(X,Y).
De fato,
d i (1) ke
TG = | (08 O m o))
d -~
= (Gl 0n0)
. d |
+g9" <£L_O(9M(t)yk(t))) Tje + 9" g wipp T,
d
pr— T _—
(i
T ( ¢z:0;, ’ )8
o (g0, | @m0,

+T,(9i‘j9€i8jag “yp0r)
(1.22) = T(X,Y)+T(X,Y)+T'(X,Y).

il

t=0

(9" (t)a;(t))0;, guyk@)

t=0

Agora é s6 aplicar X' = —H(X)+ X e Y’ = —H(Y) + Y na relacio (1.22).
Tratemos agora com o campo V,f, isto é, o gradiente da f segundo ¢g;. A

relacao (|1.19) nos diz que nesse caso teremos
(1.23) zi(t) = 9:(Vif, 0) = fi,

que de fato nao varia com o tempo.
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Veja que relagao também j4 nos informa que (V f) =0, dai obtemos
(1.24) (V) =-H(VYS).
Ademais, teremos
(1.25) Vif = gU(Bxi(t)d; = g (1) 1,0,

Sejam f e ¢ fungoes suaves em M. De acordo com a equacao ((1.21]), obteremos

(1.26) % TV V) = ~T(H(V ), V) = T(Vf, H(VO) + T'(V £, V0)
(1.27) %L:Ogt(vt £V = —H(Vf, V) = —H(Vf, V).

Em prol da limpeza de notagao, estaremos doravante omitindo o sub-indice
t em ¢g; e também no gradiente de f segundo ¢;. Queremos crer que, nos
paragrafos seguintes, deixamos claro pelo contexto quando a métrica esta va-
riando ou nao, bem como quando se trata do gradiente segundo g; ou apenas

do gradiente segundo g.

Por exemplo: na relagao (1.27)) acima, passaremos a escrever

d
dt lt=0
ou, de acordo com o Exemplo e a relagao (|1.7)),
d
— df,dt)y = —H l
S| aran = —m(vsvo,

casos em que estaremos interpretando que, no primeiro membro, tanto a
métrica quanto os gradientes (ou as diferenciais df e df) estao variando com
o tempo, ao passo que o tensor e os gradientes do segundo membro estao ex-
pressos em ¢t = 0. Em particular, esses gradientes do segundo membro sao
considerados na métrica g. Isso é precisamente o que foi feito, por exemplo,
na obtencao da relacao (pég. 28).

Relembremos agora o fato de que, se A = A(s) é um caminho suave de
matrizes n X n sobre R, tal que A(tg) é invertivel, entao

(1.28) 4

S

det(A(s)) = det(A(to))tr(A 1 (tg) A (to)).

s=to

21



Quando (M, g(s)) é uma variedade riemanniana orientavel, onde {g(s)} é uma

familia diferenciavel de métricas, entao

d

(1.29) h

1
dM, = Sh(t)dM;,

s=t
onde dM; ¢ a forma-volume de (M, g(s)) e h(t) = tr(g;;(t)). Em particular, se
n: M — R é suave e dm; := e "dM;, entao %L:tdmt = %h(t)dmt. De fato,
como localmente dM; = y/det(g;;(s))dR", onde dR" ¢é a forma-volume em R,

entao

(et (5)) )

dsls=t s=t

1 (i
v/ det(gi; (1)) \dt

(1 (det(gs;(t)))tr(g~ ' (t)g'(£))dR"

det(gy;(t))tr(g~" (t)g'(t))dR™.

=
It
e
N~ N~ N
og
Q
S
)
~
N—
N—

O elemento genérico b;;(t) da matriz g~ (¢)g'(t) é dado por b;;(t) = g™ (t) Hy; ().
Desta forma, tr(g=1(t)g'(t)) = ¢'*(t) Hyi(t). Como H; é simétrico, teremos

tr(g (t)g'(t)) = g™ (t) Hu(t) = (Hy, g:) = h(2).
Assim,

t(g:5(t))tr(g ))dR™

hy/det(g;;(t))dR" = —h(t)dM,.

Eventualmente precisaremos também da derivada segunda < dtg

dt s=t

l\DI»—kN)lr—k

dmt Trata-

se simplesmente de derivarmos a equacao em t =0, obtendo

2
dm; = (h’ h )dm
0 2
1

h2
=—(—|H|> +(H — )
dmi = (VP () + ) dm

Quanto a relagao ((1.31]) bastard usarmos ((1.20)), que ja nos fornece h’ em fungao

1 d?
—h(t)dm; = —
=02 () dt? 1=

d

(1.30) -

ou, equivalentemente,

d2

1.31 —
( ) dt? |y

de g e de suas derivadas.



Observacao 1.2 Observemos que o conjunto das métricas riemannianas em
M ¢é um cone no espago dos (0,2)-tensores simétricos, isto é, se A >0 e g €
métrica riemanniana em M, entao \g ainda é métrica riemanniana em M.
Seque entao que existira e > 0 de forma que para todo (0,2)-tensor T simétrico

satisfazendo |T| < €, go + T ainda serd métrica riemanniana em M.

Finalizando este capitulo, consideremos em uma variedade diferenciavel
M™ as métricas riemannianas g e § = 7g, onde 7 : M"™ — R, é uma fungao
diferenciavel. Denotando por ~ os respectivos entes geométricos calculados na

métrica g e escrevendo 7 = €%, relembremos as férmulas seguintes:

(1.32) Vi =e 2V

(1.33) Al =e (Al + (n —2)g(VL, V).

Ademais, se (M, go) é uma variedade riemanniana e f é um difeomorfismo de
M, podemos considerar uma métrica riemanniana em M dada por g = f*gg e

entdo V(Lo f) = V!, bem como Ay(lo f) = Ay l, Ve C®(M). Assim,

(1.34) Ly(lo f)=A04(lof)=Vgmof)lof)= Ayl —Vgn(l)= Ly(L).
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Capitulo 2

Foérmulas tipo Hadamard

Consideremos uma variedade riemanniana compacta (M, g) munida de uma
medida com peso da forma dm = e 7dM, onde n : M — R é uma funcao
suave. Relembremos que o n-laplaciano é dado por L,(-) = A, — g(Vn, V),
que é formalmente auto-adjunto no espago de Hilbert L?(M,dm), quando con-
sideramos as funcoes em CZ(M). Essa observagao nos permite usar a teoria
da perturbagao para operadores lineares [I8]. Para fazer isso, consideremos o
conjunto M" de todas as métricas riemannianas C" em M. Entao cada g € M"

determina a sequéncia

(2.1) 0=po(g) < p(g) < palg) < < l(g) < ...

dos autovalores de L, contando com suas multiplicidades. Consideramos cada
autovalor p;(g) como uma fungao de g em M". As fungdes g — ur(g) sao
continuas mas nao diferenciaveis em geral, com excecao do caso onde py €
simples. De inicio provaremos a seguinte proposicao, como aplicacao da teoria
de perturbacao para operadores lineares na obra acima citada.

Definigao 2.1 Seja C(X,Y) o espaco dos operadores fechados entre os espagos
de Banach X e Y. Uma familia T'(z) € C(X,Y), definida em um dominio Dy

do plano complexo, ¢ dita holomorfa do tipo A se:

e D(T(z)) = D € independente de x e

o T(x)u € holomorfa para todo x € Dy e para todo u € D.
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Proposicao 2.1 Seja (M, g) uma variedade riemanniana compacta. Con-
sidere uma familia analitica real a um parametro de estruturas riemannianas
g(t) em M com g = g(0). Se X\ é um autovalor de multiplicidade m > 1 para
o n-laplaciano L,, entdo existem € > 0, escalares \; (i = 1,...,m) e fungdes
¢; variando analiticamente em t tais que, para todo |t| < e, valem as sequintes

relagoes:

1. Lg(t)¢i(t) = Ai(t)qbz(t)’

3. {&i(t)} € ortonormal em L?(M,dm;).

Demonstracao: Primeiramente, consideremos uma extensao g(z) de g(t) a
um dominio Dy do plano complexo C. Desta forma, denotando por C*(M, C)

o espaco das funcoes C* f : M — C, podemos considerar
Lyey : C*(M;C) — C>(M;C),

que em um sistema de coordenadas locais é dado por

>’ f ko Of On Of
— e _ —7
8xi8xj K <Z> (9xk ﬁxz 6%) ’

(2:2) Loy f = 9" (2) (
para toda f € C>*(M;C), com

Ik — lgkg 9gie 4 9g;¢ _ 99i
Y 2 an 8% 8@ )

Agora observemos que o dominio D = H?*(M) N Hy(M) do operador Ly,
nao depende de z, uma vez que, sendo M compacta, duas métricas quaisquer
sao equivalentes. Observe ainda que a aplicacao z +— Lgy(.)f é holomorfa para
z € Dy e para toda f € D. Assim, de acordo com a Defini¢ao [2.1] concluimos

que Lg(.) é uma familia holomorfa do tipo (A).

Precisamos agora provar a auto-adjuncao de Lg.) f sob um produto interno

fixo, e para tanto construiremos, para cada ¢, uma isometria

P: L*(M,dm) — L*(M,dm,)
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tomando, para cada u, P(u) = ————u. De fato
’ ’ V/det(gi;(t)) ’

/MP(U)P(U)dmt:/M# muvdmt:/Muvdm.

Assim, o operador L, := P~' o L, o P terd exatamente os mesmos autovalores
que L; : H*(M,dm;)NH} (M, dmy) — L*(M, dm;). Além disso, a compacidade
de M nos daré a auto-adjuncio de L;, pois

/M viudm 2 /M P(v)L,P(u)dm, = / P(u) L P(v)dm,

M
(isom.) /PlP(u)PlLtP(v)dm:/ uLyvdm.
M

M

Sob estas condi¢oes podemos aplicar um teorema devido a Rellich [23] ou

o Teorema 3.9 de [I8] para concluir o resultado desta proposicao. 0

2.1 A primeira variacao

Seja (M, g) uma variedade riemanniana compacta orientada com bordo dM.
Se dOM ¢ a forma de volume induzida em OM, escrevemos du = e "dOM,
onde 1 é uma funcao suave em M. Com esta notacao, o teorema da divergéncia
permanece valido sob a forma [, L(f)dm = [, g(V f,v)du (ver relagao (1.8),
p- . Assim, a férmula de integracao por partes é dada por
(2.3) / (Lfdm = — / WVEV)dm+ | (V] v)dp,
M M oM

sejam quais forem f,¢ € C°(M).

Este operador torna-se formalmente auto-adjunto no espaco de Hilbert

L*(M,dm), quando todas as fungoes desse espago se anulam em 9M.

Observe-se que esse fato nos permite usar a teoria das perturbacoes de

operadores lineares [I8], como mencionado & pdgina [24]

Consideremos o produto interno (7, S) = tr(7'S*) induzido por g no espago
dos (0, 2)-tensores em M, onde S* denota o tensor adjunto de S (ver relagao

, p- . Claramente, em coordenadas locais temos

(T, S) = g" ¢"'T;; Ske.
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Além disso, temos A, f = (V2f, g) onde V2 f = Vdf é o hessiano de f.

Lembremo-nos também de que cada (0,2)-tensor T em (M, g) pode ser
associado a um unico (1,1)—tensor por ¢(T'(Z),Y) := T(Z,Y) para todos
Y,Z € X(M). Aqui cometemos um leve abuso de notac¢ao denotando também

por T seu correspondente (1,1)— tensor.

Comegaremos usando o Lemau (p. . ) que, junto com a identificacao da

equacao (p. [17)), nos fornece que, para cada (0, 2)-tensor simétrico T,
(2.4) div,(T(¢Z)) = e(div, T, Z) + o(VZ,T) + T(V, 2),

sejam quais forem ¢,n € C*(M) e Z € X(M).

2.1.1 Foérmulas variacionais tipo Hadamard

Consideremos agora uma variacao suave ¢; da métrica g, de maneira que
(M, g, dm;) é uma variedade riemanniana com medida suave. Lembremo-nos

de que estamos denotando por H o (O 2)—tensor dado por H;; = %|tzogij~(t) e
que, escrevendo h = (H, g), temos dt|t odm; = —hdm.
Lembrando a relagao (2.2)) (para variagdo em t € R), observemos que
L(f) = [9"(80; — 50, — m:0;)](f),
e, portanto, L é o operador

Considerando o caso geral em que L, f e n variam com o tempo, podemos

verificar que
(LA = (97) (2:0;f — T 8kf aind; f)
+g" (33 f - YO f —IF 8kf om'o;f — (9ﬂ]3jf')
= (¢")(0:0; — Ffjak —1:0;)(f) + 97 (0;8; — T'};0k — 0i;) (f")
—g" ((T5) Ok + 0i0;) ()
= [(9")(9:0; — T30k — m0;) — g” (L)' Ok +1;0;)] (f)
+97(0:0; — T};0, — n:0;) (")
= [979(0:0; = Tk = m:0,)] (f) + 97 (9:0; — T50, — mdy)(f')
(2.5) = L'(f)+ L(f").
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No resultado a seguir (e enquanto estivermos considerando variagdo na métrica,
e ndo no dominio) nao ha necessidade alguma em se fazer n variar com o
tempo, assim como a funcao f 14 adotada também s6 varia em M. E evidente,

entretanto, que a relagao (2.5)) vale para ambos os casos.

Lema 2.1 Seja (M,g) uma variedade riemanniana e seja g uma variagao

diferencidvel da métrica g. Entdo para toda f € C°(M) temos
1

(2.6) L'f= <§dh —div, H,df) — (H,V*f),

onde L' :== %’t:OLg(t)-

Demonstragao: Como (df, dl) = g"(t)fil; e L],—0g" = —g™*¢7* Hy,, temos
(2.7)

d o . ,

Eh:o(dﬁ dl) = —g™ ¢ Hys fily = —H (g™ [0k, g°;05) = —H(V [, V().

Pela férmula de integracao por partes temos

(2.8) /Mng(t)fdmt = —/M<df, dﬁ)dmt,

onde £ é também um elemento qualquer de C°(M). Assim, pela equacao ([2.7))

teremos em ¢t = 0 que

(2.9) /MEL’fdm+%/M€thdm: /MH(Vf, V{i)dm — %/Mh(df, df)dm.
Agora, aplicando a relacao paraT =H, f=/(e Z = V[ teremos
(2.10) div,(H((V f)) = ¢{div, H, df) + ((H,V*f) + H(V f, V).
Além disso,

(2.11) div, (¢hV f) = ChL f + €(dh,df) + h{df,d?).

Logo, substituindo e em , obtemos

(2.12) /M (L fdm — /M ¢ G(dh, df) — (div, H, df) — (H,V” f>> dm,

o que conclui a prova do lema. 0

Consideraremos agora uma funcao suave 1 : I x M — R e escreveremos,

por simplicidade, 1 = %L:On(t). Entao para cada f € C2°(M) definimos

Lef = Acf = g(Vn(t), V).
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Corolario 2.1 Sob as condigoes do Lema (2.1) temos

(2.13) Lf=Lf-g(Vy,Vf)
Demonstragao:
d| = P VR
(2.14) i t:oLtf = Af - PR ()i (t) f;
d g g d
- A/f B (a t:OgU (t)>7hf] B gzjai (%‘t:on(t)> fj

= ANf+g*¢ Hinif; — g(Vn,Vf)
= ANf+H(Vn,Vf)—g(Vn, V)
= L'f—g(V), V)

2.1.2 O problema de Dirichlet

Nesta se¢ao, obteremos féormulas variacionais tipo Hadamard que generalizam

aquelas do artigo de Berger [0].

Proposicao 2.2 Sejam (M, g) uma variedade riemanniana compacta, g(t)
uma variag¢ao diferencidvel da métrica g, {¢;(t)} < C®(M) uma familia di-
ferencidvel de funcoes e \;(t) uma familia diferencidvel de nimeros reais tais

que \;(0) = X para cada i =1,...,m e, para todo t,

_Zg(t)¢i(t) = Ni(t)gi(t) em M

¢i(t) = 0 em OM,
onde (¢;(t), 6;(t)) L2(arame) = 0. Entdo a derivada da fungdo t — (N + \j)(t)
¢ dada por
(2.15)
/ 1 :
M M

Demonstracgao: Verifiquemos primeiro o caso em que 1 nao depende de t.
Derivando a equacdo —Lgy¢i(t) = A(t)¢i(t) iremos obter, em ¢t = 0, que
—L'¢; — Lo, = N + A\, e desse modo

—1/(@wa+@L@ﬁm1::t/(&@¢f+&¢m@dm
M M

= [ g0~ [ diroam.
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Usando integracao por partes e o fato de que ¢; = 0 em M, deduzimos que
M
Escrevendo s;; = (A + A}) teremos, pelo Lema , que
—Sij(sz‘j = / Qb]L/ledm +/ qbZL'gb]dm
M M
1 .
- /M (5dh = divy H, 6;d0: + 6:ddy) — (H, 6,6, + V%)) dmn
1 .
= / (§dh, d(¢i¢;))dm — / gbj((dlvnH, do;) + (H, V2¢i>)dm
M M
— / i ((divy,H, dg;) 4+ (H, V?¢;))dm.
M

Usaremos agora o teorema da divergéncia e a equacao ([2.4)) para deduzir
h
M M
ou, equivalentemente,
1
M

No caso geral, diferenciamos a equagio — Ly ¢i(t) = A(t)@;(t) obtendo, em

t =0, que —L'¢; — Lg, = Nig; + \;#), e, portanto,
—L'¢; — L = Ngi + A — 9(Vi), V).
Desta forma,
585 = = [ o+ [ 6,00V, Vor)im

e um calculo andlogo ao feito acima completa a prova. ([l

2.1.3 Variacao do dominio

Para o que se segue, consideraremos uma variedade riemanniana (V, g) e duas
aplicacoes suaves f : M — N e ¢ : N — R, onde M é uma variedade com
a mesma dimensao de N, e cuja métrica g = f*g serd herdada via a métrica

induzida.
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Vamos supor, a partir de agora, que f também é um difeomorfismo. Entao
f:(M,3) — (N,g) é uma isometria. Em particular, preserva conexodes e
ortonormalidade. Dessa forma, se por exemplo {e;} for um referencial g-
geodésico em um ponto p € M, entdao {dfe;} serd g-geodésico em f(p) € N.

Além disso

ex(po f)(p) = (dfer)(p)(f(p))

(2.17) exer(p o f)(p) = dfex((dfer)(0))(f(p))-

Isso porque, em cadap € M e X € X(M),

X(po f)y = df(X)(®)sp)
X(X(pof))y = df(X)(X(wof))sw
= df (X)(df(X)(©)) £(m)-

Definindo ¢ := p o f e denotando por V e por V os gradientes de funcdes em

M e N, respectivamente, entao

g(dfVe,dfei)rmy = g(df(V(go f).dfe)sm = (f9) (Vo f) e
= g(V(pof), ei)p = €i(wo f)p = dfp(ei)(v)
= df(ei)(®) s = 9(Ve, df (€:)) s p)-

Ou seja:
(2.18) df (V) = V.

Se, analogamente, denotarmos por A e por A os laplacianos de func¢ées em

M e N, respectivamente, entao a relagao (2.17)) nos fornecera

(2.19) App = Apy(p):-

Vamos agora, a luz dos comentdrios acima, atentar para o caso que nos

interessa.

Assumamos que §2 C M é um dominio limitado com fronteira suave, onde

(M, g) é uma variedade riemanniana completa. Seja f; uma familia analitica
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de difeomorfismos de €2, que preserva orientagao e tal que fy é a identidade, e

seja A um autovalor de multiplicidade m para o n-laplaciano.

Consideremos a familia de métricas ¢ = f¢g em (2. Seguindo os co-
mentarios acima, se {ex} é um referencial g;-geodésico em p € €2, entao {dfie}

é um referencial g-geodésico em fi(p) € €2; e também poderemos escrever

ex(n o fi)(p) = (dfiex)(n)(fe(p))
e, analogamente a relacao (2.17)),
(2.20) exer(0i(t) o fi)(p) = dfiex((dfier)(9i(t))(fi(p)))-
Para cada i = 1,...,k, sejam ¢;(t) e \;(t) como obtidos na Proposi¢io 2.2
Definamos ¢;(t) := ¢;(t) o fi, 1(t) :=no fie
(2.21) Li(i(t)) := De(di(t)) — 9:(V(n(t)), V(¢i(1)))-
Como 7(t,p) = no f(t,p), obtemos
(222)  g=-) fom) Py =dn| (V) =g(Vn.V).
Observe-se que estamos tratando da familia de difeomorfismos

(Qa gt) £> (Qt7 g)?

onde na variedade da esquerda o que varia é a métrica, enquanto que na

n(t,p) = dn

variedade da direita o que varia é o dominio.

De forma semelhante ao que fizemos acima, vamos denotar por V e por V

os gradientes de fungoes em (€2, g;) e em (£, g), respectivamente.

Atente-se para o fato de que agora, assim como a relac¢ao (2.17)) implica em

(2.19), a relagao (2.20]) implicara em
(2.23) A(Gi(t))p = A(i(1)) 1)

Vamos avaliar o que a relacao (2.21]) nos fornece.

L(di(t)y = Addi)y— g(V(n(0)), V(&:(1))),
A1) 5 — D00 V(E(D),
= AG(0) ) — 9(d Y (0(t)), dF Y (6:(8)) oo
= AGD) ) — 9V, VD) i) = L(6i(8) o
= (=M% 1w Ai(8)(@i(t) o fr)p :—/\i(t)gbi(t)p.
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Além disso, se p € 0f) entao fi(p) € 9§, para todo t e portanto

9i(t)p = (¢i(t) o fi)(p) = (¢i(1))(fe(p)) = O

pois, pela hipétese da Proposicao 2.2} ¢;(t) = 0 em €.
Por outro lado,

(0i(1), 9; (D)) 20290 = /th(t)%(t)dmodft:/Q(@(t)qﬁj(t))(ft)det(dft)dm

= ¢i(t)-0;(t)dmg = (di(t), 9;(t)) 2(0.9) = i
Je()

e assim em nosso caso, para ¢;(t) = ¢;(t)o f; teremos (¢;(t), d;(t)) r2.g() = i
para todo t, e

—Ligi(t) = N(D)gi(t) em Q

224) oi(t) = 0 em Q).

Ou seja: os A;(t), autovalores de L; associados as autofungoes ¢;(t) em €2, sdo
também autovalores de L, associados as autofuncoes ¢;(t) em €, no problema
de Dirichlet. Dessa forma, podemos reduzir um problema envolvendo variagao
de dominio ao problema familiar que trata de variacao na métrica.

Seja V' o campo em (2 definido por p — V,, := (%

ft) (p). Segue-se que
=0

fi € seu fluxo e que, para cada p € 2,

NEIRT ft*<gfz(p)) —9% (. 9t— 90\ _ d

.gt) = Hp7
t=0 p

ou seja, que Lyg = H e, portanto,
1 1 .
(2.26) §<H, g) = §£Vg = divV.

Lembrando que ¢; se anula no bordo, segue que

(2.27) Vo =g(Voi,v)v = 88?

V.

No resultado a seguir, provaremos uma férmula geral que generaliza um resul-

tado de Soulf e Ilias [24].

Proposicao 2.3 Sejam (M,g) uma variedade real analitica, Q@ C M um

dominio limitado, f, : Q — (M, g) uma familia analitica de difeomorfismos
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Q= f(2)) e X um autovalor de multiplicidade m > 1. Entao existem uma
familia analitica de fungoes {¢i(t)} € C(Q) com (di(t), ¢;(t)) L2(2.9t)) = 9ij>
e numeros reais \i(t) com \(0) = X, que sdo solugoes para o problema de

Dirichlet

—Loi(t) = N()oi(t)

para todo t,i =1,...,m. Além disso, a derivada da aplicagio t — (N, + \;)(t)
¢ dada por

oo 0¢; 0;
(X + A;) 055 = 2/{999(‘/77/) o O dp,

_d
onde V = i ‘t:oft'

Demonstracao: Consideremos em {2 a familia de métricas g; = f;'g . Tomemos
um referencial g(t)-geodésico {e;} em p € Q. Segue entdo, das consideragoes
acima, que para ¢;(t) = ¢;(t) o f; teremos ($;(t), ¢;(t)) r2(q.4(1)) = 0i; para todo

t, e é vélida a relagao ([2.24)).

Como ¢;p o fo(p) = ¢i(p) e n(t) =no fi, teremos pela Proposigao que
h
Sij0ij = /QgL(sz‘ébj)dm—Q/QH(VCbiavébj)dm-i—/Qg(vﬁ7v(¢i¢j))dm>
onde s;; = (\; + A;)". Entao
Lo (A e ve
8ij0ij  — /522L<¢1¢]><9,H>dm 2/9 <dt‘t:0ft 9>(V¢1,V¢3)dm
+ [ 9(9i,V(6:6;))dm
Q Q
=2 [ o(Vou, V. Vo) + [ (90,9010,
Q Q

Mas

9(Vvs, V. Vb)) = divy(9(V,Ve;)Vey) + Ag(V. V)i — V2;(V, V).
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Como A = X;(0) = X;(0), entdo fazendo *24;; = a;; poderemos escrever

a; = /gzﬁlgzﬁjdlv\/dm—i—/ (V(bi,V(bj)diVVdm—/Qdivn(g(V, V¢;)Ve;)dm

X [ 9(V,V¢;)p;dm + / V26;(V,V¢;)dm — / div, (g(V,V¢;)V¢;)dm

Q
-A

:a\@\

4(V, V6)dm + / V26V, Vo + 5 [ (90,9016,

Q

= A [ (ot + 9V (it )am— [ (V. V0,0V, 0)

{O

—/ g(V, qui)g(ngj,y)d,u%—/g(ngi,ngj)didemjL/Vngj(V, V¢;)dm
o0 Q Q
2 1 .
Ademais, temos que
div, (9(Véi, Vo)V) + g(Vi, V) g(Vn, V) = div(g(Ve;, Vo;)V)

= g(V¢;, Vo;)divV + V3¢;(V, V;)
+V2¢i(v, Vo;).

Logo

) ) ) 96, 09,
oy o [t iam—2 [ gV TE T

+ / div, (g(V i, Vb, )V )dm + / o(Vé5,V6,)9(Vn, V)dm
Q Q

+ 9(V1), V(¢i¢;))dm

S~

1
2
Segue que

o do; D, / 0¢; 00,
a; = A/de@@ )dm — 2/89<V”>a Tyt [ Vg a

1 .
+/Qg Vi, Vé)g(Vn, V)dm+§/ﬂg(vmv(¢z¢j))dm
_ / g (9¢z a¢jd —)\/div(gbiqﬁj‘/)dm
o0

1 .
v /Q 9(96.96,)9(Vn.Vydm + 5 [ o(90,9(6:6,))dm

Por outro lado,

0= [ divy(o0,v)am = [ (o0, am— [ 60,0(9n.)dm
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Portanto

/ g agblaqb]d +/( (VQZS“ng]) )‘szQbJ) (V?], )d

(2.28) (Vm (¢i¢;))dm

1
2
Usando agora integragdo por partes e o fato de que A\;(0) = A;(0) = A,

chegamos a

1 1 1
3 | o V@ean = =5 [ atoan+ g [ o900

_ _1/97'7(¢Z.L¢j+¢jL¢i+2g(V¢i,V¢j))dm

2
/ﬂg(vn’ V)(Agid; — g(Vi, V;))dm

Estes célculos nos dizem que os tltimos dois termos em (2.28) se cancelam

mutuamente, o que nos permite concluir a prova do teorema. 0]

2.2 Segunda variacao

2.2.1 Segunda variacao do n-laplaciano

No lema a seguir o tensor H' é definido como na Secao [1.2] onde também

fornecemos a relagao (1.20)), para h'.

Lema 2.2 Sejam (M, g) uma variedade riemanniana e g(t) uma varia¢do di-

ferencidvel da métrica g. Entdo, para toda f € C2(M), temos

1
(2.29) L"f = (édh’—divnH’, dfy — (H',V?f)+2div,(H*(V f))— H(V f,Vh).
Demonstracgao: Inicialmente vamos derivar a relacao

(2.30) /M (L g fdm; = — /M (dt, dfydm,

em um t arbitrario (ver relagao ((1.29))). Chegaremos a equagao

h(t h(t
/ EL;(t)fdmt + / E;)Lg(t)fdmt == / Ht(th, Vtﬁ)dmt - / <d€, df)é)dmt
M M M M
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Observemos agora que Hy = H, h(0) = h, dmy = dm e que Lyq) = L.
Entao, usando ((1.24)), (2.40), (1.27) e (1.30) obteremos, ao derivar a relacao

acima em t = 0,

/ (Lfdm = — / (hL fdm — / H(H(V ), Ve)dm — / H(V/, H(VE)dm
M M M M
1 / /
- [ /M 01 Lfdm + /M K (de, df>dm]
1
- Y] 2 2 ¢
i UM h Lfdm+/Mh (d ,df)dm]
+/MH (Vf, VE)der/M hH(V f,V{)dm
Assim, usando o Lema podemos escrever
(2.31) /MEL fdm = —/MﬁhL fdm—2/M H(H(Vf), V0)dm
1 / /
-3 [ /M ¢h'Lfdm + /M K (de, df)dm}
1 2 2
; [ /M (h2Lfdm + /Mh (de, df)dm}
+/ H’(Vf,Vﬁ)der/ hH(V f,V{)dm
M M

Nosso objetivo agora sera tirar as derivadas de £. Para isso, basta usarmos a

relagao (|1.12]), o teorema da divergéncia e o fato de £ € C*(M). O que nos

remete a

/H (Vf),V0)d /edm7 H(Vf))dm — /e

(2.32) /M (div,(H*(V f))dm

(2.33) /M W' Lfdm + /M K (df, d¢)dm = — /M ¢(df, dh')dm

) (h2L fdm h2{df. df\dm = — {dh? . dfYdm
(2.34) /M Lf +/M (df. de) /M< df)
(2.35) /H’ (VL,Vf)d /EdlvnH’ (Vf)dm — /EVfH’>
(2.36)

/ WH(Vf,V)dm = — / ((div, H)(AV f)dm — / UV (R ), H)dm
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Substituindo (2.32)), (2.33)), (2.34), (2.35) e (2.36) em (2.31)), chegaremos a

L'f = —hL'f+2div,(H*(Vf)) + %(dh’, df) + i(th, df)
—(div, H',df) — (H',V?f) — (div, H, hdf) — (V(hV f), H).
Observando agora que a expressao (2.6) nos fornece
hL'f = }l<dh2, dfy — (div, H, hdf) — h{H, V2f),
ficaremos com
L'f = (%dh’ — div, H', df) — (H',V*f) + 2div, (H*(V f))
+h(V*f,H) — (V(hV ), H).
Por outro lado,
(V(hVf), H) = h(V*f,H) + H(V f,Vh)
e portanto
L'f= (%dh’ — div, H', df) — (H',V*f) + 2div,(H*(Vf)) — H(V f,Vh).
[

Lembrando que (H',V?f) = —(div,H',df) + div,(H'(Vf)), poderfamos
também escrever a relac¢ao (2.29) como

(2.37) L= %(dh’, df) + divy((2H? — H')(V f)) — H(Vh, V f).

Como fdiv,(T(Vf)) = div,(fT(Vf)) =T (Vf, Vf) para todo (0, 2)-tensor
simétrico T', a equagao ([2.37) nos dard

FLF = San a2y v divy(p@E? — )V ) - (H — H)(V1,V])

W

—%H(Vh, V%)

e portanto, se ¢; € C°(M),
(2.38)

" _1 / 2\ 2 gyl ) ) _1 2
/M 6iL" 6y = | /M (dh, de?) /M (2H*—H')(V6,, Vr)dm— /M H(Vh, V).

De maneira andloga obteremos que se ¢; € C°(M) entao

(2.39) /M gbiL'ng;dm:% /M (dh, ¢;d¢)dm + /M H(Vé,,V,;)dm.
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Proposicao 2.4 Sejam (M, g) uma variedade riemanniana compacta, g(t)
uma variagdo diferencidvel da métrica g, {¢;(t)} € C°(M) uma familia di-
ferencidvel de fungoes e \;(t) uma familia diferencidvel de nimeros reais tais

que \;(0) = X para cada i =1,...,m e, para todo t,

¢i(t) = 0 em OM,

onde <¢z<t>7 ¢j (t>>L2(M,dmt) = (SZJ Entao
"o _1 / 2 _ A , — ! 4
W= = [ a@an — [ (anodsian+ [ 16,9029, 9o)dm
(2.40)  + / (2H? — H')(Véy, Vp;)dm — ! / (¢7)'dm.
M M

Demonstragao: Derivando a equagao —Lgys¢i(s) = Ai(s)di(s) em s = t,

obtemos

— Ly 9i(t) — Ly di(t) = N(t)@i(t) + Xi(t)i(t).
Derivando agora em ¢ = 0 e multiplicando por ¢;, chegaremos a
— ¢;L" ¢ — 20, L6, — ¢; Lo} = N ¢io; + 200,05 + Nid b
ou, lembrando que X;(0) = A;(0),
— ;L i — 2¢;L'¢; — ¢ Lo} = N/ didbj + 2X0i0; + X8 ¢
e, portanto,
— ;L i — 2¢;L'¢; — ¢; Lo = N/ dido; + 2Xi930; — ¢ L.
Usando integracao por partes chegamos a
)\;/51']' = —/ quL"dh-dm — 2/ ¢]L,¢;dm — 2)\;\/ d);Qﬁ]dm,
M M M
ou seja,
N = — / ¢;L" p;dm — 2 / ¢ L' ¢ldm — N, / (¢7)'dm.
M M M
Aplicando as relagoes (2.38) e (2.39)) obtemos
1

"o = / 2 _ A 1 2
Xo= /M (dh, d¢?)dm /M (dh, ¢id)dm + - /M H(Vh,V¢?)dm

_ vy 2 _H ., Ve )dm — X, 2
2 [ V6. Vogan+ [ @~ 1) (V0. Voim =X [ (am.

0 que nos leva diretamente a relagao ([2.40)). 0
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2.2.2 Variacao do dominio

Lema 2.3 Se f € C*(M), entao

(241)  L'f = L"f —g(Vil, V) = o(Vi, (V) + H(Vi), V).
Demonstragao: Como L, f = L}f — g,(V(t), Vf) teremos, usando (p.
20, que

D = L'~ an (900, 95)
g ((Vn (®). Vf) — g(TH(0), (V1) + H(V(0), V)
= 17 = g (o Gleno@ (09, VF ) = 9(Vi (V) + H(VI )
= £f = o (470U Gl (000,91 ) = oV (V) + HITE. V)

1 - g (g7, aj,vﬁ—g(w (VF) + H(VA, V)

= L'f—g(Vi, V)= g(Vi. (V) + H(VQ, V).

Proposicao 2.5 Sejam (M, g) uma variedade riemanniana e g, uma variagao

diferencidvel da métrica g. Entdo, para toda f € C2(M), temos

(242) L'f = %(dh’,dﬁ+divn((2H2—H’)(Vf)) — g(Vij, V f)
—g(Vi, (V) + H(V (i — ), Vf).

Demonstragao: Basta usarmos o Lema [2.3] e a relacio ([2.37). O

40



Capitulo 3

Aplicacoes

3.1 Autovalores simples

Voltemos agora nossa atencao para duas aplicagoes das formulas tipo Hadamard

obtidas na segao anterior. Provemos primeiro o seguinte teorema.

Teorema 3.1 Sejam (M, gy) uma variedade riemanniana compacta e A um
autovalor do n-laplaciano para o problema de Dirichlet, com multiplicidade
m > 1. Entao existe g em uma vizinhanca C", 1 < r < 00, de gy, tal que os

autovalores A(g) proximos a A sdo todos simples.

Demonstracao: Consideremos ¢(t) = ¢ + t7, onde T' é um (0, 2)-tensor
simétrico T' qualquer em (M™, g). Podemos escolher t suficientemente pequeno

para que ¢(t) seja uma métrica riemanniana e o autovalor A(t) satisfaca

—Lypyi(t) = At)gi(t) em M

Como H = %g(t) =T e L = L, teremos pela Proposigao que

(3.1) Noy; = /M&L(gbigbj)g—dgbi®d¢j,T>dm.

dp;@dpj+dd;@dp;
2

Agora, considerando o simetrizador S = e usando o fato de que

(doy @ dp;, T) = (do; @ dep;, T)
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nos deduzimos a proxima identidade:
, 1
(3.2) NGy = [ (1L(6id5)g — S, T)dm.
M
Se i # 7, tem-se
1
(33) L(¢10,)9 = S.
Além disso, tomando o traco na equacao (3.3)) chegamos a
n
9(Voi, Vo;) = ZL(@%’)

= S(0iLey+ 05Lei +29(V i, Vo))
(3.4) = 5200, +9(V6i, V).

Para n # 2 podemos escrever

n

A
(3.5) 2¢i¢j = 9(Vi, V;).

n—
A partir desta identidade vamos utilizar um argumento usado por Uhlenbeck
[25].

Fixando p € M, consideremos a curva integral o em M tal que o(0) =p e

a'(s) = Vei(a(s)). Definindo B(s) := ¢;(a(s)), encontramos

#(5) = o(Vo,(a(s)).a'(s)) = 9(V6;, Von(als)
)

n

A
= T 0(a()B()

n —

o que é um absurdo, pois M é compacta. Para o caso n = 2, obteremos da
equacao (3.4) que ¢;¢; = 0. Segue entao do principio da continuagao tnica
[T7] que pelo menos uma das autofungoes se anula, o que novamente constitui

um absurdo. Isso completa a prova do Teorema 3.1

Corolario 3.1 Dada uma variedade riemanniana compacta (M, g) com bordo,
existe um conjunto residual das métricas I' C M" tal que, para todo g € T', o0s

autovalores para o problema de Dirichlet relativo ao operador Ly sao simples.
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Demonstracao: Seja C,, o conjunto das métricas em M" tais que os primeiros
m autovalores de L, sao simples. E sabido que se esses autovalores dependem
continuamente da métrica (veja [I]), entao para cada m o conjunto C,, é aberto
em M". Por outro lado, segue do Teorema que o conjunto C,, é denso em
M". Como M" é um espago métrico completo na topologia C", o conjunto

I'=n%_,C,, é denso, e isso prova o Corolario 3.1

Teorema 3.2 Sejam (M, g) uma variedade riemanniana e € um dominio li-
mitado em M. Seja A um autovalor do n-laplaciano para o problema de Dirich-
let com multiplicidade m > 1. Entao existe um difeomorfismo f em uma vizi-
nhan¢a C™, 1 < r < oo, da identidade idg, tal que os autovalores \(g) prézimos

a X\ sao todos simples.

Demonstragao: Observemos primeiro que, uma vez que a multiplicidade dos
autovalores nao muda com a familia de difeomorfismos, a existéncia das cur-
vas diferencidveis de autofuncoes e autovalores é garantida. Note-se também
que neste caso a Proposicao [2.3| ainda é valida sem a suposicao da analiti-
cidade. Seja A um autovalor de multiplicidade m > 1. Suponha que, para
toda perturbacao de €2 por difeomorfismos, a multiplicidade de A nao pode ser
reduzida para chegarmos a uma contradi¢ao. De fato, sejam ¢; e ¢; duas au-
tofungoes distintas associadas ao autovalor A. Segue entao da férmula obtida

na Proposicao que %ﬁi% = 0 em 0f). A generalidade da perturbacgao

— e portanto a generalidade de V' na citada férmula — nos permite concluir

9¢; 95 90 _

que ov Ov ov

= 0 em 0f). Desta forma, teremos % =0 ou 0 em algum
conjunto aberto U de 0f2. De fato, se por exemplo p € M ¢é tal que % #0

em p entdo existird uma vizinhanca de p em @M na qual 2% # 0. Como
s v

9. ~ .. 09,
%% = 0 em 0f2, entao nessa vizinhanga teremos % = 0. Se por exemplo
14 14 14
d¢; . .. . - .
S =0em U, como ¢; = 0 em JS, segue do principio da continuagao tinica

[17] que ¢; =0 em €.

Além disso, é conhecido que o conjunto Diftf"(€2) dos C"-diffeomorfismos de
2 é uma variedade afim de um espago de Banach (veja [L1]). Entao, argumen-

tos similares aqueles acima nos permitem enunciar o Corolario [3.2]
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Corolario 3.2 Dado um dominio limitado ) em wma variedade riemanni-
ana (M, g), o subconjunto dos difeomorfismos © C Diff"(Q) tais que todos os

autovalores do operador n-laplaciano sao simples, é residual.

3.2 Variagao do autovalor pelo fluxo de Ricci

Usando uma férmula variacional para os autovalores do laplaciano, Luca Fa-
brizio [12] estudou o espectro desse operador, quando a deformacgao da métrica
se da mediante o fluxo de Ricci. Nesta secao vamos aproveitar as ferramentas
aqui desenvolvidas para estudar o espectro do n—laplaciano quando defor-
mamos a métrica inicial pelo fluxo de Ricci, além de obtermos mais algumas

estimativas e alguns resultados em solitons de Ricci.

Consideremos uma familia a 1-parametro de métricas g(t) em uma varie-

dade riemanniana M"™, definida em um intervalo I C R, de modo que

(3.6) (t) = —2Ricy(),

dt
onde Ricy(;y denota o tensor de Ricci na métrica g(t). Em [16] Hamilton provou
que para qualquer métrica diferenciavel gy em uma variedade Riemanniana
compacta sem bordo M™, existe uma tnica solugao g(t) para a equagao (3.6

definida em algum intervalo [0, ), € > 0, com ¢(0) = go.

Um séliton de Ricci é um fluxo de Ricci (M™, ¢(t)), 0 <t < T < 400, com a
propriedade que, para cada t € [0,7T), existe um difeomorfismo f; : M™ — M™
e uma constante o(t) > 0 tal que o(t)f g(0) = ¢(t). Uma maneira para
gerar sélitons de Ricci é a seguinte: consideremos uma variedade riemanniana

(M"™, go), com um campo de vetores X e uma constante « satisfazendo
, 1
(3.7) Ricy, + §£X90 = ago.

Em seguida, vamos definir a constante o(t) = —2at + 1, para cada t € [0,7T),

comT :=4o00,sea < 0,eT := QL se a > 0. Finalmente, basta considerarmos

a’
fi como a familia a 1-parametro de difeomorfismos gerados pelo campo Y;(z) =

%, para todo x € M™. Para maiores detalhes sobre o fluxo de Ricci, duas

boas referéncias sao [9] e [10].
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Consideremos agora que g(t)(x) = 7(x,t) ffgo(z) seja uma solugao de (3.6)),
para todo z € M", onde 7(z,t) é uma fungao real diferencidvel e positiva em
M™% [0,¢), de modo que 7(z,0) = 1 (por exemplo 7(x,t) = —2a(x)t + 1 para
alguma funcao av € C*°(M)). Entao,

d d . d,,
%g@)(’x) — %T(.ﬁlﬂ', Zf)ft 90(3:) + T(I’, t)%ft go(]?),
que em t = 0, fica
(3.8) — 2Ricy, = —2a(x)go + Lx 9o,
onde a(x) = —%%L:OT(:EJ) e X(z) = %Lzoft(x).

Definicao 3.1 Um quase sdliton de Ricci é uma variedade diferencidvel M™
munida com uma métrica riemanniana go, um campo de vetores X e uma

fungao soliton o : M — R satisfazendo a equagao (3.8]).

Exemplo 3.1 Para cada vetor unitirio a € R, considere a familia de
métricas dada por g(t)(x) = 7(x,t) fFgo(x), onde T(x,t) = 2(Io(x)+1—n)t+1,
lo(z) = (x,a), v = (21,...,Zn11) € S" C R € 0 vetor posicao, gy € a métrica
canonica de S™ (isto € go = (,)|sn onde {,) é a métrica canonica de R"*1),
fi € o fluro de Vi, em S™ et € escolhido de modo que T(x,t) > 0. Como
Ricgy = (n—1)go e V2, = —l.go, € imediato que a equagdio (3.8) € satisfeita
para o(z) = =l (x) +n—1 e X = Vl,.

Um caso nao compacto e analogo ao exemplo anterior é quando considera-
mos o mergulho canénico H"(—1) no espaco de Lorentz R} onde novamente
consideramos a funcdo l,(z) = (z,a), mas agora a € R é um vetor tipo
tempo. Para maiores detalhes sobre a geometria dos quase sélions de Ricci

recomendamos [3], 4, 13| 22].

Motivados pela discussao acima, vamos provar nosso proximo resultado.
Primeiramente vamos observar que estaremos considerando o intervalo maxi-
mal [0, 7), no qual existe o fluxo de Ricci numa variedade compacta sem bordo,
bem como a existéncia das curvas de autofungoes e autovalores do n-laplaciano.
Além disso, iremos supor que, ao longo do fluxo de Ricci, o autovalor A(t) e

sua respectiva autofuncao u(t) variam diferenciavelmente com o parametro t.
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Proposicao 3.1 Consideremos (M, g) uma variedade riemanniana compacta
sem bordo, f; uma familia de difeomorfismos de M, 7(x,t) uma funcao real
diferencidvel e positiva em M x[0,T) com 7(x,0) = 1 e g(t)(x) = 7(z,t) fFg(x).
Se A(t) denota a evolugao de um autovalor do n-laplaciano sequndo g(t) com
autofuncdo associada u(t) = wo f;. Se X = fi e (z,t) = M com

p e C®(M x[0,7)), entao

i
dt 1t=0

1. X(0) = [y, ¢'(0) (—n;u? + (n — 2)|Vul?) dm.
2. [, (= + |Vul)divXdm -2 [, g (Vv X, Vu) dm = 0.

Em particular, se X € conforme, isto €, Lxg = 2pg, teremos

9
/ (= M + == |Vul2) divX dm = 0.
M

n

Demonstragao: Sendo ¢(t)(x) = 7(z,t)ffg(x) = *Wfrg(z), segue das
equagoes ((1.32)), (1.33)) e (1.34) que

Lywy(uo f;) = e 2D (Lyu + (n — 2)g(Vep(t), Vu)).
Entio,
“AB)u(t) = Ly (u(t)) = e 22O (Lyu + (n — 2)g(Vo(t), Vau)
e portanto
“u = Lyu = —\(t)e*Du(t) — (n — 2)g(Vp(t), Vau).
Derivando em ¢ = 0,

0 = (=N(0)e*® =20/ (0)A(0)e** V) u(0) — A(0)e** D/ (0)
—(n—=2)g(V¢'(0), Vu)
= (=X(0) = 2¢'(0)A) u — Au'(0) — (n — 2)g(V¢'(0), V),

o que implica
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Logo

0 que prova o primeiro item. Para o segundo item, vamos derivar em ¢ = 0
a expressao ¢(t)(z) = 7(z,t)fg(x) para obter H = 2¢/(0)g + Lxg. Assim,
pelas equagoes (2.15)) e (1.15)), teremos

1

NO) = [ L duwdu, g+ Lxghdm

_ /M [ZQO’(O) (%L(UQ) - |w2) + <;L(u2)divX - EXg(Vu,Vu)>] dm
= / ¢'(0) (—nMu? + (n - 2)|Vul?) dm + / (=u? + [Vul?) divXdm
M M

—2/ 9(VvuX, Vu)dm.
M

O que nos permite concluir o segundo item imediatamente. Para o caso em

divX 0

que X ¢ conforme basta lembrar que p = <

Para o caso em que ¢(t) é uma solu¢do do fluxo de Ricci serd mais fécil
analisarmos essa conta de outro ponto de vista. Contudo, para fins mais gerais,
vamos considerar que ¢(t) é o fluzo de Ricci normalizado em uma variedade

riemanniana compacta sem bordo (M, g), isto é,

d 2r .
(3.9) 29() = —g(t) = 2Ricq),
f R(t)dmt ~
onde g(0) =ger =r(t) = %, de modo que se tenha preservacao de
M t

volume com peso. De fato, neste caso

% Mdmt = /M%dth/M<Ht,g(t)>dmt
= [ lott) ~ 2Ricy.o0)dime =2 [ (1)~ R(O)cmi =

logo o volume com peso de M ¢ preservado ao longo do fluxo de Ricci norma-

lizado.
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Antes de prosseguirmos convém considerar, para a autofuncao u, sua res-
pectiva autofuncao normalizada, isto é, a funcao
u

= .
[3 u?dm

Neste caso € claro que @ ainda é autofuncao de L relativa ao mesmo autovalor
. ~ . ~\2 . A . ~ 7
A, e ainda teremos [, 4dm = 0 e [, (@)*dm = 1. Essa tltima relacdo ¢ o
motivo de fazermos a normalizacao. No que segue, ja estaremos considerando
a autofuncao normalizada. Além disso, para nao carregar demais a notacgao
estaremos também omitindo ¢ nas féormulas, embora as relagoes obtidas ex-

pressem as quantidades em um instante ¢ arbitrario.

Proposicao 3.2 Se A(t) denota a evolugao de um autovalor do n-laplaciano
sequndo o fluxo de Ricci normalizado numa variedade riemanniana compacta

sem bordo (M™, g), entdo
2

(3.10) N = ——'r)\—i-/\/ uQRdm—/ R|Vul*dm + 2/ Ric(Vu, Vu)dm,
n M M M

onde uw = u(t,p), p € M, denota uma autofun¢ao associada ao autovalor

A= At) e R=R(t,p) € a curvatura escalar.

Demonstragao: Trabalhando com o integrando na relagao (2.15)), e obser-
vando que H = 2g — 2Ric (e portanto h = 2(r — R)), obteremos

2
ZL(UQ) S H(Vu,Vu) = (N + [Vl — R) — L [Vul + 2Ric(Vu, Vo)
_ %L(UQ)T — RO+ [Vuf?) — Q_T(%L(@ﬂ) +?)
n
+2Ric(Vu, Vu)
r(n —2) 2\r

= —— 2 L(?) — Z—u® + M*R — R|Vul?
2n n

+2Ric(Vu, Vu).
0J

Corolario 3.3 Se A(t) denota a evolugao de um autovalor do n-laplaciano
sequndo o fluro de Ricci normalizado numa superficie riemanniana compacta

sem bordo (M?,g), entdo

(3.11) N =\ (—r + /MUQRdm) :
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Demonstracao: Basta lembrar que para o caso bidimensional iremos ter
Ric = %g e portanto 2Ric(Vu, Vu) = R|Vu|®. Agora ¢ s6 aplicar esse resul-
tado na equacao . O

Uma conclusao imediata se pode tomar a partir da equacao (3.10) quando
se impoe que M seja homogénea na métrica gy. Do fato de que o fluxo de Ricci
preserva as isometrias da variedade inicial [16], e que, portanto, a métrica
permanece homogénea ao longo do fluxo (ou seja, para cada t a curvatura

escalar R serd constante em M), verificamos que

_fMRdm_
a fMdm B

e entao teremos o seguinte resultado para variedades homogeéneas:

r

Corolario 3.4 Se \(t) denota a evolugdo de um autovalor do n-laplaciano
sequndo o fluro de Ricci normalizado numa variedade riemanniana homogénea

compacta sem bordo (M™, g), entao

2R
N=—-—"—"\+ 2/ Ric(Vu, Vu)dm.
n M
Observagao 3.1 Sob as hipdteses do Coroldrio[3.4) podemos observar que, ao

derivarmos a funcdo t — e 'A(t), obteremos
— (eTt)\(t)) = 2625t/ Ric(Vu, Vu)dm
M

e uma hipotese sobre o sinal da curvatura de Ricci nos fornecerd entao o tipo

de monotonicidade da fungio t — e 'A().

Observacao 3.2 Para o caso de variedades homogéneas, ao considerarmos o
primeiro autovalor nao nulo A1 do laplaciano, se u € uma autofun¢ao norma-
lizada associada a Ay e Ric(Vu,Vu) > k|Vul? para alguma constante k > 0,

entdo pelo teorema de Lichnerowicz [19], A > . Assim,

n
n_1

A= 2/ Ric(Vu, Vu)dM > 2/{/ |Vu2dM > 2x?
M M

Observagao 3.3 No caso do fluzo de Ricci (nao normalizado), para obtermos
X' na Proposi¢ao e no Coroldrio bastard fazermos r = 0 (quanto ao

Coroldrio isso serd evidentemente o mesmo que se tomar R =0).
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QOutro fato digno de nota é que podemos “reescalonar” a métrica inicial
fazendo por exemplo § = ag, onde o = (fM dm)f% e dm € o elemento de
volume com peso mna métrica g original. Isso nos permite entao encontrar que
o elemento de volume dM, na nova métrica, serd azdM (onde dM era o
elemento de volume na métrica original) e, portanto, na nova métrica o ele-
mento de volume com peso dim serd dado por din = azdm. Desta forma temos
fM dm =1 e entao r = fM Rdm. Neste caso, se supusermos por exemplo que

no Coroldrio a métrica jd esta escalonada, poderemos reescrever a relagao

(3.11) como
N(0) = )\/ R(u® — 1)dm.
M

Precisaremos agora do seguinte fato provado por Hamilton em [I6]: se
R > 0 e Ric > eRg para algum ¢ > 0 em ¢t = 0, entao ambas as condicoes

continuam valendo ao longo do fluxo de Ricci para 0 <t < T.

Proposicao 3.3 Seja g(t) a solug¢ao do fluzo de Ricci em uma variedade rie-
manniana homogénea compacta sem bordo (M3,g) com curvatura de Ricci
nao negativa. Entao o autovalor do n-laplaciano é nao decrescente ao longo
do fluxo de Ricci. Em particular, se a curvatura de Ricci € positiva e Ai(t)

denota a evolucao do primeiro autovalor nao nulo do laplaciano ao longo do

. . ~ 2 p2
fluxo de Ricci, entao N} > 2’;5_11% , para algum € > 0.

Demonstracao: Em dimensao trés o fluxo de Ricci preserva a nao negativi-
dade do tensor de Ricci (ver [15]). Por outro lado, pelo Corolario temos
No=2 f v Ric(Vu, Vu)dm, o que nos fornece imediatamente a monotonici-
dade. Em particluar, em dimensao trés Ric > €Rg ao longo do fluxo, para
algum € > 0, o que implica Ric(Vu, Vu) > eR|Vu|?, onde u é uma autofugao
normalizada do primeiro autovalor nao nulo A; do laplaciano em (M, g). O

resultado segue entao da Observagao [3.2] O

Proposicao 3.4 Seja g(t) a solug¢do do fluzo de Ricci em uma variedade rie-
manniana compacta sem bordo (M3, g) com curvatura de Ricci positiva. Entdo
eziste to € [0,T) tal que o autovalor \(t) do n-laplaciano é crescente para

t € ty,T).
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Demonstracao: Seja ¢ > 0 tal que Ric > ¢Rg. Entao necessariamente
e < %, o que nos fornece 2¢ — 1 < —%. A existéncia de um tal €, bem como a
necessidade da desigualdade, estao garantidas em [16], onde também se prova

que Ric > €Rg ao longo de todo o fluxo de Ricci.
Por outro lado, [,, R|Vu|*dm < (Ryaz)t [, [Vu|*dm e assim

(3.12) (20— 1)/ R|Vu[2dm > M/ (Vuf2dm = 2imes)t.
M 3 M 3
Temos
N(t) £ )\/ u?Rdm —/ R|Vu|*dm + 2/ Ric(Vu, Vu)dm
M M M
> )\/ u? Rdm — / R|Vu[*dm + 25/ R|Vu|*dm
M M M
= /\/ w? Rdm + (2¢ — 1)/ R|Vu|*dm
M M
B12)
D [ s Mo
M 3
Rmaac Rmaa:
3 3
Agora, det - T = % — 1 (ver [16]), o resultado segue. O

Em [I4], Hamilton provou que em qualquer dimensao a nao negatividade
do operador curvatura é preservada ao longo do fluxo de Ricci. Como a nao
negatividade desse operador implica na nao negatividade do tensor de Ricci,

¢ imediato o resultado seguinte.

Proposicao 3.5 Seja g(t) a solug¢do do fluzo de Ricci em uma variedade rie-
manniana homogénea compacta sem bordo (M™,g) com operador curvatura

nao negativo. Entao o autovalor do n-laplaciano é nao decrescente ao longo

do fluzo de Ricci.

O resultado obtido na proxima proposicao fornece uma estimativa para a
primeira variacao de um autovalor do n-laplaciano em uma variedade rieman-

niana homogénea compacta sem bordo (M™, g).

Proposicao 3.6 Seja g(t) a solug¢ao do fluzo de Ricci em uma variedade rie-

manniana homogénea compacta sem bordo (M"™, g). Entdo o autovalor do n-
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laplaciano satisfaz
2(n—1 2 2
No< M)@_,__)\/ g(Vn, VuQ)dm——/ g(Vn, Vu)*dm
n n Ju n Ju

—2 / V2 (Vu, Vu)dm.
M

Demonstracao: Integrando a formula de Bochner para o n-laplaciano, tere-

mos

/M |V2u|?*dm + /M Ric,(Vu, Vu)dm = / (L(w))*dm.

M
Por outro lado [V?ul* > L(Au)? = L(L(u) + g(Vn, Vu))? e portanto

/M Ricy(Vu, Vu)dm < /M (L(u))2dm — © /M (L(u))2dm

_%/ML(u)g(Vn, Vu)dm—%/Mg(Vn, Vu)?dm
= = [ wwpam == [ Lwg(Vy. Vydn
1

—— / g(Vn, Vu)*dm.
M

n

Agora, de Ric, = Ric+ V?1 e da equagao do Coroldrio obtemos

1
/ Ric,(Vu, Vu)dm = —X+/ V2n(Vu, Vu)dm.
M 2 M
Usando que L(u) = —Au, obtemos a relagdo mencionada. 0J

Corolario 3.5 Seja g(t) a solugdo do fluxo de Ricci em uma variedade rie-
manniana homogénea compacta sem bordo (M3,g) com curvatura escalar R
nao negativa. Se A = A(t) é um autovalor do laplaciano e Ry;,(t) € o menor
valor assumido pela curvatura escalar em M no instante t, entao

(n—1)

onde € > 0 € tal que Ric > cRg ao longo do fluro de Ricci.

Demonstracao: Pelo Corolério [3.4] e pela Proposigao [3.6] deduzimos que

1
/ Rie(Vu, VayaM < =Y.
M

n
Por outro lado, ja observamos que Hamilton provou a existéncia de um € > 0
satisfazendo

Ricg(t) > 5R(t)g(t) > 5Rmin(t)g(t)
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e, portanto,

ERmin ()N = z—:Rmm(t)/ g(t)(Vu, Vu)dM < Q/\Q,

o que nos fornece a tese. O

Finalizaremos este trabalho calculando a segunda derivada da curva de

autovalores para o caso de variacao conforme da métrica.

Proposicao 3.7 Seja (M,g) uma variedade riemanniana compacta. Con-
sidere, para cada parametro t, o nimero real o(t) de modo que g, = o(t)g
¢ uma variagao diferencidvel da métrica g. Sejam {¢;(t)} € C®°(M) uma
familia diferencidvel de fungoes e N\i(t) uma familia diferencidvel de nimeros

reais tais que A\;(0) = X para cada i =1,...,m e, para todo t,

—Lyypi(t) = Ni(t)di(t) em M
i(t) = 0 em OM,

onde (¢;(t), d;(t)) L2 (ar.amy) = 67 Se p = 4|,—oo(t) entdo:
N =<2 [ o(Vé Vaydm + 25~ ) - X, [ (6F)dm
M M

Demonstragao: Derivando a expressao ¢(t) = o(t)g concluimos imediata-
mente que H = ¢g e, portanto, h = np e H = ¢'g. Vamos avaliar algu-
mas parcelas da relacao . Como dh = ndp = 0, dh/ = nd¢’ = 0 e
Vh =nVy = 0, essa relagao se reduzira a
N =<2 [ g(Ve.Voydm+ [ (2H ~ H)(Vor, Védm - X, [ (¢ dm.
M M M
Mas
(2H2 — H)(V¢i, Vi) = QQ(HQ(V@% Vi) — H' (Vi Vi)
= 2H(H(V¢;), Vi) — HI(V@;, Vi)
= 2p9(pV i, Vo) — ¢'9(Vdi, V)

= (20" — )|Vl

Observando agora que | Y |V¢;|?*dm = );, obtemos a relacao mencionada. [J
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