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Resumo

Esta tese apresenta condicoes suficientes para que uma superficie imersa, com vetor
curvatura média paralelo e nao nulo, no espago produto E"(c) x R, onde E™(c) é a
variedade riemanniana n—dimensional, simplesmente conexa, completa com curvaturas
seccionais constantes ¢ # 0, seja invariante por um grupo a um parametro especial de

isometrias do espaco ambiente.

Palavras-chave: Imersoes, PMC, Espaco-Produto



Abstract

This thesis gives sufficient conditions to a surface immersed, with parallel mean cur-
vature vector not null, into the product space E"(c) x R, where E"(c) is the simply
connected n—dimensional complete Riemannian manifold with constant sectional cur-
vature ¢ # 0, be invariant by a special one parameter group of isometries of the ambient

space.

Keywords: Immersions, PMC, Product-Space
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Introducao

Um memorével resultado foi provado por H. Hopf em 1951 [18] com um estudo extenso
das superficies CMC (Curvatura Média Constante) orientadas, fechadas com género zero,

ou seja superficies homeomorfas a esfera, no espacgo tridimensional.

Em 1841 Delaunay caracterizou em [10] uma classe de superficies no espago euclidi-
ano a qual ele descreveu explicitamente como superficies de revolugao de roulettes das
conicas. Estas superficies sao os catendides, onduléides, noddides e cilindros circulares
retos. Hoje elas sao conhecidas como as superficies de Delaunay e sao os primeiros exem-
plos nao triviais de superficies tendo curvatura média constante. Em uma nota aditivada
ao artigo de Delaunay, M. Sturm caracterizou estas superficies variacionalmente como
extremais de superficies de rotacao tendo volume fixo e area lateral maximizada. Usando

esta caracterizagao, foi obtido o seguinte teorema.

Teorema de Delaunay As superficies completas de revolucio imersas em R3 e
tendo curvatura média constante sao exatamente aquelas obtidas por rotacdao, em torno

de seu eixo, das roulettes das conicas.

Estas superficies foram também reconhecidas por Plateau usando experimentos com
peliculas de sabao. Em 1853 J.H. Jellet mostrou em [20] que se ¥ é uma superficie
compacta estrelada em R? tendo curvatura média constante, entao ela é a esfera canonica.

H. Hopf conjecturou que isto em verdade vale para todas as imersdes compactas:

Conjectura de Hopf Seja ¥ uma imersao de uma hipersuperficie compacta orien-
tada com curvatura média constante H # 0 em R™. Entdo % deve ser a esfera canodnica
(n — 1)-dimensional mergulhada.

Hopf provou a conjectura em [I8] para o caso de imersoes de S? em R? tendo curvatura
média constante e alguns anos depois A.D. Alexandrov mostrou que a conjectura vale

para qualquer hipersuperficie mergulhada em R", veja [0]. Era amplamente aceito que



esta conjectura fosse verdadeira até 1982 quando Wu-Yi Hsiang [19] construiu um contra
exemplo em R*. Dois anos mais tarde Wente construiu em [32] uma imersao do toro T

em R3 com curvatura média constante.

A construcao de Wente tem sido vastamente estudada mas foi apenas capaz de criar
superficies de género g = 1. Um método diferente de construir superficies em R? tendo
curvatura média constante e de género g > 3 foi apresentado em 1987 por N. Kapouleas
[21]. Uma prova do fato de que existem imersoes CMC de superficies compactas de

qualquer género foi publicado em [23] em 1995 pelo mesmo autor.

Em sua demonstragao, usando a equacao de Codazzi, Hopf mostrou a existéncia de
uma diferencial holomérfica numa superficie CMC em R? cujo anulamento caracteriza
a propriedade da superficie ser um aberto da esfera canonica, em outros termos, a

diferencial se anula exatamente quando a superficie é umbilica.

Este resultado foi posteriormente extendido a superficies CMC nos espacos formas
tridimencionais por S-S. Chern [§]. Um problema de classificar superficies CMC fechadas

de género zero orientadas é chamado de problema de Hopf.

Aqui neste trabalho denotaremos esta diferencial holomoérfica construida por Hopf

em uma superficie CMC, simplesmente por diferencial de Hopf.

A generalizagao natural de superficies CMC para superficies de codimensao maiores

sao as superficies PMC (Curvatura Média Paralela) em Espagos forma.

Segue naturalmente que toda superficie minima é PMC. E tambem possivel mostrar
que uma subvariedade minima em S* C R"*! possui um vetor curvatuta média paralelo
nao nulo quando é considerada como subvariedade de R™*!. Além desta, apresentamos
como exemplo natural de subvariedade PMC, o caso de uma hipersuperficie de uma

variedade riemanniana de curvatura média constante (CMC).

No que diz respeito ao caso de superficies CMC em codimensoes maiores temos a
situagao de ocorréncias em formas espaciais. Neste caso podemos mencionar o artigo
de Hoffman, onde ele considerou superficies PMC em R"™. Ele mostrou que superficies
PMC, orientadas, fechadas de género zero sao superficies pseudo-umbilicas que estao em
uma hiperesfera. Chern [8] e Yau [33], de forma independente, deram um passo adiante
quando consideraram as imersoes em formas espaciais tridimensionais. Eles mostraram
que uma superficie PMC no R™ é: uma superficie minima do R", uma superficie minima

de uma hiperesfera do R™, uma superficie CMC do R? ou uma superficie CMC que est4



numa hiperesfera de um subespaco afim de dimensao quatro do R". Resultados similares

também sao demonstrados para superficies PMC na esfera e no espago hiperbdlico [7].

Os trabalhos cientificos nos tltimos dez anos sobre superficies CMC em S? x R,
H? x R, no grupo de Heisenberg Nilz, no recobrimento universal do PSL,(R), no grupo
de Lie (Sol3), nas esferas tridimensionais de Berger e nos grupos de Lie com métrica

invariante a esquerda, migraram das imersoes nos espacos formas R?, S, H?.

Este redirecionamento das pesquisas sobre superficies CMC teve inicio apds os tra-
balhos de Rosenberg e Meeks em [25, 26] e de Ryan [29] onde sao estabelecidos varios
resultados sobre superficies minimas completas em M? x R e depois, em 2004, em tra-
balhos de Rosenberg e Abresch em [1I, 2] onde sdo demonstrados resultados do problema
de Hopf em espacos homogéneos tridimensionais com grupo de isometria quadridimen-
sional. Eles usaram a mesma abordagem de Hopf porém fazendo uso de uma forma
diferencial adaptada (forma diferencial de Abresch-Rosenberg) para este novo espaco
ambiente. Todavia, a propriedade de holomorfia desta nova forma diferencial era equi-

valente a propriedade de curvatura média constante.

O estudo de superficies PMC também foi estendido quando o espago ambiente é
homogéneo e em particular para os casos de espagos produto que sao espagos simétricos,
produto de dois espacos forma. Um dos primeiros artigos sobre isto foi escrito por
Torralbo e Urbano. Eles estudaram superficies PMC em espacos produto de espacos
formas bidimensionais. Usando as estruturas de Kahler que esse produto possui, eles
obtiveram duas diferenciais de Hopf e assim puderam classificar as esferas PMC nesse

produto.

Recentemente, H. Alencar, M. do Carmo e R. Tribuzy [3] usaram a forma bilinear

para demonstrar que no caso das imersdes PMC em espagos E"(c) xR, a forma quadrética
Q(Z,7Z), a qual é uma generalizagdo da forma de Abresch e Rosenberg, é holomorfa.
Aqui nés usamos E™(c) para simbolizar um espago simplesmente conexo com curvatura
seccional constante ¢ # 0. A partir desta informacao eles descreveram as imersoes de
superficies PMC no espaco E"(c) x R, ver [4].

Este trabalho generaliza os resultados obtidos em [3], 4], [5] descritos a seguir.



Teorema 1 Sejam M uma superficie e x : M — E™(c¢) X R uma imersao com vetor
curvatura média nao nulo o qual é paralelo na conexdo do fibrado normal. Seja & um
vetor unitdrio na direcao da sequnda componente do espaco tangente ambiente definido
ao longo da imersao. Se a projecao de & no espaco tangente € um autovetor do operador

de forma Ay, entdao uma das sequintes afirmagoes ocorre:

1. A superficie é minima em uma hipersuperficie totalmente umbilica de E™(c);

2. A supeficie tem curvatura média constante em uma variedade 3-dimensional total-

mente umbilica ou totalmente geodésica em E"(c);

3. A superficie M C E*(c) xR C R5 xR onde R® pode ser considerada com a métrica
de Lozentz e é deixada invariante por um subgrupo a 1-parametro de isometrias.
Este subgrupo age como aplicacdo identidade sobre o complemento ortogonal de
um plano W C R® x R. Em verdade, todas as trajetorias nas direcoes horizontais
sao deiradas invariantes pelo subgrupo e a menos de translagoes, elas sao circulos
em W sec >0, e sec <0, elas sao circulos, horocirculos ou hipercirculos em uma

superficie totalmente geodésica de E*(c), E*(c).

Teorema 2 Sejam M uma superficie e x : M — E"™(c) X R uma imersdo com curvatura
média nao nula e paralela na conexao do fibrado normal. Assuma a ervisténcia de um

triangulo geodésico T em M com angulos internos 31, B, PB3 satisfazendo

sin ¢\ 2 sin '
H_Z?15i:/R—< ¢> |d¢|2+2|H|‘ S?“dgbl—kcstH (2)

cos co

onde R denota a regiao limitada por T, a funcao ¢ mede o angulo entre H e £&. A
funcao 0 € o angulo entre § e T,M. Aqui § denota um vetor unitdrio na dire¢ao da
sequnda componente. Admitamos que a menos de pontos isolados no interior de R,
a erpressao % esteja definida e seja nao-nula. Entdo M C E3(c) x R ¢ R* x R
com R* possivelmente Lorentz. Além disso M € deizada invariante por um subgrupo a
1-parametro de isometrias o qual age como aplicacao identidade sobre o complemento
ortogonal de um plano W. Em verdade, todas as trajetorias nas direcoes horizontais
sao deixadas invariantes por este subgrupo e a menos de translacoes, elas sao circulos

em W sec >0, e se c <0, elas sao circulos ou horocirculos ou hipercirculos em uma

superficie totalmente geodésica de E*(c), E*(c).



Teorema 3 Sejam M uma superficie compacta de género zero e x : M — E"(c) x R
uma imersio isométrica tal que |V*H| < g|Q@39|, onde H é a curvatura média da
imersdo, g € uma funcdo real continua nio-negativa e Q% ¢ a diferencial generalizada

de Abresch-Rosenberg. Uma das sequintes afirmagoes ocorre:

1. A superficie € minima em uma hipersuperficie totalmente umbilica de E™(c);
2. A superficie é uma esfera umbilica de E*(c);

3. A superficie satisfaz M C E*(c) x R C R® x R onde R® € possivelmente Lorenz e é
mvariante por um subgrupo a 1—parametro de rotagoes o qual age como aplicagao
tdentidade sobre o complemento ortogonal de uma plano W. Em verdade, todas
as trajetorias nas direcoes horizontais sao deizadas invariantes por este subgrupo

e elas sao circulos em uma superficie totalmente geodésica de E*(c), E*(c).

Teorema 4 Seja M C E™(c) x R uma superficie compacta e simplesmente conexa com
bordo formado por uma curva reqular por partes, cujos vértices sejam os (finitos) pontos

onde o bordo € nao-reqular. Assumindo que as sequintes condi¢des sao satisfeitas:

(I) A superficie estd contida como conjunto no interior de uma superficie reqular M

sem bordo.

(II) Em M temos |V*H| < h|Q?9)|, onde H € a curvatura média da superficie, Q*°)
¢ a diferencial generalizada de Abresch-Rosenberg, e g é uma funcgao continua e

nao-negativa.
(III) O numero de vértices em OM com angulo menor que ™ é no mdximo 3.

(IV) A parte imagindria de Q?% anula-se em OM\'V . Isto significa que as partes regu-
lares do bordo OM sdo curvas integrais das direcoes que maximizam ou MIinimMizZam

os valores da forma quadrdtica real @ sobre o circulo unitdrio.
Entao uma das sequintes situagoes ocorre:

1. A superficie é minima em uma hipersuperficie totalmente umbilica de E™(c);

2. A supeficie tem curvatura média constante em uma variedade totalmente umbilica

3-dimensional ou ela € totalmente geodésica em E™(c);



3. A superficie M satisfaz M C E*(c) x R C R® x R onde R® pode ser consid-
erada com a métrica de Lozentz e esta superficie € deirzada invariante por um
subgrupo a 1-parametro de isometrias. Este subgrupo age como aplicacao identi-
dade sobre o complemento ortogonal de um plano W C R®> x R. De fato, todas
as trajetorias nas dire¢oes horizontais sao deizadas invariantes pelo subgrupo e
a menos de translacoes, elas sao circulos em W se ¢ > 0, e se ¢ < 0, elas sao

circulos, horocirculos ou hipercirculos em uma superficie de E*(c), E*(c).

O proximo resultado da uma caracterizacao mais completa da classificagao apresentada

no Teorema 3 de [4] e no Teorema 1.2 de [17].

Teorema 5 Sejam M uma superficie completa com curvatura gaussiana K > 0, e
x: M — E"(c) xR, ¢ # 0, uma imersao isométrica com vetor curvatura média paralelo.

Entdo uma das sequintes condicoes € satisfeita:
1. K=0;
2. A superficie é minima em uma subvariedade totalmente umbilica de E™(c);

3. A superficie tem curvatura média constante em uma subvariedade de dimensao 3

totalmente umbilica de E"(c);

4. A superficie estd contida em E*(c) x R C RS (munido da métrica de Lorentz no
caso ¢ < 0) e € invariante por um grupo a um parametro especial de isometrias
de uma variedade totalmente geodésica E*(c) de E*(c) e que deiza firo o espago

complementar ao R® (possivelmente com a métrica de Lorentz) que a contém.



Capitulo 1

Fundamentacao Teorica

Neste Capitulo disponibilizamos algumas defini¢oes e resultados gerais de Variedades

Riemannianas e fixaremos notagoes que serao utilizadas ao longo de todo o trabalho.

1.1 Fibrados Vetoriais Riemannianos

Definicao 1.1 Sejam E e M wvariedades diferencidveis e seja w : E— M uma aplicagcao
diferencidvel. Dizemos que m : EE— M ¢é um fibrado vetorial de dimensdo k quando para

cada ponto q € M tem-se:
1. 7 Y(q) € um espago vetorial real de dimensao k;

2. existem uma vizinhanca aberta U de ¢ em M e um difeomorfismo ¢ : 7= HU) —

U x R* para cada y € U.

Definicao 1.2 Dado um fibrado vetorial m : E — M e um conjunto F' C E tal que a
restricio w|p 1 F' — M € também um fibrado vetorial, dizemos que F é um subfibrado

vetorial de E se a inclusao leva (7|p)~t(q) linearmente sobre 7=1(q) para todo q € M.

Definicao 1.3 Seja w : E — M um fibrado vetorial. Para cada p € M chamamos o
espago E, = 7 Y(p) a fibra de 7 sobre p. Uma se¢ao local sobre um conjunto aberto
U C M é uma aplicagao diferencidvel € : U — FE tal que moe = idy; se U = M dizemos
que € : M — E € uma secao global ou simplesmente secao de 7. E possivel mostrar que
para todo e € E eziste uma se¢ao ¢ tal que e(m(e)) = e, em particular isto mostra que o

conjunto T'(m) das se¢oes de m € nao vazio.



Definicao 1.4 Sejam 7, : E'Y — M e 7y : E*> — M fibrados vetoriais. Definimos a
projecio 7 : L(E', E*) — M colocando 7~ ' (p) = L(E,, E7), onde o conjunto L(E", E?)
€ a uniao dos espacos das aplicacoes lineares de E]}, sobre Ei,p € M. Dotando L(E', E?)
com a estrutura diferencidvel natural induzida pela projecao ele torna-se um fibrado
vetorial, chamado fibrado das aplicacoes lineares. A soma m & wo dos fibrados vetoriais

m o EY—= M emy: E> = M ¢é definida como a projecao
7T1€B7T2:E1@E2—>M,

dada por m D ma(e1, es) = mi(e1) = ma(es), onde E*@® E? = {(e1,e9) € E*X E? : m1(ey) =
Ta(ea) }

Definicao 1.5 Sejam 7 : E' x E? — M e 7y : E> — M fibrados vetoriais. Definimos
a projegio m : Ly(E' x E* E®) — M colocando n~*(p) = Ly(E, x E}, E}), onde o
conjunto Lo(E' x E*, E®) € a unido dos espagos das aplicagoes bilineares de E} x E?
sobre Eg’,p € M. Dotando Ly( E'x E?, E3) com a estrutura diferencidvel natural induzida
pela projecao ele torna-se um fibrado vetorial, chamado fibrado das aplicagcoes bilineares.
A soma m @ my dos fibrados vetoriais w1 : E' x E* — M e my : E® — M € definida
como a projecao
m®m: (B' xE) @ E* - M,

dada por m ®Ta(ey X €3, e3) = mi(e1 X e3) = mo(e3), onde (E' x E?) D E3 = {(e; x ey, €3) €

E'x E? x E?: 7T1(61 X 62) = 7T2(€3)}.

As somas definidas acima sao fibrados vetoriais. Mais geralmente, podemos transferir

para fibrados vetoriais certas operagoes que sao realizadas entre espacos vetoriais.

Definicao 1.6 Dados dois fibrados vetoriais m : E* — M, e m : E? — My e um
difeomorfismo ® : My — My, dizemos que a aplicacao diferencidvel d: FE' = E? éum

isomorfismo de fibrados vetoriais ao longo de ® se, para todo q € My, temos

(i) mo®=dom ed(r ' (p) = m5  (2(p)),

(ii) A restrigio ®, : 7 ' (p) — 5 {(®(p)) de ® para a fibra 7y (p) € um

1somorfismo de espagos vetoriais.



Segue da definicao que ® é um difeomorfismo. Além disso, para cada segao € de m;

obtemos a secio ®(c) = Poco d L.

Defini¢ao 1.7 Uma métrica Riemanniana (,) sobre um fibrado vetorial m : E — M ¢
uma aplicacdao

(,):T'(m) x I(m) = D(M),

bilinear sobre o anel D(M) de funcoes diferencidveis sobre M, que é simétrica e positiva

definida.

Definigao 1.8 Um fibrado vetorial m : E — M junto com uma métrica Riemanniana

fixa é chamado um fibrado vetorial Riemanniano.

Definicao 1.9 Seja 7 : E — M um fibrado vetorial e seja X(M) o conjunto dos campos

de vetores diferencidveis sobre M. Uma conexdo linear é uma aplicacao R—bilinear

V:X(M) x I(r)—TI(m)
(X,e) — Vxe

satisfazendo, para cada f € D(M), X € X(M) e e € I'(m), as propriedades
(Z) fo€:fvxe,

(ZZ) VX(f€) :X(f)€+va€.

Definicao 1.10 Seja 7 : F — M um fibrado vetorial com uma conexao linear V.
Dizemos que a segao € € I'(m) é paralela quando Vxe = 0 para todo X € X(M). Um
subfibrado vetorial F' de E é dito paralelo se, para toda se¢ao n de F' e todo X € X(M),

temos que Vxn é uma secao de F.

Definicao 1.11 Seja 7 : E — M um fibrado vetorial Riemanniano. Uma conexao

linear V € dita compativel com a métrica (,) quando
X(e,n) = (Vxe,m) + (e, Vxn)

para todo X € X(M) ee,n e I'(nm).

10



O tensor curvatura de um fibrado vetorial m : E — M com conexao linear V € a
aplicagao R—trilinear
R: X(M)xX(M)xT(r)—T(n)
definida por R(X,Y)e = VxVye — VyVxe — Vixyie.

E bem conhecido que R é trilinear sobre D. Quando o fibrado vetorial é Riemanniano,

podemos associar a R outro tensor
R:X(M)x X(M)xT(r) xI'(r) > R

dado por R(X,Y,e,n) = (R(X,Y)e,n), onde () é a métrica sobre F.
Por um abuso de linguagem é comum nao nos referirmos a aplicacao © : F —

M quando estamos trabalhando com fibrados cuja aplicagao é a natural, mas sim as

variedades F e M.

1.2 Tensores em Variedades Riemannianas

A ideia de tensor é uma generalizacao natural da ideia de campos de vetores e, analoga-

mente aos campos de vetores, os tensores podem ser derivados covariantemente.

Observe que X(M) tem uma estrutura linear quando tomamos como “escalares” os

elementos de D(M).

Definicao 1.12 Um tensorT de ordem r em uma variedade Riemanniana é uma aplica¢ao

multilinear

T:X(M)x...xX(M)— X(M).

Com r fatores. Isto significa que, dados Yy,...,Y, € X(M), T(Y1,...,Y,) € uma

aplicagao diferencidvel em M e que T € linear em cada argumento, isto €,
T(Yy,...,.fX+gY,....Y)=fTY,....X,....Y.) + ¢T(Y1,....,Y,....Y,)

para todo X,Y € X(M), f,g € D(M)

Seja T um tensor de ordem r. A diferencial covariante VI de T é um tensor de

ordem 7 + 1 dado por

(VT>()/1a7)/7"7Z) :vZT(§/h7Y:/‘) _T(VZ}/thr)_T(YVhavZY;‘)

11



Um tensor T é um objeto pontual em um sentido que passamos a explicar. Fixe
um ponto p € M e seja U uma vizinhaca de p em M onde é possivel definir campos
Ey,...,E, € X(M), de modo que em cada p € U, os vetores E1(q), ..., E,(q) formam

uma base de T, M. Neste caso, diremos que {£;} é um referencial mével em U.

Sejam Yy = >y, By, Y. =Y vy E; com iy, ..., 0. € {1,...,n} as restri¢oes a U dos
i1 ir

campos Y7, ..., Y, expressas no referencial mével {E;}.

Por linearidade, temos

T(Yi, ... Vi)=Y i -y, T(Ey,....Ey).

1 yenin

As aplicagoes T'(F; ., B ) =T, i sao chamadas as componentes de T no referencial

{E:}.

Da expressdo acima, decorre que o valor de T'(Y3,...,Y,) em um ponto p € M

1 1yeees

depende apenas dos valores em p das componentes de T' e dos valores de Yi,...,Y, em

p. E neste sentido que dizemos que 1" é pontual.

1.3 Imersoes Isométricas

. S ntm . ~ . o . . . S ntm
Seja f: M™ — M uma imersao isométrica sobre uma variedade Riemanniana M~ .

Entao podemos considerar a soma direta do fibrado tangente 7'M com o fibrado normal
TM*, isto é,
TM|yory=TM & TM™.

Assim, temos as projecoes
OF :TM | jary = TM, () TM | jor) — TM*

que sao chamadas tangencial e normal, respectivamente.

Seja V a conexdo Riemanniana de M. Dados campos de vetores X, Y € TM,

temos que

VxY = (V)7 4+ (VxY)*

Segue da unicidade da conexao Riemanniana que (VxY)T é a conexdo Riemanniana de

M, que seré denotada por V. De modo que, a segunda forma fundamental o : T'M x
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TM — TM+* de f, é definida por
a(X,Y)=VxY - VxY (Férmula de Gauss). (1.1)

Em particular, para n € TM*, denotaremos por A,X a componente tangencial de
—Vxn, isto é,

A, X = —(VXU)T.

A aplicagao A, é o operador de forma ou, por um abuso de linguagem, a segunda forma
fundamental na direcio de 7. A componente normal de V x7, que denotamos por V%7,
define uma conexdo compativel sobre o fibrado normal TM*. Além disso, as equacoes

de Weingarten, sao dadas por

<A7IX’Y> = <04(X7Y)777>u
Vxn = —A,X+ Vyn. (1.2)

Usando as férmulas de Gauss e Weingarten obteremos as equagoes de Gauss, Codazzi
e Ricci. De fato, se R e R sao os tensores curvaturas de M e M, respectivamente, a

Equacao de Gauss é dada por
(RIX,V)Z, W) = (R(X,Y)Z,W) + {a(X, W), a(Y, Z)) — (X, Z),a(Y,W)).

Em particular, se K(X,Y) = (R(X,Y)Y,X) e K(X,Y) = (R(X,Y)Y, X) denotam as
curvaturas seccionais em M e M do plano gerado pelos vetores ortonormais X,Y € T,,M,

a equacao de Gauss torna-se
K(X,)Y)=KX,Y)+ (a(X, X),a(Y,Y)) — (a(X,Y),a(X,Y)).
Por outro lado, considerando a componente normal de R(X,Y)Z, obtemos
(R(X,Y)Z)* = (Vxa)(Y, Z) — (Vya)(X, Z) (Equacio de Codazzi). (1.3)

Observamos que V+ pode ser vista como uma conexdo no fibrado vetorial Lo(TM x
TM, TM%).

Denotaremos por R* o tensor curvatura do fibrado normal TM*, isto é,

RYX,Y)n=VxVyn—VyVxn— Vixy-

13



Entao, a Equagao de Ricci é dada por
(R(X,Y)n)" = RYX,Y)n+a(4,X,)Y) —a(X, A)Y),
ou equivalentemente,
(R(X,Y)n,e) = (RH(X,Y)n,e) — ([A;, A]XY),

onde e € TM* e [A,, A.] = A,A. — A.A,. Além disso, a Equagao de Codazzi pode ser
escrita como

(R(X,Y)n)" = (VyA)(X,n) — (VxA)(Y.n),

A seguir consideraremos o caso em que M tem curvatura seccional constante c¢. Neste

caso, o tensor curvatura é dado por

R(X,Y) =c(X AY),

onde (X AY)Z = (Y, Z)X — (X, Z)Y, com Z € TM. Entdo, as equacoes de Gauss,
Codazzi e Ricci sao respectivamente:
(1) (RX,Y)Z,W) = c((XAY)Z,W)
+Ha(X, W), a(Y, Z)) — (X, Z), a(Y, W));
(it) (Vxa)(Y,2) = (Vya)(X,2),
(VxA)(Y,n) = (Vv A)(X,n);
(i) RYH(X,Y)n = a(X,A4Y)—alA,X,Y),
(RE(X,Y)ne) = ([Ay AJX,Y).
Note que segue de (iii) que R)L( = 0 se, e somente se, existe uma base ortogonal para

T,M que diagonaliza simultaneamente todo A,).

1.4 Espacos de Lorentz

Dados um espaco vetorial V' de dimensao finita e uma forma bilinear simétrica nao-
degenerada g : V x V — R, ou seja, se g(X,Y) = 0 para todo Y € V entao X = 0,
definimos o indice p de g como a dimensao maxima de um subespaco W C V tal que
glw é definida negativa.

Se {e1,...,e,} é uma base de V e g(e;,e;) = +0;; para todo ¢ = 1,...,n dizemos

que essa é uma base ortonormal de V' e entao a matriz de g relativa a essa base sera
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(gi;) = (g(es,ej)) = (0i5¢;), onde €; = g(ej,e;). Ordenamos os vetores de uma base
ortonormal de modo que os sinais negativos aparecam em primeiro lugar na listagem

(e1,...,€,). Esta listagem é chamada de assinatura da forma g.

Definimos o espaco de Lorentz L™, como sendo o espaco vetorial R™ munido com a
) 3

forma bilinear simétrica nao-degenerada (( , )) dada por
((z,y)) = —21y1 + T2yo + ... + TpYn.

Desta forma, podemos coniderar um vetor Z € L™ tal que ((Z, Z)) < 0, e afirmarmos
que: a forma ((, ))|(spaniz))+ ¢ positiva definida (e portanto nao-degenerada), de indice
1 e L" = span[Z] & (span[Z])*. Ademais, se W é um subespago de ", entdo ({ , ))|w

¢é nao-degenerada e de indice 1, se e somente se, ¢ uma forma definida positiva.

1.5 Estrutura Complexa

Seja V' um espaco vetorial real com uma estrutura complexa J, isto é, um homomorfismo
linear em V satisfazendo J? = —1I, onde I é a aplicacao identidade em V. Isto permite-
nos considerar V' como um espago vetorial sobre C, com a operacao AX = (a + ib) X =
aX 4+ bJX, para todo X € Ve A =a+ib € C. Sendo assim, a dimensao real de V
deve ser par, digamos que dimcV = n, entao dimgV = 2n. Por outro lado, se V' é um
espaco vetorial complexo de dimensao complexa n, e J é o endomorfismo linear em V'
definido por JX =i X, para todo X € V. Considerando V' como espago vetorial real de

dimensao 2n, entao J é a estrutura complexa de V.

Quanto a estrutura complexa J em V' como espaco vetorial real. Podemos estender
J a um endomorfismo linear complexo em V¢ = {X +iY; X, Y € V}, também denotado
por J, bastando definir J(X +iY) := JX +iJY.

Assumindo que a dimensao real de V é 2n e com estrutura complexa J, podemos
obter elementos Xj,..., X, de V tais que {Xy,...,X,,JX;,...,JX,} é uma base de

V. Além disso, uma base de V' é obtida quando consideramos os vetores

1 — 1
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De fato, o conjunto {Z,,..., Z,, Z1,..., Z,} é uma base de VC, dimVC = dimpV = 2n,

1 1
J(Zy) = —=(JX, —iJ2X}) = —=(J X}, +iX},) = iZy,
(Zk) \/5( k k) \/5( k k) !
— 1 1 _
J(Zy) = —=(IXp+iJ°Xy) = —=(J X} —iXy) = —iZy.

V2 V2

Assim, 7 e —i s@ao os autovalores correspondentes aos autovetores Z e 7, respectiva-
mente. Portanto J é diagonalizdvel (i e —i tem multiplicidade n). Vamos denotar os

autoespacos correspondentes aos autovalores ¢ e —t, respectivamente, por
VOO —t7ecvC iz =i7} ¢ VO ={7cV"JZ=—iZ}.
Baseado nas consideragoes feitas anteriormente, podemos assegurar que
VOO — X —iJX; X eV} e VOU=I{X4+iJX;X eV},

o que vai implicar na soma direta: V€ = V(1.0 g /0.1,

Agora vamos indicar por T°M = {X +iY; X,Y € TM} a complexificacao do fibrado
tangente de uma superficie M. Como ja vimos, a extensao de J ao fibrado tangente
complexificado pode ser diagonalizada tendo 7 e —i como autovalores. Os autoespacos
associados a eles serdo denotados por 710 e T(OD  Seja 2 uma imersao isométrica de M

em uma variedade Riemanniana N, a a segunda forma de x e H o seu vetor curvatura

média.

Sejam (u,v) parametros isotérmicos em um aberto U C M com (%,(%} =0e
(£, 2) =\ = (£, 2). Estaremos considerando z = u + iv, dz = du + idv, dz =
du — idv,

1,0 0 - 1,0 0
\/§<8u Z@v)’ \/§<0u+18”0)

Finalizaremos este capitulo com o lema a seguir o qual ja ¢ bem conhecido na liter-

atura e dispensa demonstragao.

Lema 1.1 Propriedades elementares dos campos Z e Z.
(i) (2,2) = X2, (2,2) =0=(Z,2)
(i1) V372 =0=V,Z;

(iii) o(X,Y) = (X,Y)H. Em particular, o(Z,7Z) = \?H.
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Demonstracgao:(i)

(Z,7) = <—2(% —Z%)a —2(% +Z%)>
1.0 0 o 0
%(<%, 0_> + <%> %»
§(A2+/\2) =\?
1 0 0 1 0 .0
(Zz,7) = <—2(% —Za—)a —2(% - Z%»

(i)

Com efeito, sejam e, ey vetores unitarios na direcao de a% e % respectivamente,
observe que pelo item (i) (Z, Z) =0 e assim Z(Z, Z) = 0. Uma vez que Z e Z formam
uma base para TM = {X +iY : X,Y € TM}, entao V3Z = Z,7Z + Z»Z, onde Z; e
Zy € C. Portanto,

0 = (V4Z, 7Z)
= (D Z+ 2,7, Z)
= 721Z, 7))+ Z,(Z, Z)
= 7Zy(Z, Z),

Como (Z, Z) = X ({1, e1)+{e2, €2)) = A* # 0, entao Zy = 0 e isto implica V7 = Z,Z.
Por outro lado, fazendo um calculo analogo com (Z, Z), encontramos V;Z = Z,Z.
Como [Z,Z] =0 = V4Z =V ;Z. O que implica que Z,Z = Z4Z e sendo os vetores

7 e Z linearmente independentes, temos Z; = Z = 0, o que demonstra que V5Z = 0.

§(<%7 %> - <%, %» =0

. 1 . ~ s P} 9
(iii) Seja F = 75(61 —iey) onde e; e e 30 os vetores unitdrios de - e

55> respectiva-

mente.

€1 — i€2

V2

1
L ey +ieaV/2) = 5(06(61,61) + afez, e0)) = H
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Qualquer vetor complexo em M é dado por X = aF, onde a é um ntimero complexo.

Assim se Y = bE, obtemos

a(X,Y) = a(aE,bE) = aba(E,E) = (X, Y)H.
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Capitulo 2
Resultados Auxiliares

Ao longo deste trabalho estaremos considerando diversas vezes a nocao de direcao
umbilica de uma imersao dada. Esta se trata de uma direcao indicada por um campo v
no fibrado normal cujo operador de forma seja do tipo A, = A(p)[.

Indicaremos por £ : E"(c) x R — R a projecao natural sobre R isto é £(p,t) = t,

p € E™(c),t € R e identificaremos, para simplificar a notacao, £ com sua diferencial d¢

Definigao 2.1 Seja E um fibrado sobre uma variedade B munido de uma conexao V.
Dizemos que um subfibrado E’ C E ¢é paralelo na conexao V se E’ é invariante na

conexao V.

Definicao 2.2 Seja U um vetor de TM*, dizemos que U € paralelo se VXU = 0. Se o

vetor curvatura média de uma imersao € paralelo, dizemos que a tmersao € pmc.

Lema 2.1 Uma imersao f : M"™ — R™™ estd contida em uma esfera se, e somente
se, existe um campo normal unitdrio v paralelo na conexdo do fibrado normal tal que

A, = M para alguma funcdao real X : M — R ndo nula.

Demonstragao: Se f(M) C SPt™~! suponhamos sem perda de generalidade que 0 é
o centro de S,. Como localmente f é um mergulho identificaremos localmente M com
f(M).

Sendo p o vetor posicao entao v(p) = £ é o campo que buscamos. Observe que v é

unitario pois |p| = r. Se considerarmos um campo tangente X € T'M qualquer, entao
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de X (v, v) = 0 obtemos entdo que Vyv L v. Portanto, usando que S, é umbilica e que

a tal esfera tem dimensao uma a menos que o espaco euclidiano temos
Vxv=—-A’X = \X = Vyv € T,M,
onde A? é o operador de forma da imersao de S, em R"*. Por outro lado
Vxv=—-A,X + Vxv,

onde A, é o operador de forma da imersdo e V' é a conexdo no fibrado normal da
imersao. Assim

—A,X +Vyv € T,M.

Consequentemente 4,X = —AX e Vxv = 0.
Reciprocamente se v € TM* e [v| =1, Vv =0e A, = A\ com \ # 0.

Seja p o vetor posicao, entao vamos definir a funcao ¢ localmente em M

¢(p) =p— A",
Se mostrarmos que A é constante entao
d(p)X = LX—-XA M-, X
= (X = A'du,X) - X\
= (I, = X\ 'dv,) X — X(\
pu— O’

onde a derradeira igualdade acima é obtida de
dv,X = Vxv(p) = —A,X(p) + Vxv(p) = A, X.

Pois v é uma direcao umbilica e paralela na conexao do fibrado normal. Assim as fungoes

¢ e A sao constantes e temos
p = o(p)|l =[x = A7)

Isto significa que a imersao esta contida numa esfera de raio |§| e centro p.

Vejamos agora que A é constante. Note que:

5lk)\ - <AU€ia 6k> - <Oé(€i7€k), U)?
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onde {ey, ..., e,} é um referencial ortonormal de T M. Fagamos k = i e fixemos um valor
de i, precisamos mostrar que para todo 1 < j < n e;(A) = 0. Comegamos observando

que vale:
e;(N) = ej{ale;, €:), v) = (ijaii, v) + (v, ijv} = (ijaii, v),

onde na ultima igualdade usamos que v é campo paralelo. Agora se ¢ # j entao usando

a equacao de Codazzi no espaco euclideano:

e;(A) = Velja)(ei, e;) +20(Ve,e5,€), v)
L

Vi, a)(ej,e) +20(Ve e, €:), v)

(
(
= (Vo —a(Vee,e;) —ale, Vee;) +2a(Vees, ), v)
(Ve i, v) = (a(Veei e5), v) = (alei, Veey), v) +2(a(Ve e e), v).

Observe agora que (;;, v) = 0 = (e;, €;) implicam que
<Veioz,~j, U> = —<O[ij, Veliv> = 0, (21)
(Veiei, 6j> = —<67;7 Veiej>. (22)
Portanto temos também
<a(€i’vei6j)v U> = <Avei7 v€i€j> = >‘<€i’ V€i€j>
<04(Veiei,ej), ’U> = <Avej7 Veiez) = )\<6j, Veiez).
Desse modo temos (a(e;, Veej), v) = —(a(V,e,€5), v) e
(a(Ve,e5,€:), v) = (Aves, Ve,ei) = Mei, Ve,e) = 0. (2.3)

Consequentemente obtemos e;(A) = 0 para todo j diferente do i fixado. Para o caso

j =1, basta de inicio fixarmos outro valor para ¢ e recairemos na situacao anterior.
OJ

A seguir enunciaremos e apresentaremos uma prova alternativa de um conhecido

resultado devido a Yau.

Teorema 2.1 (Teorema de Yau) Seja f : M? — E"(c¢) uma imersio de uma su-
perficie com curvatura média paralela H # 0, onde E™(c) é uma variedade riemanniana

de curvatura seccional contante c. Entao uma das sequintes condicoes ocorre:
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1. f(M) é minima em uma hipersuperficie totalmente umbilica de E"(c);

2. f(M) € uma superficie com curvatura média constante de uma subvariedade tridi-

mensional totalmente geodésica de E™(c);

3. f(M) € uma superficie com curvatura média constante de uma subvariedade tridi-

mensional totalmente umbilica de E™(c);

Demonstracao: Caso ¢ = 0. Primeiro vamos admitir que H seja uma direcao umbilica,

entao v = % também é uma direcao umbilica, unitaria e paralela. De fato,
X(H, Hy = (Vi H, H) + (H, V4H) =0,

e portanto |H|* = constante e assim Vxv = 0. De acordo com o Lema a imersao
esta contida em um esfera. Em seguida, consideremos f = fo 17, onde f: M? — Spt
e : S:‘fl — R". Entao a = a3 + as, onde «, a1 e ay sao respectivamente as segundas
formas da imersao original f, da imersao f e da inclusao 7. Consequentemente, H =
H+ H;, onde H é a curvatura média da imersao f, H a curvatura média da imersio fe
H; a curvatura média da inclusao. Como foi visto na demonstragao do Lema H; || v
segue-se que H = H;, logo H=0. Isto prova que ocorre o item .

Agora vamos analisar o caso em que H nao seja uma direcao umbilica. Nesta situacao,
como R =0e R*(,)H = 0 (pois H ¢ paralelo na conexao do fibrado normal), teremos
imediatamente pela equagao de Ricci que [Ay, A,] = 0. Logo, A, e Ay comutam, para
todo v € TM*. Fixando-se um v, tem-se que existe um referencial ortonormal {e;, e, }
em T'M, que diagonaliza Ay e A, simultaneamente. Como a dimensao deste referencial é
dois e H ndo é uma direcdo umbilica, este mesmo referencial diagonaliza A, Yw € TM=.
Isto é, a segunda forma « é diagonalizada neste referencial, e assim, a5 = ag; = 0. Logo,
a dimensao do subfibrado gerado pela imagem de a é no méaximo 2, quando entao os
geradores dele sao aq; e agy. Precisamos que a imagem de « esteja num subfibrado

paralelo.
Mostraremos que tal subfibrado é W := T'M &, Span(Im(«)). Vejamos: da equagao
de Weingarten
Vek% = —A,, e+ ijaii.

Assim, é suficiente mostrar que Velkozii € Span(Im(«)). Por outro lado, temos que

Via;= (Veioz)(ei, i) +2a(V.ee).

k
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Logo, se i # k, ay; = 0 e pela equacao de Codazzi obtemos

ijozii = (Vjioz)(ek, ei) +2a(V.e,e)

= a(Ver, e)+ aleg, Ve,e) +2a(Ve, e, €).

1
Logo V. a;; € Span(Im(a)).
Agora, para o caso ¢ = k, como H é paralelo na conexao do fibrado normal, segue-se
que
L L _ovul g _
Vekaii + Vekozjj = QVekH = 0.

Donde,
Ve oy = =V ay; € Span(Im(a)) pois j # k.

k
Sendo assim, apenas duas situacoes podem ocorrer:

A primeira é que ay; é multiplo de agy. Nesse caso o Span(Im(«)) tem dimensao 1
e, pelo Teorema de Erbacher, f(M) estd contida em um subespago afim (subvariedade
totalmente geodésica no caso geral) de dimensao 3. Observando que a segunda forma
fundamental é preservada em subvariedades totalmente geodésicas, e portanto a imersao
al também é pmc mas como a codimensao agora é um teremos, em verdade, que ela é

cmce. Ademais,
0= VLOéu + VLQQQ = V*Oén + (VLOéH)P + V*CYQQ + (VLOQQ)P = QV*H

onde, (VLOzH)P ¢é a projecao ortogonal no espaco normal a imagem de «.
Logo, H é constante em P.
A segunda é que aq1 ndo é multiplo de aiy. Tomemos v unitario tal que (g —ag9) Lv.

Provaremos que v é direcao umbilica, ou seja, que A, = AI. Vamos primeiramente

mostrar que V4 (aq; — ag) é miltiplo de ay; — ay. Como Vyag; = — Vg teremos
1 L 1 1
VX(CYH - 0422) = VXOéU - VXCYQQ = —2VX0622, VX.

Por outro lado, (V,,es,e3) =0¢ leagg = (lea) (e2,e2)+2a (Ve €2, e). Logo, Ve, es é
um miultipplo de e;. Podemos entéo escrever V., eo = wey, onde w = (V,, €9, €1). Assim
20 (Ve €9,62) = 2wa (eq,e2) = 0, e portanto leozgg = (leoz) (e2,€3). Por Codazzi
teremos

(=0)
Vellom = (V;a) (e1,e2) :Vetoz(el, ey) —a(Ve,e1,e9) —a(er, Ve,e2) .
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Mas V,e1 = (Ve,e1,€2) €2, € Ve,ea = (Ve,e9,€1) €1 (pois ex(er, ea) = 0).
leozgg = —a(wey, e3) — afer, —wey) = —wagy + wag; = w(ay; — agg).

Analogamente, ij (11 — aigg) = —2(V, €9, 1) (11 — aig9). Assim, v é paralelo.

Umbilicidade: (v,a11 — ag) = 0 — (Ay(e1),e1) = (Ay(ez),eq) = . Agora, de
(v, a12) = (v, 91) = (Ay(e1),e2) = (Ay(e2),e1) = 0 obtemos que A, = Al. Isto conclui
a prova para o caso ¢ = 0.

Finalmente, para os casos ¢ = 1 ou ¢ = —1, podemos reduzir ao caso ¢ = 0
observando-se que sendo pmc as imersoes f : M?* — E"(c) e i : E"(c) — R"™H(L"*1),
entdao a composta f o4 também serd pmc. onde L"*! é o espaco de Lorenz. Com efeito,
como temos a(X,Y) = as(X,Y) — ay(X,Y), entdo H = Hy — H;. Mas H e H; sao
paralelos nas conexoes V+ e 'V respectivamente, entdao H, vai ser paralelo quando

calculada na conexao ©°/V+ e disso segue-se o resultado pretendido.

O

Lema 2.2 Sejax : M — E"(c) x R uma imersao de uma superficie M. Admita que um
subfibrado L do fibrado normal contém a imagem da sequnda forma fundamental, seja
paralelo na conexao do fibrado normal e que V.= TM @ L seja invariante pelo tensor
curvatura R de E™(¢) xR no sequinte sentido: Se A, B,C € V temos que R(A, B)C' € V.
Entdo eziste uma subvariedade totalmente geodésica S C E™(c) x R com T,S =V para

todope S ex(M)CS.

Demonstracao: Afirmamos que £"(c) X R com a conexao de Levi-Civitta da métrica
produto é um espago homogéneo redutivel. De fato, o espago E™(c) x R é simétrico e

isso implica homogéneo redutivel. Assim este resultado segue do Teorema 2 em [16]. [J

Lema 2.3 A expressio para o tensor curvatura R de E™c) xR €

(R(A,B)C, D) = ¢{({4, C) = (As, C2))((B, D){Bs, Dy))
—((A, D) = (A3, D2))((B, C)(Bs, C3))}
= ({4, O) = (4, O(C, )((B, D) = (B, §)(D, §))
—((A, D) = (A, (D, §)((B, C) = (B, }(D, )},

onde Xs denota a proje¢io de X no sequndo fator, ou seja, Xo = (X, &)E.
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Demonstracao: Em variedades produto R = R; + Ry onde R; é o tensor curvatura
do primeiro fator e Ry o tensor curvatura do segundo. Sendo o primeiro fator E™(c) e o

segundo R, entao Ry =0 e

(R(A,B)C, D) = c{(mA, nC)Y(nB, nD) — (nA, nD)(nB, nC)}, (2.4)
Onde 7 denota a projegao no espago tangente de E"(c) e X = X — X3 e portanto

(R(A,B)C, D) = ¢f(A— Ay, C—Cy)(B— By, D— D)

Observemos agora que (X, Y5) = (X, Y) = (X, Y3), pois

(X, Yz) = (X, (¥, £ = (X, Y, &),
(X2, Y2) = ((X, §¢, (Y, §¢) = (X, Y, (& &) = (X, (Y, &)
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e assim temos:

(R(A,B)C, D) = c{({A, C) — (As, C2))((B, D)(Ba, Ds))
D
(

, O) = (A, O(C, (¢, €))((B, D)
)

)
D, §){¢, €))((B, C)

{
—(B, (C, €><€, £)}
= {({(4, C) = ({4, (C, §)((B, D) — (B, {)(D, §))
—({4, D) = (A, (D, §))((B, C) = (B, E)(D, £))},
(2.6)
que completa a prova do lema. 0

Lema 2.4 Consideremos uma imersao isométrica M % E"(c) x R. Sejam U e V
campos normais a M, sendo V paralelo, entao os operadores de forma Ay e Ay comutam,

ou seja [Ay, Ay] = 0.
Demonstracao: Da equacao de Ricci temos que
(RY(X, V)V, U) = ([Ay, A]X, Y) + (R(X, V)V, U).

Sendo V paralelo temos

RY(X,Y)V =0.

Usando a equagao (2.6)) e usando que U e V' sdo campos normais, obtemos <§(X YV U) =

0 e consequentemente [Ay, Ay] = 0. O

Corolario 2.1 Seja x : M — E"(c) x R uma imersao de uma superficie M com vetor
curvatura média paralelo (pmc). Entdo para todo vetor v € TM™, os operadores de

forma Ay e A, comutam.
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Corolario 2.2 Se H ndao é uma dire¢io umbilica, ou seja se Ay nao € mailtiplo do

operador identidade, entdo existe uma base que diagonaliza A, para todo v € TM™*.

Lema 2.5 Se H € paralelo e nao € uma direcao umbilica em um conjunto aberto de
M, entao existe um subfibrado do fibrado total que seja paralelo, contenha a tmagem da

sequnda forma o e tenha dimensao no maximo cinco.

Demonstracao: A demonstracao serd feita em um aberto e entao se estende para toda

superficie usando a analiticidade e conexidade da imersao.

Seja V.= TM @w L, o subfibrado do fibrado total, onde L = span{Im(a) U }.
Mostraremos que L é §-paralelo. De acordo com o Corolario , como H nao é uma
dire¢ao umbilica, entao existe uma base ortonormal do T'M que diagonaliza Ay para todo
V € T M, ou seja, uma base ortonormal que diagonaliza a segunda forma fundamental
a. Seja {e, es} esta base, como £ é paralelo na conexao Ve aa = afer, e2) = 0, tudo
que precisamos provar é que para cada i,k = 1,2 vale 6%0% eV.

Se ¢ # k, podemos escrever pela equacao de Weingarten

Ve, i = —Aq, €k + ijom.
Por outro, lado temos que
ijaii = (ija)(ei, ei) +2a(Ve.€5,€;).
Consideramos agora o caso i # k. Pela equacao de Codazzi obtemos
Viag = (R(ex ei)e)’ + (Vea)(er, €i) + 2a(Ve e, €7)
= (R(ex, e)e;)" + Veag + (Ve €)

+a(eg, Ve,ei) + 20(Ve €5, €5).

7

Todavia

R(A, B)C

c((mA, 7C)rB — (mB, nC)1A)
c{(rA, 7C)(B — By) — (nB, mC)(A — As)}
{(mA, 7C) (B = (B, §)§) — (1B, nC)(A = (A, §)¢)}.

Consequentemente temos:

(R(ei, )0 = c{{me;, nC){ex, )6+ — (mey, mCY ey, £)EF} eV
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No caso 7 = k, temos ijozii = QVeLkH =0, j& que H é V+—paralelo. Logo ijozii =
—V,. a;; € V, pois reduzimos a situagao anterior.

Como podemos observar na expressao acima

(R(A, B)C)

¢é obtida em termos de A, B e £ que estao em V', assim obtemos que V' é invariante por

R.

Pelo Lemal2.2) temos que existe uma subvariedade totalmente geodésica S C E"(c) x
R com 7,5 = V para cada p € S e M C S com dimensao de S sendo no maximo 5.
Uma vez que V contém &, a subvariedade S é em verdade E*(c) x R, o que demonstra

o lema. ]

Lema 2.6 Seja f: U C C — C wma fung¢ao complexa definida em um aberto do plano

complexo que contém a origem z = 0. Admita que
0
2y < ) lrel,

onde h(z) € uma fungao real continua e nao-negativa. Admita ainda que z = zy € um

zero da fungao f. Entao ou f =0 em uma vizinhanca V C U de zy ou
f(2) = (2 = 20)* fi(2)
comz €€V, k>1e fi(z) uma fun¢ao continua com fi(z) # 0.

Demonstracao: Podemos assumir que o zero de f ocorre na origem e que U é o disco
D de raio R e centro 0. Precisaremos de alguns lemas auxiliares. Usaremos as notagoes

de Chern [5], Hartman e Winter [7] e Carleman [3].

Lema 2.7 Assuma a hipdtese do lema principal e o fato que lim,_, Zf,c(f)l = 0, onde
k > 1. Entao existe o limite lim,_q %
Lema 2.8 Assuma a hipotese do lema principal e o fato que lim,_,q ka(—f)l =0ondek > 1.

Entao f =0 em uma vizinhanga de 0.

Vejamos que o lema principal é de fato consequéncia destes dois lemas acima. Com

efeito, do Lema ([2.8]) vemos que se f nao é identicamente nula em uma vizinhanga de
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f(z)

0, entao existe k tal que lim,_, ST e

= 0 mas lim, o~ pode nao existir. Pelo Lema
(2.7)), sabemos entretanto que existe este ultimo limite e assim ele é diferente de zero,

digamos ¢ € R. Logo podemos escrever:

R
f(z) = c2" + R, com llg(l);:O

ou ainda
K R
f(2) = 2" fi(2), fi(z) = c+ o
De modo que fx(0) = ¢ # 0 e isto prova nossa afirmacdo. Resta agora provarmos os
Lemas 2.7 ¢ 2.8 O
Demonstragao: [Lema A partir de agora nés denotamos por D.(¢) um disco do

plano C com centro ¢ e raio ¢. Seja w € Dg(0), com w # 0 e definimos no conjunto

W = Dg(0) — {D,(0) U D,(w)} uma forma diferencial

o= —f(z) dz.
2" (z — w)
Uma vez que — (Zl_w) ¢é holomorfa em W, nés obtemos
¢ 1 of
dp = —dzZNdZ = ————=dz NdZ
¢ 822 : 2" (z —w) 0Z Nz

Agora consideremos discos D, (0) e D,(w) em Dg(0) e apliquemos o teorema de Stokes,

// d¢+/ o— [ o-[ e=0 2.7)

dDR(0) dDq(0) 8Dq (w)

f (Z)

Vamos explicitamente calcular as integrais acima. Coloquemos g(z) = ez =w+ae®

com 0 <6 < 27. Entao

/ o= / _g(z) dz = /27T —g(w +.a6i6)aiei9d9
9D (w) ODa(w) X — W 0 ae’

e também )
lim o =ig(w) / df = 2mif(w)w
a=0 /oD, (w) 0
A seguir, coloquemos z = ae'® e uma vez que por hipétese, lim,_,q fT( 2) — 0, obtemos:
27 0 db
lim ¢ = lim Mae)ids __,
a—0 8D4(0) a—0 0 a’— 6(7”_ )i (ael — w)
Segue que ao tomarmos os limites em 1} quando a — 0 temos
: . 1 of
—2mif(w)w™" + ——dz Ndz, (2.8)
8DR()ZTZ_ pr(0) 2" (2 —w) 0Z
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onde o limite na integral dupla existe pois o membro esquerdo da equagao estd bem
definido.
Uma vez que a funcao h no enunciado do Lema principal é continua, existe A > 0

tal que
max h(z) < A.

ZEDR(O) o
Entao segue de (2.8))

)||d 2A
27| f(w)w ™| S/ 1 @ld=l // - 7(2) —————du A dv (2.9)
DR (0) \Z ||fZ — w| pr) |27]]7 = w]

pois dzAdzZ = —2iduNdv, e z = u+iv. Agora considere zy € D com zy # 0, multiplique
a desigualdade acima por leol’ e integremos esta desigualdade com relacao a dz A dy,

onde w = z + 1y. Entao se colocamos D. = Dg(0) — D.(z), nés temos:

2
[ < [ f UG LE R
p. |w— 2zl - Japg) |2]" Iz—wllw—ZOI

24
/ // JEdund (2.10)
p.J Jpro 12"z — wl[w — 2]

Queremos entao fazer uma estimativa para a integral em (2.10]). Comegamos observando

que
1 1 1 1
= | | (2.11)
|z —w|lw—2 |z—2]'2—w w— 2z
E que
de Nd dx N\ d 2B 2 hdfd
/ Tody g/ TRy / / PP _ gxR. (2.12)
Dg(0) |2 — wl Daor(z |z—w| 0 0 P

Segue-se que para o primeiro termo do lado direito da desigualdade ([2.10]) obtemos

d dz| dx ANd
[ FOUEL gy gy [ [ LU e
. Joono T |z—w||w—zo| . Jooa |||z—zO||w—zO|

[ Ll e el
e Jona) STl S o0 12T = 2]

onde usamos (2.8)) e (2.9). De modo similar, para o segundo termo do lado direito de

(2.10)) obtemos

2A/ // ()] dundv /\dy<16A7rR// L A o,
. Joro Z|’" |2 — wl|w — 20| Dr(0 !Z| |Z—ZO|
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Desse modo podemos reescrever a desigualdade (2.10) como

%/ F@lel™ n gy < 87rR/ _fle)dz
8 o

lw — 2 Dr(0) ‘Z|T’Z—2’0’

+ 16Ar R// [/ (z)|du n dv
D (0) !Z\ |2 — zo|

ou ainda

(1 —8AR) // du/\dv§4R/ M (2.13)
Dr(0 \Z! !Z—ZOI opr(0) 1217 = 20l

Uma vez que A nao muda de sinal se R diminui, nés podemos escolher R suficientemente
pequeno de modo que (1 — 8AR) > 0.

Agora, a integral no membro direito da desigualdade (|2 ¢ limitada a medida que
zo — 0 e portanto o mesmo ocorre com a integral do membro esquerdo. Considerando-se

que o integrando cresce monotonicamente a medida que zy — 0, temos que o limite

lim // Ldu/\dv
20-0.) g 21712 — 2]

existe. Segue entao disto e de (2.9) que f(w)w™" é limitado quando w — 0. Assim a
partir de (2.8) podemos concluir que f(w)w™" existe, como queriamos. O
Demonstragao: [Prova do Lema Assumamos que f nao é identicamente nula em

uma vizinhanca de 0 e seja zo tal que f(zo) # 0, com |z| < R.

Agora, multiplicando (2.9) por dz A dy e integrando, nés obtemos

(1 — 8AR) // w)||w| " dxdy
DR

< 87 R/ H l, para todo r > 1. (2.14)
DR (0) | "
Observemos que se colocarmos D* = {z € Dg); |2| < |20] e [f(2)] > @}, obtemos
(1 -8AR) // 2)||z|7"du A dv >
Dr(0)
(1 -8AR) // 2)||z|"du A dv >
— 8AR) . ~,
L= 228 ol ol rwol(D7) = alzol (2.15)

onde a = =BAE| £ (zo)|[vol D*.
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Por outro lado,
1R [ f@)e] | < bR
0Dg(0)

onde

b=4R pax |f(2)] |dz|.
0DR(0)

Assim temos a partir destas estimativas e de (2.14) que a|zo|™" < bR™", para todo r,

onde a e b nao dependem de r. Assim, uma vez que |z| < R,

0< 1im ¢ < 1im (22 =0,

r—00 rooo - R

Considerando que a = =842 f(z)|vol D*, isto implica que | f(zp)| = 0, uma contradigao

com a definicao de zy. Assim completamos a prova do Lema [2.8] e do lema principal. [J

Seja x : M — E™(c) X R uma imersao isométrica de uma superficie e
Q(Xv Y) = 2<(I(X, Y)a H> - C<X7 §><Yv €>7

a forma bilinear simétrica apresentada em [3], onde « é a segunda forma fundamental
da imersao, H é o vetor curvatura média e £ : E™(¢) x R — R é novamente a projegao
(p,t) =t

Vamos considerar parametros isotérmicos (u,v) em um conjunto aberto U C M e
vamos definir z = u+1v, dz = du+idv, dz = du—idv. Temos (z, Z) = M e |z| = |z] =
Portanto:

Q(Z,2) =2(a(Z,2), H) - c(Z, §)*
Chamaremos de diferencial de Abresch-Rosenberg generalizada a
QP =Q(Z,2)dz* = (2(a(Z, Z), H) — c(Z, £)*)d2* (2.16)
Lema 2.9 Z(Z, )2 =2)\(Z, £)(H, &).
Demonstragio: Z(Z, £)2 = 2(Z, &) ((V3Z, &) + (Z, V5€)). Como € ¢ paralelo, temos
Z2(2, &) =22, §)(VzZ + (2, 2), §).

Usando o item (ii) do Lema [L.1| Z(Z, €)? = 2(Z, €)(a(Z,Z), €).
Usando o item (744) do Lemall.1|anterior Z(Z, £)2 = 2(Z, )(N\2H, &) = 202(Z, £)(H, &).
0J
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Lema 2.10 Seja R o tensor curvatura do espago ambiente E™(¢)xR, entdo (R(Z,2)Z, H) =
cANZ, E)(H, §).

Demonstracao: A partir da Equacio teremos que
(R(Z,2)Z, H) =
=c{((Z, 2) = (2, &)*)((Z. H) = (Z, {)(H, £))
~((Z, H) = (Z, §)(H, ))(Z, Z) - (Z, §)(Z, €))}
= c{{Z, XZ, §)(H, &) + N(Z, &)(H, &) — (Z, §)*(Z, £)(H, €)}
= AN (Z, §)(H, &),

Provando o que queriamos.

O
Proposicao 2.1 ZQ(Z,Z) = 2((Z, Z)VzH, H) + 2(«(Z, Z), VL H)
Demonstracgao:
72Q(2,2) = 2Z{a(Z,7), H) — cZ(Z, £)?
= 2(Vya(Z,2), H)+2(a(Z,Z), VH) — 2cN*(Z, £)(H, &)
= 2((V3a)(Z,2) +2a(V%Z,Z), H) — 2eX*(Z, £)(H, &)
+2(a(Z,Z), VEH). (2.17)

Usando o item 2. do Lema acima e usando a equacao de Codazzi

7ZQ(2,7) = 20Vsa)(Z,2)+ R(Z,2)+ R(Z,Z)Z, H)
—2eN*(Z, €)(H, &) +2(a(Z,Z), V- H)
= 2Vya(Z,2) - a(V.Z,Z) — a(Z,V 3 Z), H)

HR(Z,2)Z, H) —2cX(Z, §)(H, &) +2(a(Z, Z), VL H).

Usando (i7) e (i7i) do Lema|l.1{e dos lemas acima obtemos

7Q(Z,72) = 2NZZ, ZYH — (N2Z, ZYH, H) +2c)\*(Z, £)(H, &)
—2eN*(Z, €)(H, &) +2(a(Z,Z), V2 H)

= 2Z(Z, Z)H, H)+2{((Z, Z)V;H, H) — 2((NzZ, Z)H, H)
+2(a(2, Z), VZH).
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E uma vez mais usando (ii) do Lema [1.1] concluimos a demonstragao. U

Como consequéncia imediata temos o seguinte

Corolario 2.3 Se a imersao x for pme, entio Q(Z,Z) é holomorfa.

Lema 2.11 Seja H nao nulo, paralelo na conexao do fibrado normal e uma diregcao
umbilica em um aberto de M. Entio (X, &) = 0 para todo X € TM. Assim vemos que
TM C TE"(c) e consequentemente x(M) C E"(c).

Demonstragao:
Observe que por analiticidade teremos umbilicidade em todo ponto de M.
Consideremos Q(X,Y) = 2(a(X,Y), H) — C(X, )(Y, &) a forma bilinear intro-

duzida em [3] e Z como no resultado anterior. Entao
Q(Z, Z) = 2<O‘(Za Z)? H> - C<£7 Z>2 = 2<AHZu Z> - C<§> Z>2

Sendo H uma direcao umbilica

19 .9 )
ﬂ(au Z%)% Z> _C<§7 Z>

o .9 ,
= <\/§)\(8u Z%)v >_C<£7 Z>

= 2(0\Z, Z) —cl¢, Z2)" = —c(¢, Z)*.

Além disso, do resultado acima temos que sendo H paralelo, entao Q(Z, Z) é holomorfa.

Teremos entao que

0 = ZQ(Z,7) = —cZ{(Z, £)?
3

= —2¢(Z, €)(V3Z, €)
= —2¢(Z, &)(V5Z +a(Z,Z), £)(Z. &),

onde usando VzZ = 0 e que a(Z, Z) = A\2H obtemos

(Z,&)(H, §) =0. (2.18)

Derivando a equagao acima com relacao a Z:

((V2Z, &) +{Z, V2E)(H, &) +(Z, ) ((VH, &) + (H, V4£)) =
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Sendo £ paralelo na conexao do ambiente.

(V2Z, &)(H, &) +(Z, &) (VzH, & = 0
(V2Z, Y(H, &) + (2, ) (~AnZ + VzH, ) = 0
(V2Z, &)(H, &) —(Z, &){AuZ, & = 0
pois H é paralelo.
(V2Z, §)(H, &) = MZ, §* = 0
pois H é direcao umbilica.

(V2Z, EY(H, E)(Z, €) — NZ, €)* = 0. (2.19)

Sendo A # 0 e usando as equagoes (2.18)) e (2.19)), obtemos (Z, &) = 0, ou seja
0 0
(5o € =0 = (5.8

E também temos (X, £) = 0 pois {%, a%} geram T'M. Isto completa a prova do lema.
[
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Capitulo 3

Superficies PMC em Espacos
Produtos

A fim de provar os teoremas, necessitamos dos resultados dados a seguir. Denotaremos
daqui em diante a conexado de E™(c¢) X R por V, a conexdo de R® x R onde R® &
possivelmente Lorentz por V, a conexao do fibrado tangente de 2(M) por V e a conexio

no fibrado normal de x(M) por V+.

Lema 3.1 Seja M uma superficie e E™(c) uma variedade riemaniana com curvatura
seccional constante ¢ # 0 e seja x : M — E™(c) x R uma imersao com vetor curvatura
média nao nulo e paralelo na conexao do fibrado normal. Entdo ou x(M) C E™(c) ou

z(M) C E*(c) x R.

Demonstragao:

Se x(M) ¢ E"(c) entéo pelo Lema nao existe um aberto onde a direcdo H seja
umbflica e assim pelo Lema 2.5 2(M) C E*(c) x R.
U

Lema 3.2 Seja M uma superficie e x : M — E™(c) x R uma imersao com vetor
curvatura média paralelo H e ¢ # 0. Seja & um vetor unitario na dire¢ao R. Se H é nao
¢ uma direcao umbilica em um conjunto aberto da superficie e a projecao normalizada
e1 de & no plano tangente € um autovetor de Ay, onde Ay € o operador de forma na

dire¢iao H, entdo o subespago bidimensional W = span{es, V.,ea} € paralelo na conexao
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V de R® x R D E*(c) x R onde R® ¢ possivelmente Lorentz e ey € T,M ¢é um vetor

unitdrio ortogonal a eq.

Demonstracgao:

Uma vez que {ej,es} é ortonormal, diagonaliza Ay e como H é nao-umbilica em
um aberto temos de acordo com o Corolario (2.2)) que esta base diagonaliza a segunda
forma fundamental neste aberto e por analiticidade para toda imersao. Agora, se e3 é a

projecao normalizada de £ no fibrado normal, nés podemos escrever
& = cos ey + sin fes. (3.1)

De acordo com o Lema (2.5 temos (M) C E*(c) x R

Seja i o vetor normal & subvariedade E*(c) de R® (possivelmente de Lorenzt) o

qual é determinado pela orientacao de E*(c). Como por construcao nds ja sabemos

que V.,eo € W, precisamos apenas mostrar que os vetores V.,V.,e2, V., V€9 € V€9
pertencem a W.

Por um lado, um calculo simples fornece a decomposicao
Ve, €2 = bey + agy + en.

Por outro lado, como {e1, e} é ortonormal e diagonaliza o e E*(c) x R é umbilica em
R5 x R, temos

Ve, (ber) = ex(b)er + bV e

Usando que asy L €5, € novamente que E4(c) x R é umbilica em R®> x R e ey é

autovetor, temos que
ivi 1 2 1
V62a22 = —Aa2262 + veQCYQz = —|0422| eo + ve2a22.

Visto que a fungao e é constante, pois £*(c) x R é umbilica em R® x R e que o campo

n é paralelo no fibrado normal de E*(c) x R, temos

Ve, (en) = —e2es.

Note agora que, como

<617 62) = 07
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obtemos

V62€1 = —<V6262, 61>€2 = —b@g.

Usando agora as condigoes abaixo satisfeitas conforme veremos nos trés lemas ex-

ibidos apds esta demonstracgao.

ea(b) = 0 (3.2)
Viay = 0 (3.3)
V61€2 = 07 (34)

entao de (3.2)) e (3.3]) e observando que
|ve262|2 = b2 + ’0422|2 + 62,

temos
veszeg = —|ve262|262 e Ww.
Uma vez que {ey, e»} diagonaliza a e E*(c) x R é umbilica, temos V., ey = V,, €. Assim,
usando obtemos VeleQ =0eW.
Se usamos novamente a expressao para a curvatura e veleQ = 0 entao

0= }_%(61, 62)62 = Velvmeg — 762761 ()] -+ 6[61762]62

obtemos
velveg@ = —v[el,eg}ez
Além disso, como ey, e5] = re; + sey, segue-se que v[elm]eQ = rveleg + Sv@eg =
5Ve,e9 € W.
0

Nas demonstragoes que se seguem, estaremos considerando que senf e cosf nao se

anulam em um aberto denso de x(M) e assim, por continuidade, os resultados seguem.

No caso em que cos = 0 em um aberto entao, por analiticidade, z(M) C E(c) e a

situagao estd descrita por Yau [33].

Se senfl = 0 em um aberto entao, por analiticidade, z(M) C E?*(c) x R e este caso

estd descrito no sublemma de [?].
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Lema 3.3 Vamos agora mostrar as sequintes identidades:
(A) Ve =0=V,es;
(B) df(er) = 0;
(C) Vies=0.

Demonstracgao:

Como & = cosfle; + sinfleg e sendo & %—paralelo, obtemos

0=V, & = —sin(0)db(er)e1+cosOV ., e1+cosbar+cosddh(er ) ez+sin OV, e3—sin 0 A, (eq).

Note que as componentes tangente e normal de 6615 também se anulam. Assim do

anulamento da componente tangente teremos:
—sin(6)db(e1)er + cosOV,., ey —sinbA.,(e;) = 0.

Como {ey, e2} diagonaliza « e é ortonormal, temos A.,e; = fe; e também V., e; = aes.
Sendo os vetores e; e e; linearmente independentes temos que o anulamento da expressao
acima implica que os coeficiente destes vetores sao ambos nulos. Assim V., e; = aes = 0.
A ortonormalidade dos vetores da base por sua vez também implica que (V. es, €1) =
(€2, Ve, e1) = 0logo V., ea = 0. Isso nos dé (i).

Usando a mesma abordagem,

0 = V& = —sin(0)db(ez)e;+cosOV ., e1+cosaia+cosddd(es)es+sin HVerg—sin 0A.,(e2).
Cujas componentes tangente e normal, devido a;s = 0, sdo respectivamente

—sin(0)dO(ez)er + cosOV ,eq — sin @A, (ez) =0
cosfdf(es)es +sin OV, ez = 0.

Como V.,e; = —bes e ainda ey é autovetor de A.,, temos da primeira igualdade que
df(ez) = 0, portanto da segunda igualdade V,e; = 0. Isto prova (ii) e (iii), concluindo-
se o lema.

OJ

Lema 3.4 O vetor normal agy = ey, e2) € paralelo na conexdo normal ao longo das

curvas integrais de es.
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Demonstragao:

Queremos mostrar que

1 —
V62a22 =0

Primeiramente observemos que

Vé;()ézg = —Veéozll = —(Veéoz)(el, e1) — 2a(Ve,eq,61) =

—(VEa)(ez 1) + (Rlez, e1)er)t = —(VEa) (e, 1),

onde usamos que H é V+—paralelo, V,,e; = —bey, aer,e2) = 0, a equacio de Codazzi,
e que (R(ez, e1)er)* = 0, onde esta tltima igualdade vem da expressio (2.5) observando
que nela o vetor D estd no fibrado normal. Entretanto como V. e; =0 = V., e; temos

também que
(Velloz)(eg, e) = V;@(@g, e1) — a(Veea,e1) —aley, Ve, e) =0,
e isto conclui o lema. O

Lema 3.5 Ve =bey e b é constante ao longo das curvas integrais de e,.

Demonstragao:

Uma vez que £ = cosfe; + sinfeg, temos que (£, e5) = 0. Derivando obtemos:

0= €2<€7 €2> = <662£7 €2> + <£7 66262>‘

Considerando que & é 6—paralelo temos

0 = <662627 €> - <v62627 5) + <Oé(62,€2)7 §>
= (V,eq, cosfe; + sinfles) + (agq, cosfe; + sin fes)

= cosO(Ve,ea, 1) +sinb{an, e3),

onde a terceira igualdade decorre de e5 € T M.

Disto obtemos entao
(V@eg, 61) =b= —tg¢9<0422, 63>.
Diferenciamos agora b, deduzimos

e2(b) = —sec®0df(e2){ann, e3) — tgb{(V, e, e3) + (a, Vi es)} = 0.
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Considerando que df(e2) = 0, usando (ii) do Lema (3.3), V2 aas = 0 pelo Lema (3.4) e
Vé;@g = 0 por (iii) do lema (3.3)) e isto conclui a demonstragao.
0

Teorema 3.1 Seja M uma superficie e seja x : M — E"(c) x R uma imersao com
vetor curvatura média nao nulo o qual € paralelo na conexdao do fibrado normal. Seja
& um campo de vetores unitario na direcao da sequnda componente do espaco tangente
ambiente definido ao longo da imersao. Se a projecao de & no espago tangente é um
autovetor de Ay, onde Ay € o operador de forma na direcio de H, entao uma das

sequintes afirmacoes ocorre:
1. A superficie € minima em uma hipersuperficie totalmente umbilica de E™(c);

2. A supeficie M tem curvatura média constante em uma variedade 3-dimensional

totalmente umbilica ou totalmente geodésica em E™(c).

3. A superficie M C E*(c) xR C R*> xR, onde R® pode ser considerada com a métrica
de Lozentz e esta superficie € deizada invariante por um subgrupo a 1-parametro
de isometrias. Fste subgrupo age como aplicagao identidade sobre o complemento
ortogonal de um plano W C R®> x R. De fato, todas as trajetorias nas direcoes
horizontais (e3) sao deixadas invariantes pelo subgrupo e a menos de translagoes,
elas sao circulos em W se ¢ > 0, e se ¢ < 0, elas sao circulos, horocirculos ou

hipercirculos em uma superficie totalmente geodésica de E*(c), E*(c).

Demonstracgao:

Do Lema temos que ou M C E™(c) ou M C E*(c) x R. Na primeira situagao
podemos aplicar o Teorema de Yau [Yau] e entao ocorre ou (1) ou (2). Se estivermos na
segunda situacao, segue do Lema que W = span{ey, V.,es} é paralelo na conexdo
V de R®> x R D E*(c) x R com R® possivelmente de Lorentz.

Desde que W L &, pois es L € e € é paralelo, teremos W C R5.

No caso ¢ > 0 podemos escrever a imersao como z = (f,g) com a primeira compo-
nente em W e a segunda em W+. Observamos que df.es = ey pois es € W e df.es é a
projegao ortogonal de es(z) = e5 em W.

Seja df.e; a projecao ortogonal de ej(x) = e; em W, entao df.e; L df.e;. Em verdade,

(df .eq1, df .ea) = (df.e1 + dg.e1, df.es) = (e1, df.ex) = (eq, ea) = 0;
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Seja ¥V a conexao de W, que por definicdo é a projecao ortogonal de V em W. Se

B(t) é uma trajetéria de ey, seja B, (t) a trajetoria correspondente de df.e;.

O campo vetorial df.e; é paralelo ao longo das trajetorias de df.e;. Com efeito, para

cada t tal que ((t) esteja definido, temos es(3,(t)) = e2(S(t)) e consequentemente

def.eldf.eg = (ﬁdf.eldeg)w = (Vdf_eleg)w = (Veleg)w = 0

Além disso, as trajetorias de df.e; sao retas ortogonais as trajetorias do campo df.es

devido as seguintes implicacoes:

(df €1, df.es) =0 = df.e;(df.e1, df.ea) =0
= (“Viypedf.er, df.eq) = —(df.e1, “Ve df .e2) = 0.

Portanto “V 4., df.e; e paralelo a df.e;.

Para o caso ¢ > 0 as trajetérias de df.e; sao circulos pois sua curvatura geodésica

|Ve,e2| é constante j& que como vimos
|Veyea]? = b° + || + €2,

com e3(b) =0, Va2 =0 e E*(c) x R é umbilica em R® x R.
Seja C' um destes circulos.

As trajetorias de df.e; sao tragos de geodésicas ortogonais a C', todas elas se inter-
sectam em um ponto comum py € W. Assim, todas as outras trajetorias de df.es sao
circulos centrados em py e portanto M e invariante por um subgrupo a 1—parametro de

isometrias tendo W+ como o conjunto de pontos fixos.

Para o caso ¢ < 0, observe que t pode estar em W ou nao, no caso em que ¢t ¢ W
tomaremos R? = W @ Span{t}, onde esse t denota a componente tempo do espaco de

Lorentz R?. No outro caso R? = W & Span{u} com v € R}, u L W.
Este espago pode ser decomposto como R} = R3 x R2.

Vamos considerar a imersao inicial escrita como x = (21, x9, x3) com x; € R‘I’; Ty €

R?; 23 € R; (21, 72) € E*(c); e assim, com a métrica de Lorentz
<.§L’1, .T1> =—-1- ‘332’2.

Seja v € R? tal que v L W e (x1 + v, 1 +v) = —1 com v diferencivel.
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Tomemos agora T uma nova imersao tal que

T=(r1+v,0,23) =>T(M) CH*xRexz=7+ (—v,23,0)

Observe que

ry=w+ruvondeu L W, |[(u,u))=1eweW

er = (w+ru,xe,x3).

Logo ey = Ve,& = (Ve w + e3(r)t + 7Veyl, Ve, T2, Ve, T3).

Como e, € W C R? entao v@xg = v€2x3 = 0, além disso, como W é paralelo
Ve,ti = 0 e assim ey(r)u =0 = ey(r) = 0.

Portanto x5 e r sao constantes ao longo das trajetorias de e,.

Note agora que

—1—|xs? = (z1, 11) = (w, w)£r? = (w, w) = £r? —1—|z3)* = (w, w) é constante
ao longo das trajetorias de es.

Como v = hu e (z1 + v, 1 +v) = —1 entdo

(w+ru+ hu, w+ru+ hu) = —1.

(w, wy + (r + h)> = —1 = h é constante ao longo das trajetérias de ey e assim v
também o é.

Podemos agora escrever

x1=(f,ru)ez; = (f,9) = (f, (r+h)u), onde f é a projecao de x em W. Observamos
que todas as projecoes das trajetorias horizontais de 7 em W, sao as mesmas projecoes

das trajetérias horizonais (trajetorias de ey) de z em W visto que a primeira componente

f nao se alterou.

Notemos que dj.e; = ey pois e; € W C R} e dZi.e5 é a projegao ortogonal de
ea(z) = eg em T,E?(c).

Seja d¥y.e; a projegao ortogonal de e;(x) = e; em T,E?(c), entao d7y.e; L dTi.es.

Em verdade,
<d§1.61, d51.62> = <df.61 + 61(5), df.eg + 62@)) = <df.€1 + 61(?), df.€2> = <df.€1, df.€2> =0

Seja a conexdo *V de E?(c) € R? a qual por definicio é a projecdo ortogonal de V

em T,E?*(c). Se B(t) e uma trajetéria de e; entdao B(t) e uma trajetéria de df.e;.
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O campo vetorial dxy.e; é paralelo ao longo das trajetérias de dzy.e;. Com efeito,

para cada t tal que [(t) esteja definido, temos es(fa(t)) = e2(5(t)) e consequentemente
5vd§1.61d§51-62 = (vdil.eldi’l-ez)TpEQ(c) = (vdf.e1€2)TpE2(c) = (vel 62)T”E2(C) = 0.

Além disso, as trajetorias de drq.e; sao geodésicas ortogonais as trajetorias do campo

dzy.e5 devido as seguintes implicacoes:

<d21?1.€1, d§1.€2> =0 = dfl.el <d51.€1, d§1.€2> =0

= <Evd§1.eldf1.€1, d%1.62> = —<d%1.61, 5Vd§1_61d§1.62> =0

Portanto *V gz, ., dZ;.e1 é paralelo a dz;.e;.

Assim, as trajetérias de dx.e; sao circulos, horocirculos e hipercirculos ja que sua

curvatura geodésica é constante.

Para o caso dos circulos (ou similarmente para horocirculos), escolhemos um destes
circulos, digamos C. As trajetérias de dr;.e; sdo tracos de geodésicas ortogonais a C,
todas elas intersectam-se em um ponto comum py € E?(c) no caso em que C' é um circulo
e em py € OE?(c) se C for um horocirculo. Segue-se que todas as trajetérias de dz;.es
sao circulos centrados em py. Portanto, esta nova imersao é folheada por circulos ou

horocirculos de mesmo centro em E?(c).

E assim a imersao (M) é invariante por um subgrupo a 1—parametro de isometrias,
o qual tem o R® = R?*(segunda componente da decomposigao de R)x Span ¢ como
seu conjunto de pontos fixos. Uma vez que as duas imersoes diferem de um fator que é
invariantes ao longo das trajetdrias de ey, como foi mostrado acima, entao nossa imersao
original também ¢ invariante por um subgrupo a 1—parametro de isometrias, o qual tem
o R?® = R?%(segunda componente da decomposi¢io de R®)x Span £ como seu conjunto

de pontos fixos.

Para o caso dos hipercirculos devemos lembrar que sao um conjunto de pontos

equidistantes a uma geodésica. Dizemos que esta é a geodésica associada a este hipercirculo.

Proposicao 3.1 Dada uma familia de hipercirculos que sao cortados ortogonalmente

pelas mesmas geodésicas entao tais hipercirculos sao associados a mesma geodésica.

Lema 3.6 Dado um elemento qualquer da familia a geodésica associada a este hipercirculo,

também € cortada ortogonalmente pelas geodésicas.
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Demonstragao:

Para isto, seja I'; a geodésica associada a H; e I's uma geodésica que corta ortogo-
nalmente H;. Como as geodésicas da definicao de H; que medem a equidistancia dos
pontos entre H; e I'y realizam a distancia entre I'y e Hy, entao cortam ortogonalmente
I'y e Hy. Pela unicidade das geodésicas, I's deve ser uma daquelas e portanto corta

ortogonalmente I';. O
Demonstracgao:

Da proposicgao |3.1] Se assim nao fosse, pelo Lema , usando o Teorema de Gauss-
Bonnet teriamos um quadrado geodésico com soma dos angulos internos igual a 27 o

que é um absurdo pois estamos em um espaco de curvatura negativa. 0

Para o caso de hipercirculos, usaremos o modelo do semiplano superior H? descrito

como
Ry =A{(z,y) eR% y >0}
ORL = {(z,y) € R* y=0}.

Seja v9 uma trajetéria das projegoes de e;. Sendo uma geodésica, a curva 7, pode
ser considerada como intersecao de Ri com um semicirculo euclidiano centrado em
po € ORZ. Esta geodésica deve intercsectar ortogonalmente todas as trajetérias da
projecao de e;. Estas trajetorias tém curvatura geodésica constante e sao equidistantes

de um geodésica especifica I' que intersecta 7, ortogonalmente.

Como os trajetérias de dx.e; sao tragos de geodésicas que cortam ortogonalmente os
hipercirculos que sao as trajetorias de dzx.ey, entao, pela Proposicao|3.1], estes hipercirculos
estao associados a uma mesma geodésica I'. Assim, podemos definir um subgrupo de
isometrias a 1—parametro que deixa invariante a geodésica I" associada aos hipercirculos,
e também estes. A saber os transvections. Portanto esta nova imersao é folheada por
hipercirculos. Segue agora as mesmas consideracoes observadas nos casos dos circulos e

horocirculos. Isto conclui a demonstragao do Teorema [3.1]

Observacao

Se a projecao das trajetérias de e; em W for apenas um ponto sobre uma trajetéria

de e; entao estaremos na situagao em que nossa imersao ¢ um cilindro.

Teorema 3.2 Seja M uma superficie e x : M — E™(c) xR uma imersao com curvatura
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média nao nula e paralela na conexao do fibrado normal. Assuma a exvisténcia de um

triangulo geodésico T em M com angulos internos 1, Pa, B3 satisfazendo

H—E;Llﬁi=/R—(Sm¢)2|d¢|2¢2|ﬂl( no

>|d¢>| + csin? 0, (3.5)

si

cos 6 cos 0
onde R denota a regiao limitada por T, a funcdo ¢ mede o angulo entre H e £. A
funcao 0 é o angulo entre § e T,M. Aqui { denota um vetor unitdrio na dire¢ao da
sequnda componente. Admitamos que a menos de pontos isolados no interior de R,
a erpressao % esteja definida e seja nao-nula. Observando que o mais ou menos
no interior da integral é tomado de acordo com o sinal da expressao anterior. Entao
M C E3(c) x R C R* x R ou R} x R. Além disso, M ¢é invariante por um grupo a
1-parametro de isometrias de E*(c) C E3(c) e as trajetdrias das diregoes horizontais

sao circulos se ¢ > 0, e se ¢ < 0, sdo circulos, horocirculos ou hipercirculos de E*(c),

mvartantes por este grupo.

Demonstragao:

A curvatura de Gauss de M é dada por

n—2

K =detA, +) det(Ag) + K,
=1

onde h = %, {h, fi,. .., fa_o} é uma base para T+ M e K é a curvatura seccional do
espaco ambiente com respeito a T'M. Considerando a matriz 2 x 2 simetrica do operador
de forma Ay, = (A7) com A2 = A?' temos tr(A,) = AL+ A e det(Ay) = AL (tr(Ay) —
All) — (A}2)2. Vamos denotar por ® o angulo entre H e £, i.e. cos(®) = (h, &).

Como H é V*—paralelo entao V*h = 0. Derivando com respeito a e; e sendo &

paralelo temos:

ei<h7 5) = <veih7 €> = _<Ah€i7 f)
= (—(Anei, er)er — (Anei, ez)ea, §) = —(Aney, er){er, §)
= —Aj}'cos.
Pois (ey, £) = 0 Logo temos que
—sin(¢)do(e;) = ei(cos @) = — A} cosf
ou seja

sin ¢
cos 6

A}Ll = d¢(61)7
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onde, por hipotese, a expressao acima esta bem definida a menos de pontos isolados.

Substituindo-se na expressao det(Ay,) e observando que |dg|* = (dp*(e1) + dg?*(ez))

segue-se que

sin ¢

detAy, = S oy,
co

=) ldol”

Sgdole)tr(An) — (—

Através de um céalculo simples provamos que K = ¢sin?6. Com efeito, observando a

expressao da curvatura ([2.6)) temos

K = (R(e1,ez)er, ea) = c{({e1, e1) — {e1, §){e1, &) ((e2, ea) — (e, §){ea; §))
—({e1, e2) — (e1, €)(e2, §))((e2, e1) — (ea, §){ea, £))}

= ¢(1 —cos?f) = csin? 6.

E assim,

sin ¢

COS

K smqb

Fdo(en)tr(An) — (= )|d¢|2 + > det(Ay,) + csin®6

filH
Para o caso em que ¢ Sm¢ é positivo ( respectivamente negativo) e assim a expressao
dentro da integral no enuncnado tem o sinal de + (respectivamente —).

Podemos reescrever a expressao acima da seguinte forma:

sm gzﬁ in ¢

K =
osf

tr Ah +Z d@t Afz)
filH

Ciglir(An) - (ilw) A6+ csin 6. (do(e1)F|do])

Observemos que os dois ultimos fatores da expressao acima sao nao positivos com
efeito, como tr(A,) = 2(H, v), entdo

tr(Ay) =2(H, h) =2|H| e tr(Ay,) = 2(H, f;) =0, e, assim

det(Ay,) é nao positivo pois a matriz Ay, é simétrica.

sin ¢

7 cosf

Além disso (do(er) F |do|) também ¢é nao positiva, nos respectivos casos, ja que

dg(er) < |dg|.

Devido isso,

(A - (2

)?|do|* + csin® 6 (3.6)

Devemos observar que a igualdade ocorre se, e somente se,
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det(Ay,) = 0 ¢ |do| = dé(ey).
Da primeira igualdade, teremos que Ay, = 0 pois o traco deste operador é nulo e a

matriz dele é simétrica.

Da segunda igualdade, como {ej,es} forma uma base ortonormal, concluimos que
do(es) = 0, e, portanto teremos que esta base diagonaliza A, e, consequentemente, a

segunda forma da imersao pois os Ay, sao nulos.

Usando-se agora a hipdtese do teorema e o teorema do triangulo geodésico de Gauss

temos que
/Kdo — - Z@ _/ (SBGy2 402 i2|H|(Sm¢))\dey + sin? 0do.
cos 6
Disso e de decorre que
(iw) |d¢\2iz|H|<Sm¢))yd9| + csin?0do

no interior da regiao R. Por analiticidade esta igualdade ocorre em x(M). O resultado
segue-se observando as consequéncias acima advindas de tal igualdade e procedendo-se
da mesma forma que no Teorema , levando em conta ainda que o span {ima}= span

{H} cuja dimensao é 1. Desta forma a redugio da codimensao dar-se-4 para E3(c) x R.

U

Teorema 3.3 Seja M uma superficie compacta de género zero e sejax : M — E™(c¢) xR
uma imersao isométrica tal que [V-H| < g|QZY|, onde |V*H| é a norma do tensor
V+H, o vetor H é a curvatura média da imersio, g € uma funcdo real continua ndo-
negativa e |Q*Y| ¢ a norma da forma diferencial generalizada de Abresch-Rosenberg.

Uma das sequintes afirmacoes ocorre:

1. A superficie M é minima em uma hipersuperficie totalmente umbilica de E™(c);
2. A superficie M é uma esfera umbilica de E>(c);

3. A superficie M satisfaz M C E*(c)xR C R®> xR onde R® € possivelmente Lorentz e
¢ invariante por um grupo a 1—parametro de rotacoes o qual age como a identidade
sobre o complemento ortogonal de um plano W . De fato, todas as trajetorias nas
diregcoes horizontais sao deixadas invariantes por este subgrupo e elas sao circulos

em uma superficie totalmente geodésica de E*(c), E*(c).
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Lema 3.7 Seja M uma superficie compacta e seja x : M — E"(c) X R uma imersdo
isométrica. Consideramos como Q@9 a forma diferencial de Abresch-Rosenberg gene-

ralizada . Se [VXH| < g|Q2Y)|, entdo uma das sequintes afirmacdes ocorre:

(A) Q%0 ¢ nao-nula e seus zeros sao pontos isolados com indice negativo;

(B) QY ¢ identicamente nula.
Agora, pela Proposigao [2.1
ZQ(2,2) =2((Z, Z)VzH, H) +2(a(Z,Z), V5H).
Portanto,

12Q(Z,2)]

IN

2X(VZzH, H)| +|2{a(Z, Z), VZH)]

IN

2N(VEH, H)| +2/{al(Z, 2), V5H)

IA

2N |\VZH|H| + 2|a(Z, 2)||VZH]
2N\ VEH||Z| | H| + 2|o(Z, 2)|IV-H||Z]

IN

IN

N\ VEH || H| + 2\ a(Z, Z) ||V H|

IN

(2N} H| + 2\ |a(Z, Z)|) |V H|
f(2)|[V*H]|

[(2)9(2)|Q(Z, Z)]

W=)|Q(Z, Z)|

IN A

IN

onde usamos a hipétese na penultima linha e observe que h(z) é uma funcao continua e
nao-negativa. Logo podemos aplicar o Lema [2.6| como segue. Seja U C M um conjunto
aberto coberto por coordenadas isotérmicas. Vamos assumir que existe um zero zy € U
de Q(Z, Z). Pelo Lema2.6] ou Q(Z, Z) = 0 em uma vizinhanga V de 2, ou este zero é
isolado e o indice do campo de dire¢des determinado por Im[Q(Z, Z)dz?*] = 0 é —£ (e
portanto negativo).

Se tivermos Q(Z,Z) = 0 em alguma vizinhanga V' de um zero, entao devemos ter,
por analiticidade, Q(Z,Z) = 0 em todos os pontos de M caso contrario os zeros no
bordo de V deveriam dar uma contradigao aquele lema. Portanto se Q(Z, Z) é ndao-nulo,

entao cada zero deve ser isolado e deve ter indice negativo.

Demonstracao:
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A partir do Lema , como M tem género zero, pelo Teorema de Poincaré-Hopf
em [I§ a soma dos indices das singularidades de qualquer campo de diregoes é 2 (que
é positivo). Esta contradigdo mostra que Q(Z,Z) = 0 e assim H é paralelo na conexao
do fibrado normal.

Se M C E"(c), do Teorema de Yau deveremos ter (1) ou (2) do Teorema. Caso
contrario, examinando a prova do Lema , devemos estudar a situacao com H nao-
umbilico e M C E*(c) x R.

Para este caso, como M tem género zero, a fungdo holomorfa Q(Z, Z), como vimos

acima, se anula. Tomando-se e; e e5 como no Lema |3.2| entao

Q(elv 62) = Q(e27 62)? Q(eh 62) =0.

Assim,
2 (afer, e2), H) = c (€, e1) (€, e2) -

Desde que (€,e0) = 0 entao {e;,es} diagonaliza Ap, e estamos, uma vez mais, nas
condicoes do Teorema (3.1}, exceto que para o caso ¢ < 0, sendo M compacta entao as

trajetérias de dx.e; sao apenas circulos.

U

Para demonstragao do préximo teorema, seguiremos as ideias utilizadas em [13] adap-

tadas a situagao presente. Quais sejam:

(i) Em lugar da diferencial de Abresch-Rosenberg, utilizamos a diferencial de Abresch-

Rosenberg generalizada

QP = Q(Z,2)d2" = (2(a(Z, Z). H) — c (&, Z))d2".

(ii) Os célculos realizados no Lema 3.3 de [13] seguem as adaptagdes e raciocinios

utilizados no Lema [3.7] do presente trabalho.

Teorema 3.4 Seja M C E"(c) xR uma superficie compacta e simplesmente conexa com
bordo formado por uma curva regqular por partes. Cujos vértices sejam os (finitos) pontos

onde o bordo € nao-reqular. Assumindo que as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

(i) A superficie estd contida como conjunto no interior de uma superficie reqular

M sem bordo.
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(ii ) Em M temos |V+H| < g|Q®9|, onde H ¢ a curvatura média da superficie,
QZ0 ¢ a diferencial generalizada de Abresch-Rosenberg, e g é uma funcdo
continua e nao-neqativa.

(iii ) O nudmero de vértices em OM com angulo menor que ™ € no mdximo 3.

(iv ) A parte imagindria de Q?% anula-se em OM\V . Isto significa que as partes
requlares do bordo OM sao curvas integrais das dire¢oes que maximizam ou
minimizam os valores da forma quadrdtica real @ sobre o circulo unitdrio.

Entao uma das sequintes situagoes ocorre:
1. A superficie é minima em uma hipersuperficies totalmente umbilica de E™(c);

2. A supeficie M tem curvatura média constante em uma variedade totalmente umbilica

3-dimensional ou ela € totalmente geodésica em E™(c).

3. A superficie M satisfaz M C E*(c) x R C R® x R, onde R® pode ser consid-
erada com a métrica de Lozentz e esta superficie é deixada invariante por um
subgrupo a 1-parametro de isometrias. Este subgrupo age como a identidade so-
bre o complemento ortogonal de um plano W C R® x R. De fato, todas as tra-
jetorias nas direcoes horizontais sao deixadas invariantes pelo subgrupo e a menos
de translagoes, elas sao circulos em W se ¢ > 0, e se ¢ < 0, elas sao circulos,

horocirculos ou hipercirculos em uma superficie de E*(c), E*(c).

Demonstragao:

Realizadas as devidas adaptagoes e seguindo o mesmo roteiro de [I7], concluiremos
que a diferencial de Abresch-Rosenberg generalizada de z(M) se anula identicamente.

A partir dai a demonstracao segue a sequéncia do Teorema (anterior). 0

Teorema 3.5 Seja M uma superficie completa com curvatura gaussiana K > 0, e seja
x: M — E"(c) xR, ¢ # 0, uma imersao isométrica com vetor curvatura média paralelo.

Entao uma das sequintes condi¢oes € satisfeita:
1. K=0.
2. x(M) é uma superficie minima em uma subvariedade totalmente umbilica de E™(c).

3. x(M) é uma superficie com curvatura média constante em uma subvariedade de

dimensdo 3 totalmente umbilica de E™(c).
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4. (M) estd contida em E*(c) x R C RS (munido da métrica de Lorentz no caso
c < 0) e é invariante por um grupo a um parametro especial de isometrias de uma
variedade totalmente geodésica E*(c) de E*(c) e que deiza fizo o espago comple-

mentar ao R® (possivelmente com a métrica de Lorentz) que a contém.

Demonstracgao:

Realizando os mesmos célculos que [I7] conclui-se que ou K = 0 ou Q" se anula
em toda a superficie e a partir dai, procedendo-se exatamente como na demonstragao

do Teorema [3.3| obtemos o resultado desejado. 0
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