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Resumo

Neste trabalho estudaremos alguns problemas elípticos com difusão não linear pro-

venientes de modelos em Dinâmica de Populações. Primeiro analisaremos uma equação

logística. Provaremos resultados de existência, não existência, unicidade e multiplicidade

de soluções positivas. Além disso iremos obter algumas propriedades qualitativas das so-

luções obtidas com respeito à certos parâmetros da equação. Para provar tais resultados

utilizaremos Teoria de Bifurcação, Métodos de Sub e Supersolução, Métodos Variacionais

e Propriedades do Autovalor Principal. Neste estudo também será necessário considerar

um problema elíptico com singularidade na fronteira. Em seguida vamos estudar uma

certa classe de sistemas de equações elípticas quasilineares e fortemente acoplados. Va-

mos obter um teorema de bifurcação unilateral e aplicar-lo a dois sistemas particulares

para obter condições que garantem existência e não existência de soluções com compo-

nentes positivas e não nulas. Na medida do possível, os resultados obtidos ao longo deste

trabalho serão interpretados no contexto da Dinâmica de Populações.

Palavras-chave: equações diferenciais parciais, equações elípticas, difusão não linear,

bifurcação, sub-supersolução, métodos variacionais, soluções largas, sistemas elípticos

quasilineares, Dinâmica de Populações.
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Abstract

In this work we will study some elliptic problems with nonlinear diffusion arising

from Population Dynamics models. First we will analyse a logistic equation. We will

prove existence, nonexistence, uniquiness and multiplicity results of positive solution. In

addition, we will give some qualitative properties of the solutions obtained with respect

to certain parameters of the equation. To prove such results we will use Bifurcation

Theory, Sub and Supersolution Methods, Varational Methods, and Princial Eigenvalue

Properties. In this study it will also be necessary to consider a singular boundary value

elliptic problem. Next, we will study a certain class of quasilinear elliptic equation systems

strongly coupled. We will obtain a unilateral global bifurcation result and we apply to

some particular cases to provide conditions that guarantee existence and nonexistence of

solutions with both components positive and non-zero. As far as possible, the results

obtained throughout this work will be interpreted in the context of Population Dynamics.

Keywords: partial diferential equations, eliptic equations, nonlinear diffusion, bifurca-

tion, sub-supersolution, varational methods, large solutions, quasilinear elliptic systems,

population dynamics.
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Notações

Ω - Domínio limitado de RN com fronteira regular.

‖.‖H1
0

- Norma do espaço H1
0 (Ω).

|.|Ls(D) - Norma do espaço Ls(D) em um aberto D.

|.|s - Norma do espaço Ls(Ω), s ≥ 1.

‖.‖0 - Norma do espaço C0(Ω).

‖.‖C10 - Norma do espaço C1
0(Ω).

C1,1−

0 (Ω) :=
⋂

0<γ<1 C
1,γ
0 (Ω).

∂i := ∂
∂xi

Derivada parcial com respeito à i-ésima coordenada.

∇u := (∂1u, ..., ∂Nu) para u ∈ H1
0 (Ω).

div(~u) :=
∑N

i=1 ∂iui para ~u = (u1, ..., uN) ∈ (H1
0 (Ω))N .

P := {u ∈ C1
0(Ω); u(x) ≥ 0 ∀x ∈ Ω}.

∂u

∂n
(x) - Derivada normal exterior de u em um ponto x ∈ ∂Ω.

P̊ := int(P ) =

{
u ∈ C1

0(Ω); u(x) > 0 ∀x ∈ Ω,
∂u

∂n
(x) < 0 ∀x ∈ ∂Ω

}
.

λ1 - Principal autovalor de −∆ em Ω com condição de fronteira

homogênea de Dirichlet.

ϕ1 - Autofunção positiva associada a λ1 com ‖ϕ1‖0 = 1.

L(U) - Espaço dos operadores lineares e limitados em um espaço de

Banach U .

N [T ] - Núcleo de um operador T ∈ L(U).

R[T ] - Imagem de um operador T ∈ L(U).

r(T ) - Raio espectral de um operador T ∈ L(U).

T ∗ - Adjunto de um operador T ∈ L(U).
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codim[D] := dim[U/D], onde D é um subespaço de U e U/D denota o espaço

quociente de U .

D⊥ - Ortogonal de um subespaço vetorial D.

↪→ - Imersão contínua.

↪→↪→ - Imersão compacta.
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Introdução

Dinâmica de Populações é um importante ramo da Ecologia que estuda uma ou mais

espécies vivendo em uma determinada região, buscando entender como a(s) especie(s) in-

teragem entre si e com o ambiente e como as populações se distribuem através do espaço.

Neste contexto, a difusão, ou seja, o movimento espacial da espécie, é um termo central.

O efeito ecológico da dispersão tem consequências inclusive na sobrevivência da espécie.

Além disso, o tratamento matemático é de fundamental importância para o estudo des-

ses fenômenos e muitos modelos veem sendo empregados (veja [71]). Uma abordagem

bastante utilizada são as equações de reação-difusão-advecção e suas generalizações.

Em termos gerais, podemos considerar a seguinte equação parabólica como modelo de

reação-difusão-advecção para uma espécie, proposto em [27] (veja equação (7)): ut − div [d2(x)∇(d1(x)u)− u~e(x)] = f(x, u)u em (0,∞)× Ω,

u(t, x) = 0 sobre (0,∞)× ∂Ω,
(1)

com dado inicial não negativo, onde Ω é um domínio limitado e regular do RN , N ≥ 1.

No contexto da Dinâmica de Populações a equação (1) pode ser interpretada do seguinte

modo: Ω representa o habitat da espécie, u(x) mede a densidade populacional em cada

ponto x ∈ Ω. A condição de fronteira homogênea de Dirichlet (u(t, x) = 0 em (0,∞)×∂Ω)

significa que a fronteira do habitat é uma região inóspita para a especie. Vale ressaltar

que outras condições de fronteira tem interpretações do ponto de vista da Ecologia, por

exemplo a condição de Neumann (∇xu(t, x) · n = 0 em (0,∞) × ∂Ω), que significa que

não há fluxo na fronteira, ou seja, a espécie não pode abandonar o habitat Ω, ou a

condição de Robin (k∇xu(t, x) · n + lu(t, x) = 0 em (0,∞) × ∂Ω, k, l > 0) que combina

as condições de fronteira de Dirichlet e de Neumann. Com respeito aos termos que

aparecem na primeira equação de (1), −div[d2(x)∇(d1(x)u)] modela a difusão da espécie,

ou seja, seu movimento espacial, ∇[u~e(x)] é chamado termo de advecção, ele descreve

um comportamento individual ou um processo de transporte físico, tais como o vento,

3



Introdução

a correnteza de um rio etc. Já a função f(x, u) (ou f(x, u)u) é o termo de reação,

que representa a taxa local de reprodução por indivíduo, em outras palavras, a taxa de

crescimento populacional per capita. A interpretação evolucionária de f(x, u) é a aptidão

média dos indivíduos em uma localidade x com densidade u. Destacamos também que

eventualmente as funções d1 e d2 podem depender, por exemplo, de u, o que acarreta

interpretações em Dinâmica de Populações, como veremos adiante. Do mesmo modo, f

pode depender de ∇u, |u|1, etc.

As soluções estacionárias de (1) são de particular interesse quando buscamos uma

situação constante no tempo ou se queremos estudar o que ocorre às soluções de (1)

quando t tende ao infinito. Nomeadamente, as soluções de −div [d2(x)∇(d1(x)u)− u~e(x)] = f(x, u)u em Ω,

u(x) = 0 sobre ∂Ω,
(2)

são chamadas de soluções estacionárias de (1). A equação (2) é chamada de equação de

equilíbrio relacionada a (1). Assim, as soluções de (2) fornecem informações das soluções

de (1) a longo prazo, isto é, quando t tende ao infinito. Tais interpretações motivam o

estudo de equações elípticas como (2). Ressaltamos ainda que as mesmas considerações

seguem válidas quando consideremos um sistema ao invés de uma única equação.

Neste trabalho investigaremos equações e sistemas de equações elípticas com difusão

não linear provenientes de modelos em Dinâmica de Populações. Motivados pela interpre-

tação em Ecologia, buscaremos resultados de existência e unicidade de soluções positivas,

usando principalmente métodos variacionais e métodos de Análise Não Linear, tais como

sub e supersolução e bifurcação. Na medida do possível, interpretaremos nossos resultados

no contexto da Ecologia.

Assim, este trabalho está estruturado da seguinte maneira:

No Capitulo 1 faremos uma revisão do background matemático necessário para os

capítulos posteriores, a saber: uma revisão sobre autovalores e o Princípio do Máximo

para operadores uniformemente elípticos, em seguida apresentaremos alguns resultados

de bifurcação disponíveis na literatura, abordando os resultados mais recentes. Por fim,

apresentaremos um método de sub-supersolução para uma equação e alguns resultados

gerais da teoria de Equações Diferencias Parciais, Análise Funcional e Análise Não Linear.

A maioria dos teoremas deste capítulo são conhecidos, por isso apenas indicaremos as

referências adequadas com as demonstrações.

4



Introdução

Nos Capítulos 2 e 3 estudaremos a seguinte equação elíptica: −∆(u+ a(x)ur) = λu− b(x)up em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(3)

onde Ω ⊂ RN , N ≥ 1 é um domínio limitado com fronteira regular, p > 1, r > 0, a ∈

C2(Ω,R+) e b ∈ Cα(Ω,R+), 0 < α < 1 são funções que podem se anular em subconjuntos

de Ω. Observe que esta equação se enquadra no modelo (2) quando d2 ≡ 1, ~e ≡ 0 e

d1 é uma função que depende da posição x e da densidade u e é dada por d1(x, u) =

1 + a(x)ur−1. Por outro lado, a função f(x, u) = λ − b(x)up−1 é o conhecido termo de

reação logístico degenerado. Por degenerado entendemos que b(x) pode se anular em

regiões de Ω. É comum referir-se a (3) como um modelo de reação-difusão, uma vez que

o termo de advecção não está presente.

Especificamente, no Capítulo 2 apresentamos os resultados que obtivemos em [25] e

que tratam da equação (3) com r > 1. De acordo [85], do ponto de vista das aplicações

o conjunto {x ∈ Ω; a(x) > 0} denota uma zona onde movimento é repulsivo, ou seja, a

espécie evita aglomeração. Neste caso a difusão depende da densidade u , quanto maior u,

maior a difusão/dispersão. Em contrapartida, o conjunto {x ∈ Ω; a(x) = 0} representa

uma zona onde o movimento é linear, ou seja, a difusão ocorre de modo randômico e

independentemente da densidade u. Por outro lado, o conjunto {x ∈ Ω; b(x) = 0}

representa uma zona de refúgio para espécie (veja Seção 2.1).

Existem diversos trabalhos focados no estudo do caso a ≡ 0, como [72, 43, 41, 70, 71,

21, 62] e alguns resultados parciais quando a ≥ a0 > 0, como [67, 77] (veja mais detalhes

na Seção 2.1), porém, ao menos em nosso conhecimento, não existe qualquer trabalho

tratando o caso em que a e b se anulam simultaneamente. Neste sentido, nosso resultado

é pioneiro em acoplar uma equação logística degenerada com uma degeneração linear na

difusão não linear. O principal resultado deste capítulo é o Teorema 2.2 que mostra que

a posição relativa entre {x ∈ Ω; a(x) = 0} e {x ∈ Ω; b(x) = 0} determina o intervalo

de valores de λ para os quais (3) admite solução positiva e também fornece uma análise

do comportamento pontual das soluções positivas com respeito ao parâmetro λ. Para

enunciar este resultado, adotaremos a seguinte notação

Ωa+ := {x ∈ Ω; a(x) > 0}, e Ωa0 := Ω \ Ωa+.

Assumiremos também a seguinte hipótese:

5



Introdução

(H1) Os conjuntos abertos

Ωb+ := {x ∈ Ω; b(x) > 0} e Ωb0 := Ω \ Ωb+

são de classe C2 e Ωb0 consiste de finitas componentes conexas Bi, 1 ≤ i ≤ m,

m ∈ N, tais que

Bi ⊂ Ω, 1 ≤ i ≤ m, Bj ∩Bi = ∅ se j 6= i.

A Figura 2.2 no Capítulo 2 apresenta um esboço de uma configuração admissível para os

conjuntos Ωa0 e Ωb0.

No caso em que Ωa0 ∩ Bi 6= ∅, o seguinte problema de autovalor desempenhará um

papel fundamental:  −∆u = λXΩa0∩Biu em Bi,

u = 0 sobre ∂Bi.
(4)

Assim, denotando

λ0,i =

 principal autovalor de (4) se Ωa0 ∩Bi 6= ∅,

∞ se Ωa0 ∩Bi = ∅

e supondo, sem perda de generalidade, que a indexação dos Bi’s já foi realizada de modo

que os autovalores λ0,i satisfaçam

λ0,1 = ... = λ0,m1 < λ0,m1+1 ≤ ... ≤ λ0,m

para algum m1 ∈ {1, ...,m− 1} ou

λ0,1 = ... = λ0,m,

então, o Teorema 2.2 é enunciado como segue:

Teorema 0.1 Supondo (H1).

a) Se Ωa0 ∩ Ωb0 = ∅, então (3) possui solução positiva se, e somente se, λ > λ1. Além

disso, para p ≥ r, se existe a solução é única. Mais ainda, denotando por uλ esta

única solução, então a aplicação

λ ∈ (λ1,∞) 7→ uλ ∈ C1
0(Ω)

6



Introdução

é crescente e de classe C1 e uλ satisfaz

lim
λ↓λ1
‖uλ‖0 = 0

e

lim
λ↑∞

uλ =∞ uniformemente em Ωb0.

b) Se Ω0 := Ωa0 ∩ Ωb0 6= ∅ e p > r, então (3) possui solução positiva se, e somente se,

λ ∈ (λ1, λ0,1). Além disso, se existe a solução é única. Mais ainda, denotando por uλ

esta única solução, então a aplicação

λ ∈ (λ1, λ0,1) 7→ uλ ∈ C1
0(Ω)

é crescente e de classe C1 e uλ satisfaz

lim
λ↓λ1
‖uλ‖0 = 0

e

lim
λ↑λ0,1

uλ(x)


=∞ se x ∈

m1⋃
i=1

Bi,

<∞ se x ∈ Ω \
m1⋃
i=1

Bi.

Os diagramas de bifurcação que ilustram estes resultados podem ser vistos no Capítulo 2,

Figura 2.3. Destacamos que para provar que este último limite é finito, necessitaremos

estudar as soluções de problemas elípticos com singularidade na fronteira (veja Seção 2.3).

Ressaltamos ainda que o teorema acima inclui o caso b ≡ 0.

O Capítulo 3 é dedicado aos resultados obtidos em [24] e que lidam com a equação (3)

com 0 < r < 1 e b ≥ 0 constante, ou seja, −∆(u+ a(x)ur) = λu− bup em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.
(5)

A presença da difusão não linear ur, 0 < r < 1, é conhecido na literatura como difusão

rápida. Nossa principal contribuição é apresentar um estudo relativamente completo con-

cernente a existência e multiplicidade de solução positiva de (5) quando {x ∈ Ω; a(x) = 0}

possui medida não nula (veja Teoremas 3.1, 3.2 e 3.3), além de analisar o efeito da in-

teração entre a difusão não linear u + a(x)ur e o termo de reação logístico λu − bup.

7



Introdução

Com o intuito de provar tais resultados aplicaremos diferentes técnicas, tais como: sub-

supersolução, teoria de bifurcação e métodos variacionais.

Precisamente, considerando o autovalor −∆u = λXΩa0u em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(6)

quando Ωa0 6= ∅ e denotando por

λa0 =

 principal autovalor de (6) se Ωa0 6= ∅,

∞ se Ωa0 = ∅,

o principal resultado do Capítulo 3 para o caso b = 0 é o Teorema 3.1 que é enunciado

como segue:

Teorema 0.2 Se b = 0, então (5) possui uma solução positiva se, e somente se, λ ∈

(λ1, λa0). Além disso, existe uma família de soluções positivas uλ de (5) satisfazendo

lim
λ→λ1

‖uλ‖0 =∞

e

lim
λ→λa0

‖uλ‖0 = 0 se λa0 <∞.

Enquanto que o principal resultado para o caso b 6= 0 é o Teorema 3.2, ou seja,

Teorema 0.3 Se b > 0, considere

Λb = {λ ∈ R; (5) possui uma solução positiva}.

Então Λb 6= ∅ e denotando por λ∗(b) = inf Λb, temos λ1 < λ∗(b) ≤ λa0. Além disso,

(a) Se Ωa0 = ∅, então (5) possui uma solução positiva para todo λ ≥ λ∗.

(b) Se Ωa0 6= ∅, então λa0 é o único ponto de bifurcação de soluções positivas de (5) a

partir da solução trivial. Além disso, se λ∗ < λa0 (resp. λ∗ = λa0), então (5) possui

solução positiva para todo λ ≥ λ∗ (resp. λ > λ∗).

(c) No caso em que λ∗ < λa0, então para cada λ ∈ (λ∗, λa0), (5) possui pelo menos duas

soluções positivas ordenadas, isto é, wλ e vλ soluções positivas de (5) satisfazendo

wλ < vλ.

8
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O Teorema 3.3 fornece algumas propriedades das soluções positivas com respeito ao pa-

râmetro b. Especificamente,

Teorema 0.4 Supondo b > 0.

(a) Para cada λ ≥ λ∗(b), (5) possui uma solução maximal denotada por Wλ(b). Isto é,

toda solução, w, de (5) satisfaz

w ≤ Wλ(b).

Além disso, se λ∗ ≤ µ < λ, então Wµ(b) < Wλ(b).

(b) λ∗(b) satisfaz

λ∗(b)→ λ1 quando b→ 0.

(c) A solução maximal Wλ(b) verifica

lim
b→0
‖Wλ(b)‖0 =∞ ∀λ(b) > λ∗(b).

Os diagramas de bifurcação obtidos a partir destes resultados estão ilustrados no Capí-

tulo 3, Figuras 3.1, 3.2 e 3.3.

A partir do Capítulo 4 passamos ao estudo de uma classe sistemas de equações elípticas

quasilineares. Do ponto de vista da Dinâmica de Populações tais sistemas modelam

uma ampla variedade aplicações e tratam de situações mais realísticas se comparados aos

sistemas semilineares (veja, por exemplo, [81]). Tomemos como modelo o seguinte sistema

estacionário:


−div(P (u, v)∇u+ S(u, v)∇v) = f1(x, u, v)u em Ω,

−div(Q(u, v)∇u+R(u, v)∇v) = f2(x, u, v)v em Ω,

u = v = 0 sobre ∂Ω.

(7)

Em (7), P–R e Q–S são as taxas de autodifusão e de difusão cruzada, respectivamente.

Ressaltamos ainda que outras formas de autodifusão e difusão cruzada aparecem na li-

teratura, bem como outras nomenclaturas são utilizadas, dependendo da natureza do

fenômeno modelado. Veja, por exemplo, [27, 47] e suas referências.

Existem três tipos básicos de interação entre espécies: cooperação (mutualismo ou

simbiose), competição e predador-presa, e os termos de reação f1 e f2 determinam o tipo

da interação. Como exemplo, consideraremos os termos de reação de Lotka-Volterra,

9
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uma vez que é a forma mais simples e que ainda é muitas vezes útil para entender como

diferentes fatores afetam os resultados das interações entre as espécies. Assim, dados

parâmetros λ, µ ∈ R e constantes positivas bi, ci, i = 1, 2, temos:

• Modelo de cooperação:

f1(x, u, v) = λ− b1u+ c1v,

f2(x, u, v) = µ+ b2u− c2v.

• Modelo de competição:

f1(x, u, v) = λ− b1u− c1v,

f2(x, u, v) = µ− b2u− c2v.

• Modelo de predador-presa:

f1(x, u, v) = λ− b1u+ c1v,

f2(x, u, v) = µ− b2u− c2v.

Para mais detalhes e outros exemplos de termos de reação utilizados, recomendamos [27],

Seção 3.

Observe que (7) admite três tipos de soluções não negativas: a solução trivial (0, 0),

as soluções semitriviais (u, 0), u > 0 e (0, v), v > 0 onde u e v satisfazem −div(P (u, 0)∇u) = f(x, u, 0)u em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(8)

e  −div(R(0, v)∇v) = g(x, 0, v)v em Ω,

v = 0 sobre ∂Ω,
(9)

respectivamente, e os estados de coexistência, ou seja, soluções (u, v) com ambas as com-

ponentes não negativas e não nulas. Segundo [27], uma questão em Ecologia que é central

no estudo da interação entre espécies é determinar quando elas podem coexistir e como

a coexistência é influenciada pela dispersão. Ou seja, determinar quando há estados de

coexistência e compreender a influência dos termos de difusão neste processo. Além da

motivação proveniente destas interpretações, sistemas quasilineares são de particular in-

teresse devido a dificuldade matemática desse estudo. A presença dos termos de difusão

cruzada tornam o sistema fortemente acoplados, acarretando várias dificuldades técnicas.
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Com respeito a abordagem matemática para responder a estas questões, nas últimas

décadas sistemas elípticos quasilineares como (7) vem sendo investigados por diversos

autores e vários métodos tem sido aplicados para determinar existência de estado de coe-

xistência, por exemplo, teoria de índice ([77, 78, 79, 55, 49]), método de sub-supersolução

([74]) e teoria de bifurcação ([39, 36, 80, 53, 69, 54, 87]). Ressaltamos ainda que a maioria

dos trabalhos que usam teoria de bifurcação lidam com sistemas do tipo −∆(φ(u, v)) = f(x, u, v) em Ω,

−∆(ψ(u, v)) = g(x, u, v) em Ω,
(10)

com alguma condição de contorno. Neste caso, a abordagem padrão é aplicar a mudança

de variável U = φ(u, v) e V = ψ(u, v), convertendo (10) em um sistema semilinear

desacoplado. Entretanto, em geral sistemas como (7) não podem ser escritos na forma

(10) e não existe uma mudança de variável imediata que transforme (7) em um sistema

semilinear desacoplado.

Neste sentido, inspirados pelo teorema de bifurcação unilateral para sistemas semi-

lineares devido a [56] (veja Teorema 1.28), no Capítulo 4 provaremos uma versão deste

resultado para o seguinte sistema de equações elípticas quasilineares:
−div(P (u, v)∇u+ S(u, v)∇v) = λa(x)u+ f(x, u)u+ F (x, u, v)uv em Ω,

−div(Q(u, v)∇u+R(u, v)∇v) = µb(x)u+ g(x, v)v +G(x, u, v)uv em Ω,

u = v = 0 sobre ∂Ω.

(11)

onde λ, µ ∈ R e as funções P,Q,R, S : [0,∞)× [0,∞)→ R, a, b : Ω→ R, f, g : Ω×R→ R

e F,G : Ω× R× R→ R satisfazem as seguintes hipóteses:

(HPQRS) P (u, v), R(u, v), Q(u, v) e S(u, v) são funções reais definidas em [0,+∞)× [0,+∞)

de classe C2 tais que:

Q(u, 0) = 0 ∀u ≥ 0,

S(0, v) = 0 ∀v ≥ 0,

|P (u, v)R(u, v)−Q(u, v)S(u, v)| ≥ δ0 > 0 ∀u, v ≥ 0

e

P (u, v) ≥ P0 > 0 e R(u, v) ≥ R0 > 0 ∀u, v ≥ 0,

onde δ0, P0 e R0 são constantes.

11
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(Hab) a, b : Ω→ [0,∞) são funções contínuas e não nulas.

(Hfg) f(x,w) e g(x,w) são funções reais definidas em Ω × R, contínuas em x e de classe

C1 em w tais que

f(x, 0) = g(x, 0) = 0 ∀x ∈ Ω;

(HFG) F (x, u, v) e G(x, u, v) são funções reais definidas em Ω × R2, contínuas em x e de

classe C1 em (u, v).

Neste estudo, o seguinte problema de autovalor desempenhará um papel fundamental: −div(M1(v)u∇v +M2(v)∇u) +B(x)u = λC(x)u em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(12)

onde B,C ∈ C(Ω), com C > 0, M1,M2 ∈ C2(R), v ∈ C2(Ω) ∩ P̊ e existe uma constante

M0 tal que M2 ≥ M0 > 0. A existência deste autovalor é discutida no Capítulo 1 e será

denotado por

σ1[−div(M1(v)∇v +M2(v)∇) +B(x);C(x)].

Nessas condições, o principal resultado do Capítulo 4 nos diz que, se temos uma

solução semitrivial não degenerada (no sentido de que a respectiva equação linearizada

admite apenas a solução trivial, veja Definição 4.2), então existe um continuum de estados

de coexistência de (7) emanando da referida solução semitrivial. Além disso, é possível

inferir informações sobre o comportamento global deste continuum. Especificamente,

denotando por θλ e θµ uma solução não negativa de (8) e (9), respectivamente, temos:

Teorema 0.5 Suponha que as hipóteses (HPQRS), (Hab), (Hfg) e (HFG) são satisfeitas.

Seja (λ, θλ) ∈ R× P̊ uma solução não degenerada de (8) e considere

µλ := σ1 [−div (Qv(θλ, 0)∇θλ +R(θλ, 0)∇)−G(x, θλ, 0)θλ; b] .

Então do ponto (µ, u, v) = (µλ, θλ, 0) emana um continuum

C ⊂ R× P̊ × P̊

de estado de coexistência de (7) tal que: ou

1. C é ilimitado em R× C1
0(Ω)× C1

0(Ω); ou

12
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2. Existe uma solução positiva (µ∗, θµ∗) de (9) tal que

λ = σ1 [−div (Su(0, θµ∗)∇θµ∗ + P (0, θµ∗)∇)− F (x, 0, θµ∗)θµ∗ ; a]

e (µ∗, 0, θµ∗) ∈ C; ou

3. Existe uma outra solução positiva de (8), (λ, ψλ), com ψλ 6= θλ tal que

(σ1 [−div (Qv(ψλ, 0)∇ψλ +R(ψλ, 0)∇)−G(x, ψλ, 0)ψλ; b] , ψλ, 0) ∈ C;

ou

4. λ = σ1[−div(P (0, 0)∇); a] e (σ1[−div(R(0, 0)∇); b], 0, 0) ∈ C.

Por comodidade, este resultado será enunciado novamente no Capítulo 4 como Teorema

4.3. Veja também o Teorema 4.4 para uma versão com uma bifurcação a partir da

semitrivial (0, θµ). A demonstração deste teorema é baseada nos recentes resultados de

bifurcação global unilateral devidos a [66] (veja também [60] e Seção 1.2.2), que tratam de

operadores mais gerais e com menos regularidade que os clássicos resultados de bifurcação

de Crandall e Rabnowitz ([76] e [28]). Para ilustrar nosso resultado, consideraremos o

seguinte modelo de simbiose com autodifusão e difusão cruzada, estudado em [67]:
−∆u = u(λ− u+ bv) em Ω,

−∆((1 + αv + βu)v) = v(µ− v + cu) em Ω,

u = v = 0 sobre ∂Ω,

onde λ, µ, α, β, b, c ∈ R com α, β, b, c > 0. Usando teoria de índice de ponto fixo sobre cone

positivo de [30], os autores determinam condições sobre os parâmetros λ, µ que garantem

existência e não existência de estados de coexistência (veja Teorema 4.17). Na Seção 4.6

provaremos o mesmo resultado usando diretamente os Teoremas 4.3 e 4.4. Os resultados

deste capítulo fazem parte do artigo [23] que está em preparação.

No Capitulo 5 apresentamos os resultados obtidos em [22]. Assim, também aplicaremos

os teoremas de bifurcação global unilateral para sistemas elípticos quasilineares obtidos

no Capítulo 4 para estudar o seguinte modelo de predador-presa proposto por [50] (veja

também [27]):
−div

[
1

R(v)
∇u− uR′(v)∇v

R(v)[R(v) + g(v)]

]
= u(λ− u+ bv) em Ω,

−dv∆v = v(µ− v − cu) em Ω,

u = v = 0 sobre ∂Ω,

(13)
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onde dv, b, c > 0 são constantes positivas, R, g : [0,∞) → R são funções de classe C2 que

satisfazem R(0) > 0, g(s), R′(s) > 0 e C ≥ R(s) para todo s ≥ 0 e para alguma constante

C > 0. Do ponto de vista da Dinâmica de Populações, u e v denotam as densidades do

predador e da presa, respectivamente. A parcela uR′(v)∇u/(R(v)[R(v) + g(v)] modela

a difusão cruzada (ou prey-taxis), onde R descreve a taxa de rotação e g a saciedade do

predador. Neste sentido, este modelo leva em consideração que a saciedade da predador

influencia em seu movimento espacial. E de fato, naturalmente se espera que predadores

famintos se movam com maior frequência em direção à presa.

Existem artigos que tratam modelos semelhantes a (13), como por exemplo [86, 88, 48]

e suas referências. Por outro lado, o termo de difusão em (13) é mencionado por [27]

como um modelo com várias questões em aberto e, ao menos em do nosso conhecimento,

o sistema (13) com o presente termo de difusão do predador não havia sido estudado.

Para enunciar o principal resultado de existência de estado de coexistência referente a

(13), note que as soluções semitriviais são soluções de −R0∆u = u(λ− u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
ou

 −dv∆u = u(µ− u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(14)

onde R0 := R(0)−1. Denotando estas soluções por θ[R0,λ] e θ[dv ,µ], respectivamente, e

definindo

F (µ) = σ1[−div((eh(θ[dv,µ])/R(θ[dv ,µ]))∇)− bθ[dv ,µ]e
h(θ[dv,µ]); eh(θ[dv,µ])], µ ≥ σ1[−dv∆]

e

G(λ) = σ1[−dv∆ + cθ[R0,λ]], λ ≥ σ1[−R0∆],

onde

h(s) :=

∫ s

0

R′(t)

R(t) + g(t)
dt, s > 0,

temos o seguinte resultado referente a existência e não existência de estado de coexistência

de (11) (veja Teoremas 5.1 e 5.2):

Teorema 0.6 a) Se µ ≤ σ1[−dv∆], então (13) não admite estado de coexistência.

b) Se µ > σ1[−dv∆], então (13) não admite estado de coexistência para λ < F (µ).

c) Defina

R := {(λ, µ) ∈ R2;λ > F (µ) e µ > G(λ)}.
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Se (λ, µ) ∈ R então (13) possui pelo menos um estado de coexistência.

Na última seção do Capítulo 5 vamos analisar o efeito da taxa de rotação na região de

coexistência R. Para isso, vamos considerar a seguinte função proposta por [46]:

Rβ(v) = k0 + k1

(
v

k2 + v

)β
,

onde k0, k1, k2 e β são constantes positivas. De acordo com os autores em [46], o parâ-

metro β pode ser pensado como um limiar de rotação: valores pequenos resultam em

um comportamento em que o predador muda de lento para rápido sua taxa de rotação

sob densidades de presa relativamente baixas; reciprocamente, valores grandes de β resul-

tam em um comportamento em que o predador não muda para taxas de rotação rápidas,

mesmo sob alta densidade de presa. Em outras palavras, podemos pensar que, quando β

é pequeno, o predador é um bom caçador, no sentido de que, mesmo sob baixas densida-

des de presa, é capaz de mover-se de maneira mais eficiente em busca de sua caça. Por

simplicidade, iremos supor também

g ≡ constante.

Com estas considerações, denotando por Rβ a região de coexistência de (13) com Rβ ao

invés de R, provaremos que as seguintes inclusões ocorrem (veja Lemas 5.6 e 5.7):

R∞ ⊂ Rβ2 ⊂ Rβ1 ⊂ R0 ∀β1, β2 > 0; β1 < β2,

onde R0 e R∞ denotam as regiões limite limβ→0Rβ e limβ→∞Rβ, respectivamente. Tais

resultados serão interpretados no contexto da Dinâmica de populações.

Por fim, vamos abordar agora alguns problemas que não foram solucionados durante

a realização deste trabalho e comentar sobre possíveis líneas de pesquisas que podem

nortear nossas investigações futuras.

Sobre a equação estudada no Capítulo 2, destacamos os seguintes problemas em aberto:

• Note que o Teorema 0.1 b) não fornece informação do comportamento pontual

limλ→λ0,1 uλ(x), x ∈ ∂Bi, i = 1, ...,m1. Em contrapartida, no caso a ≡ 0 é bem

conhecido que este limite tende ao infinito (veja [65], Teorema 4.3). Neste sentido

não foi possível estender tal teorema para nosso caso. Vale ressaltar que a ferramenta

chave para obter esta conclusão é o Teorema 3.2 de [65] que, grosso modo, nos diz

que o principal autovalor do operador Laplaciano em Ωδ = {x ∈ RN ; d(x,Ω) < δ}
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sob a condição de fronteira homogênea de Dirichlet é diferenciável com respeito a

δ, além de calcular sua derivada, permitindo expressar tal autovalor em termos de

λ1 e δ via a Fórmula de Taylor. Tendo isso em mente, acreditamos que, sendo

possível conseguir um resultado similar para autovalores com peso como λ0,i (veja

(4)), o comportamento pontual das soluções de (3) pode ser obtido adaptando os

argumentos do Teorema 4.3 de [65].

• É conhecido também que, no caso a ≡ 0, as soluções positivas de (3) convergem

pontual em Ω \ ∪m1
i=1Bi para a solução larga associada (veja Teorema 4.8 em [62]).

Também não mostramos este resultado para o caso a 6≡ 0, pois para isso necessitamos

conhecer o limite em ∂Bi, i = 1, ...,m1 comentado no item anterior.

• De um modo mais geral, destacamos também dois estudos que ficaram de fora do

escopo deste trabalho: a analise da equação parabólica associada a (3) como é feita,

por exemplo, em [62] para o caso a ≡ 0; e o estudo de soluções largas de problemas

elípticos com difusão não linear, ou seja, problemas da forma −∆(ϕ(x, u)) = f(x, u) em Ω,

u =∞ sobre ∂Ω.

Este problema tem sido pouco abordado na literatura.

Com respeito aos problemas em aberto relacionados à equação estudada no Capítulo 3,

temos:

• No Teorema 0.2 não foi possível fornecer informações de limλ→λa0 ‖uλ‖0 no caso em

que λa0 =∞.

• Para completar o Teorema 0.3 seria interessante provar existência ou não existência

de solução não trivial para (5) com λ = λ∗ no caso λ∗ = λa0.

• Nossos resultados admitem o diagrama de bifurcação representado pela Figura 3.3

(veja mais detalhes no Capítulo 3). Essa suspeita poderia ser confirmada estudando

se ocorrer ou não a presença isolas, ou seja, uma componente compacta do conjunto

das soluções positivas de (5) afastadas da solução trivial (para um conceito preciso,

veja Definição 2.1 de [16]). Neste sentido, o estudo de isolas (em equações elípticas

em geral) pode ser objeto de futuras pesquisas.
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Ainda sobre a equação estuda nos Capítulos 1 e 2, observe que não abordamos o caso

superlinear, ou seja, quando b(x) é uma função negativa ou mesmo que pode mudar de

sinal. Observamos também que já temos alguns resultados em desenvolvimento nesta

direção.

Com respeito aos resultados do Capítulo 4 enfatizamos que sistemas elípticos quasiline-

ares como (11) são foco de nossos estudos atualmente. Neste sentido, possuímos trabalhos

em andamento e perspectivas de trabalhos a curto prazo. Destacamos dois pontos:

• Aplicar o Teorema 0.5 a outros casos particulares de modelos em Dinâmica de

Populações.

• Obter resultados de cotas a priori. Esta é uma dificuldade técnica significativa em

sistemas gerais como (11). Sobre o tema, indicamos [55].

Sobre o sistema estudado no Capítulo 5, os seguintes problemas não foram soluciona-

dos:

• Obter um resultado de existência ou não existência de estado de coexistência de

(13) para o caso λ > σ1[−R0∆] e σ1[−dv∆] < µ < G(λ).

• Estudar o efeito da taxa de rotação com g não necessariamente constante.

Para finalizar, apresentamos duas classes de problemas gerais que podem servir de

linhas de pesquisas:

(i) Estudar equações com difusão não linear do tipo −div(d(x, u)∇u) = f(λ, x, u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.

Referente a este problema, como referências principais podemos citar [18, 8, 20, 75]

e suas referências.

(ii) Estudar sistemas elípticos acoplando difusões não lineares degeneradas e/ou áreas

de refugio, como ocorre em (3). Em termos gerais, podemos pensar em sistemas da

forma 
−∆[(1 + a1(x)u+ α1v)u] = (λ− b1(x)u± β1v)u em Ω,

−∆[(1 + a2(x)v + α2u)v] = (µ− b2(x)v ± β2u)v em Ω,

u = v = 0 sobre ∂Ω,
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onde α1, α2, β1β2 são constantes não negativas e a1, a2 ∈ C2,γ(Ω), b1, b2 ∈ Cγ(Ω), 0 <

γ < 1 são funções que eventualmente podem se anular em subconjuntos de Ω. Esta

é a generalização natural da equação (3) a sistemas do tipo Shigesada-Kawasaki-

Teramoto (veja [81]) com termos de reação do tipo Lotka-Volterra. Podemos citar

os seguintes artigos relacionados a este modelo: [38, 51, 64] e suas referências.

Ou ainda, mais geralmente, estudar sistemas quasilineares da forma (7) com funções

P,Q,R, S dependendo de x ∈ Ω, ou seja:
−div(P (x, u, v)∇u+ S(x, u, v)∇v) = f1(x, u, v)u em Ω,

−div(Q(x, u, v)∇u+R(x, u, v)∇v) = f2(x, u, v)v em Ω,

u = v = 0 sobre ∂Ω,

que também possui poucos resultados disponíveis na literatura.
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Capítulo 1

Resultados Preliminares

Neste capitulo apresentaremos os resultados prévios que serão utilizados ao longo deste

trabalho, muito dos quais são conhecidos na literatura e por isso serão apresentados sem

demonstração. A distribuição dos conteúdos será feita da seguinte maneira: na Seção

1.1 apresentaremos alguns dos principais resultados disponíveis referentes ao autovalor

principal de operador elípticos de segunda ordem, bem como a caracterização do Princípio

do Máximo. A Seção 1.2 é dedicada aos resultados de bifurcação global que serão úteis nos

próximos capítulos. Na seção 1.3 enunciaremos alguns teoremas de sub e supersolução.

Por fim, na Seção 1.4 coletaremos alguns resultados gerais de Análise Funcional e Equações

Diferenciais Parciais.

1.1 Autovalor Principal e Princípio do Máximo Forte

Nesta seção faremos uma revisão sobre uma certa classe de problemas de autovalor

e o Princípio do Máximo Forte que serão de fundamental importância para os seguintes

capítulos. Os resultados aqui apresentados são baseados em [59], [57] e [33].

Inicialmente, consideremos o operador diferencial de segunda ordem dado por

L := −
N∑

i,j=1

aij(x)
∂2

∂i∂j
+

N∑
i=1

bi(x)
∂

∂i
+ c(x) x ∈ Ω, (1.1)

com

aij ∈ C(Ω), i, j ∈ {1, ..., N}, aij = aji e bj, c ∈ L∞(Ω). (1.2)

Trataremos o caso em que L é uniformemente elíptico. Precisamente,
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Definição 1.1 Dizemos que o operador L definido em (1.1) é uniformemente elíptico

quando existe uma constante a > 0 tal que

N∑
i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ a|ξ|2,

para todo x ∈ Ω e ξ = (ξ1, ..., ξ2) ∈ RN .

Durante toda esta seção L será um operador uniformemente elíptico com coeficientes

satisfazendo (1.2).

Fixemos agora algumas notações que serão utilizadas ao longo de todo este trabalho.

Dadas funções mensuráveis

f, g : Ω→ R,

escreveremos f ≥ g se f(x) ≥ g(x) quase sempre (abreviação: q.s.) em Ω. Além disso,

escrevemos f > g quando f ≥ g e f 6= g. Similarmente, para todos f, g ∈ C(∂Ω), dizemos

que f ≥ g (resp. f > g) quando f(x) ≥ g(x) para todo x ∈ ∂Ω (resp. f(x) ≥ g(x) e

existe x ∈ ∂Ω tal que f(x) > g(x)).

Feitas essas considerações iniciais, podemos começar o estudo de um problema que é

central nesta seção e no desenvolvimento dos resultados dos seguintes capítulos que é a

questão da existência de um autovalor principal de L.

Definição 1.2 (Autovalor Principal) Um valor λ ∈ C é chamado autovalor de L se

o problema  Lu = λu em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.
(1.3)

admite solução não trivial.

Além disso, λ ∈ R é chamado autovalor principal de L em Ω se (1.3) admite uma

solução que não muda de sinal. Caso exista, denotaremos o autovalor principal por

σΩ
1 [L]. (1.4)

Além disso, quando não houver risco de confusão, omitiremos o superíndice Ω e escreve-

remos simplesmente

σ1[L].

O primeiro teorema desta seção lida com a existência e unicidade do autovalor principal

de L, além de fornecer algumas propriedades importantes:
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Teorema 1.3 Existe um único autovalor principal, σΩ
1 [L], de L e existe uma única au-

tofunção associada ϕ0 ∈ P̊ ∩ C2,γ(Ω), 0 < γ < 1 normalizada. Além disso, as seguintes

propriedades se verificam:

(i) σΩ
1 [L] é algebricamente simples, isto é, todas as autofunções são múltiplos de ϕ0.

Ou de maneira equivalente:

N [σΩ
1 [L]I − L] = span〈ϕ0〉.

(ii) σΩ
1 [L] é dominante, isto é, qualquer outro autovalor λ de (1.3) satisfaz

Re λ > σΩ
1 [L],

onde Re λ denota a parte real de λ ∈ C.

(iii) Para todo

k > −σΩ
1 [L]

o operador (linear e contínuo)

(L+ k)−1 : Lp(Ω)→ Lp(Ω), p > N

é positivo, compacto e irredutível.

A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [59] (veja Capítulo 7).

Além deste teorema, as seguintes propriedades de monotonia são extremamente úteis

nas aplicações.

Teorema 1.4 (Propriedades de monotonia) (i) Seja c̃ ∈ L∞(Ω). O autovalor

σΩ
1 [L+ c̃]

é crescente e continuo em c̃, isto é,

c̃1, c̃2 ∈ L∞(Ω), c̃1 ≤ c̃2 ⇒ σΩ
1 [L+ c̃1] ≤ σΩ

1 [L+ c̃2]

e se c̃1(x) < c̃2(x) em um subconjunto de medida não nula de Ω, então σΩ
1 [L+ c̃1] <

σΩ
1 [L+ c̃2]; e

c̃n, c̃ ∈ L∞(Ω), c̃n → c̃ em L∞(Ω)⇒ σΩ
1 [L+ c̃n]→ σΩ

1 [L+ c̃] em R.
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(ii) σΩ
1 [L] é decrescente em Ω, isto é, dado D ⊂ Ω um subdomínio com fronteira regular,

então

σD1 [L] > σΩ
1 [L].

A demonstração pode ser encontrada em [59] (veja Proposição 8.1.3, Corolário 8.1.4 e

Proposição 8.1.2).

O próximo teorema caracteriza o famoso Princípio do Máximo Forte, relacionando-o

com a positividade de σΩ
1 [L].

Teorema 1.5 Seja u ∈ W 2,p(Ω), p > N . As seguintes afirmações são equivalentes:

(i) L satisfaz o Princípio do Máximo Forte, isto é, se Lu ≥ 0 em Ω,

u ≥ 0 sobre ∂Ω,

com pelo menos uma das desigualdades estrita, então u ∈ P̊ .

(ii) L satisfaz o Princípio do Máximo, isto é, Lu ≥ 0 em Ω,

u ≥ 0 sobre ∂Ω,
⇒ u ≥ 0.

(iii) L admite uma supersolução estrita positiva h ∈ W 2,p(Ω), p > N , isto é, Lh ≥ 0 em Ω,

h ≥ 0 sobre ∂Ω,

com pelo menos uma das desigualdades estrita.

(iv) σΩ
1 [L] > 0.

(v) O operador resolvente do problema linear Lw = f ∈ Lp(Ω) em Ω,

w = 0 sobre ∂Ω,
(1.5)

está bem definido e é fortemente positivo.

A demonstração deste pode ser encontrada, por exemplo, em [59] (veja Teorema 7.5.2).

Sobre o parágrafo (v), por operador resolvente, entendemos a aplicação

R : Lp(Ω) −→ Lp(Ω) ∩ C1
0(Ω)
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que a cada f ∈ Lp(Ω), p > N é associado à w = R(f) ∈ Lp(Ω) ∩ C1
0(Ω), a única solução

do problema linear (1.5). Por fortemente positivo entendemos que

R(P \ {0}) ⊂ P̊ ,

ou seja, se f > 0, então a solução não trivial de (1.5) w = R(f) satisfaz w(x) > 0 em Ω

e (∂w/∂n)(x) < 0 sobre ∂Ω.

Vale ressaltar que esta poderosa ferramenta foi demonstrada em 1994 de forma in-

dependente por [63] e [11], posteriormente generalizado por [5], [58] e [4]. Observamos

também que estas equivalências seguem validas para outras condições de fronteira. Suge-

rimos [59] que possui uma abordagem bastante completa sobre o tema.

No que segue, apresentaremos alguns resultados referentes ao seguinte problema de

autovalor com peso  Lu = λW (x)u em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(1.6)

onde W ∈ L∞(Ω). Denotando

µ(λ) = σΩ
1 [L − λW ] λ ∈ R, (1.7)

um valor λ∗ ∈ R é dito um autovalor principal de (1.6) se

µ(λ∗) = 0.

O próximo resultado coleta algumas propriedades importantes da aplicação µ(λ).

Proposição 1.6 Supondo W ∈ L∞(Ω) \ {0}. Então a aplicação µ(λ) definida por (1.7)

satisfaz as seguintes propriedades:

(i) µ(λ) é real analítica e concava, no sentido de que µ′′(λ) ≤ 0, para todo λ ∈ R.

Portanto, ou µ′′ = 0 em R, ou existe um conjunto discreto Z ⊂ R tal que µ′′(λ) < 0,

para todo λ ∈ R \ Z.

(ii) Assumindo que existe x+ ∈ Ω e R > 0 tais que

B+ := BR(x+) ⊂ Ω e inf
B+

V > 0.

Então,

lim
λ↑∞

µ(λ) = −∞. (1.8)

Suponha, em adicional, que W ≥ 0 em Ω. Então µ′(λ) < 0, para todo λ ∈ R.
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Para uma demonstração deste resultado veja [59], Teorema 9.1.1.

O próximo teorema caracteriza a existência de principal autovalor de (1.6) no caso em

que W > 0.

Teorema 1.7 Supondo que W ≥ 0 e que existem x+ ∈ Ω e R > 0 tais que

B+ := BR(x+) ⊂ Ω e inf
B+

W > 0.

Então, (1.6) possui um autovalor principal se, e somente se,

µ(−∞) := lim
λ↓−∞

µ(λ) > 0.

Além disso, este autovalor é único se existe e será denotado por

σΩ
1 [L;W ].

E ainda σΩ
1 [L;W ] é um autovalor simples de L − λW com peso W , no sentido de que

Wϕ 6∈ R[L − σΩ
1 [L;W ]W ],

para qualquer autofunção ϕ ∈ P̊ de (1.6) associado a σΩ
1 [L;W ].

A demonstração deste resultado pode ser encontrada em [59] (veja Teorema 9.2.1).

A partir de agora, veremos alguns exemplos de casos particulares dos problemas de

autovalores (1.3) e (1.6) que aparecerão nos próximos capítulos e que possui outras pro-

priedades interessantes para as aplicações além das relatadas nos teoremas anteriores.

Exemplo 1:

O primeiro caso particular que destacamos é o autovalor do operador de Laplace −∆ em

Ω sob a condição de fronteira homogênea de Dirichlet, isto é, −∆u = λu em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.

cujo autovalor principal é positivo. Por simplicidade, adotaremos a notação

λ1 := σΩ
1 [−∆],

Além disso, ao longo de todo este trabalho, ϕ1 denotará a principal autofunção positiva

associada a λ1 com ‖ϕ1‖0 = 1.
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Exemplo 2:

Considere o seguinte problema de autovalor com peso −div(A(x)∇u) + c(x)u = λm(x)u em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(1.9)

onde A ∈ C1(Ω) e c,m ∈ L∞(Ω) tais que

A ≥ A0 > 0 e m > 0.

De acordo com a notação introduzida anteriormente, o autovalor principal de (1.9) é

denotado por

σΩ
1 [−div(A(x)∇) + c(x);m(x)].

Além disso, quando não houver risco de confusão, omitiremos o superíndice Ω e escreve-

remos simplesmente

σ1[−div(A(x)∇) + c(x);m(x)].

E ainda, quando A é constante, −div(A∇u) = −A∆u e escreveremos

σΩ
1 [−A∆ + c(x);m(x)].

Para ser consistente com a notação introduzida na Definição 1.2, adotaremos também

σΩ
1 [−div(A(x)∇) + c(x); 1] := σΩ

1 [−div(A(x)∇) + c(x)].

Com respeito a este problema temos

Teorema 1.8 (1.9) admite um único autovalor principal e que é dado pela caracterização

variacional

σΩ
1 [−div(A(x)∇) + c(x);m(x)] = inf

φ∈H1
0 (Ω)\{0}

∫
Ω

A(x)|∇φ|2 +

∫
Ω

c(x)φ2∫
Ω

m(x)φ2

.

Além disso, uma autofunção associada, ϕ, satisfaz

σΩ
1 [−div(A(x)∇) + c(x);m(x)] =

∫
Ω

A(x)|∇ϕ|2 +

∫
Ω

c(x)ϕ2∫
Ω

m(x)ϕ2

.

E ainda, σΩ
1 [−div(A(x)∇) + c(x);m(x)] satisfaz as seguintes propriedades de monotonia:
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(i) É crescente com respeito às funções A e c. Isto é, se A < A (resp. c < c), então

σΩ
1 [−div(A(x)∇) + c(x);m(x)] < σΩ

1 [−div(A(x)∇) + c(x);m(x)]

(resp. σΩ
1 [−div(A(x)∇) + c(x);m(x)] < σΩ

1 [−div(A(x)∇) + c(x);m(x)]).

Além disso, a aplicação c ∈ C(Ω) 7→ σΩ
1 [−div(A(x)∇) + c(x);m(x)] é contínua.

(ii) É decrescente com respeito à função m. Isto é, se m < m, então

σΩ
1 [−div(A(x)∇) + c(x);m(x)] > σΩ

1 [−div(A(x)∇) + c(x);m(x)].

(iii) É decrescente com respeito ao domínio Ω. Isto é, se D ( Ω onde D é um subdomínio

com fronteira regular, então

σD1 [−div(A(x)∇) + c(x);m(x)] > σΩ
1 [−div(A(x)∇) + c(x);m(x)].

O seguinte corolário lida com o caso em que A, c e m são constantes.

Corolário 1.9 Se A, c e m são constantes, então

σΩ
1 [−A∆ + c;m] =

AσΩ
1 [−∆] + c

m
.

Demonstração: Por definição de σΩ
1 [−A∆+c;m], existe uma função positiva ϕ tal que −A∆ϕ+ cϕ = σΩ

1 [−A∆ + c;m]mϕ em Ω,

ϕ = 0 sobre ∂Ω.

Ou de maneira equivalente, −∆ϕ =
σΩ

1 [−A∆ + c;m]m− c
A

ϕ em Ω,

ϕ = 0 sobre ∂Ω.

Portanto o número real (σΩ
1 [−A∆ + c;m]m − c)/A é o autovalor principal de −∆ em Ω

sob a condição de fronteira homogênea de Dirichlet. Isto é,

σΩ
1 [−A∆ + c;m]m− c

A
= σΩ

1 [−∆],

concluíndo a demonstração do resultado. �

Exemplo 3:

Para finalizar este capitulo, veremos outro problema de autovalor que desempenhará um
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μ(λ)

λ[-∆;𝒳 ]1

𝒪

D
[-∆]1

𝒪

1λ

[-∆]1

𝒪

σσ

σ

Figura 1.1: Gráfico da função µD,O(λ).

papel fundamental nos Capítulos 2 e 3. Seja D um conjunto aberto e O um domínio com

fronteira regular tais que

D ⊂ O ⊂ Ω.

Considere o seguinte problema de autovalor −∆u = λXD(x)u em O,

u = 0 sobre ∂O.
(1.10)

Para estudar este caso, consideremos a função

µD,O(λ) := σO1 [−∆− λXD], λ ∈ R. (1.11)

Esta função está bem definida uma vez que −λXD ∈ L∞(Ω) para todo λ ∈ R e o seguinte

resultado nos dará informações sobre µD,O e sobre o autovalor principal de (1.10).

Proposição 1.10 (i) A função µD,O definida em (1.11) possui um único zero que é o

autovalor principal de (1.10), isto é,

σO1 [−∆;XD] = µ−1
D,O(0).

(ii)

µD,O(λ) > 0⇔ λ < σO1 [−∆;XD].

(iii)

λ1 < σO1 [−∆] < σO1 [−∆;XD].
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Demonstração: Como

µD,O(0) = σO1 [−∆] > 0,

segue do Teorema 1.7 que σO1 [−∆;XD] é um zero de µD,O. Além disso, pela Proposição 1.6,

µD,O é decrescente. Em particular, µD,O possui um único zero e satisfaz (ii).

Para verificar (iii), usando a monotonia de σO1 [−∆−λXD] com respeito a λXD, temos

λXD < λXO ⇒ µD,O(λ) = σO1 [−∆− λXD] > σO1 [−∆− λXD] = σO1 [−∆]− λ.

Fazendo λ = σO1 [−∆;XD], segue que

0 = µD,O(σO1 [−∆;XD]) > σO1 [−∆]− σO1 [−∆;XD]⇒ σO1 [−∆;XD] > σO1 [−∆].

Usando a monotonia de σO1 [−∆] com respeito ao domínio (Proposição 1.8 (iii)), obtemos

O ⊂ Ω⇒ λ1 < σO1 [−∆].

�

Veja Figura 1.1 para um esboço do gráfico de µD,O(λ).

1.2 Resultados de bifurcação

A teoria de bifurcação é uma poderosa ferramenta de análise não linear para estudar

certas classes de equações diferenciais. Desde os pioneiros trabalhos de Krasnosel’skii (veja

[52]), Crandall e Rabinowitz (veja [28] e [76]), diversos estudos se desenvolveram realizando

resultados similares e melhorias. Neste capitulo reunimos alguns destes resultados que

serão ferramenta chave no restante deste trabalho.

Para fornecer uma definição precisa de ponto de bifurcação, consideremos um operador

não linear abstrato

F : R× U → V

onde I ⊂ R é um intervalo (possivelmente ilimitado) e U e V são espaços de Banach.

Consideremos também a seguinte equação não linear associada

F(λ, u) = 0. (1.12)

Iremos supor que o par (λ, 0) ∈ I × U é uma solução de (1.12) para todo λ ∈ I, ou seja,

F(λ, 0) = 0 ∀λ ∈ I.
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Desse modo, iremos nos referir a esta solução como solução trivial, uma vez que ela é

conhecida. Com estas considerações temos

Definição 1.11 Seja λ0 ∈ I. (λ0, 0) (ou simplesmente λ0) é um ponto de bifurcação de

(1.12) da curva de soluções triviais (λ, 0) se existe uma sequência

(λn, un) ∈ I × (U \ {0})

onde n ≥ 1, tal que

lim
n→∞

(λn, un) = (λ0, 0) em I × U

e

F(λn, un) = 0

para todo n ≥ 1.

De maneira semelhante podemos definir ponto de bifurcação do infinito.

Definição 1.12 λ∞ ∈ I é um ponto de bifurcação de (1.12) a partir do infinito se existe

uma sequência

(λn, un) ∈ I × U \ {0}

onde n ≥ 1, tal que

lim
n→∞

(λn, un) = (λ∞,∞) em I × U

e

F(λn, un) = 0

para todo n ≥ 1.

Vamos enunciar alguns teoremas de bifurcação global. Tais resultados recebem este

nome pois fornecem a existência de um continuum ilimitado maximal, isto é, um subcon-

junto do conjunto das soluções não triviais de (1.12) em I×U que é fechado e conexo (na

topologia de I×U) e maximal no sentido de que não é um subconjunto próprio de nenhum

outro subconjunto fechado e conexo do conjunto das soluções não triviais de (1.12).
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1.2.1 Bifurcação operadores quasilineares

O primeiro teorema que apresentaremos nesta seção é devido a [8] e nos dá um critério

para obter um ponto bifurcação para uma certa classe de operadores elípticos quase-

lineares. Especificamente, considere o problema −div(A(x, u)∇u) = f(λ, x, u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(1.13)

onde f : R×Ω×R+ → R é uma função de Caratheodory (isto é, f(λ, x, s) é mensurável

com respeito a x para todo (λ, s) ∈ R × R+ e contínua com respeito a (λ, s) para x ∈ Ω

q.s.) tal que

f(λ, x, 0) = 0 x ∈ Ω q.s., λ ∈ R+

e satisfazendo:

(f1) Para todo conjunto limitado Λ ⊂ R e todo s0 > 0, existe uma função positiva

C(x) ∈ Lm(Ω) com m > N/2 tal que

|f(λ, x, s)| ≤ C(x) x ∈ Ω q.s., ∀λ ∈ Λ, ∀s ∈ [0, s0],

(f2) Para todo conjunto limitado Λ ⊂ R \ {0} e λ ∈ Λ,

lim
s→0+

f(λ, x, s)

s
= λf ′+(x, 0), uniformemente em (λ, x) ∈ Λ× Ω, (1.14)

com f ′+(x, 0) satisfazendo: ou 0 ≤ f ′+(x, 0) ∈ Lm(Ω), m > N/2 não identicamente

nulo ou

f ′+(x, 0) =∞, x ∈ Ω q.s..

No caso em que a função peso f ′+(x, 0) é integrável, supomos também

(f3) Se f ′+(x, 0) ∈ Lm(Ω), m > N/2, então o limite (1.14) é uniforme em todo conjunto

limitado Λ ⊂ R e existe uma contante positiva K(x) ∈ Lm(Ω) e ε0 > 0 tal que, para

todo λ, λ ∈ R,

|f(λ, x, s)− f(λ, x, s)| ≤ |λ− λ|K(x)s ∀s ∈ (0, ε0]. (1.15)

Já a aplicação A(x, s) := (aij(x, s)), i, j = 1, ..., N supomos ser uma matriz simétrica (i.e.,

aij = aji, para todos i, j = 1, ..., N) com coeficientes de Caratheodory aij : Ω × R+ → R

tal que existem constantes positivas α e β satisfazendo, para todo (s, ξ) ∈ R+ × RN e

x ∈ Ω q.s.,

30



Capítulo 1 1.2. Resultados de bifurcação

(A1) |A(x, s)| ≤ β.

(A2) A(x, s)ξ · ξ ≥ α|ξ|2.

Supomos também que

(A3) Existe uma função de Osgood ω : R+ → R, isto é, ω é não crescente, ω(0) = 0 e∫
0+

ds

ω(s)
= lim

t→0+

∫ t

0

ds

ω(s)
= +∞,

tal que

|A(x, s)− A(x, t)| ≤ ω(|s− t|) ∀s, t ∈ R+.

Desde que as funções aij são de Caratheodory, exite o limite

lim
s→0+

A(x, s) = A(x, 0) x ∈ Ω q.s..

Observe ainda que, no caso em que f ′+(x, 0) ∈ Lm(Ω), o problema de autovalor com peso −div(A(x, 0)∇u) = λf ′+(x, 0)u em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

possui um autovalor principal (conforme o Teorema 1.8) que é denotado por

σ1[−div(A(x, 0)∇); f ′+(x, 0)].

Para escrever (1.13) como uma equação não linear do tipo (1.12), os autores argumentam

como segue. Das hipóteses (A1) e (A2), o operador solução de −div(A(x, u)∇u) = f ∈ C0(Ω) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

está bem definido e admite uma única solução em C1+γ(Ω). Então, denotando por K esse

operador solução que é compacto de C0(Ω) em C0(Ω), então u ∈ C0(Ω) é uma solução

positiva de (1.13) se, e somente se,

F(λ, u) = u−K(f(λ, x, u)) ≡ 0,

onde estamos considerando F : R× C0(Ω)→ C0(Ω).

Assim, seja ϕ a autofunção positiva associada a este autovalor. Definindo

λ0 :=

 σ1[−div(A(x, 0)∇), f ′+(x, 0)] se f ′+(x, 0) ∈ Lm(Ω),

0 caso contrario,
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e C o fecho do conjunto

{(λ, u) ∈ R× C0(Ω); F(λ, u) = u−K(f(λ, x, u)) ≡ 0, u 6= 0},

temos o seguinte resultado de bifurcação global para (1.13), cuja a demonstração pode

ser encontrada em [8], Teorema 4.4:

Teorema 1.13 Assumindo que f(λ, x, s) = 0 para x ∈ Ω q.s., para todo λ ∈ R e s ≤ 0,

e que as hipóteses (f1)–(f3) e (A1)–(A3) ocorrem. Então λ0 é um ponto de bifurcação de

(1.13) da solução trivial e este é o único para soluções positivas. Além disso, existe um

continuum ilimitado, isto é, um subconjunto C0 em C fechado e conexo, contendo (λ0, 0).

Mais ainda, se λ0 > 0, r > N e a seguinte condição de regularidade é satisfeita ai,j ∈ C1,γ(Ω× R+) i, i = 1, ..., N, 0 < γ < 1,

f(λ, ·, ·) ∈ C1(Ω× R+) para todo λ > 0.

Então a seguinte conclusão ocorre:

(i) Se existe ε0, s0 > 0, σ < 0 e C(x) ∈ L1(Ω) tais que, denotando

µ(x) ≡ lim inf
(λ,s)→(λ0,0+)

[
f(λ, x, s)− λf ′+(x, 0)s

]
sσ−1,

para x ∈ Ω q.s. e para todos s ∈ [0, s0] e λ ∈ (λ0 − ε0, λ0 + ε0), temos
[A(x, s)− A(x, 0)] ≤ 0,[
f(λ, x, s)− λf ′+(x, 0)s

]
sσ−1 ≥ C(x),∫

Ω

µ(x)ϕ2−σ(x) > 0,

então a bifurcação de soluções positivas de λ = λ0 é subcritica.

(ii) Se existem ε1, s1 > 0, σ < 0 e C(x) ∈ L1(Ω) tais que, denotando

µ(x) ≡ lim inf
(λ,s)→(λ0,0+)

[
f(λ, x, s)− λf ′+(x, 0)s

]
sσ−1,

para x ∈ Ω q.s. e para todos s ∈ [0, s1] e λ ∈ (λ0 − ε1, λ0 + ε1), temos
[A(x, s)− A(x, 0)] ≥ 0,[
f(λ, x, s)− λf ′+(x, 0)s

]
sσ−1 ≤ C(x),∫

Ω

µ(x)ϕ2−σ(x) < 0,

então a bifurcação de soluções positivas de λ = λ0 é supercritica.
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Há uma versão deste teorema para bifurcações do infinito. Para enunciá-la necessita-

mos as seguintes hipóteses: sobre a função A iremos admitir que

(A4) Existe o limite pontual

lim
s→∞

A(x, s) = A(x,∞) q.s. em Ω.

Concernente à função f iremos supor que

(f ′2) f é assintoticamente linear no infinito, isto é, existe uma função positiva f ′∞ ∈

Lm(Ω), m > N/2, tal que

lim
s→∞

f(λ, x, s)

s
= λf ′∞(x),

uniformemente com respeito a x ∈ Ω e para todo λ ∈ [0,∞).

(f ′3) Existem funções positivas K1(x), K2(x) ∈ Lm(Ω) tais que

|f(λ, x, s)− f(λ, x, s)| ≤ |λ− λ|[K1(x)s+K2(x)],

para todos λ, λ ∈ [λ,+∞).

Com estas premissas temos o

Teorema 1.14 Assumindo que f(λ, x, s) ≥ 0 para x ∈ Ω q.s., para todo λ ∈ R e λ ∈

(0,∞) e que as hipóteses (f1), (f ′2), (f ′3) e (A1)–(A4) ocorrem. Então

λ∞ := σΩ
1 [−div(A(x,∞)∇); f ′∞(x)]

é um ponto de bifurcação de (1.13) a partir do infinito e este é o único para soluções

positivas. Além disso, existe uma componente ilimitado, isto é, um subconjunto C∞ ⊂ C

tal que

Ĉ∞ :=
{

(λ, u) com u 6= 0, (λ, u/‖u‖2
0) ∈ C∞

}
∪ {(λ∞, 0)}

é conexo e, se f(0, x, s) ≡ 0 para todo x ∈ Ω e s ≥ 0, é também ilimitado.

A demonstração pode ser encontrada em [8], Teorema 3.4.

Observação 1.15 Os resultados de bifurcação desta seção serão utilizados no Capítulo 3

para o operador Laplaciano. Por completude, optamos por enunciá-los para operadores

quasilineares, tal como são apresentados em [8].
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1.2.2 Bifurcação para operadores de Fredholm de índice zero

Para o próximo resultado de bifurcação seguiremos [66] e [60] (veja também [61]) que

estendem de modo substancial os clássicos resultados de [28] e [76], permitindo a aplicação

dos teoremas de bifurcação à uma ampla classe de operadores de Fredholm de índice zero.

Faremos agora algumas considerações iniciais sobre operadores de Fredholm. Come-

cemos com a

Definição 1.16 (Operador de Fredholm) Um operador L ∈ L(U) é chamado de ope-

rador de Fredholm se

dimN [L] <∞ codimR[L] <∞.

Neste caso R[L] deve ser fechado e definimos o índice de L por

ind[L] := dimN [L]− codimR[L].

O exemplo mais conhecido de operador de Fredholm de índice zero são as perturbações

compactas da identidade, isto é,

IU − T

onde IU denota o operador identidade em U e T ∈ L(U) é um operador compacto. E com

efeito, da Alternativa de Fredholm (veja Teorema 6.6 em [13]), temos que

dimN [IU − T ] <∞

e

dimN [IU − T ] = dimN [IU − T ∗] = dimR[IU − T ]⊥ = codimN [IU − T ].

Assim, retornando à equação não linear abstrata (1.12), consideraremos o caso particular

em que U = V e I = R, isto é,

F : R× U → U.

Daqui em diante assumiremos as seguintes hipóteses sobre F:

(F1) Para cada λ ∈ R, a aplicação F(λ, ·) é de classe C1(U) e

DuF(λ, u) ∈ L(U)

é um operador de Fredholm de índice zero, para todo u ∈ U .

(F2) DuF : R× U → U é uma aplicação contínua.
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(F3) F(λ, 0) = 0, para todo λ ∈ R.

Observação 1.17 Note que, se existe Θ ∈ C(R, U) tal que

F(λ,Θ(λ)) = 0 ∀λ ∈ R,

com a mudança de variável

J : (λ, u) = F(λ, u+ Θ(λ)), (λ, u) ∈ R× U

recuperamos a condição (F3).

Denotaremos também por

L(λ) := DuL(λ, 0), λ ∈ R,

a linearização de F em (λ, 0). Pela hipótese (F2), L ∈ C(R,L(U)). Além disso, desde que

L(λ) é um operador de Fredholm de índice zero, temos que L(λ) é um isomorfismo se

dimN [L(λ)] = 0. Consequentemente, o espectro de L pode ser definido como

Σ := Σ(L) = {λ ∈ R; dimN [L(λ)] ≥ 1}.

Os resultados de bifurcação global que apresentaremos adiante consistem em estudar

a estrutura das componentes de F−1(0) do ponto de vista da teoria de bifurcação global,

isto é, estudamos a equação não linear abstrata

F(λ, u) = 0. (1.16)

Observação 1.18 Na literatura clássica sobre teoria de bifurcação, encontramos que F

deve ser da forma

F(λ, u) := L(λ)u+ N(λ, u),

onde L(λ) é um operador linear que é uma pertubação compacta da identidade e

N : R× U → U

é contínuo e compacto sobre conjuntos limitados tais que

N(λ, u) = o(‖u‖U).

quando u→ 0 em U . Porém, supondo apenas que as hipóteses (F1)–(F3) são verdadeiras

e escrevendo

F(λ, u) = DuF(λ, 0)u−DuF(λ, 0)u+ F(λ, u)
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então

N(λ, u) := −DuF(λ, 0)u+ F(λ, u)

satisfaz

N(λ, u) = o(‖u‖U).

quando u → 0 em U (veja demonstração do Lema 2.1 em [60]), mas neste caso estamos

pedindo apenas que L(λ) := DuF(λ, 0) seja um operador de Fredholm de índice zero, não

necessariamente uma perturbação compacta da identidade. Portanto, a abordagem aqui

apresentada (baseada em [60]) é substancialmente uma generalização da clássica teoria de

bifurcação para operadores da forma F(λ, u) = L(λ)u+ N(λ, u).

O primeiro resultado referente a operadores F satisfazendo apenas (F1)–(F3) nos diz que

os possíveis pontos de bifurcação da equação (1.16) são elementos do espectro de F.

Lema 1.19 Seja λ0 ∈ R tal que (λ0, 0) é um ponto de bifurcação de (1.16) a partir da

solução trivial (λ, 0). Então λ0 ∈ Σ(L).

A demonstração deste resultado pode ser encontrada em [60], Lema 2.1.

Este lema motiva o estudo do espectro de L para conhecer os possíveis pontos de

bifurcação de (1.16). Assim, apresentamos agora uma caracterização de Σ := Σ(L) quando

a dependência de λ é real analítica, que é um caso que ocorre na maioria das aplicações.

Teorema 1.20 Supondo que L é real analítica, então ou Σ = R ou Σ é um subconjunto

discreto de R.

A demonstração deste resultado pode ser encontrada em [66], Teoremas 4.4.1 e 4.4.4. Veja

também [60], Teorema 4.1.

O próximo conceito é de fundamental importância e foi introduzido (em uma forma

mais geral) por [40] para estender o teorema de [28] sobre bifurcação a partir de autovalores

simples. Dado λ0 ∈ R, denotaremos

L0 := L(λ0) e L1 :=
dL

dλ
(λ0).

Definição 1.21 (Autovalor 1-transversal) Supondo L ∈ C1(R,L(U)) tal que L(λ) é

um operador de Fredholm de índice zero, para cada λ ∈ R e dimN [L(λ0)] ≥ 1 para algum
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λ0 ∈ R. Então dizemos que λ0 é um autovalor 1-transversal de L(λ) se

L1(N [L0])⊕R[L0] = U.

Observe que a condição de transversalidade de [28] ocorre se, e somente se,

dimN [L0] = 1

e λ0 é um autovalor 1-transversal de L que, neste caso, pode ser expressada como

L1ϕ0 6∈ R[L0], onde N [L(λ0)] = span〈ϕ0〉.

Ressaltamos que, em [66], os autores introduzem o conceito de autovalor algébrico (veja

Definição 4.3.1 em [66] ou Definição 4.1 em [60]) que está intimamente relacionado com a

noção de autovalor transversal e é fundamental para o desenvolvimento das generalizações

de bifurcação global à operadores de Fredholm de índice zero. Porém, tal estudo foge ao

escopo deste trabalho e, como estamos interessados apenas em enunciar os resultados de

bifurcação, a definição de autovalor 1-transversal é suficiente para nossos propósitos.

No que segue, enunciamos a generalização do celebrado teorema de bifurcação global

de [28] e [76].

Teorema 1.22 Suponha que L ∈ C1(R,L(U)) e L(λ) é um operador de Fredholm de

índice zero, para todo λ ∈ R. Se λ0 ∈ R é uma autovalor 1-transversal de L(λ) com

dimN [L0] = 1,

então (λ0, 0) é um ponto de bifurcação de (1.16) da solução trivial. Além disso, existe

um continuum de soluções não triviais de (1.16) para todo F : R × U → U satisfazendo

(F1)–(F3) e tal que L = DuF(λ, 0).

A demonstração pode ser encontrada em [60], veja Corolário 4.1.

Quando o L é uma perturbação compactada da identidade, temos mais informações

sobre o comportamento global deste continuum. Além disso, este é caso bastante comum

nas aplicações, como veremos nos próximos capítulos.

Teorema 1.23 Suponha que L ∈ C1(R,L(U)) e L(λ) é real analítica em λ da forma

L(λ) = IU −R(λ)
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onde R(λ) ∈ L(U) é compacto, para todo λ ∈ R. Se λ0 ∈ R é uma autovalor 1-transversal

de L(λ) então (λ0, 0) é um ponto de bifurcação de (1.16) da solução trivial. Além disso,

existe um continuum de soluções não triviais de (1.16)

C ⊂ S := {(λ, u) ∈ I × (U \ {0}); F(λ, u) = 0} ∪ {(λ, 0); λ ∈ Σ}

emanando de (λ, 0) em (λ0, 0) satisfazendo uma das seguintes condições não excludentes:

ou

A1. C é ilimitado em R× U ; ou

A2. Existe λ1 ∈ Σ \ {λ0} tal que (λ1, 0) ∈ C.

A demonstração deste resultado pode ser encontrada em [66], Corolário 6.3.2.

Observação 1.24 Se olharmos o enunciado do Corolário 6.3.2 em [66], veremos que as

premissas exigidas são as seguintes: F(λ, u) : R× U → U é um operador da forma

F(λ, u) := L(λ)u+ N(λ, u),

onde L(λ) é um operador linear que é uma pertubação compacta da identidade e

N : R× U → U

é contínuo e compacto sobre conjuntos limitados tais que

N(λ, u) = o(‖u‖U).

quando u → 0 em U , uniformemente em intervalos compactos de R. Além disso, o

espectro de L é discreto e existe λ0 ∈ R tal que Ind(0,R) muda de sinal quando λ cruza λ0,

onde Ind(0,R) denota o índice de Leray-Schauder definido para perturbações compactas

da identidade. Porém, tendo em vista as condições (F1)–(F3) e escrevendo

F(λ, u) = L(λ)− L(λ) + F(λ, u),

então definindo

N(λ, u) := −L(λ) + F(λ, u)

já vimos que N(λ, u) = o(‖u‖U) quando u → 0 em U (veja demonstração do Lema 2.1

[60]). Por outro lado, uma vez que λ0 é um autovalor 1-transversal de L(λ), a teoria
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de autovalores algébricos desenvolvida em [40] garante que λ0 é um autovalor isolado de

L (veja Definição 4.2 em [60]) assim, pelo Teorema 1.20, Σ é discreto. Além disso, é

possível mostrar que ind(0,R(λ)) muda de sinal quando λ cruza λ0 (veja Teorema 6.5.2

em [66]).

Observação 1.25 Em realidade, há uma versão do Teorema 1.23 quando L é um ope-

rador de Fredholm de índice zero (não necessariamente uma perturbação compacta da

identidade), veja Teorema 6.2 em [60].

Este teorema nos fornece a existência de um continuum de soluções da equação (1.16),

porém não nos diz informações sobre o sinal destas soluções e em muitos modelos ma-

temáticos buscamos por soluções positivas. Para resolver esta questão temos o seguinte

teorema, conhecido como bifurcação global unilateral :

Teorema 1.26 Suponha que L ∈ C1(R,L(U)) e L(λ) é real analítica em λ da forma

L(λ) = IU −R(λ),

onde R(λ) ∈ L(U) é compacto, para todo λ ∈ R. Se λ0 ∈ R é uma autovalor 1-transversal

de L(λ) com

dimN [L(λ0)] = 1,

e denotando por Y o complemento de N [L(λ0)] em U , então o continuum C dado pelo

Teorema 1.23 possui dois subcontinuuns C+ e C− tais que, fixo η ∈ (0, 1), existe δ0 =

δ0(η) > 0 suficientemente pequeno tal que

(λ, u) ∈ (C+ \ {(λ0, 0)}) ∩Bδ(λ0, 0)

(resp. (λ, u) ∈ (C− \ {(λ0, 0)}) ∩Bδ(λ0, 0))

pode ser escrito como

(λ, u) = (λ0 + o(1), sϕ0 + y0), s > η‖u‖ > 0

(resp. (λ, u) = (λ0 + o(1), sϕ0 + y0), s < −η‖u‖)

onde y0 ∈ Y (único) e y = o(s).

Além disso, cada uma das componente C+ e C− satisfaz uma das alternativas do Teo-

rema 1.23 ou contem um ponto

(λ, y) ∈ R× (Y \ {0}).
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Para uma demonstração deste resultado veja Teorema 6.4.3 em [66].

Para finalizar esta seção, destacamos que estes teoremas podem ser aplicados também

à sistemas envolvendo operadores uniformemente elípticos. No que segue, apresentaremos

um resultado devido a [56] que fornece uma aplicação dos teoremas anteriores ao sistema
L1u = λu+ f(x, u)u+ F (x, u, v)uv em Ω,

L2v = µv + g(x, v)v +G(x, u, v)uv em Ω,

u = v = 0 sobre ∂Ω,

(1.17)

onde

Lk := −
N∑

i,j=1

akij(x)
∂2

∂i∂j
+

N∑
i=1

bki (x)
∂

∂i
+ ck(x) x ∈ Ω, k = {1, 2},

são operadores uniformemente elípticos com coeficientes satisfazendo (1.2). As seguintes

hipóteses sobre as funções f, g, F e G serão adotadas:

(Hfg) f(x,w) e g(x,w) são funções reais definidas em Ω × R, contínuas em x e de classe

C1 em w tais que

f(x, 0) = g(x, 0) = 0 ∀x ∈ Ω.

(HFG) F (x, u, v) e G(x, u, v) são funções reais definidas em Ω × R2, contínuas em x e de

classe C1 em (u, v).

O problema (1.17) admite três tipos de soluções com componentes não negativas.

Nomeadamente, a solução trivial (0, 0), as soluções semitriviais não negativas (u, 0) e

(0, v), onde u e v são soluções de L1u = λu+ f(x, u)u em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(1.18)

e  L2v = µv + g(x, v)v em Ω,

v = 0 sobre ∂Ω,
(1.19)

respectivamente, e o estado de coexistência, que são as soluções (u, v) com ambas as

componentes não nulas.

Para escolher um espaço de Banach adequado para aplicar os Teoremas 1.23 e 1.26,

argumentamos como segue:

Fixo

ω > max{−σ1[L1],−σ1[L2]}
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e para cada k ∈ {1, 2}, seja ek a única solução de (Lk + ω)ek = 1 em Ω,

ek = 0 sobre ∂Ω.

Desde que, para cada k ∈ {1, 2},

σ1[Lk + ω] > 0

e segue do Teorema 1.5 que ek é fortemente positivo. Assim, para cada k ∈ {1, 2},

denotamos por Ek o espaço de Banach consistindo de todas as funções w ∈ C(Ω) tais que

existe γ = γ(w) > 0 satisfazendo

−γek < w < γek

equipado com a norma

‖u‖E := inf{γ > 0; −γe < u < γe}.

Com a ordem pontual natural este é um espaço de Banach cujo cone positivo é normal e

possui interior não vazio (conforme [3], Seção 2). Para enunciar o teorema de bifurcação

para (1.17), precisamos do seguinte conceito:

Definição 1.27 Seja (λ, θλ) uma solução positiva de (1.18). Dizemos que (λ, θλ) é uma

solução não degenerada de (1.18) se zero é a única solução forte da equação linearizada

de (1.18) em θλ, que é dada por L1u = λu+ [θλDuf(x, θλ) + f(x, θλ)]u em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.

Com essas considerações e denotando por Pk o cone de positivo Ek, k ∈ {1, 2}, temos

Teorema 1.28 Supondo (Hfg) e (HFG). Seja

(λ, θλ) ∈ R× int(P1)

uma solução positiva não degenerada de (1.18) e considere

µλ := σ1[L2 −G(x, θλ, 0)θλ].

Então do ponto (µ, u, v) = (µλ, θλ, 0) emana um continuum

C ⊂ R× int(P1)× int(P2)

de estado de coexistência de (1.17) tal que uma das seguintes afirmativas ocorre
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1. C é ilimitado em R× E1 × E2.

2. Existe uma solução positiva (µ∗, θµ) de (1.19) tal que

λ = σ1[L1 − F (x, 0, θµ∗)θµ∗ ]

e (µ∗, 0, θµ∗) ∈ C.

3. Existe um outra solução positiva de (1.18), digamos (λ, ψλ), com ψλ 6= θλ, tal que

(σ1[L2 −G(x, ψλ, 0)ψλ], ψλ, 0) ∈ C.

4. λ = σ1[L1] e (σ1[L2], 0, 0) ∈ C.

A demonstração deste resultado pode ser encontrada em [66], Teorema 7.2.2.

Grosso modo, este teorema nos diz que o continuum bifurcando da solução semi-trivial

(µλ, θλ, 0) ou é ilimitado (alternativa 1); ou vai à outra curva de soluções semi-triviais, que

são da forma (0, θµ) (alternativa 2); ou retorna à curva de semi-triviais da forma (θλ, 0)

em outro ponto (alternativa 3); ou vai à origem (0, 0) (alternativa 4).

No Capítulo 4 provaremos uma versão deste resultado para sistemas elípticos envol-

vendo operadores quasilineares.

1.2.3 Bifurcação para operadores positivos

Seguindo a notação na seção anterior, ou seja,

F : R× U → U

satisfazendo as hipóteses (F1)–(F3), observe que quanto mais propriedades exigimos do

operador L, melhores são os resultados de bifurcação obtidos.

Primeiramente necessitamos da seguinte definição:

Definição 1.29 Seja U um espaço de Banach ordenado. Dizemos que U possui cone

normal se o subconjunto

P ∗ := {f ∈ U ′; f(u) ≥ 0 ∀u ∈ PU}

satisfaz U ′ = P ∗ − P ∗.
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Assim, nesta seção apresentaremos um teorema de bifurcação para operadores positi-

vos. Para isso, além das hipóteses (F1)–(F3) iremos supor as seguintes condições:

(A) U é um espaço de Banach ordenado cujo cone positivo, denotado por PU , é normal

e possui interior não vazio.

(B) A família L(λ) é da forma

L(λ) = IU − λK,

onde K é um operador compacto e fortemente positivo, isto é,

K(PU \ {0}) ⊂ int(PU),

int(PU) denota o interior do cone PU .

(C) As soluções da equação

F(λ, 0) = 0

satisfazem o Princípio do Máximo Forte, no sentido de que

(λ, u) ∈ R× (PU \ {0})

F(λ, 0) = 0

 =⇒ u ∈ int(P ).

Das hipóteses (A), (B) e pelo Teorema 1.37, temos que r(K) > 0 é um autovalor principal

do operador K. Assim, definindo

λ0 :=
1

r(K)
,

temos o seguinte resultado, que pode ser comparado com o Teorema 1 de [29].

Teorema 1.30 Seja F : R × U → U satisfazendo (F1)–(F3). Suponha que as premissas

(A), (B) e (C) são verdadeiras, então (λ0, 0) é o único ponto de bifurcação da solução

trivial para soluções positivas de F(λ, u) = 0. Além disso, existe um continuum de soluções

não triviais de F(λ, u) = 0,

CP ⊂ R× int(PU),

emanando de (λ, 0) em (λ0, 0).

A demonstração deste resultado pode ser encontrada em [66], veja Teorema 6.5.5.
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1.3 Método de sub e supersolução para uma equação

Considere a equação elíptica −∆u = f(x, u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(1.20)

onde f : Ω × R → R é uma função de Caratheodory (isto é, mensurável em x ∈ Ω para

todo u ∈ R e contínua em u ∈ R para x ∈ Ω q.s.).

O método de sub-supersolução é ferramenta muito utilizada para determinar existência

de solução de problemas como (1.20). Existem diferentes versões deste métodos, tratando

soluções fracas e fortes (veja, por exemplo, [10, 37, 31]) ou clássicas (veja, por exemplo,

[2, 73]), impondo condições sobre f e sobre o par de sub e supersolução, como veremos

logo adiante.

Apresentaremos dois resultados de sub e supersolução. O primeiro deles é devido a [2]

e nos fornece soluções clássicas de (1.20).

Teorema 1.31 Suponha que (1.20) admite um par (u, u) de sub-supersoluções ordenadas,

isto é, u, u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) satisfazendo

u ≤ u em Ω,

 −∆u ≤ f(x, u) em Ω,

u ≤ 0 sobre ∂Ω,
e

 −∆u ≥ f(x, u) em Ω,

u ≥ 0 sobre ∂Ω.

Supondo ainda que

f ∈ Cγ(Ω× [u, u]) 0 < γ < 1.

Então existem funções u∗, u∗ ∈ C2(Ω) (não necessariamente distintas) que são soluções de

(1.20). Além disso, qualquer solução u de (1.20) satisfazendo

u ≤ u ≤ u em Ω,

satisfaz

u∗ ≤ u ≤ u∗ em Ω.

O próximo resultado é devido a [31] e nos fornece soluções apenas contínuas, no se-

guinte sentido:
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Definição 1.32 Dizemos que u ∈ C(Ω) é uma C-solução de (1.20) se

−
∫

Ω

u∆ϕ =

∫
Ω

f(x, u)ϕ ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω)

e

u = 0 sobre ∂Ω.

Com isso, temos o

Teorema 1.33 Suponha que (1.20) admite um par (u, u) de sub e supersoluções fracas

ordenadas, isto é, u, u ∈ C(Ω) satisfazendo

u ≤ u em Ω,
−
∫

Ω

u∆ϕ ≤
∫

Ω

f(x, u)ϕ ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω), ϕ ≥ 0,

u ≤ 0 sobre ∂Ω,

e 
−
∫

Ω

u∆ϕ ≥
∫

Ω

f(x, u)ϕ ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω), ϕ ≥ 0,

u ≥ 0 sobre ∂Ω.

Suponha ainda que

f ∈ C(Ω× R).

Então existem funções u∗, u∗ ∈ C(Ω) (não necessariamente distintas) que são C-soluções

de (1.20). Além disso, qualquer C-solução u de (1.20) satisfazendo

u ≤ u ≤ u em Ω,

satisfaz

u∗ ≤ u ≤ u∗ em Ω.

Para finalizar esta seção, apresentaremos um lema devido a [10] que nos fornece mé-

todo prático para obter subsoluções fracas por prolongamento e que será utilizado no

Capítulo 2.

Considere Ω1 um subdomínio com fronteira regular de Ω tal que Ω1 ⊂ Ω e denotemos

Ω2 = Ω \ Ω1 e n1 a normal exterior unitária a Ω1. Assim,

Lema 1.34 Suponha que

f ∈ C(Ω× R) e f(x, 0) ≥ 0 ∀x ∈ Ω.
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Se existe u > 0, u ∈ H2(Ω1) ∩ C0(Ω1) tal que
−∆u ≤ f(x, u) q.s. em Ω1,
∂u

∂n1

≤ 0 sobre ∂Ω1,

então a função definida por u = u em Ω1 e u = 0 em Ω é uma subsolução fraca de (1.20),

isto é, ∫
Ω

∇u∇ϕ ≤ f(x, u)ϕ ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω), ϕ ≥ 0.

1.4 Outros Resultados

Nesta seção enunciaremos alguns resultados clássicos de Analise Funcional e Equações

Diferenciais Parciais que serão utilizados ao longo do texto.

Iniciemos com uma versão famoso Teorema da Função Implícita para Espaços de

Banach.

Teorema 1.35 (Teorema da Função Implícita) Seja E e F espaços de Banach reais

e Λ× U ⊂ R× E um aberto. Supondo que H ∈ C(Λ× U, F ) satisfaz

i) H(λ0, u0) = 0 para algum (λ0, u0) ∈ Λ× U ;

ii) Hu é contínua em uma vizinhança de (λ0, u0);

iii) Hu é não singular (tem inversa limitada) ou equivalentemente, Hu(λ0, u0) é contínua

e bijetiva.

Então existe uma curva contínua u = u(λ) definida em um entorno A de λ0 tal que

u(λ0) = u0 e H(λ, u(λ)) = 0 ∀λ ∈ A.

Além disso, estas são as únicas soluções de H(λ, u) = 0 com λ ∈ A. Por fim, se H ∈

Ck(Λ× U, F ), então u ∈ Ck(A× U, F ), k ≥ 1.

Demonstração: Veja Teorema 15.1 em [34]. �

O próximo resultado nos fornece um critério de unicidade para uma certa classe de

problemas elípticos não lineares.
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Teorema 1.36 (Brezis-Oswald) Considere o problema
−∆u = f(x, u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

u > 0.

(1.21)

Supondo que f : Ω × [0,∞) → R é uma função de Caratheodory tal que a função x 7→

f(x, u) pertence a L∞(Ω) para todo u ≥ 0.

(i) Se a aplicação

u 7→ f(x, u)/u

é decrescente em (0,∞), então (1.21) admite no máximo uma solução positiva.

(ii) Se a aplicação

u 7→ f(x, u)/u

é não crescente em (0,∞), então se existem duas soluções (positivas) u1 e u2 de

(1.21), necessariamente
u1

u2

≡ constante.

A demonstração pode ser encontrada em [15], veja a Seção 2.

O próximo teorema é conhecido como um resultado do tipo Krein–Rutman.

Teorema 1.37 Seja E um espaço de Banach ordenado e

T : E −→ E

um operador linear contínuo tais que:

i) T é compacto e fortemente positivo.

ii) int(PE) 6= ∅, onde PE denota o cone positivo de E.

Então as seguintes afirmativas são verdadeiras:

1) r(T ) > 0 é um autovalor algebricamente simples de T e é o único com autovalor de T

com autofunção positiva associada.
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2) Dado y ∈ E com y ≥ 0, a equação

λv − Tv = y (v ∈ E),

possui uma única solução positiva se λ > r(T ), não possui solução positiva se λ < r(T )

e não possui solução para λ = r(T ).

A demonstração pode ser encontrada em [32], veja Teorema 12.3 e Corolário 12.4.

Para enunciar o próximo resultado, recordemos algumas definições. Primeiro vamos

definir ponto crítico de um funcional relativo a um subconjunto convexo.

Definição 1.38 Seja M um subconjunto fechado e conexo de um espaço de Banach U e

I ∈ C1(U). Dizemos que u ∈M é um ponto critico de I em M se

g(u) = sup{I ′(u)(u− v); v ∈M, ‖v − u‖H1
0
≤ 1} = 0.

Recordemos agora a condição Palais-Smale sobre conjuntos convexos.

Definição 1.39 Dizemos que I ∈ C1(U) satisfaz a condição Palais-Smale sobre M se a

seguinte condição ocorre:

(P.-S.)M Qualquer sequencia un emM tal que |I(un)| ≤ c uniformemente, enquanto

g(un)→ 0 (n→∞), é relativamente compacto.

Teorema 1.40 Sejam M um subconjunto fechado e conexo de um espaço de Banach U ,

I ∈ C1(U) satisfazendo (P.-S.)M sobre M e suponha que I admite dois mínimos relativos

distintos u1, u2 ∈M . Então, a seguinte dicotomia ocorre: ou

1. I possui um ponto crítico u ∈M que não é um mínimo local de I; ou

2. I(u1) = I(u2) = β e vλ e 0 podem ser conectados em qualquer vizinhança do conjunto

dos mínimos locais de I relativos aM, cada um dos quais satisfazendo Iλ(w) = β.

A demonstração pode ser encontrada em [82], veja Teorema II.11.8.

Apresentaremos agora um resultado de existência e unicidade para uma certa equação

logística. Tal resultado será utilizado diversas vezes ao longo deste trabalho.

Teorema 1.41 Considere o problema −div(A(x)∇u) = u(λ−D(x)u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(1.22)
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onde A ∈ C1,γ(Ω), D ∈ Cγ(Ω), 0 < γ < 1 e tais que with A(x) ≥ A0 > 0 e D(x) ≥ D0 > 0

para constantes positivas A0 e D0. Então, (1.22) possui solução positiva se, e somente

se, λ > σ1[−div(A(x)∇)]. Além disso, se existe, a solução é única e denotaremos por uλ.

Além disso, a aplicação

λ ∈ (σ1[−div(A(x)∇)],∞) −→ uλ ∈ C2
0(Ω)

é crescente. E ainda, a seguinte estimativa ocorre

λ− σ1[−div(A(x)∇)]

‖D‖0

ϕ ≤ uλ ≤
λ

D0

, (1.23)

onde ϕ denota a autofunção positiva associada a σ1[−div(A(x)∇)] com ‖ϕ‖0 = 1.

Para uma demonstração deste resultado, veja [83], Seção 1.4.

Para finalizar esta seção, enunciaremos um resultado devido a [42] que nos fornece

condições suficientes para garantir que um ramo de supersolução está por cima de um

continuum de soluções para uma certa classe de problemas elípticos não lineares. Em

particular, tal resultado nos propicia um resultado de cotas a priori.

Teorema 1.42 Considere o problema −∆u = f(λ, x, u) em Ω,

u = 0 sobre Ω,
(1.24)

onde f é localmente Lipschitz. Suponha que I ⊂ R é um intervalo e seja Σ ⊂ I × C2
0(Ω)

um continuum do conjunto de soluções de (1.24). Considere uma aplicação contínua

U : I → C2
0(Ω)

tal que U(λ) é uma supersolução de (1.24), para todo λ ∈ I, mas não uma solução. Se

u0 ≤ (6≡)U(λ0) em Ω,

para algum (λ0, u0) ∈ Σ, então

u < U(λ) em Ω,

para todo (λ, u) ∈ Σ.

A demonstração deste resultado pode ser encontrada em [42], Teorema 2.2. Veja

também a Observação na pág. 626 deste artigo para uma versão com subsoluções.
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Capítulo 2

Um problema logístico com difusão não

linear I

Neste capitulo apresentaremos os resultados obtidos em [25]. Estudaremos o seguinte

problema elíptico com difusão não linear: −∆(u+ a(x)ur) = λu− b(x)up em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(2.1)

onde Ω ⊂ RN , N ≥ 1 é um domínio limitado com fronteira regular, r, p > 1, a ∈ C2(Ω,R+)

e b ∈ Cα(Ω,R+), 0 < α < 1 são funções que podem se anular em subconjuntos de Ω. O

caso 0 < r < 1 será estudado no Capítulo 3. Note ainda que, quando r = 1, (2.1) é um

problema de difusão linear já conhecido e não será objetivo de estudo neste trabalho.

Ao longo de todo este capítulo denotaremos:

Ωb+ := {x ∈ Ω; b(x) > 0}, (2.2)

Ωb0 := Ω \ Ωb+, (2.3)

Ωa+ := {x ∈ Ω; a(x) > 0} (2.4)

e

Ωa0 := Ω \ Ωa+. (2.5)

Observemos que estes conjuntos são abertos. As hipóteses serão apresentadas oportuna-

mente ao longo da exposição.

Este capítulo está estruturado da seguinte maneira: na Seção 2.1 veremos uma motiva-

ção em Dinâmica de Populações para este modelo, apresentaremos as hipóteses adotadas,
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alguns resultados conhecidos sobre este problema e enunciaremos nossos principais te-

oremas que se referem as soluções positivas de (2.1), interpretando tais resultados no

contexto da Ecologia. A Seção 2.2 é dedicada a provar a existência e unicidade de so-

lução positiva (2.1). Para estudar o comportamento pontual das soluções positivas com

respeito ao parâmetro λ necessitaremos de um resultado auxiliar sobre soluções largas,

que será apresentado na Seção 2.3. Por fim, estudaremos este comportamento pontual na

Seção 2.4.

Neste estudo, os subconjuntos onde a e b se anulam desempenharam um papel fun-

damental. O conjunto dos valores λ ∈ R tais que (2.1) admite solução positiva bem

como o comportamento pontual destas soluções com respeito a este parâmetro dependem

diretamente da localização de Ωa0 e Ωb0, como veremos adiante.

2.1 Introdução

No estudo da Dinâmica de Populações, equações de reação-difusão tem sido utilizadas

para modelar o comportamento de uma espécie vivendo em um habitat. Denotando por

Ω ⊂ RN , N ≥ 1 o habitat e por u(x) a densidade populacional de uma especie em cada

ponto x ∈ Ω, um clássico modelo estacionário de reação-difusão pode ser escrito como −∆(φ(x, u)) = f(x, u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(2.6)

onde φ e f são funções regulares em Ω×R. O termo no lado esquerdo representa a difusão

da espécie, isto é, seu movimento espacial. Neste caso, a difusão depende da posição

(x ∈ Ω) e da densidade populacional (u). φ é chamada função de difusão não linear e φu

é a taxa de difusão (veja [71] e [85] para mais detalhes). Esta função pode ter diferentes

formas, dependendo da natureza do comportamento interativo entre os indivíduos da

espécie. Por exemplo, de acordo com [85], se os indivíduos se movem completamente

independentes uns dos outros, φ é caracterizado por ser uma função linear da densidade

u, isto é, é crescente com respeito a u a uma taxa constante. Neste caso, a difusão é

chamada simples ou linear. Se a interação entre os indivíduos é repulsiva, então a taxa de

movimento será crescente com a densidade populacional, desde que em alta densidade os

indivíduos estão continuamente em contato uns com os outros, induzindo uma dispersão.

Neste caso, a taxa de difusão φu será crescente com a densidade. Similarmente, se o
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u

Φ(u) (a)(b)

(c)

(d)

Figura 2.1: Efeito da interação entre indivíduos dependendo da forma da função de di-

fusão φ(u): movimento linear (a); dispersivo (b); fracamente agregativo (c) e fortemente

dispersivo (d) (veja [85]).

movimento é agregativo, a taxa de difusão é inicialmente decrescente com a densidade u,

uma vez que os organismos em localidades de baixa densidade reduzem, em média, a sua

taxa de movimento. Veja a Figura 2.1 com o esboço de diferentes funções φ.

Por outro lado, f(x, u) é o termo de reação e este representa a taxa local de reprodução

por indivíduos, ou seja, a taxa de crescimento populacional per capita.

Especificamente, em (2.1) temos os seguintes termos de difusão e reação: no termo

de difusão φ(x;u) = u + a(x)ur, a função a determina o tipo de movimento espacial da

espécie, isto é, linear quando a = 0 e repulsivo quando a > 0. Assim, o conjunto Ωa+

(isto é, {x ∈ Ω; a(x) > 0}) é a região onde a espécie evita aglomeração. Já a função

f(x, u) = λu − b(x)up é o bem conhecido termo de reação logístico. No contexto da

Dinâmica de Populações, λ é a taxa de natalidade intrínseca da espécie e

C(x) :=
λ

b(x)

denota a densidade máxima suportada localmente pelos recursos disponíveis, de modo

que quanto maior o valor de C(x), mais recursos disponíveis e consequentemente mais

indivíduos podem sobreviver nesta região. Neste sentido, quando b(x) = 0, temos C(x) =

∞ e podemos pensar o conjunto Ωb0 como uma zona de refugio para espécie. Para

mais detalhes, veja os artigos pioneiros [72] e [41], que são os trabalhos onde aparecem

pela primeira vez áreas de refúgio, isto é, zonas onde b(x) = 0. Indicamos também
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[70, 71, 21, 62] e suas referências.

Estudaremos resultados de existência e unicidade de solução deste problema conside-

rando diversas disposições do refugio (Ωb0) e da zona de difusão linear (Ωa0) para com-

preender a influência destes conjuntos na existência e perfil das soluções obtidas, isto é,

o comportamento pontual das soluções com respeito ao parâmetro λ. Para este estudo

admitiremos a seguinte hipótese

(H1) Os conjuntos abertos definidos em (2.2) e (2.3), isto é,

Ωb+ := {x ∈ Ω; b(x) > 0} e Ωb0 := Ω \ Ωb+

são de classe C2 e Ωb0 consiste de finitas componentes conexas Bi, 1 ≤ i ≤ m,

m ∈ N, tais que

Bi ⊂ Ω, 1 ≤ i ≤ m, Bj ∩Bi = ∅ se j 6= i.

Observe que esta premissa não exclui a possibilidade b ≡ 0. Além disso, quando b 6= 0

dois casos serão considerados: Ωa0 ∩ Ωb0 = ∅ e Ωa0 ∩ Ωb0 6= ∅. Em particular, sempre que

Ωa0 ∩Bi 6= ∅, denotaremos por λ0,i o principal autovalor de −∆u = λXΩa0∩Biu em Bi,

u = 0 sobre ∂Bi,
(2.7)

e definimos λ0,i = ∞ no caso em que Ωa0 ∩ Bi = ∅. Recordemos que este autovalor foi

estudado na Seção 1.1 (Veja Exemplo 3).

Iremos supor, sem perda de generalidade, que a indexação dos Bi’s já foi realizada de

modo que os autovalores

λ0,i := λΩa0∩Bi,Bi

satisfaçam

λ0,1 = ... = λ0,m1 < λ0,m1+1 ≤ ... ≤ λ0,m (2.8)

para algum m1 ∈ {1, ...,m− 1} ou

λ0,1 = ... = λ0,m. (2.9)

A Figura 2.2 apresenta uma disposição possível para os conjuntos Ωa0 e Ωb0.

Vejamos agora um resumo dos resultados conhecidos referentes a este problema. Se

a ≡ 0, (2.1) é a equação logística clássica com difusão linear. O estudo de (2.1) com
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B

B

B

B

1

2
3

4

a = 0

a > 0

Figura 2.2: Uma configuração admissível para Ωa0 e Ωb0 com m = 4 e m1 = 1. A região

pintada representa o conjunto Ωa0.

a ≡ 0 e b > 0 constante iniciou com o artigo [17] e desde então diversos trabalhos se

desenvolveram, como [15], [72] e [65]. Os primeiros trabalhos que apresentam o estudo

do comportamento pontual das soluções positivas com respeito ao parâmetro λ são [65]

e [43], enquanto que o caso em que Ωb0 possui diversas componentes conexas aparece

pela primeira vez em [45]. É neste artigo também que se constrói pela primeira vez uma

solução larga de um problema auxiliar com várias regiões de refúgio. Indicamos ainda o

livro [62] que é inteiramente dedicado à análise da dinâmica de (2.1) com a ≡ 0, fazendo

um estudo bastante completo deste problema, tratando o caso com várias componentes

conexas para Ωb0, além de uma análise da equação parabólica associada. Vamos enunciar

um teorema que resume os resultados conhecidos do caso a ≡ 0. Para isso, observe que

a ≡ 0 implica

Ωa0 ∩Bi = Bi

e portanto XΩa0∩Bi ≡ 1 em Bi. Logo, o problema de autovalor (2.7) se torna −∆u = λu em Bi,

u = 0 sobre ∂Bi,

que será denotado por

λBi1 [−∆],

conforme a notação introduzida no Capitulo 1. Assim, podemos resumir os resultados
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conhecidos de (2.1) com a ≡ 0 e b > 0 da seguinte maneira:

Teorema 2.1 Supondo, sem perda de generalidade,

λB1
1 [−∆] = ... = λ

Bm0
1 [−∆] < ... ≤ λBm1 [−∆],

para algum m0 ∈ {1, 2, ...,m}. Se a ≡ 0 em Ω, então (2.1) admite solução positiva se,

e somente se λ ∈ (λ1, λ
B1
1 [−∆]). Além disso, se existe a solução é única. Mais ainda,

denotando por uλ esta única solução, então a aplicação

λ ∈ (λ1, λ
B1
1 [−∆]) 7→ uλ ∈ C1

0(Ω)

é crescente e de classe C1 e uλ satisfaz

lim
λ→λ1

‖uλ‖0 = 0

e

lim
λ→λB1

1 [−∆]

uλ(x)


=∞ se x ∈

m0⋃
i=1

Bi,

<∞ se x ∈ Ω \
m0⋃
i=1

Bi.

Destacamos dois aspectos neste resultado: dentre os autovalores λBi1 [−∆], com i ∈

{1, 2, ...,m}, o menor deles marca o intervalo de existência de solução de (2.1) com respeito

à taxa de natalidade λ. Além disso, o limite

lim
λ→λB1

1 [−∆]

uλ(x)

é infinito exatamente nos Bi tais que λB1
1 [−∆] = ... = λ

Bm0
1 [−∆] (ou seja, os menores).

Em termos de dinâmica de população, temos a seguinte interpretação: recordando que

este autovalor é decrescente com respeito ao domínio, então os menores autovalores são

gerados pelos "maiores"Bi’s, precisamente, maiores |Bi|, onde | · | denota a medida de

Lebesgue. Assim, a espécie busca aglomerar-se nos maiores refúgios, e estes são as zonas

onde os indivíduos crescem indefinidamente a medida que λ cresce e se aproxima de

λB1
1 [−∆].

Vejamos os resultados sobre (2.1) com a 6= 0. Neste caso, apenas resultados parciais

são conhecidos. Quando a = const. > 0, b ≡ 0 (ou b ≡ 1) e p = r = 2 há resultados

em [67] e se a(x), b(x) > 0 em Ω com p ≥ r o resultado de existência e está incluído no
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Teorema 2.1 de [77]. Ambos os artigos mostram existência e unicidade de solução positiva

de (2.1) se, e somente se, λ > λ1. Destacamos que nenhum destes resultados lida com o

caso em que a e b são simultaneamente não nulos e a interseção Ωa0 ∩ Ωb0 é não vazia.

Nosso principal resultado com respeito a esse problema é apresentado a seguir

Teorema 2.2 Supondo (H1).

a) Se Ωa0 ∩ Ωb0 = ∅, então (2.1) possui solução positiva se, e somente se, λ > λ1. Além

disso, para p ≥ r, se existe a solução é única. Mais ainda, denotando por uλ esta

única solução, então a aplicação

λ ∈ (λ1,∞) 7→ uλ ∈ C1
0(Ω)

é crescente e de classe C1 e uλ satisfaz

lim
λ↓λ1
‖uλ‖0 = 0 (2.10)

e

lim
λ↑∞

uλ =∞ uniformemente em Ωb0. (2.11)

b) Se Ω0 := Ωa0 ∩ Ωb0 6= ∅, p > r e supondo sem perda de generalidade que os λ0,i’s

satisfazem (2.8) ou (2.9), então (2.1) possui solução positiva se, e somente se, λ ∈

(λ1, λ0,1). Além disso, se existe a solução é única. Mais ainda, denotando por uλ esta

única solução, então a aplicação

λ ∈ (λ1, λ0,1) 7→ uλ ∈ C1
0(Ω)

é crescente e de classe C1 e uλ satisfaz

lim
λ↓λ1
‖uλ‖0 = 0, (2.12)

e

lim
λ↑λ0,1

uλ(x)


=∞ se x ∈

m1⋃
i=1

Bi,

<∞ se x ∈ Ω \
m1⋃
i=1

Bi.

(2.13)
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λ1 λ1

||.||

λλ λ0,1

0
||.||
0

Figura 2.3: Diagramas de bifurcação do problema (2.1). À esquerda o caso Ωa0 ∩Ωb0 = ∅

e à direita representa o caso Ωa0 ∩ Ωb0 6= ∅.

Observemos que o caso b ≡ 0 pode ser obtido como um corolário do Teorema 2.2 b).

De fato, quando Ωb0 possui uma única componente conexa que é exatamente o aberto Ω

(i.e., Ωb0 = Ω), λ0,1 se torna o autovalor do seguinte problema: −∆u = λXΩa0u em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

Denotando este autovalor por

λa0,

temos

Teorema 2.3 Supondo b ≡ 0 em Ω. Então, (2.1) possui solução positiva se, e somente

se, λ ∈ (λ1, λa0). Além disso, se existe a solução é única. Mais ainda, denotando por uλ

esta única solução, então a aplicação

λ ∈ (λ1, λa0) 7→ uλ ∈ C1
0(Ω)

é crescente e de classe C1 e uλ satisfaz

lim
λ↓λ1
‖uλ‖0 = 0 (2.14)

e

lim
λ↑λa0

uλ(x) =∞ ∀x ∈ Ω. (2.15)
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A Figura 2.3 apresenta os diagramas de bifurcação obtidos pelo Teorema 2.2.

Com o intuito de fornecer uma interpretação em Dinâmica de Populações para o

Teorema 2.2, vamos considerar o caso em que o refugio Ωb0 consiste de duas componentes

B1 e B2 (isto é, Ωb0 = B1 ∪B2). Então:

a) Se a zona onde a espécie evita aglomeração (Ωa+) contem o refugio (Ωb0), isto é Ωb0 ⊂

Ωa+, então a espécie se mantém controlada para todo λ > λ1.

b) Assumindo que uma porção do refugio, digamos Ω0, a espécie se difunde linearmente,

isto é, Ωb0 ∩ Ωa0 6= ∅, então a espécie explode para valores λ ≥ min{λ0,1, λ0,2}. Além

disso,

(i) Se λ0,1 < λ0,2 (resp. λ0,1 > λ0,2), então a espécie explode não apenas em Ω0 ∩B1

(resp. Ω0 ∩ B2), mas em todo B1 (resp. B2) e se mantém limitada em Ω \ B1

(resp. Ω \B2), incluindo a outra parte do refugio B1 (resp. B2).

(ii) Se λ0,1 = λ0,2, então a especie explode em todo o refugio Ωb0, não apenas em Ω0.

A demonstração do Teorema 2.2 será feita em vários lemas e proposições e o roteiro

da demonstração é o seguinte: primeiramente obter um continuum ilimitado bifurcando

da solução trivial em λ = λ1 em seguida estudar o comportamento deste continuum,

mostrando que a aplicação λ 7→ uλ é de classe C1 e que possuem os aspectos apresentados

na Figura 2.3. Por último, vamos estudar o comportamento pontual das soluções, ou seja,

o limite

lim
λ↑λ0,1

uλ(x),

para cada x ∈ Ω. Este estudo é dividido em dois casos: quando limite é infinito e quando o

limite é finito. No primeiro caso vamos usar argumentos inspirados em [43] que consiste em

tomar uma subsolução adequada. No segundo precisaremos construir uma supersolução

e para isso necessitaremos estudar um problema de soluções largas.

2.2 Existência e unicidade de solução positiva

Nesta seção vamos provar existência e unicidade de solução positiva para o problema

(2.17), além das propriedades de monotonia e regularidade da aplicação λ 7→ uλ.
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Inicialmente, para tratar a equação (2.1), vamos introduzir a seguinte mudança de

variável

w = I(x, u) = u+ a(x)ur ⇔ q(x,w) = u, (2.16)

para cada x ∈ Ω. Desta forma, (2.1) é equivalente a −∆w = λq(x,w)− b(x)q(x,w)p em Ω,

w = 0 sobre ∂Ω.
(2.17)

Assim, u ∈ C2(Ω)∩C(Ω) é uma solução de (2.1) se, e somente se, w = u+a(x)ur é solução

de (2.17).

Desde que estamos interessados em soluções positivas de (2.1), podemos definir

q(x, s) = 0, ∀x ∈ Ω, s ≤ 0.

Consequentemente, pelo Princípio do Máximo, λ > 0 é uma condição necessária para a

existência de solução não negativa. Além disso, qualquer solução não nula de (2.17) é não

negativa. De fato, se w é uma solução não trivial de (2.17), w satisfaz

−∆w = λq(x,w)− b(x)q(x,w)p ∀x ∈ Ω.

Multiplicando esta equação pela parte negativa de w, isto é, w− := min{w, 0} e integrando

em Ω segue que ∫
Ω

(−w−∆w)dx =

∫
Ω

w−(λq(x,w)− b(x)q(x,w)p)dx.

Usando integração por partes obtemos∫
Ω

∇w · ∇w−dx =

∫
Ω

w−(λq(x,w)− b(x)q(x,w)p)dx.

Como w− = 0 se w ≥ 0, denotando {w < 0} := {x ∈ Ω; w(x) < 0}, segue que

‖w−‖2
H1

0
=

∫
{w<0}

w−(λq(x,w)− b(x)q(x,w)p)dx = 0

onde esta última igualdade é obtida uma vez que q(x,w) = 0 quando w < 0. Portanto

w− ≡ 0 e w é não negativa. Em realidade, pelo Princípio do Máximo Forte, w ∈ P̊ , ou

seja, w(x) > 0 em Ω e (∂w/∂n)(x) < 0 sobre ∂Ω. Com efeito, se w ≥ 0 é uma solução

não trivial de (2.17), então ela satisfaz −∆w + b(x)q(x,w)p = λq(x,w) > 0 em Ω,

w = 0 sobre ∂Ω.
(2.18)
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s

q(x,s)/s

1 a(x)=0

a(x)>0

s

q(x,s)/s

1/a(x)

r<p ou a(x)=0

r=p e a(x)>0

r>p e a(x)>0

p

Figura 2.4: Gráfico das funções q(x, s)/s e q(x, s)p/s.

Definindo

a0(x) :=

 b(x)
q(x,w(x))p

w(x)
se w(x) > 0,

0 se w(x) = 0,

então a0 > 0 e portanto

λΩ
1 [−∆ + a0(x)] = inf

φ∈H1
0 (Ω)\{0}

∫
Ω

(|∇φ|2 + a0(x)φ2)∫
Ω

φ2

> 0.

Assim, pelo Teorema 1.5, o operador L := −∆ + a0(x) satisfaz o princípio do máximo

forte. Tendo em vista (2.18), temos −∆w + a0(x)w = λq(x,w) > 0 em Ω,

w = 0 sobre ∂Ω.

Sendo w não nula, segue que w ∈ P̊ .

Feitas essas considerações, vejamos o primeiro resultado desta seção que fornece al-

gumas propriedades básicas sobre q(x,w) que serão extensivamente utilizadas ao longo

deste capitulo (veja Figura 2.4).

Lema 2.4 a) Para cada x ∈ Ω, a aplicação s 7→ q(x, s), s ≥ 0 é de classe C1 em [0,∞).

b) Para cada x ∈ Ω, a aplicação

s 7→ q(x, s)

s
s ≥ 0
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é não crescente e satisfaz

lim
s→0

q(x, s)

s
= 1 uniformemente em Ω, (2.19)

lim
s→∞

q(x, s)

s
= XΩa0(x) =

 0 se a(x) > 0,

1 se a(x) = 0,
(2.20)

e

XΩa0(x)s ≤ q(x, s) ≤ s ∀x ∈ Ω, s ≥ 0. (2.21)

c) Para cada x ∈ Ω, a aplicação

s 7→ q(x, s)p

s
s ≥ 0

satisfaz

lim
s→0

q(x, s)p

s
= 0, (2.22)

lim
s→+∞

q(x, s)p

s
=


∞ se r < p ou a(x) = 0,

1
a(x)

se r = p e a(x) > 0,

0 se r > p e a(x) > 0,

(2.23)

e é crescente se p ≥ r.

Demonstração:

a) Desde que q(x, ·) é a função inversa de I(x, s) = s+ a(x)sr, temos que

qs(x, s) =
1

Is(x, q(x, s))
=

1

1 + a(x)rq(x, s)r−1
,

mostrando que s 7→ qs(x, s) é contínua em [0,∞), para todo x ∈ Ω e, portanto, q(x, ·)

é de classe C1, para todo x ∈ Ω.

b) Desde que q(x, ·) é a função inversa de I(x, ·), então

s = I(x, q(x, s)) = q(x, s) + a(x)q(x, s)r.

Consequentemente

q(x, s)

s
=

q(x, s)

q(x, s) + a(x)q(x, s)r
=

1

1 + a(x)q(x, s)r−1
. (2.24)
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Primeiramente, vamos verificar que s 7→ q(x, s)/s é não crescente. De fato, se a(x) = 0

então q(x, s)/s = 1. Se a(x) > 0, uma vez que r > 1, q(x, ·)r−1 é crescente e de (2.24)

concluímos que q(x, s)/s é decrescente.

Observando que

lim
s→0

q(x, s)r−1 = 0 e lim
s→∞

q(x, s)r−1 = +∞,

é fácil obter (2.19), (2.20) e (2.21).

c) Para obter (2.22), note que

q(x, s)p

s
= q(x, s)p−1 q(x, s)

s
.

Assim, usando o limite (2.19) obtido no item anterior temos que

lim
s→0

q(x, s)p

s
= q(x, 0)p−1 · 1 = 0

Por outro lado, usando (2.20) e (2.24), obtemos

lim
s→∞

q(x, s)p

s
= lim

s→∞

1

q(x, s)1−p + a(x)q(x, s)r−p
=


∞, se r < p ou a(x) = 0,

1
a(x)

, se r = p e a(x) > 0,

0, se r > p e a(x) > 0,

e q(x, s)p/s é crescente se p ≥ r.

�

Provaremos agora um resultado de comparação que nos ajudará ao longo deste capí-

tulo.

Lema 2.5 Considere o problema −∆u = f(λ, x, u) em Ω,

u = u0 sobre ∂Ω,
(2.25)

onde u0 ≥ 0 é uma função em C(∂Ω). Assumindo que f : R × Ω × [0,∞) → R é uma

função de classe C1 tal que

s 7→ f(λ, x, s)

s

é não crescente para todo x ∈ Ω e existe x1 ∈ Ω tal que f(λ, x1, s)/s é decrescente. Então:

a) Existe no máximo uma solução positiva de (2.25).
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b) Seja u, u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω), u ≥ 0 e u > 0 um par de sub e supersolução de (2.25),

respectivamente. Se existe ε > 0 tal que εu ≤ u, então

u ≤ u.

Demonstração:

a) Desde que f(λ, x, s)/s é não crescente em s para todo x ∈ Ω, se existem duas soluções

(positivas), w e v, de (2.25), então w = cv para alguma constante positiva c (veja

Teorema 1.36). Assim, em x1 temos(
f(λ, x1, v)

v
− f(λ, x1, cv)

cv

)
v = 0. (2.26)

Desde que s 7→ f(λ, x1, s)/s é decrescente, se c > 1 teríamos(
f(λ, x1, v)

v
− f(λ, x1, cv)

cv

)
v < 0,

o que é uma contradição com (2.26). Analogamente, c < 1 não pode ocorrer e, por-

tanto, c = 1 e w = v.

b) Seja

Λ = {t ∈ [0, 1]; tu ≤ u}.

Por hipótese, ε ∈ Λ. Vamos provar que 1 ∈ Λ. De fato, caso contrário teríamos

0 < t0 := sup Λ < 1.

Escolhendo K > 0 suficientemente grande tal que f(λ, x, s) + Ks é crescente sobre

[0,maxu], obtemos para u 6= 0

−∆(u− t0u) +K(u− t0u) ≥ f(λ, x, u)− t0f(λ, x, u) +K(u− t0u)

≥ f(λ, x, u) +Ku− t0f(λ, x, u)−Kt0u

≥ f(λ, x, t0u) +Kt0u− t0f(λ, x, u)−Kt0u

≥ t0u

[
f(λ, x, t0u)

t0u
− f(λ, x, u)

u

]
> 0,

para esta última desigualdade usamos que s 7→ f(λ, x, s)/s é não crescente e t0 < 1.

Deste modo, u = 0 fornece −∆(u− t0u)+K(u− t0u) ≥ 0. Assim, w := u− t0u verifica −∆w +Kw > 0 em Ω,

w ≥ 0 sobre ∂Ω.

Portanto, pelo Princípio do Máximo Forte, podemos obter δ > 0 pequeno tal que

t0 + δ ∈ Λ, o que é uma contradição.
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�

O próximo lema nos fornece um resultado de não existência de solução positiva para

(2.17).

Lema 2.6 Se existe solução positiva de (2.1), então λ ∈ (λ1, λ0,1).

Demonstração: Supondo que w > 0 é uma solução positiva de (2.1). Assim, w > 0

satisfaz  −∆w + b(x)
q(x,w)p

w
w = λ

q(x,w)

w
w em Ω,

w = 0 sobre ∂Ω,

e portanto

λ = λΩ
1

[
−∆ + b(x)

q(x,w)p

w
;
q(x,w)

w

]
. (2.27)

Usando as propriedades de monotonia deste autovalor dadas pelo Teorema 1.8 e as cotas

sobre q(x, s) obtidas no Lema 2.4 temos:

q(x,w)

w
< 1⇒ λ = λΩ

1

[
−∆ + b(x)

q(x,w)p

w
;
q(x,w)

w

]
> λΩ

1 [−∆; 1] = λ1.

Se Ωa0 ∩ Ωb0 = ∅ então λ0,1 =∞ a demonstração esta terminada.

Por outro lado, se Ωa0 ∩ Ωb0 6= ∅ (e consequentemente λ0,1 <∞), então

B1 ( Ω⇒ λ = λΩ
1

[
−∆ + b(x)

q(x,w)p

w
;
q(x,w)

w

]
< λB1

1

[
−∆ + b(x)

q(x,w)p

w
;
q(x,w)

w

]
= λB1

1

[
−∆;

q(x,w)

w

]
.

e

XΩa0∩B1(x) <
q(x,w)

w
em B1 ⇒ λ < λB1

1

[
−∆;

q(x,w)

w

]
< λB1

1 [−∆;XΩa0∩B1 ] = λ0,1.

Completando a demonstração. �

O próximo resultado nos dará a unicidade de soluções para o problema (2.17).

Lema 2.7 Se b ≡ 0 ou b 6≡ 0 e p ≥ r então (2.17) admite no máximo uma solução

positiva.
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Demonstração: Se b ≡ 0, então pelo Lema 2.4, a aplicação

s 7→ λ
q(x, s)

s

é não decrescente para todo x ∈ Ω, sendo estritamente decrescente para x ∈ Ωa+ e a

unicidade segue do Lema 2.5 a).

Se b 6≡ 0, novamente pelo Lema 2.4, a aplicação

s 7→ λ
q(x, s)

s
− b(x)

q(x, s)p

s

é não crescente para todo x ∈ Ω, sendo estritamente decrescente se x ∈ Ωa+ e mais uma

vez a unicidade segue do Lema 2.5 a).

�

Agora, iremos mostrar que λ1 é o único ponto de bifurcação de soluções positivas de

(2.17) a partir da solução trivial. Para isso, seja e1 a única solução (positiva) de −∆e1 = 1 em Ω,

e1 = 0 sobre ∂Ω.

e seja E o espaço de Banach consistindo de todas as funções u ∈ C(Ω) para as quais existe

γ = γ(u) > 0 tal que

−γe < u < γe

equipado com a norma

‖u‖E := inf{γ > 0; −γe < u < γe}

e a ordem pontual natural. Então E é um espaço de Banach ordenado cujo cone positivo,

PE, é normal e possui interior não vazio (conforme [3], Seção 2). Assim, considere a

aplicação F : R× E −→ E definida por

F(λ,w) = w − (−∆)−1(λq(x,w)− b(x)q(x,w)p),

onde (−∆)−1 é a inversa do operador Laplaciano sob as condições de fronteira homogênea

de Dirichlet. Então F é de classe C1. Além disso, w ∈ E é uma solução positiva de (2.17)

se, e somente se, F(λ,w) = 0. Seja S ⊂ R × E o conjunto das soluções não triviais de

(2.17) unido com os possíveis pontos de bifurcação.

Proposição 2.8 λ1 é um ponto de bifurcação de (2.1) da solução trivial e é o único de

soluções positivas. Além disso, existe um continuum ilimitado em R × E, isto é, um

conjunto fechado e conexo Σ0 ⊂ S contendo (λ1, 0).
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Demonstração: Vamos aplicar o Teorema 1.30.

Graças a (2.19) e (2.22), temos

lim
s→0

λq(x, s)− b(x)q(x, s)p

s
= λ.

Assim, a linearização de F em (λ, 0) é dada por

DwF(λ, 0) = IC0 − λ(−∆)−1.

Consequentemente, DwF(λ, 0) é um operador de Fredholm de índice zero cujo espectro

consiste dos autovalores de−∆ em Ω sob as condições de fronteira homogênea de Dirichlet.

Além disso, já vimos que as soluções de (2.17) (e portanto de F = 0) satisfazem o princípio

do máximo, ou seja, qualquer solução não negativa e não nula de (2.17) é na verdade uma

solução em P̊ . Então, pelo Teorema 1.30,

λ1 =
1

r((−∆)−1)

é um ponto de bifurcação da solução trivial. �

Agora vamos mostrar a existência de solução positiva para todo λ ∈ (λ1, λ0,1) conside-

rando dois casos: quando Ωa0∩Ωb0 = ∅ e quando Ωa0∩Ωb0 6= ∅. Observe que no primeiro

caso λ0,1 = +∞ e no segundo λ0,1 < +∞.

Proposição 2.9 O problema (2.17) admite solução positiva para todo λ ∈ (λ1, λ0,1)

Demonstração: Caso Ωa0 ∩ Ωb0 = ∅.

Uma vez que λ0,1 = ∞, devemos provar existência de solução positiva para todo

λ > λ1. Para isso, é suficiente mostrar que dado λ∗ > λ1, existe uma constante C = C(λ∗)

tal que

‖w‖0 ≤ C ∀(λ,w) ∈ Σ0, λ ≤ λ∗. (2.28)

De fato, esta estimativa implica, pela natureza global de Σ0, que ProjRΣ0 = (λ1,∞), onde

ProjRΣ0 é a projeção de Σ0 em R. Para provar (2.28), vamos construir uma família W (λ)

de supersoluções de (2.17) e aplicar o Teorema 1.42. Considere a aplicação contínua

W : [λ1, λ∗] → C2
0(Ω) definida por W (λ) = K(λ)e, onde K = K(λ) é uma constante

positiva a ser escolhida e e ∈ C2
0(Ω) é a única solução positiva de −∆e = 1 em Ω̂,

e = 0 sobre ∂Ω̂,
(2.29)
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para algum domínio regular Ω̂ tal que Ω ⊂⊂ Ω̂. Então,W (λ) = K(λ)e é uma supersolução

de (2.17) se

K = −∆(Ke) ≥ λq(x,Ke)− b(x)q(x,Ke)p em Ω

1 ≥ λ
q(x,Ke)

Ke
e− b(x)

q(x,Ke)p

Ke
e em Ω. (2.30)

Vamos usar os limites (2.20)–(2.23), ou seja,

lim
s→∞

q(x, s)

s
= XΩa0(x) e lim

s→+∞

q(x, s)p

s
=


∞ se r < p ou a(x) = 0,

1
a(x)

se r = p e a(x) > 0,

0 se r > p e a(x) > 0,

para verificar que a desigualdade (2.30) ocorre em cada parte de Ω, especificamente, vamos

analisar esta desigualdade em Ωa0, em Ωb0 e em Ω \ (Ωa0 ∪ Ωb0). E com efeito, observe

inicialmente que, da definição de e e como Ω ⊂⊂ Ω̂, então

eM := max
Ω

e(x) > em := min
Ω
e(x) > 0.

Assim, uma vez que Ωa0 ∩ Ωb0 = ∅, temos que a(x) > 0 em Ωb0 e, consequentemente,

lim
s→∞

λ∗max
Ωb0

q(x, s)

s
eM = 0

Portanto, dado ε > 0, existe M1 > 0 tal que

ε > λ∗
q(x, s)

s
eM sempre que s > M1.

Em particular, escolhendo K(λ) suficientemente grande tal que K(λ)eM > M1, teremos

ε > λ∗max
Ωb0

q(x,K(λ)em)

K(λ)em
eM ≥ λ

q(x,K(λ)e)

K(λ)e
e ∀x ∈ Ωb0, λ1 < λ < λ∗.

Portanto a desigualdade (2.30) se cumpre em Ωb0.

Novamente, uma vez que Ωa0 ∩ Ωb0 = ∅, temos que b(x) > 0 em Ωa0 e (2.30) é

equivalente a

1 > λe− b(x)Kp−1ep.

b(x)Kp−1ep > λe− 1.

Desde que b(x)ep > 0 em Ωa0, é facil ver que a desigualde acima se cumpre pra K(λ)

suficientemente grande. Por fim, em Ω \ (Ωa0 ∪ Ωb0), temos que a(x), b(x) > 0, então

(2.30) pode ser escrita como

bq(x,Ke)p−1 > λ− Ke

q(x,Ke)e
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e novamente podemos escolher K suficientemente grande tal que

min
Ω\(Ωa0∪Ωb0)

[
b(x)q(x,Ke)p−1

]
> λ

e esta desigualdade ocorre.

Consequentemente, tomando K > 0 suficientemente grande, W (λ) = Ke é uma su-

persolução (mas não uma solução) para todo λ ∈ [λ1, λ∗] e W (λ1) = K(λ1)e > 0. Assim

o resultado segue.

Caso Ωa0 ∩ Ωb0 6= ∅.

Graças a Proposição 2.6, (2.17) não admite solução positiva para λ 6∈ (λ1, λ0,1) e, como

consequência, pela natureza global de Σ0, existe uma sequência de soluções positivas de

(2.17), (λn, wn), tais que ‖wn‖0 → ∞ e λn → λ∗ ≤ λ0,1. Vamos mostrar que λ∗ = λ0,1

e para isso vamos seguir os argumentos do Lema 2.4 de [7]. Primeiramente note que

|wn|2 → ∞, onde | · |2 representa a norma padrão em L2(Ω). De fato, caso contrário,

multiplicando (2.17) por wn e integrando em Ω teríamos

−
∫

Ω

wn∆wn = λn

∫
Ω

q(x,wn)wn −
∫

Ω

b(x)q(x,wn)pwn.

Usando integração por partes e (2.21) (ou seja, a desigualdade q(x, s) ≤ s),∫
Ω

|∇wn|2 ≤ λ0,1|wn|22

e então ‖wn‖H1
0
seria limitada e consequentemente, por regularidade elíptica, ‖wn‖W 2,m

seria limitada para todo m > 1. Assim, pelas imersões de Morrey W 2,m(Ω) ↪→ C(Ω),

m > N ,

‖wn‖0 ≤ C‖wn‖W 2,m ≤ C

que é uma contradição.

Então de fato |wn|2 → ∞ quando n → ∞. Definindo zn = wn|wn|−1
2 e multiplicando

(2.17) por zn|wn|−1
2 obtemos

−
∫

Ω

zn∆zn = λn

∫
Ω

q(x,wn)

|wn|2
zn −

∫
Ω

b(x)
q(x,wn)p

|wn|2
zn.

Usando integração por partes e (2.21) e a estimativa q(x, s) ≤ s (conforme Lema 2.4),

obtemos

‖zn‖2
H1

0
=

∫
Ω

|∇zn|2 ≤ λn|zn|22 ≤ λ0,1.
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Então zn é limitada em H1
0 (Ω). Passando a subsequência se necessário, zn → z em L2(Ω)

com |z|2 = 1 e z > 0.

Vamos provar que z = 0 em Ω \ Ωb0. De fato, se z(x) > 0 em um subconjunto de

Ω \Ωb0 com medida de Lebesque não nula, tomamos D um domínio regular arbitrário tal

que D ⊂ Ω \Ωb0 e z(x) > 0 q.s. em D. Então, dado φ ∈ C∞0 (D), multiplicando (2.17) por

φ|wn|−1
2 e integrando em Ω obtemos

−
∫
D

zn∆φ = λn

∫
D

q(x,wn)

|wn|2
φ−

∫
D

b(x)
q(x,wn)p

|wn|2
φ

= λn

∫
D

q(x, zn|wn|2)

zn|wn|2
znφ−

∫
D

b(x)
q(x,wn|wn|2)p

zn|wn|2
znφ. (2.31)

Desde que z(x) > 0 q.s. x ∈ D, então wn(x) = zn(x)|wn|2 →∞ q.s. x ∈ D. Uma vez que

p > r e b > 0 em D, passando ao limite n→∞ em (2.31) concluimos

−
∫
D

z∆φ− λ∗
∫
D

XΩa0zφ = −∞

que é uma contradição. Isto mostra que z = 0 q.s. em Ω \ Ωb0, consequentemente,

z ∈ H1
0 (Ωb0).

Assim, seja ϕ ∈ C∞0 (Ωb0), desde que b ≡ 0 em Ωb0, multiplicando (2.17) por ϕ|wn|−1
2 e

integrando por partes, segue que

−
∫

Ωb0

zn∆ϕ = λn

∫
Ωb0

q(x,wn)

|wn|2
φ = λn

∫
Ωb0

q(x, zn|wn|2)

zn|wn|2
znφ.

Passando ao limite n→∞ encontramos

−
∫

Ωb0

z∆ϕ = λ∗
∫

Ωb0

XΩa0zϕ ∀ϕ ∈ C∞0 (Ωb0).

Desde que z ∈ H1
0 (Ωb0), z > 0 em Ωb0 com |z|2 = 1 e λ∗ ≤ λ0,1, segue que λ∗ = λ0,1. �

O próximo passo será mostrar que as propriedades de monotonia e regularidade da

aplicação λ ∈ (λ1, λ0,1) 7→ wλ ∈ C1
0(Ω). Estes resultados também nos ajudarão a estudar

o comportamento pontual desta aplicação.

Proposição 2.10 Supondo p ≥ r, então a aplicação

λ ∈ (λ1, λ0,1) 7→ wλ ∈ C1
0(Ω)

que associa cada λ ∈ (λ1, λ0,1) à única solução wλ de (2.17) é monótona crescente e de

classe C1.
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Demonstração: Vamos provar que a aplicação λ ∈ (λ1, λ0,1) 7→ wλ ∈ C1
0(Ω) é monótona

crescente, isto é, dados λ, µ ∈ (λ1, λ0,1) tais que λ < µ, devemos mostrar que wλ < wµ.

Com efeito, note que wµ satisfaz

−∆wµ = µq(x,wµ)− b(x)q(x,wµ)p > λq(x,wµ)− b(x)q(x,wµ)p em Ω.

Assim, wµ é uma supersolução estrita de (2.17) (com λ) e portanto, pelo método de sub

e supersolução, existe uma solução positiva de (2.17) entre 0 e wµ. Como wλ é a única

solução de (2.17) e satisfaz wλ > 0, então esta é a solução que esta entre 0 e wλ, ou seja,

wλ < wµ,

como queríamos demonstrar.

Agora vamos mostrar que a aplicação λ ∈ (λ1, λ0,1) 7→ wλ ∈ C1
0(Ω) é de classe C1 e

para isso vamos usar o Teorema da Função Implícita (Teorema 1.35). Assim, considere a

função H : R× C1
0(Ω) −→ C1

0(Ω) dada por

H(λ,w) = w − (−∆)−1[λq(x,w)− b(x)q(x,w)p].

Note que H é de classe C1 e para cada (λ, u) par de soluções de (2.17) temos H(λ,w) = 0.

Além disso,

Hw(λ,w)ξ = ξ − (−∆)−1[λqw(x,w)ξ − b(x)pq(x,w)p−1qw(x,w)ξ]. (2.32)

Vamos mostrar que Hw(λ,w) é não singular (equivalentemente, bijetivo), para todo (λ,w)

par de soluções de (2.17). Desde que Hw é uma pertubação compacta da identidade, é

suficiente verificar que

N [Hw(λ,w)] = {0}

para cada (λ,w) ∈ R× C1
0(Ω) solução de (2.17). Com efeito, se N [Hw(λ,w)] 6= {0} para

alguma solução (λ,w) de (2.17), então existe ξ ∈ C1
0(Ω) \ {0} tal que

Hw(λ,w)ξ = 0.

Ou, de maneira equivalente, −∆ξ = λqw(x,w)ξ − b(x)pq(x,w)p−1qw(x,w)ξ em Ω,

ξ = 0 sobre ∂Ω.
(2.33)
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Desde que ξ é não nula, λ é um autovalor de (2.33). Da dominância do autovalor principal

(veja Teorema 1.3 (ii)),

λ ≥ σΩ
1 [−∆ + b(x)pq(x,w)p−1qw(x,w); qw(x,w)]. (2.34)

Por outro lado, vamos usar

qw(λ,w) =
1

Iw(x, q(λ,w))
=

1

1 + ra(x)q(λ,w)r−1
,

para mostrar que
q(x,w)

pw
< qw(x,w) <

q(x,w)

w
. (2.35)

De fato, a primeira desigualdade é equivalente a

q(x,w)

pw
< qw(x,w) =

1

1 + ra(x)q(λ,w)r−1

q(x,w) + ra(x)q(x,w)r < pw = pq(x,w) + pa(x)q(x,w)r

que ocorre, uma vez que p ≥ r e p > 1. Já a segunda desigualdade é equivalente a

1

1 + ra(x)q(λ,w)r−1
= qw(x,w) <

q(x,w)

w

w < q(x,w) + ra(x)q(x,w)r

= q(x,w) + a(x)q(x,w)r + (r − 1)q(x,w)r

= w + (r − 1)q(x,w)r

que também ocorre uma vez que r > 1. Desde que (λ,w) é uma solução positiva de (2.17),

λ = σΩ
1

[
−∆ + b(x)

q(x,w)p

w
;
q(x,w)

w

]
.

Usando (2.35) e as propriedades de monotonia do autovalor principal (veja Teorema 1.8),

deduzimos que

λ < σΩ
1 [−∆ + b(x)pq(x,w)p−1qw(x,w); qw(x,w)].

o que é uma contradição com (2.34). Mostrando que Hw(λ,w) é não singular para todo

(λ,w) par de solução de (2.17) e pelo Teorema 1.35, λ 7→ wλ é de classe C1. �

2.3 Resultado auxiliar: Soluções Largas

Nesta seção provaremos um resultado auxiliar para demonstrar (2.13). Precisamente,

para mostrar que

lim
λ↑λ0,1

uλ(x) <∞ ∀x ∈ Ω \ (∪m1
i=1Bi).
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A ideia é provar a existência de uma função U definida em Ω \ (∪m1
i=1Bi) tal que uλ ≤ U ,

para todo λ ∈ (λ1, λ0,1). Assim, nos dedicaremos agora a construir tal função e, como

veremos em seguida, U será a solução larga de um problema auxiliar.

Neste sentido, recordemos que a solução de um problema −∆u = f(x, u) em Ω,

u =∞ sobre ∂Ω,

é usualmente conhecida como uma solução larga de

−∆u = f(x, u) em Ω, (2.36)

que significa uma solução clássica u ∈ C2(Ω) de (2.36) tal que

lim
dist(x,∂Ω)↓0

u(x) =∞.

Especificamente, denotando

Ω1 := Ω \
m1⋃
i=1

Bi,

vamos estabelecer a existência de solução positiva para o seguinte problema com singula-

ridade na fronteira
−∆w = λq(x,w)− b(x)q(x,w)p em Ω1,

w = 0 sobre ∂Ω1 ∩ ∂Ω,

w =∞ sobre ∂Ω1 \ ∂Ω.

(2.37)

Existem vários resultados sobre soluções largas, veja por exemplo [26], [62], [44] e suas

referências. Para nosso estudo, seguiremos a Seção 3 de [35]. Assim, o roteiro da demons-

tração é o seguinte: primeiramente vamos estudar o problema homogêneo associado a

(2.37). Em seguida devemos estabelecer cotas apropriadas para as soluções do problema

homogêneo associado a (2.37). Por último, a partir desdes dois resultados, provaremos a

existência de solução positiva para (2.37).

Comecemos estudando o problema homogêneo associado a (2.37), isto é, considere
−∆w = λq(x,w)− b(x)q(x,w)p em Ω1,

w = 0 sobre ∂Ω1 ∩ ∂Ω,

w = M sobre ∂Ω1 \ ∂Ω,

(2.38)

para cada M > 0. Vale ressaltar que há dois casos a se considerar: quando m1 = m

e quando m1 < m. Geometricamente é interessante notar que no primeiro caso Ω1 não
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contém zonas com b(x) = 0 em seu interior, pois Ω1 = Ω \ ∪mi=1Bi. Já no caso m1 < m,

b = 0 em Bi ⊂ Ω1, i = {m1 + 1, ...,m}.

Tendo isto em mente e denotando

λ0,m+1 =∞,

temos o seguinte resultado que caracteriza a existência de solução positiva de (2.38).

Lema 2.11 Se p > r, então (2.38) possui uma solução positiva se, e somente se, λ <

λ0,m1+1. Além disso, se existe a solução é única e será denotada por w[λ,M ]. Mais ainda,

as aplicações λ 7→ w[λ,M ] e M 7→ w[λ,M ] são crescentes.

Demonstração: Primeiramente vamos mostrar que λ < λ0,m1+1 é uma condição neces-

sária para a existência de solução positiva de (2.38). Com efeito, no caso em que m1 = m,

temos que λ0,m+1 = ∞ e portanto deveremos mostrar existência de solução para todo

λ ∈ R. No caso em que m1 < m duas situações podem ocorrer:

(i) Ωa0 ∩Bm1+1 = ∅ e, portanto, λ0,m1+1 =∞.

(ii) Ωa0 ∩Bm1+1 6= ∅, o que implica em λ0,m1+1 <∞.

Se (i) é verdadeiro, novamente devemos mostrar existência de solução positiva para todo

λ ∈ R. No caso (ii) devemos verificar que λ < λ0,m1+1 é uma condição necessária pra

existência de solução positiva de (2.38). Assim, se w > 0 é uma solução de (2.38), então

essa solução satisfaz
−∆w − λq(x,w)

w
w + b(x)

q(x,w)p

w
w = 0 em Ω1,

w = 0 sobre ∂Ω1 ∩ ∂Ω,

w = M > 0 sobre ∂Ω1 \ ∂Ω.

Ou seja, w > 0 é uma supersolução estrita para o operador

L := −∆− λq(x,w)

w
+ b(x)

q(x,w)p

w
em Ω1

com a condição de fronteira homogênea de Dirichlet. Pelo Teorema 1.5,

λΩ1
1

[
−∆− λq(x,w)

w
+ b(x)

q(x,w)p

w

]
> 0.

74



Capítulo 2 2.3. Resultado auxiliar: Soluções Largas

Usando as propriedades de monotonia deste autovalor, temos

Bm1+1 ( Ω1 ⇒ 0 < λΩ1
1

[
−∆− λq(x,w)

w
+ b(x)

q(x,w)p

w

]
< λ

Bm1+1

1

[
−∆− λq(x,w)

w
+ b(x)

q(x,w)p

w

]
= λ

Bm1+1

1

[
−∆− λq(x,w)

w

]
e

XΩa0∩Bm1+1 <
q(x, s)

s
⇒ 0 < λ

Bm1+1

1

[
−∆− λq(x,w)

w

]
< λ

Bm1+1

1

[
−∆− λXΩa0∩Bm1+1

]
= µ(λ),

onde µ é a função estudada na Proposição 1.10 com O = Bm1+1 e D = Ωa0∩Bm1+1. Pelas

propriedades de µ,

0 < µ(λ)⇒ λ < λ0,m1+1.

Agora, assumindo λ < λ0,m1+1, vamos mostrar existência de solução positiva para

(2.38) usando o método de sub e supersolução. Observe que w ≡ 0 é uma subsolução (mas

não uma solução) de (2.38). Para construir uma supersolução de (2.38), argumentamos

como segue.

Primeiramente consideremos o caso m1 < m e fixemos λ < λ0,m1+1. Note que ∂Ω1\∂Ω

consiste das (finitas) componentes de ∂Bi, i ∈ {1, ...,m1}. Assim, para δ > 0 pequeno,

considere o domínio regular

U δi := {x ∈ Ω; dist(x, ∂Bi) < δ},

e ϕδi > 0 a pricipal autofunção de −∆ em U δi sub a condição de fronteira homogênea de

Dirichlet com ‖ϕδi‖0 = 1. Ou seja, ϕδi satisfaz −∆ϕδi = λδ1ϕ
δ
i em U δi ,

ϕδi = 0 sobre ∂U δi ,

onde

λδi = λ
Uδi
1 [−∆].

Uma vez que

|U δi | → 0 quando δ → 0,
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B1

B
2
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2
𝛿

1𝒰
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Figura 2.5: Uma típica configuração para os conjuntos U δi e Bδ
i onde Ω1 = Ω \ B1. A

linha tracejada ao redor de ∂B1 delimita as duas componentes do conjunto U δ1 e a linha

tracejada ao redor de B2 delimita o conjunto Bδ
2.

onde |·| denota a medida de Lebesgue, pela monotonia do principal autovalor com respeito

ao domínio, podemos escolher δ suficientemente pequeno tal que

λδi > λ, (2.39)

para todas as (finitas) componentes de ∂Bi, i = 1, ...,m.

Por outro lado, considere δ > 0 pequeno tal que

Bδ
i := {x ∈ Ω1; dist(x,Bi) < δ} ⊂⊂ Ω1, (2.40)

para cada i ∈ {m1 + 1, ...,m}, isto é, para os Bi’s que estão contidos Ω1. Denotaremos

por λδ0,i o principal autovalor de −∆w = λXΩa0∩Bδiw em Bδ
i ,

w = 0 sobre ∂Bδ
i ,

(2.41)

Observe que não excluímos a possibilidade de Ωa0 ∩ Bδ
i = ∅, e neste caso seguimos a

convenção λδ0,i = ∞. Note ainda que, se é finito, λδ0,i é o (único) zero da aplicação

λ 7→ ρ(λ, δ) onde

ρ(λ, δ) := λ
Bδi
1 [−∆− λXΩa0∩Bδi ].

Por um outro lado, seguindo a prova do Teorema 9.1 de [59], podemos deduzir que a

aplicação λ 7→ ρ(λ, δ) é analítica e seus zeros são simples. Por outro lado, da Seção 8.5
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de [59], segue que a aplicação δ 7→ ρ(λ, δ) varia continuamente. Assim, concluímos que

λδ0,i ↑ λ0,i quando δ ↑ 0.

Uma vez que λ0,i ≥ λ0,m1+1 > λ, i ∈ {m1 + 1, ...m}, para δ suficientemente pequeno,

temos

λδ0,i > λ. (2.42)

Consequentemente, a Proposição 2.9 e o Lema 2.7 garantem que o problema −∆w = λiq(x,w) em Bδ
i ,

w = 0 sobre ∂Bδ
i ,

(2.43)

possui uma única solução positiva para λi ∈ (λ, λδ0,i). Denotaremos esta única solução por

wδi . Portanto, fixado δ > 0 satisfazendo (2.39) e (2.42), considere uma função positiva

φ : Ω1 \

([
m1⋃
i=1

(U δ/2i ∩ Ω1)

]
∪

[
m⋃

i=m1+1

B
δ/2

i

])
→ R

tal que

Φ(x) =


wδi (x) se x ∈ Bδ/2

i , i = {m1 + 1, ...,m},

ϕδi se x ∈ U δ/2i ∩ Ω1, i = {1, ...,m1},

φ(x) caso contrário,

seja uma função em C2(Ω1). Afirmamos que KΦ é uma supersolução de (2.38) para uma

contante positiva K suficientemente grande. De fato, é fácil ver que KΦ = Kφ > 0 em

∂Ω1 ∩ ∂Ω e KΦ = Kϕ
δ/2
i > M em cada componente de ∂Ω1 \ ∂Ω se K é suficientemente

grande. Então, KΦ é uma supersolução de (2.38) desde que

−∆(KΦ) ≥ λq(x,KΦ)− b(x)q(x,KΦ)p em Ω1. (2.44)

Em Ω1 \
([⋃m1

i=1(U δ/2i ∩ Ω1)
]
∪
[⋃m

i=m1+1B
δ/2

i

])
, (2.44) é equivalente a

−∆φ ≥ λ
q(x,Kφ)

Kφ
φ− b(x)

q(x,Kφ)p

Kφ
φ.

Desde que b(x) > b0 > 0 em Ω1 \
([⋃m1

i=1(U δi ∩ Ω1)
]
∪
[⋃m

i=m1+1B
δ

i

])
e tendo em vista

(2.20) – (2.23), obtemos

lim
s→∞

[
λ
q(x, s)

s
− b(x)

q(x, s)p

s

]
= −∞,
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uniformemente em Ω1 \
([⋃m1

i=1(U δ/2i ∩ Ω1)
]
∪
[⋃m

i=m1+1B
δ/2

i

])
. Assim, para K suficien-

temente grande tal que

min
Ω1

−∆φ ≥ λ
q(x,Kφ)

Kφ
φ− b(x)

q(x,Kφ)p

Kφ
φ,

(2.44) é satisfeita em Ω1 \
([⋃m1

i=1(U δ/2i ∩ Ω1)
]
∪
[⋃m

i=m1+1 B
δ/2

i

])
.

Agora, em cada U δ/2i ∩ Ω1, i ∈ {1, ...,m1}, (2.44) é equivalente a

λδi ≥ λ
q(x,Kϕδi )

Kϕδi
− b(x)

q(x,Kϕδi )
p

Kϕδi
.

Se λ ≤ 0 esta desigualdade é trivialmente verdadeira. Se λ > 0, usando as propriedades

da função q(x, ·), temos que

λδi > λ ≥ λ
q(x,Kϕδi )

Kϕδi
− b(x)

q(x,Kϕδi )
p

Kϕδi

e portanto (2.44) ocorre para todo K > 0.

Finalmente, em B
δ/2

i , i ∈ {m1 + 1, ...,m}, (2.44) é equivalente a

λiKq(x,w
δ
i ) ≥ λq(x,Kwδi )− b(x)q(x,Kwδi )

p.

Novamente, se λ ≤ 0 a desigualdade é imediata. Para λ > 0, esta desigualdade ocorre se

(λiKq(x,w
δ
i ) >) λKq(x,wδi ) ≥ λq(x,Kwδi )− b(x)q(x,Kwδi )

p

λ

(
q(x,wδi )

wδi
− q(x,Kwδi )

Kwδi

)
wδi ≥ −b(x)

q(x,Kwδi )
p

K
. (2.45)

Uma vez que a aplicação s 7→ q(x, s)/s é não crescente, temos que

K > 1⇒ q(x,Kwδi )

Kwδi
≤ q(x,wδi )

wδi
⇒ λ

(
q(x,wδi )

wδi
− q(x,Kwδi )

Kwδi

)
wδi ≥ 0.

Mostrando que (2.45) é satisfeita para K > 1 e portanto KΦ é uma supersolução de

(2.38). Isto prova a existência de solução positiva para este problema.

Devemos considerar também o caso m1 = m. Para isso, fixo λ ∈ R, basta tomar as

mesmas funções ϕδi , i = {1, ...,m}, com δ > 0 suficientemente pequeno satisfazendo

λδi > λ.

Assim, escolhendo

φ : Ω \

[
m⋃
i=1

(U δ/2i ∩ Ω1)

]
→ R
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tal que

Φ(x) =

 ϕδi se x ∈ U δ/2i ∩ Ω1, i = {1, ...,m},

φ(x) caso contrário,

seja uma função em C2(Ω1), de maneira análoga ao caso m1 < m, temos que KΦ é uma

supersolução de (2.38) para K > 0 suficientemente grande.

A unicidade segue por um argumento similar ao apresentado na Proposição 2.7. Para

a monotonia da aplicação M 7→ w[λ,M ], considere M > M . Então w[λ,M ] satisfaz
−∆w[λ,M ] = λq(x,w[λ,M ])− b(x)q(x,w[λ,M ])

p em Ω1,

w[λ,M ] = 0 sobre ∂Ω1 ∩ ∂Ω,

w[λ,M ] = M > M sobre ∂Ω1 \ ∂Ω,

e, portanto, w[λ,M ] é uma supersolução de (2.38) (com M). Pelo método de sub e su-

persolução, existe uma solução de (2.38) entre 0 e w[λ,M ]. Por unicidade da solução,

necessariamente

0 < w[λ,M ] <[λ,M ] .

A monotonia da aplicação λ 7→ w[λ,M ] é análoga. �

Observe que na demonstração anterior o Ω1 não desempenha um papel crucial, ape-

nas é importante que Bi ⊂⊂ Ω1, i ∈ {m1 + 1, ...,m}. Então, como consequência da

demonstração anterior, obtemos

Corolário 2.12 Considere δ > 0 pequeno tal que, denotando por

Dδ := {x ∈ Ω1; dist(x, ∂Ω1 \ ∂Ω) ≤ δ} e Ωδ
1 = Ω1 \Dδ,

temos
m⋃

i=m1+1

Bi ⊂ Ωδ
1.

Então, para p > r e M > 0, o problema
−∆w = λq(x,w)− b(x)q(x,w)p em Ωδ

1,

w = 0 sobre ∂Ωδ
1 ∩ ∂Ω,

w = M sobre ∂Ωδ
1 \ ∂Ω,

possui uma solução positiva se, e somente se, λ < λ0,m1+1. Além disso, esta solução é

única se existe.
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Demonstração: Apenas note que os mesmos argumentos do resultado anterior podem

ser aplicados, apenas trocando Ω1 por Ωδ
1. �

Vamos enunciar um resultado auxiliar.

Teorema 2.13 Considere o problema de fronteira singular −∆u = λu− b(x)f(u) em Ω,

u =∞ sobre ∂Ω.
(2.46)

Assumindo que f ∈ C1[0,∞) satisfaz

(A1) f ≥ 0 e f(u)/u crescente em (0,∞)

(A2)
∫ ∞

1

dt√
F (t)

<∞, onde F (t) :=
∫ t

0
f(s)ds.

Então (2.46) admite solução positiva se, e somente se, λ < λΩb0
1 .

A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [26].

Usaremos este resultado para provar o próximo lema que nos ajudará a obter cotas

adequadas para as solução de (2.38). Ressaltamos que a obtenção de tais cotas é um passo

crucial na obtenção de soluções largas.

Lema 2.14 Considere −∆w = λw − b(x)qd(w)p em Ω,

w =∞ sobre ∂Ω,
(2.47)

onde d ≥ 0, λ > 0 e qd é a função inversa de s 7→ s + dsr. Assumindo que b(x) ≥ b0 > 0

em Ω e p > r. Então (2.47) possui uma solução não negativa.

Demonstração: Para provar este lema, aplicaremos o Teorema 2.13. Portanto, devemos

verificar as seguintes hipóteses:

(A1) qpd ∈ C1([0,+∞)) com qpd ≥ 0 e qd(s)p

s
crescente em (0,+∞),

e a condição de Keller-Osserman

(A2)

∫ ∞
1

dt√
F (t)

<∞, onde F (t) =

∫ t

0

qd(s)
pds.

Primeiramente, note que se d = 0 temos qd(s) = s, e é fácil verificar que (A1)–(A2)

são satisfeitas.
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Para d > 0, desde que s = qd(s) + dqs(s)
r, podemos escrever

qd(s)
p

s
=

1

qd(s)1−p + dqd(s)r−p
. =

qd(s)
p

(qd(s)p + dqd(s)r)

Uma vez que p > r, s 7→ qd(s)p

s
é crescente em (0,+∞), (A1) se cumpre.

Para verificar (A2), primeiro vamos mostrar que, como p > r, existem constantes

C > 0 e k ∈ (1, p/r) tais que

Csk ≤ qd(s)
p ∀s ≥ 1.

De fato, defina

h(s) :=
sk

qd(s)p
=
[
qd(s)

1− p
k + dqd(s)

r− p
k

]k
s ≥ 1.

Como k ∈ (1, p/r), h é decrescente e portanto

sk

qd(s)p
≤ 1

qd(1)p
=

1

C
s ≥ 1.

Assim, definindo

g(s) =

 Csk 1 ≤ s,

0 0 ≤ s ≤ 1,

temos que g ≤ qpd em (0,∞). Então∫ ∞
1

(∫ s

0

qd(t)
pdt

)− 1
2

dtds ≤
∫ ∞

1

(∫ s

0

g(t)dt

)− 1
2

dtds = C0

∫ ∞
1

1

s(k+1)/2
ds <∞.

Isto completa a demonstração �

As cotas cruciais para obtenção das soluções largas de (2.37) são dadas a seguir.

Lema 2.15 Para cada subconjunto compacto K ⊂ {x ∈ Ω1; b(x) > 0}, existe uma

constante C := C(K) > 0 tal que

‖w[λ,M ]‖0 ≤ C ∀λ < λ0,m1+1, M > 0.

Demonstração: Seja K ⊂ {x ∈ Ω1; b(x) > 0} compacto e δ > 0 suficientemente

pequeno tal que

Kδ := {x ∈ Ω1; dist(x,K) < δ} ⊂ {x ∈ Ω1; b(x) > 0}.
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Fixemos δ0 tal que a inclusão acima ocorra.

Assim temos que b(x) ≥ minKδ0 b(x) > 0 e pelo Lema 2.14, existe uma solução larga

(denotada por Wd) de

−∆w = λw − b(x)qd(w)p em Kδ0 .

onde d = maxKδ0 a(x) ≥ 0. Mostremos que para todo M > 0, existe c = c(M) ∈ (0, 1) tal

que Wd é uma supersolução de −∆w = λq(x,w)− b(x)q(x,w)p em Kcδ,

w = w[λ,M ] sobre ∂Kcδ.
(2.48)

De fato, por um lado

λs ≥ λq(x, s) e q(x, s) ≥ qd(s) ∀s ≥ 0,

implicando

−∆Wd = λWd − b(x)qd(Wd)
p ≥ λq(x,Wd)− b(x)q(x,Wd)

p em Kcδ.

Por outro lado, uma vez que

dist(x, ∂Kδ)→ 0⇒ Wd(x)→∞,

podemos escolher c suficientemente próximo de 1 tal que

Wd(x) ≥ max
∂Kcδ

w[λ,M ] sobre ∂Kcδ.

Com esta escolha de c, Wd é uma supersolução de (2.48). Como esse problema possui

uma única solução positiva, a saber w[λ,M ]|Kcδ , segue que do Lema 2.5 que

w[λ,M ]|Kcδ < Wd em Kcδ,

para cada M > 0. Em particular, como K ⊂ Kcδ, temos

w[λ,M ] ≤ Wd em K, ∀M > 0.

Consequentemente,

‖w[λ,M ]‖C(K) ≤ max
K

Wd <∞.

�

Finalmente estamos em condições de estabelecer um resultado de existência de solução

positiva de (2.37).

82



Capítulo 2 2.3. Resultado auxiliar: Soluções Largas

Proposição 2.16 Se λ < λ0,m1+1, então (2.37) possui uma solução positiva. Além disso,

neste caso o limite pontual

W[λ,∞] := lim
M↑∞

w[λ,M ],

é uma solução larga positiva e minimal (2.37), isto é, qualquer solução positiva Θ de

(2.37) satisfaz

W[λ,∞] ≤ Θ.

Demonstração: Fixo λ < λ0,m1+1. Pelo Lema 2.11, a aplicação M 7→ w[λ,M ] é não

decrescente. Consequentemente, o limite pontual está bem definido. Para mostrar que

é solução de (2.37), procedemos como segue. Primeiro vamos mostrar que o limite é

finito. Em {x ∈ Ω1; b(x) > 0}, este limite é finito pelo Lema 2.15. Se m1 = m Então

Ω1 = {x ∈ Ω1; b(x) > 0} e o resultado segue.

Por outro lado, se m1 < m, para cada Bi ⊂ Ω1, i ∈ {m1 + 1, ...,m}, podemos escolher

δ > 0 pequeno tal que

Dδ := {x ∈ Ω1; dist(x, ∂Ω1 \ ∂Ω) ≤ δ} ⊂ Ω1 \
m⋃

i=m1+1

Bi e Ωδ
1 = Ω1 \Dδ, (2.49)

e para cada um destes δ’s, existe um conjunto aberto Oδ satisfazendo

∂Ωδ
1 ⊂ Oδ ⊂⊂ Ω1 \ ∪mi=m1+1Bi.

Fixemos um destes δ’s. Então, graças ao Lema 2.15, existe uma constante C > 0 tal que

‖w[λ,M ]‖C(∂Ωδ1) ≤ ‖w[λ,M ]‖C(Oδ) ≤ C ∀M > 0. (2.50)

Consequentemente, w[λ,M ]|Ωδ1 é uma subsolução de
−∆w = λq(x,w)− b(x)q(x,w)p em Ωδ

1,

w = 0 sobre ∂Ωδ
1 ∩ ∂Ω,

w = C sobre ∂Ωδ
1 \ ∂Ω.

(2.51)

Como consequência,

w[λ,M ] ≤ w[λ,C,δ] em Ωδ
1, ∀M > 0, (2.52)

onde w[λ,C,δ] representa a única solução de (2.51), cuja a existência é garantida pelo Co-

rolário 2.12. Isto mostra que o limite pontual W[λ,∞] é finito em Ω1.
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Agora, tomando dois conjuntos abertos O,O1 e δ > 0 suficientemente pequeno tal que

O ⊂⊂ O1 ⊂⊂ Ωδ
1 ⊂⊂ Ω1.

Pelas estimativas Lp e as imersões de Morrey, existe uma contante C > 0 tal que, para

cada M > 0,

‖w[λ,M ]‖C1(O1) ≤ C.

Portanto, da imersão compacta C1(O1) em C0,α(O1) e a unicidade do limite pontual,

W[λ,∞] é Hölder contínua. Consequentemente, por regularidade elíptica, temos que W[λ,∞]

é solução de (2.37).

Resta provar que W[λ,∞] é solução positiva minimal de (2.37). De fato, seja Θ uma

solução positiva de (2.37) e C > 0 uma constante positiva que satisfaz (2.50). Desde que

Θ =∞ sobre ∂Ω1 \ ∂Ω, temos que, para δ > 0 pequeno,

C ≤ Θ sobre ∂Ωδ
1 \ ∂Ω.

Portanto, Θ|Ωδ1 é uma supersolução de (2.51) e consequentemente

w[λ,C,δ] ≤ Θ em Ωδ
1. (2.53)

Combinando (2.52) e (2.53), obtemos

w[λ,M ] ≤ Θ em Ω1.

Assim, fazendo M ↑ ∞, produz

W[λ,∞] ≤ Θ,

que estabelece a minimalidade de W[λ,∞]. �

2.4 Comportamento pontual das soluções positivas

Nesta seção finalizaremos a demonstração do Teorema 2.2, provando os limites (2.11)

e (2.13).

Demonstração do Teorema 2.2: Observe que para o Teorema 2.2 a) e b), a existência

de solução de (2.17) é garantida pela Proposição 2.9 e a unicidade é dada pelo Lema 2.7.

Além disso, a diferenciabilidade e monotonia da aplicação

λ 7→ wλ ∈ C1
0(Ω)

84



Capítulo 2 2.4. Comportamento pontual das soluções positivas

é estudada na Proposição 2.10 e como λ1 é um ponto de bifurcação da solução trivial

(conforme a Proposição 2.8), segue (2.10), ou seja,

lim
λ↓λ1
‖wλ‖0 = 0.

Então nos resta mostrar os limites (2.11) e (2.13). Começaremos mostrando (2.11), isto

é,

lim
λ↑∞

uλ =∞ uniformemente em Ωb0.

Para isso, argumentamos como segue. Para cada i ∈ {1, ...,m}, seja ϕBi1 a autofunção

positiva associada ao autovalor σBi1 [−∆] tal que ‖ϕBi1 ‖0 = 1 e considere

Ψi =

 ϕBi1 in Bi,

0 in Ω \Bi.

É claro que Ψi ∈ H1
0 (Ω). Iremos mostrar que, para λ > λ1[−∆;Bi], ε(λ)Ψi é uma subso-

lução fraca de (2.17) (veja Teorema 1.33) para uma constante ε(λ) > 0 a ser escolhida.

Pelo Principio do Máximo sabemos que ϕBi1 ∈ PC10(Bi)
, em particular

∂ϕBi1

∂ni
< 0,

onde ni denota a normal exterior unitária em ∂Bi. Assim, tendo em vista o Lema 1.34, é

suficiente verificar que

−∆(ε(λ)Ψi) ≤ λq(x, ε(λ)Ψi)− b(x)q(x, ε(λ)Ψi)
p ∀x ∈ Bi. (2.54)

Como b ≡ 0 e Ψi = ϕBi1 em Bi, i ∈ {1, ...,m}, (2.54) é equivalente a

ε(λ)σBi1 [−∆]ϕBi1 = −∆(ε(λ)ϕBi1 ) ≤ λq(x, ε(λ)ϕBi1 ) ∀x ∈ Bi

1 + a(x)q(x, ε(λ)ϕBi1 )r−1 =
ε(λ)ϕBi1

q(x, ε(λ)ϕBi1 )
≤ λ

σBi1 [−∆]
∀x ∈ Bi. (2.55)

Desde que

q(x, s) ≤ s e ϕBi1 (x) ≤ ‖ϕBi1 ‖0 = 1, ∀x ∈ Ω,

para que a desigualdade (2.55) se verifique, é suficiente que(
1 + a(x)q(x, ε(λ)ϕBi1 )r−1 ≤

)
1 + max

Bi

a(x)ε(λ)r−1 ≤ λ

σBi1 [−∆]
.

Assim, escolhendo

ε(λ) :=

(
λ− σBi1 [−∆]

σBi1 [−∆] maxBi a(x)

)1/(r−1)

, λ > σBi1 [−∆],
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é fácil ver que (2.55) se cumpre. Além disso,

ε(λ)→∞ quando λ→∞. (2.56)

Por outro lado, já mostramos que K(λ)e é uma supersolução de (2.17), onde e é a única

solução positiva de (2.29) e K(λ) > 0 é uma constante suficientemente grande. Assim,

existe K(λ) > 0 tal que

ε(λ)Ψi ≤ K(λ)e em Ω.

Pelo método de sub e supersolução (veja Teorema 1.33) e a unicidade de solução positiva

de (2.17), deduzimos que

ε(λ)ϕBi1 ≤ wλ em Bi, λ > σBi1 [−∆].

Usando (2.56), concluímos

lim
λ↑∞

wλ(x) =∞ uniformemente em Bi.

Portanto, uma vez que wλ = uλ + a(x)urλ, obtemos (2.11).

Para finalizar resta demonstrar o limite (2.13), isto é,

lim
λ↑λ0,1

uλ(x)


=∞ se x ∈

m1⋃
i=1

Bi,

<∞ se x ∈ Ω \
m1⋃
i=1

Bi.

Para esse fim, argumentamos como segue. Primeiro vamos mostrar que

lim
λ↑λ0,1

uλ(x) =∞, ∀x ∈ ∪m1
i=1Bi.

Desde que a aplicação λ 7→ wλ é de classe C1, podemos diferenciar (2.17) com respeito a

λ e obter

(−∆− λqw(x,wλ) + b(x)pq(x,wλ)
p−1qw(x,wλ))w

′
λ = q(x,wλ) > 0 em Ω (2.57)

onde w′λ = dwλ/dλ. Uma vez que (λ,w) é uma solução de (2.17), temos

0 = σΩ
1

[
−∆

q(x,w)

w
+ b(x)

q(x,w)p

w

]
.

Usando a desigualdade (2.35) e as propriedades de monotonia do principal autovalor dadas

pelo Teorema 1.8, segue que

0 < σΩ
1 [−∆− λqw(x,wλ) + b(x)pq(x,wλ)

p−1qw(x,wλ)].
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Então, pelo Teorema 1.5, o operador

−∆− λqw(x,wλ) + b(x)pq(x,wλ)
p−1qw(x,wλ)

satisfaz o Princípio do Máximo Forte e deduzimos a partir de (2.57) que w′λ > 0 em Ω.

Por outro lado, em Bi, 1 ≤ i ≤ m1 temos b(x) = 0 e (2.57), fornecendo

−∆w′λ − λqw(x,w)w′λ = q(x,w) em Bi.

Desde que qw(x,w) > XΩa0∩Bi em Bi, deduzimos da desigualdade acima que

(−∆− λXΩa0∩Bi)w
′
λ > q(x,w) em Bi. (2.58)

Agora, fixo λ ∈ (λ1, λ0,1) e seja ϕi1 a autofunção positiva associada a λ0,i com ‖ϕi1‖0 = 1.

Para c > 0 suficientemente pequeno temos que

q(x,wλ) > cXΩ0,i
ϕi1 em Bi.

Como λ 7→ wλ é crescente, temos

q(x,wλ) > cXΩ0,i
ϕi1 em Bi ∀λ ∈ [λ, λ0,1).

Denotando por viλ a única solução do problema linear (−∆− λXΩ0,i
)u = cXΩ0,i

ϕi1 em Bi,

u = 0 sobre ∂Bi,

que existe, uma vez que λ < λ0,i. Tendo em vista (2.58), o Princípio do Máximo implica

w′λ > viλ em Bi.

Mas

viλ =
cϕi1

λ0,i − λ
e, uma vez que λ0,i = λ0,1, para cada i ∈ {1, ...,m1} deduzimos

lim
λ↑λ0,1

w′λ(x) > lim
λ↑λ0,1

viλ(x) =∞,

para todo x ∈ Bi. Consequentemente

lim
λ↑λ0,1

wλ(x) =∞, ∀x ∈ Bi, 1 ≤ i ≤ m1.
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Por outro lado, considere W := W[λ0,1,∞] a solução positiva de (2.37), dada pela

Proposição 2.16. Tomando Ωδ
1 como em (2.49) com δ > 0 suficientemente pequeno, segue

que

−∆W = λ0,1q(x,W )− b(x)q(x,W )p ≥ λq(x,W )− b(x)q(x,W )p em Ωδ
1,

fara todo λ ∈ (λ1, λ0,1). Assim, W é uma supersolução de −∆w = λq(x,w)− b(x)q(x,w)p em Ωδ
1,

w = wλ|∂Ωδ1
sobre ∂Ωδ

1,

cuja a (única) solução é wλ|Ωδ1 . Pelo Lema 2.5 b), obtemos

wλ ≤ W em Ωδ
1.

Desde que δ é arbitrariamente pequeno,

wλ ≤ W em Ω1.

Assim, fazendo λ ↑ λ0,1 produz

lim
λ↑λ0,1

wλ(x) <∞ ∀x ∈ Ω1 = Ω \
m1⋃
i=1

Bi.

�
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Capítulo 3

Um problema logístico com difusão não

linear II

Neste capítulo apresentaremos os resultados obtidos em [24], dando continuidade ao

estudo da equação (3.1), analisando o caso 0 < r < 1 e b ≥ 0 constante. Especificamente,

consideraremos a equação: −∆(u+ a(x)ur) = λu− bup em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(3.1)

onde Ω ⊂ RN , N ≥ 1 é um domínio limitado com fronteira regular r, p, b são constantes

tais que 0 < r < 1 < p, b ≥ 0 e a ∈ C2(Ω,R+) é uma função que pode se anular em regiões

de Ω. Assim, seguiremos a mesma notação do Capítulo 2, isto é:

Ωa+ := {x ∈ Ω; a(x) > 0}

e

Ωa0 := Ω \ Ωa+.

Este capítulo está organizado da seguinte: na Seção 3.1 apresentamos um resumo dos re-

sultados conhecidos referente a equação (3.1) e enunciaremos os principais teoremas deste

capítulo. Na Seção 3.2 daremos alguns resultados preliminares. A Seção 3.3 tratamos

o caso b = 0 enquanto a Seção 3.4 é dedicada ao caso b > 0. Por fim, abordaremos a

multiplicidade de soluções positivas na Seção 3.5
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3.1 Introdução

Uma vez que 0 < r < 1, a equação (3.1) nos fornece o estado estacionário de uma

equação com difusão não linear que combina difusão rápida (em Ωa+) com difusão linear

(em Ωa+). Em particular, quando a ≡ 0 em Ω (isto é, Ωa0 = Ω), (3.1) se reduz ao clássico

problema de autovalor do operador Laplaciano com condição de fronteira homogênea de

Dirichlet em Ω se b = 0 e à conhecida equação logística com difusão linear se b > 0. O

primeiro caso foi abordado na Seção 1.1 do Capítulo 1 e o segundo foi apresentado no Teo-

rema 2.1. Assim, como o problema (3.1) com a ≡ 0 é bem conhecido, aqui consideraremos

apenas

a 6≡ 0.

Para os nossos resultados, o principal autovalor do seguinte problema desempenhará

um papel fundamental:  −∆u = λXΩa0u em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.
(3.2)

A existência deste autovalor principal é discutida na Seção 1.1 e adotaremos a mesma

notação utilizada na Seção 2.1, isto é,

σ1[−∆;XΩa0 ] := λa0.

Definimos também

λa0 :=∞ se Ωa0 = ∅.

Além disso, para enfatizar a dependência do parâmetro λ, vamos nos referir a (3.1) por

(3.1)λ. Com estas considerações, podemos enunciar nosso primeiro resultado que trata do

caso b = 0:

Teorema 3.1 Se b = 0, então (3.1)λ possui uma solução positiva se, e somente se, λ ∈

(λ1, λa0). Além disso, existe uma família de soluções positivas uλ de (3.1)λ satisfazendo

lim
λ→λ1

‖uλ‖0 =∞ (3.3)

e

lim
λ→λa0

‖uλ‖0 = 0 se λa0 <∞. (3.4)
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λ1 λ1 λa0λ λ

||.|| ||.||

Figura 3.1: Diagrama de bifurcação para b = 0. A esquerda ilustra o caso Ωa0 = ∅

(λa0 =∞) e a direita o caso Ωa0 6= ∅ (λa0 <∞).

Na Figura 3.1 representamos os correspondentes diagramas de bifurcação de soluções

positivas de (3.1)λ com b = 0. Para o caso b > 0 a bifurcação do infinito desaparece. De

fato, temos:

Teorema 3.2 Se b > 0, considere

Λb = {λ ∈ R; (3.1)λ possui uma solução positiva}.

Então Λb 6= ∅ e denotando por λ∗(b) = inf Λb, temos λ1 < λ∗(b) ≤ λa0. Além disso,

(a) Se Ωa0 = ∅, então (3.1)λ possui uma solução positiva para todo λ ≥ λ∗.

(b) Se Ωa0 6= ∅, então λa0 é o único ponto de bifurcação de soluções positivas de (3.1)

a partir da solução trivial. Além disso, se λ∗ < λa0 (resp. λ∗ = λa0), então (3.1)λ

possui solução positiva para todo λ ≥ λ∗ (resp. λ > λ∗).

(c) No caso em que λ∗ < λa0, então para cada λ ∈ (λ∗, λa0), (3.1)λ possui pelo me-

nos duas soluções positivas ordenadas, isto é, wλ e vλ soluções positivas de (3.1)λ

satisfazendo

wλ < vλ.

A Figura 3.2 mostra alguns possíveis diagramas de bifurcação que ilustram os resultado

presentes no Teorema 3.2. Destacamos que no caso b > 0 não há ponto de bifurcação do
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λ1 λa0λ* λ1 λ* λa0λ1 λ*

||.|| ||.|| ||.||

λ λ λ

Figura 3.2: Possíveis diagramas de bifurcação. Da esquerda para a direita: caso Ωa0 = ∅,

caso Ωa0 6= ∅ com bifurcação subcrítica e caso Ωa0 6= ∅ com bifurcação supercrítica.

infinito e se Ωa0 = ∅ também não há bifurcação da solução trivial. Então, para concluir

existência de solução positiva usaremos o método de sub e supersolução.

Além disso, para o caso Ωa0 6= ∅, a Proposição 3.9 fornece condições sobre p, r, a e b

que nos fornecem a direção de bifurcação. Este resultado nos mostra o efeito da interação

entre a difusão rápida u+ a(x)ur e a não linearidade logística λu− bup. Especificamente,

se 1/r < p, então a bifurcação da solução trivial é subcrítica, enquanto que se 1/r > p, a

bifurcação é supercrítica. No caso 1/r = p, a e b determinam a direção de bifurcação de

acordo com as desigualdades (3.19) e (3.20).

O próximo resultado nos dá informações sobre as soluções positivas de (3.1) com

respeito ao parâmetro b:

Teorema 3.3 Supondo b > 0.

(a) Para cada λ ≥ λ∗(b), (3.1) possui uma solução maximal denotada por Wλ(b). Isto

é, toda solução, w, de (3.1) satisfaz

w ≤ Wλ(b).

Além disso, se λ∗ ≤ µ < λ, então Wµ(b) < Wλ(b).

(b) λ∗(b) satisfaz

λ∗(b)→ λ1 quando b→ 0. (3.5)

(c) A solução maximal Wλ(b) verifica

lim
b→0
‖Wλ(b)‖0 =∞ ∀λ(b) > λ∗(b). (3.6)
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λa0λ1 λ*

||.||

λ

Figura 3.3: Um diagrama de bifurcação admissível quando b > 0 é pequeno, Ωa0 6= ∅ e a

bifurcação é supercrítica.

Como consequência destes resultados, um interessante diagrama de bifurcação é ad-

missível no caso em que b é pequeno e a bifurcação é supercrítica. O paragrafo (b) do

Teorema 3.3 nos diz que, para b > 0 suficientemente pequeno, λ∗(b) < λa0. Então, se a

bifurcação da solução trivial é supercrítica, o continuum de soluções positivas que emana

de λa0 satisfaz λ > λa0 para λ suficientemente próximo de λa0. Por outro lado, existe

solução positiva para λ ∈ (λ∗(b), λa0). Então, isso nos leva a um diagrama de bifurcação

como ilustrado na Figura 3.3.

3.2 Resultados preliminares

Nesta seção apresentaremos alguns resultados básicos que serão úteis ao longo deste

capítulo. Primeiramente, para tratar a equação (3.1)λ, usaremos novamente a mudança

de variável (2.16), isto é,

I(x, u) = w = u+ a(x)ur ⇔ u = q(x,w)

obtendo o seguinte problema equivalente (3.1)λ −∆w = λq(x,w)− bq(x,w)p em Ω,

w = 0 sobre ∂Ω.
(3.7)

Desde que estamos interessados em soluções positivas de (3.1)λ, podemos definir

q(x, s) = 0, ∀x ∈ Ω, s ≤ 0.
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s

q(x,s)/s

1
a(x)=0

a(x)>0

s

q(x,s)/s
p

Figura 3.4: Esboço do gráfico das funções q(x, s)/s e q(x, s)p/s com 0 < r < 1.

Assim, de maneira análoga ao raciocínio feito no Capitulo 2, qualquer solução não

trivial de (3.1)λ é na verdade estritamente positiva. Consequentemente, u > 0 é uma

solução positiva de (3.1)λ se, e somente se, w = u + a(x)ur é uma solução positiva de

(3.7). Portanto, vamos analisar o problema equivalente (3.7). Também iremos nos referir

a (3.7) como (3.7)λ.

Primeiro, vamos provar algumas propriedades úteis da função q(x, s).

Lema 3.4 a) Para cada x ∈ Ω, a aplicação s 7→ q(x, s), s ≥ 0 é de classe C1. Além

disso, fixo s ≥ 0, a aplicação x 7→ q(x, s) é de classe C2.

b) Para todo x ∈ Ω, a aplicação

s 7→ q(x, s)

s
s ≥ 0,

é não decrescente e satisfaz

XΩa0(x)s ≤ q(x, s) ≤ s ∀x ∈ Ω, (3.8)

lim
s→0

q(x, s)

s
= XΩa0(x) =

 0 se a(x) > 0,

1 se a(x) = 0.
(3.9)

e

lim
s→∞

q(x, s)

s
= 1. (3.10)

94



Capítulo 3 3.2. Resultados preliminares

c) Para todo x ∈ Ω, a aplicação

s 7→ q(x, s)p

s

é crescente e satisfaz

lim
s→0

q(x, s)p

s
= 0 (3.11)

e

lim
s→∞

q(x, s)p

s
= +∞. (3.12)

Demonstração:

a) Desde que q(x, ·) é a função inversa de I(x, s) = s+ a(x)sr, temos

I(x, q(x, s)) = s = q(x, s) + a(x)q(x, s)r, (3.13)

e

qs(x, s) =
1

Is(x, q(x, s))
=

1

1 + ra(x)q(x, s)r−1
.

Portanto qs(x, s) é contínua em (0,∞). Por outro lado,

lim
s→0+

qs(x, s) = lim
s→0+

1

1 + a(x)rq(x, s)r−1
= XΩa0(x) = qs(x, 0),

mostrando a continuidade em 0. Além disso, como a ∈ C2(x), seque que x 7→ q(x, s) é

de classe C2.

b) De (3.13) temos
q(x, s)

s
=

1

1 + a(x)q(x, s)r−1
, (3.14)

de onde deduzimos (3.8). Além disso, desde que s 7→ q(x, s) é crescente e 0 < r < 1,

(3.14) fornece que q(x, s)/s é não decrescente.

Para calcular os limites (3.9)–(3.10), note que se a(x) = 0 temos q(x, s)/s = 1 e eles

são imediatos. Se a(x) > 0, usando

lim
s→0

q(x, s) = 0 e lim
s→∞

q(x, s) =∞,

(3.14) fornece

lim
s→0

q(x, s)

s
= 0 e lim

s→∞

q(x, s)

s
= 1.
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c) Analogamente, observe que

q(x, s)p

s
=

1

q(x, s)1−p + a(x)q(x, s)r−p
. (3.15)

Pela monotonia da aplicação s 7→ q(x, s) e com 0 < r < 1 < p, segue que q(x, s)/s

é crescente em s, para todo x ∈ Ω. Além disso, fazendo s → 0 e s → ∞ em (3.15),

seguem (3.11)–(3.12).

�

Observação 3.5 Graças a regularidade de a e q (veja Lema 3.4), w é uma solução

clássica de (3.7) (w ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω)) se, e somente se, u é solução clássica de (3.1)

(u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω)). Entretanto, se assumirmos menos regularidade sobre a função a,

por exemplo a ∈ L∞(Ω), então a solução w de (3.7) será uma função em W 2,p(Ω), para

todo p > 1. Neste caso, não podemos assegurar a mesma regularidade para u, e então u

é solução de (3.1) se u+ a(x)ur = w é uma solução forte de (3.1).

Para terminar esta seção, iremos estudar um problema auxiliar que nos fornecerá exis-

tência de solução maximal e uma estimativa a priori para as soluções positivas de (3.7)λ.

Especificamente, considere o problema −∆w = λw − bq(x,w)p em Ω,

w = 0 sobre ∂Ω.
(3.16)

Proposição 3.6 (3.16) possui uma solução positiva se, e somente se, λ > λ1. Além

disso, se existe ela é única e será denotada por θλ e satisfaz

θµ ≤ θλ se λ1 < µ ≤ λ.

Demonstração: Se w > 0 é uma solução positiva de (3.16), então −∆w + b
q(x,w)p

w
w = λw em Ω,

w = 0 sobre ∂Ω.

Implicando que

λ = σ1

[
−∆ + b

q(x,w)p

w

]
> σ1[−∆] = λ1.
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Consequentemente, λ > λ1 é uma condição necessária para a existência de solução positiva

de (3.7)λ.

Suponha λ > λ1. Para provar a existência de solução positiva vamos usar o Método de

sub-supersolução. Assim, seja ε > 0 uma constante. Afirmamos que εϕ1 é uma subsolução

de (3.16) para ε > 0 pequeno. Com efeito, εϕ1 é subsolução de (3.16) se

λ1εϕ1 = −∆(εϕ1) ≤ λ(εϕ1)− bq(x, εϕ1)p em Ω

b
q(x, εϕ1)

εϕ1

≤ λ− λ1 em Ω. (3.17)

Desde que λ > λ1 e

lim
s→0

q(x, s)p

s
= 0,

seque que para ε > 0 suficientemente pequeno (3.17) se cumpre e portanto εϕ1 é uma

subsolução de (3.16). Para a supersolução escolhemos K > 0 constante. E de fato, K é

uma supersolução de (3.16) desde que

0 = −∆K ≥ λK − bq(x,K)p em Ω

b
q(x,K)

K
≥ λ em Ω. (3.18)

Como

lim
s→∞

q(x, s)p

s
=∞,

para K > 0 suficientemente grande, (3.18) se cumpre. Em adicional, escolhendo K > 0

tal que

εϕ1 < K,

pelo método de sub e supersolução, existe uma solução θλ de (3.16) satisfazendo

εϕ1 < θλ < K.

A unicidade segue do Teorema 1.36, uma vez que

s 7→ λ− bq(x, s)
p

s

é decrescente para todo x ∈ Ω. Finalmente, para verificar a monotonia com respeito a

λ basta notar que se λ1 < µ ≤ λ, a solução θµ de (3.16) com λ = µ é uma subsolução

de (3.16), então escolhendo K > 0 satisfazendo (3.18) e K > θλ, temos que existe uma
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solução de (3.16) entre θµ e K. Como a solução positiva deste problema é única e é

denotada por θλ, segue que

θµ < θλ.

�

Corolário 3.7 Para todos λ ≥ µ > λ1, qualquer solução positiva wµ de (3.7)µ satisfaz

wµ < θµ < θλ.

Demonstração: Apenas note que wµ é uma subsolução de (3.16) e K suficientemente

grande é uma supersolução. Consequentemente, pela unicidade de solução positiva de

(3.16), devemos ter

wµ ≤ θµ ≤ θλ.

�

3.3 Caso b = 0.

Esta seção é dedicada ao estudo do caso b = 0. Para isso, usaremos bifurcação global,

especificamente o Teorema 1.13.

Proposição 3.8 Supondo b = 0.

a) Se existe uma solução positiva de (3.7)λ, então λ ∈ (λ1, λa0).

b) λ1 é o único ponto de bifurcação do infinito de soluções positivas de (3.7)λ. Além disso,

existe uma componente ilimitada

Σ∞ ⊂ Σ := {(λ,w) ∈ R× C0(Ω); (λ,w) é uma solução de (3.7)}

tal que

Σ∞ =

{
(λ,w) com w 6= 0;

(
λ,

w

‖w‖2
0

)
∈ Σ∞

}
∪ {(λ1, 0)}

é conexa e ilimitada.
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Demonstração:

a) Se w > 0 é uma solução de (3.7)λ, temos
[
−∆− λq(x,w)

w

]
w = 0, em Ω,

w = 0, sobre ∂Ω.

Usando (3.8) e as propriedades de monotonia do principal autovalor, obtemos

0 = σ1

[
−∆− λq(x,w)

w

]
> σ1[−∆− λ] = λ1 − λ.

Implicando que λ > λ1 é uma condição necessária para existência de solução de (3.7).

Se Ωa0 = ∅, então λa0 = ∞ e terminamos a demonstração do parágrafo a). No caso

Ωa0 6= ∅ temos λa0 < ∞ e precisamos provar que λ < λa0 é uma condição necessária

para a existência de solução positiva de (3.7). E com efeito, se w > 0 é uma solução de

(3.7)λ, usando novamente (3.8) e as propriedades de monotonia do principal autovalor

deduzimos

0 = σ1

[
−∆− λq(x,w)

w

]
< σ1[−∆− λXΩa0 ] = µ(λ).

Pelas propriedades da função µ dadas na Proposição 1.10, segue que λ < λa0.

b) Tendo em vista (3.10) e desde que f(λ, x, s) := λq(x, s) satisfaz f(0, x, s) ≡ 0 para

todo x ∈ Ω e s ≥ 0, podemos aplicar o Teorema 1.13 e obter o resultado.

�

Para finalizar o estudo do caso b = 0, vamos provar o Teorema 3.1.

Demonstração do Teorema 3.1: Pela Proposição 3.8 b), λ1 é o único ponto de bi-

furcação do infinito de soluções positivas de (3.7)λ. Com o objetivo de provar existência

de soluções positivas para λ ∈ (λ1, λa0), consideraremos dois casos: Ωa0 = ∅ e Ωa0 6= ∅.

Caso Ωa0 = ∅: Para concluir o resultado, é suficiente verificar o seguinte

Afirmação: para todo conjunto compacto Λ ⊂ [λ1,∞), existe ε > 0 tal que (3.7)λ não

possui solução positiva com (λ,w) ∈ Λ×Bε(0).

De fato, a natureza global de Σ∞ implica que este continuum é ilimitado com respeito a

λ e, desde que (3.7)λ não possui solução positiva para λ < λ1 (conforme a Proposição 3.8),

teremos ProjRΣ∞ = (λ1,∞), e o resultado segue.
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Vamos provar a afirmação. Argumentando por contradição, se a afirmação não fosse

verdadeira, existiria (λn, wn) uma sequência de soluções de (3.7)λn tais que λn ∈ Λ para

todo n ∈ N e ‖wn‖0 → 0. Desde que Λ é compacto, passando a uma subsequência se

necessária, temos

(λn, wn)→ (λ, 0) em R× C0(Ω)

De (3.9) e do limite anterior obtemos que para todo δ > 0, existe nδ ∈ N tal que

q(x,wn)

wn
≤ δ ∀n > nδ.

Assim, desde que (λn, wn) é uma solução de (3.7)λn , concluímos

0 = σ1

[
−∆− λn

q(x,wn)

wn

]
> σ1[−∆− λnδ] = λ1 − λnδ ∀n > nδ,

isto é,

λnδ > λ1.

Fazendo n → ∞ e graças a λn → λ < ∞, a desigualdade acima fornece λ1 ≤ λδ, para

todo δ > 0, o que é uma contradição, o que prova a afirmação e termina a demonstração

para este caso.

Caso Ωa0 6= ∅: Tendo em vista (3.9), podemos aplicar o Teorema 1.13 e obter que λa0 é

o único ponto de bifurcação da solução trivial de soluções positivas de (3.7). Além disso,

existe uma componente ilimitada Σ0 ⊂ Σ tal que (λa0, 0) ∈ Σ0. Uma vez que o ponto de

bifurcação é único, obtemos

Σ∞ = Σ0.

Como consequência, pela natureza global deste continuum, ProjRΣ∞ = (λ1, λa0) e obte-

mos que existe solução positiva para todo λ ∈ (λ1, λa0). �

3.4 Caso b > 0

Nesta seção iremos provar os Teoremas 3.2 e 3.3, com exceção da existência da segunda

solução positiva, que será tratado na próxima seção.

Primeiramente, denotando por ϕa0 a autofunção principal associada a λa0 normalizado

em C(Ω), isto é, ‖ϕa0‖0 = 1. Temos o seguinte resultado de existência e não existência de

soluções positivas.
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Proposição 3.9 1. Se (3.7)λ possui uma solução positiva, então λ > λ1.

2. Se Ωa0 6= ∅, então λa0 é um ponto de bifurcação de (3.7) da solução trivial e este é

o único de soluções positivas. Além disso, a bifurcação é

(a) Subcrítica se 1/r < p.

(b) Subcrítica se 1/r = p e ∫
Ωa+

ϕp+1
a0

a(x)p
> b

∫
Ωa0

ϕp+1
a0 . (3.19)

(c) Supercrítica se 1/r = p, a(x)−p ∈ L1(Ωa+) e∫
Ωa+

ϕp+1
a0

a(x)p
< b

∫
Ωa0

ϕp+1
a0 . (3.20)

(d) Supercrítica se 1/r > p.

3. Existe λ > λ1 tal que (3.7)λ possui solução positiva.

Demonstração: Desde que a prova do primeiro parágrafo é similar à apresentada na

Proposição 3.8, iremos provar apenas 2 e 3.

Vamos demonstrar o parágrafo 2. Se Ωa0 6= ∅, por (3.9), podemos aplicar o Teo-

rema 1.13 para obter que λa0 é o único ponto de bifurcação da solução trivial. Para

concluir a direção de bifurcação, vamos usar (i) e (ii) do Teorema 1.13 e argumentar como

segue. Denotando

g(λ, x, s) :=
λq(x, s)− bq(x, s)p − λXΩa0(x)s

s1−σ ,

onde σ < 0 será escolhido posteriormente.

(a) Se 1/r < p, escolhemos σ = 1− 1/r. Assim, em Ωa+ temos

g(λ, x, s) = λ
(q(x, s)r)1/r

(q(x, s) + a(x)q(x, s)r)1/r
− b (q(x, s)pr)1/r

(q(x, s) + a(x)q(x, s)r)1/r

= λ
1

(q(x, s)1−r + a(x))1/r
− b 1

(q(x, s)1−pr + a(x)q(x, s)(1−p)r)1/r

e, portanto,

lim inf
(λ,s)→(λa0,0+)

g(λ, x, s) =
λa0

a(x)1/r
em Ωa+.

Por outro lado, em Ωa0 temos

g(λ, x, s) =
λs− bsp − λs

s1/r
= −bsp−1/r,
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e, uma vez que 1/r < p, resulta

lim inf
(λ,s)→(λa0,0+)

g(λ, x, s) = 0 em Ωa0.

Consequentemente,

µ(x) ≡ lim inf
(λ,s)→(λa0,0+)

g(λ, x, s) ≥ 0

e ∫
Ω

µ(x)ϕ
1/r+1
a0 > 0.

Então, pelo Teorema 1.13 (i), a bifurcação da solução positiva em λ = λa0 é subcrí-

tica.

(b) Se 1/r = p, escolhemos σ = 1− p. Assim, em Ωa+ temos

g(λ, x, s) = λ
1

(q(x, s)1−1/p + a(x))p
− b
(
q(x, s)

s

)p
.

Implicando que

µ(x) ≡ lim inf
(λ,s)→(λa0,0+)

g(λ, x, s) =
λa0

a(x)p
em Ωa+.

Por outro lado, em Ωa0 temos

g(λ, x, s) =
λs− bsp − λs

sp
= −b.

Consequentemente,

µ(x) ≡ lim inf
(λ,s)→(λa0,0+)

g(λ, x, s) =


λa0

a(x)p
se x ∈ Ωa+,

−b se x ∈ Ωa0.

Portanto, µ(x) ≥ −b e (3.19) é equivalente a∫
Ω

µ(x)ϕp+1
a0 > 0.

Assim, pelo Teorema 1.13 (i), a bifurcação de soluções positivas em λ = λa0 é

subcrítica.

(c) Analogamente ao caso anterior, tomando σ = 1− p temos

µ(x) ≡ lim sup
(λ,s)→(λa0,0+)

g(λ, x, s) =


λa0

a(x)p
se x ∈ Ωa+,

−b se x ∈ Ωa0.
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Uma vez que a(x)−p ∈ L1(Ωa+), obtemos µ ∈ L1(Ω) e (3.20) é equivalente a∫
Ω

µ(x)ϕp+1
a0 < 0.

Então o Teorema 1.13 (ii) implica que a bifurcação de soluções positivas em λ = λa0

é supercrítica.

(d) Se 1/r > p, escolhemos σ = 1− p. Em Ωa+ temos

g(λ, x, s) = λ
1

(q(x, s)1−1/p + a(x)q(x, s)r−1/p)p
− b
(
q(x, s)

s

)p
e, desde que 1/r > p,

lim sup
(λ,s)→(λa0,0+)

g(λ, x, s) = 0 em Ωa+.

Por outro lado, em Ωa0 temos

g(λ, x, s) =
λs− bsp − λs

sp
= −b.

Consequentemente,

µ(x) ≡ lim sup
(λ,s)→(λa0,0+)

g(λ, x, s) = −XΩa0b ∈ L1(Ω)

e ∫
Ω

µ(x)ϕp+1
a0 < 0.

Então, pelo Teorema 1.13 (ii), a bifurcação de soluções positivas em λ = λa0 é

supercrítica.

Para provar o terceiro parágrafo, note que o caso Ωa0 6= ∅ é uma imediata consequência

do parágrafo 2.

Se Ωa0 = ∅, então não há pontos de bifurcação, por isso iremos usar o método de

sub-supersolução para provar a existência de solução positiva para λ > λ1 grande.

Para construir a subsolução, denotando por ϕ1 > 0, o autovalor associado a λ1 com

‖ϕ1‖0 = 1. Assim, para m > 1 a função ϕm1 satisfaz

∇(ϕm1 ) = mϕm−1
1 ∇ϕ1

∆(ϕm1 ) = m(m− 1)ϕm−2
1 |∇ϕ1|2 +mϕm−1

1 ∆ϕ1

= m(m− 1)ϕm−2
1 |∇ϕ1|2 −mλ1ϕ

m
1 .
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Portanto, w = ϕm1 é uma subsolução de (3.7)λ desde que

m(1−m)ϕm−2
1 |∇ϕ1|2 +mλ1ϕ

m
1 = −∆(ϕm1 ) ≤ λq(x, ϕm1 )− bq(x, ϕm1 )p ∀x ∈ Ω.

Uma vez que estamos considerando o caso Ωa0 = ∅, temos q(x, ϕm1 ) > 0 para todo x ∈ Ω

e esta desigualdade é equivalente a

mϕm1
q(x, ϕm1 )

(
(1−m)

|∇ϕ1|2

ϕ2
1

+ λ1

)
+ bq(x, ϕm1 )p−1 ≤ λ ∀x ∈ Ω. (3.21)

Note que o termo bq(x, ϕm1 ) é limitado. Vamos mostrar que os termos restantes também

são limitados. De fato, observe que

(1−m)
|∇ϕ1|2

ϕ2
1

+ λ1 ≤ 0, (3.22)

sempre que (
λ1

m− 1

)1/2

≤ |∇ϕ1|
ϕ1

.

Como ϕ1 = 0 e (∂ϕ1/∂n)(x) < 0 em ∂Ω, onde (∂ϕ1/∂n)(x) denota a derivada normal

exterior de ϕ1 no ponto x ∈ ∂Ω, podemos obter δ > 0 tal que

Ωδ := {x ∈ Ω; d(x, ∂Ω) ≤ δ} ⊂

{x ∈ Ω; (λ1/(m− 1))1/2 ≤ |∇ϕ1(x)|/ϕ1(x)}. (3.23)

Como consequência, (3.22) ocorre para todo x ∈ Ωδ. Por outro lado, temos

M = min
x∈Ω\Ωδ

ϕm1 (x) > 0.

Desde que a aplicação s 7→ s/q(x, s) é não crescente (conforme Lema 3.4), segue que

ϕm1
q(x, ϕm1 )

≤ M

q(x,M)
∀x ∈ Ω \ Ωδ. (3.24)

Assim,

mϕm1
q(x, ϕm1 )

(
(1−m)

|∇ϕ1|2

ϕ2
1

+ λ1

)
≤ mM

q(x,M)

(
(1−m)

|∇ϕ1|2

ϕ2
1

+ λ1

)
<∞ em Ω \ Ωδ.

Então podemos escolher λ suficientemente grande para que (3.21) ocorra, implicando que

w = ϕm1 é uma subsolução de (3.7)λ.

Agora, seja K > 0 uma constante positiva. Então w = K é uma supersolução de

(3.7)λ desde que

0 = −∆K ≥ λq(x,K)− bq(x,K)p,
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o que é equivalente a

q(x,K)p−1 ≥ λ

b
. (3.25)

Assim, escolhendo K satisfazendo (3.25) e K > ϕm1 , fornece que w = K é uma super-

solução de (3.7)λ. Consequentemente, existe uma solução positiva, w, de (3.7)λ para λ

grande, e que satisfaz

ϕm1 ≤ w ≤ K.

�

Agora vamos provar o Teorema 3.2 (b) e (c).

Demonstração do Teorema 3.2 (a) e (b): Uma vez que b > 0 está fixado neste

teorema, iremos denotar λ∗(b) simplesmente por λ∗.

Graças à Proposição 3.9, já sabemos que Λb 6= ∅ e λ1 ≤ λ∗ < ∞. Com a notação

λa0 = ∞ se Ωa0 = ∅, podemos tratar os parágrafos (b) e (c) simultaneamente para

mostrar a existência de solução positiva para todo λ > λ1.

Assim, se λ > λ∗, pela definição de λ∗, obtemos que existe λ com

λ∗ < λ < λ

tal que (3.7)λ possui uma solução positiva, wλ. Como λ < λ, wλ é uma subsolução de

(3.7)λ. Por outro lado, uma constante K > 0 suficientemente grande satisfazendo (3.25)

e K > wλ é uma supersolução. Consequentemente, (3.7)λ possui uma solução positiva

para todo λ > λ∗.

Agora vamos mostrar que, se λ∗ < λa0, então o problema (3.7)λ admite solução também

para λ = λ∗. Com efeito, suponha

λ∗ < λa0. (3.26)

Seja σn uma sequência minimizante tal que σn ↓ λ∗ e wn uma respectiva solução positiva.

Então wn é limitado em C(Ω). Como σ1 > λ1 e σn ≤ σ1, o Corolário 3.7 fornece

wn ≤ θσ1 ∀n ∈ N,

onde θσ1 denota a única solução positiva de (3.16) com λ = σ1. Assim, ‖wn‖0 ≤ ‖θσ1‖0.

Em adicional, uma vez que (σn, wn) é uma solução de (3.7)σn , temos∫
Ω

∇wn · ∇φ =

∫
Ω

(σnq(x,wn)− bq(x,wn)p)φ ∀φ ∈ H1
0 (Ω). (3.27)
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Tomando φ = wn como função teste e usando (3.8), deduzimos que

‖wn‖2
H1

0
=

∫
Ω

(σnq(x,wn)− bq(x,wn)p)wn

≤ σ1

∫
Ω

q(x,wn)wn ≤ σ1

∫
Ω

w2
n ≤ σ1‖θσ1‖2

0|Ω|.

Como consequência, wn é limitada em H1
0 (Ω). Passando a uma subsequêcia se necessário,

wn ⇀ w∗ em H1
0 (Ω) e wn → w∗ em Lm(Ω) m < 2∗.

Passando ao limite n→∞ em (3.27), concluímos∫
Ω

∇w∗ · ∇φ =

∫
Ω

(λ∗q(x,w∗)− bq(x,w∗)p)φ ∀φ ∈ H1
0 (Ω).

Portanto w∗ é uma solução fraca de (3.7)λ∗ e pela regularidade elíptica, obtemos que w∗ é

uma solução clássica não negativa. Afirmamos que w∗ 6= 0. De fato, caso contrário, pela

regularidade elíptica, e as imersões de Morrey, teríamos

‖wn‖C1,γ(Ω) ≤ C,

para alguma constante positiva C. Assim, da imersão compacta de C1,γ(Ω) ↪→↪→ C(Ω),

passando a subsequência se necessário,

‖wn‖0 → 0.

Tendo em vista (3.9), para todo δ > 0, existe nδ ∈ N tal que

q(x,wn)

wn
−XΩa0(x) ≤ δ ∀n > nδ, x ∈ Ω.

Consequentemente,

0 = σ1

[
−∆− σn

q(x,wn)

wn
+ b

q(x,wn)p

wn

]
> σ1[−∆− σn(δ + XΩa0)].

Tomando δ → 0, implica n→∞ e obtemos que

0 ≥ σ1[−∆− λ∗XΩa0 ] = µ(λ∗).

Pelas propriedades da função µ (veja a Proposição 1.10), a desigualdade acima nos fornece

λ∗ ≥ λa0, o que é uma contradição com (3.26).

Para completar a demonstração, resta mostrar que λ1 < λ∗ ≤ λa0. Vamos verificar a

desigualdade λ∗ ≤ λa0. De fato, se Ωa0 = ∅ então λa0 = ∞ e λ∗ ≤ λa0 é imediato. Se
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Ωa0 6= ∅ então λa0 é um ponto de bifurcação da solução trivial e, pela definição de λ∗,

segue que λ∗ ≤ λa0.

Para verificar λ1 < λ∗, argumentamos como segue: se λ∗ < λa0, então já sabemos que

(3.7)λ possui uma solução positiva para λ = λ∗ e como λ > λ1 é uma condição necessária

para existência de solução positiva, segue que λ∗ > λ1. Se λ∗ = λa0, desde que estamos

considerando apenas o caso a 6= 0 em Ω, isso implica que λ1 < λa0 = λ∗. �

No que segue, estudaremos as propriedades das soluções de (3.7)λ com respeito ao

parâmetro b. Iniciamos provando a existência de solução maximal.

Demonstração do Teorema 3.3 (a): Recordemos que, pelo Corolário 3.7, toda so-

lução w > 0 de (3.7)λ satisfaz

w ≤ ‖θλ‖0.

Assim, considere a função

f(x, s) := λq(x, s)− bq(x, s)p +Ks.

Como

fs(x, s) = λqs(x, s)− bpq(x, s)p−1qs(x, s) +K ∀s > 0,

e qs(x, s) é limitada para 0 < s < ‖θλ‖0, podemos escolher K > 0 suficientemente grande

tal que esta função é crescente em [0, ‖θλ‖0]. Assim, obtemos uma sequência wn a partir

da interação monotônica

−∆wn+1 +Kwn+1 = λq(x,wn)− bq(x,wn)p +Kwn, w0 = θλ. (3.28)

Vamos mostrar que, a menos de subsequencia, wn é convergente e o limite fornece uma

solução maximal em [0, θλ]. Note que w1 é a solução do problema problema linear −∆w1 +Kw1 = f(x, θλ) em Ω,

w1 = 0 sobre ∂Ω.

Por regularidade elíptica, w1 ∈ C2,α(Ω). Além disso, usando que θλ é uma supersolução

de (3.7)λ,  −∆(θλ − w1) +K(θλ − w1) ≥ 0 em Ω,

θλ − w1 = 0 sobre ∂Ω.

Pelo Princípio do Máximo Forte,

w1 ≤ θλ.
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De maneira análoga, temos que wn ∈ C2,α(Ω), n ∈ N e

0 ≤ wn+1 ≤ wn ≤ θλ n ∈ N.

Assim, como wn é monótona e limitada, existe o limite pontual

lim
n→∞

wn(x) = W (x) ∀x ∈ Ω.

Por outro lado, como wn é limitada em C(Ω), por regularidade elíptica, temos que wn tam-

bém é limitada em C2,α(Ω). Da imersão compacta C2,α(Ω) ↪→↪→ C2(Ω), wn é convergente

em C2(Ω) e pela unicidade do limite

wn → W em C2(Ω).

Por fim, passando ao limite n→∞ em (3.28), segue que W é solução de (3.7)λ. Uma vez

que toda solução positiva w > 0 satisfaz w < θλ, resulta que w ≤ wn, para todo n ∈ N,

implicando w ≤ W e provando que W é uma solução maximal de (3.7)λ.

Agora, dado λ∗(b) ≤ µ < λ, então Wµ é uma subsolução de (3.7)λ. Como K > 0

suficientemente grande é uma supersolução de (3.7)λ, derivamos que (3.7)λ possui uma

solução positiva w com

Wµ < w ≤ K.

A desigualdade estrica ocorre pois Wµ não é uma solução de (3.7)λ. Como Wλ é uma

solução maximal de (3.7)λ, deduzimos

Wµ < w ≤ Wλ.

Isso completa a demonstração. �

O seguinte resultado auxiliar nos ajudará na demonstração do Teorema 3.3 b)

Lema 3.10 Se b1 < b2, então inf Λb1 ≤ inf Λb2.

Demonstração: Apenas note que Λb2 ⊂ Λb1 . De fato, se λ ∈ Λb2 , então wλ(b2) é uma

subsolução de (3.7)λ com b = b1. EscolhendoK suficientemente grande satisfazendo (3.25)

e K ≥ wλ(b2), concluímos que existe uma solução positiva de (3.7)λ com b = b1. Além

disso,

wλ(b2) ≤ wλ(b1).

�

Agora vamos mostrar o item b) do Teorema 3.3, isto é,

lim
b→0

λ∗(b) = λ1.
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Demonstração do Teorema 3.3 (b): Vamos mostrar que para todo λ > λ1, existe

b = b(λ) > 0 tal que (3.7)λ admite solução positiva.

De fato, fixo λ > λ1, podemos escrever λ = λ1 + ε0, com ε0 = λ− λ1 > 0. Seja C > 0

uma constante positiva, então w = Cϕm1 é subsolução de (3.7)λ se

Cm(1−m)|∇ϕ1|2
ϕm−2

1

q(x,Cϕm1 )
+ λ1

(
m

Cϕm1
q(x,Cϕm1 )

− 1

)
+bq(x,Cϕm1 )p−1 ≤ ε0, (3.29)

para todo x ∈ Ω. Vamos obter condições para que (3.29) se verifique em Ωδ assim como

em Ω \ Ωδ, onde Ωδ é dado em (3.23).

Primeiramente fixamos m = m(λ) > 1 tal que

λ1(m− 1) <
ε0
2
. (3.30)

Para este m, tomamos δ = δ(m) como na Proposição 3.9. Observe que δ não depende de

C.

A primeira parcela em (3.29) é negativa. Para mostrar que a segunda parcela é pe-

quena, recordemos que a aplicação s 7→ q(x, s)/s é crescente e lim
s→∞

q(x, s)/s = 1 (veja

Lema 3.4), portanto
s

q(x, s)
↓ 1 quando s ↑ ∞.

Como

min
Ω\Ωδ

ϕm1 > 0,

de (3.30) e do limite acima, podemos obter C > 0 grande tal que

λ1

(
m

Cϕm1
q(x,Cϕm1 )

− 1

)
≤ ε0

2
∀x ∈ Ω \ Ωδ.

Além disso, tomando b > 0 satisfazendo

bq(x,Cϕm1 )p−1 ≤ ε0

2
∀x ∈ Ω, (3.31)

deduzimos que (3.29) ocorre para todo x ∈ Ω \ Ωδ.

Por outro lado, se x ∈ Ωδ temos

m(1−m)|∇ϕ1|2ϕm−2
1 +mλ1ϕ

m
1 ≤ 0,

implicando

Cm(1−m)|∇ϕ1|2
ϕm−2

1

q(x,Cϕm1 )
+mλ1

Cϕm1
q(x,Cϕm1 )

≤ 0.
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Tendo em vista (3.31), segue que (3.29) também se cumpre em Ωδ e portanto w = Cϕm1

é uma subsolução de (3.7)λ. Tomando K satisfazendo (3.25) e K ≥ Cϕm1 , temos que K

é uma supersolução de (3.7)λ. Desse modo, exite uma solução w[λ,b] de (3.7)λ tal que

Cϕm1 ≤ w[λ,b] ≤ K. (3.32)

Como consequência, dado ε > 0, existe bε > 0 tal que

λ1 < λ∗(bε) ≤ λ1 + ε.

Pela Proposição 3.10, a desigualdade acima é verificada para todo 0 < b ≤ bε, mostrando

(3.5). �

O seguinte resultado terá como corolário o Teorema 3.3 (c).

Proposição 3.11 Seja (wλ∗(b))b>0 uma família de soluções positivas de (3.7)λ∗(b). Então

lim
b→0
‖wλ∗(b)‖0 =∞. (3.33)

Demonstração: Argumentando por contradição, supondo que ‖wλ∗(b)‖0 < M , para

cada 0 < b < b0. Em particular, como a aplicação s 7→ q(x, s)/s é não decrescente,

wλ∗(b) ≤ ‖wλ∗(b)‖0 < M ⇒
q(x,wλ∗(b))

wλ∗(b)

≤ q(x,M)

M
.

Por outro lado, como wλ∗(b) é solução de (3.7)λ∗(b), temos
−∆wλ∗(b) − λ∗(b)

q(x,wλ∗(b))

wλ∗(b)

wλ∗(b) + b
q(x,wλ∗(b))

p

wλ∗(b)

wλ∗(b) = 0 em Ω,

wλ∗(b) = 0 sobre ∂Ω,

e portanto

0 = σ1

[
−∆− λ∗(b)

q(x,wλ∗(b))

wλ∗(b)

+ b
q(x,wλ∗(b))

p

wλ∗(b)

]
> σ1

[
−∆− λ∗(b)q(x,M)

M

]
.

Fazendo b→ 0, obtemos

0 ≥ σ1

[
−∆− λ1

q(x,M)

M

]
.

Como Ωa0 6= Ω, então q(x,M)/M < 1 e isso implica

0 > σ1[−∆− λ1] = λ1 − λ1 = 0,

o que é uma contradição. �

Como consequência desse resultado, temos a
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Demonstração do Teorema 3.3 (c): Pelo Teorema 3.3 (a), para todo b > 0,

wλ∗(b) ≤ Wλ∗(b) ≤ Wλ(b).

Assim, como limb→0 ‖wλ∗(b)‖0 =∞ (conforme a Proposição anterior), segue que

lim
b→0
‖Wλ(b)‖0 =∞.

�

3.5 Multiplicidade de soluções positivas

Esta seção é dedicada a obter uma segunda solução positiva de (3.7)λ e para este pro-

pósito usaremos Métodos Variacionais. Os argumentos aqui apresentados são inspirados

em [1] e [6].

Para cada λ > λ1, seja M > 0 uma constante tal que ‖θλ‖0 < M onde θλ representa

a única solução positiva de (3.16) (veja a Proposição 3.6). Fixo ε > 0, definimos

q(x, s) =


q(x, s) se s ≤M,

φ(x, s) se M ≤ s ≤M + ε,

q(x,M + ε) se M + ε < s,

onde φ(x, s) é uma função regular tal que a aplicação s ∈ (0,∞) 7→ q(x, s) é de classe C1.

Definindo o funcional Iλ : H1
0 (Ω)→ R dado por

Iλ(w) =
1

2
‖w‖2

H1
0
− λ

∫
Ω

Q(x,w)dx+ b

∫
Ω

Qp(x,w)dx,

onde

Q(x,w) :=

∫ w

0

q(x, s)ds e Qp(x,w) :=

∫ w

0

q(x, s)pds.

Assim, Iλ está bem definido e é de classe C2, para todo λ > λ1. Além disso, toda solução

positiva de (2.17)λ é limitada superiormente porM (de acordo com o Corolário 3.7), então

pontos críticos de Iλ são soluções fracas de (3.7)λ e, por regularidade elíptica, são soluções

clássicas.

Vamos coletar algumas propriedades deste funcional.

Proposição 3.12 O funcional Iλ é coercivo e limitado inferiormente.
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Demonstração: Para cada w ∈ H1
0 (Ω), temos

Iλ(w) =
1

2
‖w‖2

H1
0
− λ

∫
Ω

Q(x,w)dx+ b

∫
Ω

Qp(x,w)dx

=
1

2
‖w‖2

H1
0
−
∫

Ω

∫ w

0

(λq(x,w)− bq(x,w)p) dsdx

desde que a aplicação

s 7→ λs− bsp, s ≥ 0

é limitado superiormente, podemos obter uma constante C > 0 tal que

λq(x, s)− bq(x, s)p ≤ C, s ≥ 0.

Deste modo, obtemos

Iλ(w) ≥ 1

2
‖w‖2

H1
0
− C

∫
Ω

wdx ≥ 1

2
‖w‖2

H1
0
− C|w|1.

Da imersão contínua H1
0 (Ω) ↪→ L1(Ω), segue que

Iλ(w) ≥ 1

2
‖w‖2

H1
0
− C1‖w‖H1

0
.

Mostrando que o funcional Iλ é coercívo e limitado inferiormente. �

Proposição 3.13 Se wn é uma sequência em H1
0 (Ω) com Iλ(wn) limitado, então, pas-

sando a uma subsequência se necessário,

wn ⇀ w em H1
0 (Ω)

e

Iλ(w) ≤ lim inf
n→∞

Iλ(wn).

Em particular, Iλ atinge o ínfimo sobre H1
0 (Ω).

Demonstração: Graças a coercividade de Iλ, a sequência wn é limitada em H1
0 (Ω).

Assim, passando a uma subsequência se necessário,

wn ⇀ w em H1
0 (Ω)

e

wn → w em Ls(Ω), s ∈ [1, 2∗).
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Consequentemente,

Iλ(w)− Iλ(wn) =
1

2
(‖w‖2

H1
0
− ‖wn‖2

H1
0
)+∫

Ω

[(λQ(x,wn)− bQp(x,wn))− (λQ(x,w)− bQp(x,w))]dx.

Escrevendo F (x, s) = λQ(x, s)− bQp(x, s), s ≥ 0, temos

Iλ(w)− Iλ(wn) =
1

2
(‖w‖2

H1
0
− ‖wn‖2

H1
0
) +

∫
Ω

[F (x,wn)− F (x,w)]dx. (3.34)

Pelas propriedades de q,

Fs(x, s) = λq(x, s)− bq(x, s)p

é limitado em Ω× [0,∞). Assim, (3.34) implica que

Iλ(w)− Iλ(wn) =
1

2
(‖w‖2

H1
0
− ‖wn‖2

H1
0
)+∫

Ω

[∫ 1

0

(λq(x, twn + (1− t)w)− bq(x, twn + (1− t)w)pdt(wn − w)

]
dx

≤ 1

2
(‖w‖2

H1
0
− ‖wn‖2

H1
0
) + C

∫
Ω

|wn − w|dx.

Desde que wn → w em L1(Ω) e wn ⇀ w em H1
0 (Ω), segue que

Iλ(w)− lim inf
n→∞

Iλ(wn) ≤ 0.

Finalmente, uma vez que Iλ é coercivo e limitado inferiormente (conforme a Proposi-

ção 3.12), Iλ atinge o ínfimo sobre H1
0 (Ω). �

Com o objetivo de aplicar o Teorema 1.40, vamos mostrar que Iλ possui duas soluções

que são mínimos locais de Iλ em H1
0 (Ω).

Proposição 3.14 Para todo λ > λ∗, (3.7)λ possui uma solução w 6= 0 que é um mínimo

local para Iλ em H1
0 (Ω).

Demonstração: Pelo Teorema 3.3 (a), a solução maximal de (3.7)λ∗ , Wλ∗ , é uma sub-

solução estrita de (2.17)λ para todo λ > λ∗. Assim, obtemos uma solução vλ para (2.17)λ

via minimização

Iλ(vλ) = inf{Iλ(w); w ∈ H1
0 (Ω), w(x) ≥ Wλ∗}.

Note que vλ existe graças as Proposições 3.12 e 3.13 e vλ define uma solução de (3.7)λ.

Para verificar que esta solução é um mínimo de Iλ em H1
0 (Ω), é suficiente mostrar que

é um mínimo local na topologia de C1 (veja [14]).

113



Capítulo 3 3.5. Multiplicidade de soluções positivas

Tomando K > 0 suficientemente grande tal que s 7→ λq(x, s) − bq(x, s)p + Ks é

crescente em [0,maxΩ vλ] e como vλ > Wλ∗ , deduzimos

−∆(vλ −Wλ∗) +K(vλ −Wλ∗) = (λq(x, vλ)− bq(x, vλ)p +Kvλ)

−(λ∗q(x,Wλ∗)− bq(x,Wλ∗)p +KWλ∗) > 0.

Pelo Princípio do Máximo Forte, segue que vλ −Wλ∗ está no interior do cone positivo de

C1
0(Ω). Com isso, existe ε > 0 tal que

Bε(vλ) ⊂ {u ∈ C1
0(Ω);u ≥ Wλ∗},

onde Bε(vλ) denota a bola aberta de raio ε e centro em vλ na topologia de C1.

Desde que Iλ(vλ) é o mínimo em {u ∈ H1
0 (Ω);u ≥ Wλ∗}, então também é um mínimo

local em C1
0(Ω). �

O próximo resultado nos fornece um segundo mínimo local de Iλ em H1
0 (Ω).

Proposição 3.15 Se λ < λa0, então a solução trivial w ≡ 0 é um mínimo local de Iλ

sobre H1
0 (Ω) e é uma solução isolada de (3.7)λ.

Demonstração: Consideremos dois casos:

Caso Ωa0 6= ∅

Fixo ε = ε(λ) > 0 suficientemente pequeno tal que

1− ε λ
λ1

− λ

λa0

> 0.

Então, graças a definição de q, podemos obter uma constante C > 0 e 1 < r < 2∗ tais que

q(x, s) ≤ q(x, s) ≤ (ε+ XΩa0(x))s+ Csr ∀(x, s) ∈ Ω× [0,∞).

Consequentemente,

Iλ(w) ≥ 1

2
‖w‖2

H1
0
− λ

2

∫
Ω

(ε+ XΩa0(x))w2 − C

r + 1

∫
Ω

wr+1

≥ 1

2

(
1− ε λ

λ1

− λ

λa0

)
‖w‖2

H1
0
− C

λ1(r + 1)
‖w‖r+1

H1
0
.

Portanto, existe δ > 0 pequeno tal que

Iλ(w) ≥ 0 ∀w ∈ H1
0 (Ω), ‖w‖H1

0
≤ δ,

mostrando que w ≡ 0 é um mínimo local de Iλ em H1
0 (Ω).
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Para provar que 0 é uma solução isolada de (3.7)λ, argumentamos por contradição.

Caso contrário, existiria uma sequência de soluções positivas wn tal que ‖wn‖H1
0
→ 0.

Portanto, teríamos também ‖wn‖0 → 0. De (2.19), para todo δ > 0, existe nδ ∈ N tal que

q(x,wn)

wn
−XΩa0 ≤ δ ∀n > nδ, x ∈ Ω.

Consequentemente,

0 = σ1

[
−∆− λq(x,wn)

wn
+ b

q(x,wn)p

wn

]
> σ1[−∆− λ(δ + XΩa0)].

Fazendo δ → 0, concluímos

0 ≥ σ1[−∆− λXΩa0 ] = µ(λ).

Das propriedades de µ (veja Proposição 1.10), a desigualdade acima fornece λ ≥ λa0, o

que é uma contradição.

Caso Ωa0 = ∅

Observe que os mesmos argumentos do caso anterior podem ser aplicados, apenas

notando que XΩa0 ≡ 0 e λa0 =∞. �

No que segue, vamos argumentar para aplicar o Teorema 1.40. Definimos

M = {w ∈ H1
0 (Ω); 0 ≤ w(x) ≤ vλ(x)}.

Como w ≡ 0 e vλ são soluções de (3.7)λ, então pontos críticos de Iλ em M também

são pontos críticos de Iλ em H1
0 (Ω). Vamos mostrar uma condição Palais-Smale para o

funcional I emM.

Proposição 3.16 Se wn é uma sequência emM tal que

Iλ(wn)→ c e g(wn)→ 0,

então wn possui uma subequência convergindo forte em H1
0 (Ω).

Demonstração: Se wn é uma sequência emM, então wn é limitada em H1
0 (Ω). Pas-

sando a uma subsequência se necessário, temos

wn ⇀ w em H1
0 (Ω) e wn(x)→ w(x) q. s. em Ω.
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Uma vez que 0 ≤ wn ≤ vλ, então 0 ≤ w ≤ vλ. Do Teorema da Convergência Dominada

de Lebesgue obtemos ∫
Ω

(λq(x,wn)− bq(x,wn)p)(wn − w)dx→ 0.

Portanto,

g(wn)‖wn − w‖H1
0
≥ I ′λ(wn)(wn − w)

=

∫
Ω

∇wn∇(wn − w) + o(1)

=

∫
Ω

|∇(wn − w)|2 + o(1).

Assim,

g(wn) ≥ ‖wn − w‖H1
0

+ o(1).

Passando ao limite n→∞, deduzimos que wn → w em H1
0 (Ω). �

Finalmente estamos em condições provar a existência de um par de soluções ordenadas

de (3.7)λ.

Demonstração do Teorema 3.2 (c): Considere novamente o conjunto

M = {w ∈ H1
0 (Ω); 0 ≤ w(x) ≤ vλ(x)},

onde vλ é a solução que é um mínimo local de Iλ sobre M (de acordo com a Proposi-

ção 3.14). Como Iλ satisfaz a condição Palais-Smale emM (Proposição 3.16), podemos

aplicar o Teorema 1.40 e concluir a seguinte dicotomia: ou

1. Iλ possui um ponto crítico wλ emM que não é um mínimo local;

ou

2. Iλ(vλ) = Iλ(0) e vλ e 0 podem ser conectados em qualquer vizinhança do conjunto

dos mínimos locais de Iλ relativos aM, cada um dos quais satisfazendo Iλ(w) = 0.

Porém, pela Proposição 3.15, 0 é uma solução isolada de (3.7)λ, para todo λ ∈ (λ1, λa0).

Isso exclui a possibilidade de que o paragrafo 2 ocorra, completando a demonstração. �
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Capítulo 4

Bifurcação global para uma classe de

sistemas elípticos quasilineares

Este capítulo é dedicado aos nossos resultados contidos no artigo [23]. Desse modo,

o principal objetivo deste capitulo é demonstrar uma versão do Teorema 1.28 para uma

classe de sistemas elípticos quasilineares. Para isso, vamos aplicar os Teoremas 1.23 e 1.26,

com argumentos inspirados em [66]. Especificamente, vamos estudar o sistema
−div(P (u, v)∇u+ S(u, v)∇v) = λa(x)u+ f(x, u)u+ F (x, u, v)uv em Ω,

−div(Q(u, v)∇u+R(u, v)∇v) = µb(x)v + g(x, v)v +G(x, u, v)uv em Ω,

u = v = 0 sobre ∂Ω,

(4.1)

onde Ω ⊂ RN , N ≥ 1 é um domínio limitado com fronteira regular. Iremos adotar as

seguintes hipóteses sobre as funções P,Q,R, S, a e b:

(HPQRS) P (u, v), R(u, v), Q(u, v) e S(u, v) são funções reais definidas em [0,+∞)× [0,+∞)

de classe C2 tais que:

Q(u, 0) = 0 ∀u ≥ 0, (4.2)

S(0, v) = 0 ∀v ≥ 0, (4.3)

|P (u, v)R(u, v)−Q(u, v)S(u, v)| ≥ δ0 > 0 ∀u, v ≥ 0 (4.4)

e

P (u, v) ≥ P0 > 0 e R(u, v) ≥ R0 > 0 ∀u, v ≥ 0, (4.5)

onde δ0, P0 e R0 são constantes.
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(Hab) a, b : Ω→ [0,∞) são funções contínuas e não nulas.

Também admitiremos as mesmas hipóteses (Hfg) e (HFG) presentes no Teorema 1.28, ou

seja:

(Hfg) f(x,w) e g(x,w) são funções reais definidas em Ω × R, contínuas em x e de classe

C1 em w tais que

f(x, 0) = g(x, 0) = 0 ∀x ∈ Ω;

(HFG) F (x, u, v) e G(x, u, v) são funções reais definidas em Ω × R2, contínuas em x e de

classe C1 em (u, v).

Este capitulo está estruturado da seguinte maneira: na Seção 4.1 faremos algumas

considerações iniciais sobre as soluções não negativas de (4.1) e enunciaremos nosso te-

orema principal. Na Seção 4.2 vamos reescrever o sistema (4.1) como uma equação não

linear adequada para aplicar os teoremas de bifurcação global enunciados no Capitulo 1.

Nas Seções 4.3 e 4.4 apresentaremos os resultados necessários para demonstrar o principal

deste capítulo, que será feita na Seção 4.5.

4.1 Introdução

Neste capítulo apresentaremos um teorema de bifurcação para o sistema quasilinear

(4.1). Tal resultado é uma versão do Teorema 1.28 que trata de sistemas semilineares.

Para a demonstração aplicaremos os teoremas de bifurcação global unilateral da Seção 1.2

(Teoremas 1.23 e 1.26).

Antes de enunciar nosso resultado precisamos fazer algumas considerações iniciais.

Primeiramente destacamos que estamos buscando soluções fortes de (4.1) (em C1,1−

0 (Ω)×

C1,1−

0 (Ω)) com componentes não negativas. Observe que (4.1) admite três tipos de soluções

não negativas: a solução trivial (0, 0); as soluções semitriviais, (u, 0) e (0, v), com u ≥ 0

e u 6= 0 (respectivamente, v ≥ 0 e v 6= 0); e o chamado estado de coexistência de solução,

isto é, (u, v) com u, v ≥ 0 e ambas não nulas.

Observação 4.1 Se estivermos interessados em soluções não negativas de (4.1) com re-

gularidade C2,γ, 0 < γ < 1, é suficiente assumir, em adicional às hipóteses (Hfg), (HFG)

e (Hab), que as funções

a(x), b(x), f(x,w), g(x,w), F (x, u, v), G(x, u, v)
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são de classe Cγ em x, para todos u, v, w ∈ [0,∞).

Com respeito as soluções semitriviais (não negativas) (u, 0) e (0, v), estas são soluções

positivas de  −div(P (u, 0)∇u) = λa(x)u+ f(x, u)u em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(4.6)

e  −div(R(0, v)∇v) = µb(x)v + g(x, v)v em Ω,

v = 0 sobre ∂Ω,
(4.7)

respectivamente. Ressaltamos ainda que, por regularidade elíptica, tais soluções são de

classe C2(Ω).

Vamos definir o conceito de solução não degenerada de (4.6).

Definição 4.2 Seja (λ, θλ) uma solução positiva de (4.6). Dizemos que (λ, θλ) é uma

solução não degenerada de (4.6) se zero é a única solução forte da equação linearizada de

(4.6) em θλ, que é dada por −div(Pu(θλ, 0)u∇θλ + P (θλ, 0)∇u) = λa(x)u+ [θλfu(x, θλ) + f(x, θλ)]u em Ω,

u = 0 sobre Ω.

De maneira análoga definimos solução não degenerada de (4.7).

Por fim, faremos um comentário sobre um problema de autovalor que aparecerá ao

enunciar nosso teorema principal. Sejam B,C ∈ C(Ω), M1,M2 ∈ C2(R), M0 constante

e v ∈ C2(Ω) ∩ P̊ tais que M2 ≥ M0 > 0, C > 0. Pelo Teorema 1.7, existe o principal

autovalor de −div(M1(v)u∇v +M2(v)∇u) +B(x)u = λC(x)u em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(4.8)

que é denotado por

λ0 = σ1[−div(M1(v)∇v +M2(v)∇) +B(x);C(x)],

conforme notação introduzida no Capítulo 1. Agora, seja ϕ a autofunção positiva de (4.8)

com ‖ϕ‖0 = 1. Usando a mudança de variável

z = ϕeh(v) ⇔ ze−h(v) = ϕ, h(v) :=

∫ v

0

M1(s)

M2(s)
ds
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em (4.8) com (λ, u) = (λ0, ϕ) obtemos −div(M2(v)e−h(v)∇z) +B(x)ze−h(v) = λ0C(x)ze−h(v) em Ω,

z = 0 sobre ∂Ω.

Como z = ϕe−h(v) > 0, segue que

λ0 = σ1[−div(M2(v)e−h(v)∇) +B(x)e−h(v);C(x)e−h(v)].

Assim,

σ1[−div(M1(v)∇v +M2(v)∇) +B(x);C(x)] =

σ1[−div(M2(v)e−h(v)∇) +B(x)e−h(v);C(x)e−h(v)]. (4.9)

Finalmente, para enunciar o principal resultado deste capítulo, definimos as funções

h1, h2 : [0,∞)→ R

dadas por

h1(z) :=

∫ z

0

Qv(s, 0)

R(s, 0)
ds (4.10)

e

h2(z) :=

∫ z

0

Su(0, s)

P (0, s)
ds. (4.11)

Com isso, temos o

Teorema 4.3 Suponha que as hipóteses (HPQRS), (Hab), (Hfg) e (HFG) são satisfeitas.

Seja (λ, θλ) ∈ R× P̊ uma solução não degenerada de (4.6) e considere

µλ := σ1 [−div (Qv(θλ, 0)∇θλ +R(θλ, 0)∇)−G(x, θλ, 0)θλ; b]

= σ1[−div(R(θλ, 0)e−h1(θλ)∇)−G(x, θλ, 0)θλe
−h1(θλ); be−h1(θλ)]. (4.12)

Então do ponto (µ, u, v) = (µλ, θλ, 0) emana um continuum

C ⊂ R× P̊ × P̊

de estado de coexistência de (4.1) tal que: ou

1. C é ilimitado em R× C1
0(Ω)× C1

0(Ω); ou
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2. Existe uma solução positiva (µ∗, θµ∗) de (4.7) tal que

λ = σ1 [−div (Su(0, θµ∗)∇θµ∗ + P (0, θµ∗)∇)− F (x, 0, θµ∗)θµ∗ ; a]

= σ1[−div(P (0, θµ∗)e−h2(θµ∗ )∇)− F (x, θµ∗ , 0)θµ∗e
−h2(θµ∗ ); ae−h2(θµ∗ )]

e (µ∗, 0, θµ∗) ∈ C; ou

3. Existe uma outra solução positiva de (4.6), (λ, ψλ), com ψλ 6= θλ tal que

(σ1 [−div (Qv(ψλ, 0)∇ψλ +R(ψλ, 0)∇)−G(x, ψλ, 0)ψλ; b] , ψλ, 0) =

(σ1[−div(R(ψλ, 0)e−h1(ψλ)∇)−G(x, ψλ, 0)ψλe
−h1(ψλ); be−h1(ψλ)], ψλ, 0) ∈ C;

ou

4. λ = σ1[−div(P (0, 0)∇); a] e (σ1[−div(R(0, 0)∇); b], 0, 0) ∈ C.

Da mesma forma podemos fixar µ e considerar λ como parâmetro de bifurcação. Assim,

temos

Teorema 4.4 Suponha que as hipóteses (HPQRS), (Hab), (Hfg) e (HFG) são satisfeitas.

Seja (µ, θµ) ∈ R× P̊ uma solução não degenerada de (4.7) e considere

λµ = σ1 [−div (Su(0, θµ)∇θµ + P (0, θµ)∇)− F (x, 0, θµ)θµ; a]

= σ1[−div(P (0, θµ)e−h2(θµ)∇)− F (x, θµ, 0)θµe
−h2(θµ); ae−h2(θµ)]. (4.13)

Então do ponto (λ, u, v) = (λµ, 0, θµ) emana um continuum

C ⊂ R× P̊ × P̊

de estado de coexistência de (4.1) tal que: ou

1. C é ilimitado em R× C1
0(Ω)× C1

0(Ω); ou

2. Existe uma solução positiva (λ∗, θλ∗) de (4.6) tal que

µ = σ1 [−div (Qv(θλ∗ , 0)∇θλ∗ +R(θλ∗ , 0)∇)−G(x, θλ∗ , 0)θλ∗ ; b]

= σ1[−div(R(θλ∗ , 0)e−h1(θλ∗ )∇)−G(x, θλ∗ , 0)θλ∗e
−h1(θλ∗ ); be−h1(θλ∗ )]

e (λ∗, θλ∗ , 0) ∈ C; ou
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3. Existe uma outra solução positiva de (4.7), (µ, ψµ), com ψµ 6= θµ tal que

(σ1 [−div (Su(0, ψµ)∇ψµ + P (0, ψµ)∇)− F (x, 0, ψµ)ψµ; a] , 0, ψµ) =

(σ1[−div(P (0, ψµ)e−h2(ψµ)∇)− F (x, ψµ, 0)ψµe
−h2(ψµ); ae−h2(ψµ)], 0, ψµ) ∈ C;

ou

4. µ = σ1[−div(R(0, 0)∇); b] e (σ1[−div(P (0, 0)∇); a], 0, 0) ∈ C.

Observação 4.5 Note que o autovalor µλ que aparece nos Teoremas 4.3 e 4.4 pode ser

visto como

µλ = σ1 [−div (Qv(θλ, 0)∇θλ +R(θλ, 0)∇)−G(x, θλ, 0)θλ; b] (4.14)

ou

µλ = σ1[−div(R(θλ, 0)e−h1(θλ)∇)−G(x, θλ, 0)θλe
−h1(θλ); be−h1(θλ)], (4.15)

onde h1(θλ) =
∫ θλ

0
Qv(s, 0)/R(s, 0)ds. Graças à hipótese (4.2) em (HPQRS), (4.14) aparece

naturalmente quando linearizamos a segunda equação de (4.1) em (θλ, 0) e será utilizado

ao longo da demonstração do Teorema 4.3. Já a forma (4.15) é mais conveniente para as

aplicações pois, devido as propriedades de monotonia deste autovalor (veja Teorema 1.8),

é de mais fácil manipulação. A mesma observação é valida para o autovalor λµ.

Observação 4.6 Similarmente ao que ocorre no Teorema 7.2.2 (veja Observação 7.2.3

em [66]), a alternativa 3 do Teorema 4.3 (resp. Teorema 4.4) não pode ocorrer se o

problema (4.6) (resp. (4.7)) possui uma única solução positiva e a alternativa 4 não

ocorre quando λ 6= σ1[−div(P (0, 0)∇); a] (resp. µ 6= σ1[−div(R(0, 0)∇); b]). Esta é uma

situação comum nas aplicações, como veremos na Seção 4.6 e no Capitulo 5.

Uma vez que a demonstração do Teorema 4.4 é análoga, provaremos apenas o Teo-

rema 4.3.

4.2 Construção do operador

O objetivo desta seção é reescrever o sistema (4.1) como uma equação do tipo (1.16),

isto é,

F(λ, u) = 0, (4.16)
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para um operador F : R × U → U e um espaço de Banach U adequados. Para isso,

argumentamos como segue.

Observação 4.7 Como veremos em seguida, não podemos definir F sobre os espaços ek,

como na foi feito para o Teorema 1.28, devido a presença de termos envolvendo o gradiente

das funções u e v. Por isso o espaço escolhido será C1
0(Ω), que também possui cone com

interior não vazio, permitindo a aplicação do Teorema 1.37.

Primeiramente, tendo em vista (4.4), podemos prolongar as funções

P,Q,R, S : [0,∞)→ R

aos números negativos de modo que P,Q,R, S ∈ C2(R) e

|P (u, v)Q(u, v)−R(u, v)S(u, v)| ≥ δ̂0 > 0 ∀u, v ∈ R. (4.17)

Assim, ao longo do restante deste capítulo, P,Q,R, S : R → R são funções de classe C2

que satisfazem (HPQRS) e (4.17).

Suponha agora que (u, v) ∈ C1,1−

0 (Ω)× C1,1−

0 (Ω) é uma solução não negativa de (4.1).

Note que (4.1) é equivalente a

−Pu(u, v)|∇u|2 − Sv(u, v)|∇v|2 − (Pv(u, v) + Su(u, v))∇u∇v

−P (u, v)∆u− S(u, v)∆v = λa(x)u+ f(x, u)u+ F (x, u, v)uv em Ω,

−Qu(u, v)|∇u|2 −Rv(u, v)|∇v|2 − (Qv(u, v) +Ru(u, v))∇u∇v

−Q(u, v)∆u−R(u, v)∆v = µb(x)v + g(x, v)v +G(x, u, v)uv em Ω,

u = v = 0 sobre ∂Ω.

(4.18)

Assim, denotando por simplicidade

P = P (u, v), Q = Q(u, v), R = R(u, v), S = S(u, v)

e o mesmo para suas derivadas, podemos reescrever (4.18) como
−P∆u− S∆v = M em Ω,

−Q∆u−R∆v = N em Ω,

u = v = 0 sobre ∂Ω,

onde

M := M(u, v) = Pu|∇u|2 + Sv|∇v|2 + (Pv + Su)∇u∇v+ λa(x)u+ f(x, u)u+F (x, u, v)uv
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e

N := N(µ, u, v) = Qu|∇u|2 +Rv|∇v|2 +(Qv+Ru)∇u∇v+µb(x)v+g(x, v)v+G(x, u, v)uv.

Ou em forma matricial

−

 P S

Q R

 ∆u

∆v

 =

 M

N

 .
Pela hipótese (4.17), a matriz  P (s, t) S(s, t)

Q(s, t) R(s, t)


é inversível para todos s, t ∈ R e portanto

−

 ∆u

∆v

 =
1

PR−QS

 R −S

−Q P

 M

N

 =


RM − SN
PR−QS
PN −QM
PR−QS

 .
Seja (λ, θλ) uma solução de (4.6). Adicionando a ambos os lados da segunda equação

acima o termo

Z(v) :=
−(Qv(θλ, 0) +Ru(θλ, 0))∇θλ∇v + kv

R(θλ, 0)

onde k > 0 é uma constante a ser escolhida posteriormente, segue que −∆u

−∆v + Z(v)

 =


RM − SN
PR−QS

PN −QM
PR−QS

+ Z(v)

 .

Observação 4.8 A adição do termo Z é necessário para que o operador Tµ definido na

seção seguinte (veja (4.21)) seja fortemente positivo (veja também Lema 4.10).

Finalmente  u

v

 =

 (−∆)−1

(
RM − SN
PR−QS

)
(−∆ + Z)−1

(
PN −QM
PR−QS

+ Z(v)

)
 .

Então, fixado λ ∈ R, definimos o operador

F : R× C1
0(Ω)× C1

0(Ω) −→ C1
0(Ω)× C1

0(Ω)

dado por

F(µ, u, v) =

 u− (−∆)−1

(
RM − SN
PR−QS

)
(µ, u, v)

v − (−∆ + Z)−1

((
PN −QM
PR−QS

)
(µ, u, v) + Z(v)

)
 . (4.19)
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Note que F está bem definido, pois dado (µ, u, v) ∈ R× C1
0(Ω)× C1

0(Ω), temos

P (u, v), Q(u, v), R(u, v), S(u, v),M(u, v), N(µ, u, v), Z(v) ∈ C(Ω),

para todo λ ∈ R. Desde que os operadores

(−∆)−1, (−∆ + Z)−1 : C(Ω) −→ C1
0(Ω)

estão bem definidos, segue que F também está bem definido. Além disso, (u, v) ∈

C1,1−

0 (Ω)× C1,1−

0 (Ω) é uma solução não negativa de (4.1) se, e somente se,

F(µ, u, v) = 0

com (λ, µ) ∈ R2. E ainda,

F(µ, θλ, 0) = 0 ∀µ ∈ R,

consequentemente (µ, θλ, 0) será escolhida como a curva conhecida de solução da qual

esperamos que bifurque um continuum de estado de coexistência de (4.1).

Por fim, denotaremos

L(µ) := D(u,v)F(µ, θλ, 0).

Desse modo, reescrevemos o sistema (4.1) como uma equação não linear abstrata do tipo

(4.16). Nas próximas seções nos dedicaremos a verificar as condições dos Teoremas 1.23

e 1.26 para obter a existência de um continuum de estado de coexistência de solução de

(4.1).

4.3 Resultados preliminares

Nesta seção vamos analisar alguns operadores e suas propriedades que serão úteis mais

adiante. Por exemplo, aqui ficará claro a importância da escolha da constante k > 0.

Recordemos que, conforme a Definição 4.2, uma solução (λ, θλ) é não degenerada de

(4.6) se zero é a única solução forte da equação linearizada de (4.6) em θλ, que é dada por −div(Pu(θλ, 0)u∇θλ + P (θλ, 0)∇u) = λa(x)u+ [θλfu(x, θλ) + f(x, θλ)]u em Ω,

u = 0 sobre Ω.

Por outro lado, esta equação é equivalente a

T1,λu := u− (−∆)−1
[
P (θλ, 0)−1 {div(Pu(θλ, 0)u∇θλ) + Pu(θλ, 0)∇θλ∇u

+λa(x)u+ [θλfu(x, θλ) + f(x, θλ)]u}] = 0, (u ∈ C1
0(Ω)). (4.20)
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Em outras palavras, definindo o operador

T1,λ : C1
0(Ω) −→ C1

0(Ω)

dado em (4.20), então (λ, θλ) é uma solução não degenerada de (4.6) se, e somente se,

N [T1,λ] = {0}.

Desde que T1,λ é um operador linear que é uma pertubação compacta da identidade, segue

que isto é equivalente a dizer que T1,λ é inversível. Para facilitar a referência nas próximas

seções, vamos formalizar essa discussão no seguinte lema:

Lema 4.9 Uma solução (λ, θλ) de (4.6) é não degenerada se, e somente, o operador T1,λ

é inversível.

O próximo operador a ser estudado é o

Tµ : C1
0(Ω) −→ C1

0(Ω) µ ∈ R

dado por

Tµ = (−∆+Z)−1

[
Qvu(θλ, 0)|∇θλ|2 + µb(x) +G(x, θλ, 0)θλ +Qv(θλ, 0)∆θλ + k

R(θλ, 0)

]
, (4.21)

Este operador está bem definido e é compacto pois, graças as condições de regularidade

dadas nas hipóteses (HPQRS) e (HFG),

Qvu(θλ, 0)|∇θλ|2 + µb(x) +G(x, θλ, 0)θλ +Qv(θλ, 0)∆θλ + k

R(θλ, 0)
∈ C(Ω)

e (−∆ +Z)−1 : C(Ω)→ C1
0(Ω) está bem definido e é compacto. Tµ aparecerá ao calcular-

mos a derivada com respeito a v de F em (µ, θλ, 0), por isso será útil conhecer algumas

informações sobre ele. As propriedades que necessitamos são resumidas no lema a seguir:

Lema 4.10 Para k > 0 suficientemente grande, o operador Tµλ definido por (4.21) com

µ = µλ = σ1 [−div (Qv(θλ, 0)∇θλ +R(θλ, 0)∇)−G(x, θλ, 0)θλ; b] ,

é fortemente positivo e satisfaz

r(Tµλ) = 1,

onde r(Tµλ) denota o raio espectral de Tµλ.
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Demonstração: Note que podemos escolher k > 0 suficientemente grande tal que

Qvu(θλ, 0)|∇θλ|2 + µλb(x) +G(x, θλ, 0)θλ +Qv(θλ, 0)∆θλ + k

R(θλ, 0)
≥ 0.

Com isso, para v > 0, y = Tµλv satisfaz

−∆y + Z(y) =
Qvu(θλ, 0)|∇θλ|2v + µλb(x)v +G(x, θλ, 0)θλv +Qv(θλ, 0)v∆θλ + kv

R(θλ, 0)

≥ 0.

Desde que constantes positivas são supersoluções estritas de −∆ + Z, pelo Teorema 1.5,

este operador satisfaz o Princípio do Máximo Forte, implicando

y ∈ P̊ ,

mostrando que Tµλ é fortemente positivo.

Para mostrar que r(Tµλ) = 1, argumentamos como segue. Seja ϕ2 a autofunção

positiva e normalizada associada ao autovalor

µλ = σ1 [−div (Qv(θλ, 0)∇θλ +R(θλ, 0)∇)−G(x, θλ, 0)θλ; b] .

Afirmamos que

Tµλϕ2 = ϕ2.

Com efeito, essa igualdade é equivalente a

−∆ϕ2 + Z(ϕ2) =

Qvu(θλ, 0)|∇θλ|2ϕ2 + µλb(x)ϕ2 +G(x, θλ, 0)θλϕ2 +Qv(θλ, 0)ϕ2∆θλ + kϕ2

R(θλ, 0)
.

Substituindo Z(ϕ2), por um calculo direto chegamos a

− div (Qv(θλ, 0)ϕ2∇θλ +R(θλ, 0)∇ϕ2)−G(x, θλ, 0)θλϕ2 = µλb(x)ϕ2 (4.22)

que de fato ocorre por definição de ϕ2. Assim 1 é um autovalor de Tµλ com autofunção

associada com sinal definido. Desde que Tµλ é fortemente positivo e C1
0(Ω) possui cone

com interior não vazio, pelo Teorema 1.37, necessariamente r(Tµλ) = 1. �

Para finalizar esta seção, temos o seguinte corolário

Corolário 4.11 Dado y ∈ C1
0(Ω) \ {0} com y ≥ 0. Então a equação

v − Tµλv = y

não admite solução v ∈ C1
0(Ω)
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Demonstração: Desde que Tµλ é fortemente positivo, r(Tµλ) = 1 e C1
0(Ω) possui cone

com interior não vazio, o resultado segue do Teorema 1.37. �

Destacamos que nas próximas seções (λ, θλ) denotará uma solução não degenerada de

(4.6) com θλ ∈ P̊ e adotaremos k > 0 suficientemente grande fixado tal que Tµλ seja

fortemente positivo.

4.4 Estudo do operador L(µ) = D(u,v)F(µ, θλ, 0)

Conforme discutido na Seção 1.2.2, para aplicar os Teoremas 1.23 e 1.26, devemos

verificar que F definido em (4.19) satisfaz as condições (F1)–(F3), além de buscar por

autovalores 1-transversais de L(µ) = D(u,v)F(µ, θλ, 0). Então nosso objetivo nesta seção é

estudar o operador L(µ) e verificar tais condições.

Primeiro vamos calcular explicitamente L(µ) = D(u,v)F(µ, θλ, 0). Da definição de F

(veja (4.19)) temos que

L(µ) = D(u,v)F(µ, θλ, 0) = I − (−∆)−1

(
RM − SN
PR−QS

)
u

−(−∆)−1

(
RM − SN
PR−QS

)
v

−(−∆ + Z)−1

(
PN −QM
PR−QS

)
u

I − (−∆ + Z)−1

(
PN −QM
PR−QS

+ Z

)
v

 (4.23)

onde cada termo é calculado em (θλ, 0) e já usamos que Z não depende de u e portanto

Zu ≡ 0.

Agora vamos calcular cada uma das derivadas que aparecem no operador acima. No que

segue, as funções P,Q,R, S,M e N bem como suas derivadas são calculadas em (θλ, 0) e

omitiremos o ponto por simplicidade. Assim,

N = N(µ, θλ, 0) = Qu|∇θλ|2,

Nuξ = Nu(µ, θλ, 0)ξ = Quuξ|∇θλ|2 + 2Qu∇θλ∇ξ,

Nvη = Nv(µ, θλ, 0)η = Qvu|∇θλ|2η + (Qv +Ru)∇θλ∇η + µb(x)η +G(x, θλ, 0)θλη,

M = M(θλ, 0) = Pu|∇θλ|2 + λa(x)θλ + f(x, θλ)θλ = −P∆θλ,

Muξ = Mu(θλ, 0)ξ = Puu|∇θλ|2ξ + 2Pu∇θλ∇ξ + λa(x)ξ + f(x, θλ)ξ + fu(x, θλ)θλξ,

Mvη = Mv(θλ, 0)η = Pvu|∇θλ|2η + (Pv + Su)∇θλ∇η + F (x, θλ, 0)θλη.
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Note que a hipótese

Q(u, 0) = 0 ∀u ≥ 0 (4.24)

implica que

Qu(θλ, 0) = Quu(θλ, 0) = N(µ, θλ, 0) = Nu(µ, θλ, 0) = 0. (4.25)

Desse modo, (
RM − SN
PR−QS

)
u

(µ, θλ, 0) =

(
MuP −MPu

P 2

)
(θλ, 0).

Substituindo os termos Mu(θλ, 0), P (θλ, 0) e Pu(θλ, 0), por um calculo direto chegamos a

I − (−∆)−1

(
RM − SN
PR−QS

)
u

(θλ, 0) = T1,λ, (4.26)

onde T1,λ é o operador definido em (4.20). Similarmente, (4.24) e (4.25) implica(
PN −QM
PR−QS

)
u

(µ, θλ, 0) = 0. (4.27)

Por outro lado(
PN −QM
PR−QS

)
v

=

(PvN + PNv −QvM −QNv)(PR−QS)− (PN −QM)(PR−QS)v
(PR−QS)2

.

Calculando a derivada acima no ponto (µ, θλ, 0) e usando

Q(θλ, 0) = N(µ, θλ, 0) = 0,

deduzimos que (
PN −QM
PR−QS

)
v

(µ, θλ, 0) =
PNv −QvM

PR
(µ, θλ, 0)

=
Nv +Qv∆θλ

R
(µ, θλ, 0).

Usando que Z é linear em v e portanto Zv = Z, obtemos

(−∆ + Z)−1

(
PN −QM
PR−QS

+ Z

)
v

(µ, θλ, 0) = Tµ (4.28)

onde Tµ é o operador definido em (4.21).

Finalmente, vamos denotar

T̂ := (−∆ + Z)−1

(
RM − SN
PR−QS

)
v

(µ, θλ, 0). (4.29)
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Ressaltamos que não será necessário calcular este operador explicitamente.

A partir de (4.26), (4.27), (4.28) e (4.29), concluímos que

L(µ) =

 T1,λ −T̂

0 I − Tµλ

 .
Com isso, podemos verificar que a aplicação F satisfaz as hipóteses (F1)–(F3) da Se-

ção 1.2.2. De fato:

Lema 4.12 A aplicação não linear F : R× C1
0(Ω)× C1

0(Ω)→ C1
0(Ω)× C1

0(Ω) definida em

(4.19) satisfaz as premissas (F1),(F2) e (F3) da Seção 1.2.2.

Demonstração: Devemos verificar que

(F1) Para cada µ ∈ R, a aplicação F(µ, ·, ·) é de classe C1(C1
0(Ω)× C1

0(Ω)) e

D(u,v)F(µ, u, v) ∈ L(C1
0(Ω)× C1

0(Ω))

é um operador de Fredholm de índice zero, para todo (u, v) ∈ C1
0(Ω)× C1

0(Ω).

(F2) D(u,v)F : R× C1
0(Ω)× C1

0(Ω)→ C1
0(Ω)× C1

0(Ω) é uma aplicação contínua

(F3) Existe Θ ∈ C(R, C1
0(Ω)× C1

0(Ω)) tal que

F(µ,Θ(µ)) = 0 ∀µ ∈ R.

E de fato, a regularidade de F(µ, ·, ·) segue da definição de F em (4.19). Além disso, da

expressão de D(u,v)F(µ, u, v), ou seja,

D(u,v)F(µ, u, v) = I − (−∆)−1

(
RM − SN
PR−QS

)
u

−(−∆)−1

(
RM − SN
PR−QS

)
v

−(−∆ + Z)−1

(
PN −QM
PR−QS

)
u

I − (−∆ + Z)−1

(
PN −QM
PR−QS

+ Z

)
v


=

 I 0

0 I

+

 −(−∆)−1

(
RM − SN
PR−QS

)
u

−(−∆)−1

(
RM − SN
PR−QS

)
v

−(−∆ + Z)−1

(
PN −QM
PR−QS

)
u

−(−∆ + Z)−1

(
PN −QM
PR−QS

+ Z

)
v

 ,
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onde cada termo é calculado em (µ, u, v), temos que esta é uma aplicação linear contínua

que é uma pertubação compacta da identidade em C1
0(Ω) × C1

0(Ω). E ainda, a curva

constante

Θ : R→ C1
0(Ω)× C1

0(Ω)

dada por

Θ(µ) ≡ (θλ, 0)

satisfaz F(µ, θλ, 0) = 0. �

Agora devemos buscar por autovalores 1-transversais de L(µ). Como o candidato

natural é o autovalor µλ, vamos determinar o núcleo e a imagem de L(µλ). Isto será feito

na proposição a seguir:

Proposição 4.13 (a)

N [L(µλ)] = span〈(T−1
1,λ (T̂ϕ2), ϕ2)〉

onde ϕ2 é a autofunção positiva normalizada associada ao autovalor µλ.

(b)

R[L(µλ)] = C1
0(Ω)×R[I − Tµλ ]

onde Tµλ é o operador definido em (4.21).

Demonstração: Para provar (a), observe que (ξ, η) ∈ N [L(µλ)] é equivalente a

L(µλ)(ξ, η)t = (0, 0)t

 T1,λ −T̂

0 I − Tµλ

 ξ

η

 =

 0

0

 . (4.30)

A segunda linha da equação acima fornece que

Tµλη = η

e já vimos no Lema 4.10 que r(Tµλ) = 1, portanto a equação acima é um problema de

autovalor cuja solução é da forma cϕ2, com c ∈ R. Consequentemente,

η ∈ span〈ϕ2〉.
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Por outro lado, a primeira línea de (4.30) com η = ϕ2 fornece que

T1,λξ = T̂ϕ2.

Desde que T1,λ é inversível (de acordo com o Lema 4.9), obtemos

ξ = T−1
1,λ (T̂ϕ2).

Portanto

N [L(µλ)] = span〈(T−1
1,λ (T̂ϕ2), ϕ2)〉.

Agora vamos provar (b). Observe que (ξ, η) ∈ R[L(µλ)] é equivalente a dizer que existe

(u, v) ∈ C1
0(Ω)× C1

0(Ω) tal que

L(µλ)(u, v)t = (ξ, η)t T1,λ −T̂

0 I − Tµλ

 u

v

 =

 ξ

η

 . (4.31)

A segunda linha da equação acima fornece que

η ∈ R[I − Tµλ ]

enquanto a primeira linha de (4.31) nos diz que

T1,λu = T̂ v + ξ (4.32)

Observe que T̂ é um operador que age de C1
0(Ω) em C1

0(Ω), assim, para todo v, ξ ∈

C1
0(Ω), temos que

T̂ v + ξ ∈ C1
0(Ω).

Como T1,λ : C1
0(Ω)→ C1

0(Ω) é uma bijeção, segue que sempre existe u ∈ C1
0(Ω) satisfazendo

(4.32). De onde concluímos

R[L(µλ)] = C1
0(Ω)×R[I − Tµλ ]

�

Para verificar a condição de transversalidade, resta determinar

L1 := DµL(µλ).

Proposição 4.14

L1 := DµL(µλ) =

 0 (−∆)−1

(
S(θλ, 0)b(x)

(PR)(θλ, 0)

)
0 (−∆ + Z)−1

(
b(x)

R(θλ, 0)

)

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Demonstração: Tendo em vista a expressão de L(µ) (veja (4.23)), note que dentre

todas as funções que aparecem em (4.23) (isto é, P,Q,R, S,M e N e suas devidas) apenas

Nv depende de µ. Assim

Nµv ≡ b(x)

e as demais derivadas valem zero. Então, derivada de L(µ) em µλ é dada por

L1 = DµL(µλ) =

 0 (−∆)−1

(
S(θλ, 0)b(x)

(PR)(θλ, 0)

)
0 −(−∆ + Z)−1

(
b(x)

R(θλ, 0)

)
 .

�

Para finalizar esta seção vamos mostrar que µλ é um autovalor 1-transversal da família

L(µ) e uma caracterização do complemento de N [L(µλ)] em C1
0(Ω)× C1

0(Ω).

Proposição 4.15 a)

L1(N [L(µλ)])⊕R[L(µλ)] = C1
0(Ω)× C1

0(Ω). (4.33)

b)

N [L(µλ)]⊕R[L(µλ)] = C1
0(Ω)× C1

0(Ω).

Demonstração: Para provar o parágrafo a), recordemos que

N [L(µλ)] = span〈(T−1
1,λ (T̂ϕ2), ϕ2)〉

e

L1 =

 0 (−∆)−1

(
S(θλ, 0)b(x)

(PR)(θλ, 0)

)
0 −(−∆ + Z)−1

(
b(x)

R(θλ, 0)

)
 .

Assim, as funções de L1(N [L(µλ)]) são dadas por 0 (−∆)−1

(
S(θλ, 0)b(x)

(PR)(θλ, 0)

)
0 −(−∆ + Z)−1

(
b(x)

R(θλ, 0)

)

 T−1

1,λ T̂ (cϕ2)

cϕ2

 =

 (−∆)−1

(
cS(θλ, 0)b(x)ϕ2

(PR)(θλ, 0)

)
−(−∆ + Z)−1

(
cb(x)ϕ2

R(θλ, 0)

)
 ,

onde c ∈ R. Ou seja,

L1(N [L(µλ)]) = span

〈 (−∆)−1

(
S(θλ, 0)b(x)ϕ2

(PR)(θλ, 0)

)
−(−∆ + Z)−1

(
b(x)ϕ2

R(θλ, 0)

)

〉
.
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Desde que L(µ) é um operador de Fredholm de índice zero (pois é uma pertubação com-

pacta da identidade), temos que

codimR[L(µλ)] = dimN [L(µλ)] = 1

e, portanto, o complemento de R[L(µλ)] em C1
0(Ω)× C1

0(Ω) tem dimensão 1. Então, para

verificar (4.33) é suficiente mostrar que (−∆)−1

(
S(θλ, 0)ϕ2

(PR)(θλ, 0)

)
−(−∆ + Z)−1

(
b(x)ϕ2

R(θλ, 0)

)
 6∈ R[L(µλ)] = C1

0(Ω)×R[I − Tµλ ]. (4.34)

Para provar (4.34) argumentamos por contradição. Se (4.34) não ocorre, então

(−∆ + Z)−1

(
b(x)ϕ2

R(θλ, 0)

)
∈ R[I − Tµλ ]

e, consequentemente, existiria v ∈ C1
0(Ω) tal que

v − Tµλv = (−∆ + Z)−1

(
b(x)ϕ2

R(θλ, 0)

)
. (4.35)

Por outro lado, desde que (−∆+Z)−1 satisfaz o Princípio do Máximo e b(x)ϕ2/R(θλ, 0) >

0, então

(−∆ + Z)−1

(
b(x)ϕ2

R(θλ, 0)

)
≥ 0.

Pelo Corolário 4.11, a equação (4.34) não admite solução v ∈ C1
0(Ω), o que é uma contra-

dição.

A prova do item b) é similar. De fato, como argumentado anteriormente, L(µ) é

uma família de operadores de Fredholm de índice zero (pois se trata de uma pertubação

compacta da identidade). Logo

codimR[L(µλ)] = dimN [L(µλ)] = 1.

Portanto, o complemento de R[L(µλ)] em C1
0(Ω) × C1

0(Ω) tem dimensão 1. Então, para

mostrar que

N [L(µλ)]⊕R[L(µλ)] = C1
0(Ω)× C1

0(Ω),

é suficiente verificar que

cϕ2 6∈ R[I − Tµλ ].

E com efeito, caso contrário teríamos

cϕ2 ∈ R[I − Tµλ ]
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e portanto existiria v ∈ C1
0(Ω) tal que

v − Tµλv = cϕ2 ≥ 0,

o que é uma contradição com o Corolário 4.11. Isso completa a demonstração. �

Agora estamos em condições de aplicar os Teoremas 1.23 e 1.26 e consequentemente

provar o Teorema 4.3.

4.5 Demonstração do Teorema Principal

Nesta seção apresentaremos a prova do Teorema 4.3. A idéia geral é aplicar os Teo-

remas 1.23 e 1.26 para garantir a existência de um continuum bifurcando de µ = µλ e

argumentar para mostrar que em realidade este continuum é constituído de estados de

coexistência de soluções de (4.1) e que satisfaz uma das alternativas do Teorema 4.3.

Demonstração do Teorema 4.3: Como já vimos, L(µ) é uma perturbação compacta

da identidade, para cada µ ∈ R. Além disso, L(µ) é constituída de polinômios (de grau 0

ou 1) em µ, logo é real analítica em µ ∈ R. E ainda, pela Proposição 4.15 a), temos que

µλ é um autovalor 1-transversal de L(µ) e, pela Proposição 4.13,

N [L(µλ)] = span〈(T−1
1,λ (T̂ϕ2), ϕ2)〉,

em particular, dimN [L(µλ)] = 1. Então, pelos Teoremas 1.23 e 1.26, existe um subcon-

tínuum C+ de soluções de soluções não triviais de (4.1) satisfazendo uma das seguintes

alternativas:

A1. C+ é ilimitado em R× C1
0(Ω)× C1

0(Ω); ou

A2. Existe outro autovalor de L(µ), digamos µ̂ 6= µλ, tal que (µ̂, θλ, 0) ∈ C+; ou

A3. Existe µ ∈ R e y ∈ Y \ {0} tais que (µ, y) ∈ C+, onde Y denota o complemento de

N [L(µλ)] em C1
0(Ω)× C1

0(Ω).

Além disso, fixo η ∈ (0, 1), próximo de (µλ, θλ, 0), as soluções de C+ são da forma

(µ, u) = (µλ + o(1), sϕ0 + y0), s > η‖u‖ > 0 (4.36)

onde y0 ∈ Y (único) satisfazendo y0 = o(s).
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Agora observe que, pela Proposição 4.15 b), podemos tomar

Y := R[L(µλ)] = C1
0(Ω)×R[I − Tµλ ].

Por outro lado, tendo em vista (4.36) e como θλ, ϕ2 ∈ P̊ , segue que numa vizinhança

do ponto (µλ, θλ, 0), C+ é composto de estados de coexistência de solução de (4.1). Então,

seja C a subcomponente de C+ tal que

C ⊂ R× P̊ × P̊ .

Se C é ilimitada, então a alternativa 1 do teorema é satisfeita e, portanto, a prova do

teorema está completa. No que segue vamos assumir que C é limitada em R × C1
0(Ω) ×

C1
0(Ω).

Suponhamos que C = C+.

Então C+ é limitada e, consequentemente, a alternativa A1 não pode ocorrer. Se A3

fosse verdadeira, então

(µ, y) ∈ R× P̊ × P̊

para algum y = (y1, y2) ∈ Y . Em particular

y2 ∈ R[I − Tµλ ] ∩ P̊

mas isso implica que existe v ∈ C1
0(Ω) tal que

v − Tµλv = y ≥ 0,

o que é uma contradição com o Corolário 4.11. Portanto, necessariamente A2 deve ocorrer.

Em particular, existem dois pontos de bifurcação de estado de coexistência de solução, a

saber: (µλ, θλ, 0) e (µ̂, θλ, 0). Em particular, existe uma sequência de estados de coexis-

tência (µn, un, vn) de (4.1) tal que

(µn, un, vn)→ (µ̂, θλ, 0) em R× C1
0(Ω)× C1

0(Ω).

Agora definimos

v̂n :=
vn
‖vn‖0

, n ≥ 1.

Como F(µn, un, vn) = 0 e tendo em vista (4.19), segue que (µn, un, v̂n) satisfaz

v̂n = (−∆ + Z)−1

[
1

‖vn‖0

(
PN −QM
PR−QS

)
(µn, un, vn) + Z(v̂n)

]
. (4.37)
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Uma vez que ‖v̂n‖0 = 1 e (µn, un, vn) é limitada em R×C1
0(Ω)×C1

0(Ω) (pois é convergente),

segue que
1

‖vn‖0

(
PN −QM
PR−QS

)
(µn, un, vn) + Z(v̂n)

é limitado em C(Ω). Da compacidade do operador (−∆ + Z)−1 : C(Ω) → C1
0(Ω), segue

que, passando a uma subsequência se necessário,

v̂n → w em C1
0(Ω),

com ‖w‖0 = 1 e w > 0. Vamos passar ao limite n → ∞ em (4.37). Uma vez que

N(µ, u, 0) = 0 para todos µ ∈ R e u ∈ C1
0(Ω), u > 0, temos

lim
n→∞

N(µn, un, vn)

‖vn‖0

= lim
n→∞

N(µn, un, v̂n‖vn‖0)

v̂n‖vn‖0

v̂n

= Nv(µ̂, θλ, 0)w.

De maneira análoga temos também

lim
n→∞

Q(un, vn)

‖vn‖0

= Qv(θλ, 0)w.

Assim,

PN −QM
‖vn‖0

(µn, un, vn) = P (un, vn)
N(µn, un, vn)

‖vn‖0

− Q(un, vn)

‖vn‖0

M(un, vn) −→

P (θλ, 0)Nv(µ̂, θλ, 0)w −Qv(θλ, 0)wM(θλ, 0) quando n→∞,

Além disso,

(PQ−RS)(un, vn) −→ (PQ−RS)(θλ, 0) = (PR)(θλ, 0) quando n→∞

e

Z(v̂n) −→ Z(v) quando n→∞.

Com isso, fazendo n→∞ em (4.37) obtemos:

w = (−∆ + Z)−1

[(
PNvw −QvwM

PR

)
(µ̂, θλ, 0) + Z(w)

]
.

Em particular, w ∈ C1,1−

0 (Ω). SubstituindoM(θλ, 0) = −P∆θλ e Z(w), a igualdade acima

é equivalente a −div(Qv(θλ, 0)w∇θλ +R(θλ, 0)∇w) = µ̂b(x)w +G(x, θλ, 0)θλw em Ω,

w = 0 sobre ∂Ω.
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Como w > 0 e pela unicidade do principal autovalor, a equação acima implica que µ̂ = µλ,

o que é uma contradição. Isso mostra que C = C+ não pode ocorrer, o que nos leva a

afirmar

C ⊂ C+ e C 6= C+.

Agora vamos mostrar que C satisfaz uma das alternativas 2, 3 ou 4. Desde que C é um

subconjunto próprio de C+, então C+ abandona o conjunto R× P̊ × P̊ . Portanto, existe

(µ∗, u∗, v∗) ∈ R× ∂(P × P )

e uma sequência

(µn, un, vn) ∈ R× P̊ × P̊

tais que

(µn, un, vn)→ (µ∗, u∗, v∗) em R× C1
0(Ω)× C1

0(Ω).

Em particular, por continuidade de F,

0 = F(µn, un, vn)→ F(µ∗, u∗, v∗),

ou seja, (µ∗, u∗, v∗) é uma solução não negativa de (4.1). Além disso, desde que

(u∗, v∗) ∈ ∂(P × P ),

pelo Princípio do Máximo Forte, u∗ = 0 ou v∗ = 0. Vamos considerar os três casos

possíveis para esta afirmação:

Se u∗ = 0 e v∗ > 0

Defina a sequência

ûn :=
un
‖un‖0

, n ≥ 1.

Então, tendo em vista (4.19), (µn, ûn, vn) satisfaz
ûn = (−∆)−1

[
1

‖un‖0

(
RM − SN
PR−QS

)
(µn, un, vn)

]
,

vn = (−∆ + Z)−1

[(
PN −QM
PR−QS

)
(µn, un, vn) + Z(vn)

]
.

(4.38)

Desde que ‖ûn‖0 = 1 e (µn, un, vn) é limitada em R×C1
0(Ω)×C1

0(Ω) (pois é convergente),

segue que
1

‖un‖0

(
RM − SN
PR−QS

)
(µn, un, vn)
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é limitado em C(Ω). Da compacidade do operador (−∆)−1 : C(Ω)→ C1
0(Ω) obtemos que,

passando a uma subsequência se necessária,

ûn → z em C1
0(Ω),

com ‖z‖0 = 1 e z > 0. Passando ao limite n→∞ em (4.38) concluímos
z = (−∆)−1

[(
RMuz − SuzN

PR

)
(µ∗, 0, v∗)

]
,

v∗ = (−∆ + Z)−1

[(
PN −QM

PR

)
(µ∗, 0, v∗) + Z(v∗)

]
.

(4.39)

Assim, z, v∗ ∈ C1,1−

0 (Ω). Além disso, a segunda equação de (4.39) é equivalente a −div(R(0, v∗)∇v∗) = µ∗b(x)v∗ + g(x, v∗)v∗ em Ω,

v∗ = 0 sobre ∂Ω.
(4.40)

Ou seja, (µ∗, v∗) é uma solução de (4.7). Usando que (µ∗, v∗) satisfaz (4.40), a primeira

línea de (4.39) é equivalente a −div(P (0, v∗)∇z + Su(0, v
∗)z∇v∗) = λa(x)z + F (x, 0, v∗)zv∗ em Ω,

z = 0 sobre ∂Ω.

Uma vez que z > 0, isso implica que

λ = σ1[−div(P (0, v∗)∇+ Su(0, v
∗)∇v∗)− F (x, 0, v∗)v∗; a].

Neste caso a alternativa 2 é satisfeita com

θµ∗ := v∗.

Se u∗ > 0 e v∗ = 0

Defina a sequência

v̂n :=
vn
‖vn‖0

, n ≥ 1.

De maneira análoga à argumentação feita anteriormente temos que, passando a uma

subsequência se necessário,

v̂n → w em C1
0(Ω),

com ‖w‖0 = 1 e w > 0. Por outro lado, como (µn, un, vn) são soluções de (4.1), temos que
un = (−∆)−1

[(
RM − SN
PR−QS

)
(µn, un, vn)

]
,

v̂n = (−∆ + Z)−1

[
1

‖vn‖0

(
PN −QM
PR−QS

)
(µnun, vn) + Z(v̂n)

]
.
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Passando ao limite n→∞ obtemos
u∗ = (−∆)−1

[(
RM − SN

PR

)
(µ∗, u∗, 0)

]
,

w = (−∆ + Z)−1

[(
PNvw −QvwM

PR

)
(µ∗, u∗, 0) + Z(w)

]
.

(4.41)

Assim, u∗, w ∈ C1,1−

0 (Ω). Além disso, a primeira equação de (4.41) é equivalente a −div(P (u∗, 0)∇u∗) = λa(x)u∗ + f(x, u∗)u∗ em Ω,

u∗ = 0 sobre ∂Ω.
(4.42)

Ou seja, (λ, u∗) é solução de (4.6). Usando que (λ, u∗) satisfaz (4.42), a segunda línea de

(4.41) é equivalente a −div(Qv(u
∗, 0)w∇u∗ +R(u∗, 0)∇w) = µ∗b(x)w +G(x, u∗, 0)u∗w em Ω,

w = 0 sobre ∂Ω.

Uma vez que w > 0, isso implica que

µ∗ = σ1[−div(Qv(u
∗, 0)∇u∗ +R(u∗, 0)∇)−G(x, u∗, 0)u∗; b]. (4.43)

Por outro lado, por construção temos que existe δ > 0 tal que

(µ∗, u∗, 0) ∈ C+ \Bδ(µλ, θλ, 0).

Com efeito, para δ > 0 suficientemente pequeno temos C = C+ em Bδ(µλ, θλ, 0). Em

particular,

(µ∗, u∗, 0) 6= (µλ, θλ, 0). (4.44)

Vamos mostrar que

θλ 6= u∗.

De fato, se θλ = u∗, a equação (4.43) implicaria que µλ = µ∗, o que é uma contradição

com (4.44). Portanto, a alternativa 3 é satisfeita com

ψλ := u∗.

Se u∗ = v∗ = 0:

Defina

ûn :=
un
‖un‖0

e v̂n :=
vn
‖vn‖0

, n ≥ 1.
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Novamente com o mesmo argumento temos que, passando a uma subsequência se neces-

sário,

(ûn, v̂n)→ (z, w) em C1
0(Ω)× C1

0(Ω),

com ‖z‖0 = ‖w‖0 = 1 e z, w > 0. Assim, (µn, ûn, v̂n) satisfaz
ûn = (−∆)−1

[
1

‖un‖0

(
RM − SN
PR−QS

)
(µn, un, vn)

]
,

v̂n = (−∆ + Z)−1

[
1

‖vn‖0

(
PN −QM
PR−QS

)
(µnun, vn) + Z(v̂n)

]
.

Passando ao limite n→∞ concluímos que
z = (−∆)−1

[(
RMu − SuzN

PR

)
(0, 0)

]
,

w = (−∆ + Z)−1

[(
PNvw −QvwM

PR

)
(0, 0) + Z(w)

]
.

Assim, z, w ∈ C1,1−

0 (Ω) e estas equações são equivalentes a
−div(P (0, 0)∇z) = λa(x)z em Ω,

−div(R(0, 0)∇w) = µ∗b(x)w em Ω,

z = w = 0 sobre ∂Ω.

E portanto,

λ = σ1[−div(P (0, 0)∇); a],

µ∗ = σ1[−div(R(0, 0)∇); b]

e a alternativa 4 é satisfeita. Completando a demonstração. �

Observação 4.16 Para finalizar, destacamos que os Teoremas 4.3 e 4.4 podem ser apli-

cados diretamente a um sistema da forma (4.1), como veremos na próxima seção e também

no Capítulo 5.

4.6 Aplicação: Um modelo de simbiose com autodifu-

são e difusão cruzada

Para ilustrar a aplicação dos Teoremas 4.3 e 4.4, vamos considerar um sistema de sim-

biose com autodifusão e difusão cruzada estudado por [67]. Especificamente, consideremos
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o seguinte sistema
−∆u = u(λ− u+ bv) em Ω,

−∆[(1 + αv + βu)v] = v(µ− v + cu) em Ω,

u = v = 0 sobre ∂Ω,

(4.45)

onde os parâmetros λ, µ, b, c, α e β são números reais tais que b, c, α, β > 0.

Para enunciar o teorema de existência de estado de coexistência referente a este sis-

tema, precisamos fazer algumas considerações iniciais. Seguindo a notação adotada em

[67], denotaremos por (θλ, 0) e (0, θµ,α) as soluções semitriviais de (4.45). Note que, para

cada λ > λ1, u = θλ é a única solução positiva da equação logística −∆u = u(λ− u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.
(4.46)

Enquanto que para cada µ > λ1, v = θµ,α é a única solução positiva de −∆[(1 + αv)v] = v(µ− v) em Ω,

v = 0 sobre ∂Ω.
(4.47)

As seguintes funções desempenham um papel fundamental na determinação da região de

coexistência de (4.45):

F (α, µ) :=

 σ1[−∆− bθµ,α] se µ > λ1,

0 se µ ≤ λ1,
(4.48)

e

G(β, λ) :=

 σ1[−∆− cθλ/(1 + βθλ); 1/(1 + βθλ)] se λ > λ1,

0 se λ ≤ λ1.
(4.49)

Como veremos adiante, estes são os autovalores λµ e µλ que aparecem nos Teoremas 4.3

e 4.4.

Usando teoria de índice de ponto fixo sobre cone positivo de [30], os autores provam

o seguinte resultado de existência de solução positiva com respeito aos parâmetros λ e µ

(veja Teorema 1.1 (III) em [67]):

Teorema 4.17 Se bc < 1, então existe pelo menos um estado de coexistência de (4.45)

se (λ, µ) verifica a seguinte condição:

λ > F (α, µ) e µ > G(β, λ). (4.50)
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(a)
μ

λ=F(0,μ)

μ=G(0,λ)

00ℛ

(b)μ

λ

λ=F(0,μ)

μ=G(0,λ)

αβℛ

(c)
μ

λ

λ=F(0,μ)

μ=G(0,λ)

αβℛ

(d)
μ

λ

λ=F(0,μ)

μ=G(0,λ)

αβℛ

μ=G(α,λ)

μ=G(α,λ)

μ=G(α,λ)

λ

Figura 4.1: Região de coexistência de (4.45): (a) α = β = 0; (b) α > 0, 0 < β < c/λ1;

(c) α > 0, β = c/λ1; (d) α > 0, β > c/λ1 .

Denotando por

Rαβ := {(λ, µ) ∈ R2; (4.50) se verifica},

a região de coexistência de (4.45) dado pelo Teorema (4.17), a Figura 4.1 temos a re-

presentação de alguns casos possíveis, dependendo dos parâmetros α e β. Para maiores

detalhes, veja [67].

Com o objetivo de provar o Teorema 4.17 usando os Teoremas 4.3 e 4.4, vamos mostrar

que as soluções semitriviais θλ e θµ,α são não degeneradas.

Lema 4.18 Para cada µ, λ > λ1, (λ, θλ) e (µ, θµ,α) são soluções não degeneradas de

(4.46) e (4.47), respectivamente.
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Demonstração: Provaremos o resultado para (µ, θµ,α), µ > λ1. O outro caso é análogo.

Observe que a equação linearizada de (4.47) em (µ, θµ,α) é dada por −∆[(1 + 2αθµ,α)ξ] = (µ− 2θµ,α)ξ em Ω,

ξ = 0 sobre ∂Ω.
(4.51)

Argumentando por contradição, suponha que ξ ∈ C1,1−

0 (Ω) é uma solução não nula de

(4.51). Usando a mudança de variável

ψ = (1 + 2αθµ,α)ξ,

(4.51) se converte em 
−∆ψ =

(µ− 2θµ,α)ψ

1 + 2αθµ,α
em Ω,

ψ = 0 sobre ∂Ω.

Como ψ 6= 0 (pois ξ 6= 0), isso implica que

0 = σj

[
−∆ +

2θµ,α − µ
1 + 2αθµ,α

]
,

onde

σj

[
−∆ +

2θµ,α − µ
1 + 2αθµ,α

]
denota algum autovalor do operador

−∆ +
2θµ,α − µ
1 + 2αθµ,α

,

não necessariamente o principal. Então, pela dominância do principal autovalor (veja

Teorema 1.3 (ii)), segue que

0 = σj

[
−∆ +

2θµ,α − µ
1 + 2αθµ,α

]
≥ σ1

[
−∆ +

2θµ,α − µ
1 + 2αθµ,α

]
. (4.52)

Por outro lado, observe que (µ, θµ,α) satisfaz −∆[(1 + αθµ,α)θµ,α] = θµ,α(µ− θµ,α) em Ω,

θµ,α = 0 sobre ∂Ω.
(4.53)

Usando a mudança de variável

φ = (1 + αθµ,α)θµ,α,
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(4.53) se converte em 
−∆φ =

(µ− θµ,α)φ

1 + αθµ,α
em Ω,

φ = 0 sobre ∂Ω.

Como φ = (1 + αθµ,α)θµ,α > 0, isso implica que

0 = σ1

[
−∆ +

θµ,α − µ
1 + αθµ,α

]
.

Agora observe que a função

f(t) :=
tθµ,α − µ
1 + tαθµ,α

=
θµ,α − µ/t
1/t+ αθµ,α

, t > 0

é crescente. Em particular,

f(1) =
θµ,α − µ
1 + αθµ,α

<
2θµ,α − µ
1 + 2αθµ,α

= f(2). (4.54)

Combinando (4.54) com as propriedades de monotonia do principal autovalor, obtemos:

0 = σ1

[
−∆ +

θµ,α − µ
1 + αθµ,α

]
< σ1

[
−∆ +

2θµ,α − µ
1 + 2αθµ,α

]
,

o que é uma contradição com (4.52). �

Uma vez que temos soluções semitriviais não degeneradas, para provar o Teorema 4.50,

é suficiente, por exemplo, obter cotas a priori e um resultado de não existência adequados.

Usaremos as mesmas cotas obtidas em [67], a saber:

Lema 4.19 Suponha bc < 1.

(I) Se (u, v) é um estado de coexistência de (4.45), então

u ≤ λ+ bµ

1− bc
e v ≤ µ+ cλ

1− bc
.

(II) Se existe um estado de coexistência de (4.45), então

λ+ bµ > 0 e µ+ cλ > 0.

Em particular, fixado µ0 ∈ R (resp. λ0 ∈ R), existe C = C(µ0) (resp. C = C(λ0))

uma constante tal que (4.45) não admite estado de coexistência para λ < C (resp.

µ < C).
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Para a demonstração desse resultado, veja [67], Proposição 3.4.

Com estas considerações, podemos provar o Teorema 4.50 aplicando diretamente os

Teoremas 4.3 e 4.4.

Demonstração do Teorema 4.50: Observe que o sistema (4.45) pode ser escrito

como: 
−∆u = u(λ− u+ bv) em Ω,

−div[βv∇u+ (1 + 2αv + βu)∇v] = v(µ− v + cu) em Ω,

u = v = 0 sobre ∂Ω.

Com a notação do Teorema 4.3, P (u, v) = 1, S(u, v) = 0,

Q(u, v) = βv, R(u, v) = 1 + 2αv + βu,

 a = 1, f(x, u) = −u, F (x, u, v) = b,

b = 1, g(x, v) = −v, G(x, u, v) = c.

É fácil ver que as condições estruturais (HPQRS), (Hab), (Hfg) e (HFG) são todas satis-

feitas. Então, fixado λ > λ1, como (λ, θλ) é uma solução não degenerada de (4.46), pelo

Teorema 4.3 existe um continuum C de estado de coexistência de (4.45) emanando de

(µ, u, v) = (µλ, θλ, 0), onde

µλ := σ1[−div((1 + βθλ)e
−h1(θλ)∇)− cθλe−h1(θλ); e−h1(θλ)]

e

−h1(θλ) = −
∫ θλ

0

β

1 + βs
ds = ln

(
1

1 + βθλ

)
.

Portanto,

µλ = σ1[−∆− cθλ/(1 + βθλ); 1/(1 + βθλ)] = G(β, λ).

Além disso, C satisfaz uma das condições 1–4 do Teorema 4.3. Vamos mostrar que a

condição 1 é satisfeita.

Desde que que o problema (4.46) possui unicidade de solução e estamos supondo

λ > λ1, as condições 3 e 4 não podem ocorrer (veja Observação 4.6). Se a condição 2

ocorresse então existiria uma solução positiva (µ∗, θµ∗α) de (4.47) tal que

λ = σ1[−∆− bθµ∗α] = F (α, µ∗)

e (µ∗, 0, θµ∗α) ∈ C. Mas a igualdade λ = F (α, µ∗) não pode ocorrer, pois estamos supondo

λ > λ1 e, pelas propriedade de monotonia do principal autovalor,

F (α, µ) = σ1[−∆− bθµ∗α] < σ1[−∆] = λ1.
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Portanto C é ilimitado. Como os estados de coexistência de (4.45) são limitados em

C(Ω)×C(Ω) (conforme Lema 4.19 (I)), por regularidade elíptica, eles também são limitados

em C1
0(Ω)×C1

0(Ω). Além disso, como não há estado de coexistência para µ suficientemente

pequeno (veja Lema 4.19 (II)), da natureza global de C segue que

ProjRC ⊃ (G(β, λ),∞).

Como λ > λ1 é arbitrário, então (4.45) admite estado de coexistência sempre que

λ > λ1 e µ > G(β, λ). (4.55)

Analogamente, fixado µ > λ1, como (µ, θµ∗,α) é solução não degenerada de (4.47), pelo

Teorema 4.4 existe um continuum C′ de estado de coexistência de (4.45) emanando de

(λ, u, v) = (λµ, 0, θµ,α), onde

λµ := σ1[−∆− bθµ,α] = F (α, µ).

Além disso, C′ satisfaz uma das condições 1–4 do Teorema 4.4.

De maneira análoga ao caso anterior, as condições 3 e 4 não podem ocorrer. Se a

condição 1 ocorre, novamente temos que ProjRC′ ⊃ (F (α, µ),∞). Se a condição 2 ocorre

temos que existe uma solução positiva (λ∗, θλ∗) de (4.46) tal que

µ = σ1[−∆− cθλ∗/(1 + βθλ∗); 1/(1 + βθλ∗)] = G(β, λ∗).

Em particular, como (4.46) não admite solução positiva para λ < λ1, necessariamente

λ∗ > λ1. Novamente como as soluções de (4.45) são limitadas em C1
0(Ω)×C1

0(Ω) e não ha

estado de coexistência de (4.45) para µ pequeno, segue que

ProjRC
′ ⊃ (F (α, µ), λ1].

Em ambos os casos temos existência de coexistência de solução de (4.45) sempre que

µ > λ1 e F (α, µ) < λ ≤ λ1. (4.56)

Em resumo, a análise acima mostra existência de estado de coexistência de (4.45) sempre

que (4.55) ou (4.56) ocorrem, implicando coexistência de (4.45) se λ > F (α, µ) e µ >

G(β, λ). Completando a demonstração. �
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Capítulo 5

Um modelo de predador-presa com

termo de saciedade do predador

Neste capítulo apresentaremos os resultado obtidos em [22]. Assim, iremos estudar

existência e não existência de estado de coexistência para o seguinte sistema de reação-

difusão proveniente de um modelo de predador-presa com termo de saciedade do predador

proposto em [50]
−div

[
1

R(v)
∇u− uR′(v)∇v

R(v)[R(v) + g(v)]

]
= u(λ− u+ bv) em Ω,

−dv∆v = v(µ− v − cu) em Ω,

u = v = 0 sobre ∂Ω,

(5.1)

onde dv, b, c > 0 são constantes positivas, R, g : [0,∞) → R são funções de classe C2 tais

que

R(0) > 0, g(s) > 0, R′(s) > 0 e C ≥ R(s) ∀s ∈ [0,∞),

onde C > 0 é uma constante. Além disso, vamos considerar uma particular função

R proposta em [46] para analisar a região de coexistência, comparando com o clássico

modelo de predador-presa com difusão linear.

Este capítulo está estruturado como segue: Na Seção 5.1 faremos algumas considera-

ções iniciais, vamos analisar este modelo do ponto de vista da Dinâmica de Populações e

enunciar nosso resultado principal. Na Seção 5.2 apresentamos alguns resultados prelimi-

nares que serão utilizados no restante do capítulo. Na Seção 5.3 provaremos um resultado

de estimativas a priori e de não existência de coexistência de (5.1). Na Seção 5.4 apli-

caremos os Teoremas 4.3 e 4.4 para provar nosso principal resultado de existência de
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coexistência de solução de (5.1). Por ultimo, a Seção 5.5 é dedicada a analisar o efeito da

função R na região de coexistência de (5.1).

5.1 Introdução

No contexto da dinâmica de populações, existem três tipos básicos de interação entre

espécies: cooperação (mutualismo), competição e presa-predador e as principais questões

sobre interação entre espécies são: determinar quando elas podem coexistir e como a

coexistência é influenciada pela dispersão (veja [27]). Para estudar estas interações e

responder a estas questões, diversos modelos matemáticos vem sendo propostos (veja

[19], [68], [21] e suas referências). O modelo de reação-difusão, que descreve a distribuição

e dinâmica populacional vem recebendo atenção e sendo utilizada nos últimos anos. Veja,

por exemplo, [27, 12, 9, 84] e suas referências.

Nesta seção, iremos estudar o problema estacionário associado ao seguinte sistema

com difusão cruzada, proveniente de um modelo de predador-presa

ut − div
[

1

R(v)
∇u− uR′(v)∇v

R(v)[R(v) + g(v)]

]
= u(λ− u+ bv) se Ω× (0, T ),

vt − dv∆v = v(µ− v − cu) se Ω× (0, T ),

u = v = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x) ≥ 0, v(x, 0) = v0(x) ≥ 0 em Ω,

(5.2)

onde T > 0, Ω ⊂ RN , N ≥ 1, é um domínio limitado com fronteira regular e dv, b, c > 0

são constantes positivas e R, g : [0,∞)→ R são funções de classe C2 satisfazendo

R(0) > 0, g(s) > 0, R′(s) > 0 e C ≥ R(s) ∀s ∈ [0,∞),

onde C > 0 é uma constante. Esse sistema é uma versão particular proposta em [27] de

um modelo originalmente proposto em [50]. Do ponto de vista da Ecologia, as funções

u e v denotam as densidades do predador e da presa, respectivamente. O lado esquerdo

das equações em (5.2) são os termos de dispersão (ou difusão): o primeiro contém o

termo de dispersão do predador e o segundo contém o termo de dispersão da presa, eles

descrevem o movimento espacial das espécies. O lado direito contém o termo de reação

de Lotka-Volterra. A parcela uR′(v)∇u/(R(v)[R(v) + g(v)] modela a difusão cruzada (ou

prey-taxis), onde R descreve a taxa de rotação e g descreve a saciedade do predador. De

acordo com os autores em [50], essa é a principal contribuição do artigo na direção de
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obter um modelo mais realístico para descrever o comportamento em uma relação do tipo

predador-presa. Em outras palavras, com o foco no predador, os autores introduzem uma

variável para medir o grau de saciedade e o efeito sobre o movimento espacial do predador.

É natural esperar que a saciedade influencie o movimento. Por exemplo, predadores

famintos tendem a se mover com maior frequência em direção à presa, buscando por

comida, enquanto que predadores saciados tendem a se mover de modo mais aleatório.

Para compreender melhor o significado da função g, vamos analisar o modelo original

deduzido pelos autores (equação (39) em [50]). Neste artigo, o termo de difusão do

predador é expressada como segue:

− div

 k2

2R(S0(v))
∇u−

k2u
R

dS
(S0(v))

dS0

dv
(v)

R(S0(v))[2R(S0(v))− ∂f

∂S
(S0(v), v)]

∇v

 , (5.3)

onde k denota a velocidade com que o predador se desloca e que é constante por hipótese.

S = S(t) é uma variável que mede o grau de saciedade do predador e varia de 0, que

ocorre quando o predador está com o aparelho digestivo vazio, isto é, está faminto, a 1,

que ocorre quando o predador está totalmente saciado, sem mais espaço em seu aparelho

digestivo para consumir presas. A função f(S, v) determina a saciedade de cada predador

segundo a equação diferencial
dS

dt
= f(S, v). (5.4)

Por razões biológicas, esta função deve satisfazer

∂f/∂S < 0 e ∂f/∂v ≥ 0.

A primeira desigualdade significa que, sob qualquer densidade de presa, incrementos na

plenitude do intestino acarretam uma diminuição na taxa com que o intestino enche.

Enquanto a segunda desigualdade significa que, sob qualquer grau de saciedade fixada,

um crescimento na densidade de presa nas proximidades nunca diminui a taxa com que o

intestino enche (veja [50]). Graças a essas condições, pelo Teorema da Função Implícita,

quando S(t) ≡ const., podemos obter uma (única) função S0 = S0(v) que verifica (5.4),

isto é, satisfazendo f(S0(v), v) = 0.

Com as simplificações k2 ≡ 2 e S0(v) ≡ v, o termo de difusão (5.3) se torna a difusão

presente na primeira equação de (5.2) com

g(v) = −1

2

∂f

∂S
(S0(v), v).
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Especificamente, a equação estacionária associada a (5.2) que iremos estudar é o sis-

tema (5.1), ou seja:
−div

[
1

R(v)
∇u− uR′(v)∇v

R(v)[R(v) + g(v)]

]
= u(λ− u+ bv) em Ω,

−dv∆v = v(µ− v − cu) em Ω,

u = v = 0 sobre ∂Ω.

Nesse sentido, nossa atenção será focada em fornecer condições sobre os parâmetros λ

e µ para assegurar a existência ou não existência de estados de coexistência de (5.1),

aplicando os Teoremas 4.3 e 4.4.

Com o objetivo de enunciar nossos principais resultados, faremos algumas considera-

ções. Primeiro observe que, quando uma das densidades populacionais é zero (v ≡ 0 ou

u ≡ 0), a outra satisfaz uma das seguintes equações logística −R0∆u = u(λ− u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(5.5)

onde

R0 := R(0)−1,

ou  −dv∆u = u(µ− u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.
(5.6)

Já sabemos que a existência e unicidade de solução de (5.5) (resp. (5.6)) ocorre para

todo λ > σ1[−R0∆] = R0σ1[−∆] (resp. µ > σ1[−dv∆] = dvσ1[−∆]) (veja Teorema 1.41).

Assim, iremos designar por θ[R0,λ] (resp. θ[dv ,µ]) a única solução positiva de (5.5) (resp.

(5.6)).

Agora, consideremos duas funções que desempenham um papel fundamental na exis-

tência e não existência de estados de coexistência de (5.1), que são as funções λµ e µλ que

aparecem nos Teoremas 4.3 e 4.4. Nomeadamente,

F (µ) = σ1[−div((eh(θ[dv,µ])/R(θ[dv ,µ]))∇)− bθ[dv ,µ]e
h(θ[dv,µ]); eh(θ[dv,µ])], µ ≥ σ1[−dv∆]

(5.7)

e

G(λ) = σ1[−dv∆ + cθ[R0,λ]], λ ≥ σ1[−R0∆],
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𝜎 [-R  Δ]
1 0

𝜎 [-d  Δ]1 v

F(µ)

µ

λ

G(λ)

Figura 5.1: Regiões de existência e não existência de estado de coexistência de (5.1): a

área hachurada descreve a região onde não há coexistência e a área com linhas tracejadas

representa a região R onde há estado de coexistência.

onde

h(s) :=

∫ s

0

R′(t)

R(t) + g(t)
dt, s > 0. (5.8)

O primeiro resultado nos fornece uma região onde não há estado de coexistência e pode

ser enunciado como segue

Teorema 5.1 a) Se µ ≤ σ1[−dv∆], então (5.1) não admite estado de coexistência.

b) Se µ > σ1[−dv∆], então (5.1) não admite estado de coexistência para λ < F (µ).

Com respeito a região de coexistência, temos

Teorema 5.2 Defina

R := {(λ, µ) ∈ R2;λ > F (µ) e µ > G(λ)}.

Se (λ, µ) ∈ R então (5.1) possui pelo menos um estado de coexistência.

As regiões de existência e não existência de estado de coexistência dados pelos Teore-

mas 5.1 e 5.2 são representados na Figura 5.1.

Além destes resultados, na Seção 5.5 vamos considerar uma função particular da taxa

de rotação R, proposta por [46]. Com isso, analisaremos o efeito desse termo na região

de coexistência R, interpretando os resultados no contexto da Dinâmica de Populações.
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5.2 Resultados Preliminares

Nesta seção determinaremos as propriedades de monotonia das funções F e G, que irão

nos ajudar mais adiante. Vamos iniciar com um lema que fornece propriedades simples

das funções h e eh/R que, devido sua utilidade no decorrer dessa exposição, merecem ser

destacadas.

Lema 5.3 As funções

s ∈ [0,∞) 7→ h(s) =

∫ s

0

R′(t)

R(t) + g(t)
dt e s ∈ [0,∞) 7→ a(s) :=

eh(s)

R(s)

são de classe C2 e satisfazem

h′(s) > 0 e a′(s) < 0 ∀s ∈ [0,∞).

Demonstração: De (5.8), temos

h′(s) =
R′(s)

R(s) + g(s)
.

Então, das hipóteses sobre as funções R e g, segue que h é de classe C2 e h′(s) > 0 para

todo s ∈ [0,∞). Similarmente, de

a′(s) =
eh(s)h′(s)R(s)− eh(s)R′(s)

R(s)2
,

deduzimos a regularidade de a(s). Além disso,

a′(s) < 0

é equivalente a

eh(s)h′(s)R(s) < eh(s)R′(s),

implicando que

R′(s)R(s)

R(s) + g(s)
< R′(s).

Desde que R′(s), R(s), g(s) > 0, esta desigualdade é equivalente a

0 < g(s),

que por hipótese ocorre para todo s ∈ [0,∞), provando o resultado. �

Agora vamos usar esse lema e as propriedades de monotonia do principal autovalor

para estudar as funções F e G que delimitam a região de coexistência R.
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Lema 5.4 a) A aplicação F : [σ1[−dv∆],∞)→ R dada por

F (µ) = σ1[−div((eh(θ[dv,µ])/R(θ[dv ,µ]))∇)− bθ[dv ,µ]e
h(θ[dv,µ]); eh(θ[dv,µ])]

é contínua, decrescente e satisfaz

F (σ1[−dv∆]) = σ1[−R0∆] e lim
µ→∞

F (µ) = −∞.

b) A aplicação G : [σ1[−R0∆],∞)→ R dada por

G(λ) = σ1[−dv∆ + cθ[R0,λ]]

é contínua, crescente e satisfaz

G(σ1[−R0∆]) = σ1[−dv∆] e lim
λ→∞

G(λ) =∞.

Demonstração: A demonstração de a) e b) são similares, então provaremos apenas a),

argumentando como no Lema 6.1 de [57].

Pelo Lema 5.3 a aplicação µ 7→ eh(θ[dv,µ])/R(θ[dv ,µ]) é contínua e decrescente. Analoga-

mente, µ 7→ eh(θ[dv,µ]) e µ 7→ θ[dv ,µ]e
h(θ[dv,µ]) são funções contínuas e crescentes. Portanto,

pela monotonia do principal autovalor (veja Teorema 1.8), segue que F (µ) é contínua e

decrescente. Além disso, desde que θ[R0,σ1[−R0∆]] ≡ 0,

F (σ1[−R0∆]) = σ1[−div((eh(0)/R(0))∇)− 0 · beh(0); eh(0)] = σ1[−R0∆],

e como eh(θ[dv,µ]) ≥ 1 e θ[dv ,σ1[−dv∆]] ≡ 0,

F (µ) = σ1[−div((eh(θ[dv,µ])/R(θ[dv ,µ]))∇)− bθ[dv ,µ]e
h(θ[dv,µ]); eh(θ[dv,µ])]

≤ σ1[−div((eh(0)/R(0))∇)− bθ[dv ,µ]]

= σ1[−R0∆− bθ[dv ,µ]].

Usando a cota inferior dada pelo Teorema 1.41 (veja (1.23)), isto é,

(µ− σ1[−dv∆])ϕ ≤ θ[dv ,µ],

onde ϕ denota a autofunção positiva associada a σ1[−dv∆] e com ‖ϕ‖0 = 1, obtemos

F (µ) ≤ σ1[−R0∆− b(µ− σ1[−dv∆])ϕ].

Essa desigualdade combinado com o limite (1.8) implica que limµ→∞ F (µ) = −∞ (veja

Proposição 1.6). �
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5.3 Estimativas a priori e resultados de não existência

Começamos esta seção provando um resultado de estimativas a priori.

Lema 5.5 Suponha que (u, v) é um estado de coexistência de (5.1) com µ > σ1[−dv∆].

Então

a) v ≤ θ[dv ,µ] < µ em Ω.

b) u ≤ eh(µ)(λ+ bµ) em Ω.

Demonstração: Para demonstrar a), observe que um estado de coexistência (w, v)

satisfaz

−dv∆v = v(µ− v − ceh(v)w) ≤ v(µ− v).

Assim, v é uma subsolução de (5.6), cuja única solução é θ[dv ,µ]. Como constantes positivas

suficientemente grande são supersoluções de (5.6), segue do método de sub e supersolução

que

v ≤ θ[dv ,µ].

Como θ[dv ,µ] < µ, segue o resultado.

Vamos verificar o parágrafo b). Observe que (u, v) também satisfaz −div
[

1

R(v)
∇u− uR′(v)∇v

R(v)[R(v) + g(v)]

]
= u(λ− u+ bv) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.

(5.9)

Por outro lado,

eh(v)

R(v)
∇
(
ue−h(v)

)
=

1

R(v)
∇u− uR′(v)

R(v)[R(v) + g(v)]
∇v.

Assim, (5.9) pode ser escrito como −div
[
eh(v)

R(v)
∇
(
ue−h(v)

)]
= u(λ− u+ bv) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.

Multiplicando essa equação por [ue−h(v) − (λ + bµ)]+ e usando integração por partes

obtemos

0 ≤
∫

Ω

eh(v)

R(v)
|∇[ue−h(v) − (λ+ bµ)]+|2 =

∫
Ω

u(λ− u+ bv)[ue−h(v) − (λ+ bµ)]+. (5.10)
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Contudo,

u(λ− u+ bv)[ue−h(v) − (λ+ bµ)]+ = 0 se ue−h(v) ≤ λ+ bµ (5.11)

e

u(λ− u+ bv)[ue−h(v) − (λ+ bµ)]+ < 0 se ue−h(v) > λ+ bµ. (5.12)

Combinando (5.10), (5.11) e (5.12) chegamos a

0 ≤
∫

Ω

u(λ− u+ bv)[ue−h(v) − (λ+ bµ)]+ ≤ 0.

Implicando que

u(λ− u+ bv)[ue−h(v) − (λ+ bµ)]+ ≡ 0 em Ω.

Tendo em vista (5.11), devemos ter necessariamente

ue−h(v) ≤ λ+ bµ

u ≤ eh(v)(λ+ bµ) ≤ eh(µ)(λ+ bµ).

�

Agora podemos usar essas estimativas para provar um resultado de não existência de

estado de coexistência.

Demonstração do Teorema 5.1:

a) Seja (u, v) um estado de coexistência de (5.1), então esta solução satisfaz −dv∆v + v2 + cuv = µv em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.

Consequentemente,

µ = σ1[−dv∆ + v + cu].

Usando as propriedades de monotonia do principal autovalor,

µ = σ1[−dv∆ + v + cu] > σ1[−dv∆].

Portanto µ > σ1[−dv∆] é uma condição necessária para a existência de estado de

coexistência.
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b) Por outro lado, (u, v) também satisfaz

−div
[

1

R(v)
∇u− uR′(v)∇v

R(v)[R(v) + g(v)]

]
= u(λ− u+ bv) em Ω

−div
[
eh(v)

R(v)
∇
(
ue−h(v)

)]
= u(λ− u+ bv) em Ω

Usando a mudança de variável

ue−h(v) = w ⇔ u = weh(v),

temos que a função w > 0 cumpre −div
[
eh(v)

R(v)
∇w
]

= eh(v)w(λ− eh(v)w + bv) em Ω,

w = 0 sobre ∂Ω.

Consequentemente,

λ = σ1[−div((eh(v)/R(v))∇) + eh(v)(eh(v)w − bv); eh(v)].

Supondo que µ > σ1[−dv∆], então usando a estimativa a priori dada pelo Lema 5.5 a)

combinada com as propriedades de monotonia do principal autovalor, deduzimos que

λ > σ1[−div((eh(θ[dv,µ])/R(θ[dv ,µ]))∇)− bθ[dv ,µ]e
h(θ[dv,µ]); eh(θ[dv,µ])] = F (µ).

�

5.4 Existência de estado de coexistência

Nesta seção usaremos os teoremas do Capítulo 4 para obter um resultado de coexis-

tência de solução de (5.1). Para isso, argumentamos como segue.

Demonstração do Teorema 5.2:

Vamos aplicar o Teorema 4.4 ao sistema
−div

[
1

R(v)
∇u− uR′(v)∇v

R(v)[R(v) + g(v)]

]
= u(λ− u+ bv) em Ω,

−dv∆v = v(µ− v − cu) em Ω,

u = v = 0 sobre ∂Ω,

Com a notação do Capítulo 4, P (u, v) = 1/R(v), S(u, v) = −uR′(v)/R(v)[R(v) + g(v)],

Q(u, v) = 0, R(u, v) = dv,
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 a = 1, f(x, u) = −u, F (x, u, v) = b,

b = 1, g(x, v) = −v, G(x, u, v) = −c.

É facil ver que as condições estruturais (HPQRS), (Hab), (Hfg) e (HFG) são satisfeitas.

Agora vamos verificar que θ[dv ,µ] é uma solução não degenerada de −dv∆u = u(µ− u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.
(5.13)

Ou seja, que a equação linearizada de (5.13) em θ[dv ,µ], que é dada por −dv∆u = u(µ− 2θ[dv ,µ]) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(5.14)

só admite a solução trivial. De fato, se (5.14) admite uma solução não trivial, então µ é

um autovalor (não necessariamente o principal) do operador

−dv∆ + 2θ[dv ,µ],

Da dominância do autovalor principal (veja Teorema 1.3 (ii)),

µ ≥ σ1[−dv∆ + 2θ[dv ,µ]]. (5.15)

Por outro lado, como θ[dv ,µ] é uma solução positiva de (5.13), temos que

µ = σ1[−dv∆ + θ[dv ,µ]].

Usando as propriedades de monotonia do principal autovalor, obtemos

µ < σ1[−dv∆ + 2θ[dv ,µ]].

Contradição com (5.15). Portanto (5.14) só admite a solução trivial e, consequentemente,

θ[dv ,µ] é uma solução não degenerara de (5.13). Com isso, podemos aplicar o Teorema 4.4

e concluir que do ponto (λ, u, v) = (λµ, 0, θµ), onde

λµ = σ1[−div((eh(θ[dv,µ])/R(θ[dv ,µ]))∇)− bθ[dv ,µ]e
h(θ[dv,µ]); eh(θ[dv,µ])] = F (µ)

emana um continuum

C ⊂ R× P̊ × P̊

de estado de coexistência de (5.1) tal que: ou
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1. C é ilimitado em R× C1
0(Ω)× C1

0(Ω); ou

2. Existe uma solução positiva (λ∗, θ[R0,λ∗]) de (5.5) tal que

µ = σ1

[
−dv∆ + cθ[R0,λ∗]

]
e (λ∗, θλ∗ , 0) ∈ C; ou

3. Existe uma outra solução positiva de (5.6), (µ, ψµ), com ψ[dv ,µ] 6= θ[dv ,µ] tal que

(σ1[−div((eh(ψ[dv,µ])/R(ψ[dv ,µ]))∇)− bψ[dv ,µ]e
h(ψ[dv,µ]); eh(ψ[dv,µ])], 0, ψ[dv ,µ]) ∈ C;

ou

4. µ = σ1[−dv∆] e (σ1[−R0∆], 0, 0) ∈ C.

Agora, note que a alternativa 3 não pode ocorrer, pois (5.5) admite uma única solução

positiva. Além disso, pela Proposição 5.1, µ > σ1[−dv∆] é uma condição necessária

para existência de estado de coexistência de (5.1), logo a alternativa 4 também não pode

ocorrer.

Supondo que o parágrafo 1 ocorre. Desde que as funções de um estado coexistência

de (5.1) são limitadas em C(Ω) × C(Ω) (de acordo com o Lema 5.5), por regularidade

elíptica, elas também são limitadas em C1
0(Ω) × C1

0(Ω). Além disso, uma vez que (5.1)

não admite estado de coexistência para λ < F (µ) (de acordo com o Teorema 5.1), então

C é ilimitado com respeito a valores grandes de λ, isto é, ProjR(C) = (F (µ),∞). Em

particular, obtemos pelo menos um estado de coexistência para todo λ ∈ (F (µ), G−1(µ)).

Se a alternativa 2 é verdadeira, temos que

(G−1(µ), θ[R0,G−1(µ)], 0) ∈ C

Novamente da natureza global de C, isso implica que

(F (µ), G−1(µ)) ⊂ ProjR(C).

Mostrando existência de pelo menos um estado de coexistência para cada

λ ∈ (F (µ), G−1(µ)).

Desde que µ > σ1[−R0∆] é arbitrário, concluímos existência de estado de coexistência

para todo (λ, µ) ∈ R, completando a prova do Teorema 5.2.

�
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5.5 Influência da taxa de rotação na região de coexis-

tência de solução

Nesta seção, vamos considerar uma função particular da taxa de rotação R para com-

preender melhor sua influência na região de coexistência. Recordemos também que no

modelo original proposto por [50], R é uma função da saciedade S (conforme discutido

na Seção 5.1), portanto ambos termos estão fortemente relacionados.

Desse modo, considere a seguinte taxa de rotação proposta em [46],

Rβ(v) = k0 + k1

(
v

k2 + v

)β
(5.16)

onde k0, k1, k2 e β são constantes positivas. De acordo com os autores em [46], o parâ-

metro β pode ser pensado como um limiar de rotação: valores pequenos resultam em

um comportamento em que o predador muda de lento para rápido sua taxa de rotação

sob densidades de presa relativamente baixas; reciprocamente, valores grandes de β resul-

tam em um comportamento em que o predador não muda para taxas de rotação rápidas,

mesmo sob alta densidade de presa. Em outras palavras, podemos pensar que, quando β é

pequeno, o predador é um bom caçador, no sentido de que, mesmo sob baixas densidades

de presa, é capaz de mover se de maneira mais eficiente em busca de sua caça.

Nosso objetivo é analisar o efeito do parâmetro β na região de coexistência R dada

pelo Teorema 5.2. Por simplicidade, para esta análise iremos considerar

g ≡ constant.

Assim, definimos

Fβ(µ) := σ1[−div((ehβ(θ[dv,µ])/Rβ(θ[dv ,µ]))∇)−bθ[dv ,µ]e
hβ(θ[dv,µ]); ehβ(θ[dv,µ])], µ ≥ σ1[−dv∆].

Então, a região de coexistência Rβ dada pelo Teorema 5.2 é

Rβ := {(λ, µ) ∈ R2; λ > Fβ(µ) e µ > G(λ)},

Vamos comparar Rβ com diferentes valores de β. O primeiro resultado desta seção nos

fornece que a região Rβ é decrescente com respeito a β, precisamente,

Lema 5.6 Se β1 < β2, então

Rβ2 ⊂ Rβ1
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Demonstração: Observe que

hβ(v) =

∫ v

0

R′β(t)

Rβ(t) + g
dt = ln(Rβ(t) + g)|v0 = ln

Rβ(v) + g

k0 + g
.

Portanto,

ehβ(v) =
Rβ(v) + g

k0 + g

e

aβ(v) =
ehβ(v)

Rβ(v)
=

Rβ(v) + g

Rβ(v)(k0 + g)
=

1

k0 + g
+

g

Rβ(v)(k0 + g)
.

Por outro lado, desde que

0 <
v

k2 + v
< 1 v ∈ (0,∞), (5.17)

a função Rβ é decrescente com respeito ao parâmetro β. Consequentemente β 7→ ehβ(v)

é decrescente e β 7→ aβ(v) é crescente. Assim, usando as propriedades de monotonia do

principal autovalor (veja Proposição 1.8), deduzimos que

β1 < β2 ⇒ Fβ1(µ) < Fβ2(µ).

De onde concluímos

Rβ2 ⊂ Rβ1 se β1 < β2.

�

Portanto, no modelo descrito por (5.1) com Rβ dado em (5.16), valores pequenos de

β produzem uma região de coexistência de solução maior que no caso de valores grandes

de β.

Agora, vamos analisar os casos limites, isto é, quando β → 0 e β → ∞. Denotando

por

F0(µ) := lim
β→0

Fβ(µ) e F∞(µ) := lim
β→∞

Fβ(µ), (5.18)

temos

Lema 5.7 As funções F0(µ) e Fβ(µ) definidas em (5.18) são dadas por

F0(µ) = σ1[−(k0 + k1)−1∆− bθ[dv ,µ]]

e

Fβ(µ) = σ1[−k−1
0 ∆− bθ[dv ,µ]].
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Além disso, se definimos

R0 = {(λ, µ) ∈ R2;λ > F0(µ) e µ > G(λ)}

e

R∞ = {(λ, µ) ∈ R2;λ > F∞(µ) e µ > G(λ)},

então

R∞ ⊂ Rβ ⊂ R0 ∀β > 0.

Demonstração: Tendo em vista (5.17), obtemos que, para todo v ∈ (0,∞),

lim
β→0

Rβ(v) = k0 + k1, lim
β→0

ehβ(v) =
k0 + k1 + g

k0 + g

e

lim
β→0

aβ(v) =
k0 + k1 + g

(k0 + k1)(k0 + g)
.

Então, pela continuidade do principal autovalor,

F0(µ) := lim
β→0

Fβ(µ)

= σ1

[
−div

(
k0 + k1 + g

(k0 + k1)(k0 + g)
∇
)
− bθ[dv ,µ]

k0 + k1 + g

k0 + g
;
k0 + k1 + g

k0 + g

]
= σ1[−(k0 + k1)−1∆− bθ[dv ,µ]].

Analogamente, para todo v ∈ (0,∞),

lim
β→∞

Rβ(v) = k0, lim
β→∞

ehβ(v) = 1 e lim
β→∞

aβ(v) =
1

k0

.

Assim, por continuidade do principal autovalor,

F∞(µ) := lim
β→∞

Fβ(µ) = σ1[−k−1
0 ∆− bθ[dv ,µ]].

Consequentemente, pelo Lema 5.6,

R∞ ⊂ Rβ ⊂ R0 ∀β > 0.

�

Observação 5.8 Note que as regiões R0 e R∞ são precisamente as regiões de coexistência

do clássico sistema de Lotka-Volterra para a interação do tipo predador-presa:
−d−1∆u = u(λ− u+ bv) em Ω,

−dv∆v = v(µ− v − cu) em Ω,

u = v = 0 sobre ∂Ω.

(5.19)
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Figura 5.2: Esboço das regiões de coexistência R0,Rβ e R∞.

com d = k0 + k1 e d = k0, respectivamente. Além disso, limv→∞Rβ(v) = k0 + k1 e

limv→0+ Rβ(v) = k0.

Observação 5.9 Destacamos ainda que, quando β → 0 (resp. β → ∞), a região Rβ

tende a R0 (resp. R∞).

As regiões R0, Rβ e R∞ são representadas na Figura 5.2. Para finalizar, vamos

interpretar tais resultados no contexto da Dinâmica de Populações. Tendo em vista os

resultados acima, concluímos:

1. Se a taxa de crescimento natural do predador (λ) é grande (precisamente, λ ≥

σ1[−R0∆]), então ambas as espécies coexistem quando a taxa de crescimento da

presa é suficientemente grande (µ > G(λ)).

2. Assumindo agora que λ < σ1[−R0∆], então existe µβ ∈ R tal que ambas as espécies

coexistem para µ > µβ, apenas a presa sobrevive para µ ∈ (σ1[−dv∆], µβ) e ambas

espécies morrem para valores pequenos de µ, isto é, para µ < σ1[−dv∆]. Assim,

quando a taxa de crescimento do predador é pequena, o predador só sobrevive

quando a taxa de crescimento da presa é suficientemente grande.

Agora, focaremos nossa atenção sobre os resultados com respeito ao parâmetro β.

Observe que (veja figura 5.2), β 7→ µβ é crescente e

lim
β→0

µβ = µ0 e lim
β→∞

µβ = µ∞,
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para valores específicos (e finitos) µ0 e µβ. Então, para valores pequenos da taxa de

crescimento do predador, λ < σ1[−R0∆], a coexistência depende da taxa de crescimento

da presa (µ) e do parâmetro β como segue:

1. Para µ ≤ σ1[−dv∆], ambas as espécies tendem à extinção.

2. Se µ ∈ (σ1[−dv∆], µ0), o predador não persiste e apenas a presa sobrevive para qualquer

valor de β > 0.

3. Se µ > µ∞, as espécies coexistem, independentemente do valor de β.

4. Se µ ∈ (µ0, µ∞), a coexistência depende do parâmetro β. De fato, existe β0 ta que

µ < µβ para β > β0 e µ > µβ para β < β0. Assim, as espécies coexistem para β < β0 e

o predador tende à extinção para β > β0. Em resumo, o predador precisa ser um bom

caçador (i.e., β > 0 suficientemente pequeno) para sobreviver.
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