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Resumo

Neste trabalho estudaremos alguns problemas elipticos com difusao nao linear pro-
venientes de modelos em Dinamica de Populagoes. Primeiro analisaremos uma equacao
logistica. Provaremos resultados de existéncia, nao existéncia, unicidade e multiplicidade
de solugoes positivas. Além disso iremos obter algumas propriedades qualitativas das so-
lugoes obtidas com respeito a certos parametros da equacao. Para provar tais resultados
utilizaremos Teoria de Bifurcacao, Métodos de Sub e Supersolucao, Métodos Variacionais
e Propriedades do Autovalor Principal. Neste estudo também sera necessario considerar
um problema eliptico com singularidade na fronteira. Em seguida vamos estudar uma
certa classe de sistemas de equacoes elipticas quasilineares e fortemente acoplados. Va-
mos obter um teorema de bifurcacao unilateral e aplicar-lo a dois sistemas particulares
para obter condigoes que garantem existéncia e nao existéncia de solugoes com compo-
nentes positivas e nao nulas. Na medida do possivel, os resultados obtidos ao longo deste
trabalho serao interpretados no contexto da Dinamica de Populagoes.

Palavras-chave: equacgoOes diferenciais parciais, equacoes elipticas, difusao nao linear,
bifurcacao, sub-supersolugao, métodos variacionais, solucoes largas, sistemas elipticos

quasilineares, Dinamica de Populagoes.



Abstract

In this work we will study some elliptic problems with nonlinear diffusion arising
from Population Dynamics models. First we will analyse a logistic equation. We will
prove existence, nonexistence, uniquiness and multiplicity results of positive solution. In
addition, we will give some qualitative properties of the solutions obtained with respect
to certain parameters of the equation. To prove such results we will use Bifurcation
Theory, Sub and Supersolution Methods, Varational Methods, and Princial Eigenvalue
Properties. In this study it will also be necessary to consider a singular boundary value
elliptic problem. Next, we will study a certain class of quasilinear elliptic equation systems
strongly coupled. We will obtain a unilateral global bifurcation result and we apply to
some particular cases to provide conditions that guarantee existence and nonexistence of
solutions with both components positive and non-zero. As far as possible, the results
obtained throughout this work will be interpreted in the context of Population Dynamics.

Keywords: partial diferential equations, eliptic equations, nonlinear diffusion, bifurca-
tion, sub-supersolution, varational methods, large solutions, quasilinear elliptic systems,

population dynamics.
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Notacoes

(B[P
|.
-Is

I-llo

-]y

Ls(D)

Dominio limitado de R com fronteira regular.
Norma do espago H} ().

Norma do espago L*(D) em um aberto D.
Norma do espago L*(Q2), s > 1.

Norma do espago Co(€2).

Norma do espago C3(9)

Moy er CL7 (€D,

8%1- Derivada parcial com respeito a i-ésima coordenada.
(Ovu, ..., Onu) para u € H(Q).

SN O para @ = (uy, ..., uy) € (HL(Q))V.

{u € C}(Q); u(z) >0 Vz € Q}.

Derivada normal exterior de v em um ponto x € 9f).

on

Principal autovalor de —A em €2 com condi¢ao de fronteira

int(P) = {u € CL(); u(r) >0Vr € Q, @(x) <0Vzxe 89}.

homogénea de Dirichlet.

Autofungao positiva associada a A; com ||¢1]jo = 1.

Espago dos operadores lineares e limitados em um espago de
Banach U.

Ntcleo de um operador T' € L(U).

Imagem de um operador T € L(U).

Raio espectral de um operador 7" € L(U).

Adjunto de um operador T' € L(U).



codim[D] := dim[U/D], onde D é um subespago de U e U/D denota o espago

quociente de U.

D+ - Ortogonal de um subespago vetorial D.
— - Imersao continua.
> - Imersao compacta.



Introducao

Dindmica de Populagoes ¢ um importante ramo da Ecologia que estuda uma ou mais
espécies vivendo em uma determinada regido, buscando entender como a(s) especie(s) in-
teragem entre si e com o ambiente e como as populacoes se distribuem através do espago.
Neste contexto, a difusao, ou seja, o movimento espacial da espécie, é um termo central.
O efeito ecoldgico da dispersao tem consequéncias inclusive na sobrevivéncia da espécie.
Além disso, o tratamento matematico é de fundamental importéncia para o estudo des-
ses fendmenos e muitos modelos veem sendo empregados (veja [71]). Uma abordagem
bastante utilizada sao as equagoes de reacao-difusao-adveccao e suas generalizagoes.

Em termos gerais, podemos considerar a seguinte equagao paraboélica como modelo de

reacao-difusdo-advecgao para uma espécie, proposto em [27| (veja equagao (7)):

up — div [da(2)V(di (z)u) — ué(x)] = f(z,u)u em (0,00) x €,

(1)
u(t,z) =0 sobre (0, 00) x 012,

com dado inicial ndo negativo, onde € ¢ um dominio limitado e regular do RY, N > 1.
No contexto da Dinamica de Populagbes a equacdo (1) pode ser interpretada do seguinte
modo: () representa o habitat da espécie, u(z) mede a densidade populacional em cada
ponto x € Q. A condigao de fronteira homogénea de Dirichlet (u(t,z) = 0 em (0, 00) x 02)
significa que a fronteira do habitat é uma regiao inéspita para a especie. Vale ressaltar
que outras condicoes de fronteira tem interpretacoes do ponto de vista da Ecologia, por
exemplo a condigao de Neumann (V,u(t,z)-n = 0 em (0,00) x 09), que significa que
nao ha fluxo na fronteira, ou seja, a espécie nao pode abandonar o habitat €2, ou a
condi¢ao de Robin (kV, u(t,x) - n + lu(t,z) = 0 em (0,00) x 99, k,l > 0) que combina
as condicoes de fronteira de Dirichlet e de Neumann. Com respeito aos termos que
aparecem na primeira equagao de (1), —div[ds(z)V (di(x)u)] modela a difusdo da espécie,
ou seja, seu movimento espacial, V[ue(x)] é chamado termo de advecgdo, ele descreve

um comportamento individual ou um processo de transporte fisico, tais como o vento,
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a correnteza de um rio etc. Ja a funcdo f(z,u) (ou f(z,u)u) é o termo de reagao,
que representa a taxa local de reproducgao por individuo, em outras palavras, a taxa de
crescimento populacional per capita. A interpretagao evolucionaria de f(z,u) é a aptidao
média dos individuos em uma localidade  com densidade u. Destacamos também que
eventualmente as fungoes d; e do podem depender, por exemplo, de u, o que acarreta
interpretacoes em Dinamica de Populagoes, como veremos adiante. Do mesmo modo, f
pode depender de Vu, |ulq, etc.

As solugoes estacionarias de (1) sdo de particular interesse quando buscamos uma
situacdo constante no tempo ou se queremos estudar o que ocorre as solugoes de (1)

quando t tende ao infinito. Nomeadamente, as solugoes de

—div [da(2)V(dy(x)u) — ue(z)] = f(x,u)u em £,
u(z) =0 sobre 012,

(2)

sao chamadas de solugoes estacionérias de (1). A equagao (2) é chamada de equagao de
equilibrio relacionada a (1). Assim, as solugdes de (2) fornecem informagoes das solugoes
de (1) a longo prazo, isto é, quando t tende ao infinito. Tais interpretagdes motivam o
estudo de equagoes elipticas como (2). Ressaltamos ainda que as mesmas consideragoes
seguem véalidas quando consideremos um sistema ao invés de uma tnica equagao.

Neste trabalho investigaremos equagoes e sistemas de equagoes elipticas com difusao
nao linear provenientes de modelos em Dinamica de Populagoes. Motivados pela interpre-
tagao em Ecologia, buscaremos resultados de existéncia e unicidade de solugoes positivas,
usando principalmente métodos variacionais e métodos de Anélise Nao Linear, tais como
sub e supersolucao e bifurcagao. Na medida do possivel, interpretaremos nossos resultados
no contexto da Ecologia.

Assim, este trabalho esta estruturado da seguinte maneira:

No Capitulo 1 faremos uma revisao do background matemético necessirio para os
capitulos posteriores, a saber: uma revisao sobre autovalores e o Principio do Maximo
para operadores uniformemente elipticos, em seguida apresentaremos alguns resultados
de bifurcacao disponiveis na literatura, abordando os resultados mais recentes. Por fim,
apresentaremos um método de sub-supersolucao para uma equagao e alguns resultados
gerais da teoria de Equacoes Diferencias Parciais, Anélise Funcional e Anélise Nao Linear.
A maioria dos teoremas deste capitulo sao conhecidos, por isso apenas indicaremos as

referéncias adequadas com as demonstragoes.
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Nos Capitulos 2 e 3 estudaremos a seguinte equagao eliptica:

—A(u~+a(x)u") = Au — b(x)uP em §2,
u=2>0 sobre 012,

(3)

onde Q C RN, N > 1 ¢ um dominio limitado com fronteira regular, p > 1, r > 0, a €
C2(LR,) e b€ C¥(QR,), 0 < a < 1 sdo funcdes que podem se anular em subconjuntos
de €. Observe que esta equagdo se enquadra no modelo (2) quando do = 1, € =0 e
dy; ¢ uma fungado que depende da posigdo x e da densidade u e é dada por dy(z,u) =
1 + a(z)u""t. Por outro lado, a funcao f(x,u) = X\ — b(z)uP~! é o conhecido termo de
reagao logistico degenerado. Por degenerado entendemos que b(x) pode se anular em
regides de 2. E comum referir-se a (3) como um modelo de reacio-difusdo, uma vez que
o termo de adveccao nao esta presente.

Especificamente, no Capitulo 2 apresentamos os resultados que obtivemos em [25] e
que tratam da equacao (3) com r > 1. De acordo [85], do ponto de vista das aplica¢oes
o conjunto {z € Q; a(z) > 0} denota uma zona onde movimento ¢é repulsivo, ou seja, a
espécie evita aglomeracao. Neste caso a difusao depende da densidade u , quanto maior wu,
maior a difusdo/dispersdao. Em contrapartida, o conjunto {z € Q; a(z) = 0} representa
uma zona onde o movimento é linear, ou seja, a difusao ocorre de modo randdémico e
independentemente da densidade u. Por outro lado, o conjunto {z € Q; b(x) = 0}
representa uma zona de refigio para espécie (veja Segao 2.1).

Existem diversos trabalhos focados no estudo do caso a = 0, como [72, 43, 41, 70, 71,
21, 62] e alguns resultados parciais quando a > ag > 0, como [67, 77| (veja mais detalhes
na Se¢ao 2.1), porém, ao menos em nosso conhecimento, nao existe qualquer trabalho
tratando o caso em que a e b se anulam simultaneamente. Neste sentido, nosso resultado
é pioneiro em acoplar uma equacao logistica degenerada com uma degeneracao linear na
difusao nao linear. O principal resultado deste capitulo é o Teorema 2.2 que mostra que
a posigao relativa entre {x € Q; a(z) = 0} e {z € Q; b(z) = 0} determina o intervalo
de valores de A para os quais (3) admite solugdo positiva e também fornece uma anélise
do comportamento pontual das solugoes positivas com respeito ao parametro A. Para

enunciar este resultado, adotaremos a seguinte notagao
Qur :={r €Q; a(z) >0}, e o=\ Doy

Assumiremos também a seguinte hipotese:
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(Hy) Os conjuntos abertos
Uy ={x€Q; b(x) >0} e o=\ Uy

sao de classe C? e €y consiste de finitas componentes conexas B;, 1 < i < m,

m € N, tais que

A Figura 2.2 no Capitulo 2 apresenta um esboc¢o de uma configuracao admissivel para os
conjuntos Q.0 € Q.
No caso em que Q. N B; # 0, o seguinte problema de autovalor desempenhara um

papel fundamental:

—Au = A\Xq,np,u em B,

u=>0 sobre 0B;.

(4)
Assim, denotando

\ principal autovalor de (4) se Q40N B; # 0,
0 =

)

00 se QuoNB; =10

e supondo, sem perda de generalidade, que a indexacao dos B;’s ja foi realizada de modo

que os autovalores \; satisfagam
A0 = oo = Aoms < Aomatl <o < Ao
para algum m; € {1,...,m — 1} ou
Ao = oo = Aoms
entao, o Teorema 2.2 é enunciado como segue:

Teorema 0.1 Supondo (Hy).

a) Se Qa0 N Qo = 0, entdo (3) possui solucio positiva se, e somente se, X > \. Além
disso, para p > r, se existe a solucao € unica. Mais ainda, denotando por uy esta

unica solucao, entao a aplicacao

A€ (A, 00) = uy €Co(Q)
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¢ crescente e de classe C' e uy satisfaz

lim [|ux[lo = 0

lim uy = oo uniformemente em .
AToo

b) Se Qo := Qoo N Qo # 0 ep>r, entio (3) possui solugdo positiva se, e somente se,
A€ (A1, X01). Além disso, se existe a solugao € unica. Mais ainda, denotando por uy

esta unica solugao, entao a aplicagdo
AE ()\1, )\071) = Uy € Cé(ﬁ)
¢ crescente e de classe C e uy satisfaz

I =
limn ffux[lo = 0

mi
=00 sexEUBi,

i=1

mi
< 00 sexGQ\UEi.

=1

.
R uy(z)

Os diagramas de bifurcacao que ilustram estes resultados podem ser vistos no Capitulo 2,
Figura 2.3. Destacamos que para provar que este tltimo limite é finito, necessitaremos
estudar as solugoes de problemas elipticos com singularidade na fronteira (veja Segao 2.3).
Ressaltamos ainda que o teorema acima inclui o caso b = 0.

O Capitulo 3 é dedicado aos resultados obtidos em [24] e que lidam com a equagao (3)

com 0 <r <1eb>0 constante, ou seja,

—A(u+ a(x)u”) = Au—buP em (2,
u=20 sobre 0f).

(5)

A presenca da difus@o nao linear u", 0 < r < 1, é conhecido na literatura como difusao
rdpida. Nossa principal contribuicao é apresentar um estudo relativamente completo con-
cernente a existéncia e multiplicidade de solugao positiva de (5) quando {x € Q; a(z) = 0}
possui medida nao nula (veja Teoremas 3.1, 3.2 e 3.3), além de analisar o efeito da in-

teragao entre a difusdo nao linear u + a(x)u” e o termo de reagao logistico A\u — bu?.

7
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Com o intuito de provar tais resultados aplicaremos diferentes técnicas, tais como: sub-
supersolucao, teoria de bifurcacao e métodos variacionais.

Precisamente, considerando o autovalor

—Au = AXq,,u em 2,
u=>0 sobre 0§,

quando 9 # 0 e denotando por

\ principal autovalor de (6) se Q40 # 0,
ad —

00 se Qa0 =0,

o principal resultado do Capitulo 3 para o caso b = 0 é o Teorema 3.1 que é enunciado

Ccomo segue:

Teorema 0.2 Se b = 0, entdo (5) possui uma solug¢ao positiva se, e somente se, X €

(A1, Aao). Além disso, existe uma familia de solugoes positivas uy de (5) satisfazendo

li —
Jim |uxllo = oo

lim [Jurllo=0 se Ay < 00.
—Xa0

Enquanto que o principal resultado para o caso b # 0 é o Teorema 3.2, ou seja,
Teorema 0.3 Se b > 0, considere
Ay = {X € R; (5) possui uma solugao positiva}.
Entao Ay # 0 e denotando por X\*(b) = inf Ay, temos Ay < \*(b) < Ago. Além disso,
(a) Se Qu0 =10, entao (5) possui uma solugao positiva para todo X > \*.

(b) Se Quo # 0, entao Ay € o tnico ponto de bifurcagao de solugoes positivas de (5) a
partir da solugdo trivial. Além disso, se \* < Ay (resp. X' = a0, entao (5) possui

solugao positiva para todo X > \* (resp. A > \*).

(c) No caso em que \* < Ay, entio para cada A € (N*, A\ao), (5) possui pelo menos duas

solugoes positivas ordenadas, isto €, wy e vy solugdes positivas de (5) satisfazendo

wy < Vy.
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O Teorema 3.3 fornece algumas propriedades das solugoes positivas com respeito ao pa-

rametro b. Especificamente,

Teorema 0.4 Supondo b > 0.

(a) Para cada X > X*(b), (5) possui uma solugiao maximal denotada por Wyw. Isto €,
toda solugao, w, de (5) satisfaz

w S W)\(b).

Além disso, se \* < pp < A, entio Wypy < Wip-

(b) X*(b) satisfaz
A" (b) = A1 quando b — 0.

(c) A solugao maximal Wy verifica

lm [[Wy@ llo = 00 VA(b) > A*(D).
b—0

Os diagramas de bifurcacao obtidos a partir destes resultados estao ilustrados no Capi-
tulo 3, Figuras 3.1, 3.2 e 3.3.

A partir do Capitulo 4 passamos ao estudo de uma classe sistemas de equacoes elipticas
quasilineares. Do ponto de vista da Dinamica de Populagoes tais sistemas modelam
uma ampla variedade aplicacoes e tratam de situagoes mais realisticas se comparados aos
sistemas semilineares (veja, por exemplo, [81]). Tomemos como modelo o seguinte sistema

estacionério:

—div(P(u,v)Vu + S(u,v)Vv) = fi(z,u,v)u em €,
—div(Q(u,v)Vu + R(u,v)Vv) = fo(z,u,v)v em €, (7)
u=v=0>0 sobre 0.

Em (7), P-R e Q—S sao as taxas de autodifusio e de difusao cruzada, respectivamente.
Ressaltamos ainda que outras formas de autodifusao e difusao cruzada aparecem na li-
teratura, bem como outras nomenclaturas sao utilizadas, dependendo da natureza do
fenémeno modelado. Veja, por exemplo, [27, 47| e suas referéncias.

Existem trés tipos bésicos de interacdo entre espécies: cooperagdo (mutualismo ou
simbiose), competi¢ao e predador-presa, e os termos de reacao f e fo determinam o tipo

da interacao. Como exemplo, consideraremos os termos de reagao de Lotka-Volterra,



Introducao

uma vez que é a forma mais simples e que ainda é muitas vezes 1til para entender como
diferentes fatores afetam os resultados das interagoes entre as espécies. Assim, dados

parametros A, i € R e constantes positivas b;, ¢;, ¢ = 1,2, temos:
e Modelo de cooperagao:

filw,u,v) = X = biu+ cyv,
f2($,u,’v) = 1+ bou — cov.

e Modelo de competicao:

fi(z,u,v) = X = biu — v,

f2(££7 U,U) =M= b2u — CoU.
e Modelo de predador-presa:

fi(z,u,v) = X —biu+ v,

fo(z,u,v) = p— bou — cou.

Para mais detalhes e outros exemplos de termos de reagao utilizados, recomendamos [27],
Secao 3.
Observe que (7) admite trés tipos de solugdes nao negativas: a solugao trivial (0,0),

as solugoes semitriviais (u,0), u > 0 e (0,v), v > 0 onde u e v satisfazem
—div(P(u,0)Vu) = f(x,u,0)u em €,

u=2>0 sobre 012,

—div(R(0,v)Vv) = g(z,0,v)v em €,
v=20 sobre 0f2,

(9)

respectivamente, e os estados de coezisténcia, ou seja, solugoes (u,v) com ambas as com-
ponentes nao negativas e nao nulas. Segundo [27], uma questao em Ecologia que é central
no estudo da interacao entre espécies é determinar quando elas podem coexistir e como
a coexisténcia é influenciada pela dispersao. Ou seja, determinar quando ha estados de
coexisténcia e compreender a influéncia dos termos de difusao neste processo. Além da
motivacao proveniente destas interpretagoes, sistemas quasilineares sao de particular in-
teresse devido a dificuldade matematica desse estudo. A presenca dos termos de difusao

cruzada tornam o sistema fortemente acoplados, acarretando varias dificuldades técnicas.

10
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Com respeito a abordagem matematica para responder a estas questoes, nas tltimas
décadas sistemas elipticos quasilineares como (7) vem sendo investigados por diversos
autores e varios métodos tem sido aplicados para determinar existéncia de estado de coe-
xisténcia, por exemplo, teoria de indice (|77, 78, 79, 55, 49]), método de sub-supersolu¢ao
([74]) e teoria de bifurcacao (|39, 36, 80, 53, 69, 54, 87]). Ressaltamos ainda que a maioria

dos trabalhos que usam teoria de bifurcagao lidam com sistemas do tipo

—A(¢(u, v))
—AW(u, v))

f(x,u,v) em €, (10)

g(x,u,v) em

com alguma condi¢ao de contorno. Neste caso, a abordagem padrao é aplicar a mudanca
de variavel U = ¢(u,v) e V = (u,v), convertendo (10) em um sistema semilinear
desacoplado. Entretanto, em geral sistemas como (7) nao podem ser escritos na forma
(10) e néo existe uma mudanca de variavel imediata que transforme (7) em um sistema
semilinear desacoplado.

Neste sentido, inspirados pelo teorema de bifurcacao unilateral para sistemas semi-
lineares devido a [56] (veja Teorema 1.28), no Capitulo 4 provaremos uma versao deste

resultado para o seguinte sistema de equacgoes elipticas quasilineares:

—div(P(u,v)Vu + S(u,v)Vo) = Aa(z)u + f(x,uw)u+ F(x,u,v)uv em €,
—div(Q(u,v)Vu + R(u,v)Vv) = ub(x)u + g(z,v)v + G(z,u,v)uv em €, (11)
u=v=0 sobre 0f.

onde A, € R e as fungdes P,Q, R, S : [0,00)x[0,00) = R, a,b: Q= R, f,g: QxR =R

e F,G: QxR xR — R satisfazem as seguintes hipoteses:

(Hpors) P(u,v), R(u,v), Q(u,v) e S(u,v) sdo funcoes reais definidas em [0, +00) x [0, +00)
de classe C? tais que:

Qu,0) =0 Yu >0,
S(0,v) =0 Vo >0,

|P(u,v)R(u,v) — Q(u,v)S(u,v)| > 6 >0 Vu,v>0

P(u,v) > FPy>0 e R(u,v)>Ry>0 VYu,v>0,

onde &g, Py e Ry sao constantes.

11
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(Hu) a,b:Q — [0,00) sdo fungdes continuas e ndo nulas.

(Hyy) f(z,w) e g(z,w) sdo fungdes reais definidas em Q x R, continuas em x e de classe
C! em w tais que

f(z,0) =g(z,0) =0 Vo€

(Hrg) F(z,u,v) e G(z,u,v) sdo fungdes reais definidas em Q x R% continuas em x e de

classe C* em (u,v).
Neste estudo, o seguinte problema de autovalor desempenhara um papel fundamental:

—div(M;(v)uVv + My(v)Vu) + B(z)u = A\C(z)u em £,
u=20 sobre 0f2,

(12)

onde B,C € C(Q), com C > 0, My, My € C3(R), v € C*(Q) N P e existe uma constante
My tal que My > My > 0. A existéncia deste autovalor é discutida no Capitulo 1 e sera

denotado por

o1[—div(M;(v)Vv + My (v)V) + B(z); C(x)].

Nessas condigoes, o principal resultado do Capitulo 4 nos diz que, se temos uma
solucdo semitrivial ndo degenerada (no sentido de que a respectiva equagao linearizada
admite apenas a solu¢ao trivial, veja Defini¢ao 4.2), entao existe um continuum de estados
de coexisténcia de (7) emanando da referida soluc¢ao semitrivial. Além disso, ¢ possivel
inferir informacoes sobre o comportamento global deste continuum. Especificamente,

denotando por 6y e 6, uma solucdo nio negativa de (8) e (9), respectivamente, temos:

Teorema 0.5 Suponha que as hipoteses (Hpors), (Ha), (Hyy) € (Hrpeg) sao satisfeitas.

Seja (A, 0,) € R x P uma solugio nio degenerada de (8) e considere
pn = op[—div(Qu(0x,0)VOy + R(6,0)V) — G(z,0,,0)0,;0].
Entao do ponto (u,w,v) = (py,0x,0) emana um continuum
CCRxPxP

de estado de coezisténcia de (7) tal que: ou

1. € éilimitado em R x C}(Q) x CH(Q); ou

12
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2. Existe uma solugdo positiva (p*,0,+) de (9) tal que

A = o1 [=div(5,(0,0,:)V0, + P(0,0,-)V) — F(2,0,0,:)6,: d]

e (11,0,0,+) € €; ou
3. Eziste uma outra solugdo positiva de (8), (A, 1y), com ¥y # 0y tal que

(01 [=div (Qu(1r, 0)Vihx + R(1hx, 0)V) — G(z, ¢, 0)1ha; b] , 92, 0) € €

ou

4. A =o01[—div(P(0,0)V);a] e (o1[—div(R(0,0)V);b],0,0) € €.

Por comodidade, este resultado sera enunciado novamente no Capitulo 4 como Teorema
4.3. Veja também o Teorema 4.4 para uma versao com uma bifurcacao a partir da
semitrivial (0,6,). A demonstragao deste teorema é baseada nos recentes resultados de
bifurcagao global unilateral devidos a [66] (veja também [60] e Segao 1.2.2), que tratam de
operadores mais gerais e com menos regularidade que os classicos resultados de bifurcacao
de Crandall e Rabnowitz ([76] e [28]). Para ilustrar nosso resultado, consideraremos o

seguinte modelo de simbiose com autodifusao e difusdo cruzada, estudado em [67]:

—Au = u(A — u+ bv) em ),
—A((1+ av+ Pu)v) =v(p—v+cu) em €,
u=v=>0 sobre 012,

onde \, i, o, 8,0, ¢ € R com «, 3, b, c > 0. Usando teoria de indice de ponto fixo sobre cone
positivo de [30], os autores determinam condi¢oes sobre os pardmetros A, u que garantem
existéncia e nao existéncia de estados de coexisténcia (veja Teorema 4.17). Na Se¢ao 4.6
provaremos o mesmo resultado usando diretamente os Teoremas 4.3 e 4.4. Os resultados
deste capitulo fazem parte do artigo [23] que esta em preparagao.

No Capitulo 5 apresentamos os resultados obtidos em [22|. Assim, também aplicaremos
os teoremas de bifurcagao global unilateral para sistemas elipticos quasilineares obtidos
no Capitulo 4 para estudar o seguinte modelo de predador-presa proposto por [50] (veja

também [27]):

, 1 uR'(v)Vv
—div Vu — =u(A—u+bv) em
R RORD) + o))~
—d,Av =v(pu —v — cu) em (), (13)
u=v=>0 sobre 0f),

13
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onde d,,b,c > 0 sao constantes positivas, R, g : [0,00) — R sao fungoes de classe C? que
satisfazem R(0) > 0, g(s), R'(s) > 0e C > R(s) para todo s > 0 e para alguma constante
C > 0. Do ponto de vista da Dindmica de Populacoes, u e v denotam as densidades do
predador e da presa, respectivamente. A parcela uR'(v)Vu/(R(v)[R(v) + g(v)] modela
a difus@o cruzada (ou prey-tazis), onde R descreve a taza de rotagdo e g a saciedade do
predador. Neste sentido, este modelo leva em consideragao que a saciedade da predador
influencia em seu movimento espacial. E de fato, naturalmente se espera que predadores
famintos se movam com maior frequéncia em direcao a presa.

Existem artigos que tratam modelos semelhantes a (13), como por exemplo 86, 88, 48]
e suas referéncias. Por outro lado, o termo de difusdo em (13) é mencionado por [27]
como um modelo com varias questoes em aberto e, ao menos em do nosso conhecimento,
o sistema (13) com o presente termo de difusdo do predador ndo havia sido estudado.

Para enunciar o principal resultado de existéncia de estado de coexisténcia referente a

(13), note que as solugdes semitriviais sao solugoes de

—RoAu = u(A —u) em €, —dyAu=u(p —u) em €,
ou (14)
u=20 sobre 02, u=20 sobre 02,
onde Ry := R(0)"!. Denotando estas solugoes por OroN € Oja,,), Tespectivamente, e
definindo

F(u) = on[=div(("%@o) | R(014, 1)) V) = bba, e Oto); Oaosd] > oy[—d, A

G(/\) = 0'1[—dUA + CQ[R()’)\]], /\ Z 0'1[—ROA],

onde

. S R/(t) .
h(s) .—/0 —R(t)+g(t)dt’ > 0,

temos o seguinte resultado referente a existéncia e nao existéncia de estado de coexisténcia

de (11) (veja Teoremas 5.1 e 5.2):
Teorema 0.6 a) Se u < o1|—d,A], entio (13) nao admite estado de coexisténcia.

b) Se u > o1[—d,Al], entdo (13) nao admite estado de coezisténcia para A < F(u).

c) Defina
R:={(\pu) €R* X > F(u) e p> G}

14
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Se (A, ) € R entao (13) possui pelo menos um estado de coexisténcia.

Na tultima secao do Capitulo 5 vamos analisar o efeito da taxa de rotagao na regiao de

coexisténcia R. Para isso, vamos considerar a seguinte fungao proposta por [46]:

v B
Rg(v) = ko + k1 <k2+v> )

onde ko, k1, ko e B sao constantes positivas. De acordo com os autores em [46], o para-
metro [ pode ser pensado como um limiar de rotagao: valores pequenos resultam em
um comportamento em que o predador muda de lento para rapido sua taxa de rotacao
sob densidades de presa relativamente baixas; reciprocamente, valores grandes de [ resul-
tam em um comportamento em que o predador nao muda para taxas de rotacao rapidas,
mesmo sob alta densidade de presa. Em outras palavras, podemos pensar que, quando 3
é pequeno, o predador é um bom cacador, no sentido de que, mesmo sob baixas densida-
des de presa, é capaz de mover-se de maneira mais eficiente em busca de sua caga. Por

simplicidade, iremos supor também
g = constante.

Com estas consideragdes, denotando por Rz a regido de coexisténcia de (13) com Rg ao

invés de R, provaremos que as seguintes inclusoes ocorrem (veja Lemas 5.6 e 5.7):
R CRp, CRp CRo V1, 02> 0; b1 < Pa,

onde Ry e R denotam as regioes limite limg_,o R e limg_,o, R, respectivamente. Tais
resultados serao interpretados no contexto da Dindmica de populagoes.

Por fim, vamos abordar agora alguns problemas que nao foram solucionados durante
a realizagao deste trabalho e comentar sobre possiveis lineas de pesquisas que podem
nortear nossas investigacoes futuras.

Sobre a equacao estudada no Capitulo 2, destacamos os seguintes problemas em aberto:

e Note que o Teorema 0.1 b) nado fornece informac¢do do comportamento pontual
limy_x,, ua(z), * € 0B;, i = 1,...,m;. Em contrapartida, no caso a = 0 ¢ bem
conhecido que este limite tende ao infinito (veja [65], Teorema 4.3). Neste sentido
nao foi possivel estender tal teorema para nosso caso. Vale ressaltar que a ferramenta
chave para obter esta conclusao é o Teorema 3.2 de [65] que, grosso modo, nos diz

que o principal autovalor do operador Laplaciano em Qs = {x € RY; d(x,Q) < §}

15
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sob a condicao de fronteira homogénea de Dirichlet é diferenciavel com respeito a
0, além de calcular sua derivada, permitindo expressar tal autovalor em termos de
A1 e 6 via a Formula de Taylor. Tendo isso em mente, acreditamos que, sendo
possivel conseguir um resultado similar para autovalores com peso como Ag; (veja
(4)), o comportamento pontual das solugoes de (3) pode ser obtido adaptando os

argumentos do Teorema 4.3 de [65].

e I conhecido também que, no caso a = 0, as solucdes positivas de (3) convergem
pontual em Q \ U™, B; para a solucio larga associada (veja Teorema 4.8 em [62]).
Também nao mostramos este resultado para o caso a # 0, pois para isso necessitamos

conhecer o limite em 0B;, ¢ = 1, ..., m; comentado no item anterior.

e De um modo mais geral, destacamos também dois estudos que ficaram de fora do
escopo deste trabalho: a analise da equagao parabdlica associada a (3) como é feita,
por exemplo, em [62]| para o caso a = 0; e o estudo de solugoes largas de problemas

elipticos com difusao nao linear, ou seja, problemas da forma

—Alp(z,u) = f(z,u) emQ,

U = 00 sobre 0f2.

Este problema tem sido pouco abordado na literatura.

Com respeito aos problemas em aberto relacionados a equagao estudada no Capitulo 3,

temos:

e No Teorema 0.2 ndo foi possivel fornecer informagoes de limy_,,, ||ualjo no caso em

que \,g = 00.

e Para completar o Teorema 0.3 seria interessante provar existéncia ou nao existéncia

de solugao nao trivial para (5) com A = A* no caso A* = .

e Nossos resultados admitem o diagrama de bifurcacao representado pela Figura 3.3
(veja mais detalhes no Capitulo 3). Essa suspeita poderia ser confirmada estudando
se ocorrer ou nao a presenga isolas, ou seja, uma componente compacta do conjunto
das solugoes positivas de (5) afastadas da solugao trivial (para um conceito preciso,
veja Definigao 2.1 de [16]). Neste sentido, o estudo de isolas (em equagoes elipticas

em geral) pode ser objeto de futuras pesquisas.
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Ainda sobre a equacgao estuda nos Capitulos 1 e 2, observe que nao abordamos o caso
superlinear, ou seja, quando b(x) é uma fungao negativa ou mesmo que pode mudar de
sinal. Observamos também que ja temos alguns resultados em desenvolvimento nesta
direcao.

Com respeito aos resultados do Capitulo 4 enfatizamos que sistemas elipticos quasiline-
ares como (11) s@o foco de nossos estudos atualmente. Neste sentido, possuimos trabalhos

em andamento e perspectivas de trabalhos a curto prazo. Destacamos dois pontos:

e Aplicar o Teorema 0.5 a outros casos particulares de modelos em Dinamica de

Populagoes.

e Obter resultados de cotas a priori. Esta é uma dificuldade técnica significativa em

sistemas gerais como (11). Sobre o tema, indicamos [55].

Sobre o sistema estudado no Capitulo 5, os seguintes problemas nao foram soluciona-

dos:

e Obter um resultado de existéncia ou nao existéncia de estado de coexisténcia de

(13) para o caso A > o1[—RoA] e o1[—d,A] < pp < G(N).
e Estudar o efeito da taxa de rotagao com g nao necessariamente constante.

Para finalizar, apresentamos duas classes de problemas gerais que podem servir de

linhas de pesquisas:

(i) Estudar equagoes com difusao nao linear do tipo

—div(d(x,u)Vu) = f(\,z,u) em Q,
u=20 sobre 0f2.

Referente a este problema, como referéncias principais podemos citar [18, 8, 20, 75]

e suas referéncias.

(ii) Estudar sistemas elipticos acoplando difusdes nao lineares degeneradas e/ou areas
de refugio, como ocorre em (3). Em termos gerais, podemos pensar em sistemas da
forma

—Al(14 a1 (x)u + av)u] = (A — by (z)u + f1v)u em €,
—A[(1 4 ag(x)v 4+ agu)v] = (u — be(z)v £ fou)v  em €,
u=v=>0 sobre 0f),
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onde oy, a, 4132 s30 constantes ndo negativas e ai, as € C>7(Q), by, by € C7(Q), 0 <
~v < 1 sao fungoes que eventualmente podem se anular em subconjuntos de €). Esta
¢ a generalizagdo natural da equagao (3) a sistemas do tipo Shigesada-Kawasaki-
Teramoto (veja [81]) com termos de reagao do tipo Lotka-Volterra. Podemos citar

os seguintes artigos relacionados a este modelo: [38, 51, 64] e suas referéncias.

Ou ainda, mais geralmente, estudar sistemas quasilineares da forma (7) com fungoes

P ,Q,R,S dependendo de x € €2, ou seja:

—div(P(z,u,v)Vu + S(x,u,v)Vv) = fi(z,u,v)u em Q,
—div(Q(z, u,v)Vu + R(x,u,v)Vv) = fo(x,u,v)v em §,
u=v=>0 sobre 02,

que também possui poucos resultados disponiveis na literatura.
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Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste capitulo apresentaremos os resultados prévios que serao utilizados ao longo deste
trabalho, muito dos quais sao conhecidos na literatura e por isso serao apresentados sem
demonstragao. A distribui¢ao dos contetidos sera feita da seguinte maneira: na Segao
1.1 apresentaremos alguns dos principais resultados disponiveis referentes ao autovalor
principal de operador elipticos de segunda ordem, bem como a caracterizacao do Principio
do Maximo. A Secao 1.2 é dedicada aos resultados de bifurcagao global que serao tteis nos
proximos capitulos. Na secao 1.3 enunciaremos alguns teoremas de sub e supersolugao.
Por fim, na Sec¢ao 1.4 coletaremos alguns resultados gerais de Analise Funcional e Equacoes

Diferenciais Parciais.

1.1 Autovalor Principal e Principio do Maximo Forte

Nesta secao faremos uma revisao sobre uma certa classe de problemas de autovalor
e o Principio do Méaximo Forte que serao de fundamental importancia para os seguintes
capitulos. Os resultados aqui apresentados sao baseados em [59], [57] e [33].

Inicialmente, consideremos o operador diferencial de segunda ordem dado por

N 2 N

L= —ijzlaij(x)@+i2bi(x)gi+c(x) x € (), (1.1)
com
Q5 S C(ﬁ), ’l,] S {1, ...,N}, ;5 = Aj; € bj,C S LOO(Q) (12)

Trataremos o caso em que L é uniformemente eliptico. Precisamente,
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Defini¢ao 1.1 Dizemos que o operador L definido em (1.1) € uniformemente eliptico

quando existe uma constante a > 0 tal que
N
Z aij(x)&:&; > alé|?,
ij=1

para todo v € Q e &£ = (&1,...,&) € RV,

Durante toda esta secao L sera um operador uniformemente eliptico com coeficientes
satisfazendo (1.2).

Fixemos agora algumas notagoes que serao utilizadas ao longo de todo este trabalho.
Dadas fungoes mensuraveis

f,9:Q—=R,

escreveremos f > g se f(x) > g(x) quase sempre (abreviagao: q.s.) em 2. Além disso,
escrevemos f > g quando f > g e f # g. Similarmente, para todos f, g € C(92), dizemos
que f > g (resp. f > g) quando f(x) > g(z) para todo x € 9Q (resp. f(z) > g(z) e
existe x € 90 tal que f(x) > g(z)).

Feitas essas consideragoes iniciais, podemos comecar o estudo de um problema que ¢é
central nesta secao e no desenvolvimento dos resultados dos seguintes capitulos que é a

questao da existéncia de um autovalor principal de L.

Defini¢ao 1.2 (Autovalor Principal) Um valor A € C € chamado autovalor de L se

o problema
Lu = u em §2,

u=0 sobre Of).

(1.3)

admite solucao nao trivial.
Além disso, A € R é chamado autovalor principal de L em Q se (1.3) admite uma

solugao que nao muda de sinal. Caso exista, denotaremos o autovalor principal por
Q
oy'[L]. (1.4)

Além disso, quando nao houver risco de confusao, omitiremos o superindice ) e escreve-
remos simplesmente

O'I[E].

O primeiro teorema desta se¢ao lida com a existéncia e unicidade do autovalor principal

de £, além de fornecer algumas propriedades importantes:
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Teorema 1.3 Existe um tinico autovalor principal, 0$}[L], de L e existe uma tinica au-
tofungao associada ¢y € PN C?7(Q), 0 < v < 1 normalizada. Além disso, as sequintes

propriedades se verificam:

(i) o$}[L] ¢ algebricamente simples, isto €, todas as autofuncdes sao muiltiplos de @q.

Ou de maneira equivalente:

NP [L] — L] = span{p).

(ii) o$}[L] ¢ dominante, isto ¢, qualquer outro autovalor \ de (1.3) satisfaz
Re A > o[L],
onde Re \ denota a parte real de A € C.

(i1i) Para todo
k> —oi[L]

o operador (linear e continuo)
(L+E)LP(Q) = LP(Q), p>N
€ positivo, compacto e irredutivel.

A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [59] (veja Capitulo 7).
Além deste teorema, as seguintes propriedades de monotonia sao extremamente tuteis

nas aplicagoes.
Teorema 1.4 (Propriedades de monotonia) (i) Seja ¢ € L*>®(Q). O autovalor
o[£+
€ crescente e continuo em ¢, 1Sto €,
&,8 € L®(Q), & <& =o' [L+&] <oP[L+ &)

e se &(x) < Go(z) em um subconjunto de medida nao nula de ), entio o$}[L+ &) <

U?[‘C—i‘éz];@
e, 6 € L), &, —¢em L®(Q) = o[L4¢E] — oL+ emR
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(ii) ot|[L] € decrescente em S, isto €, dado D C Q um subdominio com fronteira reqular,
entao

ol[L] > 0? £].

A demonstracao pode ser encontrada em [59] (veja Proposigao 8.1.3, Corolario 8.1.4 e
Proposigao 8.1.2).
O préximo teorema caracteriza o famoso Principio do Maximo Forte, relacionando-o

com a positividade de o$}[L].

Teorema 1.5 Seja u € W?P(Q), p > N. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) L satisfaz o Principio do Mdximo Forte, isto é, se

Lu>0 emQ,
u>0  sobre 0f),

com pelo menos uma das desigualdades estrita, entao u € p.
(i1) L satisfaz o Principio do Mdximo, isto é,

Lu>0 em (),
u>0  sobre 0,

= u > 0.

(iii) L admite uma supersolugcao estrita positiva h € W*P(Q), p > N, isto ¢,

Lh >0 em (),
h>0  sobre 0f),

com pelo menos uma das desigualdades estrita.
(iv) o}[L] > 0.
(v) O operador resolvente do problema linear

Lw=feLP(Q) emQ,
w=20 sobre 052,

estda bem definido e € fortemente positivo.

A demonstracao deste pode ser encontrada, por exemplo, em [59] (veja Teorema 7.5.2).

Sobre o paragrafo (v), por operador resolvente, entendemos a aplicac¢ao
R : LP(Q) — LP(Q) NCy(Q)
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que a cada f € LP(Q), p > N é associado & w = R(f) € LP(Q) N CL(Q), a tnica solucio

do problema linear (1.5). Por fortemente positivo entendemos que
R(P\{0}) C P,

ou seja, se f > 0, entdo a solugdo nao trivial de (1.5) w = R(f) satisfaz w(z) > 0 em 2
e (Ow/0on)(x) < 0 sobre 0f.

Vale ressaltar que esta poderosa ferramenta foi demonstrada em 1994 de forma in-
dependente por [63| e [11], posteriormente generalizado por [5], [58] e [4]. Observamos
também que estas equivaléncias seguem validas para outras condi¢oes de fronteira. Suge-
rimos [59] que possui uma abordagem bastante completa sobre o tema.

No que segue, apresentaremos alguns resultados referentes ao seguinte problema de

autovalor com peso
Lu= W (x)u em €,
u=20 sobre 0f2,

(1.6)

onde W € L*(Q2). Denotando
p(A\) = o[£ —AW] NER, (1.7)
um valor A\* € R é dito um autovalor principal de (1.6) se
(A7) = 0.
O proximo resultado coleta algumas propriedades importantes da aplica¢ao ().

Proposicao 1.6 Supondo W € L>(Q) \ {0}. Entao a aplica¢io pu(N\) definida por (1.7)

satisfaz as sequintes propriedades:

(i) w(X) € real analitica e concava, no sentido de que p’(N\) < 0, para todo A € R.
Portanto, ou i/ = 0 em R, ou existe um conjunto discreto Z C R tal que u"(\) <0,

para todo A € R\ Z.
(i1) Assumindo que existe x4 € Q e R > 0 tais que
B, :=Bgr(zy) CQ e iEr;1+fV > 0.
Entao,
}\1%10 (X)) = —o0. (1.8)

Suponha, em adicional, que W > 0 em Q. Entao p/'(X\) <0, para todo X € R.
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Para uma demonstracao deste resultado veja [59], Teorema 9.1.1.
O proximo teorema caracteriza a existéncia de principal autovalor de (1.6) no caso em

que W > 0.

Teorema 1.7 Supondo que W > 0 e que existem x, € Q e R > 0 tais que
By :=Bg(z4) CQ e %EW > 0.

Entao, (1.6) possui um autovalor principal se, e somente se,

p(—00) := lim p(A) > 0.

Além disso, este autovalor € tinico se existe e serd denotado por
oL W],
E ainda o}[L; W] € um autovalor simples de L — AW com peso W, no sentido de que
We & R[L — o' [L: W]W],

para qualquer autofunc¢ao ¢ € P de (1.6) associado a o$}[L; W].

A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [59] (veja Teorema 9.2.1).

A partir de agora, veremos alguns exemplos de casos particulares dos problemas de
autovalores (1.3) e (1.6) que aparecerao nos proximos capitulos e que possui outras pro-
priedades interessantes para as aplicacoes além das relatadas nos teoremas anteriores.

Exemplo 1:

O primeiro caso particular que destacamos é o autovalor do operador de Laplace —A em

(2 sob a condicao de fronteira homogénea de Dirichlet, isto é,

—Au = Au em (),
u=0~0 sobre 0.

cujo autovalor principal é positivo. Por simplicidade, adotaremos a notagao
A= o [=A,

Além disso, ao longo de todo este trabalho, ¢; denotaré a principal autofunc¢ao positiva

associada a A; com ||pq]|o = 1.
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Exemplo 2:

Considere o seguinte problema de autovalor com peso

—div(A(z)Vu) + c(x)u = dm(z)u em €,
u=20 sobre 0f2,

(1.9)

onde A € C(Q) e ¢,m € L=(Q) tais que
A> AO >0 e m>0.

De acordo com a notagao introduzida anteriormente, o autovalor principal de (1.9) é
denotado por

o [—div(A(z)V) + c(z); m(x)].

Além disso, quando nao houver risco de confusao, omitiremos o superindice () e escreve-

remos simplesmente

o1[—div(A(z)V) + c(z); m(z)].

E ainda, quando A ¢é constante, —div(AVu) = —AAu e escreveremos
o7 [=AA + c(x);m(z)].
Para ser consistente com a notacao introduzida na Defini¢ao 1.2, adotaremos também
o [—div(A(z)V) + c(z); 1] := o [—div(A(2)V) + ¢()].
Com respeito a este problema temos

Teorema 1.8 (1.9) admite um unico autovalor principal e que € dado pela caracteriza¢ao

variacional

A@@)|Vol* + | c(x)¢®
o [—div(A(2)V) + c(x);m(z)] =  inf /Q /Q .

o€ HY(2)\{0} / m(z)?
Q

Além disso, uma autofuncao associada, ¢, satisfaz

A@@)|Vel* + | e(z)¢’
o[ div(A(x)V) + c(z);m(z)] = /Q /Q :

/Q m(x)p®

E ainda, o[- div(A(z)V) + c(z);m(z)] satisfaz as sequintes propriedades de monotonia:
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(i) E crescente com respeito as fungoes A e c. Isto €, se A < A (resp. ¢ < ¢), entao
o[ div(A(x)V) + c(z);m(2)] < o[- div(A(z)V) + c(x); m(x)]
(resp. o7~ div(A(2)V) + c(z);m(z)] < o7’ [~ div(A(2)V) +(w); m(2))).
Além disso, a aplicacdo c € C(Q) s o [—div(A(x)V) + c(z); m(x)] € continua.
(i1) E decrescente com respeito a funcdo m. Isto €, se m < T, entdo

o [—div(A(2)V) + c(x); m(z)] > o[~ div(A(x)V) + c(x); m(z)].

(i1i) E decrescente com respeito ao dominio ). Isto é, se D C Q onde D € um subdominio

com fronteira reqular, entdo

oP[—dio(A(@)V) + c(a);m()] > o2 [~ dif(A(2)V) + c(x); m(x)].

O seguinte corolério lida com o caso em que A, ¢ e m sdo constantes.

Corolario 1.9 Se A,c e m sao constantes, entao

Aol [—A] + ¢

o [—AA + c;m) = -

Demonstragao: Por defini¢ao de o3} [—AA +¢; m)], existe uma funcio positiva ¢ tal que

—AAp + cp = o —AA + ¢;mlmy  em Q,
=0 sobre 0f).

Ou de maneira equivalente,

2= AA + ¢; mm —
A= o’ —i—Ac, mlm cgp em Q.

=0 sobre 0f).

Portanto o ntimero real (o3![—AA + ¢;m|m — ¢)/A é o autovalor principal de —A em

sob a condicao de fronteira homogénea de Dirichlet. Isto é,

Q—AA + ¢ —
o —i—Ac, mlm — ¢ _o0A]
concluindo a demonstracao do resultado. 0

Exemplo 3:

Para finalizar este capitulo, veremos outro problema de autovalor que desempenhari um
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t )

o [-A] -

>V

A, O[-A] o‘f[-A;xD\

Figura 1.1: Grafico da funcao pp o(A).

papel fundamental nos Capitulos 2 e 3. Seja D um conjunto aberto e O um dominio com
fronteira regular tais que

DcOcq.
Considere o seguinte problema de autovalor

—Au = AXp(x)u em O,

(1.10)
u=20 sobre 00.
Para estudar este caso, consideremos a funcao
,uD7(9<)\) = O'?[—A — )\XD], A €eR. (111)

Esta funcdo estd bem definida uma vez que —AXp € L*>(2) para todo A € R e o seguinte

resultado nos dara informagoes sobre pp o e sobre o autovalor principal de (1.10).

Proposigao 1.10 (i) A fun¢ao pp o definida em (1.11) possui um tinico zero que € o

autovalor principal de (1.10), isto é,
o[~ A; Xp) = 15.0(0).
(i)
ppo(N) >0 e N < o?[—A; Apl.
(iii)
A< U?[—A] < U?[—A,XD]
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Demonstragao: Como
MD,O(O) = U?[_A] >0,

segue do Teorema 1.7 que 0P [—A; Xp] é um zero de pp . Além disso, pela Proposicio 1.6,
pp.o € decrescente. Em particular, pup o possui um tnico zero e satisfaz (ii).

Para verificar (iii), usando a monotonia de 0¥ [—A — AXp| com respeito a AXp, temos
M < Ao = ppo(N) = 09[-A = M\Xp] > 0P [-A — \Xp] = 0P [—A] — \.
Fazendo A = 0@[—A; Xp], segue que
0= ,uD,O(U?[—A; Xpl) > U?[—A] - O'?[—A; Xp| = a?[—A; Xpl| > a?[—A].
Usando a monotonia de o [—A] com respeito ao dominio (Proposicao 1.8 (iii)), obtemos

OCQ= )\ <o?[-A]l

Veja Figura 1.1 para um esbogo do grafico de up o(A).

1.2 Resultados de bifurcacao

A teoria de bifurcacao é uma poderosa ferramenta de analise nao linear para estudar
certas classes de equagoes diferenciais. Desde os pioneiros trabalhos de Krasnosel’skii (veja
[52]), Crandall e Rabinowitz (veja [28] e [76]), diversos estudos se desenvolveram realizando
resultados similares e melhorias. Neste capitulo reunimos alguns destes resultados que
serao ferramenta chave no restante deste trabalho.

Para fornecer uma definicao precisa de ponto de bifurcacao, consideremos um operador
nao linear abstrato

F:RxU—=V

onde I C R ¢ um intervalo (possivelmente ilimitado) e U e V' sdo espagos de Banach.

Consideremos também a seguinte equacao nao linear associada
F(Au) = 0. (1.12)
Iremos supor que o par (A,0) € I x U é uma solugao de (1.12) para todo A € I, ou seja,
FA0)=0 Viel.
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Desse modo, iremos nos referir a esta solu¢ao como solugao trivial, uma vez que ela é

conhecida. Com estas consideragoes temos

Definigao 1.11 Seja Mg € I. (X, 0) (ou simplesmente \g) € um ponto de bifurcacio de

(1.12) da curva de solugdes triviais (A, 0) se existe uma sequéncia

(Anyupn) € I x (U\{0})

onde n > 1, tal que
lim (A, up,) = (X0,0) em I x U

n—o0

F(An,un) =0
para todo n > 1.

De maneira semelhante podemos definir ponto de bifurcagao do infinito.

Defini¢ao 1.12 A\, € I é um ponto de bifurcagiao de (1.12) a partir do infinito se existe
uma sequéncia

(An,un) € I x U\ {0}

onden > 1, tal que
lim (A, up) = (Ao, 00) em I x U

n—oo

F(An,ty) =0
para todo n > 1.

Vamos enunciar alguns teoremas de bifurca¢ao global. Tais resultados recebem este
nome pois fornecem a existéncia de um continuum ilimitado maximal, isto é, um subcon-
junto do conjunto das solugdes nao triviais de (1.12) em I x U que é fechado e conexo (na
topologia de I x U) e maximal no sentido de que nao é um subconjunto proprio de nenhum

outro subconjunto fechado e conexo do conjunto das solug¢oes nao triviais de (1.12).
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1.2.1 Bifurcagao operadores quasilineares

O primeiro teorema que apresentaremos nesta segao ¢ devido a [8] e nos d& um critério
para obter um ponto bifurcacdo para uma certa classe de operadores elipticos quase-

lineares. Especificamente, considere o problema

—div(A(z,w)Vu) = f(\,z,u) em £,
u=>0 sobre 02,

(1.13)

onde f: R x Q x RT — R é uma funcao de Caratheodory (isto &, f(\, z,s) é mensuravel
com respeito a x para todo (A, s) € R x Rt e continua com respeito a (\, s) para z € Q
q.s.) tal que

fO,2,00=0 z€Qqs, NeR"

e satisfazendo:

(f1) Para todo conjunto limitado A C R e todo sy > 0, existe uma fungao positiva

C(x) € L™(2) com m > N/2 tal que

If(\,z,8)] < C(x) z€Qqs., YAEA, Vs €[0,s],

(f2) Para todo conjunto limitado A C R\ {0} e A € A,

A
lim fzs) = Afi(z,0), uniformemente em (X, z) € A x Q, (1.14)
5—0 S
com f’ (z,0) satisfazendo: ou 0 < f! (x,0) € L™(Q2), m > N/2 nao identicamente
nulo ou

fi(z,0) =00, z€Qqs.
No caso em que a funcao peso f’ (z,0) é integravel, supomos também

(fs) Se f'(x,0) € L™(§2), m > N/2, entao o limite (1.14) é uniforme em todo conjunto
limitado A C R e existe uma contante positiva K (z) € L™(2) e g9 > 0 tal que, para
todo A\, X € R,

If(\z,58) — f(\, 2,8)] < |A—=A|K(z)s Vs € (0, (1.15)
Ja a aplicacdo A(z, s) := (a;;j(z, s)), i,7 = 1, ..., N supomos ser uma matriz simétrica (i.e.,
a;; = aj;, para todos i,j = 1, ..., N) com coeficientes de Caratheodory a;; : 2 x Rt — R

tal que existem constantes positivas o e 3 satisfazendo, para todo (s,£) € Rt x RY e

x € q.s.,
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(A1) |A(z,s)| < 5.

(A2) A(z,s)§- € > al¢”.
Supomos também que

(As) Existe uma funcdo de Osgood w : R™ — R, isto ¢, w ¢ nao crescente, w(0) =0 e
/ ds . /t ds n
—— = lim — =T
or w(s) =0t Jy w(s) ’

|A(z,8) — Az, t)| <w(|s —t|) Vs, t e R,

tal que

Desde que as fungoes a;; sao de Caratheodory, exite o limite

lim A(z,s) = A(z,0) z€Qqs..

s—0F
Observe ainda que, no caso em que f}(z,0) € L™(2), o problema de autovalor com peso

—div(A(z,0)Vu) = Afl (2,0)u em €,
u=>0 sobre 052,

possui um autovalor principal (conforme o Teorema 1.8) que é denotado por
o1 [—div(A(z, 0)V); £ (, 0)].

Para escrever (1.13) como uma equagao nao linear do tipo (1.12), os autores argumentam

como segue. Das hipoteses (A1) e (Az), o operador solugao de

—div(A(z,u)Vu) = f € Co(Q) em Q,
u=20 sobre 052,

estd bem definido e admite uma tnica solugao em C'*7(Q). Entdo, denotando por K esse
operador solucio que é compacto de Co(Q) em Co(Q), entdo u € Cy(Q) é uma solucio

positiva de (1.13) se, e somente se,

S\ u)=u—K(f(\z,u) =0,

onde estamos considerando § : R x Co(€2) — Co(£2).

Assim, seja ¢ a autofuncao positiva associada a este autovalor. Definindo

\ o1[—div(A(z,0)V), fi(z,0)] se fi(z,0) € L™(Q),
0=
0 caso contrario,
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e € o fecho do conjunto
{(\u) € RxCo(Q); TN u) =u— K(f(\,z,u)) =0, u 0},

temos o seguinte resultado de bifurcagao global para (1.13), cuja a demonstragdo pode

ser encontrada em [8], Teorema 4.4:

Teorema 1.13 Assumindo que f(A\ x,s) =0 para x € Q q.s., para todo A € R e s <0,
e que as hipoteses (f1)—(f3) e (A1)-(As) ocorrem. Entao Ay é um ponto de bifurcagao de
(1.13) da solugao trivial e este é o unico para solugoes positivas. Além disso, existe um
continuum ilimitado, isto €, um subconjunto € em € fechado e conexo, contendo (Ag,0).
Mais ainda, se \g >0, 7 > N e a sequinte condi¢cao de reqularidade € satisfeita

a;ij € CH(Q x RY) ii=1,..,N, 0<vy<l1,

f(A - ) €CHQ X RT) para todo \ > 0.

Entao a sequinte conclusao ocorre:
(i) Se existe g9,50 >0, 0 <0 e C(z) € L}(Q) tais que, denotando

p(z) = liminf  [f(\, z,s) — Afi(z,0)s] s,

- (A,8)—(X0,01)

para x € S q.s. e para todos s € [0,s0] € A € (Mg — €0, Ao + €0), temos

[A(*T7 8) - A(IL’, 0)] < 07
[f()\,x,s) — /\fjr(x,O)s] 5771 > C(w),
/Q p(x)* = (x) > 0,

entao a bifurcagao de solugoes positivas de A\ = Ay € subcritica.
(ii) Se existem e1,s1 >0, 0 < 0 e C(x) € L*(Q) tais que, denotando

a(z) = liminf [f(Az,s) = Af(z,0)s] 577,

(A,8)—(X0,01)

para x € 0 q.s. e para todos s € [0,81] e X € (Mg — €1, Ao + €1), temos

[A(l’, S) - A(l’, O)] Z 07
[F(\ a0 8) — AfL(,0)s] 7 < T(a),
/Q f(x) > (z) <0,

entao a bifurcacao de solugoes positivas de A = Ny € supercritica.
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H& uma versao deste teorema para bifurcagoes do infinito. Para enuncia-la necessita-

mos as seguintes hipoteses: sobre a funcao A iremos admitir que

(A4) Existe o limite pontual

lim A(z,s) = A(z,00) q.s. em

S$—00
Concernente a funcao f iremos supor que

(f5) f ¢é assintoticamente linear no infinito, isto é, existe uma func¢ao positiva f. €

L™(Q), m > N/2, tal que

lim —f()\’ %)

S§—00 S

= AMoo(@),
uniformemente com respeito a = € €2 e para todo A € [0, 00).
(f3) Existem funcgoes positivas K;(z), Ko(x) € L™(Q) tais que
[f(Az,s) = fF(N 2, 8)] < A= N|[Ki(2)s + Ka(2)],
para todos A\, A € [\, +-00).

Com estas premissas temos o

Teorema 1.14 Assumindo que f(A\ x,s) > 0 para x € Q q.s., para todo X\ € R e X €
(0,00) e que as hipdteses (f1), (f), (f3) e (A1)—(A4) ocorrem. Entao

Ao 1= 07 [=div(A(z,00)V); flo ()]

¢ um ponto de bifurcagao de (1.13) a partir do infinito e este € o tunico para solugoes
positivas. Além disso, existe uma componente ilimitado, isto €, um subconjunto €, C €

tal que
Coo = {(\ ) comu#0, (\u/lulf) € €} U{(Ao,0)}

¢ conexo e, se f(0,z,s) =0 para todo x € Q e s >0, € também ilimitado.

A demonstracao pode ser encontrada em [8], Teorema 3.4.

Observagao 1.15 Os resultados de bifurcacao desta secao serao utilizados no Capitulo 3
para o operador Laplaciano. Por completude, optamos por enuncid-los para operadores

quasilineares, tal como sao apresentados em [8].
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1.2.2 Bifurcagao para operadores de Fredholm de indice zero

Para o proximo resultado de bifurcagao seguiremos [66] e [60] (veja também [61]) que
estendem de modo substancial os classicos resultados de [28] e [76], permitindo a aplicagao
dos teoremas de bifurcagao a uma ampla classe de operadores de Fredholm de indice zero.

Faremos agora algumas consideragoes iniciais sobre operadores de Fredholm. Come-

cemos com a

Defini¢ao 1.16 (Operador de Fredholm) Um operador L € L(U) é chamado de ope-
rador de Fredholm se

dimN|[L] < oo codimR[L] < co.
Neste caso R[L] deve ser fechado e definimos o indice de L por
ind[L] :== dimN|[L] — codimR|[L].

O exemplo mais conhecido de operador de Fredholm de indice zero sao as perturbagoes

compactas da identidade, isto é,

Iy =T

onde Iy denota o operador identidade em U e T' € L(U) é um operador compacto. E com

efeito, da Alternativa de Fredholm (veja Teorema 6.6 em [13]), temos que

dimN[Iy —T] < ©

dimN|[Iy — T] = dimN|[Iy — T*] = dimR[Iy — T|* = codimN Iy — T).

Assim, retornando & equagao nao linear abstrata (1.12), consideraremos o caso particular
em que U =V el =R, isto é,
S:RxU—U.

Daqui em diante assumiremos as seguintes hipoteses sobre §:
(F}) Para cada A € R, a aplicacao (], -) é de classe C1(U) e
D, g\, u) € L(U)
é um operador de Fredholm de indice zero, para todo u € U.
(Fy) D,§:Rx U — U éuma aplicagao continua.
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(F3) §(\,0) =0, para todo A € R.
Observagao 1.17 Note que, se existe © € C(R,U) tal que
FNON) =0 VIeR,
com a mudanca de varidvel
J:(Nuw) =FNu+0(), MNu)eRxU

recuperamos a condi¢ao (F3).

Denotaremos também por

L(A) := D,L(AN0), NeR,

a linearizagao de § em (A, 0). Pela hipotese (F), £ € C(R, L(U)). Além disso, desde que
£(A) é um operador de Fredholm de indice zero, temos que £(A) é um isomorfismo se

dimN[£(X)] = 0. Consequentemente, o espectro de £ pode ser definido como
Y:=%(L)={)eR; dimN[£(N)] > 1}.

Os resultados de bifurcagao global que apresentaremos adiante consistem em estudar
a estrutura das componentes de §1(0) do ponto de vista da teoria de bifurcagao global,

isto é, estudamos a equacao nao linear abstrata
S\ u) =0. (1.16)

Observacao 1.18 Na literatura cldssica sobre teoria de bifurcacdao, encontramos que §
deve ser da forma

S\ u) = L£(N)u + N\, u),
onde £(\) € um operador linear que é uma pertubagao compacta da identidade e
N:RxU—=U
€ continuo e compacto sobre conjuntos limitados tais que
N, u) = o([lullv).

quando u — 0 em U. Porém, supondo apenas que as hipéteses (Fy )—(F3) sao verdadeiras

e escrevendo

S(Aa ’LL) = Du%<)‘7 O)u - Dugo‘ﬂ O)u + 3:()‘7 u)
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entao

N\, u) := —D,F\, 0)u+ F(A\, u)

satisfaz

N, u) = of[|ullv)-

quando u — 0 em U (veja demonstra¢ao do Lema 2.1 em [60]), mas neste caso estamos
pedindo apenas que L(N) := D,§ (A, 0) seja um operador de Fredholm de indice zero, néo
necessariamente uma perturbacao compacta da identidade. Portanto, a abordagem aqui
apresentada (baseada em [60]) € substancialmente uma generalizagao da cldssica teoria de

bifurcagao para operadores da forma (A, u) = £(N)u + N(A, u).

O primeiro resultado referente a operadores § satisfazendo apenas (Fy)—(F3) nos diz que

os possiveis pontos de bifurcagao da equagao (1.16) sao elementos do espectro de F.

Lema 1.19 Seja Ao € R tal que (Ao, 0) é um ponto de bifurcagcio de (1.16) a partir da
solugao trivial (X,0). Entao A\ € X(£).

A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [60], Lema 2.1.
Este lema motiva o estudo do espectro de £ para conhecer os possiveis pontos de
bifurcagao de (1.16). Assim, apresentamos agora uma caracterizagdo de ¥ := 3(£) quando

a dependéncia de A é real analitica, que é¢ um caso que ocorre na maioria das aplicagoes.

Teorema 1.20 Supondo que £ € real analitica, entdo ou X =R ou X € um subconjunto

discreto de R.

A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [66], Teoremas 4.4.1 e 4.4.4. Veja
também [60], Teorema 4.1.

O proximo conceito é de fundamental importancia e foi introduzido (em uma forma
mais geral) por [40] para estender o teorema de [28] sobre bifurcagao a partir de autovalores

simples. Dado \g € R, denotaremos

20 = 2()\0) e Sl = —(/\0)

Definigao 1.21 (Autovalor 1-transversal) Supondo £ € CH(R, L(U)) tal que £()\) €

um operador de Fredholm de indice zero, para cada X € R e dimN[£(\g)] > 1 para algum
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Ao € R. Entao dizemos que Ny € um autovalor 1-transversal de £(\) se
£1(N[Lo)) ® R[Lo) = U.
Observe que a condicao de transversalidade de [28] ocorre se, e somente se,
dimN[£y] =1
e Ap ¢ um autovalor 1-transversal de £ que, neste caso, pode ser expressada como
L1 € R[L], onde N[£(A\)] = span(py).

Ressaltamos que, em [66], os autores introduzem o conceito de autovalor algébrico (veja
Defini¢ao 4.3.1 em [66] ou Defini¢ao 4.1 em [60]) que esté intimamente relacionado com a
nogao de autovalor transversal e é fundamental para o desenvolvimento das generalizacoes
de bifurcacao global a operadores de Fredholm de indice zero. Porém, tal estudo foge ao
escopo deste trabalho e, como estamos interessados apenas em enunciar os resultados de
bifurcacao, a definicao de autovalor 1-transversal ¢ suficiente para nossos propoésitos.

No que segue, enunciamos a generalizacao do celebrado teorema de bifurcacao global

de [28] e [76].

Teorema 1.22 Suponha que £ € CHR,L(U)) e £(\) € um operador de Fredholm de

indice zero, para todo A € R. Se \g € R € uma autovalor 1-transversal de £(\) com

entio (Ao, 0) € um ponto de bifurcagcio de (1.16) da solugdo trivial. Além disso, existe
um continuum de solug¢oes nao triviais de (1.16) para todo § : R x U — U satisfazendo

(F1)-(F3) e tal que £ = D,F(A,0).

A demonstragao pode ser encontrada em [60], veja Corolario 4.1.
Quando o £ é uma perturbacao compactada da identidade, temos mais informagoes
sobre o comportamento global deste continuum. Além disso, este é caso bastante comum

nas aplicagoes, como veremos nos proximos capitulos.
Teorema 1.23 Suponha que £ € CH(R, L(U)) e £(\) € real analitica em \ da forma
SO = Iy — R\
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onde R(X) € L(U) € compacto, para todo X € R. Se A\g € R € uma autovalor 1-transversal
de £(X\) entdo (N, 0) € um ponto de bifurcagao de (1.16) da solu¢do trivial. Além disso,

existe um continuum de solugoes nao triviais de (1.16)
CCS:={(\u)elx(U\{0}); §(A\u)=0}U{(\0); e}

emanando de (X, 0) em (Ao, 0) satisfazendo uma das sequintes condigdes nao excludentes:

ou
Al. € € ilimitado em R x U; ou

A2. Existe \y € X\ { o} tal que (\,0) € €.

A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [66], Corolario 6.3.2.

Observacao 1.24 Se olharmos o enunciado do Coroldrio 6.53.2 em [66], veremos que as

premissas exigidas sao as sequintes: F(A\,u) : R x U — U é um operador da forma
S\ u) = L£(N)u+ N\, u),
onde £(A\) € um operador linear que é uma pertubagao compacta da identidade e
N:RxU—->U
€ continuo e compacto sobre conjuntos limitados tais que
N, u) = o([lullv).

quando v — 0 em U, uniformemente em intervalos compactos de R. Além disso, o
espectro de L € discreto e existe \g € R tal que Ind(0,R) muda de sinal quando A cruza Ao,
onde Ind(0,R) denota o indice de Leray-Schauder definido para perturbagées compactas

da identidade. Porém, tendo em wvista as condigoes (Fy)—(F3) e escrevendo
(A u) = £(A) = £(A) + (A, ),

entao definindo

N, u) == —LN) +F(\, u)

ja vimos que N\, u) = o(||ul|ly) quando u — 0 em U (veja demonstra¢io do Lema 2.1

[60]).  Por outro lado, uma vez que \g € um autovalor 1-transversal de £(\), a teoria
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de autovalores algébricos desenvolvida em [}0] garante que Ay € um autovalor isolado de
£ (veja Defini¢ao 4.2 em [60]) assim, pelo Teorema 1.20, ¥ € discreto. Além disso, é

possivel mostrar que ind(0,R(N)) muda de sinal quando X cruza Ao (veja Teorema 6.5.2

em [60]).

Observagao 1.25 Em realidade, hd uma versao do Teorema 1.23 quando £ € um ope-
rador de Fredholm de indice zero (ndo necessariamente uma perturbagdo compacta da

identidade), veja Teorema 6.2 em [60].

Este teorema nos fornece a existéncia de um continuum de solugoes da equagao (1.16),
porém nao nos diz informacoes sobre o sinal destas solu¢oes e em muitos modelos ma-
teméaticos buscamos por solugoes positivas. Para resolver esta questao temos o seguinte

teorema, conhecido como bifurca¢ao global unilateral:

Teorema 1.26 Suponha que £ € C1(R, L(U)) e £(\) € real analitica em \ da forma
L) = Iy =R,

onde R(N) € L(U) € compacto, para todo X € R. Se \g € R € uma autovalor 1-transversal
de £(\) com
dimN [£(\o)] = 1,

e denotando por Y o complemento de N[£(N\o)] em U, entao o continuum € dado pelo
Teorema 1.23 possui dois subcontinuuns € e € tais que, firo n € (0,1), existe 6y =

do(n) > 0 suficientemente pequeno tal que
(A u) € (€7 \ {(Xo,0)}) N Bs(Ao, 0)
(resp- (A, u) € (€7 \ {(X0,0)}) N Bs(Xo, 0))
pode ser escrito como
(A u) = (Ao +o(1),s00 +30), s >mnlluf >0

(resp. (A, u) = (Ao +o(1), 500 +0), s < —nlull)
onde yo €Y (idnico) e y = o(s).
Além disso, cada uma das componente € e €~ satisfaz uma das alternativas do Teo-

rema 1.23 ou contem um ponto

(A y) € Rx (Y \ {0}).
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Para uma demonstracao deste resultado veja Teorema 6.4.3 em [66].
Para finalizar esta secao, destacamos que estes teoremas podem ser aplicados também
a sistemas envolvendo operadores uniformemente elipticos. No que segue, apresentaremos

um resultado devido a [56] que fornece uma aplica¢ao dos teoremas anteriores ao sistema

Liu = M+ f(x,u)u+ F(x,u,v)uv em §2,
Lov = pv + g(z,v)v + G(z,u,v)uv  em £, (1.17)
u=v=>0 sobre 012,

onde

N 82

N
0
R E k + E Blo)= 4 cF -
Ly = a”(m)&@- 2 b; (x)& lx) ze€Q, k={1,2},

2,7=1

sao operadores uniformemente elipticos com coeficientes satisfazendo (1.2). As seguintes

hipoteses sobre as funcoes f, g, F' e G serao adotadas:

(Hyy) f(z,w) e g(z,w) sdo fungdes reais definidas em Q x R, continuas em x e de classe
C! em w tais que

f(z,0)=g(z,0) =0 Vx e

(Hrg) F(z,u,v) e G(x,u,v) sdo fungdes reais definidas em Q x R? continuas em z e de

classe C* em (u,v).

O problema (1.17) admite trés tipos de solugdoes com componentes nao negativas.
Nomeadamente, a solucdo trivial (0,0), as solugoes semitriviais ndo negativas (u,0) e

(0,v), onde u e v sao solugoes de

Liu = u+ f(x,u)u em 2,
u=>0 sobre 0§,

(1.18)

Lov = pv + g(z,v)v em €,
v=20 sobre 02,

(1.19)

respectivamente, e o estado de coexisténcia, que sao as solugoes (u,v) com ambas as
componentes nao nulas.

Para escolher um espaco de Banach adequado para aplicar os Teoremas 1.23 e 1.26,
argumentamos como segue:

Fixo

w > max{—o1[Ly], —01[La]}

40



Capitulo 1 1.2. Resultados de bifurcagao

e para cada k € {1,2}, seja e, a tnica solucao de

(Lr+w)ery =1 em Q,
e, =0 sobre 0€).

Desde que, para cada k € {1,2},
01 [L:k + CL)] >0

e segue do Teorema 1.5 que e é fortemente positivo. Assim, para cada k € {1,2},

denotamos por Ej, o espago de Banach consistindo de todas as fung¢oes w € C(€2) tais que

existe v = y(w) > 0 satisfazendo
—ver < w < yeg
equipado com a norma
lu||g := inf{y > 0; —ve < u < vye}.

Com a ordem pontual natural este é um espaco de Banach cujo cone positivo é normal e
possui interior nao vazio (conforme [3|, Se¢ao 2). Para enunciar o teorema de bifurcagao

para (1.17), precisamos do seguinte conceito:

Definicao 1.27 Seja (A, 0)) uma solugdo positiva de (1.18). Dizemos que (A, 0)) € uma
solugao nao degenerada de (1.18) se zero € a unica solugao forte da equagao linearizada

de (1.18) em 0y, que € dada por

£1u = A\u + [HADuf<x7 9)\) + f(SC, 9)\)]71’ em Q?
u=020 sobre 0f).

Com essas consideragoes e denotando por Py o cone de positivo Fy, k € {1,2}, temos

Teorema 1.28 Supondo (Hy,) e (Hpe). Seja
(A, 0)) € R x int(Py)
uma solu¢@o positiva nao degenerada de (1.18) e considere
py = o1[Ls — G(z,0,,0)60,].
Entao do ponto (p,u,v) = (uy,0x,0) emana um continuum
¢ C R x mnt(Py) x int(P)
de estado de coezisténcia de (1.17) tal que uma das sequintes afirmativas ocorre
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1. € ¢ ilimitado em R x E| X Ej.
2. Existe uma solugdo positiva (p*,0,) de (1.19) tal que

A= 0'1[/:1 - F(ZE, O, 0#*)0#*]

e (p*,0,0,-) € C.

3. Eziste um outra solugao positiva de (1.18), digamos (X, 1)y), com 1y # 0y, tal que

(Ul [EQ - G([E, w)\a 0)¢A]7 1/})\7 0) S E

4. A= O'l[ﬁl} € (0'1[;62],0,0) el

A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [66], Teorema 7.2.2.

Grosso modo, este teorema nos diz que o continuum bifurcando da solucao semi-trivial
(x, 0y, 0) ou é ilimitado (alternativa 1); ou vai a outra curva de solugoes semi-triviais, que
sao da forma (0,6,) (alternativa 2); ou retorna a curva de semi-triviais da forma (6,,0)
em outro ponto (alternativa 3); ou vai a origem (0, 0) (alternativa 4).

No Capitulo 4 provaremos uma versao deste resultado para sistemas elipticos envol-

vendo operadores quasilineares.

1.2.3 Bifurcagao para operadores positivos

Seguindo a notacao na se¢ao anterior, ou seja,
F:RxU—->U

satisfazendo as hipoteses (F7)—(F3), observe que quanto mais propriedades exigimos do
operador £, melhores sao os resultados de bifurcacao obtidos.

Primeiramente necessitamos da seguinte definigao:

Definicao 1.29 Seja U um espaco de Banach ordenado. Dizemos que U possui cone

normal se o subconjunto
P ={feU;flu)>0 Yue Py}

satisfaz U' = P* — P*.
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Assim, nesta secao apresentaremos um teorema de bifurcacao para operadores positi-

vos. Para isso, além das hipoteses (F})—(F3) iremos supor as seguintes condigoes:

(A) U é um espago de Banach ordenado cujo cone positivo, denotado por Py, é normal

e possui interior nao vazio.
(B) A familia £(\) é da forma
L£(\) = Iy — MK,

onde K é um operador compacto e fortemente positivo, isto é,
K(Py\{0}) C int(Fy),
int(Py) denota o interior do cone Py .

(C) As solugoes da equagao
§(X,0)=0

satisfazem o Principio do Maximo Forte, no sentido de que

(A u) € R x (Py\{0})

= wu € int(P).
§(X,0) =0

Das hipoteses (A), (B) e pelo Teorema 1.37, temos que 7(K) > 0 é um autovalor principal

do operador K. Assim, definindo
1

r(K)’

temos o seguinte resultado, que pode ser comparado com o Teorema 1 de [29].

)\0 =

Teorema 1.30 Seja § : R x U — U satisfazendo (Fy)-(F3). Suponha que as premissas
(A), (B) e (C) sao verdadeiras, entio (Ag,0) € o unico ponto de bifurca¢io da solugao
trivial para solugées positivas de F(\,u) = 0. Além disso, existe um continuum de solug¢oes
nao triviais de F(A,u) =0,

¢ C R x int(Py),
emanando de (X, 0) em (Ao, 0).

A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [66], veja Teorema 6.5.5.
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1.3 Meétodo de sub e supersolucao para uma equacao

Considere a equacao eliptica

—Au = f(x,u) em ,
u=1>0 sobre 0§,

(1.20)

onde f: QxR — R é uma fungdo de Caratheodory (isto é, mensuravel em = € () para
todo u € R e continua em u € R para z € Q) ¢.s.).

O método de sub-supersolucao é ferramenta muito utilizada para determinar existéncia
de solugao de problemas como (1.20). Existem diferentes versoes deste métodos, tratando
solugoes fracas e fortes (veja, por exemplo, [10, 37, 31]) ou classicas (veja, por exemplo,
[2, 73]), impondo condigdes sobre f e sobre o par de sub e supersolu¢ao, como veremos
logo adiante.

Apresentaremos dois resultados de sub e supersolu¢ao. O primeiro deles é devido a [2]

e nos fornece solugoes classicas de (1.20).

Teorema 1.31 Suponha que (1.20) admite um par (u, @) de sub-supersolugoes ordenadas,

isto €, u,u € C2(Q) NC(Q) satisfazendo

u<u em ¢,

_AQ < f(l'?g) em Q7 —A

u > f(x,w) em
u<0 sobre 01, u>0 sobre 0.

Supondo ainda que

feC(Qxuu) 0<vy<l.

Entdo existem fungoes u.,u* € C*(Q) (ndo necessariamente distintas) que sio solucdes de

(1.20). Além disso, qualquer solug¢io u de (1.20) satisfazendo
u<u<u em S,

satisfaz

u, <u<u* em .

O proximo resultado é devido a [31] e nos fornece solugoes apenas continuas, no se-

guinte sentido:
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Definigao 1.32 Dizemos que u € C(Q) ¢ uma C-solugdo de (1.20) se

_/QUA@:/Qf(x,u)go Ve € C(9)

u=0 sobre 0f).

Com isso, temos o

Teorema 1.33 Suponha que (1.20) admite um par (u,w) de sub e supersolugoes fracas

ordenadas, isto ¢, u,u € C(Q) satisfazendo
u<u em ¢S,

/uAs0</f:L’uso Vo € C°(2), ¢ =0,
u <0

sobre 0€,

(
/ﬂ 90>/fwus0 Vo € C°(), ¢ >0,
u >0 sobre 0N).

Suponha ainda que

feC(QxR).

Entéo existem funcdes u,,u* € C(Q) (ndo necessariamente distintas) que sio C-solugoes

de (1.20). Além disso, qualquer C-solug¢ao u de (1.20) satisfazendo

satisfaz

Ue <u<u* em .

Para finalizar esta se¢do, apresentaremos um lema devido a [10] que nos fornece mé-
todo pratico para obter subsolugoes fracas por prolongamento e que sera utilizado no
Capitulo 2.

Considere ©; um subdominio com fronteira regular de Q tal que Q; C Q e denotemos

Q= Q\ Q) e ny anormal exterior unitéaria a ;. Assim,

Lema 1.34 Suponha que

fECOXxR) e f(x,00>0 Voec.
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Se existe u >0, u € H*() N Co() tal que
—Au < f(z,u) q.s. em Qy,

— <0 sobre 0€)y,
8711

entdo a fungdo definida por u =u em Q; eu =0 em Q € uma subsolucdo fraca de (1.20),
15to €,

/ VuVp < f(z,u)p Vo € C7(Q), ¢ 2 0.
Q

1.4 Owutros Resultados

Nesta se¢ao enunciaremos alguns resultados classicos de Analise Funcional e Equagoes
Diferenciais Parciais que serao utilizados ao longo do texto.
Iniciemos com uma versao famoso Teorema da Funcao Implicita para Espacgos de

Banach.

Teorema 1.35 (Teorema da Funcao Implicita) Seja E e F' espagos de Banach reais
e AN x U CR x E um aberto. Supondo que H € C(A x U, F') satisfaz

i) H(Xo,up) =0 para algum (Ao, ug) € A x U;
i) H, € continua em uma vizinhanga de (Mg, ug);

iii) H, € nao singular (tem inversa limitada) ou equivalentemente, H, (Ao, ug) € continua

e bijetiva.
Entao existe uma curva continua w = u(\) definida em um entorno A de Ay tal que
u(No) =ug e HAuN)=0 Ve A

Além disso, estas sao as tnicas solugoes de H(A\,u) = 0 com X € A. Por fim, se H €

CF(Ax U, F), entiou € CK(Ax U, F), k > 1.

Demonstracao: Veja Teorema 15.1 em [34]. O
O proximo resultado nos fornece um critério de unicidade para uma certa classe de

problemas elipticos nao lineares.
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Teorema 1.36 (Brezis-Oswald) Considere o problema

—Au = f(x,u) em Q,
u =0 sobre 091, (1.21)

u > 0.

Supondo que [ : Q x [0,00) = R € uma fun¢ao de Caratheodory tal que a fungio x —

f(z,u) pertence a L*(2) para todo u > 0.

(i) Se a aplicagao

¢ decrescente em (0,00), entdo (1.21) admite no mdzimo uma solugio positiva.

(i1) Se a aplicagao

ur flx,u)/u

¢ nao crescente em (0,00), entao se existem duas solugoes (positivas) uy e ug de
(1.21), necessariamente

Uy
— = constante.
Uz

A demonstracgao pode ser encontrada em [15], veja a Secao 2.

O proéximo teorema é conhecido como um resultado do tipo Krein—Rutman.
Teorema 1.37 Seja E um espaco de Banach ordenado e
T:F—F
um operador linear continuo tais que:
i) T € compacto e fortemente positivo.
ii) int(Pg) # (), onde Pg denota o cone positivo de E.
Entao as sequintes afirmativas sao verdadeiras:

1) r(T) > 0 € um autovalor algebricamente simples de T e é o unico com autovalor de T

com autofunc¢ao positiva associada.
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2) Dadoy € E comy >0, a equagdo
w—Tv=y (veE),
possui uma unica solugao positiva se X > r(T'), nao possui solugao positiva se X < r(T)
e nao possui solugao para X = r(T).

A demonstragao pode ser encontrada em [32], veja Teorema 12.3 e Coroléario 12.4.
Para enunciar o proximo resultado, recordemos algumas defini¢oes. Primeiro vamos

definir ponto critico de um funcional relativo a um subconjunto convexo.

Definicao 1.38 Seja M um subconjunto fechado e conexo de um espaco de Banach U e

I € CYU). Dizemos que u € M é um ponto critico de I em M se
g(u) = sup{I'(u)(u —v); v € M, [[v—ulgy <1} =0,
Recordemos agora a condicao Palais-Smale sobre conjuntos convexos.

Definigao 1.39 Dizemos que I € C'(U) satisfaz a condi¢io Palais-Smale sobre M se a
sequinte condi¢ao ocorre:
(P.-S. )y Qualquer sequencia u, em M tal que |I(uy,)| < ¢ uniformemente, enquanto

g(u,) — 0 (n — o0), € relativamente compacto.

Teorema 1.40 Sejam M um subconjunto fechado e conexo de um espaco de Banach U,
I € CY(U) satisfazendo (P.-S.)y sobre M e suponha que I admite dois minimos relativos

distintos uy,us € M. Entao, a sequinte dicotomia ocorre: ou
1. I possui um ponto criticow € M que nao é um minimo local de I; ou

2. I(uy) = I(uz) = B evy e0 podem ser conectados em qualquer vizinhanga do conjunto

dos minimos locais de I relativos a M, cada um dos quais satisfazendo I\(w) = f3.

A demonstracao pode ser encontrada em [82], veja Teorema I1.11.8.
Apresentaremos agora um resultado de existéncia e unicidade para uma certa equagao

logistica. Tal resultado sera utilizado diversas vezes ao longo deste trabalho.

Teorema 1.41 Considere o problema

—div(A(x)Vu) = u(A — D(z)u) em Q,
u=20 sobre 09,

(1.22)
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onde A € C*(Q), D €C'(Q),0< v <1 e tais que with A(x) > Ay >0 e D(x) > Dy >0
para constantes positivas Ay e Dy. Entao, (1.22) possui solugdo positiva se, e somente
se, A > o1[—div(A(x)V)]. Além disso, se existe, a solugao € unica e denotaremos por uy.

Além disso, a aplicacao
A € (o1[—div(A(x) V)], 00) — uy € C3(Q)

€ crescente. E ainda, a sequinte estimativa ocorre

A — 01[—||g?|1|(014<$)v)]§0 <uy < Dio’ (1.23)

onde ¢ denota a autofuncao positiva associada a o1[—div(A(z)V)] com ||¢|lo = 1.

Para uma demonstragao deste resultado, veja [83], Secao 1.4.

Para finalizar esta se¢@o, enunciaremos um resultado devido a [42] que nos fornece
condigoes suficientes para garantir que um ramo de supersolucao estd por cima de um
continuum de solugoes para uma certa classe de problemas elipticos nao lineares. Em

particular, tal resultado nos propicia um resultado de cotas a priori.

Teorema 1.42 Considere o problema

—Au= f(\z,u) em,
u=20 sobre 2,

(1.24)

onde f € localmente Lipschitz. Suponha que I C R € um intervalo e seja ¥ C I x Cg(ﬁ)

um continuum do conjunto de solugées de (1.24). Considere uma aplica¢io continua
U:1—CQ)
tal que U(N) € uma supersolucdo de (1.24), para todo X € I, mas nio uma solucdo. Se
ug < (Z)U(Ng) em Q,

para algum (Ao, ug) € X, entdo

para todo (A, u) € .

A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [42|, Teorema 2.2. Veja

também a Observagao na pag. 626 deste artigo para uma versao com subsolugoes.
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Capitulo 2

Um problema logistico com difusao nao

linear 1

Neste capitulo apresentaremos os resultados obtidos em [25]. Estudaremos o seguinte

problema eliptico com difusao nao linear:

—A(u+ a(x)u”) = Au— b(z)uP em €,
u=20 sobre 012,

(2.1)

onde Q C RY, N > 1 é um dominio limitado com fronteira regular, r,p > 1, a € C*(Q, R,)
ebeCQRL), 0< a<1sio funcdes que podem se anular em subconjuntos de Q. O
caso 0 < r < 1 sera estudado no Capitulo 3. Note ainda que, quando r = 1, (2.1) é um
problema de difusao linear ja conhecido e nao seré objetivo de estudo neste trabalho.

Ao longo de todo este capitulo denotaremos:

Qpy = {x € Q; b(x) > 0}, (2.2)
o == 2\ ﬁb+7 (2.3)
Quy :={z € Q; a(z) >0} (2.4)
Qa0 = 2\ Q. (2.5)

Observemos que estes conjuntos sao abertos. As hipoteses serao apresentadas oportuna-
mente ao longo da exposicao.
Este capitulo esta estruturado da seguinte maneira: na Se¢ao 2.1 veremos uma motiva-

¢ao em Dinamica de Populagoes para este modelo, apresentaremos as hipoteses adotadas,

o1



Capitulo 2 2.1. Introdugao

alguns resultados conhecidos sobre este problema e enunciaremos nossos principais te-
oremas que se referem as solugoes positivas de (2.1), interpretando tais resultados no
contexto da Ecologia. A Se¢ao 2.2 é dedicada a provar a existéncia e unicidade de so-
lugdo positiva (2.1). Para estudar o comportamento pontual das solugoes positivas com
respeito ao parametro A\ necessitaremos de um resultado auxiliar sobre solugoes largas,
que sera apresentado na Secao 2.3. Por fim, estudaremos este comportamento pontual na
Secao 2.4.

Neste estudo, os subconjuntos onde a e b se anulam desempenharam um papel fun-
damental. O conjunto dos valores A € R tais que (2.1) admite solu¢do positiva bem
como o comportamento pontual destas solugoes com respeito a este parametro dependem

diretamente da localizagao de 2,0 € €29, como veremos adiante.

2.1 Introducao

No estudo da Dinamica de Populagoes, equacgoes de reacao-difusao tem sido utilizadas
para modelar o comportamento de uma espécie vivendo em um habitat. Denotando por
Q0 Cc RY, N > 1 o habitat e por u(z) a densidade populacional de uma especie em cada

ponto x € €2, um cléassico modelo estacionario de reagao-difusao pode ser escrito como

—A(¢(z,u)) = f(z,u) em Q,
u=20 sobre 0f2,

(2.6)

onde ¢ e f sao fungoes regulares em €2 x R. O termo no lado esquerdo representa a difusao
da espécie, isto é, seu movimento espacial. Neste caso, a difusao depende da posicao
(x € Q) e da densidade populacional (u). ¢ é chamada fun¢ao de difusio nao linear e ¢,
¢ a taza de difusao (veja [71] e [85] para mais detalhes). Esta fungao pode ter diferentes
formas, dependendo da natureza do comportamento interativo entre os individuos da
espécie. Por exemplo, de acordo com [85], se os individuos se movem completamente
independentes uns dos outros, ¢ é caracterizado por ser uma funcao linear da densidade
u, isto é, é crescente com respeito a u a uma taxa constante. Neste caso, a difusao é
chamada simples ou linear. Se a interacao entre os individuos é repulsiva, entao a taxa de
movimento sera crescente com a densidade populacional, desde que em alta densidade os
individuos estao continuamente em contato uns com os outros, induzindo uma dispersao.

Neste caso, a taxa de difusao ¢, sera crescente com a densidade. Similarmente, se o
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ou)t ®) (a)

(©)

(d)

(=R 4

Figura 2.1: Efeito da interagao entre individuos dependendo da forma da funcao de di-
fusdo ¢(u): movimento linear (a); dispersivo (b); fracamente agregativo (c) e fortemente

dispersivo (d) (veja [85]).

movimento é agregativo, a taxa de difusao é inicialmente decrescente com a densidade u,
uma vez que os organismos em localidades de baixa densidade reduzem, em média, a sua
taxa de movimento. Veja a Figura 2.1 com o esbogo de diferentes fungoes ¢.

Por outro lado, f(z,u) é o termo de reagdo e este representa a taxa local de reproducao
por individuos, ou seja, a taxa de crescimento populacional per capita.

Especificamente, em (2.1) temos os seguintes termos de difusao e rea¢do: no termo
de difusao ¢(z;u) = u + a(x)u”, a fungdo a determina o tipo de movimento espacial da
espécie, isto é, linear quando a = 0 e repulsivo quando a > 0. Assim, o conjunto 2,
(isto é, {z € Q; a(x) > 0}) é a regido onde a espécie evita aglomeragao. Ja a funcao
f(z,u) = Au — b(z)uP é o bem conhecido termo de reagao logistico. No contexto da

Dinamica de Populagoes, A é a taxa de natalidade intrinseca da espécie e

denota a densidade méaxima suportada localmente pelos recursos disponiveis, de modo
que quanto maior o valor de C(z), mais recursos disponiveis e consequentemente mais
individuos podem sobreviver nesta regiao. Neste sentido, quando b(z) = 0, temos C(z) =
oo e podemos pensar o conjunto 2,y como uma zona de refugio para espécie. Para
mais detalhes, veja os artigos pioneiros [72] e [41], que sdo os trabalhos onde aparecem

pela primeira vez areas de refagio, isto é, zonas onde b(x) = 0. Indicamos também

23
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[70, 71, 21, 62] e suas referéncias.

Estudaremos resultados de existéncia e unicidade de solugao deste problema conside-
rando diversas disposigoes do refugio (€) e da zona de difusao linear (€2,9) para com-
preender a influéncia destes conjuntos na existéncia e perfil das solugoes obtidas, isto é,
o comportamento pontual das solugoes com respeito ao parametro A. Para este estudo

admitiremos a seguinte hipotese

(Hy) Os conjuntos abertos definidos em (2.2) e (2.3), isto ¢é,
Uy ={x€Q; b(x) >0} e o=\ Uy

sao de classe C? e € consiste de finitas componentes conexas B;, 1 < i < m,

m € N, tais que

Observe que esta premissa nao exclui a possibilidade b = 0. Além disso, quando b # 0
dois casos serdo considerados: Q0 N Qo = 0 € Qa0 N Qo # 0. Em particular, sempre que

Qa0 N B; # ), denotaremos por Ag; o principal autovalor de

—Au = A\Xq,np,u em B;,

u=>0 sobre 0B;,

(2.7)

e definimos \p; = 00 no caso em que Q4 N B; = (). Recordemos que este autovalor foi
estudado na Secao 1.1 (Veja Exemplo 3).

Iremos supor, sem perda de generalidade, que a indexacao dos B;’s ja foi realizada de
modo que os autovalores

)\O,i = )\anﬂBi ,B;

satisfacam

)\01 = ... = )\Om- (29)

A Figura 2.2 apresenta uma disposi¢ao possivel para os conjuntos 2,9 e 2.
Vejamos agora um resumo dos resultados conhecidos referentes a este problema. Se

a =0, (2.1) é a equagado logistica classica com difusao linear. O estudo de (2.1) com
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Figura 2.2: Uma configuragao admissivel para 2,9 e 20 com m =4 e m; = 1. A regiao

pintada representa o conjunto €2,.

a =0 eb > 0 constante iniciou com o artigo [17] e desde entao diversos trabalhos se
desenvolveram, como [15], [72] e [65]. Os primeiros trabalhos que apresentam o estudo
do comportamento pontual das solugdes positivas com respeito ao parametro A sao [65]
e |43], enquanto que o caso em que ) possui diversas componentes conexas aparece
pela primeira vez em [45]. E neste artigo também que se constréi pela primeira vez uma
solugao larga de um problema auxiliar com véarias regioes de refigio. Indicamos ainda o
livro [62] que ¢é inteiramente dedicado & anélise da dindmica de (2.1) com a = 0, fazendo
um estudo bastante completo deste problema, tratando o caso com varias componentes
conexas para {1, além de uma anéalise da equacao parabolica associada. Vamos enunciar
um teorema que resume os resultados conhecidos do caso a = 0. Para isso, observe que
a = 0 implica

Qoo N B; = B;
e portanto Xo,,np, = 1 em B;. Logo, o problema de autovalor (2.7) se torna

—Au =M em B;,
u=0 sobre 0B;,

que sera denotado por
APi—A],
conforme a notagao introduzida no Capitulo 1. Assim, podemos resumir os resultados
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conhecidos de (2.1) com @ = 0 e b > 0 da seguinte maneira:

Teorema 2.1 Supondo, sem perda de generalidade,

By

M =A] = .. =\ [-A] < ... < APr[=A],

para algum my € {1,2,...,m}. Sea =0 em Q, entao (2.1) admite solugio positiva se,
e somente se X € (A, \P'[=A]). Além disso, se existe a solugdo ¢ unica. Mais ainda,

denotando por uy esta tunica solucao, entao a aplicagao
Ae (AL A=A = uy € CHOQ)
¢ crescente e de classe C' e uy satisfaz

I =
Jim JJuaflo =0

mo
=00 SexcE UE“
lim  wuy(z) =
AN <oo sex €\ UEi.
i=1

Destacamos dois aspectos neste resultado: dentre os autovalores A\P'[—A], com i €
{1,2,...,m}, o menor deles marca o intervalo de existéncia de solu¢ao de (2.1) com respeito
a taxa de natalidade A. Além disso, o limite

lim  wy(x)
A=ATL[-A]

é infinito exatamente nos B; tais que AP [—-A] = ... = )\fmo [—A] (ou seja, os menores).

Em termos de dindmica de populagao, temos a seguinte interpretacao: recordando que
este autovalor é decrescente com respeito ao dominio, entao os menores autovalores sao
gerados pelos "maiores" B;’s, precisamente, maiores |B;|, onde | - | denota a medida de
Lebesgue. Assim, a espécie busca aglomerar-se nos maiores refugios, e estes sao as zonas
onde os individuos crescem indefinidamente a medida que A\ cresce e se aproxima de
A=A

Vejamos os resultados sobre (2.1) com a # 0. Neste caso, apenas resultados parciais
sao conhecidos. Quando a = const. > 0, b =0 (ou b = 1) e p = r = 2 héa resultados

em [67] e se a(x),b(z) > 0 em Q com p > r o resultado de existéncia e estd incluido no
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Teorema 2.1 de [77]. Ambos os artigos mostram existéncia e unicidade de solugao positiva

de (2.1) se, e somente se, A > A;. Destacamos que nenhum destes resultados lida com o

caso em que a e b sao simultaneamente nao nulos e a intersecao 2,9 N 2o € nao vazia.

Nosso principal resultado com respeito a esse problema ¢é apresentado a seguir

Teorema 2.2 Supondo (Hy).

a)

b)

Se Qa0 N Qo = 0, entio (2.1) possui solugdo positiva se, e somente se, X > \;. Além
disso, para p > r, se existe a solugao € unica. Mais ainda, denotando por uy esta

unica solucao, entao a aplica¢ao
A€ (A, 00) = uy € CLQY)

¢ crescente e de classe C' e uy satisfaz

li = 2.1
B ol = 0 210)
e

}\le uy = oo uniformemente em Q. (2.11)

Se Qo = Quo N o # 0, p > 1 e supondo sem perda de generalidade que 0s Ag;’s
satisfazem (2.8) ou (2.9), entao (2.1) possui solugao positiva se, e somente se, \ €
(A1, Ao,1). Além disso, se existe a solugdo € unica. Mais ainda, denotando por uy esta

unica solucao, entao a aplicacao
A E ()\1, )\071) = Uy € Cé(ﬁ)
¢ crescente e de classe C' e uy satisfaz

lim fJuzllo =0, (2.12)

m
=00 sea:'EUBi,

lim wy(x) = (2.13)
Mo —
<oo sex €N\ U B;.
i=1
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11,4 I111,4
0 0

A, A A

Figura 2.3: Diagramas de bifurcacdo do problema (2.1). A esquerda o caso Q40N Qo = 0

e a direita representa o caso Q.0 N Qyo # 0.

Observemos que o caso b = 0 pode ser obtido como um corolario do Teorema 2.2 b).
De fato, quando €2y possui uma tnica componente conexa que é exatamente o aberto €2

(i.e., Qo = ), A1 se torna o autovalor do seguinte problema:

—Au = A, ,u em €,
u =0 sobre 052,

Denotando este autovalor por

>\a0>

temos

Teorema 2.3 Supondo b =0 em Q). Entao, (2.1) possui solugdo positiva se, e somente
se, A € (A1, Aao). Além disso, se existe a solugao € unica. Mais ainda, denotando por uy

esta unica solucao, entao a aplicacao
A€ (A1, Aao) = uy € C3(Q)

¢ crescente e de classe C' e uy satisfaz

lim [urllo =0 (2.14)
e
lim uy(z) =00 Vo €. (2.15)

ATAa0
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A Figura 2.3 apresenta os diagramas de bifurcagao obtidos pelo Teorema 2.2.
Com o intuito de fornecer uma interpretacao em Dinamica de Populagoes para o
Teorema 2.2, vamos considerar o caso em que o refugio )y consiste de duas componentes

B1 e B2 (iStO é, QbO = Bl U B2> Entao:

a) Se a zona onde a espécie evita aglomeracao (€2, ) contem o refugio (), isto é Qo C

.1, entao a espécie se mantém controlada para todo A > A;.

b) Assumindo que uma por¢ao do refugio, digamos €2y, a espécie se difunde linearmente,
isto €, Qo N Qo # 0, entdo a espécie explode para valores A > min{ o1, A\o2}. Além

disso,

(1) Se Xg1 < Aoz (resp. Ag1 > Ag2), entdo a espécie explode ndo apenas em {2y N By
(resp. QN By), mas em todo By (resp. Bs) e se mantém limitada em Q \ B,

(resp. 2\ By), incluindo a outra parte do refugio B; (resp. Bs).

(i) Se o1 = A2, entdo a especie explode em todo o refugio €2, ndo apenas em €.

A demonstracao do Teorema 2.2 sera feita em varios lemas e proposicoes e o roteiro
da demonstracao é o seguinte: primeiramente obter um continuum ilimitado bifurcando
da solucao trivial em A = A; em seguida estudar o comportamento deste continuum,

trand licagao A ¢ de classe C! t tad
mostrando que a aplicagao A — u) ¢é de classe C* e que possuem os aspectos apresentados
na Figura 2.3. Por ultimo, vamos estudar o comportamento pontual das solugoes, ou seja,
o limite

.
aim ux (),

para cada x € (). Este estudo é dividido em dois casos: quando limite é infinito e quando o
limite é finito. No primeiro caso vamos usar argumentos inspirados em [43| que consiste em
tomar uma subsolucao adequada. No segundo precisaremos construir uma supersolugao

e para isso necessitaremos estudar um problema de solugoes largas.

2.2 Existéncia e unicidade de solucao positiva

Nesta secao vamos provar existéncia e unicidade de solugao positiva para o problema

(2.17), além das propriedades de monotonia e regularidade da aplicagdo A — u,.
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Inicialmente, para tratar a equagao (2.1), vamos introduzir a seguinte mudanca de

variavel
w=1I(x,u) =u+a(x)u” & q(z,w) = u, (2.16)
para cada z € ). Desta forma, (2.1) é equivalente a

—Aw = A\q(z,w) — b(x)q(x,w)? em ),
w =0 sobre 0f2.

(2.17)

Assim, u € C*(Q)NC(Q) é uma solucdo de (2.1) se, e somente se, w = u+a(x)u” é solugao
de (2.17).

Desde que estamos interessados em solugdes positivas de (2.1), podemos definir
q(x,s) =0, VreQ, s<O0.

Consequentemente, pelo Principio do Maximo, A > 0 é uma condigao necessaria para a
existéncia de solugao ndo negativa. Além disso, qualquer solugao ndo nula de (2.17) é nao

negativa. De fato, se w é uma solugao nao trivial de (2.17), w satisfaz
—Aw = M\(z,w) — b(x)q(z,w)? VYx €.

Multiplicando esta equagao pela parte negativa de w, isto é, w™ := min{w, 0} e integrando

em §) segue que

/Q(—wAw)daz = / w” (A\q(z,w) — b(z)q(z, w)?)dz.

Q

Usando integragao por partes obtemos

/QVw -Vw dx = /Qw()\q(x,w) — b(z)q(x,w)P)dx.

Como w~ =0 se w > 0, denotando {w < 0} := {zx € Q; w(z) < 0}, segue que

w12 = /{ ) baatrw))s =0

onde esta ultima igualdade é obtida uma vez que ¢(x,w) = 0 quando w < 0. Portanto
w~ = 0 e w é nao negativa. Em realidade, pelo Principio do Méximo Forte, w € PO’, ou
seja, w(z) > 0 em Q e (Ow/0n)(x) < 0 sobre J2. Com efeito, se w > 0 é uma solugao

nao trivial de (2.17), entao ela satisfaz

—Aw + b(x)q(z,w)? = Ag(z,w) >0 em €,
w=0 sobre 0f2.

(2.18)
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A q(x,s)/s » q(x,s)7s
r<p ou a(x)=0
=0
1 a(x) Va() - m e e
r=p e a(x)>0
a(x)>0 r>pea(x)>0
Figura 2.4: Gréafico das fungoes ¢(z,s)/s e q(x, s)P/s.
Definindo
P
o) L@y > 0,
ap(x) :== w(z)
se w(z) =0,
entao ag > 0 e portanto
(vl + an(wye?
M[—A +ao(x)] =  inf & > 0.
peHY()\{0} / e
Q
Assim, pelo Teorema 1.5, o operador £ := —A + ag(x) satisfaz o principio do maximo

forte. Tendo em vista (2.18), temos

—Aw + ag(x)w = Ag(z,w) >0 em

w =70

sobre 0f2.

Sendo w nao nula, segue que w € p.

Feitas essas consideracoes, vejamos o primeiro resultado desta secao que fornece al-

gumas propriedades basicas sobre ¢(z,w) que serdo extensivamente utilizadas ao longo

deste capitulo (veja Figura 2.4).

Lema 2.4 a) Para cada x € Q, a aplicagio s+ q(z,s), s >0 € de classe C' em [0, 00).

b) Para cada x € Q, a aplicagio

q(z,s)

S — s>0
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€ nao crescente e satisfaz

lim a(r, s) =1 uniformemente em €2, (2.19)
s—0 S
0 sea(zr) >0,
tim 1)y () = ) (2.20)
s S 1 sea(x)=0,
e
Xo,(r)s < q(z,s) <s VreQ, s>0. (2.21)
c) Para cada x € Q, a aplicag¢ao
p
s
satisfaz
P
lim 2228 (2.22)
s—0 S

oo ser <poua(xr)=0,
(G
Jim 2= 0 e p eata) >0 229
0 ser>pea(r) >0,

e € crescente se p > r.

Demonstragao:

a) Desde que ¢(x,-) é a fungao inversa de I(z,s) = s + a(z)s", temos que

T 1
I(z,q(x,s)) 14 a(z)rq(z,s) 1

qs(x,s) =

mostrando que s — g,(x, s) é continua em [0, 00), para todo x € € e, portanto, ¢(x, -)

¢ de classe C!, para todo = € Q.
b) Desde que g(z,-) é a funcao inversa de I(x,-), entao

s = I(,q(z,s)) = gz, 5) + al0)q(z, s)".

Consequentemente
a(,5) a(,5) |
— = . 2.24
P RS B e P R B o P P (2:24)
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Primeiramente, vamos verificar que s — ¢(x, s)/s é nao crescente. De fato, se a(z) =0

r—1

entdo q(z,s)/s = 1. Se a(z) > 0, uma vez que r > 1, q(z,-)" "' é crescente e de (2.24)

concluimos que ¢(x, s)/s é decrescente.

Observando que

. r—1 __ : r—=1 _
il_rg% q(z,s)" 7" =0 e Slggo q(z,s)" " =400,

¢ facil obter (2.19), (2.20) e (2.21).

c) Para obter (2.22), note que

q(x, s)?

— p—lQ(‘r7S)
: q(z,s) P

Assim, usando o limite (2.19) obtido no item anterior temos que

p
s—0 S

- Q(‘ra())p_l 1=0

Por outro lado, usando (2.20) e (2.24), obtemos

00, ser <poua(r)=0,
gl s 1
1 _— = 1 = —1 =
o8 e q(z, s)'=P + a(zx)q(x, s)"P af@)r SCTEPE a(z) >0,

0, ser>pea(r) >0,

e q(z,s)P/s é crescente se p > r.

O
Provaremos agora um resultado de comparacao que nos ajudara ao longo deste capi-

tulo.

Lema 2.5 Considere o problema

—Au = f(Nx,u) em
A ) (2.25)
u = g sobre 09,

onde ug > 0 € uma fungdo em C(0R)). Assumindo que f : R x Q x [0,00) — R € uma

funcao de classe C' tal que
f(A7 x? 8)

S

S =

é nao crescente para todo x € Q) e existe x1 € ) tal que f(X\,z1,5)/s € decrescente. Entdo:

a) Eziste no mdzimo uma solugio positiva de (2.25).
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b) Seja u,u € CHQ)NCHQ), u>0ew >0 um par de sub e supersolucio de (2.25),

respectivamente. Se existe € > 0 tal que eu < u, entao

u < u.

Demonstragao:

a)

Desde que f(A,x,s)/s é ndo crescente em s para todo = € €2, se existem duas solugoes
(positivas), w e v, de (2.25), entdo w = cv para alguma constante positiva ¢ (veja

Teorema 1.36). Assim, em x; temos

(f(A,a?hv) ~ f(%wbcv)> =0, (2.26)

(Y Ccv

Desde que s — f(A, x1,5)/s é decrescente, se ¢ > 1 terfamos

(f()\axlav) _ f()\,$1,CU)> v <0

v cv
o que é uma contradigdo com (2.26). Analogamente, ¢ < 1 ndo pode ocorrer e, por-

tanto,c=1e w = .
Seja
A={te|0,1]; tu <u}.
Por hipotese, € € A. Vamos provar que 1 € A. De fato, caso contrario terfamos

0<tog:=supA <1.

Escolhendo K > 0 suficientemente grande tal que f(\, z,s) + Ks é crescente sobre

[0, max @], obtemos para u # 0

Y

—A(T — tou) + K (7 — tow) fhz,a) —tof (A 2, u) + K(U — tou)

f\z, @)+ Ku —tof (N, z,u) — Ktou

v

v

f()\,l',to?_ﬁ) + KtOQ_ tOf()\wTaQ) - KtOQ

f()‘>$7t0@) f()\axaﬂ)
touw - U

v

tOQ > Oa

para esta tultima desigualdade usamos que s — f(\, z,s)/s é ndo crescente e ty < 1.
Deste modo, u = 0 fornece —A(u —tou) + K (u —tou) > 0. Assim, w := @ — tyu verifica

—Aw+ Kw >0 em (),
w >0 sobre 0f2.
Portanto, pelo Principio do Maximo Forte, podemos obter 4 > 0 pequeno tal que

to+ 6 € A, o que é uma contradicao.
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O
O préximo lema nos fornece um resultado de nao existéncia de solugao positiva para

(2.17).

Lema 2.6 Se eziste solugdao positiva de (2.1), entio A € (A, Ao1).

Demonstragao: Supondo que w > 0 é uma solugao positiva de (2.1). Assim, w > 0

satisfaz

w:/\mw em (2,
w w

w =70 sobre 02,

e portanto

(2.27)

gl w) q(x,w)] |

A= [ o
Usando as propriedades de monotonia deste autovalor dadas pelo Teorema 1.8 e as cotas

sobre ¢(x, s) obtidas no Lema 2.4 temos:

q(x, w)

p
<l=XA=2)\¥ {—A + b(x)q<x;Uw> ; Q(Zw)l > A=A 1] = AL

Se Q40 N Qo = 0 entao Ao,1 = 00 a demonstracao esta terminada.

Por outro lado, se Q.0 N Qo # O (e consequentemente \g; < 00), entao

e R e B

w w
— )\131 |:—A; Q('Ta w):| .
w
e
T, w ) T, w )
Xﬁaoﬂfh (SL’) < q< w ) em Bl =A< )\1B |:—A; % < )\13 [—A; XﬂaoﬁBl] = )\0,1.
Completando a demonstragao. 0

O proximo resultado nos dara a unicidade de solugoes para o problema (2.17).

Lema 2.7 Se b =0 oub # 0 e p > r entao (2.17) admite no mdzimo uma solugio

positiva.
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Demonstragao: Se b =0, entao pelo Lema 2.4, a aplicagao

q(z, s)

S A

¢ nao decrescente para todo x € €1, sendo estritamente decrescente para z € 2, e a
unicidade segue do Lema 2.5 a).

Se b # 0, novamente pelo Lema 2.4, a aplica¢ao

0r.8) 05

S S

S A

é nao crescente para todo = € €2, sendo estritamente decrescente se x € ),. e mais uma
vez a unicidade segue do Lema 2.5 a).
O
Agora, iremos mostrar que A; é o tnico ponto de bifurcacao de solucoes positivas de
(2.17) a partir da solugao trivial. Para isso, seja e; a unica solugao (positiva) de
—Ae; =1 em €,
er =0 sobre 0).
e seja I o espaco de Banach consistindo de todas as fun¢des u € C(2) para as quais existe
v =~(u) > 0 tal que
—ve < u < ye

equipado com a norma
|lul|p := inf{y > 0; —ve <u < e}

e a ordem pontual natural. Entao F é um espaco de Banach ordenado cujo cone positivo,
Pg, é normal e possui interior ndo vazio (conforme [3|, Secdo 2). Assim, considere a

aplicacao § : R x £ — FE definida por
F(hw) =w — (=A)" (Ag(z,w) — bz)q(z, w)"),

onde (—A)~! ¢ a inversa do operador Laplaciano sob as condigoes de fronteira homogénea
de Dirichlet. Entao § é de classe C'. Além disso, w € E é uma solugao positiva de (2.17)
se, e somente se, F(A,w) = 0. Seja S C R x E o conjunto das solugdes nao triviais de

(2.17) unido com os possiveis pontos de bifurcagao.

Proposigao 2.8 \; € um ponto de bifurcagcao de (2.1) da solugdo trivial e é o unico de
solugoes positivas. Além disso, existe um continuum ilimitado em R X E, isto €, um

conjunto fechado e conexo Yy C S contendo (A1, 0).
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Demonstragao: Vamos aplicar o Teorema 1.30.

Gragas a (2.19) e (2.22), temos

_ p
LAl s) — baa(r o
s—0 S

=\
Assim, a linearizagao de § em (\,0) é dada por
Dy§(A,0) = I, — A(—A) 7"

Consequentemente, D,,§(\,0) é um operador de Fredholm de indice zero cujo espectro
consiste dos autovalores de —A em (2 sob as condigoes de fronteira homogénea de Dirichlet.
Além disso, ja vimos que as solugoes de (2.17) (e portanto de § = 0) satisfazem o principio
do maximo, ou seja, qualquer solu¢ao nao negativa e nao nula de (2.17) é na verdade uma

solugao em P. Entao, pelo Teorema 1.30,

¢ um ponto de bifurcagao da solugao trivial. U
Agora vamos mostrar a existéncia de solugdo positiva para todo A € (A1, Ag1) conside-
rando dois casos: quando Q0N Qo = 0 e quando Q0N Qo # O. Observe que no primeiro

caso g1 = +00 e no segundo Ag; < +00.

Proposicao 2.9 O problema (2.17) admite solugao positiva para todo A € (A1, Ao1)

Demonstracao: Caso Qg N Qo = 0.

Uma vez que \g; = 00, devemos provar existéncia de solucao positiva para todo
A > ;. Para isso, é suficiente mostrar que dado A\, > Aj, existe uma constante C' = C'(\,)

tal que
|lwllo < C V(A w) € Xy, A< A, (2.28)

De fato, esta estimativa implica, pela natureza global de ¥, que ProjpXg = (A1, 00), onde
Projp ¥ é a projecio de Xy em R. Para provar (2.28), vamos construir uma familia W ()
de supersolugoes de (2.17) e aplicar o Teorema 1.42. Considere a aplicagao continua
W A, A\ — C2(2) definida por W(A) = K(A)e, onde K = K(\) é uma constante

positiva a ser escolhida e e € C3(Q) é a tinica solucdo positiva de

—Ae=1 em (AZ,

R (2.29)
e=0 sobre 012,

67



Capitulo 2 2.2. Existéncia e unicidade de solucao positiva

para algum dominio regular €2 tal que 2 CC Q. Entdo, W(\) = K (\)e é uma supersolugao
de (2.17) se

K =-A(Ke) > M(z,Ke)—b(z)q(x,Ke)? em
q(z, Ke) q(z, Ke)?

1 AT
Ke Ke

v

A e —b(x) e em Q. (2.30)

Vamos usar os limites (2.20)—(2.23), ou seja,

oo ser<poua(x)=0,

P
lim q(x’ S) = XQ O((E) [§ lim q<$73) = _1
S—00 S @ s—400 S a(x)

0 ser>pea(x)>0,

ser=pea(x) >0,

para verificar que a desigualdade (2.30) ocorre em cada parte de €2, especificamente, vamos
analisar esta desigualdade em Qgu, em Qe em Q\ (Qu0 U Qo). E com efeito, observe

inicialmente que, da defini¢ao de e e como 2 CC (AZ, entao

ey = maxe(x) > e, :=mine(z) > 0.
Q Q

Assim, uma vez que Qa0 N Qo = 0, temos que a(z) > 0 em Qo €, consequentemente,

Portanto, dado € > 0, existe M; > 0 tal que

. A*q(ﬂc, s)

ey sempre que s > M.

Em particular, escolhendo K'(\) suficientemente grande tal que K (\)ey > M, teremos

q(z, K(A)em) q(z, K(Ne) o
> . —— ey > A————"e Vo€ o, A\ <A< A
ST EMNewm M7 TENe Tt A
Portanto a desigualdade (2.30) se cumpre em (2.
Novamente, uma vez que Qg N Qo = 0, temos que b(z) > 0 em Qg e (2.30) &

equivalente a

1 > Xe—b(x)KP teP.

b(x)KP~ e > de—1.

Desde que b(z)e? > 0 em (0, é facil ver que a desigualde acima se cumpre pra K(\)
suficientemente grande. Por fim, em Q\ (Q40 U Q0), temos que a(z),b(x) > 0, entdo

(2.30) pode ser escrita como

Ke

p—1 —
bg(z, Ke)P™" > X 1 Ke)e
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e novamente podemos escolher K suficientemente grande tal que
min_ [b(z)g(z, Ke)’ '] > A
O\(QaoU0)
e esta desigualdade ocorre.
Consequentemente, tomando K > 0 suficientemente grande, W()\) = Ke é uma su-
persolugao (mas nao uma solugao) para todo A € [A;, \] e W(A1) = K(A\)e > 0. Assim
o resultado segue.

Caso Qg N Qo # 0.

Gragas a Proposicao 2.6, (2.17) ndo admite solugao positiva para A & (A1, Ag1) €, como
consequéncia, pela natureza global de ¥, existe uma sequéncia de solugoes positivas de
(2.17), (An,wy), tais que ||wy,|lo = 00 e A, = A* < Ag1. Vamos mostrar que A\* = Aoy
e para isso vamos seguir os argumentos do Lema 2.4 de [7]. Primeiramente note que
|wp|z — 00, onde | - | representa a norma padrao em L?(f2). De fato, caso contrario,

multiplicando (2.17) por w,, e integrando em € terfamos

—/wnAwn:)\n/q(x,wn)wn—/b(x)q(x,wn)pwn.
Q Q Q

Usando integracao por partes e (2.21) (ou seja, a desigualdade ¢(z, s) < s),

/ V]2 < Do |wnl2
Q

e entdo |[lwy |y seria limitada e consequentemente, por regularidade eliptica, [[w/|[w2m
seria limitada para todo m > 1. Assim, pelas imersdes de Morrey W2™(Q) < C(Q),
m > N,

lwnllo < Cllwallwam < C

que é uma contradigao.
Entdo de fato |w,|, — oo quando n — oco. Definindo 2, = wy|w,|;"' e multiplicando

(2.17) por z,|w,|;" obtemos

p
—/znAzn:)\n/—q(x’w")zn—/b(x)—Q(x’wn) Zn-
Q o |wal2 Q |wn 2

Usando integragao por partes e (2.21) e a estimativa ¢(z,s) < s (conforme Lema 2.4),

obtemos

lenlly = [ 19200 < Aol < da
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Entao z, é limitada em H; (). Passando a subsequéncia se necessério, z, — z em L?({2)
com |z]s =1e z>0.

Vamos provar que z = 0 em Q \ (. De fato, se z(z) > 0 em um subconjunto de
Q\ Q40 com medida de Lebesque ndo nula, tomamos D um dominio regular arbitrario tal
que D C Q\ Qo e z(z) >0 q.s. em D. Entdo, dado ¢ € C°(D), multiplicando (2.17) por

¢|w,|3* e integrando em Q obtemos

[ e = o [ Tote— [ty

. q(x, zn|wy]2) (@, wp|wn2)”
— /D o — / N WnlWnl2)” 0 (931

znlwn|2 znlwn|2

Desde que z(z) > 0 q.s. z € D, entao w,(x) = z,(x)|wy,|2 = 0o q.s. € D. Uma vez que

p>reb>0em D, passando ao limite n — oo em (2.31) concluimos

—/ zAgb—)\*/ X, 20 = —00
D D

que é uma contradigdo. Isto mostra que z = 0 q.s. em Q \ 4, consequentemente,
z e H& (Qbo).
Assim, seja ¢ € C3°(), desde que b = 0 em Oy, multiplicando (2.17) por p|w,|;" e

integrando por partes, segue que

—/ zASOZ)\/ o, wn) A/ A znlnle)
Qpo Qpo ‘wn |2 Qo Zn |wn ’2

Passando ao limite n — oo encontramos

—/ 2Ap = X" KXoz Vo € Ci% (o).
o Qo

Desde que z € H} (), 2 > 0 em Qo com |z]o =1 e X* < \g 1, segue que \* = N\g;. O
O préximo passo serd mostrar que as propriedades de monotonia e regularidade da
aplicagio A € (A1, \o.1) = wy € C(Q). Estes resultados também nos ajudardo a estudar

o comportamento pontual desta aplicagao.
Proposicao 2.10 Supondo p > r, entdo a aplica¢do
A€ ()\1, )\0’1) = Wy € Cé(ﬁ)

que associa cada A € (A1, N\o1) @ Unica solu¢ao wy de (2.17) é mondtona crescente e de

classe CL.
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Demonstragao: Vamos provar que a aplicacio A € (A, A1) — wy € CL(2) ¢ mondtona
crescente, isto ¢, dados A, 1 € (A, Ao 1) tais que A < p, devemos mostrar que wy < w,,.

Com efeito, note que w, satisfaz
—Aw, = pg(x,w,) — b(z)q(z, w,)’ > Ag(x,w,) — b(z)q(r,w,)’ em Q.

Assim, w,, é uma supersolugao estrita de (2.17) (com A) e portanto, pelo método de sub
e supersolucao, existe uma solugao positiva de (2.17) entre 0 e w,. Como w, ¢é a unica

solucdo de (2.17) e satisfaz wy > 0, entao esta é a solugao que esta entre 0 e wy, ou seja,
wy < Wy,

como querfamos demonstrar.
Agora vamos mostrar que a aplicagio A € (A1, A\g1) = wy € C3(Q) é de classe C' e
para isso vamos usar o Teorema da Fun¢do Implicita (Teorema 1.35). Assim, considere a

funcio H : R x C}(Q2) — C}(Q) dada por
%()‘7 w) =w-— (_A)il[)‘qc% w) - b(x)Q(aja w)p]'

Note que H ¢ de classe C! e para cada (A, u) par de solugoes de (2.17) temos H (A, w) = 0.

Além disso,

Ho(\w)€ =€ — (—=A) HAqw(z, w)E — b(2)pg(z, w)P g (2, w)E]. (2.32)

Vamos mostrar que H,, (A, w) é ndo singular (equivalentemente, bijetivo), para todo (A, w)
par de solugoes de (2.17). Desde que H,, ¢ uma pertubac¢do compacta da identidade, ¢
suficiente verificar que

N{Hw(A, w)] = {0}

para cada (A, w) € R x C}(Q) solugdo de (2.17). Com efeito, se N[H,(\,w)] # {0} para
alguma solugao (A, w) de (2.17), entdo existe & € C}(Q) \ {0} tal que

Ho(A, w)E =0.

Ou, de maneira equivalente,

—Af = )‘Qw(xv w)f - b(.%’)pq(x, w)p_IQw(xa w)f em (2,
£E=0 sobre 0f).

(2.33)
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Desde que £ é ndo nula, A é um autovalor de (2.33). Da dominancia do autovalor principal

(veja Teorema 1.3 (ii)),
A > o [=A + b(x)pg(a, w) ™ gy (2, w); u(, w)]. (2.34)

Por outro lado, vamos usar

1
Lo(z,q0w) — 14ra(z)g\,w) =

quz(A:tU) =

para mostrar que

4@w) ) < T80 (2.35)
pw w
De fato, a primeira desigualdade é equivalente a
q(z, w) 1
— < qulz,Ww)=
pw Qo ) 1+ ra(z)g(\ w)r—1

q(z,w) +ra(z)g(x,w)” < pw = pq(z,w)+ pa(x)q(z,w)"

que ocorre, uma vez que p > r e p > 1. J& a segunda desigualdade é equivalente a

1 (o q(z,w)
1+ ra(z)g(\, w) =1 = Qlww) < w

w < q(x,w)+ ra(z)q(z,w)"

= q(z,w) + a(x)q(z,w)" + (r — 1)g(z,w)"

= Wt (r = Vg, wy

que também ocorre uma vez que r > 1. Desde que (A, w) é uma solugao positiva de (2.17),

p

w w

Usando (2.35) e as propriedades de monotonia do autovalor principal (veja Teorema 1.8),
deduzimos que
A < oV [=A + b(@)pg(w, w) ™~ qu(r, w); gu(, w)).

0 que é uma contradigdo com (2.34). Mostrando que H,, (A, w) é nao singular para todo

(A, w) par de solugao de (2.17) e pelo Teorema 1.35, A — w) ¢ de classe C'. O

2.3 Resultado auxiliar: Solucoes Largas

Nesta se¢ao provaremos um resultado auxiliar para demonstrar (2.13). Precisamente,

para mostrar que

lim uy(z) < oo Vo e Q\ (UMB;).
ATXo,1
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A ideia é provar a existéncia de uma fungao U definida em Q \ (U™, B;) tal que uy < U,
para todo A € (A, Ag1). Assim, nos dedicaremos agora a construir tal funcao e, como
veremos em seguida, U sera a solugao larga de um problema auxiliar.

Neste sentido, recordemos que a solu¢ao de um problema

—Au = f(zx,u) em €,

U= 00 sobre 0f2,
¢ usualmente conhecida como uma solugao larga de
— Au= f(z,u) em (2.36)
que significa uma solugao cléassica u € C*(Q) de (2.36) tal que
lim  wu(z) = oo.
dist(x,02)10
Especificamente, denotando

Ql =0 \ GE“
i=1

vamos estabelecer a existéncia de solugao positiva para o seguinte problema com singula-

ridade na fronteira

—Aw = Aq(z,w) = b(z)q(z,w)” em Q,
w=0 sobre 02 N 09, (2.37)
w = 00 sobre 02 \ 0€2.

Existem vérios resultados sobre solugoes largas, veja por exemplo [26], [62], [44] e suas
referéncias. Para nosso estudo, seguiremos a Se¢ao 3 de [35]. Assim, o roteiro da demons-
tracao ¢ o seguinte: primeiramente vamos estudar o problema homogéneo associado a
(2.37). Em seguida devemos estabelecer cotas apropriadas para as solugoes do problema
homogéneo associado a (2.37). Por ultimo, a partir desdes dois resultados, provaremos a
existéncia de solugao positiva para (2.37).

Comecemos estudando o problema homogéneo associado a (2.37), isto é, considere

—Aw = Aglz,w) — ba)a(z, WP em O,
w=0 sobre 09, N 0, (2.38)
w=M sobre 0 \ 092,

para cada M > 0. Vale ressaltar que ha dois casos a se considerar: quando m; = m

e quando m; < m. Geometricamente é interessante notar que no primeiro caso {2; nao
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contém zonas com b(x) = 0 em seu interior, pois €y = Q\ U™, B;. Ja no caso my; < m,
b=0em BZ C Ql, 1= {m1+1,...,m}.

Tendo isto em mente e denotando
)‘0,m+1 = OO,
temos o seguinte resultado que caracteriza a existéncia de solugao positiva de (2.38).

Lema 2.11 Se p > r, entao (2.38) possui uma solug¢ao positiva se, e somente se, A <
Aomi+1- Além disso, se existe a solugdo € tnica e serd denotada por wy . Mais ainda,

as aplicagoes X — wiy vy e M = wpy g SGo crescentes.

Demonstracao: Primeiramente vamos mostrar que A < Ag,,+1 ¢ uma condigao neces-
saria para a existéncia de solugao positiva de (2.38). Com efeito, no caso em que m; = m,
temos que Ag,,+1 = 00 e portanto deveremos mostrar existéncia de solugao para todo

A € R. No caso em que m; < m duas situagoes podem ocorrer:
(i) Qao N Bimy1 = 0 e, portanto, Agm,+1 = 0.
(i) Qao N Bpy41 # 0, 0 que implica em g, +1 < 00.

Se (i) é verdadeiro, novamente devemos mostrar existéncia de solugao positiva para todo
A € R. No caso (ii) devemos verificar que A < Ay, +1 ¢ uma condi¢ao necessaria pra
existéncia de solugao positiva de (2.38). Assim, se w > 0 ¢ uma solugao de (2.38), entao
essa solucao satisfaz

T,Ww T, w)P

w w

w =70 sobre 02 N 09,
w=M>0 sobre 09 \ 0.

w=0 em y,

Ou seja, w > 0 é uma supersolugao estrita para o operador

em )y

JRE G 1AL GO
w w

com a condigao de fronteira homogénea de Dirichlet. Pelo Teorema 1.5,

p
I NG R (G0l B

e
w w
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Usando as propriedades de monotonia deste autovalor, temos

p
Bm1+1 _,C._ Ql =0 < )\?1 |:—A — )\—Q(l',w) + b(x)q(ajaw) :|

w w
p
< pPmn {—A VLG G ]
w w
— )\fm1+1 |:—A _ )\Q(SC’ 'U)):|
w
(§]
X0 By 1 < q<“;’ S <y {—A - A—q%w)} < A=A = Moyns,, ]
= pu(N),

onde p é a fungao estudada na Proposi¢ao 1.10 com O = B,,,, 41 € D = Q0N B, +1. Pelas
propriedades de p,
0< M()\) =A< )\O,m1+1-

Agora, assumindo A < A, +1, vamos mostrar existéncia de solugao positiva para
(2.38) usando o método de sub e supersolu¢ao. Observe que w = 0 é uma subsolucdo (mas
nao uma solugao) de (2.38). Para construir uma supersolu¢ao de (2.38), argumentamos
como segue.

Primeiramente consideremos o caso m; < m e fixemos A < Ao, +1. Note que 025 \ 02
consiste das (finitas) componentes de 9B;, i € {1,...,my}. Assim, para § > 0 pequeno,

considere o dominio regular
U = {x € Q;dist(z,0B;) < 4},

e ) > 0 a pricipal autofuncao de —A em U? sub a condi¢do de fronteira homogénea de

Dirichlet com ||¢?|lo = 1. Ou seja, ¢! satisfaz

W =0 sobre OUY,

onde

Uma vez que

U°| = 0 quando § — 0,
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Figura 2.5: Uma tipica configuracdo para os conjuntos U e BY onde Q; = Q\ B;. A
linha tracejada ao redor de dB; delimita as duas componentes do conjunto U? e a linha

tracejada ao redor de By delimita o conjunto BS.

onde || denota a medida de Lebesgue, pela monotonia do principal autovalor com respeito

ao dominio, podemos escolher § suficientemente pequeno tal que
N>\, (2.39)

para todas as (finitas) componentes de 0B;, i = 1,...,m.

Por outro lado, considere § > 0 pequeno tal que
B = {x € Q;dist(x, B;) < 0} CC Q, (2.40)

para cada i € {m; + 1,...,m}, isto é, para os B;’s que estao contidos €. Denotaremos

por )\gﬂ- o principal autovalor de

_ 5
—Aw = AXg, npsw em By,

(2.41)
w =0 sobre OB?,

Observe que nio excluimos a possibilidade de Qg N B? = 0, e neste caso seguimos a
convengio A); = oco. Note ainda que, se ¢ finito, A); ¢ o (tnico) zero da aplicagao
A= p(A,0) onde

PN 8) = AP [ — A, s,

Por um outro lado, seguindo a prova do Teorema 9.1 de [59], podemos deduzir que a

aplicacdo A — p(\,d) é analitica e seus zeros sdo simples. Por outro lado, da Sec¢do 8.5
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de [59], segue que a aplicagao 0 — p(\,d) varia continuamente. Assim, concluimos que
Ao: T Aoi  quando 1 0.

Uma vez que Ag; > Aomi+1 > A, @ € {my + 1,...m}, para J suficientemente pequeno,
temos

Xoi > A (2.42)
Consequentemente, a Proposicao 2.9 e o Lema 2.7 garantem que o problema

—Aw = \iq(z,w) em BY,

(2.43)
w =10 sobre B¢,

possui uma tnica solugdo positiva para A; € (A, )\gﬂ-). Denotaremos esta tinica solugao por

w?. Portanto, fixado § > 0 satisfazendo (2.39) e (2.42), considere uma funcao positiva

¢:Ql\< u[O F;-W)—HR

i=mi+1
wl(x) sex € Ff/z, i={mi+1,...,m},

O(z) =9 ¢? sexEMf/Qﬂﬁl, i=A{1,...,m},

mi

U nay)

=1

tal que

¢(x)  caso contrario,

seja uma funcdo em C2(€2;). Afirmamos que K® é uma supersolucao de (2.38) para uma
contante positiva K suficientemente grande. De fato, é facil ver que K& = K¢ > 0 em

0N NINe KO =K 90{5/ > > M em cada componente de 9 \ 012 se K é suficientemente

7

grande. Entao, K® é uma supersolucao de (2.38) desde que

—A(K®) > A\g(z, K®) — b(x)q(x, KP)P  em . (2.44)

Em Q \ ([U:’ill U’ n ﬁl)} U [Ui’iml“ E;-W} ), (2.44) ¢ equivalente a

(z, K¢)

“Ap > AL = a(z, K¢)

6= bl

0.

Desde que b(x) > by > 0 em £ \ ([U;’;(Uf Ny u [Uﬁmlﬂgﬂ) e tendo em vista
(2.20) — (2.23), obtemos

iy [158) oy 257)
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. m a) m -9
uniformemente em Q; \ <[Ui:11 U n Ql)] U [U B’

i=mi+1 i

D Assim, para K suficien-

temente grande tal que

min Ap> )\q(x],(gcb)

q(z, Ko)P

6= b(a) T

¢,

(2.44) ¢é satisfeita em € \ ([U:lll (L[;W N ﬁl)] U [Um Eé/z] )

i=mi+1 i

Agora, em cada Llf/Q NQy, i e{l,...,my}, (2.44) é equivalente a

q(z, Kl)P
K¢

(z, K¢?)

A > g —b(z
K¢! )

Se A < 0 esta desigualdade é trivialmente verdadeira. Se A > 0, usando as propriedades
da fungao ¢(z,-), temos que

z, K¢?)

J\p
Pi

— )T !

e portanto (2.44) ocorre para todo K > 0.

Finalmente, em Ef/z, i€ {my+1,...,m}, (2.44) é equivalente a
NEKq(x,w’) > Mgz, Kwd) — b(z)q(z, Kwd)P.
Novamente, se A < 0 a desigualdade é imediata. Para A > 0, esta desigualdade ocorre se

(XZ»Kq(x,w?) >) )\Kq(x,w?) > A\q(z, Kw?) — b(a:)q(a:,wa)p

w? Kuw? K

3 3

\ <q(w,w?) ~ Q(%Kw?)) W > _b(x)M_ (2.45)

Uma vez que a aplicacdo s — ¢(x, s)/s € nao crescente, temos que

K < 2 :> >\ 2 _ 1 C > 0
Kw! —  w w! Kuw? W=

7 K3 3

K>1=

Mostrando que (2.45) é satisfeita para K > 1 e portanto K® é uma supersolucao de
(2.38). Isto prova a existéncia de solugao positiva para este problema.
Devemos considerar também o caso m; = m. Para isso, fixo A € R, basta tomar as

mesmas fungoes ¢?, i = {1,...,m}, com § > 0 suficientemente pequeno satisfazendo
A o>

Assim, escolhendo
m

Uw? na)

i=1

o:Q\ —R
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tal que

@S sexEUf/Qﬂﬁl, i=A{1,..,m},

¢(x) caso contrario,

seja uma funcdo em C?(€2;), de maneira analoga ao caso m; < m, temos que K® é uma
supersolugao de (2.38) para K > 0 suficientemente grande.
A unicidade segue por um argumento similar ao apresentado na Proposicao 2.7. Para

a monotonia da aplicagdo M + wyy ar, considere M > M. Entao wyy 37 satistaz

—Awp, 37 = Aq(@, wyy 77) — b()g(z, wy 57)P em €y,
wiar =0 sobre 92, N 99,
W = M>M sobre 9 \ 09,

e, portanto, wy, 77 ¢ uma supersolugao de (2.38) (com M). Pelo método de sub e su-
persolucao, existe uma solugdo de (2.38) entre 0 e wpy 57 Por unicidade da solugao,
necessariamente

0< '(U[A7M] <[)\’M] .

A monotonia da aplicacao A = wyy a) ¢ andloga. O]
Observe que na demonstracao anterior o §2; nao desempenha um papel crucial, ape-
nas é importante que B; CC €y, i € {m; + 1,...,m}. Entdo, como consequéncia da

demonstragao anterior, obtemos
Corolario 2.12 Considere § > 0 pequeno tal que, denotando por
Ds = {x € Qy; dist(x,00,\0Q) <6} e Qf =Q\ Ds,

temos

m
i=mq+1

Entao, parap >nr e M >0, o problema

—Aw = /\Q('xv w) - b(l‘)q(l‘, w)p em Q?a
w =0 sobre 9% M 0N,
w=M sobre 9 \ 09,

possui uma solugao positiva se, e somente se, X\ < Xgm,+1. Além disso, esta solugao é

unica se existe.
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Demonstragao: Apenas note que os mesmos argumentos do resultado anterior podem
ser aplicados, apenas trocando ; por €. O

Vamos enunciar um resultado auxiliar.

Teorema 2.13 Considere o problema de fronteira singular

—Au = Au—b(x)f(u) em Q, (2.46)

U = 00 sobre 0S2.
Assumindo que f € C*0,00) satisfaz
(A1) f>0 e f(u)/u crescente em (0,00)
(Az) /OoL < 00, onde F(t) := ftf(s)ds
Entao (2.46) admite solugao positiva se, e somente se, A < )\?”0.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [26].
Usaremos este resultado para provar o préximo lema que nos ajudara a obter cotas
adequadas para as solucao de (2.38). Ressaltamos que a obtencao de tais cotas é um passo

crucial na obtencao de solugoes largas.

Lema 2.14 Considere

—Aw = w = b(x)ga(w)’ em Q, (2.47)

w =00 sobre 01,

onde d > 0,A>0 e qy € a fungao inversa de s — s+ ds". Assumindo que b(x) > by > 0

em  ep>r. Entao (2.47) possui uma solugao nao negativa.

Demonstracgao: Para provar este lema, aplicaremos o Teorema 2.13. Portanto, devemos

verificar as seguintes hipoteses:

s)P

(A1) ¢4 € C'([0,+00)) com ¢ > 0 e % crescente em (0, +00),

e a condicao de Keller-Osserman

oo dt t
A / <oo,ondeFt:/ s)Pds.
) [ 0= [

Primeiramente, note que se d = 0 temos gq4(s) = s, e é facil verificar que (A;)—(As)

sao satisfeitas.
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Para d > 0, desde que s = qq(s) + dgs(s)", podemos escrever

qa(s)’ _ 1 _ qa(s)”
s qa(s)'7P + dga(s)P (ga(8)” + dga(s)")
Uma vez que p > r, s — %(Ts)p ¢ crescente em (0,+00), (A1) se cumpre.

Para verificar (Ag), primeiro vamos mostrar que, como p > r, existem constantes

C>0eke(1,p/r) tais que

De fato, defina

h(s) := = [qd(s)k% + dgg(s) % ' s> 1.

Assim, definindo

temos que g < ¢} em (0,00). Entao

/loo (/0 qd(t)pdt) dtds < /loo (/Osg(t)dt>

Isto completa a demonstracao 0

N|=
N

> 1
dtds = 00/1 st < Q.

As cotas cruciais para obtengao das solugdes largas de (2.37) sdo dadas a seguir.

Lema 2.15 Para cada subconjunto compacto K C {x € y; b(x) > 0}, existe uma
constante C' := C(K) > 0 tal que

Hw[)\,M]”O <C VA< XAom41, M >0.

Demonstracao: Seja K C {z € (; b(x) > 0} compacto e § > 0 suficientemente

pequeno tal que
Ks = {x € Q; dist(z, K) < 6} C {z € Qy; b(x) > 0}.
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Fixemos 9, tal que a inclusao acima ocorra.
Assim temos que b(x) > ming, b(z) > 0 e pelo Lema 2.14, existe uma solugao larga
(denotada por W) de
—Aw = w — b(x)qg(w)?  em Kg,.

onde d = maxg; a(x) > 0. Mostremos que para todo M > 0, existe ¢ = ¢(M) € (0,1) tal

que W, é uma supersolucao de

—Aw = Ag(z,w) — b(z)q(z, w)? em K, (2.48)

W = Wy, sobre 0K 5.
De fato, por um lado
As > Mg(z,s) e q(x,s) > qa(s) Vs >0,
implicando
=AWy = AWy — b(2)qa(Wy)? > Mgz, W) — b(z)q(x, Wg)P  em K.
Por outro lado, uma vez que
dist(z, 0K5) — 0 = Wy(z) — oo,
podemos escolher ¢ suficientemente proximo de 1 tal que
Wy(z) > %}?;cwp\’M] sobre 0K .

Com esta escolha de ¢, Wy é uma supersolucao de (2.48). Como esse problema possui

uma tinica solugdo positiva, a saber wp |k, segue que do Lema 2.5 que

cd?
wpom | ks < Wa  em K,
para cada M > 0. Em particular, como K C K5, temos
wpm < Wy em K, VM > 0.

Consequentemente,

lwin o lle) < m}z{%do < 0.

O
Finalmente estamos em condigoes de estabelecer um resultado de existéncia de solugao

positiva de (2.37).

82



Capitulo 2 2.3. Resultado auxiliar: Solucoes Largas

Proposigao 2.16 Se A\ < Ao, 41, entao (2.37) possui uma solugao positiva. Além disso,
neste caso o limite pontual

Winoe] = 1\141%0 WA, M5

¢ uma solugao larga positiva e minimal (2.37), isto €, qualquer solug¢do positiva © de
(2.37) satisfaz
Wine < ©.

Demonstragao: Fixo A < Agp,41. Pelo Lema 2.11, a aplicacao M + wp p € nao
decrescente. Consequentemente, o limite pontual estd bem definido. Para mostrar que
é solugao de (2.37), procedemos como segue. Primeiro vamos mostrar que o limite é
finito. Em {z € Q;b(z) > 0}, este limite é finito pelo Lema 2.15. Se m; = m Entao
Q= {x € Qy;b(x) > 0} e o resultado segue.

Por outro lado, se m; < m, para cada B; C Qy, i € {m;+1,...,m}, podemos escolher

0 > 0 pequeno tal que

Ds = {ZB € Ql; diSt(Qf,@Ql \8(2) < 5} c O \ U F@ e Q(; = \ Ds, (249)

i=mi1+1

e para cada um destes d’s, existe um conjunto aberto Oy satisfazendo
00 C Os CC U\ U, 1B
Fixemos um destes ¢’s. Entao, gracas ao Lema 2.15, existe uma constante C' > 0 tal que
lwpmlle@as) < llwpalle, <€ VM > 0. (2.50)
Consequentemente, wix |Qtls ¢ uma subsolucao de

—Aw = M\g(x,w) — b(z)q(x,w)? em QI
w=0 sobre 925 N 1Y, (2.51)
w=C sobre 993 \ 9.

Como consequéncia,
wiag < wpes em QY VM >0, (2.52)

onde w5 Tepresenta a tnica solugao de (2.51), cuja a existéncia é garantida pelo Co-

rolario 2.12. Isto mostra que o limite pontual W o ¢ finito em €2;.
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Agora, tomando dois conjuntos abertos O, Oy e § > 0 suficientemente pequeno tal que
OccO, ccQcc.

Pelas estimativas LP e as imersoes de Morrey, existe uma contante C' > 0 tal que, para
cada M > 0,

lwpaller@,) < C.

Portanto, da imersio compacta C'(O;) em C**(0;) e a unicidade do limite pontual,
Wix,o0) € Holder continua. Consequentemente, por regularidade eliptica, temos que Wy o
¢ solugao de (2.37).

Resta provar que Wiy o ¢ solucao positiva minimal de (2.37). De fato, seja © uma
solugao positiva de (2.37) e C' > 0 uma constante positiva que satisfaz (2.50). Desde que

© = oo sobre 09 \ 012, temos que, para 6 > 0 pequeno,
C <O sobre 9\ 99.
Portanto, ©[qs é uma supersolucao de (2.51) e consequentemente
Wy <O em Q. (2.53)
Combinando (2.52) e (2.53), obtemos
wpvm <O em ).

Assim, fazendo M 1 oo, produz

Wi < O,

que estabelece a minimalidade de Wy . O

2.4 Comportamento pontual das solugoes positivas

Nesta se¢ao finalizaremos a demonstracao do Teorema 2.2, provando os limites (2.11)

e (2.13).

Demonstracao do Teorema 2.2: Observe que para o Teorema 2.2 a) e b), a existéncia
de solugao de (2.17) é garantida pela Proposigao 2.9 e a unicidade é dada pelo Lema 2.7.

Além disso, a diferenciabilidade e monotonia da aplicacao
A= wy € Cé (ﬁ)
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é estudada na Proposi¢ao 2.10 e como A; é um ponto de bifurcacao da solucao trivial

(conforme a Proposigao 2.8), segue (2.10), ou seja,
li = 0.
lim fJwlo =0

Entao nos resta mostrar os limites (2.11) e (2.13). Comegaremos mostrando (2.11), isto
¢,

limuy, = oo uniformemente em 2.

Atoo

. . . B: ~
Para isso, argumentamos como segue. Para cada i € {1,...,m}, seja ¢|" a autofungao

positiva associada ao autovalor oP'[—A] tal que ||¢ ||y = 1 e considere

gpfi in B;,

\Ili: _

E claro que ¥; € H}(2). Iremos mostrar que, para A > A\[—A; By], e(A\)¥; é uma subso-
lugdo fraca de (2.17) (veja Teorema 1.33) para uma constante €(A) > 0 a ser escolhida.
Pelo Principio do Méaximo sabemos que gof) i e Pcé(gi), em particular
D¢y’
— <0,
3711-

onde n; denota a normal exterior unitaria em 0B;. Assim, tendo em vista o Lema 1.34, é

suficiente verificar que
— A(e(N)Y;) < Mgz, e(AN)T;) — b(x)q(z,e(N) V)P Vo € B, (2.54)

Como b=0e U, =% em By, i € {1,...,m}, (2.54) é equivalente a
et [-Algr = —Ae(Ney") < Mgz, e(\pt") Yz € B;
eNer” A
a(z,e(N)er") or*[=A]

IN

1+ a(z)q(z, e(\)pr") " =

IN

Vz € B;. (2.55)

Desde que

Q(*/E’ 3) <s e QDIBZ(:E) < ”QOIBZ 0o=1 VreqQ,

para que a desigualdade (2.55) se verifique, é suficiente que

(1 + a(z)q(x, E(A)gp?i)r_l §) 1+ mgz?x a(x)e(N\)! < m.

Assim, escolhendo

Bt 1/(r-1)
6()\) = ( Bi)\ 2 [ A] (:C)) ) A > O-Fi[_A]a

o' [-Almaxg, a
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é facil ver que (2.55) se cumpre. Além disso,
g(A\) = oo quando A — 0. (2.56)

Por outro lado, ja mostramos que K(\)e é uma supersolugao de (2.17), onde e é a tnica
solugao positiva de (2.29) e K(A\) > 0 é uma constante suficientemente grande. Assim,
existe K (A) > 0 tal que

e(AMV; < K(AN)e em Q.

Pelo método de sub e supersolugao (veja Teorema 1.33) e a unicidade de solugao positiva

de (2.17), deduzimos que
eNeli <wy em B;, > ol[-Al.
Usando (2.56), concluimos

}\im wy(z) = oo uniformemente em B;.
Too

Portanto, uma vez que wy = uy + a(x)u}, obtemos (2.11).
Para finalizar resta demonstrar o limite (2.13), isto é,
m1
=00 sex€E U B;,
i=1

< 00 SexEQ\UFi.

=1

Iim uy(x
Mo @)

Para esse fim, argumentamos como segue. Primeiro vamos mostrar que

lim wuy(z) =00, Vze U B;.
ATAo,1

Desde que a aplicacdo A — wy é de classe C*, podemos diferenciar (2.17) com respeito a

A e obter
(—A — Aqu (7, wy) + b(x)pq(z, wx)P gz, wy))wh = q(z,wy) >0 em Q  (2.57)

onde w) = dw,/d\. Uma vez que (A, w) é uma solugao de (2.17), temos

p
w w

Usando a desigualdade (2.35) e as propriedades de monotonia do principal autovalor dadas

pelo Teorema 1.8, segue que
0< U?[_A - )\Qw<$7 U))\) + b(.T)pQ(.fIf, w)\)pil%u(x? w/\)]
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Entao, pelo Teorema 1.5, o operador

—A = Mg (z, wy) + b(2)pg(z, wA)P " gu(z, wy)

satisfaz o Principio do Méaximo Forte e deduzimos a partir de (2.57) que w) > 0 em §.

Por outro lado, em B;, 1 <i < m; temos b(z) = 0 e (2.57), fornecendo
—Aw, — A (z, w)w) = q(z,w) em B;.
Desde que g, (z,w) > X, ,np, em B;, deduzimos da desigualdade acima que
(—A — XX, nB, )W\ > ¢(z,w) em B;. (2.58)

Agora, fixo A € (A1, \o.1) e seja ¢} a autofuncio positiva associada a \g; com ||l o = 1.

Para ¢ > 0 suficientemente pequeno temos que
q(z, wy) > cXoy, ] em B;.
Como A — w, é crescente, temos
q(x,wy) > cXoy ) em B; VA € [\, Ag1).

Denotando por v} a tnica solugao do problema linear

(—A = XX, )u = cXq, ¢ em B;,
u=>0 sobre 0B;,

que existe, uma vez que A < X\g;. Tendo em vista (2.58), o Principio do Maximo implica
wh > i em B;.

Mas ’
cpy
Ao — A

e, uma vez que \g; = A1, para cada i € {1,...,m; } deduzimos

vy =

lim wh(z) > lim vi(x) = oo
i () m ) :

para todo = € B;. Consequentemente

lim wy(z) =00, VzeB;, 1<i<m.
ATAo,1
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Por outro lado, considere W := W]y, o] a solugdo positiva de (2.37), dada pela
Proposicao 2.16. Tomando € como em (2.49) com § > 0 suficientemente pequeno, segue

que
—AW = Xoaq(z, W) — b(x)q(x, W) > \g(z, W) — b(x)q(z, W)P em QI
fara todo A € (A1, Ao1). Assim, W é uma supersolugao de

—Aw = )\C](ZE, U}) - b(m)q(m,w)p em Q??

_ 5
w = wy |y sobre 0§29,

cuja a (lnica) solugao é wy|qs. Pelo Lema 2.5 b), obtemos
wy <W em Q‘ls.
Desde que 6 é arbitrariamente pequeno,
wy < W em Q.
Assim, fazendo \ 1 A\g1 produz

my
/\lTlgi wy(z) <oo Vrey = Q\Z_LJIBz

38



Capitulo 3

Um problema logistico com difusao nao

linear 11

Neste capitulo apresentaremos os resultados obtidos em [24], dando continuidade ao
estudo da equagao (3.1), analisando o caso 0 < r < 1 e b > 0 constante. Especificamente,

consideraremos a equagao:

—A(u+ a(x)u”) = Au—buP em (2,
u=20 sobre 052,

(3.1)

onde Q C RY, N > 1 é um dominio limitado com fronteira regular r, p, b sao constantes
taisque 0 <7 <1< p,b>0eacC?*QR,) ¢ uma funcio que pode se anular em regides

de 2. Assim, seguiremos a mesma notacao do Capitulo 2, isto é:

Quy ={z € Q; a(z) >0}

Qa(] =) \ §a+.

Este capitulo esta organizado da seguinte: na Secao 3.1 apresentamos um resumo dos re-
sultados conhecidos referente a equagao (3.1) e enunciaremos os principais teoremas deste
capitulo. Na Secao 3.2 daremos alguns resultados preliminares. A Se¢ao 3.3 tratamos
o caso b = 0 enquanto a Secao 3.4 ¢ dedicada ao caso b > 0. Por fim, abordaremos a

multiplicidade de solugoes positivas na Secao 3.5
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3.1 Introducao

Uma vez que 0 < r < 1, a equagao (3.1) nos fornece o estado estacionéario de uma
equagao com difusao nao linear que combina difusao rdpida (em Q,,) com difusdo linear
(em Q). Em particular, quando a = 0 em € (isto é, Q40 = ), (3.1) se reduz ao cléassico
problema de autovalor do operador Laplaciano com condi¢ao de fronteira homogénea de
Dirichlet em 2 se b = 0 e a conhecida equagao logistica com difusao linear se b > 0. O
primeiro caso foi abordado na Se¢ao 1.1 do Capitulo 1 e o segundo foi apresentado no Teo-
rema 2.1. Assim, como o problema (3.1) com a = 0 é bem conhecido, aqui consideraremos

apenas
a # 0.

Para os nossos resultados, o principal autovalor do seguinte problema desempenhara

um papel fundamental:
—Au = AXq,,u em €,

u=0 sobre 0.

(3.2)

A existéncia deste autovalor principal é discutida na Secao 1.1 e adotaremos a mesma

notacao utilizada na Secao 2.1, isto é,
o1]—A; Xa,.] == Aao-
Definimos também
Ao =00 se Qo = 0.

Além disso, para enfatizar a dependéncia do parametro A, vamos nos referir a (3.1) por
(3.1). Com estas consideragoes, podemos enunciar nosso primeiro resultado que trata do

caso b = 0:

Teorema 3.1 Se b =0, entdao (3.1), possui uma solugdo positiva se, e somente se, \ €

(A1, Aa0). Além disso, existe uma familia de solugoes positivas uy de (3.1) satisfazendo

Jim luallo = oo (3:3)
e
lim |Juxllo =0 se Ay < 0. (3.4)
)\4))\,10
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Figura 3.1: Diagrama de bifurcacao para b = 0. A esquerda ilustra o caso Q4,9 = 0

(Aao = 00) e a direita o caso Q.0 # 0 (Mg < 00).

Na Figura 3.1 representamos os correspondentes diagramas de bifurcacao de solugoes
positivas de (3.1), com b = 0. Para o caso b > 0 a bifurcacéo do infinito desaparece. De

fato, temos:
Teorema 3.2 Se b > 0, considere
Ay = {X € R; (3.1)) possui uma solugao positiva}.
Entao Ay # 0 e denotando por X*(b) = inf Ay, temos Ay < \*(b) < Ago. Além disso,
(a) Se Qq0 =0, entao (3.1)y possui uma solugdo positiva para todo X\ > \*.

(b) Se Qa0 # 0, entio Mgy € o tnico ponto de bifurca¢io de solugdes positivas de (3.1)
a partir da solugao trivial. Além disso, se \* < Ago (resp. A = Ay0), entdo (3.1))

possui solugao positiva para todo A > \* (resp. A > \*).

(c) No caso em que \* < Ao, entdo para cada A € (X", Aao), (3.1)x possui pelo me-
nos duas solugées positivas ordenadas, isto €, wy e vy solugoes positivas de (3.1)y
satisfazendo

Wy < Vy.

A Figura 3.2 mostra alguns possiveis diagramas de bifurcagao que ilustram os resultado

presentes no Teorema 3.2. Destacamos que no caso b > 0 nao ha ponto de bifurcacao do
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Figura 3.2: Possiveis diagramas de bifurcacao. Da esquerda para a direita: caso Q.9 = 0,

caso Q40 # () com bifurcacao subcritica e caso Q49 # () com bifurcagao supercritica.

infinito e se Q.0 = @ também nao ha bifurcacao da solucao trivial. Entao, para concluir
existéncia de solugao positiva usaremos o método de sub e supersolucao.

Além disso, para o caso Q49 # (), a Proposicao 3.9 fornece condicoes sobre p,r, a e b
que nos fornecem a diregao de bifurcacao. Este resultado nos mostra o efeito da interacao
entre a difusao rapida u + a(z)u” e a ndo linearidade logistica Au — buP. Especificamente,
se 1/r < p, ent@o a bifurcac¢ao da solugao trivial é subcritica, enquanto que se 1/r > p, a
bifurcagao é supercritica. No caso 1/r = p, a e b determinam a diregao de bifurcacao de
acordo com as desigualdades (3.19) e (3.20).

O proximo resultado nos da informagoes sobre as solugbes positivas de (3.1) com

respeito ao parametro b:

Teorema 3.3 Supondo b > 0.

(a) Para cada A > X*(b), (3.1) possui uma solugio maximal denotada por Wyyy. Isto

é, toda solugao, w, de (3.1) satisfaz
w S WA(b)'
Além disso, se \* < p < A, entao Wy < Wy

(b) X*(b) satisfaz
A*(b) = A1 quando b — 0. (3.5)

(c) A solugao maximal Wy verifica
lim [[Wi@llo =00 VA(D) > A*(b). (3.6)
b—0
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>

114

AN Xao

Figura 3.3: Um diagrama de bifurca¢ao admissivel quando b > 0 ¢ pequeno, Q.0 # 0 € a

bifurcagao é supercritica.

Como consequéncia destes resultados, um interessante diagrama de bifurcacao é ad-
missivel no caso em que b é pequeno e a bifurcagdo é supercritica. O paragrafo (b) do
Teorema 3.3 nos diz que, para b > 0 suficientemente pequeno, \*(b) < \,0. Entao, se a
bifurcacao da solugao trivial é supercritica, o continuum de soluc¢oes positivas que emana
de Ao satisfaz A > A,y para A suficientemente proximo de A\,9. Por outro lado, existe
solugao positiva para A € (A*(b), Ayo). Entdo, isso nos leva a um diagrama de bifurcagao

como ilustrado na Figura 3.3.

3.2 Resultados preliminares

Nesta secao apresentaremos alguns resultados béasicos que serao tuteis ao longo deste
capitulo. Primeiramente, para tratar a equagao (3.1),, usaremos novamente a mudanga

de variavel (2.16), isto &,
I(z,u) =w=u+a(x)u” & u=q(z,w)
obtendo o seguinte problema equivalente (3.1)y

—Aw = A\q(z,w) — bg(z,w)? em €,
w=20 sobre 0f).

(3.7)

Desde que estamos interessados em solugoes positivas de (3.1),, podemos definir

q(z,s) =0, Ve s<O0.
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4 q(x,s)/s 4 q(x,s)7s
a(x)=0
1
a(x)>0

Figura 3.4: Esbogo do grafico das fungoes q(z, s)/s e ¢(x,s)?/s com 0 < r < 1.

Assim, de maneira andloga ao raciocinio feito no Capitulo 2, qualquer solu¢ao nao
trivial de (3.1), é na verdade estritamente positiva. Consequentemente, v > 0 é uma
solucdo positiva de (3.1), se, e somente se, w = u + a(x)u” é uma solugdo positiva de
(3.7). Portanto, vamos analisar o problema equivalente (3.7). Também iremos nos referir

a (3.7) como (3.7),.

Primeiro, vamos provar algumas propriedades tuteis da fungao ¢(z, s).

Lema 3.4 a) Para cada x € Q, a aplicagio s — q(x,s), s > 0 € de classe C'. Além

disso, fizo s >0, a aplica¢io x — q(x,s) é de classe C*.

b) Para todo x € Q, a aplicagdo

S
€ nao decrescente e satisfaz
Xo.o(2)s < gz, s) <5 Yz e, (3.8)
0 sea(x) >0,
lim 8% _ ) () = (@) (3.9)
52008 1 sea(x)=0
e
lim 459 _ (3.10)
S5—00 S
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¢) Para todo x € Q, a aplicagao

s)P
ooy s
S
€ crescente e satisfaz
p
lim 228" _ (3.11)
s—0 S
e
p
lim 409 L (3.12)
S5§—00 S
Demonstragao:

a) Desde que ¢(x,-) é a fungao inversa de I(z,s) = s + a(x)s", temos
I(z,q(x,5)) = 5 = q(z,s) + a(z)q(z,s)", (3.13)
1 1

I(z,q(z,s)) 1 +ra(z)q(z,s) =1

Portanto ¢s(x, s) ¢ continua em (0, 00). Por outro lado,

QS(Ia S) =

1
li s\, =1l = X = (s 70 )
oot (z,5) o0t 14 a(x)rq(z,s) 1 20(7) = 4:(2,0)

mostrando a continuidade em 0. Além disso, como a € C?(x), seque que x + ¢(z,s) &

de classe C2.

b) De (3.13) temos
q(z,s) 1
s lta(z)g(z,s)

de onde deduzimos (3.8). Além disso, desde que s — ¢(x,s) é crescente e 0 < r < 1,

(3.14)

(3.14) fornece que ¢(z,s)/s é nao decrescente.
Para calcular os limites (3.9)—(3.10), note que se a(xz) = 0 temos ¢(z,s)/s = 1 e eles
sao imediatos. Se a(z) > 0, usando

limg(z,s) =0 e lim g(x,s) = oo,
s—0 S—00

(3.14) fornece
lim a(, s) =0 e lim alr s)

s—0 S 5§—00 S

= 1.
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¢) Analogamente, observe que

q(z,s)P 1
s q(z, )P +a(x)q(z,s)—P (3.15)

Pela monotonia da aplicacao s +— ¢(x,s) e com 0 < r < 1 < p, segue que ¢(x,s)/s
é crescente em s, para todo x € Q. Além disso, fazendo s — 0 e s — oo em (3.15),

seguem (3.11)—(3.12).
U

Observacao 3.5 Gracas a regularidade de a e q (veja Lema 3.4), w € uma solugdo
classica de (3.7) (w € C*(Q) NCy(Q)) se, e somente se, u € solu¢io cldssica de (3.1)
(u € C*(Q) NCy(N)). Entretanto, se assumirmos menos regularidade sobre a fungdo a,
por exemplo a € L>(Q), entio a solu¢io w de (3.7) serd uma fun¢ao em W?P(Q), para
todo p > 1. Neste caso, nao podemos assequrar a mesma reqularidade para w, e entao u

€ solugao de (3.1) se u+ a(z)u” = w € uma solugdo forte de (3.1).

Para terminar esta segao, iremos estudar um problema auxiliar que nos fornecera exis-
téncia de solu¢do maximal e uma estimativa a priori para as solugoes positivas de (3.7),.

Especificamente, considere o problema

—Aw = w — bg(x,w)? em
w =70 sobre 0f2.

(3.16)

Proposicao 3.6 (3.16) possui uma solugao positiva se, e somente se, X > A;. Além

disso, se existe ela € unica e serd denotada por 0y e satisfaz

0, <0n sel <pu<A

Demonstragao: Se w > 0 é uma solugao positiva de (3.16), entao

q(x, w)P

—Aw + b———w = \w em (),
w
w =70 sobre 0f2.
Implicando que
p
A=o0; [—A + bm > o1[—A] = Ay
w
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Consequentemente, A > \; é uma condi¢ao necessaria para a existéncia de solugao positiva
de (3.7)..

Suponha A > \;. Para provar a existéncia de solugao positiva vamos usar o Método de
sub-supersolugao. Assim, seja € > 0 uma constante. Afirmamos que e, é uma subsolugao

de (3.16) para € > 0 pequeno. Com efeito, ¢y é subsolugao de (3.16) se

Aepr = —Aepr) < Aepr) —bg(x,ep1)?  em
J0(z,<p1)

< A=)\ emQ. (3.17)
51025

Desde que A > \; e

s—0 S
seque que para € > 0 suficientemente pequeno (3.17) se cumpre e portanto ep; é uma
subsolugao de (3.16). Para a supersolucao escolhemos K > 0 constante. E de fato, K é

uma supersolucdo de (3.16) desde que

0=-AK > MK —0bg(z,K)’ em Q

K
p @K S e (3.18)
K
Como
p
lim —q(m,s) = 00,
5—00 S

para K > 0 suficientemente grande, (3.18) se cumpre. Em adicional, escolhendo K > 0
tal que
e < K ,

pelo método de sub e supersolugdo, existe uma solugao 6, de (3.16) satisfazendo
epp < 0\ < K.

A unicidade segue do Teorema 1.36, uma vez que

p
S

¢ decrescente para todo x € 2. Finalmente, para verificar a monotonia com respeito a
A basta notar que se Ay < pu < A, a solucao ¢, de (3.16) com A = p é uma subsolugao

de (3.16), entdo escolhendo K > 0 satisfazendo (3.18) e K > 0, temos que existe uma
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solucao de (3.16) entre 6, e K. Como a solugdo positiva deste problema é tnica e é
denotada por 6,, segue que

0# < 0.

O

Corolario 3.7 Para todos A > j1 > A, qualquer solugdao positiva w, de (3.7), satisfaz

wy, < 0, <0

Demonstracao: Apenas note que w, é uma subsolucao de (3.16) e K suficientemente
grande é uma supersolucao. Consequentemente, pela unicidade de solucao positiva de
(3.16), devemos ter

U}#SQ#S@)\.

3.3 Caso b = 0.

Esta segao é dedicada ao estudo do caso b = 0. Para isso, usaremos bifurcagao global,

especificamente o Teorema 1.13.

Proposicao 3.8 Supondo b = 0.
a) Se eziste uma solugao positiva de (3.7)y, entao XA € (A1, Aao)-

b) A1 € o dnico ponto de bifurcagao do infinito de solugoes positivas de (3.7)y. Além disso,

existe uma componente ilimitada
Yoo €Y= {(\,w) €R x Co(Q); (A, w) € uma solugio de (3.7)}

tal que
w

—) € Zoo} U{(A\,0)}

lwll3

Yo = {()\,w) com w # 0; ()\,

€ conexa e ilimitada.
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Demonstragao:

a)

Se w > 0 é uma solugao de (3.7),, temos

[—A—)\M] w=20, em (2,
w

w =0, sobre 0f2.

Usando (3.8) e as propriedades de monotonia do principal autovalor, obtemos

0=o0, {—A—AW} > o [=A— A = A — Al

Implicando que A > \; é uma condigao necessaria para existéncia de solugao de (3.7).

Se Qu0 = 0, entdo A\, = o0 e terminamos a demonstragdo do paragrafo a). No caso
Quo # 0 temos A9 < 00 e precisamos provar que A < Ay € uma condicao necessaria
para a existéncia de solucdo positiva de (3.7). E com efeito, se w > 0 é uma solugao de
(3.7)a, usando novamente (3.8) e as propriedades de monotonia do principal autovalor

deduzimos

0 =0 [—A - A‘J(”;w)} < o1[=A = AXa,,] = (V).

Pelas propriedades da funcao p dadas na Proposi¢ao 1.10, segue que A < Ayo.

Tendo em vista (3.10) e desde que f(\ z,s) := Aq(z, s) satisfaz f(0,z,s) = 0 para

todo z € 2 e s > 0, podemos aplicar o Teorema 1.13 e obter o resultado.

Para finalizar o estudo do caso b = 0, vamos provar o Teorema 3.1.

Demonstracao do Teorema 3.1: Pela Proposi¢ao 3.8 b), A\; é o tnico ponto de bi-

furcagao do infinito de solugdes positivas de (3.7),. Com o objetivo de provar existéncia

de solugoes positivas para A € (A1, Ay), consideraremos dois casos: 0,0 = () € Qqo # 0.

Caso Q40 = 0: Para concluir o resultado, ¢ suficiente verificar o seguinte

Afirmagao: para todo conjunto compacto A C A1, 00), existe € > 0 tal que (3.7)) ndo

possui solugao positiva com (A, w) € A x B.(0).

De fato, a natureza global de ¥, implica que este continuum ¢ ilimitado com respeito a

A e, desde que (3.7), ndo possui solugao positiva para A < A\; (conforme a Proposic¢ao 3.8),

teremos Projp¥. = (A1, 00), e o resultado segue.
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Vamos provar a afirmagao. Argumentando por contradi¢ao, se a afirmagao nao fosse
verdadeira, existiria (\,, w,) uma sequéncia de solugdes de (3.7),, tais que A\, € A para
todo n € N e ||wy|lo — 0. Desde que A é compacto, passando a uma subsequéncia se

necessaria, temos

(Answy) — (X,0) em R x Co(Q)
De (3.9) e do limite anterior obtemos que para todo § > 0, existe ns € N tal que

q(x, wy)
wy,

<9 Vn>ns.
Assim, desde que (\,,w,) é uma solugao de (3.7),,, concluimos

0= oy [=a =B o A S = A= Ad V> s,

wy,
isto é,
A0 > Aj.

Fazendo n — oo e gracas a \, — A < 00, a desigualdade acima fornece \; < \d, para
todo 0 > 0, o que é uma contradi¢ao, o que prova a afirmacao e termina a demonstracao
para este caso.

Caso Q40 # 0: Tendo em vista (3.9), podemos aplicar o Teorema 1.13 e obter que Ay é
o unico ponto de bifurcac¢do da solugao trivial de solugbes positivas de (3.7). Além disso,
existe uma componente ilimitada ¥y C ¥ tal que (Ay,0) € Xo. Uma vez que o ponto de

bifurcagao é tinico, obtemos

Como consequéncia, pela natureza global deste continuum, Projp¥. = (A1, Ayo) € obte-

mos que existe solugao positiva para todo A € (A1, Ag). O

34 Casob >0

Nesta sec¢ao iremos provar os Teoremas 3.2 e 3.3, com excec¢ao da existéncia da segunda
solugao positiva, que sera tratado na proxima secgao.
Primeiramente, denotando por ¢, a autofuncao principal associada a A\,o normalizado

em C(€2), isto &, ||pauollo = 1. Temos o seguinte resultado de existéncia e nao existéncia de

solucoes positivas.
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Proposicao 3.9 1. Se (3.7)y possui uma solugio positiva, entao A > A;.

2. Se Qq0 # 0, entdo \yo € um ponto de bifurcagao de (3.7) da solugdo trivial e este é

o unico de solugoes positivas. Além disso, a bifurcagio €

(a) Subcritica se 1/r < p.

(b) Subcritica se 1/r =p e

SﬁpaLl +1
> b/ ohy - 3.19
/Qa+ a(x)P Quo 0 (3.19)

SOPBLI +1
©_ / A (3.20)
/(2,1+ a(x)P Quo 0
(d) Supercritica se 1/r > p.

3. Existe X > \; tal que (3.7)x possui solugdo positiva.

Demonstracao: Desde que a prova do primeiro paragrafo é similar a apresentada na
Proposicao 3.8, iremos provar apenas 2 e 3.

Vamos demonstrar o paragrafo 2. Se Q, # 0, por (3.9), podemos aplicar o Teo-
rema 1.13 para obter que A,9 € o tnico ponto de bifurcacao da solugao trivial. Para
concluir a diregao de bifurcagao, vamos usar (i) e (ii) do Teorema 1.13 e argumentar como

segue. Denotando

Aq(z,s) — bg(x, s)P — AXq,,(z)s
gl—o

Y

onde o < 0 sera escolhido posteriormente.

(a) Se 1/r < p, escolhemos 0 =1 — 1/r. Assim, em €2, temos

(q(z,s)")"" (q(z, )PV

g\, z,5) = A —b
8] = Mo s) +a@ale s (alns) + (@l sy
= A L b L
(g ) ale)Vr (gl 9) P+ alx)g(x, s) 0P
e, portanto,
. . o a0
(A,sl)lgt\lﬂ)f,oJr)g(/\’x’S) ~a(x)Vr em $lay

Por outro lado, em 2,9 temos

As — bsP — As
2 ve Y pep—lr
g\ x,s) =G bs ,
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e, uma vez que 1/r < p, resulta

(/\ﬁl)liragf,oﬂg()\,x, s) =0 em Q.

Consequentemente,

= liminf g(A >0
(@) o i 70+)g( T, 8) >

[ narai™ >0
Q

Entao, pelo Teorema 1.13 (i), a bifurcagao da solugao positiva em A = )\, é subcri-

tica.

(b) Se 1/r = p, escolhemos 0 =1 — p. Assim, em €, temos

O s) = A 1 (m))p _b<q(:c,5))p‘

(q(z,8)'"VP +a s

Implicando que

= liminf A = Qo
plz) (i 0 70+)9( , T, 5) TR
Por outro lado, em 2,9 temos
As — bsP — As
g\ z,s) = I —b.
Consequentemente,
D sere Qs
()= liminf g\ xz,s) =< a(@)?

- (A8)—=(Aa0,01)

Portanto, pu(z) > —b e (3.19) ¢ equivalente a

/ (@)t > 0.
Q

Assim, pelo Teorema 1.13 (i), a bifurcagdo de solugdes positivas em A = Ao é

subcritica.

(c) Analogamente ao caso anterior, tomando 0 = 1 — p temos

se v € Quy,

a(x) = limsup g¢g(\ x,s) = a(x)

(A8)—(Xa0,07) —b se x € Q.
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Uma vez que a(x)™? € L*(Q,.), obtemos 1w € L'(Q) e (3.20) é equivalente a

/ fi(z)ehgt < 0.
Q

Entao o Teorema 1.13 (ii) implica que a bifurcagao de solugoes positivas em A\ = Ao

¢é supercritica.

(d) Se 1/r > p, escolhemos 0 =1 —p. Em Q, temos

1 B q(x,s)\"
@@ )7 1 a(@)alz, sy o)y b( s )

g\ z,s) =\
e, desde que 1/r > p,

limsup g\, z,s) =0 em Q4.
(\8)—(Xa0,0+)

Por outro lado, em €,9 temos

As —bsP — A
g\, z,s) = AL

sP

Consequentemente,

f(r) = limsup g(\ z,s) = —Xq,,b € L(Q)

(A,8)—=(Xa0,01)

[ st <o.
Q
Entao, pelo Teorema 1.13 (ii), a bifurcagao de solugdes positivas em A\ = A,y é

supercritica.

Para provar o terceiro paragrafo, note que o caso €49 # () € uma imediata consequéncia
do paragrafo 2.

Se Q. = 0, entao nao ha pontos de bifurcagao, por isso iremos usar o método de
sub-supersolucao para provar a existéncia de solucao positiva para A > A; grande.

Para construir a subsolugao, denotando por ¢; > 0, o autovalor associado a A; com

1llo = 1. Assim, para m > 1 a fungao ¢}* satisfaz
¥ 1

Vie?) = mel 'V
A(e?) = m(m—1)e7 Vi > + mel ™ Apy

= m(m— 1)‘P717172‘V901‘2 —mAipy.
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Portanto, w = ¢}" ¢ uma subsolugao de (3.7), desde que
m(L—m)e" [V + mhgl" = —A(e") < Mgz, @) — ba(z, o]')" Yz € Q.

Uma vez que estamos considerando o caso 4 = 0, temos ¢(x, ") > 0 para todo = € Q

e esta desigualdade é equivalente a

mey" |V<,01|2 ) 1

Note que o termo bg(x, @) é limitado. Vamos mostrar que os termos restantes também

sao limitados. De fato, observe que

\V4 2
(1= m)! 902” + M <0, (3.22)
Y1
sempre que
()=
m—1 Il

Como 1 = 0 e (0p1/0n)(x) < 0 em 02, onde (J¢;/0n)(x) denota a derivada normal

exterior de ¢ no ponto x € 92, podemos obter § > 0 tal que

Qs = {x € Q;d(z,00) <0} C
{re QG M/(m=1))" < |Vou(a)|/ei(2)}. (3.23)
Como consequéncia, (3.22) ocorre para todo x € Q5. Por outro lado, temos
M = xg{lzl\%é " (x) > 0.

Desde que a aplicagao s — s/q(x, s) é nao crescente (conforme Lema 3.4), segue que

o
Ve e Q\ Q. 3.24
q(z, 1) ~ q(x, M) Vi (3.24)
Assim,
m?! [V |? ) mM ( [V |? )
——=—((1=m +A ] < 1—m + A ) <oo em Q\ Qs.
£ o7 (( ot S\ A M

Entao podemos escolher A suficientemente grande para que (3.21) ocorra, implicando que
w = " é uma subsolugao de (3.7),.
Agora, seja K > 0 uma constante positiva. Entao w = K é uma supersolugao de
(3.7) desde que
0=—-AK > M\(z,K) — bq(z, K)?,
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0 que é equivalente a

q(z, K)P~ >

S| >

(3.25)

Assim, escolhendo K satisfazendo (3.25) e K > ¢, fornece que w = K ¢é uma super-
solugao de (3.7),. Consequentemente, existe uma soluc¢do positiva, w, de (3.7), para A

grande, e que satisfaz

Agora vamos provar o Teorema 3.2 (b) e (c).

Demonstracao do Teorema 3.2 (a) e (b): Uma vez que b > 0 esté fixado neste
teorema, iremos denotar A\*(b) simplesmente por \*.

Gracas a Proposicao 3.9, ja sabemos que Ay # ) e A} < A < co. Com a notacao
Ao = 00 se Q4 = 0, podemos tratar os paragrafos (b) e (c) simultaneamente para
mostrar a existéncia de solugao positiva para todo A > A;.

Assim, se A > \*, pela definicdo de \*, obtemos que existe A com
M <A<

tal que (3.7)y possul uma solugdo positiva, wy. Como A< A wy ¢ uma subsolucao de
(3.7)a. Por outro lado, uma constante K > 0 suficientemente grande satisfazendo (3.25)
e K > wy é uma supersolucao. Consequentemente, (3.7), possui uma solugao positiva
para todo A > \*.

Agora vamos mostrar que, se \* < A\, entdo o problema (3.7), admite solu¢ao também

para A = A\*. Com efeito, suponha
A" < Aao- (3.26)

Seja 0, uma sequéncia minimizante tal que o, | A\* e w,, uma respectiva solucao positiva.

Entao w,, ¢ limitado em C(2). Como o1 > A; e 0, < 01, 0 Corolario 3.7 fornece
wy, <0, Vn €N,

onde 6,, denota a tunica soluc¢ao positiva de (3.16) com A = 0. Assim, ||w,|lo < ||05,]0-

Em adicional, uma vez que (o, w,) ¢ uma solucao de (3.7),, , temos

/Qan Vo = /Q(anq(x,wn) —bq(z,w,)")p Vo € Hy(Q). (3.27)
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Tomando ¢ = w,, como fungao teste e usando (3.8), deduzimos que

lunllyy = [ uat ) = ba(o. w, s,

Q
< o [ alnwun <01 [ w2 <o 3
0 Q

Como consequéncia, w, é limitada em Hj(£2). Passando a uma subsequécia se necessério,

w, = w*em H(Q) e w, = w*em L™(Q) m < 2"
Passando ao limite n — oo em (3.27), concluimos

/ Vw* - V¢ = /(/\*q(x,w*) —bg(z,w*)P)p Vo € Hy ().
Q Q

Portanto w* é uma solugao fraca de (3.7),+ e pela regularidade eliptica, obtemos que w* é
uma solugao classica nao negativa. Afirmamos que w* # 0. De fato, caso contrario, pela

regularidade eliptica, e as imersoes de Morrey, teriamos
lwallery@ < C,

para alguma constante positiva C. Assim, da imersdo compacta de C'7(Q) < C(Q),

passando a subsequéncia se necessério,
||wnl|lo — O.

Tendo em vista (3.9), para todo & > 0, existe ns € N tal que

M — Xa, () <0 Vn>ns x el
Wy,
Consequentemente,
p
0=oy |-A— UnC](x,wn) 4 bC](x,wn) > o[~ A — 0,(8 + Xo, ).

Wn, Wn,

Tomando § — 0, implica n — oo e obtemos que
0> o1[A — Mo, = p(\).

Pelas propriedades da funcao p (veja a Proposigao 1.10), a desigualdade acima nos fornece
A* > Aa0, 0 que é uma contradi¢ao com (3.26).
Para completar a demonstragao, resta mostrar que A\; < A* < \,o. Vamos verificar a

desigualdade \* < A,. De fato, se Q0 = 0 entdao A\, = 00 e A* < Ny € imediato. Se
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Qo # 0 entao A,y ¢ um ponto de bifurcacao da solucao trivial e, pela definicao de \*,
segue que \* < \gp.

Para verificar \; < \*, argumentamos como segue: se \* < \,9, entao ja sabemos que
(3.7) possui uma solugao positiva para A = A* e como A > \; é uma condi¢ao necesséria
para existéncia de solucao positiva, segue que \* > A;. Se \* = )\, desde que estamos
considerando apenas o caso a # 0 em (), isso implica que A\; < Ayp = A\*. O

No que segue, estudaremos as propriedades das solugdes de (3.7), com respeito ao

parametro b. Iniciamos provando a existéncia de solugao maximal.

Demonstracao do Teorema 3.3 (a): Recordemos que, pelo Corolario 3.7, toda so-
lugdo w > 0 de (3.7), satisfaz

w < [|0x[fo-
Assim, considere a funcao
f(z,s) = Mgz, s) — bg(x, s)’ + Ks.
Como
fs(x,8) = Aqs(, 8) — bpq(z, s)P " 'qs(,8) + K Vs >0,

e ¢s(z, s) ¢ limitada para 0 < s < ||0, |0, podemos escolher K > 0 suficientemente grande
tal que esta fungao ¢é crescente em [0, ||f5]|o]. Assim, obtemos uma sequéncia w,, a partir

da interagao monotonica

—Awpi1 + Kwpy = Ag(z,w,) — bg(z, w,)P + Kw,, wo = 0,. (3.28)
Vamos mostrar que, a menos de subsequencia, w, ¢ convergente e o limite fornece uma
solugdo maximal em [0, 0,]. Note que w; é a solugdo do problema problema linear

—Aw; + Kwy = f(z,0,) em Q,
w; =0 sobre 0f).

Por regularidade eliptica, w; € C>*(Q2). Além disso, usando que @, é uma supersolucio

de (3.7))\,

—A(Oy —wi) + K0y —wi) 20 em €,
0y —w; =0 sobre 0f).

Pelo Principio do Méaximo Forte,
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De maneira analoga, temos que w, € C>*(Q), n € Ne
0<wpy <w, <O, nel.
Assim, como w,, é monotona e limitada, existe o limite pontual

lim w,(z) =W(z) Vrel
n—oo

Por outro lado, como w,, é limitada em C(£2), por regularidade eliptica, temos que w,, tam-
bém é limitada em C>*(Q). Da imersdo compacta C>*(Q) << C?*(Q), w,, é convergente

em C%(2) e pela unicidade do limite
w, — W em C*(Q).

Por fim, passando ao limite n — oo em (3.28), segue que W ¢ solucdo de (3.7). Uma vez
que toda solucao positiva w > 0 satisfaz w < @, resulta que w < w,, para todo n € N,
implicando w < W e provando que W é uma solugdo maximal de (3.7),.

Agora, dado A*(b) < p < A, entdo W, é uma subsolucdo de (3.7),. Como K > 0
suficientemente grande é uma supersolugao de (3.7),, derivamos que (3.7), possui uma
solucao positiva w com

W, <w<K.
A desigualdade estrica ocorre pois W, nao é uma solucao de (3.7),. Como W) é uma

solugdo maximal de (3.7),, deduzimos
W# <w < W,.

Isso completa a demonstracao. O

O seguinte resultado auxiliar nos ajudaré na demonstra¢ao do Teorema 3.3 b)

Lema 3.10 Se b; < by, entao inf Ay, <infAy,.

Demonstragao: Apenas note que Ay, C Ay,. De fato, se A € Ay,, entao wyy,) ¢ uma
subsolugao de (3.7), com b = b;. Escolhendo K suficientemente grande satisfazendo (3.25)
e K > wyu,), concluimos que existe uma solugao positiva de (3.7) com b = b;. Além
disso,

WA (ba) < WA(by)-

Agora vamos mostrar o item b) do Teorema 3.3, isto é,

lim A*(b) = ;.

b—0
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Demonstracao do Teorema 3.3 (b): Vamos mostrar que para todo A > )\, existe
b= b(\) > 0 tal que (3.7) admite solugao positiva.

De fato, fixo A > Ay, podemos escrever A\ = \; + &g, com g = A — \; > 0. Seja C' >0
uma constante positiva, entao w = Cp]* é subsolugao de (3.7), se

m—2 CQOm
Cm(l—m) |V P—FL 4 ) <m—1—1>
( Vel q(z,Cop) TP\ g, Co)

+hg(z, Cel' )™ < e, (3.29)

para todo = € . Vamos obter condigoes para que (3.29) se verifique em €25 assim como
em 2\ Qs, onde Qs ¢ dado em (3.23).

Primeiramente fixamos m = m(\) > 1 tal que

€0

Ai(m —1) < 3. (3.30)

Para este m, tomamos § = §(m) como na Proposi¢ao 3.9. Observe que § nao depende de
C.

A primeira parcela em (3.29) é negativa. Para mostrar que a segunda parcela é pe-
quena, recordemos que a aplicagdo s — ¢(z,s)/s é crescente e slirélo q(z,s)/s = 1 (veja

Lema 3.4), portanto

i 41 quando s T oo.
q(z, s)
Como
in " >0
g{gﬁ Y1 )

de (3.30) e do limite acima, podemos obter C' > 0 grande tal que

CSOT €0
T g )< O\ Q.
M (mq(a:,CsOi”) ) -2 ve €2\

Além disso, tomando b > 0 satisfazendo

bq(z, CpPt < % Vi € Q, (3.31)

deduzimos que (3.29) ocorre para todo x € Q0 \ €.

Por outro lado, se z € ()5 temos

m(1 —m)|Veri[*el 7 + mAip]* <0,

implicando
m—2 m
Cm (1 —m)|V|? 21 — +mA 1 — <0
(z,Cor") q(z, Cl")
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Tendo em vista (3.31), segue que (3.29) também se cumpre em 25 ¢ portanto w = C}"
¢ uma subsolugao de (3.7),. Tomando K satisfazendo (3.25) e K > C¢!", temos que K

¢ uma supersolucao de (3.7). Desse modo, exite uma solucao wp ) de (3.7), tal que
Col" <wpy < K. (3.32)
Como consequéncia, dado € > 0, existe b, > 0 tal que
AL < A(b) < A Fe.

Pela Proposi¢ao 3.10, a desigualdade acima é verificada para todo 0 < b < b., mostrando
(3.5). O

O seguinte resultado tera como corolario o Teorema 3.3 (c).
Proposigao 3.11 Seja (wa«e))p>0 uma familia de solugoes positivas de (3.7)y«w). Entdo

lim [Jwxeg)[lo = oo (3.33)

Demonstragao: Argumentando por contradicao, supondo que |[wy-p)llo < M, para
cada 0 < b < by. Em particular, como a aplicagao s — ¢(z,s)/s é ndo decrescente,

g\, Wx+(p q(x, M
wry < el < M = 28 ()<>>§ CAl)
A*(b

Por outro lado, como wy-« € solugdo de (3.7)x-(), temos

NG q(x, wr=w))?
—Awyegy — A (b)www) + bM

'LU,\*(b) =0 em Q,
Wy (b) W\ (b)

Wx+p) = 0 sobre 0f2,

e portanto

* * p
0:@{—A—AW@“LMA©)+ﬂ@waﬂ}

w,\*(b) w)\*(b)

> 01 {—A - A*(b)%] :

Fazendo b — 0, obtemos

M
Como 40 # Q, entao g(x, M)/M < 1 e isso implica

M
OZUJ—A—MK% q.
0>01[—A—)\1]:)\1—)\1:0,

0 que é uma contradicao. 0

Como consequéncia desse resultado, temos a

110



Capitulo 3 3.5. Multiplicidade de solugoes positivas

Demonstracao do Teorema 3.3 (c): Pelo Teorema 3.3 (a), para todo b > 0,
Wxsp) < Waep) < Wiy
Assim, como limy_, ||wy=(p)|lo = 00 (conforme a Proposicao anterior), segue que

li = 0.
bg%||WA(b)||0 00

3.5 Multiplicidade de solucgoes positivas

Esta secao é dedicada a obter uma segunda solugao positiva de (3.7), e para este pro-
posito usaremos Métodos Variacionais. Os argumentos aqui apresentados sao inspirados
em [1] e [6].

Para cada A > Ay, seja M > 0 uma constante tal que [|6,|lo < M onde 6, representa

a tnica solugdo positiva de (3.16) (veja a Proposic¢ao 3.6). Fixo ¢ > 0, definimos

q(z,s) se s < M,
q(x,5) =4 oz, s) se M <s<M+e,
q(x,M +¢) se M +¢e <s,

onde ¢(x,s) é uma funcao regular tal que a aplicacio s € (0,00) — q(z, s) é de classe C'.

Definindo o funcional Iy : H}(2) — R dado por

1

I\(w) = 5”“’”?{3 - )\/QQ(x,w)dx + b/QQp(x,w)dx,

onde

Q(z,w) := /qu(x,s)ds e @Qplr,w):= /Owﬁ(x,s)pds.

Assim, I, estd bem definido e ¢ de classe C?, para todo A > ;. Além disso, toda solucao
positiva de (2.17), é limitada superiormente por M (de acordo com o Corolario 3.7), entao
pontos criticos de I, sdo solugdes fracas de (3.7), e, por regularidade eliptica, sdo solugoes
classicas.

Vamos coletar algumas propriedades deste funcional.

Proposicao 3.12 O funcional I é coercivo e limitado inferiormente.
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Demonstragao: Para cada w € H}((), temos
1
Bw) = gluly - [ Quw)ds b [ @y w)ds
Q Q
1 w
= Sl — [ [ Ot w) - bate.wp) dsds
2 0 QJo

desde que a aplicagao

s> As—bsP, s >0

é limitado superiormente, podemos obter uma constante C' > 0 tal que

Aq(z,s) — bg(xz,s)P <C, s>0.
Deste modo, obtemos

1 2 1 2

I(w) =z Slwlyy —C | wdz = S|wlzy — Clwls.

2 0 Q 2 0

Da imersao continua Hg(2) — L*(€), segue que
1 2
Lw) 2 Sllwllf = Cillw] .

Mostrando que o funcional I é coercivo e limitado inferiormente. [l

Proposigao 3.13 Se w,, € uma sequéncia em H}(Q)) com I\(w,) limitado, entdo, pas-

sando a uma subsequéncia se necessdario,

w, — w em H}(Q)

n—oo

Em particular, I atinge o infimo sobre Hj ().

Demonstragao: Gragas a coercividade de Iy, a sequéncia w, ¢é limitada em H;(<).

Assim, passando a uma subsequéncia se necessério,

w, — w em HJ(Q)

w, — wem L*(Q), s € [1,27).
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Consequentemente,

In(w) = D) = gl — )+
/Q [(AQ(x,wn) — bQp(x,wn)) — (ANQ(z, w) — bQy(, w))]dz.

Escrevendo F(z,s) = AQ(x,s) — bQ,(x,s), s >0, temos
1
B(w) = Iw) = 5wl = lwaly) + [ [Flawn) - Flewlds. (330)

Pelas propriedades de g,
Fy(z,s) = A\g(x,s) — bq(z, s)?

¢ limitado em €2 x [0, 00). Assim, (3.34) implica que
In(w) = Ix(wn) = (HwHH1 = [lwnll7)+
{/ (MG (z, tw, + (1 — t)w) — bg(z, tw,, + (1 — H)w)Pdt(w,, — w) | dx
Q

ummlnmmp+o/w%—wm

IN

1
2
Desde que w, — w em L'(Q) e w, — w em H}(Q), segue que

I\(w) — liminf I, (w,) < 0.

n—oo

Finalmente, uma vez que I, é coercivo e limitado inferiormente (conforme a Proposi-
cdo 3.12), I atinge o infimo sobre H} (). O
Com o objetivo de aplicar o Teorema 1.40, vamos mostrar que I, possui duas solucoes

que sao minimos locais de I, em H} ().

Proposicao 3.14 Para todo A > \*, (3.7)x possui uma solu¢ao w # 0 que é um minimo

local para Iy em H}(Q).

Demonstracao: Pelo Teorema 3.3 (a), a solugdo maximal de (3.7), Wy, ¢ uma sub-
solugdo estrita de (2.17), para todo A > A*. Assim, obtemos uma solugdo vy para (2.17),
via minimizagao
Li(vy) = inf{I\(w); w € Hy(2), w(z) > Wy}
Note que vy existe gragas as Proposigoes 3.12 e 3.13 e v define uma solugao de (3.7),.
Para verificar que esta solugao ¢ um minimo de I, em H} (), ¢ suficiente mostrar que

¢ um minimo local na topologia de C! (veja [14]).
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Tomando K > 0 suficientemente grande tal que s — Ag(x,s) — bg(x,s)P + Ks é

crescente em [0, maxg v,] e como vy > W+, deduzimos
—Avy = W) + K(ox = Wa+) = (Ag(z, va) — bq(z, v)P + Kvy)
— (N Gz, Wye) = bg(z, Wy )P + KW)y+) > 0.
Pelo Principio do Maximo Forte, segue que vy — Wy« esta no interior do cone positivo de
CL(2). Com isso, existe ¢ > 0 tal que

BE(U,\) C {u < Cé(ﬁ),u > W)\*},

onde B.(vy) denota a bola aberta de raio ¢ e centro em v, na topologia de C'.
Desde que I,(vy) ¢ o minimo em {u € H}(Q);u > Wy~ }, entdo também é um minimo
local em C}(Q). O

O proximo resultado nos fornece um segundo minimo local de I em Hj(S2).

Proposigao 3.15 Se A < Ay, entao a solugao trivial w = 0 € um minimo local de Iy

sobre H} () e é uma solugdo isolada de (3.7)y.

Demonstragao: Consideremos dois casos:
Caso Q0 # 0

Fixo € = ¢(A) > 0 suficientemente pequeno tal que

Entao, gracas a definicao de g, podemos obter uma constante C' > 0 e 1 < r < 2* tais que
7(2,5) < q(2,5) < (£ + X (2))s + C5” V(a,5) € 2 x [0,00).

Consequentemente,

1 A C )
Soly =5 [+ Hnaau? - = [ s

1 A A C
1t - 2 2 _ - 7’+1‘

Portanto, existe 6 > 0 pequeno tal que

v

I)\(w)

v

I(w) >0 Ywe Hy (), Jwllg <9,

mostrando que w = 0 é um minimo local de I em H}(1).
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Para provar que 0 é uma solugao isolada de (3.7),, argumentamos por contradi¢ao.
Caso contrario, existiria uma sequéncia de solugdes positivas w, tal que |[wy|[g — 0.
Portanto, teriamos também ||w,|lo — 0. De (2.19), para todo § > 0, existe ns € N tal que

q(z,w,)

—Xa,, <6 VYn>ns v e
Wn

Consequentemente,

p
0=o, _A_/\C](x,wn) +b¢](x,wn) > o1 [—A = A6 + Xa,,)]-

Wn, Wn,

Fazendo § — 0, concluimos
02> 01[_A - )‘Xan] = :U’()‘>

Das propriedades de u (veja Proposigao 1.10), a desigualdade acima fornece A > A9, 0
que é uma contradigao.

Caso Q0 =0

Observe que os mesmos argumentos do caso anterior podem ser aplicados, apenas
notando que Xy, , =0 e Ay = 00. O

No que segue, vamos argumentar para aplicar o Teorema 1.40. Definimos
M= {w e Hy(Q);0 <w(r) < vz}

Como w = 0 e vy sdo solugoes de (3.7),, entdo pontos criticos de Iy em M também
sao pontos criticos de Iy em H} (). Vamos mostrar uma condigao Palais-Smale para o

funcional I em M.
Proposicao 3.16 Se w,, € uma sequéncia em M tal que
[/\(wn> —C € g(wn) — Oa

entio w, possui uma subequéncia convergindo forte em HA ().

Demonstragao: Se w, ¢ uma sequéncia em M, entdao w, ¢ limitada em H{(f2). Pas-

sando a uma subsequéncia se necessario, temos

w, = wem Hy(Q) e w,(r)— w(x)q. s em Q.
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Uma vez que 0 < w,, < vy, entao 0 < w < vy. Do Teorema da Convergéncia Dominada

de Lebesgue obtemos

/Q()\G(x, wy) — bg(z, w,)P) (w, — w)dz — 0.

Portanto,
glwn)lwn = wllgy > 13 (wn) (wn — w)
= / Vw,V(w, —w) + o(1)
Q
= |V (w,, —w)|* + o(1).
Q
Assim,
g(wn) 2 |lwn = w|| gy + o(1).
Passando ao limite n — oo, deduzimos que w,, — w em H} (). O

Finalmente estamos em condicoes provar a existéncia de um par de solucoes ordenadas

de (37))\

Demonstracao do Teorema 3.2 (c¢): Considere novamente o conjunto
M= {we Hj(Q);0 <w(x) < vz},

onde vy é a solugdo que é um minimo local de I, sobre M (de acordo com a Proposi-
¢ao 3.14). Como I, satisfaz a condi¢ao Palais-Smale em M (Proposigao 3.16), podemos

aplicar o Teorema 1.40 e concluir a seguinte dicotomia: ou

1. I, possui um ponto critico wy em M que nao ¢ um minimo local;

ou

2. I\(vy) = I,(0) e vy e 0 podem ser conectados em qualquer vizinhanga do conjunto

dos minimos locais de I, relativos a M, cada um dos quais satisfazendo I,(w) = 0.

Porém, pela Proposi¢ao 3.15, 0 é uma solugao isolada de (3.7),, para todo A € (A1, Aao)-

Isso exclui a possibilidade de que o paragrafo 2 ocorra, completando a demonstragao. [
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Capitulo 4

Bifurcacao global para uma classe de

sistemas elipticos quasilineares

Este capitulo ¢ dedicado aos nossos resultados contidos no artigo [23|. Desse modo,
o principal objetivo deste capitulo é demonstrar uma versao do Teorema 1.28 para uma
classe de sistemas elipticos quasilineares. Para isso, vamos aplicar os Teoremas 1.23 e 1.26,

com argumentos inspirados em [66]. Especificamente, vamos estudar o sistema

—div(P(u,v)Vu + S(u,v)Vv) = da(x)u + f(x,u)u+ F(z,u,v)uv em
(Q(u,v)Vu + R(u,v)Vv) = pub(x)v + g(z,v)v + G(z,u,v)uv em €,

u=v=0 sobre 02,
(4.1)

onde Q C RV, N > 1 é um dominio limitado com fronteira regular. Iremos adotar as

seguintes hipdteses sobre as funcoes P,Q), R, S,a e b:

(Hpors) P(u,v), R(u,v), Q(u,v) e S(u,v) sdo funcoes reais definidas em [0, +-00) x [0, +00)

de classe C? tais que:

Qu,0) =0 Yu>0, (4.2)
S(0,0) =0 Vo> 0, (4.3)
|P(u,v)R(u,v) — Q(u,v)S(u,v)| > 6 >0 Vu,v>0 (4.4)
e
Plu,v) > Py>0 e R(u,v)>Ry>0 Yu,v>0, (4.5)

onde 0y, Py e Ry sao constantes.
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(Hu) a,b:Q — [0,00) sdo fungdes continuas e ndo nulas.

Também admitiremos as mesmas hipoteses (Hy,) e (Hre) presentes no Teorema 1.28, ou

seja:

(Hyy) f(x,w) e g(z,w) sdo fungdes reais definidas em Q x R, continuas em z e de classe
C! em w tais que

f(z,0) =g(z,0) =0 VxecQ;

(Hrg) F(z,u,v) e G(x,u,v) sdo fungdes reais definidas em Q x R? continuas em z e de

classe C em (u,v).

Este capitulo esté estruturado da seguinte maneira: na Se¢ao 4.1 faremos algumas
consideragoes iniciais sobre as solugoes nao negativas de (4.1) e enunciaremos nosso te-
orema principal. Na Segao 4.2 vamos reescrever o sistema (4.1) como uma equagao nao
linear adequada para aplicar os teoremas de bifurcagao global enunciados no Capitulo 1.
Nas Secoes 4.3 e 4.4 apresentaremos os resultados necessarios para demonstrar o principal

deste capitulo, que sera feita na Segao 4.5.

4.1 Introducao

Neste capitulo apresentaremos um teorema de bifurcacao para o sistema quasilinear
(4.1). Tal resultado é uma versao do Teorema 1.28 que trata de sistemas semilineares.
Para a demonstracao aplicaremos os teoremas de bifurcagao global unilateral da Secao 1.2
(Teoremas 1.23 e 1.26).

Antes de enunciar nosso resultado precisamos fazer algumas consideragoes iniciais.
Primeiramente destacamos que estamos buscando solugdes fortes de (4.1) (em Cy™' (Q) x
Cy" (Q)) com componentes ndo negativas. Observe que (4.1) admite trés tipos de soluces
nao negativas: a solucao trivial (0,0); as solugbes semitriviais, (u,0) e (0,v), com u > 0
e u # 0 (respectivamente, v > 0 e v # 0); e o chamado estado de coexisténcia de solugao,

isto ¢, (u,v) com u,v > 0 e ambas nao nulas.

Observagao 4.1 Se estivermos interessados em solugées nao negativas de (4.1) com re-
gularidade C*7, 0 < v < 1, € suficiente assumir, em adicional as hipdteses (Hy,), (Hrc)

e (Hw), que as fungoes
a(x),b(x), f(z,w),g(x,w), F(x,u,v),G(x,u,v)
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sao de classe C7 em x, para todos u,v,w € [0, 00).

Com respeito as solugoes semitriviais (nao negativas) (u,0) e (0,v), estas sdo solugoes

positivas de
—div(P(u,0)Vu) = Aa(x)u + f(z,u)u em €,
u=>0 sobre 0f2,

(4.6)

—div(R(0,v)Vv) = ub(x)v + g(z,v)v em €,
v=20 sobre 0§,

(4.7)

respectivamente. Ressaltamos ainda que, por regularidade eliptica, tais solu¢oes sao de
classe C*(92).

Vamos definir o conceito de solugao nao degenerada de (4.6).

Defini¢ao 4.2 Seja (A, 0,) uma solugao positiva de (4.6). Dizemos que (X, 0)) € uma
solugdo nao degenerada de (4.6) se zero € a unica solugao forte da equagao linearizada de

(4.6) em 0, que € dada por

—div(P,(0x, 0)uVOy + P(05,0)Vu) = Xa(z)u + [Or fu(z,0\) + f(z,0))]u  em 2,
u=>0 sobre Q.

De maneira analoga definimos solu¢ao nao degenerada de (4.7).

Por fim, faremos um comentério sobre um problema de autovalor que aparecera ao
enunciar nosso teorema principal. Sejam B,C € C(Q), My, M, € C*(R), M, constante
e v € C2(Q) NP tais que My > My > 0, C > 0. Pelo Teorema 1.7, existe o principal

autovalor de

—div(M; (v)uVov + My (v)Vu) + B(x)u = A\C(x)u em €,
u=>0 sobre 02,

que é denotado por
Ao = o1[—div(M;(v)Vv + My(v)V) + B(z); C(z)],

conforme notagao introduzida no Capitulo 1. Agora, seja ¢ a autofuncao positiva de (4.8)

com ||¢llo = 1. Usando a mudanga de variavel

v Ml(S)

v = M )

h(v)

2= e & ze” ds
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em (4.8) com (A, u) = (Ao, ¢) obtemos

—div(My(v)e "V 2) + B(z)ze ") = \oC(2)2e™"®) em Q,
sobre 0f2.

z=0

Como z = e "¥) > 0, segue que

Ao = U1[—diV(M2(v)@—h(v)v) + B(x)e_h(”); C(:E)e_h( )].

Assim,

o[~ div(M; () Vv + My(0)V) + B(z); C(x)]

o1 [—div(My(v)e "V 4+ B(x)e ™), C(2)e "], (4.9)

Finalmente, para enunciar o principal resultado deste capitulo, definimos as funcoes

hl,hg : [0,00) — R

dadas por
_ [T Qu(s,0)
hy(z) .—/0 R(s.0) ds (4.10)
ha(2) = /0 %((87’;)613. (4.11)

Com isso, temos o
Teorema 4.3 Suponha que as hipéteses (Hpors), (Haw), (Hyy) € (Hra) sao satisfeitas.

Seja (A, 0,) € R x P uma solug¢ao nao degenerada de (4.6) e considere

MU\ = 01 [—d’i’U(QU(H)\,O)VQ,\+R(9,\,O)V)—G(:E,Q)\,O)e)\;b]

o1 [—div(R(0y, 0)e M OVT) — Gz, 0),0)05e 1OV pe=1(02)], (4.12)

Entao do ponto (p,u,v) = (uy,0x,0) emana um continuum

CCRxPxDP

de estado de coexisténcia de (4.1) tal que: ou

1. € ¢éilimitado em R x CL(Q) x CL(Q); ou
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2. Existe uma solugdo positiva (p*,0,+) de (4.7) tal que

)\ = 01 [—div(su(o,eu*)veu* —f-P(O,QM*)V) — F([L‘70,0M*)0M*;a}
= o1[—div(P(0,0,.)e 2NV — F(x,0,.,0)0,-e 20 geh2(0u)]

e (1*,0,0,) € €; ou
3. Eziste uma outra solugao positiva de (4.6), (X, 1y), com ¥y # 0y tal que

(01 [=div (Qu(¥r, 0)Vhx + R(1x, 0)V) = G(z,¢hx, 0)Ux; b] , ¥z, 0) =
(o1[—div(R(y, 0)e M WIT) — G, by, 0)hye N he=mN] 4y 0) € €

ou

4. A = oy [~ dio(P(0,0)V): a] e (o1]—div(R(0,0)V); 1], 0,0) € T.

Da mesma forma podemos fixar p e considerar A como parametro de bifurcagao. Assim,

temos

Teorema 4.4 Suponha que as hipoteses (Hpors), (Ha), (Hyy) € (Hrpeg) sao satisfeitas.

Seja (11,60,) € R x P uma solu¢do nao degenerada de (4.7) e considere

Ay = o1 [—div(S,(0,0,)Ve, + P(0,0,)V) — F(x,0,0,)0,; a
= o[~div(P(0,0,)e "2V — F(x,0,,0)0,e 200 qeh20m)], (4.13)

Entao do ponto (A, u,v) = (A,,0,6,) emana um continuum
CCRxPxP

de estado de coezisténcia de (4.1) tal que: ou
1. € éilimitado em R x CL(Q) x CL(Q); ou
2. Eziste uma solugao positiva (X\*,0x) de (4.6) tal que

Ho= 01 [_d“} (Qv(e)\*v O)VQ)\* + R(e)\* ) O)V> - G(I, 9)\*7 0)0)\*, b]
= oy[—div(R(Or-,0)e OV — G, 0y, 0)0ye e 1O pe=h ()]

e (\*,0\,0) € €; ou
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3. Existe uma outra solugao positiva de (4.7), (u,,), com ¢, # 0, tal que

(o1 [—div(S,(0,¢,) Vi, + P(0,v,)V) — F(x,0,9,)¢,;a],0,1,) =
(01 [ div(P(0, ) "2WIV) — F (2,1, 0)ue”"2W0); ae ™)), 0,45,) € €

ou

4. = o1|—div(R(0,0)V);b] e (o1[—div(P(0,0)V);al,0,0) € €.

Observacao 4.5 Note que o autovalor uy que aparece nos Teoremas 4.3 e 4.4 pode ser

msto como
pn = o1 [—div(Qy(05,0)VO, + R(6,,0)V) — G(z,6,,0)0,; b] (4.14)

ou

pix = o1 [—div(R(0y, 0)e M EVT) — G(z, 0y, 0)05e 71O pe=r1 0N (4.15)
onde hi(0)) = OHA Qu(s,0)/R(s,0)ds. Gragas a hipdtese (4.2) em (Hpgrs), (4.14) aparece
naturalmente quando linearizamos a sequnda equacgao de (4.1) em (05,0) e serd utilizado
ao longo da demonstragio do Teorema 4.53. Jd a forma (4.15) € mais conveniente para as

aplicagoes pois, devido as propriedades de monotonia deste autovalor (veja Teorema 1.8),

¢ de mais fdcil manipulagao. A mesma observagao € valida para o autovalor \,.

Observagao 4.6 Similarmente ao que ocorre no Teorema 7.2.2 (veja Observagio 7.2.3
em [66]), a alternativa 3 do Teorema 4.3 (resp. Teorema 4.4) ndo pode ocorrer se o
problema (4.6) (resp. (4.7)) possui uma unica solugdo positiva e a alternativa 4 nao
ocorre quando \ # o1[—div(P(0,0)V);a] (resp. p # o1[—div(R(0,0)V);b]). Esta é uma

situagao comum nas aplicagoes, como veremos na Se¢ao 4.6 e no Capitulo 5.

Uma vez que a demonstracao do Teorema 4.4 ¢ analoga, provaremos apenas o Teo-

rema 4.3.

4.2 Construcao do operador

O objetivo desta secao ¢é reescrever o sistema (4.1) como uma equagao do tipo (1.16),

isto é,
SO u) =0, (4.16)
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para um operador § : R x U — U e um espago de Banach U adequados. Para isso,

argumentamos como segue.

Observagao 4.7 Como veremos em sequida, nao podemos definir § sobre 0s espacos ey,
como na foi feito para o Teorema 1.28, devido a presencga de termos envolvendo o gradiente
das fungoes u e v. Por isso o espago escolhido serd Cy(S)), que também possui cone com

interior nao vazio, permitindo a aplicagao do Teorema 1.37.

Primeiramente, tendo em vista (4.4), podemos prolongar as fungoes
P,Q,R,S:[0,00) = R
aos nimeros negativos de modo que P, Q, R, S € C*(R) e
|P(u,v)Q(u,v) — R(u,v)S(u,v)| > 5 >0 Vu,veR. (4.17)

Assim, ao longo do restante deste capitulo, P,Q, R, S : R — R sao funcoes de classe C?
que satisfazem (Hpgrs) e (4.17).
Suponha agora que (u,v) € Cy () x Cy' () é uma solucdo nio negativa de (4.1).

Note que (4.1) é equivalente a

( —P,(u,v)|Vul* — S, (u,v)|Vo|? = (P,(u,v) + Syu(u,v))VuVu
—P(u,v)Au — S(u,v)Av = Xa(z)u + f(z,v)u+ F(z,u,v)uv  em €,

—Qu(u,v)|[Vul? = Ry(u,v)|Vo|? — (Qu(u,v) + Ry(u,v))VuVu (4.18)
—Q(u,v)Au — R(u,v)Av = pb(z)v + g(z,v)v + G(z,u,v)uv  em €,
\ u=v=0 sobre 0.

Assim, denotando por simplicidade
P = P(u,v), Q@ =Q(u,v), R=R(u,v), S=.S5(u,v)
e 0 mesmo para suas derivadas, podemos reescrever (4.18) como

—PAu — SAv=M em (),
—QAu— RAv=N em (),
u=v=>0 sobre 052,

onde
M = M(u,v) = P,|Vul> + S,|Vv|* + (P, + S,)VuVv + Xa(z)u + f(z,u)u+ F(x,u, v)uv
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e
N := N(p,u,v) = Qu|Vul>+Ry| V> +(Qu+ Ry) VuNVv+pub(z)v+g(x, v)v+G(z, u, v)uv.
Ou em forma matricial
P S Au M
Q R Av N
Pela hipotese (4.17), a matriz
P(s,t) S(st)
Q(s,t) R(s,1t)

¢ inversivel para todos s,t € R e portanto

RM — SN

R R =S || M| _ P}z——gs
Aw PR-QS| 9 p N PN — &M
PR—-QS

Seja (A, 6)) uma solugao de (4.6). Adicionando a ambos os lados da segunda equagio

acima o termo

_ —(Qu(0x,0) + Ru(6,0)) VOV + kv

Z(v) :

R(@)” 0)
onde k£ > 0 ¢ uma constante a ser escolhida posteriormente, segue que
RM — SN
o = | pn TN
—Av+ Z(v I
0 | | gy 20

Observacao 4.8 A adigcao do termo Z ¢ necessdrio para que o operador T), definido na

se¢io sequinte (veja (4.21)) seja fortemente positivo (veja também Lema 4.10).

Finalmente RM — SN
ul (=4 (PR—QS)
v (A +2)7! (% +Z(v))

Entao, fixado A € R, definimos o operador
TR xC5(Q) x C3(Q) — C3(Q) x CH()

dado por

RM — SN

u—(=4)" (f) (1, u,0)
Mwd)=| ((MS) (r0) + 2(0))
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Note que § estd bem definido, pois dado (u,u,v) € R x C3(R2) x C}(Q), temos
P(u,v), Q(u,v), R(u,v), S(u,v), M(u,v), N(u,u,v), Z(v) € C(Q),
para todo A € R. Desde que os operadores
(=&)L (A +2)7: C(Q) — C(Q)

estdo bem definidos, segue que §F também estd bem definido. Além disso, (u,v) €

Cyt () x Cy' (Q) & uma solugdo nao negativa de (4.1) se, e somente se,

S, u,v) =0
com (A, ) € R?. E ainda,
S, 0,,0) =0 VueR,
consequentemente (u,0y,0) serd escolhida como a curva conhecida de solu¢ao da qual

esperamos que bifurque um continuum de estado de coexisténcia de (4.1).

Por fim, denotaremos
£(1) == D)8 (1, 05, 0).
Desse modo, reescrevemos o sistema (4.1) como uma equagao nao linear abstrata do tipo

(4.16). Nas proximas segdes nos dedicaremos a verificar as condigoes dos Teoremas 1.23

e 1.26 para obter a existéncia de um continuum de estado de coexisténcia de solucao de

(4.1).

4.3 Resultados preliminares

Nesta secao vamos analisar alguns operadores e suas propriedades que serao tteis mais
adiante. Por exemplo, aqui ficara claro a importancia da escolha da constante k > 0.
Recordemos que, conforme a Definigdo 4.2, uma solugao (A, 6,) é ndo degenerada de

(4.6) se zero é a tnica solugao forte da equagao linearizada de (4.6) em 65, que é dada por
—div(P,(0x,0)uVOy + P(05,0)Vu) = Aa(z)u + [0 fu(z,0)) + f(z,0))]u em Q,
u=20 sobre (2.

Por outro lado, esta equacao é equivalente a

Tipu=u— (—A)"" [P(6,0)7" {div(P, (6, 0)uV6y) + P,(65,0)V6 \Vu
+Aa(z)u + [Oxfulx,05) + f(z,00)]u}] =0, (u€Cy(Q)). (4.20)
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Em outras palavras, definindo o operador
Tia:Co(2) — CH()
dado em (4.20), entao (A, #),) é uma solu¢ao nao degenerada de (4.6) se, e somente se,
NI[T} ] = {0}.

Desde que 77 5 ¢ um operador linear que ¢ uma pertubacao compacta da identidade, segue
que isto é equivalente a dizer que 77 ¢ inversivel. Para facilitar a referéncia nas proximas

se¢oOes, vamos formalizar essa discussao no seguinte lema:

Lema 4.9 Uma solugao (X, 0) de (4.6) é nao degenerada se, e somente, o operador Tj

€ inversivel.

O proximo operador a ser estudado é o
T,:Cy() — Cy(Q) peR

dado por

1 QW(GA, 0>‘V9)\|2 + ub(m) —+ G(.T, 9)\, 0)9,\ + Qv(e)\, O)Ae)\ + k
R(0,,0)

T, = (-A+2) . (4.21)

Este operador estd bem definido e é compacto pois, gragas as condi¢oes de regularidade

dadas nas hipoteses (Hpgrs) € (Hrg),

QW(QA, O)’VQ,\P + Mb(]f) + G(l’, 8)\7 0)9)\ + QU(Q)\, O)AQA + k

R(6,.0) cC(Q)

e (—A+2)71:C(Q) — CL(Q) esta bem definido e é compacto. T}, aparecerd ao calcular-
mos a derivada com respeito a v de § em (u,0),0), por isso sera util conhecer algumas

informagoes sobre ele. As propriedades que necessitamos sao resumidas no lema a seguir:

Lema 4.10 Para k > 0 suficientemente grande, o operador T, definido por (4.21) com
n = U\ = 01 [—di’U (QU(Q)\, O)VQ)\ + R(Q)\, O)V) - G(ZE, 9)\, 0)(9,\; b] y

¢ fortemente positivo e satisfaz

onde r(1,,) denota o raio espectral de T),, .
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Demonstragao: Note que podemos escolher k& > 0 suficientemente grande tal que

QUU(QA, 0>|v9>\|2 + ,uAb(x) + G(ZL‘, 0, 0)9>\ + Qv(e)\, O)AQ)\ + k >

0.
R(e)\ao)

Com isso, para v > 0, y = T),, v satisfaz

Quu(0x,0)|VO\|?v + prb(x)v + G(z, 0y, 0)05v + Q, (0, 0)v Al + kv

_Ay+Z(y) = R(Q)\,O)

> 0.

Desde que constantes positivas sao supersolugoes estritas de —A + Z, pelo Teorema 1.5,
este operador satisfaz o Principio do Maximo Forte, implicando
y€eP,

mostrando que 7),, ¢ fortemente positivo.
Para mostrar que r(7,,) = 1, argumentamos como segue. Seja ¢ a autofuncao

positiva e normalizada associada ao autovalor
py = o1 [—div (Q,(0x,0)VO\ + R(0,,0)V) — G(x,0),0)0,;b] .
Afirmamos que
T2 = p2.
Com efeito, essa igualdade é equivalente a

— Ay + Z(p2) =

Quu(0x, 0)[VO\|2p2 + pab(z)pa + G(x, 0y, 0)0502 + Qy(0x, 0)p2 A0 + ko
R(e)\’ 0) .

Substituindo Z(¢3), por um calculo direto chegamos a
— div (Qu(0x, 0)p2 VO + R(0x,0)Vip2) — G(x,0,0)0xp2 = pnb(2) 2 (4.22)

que de fato ocorre por definigao de ¢y. Assim 1 é um autovalor de 7}, com autofungao
associada com sinal definido. Desde que T),, é fortemente positivo e C} (Q) possui cone
com interior néo vazio, pelo Teorema 1.37, necessariamente r(7),,) = 1. U

Para finalizar esta secao, temos o seguinte corolario

Corolario 4.11 Dado y € C(Q) \ {0} com y > 0. Entdo a equagdo
v—"T,v=y
ndao admite solugio v € CA(Q)
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Demonstragao: Desde que T, é fortemente positivo, r(7},,) = 1 e C}(Q) possui cone
com interior nao vazio, o resultado segue do Teorema 1.37. O

Destacamos que nas proximas segoes (A, #)) denotara uma solugdo nao degenerada de
(4.6) com 0, € P e adotaremos k > 0 suficientemente grande fixado tal que T,, seja

fortemente positivo.

4.4 Estudo do operador £(u) = D, )& (i, 05, 0)

Conforme discutido na Secao 1.2.2, para aplicar os Teoremas 1.23 e 1.26, devemos
verificar que § definido em (4.19) satisfaz as condigoes (Fy)—(F3), além de buscar por
autovalores 1-transversais de £(u) = Dy 8 (1, 02, 0). Entao nosso objetivo nesta segao é
estudar o operador £(1) e verificar tais condigoes.

Primeiro vamos calcular explicitamente £(u) = D) (1, 0x,0). Da definicao de §
(veja (4.19)) temos que

2(,&) = D(u,v)g(:u7 6/\7 O) =
, (RM — SN o (BM - SN
o (s ). = (o).

(PN —-QM (PN —-QM
—(=A+2) 1(PR—_QS)u I—(-A+2) I(PR——QSJFZ)U

(4.23)

onde cada termo ¢é calculado em (6,,0) e ja usamos que Z nao depende de u e portanto

Agora vamos calcular cada uma das derivadas que aparecem no operador acima. No que
segue, as fungdes P, Q, R, S, M e N bem como suas derivadas sao calculadas em (6,,0) e

omitiremos o ponto por simplicidade. Assim,

N = N(u,0y0) =Q.Vos?*
Nu& = Nu(p,05,0)6 = Quué|VOi[* + 20, VO, VE,
Nop = Ny(it,05,0)n = Quu| VO’ + (Qu + R.,)VOVY + ub(z)n + G(z,0x,0)05n,
M = M(05,0) = P,|VOx|* + Xa(z)0\ + f(x,0,)0) = —PAb,,
M, = M,(05,0)¢ = P |VOL*E + 2P, VOVE + Aa(2)€ + f(z,0,)E + fulz, 02)05E,
M,n = M,(0),0)n = P|VO\|*n+ (P, + S,)VO\Vn + F(z,0y,0)0:n.
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Note que a hipotese

Q(u,0) =0 Yu>0 (4.24)
implica que
Qu(e)\, 0) = Quu(e)\, 0) = N(M, 9)\, 0) = Nu(/JJ, 6)\, 0) =0. (425)
Desse modo,
RM — SN M,P — MP,
(m)u (11,0x,0) = (T) (6,0).
Substituindo os termos M, (0,,0), P(0y,0) e P,(0x,0), por um calculo direto chegamos a
RM — SN
I— (AN =——= 0 =T 4.2
87 (Freas ) Ex0 =T (4.26

onde T} ) ¢ o operador definido em (4.20). Similarmente, (4.24) e (4.25) implica

(PN—QM

rgs ) (0 =0 (a27)

Por outro lado
PN —-QMY
( PR—-QS ) N
(P,N + PN, — Q,M — QN,)(PR — QS) — (PN — QM)(PR— QS),
(PR —QS)? '

Calculando a derivada acima no ponto (u, 8y, 0) e usando
Q(0x,0) = N(p,0,,0) =0,

deduzimos que

PN — QM _ PN,— QM
(m)v (1, 0x,0) = pp W 00)
N, + Q,A60
= DB 6,0).

Usando que Z é linear em v e portanto Z, = Z, obtemos

-8+ (=85 +7) o0 =T, (428)

onde T, é o operador definido em (4.21).

Finalmente, vamos denotar

T:=(-A+2)" (%) (11, 05,0). (4.29)
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Capitulo 4 4.4. Estudo do operador £(u) = D(y)S (11,0, 0)

Ressaltamos que nao sera necessario calcular este operador explicitamente.

A partir de (4.26), (4.27), (4.28) e (4.29), concluimos que

T, T
L(p) =
0 I—-T,

Com isso, podemos verificar que a aplicacdo § satisfaz as hipoteses (Fy)—(F3) da Se-

¢ao 1.2.2. De fato:
Lema 4.12 A aplicagio néo linear §: R x C}(Q) x C}(Q) — CH(Q) x CL(Q) definida em
(4.19) satisfaz as premissas (Fy),(Fy) e (F3) da Segao 1.2.2.
Demonstracao: Devemos verificar que

(F) Para cada u € R, a aplicagdo F(u, -, -) é de classe C}(CL(Q) x CL(2)) e

Dy (1, u,v) € L(C3(Q) x C(R))
é um operador de Fredholm de indice zero, para todo (u,v) € C}(Q) x CL(9).
(F2) DS : R x C3(Q2) x CA(Q) — CH(2) x C{(2) é uma aplicagio continua
(F3) Existe © € C(R,CLH(Q) x CL(Q)) tal que

§(n,O(n) =0 VueR

E de fato, a regularidade de §(y, -, -) segue da defini¢cdo de § em (4.19). Além disso, da

expressao de D, )& (1, u,v), ou seja,

D)8 (p, u,v) =
_[RM — SN _ (RM — SN
[_(_A)1<PR—QS)u _(_A)1<PR—QS)U
(PN —-QM (PN —-QM
I 0
= +
01
 (RM — SN [RM — SN
_<_A)1(PR—QS> —(=a)" PR—QS)v

(PN -QM (PN -QM ’
—(-A+2) 1(T—QS ) —(-A+2) 1<PR——QS+Z>U
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onde cada termo é calculado em (p, u,v), temos que esta ¢ uma aplicagao linear continua

que é uma pertubagdo compacta da identidade em CL(Q) x C}(Q). E ainda, a curva

constante
0:R = C;(Q) xC3(Q)
dada por
O(u) = (6x,0)
satisfaz §(u, 0y,0) = 0. O

Agora devemos buscar por autovalores 1-transversais de £(u). Como o candidato
natural ¢ o autovalor p, vamos determinar o nucleo e a imagem de £(1u,). Isto seré feito

na proposicao a seguir:

Proposicao 4.13  (a)
N[&(12)] = span{(Tr 3 (Tip2), 2))

onde py € a autofuncao positiva normalizada associada ao autovalor ).

(b)
R[&(pn)] = Co(Q) x R = T,

onde T),, € o operador definido em (4.21).

Demonstragao: Para provar (a), observe que (£,1) € N[£(u,)] é equivalente a

L) (& m)" = (0,0)"

= . (4.30)
A segunda linha da equacao acima fornece que
Tuan =

e ja vimos no Lema 4.10 que r(7},,) = 1, portanto a equag@o acima é um problema de

autovalor cuja solugao é da forma cps, com ¢ € R. Consequentemente,

n € span{ys).
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Por outro lado, a primeira linea de (4.30) com 1 = ¢, fornece que
Tl,)f = f802-
Desde que T} ¢ inversivel (de acordo com o Lema 4.9), obtemos
¢ =T (Tn).
Portanto
N[E(1a)] = span{ (T} (Tp2), 02)).

Agora vamos provar (b). Observe que (§,7) € R[£(u)] € equivalente a dizer que existe
(u,v) € CH(Q) x CL(Q) tal que

L) (u,v)" = (&,m)"

T -7 U
bA _| ¢ (4.31)
0 I-1T, v n
A segunda linha da equacao acima fornece que
ne R[I o TM,\]
enquanto a primeira linha de (4.31) nos diz que
Tiu=Tv+¢ (4.32)

Observe que T ¢ um operador que age de C}(Q) em C}(Q), assim, para todo v,{ €
CH(Q), temos que
Tv+¢ € CQ).
Como T}y : C}(Q) — C}() ¢ uma bijegao, segue que sempre existe u € Cl(€) satisfazendo

(4.32). De onde concluimos

R[&(p)] = Co(Q) x RI =T,

Para verificar a condicao de transversalidade, resta determinar
21 = DMS(/M)

Proposicao 4.14

L (S50, 0)b(x)
0 =4 (wm%)@)

R(eka O)

’gl = DMS(,LL)\) =

0 (-A+2)™! (
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Demonstracao: Tendo em vista a expressao de £(u) (veja (4.23)), note que dentre
todas as fungoes que aparecem em (4.23) (isto é, P,Q, R, S, M e N e suas devidas) apenas

N, depende de p. Assim

e as demais derivadas valem zero. Entao, derivada de £(u) em py é dada por

L (5(0,,0)b(x)
0 =4 ((PR)%,O))

b(x

R(Q)\, O)

L1 =DuL() =
0 —(-A+2)7! (

O

Para finalizar esta secao vamos mostrar que p) é um autovalor 1-transversal da familia

£(11) e uma caracterizagao do complemento de N[£(uy)] em C3(2) x C}(Q).

Proposicao 4.15 a)

S1(N[E(un)]) @ RIL(1)] = Co() x Cp(). (4.33)

b)
N[E(un)] @ RIE(1a)] = C5(Q) x Cp(€).

Demonstragao: Para provar o paragrafo a), recordemos que

N[€(112)] = span((T73 (Ts), ¢2))

0 = (T

o (PR (eg(, o))
0 —(—A+2)7! (R(QM 0]

Assim, as fungoes de £,(N[£(un)]) s@o dadas por

) Ay (05(@,0)5(;1;)@)

1 [ S(6,0)b(z) .
o o7 (T [T&TW .
1 x Cpo —(— - (S
0 2427 (5505) ’ A R6,0)

onde ¢ € R. Ou seja,

(—A)fl (S(QM Ozb<x>§02

(PR)(6,,0)
b()pa '

Li(N[L(m)]) = Span<
—(-A+2)7! (
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Desde que £(i) é um operador de Fredholm de indice zero (pois é uma pertubacao com-

pacta da identidade), temos que
codimR[£(py)] = dimN [£(p)] =1

e, portanto, o complemento de R[£(uy)] em C}(Q) x C}(Q) tem dimensdo 1. Entdo, para

verificar (4.33) ¢é suficiente mostrar que

—1 S<0>\a O)SOQ
() (B
(<PR>g9<;)(33) # RIS(u)] = CY() x R[I =T, (4:34)
—(=A+2)! RO0) S)

Para provar (4.34) argumentamos por contradi¢do. Se (4.34) nao ocorre, entao

(—A+2)7 (%) €R[I T,

e, consequentemente, existiria v € C}(Q) tal que

v—Tov=(—A+2)" (%) . (4.35)

Por outro lado, desde que (—A+Z)~! satisfaz o Principio do Maximo e b(z)ps/R(0y,0) >

(—A+2)! (%) >0

Pelo Corolario 4.11, a equagao (4.34) ndao admite solucio v € C}(Q2), o que é uma contra-

0, entao

dicao.
A prova do item b) é similar. De fato, como argumentado anteriormente, £(u) é
uma familia de operadores de Fredholm de indice zero (pois se trata de uma pertubagao

compacta da identidade). Logo
codimR[£(uy)] = dimN[L(puy)] = 1.

Portanto, o complemento de R[£(uy)] em C}(Q) x C}(Q) tem dimensdo 1. Entdo, para
mostrar que

N[€(1)] @ R[E(1)] = C5(Q) x C(9),
é suficiente verificar que
cps & R[I—T,,].
E com efeito, caso contrario teriamos
cpy € R[I—1T,,]
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e portanto existiria v € C}(Q) tal que
v—"T,v=cpy >0,

o que é uma contradi¢ao com o Corolario 4.11. Isso completa a demonstracao. [l
Agora estamos em condigoes de aplicar os Teoremas 1.23 e 1.26 e consequentemente

provar o Teorema 4.3.

4.5 Demonstracao do Teorema Principal

Nesta secao apresentaremos a prova do Teorema 4.3. A idéia geral é aplicar os Teo-
remas 1.23 e 1.26 para garantir a existéncia de um continuum bifurcando de p = puy e
argumentar para mostrar que em realidade este continuum é constituido de estados de

coexisténcia de solugoes de (4.1) e que satisfaz uma das alternativas do Teorema 4.3.

Demonstracao do Teorema 4.3: Como ja vimos, £(u) é uma perturbagao compacta
da identidade, para cada p € R. Além disso, £(x) é constituida de polindomios (de grau 0
ou 1) em p, logo é real analitica em p € R. E ainda, pela Proposi¢ao 4.15 a), temos que

px € um autovalor 1-transversal de £(u) e, pela Proposigao 4.13,

N[€(p2)] = span{(T{} (T2), 2)),

em particular, dimN[£(uy)] = 1. Entao, pelos Teoremas 1.23 e 1.26, existe um subcon-
tinuum € de solugoes de solugoes nao triviais de (4.1) satisfazendo uma das seguintes

alternativas:
Al. ¢* ¢ ilimitado em R x C}(Q2) x C}(Q); ou
A2. Existe outro autovalor de £(u), digamos i # u,, tal que (j1,60,,0) € €1; ou

A3. Existe p € Rey € Y \ {0} tais que (u,y) € €*, onde Y denota o complemento de
NIE(n)] em C(@) x CH(©D).

Além disso, fixo € (0,1), proximo de (py, 05, 0), as solugoes de € sao da forma

(g, w) = (pn +o(1), spo + o), s>nlul| >0 (4.36)

onde yp € Y (tinico) satisfazendo yo = o(s).

135



Capitulo 4 4.5. Demonstracao do Teorema Principal

Agora observe que, pela Proposigao 4.15 b), podemos tomar
Y = RIC(w)] = C)(D) x RIL - T,,].

Por outro lado, tendo em vista (4.36) e como 6y, @y € P, segue que numa vizinhanga
do ponto (py, 8y,0), € é composto de estados de coexisténcia de solugao de (4.1). Entao,

seja € a subcomponente de €1 tal que
CCRxPxP.

Se € ¢ ilimitada, entao a alternativa 1 do teorema ¢ satisfeita e, portanto, a prova do
teorema estd completa. No que segue vamos assumir que € é limitada em R x C}(Q) x
CH(Q).

Suponhamos que € = €+,

Entao €* ¢ limitada e, consequentemente, a alternativa Al nao pode ocorrer. Se A3
fosse verdadeira, entao

(,y) ERX P x P

para algum y = (y1,42) € Y. Em particular

o

yo € RI -T,,]NP
mas isso implica que existe v € C}(Q2) tal que
v—T,v=y >0,

o que é uma contradi¢ao com o Corolario 4.11. Portanto, necessariamente A2 deve ocorrer.
Em particular, existem dois pontos de bifurcagao de estado de coexisténcia de solucao, a
saber: (uy,60y,0) e (11,0,,0). Em particular, existe uma sequéncia de estados de coexis-

téncia (fi, u,, v,) de (4.1) tal que
(finy Uy vn) — (0, 05,0) em R x C3(Q) x C5(Q).

Agora definimos
Up = L, n>1.
[[onllo

Como F(ptn, Un,v,) = 0 e tendo em vista (4.19), segue que (pin, Uy, Uy,) satisfaz

@l:(—AJrZ)‘I{ L <PN_QM

[nllo PR—QS)(“"’UW%HZ@) : (4.37)
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Uma vez que |[T,]|o = 1 e (iin, Un, v,) € limitada em R x C}(Q) x C}(Q) (pois é convergente),

segue que

1 (PN - QM) R
s un? /Un + Z /Un
gy (PR=gs ) ) + 2600
¢ limitado em C(Q). Da compacidade do operador (—A + Z)~! : C(Q) — C}(Q), segue

que, passando a uma subsequéncia se necessario,
U, —w em C3(Q),

com ||w|lp = 1 e w > 0. Vamos passar ao limite n — oo em (4.37). Uma vez que

N (j1,u,0) = 0 para todos € R e u € C(), u > 0, temos

. N, Un, vy) . N (fin; U, Un|lvnlfo) ~
lim ———————= = lim — n
n—00 ||'Un||0 n—00 'Un”'UnHQ

= Nv(ﬁa ‘9)\7 O)w

De maneira analoga temos também

lim Q0 V) _ Qu (03, 0)w.
n—co  [lup|lo
Assim,
PN_ M N mns ny ¥Yn mn»y n
PN O o) = Py, v) s s ) QUinatn) oy
[|vn o [[vnlo om0

P(05,0)N, (12, 0x,0)w — Q,(0x,0)wM(0,,0) quando n — oo,
Além disso,

(PQ — RS)(up,v,) — (PQ — RS)(05,0) = (PR)(0,,0) quando n — o0

Z(v,) — Z(v) quando n — oc.

Com isso, fazendo n — oo em (4.37) obtemos:

w=(-A+2)" KPN”w];RQ”wM) (1,05, 0) + Z(w)| .

Em particular, w € C;* (Q). Substituindo M (6y,0) = —PA6, e Z(w), a igualdade acima

é equivalente a

—div(Q,(0x, 0)wVly + R(0y,0)Vw) = ub(x)w + G(x,0,,0)0\w em Q,
w=0 sobre 0f2.
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Como w > 0 e pela unicidade do principal autovalor, a equacao acima implica que i1 = py,
o que ¢ uma contradigao. Isso mostra que € = €1 nao pode ocorrer, o que nos leva a
afirmar

CCet e CACH

Agora vamos mostrar que € satisfaz uma das alternativas 2, 3 ou 4. Desde que € é um

subconjunto proprio de €7, entao €+ abandona o conjunto R x PxP. Portanto, existe
(p*,u*,v*) € R x 9(P x P)

e uma sequéncia

(tns Upy V) € R X PxP

tais que

(fn, Un, V) — (™, 0*)  em R x C5(Q) x Cy(Q).
Em particular, por continuidade de §,
0 = F(ptn, tn, vy) = F(p*, u,v"),
ou seja, (u*,u*,v*) é uma solugao nao negativa de (4.1). Além disso, desde que
(u*,v*) € (P x P),

pelo Principio do Maximo Forte, u* = 0 ou v* = 0. Vamos considerar os trés casos
possiveis para esta afirmacao:

Seu*=0ev* >0

Defina a sequéncia
~ Up,

Up = ——, n>1.
[[nlo

Entao, tendo em vista (4.19), (un, Uy, v,,) satisfaz

~ _ 1 RM — SN
=27 | (P ) e )]

(4.38)
PN —-QM
Q%Z@A+z)ﬂ(?ﬁt%g)wm%mw+zmﬂ.
Desde que ||ty ]lo = 1 € (pn, Un, v,) € limitada em R x C}(Q) x CL(2) (pois é convergente),

segue que

1 (RM-5NY |
lunllo \ PR— QS oy U s Up,
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¢ limitado em C(92). Da compacidade do operador (—A)~': C(Q2) — C}(Q) obtemos que,

passando a uma subsequéncia se necesséria,
U, — 2z em Cy(Q),

com ||z|lo =1 e z > 0. Passando ao limite n — oo em (4.38) concluimos

i (o) KRMUZ - SuzN) <M*70’U*)] |

PR
(4.39)
PN - QM
* —A Z -1 * * Z * )
v = (a2 (B ) 0.0 + 200)
Assim, z,v* € Co'' (Q). Além disso, a segunda equacio de (4.39) é equivalente a
—div(R(0,v*)Vv*) = p*b(x)v* + g(z,v*)v* em €,
(R(0,0)V0") = bl + gL, ) a0

v* =0 sobre OS2
Ou seja, (u*,v*) é uma solucao de (4.7). Usando que (p*,v*) satisfaz (4.40), a primeira

linea de (4.39) é equivalente a

—div(P(0,v*)Vz + S, (0,v*)2Vv*) = Xa(x)z + F(x,0,v*)zv* em €,
z2=0 sobre 0f1.

Uma vez que z > 0, isso implica que
A = o1[—div(P(0,v")V + S,(0,v")Vv*) — F(x,0,v")v*; a.

Neste caso a alternativa 2 é satisfeita com

_ *
0, = 0"
Seu*>0ev*=0
Defina a sequéncia
N v
Upi= ——, n>1
[[onllo

De maneira analoga & argumentacao feita anteriormente temos que, passando a uma
subsequéncia se necessario,

v, —»w em C3(Q),

com ||w|log =1 e w > 0. Por outro lado, como (i, un, vy,) sdo solugoes de (4.1), temos que

@L:(—A+Z)—1[ ! (PN_QM
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Passando ao limite n — oo obtemos

w =0 (B ) o)

(4.41)
PN,w — Q,wM
w= (A4 7yt | (LR QMY (e o) 4 2(w)| .
PR
Assim, u*,w € Cé’r(ﬁ). Além disso, a primeira equagao de (4.41) é equivalente a
—div(P(u*,0)Vu*) = Aa(z)u* + f(z,u*)u* em
V(P 0)V) = Nalau + f(o ) )

u* =0 sobre 0.

Ou seja, (A, u*) é solugao de (4.6). Usando que (A, u*) satisfaz (4.42), a segunda linea de

(4.41) ¢ equivalente a

—div(Q,(u*, 0)wVu* + R(u*,0)Vw) = p*b(z)w + G(z,u*,0)u*w em €,
w=0 sobre 0f).

Uma vez que w > 0, isso implica que
p' = o[—div(Q,(u*, 0)Vu* + R(u*,0)V) — G(z,u*,0)u”; b]. (4.43)
Por outro lado, por construgao temos que existe § > 0 tal que
(u*,u*,0) € €7\ Bs(uy, 03, 0).

Com efeito, para 0 > 0 suficientemente pequeno temos € = €1 em Bs(uy,0),0). Em

particular,
(1™, u®,0) # (pa, 0, 0). (4.44)
Vamos mostrar que

Oy £ u.

De fato, se 0, = u*, a equagao (4.43) implicaria que py = p*, o que é uma contradigdo

com (4.44). Portanto, a alternativa 3 ¢ satisfeita com

Uy = u’.

Se u* =v* =0:

Defina

~ Unp, ~ Un,

Uy 1= ——— Up 1= —,
HUnHo ”UnHO
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Novamente com o mesmo argumento temos que, passando a uma subsequéncia se neces-

sario,
(U, ) — (z,w) em Cy(Q) x Ca (),
com ||z|lo = [Jw|]lo =1 e z,w > 0. Assim, (pn, Un, V) satisfaz
1 RM — SN
an: _A _1|: ( ) n7un7vn:|7
T8 uallo \ PR=qg ) et )

an:(—A+Z)1l ! (PN_QM

lonllo \ PR — Q5 ) (ptntin, vn) + Z(an)] .

Passando ao limite n — oo concluimos que

2= (=A)" KW) (070)} :

w=(=A + 2)! KPN”W;RQ”“’M) (0,0 + Z(w)} |

. 11—~ - - .
Assim, z,w € Cy" (§2) e estas equagbes sao equivalentes a

—div(P(0,0)Vz) = Aa(x)z  em ,
—div(R(0,0)Vw) = p*b(x)w em €,

z=w=0 sobre 0f2.
E portanto,
A = oq]—div(P(0,0)V);al,
W= o[- div(R(0,0)%); ]
e a alternativa 4 ¢ satisfeita. Completando a demonstracao. O

Observacgao 4.16 Para finalizar, destacamos que os Teoremas 4.3 e 4.4 podem ser apli-
cados diretamente a um sistema da forma (4.1), como veremos na proxima segao e também

no Capitulo 5.

4.6 Aplicacao: Um modelo de simbiose com autodifu-
sao e difusao cruzada

Para ilustrar a aplicagao dos Teoremas 4.3 e 4.4, vamos considerar um sistema de sim-

biose com autodifusao e difusao cruzada estudado por [67]. Especificamente, consideremos
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o seguinte sistema

—Au = u(A —u+ bv) em (2,
~A[(1+ v+ fulu] = v(p—v+cu) em Q, (1.45)
u=v=0 sobre 0f2,

onde os parametros A, u, b, ¢, a e § sao nameros reais tais que b, ¢, o, > 0.

Para enunciar o teorema de existéncia de estado de coexisténcia referente a este sis-
tema, precisamos fazer algumas consideragoes iniciais. Seguindo a notagao adotada em
[67], denotaremos por (6y,0) e (0,6,,,) as solugdes semitriviais de (4.45). Note que, para

cada A > \;, u = 0, é a tnica solugao positiva da equagao logistica

—Au=u(A—u) em

(4.46)
u=20 sobre 0f2.
Enquanto que para cada pt > A\, v =0, , ¢ a Gnica solugao positiva de
—Al(1 4+ av)v] =v(p —v) em €,
(1+ av)e] = v~ 0) )

v=10 sobre 0.

As seguintes fungoes desempenham um papel fundamental na determinagao da regiao de

coexisténcia de (4.45):

o1[—A —=b0,.] sep> A,

Fla,p) = (4.48)
0 se b < A,
e
G(B.A) = o1[—=A — Oy /(1 + 0));1/(1 + 56,)] se A > Aq, (4.49)
0 se A < A\

Como veremos adiante, estes sao os autovalores ), e i\ que aparecem nos Teoremas 4.3
e 4.4

Usando teoria de indice de ponto fixo sobre cone positivo de [30], os autores provam
o seguinte resultado de existéncia de solugao positiva com respeito aos parametros A e u

(veja Teorema 1.1 (III) em [67]):

Teorema 4.17 Se bc < 1, entao existe pelo menos um estado de coezisténcia de (4.45)

se (A, ) verifica a sequinte condi¢do:
A>Fla,u) e p>G(B,N). (4.50)
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Ha (a) He (b)
A=F(0,n) A=F(0,p)

A »
p=G(a,1)
p=G(0,1) p=G(0,1)
e © . (@)
A=F(0,p) A=F(O,p) p=G(a,1)

‘%a[}
1 T>~— p=G(a,\)
|
KGO 1=G(0.)

Figura 4.1: Regiao de coexisténcia de (4.45): (a) a =8 =0; (b) a > 0,0 < < ¢/\;
(c)a>0,8=c/A;(d)a>0,06>c/\ .

Denotando por

Rap = {(\, 1) € R?; (4.50) se verifica},

a regiao de coexisténcia de (4.45) dado pelo Teorema (4.17), a Figura 4.1 temos a re-
presentacao de alguns casos possiveis, dependendo dos parametros a e 5. Para maiores
detalhes, veja [67].

Com o objetivo de provar o Teorema 4.17 usando os Teoremas 4.3 e 4.4, vamos mostrar

que as solugoes semitriviais 6y e 0, , sao nao degeneradas.

Lema 4.18 Para cada p,A > A\, (A, 0\) e (11,0,0) sao solugoes nao degeneradas de
(4.46) e (4.47), respectivamente.
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Demonstracao: Provaremos o resultado para (i, 6,,.,), £ > A;. O outro caso é analogo.

Observe que a equagao linearizada de (4.47) em (4, 6,.,,) é dada por

—A[(1+2a8,0)¢] = (p —20,4)¢ em Q,
§=0 sobre 0S).

(4.51)

Argumentando por contradicdo, suponha que ¢ € Cy' () é uma solucdo nio nula de

(4.51). Usando a mudancga de variavel

Y= (14+20b,4)¢,

(4.51) se converte em

g =200
1+ 200, q

Y =0 sobre 0f2.

em (),

Como v # 0 (pois £ # 0), isso implica que

20,0 —

1+2ab,q

onde

20,0 — 1
Ay e T B
7 { + 1+2a9u7a]

denota algum autovalor do operador

28#@ — U

—-A
15 200,

nao necessariamente o principal. Ent@o, pela dominancia do principal autovalor (veja

Teorema 1.3 (ii)), segue que

20,0 — 1t 20,0 — 1
O=o; |—A4 e Pl s | Ap Dpa” P 4.52
7 T Qae,w] = { 11 2a0,. (4.52)

Por outro lado, observe que (u,0, ) satisfaz

—A[(14+ab,0)0,0) =001t —0,0) em Q,
Opa =0 sobre Of).

(4.53)

Usando a mudanga de variavel

p=01+0ab,.)0,.,
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(4.53) se converte em
(1 = Opa)®
1+ab,,

=0 sobre 0f2.

—A¢p = em §2,

Como ¢ = (1 + a,.4)0,.« > 0, isso implica que

0h0 —
O:O'l —A—i-”’—'u .
1+ab,,

Agora observe que a fungao

f(t) e tg,u,,oc_l’b _ e,u,Oc—M/t

= = t>0
1+tab,, 1/t+ab,,

é crescente. Em particular,

0o — 1 20, 0 — 1
1) = < ks = f(2). 4.54

Combinando (4.54) com as propriedades de monotonia do principal autovalor, obtemos:

Opo — b 20,0 — b
O=oy |-A4 20" H | Gl ap Dpa” B
o1 { Ty aew} o { 17200,

o que é uma contradi¢do com (4.52). O
Uma vez que temos solugoes semitriviais nao degeneradas, para provar o Teorema 4.50,
é suficiente, por exemplo, obter cotas a priori e um resultado de nao existéncia adequados.

Usaremos as mesmas cotas obtidas em [67], a saber:

Lema 4.19 Suponha bc < 1.

(I) Se (u,v) € um estado de coexisténcia de (4.45), entao

(II) Se existe um estado de coexisténcia de (4.45), entao
Ad+bp>0 e p+ch>0.

Em particular, fitado g € R (resp. Ao € R), existe C' = C(ug) (resp. C = C(Ng))
uma constante tal que (4.45) nao admite estado de coexisténcia para A < C (resp.

u<C).
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Para a demonstragao desse resultado, veja [67], Proposigao 3.4.

Com estas consideracoes, podemos provar o Teorema 4.50 aplicando diretamente os
Teoremas 4.3 e 4.4.

Demonstracao do Teorema 4.50: Observe que o sistema (4.45) pode ser escrito

COIMo:

—Au = u(A —u+ bv) em €,
—div[foVu + (1 4+ 2av + fu)Vu] = v(p — v + cu) em €,
u=v=0 sobre 0f).

Com a notacao do Teorema 4.3,

Plu,v) =1,  S(u,v) =0, a=1, f(z,u)=-u, F(z,u,v)=>0,
Q(u,v) = pv, R(u,v) =1+ 2av + Pu, b=1, g(z,v)=—-v, G(z,u,v)=c.

E facil ver que as condigdes estruturais (Hpgrs), (Ha), (Hs,) € (Hpg) sdo todas satis-
feitas. Entao, fixado A > Ay, como (A, #)) é uma solugao nao degenerada de (4.46), pelo

Teorema 4.3 existe um continuum € de estado de coexisténcia de (4.45) emanando de

(,ua u, U) = (,u)\a 9)\7 0)7 onde

= o [—div((1 + BQA)G—hl(ex)v) _ CQ}\e—/u(@A); €—h1(9x)]

Y L 1
_hl(QA)_—/O 1+58d$—1n<1+6%).

pn = o1[—A — by /(1 + £0,); 1/(1 + 50,)] = G(5, N).

Portanto,

Além disso, € satisfaz uma das condi¢oes 1-4 do Teorema 4.3. Vamos mostrar que a
condicao 1 é satisfeita.

Desde que que o problema (4.46) possui unicidade de solugdo e estamos supondo
A > Ay, as condigoes 3 e 4 ndo podem ocorrer (veja Observagao 4.6). Se a condig¢do 2

ocorresse entao existiria uma solugdo positiva (u*,0,+,) de (4.47) tal que
A=01[—A = bl,0] = F(a, 1")

e (1*,0,0,4) € €. Mas a igualdade A = F(«, u*) nio pode ocorrer, pois estamos supondo

A > )1 e, pelas propriedade de monotonia do principal autovalor,
F(CY,,U) = Ul[—A — beu*a] < 0'1[—A] = )\1.
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Portanto € ¢ ilimitado. Como os estados de coexisténcia de (4.45) sao limitados em

C(Q2)xC(£2) (conforme Lema 4.19 (I)), por regularidade eliptica, eles também s@o limitados
em C}(Q) x C¢(Q). Além disso, como nao ha estado de coexisténcia para yu suficientemente

pequeno (veja Lema 4.19 (IT)), da natureza global de € segue que
Projg€ D (G(5,\), ).

Como A > \; é arbitrario, entao (4.45) admite estado de coexisténcia sempre que
A>A e pu>G((BA). (4.55)

Analogamente, fixado 1 > Ay, como (1, 8,+ ) € solugdo nao degenerada de (4.47), pelo
Teorema 4.4 existe um continuum € de estado de coexisténcia de (4.45) emanando de

(A, u,v) = (A4, 0,6,4), onde

A= 01[—A —=b0,.] = Fla, p).

m

Além disso, € satisfaz uma das condigoes 1-4 do Teorema 4.4.
De maneira analoga ao caso anterior, as condi¢oes 3 e 4 nao podem ocorrer. Se a
condigao 1 ocorre, novamente temos que Projp@ O (F(a, p),00). Se a condigdo 2 ocorre

temos que existe uma solugao positiva (A*,0y«) de (4.46) tal que
p=01[=A = cfr /(1 + B0x); 1/(1 + B0\ )] = G(B, \").

Em particular, como (4.46) ndo admite solugdo positiva para A < A;, necessariamente
A* > ). Novamente como as solucdes de (4.45) sao limitadas em C}(Q) x C}(Q) e ndo ha

estado de coexisténcia de (4.45) para p pequeno, segue que
Projp€ O (F(a, ), M.
Em ambos os casos temos existéncia de coexisténcia de solucao de (4.45) sempre que
w>A e Fla,u) <A<\ (4.56)

Em resumo, a analise acima mostra existéncia de estado de coexisténcia de (4.45) sempre
que (4.55) ou (4.56) ocorrem, implicando coexisténcia de (4.45) se A > F(a,pu) e pp >
G(5, ). Completando a demonstragao. O
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Capitulo 5

Um modelo de predador-presa com

termo de saciedade do predador

Neste capitulo apresentaremos os resultado obtidos em [22]. Assim, iremos estudar
existéncia e nao existéncia de estado de coexisténcia para o seguinte sistema de reagao-
difusao proveniente de um modelo de predador-presa com termo de saciedade do predador

proposto em [50]

, 1 uR' (v)Vv
—div | ——=Vu — =uA—u+bv) em Q,
R ROEW) @] " )
—d,Av =v(u —v — cu) em €, (5.1)
u=v=0 sobre 02,

onde d,,b,c > 0 sao constantes positivas, R, g : [0,00) — R sdo fungoes de classe C? tais
que

R(0) >0, g(s) >0, R(s) >0 e C>R(s) Vsel0,0),

onde C' > 0 é uma constante. Além disso, vamos considerar uma particular fungao
R proposta em [46] para analisar a regido de coexisténcia, comparando com o classico
modelo de predador-presa com difusao linear.

Este capitulo esta estruturado como segue: Na Secao 5.1 faremos algumas considera-
¢oes iniciais, vamos analisar este modelo do ponto de vista da Dinamica de Populagoes e
enunciar nosso resultado principal. Na Secao 5.2 apresentamos alguns resultados prelimi-
nares que serao utilizados no restante do capitulo. Na Sec¢ao 5.3 provaremos um resultado
de estimativas a priori e de ndo existéncia de coexisténcia de (5.1). Na Segao 5.4 apli-

caremos os Teoremas 4.3 e 4.4 para provar nosso principal resultado de existéncia de
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coexisténcia de solugao de (5.1). Por ultimo, a Seca@o 5.5 é dedicada a analisar o efeito da

fungao R na regiao de coexisténcia de (5.1).

5.1 Introducao

No contexto da dindmica de populagoes, existem trés tipos basicos de interacao entre
espécies: cooperagao (mutualismo), competigao e presa-predador e as principais questoes
sobre interacao entre espécies sao: determinar quando elas podem coexistir e como a
coexisténcia ¢ influenciada pela dispersao (veja [27]). Para estudar estas interagoes e
responder a estas questoes, diversos modelos mateméaticos vem sendo propostos (veja
[19], [68], [21] e suas referéncias). O modelo de reagao-difusdo, que descreve a distribuigao
e dinamica populacional vem recebendo atengao e sendo utilizada nos tultimos anos. Veja,
por exemplo, [27, 12, 9, 84| e suas referéncias.

Nesta secao, iremos estudar o problema estacionario associado ao seguinte sistema

com difusao cruzada, proveniente de um modelo de predador-presa

( , 1 uR'(v)Vv
uy — div Vu — =u(A—u+bv) seQx(0,7),
RV BB + o)~ ) s
) v dyAv =v(p— v — cu) se Q x (0,7), (5.2)
u=v=0 sobre 092 x (0,7,
| uw(z,0) = ug(x) >0, wv(z,0)=uvy(x) >0 em 2,

onde T'> 0, Q C RV, N > 1, é um dominio limitado com fronteira regular e d,, b,c > 0

sdo constantes positivas e R, g : [0,00) — R sao fungoes de classe C? satisfazendo
R(0) >0, g(s) >0, R(s) >0 e C>R(s) Vsel0,o00),

onde C' > 0 é uma constante. Esse sistema é uma versao particular proposta em [27| de
um modelo originalmente proposto em [50]. Do ponto de vista da Ecologia, as fun¢oes
u e v denotam as densidades do predador e da presa, respectivamente. O lado esquerdo
das equagoes em (5.2) sdo os termos de dispersao (ou difusdo): o primeiro contém o
termo de dispersao do predador e o segundo contém o termo de dispersao da presa, eles
descrevem o movimento espacial das espécies. O lado direito contém o termo de reacao
de Lotka-Volterra. A parcela uR' (v)Vu/(R(v)[R(v)+ g(v)] modela a difusao cruzada (ou
prey-taxis), onde R descreve a taza de rotagio e g descreve a saciedade do predador. De

acordo com os autores em [50], essa é a principal contribui¢do do artigo na dire¢ao de
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obter um modelo mais realistico para descrever o comportamento em uma relagao do tipo
predador-presa. Em outras palavras, com o foco no predador, os autores introduzem uma
variavel para medir o grau de saciedade e o efeito sobre o movimento espacial do predador.
E natural esperar que a saciedade influencie o movimento. Por exemplo, predadores
famintos tendem a se mover com maior frequéncia em direcao a presa, buscando por
comida, enquanto que predadores saciados tendem a se mover de modo mais aleatério.
Para compreender melhor o significado da fungao g, vamos analisar o modelo original
deduzido pelos autores (equagao (39) em [50]). Neste artigo, o termo de difusdo do

predador é expressada como segue:

R dsS;
2 k*u—(Sy(v 0y
0 R(So(0)) 2R(S0(0) — Sk (S(v), v)]

onde k denota a velocidade com que o predador se desloca e que é constante por hipotese.
S = S(t) é uma variavel que mede o grau de saciedade do predador e varia de 0, que
ocorre quando o predador estd com o aparelho digestivo vazio, isto é, esta faminto, a 1,
que ocorre quando o predador esta totalmente saciado, sem mais espaco em seu aparelho
digestivo para consumir presas. A funcao f(S,v) determina a saciedade de cada predador

segundo a equagao diferencial

s

o= f(S,v). (5.4)

Por razoes biologicas, esta fungao deve satisfazer
af/0S <0 e Of/ov>0.

A primeira desigualdade significa que, sob qualquer densidade de presa, incrementos na
plenitude do intestino acarretam uma diminui¢cao na taxa com que o intestino enche.
Enquanto a segunda desigualdade significa que, sob qualquer grau de saciedade fixada,
um crescimento na densidade de presa nas proximidades nunca diminui a taxa com que o
intestino enche (veja [50]). Gragas a essas condigoes, pelo Teorema da Funcao Implicita,
quando S(t) = const., podemos obter uma (tnica) fun¢ao Sy = Sp(v) que verifica (5.4),
isto é, satisfazendo f(Sp(v),v) = 0.

Com as simplificagoes k* = 2 e Sp(v) = v, o termo de difusdo (5.3) se torna a difusao

presente na primeira equagao de (5.2) com
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Especificamente, a equacao estacionéria associada a (5.2) que iremos estudar é o sis-

tema (5.1), ou seja:

. 1 uR' (v)Vv
—div | =——=Vu — =u(A—u+bv) em
R@ T ROEE) + 900 " )
—dyAv =v(p —v — cu) em (2,
u=v=>0 sobre 0.

Nesse sentido, nossa atencao sera focada em fornecer condigoes sobre os parametros A
e p para assegurar a existéncia ou ndo existéncia de estados de coexisténcia de (5.1),
aplicando os Teoremas 4.3 e 4.4.

Com o objetivo de enunciar nossos principais resultados, faremos algumas considera-
¢oes. Primeiro observe que, quando uma das densidades populacionais é zero (v = 0 ou

u = 0), a outra satisfaz uma das seguintes equagoes logistica

—RoAu = u(A —u) em

(5.5)
u=>0 sobre 0f2,
onde
RO = R(O)_17
ou
—dyAu=u(p —u) em €, (5.6)

u=0 sobre 0f.

Ja sabemos que a existéncia e unicidade de solucao de (5.5) (resp. (5.6)) ocorre para
todo A > o1[—RoA| = Ryo1[—A] (resp. p > o1[—d,A] = dyo1[—A]) (veja Teorema 1.41).
Assim, iremos designar por g,y (resp. 04, ,)) a tnica solu¢do positiva de (5.5) (resp.

(5.6)).

Agora, consideremos duas fungoes que desempenham um papel fundamental na exis-
téncia e nao existéncia de estados de coexisténcia de (5.1), que sao as fungoes A\, e ) que

aparecem nos Teoremas 4.3 e 4.4. Nomeadamente,

F(u) = o1 [—div((e" @) | R(014, ,0))V) — 0Oja, e Cavi); w1y > oy [—d, A
(5.7)

G()\) = 0'1[—dUA ‘l— CQ[RO,)\]]a /\ Z 0'1[—R0A],
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F(u) GO

o [-R,A] A

Figura 5.1: Regioes de existéncia e nao existéncia de estado de coexisténcia de (5.1): a
area hachurada descreve a regiao onde nao ha coexisténcia e a area com linhas tracejadas

representa a regiao R onde ha estado de coexisténcia.

onde

B s R,(t)
h(s) .—/0 Mdt, s > 0. (5.8)

O primeiro resultado nos fornece uma regiao onde nao ha estado de coexisténcia e pode

ser enunciado como segue

Teorema 5.1 a) Se u < oy[—d,Al, entao (5.1) nao admite estado de coezisténcia.

b) Se p > o1[—d,Al], entdo (5.1) nao admite estado de coexisténcia para N < F(u).

Com respeito a regiao de coexisténcia, temos
Teorema 5.2 Defina
R:={(\p) R} X > F(u) e p> G}
Se (A, 1) € R entao (5.1) possui pelo menos um estado de coezisténcia.

As regioes de existéncia e nao existéncia de estado de coexisténcia dados pelos Teore-
mas 5.1 e 5.2 sao representados na Figura 5.1.

Além destes resultados, na Segao 5.5 vamos considerar uma fungao particular da taxa
de rotagao R, proposta por [46]. Com isso, analisaremos o efeito desse termo na regiao

de coexisténcia R, interpretando os resultados no contexto da Dinamica de Populagoes.

153



Capitulo 5 5.2. Resultados Preliminares

5.2 Resultados Preliminares

Nesta secao determinaremos as propriedades de monotonia das funcoes F e G, que irao
nos ajudar mais adiante. Vamos iniciar com um lema que fornece propriedades simples
das fungoes h e e"/R que, devido sua utilidade no decorrer dessa exposi¢ao, merecem ser

destacadas.

Lema 5.3 As funcoes

/t h(s)
il dt e :5‘6[0,oo)r—>(1(s)::6

seloe) s als) = [ o0

sio de classe C* e satisfazem

h'(s) >0 e d'(s)<0 Vse]|0,00).

Demonstragao: De (5.8), temos
R'(s)
R(s) +g(s)

Entao, das hipoteses sobre as fungoes R e g, segue que h é de classe C? e h'(s) > 0 para

h'(s) =

todo s € [0,00). Similarmente, de

,o EOR($)R(s) — "R/ (s)
a (S) - R(S)2 )

deduzimos a regularidade de a(s). Além disso,
a'(s) <0
é equivalente a
"N (s)R(s) < "IR(s),

implicando que

R'(s)R(s)
R(s) +g(s)

Desde que R/(s), R(s), g(s) > 0, esta desigualdade ¢ equivalente a

R/(s).

0 < g(s),

que por hipotese ocorre para todo s € [0, 00), provando o resultado. O
Agora vamos usar esse lema e as propriedades de monotonia do principal autovalor

para estudar as funcoes F' e G que delimitam a regiao de coexisténcia R.
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Lema 5.4 a) A aplicagao F : [o1[—d,A],00) = R dada por
F(u) _ 0'1[—diU((eh(o[dv’“])/R<0[dv,y]))v) _ be[dv,#}eh(g[dm“]); eh(9[dv,u])]
€ continua, decrescente e satisfaz

F(o1[—dyA]) = 01[—RoA] e lim F(p) = —oo.

fi—00
b) A aplicacio G : [o1[—RoA], 00) — R dada por
G(A) = o1[—dyA + O, x|
€ continua, crescente e satisfaz

G(o1[—RoA]) = o1[-d,A] e lim G(\) = oo.

A—00

Demonstragao: A demonstracdo de a) e b) sdo similares, entdo provaremos apenas a),
argumentando como no Lema 6.1 de [57].

Pelo Lema 5.3 a aplicaco p +— e"Cw.m) / R(04, ) € continua e decrescente. Analoga-
mente, @ — eMOav.u) e o= H[dmu}eh(eldw]) sao fungoes continuas e crescentes. Portanto,
pela monotonia do principal autovalor (veja Teorema 1.8), segue que F'(u) é continua e

decrescente. Além disso, desde que O[r, o,[-r,a) = 0,
F(O‘l[—RoAD = 01[—d1V((6h(0)/R(0))v> -0 b@h(o); eh(())] = 0'1[—ROA],
e como ") > 1 e Oy, 51(—a,a1 = 0,

F(p) = oy[=div((e"5) / R(Bla, 1)) V) = b(q, e o) e o]
< or[=div(("?/R(0))V) = b6ja, ]
= 01[—R0A—69[dw]].

Usando a cota inferior dada pelo Teorema 1.41 (veja (1.23)), isto é,
(1= o1[=duA)p < 014, 5
onde ¢ denota a autofungao positiva associada a o1[—d,A] e com ||p|lo = 1, obtemos
F(p) < or[=RoA = b(p — on[=du A )]

Essa desigualdade combinado com o limite (1.8) implica que lim,_,., F(t) = —oo (veja

Proposi¢ao 1.6). O
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5.3 Estimativas a priori e resultados de nao existéncia
Comecamos esta secao provando um resultado de estimativas a priori.

Lema 5.5 Suponha que (u,v) € um estado de coexisténcia de (5.1) com p > o1[—d,A].

Entao
a) v < 0g, 0 < pem S

b) u < e\ 4 bu) em Q.

Demonstragao: Para demonstrar a), observe que um estado de coexisténcia (w,v)
satisfaz

—dyAv = v(p — v — ce"w) < vl —).

Assim, v ¢ uma subsolugao de (5.6), cuja tnica solugao ¢ 04, ,. Como constantes positivas
suficientemente grande sao supersolugoes de (5.6), segue do método de sub e supersolugao
que

v S H[dm#}.

Como 04, ,) < 1, segue o resultado.

Vamos verificar o paragrafo b). Observe que (u,v) também satisfaz

—div L U — ult'(v)Vu =ulA—u v) em
W R VT ROIRW) + (o)) AT em 9)
u=~0 sobre 0f).
Por outro lado,
ehv) _ 1 uR'(v)
ue ") = —Vu — .
R ") S R R + 90

Assim, (5.9) pode ser escrito como

h(v)

—div {;’(v) \% (ueh(”))l =u(A—u+bv) em Q,

u=20 sobre 0f2.
Multiplicando essa equacdo por [ue™™¥) — (X 4 bu)]; e usando integracdo por partes
obtemos

eh(v)
0< IV [ue ") — (X + bu)],|* = / u(A — u 4 bv)[ue ™™ — (X +bp)]4. (5.10)
o R(v) Q
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Contudo,

u(X — u+ bv)ue ™™™ — (A +bp)]y =0 se ue " < X+ bp (5.11)

(A —u+bv)fue ™™ — (N +bp)]y <0 se ue ™™ > X4 b (5.12)
Combinando (5.10), (5.11) e (5.12) chegamos a
0< / (X — u 4 bv)fue ™™ — (X +bp)]4 < 0.
Q

Implicando que
u(\ — u + b)) ue ™™ — (A +bp)]y =0 em Q.

Tendo em vista (5.11), devemos ter necessariamente

—h(v)

IN

A+ bu

u < N bp) < PPN+ bp).

O
Agora podemos usar essas estimativas para provar um resultado de nao existéncia de
estado de coexisténcia.

Demonstragao do Teorema 5.1:
a) Seja (u,v) um estado de coexisténcia de (5.1), entao esta solugao satisfaz

—d,Av +v? + cuv = pv  em €,
uw=0 sobre 0f).

Consequentemente,
p=o1[—dyA + v+ cul.
Usando as propriedades de monotonia do principal autovalor,
p=o1[—d,A+ v+ cu] > oy[—d,Al.

Portanto p > o1[—d,A] é uma condi¢do necessaria para a existéncia de estado de

coexisténcia.
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b) Por outro lado, (u,v) também satisfaz

div 1 " uR' (v)Vv
d {R@)V R(v)[R(ng(v)J

eh(v) N
—di —h(v) — _
div {R(v) V (ue )} u(A—u+bv) em Q

Usando a mudanga de variavel

temos que a fungao w > 0 cumpre
eh(®)
R(v)
w =70 sobre 0f2.

—div [ Vw] = "W\ — w4 bv) em Q,

Consequentemente,
A= Ul[_div((eh(v)/R@))V) + eh(”)(eh(”)w — ); eh(”)].

Supondo que p > o1[—d,A], entdo usando a estimativa a priori dada pelo Lema 5.5 a)

combinada com as propriedades de monotonia do principal autovalor, deduzimos que

A > oy[=div((e" ) [R(81a, 40)) V) = 0ja, ge" o) " Clivi)] = F(p).

5.4 Existéncia de estado de coexisténcia

Nesta segao usaremos os teoremas do Capitulo 4 para obter um resultado de coexis-
téncia de solucdo de (5.1). Para isso, argumentamos como segue.
Demonstracao do Teorema 5.2:

Vamos aplicar o Teorema 4.4 ao sistema

_ 1 uR' (v)Vou
—div Vu — =u(A—u+bv) em €
R T ROEW +gw]] " )
—d,Av =v(p — v — cu) em 2,
u=v=>0 sobre 0f2,

Com a notagao do Capitulo 4,

Pu,v) =1/R(v), S(u,v) =—uR'(v)/R(v)[R(v)+ g(v)],
Q(u,v) =0, R(u,v) = d,,
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Capitulo 5
a=1, f(x,u)=—-u, F(z,u,v)=0>,
b=1, g(z,v)=—-v, G(z,u,v)=—c.

E facil ver que as condigdes estruturais (Hpgrs), (Ha), (Hfy) e (Hrg) sio satisfeitas.

Agora vamos verificar que 64, ) ¢ uma solucao nao degenerada de

—dyAu=u(p—u) em €, (5.13)

u=20 sobre 0.

Ou seja, que a equagao linearizada de (5.13) em g, ), que é dada por

—dUA - - 26) € Q?
w= = Wy ) em -
sobre 0f2,

u =0
s6 admite a solugao trivial. De fato, se (5.14) admite uma solugao nao trivial, entdao p é

um autovalor (ndo necessariamente o principal) do operador

—d,A + 29[%7“],

Da dominéncia do autovalor principal (veja Teorema 1.3 (ii)),

1> 1=, A+ 28] (5.15)

Por outro lado, como g, ,, ¢ uma solugao positiva de (5.13), temos que

M= 01[—dvA + H[dm#ﬂ.

Usando as propriedades de monotonia do principal autovalor, obtemos
n < 0'1[—dvA -+ 26[dv#ﬂ'

Contradic¢ao com (5.15). Portanto (5.14) s6 admite a solugao trivial e, consequentemente,
04, € uma solucao nao degenerara de (5.13). Com isso, podemos aplicar o Teorema 4.4
e concluir que do ponto (A, u,v) = (A,,0,6,), onde

)\,u _ 01[—div((eh(o[d“’“])/R(e[du,,u]))v) _ be[dv’u}eh(e[dv,u]); eh(G[dv,u])] — F(u)

emana um continuum
CCRxPxP

de estado de coexisténcia de (5.1) tal que: ou
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1. € ¢ ilimitado em R x C3(Q2) x C}(Q); ou
2. Existe uma solucao positiva (A*, 0r, \+) de (5.5) tal que
=01 [—dUA + 09[R07/\*ﬂ
e (\*,0\,0) € € ou
3. Existe uma outra solucao positiva de (5.6), (1, v¥,), com g, . 7# 0, tal que
(o1 [=div((" Ve [ R(W1a, 1)) V) = bippa, gy Citen); " Viaen)], 0,410, ,0) € &

ou

4. p = o1]—d,Al] e (o1[—RoA],0,0) € €.

Agora, note que a alternativa 3 ndo pode ocorrer, pois (5.5) admite uma tnica solug¢ao
positiva. Além disso, pela Proposi¢ao 5.1, u > o1[—d,A] é uma condi¢do necessaria
para existéncia de estado de coexisténcia de (5.1), logo a alternativa 4 também nao pode
ocorrer.

Supondo que o paragrafo 1 ocorre. Desde que as funcoes de um estado coexisténcia
de (5.1) s@o limitadas em C(Q) x C(Q) (de acordo com o Lema 5.5), por regularidade
eliptica, elas também sdo limitadas em C}(Q) x C}(Q). Além disso, uma vez que (5.1)
nao admite estado de coexisténcia para A < F'(u) (de acordo com o Teorema 5.1), entao
¢ ¢é ilimitado com respeito a valores grandes de A, isto é, Projp(€) = (F(u),00). Em

particular, obtemos pelo menos um estado de coexisténcia para todo A € (F(u), G71(u)).

Se a alternativa 2 é verdadeira, temos que

(G (1), Oiro.c-1(): 0) € €

Novamente da natureza global de €, isso implica que

(F(p), G (1)) C Projg(€).

Mostrando existéncia de pelo menos um estado de coexisténcia para cada

N (F(u), G ().

Desde que pu > o1[—RyA|] é arbitrario, concluimos existéncia de estado de coexisténcia

para todo (A, ) € R, completando a prova do Teorema 5.2.
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5.5 Influéncia da taxa de rotacao na regiao de coexis-
téncia de solucao

Nesta se¢ao, vamos considerar uma fungao particular da taxa de rotacao R para com-
preender melhor sua influéncia na regiao de coexisténcia. Recordemos também que no
modelo original proposto por [50], R é uma funcao da saciedade S (conforme discutido
na Secao 5.1), portanto ambos termos estao fortemente relacionados.

Desse modo, considere a seguinte taxa de rotagao proposta em [46],

B
Ry(v) = ko + ky (/@Uﬂ) (5.16)
onde ko, k1, ko e B s@o constantes positivas. De acordo com os autores em [46], o para-
metro [ pode ser pensado como um limiar de rotagao: valores pequenos resultam em
um comportamento em que o predador muda de lento para rapido sua taxa de rotacao
sob densidades de presa relativamente baixas; reciprocamente, valores grandes de [ resul-
tam em um comportamento em que o predador nao muda para taxas de rotacao rapidas,
mesmo sob alta densidade de presa. Em outras palavras, podemos pensar que, quando (3 é
pequeno, o predador é um bom cagador, no sentido de que, mesmo sob baixas densidades
de presa, é capaz de mover se de maneira mais eficiente em busca de sua caca.

Nosso objetivo é analisar o efeito do parametro [ na regiao de coexisténcia R dada

pelo Teorema 5.2. Por simplicidade, para esta analise iremos considerar
g = constant.
Assim, definimos
Fy(p) := on[=div(("C# ) | Rg(61a, 1)) V) = bOpa, e Cov); ehoCawi] 1y > 01 [—d, A
Entao, a regiao de coexisténcia Rz dada pelo Teorema 5.2 é
Ro = {(\ 1) € R% X > Fy(u) e p > GV},

Vamos comparar Rg com diferentes valores de 8. O primeiro resultado desta se¢ao nos

fornece que a regiao Rz ¢ decrescente com respeito a 3, precisamente,

Lema 5.6 Se 3 < (3, entao
RﬁQ - R/BI
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Demonstragao: Observe que

v Rp(t) Rs(v) +g
hs(v :/ O dt = In(Rg(t) + g)| = In —~2 =2
Portanto,
e — Rs(v) +g
ko +g
e
ehs(®) Rs(v) +g¢ 1 g

O TR T Rketa) Rte Rkt a)

Por outro lado, desde que

0<

1 0 5.17
<1 ve(0) (517)

a fungdo Rj é decrescente com respeito ao parametro 3. Consequentemente 3 s e (v)
¢ decrescente e 8 — ag(v) € crescente. Assim, usando as propriedades de monotonia do

principal autovalor (veja Proposi¢ao 1.8), deduzimos que

Bi < Ba = Fp, (1) < Fp, (1)

De onde concluimos

R52 C Rﬁl se ﬁl < ﬁg.

O
Portanto, no modelo descrito por (5.1) com Rz dado em (5.16), valores pequenos de
B produzem uma regiao de coexisténcia de solugao maior que no caso de valores grandes
de S.
Agora, vamos analisar os casos limites, isto é, quando  — 0 e § — oo. Denotando
por

Folp) == lim Fy(n) e Fao() == lim Fy(p), (5.18)

B—0 B—00

temos
Lema 5.7 As fungoes Fy(p) e Fg(u) definidas em (5.18) sao dadas por

Fo(p) = o1[— (ko + k1) 7' A — 004, 4]

Fy(p) = o1[—kg ' A — b, ,].
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Além disso, se definimos

Ro={(\p) € RHA > Fy(p) e p>G(N)}

Roo = {(\ 1) € RN > Fioo(p) e > G(N)},

entao

Rew CRgC Ry VB>D0.

Demonstragao: Tendo em vista (5.17), obtemos que, para todo v € (0, 00),

ko + k
lim Rg(v) = ko + k1, lm ehsv) — Foth—+g
£B—0

B—0 ko + g
e
lim ag(v) = ho t k1 +9
g0 P (ko + k1) (ko + )
Entao, pela continuidade do principal autovalor,
Fo(p) = lim Fy(p)
_ [_div( ko+ki+g v)- ko+ki+g ko+ki+g
! (k() + k’l)(ko + g) -1 k’() +9 ’ k?() +g
= O'1[—(]€0 -+ /{31>_1A — b@[dv#}].
Analogamente, para todo v € (0,00),
lim Rg(v) = ko lim "™ =1 ¢ lim ag(v) = i
B—ro0 ’ B—ro0 B—roc0 k}o

Assim, por continuidade do principal autovalor,
Foo(p) := lim Fy(p) = o1[—kg ' A — b0jq, -
Consequentemente, pelo Lema 5.6,
Rew CRgC Ry VS >0.
O

Observagao 5.8 Note que as regioes Ry e Roo SG0 precisamente as regioes de coexisténcia

do cldssico sistema de Lotka-Volterra para a interacao do tipo predador-presa:

—d'Au=u(A—u+bv) em Q,
—d,Av=v(pp—v—cu) em, (5.19)
u=v=>0 sobre 0S2.
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GV

>V

: 1
A o [-RyA]
Figura 5.2: Esbogo das regioes de coexisténcia Ry, Rs € Roo-

com d = ko + k1 e d = ko, respectivamente. Além disso, lim, o, Rg(v) = ko + ki e

lim, o+ Rs(v) = ko.

Observagao 5.9 Destacamos ainda que, quando  — 0 (resp. f — 00), a regido R

tende a Ry (resp. R ).

As regides Ry, Rz e R sao representadas na Figura 5.2. Para finalizar, vamos
interpretar tais resultados no contexto da Dinamica de Populacoes. Tendo em vista os

resultados acima, concluimos:

1. Se a taxa de crescimento natural do predador (\) é grande (precisamente, \ >
o1[—RoAl), entdo ambas as espécies coexistem quando a taxa de crescimento da

presa ¢ suficientemente grande (u > G())).

2. Assumindo agora que A < o1[—Rp4\], entdo existe ppg € R tal que ambas as espécies
coexistem para {1 > ug, apenas a presa sobrevive para p € (01[—d,A], ug) e ambas
espécies morrem para valores pequenos de p, isto é, para u < oi[—d,A]. Assim,
quando a taxa de crescimento do predador é pequena, o predador s6 sobrevive

quando a taxa de crescimento da presa é suficientemente grande.

Agora, focaremos nossa atencao sobre os resultados com respeito ao parametro 5.

Observe que (veja figura 5.2), 5+ pg é crescente e
lim 15 = lim f15 = fioo
lim g = pio e lim g5 = piec,
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para valores especificos (e finitos) po e ug. Entdo, para valores pequenos da taxa de
crescimento do predador, A\ < o1[—RyA], a coexisténcia depende da taxa de crescimento

da presa (1) e do parametro 5 como segue:
1. Para u < o1[—d,A], ambas as espécies tendem a extingao.

2. Se pu € (o1]—dyAl, o), o predador nao persiste e apenas a presa sobrevive para qualquer

valor de > 0.
3. Se 1 > s, as espécies coexistem, independentemente do valor de .

4. Se p € (1o, foo), @ coexisténcia depende do parametro 5. De fato, existe 5y ta que
< pp para B > By e p > pug para S < . Assim, as espécies coexistem para 3 < [y e
o predador tende & extincao para 5 > fy. Em resumo, o predador precisa ser um bom

cagador (i.e., # > 0 suficientemente pequeno) para sobreviver.
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