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“Não tentes ser bem sucedido, tenta

antes ser um homem de valor.”

Albert Einstein.



Resumo

Nesta tese mostramos que um sóliton de Ricci gradiente com estrutura de produto

deformado expansivo ou estacionário, cuja função deformadora atinge um máximo e

um mı́nimo, deve ser um produto Riemanniano usual. Encontramos uma condição ne-

cessária e suficiente para construir sólitons de Ricci gradientes com estrutura de produto

deformado. Como aplicação, apresentamos uma nova classe de sólitons de Ricci gradien-

tes com estrutura de produto deformado expansivo, tendo como fibra uma variedade de

Einstein de curvatura escalar não-positiva. Também discutimos algumas obstruções para

esta construção, especialmente quando a base do produto deformado é compacta. Em

seguida introduzimos os sólitons de Ricci modificados como uma classe de métricas tipo-

Einstein que contém os sólitons de Ricci e as métricas m-quasi-Einstein. Por um lado,

tal classe está relacionada à construção de sólitons de Ricci realizados como produtos

deformados, por outro lado, um sóliton de Ricci modificado compõe uma solução auto-

similar do fluxo Ricci-Harmônico modificado, resultando em uma nova caracterização

para as métricas m-quasi-Einstein. Além disso, definimos os quase sólitons de Ricci

modificados. Em particular, na direção dos teoremas de Lichnerowicz e Obata, prova-

mos que, na classe de variedades compactas com curvatura escalar constante, a esfera

euclidiana tem estrutura bem determinada de quase sóliton de Ricci gradiente modifi-

cado, sendo ŕıgida, desde que se tenha uma condição geométrica espećıfica. Também

encontramos uma condição de existência para a construção de quase sólitons de Ricci

com estrutura de produto deformado e, finalmente, exibimos um exemplo de sóliton de

Ricci não-gradiente com estrutura de produto deformado expansivo.

Palavras-chave: Sóliton de Ricci; Produto deformado; Sóliton de Ricci modificado;

Fluxo Ricci-Harmônico modificado.



Abstract

In this work we show that either expanding or steady gradient Ricci soliton warped

product, whose warping function reaches both maximum and minimum, must be a

Riemannian product. Firstly, we present a necessary and sufficient condition for cons-

tructing a gradient Ricci soliton warped product. As an application, we give a new

class of expanding gradient Ricci soliton warped products having as fiber an Einstein

manifold with non-positive scalar curvature. Secondly, we discuss some restrictions to

this latter construction, and especially in the case when the base of the warped product

is compact. Thirdly, we introduce the modified Ricci solitons as a new class of Einstein

type metrics that contains both Ricci solitons and m-quasi-Einstein metrics. This class

is closely related to the construction of the Ricci solitons that are realised as warped

products. On the other hand, a modified Ricci soliton appears as part of a self-similar

solution of the modified Harmonic-Ricci flow which results in a new characterisation of

m-quasi-Einstein metrics. Finally, we study a modified almost Ricci soliton. In the spirit

of Lichnerowicz and Obata theorems, we prove that in the class of compact Riemannian

manifolds with constant scalar curvature the standard sphere with a structure of gradi-

ent modified almost Ricci soliton is rigid under some specific geometric condition. An

existence condition for constructing an almost Ricci soliton warped product as well as

an example of expanding non-gradient Ricci soliton warped product are presented.

Keywords: Ricci soliton; Warped product; Modified Ricci soliton; Modified Harmonic-

Ricci flow.
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3.2 Exemplo de sóliton de Ricci não-gradiente PW expansivo . . . . . . . . . 50

Bibliografia 57



Introdução

Esta tese consiste de três partes interligadas. A primeira trata sobre construção

de sólitons de Ricci gradientes com estrutura de produto deformado. A segunda é

um estudo sobre quase sólitons e sólitons de Ricci modificados. A terceira trata da

construção de quase sólitons de Ricci, não necessariamente gradientes, com estrutura de

produto deformado.

O conceito de produto deformado foi introduzido por Bishop e O’Neill [9]. Como

aplicação, eles obtiveram novos exemplos de variedades Riemannianas completas com

curvatura seccional negativa. Dadas as variedades Riemannianas (B, gB), (F, gF ) e uma

função real suave positiva f em B, Bishop e O’Neill definiram sobre a variedade produto

B × F a métrica deformada

g = π∗gB + (f ◦ π)2σ∗gF , (1)

em que π e σ são as projeções canônicas sobre B e F , respectivamente. O produto

deformado B ×f F é a variedade produto B × F com a métrica em (1), em que B é

a base, F é a fibra e f é a função deformadora. Quando f é constante, recáımos num

produto Riemanniano usual.

Produtos deformados se destacam como uma rica classe em geometria Riemanniana,

em especial, eles são úteis no estudo de variedades de Einstein, isto é, uma variedade

Riemanniana (M, g) com tensor de Ricci satisfazendo a equação Ric = Cg, para alguma

função suave C em M . Estas duas últimas definições aparecem naturalmente no con-

texto de superf́ıcies regulares. Por exemplo, as superf́ıcies de revolução são produtos

deformados. Enquanto que, qualquer superf́ıcie é uma variedade de Einstein. Como

consequência do Teorema de Schur, em uma variedade de Einstein de dimensão n ≥ 3,

a função C é constante. Com estes conceitos em mente, salientamos que não existe

produto deformado Einstein compacto com função deformadora não-constante, se a cur-

vatura escalar é não-positiva, conforme foi mostrado por Kim-Kim [34].
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Uma condição necessária para um produto deformado ser uma variedade de Einstein

é a sua base ser uma variedade m–quasi-Einstein, isto é, uma variedade Riemanniana

(B, gB) cujo tensor Bakry-Émery Ricci modificado Ric+∇2h− 1
m
dh⊗dh é um múltiplo

constante do tensor métrico gB, em que ∇2h denota o hessiano de uma função suave

h em B (ver [7, 34]). Apontamos que exemplos de variedades m–quasi-Einstein foram

obtidos em Besse [7], o que possibilitou construir exemplos de variedades de Einstein

com estrutura de produto deformado. Nesta direção, Case-Shu-Wei [16] fizeram um bom

estudo das propriedades das variedades m–quasi-Einstein e provaram vários resultados

de rigidez. Mais recentemente, Barros-Batista-Ribeiro [4] obtiveram algumas estimati-

vas de volume para produtos deformados Einstein, similares aos clássicos resultados de

Calabi [14] e Yau [48], referentes a variedades Riemannianas completas com curvatura de

Ricci não-negativa. Em [4] e [34], foram adotadas a abordagem utilizada nas variedades

m–quasi-Einstein. Em particular, nesses dois últimos artigos, os autores apresentaram

obstruções para a existência de tal classe de variedades. Neste ı́nterim, cabe mencionar

o artigo de He-Petersen-Wylie [31] sobre produtos deformados Einstein que, além de

considerarem bases com bordo não-vazio, eles estenderam alguns resultados dos artigos

de [16] e [34].

Uma generalização natural das variedades de Einstein são os sólitons de Ricci. Este

conceito foi introduzido por Hamilton [28] no ińıcio dos anos 80. Um sóliton de Ricci

é uma variedade diferenciável M munida de uma métrica Riemanniana completa g, um

campo de vetores X ∈ X(M) e uma constante λ satisfazendo a equação

Ric+
1

2
LXg = λg, (2)

em que LXg denota a derivada de Lie de g com respeito a X e Ric o tensor de Ricci

calculado na métrica g. Um sóliton de Ricci é expansivo, estacionário ou contrátil se

λ < 0, λ = 0 ou λ > 0, respectivamente. Quando X é o gradiente de alguma função

suave ψ em M , escrevemos (M, g,∇ψ, λ) para indicar um sóliton de Ricci gradiente com

função potencial ψ. Neste caso, a equação (2) pode ser reescrita como segue

Ric+∇2ψ = λg. (3)

Para mais detalhes sobre sólitons de Ricci, recomendamos [13, 28].

É bem conhecido desde os anos 90 que um sóliton de Ricci gradiente estacionário

ou expansivo compacto é necessariamente uma variedade de Einstein [29, 32]. Petersen-

Wylie [44] usaram um teorema devido a Brinkmann [12] para mostrar que qualquer
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sóliton de Ricci gradiente em uma superf́ıcie é um produto deformado. Outro fato bem

conhecido é o exemplo obtido por Robert Bryant (ver [11, 19]), ele construiu um sóliton

de Ricci estacionário sobre o produto deformado (0,+∞) ×f Sm, m > 1, em que f é

uma função deformadora radial. Bishop e O’Neill provaram que um produto deformado

é completo para toda função deformadora se, e somente se, a base e a fibra são ambas

completas. Em detrimento disso, a dificuldade de Robert Bryant foi provar a completude

do seu exemplo, este por sua vez, pode ser visto como um protótipo para a construção

que estamos propondo nesta tese. Em prol do resultado de Bishop e O’Neill, vamos

considerar bases e fibras completas, assim nossa preocupação será com as soluções das

EDPs que surgem da nossa hipótese de construção, conforme equações (4) e (5).

Deve-se enfatizar que existem várias obstruções para a existência de métricas tipo

Einstein, algumas delas podem ser vistas em [4, 6, 7, 15, 34]. Instigados por isso,

investigamos obstruções para a construção de sólitons de Ricci que são realizados como

produtos deformados. Este é o conteúdo dos Teoremas 1.1 e 1.2.

Teorema 1.1. Sejam M = Bn ×f Fm um produto deformado e ϕ uma função suave

sobre B tal que (Bn×f Fm,∇ϕ̃, λ) seja um sóliton de Ricci gradiente expansivo ou esta-

cionário. Suponha que sua fibra Fm tem dimensão m ≥ 2 e que a função deformadora

f atinge um máximo e um mı́nimo. Então M deve ser um produto Riemanniano.

Este resultado é motivado pelas ideias de [34] que trata de produtos deformados

Einstein compactos com curvatura escalar não-positiva. Ressaltamos que o Teorema

1.1 é uma generalização natural do caso Einstein para o caso sóliton de Ricci com

a compensação da compacidade tomada em [34]. Além disso, um interessante fato

surge da nossa construção, a base de um sóliton de Ricci com estrutura de produto

deformado satisfaz a equação (4) adiante. Esta equação é uma generalização das métricas

de Einstein, que contém as métricas m–quasi-Einstein, não só pela equação de estrutura,

mas também num sentido bem geral que ficará claro no Caṕıtulo 2.

Nosso próximo resultado estabelece um critério de compacidade para um sóliton de

Ricci gradiente contrátil com estrutura de produto deformado.

Teorema 1.2. Sejam Bn ×f Fm um produto deformado e ϕ uma função suave em

B de modo que (Bn ×f Fm,∇ϕ̃, λ) seja um sóliton de Ricci gradiente contrátil com

base compacta e fibra com dimensão m ≥ 2. Então Bn × Fm deve ser uma variedade

compacta.
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Em seguida obtemos uma condição necessária e suficiente para a construção de um

sóliton de Ricci gradiente com estrutura de produto deformado. Por esta razão, con-

sideramos uma variedade Riemanniana (Bn, gB) admitindo funções suaves f > 0 e ϕ

satisfazendo

Ric+∇2ϕ = λgB +
m

f
∇2f (4)

e

2λϕ− |∇ϕ|2 + ∆ϕ+
m

f
∇ϕ(f) = c (5)

para algumas constantes m, c, λ ∈ R, com m 6= 0.

Provamos que f e ϕ satisfazem a equação

λf 2 + f∆f + (m− 1)|∇f |2 − f∇ϕ(f) = µ (6)

para alguma constante µ ∈ R, cf. Proposição 1.3.

Tomando m > 1 um número inteiro e usando as fórmulas de Bishop e O’Neill,

constrúımos um sóliton de Ricci gradiente com estrutura de produto deformado como

segue:

Teorema 1.3. Consideremos uma variedade Riemanniana (Bn, gB) admitindo funções

suaves f > 0 e ϕ satisfazendo (4) e (5). Assim, podemos tomar µ dada por (6) e

escolher uma variedade Fm com FRic = µgF . Então (Bn×f Fm,∇ϕ̃, λ) é um sóliton de

Ricci gradiente.

Neste contexto, devemos destacar o fato indispensável da métrica gF ser Einstein, cf.

Proposição 1.2. Além disso, µ = µ(ϕ, f, λ,m) é constante quando a dimensão da fibra é

m ≥ 2, cf. Proposição 1.3.

Relacionados ao Teorema 1.3, destacamos o seguinte caso particular: em [46] fo-

ram constrúıdos sólitons de Ricci gradientes com estrutura de produto deformado esta-

cionário, com base conforme a um pseudo espaço euclidiano de dimensão n ≥ 3 invariante

sob a ação de um grupo de translação de dimensão n− 1. Contudo, como consequência

da teoria de EDO, observamos que a técnica em [46] aplica-se apenas à construção de

sólitons de Ricci gradientes estacionários.

Como aplicação do Teorema 1.3, constrúımos uma nova classe de sólitons de Ricci

gradientes com estrutura de produto deformado expansivos cuja fibra é uma variedade

de Einstein com curvatura escalar constante não-positiva. Para isso, consideramos um

espaço euclidiano Rn com coordenadas x = (y, xn), em que y = (x1, . . . , xn−1) e n > 1.
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Além disso, resolvemos as EDPs em (4) e (5) encontrando as funções

f(x) = c1e
√
−λ
m
xn + c2e

−
√
−λ
m
xn > 0 e ϕ(x) =

λ

2
|y|2 +

n−1∑
i=1

aixi + b, (7)

para qualquer a = (a1, . . . , an−1) ∈ Rn−1, b ∈ R, e para todas constantes não-negativas

c1 e c2 que tornam f > 0.

Com estas notações afirmamos nosso próximo resultado:

Corolário 1.3. Seja (Fm, gF ) uma variedade Riemanniana completa com tensor de

Ricci FRic = µgF e m > 1. Para f e ϕ dadas pelas equações em (7), (Rn×f Fm,∇ϕ̃, λ)

tem uma estrutura de sóliton de Ricci gradiente expansivo com µ ≤ 0.

Neste momento, cabe ressaltar os relevantes resultados obtidos em Ivey [33] e Dancer-

Wang [20]. Estes trabalhos tratam da construção de sólitons de Ricci gradientes esta-

cionários (não compactos), os quais foram obtidos por construções de produtos defor-

mados duplos e múltiplos. Estas construções generalizam a construção do sóliton de

Bryant. Também Gastel e Kronz [26] constrúıram uma famı́lia a dois parâmetros (pro-

duto deformado duplo) de sólitons de Ricci gradientes expansivos em Rn × Fm, em que

a fibra Fm (m ≥ 2) é uma variedade de Einstein com curvatura escalar positiva.

Agora passaremos a falar da segunda parte. Consideramos uma classe mais geral de

métricas Riemannianas, a saber:

Definição 2.1. Um sóliton de Ricci modificado é uma variedade Riemanniana completa

(M, g) munida com um campo de vetores X ∈ X(M), uma 1–forma ω ∈ X(M)∗ e dois

números reais λ e θ > 0 satisfazendo a equação

Ric+
1

2
LXg = λg + θω ⊗ ω. (8)

Nos referimos a (8) como equação fundamental e a (M, g,X, λ, ω, θ) como um sóliton

de Ricci modificado. A condição θ > 0 é meramente motivacional, não havendo impe-

dimento em considerar θ ≤ 0. Quando X = ∇η e ω = dξ para algumas funções suaves

η, ξ em M , então (M, g,∇η, λ, dξ, θ) é um sóliton de Ricci gradiente modificado. Neste

caso, a equação fundamental torna-se

Ric+∇2η = λg + θdξ ⊗ dξ. (9)

Os sólitons de Ricci modificados apareceram inicialmente em [17] sob a nomenclatura

de θ–sólitons de Ricci, com o objetivo de mostrar a não-existência de hipersuperf́ıcies
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reais em variedades complexas de curvaturas seccionais constantes não-nulas com estru-

tura de sóliton de Ricci, cujo campo potencial seja um campo de Reeb.

No desenvolver deste trabalho veremos que uma situação interessante ocorre quando

permitimos que λ seja uma função suave não-constante em M . Neste caso, dizemos que

(M, g,X, λ, ω, θ) é um quase sóliton de Ricci modificado. No Caṕıtulo 2 apresentamos

um exemplo de estrutura de quase sóliton de Ricci gradiente modificado sobre a esfera

euclidiana, a qual provamos ser ŕıgida, conforme escreveremos agora:

Proposição 2.1. As únicas estruturas não-triviais de quase sólitons de Ricci gradientes

modificados (Sn, g,∇η, λ, dξ, θ), com ∇ξ conforme, são descritas pelas funções suaves

ξ = c1 −
hv
n
, η =

θ

2

(
c1 −

hv
n

)2

− hw
n

+ c2, e λ = θ
(
c1 −

hv
n

)hv
n

+
hw
n

+ n− 1,

para algumas constantes c1, c2 e funções alturas hv, hw em Sn.

Surge então uma questão natural: Em que classe de variedades o exemplo da

Proposição 2.1 é ŕıgido?

Buscamos uma resposta para essa questão na classe das variedades Riemannianas

compactas com curvatura escalar constante e com uma condição geométrica mais fraca

que a de conformidade considerada na Proposição 2.1. Este é o conteúdo do nosso

próximo resultado, que está no esṕırito dos teoremas de Lichnerowicz (estimativa de

autovalores) e Obata (rigidez da esfera).

Teorema 2.1. Se (Mn, g,X, λ, dξ, θ), n ≥ 2, é um quase sóliton de Ricci modificado

compacto com curvatura escalar constante S, e ξ uma autofunção do Laplaciano, então

seu autovalor correspondente α satisfaz

α ≥ S

n− 1
.

Ocorrendo a igualdade somente se (Mn, g) é isométrica a uma esfera euclidiana Sn(r),

em que r =
√
n(n− 1)/S. Além disso, a menos de homotetia e constantes, a estrutura

é gradiente com funções associadas dadas pela Proposição 2.1.

Na Seção 2.3 do Caṕıtulo 2 introduzimos o fluxo Ricci-Harmônico modificado, alte-

rando o fluxo Ricci-Harmônico de Müller [39]. Neste contexto, provamos que os sólitons

de Ricci modificados generalizam os sólitons de Ricci não somente através da equação

de estrutura, mas também pelo fato deles se relacionarem com as soluções auto-similares

do fluxo Ricci-Harmônico modificado o qual generaliza o fluxo de Ricci. Em particular,

as métricas m–quasi-Einstein ganham uma nova caracterização.
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Mostramos, além da existência e unicidade em tempo curto do fluxo, para o caso em

que as variedades envolvidas são compactas, que os sólitons Ricci-Harmônicos modifica-

dos têm como parte indispensável os sólitons de Ricci modificados. A técnica consiste

em recorrer ao “Truque de DeTurck”, acrescentando termos de modo a corrigir a falta

de parabolicidade estrita do fluxo Ricci-Harmônico modificado.

Finalmente, na terceira parte desta tese, generalizamos a construção abordada na

primeira parte. Mais precisamente, estudamos os quase sólitons de Ricci não neces-

sariamente gradiente com estrutura de produto deformado. Inspirado na estrutura de

sóliton de Ricci não-gradiente sobre o grupo de Lie solúvel Sol3, encontrada por Baird

e Danielo [2], nós obtivemos um exemplo de sóliton de Ricci não-gradiente com estru-

tura de produto deformado cuja base é o espaço hiperbólico em seu modelo de produto

deformado.
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Caṕıtulo 1

Construção de sólitons de Ricci

gradientes com estrutura de

produto deformado

1.1 Preliminares

Nesta seção seguiremos a notação e terminologia de Bishop e O’Neill [9]. Nosso

objetivo é relacionar a geometria de M = B×F aos seus fatores. A noção apropriada é

a de levantamento. Consideramos o levantamento f̃ = f◦π de uma função suave a valores

reais f em B a M , assim como o levantamento X̃ ∈ X(M) de um campo de vetores

X ∈ X(B) a M , cujo valor em cada (p, q) ∈ B × F é o único vetor X̃(p,q) ∈ T(p,q)M , tal

que dπ(X̃) = X. Assim o levantamento de X a M é o único elemento de X(M) que está

π-relacionado a X e σ-relacionado ao campo de vetores nulo em F . O conjunto de todos

os levantamentos horizontais X̃ é denotado por L(B). Funções e campos de vetores em

F são levantadas a M do mesmo modo, mas agora usando a projeção σ. O conjunto

de todos os levantamentos verticais Ṽ é denotado por L(F ). De agora em diante, se

X ∈ X(B), quando não houver perigo de confusão, usaremos a mesma notação para

seu levantamento horizontal X ∈ L(B); semelhantemente para o levantamento vertical

V ∈ L(F ) de V ∈ X(F ).

Lembramos que o produto deformado M = Bn ×f Fm de duas variedades Rieman-

nianas é simplesmente o produto Riemanniano delas munido do tensor métrico (1). A

variedade B é chamada a base de M e F a fibra. Vetores tangentes às folhas B×{q} são
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ditos horizontais e vetores tangentes às fibras {p} × F são ditos verticais. Denotamos

por H a projeção ortogonal de T(p,q)M sobre seu subespaço horizontal T(p,q)(B×q), e por

V a projeção sobre seu subespaço vertical T(p,q)(p × F ). O gradiente do levantamento

h̃ = h ◦ π de uma função suave h em B a M é o levantamento do gradiente de h. Desde

que não haja perigo de confusão, denotaremos o gradiente, o Hessiano e o Laplaciano de

h̃ calculados na métrica de M respectivamente por ∇h̃, ∇2h̃ e ∆h̃, em que ∆ = tr(∇2),

e por D, ∇ e F∇ as conexões de Levi-Civita de M , B e F , respectivamente.

Lema 1.1 ([9]) Em M = Bn ×f Fm, se Y, Z ∈ L(B) e V,W ∈ L(F ), então

(i) DYZ é o levantamento de ∇YZ em B,

(ii) DY V = DV Y = Y (f)
f
V ,

(iii) H(DVW ) = −g(V,W )
f
∇f ,

(iv) V(DVW ) ∈ L(F ) é o levantamento de F∇VW em F .

Em particular,

∆h̃ = ∆h+
m

f
∇h(f), (1.1)

para toda função suave h em B.

No que se segue, escreveremos Ric para o tensor de Ricci do produto deformado,

BRic para o levantamento do tensor de Ricci de B e FRic para o levantamento do

tensor de Ricci de F . Estes levantamentos são feitos via pullback por π ou σ dos

tensores associados. Além disso, denotamos por Hh o levantamento do Hessiano ∇2h

de uma função suave h em B para M . Ressaltamos que, para todos Y, Z ∈ L(B), temos

∇2h̃(Y, Z) = Hh(Y, Z).

Lema 1.2 ([9]) Sejam M = Bn ×f Fm, m > 1, Y, Z ∈ L(B) e V,W ∈ L(F ). Então

(i) Ric(Y, Z) = BRic(Y, Z)− m
f
Hf (Y, Z),

(ii) Ric(Y, V ) = 0,

(iii) Ric(V,W ) = FRic(V,W )−
(

∆f
f

+ |∇f |2
f2

(m− 1)
)
g(V,W ).
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Agora, dado um sóliton de Ricci gradiente (Mk, g,∇ψ, λ), tomamos o traço da

equação (3) e obtemos

R + ∆ψ = kλ,

em que R denota a curvatura escalar de M . Além disso, Hamilton [29] provou que

2λψ − |∇ψ|2 + ∆ψ = c (1.2)

para alguma constante c.

1.2 Condições de existência e obstruções para a cons-

trução

Nesta seção daremos condições necessárias e suficientes para a construção de sólitons

de Ricci gradientes realizados como produtos deformados. Por simplicidade escrevere-

mos sóliton de Ricci PW para indicar um sóliton de Ricci com estrutura de produto

deformado e, para o caso gradiente, sóliton de Ricci gradiente PW. Com este objetivo,

estudaremos uma variedade Riemanniana (Bn, gB) como posśıvel base de um sóliton de

Ricci gradiente PW (M = Bn ×f Fm,∇ψ, λ). Desse modo, é natural supormos que a

função potencial ψ seja o levantamento de uma função suave ϕ definida em Bn, isto é, a

base carregará informações cruciais de M , como no caso de um produto deformado Eins-

tein, assim como todos os exemplos conhecidos na literatura. Com estas considerações

em mente, estabelerecemos restrições sobre as funções que parametrizam um sóliton de

Ricci gradiente PW.

Nossa primeira proposição é a equação de Hamilton (1.2) para um sóliton de Ricci

gradiente PW, quando a função potencial é o levantamento de uma função da base.

Proposição 1.1 Sejam Bn×f Fm um produto deformado e ϕ uma função suave em B

de modo que (Bn ×f Fm,∇ϕ̃, λ) é um sóliton de Ricci gradiente. Então temos

2λϕ− |∇ϕ|2 + ∆ϕ+
m

f
∇ϕ(f) = c (1.3)

para alguma constante c.

Demonstração: De (1.2) temos

2λϕ̃− |∇ϕ̃|2 + ∆ϕ̃ = c (1.4)

10



para alguma constante c. Por outro lado, como

∇ϕ̃ = ∇̃ϕ e ∆ϕ̃ = ∆ϕ+
m

f
∇ϕ(f) (1.5)

obtemos, substituindo (1.5) em (1.4), imediatamente a equação (1.3). �

A próxima proposição evidencia duas equações relevantes de um sóliton de Ricci

gradiente PW, uma para a base e a outra para a fibra.

Proposição 1.2 Sejam Bn×f Fm um produto deformado e ϕ uma função suave em B

de modo que (Bn ×f Fm,∇ϕ̃, λ) é um sóliton de Ricci gradiente, com m > 1. Então

temos

BRic+Hϕ = λgB +
m

f
Hf (1.6)

e FRic = µgF , com µ satisfazendo

µ = λf 2 + f∆f + (m− 1)|∇f |2 − f∇ϕ(f). (1.7)

Demonstração: Primeiro observamos que pelo Lema 1.2 (i) para todos Y, Z ∈ L(B)

temos

Ric(Y, Z) =BRic(Y, Z)− m

f
Hf (Y, Z).

Usando a equação fundamental (3) e o fato que ∇2ϕ̃(Y, Z) = Hϕ(Y, Z) deduzimos que

BRic(Y, Z) = λgB(Y, Z)−Hϕ(Y, Z) +
m

f
Hf (Y, Z).

Isto prova a primeira afirmação da proposição. De modo semelhante, dados V,W ∈ L(F )

temos

FRic(V,W ) = λg(V,W )−∇2ϕ̃(V,W ) +
(∆f

f
+ (m− 1)

|∇f |2

f 2

)
g(V,W )

= λf 2gF (V,W )−∇2ϕ̃(V,W ) + f
(

∆f + (m− 1)
|∇f |2

f

)
gF (V,W ).

Uma vez que ∇ϕ̃ ∈ L(B) temos

∇2ϕ̃(V,W ) = g(DV∇ϕ̃,W ) = g
(∇ϕ(f)

f
V,W

)
= f∇ϕ(f)gF (V,W ). (1.8)

Assim,

FRic(V,W ) =
(
λf 2 + f∆f + (m− 1)|∇f |2 − f∇ϕ(f)

)
gF (V,W ),

completando a prova da proposição. �
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O principal objetivo deste caṕıtulo é considerar sólitons de Ricci que são realizados

como produtos deformados. Assim, a proposição anterior justifica o motivo de consi-

derarmos a equação (4) na introdução. Motivados pelo trabalho de Maschler [37], nos

referimos a esta equação como a equação tipo Ricci-Hessiano. Em [16], Case-Shu-Wei

introduziram o conceito de métricas m–quasi-Einstein que se originou do estudo padrão

das variedades de Einstein que são realizadas como produto deformado, cf [7]. Assim,

é natural esperar que a classe das equações tipo Ricci-Hessiano contenha a classe das

métricas m–quasi-Einstein. Para provar esta afirmação, seja (Bn, g, h, λ) uma métrica

m–quasi-Einstein, isto é

Ric+∇2h− 1

m
dh⊗ dh = λg

para alguns λ ∈ R e 0 < m ≤ ∞. Tomando m = 4r <∞, ϕ = h
2

e f = e−
ϕ
r , deduzimos

r

f
∇2f = −∇2ϕ+

1

r
dϕ⊗ dϕ

e, por um cálculo direto, temos que (Bn, g, ϕ, f) satisfaz a equação tipo Ricci-Hessiano,

a saber

Ric+∇2ϕ = λg +
r

f
∇2f. (1.9)

Para m =∞, apenas considere ϕ = h e f = constante.

Agora vamos supor que (Bn, g, ϕ, f, λ) satisfaz uma equação do tipo (1.9), para algum

r > 0. Observe que a seguinte relação é verdadeira

∇2 ln(f) =
1

f
∇2f − 1

f 2
df ⊗ df. (1.10)

De (1.9) e (1.10), temos

λg = Ric+∇2ϕ− r∇2 ln(f)− r

f 2
df ⊗ df

= Ric+∇2ξ − 1

r
dξ ⊗ dξ +∇2ϕ, (1.11)

em que ξ := −r ln(f), o que completa a prova de nossa afirmação. Disso resulta que a

diferença entre essas classes está na não-homoteticidade de ∇ϕ.

Uma situação interessante ocorre quando permitimos que λ seja uma função suave na

variedade. Este caso será melhor tratado no Caṕıtulo 2, onde introduzimos a definição

de quase sóliton de Ricci modificado. Por enquanto, vamos nos restringir a uma breve

discussão do seguinte:
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Exemplo 1.1 Seja (Mn(τ), g◦) a esfera euclidiana Sn ou o espaço hiperbólico Hn con-

forme τ = 1 ou τ = −1, respectivamente. Denotamos por hv a função altura com

respeito a um vetor unitário v ∈ Rn+1. Então, para cada número real m 6= 0, as funções

λ = τ(n−1)− τ
m
h2
v−hv, f = e−

τ
m
hv e ϕ = 1

2m
h2
v satisfazem a equação (4) em (Mn(τ), g◦).

De fato, nesse caso,

dϕ =
hv
m
dhv, df = − τ

m
e−

τ
m
hvdhv e ∇2hv = −τhvg◦.

Logo,

∇2ϕ =
1

m
dhv ⊗ dhv −

τ

m
h2
vg◦ e

m

f
∇2f =

1

m
dhv ⊗ dhv + hvg◦.

Finalmente, como Ric = τ(n− 1)g◦, basta escolher a função λ indicada acima.

A partir de agora identificaremos um (0, 2)–tensor T em M com um (1, 1)–tensor

pela equação

g(T (Z), Y ) = T (Z, Y ), Y, Z ∈ X(M).

Por um cálculo direto, obtemos

div(ϕT ) = ϕdivT + T (∇ϕ, ·) e ∇(ϕT ) = ϕ∇T + dϕ⊗ T, ∀ϕ ∈ C∞(M).

Em particular, temos div(ϕg) = dϕ. Além disso, os seguintes fatos gerais são bem

conhecidos na literatura

div∇2ϕ = Ric(∇ϕ, ·) + d∆ϕ e
1

2
d|∇ϕ|2 = ∇2ϕ(∇ϕ, ·).

Estas identidades serão úteis neste caṕıtulo e as usaremos sem maiores comentários.

Proposição 1.3 Sejam (Bn, g) uma variedade Riemanniana, f > 0 e ϕ funções suaves

satisfazendo

Ric+∇2ϕ = λg +
m

f
∇2f e 2λϕ− |∇ϕ|2 + ∆ϕ+

m

f
∇ϕ(f) = c, (1.12)

para certas constantes m, c, λ ∈ R, com m 6= 0. Então f e ϕ satisfazem

λf 2 + f∆f + (m− 1)|∇f |2 − f∇ϕ(f) = µ, (1.13)

para alguma constante µ ∈ R.
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Demonstração: De (1.12), obtemos S = nλ + m
f

∆f − ∆ϕ, em que S é a curvatura

escalar de B. Assim,

dS = −m
f 2

∆fdf +
m

f
d(∆f)− d(∆ϕ). (1.14)

Vamos usar a segunda identidade de Bianchi contráıda duas vezes, a saber:

0 = −1

2
dS + divRic. (1.15)

Calculamos

divRic = mdiv
( 1

f
∇2f

)
− div(∇2ϕ)

= m
( 1

f
div(∇2f)− 1

f 2
(∇2f)(∇f, ·)

)
− div(∇2ϕ)

=
m

f
Ric(∇f, ·) +

m

f
d(∆f)− m

2f 2
d(|∇f |2)−Ric(∇ϕ, ·)− d(∆ϕ).

De (1.12) temos

Ric(∇f, ·) = λdf +
m

2f
d(|∇f |2)− (∇2ϕ)(∇f, ·),

Ric(∇ϕ, ·) = λdϕ+
m

f
(∇2f)(∇ϕ, ·)− 1

2
d(|∇ϕ|2).

Deste modo

divRic =
m

f

(
λdf +

m

2f
d(|∇f |2)− (∇2ϕ)(∇f, ·)

)
+
m

f
d(∆f)− m

2f 2
d(|∇f |2)

−
(
λdϕ+

m

f
(∇2f)(∇ϕ, ·)− 1

2
d(|∇ϕ|2)

)
− d(∆ϕ)

=
m

f
λdf +

m2

2f 2
d(|∇f |2)− m

f
(∇2ϕ)(∇f, ·) +

m

f
d(∆f)− m

2f 2
d(|∇f |2)

−λdϕ− m

f
(∇2f)(∇ϕ, ·) +

1

2
d(|∇ϕ|2)− d(∆ϕ)

=
m

f
λdf +

m(m− 1)

2f 2
d(|∇f |2) +

m

f
d(∆f)− λdϕ+

1

2
d(|∇ϕ|2)− d(∆ϕ)

−m
f

[
(∇2ϕ)(∇f, ·) + (∇2f)(∇ϕ, ·)

]
.

Como d(∇ϕ(f)) = (∇2ϕ)(∇f, ·) + (∇2f)(∇ϕ, ·), obtemos

divRic =
m

f
λdf +

m(m− 1)

2f 2
d(|∇f |2) +

m

f
d(∆f)− λdϕ+

1

2
d(|∇ϕ|2)− d(∆ϕ)

−m
f
d(∇ϕ(f)). (1.16)
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Substituindo as equações (1.14) e (1.16) na equação (1.15), chegamos a próxima identi-

dade

0 =
m

2f 2
∆fdf − m

2f
d(∆f)− 1

2
d(∆ϕ) +

m

f
λdf +

m(m− 1)

2f 2
d(|∇f |2) +

m

f
d(∆f)

−λdϕ+
1

2
d(|∇ϕ|2)− m

f
d(∇ϕ(f)).

A equação anterior multiplicada por 2f2

m
é equivalente a

0 = ∆fdf − fd(∆f)− f 2

m
d(∆ϕ) + 2fλdf + (m− 1)d(|∇f |2) + 2fd(∆f)

−2f 2

m
λdϕ+

f 2

m
d(|∇ϕ|2)− 2fd(∇ϕ(f)).

Simplificando e reagrupando os termos, obtemos

0 = d
(
f∆f + λf 2 + (m− 1)|∇f |2

)
− f 2

m
d
(
∆ϕ+ 2λϕ− |∇ϕ|2

)
− 2fd(∇ϕ(f)). (1.17)

Mas, por hipótese 2λϕ− |∇ϕ|2 + ∆ϕ+ m
f
∇ϕ(f) = c. Donde

− f 2

m
d(∆ϕ+ 2λϕ− |∇ϕ|2)− fd(∇ϕ(f)) = −∇ϕ(f)df. (1.18)

Consequentemente, as equações (1.17) e (1.18) permitem concluir que

d
(
f∆f + λf 2 + (m− 1)|∇f |2 − f∇ϕ(f)

)
= 0,

o que é suficiente para completar a prova. �

Estamos prontos para provar nosso primeiro teorema.

Teorema 1.1 Sejam M = Bn×fFm um produto deformado e ϕ uma função suave sobre

B tal que (Bn×fFm,∇ϕ̃, λ) seja um sóliton de Ricci gradiente expansivo ou estacionário.

Suponha que sua fibra Fm tem dimensão m ≥ 2 e que a função deformadora f atinge

um máximo e um mı́nimo. Então M deve ser um produto Riemanniano.

Demonstração: Se M = Bn ×f Fm, m > 1, é um sóliton de Ricci gradiente com

Ric+∇2ϕ̃ = λg, então a Proposição 1.2 implica que FRic = µgF , em que

µ = λf 2 + f∆f + (m− 1)|∇f |2 − f∇ϕ(f). (1.19)

Pela Proposição 1.3, µ é constante, em que as equações em (1.12) são garantidas pelas

equações (1.6) e (1.3). Sejam p, q ∈ Bn os pontos em que f atinge seu máximo e mı́nimo

Bn, respectivamente. Então

∇f(p) = 0 = ∇f(q) e ∆f(p) ≤ 0 ≤ ∆f(q).
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Como f > 0 e λ ≤ 0 temos −λf(p)2 ≥ −λf(q)2 e combinando com (1.19) temos

0 ≥ f(p)∆f(p) = µ− λf(p)2 ≥ µ− λf(q)2 = f(q)∆f(q) ≥ 0. (1.20)

Esta última equação nos fornece

µ− λf(p)2 = µ− λf(q)2 = 0.

Assim, para λ < 0, teremos f(p) = f(q), donde f é constante. Para λ = 0, teremos

µ = 0 e a equação (1.19) reduz-se a

Lf = ∆f −∇ϕ(f) =
1

f
(1−m)|∇f |2 ≤ 0,

em que L := ∆−∇ϕ. Portanto, pelo prinćıpio do máximo forte f é constante. Ou seja,

em qualquer caso M é um produto Riemanniano. �

Observação 1.1 A função deformadora f não atinge um mı́nimo se µ ≤ 0 e λ > 0.

De fato, a equação (1.19) implica Lf < 0. Agora, se f atinge um mı́nimo, o prinćıpio

do máximo forte garante que f é constante, o que contradiz (1.19).

O próximo resultado garante a compacidade do sóliton de Ricci gradiente PW quando

supomos apenas a compacidade da base.

Teorema 1.2 Sejam Bn ×f Fm um produto deformado e ϕ uma função suave em B

de modo que (Bn ×f Fm,∇ϕ̃, λ) seja um sóliton de Ricci gradiente contrátil com base

compacta e fibra com dimensão m ≥ 2. Então Bn×Fm deve ser uma variedade compacta.

Demonstração: Suponha que Bn ×f Fm, m > 1, seja um sóliton de Ricci gradiente

com Ric + ∇2ϕ̃ = λg. Como na prova do Teorema 1.1 temos FRic = µgF , em que a

constante µ é dada por (1.19) ou equivalentemente

µ = λf 2 + fLf + (m− 1)|∇f |2.

Por integração

µ volϕ(Bn) = λ

∫
Bn
f 2e−ϕdB + (m− 2)

∫
Bn
|∇f |2e−ϕdB.

Como λ > 0 e m > 1 conclúımos que µ > 0 e assim Fm é compacta pelo Teorema de

Bonnet-Myers. Consequentemente, Bn × Fm é uma variedade compacta. �
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Observação 1.2 Observe que o Teorema 1.2 tem a seguinte prova alternativa. Lembre

que ambas Bn e Fm são variedades Riemannianas completas então Bn×f Fm é completa

para toda função deformadora f . Como ∇ϕ̃ ∈ L(B) e Bn é compacta devemos ter que

|∇ϕ̃| é limitada no sóliton de Ricci contrátil (Bn ×f Fm,∇ϕ̃, λ). Portanto, podemos

aplicar o Teorema 1 em [24] para concluir que Bn × Fm é uma variedade compacta.

Observação 1.3 Já é conhecido que sólitons de Ricci compactos de dimensão k ≤ 3 são

triviais (ver [30, 32] ou [13]). Para o caso de sólitons de Ricci gradiente PW contráteis

com base compacta a situação é mais delicada, conforme veremos no Corolário 1.2.

Surge agora a seguinte questão natural: É posśıvel construir um sóliton de Ricci

gradiente PW com base compacta e função deformadora não-constante? Os Corolários

1.1 e 1.2 dão uma resposta parcial para esta questão.

Corolário 1.1 Não é posśıvel construir um sóliton de Ricci gradiente PW com base

compacta e função deformadora não-constante, de modo que sua fibra seja uma variedade

Riemanniana de dimensão m ≥ 2 e curvatura escalar não-positiva.

Demonstração: Suponha que Mk seja um sóliton de Ricci gradiente PW com base

compacta e função deformadora não-constante tendo como fibra uma variedade Rie-

manniana de dimensão m ≥ 2. Pelo Teorema 1.1, Mk deve ser um sóliton de Ricci

contrátil. Consequentemente, como na prova do Teorema 1.2 sua fibra deve ser uma

variedade de Einstein com curvatura escalar constante positiva. �

O resultado abaixo mostra como construir sólitons de Ricci gradientes PW.

Teorema 1.3 Seja (Bn, gB) uma variedade Riemanniana completa com duas funções

suaves f > 0 e ϕ satisfazendo as equações em (1.12). Tome a constante µ em (1.13) e

uma variedade Riemanniana completa (Fm, gF ) com tensor de Ricci FRic = µgF , m > 1.

Então (Bn ×f Fm,∇ϕ̃, λ) é um sóliton de Ricci gradiente PW.

Demonstração: Pelas hipóteses sobre f e ϕ podemos concluir pela Proposição 1.3 que

qualquer µ dada por (1.13) é constante. Tomando uma variedade de Einstein (Fm, gF )

com tensor de Ricci FRic = µgF , podemos considerar o produto deformado (Bn×fFm, g),

com g = π∗gB + (f ◦ π)2σ∗gF . Esta variedade tem uma estrutura de sóliton de Ricci

gradiente. De fato, primeiramente, observamos que a equação fundamental

Ric+∇2ϕ̃ = λg
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é imediatamente satisfeita para todos Y, Z ∈ L(B), segundo os fatos: pullback pela π

da primeira equação em (1.12), Hϕ(Y, Z) = ∇2ϕ̃(Y, Z), Hf (Y, Z) = ∇2f̃(Y, Z) e parte

(i) do Lema 1.2.

Agora, quando Y ∈ L(B) e V ∈ L(F ) usamos ∇ϕ̃ ∈ L(B) e parte (i) do Lema 1.1

para verificar que ∇2ϕ̃(Y, V ) = g(DY∇ϕ̃, V ) = 0. Assim, pela parte (ii) do Lema 1.2, a

equação fundamental é novamente satisfeita.

Finalmente, para V,W ∈ L(F ) temos pela definição de µ e parte (iii) do Lema 1.2

que

Ric(V,W ) = µgF (V,W )− (f∆f + (m− 1)|∇f |2)gF (V,W )

= (λf 2 − f∇ϕ(f))gF (V,W )

= (λ− 1

f
∇ϕ(f))g(V,W )). (1.21)

Por outro lado, a equação (1.8) nos fornece

∇2ϕ̃(V,W ) = f∇ϕ(f)gF (V,W ) =
1

f
∇ϕ(f)g(V,W ). (1.22)

Combinando as equações (1.21) e (1.22) conclúımos que a equação fundamental é nova-

mente satisfeita, o que completa a prova do teorema. �

De acordo com o Corolário 1.1 a compacidade da base do sóliton de Ricci PW implica

restrições para sua existência. Por esta razão, estabelecemos o critério de compacidade

abaixo, cuja demonstração segue a mesma técnica usada por Fernández-López e Garćıa-

Ŕıo [24].

Proposição 1.4 Seja (B, g) uma variedade Riemanniana completa satisfazendo

Ric+∇2ϕ− m

f
∇2f ≥ cg (1.23)

para m > 0, algumas funções suaves ϕ, f em B e alguma constante positiva c. Então, B

é compacta desde que |∇ϕ| e |∇(ln f)| sejam ambos limitados em (B, g). Em particular,

o grupo fundamental π1(B) é finito.

Demonstração: Seja p um ponto em B e considere qualquer geodésica γ : [0,+∞)→ B

partindo de p e parametrizada pelo comprimento de arco s. Da desigualdade (1.23) temos

Ric(γ′, γ′) ≥ cg(γ′, γ′)− g(∇γ′∇ϕ, γ′) +
m

f
g(∇γ′∇f, γ′)

= c− d

ds
g(∇ϕ, γ′) +m

d

ds
g(∇(ln f), γ′) +

m

f 2
(γ′(f))2.
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Assim, por integração e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos∫ t

0

Ric(γ′, γ′)ds ≥ ct+ g(∇ϕp, γ′(0))− g(∇ϕγ(t), γ
′(t))−mg(∇(ln f)p, γ

′(0))

−mg(∇(− ln f)γ(t), γ
′(t))

≥ ct+ g(∇ϕp, γ′(0))− |∇ϕγ(t)| −mg(∇(ln f)p, γ
′(0))

−m|∇(ln f)γ(t)|.

Como |∇ϕ| e |∇(ln f)| são ambos limitados, obtemos∫ +∞

0

Ric(γ′, γ′)ds = +∞.

Então, a compacidade de (B, g) segue do critério de compacidade de Ambrose [1]. Fi-

nalmente, observe que a desigualdade (1.23) também valerá no recobrimento universal

de B, o qual implicará em sua compacidade, e portanto π1(B) é finito. �

Observação 1.4 No decorrer da demonstração da Proposição 1.4 obtivemos

Ric(γ′, γ′) ≥ c− d

ds
g(∇ϕ, γ′) +m

d

ds
g(∇(ln f), γ′)

= c+
d

ds
g(m∇ ln f −∇ϕ, γ′).

Logo, definindo α : [0,∞) → R por α(s) = g(m∇ ln fγ(s) − ∇ϕγ(s), γ
′(s)) obtemos pela

Desigualdade de Cauchy-Schwarz que

|α(s)| ≤ |m∇ ln fγ(s) −∇ϕγ(s)| ≤ m|∇ ln fγ(s)|+ |∇ϕγ(s)| ≤ mc2 + c1,

em que, por hipótese, |∇ϕγ(s)| ≤ c1 e |∇ ln fγ(s)| ≤ c2, para c1, c2 constantes. Assim,

pelo Teorema 1.2 de [25] (B, g) satisfaz a estimativa de diâmetro

diam(B) ≤ π

c

(
(mc2 + c1) +

√
(mc2 + c1)2 + (n− 1)c

)
.

Corolário 1.2 Não é posśıvel construir um sóliton de Ricci gradiente PW com base

compacta e função deformadora não-constante, de modo que sua fibra tenha dimensão

maior ou igual a dois e primeiro grupo fundamental da base não finito.

Demonstração: Suponha que Mk seja um sóliton de Ricci gradiente PW. Como na

prova do Corolário 1.1, Mk deve ser um sóliton de Ricci PW contrátil. Consequente-

mente, pelas Proposições 1.2 e 1.4, sua base deve ser uma variedade Riemanniana com

primeiro grupo fundamental finito. �
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1.3 Exemplo de sóliton de Ricci gradiente PW ex-

pansivo

Nesta seção, como aplicação do Teorema 1.3, constrúımos sólitons de Ricci gradientes

PW expansivos.

Inicialmente lembramos que o sóliton Gaussiano é o espaço euclidiano Rn munido

com sua métrica padrão g◦ e a função potencial ψ(x) = λ
2
|x|2. Vamos considerar em

Rn a métrica ḡ = 1
ρ2
g◦, em que ρ é uma função positiva em Rn. Precisamos encontrar

duas funções suaves f > 0 e ϕ em Rn e uma constante λ satisfazendo uma equação tipo

Ricci-Hessiano em (Rn, ḡ), isto é,

Ricḡ + ∇̄2ϕ = λḡ +
m

f
∇̄2f, (1.24)

em que m > 0 é um inteiro. Considerando os fatos da teoria conforme, obtemos

Ricg =
1

ρ2

{
(n− 2)ρ∇2ρ+ (ρ∆ρ− (n− 1)|∇ρ|2)g◦

}
, (1.25)

em que as duas parcelas que aparecem no segundo termo da equação são calculadas na

métrica g◦. Além disso, para todo h ∈ C∞(Rn) valem as seguintes equações

(∇̄2h)ij = hxixj +
ρxj
ρ
hxi +

ρxi
ρ
hxj para i 6= j,

(∇̄2h)ii = hxixi + 2
ρxi
ρ
hxi −

∑
k

ρxk
ρ
hxk para i = j.

Precisamos analisar a equação (1.24) em dois casos. Para i 6= j, ela é reescrita como

(n− 2)
ρxixj
ρ

+ ϕxixj +
ρxj
ρ
ϕxi +

ρxi
ρ
ϕxj =

m

f

(
fxixj +

ρxj
ρ
fxi +

ρxi
ρ
fxj

)
(1.26)

e para i = j,

(n− 2)
ρxixi
ρ

+
1

ρ

∑
k

ρxkxk −
(n− 1)

ρ2

∑
k

ρ2
xk

+ ϕxixi + 2
ρxi
ρ
ϕxi

=
1

ρ

∑
k

ρxkϕxk +
λ

ρ2
+
m

f

(
fxixi + 2

ρxi
ρ
fxi −

1

ρ

∑
k

ρxkfxk

)
. (1.27)

Suponhamos que as funções ρ, f, ϕ tenham as seguintes dependências ρ = ρ(xn), f =

f(xn) e ϕ = ϕ(y), em que x = (y, xn) ∈ Rn e y = (x1, . . . , xn−1). Então tomando i = n

em (1.26) temos para todo j 6= n

ρxnϕxj = 0.
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Novamente de (1.26), para i 6= n, obtemos para todos i 6= j 6= n,

ϕxixj = 0. (1.28)

Como estamos interessados em obter soluções não triviais para (1.24), devemos conside-

rar ρ constante. Logo, de (1.27) temos

ϕxixi −
m

f
fxixi =

λ

ρ2
. (1.29)

Donde, para i 6= n, temos

ϕxixi =
λ

ρ2
. (1.30)

Consequentemente, de (1.28) e (1.30), ϕ estão bem determinadas por

(D2ϕ)ij =
λ

ρ2
δij, (1.31)

em que D2ϕ significa o Hessiano de ϕ calculado na métrica δij em Rn−1. Além disso,

tomando i = n em (1.29), obtemos

fxnxn +
λ

mρ2
f = 0. (1.32)

Portanto, pela teoria de EDO, nos resta escolher λ < 0 para obtermos

f(x) = c1e
1
ρ

√
−λ
m
xn + c2e

− 1
ρ

√
−λ
m
xn > 0 (1.33)

para todas constantes não-negativas c1 e c2 que tornam f > 0.

A conclusão é que para toda constante negativa λ, as funções suaves ϕ e f dadas

respectivamente por (1.31) e (1.33) satisfazem uma equação tipo Ricci-Hessiano (1.24)

em (Rn, 1
ρ2
g◦), em que ρ > 0 é constante.

Corolário 1.3 Seja Rn um espaço euclidiano com coordenadas x = (y, xn), em que

y = (x1, . . . , xn−1) e n > 1. Considere uma variedade Riemanniana completa (Fm, gF )

com tensor de Ricci FRic = µgF e m > 1. Então (Rn ×f Fm,∇ϕ̃, λ) tem uma estrutura

de sóliton de Ricci gradiente expansivo com µ ≤ 0, em que

f(x) = c1e
√
−λ
m
xn + c2e

−
√
−λ
m
xn > 0 e ϕ(x) =

λ

2
|y|2 +

n−1∑
i=1

aixi + b (1.34)

para qualquer a = (a1, . . . , an−1) ∈ Rn−1, b ∈ R, e para todas constantes não-negativas

c1 e c2 que tornam f > 0.
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Demonstração: Tomando ρ = 1 em (1.31) e (1.33), podemos considerar as funções em

(1.34) satisfazendo as equações em (1.12) para c = 2λb− |a|2 + λ(n− 1). Consequente-

mente, da equação (1.13) calculamos

µ = λf 2 − λ

m
f 2 + (m− 1)f 2

xn = (m− 1)
( λ
m
f 2 + f 2

xn

)
.

Um cálculo direto mostra que

µ = 4λc1c2
(m− 1)

m
≤ 0.

A conclusão do corolário segue imediatamente do Teorema 1.3. �
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Caṕıtulo 2

Sólitons e quase sólitons de Ricci

modificados

2.1 Caracterização

Como vimos em nossa introdução, um sóliton de Ricci é uma variedade Riemanniana

(M, g) munida com um campo de vetores X ∈ X(M) e uma constante λ satisfazendo

Ric+
1

2
LXg = λg, (2.1)

e um sóliton de Ricci gradiente satisfaz

Ric+∇2ψ = λg, (2.2)

para alguma função potencial suave ψ em M .

Vimos no Caṕıtulo 1 que a base B de um sóliton de Ricci gradiente PW (Bn ×f
Fm,∇ϕ̃, λ) representa uma generalização das variedades m–quasi-Einstein e satisfaz a

equação tipo Ricci-Hessiano

BRic+∇2ϕ = λgB +
m

f
∇2f, (2.3)

com função potencial ϕ e função deformadora f . Para maiores detalhes sobre variedades

tipo Ricci-Hessiano, ver [38].

Já sabemos que ∇2 ln(f) = 1
f
∇2f − 1

f2
df ⊗ df . Portanto, escrevendo ξ = −m ln(f) e

η = ϕ+ ξ, a equação (2.3) é equivalente a

BRic+∇2η = λg +
1

m
dξ ⊗ dξ. (2.4)
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Agora vamos analisar a situação mais geral seguinte.

Suponha que (M, g, Ỹ , λ) é um sóliton de Ricci PW, em que M = Bn ×f Fm e Ỹ é

o levantamento horizontal de Y ∈ X(B) para X(M). Pelo Lema 1.1, para Z,U ∈ L(B),

obtemos

L̃Y gB(Z̃, Ũ) = (π∗LY gB)(Z̃, Ũ)

= (LY gB)(dπZ̃, dπŨ)

= LY gB(Z,U).

Por outro lado,

LỸ g(Z̃, Ũ) = g(DZ̃ Ỹ , Ũ) + g(Z̃,DŨ Ỹ )

= gB(∇ZY, U) + gB(Z,∇UY )

= LY gB(Z,U).

Portanto,

LỸ g = L̃Y gB

sobre levantamentos horizontais.

Agora pelo Lema 1.2 a seguinte equação é verificada na base

BRic+
1

2
LY gB = λgB +

m

f
∇2f. (2.5)

Novamente tomando ξ = −m ln(f) temos

m

f
∇2f = −∇2ξ +

1

m
dξ ⊗ dξ.

Consequentemente, a equação (2.5) torna-se

BRic+
1

2
LXgB = λgB +

1

m
dξ ⊗ dξ, (2.6)

em que X = Y +∇ξ.

A discussão acima é a nossa primeira motivação para definirmos o objeto de estudo

deste caṕıtulo.

Definição 2.1 Um sóliton de Ricci modificado é uma variedade Riemanniana completa

(M, g) munida com um campo de vetores X ∈ X(M), uma 1–forma ω ∈ X(M)∗ e dois

números reais λ e θ > 0 satisfazendo a equação

Ric+
1

2
LXg = λg + θω ⊗ ω. (2.7)
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Quando X = ∇η e ω = dξ para algumas funções suaves η e ξ em M , escrevemos

(M, g,∇η, λ, dξ, θ) para indicar um sóliton de Ricci gradiente modificado, cuja equação

fundamental torna-se

Ric+∇2η = λg + θdξ ⊗ dξ. (2.8)

Assumindo que λ é uma função suave em M e admitindo que vale a equação (2.7),

vamos nos referir a (M, g,X, λ, ω, θ) como um quase sóliton de Ricci modificado.

Observação 2.1 A equação (2.4) é o caso gradiente de um sóliton de Ricci modificado,

em que θ = 1
m

. Estruturas de quase sóliton de Ricci gradiente modificado sobre a esfera

euclidiana e sobre o espaço hiperbólico foram apresentados no Exemplo 1.1.

2.2 Rigidez e obstruções de quase sólitons de Ricci

modificados compactos

Nesta seção obtemos um teorema de rigidez para uma classe particular de quase

sólitons de Ricci modificados. Inicialmente apresentamos uma tal estrutura para a esfera

unitária euclidiana Sn ⊂ Rn+1 que atende às nossas hipóteses para o referido resultado

de rigidez.

Começamos notando que para qualquer função u ∈ C∞(M) vale a identidade

du⊗ du =
1

2
∇2u2 − u∇2u. (2.9)

Fazendo u = ξ em (2.9) e substituindo na equação fundamental (2.8), obtemos

Ric+∇2
(
η − θ

2
ξ2
)

= λg − θξ∇2ξ. (2.10)

A importância da equação (2.10) está na sua utilidade para caracterizarmos as es-

truturas de quase sólitons de Ricci modificados em Sn. Vejamos: denotando por g a

métrica canônica em Sn e considerando a solução de Obata para a equação ∇2ξ = ∆ξ
n
g,

teremos ∆(∆ξ) +n∆ξ = 0, ver [40]. Pela caracterização do espectro de Sn, existe algum

vetor fixado v ∈ Sn tal que ∆ξ = hv = − 1
n
∆hv, em que hv(x) = 〈x, v〉 é uma função

altura em Sn (ver por exemplo [8]). Assim, pelo Teorema de Hopf, existe uma constante

c1 tal que

ξ = c1 −
hv
n
. (2.11)
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Desde que Ric = (n− 1)g e −n∇2ξ = ∇2hv = −hvg substitúımos (2.11) em (2.10) para

obter

∇2
[
η − θ

2

(
c1 −

hv
n

)2]
=
[
λ+ θ

(hv
n
− c1

)hv
n
− (n− 1)

]
g. (2.12)

Portanto ∇φ é um campo de vetores conforme em (Sn, g), em que φ = η− θ
2

(
c1 − hv

n

)2

.

Novamente deve existir algum vetor fixado w ∈ Sn e uma constante c2 tal que

η =
θ

2

(
c1 −

hv
n

)2

− hw
n

+ c2. (2.13)

É imediato de (2.12) e (2.13) que

∇2hw = −n∇2φ = −n
[
λ+ θ

(hv
n
− c1

)hv
n
− (n− 1)

]
g.

Como ∇2hw = −hwg, segue que

hw
n

= λ+ θ
(hv
n
− c1

)hv
n
− (n− 1),

isto é,

λ = θ
(
c1 −

hv
n

)hv
n

+
hw
n

+ n− 1. (2.14)

Observe que acabamos de provar o seguinte resultado:

Proposição 2.1 As únicas estruturas não-triviais de quase sólitons de Ricci gradientes

modificados (Sn, g,∇η, λ, dξ, θ), com ∇ξ conforme, são descritas pelas funções suaves

em (2.11), (2.13) e (2.14).

Para o próximo resultado lembramos que o tensor sem traço de um (0, 2)–tensor T

em (M, g) é definido por

T̊ = T − tr(T )

n
g

e a divergência de seu correspondente (1, 1)–tensor T é definido como o (0, 1)–tensor

(divT )(v)(p) = tr
(
w 7→ (∇wT )(v)(p)

)
,

em que p ∈ M , v, w ∈ TpM, ∇ representa a derivada covariante de T e tr é o traço

calculado na métrica g.

Também será conveniente considerar o isomorfismo musical ] : X(M)∗ → X(M), isto

é, a inversa da aplicação canônica dada por X[(·) = g(X, ·), para todo X ∈ X(M).
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Lema 2.1 Seja (M, g,X, λ, ω, θ) um quase sóliton de Ricci modificado compacto com

curvatura escalar S. Então vale a seguinte identidade∫
M

|R̊ic|2dM =
n− 2

2n

∫
M

〈∇S,X〉dM + θ

∫
M

R̊ic(ω], ω])dM. (2.15)

Em particular, para ω = dξ temos∫
M

|R̊ic|2dM =
n− 2

2n

∫
M

〈∇S,X〉dM− θ
∫
M

|∇̊2ξ|2dM

+θ
n− 1

n

∫
M

[
(∆ξ)2 − S

n− 1
|∇ξ|2

]
dM. (2.16)

Demonstração: Por um cálculo direto temos

div(R̊ic(X)) = (divR̊ic)(X) + 〈R̊ic,∇X〉

=
n− 2

2n
〈∇S,X〉+ 〈R̊ic, 1

2
LXg〉

=
n− 2

2n
〈∇S,X〉+ 〈R̊ic,−Ric+ λg + θω ⊗ ω〉

=
n− 2

2n
〈∇S,X〉 − |R̊ic|2 + θR̊ic(ω], ω]),

em que na segunda igualdade utilizamos o fato do tensor R̊ic ser simétrico. Assim,

obtemos

|R̊ic|2 = −div(R̊ic(X)) +
n− 2

2n
〈∇S,X〉+ θR̊ic(ω], ω]). (2.17)

A equação (2.15) segue por integração de (2.17). Continuando nossos cálculos usamos a

Fórmula de Bochner como segue: para toda f ∈ C∞(M), vale

R̊ic(∇f,∇f) = Ric(∇f,∇f)− S

n
|∇f |2

=
1

2
∆|∇f |2 − |∇2f |2 − 〈∇∆f,∇f〉 − S

n
|∇f |2

=
1

2
∆|∇f |2 − |∇̊2f |2 − 1

n
(∆f)2 − 〈∇∆f,∇f〉 − S

n
|∇f |2.

Aplicando o Teorema de Stokes, obtemos∫
M

R̊ic(∇f,∇f)dM = −
∫
M

|∇̊2f |2dM +
n− 1

n

∫
M

[
(∆f)2 − S

n− 1
|∇f |2

]
dM. (2.18)

Tomando f = ξ em (2.18) e ω = dξ em (2.15) completamos nossa demonstração. �

Antes de enunciarmos e provarmos nosso resultado de rigidez convém lembrar que

Pigola, Rigoli, Rimoldi e Setti introduziram em [45] o conceito de quase sóliton de Ricci,
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denotado por (Mn, g,X, λ), que consiste numa variedade Riemanniana (Mn, g) com um

campo de vetores X e uma função suave λ satisfazendo a seguinte equação de estrutura:

Ric+
1

2
LXg = λg.

Já é conhecido que um quase sóliton de Ricci compacto com curvatura escalar cons-

tante é isométrico a uma esfera euclidiana (cf. Corolário 1 de [5]) e, ele é gradiente (cf.

Corolário 2 de [3]). Para ser mais preciso, ver Proposição 2.1, Exemplo 2.1, Proposição

2.2 e Corolário 2.1 todos de [27].

Teorema 2.1 Seja (Mn, g,X, λ, dξ, θ), n ≥ 2, um quase sóliton de Ricci modificado

compacto com curvatura escalar constante S. Se ξ é uma autofunção do Laplaciano,

então seu autovalor correspondente α satisfaz

α ≥ S

n− 1
.

A igualdade ocorre somente se (M, g) é isométrica a uma esfera euclidiana Sn(r), em

que r =
√
n(n− 1)/S. Além disso, a menos de homotetia e constantes, a estrutura é

gradiente com funções dadas na Proposição 2.1.

Demonstração: Nas hipóteses do teorema temos de (2.16)

0 ≤
∫
M

|R̊ic|2dM + θ

∫
M

|∇̊2ξ|2dM = θ
n− 1

n

(
α− S

n− 1

)∫
M

|∇ξ|2dM,

implicando que α ≥ S
n−1

. Quando a igualdade ocorre, obteremos imediatamente que

∇2ξ =
∆ξ

n
g = − Sξ

n(n− 1)
g.

Assim, por um clássico resultado devido a Obata [40] temos que (Mn, g) é isométrica a

uma esfera euclidiana Sn(r), em que r =
√
n(n− 1)/S. Resta mostrar que X pode ser

trocado por ∇η para alguma função suave η. Pela equação fundamental (2.7) temos

S

n
g +

1

2
LXg = λg + θdξ ⊗ dξ

= λg − θξ∇2ξ +
θ

2
∇2ξ2

= λg +
θSξ2

n(n− 1)
g +

θ

2
∇2ξ2.

Donde

LZg = 2ρg,
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em que

Z = X − θ

2
∇ξ2 e ρ =

divZ

n
= λ+

θSξ2

n(n− 1)
− S

n
.

Como (Sn(r), g) é Einstein, segue que o fator conforme ρ é uma autofunção do Laplaciano

com autovalor S
n−1

e satisfazendo

∇2ρ = − Sρ

n(n− 1)
g. (2.19)

Observamos que (2.19) é a equação de Obata para ρ. Alternativamente, podemos obtê-la

imediatamente fazendo f = ρ na equação (2.18).

Escrevendo

u = −n(n− 1)

S
ρ,

deduzimos a próxima expressão

1

2
L∇ug = ∇2u = −n(n− 1)

S
∇2ρ = ρg =

1

2
LZg =

1

2
LXg −

1

2
L θ

2
∇ξ2g.

Portanto

LXg = L∇(u+ θ
2
ξ2) = L∇ηg,

em que η = u+ θ
2
ξ2.

Logo, a estrutura de quase sóliton de Ricci modificado em (Sn(r), g) é de fato gra-

diente. Consequentemente, a menos de homotetia e constantes, as funções são dadas

conforme explicamos na Proposição 2.1. �

O nosso próximo resultado estabelece um critério de compacidade que se aplica ao

caso em que a constante θ, da definição de sóliton de Ricci modificado, é negativa.

Teorema 2.2 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa satisfazendo

Ric+
1

2
LXg ≥ λg + θω ⊗ ω

para um campo de vetores X e uma 1–forma ω em M , uma constante positiva λ e uma

constante negativa θ. Então, M é compacta desde que |X| ≤ c1 e |ω|2 ≤ λ−c2
|θ| para

algumas constantes c1, c2 > 0. Além disso, temos a seguinte estimativa para o diâmetro

de M

diam(M) ≤ π

c2

(
c1 +

√
c2

1 + (n− 1)c2

)
.

Em particular, o grupo fundamental π1(M) é finito.
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Demonstração: Por hipótese temos

Ric ≥ λg + θω ⊗ ω − 1

2
LXg.

Seja p um ponto em M e considere qualquer geodésica γ : [0,∞)→ M partindo de p e

parametrizada pelo comprimento de arco s. Deste modo

Ric(γ′, γ′) ≥ λg(γ′, γ′) + θ
(
ω(γ′)

)2 − 1

2
(LXg)(γ′, γ′)

= λ− |θ|(ω(γ′)
)2 − d

ds
g(X, γ′)

≥ λ− |θ||ω|2 +
d

ds
g(−X, γ′)

≥ c2 +
d

ds
g(−X, γ′).

Definindo a função α : [0,∞) → R por α(s) = g(−Xγ(s), γ
′(s)) obtemos pela Desigual-

dade de Cauchy-Schwarz que

|α(s)| ≤ |Xγ(s)| ≤ c1.

Consequentemente (M, g) satisfaz as hipóteses do Teorema 1.2 de [25], donde M é com-

pacta e vale a estimativa do diâmetro diam(M) ≤ π
c2

(
c1 +

√
c2

1 + (n− 1)c2

)
. Além

disso, pelo Teorema 1.3 em [25], π1(M) é finito. �

Salientamos que se θ ≥ 0, |X| ≤ c1 e sem a condição sobre |ω|2, o teorema anterior

ainda é válido. De fato, o resultado segue de [24] que faz uso do critério de compacidade

de Ambrose [1]. Além disso, podemos aplicar novamente o Teorema 1.2 em [25] para

obtermos a estimativa de diâmetro:

diam(M) ≤ π

λ

(
c1 +

√
c2

1 + (n− 1)λ

)
,

Finalizamos esta seção com uma obstrução referente a quase sólitons de Ricci modi-

ficados compactos.

Proposição 2.2 Seja (Mn, g,X, λ, ω, θ) um quase sóliton de Ricci modificado compacto

com curvatura escalar S. Se nλ − S é uma função não-negativa, então ω é a 1–forma

identicamente nula, (M, g) é uma variedade de Einstein e X é um campo de Killing.

Demonstração: Inicialmente pelo Teorema de Decomposição de Hodge-de Rham (ver

por exemplo [47] p. 223) podemos escrever X = ∇h + Y , em que h ∈ C∞(M) e

Y ∈ X(M) com divY = 0. Agora, tomando o traço na equação fundamental obtemos

∆h = nλ− S + θ|ω|2 ≥ 0, (2.20)
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isto é, h é subharmônica, assim h é constante pelo Teorema de Hopf. Voltando à (2.20)

temos

0 = ∆h = (nλ− S) + θ|ω|2 ≥ 0. (2.21)

Como ambas as parcelas nλ− S e θ|ω|2 de (2.21) são não-negativas, segue que nλ = S

e ω ≡ 0. Além disso, X = Y (pois h é constante), assim pela equação fundamental

R̊ic = −1

2
LY g. (2.22)

Agora utilizando a primeira parte do Lema 2.1 deduzimos que

0 ≤
∫
M

|R̊ic|2dM =
n− 2

2n

∫
M

〈∇S, Y 〉dM = −(n− 2)

2n

∫
M

SdivY dM = 0, (2.23)

donde (M, g) é uma variedade de Einstein e X é um campo de Killing por (2.22). É

claro que para n = 2 a conclusão de X ser um campo de Killing segue de (2.22), visto

que toda superf́ıcie é uma variedade de Einstein. �

Observação 2.2 É claro que na proposição anterior se supormos que θ < 0 teremos a

mesma obstrução desde que nλ− S seja uma função não-positiva.

2.3 Fluxo Ricci-Harmônico modificado

Nesta seção vamos introduzir o fluxo Ricci-Harmônico modificado (cf. Definição 2.2),

em seguida provaremos o teorema de existência e unicidade em tempo curto para tal

fluxo. Para isso utilizaremos o “Truque de DeTurck”e o roteiro escrito por Brendle na

Seção 2.2 de seu livro [10], o qual refere-se à existência e unicidade em tempo curto

para o fluxo de Ricci. Para o nosso caso, definiremos o fluxo Ricci-Harmônico-DeTurck

modificado e por fim definiremos os sólitons Ricci-Harmônico modificados como soluções

auto-similares do fluxo Ricci-Harmônico modificado.

Primeiramente discutiremos sobre os requisitos necessários para a introdução do fluxo

Ricci-Harmônico modificado. Para não carregar a notação, utilizaremos à convenção de

soma sob ı́ndices repetidos nos sistemas de coordenadas.

Preliminares

Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana e (xi) um sistema de coordenadas locais

com campos coordenados associados ∂i := ∂
∂xi
∈ X(M) ≈ Γ(TM) e formas duais cor-
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respondentes dxi ∈ X(M)∗ ≈ Γ(TM∗). Denotemos por ∇ a conexão de Levi-Civita da

métrica Riemanniana g e por Γkij os śımbolos de Christoffel de ∇. Estamos interessados

em calcular as derivadas covariantes de ∂i e dxi. Sabemos que ∇∂i ∈ Γ(TM∗ ⊗ TM) e

∇dxi ∈ Γ(TM∗ ⊗ TM∗). Assim

∇∂i(∂s) := ∇∂s∂i = Γksi∂k = Γkis∂k = Γkijδsj∂k

= Γkijdxj(∂s)∂k = Γkijdxj ⊗ ∂k(∂s),

isto é,

∇∂i = Γkijdxj ⊗ ∂k. (2.24)

Enquanto que,

∇dxi(∂r, ∂s) := (∇∂rdxi) (∂s) := ∇∂r (dxi(∂s))− dxi (∇∂r∂s)

= ∇∂r (δis)− dxi(Γlrs∂l) = −Γirs = −Γijkδjrδks

= −Γijkdxj(∂r)dxk(∂s) = −Γijkdxj ⊗ dxk(∂r, ∂s),

ou seja,

∇dxi = −Γijkdxj ⊗ dxk.

Seja φ : M → N uma aplicação suave entre as variedades Riemannianas (Mn, g) e

(Nm, h). Podemos definir em M o fibrado vetorial φ∗TN , induzido por φ escrevendo:

φ∗TN = {(p, w); p ∈M,w ∈ Tφ(p)N}

=
⋃
p∈M

{p} × Tφ(p)N.

Para obtermos um referencial local no fibrado φ∗TN consideramos um sistema de

coordenadas locais (yα) em N . Note que, para cada ∂α ∈ Γ(TN) temos ∂α|φ ∈ Γ(φ∗TN),

nos permitindo definir φ∗∂α := ∂α|φ. Assim, sendo ∇ a conexão de Levi-Civita de h, e

usando a sua expressão local como em (2.24), calculamos a derivada covariante de ∂α|φ
como segue

∇∂α|φ := ∇ (φ∗∂α) = φ∗ (∇∂α) = φ∗
(
Γγαβdyβ ⊗ ∂γ

)
= (Γγαβ ◦ φ)dφβ ⊗ ∂γ|φ,

em que φβ := yβ ◦ φ ∈ C∞(M), implicando em

∇∂α|φ = (Γγαβ ◦ φ)
∂φβ

∂xj
dxj ⊗ ∂γ|φ.
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Lembramos que a diferencial dφ da aplicação φ aplica as seções de TM nas seções

de TN ao longo de φ, isto é, em termos do fibrado φ∗TN podemos interpretar dφ como

uma seção do fibrado vetorial de homomorfismos Hom(TM ;φ∗TN), devido a linearidade

de dφ. Ademais, sendo esse último fibrado isomorfo ao fibrado vetorial TM∗ ⊗ φ∗TN ,

é posśıvel introduzir uma conexão ∇ em Γ(TM∗ ⊗ φ∗TN) utilizando as conexões dos

fibrados TM∗ e φ∗TN .

Escrevendo σ ∈ Γ(TM∗ ⊗ φ∗TN) nos sistemas de coordenadas (xi) e (yα) para as

variedades M e N , respectivamente, obtemos σ = σαi dxi ⊗ ∂α|φ, o que nos permite

calcular a derivada covariante ∇σ ∈ Γ(TM∗ ⊗ TM∗ ⊗ φ∗TN), isto é,

∇σ = ∇ (σαi dxi ⊗ ∂α|φ)

= dσαi ⊗ dxi ⊗ ∂α|φ + σαi ∇dxi ⊗ ∂α|φ + σαi dxi ⊗∇∂α|φ

= dσγj ⊗ dxj ⊗ ∂γ|φ + σγk∇dxk ⊗ ∂γ|φ + σαi dxi ⊗∇∂α|φ

=

(
∂σγj
∂xi
− Γkijσ

γ
k + (Γγαβ ◦ φ)σαi

∂φβ

∂xj

)
dxi ⊗ dxj ⊗ ∂γ|φ.

Em particular, para σ = dφ,

∇dφ =

(
∂2φγ

∂xi∂xj
− Γkij

∂φγ

∂xk
+ (Γγαβ ◦ φ)

∂φα

∂xi

∂φβ

∂xj

)
dxi ⊗ dxj ⊗ ∂γ|φ

=
(
∇2φγ + (Γγαβ ◦ φ)dφα ⊗ dφβ

)
⊗ ∂γ|φ.

Decorrida a discussão acima, definimos o campo de tensão ∆g,hφ da aplicação suave

φ : (M, g)→ (N, h) com respeito às métricas g e h, como a seção de φ∗TN dada por

∆g,hφ := trg∇dφ = gij
(

∂2φγ

∂xi∂xj
− Γkij

∂φγ

∂xk
+ (Γγαβ ◦ φ)

∂φα

∂xi

∂φβ

∂xj

)
∂γ|φ

=
(
∆φγ + (Γγαβ ◦ φ)g(∇φα,∇φβ)

)
∂γ|φ.

O campo de tensão generaliza o laplaciano de funções suaves u : M → R e, por

este motivo, dizemos que uma aplicação suave φ : (M, g)→ (N, h) é harmônica quando

∆g,hφ é a seção nula de φ∗TN .

Eells e Sampson em [22] estudaram as aplicações harmônicas φ : (M, g) → (N, h)

entre variedades Riemannianas com o objetivo de resolver o seguinte problema: Toda

aplicação suave φ : (M, g) → (N, h) é homotópica à uma aplicação harmônica? No

mesmo artigo uma resposta afirmativa é dada para o caso em que ambas as variedades

são compactas e N possui curvatura seccional não-positiva.
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É claro que o estudo das aplicações harmônicas é interessante e faz-se relevante. Como

sabemos, em análise, as funções harmônicas possuem uma rica teoria e, em geometria

não seria diferente, visto que determinados entes geométricos são aplicações harmônicas,

tais como, por exemplo, geodésicas, subvariedades mı́nimas e aplicações holomorfas entre

variedades Kähler.

Sabe-se ainda que as aplicações harmônicas são pontos estacionários do fluxo do calor

da famı́lia de aplicações φ(t) satisfazendo

∂

∂t
φ(t) = ∆g,hφ(t).

Este fluxo inspirou Hamilton a introduzir o bem sucedido fluxo de Ricci em [28],

como uma equação do calor não-linear para uma famı́lia a um parâmetro de métricas

Riemannianas g(t), em uma variedade suave descrito por

∂

∂t
g(t) = −2Ricg(t).

A ideia de Hamilton era resolver a Conjectura de Poincaré a qual foi provada por Pe-

relman (ver [41, 42, 43]). Neste mesmo trabalho Hamilton provou que o fluxo de Ricci

em uma variedade compacta sempre existe em tempo curto e é único, para isto ele

recorreu ao Teorema da Função Inversa de Nash-Moser, visto que o fluxo de Ricci é fra-

camente parabólico. Posteriormente, DeTurck [21] simplificou significativamente a prova

da existência e unicidade em tempo curto para o fluxo de Ricci, acrescentando um termo

ao fluxo, tornando este novo fluxo “modificado”estritamente parabólico e univocamente

relacionado ao fluxo de Ricci. Este método é hoje conhecido na literatura como “Truque

de DeTurck”.

Com aplicações à relatividade geral List [36] definiu o sistema
∂
∂t
g(t) = −2Ricg(t) + 4du(t)⊗ du(t)

∂
∂t
u(t) = ∆g(t)u(t),

em que u(t) é uma famı́lia a um parâmetro de funções suaves em M .

Posteriormente Müller [39] generalizou a ideia de List considerando uma famı́lia a

um parâmetro de constantes não negativas θ(t) e de aplicações suaves φ(t) : (M, g(t))→
(N, h) definindo o sistema

∂
∂t
g(t) = −2Ricg(t) + 2θ(t)∇φ(t)⊗∇φ(t)

∂
∂t
φ(t) = ∆g(t),hφ(t),
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em que ∇φ(t)⊗∇φ(t) := φ(t)∗h.

Para nossos propósitos precisaremos ainda da derivada de Lie de uma aplicação

suave φ : M → N na direção de um campo de vetores suave X sobre M . Para este fim

interpretamos a aplicação suave φ como um “0–tensor”sobre M que toma valores em

Rd, visto que (N, h) pode ser mergulhada em Rd para algum d graças ao Teorema do

Mergulho de Nash.

Como aprendemos em [35] (p. 324, Proposição 12.36), sabemos que a derivada de

Lie de um tensor A sobre M no ponto p é dada por

(LXA)p =
d

dt

∣∣∣
t=0

(θ∗tA) (p),

em que θ : I ×M →M é o fluxo do campo de vetores X.

Devido à discussão acima, e admitindo o cálculo da derivada de Lie na direção do

campo X para aplicações φ ∈ C∞(M ;N) = {φ ∈ C∞(M ;Rd);φ(M) ⊆ N}, obtemos

(LXφ)p =
d

dt

∣∣∣
t=0

(θ∗tφ) (p) =
d

dt

∣∣∣
t=0
φ(θt(p))

=
d

dt

∣∣∣
t=0
φ(θ(p)(t)) =

d

dt

∣∣∣
t=0

(
φ ◦ θ(p)

)
(t)

= dφp(Xp),

desde que θ(p) : I →M é uma curva integral do campo de vetores X, isto é, θ(p)(0) = p

e
(
θ(p)
)′

(0) = Xp, conclúımos que LXφ = dφ(X).

2.3.1 Existência e unicidade em tempo curto

Definição 2.2 Sejam M,N variedades suaves e h, ωN uma métrica Riemanniana e

uma 1–forma fixadas em N , respectivamente. Sejam g(t) uma famı́lia a um parâmetro

de métricas Riemannianas em M e φ(t) uma famı́lia a um parâmetro de aplicações

suaves de M em N e considere ω(t) := φ(t)∗ωN . Dizemos que a famı́lia (g(t), φ(t)),

t ∈ [0, ε), é uma solução do fluxo Ricci-Harmônico modificado
∂
∂t
g(t) = −2Ricg(t) + 2θω(t)⊗ ω(t),

∂
∂t
φ(t) = ∆g(t),hφ(t),

(2.25)

se ela satisfaz (2.25), em que θ é uma constante positiva e ∆g(t),hφ(t) é o campo de

tensão da aplicação φ(t) com respeito às métricas g(t) e h, sob a evolução da métrica

g(t) para cada t ∈ [0, ε) variando suavemente.
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Observamos ainda que o fluxo Ricci-Harmônico modificado generaliza o fluxo intro-

duzido por List em [36] e é uma modificação do fluxo Ricci-Harmônico definido por

Müller em [39], por este motivo adotamos tal nomenclatura.

Definição 2.3 Sejam (M, ḡ) e (N, h) duas variedades Riemannianas compactas fixadas,

e ωN uma 1–forma fixada em N . Sejam g̃(t) uma famı́lia a um parâmetro de métricas

Riemannianas em M , φ̃(t) uma famı́lia a um parâmetro de aplicações suaves de M em

N e considere ω̃(t) := φ̃(t)∗ωN . Dizemos que a famı́lia (g̃(t), φ̃(t)), t ∈ [0, ε), é uma

solução do fluxo Ricci-Harmônico-DeTurck modificado
∂
∂t
g̃(t) = −2Ricg̃(t) + 2θω̃(t)⊗ ω̃(t)−LZt g̃(t),

∂
∂t
φ̃(t) = ∆g̃(t),hφ̃(t)−LZtφ̃(t),

(2.26)

se ela satisfaz (2.26), em que θ é uma constante positiva, ∆g̃(t),hφ̃(t) é o campo de tensão

da aplicação φ̃(t) com respeito às métricas g̃(t) e h, sob a evolução da métrica g̃(t) para

cada t ∈ [0, ε) variando suavemente. Enquanto que, Zt = ∆g̃(t),ḡidM é o campo de tensão

da aplicação identidade idM : M →M com respeito às métricas g̃(t) e ḡ, sob a evolução

da métrica g̃(t) para cada t ∈ [0, ε) variando suavemente.

O resultado abaixo garante a existência e unicidade em tempo curto para o fluxo

Ricci-Harmônico-DeTurck modificado.

Proposição 2.3 Sejam (M, ḡ) e (N, h) duas variedades Riemannianas compactas fixa-

das, e ωN uma 1–forma fixada em N . Dadas uma métrica Riemanniana g0 em M e

uma aplicação suave φ0 : (M, g0) → (N, h), existem um número real ε > 0, famı́lias

suaves a um parâmetro de métricas g̃(t), e aplicações suaves φ̃(t), t ∈ [0, ε), tais que

(g̃(t), φ̃(t)), t ∈ [0, ε), é uma solução do fluxo Ricci-Harmônico-DeTurck modificado, com

dado inicial (g̃(0), φ̃(0)) = (g0, φ0). Além disso, a solução (g̃(t), φ̃(t)), t ∈ [0, ε), é única.

Demonstração: Sejam (xi) e (yα) sistemas de coordenadas locais para as variedades

diferenciáveisM eN , respectivamente. Por simplicidade, omitiremos a variável temporal

t. Escreveremos agora os entes envolvidos do fluxo Ricci-Harmônico-DeTurck modificado

em coordenadas locais. Iniciamos pelo tensor de Ricci na métrica g̃.

Ricg̃ = −1

2
g̃ij
(
∂2g̃kl
∂xi∂xj

− ∂2g̃kj
∂xi∂xl

− ∂2g̃il
∂xk∂xj

+
∂2g̃ij
∂xk∂xl

)
dxk ⊗ dxl

+ termos de ordem baixa,
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em que “termos de ordem baixa”refere-se aos termos de ordem 0 e 1 com respeito a

derivadas parciais de g̃kl e, posteriormente, a derivadas parciais de φγ. Além disso,

definimos o campo de vetores Z = ∆g̃,ḡidM , isto é,

Z = g̃ij
(

Γ̄lij − Γ̃lij

)
∂l,

em que Γ̄ e Γ̃ denotam os śımbolos de Christoffel associados as métricas ḡ e g̃, respecti-

vamente. O que implica

Z = −1

2
g̃ij g̃kl

(
∂g̃kj
∂xi

+
∂g̃ik
∂xj
− ∂g̃ij
∂xk

)
∂l

+
1

2
g̃ij ḡkl

(
∂ḡkj
∂xi

+
∂ḡik
∂xj
− ∂ḡij
∂xk

)
∂l.

Disto deduzimos que

LZ g̃ = −g̃ij
(
∂2g̃kj
∂xi∂xl

+
∂2g̃il
∂xk∂xj

− ∂2g̃ij
∂xk∂xl

)
dxk ⊗ dxl

+ termos de ordem baixa.

Desde que as 1–formas ω̃ := φ̃∗ωN quando escritas em um sistema de coordenadas

independem da escolha da métrica, obtemos

−2Ricg̃ + 2θω̃ ⊗ ω̃ −LZ g̃ = g̃ij
∂2g̃kl
∂xi∂xj

dxk ⊗ dxl

+ termos de ordem baixa.

Agora para a segunda equação do fluxo Ricci-Harmônico-DeTurck modificado temos

∆g̃,hφ̃ = g̃ij
∂2φ̃γ

∂xi∂xj
∂γ|φ̃ + termos de ordem baixa,

e, como LZ φ̃ = dφ̃(Z) possui apenas termos de ordem 1, segue que

∆g̃,hφ̃−LZ φ̃ = g̃ij
∂2φ̃γ

∂xi∂xj
∂γ|φ̃ + termos de ordem baixa.

Deste modo o fluxo Ricci-Harmônico-DeTurck modificado é estritamente parabólico.

Portando decorre da teoria padrão de sistemas parabólicos a existência e unicidade em

tempo curto para o fluxo Ricci-Harmônico-DeTurck modificado. �

O lema a seguir é bastante útil para nossos propósitos, visto que ele informa o

comportamento do campo de tensão na presença de difeomorfismos. De posse dele

provaremos o teorema de existência e unicidade em tempo curto para o fluxo que estamos

abordando no caso em que M e N são compactas.
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Lema 2.2 Sejam φ : (M, g)→ (N, h) uma aplicação suave entre as variedades Rieman-

nianas (M, g) e (N, h) e ϕ : M →M um difeomorfismo de M. Então

(∆ϕ∗(g),h(φ ◦ ϕ))|p = (ϕ∗ (∆g,hφ)) |p = (∆g,hφ)|ϕ(p) ∈ Tφ(ϕ(p))N

para todo p ∈M .

Para o restante desta seção é útil ter em mente o seguinte diagrama:

(M, g(t))
idM◦ϕt

yy
ϕt

��

φ(t)

%%
(M, ḡ) (N, h)

(M, g̃(t))

idM

ee

φ̃(t)

99

O diagrama anterior evidencia como iremos proceder na demonstração do teorema

de existência e unicidade para tempo curto.

A partir de agora, para os próximos resultados desta seção, iremos supor que (M, ḡ)

e (N, h) são duas variedades Riemannianas compactas fixadas e ωN uma 1–forma fixada

em N .

As seguintes proposições asseguram a correspondência entre as soluções de ambos os

fluxos, o que será útil para verificarmos que o fluxo Ricci-Harmônico modificado existe

e é único em tempo curto.

Proposição 2.4 Suponha que (g̃(t), φ̃(t)), t ∈ [0, ε), é uma solução do fluxo Ricci-

Harmônico-DeTurck modificado em M . Além disso, seja ϕt, t ∈ [0, ε) uma famı́lia a um

parâmetro de difeomorfismos de M satisfazendo

∂

∂t
ϕt(p) = Zt|ϕt(p)

para todo p ∈ M e todo t ∈ [0, ε). Então (g(t), φ(t)), t ∈ [0, ε), com g(t) := ϕ∗t (g̃(t)) e

φ(t) := ϕ∗t (φ̃(t)), é uma solução do fluxo Ricci-Harmônico modificado.

Demonstração: Visto que valem as identidades g(t) = ϕ∗t (g̃(t)) e φ(t) = ϕ∗t (φ̃(t)),
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obtemos

∂

∂t
g(t) =

∂

∂t
(ϕ∗t g̃(t)) = ϕ∗t

(
∂

∂t
g̃(t) + LZt g̃(t)

)
= ϕ∗t

(
−2Ricg̃(t) + 2θω̃(t)⊗ ω̃(t)

)
= −2Ricg(t) + 2θ(ϕ∗t (φ̃(t)))∗ (ωN ⊗ ωN)

= −2Ricg(t) + 2θφ(t)∗ (ωN ⊗ ωN)

= −2Ricg(t) + 2θω(t)⊗ ω(t),

bem como

∂

∂t
φ(t) =

∂

∂t
(ϕ∗t φ̃(t)) = ϕ∗t

(
∂

∂t
φ̃(t) + LZtφ̃(t)

)
= ϕ∗t

(
∆g̃(t),hφ̃(t)

)
= ∆g(t),hφ(t),

em que na última igualdade usamos o Lema 2.2.

Portanto (g(t), φ(t)), t ∈ [0, ε), é uma solução do fluxo Ricci-Harmônico modificado,

desde que (g̃(t), φ̃(t)), t ∈ [0, ε), seja uma solução do fluxo Ricci-Harmônico-DeTurck

modificado. �

Proposição 2.5 Suponha que (g(t), φ(t)), t ∈ [0, ε) é uma solução do fluxo Ricci-

Harmônico modificado em M . Além disso, suponha que ϕt, t ∈ [0, ε), é uma famı́lia

a um parâmetro de difeomorfismos de M evoluindo sob o fluxo do calor da famı́lia de

aplicações ϕt
∂

∂t
ϕt = ∆g(t),ḡϕt.

para cada t ∈ [0, ε), definimos (g̃(t), φ̃(t)), uma métrica Riemanniana g̃(t) e uma aplicação

suave φ̃(t), por ϕ∗t (g̃(t)) = g(t) e ϕ∗t (φ̃(t)) = φ(t). Então (g̃(t), φ̃(t)), t ∈ [0, ε), é uma

solução do fluxo Ricci-Harmônico-DeTurck modificado. Ademais,

∂

∂t
ϕt(p) = Zt|ϕt(p) (2.27)

para todo p ∈M e todo t ∈ [0, ε).

Demonstração: Usando o Lema 2.2, obtemos

∂

∂t
ϕt(p) = (∆g(t),ḡϕt)|p = (∆ϕ∗t (g̃(t)),ḡϕt)|p = (∆g̃(t),ḡidM)|ϕt(p) = Zt|ϕt(p)
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para todo p ∈ M e todo t ∈ [0, ε). Visto que ϕ∗t (g̃(t)) = g(t) e ϕ∗t (φ̃(t)) = φ(t), segue

que

ϕ∗t

(
∂

∂t
g̃(t) + LZt g̃(t)

)
=

∂

∂t
g(t) = −2Ricg(t) + 2θω(t)⊗ ω(t)

= ϕ∗t
(
−2Ricg̃(t) + 2θω̃(t)⊗ ω̃(t)

)
o que implica

ϕ∗t

(
∂

∂t
g̃(t) + 2Ricg̃(t) − 2θω̃(t)⊗ ω̃(t) + LZt g̃(t)

)
= 0,

e também

ϕ∗t

(
∂

∂t
φ̃(t) + LZtφ̃(t)

)
=

∂

∂t
φ(t) = ∆g(t),hφ(t) = ϕ∗t

(
∆g̃(t),hφ̃(t)

)
,

donde

ϕ∗t

(
∂

∂t
φ̃(t)−∆g̃(t),hφ̃(t) + LZtφ̃(t)

)
= 0.

Assim, (g̃(t), φ̃(t)), t ∈ [0, ε), é uma solução do fluxo Ricci-Harmônico-DeTurck mo-

dificado, sempre que (g(t), φ(t)), t ∈ [0, ε), for uma solução do fluxo Ricci-Harmônico

modificado. �

Finalmente estamos em condições de mostrar o teorema de existência e unicidade em

tempo curto para o fluxo Ricci-Harmônico modificado, o qual é análogo ao Teorema de

Hamilton em [28] referente ao fluxo de Ricci.

Teorema 2.3 Existe um número real ε > 0 e famı́lias a um parâmetro de métricas

Riemannianas g(t) e aplicações suaves φ(t), t ∈ [0, ε), tais que (g(t), φ(t)), t ∈ [0, ε),

é uma solução do fluxo Ricci-Harmônico modificado com g(0) = g0 e φ(0) = φ0. Além

disso, a solução (g(t), φ(t)), t ∈ [0, ε), é única.

Demonstração: Primeiramente provaremos a existência da solução. Pela Proposição

2.3 existe uma solução (g̃(t), φ̃(t)) do fluxo Ricci-Harmônico-DeTurck modificado a qual,

como sabemos, está definida em algum intervalo [0, ε) com g̃(0) = g0 e φ̃(0) = φ0.

Consequentemente, temos
∂
∂t
g̃(t) = −2Ricg̃(t) + 2θω̃(t)⊗ ω̃(t)−LZt g̃(t)

∂
∂t
φ̃(t) = ∆g̃(t),hφ̃(t)−LZtφ̃(t),
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em que Zt = ∆g̃(t),ḡidM . Para cada p ∈M , denotamos por ϕt(p) a solução da EDO

∂

∂t
ϕt(p) = Zt|ϕt(p)

com condição inicial ϕ0(p) = p. Pela Proposição 2.4, as métricas g(t) = ϕ∗t (g̃(t)) e

aplicações φ(t) = ϕ∗t (φ̃(t)), t ∈ [0, ε), constituem uma solução do fluxo Ricci-Harmônico

modificado com g(0) = g0 e φ(0) = φ0.

Agora provaremos a unicidade de nossa solução. Suponha que (gi(t), φi(t)), i = 1, 2,

são ambas as soluções do fluxo Ricci-Harmônico modificado, as quais estão definidas no

mesmo intervalo [0, ε), satisfazendo g1(0) = g2(0) e φ1(0) = φ2(0). Queremos deduzir que

(g1(t), φ1(t)) = (g2(t), φ2(t)) para todo t ∈ [0, ε). Provaremos tal fato argumentado por

contradição. Suponha que (g1(t), φ1(t)) 6= (g2(t), φ2(t)) para algum t ∈ [0, ε). Definimos

o número real δ ∈ [0, ε) por

δ = inf
{
t ∈ [0, ε) : (g1(t), φ1(t)) 6= (g2(t), φ2(t))

}
.

Claramente, (g1(δ), φ1(δ)) = (g2(δ), φ2(δ)). Seja ϕ1
t a solução do fluxo do calor da famı́lia

de aplicações ϕ1
t

∂

∂t
ϕ1
t = ∆g1(t),ḡϕ

1
t

com condição inicial ϕ1
δ = idM . Analogamente, denotamos por ϕ2

t a solução do fluxo do

calor da famı́lia de aplicações ϕ2
t

∂

∂t
ϕ2
t = ∆g2(t),ḡϕ

2
t

com condição inicial ϕ2
δ = idM . Segue da teoria parabólica que ϕ1

t e ϕ2
t estão definidas em

algum intervalo [δ, δ+ ε̃), em que ε̃ é um número real positivo. Além disso, se escolhemos

ε̃ > 0 suficientemente pequeno, então ϕ1
t : M → M e ϕ2

t : M → M são difeomorfismos

para todo t ∈ [δ, δ + ε̃).

Para cada t ∈ [δ, δ + ε̃), definimos as métricas Riemannianas g̃i(t) em M , i = 1, 2,

por (ϕit)
∗(g̃i(t)) := gi(t) e também as aplicações suaves φ̃i(t) de M em (N, h), i = 1, 2,

por (ϕit)
∗(φ̃i(t)) := φi(t). Assim segue da Proposição 2.5 que (g̃1(t), φ̃1(t)) e (g̃2(t), φ̃2(t))

são duas soluções do fluxo Ricci-Harmônico-DeTurck modificado. Como (g̃1(δ), φ̃1(δ)) =

(g̃2(δ), φ̃2(δ)), a unicidade na Proposição 2.3 implica que (g̃1(t), φ̃1(t)) = (g̃2(t), φ̃2(t))

para todo t ∈ [δ, δ + ε̃). Para cada t ∈ [δ, δ + ε̃), definimos um campo de vetores Zt em

M por

Zt = ∆g̃1(t),ḡidM = ∆g̃2(t),ḡidM .
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Agora pela Proposição 2.5, temos

∂

∂t
ϕ1
t (p) = Zt|ϕ1

t (p)

e
∂

∂t
ϕ2
t (p) = Zt|ϕ2

t (p)

para todos p ∈ M e todo t ∈ [δ, δ + ε̃). Como ϕ1
δ = ϕ2

δ = idM , segue que ϕ1
t = ϕ2

t para

todo t ∈ [δ, δ + ε̃). De posse dessas informações conclúımos que

g1(t) = (ϕ1
t )
∗(g̃1(t)) = (ϕ2

t )
∗(g̃2(t)) = g2(t)

e

φ1(t) =: (ϕ1
t )
∗(φ̃1(t)) = (ϕ2

t )
∗(φ̃2(t)) := φ2(t).

O que contradiz a definição do número real δ. �

2.3.2 Sóliton Ricci-Harmônico modificado

Nesta seção caracterizamos um sóliton de Ricci modificado como parte de uma

solução auto-similar do fluxo Ricci-Harmônico modificado, sendo esta, a segunda mo-

tivação para a introdução dos sólitons de Ricci modificados. Além disso, representa uma

nova caracterização para as métricas m–quasi-Einstein.

Admitiremos aqui que a solução existe e é única em tempo curto (fato este provado na

seção anterior para o caso em queM eN são compactas). Deste modo os sólitons de Ricci

modificados são incorporados na definição de sóliton Ricci-Harmônico modificado (cf.

Definição 2.4) e, pela Proposição 2.6, deduzimos que esse último conceito é equivalente

a uma solução auto-similar do fluxo Ricci-Harmônico modificado (cf. Definição 2.5).

Definição 2.4 Um sóliton Ricci-Harmônico modificado (M, g0, X, λ, ω, θ, φ0) é um

sóliton de Ricci modificado (M, g0, X, λ, ω, θ) munido com uma aplicação suave φ0 :

(M, g0) → (N, h), para alguma variedade Riemanniana fixada (N, h) e uma 1–forma

fixada ωN em N satisfazendo φ
∗
0ωN = ω,

∆g0,hφ0 = LXφ0.
(2.28)
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Sabemos que uma solução auto-similar g(t), t ∈ [0, ε), do fluxo de Ricci é invariante

por scaling de constantes positivas c(t) e difeomorfismos ψt de M que variam suavemente

por um parâmetro temporal t de uma métrica inicial g0, isto é, g(t) := c(t)ψ∗t g0. Portanto

é razoável que a famı́lia de aplicações φ(t) : M → N seja definida por φ(t) := ψ∗t φ0, para

uma aplicação inicial φ0 : (M, g0)→ (N, h).

Definição 2.5 Dizemos que (g(t), φ(t)), t ∈ [0, ε), é uma solução auto-similar do fluxo

Ricci-Harmônico modificado se existir uma famı́lia a um parâmetro de difeomorfismos

ψt de M satisfazendo ψ0 = idM e escalares positivos c(t) variando suavemente em t, tais

que g(t) = c(t)ψ∗t g0,

φ(t) = ψ∗t φ0 = φ0 ◦ ψt.
(2.29)

Inspirado no Lema 2.4 em [18] referente aos sólitons de Ricci obtemos, de modo

análogo, a relação entre um sóliton Ricci-Harmônico modificado e uma solução auto-

similar do fluxo Ricci-Harmônico modificado.

O seguinte diagrama será de grande utilidade na demonstração do resultado abaixo.

(M, g0)
φ0 // (N, h)

(
M, g(t)

c(t)

)ψt

OO

φ(t)

::

Proposição 2.6 Seja (g(t), φ(t)), t ∈ [0, ε), uma solução auto-similar do fluxo Ricci-

Harmônico modificado, então existe uma aplicação suave φ0 : (M, g0) → (N, h) satisfa-

zendo (2.28) para uma 1–forma fixada ωN em N e um campo de vetores X em M , de

modo que (M, g0, X, λ, ω, θ) é um sóliton de Ricci modificado, isto é, (M, g0, X, λ, ω, θ, φ0)

é um sóliton Ricci-Harmônico modificado. Reciprocamente, dado um sóliton Ricci-

Harmônico modificado existem famı́lias a um parâmetro de difeomorfismos ψt de M

e escalares positivos c(t) variando suavemente em t tais que (g(t), φ(t)), t ∈ [0, ε), com

g(t) := c(t)ψ∗t g0 e φ(t) := ψ∗t φ0, é uma solução auto-similar do fluxo Ricci-Harmônico

modificado.

Demonstração: Inicialmente suponhamos que (g(t), φ(t)), t ∈ [0, ε), é uma solução

auto-similar do fluxo Ricci-Harmônico modificado. Como ψt é uma famı́lia de difeomor-

fismos de M satisfazendo ψ0 = idM e c(t) são escalares positivos variando suavemente
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em t, podemos assumir sem perda de generalidade que c(0) = 1. Defina ω em M por

ω := φ∗0ωN para a 1–forma fixada ωN em N . Assim, pela definição de ω(t) obtemos

ω(t) = φ(t)∗ωN = (φ0 ◦ ψt)∗ωN = ψ∗t φ
∗
0ωN = ψ∗tω,

logo

−2Ricg0 + 2θω ⊗ ω =
∂

∂t
g(t)

∣∣∣
t=0

= c′(0)g0 + LY0g0,

em que Yt é a famı́lia de campos de vetores gerada pelos difeomorfismos ψt. Assim

(M, g0, X, λ, ω, θ) satisfaz a equação fundamental do sóliton de Ricci modificado com

λ = − c′(0)
2

e X = Y0. Além disso,

∆g0,hφ0 = ∆g(t),hφ(t)
∣∣∣
t=0

=
∂

∂t
φ(t)

∣∣∣
t=0

=
∂

∂t
ψ∗t φ0

∣∣∣
t=0

= ψ∗t (LYtφ0)
∣∣∣
t=0

= LXφ0.

Consequentemente, (M, g0, X, λ, ω, θ, φ0) é um sóliton Ricci-Harmônico modificado.

Reciprocamente, seja (M, g0, X, λ, ω, θ, φ0) um sóliton Ricci-Harmônico modificado.

Defina c(t) = 1 − 2λt, e uma famı́lia a um parâmetro de campos de vetores Yt em M

por Yt = X
c(t)

.

Seja ψt a famı́lia de difeomorfismos gerada pela famı́lia Yt, isto é, Yt|ψt(p) = ∂
∂t
ψt(p),

em que p ∈ M e ψ0 = idM . Assim podemos definir as famı́lias a um parâmetro de

aplicações suaves de M a N e métricas Riemannianas em M por

φ(t) := ψ∗t φ0 e g(t) := c(t)ψ∗t g0,

respectivamente. Como φ∗0ωN = ω temos

ψ∗t (θω ⊗ ω) = θψ∗t (φ
∗
0ωN ⊗ φ∗0ωN) = θφ(t)∗(ωN ⊗ ωN) = θω(t)⊗ ω(t),

em que definimos ω(t) := φ(t)∗ωN . Consequentemente temos que (g(t), φ(t)), t ∈ [0, ε),

é uma solução auto-similar do fluxo Ricci-Harmônico modificado, pois

∂

∂t
g(t) = −2λψ∗t g0 + c(t)ψ∗t (LYtg0) = ψ∗t (−2λg0 + LXg0)

= ψ∗t (−2Ricg0 + 2θω ⊗ ω) = −2Ricg(t) + 2θω(t)⊗ ω(t),

bem como

∂

∂t
φ(t) = ψ∗t (LYtφ0) =

1

c(t)
ψ∗t (LXφ0) =

1

c(t)
ψ∗t (∆g0,hφ0)

=
1

c(t)
∆ψ∗t g0,h

φ(t) = ∆g(t),hφ(t).

�
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Caṕıtulo 3

Construção de quase sólitons de

Ricci com estrutura de produto

deformado

3.1 Condições de existência para a construção

Iniciamos esta seção observando que as equações de Bishop e O’Neill para o tensor

de Ricci do produto deformado Bn ×f Fm também são verdadeiras quando a fibra tem

dimensão m = 1 e, neste caso, FRic ≡ 0.

Deduziremos as equações necessárias para a construção de um quase sóliton de Ricci

com estrutura de produto deformado (Bn ×f Fm, X̃, λ̃) que, por simplicidade, escreve-

remos quase sóliton de Ricci PW (conforme o Caṕıtulo 1), em que X̃ é o levantamento

horizontal de um campo de vetores X ∈ X(B) e λ̃ é o levantamento de uma função

λ ∈ C∞(B) para o produto. Quando X é o gradiente de uma função suave ϕ sobre a

base B, indicamos a tese de Feitosa [23] que trata da construção de quase sólitons de

Ricci gradientes PW, e a tese de Matos Neto [38] para uma classificação das variedades

tipo Ricci-Hessiano que ocorrem nas bases de quase sólitons de Ricci gradientes PW.

A partir da equação fundamental de um quase sóliton de Ricci PW obteremos uma

equação de estrutura para a sua base, que envolve o levantamento da derivada de Lie

de gB na direção do campo de vetores X e uma expressão para µ = µ(X, f, λ,m), que

fará o papel da posśıvel constante de Einstein da fibra. Aqui seguiremos procedimentos

análogos aos executados no Caṕıtulo 1.
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Proposição 3.1 Sejam Bn×fFm um produto deformado, X um campo de vetores suave

e λ uma função suave em B de modo que (Bn×f Fm, X̃, λ̃) é um quase sóliton de Ricci.

Então, o tensor de Ricci na base é calculado pela equação

BRic+
1

2
LXgB = λgB +

m

f
Hf (3.1)

e o tensor de Ricci na fibra satisfaz FRic = µgF , com µ dada por

µ = f∆f + (m− 1)|∇f |2 − fX(f) + λf 2. (3.2)

Demonstração: A prova deste resultado é semelhante a prova da Proposição 1.2, sendo

suficiente utilizar os Lemas 1.1 e 1.2. Inicialmente dados Y, Z ∈ L(B) temos

BRic(Y, Z)− m

f
Hf (Y, Z) = Ric(Y, Z) = λ̃g(Y, Z)− 1

2
LX̃g(Y, Z)

= λgB(Y, Z)− 1

2
LXgB(Y, Z),

donde (3.1) é verificada. Para V,W ∈ L(F ) vale

Ric(V,W ) = λ̃g(V,W )− 1

2
LX̃g(V,W )

= λf 2gF (V,W )− 1

2
g(DVX,W )− 1

2
g(V,DWX)

= λf 2gF (V,W )− fX(f)gF (V,W ).

Por outro lado,

Ric(V,W ) = FRic(V,W )−
(
f∆f + (m− 1)|∇f |2

)
gF (V,W ).

Logo, é imediato que (3.2) é verdadeira. �

De acordo com a Proposição 3.1 a base de um quase sóliton de Ricci PW satisfaz

a equação (3.1) e uma determinada expressão µ = µ(X, f, λ,m) é obtida em (3.2), o

que nos motiva considerar uma variedade Riemanniana (B, g) satisfazendo a seguinte

equação de estrutura

Ric+
1

2
LXg = λg +

m

f
∇2f, (3.3)

em que f > 0, λ ∈ C∞(B) e X ∈ X(B), com o propósito de obter uma identidade que

envolva a expressão de µ, e apontando as condições que torne B a base de um quase

sóliton de Ricci PW.
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Desenvolvendo cada membro da identidade de Bianchi contráıda duas vezes

divRic =
1

2
dS,

obteremos primeiramente,

divRic = div

(
−1

2
LXg

)
+ dλ+

m

f
div
(
∇2f

)
− m

2f 2
d|∇f |2

= div

(
−1

2
LXg

)
+ dλ+

m

f

(
Ric(∇f, ·) + d∆f

)
− m

2f 2
d|∇f |2

= div

(
−1

2
LXg

)
+ dλ+

m

f

(
−1

2
LXg(∇f, ·) + λdf +

m

2f
d|∇f |2

)
+
m

f
d∆f − m

2f 2
d|∇f |2. (3.4)

Precisaremos da equação

LXg(∇f, ·) = (∇∇fX)[ + d(X(f))−∇2f(X, ·), (3.5)

que pode ser obtida por uma conta direta. Substituindo (3.5) em (3.4), encontramos

divRic = div

(
−1

2
LXg

)
+ dλ+

m

f

(
−1

2

(
(∇∇fX)[ + d(X(f))−∇2f(X, ·)

))
+
m

f
λdf +

m2

2f 2
d|∇f |2 +

m

f
d∆f − m

2f 2
d|∇f |2

= div

(
−1

2
LXg

)
+ dλ− m

2f
(∇∇fX)[ − m

2f
d(X(f)) +

m

2f
∇2f(X, ·)

+
m

f
λdf +

m(m− 1)

2f 2
d|∇f |2 +

m

f
d∆f

= div

(
−1

2
LXg

)
+ dλ− m

2f
(∇∇fX)[ +

m

2f
∇2f(X, ·)

+
m

2f 2

(
− fdX(f) + 2λfdf + (m− 1)d|∇f |2 + 2fd∆f

)
= div

(
−1

2
LXg

)
+ dλ− m

2f
(∇∇fX)[ +

m

2f
∇2f(X, ·)

+
m

2f 2

(
− d(fX(f)) +X(f)df + d(λf 2)− f 2dλ

+(m− 1)d|∇f |2 + fd∆f + d(f∆f)−∆fdf
)
.

É conveniente para nós definirmos

µ = f∆f + (m− 1)|∇f |2 − fX(f) + λf 2, (3.6)
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de modo que, podemos reescrever a expressão

divRic = div

(
−1

2
LXg

)
− m− 2

2
dλ− m

2f
(∇∇fX)[ +

m

2f
∇2f(X, ·)

+
m

2f 2
dµ+

m

2f 2
X(f)df +

1

2
d

(
m

f
∆f

)
. (3.7)

Por outro lado

dS = −d(divX) + ndλ+ d

(
m

f
∆f

)
. (3.8)

Da relação entre (3.7) e (3.8) deduzimos a próxima equação

m

2f 2
dµ = div

(
1

2
LXg

)
− 1

2
d(divX) +

n+m− 2

2
dλ

+
m

2f
(∇∇fX)[ − m

2f
∇2f(X, ·)− m

2f 2
X(f)df. (3.9)

Em particular, se X é o campo gradiente de uma função suave ϕ, temos

m

2f 2
dµ = div(∇2ϕ)− 1

2
d∆ϕ+

n+m− 2

2
dλ

+
m

2f
∇ϕ(∇f, ·)− m

2f
∇2f(∇ϕ, ·)− m

2f 2
∇ϕ(f)df

= Ric(∇ϕ, ·) +
1

2
d∆ϕ+

n+m− 2

2
dλ

+
m

2f
d(∇ϕ(f))− m

f
∇2f(∇ϕ, ·)− m

2f 2
∇ϕ(f)df

= −1

2
d|∇ϕ|2 + λdϕ+

1

2
d∆ϕ+

n+m− 2

2
dλ+

1

2
d

(
m

f
∇ϕ(f)

)
,

reagrupando,

dµ =
f 2

m

(
d

(
∆ϕ− |∇ϕ|2 +

m

f
∇ϕ(f) + (n+m− 2)λ

)
+ 2λdϕ

)
, (3.10)

a qual também pode ser obtida durante a demonstração da Proposição 2.3 de [23]. Ainda

em [23] foi provado o seguinte resultado:

Proposição A [23] Seja M = Bn×f Fm um produto deformado e duas funções suaves

ψ ∈ C∞(M) e λ ∈ C∞(B) tais que (Bn ×f Fm,∇ψ, λ̃) seja um quase soliton de Ricci

gradiente, com H(∇ψ) ∈ L(B) e V(∇ψ) ∈ L(F). Então ψ = ϕ̃ para alguma função

ϕ ∈ C∞(B) e a equação

− 2λdϕ+ d
(

(2−m− n)λ+ |∇ϕ|2 −∆ϕ− m

f
∇ϕ(f)

)
= 0, (3.11)

é válida para as funções f , ϕ e λ definidas em B.
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Observação 3.1 No contexto da Proposição A podemos usar nossa Proposição 3.1 para

garantir que a fibra do produto deformado M = Bn ×f Fm é de fato uma variedade de

Einstein, com FRic = µgF e µ dada por (3.2). Ademais, pelas equações (3.11) e (3.10),

µ é constante. Para o caso não-gradiente, a dificuldade está na obtenção de uma equação

do tipo (3.11). Por isso assumiremos a nulidade da equação (3.13) abaixo.

Proposição 3.2 Sejam (Bn, g) uma variedade Riemanniana, f > 0, λ funções suaves

e X um campo de vetores suave satisfazendo

Ric+
1

2
LXg = λg +

m

f
∇2f (3.12)

e

div

(
1

2
LXg

)
−1

2
d(divX)+

n+m− 2

2
dλ+

m

2f
(∇∇fX)[−m

2f
∇2f(X, ·)− m

2f 2
X(f)df = 0.

(3.13)

Então µ = f∆f + (m− 1)|∇f |2 − fX(f) + λf 2 é uma constante.

A Proposição 3.2 torna posśıvel generalizar o Teorema 1.3 do Caṕıtulo 1 para o

contexto deste caṕıtulo.

Teorema 3.1 Seja (Bn, gB) uma variedade Riemanniana completa com um campo de

vetores suave X e duas funções suaves f > 0, λ satisfazendo as equações (3.12) e

(3.13). Então, tomando a constante µ = f∆f + (m − 1)|∇f |2 − fX(f) + λf 2 e uma

variedade Riemanniana completa Fm com tensor de Ricci FRic = µgF , obtemos que

(Bn ×f Fm, X̃, λ̃) é um quase sóliton de Ricci PW.

Demonstração: Pelas hipóteses sobre a função f e o campo de vetores X podemos

concluir pela Proposição 3.2 que a expressão µ dada por (3.6) é constante. Tomando uma

variedade de Einstein (Fm, gF ) com tensor de Ricci FRic = µgF , podemos considerar o

produto deformado (Bn ×f Fm, g), com g = π∗gB + (f ◦ π)2σ∗gF . Esta variedade tem

uma estrutura de quase sóliton de Ricci. De fato, observamos inicialmente que a equação

fundamental

Ric+
1

2
LX̃g = λ̃g

é satisfeita para todos Y, Z ∈ L(B), pelos fatos: pullback pela π da equação (3.12),

LX̃g(Y, Z) = LXgB(Y, Z), Hf (Y, Z) = ∇2f̃(Y, Z) e parte (i) do Lema 1.2.
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Para o caso em que Y ∈ L(B) e V ∈ L(F ) usamos X̃ ∈ L(B) e parte (i) do Lema

1.1 para verificar que LX̃g(Y, V ) = g(DYX, V ) + g(Y,DVX) = 0. Assim, pela parte (ii)

do Lema 1.2, a equação fundamental é novamente satisfeita.

Finalmente, para V,W ∈ L(F ) temos pela definição de µ e parte (iii) do Lema 1.2

que

Ric(V,W ) = µgF (V,W )− (f∆f + (m− 1)|∇f |2)gF (V,W )

= (λf 2 − fX(f))gF (V,W )

=

(
λ− 1

f
X(f)

)
g(V,W )).

Por outro lado, a equação

LX̃g(V,W ) = 2
X(f)

f
g(V,W )

nos permite concluir que a equação fundamental é novamente satisfeita, o que completa

a prova do teorema. �

3.2 Exemplo de sóliton de Ricci não-gradiente PW

expansivo

Finalizaremos esta tese aplicando o Teorema 3.1 obtendo uma classe de sólitons de

Ricci não-gradientes PW expansivos, cuja base é o espaço hiperbólico Hn em seu modelo

de produto deformado, conforme o Corolário 3.1. Salientamos ainda que é posśıvel

introduzir a referida estrutura mesmo o campo de vetores X sendo também dependente

da fibra, a qual será apresentada antes do nosso exemplo.

A variedade Riemanniana que motiva o nosso exemplo é o grupo de Lie solúvel Sol3,

cuja estrutura de sóliton de Ricci não-gradiente foi descoberta por Baird-Danielo [2].

Lembre que Sol3 é o espaço euclidiano tridimensional R3 munido com a métrica

Riemanniana

gSol3 = dx2
1 + e2x1dx2

2 + e−2x1dx2
3.

Isto nos permite interpretar Sol3 como o duplo produto deformado R×ex1 R×e−x1 R, ou

ainda, como H2 ×e−x1 R, visto que R ×ex1 R é um modelo de produto deformado para

H2.
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Por um cálculo direto, o tensor de Ricci de Sol3 é dado por

Sol3Ric = −2dx2
1.

Queremos encontrar uma estrutura de sóliton de Ricci sobre Sol3. Com este fim,

escolhemos o campo de vetores suave X = a∂1 + bx2∂2 + cx3∂3 em Sol3, com a, b e

c constantes. Tal campo não é gradiente, desde que escolhamos constantes b e c não

simultaneamente nulas, pois

X[ = gSol3(X, ·) = dx1(X)dx1 + e2x1dx2(X)dx2 + e−2x1dx3(X)dx3

= adx1 + be2x1x2dx2 + ce−2x1x3dx3,

e por derivação exterior

dX[ = 2be2x1x2dx1 ∧ dx2 − 2ce−2x1x3dx1 ∧ dx3 6= 0,

mostrando que a 1–forma dual X[ = gSol3(X, ·) não é fechada. Portanto, X não pode

ser gradiente.

Resta calcular LXgSol3 . Vejamos:

LXgSol3 = LX(dx1)⊗ dx1 + dx1 ⊗LX(dx1)

+X(e2x1)dx2
2 + e2x1LX(dx2)⊗ dx2 + e2x1dx2 ⊗LX(dx2)

+X(e−2x1)dx2
3 + e−2x1LX(dx3)⊗ dx3 + e−2x1dx3 ⊗LX(dx3)

= d(X(x1))⊗ dx1 + dx1 ⊗ d(X(x1))

+2e2x1X(x1)dx2
2 + e2x1d(X(x2))⊗ dx2 + e2x1dx2 ⊗ d(X(x2))

−2e−2x1X(x1)dx2
3 + e−2x1d(X(x3))⊗ dx3 + e−2x1dx3 ⊗ d(X(x3))

= 2ae2x1dx2
2 + e2x1d(bx2)⊗ dx2 + e2x1dx2 ⊗ d(bx2)

−2ae−2x1dx2
3 + e−2x1d(cx3)⊗ dx3 + e−2x1dx3 ⊗ d(cx3)

= 2(a+ b)e2x1dx2
2 + 2(c− a)e−2x1dx2

3.

Logo

Sol3Ric+
1

2
LXgSol3 = −2dx2

1 + (a+ b)e2x1dx2
2 + (c− a)e−2x1dx2

3,

o que nos leva tomar λ = −2 e a+ b = c− a = −2, e assim (Sol3, X, λ) é um sóliton de

Ricci não-gradiente.
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Neste exemplo H2 é a base do produto deformado, mesmo existindo a possibilidade

de o campo de vetores X ser também dependente da fibra R, o que ocorre quando c é

não-nula.

Agora iremos generalizar o exemplo obtido em Sol3. Aqui, diferentemente do Caṕıtulo

2, será conveniente escrever o somatório.

Sejam n ≥ 2 e m ≥ 1 inteiros, (x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) ∈ Rn+m e escreva M̄n+m para

denotar a variedade Riemanniana(
Rn+m, dx2

1 + e2x1

n∑
i=2

dx2
i + e−2x1

m∑
α=1

dy2
α

)
,

a qual é isométrica a Hn×e−x1 Rm, pois R×ex1 Rn−1 é um modelo de produto deformado

para o espaço hiperbólico Hn.

Aproveitando a estrutura de produto deformado sobre M̄n+m, podemos utilizar as

equações do Lema 1.2 para deduzir que

M̄Ric = HnRic− m

e−x1
∇2e−x1 + Rn+mRic−

(
e−x1∆e−x1 + (m− 1)|∇e−x1|2

)
gRn+m

= −(n− 1)
(
dx2

1 + e2x1

n∑
i=2

dx2
i

)
−m

(
dx2

1 − e2x1

n∑
i=2

dx2
i

)
−
(
− (n− 2)e−2x1 + (m− 1)e−2x1

) n∑
α=1

dy2
α

= −(n+m− 1)dx2
1 − (n−m− 1)e2x1

n∑
i=2

dx2
i + (n−m− 1)e−2x1

m∑
α=1

dy2
α,

em que na primeira igualdade as duas primeiras parcelas referem-se ao tensor M̄Ric

quando atua em campos horizontais, enquanto que, nas duas últimas parcelas, em cam-

pos verticais.

Definimos o campo de vetores X = a∂1 + b
n∑
i=2

xi∂i + c
m∑
α=1

yα∂α, em que a, b e c

são constantes com b e c não simultaneamente nulas, de modo que M̄n+m admita uma

estrutura de sóliton de Ricci não-gradiente. Para isso, calculamos primeiramente

LXgM̄ = LX(dx2
1) + LX

(
e2x1

n∑
i=2

dx2
i

)
+ LX

(
e−2x1

m∑
α=1

dy2
α

)
= d(X(x1))⊗ dx1 + dx1 ⊗ d(X(x1))

+2e2x1X(x1)
n∑
i=2

dx2
i + e2x1

n∑
i=2

(
d(X(xi))⊗ dxi + dxi ⊗ d(X(xi))

)
−2e−2x1X(x1)

m∑
α=1

dy2
α + e−2x1

m∑
α=1

(
d(X(yα))⊗ dyα + dyα ⊗ d(X(yα))

)
.
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Pela expressão de X, obtemos

LXgM̄ = 2ae2x1

n∑
i=2

dx2
i + e2x1

n∑
i=2

(
d(bxi)⊗ dxi + dxi ⊗ d(bxi)

)
−2ae−2x1

m∑
α=1

dy2
α + e−2x1

m∑
α=1

(
d(cyα)⊗ dyα + dyα ⊗ d(cyα)

)
= 2(a+ b)e2x1

n∑
i=2

dx2
i + 2(c− a)e−2x1

m∑
α=1

dy2
α.

Em seguinda, calculamos

M̄Ric+
1

2
LXgM̄ = −(n+m− 1)dx2

1 + (a+ b− n+m+ 1)e2x1

n∑
i=2

dx2
i

+(c− a+ n−m− 1)e−2x1

m∑
α=1

dy2
α,

o que nos leva a escolher λ = −(n+m− 1), a+ b = −2m e c− a = −2(n− 1).

Analogamente, como no exemplo do Sol3, a 1-forma X[ não é fechada, pois

X[ = gM̄(X, ·) =
n∑

i,j=1

ḡijdxi(X)dxj +
m∑

α,β=1

ḡαβdyα(X)dyβ

= ḡ11dx1(X)dx1 +
n∑
i=2

ḡiidxi(X)dxi +
m∑
α=1

ḡααdyα(X)dyα

= adx1 + be2x1

n∑
i=2

xidxi + ce−2x1

m∑
α=1

yαdyα.

Por derivação exterior

dX[ = 2be2x1

n∑
i=2

xidx1 ∧ dxi +−2ce−2x1

m∑
α=1

yαdx1 ∧ dyα 6= 0.

E, novamente, o campo de vetores X não pode ser gradiente. Além disso, ele pode

depender da fibra quando c 6= 0.

Observação 3.2 Na métrica euclidiana

g◦ =
n∑
i=1

dx2
i +

m∑
α=1

dy2
α,

o campo de vetores X é o gradiente da função suave u ∈ C∞(Rn+m) definida por

u(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = ax1 +
b

2

n∑
i=2

x2
i +

c

2

m∑
α=1

y2
α,
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visto que

X[ = g◦(X, ·) = adx1 + b

n∑
i=2

xidxi + c

m∑
α=1

yαdyα = du.

O exemplo de sóliton de Ricci não-gradiente PW (M̄n+m, X, λ), obtido anteriormente,

nos informa como aplicar o Teorema 3.1. Assim, apresentamos uma classe de sólitons de

Ricci não-gradientes PW expansivos, cuja base é o espaço hiperbólico Hn num modelo de

produto deformado, tendo como fibra uma variedade Riemanniana completa (Fm, gFm)

com tensor de Ricci identicamente nulo.

Corolário 3.1 Sejam Hn, n ≥ 2, o espaço hiperbólico em seu modelo de produto defor-

mado

Hn =
(
Rn, dx2

1 + e2x1

n∑
i=2

dx2
i

)
,

e (Fm, gF ), com m ≥ 1, uma variedade Riemanniana completa satisfazendo FRic ≡ 0.

Então (Hn ×f Fm, X̃, λ) tem uma estrutura de sóliton de Ricci não-gradiente expansivo

com λ = −(n+m− 1), em que

f(x1, . . . , xn) = e−x1 e X = 2(n− 1)∂1 − 2(n+m− 1)
n∑
i=2

xi∂i.

Demonstração: Devemos verificar que a escolha de f , X e λ satisfazem as equações

(3.12) e (3.13) da Proposição 3.2, nos restando apenas aplicar o Teorema 3.1 para concluir

o nosso resultado.

A equação (3.12) é automaticamente verdadeira, pois estamos tomando c = 0 na

construção anterior.

Calculamos cada parcela do lado direito da equação (3.13) com o objetivo de mostrar

que dµ = 0.

div

(
1

2
LXgHn

)
= −2mdiv

(
e2x1

n∑
i=2

dx2
i

)

= −2me2x1

n∑
i=2

div(dxi ⊗ dxi)− 2m
n∑
i=2

dxi(∇e2x1)dxi.

Como, para dada u ∈ C∞(M), vale a identidade

div(du⊗ du) = ∆udu+
1

2
d|∇u|2,
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obtemos

div

(
1

2
LXgHn

)
= −2me2x1

n∑
i=2

(
∆xidxi +

1

2
d|∇xi|2

)
= −2me2x1

n∑
i=2

∆xidxi −me2x1

n∑
i=2

d|∇xi|2

= −me2x1

n∑
i=2

d(e−2x1) = 2me2x1e−2x1

n∑
i=2

dx1

= 2m(n− 1)dx1. (3.14)

As demais parcelas seguem de cálculos diretos. De fato,

−1

2
d(divX) = −1

2
d

(
tr

(
1

2
LXgHn

))
= −1

2
d

(
tr

(
−2me2x1

n∑
i=2

dx2
i

))

= md

(
e2x1

n∑
i,j=2

dx2
i (e
−x1∂j, e

−x1∂j)

)
= md

(
n∑

i,j=2

(δij)
2

)
= 0, (3.15)

m

2f
(∇∇fX)[ =

(
m

2e−x1
∇(
−e−x1∂1

) (2(n− 1)∂1 − 2(n+m− 1)
n∑
i=2

xi∂i

))[

=

(
m(n+m− 1)

n∑
i=2

xi∂i

)[

= m(n+m− 1)e2x1

n∑
i=2

xidxi, (3.16)

−m
2f
∇2f(X, ·) = −m

2
dx1(X)dx1 +

m

2
e2x1

n∑
i=2

dxi(X)dxi

= −m(n− 1)dx1 −m(n+m− 1)e2x1

n∑
i,j=2

xjdxi(∂j)dxi

= −m(n− 1)dx1 −m(n+m− 1)e2x1

n∑
i=2

xidxi (3.17)

e

− m

2f 2
X(f)df = − m

2e−2x1
X(e−x1)d(e−x1) = − m

e−2x1
(n− 1)(−e−x1)2dx1

= −m(n− 1)dx1. (3.18)
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Como λ é constante, somamos as equações de (3.14) a (3.18) para concluir que dµ

identicamente nula, donde µ é constante. Por outro lado,

µ = f∆f + (m− 1)|∇f |2 − fX(f) + λf 2

= −(n− 2)e−2x1 + (m− 1)e−2x1 + 2(n− 1)e−2x1 − (n+m− 1)e−2x1 = 0.

Finalmente, tomando Fm uma variedade Riemanniana com FRic ≡ 0, então(
Hn ×f Fm, X̃,−(n+m− 1)

)
é um sóliton de Ricci não-gradiente PW expansivo pelo Teorema 3.1. �
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