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Resumo

Nesta tese mostramos que um soliton de Ricci gradiente com estrutura de produto
deformado expansivo ou estacionario, cuja funcao deformadora atinge um maéaximo e
um minimo, deve ser um produto Riemanniano usual. Encontramos uma condi¢ao ne-
cessaria e suficiente para construir solitons de Ricci gradientes com estrutura de produto
deformado. Como aplicacao, apresentamos uma nova classe de sélitons de Ricci gradien-
tes com estrutura de produto deformado expansivo, tendo como fibra uma variedade de
Einstein de curvatura escalar nao-positiva. Também discutimos algumas obstrugoes para
esta construcao, especialmente quando a base do produto deformado é compacta. Em
seguida introduzimos os solitons de Ricci modificados como uma classe de métricas tipo-
Einstein que contém os sélitons de Ricci e as métricas m-quasi-Einstein. Por um lado,
tal classe estd relacionada a construcao de sélitons de Ricci realizados como produtos
deformados, por outro lado, um séliton de Ricci modificado compoe uma solugao auto-
similar do fluxo Ricci-Harmonico modificado, resultando em uma nova caracterizagao
para as métricas m-quasi-Einstein. Além disso, definimos os quase sélitons de Ricci
modificados. Em particular, na direcao dos teoremas de Lichnerowicz e Obata, prova-
mos que, na classe de variedades compactas com curvatura escalar constante, a esfera
euclidiana tem estrutura bem determinada de quase séliton de Ricci gradiente modifi-
cado, sendo rigida, desde que se tenha uma condi¢ao geométrica especifica. Também
encontramos uma condi¢ao de existéncia para a construcao de quase sélitons de Ricci
com estrutura de produto deformado e, finalmente, exibimos um exemplo de séliton de

Ricci nao-gradiente com estrutura de produto deformado expansivo.

Palavras-chave: Soéliton de Ricci; Produto deformado; Séliton de Ricci modificado;

Fluxo Ricci-Harmonico modificado.



Abstract

In this work we show that either expanding or steady gradient Ricci soliton warped
product, whose warping function reaches both maximum and minimum, must be a
Riemannian product. Firstly, we present a necessary and sufficient condition for cons-
tructing a gradient Ricci soliton warped product. As an application, we give a new
class of expanding gradient Ricci soliton warped products having as fiber an Einstein
manifold with non-positive scalar curvature. Secondly, we discuss some restrictions to
this latter construction, and especially in the case when the base of the warped product
is compact. Thirdly, we introduce the modified Ricci solitons as a new class of Einstein
type metrics that contains both Ricci solitons and m-quasi-Einstein metrics. This class
is closely related to the construction of the Ricci solitons that are realised as warped
products. On the other hand, a modified Ricci soliton appears as part of a self-similar
solution of the modified Harmonic-Ricci flow which results in a new characterisation of
m-quasi-Einstein metrics. Finally, we study a modified almost Ricci soliton. In the spirit
of Lichnerowicz and Obata theorems, we prove that in the class of compact Riemannian
manifolds with constant scalar curvature the standard sphere with a structure of gradi-
ent modified almost Ricci soliton is rigid under some specific geometric condition. An
existence condition for constructing an almost Ricci soliton warped product as well as

an example of expanding non-gradient Ricci soliton warped product are presented.

Keywords: Ricci soliton; Warped product; Modified Ricci soliton; Modified Harmonic-

Ricei flow.
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Introducao

Esta tese consiste de trés partes interligadas. A primeira trata sobre construcao
de solitons de Ricci gradientes com estrutura de produto deformado. A segunda é
um estudo sobre quase sélitons e solitons de Ricci modificados. A terceira trata da
construcao de quase sélitons de Ricci, nao necessariamente gradientes, com estrutura de

produto deformado.

O conceito de produto deformado foi introduzido por Bishop e O'Neill [9]. Como
aplicagao, eles obtiveram novos exemplos de variedades Riemannianas completas com
curvatura seccional negativa. Dadas as variedades Riemannianas (B, gg), (F, gr) € uma
funcao real suave positiva f em B, Bishop e O’Neill definiram sobre a variedade produto

B x F a métrica deformada

g=m"gp+ (fom)’c*gr, (1)
em que m™ e 0 sao as projecoes canonicas sobre B e F, respectivamente. O produto
deformado B x; F' é a variedade produto B x F' com a métrica em , em que B ¢
a base, F' é a fibra e f é a funcao deformadora. Quando f é constante, recaimos num

produto Riemanniano usual.

Produtos deformados se destacam como uma rica classe em geometria Riemanniana,
em especial, eles sao tteis no estudo de variedades de Einstein, isto é, uma variedade
Riemanniana (M, ¢g) com tensor de Ricci satisfazendo a equacao Ric = C'g, para alguma
funcao suave C' em M. Estas duas tultimas defini¢oes aparecem naturalmente no con-
texto de superficies regulares. Por exemplo, as superficies de revolugao sao produtos
deformados. Enquanto que, qualquer superficie é uma variedade de Einstein. Como
consequencia do Teorema de Schur, em uma variedade de Einstein de dimensao n > 3,
a funcao C' é constante. Com estes conceitos em mente, salientamos que nao existe
produto deformado Einstein compacto com funcao deformadora nao-constante, se a cur-

vatura escalar é nao-positiva, conforme foi mostrado por Kim-Kim [34].



Uma condigao necessaria para um produto deformado ser uma variedade de Einstein
¢é a sua base ser uma variedade m—quasi-Einstein, isto é, uma variedade Riemanniana
(B, gp) cujo tensor Bakry-Emery Ricci modificado Ric+ V2h — L dh® dh é um multiplo
constante do tensor métrico g, em que V2h denota o hessiano de uma funciao suave
h em B (ver [7,134]). Apontamos que exemplos de variedades m—quasi-Einstein foram
obtidos em Besse [7], o que possibilitou construir exemplos de variedades de Einstein
com estrutura de produto deformado. Nesta diregao, Case-Shu-Wei [16] fizeram um bom
estudo das propriedades das variedades m—quasi-Einstein e provaram varios resultados
de rigidez. Mais recentemente, Barros-Batista-Ribeiro [4] obtiveram algumas estimati-
vas de volume para produtos deformados Einstein, similares aos classicos resultados de
Calabi [14] e Yau [48], referentes a variedades Riemannianas completas com curvatura de
Ricci ndo-negativa. Em [4] e [34], foram adotadas a abordagem utilizada nas variedades
m—quasi-Einstein. Em particular, nesses dois tltimos artigos, os autores apresentaram
obstrucoes para a existéncia de tal classe de variedades. Neste interim, cabe mencionar
o artigo de He-Petersen-Wylie [31] sobre produtos deformados Einstein que, além de
considerarem bases com bordo nao-vazio, eles estenderam alguns resultados dos artigos
de [16] e [34].

Uma generalizagao natural das variedades de Einstein sao os sélitons de Ricci. Este
conceito foi introduzido por Hamilton [28] no inicio dos anos 80. Um sdliton de Ricci
¢ uma variedade diferenciavel M munida de uma métrica Riemanniana completa g, um

campo de vetores X € X(M) e uma constante \ satisfazendo a equagao
1

em que Zxg denota a derivada de Lie de g com respeito a X e Ric o tensor de Ricci
calculado na métrica g. Um séliton de Ricci é expansivo, estaciondrio ou contrdtil se
A <0, A=0o0u) >0, respectivamente. Quando X é o gradiente de alguma funcao
suave 1 em M, escrevemos (M, g, Vi), \) para indicar um séliton de Ricci gradiente com

funcao potencial . Neste caso, a equagao pode ser reescrita como segue
Ric+ V2 = \g. (3)

Para mais detalhes sobre sélitons de Ricci, recomendamos [13] 28§].

E bem conhecido desde os anos 90 que um séliton de Ricci gradiente estacionério
ou expansivo compacto ¢ necessariamente uma variedade de Einstein [29] [32]. Petersen-

Wylie [44] usaram um teorema devido a Brinkmann [I2] para mostrar que qualquer



soliton de Ricci gradiente em uma superficie é um produto deformado. Outro fato bem
conhecido é o exemplo obtido por Robert Bryant (ver [L1], [19]), ele construiu um séliton
de Ricci estacionario sobre o produto deformado (0,+00) x5 S™, m > 1, em que f é
uma funcao deformadora radial. Bishop e O’Neill provaram que um produto deformado
é completo para toda funcao deformadora se, e somente se, a base e a fibra sao ambas
completas. Em detrimento disso, a dificuldade de Robert Bryant foi provar a completude
do seu exemplo, este por sua vez, pode ser visto como um protétipo para a construgao
que estamos propondo nesta tese. Em prol do resultado de Bishop e O’Neill, vamos
considerar bases e fibras completas, assim nossa preocupacao sera com as solugoes das

EDPs que surgem da nossa hipdtese de construgao, conforme equagoes e .

Deve-se enfatizar que existem varias obstrugoes para a existéncia de métricas tipo
Einstein, algumas delas podem ser vistas em [4, [0 [7, 15, 34]. Instigados por isso,

investigamos obstrugoes para a construcao de solitons de Ricci que sao realizados como

produtos deformados. Este é o contetido dos Teoremas [I.1] e [1.2]
Teorema [1.1] Sejam M = B" x; F™ um produto deformado e ¢ uma fung¢do suave

sobre B tal que (B™ x; F™ NV, \) seja um soliton de Ricci gradiente expansivo ou esta-
ciondrio. Suponha que sua fibra F™ tem dimensao m > 2 e que a funcao deformadora

f atinge um mdzimo e um minimo. Entao M deve ser um produto Riemanniano.

Este resultado é motivado pelas ideias de [34] que trata de produtos deformados
Einstein compactos com curvatura escalar nao-positiva. Ressaltamos que o Teorema
[[.I] é uma generalizagdo natural do caso Einstein para o caso sdliton de Ricci com
a compensacao da compacidade tomada em [34]. Além disso, um interessante fato
surge da nossa construcao, a base de um séliton de Ricci com estrutura de produto
deformado satisfaz a equagao (4)) adiante. Esta equacao é uma generalizagdo das métricas
de Einstein, que contém as métricas m—quasi-Einstein, nao so pela equagao de estrutura,

mas também num sentido bem geral que ficard claro no Capitulo 2]

Nosso proximo resultado estabelece um critério de compacidade para um sdliton de

Ricci gradiente contratil com estrutura de produto deformado.

Teorema . Sejam B™ x ¢y F™ um produto deformado e ¢ uma fungao suave em
B de modo que (B"™ x; F'™,V@,\) seja um soliton de Ricci gradiente contrdtil com
base compacta e fibra com dimensao m > 2. Entao B" x F™ deve ser uma variedade

compacta.



Em seguida obtemos uma condicao necessaria e suficiente para a construcao de um
soliton de Ricci gradiente com estrutura de produto deformado. Por esta razao, con-

sideramos uma variedade Riemanniana (B",gp) admitindo fungoes suaves f > 0 e ¢

satisfazendo
Ric + V20 = \gp + %vg f (4)
e
9 m
200 — |[Vo|" + Ap + —Vop(f) =c (5)

f

para algumas constantes m,c, A € R, com m # 0.

Provamos que f e ¢ satisfazem a equacao

AP AL+ (m = DIV = fVe(f) = p (6)

para alguma constante y € R, cf. Proposicao [1.3]

Tomando m > 1 um numero inteiro e usando as férmulas de Bishop e O’Neill,

construimos um séliton de Ricci gradiente com estrutura de produto deformado como
segue:
Teorema[1.3. Consideremos uma variedade Riemanniana (B™, gg) admitindo fungées
suaves f > 0 e ¢ satisfazendo e . Assim, podemos tomar p dada por @ e
escolher uma variedade F™ com ¥ Ric = pgr. Entdo (B™ x; F™ V@, \) € um séliton de
Ricci gradiente.

Neste contexto, devemos destacar o fato indispensavel da métrica gr ser Einstein, cf.
Proposicao . Além disso, p = pu(p, f, \,m) é constante quando a dimensao da fibra é
m > 2, cf. Proposicao [1.3]

Relacionados ao Teorema [1.3] destacamos o seguinte caso particular: em [46] fo-
ram construidos solitons de Ricci gradientes com estrutura de produto deformado esta-
cionario, com base conforme a um pseudo espaco euclidiano de dimensao n > 3 invariante
sob a agao de um grupo de translacao de dimensao n — 1. Contudo, como consequéncia
da teoria de EDO, observamos que a técnica em [46] aplica-se apenas a construgao de

solitons de Ricci gradientes estacionarios.

Como aplicacao do Teorema (1.3 construimos uma nova classe de sélitons de Ricci
gradientes com estrutura de produto deformado expansivos cuja fibra é uma variedade
de Einstein com curvatura escalar constante nao-positiva. Para isso, consideramos um

espago euclidiano R™ com coordenadas x = (y,x,), em que y = (z1,...,2,-1) e n > 1.



Além disso, resolvemos as EDPs em e encontrando as fungoes
n—1
I~ =y A
f(x) = ce Ton + e S >0 e (,0(:6) = §|y|2 + Zaiﬂfi + b, (7)
i=1

para qualquer a = (ay,...,a,-1) € R"1 b € R, e para todas constantes nao-negativas

c1 e ¢y que tornam f > 0.
Com estas notagoes afirmamos nosso préximo resultado:

Coroldrio [1.3. Seja (F™, gr) wma variedade Riemanniana completa com tensor de
Ricci FRic = pgr e m > 1. Para f e ¢ dadas pelas equacoes em , (R %< F™ V@, \)
tem uma estrutura de soliton de Ricci gradiente expansivo com pu < 0.

Neste momento, cabe ressaltar os relevantes resultados obtidos em Ivey [33] e Dancer-
Wang [20]. Estes trabalhos tratam da construcao de sélitons de Ricci gradientes esta-
ciondrios (ndo compactos), os quais foram obtidos por construgoes de produtos defor-
mados duplos e multiplos. Estas construgoes generalizam a construcao do séliton de
Bryant. Também Gastel e Kronz [26] construiram uma familia a dois parametros (pro-
duto deformado duplo) de sélitons de Ricci gradientes expansivos em R”™ x F™ em que

a fibra F™ (m > 2) é uma variedade de Einstein com curvatura escalar positiva.

Agora passaremos a falar da segunda parte. Consideramos uma classe mais geral de

métricas Riemannianas, a saber:

Defini¢do[2.1. Um sdliton de Ricci modificado é uma variedade Riemanniana completa
(M, g) munida com um campo de vetores X € X(M), uma 1-forma w € X(M)* e dois

numeros reais X e 8 > 0 satisfazendo a equacgdo
, 1
Ric + 5,,%(9: A+ Ow @ w. (8)

Nos referimos a como equacao fundamental e a (M, g, X, \,w,0) como um sdliton
de Ricci modificado. A condigao € > 0 é meramente motivacional, nao havendo impe-
dimento em considerar § < 0. Quando X = Vn e w = d§ para algumas funcgoes suaves
n, & em M, entdo (M, g, Vn, A\, d€,0) é um séliton de Ricei gradiente modificado. Neste

caso, a equacao fundamental torna-se
Ric + V?n = \g + 0d¢ ® d€. (9)

Os sdlitons de Ricci modificados apareceram inicialmente em [17] sob a nomenclatura

de O-sdlitons de Ricci, com o objetivo de mostrar a nao-existéncia de hipersuperficies



reais em variedades complexas de curvaturas seccionais constantes nao-nulas com estru-

tura de soliton de Ricci, cujo campo potencial seja um campo de Reeb.

No desenvolver deste trabalho veremos que uma situacgao interessante ocorre quando
permitimos que A seja uma funcao suave nao-constante em M. Neste caso, dizemos que
(M, g, X,\,w,0) é um quase sdliton de Ricci modificado. No Capitulo [2[ apresentamos
um exemplo de estrutura de quase séliton de Ricci gradiente modificado sobre a esfera

euclidiana, a qual provamos ser rigida, conforme escreveremos agora:

Proposigao|2.1] As idnicas estruturas nao-triviais de quase sdlitons de Ricci gradientes
modificados (S, g, Vn, A\, d€,0), com V& conforme, sao descritas pelas fungoes suaves

é’zcl—@, T]:Q(Cl—%>2—hﬁ+02, e )\:9<cl—%>@+hw

— +n-—1,
n 2 n n

para algumas constantes c1, s e fungoes alturas h,, h, em S™.

Surge entao uma questao natural: Em que classe de variedades o exemplo da
Proposicao (2.1 € rigido?

Buscamos uma resposta para essa questao na classe das variedades Riemannianas
compactas com curvatura escalar constante e com uma condi¢ao geométrica mais fraca
que a de conformidade considerada na Proposicao [2.1] Este é o conteido do nosso
préximo resultado, que estd no espirito dos teoremas de Lichnerowicz (estimativa de

autovalores) e Obata (rigidez da esfera).

Teorema . Se (M™, g, X, \,d§,0), n > 2, é um quase sdliton de Ricci modificado
compacto com curvatura escalar constante S, e & uma autofuncao do Laplaciano, entao

seu autovalor correspondente o satisfaz

n—1
Ocorrendo a igualdade somente se (M™,g) € isométrica a uma esfera euclidiana S™(r),
em que r = /n(n—1)/S. Além disso, a menos de homotetia e constantes, a estrutura

¢ gradiente com funcgoes associadas dadas pela Proposicao|2. 1.

Na Segao do Capitulo [2| introduzimos o fluxo Ricci-Harmonico modificado, alte-
rando o fluxo Ricci-Harmonico de Miiller [39]. Neste contexto, provamos que os sélitons
de Ricci modificados generalizam os sélitons de Ricci nao somente através da equacao
de estrutura, mas também pelo fato deles se relacionarem com as solugoes auto-similares
do fluxo Ricci-Harmonico modificado o qual generaliza o fluxo de Ricci. Em particular,

as métricas m—quasi-Einstein ganham uma nova caracterizacao.



Mostramos, além da existéncia e unicidade em tempo curto do fluxo, para o caso em
que as variedades envolvidas sao compactas, que os solitons Ricci-Harmonicos modifica-
dos tém como parte indispensavel os sélitons de Ricci modificados. A técnica consiste
em recorrer ao “Truque de DeTurck”, acrescentando termos de modo a corrigir a falta

de parabolicidade estrita do fluxo Ricci-Harmonico modificado.

Finalmente, na terceira parte desta tese, generalizamos a construcao abordada na
primeira parte. Mais precisamente, estudamos os quase soélitons de Ricci nao neces-
sariamente gradiente com estrutura de produto deformado. Inspirado na estrutura de
séliton de Ricci nao-gradiente sobre o grupo de Lie solivel Sol3, encontrada por Baird
e Danielo [2], nds obtivemos um exemplo de séliton de Ricci nao-gradiente com estru-
tura de produto deformado cuja base é o espaco hiperbdlico em seu modelo de produto

deformado.



Capitulo 1

Construcao de soélitons de Ricci
gradientes com estrutura de

produto deformado

1.1 Preliminares

Nesta segao seguiremos a notagao e terminologia de Bishop e O’Neill [9]. Nosso
objetivo é relacionar a geometria de M = B X F' aos seus fatores. A nogao apropriada é
a de levantamento. Consideramos o levantamento f = fom de uma fungao suave a valores
reais f em B a M, assim como o levantamento X € X(M) de um campo de vetores
X € X(B) a M, cujo valor em cada (p,q) € B x F é o tinico vetor X, € T(pqM, tal
que dr(X) = X. Assim o levantamento de X a M é o tnico elemento de X(M) que est4
m-relacionado a X e o-relacionado ao campo de vetores nulo em F'. O conjunto de todos
os levantamentos horizontais X é denotado por £(B). Fungoes e campos de vetores em
F sao levantadas a M do mesmo modo, mas agora usando a projecao o. O conjunto
de todos os levantamentos verticais V ¢é denotado por £(F). De agora em diante, se
X € X(B), quando nao houver perigo de confusdo, usaremos a mesma notagado para
seu levantamento horizontal X € £(B); semelhantemente para o levantamento vertical
VelL(F)deV e X(F).

Lembramos que o produto deformado M = B™ x; F'™ de duas variedades Rieman-
nianas ¢ simplesmente o produto Riemanniano delas munido do tensor métrico . A

variedade B é chamada a base de M e F' a fibra. Vetores tangentes as folhas B x {q} sao



ditos horizontais e vetores tangentes as fibras {p} x F sao ditos verticais. Denotamos
por H a projecao ortogonal de T(, .M sobre seu subespaco horizontal 1{; 4)(B X q), e por
V a projecao sobre seu subespaco vertical T(, ) (p x F'). O gradiente do levantamento
h = hor de uma funcao suave h em B a M é o levantamento do gradiente de h. Desde
que nao haja perigo de confusao, denotaremos o gradiente, o Hessiano e o Laplaciano de
h calculados na métrica de M respectivamente por Vi, V2h e Ah, em que A = tr(V?),

e por D, V e 'V as conexdes de Levi-Civita de M, B e F, respectivamente.
Lema 1.1 ([9]) Em M = B" x; F™, se Y, Z € £(B) e V.W € £(F), entao

(i) DyZ é o levantamento de VyZ em B,

(ii) DyV = DyY = @V,

(iii) H(DyW) = —2E0vf,
(iv) V(DyW) € £(F) € o levantamento de "Ny W em F.

Em particular,

Al = Ah+ ?Vh(f), (1.1)

para toda funcao suave h em B.

No que se segue, escreveremos Ric para o tensor de Ricci do produto deformado,
BRic para o levantamento do tensor de Ricci de B e FRic para o levantamento do
tensor de Ricci de F'. Estes levantamentos sao feitos via pullback por 7 ou ¢ dos
tensores associados. Além disso, denotamos por H" o levantamento do Hessiano V2h

de uma fungao suave h em B para M. Ressaltamos que, para todos Y, Z € £(B), temos

V2h(Y, Z) = H"(Y, Z).
Lema 1.2 ([9]) Sejam M = B" x; F™, m>1,Y,Z € £(B) e V,W € £(F). Entao
(i) Ric(Y,Z) = PRic(Y,Z) — “H!(Y, Z),

(ii) Ric(Y,V) =0,

(iii) Ric(V,W) = FRic(V, W) — (&L + &L (m — 1)) g(v, ).



Agora, dado um séliton de Ricci gradiente (M*, g, Vi, \), tomamos o traco da
equagao e obtemos
R+ Ay = k),

em que R denota a curvatura escalar de M. Além disso, Hamilton [29] provou que
2M) — |[VY> + Ay = ¢ (1.2)

para alguma constante c.

1.2 Condicoes de existéncia e obstrucoes para a cons-
trucao

Nesta secao daremos condigoes necessarias e suficientes para a construcao de sélitons
de Ricci gradientes realizados como produtos deformados. Por simplicidade escrevere-
mos séliton de Ricci PW para indicar um soéliton de Ricci com estrutura de produto
deformado e, para o caso gradiente, séliton de Ricci gradiente PW. Com este objetivo,
estudaremos uma variedade Riemanniana (B", gg) como possivel base de um séliton de
Ricci gradiente PW (M = B™ x; F™, Vi, A). Desse modo, é natural supormos que a
funcao potencial ¥ seja o levantamento de uma funcao suave ¢ definida em B", isto é, a
base carregara informagoes cruciais de M, como no caso de um produto deformado Eins-
tein, assim como todos os exemplos conhecidos na literatura. Com estas consideragoes
em mente, estabelerecemos restrigoes sobre as funcoes que parametrizam um séliton de

Ricci gradiente PW.

Nossa primeira proposi¢ao é a equagdo de Hamilton ([1.2]) para um séliton de Ricci

gradiente PW, quando a fungao potencial é o levantamento de uma funcao da base.

Proposicao 1.1 Sejam B"™ x ¢ F'™ um produto deformado e ¢ uma funcao suave em B

de modo que (B™ X F™ NV, \) € um soliton de Ricci gradiente. Entdao temos

2Ap — |V¢|2+A¢+?V¢(f) =c (1.3)
para alguma constante c.
Demonstracao: De temos
20p — V@) + Ag = ¢ (1.4)
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para alguma constante c. Por outro lado, como

VG =V e AcﬁzAgp—i—%Vgo(f) (1.5)
obtemos, substituindo ([1.5) em (|1.4)), imediatamente a equagao (|1.3)). O

A proxima proposicao evidencia duas equacoes relevantes de um soliton de Ricci

gradiente PW, uma para a base e a outra para a fibra.

Proposicao 1.2 Sejam B"™ x; F'™ um produto deformado e ¢ uma funcao suave em B
de modo que (B™ x¢ F™ V@, \) € um sdliton de Ricci gradiente, com m > 1. Entdo
temos

BRic+ HY = \gp + %Hf (1.6)

e 'Ric = ugr, com u satisfazendo
w= A+ fAf 4 (m — DIV — fVe(f). (1.7)

Demonstragao: Primeiro observamos que pelo Lema (7) para todos Y, Z € £(B)
temos

Ric(Y, Z) =PRic(Y, Z) — %Hf Y, Z).

Usando a equagio fundamental (3)) e o fato que V2@(Y, Z) = H?(Y, Z) deduzimos que

BRic(Y, Z) = Agp(Y, Z) — H?(Y, Z) + %Hf Y, 2).

Isto prova a primeira afirmagao da proposi¢do. De modo semelhante, dados V, W € £(F)

temos

Af VI
f f?

— APgr(V,W) = V2RV, W) + f(Af + (m — 1)

TRIc(V,W) = Ag(V,W) = V23V, W) + (S5 + (m = 1) ) g(V, W)

VS
f

)gF(‘/a w).

Uma vez que V¢ € £(B) temos

Vv w) = o Dv Ve ) = o (VD) = venervan). 0
Assim,
PRic(V,W) = (\f* + fAf + (m = 1)|VfI? = fV(f))gr(V.W),
completando a prova da proposicao. 0
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O principal objetivo deste capitulo é considerar sélitons de Ricci que sao realizados
como produtos deformados. Assim, a proposicao anterior justifica o motivo de consi-
derarmos a equagao (4 na introdugdo. Motivados pelo trabalho de Maschler [37], nos
referimos a esta equagao como a equagdao tipo Ricci-Hessiano. Em [16], Case-Shu-Wei
introduziram o conceito de métricas m—quasi-Einstein que se originou do estudo padrao
das variedades de Einstein que sdo realizadas como produto deformado, cf [7]. Assim,
¢é natural esperar que a classe das equacoes tipo Ricci-Hessiano contenha a classe das
métricas m—quasi-Einstein. Para provar esta afirmacao, seja (B™, g, h, A) uma métrica
m—quasi-Einstein, isto é

1
Ric+ V?h — —dh ® dh = \g
m
para alguns A € R e 0 < m < oco. Tomando m = 4r < oo, ¢ = % e f =e r, deduzimos

r
f

e, por um célculo direto, temos que (B", g, ¢, f) satisfaz a equagao tipo Ricci-Hessiano,

1
Vif = —Vip+ ;dcp@dgp

a saber

Ric+ V?p = \g + %sz. (1.9)

Para m = oo, apenas considere ¢ = h e f = constante.

Agora vamos supor que (B", g, ¢, f, \) satisfaz uma equagao do tipo (1.9), para algum

r > 0. Observe que a seguinte relagao é verdadeira

1 1
ViIn(f) = -V3f — —df @ df. (1.10)

f f

De (T9) e (T-10), temos
, r
Ng = Ric+V?p—rViIn(f)— Fdf ® df
1

= Ric+ V* — ;d§®d§+v2¢, (1.11)
em que £ := —rln(f), o que completa a prova de nossa afirmacao. Disso resulta que a

diferenca entre essas classes esta na nao-homoteticidade de V.

Uma situacgao interessante ocorre quando permitimos que A seja uma fungao suave na
variedade. Este caso serd melhor tratado no Capitulo [2] onde introduzimos a definigao
de quase soliton de Ricci modificado. Por enquanto, vamos nos restringir a uma breve

discussao do seguinte:
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Exemplo 1.1 Seja (M"™(7), g,) a esfera euclidiana S™ ou o espago hiperbélico H™ con-
forme 7 = 1 ou 7 = —1, respectivamente. Denotamos por h, a funcdo altura com
respeito a um vetor unitdrio v € R"*. Entdo, para cada nimero real m # 0, as fungoes
A=1(n—1)—Zh2—h,, f =e =" e = ;Lh2 satisfazem a equagdo @) em (M"(7), g).

De fato, nesse caso,
he T _1p 2
dyp = —dh,, df =——e m"dh, e V°h,=—Thygo.
m m

Logo,
m
f

Finalmente, como Ric = 1(n — 1)go, basta escolher a fun¢ao A indicada acima.

1 1
V2S0 = _dhv & dhv - lh‘%go € vZf = _dh’U ® dhv + hvgo'
m m m

A partir de agora identificaremos um (0, 2)-tensor 7" em M com um (1, 1)-tensor
pela equacao
G(T(2).Y)=T(ZY), Y.ZeX(M).

Por um célculo direto, obtemos
div(eT) = divT + T(Ve,-) e V(¢T)=oVT +de T, Vo e C*(M).

Em particular, temos div(pg) = dp. Além disso, os seguintes fatos gerais sao bem

conhecidos na literatura
c 72 - 1 2 2
divVip = Ric(Vp,-) + dAp e §d|Vg0] =Vp(Vo,-).
Estas identidades serao tuteis neste capitulo e as usaremos sem maiores comentarios.

Proposicao 1.3 Sejam (B", g) uma variedade Riemanniana, f > 0 e ¢ fungoes suaves

satisfazendo

?VQf e 2Mp — |[Vp* + Ap + ?Vgo(f) =, (1.12)

para certas constantes m,c, A\ € R, com m # 0. Entao f e ¢ satisfazem

Ric+ V%o = \g +

AP FAf + (m =DV = fVe(f) =, (1.13)

para alguma constante p € R.
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Demonstracao: De ([1.12)), obtemos S = n\ + %Af — Ay, em que S é a curvatura

escalar de B. Assim,

ds = —%Afdf + ?d(Af) —d(Ay). (1.14)

Vamos usar a segunda identidade de Bianchi contraida duas vezes, a saber:
0= —%dS + div Ric. (1.15)
Calculamos
. . . 1 2 . 2
divRic = mdw(FV f) — div(V=yp)
| p— | c (2
= m(GAv(V2) = (VAT S) = div(V)
m . m m .
= 7RZC(Vf7 )+ 7d(Af) - Z—de(\VfF) — Ric(V,-) — d(Ap).
De ([1.12]) temos
. m
Ric(Vf,-) = Adf + ﬁd(IVfIQ) —(V*o)(V],),
. m 1
Rie(Ve.) = Mg+ (V1)) - 5a( Tl

Deste modo

divRic = 2 (M + ZLd(VAP) — (V)(VF.)) + Za(Af) - S (V)
~ (M TV, ) = 5d(T6P) — dlag)
= TN+ g d(VIE) = L) + AL = gd(TAP)
~Adp = (T4, + 3Vl - d(ap)
m m(m — 1) o M 1 2
= T + AT AP + AL = M+ (Vo) — d(ag)
—F[(VRVL ) + (2T, )]

Como d(V(f)) = (V2@)(Vf.-) + (V2f)(V, -), obtemos

divRic = %)\df + %dqwﬁ’) + %d(Af) — My + %d(ywﬁ) — d(Ap)
—?dwm). (1.16)
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Substituindo as equagoes ([1.14)) e (1.16)) na equagao ([1.15]), chegamos a préxima identi-
dade

B 1 m m(m — 1) oy M
0 = 2f2 Afdf — —fd(Af) - —d(ASO) + 7)\df + Q—Pd(lvfl ) + Yd(Af)
A+ 51V F) = Fd(Te().
A equacao anterior multiplicada por f é equivalente a
= Afdf— FAAD ~ aag) w2y + (m - 1d(v )+ 2pa(a )

2 2
_i)\dgp + f—d(\V@IQ) —2fd(Ve(f)).

Simplificando e reagrupando os termos, obtemos

= d(fAf+ A2+ (m = 1)|Vf]?) - —d(AsO +20p — |Vol?) = 2fd(Vep(f)). (1.17)
Mas, por hipdtese 2Ap — [Vip|? + Ap + FVe(f) = c. Donde

~ Laag+ 206 - [Vel) - fa(Ve(1) = ~Voldr. (1.18)

Consequentemente, as equagoes ((1.17) e (1.18) permitem concluir que

d(fAf+ A2+ (m =1V = fVe(f)) =0,
o que ¢ suficiente para completar a prova. U

Estamos prontos para provar nosso primeiro teorema.

Teorema 1.1 Sejam M = B" X F™ um produto deformado e ¢ uma funcao suave sobre
B tal que (B"x s F™, N, \) seja um soliton de Ricci gradiente expansivo ou estaciondrio.
Suponha que sua fibra F™ tem dimensao m > 2 e que a fun¢ao deformadora f atinge

um mdximo e um minimo. Entao M deve ser um produto Riemanniano.

Demonstracao: Se M = B" x; F'™, m > 1, ¢ um séliton de Ricci gradiente com

Ric + V2@ = \g, entao a Proposicao implica que “Ric = ugr, em que

p=AP A FAS +(m =DV = [Ve(f). (1.19)

Pela Proposicao @ é constante, em que as equagoes em ((1.12) sdo garantidas pelas
equagoes (|1.6) e ((1.3]). Sejam p,q € B™ os pontos em que f atinge seu maximo e minimo

B", respectivamente. Entao

Vip)=0=Vf(g) e Af(p) <0< Af(q).
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Como f>0e X <0 temos —Af(p)?> > —Af(q)? e combinando com ([1.19) temos

0> f(p)Af(p) =1 — Af(p)* > —Af(9)* = f(g)Af(q) > 0. (1.20)

Esta tltima equacao nos fornece

p—=Af(p)?*=p—Af(ag)*=0.
Assim, para A < 0, teremos f(p) = f(q), donde f é constante. Para A = 0, teremos
=0 e aequacao (1.19)) reduz-se a

Lf = Af = Vlf) = (1= m)VsF <0,

em que L := A — V. Portanto, pelo principio do maximo forte f é constante. Ou seja,

em qualquer caso M é um produto Riemanniano. U

Observacao 1.1 A func¢ao deformadora f nao atinge um minimo se p < 0 e X > 0.
De fato, a equagao (1.19) implica Lf < 0. Agora, se f atinge um minimo, o principio

do mdaximo forte garante que f € constante, o que contradiz (1.19)).

O préximo resultado garante a compacidade do séliton de Ricci gradiente PW quando

supomos apenas a compacidade da base.

Teorema 1.2 Sejam B" x; F'™ um produto deformado e ¢ uma fung¢ao suave em B
de modo que (B™ x¢ F™ NV, \) seja um sdliton de Ricci gradiente contrdtil com base

compacta e fibra com dimensaom > 2. Entao B"x F™ deve ser uma variedade compacta.

Demonstracao: Suponha que B™ x; F™, m > 1, seja um séliton de Ricci gradiente
com Ric+ V?@ = \g. Como na prova do Teorema temos “Ric = ugr, em que a

constante p é dada por ou equivalentemente
p=XA*+fLf+ (m =1V
Por integracgao
pvol,(B") = A ; fre ?dB + (m — 2)/3 |V f|?e *dB.

Como A > 0 e m > 1 concluimos que p > 0 e assim F" é compacta pelo Teorema de

Bonnet-Myers. Consequentemente, B" x F é uma variedade compacta. 0
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Observagao 1.2 Observe que o Teorema[l.9 tem a sequinte prova alternativa. Lembre
que ambas B" e F'™ sao variedades Riemannianas completas entao B™ x s F'™ ¢ completa
para toda fun¢ao deformadora f. Como Vo € £(B) e B™ é compacta devemos ter que
V| € limitada no soliton de Ricci contrdtil (B™ Xy F™ N, ). Portanto, podemos

aplicar o Teorema 1 em [2)] para concluir que B™ x F™ ¢ uma variedade compacta.

Observacao 1.3 Ja ¢ conhecido que solitons de Ricci compactos de dimensao k < 3 sao
triviais (ver [30,(32] ou [13]). Para o caso de solitons de Ricci gradiente PW contrdteis

com base compacta a situagio € mais delicada, conforme veremos no Coroldrio[1.9

Surge agora a seguinte questao natural: E possivel construir um soliton de Ricci
gradiente PW com base compacta e fun¢ao deformadora nao-constante? Os Corolarios

e[1.2] dao uma resposta parcial para esta questao.

Corolario 1.1 Nao ¢ possivel construir um soliton de Ricci gradiente PW com base
compacta e funcao deformadora nao-constante, de modo que sua fibra seja uma variedade

Riemanniana de dimensdo m > 2 e curvatura escalar nao-positiva.

Demonstracao: Suponha que M* seja um séliton de Ricci gradiente PW com base
compacta e fungao deformadora nao-constante tendo como fibra uma variedade Rie-
manniana de dimensao m > 2. Pelo Teorema M* deve ser um séliton de Ricci
contratil. Consequentemente, como na prova do Teorema [1.2] sua fibra deve ser uma

variedade de Einstein com curvatura escalar constante positiva. 0

O resultado abaixo mostra como construir sélitons de Ricci gradientes PW.

Teorema 1.3 Seja (B", gg) uma variedade Riemanniana completa com duas fungoes
suaves f > 0 e ¢ satisfazendo as equacoes em (1.12)). Tome a constante pp em (1.13)) e
uma variedade Riemanniana completa (F™, gr) com tensor de Ricci "Ric = ugp, m > 1.

Entao (B" x; F™, V@, \) € um sdliton de Ricci gradiente PW.

Demonstracao: Pelas hipdteses sobre f e ¢ podemos concluir pela Proposicao que
qualquer p dada por é constante. Tomando uma variedade de Einstein (F™, gr)
com tensor de Ricci “Ric = pgr, podemos considerar o produto deformado (B™x ;F™, g),
com g = 7*gp + (f o m)?0*gpr. Esta variedade tem uma estrutura de séliton de Ricci

gradiente. De fato, primeiramente, observamos que a equagao fundamental

Ric+ V*¢ = \g

17



¢ imediatamente satisfeita para todos Y, Z € £(B), segundo os fatos: pullback pela 7
da primeira equacdo em ([.12), H*(Y, Z) = V2@3(Y, Z), H/ (Y, Z) = V2f(Y, Z) e parte
(4) do LemalL.2]

Agora, quando Y € £(B) e V € £(F) usamos Vi € £(B) e parte (1) do Lema [L.1]
para verificar que V?@(Y, V) = g(DyV$, V) = 0. Assim, pela parte (i) do Lema|l.2] a
equacao fundamental é novamente satisfeita.

Finalmente, para V, W € £(F) temos pela defini¢do de u e parte (iii) do Lema

que
Ric(V,W) = ugr(V.W) = (fAf + (m = )|V f|*)gr(V.W)

= (A1 = fVe(f)gr(V.W)

- <A—§w<f>>g<v, w)). (1.21)

Por outro lado, a equacao (1.8]) nos fornece

- 1
V2G(V,W) = fVo(f)gr(V, W) = ?Vw(f)g(v, w). (1.22)
Combinando as equagoes (1.21]) e (1.22)) concluimos que a equagao fundamental é nova-
mente satisfeita, o que completa a prova do teorema. 0

De acordo com o Corolério|l.1]a compacidade da base do séliton de Ricci PW implica
restricoes para sua existéncia. Por esta razao, estabelecemos o critério de compacidade
abaixo, cuja demonstracao segue a mesma técnica usada por Fernandez-Lépez e Garcia-

Rio [24].
Proposicao 1.4 Seja (B, g) uwma variedade Riemanniana completa satisfazendo
Ric + Vo — %Wf > ¢g (1.23)

para m > 0, algumas fungoes suaves @, f em B e alguma constante positiva c. Entao, B
¢ compacta desde que V| e [V(In f)| sejam ambos limitados em (B, g). Em particular,

o grupo fundamental m(B) € finito.

Demonstragao: Seja p um ponto em B e considere qualquer geodésica v : [0, +00) — B

partindo de p e parametrizada pelo comprimento de arco s. Da desigualdade ((1.23)) temos
: m
Ric(v',7") = eg(v',7) = 9(V4 Ve, y) + ?Q(vaf, )

d d
= o= 7 0(Ver) Hmgg(Vn £),9) + 50/ ()
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Assim, por integragao e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

[ Bict! s > et + (T 0) = (o7 (6) = ma(Vn 1) 0)
—mg(V(=1n f)\),7'(t))

ct + 9(Vip, 7(0)) = [V | = mg(V(In f),,7'(0))
—m|V(In f),)|-

v

Como |V| e |V(In f)| sdo ambos limitados, obtemos

+oo
/ Ric(y',~")ds = +o0.
0

Entao, a compacidade de (B, g) segue do critério de compacidade de Ambrose [I]. Fi-
nalmente, observe que a desigualdade ([1.23]) também valera no recobrimento universal

de B, o qual implicard em sua compacidade, e portanto 7 (B) é finito. 0]

Observacao 1.4 No decorrer da demonstracao da Proposicao obtivemos

. ! / d / d !
Ric(v',7) > c¢——9(Vg,7") +m—g(V(In f),?)

ds ds
d
= c+ gg(mv Inf—Vo,v).

Logo, definindo o : [0,00) = R por a(s) = g(mVIn fys) — Vo), (s)) obtemos pela
Desigualdade de Cauchy-Schwarz que

a(s)] < MV In fy5) = Voy | <m|VIn fo)] + [Voys)| < me + a,

em que, por hipétese, V)| < 1 e [VInfy ] < ¢, para ci,co constantes. Assim,

pelo Teorema 1.2 de [25] (B, g) satisfaz a estimativa de diametro

diam(B) < % ((mCQ +¢1) +(mey +¢1)? + (n — 1)c> :

Corolario 1.2 Nao ¢ possivel construir um soliton de Ricci gradiente PW com base
compacta e funcao deformadora nao-constante, de modo que sua fibra tenha dimensao

maior ou igual a dois e primeiro grupo fundamental da base nao finito.

Demonstracao: Suponha que M* seja um séliton de Ricci gradiente PW. Como na
prova do Corolario MF* deve ser um séliton de Ricci PW contratil. Consequente-
mente, pelas Proposicoes e [L.4], sua base deve ser uma variedade Riemanniana com

primeiro grupo fundamental finito. O
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1.3 Exemplo de séliton de Ricci gradiente PW ex-

pansivo

Nesta secao, como aplicacao do Teorema|l.3| construimos solitons de Ricci gradientes

PW expansivos.

Inicialmente lembramos que o séliton Gaussiano é o espaco euclidiano R™ munido
com sua métrica padrao g, e a funcdo potencial ¥ (z) = %|$|2 Vamos considerar em
R"™ a métrica g = p%go, em que p é uma funcao positiva em R". Precisamos encontrar
duas fungoes suaves f > 0 e p em R" e uma constante A satisfazendo uma equacgao tipo
Ricci-Hessiano em (R", g), isto é,

m
f

em que m > 0 é um inteiro. Considerando os fatos da teoria conforme, obtemos

Ricg + V%@ = \g + —V?f, (1.24)

Ricy = —{(n = 2pV0 + (pp = (n = 1)|Vp)g. . (1.25)

em que as duas parcelas que aparecem no segundo termo da equagao sao calculadas na

métrica g,. Além disso, para todo h € C*°(R") valem as seguintes equagoes

(V2h)y; = Pz, + p—;]hxl + %h% para i # 7j,

(V2h)ii = hae, + 2p;i Ry — Z p—;khxk para i = j.
k

Precisamos analisar a equacao ([1.24) em dois casos. Para i # j, ela é reescrita como

(n—2) St Prig; TP T P, =
P Toop p 7

(fow, + 2200+ 221))  (126)

p p

e parat =7,

(n—2)—""+-— Z Pryzy — 2 Z pik, + Yoz, T 2= a,
p P P & p

1 Aom Pz, 1
pzk: TRt f p pzk: S

Suponhamos que as fungdes p, f, ¢ tenham as seguintes dependéncias p = p(x,), f =
f(z,) e p = @(y), em que x = (y,x,) € R" ey = (21,...,2,_1). Entdo tomando i = n

em ((1.26]) temos para todo j # n
Pz Pa; = 0.
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Novamente de (1.26]), para i # n, obtemos para todos i # j # n,
Prin; = 0. (1.28)

Como estamos interessados em obter solugoes nao triviais para ([1.24]), devemos conside-

rar p constante. Logo, de (1.27)) temos

m A
Opiz; — = Sz, = —- (1.29)
f P’
Donde, para i # n, temos
A
Poizi = 5 (1.30)
2
Consequentemente, de (1.28)) e (1.30)), ¢ estdo bem determinadas por
9 A

em que D?p significa o Hessiano de ¢ calculado na métrica d;; em R""!. Além disso,

tomando i = n em ([1.29)), obtemos

A
Portanto, pela teoria de EDO, nos resta escolher A < 0 para obtermos

F(@) = crerV ™ 4 cpe sV > (1.33)

para todas constantes nao-negativas c¢; e ¢y que tornam f > 0.

A conclusao é que para toda constante negativa A, as fungoes suaves ¢ e f dadas

respectivamente por (1.31)) e (1.33) satisfazem uma equacao tipo Ricci-Hessiano (|1.24)

em (R, p%go), em que p > 0 é constante.

Corolario 1.3 Seja R™ um espaco euclidiano com coordenadas x = (y,z,), em que
y = (21,...,2,—1) en > 1. Considere uma variedade Riemanniana completa (F™, gr)
com tensor de Ricci 'Ric = pugr e m > 1. Entao (R" x; F™ V@, \) tem uma estrutura

de soliton de Ricci gradiente expansivo com p < 0, em que

n—1
— = A
f@) = eV s oe Va0 o p(o)=JlyP + ) aw+b  (134)
i=1
para qualquer a = (ay,...,a,_1) € R" b € R, e para todas constantes nio-negativas

c1 e cy que tornam f > 0.
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Demonstragao: Tomando p = 1 em (1.31)) e (1.33)), podemos considerar as fung¢oes em
(1.34) satisfazendo as equagoes em ((1.12)) para ¢ = 2Ab — |a|? + A(n — 1). Consequente-
mente, da equacao ((1.13)) calculamos

AP AP =), = - ) (2 2.

Um calculo direto mostra que

—1)

= 4Xcico (m < 0.

A conclusao do corolario segue imediatamente do Teorema [I.3] U
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Capitulo 2

Solitons e quase solitons de Ricci

modificados

2.1 Caracterizacao

Como vimos em nossa introdugao, um séliton de Ricci é uma variedade Riemanniana

(M, g) munida com um campo de vetores X € X(M) e uma constante A satisfazendo
Ric + %ﬁfxg = Ay, (2.1)
e um soliton de Ricci gradiente satisfaz
Ric+ V*) = \g, (2.2)

para alguma funcao potencial suave ¥ em M.
Vimos no Capitulo (1] que a base B de um séliton de Ricci gradiente PW (B™ x ¢
F™ V@, \) representa uma generalizagao das variedades m—quasi-Einstein e satisfaz a

equagao tipo Ricci-Hessiano

BRic + V?p = \gp + %VQf, (2.3)

com funcao potencial ¢ e fungao deformadora f. Para maiores detalhes sobre variedades
tipo Ricci-Hessiano, ver [3§].

J4 sabemos que V?In(f) = %V2f - #df ® df . Portanto, escrevendo £ = —mIn(f) e
n =@ +&, a equacao é equivalente a

1
BRic + V?n = \g + Edf ® dE. (2.4)
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Agora vamos analisar a situacao mais geral seguinte.
Suponha que (M, g,Y, A) é um séliton de Ricci PW, em que M = B" x; F™ e Y é
o levantamento horizontal de Y € X(B) para X(M). Pelo Lema [1.1] para Z,U € £(B),

obtemos

e~

ngB(Z’ 0) = (W*ngB)(Z’ 0)
= (%gp)dnZ, drl)
- D%YgB<Zv U)

Por outro lado,

Lrg(Z2,U) = g(D;Y,U)+ g(Z,DgY)
= gp(VzY,U) +gp(Z,VyY)

= ngB(Z> U)
Portanto,
.Zg,g = 2B

sobre levantamentos horizontais.

Agora pelo Lema [1.2] a seguinte equacao é verificada na base

1
PRic+ 5 %95 = Agi + ?VQ f. (2.5)

Novamente tomando £ = —m In(f) temos

Mgrf— 2% 4 Laew de.
f m

Consequentemente, a equagao (2.5)) torna-se
, 1 1
BRZC + §$ng = )\gB + Edf ® df, (26)

em que X =Y + V¢&.
A discussao acima é a nossa primeira motivacao para definirmos o objeto de estudo

deste capitulo.

Definicao 2.1 Um sdliton de Ricci modificado € uma variedade Riemanniana completa
(M, g) munida com um campo de vetores X € X(M), uma 1-forma w € X(M)* e dois

numeros reais A e 6 > 0 satisfazendo a equagao

1
Ric + §$Xg: Ag+ 0w @ w. (2.7)
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Quando X = Vn e w = d¢ para algumas funcoes suaves n e £ em M, escrevemos
(M, g,Vn, A, d€,0) para indicar um séliton de Ricci gradiente modificado, cuja equagao
fundamental torna-se

Ric+ V%) = \g + 0d¢ ® dE. (2.8)

Assumindo que A é uma fungao suave em M e admitindo que vale a equagao (12.7)),

vamos nos referir a (M, g, X, A\,w, ) como um quase séliton de Ricci modificado.

Observagao 2.1 A equagao (2.4) € o caso gradiente de um sdliton de Ricci modificado,
em que 0 = % Estruturas de quase soliton de Ricci gradiente modificado sobre a esfera

euclidiana e sobre o espago hiperbdlico foram apresentados no Ezemplo [1.1]

2.2 Rigidez e obstrucoes de quase sdélitons de Ricci

modificados compactos

Nesta secao obtemos um teorema de rigidez para uma classe particular de quase
solitons de Ricci modificados. Inicialmente apresentamos uma tal estrutura para a esfera
unitdria euclidiana S C R™*! que atende as nossas hipéteses para o referido resultado

de rigidez.

Comegamos notando que para qualquer fungao u € C*°(M) vale a identidade
| 2
du ® du = EV u”® — uV-u. (2.9)
Fazendo u = £ em ({2.9) e substituindo na equagdo fundamental (2.8)), obtemos

Ric + V? (77 — 252) = \g — 9EVE. (2.10)

A importancia da equagao estd na sua utilidade para caracterizarmos as es-
truturas de quase sélitons de Ricci modificados em S™. Vejamos: denotando por g a
métrica canonica em S™ e considerando a solucao de Obata para a equacao V2§ = % g,
teremos A(AE) +nAg = 0, ver [40]. Pela caracterizagao do espectro de S", existe algum
vetor fixado v € S™ tal que A{ = h, = —XAh,, em que h,(z) = (z,v) é uma func¢ao
altura em S™ (ver por exemplo [8]). Assim, pelo Teorema de Hopf, existe uma constante
c1 tal que

hy,
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Desde que Ric = (n—1)g e —nV?¢ = V2h, = —h,g substituimos (2.11)) em (2.10)) para

obter
VQ[n—Q(cl—%ﬂ - [A+6(@—c1)@—(n—1)]g. (2.12)

2 n n

2
Portanto V¢ é um campo de vetores conforme em (S", g), em que ¢ =17 — g<cl — h”) .

n

Novamente deve existir algum vetor fixado w € S™ e uma constante ¢y tal que

RSCTARE ST 2.13)

2 n n

E imediato de 2.12) e (2.13) que
V2hy = —nV?¢ = —n[A—I—G(E — 01>@ —(n—=1)]|g.
n n

Como V?h,, = —h,g, segue que

I hy I
T -a)T - -,
isto é,
ho\ o hu
A=0(er =) -1 (2.14)
n n n

Observe que acabamos de provar o seguinte resultado:

Proposigao 2.1 As unicas estruturas nao-triviais de quase solitons de Ricci gradientes
modificados (S", g, Vn, \,d&,0), com V& conforme, sao descritas pelas fungoes suaves

em [@.11), @.13) e (2.14).

Para o préoximo resultado lembramos que o tensor sem trago de um (0, 2)-tensor T

em (M, g) é definido por

o T
g,
n

e a divergéncia de seu correspondente (1, 1)-tensor T é definido como o (0, 1)-tensor

(divT)(v)(p) = tr(w = (Vo T)(v)(p)),

em que p € M, v,w € T,M, V representa a derivada covariante de 7" e tr é o traco

calculado na métrica g.

Também serd conveniente considerar o isomorfismo musical *: X(M)* — X(M), isto

é, a inversa da aplicacdo canonica dada por X°(-) = g(X,-), para todo X € X(M).
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Lema 2.1 Seja (M, g, X, \,w,0) um quase sdliton de Ricci modificado compacto com

curvatura escalar S. Entdo vale a sequinte identidade

o -2 o
/ | Ric[?dM = = / (VS, X}dM+6/ Ric(w, w*)dM. (2.15)
M 2n Iy M

Em particular, para w = d§ temos

/yR"z'cy?dM = n_2/<VS,X)dM—9/ |V2¢[2dM
M 2n Sy M

" [ Jagr - Ziver|au (2.16)

+0

n

Demonstracao: Por um calculo direto temos

div(Ric(X)) = (divRic)(X) + (Ric, VX)

n—2 .1
= m <VS7 X> + <chv §$Xg>
—9 .
= = 5 (S, X) + (Ric, ~Ric + Ag + 6w & w)
—92 5 -
- ”2 (VS, X) — |Ric|> + ORic(wf, ),
n

em que na segunda igualdade utilizamos o fato do tensor Ric ser simétrico. Assim,

obtemos
n—2

n

|Ric|?> = —div(Ric(X)) + (VS, X) + ORic(w, wh). (2.17)

A equagao ([2.15)) segue por integragao de (2.17). Continuando nossos calculos usamos a

Férmula de Bochner como segue: para toda f € C*°(M), vale
Ric(Vf,Vf) = Ric(Vf,Vf)— %Wf k
= AP~ VP - (VAL YS) - 2[VfP
= SAIVIP VP~ (Af? — (VAL V) - 2 (VS

Aplicando o Teorema de Stokes, obtemos

n—1

/M}fic(Vf,Vf)dM——/M]V02f|2dM+ /M[(Aff—%NfP]dM. (2.18)

Tomando f = ¢ em (2.18)) e w = d§ em (2.15) completamos nossa demonstragao. O

Antes de enunciarmos e provarmos nosso resultado de rigidez convém lembrar que

Pigola, Rigoli, Rimoldi e Setti introduziram em [45] o conceito de quase sdliton de Ricci,
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denotado por (M™, g, X, \), que consiste numa variedade Riemanniana (M", g) com um

campo de vetores X e uma funcao suave \ satisfazendo a seguinte equacao de estrutura:
, 1
Ric+ éfxg = \Ag.

Ja é conhecido que um quase séliton de Ricci compacto com curvatura escalar cons-
tante ¢ isométrico a uma esfera euclidiana (cf. Coroldrio 1 de [5]) e, ele ¢ gradiente (cf.
Corolario 2 de [3]). Para ser mais preciso, ver Proposigao 2.1, Exemplo 2.1, Proposicao

2.2 e Coroldrio 2.1 todos de [27].

Teorema 2.1 Seja (M", g, X, )\, d¢,0), n > 2, um quase soliton de Ricci modificado
compacto com curvatura escalar constante S. Se & é uma autofuncao do Laplaciano,

entdo seu autovalor correspondente o satisfaz

A igualdade ocorre somente se (M, g) € isométrica a uma esfera euclidiana S™(r), em
que v = \/n(n —1)/S. Além disso, a menos de homotetia e constantes, a estrutura é

gradiente com funcgoes dadas na Proposicao |2.1.

Demonstracao: Nas hipoteses do teorema temos de ([2.16|)

og/ |R°z’c|2dM+6/ |v°2§|2dM:9”_1(a— & )/ [VEPaM,
M M n n—1/ Ju

implicando que o > -2, Quando a igualdade ocorre, obteremos imediatamente que
n—1

A& S¢

VST =

Assim, por um cléssico resultado devido a Obata [40] temos que (M™, g) é isométrica a
uma esfera euclidiana S™(r), em que r = y/n(n — 1)/S. Resta mostrar que X pode ser
trocado por Vn para alguma fungao suave 7. Pela equac¢ao fundamental (2.7)) temos

S 1

0
= A - 06V + DV

058 0 s
= )\ SR A — )
‘q—kn(n—l)gjL QV ¢
Donde
L29 = 2py,
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em que ,
v/
Z:X—QV§2e,02d1V :)\—l—&—g
2 n nn—1) n

Como (S™(r), g) é Einstein, segue que o fator conforme p é uma autofuncao do Laplaciano
S

~= e satisfazendo

com autovalor

S
vip=——2F 59 (2.19)

n(n—1
Observamos que (2.19) é a equagao de Obata para p. Alternativamente, podemos obté-la
imediatamente fazendo f = p na equagao ([2.18)).

Escrevendo

deduzimos a préxima expressao

n(n—1)

1 2
EXVug_vu__ g

1 1 1

Portanto
Lxg = Lyustey = LY
em que n =u+ 352.
Logo, a estrutura de quase séliton de Ricci modificado em (S"(7), g) é de fato gra-

diente. Consequentemente, a menos de homotetia e constantes, as fungoes sao dadas

conforme explicamos na Proposicao [2.1 O]

O nosso proximo resultado estabelece um critério de compacidade que se aplica ao

caso em que a constante 6, da definicao de séliton de Ricci modificado, é negativa.

Teorema 2.2 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa satisfazendo
. 1
Ric + éfxg > A+ bww

para um campo de vetores X e uma 1-forma w em M, uma constante positiva \ e uma

constante negativa 0. Entdo, M é compacta desde que |X| < ¢; e |w|? < >‘|_9‘C2 para

algumas constantes c1, co > 0. Além disso, temos a sequinte estimativa para o diametro

de M
diam(M) < u <01 +4/AE+ (n— 1)02> .

C2

Em particular, o grupo fundamental m (M) € finito.
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Demonstracao: Por hipdtese temos
1
Ric> A g+ 0w®w— §$Xg.

Seja p um ponto em M e considere qualquer geodésica v : [0, 00) — M partindo de p e

parametrizada pelo comprimento de arco s. Deste modo
Ric(y',7) ZIWWVﬂ+9@WW2—%&&wW?ﬂ
= A—WWWW2—%MXWU
> A= [Bllol? + (- X,)

d
> —q(—=X.,~).
> 02+d8g( )

Definindo a fungao « : [0,00) = R por a(s) = g(—X,(s),7/(s)) obtemos pela Desigual-
dade de Cauchy-Schwarz que

la(s)] < | Xy] < e

Consequentemente (M, g) satisfaz as hipdteses do Teorema 1.2 de [25], donde M é com-
pacta e vale a estimativa do diametro diam(M) < Z <01 +vA+ (n— 1)02>. Além
disso, pelo Teorema 1.3 em [25], m; (M) é finito. O

Salientamos que se § > 0, | X| < ¢; e sem a condicao sobre |w|?, o teorema anterior
ainda é vélido. De fato, o resultado segue de [24] que faz uso do critério de compacidade
de Ambrose [I]. Além disso, podemos aplicar novamente o Teorema 1.2 em [25] para

obtermos a estimativa de diametro:

diam(M) < ; (q ty/E 4 (n— 1)/\) ,

Finalizamos esta se¢cao com uma obstrugao referente a quase sélitons de Ricci modi-

ficados compactos.

Proposicao 2.2 Seja (M", g, X, \,w,0) um quase soliton de Ricci modificado compacto
com curvatura escalar S. Se nA\ — S € uma fun¢ao nao-negativa, entao w € a 1-forma

identicamente nula, (M, g) € uma variedade de Einstein e X é um campo de Killing.

Demonstragao: Inicialmente pelo Teorema de Decomposi¢ao de Hodge-de Rham (ver
por exemplo [47] p. 223) podemos escrever X = Vh + Y, em que h € C®(M) e

Y € X(M) com divY = 0. Agora, tomando o trago na equacao fundamental obtemos

Ah =n\—S+0lw* >0, (2.20)
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isto é, h é subharmonica, assim h é constante pelo Teorema de Hopf. Voltando a ([2.20))
temos

0=Ah=(nA—S)+0lw]*>0. (2.21)

Como ambas as parcelas nA — S e |w|? de (2.21)) sdo nao-negativas, segue que n\ = S

ew =0. Além disso, X =Y (pois h é constante), assim pela equacao fundamental
. 1
Ric = —§$yg. (2.22)
Agora utilizando a primeira parte do Lema [2.1] deduzimos que

”_2/ (VS,Y)dM = —
M

(n

! -2
og/ | Ric|*dM = )/ SdivydM =0,  (2.23)
M n M

2

donde (M, g) é uma variedade de Einstein e X é um campo de Killing por ([2.22)). E
claro que para n = 2 a conclusao de X ser um campo de Killing segue de (2.22)), visto

que toda superficie é uma variedade de Einstein. 0

Observacao 2.2 E claro que na proposicao anterior se supormos que 6 < 0 teremos a

mesma obstrucdao desde que n\ — S seja uma fung¢ao nao-positiva.

2.3 Fluxo Ricci-Harmonico modificado

Nesta se¢ao vamos introduzir o fluxo Ricci-Harmonico modificado (cf. Defini¢ao ,
em seguida provaremos o teorema de existéncia e unicidade em tempo curto para tal
fluxo. Para isso utilizaremos o “Truque de DeTurck”e o roteiro escrito por Brendle na
Secao 2.2 de seu livro [10], o qual refere-se a existéncia e unicidade em tempo curto
para o fluxo de Ricci. Para o nosso caso, definiremos o fluxo Ricci-Harmonico-DeTurck
modificado e por fim definiremos os sélitons Ricci-Harmonico modificados como solugoes

auto-similares do fluxo Ricci-Harmonico modificado.

Primeiramente discutiremos sobre os requisitos necessarios para a introducao do fluxo
Ricci-Harmonico modificado. Para nao carregar a notagao, utilizaremos a convengao de
soma sob indices repetidos nos sistemas de coordenadas.

Preliminares

Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana e (z;) um sistema de coordenadas locais

com campos coordenados associados 0; := % € X(M) ~ I'(TM) e formas duais cor-
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respondentes dx; € X(M)* ~ I'(T'M*). Denotemos por V a conexao de Levi-Civita da
métrica Riemanniana g e por Ffj os simbolos de Christoffel de V. Estamos interessados
em calcular as derivadas covariantes de 0; e dx;. Sabemos que V0; € I'(TM* @ TM) e
Vdz; € T(TM* @ TM*). Assim

V@Z(ﬁs) = Vaﬁi = F’;@k = Ffsﬁk = Ffjésﬁk
= Tlda;(0,)0r = T'fidx; ® 04(0s),

isto é,
VO; =Tldx; ® . (2.24)
Enquanto que,
Vdz;(0,,05) = (Va,dz;)(0s) := Vo, (dz;(05)) — dx; (Vg,0s)
= Vo, (8is) — dwi(T},0) = =Ty = —T%,.8,,0%s

—Fékdxj(ﬁT)dxk(ﬁs) = —I‘;kdacj ® dxg (0, 0s),

ou seja,
Vdz; = —F;.kdxj & dxy,.

Seja ¢ : M — N uma aplicagao suave entre as variedades Riemannianas (M™,g) e

(N™ h). Podemos definir em M o fibrado vetorial ¢*T'N, induzido por ¢ escrevendo:

TN = {(p,w); p€ M,w € Ty, N}

= U} x TN

peEM

Para obtermos um referencial local no fibrado ¢*T'N consideramos um sistema de
coordenadas locais (y,) em N. Note que, para cada d, € I'(T'N) temos 0,, € I'(¢*TN),
nos permitindo definir ¢*0, = 0a|s. Assim, sendo V a conexdo de Levi-Civita de h, e
usando a sua expressao local como em , calculamos a derivada covariante de 0,/

como segue
Voulp = V(¢0a) = 6" (VOa) = ¢" (I ydys ® 9,
= (FZ@ © ¢)d¢6 ® a’y’d»

em que ¢° 1= ys o ¢ € C°(M), implicando em

0o’
Vol = (T 0 0) 5 —d; @ Osls.
J
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Lembramos que a diferencial d¢ da aplicacao ¢ aplica as se¢oes de T'M nas se¢oes
de TN ao longo de ¢, isto é, em termos do fibrado ¢*T'N podemos interpretar d¢ como
uma segao do fibrado vetorial de homomorfismos Hom(T'M; ¢*T'N), devido a linearidade
de d¢. Ademais, sendo esse tltimo fibrado isomorfo ao fibrado vetorial TM* ® ¢*T'N,
é possivel introduzir uma conexao V em I'(TM* ® ¢*T'N) utilizando as conexdes dos

fibrados TM* e ¢*T'N.
Escrevendo o € I'(T'M* ® ¢*T'N) nos sistemas de coordenadas (x;) e (y,) para as

variedades M e N, respectivamente, obtemos 0 = o{'dx; ® 0a|s, 0 que nos permite

calcular a derivada covariante Vo € I'(TM* @ TM* ® ¢*TN), isto é,

Vo = V(O’?dl’i(@aald))
= dof @dr; @ 0h|g + 07 Vdr; ® 04y + 05'dr; @ Va4
= do] @dxr; @ 0,y|y + o) Vdry @ 0|y + 07" dr; ® Va|g

o] k 09"
_(axz_r + (T, 0 6)0° J)da:,@dx]®8|¢

Em particular, para ¢ = do,

(P00 94" 99
vip = (axiaxj_riﬂ’% Faso @5 50

= (V267 + (7,0 0)do" @ do”) © 0,

)dxl®dx]®8 o

Decorrida a discussao acima, definimos o campo de tensao A, ¢ da aplicacao suave

¢ : (M,g) = (N, h) com respeito as métricas g e h, como a se¢ao de ¢*T'N dada por

o B %" p 007 ¢ 0¢”
Agnp = tr,Vde = <8 o, Fija_l.k PR oz, 8_.753> P

= (A(b“f + (Flg o (:b)g(V(bav V(bﬂ)) 8’Y|<l5'

O campo de tensao generaliza o laplaciano de fungoes suaves u : M — R e, por
este motivo, dizemos que uma aplicac¢ao suave ¢ : (M, g) — (N, h) é harmonica quando
Ay ¢ a secao nula de ¢*T'N.

Eells e Sampson em [22] estudaram as aplicagbes harmonicas ¢ : (M, g) — (N, h)
entre variedades Riemannianas com o objetivo de resolver o seguinte problema: Toda
aplica¢io suave ¢ : (M,g) — (N,h) é homotopica a uma aplicagio harmonica? No
mesmo artigo uma resposta afirmativa é dada para o caso em que ambas as variedades

sao compactas e [N possui curvatura seccional nao-positiva.
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E claro que o estudo das aplicacoes harmonicas € interessante e faz-se relevante. Como
sabemos, em analise, as fun¢oes harmonicas possuem uma rica teoria e, em geometria
nao seria diferente, visto que determinados entes geométricos sao aplicagoes harmonicas,
tais como, por exemplo, geodésicas, subvariedades minimas e aplicagoes holomorfas entre

variedades Kahler.

Sabe-se ainda que as aplicagoes harmonicas sao pontos estacionarios do fluxo do calor

da familia de aplicagoes ¢(t) satisfazendo

0
E (t> = Ag,h¢(t>‘

Este fluxo inspirou Hamilton a introduzir o bem sucedido fluxo de Ricci em [2§],
como uma equacao do calor nao-linear para uma familia a um parametro de métricas

Riemannianas ¢(t), em uma variedade suave descrito por

9
ot

A ideia de Hamilton era resolver a Conjectura de Poincaré a qual foi provada por Pe-

(t) = —ZR'?:Cg(t).

relman (ver [41], 42] [43]). Neste mesmo trabalho Hamilton provou que o fluxo de Ricci
em uma variedade compacta sempre existe em tempo curto e é Unico, para isto ele
recorreu ao Teorema da Funcao Inversa de Nash-Moser, visto que o fluxo de Ricci é fra-
camente parabdlico. Posteriormente, DeTurck [21] simplificou significativamente a prova
da existéncia e unicidade em tempo curto para o fluxo de Ricci, acrescentando um termo
ao fluxo, tornando este novo fluxo “modificado” estritamente parabdlico e univocamente
relacionado ao fluxo de Ricci. Este método é hoje conhecido na literatura como “Truque

de DeTurck”.

Com aplicagoes a relatividade geral List [36] definiu o sistema

Bg(t) = —2Ricy + 4du(t) ® dul(t)
arult) = Agayu(t),
em que u(t) é uma familia a um parametro de fungoes suaves em M.

Posteriormente Miiller [39] generalizou a ideia de List considerando uma familia a
um parametro de constantes nao negativas 6(t) e de aplicagoes suaves ¢(t) : (M, g(t)) —

(N, h) definindo o sistema
D9(t) = —2Ricyw) + 20(t) Vo (t) @ Vo(t)
%(b(t) - Ag(t),h¢(t)u
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em que Vo(t) @ Vo(t) := o(t)*h.

Para nossos propdsitos precisaremos ainda da derivada de Lie de uma aplicacao
suave ¢ : M — N na direcao de um campo de vetores suave X sobre M. Para este fim
interpretamos a aplicacao suave ¢ como um “O-tensor”’sobre M que toma valores em

R?, visto que (N, h) pode ser mergulhada em R para algum d gracas ao Teorema do

Mergulho de Nash.
Como aprendemos em [35] (p. 324, Proposi¢ao 12.36), sabemos que a derivada de

Lie de um tensor A sobre M no ponto p é dada por

(SeA), = 5] 64 (),

em que 6 : I x M — M é o fluxo do campo de vetores X.

Devido a discussao acima, e admitindo o calculo da derivada de Lie na direcao do

campo X para aplicagoes ¢ € C°(M; N) = {¢ € C*(M;R?); p(M) C N}, obtemos

(Z6), = o _@ow =S| o6
d d
= 2| oW®) =] (e00¥) ()
= dop(X,),

desde que #®) : I — M é uma curva integral do campo de vetores X, isto é, #®)(0) = p
e (9(7’))/ (0) = X,, concluimos que Lx¢ = dp(X).

2.3.1 Existéncia e unicidade em tempo curto

Definicao 2.2 Sejam M, N wariedades suaves e h, wy uma métrica Riemanniana e
uma 1—forma fizadas em N, respectivamente. Sejam g(t) uma familia a um pardmetro
de métricas Riemannianas em M e ¢(t) uma familia a um parametro de aplicag¢oes
suaves de M em N e considere w(t) := ¢(t)*wy. Dizemos que a familia (g(t), ¢(t)),

t €[0,¢), é uma solu¢ao do fluro Ricci-Harmonico modificado

99(t) = —2Ricy) + 20w(t) @ w(?),

% (t) = Ag(t),h¢(t)7

(2.25)

se ela satisfaz (2.25)), em que § € uma constante positiva e Ayuy nd(t) € o campo de
tensao da aplicagao ¢(t) com respeito as métricas g(t) e h, sob a evolu¢ao da métrica

g(t) para cada t € [0,€) variando suavemente.
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Observamos ainda que o fluxo Ricci-Harmonico modificado generaliza o fluxo intro-
duzido por List em [36] e é uma modificacdo do fluxo Ricci-Harmoénico definido por

Miiller em [39], por este motivo adotamos tal nomenclatura.

Definicao 2.3 Sejam (M, g) e (N, h) duas variedades Riemannianas compactas fizadas,
e wy uma 1-forma fizada em N. Sejam §(t) uma familia a um parametro de métricas
Riemannianas em M, Qg(t) uma familia a um parametro de aplicacoes suaves de M em
N e considere &(t) := ¢(t)*wy. Dizemos que a famdia (§(t),d(t)), t € [0,¢), € uma
solucao do fluxo Ricci-Harmonico-DeTurck modificado
DG(t) = —2Ricyu) + 200(t) @ O(t) — ZL7,4(t), (226
50(1) = Dyad(t) — Lz (1),
se ela satisfaz , em que 6 € uma constante positiva, Ag(t)ﬁq;(t) € 0 campo de tensao
da aplicacio ¢(t) com respeito as métricas §(t) e h, sob a evolu¢do da métrica §(t) para
cada t € [0,¢) variando suavemente. Enquanto que, Z; = Ny 5idy € 0 campo de tensao
da aplicagao identidade idy : M — M com respeito as métricas §(t) e g, sob a evolugao

da métrica §(t) para cada t € [0,€) variando suavemente.

O resultado abaixo garante a existéncia e unicidade em tempo curto para o fluxo

Ricci-Harmonico-DeTurck modificado.

Proposicao 2.3 Sejam (M, g) e (N, h) duas variedades Riemannianas compactas fiza-
das, e wy uma 1-forma firada em N. Dadas uma métrica Riemanniana go em M e
uma aplicagao suave ¢y : (M, g0) — (N, h), existem um nimero real € > 0, familias
suaves a um parametro de métricas g(t), e aplicagcoes suaves gz~5(t), t € [0,¢), tais que

(g(t), (1)), t € [0,¢), é uma solugdo do fluxo Ricci-Harmaénico-DeTurck modificado, com

dado inicial (§(0), $(0)) = (go, ¢o). Além disso, a solugio (§(t),d(t)), t € [0,¢), € unica.
Demonstracao: Sejam (x;) e (y,) sistemas de coordenadas locais para as variedades
diferenciaveis M e N, respectivamente. Por simplicidade, omitiremos a variavel temporal
t. Escreveremos agora os entes envolvidos do fluxo Ricci-Harmonico-DeTurck modificado

em coordenadas locais. Iniciamos pelo tensor de Ricci na métrica g.

1. ( &gu 0> g, 0> g g
Ric;g = —=g” - L - ) d d
" 29 (0%8% O0r;0r;  Oxp0x; " 8$k8$l) e dn

+ termos de ordem baixa,
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em que “termos de ordem baixa’refere-se aos termos de ordem 0 e 1 com respeito a
derivadas parciais de gy e, posteriormente, a derivadas parciais de ¢”. Além disso,

definimos o campo de vetores Z = A zidyy, isto é,
_ i (pl
Z =g" <Fij - Fij) o,

em que [ e I denotam os simbolos de Christoffel associados as métricas g e §, respecti-

vamente. O que implica

L g (O0kj | Ogik  Ogi
7 = __gi kl 7 + ko i P
1., Ogrj . 0G0y
4= ij =kl J + o J o
Disto deduzimos que
i (90 G P Gij
ZLrqg = —g¥ J -~ — Y )d d
z9 g (83:1-8951 + Ox0x;  O0x,0xy T @ 61
+ termos de ordem baixa.
Desde que as 1-formas @w := q@*wN quando escritas em um sistema de coordenadas

independem da escolha da métrica, obtemos

925
—2Ric; + 200 @0 — L5 = §7— dyy, @ dx
83320%

+ termos de ordem baixa.

Agora para a segunda equagao do fluxo Ricci-Harmonico-DeTurck modificado temos

927

Ajnd = §”
97h¢ g 8:1:183:]

d,|5 + termos de ordem baixa,

e, como Zyd = dqzz(Z ) possui apenas termos de ordem 1, segue que

%P

Aind — Lo = G

d,|5 + termos de ordem baixa.

Deste modo o fluxo Ricci-Harmonico-DeTurck modificado é estritamente parabdlico.
Portando decorre da teoria padrao de sistemas parabédlicos a existéncia e unicidade em
tempo curto para o fluxo Ricci-Harmonico-DeTurck modificado. O

O lema a seguir é bastante 1util para nossos propédsitos, visto que ele informa o
comportamento do campo de tensao na presenca de difeomorfismos. De posse dele
provaremos o teorema de existéncia e unicidade em tempo curto para o fluxo que estamos

abordando no caso em que M e N sao compactas.
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Lema 2.2 Sejam ¢ : (M, g) — (N, h) uma aplicacdo suave entre as variedades Rieman-

nianas (M, g) e (N,h) e o : M — M um difeomorfismo de M. Entdo

(A@*(g),h(¢ © @))‘p = (p" (Ag,hqj)) ‘p = (Ag,h@‘@(p) € Typpp N

para todo p € M.

Para o restante desta secao ¢ 1til ter em mente o seguinte diagrama:

/M, g9(t))
idpropr #(1)
(M, g) Z (N, h)
\ e
(M, g(t))

O diagrama anterior evidencia como iremos proceder na demonstracao do teorema
de existéncia e unicidade para tempo curto.
A partir de agora, para os préximos resultados desta segao, iremos supor que (M, g)

e (N, h) sao duas variedades Riemannianas compactas fixadas e wy uma 1-forma fixada

em V.

As seguintes proposigoes asseguram a correspondéncia entre as solugoes de ambos os
fluxos, o que sera tutil para verificarmos que o fluxo Ricci-Harmonico modificado existe

e é Unico em tempo curto.

Proposicao 2.4 Suponha que (§(t),(t)), t € [0,¢), é wma solu¢io do fluro Ricci-
Harménico-DeTurck modificado em M. Além disso, seja ¢, t € [0,€) uma familia a um

parametro de difeomorfismos de M satisfazendo

0
a%ﬂ(p) = Zt‘cpt(p)

para todo p € M e todo t € [0,e). Entdao (g(t),d(t)), t € [0,¢e), com g(t) :== ¢;(g(t)) e

o(t) == pi(o(t)), € uma solugao do fluxo Ricci-Harmonico modificado.

Demonstracao: Visto que valem as identidades g(t) = i (g(t)) e ¢(t) = i (o(t)),
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obtemos

590 = gliae) =i (a0 + Zaito))
= ¢; (—2Ricze) + 200

t
(t) @ a(t))
H(t)))* (wy @ wi)
= —2Ricym + 200(1)* (wy ® wy)

= —QRng(t) + 29(%(

= —2Ricyu) + 20w(t) @ w(t),

bem como

SO0 = 2 (etde) =i (000 + 22500

= ¢ (Ag(t),h¢(t)) = Ay nd(t),

em que na dltima igualdade usamos o Lema [2.2]

Portanto (g(t), ¢(t)), t € [0,¢), é uma solugao do fluxo Ricci-Harmonico modificado,
desde que (§(t),é(t)), t € [0,€), seja uma solucio do fluxo Ricci-Harmonico-DeTurck
modificado. O

Proposigao 2.5 Suponha que (g(t),o(t)), t € [0,e) é uma solugio do fluxo Ricci-
Harménico modificado em M. Além disso, suponha que @i, t € [0,¢), € uma familia
a um parametro de difeomorfismos de M evoluindo sob o fluxo do calor da familia de
aplicacoes p;

0
5P = Ag(),g%t-

para cadat € [0, ), definimos (§(t), &(t)), uma métrica Riemanniana §(t) e uma aplicagdo

suave 9(t), por ;(3(1)) = g(t) e @i (6(t) = é(t). Entio (§(t),4(1)), t € [0,¢), € uma

solugao do fluxo Ricci-Harmonico-DeTurck modificado. Ademais,

0
a%(p) = Zi|outm) (2.27)

para todo p € M e todo t € [0,¢).

Demonstracao: Usando o Lema [2.2] obtemos

0 )
a%(p) = (Ag(t)@@t)lp = (Avi(é(t))@@t”p = (Aé(t),gldM)’w(p) = Ztlw(p)
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para todo p € M e todo t € [0,¢e). Visto que ¢i(g(t)) = g(t) e pi(o(t)) = o(t), segue

que

ot (G0 + 22d0) = Go(t) = ~2Ricyy + 2a(0) D00

= ¢ (—2Ric§(t) +200(t) ® (IJ(Z?))
o que implica

(gt (t) + 2Ricyy — 2000(t) @ @(t) + fzﬂ@)) _0,

e também

¢ (5300 + 2200) = 500 = Byad(t) = o1 (B504600).

donde
(aaté( ) = Dy nd(t) +$th~5(t)) = 0.

Assim, (§(t), (), t € [0,€), é uma solucdo do fluxo Ricci-Harménico-DeTurck mo-
dificado, sempre que (g(t), #(t)), t € [0,¢), for uma solugdo do fluxo Ricci-Harmonico
modificado. O

Finalmente estamos em condig¢oes de mostrar o teorema de existéncia e unicidade em

tempo curto para o fluxo Ricci-Harmonico modificado, o qual é andlogo ao Teorema de

Hamilton em [2§] referente ao fluxo de Ricci.

Teorema 2.3 FExiste um numero real € > 0 e familias a um parametro de métricas
Riemannianas g(t) e aplicagoes suaves ¢(t), t € [0,¢), tais que (g(t),d(t)), t € [0,¢),
¢ uma solugdo do fluzo Ricci-Harmonico modificado com g(0) = go e ¢(0) = ¢o. Além

disso, a solugdo (g(t),o(t)), t € [0,¢), € unica.

Demonstragao: Primeiramente provaremos a existéncia da solugao. Pela Proposicao
existe uma soluco (§(t), ¢(t)) do fluxo Ricci-Harménico-DeTurck modificado a qual,
como sabemos, estd definida em algum intervalo [0,) com §(0) = go e ¢(0) = ¢.

Consequentemente, temos

&( t) = Ny no(t) — ZL2,0(t),
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em que Z; = Ay gidy. Para cada p € M, denotamos por ¢;(p) a solugao da EDO

0
a%pt(p) = Zt|<pt(p)

com condic¢do inicial po(p) = p. Pela Proposicao [2.4] as métricas g(t) = ¢}(g(t)) e
aplicacoes ¢(t) = i (p(t)), t € [0,¢), constituem uma solucéo do fluxo Ricci-Harmoénico
modificado com ¢(0) = gg e ¢(0) = ¢o.

Agora provaremos a unicidade de nossa solucao. Suponha que (¢'(t), ¢'(t)), i = 1,2,
sao ambas as solucoes do fluxo Ricci-Harmonico modificado, as quais estao definidas no
mesmo intervalo [0, ), satisfazendo ¢g*(0) = ¢*(0) e ¢'(0) = ¢*(0). Queremos deduzir que
(g (1), d' (1)) = (g*(¢), ¢*(t)) para todo t € [0,€). Provaremos tal fato argumentado por
contradigao. Suponha que (g'(t), #'(t)) # (¢*(t), $*(t)) para algum ¢ € [0,¢). Definimos

o numero real ¢ € [0,¢) por

5= {t €[0,6) : (1), (1) # (4°(1). (1))}

Claramente, (¢'(0), ¢'(0)) = (¢*(9), #*(9)). Seja p; a solugao do fluxo do calor da familia
de aplicagoes ]

%‘Pi = Dgi(.g%t

com condigao inicial ¢} = idy;. Analogamente, denotamos por ¢? a solugio do fluxo do

calor da familia de aplicagoes ¢?

%@f = Ag%),g@?

com condicao inicial ¢} = idy;. Segue da teoria parabdlica que ¢} e ¢? estao definidas em
algum intervalo [§, 0+ £), em que £ é um numero real positivo. Além disso, se escolhemos
€ > 0 suficientemente pequeno, entao ¢} : M — M e ¢? : M — M sao difeomorfismos

para todo t € [0, + €).

Para cada t € [0,d + €), definimos as métricas Riemannianas ¢'(t) em M, i =

bl

1,2
por (p)*(G'(t)) :== ¢'(t) e também as aplicacoes suaves ¢'(t) de M em (N, h), i = 1,2
por (¢})*(¢'(t)) := ¢'(t). Assim segue da Proposicio 2.5/que (3 (t), ¢'(1)) e (§*(¢), 9*(1))

) =
(32(0), #%(9)), a unicidade na Proposicao implica que (§'(t), ¢'(t)) = (§2(t), $%(t))
para todo t € [§,6 + €). Para cada t € [§,d + £), definimos um campo de vetores Z; em

M por

so duas solucdes do fluxo Ricci-Harmonico-DeTurck modificado. Como (§1(6), ¢*(6)

Zt - Agl(t)’gidM - Ag2(t)7gidM.
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Agora pela Proposigao [2.5], temos

0
a@g (p) = Zt|g0t1(p)

0
a%?(p) = Zt‘gof(p)

para todos p € M e todo t € [§,0 + ). Como ¢} = ¢} = idyy, segue que ¢} = p? para

todo ¢ € [0,0 + £€). De posse dessas informagoes concluimos que

g'(t) = (v1)"(3" (1) = (1) (5°(t) = g*(1)

61 (1) =: (21)" (91 (1) = (1) (9*(2)) = &°(2).

O que contradiz a definicao do nimero real 9. O

2.3.2 Soliton Ricci-Harmonico modificado

Nesta secao caracterizamos um soéliton de Ricci modificado como parte de uma
solucao auto-similar do fluxo Ricci-Harmonico modificado, sendo esta, a segunda mo-
tivagao para a introducao dos sélitons de Ricci modificados. Além disso, representa uma
nova caracterizacao para as métricas m—quasi-Einstein.

Admitiremos aqui que a solugao existe e é tinica em tempo curto (fato este provado na
segao anterior para o caso em que M e N sao compactas). Deste modo os sélitons de Ricci
modificados sdo incorporados na defini¢ao de séliton Ricci-Harménico modificado (cf.
Definicao e, pela Proposicao , deduzimos que esse tltimo conceito é equivalente

a uma solugao auto-similar do fluxo Ricci-Harménico modificado (cf. Definicao [2.F)).

Defini¢ao 2.4 Um sdliton Ricci-Harmonico modificado (M, go, X, A\, w, 0, ¢0) € um
séliton de Ricci modificado (M, go, X, A\, w, 8) munido com uma aplica¢io suave ¢q :
(M, go) — (N,h), para alguma variedade Riemanniana fizada (N, h) e uma 1-forma

fixada wy em N satisfazendo

¢E§WN = w,

Ay nto = Lxdo.

(2.28)
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Sabemos que uma solugao auto-similar g(t), t € [0,¢), do fluxo de Ricci é invariante
por scaling de constantes positivas ¢(t) e difeomorfismos 1, de M que variam suavemente
por um parametro temporal ¢t de uma métrica inicial gy, isto é, g(t) := c(t)1; go. Portanto
é razoavel que a familia de aplicagoes ¢(t) : M — N seja definida por ¢(t) := 1} ¢o, para
uma aplicagao inicial ¢q : (M, go) — (N, h).

Definigao 2.5 Dizemos que (g(t),¢(t)), t € [0,¢), € uma solucao auto-similar do fluro
Ricci-Harmonico modificado se existir uma familia a um parametro de difeomorfismos
W, de M satisfazendo 1o = idyy e escalares positivos c(t) variando suavemente em t, tais

que
9(t) = ()i 9o,

P(t) = Voo = ¢o 0 Yy

(2.29)

Inspirado no Lema 2.4 em [I8] referente aos sélitons de Ricci obtemos, de modo
analogo, a relagao entre um soliton Ricci-Harmonico modificado e uma solugao auto-

similar do fluxo Ricci-Harmonico modificado.

O seguinte diagrama sera de grande utilidade na demonstracao do resultado abaixo.

(M, go) =~ (N, h)

Proposigao 2.6 Seja (g(t), (1)), t € [0,¢), uma solugcao auto-similar do fluro Ricci-
Harménico modificado, entao existe uma aplicagdo suave ¢o : (M, go) — (N, h) satisfa-
zendo para uma 1-forma firada wy em N e um campo de vetores X em M, de
modo que (M, go, X, \,w,0) € um séliton de Ricci modificado, isto €, (M, go, X, A, w, 8, ¢o)
¢ um soliton Ricci-Harmonico modificado. Reciprocamente, dado um séliton Ricci-
Harmonico modificado existem familias a um parametro de difeomorfismos 1y de M
e escalares positivos c(t) variando suavemente em t tais que (g(t), (1)), t € [0,¢€), com
g(t) == c(t)igo e d(t) := Yfpo, € uma solu¢io auto-similar do fluzo Ricci-Harmonico

modificado.

Demonstracao: Inicialmente suponhamos que (g(t), ¢(t)), t € [0,¢), é uma solugao
auto-similar do fluxo Ricci-Harmonico modificado. Como 1, é uma familia de difeomor-

fismos de M satisfazendo 1)y = idy; e ¢(t) sdo escalares positivos variando suavemente
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em t, podemos assumir sem perda de generalidade que ¢(0) = 1. Defina w em M por

w = ¢jwn para a 1-forma fixada wy em N. Assim, pela definicdo de w(t) obtemos
w(t) = ¢(t) wn = (¢o oY) 'wn = Vi ppwn = Yiw,

logo

0
—2Ricy, + 20w @ w = ag(t) T d(0)go + % 90,

em que Y; é a familia de campos de vetores gerada pelos difeomorfismos ;. Assim
(M, go, X, \,w, 0) satisfaz a equagao fundamental do séliton de Ricci modificado com
A=W 6 X =Y. Além disso,

0
= EW% o Vi(Ly,90)| = ZLxpo.

t=0 0 t=0

0
Ago,hgbo = Ag(lt),hgb(t) o = a@b(t)

Consequentemente, (M, go, X, \,w, 8, ¢g) é um séliton Ricci-Harmoénico modificado.

Reciprocamente, seja (M, go, X, \,w, 0, ¢g) um sdliton Ricci-Harmonico modificado.
Defina ¢(t) = 1 — 2At, e uma familia a um parametro de campos de vetores Y; em M
por Y; = %

Seja 1), a familia de difeomorfismos gerada pela familia Y3, isto é, Y|y, = %wt (p),
em que p € M e g = idy;. Assim podemos definir as familias a um parametro de

aplicacoes suaves de M a N e métricas Riemannianas em M por
o) :=1ido e g(t) = c(t)¥f go,
respectivamente. Como ¢jwy = w temos
Ui (0w © w) = 047 (Ppwn @ gpwn) = 09(t)" (wy @ wy) = 0w (t) © w(t),

em que definimos w(t) := ¢(t)*wy. Consequentemente temos que (g(t), ¢(t)), t € [0,¢),

é uma solucao auto-similar do fluxo Ricci-Harmonico modificado, pois

0
pn (t) = —2\igo + c(t)¥; (Lrig0) = Vi (—2Ag0 + Lx o)
= Yy (—2Ricy, + 20w ® w) = —2Ricyq) + 20w(t) @ w(t),
bem como
Oh(t) = 0 (Lndy) = —— i (Ludo) = ——ur (A
ad)( ) = Ui (L) = @%( X o) = %%( 90,hP0)

1
— mszgo’h(b(t) == Ag(t),h(b(t)‘
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Capitulo 3

Construcao de quase sélitons de
Ricci com estrutura de produto

deformado

3.1 Condicoes de existéncia para a construcao

Iniciamos esta secao observando que as equagoes de Bishop e O’Neill para o tensor
de Ricci do produto deformado B™ x; F™ também sao verdadeiras quando a fibra tem
dimensdo m = 1 e, neste caso, "Ric = 0.

Deduziremos as equacoes necessarias para a construgao de um quase séliton de Ricci
com estrutura de produto deformado (B™ x ¢ F'™, X, 5\) que, por simplicidade, escreve-
remos quase séliton de Ricci PW (conforme o Capitulo , em que X é o levantamento
horizontal de um campo de vetores X € X(B) e A é o levantamento de uma funcio
A € C*™(B) para o produto. Quando X é o gradiente de uma fungao suave ¢ sobre a
base B, indicamos a tese de Feitosa [23] que trata da construcdo de quase sélitons de
Ricci gradientes PW, e a tese de Matos Neto [38] para uma classificacao das variedades

tipo Ricci-Hessiano que ocorrem nas bases de quase solitons de Ricci gradientes PW.

A partir da equagao fundamental de um quase séliton de Ricci PW obteremos uma
equagao de estrutura para a sua base, que envolve o levantamento da derivada de Lie
de gp na dire¢ao do campo de vetores X e uma expressao para u = u(X, f, \,m), que
fara o papel da possivel constante de Einstein da fibra. Aqui seguiremos procedimentos

analogos aos executados no Capitulo [T}
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Proposicao 3.1 Sejam B" x ¢ F™ um produto deformado, X um campo de vetores suave
e A uma funcao suave em B de modo que (B"™ X s F'™, X, :\) € um quase soliton de Ricci.

Entao, o tensor de Ricci na base € calculado pela equacao
BRic + %ngB — \gp + ?Hf (3.1)
e o tensor de Ricci na fibra satisfaz *Ric = ugr, com p dada por
j= FAf+ (m— DIV = fX(f) + AP (3.2)

Demonstragao: A prova deste resultado é semelhante a prova da Proposi¢ao[I.2], sendo

suficiente utilizar os Lemas [I.1] e[1.2] Inicialmente dados Y, Z € £(B) temos
< 1
PRie(Y, 2) — SHI(Y.Z) = Rie(Y.Z) = 2g(Y.7) = 5 Zzg(Y.2)
1
= Agp(Y,Z) — éngB(K Z),

donde (3.1)) é verificada. Para VW € £(F) vale

Ric(V.W) = 3g(V.W) 2 Zea(V. V)

= APgr(V.W) = Sg(DyX,W) = (V. D X)
= APgr(VW) = FX(Fgr (VW)

Por outro lado,
Ric(V,W) = FRic(V,W) = (fAf + (m = 1)V fI*) gr (V,W).

Logo, ¢ imediato que é verdadeira. 0

De acordo com a Proposigao [3.1] a base de um quase séliton de Ricci PW satisfaz
a equacao e uma determinada expressao p = p(X, f,\,m) é obtida em , 0
que nos motiva considerar uma variedade Riemanniana (B, g) satisfazendo a seguinte

equacao de estrutura

1
Ric + §$Xg = \g+ %VQf, (3.3)

em que f >0, A € C®(B) e X € X(B), com o propdsito de obter uma identidade que
envolva a expressao de pu, e apontando as condigoes que torne B a base de um quase

soliton de Ricei PW.
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Desenvolvendo cada membro da identidade de Bianchi contraida duas vezes
. 1
divRic = édS,

obteremos primeiramente,

divRic = div (——zxg) +dX\ + dlv (V2f) — Qfgd\VfP
= div (__gxg> +d\ ch(Vf, )+ dAf) 2f2d|Vf‘2
= div <——$Xg> +d\+ — (——fxg(vf )+ Adf + —dIVf|2>
+7dAf— 2f2d|Vf|2 (3.4)
Precisaremos da equacio
Lxg(Vf,) = (Vo X) +d(X(f) = VX, ), (3.5)

que pode ser obtida por uma conta direta. Substituindo (3.5 em (3.4)), encontramos

divRic = div (—%fxg) A+ = (—— (Ve X) +d(X(f) — V2f(X, -)))

f
+f)\df+ 2f2d|Vf|2+ fdAf— 2f2d|Vf|2
= div (~5Zxg) + A 71Ty X) - SO + 3K
o+ v+ Raa g
= div (—%Xxg)—kd)\—%(vvf)() + fVQf( )
+2—7}2( — fAX(f) + 2\ fdf + (m — 1)d|V ] + 2fdAf)
= div (—%.i”xg) +dA——f(vva) + fV2f(X )

g (—AUXWUN) + X +dAS) =

+(m = DAV + [AAS + d(fAS) = Afdf).
E conveniente para nos definirmos

p=fAf+ (m =DV = fX(f) + A2 (3.6)
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de modo que, podemos reescrever a expressao

. . . 1 m — 2
divRic = div ( 2$Xg> d)\ 2f(vaX) 2fV f(X,-)
Por outro lado
dS = —d(divX) + nd\ +d (%A f) . (3.8)
Da relagao entre e ) deduzimos a proxima equacao
m i 1 1 i n+m-—2
m _ Mo R

Em particular, se X é o campo gradiente de uma funcgao suave ¢, temos

1 —2
Q_T;zd“ = div(V3p) — —dAgo + %CD\
m
_m . d
stO(Vﬂ ‘) fV f(Ve, ) — 2f2V90(f) If
— Rie(Ve, )+ %dm@ + HTm_Qd)\
3 (Vo) = SV (Vi) = 5 Vel )]
= Lavepraade 1 tang P20 1 i (Twg)
- TtV LR R 2\ )
reagrupando,
dp = “’% (d (A(p — |V|* + ?w(f) +(n+m— 2)A) + 2Adso> 7 (3.10)

a qual também pode ser obtida durante a demonstragao da Proposigao 2.3 de [23]. Ainda

em [23] foi provado o seguinte resultado:

Proposicao A [23] Seja M = B™ x ;F™ um produto deformado e duas fun¢oes suaves
€ C*°(M) e A € C®(B) tais que (B"™ X; F™, Vi, \) seja um quase soliton de Ricci
gradiente, com H(Vy) € £(B) e V(Vy) € £(F). Entao ¢ = ¢ para alguma fungdo
p € C°(B) e a equagao

—2/\dg0—|—d((2—m—n)/\+ V|2 — Ap — %Vgp(f)) — 0, (3.11)
é vdlida para as funcoes f, p e A definidas em B.
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Observagao 3.1 No contexto da Proposicao A podemos usar nossa Proposi¢ao|3.1] para
garantir que a fibra do produto deformado M = B"™ x; F™ ¢é de fato uma variedade de
Einstein, com ¥ Ric = ugr e p dada por . Ademais, pelas equacoes e ,
1 € constante. Para o caso nao-gradiente, a dificuldade estd na obtencao de uma equacao

do tipo (3.11)). Por isso assumiremos a nulidade da equagao (3.13) abaixo.

Proposicao 3.2 Sejam (B", g) uma variedade Riemanniana, f > 0, X fungoes suaves

e X um campo de vetores suave satisfazendo

Ric + %gxg = \g+ %Wf (3.12)
€
div (2 2eg ) —2d(divi)+ T2 (e X = T R(X = X (f)df = 0
AT Bk 2 of WV VI 2F DYP -

(3.13)
Entao = fAf+ (m —1)|Vf]*> = fX(f)+ \f? é uma constante.

A Proposicao torna possivel generalizar o Teorema do Capitulo [1] para o

contexto deste capitulo.

Teorema 3.1 Seja (B™, gp) uma variedade Riemanniana completa com um campo de
vetores suave X e duas funcoes suaves f > 0, A\ satisfazendo as equacoes €
(3.13). Entao, tomando a constante p = fAf + (m — V)|V f]? — fX(f) + Af? e uma
variedade Riemanniana completa F™ com tensor de Ricci "Ric = ugr, obtemos que

(B™ Xy Fm X, 5\) ¢ um quase séliton de Ricci PW.

Demonstragao: Pelas hipoteses sobre a funcao f e o campo de vetores X podemos
concluir pela Proposigao|3.2|que a expressao p dada por (3.6)) é constante. Tomando uma
variedade de Einstein (F™, gr) com tensor de Ricci fRic = pugr, podemos considerar o
produto deformado (B™ x; F™, g), com g = 7*gp + (f o w)*0*gr. Esta variedade tem
uma estrutura de quase séliton de Ricci. De fato, observamos inicialmente que a equagao
fundamental
Ric+ %fXg =g

é satisfeita para todos Y, Z € £(B), pelos fatos: pullback pela m da equagao (3.12)),
Leg(Y, Z) = Lxgp(Y, Z), H(Y,Z) = V2f(Y, Z) e parte (i) do Lema .
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Para o caso em que Y € £(B) e V € £(F) usamos X € £(B) e parte (i) do Lema
para verificar que L3 g(Y,V) = g(Dy X, V) +¢(Y, Dy X) = 0. Assim, pela parte (i7)
do Lema [l1.2 a equacao fundamental é novamente satisfeita.

Finalmente, para V, W € £(F) temos pela defini¢ao de u e parte (ii7) do Lema

que

Ric(V.W) = puge(V,W) = (fAf+ (m = 1)V f[*)gr(V.W)
= (AP = JX(N))gr(V,W)

_ (A _ %XU)) g(V, ).

Por outro lado, a equacao
X
Leg(V, W) = 2%;1(% w)

nos permite concluir que a equacao fundamental é novamente satisfeita, o que completa

a prova do teorema. 0

3.2 Exemplo de sdéliton de Ricci nao-gradiente PW

expansivo

Finalizaremos esta tese aplicando o Teorema obtendo uma classe de sélitons de
Ricci nao-gradientes PW expansivos, cuja base é o espaco hiperbdlico H" em seu modelo
de produto deformado, conforme o Corolario [3.1] Salientamos ainda que é possivel
introduzir a referida estrutura mesmo o campo de vetores X sendo também dependente
da fibra, a qual sera apresentada antes do nosso exemplo.

A variedade Riemanniana que motiva o nosso exemplo ¢ o grupo de Lie soltvel Sol?,
cuja estrutura de séliton de Ricci nao-gradiente foi descoberta por Baird-Danielo [2].

Lembre que Sol® é o espaco euclidiano tridimensional R® munido com a métrica
Riemanniana

Gsors = da? + ¥ da? + e_%ldxg.

Isto nos permite interpretar Sol® como o duplo produto deformado R X «; R X .-+, R, ou
ainda, como H? X, R, visto que R X, R é um modelo de produto deformado para

H?.

20



Por um cdlculo direto, o tensor de Ricci de Sol® é dado por
SoPRic = —2dx?.

Queremos encontrar uma estrutura de séliton de Ricci sobre Sol®>. Com este fim,
escolhemos o campo de vetores suave X = a0, + bxyds + cx305 em Sol®, com a,b e
¢ constantes. Tal campo nao é gradiente, desde que escolhamos constantes b e ¢ nao

simultaneamente nulas, pois

X = Gsors (X, ) = doy(X)dzy + 2" dry(X)dry + e 2 das(X)dws

= adry + be* xodry + ce 2 xsds,
e por derivacao exterior
dX" = 2be* woday A dxy — 2ce P gaday A das # 0,

mostrando que a 1-forma dual X° = ggys(X,-) ndo é fechada. Portanto, X ndo pode

ser gradiente.

Resta calcular Zxggq3. Vejamos:

Lxgsop = Lx(dr)) @ dry + dry @ Lx(dry)
+ X (e*)das + ¥ Lx (day) @ dry + " dry @ Lx (dry)
X(e7*)da3 + e > Lx (dws) @ ds + e " dry © Lx (dws)
= d(X(11)) ®@dxy + dr; @ d(X(x1))
+26*" X (21)da; + € d(X (22)) ® day + €27 dy ® d(X (22))

_|_

—2e 7?1 X (11)da3 + e > d(X (13)) @ ds + e " drs @ d(X (x3))
= 2ae*"'dx3 + ¥ d(bxs) ® dag + * dwy @ d(bwy)
—2ae” " dx; + e " d(cr3) ® dwz + e dwz @ d(cxs)

= 2(a+b)e* dx; + 2(c — a)e *'dx3.

Logo
1
SoPRic + 5.,%(95013 = —2dz] + (a + b)e* d; + (c — a)e **'dx3,

o que nos leva tomar A = =2 ea+b=c—a= —2, e assim (Sol*, X, \) é um sdliton de

Ricci nao-gradiente.
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Neste exemplo H? é a base do produto deformado, mesmo existindo a possibilidade
de o campo de vetores X ser também dependente da fibra R, o que ocorre quando ¢ é

nao-nula.

Agora iremos generalizar o exemplo obtido em Sol®. Aqui, diferentemente do Capitulo
[2, serd conveniente escrever o somatdrio.

Sejam n > 2 e m > 1 inteiros, (21,...,ZTn, Y1, ..., Ym) € R™™ e escreva M"™™ para
denotar a variedade Riemanniana

(]R"””, da? + erlzd:cf + e‘lezdyi> ,

i=2 a=1
a qual é isométrica a H" X, =, R™, pois R X, R*™! é um modelo de produto deformado
para o espaco hiperbdlico H".

Aproveitando a estrutura de produto deformado sobre M™*™, podemos utilizar as

equacoes do Lema para deduzir que

Mpic = "Ric — %V%*xl + B""Ric — (e’:"“lArf:Dl + (m — 1)]Ve’“\2)an+m
= —(n—1)(da} + ™ Z dz?) — m(daf — ™ Z dz?)
i=2 i=2
—(=(n—=2)e® 4 (m — 1)e ") Zdyi
a=1

= —(n—l—m—l)dajf—(n—m—l)eQwIde?+(n— —1e 2””1z:dya,

em que na primeira igualdade as duas primeiras parcelas referem-se ao tensor MRic
quando atua em campos horizontais, enquanto que, nas duas ultimas parcelas, em cam-
pos verticais.
n m
Definimos o campo de vetores X = ad; + bE x;0; + CE YaOn, €m que a,b e c

=2 a=1
sao constantes com b e ¢ nao simultaneamente nulas, de modo que M"™*™ admita uma

estrutura de soéliton de Ricci nao-gradiente. Para isso, calculamos primeiramente

Dxgn = Lxlda?) + Lx (62“ i dx?) + ZLx (e*% ij dyi)
i=2 a=1

= d(X(7))) ® dzy + dz, @ d(X(71))

n

P2 X () S da? + B (X ) @ s+ s © d(X ()

=2 =

2 X (1 Z dy? + e (d(X (Ya)) @ dyo + dya @ d(X (ya))).

a=1
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Pela expressao de X, obtemos

n

Dxgir = 2ae*™! Z dx? + > Z (d(bz;) @ dz; + da; @ d(bx;))

=2
—2ae”*" Y "dyd 4+ e (d(eya) @ dya + dya ® d(cya))
a=1 a=1
= 2(a+b) 2”12dx +2(c Qxlzdya
=2
Em seguinda, calculamos
Mp,; 1 2 2z - 2
ch+§$XgM = —(n+m-—1)dzi+(a+b—n+m+1)e 1Zd%
i=2
+(c—a+n—m—1e 2“Zdya,
o que nos leva a escolher A= —(n+m—1),a+b=—-2mec—a=—2(n—1).

Analogamente, como no exemplo do Sol®, a 1-forma X" nao é fechada, pois

X = gu(X,) =) Gidri(X)d; + > Gapdya(X)dys

ij=1 a,f=1
= guda(X)dzy + > gadr(X)dz; + Y Joadye(X)dya
i=2 a=1

= adzy + be*™ Z z;dx; + ce 2 Z YadYe,

1=2 a=1

Por derivacao exterior

dX’ = 2be*™ Z z;dry A dx; + —2ce Z Yodr1 A dy, # 0.

=2 a=1
E, novamente, o campo de vetores X nao pode ser gradiente. Além disso, ele pode

depender da fibra quando ¢ # 0.

Observacao 3.2 Na métrica euclidiana

= i du; + i dy;
=1 a=1

o campo de vetores X € o gradiente da fun¢ao suave u € C°(R™™) definida por

b — 2, C S 2
u($17.--,xn7y17""ym)_axl—f_iiz:;mi+§az_:1ya7
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visto que

X’ = 9o(X, ) = adxy + beidxi + cZyadya = du.

i=2 a=1

O exemplo de séliton de Ricci nao-gradiente PW (M"+™, X, \), obtido anteriormente,
nos informa como aplicar o Teorema 3.1 Assim, apresentamos uma classe de sélitons de
Ricci nao-gradientes PW expansivos, cuja base é o espaco hiperbélico H" num modelo de
produto deformado, tendo como fibra uma variedade Riemanniana completa (F™, ggm)

com tensor de Ricci identicamente nulo.

Corolario 3.1 Sejam H", n > 2, o espaco hiperbdlico em seu modelo de produto defor-

mado .
H" = <]R”, dr] + e*"1 Z dx?),
i=2

e (F™, gr), com m > 1, uma variedade Riemanniana completa satisfazendo "Ric = 0.
Entao (H™ x; F™, X, A) tem uma estrutura de séliton de Ricci nao-gradiente expansivo

com A =—(n+m—1), em que
flrg,...,z,) =€ e X:2(n—1)01—2(n+m—1)2x1~8¢.
i=2

Demonstracao: Devemos verificar que a escolha de f, X e ) satisfazem as equacoes

(3-12)) e (3-13) da Proposigao[3.2, nos restando apenas aplicar o Teoremal|3.1| para concluir

0 nosso resultado.

A equagdo (3.12) é automaticamente verdadeira, pois estamos tomando ¢ = 0 na

construgao anterior.

Calculamos cada parcela do lado direito da equacao (3.13]) com o objetivo de mostrar

que dp = 0.

(1 N PES
div (§$Xan) = —2mdiv (62 ! ; d:c?)
= —2me*™ Z div(dz; ® dz;) — 2m Z dz;(Ve*™)d;.
i=2 1=2

Como, para dada u € C*°(M), vale a identidade

1
div(du ® du) = Audu + d|Vul*,
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obtemos

(1 e 1
div <§$Xan) = —2me*™ Z (Axidxi + §d|in|2)

=2

- me** Z Az;dx; — me*™ Z d|Va;|?

_ 29:1§ d *2961 = ImeTle *2115 dx;

= 2m(n— 1)dx1. (3.14)

As demais parcelas seguem de calculos diretos. De fato,

I 1 1 1 o o NS g2
—§d(d1VX) = —§d (tr (2$X9Hn)>— 2d (tr( 2me ;d%))

= md (62‘“ Zn: da? (e "0}, e“@)) =md (Zn: (5z‘j)2)

i,j=2 1,j=2

= 0, (3.15)

n b
% (vaX)b = (2677_1331 v(feleé)l) (Q(n — 1)(91 — 2(n +m — 1) A ZE&Z))

n b
= (m(n +m—1) Z xi&-)

= m(n+m— 1) Zmidx,», (3.16)
m m
) = a0 e S e
= —m(n —1)dz; —m(n+m—1)e*” Z x;dx;(0;)dx;
1,)=2
= —m(n —1dz; —m(n+m—1)e*” Z xidx; (3.17)
e
m m —T —x _ m —x1\2
_Q_ng(f)df = _26_2961 X(G l)d(e 1) - _6—2301 (n - 1)<_€ 1) dry
= —m(n—1)dz;. (3.18)
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Como A é constante, somamos as equagoes de (3.14]) a (3.18) para concluir que du

identicamente nula, donde u é constante. Por outro lado,

po= fAf+(m =1V = fX(f)+Af*
= —(n—2)e " +(m—1)e 2 +2(n—1)e? —(n+m—1)e 2 =0.

Finalmente, tomando F™ uma variedade Riemanniana com “Ric = 0, entdo
(]HI” x; F™ X, —(n+m — 1))

¢ um soliton de Ricci nao-gradiente PW expansivo pelo Teorema |3.1 0
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