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Resumo

Este trabalho tem como principal objetivo estudar variedades Riemannianas compactas
de dimensao 4, com curvatura seccional biortogonal positiva bem como a parabolicidade
de sélitons Ricci-harmonicos. Na primeira parte do trabalho, obtemos teoremas de clas-
sificagdo para subvariedades com curvatura biortogonal positiva. Além disso, usamos o
conceito de curvatura biortogonal para obter uma condicao de pinching a qual garante
que uma variedade compacta de dimensao quatro seja definite. Na parte final do tra-
balho, estudamos a parabolicidade de sélitons Ricci-harmonicos steady nao-compactos.
Mostramos que, sob uma condicao de pinching na curvatura escalar, todo séliton Ricci-
harmoénico completo nao-compacto tem no méaximo um fim nao-parabdlico. Além disso,
obtemos estimativas para o volume das bolas geodésicas dos sélitons Ricci-harmonicos

steady.

Palavras-chave: curvatura biortogonal, curvatura isotrépica, half-conformemente flat,

soliton Ricci-harmonico.



Abstract

The purpose of this work is to study four-dimensional compact Riemannian mani-
folds with positive biorthogonal (sectional) curvature and parabolicity of steady Ricci-
harmonic solitons. In the first part, we obtain classification theorems for submanifolds
with positive biorthogonal curvature. Moreover, we use the concept of biorthogonal
curvature to obtain a pinching condition which ensures that a compact four-manifold
is definite. In the third part, we show that, under a pinching condition on the scalar
curvature, a noncompact Ricci-harmonic soliton has at most one end. In addition, we

obtain volume estimates for the geodesic balls of steady Ricci-harmonic solitons.

Keywords: Biorthogonal curvature, isotropic curvature, half-conformally flat, Ricci-

harmonic soliton.
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Introducao

Este trabalho divide-se em quatro partes. No Capitulo 1 apresentamos alguns requesitos
bésicos para uma boa compreensao dos capitulos seguintes, dentre os quais destacamos
a decomposicao ortogonal do tensor curvatura de Riemann, a decomposicao do tensor de
Weyl nas suas partes auto-dual e anti-auto-dual em dimensao 4 e a curvatura biortogonal.
Nos capitulos 2, 3 e 4 apresentamos os resultados obtidos.

Durante décadas, muitos matematicos investigaram as estruturas topologica e dife-
renciavel de subvariedades Riemannianas em esferas e espacos Euclidianos, obtendo uma
série de resultados interessantes. Por exemplo, destacamos o seguinte teorema obtido

por Lawson e Simons.

Teorema 1 (Lawson-Simons, [48]) Seja M™ com n > 4, uma subvariedade Rieman-

niana de dimensao n orientada, compacta na esfera unitdria S™*P.

1. Sen =4, e a sequnda forma fundamental o de M* satisfaz ||||? < 3, entdo M* é

uma esfera homotopica.

2. Sen > 5, e a sequnda forma fundamental o de M™ satisfaz ||a||* < 2v/n — 1, entdo

M™ ¢ homeomorfa a uma esfera.

Esse resultado foi estendido por Leung [49] e Xin [77] para subvariedades compactas em
espagos Euclidianos, e posteriormente Asperti e Costa [I], obtiveram um novo critério
para o anulamento do grupo de homologia de subvariedades compactas da esfera e

espagos Euclidianos.

Lembramos agora que uma variedade Riemanniana (M", g) compacta (sem bordo) é

dita ser d—pincada se as curvaturas seccionais satisfazem

1> K >6.



Nesse sentido, Xia [20] provou em 1997, que uma subvariedade Riemanniana, com-
pacta, simplesmente conexa, isometricamente imersa em uma variedade Riemanniana

d—pincada, onde a segunda forma fundamental satisfaz

4 1
| |?< 5(5 - 1)
para todo vetor unitario v em M, deve ser homeomorfa a uma esfera. Em [35], Gu e Xu
mostraram que uma subvariedade M3 de dimensao 3, compacta, simplesmente conexa
de uma variedade Riemanniana M satisfazendo uma condicdo envolvendo a curvatura
média e a curvatura escalar, deve ser difeomorfa a esfera S”. Em 2009, Xu e Zhao [7§]
provaram que uma subvariedade de dimensao n, compacta orientada de uma variedade

Riemanniana 6(> })—pin¢ada satisfazendo

4 1
(v, v)|* < 5(5 — Z)’ para qualquer vetor unitério v € T, M,

deve ser difeomorfa a um espago forma esférico. Depois, Gu e Xu [37] provaram que
uma subvariedade completa M"™ de uma variedade Riemanniana (n + m)—dimensional
N™™ gatisfazendo _—

1— n“H

_Kmax + TR

4 ) n—1

onde H é a curvatura média de M", é difeomorfa a um espaco forma esférico ou a R™.

8
o] < g(Kmin -

Assim, obter condigoes sob a curvatura para garantir que uma variedade Riemanniana
compacta seja difeomorfa a uma esfera é definitivamente um problema interessante em
geometria.

Recentemente, Ribeiro e Costa [27] usaram a nogao de curvatura biortogonal para
obter alguns teoremas de esfera. Em particular, eles melhoraram a constante de pinching
usada em alguns trabalhos anteriores.

Antes de prosseguir, recordemos o conceito de curvatura seccional biortogonal: para
qualquer plano P C T,M em um ponto p € M*, a curvatura biortogonal de P é dada
pela seguinte média das curvaturas seccionais
K(P) + K(P*)

), )

onde P+ é o plano ortogonal a P. Em particular, para cada ponto p € M*, tomamos o

K*(P) =

minimo das curvaturas biortogonais para obtermos a seguinte funcao

1
Kmin

(p) = min{ K*(P); P é um plano em T,,M}. (2)



Como mencionado em [20] a soma de duas curvaturas seccionais em dois planos ortogo-
nais aparece nos trabalhos de Noronha [64] e Seaman [71]. Vale ressaltar que a positivi-
dade da curvatura biortogonal é uma condicao intermedidria entre curvatura seccional
positiva e curvatura escalar. Existe uma consideravel literatura sobre o assunto e para

um bom entendimento indicamos, por exemplo, [0, 26l 27, 28] 64 [71].

Um famoso resultado obtido por Tachibana [76] assegura que uma variedade Einstein
(M™, g) com operador de curvatura positivo possui curvatura seccional constante. Além
disso, ele também provou que se (M", g) possui curvatura nao-negativa, entao M" é
localmente simétrica. Agora, recordamos que uma variedade Riemanniana M", n > 4,

possui curvatura isotropica positiva se
Ry313 + Rig14 + Rozoz + Raoass — 2R1934 > 0,

para todo referencial {eq, ez, e3,e4} de M. A nogao de curvatura isotrépica foi introdu-
zida por Micallef e Moore [56]; eles provaram que uma variedade compacta com curvatura
isotrépica positiva é homeomorfa a uma esfera. Micallef e Wang [55] estenderam o resul-
tado de Tachibana para n = 4 mostrando que uma variedade de Einstein de dimensao
4 com curvatura isotropica nao-negativa ¢ localmente simétrica. Recentemente, esses
resultados foram estendidos em duas dire¢oes importantes. Primeiramente, por meio de
uma andlise de convergéncia para o fluxo de Ricci, Bohm e Wilking [15] provaram, para
n > 4, que variedades com operador de curvatura positivo sao espacos formas. Depois,
Brendle [9] estendeu o resultado de Micallef e Wang para dimensdes n > 4. Mais pre-
cisamente, ele provou que se (M", g) é uma variedade Einstein, n > 4, com curvatura
isotrépica positiva, entao ela é localmente simétrica. Além disso, Costa e Ribeiro Jr
[26], mostraram que S* e CP? sdo as tnicas variedades de dimensiao 4 compactas, sim-
plesmente conexas satisfazendo K+ > £ > 0. Enquanto Bettiol [6] mostrou que $* x S?
admite uma métrica com curvatura biortogonal positiva.Tendo como motivacao as ideias
desenvolvidas por Ribeiro e Costa [26], 27], Gu e Xu [35], 136, 37], bem como as de Xu e
Zhao [78], investigamos no Capitulo 2 teoremas da esfera para subvariedades sob certas
condigoes envolvendo a curvatura biortogonal. Agora enunciamos o primeiro resultado

deste trabalho.

Teorema 2 Seja M* uma subvariedade compacta de dimensao 4, simplesmente conezxa,

imersa isometricamente em uma variedade Riemanniana 6—pingada. Entao M* € dife-



omorfa a uma esfera S*, desde que seja vdlida uma das sequintes condigoes:

1. JJa(v,v)]|?* < K

min

—5(1—=9), para qualquer v e T,M* ;

2. ||lof|? < 4K, +46+8H*— %, onde H e R denotam a curvatura média e a curvatura

escalar de M*, respectivamente.
Como consequéncia deste resultado temos o seguinte corolario.

Corolario 1 Seja M* uma subvariedade riemanniana compacta de dimensao 4, sim-

plesmente conexa, imersa isometricamente em uma esfera canonica S™. Suponha que

lo(v, ) < K

para qualquer vetor tangente unitdrio v em M*. Entdo M* é difeomorfa a esfera S*.

No Teorema 13 de Gu e Xu [35], foi mostrado que uma subvariedade compacta de

. ~ . . . vl . ~ .
dimensao 3, em uma variedade Riemanniana M de dimensao n, satisfazendo
2 _ o7 9.0
llo||” < 2Kmm+§H ,

deve ser difeomorfa a um espaco forma esférico. Motivado por este resultado, con-
sideramos uma hipersuperficie compacta, simplesmente conexa M? de uma variedade

compacta N* de dimensao 4 e estabelecemos o seguinte resultado.

Teorema 3 Seja M3 uma hipersuperficie compacta simplesmente conexa de uma vari-

edade N* compacta de dimensdo 4. Suponha que

— — 9
lo* < 4K iy — 2 + 5 H,

onde Kmax € 0 valor mdzimo da curvatura seccional de N*. Entdo M3 € difeomorfa a

S3.

Em [64], Noronha obteve alguns resultados de classificacdo para variedades compactas
de dimensao 4 com curvatura seccional nao-negativa. Por exemplo, ela mostrou que se
[W=]|? > —(wy )£ e a parte auto-dual do operador de Weitzenbiock F'* possui autovalor
negativo em algum ponto de M*, entao W~ = 0, onde W~ é a parte anti-auto-dual
do operador de Weyl, o qual sera explicitado posteriormente. Neste caso, a curvatura

escalar R nao pode ser constante (veja [64]).

Os dois seguintes teoremas, o primeiro obtido por Brendle [10] e o segundo, obtido

por Brendle e Schoen [I1] serao utilizados em nosso préximo resultado.



Teorema 4 (Brendle) Seja (M, g,) uma variedade Riemanniana compacta de dimensdo

n > 4. Assuma que
Rizi3 + A Rigia + Roszoz + A Rogag — 2ARy234 > 0

para todo referencial {eq,es,e3,e4} € todo A € [—1,1]. Entao, o fluro de Ricci normali-

zado com métrica inicial g,,

0

] 2
o (t) = —2Ricyq) + Erg(t)g<t)a

existe para todo tempo e converge para uma métrica de curvatura constante quando

t — 00. Aqui ryy denota a média da curvatura escalar de g(t).

Teorema 5 (Brendle - Schoen) Seja (M, g,) uma variedade Riemanniana compacta,
localmente irredutivel, de dimensaon > 4. Assuma que M xR? possui curvatura isotrépica

nao-negativa, isto €,
Risis + A’ Riga + 11 Rasos + A p1° Rogoy — 2A R34 > 0

para todo referencial {ey, eq,€3,e4} € para todo \, u € [—1,1]. Entdao, uma das sequintes

afirmagoes ocorre:

1. M é difeomorfa a um espaco forma esférico.

2. n = 2m e o recobrimento universal de M ¢é uma variedade Kaler biholomorfa a

CPp™.
3. O recobrimento universal de M € isométrico a um espaco simétrico compacto.

Combinando esses resultados com um teorema obtido por Noronha podemos fornecer

a seguinte classificacao.

Teorema 6 Seja M* uma subvariedade Riemanniana compacta de dimensdo 4, em uma

. . . N . ~ .
variedade Riemanniana M~ de dimensao n, satisfazendo

— 16 R
ol < 2(Ronin + K ) + 5 H? = 5 3)

Entao temos:



1. Se M* € orientada, AW = 0 (para detalhes sobre esta condi¢io veja [6)]) e

W2 > —(wy) %, entdo uma das sequintes afirmagées ocorre:

(a) M* é conformemente equivalente a S*, ou seu recobrimento universal é R* ou

S* x R com suas métricas canonicas.
(b) O recobrimento universal de M* é S*xS?, onde S* possui curvatura constante.
(c) M* € isométrica a CP2.
(d) M* ¢ anti-auto-dual e negativa definite.

(e) M* é auto-dual e a curvatura escalar ndo é constante.
2. Se M* ¢ localmente irredutivel, entdo uma das sequintes afirmagoes ocorre:

(a) M* ¢ difeomorfa a um espago forma esférico.
(b) O recobrimento universal de M* é uma variedade Kahler biholomorfa a CP2.

(¢c) O recobrimento universal de M* é isométrico a um espago simétrico compacto.

3. Se a desigualdade (@ é estrita, entdao M* € difeomorfa a um espaco forma esférico.

Além disso, se M* € simplesmente conexa, entao M* € difeomorfa a S*.

Em 1951, Rauch [65] provou que uma variedade Riemanniana compacta, simples-
mente conexa d—pingada (0 ~ 0,75) é homeomorfa a uma esfera S™. Depois, Berger [2]
obteve o famoso Teorema da Esfera Topoldgica, o qual diz que uma variedade Riemanni-
ana compacta, simplesmente conexa, cujas curvaturas seccionais estao todas no intervalo
(3, 1] é necessariamente homeomorfa a uma esfera. Recentemente, Brendle e Schoen [14]
melhoraram o resultado de Berger mostrando que, sob as mesmas condi¢oes, uma tal
variedade deve ser difeomorfa a uma esfera, resultado que ficou conhecido como o Teo-
rema da Esfera Diferencidvel (para mais detalhes veja [13]). Inspirado pelo Teorema da
Esfera Topoldgica, Berger [3] provou que, para n par, existe um numero real £(n) (cujo
valor é desconhecido) tal que se M™ ¢ (; — e(n))—pincada, entdo M é homeomorfa a
S™ ou difeomorfa a um espago forma esférico de posto 1. Esses resultados estimularam
muitos trabalhos interessantes. Nas tltimas décadas, muitos matematicos tém estudado
variedades Riemannianas compactas de dimensao 4 sob alguma condi¢ao de pinching

sobre a curvatura.



Ressaltamos que, em dimensao 4, o fibrado das 2—formas pode ser decomposto como
A2 = AT ® A, onde AT = {w € A% xw = +w}, e x : A2 — A? é o operador estréla
de Hodge. Segue que o espaco das 2—formas harmonicas H? pode ser decomposto como
H? = H*® H~, onde H* Cc A* Consequentemente, o segundo ntimero de Betti b, pode
ser decomposto como by = b* + b~ onde b* = dimH™*. Diante disso, dizemos que uma
variedade de dimensao 4 é positiva definite (respectivamente, negativa definite) se b~ = 0

(respectivamente se b™ = 0). Caso contrario serd chamada de indefinite (veja [4]).

Bourguignon [8] mostrou que uma variedade Riemanniana 5 —pingada de dimensao

4, é sempre definite. Além disso, Ville [75] mostrou que sob essas condigbes temos
1
(0] < 2x(M), (@

onde 7(M) é a assinatura e x(M) é a caracteristica de Euler de M*, e entdo por um
argumento classico, concluimos que M* é simplesmente conexa e o segundo nimero
de Betti satisfaz by < 1. Assim, usando um teorema de classifica¢do de Freedman [34]
conclui-se que M* é topologicamente uma esfera S* ou o espaco projetivo complexo
CP?. Em [69] Seaman provou que uma variedade Riemanniana d-pincada, de dimensao

4, fechada e conexa, deve ser definite quando

1
5> A~ 0.1714.

(300+3-21/5%) +1

Além disso, seguindo as ideias desenvolvidas por Ville [75], Ko [45] provou que, sob
esta condicdo, M* é topologicamente S* ou CP?. Lembramos ainda que o operador de
Weyl W também pode ser decomposto como W = W+ + W~ onde W* : AT — A+
sao chamados de partes auto-dual e anti-auto-dual de WW. Nesse contexto, no Capitulo
3, tomando como base técnicas desenvolvidas em [66], usamos a nogao de curvatura

biortogonal para estabelecer o seguinte resultado.

Teorema 7 Seja (M*,g) uma variedade Riemanniana de dimensdo quatro, compacta,

orientada, conexa satisfazendo

Kt > L
~ 243\ + R)’

onde A1 é o primeiro autovalor do Laplaciano. Entio M* é definite.

Como consequéncia de um trabalho de classifica¢ao de Freedman [34], obtemos o seguinte

corolério.



Corolério 2 Seja (M*,g) uma variedade Riemanniana de dimensao 4, simplesmente
conexa, orientada satisfazendo

Kt > L
o 24(3)\1 + R)7

onde N\ € o primeiro autovalor do operador Laplaciano. Entio M* é homeomorfa a S*

ou uma soma conexa de espacos projetivos complexos, CP?f - - - $CP? (by vezes).

No Capitulo 4, estudamos a parabolicidade dos sélitons Ricci-harmonicos. Sélitons
Ricci-harmonicos tém origem no fluxo Ricci-harménico introduzido por Miiler [57, 5§].

Mais precisamente, provamos o seguinte resultado.

Teorema 8 Considere ((Mm,g), (N h), &, f) um soliton Ricci-harmonico gradiente
steady completo e nao-compacto, tal que Ry > k > 0, para alguma constante k. Entdao

M € nao-parabolica.
Com o auxilio do teorema anterior, provamos o seguinte resultado.

Teorema 9 Seja ((Mm,g), (N™ h), ¢, f) um soliton Ricci-harmonico gradiente steady
completo nao-compacto tal que Ry > k > 0, para alguma constante k. Suponha que u é

wma fung¢ao harmonica em M com [, |Vu|* < co. Entio u € uma fungdo constante.
Como consequéncia, obtemos o seguinte corolario.

Corolario 3 Seja ((Mm,g), (N™ h), ¢, f) um soliton Ricci-harmonico gradiente ste-
ady completo nao-compacto tal que Ry > r > 0, para alguma constante k. Entao M™

possui no mdximo um fim nao-parabolico.

Finalizando o Capitulo 4, apresentaremos um resultado de crescimento do volume das bo-
las geodésicas em sélitons Ricci-harmonicos gradiente steady completos nao-compactos,

Como segue.

Teorema 10 Seja ((Mm,g)7 (N™ h), ¢, f) um soliton Ricci-harmonico gradiente ste-
ady completo nao-compacto . Entao existem constantes Cy, C1, C3 e rg > 0 tais que

para qualquer r > rq
C1e%V" > Vol(B,(r)) > Cor. (5)



Capitulo 1
Preliminares

O objetivo deste capitulo é apresentar alguns requesitos béasicos para um bom enten-
dimento dos capitulos seguintes. Como de costume, (M",g) denotard uma variedade
Riemanniana de dimensao n, com métrica g e conexao de Levi-Civita V. Ademais, de-
notaremos o espago dos campos suaves sobre M por X(M). O espago das fungoes suaves

sobre M denotaremos por C*°(M).

1.1 Notacoes e alguns tensores Riemannianos

Seja (M*, g) uma variedade Riemanniana. Sempre que nao houver dividas utilizaremos
a notacao ¢(X,Y) = (X,Y), para o tensor métrico. Recordamos que o tensor curvatura

de Riemann é o (1,3)—tensor Rm : X(M) x X(M) x X(M) — X(M) definido por
Rm(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ — Vixy]Z, para todos X,Y,Z € X(M).

Usando o tensor métrico podemos ver este tensor como um (0, 4)—tensor, cuja notagao
adotaremos para ser a mesma. A versao (0,4) é o tensor Rm : X(M) x X(M) x X(M) x
X(M) — C*°(M) dado por

Rm(X,Y,Z, W)= (Rm(X,Y)Z,W).
E bem conhecido que o tensor de Riemann possui a seguinte decomposicao

Rm=W +

R
c— — ——— 1.1
5 (Ric n9)®9+2n<n_1)9®9, (1.1)



1.2 Curvatura em dimensao 4

onde ® é o produto de Kulkarni-Nomizu. Recordamos que o produto de Kulkarni-
Nomizu se utiliza de dois (0,2)—tensores simétricos T} e Ty e gera um (0,4)—tensor

Ty ® Ty, com as mesmas simetrias do tensor curvatura, como segue
T1®T2(LF, Y, =, w) = Tl (I‘, Z)T2(y7 'LU) _Tl(y7 Z)T2('T7 w)_Tl (:Ca w)T2(y7 Z>+T1 <y7 U))TQ(I', Z)a

para todos z,y, z,w € X(M). A decomposigao do tensor de Riemann, em coordenadas,

¢é dada por
1
Riji = Wik + m(Rikgjl — Rjrga + Rjugik — Ragjr)
_ R (gingit — Gingit)
(TL _ 1)(n — 2) gik9ji gjik9it)-

1.2 Curvatura em dimensao 4

Em dimensao 4, existem algumas propriedades especiais relacionadas ao tensor cur-
vatura. Comecaremos revendo alguns fatos sobre o operador estrela de Hodge %, em
dimens@o n. Seja M™ uma variedade Riemanniana orientada e dV € A™(T*M,) o ele-
mento de volume Riemanniano de M. O operador estrela de Hodge * : AF —s A"F ¢

uma isometria do espago das k—formas para o espago das (n — k)—formas definido por
a N *f = (o, B)ardV,
onde «, 3 € A*. Uma propriedade conhecida do operador * de Hodge é que
= (=)L

onde I : A2 — A? ¢ operador identidade. Em particular, em dimensao 4, com k = 2,
temos * : A2 — A% e ¥ = I. Como consequéncia, o espaco das 2—formas é decomposto

como
AN =ATp A,
onde AT é o auto-espaco do operador * de Hodge associado ao autovalor +1. Esta

especial coincidéncia que ocorre em dimensao 4, permite associar, a cada (0,4)—tensor

T satisfazendo

T(x,y,zt) = =T(y,z,2,t)=-T(x,y,t,z)
T(x7 y7 Z7t) = T(Z7 t? x? y)?

10



1.2 Curvatura em dimensao 4

um operador simétrico 7 : A2 — A2, do seguinte modo: seja {e;}iz1,...n, uma base
ortonormal orientada para 7,M. Usando a convencao de Einstein, denotamos uma 2-
forma por w = %wijei A€’ onde w;; = w(e;, e;) e definimos
1
(Tw)i; = §V[/ijklwkl~

Reciprocamente, qualquer operador simétrico T : A? — A? é equivalente a um (0, 4)—tensor
T dado por
Togrs = (T (P NeT),e" Ne’)pe.

Em particular, associado ao (0,4)—tensor W de Weyl da decomposicao (|1.1)), definimos

o operador curvatura de Weyl, W : A2 — A? por

1
(Ww)ij = §Wijklwkl-

Também definimos W* : A* — A* pondo
Wiw = 7T:|:W7T:tw,

onde 7y : A2 — AT é a projecao my = %(I + x). Estas definigbes nos fornecem a
decomposicao W = W & W~ de modo que podemos escrever o tensor de Weyl como
W =WT*+ W~ onde Wt e W~ sdo as chamadas partes auto-dual e anti-auto-dual de

W, respectivamente. Portanto, em dimensao 4 temos a seguinte decomposi¢ao ortogonal

1 R R
Rm:W++W_—I—§(Ric—Zg)@g—l—ﬂg@g. (1.2)

Observamos que o operador simétrico G : A*> —s A? associado ao (0,4)—tensor g ® g,
isto €,
(g © g)ijkl = <G<€’L A €j>7 ek A €l>A2 )

¢ igual a 2I.. De fato, dada uma 2—forma w € A2, temos

1
(Gw)y; = 5(9 © 9)ijkiWki
1
= §<gikgjl — 9ik9i — Yaljk + Jjigik) Wil
= (gikgjl - gjkgil)wkl

= Wiy — Wy = Q’UJU

Além disso, é possivel mostrar (cf. [84]) que o operador (simétrico) definido no espago

das 2-formas, associado ao (0,4)—tensor (Ric — £¢) ® g, anti-comuta com o operador *

11



1.3 Curvatura biortogonal e o tensor Weyl

de Hodge. Assim, tal operador simétrico associado ao (0,4)—tensor %(Ric — i—%g) ®gé
constituido de uma parte B : A~ — AT e de outra B* : AT — A~, a parte adjunta de
B. Entao, se R : A2 — A? ¢é o operador simétrico associado ao (0,4)—tensor curvatura

de Riemann Rm entao, correspondendo a decomposicao
AN =A" A

temos também a seguinte configuracao matricial em forma de blocos

W++1—@I‘ B
B* ‘W‘+El

12

R:

(1.3)

1.3 Curvatura biortogonal e o tensor Weyl

A nocao de curvatura biortogonal foi usada em [64] por Noronha e em [71] por Seaman.
A idéia de soma de curvaturas seccionais de planos ortogonais também apareceu nos

artigos de Lebrum, Kulkarni [47] e Chern [23].

Seja M™ uma variedade Riemanniana orientada de dimensao n > 4 e denote por 9t
o conjunto das métricas Riemannianas em M. Para cada métrica g € 9, denote por
K a curvatura seccional dessa métrica. Para cada ponto p € M, sejam P; e P, dois

subespacos ortogonais de dimensao 2, do espago tangente 7, M.

Definigao 1.1 A curvatura seccional biortogonal K+ relativa a P, e Py (em p € M) ¢é

o numero dado por
K(P)+ K(P.
KL(PDPQ) ( 1) : ( 2)'

Quando n = 4, podemos escrever

KY(P) = , (1.4)
onde P+ é o plano ortogonal a P.

A soma das curvaturas seccionais de dois planos ortogonais, que foi considerada pri-
meiramente por Chern [23], desempenha um papel crucial em variedades de dimensao
4. Esta nocao apareceu precisamente em trabalhos de Synger e Thorpe [73], Gray [39],
Seaman [71], Noronha [63], Costa e Ribeiro Jr [26] e Bettiol [6]. Além disso, como

12



1.3 Curvatura biortogonal e o tensor Weyl

observado por Synger e Thorpe [73] uma variedade Riemanniana M? 4 ¢ Einstein se e
somente se K (P+) = K(P), para qualquer plano P C T,M e qualquer ponto p € M*.
Para mais detalhes sobre o assunto veja, [6, 20], 27, 28| [64] e [71].

Agora, tomando em cada ponto p € M* o minimo e o méximo das curvaturas secci-

onais biortogonais, temos as seguintes funcoes que serao utilizadas posteriormente:

K (p) = min{K*(P); Péum 2 — plano em T,M}, (1.5)
K (p) = max{K*(P); Péum 2 — plano em T,M}, (1.6)
e
R
KQL = Z - Kéin - Krtax‘ (17)

Em dimensao 4 a curvatura biortogonal estd intimamente relacionada com o tensor

de Weyl como veremos a seguir.

Lema 1.1 Sejam p € M*, {v1,vq,v3,v4} uma base ortonormal orientada de T,M* e
a = v Avg € A2(T,M*) uma 2-forma unitdria. Entdo o pode ser unicamente escrita
como a = at +a~, onde o € A*, respectivamente, com | o |*= %

Prova: Supondo a = v; A v, obtemos

vy, U1, v
(o, %) = (v1 A Vg, *(v1 A vg)) = (U1 A Vg, v3 A vy) = det (o, v5) - (or, ) = 0.

(va,v3)  (v2,04)

Como consequéncia da decomposicao Af, = A; © A, , temos que o pode ser escrita
como o = a + a~, onde a* € AT com *at =at e xa” = —a~. Como « é unitdria e

(at,a”) =0, temos também
L=(a,a)=(a"+a 0" +a7) =la’*+2(a",a7) +]a "= o[ +]a" "
Por outro lado,

0 = (,*a) ={(at+a ,*x(at+a7))=(at+a ,a" —a7)
= ’Oé+|2 - <Oé+,047> + <057704+> - |Oéi‘2
+|2

= |a? = a2

13



1.3 Curvatura biortogonal e o tensor Weyl

Segue das equacgoes acima que

Para verificar a unicidade, suponhamos que existam 8* € A*, tais que o = B+ + 3.
Entdo a* +a~ = 7+ 7, isto é, a” — T =37 —a” € Af N A = {0}. Isto prova a
unicidade e conclui a prova do lema. |

Prosseguindo, iremos obter uma relacao que envolve a curvatura escalar e o tensor

de Weyl. Nas notacoes do lema anterior, a curvatura seccional é dada por
K(vy Avy) = K(a) = (R(«a), a).
Inicialmente vamos calcular R(«). Nesse sentido, temos que

Wt + &1 ‘ B a’t WH(a™) + £a + Ba~
B* ‘ wW-+ &1 a” Bat+ W (a™) + La”

K(a) = (R(a),a)
— (W) + Bt £ Ba Bt 4 W (a ) + 2

: 2a7), (a*,07))
= WHa)a") + o’ + {Ba”,a") + (W' (at),a)
+ IHat.aT) 4 (Bam.a7) + (Bl 0*) + (W (a7).a%)
+ Iamat) 4 (Blat,at)+ Wam,a7) +pofa P

Entao, como W (a™) L a™,a™ L a™,Ba” L a ,(B*a*,a”) = (a*,Ba™)e|a"|?*+
la™|? = |a|* = 1, obtemos
R
K(a) = 5+ (@, WH(a™) + (a7, W™ (a7)) + 2{a”, Ba™). (1.8)

1

Por outro lado, se ™ = v3 Avy = a™ — a~, obtemos de modo anédlogo

K(oh) = 1040t WH(ah) + (-a” W (a")) +2{a", B(~a))

— % + <Oé+’W+(Oé+)> + <0477W7(a’)> _ 2<a+,B(C(7)> (19)

Segue de (1.8]) e (1.9) que

K(a) —;K(CVL) _ % + (ot WHah)) + (o=, W (a)). (1.10)

14



1.3 Curvatura biortogonal e o tensor Weyl

Portanto, a partir de (1.10)) e da definicao da funcao K=

min»

temos

KL = 1—[:; + min {(a+,W+(a+)); ot = %} + min {(a_,W_(oz_)>; la™ > = %} .
(1.11)

Para prosseguirmos, sejam w; < ws < w3 os autovalores do operador de Weyl. E
bem conhecido que tr(W) = 0, isto é, w; + wy + w3 = 0. Além disso, vamos denotar
por wi < wi < wi ew; < w, < w;, os autovalores dos operadores W e W™,

respectivamente. Note agora que

+ Yot (At 21 ) 2 wi
min § {a*, W (a*)); a2 = £ | = wila*? =
Portanto, pela equagao (|1.11)) concluimos que
wi+w; R
K- =24 "1 1.12
min 2 + 12 ( )

De modo analogo obtemos

B wi +wy; R
max 2 12 °

Como w; + wy + w3 = 0, segue da definicao de K5, juntamente com as equacoes ((1.12)

e (L.13) que

(1.13)

wy +twy, R
2 12°

Observacao: Noés conhecemos que que M* é localmente conformemente flat se, e so-

K3 = (1.14)

mente se, W = 0. Neste caso, os autovalores de W sao nulos e como consequéncia disso,

valem as seguintes igualdades

K+ =K

min

R
=Ky =K. =—. 1.15
2 max 12 ( )
A seguir apresentamos uma desigualdade fundamental (veja [64]).
Lema 1.2 Se wi < wy < wi sdo os os autovalores de W*, respectivamente, entdo
(W] < 6(wr).

Demonstracao: Sabemos que

W[ = (i) + (wi)* + (w5)*. (1.16)

15



1.4 Cohomologia de De Rham e formas harmonicas

Por outro lado, como wi +wj +wi = 0, temos wi = —(wy +w3 ). Elevando ao quadrado
os dois lados dessa ultima igualdade obtemos
(w2)? + (Wi)* = (Wi)* — 2wy wi. (1.17)

Segue das equacdes (1.16) e (1.17) que [W*|? = 2(wi)? — 2wiwi. Como wi = —wi —wi

e —wy < —wi deduzimos wi < —2wi, e, consequentemente
IWH? = 2(wi")* — 2wiwi < 2(wi)” +4(wi)* = 6(wi’)?,

como queriamos demonstrar. [

1.4 Cohomologia de De Rham e formas harmonicas

Nesta secao destacamos os conceitos de assinatura e caracteristica de Euler de uma

variedade Riemanniana.

Recordamos que o operador diferencial exterior d : A¥ — A*+! satisfaz d> = 0, onde
d*> =dod: AF — A2 Além disso, uma forma a € A* é dita ser fechada se dov = 0
e ezata se existe n € A¥! tal que dn = a. Se a é exata, entdo a é fechada, visto que,
da = d*n = 0. Duas formas o e 8 sao ditas cohomdlogas se o — 3 é uma forma exata.
Esta propriedade determina uma relacao de equivaléncia no espaco das formas fechadas
em A* e o conjunto das classes de equivaléncias é um espaco vetorial sobre R, chamado
k—ésimo grupo de cohomologia de De Rham, denotado por H?(M,R). Em [44] temos o

seguinte teorema.

Teorema 1.1 Se M é compacta e orientada entao HP (M) possui dimensdo finita. Além
disso, HP(M) € isomorfo a (H"P(M))*, onde 0 < p <n =dim(M) e H*P(M))* é o
espago dual de H"P(M).

Neste contexto, temos a seguinte defini¢ao.

Definicao 1.2 O k—ésimo grupo de homologia H,(M,R) de uma variedade compacta
¢ definido por (HP(M,R))*. Além disso, by(M) = dim(H*(M,R)) é denominado o

k—ésimo numero de Betti de M.

Pode ser provado que a classe [w] em H*(M) contém exatamente uma forma harmonica,

de modo que tais espacos podem ser identificados. Em particular, dimH"*(M) é igual &
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1.4 Cohomologia de De Rham e formas harmonicas

dimensao do espago das formas harmonicas em A* (veja Teorema 2.2.1 em [44]). Levando
em conta a Definicao segue do Teorema |l.1{que Hy(M) é isomorfo a H?*(M). Este
isomorfismo é chamado de dualidade de Poincaré. Como consequéncia, se M"™ é uma
variedade Riemanniana compacta de dimensdo n, entdao (veja Corolario 2.2.2 em [44])
temos que by = b, _x, para 0 < k < n. Recordamos a definicao do invariante topologico

denominado caracteristica de Euler e denotado por x(M). De fato, conforme [4],

i=1
onde b; = dimH'(M) é o i—ésimo ntmero de Betti de M. Quando a dimensao da

variedade é igual a 4, consta em [5] a seguinte férmula especial

1

1 R
_ 2 2 _ 2N Ric— a2l d
X(M) 87TQ/M{HUII HIWI" = Sl Ric = —g[7| dVy,

onde U = %I . Outro invariante topologico muito importante é a chamada assinatura de
M. Antes de definirmos o que é a assinatura, considere M uma variedade Riemanniana
compacta e orientada, de dimensao n = 4k e defina uma forma quadratica simétrica

Q: H*(M)® H*(M) — R por

Q[un], ws)) = / wn A .

M
A integral acima nao depende dos representantes das classes de cohomologia. Como o
espaco H? é de dimensao finita com dimensao igual a by, a matriz da forma quadrética

simétrica () pode ser diagonalizada. Sendo Ay, ..., A9 seus autovalores, defina
Em conformidade com essas terminologias, temos a seguinte definicao.

Definicao 1.3 A assinatura (M) de uma variedade compacta, orientada, é a assina-

tura da forma quadrdtica @), isto €,
(M) =bt—b".

Em particular, em dimensao 4, em virtude da decomposicao A?> = At @ A~, o espaco

das 2-formas harmonicas H?(M*;R) pode ser decomposto como

H*(M*R) = H"(M*R)® H (M*;R),

17



1.4 Cohomologia de De Rham e formas harmonicas

onde HE(M*R) é o espago das 2-formas harmoénicas positivas e negativas, respectiva-
mente. Esta decomposicao nos diz que o segundo nimero de Betti by de M* pode ser
escrito como

by =b" +b",
onde b* = dimH*(M*;R). Em dimensdo 4, esse invariante topoldgico ( veja [5]) é dado

por
1
M) = —— WH2 = [|[W %] dV.
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Capitulo 2

Alguns teoremas da esfera para
subvariedades com curvatura

seccional positiva

Neste capitulo investigamos alguns teoremas da esfera para subvariedades com curvatura
biortogonal positiva. Estabelecemos algumas cotas superiores para o quadrado da norma
da segunda forma fundamental, as quais garantem que uma subvariedade Riemanniana
compacta seja difeomorfa a uma esfera. Os resultados principais apresentados neste
capitulo constituem parte de um artigo escrito pelo autor e aceito para publicagao no

Glasgow Mathematical Journal.

2.1 Alguns resultados existentes

Nas ultimas décadas, muitos matematicos investigaram as estruturas topoldgicas e di-
ferenciaveis de subvariedades em esferas e espacos Euclidianos. Neste sentido, em 1973,
Lawson e Simons [48], por meio da ndo-existéncia de correntes estéveis em subvariedades
compactas de uma esfera, obtiveram um critério para o anulamento do grupo de homolo-
gia de subvariedades compactas de esferas. Leung [49] e Xin [77] estenderam o resultado
obtido por Lawson e Simons para subvariedades compactas em espacos Euclidianos.
Asperti e Costa [I] obtiveram uma estimativa para a curvatura de Ricci de subvarie-

dades de um espaco forma, que melhora a estimativa de Leung. Como consequéncia,
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2.1 Alguns resultados existentes

Asperti e Costa obtiveram um novo critério para o anulamento do grupo de homologia
de subvariedades compactas da esfera e espagos Euclidianos. Em 2009, Xu e Zhao [7§]
investigaram as estruturas topoldgicas e diferenciavel de subvariedades impondo certas

condicoes sobre a segunda forma fundamental.

Relembramos que uma variedade Riemanniana (M™, g) compacta (sem bordo) de

dimensao n é dita ser d—pincada se as curvaturas seccionais K satisfazem
0< K <1 (2.1)

Se a desigualdade é estrita, dizemos que M é estritamente d—pincada.

Em 1997, Xia [20] provou que uma subvariedade Riemanniana M" com n > 4, com-
pacta, simplesmente conexa, isometricamente imersa em uma variedade Riemanniana
d—pincada (6 > §) satisfazendo

4 1
(v, 0)|)* < 5(5 — Z)’ para todo vetor unitério v € T,M,

deve ser homeomorfa a uma esfera. Enquanto Xu e Zhao [7§] provaram, em 2009, que
uma subvariedade de dimensao n, compacta e orientada em uma variedade Riemanniana
(> 1)—pincada satisfazendo

4 1
(v, 0))* < 5(5 — Z)’ para qualquer vetor unitério v € T,M,

deve ser difeomorfa a um espago forma esférico. Em [35], Gu e Xu mostraram que uma
subvariedade M3 de dimensao 3, compacta, simplesmente conexa de uma variedade
Riemanniana M satisfazendo uma condicéo especifica envolvendo a curvatura média
e a curvatura escalar, deve ser difeomorfa a esfera S*. Depois, Gu e Xu [37] provaram
que uma subvariedade completa M™ de uma variedade Riemanniana N de dimensao
n + m, satisfazendo

1— n2H?

8
s Kmin - _Kmax
3( 4 )+

onde H é a curvatura média de M", é difeomorfa a um espaco forma esférico ou ao

lad* <

n—1’

espaco Euclidiano R™. Assim, investigar condicGes de curvatura a fim de garantir que
uma variedade Riemanniana compacta seja difeomorfa a uma esfera é definitivamente

um problema bem conhecido.

Recentemente, Ribeiro e Costa [27] usaram a nogao de curvatura biortogonal para
obter alguns teoremas da esfera. Em particular, eles melhoraram a constante de pinching

para a curvatura seccional, utilizada em alguns trabalhos anteriores.
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2.2 Curvatura isotrépica

Vale apena ressaltar que um cldssico teorema obtido por Tachibana [76] assegura que
uma variedade Einstein (M™,g) com operador de curvatura positivo possui curvatura
seccional constante. Além disso, ele também provou que se (M", g) possui curvatura

seccional nao-negativa, entao M™ é localmente simétrica.

2.2 Curvatura isotrépica

Comecamos esta se¢ao relembrando que uma variedade Riemanniana M™, n > 4, possui

curvatura isotrdpica positiva (P1C) se

Riz13 + Rig14 + Rasos + Rosos — 2R 1234 > 0.

Se a desigualdade acima nao for estrita, dizemos que M™ possui curvatura isotrépica
nao-negativa (NIC). A nogao de curvatura isotrdpica foi introduzida por Micallef e Mo-
ore [56], onde eles provaram que uma variedade compacta com curvatura isotrépica
positiva é homeomorfa a uma esfera. Micallef e Wang [55] estenderam o resultado de
Tachibana para n = 4 mostrando que uma variedade de Einstein de dimensao 4 com
curvatura isotropica nao-negativa é localmente simétrica. Recentemente, esses resulta-
dos foram estendidos em duas importantes dire¢oes. Primeiro, por meio de uma andlise
de convergéncia para o fluxo de Ricci, Bohm e Wilking [I5] provaram, para n > 4, que
variedades com operador curvatura positivo sdo espagos formas. Depois, Brendle [9]
estendeu o resultado de Micallef e Wang para dimensoes n > 4. Mais precisamente,
ele provou que se (M™, g) é uma variedade Einstein, n > 4, com curvatura isotrépica
positiva, entao ela é localmente simétrica. E importante destacar que Costa e Ribeiro
Jr [26] mostraram que S* e CP? sao as tnicas variedades de dimensao 4 compactas,

simplesmente conexas satisfazendo K+ > % > 0.

Recentemente, Schoen [72] sugeriu a seguinte conjectura.

Teorema 2.1 (Conjectura-(Schoen)) Seja M"™ uma variedade riemanniana compacta
de dimensdo n > 4, com curvatura isotropica positiva. Entdo o recobrimento finito de

M™ ¢ difeomorfo a S*, S x S ou a soma coneza destas variedades.

Em 2012, Chen, Tang e Zhu [2I] atestaram a veracidade da conjectura para n = 4.

Destacamos ainda que uma variedade M* de dimensao 4, na qual K.

R .
> 5, possul
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2.3 Subvariedades com limitagao na norma da segunda forma

curvatura isotrépica positiva. De fato, ja sabemos que que |Ryo34] < % — 2K+ e assim

R
K3+ Ky + Koz + Koy — 2R1934 > 8Ky — —.

min 3
Portanto, a conjectura de Schoen é verdadeira para variedades compactas de dimensao 4

com K- > %. As ideias desenvolvidas por Ribeiro e Costa |26, 27], Gu e Xu [35], 36, 37],

min
bem como as de Xu e Zhao [78], nos motivaram a investigar teoremas da esfera para

subvariedades sob certas condi¢oes envolvendo a curvatura biortogonal. Na préxima

secao destacaremos nossos resultados.

2.3 Subvariedades com limitacao na norma da se-

gunda forma

Seja M"™ uma subvariedade Riemanniana de uma variedade Riemanniana M . Consi-

deramos as seguintes convengoes para os indices:
1<i,jki<n 1<ABCD<N, n+1<B<N.

Para um ponto qualquer p € M escolhemos um referencial ortonormal {e;, es} de M
tal que os {e;} sdo tangentes a M. Denote por {e'} o referencial dual de {e;}. Sejam
Rm = Z Rijklei ® Gj ® ek ® €l e Em = Z RABcpeA X €B X €C X €D;
i,Gkl A,B,C,D

os tensores curvatura de Riemann de M e M, respectivamente. Além disso, se o é a

segunda forma fundamental e ﬁ ¢ o vetor curvatura média de M, entao
. . 1
B B
a:Zhij(f@eJ@eg e ﬁ:EZhiieg.
B?ZJ B,Z
O quadrado da norma da segunda forma fundamental ||a||? e a curvatura média H de

M sao dados por

laf|* := ) (R)? and H::% > O .
J&j i

187i7j

Temos ainda a equacao de Gauss dada por

Rijrt = Rijr + (a(es, ex), alej, e1)) — (ales, er), aley, ex)),
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2.3 Subvariedades com limitagao na norma da segunda forma

isto é,
Rz‘jkl = Ez’jkl + Z hfkhfl — Z hﬁhjﬁk (22)
B B

Aqui, R;ji e Riji representam os tensores curvatura Riemannianos de M e M, respec-

tivamente.

A curvatura de Ricci é definida da seguinte maneira: dada uma base ortonormal

{e1,...,en} de T,M e v,w € T,M,

Ric(v,w) = tr(x+— R(z,v)w)

n

= Z(R(ei, vV)w, €;).

=1

Vamos denotar Ric(v,v), simplesmente por Ric(v). Em particular, se v = e, entao

n—1

Ric(v) = Z K(v,e;),

i=1

onde K (v,e;) é a curvatura seccional do plano gerado por {v,e;}.

Depois dessas observagoes preliminares, podemos enunciar nosso primeiro resultado

deste capitulo.

Teorema 2.2 Seja M* uma subvariedade compacta de dimensdo 4, simplesmente co-
nexa, imersa isometricamente em uma variedade Riemanniana N, d-pincada. Entado,

M* ¢ difeomorfa a uma esfera S*, desde que seja vdlida uma das sequintes condicoes:

1. ”O'/('UuU)H2 < Kéin

— %(1 —4), para qualquer v € T,M* ;

min

2. ||oo|]* < 4K, +46+8H?— £, onde H e R denotam a curvatura média e a curvatura

escalar de M*, respectivamente.

Demonstragao: Primeiramente, note que, dado um referencial ortonormal {e, €5, €3, €4},

temos que
Riz13 + Rig14 + Rases + Rosos — 2R1934 = Kz + Ky + Koz + Koy — 2R1234,

onde K;; = K(e;,e;). Portanto , denotando Kj; = K™ (e;, e;) podemos usar (1)) e
para obtermos

Riziz + Risia + Rogos + Rosos — 2Ri03s = 2Ki5 + 2K{; — 2R193
> 4K — 2Rig3. (2.3)
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2.3 Subvariedades com limitagao na norma da segunda forma

Por outro lado, da equacao de Gauss (2.2) deduzimos que

—2R1934 = —2[Rya3a + (aer, e3), a(ez, e1)) — (av(ea, €3), auleq, €4))]. (2.4)

Agora, utilizamos a desigualdade de Berger [3] para deduzir

- 2
| Rijua| < 5(1 —0).

Portanto, segue da equagao ([2.4)) que

4

4KL - 2R1234 Z 4KrJn_in - g(l — 5) - 2<Oé(61, 63), 06(62, €4)>

min

+2({a(ez, €3), (e, eq)). (2.5)
Como consequéncia da desiguadade de Cauchy-Schwarz, temos as seguintes expressoes

(alei, e5), aler, er)) > —%ﬂ ale,e;) |* + | aler, &) [} (2.6)

— (alei, e5), aler, er)) > —%ﬂ a(es,e5) P+ | aler,e) °}. (2.7)

Em particular, consta em [20] a desigualdade

1 ; — , i—ei e —e;
afeseg) P< S { a(® L ) Py o2 Sl )

2 V2 V2 V2 V2
Agora, podemos utilizar as informagoes contidas em (2.6)e (2.7]) em (2.5)) para deduzir

4
4K$in — 2Ry93q > AKE — —(1—=9)— { | a(eq,es) |2 + | alea, eq) |2 }

min 3

—{ | alez,e3) | + | a(er,eq) |* }.

A partir disso, usamos nossa primeira hip6tese junto com (2.3)) e (2.8]) para concluir que
M* possui curvatura isotrépica positiva. Entdo, basta aplicarmos um teorema obtido por
Hamilton [41] o qual afirma que uma variedade de dimensao 4, compacta, simplesmente

conexa, com curvatura isotrépica positiva é difeomorfa a uma esfera S*.

Prosseguindo, vamos tratar da nossa segunda condicao. Por uma questao de simpli-
cidade, considere

A= K3+ Kis+ Koz + Koy — 2R1934.

24



2.3 Subvariedades com limitagao na norma da segunda forma

Entdo, a partir da equacao de Gauss e tendo em vista que N é §—pincada, temos

A = Kig+ K+ Ko+ Koy — 2Rip3 + Z [h%hg:a + hahls +
B

hphSs + BB — ()2 = (h3)? = (h5)? = (W1,

v

16 = 2Rizs + 3 | WAy + Wohly + +hohf + B Ry
B

—(W)? = (W) = (5)* = (W37 (2.9)
Por outro lado, usando que (a + b)? < 2a? + 2b%, temos imediatamente que

16H> = Y (W) + hiy + higg + ;)
8

= Z[(hfl + h§2)2 + (h§3 + h464)2 + 2<hf1 + h§2)(h§3 + h464)]

B
< D {2((h1)7 + (h3y)] + 2[(h55)* + (hy)?]
B
+ 2(Ryhisy + Py hliy + hoshigs + hiyhi) ).
Isto pode ser reescrito como

D [0 hs + W hy + hiohi + hohif) > 8H” = (), (2.10)
B B,i

De ([2.10) e (2.9) concluimos que

A > 464 8H = 2Ryps — »_(h)* = [(hfs)z + () + (h5a)* + (hFy)”
B B
> 45+ 8H? — 2Ryg34 — ||| (2.11)

Agora, da desigualdade de Seaman [71] (veja também [3]) deduzimos que

2
| Rigss |< —(Kl —- K+

3 max min ) .

(2.12)
Agora, como trWW = 0, concluimos que
w:}f < —wa.

Assim, usando a definicao de K. obtemos

min

wi +w; R

K- = =23 4=
max 2 12
< —(wy N+ —
< —(wf +wy)+ 1
R R
= oKL 4+ 4=
IIllIl+ 6 + 12’
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2.3 Subvariedades com limitagao na norma da segunda forma

ou seja,
Kéax < ? - 2‘erjn_in'
Isto combinado com ([2.12)) garante que
2 R
| Rigza |< g(z —3K.). (2.13)

Agora, por (2.11) e (2.13) temos que

A> 46 +8H? + 4Ky, — i |||

min 3

Assim, basta utilizarmos nossa segunda hipétese para concluir que M* possui curvatura
isotropica positiva. Finalmente, aplicamos mais uma vez o teorema de Hamilton utili-
zado na primeira parte da demonstragao (veja [41]) para finalizar a prova do teorema.

Como uma consequéncia do Teorema temos o seguinte corolario.

Coroldrio 2.1 Seja M* uma subvariedade Riemanniana compacta de dimensdo 4, sim-

plesmente conexa, imersa isometricamente em uma esfera canonica S™. Suponha que

la(v, 0)* < K5

min?

para qualquer vetor tangente unitdrio v em M*. Entdo M* é difeomorfa a esfera S*.

No Teorema 13 de Gu e Xu [35], foi mostrado que uma subvariedade compacta de

. ~ . . . vl . ~ .
dimensao 3, em uma variedade Riemanniana M de dimensao n, satisfazendo

— 9
2 2
||Oé|| < 2K ,in + §H ,
deve ser difeomorfa a um espago forma esférico. Motivado por este resultado, vamos
considerar uma hipersuperficie compacta, simplesmente conexa M? de uma variedade

compacta N4, de dimensao 4, para estabelecer o seguinte resultado.

Teorema 2.3 Seja M3 uma hipersuperficie compacta simplesmente conexa de uma va-

riedade compacta N4, de dimensdo 4. Suponha que

- — 9
lo* < 4K iy = 2o + S H,

onde K max € 0 mdximo da curvatura seccional de M*. Entao M3 é difeomorfa a S3.
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2.3 Subvariedades com limitagao na norma da segunda forma

Demonstragao: Inicialmente, seja v = ez um vetor tangente unitério em 7, M? tal que
{e1,e2,e3} é uma base ortonormal de T,M? e {e;,eq,€3,e4} uma base ortonormal de

T,M*. Entao usamos a equagao de Gauss para deduzir que

Ric(v) = K3+ Ko
= K3+ Koz + hathss — (hiz)® + hashss — (has)?
= (Kis+ Koy) + (Ko + K1) — Koy — K1y
+ hi1has + hashss — (hiz)? — (has)®. (2.14)

Note que,

9H? = (hy1 + hog + hss)?
= ((h11 + ha2)?* + 2(h11 + hag)hss + (hss)?
< 2[(h11)* + (ho2)?] + 2h11hss + 2hoohss + 2(hs3)?,

que pode ser escrito como
9
hi1hss + haahsz > §H2 — [(h11)? + (ha2)? + (ha3)?]. (2.15)
Prosseguindo, de (2.14) e (2.15]) juntamente com nossa hipdtese, temos

_ _ 9 _
Ric(v) > 2K£+2K§+5HQ—2KWK—HMF

9 _
L SH? — 2K — a2 > 0.

min 2

> 4K

Portanto, basta aplicarmos um teorema de Hamilton [42] o qual afirma que uma varie-
dade Riemanniana tridimensional (M3, g,) compacta, com métrica inicial g, e curvatura
de Ricci estritamente positiva, converge a uma métrica de curvatura constante positiva.

Em particular, se M? for simplesmente conexa, entdao M? é difeomorfa a esfera S3. m

Em [64], Noronha obteve alguns resultados de classificacao para variedades de di-
mensao 4, compactas com curvatura seccional nao-negativa. Por exemplo, ela mostrou
que se |[W~||> > —(w; )£ e a parte auto-dual do operador de Weitzenbdck F'* possui
um autovalor negativo em algum ponto de M*, entao W~ = 0. Neste caso, a curvatura
escalar R nao pode ser constante; para mais detalhes veja [64]. O teorema a seguir

contém esta informacao e sera 1til neste trabalho.
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2.3 Subvariedades com limitagao na norma da segunda forma

Teorema 2.4 (Noronha, [64]) Seja M* uma variedade compacta de dimensdo 4, com

R

curvatura seccional nao-negativa. Se AW = 0 e |[[W™|| > —(w; )7, entdo uma das

sequintes afirmagoes ocorre:

1. M* € conformemente equivalente a S* ou seu recobrimento universal é ou R* ou

S? x R com suas métricas canonicas.
2. O recobrimento universal de M* é S? x S?, onde S? possui curvatura constante.
3. M* ¢ isométrica a CP2.
4. M* € anti-auto-dual e negativa definite.

5. M* € auto-dual e a curvatura escalar ndo é constante.
O seguinte teorema, sera utilizado no nosso proximo resultado.

Teorema 2.5 (Brendle, [10]) Seja (M, g,) uma variedade Riemanniana compacta de

dimensao n > 4. Se
Rizi3 + A Rigia + Rasoz + A Ragaq — 2ARy234 > 0

para todo referencial {e1, e, e3,e4} e todo X € [—1,1], entdo, o fluro de Ricci normalizado

com métrica inicial g,,
. 2
5 (t) = —2Ricyq) + Erg(t)g(t),
existe para todo tempo t e converge quando t —> 0o, com para uma métrica de curvatura

constante. Aqui ryy) denota a média da curvatura escalar de g(t).
Além disso, o seguinte resultado obtido por Brendle e Schoen também nos sera tutil.

Teorema 2.6 (Brendle-Schoen, [11] ) Seja (M, g,) uma variedade Riemanniana com-
pacta, localmente irredutivel, de dimensao n > 4. Assuma que M x R? possui curvatura

1sotropica nao-negativa, isto €,
Rizis + N Rugia + 11> Razas + N p0° Rogos — 2A\uRi234 > 0

para todo referencial {e1,eq,e3,e4} e todos A\, € [—1,1]. Entao, uma das sequintes

afirmagoes ocorre:
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2.3 Subvariedades com limitagao na norma da segunda forma

1.

M ¢ difeomorfa a um espaco forma esférico.

2. n = 2m e o recobrimento universal de M é uma variedade Khiler biholomorfa a

CPm™.

3. O recobrimento universal de M € isométrico a um espaco simétrico compacto.

A seguir, destacamos um diagrama apresentado em [I2] por Brendle e Schoen, que mostra

algumas implicagoes importantes entre as condigoes de curvatura. Para tal considere:

10.

M possui curvatura seccional 1/4—pingada.
M possui curvatura seccional nao-negativa.

M possui curvatura flag 2-nao-negativa, isto é, Ri313 + Ra303 > 0, para todo refe-

rencial ortonormal {ey, €2, €3}

M possui curvatura escalar nao-negativa.

M x R? possui curvatura isotrépica nao-negativa.
M x S%*(1) possui curvatura isotrépica nao-negativa.
M x R possui curvatura isotropica nao-negativa.

M possui curvatura isotrépica nao-negativa.

M possui operador de curvatura nao-negativo.

M possui operador de curvatura 2-nao-negativo, isto é a soma dos seus dois pri-

meiros autovalores é nao-negativa.

Ressaltamos que o operador curvatura R é dito nao-negativo se seus autovalores sao nao-

negativos. Além disso, se a soma de seus dois primeiros autovalores for nao-negativa,

entao R ¢é dito 2-nao negativo. Ressaltamos ainda, conforme provado por Brendle, que

se

K3+ N Ky + (12 Koz + N pu? Koy Koy — 2R1934 < 0,

entdao M x R? possui curvatura isotrépica nao-negativa.
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2.3 Subvariedades com limitagao na norma da segunda forma

10 ——=7—-=3

§——4

Figura 2.1: Implicagoes légicas entre condigoes de curvaturas.

Utilizaremos o Teorema [2.4] de Noronha e os Teoremas [2.5] e [2.6] obtidos por Brendle

e Schoen para obter a seguinte classificagao.

Teorema 2.7 Seja M* uma subvariedade Riemanniana compacta de dimensdo 4, em

. . . - n . ~ .
uma variedade Riemanniana M~ de dimensdo n, satisfazendo

+ ?Hz -5 (2.16)

m

— 1
o> < 2(Ropin + Ki) + 5 H? — 2

Entao as sequintes afirmacoes ocorrem:

1. Se M* € orientada, AW = 0 (veja [6] para detalhes sobre esta condicio) e
W12 > —(wr) g

5, entao uma das seguintes afirmagoes ocorre:

(a) M* é conformemente equivalente a S*, seu recobrimento universal é ou R* ou
S? x R com suas métricas candnicas.

(b) O recobrimento universal de M* é S*xS?, onde S* possui curvatura constante.

(c) M* é isométrica a CP?,

(d) M* ¢ anti-auto-dual e negativa definite.

(e) M* é auto-dual e a curvatura escalar ndio é constante.
2. Se M* € localmente irredutivel , entao uma das sequintes afirmacoes ocorre:

(a) M* € difeomorfa a um espago forma esférico.
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2.3 Subvariedades com limitagao na norma da segunda forma

(b) O recobrimento universal de M* é uma variedade Kahler biholomorfa a CP2.

(c) O recobrimento universal de M* é isométrico a um espago simétrico compacto.

3. Se a desiqualdade (2.16)) € estrita, entao M* é difeomorfa a um espaco forma

esférico. Além disso, se M* é simplesmente coneza , entao M* € difeomorfa a S*.

Demonstragao: Inicialmente, tratamos da primeira afirmagao. Para tal, seja {e;, €s, €3, €4}

um referencial ortonormal em M? e sejam A, u € [—1,1]. Além disso, considere
B = K3+ MKy + (1* Koz + N> Koq — 22 puRi234.
Usando a equacao de Gauss chegamos a
B = K+ Y [hihgs — (0s)’)+ N{Ku+ Y _[Bh — (h]0)*)} — 2\ uRas
B B

+ MQ{E% + Z[hgzhg?) - (h§3)2]} + )‘2112{?24 + Z[h%hi - (h§4>2]}-<2-17)
B B

Agora, afirmamos que

L+ 222+ N2 > 4. (2.18)

De fato, aplicando a desigualdade de Cauchy obtemos A% + p? > 2Au. Além disso, nao
¢ dificil mostrar que (Au)? — 2 A+ 1 > 0, para todo A e p, o que fornece ([2.18). Dando

continuidade, usamos as desigualdades (2.17)), (2.13)) e (2.18]) para obter

— 1, R
B > (1+>\2+M2+>\2M2)Kmin—4)\,“3(——3KL~)

4 min

=+ Nz[h§2h§3 - (h§3)2] + )‘Q[h%hi - (hf4)2]}

1 R

> (1 + )\2 + /L2 + )\2,U2)[?min - g(z - 3K$m)]

+ Z{hfl his + N2 pPho,higy + 1 hoohis + AR Y,
B

— Y {(03)7 + N (W) + 17 (hoy)* + X (h5,)* ).
B

Agora, (veja a equacao (4.8) em [35]) nds ja sabemos que, para todo m # [, temos

4

By = S5+ G (300" = 5 30 (15) 219

i<j i=1 i
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Além disso, como ja foi definido

1
= > _(hi)* e H* = (> hi)*
B,

/Bii?j

A partir dai utilizando a inequacao (2.19)) obtemos

mm'°ll = i 3 2 '
B

B,i<j

Portanto, um calculo simples nos garante

B

>

v

_ 1 R
(1 + )\2 + ,U2 + >\2M2)[Kmin - g(z - BKrim)]
FLH N+ @2+ X)) (R + Ly M)
— 3 2
Bi<j
= DU+ ) + () + Y
5
14 )2 2 002,2) 1
WA A 0 — (B 20535,) + 12— )
(1N 4 + N p?)] Z (h?;')Q - Z[(hf3)2 + (hy)? + (hs)* + (RY,)*]}
B,i<j B
14 )2 2 02,2) 1
( + +5 + M)[QKmm_(g_QKém)_F;HQ_HQHZ]
HL 4N+ 02+ XD () + ()7,

B

Isto significa que

B

16

2,24 )22
(14 X4 p* + A°p?) )+?H2—H06H2]-

- 2

2K min — (E — 2K+

6 min

Dai, nossa afirmacao assegura que

e, entao, temos imediatamente que B > 0. Mas, de acordo com um teorema obtido por
Brendle e Schoen, B > 0 implica que M x R? possui curvatura isotrépica nao-negativa;
para mais detalhes veja Teoremas 4.4 - 4.6 em [12] (veja também a discussdo na p.70
em [12]). Disto, deduzimos que M* possui curvatura seccional nao-negativa (veja o

diagrama na Figura ou [12], Secao 4, p. 71 - 72). Agora, usamos o Teorema

“H2_ =
+3 6’

m

— 1
o> < 2R + o) + S H? 2

obtido por Noronha, o qual foi provado em [64], para obter a primeira afirmagcao.
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A seguir, tratamos do nosso segundo caso. Usando a primeira parte da demonstracao
concluimos que a hipétese

>+EH2_E

2<2<Kmm KL
o < 2( Ko + Ope 1

min

nos garante a desigualdade
Rus1s + A’ Rigia + 11 Rasos + A p1° Rogoy — 2M R34 > 0,

isto é, M x R? possui curvatura isotrépica nao-negativa (para mais detalhes veja a Secao
4 em [12]). Uma vez que M* é localmente irredutivel, podemos aplicar o Teorema

de Brendle e Schoen para concluirmos a prova do segundo caso.

Finalmente, vamos provar a terceira afirmacao. Antes de tudo, vamos considerar
C = K3+ N Ky + Koz + N Koy — 2A\Rio34.
Note que, da equacao de Gauss, temos

C = K+ Z[h?1h§3 — (13)?) + N {K i + Z[hf1h§4 — (13)°]} = 2\ Razss
B B

+ { Koy + Y [hyhlsy — (hgs) 1} + N {Kaa + Y [hphlyy — (h3,)°]}
5 8

> (24 2X°) Kin + [Pk — (Wy)°) + N[00, — ()]
B B
+ Z[hgzhgs — (hoe)’I} + A2 Z[h%hi — (h5,)*]} — 2A\Ruass. (2.20)
B B

Relembrando que |Rys34| < 2(% — 3K,) e usando (2.19) em (2.20) obtemos

o]l 1R

4\ K+
2 - 3

C > 2+42\)[Kun+ Y (B> + 2 H2 (7~ 3Kain)

B,i<j
= (My)? = (hgy)* = N2(RY))* = A%(hy)*.
Por outro lado, como 2 + 2A\? > 4, para todo A € R, deduzimos que
— 8 2 1,R
¢ 2 @+ K- 02l ars)

+(2 +2X%) [Z(Z(’%@)Q — (13)* = (hy)* — (hiy)* — (h§4)2)]
B i<y

2 4 2)\2
> CE 2 g G~ (g - 2068 — ol
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Usando nossa hipotese chegamos a
K13 —+ )\2[(14 —+ K23 —+ )\2[(24 — 2>\R1234 > O, para todo X\ € R.

Finalmente, basta aplicarmos o Teorema de Brendle para deduzir que o fluxo de
Ricci normalizado com a métrica inicial g
, 2
5 (t) = —2Ricyu) + ﬁrg(t)g(t)
existe para todo tempo e além disso, converge para uma métrica de curvatura constante
quando ¢t — 00, onde 7,4 denota a média da curvatura escalar de g(t). Assim, M ¢
difeomorfa a um espaco forma esférico. Em particular, se M é simplesmente conexa,

entao ¢ difeomorfa a uma esfera S*. Isto finaliza a prova do teorema. [
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Capitulo 3

Rigidez de variedades compactas de
dimensao 4 com curvatura

biortogonal limitada

Neste capitulo estudamos variedades compactas de dimensao 4 com curvatura seccional
positiva. Mais especificamente, usamos a nogao de curvatura biortogonal para obter uma
condicao de pinching sobre tal curvatura a qual garante que uma variedade compacta

de dimensao 4 seja definite.

3.1 Breve histdrico e alguns resultados existentes

Em 1951, Rauch [65] provou que uma variedade Riemanniana compacta, simplesmente
conexa que é d—pingada(d ~ 0,75) é homeomorfa a uma esfera S™. Depois, Berger [2]
obteve o famoso Teorema da FEsfera Topolégica o qual diz que uma variedade Riemanni-
ana compacta, simplesmente conexa, cujas curvaturas seccionais estao todas no intervalo
(3, 1] é necessariamente homeomorfa a uma esfera. Recentemente, Brendle e Schoen [14]
melhoraram o resultado de Berger mostrando que, sob as mesmas condicoes, uma tal
variedade deve ser difeomorfa a uma esfera, resultado que ficou conhecido como o Teo-
rema da Esfera Diferencidvel (para mais detalhes veja [13]). Motivado pelo Teorema da
Esfera Topoldgica, Berger [3] provou que, para n par, existe um numero real e(n) (cujo

valor ¢ desconhecido) tal que se M™ é (7 — e(n))—pingada, entdo ¢ homeomorfa a S™ ou
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3.1 Breve histérico e alguns resultados existentes

difeomorfa a um espago forma esférico de posto 1. Esses resultados estimularam muitos
trabalhos. Nas udltimas décadas muitos matematicos tém estudado variedades Rieman-
nianas compactas de dimensao 4, sob alguma condi¢ao de pinching sobre a curvatura.

Aqui, estudaremos variedades Riemannianas compactas de curvatura seccional positiva.

Para fixar a notagao é importante recordar que em uma variedade Riemanniana
(M*, g) compacta e orientada de dimensdo 4, o fibrado das 2—formas, denotado por

A%M, se decompoe como

AN*M =A"M &AM, (3.1)

onde ATM é o +1—autoespaco do operador estréla de Hodge *, associado ao autovalor
+1. Além disso, (3.1) nos diz que o espaco das 2-formas harmonicas H?(M*;R) pode

ser decomposto como
H*(M%R) = H*(M*%R) ® H™ (M";R),

onde HE(M*;R) é o espago das 2-formas harmonicas positivas e negativas, respectiva-
mente. Esta decomposicao nos diz que o segundo nimero de Betti by de M* pode ser
escrito como

by =b" 4+ b7,
onde b* = dimH*(M* R). Em particular, M* é dita ser positiva definite (respectiva-
mente, negativa definite) quando b~ = 0 (respectivamente, b* = 0). Caso contrario, M*

sera dita indefinite. Para mais detalhes indicamos [4].

Bourguignon [8] mostrou que uma variedade Riemanniana compacta e orientada,
lig—pin(;ada, de dimenséao 4, é sempre definite. Além disso, Ville [75] mostrou que sob
essas condigoes temos

(M) < Sx(M) (32)

onde 7(M) é a assinatura e x(M) é a caracteristica de Euler de M; pelo teorema de
Synge M* é simplesmente conexa e um argumento padrao nos permite concluir que o
segundo numero de Betti b, < 1. Assim, usando o Teorema de classificacao de Freedman
[34] conclui-se que M* é topologicamente uma esfera S* ou um espaco projetivo CP?.
Em [69], Seaman provou que uma variedade Riemanniana d-pingada, de dimenséo 4,

fechada e conexa, deve ser definite desde que

1
5> — ~0.1714.

(3(1+3~2%/5%))§ +1
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3.2 Curvatura biortogonal e variedades definite

Além disso, seguindo as ideias desenvolvidas por Ville [75], Ko [45] provou que, sob esta

condicdo, M* é topologicamente S* ou CP?.

3.2 Curvatura biortogonal e variedades definite

Nesta secao vamos usar a nogao de curvatura biortogonal para obter uma condigao de
pinching sobre tal curvatura que garanta que uma variedade compacta de dimensao 4

seja definite.

Como uma tentativa de compreender variedades Riemannianas de dimensao 4 com
curvatura seccional positiva, é natural investigar outras condigoes de positividade sobre

a curvatura.

Inspirados pelo estudo de rigidez de variedades de dimensao 4, Ribeiro e Costa [26],
bem como Ribeiro [66], usaram a nogao de curvatura seccional biortogonal para obter
resultados de rigidez para variedades de dimensao 4 compactas com tensor de Weyl
harmonico. Em particular, o principal resultado obtido em [66] por Ribeiro, implica que

uma variedade de dimensao 4, compacta, Einstein, com curvatura de Ricci normalizada

1

- deve ser isométrica a S* ou CP?. Baseado

(Ric = 1) e curvatura seccional K >
em técnicas desenvolvidas em [60], usamos a nocao de curvatura (seccional) biortogonal
para estabelecer o resultado principal deste capitulo. No entanto, antes de enuncia-
lo, necessitamos de alguns pré-requisitos que serao uteis na prova do nosso resultado.
Comegamos recordando que em uma variedade (M? g) de dimensdo 4, orientada, o
tensor de Weyl é um endomorfismo do fibrado das 2—formas A? = AT & A~ tal que
W = WHeW~, onde W* : AT — AT sao as chamadas partes auto-dual e anti-auto-dual
de W. Agora fixamos um ponto e diagonalizamos WW* de modo que wii,z' =1<i<3,

sejam os seus respectivos autovalores. Em particular, satisfazem
+ + + .+ + + _
wi <wy <wy ew; +wy; +wy =0. (3.3)

Além disso, para os nossos propdsitos, recordamos que, como posto em [26] e [66], a
definicao de curvatura biortogonal fornece as seguintes identidades

_wi+w R

KL = — 3.4
min 2 12 ( )
© +
ws +ws R
Kt =23 _=3 4 3.5
max 2 —I— 12’ ( )
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3.2 Curvatura biortogonal e variedades definite

onde K+

min

=min{K+(P); P C T,M} e K., = max{K*(P); P C T,M}.

max

Prosseguindo, lembramos que se w é uma 2-forma, entao
1
S Ml = (Aw, w) + [V + (F(w), w),
onde F' é o operador de Weitzenbock dado por

(F(v1 Avg),wy Awa) = Ric(vy, wy)(ve, we) + Ric(ve, wy) (v, wn)
—Ric(vy, we)(va, wy) — Ric(va, wy)(vy, wa)

+2(R(v1, v2)wi, wa), (3.6)

onde v; e w; sdo vetores tangentes (para mais detalhes veja [46] e [68]). Em particular,

se w é harmonica, temos a bem conhecida formula de Weitzenbock
1 2 2
§A|w| = |Vw|* + (F(w), w). (3.7)

Na sequéncia, como uma simples modificacao da prova de um resultado de Berger [3]
(veja também [§] e [46]) para uma variedade Riemanniana J-pincada, temos o seguinte

lema.

Lema 3.1 Seja (M*,g) uma variedade Riemanniana compacta e orientada. Entdo te-

mos:
m

1
<F(w)7w> > 4KrJn_in’w’2 - g(R - 12KLin>Hw+|2 - |w*’2|7

onde w = wy +w_ and wy € ATM.

Demonstragao: Fixemos um ponto p € M e w uma 2—forma em A2, Existe uma base
ortonormal positivamente orientada {eq, ez, es,e4} de T,M satisfazendo *(e' A e?) =

e3 Net e tal que

2 V2
w= 5 (jwsl + w-|)e' A e+ 5 (el = w_])e* A el

no ponto p. Dai, segue de (3.6) que

(F(w),w) w|* (K12 + Kia + Koz + Koa) — 2R1934(|wy |* — |w_|?)

2|wl*(Ki5 + Kig) — 2Rizsa(Jw | — [w_|?)

> AR |wl” = 2R (i [* = |w-]?), (3.8)
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3.2 Curvatura biortogonal e variedades definite

onde Ké significa a curvatura biortogonal do plano e’ Ae’. Agora, aplicamos a estimativa

de Seaman
2
|R1jkl| S g(KrﬁaX - Krﬁin)
em (3.8)) para obter
4
(F(w),w) 2 4K g |wl* = 2 (Ko = K (Jo[* = | ). (3.9)

Por outro lado, de (3.3)) concluimos que
wy < —2uwi.

Como
Krtax < % - 2Krﬁin?
voltamos em ([3.9)) para obter
Mo [* = Jw— .

1
(F(w),w) > 4K, |wl* — (= 12K,
Isto finaliza a prova do lema. [

Agora enunciamos nosso proximo teorema.

Teorema 3.1 Seja (M*, g) uma variedade Riemanniana de dimensdo 4, compacta, ori-

entada e conexa, com curvatura escalar positiva, satisfazendo

1 R
Kt> ——
~ 243\ + R)’

onde \i € o primeiro autovalor do Laplaciano agindo em funcoes. Entao M* € definite.

Demonstragao: A primeira parte da prova segue as ideias desenvolvidas em por
Ribeiro em[66], que foi parcialmente inspirada por Gursky em [38]. Por uma questao de
completude incluimos aqui todos os detalhes. Para comecar, supomos por contradigao
que M* ¢ indefinite. Neste caso, existem 2-formas harmonicas nao-nulas w, e w_ tais

que
| ((osP+2)F =t (P +9)F Jav, o

para algum « > 0 (a ser escolhido depois), qualquer € > 0 e t = t(a, €). Por outro lado,

note que
A((\w+|2+€)a + t2(|w_]2+6)a>
= a4 2) 7 ((lws P+ ) Alws 2+ (o = DIV, 2P2)

+H2a(jw_|? + 5)°“2((|w_|2 + ) Alw 2 + (a — 1)|V|w_|2|2>.
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3.2 Curvatura biortogonal e variedades definite

Por uma questao de simplicidade, denotemos
U= (lwp]?+)" +(Jw|*+¢)".
Como w4 sao harmoénicas usamos a férmula de Weitzenbock (3.7) para obtermos

AU = ol + )" (s P+ 2) (2AVar P + 2F (i), w)) + (@ = DIV]wy 2

(w2 + )" (2 + &) (2IVw 2+ 2(F(w ), w ) + (@ = DIV [21).
Prosseguindo, usamos a desigualdade de Kato refinada (veja [68])

[Vl >

[\CR V]

V]wlf?,
para deduzir que
AU > affonl? +€)° 7 (s + )BT+ 20 (w,),w,)) + (0= 1)[V], )

+ (w2 +2) (- + ) EIVIw- P +2(F(w-), w-) + (@ = 1)|Viw-[2).
(3.10)

Continuando, calculando-se |V|w4 |?| e reorganizando, obtemos
2 g _ 1 2|2
W I VIws[[7 = 7 [V]we 7] (3.11)

Usando (3.11)) em (3.10) obtemos

AU 2 aflws P +)" 7 (VI PP + (o 1)V, P)
+2a(jws | +€) " (Flws) ws)
(o +2)* 7 (V- PP + (@~ DIVIw_?P)
+2r?a(jw_? + &) (F(w.),w.)

1 o— oa—

= (o= 7) Qe 4 ) TP+ 20l P 2) T ) )
1 a— a—

+ 2 (a—z) (lw_[? + &) |V |w_*]2 + 22 (|w_[? + &) T (F(w_),w_).

Além disso, nao é dificil verificar que

a— 4 <
a(jwsl +)" VIws PP =~V (jwsl +€) 2 P,
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3.2 Curvatura biortogonal e variedades definite

de modo que
AU 2 (1= 2) 9 (orP )P 4 20 o) P )]
+ t? (4 - 5) IV (Jw_|* + 8)%|2 + 2% (jw_|* + 5)0‘71(F(w_),w_>.

Integrando a expressao acima sobre M* obtemos

0 > (4 — é) /M <|V(\w+|2 +e) 22+ 2|V (|w_|? +5)%y2) dv,
+2a/M <(|w+\2+5)a_1<F(w+),w+>—|—t2(\w,\2+€)Q_I(F(w,),w,)>dV;;.

(3.12)

Por outro lado, observamos que
a a 1 a a
IV (Jor?+2)7 P+ |V (o +2)7 |* = 3 {|V( (jwil?+e)? =t (lw* +2)2)
IV (jwsl? + €)% + 2 (jwo [P +€) )12}

%IV( (ol +)% =t (Jwf? +2) %)%
(3.13)

v

Da caracterizacao variacional de Ay, o primeiro autovalor do Laplaciano, temos

/‘v((’w+‘2+€)g_t(‘w|2+5)g)’2dVgZ)\1/ ((‘w+|2+8)%_ |w ]2—1—8%)
M M

Assim, combinamos ([3.13)) com (3.14]) para deduzir

(7 « 2
/ A% |w+]2—|—€) ? + |V (|w- \2—|—5) av, > /\21 ((!w+\2+5)5—t(\w,|2+5)5) dv,.
M
(3.15)

Agora, substituindo (]3.15[) em (]3.12[) temos, para a > }l

0 > 1(4——) Zl/M((|w+|2+5)g—t(|w_|2+s)g>2dVg

o «

T /M ((]w+|2 + €)a_1<F(W+)7W+> + 12 (|- * + 5)a_1<F<w*)’w*>> dVs-

Fazendo ¢ — 0 obtemos

]. /\1 «@ e
0 = 2(1-2)7% [ e~ doloav,

[ P ) 0] + Pl PP ) ) Y
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3.2 Curvatura biortogonal e variedades definite

Além disso, escolhendo a = %, que maximiza f (4 — l) , temos
107 (0%

1 1 2
020 [ (lorl = thoo 1Y ¥y + [ (PG ) ) + Pl | P ) 0))
M M
(3.16)
Agora, fazendo X, = |w.| 2w, e X_ = tlw_|2w_, temos que Xy € A*. Além disso,
X | = |wy|2 e | X_| = t|lw_|2. Assim, considerando X = X, + X_ em (3.16) obtemos
02 [ [ (] = P+ (PO,
M
Pelo Lema [3.1] concluimos que

1
02 [ M= PP ARRIXE = (R~ 1265 X = X v,

Como | X | = |wy|2 e | X_| = t|lw_|2, temos
0 2 [ Qullen] = 2thon o]+ Bl + 4K o
M

min min)HWJr’ - t2‘w*H}dVZI (317)

1
+AKE P lw | — g(R — 12K,

Agora observamos que o integrando de (3.17)) é uma fungao quadratica em t. Em parti-

cular, por simplicidade, podemos escrever
Pt) = Milwsl = 2tlws |20 |2 + 8o ) + 4K |-

M| = ]|

1
+ 4K Pl | — (R - 12K+5,
Assim, dado p € M, consideramos

A={t;|wi| > |w_| em p} e B = {t;wi| < t*lw_| em p}.

Note que em A temos

R R
P(t) = [\ — 3 8K |ws| — 20w |2 |w |2t + [\ + §]|w_|t2 (3.18)
eem B
R 1 1 R 1 2
P(t) = [)\1 + §]|w+| — 2)\1|w+|2 |w,]2t + [)\1 — g + 8Kmin]|w,|t . (319)
Em ambos os casos, o discriminante A de P(t) é dado por
R R
A = Ao |lw-| -4\ — 3t 8K minl [\ + Fllw[lw-|
4
= Sl |(=T2A L, + R — 24K, ).
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3.2 Curvatura biortogonal e variedades definite

. o~ 2
Portanto, sob a condi¢ao K+ > 5 o R

ST concluimos que A < 0. Mas, veja que se P(t)
¢ dado por (3.18) obtemos

R
[)\1 + §]|w_| Z 0.

Por outro lado, se P(t) é dado por (3.19)), usando a hipdtese, temos

R R R2 3\?
AN — — +8KLE Jw ] > [\ —=+8 = — > 0.
[ 1 3 + rn1n|(’u |] = [ 1 3 + 24(3A1 + R) 3)\1 + R —

Entao, em ambos os casos, P(t) > 0. Como p € M é arbitréario segue de (3.17) que

Assim, de e temos que [A; + tR]lw_| = 0e [A + —& +8KL, | |w_| = 0.

Como [A; + 3R] > 0 e [\ + —% + 8Kq,] > 0 deduzimos que |w_| = 0, o que é uma
contradicao. Portanto M* ¢ definite e isto conclui a prova do teorema. [

Como consequéncia do trabalho de Freedman [34] deduzimos o seguinte coroldrio.

Corolério 3.1 Seja (M*, g) uma variedade Riemanniana de dimensao 4, simplesmente

conexa e orientada, com curvatura escalar positiva, satisfazendo

Kt > L
~ 243\ + R)’

onde N\ € o primeiro autovalor do operador Laplaciano. Entio M* é homeomorfa a S*

ou CP?t - - -#CP? (by wezes).
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Capitulo 4

Solitons Ricci-harmonicos do tipo

steady

Neste capitulo estudamos a geometria dos sélitons Ricci-harmonicos completos nao-
compactos. Mostramos que um soliton Ricci-harmonico gradiente steady completo nao-
compacto possui no maximo um fim nao-parabdlico. Além disso, obtemos estimativas
para o crescimento do volume das bolas geodésicas para sélitons Ricci-harmonicos gra-

diente steady completos nao-compactos.

4.1 Algumas observacoes iniciais

Nas tltimas décadas muitos matematicos tém estudado fluxos geométricos. Dentre tais
fluxos destacamos o fluxo de Ricci, que foi introduzido por Hamilton em 1981. O objetivo
principal deste fluxo é encontrar métricas Riemannianas com curvatura constante numa
dada variedade suave. Esse fluxo desempenhou um papel crucial na solugao da famosa
Conjectura de Poincaré e tem sido utilizado para estudar varios problemas geométricos.
Eells e Sampson [5] introduziram o fluro da equa¢ao do calor harmédnica que foi usado

para obter aplicagoes harmonicas entre duas variedades.

Miiller introduziu em [57, 58], o fluxo de Ricci acoplado com o fluzo da equagdo do
calor harmonica que é chamado simplesmente de fluzo Ricci-harmonico. Mais precisa-

mente, o fluxo Ricci-harmoénico é dado por
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4.1 Algumas observacgoes iniciais

%g = —2Ric+2aVo ® Vo,
%Cb = Tg¢v

onde ¢ : (M,g(t)) — (INV,h) é uma aplicagdo entre duas variedades Riemannianas,

(4.1)

Ty) = tr(Vde) e a denota a constante nao-negativa que depende do tempo, isto é,
a = «(t). Miiller foi capaz de provar a existéncia de solugdo em short-time para este
fluxo por um método similar ao trick DeTurck’s. Chen e Zhu [22] provaram que se
a curvatura de Ricci é uniformemente limitada sob o fluxo Ricci-harmonico em uma
variedade completa para t € [0,7T), entdao o fluxo Ricci-harmonico pode ser estendido
além do tempo 7. Uma versao do teorema de compacidade de Hamilton para o fluxo

Ricci-harmoénico foi provado por Williams [83].

E bem conhecido que o fluxo Ricci-harmonico é menos singular que o fluxo de Ricci
de Hamilton. Em [54], List considerou um caso especial de fluxo Ricci-harmonico com
variedade alvo N = R, o qual é chamado de fluxo de Ricci estendido. Em particular,
ele mostrou que o fluxo de Ricci estendido possui algumas aplicagoes em Relatividade
geral. Para uma melhor compreensao sobre o assunto sugerimos [33}, 53, 54, 57, 59].

E importante relembrar que uma solucao do fluxo Ricci-harmonico que evolui sob
uma familia de difeomorfismos a um parametro em uma dada variedade M™ e scalings

é chamada de sdliton.

Definicao 4.1 A quintupla ((Mm,g), (N™ h), &, f, )\) ¢ chamada sdliton Ricci-harmonico
gradiente se existe uma func¢ao suave f definida em M, uma constante A e uma aplicacdo

¢ (M,qg) — (N, h) satisfazendo o sequinte sistema

Ric+V%*f —aVp @ Vo = Ag,

(4.2)
750 = (Vo, V),

onde o é uma constante nao-negativa, V2 f representa a Hessiana de f e Ric € o tensor

curvatura de Ricer de M.

Por simplicidade, escrevemos Ricy = Ric — aV¢ ® V¢, bem como seu traco por
Ry = R — a|V¢|?, onde R é a curvatura escalar de M. Seguindo a terminologia dos
solitons de Ricci, um séliton Ricci-harmonico é chamado expanding, steady ou shrinking,

respectivamente, se A < 0, A = 0 ou A > 0. Além disso, se a funcao potencial f for

45



4.1 Algumas observacgoes iniciais

constante em , entao o soliton é dito Einstein-harmonico. Em tal caso, dizemos que
o soOliton é trivial, caso contrario serda ndo-trivial. Alguns exemplos de solitons Ricci-
harmonicos gradiente podem ser encontrados em [53], 57, [83]. Destacamos também que se
¢ € constante, a equacao reduz-se aquela associada a um soliton de Ricci gradiente.
Vale ressaltar que sélitons de Ricci modelam a formacao de singularidades no fluxo de

Ricci, veja [18] para mais detalhes.

Deve-se destacar que qualquer soliton Ricci-harmonico gradiente steady ou expan-
ding compacto é trivial (cf. [57,83]). Além disso, todo Ricci-harmonico gradiente shrin-
king compacto tem R, > 0. Em [74], Tadano apresenta alguns resultados de rigidez para
solitons Ricci-harmonicos gradientes compactos. Ele também forneceu um limite inferior
para o diametro de tais sélitons. Yang e Shen [80] obtiveram uma estimativa de cres-
cimento de volume para sélitons Ricci-harmonicos shrinking completos nao-compactos.
Depois disso, Wang [82] obteve uma estimativa inferior para a curvatura escalar bem
como estimativas de crescimento para a fungao potencial. Veja [53] 57, 58| 82, R3] e [80]

para mais detalhes e resultados relacionados.

Aqui, focamos nos soélitons Ricci-harmonicos gradiente steady completos nao-compactos.
Neste sentido, é essencial recordarmos algumas terminologias bem conhecidas na litera-
tura. Primeiramente, consideraremos um subconjunto compacto D de uma variedade
Riemanniana completa nao-compacta M™. Assim, gostariamos de lembrar que um fim
de M™ em relacao a D é uma componente conexa ilimitada de M™\D. O nimero de
fins com respeito a D é o nimero de componentes ilimitadas de M™\ D. Em particular,
dizemos que M™ possui um numero finito de fins se existe 1 < k < oo, tal que, para
qualquer D C M, o nimero de fins é no maximo k. Recordamos ainda que uma func¢ao

de Green G(z,y) é uma fungao definida em (M x M)\{(z,x)} tal que
| Glesutyay = -uw
M

para toda func¢do u satisfazendo a condi¢ao de bordo de Dirichlet u |gp= 0. E bem
conhecido que cada variedade completa admite uma funcao de Green. Além disso, uma
variedade completa M™ é dita ndo-parabolica se admite uma funcao de Green simétrica
e positiva G(z,y) para o Laplaciano agindo em funcoes de L?. Caso contrario, dizemos
que M™ é parabdlica.

Ao mesmo tempo, também é importante ressaltar que, de Wang [82] (cf. Theorem 2.2
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em [82]), existe uma constante indispenséavel 4 em um séliton Ricci-harmoénico gradiente
steady tal que
Ry+|VfPP = p.

Em particular, um séliton Ricci-harmonico gradiente steady nao-compacto nao-trivial
possui Ry, > 0 e Ry # p (cf. Lema , Secao . A partir de agora, tratamos apenas
do caso nao-trivial. Neste contexto, inspirado por Munteanu e Sesum [60] bem como Li e
Wang [51], vamos investigar a geometria de sélitons Ricci-harmonicos steady completos

nao-compactos satisfazendo a condicao Ry > £ > 0, para alguma constante .

4.2 Alguns resultados importantes

Nesta se¢ao, apresentaremos alguns resultados que serao 1teis para provarmos os resul-
tados desejados. Comegamos escrevendo a equagao fundamental de um séliton Ricci-

harmonico gradiente M como segue
Ricy + V2 f = \g. (4.3)
Tomando o traco em obtemos
Ry + Af = Am. (4.4)
Prosseguindo, lembramos de um resultado obtido por Wang (cf. [82], Teorema 2.2).

Proposicao 4.1 (Wang, [82]) Seja ((Mm,g), (N™ h), &, f, )\) um soliton Ricci-harmoénico

gradiente. Entao temos:
1 1 9 , Ry 5 1
5ARs = S(VRs, V) = a(Ve, V) = |Ricy, — —=g* = —(Ry —=mA) Ry (4.5)
m m
Além disso, quando A # 0, adicionando alguma constante a f, deduzimos
Ry + |Vf]> —2\f = 0. (4.6)
Por outro lado, se A =0, entao temos
Ry + |V = n, (4.7)

para alguma constante .

47



4.2 Alguns resultados importantes

Deve ser enfatizado que cada séliton Ricci-harmonico steady completo nao-trivial possui
constante positiva p (cf. [82], Corolario 4.3). Destacamos ainda que estimativas infe-
riores e superiores para a curvatura escalar desempenham um papel crucial no estudo
das propriedades geométricas. Neste sentido, Wang obteve as seguintes estimativas que

serao utilizadas nas provas dos resultados principais.

Lema 4.1 (Wang, [82]) Seja ((M™,g), (N",h), ¢, f, X) um séliton Ricci-harménico

gradiente completo . Entao, temos as sequintes afirmacaoes:
1. Se A >0, entao Ry > 0.

2. Se A < 0, entao Ry > mA. Em particular, Ry > mA a menos que o sdliton

Ricci-harmonico gradiente seja trivial.

Observacao 4.1 Note que, do Lema bem como da equacao , ¢ fdcil checar que

um séliton Ricci-harmonico gradiente steady ndao-compacto possui Ry > 0 e Ry # fu.
Prosseguindo, vamos recordar agora a definicao da desigualdade de Poincaré com peso.

Definicao 4.2 Seja M™ uma variedade Riemanniana completa de dimensao n. Dizemos

que M satisfaz a desigualdade de Poincaré com peso se a desigualdade

/ p(2)ddV < / Vo2V
M M

¢ vdlida para qualquer func¢ao com suporte compacto ¢ € CX(M), onde p(x) € uma

fungao peso nao-negativa.

Em consonancia com esta definigdo, Peter Li e Jiaping Wang [51] provaram o seguinte
teorema que garante uma condicao suficiente para a validade da desigualdade de Poin-

caré.

Proposicao 4.2 Seja M uma variedade Riemanniana completa. Se existe uma func¢ao

nao-negativa h definida em M, que nao € identicamente nula, satisfazendo

Ah() < —pla)h(x).

entao a desigualdade
/p(x)¢2dV§/ |Vo|>dV
M M

¢ vdlida para qualquer fungdo com suporte compacto ¢ € C(M).
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Nesta secao enunciaremos e provaremos os resultados obtidos. Comecamos com um

resultado de nao-parabolicidade para soélitons Ricci-harmonico steady.

Teorema 4.1 Seja ((Mm,g), (N™ h), ¢, f) um soliton Ricci-harménico gradiente ste-
ady completo nao-compacto tal que Ry > k > 0, para alguma constante k. Entao M é

nao-parabolica.
Demonstragao: De inicio, note que, de (4.7)), temos
Ry < Ry + VP =p

e como Ry > k > 0 chegamos a x < pr. Em particular, se K = 1, entao f é constante e o
sOliton ¢ trivial. Portanto, podemos assumir que x < p. Em seguida, definindo a fungao

h = e, para alguma constante 7 (a ser escolhida depois), temos
Ah = [*(n — Ry) — nRg ] h.

Assim, como p — k > 0 nés escolhemos 1 = 57 -

omy due ¢é positiva. Portanto, de acordo

com a hipotese sobre Ry, temos que

KZQ

Ah<——"_h.
A p— k)

Disto, basta utilizarmos a Proposicao de Peter Li e Jiaping Wang (Proposigao 1.1

em [51]) para concluir que

1{2

N0y p——
A(p — k)
onde A\;(M) denota a maior cota inferior do espectro do Laplaciano agindo em fungoes

de L?. Entao, o principio variacional para A\;(M) assegura a validade da desigualdade

Ap— K
[ totav <228 [ iggpav,
M K M

para toda funcdo com suporte compacto ¢ € C°(M). Mas, de acordo com um resultado

de Poincaré

de Li e Wang [51], a validade da desigualdade de Poincaré é equivalente a variedade ser

nao-parabdlica. Isto finaliza a prova do teorema. [

Seguindo nossa discussao, passamos a estudar o numero de fins nao-parabélicos.

Neste sentido, temos o seguinte resultado.
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Teorema 4.2 Seja ((Mm,g), (N, h), ¢, f) um soliton Ricci-harmoénico gradiente ste-
ady completo nao-compacto tal que Ry > k > 0, para alguma constante . Suponha que

u € uma fungao harmonica em M com [, |Vu|* < co. Entao u € wma fungdo constante.

Demonstragao: Primeiramente, seja ¢ : M — [0,1] uma fungao cut-off tal que
¢ =1 em By(r) (uma bola geodésica de raio r centrada em algum ponto fixo p € M),
¢ = 0 fora da bola B,(2r) e |[V¢| < %, para alguma constante C. Além disso, seja u
uma fun¢do harmonica em M com energia de Dirichlet finita, isto é, [, |Vul* < oco.

Com essas notagoes, usamos (4.2)) para obtermos
/ Ric(Vu, Vu)yp? = — / V.V, fVauVu? + a / (Vo, Vu)??. (4.8)
M M M
Prosseguindo, como Au = 0, temos imediatamente que

VZ(VJfVZUVJUQﬂZ) = VZV]fVluVJwﬁ—|—VJfVZuV1VJuw2

Disto, usando integracao por partes e deduzimos que
M M M
ta / Vo, Va2, (4.9)
M
Por outro lado, também temos que
M M M
+ [ [wupvs v,
M
que pode ser escrito como
1 1
—/ VZV]uVJfVZwﬁ: —/ Af|Vu]2w2—l——/ !Vu]Q(Vf, VW)
M 2 ) 2 )
Substituindo isto em (4.9)) obtemos
1 1
[ Rievuva = =5 [ anvaper -3 [ e
M 2 ) 2 )
+ / (V £, V) (Y, Vo2 + / (Vo Vuy2?.  (4.10)
M M
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Dando continuidade, sendo u harmonica, podemos usar a formula de Béchner juntamente

com a desigualdade de Kato para obter

AlVul*y? = 2Ric(Vu, Vu)y? + 2|V?u|*y?
> 2Ric(Vu, Vu)? + 2|V|Vu|[*?

Em particular, pelo teorema da divergéncia deduzimos
—/ (V|Vul?, Vi)?) 22/ Ric(vu,vu)¢2+2/ V| V|2 (4.11)
M M M
Combinando com a equagao (|4.10]), resulta
[ OV = - [ anvre - [ Vv ve v [ vivupe
M M M M
49 / (Y, V) (Vu, V2 + 2 / (Vo, Vi) 242,
M M
Portanto, reorganizando os termos e usando (4.4) obtemos
2 [ VIvale+ [ RpVuPe < - [ @IVaE v+ [ Ve v
M M M M
-2 [ (95, 9u)(u.ve?)
M
~2a [ V6.V
M
< —/ <vyvu12,vw2>+/ IVul*(V f, Vip?)
M M
—2 / (V £, Vu)(Vu, Vi?). (4.12)
M
E simples verificar que
- [ OVl < [ IV e [ valier,
M M M

Além disso, ja sabemos, a partir de (4.7)), que |V f| < |/ji. Essas informagoes substituidas
em (4.12]) asseguram que

/ V[Vl Py? + / R|Vul? < € / VP |Vl
M M M

Recordamos agora que |Vi| < % e u possui energia total finita. Assim, fazendo r — oo
concluimos que |V|Vu||? = Ry|Vu|? = 0 e entdo |Vu| = Cy para alguma constante C.

Mas, do Teorema [4.1| nés sabemos que M é nao-parabdlica e entao M possui volume
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infinito. Agora, como u possui energia total finita obtemos que Cy = 0. Portanto, u é

constante em M, como queriamos provar. [

Uma consequéncia do Teorema [4.2] é o seguinte corolario.

Coroldrio 4.1 Seja  ((M™,g), (N™,h), ¢, f) um séliton Ricci-harménico gradiente
steady completo nao-compacto tal que Ry > k > 0, para alguma constante k. Entao M™

possui no mdximo um fim nao-parabolico.

Demonstracao: Um resultado classico de Li e Tam [52] assegura que se uma variedade
M possui pelo menos dois fins nao-parabdlicos, entao existe uma funcao harmonica u em
M tal que [,,|Vu|* < 0o, o que obviamente contradiz o Teorema . Assim, a prova

estd finalizada. m

Antes de prosseguir, lembramos de um resultado cldssico obtido por Calabi [16] e
Yau [81] o qual assegura que toda variedade Riemanniana completa nao-compacta com

tensor curvatura de Ricci nao-negativo satisfaz
Vol(B,(r)) > cr (4.13)

para qualquer r > 7y onde 79 é uma cosntante positiva e B,(r) é a bola geodésica de
raio r centrada em p € M"™ e ¢ é uma constante que nao depende de r. Similarmente,
Munteanu e Sesum [60] obtiveram o mesmo tipo de crescimento para sélitons de Ricci
gradiente steady completos nao-compactos. Agora, nds apresentamos nosso resultado
referente ao crescimento das bolas geodésicas para sélitons Ricci-harmonico gradiente

completos nao-compactos, o qual é similar a estimativa de Calabi-Yau.

Teorema 4.3 Seja ((Mm,g), (N™ h), ¢, f) um soliton Ricci-harmoénico gradiente ste-
ady completo nao-compacto. Entao existem constantes Cy, C1, C3 e rg > 0 tais que para

qualquer r >

C1e%V" > Vol(B,(r)) > Cor. (4.14)

Demonstracao: Primeiramente, observe que implica Ric+ V2f > 0. Além disso,
como foi observado previamente, temos |V f| < ,/ji. Assim, basta aplicarmos um teorema
de Munteanu e Wang (cf. [61], Teorema 2.3 (a), com A = 0) para obtermos a estimativa
superior

C1e%2V" > Vol(B,(r)).
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Agora, trataremos da limitacao inferior. Para isto, note que se R, = 0 podemos usar
o Lema (2) para concluir que o séliton é trivial. Portanto, podemos assumir que

R, > 0. Neste caso, escolhemos p € M e uma bola B,(r) para um raio fixado 1o > 0

CO - / R¢,,
By (ro)

onde Cy é uma constante positiva. Disto, temos para todo r > rg,

Co :/ R¢ S/ R¢.
Byp(ro) By (r)

Dai, usando (4.4) juntamente com (4.7) obtemos

tal que

Cy < Ry = — Af

By (r) By(r)

0
= - / a—fs IVf]
8Bp(r) 97 8Bp(r)
< /- Area(0B,(r)).

Temos, assim, provado que

Area(0B,(r)) > ¢ > 0, (4.15)

para uma constante uniforme c. Portanto, integrando (4.15)) de ry a r temos

Vol(By(r)) > c(r—rg) > C -1,

para todo r > 2rg. Isso conclui a prova do teorema. [
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