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de sólitons Ricci-harmônicos não-compactos

por

ELZIMAR DE OLIVEIRA RUFINO

sob orientação do

Professor Ernani de Sousa Ribeiro Jr.

Tese apresentada ao Programa de Doutorado em Matemática
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Resumo

Este trabalho tem como principal objetivo estudar variedades Riemannianas compactas

de dimensão 4, com curvatura seccional biortogonal positiva bem como a parabolicidade

de sólitons Ricci-harmônicos. Na primeira parte do trabalho, obtemos teoremas de clas-

sificação para subvariedades com curvatura biortogonal positiva. Além disso, usamos o

conceito de curvatura biortogonal para obter uma condição de pinching a qual garante

que uma variedade compacta de dimensão quatro seja definite. Na parte final do tra-

balho, estudamos a parabolicidade de sólitons Ricci-harmônicos steady não-compactos.

Mostramos que, sob uma condição de pinching na curvatura escalar, todo sóliton Ricci-

harmônico completo não-compacto tem no máximo um fim não-parabólico. Além disso,

obtemos estimativas para o volume das bolas geodésicas dos sólitons Ricci-harmônicos

steady.

Palavras-chave: curvatura biortogonal, curvatura isotrópica, half-conformemente flat,

sóliton Ricci-harmônico.



Abstract

The purpose of this work is to study four-dimensional compact Riemannian mani-

folds with positive biorthogonal (sectional) curvature and parabolicity of steady Ricci-

harmonic solitons. In the first part, we obtain classification theorems for submanifolds

with positive biorthogonal curvature. Moreover, we use the concept of biorthogonal

curvature to obtain a pinching condition which ensures that a compact four-manifold

is definite. In the third part, we show that, under a pinching condition on the scalar

curvature, a noncompact Ricci-harmonic soliton has at most one end. In addition, we

obtain volume estimates for the geodesic balls of steady Ricci-harmonic solitons.

Keywords: Biorthogonal curvature, isotropic curvature, half-conformally flat, Ricci-

harmonic soliton.
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Introdução

Este trabalho divide-se em quatro partes. No Caṕıtulo 1 apresentamos alguns requesitos

básicos para uma boa compreensão dos caṕıtulos seguintes, dentre os quais destacamos

a decomposição ortogonal do tensor curvatura de Riemann, a decomposição do tensor de

Weyl nas suas partes auto-dual e anti-auto-dual em dimensão 4 e a curvatura biortogonal.

Nos caṕıtulos 2, 3 e 4 apresentamos os resultados obtidos.

Durante décadas, muitos matemáticos investigaram as estruturas topológica e dife-

renciável de subvariedades Riemannianas em esferas e espaços Euclidianos, obtendo uma

série de resultados interessantes. Por exemplo, destacamos o seguinte teorema obtido

por Lawson e Simons.

Teorema 1 (Lawson-Simons, [48]) Seja Mn com n ≥ 4, uma subvariedade Rieman-

niana de dimensão n orientada, compacta na esfera unitária Sn+p.

1. Se n = 4, e a segunda forma fundamental α de M4 satisfaz ‖α‖2 < 3, então M4 é

uma esfera homotópica.

2. Se n ≥ 5, e a segunda forma fundamental α de Mn satisfaz ‖α‖2 < 2
√
n− 1, então

Mn é homeomorfa a uma esfera.

Esse resultado foi estendido por Leung [49] e Xin [77] para subvariedades compactas em

espaços Euclidianos, e posteriormente Asperti e Costa [1], obtiveram um novo critério

para o anulamento do grupo de homologia de subvariedades compactas da esfera e

espaços Euclidianos.

Lembramos agora que uma variedade Riemanniana (Mn, g) compacta (sem bordo) é

dita ser δ−pinçada se as curvaturas seccionais satisfazem

1 ≥ K ≥ δ.
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Nesse sentido, Xia [20] provou em 1997, que uma subvariedade Riemanniana, com-

pacta, simplesmente conexa, isometricamente imersa em uma variedade Riemanniana

δ−pinçada, onde a segunda forma fundamental satisfaz

‖ α ‖2<
4

9
(δ − 1

4
)

para todo vetor unitário v em M, deve ser homeomorfa a uma esfera. Em [35], Gu e Xu

mostraram que uma subvariedade M3 de dimensão 3, compacta, simplesmente conexa

de uma variedade Riemanniana M
n

satisfazendo uma condição envolvendo a curvatura

média e a curvatura escalar, deve ser difeomorfa a esfera Sn. Em 2009, Xu e Zhao [78]

provaram que uma subvariedade de dimensão n, compacta orientada de uma variedade

Riemanniana δ(> 1
4
)−pinçada satisfazendo

‖α(v, v)‖2 <
4

9
(δ − 1

4
), para qualquer vetor unitário v ∈ TpM,

deve ser difeomorfa a um espaço forma esférico. Depois, Gu e Xu [37] provaram que

uma subvariedade completa Mn de uma variedade Riemanniana (n + m)−dimensional

Nn+m, satisfazendo

‖α‖2 <
8

3
(Kmin −

1

4
Kmax) +

n2H2

n− 1
,

onde H é a curvatura média de Mn, é difeomorfa a um espaço forma esférico ou a Rn.

Assim, obter condições sob a curvatura para garantir que uma variedade Riemanniana

compacta seja difeomorfa a uma esfera é definitivamente um problema interessante em

geometria.

Recentemente, Ribeiro e Costa [27] usaram a noção de curvatura biortogonal para

obter alguns teoremas de esfera. Em particular, eles melhoraram a constante de pinching

usada em alguns trabalhos anteriores.

Antes de prosseguir, recordemos o conceito de curvatura seccional biortogonal: para

qualquer plano P ⊂ TpM em um ponto p ∈ M4, a curvatura biortogonal de P é dada

pela seguinte média das curvaturas seccionais

K⊥(P ) =
K(P ) +K(P⊥)

2
, (1)

onde P⊥ é o plano ortogonal a P . Em particular, para cada ponto p ∈ M4, tomamos o

mı́nimo das curvaturas biortogonais para obtermos a seguinte função

K⊥min(p) = min{K⊥(P );P é um plano em TpM}. (2)
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Como mencionado em [26] a soma de duas curvaturas seccionais em dois planos ortogo-

nais aparece nos trabalhos de Noronha [64] e Seaman [71]. Vale ressaltar que a positivi-

dade da curvatura biortogonal é uma condição intermediária entre curvatura seccional

positiva e curvatura escalar. Existe uma considerável literatura sobre o assunto e para

um bom entendimento indicamos, por exemplo, [6, 26, 27, 28, 64, 71].

Um famoso resultado obtido por Tachibana [76] assegura que uma variedade Einstein

(Mn, g) com operador de curvatura positivo possui curvatura seccional constante. Além

disso, ele também provou que se (Mn, g) possui curvatura não-negativa, então Mn é

localmente simétrica. Agora, recordamos que uma variedade Riemanniana Mn, n ≥ 4,

possui curvatura isotrópica positiva se

R1313 +R1414 +R2323 +R2424 − 2R1234 > 0,

para todo referencial {e1, e2, e3, e4} de M . A noção de curvatura isotrópica foi introdu-

zida por Micallef e Moore [56]; eles provaram que uma variedade compacta com curvatura

isotrópica positiva é homeomorfa a uma esfera. Micallef e Wang [55] estenderam o resul-

tado de Tachibana para n = 4 mostrando que uma variedade de Einstein de dimensão

4 com curvatura isotrópica não-negativa é localmente simétrica. Recentemente, esses

resultados foram estendidos em duas direções importantes. Primeiramente, por meio de

uma análise de convergência para o fluxo de Ricci, Böhm e Wilking [15] provaram, para

n ≥ 4, que variedades com operador de curvatura positivo são espaços formas. Depois,

Brendle [9] estendeu o resultado de Micallef e Wang para dimensões n ≥ 4. Mais pre-

cisamente, ele provou que se (Mn, g) é uma variedade Einstein, n ≥ 4, com curvatura

isotrópica positiva, então ela é localmente simétrica. Além disso, Costa e Ribeiro Jr

[26], mostraram que S4 e CP2 são as únicas variedades de dimensão 4 compactas, sim-

plesmente conexas satisfazendo K⊥ ≥ R
24
> 0. Enquanto Bettiol [6] mostrou que S2× S2

admite uma métrica com curvatura biortogonal positiva.Tendo como motivação as ideias

desenvolvidas por Ribeiro e Costa [26, 27], Gu e Xu [35, 36, 37], bem como as de Xu e

Zhao [78], investigamos no Caṕıtulo 2 teoremas da esfera para subvariedades sob certas

condições envolvendo a curvatura biortogonal. Agora enunciamos o primeiro resultado

deste trabalho.

Teorema 2 Seja M4 uma subvariedade compacta de dimensão 4, simplesmente conexa,

imersa isometricamente em uma variedade Riemanniana δ−pinçada. Então M4 é dife-
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omorfa a uma esfera S4, desde que seja válida uma das seguintes condições:

1. ‖α(v, v)‖2 < K⊥min − 1
3
(1− δ), para qualquer v ∈ TpM4 ;

2. ‖α‖2 < 4K⊥min+4δ+8H2−R
3
, onde H e R denotam a curvatura média e a curvatura

escalar de M4, respectivamente.

Como consequência deste resultado temos o seguinte corolário.

Corolário 1 Seja M4 uma subvariedade riemanniana compacta de dimensão 4, sim-

plesmente conexa, imersa isometricamente em uma esfera canônica Sn. Suponha que

‖α(v, v)‖2 < K⊥min,

para qualquer vetor tangente unitário v em M4. Então M4 é difeomorfa a esfera S4.

No Teorema 13 de Gu e Xu [35], foi mostrado que uma subvariedade compacta de

dimensão 3, em uma variedade Riemanniana M
n

de dimensão n, satisfazendo

‖α‖2 < 2Kmin +
9

2
H2,

deve ser difeomorfa a um espaço forma esférico. Motivado por este resultado, con-

sideramos uma hipersuperf́ıcie compacta, simplesmente conexa M3 de uma variedade

compacta N4 de dimensão 4 e estabelecemos o seguinte resultado.

Teorema 3 Seja M3 uma hipersuperf́ıcie compacta simplesmente conexa de uma vari-

edade N4 compacta de dimensão 4. Suponha que

‖α‖2 < 4K
⊥
min − 2Kmax +

9

2
H2,

onde Kmax é o valor máximo da curvatura seccional de N4. Então M3 é difeomorfa a

S3.

Em [64], Noronha obteve alguns resultados de classificação para variedades compactas

de dimensão 4 com curvatura seccional não-negativa. Por exemplo, ela mostrou que se

‖W−‖2 ≥ −(ω−1 )R
2

e a parte auto-dual do operador de Weitzenböck F+ possui autovalor

negativo em algum ponto de M4, então W− = 0, onde W− é a parte anti-auto-dual

do operador de Weyl, o qual será explicitado posteriormente. Neste caso, a curvatura

escalar R não pode ser constante (veja [64]).

Os dois seguintes teoremas, o primeiro obtido por Brendle [10] e o segundo, obtido

por Brendle e Schoen [11] serão utilizados em nosso próximo resultado.
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Teorema 4 (Brendle) Seja (M, go) uma variedade Riemanniana compacta de dimensão

n ≥ 4. Assuma que

R1313 + λ2R1414 +R2323 + λ2R2424 − 2λR1234 > 0

para todo referencial {e1, e2, e3, e4} e todo λ ∈ [−1, 1]. Então, o fluxo de Ricci normali-

zado com métrica inicial go,

∂

∂t
g(t) = −2Ricg(t) +

2

n
rg(t)g(t),

existe para todo tempo e converge para uma métrica de curvatura constante quando

t −→∞. Aqui rg(t) denota a média da curvatura escalar de g(t).

Teorema 5 (Brendle - Schoen) Seja (M, go) uma variedade Riemanniana compacta,

localmente irredut́ıvel, de dimensão n ≥ 4. Assuma que M×R2 possui curvatura isotrópica

não-negativa, isto é,

R1313 + λ2R1414 + µ2R2323 + λ2µ2R2424 − 2λµR1234 ≥ 0

para todo referencial {e1, e2, e3, e4} e para todo λ, µ ∈ [−1, 1]. Então, uma das seguintes

afirmações ocorre:

1. M é difeomorfa a um espaço forma esférico.

2. n = 2m e o recobrimento universal de M é uma variedade Käler biholomorfa a

CPm.

3. O recobrimento universal de M é isométrico a um espaço simétrico compacto.

Combinando esses resultados com um teorema obtido por Noronha podemos fornecer

a seguinte classificação.

Teorema 6 Seja M4 uma subvariedade Riemanniana compacta de dimensão 4, em uma

variedade Riemanniana M
n

de dimensão n, satisfazendo

‖α‖2 ≤ 2
(
Kmin +K⊥min

)
+

16

3
H2 − R

6
. (3)

Então temos:
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1. Se M4 é orientada, ∆W = 0 (para detalhes sobre esta condição veja [64]) e

‖W−‖2 ≥ −(ω−1 )R
2
, então uma das seguintes afirmações ocorre:

(a) M4 é conformemente equivalente a S4, ou seu recobrimento universal é R4 ou

S3 × R com suas métricas canônicas.

(b) O recobrimento universal de M4 é S2×S2, onde S2 possui curvatura constante.

(c) M4 é isométrica a CP2.

(d) M4 é anti-auto-dual e negativa definite.

(e) M4 é auto-dual e a curvatura escalar não é constante.

2. Se M4 é localmente irredut́ıvel, então uma das seguintes afirmações ocorre:

(a) M4 é difeomorfa a um espaço forma esférico.

(b) O recobrimento universal de M4 é uma variedade Kähler biholomorfa a CP2.

(c) O recobrimento universal de M4 é isométrico a um espaço simétrico compacto.

3. Se a desigualdade (3) é estrita, então M4 é difeomorfa a um espaço forma esférico.

Além disso, se M4 é simplesmente conexa, então M4 é difeomorfa a S4.

Em 1951, Rauch [65] provou que uma variedade Riemanniana compacta, simples-

mente conexa δ−pinçada (δ ≈ 0, 75) é homeomorfa a uma esfera Sn. Depois, Berger [2]

obteve o famoso Teorema da Esfera Topológica, o qual diz que uma variedade Riemanni-

ana compacta, simplesmente conexa, cujas curvaturas seccionais estão todas no intervalo

(1
4
, 1] é necessariamente homeomorfa a uma esfera. Recentemente, Brendle e Schoen [14]

melhoraram o resultado de Berger mostrando que, sob as mesmas condições, uma tal

variedade deve ser difeomorfa a uma esfera, resultado que ficou conhecido como o Teo-

rema da Esfera Diferenciável (para mais detalhes veja [13]). Inspirado pelo Teorema da

Esfera Topológica, Berger [3] provou que, para n par, existe um número real ε(n) (cujo

valor é desconhecido) tal que se Mn é (1
4
− ε(n))−pinçada, então M é homeomorfa a

Sn ou difeomorfa a um espaço forma esférico de posto 1. Esses resultados estimularam

muitos trabalhos interessantes. Nas últimas décadas, muitos matemáticos têm estudado

variedades Riemannianas compactas de dimensão 4 sob alguma condição de pinching

sobre a curvatura.
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Ressaltamos que, em dimensão 4, o fibrado das 2−formas pode ser decomposto como

Λ2 = Λ+ ⊕ Λ−, onde Λ± = {w ∈ Λ2; ∗w = ±w}, e ∗ : Λ2 −→ Λ2 é o operador estrêla

de Hodge. Segue que o espaço das 2−formas harmônicas H2 pode ser decomposto como

H2 = H+⊕H−, onde H± ⊂ Λ±. Consequentemente, o segundo número de Betti b2 pode

ser decomposto como b2 = b+ + b− onde b± = dimH±. Diante disso, dizemos que uma

variedade de dimensão 4 é positiva definite (respectivamente, negativa definite) se b− = 0

(respectivamente se b+ = 0). Caso contrário será chamada de indefinite (veja [4]).

Bourguignon [8] mostrou que uma variedade Riemanniana 4
19
−pinçada de dimensão

4, é sempre definite. Além disso, Ville [75] mostrou que sob essas condições temos

|τ(M)| < 1

2
χ(M), (4)

onde τ(M) é a assinatura e χ(M) é a caracteŕıstica de Euler de M4, e então por um

argumento clássico, conclúımos que M4 é simplesmente conexa e o segundo número

de Betti satisfaz b2 ≤ 1. Assim, usando um teorema de classificação de Freedman [34]

conclui-se que M4 é topologicamente uma esfera S4 ou o espaço projetivo complexo

CP2. Em [69] Seaman provou que uma variedade Riemanniana δ-pinçada, de dimensão

4, fechada e conexa, deve ser definite quando

δ ≥ 1(
3(1 + 3 · 2 1

4/5
1
2 )
) 1

2
+ 1

≈ 0.1714.

Além disso, seguindo as ideias desenvolvidas por Ville [75], Ko [45] provou que, sob

esta condição, M4 é topologicamente S4 ou CP2. Lembramos ainda que o operador de

Weyl W também pode ser decomposto como W = W+ +W−, onde W± : Λ± → Λ±

são chamados de partes auto-dual e anti-auto-dual de W . Nesse contexto, no Caṕıtulo

3, tomando como base técnicas desenvolvidas em [66], usamos a noção de curvatura

biortogonal para estabelecer o seguinte resultado.

Teorema 7 Seja (M4, g) uma variedade Riemanniana de dimensão quatro, compacta,

orientada, conexa satisfazendo

K⊥ ≥ R2

24(3λ1 +R)
,

onde λ1 é o primeiro autovalor do Laplaciano. Então M4 é definite.

Como consequência de um trabalho de classificação de Freedman [34], obtemos o seguinte

corolário.
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Corolário 2 Seja (M4, g) uma variedade Riemanniana de dimensão 4, simplesmente

conexa, orientada satisfazendo

K⊥ ≥ R2

24(3λ1 +R)
,

onde λ1 é o primeiro autovalor do operador Laplaciano. Então M4 é homeomorfa a S4

ou uma soma conexa de espaços projetivos complexos, CP2] · · · ]CP2 (b2 vezes).

No Caṕıtulo 4, estudamos a parabolicidade dos sólitons Ricci-harmônicos. Sólitons

Ricci-harmônicos têm origem no fluxo Ricci-harmônico introduzido por Müler [57, 58].

Mais precisamente, provamos o seguinte resultado.

Teorema 8 Considere
(
(Mm, g), (Nn, h), φ, f

)
um sóliton Ricci-harmônico gradiente

steady completo e não-compacto, tal que Rφ ≥ κ > 0, para alguma constante κ. Então

M é não-parabólica.

Com o aux́ılio do teorema anterior, provamos o seguinte resultado.

Teorema 9 Seja
(
(Mm, g), (Nn, h), φ, f

)
um sóliton Ricci-harmônico gradiente steady

completo não-compacto tal que Rφ ≥ κ > 0, para alguma constante κ. Suponha que u é

uma função harmônica em M com
∫
M
|∇u|2 <∞. Então u é uma função constante.

Como consequência, obtemos o seguinte corolário.

Corolário 3 Seja
(
(Mm, g), (Nn, h), φ, f

)
um sóliton Ricci-harmônico gradiente ste-

ady completo não-compacto tal que Rφ ≥ κ > 0, para alguma constante κ. Então Mm

possui no máximo um fim não-parabólico.

Finalizando o Caṕıtulo 4, apresentaremos um resultado de crescimento do volume das bo-

las geodésicas em sólitons Ricci-harmônicos gradiente steady completos não-compactos,

como segue.

Teorema 10 Seja
(
(Mm, g), (Nn, h), φ, f

)
um sóliton Ricci-harmônico gradiente ste-

ady completo não-compacto . Então existem constantes C0, C1, C3 e r0 > 0 tais que

para qualquer r > r0

C1e
C2
√
r ≥ V ol(Bp(r)) ≥ C0r. (5)
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Caṕıtulo 1

Preliminares

O objetivo deste caṕıtulo é apresentar alguns requesitos básicos para um bom enten-

dimento dos caṕıtulos seguintes. Como de costume, (Mn, g) denotará uma variedade

Riemanniana de dimensão n, com métrica g e conexão de Levi-Civita ∇. Ademais, de-

notaremos o espaço dos campos suaves sobre M por X(M). O espaço das funções suaves

sobre M denotaremos por C∞(M).

1.1 Notações e alguns tensores Riemannianos

Seja (M4, g) uma variedade Riemanniana. Sempre que não houver dúvidas utilizaremos

a notação g(X, Y ) = 〈X, Y 〉, para o tensor métrico. Recordamos que o tensor curvatura

de Riemann é o (1, 3)−tensor Rm : X(M)× X(M)× X(M) −→ X(M) definido por

Rm(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z, para todos X, Y, Z ∈ X(M).

Usando o tensor métrico podemos ver este tensor como um (0, 4)−tensor, cuja notação

adotaremos para ser a mesma. A versão (0, 4) é o tensor Rm : X(M)×X(M)×X(M)×
X(M) −→ C∞(M) dado por

Rm(X, Y, Z,W ) = 〈Rm(X, Y )Z,W 〉.

É bem conhecido que o tensor de Riemann possui a seguinte decomposição

Rm = W +
1

n− 2
(Ric− R

n
g)� g +

R

2n(n− 1)
g � g, (1.1)

9



1.2 Curvatura em dimensão 4

onde � é o produto de Kulkarni-Nomizu. Recordamos que o produto de Kulkarni-

Nomizu se utiliza de dois (0, 2)−tensores simétricos T1 e T2 e gera um (0, 4)−tensor

T1 � T2, com as mesmas simetrias do tensor curvatura, como segue

T1�T2(x, y, z, w) = T1(x, z)T2(y, w)−T1(y, z)T2(x,w)−T1(x,w)T2(y, z)+T1(y, w)T2(x, z),

para todos x, y, z, w ∈ X(M). A decomposição do tensor de Riemann, em coordenadas,

é dada por

Rijkl = Wijkl +
1

n− 2
(Rikgjl −Rjkgil +Rjlgik − Rilgjk)

− R

(n− 1)(n− 2)
(gikgjl − gjkgil).

1.2 Curvatura em dimensão 4

Em dimensão 4, existem algumas propriedades especiais relacionadas ao tensor cur-

vatura. Começaremos revendo alguns fatos sobre o operador estrela de Hodge ∗, em

dimensão n. Seja Mn uma variedade Riemanniana orientada e dV ∈ Λn(T ∗Mp) o ele-

mento de volume Riemanniano de M . O operador estrela de Hodge ∗ : Λk −→ Λn−k é

uma isometria do espaço das k−formas para o espaço das (n− k)−formas definido por

α ∧ ∗β = 〈α, β〉ΛkdVp,

onde α, β ∈ Λk. Uma propriedade conhecida do operador ∗ de Hodge é que

∗2 = (−1)k(n−k)I,

onde I : Λ2 → Λ2 é operador identidade. Em particular, em dimensão 4, com k = 2,

temos ∗ : Λ2 −→ Λ2 e ∗2 = I. Como consequência, o espaço das 2−formas é decomposto

como

Λ2 = Λ+ ⊕ Λ−,

onde Λ± é o auto-espaço do operador ∗ de Hodge associado ao autovalor ±1. Esta

especial coincidência que ocorre em dimensão 4, permite associar, a cada (0, 4)−tensor

T satisfazendo

T (x, y, z, t) = −T (y, x, z, t) = −T (x, y, t, z)

T (x, y, z, t) = T (z, t, x, y),

10



1.2 Curvatura em dimensão 4

um operador simétrico T : Λ2 −→ Λ2, do seguinte modo: seja {ei}i=1,...,n uma base

ortonormal orientada para TpM. Usando a convenção de Einstein, denotamos uma 2-

forma por w = 1
2
wije

i ∧ ej onde wij = w(ei, ej) e definimos

(T w)ij =
1

2
Wijklwkl.

Reciprocamente, qualquer operador simétrico T : Λ2 −→ Λ2 é equivalente a um (0, 4)−tensor

T dado por

Tpqrs = 〈T (ep ∧ eq), er ∧ es〉Λ2 .

Em particular, associado ao (0, 4)−tensor W de Weyl da decomposição (1.1), definimos

o operador curvatura de Weyl, W : Λ2 −→ Λ2 por

(Ww)ij =
1

2
Wijklwkl.

Também definimos W± : Λ± −→ Λ± pondo

W±w = π±Wπ±w,

onde π± : Λ2 −→ Λ± é a projeção π± = 1
2
(I ± ∗). Estas definições nos fornecem a

decomposição W = W+ ⊕W− de modo que podemos escrever o tensor de Weyl como

W = W+ + W− onde W+ e W− são as chamadas partes auto-dual e anti-auto-dual de

W , respectivamente. Portanto, em dimensão 4 temos a seguinte decomposição ortogonal

Rm = W+ +W− +
1

2
(Ric− R

4
g)� g +

R

24
g � g. (1.2)

Observamos que o operador simétrico G : Λ2 −→ Λ2 associado ao (0, 4)−tensor g � g,
isto é,

(g � g)ijkl =
〈
G(ei ∧ ej), ek ∧ el

〉
Λ2 ,

é igual a 2I.. De fato, dada uma 2−forma w ∈ Λ2, temos

(Gw)ij =
1

2
(g � g)ijklwkl

=
1

2
(gikgjl − gjkgil − gilgjk + gjlgik)wkl

= (gikgjl − gjkgil)wkl

= wij − wji = 2wij.

Além disso, é posśıvel mostrar (cf. [84]) que o operador (simétrico) definido no espaço

das 2-formas, associado ao (0, 4)−tensor (Ric− R
n
g)� g, anti-comuta com o operador ∗

11



1.3 Curvatura biortogonal e o tensor Weyl

de Hodge. Assim, tal operador simétrico associado ao (0, 4)−tensor 1
2
(Ric − R

n
g) � g é

constitúıdo de uma parte B : Λ− −→ Λ+ e de outra B∗ : Λ+ −→ Λ−, a parte adjunta de

B. Então, se R : Λ2 −→ Λ2 é o operador simétrico associado ao (0, 4)−tensor curvatura

de Riemann Rm então, correspondendo à decomposição

Λ2 = Λ+ ⊕ Λ−

temos também a seguinte configuração matricial em forma de blocos

R =

 W+ + R
12
I B

B∗ W− + R
12
I

 . (1.3)

1.3 Curvatura biortogonal e o tensor Weyl

A noção de curvatura biortogonal foi usada em [64] por Noronha e em [71] por Seaman.

A idéia de soma de curvaturas seccionais de planos ortogonais também apareceu nos

artigos de Lebrum, Kulkarni [47] e Chern [23].

Seja Mn uma variedade Riemanniana orientada de dimensão n ≥ 4 e denote por M

o conjunto das métricas Riemannianas em M. Para cada métrica g ∈ M, denote por

K a curvatura seccional dessa métrica. Para cada ponto p ∈ M , sejam P1 e P2 dois

subespaços ortogonais de dimensão 2, do espaço tangente TpM.

Definição 1.1 A curvatura seccional biortogonal K⊥ relativa a P1 e P2 (em p ∈ M) é

o número dado por

K⊥(P1, P2) =
K(P1) +K(P2)

2
.

Quando n = 4, podemos escrever

K⊥(P ) =
K(P ) +K(P⊥)

2
, (1.4)

onde P⊥ é o plano ortogonal a P .

A soma das curvaturas seccionais de dois planos ortogonais, que foi considerada pri-

meiramente por Chern [23], desempenha um papel crucial em variedades de dimensão

4. Esta noção apareceu precisamente em trabalhos de Synger e Thorpe [73], Gray [39],

Seaman [71], Noronha [63], Costa e Ribeiro Jr [26] e Bettiol [6]. Além disso, como
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1.3 Curvatura biortogonal e o tensor Weyl

observado por Synger e Thorpe [73] uma variedade Riemanniana M4 4 é Einstein se e

somente se K(P⊥) = K(P ), para qualquer plano P ⊂ TpM e qualquer ponto p ∈ M4.

Para mais detalhes sobre o assunto veja, [6, 26, 27, 28, 64] e [71].

Agora, tomando em cada ponto p ∈M4 o mı́nimo e o máximo das curvaturas secci-

onais biortogonais, temos as seguintes funções que serão utilizadas posteriormente:

K⊥min(p) = min{K⊥(P );P é um 2− plano em TpM}, (1.5)

K⊥max(p) = max{K⊥(P );P é um 2− plano em TpM}, (1.6)

e

K⊥2 =
R

4
−K⊥min −K⊥max. (1.7)

Em dimensão 4 a curvatura biortogonal está intimamente relacionada com o tensor

de Weyl como veremos a seguir.

Lema 1.1 Sejam p ∈ M4, {v1, v2, v3, v4} uma base ortonormal orientada de TpM
4 e

α = v1 ∧ v2 ∈ Λ2(TpM
4) uma 2-forma unitária. Então α pode ser unicamente escrita

como α = α+ + α−, onde α± ∈ Λ±, respectivamente, com | α± |2= 1
2
.

Prova: Supondo α = v1 ∧ v2, obtemos

〈α, ∗α〉 = 〈v1 ∧ v2, ∗(v1 ∧ v2)〉 = 〈v1 ∧ v2, v3 ∧ v4〉 = det

 〈v1, v3〉 〈v1, v4〉
〈v2, v3〉 〈v2, v4〉

 = 0.

Como consequência da decomposição Λ2
p = Λ+

p ⊕ Λ−p , temos que α pode ser escrita

como α = α+ + α−, onde α± ∈ Λ± com ∗α+ = α+ e ∗α− = −α−. Como α é unitária e

〈α+, α−〉 = 0, temos também

1 = 〈α, α〉 = 〈α+ + α−, α+ + α−〉 = |α+|2 + 2〈α+, α−〉+ |α−|2 = |α+|2 + |α−|2.

Por outro lado,

0 = 〈α, ∗α〉 = 〈α+ + α−, ∗(α+ + α−)〉 = 〈α+ + α−, α+ − α−〉

= |α+|2 − 〈α+, α−〉+ 〈α−, α+〉 − |α−|2

= |α+|2 − |α−|2.
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1.3 Curvatura biortogonal e o tensor Weyl

Segue das equações acima que

|α+|2 = |α−|2 =
1

2
.

Para verificar a unicidade, suponhamos que existam β± ∈ Λ±, tais que α = β+ +β−.

Então α+ + α− = β+ + β−, isto é, α+ − β+ = β− − α− ∈ Λ+
p ∩ Λ−p = {0}. Isto prova a

unicidade e conclui a prova do lema.

Prosseguindo, iremos obter uma relação que envolve a curvatura escalar e o tensor

de Weyl. Nas notações do lema anterior, a curvatura seccional é dada por

K(v1 ∧ v2) = K(α) = 〈R(α), α〉.

Inicialmente vamos calcular R(α). Nesse sentido, temos que

R(α) =

 W+ + R
12
I B

B∗ W− + R
12
I

 α+

α−

 =

 W+(α+) + R
12
α+ +Bα−

B∗α+ +W−(α−) + R
12
α−

 .

Assim,

K(α) = 〈R(α), α〉

= 〈(W+(α+) +
R

12
α+ +Bα−, B∗α+ +W−(α−) +

R

12
α−), (α+, α−)〉

= 〈W+(α+), α+〉+
R

12
|α+|2 + 〈Bα−, α+〉+ 〈W+(α+), α−〉

+
R

12
〈α+, α−〉+ 〈Bα−, α−〉+ 〈B∗α+, α+〉+ 〈W−(α−), α+〉

+
R

12
〈α−, α+〉+ 〈B∗α+, α+〉+ 〈W−α−, α−〉+

R

12
|α−|2

Então, comoW+(α+) ⊥ α−, α+ ⊥ α−, Bα− ⊥ α−, 〈B∗α+, α−〉 = 〈α+, Bα−〉 e |α+|2+

|α−|2 = |α|2 = 1, obtemos

K(α) =
R

12
+ 〈α+,W+(α+)〉+ 〈α−,W−(α−)〉+ 2〈α+, Bα−〉. (1.8)

Por outro lado, se α⊥ = v3 ∧ v4 = α+ − α−, obtemos de modo análogo

K(α⊥) =
R

12
+ 〈α+,W+(α+)〉+ 〈−α−,W−(−α−)〉+ 2〈α+, B(−α−)〉

=
R

12
+ 〈α+,W+(α+)〉+ 〈α−,W−(α−)〉 − 2〈α+, B(α−)〉 (1.9)

Segue de (1.8) e (1.9) que

K(α) +K(α⊥)

2
=
R

12
+ 〈α+,W+(α+)〉+ 〈α−,W−(α−)〉. (1.10)
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1.3 Curvatura biortogonal e o tensor Weyl

Portanto, a partir de (1.10) e da definição da função K⊥min, temos

K⊥min =
R

12
+ min

{
〈α+,W+(α+)〉; |α+|2 =

1

2

}
+ min

{
〈α−,W−(α−)〉; |α−|2 =

1

2

}
.

(1.11)

Para prosseguirmos, sejam ω1 ≤ ω2 ≤ ω3 os autovalores do operador de Weyl. É

bem conhecido que tr(W) = 0, isto é, ω1 + ω2 + ω3 = 0. Além disso, vamos denotar

por ω+
1 ≤ ω+

2 ≤ ω+
3 e ω−1 ≤ ω−2 ≤ ω−3 , os autovalores dos operadores W+ e W−,

respectivamente. Note agora que

min

{
〈α±,W±(α±)〉; |α±|2 =

1

2

}
= ω±1 |α±|2 =

ω±1
2
.

Portanto, pela equação (1.11) conclúımos que

K⊥min =
ω+

1 + ω−1
2

+
R

12
. (1.12)

De modo análogo obtemos

K⊥max =
ω+

3 + ω−3
2

+
R

12
. (1.13)

Como ω1 + ω2 + ω3 = 0, segue da definição de K⊥2 , juntamente com as equações (1.12)

e (1.13) que

K⊥2 =
ω+

2 + ω−2
2

+
R

12
. (1.14)

Observação: Nós conhecemos que que M4 é localmente conformemente flat se, e so-

mente se, W ≡ 0. Neste caso, os autovalores de W± são nulos e como consequência disso,

valem as seguintes igualdades

K⊥ = K⊥min = K⊥2 = K⊥max =
R

12
. (1.15)

A seguir apresentamos uma desigualdade fundamental (veja [64]).

Lema 1.2 Se ω±1 ≤ ω±2 ≤ ω±3 são os os autovalores de W±, respectivamente, então

|W±| ≤ 6(ω±1 )2.

Demonstração: Sabemos que

|W±|2 = (ω±1 )2 + (ω±2 )2 + (ω±3 )2. (1.16)
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1.4 Cohomologia de De Rham e formas harmônicas

Por outro lado, como ω±1 +ω±2 +ω±3 = 0, temos ω±1 = −(ω±2 +ω±3 ). Elevando ao quadrado

os dois lados dessa última igualdade obtemos

(ω±2 )2 + (ω±3 )2 = (ω±1 )2 − 2ω±2 ω
±
3 . (1.17)

Segue das equações (1.16) e (1.17) que |W±|2 = 2(ω±1 )2−2ω±2 ω
±
3 . Como ω±3 = −ω±1 −ω±2

e −ω±2 ≤ −ω±1 deduzimos ω±3 ≤ −2ω±1 , e, consequentemente

|W±|2 = 2(ω±1 )2 − 2ω±2 ω
±
3 ≤ 2(ω±1 )2 + 4(ω±1 )2 = 6(ω±1 )2,

como queŕıamos demonstrar.

1.4 Cohomologia de De Rham e formas harmônicas

Nesta seção destacamos os conceitos de assinatura e caracteŕıstica de Euler de uma

variedade Riemanniana.

Recordamos que o operador diferencial exterior d : Λk −→ Λk+1 satisfaz d2 = 0, onde

d2 = d ◦ d : Λk −→ Λk+2. Além disso, uma forma α ∈ Λk é dita ser fechada se dα = 0

e exata se existe η ∈ Λk−1 tal que dη = α. Se α é exata, então α é fechada, visto que,

dα = d2η = 0. Duas formas α e β são ditas cohomólogas se α − β é uma forma exata.

Esta propriedade determina uma relação de equivalência no espaço das formas fechadas

em Λk e o conjunto das classes de equivalências é um espaço vetorial sobre R, chamado

k−ésimo grupo de cohomologia de De Rham, denotado por Hp(M,R). Em [44] temos o

seguinte teorema.

Teorema 1.1 Se M é compacta e orientada então Hp(M) possui dimensão finita. Além

disso, Hp(M) é isomorfo a (Hn−p(M))∗, onde 0 ≤ p ≤ n = dim(M) e Hn−p(M))∗ é o

espaço dual de Hn−p(M).

Neste contexto, temos a seguinte definição.

Definição 1.2 O k−ésimo grupo de homologia Hp(M,R) de uma variedade compacta

é definido por (Hp(M,R))∗. Além disso, bk(M) := dim(Hk(M,R)) é denominado o

k−ésimo número de Betti de M .

Pode ser provado que a classe [w] em Hk(M) contém exatamente uma forma harmônica,

de modo que tais espaços podem ser identificados. Em particular, dimHk(M) é igual à
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1.4 Cohomologia de De Rham e formas harmônicas

dimensão do espaço das formas harmônicas em Λk (veja Teorema 2.2.1 em [44]). Levando

em conta a Definição 1.2, segue do Teorema 1.1 que Hk(M) é isomorfo a Hd−k(M). Este

isomorfismo é chamado de dualidade de Poincaré. Como consequência, se Mn é uma

variedade Riemanniana compacta de dimensão n, então (veja Corolário 2.2.2 em [44])

temos que bk = bn−k, para 0 ≤ k ≤ n. Recordamos a definição do invariante topológico

denominado caracteŕıstica de Euler e denotado por χ(M). De fato, conforme [4],

χ(M) :=
n∑
i=1

(−1)ibi

onde bi = dimH i(M) é o i−ésimo número de Betti de M . Quando a dimensão da

variedade é igual a 4, consta em [5] a seguinte fórmula especial

χ(M) =
1

8π2

∫
M

[
‖U‖2 + ‖W‖2 − 1

2
‖Ric− R

n
g‖2

]
dVg,

onde U = R
12
I. Outro invariante topológico muito importante é a chamada assinatura de

M . Antes de definirmos o que é a assinatura, considere M uma variedade Riemanniana

compacta e orientada, de dimensão n = 4k e defina uma forma quadrática simétrica

Q : H2k(M)⊗H2k(M) −→ R por

Q([w1], [w2]) :=

∫
M

w1 ∧ w2.

A integral acima não depende dos representantes das classes de cohomologia. Como o

espaço H2k é de dimensão finita com dimensão igual a b2k, a matriz da forma quadrática

simétrica Q pode ser diagonalizada. Sendo λ1, ..., λ2k seus autovalores, defina

b+ = #{λi|λi > 0} e b− = #{λi|λi < 0}.

Em conformidade com essas terminologias, temos a seguinte definição.

Definição 1.3 A assinatura τ(M) de uma variedade compacta, orientada, é a assina-

tura da forma quadrática Q, isto é,

τ(M) = b+ − b−.

Em particular, em dimensão 4, em virtude da decomposição Λ2 = Λ+ ⊕ Λ−, o espaço

das 2-formas harmônicas H2(M4;R) pode ser decomposto como

H2(M4;R) = H+(M4;R)⊕H−(M4;R),
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1.4 Cohomologia de De Rham e formas harmônicas

onde H±(M4;R) é o espaço das 2-formas harmônicas positivas e negativas, respectiva-

mente. Esta decomposição nos diz que o segundo número de Betti b2 de M4 pode ser

escrito como

b2 = b+ + b−,

onde b± = dimH±(M4;R). Em dimensão 4, esse invariante topológico ( veja [5]) é dado

por

τ(M) =
1

12π2

∫
M

[
‖W+‖2 − ‖W−‖2

]
dVg.
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Caṕıtulo 2

Alguns teoremas da esfera para

subvariedades com curvatura

seccional positiva

Neste caṕıtulo investigamos alguns teoremas da esfera para subvariedades com curvatura

biortogonal positiva. Estabelecemos algumas cotas superiores para o quadrado da norma

da segunda forma fundamental, as quais garantem que uma subvariedade Riemanniana

compacta seja difeomorfa a uma esfera. Os resultados principais apresentados neste

caṕıtulo constituem parte de um artigo escrito pelo autor e aceito para publicação no

Glasgow Mathematical Journal.

2.1 Alguns resultados existentes

Nas últimas décadas, muitos matemáticos investigaram as estruturas topológicas e di-

ferenciáveis de subvariedades em esferas e espaços Euclidianos. Neste sentido, em 1973,

Lawson e Simons [48], por meio da não-existência de correntes estáveis em subvariedades

compactas de uma esfera, obtiveram um critério para o anulamento do grupo de homolo-

gia de subvariedades compactas de esferas. Leung [49] e Xin [77] estenderam o resultado

obtido por Lawson e Simons para subvariedades compactas em espaços Euclidianos.

Asperti e Costa [1] obtiveram uma estimativa para a curvatura de Ricci de subvarie-

dades de um espaço forma, que melhora a estimativa de Leung. Como consequência,
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2.1 Alguns resultados existentes

Asperti e Costa obtiveram um novo critério para o anulamento do grupo de homologia

de subvariedades compactas da esfera e espaços Euclidianos. Em 2009, Xu e Zhao [78]

investigaram as estruturas topológicas e diferenciável de subvariedades impondo certas

condições sobre a segunda forma fundamental.

Relembramos que uma variedade Riemanniana (Mn, g) compacta (sem bordo) de

dimensão n é dita ser δ−pinçada se as curvaturas seccionais K satisfazem

δ ≤ K ≤ 1. (2.1)

Se a desigualdade é estrita, dizemos que M é estritamente δ−pinçada.

Em 1997, Xia [20] provou que uma subvariedade Riemanniana Mn com n ≥ 4, com-

pacta, simplesmente conexa, isometricamente imersa em uma variedade Riemanniana

δ−pinçada (δ > 1
4
) satisfazendo

‖α(v, v)‖2 <
4

9
(δ − 1

4
), para todo vetor unitário v ∈ TpM,

deve ser homeomorfa a uma esfera. Enquanto Xu e Zhao [78] provaram, em 2009, que

uma subvariedade de dimensão n, compacta e orientada em uma variedade Riemanniana

δ(> 1
4
)−pinçada satisfazendo

‖α(v, v)‖2 <
4

9
(δ − 1

4
), para qualquer vetor unitário v ∈ TpM,

deve ser difeomorfa a um espaço forma esférico. Em [35], Gu e Xu mostraram que uma

subvariedade M3 de dimensão 3, compacta, simplesmente conexa de uma variedade

Riemanniana M
n

satisfazendo uma condição espećıfica envolvendo a curvatura média

e a curvatura escalar, deve ser difeomorfa a esfera S3. Depois, Gu e Xu [37] provaram

que uma subvariedade completa Mn de uma variedade Riemanniana Nn+m de dimensão

n+m, satisfazendo

‖α‖2 <
8

3
(Kmin −

1

4
Kmax) +

n2H2

n− 1
,

onde H é a curvatura média de Mn, é difeomorfa a um espaço forma esférico ou ao

espaço Euclidiano Rn. Assim, investigar condições de curvatura a fim de garantir que

uma variedade Riemanniana compacta seja difeomorfa a uma esfera é definitivamente

um problema bem conhecido.

Recentemente, Ribeiro e Costa [27] usaram a noção de curvatura biortogonal para

obter alguns teoremas da esfera. Em particular, eles melhoraram a constante de pinching

para a curvatura seccional, utilizada em alguns trabalhos anteriores.
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2.2 Curvatura isotrópica

Vale apena ressaltar que um clássico teorema obtido por Tachibana [76] assegura que

uma variedade Einstein (Mn, g) com operador de curvatura positivo possui curvatura

seccional constante. Além disso, ele também provou que se (Mn, g) possui curvatura

seccional não-negativa, então Mn é localmente simétrica.

2.2 Curvatura isotrópica

Começamos esta seção relembrando que uma variedade Riemanniana Mn, n ≥ 4, possui

curvatura isotrópica positiva (PIC) se

R1313 +R1414 +R2323 +R2424 − 2R1234 > 0.

Se a desigualdade acima não for estrita, dizemos que Mn possui curvatura isotrópica

não-negativa (NIC). A noção de curvatura isotrópica foi introduzida por Micallef e Mo-

ore [56], onde eles provaram que uma variedade compacta com curvatura isotrópica

positiva é homeomorfa a uma esfera. Micallef e Wang [55] estenderam o resultado de

Tachibana para n = 4 mostrando que uma variedade de Einstein de dimensão 4 com

curvatura isotrópica não-negativa é localmente simétrica. Recentemente, esses resulta-

dos foram estendidos em duas importantes direções. Primeiro, por meio de uma análise

de convergência para o fluxo de Ricci, Böhm e Wilking [15] provaram, para n ≥ 4, que

variedades com operador curvatura positivo são espaços formas. Depois, Brendle [9]

estendeu o resultado de Micallef e Wang para dimensões n ≥ 4. Mais precisamente,

ele provou que se (Mn, g) é uma variedade Einstein, n ≥ 4, com curvatura isotrópica

positiva, então ela é localmente simétrica. É importante destacar que Costa e Ribeiro

Jr [26] mostraram que S4 e CP2 são as únicas variedades de dimensão 4 compactas,

simplesmente conexas satisfazendo K⊥ ≥ R
24
> 0.

Recentemente, Schoen [72] sugeriu a seguinte conjectura.

Teorema 2.1 (Conjectura-(Schoen)) Seja Mn uma variedade riemanniana compacta

de dimensão n ≥ 4, com curvatura isotrópica positiva. Então o recobrimento finito de

Mn é difeomorfo a Sn, Sn−1 × S1 ou a soma conexa destas variedades.

Em 2012, Chen, Tang e Zhu [21] atestaram a veracidade da conjectura para n = 4.

Destacamos ainda que uma variedade M4 de dimensão 4, na qual K⊥min > R
24
, possui
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2.3 Subvariedades com limitação na norma da segunda forma

curvatura isotrópica positiva. De fato, já sabemos que que |R1234| ≤ R
6
− 2K⊥min e assim

K13 +K14 +K23 +K24 − 2R1234 ≥ 8K⊥min −
R

3
.

Portanto, a conjectura de Schoen é verdadeira para variedades compactas de dimensão 4

com K⊥min >
R
24
. As ideias desenvolvidas por Ribeiro e Costa [26, 27], Gu e Xu [35, 36, 37],

bem como as de Xu e Zhao [78], nos motivaram a investigar teoremas da esfera para

subvariedades sob certas condições envolvendo a curvatura biortogonal. Na próxima

seção destacaremos nossos resultados.

2.3 Subvariedades com limitação na norma da se-

gunda forma

Seja Mn uma subvariedade Riemanniana de uma variedade Riemanniana M
N

. Consi-

deramos as seguintes convenções para os ı́ndices:

1 ≤ i, j, k, l ≤ n, 1 ≤ A,B,C,D ≤ N, n+ 1 ≤ β ≤ N.

Para um ponto qualquer p ∈M escolhemos um referencial ortonormal {ei, eβ} de M

tal que os {ei} são tangentes a M. Denote por {ei} o referencial dual de {ei}. Sejam

Rm =
∑
i,j,k,l

Rijkle
i ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el e Rm =

∑
A,B,C,D

RABCDe
A ⊗ eB ⊗ eC ⊗ eD;

os tensores curvatura de Riemann de M e M , respectivamente. Além disso, se α é a

segunda forma fundamental e
−→
H é o vetor curvatura média de M , então

α =
∑
β,i,j

hβije
i ⊗ ej ⊗ eβ e

−→
H =

1

n

∑
β,i

hβiieβ.

O quadrado da norma da segunda forma fundamental ‖α‖2 e a curvatura média H de

M são dados por

‖α‖2 :=
∑
β,i,j

(hβij)
2 and H :=

1

n

√∑
β

(
∑
i

hβii)
2.

Temos ainda a equação de Gauss dada por

Rijkl = Rijkl + 〈α(ei, ek), α(ej, el)〉 − 〈α(ei, el), α(ej, ek)〉,

22



2.3 Subvariedades com limitação na norma da segunda forma

isto é,

Rijkl = Rijkl +
∑
β

hβikh
β
jl −

∑
β

hβilh
β
jk. (2.2)

Aqui, Rijkl e Rijkl representam os tensores curvatura Riemannianos de M e M, respec-

tivamente.

A curvatura de Ricci é definida da seguinte maneira: dada uma base ortonormal

{e1, ..., en} de TpM e v, w ∈ TpM,

Ric(v, w) = tr (x 7−→ R(x, v)w)

=
n∑
i=1

〈R(ei, v)w, ei〉.

Vamos denotar Ric(v, v), simplesmente por Ric(v). Em particular, se v = en então

Ric(v) =
n−1∑
i=1

K(v, ei),

onde K(v, ei) é a curvatura seccional do plano gerado por {v, ei}.

Depois dessas observações preliminares, podemos enunciar nosso primeiro resultado

deste caṕıtulo.

Teorema 2.2 Seja M4 uma subvariedade compacta de dimensão 4, simplesmente co-

nexa, imersa isometricamente em uma variedade Riemanniana N, δ-pinçada. Então,

M4 é difeomorfa a uma esfera S4, desde que seja válida uma das seguintes condições:

1. ‖α(v, v)‖2 < K⊥min − 1
3
(1− δ), para qualquer v ∈ TpM4 ;

2. ‖α‖2 < 4K⊥min+4δ+8H2−R
3
, onde H e R denotam a curvatura média e a curvatura

escalar de M4, respectivamente.

Demonstração: Primeiramente, note que, dado um referencial ortonormal {e1, e2, e3, e4},
temos que

R1313 +R1414 +R2323 +R2424 − 2R1234 = K13 +K14 +K23 +K24 − 2R1234,

onde Kij = K(ei, ej). Portanto , denotando K⊥ij = K⊥(ei, ej) podemos usar (1) e (2)

para obtermos

R1313 +R1414 +R2323 +R2424 − 2R1234 = 2K⊥13 + 2K⊥14 − 2R1234

≥ 4K⊥min − 2R1234. (2.3)
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2.3 Subvariedades com limitação na norma da segunda forma

Por outro lado, da equação de Gauss (2.2) deduzimos que

−2R1234 = −2
[
R1234 + 〈α(e1, e3), α(e2, e4)〉 − 〈α(e2, e3), α(e1, e4)〉

]
. (2.4)

Agora, utilizamos a desigualdade de Berger [3] para deduzir

|Rijkl| ≤
2

3
(1− δ).

Portanto, segue da equação (2.4) que

4K⊥min − 2R1234 ≥ 4K⊥min −
4

3
(1− δ)− 2〈α(e1, e3), α(e2, e4)〉

+2〈α(e2, e3), α(e1, e4)〉. (2.5)

Como consequência da desiguadade de Cauchy-Schwarz, temos as seguintes expressões

〈α(ei, ej), α(ek, el)〉 ≥ −
1

2
{| α(ei, ej) |2 + | α(ek, el) |2} (2.6)

e

− 〈α(ei, ej), α(ek, el)〉 ≥ −
1

2
{| α(ei, ej) |2 + | α(ek, el) |2}. (2.7)

Em particular, consta em [20] a desigualdade

| α(ei, ej) |2≤
1

2

{
| α(

ei + ej√
2

,
ei + ej√

2
) |2 + | α(

ei − ej√
2

,
ei − ej√

2
) |2

}
. (2.8)

Agora, podemos utilizar as informações contidas em (2.6)e (2.7) em (2.5) para deduzir

4K⊥min − 2R1234 ≥ 4K⊥min −
4

3
(1− δ)−

{
| α(e1, e3) |2 + | α(e2, e4) |2

}
−
{
| α(e2, e3) |2 + | α(e1, e4) |2

}
.

A partir disso, usamos nossa primeira hipótese junto com (2.3) e (2.8) para concluir que

M4 possui curvatura isotrópica positiva. Então, basta aplicarmos um teorema obtido por

Hamilton [41] o qual afirma que uma variedade de dimensão 4, compacta, simplesmente

conexa, com curvatura isotrópica positiva é difeomorfa a uma esfera S4.

Prosseguindo, vamos tratar da nossa segunda condição. Por uma questão de simpli-

cidade, considere

A = K13 +K14 +K23 +K24 − 2R1234.
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2.3 Subvariedades com limitação na norma da segunda forma

Então, a partir da equação de Gauss e tendo em vista que N é δ−pinçada, temos

A = K13 +K14 +K23 +K24 − 2R1234 +
∑
β

[
hβ11h

β
33 + hβ22h

β
33 +

+hβ22h
β
44 + hβ11h

β
44 − (hβ13)2 − (hβ23)2 − (hβ24)2 − (hβ14)2

]
≥ 4δ − 2R1234 +

∑
β

[
hβ11h

β
33 + hβ22h

β
33 + +hβ22h

β
44 + hβ11h

β
44

−(hβ13)2 − (hβ23)2 − (hβ24)2 − (hβ14)2
]
. (2.9)

Por outro lado, usando que (a+ b)2 ≤ 2a2 + 2b2, temos imediatamente que

16H2 =
∑
β

(hβ11 + hβ22 + hβ33 + hβ44)2

=
∑
β

[(hβ11 + hβ22)2 + (hβ33 + hβ44)2 + 2(hβ11 + hβ22)(hβ33 + hβ44)]

≤
∑
β

{2[(hβ11)2 + (hβ22)2] + 2[(hβ33)2 + (hβ44)2]

+ 2(hβ11h
β
33 + hβ11h

β
44 + hβ22h

β
33 + hβ22h

β
44)}.

Isto pode ser reescrito como∑
β

[hβ11h
β
33 + hβ11h

β
44 + hβ22h

β
33 + hβ22h

β
44] ≥ 8H2 −

∑
β,i

(hβii)
2. (2.10)

De (2.10) e (2.9) conclúımos que

A ≥ 4δ + 8H2 − 2R1234 −
∑
β,i

(hβii)
2 −

∑
β

[
(hβ13)2 + (hβ23)2 + (hβ24)2 + (hβ14)2

]
≥ 4δ + 8H2 − 2R1234 − ‖α‖2. (2.11)

Agora, da desigualdade de Seaman [71] (veja também [3]) deduzimos que

| R1234 |≤
2

3
(K⊥max −K⊥min). (2.12)

Agora, como trW = 0, conclúımos que

w±3 ≤ −2w±1 .

Assim, usando a definição de K⊥min obtemos

K⊥max =
w+

3 + w−3
2

+
R

12

≤ −(w+
1 + w−1 ) +

R

12

= −2K⊥min +
R

6
+
R

12
,
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2.3 Subvariedades com limitação na norma da segunda forma

ou seja,

K⊥max ≤
R

4
− 2K⊥min.

Isto combinado com (2.12) garante que

| R1234 |≤
2

3
(
R

4
− 3K⊥min). (2.13)

Agora, por (2.11) e (2.13) temos que

A ≥ 4δ + 8H2 + 4K⊥min −
R

3
− ‖α‖2.

Assim, basta utilizarmos nossa segunda hipótese para concluir que M4 possui curvatura

isotrópica positiva. Finalmente, aplicamos mais uma vez o teorema de Hamilton utili-

zado na primeira parte da demonstração (veja [41]) para finalizar a prova do teorema.

Como uma consequência do Teorema 2.2 temos o seguinte corolário.

Corolário 2.1 Seja M4 uma subvariedade Riemanniana compacta de dimensão 4, sim-

plesmente conexa, imersa isometricamente em uma esfera canônica Sn. Suponha que

‖α(v, v)‖2 < K⊥min,

para qualquer vetor tangente unitário v em M4. Então M4 é difeomorfa a esfera S4.

No Teorema 13 de Gu e Xu [35], foi mostrado que uma subvariedade compacta de

dimensão 3, em uma variedade Riemanniana M
n

de dimensão n, satisfazendo

‖α‖2 < 2Kmin +
9

2
H2,

deve ser difeomorfa a um espaço forma esférico. Motivado por este resultado, vamos

considerar uma hipersuperf́ıcie compacta, simplesmente conexa M3 de uma variedade

compacta N4, de dimensão 4, para estabelecer o seguinte resultado.

Teorema 2.3 Seja M3 uma hipersuperf́ıcie compacta simplesmente conexa de uma va-

riedade compacta N
4
, de dimensão 4. Suponha que

‖α‖2 < 4K
⊥
min − 2Kmax +

9

2
H2,

onde Kmax é o máximo da curvatura seccional de M4. Então M3 é difeomorfa a S3.
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2.3 Subvariedades com limitação na norma da segunda forma

Demonstração: Inicialmente, seja v = e3 um vetor tangente unitário em TpM
3 tal que

{e1, e2, e3} é uma base ortonormal de TpM
3 e {e1, e2, e3, e4} uma base ortonormal de

TpM
4. Então usamos a equação de Gauss para deduzir que

Ric(v) = K13 +K23

= K13 +K23 + h11h33 − (h13)2 + h22h33 − (h23)2

= (K13 +K24) + (K23 +K14)−K24 −K14

+ h11h33 + h22h33 − (h13)2 − (h23)2. (2.14)

Note que,

9H2 = (h11 + h22 + h33)2

= ((h11 + h22)2 + 2(h11 + h22)h33 + (h33)2

≤ 2[(h11)2 + (h22)2] + 2h11h33 + 2h22h33 + 2(h33)2,

que pode ser escrito como

h11h33 + h22h33 ≥
9

2
H2 − [(h11)2 + (h22)2 + (h33)2]. (2.15)

Prosseguindo, de (2.14) e (2.15) juntamente com nossa hipótese, temos

Ric(v) ≥ 2K
⊥
13 + 2K

⊥
14 +

9

2
H2 − 2Kmax − ‖α‖2

≥ 4K
⊥
min +

9

2
H2 − 2Kmax − ‖α‖2 > 0.

Portanto, basta aplicarmos um teorema de Hamilton [42] o qual afirma que uma varie-

dade Riemanniana tridimensional (M3, go) compacta, com métrica inicial go e curvatura

de Ricci estritamente positiva, converge a uma métrica de curvatura constante positiva.

Em particular, se M3 for simplesmente conexa, então M3 é difeomorfa a esfera S3.

Em [64], Noronha obteve alguns resultados de classificação para variedades de di-

mensão 4, compactas com curvatura seccional não-negativa. Por exemplo, ela mostrou

que se ‖W−‖2 ≥ −(ω−1 )R
2

e a parte auto-dual do operador de Weitzenböck F+ possui

um autovalor negativo em algum ponto de M4, então W− = 0. Neste caso, a curvatura

escalar R não pode ser constante; para mais detalhes veja [64]. O teorema a seguir

contém esta informação e será útil neste trabalho.
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2.3 Subvariedades com limitação na norma da segunda forma

Teorema 2.4 (Noronha, [64]) Seja M4 uma variedade compacta de dimensão 4, com

curvatura seccional não-negativa. Se ∆W = 0 e ||W−|| ≥ −(ω−1 )R
2
, então uma das

seguintes afirmações ocorre:

1. M4 é conformemente equivalente a S4 ou seu recobrimento universal é ou R4 ou

S3 × R com suas métricas canônicas.

2. O recobrimento universal de M4 é S2 × S2, onde S2 possui curvatura constante.

3. M4 é isométrica a CP2.

4. M4 é anti-auto-dual e negativa definite.

5. M4 é auto-dual e a curvatura escalar não é constante.

O seguinte teorema, será utilizado no nosso próximo resultado.

Teorema 2.5 (Brendle, [10]) Seja (M, go) uma variedade Riemanniana compacta de

dimensão n ≥ 4. Se

R1313 + λ2R1414 +R2323 + λ2R2424 − 2λR1234 > 0

para todo referencial {e1, e2, e3, e4} e todo λ ∈ [−1, 1], então, o fluxo de Ricci normalizado

com métrica inicial go,
∂

∂t
g(t) = −2Ricg(t) +

2

n
rg(t)g(t),

existe para todo tempo t e converge quando t −→∞, com para uma métrica de curvatura

constante. Aqui rg(t) denota a média da curvatura escalar de g(t).

Além disso, o seguinte resultado obtido por Brendle e Schoen também nos será útil.

Teorema 2.6 (Brendle-Schoen, [11] ) Seja (M, go) uma variedade Riemanniana com-

pacta, localmente irredut́ıvel, de dimensão n ≥ 4. Assuma que M ×R2 possui curvatura

isotrópica não-negativa, isto é,

R1313 + λ2R1414 + µ2R2323 + λ2µ2R2424 − 2λµR1234 ≥ 0

para todo referencial {e1, e2, e3, e4} e todos λ, µ ∈ [−1, 1]. Então, uma das seguintes

afirmações ocorre:
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2.3 Subvariedades com limitação na norma da segunda forma

1. M é difeomorfa a um espaço forma esférico.

2. n = 2m e o recobrimento universal de M é uma variedade Khäler biholomorfa a

CPm.

3. O recobrimento universal de M é isométrico a um espaço simétrico compacto.

A seguir, destacamos um diagrama apresentado em [12] por Brendle e Schoen, que mostra

algumas implicações importantes entre as condições de curvatura. Para tal considere:

1. M possui curvatura seccional 1/4−pinçada.

2. M possui curvatura seccional não-negativa.

3. M possui curvatura flag 2-não-negativa, isto é, R1313 + R2323 ≥ 0, para todo refe-

rencial ortonormal {e1, e2, e3}.

4. M possui curvatura escalar não-negativa.

5. M × R2 possui curvatura isotrópica não-negativa.

6. M × S2(1) possui curvatura isotrópica não-negativa.

7. M × R possui curvatura isotrópica não-negativa.

8. M possui curvatura isotrópica não-negativa.

9. M possui operador de curvatura não-negativo.

10. M possui operador de curvatura 2-não-negativo, isto é a soma dos seus dois pri-

meiros autovalores é não-negativa.

Ressaltamos que o operador curvaturaR é dito não-negativo se seus autovalores são não-

negativos. Além disso, se a soma de seus dois primeiros autovalores for não-negativa,

então R é dito 2-não negativo. Ressaltamos ainda, conforme provado por Brendle, que

se

K13 + λ2K14 + µ2K23 + λ2µ2K24K24 − 2R1234 ≤ 0,

então M × R2 possui curvatura isotrópica não-negativa.
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Figura 2.1: Implicações lógicas entre condições de curvaturas.

Utilizaremos o Teorema 2.4 de Noronha e os Teoremas 2.5 e 2.6 obtidos por Brendle

e Schoen para obter a seguinte classificação.

Teorema 2.7 Seja M4 uma subvariedade Riemanniana compacta de dimensão 4, em

uma variedade Riemanniana M
n

de dimensão n, satisfazendo

‖α‖2 ≤ 2
(
Kmin +K⊥min

)
+

16

3
H2 − R

6
. (2.16)

Então as seguintes afirmações ocorrem:

1. Se M4 é orientada, ∆W = 0 (veja [64] para detalhes sobre esta condição) e

‖W−‖2 ≥ −(ω−1 )R
2
, então uma das seguintes afirmações ocorre:

(a) M4 é conformemente equivalente a S4, seu recobrimento universal é ou R4 ou

S3 × R com suas métricas canônicas.

(b) O recobrimento universal de M4 é S2×S2, onde S2 possui curvatura constante.

(c) M4 é isométrica a CP2.

(d) M4 é anti-auto-dual e negativa definite.

(e) M4 é auto-dual e a curvatura escalar não é constante.

2. Se M4 é localmente irredut́ıvel , então uma das seguintes afirmações ocorre:

(a) M4 é difeomorfa a um espaço forma esférico.
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2.3 Subvariedades com limitação na norma da segunda forma

(b) O recobrimento universal de M4 é uma variedade Kähler biholomorfa a CP2.

(c) O recobrimento universal de M4 é isométrico a um espaço simétrico compacto.

3. Se a desigualdade (2.16) é estrita, então M4 é difeomorfa a um espaço forma

esférico. Além disso, se M4 é simplesmente conexa , então M4 é difeomorfa a S4.

Demonstração: Inicialmente, tratamos da primeira afirmação. Para tal, seja {e1, e2, e3, e4}
um referencial ortonormal em M4 e sejam λ, µ ∈ [−1, 1]. Além disso, considere

B = K13 + λ2K14 + µ2K23 + λ2µ2K24 − 2λµR1234.

Usando a equação de Gauss chegamos a

B = K13 +
∑
β

[hβ11h
β
33 − (hβ13)2] + λ2{K14 +

∑
β

[hβ11h
β
44 − (hβ14)2]} − 2λµR1234

+ µ2{K23 +
∑
β

[hβ22h
β
33 − (hβ23)2]}+ λ2µ2{K24 +

∑
β

[hβ22h
β
44 − (hβ24)2]}.(2.17)

Agora, afirmamos que

1 + λ2 + µ2 + λ2µ2 ≥ 4λµ. (2.18)

De fato, aplicando a desigualdade de Cauchy obtemos λ2 + µ2 ≥ 2λµ. Além disso, não

é dif́ıcil mostrar que (λµ)2 − 2λµ+ 1 ≥ 0, para todo λ e µ, o que fornece (2.18). Dando

continuidade, usamos as desigualdades (2.17), (2.13) e (2.18) para obter

B ≥ (1 + λ2 + µ2 + λ2µ2)Kmin − 4λµ
1

3

(R
4
− 3K⊥min

)
+
∑
β

{hβ11h
β
33 − (hβ13)2 + λ2µ2[hβ22h

β
44 − (hβ24)2]

+ µ2[hβ22h
β
33 − (hβ23)2] + λ2[hβ11h

β
44 − (hβ14)2]}

≥ (1 + λ2 + µ2 + λ2µ2)[Kmin −
1

3
(
R

4
− 3K⊥min)]

+
∑
β

{hβ11h
β
33 + λ2µ2hβ22h

β
44 + µ2hβ22h

β
33 + λ2hβ11h

β
44}

−
∑
β

{
(hβ13)2 + λ2(hβ14)2 + µ2(hβ23)2 + λ2µ2(hβ24)2

}
.

Agora, (veja a equação (4.8) em [35]) nós já sabemos que, para todo m 6= l, temos

hβmmh
β
ll ≥

∑
i<j

(hβij)
2 +

1

6

( 4∑
i=1

hβii
)2 − 1

2

∑
i,j

(
hβij
)2
. (2.19)
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2.3 Subvariedades com limitação na norma da segunda forma

Além disso, como já foi definido

‖α‖2 =
∑
β,i,j

(hβij)
2 e H2 =

1

16
(
∑
β,i

hβii)
2.

A partir dáı utilizando a inequação (2.19) obtemos∑
β

hβmmh
β
ll ≥

∑
β,i<j

(hβij)
2 +

8

3
H2 − ‖α‖

2

2
.

Portanto, um cálculo simples nos garante

B ≥ (1 + λ2 + µ2 + λ2µ2)[Kmin −
1

3
(
R

4
− 3K⊥min)]

+(1 + λ2 + µ2 + λ2µ2)(
∑
β,i<j

(hβij)
2 +

8

3
H2 − ‖α‖

2

2
)

−
∑
β

[(hβ13)2 + λ2µ2(hβ24)2 + µ2(hβ23)2 + µ2hβ14)2]

≥ (1 + λ2 + µ2 + λ2µ2)

2
[2Kmin − (

R

6
− 2K⊥min) +

16

3
H2 − ‖α‖2]

+ (1 + λ2 + µ2 + λ2µ2){
∑
β,i<j

(hβij)
2 −

∑
β

[(hβ13)2 + (hβ24)2 + (hβ23)2 + (hβ14)2]}

=
(1 + λ2 + µ2 + λ2µ2)

2
[2Kmin − (

R

6
− 2K⊥min) +

16

3
H2 − ‖α‖2]

+(1 + λ2 + µ2 + λ2µ2)[
∑
β

(hβ12)2 + (hβ34)2].

Isto significa que

B ≥ (1 + λ2 + µ2 + λ2µ2)

2
[2Kmin − (

R

6
− 2K⊥min) +

16

3
H2 − ‖α‖2].

Dáı, nossa afirmação assegura que

‖α‖2 ≤ 2
(
Kmin +K⊥min

)
+

16

3
H2 − R

6
,

e, então, temos imediatamente que B ≥ 0. Mas, de acordo com um teorema obtido por

Brendle e Schoen, B ≥ 0 implica que M ×R2 possui curvatura isotrópica não-negativa;

para mais detalhes veja Teoremas 4.4 - 4.6 em [12] (veja também a discussão na p.70

em [12]). Disto, deduzimos que M4 possui curvatura seccional não-negativa (veja o

diagrama na Figura 2.1 ou [12], Seção 4, p. 71 - 72). Agora, usamos o Teorema 2.4

obtido por Noronha, o qual foi provado em [64], para obter a primeira afirmação.
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2.3 Subvariedades com limitação na norma da segunda forma

A seguir, tratamos do nosso segundo caso. Usando a primeira parte da demonstração

conclúımos que a hipótese

‖α‖2 ≤ 2
(
Kmin +K⊥min

)
+

16

3
H2 − R

6

nos garante a desigualdade

R1313 + λ2R1414 + µ2R2323 + λ2µ2R2424 − 2λµR1234 ≥ 0,

isto é, M×R2 possui curvatura isotrópica não-negativa (para mais detalhes veja a Seção

4 em [12]). Uma vez que M4 é localmente irredut́ıvel, podemos aplicar o Teorema 2.6

de Brendle e Schoen para concluirmos a prova do segundo caso.

Finalmente, vamos provar a terceira afirmação. Antes de tudo, vamos considerar

C = K13 + λ2K14 +K23 + λ2K24 − 2λR1234.

Note que, da equação de Gauss, temos

C = K13 +
∑
β

[hβ11h
β
33 − (hβ13)2] + λ2{K14 +

∑
β

[hβ11h
β
44 − (hβ14)2]} − 2λR1234

+ {K23 +
∑
β

[hβ22h
β
33 − (hβ23)2]}+ λ2{K24 +

∑
β

[hβ22h
β
44 − (hβ24)2]}

≥ (2 + 2λ2)Kmin +
∑
β

[hβ11h
β
33 − (hβ13)2] + λ2[

∑
β

[hβ11h
β
44 − (hβ14)2]

+
∑
β

[hβ22h
β
33 − (hβ23)2]}+ λ2

∑
β

[hβ22h
β
44 − (hβ24)2]} − 2λR1234. (2.20)

Relembrando que |R1234| ≤ 2
3
(R

4
− 3K⊥min) e usando (2.19) em (2.20) obtemos

C ≥ (2 + 2λ2)[Kmin +
∑
β,i<j

(hβij)
2 +

8

3
H2 − ‖α‖

2

2
]− 4λ

1

3
(
R

4
− 3K⊥min)

−(hβ13)2 − (hβ23)2 − λ2(hβ14)2 − λ2(hβ24)2.

Por outro lado, como 2 + 2λ2 ≥ 4λ, para todo λ ∈ R, deduzimos que

C ≥ (2 + 2λ2)

[
Kmin +

8

3
H2 − ‖α‖

2

2
− 1

3
(
R

4
− 3K⊥min)

]
+(2 + 2λ2)

[∑
β

(
∑
i<j

(hβij)
2 − (hβ13)2 − (hβ23)2 − (hβ14)2 − (hβ24)2)

]

≥ (2 + 2λ2)

2

[
2Kmin +

16

3
H2 − (

R

6
− 2K⊥min)− ‖α‖2

]
.
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2.3 Subvariedades com limitação na norma da segunda forma

Usando nossa hipótese chegamos a

K13 + λ2K14 +K23 + λ2K24 − 2λR1234 > 0, para todo λ ∈ R.

Finalmente, basta aplicarmos o Teorema 2.5 de Brendle para deduzir que o fluxo de

Ricci normalizado com a métrica inicial g0

∂

∂t
g(t) = −2Ricg(t) +

2

n
rg(t)g(t)

existe para todo tempo e além disso, converge para uma métrica de curvatura constante

quando t → ∞, onde rg(t) denota a média da curvatura escalar de g(t). Assim, M4 é

difeomorfa a um espaço forma esférico. Em particular, se M é simplesmente conexa,

então é difeomorfa a uma esfera S4. Isto finaliza a prova do teorema.
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Caṕıtulo 3

Rigidez de variedades compactas de

dimensão 4 com curvatura

biortogonal limitada

Neste caṕıtulo estudamos variedades compactas de dimensão 4 com curvatura seccional

positiva. Mais especificamente, usamos a noção de curvatura biortogonal para obter uma

condição de pinching sobre tal curvatura a qual garante que uma variedade compacta

de dimensão 4 seja definite.

3.1 Breve histórico e alguns resultados existentes

Em 1951, Rauch [65] provou que uma variedade Riemanniana compacta, simplesmente

conexa que é δ−pinçada(δ ≈ 0, 75) é homeomorfa a uma esfera Sn. Depois, Berger [2]

obteve o famoso Teorema da Esfera Topológica o qual diz que uma variedade Riemanni-

ana compacta, simplesmente conexa, cujas curvaturas seccionais estão todas no intervalo

(1
4
, 1] é necessariamente homeomorfa a uma esfera. Recentemente, Brendle e Schoen [14]

melhoraram o resultado de Berger mostrando que, sob as mesmas condições, uma tal

variedade deve ser difeomorfa a uma esfera, resultado que ficou conhecido como o Teo-

rema da Esfera Diferenciável (para mais detalhes veja [13]). Motivado pelo Teorema da

Esfera Topológica, Berger [3] provou que, para n par, existe um número real ε(n) (cujo

valor é desconhecido) tal que se Mn é (1
4
− ε(n))−pinçada, então é homeomorfa a Sn ou
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3.1 Breve histórico e alguns resultados existentes

difeomorfa a um espaço forma esférico de posto 1. Esses resultados estimularam muitos

trabalhos. Nas últimas décadas muitos matemáticos têm estudado variedades Rieman-

nianas compactas de dimensão 4, sob alguma condição de pinching sobre a curvatura.

Aqui, estudaremos variedades Riemannianas compactas de curvatura seccional positiva.

Para fixar a notação é importante recordar que em uma variedade Riemanniana

(M4, g) compacta e orientada de dimensão 4, o fibrado das 2−formas, denotado por

Λ2M, se decompõe como

Λ2M = Λ+M ⊕ Λ−M, (3.1)

onde Λ±M é o ±1−autoespaço do operador estrêla de Hodge ∗, associado ao autovalor

±1. Além disso, (3.1) nos diz que o espaço das 2-formas harmônicas H2(M4;R) pode

ser decomposto como

H2(M4;R) = H+(M4;R)⊕H−(M4;R),

onde H±(M4;R) é o espaço das 2-formas harmônicas positivas e negativas, respectiva-

mente. Esta decomposição nos diz que o segundo número de Betti b2 de M4 pode ser

escrito como

b2 = b+ + b−,

onde b± = dimH±(M4;R). Em particular, M4 é dita ser positiva definite (respectiva-

mente, negativa definite) quando b− = 0 (respectivamente, b+ = 0). Caso contrário, M4

será dita indefinite. Para mais detalhes indicamos [4].

Bourguignon [8] mostrou que uma variedade Riemanniana compacta e orientada,

4
19
−pinçada, de dimensão 4, é sempre definite. Além disso, Ville [75] mostrou que sob

essas condições temos

|τ(M)| < 1

2
χ(M) (3.2)

onde τ(M) é a assinatura e χ(M) é a caracteŕıstica de Euler de M ; pelo teorema de

Synge M4 é simplesmente conexa e um argumento padrão nos permite concluir que o

segundo número de Betti b2 ≤ 1. Assim, usando o Teorema de classificação de Freedman

[34] conclui-se que M4 é topologicamente uma esfera S4 ou um espaço projetivo CP2.

Em [69], Seaman provou que uma variedade Riemanniana δ-pinçada, de dimensão 4,

fechada e conexa, deve ser definite desde que

δ ≥ 1(
3(1 + 3 · 2 1

4/5
1
2 )
) 1

2
+ 1

≈ 0.1714.
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3.2 Curvatura biortogonal e variedades definite

Além disso, seguindo as ideias desenvolvidas por Ville [75], Ko [45] provou que, sob esta

condição, M4 é topologicamente S4 ou CP2.

3.2 Curvatura biortogonal e variedades definite

Nesta seção vamos usar a noção de curvatura biortogonal para obter uma condição de

pinching sobre tal curvatura que garanta que uma variedade compacta de dimensão 4

seja definite.

Como uma tentativa de compreender variedades Riemannianas de dimensão 4 com

curvatura seccional positiva, é natural investigar outras condições de positividade sobre

a curvatura.

Inspirados pelo estudo de rigidez de variedades de dimensão 4, Ribeiro e Costa [26],

bem como Ribeiro [66], usaram a noção de curvatura seccional biortogonal para obter

resultados de rigidez para variedades de dimensão 4 compactas com tensor de Weyl

harmônico. Em particular, o principal resultado obtido em [66] por Ribeiro, implica que

uma variedade de dimensão 4, compacta, Einstein, com curvatura de Ricci normalizada

(Ric = 1) e curvatura seccional K > 1
12

deve ser isométrica a S4 ou CP2. Baseado

em técnicas desenvolvidas em [66], usamos a noção de curvatura (seccional) biortogonal

para estabelecer o resultado principal deste caṕıtulo. No entanto, antes de enunciá-

lo, necessitamos de alguns pré-requisitos que serão úteis na prova do nosso resultado.

Começamos recordando que em uma variedade (M4, g) de dimensão 4, orientada, o

tensor de Weyl é um endomorfismo do fibrado das 2−formas Λ2 = Λ+ ⊕ Λ− tal que

W =W+⊕W−, ondeW± : Λ± → Λ± são as chamadas partes auto-dual e anti-auto-dual

de W . Agora fixamos um ponto e diagonalizamos W± de modo que ω±i , i = 1 ≤ i ≤ 3,

sejam os seus respectivos autovalores. Em particular, satisfazem

ω±1 ≤ ω±2 ≤ ω±3 e ω±1 + ω±2 + ω±3 = 0. (3.3)

Além disso, para os nossos propósitos, recordamos que, como posto em [26] e [66], a

definição de curvatura biortogonal fornece as seguintes identidades (1)

K⊥min =
ω+

1 + ω−1
2

+
R

12
(3.4)

e

K⊥max =
ω+

3 + ω−3
2

+
R

12
, (3.5)
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3.2 Curvatura biortogonal e variedades definite

onde K⊥min = min{K⊥(P );P ⊂ TpM} e K⊥max = max{K⊥(P );P ⊂ TpM}.

Prosseguindo, lembramos que se w é uma 2-forma, então

1

2
∆|w|2 = 〈∆w,w〉+ |∇w|2 + 〈F (w), w〉,

onde F é o operador de Weitzenböck dado por

〈F (v1 ∧ v2), w1 ∧ w2〉 = Ric(v1, w1)〈v2, w2〉+Ric(v2, w2)〈v1, w1〉

−Ric(v1, w2)〈v2, w1〉 −Ric(v2, w1)〈v1, w2〉

+2〈R(v1, v2)w1, w2〉, (3.6)

onde vi e wi são vetores tangentes (para mais detalhes veja [46] e [68]). Em particular,

se ω é harmônica, temos a bem conhecida fórmula de Weitzenböck

1

2
∆|ω|2 = |∇ω|2 + 〈F (ω), ω〉. (3.7)

Na sequência, como uma simples modificação da prova de um resultado de Berger [3]

(veja também [8] e [46]) para uma variedade Riemanniana δ-pinçada, temos o seguinte

lema.

Lema 3.1 Seja (M4, g) uma variedade Riemanniana compacta e orientada. Então te-

mos:

〈F (ω), ω〉 ≥ 4K⊥min|ω|2 −
1

3
(R− 12K⊥min)||ω+|2 − |ω−|2|,

onde ω = ω+ + ω− and ω± ∈ Λ±M.

Demonstração: Fixemos um ponto p ∈M e w uma 2−forma em Λ2. Existe uma base

ortonormal positivamente orientada {e1, e2, e3, e4} de TpM satisfazendo ∗(e1 ∧ e2) =

e3 ∧ e4 e tal que

ω =

√
2

2
(|ω+|+ |ω−|)e1 ∧ e2 +

√
2

2
(|ω+| − |ω−|)e3 ∧ e4

no ponto p. Dáı, segue de (3.6) que

〈F (ω), ω〉 = |ω|2(K12 +K14 +K23 +K24)− 2R1234(|ω+|2 − |ω−|2)

= 2|ω|2(K⊥13 +K⊥14)− 2R1234(|ω+|2 − |ω−|2)

≥ 4K⊥min|ω|2 − 2R1234(|ω+|2 − |ω−|2), (3.8)
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3.2 Curvatura biortogonal e variedades definite

onde K⊥ij significa a curvatura biortogonal do plano ei∧ej. Agora, aplicamos a estimativa

de Seaman

|Rijkl| ≤
2

3
(K⊥max −K⊥min)

em (3.8) para obter

〈F (ω), ω〉 ≥ 4K⊥min|ω|2 −
4

3
(K⊥max −K⊥min)(|ω+|2 − |ω−|2). (3.9)

Por outro lado, de (3.3) conclúımos que

w±3 ≤ −2w±1 .

Como

K⊥max ≤
R

4
− 2K⊥min,

voltamos em (3.9) para obter

〈F (ω), ω〉 ≥ 4K⊥min|ω|2 −
1

3
(R− 12K⊥min)||ω+|2 − |ω−|2|.

Isto finaliza a prova do lema.

Agora enunciamos nosso próximo teorema.

Teorema 3.1 Seja (M4, g) uma variedade Riemanniana de dimensão 4, compacta, ori-

entada e conexa, com curvatura escalar positiva, satisfazendo

K⊥ ≥ R2

24(3λ1 +R)
,

onde λ1 é o primeiro autovalor do Laplaciano agindo em funções. Então M4 é definite.

Demonstração: A primeira parte da prova segue as ideias desenvolvidas em por

Ribeiro em[66], que foi parcialmente inspirada por Gursky em [38]. Por uma questão de

completude inclúımos aqui todos os detalhes. Para começar, supomos por contradição

que M4 é indefinite. Neste caso, existem 2-formas harmônicas não-nulas ω+ e ω− tais

que ∫
M

( (
|ω+|2 + ε

)α
2 − t

(
|ω−|2 + ε

)α
2

)
dVg = 0,

para algum α > 0 (a ser escolhido depois), qualquer ε > 0 e t = t(α, ε). Por outro lado,

note que

∆
((
|ω+|2 + ε

)α
+ t2

(
|ω−|2 + ε

)α)
= α

(
|ω+|2 + ε

)α−2
((
|ω+|2 + ε

)
∆|ω+|2 + (α− 1)|∇|ω+|2|2

)
+t2α

(
|ω−|2 + ε

)α−2
((
|ω−|2 + ε

)
∆|ω−|2 + (α− 1)|∇|ω−|2|2

)
.
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3.2 Curvatura biortogonal e variedades definite

Por uma questão de simplicidade, denotemos

U =
(
|ω+|2 + ε

)α
+ t2

(
|ω−|2 + ε

)α
.

Como ω± são harmônicas usamos a fórmula de Weitzenböck (3.7) para obtermos

∆U = α
(
|ω+|2 + ε

)α−2
((
|ω+|2 + ε

)(
2|∇ω+|2 + 2〈F (ω+), ω+〉

)
+ (α− 1)|∇|ω+|2|2

)
+t2α

(
|ω−|2 + ε

)α−2
((
|ω−|2 + ε

)(
2|∇ω−|2 + 2〈F (ω−), ω−〉

)
+ (α− 1)|∇|ω−|2|2

)
.

Prosseguindo, usamos a desigualdade de Kato refinada (veja [68])

|∇w|2 ≥ 3

2
|∇|w||2,

para deduzir que

∆U ≥ α
(
|ω+|2 + ε

)α−2
(

(|w+|2 + ε)(3|∇|w+||2 + 2〈F (w+), w+〉) + (α− 1)|∇|w+|2|2
)

+ t2α
(
|ω−|2 + ε

)α−2
(

(|w−|2 + ε)(3|∇|w−||2 + 2〈F (w−), w−〉) + (α− 1)|∇|w−|2|2
)
.

(3.10)

Continuando, calculando-se |∇|ω±|2| e reorganizando, obtemos

|ω±|2|∇|ω±||2 =
1

4
|∇|ω±|2|2. (3.11)

Usando (3.11) em (3.10) obtemos

∆U ≥ α
(
|ω+|2 + ε

)α−2
(3

4
|∇|ω+|2|2 + (α− 1)|∇|ω+|2|2

)
+2α

(
|ω+|2 + ε

)α−1〈F (ω+), ω+〉

+t2α
(
|ω−|2 + ε

)α−2
(3

4
|∇|ω−|2|2 + (α− 1)|∇|ω−|2|2

)
+2t2α

(
|ω−|2 + ε

)α−1〈F (ω−), ω−〉

= α

(
α− 1

4

)(
|ω+|2 + ε

)α−2|∇|ω+|2|2 + 2α
(
|ω+|2 + ε

)α−1〈F (ω+), ω+〉

+ t2α

(
α− 1

4

)(
|ω−|2 + ε

)α−2|∇|ω−|2|2 + 2t2α
(
|ω−|2 + ε

)α−1〈F (ω−), ω−〉.

Além disso, não é dif́ıcil verificar que

α
(
|ω±|2 + ε

)α−2|∇|ω±|2|2 =
4

α
|∇
(
|ω±|2 + ε

)α
2 |2,
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3.2 Curvatura biortogonal e variedades definite

de modo que

∆U ≥
(

4− 1

α

)
|∇
(
|ω+|2 + ε

)α
2 |2 + 2α

(
|ω+|2 + ε

)α−1〈F (ω+), ω+〉

+ t2
(

4− 1

α

)
|∇
(
|ω−|2 + ε

)α
2 |2 + 2t2α

(
|ω−|2 + ε

)α−1〈F (ω−), ω−〉.

Integrando a expressão acima sobre M4 obtemos

0 ≥
(

4− 1

α

)∫
M

(
|∇
(
|ω+|2 + ε

)α
2 |2 + t2|∇

(
|ω−|2 + ε

)α
2 |2
)
dVg

+ 2α

∫
M

((
|ω+|2 + ε

)α−1〈F (ω+), ω+〉+ t2
(
|ω−|2 + ε

)α−1〈F (ω−), ω−〉
)
dVg.

(3.12)

Por outro lado, observamos que

|∇
(
|ω+|2 + ε

)α
2 |2 + t2|∇

(
|ω−|2 + ε

)α
2 |2 =

1

2

{
|∇
( (
|ω+|2 + ε

)α
2 − t

(
|ω−|2 + ε

)α
2
)
|2

+ |∇
( (
|ω+|2 + ε

)α
2 + t

(
|ω−|2 + ε

)α
2
)
|2
}

≥ 1

2
|∇
( (
|ω+|2 + ε

)α
2 − t

(
|ω−|2 + ε

)α
2
)
|2.

(3.13)

Da caracterização variacional de λ1, o primeiro autovalor do Laplaciano, temos∫
M

|∇
( (
|ω+|2 + ε

)α
2 − t

(
|ω−|2 + ε

)α
2
)
|2dVg ≥ λ1

∫
M

( (
|ω+|2 + ε

)α
2 − t

(
|ω−|2 + ε

)α
2

)2

dVg.

(3.14)

Assim, combinamos (3.13) com (3.14) para deduzir∫
M

|∇
(
|ω+|2 + ε

)α
2 |2 + t2|∇

(
|ω−|2 + ε

)α
2 |2dVg ≥

λ1

2

∫
M

( (
|ω+|2 + ε

)α
2 − t

(
|ω−|2 + ε

)α
2

)2

dVg.

(3.15)

Agora, substituindo (3.15) em (3.12) temos, para α ≥ 1
4
,

0 ≥ 1

α

(
4− 1

α

)
λ1

4

∫
M

( (
|ω+|2 + ε

)α
2 − t

(
|ω−|2 + ε

)α
2

)2

dVg

+

∫
M

((
|ω+|2 + ε

)α−1〈F (ω+), ω+〉+ t2
(
|ω−|2 + ε

)α−1〈F (ω−), ω−〉
)
dVg.

Fazendo ε −→ 0 obtemos

0 ≥ 1

α

(
4− 1

α

)
λ1

4

∫
M

(|ω+|α − t|ω−|α)2 dVg

+

∫
M

(
|ω+|2α−2〈F (ω+), ω+〉+ t2|ω−|2α−2〈F (ω−), ω−〉

)
dVg.
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3.2 Curvatura biortogonal e variedades definite

Além disso, escolhendo α = 1
2
, que maximiza 1

4α

(
4− 1

α

)
, temos

0 ≥ λ1

∫
M

(
|ω+|

1
2 − t|ω−|

1
2

)2

dVg +

∫
M

(
|ω+|−1〈F (ω+), ω+〉+ t2|ω−|−1〈F (ω−), ω−〉

)
dVg.

(3.16)

Agora, fazendo X+ = |ω+|−
1
2ω+ e X− = t|ω−|−

1
2ω−, temos que X± ∈ Λ±. Além disso,

|X+| = |ω+|
1
2 e |X−| = t|ω−|

1
2 . Assim, considerando X = X+ +X− em (3.16) obtemos

0 ≥
∫
M

{
λ1 (|X+| − |X−|)2 + 〈F (X), X〉

}
dVg.

Pelo Lema 3.1 conclúımos que

0 ≥
∫
M

{
λ1 (|X+| − |X−|)2 + 4K⊥min|X|2 −

1

3
(R− 12K⊥min)

∣∣|X+|2 − |X−|2
∣∣} dVg.

Como |X+| = |ω+|
1
2 e |X−| = t|ω−|

1
2 , temos

0 ≥
∫
M

{λ1(|ω+| − 2t|ω+|
1
2 |ω−|

1
2 + t2|ω−|) + 4K⊥min|ω+|

+ 4K⊥mint
2|ω−| −

1

3
(R− 12K⊥min)||ω+| − t2|ω−||}dVg. (3.17)

Agora observamos que o integrando de (3.17) é uma função quadrática em t. Em parti-

cular, por simplicidade, podemos escrever

P (t) = λ1(|ω+| − 2t|ω+|
1
2 |ω−|

1
2 + t2|ω−|) + 4K⊥min|ω+|

+ 4K⊥mint
2|ω−| −

1

3
(R− 12K⊥min)||ω+| − t2|ω−||.

Assim, dado p ∈M, consideramos

A = {t; |ω+| ≥ t2|ω−| em p} e B = {t; |ω+| < t2|ω−| em p}.

Note que em A temos

P (t) = [λ1 −
R

3
+ 8K⊥min]|ω+| − 2λ1|ω+|

1
2 |ω−|

1
2 t+ [λ1 +

R

3
]|ω−|t2 (3.18)

e em B

P (t) = [λ1 +
R

3
]|ω+| − 2λ1|ω+|

1
2 |ω−|

1
2 t+ [λ1 −

R

3
+ 8K⊥min]|ω−|t2. (3.19)

Em ambos os casos, o discriminante ∆ de P (t) é dado por

∆ = 4λ2
1|ω+||ω−| − 4[λ1 −

R

3
+ 8K⊥min][λ1 +

R

3
]|ω+||ω−|

=
4

9
|ω+||ω−|(−72λ1K

⊥
min +R2 − 24K⊥minR).
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3.2 Curvatura biortogonal e variedades definite

Portanto, sob a condição K⊥ ≥ R2

24(3λ1+R)
, conclúımos que ∆ ≤ 0. Mas, veja que se P (t)

é dado por (3.18) obtemos

[λ1 +
R

3
]|ω−| ≥ 0.

Por outro lado, se P (t) é dado por (3.19), usando a hipótese, temos

[λ1 −
R

3
+ 8K⊥min|ω−|] ≥ [λ1 −

R

3
+ 8

R2

24(3λ1 +R)
=

3λ2
1

3λ1 +R
≥ 0.

Então, em ambos os casos, P (t) ≥ 0. Como p ∈M é arbitrário segue de (3.17) que

P (t) ≡ 0.

Assim, de (3.18) e (3.19) temos que [λ1 + 1
3
R]|ω−| = 0 e

[
λ1 +−R

3
+ 8K⊥min

]
|ω−| = 0.

Como [λ1 + 1
3
R] > 0 e

[
λ1 +−R

3
+ 8K⊥min

]
> 0 deduzimos que |ω−| = 0, o que é uma

contradição. Portanto M4 é definite e isto conclui a prova do teorema.

Como consequência do trabalho de Freedman [34] deduzimos o seguinte corolário.

Corolário 3.1 Seja (M4, g) uma variedade Riemanniana de dimensão 4, simplesmente

conexa e orientada, com curvatura escalar positiva, satisfazendo

K⊥ ≥ R2

24(3λ1 +R)
,

onde λ1 é o primeiro autovalor do operador Laplaciano. Então M4 é homeomorfa a S4

ou CP2] · · · ]CP2 (b2 vezes).
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Caṕıtulo 4

Sólitons Ricci-harmônicos do tipo

steady

Neste caṕıtulo estudamos a geometria dos sólitons Ricci-harmônicos completos não-

compactos. Mostramos que um sóliton Ricci-harmônico gradiente steady completo não-

compacto possui no máximo um fim não-parabólico. Além disso, obtemos estimativas

para o crescimento do volume das bolas geodésicas para sólitons Ricci-harmônicos gra-

diente steady completos não-compactos.

4.1 Algumas observações iniciais

Nas últimas décadas muitos matemáticos têm estudado fluxos geométricos. Dentre tais

fluxos destacamos o fluxo de Ricci, que foi introduzido por Hamilton em 1981. O objetivo

principal deste fluxo é encontrar métricas Riemannianas com curvatura constante numa

dada variedade suave. Esse fluxo desempenhou um papel crucial na solução da famosa

Conjectura de Poincaré e tem sido utilizado para estudar vários problemas geométricos.

Eells e Sampson [5] introduziram o fluxo da equação do calor harmônica que foi usado

para obter aplicações harmônicas entre duas variedades.

Müller introduziu em [57, 58], o fluxo de Ricci acoplado com o fluxo da equação do

calor harmônica que é chamado simplesmente de fluxo Ricci-harmônico. Mais precisa-

mente, o fluxo Ricci-harmônico é dado por
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4.1 Algumas observações iniciais

 ∂
∂t
g = −2Ric+ 2α∇φ⊗∇φ,

∂
∂t
φ = τgφ,

(4.1)

onde φ : (M, g(t)) → (N, h) é uma aplicação entre duas variedades Riemannianas,

τg(t) = tr(∇dφ) e α denota a constante não-negativa que depende do tempo, isto é,

α = α(t). Müller foi capaz de provar a existência de solução em short-time para este

fluxo por um método similar ao trick DeTurck’s. Chen e Zhu [22] provaram que se

a curvatura de Ricci é uniformemente limitada sob o fluxo Ricci-harmônico em uma

variedade completa para t ∈ [0, T ), então o fluxo Ricci-harmônico pode ser estendido

além do tempo T. Uma versão do teorema de compacidade de Hamilton para o fluxo

Ricci-harmônico foi provado por Williams [83].

É bem conhecido que o fluxo Ricci-harmônico é menos singular que o fluxo de Ricci

de Hamilton. Em [54], List considerou um caso especial de fluxo Ricci-harmônico com

variedade alvo N = R, o qual é chamado de fluxo de Ricci estendido. Em particular,

ele mostrou que o fluxo de Ricci estendido possui algumas aplicações em Relatividade

geral. Para uma melhor compreensão sobre o assunto sugerimos [33, 53, 54, 57, 59].

É importante relembrar que uma solução do fluxo Ricci-harmônico que evolui sob

uma famı́lia de difeomorfismos a um parâmetro em uma dada variedade Mm e scalings

é chamada de sóliton.

Definição 4.1 A quintupla
(
(Mm, g), (Nn, h), φ, f, λ

)
é chamada sóliton Ricci-harmônico

gradiente se existe uma função suave f definida em M, uma constante λ e uma aplicação

φ : (M, g)→ (N, h) satisfazendo o seguinte sistema Ric+∇2f − α∇φ⊗∇φ = λg,

τgφ = 〈∇φ,∇f〉,
(4.2)

onde α é uma constante não-negativa, ∇2f representa a Hessiana de f e Ric é o tensor

curvatura de Ricci de M .

Por simplicidade, escrevemos Ricφ = Ric − α∇φ ⊗ ∇φ, bem como seu traço por

Rφ = R − α|∇φ|2, onde R é a curvatura escalar de M . Seguindo a terminologia dos

sólitons de Ricci, um sóliton Ricci-harmônico é chamado expanding, steady ou shrinking,

respectivamente, se λ < 0, λ = 0 ou λ > 0. Além disso, se a função potencial f for
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4.1 Algumas observações iniciais

constante em (4.2), então o sóliton é dito Einstein-harmônico. Em tal caso, dizemos que

o sóliton é trivial, caso contrário será não-trivial. Alguns exemplos de sólitons Ricci-

harmônicos gradiente podem ser encontrados em [53, 57, 83]. Destacamos também que se

φ é constante, a equação (4.2) reduz-se àquela associada a um sóliton de Ricci gradiente.

Vale ressaltar que sólitons de Ricci modelam a formação de singularidades no fluxo de

Ricci, veja [18] para mais detalhes.

Deve-se destacar que qualquer sóliton Ricci-harmônico gradiente steady ou expan-

ding compacto é trivial (cf. [57, 83]). Além disso, todo Ricci-harmônico gradiente shrin-

king compacto tem Rφ ≥ 0. Em [74], Tadano apresenta alguns resultados de rigidez para

sólitons Ricci-harmônicos gradientes compactos. Ele também forneceu um limite inferior

para o diâmetro de tais sólitons. Yang e Shen [80] obtiveram uma estimativa de cres-

cimento de volume para sólitons Ricci-harmônicos shrinking completos não-compactos.

Depois disso, Wang [82] obteve uma estimativa inferior para a curvatura escalar bem

como estimativas de crescimento para a função potencial. Veja [53, 57, 58, 82, 83] e [80]

para mais detalhes e resultados relacionados.

Aqui, focamos nos sólitons Ricci-harmônicos gradiente steady completos não-compactos.

Neste sentido, é essencial recordarmos algumas terminologias bem conhecidas na litera-

tura. Primeiramente, consideraremos um subconjunto compacto D de uma variedade

Riemanniana completa não-compacta Mm. Assim, gostaŕıamos de lembrar que um fim

de Mm em relação a D é uma componente conexa ilimitada de Mm\D. O número de

fins com respeito a D é o número de componentes ilimitadas de Mm\D. Em particular,

dizemos que Mm possui um número finito de fins se existe 1 ≤ k < ∞, tal que, para

qualquer D ⊂M, o número de fins é no máximo k. Recordamos ainda que uma função

de Green G(x, y) é uma função definida em (M ×M)\{(x, x)} tal que∫
M

G(x, y)∆u(y)dy = −u(x)

para toda função u satisfazendo a condição de bordo de Dirichlet u |∂M= 0. É bem

conhecido que cada variedade completa admite uma função de Green. Além disso, uma

variedade completa Mm é dita não-parabólica se admite uma função de Green simétrica

e positiva G(x, y) para o Laplaciano agindo em funções de L2. Caso contrário, dizemos

que Mn é parabólica.

Ao mesmo tempo, também é importante ressaltar que, de Wang [82] (cf. Theorem 2.2
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4.2 Alguns resultados importantes

em [82]), existe uma constante indispensável µ em um sóliton Ricci-harmônico gradiente

steady tal que

Rφ + |∇f |2 = µ.

Em particular, um sóliton Ricci-harmônico gradiente steady não-compacto não-trivial

possui Rφ > 0 e Rφ 6= µ (cf. Lema 4.1, Seção 4.2). A partir de agora, tratamos apenas

do caso não-trivial. Neste contexto, inspirado por Munteanu e Sesum [60] bem como Li e

Wang [51], vamos investigar a geometria de sólitons Ricci-harmônicos steady completos

não-compactos satisfazendo a condição Rφ ≥ κ > 0, para alguma constante κ.

4.2 Alguns resultados importantes

Nesta seção, apresentaremos alguns resultados que serão úteis para provarmos os resul-

tados desejados. Começamos escrevendo a equação fundamental de um sóliton Ricci-

harmônico gradiente Mm como segue

Ricφ +∇2f = λg. (4.3)

Tomando o traço em (4.3) obtemos

Rφ + ∆f = λm. (4.4)

Prosseguindo, lembramos de um resultado obtido por Wang (cf. [82], Teorema 2.2).

Proposição 4.1 (Wang, [82]) Seja
(
(Mm, g), (Nn, h), φ, f, λ

)
um sóliton Ricci-harmônico

gradiente. Então temos:

1

2
∆Rφ =

1

2
〈∇Rφ,∇f〉 − α〈∇φ,∇f〉2 − |Ricφ −

Rφ

m
g|2 − 1

m

(
Rφ −mλ

)
Rφ. (4.5)

Além disso, quando λ 6= 0, adicionando alguma constante a f, deduzimos

Rφ + |∇f |2 − 2λf = 0. (4.6)

Por outro lado, se λ = 0, então temos

Rφ + |∇f |2 = µ, (4.7)

para alguma constante µ.
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4.2 Alguns resultados importantes

Deve ser enfatizado que cada sóliton Ricci-harmônico steady completo não-trivial possui

constante positiva µ (cf. [82], Corolário 4.3). Destacamos ainda que estimativas infe-

riores e superiores para a curvatura escalar desempenham um papel crucial no estudo

das propriedades geométricas. Neste sentido, Wang obteve as seguintes estimativas que

serão utilizadas nas provas dos resultados principais.

Lema 4.1 (Wang, [82]) Seja
(
(Mm, g), (Nn, h), φ, f, λ

)
um sóliton Ricci-harmônico

gradiente completo . Então, temos as seguintes afirmações:

1. Se λ ≥ 0, então Rφ ≥ 0.

2. Se λ ≤ 0, então Rφ ≥ mλ. Em particular, Rφ > mλ a menos que o sóliton

Ricci-harmônico gradiente seja trivial.

Observação 4.1 Note que, do Lema 4.1 bem como da equação (4.7), é fácil checar que

um sóliton Ricci-harmônico gradiente steady não-compacto possui Rφ > 0 e Rφ 6= µ.

Prosseguindo, vamos recordar agora a definição da desigualdade de Poincaré com peso.

Definição 4.2 Seja Mn uma variedade Riemanniana completa de dimensão n. Dizemos

que M satisfaz a desigualdade de Poincaré com peso se a desigualdade∫
M

ρ(x)φ2dV ≤
∫
M

|∇φ|2dV

é válida para qualquer função com suporte compacto φ ∈ C∞c (M), onde ρ(x) é uma

função peso não-negativa.

Em consonância com esta definição, Peter Li e Jiaping Wang [51] provaram o seguinte

teorema que garante uma condição suficiente para a validade da desigualdade de Poin-

caré.

Proposição 4.2 Seja M uma variedade Riemanniana completa. Se existe uma função

não-negativa h definida em M, que não é identicamente nula, satisfazendo

∆h(x) ≤ −ρ(x)h(x),

então a desigualdade ∫
M

ρ(x)φ2dV ≤
∫
M

|∇φ|2dV

é válida para qualquer função com suporte compacto φ ∈ C∞c (M).
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4.3 Resultados principais

Nesta seção enunciaremos e provaremos os resultados obtidos. Começamos com um

resultado de não-parabolicidade para sólitons Ricci-harmônico steady.

Teorema 4.1 Seja
(
(Mm, g), (Nn, h), φ, f

)
um sóliton Ricci-harmônico gradiente ste-

ady completo não-compacto tal que Rφ ≥ κ > 0, para alguma constante κ. Então M é

não-parabólica.

Demonstração: De ińıcio, note que, de (4.7), temos

Rφ ≤ Rφ + |∇f |2 = µ

e como Rφ ≥ κ > 0 chegamos a κ ≤ µ. Em particular, se κ = µ, então f é constante e o

sóliton é trivial. Portanto, podemos assumir que κ < µ. Em seguida, definindo a função

h = eηf , para alguma constante η (a ser escolhida depois), temos

∆h =
[
η2(µ−Rφ)− ηRφ

]
h.

Assim, como µ− κ > 0 nós escolhemos η = κ
2(µ−κ)

, que é positiva. Portanto, de acordo

com a hipótese sobre Rφ, temos que

∆h ≤ − κ2

4(µ− κ)
h.

Disto, basta utilizarmos a Proposição 4.2 de Peter Li e Jiaping Wang (Proposição 1.1

em [51]) para concluir que

λ1(M) ≥ κ2

4(µ− κ)
,

onde λ1(M) denota a maior cota inferior do espectro do Laplaciano agindo em funções

de L2. Então, o prinćıpio variacional para λ1(M) assegura a validade da desigualdade

de Poincaré ∫
M

|ϕ|2dV ≤ 4(µ− κ)

κ2

∫
M

|∇ϕ|2dV,

para toda função com suporte compacto ϕ ∈ C∞c (M). Mas, de acordo com um resultado

de Li e Wang [51], a validade da desigualdade de Poincaré é equivalente a variedade ser

não-parabólica. Isto finaliza a prova do teorema.

Seguindo nossa discussão, passamos a estudar o número de fins não-parabólicos.

Neste sentido, temos o seguinte resultado.
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Teorema 4.2 Seja
(
(Mm, g), (Nn, h), φ, f

)
um sóliton Ricci-harmônico gradiente ste-

ady completo não-compacto tal que Rφ ≥ κ > 0, para alguma constante κ. Suponha que

u é uma função harmônica em M com
∫
M
|∇u|2 <∞. Então u é uma função constante.

Demonstração: Primeiramente, seja ψ : M → [0, 1] uma função cut-off tal que

ψ = 1 em Bp(r) (uma bola geodésica de raio r centrada em algum ponto fixo p ∈ M),

ψ = 0 fora da bola Bp(2r) e |∇ψ| ≤ C
r
, para alguma constante C. Além disso, seja u

uma função harmônica em M com energia de Dirichlet finita, isto é,
∫
M
|∇u|2 < ∞.

Com essas notações, usamos (4.2) para obtermos∫
M

Ric(∇u,∇u)ψ2 = −
∫
M

∇i∇jf∇iu∇juψ
2 + α

∫
M

〈∇φ,∇u〉2ψ2. (4.8)

Prosseguindo, como ∆u = 0, temos imediatamente que

∇i(∇jf∇iu∇juψ
2) = ∇i∇jf∇iu∇juψ

2 +∇jf∇iu∇i∇juψ
2

+∇jf∇iu∇ju∇i(ψ
2).

Disto, usando integração por partes e (4.8) deduzimos que∫
M

Ric(∇u,∇u)ψ2 =

∫
M

∇jf∇iu∇i∇juψ
2 +

∫
M

∇jf∇iu∇ju∇i(ψ
2)

+α

∫
M

〈∇φ,∇u〉2ψ2. (4.9)

Por outro lado, também temos que

0 =

∫
M

∇j(∇iu∇jf∇iuψ
2) = 2

∫
M

∇j∇iu∇jf∇iuψ
2 +

∫
M

|∇u|2∆fψ2

+

∫
M

|∇u|2〈∇f,∇ψ2〉,

que pode ser escrito como

−
∫
M

∇i∇ju∇jf∇iuψ
2 =

1

2

∫
M

∆f |∇u|2ψ2 +
1

2

∫
M

|∇u|2〈∇f,∇ψ2〉.

Substituindo isto em (4.9) obtemos∫
M

Ric(∇u,∇u)ψ2 = −1

2

∫
M

∆f |∇u|2ψ2 − 1

2

∫
M

|∇u|2〈∇f,∇ψ2〉

+

∫
M

〈∇f,∇u〉〈∇u,∇ψ2〉+

∫
M

α〈∇φ,∇u〉2ψ2. (4.10)
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Dando continuidade, sendo u harmônica, podemos usar a fórmula de Böchner juntamente

com a desigualdade de Kato para obter

∆|∇u|2ψ2 = 2Ric(∇u,∇u)ψ2 + 2|∇2u|2ψ2

≥ 2Ric(∇u,∇u)ψ2 + 2|∇|∇u||2ψ2.

Em particular, pelo teorema da divergência deduzimos

−
∫
M

〈∇|∇u|2,∇ψ2〉 ≥ 2

∫
M

Ric(∇u,∇u)ψ2 + 2

∫
M

|∇|∇u||2ψ2. (4.11)

Combinando (4.11) com a equação (4.10), resulta

−
∫
M

〈∇|∇u|2,∇ψ2〉 ≥ −
∫
M

∆f |∇u|2ψ2 −
∫
M

|∇u|2〈∇f,∇ψ2〉+ 2

∫
M

|∇|∇u||2ψ2

+ 2

∫
M

〈∇f,∇u〉〈∇u,∇ψ2〉+ 2α

∫
M

〈∇φ,∇u〉2ψ2.

Portanto, reorganizando os termos e usando (4.4) obtemos

2

∫
M

|∇|∇u||2ψ2 +

∫
M

Rφ|∇u|2ψ2 ≤ −
∫
M

〈∇|∇u|2,∇ψ2〉+

∫
M

|∇u|2〈∇f,∇ψ2〉

−2

∫
M

〈∇f,∇u〉〈∇u,∇ψ2〉

−2α

∫
M

〈∇φ,∇u〉2ψ2

≤ −
∫
M

〈∇|∇u|2,∇ψ2〉+

∫
M

|∇u|2〈∇f,∇ψ2〉

−2

∫
M

〈∇f,∇u〉〈∇u,∇ψ2〉. (4.12)

É simples verificar que

−
∫
M

〈∇|∇u|2,∇ψ2〉 ≤
∫
M

|∇|∇u||2ψ2 + 4

∫
M

|∇u|2|∇ψ|2.

Além disso, já sabemos, a partir de (4.7), que |∇f | ≤ √µ. Essas informações substitúıdas

em (4.12) asseguram que∫
M

|∇|∇u||2ψ2 +

∫
M

Rφ|∇u|2ψ2 ≤ C1

∫
M

|∇u|2|∇ψ|2.

Recordamos agora que |∇ψ| ≤ C
r

e u possui energia total finita. Assim, fazendo r →∞
conclúımos que |∇|∇u||2 = Rφ|∇u|2 = 0 e então |∇u| = C2 para alguma constante C2.

Mas, do Teorema 4.1 nós sabemos que M é não-parabólica e então M possui volume
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infinito. Agora, como u possui energia total finita obtemos que C2 = 0. Portanto, u é

constante em M, como queŕıamos provar.

Uma consequência do Teorema 4.2 é o seguinte corolário.

Corolário 4.1 Seja
(
(Mm, g), (Nn, h), φ, f

)
um sóliton Ricci-harmônico gradiente

steady completo não-compacto tal que Rφ ≥ κ > 0, para alguma constante κ. Então Mm

possui no máximo um fim não-parabólico.

Demonstração: Um resultado clássico de Li e Tam [52] assegura que se uma variedade

M possui pelo menos dois fins não-parabólicos, então existe uma função harmônica u em

M tal que
∫
M
|∇u|2 < ∞, o que obviamente contradiz o Teorema 4.2. Assim, a prova

está finalizada.

Antes de prosseguir, lembramos de um resultado clássico obtido por Calabi [16] e

Yau [81] o qual assegura que toda variedade Riemanniana completa não-compacta com

tensor curvatura de Ricci não-negativo satisfaz

V ol(Bp(r)) ≥ cr (4.13)

para qualquer r > r0 onde r0 é uma cosntante positiva e Bp(r) é a bola geodésica de

raio r centrada em p ∈ Mn e c é uma constante que não depende de r. Similarmente,

Munteanu e Sesum [60] obtiveram o mesmo tipo de crescimento para sólitons de Ricci

gradiente steady completos não-compactos. Agora, nós apresentamos nosso resultado

referente ao crescimento das bolas geodésicas para sólitons Ricci-harmônico gradiente

completos não-compactos, o qual é similar à estimativa de Calabi-Yau.

Teorema 4.3 Seja
(
(Mm, g), (Nn, h), φ, f

)
um sóliton Ricci-harmônico gradiente ste-

ady completo não-compacto. Então existem constantes C0, C1, C3 e r0 > 0 tais que para

qualquer r > r0

C1e
C2
√
r ≥ V ol(Bp(r)) ≥ C0r. (4.14)

Demonstração: Primeiramente, observe que (4.3) implica Ric+∇2f ≥ 0. Além disso,

como foi observado previamente, temos |∇f | ≤ √µ. Assim, basta aplicarmos um teorema

de Munteanu e Wang (cf. [61], Teorema 2.3 (a), com λ = 0) para obtermos a estimativa

superior

C1e
C2
√
r ≥ V ol(Bp(r)).
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Agora, trataremos da limitação inferior. Para isto, note que se Rφ = 0 podemos usar

o Lema 4.1 (2) para concluir que o sóliton é trivial. Portanto, podemos assumir que

Rφ > 0. Neste caso, escolhemos p ∈ M e uma bola Bp(r0) para um raio fixado r0 > 0

tal que

C0 =

∫
Bp(r0)

Rφ,

onde C0 é uma constante positiva. Disto, temos para todo r ≥ r0,

C0 =

∫
Bp(r0)

Rφ ≤
∫
Bp(r)

Rφ.

Dáı, usando (4.4) juntamente com (4.7) obtemos

C0 ≤
∫
Bp(r)

Rφ = −
∫
Bp(r)

∆f

= −
∫
∂Bp(r)

∂f

∂η
≤
∫
∂Bp(r)

|∇f |

≤ √
µ · Area(∂Bp(r)).

Temos, assim, provado que

Area(∂Bp(r)) ≥ c > 0, (4.15)

para uma constante uniforme c. Portanto, integrando (4.15) de r0 a r temos

V ol(Bp(r)) ≥ c(r − r0) ≥ C · r,

para todo r ≥ 2r0. Isso conclui a prova do teorema.

53



Bibliografia

[1] Asperti, A., Costa, E., Vanishing of homology groups, Ricci estimate for subma-

nifolds and applications. Kodai Math. J. 24 (2001) 313-328

[2] Berger, M., Les variétés Riemenniennes 1/4-pincées. Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa

14 (1960) 161-170

[3] Berger, M., Sur quelques variétés Riemenniennes suffisament pincées. Bull. Soc.

Math. France 88 (1960) 57-71

[4] Besse, A., Einstein manifolds, Springer-Verlag, New York (2008)
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