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Resumo

Neste trabalho estudamos a primeira e a segunda variação da medida para subvariedades

não-horizontais em grupos de Lie estratificados introduzida em [23] e definimos um con-

ceito de minimalidade para estas subvariedades. Em um grupo de Lie estratificado G

introduzimos a derivada covariante ∇ que anula os campos invariantes à esquerda da ál-

gebra de Lie g = g1⊕· · ·⊕gl. Uma subvariedade M de G é não-horizontal de codimensão

p se TG = TM + D, em que D é a distribuição horizontal gerada por g1. O espaço

normal horizontal TM⊥ é o complementar ortogonal de TM ∩ D em D e o volume da

subvariedade M é calculado pela fórmula dµ = ηydV , em que η é um p-vetor unitário de

TM⊥ e dV é a forma volume de G. Projetamos ∇ em TM utilizando a decomposição

TG = TM ⊕ TM⊥ para encontrar a derivada covariante de ∇ sobre TM . A condição

de minimalidade obtida pela primeira variação é o tensor H + σ = 0, em que H é a cur-

vatura média e σ é a média da torção. Na segunda variação, além dos termos comuns da

geometria riemanniana, aparecem vários termos novos oriundos da torção. Generalizamos

alguns resultados da geometria das subvariedades do R
n para grupos de Lie estratificados

e discutimos exemplos de subvariedades não-horizontais mínimas no grupo de Heisenberg

e sua estabilidade.

Palavra-chave: Grupos de Lie estratificados, subvariedades não-horizontais, subva-

riedades mínimas, medida esférica de Hausdorff, primeira e segunda variação, estabilidade.
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Abstract

In this work we study the first and second variation of the measure on non-horizontal

submanifolds of stratified Lie groups as introduced in [23] and we define the concept

of minimality for these submanifolds. Given a stratified Lie group G we introduce the

covariant derivative ∇ annulling the left invariant fields of the Lie algebra g = g1⊕· · ·⊕gl.

A submanifold M of G of codimension p is non-horizontal if TG = TM + D, where D

is the horizontal distribution generated by g1. The normal horizontal space TM⊥ is

the orthogonal complement of TM ∩ D in D and the volume of the submanifold M is

calculated by the formula dµ = ηydV , where η is a p-vetor unit of TM⊥ and dV is the

volume form of G. Using the decomposition TG = TM ⊕TM⊥ we project ∇ in TM and

thus define the covariant derivative ∇ on TM . The minimality condition obtained by first

variation is the tensor H + σ = 0, where H is mean curvature and σ is mean torsion. In

the formula for the second variation, in addition to the common terms of the Riemannian

geometry, appear several new terms coming from the torsion. We generalize some results

of the geometry of submanifolds of Rn for stratifieds Lie groups and we discuss examples

of minimal non-horizontal submanifolds in the Heisenberg group as well as their stability.

Key-words: Stratifieds Lie groups, non-horizontal submanifolds, minimal submani-

folds, spherical Hausdorff measure, first and second variation, stability.
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Introdução

Um clássico problema em geometria é o estudo de subvariedades mínimas. Em R
n, uma

subvariedade S é mínima se possui o tensor curvatura média nulo. Grosso modo, esta

definição é equivalente a S ser um ponto crítico do funcional volume. Portanto, é natural

estudar a segunda variação desse funcional para encontrar condições que tornam uma

subvariedade S um mínimo para o volume.

Nos últimos anos, houve uma generalização da geometria riemanniana para variedades

subriemannianas [1, 15, 27, 31, 32]. Uma variedade subriemanniana é uma variedade

conexa G com uma distribuição D ⊂ TG tal que os colchetes de Lie sucessivos de campos

em D geram todo o espaço tangente TG. Adicionalmente um produto escalar definido

positivo 〈·, ·〉 é definido em D, de modo que é possível calcular os comprimentos de curvas

admissíveis, ou seja, as curvas tangentes a distribuição D. Assim, dados dois pontos

p e q em M é possível definir a distância ρ(p, q) como o ínfimo do comprimento das

curvas admissíveis que conectam os pontos p e q. Com esta distância ρ, a variedade

subriemanniana é um espaço métrico [4]. Utilizando a distância ρ pode-se definir as

várias medidas de Hausdorff para subconjuntos de M , em particular a medida esférica

de Hausdorff [14, 22, 23, 24]. Também em [27], foi introduzida uma forma volume, a

forma volume de Popp. Em subvariedades subriemannianas que são grupos nilpotentes

(os grupos de Lie estratificados) a medida esférica de Hausdorff, a medida de Popp e

a medida de Haar coincidem a menos de múltiplos constantes [2, 3, 14, 24]. É natural

então perguntar-se que sentido faz uma subvariedade de um grupo de Lie estratificado

ser mínima. O principal objeto desta tese é utilizar a medida proposta em [23] para
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subvariedades não-horizontais de um grupo de Lie estratificado G, calcular a primeira

e segunda variação destas subvariedades, generalizar alguns resultados de subvariedades

mínimas no R
n para subvariedades não-horizontais e dar alguns exemplos de subvariedades

não-horizontais mínimas e mínimas estáveis.

Um grupo de Lie estratificado G é um grupo de Lie conexo, simplesmente conexo, cuja

álgebra de Lie g = g1 ⊕ · · · ⊕ gl é graduada e [gi, gj ] = gi+j. Se 〈·, ·〉 é um produto escalar

em g1, podemos considerar a distribuição D ⊂ TG gerado por g1 e com produto escalar em

D gerado por 〈·, ·〉. Desse modo, (G, D, 〈·, ·〉) é uma variedade subriemanniana também

denominada de grupo de Carnot. Tradicionalmente estende-se o produto escalar deD para

TG e considera-se a conexão riemanniana na métrica estendida h. A nosso entender, esta

conexão não é o melhor modo para escrever os invariantes da geometria dos grupos de Lie

estratificados, o que é ilustrado pela dificuldade de enunciar resultados em vários trabalhos

recentes sobre variação de hipersuperfícies em grupos de Lie estratificados. Vamos utilizar

a derivada covariante ∇ definida por ∇X = 0 para todo X ∈ g. Esta derivada covariante

tem torção intrínseca que é essencialmente o negativo do colchete de Lie em G e curvatura

zero. Usando esta derivada covariante poderemos fazer um paralelo interessante entre os

invariantes de subvariedades em R
n e os invariantes de subvariedades em G.

A geometria de subvariedades M em G depende em cada ponto da posição relativa de

TM eD. Subvariedades com um contato “elevado” comD em um ponto podem apresentar

singularidades do ponto de vista métrico, mesmo sendo subvariedades C∞. Neste trabalho,

vamos evitar estas situações considerando subvariedades M ⊂ G transversais a D, isto é,

em que TM +D = TG. Estas subvariedades são as subvariedades não-horizontais, objeto

de nosso estudo. Para estas subvariedades o subespaço normal horizontal TM⊥ tem o

mesmo papel do espaço normal a uma subvariedade do R
n. Em nosso caso, definimos

TM⊥ como o subespaço ortogonal a TM ∩D em D, isto é, D = (TM ∩D)⊕TM⊥ é uma

decomposição ortogonal de D. Logo TG = TM ⊕ TM⊥ e podemos utilizar esta decom-

posição (em geral não ortogonal) para projetar ∇ em uma conexão ∇ sobre TM . Esta

derivada covariante é análoga a derivada covariante em variedades pseudo-hermitianas,
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ver por exemplo [7].

Seja e1, . . . , en uma base ortonormal de g e base dual e1, . . . , en. Uma base adaptada

f1, . . . , fn em TG ao longo de uma subvariedade não-horizontal M é tal que f1, . . . , fp

é uma base ortonormal de TM⊥, fp+1, . . . , fd1 é uma base ortonormal de TM ∩ D e

fp+1, . . . , fn completa fp+1, . . . , fd1 a uma base de TM , em que d1 = dim g1 e fj =

ej −
∑p

α=1A
α
j fα, j = d1 + 1, . . . , n. Seja f 1, . . . , fn base dual a f1, . . . , fn. A forma

volume G é dV = e1 ∧ · · · ∧ en = f 1 ∧ · · · ∧ fn. Para hipersuperfícies M de G, tem

sido prática utilizar como medida o H-perímetro [9, 18, 25, 26]. A medida esférica de

Hausdorff para subvariedades não-horizontais de qualquer dimensão foi discutida em [23].

Em particular, foi provado que a medida esférica tem a representação

∫

M

θ(τ dM(x))dSd
ρ(x) =

∫

M

|τ dM(x)|dvolh(x) ,

em que d é a dimensão de Hausdorff de M , θ(τ dM(x)) é o fator métrico (ver Definição

1.22), Sd
ρ é a medida esférica de Hausdorff d-dimensional e dvolh é a forma volume em

M induzida por h. A medida dµ(M) = |τ dM(x)|dvolh(x) é o candidato “natural” a ser

utilizado para definição de volume de subvariedades. Quando o fator métrico é constante

(caso do grupo de Heisenberg H
n) a medida µ é um múltiplo constante da medida esférica

de Hausdorff. Ao escrevermos a densidade da medida µ na base f 1, . . . , fn provamos uma

ótima fórmula para empreender o cálculo variacional, a saber (Teorema 1.23),

dµ = f p+1 ∧ · · · ∧ fn .

Temos o análogo subriemanniano dµ = (f1 ∧ · · · ∧ fp)ydV . Neste trabalho, usaremos a

medida µ para subvariedades não-horizontais. Grosso modo este é o conteúdo do capítulo

1.

No capítulo 2, apresentamos o segundo resultado principal deste trabalho, o Teorema

2.1, em que calculamos a primeira variação da medida µ e obtemos uma condição suficiente

para a minimalidade das subvariedades não-horizontais. Enfatizamos que a terminologia

mínima é usada para as subvariedades que satisfazem esta condição.



4

Assim, diremos que uma subvariedade não-horizontal M ⊂ G é mínima se satisfaz

Hξ + σξ = 0, ∀ ξ ∈ TM⊥,

em que H é a curvatura média (Definição 1.18) e σ é a média da torção (Definição 1.19).

No caso de hipersuperfícies não-horizontais, devido a graduação de g, a média da torção

é nula, caracterizando assim a mesma definição de subvariedades mínimas da geometria

riemanniana e de acordo com os artigos [9, 18, 19, 25, 26, 29].

Como aplicação do Teorema 2.1 apresentamos o cálculo de superfícies não-horizontais

mínimas do grupo de Heisenberg H
2: as superfícies regradas e as superfícies tubulares,

exemplos não conhecidos na literatura. Provamos também que se M ⊂ R
2n é mínima,

então N = {(x, t) : x ∈M, t ∈ R} ⊂ H
n é mínima.

No capítulo 3 provamos o Teorema 3.14 que é o terceiro resultado principal desta

tese, em que calculamos a segunda variação da medida µ. Para a prova é fundamental

introduzir a definição de divergente e do operador de segunda ordem sub-laplaciano em

M . Conforme [20], se ω é a forma volume de uma variedade diferenciável M paralela

com respeito a conexão linear de M , então a função divergente de um campo X em M

é definida por (divX)ω = LXω, em que L é a derivada de Lie de uma forma diferencial.

Como dµ é uma forma paralela com respeito a conexão linear ∇ das subvariedades não-

horizontais, então de acordo com a Proposição 3.2 reescrevemos a função divergente de

X como

divX =
n∑

i=p+1

f i(∇fiX) +
n∑

j=d1+1

T
j
(X, fj),

em que T é a torção de ∇. Em seguida, definimos o sub-laplaciano de uma função φ em

M como

Lφ = ∆φ+ τφ,

em que τ =
∑d1

i=p+1

∑n

j=d1+1 T
j
(fi, fj)fi é uma seção em TM∩D e ∆φ =

∑d1
i=p+1 fi(fi(φ))

−(∇fifi)φ com fi, i = p + 1, . . . , d1 base ortonormal em TM ∩ D. O sub-laplaciano de

φ satisfaz a relação Lφ = div(gradφ), em que grad denota o operador gradiente definido
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por gradφ =
∑d1

i=p+1 fi(φ)fi. Além disso, mostramos que se existe uma função φ > 0 tal

que Lφ = qφ para alguma função suave q, então
∫

M

(|gradf |2 + qf 2)dµ ≥ 0,

para toda função f de suporte compacto em M . Este resultado é uma generalização do

caso riemanniano provado em [13] e do caso subriemanniano para hipersuperfícies provado

em [26]. O sub-laplaciano é definido também em seções de TM⊥ e a relação clássica se

generaliza: ∫

M

〈Lξ, η〉dµ = −
∫

M

〈∇⊥ξ,∇⊥η〉dµ =

∫

M

〈ξ,Lη〉dµ.

O enunciado e a prova do Teorema 3.14 são extensos, pois apresentam novos termos

que são as derivadas de quantidades que envolvem os termos de torção. No caso particular

de hipersuperfícies, o nosso resultado é análogo aos resultados de [18, 26]. Neste trabalho,

diremos que uma subvariedade não-horizontal mínima e compacta é estável se a derivada

segunda do µ-volume é não negativa.

No capítulo 4, apresentamos algumas aplicações do Teorema 3.14. Generalizamos a

fórmula do laplaciano do produto escalar de um campo paralelo a com o normal f1 a uma

hipersuperfície, obtendo

L〈a, f1〉 = −〈a, f1〉
(

traço(A2
f1
)− traço(Af1 ◦ (f1yT

⊤
)) +

d1∑

i=2

(
〈T⊤

(Af1(fi), fi), f1〉

−〈S(fi, T
⊤
(f1, fi)), f1〉

))
+

d1∑

i=2

(
〈S(T⊤

(fi, a), fi), f1〉+ 〈S(fi, T
⊤
(fi, a)), f1〉

)

e a aplicamos para encontrar um critério de estabilidade para hipersuperficies não-horizon-

tais mínimas (Teorema 4.4). Em particular, damos uma outra prova de que o parabolóide

hiperbólico x5 = 1
4
(x21 + x22 − x23 − x24) é estável em H

2. Uma outra aplicação é a de que

se M ⊂ R
2n é uma hipersuperfície mínima estável, então a hipersuperfície não-horizontal

mínima vertical N = {(x, t) : x ∈M, t ∈ R} ⊂ H
n é estável. Finalmente, parametrizamos

as superfícies não-horizontais mínimas em H
1 e com esta parametrização obtemos um

critério geral de estabilidade.



Capítulo 1

Grupos de Lie estratificados

Neste capítulo apresentamos os conceitos básicos da teoria de grupos de Lie estratificados,

como também as identidades geométricas necessárias para as demonstrações dos principais

resultados desta tese. A seguir, descrevemos brevemente o conteúdo de cada seção.

Na Seção 1.1 recordamos alguns conceitos elementares da teoria de grupos de Lie.

Definimos uma classe especial de grupos de Lie, os grupos de Lie nilpotentes, cuja álgebra

de Lie é nilpotente. Em particular, destacamos os grupos de Lie simplesmente conexos,

conexos e nilpotentes, para os quais a aplicação exponencial é um difeomorfismo. Defini-

mos também um tipo de álgebra de Lie nilpotente, as álgebras graduadas, que sob certa

condição definem os grupos de Lie centrais dos nossos estudos, os grupos de Lie estratifi-

cados .

Na Seção 1.2 definimos a derivada covariante ∇ de um grupo de Lie estratificado G,

de modo que os campos invariantes à esquerda são campos paralelos com respeito a ∇.

Exceto o caso em que G é um grupo abeliano, observamos que ∇ não é livre de torção e

portanto não é a conexão de Levi-Civita de G. Além disso, estendemos o produto escalar

definido positivo 〈·, ·〉 de g1 a um produto escalar definido positivo h em g (Proposição

1.11). A extensão de h em TG faz de (G, h) uma variedade riemanniana.

Na Seção 1.3 definimos uma classe de subvariedades de G, as subvariedades não-

horizontais. Construimos uma base adaptada a estas subvariedades em TG e descrevemos

6
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∇ nesta base. Definimos a derivada covariante ∇ de subvariedades não-horizontais como

a projeção sobre TM de ∇ utilizando a decomposição TG = TM ⊕ TM⊥. Calculamos

a curvatura, a torção e as equações de estruturas destas subvariedades. Em analogia ao

caso riemanniano, obtemos a segunda forma fundamental e o operador de Weingarten

e assim apresentamos a versão subriemanniana das equações fundamentais: equação de

Gauss, equação de Ricci e equação de Codazzi.

Na Seção 1.4 utilizamos o artigo [23] para identificar uma medida µ para subvariedades

não-horizontais e escrever a densidade desta medida como uma forma volume na base

adaptada. Por fim, apresentamos uma prova de que no grupo de Heisenberg H
n a medida

µ é um múltiplo constante da medida esférica de Hausdorff.

1.1 Definições e Exemplos

Seja G um grupo de Lie conexo, simplesmente conexo e de dimensão n. Denotamos por ∗
a operação de grupo, 0 o elemento identidade e X (G) o conjunto das seções suaves de TG,

isto é, X (G) := C∞(G, TG). Além disso, para cada p ∈ G, denotamos, respectivamente,

as translações à esquerda e à direita de p do grupo G, por ℓp e rp.

Definição 1.1. Um espaço vetorial g é uma álgebra de Lie se existe uma aplicação bilinear

[·, ·] : g× g → g (chamada colchete de Lie) tal que para cada X, Y e Z ∈ g são satisfeitas

as seguintes propriedades

1. (Anti-comutatividade) [X, Y ] = −[Y,X];

2. (Identidade de Jacobi) [[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0.

Seja X ∈ X (G). O campo X é um campo invariante à esquerda se para qualquer

p ∈ G, X(p) = dℓp(X(0)). Isto é equivalente a

(Xf)(ℓp(q)) = X(f ◦ ℓp)(q) , ∀ f ∈ C∞(G) e q ∈ G .

Consideremos o subespaço linear de X (G) de todos os campos invariantes à esquerda de

G munido da operação colchete de Lie [, ]. Denotamos esse subespaço por g. Verificamos
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facilmente que o colchete de Lie de dois campos invariantes à esquerda é um campo

invariante à esquerda e portanto g é uma álgebra de Lie conforme Definição 1.1. Além

disso, a álgebra de Lie g é isomorfa ao espaço tangente de G em 0, via aplicação X 7→ X0,

assim g é um espaço vetorial de dimensão n, ver por exemplo [33].

Outro conceito importante é o de aplicação exponencial de grupos de Lie.

Definição 1.2. Sejam t, s ∈ R e o sistema




ϕt ◦ ϕs = ϕt+s

dϕt

dt

∣∣
t=0

= X

em que X ∈ g e ϕ é o fluxo local de X. Para cada X ∈ g, a aplicação diferenciável

exp : g → G é definida por

exp(X) = ϕ1(0) .

É bem conhecido da teoria de grupos de Lie que a aplicação exponencial é um difeo-

morfismo local em alguma vizinhança de 0, pois d(exp)0 = Idg, em que Idg é aplicação

identidade de g. Destacamos a seguir que se G é simplesmente conexo, conexo e nilpotente,

então exp é um difeomorfismo.

Sejam A,B subespaços de g e [A,B] o subespaço gerado por combinações lineares de

elementos de [X, Y ] com X ∈ A e Y ∈ B. Para cada k ∈ N − {0} definimos a seguinte

sequência de subespaços

g1 = g, g2 = [g, g], . . . , gk+1 = [gk, g], . . .

Definição 1.3. Dizemos que g é uma álgebra de Lie nilpotente se existe l menor inteiro

positivo tal que gl+1 = 0, em que l é chamado de step de g. Um grupo de Lie é nilpotente

se sua álgebra de Lie é nilpotente.

Teorema 1.4. ([8]) Seja G um grupo de Lie nilpotente, simplesmente conexo, conexo

com a álgebra de Lie g. Então, exp : g → G é um difeomorfismo.

Nas condições do Teorema 1.4, podemos relacionar a operação ∗ de G com a operação

colchete de Lie [, ] de g via fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff, a qual denotaremos por
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BCH. Para cada X, Y ∈ g, seja C(X, Y ) ∈ g tal que exp(C(X, Y )) = exp(X) ∗ exp(Y ).

Então, a fórmula BCH afirma que

C(X, Y ) :=
∑

n≥1

(−1)n+1

n

∑

ri+si≥1
1≤i≤n

(adX)r1(adY )s1 · · · (adX)rn(adY )sn−1Y(∑n

j=1(rj + sj)
)
r1!s1! · · · rn!sn!

(1.1)

=X + Y +
1

2
[X, Y ] +

1

12
[X, [X, Y ]]− 1

12
[Y, [X, Y ]]− . . .

em que (adA)B = [A,B], (adA)0 é a aplicação identidade e n ∈ {1, . . . , l} com l o step de g.

Além disso, se sn = 0, os termos da soma (1.1) é por convenção · · · (adX)rn−1(adY )sn−1(adX)rn−1X.

Se sn > 1, ou sn = 0, e rn > 1, o termo é zero.

Como G é nilpotente, então a soma C(X, Y ) é finita. Além disso, C(X, Y ) define em

g a estrutura do grupo de Lie G, ver por exemplo [5].

Com a fórmula acima, podemos conhecer a operação de grupo em coordenadas, as

quais são chamadas de coordenadas exponenciais.

Definição 1.5. Um sistema de coordenadas exponenciais associado a base X1, . . . , Xn de

g é o difeomorfismo definido por

F : R
n −→ G

x 7−→ exp

(
n∑

j=1

xjXj

)
.

Identificamos as coordenadas exponenciais exp
(∑n

j=1 xjXj

)
com as coordenadas ca-

nônicas (x1, . . . , xn) de R
n.

Exemplo 1.1. Seja H
1 o grupo de Heisenberg que é um grupo de Lie nilpotente de step

2 cuja variedade diferenciável é o R
3 e a sua álgebra de Lie h = h1 ⊕ h2 com dimh1 = 2,

dimh2 = 1 tal que

[h1, h1] = h2 ; [h1, h2] = [h2, h2] = 0 .

Sejam e1, e2 base de h1 e e3= [e1, e2] base de h2. Como h é nilpotente, então exp :h→H
1

é um difeomorfismo. Assim, segue da fórmula BCH que

C(X, Y ) = X + Y +
1

2
[X, Y ] .
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Se X = x0e1 + y0e2 + z0e3 e Y = x1e1 + y1e2 + z1e3, então

X + Y +
1

2
[X, Y ] = (x0 + x1)e1 + (y0 + y1)e2 + (z0 + z1 +

1

2
(x0y1 − x1y0))e3 .

Logo, a operação de grupo em coordenadas exponenciais é da forma

(x0, y0, z0) ∗ (x1, y1, z1) = (x0 + x1, y0 + y1, z0 + z1 +
1

2
(x0y1 − x1y0)) .

Portanto, os campos invariantes à esquerda e1, e2 e e3 são dados por

e1 =
∂

∂x
− y

2

∂

∂z
, e2 =

∂

∂y
+
x

2

∂

∂z
, e3 =

∂

∂z
.

Uma classe particular de álgebras de Lie nilpotentes e de grande interesse na literatura

são as álgebras de Lie graduadas.

Definição 1.6. Dizemos que g é uma álgebra de Lie graduada se existem subespaços

gi ⊂ g tais que

g = g1 ⊕ · · · ⊕ gl, l ∈ N ,

em que [gi, gj ] ⊂ gi+j, i, j ∈ N−{0} e gj = {0} para j > l. Um grupo de Lie cuja álgebra

é graduada é um grupo de Lie graduado.

A graduação da álgebra garante a existência de um grupo a 1-parâmetro de dilatações.

Definição 1.7. (Dilatação) Para cada r > 0, dizemos que a aplicação δr : g → g

definida por

δr(v) =
l∑

i=1

rivi ,

em que v =
∑l

i=1 vi, vi ∈ gi, é a família das dilatações de G.

A aplicação δr é naturalmente transportada de g a G, pois exp : g → G é um difeo-

morfismo. Também, denotamos por δr a dilatação do grupo G. Assim, aproveitamos

para introduzir uma classe de distâncias que são compatíveis com geometria dos grupos

graduados.
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Definição 1.8. (Distância homogênea) Seja G um grupo de Lie graduado. Uma

distância homogênea em G é uma aplicação contínua ρ : G×G → [0,+∞[ tal que (G, ρ)

é um espaço métrico e satisfaz as seguintes propriedades

1. (Invariância à esquerda) ρ(x, y) = ρ(ux, uy) para todo u, x, y ∈ G;

2. (Homogeneidade) ρ(δr(x), δr(y)) = rρ(x, y) para cada r > 0.

Na próxima definição, destacamos o conceito central desta seção.

Definição 1.9. Seja G um grupo de Lie conexo, simplesmente conexo e graduado com

álgebra de Lie g. Dizemos que G é um grupo de Lie estratificado se existem subespaços

g1, g2, . . . , gl de g tais que

[gi, gj ] = gi+j , ∀ i, j.

Na literatura, os grupos de Lie estratificados também são chamados de grupos de

Carnot.

Exemplo 1.2. O grupo de Heisenberg H
n de dimensão 2n+ 1 é um grupo de Lie estrat-

ificado cuja álgebra de Lie h é gerada por e1, . . . , e2n, e2n+1 e graduada por

h = h1 ⊕ h2 ,

em que h1 é um subespaço 2n-dimensional gerado por e1, . . . , e2n e h2 é um subespaço

1-dimensional gerado por e2n+1 = [ei, ei+n], i = 1, . . . , n. Outro exemplo importante de

grupo de Lie estratificado é o grupo de Engel E4 cuja variedade diferenciável é o R
4. O

grupo de Engel é um grupo de Lie nilpotente de step 3 com álgebra de Lie e gerada por

e1, e2, e3, e4, em que e3 = [e1, e2], e4 = [e1, e3] e os demais colchetes são todos nulos. A

álgebra de Lie e é graduada da seguinte forma

e = e1 ⊕ e2 ⊕ e3 ,

em que e1 é gerado por e1, e2, e2 é gerado por e3 e e3 é gerado por e4.
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Definição 1.10. (Coordenadas graduadas) Seja G um grupo de Lie estratificado com

a álgebra Lie graduada g = g1 ⊕ · · · ⊕ gl. Sejam dj = dimgj para j = 1, . . . , l,m0 =

0 e mi =
∑i

j=1 dj, para i = 1, . . . , l. Dizemos que X1, . . . , Xn de g é uma base gradu-

ada se Xmj−1+1, Xmj−1+2, . . . , Xmj
é uma base para gj com j = 1, . . . , l. Além disso, o

difeomorfismo F : Rn → G definido por

F (x) = exp

(
n∑

i=1

xiXi

)

é chamado de sistema de coordenadas graduadas.

1.2 Derivada Covariante ∇

Sejam G um grupo de Lie estratificado e g sua álgebra de Lie tal que g = g1 ⊕ · · · ⊕ gl

e [gi, gj ] = gi+j. Seja e1, . . . , en uma base graduada de g com base dual e1, . . . , en. Para

cada elemento de gj associamos o inteiro j chamado grau do vetor e assim diremos que o

grau de ek, ou simplesmente, deg(k), é igual a j se dj−1 < k ≤ dj. Por exemplo, o grau

de e1, . . . , ed1 ∈ g1 é igual a 1, pois 0 < k ≤ d1.

A derivada covariante ou conexão linear ∇ em TG é definida tal que

∇ei = 0, ∀ i = 1, . . . , n. (1.2)

Se (ψj
i )1≤i,j≤n representa a matriz das 1-formas de conexão com respeito a base e1, . . . , en,

ou seja,

∇Xei =
n∑

j=1

ψ
j
i (X)ej, ∀ X ∈ TG ,

então (1.2) é equivalente a ψj
i = 0 ∀ i, j = 1, . . . , n.

Se K denota a curvatura de G e T a torção de ∇, então para cada X, Y ∈ TG temos

que

K(X, Y )ei = ∇X∇Y ei −∇Y∇Xei −∇[X,Y ]ei = 0, ∀ i = 1, . . . , n ,

e para cada i 6= j

T (ei, ej) = ∇eiej −∇ejei − [ei, ej ] = −[ei, ej] = −
n∑

k=1

ckijek ,
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em que ckij são as constantes de estrutura de g com respeito a base e1, . . . , en.

Notemos que T =
∑n

k=1 T
k ⊗ ek, em que T

k
= dek. Logo,

−ckij = T
k
(ei, ej) = dek(ei, ej) = −ek([ei, ej]) .

Assim, ckij = 0 se deg(i)+deg(j) 6= deg(k), pois [gi, gj ] = gi+j. Em particular, se ei, ej ∈ g1

e k = 1, . . . , d1, então ckij = 0. Portanto,

T =
n∑

k=d1+1

T
k ⊗ ek , (1.3)

em que T
k
= −1

2

∑n

i,j=1 c
k
ije

i ∧ ej.
A igualdade (1.3) mostra que, em geral, a conexão ∇ não é livre de torção e portanto

não é a conexão de Levi-Civita em TG.

Para cada p ∈ G, o subespaço g1 de G define um subespaço {Xp ;X ∈ g1} chamado

subespaço horizontal. Seja D ⊂ TG a distribuição definida pelo subespaço horizontal

Dp = {Xp ;X ∈ g1} .

Consideremos em D, o produto escalar definido positivo 〈·, ·〉 tal que e1, . . . , ed1 são

ortonormais. Desse modo, (G, D, 〈·, ·〉) é uma variedade subriemanniana.

Os próximos resultados trazem duas importantes propriedades do produto escalar 〈·, ·〉
em D.

Proposição 1.11. Existe uma extensão canônica de 〈·, ·〉 a um produto escalar em TG.

Demonstração. Seja g = g1 ⊕ · · · ⊕ gl. Usando indução sobre l, vamos mostrar que o

produto escalar de g1 é estendido a todo l.

Suponhamos que para k < l temos que 〈·, ·〉 é estendido a um produto escalar em gk

e mostremos que 〈·, ·〉 é estendido a um produto escalar em gk+1.

Considere a seguinte aplicação bilinear sobre o corpo R

B : g1 ⊗ gk → gk+1

X ⊗ Y 7→ [X, Y ].
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Notemos que B é sobrejetiva e o produto escalar de g1 e gk induzem um produto escalar

em g1 ⊗ gk. De fato, sejam X ⊗ Y, Z ⊗W ∈ g1 ⊗ gk, então

〈X ⊗ Y, Z ⊗W 〉g1⊗gk = 〈X,Z〉g1〈Y,W 〉gk

define um produto escalar em g1 ⊗ gk.

Se considerarmos B : (kerB)⊥ → gk+1, então B é injetiva e sobrejetiva e portanto um

isomorfismo linear. Assim, este isomorfismo transporta o produto escalar de (kerB)⊥ a

gk+1.

Nesta tese denotaremos por h ou também por 〈·, ·〉 o produto escalar em TG.

Proposição 1.12. Seja f : g → g um automorfismo de álgebras de Lie estratificadas tal

que

f |g1 : g1 → g1

é uma isometria, isto é, para cada x, y ∈ g1 temos que

〈fx, fy〉 = 〈x, y〉 .

Então, f é uma isometria de g, ou seja,

〈fX, fY 〉 = 〈X, Y 〉, ∀ X, Y ∈ g (1.4)

Demonstração. Novamente, faremos a prova por indução sobre l. Suponhamos que f :

g1 ⊕ · · · ⊕ gk → g1 ⊕ · · · ⊕ gk satisfaz (1.4). Seja f⊗f : g1 ⊗ gk → g1 ⊗ gk definida por

f⊗f(x⊗ Y ) = f(x)⊗ f(Y ) .

Então, f⊗f é uma isometria, pois

〈f⊗f(x⊗ Y ), f⊗f(x′ ⊗ Y ′)〉 = 〈fx⊗ fY, fx′ ⊗ fY ′〉

= 〈fx, fx′〉〈fY, fY ′〉

= 〈x, x′〉〈Y, Y ′〉

= 〈x⊗ Y, x′ ⊗ Y ′〉.
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Consideremos a aplicação linear B : g1⊗gk → gk+1 definida por B(x⊗Y ) = [x, Y ]. Como

f é um automorfismo segue que

B(f⊗f(x⊗ Y )) = B(f(x)⊗ f(Y )) = [fx, fY ] = f [x, Y ] = f(B(x⊗ Y )) .

Assim, f⊗f(kerB) = kerB e f⊗f((kerB)⊥) = (kerB)⊥.

Agora, sejam Z,Z ′ ∈ gk+1. Então, existem U e U ′ ∈ (kerB)⊥ tais que

Z = B(U), Z ′ = B(U ′) .

Notemos que f⊗f(U), f⊗f(U ′) ∈ (kerB)⊥ e B restrita ao (kerB)⊥ é uma isometria.

Portanto,

〈fZ, fZ ′〉 = 〈B(f⊗f(U)), B(f⊗f(U ′))〉

= 〈f(B(U)), f(B(U ′))〉

= 〈Z,Z ′〉.

Sem perda de generalidade, suporemos que a base e1, . . . , en é ortonormal no produto

escalar estendido em TG.

É importante observar que a conexão linear ∇ é compatível com o produto escalar

〈·, ·〉 em TG. Com efeito, sejam X =
∑n

i=1 aiei e Y =
∑n

j=1 bjej ∈ TG, em que ai, bj são

funções suaves definida em G. Então,

∇〈X, Y 〉 =
n∑

i=1

bidai + aidbi =
〈
∇X, Y

〉
+
〈
X,∇Y

〉
.

1.3 Subvariedades não-horizontais

Seja M uma subvariedade de G de codimensão p. Diremos que M é não-horizontal se

TM +D = TG. Assim, dim(TM ∩D) = d1 − p.

A seguir, construíremos uma base f1, . . . , fn em TG adaptada as subvariedades não-

horizontais.
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Em D, consideremos a mudança de base

fi =

d1∑

j=1

a
j
iej, i = 1, . . . , d1 , (1.5)

com f1, . . . , fd1 ortonormal, de modo que f1, . . . , fp são ortogonais a TM∩D e fp+1, . . . , fd1

é uma base de TM ∩D. Dessa forma, a matriz (aji )1≤i,j≤d1 é ortogonal.

Com a projeção de ej, j = d1+1, . . . , n, em TM , paralelamente a TM∩D, completamos

fp+1, . . . , fd1 a uma base fp+1, . . . , fn de TM por

fj = ej −
p∑

α=1

Aα
j fα, j = d1 + 1, . . . , n , (1.6)

em que Aα
j = −〈fj, fα〉. Vamos considerar uma base satisfazendo (1.5) e (1.6) em uma

vizinhança aberta que contém M .

Agora analisaremos a derivada covariante ∇ na base f1, . . . , fn.

Notemos que as relações inversas de f1, . . . , fn são da forma

ej =

d1∑

k=1

a
j
kfk, j = 1, . . . , d1

ej = fj +

p∑

α=1

Aα
j fα, j = d1 + 1, . . . , n .

A base dual f 1, . . . , fn de f1, . . . , fn é dada por

fα =

d1∑

k=1

akαe
k +

n∑

k=d1+1

Aα
ke

k, α = 1, . . . , p

f i =

d1∑

k=1

aki e
k, i = p+ 1, . . . , d1

f j = ej, j = d1 + 1, . . . , n

e as relações inversas são

ei =

d1∑

j=1

aijf
j −

n∑

j=d1+1

p∑

α=1

aiαA
α
j f

j, i = 1, . . . , d1

ej = f j, j = d1 + 1, . . . , n .
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Usando que ∇ei = 0, i = 1, . . . , n, obtemos a conexão linear ∇ na base f1, . . . , fn como

∇fj =
d1∑

k=1

dakj ⊗ ek =

d1∑

k=1

dakj

d1∑

i=1

aki ⊗ fi, j = 1, . . . , d1

e assim

∇fj =
d1∑

i=1

ωi
j ⊗ fi ,

em que

ωi
j =

d1∑

k=1

aki da
k
j , i, j = 1, . . . , d1 . (1.7)

Para j = d1 + 1, . . . , n, obtemos

∇fj = ∇(ej −
p∑

α=1

Aα
j fα) = −

p∑

α=1

(dAα
j ⊗ fα + Aα

j

d1∑

i=1

ωi
α ⊗ fi) .

Portanto,

∇fj =
d1∑

i=1

ωi
j ⊗ fi ,

em que

ωα
j = −dAα

j −
p∑

β=1

A
β
j ω

α
β , α = 1, . . . , p, j = d1 + 1, . . . , n, (1.8)

ωi
j = −

p∑

β=1

A
β
j ω

i
β i = p+ 1, . . . , d1, j = d1 + 1, . . . , n. (1.9)

Portanto, segue das equações acima que

∇f i =
n∑

j=1

ωi
j ⊗ f j, i = 1, . . . , d1, (1.10)

∇f j = 0, j = d1 + 1, . . . , n. (1.11)

Assim, concluimos que

ωi
j = −ωj

i se i, j = 1, . . . , d1

ωi
j = 0 se i = d1 + 1, . . . , n, j = 1, . . . , n .



18

Proposição 1.13. (Equações de estruturas de G) As 1-formas f i e ωi
j, i, j = 1, . . . , n

satisfazem as seguintes equações:

dfα =−
n∑

j=1

ωα
j ∧ f j + T̃ α, α = 1, . . . , p,

df i =−
n∑

j=1

ωi
j ∧ f j, i = p+ 1, . . . , d1,

df j =T
j
, j = d1 + 1, . . . , n,

dωk
i =−

d1∑

j=1

ωk
j ∧ ωj

i = 0, k = 1, . . . , d1, i = 1, . . . , n,

em que

T̃ α =
n∑

k=d1+1

Aα
kT

k
, α = 1, . . . , p . (1.12)

Demonstração. De fato, usando as relações inversas de f 1, . . . , fn e as igualdades (1.7),

(1.8) e (1.9) obtemos que

dfα =

d1∑

k=1

(dakα ∧ ek + akαT
k
) +

n∑

k=d1+1

(dAα
k ∧ ek + Aα

kT
k
)

=

d1∑

k=1

dakα ∧
(

d1∑

j=1

akjf
j −

n∑

j=d1+1

p∑

β=1

akβA
β
j f

j

)
+

n∑

k=d1+1

(
dAα

k ∧ fk + Aα
kT

k
)

=

d1∑

j=1

ωj
α ∧ f j −

n∑

j=d1+1

p∑

β=1

A
β
j ω

β
α ∧ f j +

n∑

k=d1+1

(dAα
k ∧ fk + Aα

kT
k
)

= −
d1∑

j=1

ωα
j ∧ f j −

n∑

j=d1+1

ωα
j ∧ f j +

n∑

k=d1+1

Aα
kT

k

= −
n∑

j=1

ωα
j ∧ f j + T̃ α

para α = 1 . . . , p,
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df i =

d1∑

k=1

(daki ∧ ek + aki T
k
)

=

d1∑

k=1

daki ∧
(

d1∑

j=1

akjf
j −

n∑

j=d1+1

p∑

β=1

akβA
β
j f

j

)

=

d1∑

j=1

ω
j
i ∧ f j −

n∑

j=d1+1

ω
β
i ∧ Aβ

j f
j

= −
d1∑

j=1

ωi
j ∧ f j −

n∑

j=d1+1

ωi
j ∧ f j

= −
n∑

j=1

ωi
j ∧ f j

para i = p+ 1, . . . , d1 e

df j = dej = T
j

para j = d1 + 1, . . . , n.

Por fim, como a curvatura de G é nula, segue facilmente das equações acima, que as

formas de curvatura de G são dada por

dωk
i +

d1∑

j=1

ωk
j ∧ ωj

i = 0, k = 1, . . . , d1, i = 1, . . . , n .

Proposição 1.14. Se T =
∑n

j=1 T̃
j ⊗ fj representa o tensor torção na base f1, . . . , fn,

então T̃ i = 0, i = p+ 1, . . . , d1, T̃
j = T

j
, j = d1 + 1, . . . , n e

dT̃ α =−
n∑

k=d1+1

ωα
k ∧ T̃ k −

p∑

β=1

ωα
β ∧ T̃ β,

p∑

β=1

ωi
β ∧ T̃ β =−

n∑

j=d1+1

ωi
j ∧ T̃ j, i = p+ 1, . . . , d1,

dT̃ j =0 .
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Demonstração. A primeira afirmação é imediata da Proposição 1.13. De (1.12) e (1.8)

segue que

dT̃ α =
n∑

k=d1+1

dAα
kT

k

= −
n∑

k=d1+1

ωα
k ∧ T k −

n∑

k=d1+1

p∑

β=1

A
β
kω

α
β ∧ T k

= −
n∑

k=d1+1

ωα
k ∧ T̃ k −

p∑

β=1

ωα
β ∧ T̃ β

para α = 1, . . . , p.

Para i = p+ 1, . . . , d1 obtemos da Proposição 1.13 que

−
n∑

j=1

dωi
j ∧ f j +

n∑

j=1

ωi
j ∧ df j = 0 .

Portanto,
p∑

β=1

ωi
β ∧ T̃ β +

n∑

j=d1+1

ωi
j ∧ T̃ j = 0 .

Seja TM⊥ o subfibrado normal horizontal gerado por f1, . . . , fp e ortogonal a TM ∩D
em D. Exceto no caso de subvariedade não-horizontal e vertical que será definida no

próximos capítulos, em geral TM⊥ não é ortogonal a TM , pois 〈fj, fα〉 = −Aα
j 6= 0,

j = d1+1, . . . , n e assim a base adaptada f1, . . . , fn não é ortogonal na métrica estendida

de TG.

Definimos a conexão linear ∇ em TM como a projeção de ∇ em TM , isto é,

∇XY = ∇XY −
p∑

α=1

fα(∇XY )fα , (1.13)

para X, Y ∈ TM .
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Se T é a torção de ∇, então, segue de (1.13) que

T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ]

= ∇XY −
p∑

α=1

fα(∇XY )fα − (∇YX −
p∑

α=1

fα(∇YX)fα)− [X, Y ]

= T (X, Y )−
p∑

α=1

fα(T (X, Y ))fα (1.14)

Como T =
∑n

i=1 T̃
i ⊗ fi, então de (1.12) e (1.14) obtemos

T =
n∑

i=d1+1

T i ⊗ fi

com T i = T̃ i|M = T
i|M .

Além disso, segue de (1.13) e das relações (1.7) a (1.10) que a conexão ∇ na base fj

é da forma

∇fj =
d1∑

i=p+1

ωi
j ⊗ fi , j = p+ 1, . . . , n

∇f i = −
n∑

j=p+1

ωi
j ⊗ f j , i = p+ 1, . . . , d1

∇f i = 0, i = d1 + 1, . . . , n,

em que ωi
j = ωi

j|M .

Analogamente, pela Proposição 1.13 segue facilmente que as equações de estrutura de

M são

df i = −
n∑

j=p+1

ωi
j ∧ f j, i = p+ 1, . . . , d1,

df i = T i, i = d1 + 1, . . . , n .

e portanto as formas de curvatura Ki
j de M são

K
j
i = dω

j
i +

d1∑

k=1

ω
j
k ∧ ωk

i , i = p+ 1, . . . , n, j = p+ 1, . . . , d1

K
j
i = 0, i = p+ 1, . . . , n, j = d1 + 1, . . . , n .



22

1.3.1 A segunda forma fundamental e o operador de Weingarten

Para cada x ∈M , decompomos v ∈ TxG por v = v⊤+v⊥, em que v⊤ ∈ TxM e v⊥ ∈ TxM
⊥.

Assim, para cada X, Y ∈ TM temos que

∇XY = (∇XY )⊤ + (∇XY )⊥

e portanto de (1.13) a conexão linear ∇ em M é definida por

∇XY := (∇XY )⊤ .

Escrevemos a projeção normal horizontal (∇XY )⊥ na base f1, . . . , fp de TM⊥ como

(∇XY )⊥ = −
p∑

α=1

fα(∇XY )fα = −
p∑

α=1

(∇Xf
α)(Y )fα .

Definição 1.15. A forma bilinear S : TM × TM → TM⊥ definida por

S(X, Y ) = −
p∑

α=1

(∇Xf
α)(Y )fα

é a segunda forma fundamental associada a M .

Diferentemente do caso riemanniano, a segunda forma fundamental, em geral, não é

simétrica. De fato, para cada X, Y ∈ TM , temos que

S(X, Y )− S(Y,X) = (∇XY −∇YX − [X, Y ])⊥ = T (X, Y )⊥.

Em termos de coordenadas,

S(X, fj) = (∇Xfj)
⊥ =

p∑

α=1

ωα
j (X)fα, j = p+ 1, . . . , n.

Portanto,

S(X, Y ) =

p∑

α=1

n∑

j=p+1

f j(Y )ωα
j (X)fα, ∀ X, Y ∈ TM .

Sejam ξ ∈ TM⊥ e X ∈ TM . Então,

∇Xξ = −Aξ(X) +∇⊥
Xξ,
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em que

Aξ(X) = −(∇Xξ)
⊤ ∈ TM e ∇⊥

Xξ = (∇Xξ)
⊥ ∈ TM⊥.

Não é difícil verificar que A : TM×TM⊥ → TM é uma forma bilinear e ∇⊥ é uma conexão

linear em TM⊥. A forma bilinear A é chamada o operador de Weingarten associado a M

e ∇⊥ a conexão normal.

Em termos de coordenadas,

Afα(X) = −
d1∑

i=p+1

ωi
α(X)fi (1.15)

e

∇⊥fα =

p∑

β=1

ωβ
α ⊗ fβ.

para todo α = 1, . . . , p. Portanto, se ξ =
∑p

α=1 f
α(ξ)fα, então para todo X ∈ TM

Aξ(X) = −
d1∑

i=p+1

p∑

α=1

fα(ξ)ωi
α(X)fi,

∇⊥
Xξ =

p∑

α,β=1

fα(ξ)ωβ
α(X)fβ .

A seguir, mostraremos uma relação entre a segunda forma fundamental e o operador de

Weingarten. Seja P : TM × TM⊥ → R definida por P (X, ξ) = 〈X, ξ〉, em que 〈·, ·〉 é o

produto escalar em G. Consideremos ∇̃ a derivada covariante de tensores e portanto

∇̃XP (Y, ξ) = X(P (Y, ξ))− P (∇XY, ξ)− P (Y,∇⊥
Xξ)

= X〈Y, ξ〉 − 〈∇XY, ξ〉 − 〈Y,∇⊥
Xξ〉.

Notemos que P (fj, fα) = 0 para j = p+1, . . . , d1 e P (fj, fα) = −Aα
j para j = d1+1, . . . , n,

pois

P (fj, fα) = 〈fj, fα〉 = 〈ej −
p∑

β=1

A
β
j fβ, fα〉 = −Aα

j .

Proposição 1.16. Sejam X, Y ∈ TM e ξ ∈ TM⊥. Então,

〈S(X, Y ), ξ〉 = ∇̃XP (Y, ξ) + 〈Aξ(X), Y 〉 . (1.16)
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Demonstração. De fato,

〈S(X, Y ), ξ〉 =
〈
∇XY −∇XY, ξ

〉

= X〈Y, ξ〉 −
〈
Y,∇Xξ

〉
− 〈∇XY, ξ〉

= X〈Y, ξ〉 −
〈
Y,∇⊥

Xξ + (∇Xξ)
⊤
〉
− 〈∇XY, ξ〉

= X〈Y, ξ〉 − 〈∇XY, ξ〉 − 〈Y,∇⊥
Xξ〉+ 〈Aξ(X), Y 〉 .

Observamos que, se Y ∈ TM ∩D, então ∇̃XP (Y, ξ) = 0, pois ∇XY ∈TM ∩D para

todo X ∈ TM . Portanto, (1.16) é análogo ao caso riemanniano, ou seja,

〈S(X, Y ), ξ〉 = 〈Aξ(X), Y 〉 .

Agora, se Y =
∑n

j=d1+1 f
j(Y )fj, então

〈S(X, Y ), ξ〉 = ∇̃XP (Y, ξ) .

Seja K⊥ a curvatura de ∇⊥ definida por

K⊥(X, Y )ξ = ∇⊥
X∇⊥

Y ξ −∇⊥
Y∇⊥

Xξ −∇⊥
[X,Y ]ξ, ∀ X, Y ∈ TM e ξ ∈ TM⊥ .

Para a segunda forma fundamental S, a derivada covariante ∇̃ é da forma

(∇̃XS)(Y, Z) = ∇⊥
X(S(Y, Z))− S(∇XY, Z)− S(Y,∇XZ) .

Com as identidades geométricas acima, obtemos uma versão subriemanniana das

equações fundamentais para a subvariedade não-horizontal M .

Teorema 1.17. Sejam K a curvatura de ∇, K⊥ a curvatura de ∇⊥, S a segunda forma

fundamental e A o operador de Weingarten. Então, para cada X, Y, Z ∈ TM e ξ ∈ TM⊥

as seguintes equações são satisfeitas

1. (Equação de Gauss) K(X, Y )Z = AS(Y,Z)(X)− AS(X,Z)(Y );
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2. (Equação de Codazzi) ∇̃Y S(X,Z)− ∇̃XS(Y, Z)− S(T (X, Y ), Z) = 0;

3. (Equação de Ricci) K⊥(X, Y )ξ = S(X,AξY )− S(Y,AξX),

em que T é a torção de ∇.

Demonstração. Segue da definição de curvatura que

K(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

= ∇X∇YZ − S(X,∇YZ)−∇Y∇XZ + S(Y,∇XZ)−∇[X,Y ]Z + S([X, Y ], Z)

= ∇X(∇YZ − S(Y, Z))− S(X,∇YZ)−∇Y (∇XZ − S(X,Z)) + S(Y,∇XZ)

−∇[X,Y ]Z + S([X, Y ], Z)

= K(X, Y )Z + AS(Y,Z)(X)−∇⊥
XS(Y, Z)− S(X,∇YZ)− AS(X,Z)(Y )

+∇⊥
Y S(X,Z) + S(Y,∇XZ)− S([X, Y ], Z)

= AS(Y,Z)(X)− AS(X,Z)(Y )− ((∇̃XS)(Y, Z) + S(∇XY, Z) + S(Y,∇XZ))

− S(X,∇Y Z) + ((∇̃Y S)(X,Z) + S(∇YX,Z) + S(X,∇YZ)) + S(Y,∇XZ)

+ S([X, Y ], Z)

= AS(Y,Z)(X)− AS(X,Z)(Y )− (∇̃XS)(Y, Z) + (∇̃Y S)(X,Z)− S(T (X, Y ), Z) .

Como K(X, Y )Z ∈ TM , então

K(X, Y )Z = AS(Y,Z)(X)−AS(X,Z)(Y ) e (∇̃Y S)(X,Z)−(∇̃XS)(Y, Z)−S(T (X, Y ), Z) = 0 .

Analogamente, vejamos que

0 = K(X, Y )ξ =∇X(∇⊥
Y ξ − Aξ(Y ))−∇Y (∇⊥

Xξ − Aξ(X))− (∇⊥
[X,Y ]ξ − Aξ([X, Y ]))

=∇⊥
X∇⊥

Y ξ − A∇⊥

Y
ξX −∇X(AξY )− S(X,AξY )

−∇⊥
Y∇⊥

Xξ + A∇⊥

X
ξY +∇Y (AξX) + S(Y,AξX)−∇⊥

[X,Y ]ξ + Aξ([X, Y ])

=K⊥(X, Y )ξ − S(X,AξY ) + S(Y,AξX)

− A∇⊥

Y
ξX −∇X(AξY ) + A∇⊥

X
ξY +∇Y (AξX) + Aξ([X, Y ]) .
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Portanto,

K⊥(X, Y )ξ − S(X,AξY ) + S(Y,AξX) = 0 .

A seguir, trazemos duas definições importantes para os próximos capítulos. Uma delas

é bem conhecida da geometria riemanniana, a curvatura média.

Definição 1.18. A curvatura média de M é o tensor H : TM⊥ → R definido por

Hξ = −traço Aξ .

Definição 1.19. A média da torção de M é o tensor σ : TM⊥ → R definido por

σξ = σ(ξ) =
n∑

j=d1+1

f j(T (ξ, fj)) .

1.4 Medida µ de subvariedades não-horizontais

Em [23], os autores calcularam uma fórmula para a densidade da medida esférica de Haus-

dorff associada a uma subvariedade não-horizontal M de G. Nesta seção introduziremos

esta fórmula e a escreveremos utilizando uma base adaptada sobre a variedade M . O fator

desta medida independente da posição da variedade M em relação a distribuição D será a

medida µ que utilizaremos como medida canônica para subvariedades nao-horizontais em

G. No caso do grupo de Heisenberg provamos que a medida µ é um múltiplo constante

da medida esférica de Hausdorff.

Sejam X1, . . . , Xn uma base graduada de g e XJ um q-vetor simples da forma

XJ = Xj1 ∧ · · · ∧Xjq ,

com J = (j1, j2, . . . , jq) e 1 ≤ j1 ≤ j2 ≤ . . . ≤ jq ≤ n. Indicamos por Λqg o espaço do

q-vetor simples da álgebra de Lie g.

Vimos na seção 1.2 que o grau de Xj é o único inteiro k tal que Xj ∈ gk, assim

definimos o grau de XJ ∈ Λqg como a soma dj1 +dj2 + · · ·+djq , a qual denotamos por dJ .
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Definição 1.20. (Grau de um q-vetor) Seja τ =
∑

J τJXJ , τJ ∈ R um q-vetor simples

com respeito a base graduada {X1, . . . , Xn}. A projeção de τ com grau r ∈ Z tal que 1 ≤
r ≤ Q, em que Q é a dimensão de Hausdorff de M , é definida como (τ)r =

∑
dJ=r τJXJ

e o grau de τ é definido como o inteiro d(τ) = max{dJ | τJ 6= 0}.

Definição 1.21. (Grau de subvariedades) Sejam M uma subvariedade de dimensão

q e τM(x) um q-vetor tangente de M em x ∈M . Então, o grau de M em x é um inteiro

positivo

dM(x) = d(τM(x)) .

O grau de M é o número d(M) = maxx∈MdM(x). Dizemos que x ∈ M possui grau

máximo se dM(x) = d(M).

Portanto, de acordo com a Definição 1.20 e 1.21, definimos τ dM(x) como a parte de

τM(x) com grau máximo d = d(M), isto é,

τ dM(x) = (τM(x))d .

A próxima definição introduz o fator métrico associado ao q-vetor.

Definição 1.22. (Fator Métrico) Sejam τ ∈ Λqg e L(τ) o único subespaço associado a

τ . Então, o fator métrico é definido por

θ(τ) = Hd
|.|(F

−1(exp(L(τ)) ∩ B1)),

em que F : Rn → G é um sistema de coordenadas com respeito a base e1, . . . , en, Hd
|.| é a

medida de Hausdorff de dimensão d com respeito a norma euclidiana |.| de R
n e B1 é a

bola aberta unitária com respeito a distância homogênea ρ. O subespaço associado a τ é

definido como {v ∈ g; v ∧ τ = 0}.

Agora usaremos a linguagem acima para o caso em que M é uma subvariedade não-

horizontal de G conforme seção 1.3.

Seja

τM(x) =
fp+1 ∧ · · · ∧ fn
|fp+1 ∧ · · · ∧ fn|
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um (n−p)-vetor tangente unitário a M em x com respeito a métrica estendida h = 〈, 〉 de

G. Então, τ dM(x) é a parte de τM(x) com grau máximo d = Q− p, em que Q =
∑l

i=1 idi

é a dimensão de Hausdorff de G.

Sejam v1, . . . , vp uma base ortonormal de seções do espaço ortogonal TM⊥h com relação

ao produto escalar h, isto é, 〈vi, TM〉 = 0, i = 1, . . . , p e v = v1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vp é uma

p-forma unitária de TM⊥h.

Foi mostrado em [23] que
∫

M

θ(τ dM(x))dSd
ρ(x) =

∫

M

|τ dM(x)|dvolh(x) , (1.17)

em que θ(τ dM(x)) é o fator métrico segundo Definição 1.22, Sd
ρ é a medida esférica de

Hausdorff d-dimensional e dvolh é a forma volume em M induzida por h.

Dessa forma, a densidade da medida µ em M é igual a

dµ = |τ dM |dvolhyM, (1.18)

em que

dvolh = e1 ∧ · · · ∧ en = f 1 ∧ · · · ∧ fn

é a densidade da medida esférica de Hausdorff em G como espaço métrico subriemannia-

no, volhyM := (v y volh)|M , y é a contração de uma forma diferencial e | · | é a norma

induzida pela métrica riemanniana h. Portanto,

dµ = |τ dM |v y dvolh

= |τ dM |v y f 1 ∧ · · · ∧ fn . (1.19)

Teorema 1.23.

dµ = f p+1 ∧ · · · ∧ fn . (1.20)

Demonstração. Conforme seção 1.3,

〈fj, fk〉 = δjk +

p∑

α=1

Aα
jA

α
k j, k = d1 + 1, . . . , n

〈fα, fk〉 = −Aα
k , k = d1 + 1, . . . , n, α = 1, . . . , p.



29

Se denotarmos por Bjk = 〈fj, fk〉, j, k = d1 + 1, . . . , n, então B = (Bjk) é uma matriz

quadrada de ordem (n− d1).

Sejam A é a matriz de ordem (n− d1)× p dada por

A =




A1
d1+1 A2

d1+1 · · · A
p
d1+1

A1
d1+2 A2

d1+2 · · · A
p
d1+2

...
...

. . .
...

A1
n A2

n · · · Ap
n




e In−d1 é a matriz identidade de ordem (n− d1). Então,

B = In−d1 + AAt.

Vamos calcular a p-forma unitária v.

Considere

wα := fα +
n∑

j=d1+1

xjαfj,

em que escolhemos xjα tal que 〈wα, fj〉 = 0 para α = 1, . . . , p, j = p + 1, . . . , n. Em

particular,
n∑

k=d1+1

xkαBjk = Aα
j , (1.21)

pois

0 = 〈wα, fj〉 = −Aα
j +

n∑

k=d1+1

xkαBjk.

Como fα, α = 1, . . . , p são linearmente independentes, então os vetores wα também são

linearmente independentes e pela condição acima estes vetores são ortogonais a TM .

Assim, escolhemos

v =
w1 ∧ · · · ∧ wp

|w1 ∧ · · · ∧ wp|
.

Notemos que |w1 ∧ · · · ∧ wp| = |detW |, em que W = (Wαβ)1≤α,β≤p é uma matriz

quadrada de ordem p tal que

Wαβ = 〈wα, wβ〉 = δαβ +
n∑

j,k=d1+1

xjαx
k
βBjk −

n∑

j=d1+1

xjαA
β
j −

n∑

j=d1+1

x
j
βA

α
j .
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Assim,

Wαβ = δαβ −
n∑

j=d1+1

x
j
βA

α
j .

Se C = (Ckj) denota a matriz inversa de B, então segue de (1.21) que

xjα =
n∑

k=d1+1

CkjA
α
k . (1.22)

Logo, Wαβ = δαβ −
∑n

j=d1+1A
α
j CjkA

β
k ou

W = Ip − AtB−1A.

Portanto,

v y dvolh =
w1 ∧ · · · ∧ wp

|w1 ∧ · · · ∧ wp|
y f 1 ∧ · · · ∧ fn

=
1

detW
(f1 +

n∑

j=d1+1

x
j
1fj) ∧ · · · ∧ (fp +

n∑

k=d1+1

xkpfk)yf
1 ∧ · · · ∧ fn

=
1

| detW |(f1 ∧ · · · ∧ fp + termos com fd1+1, . . . , fn)y(f
1 ∧ · · · ∧ fn)

=
1

| detW |(f
p+1 ∧ · · · ∧ fn + termos com f 1, . . . , f p)

=
1

| detW |f
p+1 ∧ · · · ∧ fn,

pois fα = 0 em M para α = 1, . . . , p.

Para concluirmos o resultado, calculamos τ dM .

Notemos que

τM = |fp+1 ∧ · · · ∧ fn|−1fp+1 ∧ · · · ∧ fn

= |fd1+1 ∧ · · · ∧ fn|−1fp+1 ∧ · · · ∧ fn

= | detB|−1fp+1 ∧ · · · ∧ fd1 ∧ (ed1+1 −
p∑

α=1

Aα
d1+1fα) ∧ · · · ∧ (en −

p∑

ω=1

Aω
nfω) .

Portanto,

τ dM = | detB|−1fp+1 ∧ · · · ∧ fd1 ∧ ed1+1 ∧ · · · ∧ en,
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em que d = d1 + 2d2 + . . .+ ldl − p = Q− p. Segue de (1.5) e |e1 ∧ · · · ∧ en| = 1 que

|τ dM | = | detB|−1.

Assim,

dµ = | detB|−1| detW |−1f p+1 ∧ · · · ∧ fn .

Afirmamos que | detB|| detW | = 1. De fato, usando a generalização de “matrix determi-

nant lemma” mostrado em [6, 11, 16] obtemos

 I At

0 B




 I − AtB−1A 0

B−1A I


 =


 I At

A B




=


 I 0

A I




 I At

0 B − AAt


 .

Portanto,

det(B) det(W ) = det(B − AAt) = det(I) = 1 .

1.4.1 Grupo de Heisenberg

Um grupo estratificado especial que é o principal objeto das aplicações deste trabalho

é grupo de Heisenberg H
n. Recordamos do exemplo 1.2 que H

n é um grupo de Lie

estratificado cuja álgebra de Lie h é gerada por e1, . . . , e2n, e0 de modo que [ei, ei+n] = e0

para i = 1, . . . , n e os demais colchetes são todos nulos. A álgebra de Lie h é graduada

como h = h1 ⊕ h2, em que h1 é gerado por e1, . . . , e2n e h2 por e0.

Suponhamos que a base e1, . . . , e2n de h1 é ortonormal. Consideremos a aplicação B

da Seção 1.2. Então, kerB ⊂ h1⊗h1 é gerado por ei⊗ ej, ei+n⊗ ej+n, ei⊗ ei+n+ ej+n⊗ ej
para i, j = 1, . . . , n e ei ⊗ ej+n, ei+n ⊗ ej, para i, j = 1, . . . , n, i 6= j. Notemos que kerB⊥

é gerado pelo vetor unitário

v =
1

2n

n∑

i=1

(ei ⊗ ei+n − ei+n ⊗ ei),
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e B(v) = e0, assim e0 é unitário no produto escalar estendido de TG.

Em coordenadas exponenciais, temos que a operação de grupo é dada por

(x1, . . . , x2n, x2n+1)(y1, . . . , y2n, y2n+1) = (x1 + y1, . . . , x2n + y2n, x2n+1

+ y2n+1 +
1

2

n∑

i=1

(xiyi+n − yixi+n))

e os campos invariantes à esquerda são

ei =
∂

∂xi
− 1

2
xi+n ∂

∂x2n+1
,

ei+n =
∂

∂xi+n
+

1

2
xi

∂

∂x2n+1
, (1.23)

e0 =
∂

∂x2n+1
.

Conforme [12] , Proposição 5.1, as geodésicas Carnot-Caratheodory c(t) que passam

pelo elemento identidade de H
n são soluções de

ċ =
2n∑

r=1

λrer

λ̇j = −λ0λj+n

λ̇j+n = λ0λj

λ̇0 = 0

com condições iniciais c(0) = (0, . . . , 0), λk(0) = µk, k = 0, . . . , 2n. Então,

λ0 = µ0

λj = µj cos (µ0t)− µj+n sin (µ0t)

λj+n = µj+n cos (µ0t) + µj sin (µ0t)

Portanto,

ẋj = µj cos (µ0t)− µj+n sin (µ0t)

ẋj+n = µj+n cos (µ0t) + µj sin (µ0t)

ẋ2n+1 =
1

2

n∑

j=1

(ẋj+nxj − ẋjxj+n).
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Integrando de 0 a t, obtemos

xj(µ0, . . . , µ2n, t) =
µj

µ0

sin (µ0t)−
µj+n

µ0

(1− cos (µ0t))

xj+n(µ0, . . . , µ2n, t) =
µj

µ0

(1− cos (µ0t)) +
µj+n

µ0

sin (µ0t)

x2n+1(µ0, . . . , µ2n, t) =
n

2µ2
0

(
2n∑

r=1

µ2
r

)
(µ0t− sin (µ0t)) .

A bola unitária B1 definida pela distância homogênea ρ é parametrizada pela expo-

nencial Carnot-Caratheodory

expCC(µ0, . . . , µ2n) =
(
x1(µ0, . . . , µ2n, 1), . . . , x

2n+1(µ0, . . . , µ2n, 1)
)

com −2π ≤ µ0 ≤ 2π,
∑2n

r=1 µ
2
r ≤ 1.

Observamos que

 xj(µ0, . . . , µ2n, 1)

xj+n(µ0, . . . , µ2n, 1)


 =

1

µ0


 sin(µ0) −(1− cos(µ0))

(1− cos(µ0)) sin(µ0)




 µj

µj+n


 .

Ortogonalizamos a matriz do lado direito do seguinte modo:

 xj(µ0, . . . , µ2n, 1)

xj+n(µ0, . . . , µ2n, 1)


 =

√
1− cos(µ0)

|µ0|


 cosα − sinα

sinα cosα




 µj

µj+n




em que α = α(µ0). Se introduzirmos uma mudança de variáveis

 µj

µj+n


 =


 cosα − sinα

sinα cosα




 µj

µj+n


 ,

então parametrizamos B1 por

F (µ0, µ1, . . . , µ2n) =

(√
1− cos(µ0)

|µ0|
µ1, . . . ,

√
1− cos(µ0)

|µ0|
µ2n,

n

2µ2
0

(
2n∑

r=1

µ2
r

)
(µ0 − sin (µ0))

)
. (1.24)

Teorema 1.24. Se M é uma subvariedade não-horizontal de H
n, então a µ-medida em

M é um múltiplo constante da medida esférica de Hausdorff.
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Demonstração. De fato, notemos que

∫

M

θ(τ dM(x))dSd
ρ(x) =

∫

M

dµ .

O subespaço associado ao (2n + 1 − p)−vetor τ dM(x) = |detB|−1
fp+1 ∧ · · · ∧ e2n+1, em

que |detB|−1 = |fp+1 ∧ · · · ∧ e2n+1|, é definido por {v ∈ h; v ∧ τ dM = 0}. Como B1 é

parametrizada por (1.24), então θ(τ dM(x)) não depende da direção vertical de τ dM , mas

apenas do fator de B1 que é constante.



Capítulo 2

A primeira variação da medida µ

Neste capítulo apresentamos o segundo resultado principal desta tese: a primeira variação

da medida µ de uma subvariedade não-horizontal imersa em um grupo de Lie estratificado.

Na Seção 2.1, inspirados pela demonstração do resultado clássico de variação da forma

volume de uma variedade riemanniana feito em [30], determinamos uma fórmula para

a variação da medida µ de uma subvariedade não-horizontal. Encontramos condições

necessárias para que a medida µ seja mínima e definimos as subvariedades não-horizontais

mínimas de um grupo de Lie estratificado como aquelas que satisfazem estas condições.

Na Seção 2.2 investigamos algumas subvariedades não-horizontais do grupo de Heisen-

berg. Em especial, estudamos duas classes de superfícies não-horizontais mínimas de H
2:

as superfícies regradas e as superfícies tubulares. Finalizamos este capítulo com uma

condição de mínima para hipersuperfícies em H
n que são definidas implicitamente por

uma função suave.

Continuamos com as mesmas notações do capítulo 1.

35
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2.1 A primeira variação

Seja i : M → G uma imersão tal que i(M) ⊂ G é uma subvariedade não-horizontal de

codimensão p. De acordo com a Seção 1.4,

Φ = dµ = f p+1 ∧ · · · ∧ fn

é o elemento volume de i(M).

Seja F : (−ǫ, ǫ) ×M → G uma aplicação diferenciável tal que Fu : M → G é uma

imersão para todo u ∈ (−ǫ, ǫ), em que Fu(p) = F (u, p) e F0 = i. Nessas condições,

dizemos que F é uma variação da imersão i.

Suponhamos, reduzindo ǫ se necessário, que Fu(M) é uma subvariedade não-horizontal

em G, para todo u. Em cada subvariedade Fu(M), seja Γ̃(u) a forma volume construída na

Secão 1.4. Denotaremos por Γ(u) = F ∗
u (Γ̃(u)) a família de formas volume de M . Assim,

se M é uma variedade compacta com bordo, então pela Regra de Leibniz, Proposição 10

da pag. 286 de [30] temos que

d

du

∣∣∣∣
u=u0

∫

M

Γ(u) =

∫

M

d

du

∣∣∣∣
u=u0

Γ(u) . (2.1)

Em analogia ao teorema clássico de variação da forma volume de uma variedade rieman-

niana, obtemos a seguir o resultado principal deste capítulo.

Teorema 2.1. Seja i :M → G uma imersão de uma variedade M orientada de dimensão

(n−p) em um grupo de Lie estratificado e subriemanniano (G, D, 〈, 〉) como subvariedade

não-horizontal. Seja F : (−ǫ, ǫ) ×M → G uma variação de i por imersões com campo

variacional W . Se Γ(u) = F ∗
u (Γ̃(u)), em que Γ̃(u) é uma forma volume em Fu(M) de

acordo com a orientação de M , então

Γ̇(0) = i∗

(
−

d1∑

j=p+1

〈AW⊥(fj), fj〉+
n∑

j=d1+1

T
j
(W⊥, fj)

)
Γ(0) + d

(
i−1
∗ (W⊤)yΓ(0)

)

= i∗ (HW⊥ + σW⊥) Γ(0) + d
(
i−1
∗ (W⊤)yΓ(0)

)
,

em que A é o operador de Weingarten associado a i(M), T é o tensor torção de G, H é

a curvatura média e σ é a média da torção segundo definição (1.19).
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Demonstração. Para a demonstração deste Teorema seguimos a estrutura da prova de

[30].

Sejam W = dF
du

∣∣
u=0

o campo variacional da variação F e p0 ∈ M tal que W (i(p0))

não é tangente a i(M). Para alguma vizinhança suficientemente pequena O de p0, se

necessário diminuímos ǫ, podemos supor F : (−ǫ, ǫ)× O → G um mergulho. Denotamos

por Fu(O) = Ou.

Consideremos um aberto Õ de G que contém F ((−ǫ, ǫ) × O) e escolhemos uma base

de campos de vetores f1, . . . , fn de TG tal que

(i) f1, . . . , fp restrito a Ou pertencem a TO⊥
u ;

(ii) fp+1, . . . , fn restrito a Ou pertencem a TOu;

(iii) f1, . . . , fd1 são ortonormais em D;

(iv) fj = ej −
∑p

α=1A
α
j fα, para j = d1 + 1, . . . , n.

Sejam f 1, . . . , fn as 1-formas duais de f1, . . . , fn. Então, F ∗
u (f

α) = 0 para α = 1, . . . , p.

Além disso, se

Φ = f p+1 ∧ · · · ∧ fn,

então Γ̃(u) = Φ|Ou
e Γ(u) = F ∗

u Γ̃(u) = F ∗
uΦ = F ∗

u (f
p+1 ∧ · · · ∧ fn) é uma forma volume

de M .

O campo variacional W ao longo de O é a restrição do campo dF
du

definido ao longo

da imagem de F . Portanto, estendemos dF
du

ao um aberto Õ que contém a imagem de F .

Denotamos por W̃ esta extensão. Assim, associado a W̃ existe um grupo a 1-parâmetro

de difeomorfismo ρu tal que ρu(Fv(p)) = Fu+v(p). Portanto, se X é um campo tangente

em O, então

(ρu)∗(Fv)∗X = (Fu+v)∗X.
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Pela definição de derivada de Lie de formas diferenciais, ver por exemplo [17, 21], segue

que

Γ̇(u)(Xp+1, . . . , Xn) = lim
h→0

1

h
(Γ(u+ h)(Xp+1, . . . , Xn)− Γ(u)(Xp+1, . . . , Xn))

= lim
h→0

1

h
((F ∗

u+hΦ)(Xp+1, . . . , Xn)− (F ∗
uΦ)(Xp+1, . . . , Xn))

= lim
h→0

1

h
(Φ((Fu+h)∗Xp+1, . . . , (Fu+h)∗Xn)

− Φ((Fu)∗Xp+1, . . . , (Fu)∗Xn))

= lim
h→0

1

h
(Φ((ρh)∗(Fu)∗Xp+1, . . . , (ρh)∗(Fu)∗Xn)

− Φ((Fu)∗Xp+1, . . . , (Fu)∗Xn))

=L
W̃
Φ((Fu)∗Xp+1, . . . , (Fu)∗Xn)

=F ∗
u (LW̃

Φ)(Xp+1, . . . , Xn).

Logo,

Γ̇(u) = F ∗
uLW̃

Φ .

Mas,

F ∗
uLW̃

Φ = F ∗
u (W̃ydΦ + d(W̃yΦ)) . (2.2)

Portanto, mostraremos que os dois termos que aparecem em (2.2) são os termos da afir-

mação do teorema para u = 0.

Notemos que

dΦ =d(f p+1 ∧ · · · ∧ fn)

=
n∑

i=p+1

(−1)i−(p+1)f p+1 ∧ · · · ∧ df i ∧ · · · ∧ fn

=

d1∑

i=p+1

(−1)i−(p+1)f p+1 ∧ · · · ∧
(

n∑

k=1

fk ∧ ωi
k

)
∧ · · · ∧ fn

+
n∑

j=d1+1

(−1)j−(p+1)f p+1 ∧ · · · ∧ T j ∧ · · · ∧ fn
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=

p∑

α=1

d1∑

i=p+1

ωi
α(fi)f

α ∧ f p+1 ∧ · · · ∧ fn

+

p∑

α,β=1

d1∑

i=p+1

ωi
α(fβ)f

α ∧ f p+1 ∧ · · · ∧ fβ ∧ · · · ∧ fn

+
1

2

p∑

α,β=1

n∑

j=d1+1

T
j
(fα, fβ)f

α ∧ f p+1 ∧ · · · ∧ fβ ∧ · · · ∧ fn

+

p∑

α=1

n∑

j=d1+1

T
j
(fα, fj)f

α ∧ f p+1 ∧ · · · ∧ fn

=

p∑

α=1

(
d1∑

i=p+1

ωi
α(fi) +

n∑

j=d1+1

T
j
(fα, fj)

)
fα ∧ Φ

+

p∑

α,β=1

(
d1∑

i=p+1

ωi
α(fβ) +

1

2

n∑

j=d1+1

T
j
(fα, fβ)

)
fα ∧Ψ

=

p∑

α=1

(Hfα + σfα)f
α ∧ Φ +

p∑

α,β=1

Ωαβf
α ∧Ψ,

em que Ψ = f p+1 ∧ · · · ∧ fβ ∧ · · · ∧ fn e Ωαβ =
∑d1

i=p+1 ω
i
α(fβ) +

1
2

∑n

j=d1+1 T
j
(fα, fβ) .

Então,

W̃ydΦ =

p∑

α=1

(Hfα + σfα)W̃y(fα ∧ Φ) +

p∑

α,β=1

ΩαβW̃y(fα ∧Ψ)

=

p∑

α=1

(Hfα + σfα)(f
α(W̃ )Φ− fα ∧ (W̃yΦ)) +

p∑

α,β=1

Ωαβ(f
α(W̃ )Ψ− fα ∧ (W̃yΨ)) .

Como F ∗
uΨ = 0 e F ∗

uf
α = 0, então

F ∗
u (W̃ydΦ) = F ∗

u

(
p∑

α=1

fα(W̃ )(Hfα + σfα)

)
Γ(u)

= F ∗
u (HW̃⊥ + σ

W̃⊥)Γ(u) .

Para o outro termo verificamos facilmente que

W̃yΦ = W̃⊤
yΦ ,

pois
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(−1)k−p+1W̃yΦ(fp+1, . . . , f̂k, . . . , fn) =(−1)k−p+1Φ(W̃ , fp+1, . . . , f̂k, . . . , fn)

=(−1)k−p+1f p+1 ∧ . . . ∧ fn(W̃ , fp+1, . . . , f̂k, . . . , fn)

=(−1)k−p+1f p+1 ∧ . . . ∧ fn(W̃⊤, fp+1, . . . , f̂k, . . . , fn)

=(−1)k−p+1Φ(W̃⊤, fp+1, . . . , f̂k, . . . , fn) .

Portanto, (2.2) é da forma

F ∗
uLW̃

Φ = F ∗
u (HW̃⊥ + σ

W̃⊥)Γ(u) + d(F ∗
u (W̃

⊤
yΦ)) .

Para u = 0, obtemos a prova do teorema para qualquer ponto p0 tal que W (p0) não é

tangente a i(M). O caso geral, ainda seguimos a apresentação de [30].

Seja G = G×R um grupo de Lie cuja álgebra de Lie g = g⊕R, em que g é a álgebra

de Lie de G, possui a seguinte estratificação g = g1 ⊕ g2 ⊕ · · · ⊕ gl tal que

g1 = g1 ⊕ R, gi = gi, para i = 2, 3, . . . l e [gi,R] = 0 ∀ i.

Seja D a distribução horizontal em G gerada por g1. Portanto, (G,D, 〈, 〉) é um grupo

de Lie estratificado subriemanniano, em que 〈, 〉 é a métrica produto definida em G.

Seja F : (−ǫ, ǫ)×M → G uma aplicação diferenciável definida por

F(u, p) = (F (u, p), u).

A aplicação F é uma variação de i cujo campo variacional W é da forma

W(p) = (W (p), 1),

em que 1 denota o campo unitário de R. Observe que W não é tangente a F0(M) e

portanto o teorema é válido para a variação F. Assim, seja ∇G

a conexão linear em TG

definida por

∇G

Y+ξ2
(X + ξ1) = ∇YX +∇R

ξ2
ξ1, ∀X, Y ∈ TG, ξ1, ξ2 ∈ R,
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em que ∇ é a conexão linear em G definida na seção 1.2, ∇R

é a conexão canônica em R.

Então, verificamos facilmente que

A
W̃⊥(X) = A

W̃⊥(X) e T(W̃⊥,X) = T (W̃⊥, X) ,

em que X = X + ξ ∈ TG = TG ⊕ R. Portanto, o resultado para F implica o resultado

para F .

Corolário 2.2. Sejam G um grupo de Lie estratificado n-dimensional e M uma variedade

compacta, orientada com bordo ∂M e de dimensão n− p. Seja i : M → G uma imersão

de M em G como subvariedade não-horizontal com F : (−ǫ, ǫ)×M → G uma variação de

i por imersões e campo variacional W . Se Γ(u) = F ∗
u (Γ̃(u)), em que Γ̃(u) é uma forma

volume em Fu(M) de acordo com a orientação de M e

V (u) =

∫

M

Γ(u),

então

d

du
V (u)

∣∣∣∣
u=0

=

∫

M

i∗ (HW⊥ + σW⊥) Γ(0) +

∫

∂M

i−1
∗ (W⊤)yΓ(0) .

Em particular, se F é uma variação que mantém ∂M fixada, então

d

du
V (u)

∣∣∣∣
u=0

=

∫

M

i∗ (HW⊥ + σW⊥) Γ(0) .

Para todas as imersões f : M → G com f = i em ∂M , a imersão i é um ponto crítico

para V se e somente se

H + σ = 0

em TM⊥.

Demonstração. Aplicando o Teorema 2.1, a fórmula (2.1) e o Teorema de Stokes, obtemos

a primeira afirmação deste Corolário. Se F é uma variação que mantém ∂M fixada, então

W = 0 em ∂M , assim i−1
∗ (W⊤)yΓ(0) = 0 em ∂M , o que prova a segunda afirmação.

Vejamos agora que H + σ = 0 em TM⊥. De fato, escolhemos v ∈ TM⊥ tal que para
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cada w ∈ TM⊥, Hw + σw = 〈v, w〉 e uma função suave φ tal que φ|∂M = 0 e φ > 0 em

M − ∂M . Se tomarmos W⊥ = φw, então em M − ∂M obtemos

φ(Hw + σw) = 〈v, φw〉 = 〈v,W⊥〉 = HW⊥ + σW⊥ = 0 .

Portanto, Hw + σw = 0, ∀ w ∈ TM⊥, concluindo a última afirmação.

É bem conhecido na geometria riemanniana que a imersão i é um ponto crítico para

o volume riemanniano se a curvatura média é nula. A seguir, veremos que este é o caso

para as hipersuperfícies não-horizontais de G.

Corolário 2.3. Sejam G um grupo de Lie estratificado n-dimensional e M uma variedade

compacta, orientada com bordo ∂M e de dimensão n− 1. Seja i : M → G uma imersão

de M em G como subvariedade não-horizontal com F : (−ǫ, ǫ)×M → G uma variação de

i por imersões e campo variacional W . Se Γ(u) = F ∗
u (Γ̃(u)), em que Γ̃(u) é uma forma

volume em Fu(M) de acordo com a orientação de M e

V (u) =

∫

M

Γ(u),

então

d

du
V (u)|u=0 =

∫

M

i∗ (HW⊥) Γ(0) +

∫

∂M

i−1
∗ (W⊤)yΓ(0),

Em particular, se F é uma variação que mantém ∂M fixada, então

d

du
V (u)

∣∣∣∣
u=0

=

∫

M

i∗ (HW⊥) Γ(0),

Para todas as imersões f : M → G com f = i em ∂M , a imersão i é um ponto crítico

para V se e somente se

H = 0

em TM⊥.

Demonstração. Para α = 1, . . . , p, observamos que

T
j
(fα, fj) = T

j
(fα, ej −

p∑

β=1

A
β
j fβ) = T

j
(

d1∑

i=1

aiαei, ej)−
p∑

β=1

A
β
j T

j
(fα, fβ) .
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Como cjij = 0, então

T
j
(fα, fj) = −

p∑

β=1

A
β
j T

j
(fα, fβ)

e T
j
(fα, fβ) = 0 se deg j 6= 2. Em particular, se M é uma hipersuperfície de G, então

p = 1 e T
j
(f1, fj) = 0 para cada j = d1 + 1, . . . , n.

Um caso especial é quando M possui a mesma dimensão de G, isto é, M é uma

variedade compacta, n-dimensional com fronteira em G e TpM = TpG. Então, TM⊥ = 0

para todo p ∈M . Consequentemente, HW⊥ + σW⊥ = 0 e

d

du
V (u)

∣∣∣∣
u=0

=

∫

∂M

i−1
∗ (W⊤)yΓ(0) .

Se ∂M é uma subvariedade não-horizontal em todos seus pontos, então podemos escolher

uma base adaptada f1, . . . , fn de TG|∂M e assim

i−1
∗ (W⊤)yΓ(0) = i−1

∗ (W⊤)y(f 1 ∧ f 2 ∧ . . . ∧ fn)

= f 1(W⊤)f 2 ∧ . . . ∧ fn,

pois f 1 = 0 em T∂M . Logo,

d

du
V (u)

∣∣∣∣
u=0

=

∫

∂M

f 1(W⊤)dµ ,

em que dµ = f 2 ∧ . . . ∧ fn.

Neste trabalho, usaremos a terminologia mínima para designar as subvariedades não-

horizontais que são pontos críticos do funcional volume V .

Definição 2.4. Dizemos que uma subvariedade não-horizontal é mínima se

Hξ + σξ = −
d1∑

j=p+1

〈Aξ(fj), fj〉+
n∑

j=d1+1

T
j
(ξ, fj) = 0

para todo ξ ∈ TM⊥.
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2.2 Subvariedades não-horizontais mínimas em H
n

Nesta seção, mostraremos algumas aplicações do teorema da primeira variação da medida

µ para o grupo de Heisenberg.

Inicialmente, lembramos que H
n é um grupo de Lie estratificado cuja álgebra de Lie h

é gerada por e1, . . . , e2n, e2n+1 de modo que [ei, ei+n] = e2n+1 para i = 1, . . . , n e os demais

colchetes são todos nulos. A álgebra de Lie h é graduada como h = h1 ⊕ h2, em que h1 é

gerado por e1, . . . , e2n e h2 por e2n+1.

2.2.1 Subvariedades verticais

Seja M ⊂ G uma subvariedade não-horizontal de codimensão p. Dizemos que M é vertical

se Aα
j = 0, ∀ α = 1, . . . , p, j = d1 + 1, . . . , n.

Aplicação 2.1. Sejam M ⊂ R
2n uma subvariedade mínima de codimensão p e N =

{(x, t) ∈ H
n : x ∈ M, t ∈ R} uma subvariedade não-horizontal de H

n. Então, N é

mínima.

Seja π : H
n → R

2n a projeção natural. Em R
2n, denotamos por 〈, 〉R a métrica

riemanniana, ∇R a conexão riemanniana canônica e em H
n, denotamos por 〈, 〉 a métrica

sub-riemanniana e ∇ a conexão linear.

Sejam {g1, . . . , gp} e {gp+1, . . . , g2n} bases ortonormais de TM⊥ e TM , respectiva-

mente. Assim, se f1, . . . , f2n é uma base em D restrita a N tal que π∗(fj) = gj para

j = 1, . . . , 2n, então f2n+1 =
∂

∂x2n+1 e fp+1, . . . , f2n, f2n+1 é uma base de TN .

Notemos que π∗ restrita a D é uma isometria e portanto π∗(∇fifα) = ∇R

gi
gα para

i = p + 1, . . . , 2n e α = 1, . . . , p. Como ∇fα =
∑2n

i=p+1 ω
i
α ⊗ fi e ∇Rgα =

∑2n
i=p+1 ψ

i
α ⊗ gi

para α = 1, . . . , p, obtemos que π∗ψi
α = ωi

α. Assim, segue de (1.15) que

π∗(Afα(fi)) = −
2n∑

j=p+1

π∗(ω
j
α(fi)fj) = −

2n∑

j=p+1

ψj
α(gi)gj = Agα(gi).
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Como M é uma subvariedade mínima de R
2n, então

∑2n
j=p+1〈Agα(gj), gj〉R = 0. Portanto,

2n∑

j=p+1

〈Afα(fj), fj〉 = 0.

O segundo termo da Proposição 2.2 é da forma

T
2n+1

(fα, f2n+1) =
2n∑

k=1

akαT
2n+1

(ek, e2n+1) = 0,

pois T (ek, e2n+1) = −[ek, e2n+1] = 0 para k = 1, . . . , 2n. Logo,

Hfα + σfα = −
2n∑

j=p+1

〈Afα(fj), fj〉+ T
2n+1

(fα, f2n+1) = 0

para todo fα, α = 1, . . . , p. Portanto, segue da Definição 2.4 que N é mínima.

Aplicação 2.2. Se γ é uma curva transversa mínima em H
n, então γ é uma reta vertical.

De fato, se γ : I ⊂ R → H
n é uma curva transversa, então e2n+1(γ′) 6= 0 e

γ′ = f2n+1 = e2n+1 −
2n∑

α=1

Aα
2n+1fα .

Portanto, pela Definição 2.4, temos que

T
2n+1

(fβ, f2n+1) = 0

para todo β = 1 . . . , 2n. Mas,

T
2n+1

(fβ, f2n+1) = T
2n+1

(fβ, e2n+1 −
2n∑

α=1

Aα
2n+1fα) = −

2n∑

α=1

Aα
2n+1T

2n+1
(fβ, fα).

Então, Aα
2n+1 = 0 para todo α = 1, . . . , 2n. Portanto, γ′ = e2n+1 e

γ(t) = γ(0) + (0, . . . , 0, t) .
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2.2.2 Superfícies em H
1

Seja G = H
1 com álgebra de Lie, h = h1 ⊕ h2 gerada por

e1 =
∂

∂x
− y

2

∂

∂z
, e2 =

∂

∂y
+
x

2

∂

∂z
, e3 =

∂

∂z
,

tal que [e1, e2] = e3 e os demais são todos nulos. Assim,

T
3
(e1, e2) = −e3([e1, e2]) = −1 .

Seja J : h1 → h1 um operador linear definido em h1 por

Je1 = e2 e Je2 = −e1 .

Claramente, J2 = −Id e J é uma isometria no produto escalar de h1. Consequentemente,

obtemos o seguinte resultado

Proposição 2.5. Se v2 ∈ h1 é um vetor unitário tal que v1 = −Jv2, então v1, v2 é uma

base ortonormal de h1 e [v1, v2] = e3.

Demonstração. Segue diretamente da definição de J .

Consideremos S ⊂ H
1 uma superfície não-horizontal e D a distribuição horizontal em

TH1. Naturalmente, estendemos o operador linear J a D e conforme Proposição 2.5 se

f2 é um vetor unitário em TS ∩ D, escolhemos f1 = −Jf2 e assim f1, f2 é uma base

ortonormal em D e T
3
(f1, f2) = −1. O próximo resultado é bem discutido na literatura,

ver por exemplo [10, 28].

Proposição 2.6. Seja S ⊂ H
1 uma superfície não-horizontal em todos os pontos e mín-

ima. Então, S é uma superfície regrada.

Demonstração. De fato, como S é mínima, segue do Corolário 2.2 que

〈Af1(f2), f2〉 = 0 ou 〈∇f2f1, f2〉 = 0 .
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Logo, 〈∇f2f2, f1〉 = 0, pois

0 = f2〈f1, f2〉 = 〈∇f2f1, f2〉+ 〈f1,∇f2f2〉 = 〈f1,∇f2f2〉 .

Portanto, ∇f2f2 = 0.

Sejam π : H1 → R
2 a projeção natural e ∇R a conexão riemanniana canônica em R

2.

Se α(t) é uma curva tangente a S com α′(t) = f2(α(t)) e δ(t) = π(α(t)) a projeção de α

em R
2, então |δ′(t)| = |π∗α′(t)| = 1 e

∇R

δ′(t)δ
′(t) = π∗(∇f2f2) = 0. (2.3)

Se kδ é a curvatura da curva δ, então de (2.3) temos que kδ = 0 e assim δ é uma reta em

R
2. Se δ(t) = (x0 + at, y0 + bt), Então

α(t) = (x0 + at, y0 + bt, z0 +
1

2
(bx0 − ay0)t)

é uma reta em H
1 e portanto S é uma superfície regrada.

Descrevemos, a seguir uma parametrização para superfícies não-horizontais mínimas

de H
1 e a usaremos no capítulo 4.

Seja γ : I → H
1 uma curva transversa a retas em S, em que I é um intervalo em R.

Então, e3(γ′(t)) 6= 0, ∀ t ∈ I e a superfície não-horizontal mínima S é parametrizada por

f(t, s) = γ(t) + sf2(γ(t)).

Se escrevermos f2(γ(t)) = a1(t)e1(γ(t)) + a2(t)e2(γ(t)) e γ(t) = (x(t), y(t), z(t)), então

f(t, s) = (x(t), y(t), z(t)) + sa1(t)(1, 0,−
1

2
y(t)) + sa2(t)(0, 1,

1

2
x(t))

ou

f(t, s) = (x(t) + sa1(t), y(t) + sa2(t), z(t) +
s

2
(a2(t)x(t)− a1(t)y(t))) .

Assim, os campos tangentes a S são
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fs(t, s) =f∗

(
∂

∂s

)
(t, s) = a1(t)

∂

∂x
+ a2(t)

∂

∂y
+

1

2
(a2(t)x(t)− a1(t)y(t))

∂

∂z

=a1(t)

(
e1(t, s) +

1

2
(y(t) + sa2(t))e3(t, s)

)

+ a2(t)

(
e2(t, s)−

1

2
(x(t) + sa1(t))e3(t, s)

)

+
1

2
(a2(t)x(t)− a1(t)y(t))e3(t, s)

= a1(t)e1(t, s) + a2(t)e2(t, s) = f2(t, s)

e portanto

fs = f∗

(
∂

∂s

)
= f2 .

Também,

ft(t, s) =f∗

(
∂

∂t

)
(t, s) = (x′(t) + sa′1(t))

(
e1(t, s) +

1

2
(y(t) + sa2(t))e3(t, s)

)

+ (y′(t) + sa′2(t))

(
e2(t, s)−

1

2
(x(t) + sa1(t))e3(t, s)

)

+ (z′(t) +
s

2
(a′2(t)x(t) + a2(t)x

′(t)− a′1(t)y(t)− a1(t)y
′(t))e3(t, s)

=(x′(t) + sa′1(t))e1(t, s) + (y′(t) + sa′2(t))e2(t, s)

+ (z′(t) +
1

2
(x′(t)y(t)− x(t)y′(t)) + s(a2(t)x

′(t)− a1(t)y
′(t))

+
s2

2
(a′1(t)a2(t)− a1(t)a

′
2(t)))e3(t, s)

=(x′(t) + sa′1(t))(a2(t)f1(t, s) + a1(t)f2(t, s))

+ (y′(t) + sa′2(t))(−a1(t)f1(t, s) + a2(t)f2(t, s)) + B(t, s)e3(t, s)

em que

B(t, s) = z′(t)+
1

2
(x′(t)y(t)−x(t)y′(t))+s(a2(t)x′(t)−a1y′(t))+

s2

2
(a′1(t)a2(t)−a′2(t)a1(t)) .

Se escolhermos γ de modo que 〈γ′(t), f2(γ(t))〉 = 0, obtemos

x′(t)a1(t) + y′(t)a2(t) = 0 .
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Então,

ft(t, s) =((x′(t) + sa′1(t))a2(t)− (y′(t) + sa′2(t))a1(t))f1(t, s) + B(t, s)e3(t, s) .

Como S é não-horizontal, então B(t, s) 6= 0 em S. Portanto,

ft(t, s)

B(t, s)
=
(a2x

′(t)− a1y
′(t) + s(a′1(t)a2(t)− a1(t)a

′
2(t)))f1(t, s)

B(t, s)
+ e3(t, s)

Assim,

A1
3(t, s) = − 1

B(t, s)
(a2x

′(t)− a1y
′(t) + s(a′1(t)a2(t)− a1(t)a

′
2(t))) = −Bs(t, s)

B(t, s)

e

ft = Bf3 .

2.2.3 Superfícies em H
2

Seja G = H
2. Os campos invariantes à esquerda da álgebra de Lie h são definidos por

e1 =
∂

∂x1
− x3

2

∂

∂x5
; e2 =

∂

∂x2
− x4

2

∂

∂x5
; e3 =

∂

∂x3
+
x1

2

∂

∂x5
; e4 =

∂

∂x4
+
x2

2

∂

∂x5
; e5 =

∂

∂x5
,

com [e1, e3] = [e2, e4] = e5 e os demais são todos nulos.

Sejam J e R operadores lineares definidos em h1 por

Je1 = e3, Je2 = e4, Je3 = −e1, Je4 = −e3

e

Re1 = e2, Re2 = −e1, Re3 = −e4, Re4 = e3 .

Os operadores J e R satisfazem naturalmente algumas propriedades.

Proposição 2.7. J e R satisfazem as seguintes propriedades:

1. J2 = R2 = −I;

2. RJ + JR = 0.
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3. 〈Rx,Ry〉 = 〈Jx, Jy〉 = 〈x, y〉, ∀ x, y ∈ h1;

4. 〈Jx,Ry〉+ 〈Rx, Jy〉 = 0, ∀ x, y ∈ h1;

5. [x, Jy] = 〈x, y〉e5, [x,Ry] = 〈Jx,Ry〉e5, ∀ x, y ∈ h1.

Demonstração. As propriedades (1), (2) e (3) seguem diretamente da definição de J e R

na base de h1. Consequentemente, para cada x, y ∈ h1 obtemos que

0 = 〈(RJ + JR)x, y〉 = 〈RJx, y〉+ 〈JRx, y〉

= −〈Jx,Ry〉 − 〈Rx, Jy〉 .

Para (5), basta notarmos que [ei, Jei] = e5 para i = 1, . . . , 4 e [ei, Jej] = 0 para i 6= j.

Assim, segue diretamente que

[x, Jy] = 〈x, y〉e5 .

Consequentemente,

[x,Ry] = −[J2x,Ry] = [Ry, J(Jx)] = 〈Ry, Jx〉e5 .

Observamos que, x = y na propriedade (4) da proposição acima é equivalente a

〈Rx, x〉 = 〈Jx, x〉 = 〈Jx,Rx〉 = 0 . (2.4)

A seguir, usaremos os operadores lineares J e R e as propriedades acima para construir

uma base ortonormal de h1.

Proposição 2.8. Se v4 ∈ h1 é um vetor unitário e v3 = Rv4, v2 = −Jv4, v1 = −Rv2,
então v1, v2, v3, v4 é uma base ortonormal de h1 tal que

[v1, v3] = [v2, v4] = e5 e [v1, v2] = [v1, v4] = [v2, v3] = [v3, v4] = 0 .
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Demonstração. Segue diretamente de (2.4) que

〈v3, v4〉 = 〈Rv4, v4〉 = 0,

〈v2, v4〉 = 〈−Jv4, v4〉 = 0,

〈v2, v3〉 = −〈Jv4, Rv4〉 = 0 .

Aplicando as demais propriedades da Proprosição 2.7, obtemos

〈v1, v4〉 = −〈Rv2, v4〉 = 〈v2, Rv4〉 = 〈v2, v3〉 = 0,

〈v1, v3〉 = −〈Rv2, Rv4〉 = −〈v2, v4〉 = 0,

〈v1, v2〉 = −〈Rv2, Jv4〉 = 〈Jv2, Rv4〉 = 〈v4, Rv4〉 = 0 .

Além disso, segue facilmente que

[v1, v3] = −[Rv2, Rv4] = −〈JRv2, Rv4〉e5 = 〈RJv2, Rv4〉e5 = 〈Jv2, v4〉e5 = 〈v4, v4〉e5 = e5

[v2, v4] = [−Jv4, v4] = 〈v4, v4〉e5 = e5,

[v2, v3] = [−Jv4, Rv4] = 〈Rv4, v4〉e5 = 0,

[v1, v4] = −[Rv2, v4] = 〈Jv4, Rv2〉e5 = −〈v2, Rv2〉e5 = 0,

[v1, v2] = [Rv2, Jv4] = 〈Rv2, v4〉e5 = −〈v1, v4〉e5 = 0,

[v3, v4] = [Rv4, v4] = −〈Jv4, Rv4〉 = 0 .

A Proposição 2.8 é estendida naturalmente a distribuição horizontal D ⊂ TH2.

Corolário 2.9. Se f4 ∈ D é um campo unitário e f3 = Rf4, f2 = −Jf4, f1 = −Rf2,
então f1, f2, f3, f4 é uma base ortonormal em D tal que T

5
(f1, f3) = T

5
(f2, f4) = −1 e os

demais são todos nulos.

Demonstração. Segue diretamente da Proposição 2.8.
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Sejam M ⊂ H
2 uma subvariedade não-horizontal de dimensão 2 e D a distribuição

horizontal em TH2. Estendemos os operadores lineares J e R a D e como ∇ei = 0, i =

1, . . . , 5, obtemos facilmente que

∇J = 0 e ∇R = 0 . (2.5)

Como TM ∩D é 1-dimensional, então escolhemos um campo unitário f4 em TM ∩D. Em

seguida, escolhemos f3 = Rf4, f2 = −Jf4, f1 = −Rf2 em TM⊥ conforme Corolário 2.9

e assim, obtemos uma base ortonormal em D, tal que T
5
(f1, f3) = −1, T

5
(f2, f4) = −1 e

os demais são todos nulos. Com f5 = e5 −
∑3

α=1A
α
5fα, construímos uma base adaptada

de TH2 satisfazendo: f1, f2, f3 ∈ TM⊥ e f4, f5 ∈ TM .

Usando (2.5) e a definição de f1, f2, f3, f4, obtemos para cada X ∈ TM que

ω1
4(X) = 〈∇Xf4, f1〉 = 〈∇Xf4,−Rf2〉 = 〈R∇Xf4, f2〉 = 〈∇Xf3, f2〉 = ω2

3(X),

ω2
4(X) = 〈∇Xf4, f2〉 = 〈R∇Xf4, Rf2〉 = 〈∇Xf3,−f1〉 = −ω1

3(X),

ω1
2(X) = 〈∇Xf2, f1〉 = 〈−J∇Xf4,−Rf2〉 = −〈R∇Xf4, Jf2〉 = −〈∇Xf3, f4〉 = −ω4

3(X) .

Se M é uma superfície não-horizontal mínima em H
2, então

−〈Aξ(f4), f4〉+ T
5
(ξ, f5) = 0, ∀ ξ ∈ TM⊥ .

Portanto,

〈Af1(f4), f4〉 = T
5
(f1, f5) = A3

5,

〈Af2(f4), f4〉 = T
5
(f2, f5) = 0,

〈Af3(f4), f4〉 = T
5
(f3, f5) = −A1

5 .

Notemos que

0 = 〈Af2(f4), f4〉 = −〈(∇f4f2)
⊤, f4〉 = −〈∇f4f2, f4〉 = −ω4

2(f4) .

Do mesmo modo, obtemos

A3
5 = 〈Af1(f4), f4〉 = −ω4

1(f4),

A1
5 = −〈Af3(f4), f4〉 = ω4

3(f4) .
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Assim,

∇f4f4 = ω1
4(f4)f1 + ω2

4(f4)f2 + ω3
4(f4)f3 = A3

5f1 − A1
5f3.

Suponhamos que

f4 = a1e1 + a2e2 + a3e3 + a4e4,

em que ai : H2 → R são funções suaves. Então,

f2 = −Jf4 = a3e1 + a4e2 − a1e3 − a2e4,

f3 = Rf4 = −a2e1 + a1e2 + a4e3 − a3e4,

f1 = −Rf2 = a4e1 − a3e2 + a2e3 − a1e4 .

Seja h(t, s) uma parametrização de M , tal que hs(t, s) = f4(h(t, s)). Então,

4∑

i=1

(
dai
ds

)
ei =ω

1
4(f4)(a4e1 − a3e2 + a2e3 − a1e4) + ω3

4(f4)(−a2e1 + a1e2 + a4e3 − a3e4).

ou

d

ds




a1

a2

a3

a4



=




0 −ω3
4(f4) 0 ω1

4(f4)

ω3
4(f4) 0 −ω1

4(f4) 0

0 ω1
4(f4) 0 ω3

4(f4)

−ω1
4(f4) 0 −ω3

4(f4) 0







a1

a2

a3

a4




(2.6)

Se Φ(t, s) ∈ O(4,R), em que O(4,R) é o conjunto das matrizes ortogonais de ordem 4, é

uma solução fundamental de (2.6), então a solução satisfaz




a1(t, s)

a2(t, s)

a3(t, s)

a4(t, s)



= Φ(t, s)




a1(t, 0)

a2(t, 0)

a3(t, 0)

a4(t, 0)



. (2.7)

Se escrevermos h : R2 → R
5 como

h(t, s) = (x1(t, s), x2(t, s), x3(t, s), x4(t, s), x5(t, s)),
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então ∂xi

∂s
= ai para i = 1, 2, 3, 4 e ∂x5

∂s
= 1

2
(a3x

1 + a4x
2 − a1x

3 − a2x
4). Nessas condições,

obtemos

xi(t, s) = xi(t, 0) +

∫ s

0

ai(t, u)du, i = 1, 2, 3, 4

e

x5(t, s) = x5(t, 0) +
1

2

∫ s

0

(
a3(t, u)x

1(t, u) + a4(t, u)x
2(t, u)

−a1(t, u)x3(t, u)− a2(t, u)x
4(t, u)

)
du

Suponhamos que a parametrização h(t, s) satisfaz
〈
∂h

∂t
(t, 0),

∂h

∂s
(t, 0)

〉
= 0,

então
∂h

∂t
(t, 0) = e5

(
∂h

∂t
(t, 0)

)
f5(t, 0) .

Portanto,

h(t, 0) =

∫ t

0

b(v)
(
e5(v, 0)− A1

5(v, 0)f1(v, 0)− A2
5(v, 0)f2(v, 0)− A3

5(v, 0)f3(v, 0)
)
dv .

em que b(v) = e5(∂h
∂t
(t, 0)).

A seguir, veremos dois modelos de superfícies não-horizontais mínimas de H
2.

Caso 2.1. Superfícies regradas

Consideremos ω1
4(f4) = ω3

4(f4) = 0. Neste caso, ai, i = 1, 2, 3, 4 são funções constantes

ao longo das curvas características de M . Assim,

xi(t, s) = xi(t, 0) + ai(t)s, i = 1, 2, 3, 4 (2.8)

e

x5(t, s) = x5(t, 0) +
s

2
(a3(t)x

1(t, 0) + a4(t)x
2(t, 0)− a1(t)x

3(t, 0)− a2(t)x
4(t, 0)) . (2.9)

Se 〈
∂h

∂t
(t, 0),

∂h

∂s
(t, 0)

〉
= 0,
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então ∂h
∂t
(t, 0) = e5(∂h

∂t
(t, 0))f5(t, 0) e

h(t, 0) =

∫ t

0

b(v)
(
e5(v, 0)− A2

5(v, 0)f2(v, 0)
)
dv,

pois A3
5 = ω1

4(f4) = 0 e A1
5 = −ω3

4(f4) = 0.

Se escrevermos

h(t, s)− h(t, 0) =
5∑

i=1

(xi(t, s)− xi(t, 0))
∂

∂xi

=
4∑

i=1

(xi(t, s)− xi(t, 0))ei(t, 0) +
(
x5(t, s)− x5(t, 0)

+
1

2

(
(x1(t, s)− x1(t, 0))x3(t, 0) + (x2(t, s)− x2(t, 0))x4(t, 0)

−(x3(t, s)− x3(t, 0))x1(t, 0)− (x4(t, s)− x4(t, 0))x3(t, 0)
))
e5(t, 0)

Então, segue de (2.8) e (2.9) que

h(t, s) = h(t, 0) + sf4(t, 0) .

Caso 2.2. Superfícies tubulares

Consideremos ω1
4(f4) = b1(t), ω3

4(f4) = b3(t) constantes ao longo das curvas caracterís-

ticas de M tal que b1(t)2 + b3(t)
2 6= 0. Notemos que os autovalores da matriz de ordem

4 do sistema (2.6) são ±i
√
b1(t)2 + b3(t)2, em que i =

√
−1. Assim, pelo método de

resolução de sistemas de equações diferenciais lineares a matriz fundamental é da forma

Φ(t, s) =




cos(sb) − b3 sin(sb)
b

0 b1 sin(sb)
b

b3 sin(sb)
b

cos(sb) − b1 sin(sb)
b

0

0 b1 sin(sb)
b

cos(sb) b3 sin(sb)
b

− b1 sin(sb)
b

0 − b3 sin(sb)
b

cos(sb)



,

em que b =
√
b1(t)2 + b3(t)2. Então,

a1(t, s) = cos(sb)a1(t, 0)−
b3 sin(sb)

b
a2(t, 0) +

b1 sin(sb)

b
a4(t, 0)

a2(t, s) =
b3 sin(sb)

b
a1(t, 0) + cos(sb)a2(t, 0)−

b1 sin(sb)

b
a3(t, 0)
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a3(t, s) =
b1 sin(sb)

b
a2(t, 0) + cos(sb)a3(t, 0) +

b3 sin(sb)

b
a4(t, 0)

a4(t, s) = −b1 sin(sb)
b

a1(t, 0)−
b3 sin(sb)

b
a3(t, 0) + cos(sb)a4(t, 0) .

Então,

x1(t, s) = x1(t, 0) +
sin(sb)

b
a1(t, 0) + b3

cos(sb)− 1

b2
a2(t, 0)− b1

cos(sb)− 1

b2
a4(t, 0)

x2(t, s) = x2(t, 0)− b3
cos(sb)− 1

b2
a1(t, 0) +

sin(sb)

b
a2(t, 0) + b1

cos(sb)− 1

b2
a3(t, 0)

x3(t, s) = x3(t, 0)− b1
cos(sb)− 1

b2
a2(t, 0) +

sin(sb)

b
a3(t, 0)− b3

cos(sb)− 1

b2
a4(t, 0)

x4(t, s) = x4(t, 0) + b1
cos(sb)− 1

b2
a1(t, 0) + b3

cos(sb)− 1

b2
a3(t, 0) +

sin(sb)

b
a4(t, 0)

Substituindo os valores de ai(t, s) em (2.9) e integrando os termos, obtemos que

x5(t, s) =x5(t, 0) +
cos(sb)− 1

2b2
(
−(b1a2(t, 0) + b3a4(t, 0))x

1(t, 0)

+(b1a1(t, 0) + b3a3(t, 0))x
2(t, 0)− (b3a2(t, 0)− b1a4(t, 0))x

3(t, 0)

−(b3a1(t, 0) + b1a3(t, 0))x
4(t, 0)

)
+

sin(sb)

2b

(
a3(t, 0)x

1(t, 0) + a4(t, 0)x
2(t, 0)

−a1(t, 0)x3(t, 0)− a2(t, 0)x
4(t, 0)

)
.

Portanto, a parametrização de M é dada por

h(t, s)− h(t, 0) =
sin(sb)

b

4∑

i=1

ai(t, 0)ei(t, 0)

+
cos(sb)− 1

b2
b3(t)(a2(t, 0)e1(t, 0)− a1(t, 0)e2(t, 0)− a4(t, 0)e3(t, 0)

+ a3(t, 0)e4(t, 0)) +
cos(sb)− 1

b2
b1(t)(−a4(t, 0)e1(t, 0) + a3(t, 0)e2(t, 0)

− a2(t, 0)e3(t, 0) + a3(t, 0)e4(t, 0)) +
(
x5(t, s)− x5(t, 0)

+
1

2
(x1(t, s)− x1(t, 0))x3(t, 0) +

1

2
(x2(t, s)− x2(t, 0))x4(t, 0)

−1

2
(x3(t, s)− x3(t, 0))x1(t, 0)− 1

2
(x4(t, s)− x4(t, 0))x2(t, 0)

)
e5(t, 0)

=
sin(sb)

b
f4(t, 0)−

cos(sb)− 1

b2
(b3(t)f3(t, 0) + b1(t)f1(t, 0)).
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Portanto,

h(t, s) =h(t, 0) +
sin(s

√
b1(t)2 + b3(t)2)√

b1(t)2 + b3(t)2
f4(t, 0)

− cos(s
√
b1(t)2 + b3(t)2)− 1√
b1(t)2 + b3(t)2

(
b3(t)√

b1(t)2 + b3(t)2
f3(t, 0) +

b1(t)√
b1(t)2 + b3(t)2

f1(t, 0)

)
.

Reciprocamente, sejam γ uma curva transversa em M ⊂ H
2 e f4 um campo unitário

ao longo da curva γ. Então, completamos a uma base de Dγ(t), escolhendo f2(t) =

−Jf4(t), f3(t) = Rf4(t) e f2(t) = −Rf2(t). Se f5(t) = e5(t) −
∑3

α=1A
α
5 (t)fα(t), então

f1(t), f2(t), f3(t), f4(t), f5(t), é uma base de Tγ(t)H2 de modo que f4(t), f5(t) é uma base

de Tγ(t)M . Como dγ
dt

∈ Tγ(t)M , então dγ
dt

= λ1(t)f4(t) + λ2(t)f5(t), em que λ1 e λ2 são

funções suaves em H
2.

Se h : R2 → R
5 uma parametrização de M definida por

h(t, s) =h(t, 0)(t) +
sin(s

√
b1(t)2 + b3(t)2)√

b1(t)2 + b3(t)2
f4(t, 0)

− cos(s
√
b1(t)2 + b3(t)2)− 1

b1(t)2 + b3(t)2
(b3(t)f3(t, 0) + b1(t)f1(t, 0)) ,

em que h(t, 0) = γ(t), b1(t) = −A3
5(t) e b3(t) = A1

5(t), então M é mínima. De fato, é

suficiente mostrar que

〈Af1(f4), f4〉 =T
5
(f1, f5) = A3

5,

〈Af2(f4), f4〉 =T
5
(f2, f5) = 0,

〈Af3(f4), f4〉 =T
5
(f3, f5) = −A1

5 .

Notemos que

∂

∂s
h(t, s) = cos(sb(t)) (a1(t, 0)e1(t, 0) + a2(t, 0)e2 + a3(t, 0)e3(t, 0) + a4(t, 0)e4(t, 0))

+
sin(sb(t))

b(t)
(b3(t)(−a2(t, 0)e1(t, 0) + a1(t, 0)e2 + a4(t, 0)e3(t, 0)− a3(t, 0)e4(t, 0))

+b1(t) (a4(t, 0)e1(t, 0)− a3(t, 0)e2 + a2(t, 0)e3(t, 0)− a1(t, 0)e4(t, 0)))
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=

(
cos(sb)a1(t, 0) +

sin(sb)

b
(b1(t)a4(t, 0)− b3(t)a2(t, 0))

)
e1(t, 0)

+

(
cos(sb)a2(t, 0) +

sin(sb)

b
(b3(t)a1(t, 0)− b1(t)a3(t, 0))

)
e2(t, 0)

+

(
cos(sb)a3(t, 0) +

sin(sb)

b
(b3(t)a4(t, 0) + b1(t, 0)a2(t, 0))

)
e3(t, 0)

+

(
cos(sb)a4(t, 0)−

sin(sb)

b
(b3(t)a3(t, 0) + b1(t)a1(t, 0))

)
e4(t, 0), (2.10)

em que b =
√
b1(t)2 + b3(t)2.

Como ∂
∂s
h(t, s) ∈ TM ∩D, então escolhemos f4(t, s) = ∂

∂s
h(t, s). Assim,

f1(t, s) =

(
cos(sb)a4(t, 0)−

sin(sb)

b
(b3(t)a3(t, 0) + b1(t)a1(t, 0))

)
e1(t, 0)

−
(
cos(sb)a3(t, 0) +

sin(sb)

b
(b3(t)a4(t, 0) + b1(t)a2(t, 0))

)
e2(t, 0)

+

(
cos(sb)a2(t, 0) +

sin(sb)

b
(b3(t)a1(t, 0)− b1(t)a3(t, 0))

)
e3(t, 0)

−
(
cos(sb)a1(t, 0) +

sin(sb)

b
(b1(t)a4(t, 0)− b3(t)a2(t, 0))

)
e4(t, 0) .

e

∇f4f1 =− (b sin(sb(t))a4(t, 0) + cos(sb)(b3(t)a3(t, 0) + a1(t, 0)b1(t))) e1(t, 0)

+ (sin(sb)a3(t, 0)− cos(sb)(b3(t)a4(t, 0) + b1(t)a2(t, 0))) e2(t, 0)

− (b sin(sb)a1(t, 0)− cos(sb)(b3(t)a1(t, 0)− b1(t)a3(t, 0))) e3(t, 0)

+ (b sin(sb)a1(t, 0)− cos(sb)(b1(t)a4(t, 0)− b3(t)a2(t, 0))) e4(t, 0) .

Assim,

〈∇f4f1, f4〉 =− a4(t, 0)(b1(t)a4(t, 0)− b3(t)a2(t, 0))− a1(t, 0)(b3(t)a3(t, 0) + a1(t, 0)b1(t))

+ a3(t, 0)(b3(t)a1(t, 0)− b1(t)a3(t, 0))− a2(t, 0)(b3(t)a4(t, 0) + b1(t)a2(t, 0))

=− (a1(t, 0)
2 + a2(t, 0)

2 + a3(t, 0)
2 + a4(t, 0)

2)b1(t)

=− b1(t)

=− A3
5(t, 0) .
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Portanto,

〈Af1(f4), f4〉 = −〈∇f4f1, f4〉 = A3
5(t, 0) .

Analogamente, obtemos que

〈∇f4f2, f2〉 = 0 e 〈∇f4f3, f3〉 = A1
5(t, 0) .

Exemplo 2.1. Sejam γ uma curva transversa em H
2 definida por

γ(t) =

(
r cos

(
t

r

)
, 0, r sin

(
t

r

)
, 0, 0

)

e

f4(γ(t)) =

(
0, cos

(
t

r

)
, 0, sin

(
t

r

)
, 0

)
= cos

(
t

r

)
e2(t) + sin

(
t

r

)
e4(t) .

Assim,

f1(γ(t)) = sin

(
t

r

)
e1(t) + cos

(
t

r

)
e3(t),

f2(γ(t)) = sin

(
t

r

)
e2(t)− cos

(
t

r

)
e4(t),

f3(γ(t)) = − cos

(
t

r

)
e1(t) + sin

(
t

r

)
e3(t)

Além disso,

dγ

dt
=

(
− sin

(
t

r

)
, 0, cos

(
t

r

)
, 0, 0

)

=− sin

(
t

r

)
e1(t) + cos

(
t

r

)
e3(t) +

r

2
e5(t)

=− sin

(
t

r

)(
sin

(
t

r

)
f1(t)− cos

(
t

r

)
f3(t)

)

+ cos

(
t

r

)(
cos

(
t

r

)
f1(t) + sin

(
t

r

)
f3(t)

)
+
r

2
e5(t)

= cos

(
2t

r

)
f1(t) + sin

(
2t

r

)
f3(t) +

r

2
e5(t)

=
r

2

(
2

r
cos

(
2t

r

)
f1(t) +

2

r
sin

(
2t

r

)
f3(t) + e5(t)

)
.

Então,

f5(t) = e5(t) +
2

r
cos

(
2t

r

)
f1(t) +

2

r
sin

(
2t

r

)
f3(t) .
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Assim,

b1(t) = A3
5(t, 0) = −2

r
sin

(
2t

r

)
e b3(t) = −A1

5(t, 0) =
2

r
cos

(
2t

r

)

e obtemos que

b =
√
b1(t)2 + b3(t)2 =

2

r
.

Dessa forma, a parametrização de uma superfície não-horizontal mínima em H
2, obtida

pela curva γ(t) e o vetor unitário f4(t) é da forma

h(t, s) =

(
r cos

(
t

r

)
, 0, r sin

(
t

r

)
, 0, 0

)
+
r

2
sin

(
2s

r

)(
0, cos

(
t

r

)
, 0, sin

(
t

r

)
, 0, 0

)

− r

2

(
cos

(
2s

r

)
− 1

)(
cos

(
2t

r

)
f3(t)− sin

(
2t

r

)
f1(t)

)

=

(
r cos

(
t

r

)
,
r

2
sin

(
2s

r

)
cos

(
t

r

)
, r sin

(
t

r

)
,
r

2
sin

(
2s

r

)
sin

(
t

r

)
, 0

)

+
r

2

(
cos

(
2s

r

)
− 1

)(
cos

(
t

r

)
, 0, sin

(
t

r

)
, 0, 0

)
.

Portanto,

h(t, s) =
r

2

(
cos

(
t

r

)(
1 + cos

(
2s

r

))
, sin

(
2s

r

)
cos

(
t

r

)
, sin

(
t

r

)(
1 + cos

(
2s

r

))
,

sin

(
2s

r

)
sin

(
t

r

)
, 0

)
.

Observamos que M−p, em que p = (0, 0, 0, 0, 0) é uma superfície não-horizontal em todos

os seus pontos. De fato,

∂

∂t
h(t, s) =

1

2

(
− sin

(
t

r

)(
1 + cos

(
2s

r

))
,− sin

(
t

r

)
sin

(
2s

r

)
,

cos

(
t

r

)(
1 + cos

(
2s

r

))
, cos

(
t

r

)
sin

(
2s

r

)
, 0

)

=
1

2

(
− sin

(
t

r

)(
1 + cos

(
2s

r

))
e1 − sin

(
t

r

)
sin

(
2s

r

)
e2

cos

(
t

r

)(
1 + cos

(
2s

r

))
e3 + cos

(
t

r

)
sin

(
2s

r

)
e4

)

+
r

8

(
sin2

(
t

r

)(
1 + cos

(
2s

r

))2

+ sin2

(
t

r

)
sin2

(
2s

r

)

+cos2
(
t

r

)(
1 + cos

(
2s

r

))2

+ cos2
(
t

r

)
sin2

(
2s

r

))
e5
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=
1

2

(
− sin

(
t

r

)(
1 + cos

(
2s

r

))
e1 − sin

(
t

r

)
sin

(
2s

r

)
e2

cos

(
t

r

)(
1 + cos

(
2s

r

))
e3 + cos

(
t

r

)
sin

(
2s

r

)
e4

)

+
r

4

(
1 + cos

(
2s

r

))
e5 .

Como ∂
∂s
h(t, s) = f4(t, s), então

e5
(
∂

∂t
h(t, s)

)
=
r

4

(
1 + cos

(
2s

r

))
e e5

(
∂

∂s
h(t, s)

)
= 0 .

Portanto,

e5
(
∂

∂t
h(t, s)

)
=
r

4

(
1 + cos

(
2s

r

))
= 0

se s = kπr
2
, k ∈ Z. Assim,

h

(
t,
kπr

2

)
= (0, 0, 0, 0, 0) .

2.2.4 Hipersuperfícies em H
n

Seja M ⊂ G uma hipersuperfície não-horizontal em G definida por

M = {x ∈ G : φ(x) = 0 e gradDφ(x) 6= 0}

em que φ : G →M é uma função real C∞ e gradD denota o gradiente horizontal. Então,

gradDφ =

d1∑

i=1

φiei,

em que φi = ei(φ) ou

dφ(X) = 〈gradDφ,X〉, ∀X ∈ D .

Sejam f1 =
grad

D
φ

N
, em que N =

√∑d1
i=1 φ

2
i , e f2, . . . , fn uma base adaptada em TM .

Para o próximo resultado, indicamos a fórmula (3.3) para a definição de divergente de um

campo X ∈ TG, isto é,

divGX =
n∑

k=1

ek(∇ekX) .
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Proposição 2.10.

−Hf1 = divG

(
gradDφ

|gradDφ|

)
.

Demonstração. De fato, por definição

−Hf1 =−
d1∑

i=2

〈Af1(fi), fi〉

=

d1∑

i=2

〈∇fi(f1), fi〉

=

d1∑

i=2

d1∑

j=1

〈∇fi

(
φj

N
ej

)
, fi〉

=

d1∑

i=2

d1∑

j=1

〈fi
(
φj

N

)
ej, fi〉

=

d1∑

j=1

d1∑

i=2

〈ej, fi〉fi
(
φj

N

)

=

d1∑

j=1

(ej − 〈ej, f1〉f1)
(
φj

N

)

=

d1∑

j=1

ej

(
φj

N

)
−

d1∑

j=1

〈ej, f1〉f1(〈ej, f1〉)

= divG

(
gradDφ

|gradDφ|

)
− 1

2
f1

(
d1∑

j=1

〈ej, f1〉2
)

= divG

(
gradDφ

|gradDφ|

)
,

pois
∑d1

j=1〈ej, f1〉2 = 1.

Aplicação 2.3. Hipersuperfícies em H
n definidas por φ = u(x1, · · · , x2n)− x2n+1 = 0.

Neste caso, para j = 1, · · · , n,

φj = uxj
− 1

2
xj+n, φj+n = uxj+n

+
1

2
xj,
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em que uxk
= ∂u

∂xk
. Assim,

ei(φj) = uxi,xj
,

ei(φj+n) = uxi,xj+n
+

1

2
δij,

ei+n(φj) = uxi+n,xj
− 1

2
δij,

ei+n(φj+n) = uxi+n,xj+n

para i, j = 1, · · · , n. Se N =
√
φ2
1 + · · ·+ φ2

2n, então

−Hf1 =
2n∑

i=1

ei
φi

N
=

2n∑

i=1

(
ei(φi)

N
− φi

2n∑

j=1

φjei(φj)

N3

)
=

1

N

(
2n∑

i=1

ui,i −
1

N2

2n∑

i,j=1

φiφjui,j

)
.

Portanto, M é mínima se

2n∑

i=1

ui,i −
1

N2

2n∑

i,j=1

φiφjui,j = 0,

em que ui,j = uxi,xj
. Nestas condições, o parabolóide hiperbólico definido por

u(x1, . . . , x2n) =
1

4

n∑

i=1

(x2i − x2i+n)

é mínima.

De fato, neste caso φi = φi+n = 1
2
(xi − xi+n), ui = xi

2
, ui+n = −xi+n

2
, ui,i = 1

2
,

ui+n,i+n = −1
2

e os demais são todos nulos. Aplicando a fórmula de Hf1 obtemos

−Hf1 =
1

N

(
2n∑

i=1

ui,i −
1

N2

2n∑

i,j=1

φiφjui,j

)
=

1

N

((n
2
− n

2

)
− 1

N2

n∑

i=1

(
φ2
i

2
− φ2

i+n

2

))
= 0 .



Capítulo 3

A segunda variação da medida µ

Este capítulo é dedicado ao cálculo da segunda variação da medida µ de uma subvariedade

não-horizontal e mínima imersa em um grupo estratificado G.

Inicialmente, definimos na Seção 3.1 o sub-laplaciano de uma subvariedade não-ho-

rizontal e destacamos algumas propriedades análogas a teoria de subvariedades rieman-

nianas. Por último, na Seção 3.2 demonstramos o resultado principal deste capítulo, o

Teorema 3.14. Alguns resultados técnicos para a prova são semelhantes aos resultados

obtidos em [30].

3.1 O sub-laplaciano de subvariedades não-horizontais

Sejam M uma variedade diferenciável orientada m-dimensional e ω uma forma volume em

M . De acordo com [20], para cada campo diferenciável X em M com uma forma volume

fixada, a função divergente de X é definida como

(divX)ω = LXω , (3.1)

em que LX é a derivada de Lie na direção X.

Proposição 3.1. ([20], pag.282) Seja M uma variedade orientada com uma forma volume

fixada ω. Se ∇ é uma conexão linear em M tal que ω é paralela com respeito a ∇, então

64
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para cada campo X em M

div X = −traço (LX −∇X) .

Demonstração. Seja X1, . . . , Xm uma base de TM . Para cada X, denote CX = LX −∇X .

Como ω é paralela com respeito a ∇, isto é, ∇Xω = 0, e CXf = 0 para toda função

diferenciável f em M , então

(LXω)(X1, . . . , Xn) = (CXω)(X1, . . . , Xm)

= CX(ω(X1, . . . , Xm))−
m∑

i=1

ω(X1, . . . , CXXi, . . . , Xm)

= −
m∑

i=1

ω(X1, . . . , CXXi, . . . , Xm)

= −(traçoCX)ω(X1, . . . , Xm) .

Portanto, segue de (3.1) que

divX = −traçoCX .

Nesse contexto, suponhamos que M é uma subvariedade não-horizontal de G e ∇ é a

conexão linear ∇ projetada em TM . Vimos na Seção 1.4 que dµ = f p+1 ∧ · · · ∧ fn é o

elemento volume em M . Assim, se X ∈ TM , então

∇X(f
p+1 ∧ · · · ∧ fn) =

n∑

i=p+1

f p+1 ∧ · · · ∧ ∇Xf
i ∧ · · · ∧ fn

=

d1∑

i=p+1

f p+1 ∧ · · · ∧ (−
n∑

j=p+1

ωi
j(X) ∧ f j) ∧ · · · ∧ fn

= 0 .

Logo, dµ é uma (n − p)-forma paralela com respeito ∇. Portanto, de acordo com a

Proposição 3.1, a função divergente em M é definida por
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divX = −traço(LX −∇X)

= −
n∑

i=p+1

f i(LXfi −∇Xfi)

= −
n∑

i=p+1

f i([X, fi]−∇Xfi)

=
n∑

i=p+1

f i(∇fiX + T (X, fi)),

em que T é a torção de ∇. Portanto,

divX =
n∑

i=p+1

f i(∇fiX) +
n∑

j=d1+1

T
j
(X, fj) . (3.2)

Observamos que e1 ∧ · · · ∧ en é a forma volume em G que é paralela com respeito a ∇.

Assim, conforme Proposição 3.1, o divergente de um campo X ∈ TG é da forma

divGX =
n∑

i=1

ei(∇eiX) +
n∑

j=d1+1

T
j
(X, ej) =

n∑

i=1

ei(∇eiX) . (3.3)

Seja τ ∈ TM ∩D definido por

τ =

d1∑

i=p+1

(traçofiyT )fi =
d1∑

i=p+1

n∑

j=d1+1

T
j
(fi, fj)fi. (3.4)

Assim, se X é uma seção de TM ∩D, então

〈X, τ〉 =
d1∑

k=p+1

fk(X)〈fk, τ〉

=

d1∑

k=p+1

n∑

j=d1+1

fk(X)T
j
(fk, fj)

=
n∑

j=d1+1

T
j
(X, fj)

= traço(XyT ) .

A partir da definição de divergente, introduzimos um operador de segunda ordem que

será o sub-laplaciano.
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Definição 3.2. Seja φ uma função suave em M . O sub-laplaciano de φ é um operador

de segunda ordem definido por

Lφ = ∆φ+ τ(φ), (3.5)

em que

∆φ =

d1∑

i=p+1

fi(fi(φ))− (∇fifi)(φ)

com fi, i = p+ 1, . . . , d1 base ortonormal em TM ∩D.

Outra definição importante é a de campo gradiente.

Definição 3.3. Seja φ uma função suave em M . O campo diferenciável gradiente de φ

com valores em TM ∩D é definido por

gradφ =

d1∑

i=p+1

fi(φ)fi.

Com as definições acima, obtemos a seguinte relação

Proposição 3.4. Se φ, ψ são funções suaves em M , então

φLψ =− 〈gradφ, gradψ〉+ divX, (3.6)

em que X = φgradψ.

Demonstração. Se

X = φgradψ =

d1∑

i=p+1

φfi(ψ)fi ,

então de (3.2) obtemos que

divX =
n∑

i=p+1

f i(∇fiX) +
n∑

j=d1+1

T
j
(X, fj)

=

d1∑

i=p+1

(
fi(φfi(ψ)) +

d1∑

j=p+1

φfi(ψ)f
j(∇fjfi) +

n∑

j=d1+1

T
j
(φfi(ψ)fi, fj)

)

=

d1∑

i=p+1

(
fi(φfi(ψ)) +

n∑

j=p+1

φfi(ψ)f
j(∇fjfi)

)
+ φτ(ψ) .
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Mostraremos posteriormente, Lema 3.11, que dado um ponto p0 ∈M podemos considerar

um referencial em p0 tal que ∇fi = 0, i = p+ 1, . . . , d1. Então, em p0

divX =

d1∑

i=p+1

fi(φfi(ψ)) + φτ(ψ)

e portanto

φLψ =

d1∑

i=p+1

φ(fi(fi(ψ))− (∇fifi)(ψ) + τ(ψ))

=

d1∑

i=p+1

(fi(φfi(ψ))− fi(φ)fi(ψ)) + φτ(ψ)

=− 〈gradφ, gradψ〉+ divX.

Como p0 é um ponto arbitrário de M , então a proposição é válida para todo ponto de

M .

Notemos que se φ = 1 em (3.6), então

Lψ = div(gradψ).

O próximo resultado é bem conhecido na geometria riemanniana, ver por exemplo [13],

e a versão subriemanniana para o caso de hipersuperfícies foi estudado em [26].

Proposição 3.5. Seja M uma subvariedade não-horizontal de G. Se existe φ > 0 satis-

fazendo Lφ = qφ para alguma função suave q em M , então para toda função suave f de

suporte compacto em M , obtemos

∫

M

(|gradf |2 + qf 2)dµ ≥ 0 .

Demonstração. Para a demonstração, seguiremos a prova de [13] com as modificações

necessárias.

Sejam φ > 0 tal que Lφ = qφ, em que q é uma função suave em M e ψ = logφ. Então,

Lψ = q − |gradψ|2 . (3.7)
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De fato,

Lψ =∆ψ + τψ

=

d1∑

i=p+1

(fi(fi(logφ))−∇fifi(logφ)) +
τφ

φ

=

d1∑

i=p+1

(
− 1

φ2
fi(φ)

2 +
1

φ
fi(fi(φ))−

1

φ
∇fifi(φ)

)
+
τφ

φ

=− |gradφ|2
φ2

+
Lφ
φ

=− |gradψ|2 + q

Seja f uma função suave de suporte compacto em M . Multiplicando (3.7) por f 2, e

aplicando a Proposição 3.4 obtemos
∫

M

f 2(q − |gradψ|2)dµ =

∫

M

f 2Lψdµ

=

∫

M

(−〈gradf 2, gradψ〉+ divX)dµ

=−
∫

M

2f〈gradf, gradψ〉dµ

Aplicando a desigualdade de Schwartz, a média aritmética e a média geométrica temos

que

2f〈gradf, gradψ〉 ≤ 2 |f | |gradf | |gradψ| ≤ f 2 |gradψ|2 + |gradf |2 .

Logo,
∫

M

f 2(q − |gradψ|2)dµ ≥ −
∫

M

(f 2 |gradψ|2 + |gradf |2)dµ .

Portanto,
∫

M

qf 2dµ ≥ −
∫

M

|gradf |2 dµ.

Analogamente, estendemos a Definição 3.2 a seções suaves de TM⊥.
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Definição 3.6. O sub-laplaciano L em seções de TM⊥ é definido por

Lξ = ∆ξ +∇⊥
τ ξ , (3.8)

em que

∆ξ =

d1∑

i=p+1

∇⊥
fi
∇⊥

fi
ξ −∇⊥

∇fi
fi
ξ

com fi, i = p+ 1, . . . , d1 base ortonormal em TM ∩D e ξ é uma seção de TM⊥.

Reescrevemos a Proposição 3.4 para o caso de seções suaves em TM⊥ como

Proposição 3.7. Se ξ, η são seções de TM⊥, então

〈Lξ, η〉 = −
d1∑

i=p+1

〈∇⊥
fi
ξ,∇⊥

fi
η〉+ div X,

em que

X =

d1∑

i=p+1

〈∇⊥
fi
ξ, η〉fi

Demonstração. Se

X =

d1∑

j=p+1

〈∇⊥
fj
ξ, η〉fj,

então

div X = traço (∇X +XyT ) = traço ∇X + 〈X, τ〉.

Se considerarmos em um ponto p0 ∈M um referencial como no Lema 3.11, então ∇fjfi = 0

em p0, para p+ 1 ≤ i, j ≤ d1, assim

traço ∇X =

d1∑

i=p+1

〈∇fiX, fi〉 =
d1∑

i,j=p+1

〈fi〈∇⊥
fj
ξ, η〉fj + 〈∇⊥

fj
ξ, η〉∇fifj, fi〉,

〈X, τ〉 =
d1∑

j=p+1

〈∇⊥
fj
ξ, η〉〈fj, τ〉 = 〈∇⊥

τ ξ, η〉

Logo, em p0

div X =

d1∑

i=p+1

fi〈∇⊥
fi
ξ, η〉+ 〈∇⊥

τ ξ, η〉.
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Portanto,

〈Lξ, η〉 = 〈
d1∑

i=p+1

∇⊥
fi
∇⊥

fi
ξ +∇⊥

τ ξ, η〉

=

d1∑

i=p+1

fi〈∇⊥
fi
ξ, η〉 −

d1∑

i=p+1

〈∇⊥
fi
ξ,∇⊥

fi
η〉+ 〈∇⊥

τ ξ, η〉

= −
d1∑

i=p+1

〈∇⊥
fi
ξ,∇⊥

fi
η〉+ div X.

Como p0 é um ponto arbitrário de M , então concluímos a proposição para todo ponto de

M .

Como consequência da Proposição 3.5, o próximo resultado traz outra relação de

subvariedades riemannianas que também se generaliza.

Corolário 3.8. Se ξ é uma seção de suporte compacto, então

∫

M

〈Lξ, η〉dµ = −
∫

M

d1∑

i=p+1

〈∇⊥
fi
ξ,∇⊥

fi
η〉dµ =

∫

M

〈ξ,Lη〉dµ

e ∫

M

〈Lξ, ξ〉dµ = −
∫

M

||∇⊥ξ||2dµ,

em que

||∇⊥ξ||2 =
d1∑

i=p+1

〈∇⊥
fi
ξ,∇⊥

fi
ξ〉.

3.2 A segunda variação

Esta seção é uma continuação da prova do Teorema 2.1. Recordaremos a seguir alguns

pontos desse resultado.

Seja G um grupo de Lie estratificado n-dimensional e i :M → G uma imersão de uma

subvariedade não-horizontal, orientada e de codimensão p. Seja F : (−ǫ, ǫ) ×M → G

uma variação de i com campo variacional W = dF
du

∣∣
t=0

. Assim, dado um ponto arbitrário

p0 ∈ G tal que Wp0 não é tangente a i(M), existe uma vizinhança O de p0 tal que
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F : (−ǫ, ǫ) × O → G é um mergulho. Denotamos por Õ um aberto de G que contém

F ((−ǫ, ǫ)×O) e escolhemos uma base de campos de vetores f1, . . . , fn de TG tal que

(i) f1, . . . , fp restrito a Ou pertencem a TO⊥
u ;

(ii) fp+1, . . . , fn restrito a Ou pertencem a TOu;

(iii) f1, . . . , fd1 são ortonormais em D;

(iv) fj = ej −
∑p

α=1A
α
j fα, para j = d1 + 1, . . . , n.

em que Ou = Fu(O). Além disso, denotamos por Φ = dµ = f p+1 ∧ · · · ∧ fn e Γ(u) =

F ∗
u (Φ|Ou

) a forma volume em M .

Na seção 2.1, mostramos que

Γ̇(u) = F ∗
u (LW̃

Φ).

Do mesmo modo, provamos que

Γ̈(u) = F ∗
u (LW̃

L
W̃
Φ) .

Como L
W̃
Φ = W̃ydΦ + d(W̃yΦ), então

F ∗
u (LW̃

L
W̃
Φ) =F ∗

u (LW̃
(W̃ydΦ + d(W̃yΦ))

=F ∗
u (W̃yd(W̃ydΦ)) + F ∗

u (LW̃
d(W̃yΦ)) .

Assim,

Γ̈(0) = i∗(W̃yd(W̃ydΦ)) + i∗(L
W̃
d(W̃yΦ)) (3.9)

em que i = F0.

Antes de enunciarmos e demonstrarmos o resultado principal deste capítulo, apre-

sentaremos alguns lemas que serão úteis na prova. O primeiro deles afirma que o primeiro

termo de (3.9) envolve apenas a componente normal de W̃ .

Lema 3.9. Se M é mínima, então

i∗(L
W̃
(W̃ydΦ)) = i∗(L

W̃⊥(W̃
⊥
ydΦ)).
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Demonstração. Como i∗(L
W̃
(W̃ydΦ)) = i∗(W̃yd(W̃ydΦ)), então para cada campo dife-

renciável X e Y em G, defina

I(X, Y ) = i∗(Xyd(Y ydΦ)) .

Observamos que a aplicação I é R-bilinear e

I(W̃ , W̃ ) = i∗(W̃yd(W̃ydΦ)) .

Vamos mostrar que se X ou Y é tangente ao longo de M , então I(X, Y ) = 0. De fato,

suponhamos inicialmente que X é tangente ao longo de M . Assim,

I(X, Y ) = i∗(LX(Y ydΦ))− i∗d(XyY ydΦ)

Para cada Y , temos que

i∗(Y ydΦ) = 0,

pois

i∗(Y ydΦ) =

p∑

α=1

fα(Y )(Hfα + σfα)Γ(0) .

Como M é mínima, então do Corolário 2.2 segue que i∗(Y ydΦ) = 0. Portanto,

i∗(XyY ydΦ) = 0 e i∗(LX(Y ydΦ)) = 0

pois X é um campo tangente ao longo de M . Como i∗d(XyY ydΦ) = d(i∗(XyY ydΦ)),

segue que I(X, Y ) = 0.

Agora, suponhamos que Y é um campo tangente ao longo de M e X um campo

diferenciável qualquer. Aplicando as propriedades da derivada de Lie, obtemos

I(X, Y ) = i∗(Xy(LY dΦ))

= i∗(LY (XydΦ)) + i∗([X, Y ]ydΦ).

Novamente, como M é mínima e Y é um campo tangente ao longo de M , então I(X, Y ) =

0. Portanto,
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I(W̃ , W̃ ) = I(W̃⊤ + W̃⊥, W̃⊤ + W̃⊥)

= I(W̃⊥, W̃⊥).

Lema 3.10. Para cada α = 1, . . . , p

i∗(L
W̃
fα) = i∗(L

W̃⊥f
α) = 0.

Demonstração. Se X ∈ TM , então fα(X) = 0 para α = 1, . . . , p e assim

0 = L
W̃
(fα(X)) = L

W̃
fα(X) + fα(L

W̃
X) = L

W̃
fα(X) + fα([W̃ ,X]) .

Recordamos que associado ao campo W̃ , existe um grupo a 1-parâmetro de difeomor-

fismo ρu e (ρu)∗(TOs) = TOu+s. Assim, [W̃ ,X] é um campo tangente a Ou e portanto

fα([W̃ ,X]) = 0.

Do mesmo modo,

0 = L
W̃⊤(f

α(X)) = L
W̃⊤f

α(X)+fα(L
W̃⊤X) = L

W̃⊤f
α(X)+fα([W̃⊤, X]) = L

W̃⊤f
α(X) .

Como [W̃⊤, X] é tangente a Ou, segue que L
W̃⊥f

α
∣∣
Ou

= 0.

No próximo lema, obtemos um referencial especial no ponto p0.

Lema 3.11. Existe uma base adaptada f̃1, . . . , f̃n em TG satisfazendo

1. f̃j(p0) = fj(p0) ∀ j = 1, . . . , n

2. As 1-formas de conexão ω̃j
k para f̃j satisfazem

ω̃
j
k(p0) = 0 1 ≤ j, k ≤ p

ω̃r
s(p0) = 0 p+ 1 ≤ r, s ≤ d1

(3.10)
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Demonstração. Definimos a base f̃1, . . . , f̃n como

f̃j =
n∑

i=1

bijfi for j = 1, . . . , n

em que (bij) é uma matriz de funções tal que

(i) (bij) é ortogonal, ou seja, (bij)
−1 = b

j
i ;

(ii) bkα = bαk = 0 para α = 1, . . . , p e k = p+ 1, . . . , n;

(iii) bij = δij para i = d1 + 1, . . . , n, j = 1, . . . , n e para i = 1, . . . , n, j = d1 + 1, . . . , n;

(iv) (bij(p0)) = Idn.

A condição (i) significa que f̃1, . . . , f̃d1 é ortonormal em D. A condição (ii) significa

que f̃α, α = 1, . . . , p são normais horizontais a Ou, enquanto que f̃j, j = p + 1, . . . , n são

tangentes a Ou. A condição (iii) significa que f̃r = fr para r = d1 +1, . . . , n e a condição

(iv) que a base f̃1, . . . , f̃n coincide com a base f1, . . . , fn em p0.

Como f̃r = fr, r = d1 + 1, . . . , n, então

Aα
r =

p∑

β=1

Ãβ
r b

α
β ou Ãα

r =

p∑

β=1

Aβ
r b

β
α, α = 1, . . . , p .

Relacionamos as 1-formas duais f̃ i com as 1-formas duais f i por

f̃ j =
n∑

i=1

bijf
i e f̃ j(p0) = f j(p0), j = 1, . . . , n

e as relações inversas são

f j =

d1∑

i=1

b
j
i f̃

i, j = 1, . . . , n .

Assim, as 1-formas de conexão correspondentes ω̃α
j para α = 1, . . . , p satisfazem

−
n∑

j=1

ω̃α
j ∧ f̃ j +

n∑

k=d1+1

Ãα
kT

k
= df̃α =

p∑

β=1

(dbβα ∧ fβ + bβαdf
β)

=
n∑

k=1

p∑

β=1

(
b
β
kdb

β
α −

n∑

l=1

bβαω̄
β
l b

l
k

)
∧ f̃k+

p∑

β=1

n∑

k=d1+1

bβαA
β
k T̄

k

=
n∑

k=1

p∑

β=1

(
b
β
kdb

β
α −

n∑

l=1

bβαω̄
β
l b

l
k

)
∧ f̃k +

n∑

k=d1+1

Ãα
k T̄

k
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Portanto,

ω̃α
γ =−

p∑

β=1

(
bβγdb

β
α −

p∑

δ=1

bβαω̄
β
δ b

δ
γ

)
(3.11)

para α, γ = 1, . . . , p.

Analogamente, para j = p+ 1, . . . , d1, obtemos

df̃ j = −
n∑

i=1

ω̃
j
i ∧ f̃ i

e assim

ω̃
j
k =−

d1∑

l=p+1

(
blkdb

l
j −

d1∑

m=p+1

bljω̄
l
mb

m
k

)
(3.12)

para j, k = p+ 1, . . . , d1.

Portanto,

ω̃α
γ (p0) = ω̄α

γ (p0)− dbγα(p0), α, γ = 1, . . . , p .

ω̃
j
k(p0) = ω̄

j
k(p0)− dbkj (p0), j, k = p+ 1, . . . , d1.

É possível escolher as matrizes (bγα) e (bkj ) tal que

dbγα(p0) = ω̄α
γ (p0) α, γ = 1, . . . , p . (3.13)

dbkj (p0) = ω̄
j
k(p0) j, k = p+ 1 . . . , d1. (3.14)

De fato, sejam X um campo unitário definido em uma vizinhança de p0 e

bγα(exp(tX)) = exp(tω̄α
γ (X)) α, γ = 1 . . . , p (3.15)

bkj (exp(tX)) = exp(tω̄j
k(X)) j, k = p+ 1, . . . , d1 (3.16)

b
γ
j = bjγ = 0 (3.17)

em que exp do lado esquerdo é a exponencial de G e a do lado direito é a exponencial de

matrizes.

Diferenciando (3.15) e (3.16) no instante t = 0, obtemos, respectivamente, (3.13) e

(3.14).
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Usando o Lema 3.11, obtemos as seguintes relação:

Lema 3.12. Para j = p+ 1, . . . , d1,

i∗(L
W̃
f j) = −

n∑

k=p+1

ω
j
k(W̃ )fk +

n∑

k=1

fk(W̃ )ωj
k + d(f j(W̃ ))

e

i∗(L
W̃⊥f

j) = −
n∑

k=p+1

ω
j
k(W̃

⊥)fk +

p∑

α=1

fα(W̃⊥)ωj
α .

Em p0, obtemos

i∗(L
W̃⊥f

j) = −
n∑

k=d1+1

ω
j
k(W

⊥)fk +

p∑

α=1

fα(W⊥)ωj
α = −

n∑

k=d1+1

ω
j
k(W

⊥)fk − 〈AW⊥ , fj〉p0 .

Demonstração. Segue diretamente das propriedades de derivada de Lie e das equações de

estruturas da Seção 1.3 que

L
W̃
f j = −

n∑

k=1

ω
j
k(W̃ )fk +

n∑

k=1

fk(W̃ )ωj
k + d(f j(W̃ ))

e portanto as duas fórmulas são satisfeitas. Em particular, segue do Lema 3.11 que em

p0, ω
j
k = 0 se j, k = p+ 1, . . . , d1.

Lema 3.13. Para r = d1 + 1, . . . , n

i∗{L
W̃
f r} = W̃yT

r
+ d(f r(W̃ )) e i∗{L

W̃⊥f
r} = W̃⊥

yT
r
.

Demonstração. Para r = d1 + 1, . . . , n,

L
W̃
f r = W̃ydf r + d(f r(W̃ )) = W̃yT

r
+ d(f r(W̃ )) .

Destacamos agora, o terceiro Teorema principal desta tese.

Teorema 3.14. Seja i :M → G uma imersão mínima e não-horizontal de uma variedade

orientada M com bordo ∂M e de dimensão (n− p), em um grupo de Lie estratificado G
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de dimensão n. Seja F : (−ǫ, ǫ) ×M → G uma variação de i = F (0) : M → G por

imersões com campo variacional W e seja W̃ = ∂F
∂u

. Se Γ(u) é a forma volume em M

determinada pela estrutura subriemanniana de G e a orientação de M , então

Γ̈(0) =
(
−〈LW⊥,W⊥〉 − traço(A2

W⊥) + traço(AW⊥ ◦ (W⊥
yT

⊤
))− 〈T⊥

(W⊥, τ),W⊥〉

+

d1∑

i=p+1

(
〈W⊥, T

⊤
(∇⊥

fi
W⊥, fi)〉+ 〈W⊥, T

⊤
(W⊥, S(fi, fi))〉−〈W⊥, T

⊤
(AW⊥(fi), fi)〉

+〈W⊥, S(fi, T
⊤
(W⊥, fi))〉+ 〈∇⊥

fi
W⊥, T

⊥
(W⊥, fi)〉+〈T⊥

(W⊥, fi), T
⊥
(W⊥, fi)〉

)

+
n∑

j=d1+1

(
T

j
(W⊥, T

⊥
(W⊥, fj)) + T

j
(W⊥,∇⊥

fj
W⊥)

))
Γ(0)

+ d
(
([W̃⊥, W̃⊤]⊤ + div (W⊤)W⊤)yΓ(0)

)
.

Demonstração. A prova consiste em calcular os dois termos de (3.9) para u = 0, isto é,

Γ̈(0) = i∗{L
W̃
(W̃ydΦ)}+ i∗{L

W̃
d(W̃yΦ)}

= i∗{L
W̃
(W̃ydΦ)}+ d(i∗{L

W̃
(W̃yΦ)}) . (3.18)

Recordamos que

dΦ =

p∑

α=1

(Hfα + σfα)f
α ∧ Φ +

p∑

α,β=1

Ωαβf
α ∧Ψ, (3.19)

em que Ψ = f p+1 ∧ · · · ∧ fβ ∧ · · · ∧ fn e Ωαβ =
∑d1

i=p+1 ω
i
α(fβ) +

1
2

∑n

j=d1+1 T
j
(fα, fβ) .

Para simplificar, reescrevemos (3.19) como

dΦ =

p∑

α=1

fα ∧ µα , (3.20)

em que

µα = (Hfα + σfα)Φ +

p∑

β=1

ΩαβΨ .

Iniciamos agora a prova do primeiro termo de (3.18).
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Usando o Lema 3.9 e a igualdade (3.20) obtemos que

i∗(L
W̃
(W̃ydΦ)) = i∗(L

W̃⊥(W̃
⊥
ydΦ)

= i∗(W̃⊥
yd(W̃⊥

ydΦ))

= i∗(W̃⊥
yL

W̃⊥dΦ)

=

p∑

α=1

i∗(W̃⊥
yL

W̃⊥(f
α ∧ µα))

=

p∑

α=1

i∗(W̃⊥
y(L

W̃⊥f
α ∧ µα + fα ∧ L

W̃⊥µα))

=

p∑

α=1

(i∗(W̃⊥
yL

W̃⊥f
α)i∗µα − i∗(L

W̃⊥f
α) ∧ i∗(W̃⊥

yµα)

+ i∗(W̃⊥
yfα)i∗(L

W̃⊥µα)− i∗fα ∧ i∗(W̃⊥
yL

W̃⊥µα)) .

Como M é mínima, ou seja, Hξ + σξ = 0 para todo ξ ∈ TM⊥ e

i∗Ψ = i∗f p+1 ∧ . . . ∧ i∗fβ ∧ . . . ∧ i∗fn = 0,

pois i∗fβ = 0, então

i∗µα = i∗(Hfα + σfα)i
∗Φ +

p∑

β=1

i∗(Ωαβ)i
∗Ψ = 0 .

Portanto, aplicando o Lema 3.10, i∗fα = 0 e i∗µα = 0 obtemos que

i∗(L
W̃
(W̃ydΦ)) =

p∑

α=1

i∗{W̃⊥
y(fα ∧ L

W̃⊥µα)}

=

p∑

α=1

fα(W̃⊥)i∗(L
W̃⊥µα) .

Notemos que

i∗(L
W̃⊥µα) = (L

W̃⊥(Hfα + σfα))i
∗Φ + (Hfα + σfα)i

∗(L
W̃⊥Φ)

+

p∑

β=1

(
(L

W̃⊥(Ωαβ))i
∗Ψ+ Ωαβi

∗(L
W̃⊥Ψ)

)
.
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Como i∗Ψ = 0 e i∗(L
W̃⊥f

β) = 0 (Lema 3.10), segue que i∗(L
W̃⊥Ψ) = 0. Além disso, M é

mínima e assim

i∗(L
W̃⊥µα) = (L

W̃⊥(Hfα + σfα))i
∗Φ,

Portanto,

i∗(L
W̃
(W̃ydΦ)) =

p∑

α=1

fα(W̃⊥)(L
W̃⊥(Hfα + σfα))Γ(0)

=

p∑

α=1

fα(W̃⊥)(L
W̃⊥Hfα)Γ(0) +

p∑

α=1

fα(W̃⊥)(L
W̃⊥σfα)Γ(0) . (3.21)

A seguir, desenvolveremos o primeiro termo de (3.21).

p∑

α=1

fα(W̃⊥)L
W̃⊥Hfα =

p∑

α=1

d1∑

i=p+1

fα(W̃⊥)L
W̃⊥(ω

i
α(fi))

=

p∑

α=1

d1∑

i=p+1

fα(W̃⊥)(L
W̃⊥ω

i
α)(fi)

+

p∑

α=1

d1∑

i=p+1

fα(W̃⊥)ωi
α([W̃

⊥, fi]) .

Por outro lado, como [W̃⊥, fi] ∈ TM (prova do Lema 3.10), segue que

[W̃⊥, fi] = (∇
W̃⊥fi)

⊤ − (∇fiW̃
⊥)⊤ − T

⊤
(W̃⊥, fi) .

Em p0, segue do Lema 3.11 que (∇
W̃⊥fi)

⊤ =
∑d1

k=p+1 ω
k
i (W̃

⊥)fk = 0 e assim

ωi
α([W̃

⊥, fi]) = ωi
α(AW⊥(fi)− T

⊤
(W⊥, fi))

= −〈Afα(AW⊥(fi)), fi〉+ 〈Afα(T
⊤
(W⊥, fi)), fi〉 .

Dessa forma, em p0

p∑

α=1

d1∑

i=p+1

fα(W̃⊥)ωi
α([W̃

⊥, fi]) =

d1∑

i=p+1

(
−〈AW⊥(AW⊥(fi)), fi〉+ 〈AW⊥(T

⊤
(W⊥, fi)), fi〉

)

= −traço(A2
W⊥) + traço(AW⊥ ◦W⊥

yT
⊤
) .
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Então,

p∑

α=1

fα(W̃⊥)L
W̃⊥Hfα =

p∑

α=1

d1∑

i=p+1

fα(W⊥)(L
W̃⊥ω

i
α)(fi)

− traço(A2
W⊥) + traço(AW⊥ ◦ (W⊥

yT
⊤
)) .

Usando as formas de curvatura de G, segue que

L
W̃⊥ω

i
α = d(ωi

α(W̃
⊥))−

d1∑

k=1

(
ωk
α(W̃

⊥)ωi
k − ωi

k(W̃
⊥)ωk

α

)
.

Assim, em p0, i∗(LW̃⊥ω
i
α) = i∗(d(ωi

α(W̃
⊥))) e portanto

p∑

α=1

d1∑

i=p+1

fα(W̃⊥)(L
W̃⊥ω

i
α)(fi) =

p∑

α=1

d1∑

i=p+1

fα(W̃⊥)fi(ω
i
α(W̃

⊥)) .

Por outro lado, segue do Lema 3.10 que

0 = i∗(L
W̃⊥f

α) =i∗

(
W̃⊥

y(−
n∑

i=1

ωα
i ∧ f i + T̃ α) + d(fα(W̃⊥))

)

=i∗

(
−

n∑

i=p+1

ωα
i (W̃

⊥)f i +

p∑

β=1

fβ(W̃⊥)ωα
β + W̃⊥

yT̃ α + d(fα(W̃⊥))

)
.

Logo, para i = p+ 1, . . . , n

−ωα
i (W̃

⊥) = −fi(fα(W̃⊥))−
p∑

β=1

fβ(W̃⊥)ωα
β(fi)− T̃ α(W̃⊥, fi) (3.22)

e

−fi(ωα
i (W̃

⊥)) = −fi(fi(fα(W̃⊥)))−
p∑

β=1

fi(f
β(W̃⊥)ωα

β(fi))− fi(T̃
α(W̃⊥, fi)) .

Dessa forma,

p∑

α=1

d1∑

i=p+1

fα(W̃⊥)(L
W̃⊥ω

i
α)(fi) =−

p∑

α=1

d1∑

i=p+1

fα(W̃⊥)fi(fi(f
α(W̃⊥)))

−
p∑

α,β=1

d1∑

i=p+1

fα(W̃⊥)fi(f
β(W̃⊥)ωα

β(fi))

−
p∑

α=1

d1∑

i=p+1

fα(W̃⊥)fi(T̃
α(W̃⊥, fi)) .
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Em particular, no ponto p0

p∑

α=1

d1∑

i=p+1

fα(W̃⊥)(L
W̃⊥ω

i
α)(fi) =−

p∑

α=1

d1∑

i=p+1

fα(W̃⊥)fi(fi(f
α(W̃⊥)))

−
p∑

α=1

d1∑

i=p+1

fα(W̃⊥)fi(T̃
α(W̃⊥, fi)),

pois ωα
β = −ωβ

α e ωα
β(p0) = 0.

Afirmamos que em p0

p∑

α=1

d1∑

i=p+1

fα(W⊥)fi(fi(f
α(W⊥))) = 〈∆W⊥,W⊥〉 . (3.23)

De fato, lembramos que ∇fj =
∑d1

i=p+1 ω
i
j ⊗ fi, para j = p+ 1, . . . , n, assim

∆W⊥ =

d1∑

i=p+1

∇⊥
fi
∇⊥

fi
W⊥ −

d1∑

i=p+1

∇⊥
∇fi

fi
W⊥

=

d1∑

i=p+1

∇⊥
fi

p∑

β=1

(fi(f
β(W⊥)) +

p∑

δ=1

f δ(W⊥)ωβ
δ (fi))fβ

−
d1∑

i=p+1

p∑

β=1

(
∇fifi(f

β(W⊥)) +

p∑

δ=1

f δ(W⊥)ωβ
δ (∇fifi)

)
fβ

=

d1∑

i=p+1

p∑

β=1

fi

(
fi(f

β(W⊥)) +

p∑

δ=1

f δ(W⊥)ωβ
δ (fi)

)
fβ

+

d1∑

i=p+1

p∑

β=1

(
fi(f

β(W⊥)) +

p∑

δ=1

f δ(W⊥)ωβ
δ (fi)

)
∇⊥

fi
fβ

−
d1∑

i=p+1

p∑

β=1

(
∇fifi(f

β(W⊥)) +

p∑

δ=1

f δ(W⊥)ωβ
δ (∇fifi)

)
fβ .

Como ωβ
δ = −ωδ

β, segue que

〈
∆W⊥,W⊥

〉
=

d1∑

i=p+1

p∑

β=1

(
fi(fi(f

β(W⊥))) +

p∑

δ=1

fi(f
δ(W⊥))ωβ

δ (fi)

)
fβ(W⊥)

−
d1∑

i=p+1

p∑

β=1

∇fifi(f
β(W⊥))fβ(W⊥) .
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Assim, em p0 a igualdade (3.23) é satisfeita. Portanto,

p∑

α=1

d1∑

i=p+1

fα(W̃⊥)(L
W̃⊥ω

i
α)(fi) =− 〈∆W⊥,W⊥〉 −

p∑

α=1

d1∑

i=p+1

fα(W̃⊥)fi(T̃
α(W̃⊥, fi)) .

Agora, estamos no seguinte ponto da prova

p∑

α=1

fα(W̃⊥)L
W̃⊥Hfα =− 〈∆W⊥,W⊥〉 −

p∑

α=1

d1∑

i=p+1

fα(W̃⊥)fi(T̃
α(W̃⊥, fi))

− traço(A2
W⊥) + traço(AW⊥ ◦ (W⊥

yT
⊤
)) .

Finalizamos o primeiro termo de (3.21), desenvolvendo a soma

d1∑

i=p+1

p∑

α=1

fα(W̃⊥)fi(T̃
α(W̃⊥, fi)) . (3.24)

Para isso, usaremos os seguintes lemas:

Lema 3.15.

∇T = 0 e ∇T
j
= 0 .

Demonstração. De fato, para j 6= k,

∇eiT (ej, ek) = ∇ei(T (ej, ek))− T (∇eiej, ek)− T (ej,∇eiek) = −cljk∇eiel = 0.

Também,

∇T
j
= ∇(f j ◦ T ) = ∇f j ◦ T + f j ◦ ∇T = 0.

Lema 3.16.

〈T⊥
(X, Y ), ξ〉 = −〈T⊤

(X, Y ), ξ〉, ∀ X, Y ∈ TG e ξ ∈ D .

Demonstração. De fato, T =
∑n

j=d1+1 T
j ⊗ ej e portanto

0 = 〈T (X, Y ), ξ〉 = 〈T⊥
(X, Y ) + T

⊤
(X, Y ), ξ〉
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Como fi(T̃ α(W̃⊥, fi)) = fi〈fα, T
⊥
(W̃⊥, fi)〉, pelo Lema 3.16, segue que

fi(T̃
α(W̃⊥, fi)) = −fi〈fα, T

⊤
(W̃⊥, fi)〉

= −〈∇fifα, T
⊤
(W̃⊥, fi)〉 − 〈fα,∇fi(T

⊤
(W̃⊥, fi))〉

= −〈(∇fifα)
⊤, T

⊤
(W̃⊥, fi)〉 −

n∑

k=d1+1

〈fα,∇fi(T
k
(W̃⊥, fi)fk)〉 .

Usando o Lema 3.15 e que 〈fi, fj〉 = 0 para i = p+ 1, . . . , d1 e j = d1 + 1, . . . , n, obtemos

fi(T̃
α(W̃⊥, fi)) = −

n∑

k=d1+1

(〈fα, T
k
(∇fiW̃

⊥, fi)fk〉+ 〈fα, T
k
(W̃⊥,∇fifi)fk〉

+ 〈fα, T
k
(W̃⊥, fi)∇fifk〉)

= −〈fα, T
⊤
(∇fiW̃

⊥, fi)〉 − 〈fα, T
⊤
(W̃⊥,∇fifi)〉

−
n∑

k=d1+1

〈fα, T
k
(W̃⊥, fi)∇fifk〉

= 〈fα, T
⊤
(A

W̃⊥(fi), fi)〉 − 〈fα, T
⊤
(∇⊥

fi
W̃⊥, fi)〉 − 〈fα, T

⊤
(W̃⊥, (∇fifi)

⊤)〉

− 〈fα, T
⊤
(W̃⊥, S(fi, fi))〉 −

n∑

k=d1+1

(〈fα, T
k
(W̃⊥, fi)(∇fifk)

⊤〉

+ 〈fα, T
k
(W̃⊥, fi)S(fi, fk)〉 .

Assim, em p0

p∑

α=1

d1∑

i=p+1

fα(W̃⊥)fi(T̃
α(W̃⊥, fi)) =

d1∑

i=p+1

(
〈W⊥, T

⊤
(AW⊥(fi), fi)〉 − 〈W⊥, T

⊤
(∇⊥

fi
W̃⊥, fi)〉

−〈W⊥, T
⊤
(W⊥, S(fi, fi))〉−〈W⊥, S(fi, T

⊤
(W⊥, fi))〉

)
.

Portanto,

p∑

α=1

fα(W̃⊥)L
W̃⊥Hfα =− 〈∆W⊥,W⊥〉 − traço(A2

W⊥) + traço(AW⊥ ◦ (W⊥
yT

⊤
))

+

d1∑

i=p+1

(
〈W⊥, T

⊤
(∇⊥

fi
W⊥, fi) + 〈W⊥, T

⊤
(W⊥, S(fi, fi))〉

−〈W⊥, T
⊤
(AW⊥(fi), fi)〉+ 〈W⊥, S(fi, T

⊤
(W⊥, fi))〉

)
. (3.25)
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Vamos agora para o segundo termo de (3.21).

Notemos que

L
W̃⊥σfα =

n∑

j=d1+1

L
W̃⊥(T

j
(fα, fj)) =

n∑

j=d1+1

W̃⊥(T
j
(fα, fj)) .

Então,

L
W̃⊥σfα =

n∑

j=d1+1

(∇
W̃⊥T

j
)(fα, fj) + T

j
(∇

W̃⊥fα, fj) + T
j
(fα,∇W̃⊥fj) .

Usando o Lema 3.15 e que (∇
W̃⊥fα)

⊥ = 0 em p0 (Lema 3.11) segue que

L
W̃⊥σfα =

n∑

j=d1+1

T
j
((∇

W̃⊥fα)
⊤, fj) + T

j
(fα, (∇W̃⊥fj)

⊤) + T
j
(fα, (∇W̃⊥fj)

⊥) .

Observamos que

(∇
W̃⊥fα)

⊤ =

d1∑

i=p+1

ωi
α(W̃

⊥)fi .

Por (3.22), segue que em p0

(∇
W̃⊥fα)

⊤ = −
d1∑

i=p+1

fi(f
α(W̃⊥))fi −

d1∑

i=p+1

T̃ α(W̃⊥, fi)fi .

Analogamente,

(∇
W̃⊥fj)

⊤ =

d1∑

i=p+1

ωi
j(W̃

⊥)fi

e por (1.9) temos que

ωi
j = −

p∑

γ=1

A
γ
jω

i
γ .

Assim,

(∇
W̃⊥fj)

⊤ =−
d1∑

i=p+1

p∑

γ=1

A
γ
jω

i
γ(W̃

⊥)fi

=

d1∑

i=p+1

p∑

γ=1

A
γ
j fi(f

γ(W̃⊥))fi +

d1∑

i=p+1

p∑

γ=1

A
γ
j T̃

γ(W̃⊥, fi)fi .
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Portanto, em p0

L
W̃⊥σfα =−

n∑

j=d1+1

d1∑

i=p+1

fi(f
α(W̃⊥))T

j
(fi, fj)−

n∑

j=d1+1

d1∑

i=p+1

T̃ α(W̃⊥, fi)T
j
(fi, fj)

+
n∑

j=d1+1

d1∑

i=p+1

p∑

γ=1

A
γ
j fi(f

γ(W̃⊥))T
j
(fα, fi)+

n∑

j=d1+1

d1∑

i=p+1

p∑

γ=1

A
γ
j T̃

γ(W̃⊥, fi)T
j
(fα, fi)

+
n∑

j=d1+1

T
j
(fα, (∇W̃⊥fj)

⊥) .

Observamos que em p0

T
j
(fα, (∇W̃⊥fj)

⊥) =T
j
(fα, (T (W̃

⊥, fj) +∇fjW̃
⊥ + [W̃⊥, fj])

⊥)

=T
j
(fα, T

⊥
(W⊥, fj)) + T

j
(fα,∇

⊥

fj
W̃⊥),

pois [W̃⊥, fj ] ∈ TM .

Finalmente, como τ =
∑d1

i=p+1

∑n

j=d1+1 T
j
(fi, fj)fi e T̃ δ =

∑n

j=d1+1A
δ
jT

j
, para δ =

1, . . . , p, então

p∑

α=1

fα(W̃⊥)L
W̃⊥σfα =− 〈∇⊥

τ W
⊥,W⊥〉 − 〈T⊥

(W⊥, τ),W⊥〉

+

d1∑

i=p+1

(
〈∇⊥

fi
W⊥, T

⊥
(W⊥, fi)〉+ 〈T⊥

(W⊥, fi), T
⊥
(W⊥, fi)〉

)

+
n∑

j=d1+1

(
T

j
(W⊥, T

⊥
(W⊥, fj)) + T

j
(W⊥,∇⊥

fj
W⊥)

)
. (3.26)

Substituindo (3.25) e (3.26) em (3.21) obtemos

i∗(L
W̃
(W̃ydΦ)) =

(
−〈LW⊥,W⊥〉 − traço(A2

W⊥) + traço(AW⊥ ◦ (W⊥
yT

⊤
))

−〈T⊥
(W⊥, τ),W⊥〉+

d1∑

i=p+1

(
〈W⊥, T

⊤
(∇⊥

fi
W⊥, fi)〉

+〈W⊥, T
⊤
(W⊥, S(fi, fi))〉−〈W⊥, T

⊤
(AW⊥(fi), fi)〉

+ 〈W⊥, S(fi, T
⊤
(W⊥, fi))〉+ 〈∇⊥

fi
W⊥, T

⊥
(W⊥, fi)〉

+〈T⊥
(W⊥, fi), T

⊥
(W⊥, fi)〉

)
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+
n∑

j=d1+1

(
T

j
(W⊥, T

⊥
(W⊥, fj)) + T

j
(W⊥,∇⊥

fj
W⊥)

))
Γ(0) .

Finalmente, vamos para o último termo de (3.18).

i∗(L
W̃
(W̃yΦ)) = i∗(W̃yL

W̃
Φ)

= i∗(W̃y

n∑

j=p+1

f p+1 ∧ . . . ∧ L
W̃
f j ∧ . . . ∧ fn

︸ ︷︷ ︸
:=F

).

Assim,

(−1)k−p+1F (fp+1, . . . , f̂k, . . . , fn) =
n∑

j=p+1

f p+1 ∧ . . . ∧ L
W̃
f j ∧ . . . ∧ fn(fp+1, . . . , W̃ , . . . , fn)

=
n∑

j=p+1
j 6=k

f p+1 ∧ . . . ∧ L
W̃
f j ∧ . . . ∧ fn(fp+1, . . . , W̃ , . . . , fn)

+ f p+1 ∧ . . . ∧ L
W̃
fk ∧ . . . ∧ fn(fp+1, . . . , W̃ , . . . , fn)

=
n∑

j=p+1
j 6=k

(
fk(W̃ )L

W̃
f j(fj)− fk(fj)LW̃

f j(W̃ )
)

+ L
W̃
fk(W̃ )−

n∑

j=p+1
j 6=k

L
W̃
fk(fj)f

j(W̃ )

=L
W̃
fk(W̃ )−

n∑

j=p+1
j 6=k

f j(W̃ )L
W̃
fk(fj) +

n∑

j=p+1
j 6=k

fk(W̃ )L
W̃
f j(fj)

=L
W̃
fk(W̃ )−

n∑

j=p+1

L
W̃
fk(f j(W̃ )fj) +

n∑

j=p+1

fk(W̃ )L
W̃
f j(fj)

=L
W̃
fk(W̃ )− L

W̃
fk(W̃⊤) +

n∑

j=p+1

fk(W̃ )L
W̃
f j(fj)

=L
W̃
fk(W̃⊥) +

n∑

j=p+1

fk(W̃ )L
W̃
f j(fj) .
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Aplicando os Lemas 3.12 e 3.13 segue que

n∑

j=p+1

L
W̃
f j(fj) =

d1∑

j=p+1

p∑

α=1

fα(W̃⊥)ωj
α(fj) +

n∑

j=p+1

n∑

l=p+1

f l(W̃ )ωj
l (fj)

+
n∑

j=d1+1

T
j
(W̃ , fj) +

n∑

j=p+1

d(f j(W̃ ))(fj)

=

d1∑

j=p+1

p∑

α=1

fα(W̃⊥)ωj
α(fj) +

n∑

j=d1+1

T
j
(W̃⊥, fj)

+
n∑

j=p+1

n∑

l=p+1

f l(W̃ )ωj
l (fj) +

n∑

j=d1+1

T
j
(W̃⊤, fj) +

n∑

j=p+1

fj(f
j(W̃⊤)) .

Como M é mínima,
n∑

j=p+1

L
W̃
f j(fj) =

n∑

j=p+1

n∑

l=p+1

f l(W̃ )ωj
l (fj) +

n∑

j=d1+1

T
j
(W̃⊤, fj) +

n∑

j=p+1

fj(f
j(W̃⊤)) .

Mas, por (3.2)

divW̃⊤ = −traço (L
W̃⊤ −∇

W̃⊤) =
n∑

k=p+1

fk(∇
W̃⊤fk − [W̃⊤, fk]) .

Então,

divW̃⊤ =
n∑

k=p+1

fk(∇fkW̃
⊤ + T (W̃⊤, fk)) =

n∑

k=p+1

fk(∇fkW̃
⊤) +

n∑

k=d1+1

T
k
(W̃⊤, fk),

pois T =
∑n

j=d1+1 T
j ⊗ fj. Além disso,

∇fkW̃
⊤ =∇fk(

n∑

j=p+1

f j(W̃⊤)fj)

=
n∑

j=p+1

f j(W̃⊤)∇fkfj +
n∑

j=p+1

fk(f
j(W̃⊤))fj

=
n∑

j=p+1

d1∑

i=p+1

f j(W̃⊤)ωi
j(fk)fi +

n∑

j=p+1

fk(f
j(W̃⊤))fj .

Então,

divW̃⊤ =
n∑

j=p+1

d1∑

k=p+1

f j(W̃⊤)ωk
j (fk) +

n∑

k=p+1

fk(f
k(W̃⊤)) +

n∑

k=d1+1

T
k
(W̃⊤, fk)



89

e portanto,
n∑

k=p+1

L
W̃
fk(fk) = div W̃⊤ .

Assim, para k = p+ 1, · · · , n segue que

L
W̃
fk(W̃⊥) = L

W̃
(fk(W̃⊥))− fk([W̃⊤, W̃⊥]) = fk([W̃⊥, W̃⊤]).

Então,

(−1)k−p+1F (fp+1, . . . , f̂k, . . . , fn) = fk(W̃ ) div W̃⊤ + fk([W̃⊥, W̃⊤])

que é equivalente a

i∗(L
W̃
(W̃yΦ)) = ([W̃⊥, W̃⊤]⊤ + div (W̃⊤)W̃⊤)yΓ(0) . (3.27)

Concluímos assim, a prova do Teorema 3.14 para todo ponto p0 tal que Wp0 não é

tangente a i(M).

O caso geral, conforme prova do Teorema 2.1, basta considerarmos o grupo de Lie

estratificado subriemanniano (G,D, 〈·, ·〉) e a variação F : (−ǫ, ǫ)×M → G definida por

F(u, p) = (F (u, p), u) com campo variacional W(p) = (W (p), 1).

Corolário 3.17. Seja i : M → G uma imersão mínima não-horizontal e compacta de

uma variedade orientada M com bordo ∂M e de dimensão (n− p), em um grupo de Lie

estratificado G de dimensão n. Seja F : (−ǫ, ǫ) ×M → G uma variação de i = F (0) :

M → G por imersões com campo variacional W e seja W̃ = ∂F
∂u

. Se V (u) é o elemento

volume em M determinado por Γ(u) e a orientação de M , então

V̈ (0) =

∫

M

(
−〈LW⊥,W⊥〉 − traço(A2

W⊥) + traço(AW⊥ ◦ (W⊥
yT

⊤
))− 〈T⊥

(W⊥, τ),W⊥〉

+

d1∑

i=p+1

(
〈W⊥, T

⊤
(∇⊥

fi
W⊥, fi)〉+ 〈W⊥, T

⊤
(W⊥, S(fi, fi))〉−〈W⊥, T

⊤
(AW⊥(fi), fi)〉

+〈W⊥, S(fi, T
⊤
(W⊥, fi))〉+ 〈∇⊥

fi
W⊥, T

⊥
(W⊥, fi)〉+ 〈T⊥

(W⊥, fi), T
⊥
(W⊥, fi)〉

)

+
n∑

j=d1+1

(
T

j
(W⊥, T

⊥
(W⊥, fj)) + T

j
(W⊥,∇⊥

fj
W⊥)

)
Γ(0)

+

∫

∂M

(
[W̃⊥, W̃⊤]⊤ + div (W⊤)W⊤

)
yΓ(0) .
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Em particular, se F é uma variação que mantém ∂M fixada, então

V̈ (0) =

∫

M

(
−〈LW⊥,W⊥〉 − traço(A2

W⊥) + traço(AW⊥ ◦ (W⊥
yT

⊤
))− 〈T⊥

(W⊥, τ),W⊥〉

+

d1∑

i=p+1

(
〈W⊥, T

⊤
(∇⊥

fi
W⊥, fi)〉+ 〈W⊥, T

⊤
(W⊥, S(fi, fi))〉− 〈W⊥, T

⊤
(AW⊥(fi), fi)〉

+〈W⊥, S(fi, T
⊤
(W⊥, fi))〉+ 〈∇⊥

fi
W⊥, T

⊥
(W⊥, fi)〉+〈T⊥

(W⊥, fi), T
⊥
(W⊥, fi)〉

)

+
n∑

j=d1+1

(
T

j
(W⊥, T

⊥
(W⊥, fj)) + T

j
(W⊥,∇⊥

fj
W⊥)

)
Γ(0) .

Definição 3.18. Sejam G um grupo de Lie estratificado n-dimensional e M ⊂ G uma

subvariedade não-horizontal, orientada, compacta com bordo ∂M e mínima. Dizemos que

M é estável se

V̈ (0) =
d2

du2

(∫

M

Γ(u)

)∣∣∣∣
u=0

≥ 0

para toda variação que mantém ∂M fixada.



Capítulo 4

Algumas aplicações do Teorema 3.14

Neste capítulo apresentamos algumas aplicações do Teorema 3.14, em especial do Corolário

3.17. Destacamos o caso de hipersuperfícies mínimas em H
2 e as hipersuperfícies mín-

imas verticais de um grupo Lie estratificado G. Mostramos também uma condição de

estabilidade para superfícies mínimas em H
1.

4.1 Estabilidade de hipersuperfícies

Seja M ⊂ G uma hipersuperfície não-horizontal. O espaço normal horizontal TM⊥ é 1-

dimensional e gerado por f1 e a componente normal horizontal deW é da formaW⊥ = wf1

para alguma função suave w : G → R. Decorre da graduação da álgebra de Lie g que

T
j
(W⊥, fj) = T

j
(wf1, ej − A1

jf1) = wT
j
(f1, ej) = 0, j = d1 + 1, . . . , n. (4.1)

Nas condições do Corolário 3.17, se M é uma hipersuperfície não-horizontal mínima,

então
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V̈ (0) =

∫

M

(
−〈LW⊥,W⊥〉 − traço(A2

W⊥) + traço(AW⊥ ◦ (W⊥
yT

⊤
))− 〈T⊥

(W⊥, τ),W⊥〉

+

d1∑

i=p+1

(
〈W⊥, T

⊤
(∇⊥

fi
W⊥, fi)〉 −〈W⊥, T

⊤
(AW⊥(fi), fi)〉+ 〈W⊥, S(fi, T

⊤
(W⊥, fi))〉

+〈∇⊥

fi
W⊥, T

⊥
(W⊥, fi)〉+ 〈T⊥

(W⊥, fi), T
⊥
(W⊥, fi)〉

))
Γ(0) . (4.2)

Notemos que

〈W⊥, T
⊤
(∇fiW

⊥, fi)〉 = 〈wf1, T
⊤
(∇fi(wf1), fi)〉

= wfi(w)〈f1, T
⊤
(f1, fi)〉

= 〈fi(w)f1, T
⊤
(wf1, fi)〉

= 〈∇⊥

fi
W⊥, T

⊤
(W⊥, fi)〉

= −〈∇⊥

fi
W⊥, T

⊥
(W⊥, fi)〉 .

Também, como

τ =
n∑

j=d1+1

d1∑

i=2

T
j
(fi, fj)fi

=
n∑

j=d1+1

d1∑

i=2

T
j
(fi, ej − A1

jf1)fi

= −
n∑

j=d1+1

d1∑

i=2

A1
jT

j
(fi, f1)fi

= −
d1∑

i=2

〈f1, T
⊥
(fi, f1)fi,

segue que

〈T⊥
(W⊥, τ),W⊥〉 = 〈T⊥

(W⊥, fi),W
⊥〉〈f1, T

⊥
(f1, fi)〉

= w〈T⊥
(W⊥, fi), f1〉〈f1, T

⊥
(f1, fi)〉

= 〈T⊥
(W⊥, fi), 〈f1, T

⊥
(wf1, fi)f1〉

= 〈T⊥
(W⊥, fi), T

⊥
(W⊥, fi)〉 .
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Além disso,

LW⊥ = L(wf1)

= ∆(wf1) +∇⊥
τ (wf1)

= (∆w)f1 + 2fi(w)∇⊥
fi
f1 − w∇⊥

∇fi
fi
f1 + w∇⊥

fi
∇⊥

fi
f1 + τ(w)f1 + w∇⊥

τ f1

= (Lw)f1 + 2fi(w)∇⊥
fi
f1 − w∇⊥

∇fi
fi
f1 + w∇⊥

fi
∇⊥

fi
f1 + w∇⊥

τ f1 .

Como ∇⊥f1 = 0, pois 〈f1, f1〉 = 1 e da compatibidade 〈∇⊥f1, f1〉 = 0, então

LW⊥ = (Lw)f1 .

Portanto, substituindo as igualdades acima na equação 4.2 obtemos

V̈ (0) =

∫

M

(
−〈LW⊥,W⊥〉 − traço(A2

W⊥) + traço(AW⊥ ◦ (W⊥
yT

⊤
))

+

d1∑

i=2

(
〈W⊥, S(fi, T

⊤
(W⊥, fi))〉 − 〈W⊥, T

⊤
(AW⊥(fi), fi)〉

))
Γ(0)

=

∫

M

(
−wLw + w2

(
−traço(A2

f1
) + traço(Af1 ◦ (f1yT

⊤
)) +

d1∑

i=2

〈f1, S(fi, T
⊤
(f1, fi))〉

−
d1∑

i=2

〈f1, T
⊤
(Af1(fi), fi)〉

))
Γ(0) .

Consequentemente, reescrevemos o Corolário 3.17 para o caso de hipersuperfícies não-

horizontais mínimas como

Corolário 4.1. Seja i :M → G uma imersão não-horizontal mínima e compacta de uma

variedade orientada M , (n− 1)-dimensional com bordo ∂M sobre um grupo estratificado

n-dimensional G. Sejam F : (−ǫ, ǫ) × M → G uma variação de i = F0 : M → G

por imersões com campo variacional W e W̃ = ∂F
∂u

. Se V (u) é o elmento volume de M

determinado por Γ(u) e a orientação M e F é uma variação que mantém ∂M fixada,

então

V̈ (0) =

∫

M

(
|gradw|2 + w2

(
−traço(A2

f1
) + traço(Af1 ◦ (f1yT

⊤
))

+

d1∑

i=2

〈f1, S(fi, T
⊤
(f1, fi))〉 −

d1∑

i=2

〈f1, T
⊤
(Af1(fi), fi)〉

))
Γ(0) .
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4.1.1 Critério de estabilidade para as hipersuperfícies não-hori-

zontais

Conhecemos da teoria de subvariedades euclidianas que os gráficos mínimos de R
n+1 são

estáveis, ver por exemplo [34]. Com a mesma técnica, mostraremos uma condição para

estabilidade de hipersuperfícies não-horizontais mínimas imersas em um grupo de Lie

estratificado G. Antes, mostraremos dois resultados.

Proposição 4.2. Sejam M uma hipersuperfície não-horizontal mínima de um grupo de

Lie estratificado G e a ∈ g tal que ∇Xa = 0, ∀X ∈ TM . Então,

∆〈a, f1〉 =− 〈a, f1〉(traço(A2
f1
) +

d1∑

i=2

〈T⊤
(Af1(fi), fi), f1〉)

+

d1∑

i,k=2

〈a, fk〉
(
〈S(T⊤

(fi, fk), fi), f1〉+ 〈S(fi, T
⊤
(fi, fk)), f1〉+ 〈Af1(τ), fk〉

)
.

Demonstração. Sejam p0 ∈M e f2, . . . , fd1 base de TM ∩D tal que ∇fi = 0 em p0, para

todo i = 2, . . . , d1. Então, em p0 obtemos

∆〈a, f1〉 =
d1∑

i=2

fi(fi(〈a, f1〉)) =
d1∑

i=2

fi(〈a,∇fif1〉) =
d1∑

i=2

〈a,∇fi∇fif1〉 .

Como ∇⊥

fi
f1 = 0, segue que

∇fi∇fif1 = ∇fi(∇fif1)
⊤

= −∇fi(Af1(fi))

= −(∇fi(Af1(fi)))
⊤ − (∇fi(Af1(fi)))

⊥

= −(∇fi(Af1(fi)))
⊤ − S(fi, Af1(fi))

Assim,

∆〈a, f1〉 = −
d1∑

i=2

〈a, (∇fi(Af1(fi)))
⊤〉 −

d1∑

i=2

〈a, S(fi, Af1(fi))〉 .

Como

S(X, Y ) = S(Y,X) + T
⊥
(X, Y ) e 〈Aξ(X), Z〉 = 〈S(X,Z), ξ〉
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∀ X, Y ∈ TM,Z ∈ TM ∩D, ξ ∈ TM⊥, então

S(fi, Af1(fi)) = 〈S(fi, Af1(fi)), f1〉f1

= (〈S(Af1(fi), fi), f1〉+ 〈T⊥
(fi, Af1(fi)), f1〉)f1

= (〈Af1(Af1(fi)), fi〉+ 〈T⊥
(fi, Af1(fi)), f1〉)f1 .

Assim,

−
d1∑

i=2

〈a, S(fi, Af1(fi))〉 = −〈a, f1〉
d1∑

i=2

(〈Af1(Af1(fi)), fi〉+ 〈T⊥
(fi, Af1(fi)), f1〉)

= −〈a, f1〉(traço(A2
f1
) +

d1∑

i=2

〈T⊤
(Af1(fi), fi), f1〉),

pois 〈T⊥
(X, Y ), ξ〉 = −〈T⊤

(X, Y ), ξ〉.
O próximo passo é calcular o primeiro termo de ∆〈a, f1〉. De fato,

〈a, (∇fi(Af1(fi)))
⊤〉 =

d1∑

k=2

〈a, (∇fi(〈Af1(fi), fk〉fk))⊤〉

=

d1∑

k=2

〈a, fi(〈Af1(fi), fk〉)fk + 〈Af1(fi), fk〉(∇fifk)
⊤〉

=

d1∑

k=2

〈a, fk〉fi(〈S(fi, fk), f1〉)

=

d1∑

k=2

〈a, fk〉fi
(
〈S(fk, fi), f1〉+ 〈T⊥

(fi, fk), f1〉
)
.

Assim,

fi (〈S(fk, fi), f1〉) = fi
(
〈∇fkfi, f1〉

)
= 〈∇fi∇fkfi, f1〉

pois em p0, 〈∇fif1,∇fkfi〉 = 0.

Por outro lado, sabemos que a curvatura K de G é nula, então

0 = K(fi, fk)fi = ∇fi∇fkfi −∇fk∇fifi −∇[fi,fk]fi .

Então,

∇fi∇fkfi = ∇fk(∇fifi + S(fi, fi)) +∇[fi,fk]fi

= ∇fk∇fifi + S(fk,∇fifi) +∇fkS(fi, fi) +∇[fi,fk]fi .
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Assim, em p0

〈∇fi∇fkfi, f1〉 = 〈∇fkS(fi, fi) +∇[fi,fk]fi, f1〉 .

Como

d1∑

i=2

S(fi, fi) =

d1∑

i=2

〈S(fi, fi), f1〉f1 =
d1∑

i=2

〈Af1(fi), fi〉f1 = −(Hf1)f1 = 0,

pois M é mínima, então 〈f1,∇fkS(fi, fi) = 0.

Além disso, ∀ i, k = 2, . . . , d1 segue que em p0

T
⊤
(fi, fk) = ∇fifk −∇fkfi − [fi, fk] = −[fi, fk] .

Portanto,

fi (〈S(fk, fi), f1〉) = −〈∇
T

⊤
(fi,fk)

fi, f1〉

= −〈S(T⊤
(fi, fk), fi), f1〉 . (4.3)

Vamos agora calcular fi
(
〈T⊥

(fi, fk), f1〉
)
.

Notemos que

fi

(
〈T⊤

(fi, fk), f1〉
)
=〈T⊤

(∇fifi, fk), f1〉+ 〈T⊤
(fi,∇fifk), f1〉

+ 〈
n∑

j=d1+1

T
j
(fi, fk)∇fifj, f1〉+ 〈T⊤

(fi, fk),∇fif1〉 .

Portanto, em p0

fi

(
〈T⊤

(fi, fk), f1〉
)
= 〈T⊤

(S(fi, fi), fk), f1〉+ 〈T⊤
(fi, S(fi, fk)), f1〉

+ 〈S(fi, T
⊤
(fi, fk)), f1〉 − 〈T⊤

(fi, fk), Af1(fi)〉 .

Como 〈T⊤
(fi, fk), Af1(fi)〉 = 0 e fi

(
〈T⊥

(fi, fk), f1〉
)
= −fi

(
〈T⊤

(fi, fk), f1〉
)
, então

fi

(
〈T⊥

(fi, fk), f1〉
)
=−

(
〈T⊤

(S(fi, fi), fk), f1〉+ 〈T⊤
(fi, S(fi, fk)), f1〉

+〈S(fi, T
⊤
(fi, fk)), f1〉

)
. (4.4)
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Portanto, segue de (4.3) e (4.4) que

〈a, (∇fi(Af1(fi)))
⊤〉 =

d1∑

k=2

〈a, fk〉fi
(
〈S(fk, fi), f1〉+ 〈T⊥

(fi, fk), f1〉
)

=−
d1∑

k=2

〈a, fk〉
(
〈S(T⊤

(fi, fk), fi), f1〉+ 〈T⊤
(S(fi, fi), fk), f1〉

+〈T⊤
(fi, S(fi, fk)), f1〉+ 〈S(fi, T

⊤
(fi, fk)), f1〉

)
.

Como M é mínima, então

∆〈a, f1〉 =
d1∑

i=2

d1∑

k=2

〈a, fk〉
(
〈S(T⊤

(fi, fk), fi), f1〉

+〈S(fi, T
⊤
(fi, fk)), f1〉+ 〈T⊤

(fi, S(fi, fk)), f1〉
)

− 〈a, f1〉(traço(A2
f1
) +

d1∑

i=2

〈T⊤
(Af1(fi), fi), f1〉)

Para finalizar, notemos que

〈T⊤
(fi, S(fi, fk)), f1〉 = 〈T⊤

(fi, f1), f1〉〈S(fi, fk), f1〉

= 〈T⊤
(fi, f1), f1〉〈Af1(fi), fk〉

e

τ =

d1∑

i=2

n∑

j=d1+1

T
j
(fi, fj)fi =

d1∑

i=2

n∑

j=d1+1

T
j
(fi, ej − A1

jf1)fi = −
d1∑

i=2

T̃ 1(fi, f1)fi,

ou seja,

τ = −
d1∑

i=2

〈T⊥
(fi, f1), f1〉fi =

d1∑

i=2

〈T⊤
(fi, f1), f1〉fi, (4.5)

então

d1∑

i=2

〈T⊤
(fi, S(fi, fk)), f1〉 = 〈Af1(τ), fk〉 .

Portanto,
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∆〈a, f1〉 =
d1∑

i=2

d1∑

k=2

〈a, fk〉
(
〈S(T⊤

(fi, fk), fi), f1〉+ 〈S(fi, T
⊤
(fi, fk)), f1〉+ 〈Af1(τ), fk〉

)

− 〈a, f1〉
(

traço(A2
f1
) +

d1∑

i=2

〈T⊤
(Af1(fi), fi), f1〉

)
.

Corolário 4.3. Se a ∈ g1, então

L〈a, f1〉 = −〈a, f1〉
(

traço(A2
f1
)− traço(Af1 ◦ (f1yT

⊤
)) +

d1∑

i=2

(
〈T⊤

(Af1(fi), fi), f1〉

−〈S(fi, T
⊤
(f1, fi)), f1〉

))
+

d1∑

i=2

(
〈S(T⊤

(fi, a), fi), f1〉+ 〈S(fi, T
⊤
(fi, a)), f1〉

)
.

Demonstração. De fato, como a ∈ g1 ⊂ D e f1, . . . , fd1 é uma base ortonormal em D,

então

a = 〈a, f1〉f1 +
d1∑

k=2

〈a, fk〉fk .

Pela proposição 4.2 segue que

∆〈a, f1〉 =− 〈a, f1〉
(

traço(A2
f1
) +

d1∑

i=2

(
〈T⊤

(Af1(fi), fi), f1〉+〈S(T
⊤
(fi, a−〈a, f1〉f1), fi), f1〉

+〈S(fi, T
⊤
(fi, a− 〈a, f1〉f1)), f1〉

)
+ 〈Af1(τ), a− 〈a, f1〉f1〉

=− 〈a, f1〉
(

traço(A2
f1
) +

d1∑

i=2

(
〈T⊤

(Af1(fi), fi), f1〉+ 〈S(T⊤
(fi, f1), fi), fi〉

+〈S(fi, T
⊤
(fi, f1)), f1〉

))
+

d1∑

i=2

(
〈S(T⊤

(fi, a), fi), f1〉+ 〈S(fi, T
⊤
(fi, a)), f1〉

)

+ 〈Af1(τ), a〉,

pois Af1(τ) ∈ TM ∩D e portanto 〈Af1(τ), f1〉 = 0.

Como

traço(Af1 ◦ (f1yT
⊤
)) =

d1∑

i=2

〈Af1(T
⊤
(f1, fi)), fi〉 =

d1∑

i=2

〈S(T⊤
(f1, fi), fi), fi〉 e
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τ〈a, f1〉 =
d1∑

i=2

〈T⊤
(fi, f1), f1〉fi(〈a, f1〉)

=

d1∑

i=2

〈T⊤
(fi, f1), f1〉〈a,∇fif1〉

=−
d1∑

i=2

〈T⊤
(fi, f1), f1〉〈a,Af1(fi)〉

=− 〈a,Af1(τ)〉,

então

L〈a, f1〉 = ∆〈a, f1〉+ τ〈a, f1〉

= −〈a, f1〉
(

traço(A2
f1
)− traço(Af1 ◦ (f1yT

⊤
)) +

d1∑

i=2

(
〈f1, T

⊤
(Af1(fi), fi)〉

−〈f1, S(fi, T
⊤
(f1, fi))〉

))
+

d1∑

i=2

(
〈S(T⊤

(fi, a), fi), f1〉+ 〈S(fi, T
⊤
(fi, a)), f1〉

)
.

Como consequência do corolário 4.3 e 4.1 temos o seguinte resultado.

Teorema 4.4. Seja M ⊂ G uma hipersuperfície não-horizontal mínima e compacta. Se

existe a ∈ g1 tal que 〈a, f1〉 6= 0 em todos os pontos de M , então

V̈ (0) =

∫

M

(∣∣∣∣gradw − wgrad(〈a, f1〉)
〈a, f1〉

∣∣∣∣
2

− w2

〈a, f1〉

d1∑

i=2

(
〈S(T⊤

(fi, a), fi), f1〉

+〈f1, S(fi, T
⊤
(fi, a))〉

))
Γ(0) . (4.6)

Em particular, M é estável se

1

〈a, f1〉

d1∑

i=2

(
〈S(T⊤

(fi, a), fi), f1〉+ 〈f1, S(fi, T
⊤
(fi, a))〉

)
≤ 0 . (4.7)

Demonstração. De fato, se 〈a, f1〉 6= 0, então de (4.3), obtemos que

V̈ (0) =

∫

M

(
|gradw|2 + w2

(
L〈a, f1〉
〈a, f1〉

− 1

〈a, f1〉

d1∑

i=2

(
〈S(T⊤

(fi, a), fi), f1〉

+ 〈S(fi, T
⊤
(fi, a)), f1〉

)))
Γ(0) .
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Pela proposição 3.4, obtemos que

∫

M

w2L〈a, f1〉
〈a, f1〉

Γ(0) =

∫

M

−
〈

grad

(
w2

〈a, f1〉

)
, grad〈a, f1〉

〉
Γ(0)

=

∫

M

−
〈
2wgradw〈a, f1〉 − w2grad〈a, f1〉

〈a, f1〉2
, grad〈a, f1〉

〉
Γ(0)

=

∫

M

(
− 2w

〈a, f1〉
〈gradw, grad〈a, f1〉〉+

∣∣∣∣
wgrad〈a, f1〉

〈a, f1〉

∣∣∣∣
2
)
Γ(0) .

Portanto,

∫

M

(
|gradw|2 − w2L〈a, f1〉

〈a, f1〉

)
Γ(0) =

∫

M

∣∣∣∣gradw − wgrad〈a, f1〉
〈a, f1〉

∣∣∣∣
2

Γ(0)

o que prova a equação (4.6).

4.1.2 Critério de estabilidade para as hipersuperfícies não-hori-

zontais em H
2

Seja M ⊂ H
2 uma hipersuperfície não-horizontal. Fixado um campo unitário f1 em D,

completamos a uma base ortornormal em D, conforme Corolário 2.9, escolhendo f2 =

Rf1, f3 = Jf1 e f4 = Jf2, em que J e R são operadores lineares definidos em D, tal que

T
5
(f1, f3) = T

5
(f2, f4) = −1 e os demais são todos nulos.

De acordo com o capítulo 2, se M ⊂ H
2 é uma hipersuperfície não-horizontal mínima,

então

4∑

i=2

〈Af1(fi), fi〉 = 0 ou
4∑

i=2

〈∇fif1, fi〉 = 0 .

Nas condições do corolário 4.1, a segunda variação do elemento volume de uma hipersu-

perfície não-horizontal mínima em H
2 é dada por

V̈ (0) =

∫

M

(
|gradw|2 + w2

(
−traço(A2

f1
) + traço(Af1◦(f1yT

⊤
)) +

4∑

i=2

〈f1, S(fi, T
⊤
(f1, fi))〉

−
4∑

i=2

〈f1, T
⊤
(Af1(fi), fi)〉

))
Γ(0) .
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Como T
5
(f1, f3) = T

5
(f2, f4) = −1 e os demais são todos nulos, então

traço(Af1 ◦ (f1yT
⊤
)) =

4∑

i=2

〈Af1(T
⊤
(f1, fi)), fi〉

= 〈Af1(T
⊤
(f1, f3)), f3〉

= −〈Af1(f5), f3〉

= −〈S(f5, f3), f1〉

= −〈S(f3, f5), f1〉 − 〈T⊥
(f5, f3), f1〉

= −〈∇f3f5, f1〉 − A1
5T

5
(e5 − A1

5f1, f3)

= f3(A
1
5)− (A1

5)
2,

4∑

i=2

〈f1, S(fi, T
⊤
(f1, fi))〉 = 〈f1, S(f3, T

⊤
(f1, f3))〉

= −〈f1, S(f3, f5)〉

= f3(A
1
5)

e escrevendo Af1(fi) =
∑4

k=2〈Af1(fi), fk〉, obtemos

4∑

i=2

〈f1, T
⊤
(Af1(fi), fi)〉 =〈f1, T

⊤
(Af1(f2), f2)〉+ 〈f1, T

⊤
(Af1(f3), f3)〉

+ 〈f1, T
⊤
(Af1(f4), f4)〉

=〈Af1(f2), f4〉〈f1, f5〉 − 〈Af1(f4), f2〉〈f1, f5〉

=− 〈S(f2, f4), f1〉A1
5 + 〈S(f4, f2), f1〉A1

5

=A1
5(〈S(f4, f2)− S(f2, f4), f1〉)

=A1
5〈T

⊥
(f4, f2), f1〉

=(A1
5)

2 .

Portanto,

V̈ (0) =

∫

M

(
|gradw|2 + w2

(
−traço(A2

f1
) + 2f3(A

1
5)− 2(A1

5)
2
))

Γ(0) .
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Observamos que

traço(A2
f1
) =

4∑

i=2

〈Af1(Af1(fi)), fi〉

=
4∑

i,k=2

〈Af1(fk), fi〉〈Af1(fi), fk〉

=
4∑

i,k=2

ωi
1(fk)ω

k
1(fi)

=(ω2
1)

2 + (ω3
1)

2 + (ω4
1)

2 + 2(ω2
1(f3)ω

3
1(f2) + ω2

1(f4)ω
4
1(f2) + ω3

1(f4)ω
4
1(f3)) .

Como M é mínima, então

0 = (ω2
1(f2) + ω3

1(f3) + ω4
1(f4))

2 =(ω2
1(f2))

2 + (ω3
1(f3))

2 + (ω4
1(f4))

2

+ 2(ω2
1(f2)ω

3
1(f3) + ω2

1(f2)ω
4
1(f4) + ω3

1(f3)ω
4
1(f4)) .

Portanto,

traço(A2
f1
) = 2(ω2

1(f3)ω
3
1(f2) + ω2

1(f4)ω
4
1(f2) + ω3

1(f4)ω
4
1(f3))

− ω2
1(f2)ω

3
1(f3)− ω2

1(f2)ω
4
1(f4)− ω3

1(f3)ω
4
1(f4)) .

Afirmamos que

traço(A2
f1
) = 2(〈K(f2, f3)f2, f3〉+ 〈K(f2, f4)f2, f4〉+ 〈K(f3, f4)f3, f4〉),

em que K é a curvatura de M . De fato, pela equação de Gauss, Teorema 1.17, segue que

〈K(f2, f3)f2, f3〉 =〈AS(f3,f2)(f2), f3〉 − 〈AS(f2,f2)(f3), f3〉

=〈S(f3, f2), f1〉〈Af1(f2), f3〉 − 〈S(f2, f2), f1〉〈Af1(f3), f3〉

=ω2
1(f3)ω

3
1(f2)− ω2

1(f2)ω
3
1(f3) .

Analogamente,

〈K(f2, f4)f2, f4〉 = ω2
1(f4)ω

4
1(f2)− ω2

1(f2)ω
4
1(f4),

〈K(f3, f4)f3, f4〉 = ω3
1(f4)ω

4
1(f3)− ω3

1(f3)ω
4
1(f4)) .
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Denotaremos

Ke = 〈K(f2, f3)f2, f3〉+ 〈K(f2, f4)f2, f4〉+ 〈K(f3, f4)f3, f4〉

e chamaremos Ke de curvatura escalar de M .

Teorema 4.5. Seja M ⊂ H
2 uma hipersuperfície não-horizontal mínima. Então, para

toda função w : H2 → R de suporte compacto em M ,

V̈ (0) =

∫

M

(
|gradw|2 + w2

(
−2Ke + 2f3(A

1
5)− 2(A1

5)
2
))

Γ(0) .

Em particular, M é estável se

−Ke + f3(A
1
5)− (A1

5)
2 ≥ 0 . (4.8)

Exemplo 4.1. O parabolóide hiperbólico em H
2 é estável.

Seja

M =

{
(x1, x2, x3, x4, x5) ∈ H

2 ; x5 =
x21 − x23 + x22 − x24

4

}
.

Assim, parametrizamos M por

X(x1, x2, x3, x4, x5) = (x1, x2, x3, x4, u(x1, x2, x3, x4, x5)) .

Assim,

Xx1
=
∂X

∂x1
= e1 +

1

2
(x1 + x3) e5

Xx2
=
∂X

∂x2
= e2 +

1

2
(x2 + x4) e5

Xx3
=
∂X

∂x3
= e3 −

1

2
(x3 + x1) e5

Xx4
=
∂X

∂x4
= e4 −

1

2
(x4 + x2) e5 .

Denotaremos por

λ1 =
x1 + x3

2
, e λ2 =

x2 + x4

2
.
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Como p = (x1, x2,−x1,−x2, 0) são os pontos singulares de M , então seja M̃ = M − {p}.
Assim, em M̃

λ1Xx1
+ λ2Xx2

− λ1Xx3
− λ2Xx4

= λ1e1 + λ2e2 − λ1e3 − λ2e4 +N2e5,

em que N =
√
2(λ21 + λ22) 6= 0 e f5 = e5 − A1

5f1, então

f1 =
λ1e1 + λ2e2 − λ1e3 − λ2e4

N
e A1

5 = − 1

N
.

Portanto,

f2 = Rf1 =
−λ2e1 + λ1e2 − λ2e3 + λ1e4

N

f3 = Jf1 =
λ1e1 + λ2e2 + λ1e3 + λ2e4

N

f4 = Jf2 =
λ2e1 − λ1e2 − λ2e3 + λ1e4

N
.

Conforme Aplicação 2.3, M̃ é uma hipersuperfície não-horizontal mínima em H
2. Vamos

mostrar que M̃ satisfaz a condição (4.8).

De fato,

K(f2, f3)f2 =∇f2∇f3f2 −∇f3∇f2f2 −∇[f2,f3]f2, (4.9)

K(f2, f4)f2 =∇f2∇f4f2 −∇f4∇f2f2 −∇[f2,f4]f2 (4.10)

K(f3, f4)f3 =∇f3∇f4f3 −∇f4∇f3f3 −∇[f3,f4]f3 . (4.11)

Para encontrarmos (4.9), (4.10) e (4.11), calcularemos as derivadas das funções λ1

N
e λ2

N

na direção f2, f3 e f4. Notemos que

e1(λi) = e3(λi) = e2(λj) = e4(λj) =
1

2
,

e1(λj) = e3(λj) = e2(λi) = e4(λi) = 0,

para i = 1, 3 e j = 2, 4. Também,

e1(N) = e3(N) =
λ1

N
e e2(N) = e4(N) =

λ2

N
.
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Então,

f2

(
λ1

N

)
=− 2λ2

N

(
1

2N
− λ21
N3

)
+

2λ1
N

(
−λ1λ2
N3

)
= − λ2

N2
,

f2

(
λ2

N

)
=− 2λ2

N

(
−λ2λ1

2N

)
+

2λ1
N

(
1

2N
− λ22
N3

)
=

λ1

N2
,

f3

(
λ1

N

)
=
2λ1
N

(
1

2N
− λ21
N3

)
+

2λ2
N

(
−λ1λ2
N3

)
= − λ1

N2

(
2(λ21 + λ22)

N2
− 1

)
= 0,

f3

(
λ2

N

)
=
2λ1
N

(
−λ2λ1
N3

)
+

2λ2
N

(
1

2N
− λ22
N3

)
= 0,

f4

(
λ1

N

)
=
λ2

N

(
1

2N
− λ21
N3

)
− λ1

N

(
−λ1λ2
N3

)
− λ2

N

(
1

2N
− λ21
N3

)
+
λ1

N

(
−λ1λ2
N3

)
= 0,

f4

(
λ2

N

)
=
λ2

N

(
−λ1λ2
N3

)
− λ1

N

(
1

2N
− λ22
N3

)
− λ2

N

(
−λ1λ2
N3

)
+
λ1

N

(
1

2N
− λ22
N3

)
= 0 .

Portanto, concluímos facilmente que

∇f3f3 = ∇f4f4 = ∇f3f2 = ∇f3f4 = ∇f4f2 = 0 .

e

∇f2f2 = (∇f2f2)
⊤ =

(
−f2

(
λ2

N

)
e1 + f2

(
λ1

N

)
e2 − f2

(
λ2

N

)
e3 + f2

(
λ1

N

)
e4

)⊤

=

(
− λ1

N2
e1 −

λ2

N2
e2 −

λ1

N2
e3 −

λ2

N2
e4

)⊤

=− 1

N
f3,

∇f2f3 = (∇f2f3)
⊤ =

(
f2

(
λ1

N

)
e1 + f2

(
λ2

N

)
e2 + f2

(
λ1

N

)
e3 + f2

(
λ2

N

)
e4

)⊤

=

(
− λ2

N2
e1 +

λ1

N2
e2 −

λ2

N2
e3 +

λ1

N2
e4

)⊤

=
1

N
f2,
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∇f2f4 = (∇f2f4)
⊤ =

(
f2

(
λ2

N

)
e1 − f2

(
λ1

N

)
e2 − f2

(
λ2

N

)
e3 + f2

(
λ1

N

)
e4

)⊤

=

(
λ1

N2
e1 +

λ2

N2
e2 −

λ1

N2
e3 −

λ2

N2
e4

)⊤

=

(
1

N
f1

)⊤

=0 .

Dessa forma, obtemos que

[f2, f3] =∇f2f3 −∇f3f2 − T (f2, f3) =
1

N
f2,

[f2, f4] =∇f2f4 −∇f4f2 − T (f2, f4) = f5,

[f3, f4] =∇f3f4 −∇f4f3 − T (f3, f4) = 0 .

Substituindo em (4.9), (4.10) e (4.11) as igualdades acima, obtemos que

K(f2, f3)f2 =

(
f3

(
1

N

)
+

1

N2

)
f3,

K(f2, f4)f2 =−∇f5f4 = 0,

K(f3, f4)f3 =0 .

pois

∇f5f4 = (∇f5f4)
⊤ =f5

(
λ2

N

)
e1 − f5

(
λ1

N

)
e2 − f5

(
λ2

N

)
e3 + f5

(
λ1

N

)
e4

=− A1
5

(
f1

(
λ2

N

)
e1 − f1

(
λ1

N

)
e2 − f1

(
λ2

N

)
e3 + f1

(
λ1

N

)
e4

)

e

f1

(
λ1

N

)
=
λ1

N

(
1

2N
− λ21
N

)
+
λ2

N

(
−λ1λ2
N3

)
− λ1

N

(
1

2N
− λ21
N3

)
− λ2

N

(
−λ1λ2
N3

)
= 0,

f1

(
λ2

N

)
=
λ1

N

(
−λ2λ1

N

)
+
λ2

N

(
1

2N
− λ22
N3

)
− λ1

N

(
−λ2λ1
N3

)
− λ2

N

(
1

2N
− λ22
N3

)
= 0 .
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Portanto,

Ke = f3

(
1

N

)
+

1

N2
= −f3(A1

5) + (A1
5)

2 .

Assim,

−Ke + f3(A
1
5)− (A1

5)
2 = 2f3(A

1
5)− 2(A1

5)
2 .

Como

f3(A
1
5)− (A1

5)
2 = f3

(
− 1

N

)
− 1

N2

=
f3(N)

N2
− 1

N2
.

e

f3(N) =
λ1e1(N) + λ2e2(N) + λ1e3(N) + λ2e4(N)

N

=
2(λ21 + λ22)

N2

= 1 .

Portanto, 2f3(A1
5)− 2(A1

5)
2 = 0 e a condição (4.8) é satisfeita.

Observação 4.1. Outra maneira de provar a estabilidade do parabolóide hiperbólico é

pelo Teorema 4.4. De fato, seja a = a1e1 + a2e2 + a3e3 + a4e4, em que ai, i = 1, . . . , 4 são

funções constantes não nulas em H
2. Notemos que

〈a, f1〉 =(a1 − a3)λ1 + (a2 − a4)λ2

=
(a1 − a3)(x1 + x3) + (a2 − a4)(x2 + x4)

2
.

Seja P ⊂ M̃ um domínio conexo e compacto tal que ∃a ∈ g1 com k = 〈a, f1〉 > 0 em

todos os pontos de P . Então, a equação (4.6) é simplesmente

V̈ (0) =

∫

P

(∣∣∣∣gradw − wgradk
k

∣∣∣∣
2

− w2

k

(
〈S(T⊤

(f2, a), f2), f1〉

+〈S(T⊤
(f4, a), f4), f1〉+ 〈S(f2, T

⊤
(f2, a)), f1〉+ 〈S(f4, T

⊤
(f4, a)), f1〉

))
Γ(0) .
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Vamos mostrar que a desigualdade (4.7) é satisfeita. De fato, como, T
5
(f2, f4) = −1,

então

〈S(T⊤
(f2, a), f2), f1〉 = 〈a, f4〉〈∇f5f2, f1〉 = 0,

pois

∇f5f2 =− f5

(
λ2

N

)
e1 + f5

(
λ1

N

)
e2 − f5

(
λ2

N

)
e3 + f5

(
λ1

N

)
e4

=− A1
5

(
−f1

(
λ2

N

)
e1 + f1

(
λ1

N

)
e2 − f1

(
λ2

N

)
e3 + f1

(
λ1

N

)
e4

)

e conforme demonstrado no exemplo 4.1, f1
(
λ1

N

)
= f1

(
λ2

N

)
= 0. Assim,

〈S(T⊤
(f2, a), f2), f1〉 = 0 .

Do mesmo modo,

〈S(T⊤
(f4, a), f4), f1〉 = 0 .

Consequentemente,

〈S(f2, T
⊤
(f2, a)), f1〉 =〈T⊥

(f2, T
⊤
(f2, a)), f1〉 = 0,

〈S(f4, T
⊤
(f4, a)), f1〉 =〈T⊥

(f4, T
⊤
(f4, a)), f1〉 = 0 .

Portanto, o parabolóide hiperbólico satisfaz (4.7) e assim é estável em qualquer compacto

P ⊂ M̃ .

Observação 4.2. O parabolóide hiperbólico de equação

u(x1, . . . , x2n) =
1

4

n∑

i=1

(x2i − x2i+n)

é uma hipersuperfície estável em H
n.

4.1.3 Estabilidade de hipersuperfície mínima vertical

Seja M ⊂ G uma subvariedade não-horizontal mínima vertical. Então, fj = ej,

T
⊥
=

p∑

α=1

T̃ α ⊗ fα =

p∑

α=1

n∑

j=d1+1

(Aα
j T

j
)⊗ fα = 0
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e

τ =
n∑

i=p+1

n∑

j=d1+1

T
j
(fi, fj)fi = −

p∑

α=p

d1∑

i=p+1

n∑

j=d1+1

Aα
j T

j
(fi, fα) = 0 .

Portanto, (3.5) reduz-se a Lξ = ∆ξ, ∀ ξ ∈ TM⊥. Assim, se M satisfaz as condições do

Corolário (3.17), então

V̈ (0) =

∫

M

(
−〈LW⊥,W⊥〉 − traço(A2

W⊥) + traço(AW⊥ ◦ (W⊥
yT

⊤
))

+〈W⊥, S(fi, T
⊤
(W⊥, fi))〉+

n∑

j=d1+1

T
j
(W⊥,∇⊥

fj
W⊥)

)
Γ(0) .

Mas,

〈W⊥, S(T
⊤
(W⊥, fi), fi)〉 − 〈W⊥, S(fi, T

⊤
(W⊥, fi))〉 =〈W⊥, T

⊥
(T

⊤
(W⊥, fi), fi)〉,

então

〈W⊥, S(T
⊤
(W⊥, fi), fi)〉 =〈W⊥, S(fi, T

⊤
(W⊥, fi))〉

=
n∑

j=d1+1

T
j
(W⊥, fi)〈W⊥, S(fi, ej)〉

=
n∑

j=d1+1

T
j
(W⊥, fi)〈W⊥,∇fiej〉

=0 .

Consequentemente,

traço(AW⊥◦(W⊥
yT

⊤
)) =

d1∑

i=p+1

〈AW⊥(T
⊤
(W⊥, fi)), fi〉 =

d1∑

i=p+1

〈W⊥, S(T
⊤
(W⊥, fi), fi)〉 = 0 .

Portanto, o elemento volume para subvariedades não-horizontais mínimas e verticais reduz

a

V̈ (0) =

∫

M

(
−〈LW⊥,W⊥〉 − traço(A2

W⊥) +
n∑

j=d1+1

T
j
(W⊥,∇⊥

fj
W⊥)

)
Γ(0) . (4.12)

Usaremos (4.12) no caso de hipersuperfícies em H
n.
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Observação 4.3. Na Aplicação 2.2, mostramos que as curvas transversas mínimas de H
n

são retas verticais. Por (4.12), segue que estas curvas não são minimizantes.

A equação (4.12) será usada para mostrar um caso de estabilidade para hipersuperfícies

verticais em H
n.

Antes, como consequência do Teorema 4.4, mostraremos a seguir um caso geral de

estabilidade para hipersuperfícies não-horizontais mínimas verticais de G.

Teorema 4.6. Seja M ⊂ G uma hipersuperfície não-horizontal mínima vertical e com-

pacta. Se existe a ∈ g1 tal que 〈a, f1〉 6= 0 em todos os pontos de M , então M é estável.

Demonstração. De fato, seja λ = 〈a, f1〉 6= 0, então

V̈ (0) =

∫

M

∣∣∣∣gradw − wgradλ
λ

∣∣∣∣
2

− w2

λ

d1∑

i=2

(
〈Af1(T

⊤
(fi, a)), fi〉+ 〈f1, S(fi, T

⊤
(fi, a))〉

)
Γ(0) .

Se M é vertical, então fj = ej ou A1
j = 0, para todo j = d1 + 1 . . . , n. Assim,

T
⊥
= A1

jT
j
= 0 .

Consequentemente, S(X, Y )− S(Y,X) = T
⊥
(X, Y ) = 0, ∀ X, Y ∈ TM e portanto

〈S(fi, T
⊤
(fi, a)), f1〉 = 〈S(T⊤

(fi, a), fi), f1〉

= 〈Af1(T
⊤
(fi, a)), fi〉 .

Por outro lado,

〈S(fi, T
⊤
(fi, a)), f1〉 =

n∑

j=d1+1

T
j
(fi, a)〈S(fi, fj), f1〉

=
n∑

j=d1+1

T
j
(fi, a)〈∇fifj, f1〉

=
n∑

j=d1+1

T
j
(fi, a)(fi〈fj, f1〉 − 〈fj,∇fif1〉) .
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Mas, 〈fj, f1〉 = −A1
j = 0 e ∇fif1 = (∇fif1)

⊤ ∈ TM ∩D. Assim,

〈S(fi, T
⊤
(fi, a)), f1〉 = 0

Portanto,

V̈ (0) =

∫

M

∣∣∣∣gradw − wgradλ
λ

∣∣∣∣
2

Γ(0) ≥ 0 .

4.1.4 Caso de hipersuperfícies não-horizontais mínimas e verti-

cais em H
n

Provamos no capítulo 2 que, se M ⊂ R
2n é uma subvariedade mínima, então a sub-

variedade não-horizontal vertical N = {(x, t); x ∈ M, t ∈ R} ⊆ H
n é mínima. Assim,

usando este resultado e a teoria de hipersuperfícies estáveis de uma variedade riemanni-

ana, provaremos a seguir que se M ⊂ R
2n é uma hipersuperfície mínima estável, então N

é uma hipersuperfície não-horizontal mínima vertical estável em H
n.

Antes, recordaremos alguns pontos da Aplicação 2.1.

Sejam π : H
n → R

2n a projeção natural e f1, . . . , f2n uma base ortonormal de D

restrito a N tal que π∗(fj) = gj, j = 1, . . . , 2n. Então g1, . . . , gp é uma base ortonormal

de TM⊥ e gp+1, . . . , g2n é uma base ortonormal de TM .

Se N é uma hipersuperfície de H
n e W⊥ = wf1 para alguma função w : N → R de

suporte compacto. Então, por (4.12) o elemento volume de N satisfaz

V̈ (0) =

∫

N

(|gradw|2 − w2traço(A2
f1
))Γ(0) .

Se escrevermos gi =
∑2n

k=1 h
k
i

∂
∂xk , então hki : R

2n → R são funções C∞ tais que
∑2n

k=1(h
k
i )

2 = 1. Além disso, quando escrevermos gi na base dos campos invariantes à

esquerda, obtemos que

fi = gi −
1

2
Bie2n+1, (4.13)
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em que gi =
∑2n

i=1(h
k
i ◦ π)ek e Bi é uma função projetável em M , pois é a soma do

produto de funções hki ◦ π com os coeficientes dos campos e1, . . . , e2n. Para simplificar,

identificaremos f ◦ π por f .

Por (3.5), o sub-laplaciano de w é simplesmente

Lw = ∆w =
2n∑

i=2

(fi(fi(w))− (∇fifi)(w)) . (4.14)

Por outro lado, segue de (4.13) que

fi(fi(w)) = (gi −
1

2
Bie2n+1)(gi(w)−

1

2
Bie2n+1(w))

= gi(gi(w))−
1

2
gi(Bie2n+1(w))−

1

2
Bie2n+1(gi(w))

+
1

4
Bie2n+1 (Bie2n+1(w)) .

Como [gi, e2n+1] = 0 e e2n+1(Bi) = 0, então

fi(fi(w)) =

(
gi(gi(w))−

1

2
gi(Bi)e2n+1(w)−Bigi(e2n+1(w)) +

1

4
B2

i e2n+1(e2n+1(w))

)
.

(4.15)

Também,

(∇fifi)(w) =

(
∇gi

(
gi −

1

2
Bie2n+1

))
(w)− 1

2
Bi

(
∇e2n+1

(
gi −

1

2
Bie2n+1

))
(w)

= (∇gi
gi)(w)−

1

2
gi(Bi)e2n+1(w), (4.16)

pois ∇e2n+1 = 0 e ∇e2n+1
gi = T (e2n+1, gi) +∇gi

e2n+1 + [e2n+1, gi] = 0.

Substituindo (4.15) e (4.16) em (4.14) obtemos

∆w =
2n∑

i=2

{
gi(gi(w))− (∇gi

gi)(w)−Bigi(e2n+1(w)) +
1

4
(Bi)

2e2n+1(e2n+1(w))

}

= ∆w +
2n∑

i=2

{
1

4
B2

i

∂2w

∂x2n+1∂x2n+1
−

2n∑

k=1

hkiBi

∂2w

∂xk∂x2n+1

}
(4.17)

em que ∆w =
∑2n

i=2 gi(gi(w))− (∇gi
gi)(w).

Finalmente, usando os cálculos acima obtemos o seguinte resultado
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Teorema 4.7. Se M ⊂ R
2n é uma hipersuperfície mínima completa e estável, então

N = {(x, t); x ∈M, t ∈ R} ⊆ H
n é uma hipersuperfície mínima estável.

Demonstração. Observamos que se M ⊂ R
2n é uma hipersuperfície estável, então o ele-

mento volume dν de M é não negativo. Assim, por [30] temos que para toda função φ de

suporte compacto em M ,
∫

M

(|gradMφ|2 − traço(A2
g1
)φ2)dν ≥ 0 . (4.18)

Notemos que (4.18) é equivalente a λ1(Ω) ≥ 0 para todo domínio limitado Ω em M , em

que λ1(Ω) é o primeiro autovalor do operador ∆M + traço(A2
g1
) definido em [13] por

λ1(Ω) = inf

{∫

Ω

(|gradMφ|2 − traço(A2
g1
)φ2dν; spt(φ) ⊂ Ω,

∫

Ω

φ2dν = 1

}
,

em que sptφ é o suporte de φ.

Além disso, segue de [13] que λ1(Ω) ≥ 0 se e somente se existe ψ > 0 satisfazendo

∆Mψ = −traço(A2
g1
)ψ.

Nessas condições, definimos uma função ψ̃ : N → R por ψ̃(x, r) = ψ(x), ∀ x ∈ N, r ∈
R. Portanto (4.17) se reduz a

∆ψ̃ = ∆ψ̃ .

Além disso, gi(ψ̃) = gi(ψ). Então,

∆ψ̃ =
2n∑

i=2

gi(gi(ψ))− (∇M
gi
gi)(ψ) = ∆Mψ .

Como τ = 0, ∆Mψ = −traço(A2
g1
)ψ e traço(A2

g1
) = traço(A2

f1
), então

Lψ̃ = ∆ψ̃ = ∆Mψ = −traço(A2
g1
)ψ = −traço(A2

f1
)ψ̃

Assim, existe uma função suave ψ̃ > 0 satisfazendo Lψ̃ = −traço(A2
f1
)ψ̃ e portanto pela

Proposição 3.5 segue que
∫

N

(|gradw|2 − traço(A2
f1
)w2)Γ(0) ≥ 0 ,

para toda função suave w de suporte compacto em N .
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4.2 Critério de estabilidade para superfícies não-hori-

zontais mínimas em H
1

Seja S uma superfície não-horizontal mínima de um grupo de Lie estratificado 3-dimen-

sional G. Sejam D a distribuição horizontal em TG e f1, f2, f3 uma base adaptada em

TG.

Neste caso, W⊥ = wf1 e de (4.1), obtemos T
3
(W⊥, f3) = 0. Como S é mínima segue

que

〈AW⊥(f2), f2〉 = HW⊥ = 0 .

Então, Af1(f2) = 0. Consequentemente,

traço(A2
f1
) = 0 .

Portanto, de acordo com o Corolário 4.1, a segunda variação no caso de superfície é da

forma

V̈ (0) =

∫

S

|gradw|2 − w2
(
−traço(Af1 ◦ (f1yT

⊤
))− 〈S(f2, T

⊤
(f1, f2)), f1〉

)
Γ(0) .

Notemos que

traço(Af1 ◦ (f1yT
⊤
)) = 〈Af1(T

⊤
(f1, f2)), f2〉

= T
3
(f1, f2)〈Af1(f3), f2〉

= T
3
(f1, f2)〈S(f3, f2), f1〉

= T
3
(f1, f2)(〈S(f2, f3) + T

⊥
(f3, f2), f1〉) .

Mas,

〈S(f2, f3), f1〉 = 〈∇f2f3, f1〉

= f2(〈f3, f1〉)− 〈f3,∇f2f1〉

= −f2(A1
3),
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pois (∇f2f1)
⊤ ∈ TM ∩D e portanto 〈f3,∇f2f1〉 = 0. Também,

〈T⊥
(f3, f2), f1〉 = 〈A1

3T
3
(f3, f2)f1, f1〉

= A1
3T

3
(e3 − A1

3f1, f2)

= −(A1
3)

2T
3
(f1, f2) .

Então,

traço(Af1 ◦ (f1yT
⊤
)) = −f2(A1

3)T
3
(f1, f2)− (A1

3T
3
(f1, f2))

2 .

Além disso,

〈S(f2, T
⊤
(f1, f2)), f1〉 = T

3
(f1, f2)〈f1, S(f2, f3)〉

= T
3
(f1, f2)〈f1,∇f2f3〉

= T
3
(f1, f2)(f2(〈f1, f3〉)− 〈∇f2f1, f3〉)

= −f2(A1
3)T

3
(f1, f2) .

Portanto,

V̈ (0) =

∫

S

(
|gradw|2 + w2

(
−2f2(A

1
3)T

3
(f1, f2)− (A1

3T
3
(f1, f2))

2
))

Γ(0) . (4.19)

Se G = H
1, então S ⊂ H

1 é uma superfície não-horizontal mínima e conforme seção

2.2.2, S é uma superfície regrada. Usando a mesma notação desta seção, parametrizamos

S como

f(t, s) =γ(t) + sf2(γ(t))

=(x(t) + sa1(t), y(t) + sa2(t), z(t) +
s

2
(a2(t)x(t)− a1(t)y(t))) ,

em que γ(t)=(x(t), y(t), z(t)) é uma curva transversa a retas em S e f2(γ(t)) = a1(t)e1(t)+

a2(t)e2(t) é um campo unitário ao longo de S tal que 〈γ′(t), f2(γ(t))〉 = 0. A base adaptada

a superfícies S em TH1 é da forma

f1(t, s) = −a2(t, 0)e1(t, s) + a1(t, 0)e2(t, s),

f2(t, s) = a1(t, 0)e1(t, s) + a2(t, 0)e2(t, s),

f3(t, s) = e3(t, s)− A1
3(t, s)f1(t, s),
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em que A1
3 = −Bs(t,s)

B(t,s)
com

B(t, s) = z′(t)+
1

2
(x′(t)y(t)−x(t)y′(t))+s(a2(t)x′(t)−a1(t)y′(t))+

s2

2
(a′1(t)a2(t)−a′2(t)a1(t)) .

Como T
3
(f1, f2) = −1 e os demais são todos nulos, então

V̈ (0) =

∫

S

(
|gradw|2 + w2

(
2f2(A

1
3)− (A1

3)
2
))

Γ(0) . (4.20)

Antes de desenvolvermos o segundo termo de (4.20), consideremos alguns pontos da

parametrização de S. Como

〈γ′(t), f2(γ(t))〉 = a1(t)x
′(t) + a2(t)y

′(t) = 0,

Então,

a1(t) = − y′(t)√
x′(t)2 + y′(t)2

e a2(t) =
x′(t)√

x′(t)2 + y′(t)2
.

Além disso, como γ(t) = (x(t), y(t), z(t)), segue que

γ′(t) = x′(t)
(
e1 +

y

2
e3

)
+ y′(t)

(
e2 −

x

2
e3

)
+ z′(t)e3

= x′(t)e1 + y′(t)e2 +

(
z′(t) +

1

2
(x′(t)y(t)− x(t)y′(t))

)
e3

Então,

e3(γ′(t)) = z′(t) +
1

2
y(t)x′(t)− 1

2
x(t)y′(t) = B(t, 0) .

Notemos que a2(t)x′(t)− a1(t)y
′(t) = x′(t)2+y′(t)2√

x′(t)2+y′(t)2
=
√
x′(t)2 + y′(t)2 . Portanto,

A1
3(t, 0) = −

√
x′(t)2 + y′(t)2

e3(γ′(t))
.

Agora, consideremos a curva γs definida por

γs(t) = f(t, s).

Um dos invariantes de γs é βs(t) = tan θs(t) = −A1
3(t, s), em que θs(t) é o ângulo entre

D e TS em γs(t). O outro invariante é a curvatura κ da curva c = πγs em R
2, em que

π : H1 → R
2. O próximo passo é encontrar o valor da curvatura κ.
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Notemos que

c(t) = πγs(t) = (xs(t), ys(t)) = (x(t) + sa1(t), y(t) + sa2(t)) .

Logo,

c′ = (x′(t) + sa′1(t), y
′(t) + sa′2(t))

c′′ = (x′′(t) + sa′′1(t), y
′′(t) + sa′′2(t)) .

Assim,

x′s(t)
2
+ y′s(t)

2
= x′(t)

2
+ y′(t)

2
+ 2s(x′(t)a′1(t) + y′(t)a′2(t)) + s2(a′1(t)

2 + a′2(t)
2) .

Como

a′1(t) =
x′(t)(x′′(t)y′(t)− x′(t)y′′(t))√

(x′(t)2 + y′(t)2)3
,

a′2(t) =
y′(t)(x′′(t)y′(t)− x′(t)y′′(t))√

(x′(t)2 + y′(t)2)3
.

Então,

a′1(t)
2 + a′2(t)

2 =
(x′′(t)y′(t)− x′(t)y′′(t))2

(x′(t)2 + y′(t)2)2
,

x′(t)a′1(t) + y′(t)a′2(t) =
x′′(t)y′(t)− x′(t)y′′(t)√

x′(t)2 + y′(t)2
.

Portanto,

x′s(t)
2 + y′s(t)

2
=
(√

x′(t)2 + y′(t)2 + sρ(t)
)2
,

em que ρ(t) = x′′(t)y′(t)−x′(t)y′′(t)
x′(t)2+y′(t)2

. Por outro lado,

x′s(t)y
′′
s (t)− y′s(t)x

′′
s(t) =(x′(t) + sa′1(t))(y

′′(t) + sa′′2(t))− (y′(t) + sa′2(t))(x
′′(t) + sa′′1(t))

= x′(t)y′′(t)− x′′(t)y′(t) + s (a′′2(t)x
′(t)− a′′1(t)y

′(t) + a′1(t)y
′′(t)

−a′2(t)x′′(t)) + s2(a′1(t)a
′′
2(t)− a′2(t)a

′′
1(t)) .
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Derivando a′1(t) e a′2(t), obtemos facilmente que

a′′2(t)x
′(t)− a′′1(t)y

′(t) = a′1(t)y
′′(t)− a′2(t)x

′′(t) = −(x′(t)y′′(t)− x′′(t)y′(t))2√
(x′(t)2 + y′(t)2)3

e

a′1(t)a
′′
2(t)− a′2(t)a

′′
1(t) =

(x′(t)y′′(t)− x′′(t)y′(t))3

(x′(t)2 + y′(t)2)3
.

Portanto,

x′s(t)y
′′
s (t)− y′s(t)x

′′
s(t) = x′(t)y′′(t)− x′′(t)y′(t)− 2s

(
(x′(t)y′′(t)− x′′(t)y′(t))2√

(x′(t)2 + y′(t)2)3

)

+ s2
(
(x′(t)y′′(t)− x′′(t)y′(t))3

(x′(t)2 + y′(t)2)3

)

=− ρ(t)(x′(t)2 + y′(t)2)− 2sρ(t)2(
√
x′(t)2 + y′(t)2)− s2ρ(t)3

=− ρ(t)
(√

x′(t)2 + y′(t)2 + sρ(t)
)2

.

Finalmente,

κs =
x′s(t)ys(t)

′′ − y′s(t)x
′′
s(t)

(
√
x′s(t)2 + y′s(t)

2)3
= − ρ(t)√

x′(t)2 + y′(t)2 + sρ(t)
.

Se γ é uma curva transversa normalizada, ou seja, |γ′(t)| = 1, então k0 = −ρ(t) e assim

κs =
κ0

1− sκ0
.

Além disso, como e3(γ′(t)) = B(t, s) = e3(γ′s(t)) + s
√
x′(t)2 + y′(t)2 + s2

ρ(t)
2

, então

βs(t) =

√
x′s(t)2 + y′s(t)

2

e3(γ′s(t))

=

√
x′(t)2 + y′(t)2 + sρ(t)

e3(γ′(t)) + s

√
x′(t)2 + y′(t)2 + s2

ρ(t)
2

=
(1− sκ0)

e3(γ′(t)) + s− κ0

2
s2

=
1− sκ0

1
β0

+ s− κ0

2
s2

= β0
1− sκ0

1 + β0s− β0κ0

2
s2
,
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pois e3(γ′(t)) = −
√

x′(t)2+y′(t)2

A1
3
(t,0)

= 1
β0

.

Com as igualdades acima, afirmamos que o segundo termo de (4.20) é expresso como

−(A1
3)

2 + 2
∂

∂s
(A1

3) =
1 + 2κ0(t)

β0(t)

(1− s
2
(sκ0(t)− 2))2

. (4.21)

De fato, como e3(γ′(t)) = z′(t) + 1
2
y(t)x′(t)− 1

2
x(t)y′(t), então

B(t, s) = e3(γ′(t)) + s+
ρ(t)s2

2
=

1

β0
+ s+

ρ(t)s2

2
.

Consequentemente, Bs(t, s) = 1 + ρ(t)s e assim,

−(A1
3)

2 + 2
∂

∂s
(A1

3) = −
(
Bs

B

)2

+ 2
∂

∂s

(
−Bs

B

)

= −−B2
s − 2BssB + 2B2

s

B2

=
(1 + sρ(t))2 − 2ρ(t)

(
1
β0

+ s+ ρ(t)s2

2

)

B2

=
(1 + 2ρ(t)s+ s2ρ(t)2)− 2ρ(t)

(
1
β0

+ s+ ρ(t)s2

2

)

B2

Assim,

−(A1
3)

2 + 2
∂

∂s
(A1

3) =
1− 2ρ(t)

β0

B2
.

Substituindo o valor de B2 e ρ(t) = −k0(t) na equação acima obtemos (4.21).

Portanto, provamos o seguinte resultado

Teorema 4.8. Sejam S ⊂ H
1 uma superfície não-horizontal mínima e w : H1 → R uma

função suave de suporte compacto contido em S. Então,

V̈ (0) =

∫

S

(
|gradw|2 + w2

1 + 2κ0(t)
β0(t)

(1− s
2
(sκ0(t)− 2))2

)
Γ(0) .

Em particular, S é estável se

1 + 2
κ0(t)

β0(t)
≥ 0 .

✷
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