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Resumo

Neste trabalho estudamos a primeira e a segunda variacao da medida para subvariedades
nao-horizontais em grupos de Lie estratificados introduzida em [23| e definimos um con-
ceito de minimalidade para estas subvariedades. Em um grupo de Lie estratificado G
introduzimos a derivada covariante V que anula os campos invariantes a esquerda da al-
gebra de Lie g = g' @ --- @ ¢'. Uma subvariedade M de G ¢ nao-horizontal de codimensio
pse TG = TM + D, em que D é a distribuicao horizontal gerada por g'. O espaco
normal horizontal TM~ ¢ o complementar ortogonal de TM N D em D e o volume da,
subvariedade M é calculado pela férmula dp = nadV, em que 1 é um p-vetor unitario de
TM* e dV é a forma volume de G. Projetamos V em TM utilizando a decomposicio
TG = TM ® TM* para encontrar a derivada covariante de V sobre TM. A condicao
de minimalidade obtida pela primeira variacao ¢ o tensor H + o = 0, em que H ¢é a cur-
vatura média e o é a média da torcao. Na segunda variacao, além dos termos comuns da
geometria riemanniana, aparecem varios termos novos oriundos da tor¢ao. Generalizamos
alguns resultados da geometria das subvariedades do R" para grupos de Lie estratificados
e discutimos exemplos de subvariedades nao-horizontais minimas no grupo de Heisenberg

e sua estabilidade.

Palavra-chave: Grupos de Lie estratificados, subvariedades nao-horizontais, subva-

riedades minimas, medida esférica de Hausdorff, primeira e segunda variacao, estabilidade.
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Abstract

In this work we study the first and second variation of the measure on non-horizontal
submanifolds of stratified Lie groups as introduced in [23] and we define the concept
of minimality for these submanifolds. Given a stratified Lie group G we introduce the
covariant derivative V annulling the left invariant fields of the Lie algebra g = g' @---@g'.
A submanifold M of G of codimension p is non-horizontal if TG = TM + D, where D
is the horizontal distribution generated by g'. The normal horizontal space TM* is
the orthogonal complement of M N D in D and the volume of the submanifold M is
calculated by the formula du = n.dV, where 7 is a p-vetor unit of M=+ and dV is the
volume form of G. Using the decomposition TG = TM @ T M+ we project V in TM and
thus define the covariant derivative V on T'M. The minimality condition obtained by first
variation is the tensor H + ¢ = 0, where H is mean curvature and ¢ is mean torsion. In
the formula for the second variation, in addition to the common terms of the Riemannian
geometry, appear several new terms coming from the torsion. We generalize some results
of the geometry of submanifolds of R™ for stratifieds Lie groups and we discuss examples

of minimal non-horizontal submanifolds in the Heisenberg group as well as their stability.

Key-words: Stratifieds Lie groups, non-horizontal submanifolds, minimal submani-

folds, spherical Hausdorff measure, first and second variation, stability.
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Introducao

Um cléssico problema em geometria é o estudo de subvariedades minimas. Em R”, uma
subvariedade S é minima se possui o tensor curvatura média nulo. Grosso modo, esta
definicao é equivalente a S ser um ponto critico do funcional volume. Portanto, é natural
estudar a segunda variacao desse funcional para encontrar condi¢oes que tornam uma
subvariedade S um minimo para o volume.

Nos tltimos anos, houve uma generalizacao da geometria riemanniana para variedades
subriemannianas [1, 15, 27, 31, 32]. Uma variedade subriemanniana ¢ uma variedade
conexa GG com uma distribuicao D C T'G tal que os colchetes de Lie sucessivos de campos
em D geram todo o espago tangente T'G. Adicionalmente um produto escalar definido
positivo (-, -) é definido em D, de modo que é possivel calcular os comprimentos de curvas
admissiveis, ou seja, as curvas tangentes a distribuicao D. Assim, dados dois pontos
p e g em M é possivel definir a distancia p(p,q) como o infimo do comprimento das
curvas admissiveis que conectam os pontos p e q. Com esta distancia p, a variedade
subriemanniana ¢ um espago métrico [4]. Utilizando a distancia p pode-se definir as
varias medidas de Hausdorff para subconjuntos de M, em particular a medida esférica
de Hausdorff [14, 22, 23, 24|. Também em [27|, foi introduzida uma forma volume, a
forma volume de Popp. Em subvariedades subriemannianas que sao grupos nilpotentes
(os grupos de Lie estratificados) a medida esférica de Hausdorff, a medida de Popp e
a medida de Haar coincidem a menos de miiltiplos constantes [2, 3, 14, 24]. E natural
entao perguntar-se que sentido faz uma subvariedade de um grupo de Lie estratificado

ser minima. O principal objeto desta tese é utilizar a medida proposta em [23] para



subvariedades nao-horizontais de um grupo de Lie estratificado G, calcular a primeira
e segunda variacao destas subvariedades, generalizar alguns resultados de subvariedades
minimas no R" para subvariedades nao-horizontais e dar alguns exemplos de subvariedades
nao-horizontais minimas e minimas estaveis.

Um grupo de Lie estratificado G é um grupo de Lie conexo, simplesmente conexo, cuja
dlgebra de Lie g = g' @ - - @ g’ é graduada e [g, g/] = g**7. Se (-,-) ¢ um produto escalar
em g', podemos considerar a distribuicio D C T'G gerado por g' e com produto escalar em
D gerado por (-,-). Desse modo, (G, D, (-,-)) é uma variedade subriemanniana também
denominada de grupo de Carnot. Tradicionalmente estende-se o produto escalar de D para
TG e considera-se a conexao riemanniana na métrica estendida h. A nosso entender, esta
conexao nao ¢ o melhor modo para escrever os invariantes da geometria dos grupos de Lie
estratificados, o que é ilustrado pela dificuldade de enunciar resultados em varios trabalhos
recentes sobre variacao de hipersuperficies em grupos de Lie estratificados. Vamos utilizar
a derivada covariante V definida por VX = 0 para todo X € g. Esta derivada covariante
tem torgao intrinseca que é essencialmente o negativo do colchete de Lie em G e curvatura
zero. Usando esta derivada covariante poderemos fazer um paralelo interessante entre os
invariantes de subvariedades em R™ e os invariantes de subvariedades em G.

A geometria de subvariedades M em G depende em cada ponto da posicao relativa de
TM e D. Subvariedades com um contato “elevado” com D em um ponto podem apresentar
singularidades do ponto de vista métrico, mesmo sendo subvariedades C*°. Neste trabalho,
vamos evitar estas situagoes considerando subvariedades M C G transversais a D, isto é,
em que T'M + D = TG. Estas subvariedades sao as subvariedades nao-horizontais, objeto
de nosso estudo. Para estas subvariedades o subespaco normal horizontal TM~* tem o
mesmo papel do espaco normal a uma subvariedade do R™. Em nosso caso, definimos
T M+ como o subespago ortogonal a TM N D em D, isto ¢, D = (TMND)®TM* é uma
decomposicao ortogonal de D. Logo TG = TM & T M~ e podemos utilizar esta decom-
posicdo (em geral ndo ortogonal) para projetar V em uma conexdo V sobre T'M. Esta

derivada covariante é analoga a derivada covariante em variedades pseudo-hermitianas,



ver por exemplo [7].

Seja e1, ..., e, uma base ortonormal de g e base dual e!, ..., e". Uma base adaptada
fi,..., fn em TG ao longo de uma subvariedade nao-horizontal M ¢é tal que fi,..., f,
¢ uma base ortonormal de TM*, f,,1,..., fs, ¢ uma base ortonormal de TM N D e

fot1s- -, fn completa fpi1,..., fs, & uma base de TM, em que d; = dimg' e f; =
ej — ZzlA;?‘fa,j =d;+1,...,n. Seja f',...,f" base dual a fi,...,f,. A forma
volume G ¢ dV = e* A--- Ae® = fL A --- A f* Para hipersuperficies M de G, tem
sido pratica utilizar como medida o H-perimetro [9, 18, 25, 26]. A medida esférica de
Hausdorff para subvariedades nao-horizontais de qualquer dimenséo foi discutida em [23].

Em particular, foi provado que a medida esférica tem a representacao

/MQ( () de /|TM )|dvoly(x) ,

em que d ¢ a dimensao de Hausdorff de M, 6(7{,(z)) ¢ o fator métrico (ver Defini¢ao
1.22), S¢ é a medida esférica de Hausdorff d-dimensional e dvol, ¢ a forma volume em
M induzida por h. A medida du(M) = |, (z)|dvol,(z) é o candidato “natural” a ser
utilizado para definicao de volume de subvariedades. Quando o fator métrico é constante
(caso do grupo de Heisenberg H") a medida p ¢ um multiplo constante da medida esférica
de Hausdorff. Ao escrevermos a densidade da medida p na base f!,..., f* provamos uma

6tima formula para empreender o célculo variacional, a saber (Teorema 1.23),
dp= fFFA- A f

Temos o analogo subriemanniano du = (f; A --- A f,)adV. Neste trabalho, usaremos a
medida p para subvariedades nao-horizontais. Grosso modo este ¢ o contetdo do capitulo
1.

No capitulo 2, apresentamos o segundo resultado principal deste trabalho, o Teorema
2.1, em que calculamos a primeira variacao da medida u e obtemos uma condigao suficiente
para a minimalidade das subvariedades nao-horizontais. Enfatizamos que a terminologia

minima é usada para as subvariedades que satisfazem esta condicao.



Assim, diremos que uma subvariedade nao-horizontal M C G é minima se satisfaz
He+oe=0,YE€ TM™,

em que H ¢ a curvatura média (Defini¢do 1.18) e ¢ ¢ a média da torgao (Defini¢ao 1.19).
No caso de hipersuperficies nao-horizontais, devido a graduagao de g, a média da torcao
¢é nula, caracterizando assim a mesma definicao de subvariedades minimas da geometria
riemanniana e de acordo com os artigos |9, 18, 19, 25, 26, 29].

Como aplicagao do Teorema 2.1 apresentamos o célculo de superficies nao-horizontais
minimas do grupo de Heisenberg H?: as superficies regradas e as superficies tubulares,
exemplos nao conhecidos na literatura. Provamos também que se M C R?" é minima,
entdo N = {(z,t) : x € M,t € R} C H" ¢ minima.

No capitulo 3 provamos o Teorema 3.14 que é o terceiro resultado principal desta
tese, em que calculamos a segunda variagao da medida p. Para a prova é fundamental
introduzir a definicao de divergente e do operador de segunda ordem sub-laplaciano em
M. Conforme [20], se w ¢ a forma volume de uma variedade diferenciavel M paralela
com respeito a conexao linear de M, entao a funcao divergente de um campo X em M
é definida por (divX)w = Lxw, em que L é a derivada de Lie de uma forma diferencial.
Como dy é uma forma paralela com respeito a conexao linear V das subvariedades nao-
horizontais, entao de acordo com a Proposi¢ao 3.2 reescrevemos a funcao divergente de

X como

divX = 3 F(v0+ S T,

i=p+1 j=di+1
em que T ¢ a torcao de V. Em seguida, definimos o sub-laplaciano de uma funcio ¢ em

M como

Lo =Ao+ T,

em que 7 = Zf;pﬂ D it T (fi, f;) f; ¢ uma secdo em TMND ¢ A¢p = Zf;pﬂ fi(fi(9))
—(Vy fi)p com fi,i =p+1,...,d; base ortonormal em TM N D. O sub-laplaciano de
¢ satisfaz a relagdo L¢ = div(grade), em que grad denota o operador gradiente definido



por gradgp = ZZ S fi(#) fi. Além disso, mostramos que se existe uma fun¢ao ¢ > 0 tal

que L¢ = q¢ para alguma funcao suave ¢, entao

/ (lgradf]? + ¢f*)du > 0,
M

para toda funcao f de suporte compacto em M. Este resultado é uma generalizagao do
caso riemanniano provado em [13] e do caso subriemanniano para hipersuperficies provado
em [26]. O sub-laplaciano ¢ definido também em segoes de TM* e a relacio classica se
generaliza:
[ eeman=— [ (vrevan= [ e eau
M M M

O enunciado e a prova do Teorema 3.14 sao extensos, pois apresentam novos termos
que sao as derivadas de quantidades que envolvem os termos de torgao. No caso particular
de hipersuperficies, o nosso resultado ¢ analogo aos resultados de [18, 26]. Neste trabalho,
diremos que uma subvariedade nao-horizontal minima e compacta é estavel se a derivada
segunda do p-volume é nao negativa.

No capitulo 4, apresentamos algumas aplicagoes do Teorema 3.14. Generalizamos a
formula do laplaciano do produto escalar de um campo paralelo a com o normal f; a uma
hipersuperficie, obtendo

di

Lla, f1) = ~(a. J1) (tragom) trago(Ap, o (AT )+ Y (T (Ap(fi) £, f)

~(SULT (i ), 1)) + Z( "(fa), £, 1)+ (ST (), 1)

e a aplicamos para encontrar um critério de estabilidade para hipersuperficies nao-horizon-
tais minimas (Teorema 4.4). Em particular, damos uma outra prova de que o paraboldide
hiperbolico x5 = (2% + 23 — 23 — 2%) ¢ estavel em H?. Uma outra aplicacdo ¢ a de que
se M C R?" ¢ uma hipersuperficie minima estavel, entao a hipersuperficie nao-horizontal
minima vertical N = {(z,t) : x € M,t € R} C H" é estavel. Finalmente, parametrizamos
as superficies ndo-horizontais minimas em H'! e com esta parametrizacdo obtemos um

critério geral de estabilidade.



Capitulo 1

Grupos de Lie estratificados

Neste capitulo apresentamos os conceitos basicos da teoria de grupos de Lie estratificados,
como também as identidades geométricas necessarias para as demonstracoes dos principais
resultados desta tese. A seguir, descrevemos brevemente o contetido de cada secao.

Na Segao 1.1 recordamos alguns conceitos elementares da teoria de grupos de Lie.
Definimos uma classe especial de grupos de Lie, os grupos de Lie nilpotentes, cuja algebra
de Lie é nilpotente. Em particular, destacamos os grupos de Lie simplesmente conexos,
conexos e nilpotentes, para os quais a aplicagao exponencial é um difeomorfismo. Defini-
mos também um tipo de algebra de Lie nilpotente, as dlgebras graduadas, que sob certa
condicao definem os grupos de Lie centrais dos nossos estudos, os grupos de Lie estratifi-
cados.

Na Secao 1.2 definimos a derivada covariante V de um grupo de Lie estratificado G,
de modo que os campos invariantes a esquerda siao campos paralelos com respeito a V.
Exceto o caso em que G é um grupo abeliano, observamos que V nao ¢é livre de torcao e
portanto nao é a conexao de Levi-Clivita de G. Além disso, estendemos o produto escalar
definido positivo {-,-) de g' a um produto escalar definido positivo h em g (Proposigao
1.11). A extensdo de h em T'G faz de (G, h) uma variedade riemanniana.

Na Se¢ao 1.3 definimos uma classe de subvariedades de G, as subvariedades nao-

horizontais. Construimos uma base adaptada a estas subvariedades em T'G e descrevemos



V nesta base. Definimos a derivada covariante V de subvariedades nao-horizontais como
a projecao sobre TM de V utilizando a decomposicao TG = TM @ TM~*. Calculamos
a curvatura, a torcao e as equacgoes de estruturas destas subvariedades. Em analogia ao
caso riemanniano, obtemos a segunda forma fundamental e o operador de Weingarten
e assim apresentamos a versao subriemanniana das equagoes fundamentais: equacao de
Gauss, equacgao de Ricci e equacao de Codazzi.

Na Segao 1.4 utilizamos o artigo [23] para identificar uma medida p para subvariedades
nao-horizontais e escrever a densidade desta medida como uma forma volume na base
adaptada. Por fim, apresentamos uma prova de que no grupo de Heisenberg H" a medida

w1 € um miltiplo constante da medida esférica de Hausdorff.

1.1 Definicoes e Exemplos

Seja G um grupo de Lie conexo, simplesmente conexo e de dimensao n. Denotamos por *
a operagao de grupo, 0 o elemento identidade e X(G) o conjunto das se¢oes suaves de TG,
isto &, X(G) := C*(G,TG). Além disso, para cada p € G, denotamos, respectivamente,

as translagoes a esquerda e a direita de p do grupo G, por ¢, e 7.

Definicao 1.1. Um espaco vetorial g € uma dlgebra de Lie se existe uma aplicacao bilinear
[-,:] s g x g — g (chamada colchete de Lie) tal que para cada X,Y e Z € g sao satisfeitas

as sequintes propriedades
1. (Anti-comutatividade) [X,Y] = —[Y, X];
2. (Identidade de Jacobi) [ X,Y], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z, X], Y] = 0.

Seja X € X(G). O campo X é um campo invariante a esquerda se para qualquer

pe G, X(p) =dl,(X(0)). Isto é equivalente a

(XN)p(q) = X(fob)q), VfelCF(G)eqeG.

Consideremos o subespaco linear de X' (G) de todos os campos invariantes a esquerda de

G munido da operagao colchete de Lie [,]. Denotamos esse subespago por g. Verificamos



facilmente que o colchete de Lie de dois campos invariantes & esquerda é um campo
invariante & esquerda e portanto g é uma algebra de Lie conforme Definicao 1.1. Além
disso, a algebra de Lie g é isomorfa ao espago tangente de G em 0, via aplicacao X — X,
assim g é um espago vetorial de dimensao n, ver por exemplo [33].

Outro conceito importante é o de aplicagao exponencial de grupos de Lie.

Definigao 1.2. Sejam t,s € R e o sistema

Pt O Ps = Pits
doe —
dt lz=0 X

em que X € g e w € o fluro local de X. Para cada X € g, a aplicagio diferencidvel
exp: g — G é definida por
exp(X) = ¢1(0).

E bem conhecido da teoria de grupos de Lie que a aplicacdo exponencial é um difeo-
morfismo local em alguma vizinhanca de 0, pois d(exp)o = Id,, em que Id, é aplicacao
identidade de g. Destacamos a seguir que se G é simplesmente conexo, conexo e nilpotente,
entao exp é um difeomorfismo.

Sejam A, B subespacos de g e [A, B] o subespaco gerado por combinagoes lineares de
elementos de [X,Y] com X € AeY € B. Para cada k € N — {0} definimos a seguinte

sequéncia de subespagos

1

g =9, 92:[979]7”-a gk+1:[

gk7g]7"‘

Definicao 1.3. Dizemos que g é uma dlgebra de Lie nilpotente se existe | menor inteiro
positivo tal que g™t =0, em que l € chamado de step de g. Um grupo de Lie € nilpotente

se sua dlgebra de Lie € nilpotente.

Teorema 1.4. ([8]) Seja G um grupo de Lie nilpotente, simplesmente conexo, conexo

com a dlgebra de Lie g. Entao, exp : g — G € um difeomorfismo.

Nas condigoes do Teorema 1.4, podemos relacionar a operacao *x de G com a operagao

colchete de Lie [,]| de g via formula de Baker-Campbell-Hausdorff, a qual denotaremos por



BCH. Para cada X,Y € g, seja C(X,Y) € g tal que exp(C(X,Y)) = exp(X) x exp(Y).
Entao, a formula BCH afirma que
(—1)n+t (adX)™ (adY)*t - - - (ad X )™ (adY)*» 1Y
CXY):=)_ >

n n
n>1 rit+si>1 (ijl(rj + 8j>> 7”1!81! ce Tn!Sn!
1<i<n

(1.1)

SX Y 4 X Y] XXY] - VXY

em que (adA)B = [A, B, (adA)® ¢ a aplicacao identidade en € {1,...,1} com [ o step de g.
Além disso, se s, = 0, os termos da soma (1.1) é por convengao - - - (adX )™~ (adY )*»~* (ad X )1 X .
Se s, >1,ous, =0,er, > 1, 0 termo é zero.
Como G é nilpotente, entao a soma C'(X,Y") é finita. Além disso, C'(X,Y") define em
g a estrutura do grupo de Lie G, ver por exemplo [5].
Com a férmula acima, podemos conhecer a operacao de grupo em coordenadas, as

quais sao chamadas de coordenadas exponenciais.

Definicao 1.5. Um sistema de coordenadas exponenciais associado a base X1, ..., X, de

g € o difeomorfismo definido por
F : R"—G

T — exp (Z ijj) .

j=1

Identificamos as coordenadas exponenciais eXp(E;-Lzl ijj> com as coordenadas ca-

nonicas (1, ...,x,) de R™.

Exemplo 1.1. Seja H' o grupo de Heisenberg que é um grupo de Lie nilpotente de step
2 cuja variedade diferenciavel ¢ o R? e a sua &lgebra de Lie h = b; @ by com dimb; = 2,
dimby = 1 tal que

[61,01] = b2 5 [h1,b2] = [ha,b2] =0 .
Sejam e, e5 base de h; e e3= [ey, €] base de ho. Como b é nilpotente, entao exp:h— H!

é um difeomorfismo. Assim, segue da férmula BCH que

1
Ouﬂ3=X+Y+§XYy
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Se X = xpe; + yoes + 2pe3 € Y = x1€1 + y1e0 + z1€3, entao
1 1
X+Y+ §[X7 Y] = (w0 +21)er + (Yo +y1)ea + (20 + 21 + §(on1 — Z130))es -
Logo, a operacao de grupo em coordenadas exponenciais é da forma

1
(20, Yo, 20) * (x1,y1,21) = (o + Z1, Yo + Y1, 20 + 21 + §($0y1 — T1Yo)) -

Portanto, os campos invariantes a esquerda eq, es e e3 sao dados por

0
€3 = — .

o yo ) wd
0z’ 0z

Ao 20 2T gy

| R

Uma classe particular de algebras de Lie nilpotentes e de grande interesse na literatura

sao as algebras de Lie graduadas.

Definicao 1.6. Dizemos que g € uma dlgebra de Lie graduada se existem subespacos
g’ C g tais que
g:gl@”'@gl7 ZENa

em que [g', ¢’] C g™, i, €e N={0} eg’ = {0} para j > 1. Um grupo de Lie cuja dlgebra
€ graduada € um grupo de Lie graduado.

A graduacao da algebra garante a existéncia de um grupo a 1-parametro de dilatagoes.

Defini¢ao 1.7. (Dilatagao) Para cada r > 0, dizemos que a aplica¢iao , : g — ¢

definida por
!
dp(v) = Zrivi :
i=1
em que v = Zlizl v;, v; € g%, € a familia das dilatagoes de G.

A aplicagao 6, é naturalmente transportada de g a G, pois exp : g — G é um difeo-
morfismo. Também, denotamos por ¢, a dilatacao do grupo G. Assim, aproveitamos
para introduzir uma classe de distancias que sao compativeis com geometria dos grupos

graduados.
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Definigao 1.8. (Distancia homogénea) Seja G um grupo de Lie graduado. Uma
distancia homogénea em G é uma aplicag¢io continua p : G x G — [0, 400| tal que (G, p)

€ um espago métrico e satisfaz as sequintes propriedades
1. (Invaridncia a esquerda) p(z,y) = p(ux,uy) para todo u,z,y € G;
2. (Homogeneidade) p(0,(x),0.(y)) = rp(x,y) para cada r > 0.

Na proxima definicao, destacamos o conceito central desta secao.

Definicao 1.9. Seja G um grupo de Lie conexo, simplesmente conexo e graduado com
dlgebra de Lie g. Dizemos que G é um grupo de Lie estratificado se existem subespacos
g', 0% ...,9 deg tais que

o' ¢’ =g, Vi

Na literatura, os grupos de Lie estratificados também sao chamados de grupos de

Carnot.

Exemplo 1.2. O grupo de Heisenberg H" de dimensao 2n + 1 é um grupo de Lie estrat-

ificado cuja algebra de Lie h é gerada por ey, ..., e9,, €9,41 € graduada por

h =01 Db,

em que f; é um subespaco 2n-dimensional gerado por ey, ..., ez, € hy é um subespaco
1-dimensional gerado por eg, 1 = [€;, €], @ = 1,...,n. Outro exemplo importante de
grupo de Lie estratificado é o grupo de Engel E* cuja variedade diferenciavel é o R*. O
grupo de Engel é um grupo de Lie nilpotente de step 3 com algebra de Lie ¢ gerada por
e1, €9, €3, €4, €M qUe e3 = [e1, es],€4 = [e1, €3] e os demais colchetes sao todos nulos. A

algebra de Lie ¢ é graduada da seguinte forma
e=1¢  DeaDes,

em que ey é gerado por eq, e, ¢s & gerado por ez e e3 é gerado por ey.



12

Definigao 1.10. (Coordenadas graduadas) Seja G um grupo de Lie estratificado com
a dlgebra Lie graduada g =g' & --- @ ¢g'. Sejam d; = dimg’ para j = 1,...,1,mg =
0 e m = Z;zl d;, para i =1,...,1l. Dizemos que Xi,...,X,, de g € uma base gradu-

ada se X, 11, Xin;_y+2, -+, Xm,; € uma base para g’ comj=1,...,1. Além disso, o

difeomorfismo F : R" — G definido por

F(r) = exp (Z 'TiXi>

¢ chamado de sistema de coordenadas graduadas.

1.2 Derivada Covariante V

Sejam G um grupo de Lie estratificado e g sua 4lgebra de Lie tal que g = g' @ --- ® ¢’
e [gh,¢/] = ¢g". Seja ey,...,e, uma base graduada de g com base dual e',... e". Para
cada elemento de g’ associamos o inteiro j chamado grau do vetor e assim diremos que o
grau de ey, ou simplesmente, deg(k), é igual a j se d;_1 < k < d;. Por exemplo, o grau
de ey,...,eq, € g' ¢igual a1, pois 0 < k < d.

A derivada covariante ou conexdo linear V em TG é definida tal que

Ve, =0, Vi=1,...,n. (1.2)

Se (¢])1<ij<n representa a matriz das 1-formas de conexao com respeito a base e, . .., e,,
ou seja,

Vxei =Y /(X)e;, VX €TG ,
j=1

entdo (1.2) é equivalente a ¢f =0Vij=1,...,n.
Se K denota a curvatura de G e T a torcio de V, entdo para cada X,Y € TG temos
que

?(X, Y)@l = vayei - VYVXQ‘ - v[_)gy]ei == O, Vi= 1, R I

e para cada i # j

n
T<€i7€j) = veiej _vejei - [ei?ej} = —[61',6]'] - ZCZB}C ’
k=1
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em que cfj sao as constantes de estrutura de g com respeito a base ey, ..., e,.

Notemos que T = >")_, T ® ek, em que T = dek. Logo,

k

—cfj =T (€i,€5) = dek(ei,ej) = —ek([ei,ej]) )
Assim, ¢f; = 0 se deg(i)+deg(j) # deg(k), pois [¢°, ] = ¢g"*/. Em particular, se e;,¢; € g'
ek=1,...,d, entao ci-“j = 0. Portanto,
— n _k-
T = T @ep (1.3)
k=d1+1
em que T = —5 i chet el

A igualdade (1.3) mostra que, em geral, a conexdo V ndo ¢ livre de tor¢ao e portanto
nao ¢ a conexao de Levi-Civita em T'G.
Para cada p € G, o subespago g' de G define um subespago {X, ; X € g'} chamado

subespaco horizontal. Seja D C T'G a distribuicao definida pelo subespaco horizontal
D,={X,;X e€g'}.

Consideremos em D, o produto escalar definido positivo (-,-) tal que ej,...,e4 sao
ortonormais. Desse modo, (G, D, (-,-)) é uma variedade subriemanniana.
Os proximos resultados trazem duas importantes propriedades do produto escalar (-, -)

em D.
Proposicao 1.11. Existe uma extensao canénica de (-,-) a um produto escalar em TG.

Demonstragao. Seja g = g* @ --- @ g'. Usando inducdo sobre [, vamos mostrar que o
produto escalar de g! é estendido a todo .

Suponhamos que para k < [ temos que (-,-) é estendido a um produto escalar em g*
e mostremos que {-,-) é estendido a um produto escalar em gt+!.

Considere a seguinte aplicacao bilinear sobre o corpo R

X®Y — [X,Y]
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Notemos que B é sobrejetiva e o produto escalar de g! e g* induzem um produto escalar

em g' ® g*. De fato, sejam X @ Y, Z @ W € g' ® g*, entao
<X ®KZ® W>gl®gk = <X, Z>g1<Y, W>gk

define um produto escalar em g' ® g*.
Se considerarmos B : (ker B)* — g"!, entdo B é injetiva e sobrejetiva e portanto um
isomorfismo linear. Assim, este isomorfismo transporta o produto escalar de (ker B)* a

g+t [
Nesta tese denotaremos por h ou também por (-, -) o produto escalar em TG.

Proposicao 1.12. Seja f : g — g um automorfismo de dlgebras de Lie estratificadas tal

que
flg o' =g
¢ uma isometria, isto €, para cada x,y € g* temos que
(fz, fy) = (x,y) .
Entao, f € uma isometria de g, ou seja,

(fX,fY)=(X)Y), V X,;Yeg (1.4)

Demonstrag¢ao. Novamente, faremos a prova por indugao sobre [. Suponhamos que f :

gt D dght— gl @ @ g"satisfaz (1.4). Seja fof : g' ® g& — g' ® gF definida por

fef(z@Y) = f(z)® f(Y) .
Entao, f®f é uma isometria, pois

(faf(raY), fof(@' @Y") = (fre fY, fa' ® fY)
= (fa, f2')(fY, fY)

= (z,2' (Y, Y)

= (

rRY, 2’ Y').
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Consideremos a aplicagao linear B : g'! ® g* — gt definida por B(z®Y) = [z,Y]. Como

f € um automorfismo segue que

B(fef(zr®Y)) = B(f(x) ® f(Y)) = [fz, fY] = fl,Y] = f(B(zx ©Y)) .

Assim, f@f(ker B) = ker B e f&f ((ker B)*) = (ker B)*.

Agora, sejam Z, Z' € g"*!. Entdo, existem U e U’ € (ker B)* tais que
Z = B(U), 7' =B(U").

Notemos que f®f(U), fof(U’) € (ker B)* e B restrita ao (ker B)* ¢ uma isometria.

Portanto,
(fZ,fZ"y = (B(fef(U)), B(faf(U"))
= (f(BU)), f(BU)))
=(Z,7").
m
Sem perda de generalidade, suporemos que a base eq, ..., e, é ortonormal no produto

escalar estendido em T'G.
E importante observar que a conexdo linear V é compativel com o produto escalar
(-,-) em TG. Com efeito, sejam X = 3" ae; e Y =37 bje; € TG, em que a;, b; sdo

fungoes suaves definida em G. Entao,

V(X,Y) =) bida; + a;db; = (VX, V) + (X, VY) .

=1
1.3 Subvariedades nao-horizontais

Seja M uma subvariedade de G de codimensao p. Diremos que M é nao-horizontal se
TM+ D =TG. Assim, dim(TM N D) = d; — p.
A seguir, construiremos uma base fi,..., f, em TG adaptada as subvariedades nao-

horizontais.
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Em D, consideremos a mudanca de base

di
fi:Zagej, 1=1,...,dy , (1.5)
j=1
com fi,..., fq, ortonormal, de modo que f,..., f, sao ortogonais a TMND e foy1,..., fa,

¢ uma base de TM N D. Dessa forma, a matriz (a])1<; j<4, ¢ ortogonal.
Com a projecao de e, j = di+1,...,n, em T'M, paralelamente a TMND, completamos
fp+1s- -, fa, auma base f,y1,..., fn de T'M por

P
fi=e; =Y ASfa, j=di+1,....n, (1.6)

a=1
em que A = —(fj, fa). Vamos considerar uma base satisfazendo (1.5) e (1.6) em uma

vizinhanca aberta que contém M.
Agora analisaremos a derivada covariante V na base fi,..., f,.

Notemos que as relagoes inversas de fi,..., f, sao da forma

d1
ej:Zaifk, j=1,...,d
k=1

p
e =fi+ > Alfa, j=di+1,...,n.
a=1

A base dual f!,..., f"de fi,..., f, é dada por

d n
f“:i:a’;ek—l— Z Az‘ek, a=1,...,p
k=1

k=d1+1
dy
I Y
k=1
fl=e, j=di+1,...,n

e as relagoes inversas sao

n

d
ei:i:a;‘.fj— > zp:agA;?‘fj, i=1,....d
j=1

j=d1+1 a=1

d=f, j=d+1,...,n.



Usando que Ve; = 0,7 =1,...,n, obtemos a conexao linear V na base f1, ...

d1 dl dl
= Zdaf@ek :Zda;?Zaf@fi, j=1,...,d;
k=1 k=1 i=1

e assim

Z Lo fi )

em que

1
w :Zafdaf, ,7=1,...,d;.

Para j =d; +1,...,n, obtemos

p p

Vii=V(e—Y ASf.) = —Z(dAO‘®fa+AaZ LR f)
a=1 a=1
Portanto,
Z ® fiy
em que

G =—dAj — ZABoJﬂ, a=1,....p, j=di+1,...,n,

p
w :_ZAJ/BEZ) ’i:p—f—l,...,dl, j:d1+1,,n
p=1

Portanto, segue das equacoes acima que
n
=Y @Wef, i=1..d,
j=1
V=0 j=di+1,...,n
Assim, concluimos que

—1

— ] S
wy; =—w; se i,j=1,...,d

Wi=0se i=d+1,....,n5=1,...,n.

17

, fn como

(1.8)

(1.9)

(1.10)

(1.11)
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Proposigao 1.13. (Equagoes de estruturas de G) As 1-formas f* e w;,z',j =1,...,n

satisfazem as sequintes equagoes:

dft ==Y @ AF+T a=1...p,
j=1

dff == W Af, i=p+1,....d,
j=1

dfi =T, j=d,+1,....n,

dy
dwf == WiAwl =0,k=1,....d, i=1,...,n,
j=1

em que
To= Y AT .a=1..p. (1.12)
k=di+1
Demonstragao. De fato, usando as relagoes inversas de f!,..., f™ e as igualdades (1.7),
(1.8) e (1.9) obtemos que
dy " n .
df*=> (daf A +afT )+ Y (dAR Ak + APT)
k=1 k=di+1
d1 dl ) n P ) n .k
-3k (S 3 St ) e 3 (aapnste T
k=1 j=1 j=di+1 p=1 k=d;+1
d1 ' . n p . n .
=W AP = DY AT AP+ Y (dAYA AT
j=1 j=di+1 =1 k=d+1
di n n
—a j —a j ak
== WA= Y WA Y AT
j=1 j=di+1 k=d1+1
==Y WAF+T°
j=1

paraa=1...,p,
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d1
dft = Z(daf Aeb + aka)
k=1
“Satn (Lo ¥ Y]
j=di+1 =1
:Z I AT — zn: w; A A fI

Jj=di+1

n

:—Z AfI= > wAf
Jj=di+1
:_Z i

parat=p+1,...,d; e
dff =de’ =T

para j =d;+1,...,n
Por fim, como a curvatura de G ¢é nula, segue facilmente das equagoes acima, que as
formas de curvatura de G sao dada por

dy
Wi+ Y @A =0, k=1,....d, i=1,...,n.

j=1

]

Proposicdo 1.14. Se T = > T ® f; representa o tensor tor¢ao na base fi,. .., fn,
entio TV =0, i=p+1,....d, TP =T, j=dy+1,....ne

Z Wy ATF — Zw /\TB

k=di+1
Z ATP =— Z AT i=p+1,...,d,
j=di+1

dT? =0.
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Demonstragao. A primeira afirmacao ¢ imediata da Proposigao 1.13. De (1.12) e (1.8)

segue que

AT = i dAeT"

k=di1+1
- k SN k
= — Z wp NT — Z Afwg/\T
k=d1+1 k=d1+1 =1
n P
=— > W ATF=Y Wi AT?
k=d1+1 B=1

paraa =1,...,p.

Parai=p+1,...,d; obtemos da Proposicao 1.13 que
=D A A+ @ Adf =0,
j=1 Jj=1

Portanto,

p n
ngATﬁJr Z AT =0.
B=1 j=di+1

]

Seja T M+ o subfibrado normal horizontal gerado por fi,.. ., f, e ortogonal a TM N D

em D. Exceto no caso de subvariedade nao-horizontal e vertical que serd definida no

proximos capitulos, em geral TM~* nao é ortogonal a T'M, pois (fj, fa) = —AY # 0,
j=dy+1,...,neassim a base adaptada fi,..., f,, nao é ortogonal na métrica estendida
de TG.

Definimos a conexéo linear V em T'M como a projeciao de V em TM, isto é,
— p —
VxY =VxV =) f(VxY)fa (1.13)
a=1

para X, Y € TM.
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Se T' ¢é a torgao de V, entao, segue de (1.13) que
T(X,Y)=VyY — Vy X — [X,Y]

=VxY =Y f(VxY)fa— (VX =D (Vv X)fa) - [X)Y]

a=1 a=1
—_— p —_—
=T(X,Y) =) fT(X,Y)) fa (1.14)
a=1
Como T =" T'® f;, entdo de (1.12) e (1.14) obtemos
T = Z T ® f;
i=d1+1

Além disso, segue de (1.13) e das relacoes (1.7) a (1.10) que a conexao V na base f;
¢ da forma

dy
vszzw;(@fz? ]:p+177n

i=p+1

Vfi:—z wj-@fj, t=p+1,...,d;

V=0 i=d +1,...,n,

em que wj = wh| .
Analogamente, pela Proposicao 1.13 segue facilmente que as equagoes de estrutura de
M sao
df' = — Z w;/\fj, t=p+1,...,dy,
J=p+1

dff =T, i=d+1,....n.

e portanto as formas de curvatura K} de M sao

dy
Kz]:dwg—i_zwiAwf? Z:p+177n7 J:p+177d1
k=1

K/ =0, i=p+1,....n, j=di+1,....,n.
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1.3.1 A segunda forma fundamental e o operador de Weingarten

Para cada € M, decompomos v € T,G porv = v' +v*, em quev' € T,M evt € T,M~.

Assim, para cada XY € T'M temos que
VxY = (VxY)" + (VxY)*+
e portanto de (1.13) a conexao linear V em M ¢ definida por
VxY = (VxY)'

Escrevemos a projecio normal horizontal (VxY)! na base fi,..., f, de TM* como

p

(VxY)* Z FOIXY) fa= = (Vxf)Y) fa

a=1

Definicao 1.15. A forma bilinear S: TM x TM — TM* definida por

p

S(X,Y) ==Y (Vxf)(Y)fa

a=1

¢ a segunda forma fundamental associada a M.

Diferentemente do caso riemanniano, a segunda forma fundamental, em geral, nao é

simétrica. De fato, para cada X,Y € T'M, temos que
S(X,Y)=S(Y,X)=(VxY - VyX — [ X, Y] =T(X,Y)".
Em termos de coordenadas,

S(X, fj) = (Vxfi)* Zw Vfar J=p+1,.

Portanto,

S(X ZZJ” X)fa, VX,Y €TM .

a=1 j=p+1

Sejam £ € TM~+ e X € TM. Entao,

V€ = —A¢(X) + Vi€,
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em que

Ae(X) = —(Vx&)T € TM e Vyé = (Vx&)t e TM*

Nao é dificil verificar que A : TM xT M+ — TM ¢é uma forma bilinear e V+ é uma conexao
linear em T'M+*. A forma bilinear A é chamada o operador de Weingarten associado a M
e V1 a conezdo normal.

Em termos de coordenadas,

dy

A (X) == @ (X)f; (1.15)

i=p+1

p
Vlfa = ng ® fﬁ'
8=1

para todo a = 1,...,p. Portanto, se { = > " _| f*(€) fa, entao para todo X € TM

d1 D
A(X) == > ) FUO@LX) fi,
i=p+1 a=1
V= Y fHO@EX)fs-
a,f=1

A seguir, mostraremos uma relacao entre a segunda forma fundamental e o operador de
Weingarten. Seja P : TM x TM+ — R definida por P(X,¢) = (X, &), em que (-,-) é 0
produto escalar em G. Consideremos V a derivada covariante de tensores e portanto
VxP(Y,§) = X(P(Y,€)) = P(VxY,&) — P(Y, V&)
= X(Y,€) — (VxY,€) — (V, V4e).
Notemos que P(f;, fo) = O para j = p+1,...,di e P(fj, fa) = —A§ para j = di+1,...,n,
pois

p
P(fj fo) = (fis fa) = (e; = > _ Al fa, fo) = —A .
B=1
Proposicao 1.16. Sejam X,Y € TM e & € TM*. Entao,

(S(X,Y),€) = VxP(Y,€) + (4¢(X),Y) . (1.16)
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Demonstracao. De fato,

(S(X,Y),6) = (VY — VxV, &)

X(Y, &) = (Y, Vx&) — (VxY,§)

X(Y,6) = (Y, Vx&+ (Vx6)T) — (VxY,§)
X(Y,€) = (VxY. &) — (Y, VxE) + (A¢(X),Y).

]

Observamos que, se Y € TM N D, entao ﬁxP(Y, €) =0, pois VxY €TM N D para

todo X € TM. Portanto, (1.16) é analogo ao caso riemanniano, ou seja,
(S(X,Y),8) = (Ae(X),Y) .
Agora,se Y =370, | [/(Y)f;, entao
(S(X,Y),€) = VxP(Y,€) .
Seja Kt a curvatura de V+ definida por

KHX,Y)E =V Vil = VyVxé —Vixy&, VXY e TM e £ € TM™*

Para a segunda forma fundamental S, a derivada covariante V é da forma
(VxS)(Y, Z) = Vx(S(Y. 2)) = S(VxY, Z) = S(Y,VxZ) .

Com as identidades geométricas acima, obtemos uma versao subriemanniana das

equagoes fundamentais para a subvariedade nao-horizontal M.

Teorema 1.17. Sejam K a curvatura de V, K+ a curvatura de V*, S a sequnda forma
fundamental e A o operador de Weingarten. Entdo, para cada X,Y,Z € TM e & € TM*

as sequintes equagoes sao satisfeitas

1. (Equagao de Gauss) K(X,Y)Z = Agyy,z)(X) — Asx,2)(Y);
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2. (Equagio de Codazzi) VyS(X,Z) —VxS(Y,Z) — S(T(X,Y),Z) = 0;
3. (Equagdo de Ricci) K+(X,Y )¢ = S(X, AY) — S(Y, A X),
em que T € a torcao de V.

Demonstracao. Segue da definicao de curvatura que

K(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —VixyvZ
=VxVyZ - S(X,VyZ) = VyVxZ +S(Y,VxZ) —VixyiZ+ S(X,Y], Z)
=Vx(VyZ -8(Y,2)) - S(X,VyZ) —=Vy(VxZ - S(X,2)) + S(Y,VxZ)
—VixyviZ+5(X,Y],2)
= K(X,Y)Z + Asiy.2)(X) = VxS(Y,2) = S(X,VyZ) — Asx.2)(Y)
+VyS(X, 2)+ S(Y,VxZ) - S([X,Y], 2)
= Asw,z)(X) = Asx. (V) = (VxS)(Y, 2) + S(VxY, Z) + S(Y, Vx Z))

— S(X,VyZ)+ (VyS)(X,Z2) 4+ S(VyX,Z) + S(X,VyZ)) + S(Y,Vx Z)
+S([X,Y], 2)
= Asv,2)(X) = Asx,2)(Y) = (VxS)(Y, Z) + (VyS)(X, Z) = S(T(X,Y), Z) .

Como K(X,Y)Z € TM, entao
K(X,Y)Z = Agy.z)(X)—=Asx.0(Y) e (VyS)(X, Z)—(VxS)(Y, Z)-S(T(X,Y),Z) = 0.
Analogamente, vejamos que
0=K(X,Y)§ =Vx(Vyf = Ac(Y)) = Vy(Vx€ — Ae(X)) = (Vixy€ — Ae([X, Y]))
= Vi Vil — AgeeX — Vx(4Y) — S(X, AcY)
— VyVx€+ AgieY + Vy (AeX) + S(Y, AcX) — Vix € + Ag([X,Y))
=K*+(X,Y)f — S(X, AY) + S(Y, Ac X)
— AgeeX = Vx(AY) + AgieY + Vy(AeX) + Ae([X,Y]) .
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Portanto,

KH(X,Y)E— S(X,AY) + S(Y, A X) =0 .
O

A seguir, trazemos duas defini¢oes importantes para os proximos capitulos. Uma delas

é bem conhecida da geometria riemanniana, a curvatura média.

Definicao 1.18. A curvatura média de M ¢ o tensor H : TM+ — R definido por
He = —trago Ag .

Definicao 1.19. A média da torcao de M € o tensor o : TM+ — R definido por

oe=0() = Z (T f) -

Jj=di1+1
1.4 Medida i de subvariedades nao-horizontais

Em [23], os autores calcularam uma formula para a densidade da medida esférica de Haus-
dorff associada a uma subvariedade nao-horizontal M de G. Nesta se¢ao introduziremos
esta formula e a escreveremos utilizando uma base adaptada sobre a variedade M. O fator
desta medida independente da posicao da variedade M em relagao a distribuicao D sera a
medida p que utilizaremos como medida candnica para subvariedades nao-horizontais em
G. No caso do grupo de Heisenberg provamos que a medida p é um miltiplo constante
da medida esférica de Hausdorff.

Sejam X7,..., X, uma base graduada de g e X; um g-vetor simples da forma
Xg=X; N NX,

com J = (j1,J2,---,0q) € 1 < j1 < jo < ... < j, < n. Indicamos por A,g o espago do
g-vetor simples da &algebra de Lie g.
Vimos na segdo 1.2 que o grau de X; é o tnico inteiro k tal que X; € g", assim

definimos o grau de X; € A,g como a soma d;, +d;, +---+d;,, a qual denotamos por d;.
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Definicao 1.20. (Grau de um g¢-vetor) Seja 7 =), 7;X;,7; € R um g-vetor simples
com respeito a base graduada {Xy,..., X, }. A projeciao de T com grau r € Z tal que 1 <
r < Q, em que Q € a dimensio de Hausdorff de M, € definida como (1), =3, _, 7;X;

e o grau de T € definido como o inteiro d(T) = maz{d;| T; # 0}.

Definigao 1.21. (Grau de subvariedades) Sejam M uma subvariedade de dimensdo
q e Ty (x) um g-vetor tangente de M em x € M. Entao, o grau de M em x € um inteiro
positivo

dar(z) = d(Tu(2)) -
O grau de M €é o nimero d(M) = mazxzepdy (). Dizemos que x € M possui grau
mdzximo se dy(x) = d(M).

Portanto, de acordo com a Definigao 1.20 e 1.21, definimos 7¢(z) como a parte de

Tar(2) com grau méaximo d = d(M), isto é,

d d
() = (T ()" -
A préxima definicao introduz o fator métrico associado ao g-vetor.

Definicao 1.22. (Fator Métrico) Sejam 7 € A,g e L(T) o unico subespago associado a

7. Entao, o fator métrico é definido por
0(r) = A (F~ (exp(L(r)) N By)),

em que F': R"™ — G € um sistema de coordenadas com respeito a base eq, ..., e,, Hﬁ‘ €a
medida de Hausdorff de dimensao d com respeito a norma euclidiana |.| de R™ e By € a
bola aberta unitdria com respeito a distancia homogénea p. O subespaco associado a T €

definido como {v € g;v AT =0}.

Agora usaremos a linguagem acima para o caso em que M é uma subvariedade nao-
horizontal de G conforme secao 1.3.

Seja
_ fea A A
[fprr Ao A Sl

v ()



28

um (n — p)-vetor tangente unitario a M em x com respeito a métrica estendida h = (,) de
G. Entdo, 7¢,(x) é a parte de T3(x) com grau méaximo d = @ — p, em que Q = 22:1 id;
¢ a dimensao de Hausdorff de G.

Sejam vy, . . ., v, uma base ortonormal de se¢oes do espago ortogonal TM " com relagao
ao produto escalar h, isto é, (v;,TM) =0,i=1,...,pev =v1 Ava A--- Av, é uma

p-forma unitaria de TM*".

Foi mostrado em [23| que

/Me( ))dSY(x /|TM )|dvoly(z) , (1.17)

em que (7§, (z)) é o fator métrico segundo Definicdo 1.22, S¢ é a medida esférica de
Hausdorff d-dimensional e dvol, é a forma volume em M induzida por h.

Dessa forma, a densidade da medida g em M é igual a
dp = |78|dvol,aM, (1.18)

em que

dvolhzelA.../\@”:fl/\.../\fn

¢ a densidade da medida esférica de Hausdorff em G como espago métrico subriemannia-
no, vol,uM = (v 1 voly)|,;, o € a contracdo de uma forma diferencial e | - | ¢ a norma

induzida pela métrica riemanniana h. Portanto,

dp = |78 |v 12 dvol,

=|rdlv o fAA- A (1.19)

Teorema 1.23.

= frrA A (1.20)

Demonstracao. Conforme secao 1.3,
P
(i i) = 0+ D _ASAY jk=di+1,...,n

<fa;fk>:_ (1:, k=d1+1,...,n,a:1,...,p.
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Se denotarmos por By, = (fj, fx), j,k = di +1,...,n, entdo B = (Bj;) é uma matriz
quadrada de ordem (n — dy).

Sejam A é a matriz de ordem (n — d;) X p dada por

1 2 p
Ad1+1 Ad1+1 Ad1+1
1 2 . p
A . Ad1+2 Ad1+2 Ad1+2
1 2 P

e I,,_4, é a matriz identidade de ordem (n — d;). Entao,
B=1,_4 +AA"

Vamos calcular a p-forma unitaria v.

Considere
n
We = fa + Z Ingﬁ
j=di1+1
em que escolhemos a7, tal que (w,, f;) = 0 para o« = 1,...,p, j = p+1,...,n. Em
particular,
n
> kB =47, (1.21)
k=d1+1
pois
n
0 = (wa, f]> = —A? + Z xZBjk‘
k=d1+1
Como f,,a = 1,...,p sao linearmente independentes, entao os vetores w, também sao

linearmente independentes e pela condigao acima estes vetores sao ortogonais a TM.

Assim, escolhemos
(T IVANKIEIVAN Wy

- ]wl/\/\wp]
Notemos que |wy; A--- Awy| = |[det W[, em que W = (Wap)i1<aps<p ¢ uma matriz

quadrada de ordem p tal que

n n

n
— _ j .k i A8 ]
Wapg = (Wa, Wg) = 0ap + E vl By — g x) A — E Ty AF.
Jik=d1+1 Jj=di+1 Jj=di+1
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Assim,
n

j=di+1

Se C' = (C%;) denota a matriz inversa de B, entao segue de (1.21) que

v,= > CiyAy. (1.22)

k=d1+1
Logo, Waﬁ = 5aﬁ - Z?:dl—&-l A?C]kAf ou
W=1,— A'B~'A.

Portanto,

wl/\~~/\wp
|wi A= Awy

v 1 dvol, = _lfl/\-“/\fn

1 L n
= g 2 ) A A+ DT ) A A
j=di1+1 A
1
:W(fl/\-../\fp—l—termos com fd1+1,..,,fn)J(f1/\_”/\fn)
1
= ‘detw‘(fzﬂrl/\.../\fn_i_ termos com fl,...,fp)
1
=Taawyl N

pois f*=0em M paraa=1,...,p.

Para concluirmos o resultado, calculamos 7¢.

Notemos que

i = ot A A fal T o A A
= |fd1+1 ARERNA fn|_1fp+1 JARRRNA fn
p p
= |det Bl 1 Ao A fay Aeayer = _AG 1 fa) Aee Alen = _ASE).
a=1 w=1

Portanto,

T = det Bl fort Ao A fay Negpa A A,



31

emqued=d;+2dy+...+1ld,—p=Q —p. Segue de (1.5) e ey A---Ae,| =1 que
I7d| = | det B|7".

Assim,

dp = |det B| ™' det W| 1 fPHE Ao A f

Afirmamos que | det B||det W| = 1. De fato, usando a generalizagao de “matriz determi-

nant lemma” mostrado em [6, 11, 16] obtemos

I A I-A'B7'A 0 I A
0 B B7'A 1 A B
I 0 1 At

AT 0 B— AA

Portanto,

det(B) det(W) = det(B — AA") = det(I) = 1 .

1.4.1 Grupo de Heisenberg

Um grupo estratificado especial que é o principal objeto das aplicagoes deste trabalho
¢ grupo de Heisenberg H"”. Recordamos do exemplo 1.2 que H" é um grupo de Lie
estratificado cuja algebra de Lie h é gerada por ey, ..., e, o de modo que [e;, e;4,] = €g
para ¢ = 1,...,n e os demais colchetes sao todos nulos. A &lgebra de Lie h é graduada
como h = by & bo, em que h; é gerado por ey, ..., e, € hy por eg.

Suponhamos que a base ey, ..., e, de h; é ortonormal. Consideremos a aplicacao B
da Secao 1.2. Entao, ker B C h; ® h; é gerado por e; ® €, €i4n @ €jin, € Q ity +€j1n Q€
parai,j =1,...,n¢e ¢ ® €jin,€i4n ®ej;, parai,j =1,...,n,7 # j. Notemos que ker B+

¢é gerado pelo vetor unitario
n
V= — (€i @ €ipn — €itn @ €;),
2n 4 -
1=
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e B(v) = ep, assim eq é unitario no produto escalar estendido de T'G.

Em coordenadas exponenciais, temos que a operagao de grupo é dada por
(l’l, o 7l’2n,$2n+1)(y1, o 7:I/Q'n?an—i-l) — (l’l + y17 o 71,271 ‘I’ an’ :L,Qn—i—l
1 n
2n+1 - i,0+n i, .0+n
Ty g Z;(w y y'z"))
1=

e 0s campos invariantes a esquerda sao

o= 0 L 0
ort 2 Qntl’
o 1. 0
€itn = W =+ 53’} W’ (123)
0
o = Op2n+l’

Conforme [12]| , Proposigao 5.1, as geodésicas Carnot-Caratheodory c¢(t) que passam

pelo elemento identidade de H™ sao solugoes de

2n
¢ = E A€y
r=1

)'\j - _)\O)\j+n
Njtn = Ao);
j\o = O

com condigbes iniciais ¢(0) = (0,...,0), \x(0) = ug, £ =0,...,2n. Entao,
Ao = fho
Aj = pj cos (tiot) — fj4n sin (pot)
Ajtn = Hj4n €OS (fiot) + f1; sin (p1ot)
Portanto,

7 = puj cos (puot) — pj4n sin (uot)

#" = iy cos (pot) + py sin (pot)

,
$2n+1 — 5 E (xj+”:13] _ x]x]-l-n)'

=1
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Integrando de 0 a ¢, obtemos

- 1 fjin
(o, - s pram, ) = =L sin (pot) — = (1 — cos (ot))
Ho Ho
j+n My Hjtn .
(o, - -y fon, t) = =2 (1 — cos (uot)) + sin (pot)
Ho Ho

n n .
22 (g, . pan, t) = 2— <Z ur> ot — sin (pot))

A bola unitaria B; definida pela distancia homogénea p é parametrizada pela expo-

nencial Carnot-Caratheodory

expee(fo, - pion) = (2" (1o, -+, pran, 1), -, 2 (o, - .- pion, 1))
com—27r§,u0§27r,2 topE <L
Observamos que
xj(,an ey H2n, 1) - i sin(,uo) _(1 - COS(MO» Hj
2 (o, -+ H2ny 1) Ho | (1 — cos(o)) sin(po) | | fjen

Ortogonalizamos a matriz do lado direito do seguinte modo:
2’ (Ko, - - - s h2n, 1) 1 —cos(p) | cosa —sina 1
oI (g, - -+ pon, 1) |20 sina cosa i
em que o = a(fp). Se introduzirmos uma mudanga de varidveis
I cosa —sina 1
s sin «v COS (v [jtn

entao parametrizamos B; por

7, ) = <\/1—COS[L() \/1—COS,U0

F(MOaﬁlw"J:uQn M1y ey
|40l o Iml

23 (an) (10 — sin (Mo))) . (1.24)

Teorema 1.24. Se M ¢é uma subvariedade nao-horizontal de H", entao a p-medida em

M ¢ um maltiplo constante da medida esférica de Hausdorff.
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Demonstracao. De fato, notemos que

/M 6(rd,())dSY(x) = /M Ay

O subespaco associado ao (2n 4 1 — p)—vetor 7§, (z) = |det B|™' fyy1 A -+ A egny1, em

que |det B|™' = |fyy1 A A€oy, é definido por {v € h;v A 1¢, = 0}. Como B é
parametrizada por (1.24), entdo 0(7¢(x)) ndo depende da direcao vertical de 7¢,, mas

apenas do fator de B; que é constante.



Capitulo 2
A primeira variacao da medida u

Neste capitulo apresentamos o segundo resultado principal desta tese: a primeira variagao
da medida p de uma subvariedade nao-horizontal imersa em um grupo de Lie estratificado.

Na Secao 2.1, inspirados pela demonstracao do resultado classico de variagao da forma
volume de uma variedade riemanniana feito em [30], determinamos uma féormula para
a variacao da medida g de uma subvariedade nao-horizontal. Encontramos condigoes
necessarias para que a medida p seja minima e definimos as subvariedades nao-horizontais
minimas de um grupo de Lie estratificado como aquelas que satisfazem estas condigoes.

Na Secgao 2.2 investigamos algumas subvariedades nao-horizontais do grupo de Heisen-
berg. Em especial, estudamos duas classes de superficies nao-horizontais minimas de H?:
as superficies regradas e as superficies tubulares. Finalizamos este capitulo com uma
condicao de minima para hipersuperficies em H™ que sao definidas implicitamente por
uma fungao suave.

Continuamos com as mesmas notagoes do capitulo 1.

35
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2.1 A primeira variacao

Seja i : M — G uma imersao tal que i(M) C G é uma subvariedade nao-horizontal de

codimensao p. De acordo com a Secao 1.4,
=du=frrA- A

¢ o elemento volume de i(M).

Seja F' : (—€,€) x M — G uma aplicacao diferenciavel tal que F, : M — G é uma
imersdo para todo u € (—¢,€), em que F,(p) = F(u,p) e Fy = i. Nessas condigoes,
dizemos que F' é uma variacao da imersao 1.

Suponhamos, reduzindo € se necessério, que F, (M) é uma subvariedade nao-horizontal
em G, para todo u. Em cada subvariedade F, (M), seja T'(u) a forma volume construida na
Secdio 1.4. Denotaremos por I'(u) = F*(I'(u)) a familia de formas volume de M. Assim,

se M ¢é uma variedade compacta com bordo, entao pela Regra de Leibniz, Proposi¢ao 10

da pag. 286 de [30] temos que

il =

— ['(u) . 2.1
- (w) (21)
Em analogia ao teorema classico de variacao da forma volume de uma variedade rieman-

u=ug

niana, obtemos a seguir o resultado principal deste capitulo.

Teorema 2.1. Sejai: M — G uma imersao de uma variedade M orientada de dimensao
(n—p) em um grupo de Lie estratificado e subriemanniano (G, D, (,)) como subvariedade
nao-horizontal. Seja F : (—€,¢) x M — G uma varia¢ao de i por imersoes com campo
variacional W. Se I'(u) = F*(T(u)), em que T'(u) € uma forma volume em F,(M) de

acordo com a orientacao de M, entao

f() =i (—Z (A (F). £+ T, fj)> D(0) +d (55 (W7).r(0))

* (Hys + o) D(0) +d (i, 1 (WT)10(0)),

em que A € o operador de Weingarten associado a i(M), T ¢ o tensor torcio de G, H é

a curvatura média e o € a média da tor¢ao sequndo defini¢ao (1.19).
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Demonstracao. Para a demonstragao deste Teorema seguimos a estrutura da prova de
[30].

Sejam W = 4f o campo variacional da variacao F' e pyp € M tal que W (i(pg
J du

u=0
nao ¢ tangente a i(M). Para alguma vizinhanga suficientemente pequena O de pg, se
necessario diminuimos €, podemos supor F' : (—¢,€) X O — G um mergulho. Denotamos
por F,(0O) = O,,.

Consideremos um aberto O de G que contém F((—¢,€) x O) e escolhemos uma base

de campos de vetores fi,..., f, de TG tal que
(i) fi,..., [, restrito a O, pertencem a TO.L;
(i) fp+1s--., fn restrito a O, pertencem a T'O,;
(iii) fi,..., fa, s@o ortonormais em D;
(iv) fi=ej =2t 1 ASfa,paraj=di+1,...,n.

Sejam f1,..., f™ as I-formas duais de fi,..., f,. Entao, F*(f®) =0paraa=1,...,p.
Além disso, se

O = PN A

entdo ['(u) = ®|p, e D(u) = F*T(u) = F*® = F*(fP*' A--- A f*) é uma forma volume
de M.

O campo variacional W ao longo de O é a restricao do campo i—i definido ao longo
da imagem de F'. Portanto, estendemos ‘é—i ao um aberto O que contém a imagem de F'.
Denotamos por W esta extensdo. Assim, associado a W existe um grupo a l-parametro
de difeomorfismo p, tal que p,(F,(p)) = Fuiy(p). Portanto, se X é um campo tangente

em O, entao

(Pu)«(F)e X = (Fupo)X.
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Pela defini¢ao de derivada de Lie de formas diferenciais, ver por exemplo [17, 21], segue

que
. ) 1
F(u)(Xerl? s 7Xn) = ]1111}%] E (F(U, + h)(Xp+17 s 7Xn) - F(U)(Xerl, s 7Xn))
:}lll_% E((Fu-&—hq))(Xp-i-lv s 7Xn) - (Fuq))(Xp-‘rl? s 7XTL))
o1
= }Lg% E(Cb((Fu—l—h)*Xp—‘rla ) (Fu-f—h)*Xn)
— O((Fu)eXptts- - -5 (Fu)eXn))
o1
= lim = (@ (o)« (Fu) e Xprts - o (on) e (Fu)xXan)
- q)((Fu)*Xp—irla T (Fu)*Xn))
=L ((F)uXpin, - (Fu)uX)
—F (L ®) (Xpi1, - - -, Xn)-
Logo,
I'(u) = F; Lz .
Mas,
FiL® = FA(W_d® + d(W_d)) . (2.2)

Portanto, mostraremos que os dois termos que aparecem em (2.2) sao os termos da afir-

magao do teorema para u = 0.

Notemos que

d® =d(fP™ A A f)

Z (_1)if(p+1)fp+1 N

i=p+1

Z (=1)= P+t AL
i=p+1

+ Z (_1)j—(29+1)fp+1 A --

j=d1+1

AN A f

A (Zf’“/\w;) Ao AP
k=1

AT A AT
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p di
=3O TN AT

a=1i=p+1

+ZZ ) FEN PN AP A AT

a,B= 12—p+1
3 Z Z Hfas VSN PN A FEA AT
1] di+1
+Z Z fouf] fa/\fp+1/\ f
a=1 j=di+1
P dr "
Z<Z Do)+ Tj(fa,m) FEND
a=1 Ni=p+1 Jj=d1+1
: Z (Z (/o) +% > Tj(fa,fﬁ)) AT
=1 \i=p+l Jj=di+1

—Z Hfa—i—(ffa)fa/\q)—i— Zﬂagf /\\If
a,f=1
em que U= fPH A AN A e Qup = Zipr (f5)+ Z] di+1 ](fa,fg).
Entao,

p

Wod® = (Hy, + o, )Wa(f*AD) + Y QusWo(f* A D)

a=1 a,f=1
= (Hp, + o) (W)@ = fSA(WoB)) + Y Qap(f (W) = f4 A (WD) .
a=1 a,B=1

Como F;U =0e F;f* =0, entao
—~ p —_—
Fi(W.d®) = F; (Z W) (Hy, + om) I (u)
a=1
Para o outro termo verificamos facilmente que
Wb =W o ,

pois
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1 kierl(I)(fW/a fp+17 . '7fk’ o 7fn)

(=D)* P W@ (Forts oy frr s fo) )
VPN A PPV, fosts s fr s f)
)
)

DEPHPEA AT fts e fr e )

1 k_p+1®(WT7fp+lu s 7fk7 o ;fn) ’

(_
(_
(_
(_

Portanto, (2.2) é da forma
F;Lg® = F}(H. + o)T(u) + d(F; (W @) .

Para u = 0, obtemos a prova do teorema para qualquer ponto py tal que W (py) nao é
tangente a i(M). O caso geral, ainda seguimos a apresentagao de [30].

Seja G = G x R um grupo de Lie cuja algebra de Lie g = g® R, em que g é a dlgebra
de Lie de G, possui a seguinte estratificacio g =g ® g2 @ --- P g! tal que

gl=g'oR, g =g, para i=2,3,...le[g R =0Vi.

Seja D a distribugao horizontal em G gerada por g'. Portanto, (G, D, (,)) ¢ um grupo
de Lie estratificado subriemanniano, em que (,) é a métrica produto definida em G.

Seja F : (—¢,€) x M — G uma aplicacao diferenciavel definida por

F(u,p) = (F(u,p),u).

A aplicacao F é uma variacao de ¢ cujo campo variacional W é da forma

em que 1 denota o campo unitario de R. Observe que W nao é tangente a Fo(M) e
. _— . . =G i
portanto o teorema é valido para a variacao F. Assim, seja V a conexao linear em TG

definida por

_G — —
Vrie,(X +6) = Vy X +Ve,6, VXY € TG, 6,6 € R,
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= . R . . =R , . .
em que V é a conexao linear em G definida na secao 1.2, V' é a conexao candnica em R.

Entao, verificamos facilmente que
Ay, (X) = Ay, (X) e T(WHX)=T(WH X),

emque X = X +¢ € TG =TG @ R. Portanto, o resultado para F implica o resultado
para F'. O

Corolario 2.2. Sejam G um grupo de Lie estratificado n-dimensional e M uma variedade
compacta, orientada com bordo OM e de dimensao n — p. Sejai: M — G uma imersao
de M em G como subvariedade nao-horizontal com F : (—¢,€) x M — G uma variagio de
i por imersées e campo variacional W. Se I'(u) = F*(I(u)), em que I'(u) € uma forma

volume em F,(M) de acordo com a orientagao de M e

Vi = [ T,

entao

- /M * (Hyr + o) T(0) + / i, (WT)ar(0).

oM

Em particular, se F' € uma variacdo que mantém OM fizada, entao

d
@V(U)

:/Mz’* (Hypt + oy ) T(0).

u=0
Para todas as imersoes f : M — G com f =1 em OM, a imersio i € um ponto critico
para V' se e somente se

H+o0=0

em TM*.

Demonstragao. Aplicando o Teorema 2.1, a férmula (2.1) e o Teorema de Stokes, obtemos
a primeira afirmacao deste Corolario. Se F' é uma variacao que mantém 0M fixada, entao
W =0 em OM, assim i, '(WT).['(0) = 0 em OM, o que prova a segunda afirmagao.
Vejamos agora que H + o = 0 em TM~*. De fato, escolnemos v € TM~* tal que para
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cada w € TM*, H, + 0, = (v,w) e uma funcdo suave ¢ tal que ¢[,,, =0e ¢ > 0 em

M — OM. Se tomarmos W+ = ¢w, entdo em M — OM obtemos
¢(HU) + UU}) = <U7 (bw) = <U7 WJ_> =Hy: +owr =0.
Portanto, Hy, 4+ 0, =0, ¥ w € TM*, concluindo a ultima afirmacao. [l

E bem conhecido na geometria riemanniana que a imersao ¢ € um ponto critico para
o volume riemanniano se a curvatura média é nula. A seguir, veremos que este é o caso

para as hipersuperficies nao-horizontais de G.

Corolario 2.3. Sejam G um grupo de Lie estratificado n-dimensional e M uma variedade
compacta, orientada com bordo OM e de dimensaon — 1. Seja i : M — G uma imersao
de M em G como subvariedade nao-horizontal com F : (—¢,€) x M — G uma variagao de
i por imersées e campo variacional W. Se I'(u) = F*(I(u)), em que I'(u) € uma forma

volume em F,(M) de acordo com a orientacao de M e

Vi = [ T,

entao

%V(u”uoz/ﬂ/* (HWL)F(O)+/8Mi;1(WT)JF(O)a

Em particular, se F' € uma variagao que mantém OM fizada, entdo

d
@V(U)

- [ @ ()

u=0

Para todas as imersoes f : M — G com f =i em OM, a imersao i € um ponto critico
para V' se e somente se

H=0
em TM*.

Demonstrag¢ao. Para o = 1,...,p, observamos que

T (for £5) =T (fares — Y _AVfa) =T'(O alerey) = > AT (fa f3) -
p=1 =1

i=1
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Como cfj = 0, entao

T (fur i) = ZAﬁT (fas f5)

e Tj(fa, fs) = 0 se degj # 2. Em particular, se M ¢ uma hipersuperficie de G, entao
pzleT](fl,fj):0paracadaj:d1—|—1,...,n. ]

Um caso especial é quando M possui a mesma dimensao de G, isto é, M é uma
variedade compacta, n-dimensional com fronteira em G e T,M = T,G. Entao, TM=* =0

para todo p € M. Consequentemente, Hyy1 + o =0 e

d

@V(U)

_ /8M i (WT)I(0) .

u=0
Se OM é uma subvariedade nao-horizontal em todos seus pontos, entao podemos escolher

uma base adaptada fi,..., f, de TG|,,, e assim

i (WD) =i ‘(WL AP AL A
= f{ WA AT

pois f1 =0 em TOM. Logo,

= f{whdy,
u=0 oM

em que du = f2A ... A f
Neste trabalho, usaremos a terminologia minima para designar as subvariedades nao-

horizontais que sao pontos criticos do funcional volume V.

Definicao 2.4. Dizemos que uma subvariedade nao-horizontal é minima se

di
He +0¢ = — Z (Ae(f7): fi) + Z 6 fi) =
Jj=p+1 Jj=di1+1

para todo £ € TM*.
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2.2 Subvariedades nao-horizontais minimas em H"

Nesta se¢ao, mostraremos algumas aplicagoes do teorema da primeira variagao da medida
i para o grupo de Heisenberg.

Inicialmente, lembramos que H" é um grupo de Lie estratificado cuja algebra de Lie b
é gerada por ey, ..., €a,, 2,11 de modo que [e;, €;4,] = €2,41 parai = 1,...,n e os demais
colchetes sao todos nulos. A algebra de Lie h é graduada como h = h; @ by, em que by é

gerado por ey, ..., ea, € hy POT €9,y 1.

2.2.1 Subvariedades verticais

Seja M C G uma subvariedade nao-horizontal de codimensao p. Dizemos que M é vertical

se AY =0, Va=1,...,p,j=di +1,...,n

Aplicagao 2.1. Sejam M C R?" uma subvariedade minima de codimensio p e N =
{(z,t) € H* : © € M,t € R} uma subvariedade nao-horizontal de H"™. Entdo, N é

minima.

Seja m : H" — R a projecao natural. Em R?*", denotamos por (,)r a métrica
riemanniana, V¥ a conexao riemanniana canénica e em H", denotamos por (,) a métrica
sub-riemanniana e V a conexao linear.

Sejam {g1,...,9p} € {gpt1,---,92n} bases ortonormais de TM+ e T M, respectiva-
mente. Assim, se fi,..., fo, ¢ uma base em D restrita a N tal que m.(f;) = g; para
j=1,...,2n, entao fo, 41 = ﬁiﬂ € fpt1s- -, fon, font1 € uma base de T'N.

Notemos que m, restrita a D é uma isometria e portanto , (Vfi fa) = Vli Jo para
i=p+1,....2nea=1,...,p. Como Vf, :ZZ pr ® fi e VRg, = Zfzpﬂwé@gi

para a = 1,...,p, obtemos que 7*!, = &' . Assim, segue de (1.15) que

m(Ag, (i) = Z T @ (f:)f;) = Z U (91)9; = Aga (93).

j=p+1 Jj=p+1



Como M ¢ uma subvariedade minima de R?*", entéao Z impl

2n

> (A (fi). £y =0

J=p+1

O segundo termo da Proposicao 2.2 é da forma

2n
2+l —on+1
(far fant1) = Y alT" (ex, €an41) =0,
k=1
pois T(ex, €any1) = —[ex, €ani1] = 0 para k = 1,...,2n. Logo,
2n 2 .
n+
Hy 05, == > (An () ) + T (fa fania) = 0
Jj=p+1
para todo f,, a =1,...,p. Portanto, segue da Defini¢ao 2.4 que N é minima.

45

(Ag.(gj), 95)r = 0. Portanto,

Aplicagao 2.2. Se vy é uma curva transversa minima em H", entao v € uma reta vertical.

De fato, se v : I C R — H" ¢ uma curva transversa, entao e***(y') #0 e

Y = fon41 = €ony1 — E A1 fa

a=1

Portanto, pela Definicao 2.4, temos que

2n+1
(

fﬁ>f2n+1)

para todo 8 =1...,2n. Mas,

2n+1 2n+1 2n+1
<f67f2n+1) (fﬂ’e%-l—l ZAgn—HfOc - ZA2n+1 fﬁ7fa)'
Entao, A3, , = 0 para todo o = 1,...,2n. Portanto, 7' = eg,41 €
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2.2.2 Superficies em H!

Seja G = H' com algebra de Lie, h = b; @ by gerada por
o yo o x0 0

T 202 T oy P20 @7 o

tal que [e1, es] = e3 e os demais s@o todos nulos. Assim,
=3

T (e1,e3) = —€3([e1, e2]) = —1.

Seja J : h; — b1 um operador linear definido em h; por

Jei=ey e Jeg = —eq.
Claramente, J2 = —Id e J é uma isometria no produto escalar de h;. Consequentemente,
obtemos o seguinte resultado
Proposicao 2.5. Se vy, € h; € um vetor unitdrio tal que vi = —Jvg, entdo vi,vy € uma

base ortonormal de h' e [vy,v9] = e3.
Demonstragao. Segue diretamente da defini¢ao de J. O

Consideremos S C H! uma superficie nao-horizontal e D a distribuicao horizontal em
TH'. Naturalmente, estendemos o operador linear J a D e conforme Proposicao 2.5 se
f2 € um vetor unitario em 7'S N D, escolhemos f; = —Jfy e assim f;, fo é uma base
ortonormal em D e Tg( fi1, f2) = —1. O proximo resultado é bem discutido na literatura,

ver por exemplo [10, 28].

Proposicao 2.6. Seja S C H' uma superficie nao-horizontal em todos os pontos e min-

ima. Entao, S € uma superficie regrada.

Demonstracao. De fato, como S é minima, segue do Corolério 2.2 que

(Ap(fo), f) =0 ou (Vyfi, fo) =0.
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Logo, (Vy, fa, f1) = 0, pois
0= folfr, fo) = (Vpfu. fo) +{f1,V . fo) = (1, Vi fo) -

Portanto, Vy, fo = 0.

Sejam 7 : H' — R? a projecao natural e V® a conexdo riemanniana canonica em R2.
Se «(t) € uma curva tangente a S com «(t) = fa(a(t)) e 6(t) = m(a(t)) a projegao de «
em R?, entdo |§'(t)] = |m.o/(t)] =1e

Vo0 (t) = m(Vyf2) = 0. (2.3)

Se ks ¢ a curvatura da curva ¢, entao de (2.3) temos que ks = 0 e assim 0 ¢ uma reta em

R% Se §(t) = (wg + at,yo + bt), Entao
1
a(t) = (zo + at,yo + bt, 2 + 5(6930 — ayo)t)
¢ uma reta em H' e portanto S é uma superficie regrada. O

Descrevemos, a seguir uma parametrizagao para superficies nao-horizontais minimas
de H! e a usaremos no capitulo 4.
Seja v : I — H' uma curva transversa a retas em S, em que I é um intervalo em R.

Entao, e3(y/(t)) # 0, V t € I e a superficie nao-horizontal minima S é parametrizada por
f(t,s) =~(t) + sfa(v(1)).

Se escrevermos fo(y(t)) = a1(t)er(y(t)) + az(t)ea(vy(t)) e y(t) = (x(t), y(t), 2(t)), entao

F(t,9) = ((0) 9(0), 2(0) + s (6)(1,0, = 3(0)) + s50a(6)0, 1, 3 (1)
£t 5) = (@(t) + sar (0), y(t) + saat),2(0) + 5 (ax(Da(t) = an(y(2)

Assim, os campos tangentes a S sao
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) =1. (1) (029) = ant) 5 + a0 + Slaalt)alt) - oo

—an(t) (ex(t:9) + 30(0) + saa)ealt5))
T as(t) <62(t, ) = 5 (1) 4 sar())es s))
+ 5 (aa(alt) — s (y(D)es(t, )
= ay(t)er(t, s) + aa(t)es(t, s) = fa(t,s)

e portanto

Também,
fltss) =F. (51 ) (o) = @00+ sat0) (eat,5) + 000 + saate)eatr o))
+ (W) + sl (1)) (eg(t, 5) — %(:)s(t) + san(t))es(t, s))

5 (a2()z(t) + ax(t)2'(t) — ay(t)y(t) — ar(t)y'(t))es(t, )
(

=(2'(t) + say (1)) (az(t) f1(L, s) + ar(t) fa(t, 5))

+ (y'(t) + sa5(t))(—ar(t) fi(t, s) + as(t) fo(t, 5)) + B(t, s)es(t, s)

em que

Blt,5) = 2/(t)+ 5 (' ()y(0) (10 (1) + s(an(t)a’ (1)~ ary/ (1) + - (a (s (1) —ay () (1)

Se escolhermos v de modo que (¥'(t), f2(y(t))) = 0, obtemos

' (t)ay(t) + ' (t)az(t) =0 .
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Entao,

filt, s) =(('(t) + say(t))az(t) — (4 () + sa5(t))ar (1) f1(E, 5) + B, s)es(t, s) .

Como S é nao-horizontal, entdo B(t,s) # 0 em S. Portanto,

Jult3) _(a2'(1) = /(1) + (6 (a(t) — an(1)a(0) A 5
B(t, s) B B(t, s) + es(t, s)
Assim,
A3t5) = = 30 (0) — s (0) + (e (aalt) — an(Baie) = ~ )

ft=Bfs.

2.2.3 Superficies em H?

Seja G = H2. Os campos invariantes a esquerda da algebra de Lie b sao definidos por

6 T3 8 6 Ty 8 6 I 6 8 ) 8 8

el=Fr———F— 6 =7—"-——— €3=—+——;€6=—+——; 6 = —,

! @(L’l 2 8135 ? 61’2 2 8135 3 61’3 2 81’5 4 E)x4 2 E)x5 b 8[)’25
com [eq, e3] = [es, e4] = e5 e 0s demais sao todos nulos.

Sejam J e R operadores lineares definidos em b; por
Jey = ez, Jeg = ey, Jez = —eq, Jey = —e3
e
R61 = €9, R€2 = —€1, Reg = —€4, R€4 = e€3.

Os operadores J e R satisfazem naturalmente algumas propriedades.
Proposicao 2.7. J e R satisfazem as sequintes propriedades:
1. J?=R?>=—1I;

2. RJI+JR=0.
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3. (Rz, Ry) = (Jx, Jy) = (x,y), ¥V x,y € by;
4. (Jz,Ry) + (Rx, Jy) = 0,Y x,y € by;
5. [z, Jy] = (z,y)es, [, Ry] = (Jz, Ry)es, V z,y € by,

Demonstragao. As propriedades (1), (2) e (3) seguem diretamente da defini¢ao de J e R

na base de h;. Consequentemente, para cada z,y € h; obtemos que

0= ((RJ+ JR)z,y) = (RJz,y) + (JRz,y)
= —(Jz, Ry) — (Rz, Jy) .

Para (5), basta notarmos que [e;, Je;] = e5 parai = 1,....4 e [e;, Je;| = 0 para i # j.
Assim, segue diretamente que

[.Z‘, ‘]y] = <ZL’,y>65 .

Consequentemente,

[.’L’,Ry] = _[Jva Ry] = [Ryv J(Jl')] = <Ry7 J$>65 .

Observamos que, = = y na propriedade (4) da proposi¢ao acima é equivalente a
(Rx,z) = (Jx,x) = (Jr,Rx) =0. (2.4)

A seguir, usaremos os operadores lineares J e R e as propriedades acima para construir

uma base ortonormal de bh;.

Proposicao 2.8. Se vy € by € um vetor unitdrio e vs = Ruy, v9 = —Jvg, 117 = —Rus,

entao vy, va,v3,v4 € uma base ortonormal de by tal que

[v1,v3] = [V, v4) = €5 € [v1,v2] = [v1,v4] = U2, 03] = [v3,0v4] = 0.
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Demonstracao. Segue diretamente de (2.4) que

<U3,U4> = <R'U4,’U4> = O,
(V2,v4) = (=Jvg,v4) = 0,

<U2, U3> = —<JU4, RU4> =0.
Aplicando as demais propriedades da Proprosi¢ao 2.7, obtemos

<U17U4> = —<RU2,U4> = <U2, RU4> = <U2703> =0,
<1)1,113> = —<RUQ, R’U4> = —<1)2,U4> = 0,
<U1,1)2> = —<R1)2, JU4> = <JU2, R’U4> = <U4,RU4> = 0

Além disso, segue facilmente que

[v1,v3] = —[Rvy, Rvy] = —(JRuy, Ruy)es = (RJvy, Rug)es = (Jug, v4)es = (vg,v4)e5 = €5
[Vg, V4] = [—Jvyg, v4] = (vy4,v4)e5 = €5,

[vg, v3] = [—Jvy, Rug] = (Rug, v4)es = 0,

[v1,v4] = —[Ruva, v4] = (Jvy, Rvg)es = —(va, Rvg)es = 0,

[1, V3] = [Rug, Jug| = (Ruvg, vg)es = —(v1,v4)e5 = 0,

[U3,U4] == [RU4,’U4] = —<JU4, RU4> =0.

A Proposicao 2.8 é estendida naturalmente a distribuicdo horizontal D C TH?.

Corolario 2.9. Se f, € D ¢ um campo unitdirio e f3 = Rfs, fo = —Jfs, f1 = —Rfs,
entao f1, fa, f3, fa € uma base ortonormal em D tal que T5(f1, f3) = T5(f2, fi)=—1 ¢ os

demais sao todos nulos.

Demonstracao. Segue diretamente da Proposicao 2.8. O]
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Sejam M C H? uma subvariedade nao-horizontal de dimensao 2 e D a distribuicao
horizontal em TH?. Estendemos os operadores lineares J e R a D e como Ve; = 0,1 =

1,...,5, obtemos facilmente que
VJ=0¢e VR=0. (2.5)

Como T'M N D ¢é 1-dimensional, entao escolhemos um campo unitario fy em TM N D. Em
seguida, escolhemos f3 = Rfy, fo = —Jf1, i = —Rf; em TM~+ conforme Corolario 2.9
e assim, obtemos uma base ortonormal em D, tal que Ts(fl, f3) = —1, 75(f2, fa)=—-1e
os demais sao todos nulos. Com f5 = e5 — Zi:l A¢ f,, construimos uma base adaptada
de TH? satisfazendo: fi, fa, f3 € TM* e fy, fs € TM.

Usando (2.5) e a defini¢ao de fi, fo, f3, f1, obtemos para cada X € T M que
wi(X) = (Vxfu, fi) = (Vxfa,—Rfz) = (RVx fu, fo) = (Vx f3, f2) = @5(X),
W3(X) = (Vxf1, o) = (RVx f1, Rf2) = (Vx f3,—f1) = —w3(X),
wy(X) = (Vx fo, f1) = (=IVx fi,—Rfs) = —(RVx fu, J fo) = —(Vx fs, f1) = —W5(X).

Se M é uma superficie nao-horizontal minima em H?, entao

—(Aclf), fy +T (&, f5) =0,V € € TM*

Portanto,

(An(f), L) =T (f1, f5) = A2,
(Ap(f1), f1) =T (fo, f5) = 0,
(A (o), fa) =T (fa, f5) = —AL.

Notemos que

0= (Ap(f1), f1) = —((Vy L) " f1) = = (V1 fo, fa) = —W5(fa) -

Do mesmo modo, obtemos

Ag = <Af1 (f4)a f4> = _w%(f4)a
Ay = —(Ag(fa), fa) = T5(fa) -
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Assim,
Vi fo=w(f) fi +@i(fa) fo + @i (f) fs = AS L — Asfa.
Suponhamos que
fa = are1 + agzes + ases + aseq,

em que a; : H? — R sao funcoes suaves. Entao,

fo = —Jfs = aze; + ases — arez — aszey,
fs = Rfy = —aze; + ares + ages — asey,
J1 = —Rfs = ase; — azep + azes — aey .

Seja h(t, s) uma parametrizagdo de M, tal que hy(t,s) = fi(h(t,s)). Entao,

4
dCLZ' _ .
Z( ) €; :W}L(f4)(a4€1 — ageg + agez — a1€4) + Wi(f4)<—a2€1 + ai1e9 + ages — CL3€4)-

— ds
ou
(] [ 0o @@y o @ |[a]
d | a _ wi(f1) 0 —wy(fa) 0 g (2.6)
ds | g, 0 wy(fa) 0 W5 (fa) as
| as || —wi(f) 0 —wi(fy) 0 || aa ]

Se ®(t,s) € O(4,R), em que O(4,R) é o conjunto das matrizes ortogonais de ordem 4, é

uma solugao fundamental de (2.6), entao a solugao satisfaz

ai(t, s
a2

(
E = B(t,5) (2.7)
(

t,s

) (
t,s) as(
) (
) (

aq(t, s

Se escrevermos h : R? — R5 como
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~ i . 5 .~
entdo 2= = q; parai = 1,2,3,4 e % = L(azz! + ag2® — a12® — ax2*). Nessas condigdes,

obtemos

z'(t,s) = 2'(t,0) +/ a;(t,u)du, 1 =1,2,3,4
0

2°(t,s) = 2°(¢,0) + %/ (as(t,w)z' (t, u) + aq(t, uw)z*(t, u)
0
—ay (t,u)z®(t, u) — as(t,w)z* (t,u)) du
Suponhamos que a parametriza¢do h(t, s) satisfaz
oh oh
<E(t7 0)7 %(tv 0)> - 07
entao
oh 5 (0h
G0 = (5e0) fieo.
Portanto,
t
h(t,0) = / b(v) (e5(v,0) — A3(v,0) fi(v,0) — AZ(v,0) f2(v,0) — A2(v,0) f3(v,0)) dv.
0

em que b(v) = €(2%(t,0)).

A seguir, veremos dois modelos de superficies nao-horizontais minimas de H?2.
Caso 2.1. Superficies regradas

Consideremos wj(fy) = w3(f1) = 0. Neste caso, a;,7 = 1,2, 3,4 sao fungdes constantes

ao longo das curvas caracteristicas de M. Assim,

z'(t,s) = 2'(t,0) + a;(t)s,i = 1,2,3,4 (2.8)

2°(t,5) = 2°(t,0) + g(ag(t)arl(t, 0) + as(t)z?(t,0) — ay (t)23(t,0) — az(t)2*(t,0)). (2.9)

Se

(G0 5he0) o



entdao 22(t,0) = e®(22(t,0)) f5(t,0) e

0) = [ 560) (es(0.0) = A0, 0)fa0.0)) o

pois A3 = Wj(fs) =0 e AL = —Wi(fs) =

Se escrevermos
5

h(t,s) = h(t,0) =Y _(a'(t,s) — ' (t,0)) aii

=1
4

=Y (2'(t,s) — 2'(t,0))e;(t, 0) + (965(15, s) — 2°(t,0)

i=1

3

—(2%(t,s) — 2°(t,0))z"' (t,0) — (z(t, s) — 2*(¢,0))2%(¢,0))) e5(t, 0)

Entao, segue de (2.8) e (2.9) que

0.

L@t 5) — 2 (1,00)2%(1,0) + (22(t, 5) — 2(t,0)) (,0)

h(t,s) = h(t,0) + sfs(t,0).
Caso 2.2. Superficies tubulares

Consideremos wy(f4) = b1 (t), wi(f1) = bs(t) constantes ao longo das curvas caracterfs-
ticas de M tal que by(t)? + b3(t)? # 0. Notemos que os autovalores da matriz de ordem
4 do sistema (2.6) sao £iv/b1(t)? + b3(t)?, em que i = +/—1. Assim, pelo método de

resolucao de sistemas de equacoes diferenciais lineares a matriz fundamental é da forma

COS(Sb) b3 SiZ(Sb) 0 b1 si;)l(sb)
bs sin(sb) COS(Sb) by sin(sb) 0
(t,s) = ’ . ' .
0 b1 SIZ(Sb) COS(Sb) b3 SIZ(Sb)
i b siz(sb) 0 b3 sizl(sb) COS(Sb) |
em que b= /b1(t)? + b3(t)?. Entao,

bs sin(sb by sin(sb
ar(t, ) = cos(sb)ai (t, 0) — %‘S)@(z&, 0) + %(S)(M(t, 0)

bs sin(sb by sin(sb
as(t, s) = %(S)m(t, 0) + cos(sb)as(t, 0) — %(S)ag(t, 0)
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as(t, s) = blSiZ(Sb)GQ(t7o) + cos(sh)as(t, 0) + b3SiE(Sb)a4(t,0)
as(t, s) = ——blSig(Sb)al(t,O)-— bSSiE(Sb)ag(t,O) + cos(sb)au(t, 0) .
Entao,
x%u@:x%am+§mfmm@my+m5ﬂ%§11@umy—mﬁﬂ%giiM@m)
ﬁ@@_ﬁ@m—@fig:im@m+“ﬁ@@@m+m9i%:i%@m
23 (t,s) = 2°(t,0) — 61%a2(t, 0) + sinl()sb) as(t,0) — bg(x)s(i)#m(t, 0)
Pt s) = 2 (2, 0) +—b199§£§§};243a4(t,o) +-5399§§%§};Z;3a3(t,0)-+»Si“25b)a4(t,o)

Substituindo os valores de a;(t, s) em (2.9) e integrando os termos, obtemos que

2°(t,s) =2°(t,0) + % (= (braa(t, 0) + bsaa(t, 0))z' (¢,0)
+(bray(t,0) + bsas(t,0))x2(t,0) — (bsas(t,0) — byay(t,0))z>(t,0)

sin(sb)

—(bsar(t, 0) + bras(t, 0)a* (1,0) + =

(as(t,0)z'(t,0) + aq(t,0)2*(t,0)
—a1(t,0)2°(t,0) — as(t,0)z(t,0)) .

Portanto, a parametrizagao de M ¢ dada por

4

sin(sb)

h(t, s) = h(t,0) =— E;%@ﬁﬁxam
+ m%}#bg(t)(@g(t, 0)eq(t,0) — aq(t,0)ea(t,0) — aq(t,0)es(t,0)
+%@ﬁkdu®)+SE%?:EMGX—m@ﬁkﬂum+ﬂﬂt®@@ﬁ)
— as(t,0)es(t, 0) + as(t,0)es(t, 0)) + (2°(t, s) — 2°(t,0)
—f—%(ml(t, s) — x*(t,0))z*(t,0) + %(J:Q(t, s) — x%(t,0))z* (¢, 0)
—%(mg(t, s) —a3(t,0))z' (t,0) — %(m4(t, s) — x*(t,0))2*(t, 0)) es(t,0)
=00 i, 0) — D =L 4 0) £3(4,0) + 0 (0)£1(1.0).

b b?
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Portanto,
=i+ T e
B cos(s4/b1(t)? + bs(t)?) — 1 bs(t) Fo(t, 0 bl( )
bi(t)? + bs(t)? /b1 (t)? + b3 (1)

Reciprocamente, sejam ~ uma curva transversa em M C H? e f, um campo unitario
ao longo da curva . Entao, completamos a uma base de D), escolhendo fo(t) =
—Jfat), f5(t) = Rfa(t) e fo(t) = —=Rfa(t). Se f(t) = es(t) = 2oz, AS(1) fa(t), entdo
fi1(t), fo(t), f5(t), fa(t), f5(t), ¢ uma base de T, H? de modo que fy(t), f5(t) ¢ uma base
de T M. Como T e T,pM, entao —Z = M () fa(t) + Aa(t) f5(t), em que A\; e Ay s@o
funcoes suaves em H2.

Se h : R? — R® uma parametrizacao de M definida por

_ cos(s () (t 2)
b1(t)? + bs(1)?

em que h(t,0) = v(t),b1(t) = —A%(t) e b3(t) = AL(t), entao M é minima. De fato, é

f4(t7 0)

( 3(2) f3(t,0) + b1(t) f1(t,0)),

suficiente mostrar que

(Ap(f0), 1) =T (f1, f5) = A2,
(Ap(f0), f1) =T (for f5) =
(Ap(fa), f1) =T (fa, f5) = —AL.

Notemos que

%h(t’ s) = cos(sb(t)) (a1(t, 0)ex(t, 0) + az(t, 0)ez + as(t, 0)es(t, 0) + aa(t, 0)es(t,0))
w (b3(t)(—aa(t,0)e1(t,0) + a1 (t,0)es + aq(t,0)es(t,0)— as(t,0)eq(t,0))

+b1(t) (as(t,0)e1(t,0) — as(t,0)es + aa(t,0)es(t,0) — ai(t,0)es(t,0)))



sin(sb)

cos(sb)ay (t,0) + 2

+ | cos(sb)ay(t,0) — |

/\/O\/\
O
)
—~
w
>
N—
=
w
—~
T~
(@n)
N—
+

em que b= /by (t)% + bs(t)>2.

Como £h(t,s) € TM N D, entdo escolhemos fy(t, s)

fi(t,s) = <cos(sb)a4(t, 0) —
— (cos(sb)ag(t,()) +
+ (cos(sb)az(t,O) +

- (cos(sb)al(t,O) +

(b1 (t)(l4(t, 0) - bg(t)(lg(t, 0))

sin(sb)

sin(sb)

o8

61(t, 0)

)

(bg(t)cn (t, 0) — bl (t)ag(t, 0))) €9 (t, 0)
(bg(t)a4(t, 0) + bl (t, O)GQ(t, 0))) 63(75, 0)

(b3 (H)as(t, 0) + by (t)as (¢, 0))) ea(t,0), (2.10)

%)

= 5:-h(t,s). Assim,

 (ba(t)as(t,0) + by (Bas (1 0))) er(t,0)

sin(sb)

b

(bs()au(t, 0) + by (t)as(t, 0))) es(t,0)

Smé‘s’b) (bs(t)as (t,0) — by (t)as(t, 0))> es(1,0)
Sinl()Sb) (b1(t)as(t,0) — bs(t)as(t, 0))) e(t, 0).

Vi fr = — (bsin(sb(t))as(t, 0) + cos(sb) (bs(t)as(t, 0) + ar (£, 0)by (1)) ex(t, 0)
+ (sin(sb)as(t, 0) — cos(sb)(b(t)aa(t, 0) + by (H)as(t, 0))) ea(t, 0)
— (bsin(sh)ay (£, 0) — cos(sb)(bs(t)as (£, 0) — by (t)as(t, 0))) es(t, 0)
+ (bsin(sh)ay (£, 0) — cos(sb) (by (t)au(t, 0) — bs(t)as(t, 0))) ea(t, 0) .

Assim,

t
t

(Vi fr, fa) = = as(t,0)(br(t)aa(t, 0) — bs(t)az(t,0)) — a1 (t,0)(bs(t)as(t, 0) + ax(t, 0)bs(t))
(

+ (lg(t, 0) (bg(t)al(t, 0) - b1 (t)(lg(t, 0)) - ag(t, 0) bg(

Yay(t,0) + by (t)as(t,0))

= — (a1(t,0)* + as(t,0)* + az(t,0)* + as(t, 0)*)by (¢)

— by (1)
=— A}(t,0).
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Portanto,

_<vf4f1, f4> - Ag(t7 0) .

(A (fa): fa)

Analogamente, obtemos que

<Vf4f37 f3> = Aé(t 0) .
em H? definida por

(Vifo, f2) =0 e

transversa

Exemplo 2.1. Sejam v uma curva

tttttt

Além disso,

Entao,
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Assim,

b(t) = A3(1.0) = — 2 sin <§> e by(t) = —AL(t,0) = > cos (%)

r T r r

e obtemos que

b= /() + b8 = 2.

r

Dessa forma, a parametrizacao de uma superficie nao-horizontal minima em H?2, obtida

pela curva y(t) e o vetor unitario f4(¢) é da forma

2
h(t,s) = (r Ccos (£> ,0,7sin <£) ,0,0) + T sin (—S> (O,cos (f) , 0, sin (E) ,0,0)
r r 2 r r T
r 2s 2t . (2t
~3 (COS (7) — 1) (cos (7) f5(t) —sin (7) fl(t))
r . [2s t ot r . (2s) . [t
,=sin{ —)cos|—|,rsin|—),=sin{—|sin|—-)],0
2 T r r) 2 r r
( t
Portanto,
t
h(t,s) :g <COS (;)
2 t
sin <—S> sin <—> ,O> .
r r
Observamos que M —p, em que p = (0,0, 0,0,0) é uma superficie nao-horizontal em todos
os seus pontos. De fato,
0 1 t 2 t 2
ah(t, s) =3 (— sin (;) (1 + cos (;)) , — sin (;) sin (;) ,
t 2s t\ . (2s
cos | — 1+cos|— ,cos | — |sin{—|,0
r r r r
(o (7)o (5)) = ()0 (5)
=—|(—sin| - 14 cos | — ep —sin| —|sin| — ) es
2 r r r r
() (e () (F) o () )
cos | — 14+ cos| — es3+cos| — |sin| — | ey
r r r r
(o () (e (5)) e (1) ()
+ — | sin” | - 14cos| — +sin” { — | sin® [ —
8 r r r r
25\ \ 2
) <1 + cos (—S)> + cos? (E> sin? <—S>> es
r r r
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() (@) (2)-

2.2.4 Hipersuperficies em H"
Seja M C G uma hipersuperficie nao-horizontal em G definida por
M={zeG:¢(x)=0e gradpo(z) # 0}

em que ¢ : G — M é uma fungao real C'"™ e grad,, denota o gradiente horizontal. Entao,
d1
gradD¢ = Z qbieia
i=1

em que ¢, = ei() o
do(X) = (gradpo, X), VX € D.

Sejam f1 = gra]\(fiD¢’ em que N = \/2?;1 2 e fa, ..., [ uma base adaptada em T'M.

Para o proximo resultado, indicamos a formula (3.3) para a definigao de divergente de um

campo X € TG, isto é,
diveX =) e"(Ve, X).
k=1



Proposicao 2.10.
grad ¢ )

Hy, = divg (—
. grad po
Demonstracao. De fato, por defini¢ao

dy

—Hpy == (An(f). fi)
=2 (Vi) f2)
di  di . ¢j
=Y > (Vs (Nej> , fi)

i=2 j=1

! (%) e fi)

i=2 j=1

=5 (%) - Dt ot )

j=1 j=1
d1
_ g (radpe ) 1 2
—de (!gradDd)\) 7 (;e”f !
) gradD¢)
=divg | ————— |,
‘“’(!gradmﬁ\

pois Y01 (e, f1)? = 1.

)

Aplicagao 2.3. Hipersuperficies em H" definidas por ¢ = u(zy, - -

Neste caso, para j =1,--- ,n,

1

¢; = Ug; — §x]’+n> Pjyn = Ug,,,, T 5353'7

,$2n) — Top41 = 0.

62
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em que Uy, = %. Assim,

61'(@253') = Ug;xjs

1
6i(¢j+n) = uxi,il?j+n + §5ij>

1
€i+n(¢j> = Ug;ip,xy — 552']'7
ei+n(¢j+n> = Uzt nxjin
parai,j=1,--- ,n. Se N =/¢? +--- + ¢3, entao
¢ 2n e, ¢ Qb e, ¢ 1 2n 1 2n
ity =3y = 2 (e ) < (S s )
i=1 ij=1

Portanto, M é minima se

2n 1 2n
ZU“ - m Z ¢i¢jui,j =0,
i=1

4,j=1

em que U;j = Uy, ;. Nestas condigoes, o paraboldide hiperbdlico definido por

1
w(xy, ..., Top) = 1 Z(mf —x7,)

=1
é minima.
De fato, neste caso ¢; = ¢, = %(9{:z — Tign), Wi = G, Uipn = —58 Uiy = %,
Uignitn = —% e os demais sao todos nulos. Aplicando a férmula de Hy, obtemos

= (Sm e oo ) - 3 (-5 -2 (%)) -0

’Ljf



Capitulo 3

A segunda variacao da medida u

Este capitulo é dedicado ao calculo da segunda variagao da medida p de uma subvariedade
nao-horizontal e minima imersa em um grupo estratificado G.

Inicialmente, definimos na Secao 3.1 o sub-laplaciano de uma subvariedade nao-ho-
rizontal e destacamos algumas propriedades analogas a teoria de subvariedades rieman-
nianas. Por tultimo, na Secao 3.2 demonstramos o resultado principal deste capitulo, o
Teorema 3.14. Alguns resultados técnicos para a prova sao semelhantes aos resultados

obtidos em [30].

3.1 O sub-laplaciano de subvariedades nao-horizontais

Sejam M uma variedade diferenciavel orientada m-dimensional e w uma forma volume em
M. De acordo com [20], para cada campo diferenciavel X em M com uma forma volume

fixada, a funcao divergente de X é definida como
(divX)w = Lxw , (3.1)
em que Ly é a derivada de Lie na direcao X.

Proposigao 3.1. (|20], pag.282) Seja M uma variedade orientada com uma forma volume

firada w. Se V é uma conexao linear em M tal que w € paralela com respeito a V, entao

64
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para cada campo X em M
div X = —traco (Lx — Vx) .

Demonstracao. Seja Xq,...,X,, uma base de T'M. Para cada X, denote Cx = Ly —Vx.

Como w ¢é paralela com respeito a V, isto ¢, Vxw = 0, e Cxf = 0 para toda fungao

diferenciavel f em M, entao
(Lxw)(Xy,...,X,) = (Cxw)(Xq,..., Xm)

= Cx(W(X1,. ., X)) = > _w(Xi,...,Ox Xy, Xo)

m

:_Zw(Xh?CXXZ 7Xm)

i=1

= —(trago Cx)w(X1,..., Xm) -

Portanto, segue de (3.1) que
divX = —tracoCy .

]

Nesse contexto, suponhamos que M é uma subvariedade nao-horizontal de G e V é a
conexao linear V projetada em TM. Vimos na Secao 1.4 que dyu = fPT'A--- A fP é 0
elemento volume em M. Assim, se X € T'M , entao

n

Vx(fFFPA- A ") = Z PN AV A AT

i=p+1
d1 n
i=p+1 J=p+1
=0.

Logo, dy é uma (n — p)-forma paralela com respeito V. Portanto, de acordo com a

Proposigao 3.1, a fungao divergente em M ¢é definida por
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divX = —trago(Lx — Vx)

—=— > f(Ixfi—=Vxf)

1=p+1
= — > fUX Sl = Vxf)
i=p+1
= Z fl(vsz + T(X7 fl))?
i=p+1

em que T é a torcao de V. Portanto,
divX = Y F(VX)+ > TIXf). (3.2)
i=p+1 j=di+1
Observamos que el A--- Ae” é a forma volume em G que é paralela com respeito a V.

Assim, conforme Proposigao 3.1, o divergente de um campo X € T'G é da forma

diveX =Y (Ve X)+ Y T'(X.e)) =Y ¢(VeX). (3.3)
i=1 j=dy+1 i=1
Seja 7 € T'M N D definido por
dy n
T= Z (trago f; 2T f; Z Z fz,fg (3.4)
1=p+1 1=p+1 j=di1+1

Assim, se X é uma secao de T'M N D, entao

<Xv7_>: Z f fka

k= p+1

= Z Z FEOT (fis )

k=p+1 j=d1+1
n

= 3 TX.f)

Jj=di+1

= trago(X T .

A partir da definicao de divergente, introduzimos um operador de segunda ordem que

serd o sub-laplaciano.
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Definicao 3.2. Seja ¢ uma fungao suave em M. O sub-laplaciano de ¢ € um operador

de sequnda ordem definido por

Lo =A¢+T(0), (3.5)
em que

Ao= 3 @) — (Vaf)(6)

i=p+1
com fi,i=p-+1,...,dy base ortonormal em TM N D.

Outra defini¢ao importante é a de campo gradiente.

Definicao 3.3. Seja ¢ uma fungao suave em M. O campo diferencidvel gradiente de ¢

com valores em TM N D € definido por

di
gradg = > fi(9)f:.

i=p+1

Com as defini¢oes acima, obtemos a seguinte relagao
Proposicao 3.4. Se ¢, sao fungoes suaves em M, entdo
oLy = — (grade, grady)) + divX, (3.6)
em que X = ¢gradiy.

Demonstracao. Se

dy
X = ¢pgrady = Z ofi(¥)fi

i=p+1

entdo de (3.2) obtemos que

n

divX = Z fAVEX) + Z T (X, f;)

= Z (fz’(¢fz’(¢))+ Z O fi() F (Vi fi) + Z Tj@fz‘(iﬁ)fi,fj))
i=p+1 j=p+1 j=di+1
di n
= Z (fz‘(¢fi(¢))+ Z ¢fi(1/))fj(vfjfz‘)> +o7(¥) .
i=p+1 Jj=p+1
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Mostraremos posteriormente, Lema 3.11, que dado um ponto py € M podemos considerar

um referencial em pg tal que Vf; =0,2 =p+1,...,d;. Entao, em pg

divX = Zl fi(dfi(¥)) + o7 (¥)

e portanto
dy
oLy = D (filfi¥) = (Vi) +7(v))
= D (filefi) = fil@)fi(w)) + o7(v)

= — (grad¢, grady)) + div.X.

Como pg é um ponto arbitrario de M, entao a proposicao é valida para todo ponto de

M. [l

Notemos que se ¢ = 1 em (3.6), entao
L) = div(grady).

O proximo resultado é bem conhecido na geometria riemanniana, ver por exemplo [13],

e a versao subriemanniana para o caso de hipersuperficies foi estudado em [26].

Proposicao 3.5. Seja M uma subvariedade nao-horizontal de G. Se existe ¢ > 0 satis-
fazendo Lo = q¢ para alguma fungao suave ¢ em M, entao para toda func¢ao suave f de

suporte compacto em M, obtemos

/ (lgradf|” + qf*)du >0 .
M

Demonstragao. Para a demonstragao, seguiremos a prova de [13| com as modificagoes
necessarias.

Sejam ¢ > 0 tal que L¢ = q¢, em que g é uma fungao suave em M e 1) = loge. Entao,

Ly = q — |grady|*. (3.7)
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De fato,

Lab =Ap + 79
dy

= 3 (h(illogs) - Vi illogs) + =

i=p+1
il 1 1 1
= Y (S0P SR - $Y0n@) + T
i=p+1
~ eradg | Lo
TTE T
= — |grady)|” + ¢

Seja f uma fungdo suave de suporte compacto em M. Multiplicando (3.7) por f2, e

aplicando a Proposicao 3.4 obtemos
[ = lemdolyan = [ roau
M M
~ [ (~terad . gradv) + divx)ap
M
= _ / 2f(gradf, grady)dp
M

Aplicando a desigualdade de Schwartz, a média aritmética e a média geométrica temos

que
2f (gradf, grady) < 2|f|[gradf| |grady| < f* |grady|® + [grad f|*.
Logo,
/M 13(g — |grady P)du > — /M (/2 lgradus]? + Jgrad f2)dp

Portanto,

[ aftdu= - [ jgadrf o
M M

Analogamente, estendemos a Definicao 3.2 a secoes suaves de T M.
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Definicao 3.6. O sub-laplaciano £ em se¢oes de TM* ¢ definido por
L= AE+ Vi, (3.8)

em que
di
A=Y ViViE—Vg, 1€
i=p+1

com fi,i=p+1,...,d, base ortonormal em TM N D e & € uma secao de TM.
Reescrevemos a Proposicao 3.4 para o caso de secoes suaves em 7'M~ como

Proposicao 3.7. Se &,n sio segoes de TM*, entdo

dq

(L&m) == D (V3EE Vi) +div X,

i=p+1
em que
x = 30 (Vi
i=p+1
Demonstracao. Se
d1
I
X =Y (V&
J=p+1
entao

div X = traco (VX + X.T) = traco VX + (X, 7).

Se considerarmos em um ponto py € M um referencial como no Lema 3.11, entao V. f; = 0

em pg, para p+ 1 < i,j < dy, assim

dy d1
trago VX = > (V5 X, fi) = Y (filV5&m S+ (V&Y f),
i=p+1 i,j=p+1
dy
(X,7) = D (V& (fm) = (Vi)
Jj=p+1

Logo, em py

dy
div X = ) fiVi€n) + (Vi&m).

1=p+1
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Portanto,

di
(L&m) = (D VEVEE+VEE D)

i*p—i—l
di
= Z FAVEE ) = Y AVEE Vi) + (Vg m)
i=p+1 i=p+1

di
= — ) (V& Vi) +div X,

i=p+1
Como pg é um ponto arbitrario de M, entao concluimos a proposi¢ao para todo ponto de

M. [l

Como consequéncia da Proposi¢ao 3.5, o proximo resultado traz outra relacao de

subvariedades riemannianas que também se generaliza.

Corolario 3.8. Se & € uma secao de suporte compacto, entao

/M<££ n)d / Z (V1& Vinydu = /M@,gmdu

i=p+1
(&
L Lel1Pd
/M<5s /wgn "
em que
d1
IV = > (V4E VS,
i=p+1

3.2 A segunda variacao

Esta se¢ao ¢ uma continuacao da prova do Teorema 2.1. Recordaremos a seguir alguns
pontos desse resultado.

Seja G um grupo de Lie estratificado n-dimensional e ¢ : M — G uma imersao de uma
subvariedade nao-horizontal, orientada e de codimensao p. Seja F' : (—e,¢) x M — G

dF |
t=0

uma variagao de ¢ com campo variacional W = .. Assim, dado um ponto arbitrario

po € G tal que W,, ndo é tangente a i(M), existe uma vizinhanca O de p, tal que
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F : (—€,¢) x O — G é um mergulho. Denotamos por O um aberto de G que contém

F((—¢,€) x O) e escolhemos uma base de campos de vetores f1,..., f, de TG tal que

(i) fi,..., [, restrito a O, pertencem a TO;;
(i) fps1s--., fn restrito a O, pertencem a T'O,;
(iii) fi,..., fa, s@o0 ortonormais em D;

(iv) fi=e;—=>r (Affo, paraj=di+1,...,n

em que O, = F,(0). Além disso, denotamos por ® = duy = fPHH A -

F¥(®|o,) a forma volume em M.

Na secao 2.1, mostramos que

[(u) = F; (Lz®).
Do mesmo modo, provamos que
['(u) = F} (L Lip®) .
Como Ly ® = W.d® + d(W_®), entdo
F! (L L ®) =F (L (W d® + d(W ®))
—FF(Wd(W 2d®)) + F (Lpd(W.d)) .

Assim,

(0) = & (W_d(W 2d®)) + i*(Lgd (W 1))

em que ¢ = Fy.

A frel(u) =

(3.9)

Antes de enunciarmos e demonstrarmos o resultado principal deste capitulo, apre-

sentaremos alguns lemas que serao tteis na prova. O primeiro deles afirma que o primeiro

termo de (3.9) envolve apenas a componente normal de 1.

Lema 3.9. Se M ¢ minima, entdo

(L (W d®)) = i* (L (WHLd®)).
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Demonstragao. Como i*(LW(WJd®)) = *(W_.d(W.d®)), entdo para cada campo dife-

renciavel X e Y em G, defina
Z(X,Y) ="(X1d(Yidd)) .
Observamos que a aplicagao Z é R-bilinear e
W, W) = i*(W_d(Wdd)) .

Vamos mostrar que se X ou Y é tangente ao longo de M, entao Z(X,Y) = 0. De fato,

suponhamos inicialmente que X é tangente ao longo de M. Assim,
Z(X,Y) =i (Lx(Yid®)) — *d(X 1Y 1dD)

Para cada Y, temos que

(Y 1d®) = 0,

pois
p
(Yod®) =) fU(Y)(Hy, +05)T(0) -
a=1
Como M é minima, entdo do Corolério 2.2 segue que i*(Y 1d®) = 0. Portanto,
(XY ud®) =0ei"(Lx(Yd®)) =0

pois X é um campo tangente ao longo de M. Como *d(X Y 1d®) = d(i* (XY 1dD)),
segue que Z(X,Y) = 0.
Agora, suponhamos que Y ¢ um campo tangente ao longo de M e X um campo

diferenciavel qualquer. Aplicando as propriedades da derivada de Lie, obtemos
Z(X,)Y) =i (XJ(Lydd))
=" (Ly (X 1d®)) 4+ *([X, Y] .dD).

Novamente, como M é minima e Y é um campo tangente ao longo de M , entao Z(X,Y) =

0. Portanto,
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W, W) =Z(WT +WE W' +Wwh)
= Z(WH, WHh).

Lema 3.10. Para cada o =1,...,p
(L f*) = 7 (L ) =
Demonstracao. Se X € TM, entao f*(X) =0 paraa=1,...,p e assim
0= Lip(£(X)) = L f(X) + F* (LX) = Lig f*(X) + f(, X]) .

Recordamos que associado ao campo W, existe um grupo a l-parametro de difeomor-
fismo py, € (pu)«(TOs) = TOyts. Assim, [W,X] ¢ um campo tangente a O, e portanto
fe([w, X)) =o.

Do mesmo modo,
0= Lipr(f*(X)) = Lig= f*(X)+ f* (Ligr X) = L= f*X) + (W7, X]) = Lig= f(X) .
Como [WT7 X] é tangente a O,, segue que LWLfa‘ou =0. O
No préximo lema, obtemos um referencial especial no ponto py.

Lema 3.11. Eziste uma base adaptada fi, ..., f, em TG satisfazendo

1. fi(po) = fi(po) Vj=1,...,n

2. As 1-formas de conexao ], para f; satisfazem

B (3.10)
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Demonstracao. Definimos a base fl, cee fn como
:szfl foryj=1,....n
i=1
em que (b}) é uma matriz de fungdes tal que
(i) (b%) é ortogonal, ou seja, (bi)~' = bl;
(ii) b* =b¢=0paraa=1,....,pek=p+1,...,n;
(iii) bz-:é; parai=d;+1,...,n,j=1,....,neparai=1,...,n,j=d; +1,...,n

(iv) (5(po)) = Id,.

A condigao (i) significa que fi, ..., fs, é ortonormal em D. A condicio (ii) significa
que fa, a = 1,...,p sdo normais horizontais a O,, enquanto que f},j =p—+1,...,n sa0
tangentes a O,. A condigao (iii) significa que fr=f parar=d,+1,...,n e a condicio
(iv) que a base fi. ..., fn coincide com a base fi,..., fn, em po.

Como ﬁ:fr,r:d1+1,...,n, entao
p p

A?zZAEbgouAf:ZABb’B a=1,...,p.

o
g=1 B=1

Relacionamos as 1-formas duais f? com as 1-formas duais f? por
=D 0 e Plo) =P, j=1...m
i=1

e as relagoes inversas sao

di
— Jori s
P=Y b i=1,n.
=1
Assim, as 1-formas de conexdo correspondentes wi’ para o = 1,. .., p satisfazem

—Zw A+ ZA“T = dfe = Z( N e Vi)

k=d1+1 B=1
V4 n
- (bﬂdbﬁ Zb%ﬂbl> AR BT
B=1 =1 B=1k=d1+1
n 4 n n
= (bfdbg -y bﬁ@fb;) AE DY AT
k=1 B=1 =1 k=di+1
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Portanto,

p p
Br==) (bfdbﬁ > b§w§b§> (3.11)

p=1 5=1
para a,vy=1,...,p.
Analogamente, para j = p+1,...,d;, obtemos
dff ==> @I Af
i=1

e assim

d1 dl
Gh==> (b;dbg— > bg.@inb;gl> (3.12)

I=p+1 m=p+1
para j,k=p+1,...,d;.

Portanto,

w5 (po) = @S (po) — dby(po), a,y=1,...,p.

E possivel escolher as matrizes (b)) e (0%) tal que

dbl(po) = @5(po) a,vy=1,....p. (3.13)

vt (po) = @l(po) . k=p+1....du. (3.14)

De fato, sejam X um campo unitario definido em uma vizinhanga de pg e

ba(exp(tX)) = exp(twi (X)) a,y=1...,p (3.15)
b;‘?(exp(tX)) = exp(twi(X)) G k=p+1,...,d (3.16)
bl =0, =0 (3.17)

em que exp do lado esquerdo é a exponencial de G e a do lado direito é a exponencial de
matrizes.
Diferenciando (3.15) e (3.16) no instante ¢ = 0, obtemos, respectivamente, (3.13) e

(3.14). 0
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Usando o Lema 3.11, obtemos as seguintes relagao:

Lema 3.12. Para j=p+1,...,dy,

(L f?) = Z (W) 5+ W)@ + d(f (W)

k=p+1

P(Lguf?) == D0 WWHA Y W@
k=p+1 a=1

Em pgy, obtemos

F(Lgo ) == > @WWHF I whwl == Y S~ (A, i),
k=d,+1 a=1 k=d,+1

Demonstragao. Segue diretamente das propriedades de derivada de Lie e das equagoes de

estruturas da Secao 1.3 que

Lipf ==Y @(W)ff+ > fFW)@], +d(f (W)
k=1 k=1
e portanto as duas formulas sao satisfeitas. Em particular, segue do Lema 3.11 que em
po,wizosej,k:p—i—l,...,dl. ]
Lema 3.13. Parar =d;+1,...,n
ML f Y = WIT +d(f(W)) e i*{Lg, f}=WT.

Demonstracao. Parar =d; +1,...,n,

L f" = Wodf" +d(f"(W)) = WIT +d(f"(W)) .

Destacamos agora, o terceiro Teorema principal desta tese.

Teorema 3.14. Seja i : M — G uma imersao minima e nao-horizontal de uma variedade

orientada M com bordo OM e de dimensao (n — p), em um grupo de Lie estratificado G
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de dimensao n. Seja F : (—€,€) x M — G wma varia¢io de i = F(0) : M — G por
imersoes com campo variacional W e seja W = ‘2—5. Se I'(u) € a forma volume em M

determinada pela estrutura subriemanniana de G e a orientagcao de M, entao
'(0) = (—<cwi, W) — trago(A2,, ) + trago(Aw. o (WEIT ) — (T (W, 7), W)

+ Z(W“ (VAW ) + W T (W S f) = W T (A (1) )

W ST WS ) + (VW T W f) (T W £, T (0, £))
T Z ( T (W )+ T (W v, Wﬂ)) T'(0)
+d (WVWTF +div (FHWT)00)

Demonstra¢ao. A prova consiste em calcular os dois termos de (3.9) para v = 0, isto é,

(0) = *{ Ly (W 2d®)} + i*{ Lip:d(W @)}

= i"{ Ly (W_qu))} + d(i"{ Ly (WJI))}) . (3.18)
Recordamos que
p p
Ao =) "(Hy, +op )f* AP+ > Qaaf AV, (3.19)
a=1 a,f=1

emque\I;:flﬂrl/\.../\fﬂ/\..-/\f”eQaB: i p+1w (f5)+ Z] di+1 J(fa,f/g).

Para simplificar, reescrevemos (3.19) como

=> A pta (3.20)
a=1

em que

p
po = (Hp, +0p,)0+ > Qag¥ .
B=1

Iniciamos agora a prova do primeiro termo de (3.18).



Usando o Lema 3.9 e a igualdade (3.20) obtemos que

(L (W od®)) = i* (Lo, (WA D)

-k

=1

(
= i*(Wad(W.do))
(WL, d®)

p

F(WEaLa, (f A i)

ol
Il
i

WL S A a4+ [ A L )

M-

1

Q
Il

(i*(WLJLWLfQ)i*Ma — i (L f) A (W)

M-

i
L

+ 8 (W f)i (L ) = 0 N5 (WL pa)
Como M ¢é minima, ou seja, H¢ + 0¢ = 0 para todo { € TM* e
U = fPTYA AT PN AN =0,
pois i* f? = 0, entdo

p
"o = 1" (Hy, +0p,)i"® + > i (Qup)i™ W =0 .
B=1

Portanto, aplicando o Lema 3.10, ¢* f* = 0 e i*u, = 0 obtemos que

i*(Lp(Wad®)) = 3" e {WL(f A L. pta)}

a=1
p —~
— Z fEWVE)i* (L pra) -
a=1
Notemos que

" (Lypapa) = (Lypo (Hy, + 04,))i"® + (Hy, + 04, )" (L. @)
p

) (L (p))i™ + Qugi™ (L D))
B=1
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Como i*¥ = 0 e * (L. f7) = 0 (Lema 3.10), segue que i*(Lg, ) = 0. Além disso, M ¢é
minima e assim

i (L) = (Lo (Hy, +075,))i" @,

Portanto,
(L (W 2d®)) Zf“ (W) (L. (Hy, + 0,))0(0)
—Zfa (W) (L Hy)T(0) + Y f(WH) (Lipaog)T0) . (3.21)

A seguir, desenvolveremos o primeiro termo de (3.21).

> W)Ly Hy, —Z Z FH (W) Lip @4 ()
a=1 a=1 1= p+1
—Z Z FEV ) (L @) ()
a=1i=p+1

£33 TG T )

a=1i=p+1

Por outro lado, como [/WVL, fi] € TM (prova do Lema 3.10), segue que
—~ — -~ —T
(W fil = (Vg i)' = (VW) T =T (W, fi) .
Em py, segue do Lema 3.11 que (vWJ_fi) Zk =p+1 W wi(W l)fk =0 e assim

S (W 1)) = @ (Awe (f) =T (W )
—(Ag (A (), ) + (Ap (T (WA 1)), f)

Dessa forma, em py

SO S ) = D0 (—(Aws (A (), £) + (s TV 1)), 1)

a=1 i=p+1 i=p+1

= —trago(As,.) + trago(Ay 1 o WLJTT) .
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Entao,

p p

> W)L Hy, =Y Z W) (L @) ()

a=1 a=1i=p+1

— trago(Aj, 1) + trago(Ay . o (WLJTT)) :

Usando as formas de curvatura de G, segue que
di
Liga@ =A@, (W) = 3 (@h (W)@, - @ (W k)

k=1

Assim, em py, i* (L. wh,) = i*(d(@! (Wl))) e portanto

P P di N o
> Z POV L@ () =) > W L@, (W)
a=1i=p+1 a=1 i=p+1

Por outro lado, segue do Lema 3.10 que

0= i* (L, f) =i (Wﬂ(— WAL T + d(f&(WL)))
=1
=i ( > @t fZ+Zfﬁ Wh@g + Wi +d(fa(wi))) :
i=p+1
Logo, parai=p+1,...,n

~@E (W) = —fi(fo W) = PWH@E(f) - T (W, f) (3.22)

=1

™

—[i@ (W) = =LV = S AP WHDE) — (T £)
B=1

Dessa forma,

SoS T W) (L.@l) Z Z FEVH (W)

a=11=p+1 a=1 1= p+1

-) Z FEOVH APV H@5( 1)

a,f=11i=p+1

p d1 . o
=D W ETW f)

a=1i=p+1
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Em particular, no ponto pg

D D dy . .
> Z PV L @) () == > FWHAS V)

a=1i=p+1 a=1i=p+1

=N W AT 1)),

a=1i=p+1
pois W§ = —wh e w%(po) = 0.
Afirmamos que em pg
p di
SO WLV = (AW W) (3.23)

a=1i=p+1

De fato, lembramos que V f; = Z?;pﬂ w;'» ® fi, para j =p-+1,...,n, assim

d1 dl
AWH =N VpvEwt = Y v Wt

i= p+1 i=p+1
= Z VLZ (W) +Zf5 W3 (1) fs
—p+1
- Z Z(foz (fFWh) +Zf5 (WhHw (vffl)>f
i=p+1 =1
P
= Z > <fz USRI i)w?(ﬁ) fs
i=p+1 =1 =1
JrZZ(fzfﬂWL +SN W )vifﬂ
i p+1B 1 s=1
- Z Z (Vf F(FPW)) + f‘s(Wl)wf(Vfifi)> fs -
1=p+1 =1 o=1
Como wf = —wg segue que

(AW, WY = Z >, (fi(fi(fﬁ(WL))) +

i=p+1 =1

fi<f5<WL>>w§<fi>> o)

0=1

dy P
= SV EP W) )

i=p+1 =1
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Assim, em py a igualdade (3.23) é satisfeita. Portanto,

p
Z Z FE VI L @) () = — (AW W) =3~ Z FEVE) (T, £))
a=1i=p+1 a=1i=p+1
Agora, estamos no seguinte ponto da prova
p
}:jﬂ W) Ly Hy, = — (AW W) =3 }: SV F(T W, 1)
a=1 i=p+1

— trago(AY, . ) + trago( Ay o (W= 7' ) .

Finalizamos o primeiro termo de (3.21), desenvolvendo a soma

d1 p _ o
SO W HAT W ) (3.24)

i=p+1 a=1
Para isso, usaremos os seguintes lemas:
Lema 3.15.
NT=0e VT’ =0 .

Demonstracao. De fato, para j # k,

veiT(eﬁ ek) = vei (T(ej7 ek)) - T(veiej’ ek) - T(eﬁveiek) = _Cé'kveiel =0.

Também,

Lema 3.16.
TH(X,Y),6) = —(T (X,Y),6), VX,YETG e (€D .

Demonstracao. De fato, T = S e ® e; e portanto

j=d1+1

0= (T(X,Y),6) = T (X, V) +T (X,),¢)
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Como fi(T*(W*, f,)) = f,;(fa,TL(WL, fi)), pelo Lema 3.16, segue que
F(T WA 1)) = = filfar T (W, £)
= (Vi T (W) = (far Vi (T (W, 1))

n

= ((Vifa) T W) = S (fu V(T W i) o) -

k=di1+1

Usando o Lema 3.15 e que (f;, f;) =0parai=p+1,...,dy e j=dy+1,...,n, obtemos

n

R ) == S (U T (VW ) ) + fad T (WY 1 ) fi)

k=d1+1
+ for T (W, F)V 5 fi))
= —lfa T (VAW ) = (far T (W V5 1)
—Z s T (W, £V fi)

k=di+1

= (far T (A (), 1)) = e T (Ve WA 1)) = (far T (W (V5 ) T))

— forT (WS f)) = D (U TNV F)(V 5 ) )

k=di+1

<fa7 (WJ_ fz) (fzafk>> :

Assim, em py

>2 3 PR ) = 30 (VT (Awe (). f)) = (W T (T 05 1)

W T (WS S(fis )= (W ST (W £))))

Portanto,

Z fa(Wl)LWLHf& = — (AW, W) — trago(A3,. ) + trago(Ay 1 o (WJ_JTT>>

+ Z( T (VW f) + (WS T (W S(f, 1))

i=p+1

—(WE T (Aws (F), ) + (WE ST (W £)) - (325)
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Vamos agora para o segundo termo de (3.21).

Notemos que

FLOL, ZL T (fa 7)) ZWL (Far £5))-

Jj=di1+1 j=di+1

Entao,

n

Lo =3 (Vs TV 1) + T (Vg for ) + T (for Vg f5)

j=d1+1

Usando o Lema 3.15 e que (Vi fo)™ = 0 em py (Lema 3.11) segue que

Lo = Y T((Vgefa)  I) +T (o Vi f) ) + T (fas (Vi £i)) -
Jj=di1+1
Observamos que

dy
(Vipefa) =D wh(WH)fi .

i=p+1

Por (3.22), segue que em py

di .
(_WJ_foz - Z fz fa WL i_ Z TQ(WL7fi)fi .

i=p+1 i=p+1
Analogamente,
dy
(Vi)=Y @ (W) f;
i=p+1

e por (1.9) temos que
-3

Assim,

(Vi i) = Z ZA”—Z (Whf

i=p+1 =1

P . dp o
= S AL WINL+ DD AT(WE )

i=p+1 y=1 i=p+1 y=1
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Portanto, em pg

Liiop == Y Z [PV (fi f) = > Z W, f)T (£, £;)
j= d1+ll p+1 Jj= d1+lz—p+1
DI ST IS S 9 Wi allILesc IS
Jj= d1+1z p+1y=1 j=di+1i=p+1 y=1
+ ZT fom WJ_fj )
Jj=di+1

Observamos que em pg

T (far (Vi )1 =T (far MW, ) + VW W 1))
=T (for T (W, ) + T (o Vi, W),

pois [W+, fileTM.
Finalmente, como 7 = Y 7 Lot Dgdy 1 (fl,fj)fZ e T0 = D it AJT para § =

1,...,p, entao

ST W Lgiop, = — (VoW W) — (T (W, 7), W)

b3 (T T, 1) + TV ), TV, )

+ 3 (Tj(WL,TL(WL,fj))+Tj(Wl,ijle)> . (3.26)

j=di+1

Substituindo (3.25) e (3.26) em (3.21) obtemos

i* (Lo (W o)) = (—<cwi, W) — trago(A2,, ) + trago(Ay o (WT )
(T W), W - (<WL,TT(V;Wa )

WS T (W S(fi f))) = (WH T (A (£), 1))
+ (W ST (W 1)) + (VW T (W £))
T WS 1), T 1)
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Jj=di1+1
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T (W )+ T (W, ¥, WH)) r(0) .

Finalmente, vamos para o tltimo termo de (3.18).

(L (W 2®)) = i* (W Ly ®)
=" (WY A ALG A A,
 J=ptl J
:;,F
Assim,
(DM P (frs e frne o f) =D TN A LG A A (fpts o W )
Jj=p+1
=N AL ANLG N A fprrn o W )
e
F PN AL A A s W )
- Z (f’“ L f () = U L f (7))
A
+ L f* Z Lig fE(f;) /(W)
J=p+1
Jsﬁk
=L f Zfﬂ Ly f5(f) +Zf ) Lig £ (f5)
Jj=p+1 j=p+1
J#k ]#k
=L [5(W ZL W +Zf’“ )Lz £ (f5)
Jj=p+1 j=p+1
=L f* (W) = L (W) + Z PV Lig ()
j=p+1
=L fH (W) + Z FEOV)Lig £7(f) -

Jj=p+1



Aplicando os Lemas 3.12 e 3.13 segue que

ZLWfJfJ ZZfaww (f;) + Z Zf

Jj=p+1 Jj=p+1 a=1 j=p+1il=p+1
+ > TW, )+ > AW
j=di1+1 Jj=p+1

dy D n L
=D D S VhE) + D> TV )
j=p+1 a=1 J=di+1
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+ 3 N AE+ S T Y HFW).

j=p+1i=p+1 j=di+1 j=p+1

Como M é minima,

n

S Lefh) = 3 Y APE ) - Y T+ Y AP

Jj=p+1 Jj=p+1i=p+1 Jj=di+1 Jj=p+1

Mas, por (3.2)

divW T = —traco (L — Z PV fi = W, f]) -
k=p+1

Entao,

diviv T = Z AW+ TWT ) = S AV W+ S T W, f),

k=p+1 k=p+1 k=d1+1

pois T =", T ® f;- Além disso,

VW =V (Y FOVf)

j=p+1
= Z PV, f + Z F(FF W) f;
J=p+1 Jj=p+1
= Z Z FOVI@(fo) fi + Z F(FI VIS -
j=p+1i=p+1 Jj=p+1

Entao,

n

dvivT = Y Z POV @A (f) + Z ROV + Y TV, f)

Jj=p+1 k=p+1 k=p+1 k=d1+1
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e portanto,

N7 L ff(f) =div VT
k=p+1
Assim, para k =p+1,--- ,n segue que
Ly fEWH) = L (ff(W)) = fR (W T, W) = AW, wT).
Entao,
(UM P (frprses frye oy f) = ROV) div W+ fR(WE, W)
que ¢é equivalente a
(L (Wa®)) = (W WTT +div (WHWT).0(0) . (3.27)

Concluimos assim, a prova do Teorema 3.14 para todo ponto py tal que W,, nao é
tangente a i(M).

O caso geral, conforme prova do Teorema 2.1, basta considerarmos o grupo de Lie

estratificado subriemanniano (G, D, (-,-)) e a variagdo F : (—¢,¢) x M — G definida por

F(u,p) = (F(u,p),u) com campo variacional W (p) = (W (p), 1). O

Corolario 3.17. Seja i : M — G uma imersao minima nao-horizontal e compacta de
uma variedade orientada M com bordo OM e de dimensao (n — p), em um grupo de Lie
estratificado G de dimensao n. Seja F : (—e€,€) x M — G uma varia¢io de i = F(0) :
M — G por imersoes com campo variacional W e seja W = ?9_5' Se V(u) € o elemento

volume em M determinado por I'(u) e a orienta¢ao de M, entdo
V(0) :/ (—(EWL, W) — trago(Ay,. ) + trago( Ay o (WL_ITT)) - (TL(WL, ), W)
M

F3 (T (TEE )+ 0T 0, )~ T (s (). )

i=p+1

WA ST W ) + (VW T W )+ (T (W £), T (W £i)))

+ Z (T (W T (W f) + T (W, WL)) (0)

[ (07T e W) ()
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Em particular, se F' € uma variagao que mantém OM fizada, entdao
V(0) :/ (—(EWL,Wﬂ trago(AZ, . ) + trago(Ay . o (W T ) — (T L(T/VL,T),VVﬂ
M

b3S (T (T )+ OV T OV S ) VAT (s (), )

i=p+1

W ST (W 1) + (VW T (W )+ (T (W £), T (W, £)))

"L e — - —
+ 3 (T T v f) + T W V) ) 1)
j=di+1
Definigao 3.18. Sejam G um grupo de Lie estratificado n-dimensional e M C G uma

subvariedade nao-horizontal, orientada, compacta com bordo OM e minima. Dizemos que

77(0) = ;—; (/M F(u)>

para toda variagao que mantém OM fixada.

M ¢ estdvel se

>0

u=0



Capitulo 4

Algumas aplicacoes do Teorema 3.14

Neste capitulo apresentamos algumas aplicacoes do Teorema 3.14, em especial do Corolario
3.17. Destacamos o caso de hipersuperficies minimas em H? e as hipersuperficies min-
imas verticais de um grupo Lie estratificado G. Mostramos também uma condi¢ao de

estabilidade para superficies minimas em H!.

4.1 Estabilidade de hipersuperficies

Seja M C G uma hipersuperficie nao-horizontal. O espaco normal horizontal TM=* & 1-
dimensional e gerado por f; e a componente normal horizontal de W é da forma W+ = wf;

para alguma fungao suave w : G — R. Decorre da graduagao da algebra de Lie g que
T W f;) =T (whye; — ALfy) = wT (froe) =0, j =dy+1,...,n. (4.1)

Nas condig¢oes do Corolario 3.17, se M é uma hipersuperficie nao-horizontal minima,

entao

91
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77(0) = /M (LW W) — traco(A% ) + traco( Ay o (WTT)) — (T (W*, 7). W)

(VT (T ) =W T (A (), ) + (W SU T (W, £)

i=p+1

HVWAT W f) + TV f), T W 1)) ) T(0)

Notemos que

(WET (VW 1)) = wh, T (Vi (wh), £))
= wfi(w){f1, T (fi, f;))
= (fi(w)f1, T (whr, f))
= (VW T (W, £)

= —(VyWET (W )

Também, como

segue que

T (W, 1), Wy = (T (W, £), WH (AL T (fis )
— w(T (W, 1), S T (fus i)
= <TL(WL> fi)> <f1>TL(wf1, fi)fl)

= (T (W, £), T (W, £) .

(4.2)
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Além disso,
LW+ = L(wf)

= A(wf) + V7 (wfi)
= (Aw) fi + 2fi(w) V7 f1 — wvéfififl +wVEVE fi+ 7(w) fi + WV fi
= (Lw) fi + 2f;(w) V7 f1 — wvéfififl +wVEVy fi+wVifi .

Como V4 f; =0, pois (f1, fi) = 1 e da compatibidade (V1 fi, f1) = 0, entao

LWL = (Lw)f, .
Portanto, substituindo as igualdades acima na equacao 4.2 obtemos

V(0) :/M (—(ﬁWl, W) — trago(Az, 1) + trago(Ay 1 o (WJ_JTT))
+Z (W ST v 1) - <WL,TT(AWl(fz’)afi)>>> r()
:/M<—w£w + w? (—trago(Afvl) + trago(Ay, o flJT +Z S, 8(fi, T flafz)))

_Z fl» Afl fz fz)>>> (O) :

Consequentemente, reescrevemos o Corolario 3.17 para o caso de hipersuperficies nao-

horizontais minimas como

Corolario 4.1. Seja i : M — G uma tmersao nao-horizontal minima e compacta de uma
variedade orientada M, (n — 1)-dimensional com bordo OM sobre um grupo estratificado
n-dimensional G. Sejam F : (—€,¢) x M — G uma varia¢io de i = Fy : M — G
por 1mersoes com campo variacional W e W = %—5. Se V(u) € o elmento volume de M
determinado por I'(u) e a orientagao M e F é uma variagio que mantém OM fizada,

entao

V(0) :/ (|gradw]2 + w? (—trac;o(A?cl) + trago(Ay, o (fl_nTT))
M
dy

+Z fla fza fl;fl))> Z<flaTT(Af1<fz)7fz)>>> F(O) :

=2
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4.1.1 Critério de estabilidade para as hipersuperficies nao-hori-

zontails

Conhecemos da teoria de subvariedades euclidianas que os graficos minimos de R™™! sao
estéveis, ver por exemplo [34]. Com a mesma técnica, mostraremos uma condigdo para
estabilidade de hipersuperficies nao-horizontais minimas imersas em um grupo de Lie

estratificado G. Antes, mostraremos dois resultados.

Proposicao 4.2. Sejam M uma hipersuperficie nao-horizontal minima de um grupo de

Lie estratificado G e a € g tal que Vxa =0,V X € TM. Entdo,

Ala, fr) = = (a, f)(trago(A7, +Z (A (fi), £2), 11))

dy

+3 (a fe) (ST (fos ), £ 1)+ (SU T (fi ), f1) + (AR (7). £))

ik=2
Demonstragio. Sejam py € M e fo, ..., fa, base de TM N D tal que V f; = 0 em py, para

todo 7 =2,...,d;. Entao, em py obtemos

d1 dy
(a, f1) Zf (@, f)) =D fi((a, Vi f1) =Y (a, ViV fr) .
=2

=2

Como V; f1 =0, segue que

ViVih =V (Vih)'
= =V (An(f)
(Vi (An(f) " = (Va(An ()
(V5 (A (f)) " = S(fis A (£))

Assim,
dy dy
(a, f1) Z(a, (Vi (Ar(fN ") — Z(m S(fis Ap (fi)))
Como

S(X,Y)=S(Y,X)+T (X,Y) e (Ae(X),Z) = (S(X, Z),£)



VX, YETM,ZecTMnND,¢€TM*, entao

S(fis Ap (i) = (S(fi, Ap (fi))s ) fu
= ((S(AL () ) 1)+ T (fi A (F))s D) 1
= (A (Ap (F)s Sy + (T (i A (F)s SV -

Assim,
d1

- Z<a75(fiaAf1(fi))> = —(a, £1) D (AR (AR (), 1) + T (f Ap (£), F2)

=2

— —{a, i) (traco(A%) + S (T (An (£), ) 1)),

pois (T (X,Y),&) = ~(T (X,Y),£).

O proximo passo é calcular o primeiro termo de A{a, f1). De fato,
dy
(a, (Vi (A (N =D la, (Vi ({An (f), i) i) T)
k=2
dy

= <(l, fl(<Af1 (fZ)v fk>)fk + <Af1 (fl)v fk>(vfsz)—r>

i
[}

Assim,

i ((S(fk7fi>7fl>> = fi (<vfkfi, f1>) = <vfivfkfi:fl>
pois em po, (V. 1,V fi) = 0.

Por outro lado, sabemos que a curvatura K de G é nula, entdo

0= K(fu fi) fi = vfivfkfi - vfkvfifi - v[fzwfk]fi :

Entao,
ViV fi =V (Vi i+ S(fis i) + Vigga fi
= kavfifi + S(fka vfzfl) + vflcs(fm fz) + v[fi,flc]fi :

95
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Assim, em py

<vfivfkfi7fl> = <vfks(fiafi) +v[fi7fk]fi7f1> .

Como
d1 d1 di
S US(fi £i) =D ASUi ), f) =D (AL (f), fi) fr = —(Hp) i =0,
=2 =2 1=2

pois M & minima, entdo (f1,Vy, S(f;, fi) = 0.

Além disso, V i,k = 2,...,d; segue que em p

T (fis o) = Vo= Vi fi— Ui £l = =fi fi] -

Portanto,

fi (<S<fk7 fz)u f1>) = _<vTT(fi7fk)fi’fl>
= (ST (f, o), £2), f1) (4.3)

Vamos agora calcular f; <<TL( fis fr), f1>>.

Notemos que

5 (@i fi 1)) =T (T i S 1)+ (T (i V5 i) )

+ < Z Tj(fia fk)vfifj7f1> + <TT<fl7 fk)7vfif1> .

Jj=di+1

Portanto, em pg

5 (T s 1)) = (T (S J3), i) 1)+ (T (i S i), 1)
F(SUST (i i) 1) = (T (i i) An (1)) -

Como (T (fifi). An(£)) = 0 e £ (T (fu ). 1)) = = ((T"(fi f). 1)) entiio

1 (T i fid 1)) = = (TS f) s 12) + T (i S i), 1)
(ST (F fi) 1) (4.4
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Portanto, segue de (4.3) e (4.4) que

dy

(s (Vi (A G =D @ fidfi (S ), f0) + (T (i S, 1))

=S e f) (ST i i), £, 1)+ (T (Sfis £, fi )

k=2

(T (i S(fir fi)) 1) + <S(fi’TT(fiafk>>’fl>> :

Como M é minima, entao

dy

di
) =D as fid (ST (i S f), )

=2 k=2

(ST (Fis f) )+ (T (£ S i), 1)

— (a, f1)(trago(A%,) +Z (Ap(fi), fi), 1))

=2

Para finalizar, notemos que

T (fir S (s fi))s f1) = (T (s f1), SIS (Fis fi)s 1)
— (T (fis 1), PVAL (), f)

(&
dq n
=> T (fi ) fi Z Z (five; — AL fi ZTl fis P,
i=2 j=di+1 i=2 j=di+1
ou seja,
d1 . d1 T
T==> (T (fi 1), S0 fi = D> (T (fi, 1), F1) i (4.5)
1=2 =2
entao
dy
ST (i S i)y i) = (An(D) fo) -
=2

Portanto,
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di di

(a, £1) =D e fid (ST (s fi). £, £ + (ST (fis fi))s )+ (Ap (7). fi))
=2 k=2
- <Cl,f1> (tra(;o Af +Z Afl(fl) fz) fl)) .
m
Corolario 4.3. Se a € g', entdo
d1
[’<a7f1> = _<0J7 f1> (tra(;o(A?l) - tl"a(;O(Afl o (flJTT)> + : <<TT(Af1 (f1>7f1>7f1>
dy
(ST 1)) + 32 (ST (). 20,1} + (ST (Frna)). 1)) -
Demonstracao. De fato, como a € gt C De fi,..., fa, € uma base ortonormal em D,
entao
d1
= (a, )i+ a fu) i
k=2
Pela proposicao 4.2 segue que
Ala, f1) == {(a, f1><tra(;o A2 +Z< (fi): fi)s f1) +<S(TT(fz‘aG —(a, fu) 1), fi)s f1)
HSUnT (fia—{a, fi) 1), f1>> (Ap (1), a = (a, fi) 1)
- <aa fl> (tra@o A2 + Z < Afl(fz) fz) fl> < (TT(flafl)afz)afz>
ST (fi f) 1)) + Z (ST (i), fi). f) + (SU T (i), 1))

+ <Af1<7—>7a>a

pois Ag (1) € TM N D e portanto (A, (1), f1) =

Como

d1 dl

traco(Ag, o (1T ) =S (AL T (fi, f). fi) = S (ST (fi. fi). fi). fi) e

=2 =2
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a, f1) =Y (T (fis f1), fu) filla, f2))
=3 T (). 1) (@ V1 o)

_ Z@T(ﬁ, f1), Fu) e, Ag, (£)

= — (@, Ay (7)),

entao

£<CL, f1> = A<CL,f1> +T<a7 f1>
dy

= —(a.fi) (tra@om%) — trago(dg, o (i) + 3 (T (An (). )

(1 SUT (i ) + 3 (ST (i), £, 1) + (ST (), 1))

=2

]

Como consequéncia do corolario 4.3 e 4.1 temos o seguinte resultado.

Teorema 4.4. Seja M C G uma hipersuperficie nao-horizontal minima e compacta. Se

existe a € g tal que {(a, f1) # 0 em todos os pontos de M, entao

o - ( gradu - “ESCELI - S (15T () £,
1, SULT (f,0) ) ) T(0) (4.6)
Em particular, M € estavel se
g (S e )£+ (ST (fra) <0 (@)

Demonstragao. De fato, se (a, fi) # 0, entdao de (4.3), obtemos que

dy

/(0) = radw|? + w? £<a,f1>_ ! T (fi.a), f;
o - [ <|g auf’ + <<a, AR M CARNONE

+ (ST (fis0), /1)) ) ) T(O) -
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Pela proposicao 3.4, obtemos que
[ e~ [ (g () emadta ) 1O
:/ B <2wgradw<a, f1) — w?grad(a, f1) arad(a f1>>F(O)

<a7 f1>2
B 2w raduw, gra wgrad(a, f1)|?
I'(0)

Portanto,
wgrad(a, f1) |”

[ Qe 55502 100 = [ o= 75

0 que prova a equacao (4.6). [

gradw —

4.1.2 Critério de estabilidade para as hipersuperficies nao-hori-

zontais em H?

Seja M C H? uma hipersuperficie nao-horizontal. Fixado um campo unitario f; em D,
completamos a uma base ortornormal em D, conforme Corolario 2.9, escolhendo fy =
Rfi,fs=Jf1 e f1 = Jfs, em que J e R sao operadores lineares definidos em D, tal que
75(]‘1, f3) = 75(]‘2, f1) = —1 e os demais séo todos nulos.

De acordo com o capitulo 2, se M C H? é uma hipersuperficie nao-horizontal minima,

entao

4

Z(Aﬁ(fz)afz) =0 ou Z<vfzfl7fl> =0

=2
Nas condicoes do coroléario 4.1, a segunda variacao do elemento volume de uma hipersu-

perficie nao-horizontal minima em H? é dada por

V(0) :/M<|gradw|2+w2(_tra(;0(A?cl)—i—tra(;o(Afl flJT +Z f1,8(f;, T fl,fl))>

=STULT (AR (), fi>>>) r(0) .

=2
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Como 75(f1, f3) = 75(f2, f1) = —1 e os demais sao todos nulos, entao
4
=T =T
traco(Ay, o (/1T ) = 3 (An(T (1, /), fi)
=2

= (AL (T (fi, fo): fi)

= (A, (f), f3)

= —(S(f5, f3), f1)

= —(S(fs f5), f1) — <_L(f5,f3),f1>

= (VS5 1) — AT (e5 — ALfu, f3)

= f2(A}) — (4 >2
i;fl,S(fuTT(fl,fi)» = (f1,S(f. T (fi, )

= —<f1,5(f3; f5)>
= fa(A})

e escrevendo A, (f;) = Sop_o(As (fi), fr), obtemos

ST (A (£, 1) =T (A (f2). £2)) + (. T (Ap, (), f)

=2

+ (T (Ag(f2), )
:<Af1(f2)7f4><f17f5> - <Af1(f4)7f2><flaf5>
— (S(fa, fa), [1) AL + (S(f1, f2), f1) Aj

:Aé<<S(f4, fg) - S(f27 f4>7 fl))
=ANT (fu, f2), 1)
—(AL)?.

Portanto,

V(0) = /M (lgradw|® +w? (—trago(A3,) + 2f3(AL) — 2(A4)?)) T(0) .
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Observamos que

4

trago(A?cl) = Z(Afl (An (f2), fi)

> (AL (i), F)AL ) fi)
i,k=2
> @ (@ (f)

=(@1)% + (@) + @)% + 2@ (fo)@] (f2) + T (fo)@1 (f2) + T3 (1)W1 (f3)) -
Como M é minima, entao
0= @H(f2) + @ (fs) + @01 (f1))? =@T(f2))* + @7 (f3))* + (@1 (f1))”
+ 2@ (f2)wi (f3) + Wi(fo)wi(f1) + WY f3)wi(fa)) -
Portanto,
traco(A},) = 2(@i(f3)w@} (f2) + @i (f1)@1(f2) + T (f)@) (fs))
— W)@} (f3) — @i (f2)w@1(fa) — @1 (fs)@1(fa)) -

Afirmamos que

trago(A7,) = 2((K (f2, f3) fa, f3) + (K (f2, fa) fo fa) + (K (fs, fa) f3, f4)),

em que K é a curvatura de M. De fato, pela equagao de Gauss, Teorema 1.17, segue que

<K(f2,f3)f2, f3> :<A5(f3,f2)<f2>7f3> - <A5(f27f2)(f3)a f3>
=(S(f3, f2), f1)(Ap (f2), f3) — (S(fa, f2), f1) (Ap (f3), f3)
=Wi(f3)wi(f2) — Wi(f2)@i(fs) -

Analogamente,

(K(f2, fa) fo, f1) = @5 (f0)@1(f2) — @ (f2)w7(fa),
(K(fs3, f4) f3: f1) = @ (f)wi(f3) — @5 (f3)w1(f1)) -
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Denotaremos

Ke = <K(f27f3)f27f3> + <K(f27f4)f27f4> + <K(f37f4)f37f4>

e chamaremos K, de curvatura escalar de M.

Teorema 4.5. Seja M C H? uma hipersuperficie nao-horizontal minima. Entdo, para

toda fungdo w : H?> — R de suporte compacto em M,
77(0) = /M (Jgraduwl? + w? (—21, + 2f2(AL) — 2(AL)?)) T(0) .
Em particular, M ¢ estdvel se
— K. + f3(A5) — (43)* > 0. (4.8)
Exemplo 4.1. O paraboldide hiperbélico em H? € estdvel.

Seja

2 2 2 2

r{—r3+25— 2

2. .. _ 1 3 2 4

M = {(xl,xg,a:g,:v4,x5) e H°; x5 = 1 }
Assim, parametrizamos M por

X(Jfl,$2,$3,l‘4,x5> - <x17x27'r37x47u(x17$27x3ax47x5>> .

Assim,

X, 1

= o =e1+ B (z1+ x3) €5
0X 1
)(gc2 = 8_1:2 :€2+§($2+£L‘4)€5
0X 1
X$3 = 8_$3 :63—§(ZL‘3+$1)65
0X 1
)(gc4 = 8_134 264—§($4+l‘2)65 .
Denotaremos por
/\1:3314-1‘3’ )\221’24—334'
2 2
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Como p = (&1, Ty, —T1, — 2, 0) sdo os pontos singulares de M, entdo seja M = M — {p}.

Assim, em M

MXe, + XX, — M X, — AaXe, = Aer + doea — Aes — Aoeg + Nes,

em que N = /2(M +\3) £ 0e f5 =e5 — Al fi, entao

f - )\161 + )\262 — )\163 — )\264
b N

1_
8A5———.

Portanto,

—>\2€1 + )\162 — )\263 + )\164

fo=Rfi = -
f3 _ Jfl _ Arer + )\262]—;)\163 + gy
f4 _ Jf2 _ )\261 — )\162 ]:7/\263 + )\164 .

Conforme Aplicacio 2.3, M ¢é uma hipersuperficie ndo-horizontal minima em H2. Vamos

mostrar que M satisfaz a condicio (4.8).

De fato,

K(f27 f3)f2 :szvf?,f? - vf3vaf2 - v[f27f3]f2’
K(f2, f) 2 =V, Vi fa =V Vi fo = Vi fo
K<f37 f4)f3 :stvf4f3 - vf4vf3f3 - v[f37f4]f?:~

Para encontrarmos (4.9), (4.10) e (4.11), calcularemos as derivadas das fun¢oes

na direcao fs, f3 e f4. Notemos que

1
e1(Ni) = e3(Ni) = ea(Nj) = ea(N;) = 2
e1(Aj) = es(N;) = ea(Ni) = es(N;) =0,
parai=1,3 e j = 2,4. Também,
A A
er(N) = es(N) = Nl e ey(N) =ey(N) = NZ

Moo A2
N €W

(4.9)
(4.10)
(4.11)

A2
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Entao,
f<)\1>_ 2/\2<1 A§>+2A1( )\1/\2>_ Ao
2 T — T a7 AT ara AT - — T X0
N N \2N N3 N N3 N2
LAY e AN 2u (1 ¥ M
\N) N IN N \2N  N3) N2
1 (ﬁ) _2M (L Ji) L 2 (_Mz) M (20?“3) B 1) _ 0
N N \2N N3 N N3 N2 N? )
A 22 bYSY N [ 1 A2
W(F) =5 () Gy ) e
f () (LMY () e LY A b
\N) N\a~N N3) N\ N3 ) N\anN N3] T N\ N3 ’
() (DAY A (LY N () AL MY
‘\N) N N3 N\2N N3/ N\ N3 N \2N N3 '

Portanto, concluimos facilmente que

vf3f3 = vf4f4 = Vf:«}f2 = Vfsf4 = vf4fQ =0.

\Y fzz(v f2>T: _f2 & 61+f2 ﬁ 62—f2 & €3+f2 ﬁ €4 !
f2 f2 N N N N
(N A A X\
TN T 2T e T ™

1
- Nf?n

|
o (3) () (8)en (3)-)

A A A A\
= (——261 + ey — e+ FIQ€4>
1



106

Dessa forma, obtemos que

[f2, f3]) =V 1 fa = Vi fo=T(f2, f3) = %f&

[f?a f4] :vf2f4 - Vf4f2 - T(an f4) = f5a
[f3, f4] =V f1—Vy fa— T(fs, fa) =0.

Substituindo em (4.9), (4.10) e (4.11) as igualdades acima, obtemos que
1 1
K(fo, fs)fa=fs ~v) TN JEY

K(fa, fa)fo ==V fa=0,
K(fs, fa)fs =0.

pois

= —A; <f1 (%) e1 — fi (%) e — fi (%) ez + fi (%) 64)

f ﬁ :ﬁ L_)‘_% —i—ﬁ _>‘1>‘2 _ﬁ L_)‘_% _ﬁ _/\1/\2 —0
"\N) N\lan N)TNLU N3) N\oN N3] N\ N3 ’

f(22) 2 (L) e I A PV I A Y\ WPAC I R S 1 S
"\N) N\ N N\2N N3] N\ N3 N \2N N3]
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Portanto,
1 1
K. = f3 <N> + Nz —f3(A3) + (A5)* .
Assim,
— K. + fa(A3) — (A3)* = 2f3(A4;) — 2(A5)°.
Como
R - (7 =12 (- ) -
RN
- N2 NZC
e

(V) = Aer(N) + /\zeQ(N)]J\;)\leS(N) + Xoes(N)

2(A1 + \3)
N2
=1.

Portanto, 2f3(A%) — 2(A})? = 0 e a condigao (4.8) ¢ satisfeita.

Observagao 4.1. Outra maneira de provar a estabilidade do paraboléide hiperboélico é
pelo Teorema 4.4. De fato, seja a = ajeq + ases + azez + ageq, em que a;,¢i = 1,...,4 sao

funcoes constantes nao nulas em H2. Notemos que

(a, fr) = (a1 — az)\ + (a2 — ag) Ao

(a1 — ag)(l'l —+ 1'3) -+ (CLQ — CL4)<ZU2 -+ .1'4) ‘
2

Seja P C M um dominio conexo e compacto tal que Ja € g' com k = {(a, f1) > 0 em

todos os pontos de P. Entao, a equagao (4.6) é simplesmente

V<o>=/P<

(ST (fa,0), fa), i) + (S(for T

wgradk
k

w

_ ? ((S(TT(fz,a)a f2)7f1>

2 2
gradw — ‘

N

fora), fi) + (ST (f1,0). 1)) ) T(0)
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Vamos mostrar que a desigualdade (4.7) é satisfeita. De fato, como, 75(]‘2, fa) = —1,

entao

(ST (fara), f2), f1) = {a, f) (Vg for 1) = 0,

Sutr=- () (8 a1 (2) v (3)
(3B () n ()

e conforme demonstrado no exemplo 4.1, f; (%) = fi (%) = 0. Assim,

pois

(ST (f2,0), f2), f1) = 0.

Do mesmo modo,
(ST (faca), fu) f1) = 0.

Consequentemente,

(S(fo, T (for ), f1) =T (fo. T (fa,)), 1) =0,
<S(f47TT(f4aa))7f1> :<TJ—(f47TT(f47a))afl> =0.

Portanto, o paraboléide hiperbolico satisfaz (4.7) e assim é estavel em qualquer compacto

PCM.
Observacgao 4.2. O paraboldide hiperbolico de equacao
1
o,z = S,

¢ uma hipersuperficie estavel em H".

4.1.3 Estabilidade de hipersuperficie minima vertical

Seja M C G uma subvariedade nao-horizontal minima vertical. Entao, f; = e;,

TL:;T%@;’Q:Z S (AT @ foa=0

a=1 j:d1+1
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n n . p d1 n A
=3 S TUpfi=-3 3 S AT () =0.

i=p+1 j=d1+1 a=p i=p+1 j=d;+1
Portanto, (3.5) reduz-se a L& = AE, V € € TM*. Assim, se M satisfaz as condi¢oes do
Corolario (3.17), entao

V(0) = /M (—(EWL, W) — trago(Aj,. ) + trago( Ay o (WLJTT))

W ST W )+ Tj(WW;WH) r(0) .

j=di1+1
Mas,
<WL7 S(TT(WJ_> fl)> fz)> - <WJ_7 S(fivTT(WJ_7 fz>)> :<Wl7 TL(T—%WJ_a fz)’ fz))v
entao
(W ST (W f), £)) =W ST (W, £)))
= > T W )W S(fie))
j=d1+1
= 3 TWE )W Ve
j=di1+1
=0.
Consequentemente,
dy dy
trago(Ayo(WHIT ) =3 (Awe (T (W, £)), f) =Y (W ST (W™, ), £)) = 0.
i=p+1 i=p+1

Portanto, o elemento volume para subvariedades nao-horizontais minimas e verticais reduz

a

V(O):/M (—wwi,wi)—trago(Aile zn: T%W{ijWﬂ) L) . (4.12)

j=d1+1

Usaremos (4.12) no caso de hipersuperficies em H".
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Observacao 4.3. Na Aplicacao 2.2, mostramos que as curvas transversas minimas de H"

sao retas verticais. Por (4.12), segue que estas curvas nao sao minimizantes.

A equagao (4.12) sera usada para mostrar um caso de estabilidade para hipersuperficies
verticais em H".
Antes, como consequéncia do Teorema 4.4, mostraremos a seguir um caso geral de

estabilidade para hipersuperficies nao-horizontais minimas verticais de G.

Teorema 4.6. Seja M C G uma hipersuperficie nao-horizontal minima vertical e com-

pacta. Se existe a € g* tal que (a, f1) # 0 em todos os pontos de M, entdo M ¢é estdvel.

Demonstracao. De fato, seja A = (a, f1) # 0, entao

. werad) | w? & T _T
V(0) = [ Jeraduw — “ERR — E5S ((An (T e f) + (ST (i ))) T(O).
M A A=
Se M & vertical, entao f; = e; ou Ajl- =0, para todo j =d; +1...,n. Assim,
T =AT =0

Consequentemente, S(X,Y) — S(Y, X) = TL(X, Y)=0, VX, Y € TM e portanto

(ST (fira) 1) = (ST (fina), fi), f1)
— (Ap (T (fia)), fi) -

Por outro lado,

<S(fi7TT(fi7a))7f1>: Z T fz’ fl?fj) f1>

J= d1+1

= Z T fz, vfifj7f1>
Jj=di1+

= | Tj(fi,a)(fi<fj,f1> - <fj7vfif1>) :
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Mas, (f;, f1) = —Al =0e Vy,fi = (Vi) € TM N D. Assim,

(S(f:., T (fiya)), fr) =0

Portanto,

4.1.4 Caso de hipersuperficies nao-horizontais minimas e verti-

cais em H"

Provamos no capitulo 2 que, se M C R?" ¢ uma subvariedade minima, entdo a sub-
variedade nao-horizontal vertical N = {(x,t);z € M,t € R} C H" é minima. Assim,
usando este resultado e a teoria de hipersuperficies estaveis de uma variedade riemanni-
ana, provaremos a seguir que se M C R?*" é uma hipersuperficie minima estavel, entao N
é uma hipersuperficie nao-horizontal minima vertical estavel em H".

Antes, recordaremos alguns pontos da Aplicagao 2.1.

Sejam 7 : H" — R?" a projecao natural e fi,..., fo, uma base ortonormal de D
restrito a N tal que 7.(f;) = g;, j = 1,...,2n. Entdo ¢i,..., ¢, é uma base ortonormal
de TM* e gpi1,- .-, gon ¢ uma base ortonormal de T'M.

Se N ¢ uma hipersuperficie de H® e W+ = w/f; para alguma funcdo w : N — R de

suporte compacto. Entao, por (4.12) o elemento volume de N satisfaz

V(0) = /N(|gradw|2 — w’trago(A7,))T(0) .

k_0

i 5%, entao hf R — R sao fungoes C™ tais que

2n
Se escrevermos g; = » ;_, h
2 ) . . . .
. (h¥)? = 1. Além disso, quando escrevermos g; na base dos campos invariantes a

esquerda, obtemos que

1

fi=79;— §Bie2n+l7 (4.13)
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_ 2 . ~ g o
em que g; = Y .- (¥ om)ex e B; ¢ uma fungao projetavel em M, pois é a soma do
produto de fungoes h¥ o m com os coeficientes dos campos ey, ..., es,. Para simplificar,
identificaremos f o w por f.

Por (3.5), o sub-laplaciano de w é simplesmente

Lw = Aw = Z (fi(fi(w)) = (V5 fi)(w)). (4.14)
Por outro lado, segue de (4.13) que
FR) = @~ 3 Bienn) @) — 5 Bz (w))
=5,(5,()) — 5T Bieannr () — 5 Bieans (5,(w)
+ }lBie2n+l (Bieany1(w)) .

Como [g;, e2n+1] = 0 € eg,11(B;) = 0, entao

) = (8.00) = 3B )ernss(w) = B eaner 1) + {Beaner(ana ()]

4
(4.15)
Também
_ 1 1 1
(Vi fi)(w) = <ng- (gi - §Bi€2n+1)) (w) — §Bi (v62n+1 <9i - §Bz'€2n+1)> (w)
1
= (Vg,9:)(w) — 5@(&)62%1(1@, (4.16)
pois Vegu1 =0e Ve, g, = T(eany1,9:) + Vg,eani1 + [€2ny1,9;] = 0.
Substituindo (4.15) e (4.16) em (4.14) obtemos
2n 1
Aw = Z {?i@i(w)) —(V5,3:)(w) — Big;(eant1(w)) + Z(Bi)262n+1(€2n+1(w))}
i=2

2
— k w
=Aw + Z { —x% Py Z Wi Bi ot } (4.17)

em que Aw = 2", G:(G;(w)) — (V4,3;) (w).

Finalmente, usando os calculos acima obtemos o seguinte resultado
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Teorema 4.7. Se M C R?" ¢é uma hipersuperficie minima completa e estdvel, entdo

N ={(z,t);z € M,t € R} CH" é uma hipersuperficie minima estdvel.

Demonstracao. Observamos que se M C R?" ¢ uma hipersuperficie estével, entao o ele-
mento volume dv de M é nao negativo. Assim, por [30] temos que para toda fungao ¢ de

suporte compacto em M,

/ (\gradM¢\2 - trago(AZl)¢2)du >0. (4.18)
M

Notemos que (4.18) é equivalente a A\ (€2) > 0 para todo dominio limitado 2 em M, em

que A;(2) € o primeiro autovalor do operador Ay + trago(A? ) definido em [13] por

() = inf{/(!gradM¢]2 — trago(AZ )¢*dv;spt(¢) C Q,/ P*dv = 1} ,
Q Q

em que spt¢ é o suporte de ¢.
Além disso, segue de [13] que A;(£2) > 0 se e somente se existe 1 > 0 satisfazendo
Ayp = —tra(;o(Agl)z/J.
Nessas condigdes, definimos uma funcio 1 : N — R por {E(x, r)=1(zx),Yx € N,re
R. Portanto (4.17) se reduz a
Ay = A .

Além disso, g;(v) = g:(¢). Entao,
2n
Ay = Z%(%(W) - (nggi)(@b) =Any.
=2
Como 7 =0, Aptp = —trago(AZ )1 e trago(A? ) = trago(A7,), entao

L =N = Ayt = —trago(Agl)z/z = —tra,(;o(Afcl)zz

Assim, existe uma funcao suave LZ > ( satisfazendo E@Z = —tra@o(A?l)J e portanto pela

Proposicao 3.5 segue que

/N(|gradw|2 — trago(A}, )w®)['(0) > 0,

para toda funcao suave w de suporte compacto em N. [l
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4.2 Critério de estabilidade para superficies nao-hori-
. » . 1
zontais minimas em H

Seja S uma superficie nao-horizontal minima de um grupo de Lie estratificado 3-dimen-
sional G. Sejam D a distribuicao horizontal em TG e fi, fo, f3 uma base adaptada em
TG.

Neste caso, W+ = wf; e de (4.1), obtemos TB(WL, f3) = 0. Como S é minima segue
que

(Aws(f2), fo) = Hwr =0.

Entao, Ay, (f2) = 0. Consequentemente,
trago(A?cl) =0.

Portanto, de acordo com o Corolario 4.1, a segunda variagao no caso de superficie é da

forma

_ /S jaradu® — w? (~traco(Ag, o (AT ) = (S(, T (f1, f2)), 1)) T(0)

Notemos que

trago(As, o (1T ) = (A, (T

(f1, f2)), f2)

=T°(f1, f)(An, (fa), f2)

=T (f1, f)(S(fs, f2), 1)
)

T°(fr, £2) (S (fos f3) + T (f5, f2), f1)) -

Mas,

(S(fa. f3), f1) = (Vo f35, f1)
= fol{fa, f1) = (f3, Vi 1)
= —f2(A:1J,)>
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pois (V,f1)T € TM N D e portanto (f3, Vy, fi) = 0. Também,
T (fs. f2). o) = (AT (F f) . )
= AT (e5 — A} fu. fo)

= ~(A)T(f1. 1)

Entao,
trago(Ay, o (fioT ")) = — fo( ANT (f1, fo) — (AT (fu, f2))? -
Além disso,
(ST (fry f2))s f1) = T (1, f2)(frs S(for f))
=T (f1, f2)(F1, V o f3)
=T (f, 1) (o ({frs f3)) — (Vo 1. f))
= —(ANT (f1. f2) -
Portanto,

- —3 —3
77(0) = / (laracuf® + w? (~2f(ANT (1, f2) — (AT (f1, £))?) ) T(O) . (4.29)
s
Se G = H!, entdao S C H' ¢ uma superficie nao-horizontal minima e conforme secao

2.2.2, S é uma superficie regrada. Usando a mesma notacao desta se¢ao, parametrizamos

S como

f(t,s) =7(t) + sf2(7(1))
=(z(t) + sa1 (1), y(t) + saz(t), 2(t) + g (a2 (t)z(t) — ar(t)y(1)))
em que y(t)=(x(t),y(t), 2(t)) ¢ uma curva transversa a retas em S e fo(y(t)) = a1(t)e1 (t)+
as(t)es(t) ¢ um campo unitéario ao longo de S tal que (v/'(¢), fo(v(¢))) = 0. A base adaptada

a superficies S em TH' ¢ da forma
fi(t,s) = —aa(t,0)eq(t, s) + ar(t, 0)ea(t, s),
fa(t,s) = a1(t,0)eq(t, s) + aa(t, 0)ea(t, s),
f3(t,s) = es(t, s) — A3(t,s) fi(t, s),
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B (t,s)
B(t,s)

em que Al = — com

1 52

B(t,s) = 2'(t)+5 (@' ()y(t) =2 ()y (1)) +s(az(t)2" (1) —ar (O)y (1)) + 5 (@ ()az () —ax(E)an (t))

Como Tg(fl, f2) = —1 e os demais sao todos nulos, entao

i7(0) /S (leraduwl? + w” (2fa(AL) — (A1)?)) T(0) . (4.20)

Antes de desenvolvermos o segundo termo de (4.20), consideremos alguns pontos da

parametrizacao de S. Como

Entao,

e a(t) =

Além disso, como (t) = (x(t),y(t), z(t)), segue que

T

v (t) = 2'(t) (61 + %63) + 9/ (¢) (62 — 563) + 2 (t)es

=t +y/(ex + (410) + 5 O0(0) ~ (O ) e

Entao,

(V1) =2 (t) + %y(t)x'(t) — 5z(t)y'(t) = B(t,0).

Notemos que aq(t)x’'(t) — a1 (t)y'(t) = \;ﬁ V@' (t)? + y'(t)?. Portanto,
Y

TIORETTIGk
(D)

Ai(t,0) = —
Agora, consideremos a curva s definida por
Vs(t) = f(t,s).

Um dos invariantes de 75 ¢ (,(t) = tanf,(t) = —AL(t,s), em que 0,(t) é o angulo entre
D e TS em ~,(t). O outro invariante ¢ a curvatura s da curva ¢ = 7y, em R? em que

7 H' — R2. O proximo passo é encontrar o valor da curvatura .
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Notemos que

c(t) = ms(t) = (2(t), ys(t)) = (2(t) + sa1(t), y(t) + sa(t)) .
Logo,
! = (@'(t) + say (), (t) + sa;(t))
" = (2"(t) + say(t),y"(t) + sa5(t)) -

Assim,

2

2 (8) + yu(8)” = () + (1) + 25(2'(8)a (1) + 3/ (£)a(8)) + 57(a) (1) + ah(1)?) -

Como

_y ey - 0)y"(t)
V(@) +y (1))

Entao,

s e @OV () — (1)
wl e = e e

' (t)ay (1) + y'(H)ay(t) =
Portanto,

2L+ 1) = (VAR Ty (0F + s0(0))

2" )y’ () =’ ([D)y" (1)
o' ()2 4y (1)

s () (8) — ys (D) (t) = (2 () + sa1 (1)) (y" (1) + sa5(t)) — (y'(t) + saz (1)) (2" (t) + say (1))
=2 ()y"(t) — 2" Oy (1) + s (a3 (1) 2" (t) — ay D)y (1) + @i (£)y" (1)

—ay(t)a" (1)) + 5% (ay (t)as(t) — ay(t)al (1))

em que p(t) = . Por outro lado,
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Derivando @ (t) e a)(t), obtemos facilmente que

" / " / -d 1" —d z" _ (Q?l(t)y”(t) — x”(t)y/@))Q
O(0) — a0 () = O () 0" (1) = - T
/ " o a/ a// _ (x/(t)y”(t) B x”(t)yl(t))g
aj (t)ay(t) 5(t)ay(t) (@' ()2 + y/(1)2)3 :
Portanto,

s (t)yg (t) — ys (D) (t) =2 (1)y" (1) — 2" (t)y'(t) — 2s (

Finalmente,
s (Dys ()" — ye (D (t) p(t)
K:S ey = —
(V's(t)? +1/,(1)2)? V() +y/(t)? + sp(t)
Se v € uma curva transversa normalizada, ou seja, |7/ (t)| = 1, entdo kg = —p(t) e assim
Ko
Ks = :
1 — skyg

Além disso, como €*(7/(t)) = B(t,s) = e*(V4(t)) + s\/2'(t)? + v/ (¢)? + 82@, entao

VP P
20— )

_ o)+ y(t)" + sp(t)

e3(y (1)) + sy/ 2/ ()" + y/(t)" + 522D
B (1 — skp)
TS(D) + s - B
1 — sko 1 — sko

_BLOJrS—%OSQ_B 1+ Bys — Boog2”
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pois e3(v'(t)) = _ VWY O

AL(t,0) ~ Bo-

Com as igualdades acima, afirmamos que o segundo termo de (4.20) é expresso como

1+ 220
A+ 2 () = g (1.21)
De fato, como €3(y/(t)) = 2/(t) + sy(t)2'(t) — 2z(t)y/(t), entdo
B(t, s) :e3(7'(t))+s+p(tT)S2 =é+s+p(t7)32.

Consequentemente, Bg(t,s) = 1+ p(t)s e assim,

0 B\ .9 ( B
gy = (F) 25 (-5)
—B?—2B,,B + 2B
_ 5.
(1+ sp(t))* — 2p(t) (/QLO + s+ p(t2)52>
B2
(14 2p(0)s + 2p(8)) — 20(0) (& + 5+ 29
BQ

Assim,

2p(t)
Q(Al) _ 1- Bo
ds 3 B2

Substituindo o valor de B? e p(t) = —ko(t) na equagao acima obtemos (4.21).

—(A3)* +2

Portanto, provamos o seguinte resultado

Teorema 4.8. Sejam S C H' uma superficie nao-horizontal minima e w : H' — R uma

funcao suave de suporte compacto contido em S. Entao,

) 14220
Vo= | ('gradw'z U T S - 2>>2) o

Em particular, S € estdvel se

/io(t)
1+250(t) > 0.
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