
UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARÁ
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meida Júnior, Dilberto da Silva, orient. II. Universidade Federal do Pará, Instituto de Ciências
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Resumo

Instituto de Ciências Exatas e Naturais

Programa de Doutorado em Matemática

Análise Numérica em Diferenças Finitas da Desigualdade de Observabilidade de

Sistemas Hiperbólicos Conservativos

por Anderson de Jesus Araújo Ramos

Neste trabalho, analisamos a desigualdade de observabilidade ao nı́vel do contı́nuo para um

sistema de ondas acopladas e posteriormente para o sistema de Timoshenko. Em seguida, prova-

mos que tal desigualdade não é válida no limite de h (parâmetro de malha) tendendo à zero em

um domı́nio semidiscretizado pelo método de diferenças finitas, devido a presença de soluções

espúrias introduzida pelo método. Para resolvermos esse problema identificamos as soluções

espúrias e a partir daı́, construı́mos uma subclasse de soluções numéricas filtradas que são uni-

formemente observáveis tanto para o sistema de ondas acopladas quanto para o sistema de

Timoshenko.

Palavras-Chave: equações acopladas, desigualdade de observabilidade, diferenças finitas,

semidiscretização.
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Abstract
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Numerical Analysis in Finite-Diference Method of Observability Inequality of the

Conservative Hyperbolic Systems

by Anderson de Jesus Araújo Ramos

In this work, we analizied the observability inequality at the continuum-level for a coupled

wave and to Timoshenko system. Next, we proved that inequality is not valid on h limit (mesh

parameter) tend to zero in a semi-discretizated domain by finite-diference method, due to spu-

rious solutions presented for the method. For answer that problem, we identified the spurious

solutions and from this we created a subclass of numerical solutions filtered, which are uni-

formly observables as to coupled wave system much as to Timoshenko system.

Keywords: coupled equations, observability inequality, finite-differences, semi-discretization.
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5.1 Dinâmica Numérica Semidiscreta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

5.1.1 Problema Espectral Semidiscreto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

5.1.2 Observabilidade dos Autovetores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

5.2 Observabilidade Uniforme em Diferenças Finitas . . . . . . . . . . . . . . . . 97

5.2.1 Resultados Preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

5.2.2 Prova da Observabilidade Uniforme: Teorema 5.10 . . . . . . . . . . . 112
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CAPÍTULO 1

INTRODUÇÃO

O objetivo principal desta tese diz respeito a análise numérica de modelos matemáticos hi-

perbólicos e conservativos em estruturas do tipo cordas acopladas pelas hipóteses de Winkler

[1] e do tipo vigas planas governadas pelas hipóteses de Timoshenko [2, 3].

1.1 Considerações Gerais e Motivações

Os modelos matemáticos envolvendo sistemas contı́nuos unidimensionais e bidimensionais de

vibração são muito importantes tanto do ponto de vista teórico, quanto do ponto de vista técnico.

Muitas estruturas modernas de engenharia fazem uso de elementos contı́nuos unidimensionais

resistentes a tensão, mas não a flexão (por exemplo: cordas, cabos, correntes, etc) [4–10]. Uma

corda, sendo o modelo mais simples de um sistema contı́nuo unidimensional tem sido um as-

sunto de grande interesse cientı́fico. Este facto é confirmado pelo grande número de referências

que encontramos na literatura. Os diferentes aspectos da dinâmica de cordas são tratados por

diversos pesquisadores e muitos estudos recentes são dedicados aos problemas de vibração de

cordas.

1



1.1. Considerações Gerais e Motivações 2

Em 2000, Z. Oniszczuk [11] investigou as vibrações transversais de um sistema de cordas pa-

ralelas continuamente unidas por um elemento elástico do tipo Winkler. As cordas são esticadas

sob tensões constantes adequadas e submetidas a cargas contı́nuas arbitrariamente distribuı́das.

O sistema é constituı́do de duas equações diferenciais parciais não homogêneas acopladas

m1ẅ1 − S1w
′′
1 + k(w1 − w2) = f1 (1.1)

m2ẅ2 − S2w
′′
2 + k(w2 − w1) = f2, (1.2)

onde wi = wi(x, t) é o deslocamento transversal da corda, fi = fi(x, y, t) é a excitação da carga

distribuı́da, as variáveis x, t são as coordenadas espacial e temporal, Fi é a área da seção trans-

versal da corda, h é a altura de um elemento elástico, k é o módulo de rigidez de um elemento

elástico de Winkler, l é o comprimento da corda, Si é a tensão da corda, ρi é a densidade de

massa e mi = ρiFi.

FIGURA 1.1: Modelo fı́sico de cordas acopladas elasticamente

As condições de fronteira e as condições iniciais para este problema tem a forma

wi(0, t) = wi(l, t) = 0, 0 < t < T (1.3)

wi(x, 0) = wi0(x), ẇi(x, 0) = wi1(x), i = 0, 1. (1.4)

Neste trabalho o autor desenvolve a teoria de vibração de ondas livres exibindo a solução do

sistema em séries de Fourier e determinando as frequências e modos de vibrações naturais.

Não menos citados, são os trabalhos que abordam as estruturas flexı́veis do tipo vigas pla-

nas, bem estabelecidas na literatura matemática e em engenharia mecânica. Em 1946, Hetenyi

[12], realizou um estudo amplo de vigas apoiadas considerando diferentes teorias em fundações

elásticas de comprimento infinito e finito com diversas condições de contorno, submetidas à

A. J. A. Ramos PDM - UFPA



Capı́tulo 1. INTRODUÇÃO 3

cargas estáticas. Dentre as teorias mais conhecidas destacamos: a de Euler-Bernoulli, Winkler,

Rayleigh, Vlasov (também conhecida como teoria de corte) e a de Timoshenko.

A dinâmica do modelo de Euler-Bernoulli para vigas, leva em consideração a energia de

estiramento ou potencial em função da flexão da estrutura e a energia cinética em função do

deslocamento lateral. Por outro lado, a hipótese fundamental da teoria de Winkler é a de que

as forças reativas da base, em um ponto da viga, são proporcionais à flexão daquele ponto, isto

é, o modelo da base elástica segue a Lei de Hooke. O estudo dessa teoria teve inı́cio em 1867,

quando Winkler modelou os trilhos de uma estrada de ferro como viga elástica continuamente

apoiada e sujeita à aplicação de forças concentradas. Neste modelo o solo é assimilado por uma

série de molas independentes com comportamento elástico e linear. A rigidez dessas molas

é assim caracterizada por uma constante de proporcionalidade entre a pressão aplicada q e o

deslocamento do solo y, constante essa designada pelo coeficiente de reação k.

FIGURA 1.2: Modelo de Winkler - Fundações superficiais

A constante k é assim definida como sendo a pressão necessária para provocar um desloca-

mento unitário. Este modelo também pode ser utilizado para a análise de fundações de estacas

sob ações laterais.

FIGURA 1.3: Modelo de Winkler - Fundações laterais

Inicialmente, os campos de aplicação dessa teoria eram muito restritos. Após os primeiros

investigadores terem afirmado que o solo era o único meio de suporte, descobriram que haviam

outros campos onde as condições de Winkler, para a análise de flexão de vigas sobre base

A. J. A. Ramos PDM - UFPA



1.1. Considerações Gerais e Motivações 4

elástica, eram mais rigorosamente satisfeitas. Dois exemplos de campos de aplicação são de

particular importância: um é a aplicação em malhas de vigas, as quais são caracterı́sticas na

construção de assoalhos de embarcações, edifı́cios e pontes; o outro, na aplicação de cascas de

revolução, que incluem objetos como recipientes, caldeiras, containers e etc [12].

Em melhoria à teoria de vigas proposta e desenvolvida por Euler-Bernoulli que leva em

consideração a energia de estiramento ou potencial em função da flexão da estrutura e a energia

cinética em função do deslocamento lateral, Rayleigh considera o fato de que as seções trans-

versais da estrutura sofrem rotações em relação ao seu eixo central. Vlasov, por sua vez, foi o

primeiro a adicionar sobre as hipóteses de Euler-Bernoulli o efeito de distorção cisalhante, co-

mumente conhecida como tensão de corte nas seções transversais. Timoshenko [2, 3], foi mais

além ao propor uma teoria de vigas que adiciona o efeito potencial devido ao esforço cortante

bem como o efeito de rotação nas seções.

De um modo geral, descrevemos as equações unidimensionais que governam a teoria de

Timoshenko para o estiramento de vigas de acordo com as seguintes equações:

ρAϕtt(x, t) = Sx(x, t), (1.5)

ρIψtt(x, t) = Mx(x, t)− S(x, t), (1.6)

em que t é o tempo, x a distância ao longo da linha central da viga, ϕ o deslocamento trans-

versal, ψ a rotação nas seções transversais, ρ a densidade de massa do material do qual a viga é

composta, M o momento de curvatura, S o esforço cortante, A a área da seção transversal e I o

momento de inércia da área da seção.

FIGURA 1.4: Modelo de vigas de Timosheko

As relações de tensão-estiramento para o comportamento elástico da viga são dadas por:

M(x, t) = EIψx(x, t), (1.7)

S(x, t) = kAG(ϕx + ψ)(x, t), (1.8)

A. J. A. Ramos PDM - UFPA



Capı́tulo 1. INTRODUÇÃO 5

em queE é o módulo de elasticidade de Young,G o módulo de rigidez do cortante e k o fator de

correção do cortante. Dessa forma Timoshenko estabeleceu as seguintes equações diferenciais

parciais hiperbólicas e acopladas:

ρAϕtt − kAG(ϕx + ψ)x = 0, em (0, L)× (0, T ), (1.9)

ρIψtt − EIψxx + kAG(ϕx + ψ) = 0, em (0, L)× (0, T ). (1.10)

Sistemas do tipo (1.9) − (1.10) surgem em muitas aplicações em engenharia. Em particular,

podem ser visto como um modelo simplificado de vibração quando as dimensões da seção

transversal da viga não são deprezı́veis em comparação com o seu comprimento e é necessário

considerar o efeito da inércia rotativa (ver [13–15]).

Podemos afirmar que uma questão fundamental que surge em todas as equações diferenci-

ais parciais vistas até o presente momento é o estudo do problema de controle. Pois controlar

oscilações em problemas traduzidos em termos de uma equação diferencial parcial de evolução

tem despertado o interesse de muitos pesquisadores nos últimos anos. Até onde se tem conhe-

cimento, tudo teria começado no inı́cio da década de 60, quando R.E. Kalman introduziu dois

conceitos (controlabilidade e observabilidade) que, desde então, tornaram-se a espinha dorsal

da teoria de controle moderno (ver [16–19]). Com a Controlabilidade e a Observabilidade,

pode-se classificar um sistema de controle sem precisar primeiro encontrar a solução na forma

fechada. Um sistema linear é dito ser controlável, se existe, pelo menos, uma entrada que con-

duz o vetor de estado à origem. Por outro lado, um sistema linear é observável se existe, pelo

menos, uma saı́da de tal modo que o estado inicial pode ser determinado.

A controlabilidade é uma das propriedades mais estudadas em EDP, provavelmente porque

uma EDP controlável também é estabilizável, e a recı́proca também é válida para uma ampla

classe de EDP’s. Observamos que, para uma EDP, temos à nossa disposição três conceitos de

controlabilidade, ou seja, a controlabilidade exata (qualquer par de vetores de estado pode ser

ligado por uma trajetória), a controlabilidade nula (qualquer vetor de estado pode ser dirigido a

0) e a controlabilidade aproximada (qualquer vetor de estado pode ser dirigido arbitrariamente

próximo de um outro vetor de estado) .

Mesmo que esses conceitos (controlabilidade e observabilidade) possam ser de certa forma

equivalentes e que este último se resuma a encontrar uma desigualdade indireta, a construção de

tal desigualdade usa sofisticadas ferramentas adaptadas à EDP sob investigação, como exemplo

pode-se mencionar a análise microlocal dando resultados afiados para a equação de ondas, ou

A. J. A. Ramos PDM - UFPA



1.1. Considerações Gerais e Motivações 6

as estimativas de Carleman para a controlabilidade nula da equação do calor. Outros métodos

têm sido desenvolvidos para o controle de equações de onda, por exemplo, o método das séries

de Fourier não harmônicas bem adaptado para a EDP unidimensional, o método multiplica-

tivo, entre outros. Estas propriedades têm sido estudadas em profundidade, tanto no contı́nuo

quanto em casos discretos, onde se pode ver semelhanças impressionante, se não idênticas aos

resultados contı́nuos.

Controle em Equações Diferenciais Parciais

Retomando a discussão levantada acima, cabe mencionar que pesquisadores da área de ma-

temática têm investido muito tempo e esforço no desenvolvimento de diversos métodos e es-

quemas numéricos para resolução numérica de EDP’s. Importantes contribuições nesse sentido

foram alcançadas nos trabalhos de Glowinski et al.. [20–22] onde foi estudado o problema

P :=





∂2u

∂t2
−∆u = 0 em Q = Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x),
∂u(x, 0)

∂t
= u1(x),

u = g em Σ = Γ× (0, T ),

com Ω ⊂ R
N um domı́nio limitado e suave, Γ sendo a fronteira, g ∈ L2(Σ) o controle, u0 ∈

L2(Ω) e u1 ∈ H−1(Ω) as condições iniciais. Além disso, Lions [23] provou que a solução do

problema P satisfaz o problema de controlabilidade exata na fronteira, isto é:

Dado T > 0 e condições iniciais (u0, u1) ∈ L2(Ω)×H−1(Ω), existe um controle g ∈ L2(Σ0)

tal que

u(x, T ) =
∂u(x, T )

∂t
= 0, ∀x ∈ Ω. (1.11)

Isto foi demonstrado, usando a implementação do Método de Unicidade Hilbertiana (HUM),

descrito nos trabalhos de Lions [23–25]. Por questões didáticas nomearemos alguns passos do

método HUM que nos auxiliarão no bom entendimento.

A. J. A. Ramos PDM - UFPA



Capı́tulo 1. INTRODUÇÃO 7

1o Passo: Problema homogêneo adjunto

Dado {φ0, φ1} ∈ D(Ω)×D(Ω) consideramos





φ′′ −∆φ = 0 em Q = Ω× (0, T ),

φ = 0 sobre Σ = Γ× (0, T ),

φ(x, 0) = φ0(x), φ′(x, 0) = φ1(x), ∀x ∈ Q,

(1.12)

o qual possui uma única solução. Aqui, usamos ′ para denotar a derivação em relação ao tempo.

2o Passo: Problema de controlabilidade exata na fronteira

Uma vez calculada a solução de (1.12), passamos a resolver o seguinte problema:





u′′ −∆u = 0 em Q = Ω× (0, T ),

u(x, T ) = u′(x, T ) = 0 ∀x ∈ Ω,

u = ∂φ
∂ν

sobre Σ0 = Γ0 × (0, T ),

u = 0 sobre Σ1 = Γ1 × (0, T ),

(1.13)

onde ν = ν(x) denota o vetor normal unitário exterior à Ω no ponto x ∈ Γ e ∂φ
∂ν

∈ L2(Σ0) é a

derivada de φ nesta direção. O problema (1.13) possui novamente uma única solução regular.

3o Passo: Operador Λ{·, ·}

Definimos o operador

Λ{φ0, φ1} = {u1,−u0}, (1.14)

e multiplicamos a primeira equação de (1.13) por θ = θ(x, t), uma solução do problema ho-

mogêneo (1.12) com dados iniciais {θ0, θ1} para então obtermos

〈
Λ{φ0, φ1}, {θ0, θ1}

〉
:=

∫

Ω

(
u1θ0 − u0θ1

)
dx =

∫

Σ0

∂φ

∂ν

∂θ

∂ν
dΣ, (1.15)

onde dΣ = dΓdt representa a medida sobre a superfı́cie lateral do cilindro Q. Definimos a

norma

∣∣∣
∣∣∣{φ0, φ1}

∣∣∣
∣∣∣
F
=

∫

Σ0

∣∣∣∣
∂φ

∂ν

∣∣∣∣
2

dΣ, (1.16)
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sobre o espaço D(Ω)×D(Ω), que induz o produto interno

〈
{φ0, φ1}, {θ0, θ1}

〉
F
:=

∫

Σ0

∂φ

∂ν

∂θ

∂ν
dΣ. (1.17)

Considerando a estrutura algébrica (1.16)− (1.17) definimos o espaço de Hilbert

F = D(Ω)×D(Ω)
||·||F

. (1.18)

Graças a (1.17), o operador Λ se estende a um operador linear e contı́nuo de F em F ′. Por

outro lado, de (1.16) deduzimos que

Λ : F −→ F ′ é um isomorfismo. (1.19)

Em particular, se queremos mostra a controlabilidade exata em L2(Ω) × H−1(Ω), precisamos

provar que F ′ = H−1(Ω)× L2(Ω) ou equivalentemente

F = H1
0 (Ω)× L2(Ω).

De fato, a inclusão H1
0 (Ω)×L2(Ω) ⊂ F é imediata, haja visto (1.18) e a densidade de D(Ω)×

D(Ω) em H1
0 (Ω)× L2(Ω). Resta então provar a inclusão

F ⊂ H1
0 (Ω)× L2(Ω),

que é garantida mediante a desigualdade indireta

||{φ0, φ1}||H1
0
(Ω)×L2(Ω) ≤ C(T )||{φ0, φ1}||F , com C(T ) > 0, (1.20)

também chamada de Desigualdade de Observabilidade do problema homogêneo (1.12).

Analisando o problema de controlabilidade exata na fronteira (1.13) através do método

HUM, fica evidente sua equivalência com o problema de observabilidade na fronteira, dado

por (1.12) e (1.20).

Para avanços mais recentes no que diz respeito ao problema de observabilidade numérica na

fronteira, podem ser citados, por exemplo, os trabalhos de Infante e Zuazua [26], Zuazua [27] e

Münch [28].
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Em [26] os autores estudaram a versão semidiscreta do problema de vibrações de ondas, ou

seja, o esquema numérico do tipo

u′′j (t)−
uj+1(t)− 2uj(t) + uj−1(t)

h2
= 0, j = 1, 2, ..., J, 0 < t < T,

u0(t) = uJ+1(t) = 0, 0 < t < T,

uj(0) = u0j , u
′
j(0) = u1j , j = 0, 1, 2, ..., J + 1,

onde conseguiram obter expressivos resultados sobre a perda de observabilidade das soluções

numéricas e posteriormente mostraram a subclasse Ch(γ) de soluções que são observáveis,

desde que obedecida a relação 0 < γ < 4.

Münch [28] estudou o problema totalmente discreto dado por

(1 + θh2∆h)

(
un+1
j − 2unj + un−1

j

h2

)
−∆h

(
αun+1

j + (1− 2α)unj + αun−1
j

)
= 0, j = 1, 2, ..., J,

un0 = unJ+1 = 0, n = 0, 1, ..., N,

u0j = uj,0, (u
1
j − u−1

j )/2∆t = uj,1, j = 0, 1, ..., J + 1.

No problema acima o autor mostra a desigualdade de observabilidade no Teorema 3.2 e conse-

quentemente uma perda de observabilidade no Teorema 3.4, desde que θ ∈ [0, 1/4), α = 1/4

ou θ ≥ 0 e α > 1/4.

A caracterı́stica principal desses trabalhos é a utilização do método multiplicativo introdu-

zido por Lions (ver [25, 29]) inicialmente para uso em modelos contı́nuo mas que vem sendo

aplicado com sucesso em problemas discretizados por métodos de diferenças finitas e elementos

finitos para se provar importantes resultados de controlabilidade, observabilidade, conservação

e decaimento de energia em sistemas evolutivos.

No entanto, uma questão fundamental que permanece ainda em aberto é como criar esquemas

numéricos capazes de preservar as propriedades de energia tais como: leis de conservação,

positividade, decaimento exponencial entre outros e conseguir evitar as anomalias decorrentes

dos esquemas numéricas aplicados a problemas acoplados, como por exemplo: sistemas de

ondas acopladas e sistemas de Timoshenko.

Em Almeida Jr. [30], encontramos importantes contribuições nesse sentido para uma famı́lia

parametrizada de esquemas numéricos em diferenças finitas onde se analisa as propriedades da

energia do sistema de Timoshenko. Mostra-se também como evitar uma anomalia numérica

A. J. A. Ramos PDM - UFPA



1.1. Considerações Gerais e Motivações 10

conhecida como shear locking para o esquema numérico do tipo

ρ1ϕ
′′

j − κ
ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1

h2
− κ

ψj+1 − ψj−1

2h
= 0, j = 1, 2, ..., J, 0 < t < T,

ρ2ψ
′′

j − b
ψj+1 − 2ψj + ψj−1

h2
+ κ

ϕj+1 − ϕj−1

2h
+ κ

ψj+1 + 2ψj + ψj−1

4
= 0, j = 1, 2, ..., J, 0 < t < T,

associado à diferentes condições de contorno, tais como:

(i) livre-livre

κ

[
ϕ1 − ϕ0

h
+
ψ1 + ψ0

2

]
= 0, κ

[
ϕJ+1 − ϕJ

h
+
ψJ+1 + ψJ

2

]
= 0,

b
ψ1 − ψ0

h
− κh

2

[
ϕ1 − ϕ0

h
+
ψ1 + ψ0

2

]
= 0, b

ψJ+1 − ψJ
h

+
κh

2

[
ϕJ+1 − ϕJ

h
+
ψJ+1 + ψJ

2

]
= 0.

(ii) fixa-livre

ϕ0 = 0, κ

[
ϕJ+1 − ϕJ

h
+
ψJ+1 + ψJ

2

]
= 0,

ψ0 = 0, b
ψJ+1 − ψJ

h
+
κh

2

[
ϕJ+1 − ϕJ

h
+
ψJ+1 + ψJ

2

]
= 0.

(iii) apoiada-apoiada

ϕ0 = 0, b
ψ1 − ψ0

h
− κh

2

[
ϕ1 − ϕ0

h
+
ψ1 + ψ0

2

]
= 0,

ϕJ+1 = 0, b
ψJ+1 − ψJ

h
+
κh

2

[
ϕJ+1 − ϕJ

h
+
ψJ+1 + ψJ

2

]
= 0.

(iv) fixa-apoiada

ϕ0 = 0, ϕJ+1 = 0,

ψ0 = 0, b
ψJ+1 − ψJ

h
+
κh

2

[
ϕJ+1 − ϕJ

h
+
ψJ+1 + ψJ

2

]
= 0.

(v) fixa-fixa

ϕ0 = 0, ϕJ+1 = 0, ψ0 = 0, ψJ+1 = 0.

Por outro lado, no que diz respeito a observabilidade semidiscreta, vale mencionar que desde
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a publicação do primeiro artigo que trata sobre o assunto por Infante e Zuazua [26], até o pre-

sente trabalho, não se encontra na literatura nenhum trabalho que venha usar as técnicas desen-

volvidas em [26] para estudar a perda de observabilidade das soluções numéricas em diferenças

finitas semidiscretas, aplicadas à sistemas de ondas acopladas e muito menos para sistemas de

Timoshenko. Sendo assim, além de ser um problema em aberto, nunca antes estudado na litera-

tura, os resultados alcançados neste trabalho proporcionam meios para que outro problemas de

mesma complexidade possam também ser estudados.

1.2 Objetivo da Tese

Movido pelos resultados apresentados anteriormente, que tratam da perda de observabilidade

numérica para o problema de ondas livres, o principal objetivo desta tese é analisar o compor-

tamento assintótico da constante de observabilidade, provando o blow-up e consequentemente

encontrar uma subclasse de soluções filtradas onde o problema de observabilidade é válido uni-

formemente com h tendendo a zero, tanto para o sistema de ondas acopladas quanto para o

sistema de Timoshenko.

1.3 Organização da Tese

No capı́tulo 2 deste trabalho fazemos um breve resumo dos resultados alcançados em [26] e

depois entramos com o primeiro problema objeto de nosso estudo, a saber o sistema de equações

de ondas acopladas em 1− d, dado por:

utt − uxx + α(u− v) = 0, em (0, L)× (0, T ),

vtt − vxx + α(v − u) = 0, em (0, L)× (0, T ),

u(0, t) = u(L, t) = 0, v(0, t) = v(L, t) = 0, 0 < t < T,

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), v(x, 0) = v0(x), vt(x, 0) = v1(x), ∀x ∈ (0, L),

onde estabelecemos uma desigualdade de observabilidade ao nı́vel do contı́nuo, válida para

todo T > 2L e consequentemente no Capı́tulo 3, analisamos a versão semidiscreta dada pelo

A. J. A. Ramos PDM - UFPA



1.3. Organização da Tese 12

esquema numérico

u′′j (t)−∆huj(t) + α(uj − vj)(t) = 0, j = 1, 2, ..., J, 0 < t < T,

v′′j (t)−∆hvj(t) + α(vj − uj)(t) = 0, j = 1, 2, ..., J, 0 < t < T,

u0(t) = uJ+1(t) = 0, v0(t) = vJ+1(t) = 0, 0 < t < T,

uj(0) = u0j , u
′
j(0) = u1j , vj(0) = v0j , v

′
j(0) = v1j , j = 0, 1, 2, ..., J + 1,

que diferente do contı́nuo não vale para todo T > 2L e sim para uma subclasse de soluções fil-

tradas em Hh(γ). Vale ressaltar que os resultados obtidos nos Capı́tulos 2 e 3 desta tese origina-

ram um artigo intitulado “Observability inequality for the finite-difference semi-discretization

of the 1 − d coupled wave equations”, o qual foi publicado em Advances in Computational

Mathematics [31].

No Capı́tulo 4, estudamos o sistema de Timoshenko dado por:

ρ1ϕtt − κ(ϕx + ψ)x = 0, em (0, L)× (0, T ),

ρ2ψtt − bψxx + κ(ϕx + ψ) = 0, em (0, L)× (0, T ),

ϕ(0, t) = ϕ(L, t) = ψ(0, t) = ψx(L, t) = 0, 0 < t < T,

ϕ(x, 0) = ϕ0, ϕt(x, 0) = ϕ1, ψ(x, 0) = ψ0 ψt(x, 0) = ψ1, ∀x ∈ (0, L),

onde na primeira seção mostramos uma desigualdade de observabilidade para o sistema contı́nuo

seguido da solução e do problema de autovalor. No Capı́tulo 5, passamos a estudar a sua versão

semidiscreta que de acordo com Almeida Jr. [30] é dada por

ρ1ϕ
′′

j − κ
ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1

h2
− κ

ψj+1 − ψj−1

2h
= 0, j = 1, 2, ..., J, 0 < t < T,

ρ2ψ
′′

j − b
ψj+1 − 2ψj + ψj−1

h2
+ κ

ϕj+1 − ϕj−1

2h
+ κ

ψj+1 + 2ψj + ψj−1

4
= 0, j = 1, 2, ..., J, 0 < t < T,

ϕ0 = ϕJ+1 = ψ0 = 0, 0 < t < T,

b
ψJ+1 − ψJ

h
+
κh

2

[
ϕJ+1 − ϕJ

h
+
ψJ+1 + ψJ

2

]
= 0, 0 < t < T,

ϕj(0) = ϕ0
j , ψj(0) = ψ0

j , ϕ
′

j(0) = ϕ1
j , ψ

′

j(0) = ψ1
j , j = 0, 1, ..., J + 1,

onde iniciamos construindo alguns resultados preliminares na intenção de mostrarmos uma

perda de observabilidade das soluções numéricas. Na sequência, provamos a observabilidade

uniforme (Teorema 5.10), um dos principais resultados desta tese e no Capı́tulo 6 fazemos um

cometário sobre alguns problemas em aberto. Os resultados obtidos nos Capı́tulos 4 e 5 desta

tese deram origem a um trabalho que foi submetido para publicação.
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CAPÍTULO 2

SISTEMA DE ONDAS ACOPLADAS

2.1 Introdução dos Principais Resultados

Neste capı́tulo abordamos um problema importante de análise numérica teórica: a análise de

uma desigualdade de observabilidade de um esquema numérico espacial de diferenças finitas

aplicadas a um sistema conservativo de duas equações de ondas acopladas. Para uma melhor

compreensão do problema que temos em mente, descrevemos brevemente os resultados de ob-

servabilidade na fronteira para uma única equação de onda.

É bem conhecido que a equação de onda 1− d dada por

utt − uxx = 0, em (0, L)× (0, T ), (2.1)

u(0, t) = u(L, t) = 0, 0 < t < T, (2.2)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), ∀x ∈ (0, L), (2.3)

tem a energia total de suas soluções estimada uniformemente através da energia concentrada no

extremo x = L. Mais precisamente, para qualquer T > 2L existe uma constante positiva C(T )

13
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satisfazendo

E(0) ≤ C(T )

T∫

0

∣∣ux(L, t)
∣∣2dt, (2.4)

para cada solução de energia finita de (2.1)− (2.3) onde a energia E(t) é dada por

E(t) :=
1

2

L∫

0

u2tdx+
1

2

L∫

0

u2xdx. (2.5)

A estimativa (2.4) é conhecida como problema de observabilidade na fronteira (desigualdade

de observabilidade / desigualdade inversa) e a melhor constante C(T ) > 0 é chamada de cons-

tante de observabilidade. Indicamos aos leitores interessados as seguintes referências: Lions

[25] e Komornik [29], para uma análise da equivalência entre controlabilidade e observabili-

dade através do Método de Unicidade Hibertiana (HUM).

Por outro lado, os esquemas semidiscretos geram à alta frequência, oscilações numéricas

espúrias. Essas oscilações espúrias fracamente convergem para zero quanto h→ 0 e este fato é

perfeitamente compatı́vel com a propriedade de convergência. Além disso, uma constanteC(T )

uniforme para a estimativa (2.4) é necessária e isso não é o caso apenas de esquemas numéricos

elementares, tais como: diferenças finitas e elementos finitos padrão. As evidências numéricas

sobre a perda de observabilidade numérica para o problema de observabilidade na fronteira foi

observado pela primeira vez por R. Glowinski et al. [20–22] em conexão com a controlabilidade

exata na fronteira da equação de onda e a implementação numérica do chamado método HUM.

A desigualdade de observabilidade para versões semidiscretas de (2.4) foi notada pela primeira

vez por Infante e Zuazua [26]. Eles identificaram que o problema de estimar a energia numérica

total em termos da energia numérica concentrada na fronteira não é uniforme quanto h → 0

para a semidiscretização em diferenças finitas dada por

u′′j (t)−
uj+1(t)− 2uj(t) + uj−1(t)

h2
= 0, j = 1, 2, ..., J, 0 < t < T, (2.6)

u0(t) = uJ+1(t) = 0, 0 < t < T, (2.7)

uj(0) = u0j , u
′
j(0) = u1j , j = 0, 1, 2, ..., J + 1. (2.8)
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A energia total de (2.6)− (2.8) é conservada ao longo do tempo t, isto é,

Eh(t) :=
h

2

J∑

j=0

[
|u′j(t)|2 +

∣∣∣∣
uj+1(t)− uj(t)

h

∣∣∣∣
2]

= Eh(0), ∀ 0 < t < T. (2.9)

Mais precisamente, em [26] foi analisada uma versão discreta de (2.4), isto é,

Eh(0) ≤ C(T, h)

T∫

0

|uJ(t)/h|2dt, (2.10)

desde que uJ+1(t) = 0, para todo t ∈ [0, T ].

O problema consiste em saber se a constante positiva C(T, h) sofre um blow-up com h →
0. O resultado negativo dado pelo Teorema 1.1 em [26] mostra que esta anomalia numérica

realmente ocorre, ou seja,

sup
u resolve (2.6)–(2.8)

Eh(0)
T∫

0

∣∣∣∣
uJ(t)

h

∣∣∣∣
2

dt

→ ∞ com h→ 0. (2.11)

Caso contrário, existe uma contrapartida positiva de (2.11) em um subespaço de soluções

geradas por baixas frequências. Veja Teorema 1.2 em [26] e também resultados para métodos

de elementos finitos padrão.

A nossa contribuição na primeira parte desta tese é em relação a análise numérica teórica e

sobre a desigualdade de observabilidade de um esquema numérico em diferenças finitas apli-

cadas a um sistema de equações de ondas acopladas. As provas dos nossos resultados são

obtidas usando técnicas multiplicativas discretas tais como as realizadas em [26]. Nas pala-

vras dos autores em [26]: “ ... pensamos que o desenvolvimento que apresentamos aqui, das

técnicas multiplicativas discretas é de interesse independente tendo em vista as suas potenciais

aplicações na análise de problemas semelhantes...”. Portanto este trabalho é inspirado no de

Infante e Zuazua [26].
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2.2 Modelo de Ondas Acopladas

Consideramos o sistema conservativo 1− d de duas equações de ondas acopladas dado por

utt − uxx + α(u− v) = 0, em (0, L)× (0, T ),(2.12)

vtt − vxx + α(v − u) = 0, em (0, L)× (0, T ),(2.13)

u(0, t) = u(L, t) = v(0, t) = v(L, t) = 0, 0 < t < T, (2.14)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), v(x, 0) = v0(x), vt(x, 0) = v1(x), ∀x ∈ (0, L), (2.15)

onde α > 0 é a constante de acoplamento. Aqui, t e x são as variáveis do tempo e do espaço,

respectivamente. As funções u(x, t) e v(x, t) são os deslocamentos de duas cordas vibrantes,

medidas a partir de suas posições de equilı́brio. As molas distribuı́das que ligam as duas cordas

vibrantes são os termos de acoplamento, ou seja: ±α(u − v). Para mais detalhes a respeito da

modelagem desse sistema consulte [11].

O sistema (2.12) − (2.15) está bem posto no espaço de energia H1
0 (0, L) × L2(0, L) ×

H1
0 (0, L)×L2(0, L). Isso quer dizer que denotando U = (u, ut, v, vt), temos que para qualquer

U0 ∈ H1
0 (0, L)× L2(0, L)×H1

0 (0, L)× L2(0, L),

existe uma única solução

U ∈ C([0, T ];H1
0 (0, L)) ∩ C1([0, T ];L2(0, L)) ∩ C([0, T ];H1

0 (0, L)) ∩ C1([0, T ];L2(0, L)).

Este sistema é motivado por um problema análogo em equações diferenciais ordinárias para

osciladores harmônicos acoplados e suas aplicações em várias engenharias (ver [32]).

A energia das soluções do sistema (2.12)− (2.15) é dada por

E(t) := 1

2

L∫

0

u2tdx+
1

2

L∫

0

u2xdx+
1

2

L∫

0

v2t dx+
1

2

L∫

0

v2xdx+
α

2

L∫

0

(u− v)2dx. (2.16)

De fato, podemos observar que se multiplicarmos formalmente as equações (2.12) e (2.13)

por ut e vt respectivamente e se somarmos as duas equações resultantes, considerando as
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condições de contorno (2.14) obtemos

d

dt
E(t) = 0, ∀t ∈ [0, T ], (2.17)

e, em seguida,

E(t) = E(0), ∀t ∈ [0, T ], (2.18)

mostrando que a energia de cada solução é conservada para todo tempo t.

Resultados de estabilidade, considerando a inclusão de termos de amortecimento para o sis-

tema (2.12) − (2.15) foram determinados nas obras de Najafi [32, 33]. Resultados sobre con-

trolabilidade exata de um sistema de duas equações de ondas acopladas não conservativas de

dimensão N ≥ 2 podem ser encontrados em [34].

Por outro lado, é bem conhecido que as desigualdades de observabilidade são importantes

para a teoria de controlabilidade e de estabilização (ver [29]). Aqui estabelecemos uma desi-

gualdade de observabilidade para o sistema (2.12)− (2.15) e analisamos a contrapartida semi-

discreta em diferenças finitas. Ao melhor de nosso conhecimento, este problema para equações

de onda acopladas nunca foi considerado antes na literatura.

2.3 Desigualdade de Observabilidade

Nesta seção, estabelecemos uma desigualdade de observabilidade para o sistema conservativo

de equações de ondas acopladas (2.12)− (2.15) em 1− d, usando técnicas multiplicativas.

Nosso resultado sobre a desigualdade de observabilidade é dado pelo seguinte Teorema:

Teorema 2.1. Para todo T > 2L temos

E(0) ≤ C(T )

[
α

T∫

0

L∫

0

(u− v)2dxdt+
L

2

T∫

0

u2x(L, t) dt+
L

2

T∫

0

v2x(L, t) dt

]
, (2.1)

para toda solução de (2.12)− (2.15) em que C(T ) = 1/(T − 2L).

A. J. A. Ramos PDM - UFPA
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Prova. Multiplicamos a equação (2.12) por xux e integramos em (0, L)× (0, T ) para obtermos

T∫

0

L∫

0

(utt − uxx + α(u− v)) xux dxdt = 0. (2.2)

Denotemos I1 :=

T∫

0

L∫

0

uttuxx dxdt. Realizando uma integração por partes e tendo em vista

as condições de contorno em (2.14), obtemos

I1 =




L∫

0

utuxx dx



T

0

−
T∫

0

L∫

0

1

2

d

dx
(u2t )x dxdt =




L∫

0

utuxx dx



T

0

+
1

2

T∫

0

L∫

0

u2t dxdt. (2.3)

Denotemos I2 := −
T∫

0

L∫

0

uxxuxx dxdt. Daı́ resulta que

I2 = −
T∫

0

L∫

0

1

2

d

dx
(u2x)x dxdt =

1

2

T∫

0

L∫

0

u2x dxdt−
1

2

T∫

0

(u2xx)|L0 dt (2.4)

=
1

2

T∫

0

L∫

0

u2x dxdt−
L

2

T∫

0

u2x(L, t) dt.

Combinando (2.2), (2.3) e (2.4), obtemos

Xu(t)

∣∣∣∣
T

0

+
1

2

T∫

0

L∫

0

u2t dxdt+
1

2

T∫

0

L∫

0

u2x dxdt+ α

T∫

0

L∫

0

(u− v)xux dxdt =
L

2

T∫

0

u2x(L, t)dt,(2.5)

onde Xu(t) =

L∫

0

xuxutdx.

Analogamente, multiplicando a equação (2.13) por xvx obtemos

Xv(t)

∣∣∣∣
T

0

+
1

2

T∫

0

L∫

0

v2t dxdt+
1

2

T∫

0

L∫

0

v2x dxdt+ α

T∫

0

L∫

0

(v − u)xvx dxdt =
L

2

T∫

0

v2x(L, t)dt,(2.6)
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onde Xv(t) =

L∫

0

xvxvtdx. Adicionando (2.5) e (2.6) podemos escrever

[Xu(t) +Xv(t)]

∣∣∣∣
T

0

+

T∫

0

[
1

2

L∫

0

u2t dx+
1

2

L∫

0

v2t dx+
1

2

L∫

0

v2x dx+
1

2

L∫

0

v2x dx

]
dt

+ α

T∫

0

L∫

0

(u− v)x(ux − vx) dxdt =
L

2

T∫

0

u2x(L, t) dt+
L

2

T∫

0

v2x(L, t) dt. (2.7)

Por outro lado, tem-se

α

T∫

0

L∫

0

(u− v)x(ux − vx) dxdt =
α

2

T∫

0

L∫

0

x
d

dx
(u− v)2dxdt = −α

2

T∫

0

L∫

0

(u− v)2dxdt. (2.8)

Tomando (2.7) e (2.8) em consideração deduzimos que

[Xu(t) +Xv(t)]

∣∣∣∣
T

0

+

T∫

0

[
1

2

L∫

0

u2t dx+
1

2

L∫

0

v2t dx+
1

2

L∫

0

v2x dx+
1

2

L∫

0

v2x dx

]
dt

− α

2

T∫

0

L∫

0

(u− v)2dxdt =
L

2

T∫

0

u2x(L, t) dt+
L

2

T∫

0

v2x(L, t) dt,

ou

[Xu(t) +Xv(t)]

∣∣∣∣
T

0

+

T∫

0

E(t)dt = α

T∫

0

L∫

0

(u− v)2dxdt+
L

2

T∫

0

u2x(L, t)dt

+
L

2

T∫

0

v2x(L, t)dt, (2.9)

onde E(t) é dado em (2.16). Além disso, é fácil verificar que

|Xu(t) +Xv(t)| ≤ |Xu(t)|+ |Xv(t)| ≤
L∫

0

|xuxut|dx+
L∫

0

|xvxvt|dx.
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E assim,

|Xu(t) +Xv(t)| ≤ L

2

L∫

0

|ux|2dx+
L

2

L∫

0

|ut|2dx+
L

2

L∫

0

|vx|2dx+
L

2

L∫

0

|vt|2dx

≤ LE(t),

e tendo em vista que E(t) = E(0), para todo t ∈ [0, T ], obtemos [Xu(t)+Xv(t)]

∣∣∣∣
T

0

≥ −2LE(0).
Portanto de (2.9) e para T > 2L obtemos o resultado desejado, isto é,

E(0) ≤ C(T )

[
α

T∫

0

L∫

0

(u− v)2dxdt+
L

2

T∫

0

u2x(L, t) dt+
L

2

T∫

0

v2x(L, t) dt

]
, (2.10)

onde C(T ) = 1/(T − 2L). �

Observação: Note que para α = 0 a desigualdade de observabilidade (2.10) é

1

2

L∫

0

u2tdx+
1

2

L∫

0

u2xdx+
1

2

L∫

0

v2t dx+
1

2

L∫

0

v2xdx ≤ L

2
C(T )

T∫

0

[
u2x(L, t) + v2x(L, t)

]
dt,(2.11)

a qual é equivalente à desigualdade (2.4). Através deste trabalho, podemos recuperar todos os

resultados em [26] se a constante α for nula.
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CAPÍTULO 3

SEMIDISCRETIZAÇÃO DO SISTEMA DE ONDAS

ACOPLADAS

3.1 Semidiscretização em Diferenças Finitas

Nesta seção, investigamos o problema da desigualdade de observabilidade uniforme de um es-

quema numérico de diferenças finitas aplicadas ao sistema conservativo (2.12) − (2.15). Nós

estamos interessados em saber se a versão semidiscreta da desigualdade de observabilidade

(2.1) é uniforme em relação ao tamanho do parâmetro de malha h.

Para nossos propósitos, consideramos J um inteiro não negativo, h =
L

J + 1
e uma partição

de (0, L) dada por

0 = x0 < x1 < ... < xJ < xJ+1 = L, onde xj = jh, ∀j = 0, ..., J + 1. (3.1)

21
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Agora consideramos as seguintes aproximações em diferenças finitas do sistema conserva-

tivo de duas equações de ondas acopladas (2.12)− (2.15):

u′′j (t)−∆huj(t) + α(uj − vj)(t) = 0, j = 1, 2, ..., J, 0 < t < T, (3.2)

v′′j (t)−∆hvj(t) + α(vj − uj)(t) = 0, j = 1, 2, ..., J, 0 < t < T, (3.3)

u0(t) = uJ+1(t) = 0, v0(t) = vJ+1(t) = 0, 0 < t < T, (3.4)

uj(0) = u0j , u
′
j(0) = u1j , vj(0) = v0j , v

′
j(0) = v1j , j = 0, 1, 2, ..., J + 1, (3.5)

onde ′ denota derivação em relação ao tempo t e usamos ∆h(·) para denotar

∆huj(t) :=
uj+1(t)− 2uj(t) + uj−1(t)

h2
e ∆hvj(t) :=

vj+1(t)− 2vj(t) + vj−1(t)

h2
. (3.6)

As funções uj(t) e vj(t) são aproximações para u(xj, t) e v(xj, t) respectivamente, sendo u

e v as soluções de (2.12)− (2.15). O sistema (3.2)− (3.5) consiste de 2J equações diferenciais

lineares com 2J incógnitas u1, u2, ..., uJ , v1, v2, ..., vJ desde que sejam válidas as condições de

contorno de Dirichlet homogêneas. Verificamos que a energia de (3.2)− (3.5) é dada por

Eh(t) :=
h

2

J∑

j=0

[
|u′j(t)|2 +

∣∣∣∣
uj+1(t)− uj(t)

h

∣∣∣∣
2

+ |v′j(t)|2 +
∣∣∣∣
vj+1(t)− vj(t)

h

∣∣∣∣
2

+ α|uj(t)− vj(t)|2
]
, (3.7)

e é um funcional conservativo no tempo t para o sistema (3.2)− (3.5). Na verdade, vejamos a

proposição abaixo.

Proposição 3.1 (Conservação de Energia). Para qualquer h > 0 a energia total Eh(·) definida

em (3.7) satisfaz a taxa de variação

d

dt
Eh(t) = 0, ∀t ∈ [0, T ], (3.8)

para toda (uj, vj) solução de (3.2)− (3.5).

Prova. Multiplicando a equação (3.2) por hu′j e adicionando para j = 1, 2, ..., J , obtemos

d

dt

h

2

J∑

j=1

|u′j|2 − h

J∑

j=1

(∆huj)u
′
j + αh

J∑

j=1

(uj − vj)u
′
j = 0. (3.9)
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Consideramos a simplicação

h
J∑

j=1

(∆huj)u
′
j = h

J∑

j=1

(
uj+1 − 2uj + uj−1

h2

)
u′j

= − d

dt

h

2

J∑

j=0

∣∣∣∣
uj+1 − uj

h

∣∣∣∣
2

−
(
u1 − u0

h

)
u′0

+

(
uJ+1 − uJ

h

)
u′J+1. (3.10)

e as condições de contorno (3.4) na equação acima para obtermos

d

dt

h

2

J∑

j=0

|u′j|2 +
d

dt

h

2

J∑

j=0

∣∣∣∣
uj+1 − uj

h

∣∣∣∣
2

+ αh
J∑

j=0

(uj − vj)u
′
j = 0. (3.11)

Procedendo de modo análogo para a equação (3.3) temos

d

dt

h

2

J∑

j=0

|v′j|2 +
d

dt

h

2

J∑

j=0

∣∣∣∣
vj+1 − vj

h

∣∣∣∣
2

+ αh
J∑

j=0

(vj − uj)v
′
j = 0. (3.12)

Somamos (3.11) e (3.12) para obtermos o resultado,

d

dt
Eh(t) = 0, ∀t ∈ [0, T ], (3.13)

onde Eh(·) está definida em (3.7). �

A energia total Eh(·) é uma versão semidiscreta da energia total E(·). Notamos que assu-

mindo a decomposição dada por φj(t) := uj(t) + vj(t) no sistema (3.2) − (3.5), obtemos a

equação de onda semidiscreta

φ′′
j (t)−∆hφj(t) = 0, j = 1, 2, ..., J, 0 < t < T, (3.14)

φ0(t) = φJ+1(t) = 0, 0 < t < T, (3.15)

φj(0) = φ0
j , φ

′
j(0) = φ1

j , j = 0, 1, 2, ..., J + 1. (3.16)
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Consequentemente, tendo ψj(t) := uj(t)− vj(t) obtemos

ψ′′
j (t)−∆hψj(t) + 2αψj(t) = 0, j = 1, 2, ..., J, 0 < t < T, (3.17)

ψ0(t) = ψJ+1(t) = 0, 0 < t < T, (3.18)

ψj(0) = ψ0
j , ψ

′
j(0) = ψ1

j , j = 0, 1, 2, ..., J + 1. (3.19)

É claro que para uj(t) := (φj(t) + ψj(t))/2 e vj(t) := (φj(t) − ψj(t))/2 recuperamos as

equações (3.2)− (3.3). Além disso, a energia total do sistema (3.14)− (3.16) é dada por

Fh(t) :=
h

2

J∑

j=0

[
|φ′
j(t)|2 +

∣∣∣∣
φj+1(t)− φj(t)

h

∣∣∣∣
2]
, (3.20)

e a energia total do sistema (3.17)− (3.19) é dada por

Gh(t) :=
h

2

J∑

j=0

[
|ψ′
j(t)|2 +

∣∣∣∣
ψj+1(t)− ψj(t)

h

∣∣∣∣
2

+ 2α|ψj(t)|2
]
. (3.21)

É fácil ver que Eh(t) = (Gh(t) + Fh(t))/2, para todo t ∈ [0, T ]. Notamos que o sistema

(3.14)−(3.16) é do tipo dado por (2.6)−(2.8) e, em seguida, todos os resultados na ausência de

observabilidade numérica bem como a observabilidade numérica de soluções filtradas mantem-

se para o sistema (3.14) − (3.16). Portanto, usando os resultados de perda de observabilidade

numérica em [26], temos o seguinte Teorema:

Teorema 3.2. Para qualquer T > 0 temos

sup
φ resolve (3.14)− (3.16)

Fh(0)
T∫

0

∣∣∣∣
φJ(t)

h

∣∣∣∣
2

dt

→ ∞ com h→ 0. (3.22)

Observamos que

ϕk,j = sin

(
kπxj
L

)
, j, k = 1, ..., J, (3.23)
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correspondem aos autovetores de (3.14)− (3.16) e a seguinte identidade é verdadeira:

h

J∑

j=0

∣∣∣∣
ϕj+1 − ϕj

h

∣∣∣∣
2

=
2L

4− λ(h)h2

∣∣∣∣
ϕJ
h

∣∣∣∣
2

, ∀k = 1, ..., J, (3.24)

onde λ(h) são os autovalores dados por

λk(h) =
4

h2
sin2

(
kπh

2L

)
, ∀k = 1, ..., J. (3.25)

A identidade (3.24) é a chave para questões sobre a observabilidade numérica em dimensão

finita. De fato, pode-se verificar que para o autovalor λJ(h) é verdade que λJ(h)h
2 → 4 com

h→ 0. Isto significa que ocorre um blow-up no lado direito de (3.24) o que produz um resultado

negativo de acordo com o Teorema 3.2 acima.

Nosso objetivo é construir uma contrapartida semidiscreta da desigualdade de observabili-

dade (2.1). Mais precisamente, estamos interessados na seguinte questão: Será que temos

Eh(0) ≤ C

[
αh

J∑

j=0

T∫

0

|uj(t)− vj(t)|2dt+
L

2

T∫

0

∣∣∣∣
uJ(t)

h

∣∣∣∣
2

dt+
L

2

T∫

0

∣∣∣∣
vJ(t)

h

∣∣∣∣
2

dt

]
, (3.26)

com uma constante C = C(T ) > 0 independentemente das condições iniciais e do tamanho do

parâmetro de malha h, onde as soluções uj e vj resolvem o sistema (3.2)− (3.5)? A resposta é

um categórico não.

Como já foi mencionado, estimas como (3.26) não são uniformes em relação ao tamanho

do parâmetro de malha h, para dinâmicas numéricas tais como diferenças finitas e elementos

finitos padrão (ver [26] para uma única equação de onda). Na verdade, este fenômeno é bem

conhecido e é devido ao efeito das soluções numéricas de alta frequência (soluções espúrias). É

claro que outros métodos foram concebidos e analisados durante os últimos anos, o que permite

evitar o blow-up da constante de observabilidade (ver [35]).

3.1.1 Observabilidade Espectral Não Uniforme

Nesta seção, vamos nos concentrar na desigualdade (3.26) onde uj e vj resolvem (3.2)− (3.5).

Vamos provar que C = C(T, h) sofre um blow-up com h→ 0.
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Primeiro, estabelecemos duas proposições referentes às soluções dos esquemas numéricos

(3.17)− (3.19) e (3.2)− (3.5).

Proposição 3.3. A solução do sistema (3.17)− (3.19) é dada pelo desenvolvimento da série de

Fourier

Ψh(t) =
J∑

k=1

[
ak sin

(√
4

h2
sin2

(
kπh

2L

)
+ 2α t

)
+ bk cos

(√
4

h2
sin2

(
kπh

2L

)
+ 2α t

)]
ϕk,

onde ak, bk são os coeficientes de Fourier e ϕk = (ϕk,1, ..., ϕk,J) os autovetores associados,

onde cada componente ϕk,j é dada por (3.23).

Prova. Assumindo que

ψj(t) := ϕjT (t), ∀t ≥ 0, ∀j = 1, 2, ..., J, (3.27)

e substituindo (3.27) em (3.17) obtemos

T ′′(t)

T (t)
=

[
ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1

h2
− 2αϕj

]
1

ϕj
= −ν. (3.28)

Para soluções não triviais tomamos ν > 0. Em seguida, obtém-se o problema de autovalores

para o sistema (3.17)− (3.19) dado por

−ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1

h2
+ 2αϕj = νϕj, j = 1, ..., J, (3.29)

ϕ0 = ϕJ+1 = 0. (3.30)

Levando-se em conta as condições de contorno homogêneas (3.30) podemos supor que os

autovetores ϕk = (ϕk,1, ..., ϕk,J) são dados em (3.23).

Portanto os autovalores são dados por

νk(h) =
4

h2
sin2

(
kπh

2L

)
+ 2α, ∀k = 1, ..., J. (3.31)
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Retornando à (3.28) obtemos a equação T ′′(t) + νT (t) = 0, para todo t ∈ [0, T ], que

resolvendo obtemos

Tk(t) = ak sin

(√
νk(h)t

)
+ bk cos

(√
νk(h)t

)
, k = 1, ..., J, ∀t > 0, (3.32)

onde ak, bk são os coeficientes Fourier. Assim, o resultado é estabelecido. �

Outra proposição importante é dada por:

Proposição 3.4. A solução do sistema (3.2) − (3.5) é dada pelo desenvolvimento da série de

Fourier

Uh(t)=
1

2

J∑

k=1

[
ak sin(

√
λk(h)t) + bk cos(

√
λk(h)t) + ck sin(

√
νk(h)t) + dk cos(

√
νk(h)t)

]
ϕk,

Vh(t)=
1

2

J∑

k=1

[
ak sin(

√
λk(h)t) + bk cos(

√
λk(h)t)− ck sin(

√
νk(h)t)− dk cos(

√
νk(h)t)

]
ϕk,

onde ak, bk, ck, dk são os coeficientes de Fourier, λk(h) =
4

h2
sin2

(
kπh

2L

)
e νk(h) = λk(h) +

2α, k = 1, ..., J são os autovalores e ϕk = (ϕk,1, ..., ϕk,J) os autovetores associados, onde

cada componente ϕk,j é dada por (3.23).

Prova. A prova é imediata, basta considerarmos a solução dos sistemas (3.14) − (3.16) e

(3.17)− (3.19) e a mudança de variáve: uj =
1
2
(φj + ψj) e vj =

1
2
(φj − ψj). �

Antes de entrarmos na discussão sobre a desigualdade de observabilidade do problema (3.17)−
(3.19) e consequentemente na desigualdade de observabilidade do problema (3.2)− (3.5), é ne-

cessário analisarmos a observabilidade dos autovetores do problema (3.29)− (3.30).

Lema 3.5. Para qualquer autovetor ϕk = (ϕk,1, ..., ϕk,J) de (3.29) − (3.30), vale a seguinte

identidade:

h

J∑

j=0

∣∣∣∣
ϕj+1 − ϕj

h

∣∣∣∣
2

=
2L

4− (ν(h)− 2α)h2

∣∣∣∣
ϕJ
h

∣∣∣∣
2

, (3.33)

onde os autovalores são dados por νk(h)− 2α = λk(h) =
4

h2
sin2

(
kπh

2L

)
, k = 1, ..., J .
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Prova. Nós nos concentramos na equação espectral (3.29)−(3.30). Em seguida, multiplicamos

a equação (3.29) por jh(ϕj+1 − ϕj−1)/2, adicionamos para j = 1, ..., J e obtemos

−h
J∑

j=1

ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1

h2
j
ϕj+1 − ϕj−1

2
+ 2αh

J∑

j=1

ϕjj
ϕj+1 − ϕj−1

2

= νh

J∑

j=1

ϕjj
ϕj+1 − ϕj−1

2
. (3.34)

É bem conhecido as seguintes identidades:

J∑

j=1

ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1

h2
j
ϕj+1 − ϕj−1

2
= − 1

h2

J∑

j=1

ϕ2
j +

J + 1

2

∣∣∣∣
ϕJ
h

∣∣∣∣
2

+
1

h2

J∑

j=1

ϕj+1ϕj. (3.35)

J∑

j=1

ϕjj
ϕj+1 − ϕj−1

2
= −1

2

J∑

j=1

ϕj+1ϕj. (3.36)

Assim, substituindo (3.35) e (3.36) em (3.34) e, além disso, normalizando os autovetores

obtemos

1

h2
− J + 1

2

∣∣∣∣
ϕJ
h

∣∣∣∣
2

= −
[
ν

2
− α

2
− 1

h2

] J∑

j=1

ϕj+1ϕj = −νh
2 − αh2 − 2

2h2

J∑

j=1

ϕj+1ϕj. (3.37)

Por outro lado, usamos o multiplicador discreto hϕj em (3.29) e depois de alguns cálculos,

resulta que

h

J∑

j=0

∣∣∣∣
ϕj+1 − ϕj

h

∣∣∣∣
2

+ 2αh
J∑

j=0

ϕ2
j = νh

J∑

j=0

ϕ2
j . (3.38)

Além disso, podemos escrever a identidade (3.38) como

2

h2

J∑

j=0

(ϕ2
j − ϕj+1ϕj) = (ν − 2α)

J∑

j=0

ϕ2
j ⇒

J∑

j=0

ϕj+1ϕj = −νh
2 − 2αh2 − 2

2
. (3.39)
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Substituindo (3.39) em (3.37) e considerando que J + 1 =
L

h
obtemos

L

2

∣∣∣∣
ϕJ
h

∣∣∣∣
2

=
1

h2
− νh2 − 2αh2 − 2

2h2
νh2 − 2αh2 − 2

2h
, (3.40)

e depois de alguns cálculos, obtemos

ν = 2α +
2L

4− (ν − 2α)h2

∣∣∣∣
ϕJ
h

∣∣∣∣
2

. (3.41)

Portanto, a partir (3.38) e considerando a normalização dos autovetores obtemos o resultado

desejado, isto é,

h
J∑

j=0

∣∣∣∣
ϕj+1 − ϕj

h

∣∣∣∣
2

=
2L

4− (ν − 2α)h2

∣∣∣∣
ϕJ
h

∣∣∣∣
2

. (3.42)

�

A identidade (3.33) fornece uma relação explı́cita entre a energia total dos autovetores e a

energia concentrada em x = L de acordo com a quantidade medida por |ϕJ/h|2. Além disso,

ela sugere a presença de blow-up, se

[νJ(h)− 2α]h2 → 4, com h→ 0.

Nosso primeiro resultado negativo é dado de acordo com o seguinte Teorema:

Teorema 3.6. Para qualquer T > 0 temos

sup
ψ resolve (3.17)− (3.19)

Gh(0)

2αh
J∑

j=0

T∫

0

|ψj|2dt+
T∫

0

∣∣∣∣
ψJ(t)

h

∣∣∣∣
2

dt

→ ∞ com h→ 0. (3.43)

Prova. Seja ψ a solução de (3.17)− (3.19) associado ao J-ésimo autovetor dado por

ψ = ei
√
νJ (h)tϕJ . (3.44)
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Para esta solução, temos

2αh
J∑

j=0

T∫

0

|ψj|2dt+
T∫

0

∣∣∣∣
ψJ(t)

h

∣∣∣∣
2

dt = T

[
2αh

J∑

j=0

∣∣ϕJ,j
∣∣2 +

∣∣∣∣
ϕJ,J
h

∣∣∣∣
2]
, (3.45)

e de acordo com o Lema 3.5 podemos escrever

2αh

J∑

j=0

T∫

0

|ψj |2dt+
T∫

0

∣∣∣∣
ψJ(t)

h

∣∣∣∣
2

dt = T

[
2αh

J∑

j=0

∣∣ϕJ,j
∣∣2 + 4− λJ(h)h

2

2L
h

J∑

j=0

∣∣∣∣
ϕJ,j+1 − ϕJ,j

h

∣∣∣∣
2]
. (3.46)

Por outro lado, note que

Gh(0) =
h

2

J∑

j=0

[
(νJ(h) + 2α)|ϕJ,j|2 +

∣∣∣∣
ϕJ,j+1 − ϕJ,j

h

∣∣∣∣
2]
. (3.47)

Agora multiplicamos a equação espectral (3.29) por hϕj e depois de alguns cálculos, obte-

mos

h
J∑

j=0

∣∣∣∣
ϕj+1 − ϕj

h

∣∣∣∣
2

= (ν − 2α)h
J∑

j=0

|ϕj|2. (3.48)

Combinando (3.48) e (3.47) reescrevemos Gh(0) como

Gh(0) =
h

2

J∑

j=0

[
νJ(h) + 2α

νJ(h)− 2α

∣∣∣∣
ϕJ,j+1 − ϕJ,j

h

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
ϕJ,j+1 − ϕJ,j

h

∣∣∣∣
2]

=
νJ(h)

νJ(h)− 2α
h

J∑

j=0

∣∣∣∣
ϕJ,j+1 − ϕJ,j

h

∣∣∣∣
2

. (3.49)

Portanto, substituindo (3.49) em (3.46) e considerando que h

J∑

j=0

∣∣ϕJ,j
∣∣2 = 1 obtemos

2αh
J∑

j=0

T∫

0

|ψj|2dt+
T∫

0

∣∣∣∣
ψJ(t)

h

∣∣∣∣
2

dt = T

[
2α +

4− [νJ(h)− 2α]h2

2L

νJ(h)− 2α

νJ(h)
Gh(0)

]
.(3.50)
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Depois de alguns cálculos realizados em (3.50), segue-se que

Gh(0)

2αh
J∑

j=0

T∫

0

|ψj|2dt+
T∫

0

∣∣∣∣
ψJ(t)

h

∣∣∣∣
2

dt

=




1− 2αT

2αh
J∑

j=0

T∫

0

|ψj|2dt+
T∫

0

∣∣∣∣
ψJ(t)

h

∣∣∣∣
2

dt




× 2L

T [4− (νJ(h)− 2α)h2]

νJ(h)

νJ(h)− 2α
.

Levando-se em conta (3.45) e considerando novamente que h
J∑

j=0

∣∣ϕJ,j
∣∣2 = 1, a identidade

acima torna-se

Gh(0)

2αh
J∑

j=0

T∫

0

|ψj|2dt+
T∫

0

∣∣∣∣
ψJ(t)

h

∣∣∣∣
2

dt

=
|ϕJ,J |2

2αh2 + |ϕJ,J |2
2L

T (4− λJ(h)h2)

λJ(h) + 2α

λJ(h)
.

Nota-se também que λJ(h) =
4

h2
sin2

(
Jπh

2L

)
→ ∞ para h suficientemente pequeno e, em

seguida,
λJ(h) + 2α

λJ(h)
= 1 +

2α

λJ(h)
→ 1.

Finalmente, para concluir, segue-se que

Gh(0)

2αh
J∑

j=0

T∫

0

|ψj|2dt+
T∫

0

∣∣∣∣
ψJ(t)

h

∣∣∣∣
2

dt

→ ∞,

devido termos

λJ(h)h
2 = 4 sin2

(
Jπh

2L

)
= 4 sin2

(
π

2
− hπ

2L

)
= 4 cos2

(
hπ

2L

)
→ 4, com h→ 0.

�
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Agora estamos em condições de estabelecermos o principal resultado desta seção: a desi-

gualdade de observabilidade não uniforme para o sistema acoplado (3.2)− (3.5).

Teorema 3.7. Para qualquer T > 0 temos

sup
(u, v) resolve (3.2)− (3.5)

Eh(0)

αh

J∑

j=0

T∫

0

|uj(t)− vj(t)|2dt+
T∫

0

∣∣∣∣
uJ(t)

h

∣∣∣∣
2

dt+

T∫

0

∣∣∣∣
vJ(t)

h

∣∣∣∣
2

dt

→ ∞,

com h→ 0.

Prova. A prova é imediata. De fato, tendo em conta o Teorema 3.2 (devido a Infante e Zuazua

em [26]), nosso Teorema 3.6 e considerando que Eh(0) = (Fh(0) +Gh(0))/2 temos

2Eh(0) =
2L

T (4− λJh2)

T∫

0

∣∣∣∣
φJ(t)

h

∣∣∣∣
2

dt

+
|ϕJ,J |2

2αh2 + |ϕJ,J |2
2L

T (4− λJ(h)h2)

νJ(h)

(νJ(h)− 2α)

[
2αh

J∑

j=0

T∫

0

|ψj |2dt+
T∫

0

∣∣∣∣
ψJ(t)

h

∣∣∣∣
2

dt

]

≥ C̃(h, T )

[
2αh

J∑

j=0

T∫

0

|ψj |2dt+
T∫

0

∣∣∣∣
φJ(t)

h

∣∣∣∣
2

dt+

T∫

0

∣∣∣∣
ψJ(t)

h

∣∣∣∣
2

dt

]
,

onde

C̃(h, T ) =
2L

T (4− λJ(h)h2)
min

[
1,

|ϕJ,J |2
2αh2 + |ϕJ,J |2

λJ(h) + 2α

λJ(h)

]
.

Lembrando que φj(t) = uj(t) + vj(t) e ψj(t) = uj(t)− vj(t), concluı́mos que

Eh(0)

αh

J∑

j=0

T∫

0

|uj(t)− vj(t)|2dt+
T∫

0

∣∣∣∣
uJ(t)

h

∣∣∣∣
2

dt+

T∫

0

∣∣∣∣
vJ(t)

h

∣∣∣∣
2

dt

≥ C̃(h, T ) → ∞ com h→ 0.

�

O Teorema 3.7 mostra que a constante na desigualdade observabilidade sofre um blow-up

com o parâmetro de malha h tendendo à zero. Este resultado está de acordo com os resultados

negativos estabelecidos em [26, 36, 37].
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3.2 Observabilidade Uniforme: Filtragem Numérica

Esta seção é dedicada a provar a contrapartida positiva do Teorema 3.7 usando o método mul-

tiplicativo. Para isso, analisamos a contrapartida positiva do Teorema 3.6 relativo às soluções

filtradas do sistema (3.17)− (3.19).

A fim de obtermos uma contrapartida positiva do Teorema 3.6, usamos a técnica de filtra-

gem para gerar subclasses adequadas de soluções numericamente observáveis. Estas soluções

numéricas são as soluções filtradas geradas por autovetores do problema de autovalor (3.29)−
(3.30) que satisfaçam λh2 ≤ γ, quando verificamos a identidade de observabilidade do autove-

tores do Lema 3.5.

Dado qualquer 0 < γ < 4 introduzimos a seguinte classe de soluções filtradas para o sistema

(3.17)− (3.19):

Gh(γ) :=
{
ψ =

∑

λk(h)≤γh−2

[
ck sin(

√
νk(h)t) + dk cos(

√
νk(h)t)

]
ϕk
}
,

onde ck, dk ∈ R e também a classe de soluções filtradas para sistema (3.2)− (3.5) dada por

Hh(γ) :=





Uh = 1
2

∑

λk(h)≤γh−2

[
ak sin(

√
λkt) + bk cos(

√
λkt) + ck sin(

√
νk(h)t) + dk cos(

√
νk(h)t)

]
ϕk

Vh = 1
2

∑

λk(h)≤γh−2

[
ak sin(

√
λkt) + bk cos(

√
λkt)− ck sin(

√
νk(h)t)− dk cos(

√
νk(h)t)

]
ϕk





,

onde νk(h) = λk(h) + 2α e ak, bk, ck, dk ∈ R.

Teorema 3.8. Suponha que 0 < γ < 4. Então, existe T (γ) ≥ 2L tal que para todo T > T (γ)

existe uma constante positiva C(T, γ) tal que a desigualdade

Gh(0) ≤ C(T, γ)

[
2αh

J∑

j=0

T∫

0

|ψj|2dt+
L

2

T∫

0

∣∣∣∣
ψJ
h

∣∣∣∣
2

dt

]
, (3.1)

é verdadeira para toda solução de (3.17)− (3.19) na classe Gh(γ) com h→ 0 uniformemente.

Além disso,

(a) T (γ) ր ∞ com γ ր 4 e T (γ) ց 2L com γ ց 0;

(b) C(T, γ) ց 1
T−2L

com γ ց 0.
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É imediato do Teorema 3.8 nosso principal teorema:

Teorema 3.9. Suponha que 0 < γ < 4. Então, existe T (γ) ≥ 2L tal que para todo T > T (γ)

existe uma constante positiva C(T, γ) tal que a desigualdade

Eh(0) ≤ C(T, γ)

[
αh

J∑

j=0

T∫

0

|uj − vj|2dt+
T∫

0

∣∣∣∣
uJ(t)

h

∣∣∣∣
2

dt+

T∫

0

∣∣∣∣
vJ(t)

h

∣∣∣∣
2

dt

]
, (3.2)

é verdadeira para toda solução de (3.2) − (3.5) na classe Hh(γ) com h → 0 uniformemente.

Além disso,

(a) T (γ) ր ∞ com γ ր 4 e T (γ) ց 2L com γ ց 0;

(b) C(T, γ) ց 1
T−2L

com γ ց 0.

Estes teoremas garantem que os esquemas semidiscretos são uniformemente observáveis

como h → 0, desde que as ondas de alta frequências sejam filtradas. Para as respectivas pro-

vas construı́mos um conjunto de lemas para o sistema (3.17) − (3.19) usando multiplicadores

discretos.

Lema 3.10 (Conservação de Energia). Para qualquer h > 0 a energia total Gh(·) definida em

(3.21) satisfaz a taxa de variação

d

dt
Gh(t) = 0, ∀t ∈ [0, T ], (3.3)

para toda ψ solução de (3.17)− (3.19) e consequentemente

Gh(t) = Gh(0), ∀t ∈ [0, T ]. (3.4)

Prova. Multiplicamos a equação (3.17) por hψ′
j(t) e adicionamos para j = 1, 2, ..., J .

h

2

d

dt

J∑

j=1

|ψ′
j|2 − h

J∑

j=1

(∆hψj)ψ
′
j + 2αh

h

2

d

dt

J∑

j=1

|ψj|2 = 0. (3.5)

Considerando as condições contorno de Dirichlet homogêneas temos

−h
J∑

j=1

(∆hψj)ψ
′
j =

h

2

d

dt

J∑

j=0

∣∣∣∣
ψj+1 − ψj

h

∣∣∣∣
2

. (3.6)
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Combinando (3.6) e (3.5) concluı́mos que
d

dt
Gh(t) = 0 e, em seguida, Gh(t) = Gh(0), para

todo t ∈ [0, T ] onde Gh(t) é dada em (3.21). �

Lema 3.11. Para qualquer h > 0 e ψ solução de (3.17)− (3.19) temos

h

2

J∑

j=0

T∫

0

[
ψ′
jψ

′
j+1 +

∣∣∣∣
ψj+1 − ψj

h

∣∣∣∣
2

+ 2α|ψj|2
]
dt − αh

J∑

j=0

T∫

0

[|ψj|2 + ψjψj+1]dt+ χh(t)

∣∣∣∣
T

0

=
L

2

T∫

0

∣∣∣∣
ψJ
h

∣∣∣∣
2

dt,

onde

χh(t) = h

J∑

j=1

jψ′
j

(
ψj+1 − ψj−1

2

)
.

Prova. Multiplicamos (3.17) por jh(ψj+1 − ψj−1)/2, adicionamos para j = 1, 2, ..., J e inte-

gramos em (0, T ) para obtermos

h
J∑

j=1

T∫

0

jψ′′
j

(
ψj+1 − ψj−1

2

)
dt − h

J∑

j=1

T∫

0

j
ψj+1 − 2ψj + ψj−1

h2

(
ψj+1 − ψj−1

2

)
dt

+ 2αh
J∑

j=1

T∫

0

jψj

(
ψj+1 − ψj−1

2

)
dt = 0. (3.7)

Denotamos

I1h := h

J∑

j=1

T∫

0

jψ′′
j

(
ψj+1 − ψj−1

2

)
dt = h

J∑

j=1

jψ′
j

(
ψj+1 − ψj−1

2

)∣∣∣∣
T

0

− h

J∑

j=1

T∫

0

jψ′
j

(
ψ′
j+1 − ψ′

j−1

2

)
dt = χh(t)

∣∣∣∣
T

0

+
h

2

J∑

j=0

T∫

0

ψ′
jψ

′
j+1dt,

onde

χh(t) = h
J∑

j=1

jψ′
j

(
ψj+1 − ψj−1

2

)
.
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Por outro lado, denotamos

I2h := h

J∑

j=1

T∫

0

j
ψj+1 − 2ψj + ψj−1

h2
ψj+1 − ψj−1

2
dt =

h

2h2

J∑

j=1

T∫

0

j|ψj+1|2dt

− h

2h2

J∑

j=1

T∫

0

j|ψj−1|2dt−
h

h2

J∑

j=1

T∫

0

jψjψj+1dt+
h

h2

J∑

j=1

T∫

0

jψjψj−1dt

=
h

2h2

J∑

j=0

T∫

0

j|ψj+1|2dt−
h

2h2

J∑

j=0

T∫

0

(j + 1)|ψj|2dt+
(J + 1)h

2h2

T∫

0

|ψJ |2dt

− h

h2

J∑

j=0

T∫

0

jψjψj+1dt+
h

h2

J∑

j=0

T∫

0

(j + 1)ψjψj+1dt

=
h

2h2

J∑

j=0

T∫

0

j|ψj+1|2dt−
h

2h2

J∑

j=0

T∫

0

j|ψj|2dt−
h

2h2

J∑

j=0

T∫

0

|ψj|2dt

+
(J + 1)h

2h2

T∫

0

|ψJ |2dt+
h

h2

J∑

j=0

T∫

0

ψjψj+1dt.

Agora, tendo em mente as condições de contorno (3.18), temos a seguinte identidade:

h

J∑

j=0

T∫

0

|ψj|2dt = h
J∑

j=0

T∫

0

|ψj+1|2dt.

h

2

J∑

j=0

T∫

0

j|ψj+1|2dt−
h

2

J∑

j=0

T∫

0

j|ψj|2dt = −h
2

J∑

j=0

T∫

0

|ψj|2dt.

Daı́ resulta que I2h pode ser reescrito como

I2h = −h
2

J∑

j=0

T∫

0

∣∣∣∣
ψj+1 − ψj

h

∣∣∣∣
2

dt+
L

2

T∫

0

∣∣∣∣
ψJ
h

∣∣∣∣
2

dt.
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Além disso, denotamos também

I3h := 2αh
J∑

j=1

T∫

0

jψj

(
ψj+1 − ψj−1

2

)
dt = −αh

J∑

j=0

T∫

0

ψj+1ψjdt.

Substituindo I1h, I2h e I3h em (3.7) obtemos

h

2

J∑

j=0

T∫

0

[
ψ′
jψ

′
j+1 +

∣∣∣∣
ψj+1 − ψj

h

∣∣∣∣
2]
dt− αh

J∑

j=0

T∫

0

ψjψj+1dt+ χh(t)

∣∣∣∣
T

0

=
L

2

T∫

0

∣∣∣∣
ψJ
h

∣∣∣∣
2

dt.

Portanto, podemos concluir que

h

2

J∑

j=0

T∫

0

[
ψ′
jψ

′
j+1 +

∣∣∣∣
ψj+1 − ψj

h

∣∣∣∣
2

+ 2α|ψj|2
]
dt − αh

J∑

j=0

T∫

0

[|ψj|2 + ψjψj+1]dt+ χh(t)

∣∣∣∣
T

0

=
L

2

T∫

0

∣∣∣∣
ψJ
h

∣∣∣∣
2

dt.

�

Nosso próximo lema diz respeito a equipartição da energia Gh(t).

Lema 3.12 (Equipartição de energia). Para qualquer h > 0 e ψ solução de (3.17) − (3.19)

temos

− h
J∑

j=0

T∫

0

|ψ′
j|2dt+ h

J∑

j=0

T∫

0

[∣∣∣∣
ψj+1 − ψj

h

∣∣∣∣
2

+ 2α|ψj|2
]
dt+ Yh(t)

∣∣∣∣
T

0

= 0, (3.8)

onde

Yh(t) = h

J∑

j=0

ψ′
jψj.
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Prova. Multiplicamos (3.17) por hψj , adicionamos para j = 1, 2, ..., J e integramos em (0, T )

para obtermos

h
J∑

j=1

T∫

0

ψ′′
jψjdt− h

J∑

j=1

T∫

0

ψj
ψj+1 − 2ψj + ψj−1

h2
dt+ 2αh

J∑

j=1

T∫

0

|ψj|2dt = 0. (3.9)

Denotamos

J1h := h

J∑

j=1

T∫

0

ψ′′
jψjdt = h

J∑

j=1

ψ′
jψj

∣∣∣∣
T

0

− h

J∑

j=1

T∫

0

|ψ′
j|2dt = Yh(t)

∣∣∣∣
T

0

− h

J∑

j=0

T∫

0

|ψ′
j|2dt.

Além disso,

J2h := h
J∑

j=1

T∫

0

ψj
ψj+1 − 2ψj + ψj−1

h2
dt = −h

J∑

j=0

T∫

0

∣∣∣∣
ψj+1 − ψj

h

∣∣∣∣
2

dt.

Portanto, substituindo J1h e J2h em (3.9) provamos esse lema. �

Corolário 3.13. Para qualquer h > 0 e ψ solução de (3.17)− (3.19) temos

h

J∑

j=0

T∫

0

|ψ′
j|2dt = TGh(t) +

1

2
Yh(t)

∣∣∣∣
T

0

, (3.10)

onde Gh(t) é dada em (3.21).

Prova. A prova é imediata, basta adicionarmos o termo 2h
J∑

j=0

T∫

0

|ψ′
j|2dt em ambos os lados

do lema anterior e considerarmos a energia total Gh(t) dada em (3.21). �

Proposição 3.14 (Ortogonalidade dos autovetores). Sejam ϕk, ϕl dois autovetores associados

à autovalores distintos, isto é, λk 6= λl respectivamente, então

h
J∑

j=0

(
ϕk,j+1 − ϕk,j

)(
ϕl,j+1 − ϕl,j

)
= 0. (3.11)
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Prova. Multiplicamos a equação (3.29) por hϕl,j e adicionamos para j = 1, ..., J para obtermos

a equação seguinte

−h
J∑

j=1

(
ϕk,j+1 − 2ϕk,j + ϕk,j−1

h2

)
ϕl,j + 2αh

J∑

j=1

ϕk,jϕl,j = νkh

J∑

j=1

ϕk,jϕl,j.

No espaço das sequências quadrado somáveis dado por

l2(J) :=
{
ϕj : IN → IR;

J∑

j=1

|ϕj|2 <∞
}
,

definimos o produto interno

(
ϕk, ϕl

)
l2(J)

:= h

J∑

j=1

ϕk,jϕl,j, (3.12)

de modo que possamos escrever

(
Ahϕ

k, ϕl
)
l2(J)

= νk

(
ϕk, ϕl

)
l2(J)

, (3.13)

onde ϕk = (ϕk,1, ϕk,2, ..., ϕk,J)
T e a matriz Ah é dada por

Ah =
1

h




2 −1 0 · 0

−1 2 −1 · ·
0 · · · 0

· · −1 2 −1

0 · 0 −1 2




. (3.14)

Procedendo de forma análoga para ϕl,j obtemos

−h
J∑

j=1

(
ϕl,j+1 − 2ϕl,j + ϕl,j−1

h2

)
ϕk,j + 2αh

J∑

j=1

ϕl,jϕk,j = νlh

J∑

j=1

ϕl,jϕk,j,

e consequentemete,

(
Ahϕ

l, ϕk
)
l2(J)

= νl

(
ϕl, ϕk

)
l2(J)

.
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Levando em consideração que Ah é uma matriz real e simétrica, decorre que Ah = ATh e por-

tanto,

(
ϕl, Ahϕ

k
)
l2(J)

= νl

(
ϕl, ϕk

)
l2(J)

. (3.15)

Em seguida, subtraı́mos (3.13) e (3.15) para obtermos que

(νk − νl)
(
ϕk, ϕl

)
l2(J)

= 0. (3.16)

Desde que νk 6= νl, decorre que {ϕk, ϕl} é ortogonal e Ah-ortogonal. Sendo assim, podemos

escrever

h

J∑

j=1

(
ϕk,j+1 − 2ϕk,j + ϕk,j−1

)
ϕl,j = h

J∑

j=1

(
ϕk,j+1ϕl,j − 2ϕk,jϕl,j + ϕk,j−1ϕl,j

)
= 0,

donde vem que

h

J∑

j=1

(
ϕk,j+1ϕl,j + ϕk,j−1ϕl,j

)
= 0.

Devido as condições de contorno ϕ0 = ϕJ+1 = 0 podemos escrever:

h

J∑

j=0

(
ϕk,j+1ϕl,j + ϕk,jϕl,j+1

)
= 0. (3.17)

E agora mostramos que

h
J∑

j=0

(
ϕk,j+1 − ϕk,j

)(
ϕl,j+1 − ϕl,j

)
= h

J∑

j=0

(
ϕk,j+1ϕl,j+1 − ϕk,j+1ϕl,j − ϕk,jϕl,j+1 + ϕk,jϕl,j

)
,

e das condições de contorno ϕ0 = ϕJ+1 = 0, segue que

h

J∑

j=0

ϕk,jϕl,j = h

J∑

j=0

ϕk,j+1ϕl,j+1.
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Portanto, tendo em mente as equações (3.16) e (3.17) decorre que

h

J∑

j=0

(
ϕk,j+1 − ϕk,j

)(
ϕl,j+1 − ϕl,j

)
= 2h

J∑

j=0

ϕk,jϕl,j − h
J∑

j=0

(
ϕk,j+1ϕl,j + ϕk,jϕl,j+1

)
= 0.

�

Para provar os Teoremas 3.8 e 3.9 usamos os Lemas 3.11 e 3.12. Vamos precisar de algumas

estimativas, principalmente para o termo h
J∑

j=0

|ψ′
j+1 − ψ′

j|2.

Lema 3.15. Para qualquer h > 0, 0 ≤ t ≤ T e ψ solução de (3.17)− (3.19) vale

h

J∑

j=0

|ψ′
j+1 − ψ′

j|2 ≤ Λh3
J∑

j=0

|ψ′
j|2,

onde Λ é o limite superior dos autovalores introduzidos no desenvolvimento de Fourier.

Prova. Inicialmente consideramos a série de Fourier para (3.17)− (3.19) dada por

ψ =
∑

|µk|≤
√
Λ

ake
iµktϕk, (3.18)

onde µk =
√
νk, k > 0, µ−k = −µk, νk =

4

h2
sin2

(
kπh

2L

)
+ 2α. Temos que

ψ′ = i
∑

|µk|≤
√
Λ

akµke
iµktϕk. (3.19)

Na sequência temos

h

J∑

j=0

|ψ′
j+1 − ψ′

j |2 = h

J∑

j=0

∣∣∣∣
∑

|µk|≤
√
Λ

akµke
iµkt(ϕk,j+1 − ϕk,j)

∣∣∣∣
2

= h
J∑

j=0

[ ∑

|µk|≤
√
Λ

|ak|2µ2k|ϕk,j+1 − ϕk,j |2

+
∑

µk 6=µl,|µk|≤
√
Λ,|µl|≤

√
Λ

akalµkµle
i(µk−µl)t(ϕk,j+1 − ϕk,j)(ϕl,j+1 − ϕl,j)

]
.(3.20)
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Devido a ortogonalidade dos autovetores ϕk e ϕl para µk 6= µl temos

∑

µk 6=µl,|µk|≤
√
Λ,|µl|≤

√
Λ

(ϕk,j+1 − ϕk,j)(ϕl,j+1 − ϕl,j) = 0,

(ver Proposição 3.14) e, em seguida, tendo em vista a identidade (3.48), e a identidade (3.20)

podemos escrever

h

J∑

j=0

|ψ′
j+1 − ψ′

j|2 = h
∑

|µk|≤
√
Λ

|ak|2µ2
k(νk − 2α)h2

J∑

j=0

|ϕk,j|2

= h
∑

|µk|≤
√
Λ

|ak|2µ2
kλkh

2

J∑

j=0

|ϕk,j|2 ≤ Λh3
J∑

j=0

|ψ′
j|2,

e assim, podemos concluir a prova. �

Lema 3.16. Para qualquer h > 0, 0 ≤ t ≤ T e ψ solução de (3.17)− (3.19) vale

|Zh(t)| ≤
√

L2 − Λh4

16
+

3Λh2

16λ1
Gh(0), (3.21)

onde λ1 > 0 é o primeiro autovalor do Laplaciano discreto, Λ é o limite superior sobre os

autovalores introduzidos no desenvolvimento de Fourier e além disso,

Zh(t) = h
J∑

j=1

ψ′
j

[
j

(
ψj+1 − ψj−1

2

)
+ ηψj

]
, η = −Λh2/8. (3.22)

Prova. Tomemos

Zh(t) = h

J∑

j=1

ψ
′

j

[
j

(
ψj+1 − ψj−1

2

)
+ ηψj

]

e consequentemente

|Zh(t)| ≤ h

J∑

j=1

∣∣∣∣ψ
′

j

[
j

(
ψj+1 − ψj−1

2

)
+ ηψj

]∣∣∣∣.
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Aplicando a versão semidiscreta da desigualdade de Hölder temos

|Zh(t)| ≤
[
h

J∑

j=1

|ψ′

j|2
] 1

2
[
h

J∑

j=1

∣∣∣∣j
(
ψj+1 − ψj−1

2

)
+ ηψj

∣∣∣∣
2] 1

2

, (3.23)

com η = −Λh2/8.

Por outro lado, temos:

h
J∑

j=1

∣∣∣∣j
(
ψj+1 − ψj−1

2

)
+ ηψj

∣∣∣∣
2

= h
J∑

j=1

[
j2

4
|ψj+1 − ψj−1|2 + η2|ψj |2 + ηj(ψj+1 − ψj−1)ψj

]

= h

J∑

j=1

[
j2

4
|(ψj+1−ψj) + (ψj − ψj−1)|2 + η2|ψj |2 + ηj(ψj+1 − ψj−1)ψj

]

= h
J∑

j=1

[
j2

4
[|ψj+1−ψj |2 + 2(ψj+1−ψj)(uj − ψj−1) + |ψj − ψj−1|2]

+η2|ψj |2 + ηj(ψj+1 − ψj−1)ψj

]

≤ h

J∑

j=1

[
j2

4
[2|ψj+1−ψj |2 + 2|ψj − ψj−1|2] + η2|ψj |2 + ηj(ψj+1 − ψj−1)uj

]
,

e consequentemente,

h

J∑

j=1

∣∣∣∣j
(
ψj+1 − ψj−1

2

)
+ ηψj

∣∣∣∣
2

≤ h

J∑

j=1

[
j2

2
|ψj+1 − ψj |2 +

j2

2
|ψj − ψj−1|2 + η2|ψj |2

+ηj(ψj+1 − ψj−1)ψj

]

≤ h
J∑

j=0

[
j2

2
|ψj+1 − ψj |2 +

(j + 1)2

2
|ψj+1 − ψj |2 + η2|ψj |2 + ηjψjψj+1

−η(j + 1)ψjψj+1

]

= h

J∑

j=0

[
j2

2
|ψj+1 − ψj |2 +

(j + 1)2

2
|ψj+1 − ψj |2 + η2|ψj |2 − ηψjψj+1

]

= h

J∑

j=0

[
j2

2
|ψj+1 − ψj |2 +

(j + 1)2

2
|ψj+1 − ψj |2 + η2|ψj |2+|η||ψj |2

−|η||ψj |2 − ηψjψj+1

]
.
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Como j2h2 ≤ (j + 1)2h2 ≤ (J + 1)2h2 = L2 temos

h
J∑

j=1

∣∣∣∣j
(
ψj+1 − ψj−1

2

)
+ ηψj

∣∣∣∣
2

≤ L2h

J∑

j=1

∣∣∣∣
ψj+1 − ψj

h

∣∣∣∣
2

− |η|h
J∑

j=1

(|ψj |2 − ψjψj+1)

+ (η2 + |η|)h
J∑

j=1

|ψj |2. (3.24)

Usando as condições de contorno de Dirichlet homogêneas obtemos

h

J∑

j=1

(|ψj|2 − ψjψj+1) =
h

2

J∑

j=1

|ψj+1 − ψj|2.

Daı́ segue que

h
J∑

j=1

∣∣∣∣j
(
ψj+1 − ψj−1

2

)
+ ηψj

∣∣∣∣
2

≤
(
L2 − |η|h2

2

)
h

J∑

j=1

∣∣∣∣
ψj+1 − ψj

h

∣∣∣∣
2

+ (η2 + |η|)h
J∑

j=1

|ψj|2. (3.25)

E por último aplicamos a desigualdade abaixo (versão discreta da desigualdade de Poincaré)

h
J∑

j=0

|ψj|2 ≤
1

λ1
h

J∑

j=0

∣∣∣∣
ψj+1 − ψj

h

∣∣∣∣
2

, (3.26)

para o primeiro autovalor λ1 e obtemos

h

J∑

j=0

∣∣∣∣j
(
ψj+1 − ψj−1

2

)
+ ηψj

∣∣∣∣
2

≤
[
L2 − |η|h2

2
+

(η2 + |η|)
λ1

]
h

J∑

j=0

∣∣∣∣
ψj+1 − ψj

h

∣∣∣∣
2

. (3.27)

Substituindo (3.27) em (3.23) temos

|Zh(t)| ≤
√

L2 − Λh4

16
+

3Λh2

16λ1

[
h

J∑

j=0

|ψ′

j|2
] 1

2
[
h

J∑

j=0

∣∣∣∣
ψj+1 − ψj

h

∣∣∣∣
2] 1

2

, (3.28)

onde |η| = Λh2/8 ≤ 1/2 e η2 + |η| ≤ 3Λh2/16.
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Aplicamos a desigualdade de Young para obtermos

|Zh(t)| ≤
1

2

√

L2 − Λh4

16
+

3Λh2

16λ1
h

J∑

j=0

[
|ψ′

j|2 +
∣∣∣∣
ψj+1 − ψj

h

∣∣∣∣
2]
, (3.29)

e consequentemente

|Zh(t)| ≤
√

L2 − Λh4

16
+

3Λh2

16λ1
Gh(0).

�

Agora estamos em condições de estabelecer o principal resultado desta seção. Provamos os

Teoremas 3.8 e 3.9.

3.2.1 Prova da Observabilidade Uniforme: Teorema 3.8

Consideramos a identidade do Lema 3.11 e reescrevemos como

T∫

0

Gh(t)dt+ χh(t)

∣∣∣∣
T

0

− αh

J∑

j=0

T∫

0

[|ψj |2 + ψjψj+1]dt−
h

4

J∑

j=0

T∫

0

|ψ′
j+1 − ψ′

j |2dt =
L

2

T∫

0

∣∣∣∣
ψJ
h

∣∣∣∣
2

dt.

Levando-se em conta as condições de contorno homogêneas (3.18), podemos escrever

−h
J∑

j=0

[ψ2
j + ψjψj+1] = −h

J∑

j=0

[ψ2
j + (ψ2

j + ψ2
j+1)/2] ≥ −2h

J∑

j=0

ψ2
j ,

daı́, segue-se que

T∫

0

Gh(t)dt+ χh(t)

∣∣∣∣
T

0

− h

4

J∑

j=0

T∫

0

|ψ′
j+1 − ψ′

j|2dt ≤ 2αh
J∑

j=0

T∫

0

|ψj|2dt+
L

2

T∫

0

∣∣∣∣
ψJ
h

∣∣∣∣
2

dt.
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Do Lema 3.15, temos

T∫

0

Gh(t)dt+ χh(t)

∣∣∣∣
T

0

− Λh3

4

J∑

j=0

T∫

0

|ψ′
j|2dt ≤ 2αh

J∑

j=0

T∫

0

|ψj|2dt+
L

2

T∫

0

∣∣∣∣
ψJ
h

∣∣∣∣
2

dt,

e do Corolário 3.13, obtemos

T∫

0

Gh(t)dt+ χh(t)

∣∣∣∣
T

0

− Λh2

4
TGh(t)−

Λh2

8
Yh(t)

∣∣∣∣
T

0

≤ 2αh
J∑

j=0

T∫

0

|ψj|2dt+
L

2

T∫

0

∣∣∣∣
ψJ
h

∣∣∣∣
2

dt,

ou

T∫

0

Gh(t)dt−
Λh2

4
TGh(t) + Zh(t)

∣∣∣∣
T

0

≤ 2αh
J∑

j=0

T∫

0

|ψj|2dt+
L

2

T∫

0

∣∣∣∣
ψJ
h

∣∣∣∣
2

dt,

onde

Zh(t) = χh(t)−
Λh2

8
Yh(t).

Do Lema 3.16, segue que

T∫

0

Gh(t)dt−
Λh2

4
TGh(t)− 2

√
L2 − Λ

16
h4 +

3Λ

16λ1
h2Gh(0) ≤ 2αh

J∑

j=0

T∫

0

|ψj |2dt+
L

2

T∫

0

∣∣∣∣
ψJ
h

∣∣∣∣
2

dt.

Da conservação de energia do sistema (3.17)− (3.19), temos

T

(
1− Λh2

4

)
Gh(0)− 2

√
L2 − Λ

16
h4 +

3Λ

16λ1
h2Gh(0) ≤ 2αh

J∑

j=0

T∫

0

|ψj|2dt+
L

2

T∫

0

∣∣∣∣
ψJ
h

∣∣∣∣
2

dt.

Para Λh2 = γ, na classe de soluções Gh(γ) de (3.17) − (3.19) deduzimos a desigualdade

observabilidade dada por

Gh(0) ≤ C(T, γ)

[
2αh

J∑

j=0

T∫

0

|ψj|2dt+
L

2

T∫

0

∣∣∣∣
ψJ
h

∣∣∣∣
2

dt

]
, (3.30)
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onde

C(T, γ) =
1

T
(
1− γ/4

)
− 2
√
L2 − γ

16
h2 + 3

16λ1
γ
.

Note que (3.30) vale, desde que

T >
2
√
L2 − γ

16
h2 + 3

16λ1
γ

1− γ/4
.

Tendo em conta que λ1 ≥ π2/2L2 para h suficientemente pequeno, escolhemos T como

T (γ) =
2
√
L2
(
1 + 3γ/8π2

)
− γ

16
h2

1− γ/4
, (3.31)

e, em seguida, C(T, γ) é reescrita como

C(T, γ) =
1

T
(
1− γ/4

)
− 2

√
L2

(
1 + 3

8π2γ

)
− γ

16
h2

, (3.32)

de onde segue a instrução do Teorema 3.8.

3.2.2 Prova da Observabilidade Uniforme: Teorema 3.9

Levando-se em conta o resultado de observabilidade na fronteira para as soluções filtradas em

[26], temos

Fh(0) ≤ C(T, γ)
L

2

T∫

0

∣∣∣∣
φJ
h

∣∣∣∣
2

dt, (3.33)

para toda solução φ de (3.14)− (3.16).
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Combinando as desigualdades (3.30) e (3.33) e considerando que 2Eh(0) = Fh(0) + Gh(0)

e φj = uj + vj, ψj = uj − vj para todo j = 0, 1, ..., J, J + 1, obtemos que

2Eh(0) ≤ C(T, γ)
L

2

T∫

0

∣∣∣∣
φJ
h

∣∣∣∣
2

dt+ C(T, γ)

[
2αh

J∑

j=0

T∫

0

|ψj|2dt+
L

2

T∫

0

∣∣∣∣
ψJ
h

∣∣∣∣
2

dt

]

≤ C(T, γ)

[
2αh

J∑

j=0

T∫

0

|ψj|2dt+
L

2

T∫

0

∣∣∣∣
φJ
h

∣∣∣∣
2

dt+
L

2

T∫

0

∣∣∣∣
ψJ
h

∣∣∣∣
2

dt

]

= C(T, γ)

[
2αh

J∑

j=0

T∫

0

|uj − vj|2dt+
L

2

T∫

0

∣∣∣∣
φJ
h

∣∣∣∣
2

dt+
L

2

T∫

0

∣∣∣∣
ψJ
h

∣∣∣∣
2

dt

]
,

ou

Eh(0) ≤ C(T, γ)

[
αh

J∑

j=0

T∫

0

|uj − vj|2dt+
L

2

T∫

0

∣∣∣∣
uJ
h

∣∣∣∣
2

dt+
L

2

T∫

0

∣∣∣∣
vJ
h

∣∣∣∣
2

dt

]
,

e a conclusão neste caso é análogo ao caso anterior.

3.3 Observabilidade Uniforme: Via Desigualdade de Ingham

Existem outras técnicas de regularização do problema da perda de observabilidade numérica.

Nas seções anteriores, usamos as técnicas multiplicativas e o processo de filtragem numérica

para construirmos a observabilidade uniforme. Uma outra técnica bastante utilizada consiste

no uso da Desigualdade de Ingham [38]. Por questões didáticas, demonstraremos o resultado

devido à Ingham.

Teorema 3.17 (Desigualdade de Ingham). Seja {λk}k∈Z uma sequência de números reais tais

que

λk+1 − λk ≥ γ > 0, ∀k ∈ Z.

Então, para qualquer T >
2π

γ
existem constantes positivas Ci(T, γ) > 0, i = 1, 2 tal que

C1(T, γ)
∑

k∈Z
|ak|2 ≤

T∫

−T

∣∣∣∣
∑

k∈Z
ake

iλkt

∣∣∣∣
2

dt ≤ C2(T, γ)
∑

k∈Z
|ak|2,

para toda sequências de números complexos {ak} ∈ l2.
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Prova. Primeiro reduzimos o problema para o caso em que T = 2π e γ > 1. Com efeito, se T

e γ são tais que Tγ > 2π, então multiplicamos o intervalo −T ≤ t ≤ T por 2π/T e passamos

a considerar o intervalo −2π ≤ s ≤ 2π, onde s = 2πt/T . Daı́ temos

T∫

−T

∣∣∣∣
∑

n∈Z
ane

iλnt

∣∣∣∣
2

dt =
T

2π

2π∫

−2π

∣∣∣∣
∑

n∈Z
ane

iµns

∣∣∣∣
2

ds, (3.1)

onde µn = Tλn
2π

. Segue que µn+1 − µn = T
2π
(λn+1 + λn) ≥ Tγ

2π
:= γ1 > 1. Agora mostraremos

que existe C1 > 0 tal que:

T∫

−T

∣∣∣∣
∑

n∈Z
ane

iλnt

∣∣∣∣
2

dt ≥ C1

∑

n∈Z
|an|2. (3.2)

A desigualdade (3.2), conhecida como desigualdade indireta, é a chave principal para provar-

mos a desigualdade de observabilidade.

Definimos o funcional h : R → R+, tal que

h(s) =

{
cos(s/2), se |s| ≤ π

0, se |s| > π.

Aplicamos a transformada de Fourier e obtemos

H(ξ) = F(h(s)) =

∞∫

−∞

h(s)eiξsds. (3.3)

Consequentemente,

H(ξ) =

∞∫

−∞

h(s)eiξsds =

∞∫

−∞

cos

(
s

2

)
eiξsds =

π∫

−π

cos

(
s

2

)
eiξsds

= 2sen

(
s

2

)
eiξs
∣∣∣∣
π

−π
− 2iξ

π∫

−π

sen

(
s

2

)
eiξsds

= 2

(
eiξπ + e−iξπ

)
− 2iξ

π∫

−π

sen

(
s

2

)
eiξsds
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e assim,

H(ξ) = 4 cos(πξ)− 2iξ

π∫

−π

sen

(
s

4

)
eiξsds. (3.4)

Por outro lado, temos

π∫

−π

sen

(
s

2

)
eiξsds = −2 cos

(
s

2

)
eiξs
∣∣∣∣
π

−π
+ 2iξ

π∫

−π

cos

(
s

2

)
eiξsds

= 2iξH(ξ). (3.5)

Combinando (3.4) e (3.5) temos

H(ξ) =
4

1− 4ξ2
cos(πξ). (3.6)

Por outro lado, desde que 0 ≤ h(s) < 1, para qualquer s ∈ [−π, π], decorre que

T∫

−T

∣∣∣∣
∑

n∈Z
ane

iλns

∣∣∣∣
2

ds ≥ T

2π

2π∫

−2π

h(s)

∣∣∣∣
∑

n∈Z
ane

iµns

∣∣∣∣
2

ds. (3.7)

E além disso,

2π∫

−2π

h(s)

∣∣∣∣
∑

n∈Z
ane

iµnt

∣∣∣∣
2

ds =

2π∫

−2π

h(s)
∑

n,m∈Z
ane

iµnsameiµmsds

=

2π∫

−2π

h(s)
∑

n,m∈Z
ane

iµnsame
−iµmsds =

2π∫

−2π

h(s)
∑

n∈Z
aname

i(µn−µm)sds

=
∑

n,m∈Z
anam

2π∫

−2π

h(s)ei(µn−µm)sds =
∑

n,m∈Z
anam

π∫

−π

h(s)ei(µn−µm)sds

=
∑

n,m∈Z
anamH(µn − µm) = H(0)

∑

n∈Z
|an|2 +

∑

n 6=m∈Z
anamH(µn − µm)

≥ H(0)
∑

n∈Z
|an|2 −

∑

n 6=m∈Z
|anam||H(µn − µm)|.
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Usamos a versão discreta da desigualdade de Holder para obtermos

2π∫

−2π

h(s)

∣∣∣∣
∑

n∈Z
ane

iµnt

∣∣∣∣
2

ds ≥ H(0)
∑

n∈Z
|an|2 −

[∑

n 6=m
|anam|2

]1/2[∑

n 6=m
|H(µn − µm)|2

]1/2
,

e consequentemente

2π∫

−2π

h(s)

∣∣∣∣
∑

n∈Z
ane

iµnt

∣∣∣∣
2

ds ≥ H(0)
∑

n∈Z
|an|2 −

∑

n 6=m
|anam|

∑

n 6=m
|H(µn − µm)|.

Como

∑

n 6=m
|anam| ≤ 1

2

∑

n∈Z
|an|2 +

1

2

∑

m∈Z
|am|2 =

1

2

∑

n∈Z
|an|2 +

1

2

∑

n∈Z
|an|2 =

∑

n∈Z
|an|2,

decorre que

2π∫

−2π

h(s)

∣∣∣∣
∑

n∈Z
ane

iµnt

∣∣∣∣
2

ds ≥ H(0)
∑

n∈Z
|an|2 −

∑

n∈Z
|an|2

∑

n 6=m∈Z
|H(µn − µm)|.

Resta encontrarmos uma estimativa para
∑

n 6=m∈Z |H(µn − µm)|. De fato,

∑

n 6=m∈Z
|H(µn − µm)| =

∑

n 6=m∈Z

∣∣∣∣
4 cos[(µn − µm)π]

1− 4(µn − µm)2

∣∣∣∣ ≤
∑

n 6=m∈Z

4

|1− 4(µn − µm)2|

≤
∑

n 6=m∈Z

4

4|µn − µm|2 − 1
.

Por outro lado, temos µn+1 ≥ µn + γ1. Após fazermos iterações em n ∈ N temos µn ≥
µ1 + (n− 1)γ1, consequentemente para n > m temos µn ≥ µm e daı́ vem que

µn − µm ≥ (n−m)γ1.

Sendo assim,

∑

n 6=m∈Z
|H(µn − µm)| ≤

∑

n 6=m∈Z

4

4γ21 |n−m|2 − 1
≤ 4

γ21

∑

n 6=m∈Z

1

4|n−m|2 − 1
γ2
1

.
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Consequentemente,

∑

n 6=m∈Z
|H(µn − µm)| ≤ 8

γ21

∑

n 6=m∈Z

1

4|n−m|2 − 1
.

Escolhendo r ∈ Z tal que, r = |n−m| temos

∑

n 6=m∈Z
|H(µn − µm)| ≤ 8

γ21

∑

r≥1

1

4r2 − 1
=

8

γ21

1

2

∑

r≥1

(
1

2r − 1
− 1

2r + 1

)

=
4

γ21

∑

r≥1

(
1

2r − 1
− 1

2r + 1

)
=

4

γ21
.

Com isso obtemos

2π∫

−2π

h(s)

∣∣∣∣
∑

n∈Z
ane

iµnt

∣∣∣∣
2

ds ≥ 4
∑

n∈Z
|an|2 −

4

γ21

∑

n∈Z
|an|2 =

(
4− 4

γ21

)∑

n∈Z
|an|2. (3.8)

Substituindo a desigualdade (3.8) em (3.7) temos

T∫

−T

∣∣∣∣
∑

n∈Z
ane

iλnt

∣∣∣∣
2

dt ≥ T

2π

(
4− 4

γ21

)∑

n∈Z
|an|2 =

2T

π

(
1− 1

γ21

)∑

n∈Z
|an|2

=
2T

π

(
1− 4π2

T 2γ2

)∑

n∈Z
|an|2 =

2

Tπ

(
T 2 − 4π2

γ2

)∑

n∈Z
|an|2.

Desde que T > 2π/γ existe C1(T, γ) := 2
Tπ

(
T 2 − 4π2

γ2

)
> 0, tal que vale a desigualdade

indireta

T∫

−T

∣∣∣∣
∑

n∈Z
ane

iλnt

∣∣∣∣
2

dt ≥ C1(T, γ)
∑

n∈Z
|an|2. (3.9)

Mostraremos agora que existe uma constante C2(T, γ) > 0 tal que,

T∫

−T

∣∣∣∣
∑

n∈Z
ane

iλnt

∣∣∣∣
2

dt ≤ C2(T, γ)
∑

n∈Z
|an|2. (3.10)
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Para este caso consideraremos o funcional h : R → R+ definido por

h(s) =

{
cos(s/2), se |s| ≤ π/2

0, se |s| > π/2.

Procedendo de forma análoga ao caso anterior temos

H(ξ) =
4

1− 4ξ2
cos(πξ). (3.11)

Por outro lado, desde que
√
2/2 ≤ h(s) < 1 temos

T∫

−T

∣∣∣∣
∑

n∈Z
ane

iλnt

∣∣∣∣
2

dt ≤ T

π

2π∫

−2π

h(s)

∣∣∣∣
∑

n∈Z
ane

iµns

∣∣∣∣
2

ds. (3.12)

Consequentemente, seguindo os mesmos passos da demonstração anterior encontramos

2π∫

−2π

h(s)

∣∣∣∣
∑

n∈Z
ane

iµns

∣∣∣∣
2

ds = H(0)
∑

n∈Z
|an|2 +

∑

n 6=m∈Z
anamH(µn − µm)

≤ H(0)
∑

n∈Z
|an|2 +

∑

n 6=m∈Z
|anam||H(µn − µm)|,

e

2π∫

−2π

∣∣∣∣
∑

n∈Z
ane

iµns

∣∣∣∣
2

ds ≤ 4
∑

n∈Z
|an|2 +

4

γ21

∑

n∈Z
|an|2 =

(
4 +

4

γ21

)∑

n∈Z
|an|2. (3.13)

Substituindo (3.13) em (3.12) temos

T∫

−T

∣∣∣∣
∑

n∈Z
ane

iλnt

∣∣∣∣
2

dt ≤ 4T

π

(
1 +

1

γ21

)∑

n∈Z
|an|2 =

4T

π

(
1 +

4π2

T 2γ2

)∑

n∈Z
|an|2

=
4

Tπ

(
T 2 +

4π2

γ2

)∑

n∈Z
|an|2. (3.14)
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Segue daı́, que para todo T > 0 existe a constante C2(T, γ) :=
4
Tπ

(
T 2 + 4π2

γ2

)
> 0, tal que

T∫

−T

∣∣∣∣
∑

n∈Z
ane

iλnt

∣∣∣∣
2

dt ≤ C2(T, γ)
∑

n∈Z
|an|2. (3.15)

�

Este resultado mostra que a sequência de exponenciais {eiλnt} forma uma base de Riesz no

intervalo simétrico [−T, T ] em relação à origem.

Segundo Infante e Zuazua [26], a observabilidade na fronteira dos autovetores e o gap entre

as raı́zes de dois autovalores consecutivos desempenham um papel importante para se alcançar

uma observabilidade uniforme, usando o Teorema 3.17 (ver secção 2.5 em [26]). Então, preci-

samos de uma estimativa entre as raı́zes de dois autovalores consecutivos introduzidos no de-

senvolvimento de Fourier das soluções do sistema (3.17)−(3.19) na classe de soluções filtradas

dadas por Gh(γ).

Lema 3.18. Suponha que

γ = 4 sin2

(
πε

2

)
e α <

γ(ε)

h2
, (3.16)

para algum 0 ≤ ε < 1. Então

√
νj+1(h)−

√
νj(h) ≥

π

L
cos

(
πε

2

)
, (3.17)

para todos os autovalores de (3.31) tal que λh2 ≤ γ.

Prova. Vamos agora calcular a diferença entre a raiz quadrada de dois autovalores consecutivos.

Considerando que νj(h) = λj(h) + 2α temos

√
λj(h) + 2α =

√
λj(h)

√
1 +

2α

λj(h)
≈
√
λj(h)

(
1 +

α

λj(h)

)
, ∀j = 1, ..., J. (3.18)

Portanto

√
λj+1(h) + 2α−

√
λj(h) + 2α ≈

(√
λj+1(h)−

√
λj(h)

)(
1− α√

λj+1(h)λj(h)

)
,(3.19)

A. J. A. Ramos PDM - UFPA
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para todo j = 1, ..., J. Agora, levando em consideração que λj(h) < λj+1(h), para j = 1, ..., J ,

podemos escrever

√
λj+1(h) + 2α−

√
λj(h) + 2α ≥

(√
λj+1(h)−

√
λj(h)

)(
1− α√

λj(h)λj(h)

)

≥
(√

λj+1(h)−
√
λj(h)

)(
1− αh2

4 sin2(jπh/2L)

)
.

√
λj+1(h) + 2α−

√
λj(h) + 2α ≥

(√
λj+1(h)−

√
λj(h)

)(
1− αh2

4 sin2(πε/2)

)

≥
(√

λj+1(h)−
√
λj(h)

)(
1− αh2

γ(ε)

)
.

Escolhendo α = γ(ε)/2h2 ≤ γ(ε)/h2 obtemos

√
λj+1(h) + 2α−

√
λj(h) + 2α ≥ 1

2

(√
λj+1(h)−

√
λj(h)

)
. (3.20)

Por outro lado, tendo em conta que λj(h) =
4

h2
sin2

(
jπh

2L

)
para todo j = 1, ..., J, temos

√
λj+1(h)−

√
λj(h) =

2

h

[
sin

(
π(j + 1)h

2L

)
− sin

(
πjh

2L

)]
, (3.21)

e para algum τ ∈
[
πjh

2L
,
π(j + 1)h

2L

]
satisfazendo 0 ≤ τ ≤ πε

2
obtemos

[
sin

(
π(j + 1)h

2L

)
− sin

(
πjh

2L

)]
=
πh

L
cos(τ). (3.22)

Combinando (3.22), (3.21) e (3.20) temos

√
λj+1(h) + 2α−

√
λj(h) + 2α ≥ π

L
cos(τ) ≥ π

L
cos

(
πε

2

)
, (3.23)

e assim, podemos concluir a prova. �
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Dividimos o restante desta seção em duas partes, onde damos duas diferentes provas da

desigualdade de observabilidade para as soluções dos sistemas (3.17)− (3.19) e (3.2)− (3.5).

3.3.1 Prova da Observabilidade Uniforme: Teorema 3.8

Agora estamos em condições de provar o Teorema 3.8, usando a desigualdade de Ingham. Dife-

rentemente da técnica de filtragem (ver seção 3.2), podemos obter um resultado melhor usando

a desigualdade de Ingham, no sentido de que o termo com α não é útil. Em seguida, vamos

provar isso.

Teorema 3.19. Existe uma constante positiva C > 0, dependendo T e ε ∈ [0, 1[, de tal modo

que para alguma solução do sistema (3.17)− (3.19) na classe Gh(γ(ε)) vale

Gh(0) ≤ C
L

2

T∫

0

∣∣∣∣
ψJ
h

∣∣∣∣
2

dt. (3.24)

Prova. De acordo com a desigualdade de Ingham e tendo em vista o Lema 3.18, segue-se que

para qualquer 0 ≤ ε < 1 e T >
2L

cos(πε/2)
existe uma constante Ci(T, ε) > 0, i = 1, 2

satisfazendo

C1(T, ε)
∑

|µk|h≤
√
γ(ε)

|ak|2 ≤
T∫

0

∣∣∣∣
∑

|µk|h≤
√
γ(ε)

ake
iµkt

∣∣∣∣
2

dt ≤ C2(T, ε)
∑

|µk|h≤
√
γ(ε)

|ak|2, (3.25)

onde γ(ε) = 4 sin2

(
πε

2

)
. De acordo com a identidade do Lema 3.5, segue-se que

h
J∑

j=0

∣∣∣∣
ϕj+1 − ϕj

h

∣∣∣∣
2

=
2L

4− (ν(h)− 2α)h2

∣∣∣∣
ϕJ
h

∣∣∣∣
2

=
2L

4− λ(h)h2

∣∣∣∣
ϕJ
h

∣∣∣∣
2

≤ L

2 cos2
(
πε/2

)
∣∣∣∣
ϕJ
h

∣∣∣∣
2

,(3.26)

para qualquer autovetor ϕ associado a um autovalor λ satisfazendo λh2 ≤ γ(ε). Notamos que

(3.26) é idêntica à desigualdade (2.65) em [26]. Então, vamos agora considerar uma solução ψ

de (3.17)− (3.19) na classe Gh(γ(ε)). Ela pode ser escrita como

ψ =
∑

|µk(h)|h≤
√
γ(ε)

ake
iµk(h)tϕk. (3.27)
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Levando-se em conta (3.25) e (3.26) podemos deduzir que, para T >
2L

cos(πε/2)
,

2αh
J∑

j=0

T∫

0

|ψj |2dt+
L

2

T∫

0

∣∣∣∣
ψJ
h

∣∣∣∣
2

dt ≥ L

2

T∫

0

∣∣∣∣
ψJ
h

∣∣∣∣
2

dt

=
L

2h2

T∫

0

∣∣∣∣
∑

|µk|h≤
√
γ(ε)

ake
iµk(h)tϕk,J

∣∣∣∣
2

dt.

Consequentemente,

2αh

J∑

j=0

T∫

0

|ψj |2dt+
L

2

T∫

0

∣∣∣∣
ψJ
h

∣∣∣∣
2

dt ≥ C1(T, ε)

[
L

2

∑

|µk|h≤
√
γ(ε)

|ak|2
∣∣∣∣
ϕk,J
h

∣∣∣∣
2]

≥ C1(T, ε)

[
cos2

(
πε/2

) ∑

|µk|h≤
√
γ(ε)

|ak|2h
J∑

j=0

∣∣∣∣
ϕk,j+1 − ϕk,j

h

∣∣∣∣
2]
,

e podemos escrever o seguinte:

2αh
J∑

j=0

T∫

0

|ψj |2dt+
L

2

T∫

0

∣∣∣∣
ψJ
h

∣∣∣∣
2

dt ≥ C1(T, ε) cos
2
(
πε/2

) ∑

|µk|h≤
√
γ(ε)

|ak|2h
J∑

j=0

∣∣∣∣
ϕk,j+1 − ϕk,j

h

∣∣∣∣
2

. (3.28)

Por outro lado, tendo em mente a identidade criada em (3.49), temos

Gh(0) =
νJ(h)

νJ(h)− 2α

∑

|µk|h≤
√
γ(ε)

[
|ak|2h

J∑

j=0

∣∣∣∣
ϕk,j+1 − ϕk,j

h

∣∣∣∣
2]
, (3.29)

de onde obtemos

∑

|µk|h≤
√
γ(ε)

[
|ak|2h

J∑

j=0

∣∣∣∣
ϕk,j+1 − ϕk,j

h

∣∣∣∣
2]

=
νJ(h)− 2α

νJ(h)
Gh(0) =

λJ(h)

λJ(h) + 2α
Gh(0). (3.30)
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Portanto, substituindo (3.30) em (3.28) obtemos a desigualdade observabilidade dada por

Gh(0) ≤
λJ(h) + 2α

λJ(h)

L

2 cos2
(
πε/2

)
C1(T, ε)

T∫

0

∣∣∣∣
ψJ
h

∣∣∣∣
2

dt, (3.31)

válida para qualquer T >
2L

cos(πε/2)
e para qualquer ψ ∈ Gh(γ(ε)). Além disso, levando em

consideração que T >
2L

cos(πε/2)
, notamos que o Teorema 3.8 vale com

T (γ) =
2L√

1− γ/4
e C(T, γ) =

λJ(h) + 2α

λJ(h)

1

C1(T, ε)(1− γ/4)
, (3.32)

sendo que γ = γ(ε). Portanto, concluı́mos a prova. �

3.3.2 Prova da Observabilidade Uniforme: Teorema 3.9

Notamos que um resultado semelhante de observabilidade uniforme é válido para o sistema

conservativo (3.14) − (3.16). Na verdade, é o suficiente para ver que, para α = 0 em (3.31),

podemos escrever

Fh(0) ≤
1

cos2
(
πε/2

)
D(T, ε)

L

2

T∫

0

∣∣∣∣
φJ
h

∣∣∣∣
2

dt, (3.33)

para qualquer T >
2L

cos(πε/2)
e para qualquer φ em uma classe adequada de soluções filtradas

onde Fh(·) é a energia de (3.14) − (3.16). Agora estamos em condições de estabelecermos o

principal resultado desta seção.

Teorema 3.20. Existe uma constante positiva C̃ > 0, dependendo de T e ε ∈ [0, 1[, tal que

para qualquer solução do sistema (3.2)− (3.5) na classe Hh(γ(ε)) vale

Eh(0) ≤ C̃
L

2

[ T∫

0

∣∣∣∣
uJ
h

∣∣∣∣
2

dt+

T∫

0

∣∣∣∣
vJ
h

∣∣∣∣
2

dt

]
. (3.34)
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Prova. A prova é imediata. Com efeito, tendo em conta as estimativas (3.31) e (3.33), temos

2Eh(0) = Fh(0) +Gh(0) ≤ max

[
1

cos2
(
πε/2

)
D(T, ε)

,
λJ(h) + 2α

λJ(h)

1

cos2
(
πε/2

)
C1(T, ε)

]
×

L

2

[ T∫

0

∣∣∣∣
φJ
h

∣∣∣∣
2

dt+

T∫

0

∣∣∣∣
ψJ
h

∣∣∣∣
2

dt

]
.

Para finalizarmos, lembramos das decomposições φj = uj + vj e ψj = uj − vj , para obtermos

Eh(0) ≤ C̃
L

2

[ T∫

0

∣∣∣∣
uJ
h

∣∣∣∣
2

dt+

T∫

0

∣∣∣∣
vJ
h

∣∣∣∣
2

dt

]
, (3.35)

onde

C̃ = max

[
1

cos2
(
πε/2

)
D(T, ε)

,
λJ(h) + 2α

λJ(h)

1

cos2
(
πε/2

)
C1(T, ε)

]
(3.36)

e a conclusão é análoga ao caso anterior. �
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CAPÍTULO 4

SISTEMA DE VIGAS DE TIMOSHENKO

4.1 Introdução

Vimos no Capı́tulo 1 que a teoria de Timoshenko para estiramento de vigas é dada pelas

equações:

ρAϕtt(x, t) = Sx(x, t), (4.1)

ρIψtt(x, t) = Mx(x, t)− S(x, t), (4.2)

com as seguintes relações de tensão-estiramento

M(x, t) = EIψx(x, t) e S(x, t) = kAG(ϕx + ψ)(x, t), (4.3)

para o comportamento elástico da viga. Dessa forma Timoshenko [2, 3] estabeleceu as equações

ρAϕtt − kAG(ϕx + ψ)x = 0, em (0, L)× (0, T ), (4.4)

ρIψtt − EIψxx + kAG(ϕx + ψ) = 0, em (0, L)× (0, T ). (4.5)
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Analisamos o sistema de Timoshenko conservativo em 1− d dado por

ρ1ϕtt − κ(ϕx + ψ)x = 0, em (0, L)× (0, T ), (4.6)

ρ2ψtt − bψxx + κ(ϕx + ψ) = 0, em (0, L)× (0, T ), (4.7)

ϕ(0, t) = ϕ(L, t) = ψ(0, t) = ψx(L, t) = 0, 0 < t < T, (4.8)

ϕ(x, 0) = ϕ0, ϕt(x, 0) = ϕ1, ψ(x, 0) = ψ0, ψt(x, 0) = ψ1, ∀x ∈ (0, L), (4.9)

onde ρ1 = ρA, ρ2 = ρI, κ = kGA e b = EI são constantes positivas.

4.2 Conservação de Energia

A energia total das soluções do sistema (4.6)− (4.9) é dada por

E(t) :=
1

2

L∫

0

[
ρ1|ϕt|2 + ρ2|ψt|2 + b|ψx|2 + κ|ϕx + ψ|2

]
dx, ∀t ≥ 0, (4.10)

e ela é conservada ao longo do tempo, isto é:

E(t) = E(0), ∀t ≥ 0.

Essa propriedade é garantida na seguinte proposição:

Proposição 4.1 (Conservação de energia). A energia total E(t) definida em (4.10) satisfaz a

taxa de variação
d

dt
E(t) = 0, ∀t ≥ 0,

para toda (ϕ, ψ) solução do sistema (4.6)− (4.9).

Prova. Multiplicamos a equação (4.6) por ϕt e integramos por partes em (0, L) para obtermos

d

dt

1

2

L∫

0

ρ1|ϕt|2dx− κ(ϕx + ψ)ϕt

∣∣∣
L

0
+ κ

L∫

0

(ϕx + ψ)ϕxtdx = 0. (4.11)
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Procedendo de modo análogo para a equação (4.7) temos

d

dt

1

2

L∫

0

[
ρ2|ψt|2 + b|ψx|2

]
dx− bψxψt

∣∣∣
L

0
+ κ

L∫

0

(ϕx + ψ)ψtdx = 0. (4.12)

Somamos as equações acima e usamos as condições de contorno (4.8) para chegarmos ao re-

sultado esperado, isto é,
d

dt
E(t) = 0, ∀t ≥ 0,

onde E(t) está definida em (4.10). �

A energiaE(t) nos sugere fortemente que o sistema (4.6)−(4.9) está bem posto no espaço de

energia H := H1
0 (0, L)×L2(0, L)×W∗(0, L)×L2

∗(0, L), ondeW∗(0, L) := W (0, L)∩L2
∗(0, L)

e W (0, L) := {u ∈ H1(0, L); u(0) = ux(L) = 0}. Isso quer dizer que denotando Φ =

(ϕ, ϕt, ψ, ψt), temos que para qualquer

Φ0 ∈ H1
0 (0, L)× L2(0, L)×W∗(0, L)× L2

∗(0, L),

existe uma única solução

Φ ∈ C([0, T ];H1
0 (0, L)) ∩ C1([0, T ];L2(0, L)) ∩ C([0, T ];W∗(0, L)) ∩ C1([0, T ];L2

∗(0, L)).

Essa questão ficará evidente na seção seguinte, onde usamos a teoria de Semigrupos de Ope-

radores Lineares [39] para mostrar a existência e unicidade de solução.

4.3 Cenário de Semigrupos de Operadores Lineares

Escrevemos as equações (4.6) − (4.7) juntamente com a condições iniciais (4.9) como um

problema de valor inicial. Para tanto, consideramos a variável vetorial U = (ϕ, ϕt, ψ, ψt)
T .

Desse modo, U satisfaz o seguinte problema de Cauchy:

Ut = AU, (4.13)

U(0) = U0, (4.14)
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onde U0 = (ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1)
T e A : D(A) ⊆ H → H corresponde ao operador diferencial, dado

formalmente por

A :=




0 I 0 0
k
ρ1
(·)xx 0 k

ρ1
(·)x 0

0 0 0 I

− k
ρ2
(·)x 0 b

ρ2
(·)xx − k

ρ2
I 0



, (4.15)

em que (·)x e (·)xx indicam os operadores derivadas de primeira e de segunda ordem na variável

x e I é o operador identidade.

Para que possamos dizer que as funções em H1(0, L) são contı́nuas em C0([0, L]), assumi-

mos que a condição inicial ψ0 : [0, L] → IR é tal que

L∫

0

ψ0(x)dx = 0.

Dessa forma, consideramos os seguintes espaços

L2
∗(0, L) :=

{
u ∈ L2(0, L);

L∫

0

u(x)dx = 0
}
, W∗(0, L) := W (0, L) ∩ L2

∗(0, L),

onde W (0, L) := {u ∈ H1(0, L); u(0) = ux(L) = 0}.

Com isso, definimos o espaço vetorial

H := H1
0 (0, L)× L2(0, L)×W∗(0, L)× L2

∗(0, L),

que naturalmente é um espaço de Hilbert para o produto interno

(
U, V

)
H
:=

L∫

0

[
ρ1u2v2 + ρ2u4v4 + bu3,xv3,x + κ(u1,x + u3)(v1,x + v3)

]
dx,

em que U = (u1, u2, u3, u4)
T , V = (v1, v2, v3, v4)

T ∈ H. Para U = V construı́mos a respectiva

norma

||U ||2H = ρ1||u2||2L2 + ρ2||u4||2L2 + b||u3||2H1 + κ||u1,x + u3||2L2 .
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Dessa forma, o domı́nio de A dado por:

D(A) :=
{
U ∈ H; u1 ∈ H2(0, L) ∩H1

0 (0, L), u2 ∈ H1
0 (0, L), u3 ∈ H2(0, L) ∩W∗(0, L), u4 ∈W∗(0, L)

}

é denso em H. Além disso, tomando o produto interno

(
AU,U

)

H
=

L∫

0

[
κ(u1,x + u3)xu2 + bu3,xxu4 − κ(u1,x + u3)u4 + bu3,xu4,x + κ(u1,x + u3)(u2,x + u4)

]
,

integrando por partes e usando as condições de contorno, obtemos que

(
AU,U

)
H
= 0.

Logo A é um operador dissipativo. Para o problema de existência e unicidade de soluções,

utilizamos a teoria de Semigrupo de Operadores Lineares [39].

Lema 4.2. O operador A em (4.15) é o gerador infinitesimal de um semigrupoC0 de contrações

sobre o espaço de Hilbert H.

Prova. Pelo Teorema de Lumer-Phillips (ver [39]) basta mostrarmos que 0 ∈ ρ(A), onde o

conjunto resolvente de A é definido por:

ρ(A) :=
{
λ ∈ IC; ∃ (λI −A)−1 ∈ L(H)

}
.

Devemos portanto assegurar que A−1 é um operador limitado em H. Primeiramente, mos-

tramos que Im(A) = H. Assim, dado F = (f1, f2, f3, f4)
T ∈ H devemos determinar

U = (u1, u2, u3, u4)
T ∈ D(A) tal que −AU = F . Desse modo, reescrevemos esta última

equação componente a componente, resultando no seguinte sistema:

−u2 = f1 ∈ H1
0 (0, L) (4.16)

− κ

ρ1
(u1,x + u3)x = f2 ∈ L2(0, L) (4.17)

−u4 = f3 ∈ W∗(0, L) (4.18)

− b

ρ2
u3,xx +

κ

ρ2
(u1,x + u3) = f4 ∈ L2

∗(0, L). (4.19)

De (4.16) e (4.18) é imediato que temos uma única u2 ∈ H1
0 (0, L) e u4 ∈ W∗(0, L).
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Por outro lado, segue de (4.17) que

u1,x + u3 = −ρ1
κ

x∫

0

f2(y)dy ∈ L2(0, L). (4.20)

Substituindo (4.20) em (4.19) temos que

u3,xx = g(x) ∈ L2
∗(0, L), (4.21)

onde g(x) = −ρ1
b

x∫

0

f2(y)dy −
ρ2
b
f4. Portanto concluı́mos que existe uma única

u3 ∈ H2(0, L) ∩W∗(0, L).

De (4.17) segue que

u1,xx = −u3,x −
ρ1
κ
f2 ∈ L2(0, L),

isso implica que u1, u1,x ∈ L2(0, L) e portanto u1 ∈ H2(0, L). Além disso, como u1(0) =

u1(L) = 0 decorre que u1 ∈ H1
0 (0, L). Assim, concluı́mos que existe uma única u1 ∈

H2(0, L) ∩ H1
0 (0, L). Portanto a solução de (4.13) com U = (u1, u2, u3, u4)

T ∈ D(A) está

provada. Além disso fica óbvio que existe uma constante K > 0 independente de U tal que

||U ||H ≤ K||F ||H.

Isso implica que 0 ∈ ρ(A) e que ||A−1||H ≤ K. Portanto A−1 é limitado e pelo Teorema de

Lumer-Phillips ([39]), A é o gerador infinitesimal de um semigrupo C0 de contrações sobre H.

�

Segue nosso resultado de existência e unicidade de soluções:

Teorema 4.3 (Existência e Unicidade de Solução). Existe uma única solução para o problema

dado em (4.6)− (4.9) tal que

U = (ϕ, ϕt, ψ, ψt)
T ∈ C

(
[0, T ];D(A)

)
∩ C1

(
[0, T ];H

)
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para U0 = (ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1)
T ∈ D(A), T > 0 e também

U = (ϕ, ϕt, ψ, ψt)
T ∈ C

(
[0, T ];H

)

para U0 = (ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1)
T ∈ H e T > 0.

Na tese de Youssef [40] é considerado as equações de Timoshenko (4.6)−(4.7) com condições

de contorno do tipo:

ϕ(0, t) = ϕ(L, t) = ψ(0, t) = ψ(L, t) = 0, (Dirichlet),

ϕ(0, t) = ϕ(L, t) = ψx(0, t) = ψx(L, t) = 0, (Dirichlet−Neumann).

Para cada caso, o autor demonstra uma desigualdade de observabilidade que é do tipo

T∫

0

L∫

0

|ψ|2dxdt ≥ K

[
|ϕ0|2L2(0,L) + ||ϕ1||2H−1(0,L) + |ψ0|2L2(0,L) + ||ψ1||2H−1(0,L)

]
(4.22)

para a condição de contorno de Dirichlet e do tipo

T∫

0

L∫

0

|ψ|2dxdt ≥ K1

[
|ϕ0|2L2(0,L) + ||ϕ1||2H−1(0,L) + |ψ0|2L2(0,L) + ||ψ1||2[H1

∗
(0,L)]′

]
(4.23)

para a condição de contorno de Dirichlet - Neumann. Nas duas desigualdade acima, foram as-

sumidas a relação de identidade entre as velocidades, isto é: κ/ρ1 = b/ρ2 e as constantes K,K1

são dependentes de T, L, ρ1, ρ2, b, e κ. E consequentemente, mostrou-se um resultado de con-

trolabilidade para os dois casos, desde que a identidade entre as velocidades sejam satisfeitas,

ou seja,
κ

ρ1
=

b

ρ2
.

4.4 Problema Espectral

Para que possamos aplicar o método da separação de variáveis e posteriormente desenvolver a

solução do problema em séries de Fourier é necessário analisarmos o conjunto de autovalores.

Portanto é nesse contexto que ressaltamos a necessidade de formularmos o problema espectral.
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Consideramos o problema espectral associado ao sistema (4.6)− (4.9) dado por

λρ1ǔ+ κ(ǔ′ + v̌)′ = 0 em (0, L), (4.24)

λρ2v̌ + bv̌′′ − κ(ǔ′ + v̌) = 0 em (0, L), (4.25)

ǔ(0) = ǔ(L) = v̌(0) = v̌′(L) = 0, (4.26)

onde ′ denota a derivação na variável x. Estamos interessados em saber sob que condições o

problema espectral (4.24)− (4.26), possui solução não trivial. Temos o seguinte resultado:

Teorema 4.4. A solução não trivial do problema espectral (4.24)− (4.26) é dada por

ǔ(x) = A sin
(nπx
L

)
e v̌(x) = B

[
1− cos

(nπx
L

)]
, onde B/A = Lκ/nπb (4.27)

se, e somente se,

v21 + v22 =
κ

ρ1
+

b

ρ2
=
n2π2

L2

b

ρ1
. (4.28)

Prova. De fato, é fácil ver que as soluções em (4.27) satisfazem as condições de contorno

(4.26). Então substituı́mos as soluções em (4.24) para obtermos

λρ1A sin

(
nπx

L

)
− κA

n2π2

L2
sin

(
nπx

L

)
+ κB

nπ

L
sin

(
nπx

L

)
= 0,

de onde obtemos

A

(
λρ1 − κ

n2π2

L2

)
+ κB

nπ

L
= 0.

Desde que B/A = Lκ/nπb obtemos

λ =
κ

ρ1

(
n2π2

L2
− κ

b

)
. (4.29)

De forma análoga para a equação (4.25) temos

(λρ2 − κ)B

[
1− cos

(
nπx

L

)]
+
n2π2b

L2

(
B − LκA

nπb

)
cos

(
nπx

L

)
= 0.
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Consequentemente, para obtermos soluções não nulas devemos impor que:

λ =
κ

ρ2
e

B

A
=
LκA

nπb
. (4.30)

Das equações (4.29) e (4.30), obtemos a condição de compatibilidade

κ

ρ1
+

b

ρ2
=
n2π2

L2

b

ρ1
. (4.31)

Reciprocamente, substituindo (4.30) em (4.25) e levando em conta as condições de contorno

(4.26) temos que

bv̌′′ − κǔ′ = 0.

Por inspeção, afirmamos que ǔ(x) = A sin(nπx/L) satisfaz as condições de contorno (4.26)

e consequentemente temos

v̌′′ =
nπκ

bL
A cos(nπx/L),

de onde obtemos v(x) = κLA
nπb

[
1− cos(nπx/L)

]
, o que conclui a demonstração. �

Em virtude das equações (4.29), (4.30) e (4.31) podemos escrever

λρ1
κ

=
n2π2

L2
− κ

b
=
n2π2

L2
− λρ2

b
,

e assim os autovalores são dados explı́citamente por

λn =
n2π2

L2

(
ρ1
κ

+
ρ2
b

)−1

.

Denotamos a seguir a classe de autovetores

C :=





(ǔ, v̌) solução do problema (4.24)− (4.26) tal que

ǔ(x) = A sin
(
nπx
L

)
, v̌(x) = B

[
1− cos

(
nπx
L

)]
,

B
A
= κL

nπb
e κ

ρ1
+ b

ρ2
= n2π2

L2

b
ρ1
, ∀ n ∈ N.

(4.32)
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que satisfazem o problema (4.24) − (4.26) para qualquer que seja a paridade de n. Portanto

podemos escrever

C := C2n ∪ C2n+1, ∀ n ∈ N,

e isso nos permite afirmar que tanto C2n quanto C2n+1 se constituem em subclasses de soluções

que satisfazem o problema (4.24)− (4.26), ∀ n ∈ N.

O fato de termos dividido as soluções C em duas subclasses C2n e C2n+1 ficará evidente no

Capı́tulo 5 ao estudarmos o caso numérico, pois neste caso, apenas soluções na subclasse C2n
satisfazem o esquema numérico correspondente a (4.24)− (4.26).

A proposição seguinte trata das soluções do sistema (4.6)− (4.9) em séries de Fourier.

Teorema 4.5. A solução do sistema (4.6)− (4.9) é dada por:

ϕ(x, t) =

∞∑

n=1

[
an cos

(
nπ

L

√(ρ1
κ

+
ρ2
b

)−1

t

)
+ bn sin

(
nπ

L

√(ρ1
κ

+
ρ2
b

)−1

t

)]
sin
(nπx
L

)
, (4.33)

ψ(x, t) =
Lκ

πb

∞∑

n=1

1

n

[
an cos

(
nπ

L

√(ρ1
κ

+
ρ2
b

)−1

t

)
+ bn sin

(
nπ

L

√(ρ1
κ

+
ρ2
b

)−1

t

)][
1− cos

(nπx
L

)]
,(4.34)

onde an e bn são os coeficientes de Fourier.

Prova. Consideramos ϕ(x, t) = S(t)ǔ(x) e ψ(x, t) = S(t)v̌(x) e as equações (4.6) − (4.7)

para obtemos

S
′′

(t)

S(t)
=
κ(ǔ

′

(x) + v̌(x))
′

ρ1ǔ(x)
= −λ, (4.35)

S
′′

(t)

S(t)
=
bv̌

′′

(x)− κ
(
ǔ

′

(x) + v̌(x)
)

ρ2v̌(x)
= −λ. (4.36)

Como conhecemos a solução do problema espectral (ver Teorema 4.4), voltamos nossa atenção

para a equação

S
′′

(t) + λS(t) = 0, ∀ t ≥ 0,

cuja solução é dada por

Sn(t) = an cos

(
nπ

L

√(ρ1
κ

+
ρ2
b

)−1

t

)
+ bn sin

(
nπ

L

√(ρ1
κ

+
ρ2
b

)−1

t

)
, n ∈ N, ∀t ≥ 0,

onde an, bn são os coeficientes Fourier. Assim, o resultado está estabelecido. �
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Lema 4.6. Para toda (ϕ, ψ) solução de (4.6)− (4.9) vale

ρ1

L∫

0

|ϕ|2dx+ ρ2

L∫

0

|ψ|2dx =
b

λ

L∫

0

|ψx|2dx+
κ

λ

L∫

0

|ϕx + ψ|2dx.

Prova. Multiplicamos a equação (4.24) por ǔ, integramos em (0, L) e consideramos as condições

de contorno (4.26) para obtermos

λρ1

L∫

0

|ǔ|2dx− κ

L∫

0

(ǔ′ + v̌)ǔ′dx = 0. (4.37)

Analogamente, multiplicamos a equação (4.25) por v̌ e obtemos

λρ2

L∫

0

|v̌|2dx− b

L∫

0

|v̌′|2dx− κ

L∫

0

(ǔ′ + v̌)v̌dx = 0. (4.38)

Somando as duas equações acima obtemos

λρ1

L∫

0

|ǔ|2dx+ λρ2

L∫

0

|v̌|2dx = b

L∫

0

|v̌′|2dx+ κ

L∫

0

|ǔ′ + v̌|2dx. (4.39)

Consequentemente

ρ1

L∫

0

|ǔ|2dx+ ρ2

L∫

0

|v̌|2dx =
b

λ

L∫

0

|v̌′|2dx+ κ

λ

L∫

0

|ǔ′ + v̌|2dx, (4.40)

Para concluir, multiplicando a equação acima por |S(t)|2 e considerando que (ϕ, ψ) =
(
S(t)ǔ, S(t)v̌

)
segue o resultado. �

Corolário 4.7. Para toda (ϕ, ψ) solução de (4.6)− (4.9), vale a seguinte desigualdade

ρ1

L∫

0

|ϕx|2dx ≤
(
ρ1
κ

+
ρ2
b

)
b

L∫

0

|ψx|2dx+
(
ρ1
κ

+
ρ2
b

)
κ

L∫

0

|ϕx + ψ|2dx.
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Prova. Considerando na equação (4.24) a solução v̌ temos

λρ1ǔ+ κǔ′′ +
nπ

L
Bκ sin

(nπx
L

)
= 0.

Tendo em vista que ǔ = A sin
(
nπx
L

)
e B/A = Lκ/nπb, decorre que

λρ1
k
ǔ+ ǔ′′ +

κ

b
ǔ = 0,

ou

λρ1
k
ǔ+ ǔ′′ +

κ

ρ2

ρ2
b
ǔ = 0, com κ/ρ2 = λ.

Daı́, podemos considerar o seguinte problema

−ǔ′′ = p(λ)ǔ em (0, L), (4.41)

ǔ(0) = ǔ(L) = 0, (4.42)

onde p(λ) = λ
(
ρ1
κ
+ ρ2

b

)
.

Multiplicando a equação (4.41) por ǔ, integrando em (0, L) e usando as condições de con-

torno (4.42) segue que

p(λ)

L∫

0

|ǔ|2dx =

L∫

0

|ǔ′|2dx. (4.43)

Consequentemente, multiplicando a equação acima por |S(t)|2 e considerando queϕ = S(t)ǔ(x)

obtemos

p(λ)

L∫

0

|ϕ|2dx =

L∫

0

|ϕx|2dx. (4.44)

Combinando o Lema 4.6 com a equação (4.44) e considerando a relação p(λ)/λ = ρ1
κ
+ ρ2

b
,

segue o resultado, isto é,

ρ1

L∫

0

|ϕx|2dx ≤
(
ρ1
κ

+
ρ2
b

)
b

L∫

0

|ψx|2dx+

(
ρ1
κ

+
ρ2
b

)
κ

L∫

0

|ϕx + ψ|2dx.

�
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4.5 Desigualdade de Observabilidade

Nesta subseção estabelecemos uma desigualdade de observabilidade para o sistema de Ti-

moshenko (4.6)− (4.9) em 1− d, usando técnicas multiplicativas. Mas antes disso precisamos

de alguns resultados auxiliares.

Lema 4.8. Para toda (ϕ, ψ) solução de (4.6)− (4.9), vale a seguinte desigualdade

[
ρ1

L∫

0

ϕtϕxxdx+ ρ2

L∫

0

ψtψxxdx+ ρ2

L∫

0

ψtψdx

]T

0

≥ −2LME(0), (4.45)

onde

M = max

{
1, 1 +

1

L
,
ρ1
κ

+
2ρ2
b

+
ρ2
κL

,
ρ1
κ

+
ρ2
b
+
ρ2
κL

}
<∞. (4.46)

Prova. Usando a desigualdade de Young, juntamente com o Lema 4.6 e o Corolário 4.7, segue

que

∣∣∣∣ρ1
L∫

0

ϕtϕxxdx+ ρ2

L∫

0

ψtψxxdx+ ρ2

L∫

0

ψtψdx

∣∣∣∣ ≤
ρ1L

2

L∫

0

|ϕt|2dx+
ρ1L

2

L∫

0

|ϕx|2dx

+
ρ2L

2

L∫

0

|ψt|2dx+
ρ2L

2

L∫

0

|ψx|2dx+
ρ2
2

L∫

0

|ψt|2dx+
ρ2
2

L∫

0

|ψ|2dx.

Consequentemente, obtemos

∣∣∣∣ρ1
L∫

0

ϕtϕxxdx+ ρ2

L∫

0

ψtψxxdx+ ρ2

L∫

0

ψtψdx

∣∣∣∣ ≤
ρ1L

2

L∫

0

|ϕt|2dx+

(
1 +

1

L

)
ρ2L

2

L∫

0

|ψt|2dx

+

(
ρ1
κ

+
2ρ2
b

+
1

λL

)
bL

2

L∫

0

|ψx|2dx+

(
ρ1
κ

+
ρ2
b

+
1

λL

)
κL

2

L∫

0

|ϕx + ψ|2dx.
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Substituindo λ = κ/ρ2 na equação acima obtemos

∣∣∣∣ρ1
L∫

0

ϕtϕxxdx+ ρ2

L∫

0

ψtψxxdx+ ρ2

L∫

0

ψtψdx

∣∣∣∣ ≤
ρ1L

2

L∫

0

|ϕt|2dx+

(
1 +

1

L

)
ρ2L

2

L∫

0

|ψt|2dx

+

(
ρ1
κ

+
2ρ2
b

+
ρ2
κL

)
bL

2

L∫

0

|ψx|2dx+

(
ρ1
κ

+
ρ2
b

+
ρ2
κL

)
κL

2

L∫

0

|ϕx + ψ|2dx,

e escolhendo

M = max

{
1, 1 +

1

L
,
ρ1
κ

+
2ρ2
b

+
ρ2
κL

,
ρ1
κ

+
ρ2
b
+
ρ2
κL

}
<∞, (4.47)

segue que

∣∣∣∣ρ1
L∫

0

ϕtϕxxdx+ ρ2

L∫

0

ψtψxxdx+ ρ2

L∫

0

ψtψdx

∣∣∣∣ ≤ LME(t).

Portanto, temos o resultado, isto é,

[
ρ1

L∫

0

ϕtϕxxdx+ ρ2

L∫

0

ψtψxxdx+ ρ2

L∫

0

ψtψdx

]T

0

≥ −2LME(0).

�

Agora estamos em condições de provarmos o principal resultado desta seção.

Teorema 4.9. Para todo T > 2LM vale a seguinte desigualdade de observabilidade

E(0) ≤ C(T )

[
ρ2

T∫

0

L∫

0

|ψt|2dxdt+
κL

2

T∫

0

|ϕx(L, t)|2dt
]
,

para toda solução de (4.6)− (4.9) onde C(T ) = 1/(T − 2LM) e

M = max

{
1, 1 +

1

L
,
ρ1
κ

+
2ρ2
b

+
ρ2
κL

,
ρ1
κ

+
ρ2
b
+
ρ2
κL

}
<∞.
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Prova. Multiplicamos a equação (4.6) por xϕx e integramos em (0, L)× (0, T ) para obtermos

T∫

0

L∫

0

[
ρ1ϕtt − κ(ϕx + ψ)x

]
xϕxdxdt = 0. (4.48)

Denotemos I1 := ρ1

T∫

0

L∫

0

ϕttϕxx dxdt. Realizando uma integração por partes e tendo em vista

as condições de contorno em (4.8), temos

I1 =


ρ1

L∫

0

ϕtϕxx dx



T

0

−
T∫

0

L∫

0

ρ1
2

d

dx
|ϕt|2x dxdt.

=


ρ1

L∫

0

ϕtϕxx dx



T

0

+
ρ1
2

T∫

0

L∫

0

|ϕt|2 dxdt. (4.49)

Substituindo (4.49) em (4.48) resulta que

Xϕ(t)

∣∣∣∣
T

0

+
ρ1
2

T∫

0

L∫

0

|ϕt|2 dxdt− κ

T∫

0

L∫

0

(ϕx + ψ)xϕxx dxdt = 0, (4.50)

onde Xϕ(t) := ρ1

L∫

0

xϕxϕtdx.

Analogamente, multiplicando a equação (4.7) por xψx obtemos

Xψ(t)

∣∣∣∣
T

0

+
ρ2
2

T∫

0

L∫

0

|ψt|2dxdt−
Lρ2
2

T∫

0

|ψt(L, t)|2dt+
b

2

T∫

0

L∫

0

|ψx|2dxdt

+Lκ

T∫

0

[
ϕx(L, t) + ψ(L, t)

]
ψ(L, t)dt− κ

T∫

0

L∫

0

(ϕx + ψ)xψx dxdt

−κ
T∫

0

L∫

0

(ϕx + ψ)ψdxdt = 0, (4.51)

onde Xψ(t) := ρ2

L∫

0

xψxψtdx.
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Finalmente, multiplicamos a equação (4.7) por ψ, integramos por partes e tendo em vista as

condições de contorno em (4.8), temos

Yψ(t)

∣∣∣∣
T

0

− ρ2

T∫

0

L∫

0

|ψt|2dxdt+ b

T∫

0

L∫

0

|ψx|2dxdt+ κ

T∫

0

L∫

0

(ϕx + ψ)ψdxdt = 0, (4.52)

onde Yψ(t) := ρ2

L∫

0

ψtψdx. Adicionando (4.50), (4.51) e (4.52) podemos escrever

[
Xϕ(t) +Xψ(t) + Yψ(t)

]T

0

+
1

2

T∫

0

L∫

0

[
ρ1|ϕt|2 + ρ2|ψt|2 + b|ψx|2

]
dxdt

−κ
T∫

0

L∫

0

(ϕx + ψ)x(ϕx + ψ)xdxdt+ Lκ

T∫

0

[
ϕx(L, t) + ψ(L, t)

]
ψ(L, t)dt

−Lρ2
2

T∫

0

|ψt(L, t)|2dt− ρ2

T∫

0

L∫

0

|ψt|2dxdt+ b

T∫

0

L∫

0

|ψx|2dxdt = 0. (4.53)

Por outro lado, temos que

κ

T∫

0

L∫

0

(ϕx + ψ)x(ϕx + ψ)xdxdt =
Lκ

2

T∫

0

|ϕx(L, t) + ψ(L, t)|2dt− κ

2

T∫

0

L∫

0

|ϕx + ψ|2dxdt. (4.54)

Levando em conta (4.53) e (4.54) deduzimos que

[
Xϕ(t) +Xψ(t) + Yψ(t)

]T

0

+
1

2

T∫

0

L∫

0

[
ρ1|ϕt|2 + ρ2|ψt|2 + b|ψx|2 + κ

L∫

0

|ϕx + ψ|2
]
dxdt

+b

T∫

0

L∫

0

|ψx|2dxdt+ Lκ

T∫

0

[
ϕx(L, t) + ψ(L, t)

]
ψ(L, t)dt− Lρ2

2

T∫

0

|ψt(L, t)|2dt

−Lκ
2

T∫

0

|ϕx(L, t) + ψ(L, t)|2dt− ρ2

T∫

0

L∫

0

|ψt|2dxdt = 0.
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Por outro lado, considerando que

Lκ

T∫

0

[
ϕx(L, t) + ψ(L, t)

]
ψ(L, t)dt− Lκ

2

T∫

0

|ϕx(L, t) + ψ(L, t)|2dt =

Lκ

2

T∫

0

|ψ(L, t)|2dt− Lκ

2

T∫

0

|ϕx(L, t)|2dt,

decorre que

[
Xϕ(t) +Xψ(t) + Yψ(t)

]T

0

+

T∫

0

E(t)dt+ b

T∫

0

L∫

0

|ψx|2dxdt+
Lκ

2

T∫

0

|ψ(L, t)|2dt

= ρ2

T∫

0

L∫

0

|ψt|2dxdt+
Lρ2
2

T∫

0

|ψt(L, t)|2dt+
Lκ

2

T∫

0

∣∣ϕx(L, t)
∣∣2dt,

onde E(t) é dada em (4.10).

De um modo geral, considerando a estimativa construı́da no Lema 4.8, temos a desigualdade

de observabilidade dada por

E(0) ≤ C(T )

[
ρ2

T∫

0

L∫

0

|ψt|2dxdt+
Lκ

2

T∫

0

|ψ(L, t)|2dt+ Lρ2
2

T∫

0

|ψt(L, t)|2dt+
κL

2

T∫

0

|ϕx(L, t)|2dt
]
,

onde C(T ) depende de T, L, ρ1, ρ2, κ, b. Cabe ressaltar que devido (ǔ, v̌) ∈ C2n segue que

ψ(L, t) = ψt(L, t) = 0 (ver 4.34). Portanto consideramos a seguinte estimativa

E(0) ≤ C(T )

[
ρ2

T∫

0

L∫

0

|ψt|2dxdt+
κL

2

T∫

0

|ϕx(L, t)|2dt
]
,

onde C(T ) = 1/(T − 2LM). �
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CAPÍTULO 5

SEMIDISCRETIZAÇÃO DO SISTEMA DE VIGAS DE

TIMOSHENKO

Neste capı́tulo analisamos do ponto de vista numérico das equações semidiscretas em diferenças

finitas o equivalente semidiscreto da propriedade de observabilidade (Teorema 4.9) do sistema

de Timoshenko (4.6)− (4.9).

O principal resultado deste capı́tulo versa sobre a perda de observabilidade numérica para a

dinâmica semidiscreta em diferenças finitas aplicadas ao sistema de Timoshenko.

5.1 Dinâmica Numérica Semidiscreta

Nesta subseção analisamos o análogo de (4.6) − (4.9) para semidiscretizações em diferenças

finitas do sistema de Timoshenko. Vamos considerar a semidiscretização para ilustrar o tipo

de problema que temos em mente. Dado J ∈ N definimos h = L/(J + 1) e introduzimos a

partição

0 = x0 < x1 < ... < xj < ... < xJ < xJ+1 = L, com xj = jh.
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Consideramos o seguinte sistema semidiscreto para o problema conservativo (4.6)− (4.9).

ρ1ϕ
′′

j − κ
ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1

h2
− κ

ψj+1 − ψj−1

2h
= 0, (5.1)

ρ2ψ
′′

j − b
ψj+1 − 2ψj + ψj−1

h2
+ κ

ϕj+1 − ϕj−1

2h
+ κ

ψj+1 + 2ψj + ψj−1

4
= 0, (5.2)

ϕ0 = ϕJ+1 = ψ0 = 0, (5.3)

b
ψJ+1 − ψJ

h
+
κh

2

[
ϕJ+1 − ϕJ

h
+
ψJ+1 + ψJ

2

]
= 0, (5.4)

ϕj(0) = ϕ0
j , ψj(0) = ψ0

j , ϕ
′

j(0) = ϕ1
j , ψ

′

j(0) = ψ1
j . (5.5)

Em (5.1)−(5.5) ′ denota a derivada com relação ao tempo e (ϕj, ψj) ≡ (ϕj(t), ψj(t)) para todo

j = 1, 2, ..., J e 0 < t < T .

A energia numérica das soluções de (5.1)− (5.5) é dada por

Eh(t) :=
h

2

J∑

j=0

[
ρ1|ϕ

′

j|2 + ρ2|ψ
′

j|2 + b

∣∣∣∣
ψj+1 − ψj

h

∣∣∣∣
2

+ κ

∣∣∣∣
ϕj+1 − ϕj

h
+
ψj+1 + ψj

2

∣∣∣∣
2]
, (5.6)

para todo t ≥ 0.

Proposição 5.1 (Conservação de Energia). Para qualquer h > 0 a energia total Eh(·) definida

em (5.6) satisfaz a taxa de variação

d

dt
Eh(t) = 0, ∀t ∈ [0, T ]. (5.7)

para toda (ϕ, ψ) solução de (5.1)− (5.5) e consequentemente temos

Eh(t) = Eh(0), ∀t ∈ [0, T ]. (5.8)

Prova. Multiplicando a equação (5.1) por hϕ′
j(t) e adicionando para j = 1, 2, ..., J , obtemos

ρ1
d

dt

h

2

J∑

j=1

|ϕ′
j|2 − κh

J∑

j=1

(
ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1

h2

)
ϕ′
j − κh

J∑

j=1

ψj+1 − ψj−1

2h
ϕ′
j = 0. (5.9)
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Considerando as condições contorno (5.3) temos

h

J∑

j=1

(
ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1

h2

)
ϕ′
j = − d

dt

h

2

J∑

j=0

∣∣∣∣
ϕj+1 − ϕj

h

∣∣∣∣
2

−
(
ϕ1 − ϕ0

h

)
ϕ′
0

+

(
ϕJ+1 − ϕJ

h

)
ϕ′
J+1. (5.10)

Além disso,

h
J∑

j=1

ψj+1 − ψj−1

2h
ϕ′
j = −h

J∑

j=0

ψj+1 + ψj
2

ϕ′
j+1 − ϕ′

j

h

−
(
ψ1 + ψ0

2

)
ϕ′
0 +

(
ψJ+1 + ψJ

2

)
ϕ′
J+1. (5.11)

Combinando (5.9), (5.10) e (5.11) concluı́mos que

d

dt

h

2

J∑

j=0

ρ1|ϕ′
j|2 − κ

[(
ϕJ+1 − ϕJ

h
+
ψJ+1 + ψJ

2

)
ϕ′
J+1 − κ

(
ϕ1 − ϕ0

h
+
ψ1 + ψ0

2

)
ϕ′
0

]

+κh
J∑

j=0

(
ϕj+1 − ϕj

h
+
ψj+1 + ψj

2

)
ϕ′
j+1 − ϕ′

j

h
= 0. (5.12)

De forma análoga, multiplicamos a equação (4.7) por hψ′
j e obtemos

d

dt

h

2

J∑

j=0

[
ρ2|ψ′

j|2 + b

∣∣∣∣
ψj+1 − ψj

h

∣∣∣∣
2]

− b

[(
ψJ+1 − ψJ

h

)
ψ′
J+1 − b

(
ψ1 − ψ0

h

)
ψ′
0

]

+κh
J∑

j=0

(
ϕj+1 − ϕj

h
+
ψj+1 + ψj

2

)
ψ′
j+1 + ψ′

j

2

−κh
2

[(
ϕ1 − ϕ0

h
+
ψ1 + ψ0

2

)
ψ′
0 +

(
ϕJ+1 − ϕJ

h
+
ψJ+1 + ψJ

2

)
ψ′
J+1

]
= 0. (5.13)
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E assim, somando as equações (5.12) e (5.13) obtemos

d

dt

h

2

J∑

j=0

[
ρ1|ϕ′

j|2 + ρ2|ψ′
j|2 + b

∣∣∣∣
ψj+1 − ψj

h

∣∣∣∣
2]

− b

[(
ψJ+1 − ψJ

h

)
ψ′
J+1 − b

(
ψ1 − ψ0

h

)
ψ′
0

]

+κh
J∑

j=0

(
ϕj+1 − ϕj

h
+
ψj+1 + ψj

2

)(
ϕ′
j+1 − ϕ′

j

h
+
ψ′
j+1 + ψ′

j

2

)

−κh
2

[(
ϕ1 − ϕ0

h
+
ψ1 + ψ0

2

)
ψ′
0 +

(
ϕJ+1 − ϕJ

h
+
ψJ+1 + ψJ

2

)
ψ′
J+1

]
= 0,

ou equivalentemente

d

dt

h

2

J∑

j=0

[
ρ1|ϕ′

j|2 + ρ2|ψ′
j|2 + b

∣∣∣∣
ψj+1 − ψj

h

∣∣∣∣
2

+ κ

∣∣∣∣
ϕj+1 − ϕj

h
+
ψj+1 + ψj

2

∣∣∣∣
2
]

−b
[(

ψJ+1 − ψJ
h

)
ψ′
J+1 − b

(
ψ1 − ψ0

h

)
ψ′
0

]
− κh

2

[(
ϕ1 − ϕ0

h
+
ψ1 + ψ0

2

)
ψ′
0

+

(
ϕJ+1 − ϕJ

h
+
ψJ+1 + ψJ

2

)
ψ′
J+1

]
= 0.

Usando as condições de contorno (5.3)− (5.4) obtemos
d

dt
Eh(t) = 0 e em seguida, Eh(t) =

Eh(0), para todo t ∈ [0, T ] onde Eh(t) é dada em (5.6). �

5.1.1 Problema Espectral Semidiscreto

Para tornar precisa nossas afirmações consideramos o problema espectral semidiscreto associ-

ado ao sistema (5.1)− (5.5), o qual é dado por

λρ1ǔj + κ
ǔj+1 − 2ǔj + ǔj−1

h2
+ κ

v̌j+1 − v̌j−1

2h
= 0, (5.14)

λρ2v̌j + b
v̌j+1 − 2v̌j + v̌j−1

h2
− κ

ǔj+1 − ǔj−1

2h
− κ

v̌j+1 + 2v̌j + v̌j−1

4
= 0, (5.15)

ǔ0 = ǔJ+1 = v̌0 = 0, (5.16)

b
v̌J+1 − v̌J

h
+
κh

2

[
ǔJ+1 − ǔJ

h
+
v̌J+1 + v̌J

2

]
= 0. (5.17)
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Vamos denotar por λ1(h), λ2(h), ..., λJ(h), os J autovalores de (5.14)− (5.17), satisfazendo

0 < λ1(h) < λ2(h) < ... < λN(h), com N = J/2.

Estes autovalores são dados por

λn(h) =
4

h2
sin2

(nπh
L

)(ρ1
κ

+
ρ2
b
σ(h)

)−1

, (5.18)

onde

σ(h) =
4b

4b− κh2
cos2

(nπh
L

)
−→ 1, com h→ 0 (h 6= 2

√
b/κ). (5.19)

Teorema 5.2. A solução não trivial do problema espectral (5.14)− (5.17) é dada por

ǔj = A sin
(2nπxj

L

)
e v̌j = B

[
1− cos

(2nπxj
L

)]
, (5.20)

onde

B

A
=

2κh

4b− κh2
cot

(
nπh

L

)
com h 6= 2

√
b/κ, (5.21)

se, e somente se,

σ(h)
κ

ρ1
+

b

ρ2
=

4

h2
sin2

(nπh
L

) b
ρ1
. (5.22)

Prova. É fácil ver que a solução (ǔj, v̌j) satisfaz as condições de contorno (5.16). Agora mos-

tramos que ela também satisfaz as condições de contorno (5.17) e daı́ obtemos relação (5.21).

Levando em consideração que ǔJ+1 = 0, podemos reescrever (5.17) como

(
b

h
+
κh

4

)
v̌J+1 −

(
b

h
− κh

4

)
v̌J =

κ

2
ǔJ .

Agora substituindo ǔJ , v̌J e v̌J+1 segue que

(
4b+ κh2

4h

)
B

[
1− cos

(2nπxJ+1

L

)]
−
(
4b− κh2

4h

)
B

[
1− cos

(2nπxJ
L

)]
=
κA

2
sin
(2nπxJ

L

)
,
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e como cos
(2nπxJ+1

L

)
= 1 obtemos

−
(
4b− κh2

4h

)
B

[
1− cos

(2nπxJ
L

)]
=
κA

2
sin
(2nπxJ

L

)
.

Considerando as identidades dadas por

cos
(2nπxJ

L

)
= cos

(2nπh
L

)
e sin

(2nπxJ
L

)
= − sin

(2nπh
L

)
,

podemos escrever

4b− κh2

4h
B

[
1− cos

(2nπh
L

)]
=
κA

2
sin
(2nπh

L

)
,

4b− κh2

2h
B sin2

(nπh
L

)
=
κ

2
A sin

(2nπh
L

)
,

Consequentemente,

(
4b− κh2

)
B sin2

(nπh
L

)
= κhA sin

(2nπh
L

)
. (5.23)

De onde obtemos a seguinte relação

B

A
=

2κh

4b− κh2
cot

(
nπh

L

)
com h 6= 2

√
b/κ.

É importante ressaltar aqui a convergência de B/A para o caso contı́nuo na classe C2n no limite

de h tendendo à zero, ou seja,

B

A
=

2κL

(4b− κh2)nπ
cos
(
nπh/L

)[sin
(
nπh/L

)

nπh/L

]−1

−→ κL

2nπb
,

com h→ 0.

Agora que conhecemos os autovetores (ǔj, v̌j) e a relação B/A podemos aplicá-los nas

equações de (5.14)− (5.15).
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Para a equação (5.14) temos

λρ1A sin
(2nπxj

L

)
− 2κA

h2
sin
(2nπxj

L

)
+
κA

h2

[
sin
(2nπxj+1

L

)
+ sin

(2nπxj−1

L

)]

−κB
2h

[
cos
(2nπxj+1

L

)
− cos

(2nπxj−1

L

)]
= 0.

Usando relações trigonométricas elementares, reescrevemos

λρ1A− 2κ

h2
A+

2κ

h2
A cos

(2nπh
L

)
+
κ

h
B sin

(2nπh
L

)
= 0,

desde que sin(2nπxj/L) 6= 0.

Simplificando convenientemente, obtemos

λρ1A− 2κA

h2

(
1− cos

(2nπh
L

))
+
κB

h
sin
(2nπh

L

)
= 0,

λρ1A− 4κA

h2
sin2

(nπh
L

)
+
κB

h
sin
(2nπh

L

)
= 0.

E daı́, obtemos a sequência os autovalores

λ =
4κ

ρ1h2
sin2

(nπh
L

)
− κB

ρ1Ah
sin
(2nπh

L

)
. (5.24)

Para a equação (5.15) temos

λρ2v̌j + b
v̌j+1 − 2v̌j + v̌j−1

h2
− κ

ǔj+1 − ǔj−1

2h
− κ

v̌j+1 + 2v̌j + v̌j−1

4
= 0. (5.25)

Em seguida, usamos a identidade dada por

v̌j+1 + 2v̌j + v̌j−1

4
= v̌j +

v̌j+1 − 2v̌j + v̌j−1

4
,

para reescrevermos a equação (5.25) da seguinte forma:

(
λρ2 − κ

)
v̌j +

(
4b− κh2

4h2

)(
v̌j+1 − 2v̌j + v̌j−1

)
− κ

2h

(
ǔj+1 − ǔj−1

)
= 0.
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Substituindo os autovetores (ǔj, v̌j) temos

B
(
λρ2 − κ

)[
1− cos

(2nπxj
L

)]
− κA

2h

[
sin
(2nπxj+1

L

)
− sin

(2nπxj−1

L

)]

−B
(
4b− κh2

4h2

)[
cos
(2nπxj+1

L

)
− 2 cos

(2nπxj
L

)
+ cos

(2nπxj−1

L

)]
= 0.

Em seguida, usamos relações trigonométricas na adição e subtração do sin(·) e cos(·).

B
(
λρ2 − κ

)[
1− cos

(2nπxj
L

)]
− κA

h
sin
(2nπh

L

)
cos
(2nπxj

L

)

+2B

(
4b− κh2

4h2

)
cos
(2nπxj

L

)[
1− cos

(2nπh
L

)]
= 0.

E assim,

2B
(
λρ2 − κ

)
sin2

(nπxj
L

)
− κA

h
sin
(2nπh

L

)
cos
(2nπxj

L

)

+B

(
4b− κh2

h2

)
cos
(2nπxj

L

)
sin2

(nπh
L

)
= 0,

ou

2B
(
λρ2 − κ

)
sin2

(nπxj
L

)

+
1

h2

[(
4b− κh2

)
B sin2

(nπh
L

)
− κhA sin

(2nπh
L

)]
cos
(2nπxj

L

)
= 0.

Consequentemente resulta que

λ =
κ

ρ2
, (5.26)

pois como sabemos (ver 5.23),
(
4b− κh2

)
B sin2

(
nπh
L

)
− κhA sin

(
2nπh
L

)
= 0.

Igualando (5.24) e (5.26) obtemos a relação dada por

σ(h)
κ

ρ1
+

b

ρ2
=

4

h2
sin2

(nπh
L

) b
ρ1
, (5.27)

onde σ(h) = 4b/(4b− κh2) cos2
(
nπh/L

)
.
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A recı́proca segue de modo análogo ao que é feito no Teorema 4.4 e portanto encerramos a

demonstração. �

Devido as equações (5.24), (5.26) e (5.27) podemos afirmar que

λρ1
κ

=
4

h2
sin2

(nπh
L

)
− B

Ah
sin
(2nπh

L

)
.

=
4

h2
sin2

(nπh
L

)
− 4κ

4b− κh2
cos2

(nπh
L

)
.

Escolhendo

σ(h) :=
4b

4b− κh2
cos
(nπh
L

)
,

temos

λρ1
κ

=
4

h2
sin2

(nπh
L

)
− κ

b
σ(h) =

4

h2
sin2

(nπh
L

)
− λρ2

b
σ(h)

e consequentemente

λ

(
ρ1
κ

+
ρ2
b
σ(h)

)
=

4

h2
sin2

(nπh
L

)
.

Seguindo o análogo contı́nuo em (4.32) denotamos a seguinte classe de autovetores com

modo de vibração par, isto é:

C2n(h) :=





(ǔj, v̌j) solução do problema (5.14)-(5.17) tal que

ǔj = A sin
(

2nπxj
L

)
, v̌j = B

[
1− cos

(
2nπxj
L

)]
,

B
A
= 2κh

4b−κh2 cot
(
nπh
L

)
com h 6= 2

√
b/κ e

σ(h) κ
ρ1

+ b
ρ2

= 4
h2

sin2
(
nπh
L

)
b
ρ1

com limh→0 σ(h) = 1.

(5.28)

Diferentemente do que ocorre no contı́nuo, afirmamos que apenas essa subclasse de soluções

numéricas satisfazem o problema (5.14)− (5.17). Ou seja, autovetores na classe C2n+1(h) não

o satisfazem. Isto fica evidente quando substituı́mos (ǔj, v̌j) ∈ C2n+1(h) nas equações (5.15) e

(5.17), pois resulta numa contradição que pode ser vista na proposição seguinte.

Proposição 5.3. Afirmamos que as soluções (ǔj, v̌j) ∈ C2n+1(h) não satisfazem o problema

(5.14)− (5.17).
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Prova. De fato, consideramos soluções (ǔj, v̌j) ∈ C2n+1(h), isto é:

ǔj = A sin

(
(2n+ 1)πxj

L

)
e v̌j = B

[
1− cos

(
(2n+ 1)πxj

L

)]
, (5.29)

e em seguida, substituı́mos na equação (5.15) para obtermos

2B
(
λρ2 − κ

)
sin2

(
(2n+ 1)πxj

L

)

+
1

h2

[(
4b− κh2

)
B sin2

(
(2n+ 1)πh

2L

)
− κhA sin

((2n+ 1)πh

L

)]
cos

(
(2n+ 1)πxj

L

)
= 0.

Daı́, decorre que

B

A
=

κh

4b− κh2

sin
(

(2n+1)πh
L

)

sin2
(

(2n+1)πh
2L

) , com h 6= 2
√
b/κ. (5.30)

Por outro lado, substituindo na equação (5.17) obtemos

(
4b+ κh2

4h

)
B

[
1− cos

(
(2n+ 1)πxJ+1

L

)]
−
(
4b− κh2

4h

)
B

[
1− cos

(
(2n+ 1)πxJ

L

)]

=
κA

2
sin

(
(2n+ 1)πxJ

L

)
,

e como cos
(

(2n+1)πxJ+1

L

)
= −1, segue que

(
4b+ κh2

)
B −

(
4b− κh2

)
B sin2

(
(2n+ 1)πxJ

2L

)
= κhA sin

(
(2n+ 1)πxJ

L

)
.

Tendo em vista que

sin

(
(2n+ 1)πxJ

2L

)
= (−1)n cos

(
(2n+ 1)πh

2L

)
e sin

(
(2n+ 1)πxJ

L

)
= sin

(
(2n+ 1)πh

L

)
,

decorre que

(
4b+ κh2

)
B −

(
4b− κh2

)
B cos2

(
(2n+ 1)πh

2L

)
= κhA sin

(
(2n+ 1)πh

L

)
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e por conseguinte

(
4b+ κh2

)
B −

(
4b− κh2

)
B

[
1− sin2

(
(2n+ 1)πh

2L

)]
= κhA sin

(
(2n+ 1)πh

L

)
.

O que implica em

B

A
=

κh sin
(

(2n+1)πh
L

)

2κh2 +
(
4b− κh2

)
sin2

(
(2n+1)πh

2L

) . (5.31)

Comparando (5.30) e (5.31) vemos a contradição. �

De agora em diante, quando falarmos em solução numérica ficará implı́cito que estamos

considerando a classe de autovetores C2n(h).

O principal objetivo desta seção é analisar a versão semidiscreta da desigualdade de obser-

vabilidade (4.48), ou seja:

E(0) ≤ C(T, h)

[
ρ2h

J∑

j=0

T∫

0

|ψ′
j(t)|2dt+

κL

2

T∫

0

∣∣∣∣
ϕJ(t)

h

∣∣∣∣
2

dt

]
. (5.32)

O resultado seguinte afirma que isso é falso, ou seja, a constante C(T, h) não é limitada.

Teorema 5.4. Para qualquer T > 0, temos

sup
(ϕ,ψ) resolve (5.1)− (5.5)

Eh(0)

ρ2h

J∑

j=0

T∫

0

|ψ′
j(t)|2dt+

κL

2

T∫

0

∣∣∣∣
ϕJ(t)

h

∣∣∣∣
2

dt

→ ∞, (5.33)

com h→ 0.

Como foi visto na introdução, este fato se deve a introdução de soluções numéricas espúrias

próprias do esquema numérico em diferenças finitas.

Para provar o Teorema (5.4) utilizamos o mesmo procedimento usado por Infante e Zuazua

[26], que consiste em analisarmos o espectro de (5.1)−(5.5) e usarmos as técnicas multiplicati-

vas para obtermos a identidade de observabilidade e concluir a respeito da perda de observabili-

dade numérica. Para provar a contrapartida positiva do Teorema (5.4), isto é, a desigualdade da
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forma (5.32) que seja uniforme quando h→ 0, usamos também as técnicas multiplicativas dis-

cretas. Como mencionado acima, para que essas desigualdades sejam uniformes com respeito

ao parâmetro de malha h, temos que descartar as soluções numéricas espúrias introduzidas pelo

esquema numérico sob consideração.

A solução explı́cita do problema (5.1) − (5.5) pode ser encontrada utilizando o Método da

Separação de Variáveis como segue na proposição abaixo em séries de Fourier.

Proposição 5.5. A solução do sistema (5.1) − (5.5) é dada pelo desenvolvimento da série de

Fourier

ϕ(xj, t) =
∞∑

n=1

[
an cos

(√
λn(h)t

)
+ bn sin

(√
λn(h)t

)]
ǔn, (5.34)

ψ(xj, t) =
∞∑

n=1

[
an cos

(√
λn(h)t

)
+ bn sin

(√
λn(h)t

)]
v̌n, (5.35)

onde

λn(h) =
4

h2
sin2

(nπh
L

)(ρ1
κ

+
ρ2
b
σ(h)

)−1

, σ(h) =
4b

4b− κh2
cos2

(nπh
L

)

e an, bn são os coeficientes de Fourier, ǔn = (ǔn,1, ..., ǔn,J), v̌
n = (v̌n,1, ..., v̌n,J) os autove-

tores associados, onde cada componente é dada por ǔn,j = A sin
(

2nπxj
L

)
e v̌n,j = B

(
1 −

cos
(

2nπxj
L

))
com a relação B/A = (2κh/(4b− κh2)) cot(nπh/L).

Prova. Assumimos que

ϕj(t) := S(t)ǔj e ψj(t) := S(t)v̌j, ∀t ≥ 0, ∀j = 1, 2, ..., J, (5.36)

e substituı́mos (5.36) em (5.1)− (5.5) para obtermos

S
′′

(t)

S(t)
=

[
κ
ǔj+1 − 2ǔj + ǔj−1

h2
+ κ

v̌j+1 − v̌j−1

2h

]
1

ρ1ǔj
= −λ, (5.37)

S
′′

(t)

S(t)
=

[
b
v̌j+1 − 2v̌j + v̌j−1

h2
− κ

ǔj+1 − ǔj−1

2h
− κ

v̌j+1 + 2v̌j + v̌j−1

4

]
1

ρ2v̌j
= −λ. (5.38)
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Para soluções não triviais tomamos λ > 0. Em seguida, obtemos o problema espectral dado

pelo sistema (5.14) − (5.17). Levando em conta as condições de contorno (5.16), (5.17) e o

Teorema 5.2, sabemos que os autovetores ǔn = (ǔn,1, ..., ǔn,J), v̌
n = (v̌n,1, ..., v̌n,J) são dados

por

ǔn,j = A sin
(2nπxj

L

)
e v̌n,j = B

(
1− cos

(2nπxj
L

))
,

com a relação B/A = (2κh/(4b− κh2)) cot(nπh/L).

Consequentemente, os autovalores são dados por

λn(h) =
4

h2
sin2

(nπh
L

)(ρ1
κ

+
ρ2
b
σ(h)

)−1

, onde σ(h) =
4b

4b− κh2
cos2

(nπh
L

)
, ∀ n = 1, ..., J.

Retornando a (5.37) e (5.38) obtemos a equação S ′′(t) + λS(t) = 0, para todo t ∈ [0, T ].

Resolvendo obtemos

Sn(t) = an sin

(√
λn(h)t

)
+ bn cos

(√
λn(h)t

)
, n = 1, ..., J, ∀t > 0, (5.39)

onde an, bn são os coeficientes de Fourier. Assim o resultado é estabelecido. �

Verifica-se sem muita dificuldade que as soluções as quais se referem a proposição anterior

satisfazem pontualmente as equações (5.1)− (5.5) e no limite de h→ 0, temos que

u(xj, t) → u(x, t) e v(xj, t) → v(x, t) (5.40)

em que u(x, t) e v(x, t) são as soluções (4.33) e (4.34) do sistema (4.6)− (4.9).

Nosso próximo resultado versa sobre a perda de observabilidade numérica para o sistema es-

pectral (5.14)−(5.17). Esse resultado é fundamental para que possamos demonstrar o resultado

mais importante deste capı́tulo, que é o Teorema 5.4.

5.1.2 Observabilidade dos Autovetores

Aqui mostramos que o problema espectral é acometido de uma perda de observabilidade. Para

isto, precisamos de alguns resultados preliminares.
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Lema 5.6. Para qualquer solução (ǔj, v̌j) do problema espectral (5.14)− (5.17), vale

bh
J∑

j=0

∣∣∣∣
v̌j+1 − v̌j

h

∣∣∣∣
2

+ κh
J∑

j=0

∣∣∣∣
ǔj+1 − ǔj

h
+
v̌j+1 + v̌j

2

∣∣∣∣
2

= λρ1h
J∑

j=0

|ǔj|2 + λρ2h
J∑

j=0

|v̌j|2.

Prova. Multiplicamos a equação (5.14) por hǔj e efetuamos o somatório para 1 ≤ j ≤ J . Daı́,

segue que

λρ1h

J∑

j=1

|ǔj|2 + κh

J∑

j=1

ǔj+1 − 2ǔj + ǔj−1

h2
ǔj + κh

J∑

j=1

v̌j+1 − v̌j−1

2h
ǔj = 0.

Após simplificações, podemos escrever

λρ1h
J∑

j=0

|ǔj|2 − κh
J∑

j=0

∣∣∣∣
ǔj+1 − ǔj

h

∣∣∣∣
2

− κh
J∑

j=0

ǔj+1 − ǔj
h

v̌j+1 + v̌j
2

−λρ1h|ǔ0|2 − κh
ǔ1 − ǔ0
h2

ǔ0 + κh
ǔJ+1 − ǔJ

h2
ǔJ+1 + κh

v̌1 + v̌0
2

ǔ0
h

+ κh
v̌J+1 + v̌J

2

ǔJ+1

h
= 0.

Consequentemente, levando em conta as condições de contorno (5.16) obtemos

λρ1h

J∑

j=0

|ǔj|2 − κh

J∑

j=0

∣∣∣∣
ǔj+1 − ǔj

h

∣∣∣∣
2

− κh

J∑

j=0

ǔj+1 − ǔj
h

v̌j+1 + v̌j
2

= 0. (5.41)

Analogamente, multiplicamos a equação (5.15) por hv̌j e obtemos

λρ2h
J∑

j=0

|v̌j |2 − bh
J∑

j=0

∣∣∣∣
v̌j+1 − v̌j

h

∣∣∣∣
2

− κh
J∑

j=0

∣∣∣∣
v̌j+1 + v̌j

2

∣∣∣∣
2

− κh
J∑

j=0

ǔj+1 − ǔj
h

v̌j+1 + v̌j
2

−λρ2h|v̌0|2 − bh
v̌1 − v̌0
h2

v̌0 + bh
v̌J+1 − v̌J

h2
v̌J+1 + κ

(ǔJ+1 − ǔJ)v̌J+1

2
+ κh

(v̌J+1 + v̌J)v̌J+1

4
= 0,

e devido as condições de contorno (5.16) e (5.17) temos que

λρ2h

J∑

j=0

|v̌j|2 − bh

J∑

j=0

∣∣∣∣
v̌j+1 − v̌j

h

∣∣∣∣
2

− κh

J∑

j=0

∣∣∣∣
v̌j+1 + v̌j

2

∣∣∣∣
2

−κh
J∑

j=0

ǔj+1 − ǔj
h

v̌j+1 + v̌j
2

= 0. (5.42)
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Somando as equações (5.41) e (5.42) obtemos o resultado

λρ1h

J∑

j=0

|ǔj |2 + λρ2h

J∑

j=0

|v̌j |2 − bh

J∑

j=0

∣∣∣∣
v̌j+1 − v̌j

h

∣∣∣∣
2

− κh

J∑

j=0

∣∣∣∣
ǔj+1 − ǔj

h
+
v̌j+1 + v̌j

2

∣∣∣∣
2

= 0.

�

Lema 5.7 (Observabilidade dos Autovetores). Para qualquer solução (ǔj, v̌j) do problema es-

pectral (5.14)− (5.17), vale

bh
J∑

j=0

∣∣∣∣
v̌j+1 − v̌j

h

∣∣∣∣
2

+ κh
J∑

j=0

∣∣∣∣
ǔj+1 − ǔj

h
+
v̌j+1 + v̌j

2

∣∣∣∣
2

=
2κL

4− p(λ)h2

∣∣∣∣
ǔJ
h

∣∣∣∣
2

+ λρ2

(
1− κ

b
σ(h)

)
.

Prova. Consideramos a normalização unitária dos autovetores (ǔj, v̌j) no Lema 5.6, isto é,

assumimos h
J∑

j=0

|ǔj|2 = h
J∑

j=0

|v̌j|2 = 1. Portanto obtemos

bh
J∑

j=0

∣∣∣∣
v̌j+1 − v̌j

h

∣∣∣∣
2

+ κh
J∑

j=0

∣∣∣∣
ǔj+1 − ǔj

h
+
v̌j+1 + v̌j

2

∣∣∣∣
2

= λρ1 + λρ2. (5.43)

Notemos que

v̌j+1 − v̌j−1 = B

[
1− cos

(2nπxj+1

L

)
− 1 + cos

(2nπxj−1

L

)]

= −B
[
cos
(2nπxj+1

L

)
− cos

(2nπxj−1

L

)]

= 2B sin
(2nπh

L

)
sin
(2nπxj

L

)

= 2
B

A
sin
(2nπh

L

)
ǔj. (5.44)

Substituindo (5.44) em (5.14) temos a equação

p(λ)ǔj +
ǔj+1 − 2ǔj + ǔj−1

h2
= 0, (5.45)

onde p(λ) = λρ1
κ

+ B
A

1
h
sin
(

2κπh
L

)
.
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Passamos a analisar o seguinte problema espectral:

− ǔj+1 − 2ǔj + ǔj−1

h2
= p(λ)ǔj, (5.46)

ǔ0 = ǔJ+1 = 0. (5.47)

Note que substituı́ndo a relação B/A dada em 5.21 no autovalor p(λ), obtemos a seguinte

identidade

p(λ) = λ

(
ρ1
κ

+
ρ2
b
σ(h)

)
=

4

h2
sin2

(nπh
L

)
, (5.48)

onde σ(h) é dado em (5.19).

Tendo em mente o problema espectral (5.46)−(5.47), multiplicamos a primeira equação por

hǔj , efetuamos o somatório para 1 ≤ j ≤ J e usamos as condições de contorno de Dirichlet

homogêneas para obtermos

h

J∑

j=0

∣∣∣∣
ǔj+1 − ǔj

h

∣∣∣∣
2

= p(λ)h
J∑

j=0

|ǔj|2. (5.49)

Em seguida multiplicamos a equação espectral (5.46) por jh(ǔj+1 − ǔj−1)/2, efetuamos o

somatório para 1 ≤ j ≤ J e obtemos

− h

J∑

j=1

ǔj+1 + ǔj−1

h2
j(ǔj+1 − ǔj−1)

2
+ 2h

J∑

j=1

ǔj
h2
j(ǔj+1 − ǔj−1)

2
= p(λ)h

J∑

j=1

ǔj
j(ǔj+1 − ǔj−1)

2
.

Usamos a identidade dada por,

h
J∑

j=1

jǔj(ǔj+1 − ǔj−1) = −h
J∑

j=0

ǔjǔj+1

e as condições de contorno de Dirichlet homogêneas (5.47) para obtermos,

1

h2
− L

2

∣∣∣∣
ǔJ
h

∣∣∣∣
2

− h

h2

J∑

j=0

ǔj+1ǔj = −p(λ)h
2

J∑

j=0

ǔj+1ǔj.
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Considerando a identidade acima na identidade 5.49 e assumindo a normalização unitária,

isto é, h
J∑

j=0

|ǔj|2 = 1 temos:

1

h2
− L

2

∣∣∣∣
ǔJ
h

∣∣∣∣
2

− 1

h2
+
p(λ)

2
= −p(λ)

2

(
1− p(λ)h2

2

)

p(λ)

2
+
p(λ)

2

(
1− p(λ)h2

2

)
=

L

2

∣∣∣∣
ǔJ
h

∣∣∣∣
2

p(λ)

2

(
4− p(λ)h2

2

)
=

L

2

∣∣∣∣
ǔJ
h

∣∣∣∣
2

p(λ)

2

(
4− p(λ)h2

2

)
=

L

2

∣∣∣∣
ǔJ
h

∣∣∣∣
2

. (5.50)

Consequentemente,

p(λ) =
2L

4− p(λ)h2

∣∣∣∣
ǔJ
h

∣∣∣∣
2

. (5.51)

Para mais detalhes da demonstração consulte a seção 2.2 em [26].

Por outro lado, sabemos de (5.24) que

λ = λn =
4κ

ρ1h2
sin2

(nπh
L

)
− κB

ρ1Ah
sin
(2nπh

L

)

e de 5.48 que

p(λ) =
4

h2
sin2

(nπh
L

)
,

e assim podemos escrever

λρ1 =
2κL

4− p(λ)h2

∣∣∣∣
ǔJ
h

∣∣∣∣
2

− λρ2
κ

b
σ(h). (5.52)

Combinando (5.43) e (5.52) obtemos o resultado

bh

J∑

j=0

∣∣∣∣
v̌j+1 − v̌j

h

∣∣∣∣
2

+ κh

J∑

j=0

∣∣∣∣
ǔj+1 − ǔj

h
+
v̌j+1 + v̌j

2

∣∣∣∣
2

=
2κL

4− p(λ)h2

∣∣∣∣
ǔJ
h

∣∣∣∣
2

+ λρ2

(
1− κ

b
σ(h)

)
. (5.53)
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A identidade acima nos mostra que a energia total dos autovetores pode ser obtida de forma

explı́cita por meio da quantidade expressa no lado direito da equação acima.

Por outro lado, é fácil verificar que

p(λ) < 4, (5.54)

para todo h > 0 e todo autovalor do sistema (5.14) − (5.17). Mas, obviamente, (5.54) não

exclui o blow-up da constante no lado direito de (5.53). Na verdade, pode-se verificar que

p(λN)h
2 → 4, N = J/2, com J par e h→ 0.

Portanto um blow-up ocorre. �

Agora estamos em condições de demonstrarmos o Teorema 5.4, um dos principais resultados

deste capı́tulo.

Prova do Teorema 5.4 - Perda de Observabilidade

Para mostrarmos a perda de observabilidade das soluções de (5.1) − (5.5), da qual trata o

Teorema 5.4, vamos considerar ψj(t) e que ϕN(t) seja uma solução particular associada ao

N−ésimo autovalor, isto é,

ψj(t) = ei
√
λtv̌n e ϕJ(t) = ei

√
λN tǔJ com N = J/2 ∈ Z, (5.55)

onde lembramos que λn = p(λn)
(
ρ1
κ
+ ρ2

b
σ(h)

)−1
.

O lado direito da desigualdade de observabilidade 5.32 pode ser expresso por

ρ2h

J∑

j=0

T∫

0

∣∣ψ′

j(t)
∣∣2dt+ κL

2

T∫

0

∣∣∣∣
ϕJ(t)

h

∣∣∣∣
2

dt = T

[
λρ2h

J∑

j=0

|v̌j|2 +
κL

2

∣∣∣∣
ǔJ,J
h

∣∣∣∣
2]
. (5.56)
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Do Lema 5.7 obtemos que,

ρ2h

J∑

j=0

T∫

0

∣∣ψ′

j(t)
∣∣2dt+ κL

2

T∫

0

∣∣∣∣
ϕJ(t)

h

∣∣∣∣
2

dt = Tλρ2h

J∑

j=0

|v̌j|2

+
T (4− p(λN)h

2)

4
h

J∑

j=0

[
b

∣∣∣∣
v̌N,j+1 − v̌N,j

h

∣∣∣∣
2

+ κ

∣∣∣∣
ǔN,j+1 − ǔN,j

h
+
v̌N,j+1 − v̌N,j

2

∣∣∣∣
2]

+
T (4− p(λN)h

2)

4

B

A

κ

h
sin
(2nπh

L

)
− λρ2

T (4− p(λN)h
2)

4
. (5.57)

Por outro lado, considerando o funcional de energia (5.6), para t = 0 e usando o Lema 5.6,

temos:

Eh(0) =
h

2

J∑

j=0

[
λρ1|ǔJ,j |2 + λρ2|v̌J,j |2 + b

∣∣∣∣
v̌J,j+1 − v̌J,j

h

∣∣∣∣
2

+ κ

∣∣∣∣
ǔJ,j+1 − ǔJ,j

h
+
v̌J,j+1 − v̌J,j

2

∣∣∣∣
2]
.

De onde vem,

h

J∑

j=0

[
b

∣∣∣∣
v̌J,j+1 − v̌J,j

h

∣∣∣∣
2

+ κ

∣∣∣∣
ǔJ,j+1 − ǔJ,j

h
+
v̌J,j+1 − v̌J,j

2

∣∣∣∣
2]

= Eh(0). (5.58)

Por conseguinte, substituindo a expressão anterior em (5.57), obtemos:

ρ2h

J∑

j=0

T∫

0

∣∣ψ′

j(t)
∣∣2dt+ κL

2

T∫

0

∣∣∣∣
ϕJ(t)

h

∣∣∣∣
2

dt = T

[
λρ2h

J∑

j=0

|v̌j |2 +
4− p(λN )h

2

4
Eh(0)

]

− T (4− p(λN )h
2)

4
λρ2

(
1− κ

b
σ(h)

)
,

e para h
J∑

j=0

|v̌j|2 = 1 resulta em,

Eh(0)

ρ2h

J
∑

j=0

T
∫

0

∣

∣ψ
′

j(t)
∣

∣

2
dt+

κL

2

T
∫

0

∣

∣

∣

∣

ϕJ (t)

h

∣

∣

∣

∣

2

dt

=



















1− Tλρ2

ρ2h

J
∑

j=0

T
∫

0

∣

∣ψ
′

j(t)
∣

∣

2
dt+

κL

2

T
∫

0

∣

∣

∣

∣

ϕN (t)

h

∣

∣

∣

∣

2

dt



















4

T (4− p(λN )h2)

+
1

ρ2h

J
∑

j=0

T
∫

0

∣

∣ψ
′

j(t)
∣

∣

2
dt+

κL

2

T
∫

0

∣

∣

∣

∣

ϕN (t)

h

∣

∣

∣

∣

2

dt

λρ2

(

1− κ

b
σ(h)

)

,
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e consequentemente

Eh(0)

ρ2h

J
∑

j=0

T
∫

0

∣

∣ψ
′

j(t)
∣

∣

2
dt+

κL

2

T
∫

0

∣

∣

∣

∣

ϕJ (t)

h

∣

∣

∣

∣

2

dt

=















1− λρ2

ρ2λh
J
∑

j=0

∣

∣v̌j
∣

∣

2
+
κL

2

∣

∣

∣

∣

ǔN

h

∣

∣

∣

∣

2















4

T (4− p(λN )h2)

+
1

T

(

ρ2λh
J
∑

j=0

∣

∣v̌j
∣

∣

2
+
κL

2

∣

∣

∣

∣

ǔN

h

∣

∣

∣

∣

2)
λρ2

(

1− κ

b
σ(h)

)

.

Usando novamente a normalização h

J∑

j=0

|v̌j|2 = 1, temos

Eh(0)

ρ2h
J∑

j=0

T∫

0

∣∣ψ′

j(t)
∣∣2dt+ κL

2

T∫

0

∣∣∣∣
ϕJ(t)

h

∣∣∣∣
2

dt

=
κL|ǔN,J |2

ρ2λh2 +
κL
2
|ǔN,J |2

4

T (4− p(λN)h2)

+
h2

T
(
ρ2λh2 +

κL
2
|ǔN,J |2

)λρ2
(
1− κ

b
σ(h)

)
.

Como h = L
J+1

, resulta que

p(λN)h
2 = 4 sin2

(
Jπh

2L

)
= 4 sin2

(
π

2
− hπ

2L

)
= 4 cos2

(
hπ

2L

)
→ 4, com h→ 0. (5.59)

Finalmente, combinando esses dois últimos obtemos,

Eh(0)

ρ2h

J∑

j=0

T∫

0

∣∣ψ′

j(t)
∣∣2dt+ κL

2

T∫

0

∣∣∣∣
ϕN(t)

h

∣∣∣∣
2

dt

→ ∞, com h→ 0, (5.60)

e portanto segue imediatamente o Teorema 5.4.
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5.2 Observabilidade Uniforme em Diferenças Finitas

Esta seção é dedicada a provar a contrapartida positiva do Teorema 5.4 usando o método multi-

plicativo. Para isso, analisamos as soluções filtradas do sistema (5.1)−(5.5) usando a técnica de

filtragem para gerar uma subclasses adequadas de soluções numericamente observáveis. Estas

soluções numéricas são as soluções filtradas geradas por autovetores do problema de autovalor

que satisfaçam p(λ)h2 ≤ γ < 4.

Dado qualquer 0 < γ < 4, introduzimos a seguinte classe de soluções filtradas para o sistema

(5.1)− (5.5):

Dh(γ) :=





Φh =
∑

p(λn(h))≤γh−2

[
ancos

(√
λn(h)t

)
+ bnsen

(√
λn(h)t

)]
ǔn

Ψh =
∑

p(λn(h))≤γh−2

[
ancos

(√
λn(h)t

)
+ bnsen

(√
λn(h)t

)]
v̌n





,

onde λ = p(λn)
(
ρ1
κ
+ ρ2

b
σ(h)

)−1

e an, bn ∈ R são os coeficientes de Fourier.

5.2.1 Resultados Preliminares

Antes de enunciarmos o Teorema 5.10, que trata da observabilidade na classe Dh(γ) de soluções

filtradas, apresentamos alguns resultados preliminares que nos auxiliarão na sua demonstração.

Lema 5.8. Para toda (ϕj, ψj) solução de (5.1)− (5.5) vale

ρ1h

J∑

j=0

|ϕj|2dx+ ρ2h

J∑

j=0

|ψj|2dx =
b

λ
h

J∑

j=0

∣∣∣∣
ψj+1 − ψj

h

∣∣∣∣
2

+
κ

λ
h

J∑

j=0

∣∣∣∣
ϕj+1 − ϕj

h
+
ψj+1 + ψj

2

∣∣∣∣
2

.

Prova. A prova é imediata, basta multiplicarmos a identidade do Lema 5.6 por |S(t)|2 e consi-

derarmos a solução da forma (ϕj, ψj) = S(t)
(
ǔj, v̌j

)
. �
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Corolário 5.9. Para toda (ϕj, ψj) solução de (5.1)− (5.5) vale

ρ1h
J∑

j=0

∣∣∣∣
ϕj+1 − ϕj

h

∣∣∣∣
2

≤
(
ρ1
κ

+
ρ2
b
σ(h)

)
bh

J∑

j=0

∣∣∣∣
ψj+1 − ψj

h

∣∣∣∣
2

+

(
ρ1
κ

+
ρ2
b
σ(h)

)
κh

J∑

j=0

∣∣∣∣
ϕj+1 − ϕj

h
+
ψj+1 + ψj

2

∣∣∣∣
2

. (5.61)

Prova. Considerando o sistema (5.46)− (5.47) temos

h

J∑

j=0

∣∣∣∣
ǔj+1 − ǔj

h

∣∣∣∣
2

= p(λ)h
J∑

j=0

|ǔj|2. (5.62)

Consequentemente, multiplicamos por |S(t)|2 e obtemos

h

J∑

j=0

∣∣∣∣
ϕj+1 − ϕj

h

∣∣∣∣
2

= p(λ)h
J∑

j=0

|ϕj|2. (5.63)

Combinando o Lema 5.8 com a equação (5.63) e considerando que p(λ)/λ = ρ1
κ
+ ρ2

b
σ(h)

temos o resultado. �

Teorema 5.10. Suponha que 0 < γ < 4. Então, existe T (γ) ≥ 2LM tal que para todo

T > T (γ) existe uma constante positiva C(T, γ) tal que a desigualdade

Eh(0) ≤ C(T, γ)

[
ρ2h

J∑

j=0

T∫

0

|ψ′

j(t)|2dt+ κL

T∫

0

∣∣∣∣
ϕJ(t)

h

∣∣∣∣
2

dt

]
, (5.64)

é verdadeira para toda solução de (5.1) − (5.5) na classe Dh(γ) com h → 0 uniformemente.

Além disso,

(a) T (γ) ր ∞ com γ ր 4 e M(γ) ց M , T (γ) ց 2LM com γ ց 0;

(b) C(T, γ) ց 1
T−2LM com γ ց 0.

onde M = max

{
1, 1 + 1

L
, ρ1

κ
+ 2ρ2

b
+ ρ2

κL
, ρ1

κ
+ ρ2

b
+ ρ2

κL

}
<∞.

A. J. A. Ramos PDM - UFPA



Capı́tulo 5. SEMIDISCRETIZAÇÃO DO SISTEMA DE VIGAS DE TIMOSHENKO 99

Esse Teorema garante que o sistema semidiscreto é uniformemente observável como h → 0

desde que as soluções de alta frequências sejam filtradas. Para as respectivas provas construı́mos

um conjunto de lemas usando multiplicadores discretos.

Temos os seguintes resultados nesta direção:

Lema 5.11 (Conservação de Energia). Para qualquer h > 0 a energia total Eh(·) definida em

(5.6) satisfaz a taxa de variação

d

dt
Eh(t) = 0, ∀t ∈ [0, T ]. (5.65)

para toda (ϕ, ψ) solução de (5.1)− (5.5).

Prova. Multiplicamos a equação (5.1) por hϕ′
j(t) e adicionamos para j = 1, 2, ..., J , para

obtermos

ρ1
d

dt

h

2

J∑

j=1

|ϕ′
j|2 − κh

J∑

j=1

ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1

h2
ϕ′
j − κh

J∑

j=1

ψj+1 − ψj−1

2h
ϕ′
j = 0. (5.66)

Considerando as condições de contorno (5.3) e (5.4), temos

h

J∑

j=1

ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1

h2
ϕ′
j = − d

dt

h

2

J∑

j=0

∣∣∣∣
ϕj+1 − ϕj

h

∣∣∣∣
2

, (5.67)

h

J∑

j=1

ψj+1 − ψj−1

2h
ϕ′
j = −h

J∑

j=0

ϕ′
j+1 − ϕ′

j

h

ψj+1 + ψj
2

. (5.68)

Combinando (5.66), (5.67) e (5.68) concluı́mos que

ρ1
d

dt

h

2

J∑

j=1

|ϕ′
j|2 + κ

d

dt

h

2

J∑

j=0

∣∣∣∣
ϕj+1 − ϕj

h

∣∣∣∣
2

+ κh

J∑

j=0

ϕ′
j+1 − ϕ′

j

h

ψj+1 + ψj
2

= 0. (5.69)
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Analogamente, multiplicando a equação (5.2) por hψ′
j(t) e considerando as condições de

contorno (5.3) e (5.4) obtemos

ρ2
d

dt

h

2

J∑

j=1

|ψ′
j|2 + b

d

dt

h

2

J∑

j=0

∣∣∣∣
ψj+1 − ψj

h

∣∣∣∣
2

+ κ
d

dt

h

2

J∑

j=0

∣∣∣∣
ψj+1 + ψj

2

∣∣∣∣
2

+κh
J∑

j=0

ϕj+1 − ϕj
h

ψ′
j+1 + ψ′

j

2
= 0. (5.70)

Adicionando as equações (5.69) e (5.70) podemos escrever
d

dt
Eh(t) = 0 e então Eh(t) =

Eh(0), para todo t ∈ [0, T ] onde Eh(t) é dado em (5.6). �

Lema 5.12. Para qualquer h ≥ 2
√
b/κ e (ϕ, ψ) solução de (5.1)− (5.5) temos

h

2

J∑

j=0

T∫

0

[
ρ1ϕ

′

jϕ
′

j+1 + ρ2ψ
′

jψ
′

j+1 + b

∣∣∣∣
ψj+1 − ψj

h

∣∣∣∣
2

+ κ

∣∣∣∣
ϕj+1 − ϕj

h
+
ψj+1 + ψj

2

∣∣∣∣
2]
dt

+χϕ(t)

∣∣∣∣
T

0

+ χψ(t)

∣∣∣∣
T

0

+ Yψ(t)

∣∣∣∣
T

0

≤ ρ2h

J∑

j=0

T∫

0

|ψ′

j|2dt+
κL

2

T∫

0

∣∣∣∣
ϕJ
h

∣∣∣∣
2

dt, (5.71)

onde

χϕ(t) = ρ1h
J∑

j=1

jϕ
′

j

(
ϕj+1 − ϕj−1

2

)
, χψ(t) = ρ2h

J∑

j=1

jψ
′

j

(
ψj+1 − ψj−1

2

)
, Yψ(t) = ρ2h

J∑

j=1

ψ
′

jψj .

Prova. Multiplicamos (5.1) por jh(ϕj+1−ϕj−1)/2, adicionamos para j = 1, 2, ..., J e integra-

mos em (0, T ) para obtermos

ρ1h

J∑

j=1

T∫

0

jϕ
′′

j

(
ϕj+1 − ϕj−1

2

)
dt− κh

J∑

j=1

T∫

0

j

(
ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1

h2
ϕj+1 − ϕj−1

2

)
dt

−κh
J∑

j=1

T∫

0

j

(
ψj+1 − ψj−1

2h

ϕj+1 − ϕj−1

2

)
dt = 0.(5.72)
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O restante da prova segue literalmente como é feito no Lema 3.11, exceto pelo último somatório.

Portanto podemos concluir que

h

2

J∑

j=0

T∫

0

[
ρ1ϕ

′

jϕ
′

j+1 + κ

∣∣∣∣
ϕj+1 − ϕj

h

∣∣∣∣
2]
dt− κh

J∑

j=1

T∫

0

j

(
ψj+1 − ψj−1

2h

ϕj+1 − ϕj−1

2

)
dt

+χϕ(t)

∣∣∣∣
T

0

=
κL

2

T∫

0

∣∣∣∣
ϕJ
h

∣∣∣∣
2

dt. (5.73)

Analogamente, multiplicando a equação (5.2) por jh(ψj+1 − ψj−1)/2 e considerando as

condições de contorno (5.3) e (5.4) obtemos

h

2

J∑

j=0

T∫

0

[
ρ2ψ

′

jψ
′

j+1 + b

∣∣∣∣
ψj+1 − ψj

h

∣∣∣∣
2]
dt− κ

h

2

J∑

j=0

T∫

0

∣∣∣∣
ψj+1 + ψj

2

∣∣∣∣
2

dt+
κL

2

T∫

0

∣∣∣∣
ψJ+1 + ψJ

2

∣∣∣∣
2

dt

+χψ(t)

∣∣∣∣
T

0

+ κh
J∑

j=1

T∫

0

j

(
ϕj+1 − ϕj−1

2h

ψj+1 − ψj−1

2

)
dt− bL

2

T∫

0

∣∣∣∣
ψJ+1 − ψJ

h

∣∣∣∣
2

dt = 0. (5.74)

Multiplicamos a equação (5.2) por hψj e adicionamos para j = 1, 2, ..., J .

h
J∑

j=1

(
ρ2ψ

′′

j − b
ψj+1 − 2ψj + ψj−1

h2
+ κ

ϕj+1 − ϕj−1

2h
+ κ

ψj+1 + 2ψj + ψj−1

4

)
ψ = 0.(5.75)

Considerando as condições de contorno (5.3) e (5.4) obtemos

−ρ2h
J∑

j=1

T∫

0

|ψ′

j|2dt+ bh
J∑

j=0

T∫

0

∣∣∣∣
ψj+1 − ψj

h

∣∣∣∣
2

dt+ κh
J∑

j=0

T∫

0

(
ϕj+1 − ϕj

h

ψj+1 + ψj
2

)
dt

+Yψ(t)

∣∣∣∣
T

0

+ κh

J∑

j=0

T∫

0

∣∣∣∣
ψj+1 + ψj

2

∣∣∣∣
2

dt = 0, (5.76)

onde Yψ(t) = ρ2h
J∑

j=1

ψ
′

jψj.
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Adicionando as equações (5.73), (5.74) e (5.76) temos

h

2

J∑

j=0

T∫

0

[
ρ1ϕ

′

jϕ
′

j+1 + ρ2ψ
′

jψ
′

j+1 + b

∣∣∣∣
ψj+1 − ψj

h

∣∣∣∣
2

+ κ

∣∣∣∣
ϕj+1 − ϕj

h
+
ψj+1 + ψj

2

∣∣∣∣
2]
dt

+bh
J∑

j=0

T∫

0

∣∣∣∣
ψj+1 − ψj

h

∣∣∣∣
2

dt+ χϕ(t)

∣∣∣∣
T

0

+ χψ(t)

∣∣∣∣
T

0

+ Yψ(t)

∣∣∣∣
T

0

= ρ2h
J∑

j=0

T∫

0

|ψ′

j|2dt

+
κL

2

T∫

0

∣∣∣∣
ϕJ
h

∣∣∣∣
2

dt+
bL

2

T∫

0

∣∣∣∣
ψJ+1 − ψJ

h

∣∣∣∣
2

dt− κL

2

T∫

0

∣∣∣∣
ψJ+1 + ψJ

2

∣∣∣∣
2

dt. (5.77)

Além disso, tendo em conta que ψJ+1 = 0, podemos escrever

bL

2

T∫

0

∣∣∣∣
ψJ+1 − ψJ

h

∣∣∣∣
2

dt− κL

2

T∫

0

∣∣∣∣
ψJ+1 + ψJ

2

∣∣∣∣
2

dt =
bL

2

T∫

0

∣∣∣∣
ψJ
h

∣∣∣∣
2

dt− κL

2

T∫

0

∣∣∣∣
ψJ
2

∣∣∣∣
2

dt

=

(
b

2
− κh2

8

)
L

T∫

0

∣∣∣∣
ψJ
h

∣∣∣∣
2

dt.

e uma vez que tomamos
b

2
− κh2

8
≤ 0, segue que

h

2

J∑

j=0

T∫

0

[
ρ1ϕ

′

jϕ
′

j+1 + ρ2ψ
′

jψ
′

j+1 + b

∣∣∣∣
ψj+1 − ψj

h

∣∣∣∣
2

+ κ

∣∣∣∣
ϕj+1 − ϕj

h
+
ψj+1 + ψj

2

∣∣∣∣
2]
dt

+bh

J∑

j=0

T∫

0

∣∣∣∣
ψj+1 − ψj

h

∣∣∣∣
2

dt+ χϕ(t)

∣∣∣∣
T

0

+ χψ(t)

∣∣∣∣
T

0

+ Yψ(t)

∣∣∣∣
T

0

≤ ρ2h

J∑

j=0

T∫

0

|ψ′

j |2dt+
κL

2

T∫

0

∣∣∣∣
ϕJ
h

∣∣∣∣
2

dt.

�

Lema 5.13 (Equipartição de energia). Para qualquer h > 0 e (ϕ, ψ) solução de (5.1) − (5.5)

temos

−ρ1h
J∑

j=0

T∫

0

|ϕ′

j|2dt− ρ2h

J∑

j=0

T∫

0

|ψ′

j|2dt+ Yϕ(t)

∣∣∣∣
T

0

+ Yψ(t)

∣∣∣∣
T

0

+h
J∑

j=0

T∫

0

[
b

∣∣∣∣
ψj+1 − ψj

h2

∣∣∣∣
2

+ κh

J∑

j=0

∣∣∣∣
ϕj+1 − ϕj

h
+
ψj+1 + ψj

2

∣∣∣∣
]
dt = 0, (5.78)
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onde

Yϕ(t) = ρ1h
J∑

j=0

ϕ
′

jϕj, e Yψ(t) = ρ2h
J∑

j=0

ψ
′

jψj.

Prova. Primeiramente multiplicamos a equação (5.1) por hϕj , efetuamos o somatório para

1 ≤ j ≤ J e integramos em (0, T ).

ρ1h
J∑

j=1

T∫

0

ϕ
′′

jϕjdt− κh
J∑

j=1

T∫

0

ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1

h2
ϕjdt− κh

J∑

j=1

T∫

0

ψj+1 − ψj−1

2h
ϕjdt = 0. (5.79)

Agora façamos as seguintes simplificações. De I1h temos,

I1h := ρ1h
J∑

j=1

T∫

0

ϕ
′′

jϕjdt = ρ1h
J∑

j=1

ϕ
′

jϕj

∣∣∣∣
T

0

− ρ1h
J∑

j=1

T∫

0

|ϕ′

j|2dt.

Usamos as condições de contorno de Dirichlet homogêneas para obtermos

I1h = ρ1h
J∑

j=0

ϕ
′

jϕj

∣∣∣∣
T

0

− ρ1h
J∑

j=0

T∫

0

|ϕ′

j|2dt,

onde tomamos

Yϕ(t) = ρ1h
J∑

j=0

ϕ
′

jϕj.

E daı́,

I1,h = Yϕ(t)

∣∣∣∣
T

0

− h

J∑

j=0

T∫

0

|ϕ′

j|2dt.

De I2h temos

I2h := κh
J∑

j=1

T∫

0

ϕj
ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1

h2
dt = κh

J∑

j=1

T∫

0

ϕj
ϕj+1 − ϕj

h2
dt+ κh

J∑

j=1

T∫

0

ϕj
ϕj−1 − ϕj

h2
dt.
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Usando as condições de contorno de Dirichlet homogêneas, temos

I2h = −κh
J∑

j=0

T∫

0

∣∣∣∣
ϕj+1 − ϕj

h

∣∣∣∣
2

dt.

De I3h segue que

I3h := κh

J∑

j=1

ψj+1 − ψj−1

2h
ψj = κh

J∑

j=1

(ψj+1 + ψj)− (ψj + ψj−1)

2h
ψj

= −κh
J∑

j=0

(
ϕj+1 − ϕj

h

ψj+1 + ψj
2

)
+ κh

(
ψJ+1 − ψJ

h

)
ϕJ+1

2︸ ︷︷ ︸
:=0

= −κh
J∑

j=0

(
ϕj+1 − ϕj

h

ψj+1 + ψj
2

)
. (5.80)

Substituindo as simplificações I1h, I2h e I3h em (5.79) temos

−ρ1h
J∑

j=0

T∫

0

|ϕ′

j |2dt+ h

J∑

j=0

T∫

0

[
κ

∣∣∣∣
ϕj+1 − ϕj

h

∣∣∣∣
2

+ κh

J∑

j=0

(
ϕj+1 − ϕj

h

ψj+1 + ψj
2

)]
dt+ Yϕ(t)

∣∣∣∣
T

0

= 0,(5.81)

onde tomamos

Yϕ(t) = ρ1h
J∑

j=0

ϕ
′

jϕj.

Levando em conta que ψJ+1 = 0 (ver 5.35), segue analogamente que

−ρ2h
J∑

j=0

T∫

0

|ψ′

j |2dt+ h

J∑

j=0

T∫

0

[
b

∣∣∣∣
ψj+1 − ψj

h

∣∣∣∣
2

+ κ

∣∣∣∣
ψj+1 + ψj

2

∣∣∣∣
2

+ κh

J∑

j=0

(
ϕj+1 − ϕj

h

ψj+1 + ψj
2

)]
dt

+Yψ(t)

∣∣∣∣
T

0

= 0, (5.82)

onde tomamos

Yψ(t) = ρ2h

J∑

j=0

ψ
′

jψj.
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Somando as equações (5.81) e (5.82) obtemos

−ρ1h
J∑

j=0

T∫

0

|ϕ′

j|2dt− ρ2h

J∑

j=0

T∫

0

|ψ′

j|2dt+ Yϕ(t)

∣∣∣∣
T

0

+ Yψ(t)

∣∣∣∣
T

0

+h
J∑

j=0

T∫

0

[
b

∣∣∣∣
ψj+1 − ψj

h2

∣∣∣∣
2

+ κh

J∑

j=0

∣∣∣∣
ϕj+1 − ϕj

h
+
ψj+1 + ψj

2

∣∣∣∣
]
dt = 0.

�

Corolário 5.14. Para qualquer h > 0 e (ϕ, ψ) solução de (5.1)− (5.5) temos

ρ1h
J∑

j=0

T∫

0

|ϕ′

j|2dt+ ρ2h
J∑

j=0

T∫

0

|ψ′

j|2dt = TEh(t) +
1

2
Yϕ(t)

∣∣∣∣
T

0

+
1

2
Yψ(t)

∣∣∣∣
T

0

,

onde Eh(t) é dado em (5.6).

Prova. A prova é imediata, basta adicionarmos o termo 2h
J∑

j=0

T∫

0

[
|ϕ′
j|2 + |ψ′

j|2
]
dt em ambos

os lados do lema anterior e considerarmos a energia total Eh(t) dada em (5.6). �

Para provar o Teorema 5.10 usamos os Lemas 5.12 e 5.13. Vamos precisar de algumas

estimativas, principalmente para os termos h

J∑

j=0

|ϕ′
j+1 − ϕ′

j|2 e h

J∑

j=0

|ψ′
j+1 − ψ′

j|2.

Lema 5.15. Para qualquer h > 0, 0 ≤ t ≤ T e (ϕ, ψ) solução de (5.1)− (5.5) vale

h
J∑

j=0

|ϕ′

j+1 − ϕ
′

j|2 ≤ p(Λ)h3
J∑

j=0

|ϕ′

j|2 e h
J∑

j=0

|ψ′
j+1 − ψ′

j|2 ≤ p(Λ)h3
J∑

j=0

|ψ′
j|2,

onde p(Λ) = p(λJ/2) com J par, é um autovalor inserindo no desenvolvimento Fourier.

Prova. Inicialmente, consideramos as soluções em séries de Fourier do problema (5.1)− (5.5)

ϕj(t) =
∑

|µn|≤
√
p(Λ)

ane
iµntǔn,j e ψj(t) =

∑

|µn|≤
√
p(Λ)

bne
iµntv̌n,j,
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com ǔn,j = Asen(2nπxj) e v̌n,j = B
[
1− cos(2nπxj)

]
.

Daı́ temos

ϕj(t) =
∑

|µn|≤
√
p(Λ)

ane
iµntǔn,j,

com µn =
√
p(λn) para n > 0 e µ−n = −µn. Portanto,

ϕ′
j(t) = i

∑

|µn|≤
√
p(Λ)

anµne
iµntǔn,j.

Daı́ segue que

h
J∑

j=0

|ϕ′
j+1(t)− ϕ′

j(t)|2 = h
J∑

j=0

∣∣∣∣
∑

|µn|≤
√
p(Λ)

anµne
iµnt(ǔn,j+1 − ǔn,j)

∣∣∣∣
2

= h
J∑

j=0

[ ∑

|µn|≤
√
p(Λ)

|an|2|µn|2|ǔn,j+1 − ǔn,j|2

+
∑

|µn|6=|µl|≤
√
p(Λ)

analµnµle
(µn−µl)t(ǔn,j+1 − ǔn,j)(ǔl,j+1 − ǔl,j)

]

= h

J∑

j=0

∑

|µn|≤
√
p(Λ)

|an|2|µn|2|ǔn,j+1 − ǔn,j|2

+
J∑

j=0

∑

|µn|6=|µl|≤
√
p(Λ)

analµnµle
(µn−µl)t(ǔn,j+1 − ǔn,j)(ǔl,j+1 − ǔl,j).

Devido a ortogonalidade de autovetores ǔn e ǔl, para µn 6= µl (ver Proposição 3.14), temos

∑

|µn|6=|µl|≤
√
p(Λ)

(ǔn,j+1 − ǔn,j)(ǔl,j+1 − ǔl,j) = 0.
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E assim obtemos

h

J∑

j=0

|ϕ′
j+1(t)− ϕ′

j(t)|2 = h
J∑

j=0

∑

|µn|≤
√
p(Λ)

|an|2|µn|2|ǔn,j+1 − ǔn,j|2

= h
J∑

j=0

∑

|µn|≤
√
p(Λ)

|an|2|µn|2p(λ)h2|ǔn,j|2,

onde p(λ) é um autovalor associado ao autovetor ǔn (ver 5.46).

Portanto temos

h
J∑

j=0

|ϕ′
j+1(t)− ϕ′

j(t)|2 = p(λ)h3
J∑

j=0

∑

|µn|≤
√
p(Λ)

|an|2|µn|2|ǔn,j|2.

Agora tomamos p(Λ) suficientemente grande, tal que p(λ) ≤ p(Λ) e obtemos

J∑

j=0

|ϕ′

j+1 − ϕ
′

j|2 ≤ p(Λ)h3
J∑

j=0

|ϕ′

(xj, t)|2.

E como temos ϕ
′

(xj, t) ≡ ϕj
′, segue que

J∑

j=0

|ϕ′

j+1 − ϕ
′

j|2 ≤ p(Λ)h3
J∑

j=0

|ϕj ′|2.

Resta-nos provar que

J∑

j=0

|ψ′
j+1 − ψ′

j|2 ≤ p(Λ)h2
J∑

j=0

|ψj ′|2. (5.83)

De fato, temos que

J∑

j=0

|ψ′
j+1 − ψ′

j|2 =
J∑

j=0

|ψ′
j+1|2 − 2

J∑

j=0

ψ′
j+1ψ

′
j +

J∑

j=0

|ψj ′|2

≤ 2
J∑

j=0

|ψ′
j+1|2 + 2

J∑

j=0

|ψj ′|2.
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Desde que ψ′
J+1 = 0 (ver 5.35), decorre que

∑J
j=0 |ψ′

j+1|2 =
∑J

j=0 |ψ′
j|2 e assim temos

J∑

j=0

|ψ′
j+1 − ψ′

j|2 ≤ 4
J∑

j=0

|ψ′
j|2. (5.84)

Agora suponhamos por absurdo que

J∑

j=0

|ψ′
j+1 − ψ′

j|2 > p(Λ)h2
J∑

j=0

|ψj ′|2. (5.85)

A passagem ao limite com h→ 0 nos mostra que

lim
J∑

j=0

|ψ′
j+1 − ψ′

j|2 > lim p(Λ)h2
J∑

j=0

|ψj ′|2 = 4
J∑

j=0

|ψj ′|2, (5.86)

o que é um absurdo de acordo com (5.84). Isso encerra a demonstração. �

Lema 5.16. Para qualquer h > 0, 0 ≤ t ≤ T e (ϕ, ψ) solução de (5.1)− (5.5) vale

|Zϕ(t)| ≤
√
L2 − p(Λ)h4

16
+

3p(Λ)h2

16p(λ1)
h

J∑

j=0

[
ρ1
2
|ϕ′

j|2 +
p(λ)κ

2λ

∣∣∣∣
ϕj+1 − ϕj

h
+
ψj+1 + ψj

2

∣∣∣∣
2

+
p(λ)b

2λ

∣∣∣∣
ψj+1 − ψj

h

∣∣∣∣
2]

e

|Zψ(t)| ≤
√

L2 − p(Λ)h4

16
+

3p(Λ)h2b

16λ1
h

J∑

j=0

[
ρ2
2
|ψ′
j|2 +

ρ2
2

∣∣∣∣
ψj+1 − ψj

h

∣∣∣∣
2]

+

√
3p(Λ)h2

16λ1
h

J∑

j=0

[
ρ2
2
|ψ′
j|2 +

κ

2

∣∣∣∣
ϕj+1 − ϕj

h
+
ψj+1 + ψj

2

∣∣∣∣
2]

+
ρ2
2
h

J∑

j=0

|ψ′
j|2 +

b

2λ1
h

J∑

j=0

∣∣∣∣
ψj+1 − ψj

h

∣∣∣∣
2

+
κ

2λ1
h

J∑

j=0

∣∣∣∣
ϕj+1 − ϕj

h
+
ψj+1 + ψj

2

∣∣∣∣
2

,
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Capı́tulo 5. SEMIDISCRETIZAÇÃO DO SISTEMA DE VIGAS DE TIMOSHENKO 109

onde p(λ1) > 0 é o primeiro autovalor do Laplaciano discreto, p(Λ) = p(λJ/2) é um autovalor

introduzido no desenvolvimento de Fourier, λ1 = p(λ1)
(
ρ1
κ
+ ρ2

b
σ(h)

)−1

e

Zϕ(t) = ρ1h

J∑

j=1

ϕ′
j

[
j

(
ϕj+1 − ϕj−1

2

)
+ ηϕj

]
, Zψ(t) = ρ2h

J∑

j=1

ψ′
j

[
j

(
ψj+1 − ψj−1

2

)
+ (1 + η)ψj

]
,

onde η = −p(Λ)h2/8.

Prova. Tomemos

Zϕ(t) = ρ1h

J∑

j=1

ϕ
′

j

[
j

(
ϕj+1 − ϕj−1

2

)
− Λh2

8
ϕj

]

e consequentemente

|Zϕ(t)| ≤ ρ1h

J∑

j=1

∣∣∣∣ϕ
′

j

[
j

(
ϕj+1 − ϕj−1

2

)
− Λh2

8
ϕj

]∣∣∣∣.

Aplicando a versão semidiscreta da desigualdade de Hölder temos

|Zϕ(t)| ≤ ρ1

[
h

J∑

j=1

|ϕ′

j|2
] 1

2
[
h

J∑

j=1

∣∣∣∣j
(
ϕj+1 − ϕj−1

2

)
+ ηϕj

∣∣∣∣
2] 1

2

, (5.87)

com η = −Λh2/8.

Por outro lado temos:

h

J∑

j=1

∣∣∣∣j
(
ϕj+1 − ϕj−1

2

)
+ ηϕj

∣∣∣∣
2

= h

J∑

j=1

[
j2

4
|ϕj+1 − ϕj−1|2 + η2|ϕj |2 + ηj(ϕj+1 − ϕj−1)ϕj

]

= h
J∑

j=1

[
j2

4
|(ϕj+1−ϕj) + (ϕj − ϕj−1)|2 + η2|ϕj |2 + ηj(ϕj+1 − ϕj−1)ϕj

]

= h
J∑

j=1

[
j2

4
[|ϕj+1−ϕj |2 + 2(ϕj+1−ϕj)(ϕj − ϕj−1) + |ϕj − ϕj−1|2]

+η2|ϕj |2 + ηj(ϕj+1 − ϕj−1)ϕj

]

≤ h
J∑

j=1

[
j2

4
[2|ϕj+1−ϕj |2 + 2|ϕj − ϕj−1|2] + η2|ϕj |2 + ηj(ϕj+1 − ϕj−1)ϕj

]
,
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e consequentemente,

h

J∑

j=1

∣∣∣∣j
(
ϕj+1 − ϕj−1

2

)
+ ηϕj

∣∣∣∣
2

≤ h

J∑

j=1

[
j2

2
|ϕj+1 − ϕj |2 +

j2

2
|ϕj − ϕj−1|2 + η2|ϕj |2

+ηj(ϕj+1 − ϕj−1)ϕj

]

≤ h

J∑

j=0

[
j2

2
|ϕj+1 − ϕj |2 +

(j + 1)2

2
|ϕj+1 − ϕj |2 + η2|ϕj |2 + ηjϕjϕj+1

−η(j + 1)ϕjϕj+1

]

= h
J∑

j=0

[
j2

2
|ϕj+1 − ϕj |2 +

(j + 1)2

2
|ϕj+1 − ϕj |2 + η2|ϕj |2 − ηϕjϕj+1

]

= h

J∑

j=0

[
j2

2
|ϕj+1 − ϕj |2 +

(j + 1)2

2
|ϕj+1 − ϕj |2 + η2|ϕj |2+|η||ϕj |2

−|η||ϕj |2 − ηϕjϕj+1

]
.

Como j2h2 ≤ (j + 1)2h2 ≤ (J + 1)2h2 = L2 temos

h

J∑

j=1

∣∣∣∣j
(
ϕj+1 − ϕj−1

2

)
+ ηϕj

∣∣∣∣
2

≤ L2h

J∑

j=1

∣∣∣∣
ϕj+1 − ϕj

h

∣∣∣∣
2

− |η|h
J∑

j=1

(|ϕj |2 − ϕjϕj+1)

+ (η2 + |η|)h
J∑

j=1

|ϕj |2. (5.88)

Usando as condições de contorno de Dirichlet homogêneas obtemos

h

J∑

j=1

(|ϕj|2 − ϕjϕj+1) =
h

2

J∑

j=1

|ϕj+1 − ϕj|2.

Daı́ segue que

h

J∑

j=1

∣∣∣∣j
(
ϕj+1 − ϕj−1

2

)
+ ηϕj

∣∣∣∣
2

≤
(
L2 − |η|h2

2

)
h

J∑

j=1

∣∣∣∣
ϕj+1 − ϕj

h

∣∣∣∣
2

+ (η2 + |η|)h
J∑

j=1

|ϕj|2. (5.89)

A. J. A. Ramos PDM - UFPA
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E por último aplicamos a desigualdade abaixo (versão discreta da desigualdade de Poincaré)

h
J∑

j=0

|ϕj|2 ≤
1

p(λ1)
h

J∑

j=0

∣∣∣∣
ϕj+1 − ϕj

h

∣∣∣∣
2

, (5.90)

para o primeiro autovalor p(λ1) (ver 5.48) e obtemos

h

J∑

j=0

∣∣∣∣j
(
ϕj+1 − ϕj−1

2

)
+ ηϕj

∣∣∣∣
2

≤
[
L2 − |η|h2

2
+

(η2 + |η|)
p(λ1)

]
h

J∑

j=0

∣∣∣∣
ϕj+1 − ϕj

h

∣∣∣∣
2

. (5.91)

Substituindo (5.91) em (5.87) temos

|Zϕ(t)| ≤
√
L2 − p(Λ)h4

16
+

3p(Λ)h2

16p(λ1)
ρ1

[
h

J∑

j=0

|ϕ′

j|2
] 1

2
[
h

J∑

j=0

∣∣∣∣
ϕj+1 − ϕj

h

∣∣∣∣
2] 1

2

, (5.92)

onde |η| = p(Λ)h2/8 ≤ 1/2 e η2 + |η| ≤ 3p(Λ)h2/16.

Aplicamos a desigualdade de Young em (5.92) e em seguida usamos o Corolário 5.9 para

obtermos

|Zϕ(t)| ≤
√
L2 − p(Λ)h4

16
+

3p(Λ)h2

16p(λ1)
h

J∑

j=0

[
ρ1
2
|ϕ′

j|2 +
ρ1
2

∣∣∣∣
ϕj+1 − ϕj

h

∣∣∣∣
2]

(5.93)

e consequentemente

|Zϕ(t)| ≤
√
L2 − p(Λ)h4

16
+

3p(Λ)h2

16p(λ1)
h

J∑

j=0

[
ρ1
2
|ϕ′

j|2 +
p(λ)

2λ
b

∣∣∣∣
ψj+1 − ψj

h

∣∣∣∣
2

+
p(λ)

2λ
κ

∣∣∣∣
ϕj+1 − ϕj

h
+
ψj+1 + ψj

2

∣∣∣∣
2]
.

De forma análoga temos para Zψ(t), ou seja,

|Zψ(t)| ≤
[
ρ2h

J∑

j=0

|ψ′
j|2
]1/2[

ρ2h

J∑

j=0

∣∣∣∣j
(ψj+1 − ψj)

2
+ ηψj

∣∣∣∣
2]1/2

+

[
ρ2h

J∑

j=0

|ψ′
j|2
]1/2[

ρ2h

J∑

j=0

|ψj|2
]1/2

. (5.94)
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Por outro lado,

ρ2h

J∑

j=0

∣∣∣∣j
(ψj+1 − ψj)

2
+ ηψj

∣∣∣∣
2

≤ ρ2

(
L2 − |η|h2

2

)
h

J∑

j=0

∣∣∣∣
ψj+1 − ψj

h

∣∣∣∣
2

+ ρ2(η
2 + |η|)h

J∑

j=0

|ψj |2.

Levando em consideração o Lema 5.8 para o primeiro autovalor λ1 obtemos

ρ2h
J∑

j=0

∣∣∣∣j
(ψj+1 − ψj)

2
+ ηψj

∣∣∣∣
2

≤
(
L2 − |η|h2

2
+

(η2 + |η|)b
λ1ρ2

)
ρ2h

J∑

j=0

∣∣∣∣
ψj+1 − ψj

h

∣∣∣∣
2

+
(η2 + |η|)κ

λ1
h

J∑

j=0

∣∣∣∣
ϕj+1 − ϕj

h
+
ψj+1 + ψj

2

∣∣∣∣
2

. (5.95)

Combinando as equações 5.94 e 5.95 deduzimos que

|Zψ(t)| ≤
√

L2 − p(Λ)h4

16
+

3p(Λ)h2b

16λ1ρ2

[
ρ2

J∑

j=0

|ψ′
j|2
]1/2[

ρ2h
J∑

j=0

∣∣∣∣
ψj+1 − ψj

h

∣∣∣∣
2]1/2

+

√
3p(Λ)h2

16λ1

[
ρ2h

J∑

j=0

|ψ′
j|2
]1/2[

κh

J∑

j=0

∣∣∣∣
ϕj+1 − ϕj

h
+
ψj+1 + ψj

2

∣∣∣∣
2]1/2

+

[
ρ2h

J∑

j=0

|ψ′
j|2
]1/2[

ρ2h

J∑

j=0

|ψj|2
]1/2

.

Usamos a desigualdade de Young na última parcela acima e novamente aplicamos o Lema 5.8

para obtermos o resultado. �

Agora estamos em condições de estabelecermos o principal resultado deste capı́tulo.

5.2.2 Prova da Observabilidade Uniforme: Teorema 5.10

Fazemos notório que os cálculos necessários para a prova, são os mesmos usados no Capı́tulo

3 com exceção de alguns termos. Em primeiro lugar, consideramos a identidade do Lema 5.12

A. J. A. Ramos PDM - UFPA
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para obtermos

T∫

0

Eh(t)dt+ χϕ(t)

∣∣∣∣
T

0

+ χψ(t)

∣∣∣∣
T

0

− ρ1
h

4

J∑

j=0

T∫

0

|ϕ′

j+1 − ϕ
′

j|2dt

−ρ2
h

4

J∑

j=0

T∫

0

|ψ′

j+1 − ψ
′

j|2dt+ Yψ(t)

∣∣∣∣
T

0

≤ ρ2h

J∑

j=0

T∫

0

|ψ′

j|2dt+
κL

2

T∫

0

∣∣∣∣
ϕJ
h

∣∣∣∣
2

dt.

Agora, do Lema 5.15 e do Corolário 5.14 temos que

T∫

0

Eh(t)dt−
p(Λ)h2

4
TEh(t) + Zϕ(t)

∣∣∣∣
T

0

+ Zψ(t)

∣∣∣∣
T

0

≤ ρ2h
J∑

j=0

T∫

0

|ψ′

j|2dt+
κL

2

T∫

0

∣∣∣∣
ϕJ
h

∣∣∣∣
2

dt,

onde

Zϕ(t) = χϕ(t)−
p(Λ)h2

8
Yϕ(t) e Zψ(t) = χψ(t)−

p(Λ)h2

8
Yψ(t) + Yψ(t).

Aplicando o Lema 5.16 e o Lema 5.11, levando em conta que

H(γ) := max

{
γ

p(λ1)
,
γb

λ1ρ2

}
, onde γ = p(Λ)h2 e H(γ) → 0,

com γ → 0, segue que

T

(
1− γ

4

)
Eh(0)− 2

√
L2 − γh2

16
+

3

16
H(γ)

×
[
ρ1
2
h

J∑

j=0

|ϕ′

j|2 + A(γ)
ρ2
2
h

J∑

j=0

|ψ′

j|2 +B(γ)
b

2
h

J∑

j=0

∣∣∣∣
ψj+1 − ψj

h

∣∣∣∣
2

+C(γ)
κ

2
h

J∑

j=0

∣∣∣∣
ϕj+1 − ϕj

h
+
ψj+1 + ψj

2

∣∣∣∣
2]

≤ ρ2h

J∑

j=0

T∫

0

|ψ′

j|2 +
κL

2

T∫

0

∣∣∣∣
ϕJ
h

∣∣∣∣
2

dt,

onde

A(γ) := 1 +

√
3γ

16λ1√
L2 − γh2

16
+ 3

16
H(γ)

+
1√

L2 − γh2

16
+ 3

16
H(γ)

,
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B(γ) :=
ρ1
κ

+
(1 + σ(h))ρ2

b
+

ρ2

κ
√
L2 − γh2

16
+ 3

16
H(γ)

,

C(γ) :=
ρ1
κ

+
ρ2
b
σ(h) +

√
3γ

16λ1√
L2 − γh2

16
+ 3

16
H(γ)

+
ρ2

κ
√
L2 − γh2

16
+ 3

16
H(γ)

.

Prosseguimos como no Capı́tulo 3, para p(Λ)h2 = γ na classe de soluções Dh(γ) de (5.1) −
(5.5) e escolhendo M(γ) := max

{
1, A(γ), B(γ), C(γ)

}
deduzimos que a desigualdade de

observabilidade uniforme é dada por

Eh(0) ≤ C(T, γ)

[
ρ2h

J∑

j=0

T∫

0

|ψj|2dt+
κL

2

T∫

0

∣∣∣∣
ϕJ
h

∣∣∣∣
2

dt

]
, (5.96)

onde

C(T, γ) =
1

T
(
1− γ/4

)
− 2M(γ)

√
L2 − γ

16
h2 + 3

16
H(γ)

.

Portanto para

T >
2M(γ)

√
L2 − γ

16
h2 + 3

16
H(γ)

1− γ/4
,

concluı́mos as afimações do Teorema 5.10.
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CAPÍTULO 6

ALGUNS COMENTÁRIOS E PROBLEMAS EM ABERTO

Nesta tese apresentamos a análise de observabilidade uniforme para a semidiscretização em

diferenças finitas de um sistema de equações de ondas acopladas e também para o sistema

de Timoshenko utilizando multiplicadores discretos e resultados da teoria de séries de Fourier

não harmônicas. Abordamos o problema de saber se as estimativas de observabilidade dadas

em 3.26 e 5.32 são uniformes, quando o tamanho do parâmetro de malha h tende a zero. Na

verdade, a resposta a este problema é negativa.

Mais precisamente, é bem conhecido que esta anomalia numérica da falta de uniformidade

na estimativa de observabilidade obtidas via semidiscretização se deve ao comportamento se-

midiscreto das aproximações de ondas de alta frequência. Estas questões numéricas foram

inicialmente consideradas nas obras de Glowinski et al. ([21], [22]) e resolvido por Infante e

Zuazua [26].

Provamos os seguintes resultados, com relação a desigualdade de observabilidade do sistema

(2.12)− (2.15):

• A observabilidade uniforme não vale para qualquer T > 0;
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• A observabilidade uniforme vale para T > T ∗ desde que filtremos adequadamente as

soluções de alta frequência.

Vários problemas podem ser discutidos em análises futuras. Destacamos alguns deles para o

sistema de ondas acopladas (2.12)− (2.15).

6.1 Sobre o Sistema de Ondas Acopladas

Na configuração semidiscreta, os resultados apresentados neste trabalho podem ser facilmente

estendidos para elementos finitos, bem como o modelo semidiscreto baseado em um método

de elementos finitos mistos com duas funções de bases diferentes para a posição e velocidade.

Estas abordagens são casos particulares bem conhecidos como Método-θ (veja [28, 30, 41, 42]).

Assim, pode-se aplicar ao sistema (2.12) − (2.15) o seguinte esquema parametrizado por θ ∈
[0, 1/4]:

δθu
′′
j (t)−∆huj(t) + αδθ(uj − vj)(t) = 0, j = 1, 2, ..., J, 0 < t < T, (6.1)

δθv
′′
j (t)−∆hvj(t) + αδθ(vj − uj)(t) = 0, j = 1, 2, ..., J, 0 < t < T, (6.2)

u0(t) = uJ+1(t) = 0, v0(t) = vJ+1(t) = 0, 0 < t < T, (6.3)

uj(0) = u0j , u
′
j(0) = u1j , vj(0) = v0j , v

′
j(0) = v1j , j = 0, 1, 2, ..., J + 1, (6.4)

onde δθ é uma combinação linear convexa definida como

δθuj(t) := (1− 2θ)uj(t) + θ(uj+1 + uj−1)(t), (6.5)

com a mesma discretização para vj(t), u
′′
j (t) e v′′j (t). Em particular, para θ = 0 obtemos

o sistema (3.2) − (3.5) analisados neste trabalho. Outros casos a serem analisados são a

semidiscretização padrão de elemento finito obtida para θ = 1/6 e o método misto de ele-

mentos finitos obtidos para θ = 1/4. Neste último caso, tal como comprovado por Castro e

Micu [35] para a equação de uma única onda, as equações semidiscretas são uniformemente

observáveis para todas as soluções. Assim, pode-se esperar que para qualquer θ ∈ [0, 1/4[ a

observabilidade uniforme não vale para qualquer T > 0.
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Em geral, a respeito da observabilidade uniforme (3.26), muitos outros recursos podem

ser desenvolvidos e analisados para superar as dificuldades impostas pelas soluções numéricas

espúrias (soluções de alta frequência) e citamos alguns deles para análise futura.

• O método two-grid. A observabilidade uniforme (3.26) pode ser recuperada escolhendo

dados iniciais em um subespaço especı́fico. Ela é composta por dados iniciais lentamente

oscilantes obtidos por interpolação a partir de dados fornecidos em uma malha grossa.

Foi proposto por Glowinski et al. [20].

• Abordagem multiplicativa . O método two-grid foi analisado em primeiro lugar por

Negreanu e em Zuazua [43]. Eles usaram multiplicadores discretos e provaram um ob-

servabilidade uniforme para uma única equação de onda com T > 4 num subespaço de

dados iniciais lentamente oscilantes.

• Abordagem tipo Ingham. Neste trabalho utilizamos a abordagem do tipo Ingham para

obter uma observabilidade uniforme em um subespaço de soluções filtradas. Ela também

pode ser usada no método two-grid.

6.2 Sobre o Sistema de Vigas de Timoshenko

Os resultados apresentados nesta tese para o esquema numérico de Timoshenko (5.1) − (5.5)

foram baseados em autovetores cujo modo de vibração é par, ou seja, consideramos apenas

autovetores na classe C2n(h) e como vimos somente essa subclasse satisfaz o problema.

Para entendermos melhor esse fenômeno numérico fizemos um rápido comentário compa-

rando o caso numérico ao caso contı́nuo, analisando principalmente as condições de contorno

do problema contı́nuo (4.8) e do problema semidiscreto (5.3) − (5.4). Essa análise será feita

através do método da energia analisando os termos semidiscretos adicionais que figuram para os

contornos no processo de construção da energia semidiscreta, devidamente adaptado para esse

ambiente numérico.
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Usando o método multiplicativo no sistema (4.6) − (4.9) e na sua versão semidiscreta em

(5.1)− (5.5) obtemos a equação

d

dt

1

2

L∫

0

ρ1|ϕt|2dx− κ(ϕx + ψ)ϕt

∣∣∣
L

0
+ κ

L∫

0

(ϕx + ψ)ϕxtdx = 0, (6.6)

seguido do análogo semidiscreto

d

dt

h

2

J∑

j=0

ρ1|ϕ′
j|2 − κ

[(
ϕJ+1 − ϕJ

h
+
ψJ+1 + ψJ

2

)
ϕ′
J+1 −

(
ϕ1 − ϕ0

h
+
ψ1 + ψ0

2

)
ϕ′
0

]

+κh
J∑

j=0

(
ϕj+1 − ϕj

h
+
ψj+1 + ψj

2

)
ϕ′
j+1 − ϕ′

j

h
= 0. (6.7)

A comparação entre as duas equações mostram uma identificação exata entre o contı́nuo e o

semidiscreto. O mesmo não se verifica para as equação (4.7) e (5.2), pois temos

d

dt

1

2

L∫

0

[
ρ2|ψt|2 + b|ψx|2

]
dx− bψxψt

∣∣∣
L

0
+ κ

L∫

0

(ϕx + ψ)ψtdx = 0 (6.8)

e

d

dt

h

2

J∑

j=0

[
ρ2|ψ′

j|2 + b

∣∣∣∣
ψj+1 − ψj

h

∣∣∣∣
2]

− b

[(
ψJ+1 − ψJ

h

)
ψ′
J+1 −

(
ψ1 − ψ0

h

)
ψ′
0

]

+κh
J∑

j=0

(
ϕj+1 − ϕj

h
+
ψj+1 + ψj

2

)
ψ′
j+1 + ψ′

j

2

−κh
2

[(
ϕ1 − ϕ0

h
+
ψ1 + ψ0

2

)
ψ′
0 +

(
ϕJ+1 − ϕJ

h
+
ψJ+1 + ψJ

2

)
ψ′
J+1

]
= 0. (6.9)

É notório que o termo de contorno

κh

2

[(
ϕ1 − ϕ0

h
+
ψ1 + ψ0

2

)
ψ′
0 +

(
ϕJ+1 − ϕJ

h
+
ψJ+1 + ψJ

2

)
ψ′
J+1

]
,

não faz parte do análogo contı́nuo (6.8), mas foi introduzido naturalmente pelo esquema numérico

sob consideração. Além disso observamos que na equação (6.8) as condições de contorno

ψ(0, t) = ψx(L, t) = 0, são suficientes para anular os termos pontuais, portanto esperávamos
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que na equação (6.9) as condições de contorno também fossem os correspondentes numéricos:

ψ0 = 0 e ψJ+1−ψJ = 0, mas a última condição de contorno não é suficiente e por isso devemos

considerar a condição de contorno

b

(
ψJ+1 − ψJ

h

)
+
κh

2

(
ϕJ+1 − ϕJ

h
+
ψJ+1 + ψJ

2

)
= 0,

ao invés de ψJ+1 − ψJ = 0, o que não reflete o caso contı́nuo. Mas essa discrepância numérica

é facilmente solucionada assumindo autovetores na subclasse C2n(h).

Algumas questões ainda estão em aberto.

• Questão da paridade. Vimos no Capı́tulo 5 e no parágrafo acima que há uma necessi-

dade de considerarmos autovetores na subclasse C2n(h). Uma questão interessante seria

encontrar soluções numéricas que não dependessem da paridade, tal como acontece no

caso contı́nuo.

• Observabilidade dos autovetores. Na seção 5.1.2 mostramos uma desigualdade de ob-

servabilidade para os autovetores, graças ao desacoplamento da equação (5.14) resultando

no problema (5.46)− (5.47). Uma outra alternativa seria encontrar uma desigualdade de

observabilidade sem a necessidade de um desacoplamento.

• Métodos totalmente discretos. No Capı́tulo 5 estudamos métodos numéricos semidis-

cretos aplicados na resolução do problema de perda de observabilidade das soluções.

Qualquer resultado nesse sentido onde tanto o tempo quanto o espaço estão discretizados

é algo inédito.
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